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kosztów 
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Rozwiązania gier kooperacyjnych 

w zastosowaniu do problemu alokacji 

kosztów 

Rozpatruje się problem alokacji kosztów w przypadku realizacji 

projektu rozwojowego mającego na celu pozyskanie pewnego ze­

stawu dóbr. Realizacją projektu jest zainteresowanych kilka pod­

miotów decyzyjnych. Każdy z nich może zrealizować odpowiedni 

projekt w celu pozyskania tych dóbr, ale może również podjąć 

współpracę z innymi, tworząc różne koalicje i wspólnie realizować 

projekty odpowiednio większej skali. Podmioty decyzyjne traktu­

jemy dalej jako graczy w grze kooperacyjnej 

Problem alokacji kosztów dotyczy nie tylko ich podziału mię­

dzy graczy, ale także między rozpatrywane, różne dobra. Problem 

nie jest trywialny, zwłaszcza że gracze mogą tworzyć różne koali­

cje, a podział korzyści ze współpracy musi być akceptowany przez 

wszystkich uczestniczących w danej koalicji graczy. 

Problem alokacji kosztów ma bardzo obszerną literaturę. Ze­

staw istotnych artykułów zawiera praca zbiorowa (Young, 1982). 

Przykłady problemów praktycznych i propozycje rozwiązań po­

dają: Ransmeier (1942) - dotyczące wielokryterialnego planowania 

w Dolinie Tennessee w Stanach Zjednoczonych, Gately (1974) - za­

gadnienia dotyczące inwestowania w systemy energetyczne, Young, 

Okada, Hashimoto (1980)- dotyczące alokacji kosztów związanych 
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z inwestycjami w zasoby wodne regionu Umea w Szwecji. Podobne 

problemy rozpatrywano w ramach interdyscyplinarnego projektu 

dotyczącego Regionu Górnej Noteci w Polsce realizowanego w In­

stytucie Badań Systemowych PAN wspólnie z International In­

stitute for Applied System Analysis w Laxenburg w Austrii i we 

współpracy z szeregiem instytutów w Polsce. Kolejne przykłady 

problemów i rozwiązań z zastosowaniem różnych technik zawierają 

prace (Fernandez, Hinojosa, Puerto, 2004), (Matsubayashi, Ume­

zawa, Masuda, Nishino, 2005), (Krajewska, Kopfer, 2006), (Cru­

ijssen, Cools, Dullaert, 2007). 

W tej pracy problem współpracy podmiotów decyzyjnych i alo­

kacji kosztów jest modelowany za pomocą rodziny gier koopera­

cyjnych, zwanych grami wieloprzedmiotowymi. Są to gry z wypła­

tami ubocznymi w których bezpośrednio uwzględnione są wektory 

określające ilości kilku rodzajów dóbr, pozyskiwane z realizacji 

projektu lub projektów oraz wprowadzana jest procedura aloka­

cji kosztów wykorzystująca mechanizm cenowy. Proponuje się i 

porównuje różne koncepcje rozwiązań teorii gier kooperacyjnych 

w zastosowaniu do tego problemu. Analizuje się właściwości tych 

rozwiązań. Dyskutuje się różne procedury alokacji kosztów budo­

wane na podstawie tych koncepcji rozwiązań i formułuje mechani­

zmy określania odpowiednich cen. Przy określaniu mechanizmów 

cenowych przydatne były idee podane przez Billera and Heath 

(1982). Uzyskiwane rozwiązania porównywane są do wyników kla­

sycznej metody SCRB (James, Lee 1971, Young Okada, Hashimoto 

1980) tradycyjne stosowanej w praktyce alokacji kosztów w przy­

padku projektów z zakresu inwestycji w systemy wodne. Podaje 

się algorytm obliczeniowy umożliwiający wyznaczenie omawianych 

rozwiązań. Wykonano eksperymenty obliczeniowe na przykładzie 

problemu alokacji kosztów dla 4 graczy i 2 rodzajów dóbr. Wyniki 
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eksperymentów ilustrują proponowane podejście i pokazują moż­

liwości jego zastosowania. Proponuje się także i dyskutuje możli­

wości wspomagania wielokryterialnej analizy problemu. 

9.1 Ogólne sformułowanie problemu 

Niech N = { 1, ... , n} będzie skończonym zbiorem graczy, a N 
będzie zbiorem wszystkich niepustych podzbiorów zbioru N. 

Niech C oznacza daną koalicje graczy, C E N. Każdy z gra­

czy jest zainteresowany pozyskaniem tego samego zestawu dóbr 

lvI = { 1, ... , m}, które mogą być uzyskane w wyniku realizacji 

odpowiedniego projektu rozwojowego. 

Dla każdej koalicji CE N, dana jest funkcja fe: JE?_ffi--> IR, opi­

sująca koszt realizacji projektu dającego w wyniku wektor x E JR,m 

określający ilości pozyskiwanych dóbr poszczególnych rodzajów. 

Zakłada się, że x = (x 1 , ... , xm) E JR,';, co oznacza, że gracze 

zainteresowani są tylko dodatnimi ilościami tych dóbr. Funkcja 

kosztów fe zależy tylko od całkowitej ilości poszczególnych dóbr, 

a nie zależy od ich podziału między graczy. 

Przyjmuje się konwencję, że dla x, z E JR,m, i dla każdego m: 

x 2:: z oznacza, że x1 2:: z1 dla wszystkich j E M, 
x > z oznacza, że x1 2:: z1, x cf z dla wszystkich j E NI, 

x » z oznacza, że x1 > z1 dla wszystkich j E lvI 

Niech Y = (Y1, ... , Yn) E IR,~xm = IR,NM , gdzie: 

IR,MN jest przestrzenią dóbr koalicji pełnej N, 

Yi = (Y;1, · · · , Yim) E JR,';, 
Yij oznacza ilość dobra j przydzielonego graczowi i, dla j E M, 

i EN. 
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Kontynuując notację, 

JR,CM oznacza przestrzeń dóbr graczy tworzących koalicję C, 
yc oznacza projekcję wektora dóbr y E JR,NM na przestrzeń IR,cM, 

yc = {y;};Ec, gdzie y; = (Y;1, ... , Yim) E JR,';. 

Postawione zadanie dotyczy analizy korzyści jakie mogą osią­

gnąć gracze tworząc koalicje, poszukiwania zwycięskiej koalicji, 

oraz alokacji korzyści akceptowalnej przez graczy. W celu rozwią­

zania zadania formułuje się grę kooperacyjną z wypłatami ubocz­

nymi, w której uwzględnia się mechanizm alokacji kosztów wy­

korzystujący ceny rozpatrywanych dóbr. Gra nazywana dalej grą 

wieloprzedmiotową, formułowana jest dla zadanego wektora dóbr 

y = (y1 , ... , Yn) E JR,NM , określającego ilości dóbr wymaganych 

przez poszczególnych graczy. 

Definicja 9.1 

Wieloprzedmiotowa gra kooperacyjna z wypłatami ubocznymi 

zdefiniowana jest przez parę 

(N, vy), gdzie N jest zbiorem graczy, a funkcja vy jest określona 

przez: 

vy(C) = L f [ci(/(;}, y;) x Yii] - f [cj(fc, L Y;) x L Yii] dla 
iEC j=l j=l iEC iEC 

wszystkich C E N, 
vy(0) = O. D 

Funkcja Vy jest zwana funkcją charakterystyczną gry. Funkcja 

ta odwzorowuje podzbiory C zbioru N w zbiór liczb rzeczywistych. 

Dla danej koalicji określa jej wypłatę, jeśli członkowie tej koalicji 

będą działać wspólnie. 

Funkcja c jest funkcją cen. Dla danej funkcji kosztów f i wek­

tora dóbr x, określa ona wektor cen przyporządkowanych po­

szczególnym rodzajom dóbr, tzn. c(f,x) E .IR,m, gdzie c(f,x) = 
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(er(/, x) , ... , ej(!, x), ... , c.m(f, x)), ej(!, x) jest ceną dobra j-

tego rodzaju. 

W definicji tej , część: 

f [ cj(/{i), y;) x y;j] opisuje koszt projektu realizowanego indywi­
i=I 
dualnie przez gracza i-th player, a część: 

f [ci(/C , LiEC Yi x LiEC Yij)] opisuje koszt projektu realizowa­
i=I 
nego wspólnie przez graczy tworzących koalicję C. 
vy(C) określa korzyści jakie ci gracze uzyskują realizując projekt 

wspólnie w koalicji C w porównaniu z sytuacją, gdyby każdy dzia­

łał niezależnie. 

Łatwo zauważyć, że funkcja vy( {i}) = O dla wszystkich i E N, 

co oznacza spełnienie warunku normalizacji gry 

Oznaczmy przez [2 klasę wszystkich wieloprzedmiotowych gier 

kooperacyjnych. 

Definicja 9.2 

Mówimy, że gra z wypłatami ubocznymi jest właściwa (ang. pro­

per), jeśli spełniony jest warunek superadytywności: 

vy(C UT) 2: vy(C) + vy(T) for all C, TE N, C n T = 0. 

Mówimy, że gra z wypłatami ubocznymi jest ściśle właściwa 

( ang. strictly proper), jeśli spełniony jest warunek ścisłej superad­

dytywności: 

vy(C UT) > vy(C) + vy(T) for all C, TE N, C n T = 0. 

• 
Definicja 9.3 

Mówimy, że wektor wypłat z= (z1, ... , zn) jest imputacją w grze 

(N, vy) , jeśli spełnia następujące warunki: 
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Z; 2: Vy({i}) (9.1) 

zwany warunkiem indywidualnej racjonalności, oznaczającym, że 

żaden z graczy nie zgodzi się na wypłatę gorszą niż może uzyskać 

sam działając indywidualnie, oraz 

L Z; = vy(N), (9.2) 
iEN 

zwany warunkiem racjonalności grupowej. Warunek ten oznacza, 

że gracze osiągając porozumienie w koalicji, dzielą między siebie 

całą wartość funkcji vy(N). 

o 

Niech !(N, vy) będzie zbiorem wszystkich imputacji w grze 

(N, vy), 

Definicja 9.4 

Koncepcją rozwiązania jest funkcja F: n-+ !Rn, która każdej 

grze (N, vy) przyporządkowuje wektor wypłat ze zbioru !(N, vy), 

o 

Zgodnie z określona koncepcją rozwiązania, można wyznaczyć 

wymagane udziały graczy w celu pokrycia kosztów wspólnego pro­

jektu oraz podział między nimi ilości dóbr, uzyskanych w wyniku 

jego realizacji. 

Definicja 9.5 

Dla dowolnego wektora dóbr y = (y1, ... , Yn) E IRNM, gdzie 

y; E /Rm jest wektorem dóbr przydzielonych graczowi i, funk­
cja określająca wkłady finansowe graczy jest zdefiniowana 

przez G : n -, /Rm, gdzie 

m 

G;(N, vy) = L [cJ(f{i}, y;) x Y;J] - F;(N, vy) 
j=I 



9.2 Aksjomaty i koncepcja rozwiązania 133 

oznacza wkład finansowy gracza i. o 

W powyższych definicjach rozpatrujemy wieloprzedmiotowe gry 

kooperacyjne zależne od ilości dóbr przyporządkowanych poszcze­

gólnym graczom i od sposobu alokacji kosztów między tych graczy. 

Zakłada się, że rozwiązaniem gry jest imputacja. Oznacza to, że 

żaden gracz nie zaakceptuje współpracy przy realizacji projektu, 

przy którym pokrywana przez niego część kosztów byłaby więk­

sza niż koszt odpowiedniego projektu realizowanego indywidual­

nie, tzn.: 

G;(N, vy) :'.S f(i} (y;) dla wszystkich i E N, 
oraz, że całość korzyści odniesionych z realizacji wspólnego pro­

jektu będzie rozdzielona między graczy, tzn. 

LieN G;(N, vy) = f N(LieN Yi)-

Wypłaty uboczne (ang. side payments) graczy określone są 

jako różnice między kosztami wynikającymi z mechanizmu ceno­

wego a kosztami wynikającymi z koncepcji rozwiązania: 
m 

L [cJ(/N, Yi) x Y;J] - G;(N, vy)-
J=I 

9.2 Aksjomaty i koncepcja rozwiązania 

Procedura alokacji kosztów powinna spełnić szereg wymagań, 

aby mogla być zastosowana w rzeczywistych problemach (patrz 

Billera,Heat 1982). Wymagania te formułowane są w postaci ze­

stawu aksjomatów. 

Aksjomat 1 (Pełne pokrycie kosztów) 

Dla każdej koalicji C E N, 
m 

fc(x) = L CJ(/c, x) x XJ, 
j=l 
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Jeśli gracze w koalicji C zdecydują się realizować projekt umoż­

liwiający pozyskanie wektora dóbr x, to mechanizm cen powi­

nien zapewnić pokrycie pełnych kosztów fe(x) tego projektu . 

Aksjomat 2 (Addytywność) 

Dla każdej koalicji C EN, 

c(fe, x) + c(ge, x) = c(he, x) 

dla wszystkich (fe, x), (ge, x) E pm , takich, że he= fe+ ge. 

Jeśli funkcje fe i ge reprezentują różne składowe ogólnych kosz­

tów he, wtedy finalna cena każdego dobra powinna być sumą 

cen składowych. 

Aksjomat 3 (Niezależność od agregacji) 

Dla każdej koalicji C E N , 
m 

jeśli fe(x) = ge(L djxj), gdzie d = (d1 , . . . ,dm) E JEł_ffi , d > O 
j=l 

m 

jest danym wektorem, to c(fe, x) = c(ge, L dJ · Xj) x x 
j=l 

Jeśli dwa dobra są w rzeczywistości tym samym dobrem, być 

może mierzonym w innych jednostkach, to wynikowa cena po­

winna zależeć tylko od ich kombinacji liniowej. 

Aksjomat 4 

Dla każdej koalicji C E N, jeśli funkcja fe jest niemalejąca 

(tzn. x 2'. z=> fe(x) 2'. fe(z) ) w zbiorze {z E IR,m : O::; z ::; 

x}, to c(f,x) 2'. O. 

Oznacza to, że jeśli funkcja kosztów jest niemalejąca, to ceny 

nie powinny być ujemne. 

Aksjomat 5 

Jeśli koalicja C jest taka, że vy(C) = vy(C n T) dla dowolnej 

CE N, to Liee F;(N, vy) = vy(C) 
Właściwość ta oznacza, że gracz pozorny, który nic nie wnosi 

do danej koalicji, nie powinien odnosić korzyści ze współpracy. 



9.2 Aksjomaty i koncepcja rozwiązania 135 

Aksjomat 6 

Dla dowolnej permutacji n i dowolnego i E N, 

Oznacza to, że gracze są anonimowi. Rozwiązanie nie zależy od 

sposobu uporządkowania kolejności graczy w grze. 

Aksjomat 7 

Dla dowolnej gry (N, v~) i (N, vi) spełniony jest warunek: 

F(N, v~ + vi) = F(N, v~) + F(N, vi) 

Z właściwości tej wynika, że jeśli podzielimy funkcję całych 

kosztów na pewną liczbę składowych i rozpatrzymy gry sformu­

łowane dla składowych funkcji kosztów, to wynik gry powinien 

być określony jako suma wyników gier składowych. 

Aksjomat 8 

Dla wszystkich koalicji C, T E N gry (N, vy) spełniony jest 

warunek 

iECUT iEC iET 

Warunek ten opisuje tzw. efekty skali związane z realizacją pro­

jektów. Spełnienie tego warunku oznacza, że koszt koszt jed­

nego większego projektu jest mniejszy niż suma kosztów dwóch 

mniejszych niezależnych projektów dających w razem tę samą 

ilość dóbr. 

Lemat 9.1 
Jeśli gra (N, vy) E n spełnia Aksjomaty 1 i 8 to jest grą właściwą, 

tzn. spełnia warunek superaddytywności. • 
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Dowód 

Dla każdych koalicji C, T E N, takich, że C n T = 0, mamy 

vy(CUT)= I: f (ci(/{i},Yi)xy;i]-
iECuT j=l 

- f [cj(/c, L Y;) x L Yii] = L f{;)(Y;)- fcur( L Y;) ::; 
j=l iECUT iEC iECUT iECUT 

::; L f{;)(Y;)-fc(I: y;)+ L f{;}(Y;)-fr(I: y;) = vy(C)+vy(T). 
iEC iEC iET iET 

• 

Łatwo zauważyć, że jeśli nierówność w definicji 9.2 jest speł­

niona ściśle, to gra jest ściśle właściwa. 

Twierdzenie 9.1 

Dla dowolnego danego wektora dóbr y = (y1, . . . , Yn) E RNM, ist­

nieje jedno i tylko jedno rozwiązanie F spełniające Aksjomaty 1 -

8. 

Punkcja F ma postać 

F;(N, vy) = L (!Cl - l)! · /n - !Cl)! (vy(C) - vy(C - {i})), 
CEN:iEC n. 

dla każdego i E N, gdzie 

vy(C) = ~ t [cj(f{i), y;) X Yij] - t [cj(/C, ~ y;) X ~ Yij] 

dla wszystkich C E (N), 
vy(0) = O, 
a 11 81, 

Cj(/C, LY;) = OXC (t. L Y;)dt. 
iEC O J iEC 

Notacja ~(t · L;EcY;) oznacza pochodną cząstkową ze względu 
J 

na j-tą współrzędną w punkcie (t · L;ecY;). 
ICI oznacza moc zbioru C. • 
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Dowód 

Przyjmijmy, że dla dowolnej koalicji C E N funkcje kosztów 

f c, gc, he będą takie jak w Aksjomacie 2, tzn. he = f c + gc i 

niech (N, vy), (N, v~), (N, vy") będą odpowiednio grami wynikają­

cymi z tych trzech funkcji kosztów. Z Aksjomatu 2 wynika, że 

vy(C) = ~ t h(h{,}, Yi) x Y,j] - t [cj(hc, ~ y,) x ~ Yij] 

iEC j=l 

-f [(ej (fs,LY•) +ej (gc,LY;)) X LYi,j] 
J=l 1EC •EC ,ee 

= v~(C) + vi(c) 

Ponieważ Aksjomaty 1 i 2 są spełnione, z Lematu 9.1 wynika, że 

gra spełnia warunek superaddytywności. Z aksjomatów 5-7, zgod­

nie z twierdzeniem w pracy (Shapley, 1953) i podstawiając postać 

funkcji charakterystycznej podanej w Definicji 9.1, możemy wy­

znaczyć postać funkcji określającej rozwiązanie F;(N, vy)-

z Aksjomatów 1-4, stosując podejście zaproponowane przez Bil­

Jera i Heath (1982) można pokazać, że podana w twierdzeniu pro­

cedura alokacji kosztów jest jednoznaczna i przyjmuje określoną w 

tym twierdzeniu postać. 

• 

Właściwości rozwiązania 

Procedura alokacji kosztów opisana w Twierdzeniu 9.1, określa 

w jednoznaczny sposób ceny przyporządkowane poszczególnym 

dobrom. Ceny te zapewniają pokrycie kosztów realizacji całego 

wspólnego projektu. Koszty wynikające z tych cen, przyporządko­

wane poszczególnym graczom w ogólnym przypadku nie określają 
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rzeczywistych udziałów tych graczy w kosztach, określonych na 

podstawie rozwiązania F, które to udziały mogą być na ogól inne. 

Wymagany jest dodatkowy przepływ funduszy. Realizowany jest 

on jako mechanizm wypłat ubocznych. Oznacza to, że każdy gracz 

i pokrywa koszty zgodnie z mechanizmem cenowym: 

f [ci(f c, LY;) x Yii] , 
j=ł iEC 

a następnie wypłacane są wypłaty uboczne zapewniające, że po 

ich uwzględnieniu, rzeczywiste wkłady graczy we wspólny projekt 

są zgodne z wyznaczonym rozwiązaniem. 

Łatwo zauważyć, że 

L F;(N, Vy) = Vy(N). 
iEN 

Ponieważ gra (N,vy) jest właściwa, co wynika z Lematu 9.1, to 

F;(N, vy) 2: vy(i) dla każdego i E N, 

co oznacza, że jest imputacją. 

Łatwo pokazać, że z Aksjomatu 1 wynika: 

G;(N, vy) 2: f{i) dla każdego i E N, oraz 

L G;(N, Vy) = !N( L y;). 
iEN iEN 

Oznacza to, że funkcja określająca wkłady finansowe graczy 

jest dobrze określona. Wkład finansowy żadnego gracza nie jest 

większy niż koszt niezależnego projektu, realizowanego przez niego 

indywidualnie. Wkłady finansowe wszystkich graczy dokładnie po­

krywają koszty wspólnego projektu. 

Można wyznaczyć wypłaty uboczne, stanowiące subsydia po­

szczególnych graczy, jako różnice między kosztami wynikającymi 

z mechanizmu cen, a rzeczywistymi wkładami finansowymi wyni­

kającymi z koncepcji rozwiązania: 
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m 

l:)cj(Jc, y;) x Yii] - G;(N, vy), 
j=l 

dla graczy i= 1, ... , n. 

9.3 Inne koncepcje rozwiązań 

9.3.1 Rdzeń gry 

Definicja 9.6 
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Rdzeniem gry (ang. core) nazywamy zbiór wszystkich wektorów 

wypłat z E IR" spełniających warunek 

dla wszystkich koalicji CE N (warunek ten nazywany jest warun­

kiem racjonalności koalicyjnej), 

i warunek 

L Z; = Vy(N). 
iEN 

• 

Wyplata z należy do rdzenia gry vy, jeśli jest imputacją i je­

śli spełnia warunek racjonalności koalicyjnej, tzn. że nie istnieje 

koalicja C E N w której gracze mogliby uzyskać więcej niż w 

przypadku koalicji pełnej. Innymi słowami, dla danego wektora 

dóbr y, nie istnieje podkoalicja, która deje tworzącym ją graczom 

większe korzyści niż koalicja pełna. Rdzeń jako koncepcja rozwią­

zania, charakteryzuje się dużą stabilnością, ponieważ nie istnieje 

poclkoalicja, która mogłaby spowodować zerwanie i podział koalicji 

pełnej. 
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W ogólnym przypadku rdzeń gry może być pusty, a jeśli istnieje, 

to może zawierać więcej niż jedno rozwiązanie. 

Poszukujemy koncepcji rozwiązania, która pozwoli określić koń­

cowy wektor wypłat w sposób jednoznaczny, a jeśli gra ma niepu­

sty rdzeń , to wyznaczony wektor wypłat będzie do niego należał. 

9.3.2 Funkcje nadwyżki i koncepcje nukleolusa 

W literaturze teorii gier kooperacyjnych jest wiele koncepcji 

rozwiązań budowanych z wykorzystaniem porządku leksykogra­

ficznego dla różnych postaci tzw. funkcji nadwyżki (ang. excess 

function). W celu usystematyzowania tych koncepcji rozwiązań i 

analizy ich stosowalności w przypadku rozpatrywanej klasy gier, 

formułuje się niżej ogólne warunki, które powinna spełniać funkcja 

nadwyżki, a także definiuje się ogólna koncepcję nukleolusa gene­

rowanego przez tę funkcję. Przedstawia się nowe wyniki opisujące 

relację między tą koncepcją i rdzeniem gry. Następnie wprowadza 

się i analizuje różne konkretne postaci funkcji nadwyżki i odpo­

wiadające im koncepcje nukleolusa. 

Definicja 9.7 

Funkcja le : RN x n -+ R będzie nazywana ogólną funkcją 

nadwyżki dla koalicji C jeśli spełnia następujące warunki: 

1. Jeśli z1, z2 E RN są takie, że z} = zł dla każdego i E C, wtedy 

dla każdej gry vy, 

2. Jeśli z1 , z 2 E RN są takie, że zł 2'. z; dla każdego E C, 

istnieje j E C takie, że zJ > zJ, to dla każdej gry vy, 
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3. Dla dowolnej gry Vy, jeśli I:;ec z;= vy(C), to lc(z, vy) = O. 

4. lc(z, vy) jest ciągła ze względu z i vy, 

• 

Funkcja nadwyżki lc(z, vy) odzwierciedla postawę danej koali­

cji C względem wypłaty z . Pierwszy warunek oznacza, że funkcja 

nadwyżki nie zależy od pozostałych graczy ze zbioru N , nie nale­

żących do C. Warunek 2 gwarantuje, że jeśli wypłaty graczy rosną 

(rośnie co najmniej wyplata jednego gracza), to maleje wartość 

funkcji nadwyżki koalicji tworzonych przez tych graczy. Warunek 

3 dzieli wypłaty na dwie kategorie: te, które dana koalicja C może 
osiągnąć, gdy lc(z, vy) 2 O, oraz te, które dla tej koalicji są nie­

osiągalne , gdy lc(z, vy) < O. Z warunków 2 i 4 wynika, że jeśli 

z1, z2 E RN są takie, że zł 2 z; dla każdego i E C, to dla każdej 

gry vy, lc(z1,vy):; lc(z2 , vy), 

Na podstawie warunków 2 i 3 można pokazać następujące twier­

dzenie. 

Twierdzenie 9.2 

Dla dowolnej kolekcji funkcji nadwyżek {lc}ceN, dla każdej 

gry ( N, Vy), rdzeń 

core(N, vy) = {z E I(N, vy) : lc(z, vy) :; O, dla każdego C EN\ {N}}. 

• 

Definicja 9.8 

Niech 8(z) będzie wektorem w przestrzeni RINl- 1 otrzymanym 

przez uporządkowanie wartości funkcji nadwyżek lc(z, vy) wszyst­

kich koalicji C ze zbioru N, C /c N w niemalejącym porządku. 

Ogólna koncepcja nukleolusa jest zdefiniowana jako 
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GN(vy) = {z E !(N, vy) : G(z) '.S1ex G(x) for any x E J(N, vy)}, 

• 
Dla dowolnych wektorów z 1 , z2 E Rm, porządek leksykogra­

ficzny z1 '.S1ex z2 oznacza, że z1 = z2 , albo, że istnieje liczba 

całkowita k, 1 :S k :S m, taka, że zf = zf, dla 1 :S i < k i że 

Zf < zf. 

J(N, vy) jest zbiorem imputacji gry vy. 

Twierdzenie 9.3 

Niech { le }eeJ\f będzie kolekcją funkcji nadwyżek niech 

(N,vy) E il. 

(i) Istnieje niepusty ogólny nukleolus GN(N, vy)-

(ii) Ogólny nukleolus zawiera skończoną liczbę punktów. 

(iii) Jeśli ogólne funkcje nadwyżek { le }eeN' są dodatnie i afi­

niczne wzgledem z, tzn. le(z, vy) = L;ee af z;+ be , gdzie af > O 

dla i EN, to 

nukleolus GN(N, vy) jest jednoznaczny. 

(iv) Jeśli rdzeń core(N, vy) gry jest niepusty, to GN(N, vy) C 

core(N, vy), • 

Dowód 

W celu pokazania części (i) twierdzenia, użyjemy równoważnej de­

finicji funkcji 

G;(z;) = ma.x{min{le(z, vy) : CE N}N C N\ {N}, /N/= i} 

Z warunku 4, Definicji 9.7 mamy, że funkcja le jest ciągła. Funkcja 

określona jako maksimum lub minimum skończonej liczby funkcji 

ciągłych też jest ciągła. Wynika z tego , że funkcje 8; dla i 

1, 2, ... IN/ - 1 też są ciągle. 
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Zdefiniujmy 

/i= {z E I(N,vy): 8 1 (z):::; 8 1(y) dla wszystkich y E l(N,vy)} 

I;= {z E !;_1 : 8;(z):::; 8;(y) dla wszystkich y E l;_1(N,vy)} 

dla i= 2, ... , JNI - 1. 

Ponieważ I ( N, vy) jest niepusty, a 8; jest ciągła dla i = 1, ... !Ni­
l, łatwo zauważyć, że zbiór I; jest zwarty i niepusty dla i = 
1, ... , !NI - 1. Oczywiście, Iw1-i = GN(N, vy), co oznacza, że 

została pokazana część (i) twierdzenia. 

Dowodząc część (ii), przyjmijmy, że B(z) = (B1(z), ... , Bk(z)) 
oznacza uporządkowaną partycję zbioru N \ {N}, taką, że 

LJ7=t B;(z) = N\ {N}, B;(z) n Bj(z) = 0 kiedy tylko i =J j i 

B1(z) ={CE N\{N}: lc(z, vy) ~ lr(Y, vy) dla każdego TE N\{N}}, 

oraz 

B;(z) = { C EN\ {N}\ LJ;:~ B;(z) : lc(z, vy) ~ lr(Y, vy) 
dla każdego TE N\ {N}\ LJ~:~ B;(z)}. 

B;(z) odpowiada koalicji o i-tej najwyższej nadwyżce. 

Niech x i y będą różnymi punktami należącymi do zbioru 

GN(N, vy) i niech B(x) = (B1(z), ... , Bk(z)), i B(y) = 

(B1(z), ... , B1(z)). Ponieważ każdy punkt w GN(N, vy) został 

otrzymany w wyniku minimalizacji nadwyżek w leksykograficznym 

porządku, mamy k =li dla j = l, ... , k, lc(x, vy) = lr(Y , vy), gdy 

tylko C E Bj(x) i TE Bj(y) i IBj(x)I = IBj(y)I, gdzie IBj(·)I 
oznacza moc zbioru Bi(·). 
Ponieważ ł{i} (x, vy) określa x; w sposób jednoznaczny dla każdego 

i E N i ponieważ x =J y, mamy B(x) =J B(y). Oznacza to, że 
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każdy punkt w rdzeniu GN(N, vy) ma inną uporządkowaną par­

tycję. Ponieważ jest tylko skończona liczba uporządkowanych par­

tycji, dowodzi to części (ii) Twierdzenia. 

Do dowodu części (iii) wystarczy pokazać, że 8(x) = 8(y), 

X =f Y, x, y E J(N, vy) pociąga za sobą, że e(T) <1ex 8(x). 
Niech x, y E JRINl-1 i TJ : JRINl-1 -> JRI.N'l-1 będzie funkcją porząd­

kującą: 

TJ;(z) = max{min{zj: j E .N}, .NE N\ {N}, i.NI= i}. 

Można pokazać (Schmeidler, 1969), że TJ(X + y) '.S1ex TJ(x) + TJ(y). 
Ponieważ 

TJ( { lc(x, vy)}ce.N'\{N)) = 8(x ), 

TJ( {lc(Y, Vy)}ce.N'\{N)) = 8(y) 

iEC iEC 

2 (~ c . x; + y; be) = 21 (x + Y ) L..., a, 2 + C 2 , Vy 

iEC 

mamy 

TJ ({lc(x, vy) + lc(Y, vy)}ce.N'\{N)) = 28 ( x; y) . 

Otrzymujemy, że 28(T) '.Siex 8(x) + 8(y). Jeśli ta nierów­

ność jest spełniona ściśle, to część (iii) jest już dowiedziona. W 

przeciwnym przypadku 28(T) = 8(x) + 8(y). Z założenia 

8(x) = 8(y), można pokazać, że lc(x, vy) = lc(y, vy) dla każ­

dej koalicji CE N\ {N}. Pociąga to za sobą, że x = y co jest w 

sprzeczności do założenia, co dowodzi części (iii) twierdzenia. 

Część (iv) wynika bezpośrednio z twierdzenia 9.2. 

• 
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9.3.3 Przykłady funkcji nadwyżki i postaci nukleolusa 

Wykorzystując ogólna koncepcję nukleolusa wprowadza się 

kilka różnych rozwiązań posiadających różne właściwości. Podaje 

się listę rozwiązań i konkretnych sformułowań funkcji nadwyżki 

generujących te rozwiązania. Odpowiadają one rozwiązaniom zna­

nym z literatury, podanym w nawiasach. the solutions. 

Nukleolus (Schmeidler, 1969) 

l~u(z, vy) = vy(C) - L;ec zi dla dowolnego CE N. 

Slaby Nuklelus (Shapley and Shubik 1966) 

lWN(z v ) - v,(C)-I:,Ecz, dla dowolnego CE N. 
C ' Y - ICI 

gdzie /C/ oznacza denotes the cardinality of coalition C 

Nukleolus proporcjonalny (Young, Okada, Hashimoto 1982) 

l{;N(z,vy) = v,(C~~~)Ecz, dla dowolnego CE N, vy(C) cf O, 

w przeciwnym przypadku l{;N(z,vy) = O. 

Nukleolus kompromisowy (ang. concession nucleolus) za-

proponowany przez Seo, Sakawa, (1987) 

/CN(z v) = v,(C)-I:,Ecz, dla dowolnego CE N, 
C ' Y L,ec SH,(N,v,) 

gdzie CH oznacza wartość Shapley'a. 

Nukleolus zerwania (ang. disruption nucleolus) 

lDN( ) - v,(C)-I:,ĘCz, dl d I CE N 
C z, Vy - Vy(N)-v,(C)-v,(N\C) a OWO nego 

Uwaga 1. Nukleolus zerwania określony jest na podstawie wa­

runków, przy których może nastapić zerwanie współpracy graczy, 

stąd jego nazwa. W przypadku Nukleolusa zerwania, nadwyżka 

koalicji obliczana jest ze względu na wypłaty graczy, którzy do tej 

koalicji nie należą. Zaproponowany tutaj nukleolus zerwania jest 
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analogiczny do rozwiązania sformułowanego przez Littlechild, Va­

idya (1976). Nukleolus Littlechild'a jest generowany przez funkcję 

nadwyżki 

I::iEN\e Z; - Vy(N \ C) 
dc(z , vy) = I:; . _ (C) . 

iEe z, Vy 

Ponieważ 

L z; = vy(N) - L z; dla z E J(N, vy), 
6EN\e iEe 

de(z, vy) może być sformułowana jako 

d ( ) = vy(N)-vy(C)-vy(n\C) _ 1 
ez,vy """ _ (C) . 

~iEe Vy 

Można zauważyć, że funkcje de i zgN generują te same postaci 

nukleolusa. 

Uwaga 2. Zaproponowana tutaj funkcja zgN spełnia warunki 

(1 - 4) ogólnej funkcji nadwyżki. Funkcja de zdefiniowana przez 

Littlechild'a nie spełnia tych warunków. 

Uwaga 3. Proponowana funkcja nadwyżki z§N umożliwia wy­

znaczanie wartości nukleolusa zerwania rozwiązując odpowiedni 

problem optymalizacji programowania liniowego. 

9.3.4 Problemy obliczeniowe związane z wyznaczaniem 

nukleolusa 

Różne postaci nukleolusa wymienione w poprzednim punkcie są 

generowane przez liniowe funkcje nadwyżki. Umożliwia to sformuł­

wanie algorytmów obliczeniowych, w których rozwiązuje się zestaw 

problemów programowania liniowego. Ogólna idea algorytmu zo­

stała zaproponowana w pracach (Kopelowitz, 1967), (Maschler, 

Peleg, Shapley, 1979). 
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Dla dowolnej gry (N, vy) E f2 i kolekcji funkcji nadwyżki 

{łc}ceN można wyznaczyć nukleolus stosując następujący algo­

rytm: 

Algorytm wyznaczania nukleolusa 

Zakładamy, że dana jest postać funkcji nadwyżki le. 

Krok 1. 

Rozwiąż problem programowania liniowego: 

LPl: min w1 

przy ograniczeniach 

lc(z,vy):::ó'.w1, dlawszystkich CEN\{N}, 
z E I(N,vy) -

ustaw numer iteracji k=2 

Krok 2. 

Niech wi;_ 1 oznacza optymalną wartość Wk-l w problemie LP(k-

1) i niech 

Ak-l = {z E !Rn: z jest rozwiązaniem optymalnym problemu LP(k-1)} 

Ek-l ={CE N\ {N}: lc(z,vy) = wi;_ 1 dla każdego z E Ak-d 

jeśli rozwiązanie problemu LP(k-1) jest jednoznaczne, to stop, 

w przeciwnym przypadku 

Rozwiąż problem: 

LPk: min wk 

przy ograniczeniach 

lc(z, vy) ::::'. Wk , for każdego CE N\ U7:{ Ej 

lc(z, vy) = wJ dla każdego s E Ej for j = l , ... , k - l 

z E I(N, Vy), 
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ustaw k=k+l, idź do Kroku 2. 

Uwagi 

Jeśli rozwiązanie problemu LPI jest jednoznaczne, to jest to nu­

kleolus gry (N, vy), generowany przez funkcję nadwyżki le. 

Niestety problem LPI nie zawsze ma jednoznaczne rozwiązanie . 

W takim przypadku wymagana jest pewna liczba kolejnych itera­

cji algorytmu. Wyznaczenie nukleolusa generowanego przez daną 

funkcję nadwyżki le wymaga rozwiązania nie więcej niż n -1 pro­

blemów programowania liniowego. 

Przy implementacji algorytmu należy zauważyć, że dla każdego 

danego k, podzbiór Ek może być znaleziony przez optymalne roz­

wiązanie dualne problemu LPk. Rozwiązania dualne są standar­

dowo wyznaczane w procesie rozwiązywania problemów program­

mowania liniowego metodą simplex (Christensen, Lind 1996). 

9.3.5 Metoda SCRB 

Nazwa metody SCRB, powszechnie stosowana w literaturze, 

skrót pełnej nazwy: Separable Costs-Remaining Benefits method 

(James,Lee 1971 , Young, Okada,Hashimoto 1982). Matoda ta jest 

często stosowana w praktyce alokacji kosztów w przypadku projek­

tów rozwojowych systemów wodnych. W opisie metody stosowane 

jest specyficzne nazewnictwo, w szczególności definiowane są takie 

pojęcia jak resztowe koszty (ang. remaning costs), resztowe korzy­

ści (ang. remaining benefits) czy koszty marginalne (ang. marginal 

costs). 
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Koszty marginalne, oznaczone jako mc(i), związane z włącze­

niem gracza i do koalicji, określone są przez przyrost kosztów pro­

jektu, gdy gracz i jest włączany do koalicji pełnej . Niech y; ozna­

cza wektor dóbr żądanych przez gracza i, a uy(C) = fc(L,;ecY;) 

oznacza koszt projektu realizowanego przez koalicję C, dla każdej 

CE N. Koszt marginalny wyznaczany jest jako: 

mc(i) = uy(N) - uy(N - 1) 

Korzyści resztowe, oznaczone dalej jako rb(i), opisują gotowość 

gracza i do pokrycia kosztów wyznaczanych w odniesieniu do pro­

jektu realizowane indywidualnie. Określone są jako różnica kosztu 

projektu realizowanego indywidualnie pomniejszonego o koszty 

marginalne danego gracza. 

rb( i) = f{i} (y;) - me( i) 

Koszty resztowe re opisują oszczędności uzyskiwane, gdy je­

den większy projekt będzie realizowany wspólnie przez wszystkich 

graczy w koalicji pełnej , w miejsce wielu małych, niezależnych pro­

jektów realizowanych przez pojedynczych graczy. 

re= uy(N) - L mc(j) 
jEN 

Rozwiązanie w metodzie SCRB obliczane jest w ten sposób, że 

resztowe koszty są dzielone między graczy w proporcji do reszto­

wych korzyści. 

SCRB . rb(i) 
F; = uy(i) + L, b( ') · rb. 

jENT' J 
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Uwaga 

Metoda jest bardzo prosta. Przy pierwszym spojrzeniu jest bar­

dzo atrakcyjna i wydaje się rozsądna. Z tego powodu jest bardzo 

często stosowana w praktyce. Niestety ma istotne wady. W ogól­

nym przypadku, rozwiązanie wyznaczone przy pomocy tej metody, 

może nie spełniać warunku racjonalności indywidualnej i/ lub wa­

runku racjonalności grupowej. Wyznaczone rozwiązanie może nie 

należeć do rdzenia gray, nawet gdy ten rdzeń nie jest pusty. 

9.4 Przykład modelu gry kooperacyjnej i wyniki 

obliczeniowe 

Przykład dotyczy czterech podmiotów decyzyjnych (graczy) za­

interesowanych dwoma rodzajami dóbr. Dobra te mogą być uzy­

skane w wyniku realizacji projektów rozwojowych. Każdy z gra­

czy może realizować swój własny niezależny projekt , aby uzyskać 

wymagane ilości dóbr. Gracze mogą jednak tworzyć koalicje i re­

alizować wspólnie projekt odpowiednio większej skali. 

W tym przypadku mamy: 

zbiór graczy N= {l , 2, 34}, 
zbiór dóbr M = {l, 2}, 

zbiór możliwych koalicji N= { {l }, {2}, {3}, { 4}, 

{l ,2},{l ,3},{l,4},{2,3},{2,4},{3,4}, 
{l,2,3},{l,2,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}. 
Dla każdej koalicji C EN, dana jest funkcja kosztów fc(x 1, x2 ), 

gdzie x1 , x2 oznaczają ilości dóbr wymaganych przez koalicję 

C. W tym przykładzie przyjęto, że funkcja kosztów ma postać: 

f(x1,x2) = ax~xg, gdzie liczny a,/3 > O, a+/3 < l. Funkcja ta 

jest traktowana jako przybliżenie rzeczywistej funkcji kosztów w 
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rozpatrywanym przedziale [~1, x1], [~2 , xJ W problemie rzeczywi­

stym funkcja ta może być oczywiście bardziej złożona i inna dla 

każdej koalicji. 

Dla danych ilości dóbr zakładanych przez graczy, wyznaczono 

wartości charakteryzujące rozpatrywaną grę. Następnie obliczono 

rozwiązania gry zgodnie z różnymi koncepcjami: wartośc Sha­

pley'a, Nukleolus, Slaby Nukleolus, Nukleolus Proporcjonalny, Nu­

kleolus Kompromisowy. Wyniki są porównywane z rozwiązaniem 

uzyskanym metodą SCRB. Wymienione wyżej nukleolusy zostały 

wyznaczone z użyciem algorytmu przedstawionego w Sekcji 9.3.4, 

przez rozwiązanie wymaganej liczby odpowiednio sformułowanych 

problemów programowania liniowego. Wyniki przedstawione są w 

tabelach i na rysunkach. 

Tabela 9.1. 

Koalicja {1} {2} {3} {4} {12} {13} {14} {23} 

Dobro 1 4,00 2,00 3,00 2,00 6,00 7,00 6,00 5,00 

Dobro 2 5,00 2,00 1,00 3,00 7,00 6,00 8,00 3,00 

Koszt projektu 7,61 3,73 3,46 4,39 10,67 10,84 11 ,25 6,94 

Cena dobra 1 1,06 1,04 0,64 1,22 0,99 0,86 1,04 0,77 

Cena dobra 2 0,68 0,83 1,54 0,65 0,68 0,80 0,63 1,03 

Funkcja charakt. v 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Koalicja {24} {34} {123} {124} {134} {234} {1234} 

Dobro 1 4,00 5,00 9,00 8,00 9,00 7,00 11,00 

Dobro 2 5,00 4,00 8,00 10,00 9,00 6,00 11,00 

Koszt projektu 7,61 7,79 13,78 14,21 14,45 10,84 17,31 

Cena dobra 1 1,06 0,87 0,85 0,99 0,89 0,86 0,87 

Cena dobra 2 0,68 0,87 0,77 0,63 0,71 0,80 0,70 

Funkcja charakt. v 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
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Tabela 9.1 zawiera ilości dóbr wymagane odpowiednio przez 

każdego gracza i koalicję, a następnie, obliczone dla każdej ko­

alicji: koszt projektu, ceny dóbr 1 i 2, a także wartości funkcji 

charakterystycznej. 

W tabeli 9.2 podano korzyści wynikające ze współpracy w od­

niesieniu do każdego gracza, obliczone zgodnie z różnymi kon­

cepcjami rozwiązań. Korzyści wynikające ze współpracy przed­

stawiono także na Rys. 9.1. W tym przykładzie gracz 1 wymaga 

znacznie większej ilości dóbr niż każdy z pozostałych graczy. Ceny 

dóbr obliczono zgodnie z zależnościami podanymi w Twierdzeniu 

9.1. Wartości rozwiązania, tzn. wypłaty graczy w koalicji pełnej 

interpretowane są jako korzyści odnoszone przez graczy w wyniku 

współpracy. 

W tabeli 9.3 i na Rys. 9.2 przedstawiono rzeczywiste wkłady 

graczy we wspólny projekt. 

Tabela 9.2. Korzyści jakie odnoszą gracze w wyniku współpracy 

Koncepcja Gracze 

rozwiązania 1 2 3 4 

SCRB 0,67 0,51 0,21 0,50 

Shapley 0,65 0,53 0,21 0,50 

Nucleolus 0,96 0,26 0,18 0,49 

Slaby N. 0,87 0,35 0,09 0,59 

Proporc. N. 0,95 0,32 0,00 0,62 

Kompromisowy N. 0,90 0,36 0,04 0,59 

Jak wspomniano wcześniej, metoda SCRB ma niekorzystne ce­

chy, ponieważ rozwiązania wyznaczone tą metodą mogą nie speł­

niać warunków racjonalności. Rozwiązania metody SCRB i war­

tość Shapleya mogą w pewnych przypadkach nie należeć do rdze­

nia gry, nawet gdy ten rdzeń istnieje i nie jest pusty. Wszyst­

kie wyznaczone postaci nukleolusa należą do rdzenia gry. Różnią 
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Podział korzyści ze współpracy między graczami 

1,20 

0,60 

0,40 

0,20 

0,00 

-0,20 

Rysunek 9.1. Podział korzyści wynikających ze współpracy między graczami 

Tabela 9.3. Wkłady finansowe graczy we wspólny projekt 

Koncepcja Gracze 

rozwiązania 1 2 3 4 

SCRB 6,95 3,22 3,25 3,89 

Shapley 7,61 7,79 13,78 14,21 

Nucleolus 7,61 7,79 13,78 14,21 

Slaby N. 7,61 7,79 13,78 14,21 

Proporc. N. 7,61 7,79 13,78 14,21 

Kompromisowy N. 7,61 7,79 13,78 14,21 

się ze względu na różne sformułowania funkcji nadwyżki. Nukle­

olus Slaby, Proporcjonalny, Kompromisowy różnią się od orygi­

nalnego Nukleolusa Schmaidler'a sposobem ważenia nadwyżki. W 

przypadku Nukleolusa Słabego nadwyżka jest mierzona na głowę 

uczestnika koalicji, w przypadku Nukleolusa Proporcjonalnego -

proporcjonalnie do siły koalicji mierzonej wartością funkcji cha­

rakterystycznej, w przypadku Nukleolusa Kompromisowego - w 
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Udział w kosztach wspólnego projektu 

8,00 

Rysunek 9.2. Udział w kosztach projektu zgodnie z rozważanymi koncepcjami 

rozwiązań 

proporcji do siły koalicji mierzonej wartością Shapley'a uczestni­

ków, tzn w proporcji do oczekiwanych wypłat tych graczy. W przy­

padku Nukleolusa Przerwania, nadwyżka koalicji obliczana jest ze 

względu na wypłaty graczy, którzy do tej koalicji nie należą. 

9.5 Wspomaganie analizy wielokryterialnej 

Proponowany model gry kooperacyjnej do analizy problemu 

alokacji kosztów został sformułowany przy założeniu, że wektor 

dóbr y = (Y1, Y2, ... , Yn) jest dany, gdzie y;, i = 1, ... , n oznacza 

zestaw dóbr pożądanych przez gracza i. Oznacza to także, że roz­

wiązanie kooperacyjne jest wyznaczane dla danego wektora y i 

może być rozpatrywane jako parametryczne ze względu na pożą­

dane ilości tych dóbr. Kooperacja graczy oznacza, że zgadzają się 

realizować większy i efektywniejszy projekt wspólnie. Koszt tego 

wspólnego projektu jest mniejszy niż koszt mniejszych projektów 

realizowanych niezależnie. Rozwiązanie kooperacyjne gry opisuje 
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faktycznie podział między graczy korzyści odnoszonych ze współ­

pracy. W rezultacie dany gracz poniesie koszty mniejsze, niż w 

przypadku odrzucenia współpracy. Naturalne jest, że gracz może 

preferować np. pozyskanie większej ilości określonego dobra za­

miast określonego zmniejszenia kosztów. W celu umożliwienia ta­

kich rozważań proponuje się ogólniejszą analizę wielokryterialną i 

jej wspomaganie w interaktywnej procedurze. 

9.5.1 Sformułowanie problemu wielokryterialnego 

Każdy z graczy stara się zmaksymalizować wektor y; określa­

jący ilości pożądanych dóbr oraz zminimalizować koszty związane 

z realizacją projektu rozwojowego, oznaczone tutaj jako u;. Wek­

tor kryteriów gracza i ma postać (y;, u;) E Rm+1, gdzie m jest 

liczbą rodzajów dóbr. Dla każdego gracza i dany jest zbiór V{;} 

określający osiągalne wartości kryteriów w przestrzeni Rm+I w 

przypadku niezależnej realizacji projektów. Jeśli funkcje kosztów 

f{i}(Y;) są dane dla rozpatrywanego zakresu dóbr [Yil, Yih], to zbiory 

V(i) mogą być określone jako: 

W przypadku kooperacji, osiągalne wartości kryteriów wszyst­

kich graczy są określone przez zbiór VN E IIiEN Rm+I. 

gdzie: 

VN = {(y;,u;) E Rn(m+l): Yi E [Yil,Yih], 

u; 2: G;(N, vy) for all i= 1, 2, ... , n, 

LU; 2: !N(L y;)}, 
iEN iEN 

f NC'LiEN y;) jest funkcją kosztów dla wspólnego projektu realizo­

wanego przez koalicję pełną, 
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G;(N, vy) = f [c1(f{i), y;) x y;1] -F';(N, vy) oznacza wkład finan­
j=l 

sowy gracza i wyznaczonego na podstawie koncepcji rozwiązania 

F';(N, vy) dla danego wektora dóbr y. 

9.5.2 Idea iteracyjnej procedury wspomagającej analizę 

wielokryterialną 

Proponuje się iteracyjną procedurę umożliwiającą graczom ana­

lizę wypłat gry z uwzględnieniem wielokryterialnego charakteru 

tych wypłat . Procedura obejmuje dwie fazy działań. 

W pierwszej fazie gracze analizują swoje osiągalne wypłaty, za­

kładając że działają sami, że nie ma między nimi współpracy. Wy­

niki z tej fazy stanowią podstawę do analizy korzyści wynikających 

ze współpracy i możliwości tworzenia różnych koalicji, które anali­

zowane są w drugiej fazie. W pierwszej fazie, każdy gracz niezależ­

nie analizuje zbiór swoich osiągalnych niezdominowanych wypłat 

wykorzystując odpowiedni pakiet oprogramowania optymalizacji 

wielokryterialnej, np. tego typu, jak system DIDAS (Lewandow­

ski, Kręglewski, Rogowski, Wierzbicki 1989) . Dany gracz stara się 

znaleźć możliwie najlepszą wypłatę zgodną z jego preferencjami 

w zbiorze V{i) · Wyplata ta może być uzyskana bez względu na 

możliwą współpracę z innymi graczami. W kolejnych iteracjach 

gracz zakłada i proponuje punkty referencyjne (y[, u:-) E Rm+l, 

gdzie ~+1 jest przestrzenią kryteriów wypłat tego gracza. Sys­

tem optymalizacji wielokryterialnej, dla każdego punktu referen­

cyjnego wyznacza wypłatę niezdominowaną w zbiorze V{i), zgodną 

z zadanym punktem referencyjnym. Gracz odpowiednio proponu­

jąc kolejne punkty referencyjne i analizując uzyskiwane wyniki w 

iteracyjnym procesie, może znaleźć wypłatę zgodna z jego prefe­

rencjami. Gracz jest proszony o wskazanie tej preferowanej wy­

płaty. Ta faza jest kończone, gdy wszyscy gracze i = 1, 2, ... n, 
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wskażą swoje preferowane wypłaty. Wypłaty te oznaczone jako 

(yf, ul) są przechowywane w systemie komputerowym. Stanowią 

punkt startowy w drugiej fazie procedury. 

W drugiej fazie analizowane są wyniki możliwej współpracy gra­

czy. Analiza wykonywana jest w pewnej liczbie rund. Każda runda 

składa się z dwóch części. Pierwsza część obejmuje niezależna ana­

lizę gry przez każdego gracza. Gracz określa swoje preferencje za 

pomocą punktów referencyjnych (y[, ur), zakłada także punkty re­

ferencyjne pozostałych graczy (y1, u1), j # i, j = 1, 2, ... n. Sys­

tem wyznacza rozwiązanie możliwe rozwiązanie. Gracz może za­

kładać kolejno różne punkty referencyjne i analizować wynikające 

dla nich wypłaty, szukając preferowanego rozwiązania kooperacyj­

nego. Może przy tym lepiej zrozumieć naturę sytuacji decyzyjnej. 

Gracz proszony jest o wskazanie swojej preferowanej wielokryte­

rialnej wypłaty, oznaczoną jako (yf, uf) i nazwaną preferowaną 

wypłatą jednostronną. 

W drugiej części rundy, na podstawie wskazanych przez graczy 

ich prefereowanych wypłat jednostronnych, określany jest punkt 

(yu, uu) = (yf, ... y~, uf, ... , u~). Punkt ten, w porównaniu z punk­

tem status quo, wyznacza kierunek poprawy wypłat zgodny z pre­

ferencjami wszystkich graczy. Mając określony ten punkt, system 

wyznacza wypłaty graczy, niezdominowane w zbiorze VN zgodnie 

podejściem punktu referencyjnego optymalizacji wielokryterialnej. 

Wyznaczone wypłaty graczy będą się na ogól różniły od wypłat 

wyznaczonych w pierwszej części rundy, ponieważ są wyznaczane 

zgodnie z preferowanymi kierunkami wypłat wszystkich graczy. 

W pierwszej części rundy dany gracz mógł tylko zakładać punkty 

referencyjne innych graczy, nie znając ich naprawdę. Wypłaty wy­

znaczane przez system w drugiej części rundy nazywane są wie­

lostronnymi. Przedstawiane są graczom do analizy. Po dokonaniu 
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analizy, gracze mogą przeprowadzić następną rundę procedury, w 

analogiczny sposób. Będzie to w szczególności wskazane, gdy wy­

płaty wyznaczone przez system w trakcie analizy jednostronnej i 

wypłaty wielostronne będą się istotnie różniły. Zauważmy, ze w 

drugiej i następnych rundach, przy analizie jednostronnej, prefe­

rencje kontrgarczy mogą być szacowane na podstawie punktów 

referencyjnych rzeczywiście zakładanych przez nich we wcześniej­

szych rundach. Gracze w dowolnym momencie mogą przerwać ana­

lizę zatrzymując procedurę, ale mogą również, analizując kolejne 

wypłaty wyznaczane przez system, traktowane jako propozycje 

mediacyjne, znaleźć konsensus. 

9.5.3 Schemat iteracyjnej procedury 

Faza pierwsza 

Każdy gracz i niezależnie analizuje swój zbiór wypłat \1{,} Przy 

użyciu pakietu optymalizacji wielokryterialnej. Wynik analizy 

wielokryterialnej: (yf, ... , y~, ut ... , u~) gdzie (y'f, u?) oznacza 

wybrany, preferowany przez gracza i , wektor wypłat niezdo­

minowany w zbiorze \1{,} · 

Faza druga 

Runda 1 

Analiza jednostronna 

Analiza jednostronna wykonywana jest niezależnie i równo­

legle przez graczy i = 1, 2, ... , n. Dany gracz i proponuje 

punkt referencyjny (y[, ur) i zakłada punkty referencyjne 

kontrgraczy j =I i, j = 1, 2, ... n. System komputerowy wy­

znacza odpowiednią niezdominowaną wielokryterialną wy­

płatę w zbiorze VN, Gracz i analizuję te wypłatę, propo­

nuje inny punkt referencyjny, system wyznacza kolejną nie­

zdominowaną wypłatę, znów analizowaną przez gracza itd., 
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aż gracz wskaże wypłatę preferowaną (yf, ur), uznaną jako 

najlepszą. 

Analiza wielostronna. 

Analiza wielostronna może być dokonywana, gdy wszy­

scy gracze zakończą analizę jednostronna i wskażą swoje 

preferowane wypłaty. System wyznacza wówczas wielo­

stronną wypłatę niezdominowaną w zbiorze VN na pod-

stawie punktu referencyjnego (y 0 1, u01 ) (y", u") 

(yr, ... y~, uf, ... , u~) Gracze analizują te wypłatę jako pro­

pozycję mediacyjną i decydują czy kontynuować procedurę 

postępowania czy też ją zakończyć. 

Runda k 

Wykonywana jest w taki sam sposób jak runda l. Przy wy­

znaczaniu wypłat niezdominowanych dla gracza i w ramach 

analizy jednostronnej, gracz ten może podawać swoje różne 

punkty referencyjne, przy czym punkty referencyjne kontr­

graczy mogą być przyjmowane na postawie (y 0 k, u0 k). 

Kryterium stopu 

Procedura jest kończona, gdy gracze zrezygnują z kontynuowa­

nia analizy, lub gdy zgodzą się zaakceptować wyznaczone wy­

płaty wielostronnego rozwiązania. 

9.6 Podsumowanie 

W rozdziale podano model opisujący problem alokacji kosztów 

między podmioty decyzyjne negocjujące realizację wspólnego pro­

jektu rozwojowego. Model ten opisany jest w formie tzw, wielo­

przedmiotowej gry kooperacyjnej. podmioty deyzyjne, traktowane 
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jako gracze w tej grze, są zainteresowani pozyskaniem pewnego ze­

stawu dóbr , które mogą być uzyskane wyniku realizacji projektów 

niezależnych, lub też gracze mogą tworzyć różne koalicje i rozwa­

żyć realizację większego projektu wspólnego. 

Rozpatrzono procedurę alokacji kosztów przy wykorzystaniu 

mechanizmu cen i różne koncepcje rozwiązań teorii gier. Zapropo­

nowano niezbędne narzędzia obliczeniowesłużące wyznaczeniu pro­

ponowanych rozwiązań. Podano i zaimplementowano numerycznie 

algorytm wyznaczania różnych typów nukleolusa. Przeprowadzono 

eksperymenty obliczeniowe dla przykładowego problemu z 4 gra­

czami i dwoma rodzajami dóbr. Przedstawiono wyniki tych eks­

perymentów. , łącznie z dyskusją dotyczącą stosowalności wymie­

nionych typów rozwiązań. Zaproponowano i przedyskutowano pro­

cedurę wspomagającą analizę wielokryterialną problemu alokacji 

kosztów. 



-

10 

Gry kooperacyjne w postaci funkcji 

partycji 

Rozpatruje się problem alokacji kosztów w przypadku grupy 

decydentów, którzy wspólnie chcą uzyskać pewien zestaw dóbr 

i dzielą między siebie koszty przedsięwzięcia - projektu rozwojo­

wego. Decydenci , traktowani dalej jako gracze, mogą tworzyć różne 

koalicje i realizować projekt wspólnie. Problem_ alokacji kosztów 

dotyczy ich podziału między graczy, ale także między pozyskiwane 

dobra. W rozdziale poprzednim, a także w pracy Kruś, Bronisz 

(2000), w celu opisania problemu, wprowadzono klasę gier koope­

racyjnych w postaci funkcji charakterystycznej, nazwanych grami 

wieloprzedmiotowymi. Sformułowania tych gier uwzględniają me­

chanizm cen przyporządkowanych poszczególnym dobrom. Przed­

stawiono różne koncepcje rozwiązań oraz algorytm umożliwiający 

ich wyznaczanie. Podobnie jak w innych pracach dotyczących 

alokacji kosztów z zastosowaniem gier kooperacyjnych w postaci 

funkcji charakterystycznej Littlechild, Thompson (1977), Young, 

Okada, Hashimoto (1980), Seo, Sakawa (1987), Legros (1986), 

przyjęto że wyplata każdej koalicji zależy tylko od graczy, którzy 

ją tworzą. 

W praktyce występują jednak również sytuacje, w których wy­

plata koalicji zależy nie tylko od graczy, którzy ją tworzą, ale także 
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od struktury koalicji graczy pozostałych ( ogólniej - od ich party­

cji). Jest to typowe np. w przypadku firm dzielących między siebie 

pewien rynek usług lub dóbr. Jeśli kilka firm decyduje się utworzyć 

koalicję, jej efekty będą zależeć także od pozostałych firm działają­

cych na danym rynku i od tego czy te pozostałe firmy będą działać 

indywidualnie czy też utworzą pewne koalicje. 

W rozdziale przedstawia się wyniki aktualnie prowadzonych ba­

dań dotyczących wspomagania decyzji w takich sytuacjach. Za­

kłada się, że gracze starają się uzyskać określone ilości pewnych 

dóbr i są gotowi pokryć związane z tym koszty. W celu uzyskania 

tych dóbr mogą działać niezależnie lub tworzyć koalicje. Zwią­

zane z tym koszty zależą od tworzonej koalicji, ale także od struk­

tury koalicyjnej graczy pozostałych. Kierunek prowadzonych ba­

dań obejmuje: 

- sformułowanie gry w postaci funkcji partycji (ang. game in 

partition function form) w celu analizy problemu alokacji kosztów, 

- sformułowanie i analiza koncepcji rozwiązań, 

- poszukiwania gry w postaci funkcji charakterystycznej, której 

koncepcje rozwiązań są koincydentne z odpowiednimi koncepcjami 

rozwiązań gry w postaci funkcji partycji, 

- wykorzystanie koncepcji rozwiązań, wyznaczonych dla gry w 

postaci funkcji charakterystycznej, w problemach wspomagania 

analizy decyzyjnej, analogicznie jak w Rozdziale 9 i w pracy Kruś, 

Bronisz (2000), ale w odniesieniu do gry w postaci funkcji partycji. 

Niżej przedstawia się wstępne wyniki tych badań opublikowane 

także w pracy (Krus, 2009). Proponuje się sformułowanie gry ko­

operacyjnej w postaci funkcji partycji jako model matematyczny 
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opisujący rozważane sytuacje decyzyjne. Proponuje się także kon­

cepcje rozwiązań określone na podstawie wprowadzonej relacji do­

minacji. Właściwości tych rozwiązań pokazuje się w postaci udo­

wodnionych twierdzeń. Właściwości te dotyczą w szczególności 

relacji rozwiązań rozpatrywanej gry w postaci funkcji partycji z 

rozwiązaniami odpowiednio skonstruowanej gry w postaci funkcji 

charakterystycznej. Sposób podejścia jest analogiczny jak w pracy 

(Thrall i Lucas, 1963). Proponowane koncepcje rozwiązań są rów­

nież podobne jak pracy (Thrall i Lucas, 1963), ale zostały sformu­

łowane przy słabszej relacji dominacji. Od czasu prac Thrall'a i 

Lucas'a zostało wprowadzonych kilka koncepcji rdzenia gry w po­

staci funkcji partycji: -y-core (Chander, Tulkens, 1997), r-core (Hu­
ang, Sji:istri:im, 2003) , recursive cores (Kóczy, 2007). W tej ostatniej 

pracy jest także przegląd różnych koncepcji rdzenia w tym również 

a-core (Auman, Peleg, 1960). 

10.1 Sformułowanie gry 

Niech N = { 1, ... , n} będzie skończonym zbiorem graczy. Ko­

alicje są podzbiorami tego zbioru. 

Dla dowolnej koalicji C <:;: N niech Pe = {Pi, ... , Pr} będzie jej 

partycją, tzn. 

LJ P; = C, Vj Pi =f O, \/k Pi n A = 0 jeśli k =f j, (10.1) 
i=l 

i niech Ile oznacza zbiór wszystkich partycji koalicji C. Dla 

uproszczenia notacji, przyjmujemy że P oznacza partycję koalicji 

pełnej N, a Il oznacza IIN- Niech P1 będzie partycją składającą 

się z indywidualnych graczy, tzn. P1 = { {l}, {2}, ... , {n}}. 
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Dla każdej koalicji A ~ N i partycji P E Il, takiej że Pk E P, 
dane są funkcje opisujące koszt uzyskania dóbr wymaganych przez 

tę koalicję. Zakłada się, że te funkcje zależą od całkowitej ilości 

dóbr poszczególnych rodzajów, Funkcje to mogą zależeć od par­

tycji pozostałych graczy. Na podstawie tych funkcji można wy­

znaczyć korzyści , jakie mogą odnieść gracze działając wspólnie w 

koalicji Pk w porównaniu z sytuacją gdyby działali indywidualnie 

i niezależnie . 

Definicja 10.1 

Gra kooperacyjna w postaci funkcji partycji jest zdefinio­

wana przez parę (N, F), gdzie N jest zbiorem graczy, F jest 

funkcją, która każdej partycji P E II , P = {Pi,P2, ••·, Pr} 
przyporządkowuje r-wymiarowy wektor liczb rzeczywistych Fp = 
(Fp(P1), ... , Fp(Pr)) . • 

Fp(Pk) dla k = 1, 2, ... , r opisuje korzyści jakie gracze mogą 

odnieść działając wspólnie w koalicji Pk w porówaniu z działaniami 

indywidualnymi. Zauważmy, że Fp(Pk) zależy od partycji P, tzn. 

także od struktury koalicyjnej graczy pozostałych. 

Dla każdej koalicji C ~ N i każdej partycji Pe E Ile formułu­
jemy następujące funkcje: 

gdzie 

v(C) = min Fp(C), v(0) = O, 
{PE/I:eEP} 

u(Pe ) = min L Fp(T) , 
{PEII:Pc CP) TEPc 

v(C) = max u(Pe), v(0) = O., 
{Pc EIIc } 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

v(C) oznacza wartość wypłaty koalicji C, która jest gwarantowana 

niezależnie od zachowań graczy, 

u(Pe) oznacza gwarantowaną wypłatę graczy zorganizowanych w 
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postaci Pe, niezależnie od zachowań graczy pozostałych, 

v( C) oznacza maksymalną wypłatę gwarantowaną graczom koali­

cji C niezależnie od zachowań pozostałych graczy. 

Przykład 1. 

W celu zilustrowania tych funkcji rozpatrzmy następującą grę 

czterech graczy. Przyjmujemy, że funkcje Fp(A) mają postać: 
dla każdego różnego i, j, k, m E N 

(i) Fp( {i}) = a, dla dowolnej partycji P, takiej że { i} E P 

(ii)Fp( {i, j}) = b, dla P = { {i,j}, {k}, {m}}, 

(iiif'p( {i, j}) = c, dla P = {{ i, j}, {k, m }}, 

(ivf'p({i,j,k}) = d dla P = {{i,j,k}, {m}}, 

(v)Fp(N) = e, for P = {N}. 

W tym przypadku, dla dowolnej niepustej koalicji C ~ N, funk­

cja v(C) przyjmie wartości: 

v( {i}) = a, 

v( {i,j}) = min(b, c), 

v({i,j,k}) = d, 

v(N) = e 

z kolei wartości funkcji v( C) będą następujące: 

v( {i}) = a, 

v({i,j}) = max(min(b,c),2a), 

v( {i,j, k}) = max(d, b + a, 3a), 

v(N) = max(e, d + a, 2c, b + 2a, 4a). 

• 

Można pokazać, że dla dowolnej gry w postaci funkcji partycji 

(N, F) zachodzą następujące relacje: 
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v({i}) = v({i}) dla każdego i EN, 

v(C) ś v(C) dla każdego C c N, 

(10.5) 

(10.6) 

u(Pc) + u(PT) ś u(Pc U PT) dla każdego Pe E Ile, PTE IIT, 
gdzie C, T C N takie, że C n T = 0, 

(10. 7) 

v(C)+v(T) ś v(CUT) dla każdego C, Tc N takiego, że CnT = 0. 
(10.8) 

10.2 Koncepcje rozwiązań 

Definicja 10.2 

Wektor wypłat x = (x1 , ... Xn) jest nazywany imputacją jeśli 

spełnia warunek indywidualnej racjonalności: 

xi 2: v( {i}) dla każdego i E N, (10.9) 

oraz warunek ralizowalności: 

LXi = L Fp(C) dla pewnego PE II. (10.10) 
iEN CEP 

o 

Indywidualna racjonalność oznacza, że żaden gracz w koalicji 

nie zgodzi się na wypłatę gorszą niż może osiągnąć działając indy­

widualnie. Realizowalność oznacza, że istnieje partycja, która może 

zrealizować tę wypłatę. Niech R oznacza zbiór wszystkich impu­

tacji, a RP zbiór imputacji realizowalnych przez partycję P E II. 

Definicja 10.3 

Niech C będzie niepustym podzbiorem N, a x, y E R. Mówimy, że 

x dominuje y via C ( oznaczone: x Dame y) jeśli 
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X; > Yi dla każdego i E C, 

i istnieje Pe E ile takie, że 

Lx;~ u(Pe), 
iEe 

L;eN X; = LreP Fp(T) 

dla pewnej partycji PE il takiej, że Pe C P. 

167 

(10.11) 

(10.12) 

(10.13) 

o 
Pierwszy warunek w tej definicji oznacza, że każdy gracz C 

preferuje wypłatę x w porównaniu z wypłatą y, 

drugi - że gracze w C mogą uformować taką partycję Pe E ile, 

która pozwoli zrealizować wypłatę x;, dla i E C, 

trzeci - że wyplata x może być realizowana przez pewną partycję 

P. 

Powiemy, że x dominuje y ( oznaczając x Domy) jeśli 

x Dame y dla pewnego zbioru C C N. Relacja Dom nie jest prze­

chodnia ani antysymetryczna. 

Niech X będzie podzbiorem R. Wtedy 

Dame X= {y E R : x Dame y dla pewnego x E X}, 

Dom X= {y E R: x Domy dla pewnego x EX}. 

Definicja 10.4 

Zbiór imputacji K jest zbiorem stabilnym (ang. stable set) jeśli 

KnDomK= 0, 

KUDomK=R. 

(10.14) 

(10.15) 

o 
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Uwagi dotyczące definicji zbioru stabilnego 

Pierwszy warunek, zwany warunkiem wewnętrznej stabilności, 

oznacza, że jeśli imputacje x i y należą do K, wtedy żadna z nich 

nie dominuje drugiej , 

drugi - warunek zewnętrznej stabilności, stwierdza, że jeśli impu­

tacja z nie należy do K wtedy istnieje imputacja x w K, która 

dominuje z. 

Zbiór stabilny jest zdefiniowany na podstawie idei, że zamiast 

jednej imputacji satysfakcjonującej każdą koalicję, istnieje zbiór 

imputacji takich, że jeśli weźmiemy dla pewnej koalicji dowolną 

imputację spoza tego zbioru, to w tym zbiorze istnieje imputacja 

korzystniejsza dla tej koalicji, tak że koalicja ta nie byłaby zain­

teresowana pozyskaniem imputacji z zewnątrz zbioru. Nie każdy 

gracz byłby jednak zadowolony z tej nowej imputacji wewnętrznej 

i pewien podzbiór graczy mógłby chcieć przeforsować zmianę na 

inną imputację spoza tego zbioru. Ta nowa imputacja jest jednak 

znowu zdominowana przez jakąś imputację ze zbioru. W rezultacie 

proces przetargowy ogranicza się do rozpatrywanego zbioru impu­

tacji. Zatem, cały ten zbiór może być rozpatrywany jako rozwią­

zanie. Wszystkie imputacje ze zbioru stabilnego są równie ważne. 

Żadna z nich nie dominuje innej w tym zbiorze. 

Definicja 10.5 
Zbiór imputacji Core jest rdzeniem (ang. core) jeśli 

Core = R \ Dom R. (10.16) 

o 

Rdzeń jest zbiorem niezdominowanych imputacji w R, tzn. dla 

dowolnej partycji Pnie istnieje koalicja CEP, która daje swoim 

członkom wypłaty lepsze niż w rdzeniu. Oczywiście, rdzeń jest 

zawarty w każdym zbiorze stabilnym. 
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Definicje zbioru stabilnego i rdzenia są podane w podobny spo­

sób jak w pracach (Thrall i Lucas 1963), (Lucas 1965), ale przy 

słabszej relacji dominacji. Thrall i Lucas zakładali, że dana ko­

alicja C E P nie może być podzielona. W proponowanym tutaj 

podejściu, przyjmuje się , że jeśli podział koalicji C daje lepsze re­

zultaty dla tej koalicji, to można ją podzielić. 

10.3 Właściwości rozwiązań 

Dla każdej partycji PE II w grze (N, F) niech 

IIPII = L Fp(C). (10.17) 
CEP 

Definicja 10.6 

Dowolna imputacja x jest grupowo racjonalna jeśli 

LX;= max IIPII, 
iEN {PE/I} 

(10.18) 

o 

Niech Rmax oznacza zbiór wszystkich imputacji grupowo racjo­

nalnych w grze (N, F). 
Jeśli gracze wybiorą imputację x E Rmax jako wypłatę gry, to 

znaczy, że podzielili maksymalny efekt tej gry. Można pokazać, że 

imputacje należące do koncepcji rozwiązań podanych wyżej speł­

niają tę własność. 

Twierdzenie 10.1 

Niech Core oznacza rdzeń gry (N, F). Rdzeń Core jest podzbiorem 

rdzenia zaproponowanego w pracy {Thrall i Lucas 1963). 

Każda imputacja x E Core jest grupowo racjonalna. • 
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Dowód 

Niech x E Core i x fi Rmax_ Wtedy I:iENx; = max{PEll} IIPI/-M, 
gdzie M > O. Jeśli y E Rmax jest określone przez y; = x, + M/n 

dla każdego i E N to y DomN x. Sprzeczność. 

Jeśli x domc y dla pewnego C C N zgodnie z definicją tej domi­

nacji podanej przez Thrall'a i Lucas'a (1963), wtedy x Dame y. 

Zatem Core = R \ Dom R C R \ dom R. • 

Zgodnie z twierdzeniem, podany tutaj rdzeń jest podzbiorem 

rdzenia zaproponowanego w pracy (Thrall i Lucas, 1963) . Może 

się zdarzyć, że rdzeń Core jest pusty, chociaż rdzeń proponowany 

w pracy (Thrall and Lucas 1963) jest niepusty. 

Zgodnie z definicją funkcji v (równanie 10.4) tzn. z warunku 

v(0) = O i z warunku superaddytywności (10.8) wynika, że para 

(N, v) jest dobrze określoną grą kooperacyjną w postaci funkcji 

charakterystycznej z wypłatami ubocznymi. 

Twierdzenie drugie pokazuje relacje między rdzeniami gier w for­

mie funkcji partycji i w formie funkcji charakterystycznej. 

Twierdzenie 10.2 

Rdzeń gry (N, F) jest koincydentny z rdzeniem gry kooperacyjnej 

(N, v) w postaci funkcji charakterystycznej, tzn. spełnia warunki: 

Dowód 

Lx; 2'. v(C) for each C c N, 
iEC 

Lx, =v(N). 
iEN 

(10.19) 

(10.20) 

• 

Niech CR oznacza rdzeń gry (N, v). Niech x E Core i x fi CR. 

Z (10.5) wynika, że x; = v({i}), a z twierdzenia 10.1 mamy, że 

I:iEN x; = v(N), zatem x jest imputacją w grze (N, v). Ponieważ 
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x ff_ CR, to istnieje imputacja y i koalicja C w grze (N, v), taka 

że y; > X; dla każdego i E Ci L;EeYi ::; v(C). Niech Pe będzie 

partycją zbioru C, taką że v(C) = u(Pe), Rozpatrzmy partycję 

zbioru N, taką że P = Pe U{ { i1}, { i2}, ... { in-s} }, gdzie s oznacza 

liczbę graczy w C, ii E N\ C, j = l, 2, ... , n - s 

i imputację z w grze (N, F) określoną przez 

{ 
Y; for each i E C, 

z;= Fp({i}) + M/(n - s) dla każdego i EN\ C, 

gdzie M = LTEPc Fp(T) - L;ee Y; 2:: O. 
Ponieważ z Dame x, to x ff_ Core. Sprzeczność. 

Niech x E CR i x ff_ Core. x jest imputacją w grze (N, F). Po­

nieważ x ff_ Core, to istnieje koalicja C C N, partycja Pe E Ile 

i imputacja y w grze (N, F), taka że y; > X; dla każdego i E C, 

L;ee Yi ::; u(Pe) i L;eN y; = LreP Fp(T) dla pewnej partycji 

PE II, Pe CP. 

Rozważmy imputację z w grze v określoną przez 

{ 
Y; dla każdego i E C, 

Z;= y; + M/(n - s) dla każdego i EN\ C 

gdzie M = v(N) - LreP Fp(T) 2:: O. 

Wynika z tego, że z dominuje x via C w grze (N, v), zatem 

x ff.CR. 

Sprzeczność. Co dowodzi twierdzenia. • 

Następujące twierdzenia pokazują, że zbiory stabilne są okre­

ślone w racjonalny sposób. 

Twierdzenie 10.3 
Jeśli K jest dowolnym zbiorem stabilnym gry (N, F), to każda im-

putacja x E K jest grupowo racjonalna. • 
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Dowód 

Niech x E R \ Rmax i y będą imputacjami określonymi tak, 

jak w dowodzie twierdzenia 10.l. Mamy więc, że y DomN x. 

Jeśli y E Kto x E DomK. Jeśli y ff.Kto y E DomeK dla 

pewnej koalicji C C N, istnieje zatem imputacja z E K taka, 

że zDomey. Można jednak łatwo sprawdzić, że jeśli zDomey, 

y Dame y i y DomN x to z Dame x. Zatem x E Dom K. Co 

dowodzi twierdzenia. • 

Z twierdzeń 10.1 i 10.3 wynika, że rozpatrując rdzeń i zbiory 

stabilne, można się ograniczyć, bez straty ogólności, do rozważań 

imputacji grupowo racjonalnych. Możliwe jest, że dla gry (N, F) 
nie ma zbioru stabilnego, jest jeden, lub jest wiele. Można pokazać 

następujące twierdzenie: 

Twierdzenie 10.4 

Dla n-osobowej gry z partycją {N}, takiej że ll{N}II > IIPII dla 

każdego PE II, P =J. {N}, istnieje unikalny zbiór stabilny 

• 

Dowód 

Niech x, y E Rma.x i niech x Domy. Dominacja może być realizo­

wana tylko przez partycję {N}, więc x; > y; dla każdego i E N. 

Wynika z tego, że LiEN x; > LiEN y;. Sprzeczność. 

Niech x E R \ Rmax i niech y będzie imputacją zdefiniowaną 

tak, jak w dowodzie twierdzenia 10. l. Mamy y DomN x, więc 

x E Dom Rma.x. Oznacza to, że Rma.x jest rozwiązaniem . Rozwią­

zanie to jest jednoznaczne, co wynika z twierdzenia 10.3. • 
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Nie ma problemu ze znalezieniem rozwiązania dla n-osobowych 

gier, w których wyplata dla partycji {N} jest większa od sumy 

wypłat każdej innej partycji. Takie jednoznaczne rozwiązanie jest 

tożsame z rozwiązaniem w pracy (Thrall and Lucas 1963). 

Następujące twierdzenie pokazuje relacje między zbiorami sta­

bilnymi gier w postaci funkcji partycji i w postaci funkcji charak­

terystycznej. 

Twierdzenie 10.5 
Jeśli P = {A, ... , Fr} jest partycją zbioru N taką, że /IF/1 > 
IIPII dla każdego P E II, P /c P to gm (N, F) ma takie same 

zbiory stabilne, jak gm w postaci funkcji charakterystycznej ( N, v) 
określona przez 

gdzie: TC C, 

Dowód 

v( C) = v(T) + L;Ec\r v( {i}) 

dla każdego C c N, v(0) = O, 
(10.21) 

• 

Na podstawie warunku addytywności (10.8) łatwo sprawdzić, że 

gra (N, v) jest dobrze określona. x jest imputacją w grze (N, v) 

jeśli x; 2': v( {i}) = v( {i}) i LiEN x; = v(N) = I/F/1. W takim 

przypadku zbiór imputacji w grze (N, v) jest równy zbiorowi 

Rma.x. Ponadto z twierdzenia 10.3 wynika, że imputacje, które nie 

należą do Rma.x, nie mają znaczenia w grze (N, F), możemy więc 
rozpatrywać tylko zbiór Rmax. 
Niech x, y E Rmax i niech y dominuje x w grze (N, v). Istnieje 

zatem koalicja C C N, taka że y; > X; dla każdego i E C i 

LiEC y; ::S v( C). Wynika z tego, że y; > x; dla każdego i E T c C 
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LiETYi::; v(T) + LiEC\T(v({i})-y;)::; v(T), a zatem yDomx. 
Niech x, y E Rmax i niech y Dom x. Wtedy istnieje koalicja C = T, 

taka że y; > x; dla każdego i E C i L;ec y; ::; v( C), a zatem y 

dominuje x w grze (N, v). Co dowodzi twierdzenia. • 

10.4 Podsumowanie 

W niniejszym rozdziale przedstawiono propozycję gry koopera­

cyjnej w postaci funkcji partycji , umożliwiającą analizę problemu 

alokacji kosztów. Gra ta opisuje rzeczywiste sytuacje, w których 

wyplata każdej z koalicji zależy nie tylko od graczy, którzy ją 

tworzą , ale także od struktury koalicji tworzonych przez graczy 

pozostałych. Przedstawia się pewne rozwinięcie teorii takich gier. 

Formułując odpowiednią relację dominacji, określa się koncepcje 

rozwiązań , takie jak zbiory stabilne i rdzeń gry. Dokonano analizy 

właściwości tych koncepcji rozwiązań. Koncepcje rozwiązań są po­

dobne do koncepcji zaproponowanych w pracy (Thrall i Lucas, 

1963), ale sformułowane dla słabszej relacji dominacji , która wy­

daje się jest bardziej adekwatna do sytuacji rzeczywistych. Rozwi­

jane podejście jest podobne do podejścia w pracach (Kóczy, 2007, 

2008). Wymagane są jednak i planowane dalsze prace obejmujące 

analizę relacji miedzy różnymi koncepcjami rozwiązań, warunkami 

ich istnienia i inne. 

Pokazano, że rdzeń gry w postaci funkcji partycji jest koincy­

dentny z rdzeniem odpowiednio zdefiniowanej gry w postaci funk­

cji charakterystycznej. Ten wynik teoretyczny jest ważny przy 

konstrukcji systemów wspomagania decyzji . Ogólna idea wspo­

magania decyzji i konstrukcji systemów komputerowych w sytu­

acjach kooperacyjnych jest rozważana w poprzednich rozdziałach, 
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a wcześniej między innymi w pracach (Wierzbicki, Kruś, Makow­

ski, 1993), (Kruś, 1996, 2004, 2008). Na podstawie wyników omó­

wionych w tym rozdziale można sformułować odpowiednią grę w 

postaci funkcji charakterystycznej, a następnie wyznaczyć rdzeń 

gry. Rdzeń ten może być przedstawiony graczom, jako zbiór okre­

ślający ramy ich negocjacji. Można wówczas zastosować podej­

ście zaproponowane w pracy (Kruś, Bronisz, 2000) i prezentowane 

w rozdziale 9. Można wyznaczać różne rodzaje nukleolusa roz­

wiązując zestaw problemów programowania liniowego, a następnie 

przedstawiać je graczom jako propozycje mediacyjne. 

W zagadnieniach wspomagania decyzji można wykorzystywać 

różne koncepcje rozwiązań, zwracając przy tym uwagę na ich spe­

cyficzne właściwości. W dalszych pracach interesujące mogą być 

idee sekwencyjnego tworzenia koalicji i wykorzystanie koncepcji 

tzw. rdzeni rekursywnych (ang. recursive cores). Interesujące są 

zwłaszcza koncepcje rdzeni pesymistycznych i optymistycznych za­

proponowane w pracach (Kóczy, 2007, 2008). 
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