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Rozwigzania gier kooperacyjnych
w zastosowaniu do problemu alokacji

kosztow

Rozpatruje sie problem alokacji kosztéw w przypadku realizacji
projektu rozwojowego majacego na celu pozyskanie pewnego ze-
stawu doébr. Realizacjg projektu jest zainteresowanych kilka pod-
miotéw decyzyjnych. Kazdy z nich moze zrealizowaé¢ odpowiedni
projekt w celu pozyskania tych débr, ale moze réwniez podjaé
wspolprace z innymi, tworzac rézne koalicje 1 wspoélnie realizowad
projekty odpowiednio wiekszej skali. Podmioty decyzyjne traktu-
jemy dalej jako graczy w grze kooperacyjnej

Problem alokacji kosztéw dotyczy nie tylko ich podzialu mie-
dzy graczy, ale takze miedzy rozpatrywane, rézne dobra. Problem
nie jest trywialny, zwlaszcza ze gracze mogg tworzyé rézne koali-
cje, a podzial korzysci ze wspotpracy musi byé akceptowany przez
wszystkich uczestniczacych w danej koalicji graczy.

Problem alokacji kosztéw ma bardzo obszerna literature. Ze-
staw istotnych artykuléw zawiera praca zbiorowa (Young, 1982).
Przyktady probleméw praktycznych i propozycje rozwigzan po-
daja: Ransmeier (1942) - dotyczace wielokryterialnego planowania
w Dolinie Tennessee w Stanach Zjednoczonych, Gately (1974) - za-
gadnienia dotyczace inwestowania w systemy energetyczne, Young,
Okada, Hashimoto (1980)- dotyczace alokacji kosztéw zwigzanych
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z inwestycjami w zasoby wodne regionu Umea w Szwecji. Podobne
problemy rozpatrywano w ramach interdyscyplinarnego projektu
dotyczacego Regionu Gornej Noteci w Polsce realizowanego w In-
stytucie Badani Systemowych PAN wspélnie z International In-
stitute for Applied System Analysis w Laxenburg w Austrii i we
wspolpracy z szeregiem instytutéw w Polsce. Kolejne przyklady
probleméw i rozwigzan 2z zastosowaniem réznych technik zawieraja
prace (Fernandez, Hinojosa, Puerto, 2004), (Matsubayashi, Ume-
zawa, Masuda, Nishino, 2005), (Krajewska, Kopfer, 2006), (Cru-
ijssen, Cools, Dullaert, 2007).

W tej pracy problem wspélpracy podmiotéw decyzyjnych i alo-
kacji kosztéw jest modelowany za pomoca rodziny gier koopera-
cyjnych, zwanych grami wieloprzedmiotowymi. Sg to gry z wypla-
tami ubocznymi w ktérych bezposrednio uwzglednione sg wektory
okreslajace ilosci kilku rodzajow débr, pozyskiwane z realizacji
projektu lub projektéw oraz wprowadzana jest procedura aloka-
¢ji kosztow wykorzystujaca mechanizm cenowy. Proponuje sie i
poréwnuje rézne koncepcje rozwigzan teorii gier kooperacyjnych
w zastosowaniu do tego problemu. Analizuje sie wlasciwodci tych
rozwigzan. Dyskutuje sie rozne procedury alokacji kosztow budo-
wane na podstawie tych koncepcji rozwigzan i formutuje mechani-
zmy okreslania odpowiednich cen. Przy okredlaniu mechanizméw
cenowych przydatne byly idee podane przez Billera and Heath
(1982). Uzyskiwane rozwiazania poréwnywane sa do wynikéw kla-
sycznej metody SCRB (James, Lee 1971, Young Okada, Hashimoto
1980) tradycyjne stosowanej w praktyce alokacji kosztéw w przy-
padku projektéw z zakresu inwestycji w systemy wodne. Podaje
si¢ algorytm obliczeniowy umozliwiajacy wyznaczenie omawianych
rozwigzan. Wykonano eksperymenty obliczeniowe na przykladzie
problemu alokacji kosztéw dla 4 graczy i 2 rodzajéw débr. Wyniki
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eksperymentéw ilustrujg proponowane podejscie i pokazujg moz-
liwodci jego zastosowania. Proponuje sie takze i dyskutuje mozli-
wosci wspomagania wielokryterialnej analizy problemu.

9.1 Ogdlne sformutowanie problemu

Niech NV = {1,...,n} bedzie skoriczonym zbiorem graczy, a N’
bedzie zbiorem wszystkich niepustych podzbioréw zbioru N.

Niech C oznacza dang koalicje graczy, C € N. Kazdy z gra-
czy jest zainteresowany pozyskaniem tego samego zestawu ddébr
M = {1,...,m}, ktére moga by¢ uzyskane w wyniku realizacji
odpowiedniego projektu rozwojowego.

Dla kazdej koalicji C' € N, dana jest funkcja fo : R™ — IR opi-
sujgca koszt realizacji projektu dajacego w wyniku wektor z € R™
okreslajacy iloéci pozyskiwanych débr poszczegélnych rodzajow.
Zaklada sie, ze ¢ = (21,...,2m) € RT, co oznacza, Ze gracze
zainteresowani sg tylko dodatnimi ilociami tych débr. Funkcja
kosztéw fc zalezy tylko od calkowitej ilosci poszczegdlnych débr,
a nie zalezy od ich podziatu miedzy graczy.

Przyjmuje sie konwencje, ze dla z, z € IR™, i dla kazdego m:

x 2> z oznacza, Ze T; > z; dla wszystkich j € A/,
x > z oznacza, ze T; > zj, ¢ # z dla wszystkich j € M,
T > z oznacza, ze r; > z; dla wszystkich j € M
Niech y = (y1,...,yn) € RY*™ = R"M gdzie:
IRMN jest przestrzenig dobr koalicji pelnej N,
Vi = (Ui, ... ¥im) € RY,
1;; oznacza ilos¢ dobra j przydzielonego graczowi ¢, dla j € M,
i€ N.
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Kontynuujac notacje,
R oznacza przestrzen dobr graczy tworzacych koalicje C,
y© oznacza projekeje wektora débr y € IRV na praestrzen REY,
¥° = {vihiec, gdzie y; = (v, ..., vom) € RT.

Postawione zadanie dotyczy analizy korzysci jakie moga osig-
gnaé gracze tworzac koalicje, poszukiwania zwycieskiej koalicji,
oraz alokacji korzysci akceptowalnej przez graczy. W celu rozwig-
zania zadania formutuje sie gre kooperacyjng z wyptatami ubocz-
nymi, w ktérej uwzglednia sie mechanizm alokacji kosztow wy-
korzystujacy ceny rozpatrywanych débr. Gra nazywana dalej gra
wieloprzedmiotows, formutowana jest dla zadanego wektora débr
y = (1h,..., %) € RYM okreslajacego ilosci dobr wymaganych

przez poszczegblnych graczy.

Definicja 9.1

Wieloprzedmiotowa gra kooperacyjna z wyplatami ubocznymi

zdefiniowana jest przez pare

(N,v,), gdzie N jest zbiorem graczy, a funkcja v, jest okreslona

przez:

0 (C) =3 ¥ [eifunw) X v] = 2 |e(fe, D w) x 2 yu} dla
ieC j=1 j=1 ieC i€C

wszystkich C' € N,

vy (B) = 0. o

Funkcja v, jest zwana funkcjg charakterystyczng gry. Funkcja
ta odwzorowuje podzbiory C zbioru N w zbidr liczb rzeczywistych.
Dla danej koalicji okresla jej wyplate, jesli cztonkowie tej koalicji
bedy dziataé wspélnie.

Funkcja ¢ jest funkcja cen. Dla danej funkeji kosztow f i wek-
tora dobr z, okre§la ona wektor cen przyporzadkowanych po-
szczegblnym rodzajom débr, tzn. c(f,z) € IR™, gdzie ¢(f,z) =
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(erlfyz), - c(f,2), o emlf 7)), 1 ci(f, 2) jest ceng dobra j-
tego rodzaju.

W definicji tej, czesé:
17
> [cj (fup w) % yij] opisuje koszt projektu realizowanego indywi-
j=1
dualnie przez gracza i-th player, a czesé:
m
S [cj(fc, Diec Ui X e yij)] opisuje koszt projektu realizowa-
=
nego wspolnie przez graczy tworzacych koalicje C.
vy (C) okresla korzyéci jakie ci gracze uzyskuja realizujac projekt
wspOlnie w koalicji C' w poréwnaniu z sytuacja, gdyby kazdy dzia-
tal niezaleznie.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja v,({i}) = 0 dla wszystkich 1 € N,
co oznacza. spelnienie warunku normalizacji gry

Oznaczmy przez {2 klase wszystkich wieloprzedmiotowych gier

kooperacyjnych.

Definicja 9.2
Mowimy, ze gra z wyplatami ubocznymi jest wlasciwa (ang. pro-
per), jesli spelniony jest warunek superadytywnosci:

v, (CUT) 2 vy(C) + v (T) foral C, T e N, CNT = .

Moéwimy, ze gra z wyplatami ubocznymi jest $Scisle wiasciwa
(ang. strictly proper), jesli spelniony jest warunek écislej superad-

dytywnoéci:

v {CUT) > v,(C)+ v (T) for all C,T e N,CNT = 0.

Definicja 9.3
Mowimy, ze wektor wyplat z = (2,,..., z,) jest imputacjg w grze

(N, vy,), jesli spetnia nastepujgce warunki:
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2 2 u,({i}) (0.1)

zwany warunkiem indywidualnej racjonalnosci, oznaczajacym, ze
zaden z graczy nie zgodzi sie na wyplate gorsza niz moze uzyskaé
sam dzialajac indywidualnie, oraz

34 = (), (9:2)

ieN
zwany warunkiem racjonalnoéci grupowej. Warunek ten oznacza,
ze gracze osiagajac porozumienie w koalicji, dziela miedzy siebie
calg wartos¢ funkeji vy (N).

O

Niech I(N,v,) bedzie zbiorem wszystkich imputacji w grze
(N) 'Uy)-

Definicja 9.4

Koncepcja rozwigzania jest funkcja F : 2 — IR", ktéra kazdej
grze (N, v,) przyporzadkowuje wektor wyplat ze zbioru (N, v,).
O

Zgodnie z okreslona koncepcja rozwiazania, mozna wyznaczyé
wymagane udzialy graczy w celu pokrycia kosztéw wspoélnego pro-
jektu oraz podzial miedzy nimi iloéci débr, uzyskanych w wyniku

jego realizacji.

Definicja 9.5

Dla dowolnego wektora débr y = (y1,...,ys) € R¥M, gdzie
y; € IR™ jest wektorem dobr przydzielonych graczowi i, funk-
cja okreslajaca wklady finansowe graczy jest zdefiniowana
przez G : 2 — IR™, gdzie

N v!/ Z cJ(f{l} yz X yu] — E(N, ’Uy)

7=1
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oznacza wklad finansowy gracza i. 0

W powyzszych definicjach rozpatrujemy wieloprzedmiotowe gry
kooperacyjne zalezne od ilosci dobr przyporzgdkowanych poszcze-
gélnym graczom 1 od sposobu alokacji kosztéw miedzy tych graczy.
Zaklada sie, Ze rozwigzaniem gry jest imputacja. Oznacza to, ze
zaden gracz nie zaakceptuje wspolpracy przy realizacji projektu,
przy ktérym pokrywana przez niego cze$¢ kosztéw bylaby wiek-
sza niz koszt odpowiedniego projektu realizowanego indywidual-
nie, tzn.:

Gi(N,v,) < friy(wi) dla wszystkich i € N,

oraz, ze caloéé korzysci odniesionych z realizacji wspdlnego pro-
jektu bedzie rozdzielona miedzy graczy, tzn.

2ien GV, vy) = SN ien ¥0)-

Wyplaty uboczne (ang. side payments) graczy okreslone sg
jako réznice miedzy kosztami wynikajgcymi z mechanizmu ceno-
wego a kosztami wynikajacymi z koncepcji rozwigzania:

m

Z fe;(fwv ) % wyg] = Gi(N,vy).

=1

9.2 Aksjomaty i koncepcja rozwigzania

Procedura alokacji kosztéw powinna spelnié szereg wymagaii,
aby mogta byé zastosowana w rzeczywistych problemach (patrz
Billera,Heat 1982). Wymagania te formulowane sy w postaci ze-

stawu aksjomatéw.

Aksjomat 1 (Pelne pokrycie kosztow)
Dla kazdej koalicji C € N,

m

fo@) = ci(fe,z) x 7,

j=1
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Jesli gracze w koalicji C zdecyduja sie realizowaé projekt umoz-

liwiajacy pozyskanie wektora débr z, to mechanizm cen powi-

nien zapewnié pokrycie pelnych kosztow fo(z) tego projektu.
Aksjomat 2 (Addytywnosc)

Dla kazdej koalicji C € N,

e(fe,z) + c(ge, ©) = clhe, z)

dla wszystkich (fe, z), (¢, z) € P™, takich, ze he = fo + gc.
Jedli funkcje f¢ i g reprezentuja rézne sktadowe ogélnych kosz-
tow he, wtedy finalna cena kazdego dobra powinna byé suma
cen sktadowych.
Aksjomat 3 (Niezaleznosé od agregacji)
Dla kazdej koalicji C € N,
jesli feo(z) = gc(i d;z;), gdzie d = (dy,...,dm) € R™, d > 0
i=1

m
jest danym wektorem, to ¢(fe,z) = elge, 2. dj - z;) X =

=1
Jesli dwa dobra sa w rzeczywistoéci tym samym dobrem, byé
moze mierzonym w innych jednostkach, to wynikowa cena po-

winna zaleze¢ tylko od ich kombinacji liniowej.

Aksjomat 4
Dla kazdej koalicjii C € N/, jesli funkcja fc jest niemalejaca
(tzn. £ > z = fe(z) > fe(z) ) wzbiorze {z € R™: 0< 2z <
z}, to e(f,z) > 0.
Oznacza to, ze jesli funkcja kosztéw jest niemalejaca, to ceny
nie powinny byé ujemne.

Aksjomat 5
Jesli koalicja C jest taka, ze v,(C) = v, (C N T) dla dowolnej
CeN,to) .o Fi(N,vy) = v,(C)
Wtasdciwoé¢ ta oznacza, ze gracz pozorny, ktéry nic nie wnosi
do danej koalicji, nie powinien odnosié korzysci ze wspolpracy.
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Aksjomat 6
Dla dowolnej permutacji IT i dowolnego ¢ € N,

Fn(i)(N, H’Uy) = E(N, ’Uy)

Oznacza to, ze gracze sg anonimowi. Rozwigzanie nie zalezy od
sposobu uporzadkowania kolejnosci graczy w grze.

Aksjomat 7
Dla dowolnej gry {N,vy) i (N,vy) spelniony jest warunek:

F(N,v, +v,) = F(N,v,) + F(N,v,)

Z wlasciwosci te] wynika, ze jesli podzielimy funkcje calych

kosztéw na pewna liczbe sktadowych i rozpatrzymy gry sformu-

towane dla skladowych funkeji kosztéw, to wynik gry powinien

by¢ okreslony jako suma wynikéw gier sktadowych.
Aksjomat 8

Dla wszystkich koalicji C,T € N gry (N,v,) spelniony jest

warunek

four( D ) < fo(Q_wi) + fr(D_vi).

ieCuT ieC €T
Warunek ten opisuje tzw. efekty skali zwigzane z realizacja pro-
jektow. Spelnienie tego warunku oznacza, ze koszt koszt jed-
nego wiekszego projektu jest mniejszy niz suma kosztéw dwoch
mniejszych niezaleznych projektéw dajacych w razem te sama

ilos¢ débr.

Lemat 9.1
Jesli gra (N, vy) € 12 spelnia Aksjomaty 14 8 to jest grg wtasciwg,
tzn. spetnia warunek superaddytywnodci. =
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Dowod
Dla kazdych koa.licji C,T € N, takich, ze CNT = (), mamy

Uy(CUT ): E[CJ f(}yi)qu]_
-5 {cj(fc, S )X S| = 5 fu—for( $ w <

=1 ieCuT i€C ieCuT 1€eCuT

< 2 faw) = fe( v+ 2 fay(u) — fr (0 wi) = v, (C)+uy(T).
o ieC ieC €T ieT

Latwo zauwazy¢, ze jesli nieréwnos¢ w definicji 9.2 jest spei-

niona §ciéle, to gra jest Scisle wlasciwa.

Twierdzenie 9.1

Dla dowolnego danego wektora débr y = (y1,...,yn) € R, ist-
nieje jedno i tylko jedno rozwigzanie F' speiniajoce Aksjomaty I -
8.

Punkcja F' ma postaé
Cl~1
F(Nu)= 3 (€]~ 1)t
CeNeC
dla kazdego i € N, gdzie

ZZ o (fap i) X vs) = [Cj(fcvzyi) <Y vy

ieC j=1 j=1 ieC ieC
dla wszystkich C € (N),
vy (0) = 0,

a

(n— O]

ol (1y(C) = vy(C = {3})),

ci(for D ui) = gfc(t Z 1)di
ieC o 9%
Notacja —L( > iec Vi) 0znacza pochodng czqstkowq ze wzgledu
na j-tg wspolrz@dnq w punkeie (t- Yo vi)-
|C| oznacza moc zbioru C. n
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Dowbéd
Przyjmijmy, ze dla dowolnej koalicji C € N funkcje kosztow

fc, 9o, he beda takie jak w Aksjomacie 2, tzn. ke = fo + go 1
niech (N,v,), (N, v)), (N, v,") beda odpowiednio grami wynikaja-
cymi z tych trzech funkcji kosztéw. Z Aksjomatu 2 wynika, ze

w(C) =3 [e(hgy, 1) ¥ vis]) — Z [C; {he, Zyl Zyi;]

ieC j=1 ieC ieC
=3 > e F w) + eilg 1)) X wis)
ieC j=1
Z {( (fsyz:’ﬁ) +C] (QmZ%)) Xzyi,j:‘
j=1 ieC ieC i€C
= v},(C) + v,(C)

Poniewaz Aksjomaty 112 sa spelnione, z Lematu 9.1 wynika, ze
gra spelnia warunek superaddytywnosci. Z aksjomatow 5-7, zgod-
nie z twierdzeniem w pracy (Shapley, 1953) i podstawiajac postaé
funkcji charakterystycznej podanej w Definicji 9.1, mozemy wy-
znaczy¢ postaé funkcji okreslajacej rozwiazanie Fi(V, v,).

Z Aksjomatéw 1-4, stosujac podejécie zaproponowane przez Bil-
lera i Heath (1982) mozna pokazag, ze podana w twierdzeniu pro-
cedura alokacji kosztéw jest jednoznaczna i przyjmuje okreslong w

tym twierdzeniu postag.

Wiasciwosei rozwigzania

Procedura alokacji kosztéw opisana w Twierdzeniu 9.1, okresla
w jednoznaczny sposob ceny przyporzadkowane poszczegdlnym
dobrom. Ceny te zapewniaja pokrycie kosztoéw realizacji catego
wspolnego projektu. Koszty wynikajace z tych cen, przyporzadko-
wane poszczegdlnym graczom w og6lnym przypadku nie okreslaja
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rzeczywistych udzialow tych graczy w kosztach, okreslonych na
podstawie rozwigzania F', ktére to udzialy moga by¢ na ogét inne.
Wymagany jest dodatkowy przeplyw funduszy. Realizowany jest
on jako mechanizm wyplat ubocznych. Oznacza to, ze kazdy gracz

i pokrywa koszty zgodnie z mechanizmem cenowym:

> [Cj(fc,zyi) X yi]} ,

j=1 i€C
a nastepnie wyplacane sg wyplaty uboczne zapewniajace, ze po
ich uwzglednieniu, rzeczywiste wklady graczy we wspolny projekt

sg zgodne z wyznaczonym rozwigzaniem.
Latwo zauwazyé, ze
ZE(Nv vy) = vy (V).
iEN
Poniewaz gra (N,v,) jest wlasciwa, co wynika z Lematu 9.1, to

F(N,vy) > vy(i) dla kazdego ¢ € N,

co oznacza, ze jest imputacja.

Latwo pokazaé, ze z Aksjomatu 1 wynika:
Gi(N,vy) > S5y dla kazdego ¢ € N, oraz
2> Gi(Nyvy) = In(3 ).
iEN ieN

Oznacza to, ze funkcja okreslajaca wklady finansowe graczy
jest dobrze okreglona. Wkiad finansowy zadnego gracza nie jest
wiekszy niz koszt niezaleznego projektu, realizowanego przez niego
indywidualnie. Wkiady finansowe wszystkich graczy doktadnie po-
krywaja koszty wspélnego projektu.

Mozgna wyznaczyé wyplaty uboczne, stanowiace subsydia po-
szezegblnych graczy, jako réznice miedzy kosztami wynikajacymi
z mechanizmu cen, a rzeczywistymi wkladami finansowymi wyni-

kajacymi z koncepcji rozwigzania:
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Z[Cj(f01yi) x yi5) ~ Gi(N,vy),

j=1

dla graczy i = 1,...,n.

9.3 Inne koncepcje rozwiazan

9.3.1 Rdzen gry

Definicja 9.6
Rdzeniem gry (ang. core) nazywamy zbidr wszystkich wektorow

wyplat z € R"™ spelniajacych warunek
Z zi 2 v(C)
ieC
dla wszystkich koalicji ¢ € N (warunek ten nazywany jest warun-

kiem racjonalnoéci koalicyjnej),

Zz,- = vy (V).

ieN

i warunek

g

Wyplata 2 nalezy do rdzenia gry v, jesli jest imputacjg i je-
$li spelnia warunek racjonalnosci koalicyjnej, tzn. ze nie istnieje
koalicja C € AN w ktérej gracze mogliby uzyskaé wigcej niz w
przypadku koalicji pelnej. Innymi stowami, dla danego wektora
débr y, nie istnieje podkoalicja, ktéra deje tworzacym ja graczom
wieksze korzysci niz koalicja petna. Rdzen jako koncepcja rozwia-
zania, charakteryzuje sie duzg stabilnoscig, poniewaz nie istnieje
podkoalicja, ktora moglaby spowodowaé zerwanie i1 podziat koalicji

pelnej.
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W ogélnym przypadku rdzen gry moze byé pusty, a jedli istnieje,
to moze zawieraé wiecej niz jedno rozwigzanie.

Poszukujemy koncepcji rozwigzania, ktéra pozwoli okreslié kon-
cowy wektor wyplat w sposéb jednoznaczny, a jeéli gra ma niepu-
sty rdzen, to wyznaczony wektor wyplat bedzie do niego nalezal.

9.3.2 Funkcje nadwyzki i koncepcje nukleolusa

W literaturze teorii gier kooperacyjnych jest wiele koncepcji
rozwigzan budowanych z wykorzystaniem porzadku leksykogra-
ficznego dla réznych postaci tzw. funkeji nadwyzki (ang. excess
function). W celu usystematyzowania tych koncepcji rozwiazan i
analizy ich stosowalnosci w przypadku rozpatrywanej klasy gier,
formuluje sie nizej ogdlne warunki, ktére powinna speiniaé funkcja
nadwyzki, a takze definiuje sie ogblna koncepcje nukleolusa gene-
rowanego przez te funkcje. Przedstawia sie¢ nowe wyniki opisujace
relacje miedzy tg koncepcja i rdzeniem gry. Nastepnie wprowadza
sie 1 analizuje rézne konkretne postaci funkeji nadwyzki i odpo-

wiadajace im koncepcje nukleolusa.

Definicja 9.7
Funkcja Ic : BN x 2 — R bedzie nazywana ogdlng funkcja
nadwyzki dla koalicji C' jesli spelnia nastepujace warunki:
1. Jesli 2%, 22 € RV sa takie, ze 2z} = 27 dla kazdego i € C, wtedy
dla kazdej gry vy,

lC(zl, Uy) = ZC(ZZ: Uy)

2. Jesli 2',2% € RV sq takie, ze 2z} > 2? dla kazdego ¢ € C, i

istnieje j € C takie, ze z} > 22, to dla kazde] gry vy,

lc(zl,vy) < le(2%,v,)
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3. Dla dowolnej gry vy, jesli 3_,cc 2 = 4 (C), to lo(2,vy) = 0.
4. lo(z,vy) jest ciagla ze wagledu z i vy,

]

Funkcja nadwyzki ic(z,v,) odzwierciedla postawe danej koali-
¢ji C wzgledem wyplaty z. Pierwszy warunek oznacza, ze funkcja
nadwyzki nie zalezy od pozostalych graczy ze zbioru N, nie nale-
zacych do C. Warunek 2 gwarantuje, ze jesli wyplaty graczy rosng
(roénie co najmniej wyplata jednego gracza), to maleje wartosé
funkeji nadwyzki koalicji tworzonych przez tych graczy. Warunek
3 dzieli wyplaty na dwie kategorie: te, ktdre dana koalicja C moze
osiggnaé, gdy lc(z,vy) > 0, oraz te, ktére dla tej koalicji sa nie-
osiggalne, gdy lo(z,vy) < 0. Z warunkéw 2 i 4 wynika, ze jesli
21, 2% € RYN sy takie, ze z} > 27 dla kazdego i € C, to dla kaidej
gry vy, lo(2, v,) < lo(2%, vy).

Na podstawie warunkéw 2 i 3 mozna pokazaé nastepujace twier-

dzenie.

Twierdzenie 9.2
Dla dowolnej kolekei funkeji nadwyzek {lc}oen, dla kazdej

gry (N,vy), rdzei

core(N, vy} = {z € I(N, vy) : lc(z,v,) <0, dla kazdego C' € N\{N}}.

Definicja 9.8

Niech &(z) bedzie wektorem w przestrzeni RVI~! otrzymanym
przez uporzadkowanie wartosci funkcji nadwyzek ic(z, v,) wszyst-
kich koalicji C' ze zbioru N/, C # N w niemalejacym porzadku.
Ogo6lna koncepcja nukleolusa jest zdefiniowana jako
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GN(v,) = {z € I(N,v,): O(z) <o O(z) for any z € I(N,v,)}.
O

Dla dowolnych wektoréw z!,2%2 € R™, porzadek leksykogra-
ficzny 2! <. 2% oznacza, ze 2! = 2%, albo, Ze istnieje liczba
catkowita k, 1 < k < m, taka, e 2! = 22, dla 1 < i < kize
2i < 22

I(N,vy) jest zbiorem imputacji gry v,.

Twierdzenie 9.3
Niech {lc}cen bedzie kolekcjq funkcji nadwyzek i niech
(N, vy) € 2.

(1) Istnieje niepusty ogdiny nukleolus GN(N,v,).

(i) Ogdlny nukleolus zawiera skoviczong liczbe punktéw.

(113) Jesli ogdine funkcje nadwyzek {lc}cen s dodatnie i afi-
niczne wzgledem z, ten. lo(z,vy) = Y iec af 2z + b°, gdzie af > 0
dlate N, to
nukleolus GN(N,v,) jest jednoznaczny.

(1v) Jesli rdzeri core(N,v,) gry jest niepusty, to GN(N,v,} C

core(N, vy). =

Dowéd
W celu pokazania czesci (i) twierdzenia, uzyjemy réwnowaznej de-

finicji funkcji
Oi(z) = max{min{lg(z,v,) : C € NIN C N\ {N}, |N| = i}

Z warunku 4, Definicji 9.7 mamy, ze funkcja [¢ jest ciagla. Funkcja
okreslona jako maksimum lub minimum skoriczonej liczby funkcji

cigglych tez jest ciggta. Wynika z tego , ze funkcje ©; dla ¢ =
1,2,...|M]| = 1 tez sg ciagte.
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Zdefiniujmy
N ={z € I(N,vy): 01(z) < O:(y) dla wszystkich y € [(N,v,)}
i
Li={z€ Il :06(z) <6(y) dla wszystkich y € L,_1(N,v,)}

dlai=2,...,N|]~ 1L
Poniewaz [(N,vy,) jest niepusty, a ©; jest ciggladlai =1,...|N|-
1, latwo zauwazyé, ze zbidr I; jest zwarty i niepusty dla i =
1,...,W| = 1. Oczywiscie, finj—1 = GN(N,v,), co oznacza, ze
zostala pokazana czesc (i) twierdzenia.

Dowodzac czesé (ii), przyjmijmy, ze B(z) = (Bi(z), ..., Bk(z))
oznacza uporzadkowana partycje zbioru N \ {N}, taka, ze
UL, Bi(z) = N\ {NV}, Bi(2) 0 B;(z) = 0 kiedy tylko i # 7 i

Bi(z) ={C e N\{N} : lc(z,v,) > lz(y,v,) dla kazdego T € N\{N}},

oraz

Bi(2) = {C e N\{N}\U;Z1 Bi(2) : le(2,w) > Iz (y,vy)
dla kazdego T' € N'\ {N}\ Ui2} Bi(2)}.

B;(z) odpowiada koalicji o i-tej najwyzszej nadwyzce.

Niech z 1 y beda réznymi punktami nalezacymi do zbioru
GN(N,v,) i niech B(z) = (Bi{2),...,Bx(2)), i Bly) =
(Bi(2),. .., Bi(z)). Poniewaz kazdy punkt w GN{(N,v,) zostal
otrzymany w wyniku minimalizacji nadwyzek w leksykograficznym
porzadku, mamy k =lidlaj=1,...,k, lc(z,v) = Iz (y,v,), gdy
tyllko C € By(z) i T € Byly) i |By()| = |B,(y)], edaie |By()|
oznacza moc zbioru Bj(-).

Poniewaz I(;)(, v,) okresla z; w sposob jednoznaczny dla kazdego
i € N i poniewaz z # y, mamy B(z) # B(y). Oznacza to, ze
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kazdy punkt w rdzeniu GN(N,v,) ma inng uporzadkowana par-
tycje. Poniewaz jest tylko skoriczona liczba uporzadkowanych par-
tycji, dowodzi to czesci (ii) Twierdzenia.

Do dowodu czesci (iil) wystarczy pokazaé, ze ©(z) = O(y),
z #y, ¢,y € I(N,v,) pociaga za soba, ze O(H) <., O().
Niech z,y € RV i BV o RWI-1 bedzie funkcja porzad-
kujaca:

mi(z) = max{min{z; : j € N}, N eN\{N}, [N|=i}.
Mozna pokazaé (Schmeidler, 1969), ze n(z + y) <iez 7(z) + 1(y).
Poniewaz

n({lc(z, vy)}cemny) = O(x),
n({le(y vy)}ceminy) = Oy)

lo(z,vy) + lo(y,vy) = Z afx; +b° + Za,—cyi +8¢ =
ieC i€C

2 (o 2t -2 ()

i€C

mamy

Ui ({lc(z,vy) + o, v) eemm) = 20 <.’13—2+-y> .

Otrzymujemy, ze 20(2) < O(z) + O(y). Jesli ta nierow-
no$¢ jest spetniona $cidle, to czedé (iii) jest juz dowiedziona. W
przeciwnym przypadku 20(5¥) = O(z) + O(y). Z zalozenia
O(z) = O(y), moina pokazad, ze lo(z,v,) = lc(y,vy) dla kas-
dej koalicji C € A\ {N}. Pocigga to za soba, ze T = y co jest w
sprzecznosci do zalozenia, co dowodzi czedci (iii) twierdzenia.

Czesé (iv) wynika bezposrednio z twierdzenia 9.2.
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9.3.3 Przyklady funkeji nadwyzki i postaci nukleolusa

Wykorzystujac ogélna koncepcje nukleolusa wprowadza sie
kilka réznych rozwigzan posiadajacych rézne wlasciwosci. Podaje
sie liste rozwigzan i konkretnych sformulowan funkcji nadwyzki
generujacych te rozwiazania. Odpowiadaja one rozwiazaniom zna-
nym z literatury, podanym w nawiasach. the solutions.

Nukleolus (Schmeidler, 1969)
1N¥(2,vy) = v,(C) — ¥,cc 2 dla dowolnego C € N.

Staby Nuklelus (Shapley and Shubik 1966)
WN(z,v,) = "L(%Zfﬂz— dla dowolnego C' € N.

gdzie |C| oznacza denotes the cardinality of coalition C

Nukleolus proporcjonalny (Young, Okada, Hashimoto 1982)

1EV(z,0,) = %i—ﬂ’i dla dowolnego C' € N, v,(C) # 0,

w przeciwnym przypadku £V (2, v,) = 0.

Nukleolus kompromisowy (ang. concession nucleolus) za-
proponowany przez Seo, Sakawa, (1987)

CYV=Y o i
IV (z,0,) = %%C)S——E—(ﬁv%”—) dla dowolnego C € N,

gdzie C'H oznacza warto$¢ Shapley’a.

Nukleolus zerwania (ang. disruption nucleolus)

DN - v, (C)—Zi 24

BN (z,v,) = v————ﬁ———v(N;_uy(c)_vf(N\c) dla dowolnego C' € N

Uwaga 1. Nukleolus zerwania okreslony jest na podstawie wa-
runkéw, przy ktérych moze nastapié zerwanie wspotpracy graczy,
stad jego nazwa. W przypadku Nukleolusa zerwania, nadwyzka
koalicji obliczana jest ze wzgledu na wyptaty graczy, ktérzy do tej
koalicji nie naleza. Zaproponowany tutaj nukleolus zerwania jest



146 9 Rozwiazania gier kooperacyjnych w zastosowaniu do problemu alokacji kosztéw

analogiczny do rozwiazania sformulowanego przez Littlechild, Va-
idya (1976). Nukleolus Littlechild’a jest generowany przez funkcje

nadwyzki
EieN\C 7 — vy (N\C)

dC(Zy 'Uy) = Ziec 2 — ’UU(C)

Poniewaz

Z zi = vy(N) — Zzi dla z € I(N,vy),
BeN\C ieC
de(z,vy) moze byé sformulowana jako
doeiny) = 2 = %(C) =30\ )
iec —w(C)
Mozna zauwazyé, ze funkcje dg i I8V generuja te same postaci

nukleolusa.

-1

Uwaga 2. Zaproponowana tutaj funkcja lg” spelnia warunki
(1 - 4) ogélnej funkcji nadwyzki. Funkcja dg zdefiniowana przez
Littlechild’a nie spelnia tych warunkéw.

Uwaga 3. Proponowana funkcja nadwyzki 12V umosliwia wy-
znaczanie wartosci nukleolusa zerwania rozwiazujac odpowiedni

problem optymalizacji programowania liniowego.

9.3.4 Problemy obliczeniowe zwiazane z wyznaczaniem

nukleolusa

Rozne postaci nukleolusa wymienione w poprzednim punkcie sa
generowane przez liniowe funkcje nadwyzki. Umozliwia to sformut-
wanie algorytmoéw obliczeniowych, w ktérych rozwigzuje sie zestaw
probleméw programowania liniowego. Ogoélna idea algorytmu zo-
stala zaproponowana w pracach (Kopelowitz, 1967), (Maschler,
Peleg, Shapley, 1979).
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Dla dowolnej gry (N,v,) € {2 i kolekeji funkeji nadwyzki
{lc}cen mozna wyznaczyé nukleolus stosujac nastepujacy algo-
rytm:

Algorytm wyznaczania nukleolusa

Zakladamy, ze dana jest posta¢ funkcji nadwyzki Ic.

Krok 1.

Rozwiaz problem programowania liniowego:

LP1: min w;
przy ograniczeniach
le(z,v,) < wy, dla wszystkich C € N\ {N},
z € I{N,v).

ustaw numer iteracji k=2
Krok 2.
Niech wj_, oznacza optymalng warto$¢ wy_, w problemie LP (k-

1) 1 niech
A1 = {z € R" : z jest rozwigzaniem optymalnym problemu LP(k-1)}

Ey 1 ={C e N\{N}:lc(z,v,) =w;_, dla kazdego z € Ax_1}
jesli rozwigzanie problemu LP(k-1) jest jednoznaczne, to stop,
w przeciwnym przypadku

Rozwigz problem:

LPk: min wy
przy ograniczeniach
lo(z,v,) < wy, for kaidego C € N\ U2 E;
le(z,v,) = w} dla kaidego s € Ej for j=1,...,k~1
z € I(N,vy).
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ustaw k=k+1, idZ do Kroku 2.

Uwagi
Jesli rozwigzanie problemu LP1 jest jednoznaczne, to jest to nu-
kleolus gry (N, v,), generowany przez funkcje nadwyzki ic.

Niestety problem LP1 nie zawsze ma jednoznaczne rozwigzanie.
W takim przypadku wymagana jest pewna liczba kolejnych itera-
cji algorytmu. Wyznaczenie nukleolusa generowanego przez dang
funkcje nadwyzki I wymaga rozwigzania nie wigcej niz n—1 pro-
bleméw programowania liniowego.

Przy implementacji algorytmu nalezy zauwazy¢, ze dla kazdego
danego k, podzbiér Ej moze by¢ znaleziony przez optymalne roz-
wigzanie dualne problemu LPk. Rozwiazania dualne sg standar-
dowo wyznaczane w procesie rozwigzywania probleméw program-
mowania liniowego metods simplex (Christensen, Lind 1996).

9.3.5 Metoda SCRB

Nazwa metody SCRB, powszechnie stosowana w literaturze,
skrét pelnej nazwy: Separable Costs-Remaining Benefits method
(James,Lee 1971, Young, Okada,Hashimoto 1982). Matoda ta jest
czesto stosowana w praktyce alokacji kosztow w przypadku projek-
t6w rozwojowych systeméw wodnych. W opisie metody stosowane
jest specyficzne nazewnictwo, w szczegdlnosci definiowane sa takie
pojecia jak resztowe koszty (ang. remaning costs), resztowe korzy-
$ci (ang. remaining benefits) czy koszty marginalne (ang. marginal

costs).
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Koszty marginalne, oznaczone jako mc(z), zwigzane z wlacze-
niem gracza ¢ do koalicji, okreslone sg przez przyrost kosztéw pro-
jektu, gdy gracz i jest wiaczany do koalicji peilnej. Niech y; ozna-
cza wektor dobr zadanych przez gracza i, a uy(C) = fo(3,cc ¥i)
oznacza koszt projektu realizowanego przez koalicje C, dla kazdej
C € N. Koszt marginalny wyznaczany jest jako:

me(i) = uy(N) ~ uy(N - 1)

Korzysci resztowe, oznaczone dalej jako 7b(2), opisuja gotowosé
gracza ¢ do pokrycia kosztéw wyznaczanych w odniesieniu do pro-
jektu realizowane indywidualnie. Okreslone sg jako réznica kosztu
projektu realizowanego indywidualnie pomniejszonego o koszty

marginalne danego gracza.

(1) = fray(ws) — me(?)

Koszty resztowe rc opisuja oszczednosci uzyskiwane, gdy je-
den wiekszy projekt bedzie realizowany wspélnie przez wszystkich
graczy w koalicji pelnej, w miejsce wielu malych, niezaleznych pro-

jektow realizowanych przez pojedynczych graczy.

re = uy (V) — ch(]’)
jeN
Rozwigzanie w metodzie SCRB obliczane jest w ten sposob, ze
resztowe koszty sa dzielone migdzy graczy w proporcji do reszto-

wych korzysci.

rb(i)

2 jenrb(d) T

FSORE — u,(5) +
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Uwaga

Metoda jest bardzo prosta. Przy plerwszym spojrzeniu jest bar-
dzo atrakcyjna i wydaje sie rozsadna. Z tego powodu jest bardzo
czesto stosowana w praktyce. Niestety ma istotne wady. W ogol-
nym przypadku, rozwigzanie wyznaczone przy pomocy tej metody,
moze nie spelniaé warunku racjonalnosci indywidualnej i/lub wa-~
runku racjonalnoéci grupowej. Wyznaczone rozwigzanie moze nie
nalezeé¢ do rdzenia gray, nawet gdy ten rdzen nie jest pusty.

9.4 Przyklad modelu gry kooperacyjnej i wyniki

obliczeniowe

Przyklad dotyczy czterech podmiotéw decyzyjnych (graczy) za-
interesowanych dwoma rodzajami débr. Dobra te mogg byé uzy-
skane w wyniku realizacji projektéw rozwojowych. Kazdy z gra-
czy moze realizowaé swdj wilasny niezalezny projekt, aby uzyskaé¢
wymagane ilosci débr. Gracze moga jednak tworzyé¢ koalicje 1 re-
alizowaé¢ wspélnie projekt odpowiednio wiekszej skali.

W tym przypadku mamy:
zbiér graczy N = {1, 2,34},
zbiér débr M = {1, 2},
zbiér mozliwych koalicji A = {{1}, {2}, {3}, {4},
(1,2}, {1,3},{1.4},{2,3}, {2,41,{3,4),
{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4}, {1,2, 3,4} }.
Dla kazdej koalicji C' € N, dana jest funkcja kosztéw fo(z), o),
gdzie ,,z, oznaczaja ilo§ci débr wymaganych przez koalicje
C. W tym przyktadzie przyjeto, ze funkcja kosztéw ma postaé:
f(z1,20) = azfzg, gdzie liczny o, 3 > 0, o + 8 < 1. Funkcja ta
jest traktowana jako przyblizenie rzeczywistej funkcji kosztéw w
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rozpatrywanym przedziale (g, Ti], [z;, T2}. W problemie rzeczywi-
stym funkcja ta moze byé oczywiscie bardziej ztozona i inna dla
kazdej koalicji.

Dla danych ilosci dobr zakiadanych przez graczy, wyznaczono
wartodci charakteryzujace rozpatrywang gre. Nastepnie obliczono
rozwigzania gry zgodnie z réznymi koncepcjami: warto$c Sha-
pley’a, Nukleolus, Staby Nukleolus, Nukleolus Proporcjonalny, Nu-~
kleolus Kompromisowy. Wyniki s poréwnywane z rozwigzaniem
uzyskanym metodsg SCRB. Wymienione wyzej nukleolusy zostaly
wyznaczone z uzyciem algorytmu przedstawionego w Sekcji 9.3.4,
przez rozwigzanie wymaganej liczby odpowiednio sformutowanych
probleméw programowania liniowego. Wyniki przedstawione sg w
tabelach 1 na rysunkach.

Tabela 9.1.
Koalicja {1} 1 {2} | {3} | {4} | (12} | {13} | {14} | {23}
Dobro 1 4,00 { 2,00 | 3,00 | 2,00 600 7,00{ 6,00 5,00
Dobro 2 5,00 { 2,00 | 1,00 | 3,00 7,00 | 6,00 800] 3,00
Koszt projektu 7,613,773 (3,46 | 4,39 | 10,67 | 10,84 | 11,25 | 6,94
Cena dobra 1 1,06 (1,04 /0,641,222 099 086 | 1,04 | 0,77
Cena dobra 2 0,68)083|154 |065¢ 068 080| 0,63 1,03
Funkcja charakt. v | 0,00 | 0,00 | 0,00 { 0,00 § 0,00 0,00 [ 0,00 | 0,00

Koalicja T {24} | {34} | {123} | {124} | {134} | {234} | {1234}
Dobro 1 4,00 | 500 | 9,00{ 800| 900]| 7,00 11,00
Dobro 2 5,00 | 4,00 ( 800| 10,00 | 9,00 6,00 11,00
Koszt projektu 761 7,79 | 13,78 | 14,21 | 14,45 | 10,84 17,31
Cena dobra 1 1,06 { 087( 085 099 | 089 | 0,86 0,87
Cena dobra 2 0681 087 077 063| 0,71 0,80 0,70
Funkcja charakt. v | 0,00 [ 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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Tabela 9.1 zawiera iloci débr wymagane odpowiednio przez
kazdego gracza i koalicje, a nastepnie, obliczone dla kazdej ko-
alicji: koszt projektu, ceny débr 11 2, a takze wartosci funkeji
charakterystyczne;j.

W tabeli 9.2 podano korzysci wynikajace ze wspélpracy w od-
niesieniu do kazdego gracza, obliczone zgodnie z réznymi kon-
cepcjami rozwigzan. Korzysci wynikajace ze wspolpracy przed-
stawiono takze na Rys. 9.1. W tym przykladzie gracz 1 wymaga
znacznie wiekszej ilosci débr niz kazdy z pozostatych graczy. Ceny
débr obliczono zgodnie z zaleznodciami podanymi w Twierdzeniu
9.1. Wartoéci rozwiazania, tzn. wyplaty graczy w koalicji pelnej
interpretowane sg jako korzysci odnoszone przez graczy w wyniku
wspolpracy.

W tabeli 9.3 1 na Rys. 9.2 przedstawiono rzeczywiste wkiady
graczy we wspdlny projekt.

Tabela 9.2. Korzysci jakie odnoszg gracze w wyniku wspoétpracy

Koncepcja Gracze
rozwigzania (1 2 3 4
SCRB 0,67 | 0,51 { 0,21 | 0,50
Shapley 0,65 | 0,53 | 0,21 | 0,50
Nucleolus 0,96 { 0,26 | 0,18 | 0,49
Staby N. 0,87 | 0,35 | 0,09 | 0,59
Proporc. N. 0,95 | 0,32 | 0,00 | 0,62
Kompromisowy N. | 0,90 | 0,36 | 0,04 | 0,59

Jak wspomniano wczedniej, metoda SCRB ma niekorzystne ce-
chy, poniewaz rozwigzania wyznaczone tg metods mogg nie spel-
nia¢ warunkéw racjonalnosci. Rozwiagzania metody SCRB i war-
to$é Shapleya moga w pewnych przypadkach nie naleze¢ do rdze-
nia gry, nawet gdy ten rdzen istnieje 1 nie jest pusty. Wszyst-
kie wyznaczone postaci nukleolusa naleza do rdzenia gry. Réznia
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faktycznie podzial miedzy graczy korzysci odnoszonych ze wspéi-
pracy. W rezultacie dany gracz poniesie koszty mniejsze, niz w
przypadku odrzucenia wspoipracy. Naturalne jest, ze gracz moze
preferowaé np. pozyskanie wigkszej ilosci okreslonego dobra za-
miast okreslonego zmniejszenia kosztéw. W celu umozliwienia ta-
kich rozwazan proponuje sie ogdlniejszg analize wielokryterialng i

jej wspomaganie w interaktywnej procedurze.

9.5.1 Sformulowanie problemu wielokryterialnego

Kazdy z graczy stara sic zmaksymalizowaé wektor y; okresla-
jacy ilodci pozadanych doébr oraz zminimalizowaé koszty zwigzane
z realizacja projektu rozwojowego, oznaczone tutaj jako u;. Wek-
tor kryteriéw gracza i ma postaé (y;,u;) € R™ !, gdzie m jest
liczbg, rodzajéw dobr. Dla kazdego gracza i dany jest zbior Vi
okreslajacy osiagalne wartosci kryteriéw w przestrzeni R™! w
przypadku niezaleznej realizacji projektéw. Jesli funkcje kosztédw
fii3(vi) sa dane dla rozpatrywanego zakresu dobr [yy, yin], to zbiory
V}s) mogg by¢ okreélone jako:

Viy = {(g we) 2 i € [y, vanl, wi > [ ()}
W przypadku kooperacji, osiggalne wartosci kryteriéw wszyst-
kich graczy sg okreslone przez zbiér Viy € ey R™*1.
Viv = {(ys,w) € Ry, € [y, v,
u; > Gi(N,vy) foralli =1,2,...,n,

Zui = fN(Z v}

iEN ieN

gdzie:
Fn (X iew vi) jest funkcjg kosztéw dla wspélnego projektu realizo-

wanego przez koalicje pelna,
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m

Gi(N,v) = > [cj(fm, ¥:) X ;5] — Fi(N, v,) oznacza wkiad finan-
1

sowy gracza ¢ wyznaczonego na podstawie koncepcji rozwigzania
F;(N,vy,) dla danego wektora dobr y.

9.5.2 Idea iteracyjnej procedury wspomagajacej analize

wielokryterialng

Proponuje sie iteracyjna procedure umozliwiajaca graczom ana-
lize wyplat gry z uwzglednieniem wielokryterialnego charakteru
tych wyplat. Procedura obejmuje dwie fazy dziatan.

W pierwszej fazie gracze analizujg swoje osiggalne wyplaty, za-
kladajac Ze dziataja sami, zZe nie ma miedzy nimi wspélpracy. Wy-
niki z tej fazy stanowig podstawe do analizy korzysci wynikajacych
ze wspoélpracy 1 mozliwosci tworzenia réznych koalicji, ktére anali-
zowane sa w drugiej fazie. W pierwszej fazie, kazdy gracz niezalez-
nie analizuje zbiér swoich osiagalnych niezdominowanych wyptat
wykorzystujac odpowiedni pakiet oprogramowania optymalizacji
wielokryterialnej, np. tego typu, jak system DIDAS (Lewandow-
ski, Kreglewski, Rogowski, Wierzbicki 1989). Dany gracz stara sie
znalez¢ mozliwie najlepsza wyplate zgodng z jego preferencjami
w zbiorze Vi;. Wyplata ta moze by¢ uzyskana bez wzgledu na
mozliwg wspélprace z innymi graczami. W kolejnych iteracjach
gracz zaklada i proponuje punkty referencyjne (y7,uf) € R™,
gdzie R™*! jest przestrzenia kryteriéw wyplat tego gracza. Sys-
tem optymalizacji wielokryterialnej, dla kazdego punktu referen-
cyjnego wyznacza wyplate niezdominowana w zbiorze Vy;;, zgodna
z zadanym punktem referencyjnym. Gracz odpowiednio proponu-
jac kolejne punkty referencyjne i analizujac uzyskiwane wyniki w
iteracyjnym procesie, moze znalez¢é wyplate zgodna z jego prefe-
rencjami. Gracz jest proszony o wskazanie tej preferowanej wy-
ptaty. Ta faza jest koriczone, gdy wszyscy gracze i = 1,2,..n,
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wskazg swoje preferowane wyplaty. Wyplaty te oznaczone jako
(v, u?) sa przechowywane w systemie komputerowym. Stanowig
punkt startowy w drugiej fazie procedury.

W drugiej fazie analizowane sa wyniki mozliwej wspélipracy gra-
czy. Analiza wykonywana jest w pewnej liczbie rund. Kazda runda
sktada sig z dwoch czesci. Pierwsza cze$¢ obejmuje niezalezna ana-
lize gry przez kazdego gracza. Gracz okresla swoje preferencje za
pomocg punktéw referencyjnych (y7,u}), zaktada takze punkty re-
ferencyjne pozostalych graczy (v}, u}), j # 4, 7 = 1,2,..n. Sys-
tem wyznacza rozwigzanie mozliwe rozwiazanie. Gracz moze za-
klada¢ kolejno rézne punkty referencyjne i analizowaé wynikajace
dla nich wyplaty, szukajac preferowanego rozwigzania kooperacyj-
nego. Moze przy tym lepiej zrozumie¢ nature sytuacji decyzyjnej.
Gracz proszony jest o wskazanie swojej preferowanej wielokryte-
rialnej wyplaty, oznaczong jako (y¥, u}) 1 nazwang preferowang
wyplatg jednostronng.

W drugiej czedci rundy, na podstawie wskazanych przez graczy
ich prefereowanych wyptat jednostronnych, okreslany jest punkt
(y* u¥) = (y¥,..y% uf, ..., u¥). Punkt ten, w poréwnaniu z punk-
temn status quo, wyznacza kierunek poprawy wyplat zgodny z pre-
ferencjami wszystkich graczy. Majac okreslony ten punkt, system
wyznacza wyplaty graczy, niezdominowane w zbiorze Vy zgodnie
podejsciem punktu referencyjnego optymalizacji wielokryterialne;j.
Wyznaczone wyplaty graczy beds sie na ogét réznily od wyplat
wyznaczonych w pierwszej czedci rundy, poniewaz sa wyznaczane
zgodnie z preferowanymi kierunkami wyplat wszystkich graczy.
W pierwszej czesci rundy dany gracz mogl tylko zakladaé punkty
referencyjne innych graczy, nie znajac ich naprawde. Wyptaty wy-
znaczane przez system w drugiej czesci rundy nazywane sg wie-
lostronnymi. Przedstawiane sg graczom do analizy. Po dokonaniu
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analizy, gracze mogg przeprowadzié¢ nastepna runde procedury, w
analogiczny sposob. Bedzie to w szczegdlnosci wskazane, gdy wy-
platy wyznaczone przez system w trakcie analizy jednostronnej i
wyplaty wielostronne bedsa si¢ istotnie roznily. Zauwazmy, ze w
drugiej i nastepnych rundach, przy analizie jednostronnej, prefe-
rencje kontrgarczy moga by¢ szacowane na podstawie punktéw
referencyjnych rzeczywiscie zaktadanych przez nich we wczesniej-
szych rundach. Gracze w dowolnym momencie mogg przerwac ana-
lize zatrzymujac procedure, ale mogg réwniez, analizujac kolejne
wyplaty wyznaczane przez system, traktowane jako propozycje

mediacyjne, znalezé konsensus.

9.5.3 Schemat iteracyjnej procedury

Faza pierwsza
Kazdy gracz i niezaleznie analizuje swoj zbiér wyplat Vi;; Przy
uzyciu pakietu optymalizacji wielokryterialnej. Wynik analizy
wielokryterialnej: (yf, ..., v, uf,...,ul) gdzie (y!,ul) oznacza
wybrany, preferowany przez gracza ¢, wektor wyplat niezdo-

minowany w zbiorze Vi;.

Faza druga
Runda 1

Analiza jednostronna

Analiza jednostronna wykonywana jest niezaleznie i réwno-
legle przez graczy i = 1,2,...,n. Dany gracz i proponuje
punkt referencyjny (y,u) i zaklada punkty referencyjne
kontrgraczy j # 4, 7 = 1,2,...n. System komputerowy wy-
znacza odpowiednig niezdominowang wielokryterialng wy-
plate w zbiorze Viy. Gracz i analizuje te wyplate, propo-
nuje inny punkt referencyjny, system wyznacza kolejna nie-
zdominowana wyplate, znéw analizowang przez gracza itd.,
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az gracz wskaze wyplate preferowang (y¥, u}), uznang jako
najlepszg.

Analiza wielostronna.

Analiza wielostronna moze byé dokonywana, gdy wszy-
scy gracze zakonczg analize jednostronna i wskazg swoje
preferowane wyptaty. System wyznacza wowczas wielo-
stronng wyplate niezdominowana w zbiorze Vy na pod-
stawie punktu referencyjnego (y°,u®') = (y%,u*) =
(y¥, ..y%,uf, ..., ut) Gracze analizujg te wyplate jako pro-
pozycje mediacyjng i decyduja czy kontynuowaé procedure
postepowania czy tez ja zakoficzy¢.

Runda k
Wykonywana jest w taki sam sposéb jak runda 1. Przy wy-
znaczaniu wyptat niezdominowanych dla gracza ¢ w ramach
analizy jednostronnej, gracz ten moze podawaé swoje rozne
punkty referencyjne, przy czym punkty referencyjne kontr-
graczy moga byé przyjmowane na postawie (y°, u%*).

Kryterium stopu
Procedura jest koriczona, gdy gracze zrezygnuja z kontynuowa-
nia analizy, lub gdy zgodza sie zaakceptowaé wyznaczone wy-

platy wielostronnego rozwigzania.

9.6 Podsumowanie

W rozdziale podano model opisujgcy problem alokacji kosztéw
miedzy podmioty decyzyjne negocjujace realizacje wspélnego pro-
jektu rozwojowego. Model ten opisany jest w formie tzw, wielo-
przedmiotowej gry kooperacyjnej. podmioty deyzyjne, traktowane
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jako gracze w tej grze, sa zainteresowani pozyskaniem pewnego ze-
stawu débr, ktére moga by¢ uzyskane wyniku realizacji projektow
niezaleznych, lub tez gracze moga tworzy¢ rozne koalicje i rozwa-
zy¢ realizacje wiekszego projektu wspolnego.

Rozpatrzono procedure alokacji kosztéw przy wykorzystaniu
mechanizmu cen i rézne koncepcje rozwiagzan teorii gier. Zapropo-
nowano niezbedne narzedzia obliczeniowestuzace wyznaczeniu pro-
ponowanych rozwiazan. Podano i zaimplementowano numerycznie
algorytm wyznaczania réznych typéw nukleolusa. Przeprowadzono
eksperymenty obliczeniowe dla przykladowego problemu z 4 gra-
czami i dwoma rodzajami débr. Przedstawiono wyniki tych eks-
perymentéw., lacznie z dyskusja dotyczaca stosowalnosci wymie-
nionych typéw rozwiazani. Zaproponowano i przedyskutowano pro-
cedure wspomagajaca analize wielokryterialng problemu alokacji

kosztow.
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opisujacy rozwazane sytuacje decyzyjne. Proponuje sie takze kon-
cepcje rozwigzan okres§lone na podstawie wprowadzonej relacji do-
minacji. Wiasciwosci tych rozwigzan pokazuje si¢ w postaci udo-
wodnionych twierdzenn. Wlasciwosci te dotycza w szczegdlnosci
relacji rozwiazani rozpatrywanej gry w postaci funkcji partycji z
rozwigzaniami odpowiednio skonstruowanej gry w postaci funkcji
charakterystycznej. Sposéb podejscia jest analogiczny jak w pracy
(Thrall i Lucas, 1963). Proponowane koncepcje rozwigzan sg row-
niez podobue jak pracy (Thrall 1 Lucas, 1963), ale zostaly sformu-
towane przy slabszej relacji dominacji. Od czasu prac Thrall’a i
Lucas’a zostalo wprowadzonych kilka koncepcji rdzenia gry w po-
staci funkcji partycji: y-core (Chander, Tulkens, 1997), r-core (Hu-
ang, Sjostrom, 2003), recursive cores (K6czy, 2007). W tej ostatniej
pracy jest takze przeglad réznych koncepcji rdzenia w tym réwniez

a-core (Auman, Peleg, 1960).

10.1 Sformutowanie gry

Niech N = {1,...,n} bedzie skoficzonym zbiorem graczy. Ko-
alicje sg podzbiorami tego zbioru.

Dla dowolnej koalicji C C N niech Pe = {P, ..., F;} bedzie jej
partycja, tzn.

P =C Vi P#0, vk NP =0jesli k#5,  (10.1)
i=1
i niech IT¢ oznacza zbiér wszystkich partycji koalicji €. Dla
uproszezenia notacji, przyjmujemy ze P oznacza partycje koalicji
pelnej N, a IT oznacza ITy. Niech Py bedzie partycja sktadajaca
sie z indywidualnych graczy, tzn. £ = {{1},{2},...,{n}}.
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Dla kazdej koalicji P, C N i partycji P € /1, takiej ze P, € P,
dane sg funkcje opisujace koszt uzyskania débr wymaganych przez
te koalicje. Zaklada sie, ze te funkcje zalezg od calkowitej ilosci
dobr poszczegblnych rodzajow, Funkcje to moga zalezeé od par-
tycji pozostalych graczy. Na podstawie tych funkcji mozna wy-
znaczy¢ korzysci, jakie mogg odnie$é gracze dzialajac wspélnie w
koalicji P, w poréwnaniu z sytuacjg gdyby dzialali indywidualnie

i niezaleznie.

Definicja 10.1

Gra kooperacyjna w postaci funkcji partycji jest zdefinio-
wana przez pare (N, F), gdzie N jest zbiorem graczy, F jest
funkcja, ktéra kazdej partycji P € I, P = {P, P,.., P}
przyporzadkowuje r-wymiarowy wektor liczb rzeczywistych £p =
(Fp(P1), ..., Fp(P))). d

Fp(Py) dla k£ = 1,2,...,r opisuje korzysci jakie gracze moga
odniesé¢ dzialajac wspélnie w koalicji P, w poréwaniu z dziataniami
indywidualnymi. Zauwazmy, ze Fp(Fy) zalezy od partycji P, tzn.
takze od struktury koalicyjnej graczy pozostalych.

Dla kazdej koalicji C' C N i kazdej partycji Pe € II¢ formutu-

jemy nastepujace funkcje:

U= (o ep, TP v 0) =0, (10.2)
ulFe) = \'Pelr'lr:lli’rclcP} T%I;c Fp(T), (10.3)
7(C) = (ngléa.lg[(c}u(Pc), () = 0., (10.4)

gdzie
v(C) oznacza wartoéé wyplaty koalicji C, ktéra jest gwarantowana
niezaleznie od zachowan graczy,
u(Pc) oznacza gwarantowang wyplate graczy zorganizowanych w
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postaci Pe, niezaleinie od zachowan graczy pozostalych,

7(C) oznacza maksymalna wyplate gwarantowang graczom koali-
¢ji C niezaleznie od zachowari pozostalych graczy.

Przyklad 1.

W celu zilustrowania tych funkcji rozpatrzmy nastepujaca gre
czterech graczy. Przyjmujemy, ze funkcje Fp(P;) maja postac:
dla kazdego réznego ¢, j,k,m € N

(i) Fp({i}) = a, dla dowolnej partycji P, takiej ze {i} € P
({)Fp({i,j}) = b, dla P = {{i, 5}, {k}, {m}},
(iifp({i, j}) = ¢, dla P = {{i, 5}, {k, m}},

(ivFe({i,j,k}) = ddla P = {{i,5,k},{m}},

(V)Fp(N) =¢, for P = {N}.

W tym przypadku, dla dowolnej niepustej koalicji C' C N, funk-

cja v(C) przyjmie wartosci:

v({i}) = q,

v({i,5}) = min(b, c),
v({i, 5, k}) = d,
u(N)=¢e

2 kolei wartosci funkeji T7(C) bedg nastepujace:

3({i}) = a,

o({i, j}) = maxz(min(b, c), 2a),

W({i, j,k}) = maz(d, b+ ¢, 30),

T(N) = maz(e,d + a, 2¢,b + 2a, 4a).

0

Mozna pokazaé, ze dla dowolnej gry w postaci funkeji partycji

(N, F) zachodza nastepujace relacje:
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({i}) = v({i}) dlakazdego i€ N, (10.5)

v(C) < B(C) dla kazdego C C N, {10.6)

U(Pc) + U(PT) < U(Pc U PT) dla kaidego Poellg, Prellr,
gdzie C,T C N takie, 26 CNT =0,
(10.7)

5(C)+o(T) < v(CUT) dla kaidego C,T C N takiego, ze CNT = f.
(10.8)

10.2 Koncepcje rozwiazan

Definicja 10.2
Wektor wyptat z = (z1,...z,) jest nazywany imputacjq jesli
spelnia warunek indywidualnej racjonalnogci:

z; > U({¢}) dlakazdegoi€ N, (10.9)

oraz warunek ralizowalnosci:

Zzi = Z Fp(C) dla pewnego P € II. (10.10)
ieN CeP

O

Indywidualna racjonalno$é oznacza, ze zaden gracz w koalicji
nie zgodzi si¢ na wyplate gorsza niz moze osiggnaé dziatajac indy-
widualnie. Realizowalnosé oznacza, ze istnieje partycja, ktéra moze
zrealizowaé te wyplate. Niech R oznacza zbiér wszystkich impu-
tacji, a RY zbiér imputacji realizowalnych przez partycje P € IT.

Definicja 10.3
Niech C bedzie niepustym podzbiorem N, a z,y € R. Méwimy, ze

z dominuje y via C (oznaczone: ¢ Domc y) jesli
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z; > y; dla kazdego i € C, (10.11)

i istnieje Pr € Il takie, ze

> @ < u(Po), (10.12)
ieC
EieNmi = ZTGP FP(T) (10‘13)

dla pewnej partycji P € I7 takiej, 2ze P C P.
a
Pierwszy warunek w tej definicji oznacza, ze kazdy gracz C

preferuje wyplate £ w poréwnaniu z wyplata y,
drugi - ze gracze w C mogg uformowaé taka partycje P € llg,
ktora pozwoli zrealizowaé wyplate z;, dla i € C,
trzeci - ze wyplata z moze by¢ realizowana przez pewna partycje

P.
Powiemy, Ze z dominuje y (oznaczajac z Domy) jesli
z Dom¢ y dla pewnego zbioru C C N. Relacja Dom nie jest prze-

chodnia ani antysymetryczna.

Niech X bedzie podzbiorem R. Wtedy

Dome X ={y€ R: z Domc y dla pewnego z € X},
Dom X ={ye€R: z Domy dlapewnegoz € X}.

Definicja 10.4
Zbiér imputacji K jest zbiorem stabilnym (ang. stable set) jesli

KNDom K =0, (10.14)

KUDom K = R. (10.15)
o
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Uwagi dotyczace definicji zbioru stabilnego

Pierwszy warunek, zwany warunkiem wewnetrznej stabilnosci,
oznacza, ze jesli imputacje x i ¥ naleza do K, wtedy zadna z nich
nie dominuje drugiej,
drugi - warunek zewnetrznej stabilnosci, stwierdza, ze jesli impu-
tacja z nie nalezy do K wtedy istnieje imputacja z w K, ktoéra
dominuje z.

Zbior stabilny jest zdefiniowany na podstawie idei, ze zamiast
jednej imputacji satysfakcjonujacej kazda koalicje, istnieje zbior
imputacji takich, ze jesli wezmiemy dla pewne] koalicji dowolna
imputacje spoza tego zbioru, to w tym zbiorze istnieje imputacja
korzystniejsza dla tej koalicji, tak ze koalicja ta nie bylaby zain-
teresowana pozyskaniem imputacji z zewnatrz zbioru. Nie kazdy
gracz bylby jednak zadowolony z tej nowej imputacji wewnetrznej
i pewien podzbiér graczy moglby chcie¢ przeforsowaé zmiane na
inng imputacje spoza tego zbioru. Ta nowa imputacja jest jednak
znowu zdominowana przez jaka$ imputacje ze zbioru. W rezultacie
proces przetargowy ogranicza sie¢ do rozpatrywanego zbioru impu-
tacji. Zatem, caly ten zbiér moze by¢ rozpatrywany jako rozwig-
zanie. Wszystkie imputacje ze zbioru stabilnego sg réwnie wazne.

Zadna z nich nie dominuje innej w tym zbiorze.
Definicja 10.5
Zbior imputacji Core jest rdzeniem (ang. core) jesli
Core = R\ Dom R. (10.16)
O

Rdzen jest zbiorem niezdominowanych imputacji w R, tzn. dla
dowolnej partycji P nie istnieje koalicja C € P, ktéra daje swoim
czlonkom wyplaty lepsze niz w rdzeniu. Oczywiscie, rdzen jest

zawarty w kazdym zbiorze stabilnym.
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Definicje zbioru stabilnego i rdzenia sa podane w podobny spo-
s6b jak w pracach (Thrall i Lucas 1963), (Lucas 1965), ale przy
stabszej relacji dominacji. Thrall i Lucas zakladali, ze dana ko-
alicja C € P nie moze by¢ podzielona. W proponowanym tutaj
podejéciu, przyjmuje sie, ze jesli podzial koalicji C' daje lepsze re-
zultaty dla tej koalicji, to mozna ja podzielié.

10.3 Wlasciwosci rozwigzan

Dla kazdej partycji P € IT w grze (N, F) niech

[Pl = > Fp(C). (10.17)

CepP

Definicja 10.6
Dowolna imputacja  jest grupowo racjonalna jesli

,Z; zi = max 1Pl (10.18)

0O

Niech R™** oznacza zbiér wszystkich imputacji grupowo racjo-
nalnych w grze (N, F).
Jesli gracze wybiorg imputacje z € R™> jako wyplate gry, to
znaczy, ze podzielili maksymalny efekt tej gry. Mozna pokazaé, ze
imputacje nalezace do koncepcji rozwigzan podanych wyzej spel-

niajg te wlasnosé.

Twierdzenie 10.1
Niech Core oznacza rdzen gry (N, F)). Rdzen Core jest podzbiorem

rdzenia zaproponowanego w pracy {Thrall i Lucas 1968).

Kazda tmputacja x € Core jest grupowo racjonalna. [
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z € CR, to istnieje imputacja y i koalicja C w grze (N, D), taka
ze y; > 7; dla kazdego i € C'i ) .-y < U(C). Niech P bedzie
partycja zbioru C, taks ze T(C) = u(FPz). Rozpatrzmy partycje
zbioru N, taka ze P = PoU{{i,}, {i2},... {in=s}}, gdzie s oznacza
liczbe graczy w C,i; e N\ C,j=1,2,...,.n—3s

i imputacje z w grze (N, F') okreslong przez

L _Ju for each 1 € C,
- Fp({i}) + M/(n — 5) dla kazdego i € N\ C,

gdzie M =3 r.p Fp(T) = Xiec%i 2 0.

Poniewaz z Dome z, to x & Core. Sprzecznosc.

Niech z € CR iz ¢ Core. © jest imputacja w grze (N, F). Po-
niewaz z ¢ Core, to istnieje koalicja C' C N, partycja Po € ¢
i imputacja y w grze (N, F), taka ze y; > z; dla kazdego i € C,
Yiec¥i S u(Po) i Yienvi = Yrep Fp(T) dla pewnej partycji
Pell, Po CP.

Rozwazmy imputacje z w grze T okre§long przez

2

Jw dla kazdego i € C,
T lu+ M/(n ~ s) dla kazdego i € N\ C

gdzie M = T(N) — Yrep Fp(T) > 0.
Wynika z tego, ze z dominuje z via C w grze (N, D), zatem
z ¢ CR.

Sprzecznosé. Co dowodzi twierdzenia. ¢

Nastepujace twierdzenia pokazuja, ze zbiory stabilne sg okre-

$lone w racjonalny sposob.

Twierdzenie 10.3
Jest K jest dowolnym zbiorem stabilnym gry (N, I}, to kazda im-

putacja z € K jest grupowo racjonalna. ]
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