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1 Wprowadzenie

W pracy rozpatrywane sg zagadnienia kooperacji, w ktorych kilku decyden-
tow analizuje mozliwosé realizacji wspolnego przedsigwzigeia. Ogolny prob-
lem dotyczy sposobu podziatu miedzy tych decydentow korzysci z tego przed-
sigwzigcia. Kazdy z decydentéw moze mieé inny wektor kryteriow, wedlug
ktorych ocenia efekty przedsiewziecia oraz inne preferencje wyboru odnoszace
si¢ do tych kryteriéw. Problem formutowany jest w pracy jako wielokryte-
rialne zagadnienia przetargowe, w ktorym analiza wyplat decydentéw jest
dokonywana w przestrzeni bedgcej iloczynem kartezjanskim przestrzeni kry-
teriow poszczegdlnych decydentow. Rozpatrywane sg rozne rozwigzania tego
zagadnienia, stanowiace uogoélnienie rozwigzail proponowanych wczesniej w
klasycznych grach targu, w ktérych wyplaty decydentow - traktowanych jako
graczy analizowane byly w przestrzeni ich uzytecznosci. Rozwigzania klasy-
czne nie przenoszg si¢ na przypadek wielokryterialny w sposob prosty. W
przypadku podejscia funkcji uzytecznodci zaklada sie, ze te funkcje wtasci-
wie opisuja preferencje decydentéw, zakladajac wezesniejsze skalowanie tych



funkcji zgodnie z odczuciami decydentéw. W przypadku podejscia wielokryte-
rialnego, stosuje sie interakcyjne mechanizmy analizy, prowadzace do wyboru
rozwigzan niezdominowanych, zgodnych z preferencjami decydentéw.

W pracy proponuje si¢ rozwigzania wielokryterialnego zagadnienia prze-
targowego, wprowadzajac pojecia punktow indywidualnie niezdominowanych
poszczegblnych decydentéw oraz pojecie punktu wzgledniej utopii. Zaklada
sie, ze punkty indywidualnie niezdominowanych okreslane sg przez kazdego z
decydentow, po przeprowadzeniu wielokryterialnej analizy w jego przestrzeni
kryteriéw i wybrane sg zgodnie z ich preferencjami. Pojecie punktu wzgled-
nej utopii istotnie r6zni sie od klasycznego pojecia punktu idealnego (punktu
utopijnego) w wielokryterialne]j przestrzeni wyplat wszystkich decydentéw.
Punkt idealny (utopijny) zalezy tylko od ksztaltu zbioru osiggalnych wyptlat.
Punkt wzgledniej utopii istotnie zalezy takze od preferencji wyboréw decy-
dentow.

Praca zawiera podsumowanie i rozwinigcie wynikéw badan przedstaw-
ianych we wczesniejszych publikacjach: Bronisz, Krus (1988), Bronisz, Krus,
Wierzbicki (1989), Krus, Bronisz, Lopuch (1990), Krus (1991), Kru§, Bronisz
(1993), Krus (1996, 2002, 2004).

Zalagczona literatura zawiera takze prace poswigcone wybranym zagad-
nieniom -

teorii gier: Nash (1950, 1953), Raiffa (1953), Kalai, Smorodinsky, (1975),
Harsanyi, Selten, (1972), Roth (1979a, b), Roth, Malouf (1979}, Thomson
(1980), Imai (1983}, Krus, Bronisz (1994, 1995, 2000),

wielokryterialnego wspomagania decyzji: Hwang, Masud, Paidy, Yoon
(eds) 1979), Wierzbicki (1982, 1983), Chankong, Haims (1983}, Sawaragi,
Nakayama, Tanino (1985), Roy, Slowinski(1990), Grauer, Thompson,
Wierzbicki (eds) (1985), Steuer (1986) Galas, Nykowski, Zotkiewski (1987),
Kreglewski, Paczynski, Granat, Wierzbicki (1988), Rogowski, Sobczyk,
Wierzbicki (1986, 1988), Kaliszewski (1994), Trzaskalik (1998), Wierzbicki,
Makowski, Wessels (2000), Kostreva, Ogryczak, Wierzbicki (2004),

wielokryterialnym modelom wspélpracy miedzynarodowej i ich analizie:
Amelianiczyk (1979), Piasecki, Holubiec, Ameliaficzyk (1982),

systemom komputerowego wspomagania negocjacji i decyzji grupowych:
Goeltner (1987), Jarke, Jelassi, Shakun (1987), Kersten (1985, 1988), Ko-
rhonen , Moskowitz , Wallenius, Zionts (1986), , Gallupe (1987), Shakun
(1988), Nunamaker, Applegate, Konsynsky (1988), Korhonen. Wallenius,
(1989), Krus, Lopuch, Bronisz (1989), Krus, Bronisz, Lopuch (1990), Krus,



Lopuch (1989), Nyhart, Samarasan (1989), Wierzbicki, A. P., L. Krus, M.
Makowski (1993), DeSanctisTeich, Wallenius, Kuula, Zionts (1995),
likowski (2000, 2003a, 2003b, 2004a, 2004b), Stowinski, Greco, Matarazzo
(2002), Krus$ (2002a, 2004a, 2004b),

analizie 1 modelom negocjacji: Barclay S., Peterson C (1976), Raiffa
(1982), Axelrod R., (1985), Wierzbicki (1985, 1987, 1990), Kersten, Szapiro
(1986), Kersten, Michalowsky, Matwin, Szpakowicz (1988).

2 Sformulowanie wielokryterialnego problemu

decyzyjnego

Proponowany opis zagadnienia kooperacji stanowi rozszerzenie klasycznego
problemu targu, w ktérym uczestniczy n decydentéw. Oznaczmy ich zbiér
przez N = {1,2,...n}. Kazdy decydent ma okreslone zmienne decyzyjne,
oznaczone przez wektor z = (zi, ziz,. .- Zige), tj. z € IR®, gdzie k' jest
liczba zmiennych decyzyjnych decydenta i € N, R jest przestrzenia jego
decyzji. Wektor zmiennych decyzyjnych wszystkich decydentéw oznaczamy
przez: z = (21,22,...,2) € R¥, K = Ty k', gdzie R jest iloczynem
kartezjanskim przestrzeni decyzji poszczegdlnych decydentow.

Zaklada sig, Zze kazdy decydent ma okreslony wektor kryteriow, mierzacy
jego wyplaty, przy pomocy ktérych ocenia swoje wyniki wspolpracy. Oz-
nacziny wektor kryteriow przez ;i = (Ti,Tiz, .- Timi, T € R™),
gdzie m' jest liczba kryteriow decydenta i, a IR™ jest przestrzenia
jego kryteriow. Wektor kryteriow wszystkich decydentow oznaczamy:
z = (%1,Zq,...%n) € RM, M = Sienm RM jest iloczynem kartezjanskim
przestrzeni kryteriéw poszczegélnych decydentow JR™ gdzie 7 € N.

Zakladamy, ze dany jest model pozwalajacy wyznaczy¢ wyplaty decy-
dentow, to jest wartosci ich wektorowych kryteriow, przy zatozonych zmi-
ennych decyzyjnych. Formalnie, zakladamy, ze model ten dany jest przez
okreslony zbiér dopuszezalnych decyzji Zy, oraz przez odwzorowanie W z
przestrzeni zmiennych decyzyjnych w przestrzen kryteriow. Przyjmujemy, ze
zbior Zo < RX jest zwarty, a odwzorowanie W : Zy — RM ciagle. W tym
przypadku zbiér osiggalnych wyplat So = W(Zy) jest zwarty.



W przestrzeniach kryteriow wprowadzamy czesciowy porzadek. Niech R*
oznacza pewng arbitralng przestrzen kryteriéw. Kazde z kryteriéw moze by¢
maksymalizowane lub minimalizowane. Jednakze dla uproszczenia notacji,
bez straty ogélnosci przyjmujemy, ze gracze maksymalizuja swoje kryteria.
Okreslamy dodatni stozek:

C={zeRF: 20, dlai=12,.. .k},

Wprowadzamy trzy pojecia dominacji w przestrzeni JRF.

Mowimy, ze element = € R* jest silnie zdominowany przez element
y € R* (y silnie dominuje z), i oznaczamy y > x, x,y € IR* jesli y €
z 4 int(C), gdzie int(C) oznacza wngtrze zbioru C, © + int(C) = {z € R*:
z =1 + v, dla dowolnego v € int(C)}.

Méwimy, Ze element z jest zdominowany przez element y (y domin-
uje z) i oznaczamy: y > z jesli y €  + C\{0}, gdzie C\{0} oznacza zbior C
z wytaczeniem elementu {0}.

Mowimy, ze element z jest slabo zdominowany przez element y
(y stabo dominuje z) i oznaczamy: y > x jesliy € z + C.

Zbiér wyplat Pareto optymalnych (niezdominowanych) w dowol-
nym zbiorze @ € IR, okreslamy w sposéb standardowy, jako zbior:

Qo={1€Q:Qn &+ C\{0})=0}.

Zbiér wyplat slabo Pareto optymalnych (slabo niezdomi-
nowanych) okreslony jest jako zbiér:

Qv ={z€Q: Qn(&+int(C)) =0},

Pojecie dominacji wprowadzone zostato dla pewnej arbitralnej przestrzeni
kryteriéw R, poniewaz w zaleznosci od toku rozwazan moze ona oznaczaé
przestrzen kryteriow R pojedynczego decydenta i, lub teZz przestrzen kry-
teriow wszystkich decydentow RY.

Przyjmijmy, ze kazdy decydent ma swoj punkt rezerwacji d; € IR™ . De-
cydent rozpatrujac mozliwg wspétprace, nie zgadza si¢ na propozycje koop-
eracyjne, ktore pogarszalty by chociaz jedna ze skladowych tego punktu. W
zaleznosci od rozpatrywanego problemu, decydent moze przyjaé ten punkt
jako aktualny punkt status-quo, albo rozwazajac alternatywne przedsiewzie-
cia, okredli¢ go na podstawie koncepcji BATNA. Pojecie koncepcji BATNA
(Best Alternative to Negotiated Agreement) zostala wprowadzona w pracy
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(Fisher, Ury 1979) i jest powszechnie stosowane w procesie przygotowania
stron do negocjacji. W przypadku wyznaczania punktu rezerwacji na pod-
stawie koncepcji BATNA, wymagana jest wstepna analiza wielokryterialna
dokonywana niezaleznie przez kazdego decydenta, dotyczgca mozliwych do
osiggniecia wyplat z przedsigwzie¢ alternatywnych do rozpatrywanego prob-
lemu wspoélpracy.

Mozna wowcezas sformutowaé wielokryterialne zagadnienie przetargowe,
jako pare (S, d). Element d = (dy, dy, ..., d,) € S C IRM zwany jest punktem
braku porozumienia. Zbiér S, zwany zbiorem porozumieni jest podzbiorem
zbioru osiggalnych wyplat § C Sy < JRM, ktore dominuja punkt d. Zbiér
porozumien okresla wyplaty osiagalne przez decydentéw, ktére moga oni
uzyska¢ pod warunkiem porozumienia - zgody wszystkich decydentow. W
przypadku braku takiej zgody, wyplaty decydentow okreslone sa przez punkt
d.

Przyklad zbioru wyptat, zbioru porozumien i punkt rezerwacji przedstaw-
ione sg na Rys. 1.

X2

1

Rysunek 1: Zbiér porozumien i punkt braku porozumienia w klasycznym

zagadnieniu przetargowym

Dla prostoty, przyjeto na tym rysunku, ze kazdy z dwéch decydentéw
ma tylko jedno kryterium, z; i z9 odpowiednio. Natomiast na Rys. 2 przed-
stawiono przyktad problemu wielokryterialnego, w ktorym decydent 1 ma
dwa kryteria x1y, %12, a decydent drugi ma kryterium ;. Na rysunku tym
zaznaczono réwniez punkt idealny I' w dwukryterialnej przestrzeni wyptat
decydenta 1. Punkt ten nie jest osiggalny, lezy poza zbiorem S.
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Rysunek 2: Przyklad wielokryterialnego problemu przetargowego

Zauwazmy, ze dla danego punktu rezerwacji d zbior porozumien okreslony
jest jako zbior osiagalnych wyplat, dominujacych ten punkt S ={z € S:z €
d+ C{0}}. Wynika to z faktu, ze racjonalny gracz nie zgodzi sie na wyplaty
gorsze niz okreslone przez punkt d. Zbiér porozumien .S jest okreslony przez
relacje modelu matematycznego. W ogdlnym przypadku jego postaé nie jest
dana (znana) eksplicite. Wykorzystujac model mozna natomiast wyznaczaé
punty tego zbioru dla danych wektoréw zmiennych decyzyjnych z; € R* i =
1,...,n.

Wspomaganie podejmowania decyzji w zagadnieniu przetargowym polega
na umozliwieniu decydentom dokonania analizy ich sytuacji decyzyjnej. Taka
analiza powinna obejmowaé¢ ocene wyplat przy roznych zatozeniach doty-
czacych ich decyzji i decyzji pozostaltych decydentéw, pomocy w okresleniu
preferencji w przestrzeni wyplat, pomocy w znalezieniu przez decydentéw
rozwigzania niezdominowanego w zbiorze porozumien, zgodnego z ich pref-
erencjami. Rozwigzanie to powinno spelnia¢ zasady rzetelnosci (“fair play”),
aby moglo by¢ zaakceptowane jako rozwigzanie kooperacyjne.

Przedstawione sformulowanie jest rozszerzeniem klasycznej definicji prob-
lemu targu, ktérg podal Nash (1950). Problem ten w klasycznym sfor-
mutowaniu byt przedmiotem badarn tzw. aksjomatycznej teorii targu rozwi-
janej wilasnie przez Nash'a, a nastepnie w pracach: (Raiffa, 1953), (Roth,
1979a,b), (Kalai, Smorodinsky, 1975), (Thomson, 1980) i przez wielu innych
badaczy. W sformutowaniu klasycznym zakladano istnienie w jawnej postaci
funkcji uzytecznosci poszczegolnych decydentow, traktowanych jak graczy, co



pozwalalo agregowaé kryteria kazdego gracza do jego uzytecznosci i rozpatry-
waé problem w przestrzeni jednowymiarowych uzytecznodci graczy. Metoda
badawcza aksjomatycznej teorii targu polega na formulowaniu réznych za-
tozen, zwanych aksjomatami, odnosnie zachowania si¢ graczy w negocjac-
jach, a zwlaszcza ich odczué dotyczacych sprawiedliwych zasad wyznaczania
rozwigzania i wlasnosci, ktore rozwiazanie to powinno spelnia¢, a nastepnie
na wyszukiwaniu 1 analizowaniu rozwiazan spelniajacych te aksjomaty.

W uiniejszej pracy problem targu formulowany jest w wielokryterial-
nej przestrzeni wyplat graczy, bez zalozenia agregacji tych kryteriéw do
uzytecznosci decydentéw. To rozszerzenie definicji jest stosunkowo pros-
te, jednakze koncepcje rozwigzan formulowane w klasycznej teorii targu,
jak réwniez i ich wlasnosci nie przenoszg sie w prosty sposéb na przy-
padek wielokryterialny. Przy braku zalozenia istnienia jawnie danej funkcji
uzytecznosci, zaklada si¢ jednak, ze decydenci maja okreslone preferencje
dotyczace wyptat w ich przestrzeniach kryteriow. W praktyce przy niepeinej
wiedzy o sytuacji decyzyjnej, decydent moze by¢ nie w pelni §wiadomy swoich
preferencji. Swiadomosé ta wzrasta w miarg poznawania istoty problemu,
na podstawie oceny osiggalnych wyplat, wpltywu decyzji na te wyplaty itp.
Istnieje w zwiazku z tym potrzeba zastosowania uczacych, interakcyjnych
mechanizméw pozwalajacych decydentom na analize problemu, wyrazanie
ich preferencji i poszukiwanie rozwigzan zgodnych z tymi preferencjami
w ich przestrzeniach kryteriéw. Proponuje sie zastosowanie w tym celu pode-
j§¢ rozwijanych w ramach metod wielokryterialnego podejmowania decyzji.
Jednakze, aby rozwigzanie moglo by¢ zakceptowane przez wszystkich de-
cydentéw, powinno speinia¢ akceptowalne zasady rzetelnosci formulowane
w postaci aksjomatow opisujacych ich odczucia. Podejscie aksjomatycznej
teorii targu moze ulatwié¢ znalezienie odpowiednich koncepcji rozwiazan. W
zwigzku z tym wydaje sie celowe polaczenie obu tych podejsc.

W dalszej czesci pracy rozpatruje sie rozne klasy wileokryterialnych prob-
leméw targu w zaleznosci od spelnienia nastepujacych warunkow:

(W2.1) Zbior porozumien S jest zwarty i istnieje element z € S dominujacy
element d.

(W2.2) Zbior S ma takg wlasnosc, ze dla kazdego z € Sjesliy:d <y <z
toy € S. Wianosé te nazywamy dalej komprechensywnoscia zbioru S
(ang. comprehensiveness).



(W2.3) Dla kazdego z € S, niech J(z) = {j 1y > =z, y; > zj, ] €
{1, M) dla pewnego y € S}. Wtedy dla kazdego « € S, istnieje y € .S
taki, ze y > z, y; > z; dla kazdego j € J(z).

(W2.4) Zbior S jest wypukly.

Oznaczmy przez B - klase probleméw targu spelniajacych warunki W2.1
1 W2.2, przez B* - klase problemoéw spelniajacych warunki W2.1, W2.2
W2.3, a przez B**- odpowiednio warunki W2.1, W2.2, W2.4 .

Zalozenia W2.1, W2.2 1 W2.4 s3 typowo przyjmowane w klasycznej
teorii targu. Zalozenie W2.1 oznacza, ze zbiér S jest ograniczony, domkniety
i zawiera przynajmniej jeden element dominujacy punkt braku porozumienia.
Zalozenie W2.2 stwierdza, ze jesli gracze moga uzyskaé wyplate £ mogag
réwniez osiggnad kazdg wyplate gorsza od x (znane jest réwniez w literaturze
jako zalozenie dyspozycyjnosci wyplat).

Rysunek 3: Przyklad zbioru porozumien nie spelniajcego zatozenia W2.3

Zalozenie W2.3 stanowi ostabienie zalozenia wypuktosci zbioru 5. Zbioér
J(z) okresla zbi6r tych wspohrzednych w przestrzeni IRM | wzdtuz ktérych
mogg by¢ powiekszone wyplaty w poréwnaniu z punktem z w zbiorze porozu-
miert §. Warunek stwierdza, ze zbior wyptat efektywnych zbioru S nie zaw-
iera “dziur”, dopuszcza jednak niewypuklosé zbioru S. Kazdy wypukly zbiér
S spelnia warunek W2.3. Przyktad zbioru porozumien w przestrzeni IR nie
spelniajgcego tego zalozenia jest pokazany na Rys. 3, natomiast przyktad
zbioru niewypuklego, spelniajacego ten warunek na Rys. 4. Warunek W2.3
zapewnia sp6jnos§¢ zbioru niezdominowanych wyptat w zbiorze S.
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Rysunek 4: Przyklad nie wypuklego zbioru porozumieri spelniajacego zaloze-
nie W2.3

3 Indywidualnie niezdominowane wyplaty gra-
czy i punkt wzglednej utopii

Rozpatrzmy problem (S,d) spelniajacy warunki W 2.1, W 2.2. Jedna
z istotnych informacji dla analizy problemu targu przez danego gracza i,
i € [1,...n] jest ocena mozliwych wyplat w przestrzeni jego kryteriow,
przy zalozeniu, ze miatby pelng kontrole nad decyzjami kontrgraczy. Punkty
niezdominowane odpowiadajace takim wyplatom nazwiemy indywidualnie
niezdominowanymi (i-niezdominowanymi) danego gracza.

Definicja 3.1
Punkt z! € S nazywamy indywidualnie niezdominowanym (i~

niezdominowanym) gracza ¢ € N w problemie (.5, d), jesli
Prog'(8) N (Proj'(z*) + C\{0}) = 6,

gdzie: Proj*(-) oznacza projekcje z przestrzeni RM na przestrzen kryteriow
IRF gracza i, tan. Proji(z) = z;, Proji(S) = {z: : z € S}, a C jest dodatnim

stozkiem w przestrzeni R* .



Punkt z' € S nazywamy slabo indywidualnie niezdominowanym

(stabo i-niezdominowanym) gracza i € N w problemie (S, d), jesli

Proji(S) N (Proj*(z*) + int(C)) = 0

Definicja 3.2

Punkt u € R nagywamy punktem wzglednej utopii w problemie (S, d)
jesli dla kazdego gracza i € N istnieje i-niezdominowany punkt z* € S taki,
ze Proji(u) = Proj*(z*).

Punkt v € RY nazywamy punktem slabej wzglednej utopii w prob-
lemie (S, d) jesli dla kazdego gracza ¢ € N istnieje stabo i-niezdominowany
punkt z* € S taki, ze Proj*(u) = Proji(z*).

Punkt I1(S,d) = (L),..., L) € RM, I, = (Ia,... . Lj,..., Iys) € R*
nazywamy punktem idealnym w problemie (5, d) jezeli dla kazdego i € N,

Il =maxzy; €S

Rysunek 5: Punkt idealny w klasycznyn: problemie targu

Relacje migdzy punktami i-niezdominowanymi, punktem wzglednie utopi-
jnym, oraz punktem idealnym zilustrowano na Rys. 5i Rys. 6. Na Rys. §
podano przyklad klasycznej gry targu dla dwoch graczy, t.j. przypadek, gdy
kazdy gracz ma tylko jedno kryterium. Na Rys. 6 przedstawiono przyktad
gry, w ktorej gracz pierwszy ma dwa kryteria z);, 2}, natomiast gracz drugi
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Rysunek 6: Punkt idealny i punkt wzgledniej utopii w problemie wielokryte-

rialnym

ma tylko jedno kryterium wxp;. Punkt idealny oznaczono przez I, a przyklad-
owy punkt wzglednej utopii przez u. Zauwazmy, ze w klasycznym przypadku
istnieje tylko jeden punkt wzglednej utopii tozsamy z punktem idealnym dla
zbioru S. W przypadku gry wielokryterialnej mamy do czynienia z pewnym
podzbiorem wyplat Pareto optymalnych osiggalnych przy zalozeniu wyptaty
gracza 2 na poziomie jego punktu rezerwacji. Sg to punkty indywidualnie
niezdominowane gracza 1. Gracz 1 ma w tym przypadku mozliwo§é wyboru
jednego z punktow i-niezdominowanych w zaleznodci od swoich preferencji.
Wybor taki moze by¢ dokonywany przy uzyciu metod optymalizacji wielokry-
terialne;j.

Zalézmy, ze w ogdlnym przypadku kazdy gracz ¢ € N wybral zgodnie ze
swoimi preferencjami jeden z punktéw i-niezdominowanych. Punkt wzgled-
nej utopil stanowi “zlozenie” puntéw i-niezdominowanych poszczeg6lnych
graczy. W przypadku przedstawionym na Rys. 6 jest to “zlozenie’ punktu
i-niezdominowanego gracza pierwszego: x} oraz punktu i-niezdominowanego
gracza drugiego t.j. punktu z2.

W ogoluym przypadku punkt wzglednej utopii rézni sig istotnie od punktu
idealnego okreslonego przez maksymalne wartosci poszczegdlnych kryteriow
osiggalne w zbiorze S. Rzut punktu wezglednej utopii na przestrzen kryter-
idw pojedynczego gracza jest osiagalny w odroznieniu od punktu idealnego,
ktorego odpowiednio rzut w przypadku gdy kazdy gracz ma co najmniej

11



dwa kryteria nie jest zwykle osiagalny. Punkt idealny zawsze slabo domin-
uje punkt wzglednej utopii. Punkt idealny wynika z natury problemu {mod-
elu), natomiast punkt wzglednej utopii zalezy takze od wyborow (preferenciji)
graczy.

Zakladamy, Ze kryteria graczy sa istotne. Ze wzgledu na mozliwa
réznorodnosé preferenciji graczy i w konsekwencji réznorodnosé wyborow
punktéw i-niezdominowanych, istnieje pewien zbiér punktéw stabej wzgled-
nej utopii. W dalszej czedci ograniczamy nasza uwage do punktow slabej
wzglednej utopii dominujacych punkt braku porozumienia.

Oznaczmy przez U(S, d) zbiér wszystkich punktéw stabej wzglednej utopii
u w grze (5, d) spelniajacych warunek u >> d.

4 Koncepcja unogdlnionego rozwigzania Raiffa-

Kalai-Smorodinsky

Rozpatrzmy klase probleméw targu (S, d), oznaczong przez B*, ktére spel-
niaja warunki W 2.1, W 2.2, W 2.3.

Analogiczne zalozenia byly przyjete przez Thomsona (1980) dla klasy-
cznych gier, przy czym Thomson zakladal dodatkowo wypukltosé zbioru S.

Definicja 4.1

Rozwiagzaniem wielokryterialnego problemu targu jest funkcja f : B*xRM —
RM ktéra prayporzadkowuje kazdej grze (5,d) € B* i kazdemu punktowi
wzglednej utopii u € U(S, d) pewien punkt ze zbioru porozumier .S, oznac-
zony przez f(S,d, u), gdzie U(S, d) oznacza zbior wszystkich punktéw slabej
wzglednej utopii u >> d.

Poszukujemy rozwigzania f(S,d,u), ktore powinno posiadac¢ okreslone
wlasnosci, formutowane w formie nastepujacego zestawu aksjomatow:

A4.1. Slaba Pareto optymalnosc.
Punkt f(S5,d, ) jest stabo Pareto optymalny w zbiorze S.
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A4.2. Niezaleznosé od dodatnich, afinicznych transformacji kryteriow.
Niech Tz = (Tyzy,...,Thz,) bedzie dowolng afiniczng transforma-
CjQ., taka ze T}Ii = (aijr,-j + bij)j:l,.“,m‘y ay; > 0, 1 € N. Wtedy
TS, Td, Tu) =TF(S,d, u).

A4.3. Anonimowos¢ graczy i kryteriow.
Dla dowolnej permutacji II na M, niech II* odpowiada permutacji

w M. Wtedy II* £(S,d, u) = f(I*(S), IT*(d), II*(w)).

A4.4. Ograniczona monotonicznosé.
Dla dowolnych (S, d), (57, d) oraz dowolnego
v e U(S,d)NU(S,d), jesli S € S" to f(S,d,u) < f(5,d,u).

Aksjomat A4.1 opisuje racjonalnos¢ postepowania graczy. Z aksjo-
matu A4.2 wynika, Ze rozwigzanie nie zalezy od wyboru afinicznej miary
przyporzadkowanej poszczegdlnym kryteriom. Aksjomat A4.3 oznacza, ze
rozwigzanie nie zalezy od uporzgdkowania graczy i ich kryteriow, zalezy
tylko od postaci problemu i od preferencji graczy wyrazanych za pomocy
punktu wzglednej utopii u. Aksjomat monotonicznosci wymaga, aby wszyscy
gracze odniesli korzysci, a przynajmniej nie stracili w przypadku powick-
szenia zbioru porozumien, o ile punkt utopii nie ulegnie zmianie.

Twierdzenie 4.1
W klasie zagadnieri przetargowych B* istnieje jedno 1 tylko jedno rozwigzanie,
aznaczone dalej przez fR spetniajgce aksjomaty A4.1, A4.2, A4.3, Ad.4.

Rozwigzanie to ma nastepujgcq postac:

RS, d,w) = d+ h(S,d,u) * [u ~d),
gdzie (S,d) € B*,u € U(S,d), ah(S,d,v) =max,{a € R: d+a{u—d) € S}.
Dowéd
Mozna latwo pokazaé, ze funkcja f7 spelnia warunki A4.1 — A4.4. Po-
kazemy, ze rozwigzanie f% jest jednoznaczne. Niech (5, d) bedzie dowolng

gra z klasy gier B*, i niech u bedzie wzglednym punktem utopii u €
U(S,d). Pokazemy, 7e z* = f*(S,d,u) jest roszwigzaniem gry (S,d)
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dla punktu wzglednej utopii u. Niech 7' bedzie dodatnig transforma-
cja odwzorowujacg punkt braku porozumienia d w poczatek ukladu
wspdlrzednych 0, a punkt » w punkt %7 taki, ze w; = 1 for i €
N, ;7 = 1,2,...,m" Niech T(S,d) = (T8,0). Zauwazmy, e punkt
z* = Txz* ma réwne wspolrzedne. Zdefiniujmy problem targu (S,0), gdzie
5§ = {z € TS : dlakazdej permutacji Il na N, punkt y = IT*x réwniez
nalezy do T'S}. Pokazemy, ze (5, 0) nalesy do klasy B*. Spelnienie warunku
W 2.1 jest oczywiste. Speinienie warunku W 2.2 wynika z faktu, ze jesli
z €5, d <y <z todlakaidej permutacji [T , punkt [1*z € T'S, a wicc takse
dla kazdej permutacji IT punkt [T*y € 7°'S. Wynika stad, ze y € S. Pokazemy
spetnienie warunku W 2.3. Jesli z,y € S oraz y > «, y # = to dla kazdej
permutacji IT punkty 2% = II*z i "' = II*y nalesa do 7'S oraz y > z',
y" # o Z warunku W 2.3 dla 7°(S, d) wynika, ze dla kazdej permutacji II
istnieje v € TS taki, ze v > 2. Niech element v € R bedzie taki, ze dla
kazdegoi € N, j=1,...,m, v; = minp vg(i)j. Punkt v nalezy do T'S, v > z,
a poniewaz dla kazdej permutacji IT, II*v < v, to [T*v € T'S. Wynika stad,
7¢ v € S oraz v > z. Pokazali$my zatem, ze (5,0) € B*. Latwo zauwazyé,
2e (S5)) jest gra symetryczna, a ponadto S C TS, T € 5, T jest punk-
tem wzglednej utopii dla gry (5,0). Z aksjomatéw A4.1 i A4.3 wynika,ze
F((8,0),7) = 7". Z aksjomatu monotonicznosci wynika,ze f(T(S,d), ) = 7*,
a z aksjomatu A4.2: f((S,d),u) = T~17* = z*.
C.N.D.

Twierdzenie zostalo wczesniej podane w pracy (Krus, Bronisz, 1993).

Koncepcjg rozwiazania f7 zilustrowano na Rys. 7. Przedstawiono na nim
gre targu dla dwoch graczy, z ktorych pierwszy ma dwa kryteria oznaczone
odpowiednio zy1, y12 a gracz drugi ma tylko jedno kryterium zs;. Punkt braku
porozumienia d odpowiada poczatkowi uktadu wspélrzednych. Przyjmijmy,
e 7} jest niezdominowanym punktem gracza pierwszego, wybranym zgodnie
z jego preferencjami ze zbioru wszystkich jego punktéw niezdominowanych
odpowiadajacych wyplacie gracza drugiego na poziomie punktu d. Niez-
dominowany punkt gracza drugiego odpowiada wartosci jego maksymalnej
wyptaty 73,. Punkt wzglednej utopii oznaczono przez u, a punkt odpowiada-
jacy rozwiazaniu przez fR. Zauwazmy, Ze punkt ten lezy na przecieciu linii
taczacej punkt braku porozumienia i punkt wzglednej utopii z brzegiem
Pareto zbioru porozumien S.

14



K i i
X =(X,%)

Rysunek 7: Konstrukcja uogdlnionego rozwiazania Raiffa-Kalai-Smorodinsky

W przypadku klasycznej gry targu, t.j. gdy kazdy gracz ma tylko jedno
kryterium, istnieje tylko jeden punkt wzglednej utopii odpowiadajacy punk-
towi idealnemu, a zatem rozwigzanie f? jest w tym praypadku tozsame z
koncepcjg rozwigzania Raiffa (1953), scharakteryzowanego aksjomatycznie
przez Kalai i Smorodinsky’ego (1975).

Rozpatrzmy klasg gier B. Oznaczmy przez o' € S niezdominowany punkt
wybrany przez gracza i, ¢ = 1,2,...1, a przez u € RM generowany przez
punkty ¥' x?, ..., z", punkt wzglednej utopii. Przeprowadzmy przez punkty
d, 2!, 2% ..., z" n-wymiarows hiperplaszczyzne H". Kazdy punkt z € H"
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci:

z=d+afet —d) +ax(z? —d) + - + a,(z" = d).

Oznaczmy przez A odwzorowanie z H” w IR"™ okreslone przez A(z) = Ald +
a(z' ~d) + ax(z? ~ d) + -+ + a.(z” — d)} = (a1,az,...,a,). Rozpatrzmy
na hiperplaszczyznie H™, n osobowa gre targu (A(SH), A(d)), gdzie zbiér
SH = SNH™ W grze tej kazdemu graczowi odpowiada tylko jedno kryterium.
Pokazemy zwigzek miedzy rozwigzaniem Raiffa w tak sformutowanej grze
(oznaczonym przez ™) a rozwigzaniem f7 w wielokryterialnej grze (S, d).
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Twierdzenie 4.2
W klasie wielokryterialnych gier targu B* spelniona jest wiasnosé:

AIFR((S, @), w)] = r(A(S™), A(d)).

Przedstawiony w twierdzeniu zapis oznacza, ze jesli w wielokryterialnej
grze targu (S, d) ograniczymy rozwazania do wyplat na hiperplaszczyznie
okreslonej przez punkt braku porozumienia d i przez wybrane przez graczy
ich stabo niezdominowane wyplaty, to koncepcja rozwiazania f% gry (S, d)
odpowiada koncepcji rozwigzania Raiffa gry sformutowanej na tej hiper-
plaszczyZnie.

Dowoéd

Z zalozenia W 2.2 wynika, ze kazdy stabo niezdominowany punkt * gracza
i,7 € N, ma postat: 2 = d; dla j € N, j # «. W zwiazku z tym, kazdy
punkt x € H™ mozna przedstawi¢ w postaci

r=d+a(z!' —d)+ay(at —d) + - +a(z" —d)

a odwzorowanie A ma posta¢ A(z) = (a1, as,...,a,). Odwzorowanie A nor-
malizuje gre targu okreslong na hiperplaszezyznie H™, t.j. gra (ASH, Ad)
ma punkt braku porozumienia Ad = (0,0,...0), oraz punkt idealny I =
(1,1,...1). Zachodza nastepujace relacje: r((ASH, Ad) = maxz{a =
(a1,as,...,a,) € A(SH): a = A(d) + h(I — A(d) dla pewnego h € R}
max>{a € A(S"): a=h+1dlapewnegoh € R} = Amaxz{z €S: z=
d+ h(u - d)}] = A[fR((S7 d)l ’U.)}‘

C.N.D.

Thomson (1980) przedstawil charakteryzacje klasycznego rozwigzania
Raiffa dla n osobowych gier targu. Twierdzenia 4.1 i 4.2 uogélniajg wyniki
Thomsona na przypadek wielokryterialnych zagadnien przetargowych. Cha-
rakteryzacja uogoblnionego rozwiazania Raiffa-Kalai-Smorodinsky zostata
pokazana przy ostabionych zalozeniach, tj. bez wymagania wypukiosci
zbioru porozumien.

Na hiperptaszczyznie H" mozna skonstruowaé inne rozwigzania stanow-
igce uogodlninia propozycji okreslonych dla klasycznj gry targu. Przykiady
przedstawiajace konstrukcje uogélnionego rozwigania Nash'a oraz rozwiaza-
nia egalitarnego przedstawiono na odpowiednio na Rys. 8 i Rys. 9. Strzaltki za-
znaczone na tych rysunkach oznaczajg kierunki poprawy wyplat prowadzace

I
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Rysunek 9: Konstrukecja uogdlnionego rozwigzania egalitarnego

do wybranego punktu i-niezdominowanego gracza 1 w przestrzeni jego kry-
teriow y17, y12 1 punktu i-niezdominowanego gracza 2. W przypadku gracza
2 jest to maksymalna osiggalna wyptata na osi kryterium ys;.

Rozwigzanie egalitarne okredlone jest jako punkt Pareto optymalny w
zbiorze S zapewniajacy rowne przyrosty wyptat na hiperplaszczyznie H™.
Rozwiazanie to spelnia aksjomaty: slabej Pareto optymalnosci, symetrii, sil-
nej monotonicznosei.

Rozwiazanie kooperacyjne Nasha okreslone jest jako punkt zbioru
S maksymalizujacy iloczyn przyrostu wyplat na hiperplaszczyZnie H™.
Punkt ten spelnia aksjomaty Pareto optymalnosci, niezaleznosci od
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Rysunek 10: Ilustracja aksjomatu niezaleznosci rozwigzania Nash'a od nieis-

totuych alternatyw

afinicznych przeksztalcen uzyteczunosci, niezaleznosci od nieistotnych alter-
natyw, symetrii. aksjomat niezaleznosci od nieistotnych alternatyw jest
przedmiotem dyskusji. Na Rys. 10 przedstawia si¢ konstrukeje rozwiazania
Nash’a dla dwoch réznych zbioréw porozumien. W drugim przypadku osia-
galne wyplaty gracza 2 s istotnie ograniczone, natomiast rozwigzanie Nasha
jest w obu przypadkach takie same. Powstaje pytanie czy jest to uczciwe.
Wady tej nie ma uogblnione rozwigzanie Raiffa-Kalai-Smorodinsky.

5 Koncepcja uogoélnionego rozwigzania

leksykograficznego

Uogo6lnione rozwiazanie Raiffa- Kalai-Smorodinsky moze w szczegblnym przy-
padku naleze¢ do zbioru rozwigzan stabo Pareto optymalnych w zbiorze
porozumien S. Oznacza to, ze wyplaty niektorych graczy sa stabo niez-
dominowane i ze niektore kryteria mozna poprawié¢ bez pogorszenia innych,
w tym innych kryteriow pozostatych graczy. Powstaje mozliwosé porawy
takiego rozwiazania do rozwiazania, ktore jest niezdominowane w zbiorze S.
Takie poprawienie rozwiazania stabo niezdominowanego jest mozliwe z za-
stosowaniem porzadku leksykograficzengo oraz sformulowania i rozwiazania
odpowiedniego zadania optymalizacji.

KKoncepcjeg  rozwiazania leksykograficznego maxmin-u formutujemy
nastepujaco:
Dla dowolnego problemu (S,d) € B* i u € U(S,d) niech LV : RM — RM
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bedzie przeksztalceniem liniowym takim, Ze
IN(x) = (2 —di)/(w; — i) dlai € M.

Przeksztalcenie to normalizuje problem, tzn. LN(d) = (0,0,...,0) oraz
LV¥(w) = (1,1,...,1).

Niech )/ oznacza leksykograficzny porzadek w RM, tzn. dla dowolnych
z,y € RM, z)e2y wtedy i tylko wtedy gdy istnieje 1 € M takie, 2e z; > w
oraz ¢; = y; dla j < 4. Niech P : RM - RM bedzie przeksztalceniem takim,
ze dla dowolnego = € RM istnieje permutacja 7 na M speiniajaca P(z) = #*z
oraz Pi(z) < Ry{z) < -+ < P.(x). Rozwiazanie leksykograficznego maxmin-
u ma posta¢ fH(S,du) = {z € § : P(LN(z)))**P(LV(y)) dla kazdego
ye S}

Mozna pokazaé, ze powyzsza konstrukcja daje jednoznaczne rozwigzanie,
a takze podaé spos6b jego uzyskania.

Dla y € S niech v(S5,d,u,y) € RM bedzie wektorem spelniajacym
nastepujace warunki:

wilS,duy) = s —d; dlai € J(S,d,u,y)
v;(S,d,u,y) =0dlai € M\J(S,d,u,y).

oraz niech x(S,d,u,y) bedzie punktem w S takim. ze z(S,d,u,y) =
maxz{r € S : v = y+ av(S,d,u,y) dlaa € IR}. Dla danego prob-
lemu (S,d) i danego u € U(S,d) wprowadZmy nastepujacy nieskonczony
ciag punktéw w S5, {z'}%, spelniajacy nastgpujace wlasnosci: 20 = d,
oraz ¥t = z(S,d,u,2'7t) dla t = 1,2,... Wtedy istnieje liczba T taka, ze
2T = 2T T < M — 1, oraz 27 = f5(S,d, ). Ponadto z* = fR(S,d,u).

Intuicyjnie, rozwiazanie to uzyskujemy w nastgpujacy iteracyjny sposéb:
startujemy z punktu d i poruszamy si¢ w kierunku » — d dopoki jest to
mozliwe w zbiorze S. Po osiagnieciu punktu brzegowego, zerujemy te sklad-
owe w welktorze v —d dla ktérych niemozliwa jest poprawa uzyskanego punktu
i poruszamy si¢ w tym kierunku dopdki jest to mozliwe. Czynnosé ta pow-
tarzamy, az uzyskamy punkt w S ktérego poprawa w dowolnym kierunku
jest niemozliwa. (w tym przypadku odrzucilismy warunek wypuktosci zbioru
S, ale na mocy zalozenia W 2.3 taka poprawa jest mozliwa, co gwarantuje
nam osiggniecie punktu $cisle Pareto optymalnego).

Wprowadzmy w miejsce aksjomatu A4.1 nastepujgcy aksjomat:
A4.1%. Pareto optymalnosc.

Punkt f(S,d,u) jest Pareto optymalny w zbiorze S.
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Twierdzenie 5.1
Zaproponowane rozwigzanie leksykograficzne jest jednoznaczne w klasie prob-
lemdw targu B*, ponadto podany algorytm wyznacza to rozwigzanie w sposéb

jednoznacany. Rozwigzanie spetnia aksjomaty Ad.1%, A4.2, A4.3.

Dowod.

Niech (5,d) bedzie dowolnym problemem targu z klasy B*. Niech
u € U(S,d). Poniewaz zbior S jest niepusty i zwarty, a funkcje P i L sa
ciagle, to fL(S,d, u) istnieje. Jednoznacznoéé wynika z warunku W2.3. Jesli
v € fUS,d,u), y € fH(S,d,u), x #y, to istnieje z € fL(S,d, u) speiniajace
P(L{z))}**P(L{z)), co stanowi sprzecznosé. Latwo mosna pokazaé, ze
funkcja fL spetnia aksjomaty A4.1*, A4.2 i A4.3. C.N.D.

Przedstawiona propozycja jest uogdlnieniem na przypadek wielokryteri-
alnych wyplat graczy - koncepcji, ktora Imai (1983) zaproponowat w przy-
padku klasycznego problemu targu, jako rozwigzanie tzw. leksykograficznego
maxmin-u.

/7 a

Rysunek 11: Konstrukeja rozwigzania leksykograficznego

Zamieszczony nizej przyklad (Rys.11) ilustruje konstrukcje uogélnionego
rozwiazania Imai. Podobuie jak w poprzednich ilustracjach rozpatrywany jest
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problem targu, w ktérym gracz pierwszy ma dwa kryteria: odpowiednio zy;,
Z19, Natomiast gracz drugi ma tylko jedno kryterium z,. Zbidr porozumier
okreslony jest nastepujaco:

T2 <1,

T+ 212 < Vdlamg > 1/3, oraz

21+ Zie 4 3Ty < 2 dla 7y < 1/3.

W podanym przykitadzie, f2(S,d,u) = (1/2,1/2,1). Uzyskujemy ta
wartog§é w sposdb nastepujacy: najpierw poruszamy sie w kierunku (1,1,1)
uzyskujgc punkt (1/2,1/2,1/2), nastepnie poruszamy si¢ w kierunku
(0,0,1) uzyskujac rozwigzanie leksykograficznego maxminu. Jak mozna
zauwazy¢ rozwigzanie Raiffa-Kalai-Smorodinsky jest pierwszym “przybli-
zeniem” rozwigzania leksykograficznego maxminu w podanej konstruk-
cji. Rozwigzanie leksykograficznego maxminu fL pokrywa sic z rozwiaza-
niem Raiffa-Kalai-Smorodinsky f%, jeseli f%(S,d, ) jest punktem Pareto-
optymalnym.

V2

v

v

Rysunek 12: Wyznaczanie rozwiazania leksykograficznego z 2astosowaniem

funkcji skalaryzujacej

Na Rys.12 przedstawiono uogélnione rozwigzania Raiffa-Kalai-
Smorodinsky i rozwiazanie leksykograficzne w dwuwymiarowej hiper-
ptaszczyznie okreslonej przez i-niezdominowane punkty wybrane przez
dwéeh graczy. Na pierwszym rysunku, w przypadku wypuktego zhiorn S
oba rozwiazania sg tozsame. Na rysunku drugim pokazano jak rozwiazanie
leksykograficzne poprawia stabo Pareto optymalne rozwiazanie Raiffa-Kalai-
Smorodinsky do rozwigzanie Pareto optymalnego w zbiorze S. Na rysunku
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trzecim pokazano takze izolinie funkeji skalaryzujacej

s(u, U") =
min fa(v — UD/(UF = )] + @ 3 v~ UR/(UF = d),
gdzie UR € R jest punktem wzglednej utopii na hiperplaszczysnie H™,
sg dodatnimi, znormalizowanymi wagami dla i = 1,...,n, a a1 > 0 jest
malym parametrem. Jeéli a1 — 0, to maksymalizacja tej funkcjidlay € .S
prowadzi do rozwiazania leksykograficznego. W pracy (Kostreva, Ogryczak,
Wierzbicki, 2004) przedstawia sig, jak porzadek leksykograficzny moze by¢
wykorzystany do wyznaczania rozwiazan niezdominowanych w zdaniach op-
tymalizacji wielokryterialnej oraz relacje tego podejscia z zastosowaniem
odpowiednich funkcji skalaryzujacych.

Przy poréwnaniu uogélnionego rozwigzania Raiffa-Kalai-Smorodinsky
i rozwiazania leksykograficznego istotna jest wlasnosé ciaglosci. W uzu-
pelieniu do wczedniej rozwazanych aksjomatow A4.1, A4.2, Ad.31 Ad.4,
wprowadzmy dodatkowo aksjomat cigglosci.

A4.5. Ciaglosé.

Rozwiazanie wielokryterialnego zagadnienia przetargowego spelnia warunek
ciaglosci, jesli dla dowolnego ciagu probleméw przetargowych {(S;,d)}32,,
(S;,d) € B zbieinego do problemu (S,d) € B, oraz dla dowolnego ciagu
punktéw 1! € U(S;,d) zbietnego do punktu u € U(S,d) (w topologii

Hausdorffa) zachodzi limj_e f(S;,d,u) = f(S,d,u).

Aksjomat cigglosci stanowi proste uogdlnienie aksjomatu ciaglosci po-
dawanego w literaturze klasycznego problemu targu.

Mozna pokaza¢ (Krus, 2002b), Ze uogblnione rozwigzanie Raiffa-Kalai-
Smorodinsky ma wtasno§é ciaglosci natomiast rozwiazanie leksykograficzne
nie posiada tej wiasnosci. Wilasnosé ciaglosci jest istotna z punktu widzenia
systemow wspomagania decyzji w zastosowaniu do probleméw praktycznych.
Budowany model zawsze stanowi tylko przyblizenie problemu rzeczywistego.
Wilasnos¢ ciagglosci zapewnia, ze gdy konstrukcja modelu jest blizsza rzeczy-
wistosci to réwniez rozwiazanie wyznaczone dla tego modelu jest blizsze
rozwiazaniu odpowiadajacemu problemowi rzeczywistemu. Przy rozpatrywa-
niu interakcyjnych algorytmoéw rozwigzania, spelnienie tej wlasnosci przez
rozwigzanie umozliwia pokazanie zbieznosci danego algorytmu.
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6 Uwagi koricowe

Przedmiotem pracy sa rozwigzania wielokryterialnego zagaduienia prze-
targowego. Zagadnienie to stanowi model matematyczny opisujacy prob-
lem wspolpracy kilku decydentdw podejmujacych decyzje przy wielokryte-
rialnych celach. Proponowane rozwigzania stanowiy uogélnienie rozwigzan
klasycznych gier targu na przypadek wielokryterialny. Pokazano wiasnosci
1 przeprowadzono analiz¢ proponowanych rozwiazan. Rozwigzania te ze
wzgledu na swoje wlasnosci mogg stanowié¢ podstawe do okreglania propozy-
cji mediacyjnych przedstawianych decydentom do analizy.
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