Kapitel IV.

Algebraische Gleichungen.
Von Aifred Loewy in Freiburg i. Br.

§ 1. Historisches. Literatur.

Aufgabe der Algebra ist das Studium der ganzen rationalen
Funktionen oder Polynome in einer oder mehreren Variablen
(vgl. 8. 31). Der Name ,Algebra® stammt von dem Titel des
mathematischen Lehrbuches Aldschebr walmukdbala des Arabers
Muhammed ibn Misa Alchwarizmi (Anfang des 9. Jahrh.).
Thren Ausgangspunkt hat die Algebra in der Theorie der
Gleichungen, und diese bilden auch ihren vornehmsten Gegen-
stand. Mit Gleichungen des ersten Grades beschiiftigt sich bereits
das altigyptische Rechenbuch des Ahmes (etwa 1700 v. Chr.).
Die Auflosung der Gleichumgen zweiten Grades war den grie-
chischen Mathematikern bekannt. In geometrischer Form findet
man sie in Euklids Elementen (um 300 v. Chr.) (Buch II,
Satz 11, Buch VI, Satz 28 u. 29); zahlreichen quadratischen
Gleichungen begegnet man in dem #ltesten Denkmal griechischer
algebraischer Wissenschaft, in Diophantus’ Arithmetica (3. bis
4. Jahrh. n. Chr.). Die Auflésung der Gleichungen dritten und
vierten Grades verdankt man italienischen Mathematikern des
16. Jahrhunderts: Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano
und Ferrari (vgl. § 8).

Zu einem Herausgehen iiber ihre ersten Anfinge konnte
die Algebra erst durch Schopfung der Buchstabenrechnung ge-
langen  Vieta (In artem analyticam isagoge (1591)) hat zu-
erst die Buchstaben nicht nur wie bisher fir die Unbekannten
verwendet, sondern auch fiir GroBen, die bestimmte gegebene
Zahlenwerte besitzen, Vieta (De aequationum recognitione et
emendatione, aus dem NachlaB 1615 erschienen) hat auch den
Zusammenhang zwischen den Wurzeln und Koeffizienten einer
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Gleichung entdeckt; er beschriinkte sich hierbei auf die positiven
Losungen, die er allein als Auflosungen zulieB. Girard (In-
vention nowvelle en Ualgébre (1629)) hat zuerst ausgesprochen:
Jede Gleichung besitzt soviel Wurzeln, wie ihr Grad angibt;
den Satz von Vieta hat er ohne Einschrinkung, sogar beim
Auftreten imaginidrer oder mehrfacher Wurzeln. Er berechnet
auch die Summen der vier ersten Potenzen der Gleichungs-
wurzeln aus den Gleichungskoeffizienten. Descartes hat im
dritten Buch seiner Géométrie (1637) (deutsche Ausgabe von
Ludw. Schlesinger, Berlin 1894), welche seine beriithmte
Zeichenregel enthdlt und auch sonst reich an algebraischen
Theoremen ist, den Satz: Wenn eine Gleichung mit der Un-
bekannten z die Wurzel «, besitzt, so ist ihre auf Null ge-
brachte linke Seite durch 2 — &, ohne Rest teilbar. Auf
Grund dieses Satzes erfordert der sogenannte Fundamentalsatz
oder Wurzelexistenzsatz der Algebra nur den Nachweis, daB jede
algebraische Gleichung wenigstens eine Wurzel besitzt; hieraus
folgt, daB die auf Null gebrachte linke Seite jeder Gleichung
7" Grades in n Faktoren ersten Grades zerfillt und daher, wenn
man den Begriff der mehrfachen Wurzeln einfiihrt, bei richtiger
Zihlung der Wurzeln genau » Wurzeln besitzt. Eine Regel zur
Erkennung mehrfacher Wurzeln stammt von Hudde (Huddenii
epistolae in Schootens Ausgabe von Cartesius’ Geometria aus
dem Jahre 1659, p. 433 u. 507). D’Alembert (Recherches sur le
calcul intégral, Histoire de Vacad. de Berlin, année 1746) ver-
suchte zuerst, einen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra
zu liefern und hierdurch der Algebra eine einwandfreie Grund-
lage zu geben; daher bezeichnet man den Wurzelexistenzsatz
auch als d’Alembert’sches Theorem. Den ersten auf strengerer
Grundlage beruhenden Beweis des Fundamentalsatzes gab GauB
(Ges. Werke 3, 1) in seiner Doktordissertation (1799) und hob
hierbei die Miingel in den Beweisen seiner Vorginger d’Alem-
bert, Euler, de Foncenex und Lagrange hervor. In den
Jahren 1815, 1816 und 1849 publizierte GauB noch drei
weitere Beweise fiir den Fundamentalsatz der Algebra (GauB,
Ges. Werke 3, 31, 57, 71). Vgl die vier GauBschen Beweise
fiir die Zerlegung ganzer algebraischer Funktionen in reelle
Faktoren ersten oder zweiten Grades, herausgegeben von E. Netto,
Ostwalds Klassiker der exakten Wiss., Nr. 14.

Die Tatsache, daB sich die Wurzeln der Gleichungen der
vier ersten Grade durch Radikale aus den Koeffizienten bilden
lassen, veranlaBte die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts,
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auch bei den Gleichungen héheren Grades nach einer algebraischen
Auflosung zu suchen. TUnter einer solchen versteht man eine
Darstellung der Wurzeln aus den Koeffizienten mittelst einer
endlichen Anzahl von Radikalen oder Wurzelzeichen, anders
ausgedriickt: eine Riickfithrung der gegebenen Gleichung auf
eine Kette reiner Gleichungen der Form 2" = a. Bei diesen
Bemiithungen gelangte Tschirnhaus, Methodus auferendi omnes
terminos intermedios cx data aequatione, Acta eruditorum (1683)
zu der heute nach seinem Namen sogenannten Tschirnhausentrans-
formation. Lagranges Réflexions sur la résolution algébrigue
des dquations (1770), (Euvres 3, 205 (vgl. 8. 168) verfolgen,
wie es in der Einleitung heift, den Zweck, a priori zu zeigen,
warum die bei den Gleichungen der vier ersten Grade an-
gewendeten Methoden bei den hoheren Gleichungen versagen.
Hierbei untersucht Lagrange die rationalen Funktionen der
Gleichungswurzeln und ihre Werteiinderungen bei Permutationen.
Gleichzeitig und unabhingig von ihm haben sich auch Waring
(Miscellanca analytica (1762), Meditationes algebraicae (1770),
3. ed. (1782)) und Vandermonde (vgl. unten, sowie Lagrange,
Euwres 8, 324) mit diesen Fragen beschiiftigt. Von Lagrange
entnahmen Ruffini und Abel die leitenden Ideen fiir den von
ihnen erbrachten Beweis, daB die allgemeine Gleichung von hoherem
als viertem Grade algebraisch nicht lisbar ist, d. h. ihre Wurzeln
sich nicht aus den Koeffizienten mit Hilfe von Radikalen ab-
leiten lassen. Ruffini, Teoria generale delle equaziowi in cui
si dimostra impossibile la soluzione algebraica delle equagioni
generali di grado superiore al quarto, Bologna (1799), vgl.
Burkhardt, Zischr. fiir Math. u. Phys. 37, Suppl. S. 119 (1892),
Abel, Beweis der Unmdglichkeit, algebraische Gleichungen von
hiheren Graden als dem vierten allyemein aufzulisen, Journ. f.
Math. 1, 65 (1826), Buvres par Sylow ¢t Lic (1881), 1, 66,
vgl. Pierpont, Monatsh. f. Math. 6, 15 (1895).

Wihrend die allgemeinen Gleichungen von htherem als
viertem Grade nach dem Abel-Ruffinischen Theorem nicht
algebraisch auflosbar sind, gibt es spezielle Gleichungsgruppen,
deren Wurzeln sich algebraisch finden lassen. Vandermonde,
Mém. sur la résolution des équations, Histoire de Uacad. des sciences
{1771), deutsche Ausgabe, Berlin 1888, S. 63, hat als erster
in der Gleichung z'! = 1 eine algebraisch auflésbare Gleichung
kennen gelehrt und ihre Wurzeln mit Hilfe von Radikalen dar-
gestellt. In Sectio 7 seiner Disquitiones arithmeticae (1801)
(Ges. Werke 1, 412) hat GauB allgemein fiir die bei der Kreis-
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teilungy auftretenden Gleichungen, d. h. fiir die Gleichungen 2" =1,
die algebraische Auflosbarkeit nachgewiesen. (Vgl. § 12.) Eme
groBe und zwar die einfachste und fundamentalste Klasse alge-
braisch auflésbarer Gleichungen lehrte Abel (Journ. f, Math. 4,131
(1829), Euvres par Sylow et Lie 1, 478, deutsche Ausg. mit
Anm. von Loewy in Ostwalds Klassikem der exakt. Wiss.,
Nr. 111) kennen. Diese Gleichungen werden nach Kronecker
(Monatsb. d. Berl. Akad. (1853), 368, ebenda (1877), 846 und
C. Jordan (Zraité, p. 287)) als Abelsche Gleichungen bezeichnet.
(Vgl. § 11.) Den groBten Fortschritt in der Behandlung beliebiger
algebraischer Gleichungen bedeuten die Arbeiten von Galois
durch die Entdeckung der nach seinem Namen genannten Gruppe

1. 8.169). (Vgl. § 10.) Diese schreibt die fiir die Behandlung

r betreffenden Gleichung einzuschlagenden Wege vor und sagt
auch im besonderen aus, ob die Gleichung algebraisch auflésbar
oder nicht auflésbar ist. C. Jordan nennt in hochster Be-
Scheidenheit seinen fundamentalen 7raité des substitutions et des
équations algébriques, Paris 1870, einen bloBen Kommentar zu
Galois’ Werken,

2" Wihrend die allgemeinen Gleichungen von hdherem als
“yiertem Grade nicht algebraisch 18sbar sind, haben sie nach
iem Fundamentalsatz der Algebra naturhch Losungen. Der
“historische Weg, der dazu fiihrte, die Wurzeln der Gleichung
finften Grades in ihver Abhiingigkeit von den Gleichungs-
“koeffizienten darzustellen, war folgender: Die Transformation
" Ordnung (p ungerade Primzahl) der elliptischen Funktionen
Ziihrte bereits Abel und Jacobi auf besondere algebraische
“Gleichungen (p + 1)*" Grades, deren Wurzeln sich mittelst der
Theorie der = elliptischen Funktionen darstellen lassen. Die
Galoissche Gruppe dieser Transformationsgleichungen ist nach
Adjunktion einer Quadratwurzel die Modulargruppe der Ordnung

1
= p(p?—1), also fiir p > 5 eine einfache Gruppe. Die fraglichen

Gleichungen sind daher infolge der Natur ihrer Galoisschen
Gruppe nicht durch Radikale losbar (vgl. die Darstellung bei
H. Weber, Algebra 3, 284, sowie bei Holder, Enzykl. d. math.
Wiss. 1, 509). Fiir p = 5 besitzt die Modulargruppe eine Unter-
gruppe des Index 5, daher muB sich fiir die fragliche Gleichung
sechsten Grades eine rationale Resolvente (Hilfsgleichung) fiinften
Grades bilden lassen. Zu diesem gruppentheoretischen Ergebnis
war bereits Galois (vgl. oben S.215 letzte Zeile) gelangt, und
Betti (1853) (Opere mat, 1, 95) hat es bewiesen. Fiir die p =
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entsprechende ,,Modulargleichung® sechsten Grades, die zwischen

der vierten Wurzel f/k des Legendreschen Moduls und seinem
transformierten Wert besteht, und deren Wurzeln sich explizit
als elliptische Modulfunktionen darstellen lassen, hat Hermite
(C. R. 46, 508 (1858), Huvres 2, 5) wirklich eine Resolvente
fiinften Grades aufgestellt und ihre Wurzeln, die rationale
Funktionen der Wurzeln der Modulargleichung sechsten Grades
sind, angegeben. Diese Gleichung fiinften Grades hat dieselbe
Galoissche Gruppe wie die allgemeine Gleichung fiinften Grades
nach Adjunktion der Quadratwurzel ihrer Diskriminante, néimlich
die alternierende Gruppe von fiinf Symbolen. Mit der Bemerkung,
daB sich nach den Untersuchungen des englischen Mathematikers
Ierrard (1834) (die dlteren des schwedischen Mathematikers
Bring (1786) wurden erst im Jahre 1861 durch Hills Mitteilung
an die schwedische Akademie der Vergessenheit entrissen) jede Glei-
chung fiinften Grades ohne Verwendung anderer Irrationalitéiten
als Quadrat- und Kubikwurzeln in die obige Resolvente der Form
%% — w— A = 0 mit nur einem Parameter 4 iiberfiihren 1iBt, hatte
Hermite die erste Auflosung der Gleichung fiinften Grades ge-
wonnen. (Uber die Methode von Bring und Hermite vgl. Klein,
Ikosaeder, S 143 u. 244, iiber Bring vgl. Enestrom, Bibl. math.
(8) 8,417 (1908)). Die bei Hermites oder iihnlichen Formeln statt-
findende Benutzung elliptischer Modulfunktionen ist, wie ¥. Klein,
Tkosaeder, 8. 131, besonders Jowrn. f. Math. 129, 154 (1905) her-
vorgehoben hat, ein Umweg, ebenso wie die Losung der reinen
1

Gleichung 2" = @ durch Logarithmen in der Form z=e” T

Im gleichen Jahre 1858 wie Hermite publizierte auch
Kronecker, C. R. 46, 1150 (1858), Monatsb. d. Berl. Akad.
(1861), 609 eine Auflssung der Gleichung fiinften Grades. Er
geht direkt von der allgemeinen Gleichung fiinften Grades aus und
macht ihre Auflésung von einer Gleichung zwolften Grades ab-
hiingig, deren Koeffizienten rationale Funktionen der Koeffizienten
der Gleichung fiinften Grades und der Quadratwurzel aus der
Diskriminante sind. Die Resolvente ist zwar héheren Grades als
die Ausgangsgleichung, aber insofern einfacher, weil zwischen ihren
Wurzeln lineare Relationen bestehen, die fiir sie charakteristisch
sind. Aus ihnen folgt, daB sich die Wurzeln der Gleichung zwolften
Grades linear und homogen durch drei Parameter darstellen
(Kiepert, Journ. f. Math. 87, 115 (1879), Cayley, Math. Ann.
30, 78 (1887), Journ. f. Math. 113, 42 (1894), Coll. math. papers
12, 493, 13, 473). Fithrt man in der Gleichung zwolften Grades,
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welche die Unbekannte nur quadratisch enthilt, das Quadrat
der Unbekannten als neue Unbekannte ein, so hat man eine
Gleichung sechsten Grades. Auf solche Gleichungen ist zuerst
Jacobi (Journ. f. Math. 3, 308 (1828), Ges. Werke 1, 261)
in der Theorie der elliptischen Funktionen gekommen. Er hat
nimlich gezeigt, daB, wenn p eine ungerade Primzahl und M
der Multiplikator fiir eine Transformation p** Ordnung der ellip-
tischen Funktionen ist, M/ Wurzel einer Gleichung (p + 1)%*®
Grades ist, deren Koeffizienten rationale Funktionen des Moduls %
sind. Die Quadratwurzeln der Losungen einer solchen Gleichung
piria
2
Parameter ausdriicken. Die eingehende Untersuchung und Ver-
wertung der p = 5 entsprechenden allgemeinen Jacobischen
Gleichungen sechsten Grades fiir die Auflésung der Gleichung
fiinften Grades ist das Verdienst von Brioschi, dessen Arbeiten
iiber diesen Gegenstand ebenfalls 1858 beginnen. Vgl. die Wiir-
digung Brioschis durch Noether, Math. Ann. 50, 483 (1898),
sowie die zusammenfassende Darstellung von Brioschi, Math.
Ann. 13, 109 (1878). Uber die Geschichte der Gleichung
fiinften Grades bis 1858 vgl. Pierpont, Monatsh. f. Math. 6,
15 (1895).

Ein wesentlich neues Moment brachte Klein (vgl. seine
zusammenfassende Darstellung in Vorlesungen iiber das Ikosaeder,
Leipzig 1884 ) in die Theorie der Gleichung fiinften Grades durch
die Einfithrung der 7kosaederirrationalitit (vgl. S. 240). Sie stellt
sich neben die Radikale als neue und zwar ihrer Natur nach ein-
fachste Transzendente; sie ist die Losung einer Gleichung sechzig-
sten Grades mit nur einem Parameter, der Tkosaedergleichung, die
in dem durch Adjunktion der fiinften Einheitswurzeln erweiterten
Korper?) ihre eigene Galoissche oder Normalgleichung ist, deren
Galoissche Gruppe demnach die niedrigste einfachste Gruppe ist,
die nicht Primzahlordnung besitzt. Die Auflosung der Gleichung
fiunften Grades besteht in zwei Schritten: der erste ist die Uber-
fithrung einer beliebigen Gleichung fiinften Grades in die Iko-
saedergleichung und die Bestimmung der hierzu notwendigen
Operationen, der zweite, transzendente Teil ist die Berechnung
der Tkosaederirrationalitit; diese wird durch die Verwendung
hypergeometrischer Reihen ausgefiihrt, dhnlich wie sich die reinen

(» + 1) Grades lassen sich linear und homogen durch

1) Die Erweiterung des Korpers ist deswegen erforderlich, weil
die fiinften Einheitswurzeln bei den Ikosaedersubstitutionen auftreten
(vgl. S. 237).
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206 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Gleichungen 2" = a durch binomische Reihen l6sen lassen. Die
Verwandschaft der Ikosaedergleichung mit Gleichungen sechsten
Grades und deren Kenntnis aus der Theorie der elliptischen
Funktionen erklirt, daB der historische Weg der Liosung der
Gleichung fiinften Grades iiber die Gleichungen sechsten Grades
und die elliptischen Modulfunktionen fiihrte. (Uber die Behand-
lung der Gleichungen fiinften und hoheren Grades vgl. § 14.)

Den praktischen Rechner wird die ndherungsweise Berech-
nung der Wurzeln numerischer Gleichungen besonders interessieren.
Eine Vorliuferin der in Newtons Analysis per aequationes
(1669) (M. Cantor, Geschichte der Math. 3, 105) gelehrten
wNewtonschen Nitherungsmethode* findet man schon bei Vieta
(1600) (Cantor 2, 640). Rolles Traité d’algébre (1690) und
Newtons Arithmetica universalis (1707) geben Grenzen, zwischen
denen die reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung liegen.
Den groBten Fortschritt in der Behandlung numerischer Glei-
chungen bedeuten die klassischen Arbeiten von Lagrange,
Fourier und Sturm. Lagrange, Traité de la résolution des
équations numériques (1798, nouv. éd. 1808), Fuwres de La-
grange 8. Fourier, Analyse des équations déterminées (1831),
deutsche Ausg. mit Anm. von A. Loewy in Ostwalds Klassikern
der exakt. Wiss. Nr. 127. Ch. Sturm, Mémoire sur la résolution
des équations numériques, Mém. prés. par div. sav. a Vacad. des sc.
de France (1835), deutsche Ausg. mit Anm. von A. Loewy in
Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 143. Sturms Aufsatz
hat zum erstenmal die genaue Anzahl reeller Wurzeln einer
numerischen Gleichung mit reellen Koeffizienten zwischen zwei
gegebenen reellen Zahlen bestimmen gelehrt, withrend die fritheren
Kriterien nur Grenzen fiir jene Zahl lieferten.

Die voraufgegangenen Zeilen bezwecken nicht, eine Ge-
schichte der Algebra zu geben; sie wollen nur einige orien-
tierende Bemerkungen machen. Uber die iltere Geschichte der
Algebra vgl. man M. Cantor, Vorl. iiber Geschichte der Math.
Bd. 1—4, die systematische Darstellung bei Tropfke, Geschichte
der Elementarmathematik, Leipzig 1902, 1,123, L. Matthiessen,
Grundziige der antiken wund modernen Algebra der litteralen
Gleichungen, Leipzig 1878 (am SchluB reichhaltiges Literatur-
verzeichnis).

Von Lehrbiichern nennen wir:

H. Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. 1, 2 und 3, Braun-
schweig, 2. Aufl, 1898, 1899 u. 1908. E. Netto, Vorlesungen
iiber Algebra, Bd. 1 u. 2, Leipzig 1896 u. 1900. J. A. Serret,
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Handbuch der hoheren Algebr von Wertheim, Bd. 1
u. 2, Leipzig, 2. Aufl, 1878 u} G. Bauer, Vorlesungen
diiber Algebra, Leipzig 1903. J. Petersen, Theorie der alge-
braischen Gleichungen, Kopenhagen 1878. Runge, Praxis der
Gleichungen, Samml. Schubert 14, Leipzig 1900. Cesaro,
Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis wnd der In-
finitesimalrechnung, deutsch herausg. von KowaL@ki, Leipzig
1904, S. 368—485. A. Loewy, Kurzgefaptes Lehrbuch der
Algebra, erscheint bei Veit & Co., Leipzig 1910. W.S. Burnside
and A. Panton, Theory of equations, 4. Aufl,, London 1900.
M. Bocher, Introduction to higher algebra, New York 1908,
deutsche Ausg. erscheint 1909 bei Teubner, Leipzig.: F. Cajori,
Introduction to the modern theory of equations, New York 1904.
L. E. Dickson, Introduction to the theory of algebraic equations,
New York 1903. Borel et Drach, Introduction a Uétude de
la théorie des mombres et de UValgébre supérieure, Paris 1895.
J. Tannery, Legons d’algébre et d’analyse, Paris 1906, 2 vol.
Vogt, Legons sur la résolution algébrique des équations, Paris
1895. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni
e delle equazioni algebriche secondo Galois, Pisa 1900. Capelli,
Istituzioni di analisi algebrica, 3. ed., Napoli 1902.

Wir verweisen noch auf die Artikel in der Encyklopddie
der math. Wiss., Bd. I, ,Rationale Funktionen einer Veriinder-
lichen; ihre Nullstellen“ von Netto, S. 227, ,Rationale Funk-
tionen mehrerer Veriinderlichen* von Netto, S. 255, ,Separation
und Approximation der Wurzeln“ von Runge, S. 404, ,Ratio-
nale Funktionen der Wurzeln; symmetrische und Affektfunktionen®
von Vahlen, S. 449, ,Galoissche Theorie mit Anwendungen
von Hold®r, S. 480. In der Encyclopédie des sciences math.
liegen in franzdsischer Bearbeitung nach den Artikeln von Netto
vor: Les fonctions rationelles von Le Vavasseur.

§ 2. Rationale Funktionen. Teilbarkeitsgesetze.

Bedeuten a,, a,, ay, .. ., a, beliebig gegebene reelle oder
komplexe GroBen und # eine Verdinderliche, so heiBit, wenn
ap + 0 ist, der Ausdruck ay" + a;2"~ '+ a,2""%4 ...+ a,
eine ganze rationale Funktion n*" Grades oder ein Polynom
n®" Grades in z. Fine solche ganze rationale Funktion von
2 bezeichnet man abgekiirzt mit f(z) oder g(z) oder P(z) oder
@(#); hat man mehrere ganze Funktionen von z, so fiigt man
auch Indices bei und schreibt fi(2), f;(2) usw. Das Produkt

Pascal, Repertorium. I. 2, Aufl. 17
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f(2) - 9(2) eweier ganzer Funktionen f(z) vom m*" und g(z) vom
n** Grade ist ein Polynom vom Grade m 4+ n.

Der Quotient UG 8 zweier ganzer Funktionen heiBt eine ge-
brochene rationale Funktion. Ist f(z) von niedrigerem Grade
als g(2), so heiBt 5—% echt gebrochen. Ist f(z) eine ganmze

Funktion vom m** Grad und g(z) eine solche vom n** Grad
und m > n, so gibt es zwel eindeutig bestimmte ganze Funk-
tionen G,(2) vom Grad m — n') und R, (2) vom n — 1'*" oder
medrigeren Grade, daB f(2) = g(2)G@,(2) + R,(2) wird. Mithin

g L t 18— 6,6 + 1((z); G,(2) heiBt der Quotient, R,(z) der
Rest der Division. Ist der Rest R, (2) gleich Null, so heiBt f(2)

durch g(#) ohne Rest teilbar; % ist in diesem Falle, wie man

sagt, nur scheinbar gebrochen. g(z) heiBt ein Zeiler oder
Divisor von f(z). Jede ganze Fumktion ist durch jede Kon-
stante und dwrch sich selbst teilbar.

Ist « irgendeine Konstante, so ist f(2) — f(«) stets durch
2 — o ohne Rest teilbar.

Ist f(2) eine ganze Funktion m'*® Grades und g(z) vom
n'® Grade m >m, so kann man durch fortgesetzte Division
folgende Gleichungskette aufstellen:

(2) = 9(2)G1(2) + By (2),
g@) = R, () (77’2 (2) + By(2),

R s(e) =By, ()G:() + B,

Die sukzessiv auftretenden Reste R, Ry,..., R, sind ganze
Funktionen, deren Grade abnehmen. Das Verfahren, unter dem
Namen ,,Euclidscher Algorithmus® bekannt, lift sich so weil
treiben, bis man zu einem Rest R, kommt, der eine Konstante ist.
Ist R, eine von Null verschiedene Konstante, so sind die zwei
Funktionen f(2) und g(z) teilerfremd oder relativ prim, d. h. es
gibt auBer Konstanten keine ganze Funktion, die sowohl f(#)
als auch g(z) ohne Rest teilt. Man sagt auch: f(2) und g(2)
haben keinen gemeinsamen Divisor. Ist R, gleich Null, so
haben f(z) und g(z) die ganze Funktion Rl__l(z) zum gemein-
samen Teiler. R, ,(2) ist der gropte gemeinsame Teiler von

1) Eine Konstante ist eine ganze Funktion vom Grad Null.
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f(2) und g(2), d. h. jeder gemeinsame Teiler von f(2) und g(z) ist
Teiler von R, _,. Der grifte gemeinsame Teiler zweier ganzer
Funktionen ist eine bis auf eime wmultiplikative Konstante ein-
deutig bestimmte gance Fumktion. Der Euclidsche Algorithmus
und die Bestimmung des griften gemeinsamen Teilers zweier
gamzer rationaler Funktionen 1aft sich mittelst ausschlieflich ratio-
naler Rechenoperationen ausfiihren.

Die charakteristische Bedingung dafiir, daf zwei ganze
Funltionen f(z) und g(2) teilerfremd sind, besteht in der Existens
eweier ganzer Funktionen P(z) und Q(z) von der Beschaffenheit,
daf Pf+ Qg=1 ist. Ist f(z) eine ganze Funktion vom
m* Grad und g¢(z) vom n*" Grad, so lassen sich, wenn die
zwei Funktionen f und g teilerfremd sind, auf eine einzige Art
zwei Funktionen P, hichstens vom Grad n — 1 und @, hichstens
vom Grad m — 1 bestimmen, dap Pyf + Qo9 = 1 ist. Mittclst
Py und @, driicken sich P und @ in der Form P, + gS und
Qo — S aus, wobei S irgendeine ganze Fumktion von z bedeutet.

Sind f(2) und g(2) teilerfremde ganze Funktionen und U(z
eine derartige ganze Funktion von 2z, dap das Produkt U(z)f(z
durch g(z) ohme Rest teilbar ist, so ist U(z) durch g(2) teilbar.

Die charakteristische Bedingung dafiir, daf zwei ganze
Funlktionen f(z) vom Grad m und g(2) vom Grad n ecinen ge-
meinsamen Teiler haben, besteht in der Ewistenz zweier ganzer
Funktionen G(z) hichstens n — 1*" Grades und F(z) hichstens
m — 1%" Grades von der Beschaffenheit, dap fG + gF = 0 ist.
Ist G vom Grad n —k wnd F demnach vom Grad m —k, so
haben [ und g einen gemeinsamen Teiler, der mindestens vom
Grad k ist.

Sind £,(2), £3(2), ..., f,(¢) irgendwelche ganze Funktionen
von 2, so heiBt die ganze Funktion niedrigsten Grades, welche
durch jede der Funktionen f, f3, ..., f. ohne Rest teilbar ist,
das Kleinste gemeinsame Vielfache von fy, foy « - -y o

Man kann auch ganze rationale Funktionen oder Polynome
mehrerer Verdnderlichen betrachten. Hierunter versteht man,
wenn 2y, %, ..., 2, Variable bedeuten, einen Ausdruck, der aus
einer endlichen Anzahl von Summanden der Form

Goya,...0p2 %" ... 2.0

besteht; e, og,..., @, bedeuten ganze positive Zahlen ein-

schlieBlich der Null, @q,q,...q, beliebige Konstanten. Unter dem

Grad der ganzen Funktion der r Variablen versteht man den

Maximalwert, den o + oy + -4 «, bei allen Gliedern mit
L
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260 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Goyay...aqp =0 annimmt. Die Anzahl der Glieder einer ganzen
rationalen Funktion n*" Grades in r Variablen ist < (”_:_r)

Das Produkt gweier ganzer Funktionen ist wieder eine ganze Fumnk-
tion, deren Grad gleich der Swmme der Grade der Faktoren ist.

Eine ganze rationale Funktion von einer oder mehreren
Veriinderlichen heifit wneerlegbar oder absolut irreduzibel, wenn
sie nicht als das Produkt zweier ganzer rationaler Funktionen
dargestellt werden kann, von denen jede von niedrigerem Grad
als die urspriingliche Funktion ist. Die einzigen unzerlegbaren
ganzen Funktionen in einer Verdnderlichen sind die Funlktionen
ersten Grades, hingegen gibl es umzerlegbare Funmktionen mehrerer
Variablen von hoherem als erstem Grad, z. B. ist 2,2 — 2, eine
unzerleghare Funktion.

Wenn eine ganze rationale Fumktion der r Variablen
2, By, .. -, 2, in zwei Faktoren zerlegbar ist, die in bezug auf
die eine Variable, ctwa z,, gamz, in bezug auf die anderen
Variablen 2y, zg, . . ., &, wenigstens rational sind, so ist sie auch
als Produkt zweier Funktionen darstellbar, die in allen r Variablen
gang und rational sind.

Eine ganze rationale Funktion kann, wenn man von kon-
slanten Faktoren absicht, nur auf eine Art in ein Produkt un-
zerlegbarer Faktoren zerlegt werden.

Uber ganze rationale Funktionen mehrerer Variablen vgl.
Weber, Algebra 1, 71, Netto, Algebra 2, 1, Méray, Nouw.
Ann. de math. (4) 7, 193 (1907). Uber Teilbarkeitsgesetze der
ganzen rationalen Funktionen bei Zugrundelegung eines Korpers
vgl. § 9, wo man auch weitere Literatur findet.

§ 3. Fundamentalsatz der Algebra. Einfache und
mehrfache Wurzeln.

Hat man eine ganze rationale Funktion g(z) einer Ver-
finderlichen #, so kann man jene besonderen Werte von z auf-
suchen, die, an die Stelle von z gesetzt, das Polynom g(z)
identisch zu Null machen. Sie heien die Wurzeln oder
Losungen der Gleichung g(2) = 0. Der Grad des Polynoms g(z)
heilt der Grad der Gleichung.

Als notwendig und hinreichend, damit eine Grifie «; Wurzel
der Gleichung g(z) = O ist, erweist sich die Teilbarkeit von g(z)
durch z—«, (Descartes, Géomérie (1637), vgl. oben 8. 251).

Fundamentalsatz der Algebra: Jede algebraische Gleichung
mit beliebigen Koeffizienten hat wenigstens eine Wurzel. Uber
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den Fundamentalsatz vgl. oben 8. 251, ferner die historisch-
kritische Studie von G. Loria, Rivista di mat., Bd. 1, Bibl.
math., N. F. 5, 99 (1891), 7, 47 (1893), sowie die ein-
gehende Besprechung der verschiedenen Beweise in dem Artikel
nLes fonctions rationelles (Netto-Le Vavasseur) der Encycl.
“des sc. math. 1, vol. 2, 189.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt: Jede gamze
rationale Funktion g(z) = aye" + a,z"~* + -+ -+ a, (ay= 0)
lipt sich in ein Produkt ay(z — ey)(z2 — ) ... (2 — @,) zer-
legen. Die Grifen o, o, ..., o, und auch nur sie allein sind
die Wurzeln der Gleichung g(z) = 0.

Die GroBen e, o, ..., ®, brauchen nicht simtlich von-
einander verschieden zu sein; um den Satz aussprechen zu
kénnen, daB eine jede Gleichung n'™ Grades soviel Wurzeln
besitzt, wie ihr Grad angibt, ist der Begriff der mehrfachen
Wurzeln einzufithren.  Tritt unter den Groflen o, o, ..., @,
die GroBe o genau ry-fach, o, genau r,-fach usw., o, genaun
ri-fach aof und ist »y 4+ ry + .-+ #,=n, so heiBt « eine
ry-fache, «, eine ry-fache, . . ., o, eine r,-fache Wurzel der Glei-
chung g(2) = 0.

Ist die Grife « eime r-fache Wurzel der Gleichung g(2) =0,
so ist g(z) durch (2 — o) und keine hihere Potenz von z — «
als die r-te ohme Rest teilbar.

Die Grife a ist dann und nur dann eine r-fache Wurzel
von g(z) =0, wenn « die gance rationale Funktion g(z) samt
ilren ersten r — 1 Abgeleitclen, hingegen mnicht mehr g7 (2)
annulliert (Huddesche Regel vgl. oben S. 251).

Die erste Abgeleitete der gamzen Fumktion

e 9(2) = age" + a,2" "' + a:"" 2 4+ + a,

9 (2) =nagz2" '+ (n — 1)a, 2"+ (n — 2)age® 3+ -+ - +
=E 20 oo -taa. .
(Vgl. Differentialrechnung.) Die k' Abgeleitete einer Funktion
9(z) ist die erste Abgeleitete der (& — 1)*" Abgeleiteten.
Eine Gleichung g(z) = 0 hat ‘dann und nur dann keine
mehrfachen Wurzeln, wenn die Funktion g(z) und ihre erste Ab-
geleitete g'(2) teilerfremd sind. Ist D, (z) der gripte gemeinsame
Teiler von g(2) und g'(2), so ist jg%) = G,(2) eine ganze Funktion.
1
Die Gleichung G(z) = 0 hat nur einfache Wurzeln und wird
durch simtliche Wurzeln von g(z) = O befriedigt.
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262 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Der groBte gemeinsame Teiler der ganzen Funktion D,(2)
und ihrer ersten Abgeleiteten D,’(2) sei mit D, ,(2) bezeichnet.
Man bilde aus D,(2) die Funktion D,(2), dann D,(z) usw.
Dic Gleichung g(2) = 0 hat dann und nur damn i-facke, aber
keine (i + 1)-fachen Wurzeln, wenn D, eine Konstante wird und
zwar die erste auftretende Konstante ist. Die Gleichung D;(z) =0
wird n#mlich nur durch mindestens (i + 1)-fache Wurzeln der
Gleichung g(2) = O befriedigt, und jede tritt in einer um i
niedrigeren Multiplizitiit als bei der Gleichung g(2) = 0 auf.

Bildet man die ganzen, nur scheinbar gebrochenen. Funktionen

9(2) D, (2) D,(2)

D, — 61(2); D) — G2(2); D,6) Gy(2), . . s
s0 haben similiche Gleichungen G4(2) =0, G4(2) =0, G4(2) =0, ...
nur einfache Wurzeln und keine anderen Wurzeln als solche der
Gleichung g(2) =0, und zwar wird G(z) =0 durch alle Wurzeln
der Gleichung g(2) = O erfiillt, G4(2) = O durch alle mindestens
zweifachen, Gy(2) — O durch alle mindestens dreifachen usw.

Hat eine Gleichung g(z) = 0 mit reellen Kocffizienten die
imagindre Grife o + i zur r-fachen Wurzel, so ist auch die
konjugiert imagindre Griffe « — iff eine r-fache Wurzel der
Gleichung g(z) = 0.

§ 4. Partialbruchzerlegung einer gebrochenen rationalen
Funktion.
Jede nicht echt gebrochene Funktion g((% 1Bt sich als
Summe einer ganzen Funktion G,(2) und einer echt gebrochenen
Funktion g% darstellen (vgl. S. 258).

R(2)
Ist ?(z—)'

niedrigeren Grades als g(z), und hat g(2) die Form
9(@) =(—a)r(z—og)*... (2 — &),

echt gebrochen, also R(z) cine ganze Funktion

so dap o, oy, ..., & beaw. 1y~ 1o, . .., ry-fache Wurzeln von
9(2) = O bedeuten, so wird
R() _ 4, 4, _An
96 "= T a—ayt T PR
B, B, x
(E—a): ' (2— ag)ra—t g S 7 o, i
K. K, K-,

(z—;k)n? ¢ (e — a)i—1 & bl z—a,f
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§ 4. Partialbruchzerleging einer gebrochenen ration. Funktion. 263

lgerber sd. ASVAS ., A, B By v By SR KE K,k
eindeutig bestimmite Konstanten. Die Grifien A werden durch
die folgenden Rekursionsformeln gefunden, bei denen die in
Klammern stchenden oberen Indices Abgeleitete bedeuten (vgl.
Differentialrechnung):

() (e
4, 'gTE‘L) = R("ﬁ)’

(ry + 1)! =
g1+ 9 () e R"(a,)
1 L 1.2

A2 _g(r;i Sal_) 33 A1 gt () nE R (o)

g (ery) g+ 1 (ey)

4, ! + 4, (ry +1)! + 4

Da o eine r,-fache Wurzel wvon g(2) =0 ist, wird
9" () 0. Analoge Formeln gelten fir die Grifen B,
B,, ..., B,, usw. Eine derartige Zerlegung bezeichnet man als
eine Zerlegung einer gebrochenen rationalen Fumlktion in Partial-
briiche; sie ist fiir die Integralrechnung besonders wichtig.
Leibniz und Johann Bernoulli haben sich bereits 1702 und
1703 mit ihr zuerst fiir 7, =ry =...=1r, =1, dann fiir be-
liebige 7y, 7y, ..., 7, beschiftigt (vgl. M. Cantors Vorl. iiber
Geschichte der Math. 3, 272).

Fir r, =7y =---=r7r,=1 erhilt man die einfachen
R(ey) R (ay) R (o) :

7o)’ 5= gt =i, Hiasmn
gibt sich die sogenannte Lagrangesche Interpolationsformel (La-
grange, Legons clémentaires (1795), (Buvres 7, 285, frither bei
Waring, Phil. Trans. 69 (1779), vgl. Braunmiihl, Bibl. math.
(3) 2, 95 (1901)): Eine ganze rationale Funktion R(z), die

hichstens vom Grad k — 1 ist wnd fiir die k untereinander ver-

Formeln 4, =

schiedenen Werte a, &y, . . ., o, die k vorgegebenen Werte u,—R(a,),

Uy = R(ey), . . ., u, — R(a,) annimmt, hat den Wert:

By 96) gwl s ﬂ@, :
&) =Gy gy T e T T M w g

hierbei ist
9@)=(—e)(z—a) - (e — o),
9’("‘1) e (“i =2 “1)(“; — o) (_ 1(";; = :;i—l)(ai KT “{+1) 2oy (“i Tk “k)

Es gibt nur eine solche Funktion R(z).
In innigstem Zusammenhang mit der Lagrangeschen
Interpolationsformel stehen die Eulerschen Formeln (Euler,
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264 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Institutiones calculi integralis (1769) vol. 2, § 1169 und 1170):
Hat die Gleichung g(2) = O lauter verschiedene Wurzeln o,
Ogy ey @y, 80 9St:

o & e Vil +...+L"m =0 (m=0,1,2,...,n-2),
9() ' g(e) 9'(e,)

MR L R S

ACH e 9 (a3) itaer g(e) 9’

wenn g, der Koeffizient der hichsten Potenz von z in g(z) ist.
Hieraus folgt: Fiir jede ganze rationale Funmktion R(2), deren
Grad wm wenigstens zwei Einheiten niedriger als der von g(2)
ist, besteht, wenm ¢(2) =0 lauter verschiedene Wurzeln ay,
g, . . ., 0, besitet, die Gleichung:

R(ay) | R(ey)
9'(e) g (o)

v Blew)
¢ + 9'(e,)

+

Sind g,(z), 9,(2), ..., 9,(2) ganze Funktionen von z, von
R(2)

denen je zwei relativ prim sind, ist 7Y eine echt gebrochene

Funktion und g(2) = g,(2)295(2) . .. g,(2)%, so Dbestcht die
Gleichung :

B _ 4, A, ooy An
1@ —gon Taert T T aw
B, B ey Bn
s i T g
o oo By IHS s T
g i ar@x 1 Fo

hierbei sind Ay, Ay, ..., A, eindeutig bestimmte ganze Funktionen
von z, deren Grad miedriger als g,(2) ist, By, By, ..., B, en-
deutig bestimmte ganze Funktionen von z, deren Grad niedriger
als go(2) ist, usw., schlieflich K, K, ..., K, eindeutig bestimmte
gamze Funktionen, deren Grad nicdriger als g,(z) ist.

Der erste Satz dieses Paragraphen ist nur ein Spezialfall
der zuletzt angegebenen Formel. Ferner ergibt sich aus ihr:
Ist g(2) = (az® + bz + ¢)gy(2) und sind gy(2) und az®+bs+c
relativ prim, so hat man, wenn R(z) von niedrigerem Grad als
9(2) ist, die Zerlegung:
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§ 5. Symmetrische Funktionen der Gleichungswurzeln. 265

R _ Az+B, 4,2+ B,
g(2) (atz’-{-bz-[—c)’l + (az*+ bz + c)y+1 Ry
Arlz + .Brl FKZ) .
+az’+bz+c+g ON
hierbei ist F(2) wvon niedrigerem Grad als gy(2), die Gropep
A und B bedeuten Konstante.
Jede ganze Funktion g(2) mit reellen Koeffizienten 1Gpt sich
m ein Produlkt von reellen Fakloren ersten Grades gz — « und
aweiten Grades az? -+ bz + ¢ zerlegen. Hieraus folgt auf Grund
des voraufgegangenen Satzes: Haben in der echt gebrochenen

Funktion R(Lz)) die gamzen Funktionen R(z) und g(2) recle
Koeffizicnten, so ldpt sich ,% als eine Summe eZementarer Briiche
der Form — 4 und Lk L

(e—a)? @ Fbct o darstellen, wobei A, B, C,

« a, b, ¢ lautrr reelle Grifen sind. Diese Zerlegung ist fiir
die Integralrechnung wichtig.

§ 5. Symmetrische Funktionen der Gleichungswurzeln.

Hat man die Gleichung ayz" + a,¢"~* + - - - + a, = 0 mit
den n Wurzeln oy, o, . .., «,, so dricken sich die symmetrischen

Grundfunktionen der Wurzeln durch die Gleichungskoeffizienten
in der Form aus (vgl. fir das Folgende S. 219):

a
=t o+t = al
(]
5 a
Sﬁ=2°‘1"‘2= ’f‘;’,
0
ay
S =2"‘1"‘s"‘3= '—‘z’
a
S,=a;. ag...0, = (— 1)"4-
Ay

(Vieta (1615), Girard (1629), vgl. 8. 250.)
Jede gamze symmetrische Funlktion der Gleichungswurzeln
o, O, ..., 0, mit ganzzahligen Koeffizienten ist auf eine wnd
auch nur auf eine W’eise als ganze ganzzahlige Funmktion der
a4 G

Quotienten " darstcllbar Jede typische symmetri-

sche  Funition (”1: vg, LNy v,,) (vgl. 8. 218) der Gleichungs-
wurzeln oy, ag, ..., o, wird duwrch Multiplikation mit a,, je-
ATE AA \YC ZNY
% ¥ Wais '_a‘w%lw

WWW. r@lﬁ%org‘pln GHOWeE

T WAL



266 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

doch keiner niedrigeren als der v,*" Potenz von a,, eine gamze
homogene Funktion der Grifen ay, a, ..., a,, also eine Summe
von Gliedern der Form agoatray’ . ..at n, mit ganzeahligen
Zahlenkoeffizienten vom Grad vy; es ist also Ay 424, 4+ 41, =,
(Folge des Waringschen Resultates auf 8. 219, vgl. Sylvester,
Coll. math. papers 1, 595).

Hat man ein Glied Zj3,...2,8"ama," ... a%, wobei
Z3,4, . ..2, €inen bloBen Zahlenkoeffizienten bedeutet, so bezeichnet
man A + 24y + 3434 - - - 4 nk, als das Gewicht des Gliedes.
Hat man eine Funktion, die aus einer Summe von Gliedern der
Form Z;;,...2,8,°a, ay* ... a,’n besteht, und haben alle Glie-
der das niamliche Gewicht 4, 4+ 224, + 3334 -4 nk,, so
heiBt der Ausdruck isobar.

Jede typische symmetrische Funktion (vy, vy, ..., v,) der
Gleichungswurzeln st nach DMultiplikation mit a, als ganze
homogene isobare Funmktion der Gleichungskoeffizienten a,, a,
g, ...y @, vom Gewicht v + vy + - -+, ausdriickbar (Cayley,
Coll. math. papers 2, 418).

Die ganzen Potenzen s, = (v, 0, 0,...,0) = o" + o" +
+ -+, der Gleichungswurzeln lassen sich in rekurrenter
Weise durch die Gleichungskoeffizienten wmittelst der Newtonschen
Formeln (Newton, Arithmetica universalis (1707)) bestimmen :

a,8; + a, =0,
aySy + a8 + 2a, =0,
aoss + (1132 + a231 =t 3a3 =0,

oS, +a1n1+a2”2+ +na—0
G8ustt MSppi1 T BSypst - -+ a,8=0 @G=013.)
Eine explizite Darstellung der Potenzsummen s, geben
die Waringschen Formeln (vgl. S. 219, vorletzte Zeile):
ek A b +1—1) 4 ay\ %2 an\n
Xt b A0k e
das Summenzeichen ist iiber alle ganzen positiven Zahlen ein-
schlieflich O zu erstrecken, die der Gleichung A, 4 24, + 345 +

+ -:-+nk, = v geniigen.
Die Gleichungskoeffizienten driicken sich durch die Potenz-
summen § in der Form:

(— phthtth gy\d mgd gl
Tt A TR ko AE R

35 s=y
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§ 5. Symmetrische Funktionen der Gleichungswurzeln. 267

aus; hierbei ist das Summenzeichen iiber alle ganzen positiven
Zahlen einschlieBlich O zu erstrecken, die der Gleichung

A+2+38+--+vi, =

geniigen.
In Determinantenform erhilt man:
s G . (SRR o ST ‘[
0 S T G
A Oe, =gl o7 Za
Sy—1 5-2 5,3 5 v—1|
U AT T RS ST j

In Verallgemeinerung der Potenzsummen s, kann man die
symmetrische Funktion

29’(“1) = o(y) + p(og) + -+ 9 (e,)

betrachten, wobei ¢(2) irgendeine ganze rationale Funktion

von z bedeutet und e, o, ..., ¢, die Wurzeln der vorgelegten
Gleichung f(z) =0 des n*® Grades sind. Y o(e,) ist der
f(

Koeffizient von z~! bei der Entwicklung f(j)) ®(2) nach fallenden

Potenzen von 2, wobei f'(z) die erste Abgeleitete von f(2) ist.
(Cauchy, Exercices de math. 1 (1826), Euvres (2) 6, 401.)
Wie ff;(%)qy(z) eine erzeugende Funktion fiir die symmetrische
Funktion 3} ¢(e,) ist, haben Borchardt, Monatsh. d. Berl.
Akad. (1855), 165, Ges. Werke, Berlin 1888, S. 99 und
Kronecker, Monatsh. d. Berl. Akad. (1880), 936 die typischen
symmetrischen Funktionen der Gleichungswurzeln als Entwick-
lungskoeffizienten einer erzeugenden Funktion dargestellt.

Die symmetrischen Funktionen geniigen gewissen partiellen
Differentialgleichungen; vgl. Fah di Bruno, Bindre Formen,
Leipzig 1881, 8. 18, Netto, Algebra 1, 133.

Tabellen, welche alle symmetrischen Funktionen der Wurzeln
bis zum zehnten Grade fiir eine beliebige algebraische Gleichung
enthalten, findet man bereits in Meyer Hirschs Sammlung von
Beispielen, Formeln u. Aufgaben aus der Buchstabenrechnung wu.
Algebra (1804), des weiteren bei Cayley, Coll. math. papers 2,
417 (ebenda in den Notes, S. 602 zahlreiche Literatur), Fah
((li Bruno, Bindre Formen, S.302, Kostka, Math.-Ver. 16, 429
1907).
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268 Kapitel IV. Algel raische Gleichungen.

§ 6. Resultante und Diskriminante.
Zwei Gleichungen:
fle) =aye™ + a2~ + age™ 2+ -+ - 4 a, =0,

9(8) =bye" + b e" " "t 4.+ D, =0
haben dann und nur dann wenigstens eine gemeinsame Wurzel,
wenn eine gewisse ganze rationale Funktion der Koeffizienten,
welche die Resultante der zwei Gleichungen heiBt, verschwindet.
Da die charakteristische Bedingung fiir das Vorhandensein einer
gemeinsamen Wurzel von f(2) =0 und g(¢) = 0 die Existenz
eines gemeinsamen Teilers von f(z) und g(2) ist, kann man
auch sagen: Das Verschwinden der Resultante ist dic notwendige
wnd hinreichende Bedingung dafiir, daf f(z) und g(2) einen ge-
meinsamen Teiler besitzen. Auf Grund der letzten Aussage
kann man die Resultante auch ohne Voraussetzung der Wurzel-
existenz definieren und beim Beweise des Fundamentalsatzes der
Algebra verwerten. Vgl. den GauB-Gordanschen Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra (GauB, Zweiter Beweis des
Fundamentalsaizes, Gordan, Math. Ann. 10, 572 (1876), Vorl.
iiber Invariantentheorie, 1, 166).

Die Resultante E, 1iBt sich aus einem System von m +n
linearen homogenen éleichungen als Determinante (m -+ n)*"
Grades finden, nimlich

Goi By Gg ..o Gy O 013040 o5
OB Mg sig e gt @ 1100 50
0 0 a...a,_ 5 a,_ 4 a,...0 | n Zeilen
BT e o e e S a, |
!
e it bt sevilin B 100, 0 0.1
(Y R R 8 0
L o m Zeilen
Q= OREQRBRIAT 3555 o Shfmaches b, |

Die fraglichen linearen Gleichungen ergeben sich

a) durch das Verfahren von Euler (Introductio in analysin
infinitorum, Lausanne 1748, t. 2, Cap. 19, p. 265), das iibrigens
schon auf Leibniz (Ges. Werke, herausg. von Pertz, 3. Folge:
Math., herausg. von Gerhardt, Halle 1863, Bd. 7, S. 6)
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§ 6. Resultante und Diskriminante. 269

zuriickgeht. Man stellt die Bedingung dafiir auf, daB zwei
ganze Funktionen F(z) und G(2) vom Grade <m — 1 bezw.
< n — 1 existieren und fG + gF identisch verschwindet (vgl.
S. 259). Eine Transposition der sich ergebenden linearen homo-
genen Gleichungen fiihrt zu dem linearen homogenen System mit
der Determinante R, ;

b) durch die von Sylvester sogenannte dialytische Methode.
Diese eliminiert 1, 2, 2% ..., 2"*™~! aus den Gleichungen
f(z) =0, 2f(z) = 0 2Af(e)=0,...,22"1f(2) =0, g(2) =0,
29 (2) = 0 = lq(z) 0 (Sylvester, Phil. Mayg. 16
(1840), Cambr Math. Journ. 2 (1841), Coll. math. papers 1, 54,
61, vgl. die Wiirdigung Sylvesters durch Noether, Mat/z.
Ann. 50, 136 (1898)).

Die Resultante R, st eine ganze rationale Funktion

n*" Grades der Koefﬁzzenten Ay Qyy - - -y G, und m* Grades
von by, by, by, ..., b,; sie ist als Funktion der sdmilichen
Grifen ay, a,,...,a,, by, b,...,b, unzerlegbar und ferner

asobar vom Gewicht mn. R, ist lmz’m und homogen aus [ und
g komponierbar, also R, = P+ g@Q, wobei P und Q ganze
Fumktionen sind.

Die Unzerlegbarkeit und die Fihigkeit der linearen homo-
genen  Komposition aus [ und g sind charalteristische Figen-
schaften der Resultante (vgl. S. 273).

Fir die Vertauschung von f und g gilt:

Ry, = (= 1R,

Die Resultante 1iBt sich auch als symmetrische Fumktion
der Gleichungswurzeln auffassen (sogenannte erste Eulersche
Methode, Euler, Histoire de Uacad. de Berlin, année 1748,
234, Cramer, Introduction & Uanalyse des lignes courbes, Genf
1750, 660). Es ist:

= aig(a)g(es) - - . 9(ey),
fg g (‘“ l)m" bg‘f(ﬁl)f(ﬁﬁ) T 'f<ﬁu),
R, = apby (e — By) (e — Bs) - - - (@ — Bn)-
(g — By) (g — Bg) - - - (g — Bo)-

= pl)(am'— 68) R (“m‘_ ﬁn);

hierbei sind a, &, ..., «, die Wurzeln der Gleichung f(2) =0
und By, By, - .-, B, diejenigen von g(z) = 0.
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270 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Die zwei ganzen Funlktionen f(z) und g(z) haben dann und
nur dann einen griften gemeinsamen Teiler, der gemaw vom
k*" Grade ist, wenn R, , R, Ry, ..., B, , verschwinden, hin-
gegen R, von Null verschieden ist. R; entsteht aus R, indem
man die j letzten Zeilen der a, die j letzten Zeilen der b und
die 25 letzten Kolommen streicht (vgl. Fad di Bruno, Bindre
Formen, Leipzig 1881, 8. 57, Scheibner, Leipz. Ber. (1888), 3,
Noether, Liiroth in den Sitzungsb. d. physik.-med. Societit in
Erlangen (1895), Liiroth, Ztschr. f. Math. w. Phys. 40, 247
(1895), Heffter, Math. Ann. b4, 541 (1901)).

Fiar m =»n kann R, in eine Determinante m ™" Grades
zusammengezogen werden, nimlich:

m(m+1)

ng=(" 1) 2 fc“[ (k=0,1,2,...,m—1).

Zu dieser sogen. Bézoutschen Determinante | c;, | gelangt man
durch das abgekiirzte Verfahren von Bézout (Mem. Acad. de
Paris (1764), Jacobi, Journ. f. Math. 15, 101 (1836), Ges.
Werke 3, 295, Cauchy, Ewercices d’analyse (1840), abgedruckt
Nowvelles Annales (2) 15, 385 (1876)). Aus = aye™ +
az" 14 ...+ a, und g =0, + b1 4 ... 4 b, bilde
man sich
bof_ agg = 0,
(boz + b)) — (@92 + a,)g = O,
(Bo2® + byz + by)f — (ag?® + a,2 + ag)g = 0,

(bgz™ 24 b2 4o+ b, ) f—(ag?™*+ a2+ a,_) 9=0.
Die erhaltenen Gleichungen:
Ciozm—l + c,.lz'"" + o+ Cu1=0 (i=0,1,2,...,m~1)

sind séimtlich vom Grade m — 1; durch Elimination von 1, g,
2% ..., 2" ! erhilt man die Determinante |¢;, | (,¥=0,1,2,...,m-1).
Sie ist symmetrisch, und es ist

Co=10i 100 CG1 =090+ diy111,

Ca=0diig0t diya1t Giprsr e CGmo1= Ay
wobei d;; = a,b, — a,b; ist. .

Die GroBen c;, ergeben sich nach Cayley (Jowrn. f. Maith.

53, 366 (1857), Coll. math. papers 4, 38) als Entwicklungs-
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§ 6. Resultante und Diskriminante. 271

f@)g@y) — 9@ f)
y—x
nach ganzen positiven Potenzen von z und y. Es ist
=m-1 k=m-1

(y) —
f(x)yyy)_i(y)y(w) 2 2%90”‘ E=1ym—i-1

Der gefundenen ganzen rationalen Funktion kann man mit
Sylvester (Phil. Transact. (1853), Coll. math. papers 1, 430

koeffizienten der scheinbar gebrochenen Funktion

i=m—1 k=m—-1
u. 545) die quadratische Form > 2(1,,“ der m Variablen
i=0 k=
Yoy tiy o+ oy 84 zuordnen; diese helﬂt die Bwouteante von f und g.

Notwendlg und hmrelchend damit f und g einen groBten
gemeinsamen Divisor genau vom £*® Grade haben, ist das Ver-
schwinden der Determinanten

B OCis - Cuctmoar 2k Copfaivs - Cupvmmitn
2t €011 Cmkmeior
hingegen muB 3’ + o€y ... Cp_j_g, m_z_y von Null ver-
schieden sein. Die Bézoutiante von f und g hat dann genau
den Rang m — k.
Die voraufgehenden Betrachtungen lassen sich auch auf
m > n ausdehnen. Ist

(&)= ape™ + ay 2"~ 4 -+ ay, g() =bp2" + b2 1 +b,,,
so gehe man zuniichst von f(z) und
9(e)=Byz"+ B g™ 4.+ B, 2t b+ b2 +b,
aus und setze dann By=B; =-..--=B, , ;=0 Man
m(m+1)
erhilt R, = (—1) ? ;—5—_—;[0‘,‘|
0

Der Fall, daB f und g verschiedene Grade haben, lifit sich
auch durch Betrachtung von f(z) =0 und 2"~ "g(z) = 0 auf
den Fall gleichen Grades zuriickfiihren. Die erhaltene Resul-
tante ist durch a”~" zu dividieren, um die wahre Resultante
Ry, zu finden.

Will man im Fall m > n bei der Resultantenbildung keine

fremden Faktoren einfithren, sondern die wahre Resultante ng
erhalten, so hat man aus den zwei Funktionen

f(2) = ape™ + g™t 4+ - - - + a,
und 9(2) =" + 02"~ + -+ + b,

(6 k=0,1,...,,m=1).
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272 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

die n Gleichungen zu bilden: fg,_, — gf,_, =0 G=nn-1,.,1),
wobei fi=ayt'+ a2 1+ -+ a, t=m-mm—nt1,..,m-1),
g,=b02'+b12‘_1+"'+b; (t=0,1,3, , o0r.B=1)

ist. Fir m = n gehen sie in die fritheren iiber. Fiir m > n
fige man noch g(2) =0, 2g(e) =0, ..., 2" ""g(2) =0
hinzu. Man hat dann im ganzen m Gleichungen, von denen
jede hochstens vom Grade m — 1 ist und aus denen man 1, z,
e ..., 2" 1 eliminieren kann. Diese Behandlung des Falles
m > n nach der Methode von Bézout, bei der die Determinante
jedoch micht wie im Fall m = » symmetrisch ausfillt, geht auf
Rosenhain, Jowrn. f. Math. 28, 269 (1844) (Gleichungen 81
a. a. 0.) zuriick. Eine eingehende Darstellung bei H. Weber,
Algebra 1, 179.

Sowohl die Resultante als auch die im folgenden zu be-
sprechende Diskriminante gentigen gewissen partiellen Differential-
gleichungen, die Brioschi (Jowrn. f. Math. 53, 372 (1857))
aufgestellt hat. Vgl. die eingehende Behandlung von Noether
in Faa di Bruno, Bindrc Formen, Leipzig 1881, 8. 275. Die
Literatur iiber Resultanten findet man bei Pascal, Determi-
nanten, Leipzig 1900, S. 206, sowie bei E. Netto, Enzyklopddie
d. math. Wiss. 1, 245 (franzosische Bearbeitung von Le Vavas-
seur, Encycl. des sc. math. 1, vol. 2, p. 73 ff.). Vgl. auch das
Kapitel iiber Invariantentheorie.

Die Untersuchung der Resultante zweier ganzer Funktionen
f(z) und g(2) je einer Variablen ist fiir das folgende allgemeinste
Problem aus der Theorie der algebraischen Gleichungen grund-
legend:

Gegeben seien r ganze Fumktionen f, (2, 25, . . ., 2,),
fo(ess 23y - s 2)y - o oy [o(81 23y - - ., 2,) der p Variablen z,
Zgy ..., 25 Man soll entscheiden, ob es Werte 2y, 2y, . . . 2,

gibt, die gleichzeitig alle Gleichungen fy(2y, 23, .. .,2,) =0,
fa(2ys 23y o+ 1 2,) =0, ..., [.(%, %, . . ., 8,) =0 befriedigen, und
man soll, wenn es solche Werte gibt, diese bestimmen. Die Er-
ledigung dieses Problems erfordert auBler rationalen Operationen
blo8 die Behandlung von Gleichungen mit nur einer Unbe-
kannten; es ist also auf den Fall p = 1 reduzierbar.

Sind die r Gleichungen f; =0, f; =0, ..., f, =0 mit-
einander vertriiglich, so heiBt ein Wertsystem, das allen Glei-
chungen gleichzeitig gentigt, eine Wurzel oder eine Ldsung des
Gleichungssystems.
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§ 6. Resiltante und Digkriminante. 273

Satz von Kronecter (Festschrift, Journ. f. Math. 92, 30
(1882), Ges.Werke 2, 280): Der Gesamtinhalt eines beliebigen Systems
von Gleichungen f, (¢, %, - ., 2,) =0, f3(%, 25, . . ., z)—O
SRS , gy, .20 8,)=0 kann vollstandzg durch e Sy-
stem won hichstens p — 1 Gleichungen @, (2, 2y, - . ., 2,) = 0,
P82, ..., 2)=0,...9,..(4,%, ...,2)=0 ersetet wer-
den, so dap jede Lisuny des f-Systems eine solche des @-Systems
ist und wmgekehrt. Fiir das Resultat, dafl unter Umstiinden tat-
sidchlich p + 1 Gleichungen erforderlich sind, vgl. das von
Vahlen, Journ. {. Math. 108, 346 (1891) gegebene Beispiel
einer algebraischen Raumkurve unseres Rj, die nur als Durch-
schnitt von vier Flichen darstellbar ist.

Hat man p + 1 allgemeine Gleichungen

@1(21s 23y o2 25) = 0y @3(2y, 25y .. -5 2,) = 0,. . .,
Pps1(Z1y 23y -0y 2) =0

von den Graden my, my, ..., m, , mit Koeffizienten a, so gibt
es eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten a, die sog.
Resultante R(a) des Gleichungssystems, die bis auf einen nume-
rischen Faltor durch folgende zwei FEigenschaften eimdeutig be-
stimmt ist: erstens R(a) ist eine ganze rationale unzerlegbare Form
der a, zweitens R(a) komponiert sich linear und homogen aus
P1r P2y - - 1‘7’p+1$ albo R(a) Pop,+ Ppg+--- + P, 2+1Pp+10
wobei P, P, .. +1 _ganze Funktionen von z,, 2, ..., 2,

sind, Die Resultante f&((a) enthiilt das Glied aX a"”x azlf:-p“,

p+1 und ay

wobei JI.=~‘—‘. G=12...,041), M=mmy...m
G=12...,p) der Koeffizient von 2™ in @;(2;, 2,--., %), @y 1,541
das konstante Glied in (pp“(zl, Egy - < 2 %p) 1st legt man dem
Glied alialt . a;’f “ ; 4+, den Koeffizienten + 1 bei, so ist die
Resultante R(a) eindeutig bestimmt.

Die Resultante R(a) ist eine homogene Funktion M" Grades

der Koeffizientenreihe a wvon ¢;, also eine homogene Funktion

t=p+1
( N M,.)“"‘ Grades aller Koeffizienten a. Die Resultante R(a)
i=1
ist eine isobare Fumltion des Gewichtes M, dabei ist als Ge=
wicht eines jeden Koeffizienten a aus ¢, die Zahl m; —s zu

nehmen, wobei s die Summe aller Exponenten VO £y, Zgye.ey Zp
bedeutet mit denen das betreffende @ in der Funktion ¢, multi-
pliziert ist.

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 18
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274 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Aus dem Theorem iiber das Gewicht ergibt sich der Satz
von Bézout (Théorie des équations algébriques, Paris 1779):
Sind p + 1 allgemeine Gleichungen @, (2, 23, - - -,2,,,) =0,
%(zuiz, i ')zp+1) =0,.., (pp-}-l(‘zl’zﬂ, s '7zp+l) =0 mit p+1
Unbekannten von den Graden my bezw. my, . .., m, . gegeben,
so haben sie my - my - - - my,  Lisungen.

Als Literatur iiber die hier nur kurz angeschnittenen
Fragen vgl: Kronecker, Fesischrift, Jowrn. f. Math. 92, 1
(1882), Ges. Werke 2, 237, Mertens, Sitzungsb. der Wiener
Akad. 93, Abt. 2, 527 (1886), 108, Abt. 2a, 1173 u. 1344
(1899), Macaulay, Proc. Lond. M. S. 35, 3 (1903), Netto,
Algebra 2, 1—203, sowie besonders Julius Konig, Einleitung
i die allgemeine Theorie der algebraischen Grifen, Leipzig 1903.

Bildet man von einer ganzen Funktion
f(&) =ay™ 4+ a ™1 +---+a,
und ihrer ersten Abgeleiteten
f'(2) = mage™=* + (m — l)alz’"‘g/—i— R

die Resultante

0B ki a, il 0 A g

LI a, A S 0 ool o —1 24
"~ )50 0 R S e T e e a,, ;

ma, (m—1)a, (m—2)ay...a,_, 0 a0

0 ma, (m—1)6,...26,_3 Gu_z -++0 % oih g

6 0 () DR Sae ) D PIRARIIO B s Ay ()

so ist diese offenbar durch g, teilbar. D = a—(—- 1) * R,

0
heiBt nach Sylvester (Phil. Mag. 2 (1851), 406, Coll. math.
papers 1, 280) die Diskriminante der algebraischen Gleichung
f(z) = 0. GauB (Ges. Werke 3, 38) wendet hierfiir die Be-
zeichnung ,,Determinante von f(2)* an.
Hat f(2) = 0 die m Wurzeln o, &, ..., @,, 50 ist:
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§ 6. Resultante und Diskriminante. 275

m(m—1)

D=(=1) * a"2f (a)f () ... (en),

O L R R

]

o Tama LR o L

2 2 ek

D = gim-2| ® O s it
0 . \

)

R DR e

L7s 2
= a2 Dfiohn @i o b

wobei A(ey, o, . . ., @,) das Differenzenprodukt der Gleichungs-
wurzeln bedeutet (vgl. S. 68 unten und 69 oben).

Setzt man s, = o} + o) 4 - - - + «,, ist also s, die Summe
der v'*" Potenzen der Gleichungswurzeln, so wird D durch eine
rekurrierende Determinante (vgl. S. 67) gegeben:

CIRRRT Yy Wy A i

_D=.agm‘“2 Sy 38"'Sm+1 |-

m—1 sm < Som_2 '

8

Die Diskriminamte D ist eine ganze homogene Funktion der
Gleichungskoeffizientenn ay, ay, . . ., a, vom Grade 2m — 2; sie
ist eine unzerlegbare Funktion der Koeffizienten, wnd ferner ist
sie in ihnen isobar viom Gewicht m(m — 1). Das Verschwinden
der Diskriminante ist die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, da dic Gleichung f(z) = O wenigstens zwei gleiche Wurzeln
besitet.

Sei D, die rekurrierende Determinante:

g0l &1 9y =1
Suyiafs Sy
. . b
B B, i e
so gilt folgender Satz: Die Gleichung f(z) = 0 hat dann und

18*
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276 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

nur dann genaw k untereimander verschiedene Wurzeln, wenn die

Determinamten Dy, Dy.s, ..., D, = verschwinden,

aZm—2
hingegen D, von Null verschieden ist. (Bm?chardt, Journ. de
math. 12 (1847), Ges. Werke, Berlin 1888, S. 24, L. Baur,
Math. Ann. 50, 241 (1898).)

Bei einer Gleichung mit reellen Koeffizienten ohne mehr-
fache Wurzeln besitzt die Diskriminante positives oder negatives
Vorzeichen, je nachdem die Gleichung eine gerade oder ungerade
Anzahl von Paaren konjugiert imaginiirer Wurzeln hat. (A. Brill,
Math. Ann. 12, 87 (1877).)

Deutet man bei einer Gleichung mit reellen Koeffizienten
gy Gy, - . -, @, diese als homogene Koordinaten im R, so heiBt
D(ay, a, ..., a,) =0 die Diskriminantenfliche. ~Der Name
stammt von Kronecker, Monatsh. d. Berl. Akad. (1878),
120, Ges. Werke 2, 68. Vgl. ferner Hilbert, Math. Ann. 30,
437 (1887).

Ebenso wie die Resultante ist auch die Diskriminante auf
Gleichungssysteme erweitert worden. Vgl. die bei der Resultante
von Gleichungssystemen zitierte Literatur auf S. 274.

§ 7. Transformation einer Gleichung. Tschirnhausen-
transformation. Mit der Tschirnhausentransformation zu-
sammenhéngende Normalformen. Funktionen mehrerer
Wurzeln. Gleichung der quadrierten Wurzeldifferenzen.

Ersetzt man in der Gleichung
f(2) = age" + ay" ' 4 ag" 2+ -+ a,=0

mit den Wurzeln o, o, ..., @, die GroBe z durch ¢ 4 %, so
hat die neue Gleichung »*" Grades in {:

tnf(n) (h) " 1f(" -1) (h)
L

die » Wurzeln o« — b, &y —h,...,a, —h. Hierbei bedeutet
fO(n) die i'® Abgeleitete von f(h) = agh" + a,h"~* +--- + a,.

Wahlt man fiir h cinen derartigen Wert, daf
0w

BTy = nayh + a,

verschwindet, also h = %:‘, so fehlt der Gleichung in t ihr
0
aweites Glied.
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Die Transformation ¢ = 2z — & ist nur ein Spezialfall der
sog. T'schirnhausentransformation (vgl. 8. 252). Unter dieser
versteht man folgendes: ¢ sei eine ganze rationale Funktion von z:

' =9(e) =py + 22+ P32 + -+ p, 481
Man soll die Gleichung in t aufstellen, welche die Wurzeln
t, =), tt=9(a), ..., t, = o(e,) besitzt, wenn f(2) =
@ + a, 2"~ + -+ - +-a, =0 die Wurzeln o, oy, . . ., o, hat.')
Die GroBen ¢, = g(w;) (=1,2..,7) geniigen der Gleichung
D) = (— )t —18)... (— 1) =
=04 G P g, = 0.

Die GroBen ¢, (=1,%..,n) sind ganze homogene Funktionen

™ Grades von pg, Py, .- . P,_1, deren Koeffizienten ganze
Funktionen von Z—‘ ! Zl, L g” sind. Die Gleichung @(f) =0
0

heiBt eine Tschirnkausenresolvente von. f (¢) = 0. Man kann
4y qgy - - -y ¢, auf folgende Weise finden: Man bilde sich durch
sukzessive Potenzierung die Gleichungskette:

t=py+ 12+ 0+ + P, 18"
2 =pol+171,5 +1’2'Z2 S +_p7’._1zn_1,
B=p +9 2+0,""+---+p,_ &7,

n =p$)n—1) 4 p(ln—l)z +p§n—l)z2 + L Eey +p§'n_—ll)zn—l’
wobei die hoheren als »' Potenzen von z mit Hilfe der
Gleichung f(2)=0 beseitigt sind. Setzt man o, =¢{ 4t +--- 4t
und §; = of +af 4 - S T G

0; = np§~ Y +p(1l‘1)31 + p§7 ek 1 pEERaS
(B =1y By ey W)
Aus den Potenzsummen o, 6,,...,06, lassen sich die Koeffi-
zienten ¢, ¢y, . . ., 4, der Gleichung @(¢) = O bestimmen. (Vgl
S. 266.) Die Gleichung @(f) = 0 ist das Eliminationsresultat
von z aus f(2)=0 und ¢— @(2)=0. Sind ¢, &,..., 1,

1) Die Aufstellung einer Gleichung fiir ¢(e;), wobei @(e,) voraus-
setzungsgemi eine ganze rationale Funktion von «,, die hSchstens
vom Grade m — 1 ist, bedeutet, involviert keine Beschrinkung; denn
man kann jede ganze oder gebrochene rationale Funktion einer
Wurzel «, der Gleichung f(2) =0 in eine ganze rationale Funktion
von «, verwandeln, die hichstens vom Grade n — 1 ist.

www.rcin.org.pl



2178 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

untereinander verschieden, so ergeben sich die zugehdrigen
@, O,..., e, aus linearen Gleichungen. Ist ¢ = @(¢) =

@(ag) =+ = @(q,), also ¢, eine e-fache Wurzel von @(t)=
so haben die zwei Gleichungen f(2) =0 und ¢ — ¢(2) =0
die ¢ Wurzeln o, o, ..., gemeinsam, die man demnach aus

einer Gleichung ¢*® Grades finden kann. Hat f(z) = 0 lauter
verschiedene Wurzeln, so muB ¢ < n sein. Hieraus folgt: Kann
man eine Tschirnhausenresolvente @(t) = 0 wvon f(2) = 0 auf-
losen, so ist f(2) = O hierdurch entweder vollstindig gelist oder
seine Behandlung auf Gleichungen niedrigeren Grades zuriick-
gefiilnrt.

Durch geeignete Wahl der GréBen py, py, ... »,_, kann
man aus f(z) =0 eine Tschirnhausenresolvente @ (t) =0 wvon
einfacherer Strulktur als f(z) = O ableiten.

Setzt man bei der Gleichung dritten Grades

ay?® + a, 2 + a3z + a3 =0

t =py+ 97 + p;2° und wihlt das Verhsltnis p,: p, : p, aus
den zwei Gleichungen ¢; = 0, ¢, = O, von denen die erste
linear, die zweite quadratisch ist, so erhdlt man als Tschirn-
hausenresolvente die reine Gleichung ¢ + ¢, = O.

Die Gleichung vierten Grades

ay2* + a,2* + a,2® + azz + a, = 0

wird durch die Tschirnhausentransformation: t=py+p,z-+py 22+ ps2°
geldst, indem man p,, p,, py, ps derartig bestimmt, daB die zwei
Gleichungen ¢, = 0 und g; =0 vom ersten und dritten Grade be-
stehen. Die Tschirnhausenresolvente #* + g,¢* + g, = 0 ist dann
durch Quadratwurzeln lésbar.

Fir die allgemeinen Gleichungen hoheren als vierten
Grades kann die Tschirnhausentransformation keine Auflsungs-
methoden, sondern nur Normalformen liefern. Bestimmt man in
t=py+p2+pe°+---+p,_12""" die Groen p so, daB
die Gleichungen ¢, = 0 und ¢, = O vom ersten und zweiten
Grade bestehen, so erfordert dies auBer rationalen Operationen
nur das Ziehen einer Quadratwurzel. Die alsdann aus

z"+a1z”_1+..-+an=0
hervorgehende Gleichung

£ Lt gttt o =i
heiBt eine Hauplgleichung. Als Hauptgleichung bezeichnet man
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jede Gleichung »*" Grades, in der keine Glieder mit der
n—1)*" und (n — 2)*" Potenz der Unbekannten auftreten.
gKlexn Tkosaeder, 8. 142.)

Wiihlt man die GroBen p derartig, daBl gleichzeitig die drei
Gleichungen ersten, zweiten und dritten Grades ¢, = 0, g, = 0,
g3 = O bestehen, so fiihrt dies auf eine Gleichung sechsten
Grades. Durch geeignete Verfiigung tiber die p kann diese
Gleichung sechsten Grades mit Hilfe von Quadratwurzeln auf
eine kubische Gleichung zuriickgefithrt werden. Im besonderen
liBt sich jede Gleichung fiinften Grades durch Ziehen von
Quadratwurzeln und Auflisung einer kubischen Gleichung in die
sog. Bring-Jerrardsche Normalform t° + q,t + g5 = O bringen.
Setzt man t=u1/q4, so erhiilt man eine Normalform #®—u—A4=0
mit nur einem Parameter. (Vgl. S. 254, sowie die Darstellung
bei Weber, Algebra 1, 260, ferner Rahts, Math. Ann. 28,
34 (1887).) l

Hat man eine Gleichung »'™ Grades

ay + a4 a, =0

und wiihlt:
Py = GgUy + Gyty + Ggttg + -+ -+ @,y Uy,
D1 Gyty + gty + -+ By _g%,,
Py = Gottg + + -+ + U —3Uns
L1 T Aty
wobei u;, g, ..., u, Unbestimmte sind, so geht

t=py+ D2 +p5°+ -+ p, 18"}
iiber in
t = aguy + (@2 + ay)uy + (42" + 4,2 + ag)ug + - - - +
+ (age"+ ayg" - - @, _y)u,
und stellt, da @, = O ist, die allgemeinste ganze Funktion
(n — 1) Grades von z dar. Der Koeffizient von w; ist der

f(u) f(z

Faktor von #"~% in der Entwicklung von ————-" nach ganzen

positiven Potenzen von w. Bildet man sich dle ga.nze Funktion
von u:

o) — @) _ () == Fy (2) 4w Fy () + o+ Fy_y (2),

uU—2z
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280 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

wobei f“(u) die erste Abgeleitete von f(u) ist, und wihlt
t=uFo(2) + ug Fy(2) + -+ -+ u,F,_5(2), so sind die Koeffi-
zienten der Tschirnhausenresolvente @(f) = 0 simultane In-
varianten der zwei Funktionen f(z) und

G(z) i ol (” = 2)u3z + (n;?)u4z2 — e u gt

(Hermite, C. R. 46, 961 (1858), (Fuvres 2, 30, vgl. Weber,
Algebra 1, 240.)

Die sich nur auf eine einzige Gleichungswurzel beziehende
Tschirnhausentransformation 18t sich auf Funktionen mehrerer
Gleichungswurzeln ausdehnen: (e, @y, ... «,) sei irgendeine
ganze rationale Funktion der Wurzeln «, a,... «, der Glei-
chung f(z) =aye" +a,2" "'+ +a,=0. Ist p(z,, z,...,,)
eine g-wertige Funktion (vgl. 8. 217) der Grifen w,, zy, .. .,
und sind @ = @@y, Ty, .. T)y Pa(@y; Ty, - ..y @), <oy
9’9("’1’ Ty, ..., x,) die @ mit @ konjugierten Funktionen, so sind
SRR NIRRT W R €I Rl TR tpg(al, G s (25
die o Wurzeln der Gleichung:

OA) =Ct— o)t —95)...(t— @) =
=10 + g 10~ & gyi¢~? 4 .- 9, = 0.

Die Gripen ¢, gg, .- ., q, sind als symmetrische Funktionen

der Gleichungswurgeln von f(z) = 0 ganze rationale Funktionen
von Z‘ £ g%, 53, 428 :—:ﬂ- Die Gleichung @(#) = O heiBt eine trams-
(]

formierte bleichun;, auch Resolvente von f(z) = 0. FKine auf
die anmgegebene Weise abgeleitete transformierte Gleichung kann
bei eimer Gleichung f(2) = 0 wvon hiherem als wvierten Grade,
aufer wenn @, symmetrisch oder zweiwertig ist, wicht niedriger
als n*" Grades sein. (Fiir die Gleichung vierten Grades vgl. § 8,
vgl. ferner den SchluB des § 10.)

Von den Resolventen @(f) = O sei hier noch die Gleichung
fir die Quadrate der Wurzeldifferenzen einer Gleichung f(2)=0
angefiihrt. Mit ihr haben sich Waring (Miscellanca analytica
(1762), Meditationes algebraicae, 3. ed., p. 30 (1782)) und La-
grange (1798), (Fuvres 8, 24 u. 140 beschiiftigt. Wihlt man

fir @, die iclalot ) wertige Funktion ¢, = (z, — )%, so ge-

n(n — 1)
2

D(t) =10 + 1€~ 4 ggt0= 2 4 co- 4 g, = 0.

niigen die GroBen (o, — ;) der Gleichung:
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§ 8. Die kubische und die biquadratische Gleichung. 281

n(n—1)
(" S
dieser Gleichung und s; = & + of 4+ -+ + o}, so ist

o, = n8y;, — (24)8,8;_; + (22i)szssi—2 p Ak Aty (2’>33 :

) Ist ¢; die Summe der ¢*® Potenzen der Wurzeln

und aus 6; (=12..,¢) kann man g, gy, ..., g, finden (vgl
S. 266). Die GroBe q, ist gleich (— 1)¢A?% “wobei A das
Differenzenprodukt der 7 Wurzeln y, e, ..., o, von f(z) =0 ist

(vgl. S. 68). Die Gleichung der qua.drlerten "Wurzeldifferenzen
hatte frither vornehmlich den Zweck, eine untere Grenze fiir den
absoluten Betrag der Wurzeldiﬁ"erenzen der Ausgangsgleichung zu
finden; doch kann man dies nach Cauchy (Analyse algébrique
(1821), Note III, Fuwres (2) 3, 398), ohne die Gleichung selbst
aufzustellen. Ist niimlich ¢ eine obere Grenze fiir die Wurzeln
von f(2) =0, d. h. sind alle Wurzeln von () = O absolut ge-
nommen kleiner als eine positive GroBie g, so ist der absolute
Betrag ‘ N
Pog = | 2> —pe—
(29) 2

wobei |A| der absolute Betrag des Differenzenproduktes der
n Wurzeln von f(z) = 0 ist.

§ 8. Die kubische und die biquadratische Gleichung,
Reziproke Gleichungen.

Die kubische Gleichung:

(1) ay?® + a,2* + azz + a; =0
transformiert sich durch z = ¢ — gaj‘ o
0
ayt® + byt + by = .
Setzt man
: _b _ 3a,a,—d
ol Whciee bt
_ by —9a0,a, 2a3-{—27aoaa
¥ 27a}

so wird die Auflosung jeder kubischen Gleichung (1) auf die
von (2): ¢* 4 pt 4 ¢ = O zuriickgefiihrt. Ist & eine beliebige

der zwei primitiven dritten Einheitswurzeln — % + —;—Vg, S0
lauten die drei Wurzeln der Gleichung (2):
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282 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.
o =u—+ v,
ty = ue + vé?
ly = we® + ve;

hierbei bedeutet w einen beliebigen der drei Werte von

q9
]/ -+ V +&,
. . 2 q q’ p5 H
die GroBe v ist gleich = I/ 5 iy jedoch darf fir

v nicht willkiirlich einer der drei Werte der dritten Wurzel
gewihlt werden, sondern es ist derjenige zu nehmen, der durch

vV=— = bestlmmt ist. Die Losung

]/—~+]/ +? +]/———]ﬂ;:?

heiBt die Cardamische Formel.

Die erste Auflésung der kubischen Gleichung stammt von
Scipione del Ferro. Nach Cardanos Artis magnae siwe de
regulis algebraicis liber unus (1545) fand er sie im Jahre 1515 und
teilte sie dem Floridus mit. In einem wissenschaftlichen Wettstreit
stellte letzterer dem Nicolo Tartaglia im Jahre 1535 dreiBig
Aufgaben, die simtlich auf kubische Gleichungen hinausliefen
und die diesen zu einer erneuten Auffindung der Losung der
kubischen Gleichung fiihrten. Von Tartaglia erfuhr Cardano
die Losung und machte sie gegen den Willen des Tartaglia
in seiner Ars magna Offentlich bekannt. Cardano lehrte auch
die Beseitigung des zweiten Gliedes aus einer allgemeinen
kubischen Gleichung (vgl. Cantor, Geschichte der Math. 2, 484,
Zeuthen, Geschichte der Math. im 16. und 17. Jahrhundert, Abh.
aur Geschichte der Math. 17, Leipzig 1903, S. 81, Enestrom,
Bibl. math (8) 7, 38 (1906)).

Ist = + 57 = 0, so hat die Gleichung die drei Wurzeln

3
= 2]/ == —V 4.
Sind p wund q reelle Gripen, so hat die Gleichung
t3 + pt + q =0, falls
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2 s
a) % 4 % > 0 ist, eine reelle und zwei konjugiert ima-

giniire Wurzeln. Wihlt man fiir » die reelle Wurzel und dem-
»

nach auch v = — g reell, so ist ¢ die reelle Wurzel.
2 8
b) Ist % - % = 0, so sind sowohl die einfache Wurzel #

als auch die Doppelwurzel #; reell.
2 3
c) Ist (i— - 5—7 < 0, so sind alle drei Wurzeln reell. Die

obigen Formeln haben dann den Ubelstand, die reellen Wurzeln
auf imaginire Weise zu liefern. Man bezeichnet den Fall c)
von alters her als casus irreducibilis, ohne daB die Bezeichnung
etwas mit irreduzibler Gleichung (§ 9) zu tun hiitte. Der Fall c¢)
erwies sich insofern nicht reduzibel, als der Satz gilt: Fiir die
allgemeine Gleichung dritten Grades mit reellen Kocffizienten und
drei reellen Wurzeln kann es keine Losungsform geben, welche die
Wurzeln nur mittels reeller Radikale liefert (Mollame, Nap.
Rendiconti (2) 4, 167 (1890), Holder, Math. Ann. 38, 307
(1891), Kneser, ebenda 41, 344 (1893)).

Der Fall ¢) 1aBt sich ohne Durchgang durch das Imaginiire
mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen erledigen.  Ist

2 3
%——1—1—2% < 0, so muB p = — P sein, wobei P eine positive

At SRy
9. T E—__
durch passende Wahl des Vorzeichens von V§ im ersten

Quadranten genommen werden kann, so sind:

GroBe ist. Definiert man: cos ¢ = — , wobel @

ty =2}/ - cos -

die drei reellen Wurzeln der Gleichung ¢* — Pt + q = 0. Der
Kern dieser von Vieta (Supplementum geometriae (1593), De
aequationum recognitione et emendatione (1615)) stammenden
Methode basiert auf der trigonometrischen Relation

PRy o & .
cos (3) p cos(s) 1 (0

Besonders interessant ist Lagranges (Réflexions sur la ré-
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284 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

solution algébrique des équations (1770), (Buwres 3, 217) Lisung
der kubischen Gleichung. Sie beruht auf gruppentheoretischer
Grundlage. Sei:

B4 a4+ age+ a3 =0
die gegebene Gleichung mit den Wurzeln o, o, «,, so ist
(e + 0oty + e%arg)® eine zweiwertige Funktion der Wurzeln, wenn &

eine beliebige der zwei dritten Einheitswurzeln — % + —%—]@

ist. Die angegebene zweiwertige Funktion geniigt der quadra-
tischen Resolvente:

T2 — (9a,0, — 20 — 27a5) T + (a2 — 8ay)* =0
mit den zwei Wurzeln:
T 31
(e + ey + %)’ = (90,0, — 20} — 27a,) + 5'V/3D,
\ i} St i=
(@ + ety + €)= (94,0, — 24} — 27a5) — ' V/3D.

Beachtet man, daBl o, + w«y + «3 = — @, ist, so findet man:

3 s TR T S R
3o, =—a, + %(Qala2 — 243 — 27a,) + 3?‘L|/3D—}—

3 =
-+ ]/i, (9a,a, — 203 — 274a,) — %’V:a]),

3 e
Bog=—a, + 52]/%(9%(12 — 243 — 27ay) +§2—1V3D +

+ si/—é—(Qalag — 24} — 27a,) — %V.:?}—D—,

1 : 84, om
SO Ve rerra e o

B — S
+ ¢ ]/; (90,0, — 248 — 27a,) — ?’?'V31).

D hat den Wert aja} — 274l — 4ada; + 18a,a,ay — 443
und ist die Diskriminante von z°+ a,2* + agz + az = 0 oder
die durch — 27 dividierte Diskriminante der quadratischen
Resolvente. Von den bei der Lisung der kubischen Gleichung
auftretenden zwei dritten Wurzeln ist nur eine willkiirlich, weil
ihr Produkt (¢; + ey + e?0q) (@) + e2ag + cag) = a? — 3ay ist.

Vom Standpunkt der Galoisschen Theorie kann man
sagen: Die Galoissche Gruppe der allgemeinen Gleichung dritten
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§ 8. Die kubische und die biquadratische Gleichung. 285

Grades ist die symmetrische Gruppe dritten Grades, also eine
Gruppe der Ordnung 6. Nach Adjunktion von J/D, also der
Quadratwurzel aus der Diskriminante, wird sie die alternierende
Gruppe dritten Grades von der Ordnung 3, und die Gleichung
wird in dem durch Adjunktion von VD erweiterten Korper
eine einfache Abelsche Gleichung. Mithin ist alsdann zur voll-
stiindigen Losung einer kubischen Gleichung nach der allgemeinen
Theorie der Abelschen Gleichungen auBler der Kenntnis der dritten
Einheitswurzeln nur noch das Ziehen einer einzigen dritten Wurzel
erforderlich. Dies zeigt auch die oben fiir die Gleichung dritten
Grades gegebene Ldsung, wenn man die Relation

TV =+ g (—VD
beachtet und bedenkt, daB nach Kenntnis der dritten Wurzel

3
V%(ga,% — 24} —2Ta) + s (6 —NVD

die andere dritte Wurzel sich als Produkt des reziproken Wertes
in a2 =3a, ergibt.

Fir die Losung der kubischen Gleichung mittels in-
variantentheoretischer Methoden vgl. Cayley, Coll. math. papers
2, 542, Faa di Bruno, Bindre Formen, Leipzig 1881, 8. 211,
Gordan, Invariantentheorie 2, 175. Fiir die Auflésung durch
Tschirnhausentransformation vgl. § 7. Fiir andere Methoden
vgl. MatthieBen, Awtike w. moderne Algebra, Leipzig 1878,
S. 862, ferner J. Liiroth, Vorles. iiber numerisches Rechnen,
Leipzig 1900, S. 166, Kllein in Dycks Katalog math. Modelle,
Miinchen 1892, S. 3.

Die Gleichung vierten Grades, auch biquadratische Gleichung
genannt,

1) ag?* + a,2° + ag2* + ag7 + a; =0

v . a »
transformiert sich durch z = ¢t — ﬁ in
0

agt* + byt® + byt + b, = 0.

Setzt man p = % g — % S -2‘~, so wird die Auflosung

jeder Gleichung vierten Grades (1) reduziert auf
(2) tt+ pt? 4 qt +r=0.
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286 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Zur Losung von (2) bedient man sich der kubischen Resolvente
(3) u5+—~u+ —— U — =

Die Gleichung (3) habe die Wurzeln u,, uy, uy, dann lauten
die Wurzeln der Gleichung (2):

t1=V“‘1+V;;+V'—‘;a
t2=V“—1_V“Aa_V7—‘;,
ts=_V’¢T1+ 1/”—9.—'1/'75’
ty=—Vu —Vuy + V.

Unter ]/u_1 und l/u_, sind beliebige Werte der zweideutigen

Quadratwurzeln zu verstehen, hingegen ist fiir }/u, derjenige
Wert der Quadratwurzel zu wihlen, der durch

peliit b o

8Y/u, Vi
bestimmt ist. Die Diskriminante D der biquadratischen Glei-
chung (2) ist

D = 16p*r — 4p%¢® — 128p>r? + 144 pg®r 4 2567° — 27¢%,

sie ist gleich der mit 16® multiplizierten Diskriminante der
kubischen Resolvente (3). Das Verschwinden von D bedeutet,
daB die biquadratische Gleichung und ihre kubische Resolvente
mehrfache Wurzeln besitzen.

Die erste Auflsung der biquadratischen Gleichung stammt
von Luigi Ferrari und ist zugleich mit der Losung der
Gleichung dritten Grades von Cardano, dem Lehrer des Ferrari,
in der Ars magna (1545) publiziert worden.

Hat die Gleichung (2) reelle Koeffizienten p, q, r, so ist

Uy UgUg = i;q‘; nicht negativ. Falls ¢ == O ist, sind demnach drei

Fille zu unterscheiden:

a) u,, Uy, uy sind positiv, die biquadratische Gleichung hat
vier reelle Wurzeln.

b) u, ist positiv, 4y und wu, sind negativ, {, und ¢, werden
konjugiert imaginiir, ebenso #; und {,.

¢) u, ist positiv, u, und w, sind konjugiert imaginir, mit-
hin werden J/u, und Vu, konjugiert imaginiir, also ¢, und
reell, #; und #, konjugiert imagintr.
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Ist ¢ =0, so hat die kubische Resolvente eine ver-
schwindende Wurzel, daher die biquadratische Gleichung zwei
entgegengesetzt gleiche Wurzelpaare.

Ist D < 0, so hat die kubische Resolvente zwei konjugiert
imaginire Wurzeln, und die biquadratische Gleichung hat zwei
reelle und zwei konjugiert imaginiire Wurzeln.

Ist D >0, so hat die kubische Resolvente drei reelle
Whurzeln, und die biquadratische Gleichung hat vier reelle oder
zwel Paare konjugiert imaginirer Wurzeln. Die charakteristische
Bedingung dafiir, daB die Gleichung #*+ p2*+gz+7r=0 vier
reelle Wurzeln besitzt, von denen auch zwei (aber nicht mehr)
untereinander gleich sein kénnen, ist D >0, p<<0, ¢*—4r>0.
Vgl. hierzu Klein, Elementarmathematil: von hoherem Standpunlite
aus, Teil I, ausg. von Hellinger, Leipzig 1908, S. 220.

Lagrange (Réflewions surlarésolution algébrique des équations,
Euvres 3, 266, vgl. oben S. 218) verwendet zur Auflésung der
biquadratischen Gleichung:

A+ a2+ ay? 4+ agz +a, =0
mit den Wurzeln o, o, o, « die dreiwertige Funktion
(g + @y — (e + «))®. Sie und ihre zwei konjugierten Werte

(¢, + o3 — (@ + @) und (¢, + @, — (& + @;))® geniigen der
kubischen Resolvente:

(8) U®— (842 — 8a,)U? + (3a* — 16aay + 1642 +
+ 16a,a; — 64a,) U — (a3 — 4a,ay + 8ay)* = 0.
Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (3") mit Uy, U,, U,
P = VT VG VT,
by =—0, + VT, = VT~ VT,
4“s=~a1“ﬁ;+m~Via
4“4=—“1"Vﬁ1_m+1/ﬁ'

Unter ]/-LT1 und ]/7; sind beliebige Werte der zweideutigen

Quadratwurzeln zu verstehen; hingegen ist fiir ]/73 derjenige
Wert der Quadratwurzel zu wiihlen, der durch

Vif—s T d4a,a, — a3 — 8a,

V.V,

bestimmt ist; denn

(o + ag — (05 + @) - (g + o5 — (0 + ) * (@ + oty — (o5 + ay))
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288 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen,

ist eine symmetrische Funktion der Wurzeln, die gleich
‘4a,a; — a3 — Bay ist.

Fir ay =0, ag=p, a3 =¢q, ay=1r, U= 16u geht die
Gleichung (3") in (3) iiber.

Dasselbe wie die obige dreiwertige Funktion leistet awch
die ebenfalls dreiwertige Funktion o ey + eye, (Lagrange,
(Euvres 3, 263). Verwendet man an ihver Stelle die ebenfalls

. . . a.
dreiwertige Funktlon?’ — o 0y — aga,, S0 gelangt man zu der

kubischen Resolvente

A B
r” g 4 e ORR
(3") T8 — ST+ 5 =0
it den Wurzeln % B
mit den Wurzeln 2 — ¢y — 030, - — oyo3 — ape, und
a . R
3 — %@ — oyoy.  Hierbei sind

A=a+ 12a, — 3a,a,,
B = 27adla, + 27a% + 20} — T2a30, — 94,050,
die erste und zweite Invariante der biquadratischen Gleichung:
#4a P4ayf+ag2+a,=0;
ihre Diskriminante, die gleich derjenigen der Resolventen (3")
und (3”) ist, hat den Wert D= (4.4° — B?). Dieso Methodo

beruht auf invariantentheoretischer Grundlage, vgl. Cayley, Coll.
math. papers 2, 545, Faa di Bruno, Bindre Formen, S. 214,
Gordan, Invariantentheorie 2, 191.

Vom Standpunkt der Galoisschen Theorie kann man
sagen: Die Galoissche Gruppe der allgemeinen Gleichung
vierten Grades ist die symmetrische Gruppe vierten Grades, also
eine Gruppe der Ordnung 24. Nach Adjunktion von }/D, also
der Quadratwurzel aus der Diskriminante, wird sie die alter-
nierende Gruppe vierten Grades von der Ordnung 12. Diese
hat eine invariante Untergruppe @&, des Index 3 (vgl. S.209).
Eine Funktion der Wurzeln, die bei dieser Gruppe ungetindert
bleibt, ist (e, — ag)(ag — ;). In dem durch J/D erweiterten
Korper geniigt diese Funktion mit ihren in bezug auf die alter-
nierende Gruppe konjugierten Werten (o, — 5)(eg — o) und
(y — @) (e — @) der Resolvente:

T — AT+ VYD =0,
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die eine einfache Abelsche Gleichung ist und die Diskriminante
B2 besitzt. Zur Losung dieser kubischen Normalgleichung ist die
Kenntnis der dritten Einheitswurzeln und das Ziehen einer einzigen
dritten Wurzel erforderlich. Ist dies geschehen, so hat die vor-
gelegte biquadratische Gleichung in dem erweiterten Korper die
®, zur Galoisschen Gruppe. Da die &, eine invariante Unter-
gruppe der Ordnung 2 besitzt, so hat man, um die Wurzeln
der biquadratischen Gleichung zu finden, schlieBlich noch zwei
Quadratwurzeln zu ziehen. Diese Operationen kommen auch in
den anderen Losungen zum Ausdruck; denn die kubischen Resol-

venten (3), (3") und (8”) sind nach Adjunktion von }/D einfache
Abelsche Gleichungen, und auBer ihrer Losung ist stets noch
das Ziehen zweier Quadratwurzeln erforderlich, um die Wurzeln
der vorgelegten biquadratischen Gleichung zu erhalten. — Die
Auflésung der Gleichung vierten Grades liBt sich auch mit der
Irrationalitiit des Oktaeders oder nach Adjunktion der Quadrat-
wurzel der Diskriminante mit der Irrationalitit des Tetraeders in
Verbindung bringen. Oy, und &, sind ja mit der symmetrischen
bezw. alternierenden Gruppe von vier Symbolen isomorph. (Vgl
S. 238 u. 240, sowie Klein, Ikosaeder, S. 126 u. Gordan,
Imvariantentheorie 2, 2183.)

Wie sich die Gleichung dritten Grades mittelst trigono-
metrischer Funktionen, so lift sich die Gleichung vierten Grades
mittelst elliptischer Funktionen behandeln. Hermite, C. R.46,715,
961 (1858), Buwres 2, 22 und 30; vgl. auch C. Jorda.n Tran‘e’
des substitutions, p. 370 Fiir andere Methoden der Auflosung
der Gleichung vierten Grades vgl. MatthieBen, Antike w. moderne
Algebra, 8. 540, Tortolini, Annali di mat. 1, 310 (1858). Fiir
die Auflésung durch Tschirnhausentransformation vgl. § 7.

Auf Gleichungen niedrigeren Grades lassen sich auch die
von Moivre (Miscellanea analytica (1730)) zuerst untersuchten
und von Euler (1732) sogenannten reziproken Gleichungen zuriick-
fithren. (Historisches bei Tropfke, Geschichte der Elementar-
mathematik 1, 265). Als reziproke Gleichungen bezeichnet man
solche, welche die Eigenschafl haben, neben jeder Grife A auch den

regiproken  Wert % zur Wurzel zu haben. Eine Gleichung

@y + a4 a, = 0 ist dann und nur darnn reziprok,
wenn thre Koeffizienten so beschaffen sind, daf
a;=a,_;(i=0,13, ... 2veaw."=1) oder a;=—a, _;(i=0,1,3, ..., beaw. 251
ist.

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 19
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290 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Befreit man die vorgelegte reziproke Gleichung durch Division
mit 2—1 bezw. #+- 1 von den moglicherweise vorhandenen Wurzeln
+ 1, so hat sie stets die Form:

(1) Bye® +by %t o b,y @ 45,20+ D, ;271 By g0~ - By =
Dividiert man diese reziproke Gleichung geraden Grades durch ¢
und setzt z 4 % = Z,, so erhiilt man eine Gleichung %" Grades

in Z,, nimlich:

(2) coZlﬁ’+ch1<’"‘+--'+ce=0.
Zur Umformung dient hierbei die Rekursionsformel
ZH_1=ZlZ‘—Z,._1 (i=12,..),

wobei Z; = z' 4 % (=12..) und Z; = 2 ist. Aus jeder der o

Wurzeln von (2) gehen zwei Wurzeln von (1) hervor; sie ergeben
sich aus der quadratischen Gleichung #2* — 27, 4+ 1 = 0.

§ 9. Kobrper. Reduszibilitit und Irreduzibilitit. Alge-
braischer Korper. Primitive und imprimitive GroBen.
Normalgleichung.

Unter einem Korper, Rationalititsbereich oder Feld wird
im folgenden jedes wumendliche System von Gréfen verstanden,
das von der Vollstindigkeit ist, daB die Summe, die Differenz,
das Produkt und der Quotient irgend zweier GroBen des Systems
immer wieder zu Gréfen desselben Systems fithrt (vgl. 8. 176,
wo auch endliche Korper betrachtet wurden). Jeder auf diese
Weise definierte Korper enthilt alle rationalen Zahlen. Der
Kirper aller rationalen Zahlen ist der kleinste migliche Korper;
er heifit der absolute Rationalititsbereich. Ein Korper kann
mit den rationalen Zahlen erschopft sein oder auBer ihnen
noch andere GréBen R, R’,... enthalten; in letzterem Fall
umfafit der Korper seiner Definition entsprechend auch alle
GroBen, die aus R, R’, ... durch die vier Grundoperationen
hervorgehen. Erweitert man einen Koérper durch Hinzufiigung
einer neuen, ihm bisher nicht angehtrigen Gréfe, so spricht man
von einer Adjunktion.

Der Begriff des Korpers findet sich bereits bei Abel,
Euvres 1, 479, 2, 220 und Galois, Huwres, p. 34. Die
Bezeichnung ,Korper® ist von Dedekind -eingefithrt worden,
vgl. Dirichlet- Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie,
4. Aufl., Braunschweig 1894, 8. 452. Von Kronecker (Fest-
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schrift, Jowrn. f. Math. 92, 3 (1882), Ges. Werke 2, 248) stammt
die Bezeichnung ,Rationalitéitsbereich“. Hierunter versteht er
jedoch in engerer Weise als oben nur solche Korper, die aus
dem absoluten Rationalititsbereich durch Adjunktion einer end-
lichen Anzahl von Konstanten und Unbestimmten hervorgehen
(vgl. Koenig, Algebraische Grifen, S. 183).

Hat man eine beliebige ganze Funktion von einer oder
mehreren Variablen, so ist durch ihre Koeffizienten stets ein
gewisser Korper P, mitgegeben, nidmlich der kleinste Kdorper,
der alle Koeffizienten der Funktion enthilt.

Eine ganze Funktion mit Koeffizienten aus irgendeinem
Korper P') heiBt in diesem Korper reduzibel, wenn sie sich in
das Produkt zweier ganzer Funktionen zerlegen l&8t, von denen
jede von niedrigerem Grade als die urspriingliche Funktion ist
und ebenso wie diese nur Koeffizienten aus P besitzt. Kann
eine ganze Funktion mit Koeffizienten aus P nicht derartig zer-
legt werden, so heiBt sie in P irreduzibel. Die Reduzibilitit
bezw. Irreduzibilitit einer ganzen Funktion hiéngt wesentlich
von P ab. Eine im Korper aller Zahlen irreduzible Funktion
heiBt absolut irreduzibel (vgl. S. 260). Eine ganze Funktion
einer einzigen Variablen von hioherem als erstem Grade ist im
Korper aller Zahlen stets reduzibel. Hat eine ganze Funktion f(2)
einer eingigen Variablen von hoherem als zweitem Grade reelle
Koeffizienten, so ist f(z) im Korper aller reellen Zahlen stets
reduzibel; denn jede ganze Funktion f(2) mit reellen Koeffi-
zienten lift sich in ein Produkt von Polynomen ersten und
zweiten Grades mit reellen Koeffizienten zerlegen.

Eine im Kirper P reduzible ganze Funktion von beliebig vielen
Verdnderlichen kann nur auf eine Art als ein Produkt von im
Korper P irreduziblen ganzen Funktionen dargestellt werden. Hier-
bei gelten im Korper P irreduzible Funktionen, deren Quotienten
konstant sind, als nicht verschieden. Fiir Methoden, welche die
Zerlegung einer gegebenen ganzen Funktion in irreduzible Faktoren
fiir einen beliebigen algebraischen Korper (iiber die Worthedeu-
tung vgl. unten) durch eine endliche Anzahl von Schritten aus-
fithren, vgl. Kronecker, Festschrift, Journ. f. Math. 92, 11 (1882),
Ges. Werke 2, 256, Runge, Journ. f. Math. 99, 89 (1886),
Molk, Acta math. 6, 10 (1885), Mandl, Journ. f. Math. 113,
252 (1894), Hancock, Ann. de Vée. norm. (3) 17, 89 (1900),
Weber, Algebra 2, 563, Koenig, Algebraische Grifen, S. 127.

1) Der Korper P muB entweder mit dem Korper P, zusammen-

fallen oder ihn umfassen.
19*
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Eine Gleichung f(2) = 0 heiBt in einem Korper P irre-
duzibel, wenn es die ganze Funktion f(2) ist.

Satz von Abel (Euwres 1, 480, Ostwalds Klassiker
Nr. 111, 8. 5): Hat eine in ecinem Korper P irreduzible Glei-
chung f(z) =0 mit irgendeiner anderen Gleichung ¢(z) =0,
die ebenso wie f(z) auch nur Koeffizienten aus P besitzt, eine
Wurzel gemeinsam, so geniigen alle Wurzeln von f(2) = O auch
der Gleichung o(z) = 0; alsdann ist @(z) durch f(2) teilbar.

Hieraus folgt: Fine irreduzible Gleichung kamn mit keiner
Gleichung niedrigeren Grades, die Koeffizienten aus dem gleichen
Korper besitzt, eine Wurzel gemeinsam haben. Eine irreduzible
Gleichung kann keine mehrfachen Wurzeln besitzen. Die linken
Seiten zweier irreduziblen Gleichungen mit einer gemeinsamen
Wurzel komnen sich nur wm einen konstanten Faltor unter-
scheiden.

Uber die Irreduzibilitit gibt aus der Natur der Gleichungs-
koeffizienten folgendes Schoenemann-Eisensteinsches Theo-
rem, gewGhnlich Eisensteinscher Satz genannt, Aufschlufl
(Schoenemann, Journ. f. Math. 32, 100 (1846), Eisenstein
ebenda 39, 166 (1850), Schoenemann, Reklamation ebenda
40, 188 (1850)): Ist in einer Gleichung mit ganzzahligen Koef-
fizienten der Koeffizient der hichsten Potenz gleich 1 (oder all-
gemeiner eine zu der Primzahl p relativ prime ganze Zahl) und
sind alle ibrigen Koeffizienten dwrch die mdmliche Primzahl p
teilbar, der letzte aber micht durch p? so ist die Gleichung im
Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

Der Beweis des Schoenemann-Eisensteinschen Satzes
liBt sich mit Hilfe des Satzes von GauB (Disquisitiones arith-
meticae, Art. 42) erbringen: Fine jede im Korper der rationalen
Zahlen reduzible gamze Funlktion

fle) ="+ a, 2" '+ ag2"~ 2+ .. + a,

mit gamzzahligen Koeffizienten ay, as, . . ., a, kann nie anders in
zwei Faktoren

fi(e) = "+ byt by - + B, (0, > 0)

fo(e)) =™+ "=t + gam3+ - ¢, (1> 0)
mit rationalen Zahlen zerlegt werden, als daf simtliche Grifien
by bgs oo by s €4y gy, €, gamzzallig sind.

An den Schoenemann-Eisensteinschen Satz ankniip-

fende Untersuchungen, die aus der Teilbarkeit der Gleichungs-
koeffizienien auf die Reduzibilitit bezw. Irreduzibilitit der Glei-
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chung schlieBen, stammen von Koenigsberger, Journ. f. Math.
115, 53 (1895), Netto, Math. Ann. 48, 81 (1897), M. Bauer,
Journ. f. Math. 128, 298 (1905), 132, 21 (1907), 134, 15
(1908), Dumas, Journ. de math. (6) 2, 191 (1908), Perron,
Math. Ann. 60, 448 (1905); Irreduzibilititskriterien auf Grund
von Grifenbeziehungen zwischen den Gleichungskoeffizienten bei
Perron, Journ. f. Math. 132, 288 (1907).

Irgendeine GroBe ¢ heiBt in bezug auf einen Korper P
algebraisch oder eine aus P stammende algebraische Zahl, wenn §
einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus P geniigt.
Zu jeder aus P stammenden algebraischen Zahl § gehort eine
in P irreduzible Gleichung J(2) = 0 mit Koeffizienten aus P;
ihre linke Seite ist bis auf ecine beliebige, P angehirige Konstante
eindeutig bestimmt. J(z) = 0 ist die Qleichuny niedrigsten Grades
mit Koeffizienten aus P, die & zur Wurzel hat. Ist n der Grad
von J(z) =0, so heiBt ¢ eine aus P stammende algebraische

Grife n** Grades. Jede rationale Funktion % von ¢ mit Koeffi-

zienten aus P kann mit Hilfe der irreduziblen Gleichung J(z) = 0
vom Grade # in eine ganze rationale Funktion

co+ 61§+02§2+j"+0n_1§"_1

mit Koeffizienten aus P umgewandelt werden. Durchlaufen
CosiCiy Cos /" ¢,_; alle GréBen aus P, so stellt

o+ &+ e+ -+, "1

alle GroBen des aus P durch Adjunktion von ¢ hervorgehenden
Korpers dar, und zwar eine jede nur einmal. Der aus P durch
Adjunktion von ¢ hervorgehende Korper heiit ein algebraischer
Korper iiber P (Weber, Algcbra 1, 492), ein algebraischer Ober-
Fkorper von P oder ein Relativkirper in bezug auf P (Hilbert, Math.-
Ver.4, die Theorie der algebraischen Zahlkirper, S.203 (1897)) oder
ein dem Bereich P entstammender Gattungsbereich (Kronecker,
Festschrift, S. 7, jedoch beniitzt Kronecker diese Bezeichnung nur
bei dem von ihm verwendeten engeren Begriff des Rationalitits-
bereiches). P heiBt der Stammbereich. Geniigt ¢ einer in P irre-
duziblen Gleichung '™ Grades, so heiBt der Kirper (P, ) vom
Grade n. Ein aus dem absoluten Rationalitiitsbereich hervorgehen-
der algebraischer Korper heifit kurzweg ein algebraischer Korper.
Dieser 148t sich auch so definieren: Er geht aus dem absoluten
Rationalititsbereich durch Adjunktion einer Wurzel einer irre-
duziblen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten hervor.
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294 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Hat man eine beliebige endliche Anzahl 7, s, ..., 7, aus
einem Korper P stammender algebraischer Zahlen, so kann man
stets eine und sogar unendlich viele aus P stammende algebraische
Zahlen ¢ finden, so daB { eine ganze rationale Funktion von
Mgy Ngy - - - M, mit Koeffizienten aus P wird und #, 7y, ..., 7,
ganze rationale Funktionen von ¢ mit Koeffizienten aus P sind.
Jeder durch Adjunktion einer endlichen Anzahl aus P stam-
mender algebraischer Griofen aus P hervorgehende Korper iiber P
kann daher enistanden gedacht werden dwrch Adjunktion einer
einzigen Wurzel einer in P irreduziblen algebraischen Gleichung
mit Koeffizienten aus P (Satz von Abel, Wuvres 1, 547, vgl.
auch Galois, (Buvres, p. 37). Man kann ¢ einfach in der Form
@n + pgmy + -+ - + p,m, wihlen, wobei fir wu,, pg, ..., w,
gewdhnliche rationale Zahlen genommen werden kénnen (vgl.
G. Cantor, Math. Ann. 5, 133 (1872), Weber, Algebra 1, 500).

Hat die im Korper P irreduzible Gleichung J(2) = 0 vom
Grade n die Wurzeln &, &,..., {, und ist @(¢) eine ganze
rationale Funktion von ¢ mit Koeffizienten aus P, so geniigt
t, = @(¢) einer Gleichung

D) =(—t)(F—18)---(t—14)=0
mit den Wurzeln t,= @({,) (=12 ..,n).

Die aus der irreduziblen Gleichung J(2) = O hervorgehende
T'schirnhausenresolvente @ (t) = 0 (vgl. 8. 277) hat Koeffizienten
aus P und ist entweder eine in P irreduzible Gleichung oder ihre
linke Seite ist die e* Potenz einer in P irreduziblen ganzen
Funktion @,(f) vom Grade n,. Hieraus folgt: Die Grifen

96 2%y 9(&)

sind entweder sdmilich wuntercinander wverschieden oder sie zer-
fallen in n, Systeme von je e gleichen:

) =9&) =92 r1) = 9 re) = =)
@(gn—ﬂ-l) e ‘P(gn—e+2) TP ¢(§n)'

Die Gropen t,= (&), t=0(&),..., t,=@(&,) heiBen
in beeug auf den Korper P konjugierte Grofen. Sind sie sdmi-
lich voneinander verschieden, dann und auch nur dann ist nicht
blof t,;= @(§,) eine rationale Funktion von §;, sondern awuch
umgekehrt &, eine rationale Funktion von t, mit Koeffizienten
aus P.

Adjungiert man einem Korper P die algebraische aus P
stammende GroBe &, so erhilt man einen Kérper (P, &) iiber P.
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Adjungiert man statt § eine rationale Funktion # = ¢(§)
von ¢ mit Koeffizienten aus P, so erhilt man einen Korper
(P, %), der nur GroBen aus dem Korper (P, ;) enthilt. Ist ¢
von allen seinen konjugierten GréBen verschieden, dann und nur
dann sind die Korper (P,f,) und (P,¢) identisch. In diesem
Fall heiBt #, = ¢(¢,) eine primilive Grife des Kirpers (P,&,).

Ein Korper, der simtliche Grofen des Kérpers P umfaBt
und dessen GroBen ausnahmslos dem algebraischen Kérper (P, &)
iiber P angehoren, ohne jedoch den Korper (P, ¢ ) zu erschopfen,
heiBt ein Divisor, echter Teiler oder Unterkorper won (P, ).
Jeder Divisor von (P,¢) wird aus P erhalten, indem man dem
Kérper P eine gewisse ganze Funktion # = @(§) mit Koef-
fizienten aus P adjungiert. Charakteristisch dafiir, daB (P, ¢)
ein Divisor von (P, ¢,) ist, erweist sich, daB {, eine imprimitive
Grope des Korpers (P, &) ist, d. h. t, = @(&,) nicht von allen
seinen konjugierten GroBen verschieden ist. Ein Korper (P, ¢,),
der nur primitive Grifien enthdlt, also keine Divisoren besitzt,
heipt ein primitiver Korper.

Ist J(2) =0 die irreduzible Gleichung mit Koeffizienten
aus P, der ¢ geniigt, so ist der Koérper (P,¢) dann und nur
dann ein primitiver Korper, wenn alle Tschirnhausenresolventen
von J(z) = 0 mit Koeffizienten aus P ausnahmslos in P irre-
duzibel sind. Alsdann heiBt die irreduzible Gleichung J(2) = 0
selbst eine in P irreduzible primitive Gleichung. Jede in P irre-
duzible, nicht primitive Gleichung heiBt imprimitiv. Jede in P
wrreduzible Gleichung wvon Primzahlgrad ist notwendig primitiv.

Ist J(2) =0 eine in P imprimitive Gleichung " Grades
mit der Wurzel § und bedeutet t, = (&) irgendeine impri-
mitive Grofe des Korpers (P, &), die einer in P irreduziblen
Gleichung n*" Grades geniigt, so wird die in P irredueible
Gleichung J(2) =0 im Korper (P, t,) reduzibel, und &, geniigt in
thm einer irreduziblen Gleichung e** Grades, wobei n = nge ist.

Anders ausgedriickt: Jede im Korper P imprimitive Glei-
chung J(z) = 0 lipt sich durch Elimination von t aus zwei
Gleichungen:

4 e 14 cgt"x'"’+---+c,l=0
und
4+ o) 14 og(f) 4+ a,(t) =0
finden; die erste Gleichung ist im Korper P, die zweile im Kor-
per (P, t) irreduzibel (vgl. Jordan, Traité, p. 260, H. Weber,
Algebra 1, 501f. u. 524f).
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Der obige Satz, daB der Grad #, jedes Unterkdrpers (P, 1)
eines imprimitiven Korpers (P, ¢) vom Grad # — nur solche
Korper konnen ja Unterktrper haben — ein Divisor von # ist,
ergibt sich als Korollar aus dem Kronecker-Kneserschen
Satz (Holder, Math. Ann. 38, 309 (1891), Kneser, Math.
Ann. 30, 195 51887), Journ. f. Math. 106, 51 (1890), Lands-
berg, ebenda, 132, 8 (1907)): Sind § und & die Wwrzeln zweier
im Korper P irreduzibler Gleichungen vom Grade n, bezw. n und
sind die Grade der irreduziblen Gleichungen, denen & nach Ad-
Jumktion von § und § nach Adjunktion von & gewiigen, e; bezw. e,
so ist me=me. Ist also e <<m, so mup e, < m, sein, d.h.
die zwei Gleichungen wirken aufeinander reduzierend. (In dem
obigen speziellen Satz ist § die im Korper (P, ) liegende GriBe
t, = @(¢) und daher ¢ = 1).

Ist J(2) = O eine im Korper P irreduzible Gleichung »%”
Grades mit den Wurzeln ¢, &, ..., {,, so heifen die Korper
(P, &), (P, &), ... (Py¢,) in bezug auf P konjugierte Kirper. Ein
Korper, der mit allen seinen konjugierten iibereinstimmt, heiBt
ein Galoisscher oder Normalkorper. Eine im Korper P irre-
duzible Gleichung J(z) = 0 heiBt eine Normalgleichung oder
Galoissche Gleichung, wenn ihre simtlichen Wurzeln rationale
Funktionen einer einzigen mit Koeffizienten aus P sind. Be:
einer Normalgleichung sind alle Wurzeln nicht nur rationale
Funktionen einer bestimmten Wurzel mit Koeffizienten aus P,
sondern jeder belicbigen. Die Normalgleichungen und auch nur
sie allein erzeugen Normalkirper.

Hat eine beliebige reduzible oder irreduzible Gleichung f(z) = 0
mit Koeffizienten aus einem Korper P lauter verschiedene Wurzeln
&, 0y, ..., 0, S0 kann man stets eine Grofe & wvon folgender
Beschaffenheit finden: & ist eine gamze rationale Funktion von
ey, ag, ..., ¢, mit Koeffizienten aus P, und jede der Grifien
&y, O, ..., @, Uit sich als gamze rationale Funktion von & mit
Koeffizienten aus P ausdriicken. (Vgl. oben S.294.) Die in P irre-
duzible Gleichung, der &, geniigt, ist eine Normalgleichung. Jede
in P irreduzible Gleichung, die eine solche Funktion § zur
Wurzel hat, heiBt eine Galoissche Resolvente von f(z) = 0.
Alle Galoisschen Resolventen von f(2) =0 sind von gleichem
Grade und jede eine T'schirnhausenresolvente einer jeden anderen.
Die Riickfiihrung jeder beliebigen Gleichung f(2) = 0 mit Koeffi-
zienten aus dem Korper P auf eine Galoissche Resolvente ist
das Fundament der im § 10 behandelten Galoisschen Theorie.
(Galois, (uwvres, p. 36.)
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Hat man eine Gleichung f(2) = O ohne mehrfache Wurzeln,
so kann man sich die Koeffizienten einer Funktion § der eben
definierten Beschaffenheit und eine Galoissche Resolvente, der
¢, gentigt, auf folgende Art ohne Kenntnis der Wurzeln von
f(2) = O verschaffen:

Ty= 0 + pyay + 00+ pe,

sei eine lineare homogene Funktion der Wurzeln o, oy, ..., @,

mit zunichst unbestimmten Koeffizienten w,, py,..., w, Die
Funktion 7, nehme bei den v = %! Permutationen der GréBen
0, tgy ..., ¢, die v Werte 7, 73,...,7, an. Man bilde sich

die transformierte Gleichung

IO =G—%)G—15) - (—7)=0 f
von f(2) = 0. Die Koeffizienten von g(r) = O sind als symme-
trische Funktionen der Wurzeln von f(2) =0 von diesen un-
abhingig, die Diskriminante von g(r) = O wird eine ganze ratio-
nale Funktion von u,, ug, . . ., #,, die nichtidentisch verschwindet,
da die Wurzeln von f(z) = O untereinander verschieden sind. Als-
dann wiihle man, was auf unendlich viele Arten mdoglich ist, fiir

1y Bty

solche rationale Zahlen, dafl die Diskriminante ainen von Null ver-
schiedenen Wert besitzt, also g(r) =0 keine mehrfachen Wurzeln
hat, d. h. die GroBen 7,1, ..., 7, simtlich voneinander verschieden
sind (vgl. Weber, Algebra 1,147, Bachmann, Math. Ann. 18,
452 (1881)). Sind uy, py, ..., u, derartig bestimmt, so zerlege
man ¢(r) in seine in P irreduziblen Faktoren. Ist G(z) ein
belicbiger irreduzibler Faktor von g(7), so ist G () =0 eine
Galoissche Resolvente von f(2) =0 und jede Wurzel von
G(r) = O eine Funktion § der verlangten Beschaffenheit.

Wir fithren zum SchluB noch einen Satz von Hilbert
(Journ. f. Math. 110, 122 (1892)) iiber die Irreduzibilitiit einer
ganzen Funktion mehrerer Verinderlicher an:

Ist eine gamze rationale F(zy, Zyy. . oy Zpy Ygy Yar + + oy Ym)
von m -+ n Variablen x,, Ty, .. ., Ty, Y1s Yay -+ 2y Y W Wrgend-
einem algebraischen Korper irreduzibel, so ist es stets auf un-
endlich viele Weisen maglich, in dieser Funktion fir Yy, Ya, « « +» Ym
ganze rationale Zahlen einzusetzen, so daf hierdurch die vor-
gelegte Funktion in eine Funktion der n Variablen @, Zy, . . ., &,
dibergeht, die in eben diesem Korper irreduzibel ist.
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§ 10. Die Galoissche Gruppe einer Gleichung. Natiir-
liche und akzessorische Irrationalititen. Rationale Re-
solventen. Reduktion der Gruppe und Riickfiihrung
einer Gleichung auf eine Kette von Hilfsgleichungen.
Allgemeine Gleichungen. Affektlose Gleichungen.

P sei ein beliebiger Koérper und f(2) = O irgendeine Glei-
chung #»*® Grades mit Koeffizienten aus P. Von der Gleichung
f(2) = 0 wird nur, und zwar im folgenden ausnahmslos, voraus-
gesetzt, daf ihre simtlichen Wurzeln «;, oy, ..., @, voneinander
verschieden sind. Wir betrachten die Gesamtheit aller Glei-
chungen mit Koeffizienten aus P, die «;, ¢q,..., @, ganz und
rational enthalten und die richtige Relationen sind, falls fiir
o, &y, ..., , die Wurzeln der vorgelegten Gleichung f(z) =0
gesetzt werden. Die Gesamtheit aller Permulationen umter den
Wurzeln oy, o, . . ., ,, die jede zwischen diesen bestchende rich-
tige Gleichung mit Koeffizienten aus P wieder in eine richtige
Gleichung iiberfiithren, bildet eine Permutationsgruppe & n*" Grades;
diese heift die Galoissche Gruppe der Gleichung f(2) = 0. Die
Galoissche Gruppe & hiingt von der Gleichung f(2) = 0 und
dem der Betrachtung zugrunde liegenden Korper P ab.

Von irgendeiner rationalen Funktion R (e, ag, . . ., @,) der

Waurzeln o, ey, ..., «, mit Koeffizienten aus P sagt man:
X : JiAF : 019 g ee e Shoe .
sie bleibt bei einer Permutation nuwmerisch un-
iy Qg o o o Oy
geindert, wenn R(oy, oy, . . ., @,) und R(e;, @i, . . ., a;,) fiir die

Wurzeln «,, a, ..., @, von f(#) =0 den gleichen Wert annehmen.
Bei numerischer Unverinderlichkeit brauchen R(e, ay, ..., a,)
und R(e;,, @y, . .., ;) nicht formal iibereinzustimmen.

Aus der Definition der Galoisschen Gruppe folgt:

Besitzt eine rationale Funktion von o, o, . . ., &, mit Koef-
fizienten aus P eine dem Korper P angehirige Zahl als Wert,
wenn man fir o, ag, . .., «, die Wurzen von f(z) =0 setet,
so bleibt die betreffende Funktion bei allen Permutationen der
Galoisschen Gruppe & nwmerisch ungeindert.

Dieser Satz ist umkehrbar: Bleibt eine rationale Funktion
der Gleichungswurzeln o, oy, . . ., o, mit Koeffizienten aus P bei
allen Permutationen der Galoisschen Gruppe & numerisch unge-
dndert, so ist ihr Wert eine dem Korper P angehirige Zahl.

Bleiben alle richtigen Gleichungen mit Koeffizienten aus P,
die oy, ay, ..., «, ganz und rational enthalten, bei allen Permu-
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tationen einer Permutationsgruppe 9 n** Grades unter den Grifien
oy, gy . . ., &, richtig, und hat ferner jede rationale Fumktion von
@y, Oy, . .., o, mit Koeffizienten aus P, die bei allen Permulationen
von § numerisch ungedndert bleibt, einen Wert aus P, so enthdlt O
alle Permutationen der Galoisschen Gruppe & der Gleichung
f(z2) =0, und O ist mit & identisch.

L=V, ag, ..., an) sei eine beliebige rationale Funktion
von e, @, . .., o, mit Koeffizienten aus P von der Beschaffen-
heit, daB sich die GroBen e, &, ..., «, als ganze rationale
Funktionen von ¢ mit Koeffizienten aus P in der Form

o= 1:(8) (B=1,9,00 %)

ausdriicken lassen. Die in P irreduzible Gleichung, die § zur
Wurzel hat, sei die Gleichung G(¢) = 0 vom Grade g; G(§) =0
ist also eine Galoissche Resolvente (vgl. 8. 297) von f(2) = 0.
Bedeutet & eine beliebige der g Wurzeln von G({) =0, so
sind 2,(&), #2(&), - - -» 2.(§), abgesehen von der Reihenfolge,
die » Wurzeln e, o, ..., «, von f(z) =0. Es gilt folgender
Satz:

Man erhiilt similiche Permutationen der G-aloisschen Gruppe®
der Gleichung f(2) = O und auch nur diese, sowic eine jede nur
emmal, wenn man in der Permutation:

(Zx(-ﬁ) Xz(gl) A M(Cl))
1 &) 1 (gi) R (Ci)

die Grofe &, simtliche g Wurzeln der Galoisschen Resolvente
G(§) = 0 durchlaufen lift.

Wihlt man fir G({) eine andere Galoissche Resolvente
von f(z) = 0, so erscheinen die Permutationen der Galoisschen
Gruppe @ von f(z) = O eventuell in anderer Reihenfolge.

Die Natur der Galoisschen Gruppe gibt iiber die Eigen-
schaften einer Gleichung folgende Aufschliisse:

FEine Gleichung ist in dem der Betrachtung zugrunde
liegenden Korper irreduzibel oder reduzibel, je machdem ihre G a-
loissche Gruppe eine transitive oder intramsitive Permutations-
gruppe ist.

Eine irreduzible Gleichung ist in dem der Untersuchung zu-
grunde liegenden Korper P danm und nur dann primitiv (vgl.
8. 210), wenn ihre G aloissche Gruppe eine primitive Permutations-
gruppe ist. Die Galoissche Gruppe jeder im Korper P irreduziblen
imprimitiven Gleichung ist eine imprimitive Permutationsgruppe
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Die Galoissche Gruppe einer Normalgleichung wnd auch
nur einer solchen Gleichung ist eine reguldre Permutationsgruppe,
d. h. eine tramsitive Permutationsgruppe wvon derselben Ordnung
wie Grad (vgl. S.212).

Hat man eine Gleichung f(2) = O mit Koeffizienten aus
einem Korper P und den Wurzeln ¢y, ay, ..., @,, so heiBt eine
ganze rationale Funktion ¢(e;, &,...,@,) von e, a,..., @,
mit Koeffizienten aus P, deren Wert dem Korper P nicht an-
gehirt, eine der Gleichung f(2) = O natirliche Irrationalitit.
Eine solche natiirliche Irrationalitit kann auch als eine in dem
durch die Galoissche Resolvente G ({) = O bestimmten Galois-
schen Korper (P, §) gelegene GriBe definiert werden.

Eine natiirliche Irrationalitéit ¢ bleibt nicht bei allen Per-
mutationen der Galoisschen Gruppe & der Gleichung fl&)=0
numerisch ungeiindert; denn sonst wiire sie bereits im Kérper P

gelegen.
Die Gesamtheit aller Permutationen der G aloisschen Gruppe ®,
bei denen (o, oy, .. ., a,) numerisch ungedindert bleibt, bildet

eine Untergruppe O wvon ®. Die Gruppe O heifft die zu der
natiirlichen Irrationalitit ¢ zugehirige Gruppe. Umgekehrt gehiren
zu jeder Untergruppe  der Galoisschen Gruppe & eine und
sogar unendlich viele natiirliche Irrationalititen ¢ (ay, oy, . . .@,),
die nur bei den Permutationen von § numerisch ungedndert bleiben,
bei allen © nicht angehirigen Permutationen von & ihren nume-
rischen Wert dndern.

Gehort die natiirliche Irrationalitét ¢, zu der Untergruppe
der Galoisschen Gruppe ® undist & = 96, + 96, + - - G,
die Zerlegung der Gruppe & nach dem Modul 9, so nimmt ¢,
den ¢ Nebengruppen entsprechend bei allen Permutationen von
® die ¢ numerisch verschiedenen Werte o@,, @,, .. ., P, AL
Diese geniigen der im Korper P irreduziblen Gleichung

PO =C—@)(t—95) ... (t—g,)=0.

Bie heiBt eine Resolvente von f(z) = O und priiziser, da alle
ihre Wurzeln rationale Funktionen der Wurzeln von f(2) = 0
mit Koeffizienten aus P sind, eine rationale Resolvenie von
f(z) = 0. Ist J die invariante Untergruppe von ®, welche die
konjugierten Gruppen G, '9G; (=13 ..,¢) gemein haben, so ist
die Galoissche Gruppe von @(t) = 0 mit der Faktorgruppe ®/J
isomorph. Die o konjugierten GroBen ¢, (i=1,2,...,¢) haben die
Gruppen G, '9 G, (i=1%. ,¢ als zugehorige Gruppen. Die Er-
weiterung des Korpers P durch eine Grife ¢; reduziert die
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Galoissche Gruppe ® ven f(2) = 0 auf die zu @; zugehdrige
Gruppe G,~'§ G,; die Adjunktion aller Wurzeln von ®@(f) =0
zum Korper P reduziert demnach die Galoissche Gruppe von
f(2) = 0 auf die Gruppe §, den Durchschnitt aller konjugierten
Gruppen.

Lagrangescher, von Galois erweiterter Satz (vgl. 8. 221):
Ist @, eine zur Untergruppe $ der Galoisschen Gruppe ® ge-
hirige natiirliche Irrationalitit wnd bleibt eine zweite natiirliche
Irrationalitit (e« ey, ..., e,) bei allen Permutationen von $
numerisch ungedndert, so ist ¢ eine rationale Funktion von ¢,
mit Koeffizienten aus P. Ist ' die zu o zugehirige Unter-

gruppe der Galoisschen Gruppe & wnd ¢ =% der Index der

Untergruppe 9 von ', so gewiigt o, einer Gleichung ¢*" Grades,
deren Koeffizienten dem durch Adjunktion wvon ) erweiterten
Kirper P angehiren; die Gleichung ¢*" Grades, der @, gewiigt,
ist in diesem erweiterten Korper irreduzibel.

Korollar: Hat man zwei natiirliche Irrationalititen, die zu
derselben Untergruppe der Galoisschen Gruppe gehiren, so ist
jede eine rationale Funktion der anderen mit Koeffizienten aus P.
Die rationalen Resolventen mit Koeffizienten aus P, denen sie
geniigen, gehen daher dwrch Tschirnhawusentransformation aus-
einander hervor.

Im Gegensatz zu den natiirlichen Irrationalititen spricht
man von den fiir die Gleichung f(2) = O akzessorischen Ir-
rationalitéten. Hierunter verstcht man jede dem Korper P micht
angehirige Grofie, die sich nicht in die Form @(eay, ey, . . ., @,)
mit Koeffizienten aus P bringen 1ipt. Die Adjunktion einer ak-
zessorischen Irrationalitit % zum Koérper P #ndert die Galois-
sche Gruppe ® von f(2) = O entweder iiberhaupt nicht oder
reduziert sie auf eine ihrer Untergruppen §. Reduziert die Ad-
Jumktion einer akzessorischen Irrationalitit n die Galoissche
Gruppe & von f(2) = O auf eine Untergruppe O und wihlt man
eine zu O zugehdrige matirliche Irrationalitit @, so ist @ eine
rationale Funktion von m mit Koefﬁzientcn aus P. Jede Grife n,
deren Adjunktion die G-aloissche Gruppe &, von f(2) = O auf 9,
reduziert, geniigt eimer in P irreduziblen élezchuny, deren Grad

ein Vzelfaches des Index g der Gruppe 9, von ®, ist und nur
dann glewh < wird, wenn w keine akzessorische, sondem eine

natiirliche Ir; ationalitit ist. In letzterem Fall ist auch n eine
rationale Funktion von ¢ mit Koeffizienten aus P.
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Alle Wurzeln einer im Korper P irreduziblen Gleichung, deren
Adjunktion die Galoissche Gruppe der gegebemen Gleichung re-
duziert, sind entweder ausnahmslos natiirliche oder ausnahmslos
akzessorische Irrationalititen. Reduziert die Adjunktion einer
Wurzel einer irreduziblen Gleichung die Galoissche Gruppe &
einer gegebenen Gleichung f(2) = 0, so reduziert sic auch die
Adjunktion jeder anderen Wurzel der irreduziblen Gleichung, und
zwar auf dieselbe oder eine innerhalb @& i#hnliche Untergruppe.

Satz von C. Jordan (Zraité, p. 269) und Holder (Math.
Ann. 34, A7 (1889)): Reduziert sich die Galoissche Gruppe &
einer Gleichung f(2) = 0 mit Koeffizienten aus P durch Ad-
Junktion simtlicher Wurzeln einer beliebigen (reduziblen oder ir-
reduziblen) Gleichung F(t) = 0 mit Koeffizienten aus P auf eine
Untergruppe §, so reduziert sich die Galoissche Gruppe ©,
von F(t) = 0 durch Adjunktion aller Wurzeln von f(2) = 0 auf
eine Untergruppe J;. Die Gruppen J und J; sind invariante
Untergruppen von & bezw. ®,, ferner sind die Faktorgruppen
®/I und /3, holoedrisch isormorph.

Korollare: a) Die Adjunktion einer einzigen Wurzel einer
irreduziblen Hilfsgleichung F(t) = O reduziert die Galoissche
Gruppe & der Gleichung f(2) = O dann und nur dann auf eine
invariante Untergruppe, wenn F(t) = O eine Normalgleichung im
Korper P ist.

b) Erniedrigt die Adjunktion aller Wurzeln einer Gleichung
F(f) =0 mit einfacher Galoisscher Gruppe die Galoissche
Gruppe von f(2) =0, so zerfallt die Hilfsgleichung F(t) = 0
durch Adjunktion aller Wurzeln von f(z) = 0 in lauter Fak-
toren ersten Grades, d. h. die Wurzeln von F(t) = O sind ratio-
nale Funltionen derjenigen von f (z) = 0 mit Koeffizienten aus
dem Korper P oder anders ausgedriickt: sie sind natiirliche Ir-
rationalititen der Gleichung f(2) = 0.

Da jede invariante Untergruppe einer primitiven Permu-
tationsgruppe transitiv ist (vgl. S.210), so folgt aus dem Jordan-
Holderschen Hauptsatz auch: Eine in einem Korper P irreduzible
primitive Gleichung, die durch Adjunition aller Wurzeln einer Hilfs-
gleichung reduzibel wird, zerfallt in lauter Faktoren ersten Grades.

Wird eine in einem Korper P irreduzible imprimitive Gleichung
durch Adjunktion aller Wurzeln einer Hilfsgleichung reduzibel, so
zerfallt sie in lauter Faktoren des nimlichen Grades; diese haben
in dem durch Adjunktion aller Wurzeln der Hilfsgleichung erweiterten
Korper isomorphe Galoissche Gruppen (vgl. die fiir imprimitive
Gruppen geltenden Sitze auf 8. 210, ferner Weber, Algebra 1,563),
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Ist f(2) = O eine beliebige Gleichung mit Koeffizienten aus
einem Kirper P und der Galoisschen Gruppe & wnd besitet diese
die Kompositionsreihe &, ®,, &, ..., ®,_,, 1 (vgl. 8. 197), so
lipt sich die Behandlung der vorgelegten Gleichung auf eine
Gleichungsketle f,(2) = 0, f,(2) = 0, .. ., f,(2) = O von folgender
Beschaffenheit zuriickfithren: Jede dieser Gleichungen ist in dem
Korper P, nachdem wman ihm sdmiliche Wurzeln der vorauf-
gehenden Gleichungen adjungiert hat, irreduzibel und besitzt eine
einfache Gruppe, die mit den sukzessiven Faktorgruppern ©)®,,
®,/®,, ..., 8, _,/®,_,, ®,_, holoedrisch isomorph ist. Die Ga-
loissche Gruppe der wvorgelegten Gleichung reduziert sich mnach
Adjunktion der Wurzeln der Hilfsgleichungen sukzessiv auf
8, ®,,...,8,_,, 1. Infolge des voraufgehenden Korollars b)
sind die Hilfsgleichungen in dem Korper, dem ihre Koeffizienten
angehoren, rationale Resolventen von f(2) = 0. Man kann die
Hilfsgleichungen im besonderen stets so wdhlen, dap sie simtlich
Normalgleichungen sind, infolgedessen ihre Grade gleich den Ord-
nungen ihrer Galoisschen Gruppen werden und die Adjunktion
Je einer einzigen ihrer Wurzeln gewiigt.

Fiir eine verdnderte Wahl der Hilfsgleichungen gilt folgendes
Theorem: Es seien f,(2) = 0, f,(¢)=0,...,f;(¢) = 0 irgend-
welche Gleichungen ohne mehrfache Wurzeln von folgender Be-
schaffenheit: £,(2) = O habe Koeffizienten aus P und eine ein-
fache Galoissche Gruppe I'j. Die Gleichung f;(2) = 0 habe
Koeffizienten aus dem durch Adjunktion aller Wurzeln von
f1(2) =0, f3(2) =0, ..., f,—,(2) = 0 erweiterten Kérper P und
in diesem Oberkirper, dem ihre Koeffizienten angehdren, eine
einfache Galoissche Gruppe I, Reduziert sich die Galoissche
Gruppe @ von f(#) =0 durch Adjunktion aller Wurzeln von

fi(2) =0,f€0) =0,...,f,()) =0
auf die Einheit, d. h. driicken sich die Wurzeln von f(2) = 0
. rational durch die von f,(2) = 0,f,(2) =0,.. ., f;(¢) = 0 mit

Koeffizienten aus P aus, so kommen unter den A Gruppen I7,
Iy, ..., I, v Gruppen vor, die mit den Faktorgruppen

6/, 8,/0,, ..., 6, 4/06, 1,6,

vielleicht nur in anderer Reihenfolge, holoedrisch isomorph sind.
Durch Herbeiziehen beliebiger Hilfsgleichungen, deren Wurzeln
akzessorische Irrationalititen sind, wird niemals das Auftreten
der mit den Falktorgruppen ©/®,, ,/®,,...,®,_,/6,_,, &, _,
isomorphen Gruppen vermieden : diese miissen stets, nur mdglicher-
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304 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

weise in verschiedener Reihenfolge, auftreten. Ist v =1, so sind
alle irreduziblen Fakloren von f,(2) = 0, f(2) =0, .. .,f,(¢) =0
rationale Resolventen von f(z) =0 (Holder, Math. Ann. 34,
49 (1889)).

Unter einer allgemeinen Gleichung

a"+ a1+ +a,=0

vom 7% Grade versteht man eine solche, bei der die Koeffizienten
@y, Gy, . . ., @, willkiirliche Variablen sind. Der Korper P, in
dem die allgemeine Gleichung %' Grades betrachtet wird, muB
alle rationalen Funktionen von @, a,, ay, . . ., a, enthalten. Die
Koeffizienten dieser Funktionen konnen entweder ausschlieBlich
als gewdhnliche rationale Zahlen angenommen oder als Zahlen
eines beliebigen Zahlkorpers oder noch allgemeiner als irgend-
welche Zahlen vorausgesetzt werden. Im letzteren Fall enthilt
der Korper P auler den Unbestimmten a, a,, ay,...,a, alle
numerischen GroBen. Die Galoissche Gruppe der allgemeinen
Gleichung n*" Grades ist die symmetrische Gruppe n*" Grades
der Ordnung n!. In dem durch Adjunktion der Quadrat-
wurzel aus der Diskriminante erweiterten Korper reduziert sich
die Galoissche Gruppe auf die alternierende Gruppe n" Grades
der Ordnung %/, die fiir m > 4 einfach ist. Fiir n > 4 ist die
allgemeine Gleichung n*" Grades wicht mehr algebraisch auflos-
bar. (Vgl. 8. 252.) Fiir die Fille n =4 und n =3 vgl. § 8.

Ist f(2) = 0 die allgemeine Gleichung #*** Grades, so sind
ihre Wurzeln ebenso wie die Koeffizienten als willkiirliche
Variablen anzusehen. Eine zu einer Untergruppe $, der Galois-
schen Gruppe der Ordnung %! zugehorige natiirliche Irrationali-
tit @(ey, o, ..., ,) ist alsdann nichts anderes als eine zu der
Gruppe §, zugehdrige rationale Furktion ¢(e, &, ..., «,) der
n Variablen e, ¢, . . ., @,, die bei allen Permutationen von 9,
und keinen weiteren formal ungeiindert bleibt. Nimmt die
Funktion ¢ bei den Permutationen der symmetrischen Gruppe
die ¢ Werte ;= @, g, . . -, @, an, so ist die Resolvente

Ol)=(t—@)(Et—@s)...(t—g,)=0
mit der auf S. 280 definierten transformierten Gleichung iden-
tisch. Auf diese Weise ordnen sich die Betrachtungen auf
S. 217 und S. 221 der allgemeinen Galoisschen Theorie unter.
Im besondern geht aus dem von Galois verallgemeinerten
Lagrangeschen Satz (vgl. S. 301) der Lagrangesche Satz
(vgl. S. 221) hervor.
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Eine Gleichung 7'" Grades, deren Galoissche Gruppe die
symmetrische Gruppe »*" Grades ist, heiBt nach Kronecker
(Festschrift, § 12, Journ. f. Math. 92 (1882), Ges. Werke 2,
287) ecine Gleichung ohne Affekt. DaB nicht nur die allge-
meine Gleichung #*™ Grades affektlos ist, sondern auch spezielle
Gleichungen mit numerischen Koeffizienten existieren, die eben-
falls affektlos sind, besagt der Satz von Hilbert (Jowrn. f.
Math. 110, 128 (1892), Weber, Algebra 1, 652, E. Maillet,
Jowrn. de math. (5) 5, 205 (1899), M. Bauer, Journ. f. Math.
132, 33 (1907)): In jedem belicbigen, durch eine algebraische
Zahl bestimmten Kirper kanm man stets Gleichungen wvon ge-
gebenem Grade n konstruwieren, deren Koeffizienten gewidhnliche
rationale Zahlen sind wnd deren Galoissche Gruppe in eben
jenem Korper (also a fortiori im absoluten Rationalititsbereich)
die symmetrische Gruppe n'** Grades ist, und ebenso solche, deren
Galoissche Gruppe in jemem Koirper die alternierende Gruppe
n® Grades ist.

Ist n> 4, so gibt es fiir eine Gleichung n*" Grades, deren
Galoissche Gruppe die symmetrische Gruppe ist, abgeschen von
Resolventen zweiten Grades, keine rationalen Resolventen wvon
niedrigerem als n*™ Grade. Diese sind, abgesehen von n = 6,
Tschirnhausenresolventen der wrspriimglichen Gleichung. (Vgl.
das Bertrandsche Problem auf 8.216.) Fiir n = 4 gibt es
rationale Resolventen dritten Grades, vgl. die Gleichungen (3°)
und (3”) auf S. 287 und 288.

Aufler den im § 1 genannten Lehrbiichern, dem Enzyklo-
pidieartikel von Hélder und den in diesem Paragraphen zitierten
Schriften vgl. man fir die Galoissche Theorie noch die Dar-
stellungen von Bachmann, Math. Ann. 18, 449 (1881), Bolza,
Am. J. math. 13, 59 (1891), Math. Ann. 42, 253 (1893),
Pierpont, Annals of math. (2) 1, 113 u. 2, 22 (1900), Mertens,
Sitzungsb. d. Wiener Akad. 111, Abt. ITa, 17 (1902).

§ 11. Abelsche Gleichungen.

Eine Gleichung f(¢) = O mit lauter verschiedenen Wurzeln
und mit Koeffizienten aus einem Korper P heiBt eine A belsche
Gleichung (priziser eine im Korper P Abelsche Gleichung),
wenn sich alle ihre Wurzeln als rationale Funktionen einer ein-
zigen, z. B. «; mit Koeffizienten aus P ausdriicken lassen und
auBerdem stets

0;(0,(ey)) = 6,(6;(y))

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 20
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ist, wenn @;(e,) und 0,(«,) zwei beliebige Wurzeln von f(z) = 0
sind. 0;(¢,) und O,(«,) bedeuten rationale Funktionen von «
mit Koeffizienten aus P.

Die Galoissche Gruppe einer Abelschen Gleichung ist eine
Abelsche Gruppe (vgl. 8. 202). Jede irreduzible Gleichung,
deren Galoissche Gruppe eine Abelsche Gruppe ist, ist eine
Abelsche Gleichung. LiaBt man den Zusatz irreduzibel fort, so
gilt nur das Theorem: Jeder irreduzible Faktor der linken Seite
einer Gleichung mit kommutativer Galoisscher Gruppe ist
eine Abelsche Gleichung. Eine reduzible Gleichung mit kom-
mutativer Galoisscher Gruppe braucht nimlich nicht so be-
schaffen zu sein, daB sich alle ihre Wurzeln rational durch
eine von ihnen ausdriicken lassen. C. Jordan,” Traité, p. 287
bezeichnet jede Gleichung mit kommutativer Galoisscher Gruppe
als eine Abelsche Gleichung. Die oben gegebene engere Defi-
nition ist die urspriingliche Abels (§ 4 seiner fundamentalen
Arbeit, vgl. oben S. 253).

Eine Gleichung 7" Grades mit » verschiedenen Wurzeln
und mit Koeffizienten aus einem Kirper P heiBt eine einfache
Abelsche Gleichung, wenn sich ihre Wurzeln in der Form

o, o=0(t), o=0(q)=06%y),...
Gyt 0(a,_;) = 0"~ (qy), 0(e,) = 0"(e) =

ausdriicken lassen, wobei ©(«,) eine rationale Funktion von
mit Koeffizienten aus P bedeutet. Die Galoissche Gruppe einer
einfachen Abelschen Gleichung n*" Grades mit den n Wurzeln
o, O, . . ., 0, besteht entweder aus einer zyklischen Permutation
C= (o, g, ..., @,) und ihren Potenzen oder aus den Permutationen
1,0 C%, ..., CY=0¢ wobei n = ef ist. Im ersten Fall ist
die Gleichung irreduzibel, im zweiten Fall zerfdllt ihre linke Seite
n e irreduzible einfache Abelsche Gleichungen des Grades f.

Umgekehrt: Eine Gleichung n*" Grades, deren Galoissche
Gruppe aus der durch die zyklische Permutation C= (e, ey, ..., &,)
und ihren Potenzen erzeugten Gruppe oder einer ihrer Unter-
gruppen besteht, ist eine einfache Abelsche Gruppe.

Eine rationale Funktion von # beliebigen Grofen ¢y, aq, ..., ,,
die bei Anwendung der zyklischen Permutation C' = (ay, e, ..., @,
formal ungetindert bleibt, heiBt eine zyklische Funktion der n Grifien
OG0y e vy 00

Aus den beiden letzten Sitzen folgt: Eine Gleichung n*"
Grades mit n verschiedenen Wurzeln und Koeffizienten aus einem
Korper P ist dann wund nur dann eine einfache Abelsche Glei-
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chung, wenn sich ihre Wurzeln in eine solche Reihenfolge bringen
lassen, daf ihre zyklischen Funktionen mit Koeffizienten aus P
dem Korper P angehiren. Die einfachen Abelschen Gleichungen
werden daher auch als zyklische Gleichungen bezeichnet.

Ist & eine beliebige %' Einheitswurzel (vgl. § 12), so ist

(o + cag+ ag+ - - - 4 &1, "
im Korper der »'*™ Einheitswurzeln eine zyklische Funktion der
n GréBen ¢, o, ..., «,. Fiir eine einfache Abelsche Gleichung
mit Koeffizienten aus P und Wurzeln e, e, ..., «, ist dem-
nach diese GroBe eine in dem durch Adjunktion der »'® Ein-
heitswurzeln erweiterten Korper P gelegene bekannte Zahl b.
Die fiir den erweiterten Korper natiirliche Irrationalitit

o+ g+ g+ -+ e,

der Gleichung f(z) = O wird als ihre Lagrangesche Resolvente®)
(Lagrange, (Huwvres 3, 331) bezeichnet. Man findet sie durch
Ziehen der n*™ Wurzel aus b. Wiihlt man fiir ¢ eine primitive
n* Kinheitswurzel von der Beschaffenheit, daB b nicht ver-
schwindet, so lassen sich die Wurzeln einer einfachen Abel-
schen Gleichung in dem durch Adjunktion der #%'® Einheits-
wurzeln erweiterten Korper durch Ausziehen einer einzigen »'*™
Wurzel, niimlich derjenigen aus der GroBe b, finden (Abel, a.
a. 0., § 8). Ist n = p? eine Primzahlpotenz, so kann man stets
eine derartige primitive p** Einheitswurzel angeben, daB b von
Null verschieden ist. Wegen der fiir b = 0 vorzunehmenden
Modifikation vgl. Weber, Algebra 1, 589. Stets gilt der Satz:
Alle Wurzeln ciner im Korper P einfachen Abelschen Gleichung
lassen sich bestimmen, indem man dem Korper P eine primitive n* Ein-
heitswurzel adjungiert und auperdem eine n* Wurzel aus einer
einzigen Grofe zieht.

Sind zwei Wurzeln einer irreduziblen Gleichung vom Prim-
zahlgrad in einem derartigen Verhdiltnis, daff man die eine rational
durch die andere ausdriicken kann, so ist die Gleichung eine irre-
dugzible einfache Abelsche Gleichung. Normalgleichung vom Prim-
zahlgrad und irreduzible einfache Abelsche Gleichung sind identische
Begriffe (Abel, a. a. 0., § 3).

1) Unter Umstiinden nennt man auch eine Wurzel einer Resol-
ventengleichung eine Resolvente, daher der Name ,Lagrangesche
Resolvente**. Diese geniigt der Gleichung z” = b, die in dem durch
Adjunktion von & erweiterten Koérper (P, &) eine rationale Resolvente
der vorgelegten einfachen Abelschen Gleichung im Sinne der Be-
zeichnung auf S. 300 ist.

20*
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Eine einfache Abelsche Gleichung mit reellen Koeffizienten,
bei welcher der zugrunde liegende Korper P nur aus lauter
reellen Zahlen besteht, hat entweder nur reelle oder nur ima-
ginire Wurzeln. Der erste Fall tritt stets ein, wenn die Glei-
chung ungeraden Grades ist. Zur Losung einer einfachen
Abelschen Gleichung #*" Grades mit zugrunde liegendem reellem
Korper P ist die Adjunktion einer primitiven %" Einheitswurzel,
dag Ausziehen einer \Quadratwurzel aus einer positiven Zahl
und dig Teilung ,eines Winkels in » gleiche Teile erforderlich
(Abe},Ja. a. O. §§) Die Vereinfachung gegeniiber den ein-
fachen Abelschen Gleichungen, bei denen der Korper P auch
imaginiire Zahlen enthalten kann, liegt darin, daB kbei jenen
auBer der Kenntnis einer primitiven %' Einheitswurzel noch
eine 7' Wurzel aus einer GriBe der Form o (cos g - ising)
zu ziehen ist und dies das Ausziehen einer %'™ Wurzel aus
der positiven Gréfe ¢ und die Teilung eines Winkels in #» gleiche
Teile erfordert.

Da jeder irreduzible Faktor einer Abelschen Gleichung
wiederum eine Abelsche Gleichung ist, kann man sich auf die
Betrachtung der irreduziblen Abelschen Gleichungen beschriinken.
Jede irreduzible (auch nicht einfache) Abelsche Gleichung ist
eine Normalgleichung; daher ist die Ordnung ihrer Galois-
schen Gruppe gleich dem Grade » der Gleichung. Ist @ die
Galoissche Gruppe einer irreduziblen Abelschen Gleichung des
Grades 7, so kann man fiir die Abelsche Gruppe & ein System
von ¢ erzeugenden Basiselementen 4,, 4,, ..., 4, der Ordnungen
9159y -+ - 9, derartig auswiihlen, da das Produkt g, g;...9,=n
wird (vgl. S. 202). Wihlt man alsdann ¢ zu den durch

R A A s AN i T

erzeugten Gruppen zugehérige natiirliche Irrationalitéiten, so ge-
niigt jede von ihnen einer irreduziblen -einfachen Abelschen
Gleichung des Grades g, bzw. g, ..., g,, wie aus den Ergeb-
nissen auf S. 300 folgt. Hieraus ergibt sich der Satz: Die
Wurzeln jeder beliebigen irreduziblen Abelschen Gleichung n'™
Grades mit Koeffizienten aus P lassen sich als rationale Funk-
tionen mit Koeffizienten aus P von Wurzeln irreduzibler cin-
facher Abelscher Gleichungen mit Koeffizienien aus P darstellen,
bei denen das Produkt der Grade gleich n ist.

Da man die Basis einer Abelschen Gruppe (vgl. S. 203)
verschieden wiihlen kann, so ergeben sich folgende Siitze:
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§ 11. Abelsche Gleichungen. . 309

I Die Auflisung einer irreduziblen Abelschen Gleichung
des Grades m mit der Galoisschen Gruppe & kann auf die
Auflosung einer Reihe nebeneinander zu lisender irreduzibler
einfacher Abelscher Gleichungen der Grade p,™, p,™, ..., pS%
mit Koeffizienten aus dem der Belrachtung zugrunde liegenden
Korper reduziert werden; hierbei ist m = p,2p,™. .. p %o, und
D1y Pgy -+ -y P, bedeuten Primzahlen, die unter Umstinden mnicht
alle voneinander verschieden sind wund deren Anzahl alsdann
grifer als die Zahl der in n enthaltenen wverschiedenen Prim-
zahlen ist.

II. Die Auflisung einer irreduziblen Abelschen Gleichung
des Grades n lifit sich auf die Auflisung einer Reihe neben-
einander zu ldsender, wrreduzibler einfacher Abelscher Glei-
chungen wmit Kocffizienten aus dem der Betrachtung zugrunde
liegenden Kirper reduzieren, so daf der Grad einer jeden Glei-
chung dieser Reihe teilbar durch den Grad der folgenden Glei-
chung oder ihm gleich wird und das Produkt der Grade aller
Gleichungen gleich der Zahl n ist. Die Anzahl der Gleichungen
ist gleich dem Range der Gruppe (vgl. S.203).

Die Behandlung einer beliebigen Abelschen Gleichung ist
demnach auf diejenige einfacher Abelscher Gleichungen zuriick-
fithrbar. Da diese zur LoOsung nur eine Wurzelausziehung und
Kenntnis der Einheitswurzeln erfordern, die sich ebenfalls durch
Radikale darstellen lassen, so folgt: Jede Abelsche Gleichung
ist algebraisch auflosbar (Abel, a.a. 0. § 4).

Die Wurzeln jeder im Korper P irreduziblen Abelschen
Gleichung n*" Grades lassen sich mit Hilfe einer Wurzel « der
Gleichung in die Form

(4) 0@, .. 0, (x)

bringen, so daf in dieser Form jede Wurzel der Gleichung einmal
und auch nur einmal erscheint, falls h; die Zahlen 0,1,2,...,9,—1
durchliuft. Die mit einander verlauschbaren O, bedeuten die Ope-
rationen einer rationalen Funktion mit Koeffizienten aus P und
die Zahl h; die h;-fache Wiederholung (=1,2,..,0); g, ist die
kleinste Zahl, fir die 0,9 («) = 1 ist. Nennt man g, gy, ..., 9,
die Wiederholungszahlen, so gilt folgender Satz: Jeder Basis der
Galoisschen Gruppe & einer irreduziblen Abelschen Gleichung
entspricht eine Darstellung der Gleichungswurzeln in der Form (A),
so daf die Wiederholurgszahlen mit den Ordnungszahlen der
Basiselemente iibereinstimmen.

Jede wrreduzible Abelsche Qleichumg, deren Grad keine
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310 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Primzahl ist, ist als Normalgleichung imprimitiv, da ihre Galois-
sche Gruppe als regulire Gruppe imprimitiv ist (vgl. S.212).
Die Auflosung einer irreduziblen Abelschen Gleichung vom Prim-
zahlpotenzgrad p® kanm auf die von v nacheinander zu losenden
irreduziblen Abelschen Gleichungen vom Primzahlgrad p redu-
ziert werden.

Satz von Kronecker (Monatsh. d. Berl. Akad. (1853),
373, ebenda (1877), 849, Weber, Algebra 2, 762, Hilbert,
Math.-Ver. 4, Die Theorie der algebraischen Zahlkorper, Kap. 23,
Mertens, Jowrn. f. Math. 131, 87 (1906), Weber, ebenda
132, 167 (1907), Math. Ann. 67, 32 (1909)): Alle Wurzeln
Abelscher Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten sind ratio-
nale Funktionen von Einheitswurzeln mit rationalen Zahlenkoeffi-
zienten, und alle rationalen Funlktionen von Einheilswurzeln mit
rationalen Zahlenkoeffizienten sind Wurzeln ganzzahliger Abel-
scher Gleichungen. Anders ausgedriickt: Jeder durch eine irre-
duzible Abelsche Gleichung aus dem natiirlichen Rationalitits-

bereich hervorgehende Zahlkorper ist ein Kreisteilungskorper, d. h.
2 i

ein durch eine FEinheitswurzel ¢ ™ erzeugter Korper oder ein in
diesem Korper enthaltener Unterkiorper, und jeder Kreisteilungs-
Lorper ist ein Abelscher Korper.

Ebenso wie nach dem voraufgehenden Satz die Exponential-
funktion ¢?7# fiir rationale Werte des Arguments o mit den
Abelschen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten verkniipft
ist, trifft dies auch fiir die elliptische Modulfunktion, z. B. die
Invariante j(w), zu, wenn o Wurzel einer ganzzahligen quadra-
tischen Gleichung mit negativer Diskriminante ist. Eine derar-
tige Modulfunktion heit nach Kronecker singulir. Eine sin-
gulire Invariante j(o) geniigt einer irreduziblen Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten, der sogenamnten Klassengleichung, die
auch noch in dem durch Adjunktion der Quadratwurzel aus der
Diskriminante der quadratischen Gleichung erwciterten Korper
arreduzibel bleibt und dann eine irreduzible Abelsche Gleichung
ist. DaB die singuliren elliptischen Modulfunktionen durch
‘Wurzelzeichen ausdriickbar sind, was aus der Natur der Klassen-
gleichung, eine relativ Abelsche* Gleichung zu sein, folgt,
ahnte bereits Abel, vgl. die Bemerkungen von Sylow in
Abels (Huwvres 2, 316; den ersten Beweis gab Kronecker,
Monatsb. d. Berl. Akad. (1857), 455, (1862), 363 und (1877),
851. Eine zusammenfassende Darstellung mit zahlreichen Lite-
raturnachweisen findet man in Webers Artikel ,, Komplexe
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§ 12. Die Einheitswurzeln. 311

DMudtiplikation”, Enzyklopidie der math. Wiss. 1, 716 und in
dem dritten Buche des dritten Bandes seiner Algebra. Vgl
auch F. Klein, Ausgewdhlte Kapitel der Zahlentheorie, Auto-
graphierte Vorlesungen, Gottingen 1896. Es gilt auch umge-
kehrt folgender' Satz, Kroneckers ,liebster Jugendtraum®
(Brief von Kronecker an Dedekind, verdff. von Frobenius,
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 115): Alle in einem imagindiren
quadratischen Kirper Abelschen Gleichungen lassen sich durch die
Korper der singuldren Moduln und durch die Kreisteilungskorper
losen. Einen Beweis hat zuerst Fueter, Jowrn. f. Math. 132,
255 (1907) geliefert; vgl. auch Fueter, Gittinger Diss. (1903).
Eine Ausdehnung dieser Untersuchungen ist der von Hilbert,
(Gitt. Nachr. (1898), abgedr. Acta math. 26, 99 (1902)) und
Furtwingler (Math. Ann. 63, 1 (1907)) stammende Nachweis
der Existenz eines Klassenkdrpers fiir einen beliebigen algebra-
ischen Grundkérper P, der im einfachsten Fall der obige ima-
ginire quadratische Korper ist. Dieser allgemeine Klassenkorper
wird durch eine im Korper P Abelsche Gleichung mit Koeffi-
zienten aus P oder aus einem in diesem Korper enthaltenen
Unterkorper definiert.

§ 12. Die Einheitswurzeln. Die Kreisteilungsgleichung.
GauBsche Summen. Reine Gleichung.

Alle Wurzeln der @leichung 2" = 1 heifen n* Einheits-
wurzeln; sie sind simtlich voneinander wverschieden und werden,
wenn k die Werte 0,1, 2,...,n — 1 durchliuft, in der Form

2kx . . 2knm
&= cos— — —+ ¢ sin e gegeben.

Die Bilder der GroBen g in der sog. GauBschen Ebene
der komplexen Zahlen liegen auf einem Kreise mit dem Radius
Eins und bilden ein regulires n-Eck, dessen erster Eckpunkt
sich auf der Achse der reellen Zahlen befindet; die Teilung des
Kreises in % gleiche Teile hiingt demnach von der Ldsung der
Gleichung #"=1 ab.

Befriedigt ¢ die Gleichung "= 1, so ist auch " eine n*
FEinheitswurzel, wenn m irgendeine ganze positive oder megative
Zahl einschlieflich der Null ist. Das Produkt zweier beliebiger
0" Einheitswurzeln ist wicderum eine n' Einheitswurzel.

Ist & zugleich n' und m* Einheilswurzel, so ist es auch d*
Einheitswurzel, wenn d der grifte gemeinsame Teiler von n
und m ist.

Die Summe s, der 1" Potenzen aller n*" Einheitswurzeln ist
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312 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Null, aufer wenn k durch n teilbar ist. Ist k durch n teilbar,
s0 ist s,=m.

Eine n* Einheitswurzel heipt eine primitive n’ Einheits-
wuregel, wenn & keiner Gleichung ™ = 1 geniigt, wobei m < n ist.
Eine nicht primitive #' Einheitswurzel heiBit -eine imprimitive
n' Hinheitswurzel.

Eine charalkteristische Eigenschaft einer primitiven n'* Ein-
heitswurzel ¢ ist, dap ihre Potenzen &, &%, €% .. ., & sdamftliche ver-
schiedene n* Einheilswurzeln ergeben.  Durch Potenzieren einer
imprimitiven n*" Einheitswurzel erhdlt man niemals simtliche n*
FEinheitswurzeln.

Jede imprimitive m¥® Einheitswurzel gewiigt einer Gleichung
2™ =1, wobei m ein Divisor wvon n ist. Umgekehrt ist jede
Wurzel von 2™ =1, wenn m ein Teiler von n ist, eine impri-
mitive n* Einheitswurzel. Jede imprimitive n’® Einheitswurzel ist
primitive m* Finheitswurzel, wobei m ein gewisser Divisor
von nm ist.

Die Gleichung 2" = 1 hat soviel primitive n* Einheitswurzeln,
wie die Anzahl @(n) derjenigen ganzen positiven Zahlen betrigt,
die kleiner als n wnd relativ prim zu n sind. Ist p eine Prim-
zahl, so ist jede Wurzel der Gleichung zP = 1, abgesehen von
der Zahl 1, primitive p Einheitswurzel. Es ist @(p) =p — 1.

Ist p* die k* Potenz der Primzahl p, so findet man alle
Wurzeln der Gleichung sz= 1, indem wman je eine Wurzel
Wy, 0y, ..., 0 der k Gleichungen £ =1, = @, 2% = @y, .. .,
# = wy,_y wihlt und das Produkt o,.w, ..., bildet. Dann
und nur dann, wenn w, eine primitive p* Einheitswurzel ist, d. h.
w, =+ 1, ist das Produkt o, . o,. .. o, eine primitive p** Einheits-
wurzel. Es ist o(p¥) =p*~1(p — 1) = (1 - %) :

Ist n=ph-pga. .. ph, wobei py, p,y, ..., p, lauter unterein-
ander verschiedene Primzahlen sind, so findet man alle Wurzeln
der Gleichung 2" =1, indem man je cine Wurzel Ay, Ag, ..., & der
Gleichungen ™ = 1,7 =1, ..., 2 = 1 wahlt und ihr Pro-
dukt A . Xy ... A Dbildet. Dieses Produkt stellt dann und nur
dann eine pm’mitive n® Einhcitswurzel dar, wenn alle Grifen
Ay Ay, ooy A primitive pl"l baw. polay ..., pF Einheitswurzeln

sind. Es ist ¢(n) = @(p* )tp(pg"’) co(pt) =

=stende b= 3) (= 3) (=3

Ist & eine primitive n* Einheitswurzel, so sind, wenn & zu n
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§ 12. Die Kreisteilungsgleichung. 213

relativ prim ist, alle k*" Potenzen von & wumnd auch nur diese
Potenzen primitive n% Einheitswurzeln.

Die Swmme aller primitiven n** Einheitswurzeln wird mit

w(n) bezeichmet. Ist n durch das Quadrat einer Primzahl teil-

bar, so hat die zahlentheoretische Funktion w(n) den Wert 0, ist
n das Produkt von t verschiedenen Primzahlen, so hat w(n) den
Wert (— 1) u(1) ist gleich + 1. (Moebius, Journ. f. Math. 9,
109 (1832), Ges. Werke 4, 595, Mertens, Journ. f. Math. 77,
289 (1874)).

Die @(n) primitiven n® Einheitswurzeln geniigen der Glei-
chung @ (n) Grades:

Zy =H(z na I)W)= 0;

hierbei ist das Produkt iiber alle Teiler t von n, einschlieflich
n und 1, zu erstrecken, und w(t) bedeutet die oben definierte
zahlentheoretische Funktion. Die Gleichung Z,= 0 hat ganz-
zahlige Koeffizienten; sie ist im absoluten Rationalititsbereiche
irreduzibel, und bleibt es auch noch bei Adjunktion einer primitiven
q*" Binheitswurzel, falls n und q relativ prime Zahlen sind.
(Klonecker Journ. de math. 19, 192 (1854), Ges. Werkel
92, Journ. f. Math. 100, 79 (1887))

Da die sukzessiven Potenzen jeder Wurzel der Gleichung
Z,=0 alle » Wurzeln der Gleichung "= 1 liefern, von der
die Teilung des Kreises in # gleiche Teile abhiingt, heiBt die
Gleichung Z = 0 die Kreisteilungsgleichung.

Fiir eine Primzahl » = p lautet die Kreisteilungsgleichung:

n
t

ol -1 23
Y s T il EERET Y )

Fiir eine Primzahlpotenz n = p* lautet die Kreisteilungs-

gleichung
# —1
et

S g0= DA So-0 L -0t L e
1

Ist n =ph-pf...pM (py, pyy- ., p, verschiedene Prim-
zahlen), so ist

Z Lt (z"——l)(z”:.”’—l)(z”:l”‘—l)"-
e R R T
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314 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Die Diskriminante der Gleichung Z, = O hat den Wert

@)
() ) 2 : ]
0 =] S wobei ¢ die oben eingefiihrte zahlen-
pP @ . po@) )

theoretische Funktion bedeutet. (Vgl. die elementare Ableitung
von Rados, Journ. f. Math. 131, 49 (1906)).

Die Irreduzibilitit der Gleichung Z,= 0 im absoluten
Rationalititshereich hat zuerst GauB (Disquisitiones arithmeti-
cae (1801), Art. 341) bewiesen. Andere Beweise stammen von
Kronecker, Journ. f. Math. 29, 280 (1845), Journ. de math.
(2) 1, 399 (1856), Ges. Werke 1, 1 und 99, Schoenemann
und Eisenstein (Schoenemann, Jowrn. f. Math. 32, 100
(1846), Eisenstein, ebenda 39, 166 (1850), Schoenemanns
Reklamation, ebenda 40, 188 (1850), a. a. O. Zeile 8 v. u. ist
32, § 61 zu lesen). Die Irreduzibilitit von Zx = 0 im abso-
luten Rationalitiitsbereich bei Serret, Jowrn. de math. 15, 296
(1850). DaB die Gleichung Z,= O fiir beliebiges n im abso-
luten Rationalititsbereich irreduzibel ist, und es auch sogar
bleibt, wenn eine Wurzel einer ganzzahligen irreduziblen Glei-
chung adjungiert wird, deren Diskriminante zu » relativ prim
ist, hat Kronecker (Journ. de math. 19, 177 (1854), Ges.
Werke 1, 75, Journ. f. Math. 100, 79 (1887)) zuerst bewiesen.
Andere Beweise der Irreduzibilitit von Z,= O fiir beliebiges n
stammen von Dedekind, Jowrn. f. Math. 54, 27 (1857),
Arndt, Jowrn. f. Math. 56, 178 (1859), Lebesgue, Journ.
de math. (2) 4, 105 (1859).

Die Kreisteilungsgleichung Z, = O ist eine irreduszible Abel-
sche Gleichung.  Ihre Galoissche Gruppe ist eime tramsitive
Abelsche Gruppe des Grades und der Ordnung @ (n), die holo-
edrisch isomorph ist mit der Gruppe der Zahlklassen der zu n
relativ primen Zahlen (vgl. S. 203, Z. 10 v. u.). Die Gruppe
ist damn wund nur dann zyklisch, wenn n die Potenz einer un-
geraden Primzahl, das Doppelte hiervon oder 2 oder 4 ist. Fiir
diese und nur fir diese Werte der Zahl n ist die Kreisteilungs-
gleichung eine irreduzible einfache Abelsche Gleichung.

Aus dem Satz: ,Eine Normalgleichung ist dann und nur
dann durch Quadratwurzeln 15sbar, wenn ihr Grad eine Potenz
von 2 ist®, folgt: Die Wurzeln der Kreisteilungsgleichung Z,, = 0O
sind dann und nur dann durch Quadratwurzeln darstellbar, wenn
der Grad @(n) von Z,= 0 eine Potenz von 2 ist. Da sich
alle Wurzeln von #"= 1 durch Potenzieren einer beliebigen
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§ 12. Die Kreisteilungsgleichung. 315

primitiven #*" Einheitswurzel ergeben, folgt das T'heorem wvon
GauB (Disquisitiones arithmeticae, Art. 365, 366): Damit die
Gleichung 2" =1 durch Quadratwurzeln losbar sein soll, ist not-
wendig und hinreichend, daf n entweder gleich einer Primzahl
der Form 2% + 1 oder gleich 2™ oder gleich einem Produkt
mehrerer verschiedener Zahlen dieser Formen ist.  Dann und
nur dann, wenn sich die Gleichung 2" = 1 durch Quadratwurzeln
auflisen lipt, kann der Kreisumfang mit Zirkel und Lineal in
n gleiche Teile gcteilt werden. TFiir dieselben Werte von n
kann auch der Umfang der Lemniskate mit Hilfe von Zirkel
und Lineal in n gleiche Teile geteilt werden (GauB, Disquisi-
tiones arithmeticae, Art. 335, Abel, Recherches sur les fonctions
elliptiques, Buvres 1, p. 361, Eisenstein, Jowrn. f. Math. 39,
160, 224, 275 (1850), Schwering, Jowrn. f. Math. 107, 196
(1890)). Eine Zahl der Form 2" 4 1 kann nur dann Primzahl
sein, wenn h = 2F ist; jedoch sind nicht alle Zahlen der Form

22k+ 1 Primzahlen. k=0, 1, 2, 3, 4 liefert die Primzahlen
3, 5, 17, 257, 65537; hingegen erhilt man fir & = 5 die Zahl
225-{— 1 = 4294967297, die durch 641 teilbar ist. Vermutlich
existiert nur eine endliche Anzahl von Primzahlen der Form

2 1 1. Die Gleichung #*— 1 hat die Wurzeln
1 i =
1= 9 '_t 9 Vsa
die Gleichung #°= 1 besitzt die primitive Wurzel
cos 2 4 isin 2% = 5 (—14+V5+iV10+2V5),

die Wurzeln der Gleichung 2'"= 1 findet man in GauB, Dis-
quisitiones arithmeticae, Art. 354. Die Gleichung 2®7= 1 hat
Richelot, Jowrn. f. Math. 9, 1 (1832) behandelt. Fiir die
Gleichung 2557 — 1 vgl. Hermes, Gitl. Nachr. (1894), 170.
Unterhalb 100 gibt es im ganzen 25 Zahlen, fiir die "= 1
durch Quadratwurzeln lgsbar ist, nimlich » = 2, 3, 4, 5, 6, &
10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64,
68, 80, 85, 96.

Die geometrische Konstruktion des reguliren Siebzehnecks
mittelst des Lineals und eines festen Kreises geben v. Staudt,
Journ. f. Math. 24, 251 (1842) und Schroeter, ebenda 75,
13 (1873), nach Mascheroni unter alleiniger Anwendung des
Zirkels Gérard, Math. Ann. 48, 390 (1897). Die Konstruk-
tion des reguliren 257-Ecks bei Pascal, Rend. Accad. di Na-
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316 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

poli (1887). Fiir nicht mittelst Zirkels und Lineals durchfiihr-
bare Fille der Kreisteilung, ntimlich 7, 13 und 97 vgl. Pascal,
Giorn. di mat. 25, 82 (1887), fir 19 und 37 Amaldi, ebenda
30, 141 (1892). Fiir dio hier behandelten Fragen vgl. besonders
Klein, Vortrdge iiber ausgewdhlte Fragen der Elementargeometrie,
ausg. von Taegert, Leipzig 1895, und Enriques, Fragen der
Elementargeometrie, Teil II, deutsch von Fleischer, Leipzig
1907.

Wir beschriinken uns darauf, von den Fillen, in denen die
Kreisteilungsgleichung eine irreduzible einfache Abelsche Glei-
chung ist (n = 2, 4, p* 2p% vgl. oben), denjenigen niher zu
betrachten, fiir den n eine Primzahl ist.

Ist p eime Primzahl, so lassen sich die Wurzeln der Glewhung

z__11="’“+z*’-2+---+1=0

in der Form «, O(c), 0*(c), ..., O~ *(«) anordnen, hierbei ist «
eine beliebige Wurzel, @ () = o', und g bedeutet eine primitive
Wurzel fiir die Primzahl p.")

Da die Gleichung z’;:_ll = 0 eine im Korper der reellen

Zahlen einfache Abelsche Gleichung ist, kann ihre Lisung be-
werkstelligt werden (vgl. 8. 308) mittelst einer primitiven (p— 1)
Einheitswurzel, Teilung cines Winkels in p — 1 gleiche Teile und
Ausziehung einer Quadratwurzel aus einer positiven Zahl, die hier
die Zahl p ist (GauB, Disquisitiones arithmeticae, Art. 360).
B

Zur weiteren Behandlung von %_—11— = 0 hat Gau8, Dis-
quisitiones arithmeticae, Art. 343, die f-gliedrigen Perioden ein-
gefithrt. Sei p — 1 irgendwie in zwei ganzzahlige positive Fak-
toren e und f zerlegt. Ist « eine beliebige Wurzel der Gleichung
2P

e e 0, so heiflen die ¢ Funktionen:

’71=“y1+ of

die e GaupBschen f-gliedrigen Perioden. Die e Perioden sind
Wurzeln der Gleichunyg e** Grades:

D= (n—n)(n—m)(n—ng)...(n—n,_y) = 0.

“‘2.}_ aa’”'l_}_ B )L R T

1) g helBt eine primitive Wurzel fiir die Primzahl p, wenn die
Zahlen g, g% ¢° ..., g~ bei ihrer Division durch p, von der Reihen-
folge abgesehen, die Zahlen 1,2,...,p—1 ergeben.
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§ 12. Die Kreistejlungsgleichung. 317

Diese hat ganzzahlige Koeffizienten und ist eine im absoluten
Rationalititsbereich irreduzible einfache Abelsche Gleichung. Jede
der Perioden ist also eine ganze rationale Funktion jeder anderen
mit rationalen Zahlenkoeffizienten. Nach Adjunktion irgendeiner
—1 0
gk o0

Wurzel dieser Normalgleichung zerfillt die Gleichung
in das Produkt der e Gleichungen:

1= (2’ — agl) (z — a’”l)(z — a"zHl) i (z — a"(f—l)H'l) =(.
*2=0,1,2...,6—1)

Die Koeffizienten jeder dieser e Gleichungen 7, = 0 sind
lineare gamze Funktionen der e Perioden my, 1y, . - ., M,_q mit
ganzzahligen Koeffizienten, und jede dieser Gleichungen ist in dem
durch Adjunktion der e Perioden erweiterten Kirper eine irreduzible
einfache Abelsche Gleichung. LBt sich die Zahl f irgendwie in
zwei ganzzahlige Faktoren ¢’ und f’ spalten, so bilde man die
sog. [’-gliedrigen Perioden:

'r])f - agi.e+ ag(e'+2)e+ ag(2e’+1)a+ s + ag((/r_1)¢'+).)e
2=0,1,2,..,¢'—1).

Die GroBen n,, m,y ..., 1. _, geniigen einer Gleichung, deren
Koeffizienten lineare ganze Funktionen von 7, %y, .. ., 7,_; mit
ganzzahligen Koeffizienten sind. Diese Gleichung ist in dem
durch die Perioden g, 1, .., 7,_, erweiterten Korper eine irre-
duzible Abelsche Gleichung. Nach Adjunktion einer Wurzel
dieser Normalgleichung zerfillt jede der e Gleichungen 7, in
¢ Gleichungen vom Grade f’. Jede dieser Gleichungen ist in
dem durch %, n,’, ..., n,_, erweiterten Korper eine irreduzible
einfache Abelsche Gleichung. Dieses Verfahren 1i8t sich fort-
setzen, indem man f’ in Faktoren spaltet. Vgl. GauB, Dis-
quisitiones arithmeticae, Art. 342—354.

Die Galoissche Theorie liefert den Kern dieses Verfahrens.

Ry
Die Wuwrzeln der Gleichung zz—_—_—l = 0 seien mit

i
= 0'(a) i (6=0,1,2..,0~2)
Pl
bezeichnet. Die Galoissche Gruppe & der Gleichung i_ 11 =0

wird von der zyklischen Permutation C = (&, e, ¢, - - -, @,_5)
und ihren Potenzen gebildet. Die Permutation C° und ihre Po-
tenzen bilden eine Untergruppe &, von & des Index e. Jede
der ¢ Perioden 7y, 7, 13, ..., 1, _, ist eine zu & zugehdrige
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318 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

natiirliche Irrationalitit. Die e Perioden vertauschen sich bei
allen ®, nicht angehdrigen Permutationen von & nur unter-
einander und geniigen daher einer irreduziblen Normalgleichung
® = 0, deren Galoissche Gruppe zu ®/@®, isomorph ist und
aus der zyklischen Permutation 7'= (7, 7y, g, ...y %,_,) und
ihren Potenzen besteht. Adjungiert man 7, zum absoluten
Rationalitiitsbereich, so reduziert sich die Galoissche Gruppe &

" A
unserer Gleichung i—_—l—l =0 auf die intransitive Gruppe ©,

der Ordnung f. Ist f=¢€'f’, so erzeugt die Permutation C°¢
mit ihren Potenzen eine Untergruppe ®, von &, vom Index €
die Funktionen %, n,,..., %, _; sind zu @, zugehorige natiir-
liche Irrationalititen, die sich bei allen ®; nicht angehdrigen
Permutationen von &; nur untereinander permutieren.

Fiir eine ungerade Primzahl p kann man p — 1 in das

Produkt 2 (2 ; )

M=+ e+ + oo
m=o+ a®4 .. + ol
Die zwei Grofen n, und %, geniigen der quadratischen Glei-
p—1

zerlegen. Fiir e = 2, f=p%1 wird:

e
chung @ = n*+ n + 1———_(—41)—}) = 0 mit ganzzahligen Koef-

fizienten. Es wird:

it = %V(— 1)1%‘1), e %?%-V(; ljl%l-p,

Lt
"70—711=iV(_1) *.p

Lt
Durch Adjunktion von V(— 1) ? . p zum absoluten Ratio-

nalitiitsbereich wird z:;_ 2

Faktoren des Grades p—;—l-

Bei 7, sind die Exponenten von « die quadratischen

Reste, bei #u, die quadratischen Nichtreste unter den Zahlen
s=p—1

1,2,..., p—1 nach p. Daher ist: 5, — 5, — E'(;f)a',
s=1

wobei (—-) das Legendresche Symbol ist, das den Wert 4 1
P g Vi

= (0 reduzibel und zerfillt in zwei
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§ 12. GauBsche Summen. 19

oder — 1 hat, je nachdem s quadratischer Rest oder Nichtrest
der Primzahl p ist.
Ein berithmtes Problem, dem GauB (1811) (Ges. Werke
2, 9, deutsche Ausg. von E. Netto in Die sechs Beweise des
Fundamentaltheorems iiber quadratische Reste von Gauf in Ost-
walds Klassikern der cxakt. Wiss. Nr. 122, 8. 51) eine besondere
Abhandlung gewidmet hat, ist die Bestimmung des Vorzeichens
der oben auf der rechten Seite von 7,— 7, auftretenden Quadrat-
wurzel, die davon abhiingt, welche Einheitswurzel man fiir e«
2min
wihlt. Ist «=e¢ ? , wobei u zu p relativ prim ist, und demnach
s=p—1 4 Saiue s=p=1 4 27ius
N—M ——Z(;)e P | so hat die Summe 2(p)e vl die
=

S=it

k) Lo
man als G aw fsche Summe bezeichnet, den Wert + (%)z( 2 ) ]/p;
hierbei ist (%) das Legendresche Symbol und i=7]— 1.
Mithin ergibt sich, fir p =1 (mod. 4) die Wertbestimmung

(E) -Vp und fiir p=3 (mod. 4) gleich z(ﬁ) Vp. Die Gleichung
p p
s=a1 2ipus

S -5

s=1

bleibt noch richtig, wenn p eine beliebige ganze, aber keine
Primzahl mehr ist und (;) das Jacobische Symbol bedeutet,
das jedesmal, wenn s und p einen gemeinsamen Teiler besitzen, den
Wert O zu erhalten hat.") (%) ist dann ebenfalls das Jacobi-
sche Symbol. Auch kinnen w und p einen Teiler gemein haben;
in diesem Fall ist (i) = 0 zu nehmen. Eine Darstellung

der in die Zahlentheorie gehérigen GauBschen Summen findet man
bei Bachmann, Analytische Zahlentheorie, Leipzig 1894, S. 145.

. 1) Sind s und p zwei relativ prime Zahlen und ist p in die
Primzahlfaktoren p = p, p,p, . . . zerlegbar, so ist das Jacobische:
Symbol definiert durch

()= GGG v (). () )

die Legendreschen Symbole sind.
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320 Kapitel 1V. Algebraische Gleichungen.

Weitere Angaben iiber Einheitswurzeln findet man in der
Monographie von Bachmann, Die Lelre von der Kreisteilung,
Leipzig 1872, Weber, Algebra 1, 5961, 2, 69 u. 736 und
D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkirper, Math.- Ver.
4 (1897), S. 325 (der Kreiskorper). Vgl. auch § 11, S. 310.

Wir schlieen diesen Paragraphen mit der Betrachtung der
reinen Gleichung ¢" = a, die auch als binomische Gleichung be-
zeichnet wird. Ist m eine Primzahl p, so ist die Gleichung
# —a=0 in jedem Kirper P, der a enthdlt, dann wnd nur
dann reduzibel, wenn a die p® Potenz eimer Zahl aus P ist.
Ist also die Gleichung 2 = a reduzibel, so hat sie eine dem
Korper P angehorige Wurzel. (Abel, Huwvres 1, 72, Jordan,
Traité, p. 300, Mertens, Monatsh. f. Math. 2, 291 (1891),
Kneser, Journ. f. Math. 106, 48 (1890)).

Fiir beliebiges n gilt folgender Satz (Capelli, Rend. Acc.
di Napoli, Dez. 1897, Febr. 1898, Math. Ann. 54, 602 (1901),
Vahlen, Acta math. 19, 195 (1895), Wendt, Math. Ann. 53,
450 (1900)): Die Gleichung 2" — a = 0 ist in einem belichigen
Korper P, der a enthdlt, dann und nur dann reduzibel, wenn a
die h¥* Potenz einer Zahl aus P ist, wobei h ein Teiler von n ist,
oder wenn n durch 4 teilbar und — a das Vierfache der wvierten
Potenz einer Zahl aus P ist.

Ist «y eine Wurzel der Gleichung 2" — a = 0, so ergeben
sich ihre samitlichen Wurzeln in der Form o; = &y (=0,1,2,..,n~1),
wobei & eine primitive n® Einheitswurzel ist. Jede reine Glei-
chung 2" — a = 0 ist in einem Korper, der die n*" Finheits-
wurzeln enthdlt, eine Abelsche Gleichung. In dem Fleinsten Korper,
der die Grofe a enthdlt'), ist die Gleichung 2" — a = 0 so be-
schaffen, daf sich alle ihre Wurzeln als rationale Funktionen von

. 5 & o \*
awer geeigneten «,, «, in der Form o; = (u—‘)ao ((=0,1,82,...,n—1)
(]

ausdriicken lassen.

§ 13. Algebraisch auflésbare Gleichungen.

Eine Gleichung f(2) = 0 mit Koeffizienten aus einem.
Korper P heiBt algebraisch auflisbar (priziser eine im Korper P
algebraisch auflosbare Gleichung), wenn sich ihre simtlichen
Wurzeln aus den GroBen des Korpers P durch eine endliche
Anzahl von Wurzelausziehungen finden lassen. Man sieht sofort,
daB die Exponenten bei simtlichen Wurzelausziehungen als Prim-

1) Also ohne Adjunktion von Einheitswurzeln.
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§ 13. Auflosbare Gleichungen. 321

zahlen angenommen werden konnen. Weber, Algebra 1, 647
nennt die auflésbaren Gleichungen, wie man kiirzer statt alge-
braisch auflosbar sagt, metazyklisch.

Die n Wurzeln oy, ay, ..., «, einer auflosbaren Gleichung lassen
sich stets in die Form: o;=1,(0;, @5_1s - - -y Pgy Py) G=1,2,..,7)
bringen, wobei die n Funktionen r; ganze rationale Funktionen
ihrer Argumente @, @, ..., @, mit Koeffizienten aus dem der
Untersuchung zugrunde liegenden Korper P bedewten. Die Grofen
@iy Qgy - - ., @, bestimmen sich hierbei nacheinander durch eine
Kette reiner Gleichungen: @, = R, @, = Ry(p,),

pg7 = Rs(‘;ou 9’72), ceey @A = R}.(‘Pu Pas » - oy 9’}.—1)'

Die Zahlen v, 7y, ..., 7, bedeuten Primzahlen; die Grifien
B, (i=2,...,% sind ganze rationale Funktionen von @, @q, . . .,
@;_1 mit Koeffizienten aus P, und R, ist eine dem Korper P
angehirige Zahl. Man kann es stets so einrichten, daB die
GroBen @, @,, ..., ¢;, d. h. die auftretenden Radikale, ganze
rationale Funktionen der » Wurzeln von f(2) = 0 sind, und
die Koeffizienten dieser Funktionen dem durch Adjunktion von
Einheitswurzeln erweiterten Korper P angehéren. Die Grifen
Py Pay ...y @, sind also bei Zugrundelegung des Korpers P ak-
zessorische Irrationalititen, die aber in dem durch Adjunktion
von Einheitswurzeln erweiterten Korper natiirliche Irrationalititen
sind. Abel hat in seiner grundlegenden Arbeit (vgl. oben S.252,
(Euvres 1, 75) bei der Untersuchung der Form, die man den
Radikalen ¢ bei algebraisch auflosbarén Gleichungen geben kann,
das Auftreten der Einheitswurzeln nicht betont; dies geschah
erst durch Jordan (Zraité, p. 270) und Kronecker (Monatsh. d.
Berl. Akad. (1879), 206). DaB die bei der Losung der Gleichungen
dritten und vierten Grades auftretenden Radikale in die Form
rationaler Funktionen der Gleichungswurzeln und Einheitswurzeln
gebracht werden konnen, geht bereits aus Lagranges Angaben
in seinen Réflexions hervor. (Vgl. S. 283 und 287.)

Da die reinen Gleichungen sich auf Abelsche Gleichungen
zurtickfithren lassen, folgt:

Damit eine Gleichung auflosbar sei, ist notwendig wnd hin-
reichend, dap ihre Behandlung auf eine Kette irreduszibler
Abelscher Gleichungen vom Primzahlgrad reduziert werden kann.
Diese Behandlungsweise verdankt man Jordan, 7Zraité, p. 386.
Vgl. hierzu auch Bendixson, Acta math. 27, 317 (1903).

Eine Gleichung ist dann und nur dann auflosbar, wenn
thre Galoissche Gruppe eine auflisbare Gruppe ist. (Vgl. 8.199.)

Pascal, Repertorium, I. 2. Aufl. 21
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322 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Hat man eine im Korper P aufldsbare Gleichung f(2)=0
mit der Galoisschen Gruppe @ der Ordnung g, deren Kom-
positionsreihe ®, ©,, ®,,...,®,_,, 1 lautet und deren Index-

reihe l, &, Jgas b gj;‘o‘, 9y_, infolge der Auflosbarkeit aus lauter
91" 9s 971
Primzahlen besteht, so gestaltet sich die Behandlung der auf-
losbaren Gleichung f(2) = O auf Grund der Galoisschen Theorie
folgendermaflen: Man bestimmt eine natiirliche Irrationalitiit »,
der Wurzeln von f(z) =0, die zur Gruppe ®, gehort, ebenso
eine natiirliche Irrationalitit x,, die zur Gruppe @, gehort,
usw., schlieBlich eine zur Gruppe ®, , gehorige natiirliche
Irrationalitit x,_, der Wurzeln von f(2) =0 und eine zur
identischen Permutation 1 gehorige natiirliche Irrationalitit 7.
Dann ist 7, eine rationale Funktion von 7, mit Koeffizienten
aus P, ebenso ist 7, eine rationale Funktion von 7y mit Koeffi-
zienten aus P usw., schlieBlich %, , eine rationale Funktion
von n, mit Koeffizienten aus P. Die GroBe », geniigt einer
im Korper P irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung vom

Primzahlgrade gi , deren Galoissche Gruppe mit der Faktor-

1
gruppe &/®, holoedrisch isomorph ist. Nach Adjunktion von
n, gentigt die GriBe 7, einer in dem erweiterten Korper (P, #,)
irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung vom Primzahlgrade

Ig]l, deren Galoissche Gruppe mit der Faktorgruppe ®,/®, ho-

2
loedrisch isomorph ist. Nach Adjunktion von 7, geniigt die
Grofe 7, einer irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung vom

Primzahlgrad g’—, deren Galoissche Gruppe mit der Faktor-

3
gruppe ®,/®, holoedrisch isomorph ist usw., schlieBlich geniigt
7y in dem durch Adjunktion von 7,_, erweiterten Korper einer
irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung des Grades 9r_1s
deren Galoissche Gruppe mit der Gruppe &, , holoedrisch iso-
morph ist. Die Wurzeln der vorgelegten Gleichung f(2) =0
sind ganze rationale Funktionen von 7, mit Koeffizienten aus P.
Dieses Verfahren reduziert, wie es dem Jordanschen Satz ent-
spricht, die Auflésung der Gleichung f(2) = O auf eine Kette
von nacheinander zu losenden einfachen Abelschen Gleichungen
mit Gruppen von Primzahlordnung, die mit den Faktorgruppen
®/®,, 6,/0,, ..., ®,_, holoedrisch isomorph sind. Bei einer
Reduktion auf Gleichungen mit einfachen Gruppen sind diese
Gruppen nicht zu vermeiden, sie kénnen eventuell nur in anderer
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§ 13. Algebraisch auflésbare Gleichungen. 323

Reihenfolge auftreten. Im Gegensatz zu den bei der Reduktion
auf eine Kette von reinen Gleichungen oben (S. 321) eingefithrten
@ sind die Grofen ny, mg, . .., 1, natirliche Irrationalititen des
Kirpers P, ohme daf man diesem FEinheitswurzeln zu adjun-
gieren braucht.

Lipt sich auch nur eine Wurzel ciner irreduziblen algebra-
ischen Gleichung durch Wurzelauszichungen finden, so triffit dies
fiir alle Wurzeln zu, und die Gleichung ist algebraisch auflisbar.
(Abel, Buvres 2, 221, vgl. auch Selivanoff, Acta math. 19,
88 (1895).)

Aus dem Satz von Galois (vgl. oben S. 210) und der
Tatsache, daB die Ordnung jeder transitiven Permutationsgruppe
durch ihren Grad teilbar ist, folgt der Satz von Abel (Euwres 2,
222 und 262): Jede auflisbare irreduzible Gleichung, deren
Grad sich durch wenigstens zwei verschiedene Primzahlen teilen
lapt, ist imprimitiv. Ist also n durch zwei verschiedene Prim-
zahlen teilbar, so zerfillt die wvorgelegte Gleichung n*" Grades
durch Adjunktion der Wurzeln einer auflosbaren Gleichung s"
Grades in Faktoren r*" Grades, wobei n = rs. Die Behandlung
auflisbarer Gleichungen lipt sich also auf das Studium der auf-
losbaren primitiven Gleichungen vom Primzahlpotenzgrad zwriick-
fihren. (Vgl. Galois, (Huvres, p. 51.)

Hat man eine irreduzible primitive auflgsbare Gleichung des
Primzahlpotenzgrades p*, so lassen sich ihre Wurzeln stets in der
Form e« 4 . 4, derartig anordnen, daB &/, &), ..., & die Zahlen

0,1,2,..., p— 1 durchlaufen und alle Permutationen der
sz pr &

Galoisschen Gruppe der Gleichung das Aussehen (a‘ b ‘EI‘)
S162°* Sk

haben; die Indices &, &, ..., § ergeben sich hierbei aus
&, &', ..., & durch Substitutionen der Form

&= ai1§1,+ Baby + -0+ a8 + B gty ST 3y )
wobei @;; (i=1,2,..,% j=1,2,..,k+1) ganze Zahlen mod p mit nicht
verschwindender Determinante |a;;| ¢,j=1,2,...,% bedeuten.

Die Galoissche Gruppe einer irreduziblen primitiven auf-
losbaren Gleichung des Primzahlpotenzgrades p* ist also entweder
mit der allgemeinen vollen linearen Kongruenzgruppe der Ordnung
@—1) (*—p) @ —p%-- (P —pO)p* in k Variablen
mit gamzzahligen Koeffizienten mod p oder mit einer ihrer Unter-
gruppen isomorph. (Vgl. 8. 247.) Fiir k=1 erhilt man die
von Kronecker sog. metazyklische Gruppe des Grades p und
der Ordnung p(p—1), die stets auflosbar ist. (Vgl. S. 2183,

" g
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324 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Z. 21 auf 8. 213 lies |2z, « + Bz | statt |2, @z + B|). Hieraus
ergeben sich die fiir k¥ = 1 giiltigen Galoisschen Theoreme:

Eine irreduzible Gleichung vom Primzahlgrad ist dann und
nur damn auflosbar, wenn thre Wurzeln sich so schreiben lassen,
daf ihre Galoissche Gruppe die metazyklische Gruppe oder
eine ihrer tramsitiven Untergruppen ist. (Galois, (Buwres, p. 48.)

Eine irreduzible Gleichung vom Primzahlgrad ist dann und
nur dann auflosbar , wenn alle ihre Wurzeln rationale Funktionen
zweier beliebiger Wurzeln mit Koeffizienten aus dem der Betrach-
tung zugrunde liegenden Korper sind. (Galois, (Buwvres, p. 49.)

Hat eine irreduzible Gleichung vom Primzahlgrad wmit reellen
Koeffizienten mehr als eine reelle Wurzel, so ist sie bei Zugrunde-
legung eines reellen Korpers sicher wicht auflosbar, wenn sie nicht
lauter reelle Wurzeln hat.

Aus der Natur der metazyklischen Gruppe und ihrer Unter-
gruppen (vgl. 8. 213) folgt:

Jede im Korper P irreduzible auflisbare Gleichung vom
Primzahlgrade p kann mittelst zweier wrreduzibler einfacher

p—

)
Grades p gelist werden. Die Wurzeln einer im Korper P irre-
duziblen aufldsbaren Gleichung p*** Grades lassen sich nimlich
so anordnen, daB zwischen ihnen die Beziehungen stattfinden
@ = 0(x), &, = O(e), ..., &= O(e,_,). Die Operation @
ist hierbei eine ganze rationale Funktion mit Koeffizienten aus
einem Korper (P, ¢); dieser geht aus dem der Betrachtung zu-
grunde liegenden Korper P durch Adjunktion einer Wurzel ¢
einer im Korper P irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung

Abelscher Gleichungen des Grades p — 1 bezw. 1 und des

des Grades p — 1 oder p;—_l
p— 1 ist. (Kronecker, Monatsb. d. Berl. Alkad. (1853), 369.)

Als Endziel der Behandlung algebraisch auflosbarer Glei-
chungen sah bereits Abel ((Euwvres 2, 222ff., 266) an, Aus-
driicke zu konstruieren, die aus dem gegebenen Korper P durch
Waurzelziehungen hervorgehen und die Doppeleigenschaft be-
sitzen, daB jede Wurzel einer irreduziblen aufldsbaren Gleichung
vorgegebenen Grades in ihnen enthalten ist und sie umgekehrt
nur solche Werte annehmen, die irreduziblen auflésbaren Glei-
chungen des vorgegebenen Grades geniigen. Fine Losung des
Problems in voller Allgemeinheit hat fiir einen Primzahlgrad
Kronecker (Monatsb. d. Berl. Akad. (1853), 365) ohne Beweis
gegeben; der erste vollig durchgefiihrte Beweis stammt von

hervor, wobei 0 ein Teiler von
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§ 13. Algebraisch auflésbare Gleichungen. 3925

H. Weber. Vgl. das zusammenfassende Resultat bei Weber,
Algebra 1, 694. Vgl ferner Wiman, Acla math. 27, 163
(1903). Die gewdhnliche kurze Angabe, dafl die Wurzeln jeder
im Korper P irreduziblen auflosharen Gleichung p* Grades

von der Form A4 4 f/ R, 4+ {/R -4 IVRT,C sind, wobei A
dem Korper P angehort und Ty, Rg, ..., R, die Wurzeln einer
im Korper P einfachen Abelschen Gleichung %*" Grades sind,

wobei & gleich p — 1 oder IL;_} , und d ein Teiler von p —1

ist, hat den Nachteil, daB der angegebene Ausdruck p*- statt
p-wertig ist. Die Losung des Abelschen Problems der Wurzel-
darstellung fiir auflosbare Gleichungen, die nicht vom Primzahl-
grad sind, gibt fir den Grad 8: Weber, Algebra 2, 383, fiir
den Grad 9, spiter allgemein fiir den Grad p?: Wiman, Arkiv
for mat., Svenska Vetenskapsakademien 1, 665 (1904), ebenda
3, Nr. 27 (1907), Verhandl. d. 3. Math.-Kongr., S. 190 (1905).
Zu den auflsbaren Gleichungen neunten Grades gehoren die
Gleichumgen fir die neun Wendepunkte der Kurven 3. Ordnung.
(Vgl. S. 247.) Die Herstellung eines Wurzelausdruckes fiir die
auflosbaren Gleichungen von beliebigem Primzahlpotenzgrad ist
eine noch nicht abgeschlossene Aufgabe. Vgl. Bucht, Arkiv
for mat., 5, Nr. 23 (1909).

Fir die Geometrie wichtig ist die Frage: Unter welchen
Bedingungen kionnen die Wurzeln einer algebraischen Gleichung
nur durch Auszichen von Quadratwurzeln, also blof mittelst einer
Kette quadratischer @leichungen, gefunden werden. Hierzu st
notwendig wnd hinreichend, dap die Ordnung der Galoisschen
Gruppe der Gleichung eine Potenz von 2 ist. Damn und nur
dann, wenn sich die Lisung ciner geometrischen Aufgabe auf
eine solche Gleichung zuriickfithren 1ipt, konnen die in der Auf-
gabe gesuchten Grifen mittelst Zirkels und Lineals allein gefunden
werden (Descartes, Géometrie (1637), livre premier). Von den
beriihmten geometrischen Problemen, die das Altertum schon
beschiiftigten, sind das delische Problem (Verdoppelung des
Wiirfels) und die Z'riscktion cines belicbigen Winkels mit Hilfe
von Zirkel und Lineal allein unlésbar; diese Aufgaben fiihren
n#mlich auf irreduzible Gleichungen dritten Grades. Literatur:
Die Biicher von Klein und Enriques (vgl. 8. 316). Uber die
Teilung des Kreises in n gleiche Teile mit Hilfe von Zirkel und
Lineal vgl. 8. 315.

D
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326 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

§ 14. Gleichungen fiinften und hoheren Grades. Einige
funktionentheoretische und geometrische, nicht alge-
braisch auflésbare Gleichungen héheren Grades.

Zum Mittelpunkt fiir die Behandlung der Gleichungen fiinfien
Grades kann die Tkosaedergleichung: I%;;’E = Z gewihlt werden,
die ausfiihrlich geschrieben:

(—9™°—1 +22891° —2289° — 494 910)°
—17289°Z(9°4+118°—1)* =0

lautet. (Vgl. oben 8. 240.) In dem Korper, der auBer den ratio-
nalen Zahlen noch den Parameter Z enthilt, hat die Ikosaeder-
gleichung eine Galoissche Gruppe der Ordnung 4 - 60. Nach Ad-
Junktion der finften Einheitswurzeln wird die Ikosaedergleichung
eine Normalgleichung, deren Wurzeln lineare Funltionen einer ein-
zigen sind und durch die bekamnten 60 Kollineationen der Iko-
saedergruppe Jg, aus ihr hervorgehen. Die Galoissche Gruppe
wird die einfache transitive Permutationsgruppe des Grades wnd
der Ordnung 60, die mit der Ikosaedergruppe g, isomorph ist.

Da die Ikosaedergruppe Jg, Tetraederuntergruppen Ty, also
Untergruppen des Index 5, besilet, so existieren fiir die Ikosaeder-
gleichung rationale Resolventen fiinften Grades.

12 .
Setzt man w = 12f“ f', V= f‘i'( Hs, wobei H; und

fs Invarianten der Oktaedergruppe (vgl. S. 239) und fi,, 7" und
H,, Invarianten der Ikosaedergruppe (vgl. S. 240) sind, so

héingen # und » von dem Verhiltnis & = % ab, und die Funktion

2
Y = mv + nuv geniigt, wenn m und n willkiirliche Gré8en
sind, einer rationalen Resolvente fiinften Grades der Ikosaeder-
gleichung, der von Klein (Ikosaeder, S.106) sog. Hauptresolvente

Y+ 5(8m + 12mn +6-’”"—ili)1ﬂ

6m*n® 4 dmn® 3nt
SiRE ( 4m* 4~ Zi+W—_Z)")Y

40m n’ 15mn* 4 4n®
— 5-—. ———— =
+Z(48m T ) 0.

Diese Hauptresolvente hat in dem dwrch die Gleichungskoeffi-
zienten bestimmien Korper, nachdem man ihm die fiinften Einheits-

wurzeln adjungiert hat — es gewiigt sogar die Adjunktion von Vg —
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§ 14, Gleichung fiinften Grades. 321

die alternierende Permutationsgruppe von fiinf Symbolen, also eine
mit der g, isomorphe Gruppe, zur Galoisschen Gruppe.')

Ist eine belicbige Hauptgleichung fiinften Grades, d. h. eine
Gleichung (vgl. S. 278) der Form ¥° + 5aY? + 58Y 4y =0
gegeben, so sind zur Bestimmung ihrer Wurzeln folgende Schritte
erforderlich:

(1.) Das Ausziehen der Quadratwurzel aus der Diskriminante
der Gleichung. Adjungiert man diese Quadratwurzel dem durch
die Gleichungskoeffizienten bestimmten Korper, so hat die vorge-
legte Hauptgleichung die alternierende Permutationsgruppe von
fiinf Symbolen zur Galoisschen Gruppe.

(2.) Nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskrimi-
nante kann man die vorgelegte Hauptgleichung direkt mit der
Hauptresolvente identifizieren. Setzt man:

8m® | 12mi*n | 6mn®4n®
ol B Bl e ST (e R
g 4m* 6m*n® -+ 4mn® 3nt
i 3(—7“_+ Fisn tiza=2)
48m°® 40m’n* 15mn* 4 4n
( REZ (=7 Z(l—z’)"‘)’

y=3

so driicken sich m, n, Z aus diesen Gleichungen rational durch
«, 3, y und die Quadratwurzel der Diskriminante aus; die nume-

rischen Koeffizienten sind abgesehen von }/5 rationale Zahlen (vgl.
Klein, Ikosaeder, S.192).
(3.) Bestimmung einer Wurzel & der Ikosaedergleichung
HS

Haar = - Z, deren rechte Seite nach (2) zu finden ist.

(4) Y = mv(9) + nu(d)v(?) liefert die Wurzeln der vor-
gelegten Hauptgleichung, hierbei bedeuten m und % die nach (2)
bestimmten Werte und % und v sind die oben angegebenen Funk-
tionen von &. Um die Wurzeln einer Hauptgleichung fiimften
Grades zu bestimmen, sind also aufer rationalen Operationen und
dem Zichen der Quadratwurzel aus der Zahl 5 (Operation (2)) nur
das Auszichen der Quadratwurzel aus der Diskriminante (Opera-
tion (1)) und die Bestimmung einer Wurzel der ITkosaedergleichung
(Operation (3)) erforderlich.

1) Die Hauptresolvente ist auch ohne Adjunktion von }/5 eine
rationale Resolvente der Ikosaedergleichung; bei Unterlassung der

Adjunktion von J/5 hat sie die symmetrische Gruppe von fiinf Buch»
/staben zur Galoisschen Gruppe.
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Um die Operation (3) zu leisten, muB man den algebraischen
Bereich verlassen; denn die Bestimmung der Ikosaederirrationalitiit &
ist tramszendenter Natur. Sie Fkann mittels hypergeometrischer
Reihen oder elliptischer Modulfunktionen geschehen.

Die hypergeometrische Reihe

a-(a41)-f- (,ﬂft,llzz_}_,_,

TR,
&= Flo, b2 =1 by %+ fhysp+ )
geniigt der GauBschen Differentialgleichung:

ZQ—2) T2+ p—@+p+12)5% —apz—o0.

Der Quotient & = z ! irgend zweier partikuliirer Integrale dieser

2
linearen homogenen Differentialgleichung befriedigt die Differen-
tialgleichung 3. Ordnung:

‘71 1 il 1 1 1

Bos nl e T i e st

o 2 \¥ 0(1—2)2 SHl—%
hierbei bedeuten, falls «, f3, y reell vo_rausgesetzt werden, die

GroBen ;’1—, i, —1— der Reihe nach die absoluten Betriige von

|y —e— 5 ; ]1 y] und |« —f|. Das allgemeine Integral der
Differentialgleichung lautet cfg—%, wobei a, b, ¢, d Integrations-

konstanten sind. Jedes partikulire Integral & der Differential-
gleichung 3. Ordnung vermittelt die konforme Abbildung der

positiven Halbebene der Variablen Z auf die Fliche 9 eines von

Kreisen begrenzten Dreiecks mit den Winkeln o s Das
V.

spezielle Wertsystem v, = 2, v, =3, v; =25, bei dem die 8Gr auB-
sche Differentialgleichung der hypergeometrischen Funktion
11 5 VRS
P (500 =600 5> %)

entspricht, steht in innigster Beziehung zu der durch ein Tkosaeder
bewirkten Kugeleinteilung in 120 abwechselnd kongruente und
symmetrische sphirische Dreiecke mit den Winkeln :’, : ; : . Die
3
Funktion Z= % vermittelt nimlich die konforme Abbildung

12 o 3

der Fliche & eines sphirischen Dreiecks mit den Winkeln Z, 3B

auf die positive Halbebene der Z. Die Ikosaederirrationalitit 1iipt
sich daher als Quotient zweicr geeigneter partikulirer Lisungen
der Gaufischen Differentialgleichung finden, also mittels hyper-
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§ 14. Gleichung fiinften Grades. 329

geometrischer Reihen bestimmen. (Vgl. die grundlegende Arbeit

von H. A. Schwarz, Jowrn. f. Math. 15,292 (1873), Ges. Abhdlgn.,

Berlin 1890, 2, 211, Klein, Math. Ann. 12, 512 (1877))
Um die Ikosaederirrationalitit durch elliptische Modulfunk-

8
tionen auszudriicken, setze man Z = J(w) = %%%3’ wobei J
1> 2

die absolute Invariante, g, und A homogene transzendente Funk-

tionen (— 4)'** und (— 12)*" Dimension aus der Theorie der ellip-

tischen Funktionen sind, und bestimme hieraus w. (Wie dies

geschehen kann, vgl. Klein, Math. Ann. 14, 111 (1879).) Ist

e

g — ¢ " ¥ in Jacobischer Bezeichnung, so ergibt sich die
Tkosaederirrationalitit & als Quotient zweier elliptischer Theta-
reihen in der Form:
= 39, QRon, ¢°
M XCTY
(Klein, Math. Ann. 61,560 (1905)). Die Beniitzung dieser Formel
an Stelle von Reihen, die der GauBschen Differentialgleichung
geniigen, kommt auf einen Umweg hinaus, wie wenn man sich
zur Losung der reinen Gleichung #* — a des Logarithmus be-

al
dient, zuerst Wla berechnet und dann #z als Numerus zu %la be-

stimmt (vgl. S. 254).

Da die Ikosaedergruppe Diederuntergruppen Dy, also Unter-
gruppen des Index 6, besitet, so existieren fiir die Ikosaeder-
gleichung auch rationale Resolventen sechsten Grades. Setzt man

2
Q= 5-:'3?5"’, so geniigt die von dem Quotienten & = % ab-
1213 Ty

hiingige GroBe ¢ der Gleichung (vgl. Klein, Tkosaeder, S. 134f.):
0% — 10Z¢® + 122%¢ + 52% = 0.

Die Galoissche Gruppe dieser Gleichung sechsten Grades ist
bei Adjunktion der fiinften Einheitswurzeln — es geniigt sogar
schon die Adjunktion von }/5 — die der Primzahl p = 5
entsprechende Modulargruppe (p + 1) Grades der Ordnung

:
rip = 1), welche mit g, holoedrisch isomorph ist (vgl. S. 253
3
u. 214).%) Setzt man Z=%* und £2 = — ,;i, so erhilt man fiir
2

1) Ohne Adjunktion von }/5 ist die Gleichung sechsten Grades
fiir ¢ auch eine rationale Resolvente der Ikosaedergleichung; ihre
Galoissche Gruppe ist bei Unterlassung der Adjunktion von der
Ordnung 120.
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die Unbekannte £ die in der Theorie der elliptischen Funktionen
auftretende Gleichung:

g2 4 1A9§6 1292 EV =0,

die durch ——— _ befriedigt wird. (Kiepert, Journ. f.

2 4
()
Math. 87, 114 (1879).) Fithrt man in dieser Gleichung & — u
ein, so erh#lt man:

u+103 1,?g£ _f____()

Diese Gleichung gehort zum Typus der sog. allgemeinen Jacobi-
schen Gleichungen sechsten Grades. Hierunter verstcht man Glei-
chumgen scchsten Grades, bei denen sich die Quadratwurzeln ihrer
sechs mit Ua, Uy, Uy, Ug, Ug, w, bezeichneten Wurzeln als lineare
Funktionen von drei Parametern Ag, Ay, Ay in der bereits von
Jacobi (Journ. f. Math. 3, 308 (1828), Ges. Werke 1, 261) an-
gegebenen Form:

Vi =V5As, Vit = A, + e"A + &mA, m=01,23,0

darstellen lassen, wobei & eime primitive fiimfte Einheitswurzel ist.
Die von Brioschi (vgl. die Angaben auf 8. 255, sowie die Dar-
stellung bei Klein, Ikosaeder, S. 150) aufyestellte allgemeine
Jacobische Gleichung sechsten Grades mit den Wurzeln s, t,,
Uy y Ugy Ug, Uy lautet:

(w—A)P® —4A(u — A)®+ 10B(u — A)* — C(u — 4)

+ 5B — AC = 0;

hierbei ist:
A=A+ AA,,
B = 8ASA A, — 2AA AR + ACAS — AY(A° + AP,
C = 320A5A 2A2 — 160A*APA% + 20A A LA + 6APAS

— 4 A(32A —20AA A, +5AAY) (AT +AD) +A AL
Eliminiert man die Parameter A,, A;, A, aus der oben fiir die

Gleichungswurzeln gegebenen Darstellung, so erhiilt man folgende
zwischen den Wurzeln bestehende Relationen:
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Vo + Vg + Vi + Vg + Vty = V5 1ty

Vo + &Vuy + Vg + Vg + £V, =0,

Vup + &V, + Vg + 4V ug + &V u, = 0.
Der Nachweis, wie man aus der allgemeinen Gleichung fiinften
Grades nach Adjunktion der Quadratwurzel ihrer Diskriminante
allgemeine Jacobische Gleichungen sechsten Grades als rationale
Resolventen herleiten kann, und der Zusammenhang spezieller J aco-
bischer Gleichungen wit der Theorie der elliptischen Funktionen
bildet den Kern der Kroneckerschen und Brioschischen Unter-
suchungen iber die Gleichungen fiinften Grades. Eine Jacobische
Gleichung ' mit A = 0 hat Kronecker seiner Aufldsung der
Gleichung fiinften Grades (C. R. (1858)) zugrunde gelegt. (Vgl.
Klein, Math. Ann. 14, 147 (1879).) A=0, B=%, e 124’;.
liefert auch die oben angefiihrte spezielle Gleichung sechsten Grades
aus der Theorie der elliptischen Funktionen, von der wir aus-
gingen. Die Jacobischen Gleichungen fiir B =0 charakterisieren
nach Brioschi die aus der Theorie der elliptischen Funktionen
stammenden Multiplikatorgleichungen. Die spezielle B=0, A =1,
C=—256k*1 — k%) entsprechende Jacobische Gleichung ver-
wendet Brioschi zur Losung der Gleichung fiinften Grades (vgl.
S. 255).

Die allgemeine Jacobische Gleichung sechsten Grades hdngt

¥ : A B C :
von zwei wesentlichen Parametern, nimlich VL und 0 ab, wie

ihre Form:

G = G- 0 () 5 )
Fo(B ~Gmo

lehrt, wenn man -} = U setzt. Hingegen hiingt die Ikosaeder-

gleichung nur von einem Parameter ab. Das gleiche trifft auch
fiir die speziellen Jacobischen Gleichungen zu, die 4 = O bezw.
B = 0 entsprechen und die wir durch die elliptischen Funk-
tionen beherrschen. Die A = O entsprechende Jacobische Glei-
chung sechsten Grades lautet:

u® 4+ 10Bu® — Cu + 5B*=0
oder
@8 —10Zg® + 122%p + 522 = 0,
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(o4 (63 S f
wemn @ = — o mst, Z = 1gsps gesetzt wird. Die letztere

Gleichung ist die Ausgangsgleichung auf Seite 329.

Die Hauptgleichung Y® + 5aY* + 58Y + y = O hat, wenn
die fiunften Einheitswurzeln als bekannt gelten, nach Adjunktion
der Quadratwurzel ihrer Diskriminante die ITkosaedergleichung zur
rationalen Resolvente. Fiir die allgemeine Gleichung fiinften Grades
gilt folgender von Kronecker (Monatsber. d. Berl. Akad. (1861),
609) stammende und zuerst von Klein (Ikosaeder), dann von
Gordan (Math. Ann. 29, 318 (1887), vgl. auch Weber, Algebra 2,
470) bewiesene Satz: Ohme Einfiihrung akzessorischer Irrationali-
titen ist es, wenn auch alle numerischen Konstanten als bekannt gelten,
selbst nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante
unmdglich, aus der allgemeinen Gleichung fiinften Grades Jacobi-
sche Gleichungen mit nur einem Paramcter oder iiberhaupt ratio-
nale Resolventen mit nur einem Parameter abzuleiten. Um die
Wurzeln einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades zu finden, kann
man die vorgelegte Gleichung zuerst durch Zichen einer Quadrat-
wurzel auf eime Hauptgleichung reduzieren (vgl. 8. 278). Dieses
Zichen einer Quadratwurzel geht bei einer allgemeinen Gleichung
fimften Grades den mit (1)—(4) numerierten Operationen voraus,
die wir S. 327 zur Bestimmung der Wurzeln einer Hauptgleichung
fiinften Grades angaben. Diese bei der Behandlung einer all-
gemcinen Gleichung finften Grades noch hinzutretende Quadrat-
wurzel ist eine akzessorische Irrationalitit (vgl. S.301); diese trigt
nicht zur Erniedrigung der G-aloisschen Gruppe der Gleichung bei.
Eine solche akzessorische Irrationalitit ist nach dem Kronecker-
schen Satze nicht zu vermeiden, wenn man wmit einparametrigen
Gleichungen. arbeiten will. Bei der Losung der allgemeinen Glei-
chung fiinften Grades durch Jacobische Gleichungen, die 4 = 0
bezw. B = O entsprechen, tritt daher auch notwendigerweise eine
akzessorische Irrationalitit auf.

Fiir die Gleichungen fiinften Grades vgl. man auBler der im
voraufgehenden und auf S. 253 ff. zitierten Literatur den Artikel
von Wiman, Endliche Gruppen Ulnearer Substitutionen in der
Engyklopidie der math. Wiss. 1, 522, ferner Scheibner, Bei-
trige zur Theorie der linearen Transformationen, Leipzig 1907.
Zur Einfithrung vgl. man: Vivanti, Funzioni poliedriche e mo-
dulari, Mailand 1906, Netto, Algebra 2, 487, Bianchi, Lezion:
dei gruppi elc., p. 234.

Hat man eine Gleichung beliebigen Grades, so kann man
sie nach der Galoisschen Theorie zunichst stets durch eine Kette
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§ 14. Gleichungen hiheren Grades. 333

von Gleichungen mit einfachen Galoisschen Gruppen ersetzen
(vgl. 8.303). Fiir dic Behandlung einer Gleichung f(z)=0 be-
lichigen Grades mit einfacher G aloisscher Gruppe ® hat Klein,
(Math. Ann. 15, 251 (1879), vgl. auch Weber, Algebra 2, 235)
folgendes Verfahren angegeben: Fiir die Gruppe ® gibt es, wie
fiir jede Gruppe eine Gruppe linearer homogener Substitutionen
von niedrigstem Grade w, die mit @ isomorph ist. (Kleinsches
Normalproblem, vgl. 8. 232.) Aus den Wurzeln der vorgelegten
Gleichung f(z) = O kann man stets ganze homogene Funktionen
bilden, und zwar genau in der oben definierten Zahl u, daff sich
diese, wenn die Wurzeln von f(2) = O den Permutationen der
Gruppe ® unterworfen werden, nach einer mit & isomorphen
linearen homogenen Substitutionsgruppe I' des Grades w trans-
formieren. (Vgl. auch Burkhardt, Math. Ann. 41, 309 (1893).)
Mit der Gruppe I' ist wie mit jeder Gruppe linearer homogener
Substitutionen das auf S.228 besprochene sog. Kleinsche Formen-
problem verbunden, nimlich aus den Invarianten der Gruppe
I' die Variablen zu berechnen. Hierbei gelangt man zu einer
Normalgleichung, deren Grad gleich der Ordnung von I' ist und
deren Galoissche Gruppe mit I" holoedrisch isomorph ist. Die
Behandlung der Gleichung f(2) = O wird durch die angegebene
Normalgleichung oder eine andere mit ihr dquivalente rationale
Resolvente ersetzt. Existiert eine zu der Gruppe & holoedrisch
isomorphe Kollineationsgruppe des Grades w, wobei u’ kleiner
als w ist, und will man die Behandlung der Gleichung f(2) = 0
mittels dieser Kollineationsgruppe durchfithren, so wird die Ad-
junktion akzessorischer Irrationalitiiten erforderlich.

Hat man eine einfache Abelsche Gleichung f(z) =0 (vgl.
S. 306) mit den Wurzeln «, a, ..., «,, deren Galoissche
Gruppe ® aus der zyklischen Permutation C = (&, &, ..., &,)
und ihren Potenzen besteht, so wird die fragliche lineare ho-
mogene Substitutionsgruppe I" vom Grade w = 1. Ist ¢ eine
primitive 7% Einheitswurzel und adjungiert man diese dem
durch die Koeffizienten von f(z) = O bestimmten Korper, so
stellt die in dem erweiterten Korper natirliche Irrationalitit
Y, =(oy+cog+ g+ -+ "~ ta,)" ! eine ganze rationale Funk-
tion der Wurzeln von f(2)=0 dar, die bei der Permutation C* in ¢* ¥,

(¢=1,3,..,n) ibergeht. Binfacher verwendet man die sich mit ¥, kogre-

dient transformierende Grofle Z; = - e I H RS

o + 8;2 + &ay + - o 8";1“;:'
Die Invariante dieser Gruppe in einer Variablen ist Z,”. Die
Bestimmung von Z;, kommt auf das Ziehen einer '™ Wurzel aus
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der bekannten GroBe 1: (a; + ey + &%y + -+ + " 'a,)" heraus.
Die GroBe Zi ist die Lagrangesche Resolvente (vgl. 8.307). Die
1

durch Wurzelzeichen losbaren Gleichungen und auch nur sie allein
fithren auf Formenprobleme ersten Grades.

Bei der nicht algebraisch aufldsbaren Gleichung niedrigsten
Grades, der Gleichung fiinften Grades, liegt es so: Nach Adjunk-
tion der Quadratwurzel aus der Diskriminante hat sie die altee-
nierende Gruppe von fiinf Symbolen zur Galoisschen Gruppe. Dr.
Gruppe linearer homogener Substitutionen niedrigsten Gradeis
die mit dieser einfachen Gruppe der Ordnung 60 isomorph islt
ist eine solche des Grades 3, die terniire Ikosaedergruppe (vgl.
8. 242). Das Kleinsche Formenproblem wird ungefihr gleich-
bedeutend mit dem Studium der allgemeinen Jacobischen Glei-
chungen sechsten Grades. (Klein, Math. Ann. 15, 259 (1879),
Tkosaeder, S. 211). Da es keine einfache biniire Gruppe linearer
homogener Substitutionen 60. Ordnung gibt, erfordert die Be-
handlung der Gleichung fiinften Grades mit Hilfe der biniren
Kollineationsgruppe g, die Zuziehung einer akzessorischen Qua-
dratwurzel.

Die allgemeine Gleichung sechsten Grades hat nach Adjunk-
tion der Quadratwurzel aus der Diskriminante die alternierende
Gruppe von sechs Symbolen zur Galoisschen Gruppe. Die Valen-
tinersche Gruppe (vgl. S.242) ist die Kollineationsgruppe nie-
drigsten Grades 3, die mit der einfachen Gruppe der Ordnung
360 isomorph ist. Die Valentinersche Gruppe ist mit keiner
Gruppe linearer homogener Substitutionen in drei Variablen iso-
morph. Unter Zuziehung akzessorischer Irrationalititen liBt sich
die Aufldsung der Gleichung sechsten Grades mit der Valentiner-
schen Gruppe in Zusammenhang bringen (vgl. Klein, Journ. f.
Math. 129, 151 (1905), Gordan, Math. Ann. 61, 453 (1905),
Lachtin, Math. Ann. 56, 445 (1903)).

Ehe die Valentinersche Gruppe entdeckt war, haben Maschke
(Rend. Lincei 4,181 (1888)) und Brioschi, Acta math. 12, 83
(1889) und Ann. de U'ccole normale (3) 12,343 (1895) die Wurzeln
der Gleichung sechsten Grades durch hyperelliptische #-Nullwerte
ausgedriickt, analog wie man die Wurzeln der Gleichung fiinften
Grades durch elliptische Modulfunktionen bestimmen kann. Der
tiefere Grund hierfiir liegt darin, daB die Gruppe der Borchardt-
schen Moduln ®,,,,, eine invariante Untergruppe der Ordnung
16 besitzt und daher mit der symmetrischen Gruppe &g von
sechs Symbolen meroedrisch isomorph ist. (Vgl. 8. 243.)
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Da die alternierende Gruppe 2[u von sieben Symbolen mit

einer quaterniren Kol]ineationsgruppse holoedrisch isomorph ist,
so kann die allgemeine Gleichung siebenten Grades mit einer quater-
niren Kollineationsgruppe in Zusammenhang gebracht werden
(vgl. S. 236 u. 243, sowie Klein, Math. Ann. 28, 499 (1887)).
Auch die Gleichung sechsten Grades kann mit einer quaterniiren
Kollineationsgruppe behandelt werden, da die symmetrische
Gruppe &; von sechs Symbolen mit einer solchen holoedrisch
isomorph ist (vgl. Klein, Math. Ann. 28, 499 (1887).) Fir
die Gleichung siebenten Grades ist die quaternire Kollineations-
gruppe die niedrigste mdogliche, hingegen nicht fiir die Gleichung
sechsten Grades (vgl. oben). Sowohl die mit &, als auch mit U;,

2

holoedrisch isomorphen quaterniren Kollineationsgruppen er-
fordern, wenn man zu einer homogenen linearen Substitutions-
gruppe tiibergeht, die doppelte Zahl von Substitutionen. Die
Behandlung der Gleichungen sechsten und siebenten Grades auf
diesem Wege erfordert daher akzessorische Irrationalititen.

Die allgemeinen Gleichungen achten und hoheren Grades
kinnen, wenn n der Grad der Gleichung ist, mit keiner Kollinea-
tionsgruppe von niedrigerem als (n — 1) Grade in Zusammen-
hang gebracht werden (Folge des Satzes von Wimann, vgl
S. 235). Die allgemeine Gleichung »*® Grades 4Bt sich sofort
auf ein Formenproblem (7 — 1)*" Grades reduzieren, indem man
die zu permutierenden GroBen der Bedingung unterwirft, daB ihre
Summe verschwinden soll. Die allgemeine Gleichung " Grades
gestattet daher fiir n > 8 lkeine Reduktion auf einfachere Formen-
probleme; die fraglichen G'leichungen bilden ihre eigenen Normal-
probleme.

Eine Bestimmung der Wurzeln der allgemeinen Gleichung
n'® Grades durch transzendente Funktionen geben die Aufsitze
von Lindemann, Gitt. Nachr. (1884) und (1892).

Uber spezielle, nicht algebraisch auflisbare Gleichungen mégen
folgende Angaben gemacht werden: DapB gewisse aus der Theorie
der clliptischen Funktionen stammende Gleichungen (p + 1)%"
Grades (p ungerade Primzahl) die Modulargruppe der Ordnung
1 p (p?—1) als Galoissche Gruppe besitzen, hat bereits Galois
(@uvres, p. 27) gezeigt (vgl. S. 253). Kronecker (Monatsber.
d. Berl. Akad. (1861) 615, (1879) 220) hat dann die Aufmerk-
samkeit auf die allgemeinen Gleichungen (p + 1)" Grades (p un-
gerade Primzahl) mit der Modulargruppe als G aloisscher Gruppe
gelenkt. Fiir p = 3, 5, 7 und 11 und auch nur fiir diese Werte
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haben die fraglichen Gleichungen vierten, sechsten, achten und
zwolften Grades infolge der Eigenschaften der Modulargruppe (vgl.
8.215, letzte Zeile) rationale Resolventen dritten, fiinften, siehenten
und elften Grades. Die Behandlung jeder Gleichung siebenten
und achten Grades, deren Galoissche Gruppe eine einfache
Gruppe der Ordnung 168 ist (p = 7 entsprechend), 148t sich
auf das Formenproblem einer terniren linearen homogenen Sub-
stitutionsgruppe der Ordnung 168 zuriickfiihren (vgl. S. 242).
Ebenso kann die Behandlung jeder Gleichung 11.und 12. Grades
mit einer einfachen Galoisschen Gruppe der Ordnung 660 (p =11
entsprechend) auf das Formenproblem einer quiniéiren linearen
homogenen Substitutionsgruppe zuriickgefiihrt werden; die Kolli-
neationsgruppe niedrigsten Grades, die mit der p = 11 ent-
sprechenden Modulargruppe isomorph ist, geht nimlich aus einer
quiniiren Gruppe linearer homogener Substitutionen derselben
Ordnung hervor (vgl. S. 244). Fiir alle Gleichungen siebenten
und achten Grades mit einer einfachen Galoisschen Gruppe
der Ordnung 168 hat Klein (Math. Ann. 15, 265 (1879)) be-
wiesen, dafBl sie sich unter Heranziehung einer akzessorischen
Hilfsgleichung vierten Grades mittels der speziellen, durch die
Theorie der elliptischen Funktionen gelieferten Modulargleichung
losen lassen. (Rechnerische Ausfithrung bei Gordan, Literatur
auf S. 242 bei der Kleinschen Gruppe.)

Die Dreiteilung der hyperelliptischen Funktionen liefert cine
Gleichung 27. Grades mit einer Galoisschen Gruppe der Ordnung
51840, die eine invariante cinfache Untergruppe der Ordnung
25920 besitzt. Die Losung jeder Gleichung 27. Grades mit einer
derartigen Galoisschen Gruppe der Ordnung 51840 liBt sich
auf die obige Gleichung aus der Theorie der hyperelliptischen
Funktionen zuriickzufithren. Zu dieser Gattung von Gleichungen
gehort im besonderen auch die Gleichung 27. Grades fiir die
27 Geraden ciner allgemeinen Fliche dritter Ordnung. (Literatur-
angaben oben auf S. 244.)

Die Gleichung 16. Grades fiir die 16 Knotenpunlte einer
Kummerschen Fliche hat eine Galoissche Gruppe der Ordnung
11520, die cine invariante Untergruppe ®., der Ordnung 16
besitzt. Die Quotientengruppe ®,:00/®,; ist mit der symmetri-
schen Permutationsgruppe in sechs Symbolen holoedrisch isomorph,
und die Gleichung 16. Grades kann mit Hilfe der allgemeinen
Gleichung sechsten Grades und vier Quadratwurzelausziehungen
gelost werden (Literatur oben auf S. 243). Hingegen erfordert
die Gleichung 16. Grades fiir dic 16 Geraden einer Fliche
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4. Ordnung mit einem Doppelkegelschnitt auBer der Aufldsung qua-
dratischer Gleichungen nar die Losung einer allgemeinen Glei-
chung fiinften Grades. Die Ordnung der Galoisschen Gruppe
dieser Gleichung 16. Grades ist 16. 5!. (Jordan, Traité, p. 309,
Klein, Math. Ann. 4, 357 (1871), Pereno, Annali di mat.
(2) 21, 57 (1893).)

Die 28 Doppeltangenten einer allgemeinen Kurve 4. Ord-
nung hiingen von einer Gleichung 28. Grades mit einer ein-
fachen Galoisschen Gruppe der Ordnung 1451520 ab (vgl
8. 249). Die Verallgemeinerung dieses Problems ist folgende:
Ist C, eine Kurve n*" Ordnung ohme Doppelpunkte vom Ge-
schlechte p = +(n—1)(n—2), so hingt die Bestimmung der
20-1(2¢ — 1) Kurven der Ordnung n— 3, die die gegebene C, in
In(n— 3) Punkien zweipunktig beriihren, von einer Gleichung
22-1(27 — 1)*" Grades ab. Die Untersuchung der zugehérigen
Galoisschen Gruppe bei Jordan, 7Traité, p. 329, Dickson,
Trans. Am. M. S. 3, 38 und 377 (1902), Annals of math. (2)
6, 141 (1905). Weiteres iiber Gruppen geometrischer Glei-
chungen bei Jordan, 7raité, p. 301, Maillet, C. R. 138, 890
(1904), Ann. de Toulouse (2) 6, 277 (1904), E. Pascal, Annali
di mat. (2) 20, 269 (1893), 21, 85 (1893).

§ 15. Bestimmung der Anzahl der reellen und
komplexen Wurzeln einer Gleichung.

Eine Gleichung f(2) = aye" + a2" =1+ - - - + a, = 0 mit
reellen Koceffizienten hat zwischen zwei reellen Zahlen A und B
eine gerade (einschl. 0) oder eine ungerade Anzahl von Wurzeln,
Jje nachdem f(A) und f(B) gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen
haben; hierbei ist jede Wurzel entsprechend ihrer Vielfachheit
2w zihlen. TFir reelle Grofen A, deren absoluter Betrag ge-
niigend groB ist, entscheidet iber das Vorzeichen von f(4) das
erste Glied a,A”"

Eine Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten
hat stets wenigstens cine reclle Wurzel. Ist) sign(ay) = — sign (a,,),
so hat die Gleichung wenigstens eine positive Wurzel und, wenn
n eine gerade Zahl 1ist, auch moch wenigstens eine mnegative
Wurzel.

Ist f(z) eine ganze Funmktion mit reellen Koeffizienten, f(2)
shre erste Abgeleitete und durchlduft z die reelle Zahlenreihe von

1) sign = Vorzeichen.
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 22
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— 00 bis + 00, so geht der Quotient @ bei seinem Verschwinden

@

jedesmal von einem negativen Wert zu einem positiven wiber.

Hieraus folgt der Satz von Rolle, Traité d’algébre (1690),
2t¢s Buch, Kap. 6, vgl. auch Lagrange, (Buvres 8, 190—199:

Sind A und B zwei unmittelbar aufeinanderfolgende reelle
Wurzeln einer Gleichung f(2) = O mit reellen Koeffizienten, so
liegt zwischen A und B (die Grenzen sind micht wmitzuzdhlen)
eine ungerade Zahl von Wurzeln (mehrfache Wurzeln sind ihrer
Vielfachheit nach zu zihlen) der Gleichung f'(2) = 0, also min-
destens eine.

Korollare zum Satz von Rolle: I Hat die Gleichung
f(2) = 0 mit reellen Koeffizienten ¢ reelle Wurzeln, so hat die
Gleichung f'(2) =0 stets o — 1 + 2k reelle Wurzeln, wobei k¥ > 0
ist. 1L Zwischen zwei aufeinanderfolgenden reellen Wurzeln der
Gleichung () = O kanm hichstens eine Wurzel von f(z) = 0
gelegen sein. Den Satz II beniitzt Rolle, um Grenzen fir die
reellen Gleichungswurzeln zu finden. Vgl. auch Lagrange, a.a.0.

Aus dem Satze von Rolle ergibt sich das Theorem von
Waring (Meditationes algebraicae (1770), vgl. Cajori bei Cantor,
Vorl. iiber Geschichte der Math. 4, 106): Sind A und B zwei
unmittelbar aufeinanderfolgende reelle Wurzeln einer Gleichung
f(2) = 0 mit reellen Koeffizienten, so liegt zwischen A und B
(die Grenzen sind mnicht mitzuzdhlen) eine ungerade Anzahl von
Wurzeln (mehrfache Wurzeln sind ihrer Vielfachheit mach zu
ziihlen) der Gleichung F(z) = Cof(2) + Cif (2) = 0, also min-
destens eine. Cy und C; sind beliebige reelle Grifen; C; % 0
(vgl. auch Cesaro Nown. Ann. de math. (8) 4, 326 (1885))

Korollare zum Waringschen Satz: I. Hat die Gleichung
f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten ¢ reelle Wurzeln, so hat die
Gleichung F(2) = C,f(2) + C,f'(2) = 0, wobei C, und C; be-
liebige reelle GroBen sind (C, +O) o0 + 21 reelle Wurzeln;
hierbei ist ? > 0. II. Zwischen zwei aufemanderfolgenden reellen
Wourzeln der ¢ Gleichung F(z) = 0 kann hochstens eine Wurzel
von f(z) = 0 gelegen sein.

Verallgemeinerung des Korollars I zum Waringschen Satz:
Hat die Gleichung Cy2™ + C,2m~*+ Cye™ 2+ --- 4+ C, =0
von beliebigem Grade m mit reellen Koeffizienten lauter reelle
Wurzeln und die Gleichung f(2) =0 vom Grade » >m mit
reellen Koeffizienten ¢ reelle Wurzeln, so hat die Gle1chung

Cyf(2) + C,f' (2) + C f"(z) 4.+ C f("')(z) 0, bei der f'(2),

1), f("')(z) s hkusadian Abgeleiteten bedeuten, o + 27

www.rcin.org.pl
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reelle Wurzeln (I > 0) (Poulain, Nouv. Ann. de math. (2) 6, 23
(1867), Realis, ebenda, p. 417, Fouret, C. R. 106, 1135 u.
1220 (1888)).
~ Hat die Gleichung f(z) =0 vom n** Grade mit reellen Koeffi-
zienten o reelle Wurzeln, so hat die Gleichung

&) + G + 8@ + o+ 006 =0,
wobei t eine beliebige reelle Grofe ist und f'(2), f7(2), ..., f™(2)
die sukzessiven Abgeleiteten bedeuten, o — 2k reelle Wurzeln, k g 0
(Poulain, Nouv. Ann. de math. (2) 6, 22 (1867), Realis, ebenda,
p. 416).

Sgtz von Hermite wund Biehler (Hermite, Bull. soc.
math. 7, 131 (1879), Biehler, Jowrn. f. Math. 87, 350
(1879), Laguerre, (Huwvres 1, 109 und 360, Auric, C. R.
137, 967 (1903), Hurwitz, Math. Ann. 46, 284 (1895)): Ist
(e—ay—Pyi) (s — oy — Byi) ... (2 — &, — ) = p(2) + i (2) und
haben die Grofen B, B, ..., B, ausnakmslos das gleiche Vor-
zeichen), so hat die Gleichung po(2) + gy (2) = 0, wobei p und q
beliebige reelle Grifen bedeuten, nur reelle Wurzeln. Alle reellen
Wurzeln von @ (2) = O sind untereinander verschieden und werden
durch diejenigen von y(2) = O getrennt, die gleichfalls recll und
verschieden sind.

Die genaue Anzahl reeller Wurzeln einer beliebigen Glei-
chung f(2) = O mit reellen Koeffizienten zwischen zwei reellen
Zahlen A und B (4 < B) liefert der Safz von Sturm (vgl.
8. 256). Wir fiihren zuniichst den Begriff der Stwrm schen
Kette ein: Ist f(2) = O eine Gleichung mit reellen Wurzeln, die
im Intervall A bis B keine mehrfachen Wurzeln hat, so heiBt eine
Reihe ganzer rationaler Funktionen f(2), f,(2), f3(2), ..., £.(2)
mit reellen Koeffizienten eine Sturmsche Kette, wenn sie fol-
gende Bedingungen erfiillt:

1. Die letzte Funktion f,(2) #ndert nie ihr Vorzeichen,
wenn 2 alle reellen Werte des Intervalls von A bis B*) durchléuft.

2. Zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Funktionen f,_, (2)
und f,(2) verschwinden nie gleichzeitig fiir denselben reellen Wert
2 =10 des Intervalls von 4 bis B.

3. Verschwindet eine Funktion f,(2) (k=1,2,..., r — 1)
fiir einen reellen Wert z = b des Intervalls von A bis B, so

ist sign f;_;(b) = — signf;,,(b).

1) ¢ ist die imaginiire Einheit.
2) Die Grenzen A und B sind bei den Bedingungen 1—4 ein-
zuschlieBen.
22*
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340 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

4. Wenn f(2) fiir einen reellen Wert des Intervalls von
A bis B verschwindet, so hat fiir diesen die erste Funktion f,(¢)
jedesmal dasselbe Vorzeichen wie die erste Abgeleitete f7(2).

Sturmscher Satz (I): Bilden fiir cine Gleichung f(z) = 0
mit reellen Koeffizienten, die im Intervall von A bis B keine
mehrfachen Wurzeln hat, die Funktionen f(2), f,(2), f,(2), ...,
f,(2) eime Sturmsche Kette und sind A und B zwei reelle
Zahlen (A < B), so hat die Gleichung f(2) = O zwischen den
Grengen A und B, die selbst keine Wurgeln sein sollen, soviel
reelle Wurzeln, wie die Reihe

f(A)’ fl(A)$ f2(A)J 2 Lo %y fr(A)

mehr Vorgeichenwechsel besitzt als die Reihe

f(B), ,(B), f;(B), - - [,(B).

Zwei aufeinanderfolgende reelle Gréfen, die nicht ver-
schwinden, besitzen einen Vorzeichenwechsel oder eine Vorzeichen-
folge, je nachdem sie verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben.
In den zwei obigen Reihen konnen Nullen nur in der Mitte,
jedoch nie am Ende (Bedingung 1 fiir die Sturmsche Kette)
und nie am Anfang (f(4) &= 0, f(B) = 0) auftreten; die Nullen
kommen nur isoliert vor (Bedingung 2 fiir die Sturmsche
Kette) und sind beim Abzihlen der Vorzeichenwechsel einfach
fortzulassen.

Eine besondere Sturmsche Kette liefert das wom Sturm
angegebene Divisionsverfahren. Man wihle fiir f,(¢) die erste
Abgeleitete (). Durch fortgesetzte Division bilde man die

Gleichungskette :
f(&) = 1'(2) G1(2) — £:(2),
'(2) = £(2) Gy (2) — f3(2),
f,(Z) = f3(#) G5(2) — fu(2),

fr3(?) =f£,_1(8) @, _,(2) — 1,

in der die sukzessiv auftretenden Reste immer mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen verwendet werden. Hat f(2) = 0 keine
mehrfachen Wurzeln, so sind f(¢) und f’(2) relativ prim, und
man gelangt schlieBlich zu einem von Null verschiedenen letzten
konstanten Rest: — f.. Die gefundencn Funktionen f(2), I'(2),
f3(2), 1s(2), . . ., f, bildn eine Sturmsche Kite.

Sturmscher Satz (II): Hat die Gleichung f(g) = O reelle
Koceffizienten und kcine mehrfachen Wurzeln und sctet man in
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§ 15, Anzahl der reellen und komplexen Wurzeln. 341

die durch das Sturmsche Divisionsverfahren gefundene Funk-
tionenkette f(2), £ (2), f,(2), f3(2),. .., f, dic recllen Zahlen A
und B (A < B), die sclbst keine Wurzeln der Gleichung sein
sollen, so gibt die Anzahl der Vorzeichemwechsel, welche die Reihe

f(4), f'(4), f,(4), ..., fr_1(4), f,
mehr als die Reihe

f(B), f'(B), f,(B), - s fr_1(B), 1,

hat, die genaue Anzahl reeller Wurzeln von f(2) = 0, die zwischen
den Grenzen A und B liegen.

Zusatz (Sturm, a. a. 0., Artikel 18): Bei einer Gleichung
mit mehrfachen Wurzeln verschwindet der Rest — f,.; der Satz I1
bleibt trotzdem moch richtig, nmur ist das verschwindende f, fort-
zulassen und jede zwischen dem Grenzen A und B gelegene mehr-
fache Wurzel auch blof einfach gw zdhlen.

Wihlt man 4 = — 00 und B =+ oo, so liefert das
Sturmsche Theorem die genaue Anzahl aller reellen Wurzeln
von f(¢) = 0.

Eine Gleichung f(2) = 0 vom n*" Grade mit recllen Koeffi-
zienten besitzt dann wnd nur dann lauter reelle wverschiedene
Wurzeln, wenn die durch das Stwrmsche Divisionsverfahren ge-
wonmene Sturmsche Kelte f, [, fy, . . ., f, aus n + 1 Funktionen
besicht, und die Koeffizienten der hichsten Potenzen in allen
Funktionen das médmliche Vorzeichen haben.

Ebenso wie das Stwurmsche Verfahren leistet auch die
Theorie der reellen quadratischen Formen (Hermite, ¢ R
36, 52 (1852), ebenda 36, 407 (1853), Journ. . Math. 52,
39 (1856), Euwres 1, 281, 284, 397, Sylvester, Phil.
Trans. 143 (1853), Coll. math. papers 1, 429) die Bestimmung
der genauen Anzahl recller Wurzeln, welche eine Gleichung
f(8) = ape" + a2t + -+ a, =0 mit reellen Kocffizienten
zwischen zwei gegebenen reellen Zahlen A und B (A < B) hat.

Es seien o, o, ..., @, die n verschiedenen Wurzeln der
Gleichung f(2) = 0, die keine mehrfachen Wurzeln habe. Man
bilde die quadratische Form:

k=mn
hy =’g1(§ — o) (U, + Uy + 2 Uy + - - - ¢*1TU,)*
der n Variablen U,, U,, ..., U,; die GriBe ¢ bedeute eine

positive oder negative ungerade Zahl, §{ einen reellen willkiir-
lichen Parameter. Die Koeffizienten von 7%; lassen sich als
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342 Kapitel 1V. Algebraische Gleichungen.

symmetrische Funktionen der Gleichungswurzeln durch die reellen
Koeffizienten von f(z) = O reell ausdriicken. Transformiert man
die reelle quadratische Form hy, durch eine reelle lineare homo-
gene Substitution von mwicht verschwindender Determinante in eine
Summe reeller Quadrate (vgl. 8. 121) wnd findet man, wenn
man &= A setzt, N,, wenn man §= B wdhit, N, Quadrate
mit negativen Vorzeichen, so ist die genaue Anzahl der zwischen
A und B gelegenen Wurzeln von f(2) =0 gleich N, — N,.

Man kann statt 2, auch andere reelle quadratische Funk-
tionen wihlen, die dasselbe leisten, z. B. die aus A, durch reelle
lineare homogene Transformation von nicht verschwindender Deter-
minante: U; = ayu;+ ayu;  + @%; o+ + @, _;u, (=12,...,7)
hervorgehende reelle quadratische Form H, der » Variablen
%y, Ug, . .U,, nimlich:

k=n

H =k§(§ — )t [aguy + (agoy + @) ug + (ag0,* + ag ey + ay) ug
+ (@t age A a,_u, ]

Besonders bequem gestaltet sich die Berechnung der ¢=1
entsprechenden quadratischen Form H,. Sie ist nimlich die
Bézoutiante (vgl. S. 271) der zwei ganzen Funktionen f(z) und
g(x) =f'(2) - (x — &) vom n'*™ Grade, wobei f'(x) die erste
Abgeleitete bedeutet. Hs ergibt sich folgende Vorschrift: Man

entwiclkle
i=n—1k=n—1

f@- @) - G—8—ff @ @—§ _ 2 Zd"‘xiyk
=0

y—u
=10

nach ganzen positiven Potenzen der Variablen x, y und fiihre

fir «'y* die Produkte w, ,u, , ein. Die g = 1 entsprechende

quadratische Form H, lautet alsdann

i=n—1k=n—1

H,y =¢20‘ L—So“dikun—iun—k'
1= v =

Die Differenz der Anzahl negativer Quadrate, welche die

i=n—1 k=n—1
Beécoutiante > S'du, _u,_,, deren Koeffizienten von dem
i=0 k=0
Parameter § abhingen, fir ¢ = A und & = B lefert, ist gleich
der Zahl der Gleichungswurzeln von f(z) = 0 zwischen den Grenzen
A und B (Hermite, Journ. f. Math. 52, 51 (1856), GEuwres 1,
413).
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Die fiir ¢ = 0 aus , hervorgehende quadratische Form sei
mit g, bezeichnet.

k=n I=n I=n
9 =12< Ui+ U2+°‘k2L—3+"' s 1Un)2= 241 12:3:'-}-!—2 v, U,
‘=1 i=11=
k=n
wobei 5, = Sa die Summe der i*® Potenzen der Gleichungs-
k=1

wurzeln bedeutet. Die reelle quadratische Form g, hat bei jeder
reellen linearen homogenen Substitution in eine Summe von Qua-
draten soviel Quadrate mit negativen Vorzeichen als dic Glei-
chung f(2) = O Paare imaginirer Wurzeln hat. Hieraus ergibt
sich der Satz von Borchardt (Jowrn. de math. 12, 58 (1847),
Ges. Werke, S. 24):

Die Gleichung f(2) = 0 mit reellen Koeffizienten und ver-
schiedenen Wurzeln hat soviel Paare imagindrer Wurzeln als die
Reihe der Determinanten:

| So 8
O i==1S0:  Iot== S, Sy )
Sk ‘iso I e |
TSP TIPS . R S A
el e SRR S N g
| 85 8 8 '
A >sn—l 'sn"'s2n—2?

Vorzeichenwechsel aufweist. Das Borchardtsche Theorem bleibt
auch richtig, wenn in der GroBenreihe 6, 6y, ..., 6, isolierte
Nullen auftreten; diese sind einfach zu streichen. Bei mehrfach
unmittelbar aufeinanderfolgenden Nullen kann das Borchardt-
sche Kriterium versagen, wie beispielsweise die Gleichung
28 + 1 =0 lehrt.

FEine charakteristische Bedingung dafiir, daf eine Gleichung
f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten ohme mehrfache Wurzeln nur
reelle Wurzeln hat, besteht darin, daf 65 >0, 6, >0,...,
6, > 0 sind.

Die quadratische Form g, und das Trigheitsgesetz der
reellen quadratischen Formen hat Jacobi bereits vor Vertffent-
lichung der Hermiteschen und Sylvesterschen Arbeiten zur
Bestimmung der reellen Wurzeln einer Gleichung f(2) = O mit
reellen Koeffizienten verwendet (vgl. Borchardt, Jowrn. f.
Math. 53, 281 (1857), Ges. Werke, S. 469, siehe oben S. 122).
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344 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Wir schlieBen diese Betrachtungen (vgl. zu dem hier be-
handelten Gegenstand noch die Aufsitze von Kronecker, Ges.
Werke 1, 227, 303, 2, 37, 113, die Monographie von Hatten-
dorff, Die Sturmschen Funktionen, 2. Aufl. Hannover 1874,
Frobenius, Journ. f. Math. 114, 187 (1895), Hurwitz, Math.
Ann. 46, 273 (1895), die Anmerkungen zu Sturms Abhandlung
in Ostwalds Klass. der exakten Wiss. Nr. 143) mit einem Satz
von Sylvester (Phil. Trans. (1853), Coll. math. papers 1,547):

Sei f(2) = 0 eine Gleichung n*" Grades ohme mehrfache
Wurzeln und mit recllen Koeffizienten und f,(2) =nf(2) — 2f (2),
wobei f'(2) die erste Abgeleitete von f(g) ist, so hat die Gleichung
f(2) = O soviel Paarc imagindrer Wurzeln, wie die Bézoutiante
von ['(2) und f,(2) bei einer reellen Tramsformation in eine
Summe von Quadraten negative Quadrate aufweist. Die Bézou-
tiante von f'(2) und f,(2) ist eine reelle quadratische Form

i=n—2 k=n—2
2 D,y
i=0 k=0
von nur m — 1 Variablen uy, ug, ..., w, und wird gefundcn,

ndem man
—2hi=n—2

MGEAOES OIS
V- 2 2

bildet und fir z'y* das Produkt w, ;u,_, setet.

Nicht die genaue Anzahl, aber eine obere Gremze fiir die
Zahl der Wurzeln einer Gleichung mit reellen Koeffizienten, die
zwischen zwei reellen Zahlen liegen, liefert der Suatz won
Fourier (vgl. 8. 256): Ist f(2) = O cine Gleichung n*" Grades
mit reellen Koeffizienten und bedeuten f'(2), 1" (2), ..., f™(2)
die Abgeleiteten von f(2), so ist die Anzahl der Wurzeln von
f(2) =0, die zwischen den zwei reellen Zahlen A und B (A < B)
liegen, wenn A und B keine Wurzeln von f(z)=0 sind, gleich
oder wm cine gerade Zahl FKleiner als die Differenz der Vor-
zeichemwechsel in den zwei Reihen:

f(4), '(4),..., f*(4)
f(B), f'(B), ..., [*(B).

Etwaige in den zwei Reihen aufiretende Nullen sind zu streichen.
Jede mehrfache Wurzel, welche die Gleichung f(z) = O im Inter-
vall A bis B hat, ist beim Fowurierschen Satz entsprechend threr

und
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Vielfachheit zu zihlen. Fiir eine Gleichung mit lauter reellen
Wurzeln gibt der Fouriersche Salz die genaue Aneahl ihrer
reellen Wurzeln zwischen irgend zwei Grenzen A unmd B. Der
Fouriersche Satz wird mit Unrecht auch nach Fouriers Zeit-
genossen Budan genannt (vgl. Darboux, (Euvres de Fourier
2, 310).

Sa)tz von Laguerre (Journ. de math. (3) 9, 102 (1883),
(Nowv. Anm. de math. (2) 18, 9 (1879), ebenda 19, 52 (1880),
Buvres 1, 6, 68 und 75, Paris 1898): Ist A eine positive
Gripe und f(g) =0 eine Gleichung mit reellen Koeffizienten,
so ist die Zahl der Zeichenwechsel, welche die Reihe:

f(e) = age" + ay2" 1+ age**+ .-+ a,,

fi(e) = ape" ' + aya" " 4. - ik AR
fo(8) = a2+ ay2* %+ - - - =GR,
fn =0

fiir 2 = A aufweist, wenigstens gleich der Zahl der Wurzeln
von f(g) = O (mehrfache Wurzeln sind entsprechend ihrer Viel-
fachheit zu zihlen), die grofer als A sind. Ubertrifft die An-
zahl der Zeichenwechsel die Zahl der Wurzeln, die grifer als
A sind, so ist die Differenz eine gerade Zahl.

Descartessche Zeichenregel (vgl. S. 251): Hat man eine
Gleichung f(2) = age"+ a, 2"~ 1+ age"~ 2+ - - - + a, = O mit reellen
Koeffizienten, so ist die Zahl der positiven Wurzeln von f(2) =0
(mehrfache Wurzeln sind entsprechend ihrer Viclfachheit zu zdhlen)
gleich oder um eine gerade Zahl kleiner als die Zahl der Vor-
geichenwechsel der Gleichung. Etwa vorhandene Wurzeln O sind
nicht als positive Wurzeln mitzuzihlen. Unter den Zeichenwechseln
bezw. Zeichenfolgen der Qleichung f(z) = O versteht man die Zahl
der Zeichemwechsel bezw. Zeichenfolgen der Koefficientenreihe ay,
Ay, Gy, ..., @, etwaige verschwindende Koeffizienten sind fort-
2ulassen.

Die Descartessche Regel ergibt sich aus dem Fourier-
schen Satz, indem man 4 = 0, B = oo wihlt, und aus dem
Laguerreschen Satz, wenn man A = O setzt. Einen Beweis
der Descartesschen Regel hat GauB, Ges. Werke 3, 65, ge-
geben, vgl. ferner Laguerre, Jown. de math. (3) 9, 99
(1883), Euwvres 1, 3. Die Descartessche Regel wird irr-
tiimlicherweise auch Harriot, Artis analyticac praxis (1631),
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346 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

zugeschrieben. Bei Harriot findet sich die Regel iiberhaupt
nicht (vgl. auch die Anm. in Ostwalds Klass. d. exakt. Wiss.
Nr. 127, S. 247).

Zusdtee gur Descartesschen Zeichenregel:

1. Die Zahl der negativen Wurzeln von f(2) = O ist gleich
oder wm eine gerade Zahl FKleiner als die Zahl der Vorzeichen-
wechsel der Gleichung f(— 2z) = 0.

2. Gaup Korollar zum Descartesschen Satz (GauB,
Ges. Werke 3, 70): Fehlen in einer Gleichung mit reellen Koeffi-
zienten e Glieder und ist ¢ und d die Anzahl der durch eine
ungerade Zahl fehlender Glieder wunterbrochenen Zeichenwechsel
bezw. Zeichenfolgen in der gegebenen Gleichung, so hat die Glei-
chung mindestens e — ¢ + d imagindre Wurzeln.

3. Aus dem GauBschen Korollar oder aus der am SchluB
des Fourierschen Satzes gemachten Bemerkung folgt: FEine
Gleichung mit lauter reellen Wurzeln besitzt genaw soviel positive
Wurzeln, als f(z) Zeichenwechsel aufweist, und soviel negative
Wurzeln, wie f(— 2) Zeichenwechsel hat. Abgesehen von den letzten
Gliedern konnen nur isolierte Glieder der Gleichung verschwinden,
diese miissen stets zwischen zwei Gliedern mit verschiedenen Vor-
geichen stehen.

Eine obere Grenmze fiir die Anzahl der reellen Wurzeln
einer Gleichung gibt auch ein von Sylvester, Coll. math.
papers 2, 376, 489, 491, 493, 498, 542, 704 aufgestelltes
Theorem, das eine bereits von Newton (Arithmetica universalis
(1707), Bd. 2, Kap. 2, Maclaurin, Algebra (1748), Teil 2,
Sect. 1, Kap. 13, Cantor, Vorl. iiber Geschichte der Math. 3,
404 u. 561) stammende Regel als besonderen Fall enthalt
Literatur: Genocchi, Nouv. Ann. de math. (2) 6, 5 (1867),
Petersen, Theorie der algebraischen Gleichungen, S. 203 Weber,
Algebra 1, 345, Netto, Algebra 1, 225.

Die Bestimmung der Gesamtzahl der reellen Gleichungs-
wurzeln hingt mit der fiir ein Intervall auf folgende Weise zu-
sammen:

Jede Gleichung f(2) = O mit recllen Koeffizienten hat halb
so vicle Wurzeln, die grofer als irgendeine reelle Zahl A sind,
als die Gesamtzahl reeller Wurzeln von f(y®+ A) = O betrigt.
Bestimmt man also 4 = O entsprechend die Gesamtzahl reeller
Wurzeln von f(y*) =0 nach dem Borchardtschen oder
Sylvesterschen Satz, so ist die Zahl der positiven Wurzeln von
f(2) = 0 halb so groB.

Jede Gleichung f(2) =0 mit reellen Koceffizienlen hat
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zwischen den Grenzen A und B (A < B) soviel Wurzeln als

die Gleichung @ (1) = (1 + w)" f(‘ﬂﬁ_ﬁ “) = 0 positive Wurzein

besitzt. Die auf @(u) = 0 angewandte Descartessche Zeichen-
regel gibt also analog dem Fourierschen Satz eine approxi-
mative obere Grenze fiir die im Intervall A bis B gelegenen
Waurzeln von f(2)=0 (Jacobi, Journ. f. Math. 13, 348 (1835),
Ges. Werke 3, 279).

Die Gleichung f (2) =Ohat zwischen den Grenzen Aund B (A< B)
halb so viele Wurzeln wie @(y*) = (1+ y*)" (Al-:_l;y) 0
reclle Wurzeln besitet, und die Gesamtzahl reeller Wurzeln von

@(y?) = 0 ist gleich der Differenz der Gesamtzahl reeller Wurzeln
von f(y* + A) =0 und der von f(y*+ B) = 0.

Uber eine von Klein angegebene geometrische Verglei-
chung der verschiedenen Abschitzungskriterien fiir die Anzahl
der reellen Gleichungswurzeln vgl. Weber, Algebra 1, 354.

Mit Hilfe des Sturmschen Divisionsverfahrens liBt sich
fiir eine rationale Funktion auch der von Cauchy eingefiihrte
Index der Funktion bestimmen. o (f) sei irgendeine in dem
Intervall A <t < B (A und B reelle Zahlen) reelle und, ab-
gesehen von v in dem Intervall gelegenen Ausnahmestellen
ty, tg,..., t, eindeutige und stetige Funktion von #; die Un-
»stetigkeitsstellen seien derartig, daB der Wert von ¢ mit be-
stimmtem Vorzeichen unendlich wird, sowohl wenn ¢ von links
her als von rechts her sich dem #, ¢=1,2..,v) nihert. Fiir
jede einzelne Unstetigkeitsstelle sei s(t) =0, + 1 oder — 1,
je nachdem ¢ beim Uberschreiten von t, sein Vorzeichen nicht
indert oder von einem negativen zu einem positiven oder von
einem positiven zu einem negativen Wert iibergeht. Unter dem

Index J ﬁ((p) der Funktion @ fiir das Intervall A <t < B ver-
steht man nach Cauchy (J. éc. polyt., Cah. 25, 176 (1837)) die
Summe J° @) =¢() + e(ty) + -+ £(t,). Ist @ fiir das ganze
Intervall stetzg, so ist J° (@) =0.

Hat auch »(1,; ebenso wie ¢ fiir das Intervall 4 bis B nur

einzelne im Innern des Intervalls liegende polare Unstetigkeiten,
80 besteht die Relation:

T4 () + Jﬁ(%) = %(Signtp(B) — signg (A)) :

Ist @ = Dt cine rationale Funktion, wobei f wnd f, teiler-

f
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fremde ganze Funktionen bedeuten, und ist f mindestens von dem

gleichen Grade wie fy, so findet man den Index J ( ;) auf folgende

Weise: Man bilde nach dem Sturmschen Divisionsverfahren die
Funktionenreihe f, fi, fy, - . ., [,, die erhalten wird, indem man f
durch f, dividiert und die sukzessiv auftretenden Reste immer

f

mit entgegengesetzten Vorzeichen nimmi. J 3(7.-) w8t gleich der
Angahl der Vorzeichenwechsel, welche die Reihe

f(4), f,(4), f:(4),. .., f,(4)

mehr aufweist als die Reihe

f(B), 1,(B), fs(B),- - ., £,(B)-

(Sturm in der S. 256 zitierten Arbeit Artikel 20, ferner Journ.
de math. 1, 305 (1836), Cauchy, a. a. 0., S. 187.)
Ist f; von hoherem Grade als f umd hat man den Index

J ﬁ(?) zu bestimmen, so geschieht dies mit Hilfe der oben zwischen

J f(q)) und J j (;) angegebenen Relation.

Ist ' die erste Abgeleitete von f, so ist J i (";) gleich der

Anzahl der zwischen A und B gelegenen reellen Wurzeln von
f(z) = 0. (Sturmscher Satz vgl. 8. 340.)

Die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung f(2) = O mit be-
liebigen (auch komplexen) Koeffizienten im Innern einer einfach
geschlossenen reguliren Kurve C wird durch ein Cauchysches
Integral bestimmt. Ist f(2) eine dberall im Innern und auf
dem Rande wvon C holomorphe und auf dem Rande auch von
Null verschiedene Fumktion, so ist die Anzahl ihrer innerhalb
von C gelegenen Nullstellen (jede mach ihrer Vielfachheit gezdhlt)
gleich %20/ Z];(E:)) dz, wobei das Integral iiber den Rand von C
wn positivem Sinne zw erstrecken ist. Ist z = x + iy und trennt
man f(2) in scinen reellen und imagindren Bestandlteil, sctzt also
f(z + iy) = X(=, y) + i¥Y(z, y), so wird

7 (Z)
2 e f (z) 2 J _“)

“der Index ist lings der Kurve C zu erstrecken, d. h. er wird
gleich der stets geraden Zahl p — p', wenm p bezw. p’ die An-
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gahl von Punkten auf C angibt, in denen Y verschwindet und
hierbei der Quolient *f, vom Negativen zum Positiven bzw. vom

Positiven zum Negativen iibergeht. Man kann statt X, Y auch
— Y, X verwenden (Cauchy, vgl. Sturm u. Liouville, Journ.
de math. 1, 278 (1836), Sturm, ebenda, S. 290). Betreffs des
Cauchyschen Index vgl. ferner Hermite, Journ. f. Math. 52,
39 (1856), Buwvres 1,410, Hurwitz, Math. Ann. 46, 273 (1895),
64, 517 (1907).

f(2) sei eine ganze rationale Funktion und C werde von
A Bogen wnicursaler Kurven gebildet. Ein Bogen C, werde durch
die rationalen Funktionen z = @ (f), y = ¢ (¢) dargestellt, wo-
bei die reelle Variable ¢ das Intervall 4 bis B durchlaufe und
auf diese Weise den Bogen C; einmal beschreibe. Lings des
Bogens C, geht f(z) = X(#, y) + iY(z, y) tber in die ratio-
nale Funktion X (g, ¥) + i ¥(p, w) = R(t) + iR, ({); lings des
Bogens €, wird J (\ —;ﬁ,) daher gleich J i (—Rl_(t_)
Index einer rationalen Funktion mittels des Sturmschen Divisions-
verfahrens zu finden. Der Index lings der Kurve C ist die
Summe der Indizes lings C;, C,, ..., C,. So kann man auf
rationalem Wege die Anzahl der Wurzeln innerhalb eines von
Geraden und Kreisbogen begrenzten Bereiches finden. Wihlt man
fir C einen geniigend groBen Kreis, dessen Zentrum der Koor-
dinatenursprung der GauBschen Ebene ist, so liBt sich auf die
Theorie des Index ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra
griinden. Hierauf beruhen auch ihrem Gedankengang nach der
erste und vierte GauBsche Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra (vgl. Zitat oben 8. 251, siehe auch Weber, Algebra
1, 333).

Die Untersuchungen iiber den Cauchyschen Index sind
ein spezieller Fall der von Kronecker (Monatsh. d. Berl. Akad.
(1869), (1873) u. (1878), Ges. Werke 1, 175, 213, 303, 2,
37, 113) stammenden Charakteristikentheorie. Sie bestimmt die
mebreren Gleichungen mit reellen Koeffizienten und reellen
Variablen gemeinsamen Wurzeln. Vgl. Picard, Traité d’analyse,
2. Aufl, Bd. 1, 136 und 2, 205, Weber, Algebra 1, 323.

und ist als

§ 16. Approximation der Wurzeln.

Jede Gleichung by + b, 2"t + by2"2 + -+ 4 b,2"k = 0, bei der
0 < <wg <<y und by 0, b, & 0 ist, hat, wenn man
thre Wurzeln im der sog. Gaupschen Ebene der Kkomplexen
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Zahlen darstellt, innerhalb oder am Rande eines jeden der wvier
Kreise mit den Radien:

1 1
(1) ( Vg Vs . . ¥ ): ﬁ n,
(W — ) (s —2y) ... (. — ) b,
1 1
(2) ((11+l)(v,+2)~--(v1+kj}});';,rﬂ P
1 8. F—1 . S
1
< by l=
3 . | 20y,
(3) ke
(4) kB
mindestens eine Wurzel. Die bei (4) auftretende Grife B be-
b,

deutet jene der zwei positiven Zahlen 1 und D1 die nicht

1
kleiner als die andere ist (Fejér, Math. Ann. 65, 413 (1908)).
Die Kreisradien hiingen auBer von den Anfangsgliedern b, und
by noch von der Gliederanzahl der Gleichung oder den Expo-
nenten ab; b, und b, allein bestimmen keinen endlichen Kreis,
der mindestens eine Gleichungswurzel enthilt.

Hingegen gilt folgendes Theorem (Landau, Sitzungsb. d.
Berl. Akad. (1904), 1118, Viertelsjahrhefte der naturf. Ges. zu
Ziirich 51, 252 (1906)): Fir jede ganze rationale (sogar gamze
tramszendente) Funktion f(2) = ¢, + ¢z + ¢;2° + -+ -, bei der
der Koeffizient ¢, von Null wverschicden ist, existiert eine nur
von den zwei Grofien ¢, und c, abhingige positive Zahl R, so
dap in cinem mit dem Radius K wm den Koordinatenursprung
geschlagenen Kreise mindestens eine der beiden Gleichungen
f(2) = 0 oder f(z) =1 eine Wurzel besitzt.

Ist '(2) die erste Abgelcitete irgendeiner gamzen rationalen
Funktion f(2), so stellt sich in der Gaupschen Ebene der kom-
plcwen Zahlen keine der Wurzeln der Gleichung f'(2) = 0 auper-
halb  jenes kleinsten Fkonvexen geradlinigen Polygons dar, das
sich wm die Wurzeln von f(2) =0 spamnen lift (vgl. die
Literaturangaben von Fejér, Math. Ann. 65, 417 (1908),
ferner Cesaro, Nowv. Ann. de math. (3) 4, 329 (1885),
Cesaro-Kowalewski, Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis usw., S. 434).

Stellt man die Wurzeln irgendeiner Gleichung

f(2) = ay2" + a;2" "1 +ay* 2+ - 4 a,=0

mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten in der sog.
Gaupschen Ebene der komplexen Zahlen dar, so liegt keine von
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ihnen auperhalb des wmit dem Radius G um den Koordinaten-
ursprung geschlagenen Kreises, wo G die einzige positive Wurzel
der Gleichung:

|ag| v — {|ay|u*~1+|ag|u*~2+|ag| w2+ ...+ |a, |} =0

ist, d. h. G ist eine obere Grenze fiir den absoluten Betrag der
Gleichungswurzeln (Cauchy, Exercices de math. (1829), Buvres (2)
9, 122). Diese Grenze ist schiirfer als die von GauB beim vierten
Beweise des Fundamentalsatzes im Jahre 1849 (Ges. Werke 3,
76, vgl. oben S. 251) verwendete. Aus den unten angegebenen
Kriterien fiir die obere Grenze der positiven Wurzeln einer
Gleichung mit reellen Koeffizienten folgt: Ist A die groBte Zahl
unter den absoluten Betrigen von |a, |, |ag|,...,|a,]|, so ist

die angegebene Grife G nicht grofer als 1 +‘ = Ist & die
(

Anzahl der von Null verschiedenen GroBen a,, aq,..., a,, so
ist G nicht gréfer als die groBte unter den Zahlen

. 8 ol a3 n o |
k| | klay | i/ksa,l,_,_,]/uan',
af’ ay | @ | | aq |

Setzt man 2z = _}, so erhilt man fiir ¢ die Gleichung

tg + a;t + agt® + - - - + a, " = 0; ist G’ eine obere Grenze
fir die absoluten Betriige |¢| der Wurzeln der transformierten
Gleichung t"f(—;—) =0, so ist K = b{ eine untere Grenze fiir
die absoluten Betriige der Wurzeln von f(2) = 0, d. h. |z| > K.

Eine Zahl G heiBt eine obere Gremze fiir die positiven
Gleichungswurzeln, wenn alle positiven Wurzeln nicht grifer als
G sind; eine solche wird durch folgende Siitze geliefert:

Ist f(2) = agz" + ay2" '+ ag2" 2+ - -+ a,=0 eine’
Gleichung mit reellen Koeffizienten und ay >0, so ist jede
Zahl G, fir die f(z) und simtliche sukzessive Abgeleitete
(&), (), ..., f*=V(2) positiv werden, eine obere Gremze fiir
die positiven Gleichungswurzeln von f(¢) = 0 (Newton, Arith-
metica universalis, Bd. 2, Kap. 4, Folge des Fourierschen
Satzes auf S. 8344). Ist ebenfalls ay>> 0, so ist auch jede Zahl @,
fiir die alle Funktionen

fi(2) =@y~ + a2~ -1+ ... a,_,; (i=n—-1,n-3..,0)

positiv ausfallen, eine obere Gremze fiir die positiven Wurzeln
(Laguerre, Nouv. Ann. de math, (2) 19, 49 (1880), Euvres
1, 72, Folge des Laguerreschen Satzes auf S. 345).
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352 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen.

Ist in der Gleichung aye" + a;2"~ '+ -+ a, = 0 mit
recllen Koeffizienten a; der erste der megativen Koeffizienten, also
@y, @y, ..., @;_y positiv, und ist N der absolute Betrag des dem
absoluten Betrage mach grioften negativen Koeffizienten, so ist
Jede der Grifen

W o
ao+ax +"’a')"

wobei [ jeden der Werte 0, 1, 2,..., j — 1 annchmen kann,
eine obere Grenze fir die positiven Gleichungswurzeln. Im be-
sonderen sind also

j
N N
1 ot ety
i a, ’ v 7Y + al + Gy—y

(und a fortiori 1 +— die sog. Maclaurinsche Grenze, die

aber schon Rolle, T)azté d’algébre (1690), 2% Buch, Kap. 6
hat) obere Grenzen fiir die positiven Gleichungswurzeln. Vgl. auch
Lagrange, Rés. des équ. num. (oben 8. 256), (Buvres 8, 32,
Longchamps, Nouv. Ann. de math. (2) 19, 71 (1880).

Ist ay > 0 und hat die Gleichung

a"+ a4 +a,=0

mit reellen Kocfﬁzienten im ganzen k megative Koeffizienten, die
@jy Gy Gy A, ... lauten mogen, so ist die grofte der k Grofen

V’“‘a" Vklaml V’“"@"' V’C'a"

eine obere Gremze fiir die positiven Gleichungswurzeln (Cauchy,
Euvres (2) 9, 152, Abel Transon, Nowv. Ann. de math. (2)
11, 256 (1872)).

Ist G’ eine obere Grenze fiir die positiven Wurzeln von
f(—2) =0, so ist — G’ eine untere Grenze fiir die negativen
Waurzeln von f(2) = 0, d. h. keine der Wurzeln ist kleiner als
— @'. Sind L und — L’ obere bezw. untere Grenzen fiir die posi-

tiven bezw. negativen Wurzeln von 2"f (lz ) =0, so liegt keine
Wurzel von f(2)=0 zwischeniL und — Il;,

Mittels des Sturmschen oder Fourierschen Satzes kann
man zuerst die reellen Wurzeln einer Gleichung mit reellen
Koeffizienten separicren, d. h. ein Intervall finden, in dem nur
eine Wurzel der Gleichung liegt. Die zuniichst folgenden Me-
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thoden setzen eine auf irgendwelche Weise vorgenommene Sepa-
ration der Wurzeln voraus.

Regula falsi (Regel des doppelten falschen Ansatzes, Histo-
risches bei Cantor, Vorl. iiber Geschichte der Math. unter dem
Stichwort Falscher Ansatz des Registers, vgl. auch Rudolf
Wolf, Handbuch der Astronomie 1, 87, Ziirich 1890): Sind
A und B zwei reelle Zahlen, f(z) irgendeine Funktion mit reellen

Koeffizienten und sign f(A) = — sign f(B), so liegt
B BfO—AfB) _ , A—Bf4) 5 A—B)f(B)
B () —7®) f(4) —f(B) f(4) —f(B)

stets zwischen A und B. Eine Gleichung f(z) = 0, die zwischen
A und B eine einzige Wurzel o hat, besitzt diese daher in einem
der zwei kleineren Intervalle A bis B, oder By bis B; die Wurzel
o liegt zwischen B; — L und B, 4+ L, wobei
g _|A—B M

: B 8 |F(4) —f(B)|
ist und M den groften Wert bedeutet, den der absolute Betrag
|7 ()| der zweiten Abgeleiteten im Intervall A bis B annchmen
kann (vgl. Liiroth, Vorl. iiber numerisches Rechnen, Leipzig
1900, S. 175 u. 193).

Zwischen den zwei reellen Zahlen A und B habe die Glei-
chung f(z) =0 mit reellen Koeffizienten nur eine reelle Wurzel «,
mithin ist also sign f(4) = — sign f(B). Das Intervall 4 bis
B sei so klein gewiihlt, daB die zweite Abgeleitete f”(2) in
dem ganzen Intervall A bis B keine Wurzel besitzt. Dies ist
mdoglich, nachdem f(2) und f”(z) vorher von etwaigen gemein-
samen Teilern befreit wurden. f”(z) hat dann im ganzen
Intervall A bis B dasselbe Vorzeichen. Mit A sei, unabhiingig
davon, ob sie die griBere oder kleinere Zahl ist, diejenige
der zwei Grenzen bezeichnet, fiir die f(z) und f”(2) dasselbe
Vorzeichen haben. Auf die Grenze A kann man dann die
Newtonsche Niherungsmethode in der von Fowrier verbesserten
Form anwenden (Newton (1669) vgl. oben 8. 256, zuerst
publiziert in Wallis’ Algebra (1685), Lagrange, Rés. des équ.
num., (Euvres 8, 159, Fourier, Anal. des équ. dét., vgl.
oben 8. 256, Darboux, Nouv. Ann. de math. (2) 8, 17 (1869),
Fouret, ebenda (2) 9, 567 (1890)): Bildet man sukzessiv

-8 f(4) i A
4 =a—L5, 4,—4, -5, .
An+1 - = f'(Anj"' ot

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 23
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so wird die erste Abgeleitete f'(z) im ganzen Intervall A bis «
nicht Null; A, liegt stets zwischen A und «, Ay zwischen A,
und o usw. und, die Grifen A, A,, A,, ... konvergieren nach «.
Es ist a stets zwischen A, , — L, und A, , + L, gelegen;
dabei ist
:I An b :2 Mx

2 (4,

und M, bedeutet den groften Wert des absoluten Betrages von
f"(2) im Intervall A, bis B.

Die Kombination der Regula falsi mit der Newtonschen
Niiherungsmethode (Fourier, Anal. des équ. dét.) ergibt unter
den gleichen Bedingungen und bei Verwendung der gleichen
Bezeichnungen wie beim Newtonschen Niherungsverfahren
folgendes Theorem:

Bildet man sukzessiv

B = BIA=AIB) o

L =

= BnﬂAn) £ A(cf(Bn)

e - (B==d;2, .52,

) —f(B) AP =R
so liegt B, stets zwischen o und B, By zwischen B, und a usw.,
wnd die Gripen B, B,, B,,... konvergieren nach «. Die

Wurzel « liegt stets zwischen A, und B,.
Bildet man ferner sukzessiv (Fourier a. a. 0.)

1 5. 1(B) WAL () _ o _ 1Ca)
o bt 7 (U s Sl 7 4 LA L il o 7 %
so liegt C, stets zwischen B und «, Cy zwischen C, und «,
C, zwischen Cy und o usw., und die Zahlen Cy, Cy, ... konver-

gieren nach a. Die Wurzel o liegt stets zwischen A, und C,.

Die Newtonsche Niherungsmethode ist nur ein Spezial-
fall des von Legendre-Cauchy (Cauchy, Analyse algébrique
(1821), uvres (2) 3, 381) stammenden Verfahrens sukzessiver
Approximation. Aus einem geeigneten Anfangswert A ist mittels
einer stetigen Funktion ¢ (2) sukzessiv eine Wertreihe 4, = ¢ (4),
Ay=op(4,),...,4,, ,=@(4,),... herzuleiten, so daB die GriBen
A,, 4,, ... nach einem Wert « konvergieren, der Wurzel einer
vorgegebenen Gleichung f(¢) =0 ist. Hierzu muB « = ¢(«) sein.
Vgl. Schroeder, Math. Ann. 2, 317 (1870), Isenkrahe,
ebenda 31, 309 (1888), Netto, Algebra 1, 300, Liiroth,
Vorl. iber numerisches Rechmen, S. 179, Pellet, C. R. 133,
917 u. 1186 (1901), Perrin, ebenda, 1189.

Lagranges Kettenbruchmethode: Hat man eine Gleichung
f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten und weiB man, daB sie
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1 positive Wurzeln zwischen den zwei positiven ganzen Zahlen g
und g + 1 besitzt, so setze man z =g + —- Die sich dann

aus f(#) = O fiir 2, ergebende Gleichung fl(zl) = 0 hat soviel
positive reelle Wurzeln, die groBer als 1 sind, wie f(2) = 0
reelle Wurzeln zwischen den Grenzen g und ¢ + 1 hat. Ist
g, eine derartig gewihlte ganze positive Zahl, daB f,(z) =0
zwischen den Grenzen ¢, und g, + 1 wenigstens eine Wurzel

1 5 . .
hat, so setze man 2 =g, + - und operiere mit der sich aus

f1(2) = O ergebenden Gleichung f;(z;) = O weiter. Auf diese
Weise werden die zwischen g und g + 1 liegenden positiven
Wurzeln von f(z) = 0 in Kettenbriiche

g+y =1
.‘h‘.

entwickelt. Lagrange, Rés. des équ. num., Buvres 8, 41,
M. A. Stern, Journ. f. Math. 11, 142, 277 (1834), Sturm
in der S. 256 zitierten Arbeit, Art. 16.
Lagrange-Bernoullisches Verfahren: Ist s, (v=1,2...) die
Summe der v** Potenzen der Gleichungswwrzeln, so ndhert sich

Sk 1

firr wachsendes v der ihrem absoluten Betrage nach griften

Gleichungswurzel, falls eine solche existiert (Lagrange, Rés. des
équ. num., Euvres 8, 170). Am einfachsten findet man die

f'@

§,, indem man nach fallenden Potenzen von #z entwickelt,

1 )
ff((:;) — " 4% 4% .. bildet (vgl S. 267). Dieses
Verfahren ordnet swh als Spezialfall in die von Daniel Ber-
noulli (Comm. Acad. Petrop. 3, 92 (1728)) stammende und dann
von Euler (Introductio in analysin infinitorum (1748), Bd. 1,
Kap. 17) aufgenommene Methode der Berechnung der Gleichungs-
wurzeln mittels rekurrenter Reihen und 1Bt sich so ausgestalten
(Fourier, Anal. des équ. dét., Ostwalds Klass. Nr. 127, S. 63,
Stern, Jowrn. f. Math. 11, 293 (1834), Jacobi, ebenda. 13,
349 (1835), Ges. Werke 3, 280, F. Cohn, Math. Ann. 44,
473 (1894)), da es zur Herleitung samtlicher Wurzeln einer
beliebigen Gleichung mit reellen oder imaginiren Koeffizienten
dienen kann.

Griffesche Methode: Ist eine Gleichung f(2) = O mit den
23*

also
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Wurzeln o, ..., &, gegeben und schreibt man f(2) =g,(2?) + 2g,(2?),
faBt man also die Glieder mit geraden und ungeraden Potenzen
zusammen, so hat die Gleichung

fi(¥) = 9.()? — ¥95(y)* =0

die Wurzeln «®, o, ..., 2 Durch sukzessives Fortsetzen

dieses Verfahrens findet man eine Gleichung:
f,(w) = dyu" + dw" '+ dgu" 2+ .. -+ d, =0

mit den Wurzeln «% 7 ..., «,%, wobei 7=2" ist. Befriedigen
die absoluten Betriige der Wurzeln der vorgelegten Gleichung
die Ungleichheiten | &, | > (o] ...>|e,|, so ist fiir geniigend
grofle v angeniihert

0, = — L o, ==_d}_ at—_ds cee, ¥ = — d”
1 ) 2 ’ 3 ) ’ )
4, 3 d, " P 95

und man findet a;, ay, ..., «, durch Ziehen 7" Wurzeln.

Ist _
oy | = fea] - = [
aber grofler als
\ j+l| _)+2' ‘an|’
so befriedigen die GroBen «%, &7, ..., ¢, fiir geniigend groBe

v angeniihert die Gleichung dyw’ + d,w’~'---4 d; =0 und

die GroBen o« ,, @ 4,..., @, die Gleichung

gl d, i d % L d =

Man kann die Methode so ausgestalten, daB sie alle Gleichungs-
wurzeln liefert. Griaffe, Die Auflisung der hiheren numerischen
Gleichungen, Ziirich 1837. Encke, Jowrn. f. Math. 22, 193
(1841), Carvallo, Ann. de la faculté de Toulouse 3 (1889)
(Theése de Paris).

Wir schlieBen mit der Aufsuchung der rationalen Wurzeln
einer Gleichung mit rationalen Koeffizienten:

Die rationalen Wurzeln einer Gleichung mit ganzeahligen
Koeffizienten, bei der der Koeffizient der hdichsten Potenz glewh
1 ist, miissen gamzzahlig scin.

Dze rationalen Wurzeln einer Gleichung

a" + ot age" 4 -+ a, =0
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§ 16. Approximation der Wurzeln. 357

mit ganzzahligen Koeffizienten findet man, indem man ayz =y
setzt und die gamzzahligen Wurzeln von

?In + alyn—l _|_ (lgao?/"_z +a3a0’y"‘3 + b VX + anaon—l —t)
sucht (Rolle, Traité d’algébre (1690), 2'* Buch, Kap. 5).
Man findet die etwa vorhandenen ganzzahligen Wurzeln der
Gleichung
"+ a4 4a, =0

mit ganzzahligen Koeffizienten, indem man alle ganzzahligen posi-
tiven und negativen Teiler von a, sucht, die innerhalb der Wurzel-
grenzen liegen. Ist « eiwn solcher Wert, so ist « dann und nur
dann Gleichungswurzel, wenn simtliche Grifen

b b
2 by, 1”_%’;"*_‘ = by, Ak tass by, .

« . i
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