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ROZDZIAŁ 1. 
O liniach krzywych w ogólności, konstnikcya 

krzywych rzędu drugiego, cykloid 
i spiralnych. 

§• 1. 

O liniach krzywych w ogólności. 

Jak każdą linią prostą uważać możemy jako powstałą 
przez ruch punktu w jednym a ściśle oznaczonym kierunku, 
tak znów, jeżeli punkt w ruchu swoim zmienia ciągle i to 
bez przerw ten kierunek podług pewnego prawa, opisuje wtedy 
linią, zwaną krótko k r z y w ą feme krumme Linie, — une 
courhe). Przy takiem pojęciu powstawania linii bądźto prostej, 
bądź krzywój, punkt sam, jedną lub drugą z nich opisujący, 
zowie się p u n k t e m r o d z ą c y m . Jeżeli punkt odbywa ruch 
swój ciągle na jednej płaszczyznie, krzywa przezeń opisana 
zowie się p ł a s k ą f e w e ehene Krumme, — courhe piane), 
w przeciwnym zaś razie zowie się p o d w ó j n i e k r z y w ą 
(eine geioundme albo doppeltgekmmmte Krumme, — courhe dt 
double courhure). 

Każda linia krzywa może być uważana za figurę złożoną 
z nieskończenie małych linij prostych, które nazywają się jej 
e l e m e n t a m i , i wtedy jest ona granicą, do której się linia 
łamana czyli wielokąt prostokreślny, bądźto na niej opisany, 
bądź w nią wpisany, bez końca zbliża, jeżeli jego boki ciągle 

9 

http://rcin.org.pl



— 130 -

pomniejszamy, a tern samem liczbę ich zwiększamy. I tak up. 
powiększając ciągle liczbę boków wielokąta w koło wpisanego, 
boki te, które początkowo były cięciwami koła, stają się wre-
szcie elementami tegoż, a liczba ich staje się wtedy nieskoń-
czenie wielką. 

Przedłużywszy którykolwiek z elementów krzywej w je-
dną lub obie strony, otrzymamy stąd linią prostą oddalającą 
się od krzywej, a mającą z nią tenże element wspólny. Prosta 
ta zowie się s t y c z n ą krzywój (eine Tangente, — une droite 
tangente); zaś element sam, uważany jako nieskończenie mały, 
zowie się p u n k t e m s t y c z n o ś c i (ein Beriihrungspunkt, — 
point de contact). Pojęcie to linii stycznej jes t , jak widzimy, 
więcej ogólne, aniżeli pojęcie, jakie w planimetryi w zastóso-
waniu do koła podawanem bywa, i podług niego linia prosta 
może mieć z krzywą tylko jeden punkt wspólny, a przecież 
nie być jej styczną, lub też może dotykać krzywej w jednym, 
a przecinać ją w drugim punkcie, czyli może być jej styczną 
i sieczną zarazem, jak np. .prosta ab (Fig. 1 4 S ) dotykająca 
krzywej w punkcie a, i przecinająca takową w punkcie b. 

Prosta przecinająca krzywą pod kątem prostym, czyli 
stojąca prostopadle do stycznej przez punkt przecięcia idącej, 
nazywa się n o r m a l n ą k r z y w e j (eine Normale, — une 
droite normale). Jeżeli krzywa jest płaską, wówczas tylko je-
dna normalna w każdym jej punkcie jest możliwą. 

Prosta łącząca dwa którekolwiek punkta krzywej, nazywa 
się jej c i ę c i w ą (eine Sehne, — une corde). Przy liniach ki-zy-
wych mających środek, jak np. przy kole, ellipsie itp. cięciwa 
przechodząca przez tenże, zowie się ś r e d n i c ą (ein Durch-
messer albo Diameter, — un diamkre). Dwie średnice tak u-
łożone, że każda z nich połowi cięciwy równoległe do drugiej, 
zwią się ś r e d n i c a m i s p r z ę ż o n e m i (wnjungirte Diame-
ter, — diametres conjugues), które znów, jeżeli wzajem są do 
siebie prostopadłe, zowią się o s i a m i (iie Axen, — les 
axes) krzywej. 

Jeżeli jakaś krzywa zbliża się ciągle do prostej nie osią-
gnąwszy jej atoli nigdzie, wtedy prosta zowie się l e d w o n i e -
s t y c z n ą albo a s s y m p t o t ą (eine Assymptote, — une 
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asymptote), i może byd uważana za styczną, której punkt sty-
czności leży w odległości nieskończenie wielkiej. 

Do krzywej np. ahcde (Fig. przyłożywszy wzdłuż 
jej obwodu nid giętką a nierozciągliwą, sięgającą jednym swym 
końcem do a , zaś drugim umocowaną stale w punkcie e, i 
następnie od obwodu krzywej abcde oddalając koniec a tdj 
nici w kierunku ku m, i to tak, iżby odwinięta częśd nici cią-
gle była wyprężoną, to koniec ten nici czyli punkt a opisze 
nową krzywą amnop, która ze względu na krzywą ahcde zowie 
się jej r o z w i j a j ą c ą {die Evolvmte, — devellopante\ pod-
czas gdy krzywa dana abcde zowie się r o z w i n i ę t ą (die 
Evolute, — deveUopee) pierwszej. Ponieważ jak widzimy, w 
czasie tego odwijania, odwinięta częśd nici musi zostad ciągle 
styczną do krzywej abcde, zatdm chcąc nakreślid rozwijającą 
tej ostatniej, dośd jest w punktach jak najbliżej siebie 
na niej obranych poprowadzid styczne &m = łuk. ab, cn = łuk. 
ac, o(i=łuk. da i td. , a następnie końce tych stycznych czyli 
punkta a, m, n, o \ p ze sobą krzywą ciągłą połączyd. Ponie-
waż następnie, każda styczna do rozwiniętej, a mianowicie jej 
częśd zawarta między punktem styczności a linią rozwijającą 
amnop, jest równa odwiniętej części krzywej abcde, wypada 
stąd, że jeżeli krzywa dana jest ograniczoną, to styczna ep 
w ostatnim jej punkcie tj. e poprowadzona, równa się co do dłu-
gości samejże krzywej danej, i to z tóm większą dokładnością, 
im więcdj punktów pośrednich między punktami a i e na 
krzywój abcde obraliśmy. Konstrukcya ta ostatnia zowie się 
w y p r o s t o w a n i e m albo r e k t y f i k a c y ą krzywdj (die 
Eectification, — une rectificałion). Zrektyfikowad krzywą zna-
czy to więc, znaleśd prostą równą w przybliżeniu co do długości 
danój krzywej, co albo uskutecznia się przez poprzednie wy-
kreślenie jej rozwijającej, albo tóż co krócej, zwłaszcza jeżeli 
chodzi o samą rektyfikacyą, przenosząc za pomocą cyrkla na 
prostą gdziekolwiek nakreśloną, części tej krzywdj o ile można 
jak najmniejsze, tj. takie, któreby bez popełnienia wielkiej 
niedokładności można było uważad za linie proste. 
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§• 2. 

Konstrukcya linij stycznych i normalnych do krzywych 
płaskich w ogólności. 

Przy prowadzeniu linij stycznych do linij krzywych naj-
częściej zdarzyd się mogące wypadki są następujące: 1) dany 
jest punkt na krzywej, czyli punkt styczności; 2) dany jest 
punkt zewnątrz krzywej, a przezeń poprowadzić mamy styczną, 
lub wreszcie 3) daną jest prosta, do której styczna krzywej 
ma być równoległą. 

Jeżeli linia krzywa znaną jest ze swoich własności geo-
metrycznych , wówczas łatwo jest znaleśd sposób, w jaki 
w każdym z powyższych trzech przypadków styczna do niej 
przez geometryczną konstrukcyą poprowadzoną byd może. Je-
żeli zaś danym jest obwód jakiejś krzywój bez bliższego ozna-
czenia jój własności, wówczas przez dokładne przyłożenie lineału 
wyznaczyć można kierunek stycznej z taką ścisłością, jaka 
przy wszystkich konstrukcyach graficznych wymaganą i możli-
wą być może. 

Inaczej atoli ma się z punktem styczności, którego wy-
znaczenie w tym razie, mimo częstokroć wielkiej jego ważno-
ści , z bardzo małą dokładnością uskutecznionem być może^ 
zwłaszcza tam, gdzie z powodu niezbyt wydatnej krzywizny 
linii krzywej, styczna do niej poprowadzona nie w jednym 
punkcie, ale w pewnej części obwodu tejże krzywej dotykać 
się zdaje. W przypadkach takich do wyznaczenia punktu sty-
czności przynajmniej z przybliżoną dokładnością, używa się 
tak zwanych krzywych pomocniczych. I tak : 

Mając np. do krzywćj MN (Fig. 1 5 0 ) poprowadzić 
styczną przez punkt O dany zewnątrz, prowadzimy przez 
tenże punkt kilka prostych przecinających krzywą daną, i czę-
ści tych siecznych zawarte między ramionami krzywej, czyli 
cięciwy ab^ cd, ef itd. dzielimy w punktach g, Ji, k na połowę 
z połączenia tych punktów podziału krzywą ciągłą, otrzymamy 
krzywą pomocniczą xy, z przecięcia się zaś tejże z krzywą daną 
otrzymamy punkt P, który będzie punktem styczności dla sty-
cznej szukanej. Skoro bowiem krzywa pomocnicza xy przecho-
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dzi przez środki cięciw, punkt P zatśm jest także środkiem 
cięciwy w tern miejscu poprowadzonej; że zaś cięciwa ta jest 
tak mała , iż oba jej końce zeszły się z sobą, czyli punkta 
przecięcia się odpowiednej siecznej z krzywą daną zbliżyły 
się do siebie nieskończenie, sieczna więc ta na mocy tego stała 
się styczną, zaś punkt P punktem styczności. 

Gdyby krzywa pomocnicza spotykała się z krzywą daną 
w dwóch lub więcej punktach, to wtedy i stycznych do krzy-
wej poprowadzić się mających, byłoby dwie lub więcśj. 

Mając do krzywej np, MN (Fig. 1 5 1 . ) poprowadzić 
styczną równolegle do prostej danej AB i punkt styczności 
wyznaczyć, prowadzimy szereg cięciw równoległych do AB^ po-
łowimy każdą z nich, i punkta podziału krzywą ciągłą xy ze 
sobą łączymy, a punkt P, w którym taż krzywa pomocnicza 
xy spotyka krzywą daną, będzie punktem styczności stycznój 
żądanej. 

Ponieważ przy prowadzeniu linii normalnój do lini krzy-
wój, również najczęściej zdarzają się przypadki takie same, 
jakieśmy dla stycznej na początku tego §fu przytoczyli, takowe 
więc tu tylko rozbieramy. I tak: 

1) Jeżeli danym jest na krzywej punkt, przez który normal-
na ma przechodzić, wówczas najprzód przez punkt ten 
prowadzimy styczną do krzywej, a prosta prostopadle do 
tej stycznój w punkcie danym poprowadzona, będzie nor-
malną żądaną. 

2) Jeżeli danym jest punkt zewnątrz krzywej, i przezeń po-
prowadzić mamy normalną tejże, a co ważniejsza, spodek 
normalnej o ile można, z jak największą dokładnością na 
krzywe] wyznaczyć, wówczas znów użyć można krzywej, 
pomocniczej; a mianowicie, z punktu O (Fig. 1518) 
danego zewnątrz krzywej MN, nakreślamy kilka łuków 
dowolnym promieniem, byle przecinających krzywą daną; 
części tych łuków, zawarte między ramionami krzywej 
danój, połowimy w punktach g, k, k i td. , i takowe łą-
czymy z sobą krzywą ciągłą, a otrzymamy krzjrwą po-
mocniczą xy spotykającą krzywą MN w punkcie P, któ-
ry połączony z punktem O da nam normalną żądaną 
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Skoro bowiem krzywa pomocnicza połowi wszystkie z pun-
ktu O zatoczone łuki, połowi zatem i łuk najmniejszy 
aPh tuż około P przechodzący, który z powodu swój 
małości uważać można za prostą czyli cięciwę odpowie-
dniego koła; że zaś każda prosta łącząca środek koła 
ze środkiem cięciwy, jest do tej ostatniej prostopadłą, 
prosta więc OP będąc prostopadłą do ab, jest tem samem 
normalną krzywej danej, a punkt P jej spodkiem. 

3) Jeżeli równolegle do prostej danej poprowadzić mamy 
normalną do krzywej linii, wówczas prowadzimy najprzód 
gdziekolwiek prostą prostopadłą do prostej danej, równo-
legle zaś do tej prostopadłej kreślimy styczną do krzy-
wej danej, a punkt styczności tej stycznej będzie spodkiem 
normalnej szukanej. 

§. 3. 
Krzywe rzędu drugiego. Ellipsa. 

W szeregu licznych krzywych płaskich znanych z prawa 
ich rodzenia, a z których tylko niektóre ważniejsze, częstego 
w praktyce i innych umiejętnościach użytku i zastósowania, 
tutaj przejść zamierzamy, pierwsze miejsce bez wątpienia zaj-
mują prócz koła, tak zwane przecięcia stożkowe, tj. ellipsa, 
parabola i hyperbola. Nie wdając się w umiejętne ich, jakoteż 
i innych krzywych traktowanie, rzecz ta bowiem jest działem 
geometryi analitycznej, wskażemy tu tylko sposoby ich kon-
strukcyi i cechy pokrewieństwa między niemi, i to jeszcze o-
graniczając się o ile możności na rzeczach niezbędnych tj. ta-
kich, które przy dalszym postępie w naszym przedmiocie po-
żytecznemi lub nieodzownemi być nam mogą. 

Ellipsa. 

Krzywa zamknięta posiadająca tę lołasność, ie summa 
odległości każdego jej punktu od dwóch punktów stałych jest 
stałą i niezmienną, zowie się ellipsą. 

Taką krzywą przedstawia nam krzywa ABCD (Fig. 1 5 3 . ) 
Punkta stałe oznaczone tam przez F i zowią się o g n i -
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s k a m i ellipsy (die Brennpunkte, — les foyers). Ilośd stałą i 
niezmienną zwyż rzeczoną, a równającą się summie odległości 
każdego punktu tej krzywej od obu ognisk, oznacza się zwy-
kle w matematyce przez a wiec dla punktu np. S obra-
nego gdziekolwiek na ellipsie jest FS-{-FiJS=2a. Odległości 
te FS i F^S zowią się p r o m i e n i a m i w o d z ą c y m i (die 
LeitstraUm,—rayons vecteurs) punktu Punkt O leżący w środ-
ku między ogniskami, zwie się ś r o d k i e m , zaś odległość 
OFT=OF^^ tego środka od któregokolwiek z ognisk, zowie się mi -
m o ś r o d e m ellipsy (die Excentricitdt, — l'excentricite). Ka-
żda prosta przechodząca przez środek ellipsy, zwie się jój 
ś r e d n i c ą , i jest w tym punkcie podzieloną na dwie poło-
wy. Największą z tych średnic jest AB, tj. przechodząca przez 
oba ogniska, i zowie się ona o s i ą w i e l k ą (die grosse Axe, 
— le grand axe), podczas gdy najmniejsza CD zowie się 
o s i ą m a ł ą (die kleine Axe, — le petit axe), i jest zawsze 
prostopadłą w środku eUipsy do osi wielkiśj. Tę oś małą ozna-
czamy zwykle przez 2&. Nareszcie punkta skrajne obu osi tj. 
A,B,C\D, zwią się w i e r z c h o ł k a m i ellipsy. 

Prócz rzeczonej na początku własności ellipsy, a którą 
jako definicyę cechującą tę krzywą uważaó możemy, ważne 
nam jeszcze i później potrzebne będą następujące, zaczerpnięte 
z geometryi analitycznej: 

A) Ponieważ w ellipsie odległości ognisk F \ F^ od jej 
wierzchołków ^ i 5 są sobie równe tj. A F = B F ^ , zatem dla 
punktu A, jako leżącego na ellipsie, mamy AF-{-AF^=2a 
czyli AF-\-BF=2a, czyli jeszcze AB=2a, tj. że oś wielka 
ellipsy równa się zawsze ilości stałój danój, a następnie, że 
summa promieni wodzących dla każdego punktu ellipsy ró-
wna się osi wielkiej. 

Na osi wielkiój AB zatoczywszy półkole, i przez 
punkt d na ellipsie obrany poprowadziwszy prostopadłą rs} AB, 
mamy sd :sr= 0D\ 0E= 0D\ OA tj. ponieważ w geome-
tryi anal. linie sd i sr nazywają się p r z y s t a w a m i punktu 
d i r (linia zaś Os ich odcinkiem, biorąc proste AB i CE za 
osie współrzędnych, zaś punkt O za ich początek), zatśm 
przystawa ellipsy tak się ma do odpowiedniej przystawy koła, 
jak się ma połowa osi małej do połowy osi wielkiój. 
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C) Do punktu np. jS wziętego na ellipsie, poprowadzi-
wszy promienie wodzące, takowe ze styczną QR i normalną 
S M przez tenże punkt poprowadzoną, tworzą kąty równe tj. 
kąt FSQ=FySR, jakoteż kąt F jSM^F^SM. ' 

Na mocy tych kilku, z pomiędzy wielu innych, przytoczo-
nych tu własności ellipsy, jesteśmy w stanie wykonać kon-
strukcyę zadań następujących: 

ŻCIiC3.aiZljLe 1 . Nakreślić ellipsę, majM daną jej oś 
wielką i oba ogniska. 

Pierwszy sposób. Niech F i F^ (Fig. 1 5 4 . ) będą da-
nymi ogniskami, AB osią wielką daną, a więc punkt O środ-
kiem ellipsy szukanej. Między F i O obrawszy dowolne pun-
kta 1, 2, 3 , następnie promieniem Al z F i F^ zataczamy 
cztery łuki i takowe przecinamy łukami z tychże punktów 
promieniem BI zatoczonymi, skąd otrzymamy cztery punkta 
m do ellipsy należące, summa bowiem promieni wodzących 
każdego z nich jest równa AB—2a. Dalej z punktów F i F^ 
zataczamy znów cztóry łuki promieniem A2^ przecinamy je 
łukami promienia B2, a otrzymamy znów cztery punkta n, i 
tak samo postępujemy dalej. Nareszcie z F \ F\ zatoczywszy 
łuki promieniem otrzymamy z ich przecięcia punkta C iD, 
czyli końce osi małej. Wszystkie otrzymane w ten sposób punkta 
łączymy nakoniec należycie ze sobą linią krzywą, która będzie 
żądaną ellipsą, i to tem dokładniejszą, im więcśj punktów 
takich wyznaczyliśmy. 

Drugi sposób. W ogniskach danych F i F^ wbijmy dwie 
szpilki i do nich umocujmy nid, którójby długość między o-
biema szpilkami zawarta, równała się AB tj. osi wielkiej da-
nej. To mając, wyprężamy nić z pomocą np. ołówka tak, iżby 
przez to utworzył się trójkąt, którego podstawą będzie odle-
głość obu ognisk, dwa zaś inne boki będą utworzone przez 
wyprężoną nić, a następnie posuwamy ołówkiem na papierze 
w jedne stronę (ale bacząc, by nić była bez przerwy wyprę-
żoną) , dopóki nie wrócimy do punktu, z któregośmy z ołów-
kiem wyszli. Krzywa tym sposobem ołówkiem zakreślona, bę-
dzie, jak łatwo pojąć, ellipsą. 
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ZEM3lEUaj.© 2 . Nakreślić ellipse, mając dane obie 
jej osie. 

Pierwszy sposób. Mając dane obie osie AB i CD 
(Fig. 1 5 5 . ) , kreślimy je najprzód prostopadle do siebie, i to 
tak, iżby było OA=OBy zaś OC=OB, a następnie ze 
środka O promieniami równymi połowom osi danych zatacza-
my dwa koła współśrodkowe. To mając, prowadzimy gdziekol-
wiek promień Om, który przetnie koło mniejsze w punkcie n. 
Przez ten punkt kreślimy równoległą do osi wielkiej tj. do 
OA, zaś przez m równoległą do osi małej czyli do CD, a te 
dwie proste przetną się w punkcie r, który będzie punktem 
do ellipsy należącym. Skoro bowiem, jak z figury widoczna, 
jest mp:rp = Om: On — OA: OC, punkt zatem r odpowiada 
własności ellipsy pod B) powyżej przywiedzionej. 

Prowadząc następnie więcej takich promieni, i postępu-
jąc dalej jak poprzednio, otrzymamy więcój punktów ellipsy 
szukanej, które wreszcie połączyć z sobą trzeba należycie. 

Drugi sposób . Nakreśliwszy jak poprzednio obie osie 
dane AB i CD (Fig. 1 5 0 . ) , odcinamy na małej linijce wycię-
tój z drzewa, papieru lub karty, począwszy od jednego jej końca 
np. s część sm = O A, zaś sn = OC. Następnie przyłożywszy 
tę linijkę do osi danych tak, iżby punkt m leżał na osi małój, 
zaś n na osi wielkiej, i poruszając ją we wszystkie strony, tak 
jednak, iżby ani punkt m z osi małej , ani w z osi wielkiój 
nie zeszedł, to w czasie tego ruchu punkt s opisze nam ellipsę, 
którą nakreślimy, znacząc ołówkiem jak najwięcej miejsc, w 
których się punkt s w czasie tegoż rucha znajduje. Skoro bo-
wiem z m zatoczymy koło promieniem i na jego średnicy 
równoległej do OA odetniemy mp = Or jako odcinek, to sp 
będzie przy stawą koła, zaś sr przystawą ellipsy; że zaś 
sp:sr = sm:sn= O A: OC, zatóm punkt s odpowiadając własno-
ści ellipsy pod B) przytoczonej, jest punktem ellipsy szukanej. 

Zei<C^EIi]XLe 3 . Nakreślić ellipsę, mając daną jedne 
oś i punkt do obwodu ellipsy nalekący. 
Mając daną np. oś AB i punkt s do ellipsy należący 

(Fig. 1 5 6 . ) , w środku osi AB wystawiamy do niej prosto-
padłą, a następnie promieniem O A z punktu s zataczamy łuk ęf, 
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który przetnie się z CD w punkcie m ; punkt ten m połączy-
wszy z punktem s , otrzymamy stąd punkt n, poczem reszta 
konstrukcyi już widoczna i znana. 

25EL<leL23łO 4:- Mając daną ellipse, znaleść jej śro-
dek, osie i ogniska. 
Aby znaleść najprzód środek danój ellipsy, prowadzimy 

gdziekolwiek dwie cięciwy do siebie równoległe, połowimy ta-
kowe, a prosta przez ich środki idąca, będzie średnicą, środek 
zaś tejże będzie środkiem ellipsy. Z tak znalezionego środka 
zataczamy następnie dowolnym promieniem koło, byle przeci-
nające ellipsę w czterech punktach, i na cięciwy łączące po 
dwa z tych punktów, spuszczamy ze środka ellipsy prostopa-
dłe, a te ostatnie będą osiami szukanemi. Nareszcie z końca 
osi małej zatoczywszy łuk promieniem równym połowie osi 
wielkiej, ten przetnie tęż oś wielką w dwóch punktach, które 
będą ogniskami szukanemi. 

2 5 E L D L E L I H D L © 5 - Frzez punkt dany na ellifsie popro-
wadzić do niej styczną. 
Stósownie do własności ellipsy pod C) przytoczonej, łą-

czymy punkt dany z ogniskami, i kąt stąd otrzymany między 
promieniami wodzącymi dzielimy na dwie równe części, to 
linia dzieląca będzie normalną ellipsy w punkcie danym, — do 
której przez tenże punkt poprowadziwszy prostopadłą, ta bę-
dzie styczną żądaną. Albo, przedłużywszy jeden z promieni 
wodzących na zewnątrz ellipsy , dzielimy kąt między przedłu-
niem tem a drugim promieniem wodzącym zawartj^ na dwie 
równe części, a linia dzieląca będzie styczną żądaną. 

ZElcaLEliinJLo 6 . Przez punkt dany zewnątrz ellipsy 
poprowadzić do niej styczne. 
Mamy dany punkt O (Fig. IS?*.) , i ellipsę daną. Aby 

przez ten punkt poprowadzić styczne, zataczamy z niego jako 
środka łuk aF^h promieniem równym odległości jego od jedne-
go z ognisk, a więc promieniem OF,^; następnie z drugiego 
ogniska tj. F, promieniem równym osi wielkiej zataczamy łuk 
drugi, który przetnie się z pierwszym w punkcie M i N. 
Punkta te łączymy z F, proste stąd otrzymane przetną ellipsę 
w punktach R i S, które będą punktami styczności. Jakoż, 
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ponieważ MR-\-RF=AB=2a, tudzież BFi-^RF= 2a, zatem 
MR=RF^, czyli trójkąt MRF^ jest równoramienny. Ze zaś 
i trójkąt OMF^ jest równoramienny, prosta zatem OR dzieli 
kąt MRF^ na dwie połowy, — skąd wypada, że także kąt 
ORF^=FRX, co odpowiada zupełnie własności ellipsy pod 
C) podanej. 

Z5EL<aiELHj.O 7 . Równolegle do prostej danej popro-
wadzić styczne do ellipsy. 
Kreślimy cięciwę równoległą do prostój danej i środek 

jej łączymy ze środkiem ellipsy prostą, która w przedłużeniu 
przetnie ellipsę w dwóch punktach. Przez te punkta poprowa-
dziwszy dwie proste, obie równolegle do prostej danej, otrzyma-
mamy stąd dwie styczne żądane. Gdyby środek ellipsy nie był 
dany, wówczas zamiast jednej, prowadzimy dwie cięciwy równo-
ległe do prostej danej, a dalej postępujemy jak poprzednio. 

Z e b c a . E i . z i . ł e O . Majac dana styczną do ellipsy, wyznaczyć j e j 
punkt styczności. 

§ 4. 

Parabola. 
Krzywa posiadająca t^ własność, iekazden z jej punktów 

jest równooddalony od prostej stałej i punktu stałego, zowie się 
parabolą. 

Taką krzywą przedstawia nam krzywa XA Y (Fig. 1 5 8 ) , 
gdzie prostą stałą jest MN, zwana k i e r o w n i c ą (die Leit-
linie, — directrice^ zaś punktem stałym jest F zwany o g n i -
s k i e m paraboli. Prosta AZ zowie się o s i ą paraboli, pro-
stopadła do niój, w ognisku poprowadzona tj. CD zwie się 
p a r a m e t r e m (ein Parameter, — un parametre) punkt zaś 
A w i e r z c h o ł k i e m paraboli. 

Poprowadziwszy gdziekolwiek dwie lub więcej cięciw do 
siebie równoległych i środki ich ze sobą połączywszy, otrzy-
mamy stąd prostą równoległą do osi, zwaną ś r e d n i c ą pa-
raboli. 

Prócz powyższej własności paraboli, zapamiętać nam na-
leży jeszcze następujące: 
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a) Wierzchołek A leży w środku między ogniskiem a kiero-
wnicą, a odległość jego od obojga z nich równa się 1/4 
parametru, tj. AF=AB=y^CD. 

b) Przystawa każdego punktu na paraboli obranego, jest 
średnio-geometrycznie proporcyonalną między odpowiada-
jącym jej odcinkiem (licząc od wierzchołka) a parametrem 
paraboli, np. RS-^^Aj8XCD. 

c) W paraboli wszystkie średnice są równoległe do siebie 
i do osi. 

d) Styczna lub normalna do paraboli tworzy z promieniem 
wodzącym punktu styczności i średnicą przez tenże punkt 
poprowadzoną, kąty równe, tj. ksit TOF=GOK zaś 
FOL = LOG. 

Zadaaai© O. Nakreślić parabole, majM daną jej 
kierownicę i ognisko. 
Pierwszy sposób : Dana jest kierownica MN (Fig. I S B ) 

i ognisko F. Aby z tych danych nakreślió parabolę, prowa-
dzimy najprzód przez F prostopadłą DX do MN^ a takowa 
będzie osią, zaś punkt A wzięty w środku DF, będzie wierz-
chołkiem paraboli. Aby otrzymać więcej jej punktów, obieramy 
na osi ^ Z punkta 1, 2, 3, 4..., przez nie prowadzimy pro-
stopadłe do osi, i takowe przecinamy w dwóch punktach łu-
kami zatoczonymi z punktu F promieniem równym odległości 
każdej z tych prostopadłych od kierownicy, czyli od punktu D, 
(a więc np. przez 3 prowadzimy prostopadłą do osi i przeci-
namy ją łukiem promienia D3). Otrzymamy stąd punkta 
a,l,c,d,e,f..które, jak łatwo dowieśd, będą punktami do 
paraboli szukanój należącymi, potrzeba je tylko połączyć z so-
bą należycie. 

Drugi s p o s ó b : Do kierownicy MN przykładamy linią mn 
(Fig. i O O ) wraz z ekierką prostokątną prs, wzdłuż mn prze-
suwać się dającą. Przy wierzchołku r mocujemy na ekierce 
nić długości boku rs, drugim zaś końcem utwierdzamy ją 
w danym ognisku F. Wyprężywszy następnie tę nić ołówkiem 
tak, iżby tenże dotykał się boku rs, i przesuwając ekierkę 
wzdłuż mn, a z ołówkiem posuwając się ciągle za ekierką, to 
jak łatwo zrozumieć, ołówek zakreśli nam krzywą żądaną tj. 
parabolę. 
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ZiEliClEliIlLL© l O . Nakreślić parabolę, mając dany 
jej wierzchołek i ognisko, albo mając dane ognisko i pa-
rameter. 
Oba te zadania dadzą się sprowadzić łatwo na poprze-

dzające, pamiętając o własności paraboli pod A) wyrażonej. 

Z E l i C ^ E k ] 3 . i e XX. Nakreślić parabolę, mając daną 
jej oś, wierzchołek i długość parametru. 
Pierwszy sposób. Od danego wierzchołka odciąwszy na 

osi w jednę i drugą stronę danego parametru, otrzymamy 
stąd dwa punkta, z których jeden będzie ogniskiem paraboli, 
w drugim zaś poprowadzona prostopadła do osi, będzie kiero-
wnicą , — a to mając, postępujemy dalej jak przy Zad. 9. 

Drugi sposób. Na danej osi AX (Fig. 1 6 1 ) od wierz-
chołka odcinamy częśd AB równą danemu parametrowi i pro-
mieniem AO=OB z punktu O zataczamy okrąg koła. Nastę-
pnie przez punkt C obrany gdziekolwiek na średnicy AB pro-
wadzimy do tejże prostopadłą, która przetnie koło w punkcie m. 
Połączywszy wreszcie punkt m z A \ długość tę Am od-
ciąwszy na prostopadłej przez C poprowadzonej po obu stro-
nach punktu C tj. CM=CN=AM, otrzymamy stąd punkta 
M i N należące do szukaiej paraboli, którą nakreślimy, po-
szukawszy w ten sam sposób więcej takich punktów. Konstruk-
cya ta polega na własności paraboli pod B) podanej, gdyż 
MC^=AM^=ABXAa 

Z e i i d E t l ^ L O 1 2 . Mając daną parabolę, znaleść jej oś. 
Poprowadziwszy między ramionami danój paraboli dwie 

cięciwy do siebie równoległe, prosta łącząca środki tychże 
cięciw będzie średnicą paraboli; do średnicy tej następnie po-
prowadziwszy gdziebądź cięciwę prostopadłą, a przez środek 
tejże prostą równoległą do znalezionój poprzednio średnicy, 
prosta ta będzie osią szukaną. Sposób ten jest wynikiem wła-
sności paraboli pod C) podanej. 

Z e i i d e i i H i e X 3 . Mając daną parabolę, znaleść wiel-
kość jej parametru. 
Przez wierzchołek A danej paraboli (Fig. 1618) prowa-

dzimy jakkolwiek cięciwę np. AC, do niej zaś prostopadłą CD; 
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powstanie stąd trójkąt prostokątny ACD, w którym z wierZ' 
chołka C spuściwszy na oś prostopadłą CQ, ta na jego pod-
stawie odetnie częśó GD równą szukanemu parametrowi. 

SZCLdELZUle 14. Mając daną parabolę, znaleść jej 
ognisko i kiet^ownice. 
Znalazłszy najprzód długośd parametru GD (Fig. 

sposobem podanym w Zad. poprzedzającem, a następnie odda-
wszy AFz=AK=z^l^GD, otrzymamy stąd punkt jako ognisko 
i punkt K, przez który poprowadzona prosta MN prostopadle 
do osi AX, będzie kierownicą tej paraboli. 

!!2iElłtiLELH.i© X 5 . JPrzez punkt dany na paraboli po-
prowadzić do niej styczną lub normalną. 

Punkt dany na paraboli połączywszy z ogniskiem, a na-
stępnie przezeń poprowadziwszy równoległą do osi paraboli, 
powstaną stąd dwa kąty, z których dwusieczna jednego będzie 
styczną, zaś dwusieczna drugiego będzie normalną paraboli. 

Ft.irt -1 *3> 16. Przez punkt dany zewnątrz paraboli 
poprowadzić do niej styczne. 
Mając do danej paraboli przez punkt np. O (Fig. 1 G 3 ) 

poprowadzić styczne, zataczamy z tegoż punktu łuk promie-
niem OF, tj. odległością jego od ogniska, a łuk ten prze-
tnie kierownicę paraboli w punktach M i N. Przez te punkta 
poprowadziwszy następnie proste Mm i Nn równolegle do osi 
AX, z przecięcia się ich z parabolą otrzymamy punkta m i n, 
które połączone z O dadzą nam styczne żądane, co łatwo do-
wieść na mocy własności pod B) przytoczonej. 

I Z E Ł C ^ FLITL I O Poprowadzić styczną do paraboli 
równolegle do prostej danej. 
Kównolegle do prostej danej prowadzimy w paraboli cię-

ciwę , a przez środek tejże prostą równoległą do osi czyli śre-
dnicę. Średnica ta przetnie parabolę w punkcie, przez który 
prosta równolegle do prostej danśj poprowadzona, będzie sty-
czna żadana. 
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§ 5. 

Hyperbola. 
Krzywa mająca te własność, Łe różnica odległości każdego 

jej punktu od dwóch punktów stałych jest stałą i niezmienną, 
zowie sie hyperholą. 

Taką krzywą przedstawia nam Fig. 1 6 4 , gdzie, podo-
bnie jak przy ellipsie lub paraboli, punkta stałe F i F^ zwią 
się jej o g n i s k a m i , zaś odległości któregobądź punktu tej 
krzywej od ognisk, p r o m i e n i a m i w o d z ą c y m i . Ilość stałą 
oznaczywszy przez 2a^ mamy dla punktu np. S, na hyperboli 
obranego, F^8—FS—2a, i tak samo dla każdego innego pun-
ktu. Krzywa ta składa się z dwóch odrębnych ale przystających 
do siebie części, a prosta przechodząca przez oba ogniska 
dzieli znów każdą z tychże na dwie przystające połowy. Punkta 
J . i Ą w których prosta, przechodząca przez oba ogniska, 
przecina hyperbolę, zwią się jój w i e r z c h o ł k a m i , część zaś 
samejże tej prostej, zawarta między obu wierzchołkami, czyli 
prosta AB, zwie się o s i ą g ł ó w n ą albo r z e t e l n ą {die 
Hauptasce albo reelle Axe, — l'axe transverse). Środek osi 
głównej czyli punkt O nazywa się środkiem hyperboli, prosta 
zaś przezeń prostopadle do osi głównej poprowadzona, zwie 
się o s i ą u r o j o n ą (die imaginare Axe, — Taze non trans-
verse). 

Na prostej F ^ F jako średnicy zatoczywszy okrąg koła, 
w punktach A \ B wyprowadziwszy prostopadłe cd i ef do 

punkta ich przecięć się z tem kołem, tj. c z e, zaś d z / 
połączywszy, powstanie stąd równoległobok cefd, którego prze-
kątnie ed i cf mają tę własność, że na przedłużeniu swojem 
ciągle zbliżają się do ramion hyperboli, nie osiągnąwszy ich 
atoli nigdzie i zwią się a s s y m p t o t a m i hyperboli. 

Wreszcie parametr, mimośród, średnica, przystawa lub 
odcinek mają tu to samo znaczenie, jakie miały przy krzy-
wych poprzedzających. 

Prócz powyższej głównój mamy i tu podobnież do zapa-
miętania następujące ważniejsze własności hyperboli: 

a) Oś główna rWna się ilości stałej tj. AB—2a, co wido-
czna z figury, wiedząc że AF—BF^^. 
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b) Co do długości osi urojonej, za takową przyjmuje się jej 
częśd CD zawartą między ce i ĉ ^ i oznacza się ją przez 
2h. Połowa tej osi CO=h jest przyprostokątnią w trójkącie 
BOC, w którym BO=a, zaś przeciwprostokątnia BC 
jest równa mimośrodowi OF, jak łatwo pojąó z figury. 

c) Przez dwa dowolne punkta m i n na hyperboli obrane, 
poprowadziwszy prostą mn przecinającą obie assymptoty, 
w r i odcinki tej prostej między assymptotami i hyper-
bolą zawarte, są sobie równe, tj. mr=np. 

d) Styczna do hyperboli tworzy z promieniami wodzącymi 
punktu styczności kąty równe, a więc np. dla stycznej 
KL jest kąt FKL=ĄKL. 
Na podstawie tych własności hyperboli rozwiążemy na-

stępujące zadania: 
Z E B C 3 . E B 3 3 L X E X 8 . Mając daną oś główną i oha ogni-
ska, nakreślić hyperbole. 
Pierwszy sposób : Dane ogniska F i F^ (Fig. 1 6 5 ) 

łączymy z sobą, i na linii łączącej od jój środka O odcinamy 
po obu stronach połowę osi danej, a otrzymamy stąd oba 
wierzchołki A i B hyperboli. Następnie promieniem jakimkol-
wiek byle większym od AF^ lub BF, a więc np. promieniem 
BC, z obu ognisk zatoczywszy łuki nad i pod osią AB, prze-
cinamy takowe łukami, zatoczonymi również z obu ognisk 
promieniem AC; otrzymamy stąd cztery punkta a^, o^, <14, 
które jak łatwo dowieść, odpowiadając głównej własności hy-
perboli , będą punktami do niej należącymi. W ten sam spo-
sób znalazłszy więcej takich punktów i takowe z sobą należycie 
połączywszy, otrzymamy żądaną hyperbolę. 

Drugi sposób. W jednem z ognisk np. F̂  (Fig. 1 B 5 ) 
przytwierdzamy linią dowolnój długości np. F^m,, a któraby 
się około F^ poruszaó dała; następnie bierzemy nid dłtigości 
F^m—2a, i takową jednym jej końcem mocujemy na krawędzi linii 
w punkcie m, dnigim zaś w ognisku F. To mając, wyprężamy nió 
z pomocą ołówka tak, iżby jój częśd np. cm szczelnie przy-
legła do krawędzi linii, a następnie poruszamy linią około F^, 
skutkiem czego ołówek na zgięciu nici ciągle będący, zakreśli 
nam jak łatwo udowodnid hyperbolę, a właściwie jedno jej ra-
mię. Jak zaś otrzymać drugie, snadno rozumieć z figury. 
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Za»c3LEIil3.i© X 9 . Nakreślić hyperholę, majcLc dane 
assymptoty i punkt jeden do obioodu hyperboli należący. 
Dane są assymptoty RS i FU (Fig. I G O ) , jako t^ż 

punkt M. Aby z tych danych nakreślić hyperholę, przez punkt 
M kreślimy linie aa' ^ hh', cc', dd' itp. przecinające obie as-
symptoty, a następnie odcinamy aM=a'm', hM=h'm"y dM — 
d'n', cM=c'n" i tp; otrzymamy stąd punkta <m!,m"... do je-
dnego ramienia, i punkta n', n"... do drugiego ramienia szuka-
kanej hyperboli należące, a to na zasadzie własności hyperboli 
pod C) podanej. 

22SEI .<3LEII13JL© 2 O . Mając daną hyperholę, znałeś6 
jej środek. 
Prowadzimy gdziekolwiek dwie cięciwy do siebie równo-

ległe, a z połączenia ich środków otrzymamy średnicę hyper-
boli ; następnie prowadzimy gdzieindziej drugą parę cięciw ró-
wnoległych, a łącząc ich środki otrzymamy drugą średnicę, 
przecinającą się z pierwszą w punkcie, który będzie środkiem 
szukanym. 

ZEI»dCI>XXie 21. Mając daną hyperholę, znaleść 
jej oś główną. 
Ze środka danego lub znalezionego danój hyperboli prze-

cinamy łukiem dowolnego promienia hyperholę w dwóch pun-
ktach, i środek łuku zawartego między tymi dwoma punktami 
łączymy ze środkiem hyperboli, a otrzymamy stąd tak kieru-
nek osi szukanej, jak i połowę jój wielkości. Albo: punkta 
powyżej otrzymane łączymy z sobą prostą, i na cięciwę tak 
otrzymaną ze środka hyperboli spuszczamy prostopadłą. 

ZetdeiiZl.xe £22. Frzez punkt dany na hyperboli po-
prowadzić do niej styczną. 
Punkt dany na hyperboli łączymy z obu ogniskami, i kąt 

stąd powstały czyli kąt między obu promieniami wodzącymi 
dzielimy na dwie równe części, a dwusieczna tegoż będzie 
styczną żądaną. 

lS5Etc3.EliZl.xe 23 . Przez punkt dany z&wnątrz hyper-
boli poprowadzić do niej styczną. 
Z punktu danego O (Fig. lOO'.) jako środka zataczamy 

koło przechodzące przez jedno z ognisk np. F, z drugiego zaś 
ogniska tj. F^ promieniem równym osi głównej czyli AB za-
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taczamy drugie koło, które z pierwszem przetnie się w pun-
ktach M i N. Punkta te połączone z F^ prostemi, przetną 
w przedłużeniu swojem hyperbolę w punktach R i które 
będą punktami styczności, obie bowiem styczne tj. OB i OS 
odpowiadają, jak łatwo dowieść, własności hyperboli pod D) 
podanej. 

-iRównolegle do 'prostej danej 'po-
prowadzić styczną do hyperboli. 
Zadanie to podobnież się rozwiązuje jak przy ellipsie 

i paraboli, a więc: równolegle do prostej danej prowadzimy 
najprzód gdziekolwiek cięciwę hyperboli, przez środek zaś 
tejże średnicę; średnica ta przetnie hyperbolę w pimkcie, który 
będzie punktem styczności i przez który prosta równolegle do 
prostej danej poprowadzona, będzie styczną żądaną. 

§. 6. 

Cykloidy w ogólności, cykloida właściwa. 

Jeżeli krzywa płaska jakakolwiek toczy się po innej linii, 
służącej jej za kierownicę ruchu i to, bądź to prostej, bądź też 
krzywej, wówczas każdy punkt na krzywej ruchomej leżący 
w czasie tego ruchu opisuje krzywą zwaną ogólnie c y k l o i d a 
(eine Cykloide ^ — cycloide). Między krzywemi tego rodzaju 
najwięcej znane są cykloidy opisane przez punkt wzięty gdzie-
kolwiek na obwodzie koła toczącego się po linii prostej lub 
obwodzie drugiego koła, i w tym razie krzywe t e , a których 
tylko konstrukcyę tutaj wskażemy, mają swoje odrębne na-
zwiska w miarę tego, czem jest kierownica ich ruchu. I tak: 

Jeżeli koło promienia danego toczy się wzdłuh prostej da-
nej, tak, ih dotyka się ciągle takowej i swój obwód na tej pro-
stej odwija, wówczas kaMy punkt do obwodu tego koła nale-
żący^ zakreśla cykloidę właściwą, czyli krótko cykloidę. 

Koło toczące się po linii prostej, zowie się k o ł e m r o -
d z ą c e m , prosta, po której się ono toczy, k i e r o w n i c ą , 
zaś punkt koła rodzącego opisujący cykloidę, zowie się p u n -
k t e m r o d z ą c y m . Odmianami takiej cykloidy są: C y k l o -
i d a s k r ó c o n a (eine verkiirzte Cykloidę, — cycloide raccour-
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cie), jeżeli punkt rodzący leży nie na obwodzie, lecz wewnątrz 
koła rodzącego, i 2) C y k l o i d a w y d ł u ż o n a (eine gestreckte 
Cykloide, — cycloide rallongee), jeżeli tenże punkt leży ze-
wnątrz obwodu koła rodzącego. 

ZEI iC3 .ELZl . i e 2 5 . Nakreślić cyMoidę, mając dany 
promień koła rodzącego. 
Pierwszy sposób. Ponieważ koło rodzące w czasie to-

czenia się swego wzdłuż kierownicy, pozostawać musi ciągle 
stycznem do tejże, za kierownicę więc przyjąwszy prostą AB 
(Fig. 1 6 8 . ) , zaś jako pierwotne położenie koła rodzącego, od 
którego ruch się rozpoczyna, przyjąwszy koło do niej styczne, 
ze środkiem O a o promieniu danym O A, obieramy p u n k t u 
jako punkt rodzący cykloidę, czyli punkt, na którego położenie 
w czasie tego ruchu uważać nam należy, i takowe wyznaczyć. 
Ponieważ jak łatwo zrozumieć, gdy koło rodzące raz swój 
obrót wzdłuż AB ukończy, cały swój obwód na tejże rozwinie, 
odetnijmy więc AB równe obwodowi tegoż koła, co się usku-
teczni w dość wielkiem przybliżeniu, podzieliwszy cięciwę CD 
do ćwiartki jego okręgu należącą na 5 równych części, i na-
stępnie odciąwszy A B ~ 3 A D ^ Ys C i ) , a w ten sposób bę-
dziemy już mieli dwa punkta końcowe tj. ^ i 5 do szukanój 
cykloidy należące. Aby teraz znaleść punkta pośrednie, ode-
tnijmy A8 = 1/2 ̂ ^ tj . równe połowie obwodu koła rodzącego, 
i podzielmy tak pół-obwód tegoż, jak i A8 np. na 8 ró-
wnych części w punktach I, II, VIII i 1, 2, 8, 
a rzecz jasna, że podczas toczenia się koła wzdłuż AB, pun-
kta temi samemi liczbami oznaczone, jak I i i , II i 2 itp. 
padną na siebie. Przez punkta 1, 2, 3 8 wreszcie popro-
wadźmy prostopadłe do AB aż do przecięcia się z równoległą 
do AB przez O poprowadzoną, a otrzymamy stąd punkta 1', 
2', 3' 8', w których kolejno znajdować się będzie środek 
0 koła rodzącego, podczas gdy odpowiednie punkta tak koła 
jak kierownicy AB z sobą schodzić się będą. 

To mając, łatwo znaleść, gdzie punkt rodzący A pod-
czas toczenia się koła znajdować się będzie, do tego bowiem 
starczą nam odległości tegoż punktu od punktów I, II, lU... . 
1 od środka O. I t ak : aby znaleść położenie punktu A wtedy, 
gdy koło rodzące z pierwotnego położenia swego potoczy się 
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0 tyle, że środek jego O przyjdzie do 1', i punkt 1 koła 
zejdzie się z i na AB, dość iiważyd, że punkt A ani odle-
głości swej od I, ani od O skutkiem tego toczenia nie zmieni. 
Zatoczywszy więc z 1' koło promieniem OA, dotykające się 
kierownicy w punkcie 1, to gdzieś na jego obwodzie leżed 
musi punkt A; że zaś pierwotnie tenże punkt od punktu I 
leżał w odległości lA, a punkt I leży teraz -w 1, z punktu 
więc 1 promieniem lA przecinamy koło zatoczone z 1', a otrzy-
mamy stąd punkt a^, jako szukane miejsce punktu A w tem 
położeniu koła rodzącego. I podobnież, aby znów znaleśó 
miejsce tegoż punktu wtedy, gdy koło rodzące, a właściwie 
jego środek posunie się do zataczamy z 2' koło promie-
niem OA i przecinamy je łukiem zatoczonym z 2 promieniem 
I I A , skąd otrzymamy punkt â , jako szukane miejsce punktu 
A; ten sam sposób postępując dalej, znajdziemy punkta 
ttg, a4 Og, z których ostatni tj. a^ będzie leżał w wyso-
kości VIII A nad kierownicą, i na prostopadłej; przez 8 do 
kierownicy poprowadzonej. Aby otrzymać dalsze punkta, po-
stępujemy albo w ten sam sposób jak dotąd, podzieliwszy 
wpierw tak drugą połowę koła rodzącego, jak i drugą połowę 
kierownicy na 8 równych części, alboteż, ponieważ jak łatwo 
zrozumieć, prosta 8a^ dzieli cykloidę na dwie przystające po-
łowy, drugą zatem jej połowę za pomocą pierwszej znalezionej 
wykreślić można, — a to kreśląc przez punkta a-j, , 
równoległe do kierownicy, i na tychże po obu stronach prostej 
Sag odcinając części równe; otrzymamy stąd drugi szereg 
punktów ttrj, ttf., a^ a^, które połączone kolejno ze sobą 
1 z poprzedzającymi krzywą ciągłą, utworzą nam żądaną cy-
kloidę, i w której prosta AB zowie się jej podstawą, zaś pro-
sta Sag wysokością. 

Zważywszy, że punkta I i a^, II i a^, III i ag itp. le-
żeć muszą na jednej równoległej do kierownicy, łatwo mogą 
być geometrycznie usprawiedliwione dwa sposoby następujące: 

Drugi sposób. Mając dane koło rodzące, poprowadźmy 
średnicę AB (Fig. następnie AA' prostopadle do AB 
i równe połowie obwodu koła rodzącego. Prostą tę AA' jako 
też półobwód koła podzielmy na jednakową liczbę części ró-
wnych np. na 8 i przez punkta podziału prostej AA' popro-
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wadźmy do AA^ prostopadłe, zaś przez punkta podziału koła 
prostopadłe do AB. Otrzymamy stad punkta ą, ą....ą, 
zaś na średnicy AB punkta d^, d.^, d^ d^. Odetnijmy wre-
szcie I d ^ — ą a ^ , I l d ^ ^ c ^ a ^ , = itp. a otrzymamy 
punkta a^, a^ a^ należące do połowy cykloidy. 

Trzec i sposób . W kole rodzącem danem prowadzimy 
średnicę AB (Fig. l V O . ) a przez środek O do niej prosto-
padłą 00' i równą połowie obwodu^koła rodzącego. Prostą tę^ 
jakoteż półobwód koła dzielimy na jednakową liczbę równych 
części np. na 8, i przez punkta podziału koła prowadzimy ró-
wnoległe do 00'. Następnie z punktu 1 zataczamy łuk pro-
mieniem O A aż do przecięcia się z równoległą do 00' przez 
I idąca w punkcie a^, z punktu 2 takiż łuk tj. promieniem 
tym samym aż do przecięcia się z równoległą przez II idącą 
w punkcie a^ itd., a otrzymamy stąd punkta a^, a^, a . i . . . .ag 
do połowy szukanej cykloidy należące. 

Sposoby kreślenia cykloidy dotąd podane służą także 
i do kreślenia jej odmian. 

Żaj<3.a;Hi.O 2 6 . Nakreślić cykloidę skróconą, ma-
jąc dany jpromień, koła rodzącego, i odległość -punktu ro-
dzącego od środka tegoż koła. 
Mając dane koło rodzące promienia OA (Fig. 1 7 1 . ) 

i wewnątrz niego punkt a, który ma nam zatoczyć cykloidę, 
prowadzimy najprzód przez punkt a średnicę AB, zaś przez 
0 prostopadłą do nićj 00' a równą obwodowi koła rodzącego. 
Następnie ze środka O promieniem Oa zatoczywszy koło, 
1 takowe, jakoteż 00' podzieliwszy na jednakową liczbę części 
równych, — postępujemy dalej np. według sposobu trzeciego 
wyżej podanego. A więc, przez punkta podziału koła mniej-
szego prowadzimy równoległe do 00', równoległą przez I 
idącą przecinamy łukiem z 1' promieniem Oa zatoczonym, 
skąd otrzymamy punkt a^, dalej równoległą przez II idącą 
przecinamy z 2' łukiem tego samego promienia, skąd otrzy-
mamy punkt a^ itd. Punkta te a^, a^, a.^, połączone ze 
sobą dadzą nam cykloidę skróconą, którój podstawą będzie 
aa' =00' — . O A, zaś wysokością 8ag = ab. 

ZEIiC3.ai33j.e 2 7 . Nakreślić cykloidę wyd/tuioną, ma-
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jąc dany promień koła rodzącego, i odległość 'punktu ro-
dzącego od środka tegoż koła. 
Mająć dane koło rodzące promienia OA (Fig. 1758.) 

i punkt rodzący a zewnątrz niego leżący, prowadzimy przez 
tenże punkt średnicę AB, zaś do niej przez a prostopadłą aa' 
równą obwodowi koła rodzącego tj. aa' = 2ti . O A, a następnie 
promieniem Oa ze środka O zatoczywszy koło, dzielimy takowe 
jakoteż aa' na dowolną a jednakową liczbę części równych. 
Następnie prowadzimy przez I równoległą do aa', która prze-
tnie ab w d^, zaś przez 1 równoległą do a&, a te dwie ró-
wnoległe przetną się z sobą w q ; odciąwszy wreszcie ĉ â ^ — 
Idi otrzymamy punkt do cykloidy należący. Podobnież 
przez II prowadzimy równoległą do aa', zaś przez 2 równo-
ległą do ab, i odcinamy C2<̂2 — ^ ^ otrzymamy znów stąd 
punkt «2 iW. Punkta tak otrzymane aĵ , a2, ag połączy-
wszy z sobą, dostaniemy cykloidę wydłużoną, której wyso-
kością będzie 8a^=ab, zaś podstawą aa ' , i w której jak 
z figury widoczna, każda nowa jej gałęź przecina się ze są-
siednią w punkcie N, leżącym na prostopadłej do podstawy 
aa' przez jój koniec poprowadzonej. 

§• 7. 

Epicykluida. 

Jeieli koło rodzące toczy się po obtoodzie i to zewnętrznym 
drugiego koła służącego mu za kierownicę, loówczas punktj 
wzięty gdziekokoiek na obwodzie koła pierwszego, zakreśla epi-
cykloidę. 

Jeżeli zamiast punktu na obwodzie koła rodzącego obie-
rzemy takowy wewnątrz lub zewnątrz tegoż koła, otrzymamy 
epicykloidę skróconą lub wydłużoną. Znając sposoby kreślenia 
wszystkich gatunków cykloidy, łatwo po wprowadzeniu w nie 
małych zmian, zastósowad takowe do konstrukcyi epicykloidy. 
I tak: 

» = * - ' F ' l T 2 8 . Nakreślić epicykloidę, mając dany 
promień koła rodzącego i promień koła kierownicy. 
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Niech koło dane za kierownicę będzie o promieniu Ca, 
zaś koło rodzące o promieniu Oa; punktem rodzącym niech 
będzie a (Fig. leżący na linii łączącej środki obu tych 
kół, czyli punkt ich styczności. Na obwodzie kierownicy od 
punktu a odcinamy część równą obwodowi koła rodzącego tj. 
al2S ...a'=2z.0a, co łatwo osiągnąć, obliczywszy wielkość 
kąta wypukłego aCa' według proporcyi: 

2'!:R:360—2%r:aCa' 

skad kat aCa'=^.360, 
" i t 

a gdzie r jest promieniem koła rodzącego, zaś R promieniem 
koła kierownicy. I tak jeżeli, jak u nas na Fig. W S . jest 
Oa = r = 5, Ca = R= 8 (np. cali), zatem kąt aCa'— 

360 = 225^, który to kąt bardzo łatwo bądźto z pomocą 
przenośnika, bądteż jakimbądż sposobem geometrycznym odciąć 
należycie. To mając, dzielimy obwód koła rodzącego jakoteż 
łuk aa' jemu równy na jednakową liczbę części równych, a na-
stępnie ze środka C zatoczywszy łuk 00' promieniem OC, 
i poprowadziwszy promienie IC, 2C, 3C aż do przecięcia 
się ich z łukiem 00' w punktach 1', 2', 3', dalej po-
stępujemy zupełnie tak samo jak przy cykloidzie, a mianowi-
cie : z 1' zataczamy koło promieniem Oa, i przecinamy je łu-
kiem ze środka 1 promieniem la zatoczonym, a otrzymamy 
stąd punkt a^ do epicykloidy należący; podobnież z 2' zata-
czamy koło takież samo, przecinamy je łukiem promienia Ila 
ze środka 2, a otrzymamy znów punkt a^ itd. Punkta wresz-
cie tak otrzymane połączywszy ze sobą, dostaniemy żądaną 
epicykloidę, w którój łuk aa' nazywa się jej p o d s t a w ą , zaś 
prosta — a6 w y s o k o ś c i ą . Prosta ta 6â • dzieli epicy-
kloidę na dwie przystające połowy, skutkiem czego mając wy-
znaczone punkta do połowy epicykloidy należące, łatwo otrzymać 
też punkta dla drugiej połowy, zważywszy tylko, że takowe leżeć 
muszą z odpowiednimi punktami pierwszej połowy na jednym 
i tym samym łuku, współśrodkowym z kołem kierownicy. 

Zważywszy następnie, że podobnież, jak przy cykloidzie 
na jednój prostej równoległej do kierownicy, tak tutaj na je-
dnym i tym samym łuku równoległym do koła kierownicy, le-
żeć muszą punkta I i a^, II i a-^ itp., otrzymamy stąd krótsze 
sposoby kreślenia epicykloidy. I tak : 
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Drugi sposób. Mając dane koło kierownicę ze środkiem 
C (Fig. 1 V 4 . ) , zaś koło rodzące ze środkiem O, łączymy te 
dwa środki ze sobą prostą CB^ i obrawszy na niej punkt A 
(tj. punkt styczności obu kół) jako punkt rodzący, odcinamy 
na kierownicy łuk AA' równy połowie obwodu koła rodzącego. 
Łuk ten jakoteż połowę obwodu rodzącego koła podzieliwszy 
następnie na jednakową liczbę części równych, i poprowadziwszy 
promienie Cl, C2, CS, , ze środka C przez punkta po-
działu koła rodzącego kreślimy łuki aż do przecięcia się z od-
powiednimi promieniami (tj. przez odpowiednie liczby na kie-
rownicy poprowadzonymi) w punktach C|, c^, zaś ze 
średnicą AB w punktach d^, d^, d^ Odciąwszy wreszcie 
Id^=Cyay, Ild^ — c-iO ,̂ = itd. otrzymamy punkta 
do połowy epicykloidy należące. 

Trzec i sposób . Łączymy środek kierownicy ze środkiem 
koła rodzącego prostą CB (Fig. 1 V 5 . ) , odcinamy łuk AA^ 
równy połowie obwodu koła rodzącego, i dzielimy tęż połowę 
jakoteż łuk AAy na jednakową liczbę części równych. Nastę-
pnie poprowadziwszy promienie Cl', C2', C3',... aż do prze-
cięcia się z łukiem 00', ze środka C promieniem CO zato-
czonym, w punktach 1', 2', 3',..., z tychże punktów łukami 
promienia AO przecinamy łuki odpowiednie przez punkta I, 
II, III,... ze środka C zakreślone, a otrzymamy stąd punkta 
a^, 02, a3 . . . ag do połowy epicykloidy należące. 

Z n . c l n . t t t o 2 9 . Nakreślić epicykloidę skróconą drugim , zaś 
wydłużoną trzecim sposobem, mając daue i2 = 10 zaś r = 4, gdzie 
R jest promieniem kierownicy, zaś r promieniem koła rodzącego* 
i gdzie w pierwszym razie odległość punktu rodzącego od środka 
kierownicy wynosi 12, w drugim zaś razie 8 jednostek promienia. 

giw.fl EŁX3.1e 3 0 . Nakreślić epicykloidę, mając dany promień 
koła rodzącego większy od promienia koła kierownicy, oba zaś 
koła stykają się zewnątrz. 

Za<dEi.xi±e 3X. Nakreślić epicykloidę pod tymi samymi wa-
runkami, ale gdy oba koła są do siebie styczne wewnętrznie. 
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§. 8. 
Hypocykloida. 

Jeżeli koło rodzące toczy się wewnątrz obwodu drugiego 
koła służącego mu za kierownicę, wówczas punkt obrany gdzie-
kolwiek na obwodzie koła rodzącego zakreśla hypocykloidę. 

Prócz łiypocykloidy tak powstałej, może ona również być 
s k r ó c o n ą lub p r z e d ł u ż o n ą , jeżeli punkt rodzący obie-
rzemy zewnątrz lub wewnątrz koła rodzącego. Sposoby, jakieśmy 
wskazali dla kreślenia epicykloidy, mogą tutaj być w zupeł-
ności użyte, i tak: 

^yigi.r^ CT.-yi 1 3 2 . Nakreślić hypocykloidę, mając dany 
promień koła rodzącego i promień kierownicy. 
Daną jest kierownica (lub tylko jej część) promienia CA 

(Fig. O O . ) , zaś koło rodzące promienia OA. Obrawszy punkt 
st3^czności tych kół tj. A jako punkt rodzący, odcinamy na 
kierownicy łuk A8A' równy obwodowi koła rodzącego, i dzie-
limy toż koło jak i łuk A8A' na jednakową liczbę części ró-
wnych. Następnie prowadzimy promienie IC, 20^ 3C , z C 
odległością CO zataczamy łuk 00', a z punktów przecięcia 
się tegoż łuku z owymi promieniami, czyli z punktów 1', 2', 3'... 
zataczamy koła promieniem AO. Nareszcie z punktu 1 pro-
mieniem Al przecinamy koło zatoczone z 1', z punktu 2 pro-
mieniem AII koło zatoczone z 2' itp. , skąd otrzymamy pun-
kta a,, 0-2, a g . . . do hypocykloidy należące. 

Drugi sposób. Łączymy środki koła rodzącego i kiero-
wnicy prostą OC, i przedłużywszy takową aż do A, odcinamy 
łuk AA' (Fig. 177 . ) równy połowie obwodu koła rodzącego. 
Następnie podzieliwszy oboje na jednakową liczbę części ró-
wnych, prowadzimy promienie IC, 2C, 3C zaś z C za-
taczamy łuki przez punkta I, II, III które z odpowiednimi 
promieniami przetną się w punktach c ,̂ <h}"f zaś ze średnicą 
AB w punktach d^, d^,...; odcinamy wreszcie c^a^^Idi, 
020-2 = 1^2, c^a^ = I l l d - i . . . , a otrzymamy stąd punkta ay,a2, 
a^,... ttf. do połowy hypoc3'kloidy należące. 

Trzeci sposób. Odcinamy łuk AA^ (Fig. 0 8 . ) równy 
połowie obwodu koła rodzącego, dzielimy oboje na jednakową 
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liczbę części równych, i poprowadziwszy promienie IC, 2C, 3C..., 
przecinamy takowe łukiem, z C promieniem OC zatoczonym, 
w punktach 1', 2', 3'... 6'. Następnie również z C zataczamy 
łuki przez punkta podziału koła rodzącego, i przecinamy je 
łukami promieniem AO z punktów odpowiednich 3',...6' 
zakreślonymi, skąd otrzymamy punkta a^, a^ . . . a^• do 
połowy hypocykloidy należące. 

SBff .rt n.Ti i & 3 3 . Nakreślić hypocykloidę skróconą i przedłużoną 
dla tych samych danych, j a k przy epicykloidzie w Zadaniu 29. 

Z E b d E i < x x l e 3 4 . Nakreślić hypocykloidę dla promienia kiero-
wnicy dwa razy większego od promienia koła rodzącego. 

§ 9-

Linia sercowa, gwiazdowa i linie spiralne. 

1) Jeieli Tcoło toczy sie po ohioodzie zewnętrznym drugiego 
koła równego z niem 'promienia, wtedy punkt którykolwiek na 
pierwszem kole obrany, zakreśla linia sercową (die Herzlinie, — 
cardioide). 

Ponieważ linia sercowa, jak z jej opisania widzimy, jest 
niczem innem, jak tylko szczególnym gatunkiem epicykloidy, 
którykolwiek więc ze trzech sposobów podanych w §. 7, dla 
kreślenia epicykloidy, może być tutaj użytym. Krótszy atoli 
sposób do nakreślenia sercowej jest następujący: Mając dane 
koło kierownicę o promieniu OA (Fig. l ^ O . ) , i przyjąwszy 
punkt A jako początek krzywej szukanój, obieramy na obwo-
dzie koła kilka lub kilkanaście punktów M^,M^,M^.. . i przez 
też punkta, jakoteż przez punkt A kreślimy proste. Następnie na 
tych prostych po obu stronach punktów M^, M.̂  . . . odci-
namy części sobie równe i równe średnicy koła danego, tj. 
C^M^ = C^M^ = AB, C^M^ = C^M^ = AB itp. skąd otrzymamy 
punkta Cy, C ,̂ Cg Ĉ  należące do krzywej żądanej. 

2) Jeżeli koło promienia danego toczy się wewnątrz ob-
wodu drugiego koła, ale promienia cztery razy loiększego od 
promienia koła pierwszego czyli rodzącego, wtedy punkt który-
kolwiek na pierwszem kole obrany, zakreśla linią gwiazdową 
(die Sternlinie, — l'astrois). 
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Linia ta jest znów tylko szczególnym gatunkiem hypocy-
kloidy, a do nakreślenia jej służy którykolwiek ze sposobów 
podanych w §. poprzedzającym. Ponieważ skutkiem jednorazo-
wego przetoczenia się koła rodzącego po obwodzie kierownicy, 
powstanie tylko hypocykloida o podstawie równej ćwiartce ob-
wodu kierownicy, zatem, jeżeli toż koło dalej ruch swój od-
bywa, i to aż do punktu, od którego się ruch rozpoczął, po-
wstaną stąd 4 gałęzie hypocykloidalne przystające do siebie, 
które razem uważane, noszą nazwę linii gwiazdowej. Krzywą 
taką przedstawia nam (Fig. 1 8 0 . ) . 

3) Jekeli punkt rodzący obracając sie jednostajnie około 
innego a stałego punktu, zmienia ciągle od tegoż swą odległość 
według danego prawa, zakreśla wtedy krzywą, zwaną krótko 
spiralną (die Spirallinie, — la spirale). 

Między takiemi krzywemi, a które mogą przychodzić 
w licznych odmianach zależnie od prawa danego dla obrotu 
punktu rodzącego, na szczególną uwagę zasługuje S p i r a l n a 
A r c h i m e d e s a , przy którój, równie jak i przy innych, mogą 
być dwa przypadki, a mianowicie: A) jeżeli punkt rodzący 
przed rozpoczęciem ruchu swego schodzi się z punktem stałym, 
alboteż B) znajduje się zewnątrz niego. 

Co do A ) . Aby Spiralną Archimedesa nakreślić w razie, 
gdy punkt rodzący a (Fig. 1 8 1 . ) w pierwotnem swojem po-
łożeniu schodzi się z punktem stałym O, przypuśćmy, iż punkt 
a oddalając się ciągle od punktu O i równocześnie około niego 
obiegając, po uskutecznieniu obrotu wynoszącego 360°, przyj-
dzie do punktu a^, i to tak , że dla równych kątów przezeń 
obieganych, odległości jego od punktu O stosunkowo wzrastają. 
Znając w ten sposób prawo jego ruchu, łatwo znajdziemy po-
jedyncze punkta krzywej w czasie tego ruchu opisanej. Po-
dzieliwszy bowiem kąt 360® przy punkcie O (a więc np. koło 
promienia Oa^) na dowolną liczbę części równych, np. na 8 
w punktach 1, 2, 3 8, jakoteż odległość daną Oa^ na 
tyleż części równych w punktach 1', 2', 3',... 8', to ponieważ 
punkt a , po obierzeniu przezeń kąta 45^ około O, znajdować 
się musi na promieniu koła przez 1 poprowadzonym, a prócz 
tego znajdować się musi od O w odległości Ys^s^ ^ ^^ 
przecięciu się łuku przez 1' ze środka O zatoczonego z pro-
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mieniem 01, zatśm z punktu O zatoczywszy łuki przez punkta 
1', 2', 3'... 8' aż do przecięcia się ich z odpowiednimi pro-
mieniami (tj. przez odpowiednie liczby 1, 2, 3,.... 8,) ze środka 
O poprowadzonymi, otrzymamy punkta a^, a^, a^ a^ do 
spiralnej należące. Aby zaś otrzymać jeszcze dalsze punkta tej 
krzywej, wystarczy długość daną Oag odciąć od punktów a^, 
02, og Og na promieniach przez też punkta idących, skąd 
dostaniemy znów punkta Oĝ  a^o, itp. Część spi-
ralnej zawarta między a i a^, podobnież między ag i a^e zo-
wie się jej z w o j e m . Zwojów takich Spiralna Archimedesa 
może mieć jeden, dwa lub więcej, w miarę jak punkt rodzący 
raz, dwa lub więcój razy obiegnie około punktu stałego. Odległość 
dana Oag zwie się s z e r o k o ś c i ą z w o j u , a ponieważ jest 
stałą, zwoje więc Spiralnej Archimedesa są wszystkie od sie-
bie w równej odległości. 

Taką samą wreszcie spiralną i przystającą do otrzymanej 
dostalibyśmy, gdyby punkt a zamiast ku dołowi, w górę swój 
ruch był rozpoczął. 

C o d o B ) . Konstrukcya spiralnej zostaje taka sama, je-
żeli punkt rodzący a (Fig. znajduje się przed rozpoczę-
ciem ruchu zewnątrz punktu stałego O. I tak na linii łączącej 
punkt O z a odcinamy od a daną szerokość zwoju aa^, i dzie-
limy takową jakoteż kąt 360° około O, począwszy od prostój 
Oa na dowolną liczbę części równych, dalśj zaś postępujemy 
jak poprzednio. 
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ROZDZIAŁ n . 

Rzuty linij krzywych, zadania. 

§• 10. 

Przedstawienie linii Icrzywej, jej stycznych lub assym-
ptot za pomocę rzutów. 

Mając daną linię krzywą w przestrzeni np. ĄB (Fig. 1 8 3 . ) 
przedstawić za pomocą rzutów, dzielimy ją na dowolną liczbę 
równych lub nierównych elementów, czyli co na jedno wy-
chodzi, obieramy na niej kilka lub kilkanaście punktów np. 
C, D, E i robimy rzut tychże na płaszczyzny rzutów 
sposobem wiadomym. Kzuty te, które naturalnie są niczóm in-
nem, jak rzutami poszczególnych położeń punktu rodzącego, 
łączymy pionowe z osobna a poziome z osobna w należytym 
porządku, skąd otrzymamy rzuty a*h',ah wszystkich elementów 
krzywej, czyli samójże krzywej danej. Płaszczyznę poziomą 
rzutów obróciwszy wreszcie około osi rzutów tak, iżby przyszła 
w przedłużenie płaszczyzny pionowój, otrzymamy rzuty krzy-
wej na jednej płaszczyznie rysunkowej (Fig. 1 8 4 1 . ) . 

Ponieważ łączenie rzutów należących do punktów obra-
nych na krzywej, uskutecznia się za pomocą linij prostych, 
dokładność więc nakreślonych rzutów krzywój polega na zało-
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żeniu, że liczba punktów na krzywej w przestrzeni obranych 
jest nieskończenie wielką, czyli, ponieważ w rysunku liczba 
tych punktów skończoną byd musi, obranych więc tyle i tak, 
aby części krzywej danej między tymi punktami zawarte odpo-
wiednio do żądanej dokładności mogły być uważane za linie 
proste. Im większa jest więc krzywizna krzywej danój, albo im 
z większą dokładnością chcemy takową w rzutach przedstawić, 
tem więcój punktów takich obrad należy, a przedewszystkiem 
pamiętać o punktach wybitniejszych krzywej, a więc leżących 
np. na jej zwrotach, zgięciach itp., w przeciwnym bowiem ra-
zie otrzymamy w rzutach linie łamane, nie będące wcale wier-
nym obrazem przedstawionej nimi krzywej. 

Z różnych punktów krzywej, położonej w przestrzeni, 
pospuezczawszy prostopadłe do płaszczyzny rzutów np. LM 
(Fig. 1 8 3 . ) , takowe ograniczą nam powierzchnią krzywą 
zwaną w a l c e m r z u c a j ą c y m (einprojicirender Cylinder, — 
cylindre 'projetant), na którego śladzie ah, czyli linii przecięcia 
się z płaszczyzną LM, leży rzut krzywej ĄB na tęż płaszczy-
znę. Mając dwie płaszczyzny rzutów, i szukając rzutów krzywej 
miedzy niemi położonej, otrzymujemy zarazem dwa takie walce, 
z których jeden zowie się r z u c a j ą c y m p o z i o m y m , drugi 
r z u c a j ą c y m p i o n o w y m . Z pomocą dwóch tych walców, 
możemy znaleść położenie krzywej w przestrzeni, mając dane 
jój rzuty. Zgiąwszy bowiem płaszczyznę rysunkową w osi pod 
kątem prostym, i następnie na rzucie poziomym krzywej 
ustawiwszy walec prostopadły do płasczyzny poziomej rzutów, 
zaś na pionowym walec prostopadły do płaszczyzny pionowej, 
to krzywa wzajemnego ich przecięcia się z sobą, będzie zara-
zem krzywą szukaną. 

Z tego, cośmy dotąd o rzutach krzywej powiedzieli, wy-
pada : 1) że jeżeli punkt leży na krzywój, to rzuty jego leżą 
na odpowiednich rzutach tójże krzywej; 2) że mając jeden 
z rzutów punktu do krzywej należącego, łatwo znaleść drugi 
ten bowiem leżeć musi na przecięciu się prostopadłej do osi 
z danego rzutu wyprowadzonej, z odpowiednim rzutem krzywej 

Zależnie od położenia krzywej w przestrzeni, rzuty tako 
w6j mogą być albo oba liniami krzywemi, albo też jeden z nich 
a nawet i oba mogą być prostemi, a to , jeżeli krzywa leży 
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na płaszczyznie prostopadłej do jednej z płaszczyzn rzutów, 
lub też do osi. Ta rzecz jednak tycze się tylko linij płaskich, 
rzuty bowiem linij podwójnie krzywych sa zawsze oba krzy-
wemi. Jak się zaś dowiedzieć, czy krzywa, przedstawiona dwoma 
rzutami krzywymi, jest płaską lub nie, zobaczymy później. 

Ponieważ linie krzywe przychodzą najczęściej w połącze-
niu z liniami prostemi, a mianowicie ze swojemi stycznemi, 
assymptotami i tp. , o tych więc jeszcze związkach powiedzieć 
nam wypada. I tak, co się szczególniej tycze stycznej do linii 
krzywej, to przypuściwszy, że rzutem krzywej np. ^-^(Fig. 1 8 5 . ) 
na płaszczyznę PQ jest krzywa ab^ poprowadźmy przez dwa 
punkta krzywej AB, jak najbliżej siebie leżące np. M i M', 
sieczną MS, a rzutem tej stycznej będzie prosta ms przez dwa 
punkta m i m' (tj. rzuty punktów M i M') idąca. Obracając 
następnie prostą MS około punktu M dopóty, dopóki punkt 
M' nie padnie na M, to punkt m' będzie się równocześnie 
zbliżać do m , tak iż nakoniec także na m padnie; a skoro 
skutkiem tego obrotu sieczna MS stanie się styczną krzywej 
AB, rzut jej ms stanie się znów równocześnie stycznym do 
rzutu krzywej ĄB czyli do ab. Czytamy więc stąd: jeżeli 
•prosta jest styczna do krzywej w przestrzeni, to rzuty sty-
cznej są stycznemi do rzutów krzywej. 

Toż samo co o stycznej, rozumie się także i o assym-
ptotach krzywej, a mianowicie, że rzuty ich są assymptotami 
rzutów krzywój, — a rzecz jasna, że i naodwrót reguła po-
stawioną być może, tj. że jeżeli rzuty prostej są stycznemi 
lub assymptotami rzutów krzywej, to i prosta tymi rzutami 
przedstawiona jest w przestrzeni styczną lub assymptotą sa-
mej że krzywój. 

§• 11. 

Zadania tyczące się linij Icrzywych. 

!SSeiiC3.El>ZlJ.e 3 5 . Nakreślić rzuty krzywej płaskiej, 
mając daną jej płaszczyznę. 
Kobimy kład płaszczyzny danej na jedne z płaszczyzn 

rzutów np. poziomą, i tamże tj. na kładzie kreślimy krzywą, 
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którą rzutami przedstawić chcemy. Na krzywej tej następnie 
obrawszy kilka lub kilkanaście punktów, wracamy płaszczyznę 
daną w jej pierwotne położenie, i po wynalezieniu poprzednim 
kąta, jaki ona zawiera z płaszczyzną poziomą rzutów (Cz. I. 
Zad. 99.), szukamy rzutów każdego z obranych punktów z oso-
bna , a te połączone z sobą należycie na obu płaszczyznach 
r!HitSiv, dadzą nam rzuty szukane. 

!Zietc3.EI<33.ie 3 6 . Nakreślić rzuty koła, mając daną 
Jego płaszczyznę, środek i wielkość promienia. 
Daną jest płaszczyzna (Fig. 1 8 6 . ) , na niej punkt 

o'o jako środek koła szukanego a na tej płaszczyznie położonego, 
i danym jest promień koła w prawdziwej wielkości. Podług 
zadania poprzedzającego postępując, robimy kład poziomy pła-
szczyzny szukamy kładu poziomego punktu , i z pun-
ktu tak znalezionego promieniem danym zataczamy koło. Na 
kole tem następnie obieramy dowolną byle dostateczną liczbę 
punktów, i szukamy ich rzutów po wróceniu płaszczyzny p'p 
w jej pierwotne położenie, a rzuty te połączone ze sobą krzywą 
ciągłą na każdej z płaszczyzn rzutów z osobna, dadzą nam 
ellipsę jako rzut poziomy, i również ellipsę jako rzut pionowy 
koła danego. 

Krótszy atoli i dokładniejszy sposób rozwiązania tego za-
dania, polegający na tem, że zamiast obierad na kole do-
wolne punkta, a których w tym razie większa liczba użytą być 
musi, obieramy tylko takie, które do wykreślenia ellips na 
obu płaszczyznach, rzutów wystarczają, jest następujący : 

Mając zrobiony już kład poziomy płaszczyzny danej p'p, 
tak, iż jej śladem pionowym na kładzie poziomym jest p", da-
lej mając o" jako kład środka koła czyli punktu o'o, a wresz-
cie ze środka tego zatoczone koło promieniem danym np. 0"Ą, 
prowadzimy średnicę AB równolegle do osi kładu p, i szukamy 
rzutu poziomego punktów A i tj. szukamy a i h. Punkta 
te połączywszy ze sobą, otrzymamy prostą db, która jak łatwo 
dowieść, jest równą średnicy koła tj. jest ah = ĄB, a prócz 
tego jest db \\ p, skoro prosta AB w czasie wracania płasz-
czyzny p'p w jej pierwotne położenie zostaje ciągle równoległą 
do osi obrotu, tj. do p; prosta ta ah jest osią wielką ellipsy 
szukanej na rzucie poziomym, jej rzut pionowy a'h' przechodzi 
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przez o' i jest równoległym do osi. Poprowadziwszy następnie 
na kładzie średnicę CD prostopadłą do AB a tśm samóm 
i do p , szukamy rzutu poziomego jój punktów skrajnych C 
i D, t j . szukamy c i d, z połączenia którycłi otrzymamy pro-
stą cd, prostopadłą do p , jako małą oś ellipsy szukanój. Na 
tych dwóch osiach tj. ab i cd nakreśliwszy wreszcie ellipsę 
(Zad. 2.), ta jest rzutem poziomym koła danego. 

Chcąc następnie otrzymać rzut pionowy koła danego, kre-
ślimy na kładzie koła dwie średnice prostopadłe do siebie EF 
i GH, z których jedna tj. EF jest równoległą, druga zaś tj. 
GH jest prostopadłą do p''. Ponieważ w czasie wracania pła-
szczyzny p'p w jój pierwotne położenie, średnica zostaje 
ciągle równoległą do p", będzie nią więc i wtedy, gdy p" pa-
dnie na p'; a skoro w ten sposób jest ona równoległą do 
płaszczyzny pionowój rzutów, rzutem jej więc pionowym będzie 
e'f', równoległa do p' i przez o' idąca, zaś poziomym ef tj. 
równoległa do osi, Prosta ta e'f', która podobnież jak poprze-
dnio db, musi byó równą średnicy koła danego, jest wielką 
osią ellipsy; małą oś tj. g'h' otrzymamy zaś, poszukawszy rzutu 
pionowego średnicy GH, Na tych więc znów osiach e'f' i g'h 
opisawszy ellipsę, ta będzie rzutem pionowym koła danego. 

'Syig-r^ g ł . f i -i 3 * 7 - Nakreślić rzuty koła lecącego na 
płaszczyznie prostopadłej do jednej z płaszczyzn rzutów, 
mając dany jego środek i wielkość promienia lub średnicy. 
Daną jest płaszczyzna p'p (Fig. prostopadła do 

płaszczyzny poziomój rzutów, na niój punkt o'o jako środek 
koła, i daną wielkość promienia. Ponieważ płaszczyzna p'p 
jest rzucającą poziomą, rzut zatem poziomy koła będzie pro-
stą ab leżącą na śladzie poziomym p , równą co do długości 
średnicy koła danego, a odciętej w równych połowach po obu 
stronach punktu o. Kzutem pionowym koła będzie ellipsa, któ-
rśj oąią wielką (podług zadania poprzedzającego) jest prosta 
c'd' II p', przez o' idąca, a równa także co do długości średnicy 
koła danego, zaś osią małą jest prostopadła w o' do c'd', któ-
rej punkta skrajne wyznaczy się za pomocą prostopadłych 
z a i 6 do osi wyprowadzonych. 

Z i E L < 3 . a H . i O 3 8 . Mając dany jeden z rzutów krzywej 
i ślady płaszczyzny, na której ona leky, znaleść jej rzut drugi. 

11 
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Na rzucie danym np. poziomym obieramy kilka lub kil-
kanaście punktów, przez nie prowadzimy rzuty poziome jakich-
kolwiek prostych byle na płaszczyznie dan^j leżących , i szu-
kamy ich rzutów pionowych, — a na tychże, i na prostopadłych 
wyprowadzonych do osi z rzutów punktów obranych, znajdować 
się będą rzuty pionowe tychże puuktów, które połączone z sobą 
krzywą ciągłą w należytym porządku, dadzą nam szukany rzut 
krzywej. 

ZciidaiZXle 3 9 . Wyznaczyć ślady płaszczyzny, na 
której krzywa dana rzutami leky. 
Zakładamy tu naturalnie, że rzuty dane należą do krzy-

wej płaskiej. Aby znaleśd płaszczyznę, na której leży taż krzywa, 
obieramy na jej rzutach trzy dowolne punkta i przez takowe 
prżesuwamy płaszczyznę, a ta będzie żądaną. 

Jeżeli jeden z rzutów krzywej np, poziomy jest prostą, 
wtedy ślad poziomy szukanej płaszczyzny le/y na rzucie po-
ziomym krzywój, drugi zaś jest prostopadłym do osi. 

SZetdeLlOLie 4:0. Znaleść, czy krzywa dana dwoma 
rzutami krzywemi, jest płaską lub nie. 
Na rzutach krzywej danej obieramy najprzód trzy pun-

kta dowolne i przez nie przesuwamy płaszczyznę. Następnie 
obieramy więcój puuktów i szukamy, czy każdy z nich leży 
na płaszczyznie znalezionój, w tym bowiem tylko razie krzywa 
jest płaską. 

Albo krócój: jeden z rzutów krzywój danój, np. poziomy, 
przecinamy dwiema liniami równoległemi (Fig. 1 8 S . ) , skąd 
otrzymamy punkta m,n,p,r; szukamy następnie rzutów pio-
nowych tychże punktów, i łączymy je z sobą prostemi, które 
jeżeli będą do siebie równoległe tj. jeżeli m V || p'r', wówczas 
krzywa jest płaską, w przeciwnym zaś razie podwójnie krzywą. 

ĝ RiCl etlŁie 4:1. Znaleść punkta przecięcia się krzy-
wej płaskiej danej, z płaszczyzną daną. 
Przez krzywą daną przesuwamy płaszczyznę (Zad. 39,), 

szukamy przecięcia się tejże z płaszczyzną daną, a gdzie pro-
sta stąd otrzymana przecina krzywą daną, tam będą punkta 
szukane. W razie, gdy prosta ta nie spotyka się z krzywą daną, 
nie otrzymamy żadnego punktu, co znaczy, że krzywa w prze-
strzeni także się z płaszczyzną daną nie przecina. 

http://rcin.org.pl



- 163 — 

Z a . c 3 . a . x i . l e < 4 : 2 . Mając dane rzuty krzywej płaskiej , znaleść 
j ś j prawdziwy kształt i wielkość. 

Z E k d E b x x l e 4 3 . Mając dany rzut poziomy i pionowy linii 
krzywej , znaleść j ś j rzut boczny. 

Z c t . d a . x x l e < K Ł . Nakreślić trzy rzuty koła mając dane rzuty 
trzech jego punktów, następnie wykreślić rozwijającą tego koła. 

Z e i . c a . a . x x l e 4 : 5 . Nakreślić rzuty koła mając daną jego płasz-
czyznę i kawałek obwodu jego w prawdziwej wielkości. 

Z e i . c 3 . a . x x l e 4 6 . Trzy pros te , z których każda przecina się 
z dwiema innemi, dane są w rzutach; nakreślić rzuty koła stycz-
nego do tych trzech prostych i wyznaczyć punkta styczności. 
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ROZDZIAŁ in. 
O powierzcłiniacłi krzywych w ogólności. 

Powierzchnie prostokreślne. 

§. 12. 

Ogólne własności powierzchni Icrzywycłi i icti odmiany. 

Każda linia, poruszająca się w przestrzeni według pe-
wnego a danego prawa, i zostawiająca we wszystkich poszcze-
gólnych położeniach w czasie tego ruchu, ślad swojej tam 
bytności, ogranicza częśd przestrzeni, zwaną w ogóle p o w i e -
r z c h n i ą (eine Flachę, — une surface). Linia, przez której 
ruch powstaje powierzchnia, zowie się r o d z ą c ą (eine Erzeu-
gende, — une generatrice) tejże, a powierzchnia przez nią utwo-
rzona jest miejscem geometrycznym wszystkich jej położeń. 
Do utworzenia powierzchni potrzebną jest znajomość prawa 
kierującego ruchem rodzącej, i prawa które określa, w jaki 
sposób rodząca położenie swoje ma zmieniać. Pierwsze prawo 
danem zwykle bywa za pomocą innej linii, wzdłuż którój lub 
po której rodząca ruch swój ma odbywać, a zwanej k i e r o -
w n i c ą {eine Leitende, — directrice) powierzchni, drugie zaś 
bywa wyraźnie słowami określonem. 

Każda powierzchnia krzywa uważaną być może za po-
wierzchnię złożoną z nieskończenie małych ścianek, zwanych 
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elementami powierzchni. Wyobraziwszy sobie jedne z takich 
ścianek czyli elementów, przedłużoną na wszystkie strony, otrzy-
mamy stąd płaszczyznę, dotykającą się powierzchni w elemen-
cie, który został przedłużonym. Płaszczyzna taka zowie się 
p ł a s z c z y z n ą s t y c z n ą (eine tangirende Ebene, — plan 
tangent) do powierzchni krzywej, a element, który jest wspólny 
tejże płaszczyznie i powierzchni, jest jej p u n k t e m s t y c z -
n o ś c i . 

Przez punkt dany lub obrany na powierzchni krzywej 
można nieskończenie wiele linij krzywych na tójże powierzchni 
leżących, nakreślić. Do każdej z tych krzywych poprowadziwszy 
w tym punkcie styczną, styczne te są zarazem stycznemi po-
wierzchni, i leżą wszystkie na płaszczyznie stycznej przez punkt 
zwyż rzeczony przesuniętej. Że zaś do wyznaczenia płaszczyzny 
wystarczają dwie proste na tej płaszczyznie leżące i przecinające 
się z sobą, wypada stąd, że przez punkt dany na powierzchni 
poprowadziwszy dwie krzywe na niój leżące, do każdój zaś 
z nich w tym punkcie styczną, płaszczyzna przez te dwie sty-
czne przesunięta, będzie styczną do powierzchni. 

Przez punkt na powierzchni krzywój dany lub obrany po-
prowadziwszy najprzód płaszczyznę styczną, a następnie do niój 
prostą prostopadłą w tymże punkcie tj. w punkcie styczności, 
prostopadła ta zowie się l i n i ą n o r m a l n ą , każda zaś pła-
szczyzna przez linią normalną przesunięta, zowie się p ł a s z -
c z y z n ą n o r m a l n ą (eine Noi'malehene, — plan noimal) 
powierzchni. Ponieważ zaś przez punkt na płaszczyznie dany, 
można tylko jedne prostopadłą do niśj poprowadzić, zaś przez 
prostą, płaszczyzn bardzo wiele przesunąć, wynika stąd, że ka-
żdemu punktowi czyli elementowi powierzchni odpowiada tylko 
jedna linia normalna, bardzo zaś wiele płaszczyzn normalnych, — 
podczas gdy z liniami i płaszczyznami stycznemi rzecz się ma 
przeciwnie, tj. w każdym punkcie powierzchni można bardzo 
wiele linij stycznych, a tylko jednę płaszczyznę styczną prze-
sunąć. Wyjątkiem od tych reguł jest wierzchołek ostrokręgu, 
przez który płaszczyzny stycznój poprowadzić nie można. 

Zależnie od tego, czy rodzącą powierzchni jest linia pro-
sta czy krzywa, podzielić można powierzchnie na dwie główne 
klassy, a mianowicie 1) na p o w i e r z c h n i e l i n i j a ł o w e 
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czyli p r o s t o k r e ś l n e (regelrechte Fldchen, — mrfaces re-
glees albo recłiltgnes) i 2) p o w i e r z c h n i e k r z y w o k r e ś l n e 
(krummlinige Flachen, — surfaces cuwilignes). Do pierwszej 
znów klassy należą: A) p o w i e r z c h n i e r o z w i j a l n e (auf-
wickelhare Fldchen, — swfaces developpables) t j . takie, które 
bez zniszczenia ich związku i całości dadzą się na jednój pła-
szczyznie rozwinąć czyli rozłożyć, i B) p o w i e r z c h n i e w i -
c h r o w a t e (windschiefe Fldchen, — surfaces gauches), przy 
których rzecz powyższa miejsca mieć nie może. Do drugiój 
klassy należą między innemi, a o których tu tylko późniój mó-
wić będziemy, p o w i e r z c h n i e o b r o t o w e (Umdrehungs-
albo Rotationsfldchen, — surfaces de revolution), powstałe 
przez obrót linii krzywej około stałej osi. 

Na szczególną uwagę jeszcze zasługują tak zwane p o -
w i e r z c h n i e o w i j a l n e albo p o w ł ó c z ą c e (Umhullungs-
fldchen, — surfaces enveloppahles), które powstają przez ruch 
innój powierzchni według danego prawa, a więc których ro-
dzącą jest powierzchnia. 

Mimo tego podziału powierzchni, nie można jednak ści-
śle i niewzruszenie powiedzieć, że ta lub owa powierzchnia do 
tój lub owej klassy, do tego lub owego jój działu należy, za-
leży to bowiem od sposobu, w jaki pojmujemy tworzenie się 
powierzchni. Z pomiędzy atoli tych sposobów pojmowania ro-
dzenia się jakiejś powierzchni, obieramy zawsze tylko takie, 
które nam są więcej korzystne, a mianowicie, które dostarczają 
łatwiejszych sposobów do nakreślenia tój powierzchni na pła-
szczyznach rzutów. 

§. 13. 
Powierzchnie rozwijalne. 

Co są powierzchnie rozwijalne i czóm się różnią od in-
nych, powiedzieliśmy powyżój. Główną ich cechą jest, że 1) przez 
dwa po sobie następujące położenia ich linii rodzącój da się 
przesunąć płaszczyzna, a więc, że te położenia muszą być albo 
do siebie równoległe, albo też przecinać się wzajem, i 2) że 
płaszczyzny styczne dotykają się ich w linii prostej rodzącój. 
Do powierzchni tych należą: 
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A) p o w i e r z c h n i e w a l c o w e (cylindrische Fldchen, 
— surfaces cylindriąues), i 

B) p o w i e r z c h n i e o s t r o k r ę g o w e albo s t o ż k o w e 
(die konischen albo Kegel-Fldchen, — surfaces coniąues), 

A. Powierzchnie walcowe. 
Powierzchnie walcowe powstają przez ruch prostej posu-

wającej się po krzywśj danśj z kształtu i położenia swego, i to 
równolegle zawsze do siebie samej, lub równolegle do kierunku 
dla tej prostój danego. Prosta ruchoma, jak już wiemy, na-
zywa się rodzącą, zaś krzywa, po której posuwa się rodząca, 
nazywa się kierownicą. Gdyby kierownica była linią prostą, 
wówczas rodząca w ruchu swoim opisze nam płaszczyznę. Eo-
dzenie walca można sobie także przedstawić za pomocą ruchu 
kierownicy, którejby każdy punkt na niój obrany, w czasie tego 
ruchu kreślił proste równoległe do kierunku danego (czyli do 
rodzącśj danej), a w którym to razie kierownica staje się ro-
dzącą, i nawzajem. Z tego dwojakiego sposobu pojmowania 
rodzenia się walca wynika, że przez każdy punkt na jego po-
wierzchni obrany, można poprowadzić dwie rodzące, jednę pro-
stą, drugą krzywą. 

Powierzchnie walcowe mają swe odmiany, i biorą nazwi-
ska od swych podstaw. I tak, walec może być kołowy, elli-
ptyczny, paraboliczny, hyperboliczny itd. w miarę, jak kiero-
wnica czyli podstawa jego jest kołem, ellipsą ifcd. Jeżeli kie-
rownica jest linią krzywą zamkniętą, wtedy i powierzchnia wal-
cowa jest zamkniętą, w przeciwnym zaś razie otwartą. Jeżeli 
taż kierownica jest krzywą mającą środek (jak np. koło, elli-
psą) , wówczas prosta równoległa do kierunku rodzącej przez 
tenże środek poprowadzona, zowie się o s i ą powierzchni.wal-
cowój, — sama zaś powierzchnia zowie się p r o s t ą lub u k o -
ś n ą , zależnie od tego, czy taż oś stoi prostopadle lub po-
chyło względem płaszczyzny kierownicy. * 

Prócz własności ogólnych przysługujących powierzchniom 
walcowym jako rozwijalnym, są jeszcze szczególne następujące: 
1) przecięcia walca płaszczyznami równoległemi do kierunku ich 
rodzącej, są liniami prostemi, 2) przecięcia zaś płaszczyznami 
równoległemi do siebie, ale pochyłemi względem rodzącój, są 
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krzywemi do siebie przystającemi; 3) przecięcie walca płasz-
czyzną równoległą do płaszczyzny ich kierownicy, jest figurą 
przystającą do tejże kierownicy. 

Jeżeli powierzchnia walca ograniczoną jest dwiema pła-
szczyznami równoległemi do siebie, a prostopadłemi lub po-
chyłemi do jego rodzącej, wtedy figury przecięcia się walca 
z temi płaszczyznami, zowią się p o d s t a w a m i walca. Jeżeli 
kierownica walca leży na jednój z tych płaszczyzn, wtedy jest 
ona zarazem jego podstawą. W y s o k o ś c i ą walca nazywamy 
prostopadłą spuszczoną z któregokolwiek punktu jednej pod-
stawy na płaszczyznę podstawy drugiej. Jeżeli walec jest 
prostym, wówczas oś jego jest zarazem wysokością. 

Przechodząc teraz do sposobu przedstawienia graficznego 
powierzchni walcowych na płaszczyznach rzutów, widzimy z tego 
co dotychczas powiedziano, że ku temu potrzeba mieć daną 
kierownicę i kierunek rodzącój, czyli potrzeba mied dane rzuty 
jednśj i drugiej, — poczem, aby powierzchnię tę w rysunku 
przedstawić, należy nakreślić tyle położeń rodzącej, ile stóso-
wnie do wielkości i rozciągłości powierzchni za potrzebne 
uznajemy. 

5ZEl#<3LEIi23.iO Mając daną kieroimicę walca, ja-
koteź kierunek rodzącej, nakreślió rzuty tegoi. 

Na kierownicy obieramy dowolną a dostateczną liczbę 
punktów, i przez każdy z nich prowadzimy równoległe do ro-
dzącój danój (lub do kierunku dla niój danego); otrzymamy 
stąd tyleż położeń rodzącój walca, ileśmy punktów na kiero-
wnicy obrali, a których naturalnie im jest więcój, tóm dokła-
dniejszy otrzymamy obraz powierzchni przedstawionej w ten 
sposób rzutami. A więc np. jeżeli abcde (Fig. 1 8 0 . ) jest po-
ziomym, zaś a'c' pionowym rzutem krzywój danej za kierownicę 
walca, prosta S'M' pionowym, zaś SM poziomym rzutem kie-
runku jego rodzącój, obieramy na kierownicy punkta a'a, h% 
c'c , i przez takowe, a mianowicie przez ich rzuty poziome 
prowadzimy równoległe do SM, a otrzymamy rzut poziomy 
ahcdeKW walca, zaś przez rzuty pionowe tychże obranych pun-
któw tj. przez a',h',c'... prowadzimy równoległe do S'M', a 
otrzymamy rzut pionowy a'c'b'RP tegoż. 
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2SEKaLEL13jLo 4:8. Mając daną kierownicę i rodzącą 
powierzchni walcowej, wyznaczyć jej ślady na płaszczy-
znach rzutów. 

Śladami powierzchni nazywamy przecięcia się j^j z pła-
szczyznami rzutów. Aby znaleśd takowe, obieramy na danśj 
kierownicy dowolną liczbę punktów, prowadzimy przez nie ro-
dzące, i szukamy śladów tychże rodzących; ślady te połączone 
ze sobą, tak poziome, jak pionowe krzywą ciągłą, dadzą nam 
ślady żądane. A więc np. na (Fig. I S O . ) po poprowadzeniu 
rodzących walca przez punkta obrane a'a, b'b... , i wyszukaniu 
ich śladów poziomych czyli punktów Ai,Bi,Ci,Di, otrzymamy 
z połączenia ich krzywą ciągłą, figurę ^ l Ą C ^ Ą Ą jako ślad 
poziomy walca, i w podobnyż sposób, tj. wyszukawszy śladów 
pionowych poszczególnych rodzących, otrzymamy ślad pionowy 
tegoż, tj . krzywą A^B^C^D^Ej^. 

U w a g a . Do rzutów kierownicy poprowadziwszy styczne 
równoległe do S'M', SM (Fig. 1 8 0 . ) , takowe oddzielają nam 
na powierzchni walcowój połowę widoczną od zakrytój, a mia-
nowicie, na rzucie poziomym połowę górną czyli widoczną od 
dolnój czyli zakrytój , zaś na rzucie pionowym połowę przod-
kową czyli widoczną od tylnój czyli zakrytój. Styczne te, które 
naturalnie zarazem są rodzącemi walca, zowią się r o d z ą -
c e m i k o n t u r o w e m i , a rzuty walca, w których tylko ro-
dzące konturowe są nakreślone, zowią się k o n t u r a m i walca. 

ZaELC3.Etl3.le 4:8. Mając dane ślady powierzchni wal-
cowej, naznaczyć rzuty rodzących oddzielających połov)e 
widoczną od zakrytej na obu płaszczyznach rzutów. 

Mając dany ślad poziomy walca4i (Fig. 
zaś pionowy A^B^C^D^E^, i chcąc najprzód na rzucie pozio-
mym oddzielić połowę górną od dolnój, czyli widoczną od 
zakrytój , prowadzimy do śladu pionowego A-^B^C^D^E^ dwie 
styczne prostopadłe do osi rzutów, skąd otrzymamy punkta 
styczności B^ i M^; poszukawszy następnie rzutów poziomych 
tychże punktów tj. B2' i Mj ' (które naturalnie będą na osi), 
i przez takowe poprowadziwszy znów styczne do śladu pozio-
mego A^B^C^D^E^^ styczne te oddzielą nam na rzucie pozio-
mym połowę walca widoczną od zakrytój. Podobnież zupełnie 
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postępujemy, iżby na rzucie pionowym odgraniczyć część prze-
dnią od tylnej. 

Z c i i d c t 3 3 j . e 5 O . Mając dane ślady 'powierzchni 
walcowej, i jeden z rzutów punktu na niej lekącego, wy-
naleść jego rzut drugi. 
Dany jest np. punkt n (Fig. 1 8 9 . ) , jako rzut poziomy 

punktu N na walcu leżącego, mamy znaleść jego rzut pio-
nowy. Ponieważ punkt leżąc na walcu, leżeć tśm samem musi 
na jednśj z rodzących tego walca, przez punkt zatem n pro-
wadzimy rzut poziomy rodzącej (tj. prostą równoległą do SM) 
aż do przecięcia się ze śladem poziomym walca w punkcie (r^; 
szukamy następnie rzutu pionowego tejże rodzącej (poszukawszy 
rzutu pionowego G^' i przezeń poprowadziwszy równoległą do 

a na nim jakoteż na prostopadłej do osi z n wypro-
wadzonej, leżeć będzie w', tj. rzut pionowy szukany. Jeżeli nie 
jest wyraźnie powiedzianem, na której stronie powierzchni punkt 
dany iV leży, (tj. czy na widocznej, czy zakrytej) wtedy otrzy-
mamy drugie rozwiązanie, czyli drugi punkt n' jako rzut pio-
nowy przynależny rzutowi danemu n, a którego znalezienie 
łatwo wyrozumieć z figury. 

ZEbd£i>zx±e 5X. Nakreśli<5 rzuty walca prostego, mając daną 
jego podstawę i wysokości. 

ZEi.c3.eLZxle 5 2 . Walec prosty dany z podstawą kołową, leżącą 
na płaszczyznie poziomśj rzu tów, pochylić tak , iżby pozostał ró-
wnoległym do płaszczyzny pionowćj rzu tów, zaś do płaszczyzny 
poziomej nachylonym był pod kątem 30". 

SSeL€SLBLXi.±& 5 3 . Nakreślić trzy rzuty walca prostego elliptycz-
nego, równoległego do płaszczyzny poziomej rzutów, zaś względem 
pionowej nachylonego pod kątem 450. 

2 5 a . c a . e » . i x ± © 5 - 4 . Walec prosty równolegle do pionowśj płasz-
czyzny rzutów stojący obrócić t a k , iżby stanął pochyło względem 
tźjże płaszczyzny, a mianowicie, iżby oś jego na rzucie poziomym 
tworzyła z osią rzutów kąt 60". 

Ostatnie cztery zadania rozwiązać można na mocy wska-
zówek podanych w części I. Zad. 147, 148 i 151. 

ZELdckiale 5 5 . Nakreślić rzuty walca prostego, którego pod-
stawą jest ellipsa leżąca na płaszczyznie równoległej do płaszczyzny 
poziomśj rzutów, zaś rodząca równa się co do długości prostćj danćj . 

SZadCŁial© 5 0 . Nakreślić rzuty walca prostego, którego pod-
stawą jest koło promienia danego leżące na płaszczyznie prostopa-
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dłej do płaszczyzny poziomej rzutów a nachylonej pod kątem 30® 
względem pionowej , wysokośd zaś jego równa się długości danśj . 

SZELdEk]3.±e 5 7 . Nakreślić rzuty walca prostego, którego podstawą 
jes t koło promienia danego leżące na płaszczyznie nachylonej pod ką-
tem 60" względem poziomśj, zaś pod kątem 45" względem pionowój 
płaszczyzny rzutów, wysokość zaś jego równa się średnicy podstawy. 

Zci,c3.a.xxle 5 8 , Nakreślić rzuty walca ukośnego z podstawą ko-
łową, leżącą na płaszczyznie poziomej rzutów, a któregoby oś two-
rzyła z płaszczyzną poziomą rzutów kat 30®, zaś z pionową kat 45®. 

Za.dei<xxl.e 5 8 . Mając dane rzuty walca, znaleść kąty , pod j a -
kimi nachylonym on jest względem płaszczyzn rzutów. 

a S e i . c 3 . E b Z x l e O O . Mając dane rzuty walca ukośnego, którego 
j edna podstawa leży na płaszczyznie poziomej rzutów , druga zaś 
na płaszczyznie równoległej do płaszczyzny poziomćj rzutów, zna-
leść wysokość jego i prawdziwą długość rodzącój , jakotśż kąty 
nachylenia walca względem płaszczyzn rzutów. 

B. Powierzchnie ostroicręgowe. 
Powierzchnie ostrokręgowe albo stożkowe powstają przez 

ruch prostśj po obwodzie krzywej, danej z kształtu i położe-
nia, i to tak, że prosta ruchoma ciągle przez jeden i ten sam 
punkt stały przechodzi. Prosta ruchoma zwie się r o d z ą c ą , 
krzywa dana k i e r o w n i c ą , punkt zaś stały w i e r z c h o ł -
k i e m albo ś r o d k i e m (die Spitze, — sommet albo centre) 
powierzchni ostrokręgowej. Prosta rodząca jako nieograniczona 
może być przedłużoną w obie strony punktu nieruchomego 
czyli wierzchołka, i wtedy zrodzi w czasie swego ruchu dwie 
powierzchnie ostrokręgowe ze wspólnem wierzchołkiem, które 
razem uważane zowią się p o w i e r z c h n i ą o s t r o k r ę g o w ą 
albo o s t r o k r ę g i e m o d w ó c h p o w ł o k a c h fiTe r̂e? mii 
zwei Fachem, — cone a deux nappes). Powierzchnię ostrokrę-
gową można sobie także pomyśleć jako zrodzoną przez ruch 
krzywój (tj. kierownicy), ciągle równolegle do siebie samej, i to 
tak, iż każdy jej punkt przebiega prostą przechodzącą przez 
punkt stały. W tym razie krzywa ta musi naturalnie zmniej-
szać swą wielkość i to proporcyonalnie zbliżaniu się swemu do 
wierzchołka; doszedłszy do wierzchołka staje się ona punktem, 
pozań zaś przeszedłszy, w tym samym stosunku wielkość jój 
powiększać się musi, w jakim poprzednio malała. Z tego dwo-
jakiego sposobu pojmowania rodzenia się powierzchni ostrokrę-
gowej wynika, że przez każdy punkt na jej powierzchni obrany 
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lub dany, można poprowadzić dwie rodzące, jedne prostą, 
drugą krzywą. 

Jeżeli kierownica jest krzywą zamkniętą, wtedy i obie 
powłoki ostrokręgowe są zamknięte. Jeżeli kierownica jest 
krzywą ze środkiem, wtedy prosta łącząca tenże środek z wie-
rzchołkiem powierzchni, zowie się jej o s i ą ; a jeżeli taż oś 
jest prostopadłą do płaszczyzny kierownicy, wtedy powierzchnia 
ostrokręgowa czyli ostrokrąg, nazywa się p r o s t y m , w prze-
ciwnym razie p o c h y ł y m . Jeżeli ostrokrąg ograniczony jest 
płaszczyzną, wówczas biorąc pod uwagę tylko część jego za-
wartą między taż płaszczyzną a wierzchołkiem, figura z prze-
cięcia się ostrokręgu z tą płaszczyzną otrzymana, zowie się 
p o d s t a w ą . W y s o k o ś c i ą ostrokręgu jest prostopadła spu-
szczona z wierzchołka na jego podstawę. W ostrokręgu pro-
stym, oś jego jest zarazem wysokością. Zależnie od kształtu pod-
stawy, ostrokrąg może być kołowy, elliptyczny, paraboliczny itp. 

Prócz własności przysłużających powierzchniom ostrokrę-
gowym jako rozwijalnym, są jeszcze szczególne następujące: 
1) z przecięcia powierzchni ostrokręgowych płaszczyznami 
przechodzącemi przez ich wierzchołek, otrzymujemy linie proste; 
2) z przecięcia zaś płaszczyznami do siebie równoległemi, 
otrzymujemy krzywe do siebie podobne. 

2SajC3Laaa.i© Ql. Mając daną kierovmicę i wierzcho-
łek powierzchni ostrokregowej, nakreślić rzuty tejie. 
Niech ahcde (Fig, 1 9 0 . ) będzie poziomym, zaś a'c 

pionowym rzutem kierownicy, s's rzutami jego wierzchołka. 
Ponieważ każda rodząca ostrokręgu przechodzić musi przez 
punkt 88 jakotóż punkt na obwodzie jego kierownicy leżący, 
obieramy więc na tój ostatniśj dowolną a dostateczną liczbę 
punktów, i przez takowe jakotóż wierzchołek s's prowadzimy 
proste czyli rodzące powierzchni ostrokręgowój, które łącznie 
z daną kierownicą dadzą nam rzuty tejże powierzchni. Między 
temi rodzącemi szczególniój te są ważne, które odgraniczają 
część widoczną powierzchni od niewidocznój. Na rzucie pozio-
mym znajdujemy zaś takowe, poprowadziwszy z s dwie styczne 
MJ i do ahcde; styczne te podzielą koło abcde na dwa łuki 
eabv i vnie, a każda rodząca przechodząca przez punkt leżący 
na łuku pierwszym, będzie należała do widocznój, zaś prze-
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chodząca przez punkt na łuku drugim leżący, do niewidocznej 
części powierzchni. Kównież w łatwy sposób oddzielić można 
rodzące widoczne od niewidocznych na rzucie pionowym, popro-
wadziwszy dwie styczne tj. aa' i ee' do abcde ale prostopadłe 
do osi rzutów, które znów podzielą abcde na dwa łuki abc i cmea; 
rzuty pionowe rodzących idących przez punkta łuku ahc będą 
widoczne, reszta zaś niewidoczne. 

g^CT.rt f i . -n -i 6 2 . Mając dane rzuty powierzchni ostro-
kręgowej, znałeś6 jej ślady. 
Szukamy śladów poziomych każdój rodzącój, i łączymy 

takowe ze sobą krzywą ciągłą, a otrzymamy ślad poziomy żą-
dany , i podobnież postępujemy dla otrzymania śladu piono-
wego. I tak na Fig. 1 9 0 . jest A^ByC^D^^E^ poziomym, zaś 
A^B-^C^D-iE^ pionowym śladem ostrokręgu, któregośmy rzuty 
w poprzedzającym zadaniu wyznaczyli. 

25 EL c3. EL x x i o 6 3 . Mając dany jeden z rzutów punktu 
leiącego na 'powierzchni ostr okręgowej, znaleść rzut jego drugi. 
Ponieważ rodząca ostrokręgu przez wszystkie punkta 

jego powierzchni przechodzić musi, zatóm punkt, którego rzut 
ma być wyszukanym, musi leżeć na jednem z takich położeń 
rodzącej, a nawzajem rodząca przez tenże punkt przechodzić 
musi. Mając więc dany np. rzut poziomy cc punktu na ostro-
kręgu leżącego, prowadzimy przezeń i przez rzut poziomy 
wierzchołka prostą, a ta będzie rzutem poziomym rodzącej, na 
którój ów punkt leży; poszukawszy następnie rzutu pionowego 
tejże rodzącej, a mianowicie, poszukawszy rzutów punktu, 
w którym rodząca ta przecina się z kierownicą, tj. punktu 
O'O, i przez O' i a' poprowadziwszy prostą, ta będzie rzutem 
pionowym rodzącej, i na niej, jakoteż na prostopadłej do osi 
z X wyprowadzonej leżeć będzie x', czyli rzut pionowy szukany. 
Łatwo wreszcie rozumieć, że rzutowi danemu x odpowiadać 
mogą dwa rzuty pionowe, a mianowicie wtedy, gdy nie jest 
wyraźnie powiedzianóm, na której stronie ostrokręgu punkt X 
leży, kierownica zaś jest krzywą zamkniętą; może być także i 
więcój jak dwa rzutów pionowych, jeżeli kierownicą jest krzywa 
o kilku skrętach. 

Z e L d a . z x l e 0 4 : . Nakreślić rzuty ostrokręgu prostego, mając 
daną jego podstawę i wysokość. 
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Z a . c 3 . e k x x l c » 6 5 . Mając dane rzuty ostrokręga prostego z pod-
stawą leżącą na płaszczyznie poziomej rzutów * pochylić tenże ostro-
krąg t a k , iżby oś jego tworzyła z płaszczyzną poziomą rzutów 
kąt 30®, zaś do pionowój została równoległą. 

Z E t < d c k x x l e 6 0 . Nakreślić rzuty ostrokręgu prostego kołowego, 
któregoby oś tworzyła z płaszczyzną poziomą rzutów kąt 75®, zaś 
rzut poziomy tójże osi z osią rzutów kąt 30®. 

Trzy te ostatnie zadania rozwiązać można na mocy 
wskazówek danych w Części L, Zad. 169, 

Z E k < a . E k X i . l e O T , Nakreślić rzuty ostrokręgu prostego kołowego, 
mając dany promień jego podstawy, jój płaszczyznę nachyloną 
pod dowolnymi kątami względem płaszczyzn rzutów, i mając daną 
wysokość ostrokręgu. 

Z E k C l . E i . x x l e 0 3 . Mając dane rzuty ostrokręgu i rzuty punktu 
leżącego w granicach rzutów jego, sprawdzić, czy ten punkt leży, 
czy nie, na powierzchni ostrokręgu. 

Z E i . c 3 L E k x x l e e o . Mając dane ślady powierzchni ostrokręgowćj, 
naznaczyć rodzące , które oddzielają cześć widoczną od zakrytćj 
na obu płaszczyznach rzutów. 

SiehtSLeLiaL±& 7 0 . Nakreślić rzuty ostrokręgu prostego kołowego, 
którego podstawa leży na płaszczyznie poziomdj rzutów, mając dane 
1) promień koła podstawy i daną oś; 2) mając dany promień koła 
i długość prawdziwą rodzącśj; 3) mając daną oś i długość rodzącój. 

Z e L d E » . x x l e 7 1 . Nakreślić rzuty ostrokręgu ukośnego, mając 
dany jego wierzchołek, jakotćż prawdziwą wielkość podstawy le-
żącćj na płaszczyznie rzucającćj poziomćj , a nachylonćj pod ką" 
tem 30® do płaszczyzny pionowćj rzutów. 

Z e b d E b u l e 7 2 . Mając dane oba rzuty ost rokręgu, nakreślić 
rzut jego boczny. 

Z E L d e i . x x l e 7 3 . Nakreślić rzuty ostrokręgu jakiegokolwiek 1) opar-
tego swym wierzchołkiem o płaszczyznę pionową lub poziomą 
rzutów; 2) leżącego całą swą długością swej rodzącój na płasz-
czyznie poziomćj rzutów; 3) z podstawą leżącą na płaszczyznie 
prostopadłej do osi rzutów, zaś z wierzchołkiem na osi. 

§• 14. 
Linie szrubowe, walcowe I ostroicręgowe. 

Między liniami krzywemi podwójnego zakrzywienia, jedną 
z mających w praktycznym użyciu najwięcój zastosowania, jest 
l i n i a s z r u b o w a (die Schrauhenlinie, — TMlice), którój 
konstrukcyą, poznawszy już sposoby przedstawiania w rzutach 
walców i ostrokręgów, opisać nam teraz wypada. Linią szru-
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bową nazywamy krzywą leżącą na powierzchni walcowśj lub 
ostrokręgowśj, a przecinającą rodzące jednśj lub drugiśj po-
wierzchni pod kątem stałym i niezmiennym. Prawo rodzenia 
się tśj krzywej możemy opisać vf następujący sposób: jeżeli 
punkt rodzący obrany gdziekolwiek na obwodzie podstawy walca 
lub ostrokręgu, porusza się po jego powierzchni tak, że części 
odcięte przezeń na poszczególnych rodzących, licząc od kiero-
wnicy, są proporcyonalne do łuków zawartych między począt-
kiem ruchu a spodkiem odpowiedniej rodzącej, wtedy powstaje 
linia szrubowa. I tak, mając walec prosty abcdhg (Fig. 1 9 t . ) , 
po którego powierzchni porusza się punkt h, obrany na obwo-
dzie jego podstawy, to na mocy definicyi powyżej podanój dla 
linii szrubowój, musi byd: 

kc:el:fm:hn = łuk. hc: łuk. he: łuk. hf: łuk. hdfh. 
Część linii szrubowej, zawarta między dwoma po sobie 

następującymi punktami przecięć się ich z jedną i tą samą ro-
dzącą, jak np. część hklmn, zowie się k r o k i e m s z r u b y 
(eine Schrauhengang, — pas de IMlice), zaś część samśj ro-
dzącej, między tymi dwoma punktami zamknięta, jak np. hn, 
ko... zowie się w y s o k o ś c i ą k r o k u s z r u b y (dieHohednes 
Schrauhenganges, — Vhauteur d^un pas de Vhelice). Linie szru-
bowe mogą być rozmaite, zależnie od kształtu kierownicy walca 
lub ostrokręgu, na którym są opisane. Jeżeli kierownicą jest 
koło, wówczas linia szrubowa zowie się k o ł o w ą itp. 

Znając ogólne prawo rodzenia się linii szrubowej, łatwo 
zrozumieć konstrukcyę następujących zadań: 

ZaiC3.etZXle •74;. Na danym walcu prostym kołoioym, 
stojącym na płaszczyzme poziomej rzutów, nakreślić linie 
szrubową, i przedstawić ją w rzutach, mając daną wyso-
kość kroku. 
Mając dany walec z podstawą promienia oa (Fig. 1018.) 

i wysokość kroku xy, obok pionowego rzutu walca kreślimy 
prostą prostopadłą do osi rzutów, a równą danej wysokości 
kroku, tj. a'a" = xy, i dzielimy takową w punktach 
jakotóż podstawę walca na jednakową liczbę części równych, 
np. na 16, następnie zaś przez punkta podziału prostój a'a" 
prowadzimy proste równoległe do osi rzutów. Przyjąwszy da-
lój, że punktem rodzącym obranym na podstawie jest punkt 
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mm', i że tenże porusza się w kierunku 1 — 2 — 3, to jasna, 
że gdy on w ruchu swoim obrotowym po powierzchni walca 
przebieży Yig całego obrotu tj. 7i6.360®, czyli, gdy znajdo-
wać się będzie na rodzącej przez 1 poprowadzonej, to wyso-
kość jego wtedy nad płaszczyzną poziomą rzutów będzie równa 
Yiga'®"; rzut więc jego pionowy leżeć będzie na przecięciu 
się rodzącej przez 1 poprowadzonej, z równoległą do osi przez 
1' idącą, zaś rzut poziomy będzie w punkcie 1 na obwodzie 
podstawy. Gdy punkt w dalszym swoim ruchu przebieży Yig.SGO®, 
tj. gdy znajdować się będzie na rodzącej przez 2 idącój, to 
wysokość jego nad płaszczyzną poziomą rzutów będzie wtedy 

czyli rzut jego pionowy będzie w punkcie przecięcia 
się rodzącej przez 2 idącej, z równoległą przez 2' do osi po-
prowadzoną, zaś rzut poziomy w punkcie 2. W ten sam spo-
sób postępując dalej, czyli prowadząc przez punkta 3, 4, 5,... 
rodzące walca, i szukając ich przecięć z odpowiedniemi ró-
wnoległemi do osi przez 3', 4', 6',... poprowadzonemi, wyzna-
czymy resztę punktów należących do rzutu pionowego szukanój 
linii szrubowej, które połączone ze sobą krzywą ciągłą, dadzą 
nam ów rzut pionowy, a mianowicie rzut jednego kroku linii 
szrubowej, podczas gdy rzut poziomy leży na obwodzie pod-
stawy, czyli na śladzie poziomym walca, co jest naturalna 
zważywszy, że sam walec jest rzucającym poziomym. Aby 
otrzymać drugi krok w rzutach, potrzeba albo na prostopadłej 
a'a" odciąć powyżój punktu a" część równą danój wysokości 
kroku, a następnie postąpić jak poprzednio, — albolitóż co 
krócej, daną wysokość kroku odciąć od każdego, poprzednim 
sposobem znalezionego punktu linii szrubowój, na odpowiedniej 
rodzącej, a otrzymamy stąd rzuty pionowe punktów do dru-
giego kroku należące. 

2 5 E L C 3 . E L 1 3 . 1 O " 7 5 . Powierzchnię walca 'prostego koło-
wego loraz z linia szruhową na nim nakreśloną rozwinąć 
na płaszczyznie. 
Mamy dany walec kołowy prosty (Fig. lOl®,), a na nim 

dwa kroki linii szrubowój. Co się tyczó najprzód rozwinięcia 
powierzchni walca na płaszczyznie, takowe otrzymamy, nakre-
śliwszy prostokąt amrs (Fig. 1 S 3 . ) , którego podstawa am 
równa się obwodowi koła w podstawie walca, zaś wysokość as 
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równa się wysokości walca. Na tak rozwiniętej powierzchni 
chcąc następnie nakreślić rozwiniętą linię szrubową, dzielimy 
podstawę am prostokąta na 16 równych części w punktach 
1, 2, 3..., i przez takowe prowadzimy równoległe do as, a te 
przedstawiać nam będą rodzące walca, na których leżą po-
szczególne punkta linii szrubowój. Odciąwszy następnie na ró-
wnoległej przez 1 idącój, częśd 1'1 równą y^e wysokości kroku 
linii szrubowej (tj. gdzie ap = Yaas), dalój na 
równoległej przez 2 idącej , częśd 2'2 równą 2/̂ 6 tejże wyso-
kości itp., otrzymamy stąd punkta 1', 2', 3' ....15', 16', na-
leżące do jednego kroku linii szrubowej, a które jak łatwo do-
wieść, połączone ze sobą leżeć będą wszystkie na jednej pro-
stej an. Widzimy stąd, 1) że, aby otrzymać drugi krok na 
rozwinięciu, wystarczy przez punkt p poprowadzić prostą pi-
i 2) że rozwinięty krok linii szrubowój na walcu kołowym opi-
sanej, równa się przeciwprostokątni trójkąta, w którym jedna 
przyprostokątnia równa się obwodowi podstawy walca, druga 
zaś wysokości kroku tejże linii szrubowój. 

ZeiiC3.ei;XXie "70. Na ostrokręgu prostym kołowym, 
wspartym podstawą na płaszczyznie poziomej rzutów, na-
kreślić linię szruhową i przedstawić ją w rzutach, mając 
daną wysokość kroku. 
Mając dany ostrokrąg prosty (Fig. 1 B 4 . ) , którego pod-

stawą w prawdziwej wielkości jest koło promienia sa, zaś wierz-
chołkiem punkt s's, i chcąc na nim nakreślić linię szrubową 
dla danój wysokości kroku m, postępujemy zupełnie tak samo, 
jak przy zadaniu poprzedzającym, a mianowicie: dzielimy kie-
rownicę czyli podstawę ostrokręgu na dowolną liczbę części 
równych np. na 12, i punkta podziału łączymy na obu rzutach 
z wierzchołkiem s's; otrzymamy stąd rodzące ostrokręgu dzie-
lące jego powierzchnię na 12 równych części, a których rzuty 
poziome podzielą znów kąt przy s na tyleż części równych. 
Następnie na prostopadłej do osi rzutów, gdziekolwiek obok 
rzutu pionowego ostrokręgu poprowadzonej, odciąwszy daną 
wysokość kroku tj. MN-=m, i podzieliwszy ją również na 
12 części równych w punktach I, II, III..., to jasna, że MI 
będzie wysokością, do jakiój punkt rodzący np. a obrany na 
kierownicy się wzniesie, skoro w obrocie swym około osi ostro-

12 
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kręgu dojdzie do rodzącej sl,s'l', czyli skoro przebieży kąt 
1/12.3600; podobnież MZ/będzie wysokością punktu a, skoro 
tenże dojdzie do rodzącej s2,s'2', czyli skoro przebieży kąt 
Vi2-360 itp. Poprowadziwszy zatem przez punkta I, II, III..., 
równoległe do osi rzutów aż do przecięcia się ich z rzutami 
pionowymi odpowiednich rodzących w punktach h', c' d'.. 
takowe będą punktami do rzutu pionowego szukanej linii szru-
bowej należącymi, — skąd następnie otrzymamy łatwo ich 
rzuty poziome, które połączone z sobą, dadzą nam spiralną 
Archimedesa, jako rzut poziomy linii szrubowej żądanej. Otrzy-
mawszy w ten sposób rzuty jednego kroku szruby, i chcąc 
prowadzić je dalej, potrzeba wysokość kroku odciąć od punktu 
N na linii MN, i postąpić następnie jak poprzednio. 

§. 15. 
Przekroje płaskie powierzchni rozwijalnych. 

A. Powierzchnie walcowe. 
Jakąkolwiek powierzchnię krzywą przeciąwszy płaszczyzną, 

otrzymujemy z przecięcia krzywą płaską na tejże płaszczyznie 
leżącą, a kształt i wielkość tej krzywej zależy od położenia 
płaszczyzny przecinającej względem powierzchni przeciętej. Przy 
niektórych powierzchniach, a między niemi przy rozwijalnych, 
i przy szczególnóm położeniu płaszczyzn je przecinających, 
otrzymujemy z przecięcia także linie proste. Sposób, w jaki 
pojmujemy tworzenie się powierzchni krzywej, prowadzi nas do 
sposobów, jakimi przecięć płaskich tychże powierzchni szukać 
mamy. I tak przyjmując, że powierzchnia krzywa powstaje 
przez ruch prostej lub krzywej rodzącej według danego prawa, 
wynika stąd, że taż powierzchnia jest miejscem geometrycznem 
wszystkich możliwych położeń rodzącój w czasie tego ruchu 
zajmowanych, i nawzajem , że rodząca w każdem swóm poło-
żeniu w całej swej rozciągłości leży na powierzchni przez nią 
zrodzonej. Aby więc znaleść przecięcie powierzchni płaszczyzną, 
potrzeba jak z tego widzimy, szukać punktów przecięcia się 
poszczególnych położeń rodzącej z taż płaszczyzną, a takowe 
leżąc współcześnie na rodzącój a tóm samem i na powierzchni 
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krzywej, i leżąc na płaszczyznie przecinającej, są punktami 
do szukanego przecięcia należącymi, potrzeba je tylko należy-
cie ze sobą krzywą ciągłą połączyć. Ponieważ zaś w rysunku 
nie można szukad przecięcia wszystkich położeń rodzącej z pła-
szczyzną , zatem ograniczamy się zwykle tylko na takich jej 
położeniach, które już odpowiednio do ustroju powierzchni wa-
żniejszemi nam się być wydają, i na takiej ich liczbie, jaka 
stósownie do dokładności szukanej linii przecięcia jest potrzebną. 

Stosując sposób ten szukania przekrojów powierzchni naj-
przód do powierzchni walcowych, to widoczna, że niczem on 
się nie różni od sposobu, w jaki szukaliśmy przecięć brył gra-
niastych, — z tą tylko różnicą, że co tam była mowa o kra-
wędziach brył, tu mowa o rodzących powierzchni, co rzecz zu-
pełnie naturalna zważywszy, że walec można uważać za gra-
niastosłup o bardzo wielkiej liczbie ścian. Z przecięcia powie-
rzchni walcowych możemy otrzymać albo linię krzywą, albo 
linię prostą; krzywą w ogóle otrzymujemy wtedy, gdy każda 
gdziekolwiek poprowadzona rodząca powierzchni walcowej, lub 
też tylko niektóre z nich, są tąż płaszczyzną przecięte, — 
prostą zaś wtedy, gdy płaszczyzna przecinająca równoległą jest 
do rodzących, a w którymto razie prosta przecięcia leży 
wzdłuż jednój z tychże rodzących. 

3SEL<a.ELia.io "JT. Tkaleść w rzutach i praiodzńoej 
loielkości 'przecięcie walca prostego płaszczyzną prostopadłą 
do jednej z płaszczyzn rzutów. 
Walcem danym niech będzie walec kołowy prosty A'A 

(Fig. 1 0 5 . ) , zaś płaszczyzna p'p prostopadła do płaszczyzny 
pionowej rzutów, a pochylona do poziomój pod kątem 45®, 
płaszczyzną przecinającą. Na kierownicy walca obieramy kilka 
lub kilkanaście punktów, i przez takowe prowadzimy rodzące 
tegoż; następnie szukamy punktów przecięcia się każdój z tych 
rodzących z płaszczyzną daną, a punkta te połączone ze sobą, 
dadzą nam szukaną krzywą przecięcia w rzutach. Punkta te 
atoli łatwo znaleść, zważywszy, że skoro płaszczyzna przecina-
jąca jest rzucającą pionową, zatem rzuty ich pionowe leżeć 
muszą na śladzie pionowym p'; a że leżeć także muszą na 
rzutach pionowych odpowiednich rodzących, będą to więc pun-
kta 1', 2', 3', 4'...., których rzuty poziome 1, 2, 3...., padną 

12* 
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wszystkie na kierownicę walca. Z połączenia tych punktów 
otrzymamy następnie prostą 1'7 ' jako rzut pionowy szukanego 
przecięcia, rzut zaś jego poziomy zejdzie się z rzutem pozio-
mym kierownicy, czyli będzie w naszym razie kołem. Aby 
wreszcie znaleśd prawdziwą wielkość tego przecięcia, robimy 
kład poziomy lub pionowy płaszczyzny p 'p sposobem wiado-
mym , a otrzymamy stąd ellipsę, której osią wielką jest MN, 
zaś osią małą jest CD. 

Gdyby płaszczyzna przecinająca była prostopadłą do pła-
szczyzny poziomój rzutów, jak np. płaszczyzna q'q, wówczas 
będąc ona zarazem równoległą do rodzących walca, przetnie 
takowy w dwóch rodzących idących przez punkta x'x i y'y t j . 
przez punkta, w których ślad poziomy q tejże płaszczyzny 
przecina kierownicę walca. 

RiTl x e 7 8 . Znaleść w rzutach {{ prawdziwej 
wielkości przecięcie walca ukośnego płaszczyzną prostopa-
dłą do jednej z płaszczyzn rzutów. 
Kozwiązanie takie samo jak przy zadaniu poprzedzającym. 

ZeiidEtXXXe "70. Znaleść w rzutach i prawdziwej 
wielkości przecięcie walca płaszczyzną stojącą jakkolwiek 
względem obu płaszczyzn rzutów. 
Danym jest walec A'A (Fig. t O B . ) wsparty podstawą 

na płaszczyznie poziomój rzutów, i płaszczyzna przecinająca p'p. 
Aby najprzód znaleśó krzywą przecięcia w rzutach, kreślimy 
na powierzchni walca dowolną byle dostateczną liczbę rodzą-
cych, i szukamy punktu przecięcia się każdej z nich z płasz-
czyzną daną. Otrzymamy stąd szereg punktów i , 2 , 3,... 
1', 2', 3'... tak na rzucie poziomym, jak pionowym, które po-
łączone z sobą należycie krzywą ciągłą, dadzą nam rzuty szu-
kanego przecięcia. Mając zaś rzuty, znajdziemy jego prawdziwą 
wielkość I, II, III..., robiąc np. kład poziomy płaszczyzny p'p. 

Zupełnie tak samo się postępuje, jeżeli walec dany nie 
jest wsparty podstawą swoją na żadnej z płaszczyzn rzutów, 
lecz stoi jakkolwiek między temiż. 

Podobnie jak przy szukaniu przecięć brył graniastych, 
również i tutaj z korzyścią często może być użytym sposób 
polegający na zmianie płaszczyzn rzutów, mocą której płasz-
czyzna przecinająca staje się prostopadłą do jednej z nich. 
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Gdy zaś tamże (Częśd I, Zad. 190) dostatecznie uzasadniliśmy 
ten sposób, tu więc takowy do przykładu wprost zastósujemy. 

Danym jest walec AA^ (Fig. l O ' ? . ) wsparty podstawą 
elliptyezną na płaszczyznie poziomej rzutów, i płaszczyzna 
przecinająca Zmieńmy płaszczyznę pionową rzutów, biorąc 
za takową płaszczyznę s's prostopadłą do płaszczyzny poziomej 
rzutów i do płaszczyzny p'p (jej więc ślad s' będzie prostopa-
dły do osi, zaś ślad s będzie prostopadły ^o p), a skutkiem 
tego ślad s będzie nową osią rzutów. Do tego nowego układu 
płaszczyzn rzutów potrzebujemy teraz mieć odniesione rzeczy 
dane w zadaniu. Co się najprzód tyczó rzutów walca, rzut jego 
poziomy zostaje ten sam, skoro płaszczyzna pozioma rzutów 
została na swojem miejscu; rzut zaś jego na nową płaszczyznę 
rzutów s's znajdziemy jak następuje: rzutem nowym jego kie-
rownicy będzie prosta a"c" na śladzie s (czyli nowej osi rzu-
tów) leżąca; aby znaleść kierunek rzutów jego rodzących, na 
rodzącej przez h'h idącej obieramy gdziekolwiek punkt m'm, i 
szukamy jego rzutu nowego m" (Częśd I, Zad. 133), a ten 
połączony z h", da nam prostą h"m" jako rzut rodzącej walca 
na płaszczyznę s's, poczem rzut A" walca łatwy do nakreśle-
nia, zważywszy, że rodzące jego wszystkie są do siebie równo-
ległe. Co się następnie tycze płaszczyzny przecinającej p'p, 
ślad jej poziomy zostaje na swojem miejscu, ale naturalnie 
sięga teraz tylko do osi rzutów s, zaś ślad pionowy przyjdzie 
w położenie p " (Cz. I. Zad. 135.). 

Tak mając te rzeczy wyznaczone, bierzemy pod uwagę 
rzuty walca A"A i płaszczyznę przecinającą p"p, a z temi da-
nemi postąpiwszy według Zad. 77 (gdyż płaszczyzna przecina-
jąca jest teraz prostopadłą do jednej z płaszczyzn rzutów), 
otrzymamy rzuty 123... przecięcia szukanego, zaś 
z pomocą tego ostatniego rzutu tj. poziomego, znajdziemy ła-
two rzut pionowy 1'2'3' . . , — przyczem jako sprawdzenie ry-
sunku służy tą okoliczność, że odległości punktów l' ,2',3'.. . 
od osi rzutów, muszą byd równe odległościom punktów 1",2",3".. 
od osi s. Jak zaś mając rzuty przecięcia, znaleść przecięcie to 
w prawdziwej wielkości, rzecz dostatecznie znana. 

Gdyby walec nie był wsparty na żadnój płaszczyznie 
rzutów, ale stał jakkolwiek między niemi, wtedy potrzeba wy-
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znaczyć najpierw nowy rzut jego podstawy (obierając na niej 
kilka lub kilkanaście punktów, i szukając ich rzutów), a po-
tem postąpić jak poprzednio. 

SZe tc3 . e i iZ l . i e 8 0 . Znaleść przecięcie walca płaszczy-
zn(i równoległą do jednej z płaszczyzn rzutów. 
Zadanie to zamienia się na Zad. 77 . , skoro płaszczyzna 

przecinająca będąc równoległą do jednej z płaszczyzn rzutów, 
jest tem samóm prostopadłą do drugiej. 

2jleLC3.eL3:xle 8 1 . Przez punkt dany zewnątrz powierz-
chni walcowej przesunąć płaszczyznę, któraby przecinała 
tęk 'powierzchnię w rodzących. 
Przez punkt dany przesunąwszy najprzód prostą równo-

ległą do rodzących walca, a przez tę prostą płaszczyznę, ta-
kowa albo będzie żądaną tj. przetnie walec w rodzących, idą-
cych przez punkta przecięcia się śladu poziomego płaszczyzny 
ze śladem poziomym walca, albo też bęSzie tylko do niego 
styczną, gdy ślad jej poziomy dotyka tegoż śladu, albo wresz-
cie będzie przechodziła mimo walca, gdy ślad jej poziomy ani 
dotyka śladu walca, ani go też przecina. Jeżeli śladu pozio-
mego walca nie mamy, natomiast podstawa jego daną jest na ja-
kiejbądź płaszczyznie, wtedy do tej podstawy poprzednie nasze 
uwagi w zupełności stosujemy. 

Z e i i d e i ł Z l i i e 8 2 . Przez prostą daną przesunąć pła-
szczyznę, któraby przecinała powierzchnię walcową w ro-
dzących. 
Na prostej danej obrawszy punkt, i przezeń poprowadzi-

wszy drugą prostą równoległą do rodzących walca, płaszczyzna 
przez te dwie proste przesunięta, albo będzie żądaną tj. prze-
tnie walec i to w rodzących, idących przez punkta przecięcia 
się śladu poziomego tój płaszczyzny ze śladem poziomym lub 
kierownicą walca, albo t6i przejdzie zewnątrz walca, jeżeli jój 
ślad poziomy nie przecina tegoż śladu lub kierownicy. 

Z e t d e t Z L l e 8 3 . Znaleść punkta przecięcia się pro-
stej danej z powierzchnią walcową. 
l-8zy Sposób. Przez prostą daną przesunąwszy płaszczy-

znę , ta przetuie powierzchnię walcową w linii krzywej, której 
punkta przecięcia się z prostą daną, są punktami szukanymi. 

http://rcin.org.pl



- 183 — 

2 g i S p o s ó b . Na prostej danśj obieramy punkt, i przezeń 
prowadzimy prostą równoległą do rodzących walca. Następnie 
przesunąwszy przez te dwie proste płaszczyznę, ta przetnie 
walec w jednej lub więcej rodzących, których punkta prze-
cięcia się z prostą daną, będą punktami szukanymi. 

SSetti-EUa-i© 8-4:. Znaleść punkta przecięcia się linii 
krzywej z "płaszczyzną daną. 
Przyjmując krzywą daną za kierownicę walca, którego 

rodzące są równoległe do płaszczyzny danej, to walec ten 
przecięty zostanie płaszczyzną daną w rodzących, których pun-
kta przecięcia się z krzywą daną, będą punktami szukanymi. 
I tak, mając np. krzywą daną alcd, a'h'c'd' (Fig. 1 9 8 . ) i pła-
szczyznę p'p, na rzutach krzywej danej konstruujemy rzuty 
walca, któregoby rodzące były równoległe do płaszczyzny p'p, 
a więc co najkrócój, kreślimy rzuty pionowe tychże rodzących 
równolegle do śladu p', zaś poziome równolegle do osi. Na-
stępnie szukamy rodzących mx i ny (ich rzut poziomy wystar-
czy), w których walec tak otrzymany przecięty zostanie płasz-
czyzną p'p, tj. szukamy najpierw śladu poziomego 1234. . . 
tego walca, a potóm przez punkta m i n przecięcia się tego 
śladu ze śladem p prowadzimy rodzące wcc i ny; punkta x'x 
i y'y leżące na przecięciu się tych rodzących z krzywą daną 
(czyli kierownicą walca), są punktami szukanymi. 

B. Przecięcia ostrokręgowe. 
Z przecięcia powierzchni ostrokręgowój płaszczyzną otrzy-

mać można albo linią krzywą, gdy płaszczyzna przecinająca 
przecina wszystkie lub niektóre jej rodzące, alboteż linię pro-
stą jedne lub więcej, a leżącą wzdłuż rodzącej ostrokręgu, gdy 
płaszczyzna przecinająca przechodzi przez jego wierzchołek. 
Kształt i wielkość krzywój przecięcia zależy naturalnie zawsze 
od położenia płaszczyzny przecinającej względem powierzchni 
ostrokręgowej. I tak np. ze soldometryi już wiadomą jest rze-
czą, że przeciąwszy ostrokrąg płaszczyzną równoległą do pła-
szczyzny jego kierownicy (czyli do jego podstawy), otrzymu-
jemy z przecięcia krzywą podobną do tejże kierownicy; a więc 
jeżeli ostrokrąg jest kołowym, elliptycznym, cykloidalnym, spi-
ralnym, itp., z przecięcia jego tak ułożoną płaszczyzną otrzy-
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mamy koło, ellipsę, cykloidę lub spiralną, a wymiary tych 
krzywych przecięcia będą proporcyonalne do wymiarów sa-
mychże kierownic. 

Biorąc pod uwagę najczęściej w praktyce i umiejętności 
przychodzący ostrokrąg kołowy łub elliptyczny, to w kształtach 
przecięć przez płaszczyznę na nim otrzymanych, zachodzi wielka 
rozmaitość, i tak: 1) jeżeli, jakeśmy to już i wyżej wspo-
mnieli , płaszczyzna przecinająca jest równoległą do płaszczy-
zny kierownicy, otrzymamy z przecięcia tego koło lub ellipsę 
w miarę tego, czy ostrokrąg jest kołowym lub elliptycznym; 
2) jeżeli płaszczyzna przecinająca jest pochyłą względem pła-
szczyzny kierownicy, z przecięcia możemy otrzymać koło lub 
ellipsę, niezależnie od kształtu kierownicy; 3) jeżeli płaszczy-
zna przecinająca przechodzi przez wierzchołek ostrokręgu, czyli 
co na jedno wychodzi, przecina wszystkie jego rodzące w je-
dnym wspólnym punkcie tj. wierzchołku, wówczas zależnie od 
tego, czy taż płaszczyzna przecina kierownicę w jednym 
lub w dwóch punktach, będzie ona albo styczną do ostrokręgu, 
lub też przecinać go będzie w dwóch prostych, czyli jego ro-
dzących ; 4) jeżeli płaszczyzna przecinająca jest równoległą do 
jednej z rodzących ostrokręgu, przecina wtedy wszystkie inne 
rodzące w punktach, które połączone z sobą tworzą parabolę; 
5) nareszcie, jeżeli taż płaszczyzna jest równoległą do dwóch 
rodzących ostrokręgu, wtedy przetnie jednę część reszty rodzą-
cych na dolnej powłoce tegoż ostrokręgu w punktach, które 
utworzą jedno ramię hyperboliczne, drugą zaś część rodzących 
przetnie na ich przedłużeniu, tj, na górnej powłoce ostrokręgu 
w punktach, które utworzą drugie ramię hyperboliczne, — 
czyli z przecięcia otrzymamy w tym razie hyperbolę. 

Z przecięcia zatem ostrokręgu kołowego lub elliptycznego 
płaszczyzną, możemy otrzymać ellipsę, parabolę lub hyperbolę, 
i z tejto okoliczności-te trzy krzywe, swe wspólne miano 
p r z e c i ę ć o s t r o k r ę g o w y c h albo s t o ż k o w y c h wywo-
dzą. (Obraz tych przecięć wskazuje nam Fig. 1 » 9 . ) . Ściśle rzecz 
biorąc, należy jeszcze do nich punkt, gdy płaszczyzna przecina 
ostrokrąg tylko w wierzchołku, jako tóż linia prosta i koło. Aby 
zaś naprzód ocenić, jaką linie przecięcia przy danej płaszczy-
znie przecinającej otrzymamy, dość przez wierzchołek ostro-
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kręgu poprowadzić płaszczyznę równoległą do danśj, i poszu-
kać prostej przecięcia się jej z płaszczyzną kierownicy ostro-
kręgu. Jeżeli taż prosta przechodzi zewnątrz kierownicy jego, 
otrzymamy z przecięcia ellipsę lub koło; jeżeli ta prosta sty-
czną będzie do kierownicy , otrzymamy parabolę; a wreszcie, 
jeżeli przecinać będzie kierownicę, otrzymamy hyperbolę. 

W każdym z tych ostatnich i innym przypadku, szuka-
nie przecięcia ostrokręgu nie nastręcza żadnej trudności, dość 
bowiem, jakeśmy to we wstępie do tego §. wspomnieli, poszu-
kać punktów przecięcia się pewnej a dostatecznej liczby rodzą-
cych z płaszczyzną daną, i takowe punkta ze sobą połączyć. 

ZajC3.Eliia.iO 0 5 . Znaleść w rzutach i w prawdziwej 
loielkości 'przecięcie powierzchni ostrokręgowej płaszczyzną 
prostopadłą do jednej z płaszczyzn rzutów. 
Danym ostrokręgiem niech będzie ostrokrąg kołowy pro-

sty A'A (Fig. wsparty podstawą na płaszczyznie po-
ziomej rzutów, zaś płaszczyzna p'p prostopadła do pionowej 
rzutów, płaszczyzną przecinającą. Ponieważ płaszczyzna p'p 
jest rzucającą pionową, zatem rzuty pionowe punktów przecię-
cia się rodzących, w dowolnej a dostatecznej liczbie na tym 
ostrokręgu poprowadzonych, z płaszczyzną daną, będą leżały 
na śladzie pionowym płaszczyzny p'p; że zaś leżeć także mu-
szą i na rzucie pionowym tychże rodzących, będą więc w pun-
ktach 1', 2', 3',... które mając, łatwo znaleść ich rzuty po-
ziome 1, 2, 3... Z połączenia należycie tych punktów otrzy-
mamy następnie na rzucie pionowym prostą, zaś na poziomym 
ellipsę, jako rzuty szukanego przecięcia, a zrobiwszy wreszcie 
co najkrócej w tym razie, kład pionowy płaszczyzny p'p, otrzy-
mamy ellipsę dbcd.... jako prawdziwą wielkość tegoż przecięcia. 

Podobnież zupełnie się postępuje, gdyby ostrokrąg był 
ukośny, i podobnież, gdyby nie był wsparty podstawą swoją 
na żadnej z płaszczyzn rzutów. 

Zciic3.etl3.le 0 6 . Znaleść w rzutach i prawdziwej 
wielkości przeciecie powierzchni ostrokręgowej płaszczyzną 
róionoległą do jednej z płaszczyzn rzutów. 
Jeżeli płaszczyzna przecinająca jest równoległą do jednej 

z płaszczyzn rzutów, jest tem samem prostopadłą do drugiej, — 
a skutkiem tego zadanie to zamienia się na poprzedzające. 
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Z E l i C 3 . e t Z 3 L i . e 0 7 . Znaleść w rzutach i prawdziwej 
wielkości krzywą 'przecięcia 'powierzchni ostrokręgowej pła-
szczyzną pochyloną do obu płaszczyzn rzutów. 
1-8zy S p o s ó b . Przez punkta obrane na kierownicy ostro-

kręgu prowadzimy rodzące tegoż, i szukamy następnie punktów 
przecięcia się każdej z nich płaszczyzną daną, — z połącze-
nia zaś tych punktów ze sobą krzywą ciągłą, otrzymamy rzuty 
przecięcia szukanego. 

2 - g i S p o s ó b . Zmieniamy jednę z płaszczyzn rzutów tak, 
iżby skutkiem tego płaszczyzna przecinająca stała się do niej 
prostopadłą. Konstrukcya na tym sposobie polegająca, ze stóso-
wnemi zmianami jest ta sama co przy Zad. 79. 

3 - c i S p o s ó b . Może byd zastósowanym w razie, gdy kie-
rownicą ostrokręgu jest koło leżące na jednej z płaszczyzn 
rzutów, lub też na płaszczyznie do niej równoległej. I tak, 
mając np. ostrokrąg ukośny A'A (Fig. 1®01.), wsparty podstawą 
kołową na płaszczyznie poziomój rzutów i płaszczyznę przecina-
jącą P, w dowolnej odległości od płaszczyzny poziomój rzutów, 
przesuwamy płaszczyznę Ą do niej równoległą. Płaszczyzna ta 
z płaszczyzną P przetnie się w prostej AB, zaś z ostrokręgiem 
przetnie się w kole, którego środek F będzie leżał na linii 
SE łączącej wierzchołek ostrokręgu ze środkiem podstawy, 
a średnicą (tudzież rzutem pionowym) tego koła będzie c'd', 
tj. częśd śladu zawarta między rodzącemi granicznemi (kon-
turowemi) ostrokręgu. Połową zatem tój średnicy z punktu / 
zatoczywszy koło, takowe będzie rzutem poziomym, a zarazem 
i prawdziwą wielkością przecięcia ostrokręgu płaszczyzną Ą ; 
koło to z prostą AB leżąc w jednej płaszczyznie, przetnie się 
z tą ostatnią w punktach k'k i h'h, które jak łatwo pojąó, są 
punktami do szukanego w zadaniu przecięcia należącymi, W ten sam 
sposób, tj. przesunąwszy więcej takich płaszczyzn pomocniczych, 
jak R-i, R^ itp., otrzymamy więcój punktów, z których połą-
czenia ze sobą należycie krzywą ciągłą, otrzymamy rzuty prze-
cięcia szukanego. 

Gdyby płaszczyzna przecinająca była prostopadłą do je-
dnej z płaszczyzn rzutów, a więc przypuściwszy np. gdyby ślad 
p' był śladem płaszczyzny rzucającej pionowej, wówczas częśd 
m V tegoż śladu byłaby rzutem pionowym szukanego przecię-
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cia, — skąd wypada, że w tym razie używając zwyż opisanego 
sposobu , przesuwanie płaszczyzny pomocniczej R ani powyżój 
punktu m', ani poniżej n', nie miałoby celu, gdyż tam nie otrzy-
malibyśmy żadnego punktu do przecięcia ostrokręgu z płasz-
czyzną daną należącego. 

ŻELCłeiilia.© O8. Mając dany ostrokrąg, 'przeciąć ta-
kowy płaszczyzną w hyperhoK. 
Wiemy, że iżby z przecięcia ostrokręgu płaszczyzną otrzy-

mać hyperbolę, tenże musi być kołowy lub elliptyczny a do 
tego dwupowłokowy, płaszczyzna zaś przecinająca musi być 
równoległą do dwóch jego rodzących. Aby zaś, mając dane 
rzuty ostrokręgu, płaszczyznę taką nakreślić, najkrócej jest przez 
wierzchołek ostrokręgu przesunąć najprzód płaszczyznę pomo-
cniczą przecinającą go w dwóch rodzących (a więc ślad po-
ziomy tej płaszczyzny musi przecinać ślad poziomy ostrokręgu 
w dwóch punktach), a następnie poprowadzić drugą płaszczy-
znę równoległą do poprzedniej i przecinającą ostrokrąg, która 
będzie tem samem równoległą do dwóch jego rodzących, 
a mianowicie do rodzących przecięcia ostrokręgu płaszczyzną 
pomocniczą. To mając, szukamy następnie krzywej przecięcia 
jednym ze sposobów w zadaniu poprzednióm podanych. 

ZEŁC3LELXXiO 8 8 . Dany ostrokrąg przeciąć płaszczy-
zną w paraboli. 
Zadanie to również jak poprzednie, może być rozwiąza-

nem tylko w razie, jeżeli ostrokrąg dany jest kołowym lub 
elliptycznym, co się zaś tycze płaszczyzny przecinającej, ta-
kowa winna być równoległą do jednej z rodzących ostrokręgu. 
Aby płaszczyznę taką nakreślić, przez ślady którejkolwiek 
z tychże rodzących kreślimy najprzód ślady płaszczyzny po-
mocniczej tak, iżby ślad poziomy był stycznym do kierownicy 
ostrokręgu, — następnie zaś równolegle do niej prowadzimy 
drugą płaszczyznę, byle przecinającą ostrokrąg. Poszukawszy 
wreszcie jednym ze sposobów wiadomych krzywej przecięcia 
się tej płaszczyzny z ostrokręgiem, otrzymamy żądaną para-
bolę najprzód w rzutach, a następnie za pomocą kładu płasz-
czyzny przecinającej dostaniemy takową w prawdziwej wielkości. 

gi.fi ^ t=> 9 0 . Przez punkt dany zewnątrz ostrokręgu 
przesunąć płaszczyznę, któraby przecinała go w rodzących. 
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Ponieważ płaszczyzna szukana przecinad ma ostrokrąg 
w rodzących, przechodzić zat^m musi przez jego wierzchołek; 
a że przechodzić ma także i przez punkt dany, będzie to więc 
płaszczyzna przesunięta przez prostą łączącą wierzchołek z pun-
ktem danym, tak jednak, iżby prosta przecięcia się tej płasz-
czyzny z płaszczyzną kierownicy ostrokręgu, przecinała też kie-
rownicę (a więc np. iżby jej ślad poziomy przecinał ślad po-
ziomy ostrokręgu, jeżeli tenże wsparty jest na płaszczyznie 
poziomej rzutów). 

l2SeiidCLZXxe 9 1 . Przez prosta daną przesuncić pła-
szczyznę, któraby przecinała ostrokrąg w rodzących. 
Kozwiązanie zadania tego nie zawsze jest możliwem. 

Skoro bowiem płaszczyzna szukana przecinać ma ostrokrąg 
w rodzących, przechodzić więc musi przez jego wierzchołek, 
a gdy prócz tego według warunku zadania, przechodzić ma 
i przez prostą daną, więc jest już tem samem ściśle wyzna-
czoną. Przez wierzchołek zatśm ostrokręgu poprowadziwszy 
najprzód prostą przecinającą się z prostą daną, a przez te 
dwie proste płaszczyznę, jeżeli ślad poziomy tej płaszczyzny 
przecina kierownicę ostrokręgu (przypuściwszy, że takowa leży 
na płaszczyznie poziomej rzutów), wtedy otrzymamy z przecię-
cia ostrokręgu tąż płaszczyzną rodzące, w przeciwnym zaś ra-
zie, tj. gdy ów ślad płaszczyzny mija kierownicę, zadanie jest 
nierozwiązalnem. 

Zeiidei>ZlJ.e 8 2 . Znaleść punkta przecięcia się pro-
stej danej z powierzchnią ostrokręgową. 
1-8zy S p o s ó b . Przez prostą daną przesuwamy płaszczy-

znę jakąkolwiek, a więc najkorzystniej prostopadłą do jednój 
z płaszczyzn rzutów, i szukamy krzywój przecięcia się tójże płasz-
czyzny z ostrokręgiem; gdzie zaś ta krz} \va przecina się z pro-
stą daną, tam będą punkta szukane. 

2 - g i S p o s ó b . Przez prostą daną i wierzchołek ostrokręgu 
przesuwamy płaszczyznę; ta przetnie ostrokrąg w jednaj lub 
więcej rodzących, których punkta przecięcia się z prostą daną 
będą punktami żądanymi. 

Zci.c3.Ei,zx±e 8 3 . Znaleść przecięcie ostrokręgu kołowego , pro-
stego lub ukośnego, plaszezyzną prostopadłą do jego osi. 
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a S c i i C ł e L i c t I e 0 * 3 : . Ostrokrąg kołowy prosty , z podstawą leżącą 
na plaszczyznie poziomej rzutów, przeciąć płaszczyzną w kole, 
któregoby promień był połową promienia podstawy ostrokręgu. 

05. Ostrokrąg elliptyczny prosty, z podstawą leżącą 
na płaszczyznie poziomej rzutów , przeciąć płaszczyzną , przecho-
dzącą w danej odległości od wierzchołka, tak, iżby podstawa górna 
powstałego stąd ostrokręgu ściętego nachyloną była pod kątem 
30® do podstawy jego dolnej. 

Z a j d E L K L l e O O . Walec kołowy prosty, równoległy do obu pła-
szczyzn rzutów, przeciąć płaszczyzną pochyłą przez oś jego idącą, 
lub też płaszczyzną prostopadłą do jego rodzących. 

Za.da/zxle OT. Walec prosty z podstawą kołową promienia 
danego , oparty jedną swą rodzącą o płaszczyznę poziomą, zaś 
drugą o płaszczyznę pionową rzutów , przeciąć płaszczyzną przez 
też rodzące przechodzącą. 

Rozwijanie powierzchni walcowych i ostroicręgowych. 
Jeżeli na jakiejkolwiek powierzchni dwp, po sobie nastę-

pujące położenia jej rodzącej leżą w jednej płaszczyznie, wtedy 
też powierzchnię uważać możemy jako złożoną ze ścianek albo 
pasków nieskończenie małych, których krawędziami są rodzące 
powierzchni, i wtedy wszystkie te ścianki można na jednój 
płaszczyznie obok siebie ułożyć, czyli inaczej, powierzchnię 
całą na jednśj płaszczyznie rozwinąć. Obracając bowiem je-
dnę' taką ściankę około jej krawędzi, dopóki nie przyjdzie 
w przedłużenie ścianki drugićj bezpośrednio do niśj przy-
ległej , te znów dwie obracając razem około krawędzi wspól-
nój, między drugą a trzecią ścianką leżącój, dopóki nie przyjdą 
w przedłużenie tej ostatniój i tp . , otrzymamy w ten sposób 
kolejno postępując, rozwinięcie całój powierzchni na jednój 
płaszczyznie. Co się tycze konstrukcyjnego wykonania rozwi-
nięcia powierzchni walcowych i ostrokręgowych, takowe pole-
gać może na znajomym nam już sposobie robienia siatek brył 
graniastych. A więc np. chcąc otrzymać rozwinięcie, czyli co 
na jedno wychodzi, siatkę walcową lub ostrokręgową, należa-
łoby powierzchnię ich podzielić o ile możności na jak najwię-
kszą liczbę ścianek, a następnie zrobiwszy kład każdej z tych-
że na jednę i tę sarnę płaszczyznę, zestawić je potem w na-
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leźytym porządku obok siebie. Sposób ten atoli byłby w nie-
których razach nader mozolnym zważywszy, że dokładność 
mającego się otrzymać rozwinięcia zależy od mniejszej lub 
większej mnogości utworzonych przez nas ścianek na powierz-
chni dan^j, — dlatego jak później zobaczj^my, zastąpimy go 
innym nierównie łatwiejszym, a mimo tego równie przybliżone 
co i tamten wypadki dającym. 

Jeżeli na powierzchni znajduje się jakakolwiek krzywa 
nakreślona, takowa po rozwinięciu powierzchni, a właściwie 
mówiąc, na rozwiniętej powierzchni pokaże się w tej samej t j . 
w prawdziwój swojej wielkości, atoli nie w tym samym kształ-
cie, — i tamże zwie się ona k r z y w ą p r z e k s z t a ł c o n ą 
(Ve)'wandelte, — transformee). Ponieważ zaś kąty, jakie po-
szczególne elementa krzywej leżącej na powierzchni, tworzą 
z rodzącemi powierzchni, po rozwinięciu tej ostatniój zostają 
te same i niezmienne, wypada stąd, że jeżeli krzywa na po-
wierzchni leżąca, otrzymaną została z przecięcia powierzchni 
płaszczyzną prostopadłą do jej rodzących, czyli płaszczyzną 
normalną, po rozwinięciu powierzchni będzie ona linią prostą, 
gdyż w tym razie wszystkie elementa przekroju normalnego 
stoją prostopadle do rodzących. Przekształcona zatem krzywej 
powstałej z przecięcia normalnego powierzchni, jest zawsze pro-
stą prostopadłą do rodzących powierzchni, a o ile przydatną 
nam ona byd może przy rozwijaniu powierzchni walcowych, 
zobaczymy przy jednem z zadań następujących : 

Zaidaiai© 9 0 . Mając dane rzuty walca prostego, 
rozwinąć jego powierzchnię i nakreślić przekształconą prze-
kroju ukośnego. 
Danym jest walec kołowy prosty A'A (Fig. 

i daną płaszczyzna go przecinająca p'p. Ponieważ w walcu tym 
jako prostym stoją wszystkie rodzące prostopadle do podstawy, 
a więc także i do elementów obwodu podstawy górnej i dol-
nój , zatem dwie którekolwiek, byle sąsiednie rodzące, tworzą 
z temiż elementami podstaw paski prostokątne. Jeżeli jeden 
z takich prostokątów obrócimy około wspólnego boku z pro-
stokątem mu przyległym , aż oba zejdą się w jednej płaszczy-
znie, wtedy podstawy obu będą stały prostopadle do wspólnej 
im rodzącój (czyli osi obrotu), i utworzą jednę prostą. Gdy 
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zaś to samo, co o tych dwóch prostokątach, rozumie się także 
i o każdśj innśj parze sąsiednich sobie elementów powierzchni, 
wynika stąd, że podstawy wszystkich tych prostokątów, po ro-
zwinięciu będą leżały w jednej prostej, cała zaś powierzchnia 
boczna walca będzie prostokątem, o podstawie równój obwo-
dowi podstawy walca, a o wysokości równej jego rodzącej. 
Nakreśliwszy więc prostokąt ABCD, gdzie podstawa AB jest 
równa obwodowi koła ahcd, zaś wysokość AD = a'x', otrzy-
mamy rozwinięcie powierzchni walca prostego. Aby na tak ro-
zwiniętej powierzchni otrzymać krzywą powstałą z przekroju 
walca płaszczyzną p ' p , kreślimy na temże rozwinięciu pewną 
liczbę rodzących, (a to odcinając AE=:luk.ah, EF = lyLk.hc, 
FG = luk.cd itd., a następnie prowadząc EL, FK itd. prosto-
padle do AB), i odciąwszy na nich długości AM=a'm', EN 
= h'n', FR=c'r' itd., łączymy punkta krzywą cią-
głą, a ta będzie krzywą żądaną, — zaś powierzchnia 
będzie rozwinięciem walca ściętego a'c'r'm'. 

Gdyby na rozwiniętej powierzchni potrzeba było wyzna-
czyć punkt dany na rzutach walca, np. punkt z'z leżący na 
przodkowej jego połowie, wtedy odcinamy ^AS' = łuk. as, nastę-
pnie zaś SZ = s'z' tj. równe długości rodzącój, zawartój między 
punktem danym i podstawą walca, a otrzymamy stąd punkt Z 
jako miejsce punktu z'z po rozwinięciu powierzchni. 

y g i . r t fi.TTi i 9 0 . Mając dane rzuty walca ukośnegof 
rozwinąć jego 'powierzchnie. 
Przyjmijmy, że oś walca danego ukośnego Ą'A (Fig. 1803 . ) 

jest równoległą do płaszczyzny pionowej rzutów. Przez punkt 
dowolnie obrany na którejkolwiek z rodzących, a więc np. 
przez punkt a'a, przesuwamy płaszczyznę normalną p'p przeci-
nającą walec dany, a więc płaszczyznę, której ślady są pro-
stopadło do odpowiednich rzutów rodzących walca. Z przecię-
cia tego otrzymamy ellipsę, której rzutem pionowym jest pro-
sta a'l' (poziomy nam niepotrzebny). Następnie kreślimy na 
walcu dowolną liczbę rodzących, i szukamy punktów przecię-
cia się tychże rodzących z płaszczyzną p'p, (wystarczą nam 
tylko ich rzuty pionowe 1', 2', 3'...), poczóm jako prawdziwą 
wielkość przecięcia normalnego, znajdziemy za pomocą kładu 
poziomego ellipsę I I I III... Żrektyfikowawszy teraz tak zna-
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lezioną ellipsę (Cz. II, §. 1), otrzymamy stąd prostą I' W IW... I', 
do której znów po obu j^j stronach wystawiwszy w punktach 
I'> II' ^ III'... prostopadłe, równe odcinkom rodzących przez 
odpowiednie punkta 1', 2'... na walcu idących (a więc np. I 'm 
= l'c', zaś / V = l'h' itp.), otrzymamy stąd punkta m, r,s,t... 

które połączone ze sobą krzywą ciągłą, zamkną 
nam figurę, będącą rozwinięciem walca danego. 

I Z I E T C 3 . C L Z L . L E L O O . Mając dane rzuty ostrokręgu ko-
łowego -prostego, rozwinąć jego 'powierzchnię i znaleśó 
przekształconą przekroju ukośnego. 
Ponieważ w ostrokręgu prostym wszystkie rodzące są so-

bie równe, każde zatem dwie z nich, byle sąsiednie, tworzą 
z elementem obwodu podstawy między niemi leżącym, trójkąt 
równoramienny. Skutkiem tego, końce rodzących po rozwinięciu 
elementów powierzchni na jednę płaszczyznę, będą leżeć w ró-
wnej odległości od wierzchołka, tj. będą leżed na łuku o pro-
mieniu równym rodzącej ostrokręgu, długość zaś tego łuku 
będzie równa obwodowi podstawy, musi bowiem być równa 
sumie podstaw wszystkich trójkątów równoramiennych, czyli 
elementów składających powierzchnię ostrokręgu. A więc, ma-
jąc ostrokrąg prosty np. Ą'A (Fig. » 0 4 . ) z podstawą kołową 
leżącą na płaszczyznie poziomój rzutów, z wierzchołka jego 
lub punktu L na boku leżącego, promieniem c'8' zataczamy 
łuk (gdyż prosta ta c'8' jest prawdziwą wielkością rodzących 
ostrokręgu jako równoległa do płaszczyzny pionowej rzutów), 
a następnie na tymże łuku odciąwszy część C'C równą obwo-
dowi podstawy ahcd, i połączywszy C i C % L, otrzymamy 
powierzchnię CLCDAB, będącą rozwinięciem powierzchni 
ostrokręgu danego. 

Aby na tak rozwiniętój powierzchni nakreślić przekształ-
coną przekroju ostrokręgu płaszczyzną p'p, kreślimy na rozwi-
nięciu dowolną liczbę promieni np. LB, LD, LĄ...^ odpowia-
dających z położenia swego rodzącym na rzutach ostrokręgu 
nakreślonym, (a to odciąwszy łuk CB = łuk. ab, łuk BA — łuk. 
Ic i tp.), i odcinamy na nich począwszy od L długości LO, 
LN, LG... równe prawdziwej długości odcinków S'm',Sm, 
S'n',8n ; punkta stąd znalezione tj, 0,N, G,M... łączymy 
następnie krzywą ciągłą, która będzie przekształconą żądaną, 
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i która odgraniczy nam powierzchnię OCACOG będącą ro-
zwinięciem ostrokręgu ściętego a'm'n'c'. 

Aby mając rzuty punktu na rzutach ostrokręgu, punkt 
takowy wyznaczyć na rozwiniętej powierzchni, postępujemy 
tak samo jak przy walcu, jbiorąc w pomoc rodzącą, idącą 
przez punkt dany. 

Y^YŁ.R^ G I . - N I L O L . Mając dane rzuty ostrokręgu uko-
śnego, rozwinąć jego powierzchnią. 
Ponieważ na ostrokręgu ukośnym rodzące nie są sobie 

równe, a więc i elementa powierzchni są trójkątami różnobocz-
nymi, szukamy zatem prawdziwej wielkości dwóch rodzących, 
o ile możności jak najbliżej siebie poprowadzonych, jakoteż 
części obwodu podstawy między niemi leżącej, skąd otrzymamy 
prawdziwą wielkość trójkąta równego co do powierzchni (je-
dnak tylko w przybliżeniu) odpowiedniemu elementowi powie-
rzchni ostrokręgu. W ten sam sposób postępując dalej, a 
w końcu tak otrzymane na kładzie trójkąty zestawiwszy obok 
siebie należycie, znajdziemy rozwiniętą powierzchnią ostrokręgu 
danego. 

§. 17. 
Konstrukcya iinij stycznych do powierzchni rozwijalnych. 

Najczęściej w praktyce zastósowanie swoje mające przy-
padki prowadzenia linij stycznych do powierzchni krzywych są 
t e , w których albo 1) danym jest punkt na powierzchni, a 
przezeń styczna do tejże ma przechodzić, albo 2) danym jest 
punkt zewnątrz powierzchni, alboteż 3) daną jest prosta, ró-
wnolegle do którśj styczna powierzchni ma być poprowadzoną. 
W każdym z tych trzech przypadków, stycznych rozwiązują-
cych zadanie jest bardzo wiele, i takowe wszystkie, zależnie od 
ustroju powierzchni, albo tylko są jej stycznemi, alboteż nie-
które z nich są stycznemi i siecznemi powierzchni zarazem. 
Prócz tego, co dla konstrukcyi tych stycznych jest ważną rze-
czą , leżą one wszystkie albo (jak w przypadku 1)) w jednej, 
albo (jak w przypadku 2) i 3)) w kilku płaszczyznach, które 
w każdym razie są także stycznemi do powierzchni, i ze sobą 
albo się przecinają, albo są do siebie równoległe. 
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SSeLc3Letza.le 1 0 2 . Przez punkt dany na -powierzchni 
walcowej poprowadzić do tejhe Unią styczną. 
Przez punkt dany przesuwamy płaszczyznę przecinającą 

walec, a prosta stycznie do krzywśj przecięcia stąd otrzymanej 
poprowadzona, będzie styczną do powierzchni walca. A więc 
np. mając dany walec A'A i punkt na nim a'a (Tig. ! 8 0 5 . ) , 
przesuwamy przez tenże punkt płaszczyznę np. rzucającą pio-
nową p'p, i szukamy krzywej przecięcia się tej płaszczyzny 
z walcem; będzie nią krzywa •JO J3 do której styczna m'n',mn 
będzie styczną żądaną powierzchni. 

Ponieważ przez punkt dany a'a można bardzo wiele pła-
szczyzn przecinających walec przesunąć, wypada stąd, że linij 
stycznych do powierzchni przez punkt na niej dany można 
także bardzo wiele poprowadzić; że zaś wszystkie te styczne 
leżą w tym razie w jednej płaszczyznie stycznej do walca, 
a mianowicie dotykającej go w rodzącej a'h',ah przez punkt dany 
a'a idącej, wypada znów stąd, że na tejże płaszczyznie, jako ma-
jącej z kierownicą walca wspólny element h% leżed także musi 
styczna h'r',hr w punkcie h'h do tejże kierownicy poprowa-
dzona. Na mocy tej uwagi otrzymujemy łatwiejszy sposób ro-
związania naszego zadania następujący: przez punkt dany a'a 
(Fig. ! 8 0 6 . ) na walcu prowadzimy rodzącą aż do przecięcia 
się jej z kierownicą walca w punkcie i w punkcie tym 

kreślimy styczną h'r',hr do tejże kierownicy, a prosta 
in'n',mn równolegle do h'r',br przez punkt dany a'a poprowa-
dzona , będzie styczną żądaną powierzchni walca. Aby zaś tych 
stycznych mieć więcej, dość którykolwiek punkt stycznej 
b'r',hr np. punkt c'c połączyć z punktem danym a'a, a prosta 

będzie także styczną do powierzchni. 
I Z I C T C 3 . C K X L . L E 1 0 3 . Przez punkt dany zewnątrz po-

wierzchni walcowej poprowadzić do tejie linią styczną. 
Przesunąwszy przez punkt dany płaszczyznę przecinającą 

walec, i do krzywój przecięcia stąd otrzymanej przez tenże 
punkt poprowadziwszy styczną, ta będzie styczną żądaną. 

Ponieważ, jak łatwo zrozumieć, wszystkie przez punkt a'a 
do walca poprowadzone styczne, leżą na płaszczyznach przeci-
nających się w prostej równoległej do rodzącój walca, a przez 
punkt dany a'a przechodzącśj, zatóm, jeżeli kierownica walca 
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jest krzywą płaską, konstrukcya stycznej do walca upraszcza 
się w sposób następujący: przez punkt dany a'a (Fig. 
prowadzimy prostą a'd',ad równolegle do rodzących walca, 
i szukamy punktu przecięcia się jej z płaszczyzną kierownicy 
walca, a więc jak u nas punktu d'd, czyli jój śladu poziomego; 
z punktu tego następnie prowadzimy do kierownicy walca sty-
czne dm i dn (ich rzuty pionowe na osi), zaś przez punkta 

i n'n ich styczności z kierownicą, prowadzimy rodzące 
m'x',mx i n'y',ny, — a którykolwiek punkt na tych rodzących 
obrany, np. c'c i połączony z punktem danym a'a, da nam 
prostą, która będzie styczną do powierzchni. 

25ei<<1EII33.1o 1 0 4 . Równolegle do -prostej danej po-
prowadzić styczną do powierzchni walcowej. 

Równolegle do prostój danej przesuwamy dowolną, a więc 
najkorzystniej rzucającą płaszczyznę, byle przecinającą walec; 
szukamy krzywej przecięcia, i do takowej wreszcie prowadzimy 
styćzne równoległe do prostej danej, a te będą żądanemi. 

Zważywszy, że wszystkie w ten sposób znalezione sty-
czne leżą na jednej lub kilku płaszczyznach stycznych do po-
wierzchni walca wzdłuż jego rodzących, a równoległych do 
prostej danój, można łatwo w razie, gdy kierownica walca jest 
krzywą płaską, uniknąć poprzedniego konstruowania krzywej 
przecięcia walca płaszczyzną. I tak mając np. dany walec J . 
(Fig. 1 8 0 8 . ) , którego kierownica leży na płaszczyznie pozio-
mój rzutów, i mając daną prostą c'd',cd, przesuwamy przez nią 
płaszczyznę p'p równoległą do rodzących walca, i równolegle 
do jój śladu poziomego (czyli ogólnie mówiąc, równolegle do 
prostej przecięcia się tej płaszczyzny z płaszczyzną kierownicy 
walca) prowadzimy proste mn i rs stycznie do kierownicy walca 
(ich rzuty pionowe są na osi). Przez otrzymane stąd punkta 
styczności a'a i h'h poprowadziwszy następnie rodzące a'x',ax 
i h'y',hy, takowe będą miejscem geometrycznym punktów sty-
czności wszystkich stycznych, jakie do walca równolegle do 
prostój danej poprowadzić można, t ak , iż każda prosta np. 
h'k',hk przez punkt o'o, gdziekolwiek na j3dnój z tych prostych 
obrany, a równolegle do prostej danój poprowadzona, jest je-
dną ze stycznych żądanych. 
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B. Powierzchnie ostrokręgowe. 
Z I C L C 3 . E L I X X I . O 1 0 5 . Przez punkt dany na 'powiei^zchni 

ostrokręgowej jpoprowadzić do tejie linią styczną. 
Przez punkt dany przesunąwszy płaszczyznę przecinającą 

ostrokrąg, i do krzywej przecięcia stąd otrzymanej, w punkcie 
danym poprowadziwszy styczną, ta będzie zarazem styczną i do 
powierzchni. 

Ponieważ przez punkt dany można płaszczyzn bardzo 
wiele przesunąć, wynika stąd, że i stycznych do powierzchni 
przez tenże punkt można bardzo wiele poprowadzić. Ze zaś 
wszystkie te styczne leżą w jednej płaszczyznie przechodzącej 
przez wierzchołek, a dotykającej się ostrokręgu wzdłuż rodzą-
cej przez punkt dany idącej, zatćm konstrukcya tego zadania 
upraszcza się w sposób następujący: 

Mając dany ostrokrąg A'A (Fig. 9 0 9 . ) i na nim punkt 
a'a, prowadzimy przez tenże punkt rodzącą h's','bs, w punkcie 
6'& przecięcia się jej z kierownicą kreślimy styczną d'e',de do 
tśjże kierownicy, zaś przez punkt dany a'a do niej równoległą 
tj. h'k',hk II d'e',de, która będzie jedną ze stycznych do po-
wierzchni w punkcie danym poprowadzonych. Aby ich mieć 
więcój, dość którykolwiek punkt na stycznej d'e',de obrany, 
połączyć z punktem danym a'a. 

2 A E K 3 L E L I L 3 J L © 1 0 6 . Przez punkt dany zewnątrz po-
wie)'zchni ostrokręgowej poprowadzić do tejże linią styczną. 
Przez punkt dany przesuwamy płaszczyznę przecinającą 

ostrokrąg, szukamy krzywej przecięcia stąd powstałej, i do 
krzywej tej kreślimy przez punkt dany wszystkie możliwe sty-
czne, które będą zarazem stycznemi powierzchni. 

Stycznych odpowiadających tu warunkowi zadania można 
bardzo wiele otrzymać zważywszy, że przez punkt dany mo-
żna bardzo wiele płaszczyzn przecinających ostrokrąg przesunąć, 
do każdej zaś krzywej przecięcia stąd otrzymanej, poprowadzić 
styczną. Ze zaś wszystkie te styczne leżeć będą w płasz-
czyznach przechodzących przez punkt dany, dotykających po-
wierzchni ostrokręgu wzdłuż rodzących jego, ze sobą zaś prze-
cinających się w prostej przez wierzchołek ostrokręgu i punkt 
dany przechodzącej, zatem na mocy tego, zadanie nasze, w ra-
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zie gdy kierownica ostrokręgu jest krzywą płaską, rozwiąże 
się krótko w sposób następujący: 

Mając dany ostrokrąg A'A (Fig. ^ l O . ) i punkt a'a 
dany zewnątrz, łączymy tenże punkt z wierzchołkiem s's ostro-
kręgu prostą a's',as i szukamy punktu h'h przecięcia się tej 
prostej z płaszczyzną kierownicy; następnie przez punkt h'h 
prowadzimy styczne h'c',hc i h'd',hd do kierownicy ostrokręgu, 
a otrzymamy stąd punkta c'c i d'd, przez które poprowadzone 
rodzące c's',cs i d's',ds ostrokręgu, będą miejscem geometrycz-
nym punktów styczności wszelkich stycznych, przez punkt dany 
a'a do powierzchni poprowadzonych, — tak, iż połączywszy 
punkt, gdziekolwiek na jednej z tych rodzących obrany, np. 
punkt m'm, z punktem danym a'a, prosta a'm',am będzie 
styczną żądaną powierzchni. 

2SeiiC3.EL13.ie lO^Z- Róymolegle do prostej danej po-
prowadzić styczną do powierzchni ostrokregowej. 
Przez prostą daną, lub też równolegle do takowej prze-

suwamy płaszczyznę przecinającą ostrokrąg, i do krzywej 
'przecięcia stąd otrzymanej kreślimy styczną równoległą do 
prostej danej, a ta będzie także styczną powierzchni. 

Z powodu, że przez prostą daną, lub też do niej równo-
legle, płaszczyzn przecinających ostrokrąg można dowolną liczbę 
przesunąć, wypada, że i stycznych żądanych w zadaniu można 
otrzymać bardzo wiele. Wszystkie te atoli styczne, jak np. 
styczne przez punkta 1, 2, 3, 4 (Fig. ^ 1 1 . ) równolegle 
do prostej danej AB poprowadzone, leżą w płaszczyznach 
MKN lub NKO dotykających ostrokręgu wzdłuż rodzących 
CS i DS, a przecinających się z sobą w prostej 8R równo-
ległej do prostej AB. Że zaś przeciąwszy ostrokrąg i płasz-
czyzny MKN i NKO płaszczyzną jakąkolwiek otrzymamy 
stąd dwie proste KM i KO przecinające się w punkcie K, 
a styczne do krzywój przecięcia ostrokręgu płaszczyzną 
zatem, w razie gdy kierownica ostrokręgu jest krzywą płaską, 
krótszy sposób rozwiązania naszego zadania, jest następujący: 

Przez wierzchołek s's ostrokręgu danego A'A (Fig. 
prowadzimy prostą s'k\sk równoległą do prostój danej a'h',ah, 
i szukamy punktu k'k przecięcia się jej z płaszczyzną ostrokręgu; 
przez punkt ten następnie poprowadziwszy styczne k'm',hn 
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i k'o',lco do tejże kierownicy, otrzymamy stąd na ni^j punkta 
styczności m'm i o'o, przez które poprowadzone rodzące o'8',os 
i m's',ms ostrokręgu, będą miejscem geometrycznem punktów 
styczności wszystkich stycznych odpowiadających warunkowi 
zadania. Przez którykolwiek więc punkt jednej z tych stycz-
nych poprowadziwszy prostą np. x'y',xy równolegle do prostej 
danój a'h',ab, ta będzie styczną żądaną powierzchni. 

§. 18. 
Konstrukcya płaszczyzn stycznych, linij i płaszczyzn 

normalnych do powierzchni rozwijalnych. 

Jedną z najważniejszych części geometryi wykreślnój, tra-
ktujących o powierzchniach krzywych, jest nauka o prowadze-
niu płaszczyzn i linij normalnych pod różnymi danymi warun-
kami do tychże powierzchni. Nauka ta ma liczne zastósowanie. 
Perspektywa, teorya cieniów, są niczem innem, jak tylko szcze-
gólnymi przypadkami prowadzenia płaszczyzn stycznych, w bu-
downictwie doskonałość spajania kamieni czyli zworników, skła-
dających budowę sklepienia, od znajomości tój nauki zależy. 
Przy budowie fortyfikacyj ma ona także bardzo ważne zastó-
sowanie , jako zagadnienie tyczące się tak zwanego o s ł o-
n i e n i a (dejilement), a polegające na prowadzeniu płasz-
czyzny stycznój przez prostą lub punkt dany do powierzchni 
ziemi, itp. 

Przechodząc najprzód do powierzchni rozwijalnych, przy-
pomnieć nam sobie przedewszystkiem należy bardzo ważną 
własność tychże, a mianowicie, że płaszczyzna styczna dotyka 
się tych powierzchni w linii prostej rodzącój, — własność, 
która konstrukcyą płaszczyzn stycznych wielce upraszcza i ułatwia. 

A. Powierzchnie walcowe. 
GIFLIC^ FLITL iG X 0 8 . PRZEZ punkt dany na 'powierzchni 

walcowej przesunąć płaszczyznę do niej styczną. 
Tl §. 12 wiadomo nam, że celem przesunięcia płaszczy-

zny stycznej do jakiejkolwiek powierzchni przez, punkt na niój 
dany lub obrany, dość jest 1) poprowadzić przez tenże punkt 
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dwie styczne do dwóch krzywych jakichbądź, byle na powierz-
chni danej leżących i przez punkt dany przechodzących, a na-
stępnie 2) przez te dwie styczne przesunąć płaszczyznę. 

Stosując ogólną tę regułę do powierzchni rozwijalnych, 
a w szczególności do powierzchni walcowśj, te styczne dwie, 
w mowie będące a przez punkt dany na walcu przechodzące, 
możemy otrzymad albo sposobem w Zad. 102 wskazanym, 
albo co krócej, — zważywszy, że rodząca na walcu przez punkt 
dany idąca, może być uważana za krzywą na powierzchni le-
żącą, a przytem i styczną samej siebie, — dośd jest prócz ro-
dzącej tej , jeszcze jednę styczną do walca przez punkt dany 
poprowadzić. Aby styczną zaś tę otrzymad, uważmy, że ponie-
waż płaszczyzna styczna szukana dotykać będzie walca wzdłuż 
rodzącej przez punkt dany poprowadzonej, będzie więc styczną 
do niego także i w punkcie przecięcia się tej rodzącej z pod-
stawą czyli kierownicą walca, — a więc, że przez tenże punkt 
zamiast przez punkt dany, poprowadziwszy do walca styczną, ta 
wraz z powyżej rzeczoną rodzącą, wyznaczy nam płaszczyznę 
styczną szukaną. Zatem, mając dany walec A'A (Fig. ^ 8 1 3 . ) , 
i na nim punkt prowadzimy przezeń rodzącą mh',mh, zaś 
przez punkt h'b przecięcia się jój z podstawą walca prowadzimy 
styczną do tejże podstawy, a płaszczyzna p'p przez tę styczną 
i rodzącą m,'h',mh przesunięta, jest styczną żądaną. (Ślad po-
ziomy tej płaszczyzny leży na rzucie poziomym stycznój do 
podstawy, zaś dla znalezienia śladu pionowego wziętą w po-
moc została na figurze prosta 7n'c',mc, równoległa do śladu p 
a przechodząca przez punkt 7n'm, a to z przyczyny, że w gra-
nicach rysunku nie można było znaleść śladu pionowego ro-
dzącej m'h',inb). 

Ponieważ jak z figury widoczna, ślad poziomy płaszczy-
zny stycznój p'p jest stycznym do śladu poziomego walca, 
czytamy więc stąd ważną dla nas nadal regułę, że jeżeli pła-
szczyzna jest styczną do walca, to ślad jój poziomy do pozio-
mego, zaś pionowy do pionowego śladu walca stycznym być musi. 

Prosta m'h',mb, w której płaszczyzna styczna dotyka się 
walca, zowie się r o d z ą c ą s t y c z n o ś c i . 

Keguła powyższa stosuje się w zupełności i do powierz-
chni ostrokręgowych. 
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ZeiiC3.£bXlJLe 1 0 8 . Przez punkt dany zewnątrz 'po-
wierzchni walcowej poprowadzić do niej płaszczyznę styczną. 
Danym jest walec A'A (Fig. !®14.) i punkt zewnątrz 

niego leżący m'm. Uważmy, że poprowadziwszy przez punkt 
m'm prostą nt'h',mh równoległą do rodzących walca, to płasz-
czyzna styczna szukana (jako równoległa do rodzących walca) 
przez też prostą, a więc jej ślad poziomy, przez ślad poziomy 
b tej prostej przechodzić musi; że zaś tenże ślad stycznym 
prócz tego byd musi do śladu poziomego walca, zatem sty-
zna hc, przez b do tegoż śladu poprowadzona, będzie śladem 
poziomym szukanej płaszczyzny. Mając zaś ślad poziomy, ła-
two wynaleść pionowy, takowy bowiem przez ślad pionowy 
prostej m'b',mh przechodzić musi. Przez punkt wreszcie c'c 
poprowadziwszy rodzącą, ta będzie rodzącą styczności, a jako 
taka ślady swoje mieć musi na śladach płaszczyzny znalezionej. 

Uwaga . Jeżeli, jak u nas na Fig. ma to miej-
sce, z punktu b poprowadzić można dwie styczne do śladu po-
ziomego walca, wówczas otrzymamy dwie płaszczyzny styczne, 
a oczywista, że można ich otrzymać i więcej, jeżeli śladem 
walca jest krzywa o kilku zgięciach. 

2ZiEliC3.BLZl.xe U O . Równolegle do prostej danej prze-
sunąć płaszczyznę styczną do powierzchni walca. 
Danym jest walec A'A (Fig. !815.) i prosta a'a. Przez 

punkt 'm'm, gdziekolwiek na prostśj a'a obrany, poprowadziwszy 
prostą b'b równolegle do rodzących walca, a następnie przez 
proste a'a i b'h przesunąwszy płaszczyznę p'p, takowa będzie 
równoległą do szukanej płaszczyzny stycznej, czyli wyznaczy 
nam jej kierunek. Płaszczyzna bowiem styczna musi być ró-
wnoległą do prostej h'h, skoro jako styczna dotykać się ma 
walca w jednej z rodzących, a prócz tego podług warunku 
zadania musi być równoległą do prostej a'a, — obie zaś te 
proste leżą na płaszczyznie p'p. Skoro więc płaszczyzna szu-
kana musi być równoległą do p'p, ślady ich więc muszą być 
do siebie równoległe. Ze zaś ślad poziomy płaszczyzny stycz-
nej musi dotykać śladu poziomego walca, znajdziemy więc ta-
kowy, poprowadziwszy do tegoż śladu styczną s równoległą 
do a jeżeli jak u nas na Fig. 1S1&. dwie takie styczne 
są możliwe, tj . jeżeli także r \\ p, otrzymamy wtedy ślady po-
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ziome dwóch płaszczyzn stycznych, odpowiadających warunkowi 
zadania. Co się wreszcie tyczy ich śladów pionowych, znaj-
dziemy takowe zważywszy, że muszą one być do p ' równoległe. 

25a<3Lefc l3 i© X X I . Przez prostą daną przesunąć pła-
szczyznę styczną do powierzchni walcowioej. 
Zadanie to nie w każdym razie może byd rozwiązanem. 

Skoro bowiem szukana płaszczyzna przechodzić ma przez prostą 
daną, a prócz tego jako styczna musi przechodzić przez jedne z ro-
dzących, obie więc te proste tj. prosta dana i rodząca muszą na 
niej leżeć, co jest tylko możliwem wtedy, gdy są albo do siebie 
równoległe, albo się ze sobą przecinają. Aby zaś, mając dany 
walec np. A'A (Fig. 1 8 1 0 . ) i prostą daną dowiedzieć się, 
czy można przez tę prostą przesunąć płaszczyznę styczną czy 
nie, obieramy na niej gdziekolwiek punkt m'm, i przezeń prowa-
dzimy prostą h'!}, równoległą do rodzących walca, następnie zaś 
przez te dwie proste przesuwamy płaszczyznę Jeżeli ślad po*-
ziomyp tej płaszczyzny będzie stycznym do śladu poziomego walca, 
wtedy płaszczyzna p'p jest styczną, w przeciwnym zaś razie, jak to 
u nas ma miejsce, płaszczyzna styczna jest niemożliwą. 

5BEl,<3LEliH.i© X X 2 . Równolegle do płaszczyzny danej 
przesunąć płaszczyznę styczną do powierzchni walcowej. 
To zadanie rów^nież nie we wszystkich razach jest rozwią-

zalnem. Skoro bowiem szukana płaszczyzna ma być styczną do 
walca, musi zatem być równoległą do jego rodzących, skąd 
wypada, że i płaszczyzna dana musi być do tychże rodzących 
równoległą. Iżby zaś w danym razie przekonać się, czy płasz-
czyzna styczna jest możliwą czy nie, to przypuściwszy, że 
walcem danym jest np. walec kołowy A'A (Fig. wsparty 
podstawą na płaszczyznie pionowćj rzutów, zaś płaszczyzną 
daną p'p — przesuńmy tę płaszczyznę równolegle do siebie sa-
mej w położenie q'q tak, iżby jej ślad pionowy był zarazem 
stycznym do śladu pionowego walca, — to jeżeli ta płaszczy-
zna q'q jest rzeczywiście styczną do powierzchni danój, wów-
czas rodząca, przez punkt styczności a'a poprowadzona, leżeć 
musi na płaszczyznie q'q, czyli ślady jej leżeć muszą na śla-
dach płaszczyzny q'q. Jeżeli zaś to (jak u nas na Fig. 
nie ma miejsca, wtedy płaszczyzna, odpowiadająca zadość wa-
runkowi zadania, jest niemożliwą. 
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1 1 3 . Do dwóch walców danych prze-
sunąć płaszczyznę wspólnie styczną. 
Dane są dwa walce A'A i B'B (Fig. 581S.) wsparte 

podstawami swemi na płaszczyznie poziomej rzutów. Ponieważ 
płaszczyzna szukana ma byd styczną do obu tych walców, za-
tóm jako taka musi być równoległą do rodzących obojga z nićh, 
czyli musi być równoległą do płaszczyzny p'p, przesuniętej 
przez dwie proste BC i CD przecinające się z sobą, a z któ-
rych BC jest równoległą do rodzących walca A'A, zaś CD 
równoległą do rodzących walca B'B. Mając w ten sposób wy-
znaczony kierunek płaszczyzny a więc i płaszczyzny sty-
cznój szukanej, przesuwamy też płaszczyznę p'p równolegle do 
siebie samej tak, iżby przyszła w położenie q'q lub r'r, a za-
razem, iżby każda z nich była styczną do walca B'B, co na-
turalnie jest możliwem, skoro każda z nich jest równoległą 
do płaszczyzny p'p, a tóm samśm równoległą do rodzących te-
goż walca. Pytanie teraz tylko o to , czy która z tych płasz-
czyzn tj. qq lub r'r jest równocześnie styczną do walca A'A. 
Ale o tem można łatwo się przekonać, zobaczywszy tylko, czy 
ślad poziomy którejkolwiek z nich jest stycznym zarazem i do 
śladu poziomego walca — co jeżeli jak u nas na Fig. 
nie ma miejsca, wtedy i płaszczyzny wspólnie stycznój do obu 
tych walców być nie może. 

B. Powierzchnie ostrokręgowe. 
Te same przypadki prowadzenia płaszczyzn stycznych, 

jakieśmy dotąd rozebrali przy powierzchniach walcowych, za-
stósujemy teraz do powierzchni ostrokręgowych. I tak: 

ZiELC3.ELXXio 1 1 4 : . Przez punkt dany na powierzchni 
ostroh-egowej przesunąć do niej płaszczyznę styczną. 
Danym jest ostrokrag A'A (Fig. z podstawą le-

żącą na płaszczyznie poziomej rzutów, i na nim punkt m'm. 
Ponieważ płaszczyzna styczna do tegoż ostrokregu w punkcie 
danym, będzie styczną do niego wzdłuż całśj rodzącej przez 
punkt m'm. idącój, a poziomy ślad płaszczyzny stycznej musi 
być stycznym do poziomego śladu powierzchni w punkcie, gdzie 
rodząca zwyż rzeczona spotyka się z tymże śladem (Zad. 108), 
prowadzimy więc najprzód przez punkt dany rodzącą s'm',sm, 
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aż do przecięcia się jej z poziomym śladem ostrokręgu w pun-
kcie h, następnie zaś przez b Jprowadzimy styczną do śladu 
poziomego ostrokręgu, a styczna ta będzie zarazem poziomym 
śladem szukanej płaszczyzny. Pionowy jej ślad znajdziemy ła-
two, pamiętając, że płaszczyzna ta przez rodzącą s'h\sh prze-
chodzić musi. 

525 El cl EL Iii. o 115. Przez punkt dany zewnątrz powie-
rzchni ostrokręgowej, poprowadzić do niej płaszczyznę styczną. 
Dany jest ostrokrąg A'A (Fig. krzywa abcd jest 

jego śladem poziomym, s's wierzchołkiem; przez punkt m'm ze-
wnątrz leżący mamy poprowadzić płaszczyznę styczną. Ponie-
waż płaszczyzna styczna jako taka, dotknie się ostrokręgu wzdłuż 
jednej z rodzących, zatem przechodzić musi przez jego wierz-
chołek s's, a stąd wypada dalej, że przechodzić musi przez 
prostą s'm',sm łączącą wierzchołek z punktem danym. Jeżeli 
więc śladem poziomym tej prostej jest punkt k, to przezeń 
iść musi ślad poziomy szukanej płaszczyzny. Gdy zaś tenże 
ślad poziomy musi zarazem dotykać krzywej ahcd, zatem przez 
punkt k poprowadziwszy styczną p do śladu ahcd, ta będzie 
śladem poziomym żądanej płaszczyzny, — ślad zaś jej pionowy 
przejść musi przez ślad pionowy prostćj s'm',sm, lub przez 
ślad pionowy rodzącej przez punkt styczności c'c poprowadzonej. 

Jeżeli z punktu k tj. śladu poziomego prostej s'm',sm, 
da się więcej stycznych do kierownicy ostrokręgu poprowadzić, 
to każda z nich wraz z rodzącą przez punkt jej styczności 
poprowadzoną, wyznaczy nam płaszczyznę styczną. I tak na 
Fig. 9 9 0 . są Pi i p^ śladami poziomymi dwóch innych pła-
szczyzn stycznych, a z których pierwsza przecina zarazem po-
wierzchnię ostrokręgu w prostej o's',os. 

^ySł^.r^ CT.r^t f^ X 1 Q . Róionolegle do prostej danej po-
prowadzić płaszczyznę styczną do powierzchni ostrokręgowej. 
Przez wierzchołek danego ostrokręgu prowadzimy prostą 

równoległą do prostej danej, a wyszukawszy jej śladu pozio-
mego , postępujemy następnie jak w zadaniu poprzedzającera. 

Zei«c3.eLZXie 1.177, Przez prostą daną przesunąć pła-
szczyznę styczną do powierzchni ostrokręgowej. 
Zadanie to tak samo, jak podobneż przy powierzchniach 

walcowych nie zawsze jest rozwiązalnem. Skoro bowiem szu-
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kana płaszczyzna przez daną prostą a'h',ah (Fig. jako-
też jako st3'czna przez wierzchołek s's danego ostrokręgu A'A 
ma przechodzić, zaś przez prostą daną i punkt dany jedna 
tylko płaszczyzna przesuniętą byd może, wypada więc stąd, że 
płaszczyzna temi danerai już naprzód co do położenia swego 
wyznaczona, nie zawsze będzie żądaną tj. styczną do powierz-
chni. Aby się zaś przekonać, czy przy danem położeniu ostro-
kręgu i prostej, możliwą jest płaszczyzna styczna, przez wierz-
chołek s's i prostą a'b\ab przesuwamy płaszczyznę p'p, a je-
żeli ślad je j poziomy jest stycznym do kierownicy, wtedy pła-
szczyzna p'p jest styczną do ostrokręgu, i to w rodzącej po-
prowadzonej przez punkt styczności, na jego śladzie poziomym le-
żący ; jeżeli zaś ślad p przecina kierownicę, lub tśż, jak u nas 
na Fig. przechodzi zewnątrz tejże, wówczas płaszczy-
zna styczna przy tych danych nie jest możliwą. 

ZEl<c3.a»33LXe 118. Równolegle do płaszczyzny danej 
-przesunąć płaszczyznę styczną do powierzchni ostrokręgowej. 

Przez wierzchołek ostrokręgu przesuwamy płaszczyznę 
równoległą do płaszczyzny danej, a jeżeli ślad jej poziomy 
jest stycznym do śladu poziomego ostrokręgu, wówczas ta pła-
szczyzna jest styczną do ostrokręgu, w przeciwnym zaś razie 
płaszczyzna styczna przy tych danych jest niemożliwą. 

S!!ieiiC3.CliZlJ.e X19. Do dwóch ostrokręgów przesunąć 
płaszczyznę wspólnie styczną. 
O możliwości rozwiązania zadania przekonać się można 

w podobnyż sposób, jak przy płaszczyznie wspólnie stycznój 
do dwóch walców (Zad. 113.), pamiętając tylko, że płaszczy-
zna styczna szukana przez wierzchołki obu ostrokręgów, a tem 
samem przez prostą łączącą też wierzchołki przechodzić musi. 

ZEKłEtn.!© 120. Do powierzchni walcowej i ostro-
kręgowej przesunąć płaszczyznę wspólnie styczną. 
Przez wierzchołek ostrokręgu prowadzimy prostą równo-

ległą do rodzących walca, a przez tę prostą przesunąwszy naj-
przód wszystkie możliwe płaszczyzny styczne do ostrokręgu da-
nego, dochodzimy następnie sposobami wiadomymi, czy która 
z nich jest zarazem styczną do walca. 

Z EL cL EL lii O 121. Przez punkt dany na powierzchni 
walcowej lub ostrokręgowej, poprowadzić linią normalną. 
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Przez punkt dany przesuwamy najprzód płaszczyznę st}'-
czną do danej powierzchni (Zad. 108. i 114.), a następnie 
w punkcie danym wystawiwszy prostą prostopadłą do tejże 
płaszczyzny, takowa będzie normalną żądaną powierzchni. 

ZElłC3.EliZl.le 122. Przez punkt dany na -powierzchni 
walcowej lub ostrohręgowej przesunąć płaszczyznę normalna. 
W punkcie danym wystawiamy najprzód linią normalną 

do danej powierzchni (Zad. 121.), a każda płaszczyzna przez 
tę prostą przesunięta, będzie żądaną. 

25Eli<l.Elłl3.i© 123. Przez punkt dany na powierzchni 
walcowej lub ostrokręgowej przesunąć płaszczyznę nor-
malną, któraby przecinała powierzchnici daną wzdłui ro-
dzącej przez tenże punkt idącej. 
W danym punkcie wystawiamy linią normalną dó danej 

powierzchni (Zad. 121.), poczem przez tę prostą, jakoteż przez 
rodzącą przez punkt dany poprowadzoną przesunąwszy płasz-
czyznę, ta będzie żądaną. 

Zei<c3.aiZl.le 12-4:. Przesunąć płaszczyznę styczną do 
'poioierzchni walcoioej luh ostrokręgowej w którymkolwiek 
z przypadków podanych w zadaniach 108—119 w razie 
atoli, gdy podstawą swoją powierzchnia nie jest wspartą 
na Ładnej z płaszczyzn rzutów. 
Szukamy najpierw śladów danej powierzchni, a następnie 

postępujemy według wskazówek w powyższych zadaniach da-
nych. Jeżeli daną jest płaszczyzna, na której podstawa po-
wierzchni leży, wówczas do tej płaszczyzny stósujemy regułę 
znajomą o płaszczyznach stycznych , a mianowicie, że prosta 
przecięcia się płaszczyzny stycznej z płaszczyzną, na którój leży 
podstawa powierzchni, musi być styczną do tójże podstawy. 

§. 19. 

Przecięcia wzajemne powierzchni rozwijalnych, jal(otei 
przecięcia tychże z bryłami graniastemi. 

Dwie powierzchnie krzywe przecinać się z sobą mogą 
albo całkowicie, gdy jedna z nich przechodzi wskróś drugiej, 
albo też częściowo, gdy tylko częśd jednój przecina się z czę-
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ścią drugiej powierzchni, albo wreszcie mogą być do siebie 
styczne. W pierwszym i drugim razie otrzymujemy z przecię-
cia krzywą podwójnego zakrzywienia, która może byd albo 
krzywą zamkniętą, albo rozciągającą się bez granic, albo wre-
szcie — co najczęściej, składać się może z kilku oddzielnych 
części. Aby w ogólności krzywą takową znaleść, szukamy po-
jedynczych punktów do tegoż przecięcia należących, a potem 
punkta te należycie z sobą krzywą ciągłą łączymy. Do szuka-
nia zaś tych punktów może być w zupełności ten sam sposób 
zastósowanym, jakiegośmy przy szukaniu wzajemnego przecię-
cia brył graniastych używali, — mianowicie w granicach prze-
cięcia się powierzchni danych prowadzimy jakąkolwiek płasz-
czyznę , która przetnie obie powierzchnie w figurach płaskich, 
a te znów, leżąc na jednej płaszczyznie, przecinać się z sobą 
będą w punktach należących do szukanego przecięcia, jako le-
żących współcześnie na obu powierzchniach danych. Prowadząc 
następnie drugą, trzecią, a w ogóle szereg płaszczyzn przeci-
nających i równoległych do pierwszej, otrzymamy stąd szereg 
punktów wspólnych obu powierzchniom, z których należytego 
połączenia otrzymamy krzywą przecięcia. 

Łatwo zrozumieć, że celem znalezienia pojedynczych pun-
któw w szczególności, a całej krzywój przecięcia w ogólności, 
należy płaszczyzny pomocnicze czyli przecinające tak obierać, 
iżby konstrukcya cała o ile możności była jak najłatwiejszą. 
Czy atoli da się to osiągnąć rzeczywiście i w jakich przypad-
kach , zależy naturalnie od natury i ustroju, jakoteż od wza-
jemnego względem siebie położenia powierzchni danych. Nie 
można więc w tej mierze żadnej stanowczej reguły ustanowić, 
natomiast w każdym szczególnym przypadku proste zastano-
wienie się nad własnościami powierzchni się przecinających, 
i ich wzajemnem względem siebie położeniem, wskaże nam 
korzystną drogę, jaką najprędzej do celu trafić można. 

5 6 E L T I . E L 1 3 . 1 , © 1 2 5 . Znaleść krzywą przecięcia się 
dwóch walców. 
Dane są dwa walce A'A i B'B (Fig. oba 

wsparte na płaszczyznie poziomej rzutów. Odnośnie do uwag 
poprzednich, najkorzystniejszą tu rzeczą będzie użyć płaszczyzn 
pomocniczych przecinających obie powierzchnie w rodzących, 
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a więc w liniach prostych. Aby położenie takiej płaszczyzny 
wyznaczyć, przez punkt a'a gdziekolwiek obrany prowadzimy 
prostą X'X równoległą do rodzących walca A'Aj zaś prostą 
Y'Y do rodzących walca B'B, a następnie przez te dwie pro-
ste przesuwamy płaszczyznę P (którśj ślad poziomy p wystar-
czy). To mając, prowadzimy płaszczyznę Qi równoległą do P 
a styczną do walca B'B (również tak tej, jak i reszty płasz-
czyzn pomocniczych ślady poziome qi, zupełnie nam 
wystarczą), to takowa dotknie walca B'B w rodzącej idącej 
przez punkt zaś walec A'A przetnie w dwóch rodzących 
idących przez punkta c'c i d'd. Te dwie ostatnie rodzące z pierw-
szą przetną się punktach 1'1 i 2'2, które, jak łatwo dowieść, 
należą do szukanego przecięcia obu walców danych. Podobnież 
otrzymamy dwa punkta 3'3 i 4'4 prowadząc płaszczyznę Q5 
równoległą do P, a styczną do walca A'A. Aby następnie 
więcej punktów otrzymać, między płaszczyzną Qi i prowa-
dzimy płaszczyzny Q3„ Qi równoległe do P^ a każda 
z nich przetnie oba walce w dwóch rodzących, z których wza-
jemnego przecięcia ze sobą otrzymamy po 4 punkta szukane. 
W ten sposób uzyskawszy dostateczną ilość punktów, łączymy 
wreszcie takowe ze sobą krzywą ciągłą w należytym porządku. 

U w a g a I. Co się tyczy poprzedniego ocenienia, czy prze-
cięcie dwóch walców jest całkowitem czy częściowóm, a więc 
czy takowe składać się będzie z jednej lub dwóch krzywych, 
dalej, w jakim porządku znalezione poszczególne punkta do 
tego przecięcia należące łączyć z sobą należy, a wreszcie które 
części otrzymanej lub otrzymanych krzywych przecięcia są wi-
doczne a które zakryte, — do tego służą w zupełności uwagi 
podane w zadaniu o przecięciu się dwóch graniastosłupów 
(Cz. I. Zad. 202), z ta tylko odmianą, że w miejsce krawędzi 
graniastosłupów wchodzą tu rodzące walców, zaś płaszczy-
znami pomocniczemi skrajnemi fQi i G^J, wyznaczającemi nam 
zarazem granice szukanego przecięcia, są płaszczyzny, z któ-
rych każda będąc styczną walca jednego, jest zarazem sieczną 
walca drugiego. 

Uwaga 2. Gdyby kierownica jednego z walców, przeci-
nających się z sobą, leżała na jednój, drugiego zaś na dru-
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giej płaszczyznio rzutów, wówczas potrzebne są oba ślady 
płaszczyzn pomocniczych siecznych. 

ZełcI R.Tl ±e 126. Znaleść krzywą •przecięcia sie 
dwóch ostrokręgów danych. 
Dane są dwa ostrokręgi kołowe, ABO i CDS (Fig. 

wsparte podstawami swemi na płaszczyznie poziomej rzutów. 
Konstrukcya celem znalezienia przecięcia się ich wzajemnego 
jest taka sama, jaka była przy szukaniu przecięcia dwóch ostro-
słupów, a mianowicie: łączymy wierzchołki 8'S \ O'O obu 
ostrokręgów prostą S'0',S0 i przez takową przesuwamy do-
wolną, byle dostateczną liczbę płaszczyzn p o m o c n i c z y c h Ą , • 
przecinających oba ostrokręgi, których więc ślady poziome 

(3' do konstrukcyi zupełnie wystarczą) przez 
ślad poziomy prostej S'0',S0 przechodzić i ślady poziome 
ostrokręgów przecinad muszą. Każda z tych płaszczyzn przetnie 
jeden i drugi ostrokrąg w rodzących, z których przecięcia się znów 
wzajemnego otrzymamy punkta do krzywej szukanej należące. 

Podobnie jak przy szukaniu przecięcia dwóch walców, 
tak i tutaj między płaszczyznami pomocniczemi ważne są Ą 
i i?(5 stycznie do ostrokręgu ABO poprowadzone, a sieczne 
ostrokręgu drugiego; takowe bowiem naprzód nas uprze-
dzają, że krzywa przecięcia składać się będzie z dwóch od-
dzielnych części. 

ZEL<3LEl.l3Li.O 127. Zamieść krzywą przecięcia się 
walca z ostrokręgiem. 
Przez wierzchołek ostrokręgu prowadzimy prostą równo-

ległą do rodzących walca, i przez takową prowadzimy szereg 
płaszczyzn pomocniczych R^, R^, Ą . . . przecinających obie 
powierzchnie dane w rodzących, które znów, przecinając się 
wzajem, dostarczą nam punktów do szukanej krzywej, lub 
krzywych, należących. Do rozstrzygnięcia zaś, czy z przecięcia się 
tych dwóch powierzchni danych otrzymamy jednę lub dwie 
krzywe, służą uwagi przy przecięciu się dwóch walców podane. 

ZiELdEtXXi.O 12o. Znaleść krzywą przecięcia dwóch 
walców prostych kołowych, których osie stoją do siebie 
prostopadle. 
Ustawiwszy oba walce tak, iżby oś jednego stała prosto-

padle do płaszczyzny poziomej rzutów, drugiego zaś była ró-
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wnoległą do osi rzutów, przecinamy je szeregiem płaszczyzn 
pomocniczych równoległych do płaszczyzny poziomej rzutów. 
Każda z tych płaszczyzn przetnie walec pierwszy w kole, zaś 
dragi w dwóch rodzących, przecinających rzeczone koło w pun-
ktach, które będą należały do szukanego przecięcia. — W na-
uce budownictwa przecięcie się dwóch takich walców ma z.i-
stósowanie swoje przy sklepieniach, pod nazwą s k l e p i e n i a 
k r z y ż o w e g o . 

S&a>dEI«]a.le 1£20. Znaleść punkta -przecięcia się li 
nii krzyioej płaskiej z walcem. 
Krzywą daną uważamy za kierownicę walca, któregoby 

rodzące były równoległe do rodzących walca danego; walce 
te dwa przetną się w rodzących, których znów punkta prze-
cięcia się z krzywą daną będą punktami szukanymi. A więc 
np. przypuściwszy, że walca danego podstawa albo kierownica 
leży na płaszczyznie poziomśj rzutów, szukamy śladu pozio-
mego walca przez krzywą daną przesuniętego, to ślad ten 
przetnie się z kierownicą walca danego w punktach, które 
będą punktami należącymi do rodzących przecięcia się obu 
walców. 

W razie, gdy rodzące przecięcia się obu walców otrzy-
mane nie przecinają krzywej danej, to znaczy, że walec i krzywa 
ta nie spotykają się z sobą w przestrzeni. 

Z I E T C 3 . E L L 3 . L E X 3 0 . Znaleść punkta przecięcia się 
krzyioej płaskiej z ostrokręgiem. 
Krzywą daną przyjmujemy za kierownicę ostrokręgu, któ-

regoby wierzchołek schodził się z wierzchołkiem ostrokręgu 
danego; ostrokręgi te dwa przetną się z sobą w rodzących, 
których Ipunkta przecięcia się z krzywą daną (jeżeli takowe 
przecięcie rzeczywiście istnieje) będą punktami szukanymi. 

Z E I < C 3 L C I I L 3 . I . E X 3 1 . Znaleść figurę przecięcia się po-
wierzchni walcoioej z graniastosłupem. 
Obie bryły przecinamy szeregiem płaszczyzn pomocni-

czych, równoległych równocześnie tak do krawędzi graniasto-
słupa, jakoteż do rodzących walca. Każdą z tych płaszczyzn 
graniastosłup zostanie przecięty w prostych równoległych do 
jego krawędzi, zaś walec w jego rodzących, — a punkta prze-
cięć się tych ostatnich prostych z prostemi, na graniastosłupie 
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otrzymanemi, należed będą do szukanego przecięcia obu po-
wierzchni. 

, n . T t -i 1 3 1 3 . Znaleść figurę przecięcia się po-
wierzchni walcowej z ostrosłupem. 
Przecinamy obie bryły szeregiem płaszczyzn pomocni-

czych przechodzących przez wierzchołek ostrosłupa, a równo-
ległych do rodzących walca. Z przecięcia każdą z tych płasz-
czyzn otrzymamy na ostrosłupie proste idące przez jego wierz-
chołek, na walcu zaś proste równoległe do jego rodzących, — 
a punkta wzajemnego przecięcia się tych prostych na jednej 
i drugiej bryle otrzymanych, byle należących do tej samej 
płaszczyzny przecinającej , będą punktami do szukanego prze-
cięcia obu powierzchni należącymi. 

-I 1 3 3 . Znaleść figurę przecięcia się po-
wierzchni ostrokręgowej z graniastosłupem. 
Zadanie to rozwiąże się wedle wskazówek podanych przy 

szukaniu figury przecięcia ostrosłupa z graniastosłupem. 
SKEttiLEliiajl© 134. Znaleść figurę przecięcia się po-

wierzchni ostrokręgowej z ostrosłupem. 
Kozwiązanie podobne jak w zadaniu o przecięciu się dwóch 

ostrosłuppw lub dwóch ostrokręgów. 
2 5 e i . d E b X x l e 1 3 5 . Znaleść krzywą przecięcia się dwóch wal-

ców lub ostrokręgów, jeżeli podstawy ich leżą na płaszczyznach 
dowolnych. 

SSBL€3LeLXX±G X 3 6 . Znaleść krzywa przecięcia się dwóch ostro-
kręgów prostych kołowych, których osie stoją do siebie prostopadle. 

S S c k d E k u l e 3 . 3 7 . Znaleść krzywą przecięcia się dwóch walców 
lub ostrokręgów kołowych prostych , których osie stoją do siebie 
równolegle. 

Z a < d E i . x x l e 1 3 0 , Znaleść przecięcie dwóch ostrokręgów pro-
stych, jeżeli jeden z nich wsparty jest podstawą a drugi wierzchoł-
chołkiem na płaszczyznie poziomej rzutów, osie ich zaś schodzą 
się wzajem. 
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ROZDZIAŁ IV. 

Powierzcłinie wichrowate. 

§. 20. 

Sposoby powstawania najważniejszych powierzchni 
wichrowatych. 

Co są powierzchnie wichrowate i czem się różnią od 
spowinowaconych z niemi powierzchi rozwijalnych, powiedzia-
nym hyło w §. 12. Przechodząc do szczególnego traktowania 
tych powierzchni, pierwszą rzeczą jest przedewszystkiem po-
znać warunki, pod jakimi one przez ruch prostej powstają, 
a przynajmniej warunki, które nas prowadzą do poznania naj-
ważniejszych powierzchni do tego działu należących, a to 
z powodu ich użytku w praktycznej technice. 

Do powierzchni wichrowatych zaliczamy: 
I. H y p e r b o l o i d a o j e d n ó j p o w ł o c e (das Hy-

perholoid mit einem Mantel, — hyperholoide d, une nappe). 
Powstaje ona, gdy prosta ślizga się po trzech innych prostych 
stałych, które ani są równoległe do tój samój płaszczyzny, 
ani tćż żadne dwie z nich nie leżą w jednój płaszczyznie. 
Ostatnie te trzy proste są k i e r o w n i c a m i , zaś prosta po 
nich się ślizgająca, a więc i w każdóm swem położeniu z ka-
żdą 1 nich mająca punkt wspólny, jest r o d z ą c ą powierzchni 

http://rcin.org.pl



— 212 -

wichrowatej. Aby też rodzącą co do jśj położenia przy danych 
trzech prostych kierownicach wyznaczyć, postępujemy w sposób 
następny: przyjawszy, że kierownicami danemi są proste 
AB, CD i EF (Fig. , obieramy gdziekolwiek na 
kierownicy AB punkt M, przezeń i przez kierownicę drugą 
CD przesuwamy płaszczyznę P, która z kierownicą trzecią tj. 
EF przetnie się w punkcie N; połączywszy ten ostatni punkt 
z punktem M , otrzymamy prostą MN, która przetnie kiero-
wnicę CD w punkcie K czyli otrzymamy prostą mającą z ka-
żdą z kierownic punkt wspólny, a więc rodzącą szukaną. A że 
na kierownicy AB możemy obrać dowolną liczbę punktów, 
otrzymamy więc w ten sposób także dowolną liczbę położeń 
rodzącój, które ograniczą nam powierzchnią zwaną hyperboloidą 
o jednój powłoce, a którą to powierzchnią z jej kształtu po-
znamy bliżej i łatwiej przy powierzchniach obrotowych. 

II. P a r a b o l o i d a h y p e r b o l i c z n a (das hyperholi-
sche Paraboloide, — paraboloide hyperholigue). Powstaje ona, 
gdy prosta rodząca ślizga się po dwóch innych prostych sta-
łych nie leżących w jednćj płaszczyznie, tak atoli, że prosta 
rodząca w ciągu tego ruchu pozostaje ciągle równoległą do 
danej płaszczyzny, zwanej p ł a s z c z y z n ą k i e r o w n i c z ą 
(die leitende Ebene, — un plan directeur). Chcąc w tym ra-
zie wyznaczyć szereg różnych położeń rodzącej, przecinamy 
dane dwie proste kierownice szeregiem płaszczyzn równoległych 
do płaszczyzny kierowniczej, — szukamy punktów przecięcia 
się tychże płaszczyzn z kierownicami, i z takowych po dwa 
należące do tój samej płaszczyzny przecinającej łączymy z sobą 
prostemi, które będą rodzącemi szukanemi. Przykład koDstru-
kcyi takiej powierzchni wskazuje (Fig. SJ85.), gdzie kierowni-
cami są proste AB i CD, zaś płaszczyzną kierowniczą jest 
płaszczyzna pionowa rzutów. 

Jeżeli zamiast dwóch prostych dane są dwie krzywe kie-
rownice, po których prosta rodząca ślizga się ciągle równole-
gle do jednej z płaszczyzn rzutów, wówczas powstaje powierz-
chnia wichrowata kształtu siodła, jak np. powierzchnia na 
Fig. , gdzie płaszczyzną kierowniczą jest również pła-
szczyzna pionowa rzutów. 
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III. K o n o i d (das Conoid, — Conoide). Powstaje on, 
gdy prosta rodząca ślizga się po dwóch danych kierownicach, 
z których jedna jest prostą, druga zaś krzywa, i to tak, że 
w ruchu tym jest ona ciągle równoległą do płaszczyzny danój, 
czyli do płaszczyzny kierowniczej. Szczególnym gatunkiem tej 
powierzchni, o którym następnie z powodu jego ważności mó-
wid będziemy, jest powierzchnia szrubowa. 

§. 21. 

Konstrukcya Konoidu i powierzchni szrubowej 
z gwintem płasl(im i ostrym. 

Między Konoidami, których naturalnie mogą być liczne 
odmiany zależnie od kształtu krzywój kierownicy, jakoteż wza-
jemnego położenia obu kierownic i płaszczyzny kierowniczej 
względem siebie, na szczególną uwagę zasługują: 

K o n o i d k o ł o w y p r o s t y zwany także h e 1 i s o i d ą 
k o ł o w ą p r o s t ą i 2) K o n o i d k o ł o w y s t o c z y s t y 
zwany także h e l i s o i d ą k o ł o w ą s t o c z y s t ą . 

I. Konoid prosty. 
Powstaje on, gdy prosta rodząca ślizga się równolegle 

do płaszczyzny kierowniczej po dwóch kierownicach, jednej 
prostój, drugiój krzywój, a z których kierownica prosta stoi 
prostopadle do płaszczyzny kierowniczej, zaś linia krzywa jest 
linią szrubowa opisaną na walcu kołowym prostym. I tak, 
przyjmijmy (Fig. płaszczyznę poziomą rzutów za płasz-
czyznę kierowniczą, oś x'y'walca kołowego prostego sto-
jącego na płaszczyznie poziomój rzutów za jednę, zaś linią 
szrubową aVc'd'.... abcd.... na tymże walcu opisaną, za drugą 
kierownicę. Aby przy tych danych dla któregokolwiek punktu 
np. m'm linii szrubowój nakreślić rodzącą powierzchni konoidu, 
dość zauważyć, że rodząca ta tak w tem, jak w każdóm innem 
położeniu musi być równoległą do płaszczyzny poziomój rzutów 
czyli do płaszczyzny kierowniczej, a nadto prócz tego że prze-
chodzić ma przez punkt m'm, przecinać ona jeszcze musi kiero-
wnicę prostą x'y', xy pod kątem prostym, skoro taż jest pro-
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stopadłą do płaszczyzny kierowniczej. Przez punkt zatem m'w 
poprowadziwszy prostą m'z',mz, równoległą do płaszczyzny 
poziomej rzutów a przecinającą się z osią x'y',xy walca 
w punkcie z'z, prosta ta będzie rodzącą szukaną. 

W ten sam sposób i dla innych punktów dowolnie obra-
nych na linii szrubowój, lub tóż kolejno wziętych, prowadząc 
więcój rodzących, otrzymamy powierzchnię konoidalną, która 
wprawdzie przez linią szrubową i oś walca jest ograniczoną, 
może atoli być uważaną jako rozciągnięta w nieskończoność 
w kierunku jój rodzących. 

2J ELC3.ELi:xl.e X30. Mając dany jeden z rzutów pun-
ktu leicu:ego na powierzchni konoidu prostego, znaleść 
rzut jego drugi. 
Dany jest np. rzut pionowy s punktu leżącego na po-

wierzchni konoidu (Fig. 9 9 7 . ) , mamy znaleść — pionowy. Po-
nieważ punkt leżąc na powierzchni konoidu, leżeć tóm samem 
musi na rodzącój jego przez tenże punkt idącśj, zatem nakre-
śliwszy naprzód prostą so, która będzie rzutem poziomym tój 
rodzącój, a następnie po znalezieniu o' nakreśliwszy prostą ró-
wnoległą do osi rzutów przez o', otrzymamy rzut pionowy 
t^jże rodzącej, na którym jakotóż na prostopadłej do osi rzu-
tów z s wyprowadzonej, będzie leżał szukany rzut pionowy s'. 

2. Konoid stoczysty. 
Powstaje, gdy kierownicami danemi jest podobnież jak 

poprzednio linia szrubowa i oś walca, na którym ona jest opi-
saną, prosta atoli rodząca w ruchu swoim nie przecina tójże 
osi czyli kierownicy prostój pod kątem prostym, ale pod kątem 
ostrym, stałym i niezmiennym. I tak, niech znów linia szru-
bowa a'h'c'd' ....ahcd.... (Fig. jakoteż oś x'y',xy walca 
kołowego prostego, na którym jest ona opisaną, będą kiero-
wnicami , kątem zaś, pod którym rodząca przecinać ma oś 
walca, niech będzie kąt a'ly' < 90°. Aby przy tych warunkach 
danych nakreślić rodzącą powierzchni dla któregokolwiek pun-
ktu linii szrubowój, a wiec np. dla punktu m'm, prowadzimy 
przez tenże punkt prostą m'p',mp równoległą do płaszcżyzny 
poziomej rzutów, a następnie począwszy od p' odciąwszy na 
x'y' cz^^ć p^n'= y'l j prowadzimy prostą n W , która będzie 
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pionowym, zaś mx poziomym rzutem szukanej rodzącśj, — 
gdyż takowa przecina oś x'y', xy rzeczywiście pod kątem da-
nym, co z przystawania trójkątów a'ly' i m'n'p' widoczna. 

W ten sam sposób można dla któregobądź punktu na 
kierownicy krzywój danego, nakreślić rodzącą tój powierzchni, — 
alboteż co wygodniój, postąpić można w sposób następujący: 
podzieliwszy krok linii szrubowej danój na pewną liczbę części 
równych np. 12, (a co już przy konstrukćyi tójże linii uczy-
nionym być musiało) i poszukawszy odpowiednich punktów po-
działu na samójże linii szrubowej, tj. punktów h'h, c'c, d'd itd. 
odcinamy następnie na x'y\ licząc od punktu 1 w górę, czę-
ści równe sobie i równe 7^2 wysokości kroku, a wreszcie stąd 
otrzymane punkta 2\3',4'... kolejno z punktami h',c',d',e'.. 
łączymy prostemi, które będą rzutami pionowymi rodzących, 
zaś proste łączące punkta h, c, d... z punktem x będą ich 
rzutami poziomymi. 

ZeLC3.etl3.le 1 4 0 . Mając dany jeden z rzutów pun-
ktu leiącego na powierzchni konoidu stoczystego, wyna-
leść rzut drugi. 
Aby, mając dany np. rzu?t poziomy s (Fig. pun-

ktu należącego do powierzchni, znaleść rzut jego pionowy, 
prowadzimy przez s rzut poziomy ms odpowiedniej rodzącej, 
szukamy następnie jój rzutu pionowego m V sposobem wska-
zanym poprzednio, a na tymże i na prostopadłej do osi rzu-
tów z s wyprowadzonej będzie leżał szukany rzut pionowy s'. 

Obie powyżej opisane powierzchnie konoidalne mają ważne 
swoje zastósowanie, a mianowicie pierwsza przy s z r u b i e 
z g w i n t e m p ł a s k i m (eine Schrauhe mit flachen Gewin-
den, — une vis d, jilet carre), druga zaś przy s z r u b i e 
z g w i n t e m o s t r y m (eine Schrauhe mit. scharfen Geicin-
den, — une vis d, Jilet triangulaire), których konstrukcyą te-
raz wskażemy. 

I. Szruba z gwintem płaskim. 
Przyjmijmy, że prosta 00^ (Fig. jest osią walca 

kołowego prostego na płaszczyznie poziomój rzutów stojącego, 
oc promieniem jego kierownicy, p śladem płaszczyzny P ró-
wnoległej do płaszczyzny pionowój rzutów a przechodzącej 
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przez oś 00^, wreszcie a'h'c'd' ,abcd prostokątem leżącym 
w płaszczyznie P i to tak, że jeden jego bok tj. c'd',cd scho-
dzi się z rodzącą walca, zaś dwa inne tj. a'c' ,ac i h'd',hd 
są prostemi poziomemi przecinającemi w przedłużeniu oś oo,. 
Te rzeczy mając dane , nakreślmy z punktu c' linią szrubową 
c'c\c2'... o wysokości kroku c'c'2 = 2c'd', tj. równśj podwój-
nie wziętej wysokości prostokąta, i takąż samą linią szrubową 
z punktu d' (ich rzuty poziome zejdą się z kierownicą walca); 
następnie przedstawmy sobie, że obie proste a'c' ,ac i h'd',hd 
poruszają się według prawa przepisanego dla konoidu pro-
stego , to w ciągu ruchu swego opiszą one dwie równoległe 
do siebie powierzchnie wichrowate, czyli dwa konoidy. Po-
wierzchnie te będą miały za granice najprzód dwie linie szru-
bowe z punktów c'c i d'd opisane , a następnie, — ponieważ 
punkta a'a i h'h, będąc stale połączone z punktami c'c i d'd^ 
podczas ruchu prostych a'c', ac i h'd', hd takiż sam ruch od-
bywają jak i te punkta ostatnie, czyli opisują również linie 
szrubow^e o tej samej wysokości kroku, tylko że na walcu 
współśrodkowym z walcem pierwszym, a którego kierownicą 
jest koło promienia oa, zatóm te dwie nowe linie szrubowe 
a ' a \ a ' 2 ... i h 'h \h '2 . . . (ich rzuty poziome schodzą się z rzu-
tem poziomym kierownicy walca zewnętrznego) będą również 
granicami tych powierzchni. Połączywszy wreszcie odpowiednie 
punkta obu powierzchni walcowych, a co z rysunku dostate-
cznie widoczna, otrzymamy powierzchnią szruby z gwintem 
płaskim. Walec wewnętrzny tj. walec o podstawie promienia 
oc zowie się przy szrubach w r z e c i o n e m (ein Schrauhen-
spindel). 

2. Szruba z gwintem ostrym. 
Zostawiwszy wszystkie dane, jakie były użyte przy kon-

strukcyi szruby z gwintem płaskim , tylko zamiast prostokąta 
wziąwszy trójkąt równoramienny a'h'c', ahc (Fig. ! 5 3 0 . ) , któ-
rego podstawa a'c', ac leży wzdłuż rodzącój walca, otrzymamy 
szrubę z gwintem ostrym w sposób następujący: 

Z punktu a'a nakreślmy linią szrubową a'a\c'c\... o wy-
sokości kroku równej podstawie trójkąta, a następnie z punktu 
c'c takąż samą linią szrubową c'c\c'i (rzut poziomy obu 
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tych linij jest kołem promienia oa = oc, czyli schodzi się 
z kierownicą wrzeciona), to jasną jest rzeczą, że punkt a'a po od-
byciu pierwszego kroku i dojściu do c'c, odtąd pójdzie konie-
cznie po lini szrubow^j przez punkt c'c opisanej. Uważmy da-
lej, że ramiona a'b', ab i h'c', 6c trójkąta danego są równo po-
chylone do jego podstawy, a tóm samem i do osi walca; je-
żeli więc, biorąc za kierownice też oś walca i linią szrubową 
przez punkt a'a opisaną, pomyślimy sobie te proste odbywające 
ruch po nich i to tak, że w każdóm swojem położeniu będą 
tworzyły z osią walca kąty sobie równe i równe kątowi 
w pierwotnem ich położeniu, wówczas te dwie proste opiszą 
nam dwie powierzchnie wichrowate, a mianowicie dwa konoidy 
stoczyste. Te dwie powierzchnie przetną się z sobą w linii 
szrubowój h'h\})\... (o wysokości kroku takiej samej, jaką jest 
wysokość linij szrubowych poprzednio nakreślonych) opisanej 
z punktu h'}) na walcu współśrodkowym z walcem pierwszym 
czyli wrzecionem, a któregoto walca podstawą i zarazem rzu-
tem poziomym linii szrubowej na nim opisanej, jest koło pro-
mienia oh. Połączywszy wreszcie odpowiednie punkta ze sobą, 
co już z rysunku widoczna, otrzymamy szrubę z gwintem 
ostrym czyli trójkątnym. 

§. 22 . 

Przekroje płaskie powierzchni wichrowatych. 

Sposób, w jaki szukaliśmy przecięć powierzchni rozwi-
jalnych płaszczyznami, służy w zupełności i dla powierzchni 
wichrowatych, a mianowicie, — iżby znaleść przecięcie takiej 
powierzchni płaszczyzną, szukamy punktów przecięcia się po-
szczególnych rodzących z tąż płaszczyzną, i takowe ze sobą 
krzywą ciągłą łączymy. Jeżeli powierzchnia wichrowata daną 
jest tylko za pomocą swych kierownic, wtedy oczywista, po-
trzeba najprzód wykreślić dostateczną liczbę rodzących, i z ta-
kowemi postąpić następnie wedle sposobu podanego. 

SSei<c3.CbZXie 14JL. Znaleść przecięcie powierzchni 
wichrowatej płaszczyzną prostopadłą do jednej z płasz-
czyzn rzutów. 
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Niech A ' , A (Fig. będą rzutami powierzchni wi-
chrowatej jakiejkolwiek, a mianowicie krzywa abc... a'h'c'.. 
rzutami jej kierownicy, i zarazem śladem poziomym tśj po-
wierzchni, zaś proste przez punkta a'a,h'l,c'c... idące, rzutami 
jej rodzących; płaszczyzną przecinającą jest płaszczyzna rzu-
cająca pozioma P. Sposobem wiadomym szukamy punktów 
przecięcia się poszczególnych rodzących z płaszczyzną P, tj. 
punktów 1,2,3,... l',2',3'..., a takowe krzywą ciągłą połą-
czone, dadzą nam przecięcie szukane. Zrobiwszy jeszcze kład 
poziomy lub pionowy płaszczyzny znajdziemy wreszcie 
krzywą przecięcia w prawdziwym kształcie i wielkości. 

S&a<c3.Elłl3.ie 142. Znaleść punkt przecięcia się po-
wierzchni wichrowatej z prostą dana. 
Przez prostą daną mfm (Fig. przesuwamy pła-

szczyznę P, szukamy krzywej przecięcia się tójże płaszczyzny 
z powierzchnią daną A'A, a punkt w którym prosta dana 
spotyka się z krzywą znalezioną, jest punktem szukanym. 

Z I e » . c a . a i 3 L l o 1 < 4 : 3 . Znaleść przecięcie powierzchni wichrowatej 
jakiejkolwiek płaszczyzną pochyłą względem obu płaszczyzn rzutów. 

Z S a c ł a i a J . © Znaleść przecięcie konoidu prostego lub 
stoczystego płaszczyzną prostopadłą do jednćj z płaszczyzn rzutów, 
równoległą do płaszczyzny kierowniczej , lub pochyłą względem 
obu płaszczyzn rzutów. 

§ 23. 
Konstrukcya linij stycznych do powierzchni wichrowatych. 

!ZiEI<c3.Ekl3.1e 1 4 5 . Przez punkt dany na powierzchni 
wichrowatej poprowadzić do tejie Unici styczną. 
Powierzchnią daną niech będzie np. konoid stoczysty 

(Fig. zaś punktem, przez który do tej powierzchni 
poprowadzić mamy styczną, punkt a'a. Jedną z wielu stycz-
nych, jakie przez ten punkt do powierzchni poprowadzić mo-
żna, jest rodząca konidu o V , os przez tenże punkt nakreślona. 
Aby otrzymad inną, przesuwamy przez punkt a'a płaszczyznę 
P przecinającą konoid , szukamy krzywej przecięcia 1'2'3'4', 
12 34 stąd powstałej, i do tójże krzywój przez a 'a prowadzimy 
styczną h'c' ,hc, a ta będzie zarazem styczną do powierzchni. 
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5 2 E I » < 3 L E Ł 3 3 . ± © 1 4 6 . Przez punkt dany zewnątrz •po-
wierzchni wichrowatej poprowadzić do tejke linią styczną. 
Przez puukt np. m'm dany zewnątrz konoidii (Fig. 

przesuwamy dowolną byle przecinającą konoid płaszczyznę P, 
szukamy krzywej przecięcia 1'2'3'4' ,1234 stąd powstałej, i do 
t^jże przez punkt m'm prowadzimy styczną h'c' ,hc, która bę-
dzie jedną ze stycznych, jakie z punktu m'm w tenże sam 
sposób do powierzchni poprowadził^ można. 

g . - r t i Równolegle do prostej danej po-
prowadzić styczną do powierzchni wichrowatej. 
Prostą daną jest np. prosta x'y',xy, zaś powierzchnią 

daną, konoid (Fig. Równolegle do prostej x'y',xy 
przesuńmy płaszczyznę P przecinającą konoid, a otrzymamy 
stąd krzywą 1'2'3'4',12 34 na powierzchni konoidu leżącą, do 
której równolegle do prostej x'y',xy poprowadziwszy styczną 
h'c',hc, ta będzie styczną żądaną. 

§. 24. 

Konstrukcya płaszczyzn stycznych, linij i płaszczyzn 
normalnych do powierzchni wichrowatych. 

Płaszczyzna w jakimkolwiek kierunku przesunięta przez 
rodzącą powierzchni wichrowatej, przecina tęż powierzchnią 
w linii krzywej , która wraz z tą rodzącą prostą leżąc na je-
dnój płaszczyznie przecinającej powierzchnią i znajdując się 
z obu stron tejże rodzącój, przetnie się z nią w punkcie; że zaś 
przez ten punkt poprowadziwszy styczną do tój krzywśj, ta-
kowa także leży na zwyż rzeczonój płaszczyznie przecinającej, 
zatóm płaszczyzna ta jest styczną do powierzchni w tym pun-
kcie. Na mocy tej uwagi otrzymujemy następujące bardzo wa-
żne wnioski i własności, tyczące się płaszczyzn stycznych do 
powierzchni wichrowatych: 1) każda płaszczyzna, przez rodzącą 
powierzchni wichrowatej przesunięta, jest styczną do powierz-
chni, i to w jednym punkcie na ow^j rodzącój leżącej, w ka-
żdym zaś innym jej punkcie, płaszczyzna ta jest sieczną po-
wierzchni ; 2) każdy punkt, na rodzącój powierzchni wichrowa-
tej leżący, jest punktem styczności jednej z płaszczyzn, jakie 
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przez prostą tę rodzącą poprowadzid można; 3) iżby punkt 
styczności którejkolwiek z płaszczyzn przez rodzącą powierzchni 
wyznaczyd, dośd poszukad krzywej, jaką z przecięcia powierz-
chni taż płaszczyzną otrzymamy, a punkt przecięcia się tej 
krzywdj z rodzącą będzie punktem styczności, 

ZELc3.CL13.le 14:8. Przez punkt dany na powierzchni 
wichroioatej przesunąć do tejże płaszczyznę styczną. 
Ponieważ jak wiemy wszystkie przez punkt dany na po-

wierzchni poprowadzone styczne, a wiec także i rodząca przez 
tenże punkt idąca, leżą w płaszczyznie stycznej szukanej, za-
tóm przez punkt np. a'a dany na powierzchni konoidu stoczy-
stego (Tig. poprowadziwszy najprzód rodzącą o'8',os, 
a następnie styczną h'c',hc do powierzchni (Zad. 145), płaszczyzna 
przez te dwie proste przesunięta będzie płaszczyzną styczną 
żądaną. 

ZELdELiajłe 1-4:8. Przez punkt dany zeicnątrz po-
wierzchni wichrowatej przesunąć do niej płaszczyznę styczną. 
Punktem danym jest a'a, zaś powierzchnią daną, — konoid 

stoczysty (Fig. ^ 3 3 . ) . Przez punkt a'a prowadzimy linie sty-
czne do konoidu (Zad. 146.), np. styczne aV, ab, ac',ac, 
a'd',ad, zaś przez punkt styczności każdej z nich z powierz-
chnią daną, tj. przez punkt 1'1, 2'2, lub 3'3, prowadzimy ro-
dzącą powierzchni, a płaszczyzna przez każdą z tych rodzących 
i odpowiednią jej, tj. przecinającą się z nią linią styczną prze-
sunięta, będzie płaszczyzną styczną żądaną. 

Albo krócej: ponieważ każda płaszczyzna przesunięta 
przez rodzącą powierzchni wichrowatej jest płaszczyzną sty-
czną do powierzchni, zatem przez punkt dany i którąkolwiek 
z rodzących przesunąwszy płaszczyznę, ta będzie żądaną, a 
punkt jój styczności znajdzie się sposobem powyżój wspomnianym. 

Płaszczyzn stycznych odpowiadających warunkowi zada-
nia może być, jak widzimy, bardzo wiele; wyznaczywszy punkt 
styczności każdej z nich powierzchnią dauą, i otrzymany stąd 
szereg tych punktów w należyty sposób , tj. w porządku ro-
dzących , krzywą ciągłą ze sobą połączywszy, znajdziemy tak 
zwaną k r z y w ą s t y c z n o ś c i , którą biorąc za kierownicę, 
zaś puukt dany za wierzchołek ostrokręgu, otrzymamy stąd 
o s t r o k r ą g s t y c z n y do powierzchni wichrowatej. Kodzą-
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cemi tego ostrokręgu będą proste łączące punkt dany ze zna-
lezionymi poprzednio punktami styczności poszczególnych pła-
szczyzn stycznych, a które to proste, leżąc na tych płaszczy-
znach , są tern samóm stycznerai do danój powierzchni. 

52IiELCłElil3.i© 1 5 0 . Równolegle do prostej danej prze-
sunąć płaszczyznę styczną do powierzchni wichrowatej. 

Poprowadziwszy równolegle do prostój danój styczną do 
powierzchni wichrowatej (Zad. 147.), zaś przez punkt jej sty-
czności poprowadziwszy rodzącą powierzchni, płaszczyzna przez 
te dwie proste przesunięta będzie żądaną. 

Albo : przez którąkolwiek z rodzących danój powierzchni 
przesunąwszy płaszczyznę równoległą do prostej danej, takowa 
będzie żądaną, tj. styczną do powierzchni w punkcie. Punkt 
ten następnie sposobem wiadomym, tak dla tój , jakotśż ka-
żdej innej płaszczyzny warunkowi zadania odpowiadającej wy-
znaczywszy , otrzymamy z ich połączenia krzywą styczności. 
A że każda z tych płaszczyn jest równoległą do prostej danej, 
na każdej zatem z nich przez odpowiedni jej punkt styczności 
można poprowadzić prostą równoległą również do prostej da-
nój, a która naturalnie będzie styczną do powierzchni, — 
wszystkie zaś te proste styczne uważać można jako rodzące 
walca mającego za kierownicę zwyż wspomnianą krzywą sty-
czności. Walec ten z tego powodu zowie się w a l c e m s t y -
c z n y m do powierzchni wichrowatej. 

ZeLdELH-i© 151. Przez prostą daną przesunąć pła-
szczyznę styczną do powierzchni loichrowatej. 

Na prostój danój obrawszy gdziekolwiek dwa punkta, 
szukamy krzywej styczności płaszczyzny, przesuniętój stycznie 
do powierzchni danój najprzód przez pierwszy, a następnie ta-
kiejże krzywej dla płaszczyzny przesuniętej przez drugi z pun-
któw obranych. Punkt, w którym tak znalezione krzywe prze-
tną się z sobą, będzie punktem styczności szukanój płaszczy-
zny, która przez proste łączące punkta obrane na prostej da-
nej ze znalezionym punktem styczności, a więc tem samóm 
przez dwie proste styczne do danśj powierzchni, dokładnie bę-
dzie wyznaczoną. 
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Jeżeli krzywe zwyż rzeczone przecinają się z sobą w kil-
ku punktach, wtedy otrzymamy tyleż płaszczyzn stycznych od-
powiadających warunkowi zadania. 

Z£lidEtXl.ie 152. Przez punkt dany na powierzchni 
wichroioatej poprowadzić do tejże linią normalną. 
Przez punkt dany przesunąwszy najprzód płaszczyznę 

styczną, do tej zaś w tymże punkcie wystawiwszy prostą pro-
stopadłą, prostopadła ta będzie normalną żądaną powierzchni. 

2ZEkC3.CtZl.ie 153. Przez punkt dany na powierzchni 
wichrowatej przesunąć do tejże płaszczynę normalną. 
W punkcie danym kreślimy najprzód linią normalną do 

powierzchni, a każda płaszczyzna przez tę prostą przesunięta 
będzie normalną powierzchni. 

§. 25. 
Przecięcia wzajemne powierzchni wichrowatych ze 

sobą, jakoteż z innemi powierzchniami. 
ZEIi€3.ek33LXe 1 5 4 . Znaleść krzywą przeciecia sie 

dwóch powierzchni wichrowatych. 
Dane są dwie powierzchnie wichrowate jakiekolwiek A'A 

i B'B (Fig. !®34.), mamy znaleśd krzywą ich przecięcia się 
wzajemnego. W tym celu przez którąkolwiek z rodzących np. 
a', a powierzchni A'A, przesuwamy płaszczyznę P^, i szukamy 
sposobem wiadomym krzywej h\c',hc przecięcia się tejże pła-
szczyzny z drugą powierzchnią daną tj. z B'B. Gdzie zaś tak 
znaleziona krzywa spotyka się z rodzącą a', a, tam otrzymamy 
punkt m' ,m do wspólnego przecięcia się obu powierzchni da-
nych należący. Powtarzając taką konstrukcyą z wszystkiemi 
innemi rodzącemi powierzchni A'A, otrzymamy stąd szereg 
punktów, które połączone należycie ze sobą krzywą ciągłą, da-
dzą nam przecięcie szukane m'n',mn. Z postępowania tego 
czerpiemy więc regułę, że celem znalezienia przecięcia się 
dwóch powierzchni wichrowatych, szukamy przecięcia się ka-
żdej rodzącój jednej powierzchni z powierzchnią drugą, i otrzy-
mane stąd punkta ze sobą łączymy. 

Zaidei«XXle 155. Znaleść krzywą przeciecia się po-
wierzchni wichrowatej z powierzchnią walcową. 
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Obie powierzchnie przecinamy szeregiem płaszczyzn ró-
wnoległych do rodzących walca, a przesuniętych przez rodzące 
powierzchni wichrowatej; stąd otrzymamy proste leżące na 
jednej i drugiej powierzchni, które przecinając się wzajem, da-
dzą nam punkta do szukanego przecięcia należące. I tak, 
niech A'A (Fig. 1835.) będą rzutami powierzchni wichrowa-
tej, zaś JB ' i? powierzchni walcowej. Przez punkt n',n gdzie-
kolwiek obrany na rodzącej a%a powierzchni wichrowatej pro-
wadzimy prostą c ' , c równoległą do kierunku czyli do rodzą-
cych walca, a następnie przez obie te proste tj. a', a i c',c 
przesuwamy płaszczyznę F^ (jej ślad poziomy wystarczy). 
Płaszczyzna ta przetnie nam walec w rodzącej h' , b , zaś po-
wierzchnią wichrowatą w prostej punkt więc Tl, w któ-
rym te dwie proste wzajem się spotykają, jest punktem nale-
żącym do szukanego przecięcia. W ten sam sposób, wyszuka-
wszy więcej takich punktów i takowe ze sobą krzywą ciągłą 
połączywszy, otrzymamy przecięcie żądane obu powierzchni. 
Dla łatwiejszej zaś konstrukcyi obieramy, jak figura wskazuje, 
na następnych rodzących powierzchni wichrowatej punkta o', o 
r',r... tak, iż ich rzuty pionowe lezą na przecięciu się rzutów 
pionowych tychże rodzących z rzutem pionowym prostój c' ,c 
już poprzednio nakreślonej. 

5BEL<3.o,33.1© X 5 6 . Znaleść krzywą 'przecięcia się 'po-
wierzchni wichrowatej z ostrokręgową. 
Przez wierzchołek ostrokręgu i rodzące powierzchni wi-

chrowatych przesuwamy szereg płaszczyzn przecinających obie 
powierzchnie; otrzymamy stąd proste przecięcia na jednej i 
drugiej powierzchni, których to prostych punkt wzajemnego 
spotkania się z sobą będzie należał do szukanego przecięcia 
obu powierzchni. I tak np. mamy powierzchnią wichrowatą 
A'A (Fig. 1830.) i ostrokręgową B'B. Na rodzącej a', a po-
wierzchni wichrowatej obieramy gdziekolwiek punkt n',n, 
i przezeń jakoteż przez wierzchołek s's ostrokręgu prowadzimy 
prostą Przez te dwie proste tj. a', a i c',c przesunięta 
płaszczyzna Pj , przetnie ostrokrąg w rodzącej h's' yhs, zaś po-
wierzchnią wichrowatą w rodzącój a', a, skąd punkt 1'1 wza-
jemnego spotkania się tych dwóch rodzących prostych, będzie 
punktem należącym do szukanego przecięcia. W ten sam spo-
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sób szukamy następnie więcój takich piinktów, obierając ró-
wnież i tutaj dla uproszczenia konstrukcji, rzuty pionowe pun-
któw o', o, r',r... na przecięcięciu się rzutów pionowych po-
szczególnych rodzących powierzchni wichrowatej z rzutem pio-
nowym prostój c',c, poprzednio nakreślonej. 

FS Tl "i X 5 7 . Znaleść punkt przecięcia się po-
wierzchni wichrowatej z krzywą daną. 
Krzywą daną np. n'n (Fig. ^ 3 1 . ) uważamy za kiero-

wnicę walca rzucającego, a więc walca, któregoby rodzące były 
np. prostopadłe do płaszczyzny pionowej rzutów. Szukamy na-
stępnie krzywej glik...,g'h'k'... przecięcia się obu tych po-
wierzchni (rzut pionowy punktów do tego przecięcia należących 
leżeó będzie na śladzie pionowym walca, czyli rzucie piono-
wym krzywej danej, i na rzucie pionow3'm rodzących powierz-
chni danój), a punkt z'z, w którym krzywa dana spotyka się 
z krzywą znalezioną, jest punktem szukanym. 

2 S a i C 3 . £ k x x ± e 1 5 8 . Znaleść krzywą przecięcia się walca koło-
wego , prostopadle do płaszczyzny poziomój rzutów stojącego, 
z powierzchnią wichrowatą jakąkolwiek. 

Z E L d E k X x l e 1 5 8 . Znaleśd krzywą przecięcia się walca jakiego-
kolwiek z paraboloidą hyperboliczną, którźj płaszczyzna kierowni-
cza jest równoległą do rodzącej walca. 

Z W i C l f i . n l e 1 6 0 . Znaleść krzywą przecięcia się dwóch parabo-
loidów hyperbolicznych, mających wspólną płaszczyznę kierowniczą. 

Z c k . d E i < X 3 L l e X 6 1 . Znaleść krzywą przecięcia się konoidu stoczy-
stego lub prostego z ostrokręgiem, którego wierzchołek loży na 
osi konoidu. 
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ROZDZIAŁ V. 

Powierzcłinie obrotowe. 

§• 26 . 

O powierzchniach obrotowych w ogólności. 

Obracając jakąkolwiek linią prostą lub krzywą, płaską 
lub podwójnego zakrzywienia, około prostśj nieruchomej, z którą 
pierwsza jest stale połączona, powstaje powierzchnia obrotowa. 
Linia ruchoma zowie się z tego powodu r o d z ą c ą p o w i e r z -
c h n i , -zaś prosta nieruchoma zowie się j^j o s i ą o b r o t u. 
W czasie ruchu rodzącej każdy jej punkt opisuje koło, którego 
promień jest równym odległości tegoż punktu od osi obrotu, 
środek zaś jego leży na samójże osi obrotu. Płaszczyzna tego 
koła przechodząc przez prostą prostopadłą do osi, sama tóm 
jest do tój osi prostopadłą, — skąd nawzajem wynika, że ka-
żda płaszczyzna prostopadła do osi powierzchni obrotowśj, prze-
cina takową w kole. Koła te zowią się r ó w n o l e ż n i k a m i (Parol-
lelkreise, — paralUles). Jeżeli który z równoleżników dzieli po-
wierzchnią na dwie przystające połowy, wtedy zowie się równi-
ki e m (Aeąuator, — equateur). Równoleżnik opisany przez punkt 
rodzącój najdalej od osi leżący, zowie się r ó w n o l e ż n i k i e m 
n a j w i ę k s z y m , zaś opisany przez punkt najbliżej osi le-
żący, r ó w n o l e ż n i k i e m n a j m n i e j s z y m . Jeżeli oś prze-

15 
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cina powierzchnią, wtedy punkta tego przecięcia zowią się 
b i e g u n a m i (der Pole, — un póle), a są one niczem innśm, 
jak również równoleżnikanai o promieniu nieskończenie małym. 
Częśd powierzchni obrotowej zawarta między dwoma równole-
żnikami, nazywa się p a s e m (eine Zone, — une zone). 

Przez oś obrotu powierzchni obrotowej przesunąwszy 
płaszczyznę, takowa z każdym jej równoleżnikiem przetnie się 
w dwóch punktach; punkta te połączone ze sobą, tworzą krzywą 
płaską zwaną p o ł u d n i k i e m (ein Meridian, — un meridien), 
złożoną z dwóch równych, systematycznych, po obu stronach 
osi leżących części, płaszczyzna zaś sama zowie się p o ł u d n i -
kowę-. Południk taki leży naturalnie w całej swej rozciągło-
ści na powierzchni obrotowej; obróciwszy go więc około osi 
obrotu, zrodzi on nam tę samą powierzchnią, i z tego powodu 
za rodzącą powierzchni na której leży uważanym także być 
może. Ponieważ przez oś można bardzo wiele płaszczyzn prze-
sunąć , zatem także i południków powierzchnia obrotowa ma 
bardzo wiele, a wszystkie są krzywemi do siebie przystającemi. 
Częśd powierzchni obrotowój zamknięta między dwoma połu-
dnikami zowie się jej wrzec ionem (ein Spindel, — vnfmeau). 

Do graficznego przedstawienia powierzchni obrotowych 
najkorzystniejszą rzeczą jest ustawić ich oś obrotu prostopa-
dle do płaszczyzny poziomej rzutów. Skutkiem bowiem takiego 
ustawienia, otrzymujemy dla konstrukcyi tych powierzchni na-
stępujące korzyści: 1) wszystkie równoleżniki pokazują się nam 
na rzucie poziomym w prawdziwym kształcie i wielkości, tj. 
jako koła współśrodkowe, mające swój środek w rzucie pozio-
mym osi obrotu; 2) rzuty pionowe tych równoleżników są 
prostemi równoległemi do osi rzutów, równemi co do długości 
średnicom odpowiednich równoleżników na rzucie poziomym, 
a przytóm podzielone są przez rzut pionowy osi obrotu pod 
kątem prostym na dwie równe części; 3) rzut poziomy każdego 
południka leży na śladzie poziomym płaszczyzny południkowej, 
a więc jest prostą przechodzącą przez ślad poziomy osi obrotu,— 
czyli wszystkie południki pokazują się na rzucie poziomym 
jako średnice równoleżnika największego, W tóm położeniu osi 
obrotu powierzchni, między wszystkimi jej południkami na 
szczególną uwagę zasługuje południk powstały z przecięcia 
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powierzchni płaszczyzną przechodzącą przez jej oś, a przytóm 
równoległą do płaszczyzny pionowej rzutów, zwany p o ł u d n i -
k i e m g ł ó w n y m ; takowy bowiem na rzucie pionowym uka-
zuje się w prawdziwym kształcie i wielkości, a prócz tego sta-
nowi granice dla rzutu pionowego całej powierzchni i oddziela 
część widoczną powierzchni od niewidocznój na tymże rzucie. 
Podobnież znów granicami rzutu poziomego powierzchni będą 
w tym razie równoleżnik największy i najmniejszy, które zara-
zem oddzielają część widoczną powierzchni od niewidocznej 
na rzucie poziomym. 

Przy kreśleniu powierzchni obrotowych jeszcze jedna oko-
liczność z korzyścią użytą być może, a mianowicie, że zamiast 
brać jakąkolwiek krzywą za rodzącą powierzchni, bierzemy za 
takową krzywą południkową, i to najdogodniej krzywą połu-
dnika głównego, przez to bowiem unikamy wprowadzania w ry-
sunek krzywych podwójnego zakrzywienia. Kodzącą tę będziemy 
nazywać r o d z ą c ą p o ł u d n i k o w ą . 

Zależnie od kształtu rodzącój, mogą być najrozmaitsze 
powierzchnie obrotowe; między niemi atoli na szczególną uwa-
gę zasługują następujące: 

1) K u l a (die Kugel, — une sphere), gdy rodzącą połu-
dnikową jest koło, zaś osią obrotu średnica tegoż koła. 

2) E l l i p s o i d a o b r o t o w a (das RotationselUpsoid, 
— Uellipsoide de revolution), gdy rodzącą jest ellipsa, zaś osią 
obrotu, jej oś mała lub wielka; w pierwszym razie powstaje 
e l l i p s o i d a s o c z e w k o w a t a (das linsenfdrmige Etlipsoid), 
w drugim j a j o w a t a (das eifórmige Ellipsoid). 

2) H y p e r b o l o i d a o b r o t o w a {das Rotationshyper-
holoid, — hyperholoid de revolution), jeżeli rodzącą jest hyper-
bola, osią zaś obrotu jej oś urojona lub rzetelna; w pierwszym 
znów razie powstaje h y p e r b o l o i d a o j e d n ć j p o w ł o c e 
(das Hyperholoid mit einem Mantel, •— hyperholoide de revo-
lution a une nappe), w drugim zaś razie h y p e r b o l o i d a 
o d w u p o w ł o k a c h albo d w u p o w ł o k o w a (das Hyper-
holoid mit zwei Mdnteln, — hyperholoide de revolution a dewx 
nappes). Hyperboloida o jednój powłoce, jak to późniśj zoba-
czymy, powstaje także przez obrót prostój pochyłój około pro-
stej pionowój. 
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4 ) P a r a b o l o i d a o b r o t o w a (das Rotationsparaho-
hid, — paraholoid de revolution)y gdy rodzącą jest parabola, 
a j^j oś jest osią obrotu. 

5) P o w i e r z c h n i a p i e r ś c i e n i o w a (die Ringfidche 
albo der Wulst, — surface annulaire), gdy rodzącą jest koło, 
zaś osią obrotu prosta gdziekolwiek w płaszczyznie tego koła 
leząca. 

Wreszcie do powierzchni obrotowych policzyć można zna-
jomy nam już w a 1 e c i o s t r o k r ą g , a w takim razie ro-
dzącą pierwszego jest prosta równoległa do osi obrotu, ro-
dzącą zaś drugiego prosta przecinająca oś obrotu. 

§ , 27 . 

Zadania tyczęce się rzutów powierzchni obrotowych. 

162. Mając daną oś obrotu i rodzącą 
powierzchni obrotowej, przedstawić takową w rzutach. 
Niech osią obrotu będzie prosta a'b',ab (Fig.-

prostopadła do płaszczyzny poziomej rzutów, zaś rodzącą krzywa 
podwójnego zakrzywienia c'd'e'f.... cdef... Ponieważ przedsta-
wienie powierzchni obrotowej w rzutach polega na nakreśleniu 
jak największej liczby jój równoleżników i południków, zatem, 
obrawszy na rodzącej danej kilka punktów np. c'c, d'd, e'e..., 
szukamy najprzód rzutów równoleżników, przez te punkta pod-
czas obrotu opisanych. Ale rzutami poziomymi a zarazem 
i prawdziwą wielkością tychże beda koła współśrodkowe z pun-
ktu a promieniami ac, ad, ae... zatoczone; pionowe zaś otrzy-
mamy, prowadząc przez punkta c',d',e', równoległe 
m'n'... do osi rzutów, i na nich po obu stronach osi obrotu od-
cinając części, równe promieniom odpowiednich równoleżników 
na rzucie poziomym; — albo też co krócej, prowadząc z pun-
któw g,k,m,h,l, n prostopadłe do osi rzutów aż do przecięcia 
się ich z odpowiednimi rzutami pionowymi równoleżników 
w punktach g',m',k',l',n'. Aby następnie otrzymać przede-
wszystkiem rzuty południka głównego, prowadzimy przez oś 
obrotu płaszczyznę równoległą do płaszczyzny pionowej rzutów 
(śladem jej poziomym będzie prosta przez a idąca a równole-
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gła do osi rzutów), i szukamy następnie punktów przecięcia 
się tej płaszczyzny z wszystkimi równoleżnikami; punktami 
tymi będą g'g, h'h, m'm... Ic ICf t) ty n'n..., z połączenia któ-
rych, jako rzut poziomy południka głównego, otrzymamy prostą 
gh leżącą na śladzie poziom3^m płaszczyzny południkowej (co 
jest naturalne, skoro płaszczyzna ta jest rzucającą poziomą), jako 
zaś rzut pionowy, otrzymamy dwie przerwane krzywe r'k'm'g's', 
u'l'n'h't', które są zarazem prawdziwym kształtem i wielkością 
tegoż południka i które, zamykając kontury rzutu pionowego, 
dają nam wyobrażenie o kształcie powierzchni przez obrót da-
nej rodzącej powstałej. Aby wreszcie więcej południków na-
kreślić, postępujemy tak samo, kreśląc najprzód ich rzuty po-
ziome , które pokażą się jako średnice równoleżnika najwię-
kszego , a następnie szukając rzutów pionowych punktów, 
w których płaszczyzny tych południków przecinają się z równo-
leżnikami, i wreszcie te punkta łącząc krzywemi ciągłemi ze sobą. 

Co się nakoniec tyczy odróżnienia widocznych równole-
żników i południków od niewidocznych, to naturalnie z równo-
leżników będą widoczne na rzucie poziomym te, których rzuty 
pionowe leżą między rn' i k'l', a następnie między m'n' i g'}i', 
podczas gdy rzuty pionowe wszystkich są widoczne; z połu-
dników zaś na rzucie poziomym widoczne wszystkie, na pio-
nowym atoli te tylko ich połowy, których rzutami poziomymi 
są promienie pod rzutem poziomym południka głównego leżące. 

S=I.TRT -I 1 6 3 . Mając daną oś obrotu i rodzoną 
poioierzchni obrotowej, nakreślić rzuty równoleżnika odpo-
wiadającego 'punktowi, którego jeden z rzutów jest danym. 
Jeżeli danym jest rzut poziomy x (Fig. punktu, 

wtedy najprzód kreślimy rzut poziomy równoleżnika żądanego,— 
będzie nim koło z punktu a promieniem ax zatoczone. Koło 
to przetnie rzut poziomy rodzącej tj. krzywą cdef w punkcie 
o, dla którego rzut pionowy znajdziemy na prostopadłćj do 
osi rzutów i na rzucie pionowym rodzącój, a więc w punkcie 
o'. Przez o' wreszcie poprowadziwszy równoległą do osi rzutów 
i na niej po obu stronach odciąwszy części równe ax, otrzy-
mamy rzut pionowy równoleżnika szukanego. 

Jeżeli zaś jest dany rzut pionowy punktu, wówczas 
znów najprzód prowadzimy przez x' równoległą do osi rzutów, 
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a ta przetnie rzut pionowy rodzącój tj. c'd'e'f w punkcie o'; 
poczym po wynalezieniu rzutu poziomego o, promieniem ao 
zatoczywszy koło ze środka a , takowe będzie rzutem pozio-
mym równoleżnika, z pomocą którego łatwo ograniczymy wiel-
kość jego rzutu pionowego, na zwyż nakreślonój równoległej 
leżącego. 

Gdyby danemu rzutowi poziomemu x punktu, odpowia-
dało kilka rzutów pionowych wtedy otrzymamy kilka także 
równoleżników, które będą miały wspólny rzut poziomy; a je-
żeliby danemu rzutowi pionowemu x' punktu, odpowiadało 
kilka rzutów poziomych, wtedy płaszczyzna prostopadła do osi 
obrotu przecina powierzchnią w kilku równoleżnikach współ-
środkowych, mających wspólny rzut pionowy. 

25ELtiLEl.ia.i© Mając dany jeden z rzutów 'pun-
ktu na powierzchni obrotowej leiącego, znaleść rzut drWji. 
Nakreśliwszy najprzód rzuty równoleżnika przynależnego 

punktowi, którego rzut jest dany (Zad, 163.), to rzut szukany 
punktu będzie leżał na równoimiennym rzucie równoleżnika 
i na prostopadłej do osi rzutów, z rzutu danego wyprowadzonej. 

Z E I I C 3 . E I I X L . L E 1 6 5 . Mając daną oś obrotu i rodzącą 
powierzchni obrotowej, nakreślić rzuty południka przez 
dany punkt idącego. 
Rzut poziomy punktu danego łączymy z rzutem poziomym 

osi obrotu, a prosta ta będzie rzutem poziomym szukanego 
południka. Poszukawszy następnie rzutów pionowych kilku pun-
któw na prostój tśj obranych (podług zad. poprzedniego), i ta-
kowe ze sobą krzywą ciągłą połączywszy, otrzymamy rzut 
pionowy południka żądanego. 

W zadaniu 162 widzieliśmy, jak mając krzywą podwój-
nej krzywizny daną jako rodzącą powierzchni obrotowśj, mo-
żna z łatwością nakreślić rzuty tójże powierzchni. Kzecz atoli 
upraszcza się nieco, jeżeli zamiast rodzącej jakiejkolwiek, daną 
jest rodząca południkowa, o której już w §. poprzedzającym 
wzmiankę uczyniliśmy, — aczkolwiek w głównych swych czę-
ściach konstrukcya pozostaje ta sama. I tak zobaczmy to na 
przykładzie. 

SSetcLeLZ].ie X 6 6 . Nakreślić rzuty powierzchni ohro 
towe}, mając dane wymiary rodzącej południkowej. 
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Przypuśćmy, że rodzącą południkową daną w swoich wy-
miarach, jest ellipsa, a chcemy nakreślić rzuty ellipsoidy so-
czewko watej czyli spłaszczonej. W tym celu na płaszczyznie 
pionowej rzutów kreślimy tę ellipsę w prawdziwym jśj kształcie 
i wielkości, a przytem tak, iżby jej oś mała a'h' (Fig. 
była prostopadłą do osi rzutów; rzutem poziomym tejże elli-
psy będzie prosta cd, przez rzut poziomy ah osi małej , która 
tu jest zarazem osią obrotu powierzchni, równolegle do osi 
rzutów poprowadzona. To mając, obieramy na rodzącój danój 
najprzód punkta cc' i dd' tj. końce osi wielkiój, a następnie 
z punktu a promieniem ac=^ad zataczamy koło, które będzie 
rzutem poziomym równoleżnika największego i jego prawdziwą 
wielkością, i które łącznie z krzywą południka głównego czyli 
ellipsa, na rzucie pionowym nakreśloną, przedstawia nam żą-
daną powierzchnią ellipsoidy, a właściwie jej kontury na obu 
płaszczyznach rzutów. Aby w razie żądanym mieć jeszcze kilka 
równoleżników i południków na tój powierzchni, obieramy na 
rodzącój południkowej kilka punktów np. f ' f , g'g:, to rzutami 
poziomymi równoleżników przez te punkta przechodzących będą 
koła z punktu a promieniami a f , ag... zatoczone, zaś piono-
wymi — prostopadłe do rzutu pionowego osi obrotu z punktów 
f , g... poprowadzone; południki wreszcie otrzymamy, prowadząc 
przez punkt a ślady poziome płaszczyzn południkowych, które 
wzięte w granicach równoleżnika największego są zarazem rzu-
tami poziomymi południków a następnie—szukając rzutów pio-
nowych punktów, w których każda z tych płaszczyzn przecina 
się z poszczególnymi równoleżnikami, i takowe należycie ze 
sobą łącząc krzywą ciągłą. 

W ten sam sposób, mając dany promień koła, wymiary 
paraboli lub hyperboli, otrzymać można rzuty kuli (Fig. 
rzuty paraboloidy (Fig. » 4 0 . ) , następnie rzuty hyperboloidy 
o dwóch powłokach (Fig. » 4 1 . ) , a to obracając hyperbolę daną 
około jój osi rzetelnej, i rzuty hyperboloidy o jednój powłoce 
(Fig. obracając też samą hyperbolę około jej osi urojonój. 

Ostatnia ta powierzchnia tj. hyperboloida o jednej po-
włoce posiada tę szczególną własność, że utworzoną także być 
może przez obrót prostej a pochyłej linii ab,a'h' (Fig. ^ 4 3 . ) 
około prostej pionowój o'o. W obrocie tym punkt a'a lub 
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jako najdalej od osi obrotu leżący opisze nam równoleżnik naj-
większy , zaś punkt n'n najbliżej tejże osi 1'eżący, równoleżnik 
najnnniejszy, którego rzut poziomy naturalnie będzie stycznym 
do rzutu poziomego prostej rodzącej. Aby zaś otrzymać ro-
dzącą w różnych jej położeniach podczas obrotu, dzielimy rzut 
poziomy równoleżnika największego na pewną liczbę części ró-
wnych np. na 16, i przez punkta podziału prowadzimy styczne 
do rzutu poziomego równoleżnika najmniejszego, a takowe będą 
rzutami poziomymi rodzącej; szukając następnie rzutów piono-
wych tych punktów, w których każda styczna, czyli rzut po-
ziomy rodzącój przecina się z rzutem poziom3'̂ m równoleżnika 
największego, — przyczem uważać należy, że jeden z tych 
punktów leżeć będzie na rzucie pionowym równoleżnika przez 
punkt a', drugi zaś na rzucie pionowym równoleżnika przez 
punkt h' zakreślonego, — i punkta te łącząc prostą ze sobą, 
otrzymamy rzuty pionowe różnych położeń rodzącej. Aby wre-
szcie otrzymać krzywą południkową, a więc np. krzywą połu-
dnika głównego, to albo szukamy punktów przecięcia się ro-
dzących poprzednio nakreślonych z płaszczyzną p tegoż połu-
dnika, albo tóż nakreśliwszy kilka równoleżników, szukamy ró-
wnież punktów przecięcia się ich z tąż płaszczyzną, a punkta 
te na rzucie pionowym połączone ze sobą, jako krzywą żą-
daną, dadzą nam hyperbolę. 

Powierzchnie ostrokręgu i walca kołowego są niczem in-
nem, jak odmianami hyperboloidy o jednój powłoce. I tak, 
jeżeli rodząca a'h', ab takiej hyperboloidy zbliża się coraz wię-
cćj do osi obrotu, wówczas równoleżnik najmniejszy, coraz bar-
dziój maleje, a nakoniec, gdy rodząca przetnie się z tąż osią, 
wówczas powierzchnia hyperboloidy zamienia się na ostrokrę-
gową kołową o dwóch powłokach, z wierzchołkiem w punkcie 
przecięcia się tejże osi z prostą rodzącą. Jeżeli zaś rodząca 
prosta obraca się około linii rzucającój poziomej punktu n'n 
tak, iż ciągle zbliża się ona do położenia pionowego, wówczas 
powierzchnia hyperboloidy wydłuża się coraz więcój w kierunku 
swej osi i nareszcie zamienia się na powierzchnią walcową 
kołową, skoro taż rodząca zajmie położenie pionowe, czyli ró-
wnoległe do osi obrotu. 
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Na Fig. mamy nareszcie przedstawione rzuty po-
wierzchni pierścieniowej, powstałej przez obrót koła promienia 
c'd' około osi pionowej a'a, w jego płaszczyznie leżącej. Krzywa 
południka głównego składa się tu z dwócłi kół równych kołu 
rodzącemu. Na płaszczyznie poziomej p' idącój przez środek 
c' koła rodzącego, leży zarówno największy, jak i najmniejszy 
równoleżnik tej powierzchni. 

§• 28. 

Rozwijanie powierzchni obrotowych. 

Rozwijanie powierzchni obrotowych może być tylko w przy-
bliżeniu wykonanem; ściśle bowiem rzecz biorąc, nie można 
tych powierzchni bez zerwania ciągłości między ich pojedyn-
czemi częściami składowemi na jednej płaszczyznie rozpostrzeć. 
Gdy atoli w praktyce potrzeba takowego rozwijania często za-
chodzi i, aczkolwiek w przybliżeniu, jednak z dość dalece po-
suniętą dokładnością uskutecznionem ono być może, dlatego 
wskażemy tu sposoby ku temu prowadzące. Sposobów tych jest 
dwa, a mianowicie: — poprowadziwszy najprzód na powierz-
chni obrotowej danój do rozwinięcia pewną, a dostateczną 
stósownie do żądanój dokładności, liczbę równoleżników i połu-
dników , i podzieliwszy przez to daną powierzchnią na drobne 
trapezy, następnie albo 1) zestawiamy te trapezy w prawdzi-
wej ich wielkości na jednój płaszczyznie, idąc porządkiem 
wrzecion zamkniętych między południkami , albotóż 2) zesta-
wiamy je obok siebie postępując porządkiem pasów zawar-
tych między równoleżnikami. Zobaczmy tę rzecz na przy-
kładzie. 

Z C I I C 3 . E L F Z L . X E 1 0 " 7 . Rozwinąć na płaszczyznie powierz-
chnią kuli. 
Daną jest kula promienia o'z' = oz (Fig. Oba 

koła wielkie, będące granicami pionowego i poziomego jój 
rzutu, dzielimy na dowolną liczbę części równych np. na 16, 
i przez wszystkie punkta podziału prowadzimy równoleżniki 
i południki; skutkiem tego cała powierzchnia kuli podzieloną 
zostanie na 96 trapezów i prócz tego na 32 trójkątów, mają-
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cych swe wierzchołki w biegunach kuli. Tak trójkąty jak i tra-
pezy mają jednaką wysokość tj. równą Vi6 części koła wiel-
kiego , podstawą zaś każdego z nich jest Vi6 odpowiedniego 
mu równoleżnika, a która na płaszczyznie poziomej rzutów 
znajduje się w prawdziwej swój wielkości. To mając i wiedząc, 
na linii AB obok leżącej odcinamy część xy = mm tj. część 
równą Yjg równoleżnika największego, a takowa będzie dolną 
podstawą trapezu a równego trapezowi a ' na kuli leżącemu; 
wysokością jego będzie wyprostowany łuk ol (Część II., §. 1), 
a górną podstawą będzie x'y' = nn (tj. '/le równoleżnika przez 
punkt n idącego), odcięta w równych połowach po obu stro-
nach prostopadłój, ze środka podstawy dolnój wyprowadzonej. 
Podstawa górna tego trapezu będzie dolną dla trapezu h, 
równego trapezowi h' na kuli leżącemu, wysokością jego będzie 
znów wyprostowany łuk 12 = 12', a podstawą górną będzie 
X2y2 = rr, czyli Yig część równoleżnika przez r idącego. W ten 
sam sposób postępując dalej, otrzymamy trzy trapezy a, h, c 
równe trapezom a', h', c' na kuli leżącym i trójkąt d równy 
trójkątowi cZ'̂  — a konstrukcyą tę powtórzywszy jeszcze 15 
razy wzdłuż linii AB, otrzymamy rozwiniętą górną połowę 
powierzchni kuli danej. 

Drugi sposób rozwijania polega, jakeśmy wyżej powie-
dzieli, na zestawieniu tych trapezów pasami, tj. na układaniu 
wszystkich trapezów w jednym i tym samym pasie leżących, 
obok siebie. Rozwińmy tym ostatnim sposobem dolną połowę 
powierzchni kuli. Aby sobie tu konstrukcyą ułatwić, uważamy 
pierwszy pas składający się z trapezów a', a', a'... jako po-
wierzchnią stożka ściętego, którego wierzchołek leży w pun-
kcie s, tj. w punkcie przecięcia się osi kuli z przedłużoną cię-
ciwą łuku ol. Pod tem założeniem, z punktu s', gdzieś na 
boku obranego , zataczamy łuk promieniem so ~ s'o', i na 
tymże łuku odcinamy 16 części równych mm, tj. równych 
7,6 równoleżnika największego; następnie na prostej 8'o' od-
ciąwszy o'l' równe wysokości tych trapezów, czyli wyprosto-
wanemu łukowi ol, zataczamy drugi łuk promieniem s'l', 
i wTeszcie punkta podziału na pierwszym łuku łączymy z pun-
ktem s', a otrzymamy stąd 16 trapezów a, a, a. . . , równych 
trapezom a', a', a'... na kuli w pierwszym pasie leżącym. 
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W ten sam sposób postepujemy dalej, tj. uważając drugi pas 
kuli jako powierzchnią ostrokregu ściętego z wierzchołkiem 
w punkcie t, promieniem t'l' = tl zataczamy łuk, na nim od-
cinamy 16 części równych nn, punkta podziału łączymy z t', 
a następnie oddawszy jeszcze l'2' = o'l', zataczamy łuk drugi 
promieniem t'2', — otrzymamy stąd znów 16 trapezów h,h,h... 
obok siebie, równych trapezom h', h', h... na kuli leżącym, 
itp. Dokładność całej konstrukcyi rozwinięcia, bądźto pierw-
szym, bądź drugim sposobem wykonanego, zależy tu natural-
nie od podziału kół wielkich (czyli konturowych) na tyle czę-
ści, iżby łuki stąd powstałe jak najmniejszej były krzywizny, 
czyli iżby jak najmniej od swych cięciw zbaczały. 

Zastósowanie rozwinięcia powierzchni kuli ma miejsce 
przy sztucznych globusach i kartach geograficznych. Przy glo-
busach rozwinięcie to uskutecznianem bywa pierwszym sposo-
bem — i po zadrukowaniu tegoż, — na kulę nalepionem ; — przy 
kartach zaś geograficznych drugim sposobem tj. pasami. Prócz 
tego bywa ono jeszcze użytku częstego przy konstrukcyi balo-
nów, jakoteż w architekturze przy podziale tak zWanych skle-
pień kulistych. 

§• 29. 
Przekroje płaskie powierzchni obrotowych. 

Uwzględniając okoliczność, że przy powierzchniach obro-
towych równoleżniki i liuie południkowe za rodzące tychże po-
wierzchni uważane być mogą, znajdziemy przecięcie jakiejkol-
wiek powierzchni obrotowej płaszczyzną, szukając w dostate-
cznej liczbie punktów, w których ta ostatnia przecina się z ró-
wnoleżnikami lub południkami, i punkta takowe łącząc z sobą 
krzywą ciągłą w należytym porządku. Zrobiwszy wreszcie kład 
płaszczyzny przecinającej na jedne z płaszczyzn rzutów, otrzy-
mamy krzywą przecięcia szukanego w prawdziwym kształcie 
i wielkości. 

Zależnie od płaszczyzny przecinającej względem osi po-
wierzchni obrotowej, krzywe przecięcia płaszczyzną jednój i tój 
samój powierzchni mogą bjć rozmaite, i tak np. z przecięcia 
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ellipsoidy płaszczyzną otrzymać można koło lub ellipse, z prze-
cięcia paraboloidy koło, ellipse lub parabolę, a mianowicie tę 
ostatnią wtedy, gdy płaszczyzna przecinająca jest równoległą 
do osi obrotu paraboloidy; z przecięcia byperboloidy o jednej 
powłoce otrzymać można koło, ellipsę, dalćj parabolę, gdy 
płaszczyzna przecinająca jest równoległą do rodzącej prostej 
tej powierzchni, lub hyperbolę, gdy w ogóle odległość płasz-
czyzny przecinającej od osi obrotu powierzchni mniejszą jest 
od promienia równoleżnika najmniejszego itp. Między wszyst-
kiemi powierzchniami obrotowemi jedna tylko znajduje się 
kula, z przecięcia której płaszczyzną jakkolwiekbądź względem 
niój położoną, zawsze otrzymujemy koło, a mianowicie, albo 
tak zwane koło wielkie czyli koło promienia równego promie-
niowi kuli, gdy płaszczyzna przechodzi przez środek kuli, lub 
też koło małe, gdy taż płaszczyzna idzie zewnątrz środka kuli. 

Y S N " I ^ 1 6 8 . Znaleść krzywą jprzedecia po-
wierzchni obrotowej płaszczyzną prostopadłą do jednej 
z płaszczyzn rzutów. 
Powierzchnią przeciętą niech będzie powierzchnia kuli 

A'A (Fig. , zaś p'p płaszczyzną przecinającą. Celem 
znalezienia wspólnego ich przecięcia prowadzimy płaszczyznę 
pomocniczą Ą równoległą do płaszczyzny poziomej rzutów, 
a ta przetnie kulę w równoleżniku a'a, zaś płaszczyznę daną 
w prostej h'h; prosta ta przetnie się z równoleżnikiem a'a 
w dwóch punktach (ich rzuty poziome są 1 i 2), które należą 
do krzywej przecięcia szukanego. W ten sam sposób, tj. pro-
wadząc następnie płaszczyzny R^, Ą wyznaczymy więcój 
takich punktów, które połączone z sobą należycie, dadzą nam 
na rzucie poziomym ellipsę, zaś na pionowym prostą, jako 
rzuty szukanego przekroju. 

W razie gdy rzuty szukanego przekroju są nam niepo-
trzebne, a tylko prawdziwy jego kształt i wielkość, można otrzy-
mać bezpośrednio takowe w sposób następujący: płaszczyznę 
przecinającą np. S prostopadłą do płaszczyzny poziomej rzu-
tów, obracamy około linii rzucającej pionowćj punktu d'd, — na 
tej płaszczyznie obranego— dopóty, dopóki ona nie przyjdzie w po-
łożenie S" równoległe do płaszczyzny pionowej rzutów; w tym 
obrocie punkt e, który jest środkiem koła szukanego przecię-
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cia, opisze łuk ee", a jego rzut pionowy przyjdzie do e'". 
Z punktu tego e'" wreszcie promieniem e'"x"' = ex zakreśli-
wszy koło, takowe jest prawdziwą wielkością przecięcia szuka-
nego. Rzecz ta jest łatwą do zrozumienia zważywszy, że gdy 
przekrój kuli płaszczyzną jest zawsze kołem , zat^m punkt e'e, 
gdzie prostopadła Ae, A'e' ze środka kuli wyprowadzona trafia 
płaszczyznę przecinającą, jest środkiem koła szukanego, a na-
stępnie, — że wszystkie średnice tegoż koła w rzutach swoich 
pokazują się skrócone z wyjątkiem średnicy z'x\zx, której 
rzut poziomy z powodu równoległości rzutu pionowego do osi 
(a więc z powodu równoległości samejże średnicy do płasz-
czyzny pionowej rzutów), jest prawdziwą wielkością średnicy 
koła szukanego. Z tych samych zupełnie powodów i przy po-
przedniój płaszczyznie przecinającej tj. p'p, jest punkt c'c 
środkiem koła przecięcia, zaś średnicą jego w prawdziwej 
wielkości jest v'w'. 

Z otrzymanego w ten sposób przecięcia w prawdziwej 
wielkości łatwo w razie potrzeby otrzymać jego rzut pionowy; 
rzut bowiem pionowy np. punktu m" ' , obranego na kole prze-
cięcia, będzie leżał na przecięciu równoległój rn"'m' do osi 
rzutów z prostopadłą do tejże osi z w wyprowadzoną, — 
i podobnież rzuty pionowe innych punktów. 

! Z E L C A . E I < ] 3 . I E 1 6 9 . Znaleśćprzekrój'powierzchni obroto-
wejpłaszczyznąukośnie wzglądem ohupłaszczyzn rzutów stojącą. 
Używamy w tym razie również płaszczyzn pomocniczych 

prostopadłych do osi powierzchni obrotowój. Każda z takich 
płaszczyzn przetnie powierzchnią daną w kole, zaś płaszczyznę 
daną w prostej, których punkta wzajemnego się z sobą spot-
kania są punktami do szukanego przecięcia należącymi. Jako 
przykład weźmy powierzchnią pierścieniową A'A (Fig. 
i płaszczyznę ją przecinającą p'p. Przesunąwszy najprzód pła-
szczyznę r^ prostopadłą do osi powierzchni, a więc równole-
głą do płaszczyzny poziomej rzutów. ta przetnie tęż powierz-
chnią w dwóch kołach c'c i zaś płaszczyznę p'p przetnie 
w prostej a'a, która to prosta z poprzednio otrzymanemi dwoma 
kołami przetnie się znów w czterech punktach tj . 11'^ 22', 
33' i 44' do szukanego przecięcia należących. Poprowa-
dziwszy następnie drugą płaszczyznę np. r^, otrzymamy 4: 
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inne punkta, — a w ten sposób postępując dalśj, dopóki 
nie dostaniemy dostatecznej liczby tychże punktów, łączymy 
wreszcie takowo należycie ze sobą, skąd otrzymamy krzywą 
szukanego przecięcia w rzutach; aby mieć zaś prawdziwy kształt 
i wielkość tejże, robimy kład płaszczyzny p ' p na jednę z pła-
szczyzn rzutów. 

Zamiast płaszczyzn pomocniczych prostopadłych do osi 
obrotu, używać można także płaszczyzn południkowych, i to 
nawet z korzyścią wtedy, gdy proste i koła, z użycia pierw-
szych płaszczyzn otrzymane, przecinają się pod bardzo ostrymi 
kątami, skutkiem czego położenie punktów przecięcia nie jest 
dokładnie wyznaczonem. Przypadek taki jest u nas w pobliżu 
punktów 55' i 66'. Prowadząc zatóm płaszcz3'zny południkowe 
w tych stronach krzywój szukanej, te przetną powierzchnią 
daną w liniach południkowych, których konstrukcyi uniknąć 
można przez obrót samychże płaszczyzn południkowych, dopóki 
nie przyjdą w położenie płaszczyzny południka głównego. I tak 
np. używszy płaszczyzny południkowej r2r'2, to skutkiem wspo-
mnionego obrotu , krzywa przecięcia powierzchni tą płaszczy-
zną padnie na południk główny, zaś prosta przecięcia się z pła-
szczyzną daną p ' p będzie a"; prosta ta przetnie się z połu-
dnikiem głównym w punktach ss' i zz', po wróceniu których 
nazad w pierwotne położenie płaszczyzny otrzymamy pun-
kta 55' i 66' do szukanego przecięcia należące. W podobnyż 
sposób otrzymane zostały na figurze punkta 77' i 88', w pła-
szczyznie południkowej r^r'^ leżące. 

Jak małe zastanowienie się nad własnościami tej lub 
owej powierzchni prowadzi nas często do obrania innój a kró • 
tszśj drogi, aniżeli jest droga ogólną regułą wskazana, zobacz-
my to szukając przecięcia hyperboloidy o jednej powłoce A'A 
(Fig. z płaszczyzną ukośną p'p. Tu bowiem za-
miast szukać takowego albo za pomocą płaszczyzn pomocni-
czych prostopadłych do osi powierzchni, albo za pomocą pła-
szczyzn południkowych, najkorzystniejszą rzeczą będzie użyć 
płaszczyzn przecinających tęż powierzchnią w jej rodzących 
prostych. I tak przesunąwszy przez rodzącą vo,v'o' płaszczy-
znę r^, ta przetnie hyperboloidę w tćjże rodzącej, zaś płasz-
czyznę p'p w prostój b'b, — a punkt m'm wzajemnego prze-
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cięcia się obu tych prostych jest punktem, do szukanego prze-
cięcia należącym. W ten sam sposób postępując dal^j, czyli 
co na jedno wychodzi, szukając przecięcia się płaszczyzny da-
nśj p'p z rodzącemi prostemi hyperboloidy, otrzymamy wię-
cej punktów, z których należytego połączenia ze sobą, dosta-
niemy następnie krzywą szukanego przecięcia. 

ZELC3.Ct]3Lle IJJO. Znaleść punkta przecięcia się po-
wierzchni obrotowej z prostą daną. 

Postępując wedle ogólnego sposobu już nam dawno zna-
nego , przesuwamy przez prostą daną płaszczyznę i to najko-
rzystniej jednę z płaszczyzn rzucających, następnie zaś szu-
kamy krzywej przecięcia się powierzchni danej z taż płaszczy-
zną, a punkt lub punkta przecięcia się znów tój krzywej z pro-
stą daną będą punktami szukanymi. 

Jako przykład świadczący tylko o wielkiej rozmaitości 
dróg, jakiemi postępować i w jakich wybierać można, ^by 
tylko prędzej lub dokładniej trafić do celu, poszukajmy pun-
któw przecięcia się kuli A'A (Fig. S 4 0 . ) z prostą m'n' ,mn. 
Otóż przesuńmy najprzód przez tę prostą płaszczyznę rzuca-
jącą P, a ta przetnie jak wiemy kulę w kole, którego rzutem 
poziomym jest prosta hc. Poprowadźmy następnie płaszczyznę 
boczną R równoległą do P, to na takowój otrzymamy to 
koło w prawdziwej jego wielkości, — promieniem jego będzie 
Ya&ĉ  zaś środek jego o" leżeć będzie na prostopadłej oo" do 
r , i to w odległości/"o" od tegoż r. Poszukajmy wre-
szcie rzutu prostój danej na też płaszczyznę boczną E. Ale 
takowy otrzymamy, znalazłszy rzuty dwóch punktów na nićj 
obranych ; i tak rzutem bocznym jćj śladu poziomego s będzie 
punkt s", zaś rzutem bocznym punktu «'a, gdziekolwiek obra-
nego, będzie punkt a", który połączony z s" da nam prostą 
s"a", jako rzut boczny prostej danej. To mając, łatwo znaj-
dziemy punkta szukane w zadaniu ; prosta bowiem s"a" prze-
cina się z rzutem bocznym koła przecięcia w punktach c" 
i d", dla których odwrotną drogą poszukawszy c'c i d'd, te 
ostatnie będą punktami przecięcia się kuli z prostą m'n' ,mn. 

Z£l>c3.eiZXie Znaleść punkta przecięcia się kuli 
z prostą przechodzącą przez jej środek. 
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Daną jest kula (Fig. ! 8 5 0 . ) i prosta min' ,mn przez jej 
środek o'o idąca. Przez prostą daną przesunąwszy płaszczyznę 
rzucającą P , ta będzie zarazem płaszczyzną południkową 
i przetnie kulę w kole wielki^m. Aby koło to nakreślić, obróćmy 
płaszczyznę P około osi kuli, dopóki nie przyjdzie w położenie 
równoległe do płaszczyzny pionowej rzutów , a skutkiem tego 
rzut pionowy południka głównego będzie także rzutem piono-
wym koła przecięcia się płaszczyzny P z kulą. Co się tyczy 
prostej m'n' ta naturalnie skutkiem obrotu płaszczyzny 
P także zmieni swoje miejsce, a mianowicie, ponieważ punkt 
s's na niej obrany po obrocie płaszczyzny P przyjdzie do 
s"s'", zaś punkt o'o tejże prostej w czasie obrotu zostaje 
ciągle na swojóm miejscu, zatem prosta dana m'n ' ,mn po 
obrocie przyjdzie w położenie os", o's"'. Z przecięcia się pro-
stej o's"' z rzutem pionowym południka głównego otrzymamy 
punkta g'" i h'", z których — po wróceniu P a tem samem i 
prosT;ej os", o's"' w ich pierwotne położenie tj. w położenie 
m ' n ' — otrzymamy punkta g' \ h', a wreszcie g i h jako 
rzuty szukanych punktów przecięcia. 

Z e b c 3 . E i . z x l e 1 7 2 . Przez punkt dany na kuli przesunąć płasz-
czyznę, któraby przecinała tęż kulę w kole promienia danego. 

Z e i . d e k x x l e 1 7 3 . Hyperboloidę o jednój lub dwóch powłokach 
przeciąć płaszczyzną w hyperbol i , którćjby wierzchołki leżały od 
siebie w odległości danćj . 

2 S e b d a . x i . l e 1 7 4 . Powierzchnią pierścieniową przeciąć linią 
prostą w cztśrech punktach, itp. 

§. 30. 
Konstrukcya linij stycznych do powierzchni obrotowych. 

'=»-T'H X75. Przez punkt dany na 'powierzchni 
obrotowej poprowadzić do tej&e Unici styczną. 
Przez punkt dany prowadzimy płaszczyznę przecinającą 

powierzchnią daną (a więc najkorzystniej płaszczyznę rzucającą 
poziomą lub pionową), i do krzywej przecięcia stąd otrzyma-
nej prowadzimy linie styczne, a te będą rzutami stycznej żą-
danój. Albo: 

Przez punkt dany kreślimy równoleżnik powierzchni da-
nój i do rzutów tegoż prowadzimy w punkcie danym linie 
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styczne, a te będą rzutami stycznej i do samejże powierzchni. 
Albo wreszcie: 

Przez punkt dany i oś obrotu powierzchni danej przesu-
wamy płaszczyznę (czyli płaszczyznę południkową), a ta prze-
tnie powierzchnią w linii południkowej, do której rzutów po-
prowadziwszy linie styczne, te będą rzutami stycznej do po-
wierzchni. Jak zaś można, z wielką korzyścią dla dokładności 
w wyznaczeniu linii stycznój, uniknąd tu kreślenia linii połu-
dnikowój, zobaczymy to przy jednem z zadań następujących 
(Zob. Zad. 180.). 

25 i e t c3 . e t z i . xe 1 * 7 6 . Przez punkt dany zeionątrz po-
loierzchni obrotowej poproicadzić do tejie linią styczną. 
Przez punkt dany przesuwamy płaszczyznę, któraby prze-

cinała powierzchnią, a więc najkrócój jednę z płaszczyzn rzucają-
cych, i do rzutów krzywój przecięcia stąd otrzymanej prowadzimy 
linie styczne, które będą rzutami jednej ze stycznych, jakie 
przez punkt dany do powierzchni poprowadzić można. 

W sposób dopiero opisany poprowadziwszy do powierz-
chni kilka lub kilkanaście stycznych, i punkta ich styczności 
na powierzchni danój wyznaczywszy, z połączenia takowych 
otrzymamy na tćjże powierzchni krzywą, zwaną krzywą stycz-
ności, (którą za kierownicę ostrokręgu stycznego do powierzchni 
uważać można, a którego rodzącemi są właśnie wszystkie 
zwyż wspomniane styczne, zaś wierzchołkiem punkt dany. 
Kształt tej krzywej styczności zależy od położenia punktu da-
nego i kształtu powierzchni danój ; jeżeli powierzchnią tą jest 
np, kula, wówczas krzywa styczności jest kołem. 

2 Z S e i . d e i i X i . l e I T T . Nakreślić ostrokrąg styczny do powierzchni 
ellipsoidy, paraboloidy lub hyperboloidy obrotowej , mając dany 
wierzchołek tegoż ostrokręgu. 

! Z e t d e t X l . l . e 1 7 8 . Równolegle do prostej danej po-
prowadzić linią styczną do powierzchni obrotowej. 
Przesunąwszy równolegle do prostój danój płaszczyznę 

przecinającą powierzchnię daną, otrzymamy stąd krzywą na tój 
powierzchni leżącą, do którój styczna (lub styczne) równolegle 
do prostej danej poprowadzona, będzie styczną żądaną do po-
wierzchni. A więc jeżeli powierzchnią obrotową daną jest A'A 
(Fig. , zaś prostą daną prosta mn , m n , przesuwamy 
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gdziebądź płaszczyznę P równolegle do t^j prostśj, byle prze-
cinającą powierzchna daną, a otrzymamy stąd krzywą przecię-
cia 1'2'3'4', 1234; do krzywej tćj poprowadziwszy wreszcie 
styczne a'x',ax i h'y', by, te będą stycznemi żądanemi. 

Jeżeli miast gdzi ekolwiek, przesuniemy przez oś powierz-
chni płaszczyznę równoległą do prostej danej, np. płaszczyznę 
B, wówczas oszczędzimy sobie konstruowania krzywej przecię-
cia, czyli krzywój południkowej; obróciwszy bowiem płaszczy-
znę tę około osi obrotu powierzchni, dopóki nie stanie równo-
legle do płaszczyzny pionowej rzutów, krzywą przecięcia po-
wierzchni będzie jej południk główny, — poczóm jeszcze pro-
stą daną m'n', mn również obróciwszy tak , iżby zajęła poło-
żenie mn"\ mn" równoległe do płaszczyzny pionowej rzutów, 
równolegle do tego nowego jej położenia prowadzimy styczne 
c'"d', c"d i e'"f', e"f do krzywój południka głównego. Otrzy-
mamy stąd punkta styczności c"'c" i z pomocą których, 
wróciwszy nazad płaszczyznę R w jej pierwotne położenie, otrzy-
mamy punkta c'c i e'e, które znów połączone z punktami d'd 
i / y , dadzą nam proste cd',cd i e ' f ' , e / j a k o styczne żądane 
powierzchni. 

Stycznych żądanych tu w zadaniu może być bardzo wiele. 
Wszystkie razem uważane, utworzą powierzchnię walcową sty-
czną do powierzchni obrotowój danej, a mianowicie styczną do 
tójże w krzywej łączącej punkta styczności poszczególnych sty-
cznych, zwanój krzywą styczności, 

2 5 a < c a . e Ł i a . l ® 1 7 8 . Nakreślić walec styczny do powierzchni kuli, 
ellipsoidy, paraboloidy lub hyperboloidy obrotowej, mając dany 
kierunek rodzącśj jego. 

§. 31-

Konstrukcya płaszczyzn stycznych, linij i płaszczyzn 
normalnych do powierzchni obrotowych. 

Płaszczyzny styczne do powierzchni obrotowych dotykać 
się mogą takowych w jednym lub kilku naraz punktach, a to 
zależnie od kszta-łtu rodzącój południkowej; w tym ostatnim 
atoli razie, wszystkie punkta styczności nie znajdują się ani 
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w tak ciągłym między sobą związku, ani też w takiej liczbie, 
jak to miało miejsce przy powierzchniach rozwijalnych, lecz 
leżą one pojedynczo na różnych miejscach powierzchni, i liczba 
ich jest ograniczoną. Jeżeli powierzchnia jest wypukłą, jak np. 
kula, ellipsoida, wówczas jest tylko jeden punkt styczności. 
Prócz tego płaszczyzna styczna podobnie jak przy powierz-
chniach wichrowatych , może być tutaj zarazem i sieczną po-
wierzchni, a nawet może ona przecinać powierzchnią w krzywej 
idącej przez punkt styczności, jak to ma miejsce przy płasz-
czyznie stycznój do wewnętrznój krzywizny powierzchni pier-
ścieniowój. Co się wreszcie tycze samój konstrukcyi przy pro-
wadzeniu płaszczyzn stycznych do powierzchni obrotowej, to 
takowa polega na tych samych zasadach, jakiemi kierowaliśmy 
się przy powierzchniach prostokreślnych. 

Z C I I C 3 . E K X I . I E 1 8 0 . Przez punkt dany na powierzchni 
obrotowej poprowadzić do niej płaszczyznę styczną. 
Ponieważ na powierzchni obrotowój równoleżniki i połu-

dniki uważać można za jej rodzące, zatem przez punkt dany 
poprowadziwszy dwie płaszczyzny, jedne prostopadłą do osi 
obrotu powierzchni, drugą zaś przez samąże oś, te przetną 
powierzchnią obrotową w krzywych rodzących, do których pro-
ste styczne przez punkt dany poprowadzone, wyznaczą nam po-
łożenie płaszczyzny stycznej żądanój. Jako przykład weźmy elli-
psoidę (Fig. 185®.), na którśj jest dany punkt a'a. Przez ten 
punkt kreślimy najprzód równoleżnik (którego rzutem poziomym 
jest koło promienia oa), a do niego styczną; rzutem poziomym 
t^j stycznej będzie prosta at, pionowym zaś będzie a't', czyli 
rzut pionowy samegoż równoleżnika. Następnie przez tenże sam 
punkt dany prowadzimy płaszczyznę południkową, — to rzu-
tem poziomym linii południkowej stąd otrzymanój a przez ten 
punkt idącój, będzie prosta mn, pionowy zaś należałoby do-
piero wynaleść sposobem wiadomym i wreszcie potem popro-
wadzić rzuty drugiej stycznej. Aby atoli uniknąć szukania rzu-
tu pionowego tegoż południka, wyobraźmy sobie płaszczyznę 
jego obróconą około osi powierzchni, dopóki nie przyjdzie 
w położenie południka głównego, a skutkiem tego obrotu punkt 
dany przyjdzie w położenie aa'", zaś linią południkową dla 
niego będzie teraz krzywa południka głównego. Do tój krzy-
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wśj poprowadźmy styczną s'k"',sk" przez punkt a ' V " , i 
wródmy następnie z tą styczną w pierwotne położenie płasz-
czyzny południkowej; skutkiem znów tego obrotu ślad poziomy 
k" stycznej zatoczy łuk promieniem ok" i przj^jdzie do k (jego 
rzut pionowy k' na osi), zaś punkt ft's na tejże stycznej leżący 
miejsca swego nie zmieni, jako leżący zarazem na osi obrotu. 
Połączywszy wreszcie s' z k', otrzymamy rzut pionowy stycz-
nej do południka bez kreślenia samegoż południka, (rzut ten 
musi przejśd przez a ' ) , podczas gdy sA; jest jej rzutem poziomym. 
Mając w ten sposób wyznaczone rzuty dwóch stycznych tj. 
at',at i sk' ,sk przez punkt dany idących, przesuwamy przez 
nie płaszczyznę P, która będzie żądaną. 

5Biei#<3LEtia.i© X O X . Do powierzchni kuli -przesunąć 
przez punkt na niej dany płaszczyznę styczną. 
Daną jest kula A'A (Fig. 1853.), a na niej punkt m'm. 

Kozwiązanie zadania w tym razie znacznie się upraszcza zwa-
żywszy, że podług praw Soldometryi, płaszczyzna styczna do 
kuli jest prostopadłą do promienia przez punkt styczności idą-
cego. Poprowadziwszy zatem promień om,o'm', a następnie 
przez punkt dany przesunąwszy płaszczyznę P doń prostopa-
dłą (Częśd I . , Zad. 74), ta będzie styczną żądaną. Z mocy 
tej własności kuli wynika zarazem, że skoro jej promień 
om,o'm' jest prostopadłym do płaszczyzny P, jest on zatem 
normalną do powierzchni w punkcie m'm, a następnie i ka-
żda płaszczyzna przez ten promień przesunięta, jest płasz-
czyzną normalną. 

Z E k d e L U i e 1 8 2 . Przez punkt dany zewnątrz po-
wierzchni obrotowej poprowadzić do niej -płaszczyznę styczną. 
Podobnie jak przy powierzchniach wichrowatych, tak i tu 

płaszczyzn odpowiadających warunkowi zadania może być bar-
dzo wiele, i każda z nich ma odrębny punkt swej styczności 
na powierzchni, każda z nich bowiem może byd obróconą około 
powierzchni tak, iż styczną byd nie przestanie i punktu danego 
nie opuści. Aby zaś którąkolwiek z tych płaszczyzn nakreślid, 
prowadzimy przez punkt dany zewnątrz linią styczną do po-
wierzchni (Zad. 176.), zaś przez punkt styczności stąd otrzy-
many prowadzimy drugą linią styczną, a więc co najkrócój 
styczną do równoleżnika powierzchni przez tenże punkt idą-

http://rcin.org.pl



— - 245 — 

cego, — a płaszczyzna przez te dwie styczne przesunięta bę-
dzie żądaną. Punktem styczności tśj płaszczyzny będzie natu-
ralnie punkt, w którym styczna przez punkt dany zewnątrz 
powierzchni poprowadzona, dotyka się powierzchni. 

I Z E L C 3 . E L L 3 . I O 1 8 3 . Równolegle do prostej danej prze-
sunąć płaszczyznę styczną do powierzchni obrotowej. 
Podobnie jak w zadaniu poprzedzającym tak i w tern, 

płaszczyzn stycznych odpowiadających warunkowi zadania może 
być bardzo wiele. Aby jedne którąkolwiek z nich wyznaczyd, ró-
wnolegle do prostej danej prowadzimy linię styczną do powierz-
chni (Zad. 178.), zaś przez punkt jój styczności prostą sty-
czną do równoleżnika przez tenże punkt idącego, a płaszczy-
zna przez te dwie styczne przesunięta będzie żądaną. A więc 
np. jeżeli powierzchnią daną jest powierzchnia pierścieniowa 
(Fig. , zaś prostą daną, prosta vi'n', mn, obracamy 
najprzód prostą tę tak, iżby przyszła w położenie równoległe 
do płaszczyzny pionowej rzutów, tj. w położenie nm'",nm", 
i równolegle do tak obróconej prostój prowadzimy styczną 
sa'" ,sa" do południka głównego powierzchni. Ze styczną tą 
wróciwszy następnie w położenie równoległe do prostój m'n', 
mn, a skutkiem czego zajmie ona położenie s'a',sa, otrzy-
mamy jój punkt styczności a'a. 

Przez punkt nareszcie a'a poprowadziwszy styczną p'q' y 
pq do powierzchni, a więc styczną do równoleżnika przez ten-
że punkt idącego, i przez obie proste s'a',sa i p'q'jako 
styczne do powierzchni w punkcie a'a (z których pierwsza jest 
równoległą do prostej danej) przesunąwszy płaszczyznę rV, 
ta będzie styczna żądaną. 

Z a d E L l i i o X84:. Przez prostą daną przesunąć 
płaszczyznę styczną do powierzchni obrotowej. 
Na prostój danój obieramy gdziekolwiek dwa punkta, 

i dla każdego z nich podług Zad. 176. szukamy krzywój sty-
czności. Jeżeli otrzymane stąd dwie krzywe przecinają się z sobą, 
wówczas punkta tego przecięcia się, są zarazem punktami sty-
czności płaszczyzn przez prostą daną idących i stycznych do 
powierzchni, gdyż proste od punktów na prostój danój obra-
nych do t)^ch punktów styczności poprowadzone, są stycznemi 
do powierzchni. Liczba tych płaszczyzn zależną jest od liczby 
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pjnktów, w których obie krzywe styczności z sobą się przeci-
iiiją, i każda z nich przez prostą daną i wynaleziony dla ni^j 
punkt styczności jest dokładnie wyznaczoną. 

ŻCtdebl3.ie 185. Równolegle do płaszczyzny danej 
przesunąć płaszczyznę styczną do 'powierzchni obrotowej. 
Ponieważ przy powierzchniach obrotowych każda płasz-

czyzna styczna jest prostopadłą do płaszczyzny południka przez 
punkt styczności przechodzącej, przesunąwszy zatśm przez oś 
powierzchni danój płaszczyznę prostopadłą do danej, przetnie 
ona powierzchnią w krzywej południkowej, zaś płaszczyznę 
daną w prostej, a równolegle do tśj ostatniej do zwyż rzeczo-
nej krzywój południkowój i to w jej płaszczyznie poprowadzone 
styczne, dadzą nam punkta styczności płaszczyzn stycznych 
szukanych. I tak, jeżeli powierzchnią daną jest np. ellipsoida 
(Fig. ^855.), do którój równolegle od płaszczyzny popro-
wadzić mamy płaszczyznę Styczną, wówczas prowadzimy naj-
przód płaszczyznę południkową r'r prostopadle do płaszczyzny 
danej p'p i szukamy prostej e f ' , e f , w której te dwie płasz-
czyzny ze sobą się przecinają. Prostą tę następnie obracamy 
wraz z jój płaszczyzną rV około osi powierzchni, dopóki nie 
przyjdzie w położenie równoległe do płaszczyzny pionowej rzu-
tów, skutkiem czego zajmie ona położenie e!'f",e"'f". Że 
zaś krzywą południkową z przecięcia powierzchni płaszczyzną rr 
otrzymaną, skutkiem rzeczonego obrotu płaszczyzny rr, będzie 
krzywa południka głównego, zatem równolegle do rzutu pio-
nowego e"'f"' poprowadziwszy styczne g"'h"' i k"'i"' do te-
goż południka, punkta styczności g"'g" i k"'k"' stąd otrzy-
mane , będą punktami styczności płaszczyzn szukanych, po-
trzeba tylko wrócid się z nimi w pierwotne położenie płasz-
czyzny r'r, czyli wyznaczyć punkta gg i k'k, przez które 
płaszczyzny równolegle do płaszczyzny danój p ' p poprowa-
dzone, będą stycznemi żądanemi. 

y 1 8 6 . w punkcie danym na jakiejkol-
wiek poioierzchni obrotowej poprowadzić do tejie linią 
normalna. O 

Zctclebuie 187. Przez punkt dany na jakiejkol-
toiek powierzchni obrotowej przesunąć płaszczyznę nor-
malną do tejie. 
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§• 32 . 

Przecięcia wzajemne powierzchni obrotowych między 
sobą i z innemi powierzchniami. 

Przy przecinaniu się z sobą dwóch powierzchni obroto-
wych, co do położenia wzajemnego ich osi obrotu mogą zajśd 
następujące cztery przypadki: 1) też osie schodzą się z sobą; 
2) są do siebie równoległe; 3) przecinają się z sobą i 4) ani 
się przecinają ani są do siebie równoległe. 

Co d o I. Jeżeli osie obrotu obu powierzchni schodzą się 
z sobą, czyli jeżeli obie powierzchnie mają wspólną oś, wówczas 
krzywą przecięcia się ich ze sobą jest wspólny obu powierz-
chniom równoleżnik, a mianowicie równoleżnik przechodzący 
przez punkt, którego rzut pionowy leży na przecięciu się rzutów 
pionowych południków głównych. Przez punkt ten bowiem prze-
sunąwszy płaszczyznę prostopadłą do wspólnej osi obrotu, ta 
przetnie obie powierzchnie w równoleżnikach czyli w kołach, 
które mając wspólny środek na osi obrotu, i prócz tego jeden 
punkt wspólny na swym obwodzie, schodzić się z sobą muszą 
w całój swój długości. Naturalną jest rzeczą, że dwie powierz-
chnie w tyra przypadku przecinać się z sobą mogą nietylko 
w jednym, ale w kilku naraz równoleżnikach, a to zależnie od 
liczby punktów, w których rzuty pionowe ich południków głó-
wnych z sobą się przecinają. 

Co do 2 . Jeżeli osie obrotu przecinających się z sobą 
powierzchni są do siebie równoległe, wtedy krzywą przecięcia 
znajduje się łatwo prowadząc szereg płaszczyzn pomocniczych 
prostopadłych do jednój a tćm samóm i do drugiój osi obrotu; 
każda bowiem z tych płaszczyzn przetnie jedną i drugą po-
wierzchnią w równoleżniku, punkta zaś, w których dwa równo-
leżniki na tój samej płaszczyznie pomocniczój leżące przecinają 
się z sobą, są punktami do szukanego przecięcia należącymi. 

Co do 3 . Jeżeli osie obrotu danych powierzchni przeci-
nają się z sobą, wtedy miasto płaszczyzn pomocniczych prze-
cinających obie powierzchnie, używamy kul pomocniczych, któ-
rych środki leżą w punkcie przecięcia się obu osi obrotu. 
Każda z t3'ch kul przetnie jedną i drugą powierzchnią w kole, 
a punkta, w których tak otrzymane koła przecinają się z sobą, 
należą do szukanego przecięcia. 
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Co d o 4 . Jeżeli wreszcie osie obrotu powierzchni danych 
ani się przecinają ani są do siebie równoległe, wtedy przeci-
namy obie powierzchnie płaszczyznami pomocniczemi prostopa-
dłemi do osi obrotu jednaj z nich, szukamy krzywych prze-
cięcia stąd powstałych, a wreszcie punktów, w których te 
krzywe płaskie z sobą się przecinają. Punkta w ten sposób 
w dostatecznej liczbie otrzymane, należeć będą do krzywój 
szukanego przecięcia. 

S S E T D E L Z U L E 1 3 8 . Znaleść krzywą 'przecięcia się 
dwóch powierzchni obrotowych, których osie obrotu prze-
cinają się wzajem. 
Ustawmy dla łatwiejszej konstrucyi płaszczyzny rzutów 

tak, aby jedna z nich była prostopadłą do osi obrotu jednej 
powierzchni, druga zaś była równoległą do osi obrotu obu 
powierzchni, czyli — niech oś obrotu jednej z powierzchni da-
nych np. paraboloidy A'A (Fig, !®5G.) stoi prostopadle do 
płaszczyzny poziomej rzutów, drugiej zaś tj. ellipsoidy B oś 
'm'n' ,nin niech leży równolegle do płaszcz)'zny pionowej rzutów. 
Skutkiem takiego ustawienia osi, a właściwie mówiąc, płasz-
czyzny pionowej rzutów, rzut pionowy ellipsoidy jest zarazem 
prawdziwą wielkością jej rodzącej południkowój (jako rzut na 
płaszczyznę równoległą do jej osi obrotu), bez rzutu zaś po-
ziomego , który naturalnie w tem położeniu powierzchni nie 
będzie kołem lecz ellipsą, obejść się tutaj możemy. Linie po-
łudnikowe obu powierzchni są do płaszczyzny pionowej rzutów 
równoległe i leżą w jednej płaszczyznie; punkta zatem g' i h' 
w których one się przecinają, są rzutami pionowymi punktów 
do szukanego przecięcia należących. Aby otrzymać więcej ta-
kich punktów, z punktu m' (czyli rzutu pionowego punktu, 
w którym się obie osie obrotu z sobą przecinają) zataczamy 
dowolnym promieniem łuk r'k's'V, i takowy uważamy za linią 
południkową kuli pomocniczój ; kula ta (podług tego, cośmy 
na początku tego §. pod N. 1. powiedzieli) przetnie się z para-
boloidą w równoleżniku, którego rzutem pionowym jest prosta 
k'l' a poziomym koło promienia al, — zaś z ęllipsoidą w ró-
wnoleżniku, którego rzutem pionowym jest prosta r's'. Rzuty 
pionowe tych dwóch równoleżników czyli proste r's' i k'l' prze-
cinają się z sobą w punkcie , z którego poprowadziwszy prosto-
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padła do osi aż do przecięcia się z rzutem poziomym równo-
leżnika paraboloidy, otrzymamy dwa punkta x i jako rzuty 
poziome odpowiadające punktowi czyli otrzymamy stąd 
dwa punkta xx' i x^x', w których się też dwa równoleżniki 
z sobą w przestrzeni przecinają, i które są punktami do szu-
kanego przecięcia należącymi. W ten sam sposób postępując 
dalój, a więc z punktu m' zatoczywszy drugie, trzecie itd. 
koło, i każde z nich uważając za rzut pionowy kuli, z tegoż 
punktu opisanej, z pomocą każdój z tych kul otrzymamy dwa 
punkta wspólne obu powierzchniom danym, któreto punkta 
wreszcie połączone z sobą należycie, dadzą nam krzywą szu-
kanego przecięcia. 

Z a ^ d e L Z l J - e 1 8 0 . Znaleść krzywą przecięcia się 'po-
wierzchni obrotowej z walcową. 
Jeżeli oś obrotu powierzchni obrotowój stoi prostopadle 

do płaszczyzny poziomój rzutów, zaś walec podstawą swoją 
wspartym jest na tejże płaszczyznie rzutów, wówczas przecią-
wszy obie powierzchnie płaszczyzną prostopadłą do osi obrotu 
pierwszej powierzchni, czyli równoległą do płaszczyzny pozio-
mój rzutów, ta przetnie powierzchnią obrotową w równoleżniku, 
zaś walcową w krzywśj przystającej do jój podstawy, — obie 
zaś te krzywo tak otrzymane przetną się znów z sobą w pun-
ktach , które należą do przecięcia szukanego. Jako przykład 
poszukajmy krzywej przecięcia siępowierzchnikuliJ.'^(Fig. ^ S l . ) 
z powierzchnią walca kołowego B'B, wspartego swą podstawą 
na płaszczyznie poziomój rzutów, a którego osią jest prosta 
a'b',ah. W tyra celu przesunąwszy płaszczyznę otrzymamy 
stąd na kuli równoleżnik promienia c'd' ,cd, na walcu zaś 
koło przystające do jego podstawy, środkiem tego koła będzie 
punkt m'in, którego rzut pionowy leży na przecięciu się śladu 
Pi z prostą aV, tj. z rzutem pionowym osi walca, zaś po-
ziomy leży na prostopadłej z m' do osi rzutów i na prostój 
oh. Kzuty poziome tych kół na obu powierzchniach otrzyma-
nych, przecinają się z sobą w punktach 1\ 2, dla których 
znalazłszy odpowiednie im rzuty pionowe, otrzymamy punkta 
1'1 i 2'2 do szukanego przecięcia obu powierzchni danych na-
leżące. W ten sam sposób, tj. prowadząc więcej płaszczyzn 
pomocniczych, jak p2>p3,pi-- -y otrzymamy także więcój takich 
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punktów, które wreszcie z sobą w należytym porządku połą-
czone, dadzą nam rzuty szukanego przecięcia obu powierzchni. 
Przecięcie to składa się z dwóch krzywych, tj. z krzywój wej-
ścia i wyjścia, a z których tylko te części są widoczne, które 
leżą współcześnie na widocznych połowach obu powierzchni. 

Gdyby walec podstawą swoją nie był wsparty na płasz-
czyznie poziomej rzutów, wtedy poszukawszy najprzód jego 
śladu poziomego sposobem wiadomym, postępujemy następnie 
jak poprzednio. 

ZetdEtlGLle 1 8 0 . Znaleść krzywą przecięcia się 
powierzchni obrotowej z ostrokregową. 
Jeżeli oś powierzchni obrotowój stoi prostopadle do pła-

szczyzny poziomej rzutów, zaś ostrokrąg wspartym jest na 
tójże płaszczyznie rzutów, wówczas używamy płaszczyzn pomo-
cniczych prostopadłych do osi obrotu pierwszej powierzchni, 
czyli równoległych do płaszczyzny poziomój rzutów; z prze-
cięcia bowiem obu powierzchni każdą z tych płaszczyzn otrzy-
mamy na powierzchni obrotowej równoleżnik, zaś na ostro-
kręgowój krzywą podobną do jego podstawy, która z powyżej 
rzeczonym równoleżnikiem przetnie się w jednym lub więcśj 
punktach, do szukanego przecięcia obu powierzchni należących. 
Jeżeli ostrokrąg nie wspiera się podstawą swoją na płaszczy-
znie poziomój rzutów, wtedy znW szukamy najpierw jego śladu 
poziomego, a następnie postępujemy, jak powyżej wskazano. 

W niektórych razach używa sie także z wielką korzyścią 
płaszczyzn południkowych powierzchni obrotowej jako płasz-
czyzn pomocniczych, a mianowicie wtedy, gdy wierzchołek 
ostrokręgu leży na osi obrotu powierzchni obrotowej,—w tym 
bowiem razie liniami przecięcia ostrokręgu każdą z tych pła-
szczyzn , będą linie proste. Jako przykład tego, poszukajmy 
przecięcia kuli Ą'A (Fig. 1858.) z ostrokręgiem B'B, którego 
wierzchołek leży w środku kuli. Otóż uważmy najprzód, że 
płaszczyzna południka głównego kuli, przecina ostrokrąg w dwóch 
prostych SE i SG; rzuty pionowe tych prostych tj. s'e' i s'g' 
z rzutem pionowym południka głównego kuli przecinają się 
w punktach 1' \ 2', dla których znalazłszy odpowiednie im rzuty 
poziome, otrzymamy dwa punkta do przecięcia obu powierzchni 
danych należące. Aby otrzymać więcój tych punktów, prowadzimy 
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na ostrokręgu gdziekolwiek rodzącą np. s'k' ,sk i przez nią prze-
suwamy płaszczyznę południkową, a więc prostopadłą do pła-
szczyzny poziomej rzutów. Płaszczyznę tę następnie obracamy 
około osi /SO tj. koło osi kuli, dopóki nie przyjdzie w poło-
żenie równoległe do płaszczyzny pionowej rzutów , a skutkiem 
tego obrotu krzywa przecięcia kuli tą płaszczyzną zejdzie się 
z jej południkiem głównym, zaś prosta przecięcia ostrokręgu 
tj. s'k',sk przyjdzie w położenie s'l',sl, i przetnie się z po-
łudnikiem głównym w punkcie m'm. Teraz wracając nazad 
z płaszczyzną południkową w jej pierwotne położenie , punkt 
m zatoczy łuk m3 i przyjdzie do 3, zaś jego rzut pionowy do 

tak, iż punkt 33' jest znów punktem do szukanego prze-
cięcia obu powierzchni należącym. W ten sam sposób postę-
pujemy i dalej, tj. przez rodzące ostrokręgu dowolnie obierane, 
przesuwamy płaszczyzny południkowe, i z temi postępujemy 
sposobem wyżej opisanym, skąd otrzymamy szereg punktów, 
które połączone z sobą należycie na obu rzutach, dadzą nam 
rzuty szukanego przecięcia. 

SSiaiC3.ei*13.1e l O l . Znaleść krzywą przecięcia się po 
wierzchni obrotowej z wichrowatą. 
Obie powierzchnie dane przeciąwszy płaszczyzną równole-

głą do płaszczyzny poziomej rzutów, otrzymamy stąd na po-
wierzchni obrotowśj koło czyli równoleżnik, zaś na wichrowa-
tej linią krzywą; ta ostatnia z równoleżnikiem przetnie się 
w jednym lub kilku punktach, które należą do szukanego prze-
cięcia. Aby więcej takich punktów otrzymać, postępujemy da-
lej w tenże sam sposób. 

^fł.rt gi.T-> -i ̂  XO£S. Znaleść punkta przecięcia się po-
wierzchni obrotowej z jakąkolwiek krzywą. 
Krzywą daną biorąc za kierownicę walca rzucającego 

czyli prostopadłego do jednej z płaszczyzn rzutów , szukamy 
sposobem znanym krzywej przecięcia się tego walca z po-
wierzchnią obrotową daną, a punkta, w których krzywa tak 
otrzymana przecina się z krzywą daną, są punktami szukanymi. 

jnPHrrf »=»••»•»-1 1 8 3 . Znaleść krzywą przecięcia się kuli z walcem, 
którego rodzące są równoległe do płaszczyzny pionowej rzutów. 

SZSa,<a.Ebxxle Znaleść krzywą przecięcia się paraboloidy 
z walcem, którego rodzące są równoległe do osi rzutów. 
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ROZDZIAŁ VL 
Powierzcłinie owijalne. 

§• 33. 
Ogólny pogląd na powierzchnie owijalne. 

Na zakończenie o powierzchniach krzywych pozostaje nam 
jeszcze mówić o powierzchniach owijalnych. Niektóre z po-
wierzchni do tego działu należących, aczkolwiek pod innem 
mianem, mieliśmy już sposobność poznać przy prowadzeniu 
płaszczyzn stycznych do powierzchni wichrowatych i obroto-
wych , a mianowicie pod nazwą ostrokręgów lub walców sty-
cznych do tamtychże powierzchni. Bliższe zaznajomienie się 
z tą klassą powierzchni pozostawiając następnie szerszemu tra-
ktowaniu całego przedmiotu, tu opiszemy takowe tylko w kró-
tkości, celem zyskania ogólnego na nie poglądu. 

Powierzchnia owijalna powstaje przez ruch jakiejkolwiek 
innój powierzchni według pewnego a danego prawa. Każde 
dwa bowiem bezpośrednio po sobie następujące położenia tej 
powierzchni ruchomój, przecinając się wzajem z sobą, dadzą 
nam szereg linij prostych lub krzywych przecięcia, które uwa-
żane w jednym a nieprzerwanym z sobą związku i ciągłości, 
zamkną nam nową powierzchnią, zwaną o w i j a l n a , o b w i e -
d n i ą albo p o w ł ó c z y s t ą . Powierzchnia ruchoma, która za-
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razem kształt swój lub wielkość swoją podług danego prawa 
zmieniać może, zwie się o w i n i ę t ą (die umhuUte Flachę)j 
a w każdśm j^j położeniu styczną do niej jest powierzchnia 
owijalna, i to w linii, która jest przecięciem się tegoż jej poło-
żenia z bezpośrednio po niem następującym. Linia ta zwie się 
l i n i ą c e c h u j ą c ą albo c h a r a k t e r y s t y k ą (die Chara-
kteristik) powierzchni owijalnej. I tak przypuśćmy, że na pła-
szczyznie daną mamy krzywą fghk i prostą xy (Fig. 
Wzdłuż tej ostatniej porusza się środek kuli zmiennego pro-
mienia, a mianowicie prawo zmienności jego jest, że koła prze-
cięcia się kuli ruchomej z płaszczyzną krzywój fghk i prostej 
xy, dotykać się mają zawsze tejże krzywej/^r^A;. Punkta a,l},c,d 
niech będą środkami poszczególnych położeń kuli, a więc także 
i środkami odpowiednich kół wielkich, dotkniętych przez krzywą 
daną w punktach f , g , h \ k. Obróciwszy całą tę figurę około 
prostój xy jako osi, z obrotu kół otrzymamy kule w odpowie-
dnich im położeniach, krzywa zaś dana fghk opisze powierz-
chnią obrotową. Gdy zaś każde dwa z tych kół , bezpośrednio 
po sobie leżących, przecinają się z sobą w dwóch punktach, 
zatóm kule przez obrót ich zrodzone przetną się z sobą w kole, 
którego płaszczyzna do osi obrotu xy stoi prostopadle, zaś 
promieniem jego jest połowa wspólnej im cięciwy. Dwa koła 
którekolwiek np, koła, których środkami są punkta a i 6, do-
tykają się krzywój danój w punktach f i g , i to tem bliżej 
siebie leżących, im bliżój siebie leżą ich środki a i 6 ; tak 
samo rzecz się ma również i z punktem m (tj. z punktem 
przecięcia się obu tych kół) odnośnie do punktów styczności 
/ i g. Jeżeli więc kule około a i h opisane, a więc i odpowie-
dnie im koła, leżą w odległości nieskończenie małej, wtedy 
punkta styczności / i g także nieskończenie blisko siebie leżą, 
punkt zaś m pada w tym razie na krzywą fghk. Wynika 
stąd, że koło, w którem się dwa bezpośrednio po sobie na-
stępujące położenia kuli ruchomój przecinają, pada w całym 
swym obwodzie na powierzchnią obrotową zrodzoną obrotem 
krzywój fghk, a następnie w ten sam sposób tłomacząc, że na 
nią padają wszystkie przecięcia kul po sobie następujących. 
W tym przypadku więc, zwyż rzeczona powierzchnia obrotowa 
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jest powierzchnią owijalną wszystkich tych kul do niśj stycz-
nych, a charakterystyką jój jest koJo. 

Zależnie od prawa ruchu powierzchni owiniętej , zmienia 
się kształt powierzchni owijalnśj; i tak, jeżeli powierzchnią 
owiniętą jest kula, którój środek posuwa się wzdłuż prostej 
stałej, kula atoli nie zmienia swojego promienia, wtedy po-
wierzchnia^owijalna ma kształt walca prostego kołowego. Je-
żeli zaś kula posuwając się swym środkiem wzdłuż prostej, 
zmienia swą wielkośd w ten sposób, że promień jej maleje 
w stosunku odległości jej środka od pewnego a stałego pun-
ktu, na prostej danego lub obranego, wtedy znów powierzchnia 
owijalna stąd powstała ma kształt stożka prostego. Jeżeli znów 
kula nie zmieniając swego promienia porusza się tak, iż śro-
dek jój przebiega po obwodzie koła danego, powierzchnia owi-
jalna przybiera wtedy kształt pierścieniowej. W ten sam spo-
sób rzecz uważając, można jak widzimy, każdą powierzchnię 
obrotową lub rozwijalną wliczyć do klassy powierzchni owijal-
nych, biorąc powierzchnią kuli za ruchomą czyli owiniętą. Po-
dobnie jak kulę, możemy także jakąkolwiek inną powierzchnią 
uważać za ruchomą czyli owiniętą, a otrzymamy odpowiednią 
prawu jś j ruchu powierzchnią owijalną. I tak np., jeżeli ostro-
krąg nie zmieniając kształtu swego i wielkości, suwa się wierz-
chołkiem wzdłuż swojej osi, otrzymamy stąd walec jako po-
wierzchnią owijalną; jeżeli walec, również niezmiennego kształtu, 
porusza się tak, że oś jego suwa się równoległo do siebie sa-
mój wzdłuż prostój danej, otrzymamy stąd płaszczyznę itp. 

Powierzchnią owiniętą może być także płaszczyzna, a wte-
dy charakterystyką powierzchni owijalnój, przez jój ruch powsta-
łej, jest linia prosta. Z trzech po sobie bezpośrednio następują-
cych położeń tój płaszczyzny ruchomej, otrzymujemy w tym razie 
dwa po sobie następujące położenia linii cechującój, które jako 
leżące obie na środkowej płaszczyznie, muszą być albo do 
siebie równoległe, albo się tóż z sobą przecinać. W pierwszym 
razie powierzchnią owijalną będzie powierzchnia walcowa, w dru-
gim zaś mogą znów być dwa przypadki, a mianowicie, — trze-
cia najbliżój położona linia cechująca albo przechodzi przez 
punkt przecięcia się dwóch bezpośrednio przed nią idących, 
alboli też nie. W pierwszym z tych przypadków powierzchnią 
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owijalną będzie powierzchnia stożkowa, w drugim zaś, z trzech 
położeń linii cechującej twórzy średnia z każdą ze skrajnych 
odrębne części dwóch różnych powierzchni stożkowych, stycz-
nych ze sobą w tómże średnióm położeniu linii cechującej. 

Z tego, co się dotąd o sposobach powstawania różnych 
powierzchni owijalnych powiedziało, łatwo zrozumieć, że mo-
żna je uważad jako zrodzone według danego prawa przez ruch 
linii cechującój, która tóm samem staje się linią rodzącą. Jak 
ten zaś sposób pojmowania rzeczy wpływa wielce na uprosz-
czenie konstrukcyi graficznego przedstawienia tych powierzchni, 
zobaczymy to w następstwie na kilku, powierzchniach. I tak, 
między powierzchniami owijalnemi powstałemi przez ruch kuli, 
czyli, co na jedno wychodzi odpowiednio do tego, cośmy wła-
śnie powiedzieli, przez ruch koła, jako linii cechującśj, na 
szczególną uwagę zasługują następujące, nieznane nam zupeł-
nie dotąd, a -mające w przemyśle zwłaszcza w architekturze 
swoje zastósowanie. 

Powierzchnia świdrowata tępa. Powstaje ona, gdy koło 
stałego promienia ślizga się swym środkiem po helissie czyli 
po linii szrubowej, opisanej na walcu kołowym , i to tak , że 
płaszczyzna tego koła jest zawsze prostopadłą do osi walca. 
Aby tę powierzchnią nakreślić, najkorzystniej jest ustawić oś 
helissy prostopadle np. do płaszczyzny poziomój rzutów, w tym 
bowiem razie na mocy zwyż rzeczonego prawa ruchu dla koła 
rodzącego, rzuty poziome tych kół czyli rodzących powierzchnią 
świdrowatą, będą kołami, pionowe zaś liniami prostemi. I tak, 
mając daną helissę kołową ghkl g'h'Jc'l'.... (Fig. 
koło rodzące acd,a'c'd', którego środek oo' bieży po helissie, 
podzielmy tę ostatnią w punktach Jih, k% l'l... na części 
równe, następnie z rzutów poziomych tych punktów jako środ-
ków zakreślmy koła promienia równego promieniowi koła ro-
dzącego, zaś przez odpowiednie rzuty pionowe tychże punktów 
poprowadźmy proste równoległe do osi rzutów i równe śre-
dnicy koła rodzącego, — a otrzymamy toż koło rodzące w ró-
żnych jego położeniach. 

Ponieważ w czasie ruchu koła rodzącego, każdy jego 
punkt opisuje helissę, mając zatóm wyznaczone już rzuty te-
goż koła w różnych położeniach, łatwo nakreślić którąkolwiek 
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z tych heliss, a mianowicie odpowiadającą któremukolwiek 
punktowi na kole rodzącym obranemu. I tak np., helissa opi-
sana przez punkt a'a będzie mieć za rzut poziomy koło pro-
mienia <ix, pionowy zaś znajdziemy, prowadząc z punktów 
przecięcia się tego koła z rzutami poziomymi koła rodzącego 
prostopadłe do osi, i to aż do przecięcia się z jego odpowie-
dnimi rzutami pionowymi, a następnie punkta tak znalezione 
tj. łącząc ze sobą. W ten sam sposób wyzna-
czone są także na figurze hellissy odpowiadające punktom c c 
i d'd koła rodzącego, 

2. Powierzchnia świdrowata ostra. Powstaje, gdy koło 
ślizga się swym środkiem po helissie czyli linii szrubowój, ale 
opisanej na ostrokręgu kołowym prostym, i to tak, że płasz-
czyzna jego jest zawsze prostopadłą do osi ostrokręgu, pro-
mień zaś jego maleje w miarę zbliżania się ku wierzchołkowi 
ostrokręgu. Aby taką powierzchnią nakreślić, dość uważyć, że 
każdy punkt koła rodzącego w czasie ruchu jego opisuje he-
lissę ostrokręgową, a następnie, że wszelka płaszczyzna pro-
stopadła do osi ostrokręgu przecina tę powierzchnią w okrę-
gach kół rodzących, skąd wypada, że ustawiwszy oś ostrokręgu 
prostopadle do płaszczyzny poziomej rzutów, to rzutami po-
ziomymi koła rodzącego będą koła w prawdziwej wielkości, 
zaś pionowymi proste równoległe do osi rzutów. I tak, mając 
daną helissę aa^a^a.^ a'a\a\a% (Fig. opisaną na 
ostrokręgu prostym z podstawą kołową promienia oa, dalój ma-
jąc dane koło rodzące promienia sm, a leżące przed rozpoczę-
ciem ruchu na płaszczyznie poziomej rzutów, i chcąc.wyzna-
czyć w rzutach różne położenia tegoż koła suwającego się 
swym środkiem s's po helissie danej według prawa zwyż rze-
czonego, postępujemy w sposób następujący: koło służące za 
podstawę ostrokręgu podzielmy na części równe, i przez pun-
kta podziału poprowadźmy rzuty poziome rodzących tegoż 
ostrokręgu, to takowe podzielą nam najprzód rzut poziomy 
helissy w punktach a,a^,a2,a^ na części proporcyonalne, 
a następnie tak samo podzielą i jój rzut pionowy po wyzna-
czeniu poprzedniem rzutu pionowego tychże punktów, tj. pun-
któw a' ,a\ ,a '2. . . . Punkta te a^a^ biorąc teraz 
za środki koła rodzącego w czasie jego ruchu^^ potrzeba jesz-
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cze wyznaczyć promień koła rodzącego dla każdego z tych 
środkiów. Tym celem podzielmy promień jego w pierwotnem 
położeniu, tj. promień sm, na tyleż części równych, na ile po-
dzieloną była podstawa kołowa ostrokręgu, to promień ten 
sm zmniejszony o jedną, dwie, trzy itd. takich części, będzie 
promieniem koła rodzącego w pierwszem, drugiem, trzeciem itd. 
położeniu licząc od rozpoczęcia ruchu. Tak wyznaczonymi pro-
mieniami z punktów 0,^02,03 zatoczywszy koła, otrzymamy 
rzuty poziome kół rodzących, rzuty ich zaś pionowe będą pro-
ste równoległe do osi rzutów przez poprowadzone, 
a równe średnicom kół im odpowiednich, na rzucie poziomym 
nakreślonych. Jak zaś wreszcie na powierzchni tak powstałej 
nakreślić helissę opisaną przez którybądź punkt koła rodzącego, 
łatwo wyrozumieć z tego, co się w zadaniu poprzedniem po-
wiedziało. 

3. Pmcierzchnia pierścieniowa ogólna. Powstaje, gdy 
krzywa płaska, stała lub zmienna w swej wielkości, ale nie-
zmienna w swym kształcie, bieży swym środkiem po innej 
krzywej danój, i to tak, że jśj płaszczyzna jest zawsze nor-
malną do tej ostatniej krzywój. Jeżeli krzywą rodzącą jest kolo 
stałego promienia, a suwa się ono swym środkiem również 
po kole, powstaje wtedy powierzchnia pierścieniowa poznana 
już przy powierzchniach obrotowych. 

KONIEC CZESCI DRUGIEJ. 
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