Zasady teoryi liezb Wronskiego.

Przez

S. Dicksteina.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z 1 Lutego 1892;
referent czt. Karlinski.

NieSmiertelne dzieto Gaussa ,Disquisitiones arithmeticaewydane
w r. 1801 , jest podstawg catego rozwoju teoryi liczb w naszem stule-
ciu. Pdzniejsze odkrycia Dirichleta, Kummera i innych, ktére tak wzbo-
gacity nauke, sg w znacznej czesci rozwinieciem pomystéw i metod
wielkiego matematyka getyngskiego ; duch jego nauki panuje, rzec mo-
zna, dotad nad poszukiwaniami w dziedzinie arytmetyki wyzszej.

Nierzadkie to zjawisko w dziejach wiedzy, ze przy wszechwiad-
nem panowaniu pewnego kierunku badan, metody, odmienne od ogoélnie
przyjetych, nie zdobywaja sobie uznania. Zjawisko to powtérzyto sie
w teoryi liczb z metodami Wronskiego. Uczony ten w swem dziele: ,In-
troduction a la philosophie des mathematiquesa 1811, w dziesie¢ lat po
wydaniu dzieta Gaussa, ogtosit pomysty swoje w dziedzinie teoryi liczb.
W owym czasie, gdy ,Disquisitionesu znane byly zapewne nielicznej
garstce specyjalistow, gdy teoryja liczb nie wchodzita jeszcze w zakres
wyktadéw uniwersyteckich, Wronski, obeznany doktadnie z odkryciami
Gaussa, ocenit ich doniosto$¢, nazywajac teoryje kongruencyj ,naj-
piekniejszem odkryciem, zrobionem w ciggu ostatnich lat pieédziesieciu



74 S. DICKSTEIN.

w matematyce czystej; epoka, z ktéra zadna inna w tym okresie roé-
wnac sie nie modleu 1)

Oddawszy hotd nalezny genijuszowi Gaussa, nie poszedt wszakze
Wronski wprost jego $ladami. Juz w dziele wyzej wspomnianem, po-
Swieconem przewaznie filozofii matematyki, wyjasnia on stanowisko teo-
ryi liczb w systemie wiedzy matematycznej i znaczenie jej ogolnych za-
gadnien, przyczem wypowiada niektore oryginalne poglady godne po-
znania i podaje metode bardzo ogdélna rozwigzywania kongruencyj wszel-
kiego rzedu i stopnia. Metoda ta, ktéra w uproszczeniu w Nr. 4 po-
dajemy, nie okazuje sie dogodna w zastosowaniu, ale mimo to jest cie-
kawa, jako charakteryzujgca droge, na jakiej szukat Wronski najogol-
niejszego traktowania zagadnien matematycznych.

Inne swe badania z teoryi liczb ogtosit Wronski dopiero w r. 1847
w wielkiem dziele ,Reforme du savoir humainu, w ktérego Tomie I
poswieca stokilkadziesiat stronic in folio temu przedmiotowi 4. Tu punkt
wyjscia stanowi kongruencyja xm a (mod.JZ), a raczej trzy wzory do
niej sie odnoszace a wyrazajgce reszte u, modut M i pierwiastek x.
Wzory te ostonit Wronski pewna tajemniczoscig , nazwawszy je ,wuel-
kiem trzeciem prawem algorytmiiu albo ,wielkiem prawem teleologicz-
nem*“ i nie podat ich dowodu.

Wyktad w ,Reformie wiedzyu stanowit wiasciwie przygotowanie
do wielkiego traktatu, poswieconego specyjalnie teoryi liczb, w ktorej
wszystkie prawdy tej nauki mialty byC¢ przedstawione i uzasadnione,
~wszystkie zagadnienia ostatecznie rozwigzaneu 3). Traktat ten nie ujrzat,
niestety, Swiatla dziennego. Mimo to jednak, juz z prac poprzednio
wymienionych mozna doktadnie poznac i oceni¢ pomysty naszego uczonego.

Badania Wronskiego w dziedzinie teoryi liczb sa dzi$ jeszcze pra-
wie nieznane. Encyklopedyja Montferriera, w ktorej znajdujemy wyktad
niektérych metod Wronskiego, bez uzasadnienia atoli trzech wzoréw
teleologicznych 4), niewielka nota llanegraeffa, w ktorej uzasadnienie

1) Introduction a la philosophie des mathematiques, str. 69.

) Messianisme ou Reforme absolue du savoir humain etc. Paris, 184-7. T. I
Reforme des mathematiques, od str. 75 do 255.

3) Dzieto to miato by¢ ésmem z rzedu z szeregu wielkich dziet, zapowiedzianych
przez autora mesyanizmu. Poréwn. Reforme 1. str. 38, 82 i 128,

{) A. S. de Montferrier. Encyclopedie mathematique. T. Ill. Rozdziat ,Theorie

des nombresu.
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to znajdujemy 1) i wreszcie broszura Bukatego, poswiecona tymze wzo-
rom2}; oto jedyne prace, uwzgledniajgce pomysty Wronskiego; prace
te wszakze pozostaty, jak sie zdaje, bez wplywu. Uczony znawca teoryi
liczb Edward Lucas we wstepie historycznym do swojego obszernego
dziela, ktérego tom 1 niedawno sie ukazal, o Wronskim wcale nie
wspominas). W naszej literaturze o przedmiocie tym zadnej nie ogtoszono
pracy.

W obce tego, uwazaliSmy za rzecz wiasciwa poswieci¢ niniejsza
niewielka prace przedstawieniu i wyjasnieniu wazniejszych pomystow
i metod Wronskiego w dziedzinie teoryi liczb, kierujgc sie przeswiad-
czeniem, ze te pomysty i metody maja nietylko historyczna wartosc,
ale ze mozna je i dzi$§ jeszcze stosowa¢ z pozytkiem w badaniach aryt-
metycznych.

1. Stanowisko teoryi liczb w systemie matematyki Wronskiego.

Znaczenie teoryi liczb w systemie matematyki Wronskiego wynika
z jego pogladéw filozoficznych na podstawy i zadania tej wiedzy. Nie
wdajac sie tu w szczeg6towy rozbidr tej rzeczy, ktéra zajmujemy sie
na innem miejscu 4), powiemy tylko, ze wedtug teoryi Wronskiego, algo-
rytmy tak zwane pierwotne, t. j. dziatania elementarne, a mianowicie
sumowanie (dodawanie i odejmowanie), stopniowanie (potegowanie
i pierwiastkowanie) i reprodukcyja (mnozenie i dzielenie) sg co do
swej istoty zasadniczo rézne. Sumowanie i stopniowanie znajdujg sie, jak
wyraza sie Wronski, na przeciwlegtych biegunach intelektualnych, bo
roznorodno$¢ ich tkwi w réznych wiadzach umystu, ktore w dziataniach
tych udziat biorg; reprodukcyja za$ zajmuje stanowisko posrednie 5). Te

1) Hanegraeff. Note sur equation de congruence xm = r (mod p), Paris, 1860.

2) A. Bukaty. Deduction et demonstration de trois lois primordiales de la con-
gruence des nombres constituant la troisieme loi de 1’Algorithmie donnee par Wronski.
Paris, 1873. Dowod ten nie wydaje nam sie zupetnie wystarczajacym; jest on raczej
sprawdzeniem niz dedukcyjg wzoréw Wronskiego.

3) Edouard Lucas. Theorie des nombres, T. |. Paris, 1891. Preface. Lucas nie
wymienia zadnej pracy poswieconej teoryi liczb a wydanej we Francyi od ogtoszenia
francuskiego przekfadu dzieta Gaussa (1807) az do ukazania sie rozprawy Poinsota:
Eeflexions sur les principes fondamentaux de la theorie des nombres” (1865). Cytuje bez
blizszego wyjasnienia ,,Fakultety arytmetyczne" oraz ,,Prawo najwyzsze réznic" Wron-
skiego w ustepie o potegach wielomiandéw (str. 146).

4) S. Dickstein. Pojecia i metody matematyki T. I. Warszawa, 1891. Wstep
i Rozdziat I.

5 Upatrujemy pewng analogije pomiedzy temi pogladami Wronskiego a matema-
tyka niemieckiego Il. Schefflera. Pordwn. tego ostatniego: »Die Theorie der Anschauung
oder die mathematischen Gesetze«, Lipsk 1876, § 3, oraz »Die Grundlagen der Wissen-
schaft«. Lipsk 1889, str 159 i dalsze.
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roznorodno$¢ mozemy sobie wyjasni¢ na tej podstawie, ze w samej rze-
czy sumowanie samo przez sie¢ nie mogtoby doprowadzi¢ do uwazania
ciggtosci, ktoéra w algorytmii wystepuje dopiero po wprowadzeniu dzia-
tan pozostatych. Sumowanie odnosi sie przedewszystkiein do dziedziny
wielkosci przerywanycli, stopniowanie z reprodukcyjg odtwarzaj?} nam
ciggtos¢. Pierwsze, jak mowi Wronski, miesci w sobie pojecie skoriczo-
nosci, w drugiem tkwi pojecie nieskonczonosci ).

Stanowisko posrednie algorytmu reprodukcyi pomiedzy algorytmami
sumowania i stopniowania wyrazaja dwa nastepujace zwiazki:

A+B=M.N, M.N=Rs,

stanowigce wiasciwy przedmiot teoryi liczb 2).

Badanie takich zwigzkéw ma jednak w tej nauce charakter od-
mienny niz w pozostatych gateziach algorytmii. W tych ostatnich, przy
szukaniu liczb, ktore czynig zado$¢ pewnym zwigzkom, nie stawiamy
zadnych ograniczen; liczby moga by¢ catkowite lub utamkowe, wy-
mierne i niewymierne, algebraiczne i przestepne, albo wyrazajac sie je-
zykiem dzisiejszych badan, dziedzing liczb uwazamy za continuum.
W teoryi liczb przeciwnie; dziedzine badan ograniczamy, specyjalizu-
jemy, przyjmujac do niej tylko liczby catkowite lub wymierne. Ztad
to, jak powiada Wronski, liczby nieznane, stanowiace przedmiot teoryi
liczb, w skutek teleologizmu lub celowosci, ktora jest ich charakterem
wyrozniajacym, nie ulegaja prawu ciggtosci, lecz podporzadkowujg sie
wyltacznie pod ,prawo odosobnieniaw (loi d,isolement) albo ,prawo szcze-
g01lnoseiw (loi de singularite).

Ten szczegélny charakter zagadnien teoryi liczb uwydatnit Wron-
ski w metodach swoich rozwigzywania kongruencyj, a to przez wprowa-
dzenie dwu liczb charakterystycznych, a mianowicie rodzaju (genre)
i gatunku (espece). Odpowiedni wybér tych liczb w badaniach teore-
tyczno-liczbowych zakre$la granice, w ktérych zmieniajg sie elementa
zagadnien. Znaczenie liczb charakterystycznych podamy nizej (7).

2. Funkcyje alef.

Funkcyje alef odgrywajg wazng role w wielu badaniach anali-
tycznych Wronskiego. Poniewaz algorytmom tym poswieciliSmy Kkilka

) Reforme I. Systeme architectonique de Algorithmie, str. 65.
3) ,Introduction etc*, str. 64.
') ,Reforme etc.”, str. 206.
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dawniejszych artykutéw 1), ograniczamy sie tu przeto tylko do przyto-
czenia okreslen i twierdzen potrzebnych, w celu zrozumienia dalszego
ciggu.

W teoryi liczb Wronskiego wystepujag funkcyje alef w dwojakiej
postaci:

1) w formie :

sq one tu licznikami kolejnych reduktow, jakie otrzymujemy, zamie-
©
niajac utamek na utamek ciggty. Jezeli szereg ilorazéw catkowitych,

jakie przy tej zamianie znajdujemy, oznaczymy przez

wtedy powyzsze funkcyje alef czyni¢ bedag zado$¢ zwigzkom postaci

2) Jako funkcyje symetryczne pewnych elementéw nl, ni, .. nw.
Podnoszac sume wl 4-n8 = . . . 4- nw do potegi /r¢ i kladac nastepnie
jednosci w miejsce wspotczynnikéw rozwiniecia, otrzymujemy funkcyje
alef, ktérg Wronski oznacza przez

Jezeli nl, n2, ... nw uwaza¢ bedziemy za pierwiastki réwnania
stopnia w-go postaci :

wtedy mozna bedzie, jak to z teoryi funkcyj symetrycznych wiadomo,
wyrazi¢ funkcyje alef za pomocg wspétczynnikéw tego réwnania. Uzy-
wajgc formy wyznacznikowej, mozemy napisac :

*) Pamietnik Akademii Umiejetnosci w Krakowie, Tom XII (1886) i XVI (1888).
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Jezeli sume ni 4-i + ... + ww oznaczymy przez N. wtedy na
podstawie okreslenia funkcyj alef z tatwoscig okaza¢ mozna prawdziwosé
wzoru nastepujacego :

w ktorym np i nl sa dwa ktérekolwiek z elementéw nA, n2, ... ww.

W dziele z r. 1811 nazywa Wronski wzor ten prawem ,ogdélnem
i podstawowemu teoryi liczb ’). Opiera on na nim pojecie kongruencyj
i metody ich rozwigzywania, jak to zaraz pokazemy. Dodamy tu jeszcze,
ze wzOr ten wyraza tez wedtug Wronskiego zasade rozktadu liczb na
czynniki. Poniewaz réznica funkcyj | [Vo — np]f',ji  [2Vo — wg](m) przy
odpowiednim doborze elementéw n moze wyraza¢ liczbe jakakolwiek,
strona przeto druga powyzszego wzoru przedstawia moznos¢ istnienia
czynnika ng—nl tej liczby. W przypadku, gdy ng-nl, moze mie¢ war-
tosci jedynie réwne jednosci, uwazana liczba jest liczba pierwsza.

3.Kongruencyje.

Od ostatniego wzoru, podanego w poprzednim numerze, przechodzi
Wronski do pojecia kongruencyi j, ktéra wedtug niego wyraza zu-
petna tozsamosé budowy liczb - —nL}m i X[Nw — ne](m). Liczby
te, po podzieleniu przez ng—??, ktéra nazywamy modutem, daja
oczywiscie reszty réwne. Kongruencyja przedstawiamy wedtug Gaussa
W postaci;

Ogolna posta¢ kongruencyj jest nastepujaca:

gdzie Fl, Fi, f sa dowolnemi funkcyjami elementow A, C... Do
badania takich kongruencyj sprowadza sie ostatecznie zadanie teoryi liczb.

Wronski klasyfikuje kongruencyjed) wedtug rzedu nieoznaczo-
nosci; t. j. wedtug liczby ilosci nieoznaczonych (niewiadomych) i we-
diug ich stopnia. Kongruencyje rzedu pierwszego maja postac:

* Introduction str. 67. Prostszy dowdd znales¢ mozna w ,Pojeciach i metodach
matematyki”, T. I, str. 217.

2) ,Introduction etc." str. 69.

3) Wronski pisze wiasciwie w ten sposéb A ==B (mod. = J/), nie zaS A =B
(mod. Jf).

{) Introduction etc. str. 141.
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jezeli sg stopnia pierwszego;

jezeli sg stopnia drugiego;

jezeli sg stopnia m-go i t. d.
Kongruencyje rzedu drugiego majg postac:

jezeli sg stopnia pierwszego;

jezeli sg stopnia drugiego, i t. d.
Z okreslenia kongruencyj wynikajg nastepujgce ich wiasnosci za-
sadnicze :

to

gdzie a i 3 sg dowolnemi liczbami catkowitemi.

2) Jezeli
gdzie al, a2, a3 ... B!, B2, B3... sg liczbami catkowitemi dowolnemi,
zas Q, Q, 3 ... liczbami catkowitemi dodatnicmi lub ujemnemi.

Metoda rozwigzania kongruencyj rzedu pierwszego i stopnia pierw-
szego, podana przez Wronskiego, oparta jest na wiasnosciach funkcyj
alef w postaci pierwszej (Nr. 2), a wiec nie rdzni sie w istocie od me-
tody podanej przez Eulera, Lagrangea i Gaussa ). Jezeli dang jest kon-
gruencyja postaci

to rozwigzanie jej przedstawia AYronski w postaci

gdzie i jest dowolng liczbg catkowita.

1) sintroduction etc.« str. 266—269, Reformo, str. 105. Poréwn. Disquisitiones
Gaussa art. 27.
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Metoda ta stanowi zresztg przypadek szczeg6lny metody ogdlniej-
szej, ktorg zaraz przedstawimy.

4.Metoda ogdlna rozwigzywania kongruencyj (dawniejsza).

Metoda dawniejsza (z r. 1811) ') polega, jak to juz wyzej powie-
dziano, na sprowadzeniu kongruencyi danej do postaci wzoru ;

Niechaj bedzie kongruencyja rzedu pierwszego i stopnia, dajmy
na to, n#

gdzie wiec X1, X2, X sg funkcyjami catkowitemi stopnia n-go o wspot-
czynnikach catkowitych.

Oznaczajgc przez U i @ dwie liczby catkowite nieoznaczone, mo-
zemy na podstawie wiasnosci podanych w Nrze poprzedzajgcym, napisac

Uczynmy:

wtedy, na mocy wzoru (1), bedzie

Niechaj elementy nl, n2, ... nw—2, np w liczbie wo-1 bedg pier-
wiastkami réwnania

elementy za$ nl, nl, ... nw_2, ng takze w liczbie w—1 pierwiastkami
réwnania

Na zasadzie wiasnosci funkcyj alef drugiej postaci (Nr. 2) bedzie:

1) Introduction str. 146—151.
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Z réwnan (6), przy uwzglednieniu ostatniego z réwnan (2), otrzy-
mujemy :

Poniewaz réwnania (4) i (5) maja w—2 pierwiastkdw wspdlnych
nl, n ... n™_2 wiec pomiedzy ich wspdtczynnikami zachodzi¢ musi
w—2 zwigzkdéw, ktore na podstawie teoryi eliminacyi tatwo otrzymac
mozna. Napiszmy je w postaci:

Wronski méwi tylko o zachodzeniu jednego tylko zwigzku postaci (10).
Mamy zatem pomiedzy 2w —2 wspotczynnikami P, Q zwiagzki (7), (8),
(9), (10), czyli razem w- -1 réwnan, tak, ze mozemy w- -l z tych wspot-
czynnikébw wyznaczy¢ za pomocg wd-3 pozostatych, ktére pozostajg
nieoznaczonemi ’). Majgc wyrazenia wspotczynnikow, rozwigzujemy jedno
z réwnan (4) lub (5) i znajdujemy elementy nl, n2, ... nw Tworzymy
z tych elementéw wyrazenie x [2Vo]m-1 i podstawiamy w rownanie (3).
Z tego rownania znajdziemy wyrazenie liczby szukanej x. Ze wzgledu
na nieoznaczono$¢ -3 wspotczynnikéw, mozemy jednemu lub kilku
z elementéw nl, n2, ... no nada¢ wartosSci catkowite dowolne i takie,
aby x[7Vw]m-1 i wyrazenie szukanej X byty liczbami catkowitemi.

Taz sama metoda moze by¢ stosowang i do kongruencyj wyzszych
rzedow, jezeli liczba kongruencyj danych réwna sie liczbie niewiadomych.

Metoda ta w zastosowaniu nie jest dogodng. Przedewszystkiem,
liczba elementéw ® i stopien m funkcyi alef nie sg z gory dane i w kaz-
dym danym przypadku nalezy te dwie liczby odpowiednio do postaci
kongruencyi dobieraé. Przy niewysokim nawet stopniu réwnan (4) i (5)

') Blednie podang w tekscie Philosophie des 1natheinatiques str. 149 liczbe
2(w—13) zamiast w—3. Wronski w ,,Erratach zmienit na wtasciwa, pozostawiwszy wszakze
bez zmiany to, ze zachodzi tylko jeden zwigzek postaci (10).
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eliminacyja w uktadzie, ztozonym z réwnan (7),(8), (9), (10), moze nic
by¢ tatwa, rozwigzanie jednego z réwnan (4) lub (5)— trudne; wreszcie
zados€uczynienie warunkom catkowitosci wyrazenia szukanej x wymaga
nowego dochodzenia. Z tych zapewne powoddéw, Wronski do metody tej
w poézniejszych badaniach swych nie powrdcit, obmysliwszy metode
inng, wymagajacg tylko rachunkoéw elementarnych.

5. Twierdzenia Fermata i Wilsona.

Twierdzenia te wyraza Wronski w jednym wzorze og6lnym po-
staci : ,)

w ktéorym w jest liczbg pierwsza, a i b dowolnemi liczbami catkowi-
temi, x liczbg catkowitg niepodzielng przez w, k liczbg catkowita, przy-
bierajgcg wartosci O, 7, 2 ... -y—+ Liczba k stanowi tu , rodzaju

kongruencyi. Czynniki pierwszego wyrazu strony pierwszej s faktory-
jalne, majace znaczenie nastepujace:

Wzér (1), jako charakteryzujacy wyltacznie liczby pierwsze w,
nazywa Wronski ,istotng zasadg teleologiczng liczb pierwszych."”

Z tatwoscia mozemy uzasadni¢ wzor ten (ktérego dowdd Wronski
pominat), opierajac sie na twierdzeniach Fermata i Wilsona, z ktérych
pierwsze wyraza sie, jak wiadomo, wzorem

drugie za$ wzorem
Napisawszy kongruencyjg (4) w postaci
i dzielgc obie jej strony przez w-7, otrzymujemy:

Mnozac obie strony tej kongruencyi przez — 2, piszac po drugiej
stronie w 2 zamiast — 2 i dzielagc nastepnie obie strony przez w — 2,
znajdujemy :

1) Reforme, str. 166.
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Mnozac tu obie strony przez 3, piszac po stronie drugiej <o-3
zamiast — 3 i skracajac przez -3, otrzymujemy:

W ten sam spos6b postepujac dalej, dochodzimy do zwigzku

Zauwazmy dalej, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b zacho-
dzg kongruencyje

Uwzgledniajac te zwigzki i réwnania (2), mozemy zamiast (5) na-
pisaé

Jezeli do kongruencyi (6) dodamy kongruencyje (3), po pomno-
zeniu obu stron tej ostatniej przez (—I)k otrzymamy wzor Wron-
skiego (1).

Wzor (5), ktéry mozna napisa¢ tak :

wynika oczywiscie ze wzoru (1) przy zatozeniu o=0, b=0" x=I\

ktadac tu jeszcze otrzymujemy znane twierdzenie

Wzory Fermata i Wilsona wyprowadza Wrorski metodg Gaussa),
przyjmujac tylko nieco ogdlniejszy punkt wyjscia. Gauss, wychodzac
z réwnosci

podnosi obie jej strony do potegi ® i dochodzi do kongruencyi

Wronski zamiast poteg uzywa faktoryjalnych, t. j. kladzie

*) Gauss. Disquisitiones art. 51, 76; Wronski. Reforme, str. 171—173.
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i dochodzi do kongruencyi

Zatozywszy w tej ostatniej nl=n2= . . . = nx=n, znajduje

co sprowadzi¢ mozna do wzoru

z ktérego przy y=0 wynika twierdzenie Fermata.
Twierdzenie Wilsona wyprowadza z poprzedzajgcego sposobem
Gaussa.

6. Prawo wzajemnosci liczb pierwszych.

Prawo wzajemnosci liczb pierwszych co do reszt kwadratowych
uwaza Wronski za prosty wynik z twierdzenia Fermata,
Jezeli dang jest kongruencyja m-go stopnia

gdzie p i g sa liczbami pierwszemi, to kongruencyja ta wtedy tylko
jest mozliwa, jezeli q jest resztg potegi ni-ej wzgledem liczby p. Pod-
nieSmy obie strony do potegi (p—I)-ej, t. j. napiszmy

i dajmy, ze d jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb p—1 i d.

Ktadac = r, mozemy poprzedzajacg kongruencyje napisa¢ tak:

Wedtug twierdzenia Fermata, jezeli x jest liczba niepodzielng
przez jest

bedzie przeto :

Rozktadajac strone pierwsza, jako roznice poteg, na iloczyn
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i oznaczajgc czynnik drugi, wedtug przyjetego znakowania, przez

otrzymujemy

Tak wiec kongruencyja dana xm = q (mod. p) rozkiada sie na
dwie kongruencyje

Jezeli staje sie zado$¢ pierwszej, wtedy liczba g jest resztg potegi
m wzgledem liczby p i kongruencyja xm zzz q (mod. p) jest mozliwa;
jezeli staje sie zado$¢ drugiej, wtedy liczba g nie jest resztg potegi m
wzgledem liczby p i kongruencyja Tm = ¢ jest niemozliwg ).

W przypadku m — 2" jest d — 2 i obie kongruencyje warunkowe
przyjmujg postac

Jezeli staje sie zadosC pierwszej, q jest resztg kwadratowsg, jezeli
drugiej — nie jest resztg kwadratowa wzgledem liczby p. Podobniez
liczba p bedzie resztg lub nieresztg kwadratowg liczby g, stosownie do
tego, czy zachodzi pierwsza lub druga z kongruencyj :

Prawo wzajemnosci liczb pierwszych Legendre,a wyraza, ze gdy
obie liczby p i g lub jedna z nich jest postaci 4n- -1, wtedy pierwszej
z kongruencyj (1) odpowiada pierwsza z kongruencyj (2), drugiej za$
druga; gdy za$ obie liczby sg postaci 4n- -3, wtedy pierwszej z kon-
gruencyj (1) odpowiada druga z kongruencyj (2), drugiej za$ pierwsza.

Dowdd Scisty tej wzajemnosci nie byt rzeczg tatwag i wymagat nie
matego kunsztu matematycznego, dzieki ktoremu Gauss dat sze$¢ roz-
nych dowodéw twierdzenia Legendre,a. P6zniejsi matematycy wymyslili

1) Reforme, str. 175.
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wiele innycli dowodéw ') tego waznego twierdzenia, Wrornski odmiennie
zapatruje sie na ten przedmiot. Widzi on w prawie wzajemnosci liczb
pierwszych co do reszt kwadratowych tylko ,fragment! licznych twier-
dzen, ktore na podstawie zasadniczych wiasnosci kongruencyj, a gto-
wnie trzeciego prawa zasadniczego, (0 ktérem bedzie mowa w Nrze
nastepnym), otrzyma¢ mozna. Pod tym wzgledem winnismy przyznac
stusznos¢ stowom Woronskiego. Co sie za$ tyczy samego dowodu prawa
wzajemnosci odnosnie do reszt kwadratowych, to Wronski opiera go
jedynie na rozkladzie pierwszych stron kongruencyj Fermata

na uzj mutki w spubuu iiabiepujacy :
Zaktadajac we wzorze 1 Nr. 5 najprzéd
nastepnie i stosujac wzor

(7) tegoz Nru, otrzymuje z tatwoscig

Te dwie kongruencyje zachodzg zawsze jednocze$nie, dzieki temu,
ze w kazdym danym przypadku jeden z czynnikéw strony pierwszej
kazdej z nich, t. j. albo czynnik pierwszy, albo czynnik drugi, staje
sie == 0, wedtug odpowiedniego modutu. Pozostaje zatem tylko roz-
strzygna¢ pytanie, ktéry z czynnikéw drugiej kongruencyi staje sie =0
(mod. q), jezeli jeden z czynnikéw pierwszej staje sie = 0 (mod. p)
i odwrotnie. Wronski rozstrzyga to pytanie za pomocg nastepujgcego
rozumowania, ktére, gdyby bylo a priori przekonywajagcem—atakiem
nie jest ono, zdaniem naszem — uczynitoby jego dowdéd prawa wzajem-
nosci jednym z najprostszych, jakie dotad ogtoszono. Twierdzi on
mianowicie, ze, ,w systemie wzajemnosci, jakie tworzg kongruencyje
(3) jest rzeczg widoczng, ze aby obie mogly sprawdzac sic jednoczesnie,
musi to stawa sie za pomocg czynnikéw przeciwlegtych, gdyz w razie

¥ Rozbior historyczno-krytyczny wszystkich znanych dowodéw prawa wzajemno-
4ci liczb pierwszych odnosnie do reszt kwadratowych znale$¢ mozna w rozprawie Os-
walda Baumgarta, Ueber das quadratische Reciprocitatsgesetz (Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik, XXX, 1885. Historisch-literarische Abtheilung. Prac Wronskiego Baumgart
nie zna.
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przeciwnym jeden z czynnikbw bytby zbytecznym, co sie sprzeciwia
naturze twierdzenia Fermata, w ktérem mamy dwa czynnikiu ’)» Po tej
uwadze ustanawia Wronski wzajemno$¢

i rozwaza nastepujace trzy przypadki:
1) Obie liczby p i g majg posta¢ 4n--3- wtedy z kongruencyi (4)
otrzymujemy wprost:

2)Jedna z liczb jest postaci 4n-[-l, druga postaci 4n--31 wtedy
otrzymujemy :

3) Obie liczby sa postaci 4n- -1, wtedy kiadzie Wronski :

i dla utrzymania owego ,przeciwienstwa systematycznego kongruencyj“

(3), przyjmuje w jednej z ostatnich dwoch réwnosci V 1 ze znakiem
dodatnim, w drugiej z ujemnym, przez co dochodzi do kongruencyj

7. Trzy prawa teleologiczne.

Jezeli dana jest kongruencyja

') Oto jego stowa (Reforme, str. 178): ,,Or dans le systeme de reciprocite que
forment les presentes congruences determinees, il est manifeste que, pour pouvoir etre
realisees a la fois, elles doivent letre generalement par leurs facteurs opposes parce
que, dans le cas contraire, 'un de leurs facteurs systSmatiques serait superflu; ce qui
est contraire a la nature du theoreme de Fermat qui se decompose necessairement en
ses deux facteurs.”
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to zwigzek pomiedzy modutem 3/, reszta a i pierwiastkiem x wyrazajg
nastepujace trzy wzory, podane przez Wronskiego bez dowodul):

Ostatnie réwnanie oznacza, ze modut 3/ ma by¢ czynnikiem wy-
razenia, zawartego w nawiasie [ ]; % J sg liczbami catkowitemi do-
wolnemi. Szczegllnie wazne znaczenie majg liczby catkowite k i Ii.
Pierwsza z nich, nazwana rodzajem, moze przybiera¢ w ogole war-

tosci catkowite O, 1, 2 ... , gdy M jest liczbg pierwszg; gdy zaS M

jest liczba ztozong, to liczba k zmienia sie w ogole od 0 do liczby réwnej
potowie zmniejszonego o jedno$¢ najmniejszego dzielnika prostego liczby
M. Liczba h, zwana gatunkiem, moze przyjmowac¢ w ogoéle wszystkie
wartosci catkowite od 0 do M—I Ilub tez wartosSci catkowite dodatnie
i ujemne, nie przechodzace potowy modutu. Liczby te w metodach
Wronskiego, jak to zaraz zobaczymy, stuzg nie tylko do otrzymywania
réznych rozwigzan kongruencyj, ale zarazem i do wykrywania niemoz-
liwosci rozwigzan.

W dowodzie powyzszych wzordéw korzystamy z noty llanegraeffa I3

Niechaj bedzie dana kongruencyja stopnia m-go

Badanie tej kongruencyi sprowadzamy do badania dwdch kongru-
encyj stopnia pierwszego w sposéb nastepujacy :

Niechaj K bedzie liczba catkowita, pierwsza wzgledem modutu M
i czynigca zado$¢ kongruencyi

gdzie k jest liczbg catkowita, mogaca przyjmowac¢ wartosci w granicach
wyzej wskazanych.

1) Reforme, str. 81. W dziele z r. 1811 tycb wzordw jeszcze nie ma.
) Hanegraeff, 1 c-
3) Reforme, str. 82.
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Mnozgc obie strony kongruencyi (4) przez Km, otrzymujemy, na
podstawie zwigzku (5):

zkad

kongruencyje (5) i (6) zastepujg kongruencyje dang (4); w samej rze-
czy, jezeli zachodzg kongruencyje (5) i (6), to musi zachodzi¢ kon-
gruencyja (4); i naodwrot, jezeli zachodzi kongruencyja (4), to przy
okresleniu liczby K za pomocg zwiagzku (5), musi zachodzi¢ i zwigzek (6).

Rozwigzujac kongruencyje (5) wzgledem liczby a, uwazanej za
niewiadomg, na podstawie wzoru podanego w koricu Nr. 3, otrzymujemy:

lub

rozwigzujac za$ kongruencyje (8) wzgledem ilosci znajdujemy na pod-
stawie tego samego wzoru :

Przyjmijmy teraz ogolniej

gdzie h jest liczba catkowita, zmieniajgcg sie od O do M—7, i zo
baczmy, jaka posta¢ odpowiednig przyjmuje reszta a. Poniewaz wartos¢
X—A, wzieta z wzoru (9), czyni oczywiscie zado$¢ kongruencyi (6),
gdy w niej zamiast x napiszemy x—A, bedzie zatem

zkad

Ta kongruencyja roézni sie od kongruencyi (6) tem, ze w niej
zamiast (—7)kt1 mamy h K- -(-7)k" ; w skutek tej zmiany, kongru-
encyja (5) przybierze postaé

Rozprawy mat.-przyr. T. XXIV,
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ztad za$ otrzymamy nowa wartos¢ reszty:

Z kongruencyi (10) widzimy bezposrednio, ze roéznica

jest podzielna bez reszty przez liczbe M, albo innemi stowy, ze liczba
3/ jest dzielnikiem tej rdznicy, co mozemy napisaé w ten sposob :

Nie uczyniliSmy dotagd zadnego zatozenia o postaci liczby A" ktéra-
to posta¢ jest w pewnej mierze dowolna. Wronski przyjmuje

Wprowadzajac te wartos¢ we wzory (9), (10), (12), otrzymamy
bezpos$rednio wzory zasadnicze (1), (2) i (3).

Wzory te wyrazaja zwiazki, jakie istnie¢ muszg pomiedzy elemen-
tem kongruencyi danej (4) dla wszelkich rodzajéw i gatunkéw. Ze
wzgledu na te zwiagzki, kongruencyja (4) przyja¢ moze posta¢ ogoélniejsza

gdzie wiasnie zalezno$C reszty i pierwiastka od liczb k i h jest zazna-
czonga; gdzie wiec

Zaktadajagc h=0, otrzymujemy

ztad zas
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Majgc zatem dla danego rodzaju reszte i pierwiastek przy war-
tosci gatunku h=0" mozemy z tatwoscig znalez¢ wyrazenia reszty z pier-
wiastka dla kazdej innej wartosci gatunku.

Wzory zasadnicze (1), (2),(3) stanowig gtéwna podstawe, na kté-
rej opiera Wronski metody rozwigzania kongruencyj wszelkiego rzedu
i stopnia.

8. Metoda rozwigzania kongruencyj.

Niechaj bedzie kongruencyja

w ktérej reszta a i modul M sg liczbami danemi; szukamy wartosci
pierwiastka x.

Na podstawie wzoru zasadniczego (3) w Nrze poprzedzajacym,
bedzie

Nalezy tu oznaczy¢ state k i h z danych liczb a i M. Wedtug wzoru
(4) w Nrze poprzedzajacym, liczba a powinna da¢ sie wyrazi¢c w po-
staci :

oznaczajac przeto dla krotkosci

bedziemy mieli

zkad

Liczba a jest dana, H—mniewiadoma; rozwigzujgc te kongruen-
cyje wzgledem 77, znajdziemy na podstawie wzoru w N-rze 3:
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Jezeli przy pomocy tego wzoru, na liczbe H otrzymamy zupeing
potege pewnej liczby catkowitej i, t j. jezeli

w takim razie bedzie

Te kongruencyja mozemy rozwigza¢ wzgledem szukanej liczby 7/,
i znajdziemy

a wstawiajac te warto$¢ w wyrazenie (2), otrzymamy

Jezeli z wzoru (3) nie otrzymujemy wprost na Il zupeinej po-
tegi Rm, w takim razie potegi tej szukamy na mocy zwigzku (5), t j.
szukamy liczby J7, czynigcej zado$¢ kongruencyi

i do rozwigzania tej kongruencyi uzywamy metody, dopieroco stosowal-
nej. Postepowanie to powtarzamy dopoty, dopdki nie dojdziemy do zu-
petnej potegi mej, lub do reszty raz juz poprzednio otrzymanej. Ozna-
czajac przez 11, 31, Ili ... ... szereg kolejnych reszt, przez
R, Rl . . . R,i szereg odpowiadajacych im pierwiastkéw, otrzymamy
oczywiscie zwigzki nastepujace :

ztad przez kolejne podstawienia znajdziemy

gdzie

Jezeli dla danego rodzaju k otrzymujemy szereg reszt peryjo-
dyczny, w takim razie stosujemy powyzsze postepowanie do innego ro-
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dzaju. Jezeli rozne liczby rodzajowe oznaczymy przez kl, ka, * . ,
odpowiadajgce im wyrazenie N, t. j.

i wprowadzimy procz tego oznaczenia

w takim razie z uwagi, ze

znajdziemy :

To wyrazenie pierwiastka mozemy jeszcze przeksztalci¢ na zasa-
dzie nastepujacego spostrzezenia. Z postaci Avyralenia W, wynika, ze
jest ono pierwiastkiem kongruencyi

rozwigzujgc zas te kongruencyje wzgledem (kv 1)sm, otrzymamy

Widzimy wiec, ze (Jkv'l)m = (mod. J/) tak, ze w réwnaniu (7)
mozemy Pv zastgpi¢ przez (kv I)m, skutkiem czego znajdziemy naste-
pujace wyrazenie pierwiastka kongruencyi danej :

Wzér (9) przedstawia najogoélniejsza posta¢ rozwigzania kongruen-
cyi (1). Moznaby sie tatwo przekonaé, ze formalnie wyrazenie (9) czyni
zado$¢ kongruencyi danej bez wzgledu na to, czy kongruencyja dana jest
rozwigzalna w liczbach catkowitych czy nie. Faktyczne za$ rozwigzania
otrzymamy, jezeli znajdziemy takie wartosci liczb k i u., przy ktérych
wyrazenie zawarte w nawiasie jest potega m-g liczby catkowitej. Przy
danych wartosciach liczebnych modutu J/ i reszty a rachunek ten wy-
konywa sie przy pomocy dziatan elementarnych, przyczem stosowaé
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mozna rozmaite utatwienia. Poniewaz wyktadamy tu tylko zasady, przeto
nie zatgczamy przyktadéw liczebnych, obficie w dziele Wronhskiego
podanych 1).

Powiemy jeszcze, ze w szczegbélnym przypadku, gdy liczba czyn-
nikbw w wyrazeniu (9) sprowadza sie do jednosci, t. j. gdy dostateczna
uwazac jeden tylko rodzaj Kk, bedzie

Kwestyi co do liczby réznych rozwiazarh kongruencyi (1) Wronski nie
rozbiera szczegdtowo, podajac tylko nastepujgce uwagi : 4)
Ze zwiazku (3), gdy w nim zamiast Il réwnego

napiszemy Jm, mamy
zwigzek za$ (5) doprowadza podobnie do kongruencyi

Z tych dwoch zwigzkéw otrzymujemy

Strona pierwsza w przypadku wyktadnika parzystego rozktada sie
w spos6b nastepujacy:

w przypadku za$ ni nieparzystego, w ten sposob :

W pierwszym przypadku mamy dwa pierwiastki
istnienie innych pierwiastkéw zalezy od réwnania

pierwiastkom urojonym tego réwnania odpowiada¢ beda rozwigzania nie-
mozliwe kongruencyi danej.2

1) Dla utatwienia tych rachunkéw, Wronski (Reformo, str. 110 i nast.) wprowa-

dza liczby Rul, ktére sa resztami liczb (Ik()*mz wzgledem modutu M. liczby Ny, be-
dace takiemiz resztami liczb Q't, wreszcie liczby Ju bedace resztami liczb -By. Précz
tego umieszcza w swojera dziele tablice poteg od pierwszej do széstej wiacznie wszyst-
kich liczb catkowitych od 1 do 100 (str. 130)

2) Reforme, str. 128—129; 250—251. Przedmiot ten miat by¢ traktowany ob-
szernie w zapowiedzianym traktacie.
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W drugim przypadku, procz pierwiastka -j-/?, o istnieniu innych
rozstrzyga réwnanie

ktérego pierwiastkom urojonym odpowiadajg réwniez rozwigzania nie-
mozliwe kongruencyi danej.

9 Metoda rozwigzania kongruencyi rzedu drugiego

Stosujgc do kongruencyi

wzOr zasadniczy (3), Nr. 7, przy zatozeniu
otrzymujemy

jako warunek jej mozliwosci; pierwszy za$ z wzoréw zasadniczych te-
goz Nru daje

Wzory (2) i (4) przedstawiajg rozwigzanie kongruencyi danej.
Z warunku za$ (3) napisanego w postaci:

ktadac w nim kolejno za k wartosci O,1, 2 .. . znajdziemy te war-
tosci liczby rodzajowej, ktérym odpowiada rozwigzanie kongruencyi. Je-
zeli przy zadnej wartosci k nie spetnia sie ten warunek, kongruencyja
jest nierozwigzalna.

10. Rozkiad liczb catkowitych na czynniki.

Stawne w teoryi liczb zagadnienie rozktadu liczb catkowitych na
czynniki, rozwigzuje Wronski na podstawie teoryi, podanej w Nrze po-
przedzajacym 7.

Dajmy, ze mamy roztozy¢ na czynniki liczbe M. Napiszmy kon-
gruencyje

1) Reforme, str. 143 i dalsze.
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bedzie zatem, wedtug Nru poprzedzajacego:

lub wprowadzajac oznaczenie

Wedtug warunku (3) w poprzedzajgcym numerze, jest
zkad

Jezeli liczba a jest reszta potegi m-ej wzgledem modutu M, t. j
gdy czyni zados¢ kongruencyi

w takim razie, na podstawie wzoru (10) w Nrze 7, mozemy napisac:

Z drugiej strony kongruencyja (1) przyjmuje postac

Strona pierwsza rozktada sie tu na czynniki. Jednym z czynnikéw
jest z—xy, kladac wiec za x iy wartosci z wzorow (2) i (3), otrzy-
mujemy czynnik szukany w postaci :

lub

Oznaczajac

znajdujemy nastepujace wyrazenie czynnika liczby M:
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gdzie V1 i B majg znaczenie, okre$lone wzorami (5), x za$ wyraza sie
wzorem (4).

11. Rozwigzywanie kongruencyj

Metoda rozwigzania kongruencyi

polega na sprowadzeniu jej do postaci kongruencyi dwumiennej.
Jezeli we wzorze zasadniczym (1) Nr. 7, kiadac n za m, ozna-

czymy

otrzymamy

pierwiastek za$ kongruencyi

odpowiadajgcy tej reszcie a i modutowi JF, bedzie

ktadac w kongruencyi (2) za n kolejno: 0,1, 2...rmi podstawiajgc

tak otrzymane wartosci poteg: X, ... xm w kongruencyje dang,
znajdziemy
lub, po pomnozeniu wszystkich wyrazow przez (Zk| i przy uwadze, ze

Wynika stad, ze modut M kongruencyi danej musi zado$¢ czynic
warunkowi

Przy tym warunku, réwnanie (3) przedstawia rozwigzanie kon-
gruencyi (1).

Jezeli modut jest dany, wtedy przy pomocy wyrazenia (6), mo-
zemy wyznaczy¢ liczby rodzajowa i gatunkowa pierwiastka (3). Kradac

") Reforme, str. 187.
Rozprawy mat.-przyr. T. XXIV.
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otrzymujemy z (6)

Tu strone druga jako funkcyje liczb k i h oznaczmy przez F(k,F),
t. i. potdézmy .

Uwazajac F(Kk, A) jako funkcyje ilosci A, zmieniajacej sie w spo-
s6b ciagty, mozemy do niej zastosowaé wzér Taylora, ktéry dla przy-
rostu rownego + 1 przybierze postac :

Pochodne, wystepujgce po stronie drugiej, otrzymamy z tatwoscig,
biorgc ogo6lne pochodne rzedu p.-go funkcyi F(k, A), przy pomocy
wzoru

i zaktadajgc kolejno

Podstawiajgc wartosci tak otrzymane we wzorze (7), dojdziemy do
wyrazenia

w ktérem wspotczynniki B majg wartosci nastepujace:

Wspoétczynniki B, jak widzimy, za pomoca tatwych dziatarn ozna-
czyé mozna ze wspdtczynnikow danych V4, a ztad i tatwo znalezé war-
tos¢ funkcyi F(k} A+ 7). Tym sposobem, poczynajgc od h—O, otrzy-
ma¢ mozemy kolejno F(k, 0), F(k, 7), F(k, 2),..., a ztad i oznaczy¢
te wartosci gatunku li, ktére przy danym module M odpowiadajg dane-
mu rodzajowi k. Co sie za$ tyczy samego rodzaju A, to wprowadzajac zan
kolejno rézne wartosci 7,2,3..., bedziemy mogli znalez¢ te wartosci,
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ktérym odpowiadajg oraz te, ktérym nie odpowiadajg rozwigzania kon-
gruencyi danej.

12. Rozwigzywanie kongruencyj rzedow wyzszychl).
Niechaj bedzie kongrueneyja, dajmy na to, rzedu drugiego i stopnia
dowolnego postaci:

Oznaczmy liczby rodzajowe i gatunkowe, niewiadomej X przez T7fl,
hl , — niewiadomej y przez /i, h? i wprowadZzmy oznaczenia

Na podstawie wzoru zasadniczego (1) Nr0 7 wyrazenia: reszty al,
odpowiadajacej ilosciom VIt , 77,, oraz reszty ai, odpowiadajgcej ilo-
sciom i ¢, , 771 beds:

a odpowiadajgce resztom tym kongrueneye bedg

Ich rozwigzania maja postaé

1) Reforme str. 187 i dalsze.
1) Reforme, str. 196—208.
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Kladac w réwnaniach (2) kolejno n=7,2,3. .. i otrzymane ztad
warto$ci na xI x2. .. xy, ... /l, yi... podstawiajagc w réwnanie dane,
znajdziemy

Mnozgc obie strony tej kongruencyi (4) przez (ZkIl)2 w potedze
réwnej stopniom kongruencyi danej, z uwagi na zwigzek

i przy wprowadzeniu oznaczen

otrzymamy z fatwoscig warunek nastepujacy mozliwosci kongruencyi
danej :

Przy istnieniu tego warunku, zwiagzki (3) przedstawiajg rozwigza-
nie kongruencyi. Z réwnania warunkowego (5) znajdziemy wartosci liczb
rodzajowych i gatunkowych, ktérym odpowiadajg rozwigzania danego
zagadnienia.

Wronski podaje nastepujaca metode ogdlna do oznaczania liczb
rodzajowych i gatunkowych, dla ktérych istniejg rozwigzania.

Réwnanie warunkowe (4) lub (5) dla kongruencyj jakiegokolwiek
rzedu ma oczywiscie posta¢ takg :

gdzie kl, kit... 7l sag liczby rodzajowe, za$ 7Z1, Hi, ... Hn maja
znaczenie wyzej okre$lone. W funkcyi F znajdujg sie wyrazy : 1) za-
wierajgce po jednej tylko z ilosci H\ 2) zawierajgce dwie lub wiecej
z tych ilosci. Oznaczmy sume wyrazéw, zawierajacych jedne tylko ilo$¢
Hi, (i=1,2...u) przez Fi, (i=l,2...p), sume wyrazébw pozostatych
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przez F,1+1 Oznaczmy dalej przez Si, {i=I, 2 ... p) pewne ilosci dopetnia-
jace, majace te wiasnosc, ze 31--7¢. 0 (mod. Af), przez $ .l wreszcie
ilos¢ dopetniajgca, dla ktorej Sp+,! + -Fufl = 0 (mod. M). Przy tych
zatozeniach, kongruencyje (6) bedzie mozna zastgpi¢ uktadem kongru-
encyj nastepujgcych :

przy warunku

Za pomoc?; metody, podanej w numerze poprzedzajgcym, mozn?i
wyznaczy¢ wartoéci funkcyj FI w p. pierwszych réwnaniach (7), odpowia-

dajgce réznym wartosciom liczb gatunkowych AL, hi ... Ay, przy da-
nych wartosciach liczb rodzajowych k1, k! ..+ &L Mozna bedzie tedy
oznaczy¢ wartosci ilosci dopetniajgcych S1, S? ... S, czynigce zado$é

pierwszym kongruencyjom (7). Rugujac nastepnie z ukladu wszystkich
p.-j-J kongruencyj (7) p. ilosci Ili, 32, .. .Z{, otrzymamy zwigzek po-
miedzy ilosciami kI, k2 ... kuy, SI, Sa ... Sy, 5p+l , ktéry przy po-
mocy kongruencyi (8), przyjmuje ostatecznie postac

Z tej kongruencyi znajdziemy zwiazek, jaki powinien zachodzi¢ po-
miedzy ilosciami S!, S2, ... S'4, aby odpowiednie liczby gatunkowe pro-
wadzity do rozwiazania zagadnienia.

13. Rozwigzywanie réwnan nieoznaczonych.

Rozwigzywanie réwnan nieoznaczonych uskutecznia sie przez zamiane
ich na kongruencyje i stosowanie nastepne metod podanych w N-rach
poprzedzajacych ).

Niechaj bedzie réwnanie nieoznaczone jakiegokolwiek rzedu i sto-
pnia i niechaj zmiennemi beda a;, y, z ... Jezeli to réwnanie jest zu-

1) Reformo, str. 210 i dalsze.
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petnem, to znajduje sie w niern wyraz, zawierajgcy iloczyn xyz . . .
wszystkich zmiennych. Jezeli jest niezupetnem i wyrazu wzmiankowa-
nego nie zawiera, to przez wprowadzenie nowych zmiennych za pomocg
podstawienia linijowego mozna bedzie wyraz taki wprowadzié, przyczem
jezeli stopien rownania jest nizszy od jego rzedu, trzeba najprzod ro-
wnanie przeksztatci¢, podnoszac jego stopien do liczby réwnej rzedowi
przez pomnozenie wszystkich jego wyraz6w przez odpowiednig potege
jednej lub kiku zmiennych, co oczywiscie istoty zagadnienia nie zmienia.
Mozna tedy réwnanie dane przedstawi¢ zawsze w postaci:

gdzie jest wspoétczynnikiem wyrazu, zawierajgcego xyz ... ; temu
za$ ostatniemu réwnaniu mozna da¢ posta¢ kongruencyi

ktéra rozwigzawszy wedtug metody podanej w Nrze poprzedzajacym,
znajdziemy pewne wyrazenia dla niewiadomych

gdzie 1,, 4 ... sg statemi nieoznaczonemi.

Jezeli te wyrazenia wprowadzimy do réwnania (1), otrzymamy
z niego zwigzek pomiedzy liczbami il , i, i3 ..., ktéry niechaj wyo-
braza réwnanie

Réwnanie to jest w ogole tego samego rzedu i stopnia co dano,
lecz zaktadajgc, ze jedna z liczb nieoznaczouych i jest zerem, znizymy
rzad jego o jednosc.

Stosujgc do tego rownania rzedu o jedno$¢ nizszego tez samg me-
tode, dojdziemy do réwnania rzedu o dwie jednosci nizszego; z tego
znéw otrzymamy réwnanie rzedu o trzy jednosci nizszego i tak dalej
postepujac, dojdziemy ostatecznie do réwnania rzedu 1-go, t.j. z jedna
niewiadoma.

Wronski podaje procz tego metode, pozwalajgcg odrazu znizy¢
rzad réwnania o dwie lub wiecej jednosci. W tym celu nalezy po roz-
wigzaniu kongruencyi (2), napisa¢ réwnanie dane w postaci:

a raczej przedstawi¢ je w postaci kongruencyi
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gdzie N jest wyrazem statym réwnania danego. Rozwigzujac kongruen-
cyje (6), otrzymujemy

a poréwnywajac rozwiazania (3) i (7), znajdziemy zwigzki pomiedzy
liczbami i i j. Zwigzki te maja posta¢

i podobna dla A J?, i3,j3 Rozwiazawszy kongruencyje (8), otrzymamy:

wstawiajgc za$ te wartosci w (3) lub w (7) zngjdziemy nastepujace wy-
razenia pierwiastkow

Wartosci (9), wprowadzone do réwnania danego, uczynig oczywi-
Scie pierwszg jego strone podzielng przez MN i dadzg zwigzek pomiedzy
liczbami p! z ktérych teraz dwie ktdrekolwiek mogg otrzymac wartosci
zupetnie dowolne, n. p. réwne zeru; tym sposobem znajdziemy zwigzek

rzedu o dwie jednosci nizszego niz réwnanie dane.

Za pomocg nowego przeksztatcenia réwnania danego na kongruen-
cyja o module, réwnym wspotczynnikowi innego wyrazu réwnania, mo-
znaby otrzyma¢ nowe réwnanie rzedu o trzy jednosci nizszego i t. d.

Wronski stosuje wylozong tu metode do réwnania nieoznaczonego
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Aby réwnanie to rozwiaza¢, nalezy rozwigza¢ kongruencyje

Stosujgc metode wytozong w Nrze 9, znajdziemy rozwigzania kon-
gruencyi (11) w postaci :

rozwigzania za$ kongruencyi (12) w postaci

Z poréwnania dwoch wyrazen na z otrzymamy wedtug powyzszej
teoryi

lub
(15)
gdzie

Wstawiajgc wartosci na y i u z réwnan (13) i (14) oraz wartosci
na 2 z réwnania (16) w réwnanie dane (10 , znajdziemy nastepujacy
zwiazek

Nadajac tu liczbie p warto$¢ zupetnie dowolna, otrzymujemy ro-
wnanie rzedu drugiego z dwiema niewiadomemi i2 i j2, a potem ro-
wnanie rzedu o jedno$¢ nizszego niz réwnanie dane (10).
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SPROSTOWANIA.

Str. 75 przypisek 3 zamiast 1865 powinno by¢ 1845

» 19 wiersz 2 od dotu _IJ3_ B » -'JVI-
nnN w N n + M B ..+ Mi
.89 , 4 od gory zamiast zkad powinno byc: jezeli wiec przyjmiemy, ze
.89 , 819 od géry od wyrazébw i naodiorét az do kornca wiersza

9 wykreslic.
.89 ,,15 od gory zamiast (8) powinno by¢ (6).
» 90 we wzorze (11) zamiast f;M powinna byc’ A
. 90 N (12) wykfadnik m stojagcy za nawiasem ] powinien by¢
za nawiasem |

» 90 wiersz 2 od dotu przed (—1)!+! powinien by¢ znak +

» 95 wiersz 12 od dotu zamiast a (lk~)i — 7 = 0 (mod J/) powinno byc
a(Th )n-1=0 (mod M).

» 96 wiersz 11 od gory zamiast potegi wr-ej powinno byC potegi n-ej.
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