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Erstes Kapitel.

Produkte und Determinanten.

I. Es seien e1,.., elll und c1,.., εm zwei Gruppen von m von einander unabhängigen Gröfsen, welche die Eigenschaft besitzen, dafs für die multiplikative Verbindung von zwei den beiden Gruppen angehörigen Gröfsen die Gleichungen
eχε x = 1, = 0 oder εχeχ == 1, δxeλ = 0gelten. Diese Gröfsen sehen wir als Einheiten an, aus denen durch lineare Zusammensetzung andere Gröfsen entstehen. Wir bezeichnen sie, je nachdem die Einheiten, aus denen sie sich zusammensetzen, der ersten oder zweiten Gruppe angehören, durch die Buchstaben 

p und «, indem wir sie unter einander durch Indices unterscheiden, und erkennen vermittelst dex, obigen Gleichungen, dafs sie durch die Formen
p = pεx. e1 +.. 4-pεm . e,n, 
a = ael. fi1 +.. + ae,n . εm,in denen die Koefficienten pεx und aex Zahlengröfsen irgend welcher Art bedeuten, darstellbar sind.Die Gröfsen p und it, zu denen offenbar auch die Einheiten selbst gehören, nehmen wir als den formalen arithmetischen Gesetzen unterworfen an, uur lassen wir für die multiplikative Verbindung der Gröfsen p und der Gröfsen a unter einander die Voraussetzung des kommutativen Gesetzes ab = 6«, nach dem der Wert eines Pro­duktes durch Vertauschung zweier Faktoren nicht geändert wird, fallen.

55. Unter dem Produkte α1..αn der Gröfsen α1,..,αn — für die Gröfsen J>1,..,J),1 gilt das Entsprechende — verstehen wir die Summe aller Ausdrücke von der Formtt ∣ β ∣ . . a∣t βs. 6 . t x,Schendel, Grundzüge der Algebra. 1
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die man erhält, wenn man in allen möglichen Variationen mit Wieder­holung die Einheiten c1,..,δm zu einem Produkte von n Faktoren verbindet und demselben als Koefficienten die Gröfse beifügt, die durch Verbindung der Faktoren des Produktes aχ.. Cln mit den Ele­menten der entsprechenden Variation der Einheiten e1,..,em entsteht.Eine jede Variation enthält von den Einheiten fe1,.. , r Ein­heiten, wenn durch r für n—Lm eine der Zahlen l,..,w und für W≥Zλ⅛ eine der Zahlen l,..,m bezeichnet wird, und zwar eine κ1mal, eine andere κ.,mal, u. s. w. Diese r Einheiten, sagen wir bezw. die Einheiten ε1 ,.., ε,·, kommen bei gegebenen Werten der Zahlen κ,, . . , κ,∙, die offenbar der Gleichungz 1 -p .. -P x , = ngenügen müssen, in∕w∖∕w-κ1∖ /w — κ1—.. — ×∣∙-ι∖ _ w∙∖κ1∕ ∖ z2 / ∖ κr / κ1!..κ,dVariationen vor. Denn denkt man sich in einem Produkte von n Faktoren diese Faktoren von ihren Stellen entfernt und stellt sich somit dasselbe als einen n Lücken enthaltenden Ausdruck vor, so kann man die Einheit ε1 auf | j verschiedene Weisen in x, Lücken setzen und gelangt so zu tt'j Lückenausdrücken mit n— x1 Lücken-, in jedem
dieser Ausdrücke kann man ferner die Einheit ε2 auf | ) ver­schiedene Weisen in x2 Lücken setzen und erhält dadurch aus jedem Ausdrucke *1) und im Ganzen ex;, | Lückenausdrückemit n — κ,— κ2 Lücken und folglich, wenn man so fortfährt, schliefs- licli in der That die angegebene Anzahl Variationen.

3. Nehmen wir nun erstens an, dafs ein Produkt von Ein­heiten unverändert denselben Wert behält, wenn man irgend zwei von ihnen mit einander vertauscht, so sind diese Variationen sämt­lich gleich und durch das Produkt
×1 xrt1 ..firrdarstellbar, und wir können ihre Koeificienten zu einer Summe ver­einigen und das Produkt al.. an durch die Form

2
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3

∕ ∖ " κ, xr κ 1 iS,αi..α,, = (e,e∙,m) —, al.. an e1 .. el ’. ε1 .’darstellen, wenn wir durch das Zeichen (e, e;w) andeuten, dals inan den nebenstehenden Ausdruck für alle Kombinationen der Ein­heiten ε1,..,em zu je r für r=l,..,n und für alle positiven ganzen Zahlen aufser Null, die der Gleichung κ1 + .. -⅛- κr = n genügen, zu bilden und die so entstehenden Ausdrücke zu addieren hat, und ferner unter dem Koefticienten
κ, κ_ 

α1.. α,ie11 ..erτdas arithmetische Mittel aller derjenigen Ausdrücke verstehen, die man erhält, wenn man auf alle möglichen Weisen die Einheiten e1, .., e,· bezw. mit κ1,.., κr Eaktoren des Produktes ai.. an oder κ1,..,κ,∙ Eaktoren dieses Produktes mit den Basen der Eaktoren des Produktes e11 .. eiz' verbindet.Das Iirodukt ai..an, das sich offenbar auch, wenn wir denZahlen κ auch den Wert Null anzunehmen gestatten, durch die Eorm z ∖ w∙ *1 x,n xι χmal..alt = (e,ε-,m) —,------- r a1.. an e11. .elflm . e1'.. emm
× 1 ∙ ∙ ∙ ×∕n ·und somit als Summe aller derjenigen Ausdrücke, die für alle der Gleichung κ1ff∙.. + κ,,, = n genügenden positiven ganzen Zahlen aus dem neben dem Zeichen (e, £·; m) stehenden Ausdrucke hervorgehen, darstellen läfst, behält unverändert denselben Wert, wenn man irgend zwei seiner Eaktoren mit einander vertauscht, und heifst ein alge­braisches Produkt. Es setzt sich aus

in + m — 11 
\ m — 1 /Gliedern zusammen, denn ist die Anzahl der verschiedenen Werte von κ 1, . ., κ,,i, die für κ = 0,. ., n die Gleichung κ 1 ff- .. 4- κm =≈ w befriedigen, für m = f + 1 durch | | gegeben, was für r — 0 inder That der Eall ist, so ist sie für m — r + 2

in + r∖ in — 1 + r\ ir \ in -p r ÷ 1\( r )+( r ) + ∙ +GH r+1 )’weil κ∣ ∣-..4-zr^∣ für die Werte 0, 1,..,W von κ,._ρ2 die Werte 
η, n — 1. .., 0 annimmt. 3
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4Die Produkte, durch die sich die Koefficienten darstellen, sind natürlich auch algebraische Produkte und mit einander algebraisch verbunden.Für m — 2 ist insbesondere
al. .an = (e, 2) i *) α,. α,,etw-κe2*. e,w-*e2*und darin

d,.. all el" = alei.. a,,et ,1 1 ztt∣ ∙ ∙ tt,∣ Cj,t c2 — (α, c2fl⅛ Cj ∙ ∙ α,i c∣ I *. · I ttje1.. dl,—∣ c∣β2 J,u. s. w. und im Falle al = a,.., an = a
a" ei', = eie, ”, an e,"~, e2 = dβin~1 ae2 ,.

4. In dem besonderen Falle, wenn einem jeden algebraischen Produkte von Einheiten der Wert Null beigelegt wird, sobald in ihm zwei gleiche Einheiten Vorkommen, fallen in dem Produkte a,..a,, alle Glieder, in denen die Gröfsen κ einen von Eins verschiedenen Wert haben, als mit der Null identisch fort, und es ist, wenn man darnach aus der Gleichung z1 F..÷xr = M für r den allein in Be­tracht kommenden Wert n entnimmt und
n la1.. eιn e1.. en = α1.. all ∣ ei.. en setzt, für n ≤ w
ei j · · ein — (e, £ *, //£ j d i. ein j e1.. en · £4 «∙ β,∣ und darin der Koefticient
d^ · . dn | βj . . C„die Summe aller derjenigen Ausdrücke, die dadurch entstehen, dafs man die Elemente aller Permutationen der Einheiten e1,..,e,∣ mit den Faktoren des Produktes dl..dn oder die Elemente aller Permutationen der Gröfsen eι1 ,. .,dn mit den Faktoren des Produktes e, . . e„ der Reihe nach verbindet. Für ist a1 . dn = 0.

O. Die durch die algebraische multiplikative Verbindung der_L.Gröfsen an und pn hervorgehende, aus , | Gliedern zusam-\ m — 1 /mengesetzte Gröfse
<W" = (e,«i m) —- , a', e↑l.. e√', . pn t↑∖ .« *"'zl ∙∙ ∙ κm!
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5

nennen wir, sobald wir die Gröfsen α* 6∖1..e,*m als willkürlich gege­bene Zahlengröfsen und die Gröfsen j>ε, ,.. ,jpεm, aus denen sich die Gröfsen p'ε'[l. .ε√" zusammensetzen, als Veränderliche ansehen, unter der Voraussetzung, dafs n eine ganze positive Zahl ist, nach der Dimension, in welcher die Veränderlichen auftreten, eine Form wten Grades für p und nach der Anzahl derselben eine Form mter Ord­nung, und insbesondere für n = l, 2, 3 und 4 bezw. eine lineare, quadratische, kubische und biquadratische und für m=2 und 3 eine binäre und ternäre Form. Die willkührlich gegebenen Zahlengröfsen heifsen die Koefricienten der Form.Die Gröfse α'l, die wir in derselben Weise als eine Gröfse wten Grades und mter Ordnung bezeichnen, können wir als ein Produkt von n linearen Faktoren in der Form
an = a1.. andarstellen, wenn wir für die mn Zahlengröfsen α1e1,.., α1c, 

anel ,.., an e,„ die ÷ zw | Gleichungen, die sich aus der GleichungW κ i χm κ, xma e11..emm≈ a1 ..anell ..emmfür κ1 -f- .. + κm = n ergeben, voraussetzen und in Bezug auf ihre Beschaffenheit nicht von vornherein annehmen, dafs sie von der Art der gegebenen Zahlengröfsen aiexl..Cmm seien. Die Form wten Grades 
ap" ist dann in der Form

apn = axp .. anpdarstellbar und verschwindet für die Gröfsen p, welche den Gleich­ungen
aip = 0,.., allp = 0genügen. Es sind n Gruppen, und die ihnen angehörigen Gröfsen p nennen wir die Verschwindungsgröfsen der Form wten Grades ap" oder die Wurzelgröfsen der Gleichung nten Grades ap" = 0. Im Falle m=2 gehört einer jeden Gruppe nur eine Gröfse an. Die Gleichung ap" = 0 ist für m = 2 eine homogene Gleichung der Gröfsen jpε,, j>ε2, für die sich nach den letzten Gleichungen die Werte

pεi = ale,,,pε2 = — α∣e1;..; pεl = all ei, pε2 = — a,le1 ergeben. Die Verhältnisse
€> (y d∣l ^2β∣ (ln 0\oder
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6

— ai0ei~' e2,.., — all0e, ~1 e2 sind ihre Wurzeln für —— oder wθε1fi,-1 jpε2als Unbekannte derselben oder die Wurzeln der Gleichung a" ε2^^nj>θ = 0. Zwischen den Wurzeln und den Koefficienten der Gleichung bestehen Beziehungen, die man ohne Weiteres aus der Gleichung
an e, n" z e2z = «i ∙ ∙ an e^~κ e*erhält. Die Summe der Wurzeln ist gleich dem Quotienten — ^^α',e1n-1e2: α',e1n, die Summe ihrer Kombinationen zu je 2

gleich dem Quotienten 4- α"e1n-ae2i : αne1w, u. s. w.Eine Form mit 2 Reihen von Veränderlichen ∕)1ε1 ,.. ,2>1εm m∣d J).,ε1,.. ,p2ειn stellt sich durch die Form α1 p” 1α2 p!i '2 dar, wenn die Gröfsen
a 1e11.. em'n. a2el 1..emmwillkürlich gegebene Zahlengröfsen sind; sie ist vom Grade n1 für ∕>1 und vom Grade w2 für £>·,· Du Falle die Gröfsen α "lex>. .emκm und (t''2 e∕^1.. ej"''l für sich Repräsentanten willkürlich gegebener Zahlengröfsen sind, ist die Form al p"l(l2 p"2 ein Produkt aus einer Form w1ten Grades für pl und einer Form w2ten Grades für j?2.In entsprechender Weise ist eine Form mit beliebig vielen Reihen von Veränderlichen darstellbar.

G> Zweitens nehmen wir an, dafs ein Produkt von Einheiten sein Zeichen ändert, sonst aber denselben Wert behält, wenn man irgend zwei derselben mit einander vertauscht, und dafs es demnach den Wert Null hat, wenn in ihm zwei gleiche Einheiten Vorkommen. In dem Produkte α,..α,t kommen alsdann, wie in jenem besonderen Falle der algebraischen Multiplikation, alle Variationen, in denen die Gröfsen κ einen von Eins verschiedenen Wert haben, als verschwin­dende Gröfsen nicht in Betracht, es bleiben nur fiir n ~ m die Kom­binationen der Einheiten t1,..,ε,,, zu je n und deren Permutationen, und es ist
al ..a,,== (e,e∙, m)ai.. a„ ∣ e1 .. e„ ■ ε1 .. ε„, wenn wir unter dem Koefficienten
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7

al .. a,, ∣ ei . elldie Summe aller derjenigen Ausdrücke verstehen, die man erhält, wenn man die Elemente aller Permutationen der Einheiten e1,..,eft mit den Faktoren des Produktes a∣ . . a„ oder die Elemente aller Permutationen der Gröfsen a1,. , a,∣ mit den Faktoren des Produktes 
el..en der Reihe nach verbindet und den dadurch entstehenden Produkten das Plus- oder Minuszeichen beilegt, je nachdem die Reihe der Indices der Permutationen durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe l,..,n übergeht. Ein jedes auf die erste Weise gebildete Glied können wir nämlich durch Permutationen seiner Faktoren in ein auf die zweite Weise gebildetes Glied überführen, welches, da die Anzahl der dazu nötigen Vertauschungen von zwei Faktoren gleich ist der Anzahl der Vertauschungen der Gröfsen e sowohl, als auch der Gröfsen «, dasselbe Zeichen hat. Es ist α1je1=α1e1, ferner α1α2 e,e2 = α1e,α2e2— α,e2α2e1 oderα1e1α2e2— α2elα1e2, u. s. w. Die An­zahl der Permutationen ist n!.Das Produkt al..an ändert sein Zeichen, behält aber sonst denselben Wert, wenn man irgend zwei seiner Faktoren mit einander vertauscht, und hat demnach im Falle der Gleichheit zweier Faktoren den Wert Null; man nennt es ein kombinatorisches Produkt. Es) Gliedern zusammen, denn diese Zahl ist die Anzahl

n/der Kombinationen von m Elementen zu je n.Die Produkte al ..an und e1..e,,, durch die wir die Koeffi- cienten dargestellt haben, sind gleichfalls kombinatorische Produkte, und zwar sind sie, wie die entsprechenden Produkte in den Koeffi-cienten α,.. α,le1z>.. er r und ai..an e,..en, algebraisch mit ein­ander verbunden. Der vertikale Strich ist, wie der Punkt und auch das Zeichen |, ein Multiplikationszeichen; wir wenden ihn an zur Bezeichnung der algebraischen multiplikativen Verbindung zweier kombinatorischen Produkte.In dem Falle w≥m ist «,..<z„ = 0, und für n = m hat man i .. = (i ∣.. cιm el.. β,∣∣ . £ j .. εmund ersieht hieraus, dafs für die Gröfse al..all e,..e,,, die sich aus n! zur Hälfte positiven und zur andern Hälfte negativen Gliedern zusammensetzt, die Gleichung
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δ(ft ∣ β ∣ ∙ £ | + . . -¼" θ∣β∏ ∙ &η) ∙ ∙ (θ∣∣β ∣ . £ ∣ ~P . ∙ ^t~ ft,ιβ∏ · δη)
= (Λ | . . ft,j β j . . C,j . € | . · £»und folglich auch, da zur Bildung der Glieder die Permutationen der Gröfsen a ebenso, wie die der Gröfsen c benutzt werden können und also die Gröfsen e vor den Gröfsen a nichts voraus haben, die Gleichung(ft,e1. ε1 + .. + anel .£„).. (ft1ert. ε1 + .. +ft,le,, . επ)
= (l | . * ft« β | · . C„ · i · · ®nbesteht.

TI, Die Gröfse al . ■ an ∖ el .. en ist die aus den n2 Gröfsen α,e1,..,α,,e,, gebildete, durch die Formόί , 61 , . . , tt ∣ d j C j , · · , dn ß |......................... oder .........................
dn@i » ∙ ∙ ι d)l6∣ι dγGn , . . , d∣findargestellte Determinante wten Grades. Das (κ, Z)te Element dieser Determinante ajfiχ befindet sich in der ersten Form, auf die allein wir uns weiterhin stets beziehen werden, in der κ ten Horizontal-und der Z ten Vertikalreihe und in der andern Form in der xten Vertikal- und der λ ten Horizontalreihe. Die Indices bezeichnen die Reihen,in denen die betreffenden Gröfsen a und e auftreten.Aus der Form dl..dn el ..en ergeben sich ohne Weiteres diefundamentalen Eigenschaften der Determinanten.Eine Determinante ändert ihr Zeichen, wenn eine Reihe miteiner parallelen Reihe vertauscht wird, und verschwindet, wenn die Elemente der ersteren denen der letzteren der Reihe nach gleich sind; denn das kombinatorische Produkt dl..dn ändert bei Vertau­schung zweier Faktoren sein Zeichen und ist bei Gleichheit zweier Faktoren gleich Null. Eine Determinante multipliziert man mit einem Faktor, indem man alle Elemente einer Reihe mit ihm multi­pliziert; denn es ist v . al.. an ∖ cl. .e,, = (val)a2 .. dn∣ ei.. e„. Der Wert einer Determinante wird nicht geändert, wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem gemeinschaftlichen Faktor multiplizierten Elemente einer parallelen Reihe addiert; denn es ist (dt ÷ vd2)a2 .. dli = al . .d,,+v . d2d2 .. dn = d, .. a„. U. s. w. Vergl. hier und weiterhin Baltzer’s „Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1881.“
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9

M. Ferner ist offenbar die aus den, durch die Verbindung der Gröfsen und pi , .., pn mit den Einheiten c, , .., em undεt,. ·, entstehenden 2 mal mn Gröfsen zusammengesetzte Deter­minante
(ale,. c1÷ . . + aiem . em). . (ane, a,lem . em) | p{. .p,l

= (e,e∙, m)al.. an ∣ e,.. en . pl. .p,l j «,.. «„) und ebenso die aus den, durch die Verbindung der Gröfsen α∣,..,αm und pi ,.. , pm mit den Einheiten e, ,. . , en und entstehenden2 mal mn Gröfsen zusammengesetzte Determinante
alel. pt + ..+ aιnel . pm).. (a,ell pi + .. + amen. pm) I β,.. βn= (α,τ>∙, m)α1.. an∖ e, . .el,. pl . .pn | «, · · £«.Aus der ersten Gleichung ergiebt sich für die Gröfsen α1 1.., α und ai 1,.., a., n die Relationαι,ι(el2 + ∙∙+em) ∙ ∙ aιln (βl2+∙∙ + βm) %1 · · «2,„= (e ; m)all.. ain ∖el..cn. ai t.. ain ∣ e,.. e„oder(c,2÷. .+ema)"α11.. al n ∖ail.. a2n = (e; m)α1,l.. aln ∣ e1.. en 

.aii..a2n∖ei..enund aus der zweiten für die Gröfsen al ,. ., am die Formel (α12+ .+αm2)e, ..(α,2+..+«,*)e„ | e,..e,J = (a∙,m)al..an ∣et..βn, oder, wenn wir das algebraische Quadrat des kombinatorischen Pro­duktes e, .. en durch e, . . en* bezeichnen, die Formel
(al2 + .. + 0m)" et.. e,t-= (a;m) ai.. an∖ei.. e„, in der die links stehende Determinante die Eigenschaft besitzt, dafs in ihr das (κ, λ)te und das (Z, κ)te Element denselben Wert haben, nämlich den Werth

(a ,2 +.. + a'i) exeλ = atexaleλ +.. + am exam ep Eine solche Determinante nennen wir eine algebraisch - symmetrische Determinante und bezeichnen ferner dementsprechend eine Determinante, in der das (κ, Z)te und das (Z, κ)te Glied entgegengesetzt gleich sind, als eine kombinatorisch-symmetrische Determinante. Wie man für n = m erkennt, ist das Quadrat einer jeden Determinante eine algebraisch-symmetrische Determinante desselben Grades.Für n=m ergiebt sich allgemein, dafs das Produkt zweier Determinanten mten GradesΛ j . . dm | β j . . 6m · JP | · · Pm 1 £ ( · · €m durch die Determinanten
www.rcin.org.pl
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10f<l , ß, . , 4 . . ~t~ d ∣ β∣n . εm j . . (dm β1 . € ∣ 4* . 4- dm ßm · ßm ) P ∣ ■ · Pm ij β∣ . ∕Z∣ 4* .. 4- (t∣n ß | . pm ) . . (<Z lβιn .p j 4“.. 4" dm ßm · Pm ) | ® | · · €»nund demgemäß* auch ferner durch die Determinanten
(tt I β∣ .p | 4- · · + d | β,n . p,n ) . · ß ∣ ∙ p j 4-. ∙4~ dm · Pm ) I ® 1 ∙ ∙ ’

(d ∣ β∣ . £ j 4~ ∙ ∙ ÷ dm βj . £ ∣,∣ ) . . f <Z∣ ß,„ . £j 4- · · 4* dm ßm · £ffi ) ■ Pt ■ · Pm ,also im Ganzen auf 4 im Allgemeinen verschiedene Weisen durch eine Determinante mten Grades darstellbar ist. Will man das Pro­dukt zweier Determinanten ungleichen Grades, z. B. der Determinanten 
d∣ . . dm ß\ . · ßm und Pi ■ ∙pn ∣ ε∣ .. £« bilden, so hat man für n < m die Determinante pi . .p,l εl .. en zunächst zu einer Determinante mten Grades zu erweitern, d. h. durch die ihr offenbar gleichwertige Determinante βn+1. . e,,lpl. . pn ∣ c,,+t ..εmei.. e„ oder pl . .pnβ,,+↑ 
.. ßm | εi.. ß„, zu ersetzen.Behaftet man die Gröfsen p und a mit Koefficienten, so nehmen die gegebenen Gleichungen zum Theil eine allgemeinere Form an. Es ergiebt sich z. B , wenn man die Gröfsen ai ,. ., dm durch die Gröfsen vidl,.., V vm dm ersetzt, dafs(∙y,α1-4-. . + ‰α,n)we1 ..en-== (a,v,m) ..vn ∙ dl ..dll ∣β,..e,12 ist.

f). Multipliziert man die Gleichung
d I . ■ du --  ^ß, £ } ZZZ j d 1 · · du ’ ß | . ∙ ßji · £ | · · £/tfür n < m kombinatorisch mit dem kombinatorischen Produkte επ4-∣..tm, so gelangt man, weil ein jedes kombinatorische Produkt, welches zwei gleiche Faktoren hat, verschwindet, zu der Gleichung 

d | . . dn£«-)-1 · · £m ~ d ∣ . . d∣l | ß | . . β∣t · £ | . . £«£«4.) . . £„,oder i a j . . an £«4-1. · £m<Zj .. fls,∣ I βj.. eH — ,
£, . · £» £ji+1 · ·aus der hervorgeht, dafs die durch die algebraische multiplikative Verbindung des kombinatorischen Produktes . a„ mit einem aus 

n von den Einheiten e,,..,em gebildeten kombinatorischen Produkte entstehende Determinante sich durch einen Bruch darstellen läfst, dessen Zähler und Nenner man dadurch erhält, dafs man das kom­binatorische Produkt α,..α,, und das entsprechende aus n von den Einheiten gebildete kombinatorische Produkt durch die indiesem nicht enthaltenen Einheiten zu m faktorigen Produkten er-
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11weitert. Hiernach hat jede durch die algebraische multiplikative Verbindung eines aus n von den Einheiten ε1,..,em gebildeten kom­binatorischen Produktes mit einem aus n von den Einheiten et,..,c,,, gebildeten kombinatorischen Produkte entstehende Determinante den Wert Null, sobald in beiden Produkten nicht durchweg dieselben Indices vorhanden sind, und im andern Falle den Wert der positiven oder negativen Einheit, je nachdem die Indices des einen Produktes durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices die Reihenfolge der Indices des andern Produktes annehmen. Dieser Satz, der sich auch ohne Weiteres aus der Form
(l ∣ · · du — (ß, £ i ∕∕Z,) d ∣ ∙ ∙ Ct∕∣ι , 6 j · · Gn . £ . (η darbietet, enthält als speciellen Fall für w = 1 die von uns au den Eingang dieser Schrift gestellten Gleichungen.Die Gröfsen α,..αn, die sich in derselben Weise, wie die Gröfsen a aus den Einheiten ε,,..,εw, aus den Kombinationen dieser Einheiten zu n zusammensetzen, sind, da die aus m Einheiten zusammengesetzten Gröfsen als Gröfsen mter Ordnung bezeichnet werden, in Bezug auf die Einheiten e,..en, u. s. w. von der Ordnung Selbstverständlich gilt für die multiplikative Verbindung vonsolchen Gröfsen, wie überhaupt von Gröfsen, die sich aus Einheiten, die durch multiplikative Verbindung aus den ursprünglichen Einheiten 

e und ε entstanden sind, zusammensetzen, das associative Gesetz 
a(bc) = abc nicht, sobald sie ohne Beziehung auf die ursprünglichen Einheiten in Betracht kommen. Es ist z. B.(α,α2) (α3α4) nicht gleich α,α2α3α4, wenn man bei den Gröfsen α,α2undα3α4 ihre Zusammen­setzung aus den Gröfsen al, (t<l und al, ai aufser Acht läfst und nur darauf Rücksicht nimmt, dafs sie Gröfsen sind, die sich aus den Einheiten ele2 ,. ., em ~∖eιn zusammensetzen.

IO. Verbindet man die Gleichung
al. .all = (c, δ; w) e,.. e„ . fi,.. e„durch kombinatorische Multiplikation mit der Gleichung

d∣i-∣r∖ · · dn+r = (ß, £ i tw) . . ÖS»-}-»· ! 6 j . . β∣∙ . € ∣ . . ff/·,so erhält man, da ein jedes kombinatorische Produkt, welches zwei gleiche Faktoren hat, verschwindet, die Gleichung(Z I . . <Zn-pr — (β, Ml) (t i . · Cln | ßj · · ß;t · ®η+1 · · | ß/i+1 · · ßn+r• £ ∣ ·. £«£n+t · · £n+r »
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12in der die Glieder der rechts stehenden Summe dadurch entstehen,dafs man für et .. Cn und ε1 . . εn eine jede, in beiden Fällen abergleiche Kombination der Einheiten e1,..,em und ε1,..,ε,π zu nund für en+ι.. en+r und ε,t+ι.. ε,∣+r in gleicher Weise eine jedeKombination der in jener nicht enthaltenen Einheiten zu r setzt.
(τϊΐ \ Z )ϊι τι∖L Allgemein gilt dar­

nach offenbar die Gleichung
at ∙ ∙ anx = (e, wi) αt - ∙ an1 I eι ∙ ∙ ⅜1

-∙ aτ!i+l ∙ ∙ an1+ns I ew1+1 ∙ ∙ ew1+ ra2 · ·
• ∙ ⅝, + .. + +' , ∙ an1 + .. +«r I ew1 + · · + rar-ι+l ” enl -h . . + nr. . £„, ⅛ι+l ∙ ∙ ε⅞1+w2 ∙ ∙ .+ nr_|+l "εn1 + . . + nrydie das links stehende kombinatorische Produkt durch eine Summe von 

∕m∖∕m—w,\ im— nl-..— η,·_Λ_ m∙∖nj∖ n2 }'∖ nr I nl!..n, ! (m ~nl-..-nr)'∙Gliedern darstellt. Aus ihr ergiebt sich, wenn wir
n, +.. + nr = msetzen, durch algebraische Multiplikation mit dem kombinatorischen Produkte el..em der Laplace’sche Determinantensatz

al..a,n | e, ..em = (e,£·, m)εl ∙∙εt)1εn1+∖ ∙∙εn1+ n2 
,,tnl + ..+ «r_t+t · · ! β∣ ∙ ∙ βm . α,.. an^ I e,..

• ani+∖ , ∙ anl+ n2 I ew1+t ∙ ∙ ⅛,+ w2 ‘ ·
∙∙an1 + nr_t +t ∙ ∙ a'n I enl + .. ÷ »r_, 41, * βm ’demzufolge eine Determinante mten Grades als eine Summe von m!w,!.. n,-_i! (m — w, — .. — wr_,)!Produkten von je r Determinanten vom Grade nl ,..,w,∙-ι, m—nl — 

.. — nr-ι darstellbar ist. Die Glieder der Summe entstehen in der Weise, dafs man die kombinatorischen Produkte al. . an^, av 41 

. ∙ av1+v2 ’ · · ’ ⅜, + . + n +t∙∙αm rn*t f^en verschiedenen Kom­binationen der Einheiten e1,.., e,n zu je nl ,.., n,-↑, — nt —

..—nr-∖ oder — in dem Zeichen (e, kann man e mit a ver­tauschen — die kombinatorischen Produkte e1 .. . . + 7 ,. ∙,ew, + . + w ,÷ι∙∙ew ra^t den entsprechenden verschiedenen
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13Kombinationen der Gröfsen α,,..,αm durch algebraische Multi­plikation verbindet und den Produkten dieser Verbindungen das Plus- oder Minuszeichen beifügt, je nachdem die Reihe der Indices durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe 1,.., »i übergeht.
11. Setzen wirαzαl. . a„, = (—l)x~1 aι ∙ ∙ αz-ι a*+ι ∙ ∙ a>n und bezeichnet somit in Folge der GleichungH, ∙ . Clm — ( 1 )z ' (lχCl | . . ftχ — i Λz i. . Ä«das vor dem kombinatorischen Produkte al..am stehende Symbol 

ax das Entfernen der Grölse ax aus der ersten Faktorenstelle, so ist offenbar
und folglich die Determinante α1..αm e1..e,n in der Form (⅛z<lz<Z I · · tim ¾ 6χ 6, . . 6mdarstellbar. Der Koefticient des Elementes uxe∙k in der Entwickelung der Determinante al . .ulll ∣ e, .. ßm ist daher

UχU , . . Cl∣n βχβ i ■ · 6;nund wird somit abgesehen von dem Faktor (— l)z+λ aus ihr durch Entfernung der κten Horizontal- und der λ ten Vertikalreihe erhalten. Und die Determinante al∙ .um∖ βl. .βm ist ein Aggregat von Glie­dern, die aus dem Ausdrucke
. UχU i . . Um | ß)ß | · · ßmbei gegebenem κ für λ = l,..,m und bei gegebenem λ für κ== 1, 

.. , m hervorgehen.
12. Nach dem Laplace’schen Determinantensatze ist <t j . . U∣∣∣ | 61 . . β∣∣∣ == ζβ, £ j Wt) £ | . . £η£η-|-ΐ. . £m j 61 , . 6ιn

. U i . . Un 61 . . βft . U,i4.t . . U,lt ] en+ι.. βm und folglich, da
£| . . SllUn+l . . Um — · Um | . . βm . £j . , £(1£n_|_j . . £mist,

U |. ∙ U,∣∣ ß | . β∣,∣ — (β, £ i Wl) £ | .. 0/, <Z∙,j-}-1 .. Um ß ∣ .. βni . U ∣ .. ttn ∣ β ∣.. β,∣.Auf Grund dieser Gleichung führen wir, indem wir unter der
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Operation a, . . d,l ein der Reihe nach vorzunehmendes Entfernen der Gröfsen al , . . , d,l verstehen, die Gröfse«1 ∙ ∙ «„« ∣ . . «/„ | C, . . βm = «n+l ∙ ∙ «in ∣ β∣ . . Gm durch die Gleichung«n+l ∙ . dm | £ j · · £„i ~ (θ G; Wi) £ | . . £„«„4-1 . ∙ dm ∣ G ∣ . . β∣n . G ∣ . . Glt ein und erkennen aus derselben, dafs sie, die wir mit Rücksicht auf die Gleichung
β i . . Gm | G | . · £in = 1auch in der Form «i ..anai ..am 

£ ∣ . .Gmdarstellen, eine Gröfse von der Art der Gröfsen pi ..p,l ist, und dafs bei der algebraischen multiplikativen Verbindung derselben mit einem 
nfaktorigen kombinatorischen Produkte von der Form al . . aH dieses als kombinatorischer Faktor vor das Produkt al..allai ..am oder αn+l. . a,n tritt. Wir können also

p j · · Ph = ®rt+l · · ®,n | G | . . Gmsetzen, und es ist dann «,.. an pl ∙ ∙pll ≡al .. a,n ∣ e,.. cm,pi. .p∣, | £,..£„ = £, .. £„a„4-i.. aιn ∖ Gl. . βιn, ». s. w„ und ferner, da««+1 · · «in | G i . . βm = ( l)"n UJH «„-j-i . . d∣n d ld∣ . . d,ld,, j G , . . Gl∩ und folglich«„4-1 . . dιn | β∣ . . βm . £ | . . €m —= ( iy," . . dιnist, αn+, ..dm≡≡ (—iym-")" 2>l . .Pn I £,..£,„.Sind also z. B. für m = 2 die Gröfsen « und p mit einander durch die Gleichung
= « | Giβ2oder p = Gldβi — β2dβl verbunden, so ist 

« = —p j £,£2.Die Vertauschung zweier Gröfsen in dem Operationssymbole «,..«„ bewirkt vor dem kombinatorischen Produkte «,..«„, eine Änderung des Zeichens, da dieses Produkt bei Vertauschung derselben Gröfsen sein Zeichen ändert. Fs verhält sich also vor dem kombi­natorischen Produkte wie ein kombinatorisches Produkt und ist daher als ein solches anzusehen. Darnach nimmt z. B dxdχdi .. dm hei Vertauschung des z und Z den entgegengesetzten Wert an und ist daher im Falle z = Z gleich Null.
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13. Offenbar ist den Gleichungen ezεκ = 1, βz¾ ≈ 0 zufolgeβκ = . ∙ t∣n | C, ∙ ∙ β∣∕ιoder fiκ^ι..εm 
ex =-----------£} . . £mund defshalb die Gröfseft = ftβ, . £, -p . . -p ttβ∣n ∙ ε∣∣∣ idie nach ihrer Form mit den Einheiten £,,.., £m auch durch die kombinatorische Gleichungft£,.. «m = 0 verbunden ist, auch durch die Formft= «£,.£, + .. +ft«m . £,„darstellbar, wenn wir uns bei den Symbolen £,,.., £m den Quotienten £, . . £,n«I · ·hinzudenken.Nehmen wir also statt der Einheiten fi,,..,⅛, welche selbst zu den Gröfsen a gehören, irgend welche andere Gröfsen ft,,.., β m die wie jene von einander unabhängig, d. h. durch keine lineare Gleichung mit einander verbunden und also von der Art sind, dafs ihr kombinatorisches Produkt nicht verschwindet, als Einheiten für die Gröfsen ft an, so ist die Gröfse a in der Formft = ftft, · ft, -p . · -p ftft,n . cιm darstellbar, und demnach, wenn wir die Gleichungft, . . ft/« ·= ft, . . ft,n | β, . . 6m . £, . . £mberücksichtigen,ft,..ftm ∣ e, ..en. ft = aaiai..am ∣ e, ..em .at+..

^^P (Klm U∖ ∙ ∙ ftffl · ftm ·

14. Die Einheiten e,,.., em und £,,.., £m sind mit einander durch die Gleichung tzι∙∙fχ∕∣ *∙fi'"βκ ■. βz —
, n εi..εmverbunden, da ihre rechte Seite durch algebraische Multiplikation mit εi,^ ∙ ∙ δx der Eins und mit einer jeden andern Kombination der
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16Einheiten ε1,.., £m der Null gleich wird, und es besteht daher die Gleichung txltl∙∙tm fX,lf∣"∙fim εκ1 · · £xJt £1 · · £"‘£j · · £m £j .. £m £j . . Cm
oder

£χ^ £ j · · £»i ∙ ∙ £x^ £ j · · £m sr, ε ∣ .. Sm * £x, ■ ∙ £xn £ 1 · · £w· ·Diese Gleichung, in der für die kombinatorische multiplikative Verbindung der aus den Einheiten gebildeten kombinatorischen Pro­dukte das associative Gesetz nicht Geltung hat, bringt den Satz zum Ausdruck, dafs es gleich ist, ob man den Quotienten£ 1 · ·£m 
ε i ∙∙ εmdem kombinatorischen Produkte £' .. ε.. oder den einzelnen Faktorenzl Itdesselben beifügt.Nach diesem Satze ist

βy ∙ ∙ Oy ∙ ∙ Oy Oy · . Oy ~ Oy · . Oy ,zι zι % zw zι zM κι znund folglich gilt ferner, wenn wir die Eingangs gegebene und die aus ihr hervorgebende Gleichung£z £z, ·■ £z i j ∙∙im _ λ2 ^ι ^n ‘
λ *» ε, .. εmin Anwendung bringen, die Gleichung£X,, ' £z £j · · £m ∙ ∙ £x^ £x^ ' * £x ®l · · £w ~~^ £x i * * £z £| · · £m · £j · · t∣t∣ , aus der sich der entsprechende Satz ergiebt, dafs es gleich ist, ob man den Quotienten £ . . £ £, .. £„, zι 2»_ ______£x, · · £z it∙∙ £m 1 Hdem kombinatorischen Produkte ε.. ..εx oder den einzelnen Faktoren zl ndesselben beifügt.Verbindet man die Gleichung

- - η—1 - -CLyj CI | ∙ . it/n . . «z . dm — d∣ .. dm . dii .. dχ d∣ ∙ . d∣∣∣ ,die in dem Falle, wenn die Gröfsen ,a,„ nicht unabhängig voneinander sind, identisch verschwindet, algebraisch mit der Gleichung,
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die sich aus dem kombinatorischen Produkte βχj..βχ ergiebt, so er­hält man die GleichungΛχj ^1 · · ∙ ∙ ^,×n ' ^"l I ¾ j G ∙ ∙ ^m ’ ’ ^λn G ' ·
— d^ . . ttm β∣ ∙ . 6m ∙ dχ^ . ∙ dχ dγ . . d,n j βjlι ∙ ∙ ß, . . 6m »die vermittelst des ersten Satzes aus der Determinante d., .. d..zι znI eλ .. βχ durch Beifügung der zugehörigen Quotienten hervorgeht.

*1 ΛηInsbesondere ist für n==m— I — — I m—tdydγ . . dm . · d ui d[ · . dm 6l6l . . 6m ∙ ∙ 6∣n 6∣ ∙ ∙ ^m — d ∣ . · dm β ∣ · · 6m und für n — m—1
dx d j . . dm d fd i . . dm ∙ ∙ dm d i . . d,n ∖ 6χ61 ∙ . βm 6 * 6 j . . 6m ∙ ∙ βm β ∣.. β i⅛j 

I m—2= (Zj . . dm | ßj . . 6m ∙ dχ 6χ .In derselben Weise geht ferner aus dem zweiten Satze der Sylvester’sche Determinantensatz
ax1 axi ∙ ∙ ακnαl ∙ ∙ α'" ,, a×naxi ∙∙ ακnαl ∙ ∙ a>n I ek1 eλi ∙ ∙ eλllet, ’ Gm 

' ' % % , , % βi ‘ ’ β m
== ^,X1 ‘ * <*X ® | ■ · I ¾1 · · ß, · · 6m ∙ d ∣ . . dm | ß | . · ß»ihervor, dem man insbesondere die Form

d j <Z∕∣-∣-1 · . dm ∙ ∙ d∣ιdn4-] · . dm | ß j βzt +1 · · ß/z» ∙ ∙ β∕tβ,j+l ∙ ∙ 6∣n == ίΖζι+1 · · dm | ßn+I · · 6m ∙tt∣. ∣ dm | ßj . . 6mgeben kann.Eine Determinante von der Form d.. .. d., di .. dm I 6i .. 6i 6.Λ, Xn I I A1 Λn 1

.. 6nι nennt man eine Subdetermiuante (m — n) teil Grades der m2 Gröfsen diel ,.., dm6m', sie entsteht aus der Determinante dl.. 
dm∖61..e,n, abgesehen von einer als Faktor hinzutretenden Potenz der negativen Einheit, durch Entfernung der durch’die Indices κj , .., 
κ∣l und Z1,..,Z,, bezeichneten Horizontal- und Vertikalreihen.

15. Wendet man die Operation didx auf das kombinatorische Produkt α2 .. az„j α1 .. an, so ergiebt sich die Gleichung(<⅛2 . . flz— | d j ) (fl2 . . dχ__ j dχ) = d% ∙ ∙ djf—∣ . d2 . . dχ—i dγdχ oderSchendel, Grundzüge der Algebra. 2
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(α, .. .. ∙ αz) = a2.. αζ_,. αl.. αz,und es ist daher(«i · · äz_,)(ä2 ..ακ) | (e1.. ez~1)(e2. . ez)= α,∙ ∙α×-ι ∣e2∙.ez-ι ∙ at..ax ■ et..ex.Entwickeln wir die links stehende Determinante und dividieren dann die Gleichung durch das Produktα,..αζ_, e1..ez-l.α, ..ακ∣e1..βz, so gelangen wir zu der Gleichungα2..αz ∣ e2..eκ α2∙.αz-ι | e2..ex_,<z∣.. dx ∣ e∣.. ez a∣.. dx_i je,.. ex_,∙ ∙ 6Zκ, G∙y. ∙ G χ . d i .. dχ je,.· Gχ| 
dl ..ακ-∣ βi ..ex_x. di..dx ∖ βl.. βxin der der Minuendus für × = n den Wert

dι ∙. d∣l c2.. e∣∣_—_ - ■_—— = α1e1i.. d∣ι Gj ∙ . β∣tund der Subtrahendus und der rechts stehende Quotient bezw. für x = 2 und x = 1 den gemeinsamen Wert1 = α,Δ. α« | e1. .e,iilj j e, <Z2 . . Λ» j G2 . . Gnannehmen. Setzen wir daher x = 2,.., w und addieren die dadurch entstehenden Gleichungen, so erhalten wir den Kroneck er’schen Subdeterminantensatz
"a,..dx~i∣G2..cx . α2..αz je,..ex_, 

aiGl = V =— ------ —— ------ =———-— ·i dl ■ .ax -∖ i ei.. ez_,. di. .dx∖ ei. .ex

14*. Durch Anwendung dieses Satzes auf die kombinatorischen Produkte 2^1 tt∣ β, · · Gtj β))l , d2 p2 d2 G, . tt2C∕∣∣ergiebt sich die Gleichung
„ λ, r, dlpidiG l. . d G,n d2p2d2βt . . d2e∣,,dγ j>ι<i ,ρ2 —---------------------- ;

dι β∣ . ■ it,C∣n tt2Cj . . tt2β)(,
^dιPιdlGi..n,e^ diGi .d,Gχ.nlGi .niex ∣ aipi niGi ..«2ez_,÷S__ — —------=zi÷ir⅛⅛ru±-

1 α∣Pi diGi. diCx_i! a2p. a2Gl. .d2ex_i· dlpιdlGi..niGx ∩2pia2Gi..a2βx
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19und folglich unter Berücksichtigung des Umstandes, dafs jene beiden kombinatorischen Produkte infolge der Gleichung p = pεi . e1 -p . .-ppε,li . e,u identisch verschwinden, die Formel
", a, ejt..«,e,„ ∣ alp1u.1Gχjr,x .. a.1elll. aipl al ez+1.. ai em ∣ ulcx.. a1cm

ai pt(iιP<i = '*>------------------------------------------- ------ - -——:-----------------------jt uiβx..uicm ∣ u2gx.. aie,,, . ft1ez+, ∙ ∙ ∣ (t2eκ+l.. a.1etl,Die Form ft1p∣ft2^2 'st ^iir jef^e f^er beiden Gröfsen pl und pi eine lineare Form und heifst deshalb eine bilineare Form, und die gegebene Formel stellt die Jacobi’sche Transformation derselben dar. Die Determinanten
ft∣ Pι Ul βz^,∣ · · ftjβ»» | ft.-, Gχ . .U2&»> i ft∣ Gχ ∙ . ft, Gm U 2 P >U .y 1 · *enthalten infolge der Gleichung p = pεl . Gi + . . +7)«,» . Gm die Gröfsen pi eκ+l,.. ,pl εm und p2 εχ+l ,.., p1 εm nicht, sondern nur die Gröfsen piεt,.., p, εx und p2εt,. . , p.lεχ ■Läfst man die Indices der Gröfsen a und p weg, so ergiebt sich für die quadratische Form ap' die Darstellung™ (fti)",-x÷, pez+1.. em ∣ ez. ■ ejap 1 (α2)",-*+' Gx.. g„, *. (a1),,l-χ Git+l. . G,„ -

1T. Gelten für die Gröfsen pεl,..,pεm oder die Gröfse p die m—1 linearen Gleichungenftl79 = O, . .,ftm-1j) = O,so ist
P = ft, · · ft»»—1 | β∣ · · ß»i,weil die rechts stehende Gröfse bei der algebraischen multiplikativen Verbindung mit einer jeden der Gröfsen ft,„._| den Wert Nullannimmt, und folglich, wenn wir mit

. Gm
εx = ------------β∣ · . Gmmultiplizieren,

pGχ z= U∣ . . Um—1 [und
P&X ft| . . Um — 1 Gm βx βj · · t-»»—|

pCm Cif . . Um—l C, · · Gm—1Sind ferner die m linearen Gleichungen
u,p = vl,.., unιp = vιngegeben, so ist, wenn wir die Gleichungen 2*
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αzαz = 1, αzαλ = 0; εκ = exberücksichtigen,
p = υlai + .. + vnιaιnund

pεx = (v,a, +.. + v« am) eκoder, wenn wir den Operationssymbolen die zugehörigen Quotienten beifügen,
d\ · · ' β∣ . . ßm · P == (v| <t∣ 4^^ . . 4~ Vm dm ) ötj · · dm C∣ ∙ . ßmund

. Um | . . ßm · Pßyr ~ 4" · · 4“ dm')d∖ . . dm βzβ∣ . . ßm .Die m linearen Gleichungen(ftj 6, · «i 4- · · + dm Cj · ßm ) P == O ) ∙ ∙, ßm · £| 4“ · · 4~ dm ßm · ßm )P ~ V m enthalten ~ dieselben Koefficienten, wie die vorigen Gleichungen, nur in einer andern Anordnung, und gehen aus ihnen durch Vertauschung von d und ß hervor, wenn man sie in der entwickelten Form (α1e1. βl+.. + dlβm . εm)p = vl,..,(amβt. ß, + ..+d,ltβm .ßm )p = vm darstellt. Es ist also für sie
ptx = αz(r,e1 4-. ∙ + vm ßm).Genügt die Gröfse p den m Gleichungen«iP = θ» · · 7 dmP = 0,so kann man den Wert, der sich für sie z. B. aus den letzten m—1 Gleichungen ergiebt, in die erste einsetzen und erhält dadurch als Resultat der Elimination der Gröfse p aus den gegebenen Gleichungen die sogenannte Resultante

d^ . . d∩ι ∣β,∙∙ ßm = 0.Da die Determinante α, . . dm | ß\.. ßm, die man die Resultante der Formen α1 p,..,dmp nennt, ein Aggregat von Gliedern ist, die für eine jede der Zahlen κ=l, . .,m aus dem Ausdrucke
∙ · · Ct/m | Ci ∙ ∙für λ = l,..,m hervorgehen, so sind die Gröfsen pεl , .,pεm pro­portional den SubdeterminantenCtκCtj ∙ ∙ ' β∣ βj . . ßm » ∙ ∙ j dχdι .. dm I ßm G . > ßm ·In der That ergiebt sich aus je m — 1 von den gegebenen 

m Gleichungen
p ≡ αzα1.. dm | βt ..em .
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18. Nach dein Ilten Abschnitte ist die Determinante a∣..‰i el.. em = (aieχ. ä, +.. +‰ei . all,')ai .. am J ¾c1 ..c,,iund folglich der Ausdruckζtfyβ,,∙ tt∣ ^F . ∙ d~ dmGχ, d,∣∣ )tl∣ . . Q,m ! βχ β∣ . . Gmfür κ Z gleich Null und für κ = Z gleich der Determinante α,. . am j ei. ■ enι, denn er hat den Wert der Determinante, die aus dieser dadurch hervorgeht, dal's man in ihr ex an die Stelle von Cχ setzt. Es hat also(ttj Gy . α1 + .. + am Gi,. a,n ) G) und natürlich ebenso(αze,. e1 +.. + a,xGm . β,ll) äkden Wert Eins oder Null, je nachdem κ und Z gleich oder ungleich sind. Multipliziert man den Ausdruck(α1eκ. al ÷.. + ⅛1cz . ‰) eλmit ρεχ für κ= ∣,..,m, so erhält man durch Addition die Gleichung
pεk = (dip.di + ..+ amp. am )eλ und aus dieser die Gleichung

p = alp .dl+..+ a,„p ■ a,,t,durch welche sich, wenn wir
aip = υi, .., amp = υmsetzen, die Gröfse p bestimmt, die diesen Gleichungen genügt.

19. Die Subdeterminanteitχ<tl · . | GkG | . . Gm ,welche den Koefficienten des Elementes αzCp in der Entwickelung der Determinante dl..dm G∣ .. 6∣,, darstellt, kann man für Z=l,.. , κ — 1, κ 4- 1,.., m in der Form
dx du dj . . dm l Gy Gλ Gy G{ . . Gmoder

^ au ! ^z ^z &). ∙ ∙ &IHdarstellen und somit aus Gliedern zusammensetzen, die aus dem Ausdrucke ' ∙ ^χ ∙ ∙ j 0y β∣ · · C/nfür μ = 1,.., κ — 1, κ + 1,.., w hervorgehen.
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22Folglich istiij ■ * d,,l | βj . . (i∣H dy(jy ∙ dyd^ . . j (iχ(ii · · 6») ein Aggregat von Gliedern, die man aus dein Ausdrucke
d/yß) · ß% ∙ ^z n 1 ^z β'λ ^1 · ·für 2 = 1,.., κ — 1, κ + l,..,m und μ = 1,. . , κ — I, κ f 1, .. , m oder, wir können auch sagen, für 2 = 1,.., m und μ == 1,..,m erhält.Als Beispiel zu diesem sogenannten Cauchy’schen Deter­minantensatze betrachten wir die Determinante

(a" pn-2yn+' pei.. em2,welche offenbar verschwindet, weil p =pεt . ei-i-. .+pell, . ßm und deshalb pel. . em = 0 ist. Es ist
(a," pn~2y,,+' pel.. em2 — apn. (α''jp"~ ·)”' e,.. elll2 ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke

— d"pn~' eλ . anpn~' eu. (anpu~^m~i eμei.. em ∖ eλel.. em,und folglich αpn . (anpn~2)m el.. em 2ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdruckeα'l2)"^^1 ¾. anpn~, eu . (a"p',-∙)m~l ell el.. em i1 eλel.. eιnfür 2=1,..,»« und μ = 1,.. , »« hervorgehen.Die Form
(anpn~2)m el.. em 2 =■ (α,')'" ei.. em 2 pmO-V ist die sogenannte Hefse’sche Determinante der Form apu und

{anpn~2)m~x euel.. em ∖eλel.. emder Koefficient des Elementes α"∕)π-2eλew in der Entwickelung dieser offenbar algebraisch-symmetrischen Determinante. Die Formn« «i—l n„. n,„—1 ∣ »i n,„ . «1 + . ∙ ÷ ,lm~,nalp ..ammpm ∖βl..em≈a11 ..amm∖ei..eιn p wird die Jacobi’sche Determinante der Formen fl,∕1,..,‰∕*l genannt, und es ist also die IIeis e’sche Determinante der Form apn die Jacobi’sche Determinante der Formen a,' e,pn~l,.., a"β,,∣pn~l.

20 Die Determinante
(qiεi + «i) ·. (⅛n βn + all) ∣ e, .. enstimmt, da ihr (κ, 2,tes Element (iz £z + <«z) β; für 2 κ gleich dy β) und für 2=κ gleich iz÷αzcx ist, in allen Elementen mit ungleichen Indices mit der Determinante
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236f∣ ∙ · (ln C∣ . . (inüberein und unterscheidet sich von ihr nur in den Elementen mit gleichen Indices um die additiven Gröfsen qi ,. ., qn. Durch Ent­wickelung des links stehenden kombinatorischen Produktes ergiebt sich unter Berücksichtigung der Gleichungt∣ . . ⅛χi*z+∣ . . d,i ∣ β∣ . . . . e„ = Uχ+∖ . ∙ dn eχ+l ∙ ∙ βn,dafs sie als ein Aggregat von Gliedern darstellbar ist, die mau aus dem Ausdrucke
(⅛∙, n)ql..qit. ax+i.. an I ex+1.. e,loder (a, e; n) ai.. ax ∣ e1.. ex. qx+l.. qn für z = 0,. ., W erhält.

21. Die Determinante(ttj «1 ei . «I ) . . (du d,∣ βzt ∙ h) β∣ . . dn unterscheidet sich von der Determinante α∣.. α,t e∣.. en nur dadurch, dafs ihre Elemente mit gleichen Indices Nullen sind. Determinanten dieser Art treten in der Entwickelung der Determinantet⅛∣ . . &n 6∣ . . 6«nach den Produkten der Elemente mit gleichen Indices auf. Da nämlich
d\ · · dn == (,dfβf ∙ G "4“ (df dιCf ·£<))·· ζ(X∣∣β∕ι . £ji ^⅛^ (it∏ &n&n ∙ £«)) ist, so kann man sie aus Gliedern zusammensetzen, die aus dem Ausdruckeζ<tβ', ttjβ∣ .. (lχdn ∙ αz+i ez+t · ∙ ∙ ^,dn dn β∣∣ · £«) J βχψj . . C∣∣für z = 0,.., n hervorgehen.

22. Eine algebraisch- und eine kombinatorisch-symmetrische Determinante ist durch die Determinante
(((i^(l. · (IGnd | β∣ · · Gndarstellbar, wenn wir das Produkt aβxdGχ oder a2GxG), welches ihr (z, λ)tes Element darstellt, im ersten Falle als ein algebraisches und im zweiten Falle als ein kombinatorisches Produkt ansehen. Der algebraisch-symmetrischen Determinante können wir aber die noch einfachere Form (α2)w e,.. er­geben.
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23. Die algebraisch-symmetrische Determinante 
(a2)nei.. en~hat, wenn die Summe der Elemente einer jeden Reihe verschwindet oder also

atex(ei +.. + en) = 0ist, als in der Form (α2)" el. . e„ j (e1 + .. + e„) C2.. e,l darstellbar den Wert Null und ferner die Eigenschaft, dafs in ihr alle Elemente gleiche Koefficienteu haben. Der Wert des Koefiicienten des Ele­mentes cbte3fiι
(ai)n~lexe,.. e„ ∣ ez el.. enist nämlich von κ und Z unabhängig, weil man in dieser Determinante z B. das kombinatorische Produkt e^e∣..en für Z> 1 durch—c1Cjt,2 .. und darnach durch (e2 +.. + e,l) e2 ..e∣l = βχCχe2 ..en = e2..en ersetzen kann.Die Determinante (α2)n-, e2..en∖welche den allen Elementen gemeinsamen Koefiicienten darstellt, kann durch Determinanten von derselben Form, aber von niedrigerem Grade ausgedrückt werden, wenn man in ihr das (κ, κ)te Element durch die übrigen Elemente der κten Horizontal- oder Verti­kalreihe in der Form

— O? Cz+1 ((≈1 ÷∙. + βχ + ⅛j-2÷ ∙ ∙ ÷ 6||)darstellt. Denn sie läfst sich, wenn man ihr die Form (α2)n~, (—e2e,. e2 + e2 (1~ (e2 + ..÷⅜)e2)) · · (—e,,e1 —e„(1—(β2 +.. +βlt)i,,)) I β2 ..eftgiebt, nach den Produkten der in ihren Elementen mit gleichen In- dices auftretenden Gröfsen
a2c.ici ,..,a2eneiaus Gliedern zusammensetzen, die aus dem Ausdrucke (— 1)" (a2eel ∙,n-l)a3c2el ..a2efl+xei.

(av)n~μleiu+2(1 — (e2 + ..+ew)eju+2)..e«(l — (e2 + ..4^C∕∣)ε,∣) | c<∕+2∙ ·für μ = 0,.. , η — 1 oder, da die dem Werte μ=0 entsprechende algebraisch-symmetrische Determinante(tt ) ' β2 (1 (^2 4-∙∙^Pe«)^2)· · (1 (β2 ^^f^ ∙.^t^e«) εn) β2 · · ß,»infolge des Verschwindens der Summe der Elemente einer, jeden
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25Reihe den Wert Null hat, für μ=l,..,W—1 hervorgehen, und die in diesem Ausdrucke auftretende Determinante~1 eu+2 (1 — (e2 +..+ e»)εμ+>i).. e„ (1 — (e2 ÷..+ βn)fin) i eμ+2∙ · e»entsteht, da ihr (κ,λ)tes Element für λ≤z die Form + x+1 eμ + λ÷tund für Z = κ die Form-α⅛ + x+l (e2+∙∙ + eiιz + x÷e,w + z÷2 + · · +e„) hat, aus der Determinante
(a1)n~u~le2..el^μ1,deren (κ, Z)tes Element für Z≤z die Form

a,2e×+ι eλ+ιund für Z = κ die Form— α2eκ+l (e, + ..+ex + ex+2 +.. + en_u)hat, dadurch, dafs man in dieser die Indices um μ vergröfsert und das aus e, entstehende e +∣ durch e2 4- .. ÷ ett+1 ersetzt.
2 i. Die kombinatorisch-symmetrische Determinante 

aeia.. aena ∣ el.. enhat bei ungeradem n den Wert Null, denn es ist(— l)" ael a. aena | e,.. e„ = ααe1.. aaen e∣.. enund somit, da e, ..en ∣ aaei ..aaen = aela..aena I el.. en ist,(— 1)" aela.. aena I ei. ,en = ae∣a.. ae,,a f e∣ ..en.Und ebenso ergiebt sich die Gleichung ( - 1)',~1 aexa aeia..aena ∣ e^ei. .en = ae^a ae∣a.. aena ∣ exe∣ .. e„und damit der Satz, dafs die Subdeterminante 
aexa aeia..aena ∣ eλe, ..enbei Vertauschung von κ und λ bei ungeradem n denselben und bei geradem n den entgegengesetzten Wert annimmt.Hiernach ist ferner, wie die Betrachtung der Determinante 

cιo∣ι—i (t ac∣ι((j | Cn—i β∕(zeigt, bei geradem n
aeia..aena ∣ e, ..en .aeia..aen-Ι^ ∖ cl..en-i 

= ae,la aela.. aella | e„_ι ei.. e„2und also aeia..aena ∖el ∙.en ein Quadrat, wenn aela.. ae∣l-∙>a el ∙.en-∙2
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26ein Quadrat ist. Nun ist (αe, α) (cte2α) ei cl = aeiae2l > folglich ist die kombinatorisch-symmetrische Determinante aela..ac,la ei..en bei geradem n ein Quadrat.
25. Die kombinatorisch - symmetrische Determinante aeia 

,.aena∖ ei ..en setzt sich nach dem Cauchy’schen Determinantensatze aus Gliedern zusammen, die aus dem Ausdrucke
a2e,ex a2e,eχ. acxa ae2a.. aena eλe2..en für κ = 2,..,w und λ = i2,..,n hervorgehen. Nun ist bei geradem n, wie sich bei Bezug auf die in diesem Falle verschwindende Deter­minante ae2a..aena e2..en aus der Determinante

aexa ae^a exeλergiebt,
aexa ae2a..aella e)e2.∙en1 = aexa ae2a..aena exe2..en 

. ae}a ae2a.. ae,,a \ e^e2.. e„oder
aexaae2a..aena 1 eλe-, ..en = ∖aexa ae.2a. .ae,,a exe2 ..en 

. 'laeχaae2a..aena ∖ ¾e2 ∙∙e∣∣ »also ist, da die Zeichen der Wurzeln, wie aus der Annahme κ = Z erhellt, einander gleich sind und daher dasselbe von den Zeichen sämtlicher den Werten von Z und den Werten von κ entsprechenden Wurzeln gilt, die kombinatorisch - symmetrische Determinante aeia 
.. aena e, . e„ bei geradem n das Quadrat eines Aggregats von n— 1 Gliedern, die aus dem Ausdruckeα2e1ez Ιaexaae2a..ae,,a ∣ exe2 .. e„oder( _ i )*~2 α⅞1 ex >]ae2a.. (aex a) (αex+t a).. ae,,a e2.. ex_t ex+l.. e,l bei gleichen Zeichen der Wurzeln für κ = 2,..,w hervorgehen. Ebenso ist die unter dem Wurzelzeiclien stehende Determinante das Quadrat eines Aggregats von n — 3 Gliedern von entsprechender Form, u. s. w. Folglich ist die kombinatorisch - symmetrische Deter­minante aeia..aeha ∣e1 ..e,l das Quadrat der Summe aller derjenigen Ausdrücke, die man aus dem Produkte aei..ae,, dadurch erhält, dafs man auf alle möglichen Weisen die n Faktoren zu zweien kom-
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biniert und den dadurch entstehenden, — Faktoren enthaltenden Pro-Δdukten das Plus- oder Minuszeichen beifügt, je nachdem die Reihe der Indices durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertausch­ungen zweier Indiccs in die Reihe l,..,w übergeht. Diese Summe, deren Gliederzahl (w— 1) (n — 3) . . 3 . 1 ist, heilst die Pfaff’sche Form und mag durch das Zeichenαn(2)e, ..e„,in dem, da die Summe bei Vertauschung zweier Indices das ent­gegengesetzte Zeichen annimmt, e1..e,, ein kombinatorisches Produkt ist, bezeichnet werden. Es ist dann
aela..aenn ∖ el ..ell =an(2)et ..en2und ferner die Pfaff’sche Form αn(2)e, ..e,t ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke

aiei exan~2(2')exe2..en für κ = 2,.. ,n hervorgehen.Da man der hier auftretenden Pfaff’schen Form an~'1(2)exe., ..en für κ> 2 die Form —an~2(2)e2eze3.. e„ geben und daher aus Glie­dern zusammensetzen kann, die aus dem Ausdrucke
— a2e.2eλan~i(2)exeλea ..eafür Z = 3,..,κ— l,x+l,,.,w entstehen, so folgt weiter, dafs tt« ζ 2j c|.. ß n aete, ct∣n ^ ζ 2 ) ⅞ ∙ ∙ t×∏ein Aggregat von Gliedern ist, die man aus dem Ausdrucke 

—a^lelex a2eleji αn-4(2)exeχe3.. e„für κ = 3,..,w und Z = 3,. ., κ— l,κ+l,..,W oder auch Z = 3, .. , w erhält.
26. Im8ten Abschnitte haben wir bemerkt, dafs das Quadrat einer jeden Determinante eine algebraisch-symmetrische Determinante ist. Es ist

al.. an | el.. en1 = (αl2-P..+α,,2)', et..e,,-.Ebenso kann nun das Quadrat einer jeden Determinante geraden Grades auch durch eine kombinatorisch-symmetrische Determinante und darnach die Determinante selbst durch eine Pfaff’sche Form und zwar in verschiedenen Weisen dargestellt werden.Offenbar ist
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28(tJjβj . pγ 1^ .. + rtjC« ∙7Λ∣) ∙ · ζtt,∣C∣ · Pi P.. *p ii∕(fJ,∣ -Pn)
= (l∣ . . Cln ∣ β∣ .. 6« · Pi . . pn .

TbIst n gerade und sind κ∣κ2,.., κn-l κn — Kombinationen der Zahlen Δ
l,..,n zu je 2 von der Art, dafs die Zahlen κt, . ., κ,l sämtlich von einander verschieden sind, — diese Kombinationen treten in der Pfaff’schen Form auf — so ist, wenn wir die Gröfsen pi,∙.,pn mit den Einheiten e1. . , ßn durch die kombinatorischen Gleichungen

py Py = Cx ey » ∙ ∙ ,Py Py = Cy Cy -rzι z z2 ×1 y.^ zn_j zj,verbinden, stets Pl ∙ ,P^ ~ ∙ *ß»und ferner, wenn wir weiter
P„ ≈ — Gκ , P, = Gy ‘, ∙ ∙ ∖ Py ■■== — Cy , py = Gy Zi *2, ∙rz2 ×ι ,jtz,l-l zn zzn zu-lsetzen, zunächstαeκ .wκ +aGy .p., ≈a ∣e e„ ,..,i⅛cκ . pv + iigx .py = a∖c, ev*1 l χι *ιi*∙i 1 x1 z2, zn-i 7zn-l z« 2 z» 1 zn-l znund somit

at’i .p∖ + .. + (iGn .pn = <i∖(gx Gy +.. + Gy Gx ).i v Λ1 *2 II—1 »Folglich ist nach der obigen Gleichung unter den angegebenen Be­dingungen
«i · · (in | et · -e« ∙G,..en = a,∖ (gx^ gx + .. h eκ (eκJ. . ' (eZ) eXj

+ . . Η- Gy Cy }κn-t z,∕uud demnach
iij . (ln | e∣ ∙ ∙ Gll = Cif . .Cln I (l∣ ∣ (Gχ Gχ ~h ∙ ∙ ~t~ βχ βχ ) . . it,, ∣ {Gχ Gχ ' 1 2 * n — t ’ Λ *1’2

+ · . + Gy Gy ).z,ι-l z√Die rechts stehende Determinante ist eine kombinatorisch-sym­metrische Determinante, denn das (κ, λ)te Element hat die Form
a×al I (ez1 ßz + · · + ßz 1 cx )·Es entspricht dem Elemente aieyeχ der kombinatorisch-symmetrischen Determinante acia..ae,,a I e1. .e,,. Die zu ihr gehörige Pfaff’sche Form hat daher die Form

n
(ex1 ex2 + ∙ ∙ +ezn-1cz,lP(2)ttl ∙∙α"und kann sich nur durch ihr Zeichen von der Determinante tt1.. |e1..e,, unterscheiden. Es ist aber α,e ..αfle ein Glied derPfaff- κι nsehen Form und zugleich, behaftet mit dem Plus- oder Minuszeichen,

www.rcin.org.pl



29je nachdem die Reihe der Indices κ1,..,κn durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe1,..,W übergeht, auch ein Glied der Determinante; folglich ist
ut⅞ · · (^n ∣ β∣.. β∏ = βκ . .βz ! ··£« ∙ (βκ βz -∣-. .-Pβz cκ ) (tj..ii∕∣.

* Μ 1 ώ W— l flBeispielsweise ist u. a. für zz = 4 α1..α4 | e, ..e4 =α,αi∣ (e1c2 + c3e4) . (⅞α4 ∣ (eιC2+e3e4)— α, ¾ | (e1 e2 + e3e4). α2α4 j (e1 e2+<⅛e4 ) + ai ai [ (e1 ei + eiei )• tt2i⅞ . (el⅞^HA)'und in der That ist die rechts stehende Pfaff’sche Form gleich ⅜α,..α4 ∣(eιc2 + ¾e4)(e,e2+c3e4) = al.. ai ∣e1..e4.
87. Aus der Determinante

aexa ac a ∣ exeλergiebtsich, da bei ungeradem n aela..aena∖ el ..en und bei geradem 
n aexa aela .. aelia ∣ exel.. en den Wert Null hat und ferner

aexa aela.. aella ∣ eλel.. enbei Vertauschung von κ und Z im ersten Falle denselben und im zweiten Falle den entgegengesetzten Wert annimmt, dafs das Quadrat dieser Subdeterminante bei ungeradem n dem Produkte
aexa aela .. aella ∖βxel.. ell. aeλa acla .. ae,ia ∣ ¾e1.. en und bei geradem n dem Produkte
aela.. aena ∖ei. .en. aexaaeλa aela.. aena j eκeλe,.. en gleich ist und also die Subdeterminante selbst sich bezw. von den Produktenα"-1(2)eze, ∙ .en. an~1 (2)eλel ..en, a'l(2)el ..en . an~2(2)exeke, ..e,t nur durch ihr Zeichen unterscheiden kann. Es findet aber auch darin eine Übereinstimmung statt, wie bei ungeradem n für κ = λ unmittelbar erhellt und bei geradem n für κ = 1, λ = 2 sich durch Vergleichung des Zeichens eines Gliedes in beiden Ausdrücken ergiebt. Für diese Annahme haben die Subdeterminante und das Produkt die Form
— acia .. aena ∣ e,e3.. en, α'*(2)e1, .en. α"-2(2)e3.. e„, und die Subdeterminante enthält als in der Form(ααet)(αe3α)(ααe4) .. (ae,,-∖a)(aaen) J e1e4e3. .enen-ι darstellbar das Glied
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a'1elet alele4. .a2en-ιen. a2e3e4.. alen-↑en , welches mit. demselben Zeichen offenbar dem Produkte gleichfalls angehört. Es ist daher bei ungeradem n
aeχa aela .. ae,,a∖ eiiel. .en≈ a"^, (2)eze∣ · · e« ∙ α"~l (%) ⅛el.. e∣∣ und bei geradem n

aexa aeia.. ae^a ∖ eλei.. en = a" (2)e,.. en . an~2(2}eχeiei ..e,, .

2S. Die Determinante
(apia)aeia.. aena ∣p2ei.. cnhat nach dem Cauchy’schen Determinantensatze die Eigenschaft, dafs sich die Differenz

(ap1a)a',1a.. ae,,a ∖p2ei. .en — a-pip2. aela.. ae,na ∖el.. e„ aus Gliedern zusammensetzt, die aus dem Ausdruckeα2JPιeλ a2Pιe× ∙ nexaaeia. .ae,,a i eλei.. e„ für κ -= 1 ,.. , n und Z = 1 ,. . , n hervorgehen.Bei ungeradem n kann man diesem Ausdrucke die Form α2p1e2α,'-1(2)eλe1..en.α2p2exαn~,(2)eze1.. e„geben, und es ist, da ae1a. . ae,,a j e1. . e„ = 0 ist,
(ap1a) ae1a.. aena ∣7)2e1 ..en = an+∖2)plel ..elt. α"+'(2)jj2e, ..en. Bei geradem n dagegen nimmt der Ausdruck die Formαn(2)e1.. en .a2p1eλ a2p2ey a,,~'i(2) ezeλe1.. e„ an, und jene Differenz ist gleich

an (2)e,. .en. (an+2(2)plp.,ei ..en- a-pip2 α,,(2)e1.. en) und folglich
(apia)aela .. aena p,el..ea = α"(2)e,. .en . <ιπ+2(2) p lp.,el ..en.

29. Für die m linearen kombinatorischen Gleichungen 
a2e,p ≈vt,.. ialem p=vmist

aeia .. ae,na el..em . psx = (vlaela +. . + vιnae,l,a)aela .. tze∣)∣ a | eze ∣.. e∣∣∣und also bei ungeradem w0.pez== rtw^,(2)(v1e, -p.. +ttm⅛,)e1.. em . α'"~,(2)exel ..em und bei geradem mαw'(2)e, ..em .pεχ = am~2 (2) (viel + .. + vmem)exel.. em.
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30. Die Determinante
(qε l+aeta) .. (qεm + ae,ll a)∖el.. em, die sich von der kombinatorisch-symmetrischen Determinante nein 

.. aem a j e, .. e„, nur in den Elementen mit gleichen Indices um die Gröfse q unterscheidet, ist nach dem 20ten Abschnitte, da die Deter­minante aeia .. aeχn∖ ei ..ez bei ungeradem κ verschwindet und bei geradem κ dem Quadrate der entsprechenden Pfaff’schen Form gleich ist, ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke
(e∙,m) ax(2)ei.. ex . qm~xfür κ = 0. 2, 4,.. hervorgehen. Der Koefficient von gm~"× ist eine Summe von Quadraten.

31. Die Determinante
(qεl — aeia) .. (qεm — ae,na) | e,.. e,„unterscheidet sich von der Determinante
(qεi ÷ aela) .. (qεm + aem a) ∣ e,.. em nur dadurch, dafs in ihr die Horizontal- und Vertikalreihen dieser Determinante der Reihe nach bezw. als Vertikal- und Horizontalreihen auftreten, und es ist daher
(qεi-aela).. (qεm -aeιna) ∣ e,.. em 

= (qei + aela).. (qεm + aema) ∣ el..em.Wegen dieser Übereinstimmung in den Reihen ergiebt sich ferner durch Entfernung der κten Horizontal- und Zten Vertikal­reihe in der ersten und der κten Vertikal- und Zten Horizontalreihe in der zweiten Determinante die Gleichung
qεx — aexa {qε, — aela) .. (qεm — aem a) ∣ eλet.. em

= iελ ÷ aeλa (flεt + aeia). . (qε,n + aema) ∖exel.. e,n und aus ihr unter Berücksichtigung der ersten Gleichung die Gleichung ⅛2 <∕ex — aexa = εx qe, + ae^a,der zufolge
(qε^ + aeλa) qεx — aexa = (qεx— aexa) qελ + aeλa ist, weil vermittelst der Substitution 2qε^— (qε^ — ae∙ia) für qtχ 4- ae^a
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(<∕q + aeρι) qεx — aexa für Λ ≤> κ und λ = κ die Werte
2q. ελ qεχ — aexa, 2q. εx qεx — aexa — 1 und in entsprechender Weise

(⅛fiκ- aexa)qελ+aeka für Z § x und Z = n die Werte2<∕ . εz qεk + aeλa, 2q . εx qεx-∖r aexa — 1annimmt.Sind nun pl,.. ,p,,i Gröfsen, die mit den Einheiten ei ,. ., em durch die Gleichung
qεi — aeia . pt +.. + qεm — ae,n a .pm 

= qεi + aeia . e1 +.. + qεm ÷ aeιna . emverbunden und durch sie offenbar bestimmt sind, so ist
P*h = <Wx- aexa) 4ελ +

Pxeλ =■ (qελ + aeλa) qεx — aexaund somit
jPx⅛=K¾∙Infolge dieser Gleichung läfst sich die Gröfse ¾==eλ2>l .jp, + . .+ekpm .pmin der Form

¾ =P,el.pi+..+pmek..p,noder
eλ = (Pι2 + ∙ ∙ +‰ι2)eλ darstellen, und es ist, da offenbar andererseits = (βχ2 + .. + β∣∣ι ) βχist, e12 + ∙ ∙ + e,ll2 =p12 + .. +p,ni und ferner, wie sich in derselben Weise aus der Form

¾ = eλPι ∙ Pι + ∙ ∙ + ελP'n · Pmergiebt, e,2+.. + ewι2=j>12 + . .+j>m4.Endlich ist infolge des Wertes pi,βλ = (qεx—aexci}Q.ε)i'^'aeλa augenscheinlich
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pi . .pm j ei . .em = (qεl — nela) .. (qεlll — aema) ; qε, + neia 
• ∙ Q^tn ~1' (W>n (loder also infolge des ersten im Ilten Abschnitte abgeleiteten Satzes und der Eingangs gegebenen Gleichung7>∣ ∙ pm | e, .∙em = 1und natürlich ebenso

P i ∙ ∙P∣n | β∣ · · ~ EFührt man in die Gleichung, welche die Gröfsen p, , . ., p,n mit den Einheiten e1 , . . , em verbindet, eine ungerade Anzahl der Gröfsen 
p mit dem Minuszeichen ein, so ändern sich die Gleichung pxe^ = 
P×eλ un^ die aus dir abgeleiteten Gleichungen nicht, die Deter­minanten pt .pιn ei .. em und pl . . pm Je,.. e,„ dagegen nehmen den Wert — 1 an. Eine gerade Anzahl Minuszeichen bewirkt keine Änderung der Gleichungen.

32. Ein Ausdruck, welcher die Gröfse 7) enthält, ist für 
p =pei. e1 + .. +pcm . emeine Funktion der Gröfsen pei ,..∙,pem und für 
p = pp, . p, +.. + ppm .pmeine Funktion der Gröfsen pp l ,..,ppm und geht, ans der ersteren in die letztere Form über durch die lineare Substitution7?e, =2>7¾ .plei +..+ppιn .pmei , 

pem =ppt.plem-b..+ ppm . pm em .Die Gröfsen
' ∙ ∙ ιPl^∣ι∣ i ∙ ∙ i P∣n^ι ∙,∙∙∙, P∣nβ∣∣ιnennt man die Substitutionskoefficienten und ihre Determinante 7h ∙ ∙ P∣n | · · Cmdie Determinante der linearen Substitution.In dem besonderen Falle, wenn durch die Substitution sich die Summe der Quadrate der Veränderlichen in die Summe der Quadrate der neuen Veränderlichen verwandelt und also

pe19+.. + pelll3 = pp12+ ■ . +ppmi wird, heilst die lineare Substitution eine orthogonale Substitution. Sie ist an die Bedingung
PyPλ-P^),Sch endet, Grundzüge der Algebra 3
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34gebunden, denn aus ihr ergiebt sieb neben der Gleichung β<2 + ·. 4- e∣ui = 2 4-.. +i,)∣∣2die Gleichung β i2 4- · · + e∣n —p j2 4- · ·+J⅞ι^∙Da nach dieser Gleichung
PxPλ (β12 + . · + ‰2)für Λ ≥> κ den Wert Null und für λ = κ den Wert Eins hat — dasselbe gilt auch für den Ausdruck(l>l2 + ..+Pm2)∣⅛,— so ist das Quadrat der Determinante der orthogonalen Substitution gleich Eins, weil

Pt . -Pm I ei · . Cm2 = (β,2 + . · + e,n2)w Pt ∙ ∙ Pm~ ist. Der Gleichung plteji = px ß; kann man übrigens auch infolge der Gleichungen eλ = ⅛> ελ = ⅛die Form
geben; daher ist

Pf-Pm ∖el..εm.pxι..pxn∖ελι..εln

= Px.1 --P×n Pi ∙ -Pm I ⅞ι . . % «1 · · ·
33. Schliefslich lenken wir die Aufmerksamkeit auf das kombinatorische Produkt(p2-Pi).· —Pi)>welches als offenbar identisch mit dem Ausdrucke

(Pi~Pi) ∙(Pn-↑ -Pl)Pn +PnPt · · Pnin der Form
(JP∣ + .. + jP>∙)Pi ∙∙Pndarstellbar ist und somit die Eigenschaft hat, dafs es genau so, wie das kombinatorische Produkt pi..pn∙, sein Zeichen ändert, sonst aber denselben Wert behält, wenn man irgend zwei der Gröfsen Pt,..∙,pn mit einander vertauscht. Wir bezeichnen es durch pi, .pn und setzen also

Pt --Pn≈ (Pi ~Pt)" (P'i — Pt)oder
Pt · Ph = (Pt + ∙ ∙ + J,n)Pι ∙ -Pn ·
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35Offenbar ist auch
Pl∙∙Pn≈Pl ..PrPiPr+∖-∙Pnund insbesondere

Pf .Pn≈PiPfPiPn∙Ferner ist, wie sich ans der Gleichung
PPi . .pn = p(pi + . . -∖-Pn)Pl . · Pnergiebt,

PtPi · . Pn ≈Pι∙. Pn , PnP, · -P« = ί>| · -P>‘ und demzufolge
ppl..pn=pi.. Pn —PPi -Pn,und endlich gilt die GleichungPP, · -Pn =Pi · -P»oder p(P, + · ∙ + Pn)pi ■ -Pn = Pf -Pn ’weil

PP f∙Pn≈ p(p lPι-∙ P ιPn) = PPi Pt -PPi Pn und ppιpi = p(p∙l-P,)= PlP > , u.s. w. ist.
34. Multipliziert man die Form= jn«(. el + .. + pειn . emkombinatorisch mit dem kombinatorischen Produkte β∣..em, so erhält man die Gleichung

pei. .em = (pε, +.. +pε, „) .ei.. emund darnach unter Berücksichtigung der Gleichung
pel.. eιn = c1.. eιn-pe, .. em in dem besonderen Fallepel + .. + pεm = 1die Gleichung

pel. .em = 0,die der Gleichung P6 j . . ßm = 0 ,welche aus jener Form durch kombinatorische Multiplikation mit dem kombinatorischen Produkte ei..em hervorgeht, in ihrer Gestalt genau entspricht.Die Gesamtheit der durch die Einheiten ej,..,em darstellbaren Gröfsen
3*
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P Pει ∙β,l- .. ÷pεm . emnennen wir ein durch sie bestimmtes mstufiges Gebiet und bezeich­nen es, da für eine jede Gröfse^), die ihm angehört, die Gleichung
Pß1 . . ßm = 0besteht, durch das kombinatorische Produkt cl..en,. In dem be­sonderen Falle

pεi + .. +j>fim = 1gilt für eine jede Gröfse p dieses Gebietes auch die Gleichung 
pß\ ..elll = 0,und da derselben u. a. die Form

elpe,..em≈0gegeben werden kann, so ergiebt sich, dafs die Gröfse eif) dem durch die Gröfsen e ,c2 , .., e ,e,i, bestimmten (in—1)stufigen Gebiete 
ei . .en angehört und daher durch diese Gröfsen dargestellt werden kann. In der That erhält man, wenn man die Gleichung 1 = pεi 
{~..-^-pεm mit el multipliziert und dann von der Gleichung p =pεi 

. el + . . + pε,n . e,„ subtrahiert, die Form
eip = Pει ■ ß,ß> + ∙ ∙ +Pε∣∕> ∙ e∣e"∣∙Und ferner sieht man, da

P = el+βtPist, dafs eine jede Gröfse p des m stufigen Gebietes el..ew sich durch Eine diesem Gebiete angehörige Gröfse und m — 1 Gröfsen des (m — 1) stufigen Gebietes el..em darstellen läfst.
∙-B∙5. In derselben Weise, wie sich aus der Form 

p — ρεi.ei +.. +pε,n. emdie Form
Pι ..p,i≈ (e, ιri)pi . pn | s,.. . e,.. e„ergiebt, erhält man, wenn man von der Form

P = ß, + pε2 .eie.i + .. +pε,n. e,eιnoder
P = P(ει + · · + G«). e, +pεi ■ e,e2÷. .+jpew. ele,,l ausgebt, die Form

Pι ∙ ∙Pn = (e, ε∙,m- l)Ol . .plt j («, + .. + εm)ε2..εn. e,eie2.. ß„-1-Pi ·-Pu | £, ·. G+ι .e∣e2.. G+i) oder also, wenn man berücksichtigt, dafs
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Pi ∙ ∙ Pn = PtP∣Pτ ‘ ’PiPnund
ρi(εi + .. + e,,,) = 1,

Ρ\Ρί ∣ (ει + ∙ ∙ + ε»ι) — θ» ∙ ∙ ∙>PιPn ∖ (q + · ■ + ε∣n) = θ und folglich
Pl ■ pn | («1 + · · + «m ) «2 · · ε« = Pl · · Ρ" ί «2 · · «« ist, die Form

Pt ∙ ,Ph = (β, & i Wi l)CZh · ·Pn [ · ∙ t'n ∙ βjβj . . (i«
+ Pi · ‘Pn i «2 ∙ ∙ ε"+l ∙ clc2 · · e»+l)·Ferner ergiebt sich, wenn wir aus den Gleichungen7h = jP∣ «i. e∣ + ∙. +2Mm . , 1 = pi«, + .. +p, εmdie Form

⅛, =Pιei ∙Peι + ∙ ∙ +7Mro · pe.n ableiten, in derselben Weise die Form
PPi ■ ‘Pn = (e,ε∙,m)pt. .pn εl. .εn ■ pei. . ellund aus ihr unter Berücksichtigung der Gleichung

PPi-∙Pn ≈ P,. Pn PP,“Pnund der Form
Px ■ -Pn = (e,ε∙,m)pl . .ρn ∖εi..εn.e,.. cndie Form 7>i “Pn = (e, ε∙,m)pl. . pn εl ..εll.ei∙.en und endlich, wenn wir aus der Form

p = e,+J9«2 ∙ e∣e2 + ∙ ∙ +Pεrn ∙ eiemdie Form
PlPl =7>∣7j2 I ε2 ∙eic2 +∙ ∙ +T>lTj2 I fim * M« ableiten, die Form7>∣ ·-Pn= (e, ε∙,m-l)pt.. pn ∣ e2.. . β,β2 ∙.en.Aus diesen Formen, die vorzugsweise /ür die Geometrie vonInteresse sind, bietet sich für n = m insbesondere die Gleichung

Pi“ Pm — P | · · Pm ' £ i ∙ ∙ ßm . β ∣ · · ß/n dar, die der Gleichung
Pi·· Pm = P i ∙ ∙P∣n | ß | · · ßm · ß j · · ßm entspricht und uns zeigt, dafs nicht blos das Gebiet pi..pn, mit dem Gebiete el..e,n, sondern auch das Gebiet pi..pm mit dem Gebiete el..em identisch ist. Durch die Gröfsen pi,..,ptll, die
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— 38 —wir selbstverständlich als von einander unabhängig voraussetzen, stellt sich die Gröfse p in der Form
p =PPι ∙2>ι + · · +PPm ■ P"< dar, und es ist, da die Gleichung

PPi · -Pm = Pi- -Pm — PPi- -Pminfolge der Relation
pel.. e,n = o oder ppl.. pm = 0die Form

PPi · -Pm = pl-.pmannimmt, stets
PPi + - .+ppm = 1, wenn pεi + .. +pεm = 1 oder
pel + .. + pem = 1 ist.

36. Von den vorstehenden Formeln machen wir eine An­wendung bei der Lösung der Aufgabe, die quadratische Form ap1 unter der sich als notwendig erweisenden Voraussetzung(α2)"∙-,e1..e,,⅛Ofür pt l ÷ . . +J)fcm = 1 in einer Form darzustellen, in welcher die Veränderlichen nur im Quadrate auftreten.Wir setzen zu dem Zwecke zunächst
p =pi-hplpund damit αp2 — ap 12 + 2 atp iρip + ap 1 p* und bestimmen die Gröfse p, so, dafsα,p,l>tp = 0wird, indem wir mit l^liicksicht auf die Form

p↑p = Pιeι +pe2.eie-t+- .+ρtm elem die m — 1 Gleichungenα⅛∣<M2 = θ>∙ ·» a2piβle,n = 0 aufstellen und aus ihnen vermittelst der Relation pttl += 1 die Gleichung α⅛ιlMι = θableiten.
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39Infolge dieser ni — 1 Gleichungen erhalten wir, wenn wir auf Grund der Gleichung
Pi^l ∙ . β∣n = 6j . . 6mdie Gleichung

(a1)mpiei.. e,,l~ = (α2)m e1.. em~bilden und der linken Seite derselben in ausführlicher Darstellung die Form
a2pt a2ele2 .. ateieιn ∣ jP1e,e2.. e,emgeben, ohne Weiteres zunächst die Gleichungtφ,2 .(α1)w~1 e1.. em- = (α-)m e1 ..em~oder (α2)mel..em- Cφ.2 = ->—≤--- ½---------  .(α1r->e,..em-Ferner ist offenbar β j . . 6m · P | = P i βκβ | . . Cm » demnach auf Grund derselben Gleichung(α1)"' e,. .em~ . p,ex = (a2)"lplel ..em ρiexei.. em und folglich(α1)υ* e1.. e»n~ . p i tz = ap 2 · (α2)"l^1 e1. .e,,t [ eκc,.. e„,oder (αi)itl 1 6 j .. 6m | βj,β | . . 6∣n 

P,ex = r-------- i--------(αl)m~, e,.. em-Die Gröfse pl ist hierdurch bestimmt, es ist
(Λ2)”1 6 j . . e,,1 I 61 .. 6,n

Pt =------ TTmb· i’) e,.. β„ιund da auch das von der Gröfse p unabhängige Glied ap2 durch die Koefficienten der Form ap2 dargestellt ist, so führen wir nun, indem wir i>=l>, + PPiPiP2 + · ∙ + PPm ∙ PiPm setzen, die wi—1 Gröfsen p2,..,p∣n vermittelst der Form
PiP≈ PP2.plPl+ ∙ ∙ +PP>n ■ PιP∣nin die transformierte Form

ap2 = ap 2 + apip2ein und geben ihr die in Rede stehende Form
ap2 = api 2 + ppi 1 · ap 1 p2 2 +.. + ppm 2 .apl pm 2, indem wir für ungleiche, der Zahlenreihe 2,..,wt angehörige Werte von κ und λ
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<⅛>iPλPP* = υannehmen. Nach dieser Annahme gelten für die m — 1 Gröfsen nur ∣∙(ltt— l)(w— 2) Gleichungen. Wir bemerken nun, dafs sich, wenn die m— 3 Gröfsen
7<3,o, , · ’Λη-Ι,Οbezw. den Gebieten ∕h∙∙7⅞.∙ .>pi..pln-↑angehören, die Gröfse/),/^,, durch die Gröfsen plpi ,y>∣2> / dar­stellen Vifst und demzufolge für κ> Äα12⅛,o JP ∙1√ = θist, Da λ die Werte 3,..,m-1 annimmt, so treten damit zu den vorigen Gleichungen ⅛(ni—2)(∕w—3) Gleichungen, und wir haben im Ganzen für die in Betracht kommenden 2(m—2) Gröfsen (∕n -2)2 Gleichungen, vermöge deren wir die m— 2 Gröfsen

Pi ι ∙ ∙ , P∣nvermittelst der m — 2 Gröfsen∕>2 * 7<∙t,θ, ·darstellen können. Es verschwinden für x=3,.., w die m— 2 Gröfsen
aiP 1 p2P, Px, arPiP,,,PlPx,., alp,px-↑ „ p,pχ, 

a'P i Px+ ιPιPx,-,a'pi pll,p , px,und folglich ist
PiPx ~ 2P∣P2P3 0 ∙ ∙Px-↑,U Px+l ∙ ∙ P∣n i ⅛ · ·weil in der That

^PιPlPιPx = (α'Λ"l ∙2>z-∣,o‰ι ∙ Pm | e,.. e„,für Λ = 2; 3,0;. .; x — 1,0; x + 1;..; m verschwindet. Für λ = x dagegen hat man«Ä Px = ( - 1)z^"2 (0,∕"-1 i>ιlb‰ . ∙Px-i,nPx ∙∙P>>> j ¾ .. e,„ und, weil pl.. plll = pi. .pm j q. . €m . el. . em ist,(«λ PxΥ = (a1)m~' el.. em~ . (a-),n~ip,ptp3n . . px_,A px.. pm- , und es ist also, da die zweite Determinante nach dem Laplace­schen Determinantensatze infolge des Umstandes, dafs die Gröfsen 
alplpi))ιP,t und a-plp^^pιp,l für μ=κ,..,w und λ < κ ver­schwinden, die Form
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(«’)* ⅛ PiP∙λ «,· ∙Fz-ι,o~ ∙ (Λl)"' *+, lhPx ■ ■ Pm2 annimmt und ferner infolge des Verschwindens der Gröfse alpl p^p, pn für μ↑> λ (α1)",~*+⅛ pz. . pm1 = ⅛1pκa ■ ∙ ⅛ι ∕>m2 ist, ⅛ip∕ = (α2∕"~1 e, · · e«’ . (αψ-⅛∣2>i¾0 ∙ ∙2∖-ι∕• α∕>∣l>x+t2∙∙ <Φ.2λ∕∙Für m — 3 insbesondere istλ Pa = α⅛2 I M2⅞> 
aP I 2⅞ ^ = ∖ft2)2 e I e iβ3^^ ∙ aP I P -22und für m = 4 P∣7>3 = |e, · ∙e4,7>,7>4 =? <αVlp12M¼0 !«<··*«’⅛,i⅞2 ==(αψe1 ..e4-.αj>1j√α∕> j√,«P11√ = («2)3 ei ∙ ∙ e41 · («212Pi P2 P-λ∕∙Die Gröfsen p2 5 p30, 0 s*n,^ a's beliebige Gröfsen an­zusehen, und die Gröfsen p3,.∙,p,n sind, da die Gröfsen j>3 ,2>,n_10 als den Gebieten p l. .p3,. ., p l . .pm_} angehörig voraus­gesetzt wurden, Gröfsen, die den Gebieten p,ptp3nt∙ ^pip∙iPno • ∙Λ,-i,o »»gehören.

Zweites Kapitel.

Alternierende Formen.

37. Die Operation des Entfernens einer Gröfse ist bisher nur an kombinatorischen Produkten in Anwendung gekommen. Faktoren kombinatorischer Produkte wurden entfernt, also Gröfsen, die in den Produkten nur einmal auftraten, und bei denen die Stelle, die sie als Faktoren in denselben einnahmen, berücksichtigt werden mufste. Diese Rücksichtnahme auf die Faktorenstelle ist nun bei algebraischen Produkten, wenn wir aus ihnen eine Gröfse entfernen wollen, nicht nötig, dagegen ist zu beachten, dafs in ihnen eine
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42Gröfse beliebig viele Male als Faktor auftreten kann. Wir bezeich­nen durch das Operationssymbol p vor einem die Gröfse p in der wten Potenz enthaltenden Ausdrucke die Summe aller derjenigen Ausdrücke, die sich aus demselben dadurch ergeben, dafs man in dem nfaktorigen Produkte, das die wte Potenz der Gröfse p dar- stellt, einen jeden Faktor p einmal entfernt. Wir setzen also. w! ,2>pn = wp*-,~und sehen diese Gleichung als allgemeingültig an, indem wir die Potenz pn auch in dem Falle, wenn n nicht eine positive ganze Zahl ist, als ein Produkt von n Faktoren betrachten.Die mehrmalige Anwendung der Operation p zeigen wir durch einen Exponenten an und setzen also
~y „ w! n_y** - - z∕ '' ·Soll ferner an die Stelle der entfernten Gröfse p die Gröfse treten, so deuten wir das dadurch an, dafs wir neben das Operations­symbol p die Gröfse ρλ setzen; darnach ist also

- n∖ n .
PPιPn = (η~-ϊ)ϊ1?und bei mehrmaliger Anwendung der Operation ppi 

PPrPn = (~∑κ)T Pn~xPr∙Endlich bemerken wir, indem wir uns auf den 2 teil und 3ten Abschnitt beziehen, dafs die algebraische multiplikative Verbindung des Produktes κ,.P, ∙∙Prmit einem nfaktorigen Produkte der Gröfsen a das arithmetische Mittel aller derjenigen Ausdrücke darstellt, die man aus demselben dadurch erhält, dafs man auf alle möglichen Weisen pχ mit κ1 ,.., 
pr mit κ,. Faktoren verbindet. Die Anzahl dieser Ausdrücke, durch die ihre Summe zu dividieren ist, ist∕w∖∕w— κ1∖ in—κ1 — .. — κ∣∙-t∖ _ w!∖*∣∕ ∖ κ2 ∕ ∖ κ, ∕ ×1!..κr!(w-κ1—..—κr)!Die Gröfse p1 kann man auf verschiedene Weisen mit κ, Fak­toren des nfaktorigen Produktes verbinden oder, wenn wir dieses
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43Produkt als einen Lückenausdruck mit , mit den einzelnen Fak­toren verbundenen Lücken, in die die Gröfsen p eintreten sollen, auffassen, in κ1 Lücken setzen, wodurch ( Lückenausdrücke mit 
n — κ1 Lücken entstehen; in jedem dieser Ausdrücke 'kann manferner die Gröfse p2 auf *1j verschiedene Weisen in κ2 Lücken \

1J und alsoim Ganzen O (■;·') Lückenausdrücke mit w—κ1— κ2 Lückenund folglich, wenn man so fortfährt, schliefslich die angegebene Anzahl von Ausdrücken, die n—κ,—..—κ,∙ Lücken enthalten.Der Ausdruck
papn = nan pn~γist also, wenn «" = al.. an ist, gleich dem Ausdrucke 

ala2p .. aup + . . + aip .. an-↑pan,der sich natürlich auch direkt durch Entfernung der Gröfse p aus den einzelnen Faktoren der Gröfse
apn ≈ aip .. α,,ρergiebt. Ebenso erhält man den durch die Operation p aus der Form

w i η ο n t ÷ w o w 1 noal 1a2 ip 1 = alρ a2pentstehenden Ausdruck
_ B, «,—1 ila , H, »o Ho—1n,al lp a2p 2 + n2aip 1 a2 *p 2 sowohl durch Ausführung der Operation p an der Gröfse und demgemäfse Bildung des Ausdruckes(n1 + n2)α1"*α2"2√t*÷''2-l,als auch durch Vornahme der Operation p an den Faktoren ft, ∕∕,* und a2pn* und dementsprechende Bildung des Ausdruckes
paip .a2p -∖-aγp 1 .pa2p 2.Und in derselben Weise ergiebt sich ferner z. B. der Wert des Aus­druckes

p (apn)3e = p (αn)* pn×,wenn wir durch Anwendung der Operation p auf die Gröfse jpwz die Gleichung
p{a,l}*pn* -= wκ(αw)z2>wz~1
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oder durch Anwendung der Operation p auf jeden der κ Faktoren 
a,pn die Gleichung j>(αy>")κ= ×{ap,lγ~x papnbilden, in der Form wκ (apnY~, anpn~y.

3W. Das aus ⅜w(w—1) Faktoren bestehende Determinanten­produkt2 G1×2 · j CLg ß| 62 * ∣ 2 *' β∣ β 2 * * —“t t^∕ι β∣ β 2setzt sich aus den algebraischen multiplikativen Verbindungen der Gröfsen aln~,,.., ann~1 mit den Gröfsen e1"-l, e1n~2e2 , ..,e1e,"~2, 
e2n~1 zusammen und besitzt die Eigenschaft, dafs es sein Zeichen ändert, sonst aber denselben Wert behält, wenn man irgend zwei der Gröfsen a mit einander vertauscht, und also verschwindet, wenn man irgend zwei von ihnen einander gleich setzt, oder, wie wir uns kurz ausdrücken wollen, die Eigenschaft, dafs es für die Gröfsen α1,..,α,, eine alternierende Form ist. Dasselbe gilt auch von der Determinanteα,"^^,.. α,,"-∙ J e1n~, (e1,,-2)β2 .. (e1c2,i-2)e2"-t.Es kann sich daher von dieser nur durch einen numerischen Faktor unterscheiden. Dieser Faktor erweist sich aber als die positive Ein­heit, wenn man bemerkt, dafs das der Determinante angehörige Glied

al,l-'eln 1ain-'e,n-2e,.. an_H~' eie.ln~2ann~x e√,~1 auch in dem Determinantenprodukte auftritt, und es ist daher
ala1 j e,e2. .αn-,α,, ι ete.i ≈ a,n~1.. ann~i ∣e∣n-1. .e2n-,∙Und ebenso ergiebt sich, wenn ai .. an ein algebraisches Pro­dukt ist, unter Berücksichtigung des Umstandes, dafs ai,ai .. anein~^^ 

e2i~l ein arithmetisches Mittel vonß* Gliedern ist, die Gleichung
ΙΉ 1∖ 1∖ - - i »i—I η—1\ ο )' (w-1)∙αιαι∙∙α"∙∙α"αι∙∙α'*!e. ∙∙e-2«(«-υ= (—1) 2 α1w~*l.. α,1',~l | el"~l. .e2*~t.Nun bestellt offenbar für das algebraische Produkt der kombi­natorischen Produkte el'l~,. e.,"-’ und 1.. e ,M—1 die Gleichung(” 01) ∙ ∙ C-ι)∙e, ∙ ∙ ',i"~l 1 e,"1 ∙ ∙ ej"^^, = 1∙
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45Es gelten daher, wenn wir m -= 2 annehmen und also nur binäre Gröfsen in Betracht ziehen, die Gleichungen
-f 0 l)∙∙CZj)∙αιo^l∙∙"""^1∣e∕-'.

. el,'-1.. e2*'~1 und a,at .. a„ . .a,,ai.. a„
n(n—I)= (—1) 2 αl"-,..α√,~1 ∣e,"-,folglich ist, wenn wir sie mit dem kombinatorischen Produkte 

pin~,. .p,in^1 multiplizieren,α,,"-'⅛,"-'..ft"-'-(V)∙. α1"-,. .α∕-, I e1n pll',~' | . e.,"-»und ferner
alai..all .. anai.. an ∣p1"~,. .pltn~'H(N—I)= ( —1) * α,"^1.. ann~x ∣0∣"~,. .β2" ,.2bn-1. p,tn~' ∣ el"~,.. et"~,oder, da das (x, λ)te Element der links stehenden Determinanteαzα1 .. aupι~l ≈∙at. .anpλn. a~'pλ ’ ist, α,-1..ft~t ∣i>1-,.∙i>-,z j∕2⅞^ α∣n~1 . .t¾∕ι"~l ,g∣n~1 ∙ g∙jn~ι ∙P∣,l~l . ∙ P>tn^ 1 ∣⅛∣n ^ι ∙.f2"~1 j P∣".∙P∕,Dem in diesen Gleichungen auftretenden Produkte α1w-,.. αrtn^11 etn~i.. e.2n~t .p,n~i .. puu~i1 e∣w~,.. e2n^,kann auch die Form

ala2 | e,e2..α4-ι ete, ∙PιP . ∣ fi∣ε2 ∙ Pn-↑plt i Mi oder, da pip., =zPιP% δ∣βt.β1βs, u. s. w. ist, die Formα,α2 ∖plPi∙ ∙‰-ι «<« |p«-iPngegeben werden.Nimmt man
P i = tt| β∣β2,..,p∣ι = n,i c j e2oder

al = —pt I a„ = —p„ | fi,ε2und damitPl7½ i,e2 = α,Λ., | filr2, . ,p,, ↑pn | e1e2 = α,_,α„ I e1e2 an, so ist insbesondere □
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Cl γtt ι . «„ (λ i j 6 i C 2 ) ·* du tt i · · <Z„ («„ | e i e 2)
n(n-1)= (—1) 2 («/'-»..a"∣Cιn-' ..e√l-,)2.Hiernach gilt ferner, da wir für κ = 1,.. , r

_ d*dγ , ∙ (i∣ι
d | ∙ ∙ d∣'d-γ ∙ ∙ dj∖ ,  _Z ————— —

d yd £ · · dpund also- - . l χn-r «z«i. · «« fαx ∣ e,e2)"~1«i .. <ι,α, .. α,l(αχ ∣ β,e2) = r--------------------——i<<κ<<,.. «,· (αx | e,e1)setzen können, die Gleichung
>· ü·—υ(—1) 2 al..arai ..anr(ai ∣ e,e1)"-r.. (αr ∣ ele2),'-r 

_ «,«, .. an (al ∣ e1e2)w-1. .aral .. an {ar I e,e2)n~l(αl,'-∙.. α∕-11 e1r~, .. e∕-,)2
39. Die Determinante«,«,.. √+r.. ‰α1. .a.,+r .i√-,i"+r,ist sowohl für die Gröfsen a,,.. , a„ , als auch für die Gröfsen pt , . ., 

pn eine alternierende Form und kann sich daher von der Determinante
aiat ..an.. a,ial.. a,l pin~'.. j√,-t nur durch eine Form unterscheiden, die, vom Grade r in den Gröfsen 

alai ..an,.., allal .. aH und ptn~∖ . .,pnn~∖ sich aus den algebrai­schen multiplikativen Verbindungen dieser Gröfsen mit einander zusammensetzt und in Bezug auf die Gröfsen al,.., an und pi ,. ., 
pll symmetrisch ist, d. h. bei Vertauschung von irgend zwei der einen oder der anderen Gruppe angehörigen Gröfsen unverändert bleibt. Für 
r = 1 ist diese Form

a1a1 . . <l,∣ ∙ . <t,t<lj . . ft,, ; jp i ∙ .jp,, und folglich, da ein etwaiger numerischer Faktor, wie sich für pl = 
al βiβ2 ’ · · Ά? ≈= ¾ I e1e2 θrgiebt, ausgeschlossen ist,

alal..an ..anal..an ∖p∕ . . pnκ
= a1al . .an .. ana1. .an ∣jp,"^~1. .J√' ’

. α1α1 .. an .. anal ..an ∖pi*~'. .pS~'oder
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ax~i..an~,i ∣Pι~2..i>rt~2 = α1-,..‰-l ∣p1 x..pn 1 .<ι1-1..αw-1 ⅛1-1..j⅝-,.Die links stehende Determinante erhält man auch durch An­wendung der Operation p χp.. pnp auf die Determinante
die dadurch die Form(—1)" α1-t..⅜~l ∣Pi~2P∙.J>λ-¾>erhält. Es ist

PιP∙∙PnP α∣~,.∙⅝-1 ! ∕h '1 'Pn~x a -i n. ~2 ι> 2 n ~2≈f-lY» -_______ -____ _ _________ -, " n ∙^1 "∙^λ ' α1..ttnjpnund folglich. ι,x i∣p..pwp α∣-,∙∙⅜^l Ii>i^,∙∙aγ1
a. ~*.. a~1 p,~l.. pn~ = (—1)“-------- —~τ-- ⊂ι-------- ∑Ti—-Ί----- -7ax..anp".ax x..anx∖px x..pn 1oder, da

al~x >.an-l∖pi~l..pn-l

, a' n~i∙∙atfu~i I β<n~1 ∙ ∙ e2n~, 7'ι'' ' ∙∙ Pnn~x I «1·· £2M_I " 1) α1..αwp1',..α1..αhj),,"ist, αιn-l∙∙⅝-,⅛ι~l∙∙ΛΓl(— l)',α1 ..anpln..ax..anpn'l ∙PxP∙∙P,>p (pl..allpin)-χ pγn~x..=__________ _________ (α1 ..α,tj>√t)~1jPnw~l 1 e√t~1. . f2w~1____________________
a 1.. a,lpn irt ^1 · · P”~1 ( i 1 l.. ε 2” 1oder (wp1n~1 αl.. αrtp1w^lj> — (w—l)j>1,*-22>αι∣∙ ∙ <M√4)∙∙

= (npnn~xax ..anplin~xp -(n-V)Pnn~ipax ..anp,,n) ∣ c1w~1..e2w~1.
al.. anpn . a, . .allpln. . «i ∙ .pln~x. ■ J>,∕t~11 o”~* · · £2M_1Dieser Gleichung, in der die Gröfsen α, ,..,α,t links einzeln und rechts in der Verbindung eines algebraischen Produktes auf- treten, können wir auch die Form

a10p .. annp ∖ p1~x. .pn~l
= (nal . .a,lp-(n-l)pa, .. a,l)', pi∙n~2.. pn2n~21 f∣,,~1.. f√t~1α, . . a„* p,2nl. .p,iin~1 | i,n~l.. il" 1 geben. Zerlegen wir die links stehende Form in eine Summe, indem
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49wir auf die einzelnen Faktoren de« kombinatorischen Produktes Pi-,∙∙2,m-, die Gleichung/)“’ = (e,«; 2)(-l)z ja-' e,-,-zt∕ . el~t~xeix an wenden, so ergiebt sich als Koefficient der Gröfsejp,~1e1-,-^zι fi2zι . .jUrt ^, £j*«die Form(—l)z,+',+*" α,θ∕>.. α,toju ∣ (β,-,-zι β2*,). .(ß, ^l~z" e1x∙,y oder, wenn wir p = ß, annehmen, die aus den Gröfsen— α,0 β,~1 β2,— α,t0β,~, β2 .zusammengesetzte symmetrische Formα,0..αwθ j(— e,-, β2)z,.. e,~1 c2)z,', *während wir durch Bestimmung des Koefficienten jener Gröfse auf der rechten Seite einen dieser Form gleichwertigen Ausdruck erhalten, der die Gröfse al .. a,i in den Verbindungen mit den Gröfsen ß,",.., βjw enthält,. Für ai.. an== an sind die Gröfsen— αl°β,-,β2,..,—α,tθe,~1 e2die Wurzeln der Gleichung αn ß,-Mj?° = 0, und es ist somit eine jede ganze symmetrische Funktion der Wurzeln dieser Gleichung durch ihre Koefficienten darstellbar.
40. Das Produkt

«—1 »i—I »ι-l »i—| »i—1 w—1 »i—1 n—1
«,,, ··«,„ ∖el ..β2 . α34 ..a,n \ e, .. e,ist u. a. durch die Determinante(, »i—l,2 . . z η—1 2 i»i »i—1 »i— 1 | »i—l η—1((e, )+..-Kβ2 ) ) } ..aln ∣ α23 ..αa,,1oder (β1")2 fe∙j,l)2 \n η 1 >1—1 | »»—1 »1 — 1darstellbar.Ferner können wir das Quadrat(α,n^,. . αww~, | ßjn ~,. .β√'~l)2durch die Determinante(αl2"~2+.. + α√2* -2)'i (β,n~,.. eln~ und allgemeiner den Ausdruck(α, v, n)υi.. t>r(α,r-1.. «/-' ∣ βlr~1 .. β2r-,)i durch die Determinante
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(^1α12r~'2 ÷ .. + ⅞α√r^2)r (etr7, .. e,r'1)2ausdriicken.Dieser letzteren algebraisch - symmetrischen Determinante kann auch die Form(v1α,e,2'-2 α,0 + . . + vw⅝err-3⅜0)' ((e∣^, e,)θ . . (ei~, e,)r~1)- gegeben werden, in der, weil dadurch der Wert der Determinante nicht geändert wird, die Grofsen el und e2 auch mit einander und einzeln bezw. mit den Grofsen —el und —e, vertauscht werden können, und in der ferner das (κ, Z)te Element die Formt⅞α,e12'~2 (α1θe1-,e2)*+λ*2 +.. + υnanel 'ir~2 (a,l0et~' e2)*+λ"2hat. Sie läfst sich also in dem besonderen Falle, wenn man dieGrofsen vl ,.., vn so annimmt, dafs
2,—2 1 „ „ Ir—'l ,V∣ ÖS( βj — 1,.., Vndrβγ 1ist, durch eine Determinante ausdriicken, in der das (κ, 2)te Element unter Voraussetzung der Gleichung α1. . an = an die Summe der (κ-t-2—2)ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung α'ii .j-"∕)θ = 0 darstellt. Diese Determinante ist(«,»+.. + ⅝∙y((-⅞-' V· · <⅛r,)i ·

41. Aus der Gleichungα,α21 e1tf2. · α>t‰+∣ ∣ e1e2 = rt1,i. .α"+∣ ∣ eι**,' es* ergiebt sich, wenn wir
p ≈ a,t+l | e,e2 oder «»+1 = ~ P I 4i£iund

= a1 .. nnsetzen, die Gleichungα1w~1. .ann~l | c1~-,.. e2w-' . apn = (p | e,«2)” α√i∙ ∙ a»M I eι"∙∙ e∙√i und aus ihr, dag>∣mΛV-z = (-ιr-⅛1w-⅛∕ist, die Gleichung
' | .√-'. a∙,e,*-*et*

-ain.. aπn∖ e1"..(<√+, e2"+'^*) .. e,”.Giebt man ihr ferner die FormScbendel, Grundzüge der Algebra. 4
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50(— 1 )n. α1w~,.. αn*,-11 β1*~,.. e2n~l. apn 
= a1n.. a,ln (p ∣ *1ε2)',ε3n∣e1n∙. e,ne3''und multipliziert sie dann mit der Gleichung(— l)w+1 .ain~i. .ann~x | e,"~l.. e2w^^,. aplt*
= al,l.. annε3n(p11 ε1fi2)" ∣ eln.. e1"e3n nach der Multiplikationsformelit j . . tt∣n | 61 ∙ . β∣n · P i ‘ ' P∣ιι j έ ∣ · ·

== | ß | · P i Έ ∙ ∙ Έ ß | · Pnx ) · · V® 1 · P I ~F · · m ^,n · P ) I 1 · ‘ m ’so erhält man die Gleichung— (α,w~,.. αwn~, | e1w-t.. ⅞"-, )l apu aptn = (kα12n +.. + an2n) βln + (p I ε1 ¾)" e1w. e3w) .. ((α,2 » + .. + ⅜2m) ¾"
+ (P 1 ¾⅞)" eιn∙ f3,t)0h I Ma)w , eι' ∙ ∙ √,<√*> in der das (x, Z)te Element der rechts stehenden Determinante für x = 1,.,+ 1 und Z = 1,.., η + 1 die Form(<⅞2w+∙ .+α/1-η)β,2Λ+2_ζ_λ e∕+λ-a = α1e,2w(α1θe,-1 eJκ÷z^2 + .. + ⅜e12w(⅜0e1-,e2)x+λ^,ferner fiir x = 1+ 1 und λ = n + 2 die Form(7) j f1e2)w e1n+1^z e2z~, = (—l)*-1 pεi*~l pε2n+l~*und für x ≈ n + 2 und Z = 11 die Form

(p1 ∖εlε2)n e1n+l~λ e2λ~1 = (—l)λ-lp1ε1λ-, p1εin+,-lund endlich für χ = n-t-2 und 2 = n + 2 die Form 0 hat. In der Determinante können die Gröfsen e1 und ß., auch mit einander und einzeln bezw. mit den Gröfsen —e1 und e„ vertauscht werden.
4«. Die aus der Form ap,t~l durch Multiplikation mit (ε,ε2-,)z~17>θ hervorgehende Form

an~i (ε,ε2-,)z~,7>"~1ist, wenn p eine Verschwindungsgröfse der Form (ε1*l — ε„η)ρ* oder eine Wurzelgröfse der Gleichung (ε1ε,i-l)"7>0 = 1 und folglich 7ιθt1 
ε2~1 eine nte Wurzel der positiven Einheit ist, infolge der dann geltenden Gleichung(ε,ε2^1)z-,7)θ≈ (ε,ε2-ι)Ζ"“Μ^1 P° eine Form (w—l)ten Grades für p, in der der Koeflieient von 7>m-, fiin-λ ε√~l
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("-i)α"-' 0.ε2~')z-1 e∣"-i e'-λ~'für Ä{- κ — 1 > n die Form 'l,"1 √-*annimmt und demgemäfs aus dem entsprechenden Koefficienten in der Form apn~’ dadurch hervorgeht, dafs man in diesem das λ für 
λ -f- κ — 1 ≤ n um κ — 1 und für λ 4- × — 1 > n um κ — n — 1 ver­größert.Die n Formen

an , (e1ε2~,)θ-Pn~, »· ·» a"~1 (fi1i2-1)"~,i,w t haben also, wenn p eine Verschwindungsgröfse der Form (ε1**- ε2") 
pn ist, die Eigenschaft, dafs ihre Koefficienten in der Verbindung mit den zugehörigen Binomialkoefficienten der Reihe nach durch cyklische Vertauschung aus denen der ersten Form apn~1 hervor­gehen.Wendet man auf sie die Formel.. α√*-1 ∣i>,"-,. .7>√'-, = θ 1 j .. · α1n-1..αnn-1∣e∣n~,• ∙ e2n", ∙7√'-1 ∙ ∙7>n"-t I «in_1 ∙ ∙ i-n, an, indem man die Gröfsen pλ,..∙,pn als die Verschwindungsgröfsen der Form (fij', — ε9")j>κ voraussetzt, so erhält man, da die Deter­minante α"~l (fi1e2~,)° ∙ ∙ rt"^^, (eι¾^^,)n-1 ∣2,ιn^1 ∙∙Pnn~1 in der Formα"-1 ε1~*+, τ>,θ. . αn-* εs~"÷, pn0 . εin~ 1. . e1"~l 7>1,l~, . ∙Pnn~x oder »(»—!)(—1) * an^~x εi~n + x p10..an~l ε2~^n + 1 pn0 

∙Ptn~l ..pnn~l [εtn~i ..εin~ldarstellbar ist, die Formel win~V∕n-l∖ In—
dn~~l ε2~n + l pl0. .an~1 ε2~n + x pn0=(—1) 2 * 0 ∕"∖n-l∕' 

an~l (<e2-,)θ..α"-1 (e1e2-1)w^1 I eln~l.. e.2n~l.

-13. Das Determinantenproduktitj6f2 1 du | 4*
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52läist sich durch das dreiteilige Produkt6lj6t<, i t/jCo · · —1 6t∕∙ 63, C2 · 6t, · · 6t∣*w ' (ttr-ρ∣ [ 6J,62.,), ∙ ∙ (tt,, β, 63.,)
• 6t,-μι 6t,+2 | 63, β2 ‘ , —1 Q,n I 63 , 63 2darstellen, und es ist daherα1n-1.. ααn~l | e1,*-l. . el"^, = α1r~l.. arr~l I e1r~,..«.r^,. αr+i^r~l 

.ann~r~' ∣e,"-r-l. .e,,*-r-l. al. .a,n~r (α,+ι ∣e1e2)r ∙ ∙(α-* I e1e2)' ∙
44. Scheiden wir aus dem Determinantenprodukte

6t ∣ 6t 2 β , β·· 6t.^__ | 6t | 63 1 63 2die Faktoren, welche die Gröfse ax enthalten, und damit das Produkt6t,αz | e1e2. .6tz-1 ακ e,e1 .6t√tκ+, ∣ e,e2.. axan∖ele, aus, so nimmt es den Wert
n-2..6t n-'l a 9-i, n-2 n-‘i

, x—1 x+i «11 £an, und es gilt, da das ausgeschiedene Produkt durch (— ιyt-z ⅛zα1.. an (aκ ∣ e1e2)w-1darstellbar ist, die Gleichung6t1w-~l .. ann~l ι ein~l.. e2w~l = (—l)w 1 axal. .an 
(ax j e1β2)w-^1. αzw-2 6t∕'-2.. 6t∕-2 ∣ e1w^^2 .. e2w^2.
45. Die Determinanteα1w-1 ..α∕~1 ∣e1w-1(e1w-2e2) . . (ele,w "2)«?“λ √^,), die mit der Determinante

ayn-χ ..ann~x ∣e1w~1 ..e2w^1bis auf eine Vertikalreihe genau übereinstimmt, ist, wie diese, für die Gröfsen ai , . . , an eine alternierende Form und unterscheidet sich daher von ihr durch eine für diese Gröfsen symmetrische Form. Γη der That ist, da man dem Koefficienten des Elementes αzw-1 e,w-^e2λ~l (_1)—..α∕-ι ∣c∕'-∣ (e,->-%2).. (ele∕ ∙j)die Form
<ι,a,.. a„ e” 1 . (_ 1’ <√- 2 a,»*2.. α√'-21 e,»“2.. ,√ 2 und demzufolge nach dem vorigen Abschnitte die Form
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axat. .anetn-l .aln-l ..ann liela~1..e2n 1∙∙⅜ (⅜∣M2Γ~lgeben kann,
ain~i ..ann~11 et n~l (el n~ 2 e2) ∙ ∙(e1√1 ~ 2) (e1*-λ √~1)
_ alai . .⅜e1w~1 α∕~1 + + anal . . M1*~1 ann~ 1αlα, .. ⅝(α, ∣ele2∕z~1 anal . . ⅝(⅜∣ e1e2)w-1elw λ√~1 .α,w~1 ..<-1 ∣e,w~1 ∙ ∙ <⅛n ~1.Die symmetrische Form

alal..aneln~' aln~l anal ..anel'i~l ann~∖(- —; ⅛ -j + · · + _— - —-—— .τγ) ¾ »α,α,..α√α1∣e1e2Γ anaγ ..an(an ∖eiel)ndie nach der letzten Gleichung für Z = l,..,w- 1 den Wert 0 und für λ == n den Wert 1 hat, erscheint, dap"“1 — (<!.£;'-') ¾,,-zund somit für p = att eie2 und also pεt = ai,e2, pε2 =— aκei(αx∣e,ej)w~1 = (e,fi; 2)(- l)w~λ ("_J) axn~ l eln l √~,

„ X—1 „ η Λ • eι bιist, in der Entwickelung des Ausdruckesαlα, .. an eln~1 α∣e1n-∣ e∣¾)wι~1
aial..an(al ∣ e∣e2)w^l 

allai. ■ anetn~i ⅝etw ~w, (⅜ 1 e1⅞Γ1~l⅝αt ∙an(anMn'lals Koefficient von ( — l)w* λ ∣ )eiZ 1 c2,'1 Z·Im Falle », <w verschwindet daher dieser Ausdruck identisch, weil dann λ nur Werte annimmt, die kleiner als n sind. Nehmen wir also insbesondere w, = m-1 an, so ist, da für diese Annahmeακtt,.. ⅜√i~1 axeln~"' = al.. anein ist, (α∣ ∣β,⅞)w~2 + (⅞ cte2γι~2______= θ
a,a,.. a,l (al ! ele2)" ~1 a,tal. . a„ (an ∣ c1 e2)" '1oder, wenn wir
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P∖ = α1 I c,c2,.., pn = an ∣ e1c2und also p{ pi i1ε2 = rt1α2 I c1c2> u∙ s∙ w∙ sθtze,bJ√i~2 Pn~~ ·· ·:------------±,---------------+.. + z----------------  —--------__η = θ∙
PιPι ∙ Pn(Pl M” ∙ PnPi--Pn(Pn ile2)". vs ί ' S \ \s V V

46. Die Determinanteα1w-1..αwn-, ∣e,w-1..e2w J| setzt sich, da wir sie durch den Ausdruck. α1w-,..α∕-1∣e,w-1..e," 1 
axal.. a,l {ax ∣ e1e2)π < ——----------- ——------1— ,ακα1..⅜(αx[e1e2Γin welchem αxα,. .an(ax ∣ e,e2)w~1

=(e,ε∙,2)(- l)n~λ axal..anelλ~l e1n~λ axιl ' eln~ λeii~list und ferner der Quotient nach der im 44 ten Abschnitte gegebenen Gleichung die Gröfse ax nicht enthält, darstellen können, aus Glie­dern zusammen, die aus dem Ausdruckeα∕~1 e1w~⅛2λ ^1 . (--l}n~λ (*-1) ⅛α1 .. ⅝√-1 e√i~λ' αin~l..⅜w'l!^""t∙∙e2w~1 
axai.. an {ax ∖ e∣e2)w,-1 »bei gegebenem κ für λ = 1,.., n hervorgehen, und es ist daher<zτe7zχ√=r=(-l)il-λ J) .'λ-1Z rtzα,. .αrt(αx∣ele2)w 1>'Λl i. ·«.,·· ,∙i »C λ «

4T. Sind die Gröfsen α1e,, α1e2;. .; anei, ane1 mit den Gröfseu 
pn ^^1 εln~~l ,.. ,pn~l ε.1n~l durch die Gleichungen

al p*-i = ,.., anpn~i =υn
, , . · n oUb ··. ∙tverbunden, so ist

pn~1 ≈ vialn~'+..+vnann~lund daher der Gleichung
C∑J) t∙"-' eS~' “ e∕-^e∕-1 . ,zufolge ’r ,v9l,0
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ln ¼ —1 - η—χ - χ—ΐ n »—1 I ∣ n η—l∖ . n-xo κ —I«ι «2 = G>∣α∣ +∙∙ + ⅜⅜ )e, e2oderχ-⅛,= (-i)"-'(--------------7,⅛—'√>-r +■·'
d^dγ∙ ∙ dn ∖d∖ j Cjβ2). Vn<ln λ „ Λ, Z> *-1 Λ « -X+  ------------7  ------- 7ΣZp iil ■ ∙ a,>l c>e2∙⅜αι∙∙⅜(⅜l ¾e2)wSind dagegen die Gleichungen((”o l)α∣n-,e∣n-l.e1"-l+..+("~J)‰"-,eι∙-,.β2"-l)7)∙-'-t>,..........

gegeben, die dieselben Koefficienten, wie die vorigen Gleichungen, nur in einer anderen Anordnung enthalten und aus ihnen, wenn man sie in entwickelter Form darstellt, durch Vertauschung der Gröfsen ακn^l und e,n-* e2*^^l hervorgehen, so ist( χ∑ι)P"^, fi∣n^*eix^, = αxn^1 (v,e√∙~1 + . . + rnejn-,)oder ("Ξι1)ι>"-,¾fflι ∙ .α.((-!)—1 !>, (”o 1) eι"^l + .·+(— 1)"<⅛C,ιΞι)e∣"-')∙ 
axal ..an{ax ∣ e,e.i)"^lIn dem besonderen Fallet,,≈(-l)>-'1,1ist darnach t

ln-11 _ ¾α,..a,j>∣,ι-1'x~1' ' ^ αi,α1. .a,,(ax∣e,ei)"^1
‘L· ■ * · ' v

49. Die Subdeterminantefltκ7-lα1^1 ∙ ∙‰~1 I Pλ~γPΓi∙ Pn~l, . welche den Koefficienten von axp∙, 1 in der Determinante al~~ 1 
. .a,,~1 | Pι~1 . pn~1 darstellt, ist, da in ihr die Gröfsen ax undjp; fehlen, unter Berücksichtigung der Gleichung
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56α.^,∙∙α~, ∣2>r,∙ ∙1>h^,= f_ 1√⅞~ α»,,~1 ∙ · a'"~11 e. n~1 ∙ ∙ ⅞w~1 · P, w~l · ∙pn n~l* 1 g. n71 ∙ ∙ ¾"2,. ~ ' ' α∣ ∙.αn"Pιn∙∙Pn,*durch den Ausdruck
(«—l)(w-2)(-υ 1_α∕-2 α1n-'z.. α,t"-2 j g1n~2.. e2"-2.^χ"-2j>l"-2. .pnn-21 e∣n~2.. e2,,"2 

axai.. an"-' pλn~' pi*-'. .pnn~'oder also, da dem Zähler die Formα,"-1.. fl,,”-1 j g,"~,.. g2"-l .ff,w~1. .ff,tw~l [ e∣,l~1 ∙ ∙e2n~1
axai.. all (a,x ∣ glg2),i-'. pλpy. .pn (pλ ∣ e,e2)",-'und dem Nenner die Form

a,. .annpin . .pnn .axpλ---------------- -------- ------ --
p,..pnaxn . al.. anp)ngegeben werden kann, durch den Ausdruck

, pi..pnaxn . ai. .anpin( — 1) —-------------------------------------------------------------------— ∙ αx pi -t
ailai .. an (ax [ g1g2)"-,. pλpl. .pn (pλ | e,£,)". αl~l.. an~' ∖pi~'..p,Γl darstellbar. Folglich ist «z“' Pλ~1

pt..pnaxn .at. .anpin≈ ( -1) r------------ —------—— ------------------- -------- — ∙ axpλ-'.
axal ..all {aκ∣g . p,pl. .pn {pλ . εiε2)

49. Sind die Gleichungen(α, j>,~, + am 2>ι~, . εm)p = vi,..,
(a , p„i —1 + am2>m — ’ · £m ) p — Vmgegeben, so ist

Pε× = «z_‘ 0>l Pi~l + ∙ ∙ +Vml>m-,)oder
z Pi∙Pm<*x,n ai..ampimpeχ = (-1) -⅛------------ ------- (_------ _ -------

αzα1 ..α,,l(αzl g,g2)"' 1 p,P,∙∙pm(Pt εiεi) 1

. 1 ai..ampιnm λ.ytακjp, 1 + ..+r---------- l--— ------~-vmaxpm ’).
pmpl.∙Pm(pm∖εlε2)','-l
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57Und durch Vertauschung von a und p ergiebt sich natürlich die Form, welche y√tz für die Gleichungen(α,j),-, + .. + axpm~' .em)p = v,
(p∣nP { · £, ^^f^ ∙ ∙ ^t^ O>mPm ' · ) p — Vmannimmt.

Drittes Kapitel.
Formen, deren Verhältnis für eine Anzahl gegebener Werte 

der Veränderlichen gegebene Werte annimmt.

5(1. Es ist leicht, für die Gröfse p eine Form zu finden, die für p=ιiι∖eie2 den Wert y,,.., für p «= an I c,c., den Wert 
Vn annimmt. Der Ausdruck

a2.. αnffw~t___α2..αn (ai ∣ e1e2)n-,hat für p = ai je,β2 den Wert 1 und verschwindet für p = ιι, eiβ2, 
..,p = an∖βle.i, und dasselbe gilt von den übrigen n—1 Ausdrücken, die wir in entsprechender Weise bilden können, für die entsprechen­den Werte von p, folglich ist jene Form

vlaiai ..allpn~' i υnana1.. anρn~it-vθ  j JJ — ~ - I · · | _ ——. ■
(t | (⅛∖ · · (61/1 | £ 1C 2) 1 Qji∖Qj j · · Ctn ((%n J ∙ιSie geht für r= 1 aus der Form ro-t)

«o,_rpn~r = (—1) 2 («»«>; w)

vi.. vral. .arai .. an pn~r
al ..a,al. .anr (α, ∣ e∣e2)"~r. .(α,∙ ∣ e,e2)n~r hervor, die für r = 0 in die fürp = α1 ∣e,⅞,.. = «,. ∣ c,e2verschwindende Form

apn = al.. a,,pnübergeht.Setzt man in dieser Form p — al j ete,, so verschwinden alle Glieder, die v1 nicht enthalten, weil in ihnen im Zähler al vor­kommt, und sie verwandelt sich in das Produkt aus vi und dem Ausdrucke
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(-1) 2 (tt,v∙,w-l)----------------- ⅛U⅛-------------------- -------------------- .

a2..ala2.. anr~' (α2 ele2)''-r ∙ ∙ («» ! e1 e2)"~rΙα diesen Ausdruck verwandelt sich aber, da (—1),~1 «i ∙ ∙ al pr~iα,r~1(α21 e1e2)∙ · («r| e,e2)für p=ai I e1e2 der positiven Einheit gleich ist, gleichfalls für ∕>≈≈α∣| e, e2die aus ihm durch Multiplikation mit diesem Ausdrucke hervor- geheude Form
Cr—1) (r-2)¾,∙-ιPr^l = (-1) 2 (a,v∖n)

__________ v1..vr a2 ..alpr-ι________
a2..a, al.. anr~i(a21 eiei)"-'+,. .(α,∙∣ e1e8 oder in anderer Gestalt die Form

(r—t)(r——¾)P'^1 = (—0 2 (a, w, n)
__________________vt ..fl∣-ι ai. ∙ar-ι pr~x__________________
at ..a,-lal..anr~i(at ∣e,e2)n-r+,. .(α,-t ∣e1e2)"~r+'Die Formen α.>,-r∙P", ’ ⅜,r-1 Pr~'haben also die Eigenschaft, dafs ihr Verhältnis für p x at e∣e2 den Wert v,.., für p = a∣, ∣ e1e, den Wert v„ annimmt.Die Form a„ . nr~x oder die Gröfse αn rr, ist für r=l derU,Γ—I U,F—Ipositiven Einheit und für r = 0 der Null gleichwertig. Vergl. Ser r et-Werth ei m’s „Handbuch der höheren Algebra. Leipzig, 1868.“ No. 232 und weiterhin No. 253—261.
öl. Der Ausdruck Lu-t)(—1) 2 ä, ..arai.. anr(ai ∖eie2)n~r. .(ar ∣e1e8)n"r, der in der Form a0_rp*~r und mit einem um 1 kleineren r in der Form αθl.-l∕)r-1 auftritt, ist nach der letzten Formel des 38ten Abschnitts in der Form

a,ai. .a,,(at ∖ e,c,)n~,. .a, ai. ‰fαrle∣β8)w~t(α,r-'.. alr~i | e,r~,.. e2r~i)i und daher, wenn die Gröfsenil∣ 2^ | | tt j . . Ctn (tt∣ t,∣ C 2 )** ’ » · · 5 P | (f>ιι (⅛∖ ∙ ∙ tt∣ι (tC∕ι , C j β2 ’oder also die Werte, welche die Form
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'ppiaρ* ≈ alplalal.. a,,pn~' +.. + α,l7>1‰α1. ∙ a,ipn , für die Verschwindungsgröfsen der Form apn anuimmt, durch> · · , W»bezeichnet werden, in der Form
ul.. ur(α,r~1.. αrr~1 | e1r~l.. e2r-1)l «1.. a, pl' darstellbar, und es ist somit

«0 -r P"~r = uιn) 77 ^' («1 ’-1 ∙ ∙ α'∙r^, I e,· ∙ ¾r-,),

al. .a, pir al..aral . .anpn~r,«o,-⅛r~* = (a,υ,u-,n)(«,r~2 ∙ ∙ αrZ,~21 V^2 ∙ ∙ e√-2)2
tVj ∙ . fcfp---1

al ..a,-↑plr~' a1.. ar-↑pr~,.Wir setzen nun
wlu1 _ wllun

“ β,i>7i=i e.A»-«und betrachten also die gegebenen Gröfsen υl, ∙. ,vn als die mit den Gröfsen w,,..,w,, multiplizierten Werte, die der Quotient7Ψι aPn
>.■·,· PPi∖ει^2r~2für die Verschwind ungsgröfsen der Form αj)rt annimmt. Es ist alsdann

r⅜>l..∙¾ ~wi..wr vi..v,-{ w,..wr-↑
ul. .ur ~ (α∣.. a,pιryir~i' ul.. u,-∖ ~~ (ai ..ar~∖Pιr~l)2r~'lund demnach endlich

a0l-r pn~r ≈(a,w∙, n) u}iai0pi.. wra,0p,(αι0jPι~r+l · · «»°Pi-r+11 eι,~1 ∙ ∙ e2'-l)2-P~r · α∕j",
a0,r-iPr~i≈(a, w∙,n)w1a10p1-i. .wr-ι al0-∖pi~i

(al0pt~r+2 ∙ ∙ ar-ιpi~r+2 ∖ e,r~2.. e2r~2)2pr~'oder
⅜ t-rP*-r= (w√^∣θ7Mttι°77Γr+1)2 + ■·

+ wnan0pt (α,⅛-r+l)2)r (e1r^, .. e2r~'γp~r .aρn,„ ⅝t>-1P'^^, = (m7iα, °Z>i, °Pi~r+2)2 + · ·+wnαn0jp1~1(‰θp1-r÷2)2)r-1 (e1r-2.. e2r~ifpr-'.Die Determinante(w,α1θp1^" (α1θp,-r+,)2+ . . ÷ wn an0p1~κ(an0pi-r+')2)r

(e,<-<.. e1i-ιr-p"r, ..
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60die hiernach für « = —1 nach Hinzutritt der Form apn als Faktor die Form a0 _r pn~r und für α = 4-1 die Form a,∣rpr darstellt, ist, da man die Determinante(α2)", e1.. em-die (Hefse’sche) Determinante der quadratischen Form ap2 nennt, die Determinante der quadratischen Form
(wlai0pi~u (α1⅛4-r+l)2 +. .+wnan0pl~a (α,⅛-r+l)2)ptt ⅛√~l),∙ Sie ist adch in der Form

(wlal0p1~w(α1θj)l-r+, e1r^1)2 α104-.. + wnan0pi~u 
(allnpl-r+' eir~')- α,ιθ)r ((- e,~, e2)0 · · (—e1~, e2)r~')-p"rdarstellbar. Fiir p = pi nimmt sie die von cc unabhängige Form(w1 <α1θτ>ι~r+,)2 + .. 4- w,∕ah02>1~r÷f)s)r (e1r~l.. e2r~i)- und in dem besonderen Falle

W1 — 1 ,.. , Wn = 1 und pi = eldie Form (α1θ + .. 4-α√,)r (( - e1~, ei)θ ..(— e1~, e2)r-,)- an, in welcher das (κ, λ)te Element die Summe der (z + Z— 2)ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung αne,~"2>0==θ darstellt.
52. Nach dem löten Abschnitte ist die quadratische Form αj)2 in der Form

t y fα^w-ir+, β× ■ ∙ e"ι 1 ^z+, ‰ ’ * e"' ∖e×" e"l y
1 i (at)"l-x ex+↑.. em ~ (al}m~*+' ex.. em~darstellbar und geht darnach in diese Eorin über für 7> = ppi .p, + .. + pρlll.pM,wenn man(<12),h * βχ+, , , ! ’ ^"l (fl>~)m x~^ ' βχψι · · Cm t · · ,'"'(α2),"-* eκ+,.. eιn 2 (α2)"t~x+, βx.. em-an nimmt.

53. In ein Aggregat von m Quadraten linearer Formen für 
p kann die quadratische Form ap2 auf unendlich viele verschiedene Weisen verwandelt werden, denn diese Verwandlung erheischt für die Gröfsen 74 ,.. , pm, vermittelst deren sich für

P ==PPι ∙ 24 +∙ ∙ + PPm · Pmdie Form
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ap2 = ppi 2 . apι 2 +.. + ρpnι 2 . apιn 2ergiebt, nur die Voraussetzung
aiPκPλ = θ∙Diese Voraussetzung, nach der für die m2 Substitutionskoefficienten jp1fc', , .. ,pmεm πur ⅛m(wfc—1) Gleichungen bestehen, hat zur Folge, dafs die Determinante der transformierten quadratischen Form

(ar)mPι. .pιni = apl2.. apm 2ist und demnach infolge der Gleichung
Pi · · pin ~ Pt · · Pm ; G ∙ ∙ G∣n · . . ßmdie Gleichung

apl2.. apm 2 = (α2)", e1.. em-. pi. .pm∖ εl.. εm2 gilt. Die Koefficienten der Quadrate sind daher sämtlich von Null verschieden, wenn die Determinante der quadratischen Form und selbstverständlich die Determinante der Substitution nicht verschwinden.In der Darstellung des vorigen Abschnittes ist die Deter­minante der Substitution gleich Eins, und die m Koefficienten, die alle aus der Determinante
(α2),n-Z+1 f,* . 6mldadurch hervorgehen, dafs man der Reihe nach eine jede der den Werten κ = 1,. . , m + 1 entsprechenden Determinanten durch die nächstfolgende dividiert, sind von Null verschieden, wenn die Deter­minante der quadratischen Form nicht verschwindet.

54. Bei allen Darstellungen der quadratischen Form ap2 durch m Quadrate ist die Anzahl der positiven und der negativen Quadrate unveränderlich dieselbe. Dieses sogenannte Sylvester ’sche Trägheitsgesetz der quadratischen Formen, welches nur an die Vor­aussetzung geknüpft ist, dafs die Koefficienten der quadratischen Form und der Substitution reelle Gröfsen sind und ihre Deter­minanten nicht verschwinden, ergiebt sich, wenn man die Gröfse a durch die Formen« = «JPi · JPi + . ÷ «/>»» · P«» "=α⅜,t.¾l+∙∙+α¾m∙⅞mdarstellt und aus ihnen durch algebraische Multiplikation mit der Gröfse
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2>∣.∙K-ι∣i,o,∣∙-Po,rdie Gleichung
apr.prpi . .pr-∖ | J>o,ι · · «o,r + .. + apm . pιnpl..pr-↑ ∣ p0ιt . .p0r

= aPθ,l Pi ∙ P'-l∖Pθ,tPo.ι ∙.p0lr +∙. + O2Λ.,r -Pl ∙∙Pr- ∖ ∖Pθ,rPθ.t "Pθ,rableitet. Es ist dann, wenn die Gleichungen
a'PxPλ = θ, β‰flu-0gelten,

ap,1 .prp1 ..pr i |∕>0,∣ ∙ ∙∕>o.rβ + ·. +npmi. pmpl..pr-ι ∣ j¾>,∣..pn,ri
≈aPo,itPι ∙∙P∣∙- i ∣io,ιl>o ι..Ρο/+.· + «Ρο?·/ι· Ä-ilÄ >p0li∙.p0,ιi und ferner, wie sich durch Vertauschung von und p0 y und Ver­minderung des r um 1 ergiebt,

<i∙‰ ∙ ∙‰-2⅛t∕b ∙ ib~12 + .∙ + αpr-12 

.‰,1 ∙∙l>or-2 ∣2b-ιi>1 ∙.R-12

= ®Po,r—1* · Po,r— 1 iA),l · ·Pü,r—2 ! Pi · · Pr— , * + . ∙ 4^ ^Po,nι 
∙Pθ,mPo ∣ · ■ Po.r—2 ! Pt ∙ ∙Pr-12·In diesen beiden Gleichungen sind die Determinanten reelle und also ihre Quadrate positive Gröfsen, wenn die Substitutionskoefficienten jpzfiλ und J>0.zeλ rθell s*nfb we∏ θs d’e Gröfsen Pq,xP)l und ∕λ,juo χ, aus denen sich die Determinanten zusammensetzen, dann auch sind; es ist nämlich z. B.2>o,xÄ=Ä ei ∙Po,× «1 + ∙ ∙ +P)ieιn .p0'χ εmund darin

PλPι ~P* I Vr 
pλe.. = ------- -------- ;------------ — ‘

pl.∙pm∖ Sf . £mSind also von den Koefficienten api 2,.., ap,n 2 in der Darstellung der quadratischen Form durch m Quadrate r—1, sagen wir die Koef­ficienten apii,.., apr-↑i negativ und somit die Koefficienten apr∖ 
.. , αρ,η* positiv, so können von den Koefficienten ap0,ι1, . ■ ,ap0,m* in einer anderen Darstellung der quadratischen Form nach der ersten jener beiden Gleichungen, da in ihnen die Gröfsen ^)0(X auch durch eine jede beliebige andere Kombination ersetzt werden können, nicht mehr als r—1 negativ und nach der zweiten nicht mehr als m—r+ 1 positiv und also nicht weniger als r — 1 negativ sein, und es sind daher von ihnen gleichfalls r—1 Koefficienten in der That negativ.
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63In der Darstellung des 52ten Abschnittes ist die Anzahl der positiven und der negativen Quadrate gleich der Anzahl der Zeichen­folgen und bezw. Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der Deter­minanten, die aus der Determinante(α5)m~*+, ex .. em - für κ = 1,. ., m + 1 hervorgehen.
55. Soll die Umwandlung in ein Aggregat von Quadraten durch eiue orthogonale Substitution bewirkt werden, so mufs nach dem 32ten Abschnitte die Gleichung

PxPk≈sMgelten und daher die aus der Form
(,λ = <⅛pi Pi + · · + e).Pn ■ P>nhervorgehende Gleichung

a1Pxeι ≈M . apx*die Form
.apxannehmen. In dieser Darstellung der quadratischen Form genügen daher die Koefficienten apx2 den Gleichungen

a~eipx = apx2 -Pxβ∖ ,.., alem px = apx2 .pxsmoder
(a2el — apxi. εl)px = 0,.., (a2e,n — apxl . εm)px≈0 und sind daher die Wurzeln ihrer Resultante

(a2ei — apx2(α2em — apx2. ) I e,.. em = 0.Sie sind, wie wir weiterhin beweisen, sämtlich reell, wenn die Koef- ficienten der quadratischen Form reelle Gröfsen sind.Giebt man übrigens der allgemein gültigen Gleichung
=P×βk ·die Form <*2√ ∙⅛ = β⅛,so erkennt man, dafs¾1* ∙ ∙ <*P√ ∙ P×l ∙ ∙Λ∕' ·' P>n I ⅛ι .. ξς «,. · «m 

≈ pi . .p,n I G · · · («2r PXi . .pX)i I % · . eλw
ist. -
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•56. Die quadratische Form(w>,al 0∕q ~'t(a,θy>, -,,+1)2 +.. + wnall0ρl ~n (all0p, ~"+,)2)pa(Pt ,o"~ l)2, deren Determinante(w1α1θ∕>1 -" (α10Pι~w+,)2 + ■. +wllall0pl u (a,,0pi-n+'')2)n 
(c1m^^, .. e2,,-l)-j)ftw ■ · ∙ ∙ 'i x ' inicht verschwindet, wenn wir die linearen Faktoren al,.. , an der Form apn als von einander verschieden voraussetzen, läfst sich, wenn ihre Koefticienten reelle Gröfsen sind, vermittelst einer reellen Sub­stitution nach dem 52 ten Abschnitte als ein Aggregat von n Qua­draten linearer Formen für pi,0n~' in einer Form darstellen, in der sich die n Koefticienten aus den den Werten κ==l,..,w+l ent­sprechenden Determinanten(w1α107j, ~κ(α10jp1-n÷l e1x-l)2 + .. + ιo,.an0pl

(an0Pι~n+, e1κ~^,)-)a~κ+, (e1n~κ .. e2n-z)*yqn-z+υ durch Division einer jeden durch die nächstfolgende oder, wenn wir κ = w—r-f-1 setzen, aus den den Werten r=0,.. , n entsprechenden Determinanten
(wial0pl ^"(α,⅛>1-"÷1 e,n~r)i + ∙ ∙ +wnα,t0A ^ft (α∏θpi"'"+, e1n-r)2),' (β,r~1.. eir~'γ p(erdurch Division einer jeden durch die nächstvorhergehende Deter­minante ergeben.Die Anzahl der positiven und der negativen Quadrate in einer jeden durch eine reelle Substitution bewirkten Darstellung der qua­dratischen Form durch Quadrate ist daher gleich der Anzahl der Zeichenfolgen und bezw. Zeichenwechsel in der Zeichenreihe dieser Determinanten.

•57. Wir nehmen nun«q =· 1,, «0,, = 1 und pl = eian. Die quadratische Form(α,θe,-w(α,0e1~w÷,)2 +. ∙ + an0et~',t (an0et~n+')2) p“ (Pro*-1)* ist als ein Aggregat von Quadraten in der Form(al0e1-17i)K(«loe,_M+,7qiO’,—,)2+..4-(αil0el-,7))α(αn0e,^ "÷1791i0"-,)2 darstellbar und geht in dieselbe über durch die Substitution jP17^,==αι°e∣^w+,jPι"υ~ 1.α∣θel~nψ1+..+αn0e1-n+' Pi nu~' a"0el~ n+'∙
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65Sie hat, daαz0e1-κX = (αz0e,-,7>)w = (jö«i + αz0e1-1e2 .pei}a ist und für αχoe1 ~*'÷, 7)∣ 0"-1 die entsprechende Darstellung gilt, unter der Voraussetzung, dafs p eine reelle Gröfse ist, reelle Koefficienten, wenn die Wurzeln der Gleichung α"i2"7>o = O— αl0e,-, e2,.., — an0ei~i e2sämtlich reell sind; dasselbe gilt von der Substitution, und die Anzahl der negativen Quadrate ist infolge der Gleichungαzθe,-1^≈jPi2 (j)0fi1δj-1 — (—αz0et-,β2)), wenn wir a als eine ungerade ganze Zahl und j>ε2 als positiv voraus­setzen, gleich der Anzahl der Wurzeln, die gröfser als ∕ι0f,i2-^l sind.Befinden sich unter den Wurzeln zwei konjugierte komplexe Wurzeln — α,θ6,-1e,, —α2θe,~1e2, so ist, wenn wir sie durch
r (cos φ -f- i sin <y>), r (cos </> — i sin (f)darstellen, α,0e,^, = q — r(cos φ + isin y) ε2, α20e1-1 = €, — r (cos φ — i sin φ) ε2und folglichα∣ 0e, -κ (α,0 e, -"+,)2 + «·.θ e 1 ““ (α20 e, -"+,)2 in der Form(αι.ιft+⅛,κ)(^1,2"^, + ⅛o"^^l)2 + (αuκ -⅛.ιi9(αι ∏"^1~⅛" 1)2 und darnach in der Form “«Μ““ ⅜tα¾Γ,)2 — 2α∣ / (l+(αt “« α21w)j) (¾2"^,)tdarstellbar. Die Koefficienten der quadratischen Form sind also auch in diesem Falle reell und dasselbe gilt von der Substitution, wenn man in ihr

— ai,Γtt aMttP°a2lzn~' ’ aU^lan die Stelle von α,θe1-n÷1, α20e1-"+lsetzt; in der Quadratsumme treten an die Stelle der den beiden komplexen Wurzeln entsprechenden Quadrate ein positives und ein negatives reelles Quadrat, und die Anzahl der negativen Quadrate ist gleich der Zahl Eins, welche die Anzahl der Paare komplexer5S c b e 11 d e 1, Grundzfige der Algebra
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66Wurzeln angiebt, vermehrt um die Anzahl der reellen Wurzeln, die gröfser als p0εl , e2-1 sind.Sind zwei Paare komplexer Wurzeln vorhanden, so ist augen­scheinlich die Zahl 1 durch 2 zu ersetzen, u. s. w. und es gilt der Hermite’sche Satz:Hat die Gleichung anε.,^^"j)θ = 0 ungleiche Wurzeln, so ist die Anzahl der negativen Quadrate in einer jeden durch eine reelle Substitution bewirkten Darstellung der quadratischen Form(≠t"κ(√e,-'∙+,)l + .. + √e1 "α(αnθe1→+t)2)^(jp1√-')2 durch n Quadrate unter der Voraussetzung, dafs p eine reelle Gröfse mit positivem pε, und a eine ungerade ganze Zahl ist, gleich der Anzahl der Paare komplexer Wurzeln, vermehrt um die Anzahl der reellen Wurzeln, die gröfser als die gegebene Zahl 7>θε,ε2-1 sind.Die Anzahl der Paare komplexer Wurzeln der Gleichung 
anε^^~n pQ = 0, vermehrt um die Anzahl flirer reellen Wurzeln, die gröfser als die Zahl j)θεiε2-1 sind, ist daher gleich der Anzahl der Zeiclieuwechsel in der Zeichenreihe der den Werten r = 0,..,W entsprechenden Determinanten(α1θe,- κ(α1θe1^~r+1)i+..+αft0e1^i(α,4θe1~r+1)2),'(e1r-l..e2r-,)^yr und folglich, wenn wir a =—1 oder a = +1 setzen, gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der den Werten 
r = 0,. . , n entsprechenden Formen‘ ’ ∙ ¾-r Pn~f θtler α0,r P’für W1=1,..,wλ = 1 undj>,=e1.Die Differenz der Zeichen Wechsel, welche diese Formen für 
p=p0lι und p≈Po,r, aufweisen, ist also gleich der Anzahl der zwischen den Zahlen Po,ι°6ιi> ' un^ Po,·.0«!«·.“1 liegenden reellen Wurzeln der Gleichung αnt2-n = θ∙Dieser letztere Satz ist, soweit er sich auf die Formen aff rpn~r bezieht, der Sturm’sche Satz. Die Formen αθ rpn~r sind, wie wir in dem folgenden Abschnitte sehen werden, in der Verbindung mit gewissen quadratischen Faktoren die sogenannten Sturm’schen Reste.Für p = et wird jp0ε,ε,-, positiv unendlich, und es ergiebt sich endlich der B orchardt’sche Satz:Die Anzahl der Paare komplexer Wurzeln der Gleichung rtnε2~njθo = O ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der den Werten z = 0,..,w entsprechenden Determinanten
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(α10÷.. + α,,θ)r ((—e1-1e2)θ..(- e,~i e2)r~l)'1, in denen das (κ, λ)te Element die Summe der (κ + λ — 2)ten Po­tenzen der Wurzeln der Gleichung darstellt.
38. In dem Falle

W, = 1,.., = 1sind die Werte r,,..,vn, die das Verhältnis der Formen W* ⅝r-lX~,für die Verschwindungsgröfsen der Form apn annimmt, gleich den Werten des Verhältnisses der Formen
ppi apn, ppi | e,e22r~2für dieselben Gröfsen. Es ist daher für die Verschwindungsgröfsen der Form apn

PPi apn .‰r.∣F1- aQ,_rpn-rpp, ∣ e1β22r-2 gleich Null und folglich, wenn λr eine von p unabhängige Gröfse ist,«r_2,oPr~2
= λrppl apn. a„r_t pr~i — λr %rpn~r ppl ∣ εlε22r~i und insbesondere für r = 2«P” = λ2 PPι aP" ■ ⅜,ι P~⅛ \_ιΡη~2 ΡΡι I ει√ oder, wenn wir die Gleichungα0.-lPn~1 = («i°P i + ∙ ∙ + an0pi)p-i · apn = ppi npn berücksichtigen und Zo = 1, λ, =1 und λ2α0,1jp = ai,∖P setzen,Z0α1)n = 2, αυ-,2)n~1 α1,∣ p — λ2 a0_2X“2 ppl I «,«./· Darnach gilt die folgende Reihe von Gleichungen:λ0 ⅜,oPn = λι ⅜,-iPn~l —λ2⅜,-2Pn~2 PPi Iλ,-2 O>qi—r∙}-tlPn = λΓ_, d0 —r+t P" r*^^, Mt,r-tP t⅞,-r Pn *”

ppi kιfi2,∙Denn multipliziert man die letzte Gleichung mit ppt 1 εtε2- und eliminiert dann aus derselben Zr_j αθ,-r+1 pn~r+i pp, ∣ εlfi31 durch Substitution aus der vorletzten Gleichung, so erhalt man eine Glei­chung, in der Zr-3 fl⅛,-r+3Pn~r+3 in Verbindung mit einer Form lten Grades, ferner Z,._2 a0^r+2 pn~r+2 in Verbindung mit einer Form 2ten Grades und endlich λra0-rpn r pp∣iε,ε24 Vorkommen, und5*
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68wenn man diese Gleichung wiederum mit ppi ∣ ε1e,i multipliziert und dann durch Substitution aus der drittletzten Gleichung Zr_2 jpp, | ε,ε22 eliminiert, und so fortfährt, schliefslich nach 
r—2 Multiplikationen und Eliminationen eine Gleichung, die λna0ι0pn in Verbindung mit einer Form (r—2)ten Grades, ferner Z1 α0,-∣ pn~x inVerbindung mit einer Form (r—l)ten Grades und endlich Zrα0,-r pnr 7)j)1! ε1ε.,2r-2 enthält und also mit der Gleichung
apn ar-2,aPr~sι = KPP∣ apn ■ ⅜,,∙-t 2>r^t — λr α0 _,· pn~r pp, [ ε,i'22'~2 übereinstimmt.Multipliziert man die GleichungZr-2 α0 -r+2 jpn-r+2= Zr_, ⅜,-r+∣ jp"-,,+l abr_,p — Zr α0,-r pn~r pp, | «, ε2l mit ppl | tlε2^2,'-4 und eliminiert dann Z,_, αcr+ι J9n~,+l ppi | fc,ε22'-4 und Z,_2a0,-r+2 pn~1 -+2 ppl ∣ ε,ε22r~θ d∏rch Substitution aus den Gleichungen, die durch Verminderung des r um 1 und 2 ßich aus der vorhergehenden Gleichung ergeben, so erhält man eine Gleichung, die mit dieser übereinstimmen mufs, und demnach durch Vergleichung der Koefficienten von ρpl apn in beiden Gleichungen die RelationZ,· α0,r-t2>r~l = Zr-1 α0,r-2 jpr-2αι,r-ι P~ Z,—2 ⅜.>-3X~3 PPi i «1*2’· Man hat daher für p = pl die GleichungenZl-2α0-r+2p,n-r+2 = λr-t ⅜,-ι∙+t J>1n-'+1 α∣Λ-ιPi ’Z,· α0,,-1 pir~' = λΓ_, ⅜,,-2i√'^2 αl,r-t p{,aus denen durch Elimination von α1,∣∙-ιjp1 hervorgeht, dafs Zr Zr_, α0, _r+, p1n-∙+, α0,r-1 plr-,für jedes r einen und denselben Wert hat. Dieser Ausdruck ist aber infolge der Gleichung⅝,-rħ*^r = ⅝rp∣' αj>,win der Form

Z,. Zr-, (α0,r-ι p,'-,)2 apιndarstellbar und geht für r = 1 in die Form ap,n über; folglich ist Z,· Z,_i (iiθ ,-j j),' l)^ ≈ 1oder o   (⅜.r-⅝ Pt, 2)2 (qo,>∙-⅜ Pi1 4)2 »·
(<⅞,r-l Pir~')2 (⅜.r-3 Ptr~3)2 · ·und darin

a0,rPιr = ((α∣0ih~'+1)2 + ∙ ∙ + (‰0JP∣-r+1)l)r(βιr~l ∙∙¾r-1A
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69Aus der obigen Reibe von Gleichungen erhält man der Reihe nach die Formen αϋ—, p'i~r in der Verbindung mit dem quadratischen Faktor Z,·, indem man, mit den FormenZo ⅜,o Pn = aPn, λ, a0pn"1 = ppiapn beginnend, die Differenzλ∣α0 -ιiJn^, a∣,tP ~ h^o,oPnbildet, die Gröfse aill so bestimmt, dafsjψ∣ I eιej2 ein Faktor dieser Differenz ist, und schliefslich diesen Faktor absondert, sodann die Differenz Z2α0,-2Pn~2 al,tP~ λ1⅜,-ι pn~l bildet und ebenso verfährt, u. s. f. Besonders einfach wird die Be­stimmung der Gröfsen αl,i, α1,2,.. für pl = ei (und ebenso für 2>1 = e2), in welchem Falle ppl ∖εtε22=pε22 ist; sie geschieht durch successive Division der Formen Zθ α0,0 pn und Z, α0,~ι pn~1, Z, a0l-∖pn~1 und λ 2 a0-2pn^2, u. s. w., indem man als das erste Glied des Dividendus und als das erste Glied des Divisors die Glie­der ansieht, welche die Gröfse pε2 nicht enthalten, und die von dem Faktor pε2i befreiten und mit entgegensetzten Vorzeichen genom­menen Reste sind dann die Formen Z2 α0-oj)n-2, Ζ3αθ,_3 pn~3, u. s.w.Die Formen an,-r Pn~r sind also in dem Falle W, = 1,.. , Wrt = 1 und pl = e1für r = 0,..,w in der Verbindung mit dem quadratischen Faktor Z, die Sturm’schen Reste. Die Darstellung1 dieser Reste als Funk­tionen der Wurzeln der Gleichung anε2~~np0 = 0 durch die Formen 
λra0l-rpn~^r rührt von Sylvester her.

59. Aus dem Borchardt’schen Satze erkennt man, dafs die Gleichung an ε2~"j?" = 0 nur reelle Wurzeln hat, wenn die aus den Potenzsummen der Wurzeln gebildeten, den Werten r≈0,..,W entsprechenden Determinanten
(«,· + ..+ a,,,°)' ((- e,-' <⅛)∙-∙ e.r ')’ sämtlich positiv sind.Auf diesem Satze beruht der Borchardt’sche Beweis, dafs die Gleichung (fl⅛ — . ($»1 d · ε»ι) | βj. · e,rt — 0,durch welche für ax ≈ dtex die Koefticienten in der durch eine orthogonale Substitution bewirkten Darstellung der quadratischen Form
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ap1 durch >nQuadrate bestimmt werden, nur reelle Wurzeln hat, wenn die Gröfsen α1,..,αm reelle Gröfsen sind, die der Bedingung«x eλ = aλ exgenügen. Er bestellt in dem Nachweise, dafs für sie eine jede der aus den Potenzsummen der Wurzeln zusammengesetzten Deter­minanten eine Summe von Quadraten ist.Die Gleichung
(ai — q . «,) .. (am-q. εm) ∣ e, .. ew, = 0 ist die Resultante der Gleichungen

atp = q∙Pεi,∙, amP = q.pεm ·Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Multiplikation mit e1, .. , e„, und nachherige Addition die Gleichung
at P ∙ ei + · · + «m P ■ ßm ≈ q -P und daraus für die Zahlengröfse q der Ausdruck

q s= a, · 6, · . ^⅛^ (l∣n . β∣n ·Die Zahlengröfse q stellt sich hiernach als eine Gröfse dar, die, wie die Gröfsen aus den Einheiten el,. ., em zusammengesetzt ist, sich aber von ihnen dadurch unterscheidet, dafs die Koefficienten aus den Einheiten εl,..,εm abgeleitete Gröfsen sind. Verbindet man sie durch algebraische Multiplikation mit einer aus den Einheiten ei ,.. l 
em oder den Einheiten εm abgeleiteten Gröfse, so tritt diesenach der vorhergehenden Gleichung als Faktor im ersten Falle zu den Gröfsen a und im anderen Falle zu den Gröfsen e. Es ist also 

q1 = aiq.el+.. + amq.emund
aq= ai.ael + ..+ am . aem,folglich

= («, .alcl∖- .. + am . α,em) . e1 + .. + (α1. amel + ..^d^ it,,ι . tt∣∣i 6m ) · 6mund somit eine Gröfse von derselben Art, wie q. Dasselbe gilt von der dritten Potenz von q, die in derselben Weise aus q1 hervorgeht, wie q1 aus q, und allgemein von einer jeden Potenz von q mit einem ganzzahligen positiven Exponenten. Die Zahlengröfse qn ist durch einen Ausdruck darstellbar, der sich aus den Einheiten e, , .. , 
em und den Einheiten εi,.., εm zusammensetzt und die Zahlengröfsen 
aiel ,. . , amem in der wten Dimension enthält; durch Multiplikation mit a verschwinden aus ihm die Einheiten e1 ,.., e,„ und durch Multiplikation mit p die Einheiten εl, . ., ε,n, und er erhält durch
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71Multiplikation mit a die Form einer Gröfse a, durch Multiplikation mit p die Form einer Gröfse p und durch Multiplikation mit a und 
p die Form einer Zahlengröfse. Die Zahlengröfse apqn kann man sich also in zwei Weisen entstanden denken, erstens durch Multi­plikation der Zahlengröfse q" mit der Zahlengröfse ap und zweitens durch Multiplikation der dem qtl gleichwertigen, aus den Einheiten 
et,.. ,e,n und fii,.., £„i zusammengesetzten Gröfse mit den Gröfsen 
a und p.Wir multiplizieren nun die gegebene Gleichung mit der mteu Potenz von q't~l und denken uns in der dadurch entstehenden Gleichung

(alqlt-'-qn . e1) . .(amqn~x — qn . εm) | e,.. e,„ = 0 die Gröfsen axe^qn~~l in der zweiten Weise entstanden. Diese Gröfsen sind dann bekannte Gröfsen, und die Gleichung ist für qn, ebenso wie die gegebene für q, vom mten Grade. Der Koefticient der mten Potenz von qn ist (—l)m und der Koefticient der (m—l)ten Potenz (— l)"l~, (αle1<∕n~, +∙.. + amemqn~l). Es gilt daher für ihre Wur­zeln und somit auch für die Wurzeln der gegebenen Gleichung die Gleichung ΪΙw + · · + " = «1 e∣ qn ~l + .. + α,n 2n_l» und wir erhalten also, wenn wir n = κ + λ setzen, die Gleichung
m

qlx + λ+.. +qt* + λ = 2
1oder, wenn wir bemerken, dafsi*uM~,+x+λ = ⅛2-l+κ) ⅛iΓl+λ) 2 ist, unter Berücksichtigung der Gleichung

m2=2⅝∙⅝
1die Gleichung

• m m
qtx+k + .. + q*+λ = 2∑ ⅜ejui-l+2∙ ⅛er2^,+**

1 1die schliefslich unter der Voraussetzung
die Form

m m
qlx+λ + .. + qx+λ = 22 aμeri q~'+x q~x+l

1 1
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72annimmt und offenbar auch für verschwindende Werte von κ und λ Geltung hat, wenn man die Gröfse«„w1für μ≈v der positiven Einheit und für /($r der Null gleichsetzt. Die aus den Potenzsummen der Wurzeln zusammengesetzte Deter­minante rten Grades hat daher die Form
Hi Hi

(∑∑⅛V), (</-'· ∙i'-8)s 

1 1und ist folglich, da die Doppelsumme die Summe der Quadrate der m2 Gröfsen a1e1,. ∙ , amem darstellt, als Summe von lauter Qua­draten in der Form
(ae, m2) (aie1.. arer ∣ gr~,.. <yr~2)2darstellbar.

GO. Ein anderer Beweis ist der Sy 1 v ester’sche. Multipli­zieren wir die Gleichung
(α1 — . (‰ — q . εm) ∣ e1.. em = 0mit der Determinante

(ai + q . €,) .. (am ÷ q . ε,n) ∣ el.. em,so verwandelt sie sich, da(α1 — q. εt)ex. (al + q . εi) +.. + (α,,l — q . εm)ex. (alll+q . εm) sich in der Form(α,2÷. . + ami)ex — q2. εx + q(a1ex. ε1 + .. + amex . ειn-ax) darstellen läfst und also unter der Voraussetzung
¾ βχ = d) exnach Multiplikation mit e^ die Form(Γα12 + .. +αm8)ex — q2. εx)ekannimmt, in die Gleichung((öt ∣2 -P.. ^P ) e j q . £ ∣). ∙ ((α | ^ -P.. -P o,m )β,,t q~ ∙ εn∣) ∖ ∙ ∙ β∣n = θund darnach nach dem 2Oten Abschnitte in die Gleichung(<Z; w) (—l)x (a,2)z («12 + · ∙ + am2yn~x ex+l.. em1 = 0, in der die Determinanten als Quadratsummen positiv sind. Setzen wir also, indem wir ql als eine reelle und qt als eine reelle oder rein imaginäre Gröfse voraussetzen,⅛≈il + i2.so können wir die gegebene Gleichung in der Form
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73((#| 5,∣ . fi∣) ?2 · €ΐ) , · ((itm ⅛1 · £ηι ) ⅛2 · £m ) I ⅞ “ θdarstellen und, da unter der Voraussetzung αzeλ = Ch)Cx auch(αx-ft.ex)¾ = (αχ—ff1 ∙ ejezist, in derselben Weise in eine Gleichung für q22 umformen, in der die Koefficienten abwechselnd positiv und negativ sind. Da nun q22 eine reelle Gröfse ist, so mufs sie nach der Cartesischen Zeichen­regel, der zufolge in einer Gleichung mit reellen Wurzeln die Anzahl der Zeichenwechsel der Anzahl der positiven Wurzeln gleich ist, positiv und folglich q1 und demnach auch q eine reelle Gröfse sein.

Viertes Kapitel.
Resultanten und Diskriminanten.

βl. Die m— 1 Formen
ni n,n 1P > · · , 1nehmen für nl.. Wm-1 Gröfsen p den Wert Null an, denn setzen wirw1 nm—1α∣ — ,i ∙ ∙ ,?i 1 i · . ) (⅛n-∖ —Um— bl · · »so können wir in w,.. nm-χ facher Weise fürXj = 1,.., w*; x„i—, = 1,.., nm—∣die Gleichungen

al,x1 P = θ,∙ · » a∣n-l,jfm-∣ = θ aufstellen und erhalten aus ihnen in einem jeden
P = al,x1 · ∙ a>n-1,xm-i I β1 .. em eine jener Gröfsen.Bestimmen wir für m — 1 von den Formen

nι n„,aip i,..,amp m ,sagen wir, für die letzten m —1 Formen die Verschwindungsgröfsen 
P == ^2,xa ∙ ' ^m>xm I · ’ ^'nund substituieren sie in die erste Form, so erhalten wir n.∙,. .nm Aus­drücke von der Form

n. , i xn.<h 1(a2ιx^.aιnxw ei..etn) 1 Ioder
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αl.t ¾Z8 ∙ ∙ αm,*m I e∣ ∙ ∙ e'n ∙ ∙ αi,r∣ι α2,*2 ' ' αm,*m ∣βl'∙em ∙Das Produkt dieser Ausdrücke, das aus w, .. nm Faktoren vonder Form
dt y ∙ ∙ ^.,∣ X @1 , * ^"l l<zι m∙xmbesteht und mit Rücksicht darauf, dafs diese Faktoren sich aus dieser Determinante für X I = l,..,9⅞∣,∙.j == 1 , . ∙ , W,nergeben, durch (w1 ,.. , nm ) al Xi ■. aniι×m i eι ∙ ∙ em bezeichnet werden mag, enthält die Koefficienten der Formen

aiP , ∙ ∙, amp mbezw. in den Dimensionenf⅛ ∙ ∙ ‰ , . . , Mj . . ∕i,∣ι- Iund heifst die Resultante der m Formen. Das Verschwinden der Resultante zeigt das Vorhandensein einer Gröfse p an, für die die gegebenen Formen sämtlich verschwinden. Die Resultante von 
m Formen ist also diejenige ganze Funktion ihrer Koefficienten, welche verschwinden mufs, damit unter ihren Verschwindungsgröfsen eine allen gemeinschaftliche vorhanden sei.Genügt die Gröfse p den Gleichungenα1∕,-O,..,‰jp**-O,so ist die Gleichung» · · i ‰ι ) it∣ χi . . I β, . . C,n ~ θ»welche das Resultat der Elimination der Gröfse p aus ihnen dar­stellt, die Resultante der m Gleichungen.

62. Die Resultante der m linearen Formen
alp, ..,a,npist t⅛ j . ∙ tt∣n | β { ∙ . 6∣∏ ·Wir bemerken, dafs die Anzahl der Formen der Anzahl der Ein­heiten, aus denen sich die Gröfse p zusammensetzt, gleich ist. Es ist daher, wenn wir berücksichtigen, dafs sich die Gröfse pn aus1 ) Einheiten zusammensetzt, die Resultante von irgendwelchen gegebenen Formen, abgesehen von einem etwaigen von den
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75Koefficienten unabhängigen Faktor, durch ihre Koefficienten in der­selben Weise darstellbar, wenn man (,i * ½ von eiuander unab-
\ m —1 /hängige Formen vom wten Grade auzugeben vermag, welche die Eigenschaft besitzen, dafs sie verschwinden, sobald die gegebenen Formen verschwinden, und dafs in ihrem Produkte die Koefficienten der gegebenen Formen in denjenigen Dimensionen auftreten, in denen sie in der Resultante vertreten sind. Nimmt man von der letzteren Bedingung Abstand, so erhält man die Resultante in Verbindung mit einem von den Koefficienten abhängigen Faktor.Die allgemeinste Methode, solche Formen herzustellen, ist die Sylvester’sche, welche auf dem Satze beruht, dafs mit der Form a,ip1*ι auch die Form α, ,,ι rt∣,0'l~nι pn unabhängig von der Gröfse α1,on^wι verschwindet. Da jene Form sich aus denZ/i M∣ + m Einheiten e1*ι..c *m für x1+..÷⅜=w—n,

\ m — 1 / "*zusammensetzt, so müssen darnach, wenn die Form α, pn 1 verschwindet,auch diefw W1+W Ί Formen «,"»€,*« . . e *mn* verschwinden. \ m—1 7 11 m 1
63. Weun die Formen

aipn', a2pn*— wir setzen m ≈ 2 voraus — verschwinden, so verschwinden un­abhängig von den Gröfsen al,0"3-1 und (i2,o",~t die Formen^ι"1 ttι.o"a~1 Pnι+',2~1) a2n'2 α2.o'*l-1 p"1÷"i-1 und daher auch die Formenα1"ι fi1"a~ 1j)nι+"H,. .,α1"1 fi2',,~, α2na ε1nι-1^)nι+na-1, . . , α2,,a fi2nι~1Die Gröfse j∕,ι+"a~1 setzt sich aus den nl ÷ n.i Einheiten e1"1÷"8~,, .., C2"ι+na^~1 zusammen. Die Anzahl der Formen ist gleichfalls w und ihr Produkt enthält die Gröfse a,*i in der n2 ten unddie Gröfse α.,"a in der ni ten Dimension. Die Resultante ist also, abgesehen von einem etwaigen numerischen Faktor,
ainι ε,"2-"1 ·. ai"1 ε2n*~l a2n* ε1nι~1.. a2n* ε3n*-1 |1 . - e2nι+na-'oder(α,"1)"a «|’*»_1..«2"4 ~1(α2"a)nι ε1"1~,..i2"1~1 | e1Mi+n»_l.. e1"1+"8-l.
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76Das (κ,Z)te Element dieser Determinante hat für κ «= 1,..,m2 die Form
ain* εl,l∙~x e2z~, e1*∙χ+n*-λ e∕-,und ist also das arithmetische Mittel der^W| + ^Ausdrücke, dieman erhält, wenn man auf alle möglichen Weisen e2 mit Z—1 Faktoren des (w1÷m2 — l)faktorigen Produktes ai"i ε1"2~z ε2z~, und el mit den übrigen Faktoren verbindet. Von diesen Ausdrücken verschwinden alle diejenigen, in welchen e2 mit e1 und e1 mit ε2 verbunden erscheint; es kommen also nur die Ausdrücke in Betracht, die man erhält, wenn man e, mit den κ—1 Faktoren der Gröfse e2z~1 und mit Z— κ Faktoren der Gröfse αl,,t verbindet, und da ersteres nur in einer Weise und letzteres in j Weisen geschehenkann, so ist demnach(w, ^21 1 jttι"1 e,"i-el'tι+,,2-λe2*~1 
= ΛwιjJα,wχ e1"1-λ+ze2i-z.

Das (n2 + ×, Z)te Element dagegen hat für κ=l,..,n, die Form α2"2 e1"χ-z ε2z~, e,"1+"2 λe2λ~1,und es ist ebenso 1j<t2fla ε1,,ι~* ε2z-^, e,nι+"s-λ e3^-1 
= βw**j α2"2 e1"2-λ+zβ22-κ .Folglich ist

∕n1+n2- 1∖ ∕ni+n2-1\\ 0 ∕ ∖w1 + w2-1/• (λ1",)"sεln*-,..ε2,'2~l(α2"2)"l fi1"1~1.. ε2"1~1 * e1"ι+"2-1.. ejnχ+ns-1 eine Determinante, in der das (κ, Z)te Element für κ≈l,..,w2 die Form (χ^κ)αι"1 e1n*-λ+ze2λ-zund das (⅜., -f-κ, Z)te Element für κ = l,..,,w1 die Form (λ—κ) ft2", eι"2-λ+*e2λ-*
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77hat. Die Elemente der ersten Art haben für λ ≤ × und für λ > ni + κ und die Elemente der zweiten Art für λ∙≤κ und für Z>w2 + κ den Wert Null.
64. Da infolge der Gleichung(V) · · Ci’)·£'”·' ∙ ∙ t?' 1 e∙,^, ∙ ∙ e~, -1die GleichungJP1n~, ∙ .i>f,"-, = (Μθ 1) · · I £i”_1 ∙ ∙ fi2n-'. c1"-,.. e2n~,besteht, so können wir∕w1 + w2-lk ∕w1+w2-lk \ 0 J'**w1 + w2— 1/• («i"1 ),*2 ε1"*~1..ε2"i-1 (α2"i)"1 ε1"1~l.. ε2nι-1 )e1"ι+"*-'l.. e2"ι+"i~,

t>',i+n2^-1 V) l i £. nl+”2—t £..nl+n2—·∙√71 ∙∙∕'mi4.∏2 I ci ∙∙c2durch die Determinante(α∣"ι)w* ε,"∙2-, ..ε,w∙2~1 (a.,n»)”> ε1"1~, ..ε2"1~l ∣ p1"ι÷ns-1 ..pn n*jζ"s~1 und somit nach dem Laplace’schen Determinantensatze durch die Summe
(/>; nl + w2)(α1π>)n* ε1fla~l. .β2nβ-l|_p("»+»«-’..jpn . (α2">)"ι ε1"t-,.. «./*-’ | P,,2⅛"i~l.. Pna"⅛"4~,ausdrücken, wenn wir in jedem Gliede derselben die Gröfsen p so ordnen, dafs die Reihe ihrer Indices durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe l,..,n14-w, übergeht. Nun ist aber diese Summe auch in der Form(.Pi nl + w,) alpin'.. atpnγ . a2pn"*l.. atpn⅛n'ι ε2π*-* j j)ln∙→..J)llni*-l.ε1nι-,..ε2^-* ∣Λ⅛~, ∙ ∙ A1"⅛Γ1ldarstellbar und ferner nach dem 43ten Abschnitte jplwι÷"∙-·. .p , | etnι+n∙2-1.. £ ("i+m2—t = pl"*-1. 'Ρ «»—t| etw∙-*. . e2"*~, ∙Λ⅛Γ, ∙ ∙Λs+Γ1, I ειn,~, ∙ ∙ e2n,~l ∙2>ι ∙ ∙^Λ, G¼+> I ε1ε2)"i ∙ ∙ G¼+"χ I *∣sj)'*i,folglich ist ∕w,÷w2-l∖ ∕n1 + n2-1\

\ 0 ∕ ∖w1+w2-1/.(αj"1)"2εj"*-,(α2"a)nι ε√*r-1.. e2n*^^,1 e1"ι+n*~l. .e2">+"*~,
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= (n.n .nX >∙M⅛’ ‘ 2 Λ.<1⅛4+,∣e∣i2)"i∙∙⅛lj+n1 Ι«ι«2)"*und somit die Resultante der Formen α,jp"1 und a.>p"i durch die Werte dargestellt, die diese Formen für die Gröfsen j>1,.. ,jp,,1+n2 annehmen. Es ist die Rosenhain’sche interpolatorische Darstellung der Resultante.
65. Nehmen wir

V 1 ~ at.l I β, e2 , . . , P∣ι.2 — d,i,n3 ! β∣ β2 an und sind also die Gröfsen pl , .. , pn die Verschwindungsgröfsen der Form a2p"i, so verschwinden in der Summe alle Glieder aufser dem neben dem Zeichen (p∙,nl+n2') verzeichneten Gliede. Der Nenner dieses Gliedes ist nun, da den Gleichungen
flΛ2+X I £1«ϊ = «2,1 Pni+^ ■ ■ 'Pn2 Pt,i+X I «i«2 ~ ‰ P„2+Xzufolge

Pi ∙∙Pn2 (λ2+x =¾ΛXist, gleich dem im Zähler befindlichen Produkte a2pn ''j21 . . a2Pll Die Summe reduziert sich daher auf das Produkt«1 plnι.. aip^ ≈ ait, .. aj* (ai,i ! e1e2),t^.. ⅛1,,,21 e1e2)*>, und es ist somit die Resultante(»! · ⅜)α,,x. ¾,s I o,et _(M' + »’ ~1).. (”> + J) .(«,**)"»ε1w*-1 ..β2w∙-1 (α√,2)rt> ε,nι-,.. e2"ι-1 J el «i-»«-» 4.∙⅞*>-h*-1.
66. Wenn die Formen

aipn*, a2pn*verschwinden, so verschwindet ferner unabhängig von pi auch der unter der Voraussetzung nt^n2 gebildete Ausdruckα,jp"ι a2pln* — α^" p'"^n'1 pin* a2pn* oder, da derselbe offenbar in der Form
(aCr"p1"—1j>ιθ a2n*pQpC"-, ÷. ∙ +α1"17∕i,^ n»7)1**i~1 a2Ä»ptφ) ∣7Ψ∣darstellbar und pp i -=ppi ∖εiε2.eie2 ist, der Ausdruck α∣∕>nι rc2JPιw* — ai", Pnv~n* pin* a1p,"

PP↑ l.«l«2
= (aln' pnι~y p ,0 a1n'i p0 p 1"i-, +.. + α,"ι∕>wJ-"»τ?,*·«-1 α3wi pn*- 1τ>10) ' e,e2.
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79Dieser Ausdruck, der in der rechts stehenden Form für ∕t=l,..,w2 aus der Determinante
ainιpnx-μplu-∣ a,n* pu^~x pxn*^~" I e1e2 hervorgellt und für pχ eine Form vom Grade n.l — 1 und für p vom Grade w1 —1 ist, werde durch(α1"1 α2w∙i | e1e2} j?«»—»jp1**a-1bezeichnet. Da er unabhängig von jp1 verschwindet, so müssen auch die Glieder

(iχ2 ^(ain'ain* ∖ eιeiKeιn*~3cei*-v) ptll~y . Pι,l'2~l e∣na-*ε2*-1, aus denen er sich zusammensetzt, und somit die w2 Formen(α1n> α√t, | eie25e1"* , · · > («i”1 ®2W* I e1e25e2n*~lpn*~,verschwinden. Dasselbe ist, wenn die Formen axpn* und a2pn'i verschwinden, auch der Fall mit den nχ—w2 Formen
a2n'1 q*»-ns~, pn'~l,.., α2rta g2wι-»2—ij/u—t .Wir haben also nl Formen, deren Produkt die Gröfse α,πι in der ‰ ten und die Gröfse α2*a in der w,ten Dimension enthält, und in denen die Gröfse pn 1—1 sich aus den gleichfalls w1 Einheiten e1w*-,, . .,β2wι~, zusammensetzt. Die Resultante stellt sich daher nach dieser, der Bezout-Cayley’schen Methode, abgesehen von einem etwaigen numerischen Faktor, durch die Determinante(a1*‘1a2M»|e1ea5M« e1ws~1. .e2'i,~1 (a2"«)n>-”» elwι-"s--l ..δ2"*^"2-, | e1wι~l .. e√,ι-,dar. Das (κ, λ)te Element dieser Determinante hat für x = 1, .., w2 die Form (α,n* α2"2 | e1e2) (e,n»-z ⅞*~1) (et**1-λ e2λ^~t) und ist also der <7=i)0=!)-te Teil des Koefficienten der Gröfsej>nι-", f1nι~1 j),"»-1 ε∣"a-z e1z~lin der Entwickelung des Ausdruckes(α,"1 α2"21 e1e25j>"1~, jp,w*-t.Dieser Koefficient geht, da jene Gröfse sich in der Form«J—« n1-λ—e λ-μ+ρ μ-1 σ μ—l-σ

Ρ t∣ t∙2 Ρι £, «2
u—1 ρ μ—1—ρ η.—μ ne, — ζ—Ο χ—μ+σ . ρ i√ e2∙ ' pi £, 1 ί2 ‘ ii
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80darstellen läfst, durch Addition für μ = 1,.. , W2 und alle möglichen Werte von ρ und σ aus dem Ausdrucke
∕ nr~~tl i(μ^,∣Pt~1U n2~f1 i 'w, — λ — ρ'∖ σ f∖ ρ J'n2-×-σf 

. ai 1eil e2 a2 e, e2 | ete,2hervor, an dessen Stelle im Falle wl = w, n.1 = n auch der Ausdruck
'w—Z—ρf ∖ σ J∖ ρ / 'w— κ—σ'.α,"√∣(√-i+1-i,+,r √^' + ι'-,')(e,o-,'-°+i' √+ff'e) gesetzt werden kann, weil, wie sich durch Betrachtung der vom Anfang und vom Ende gleich weit abstehenden Glieder ergiebt,(α, nj)"-, p i0 a2n p0 pin~i +.. + ainp0 pin~' a.1n pu~x pi0) ∣ e∣e2 ≈α1" α2"∣((2)w~i pt0 el)(p0pin~l β2) + .. + fj)θi>∣n~1 ei)(pn~i pt0ei}) ist. Das (w2+x, Z)te Element hat für x = 1,. ., nl — n.i die Form α2**2 g1"ι-*⅛-* i2z~1 e1"1~λ e2λ-1,und es ist_ 1 |«2Μϊ£ιηι-Η*-κ£2*“,βιΜι_λ &/-1 =(χλ?2 κ)iz2,ι'2 e,"2-λ+ze2λ-*∙

<>7. Im Falle ni==n, n2 = n stellt sich die Resultante, abge­sehen von einem etwaigen numerischen Faktor, in der Form der algebraisch-symmetrischen Determinante(α,"α2" | e1e25* (e∣"-t .. e2"~,)~und die in diesem Falle offenbar für p und p, symmetrische Form (α,n a2n | e1e2) pn~, 2⅛n~1in der Form α,” a2n | pn pln 
ppl | fi,e2

= (a,npn~ipi0 a2nι>0pin~i-i-∙. +αin7)θμ,w~^, α2n jp'*~1 p0) ) ele2 dar. Infolge der Gleichung
p" = (e, ε; 2) ∣ ) pn εle√, . ein~Q e2"geht das kombinatorische Produkt ptn p↑n durch Addition für ρ == 0, 

•., n und σ = 0,.., n aus dem Ausdrucke
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81(ρ) (σHeιw^ e c2i') ^ι”~σ c2ff).yzf1w^-i,i√,j)1w i1w~iτ i2σoder, wenn wir die gleichen Werte von ρ und σ entsprechenden Glieder als verschwindende Gröfsen weglassen und die wechselseitig gleichen Werte von ρ und σ nur einmal in Rechnung bringen, für ρ == 0,.., n und σ = ρ + 1,.., n aus dem Ausdrucke(”) (”)(«/“<’ ¾i)(<√ " ⅞")∙y,i>," l(e1n-j ¾e)(i1"-", ¾σ)hervor, und die hier auftretende Determinante setzt sich für τ=≈l,..,σ—ρ aus Gliedern von der Form
. I η—ο—τ p—1+r η—1 £ n—a—1+r σ—τ „„ ∣P ® 1 ε2 ΡI 1 t2 PP 1 I * i ® 2zusammen. Folglich ist die Form (aina2n ∖ e1e2^ pn~1 Pιn~1 einAggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke(W) (σ)"1” α2w∣(eιw-θ ¾e) 0/ 'σ¾σ)∙ i>”_1 <√-i,-τe2p-1+τ

„ n—1 ,, n-(f — 1+r ,. ff—r Ρ i εi *2für ρ = O,..,w, σ = ρ + 1,.. , w; τ=l,..,σ— ρ entstehen. Und der Koefticient der Gröfse
Ρ εi ¾ P∖ εl ¾ >der das . J

c=ι)α∑θ-fache (κ, λ)te Element der Resultante darstellt, ist also, wenn wir 
ρ + r = Λ, σ—τ = ×—1 setzen, eine Gröfse, die sich durch Addition aus dem Ausdrucke(^) (κ + z21^ρ)α1w¾wi(eιw"ρe19(e1w-z-λ+1+(,β∕+λ-l-e) der Gleichung ρ = λ — τ zufolge für ρ = 0,. . , λ — 1 ergiebt.

6S. Infolge der Gleichung1,ι,,,-ι..a.,-∣ _ - 1j.. («■2 J)-p,"∙ -' --P.γ~' I
r· ∏1—1 r> Mj — 1 z> W i — I p Mi—1 ■· * r r*1 . . 02 ∙ βi ∙ ∙ ½ " 'können wir0 l),,(wl 1)‘ (rt,"1 a"i-nι I e,e25’‘2 eι"2 , ∙ .e2"i~1 (Λ2"i)"1 "ai..e2nι-"2-, ] β,"ι~,.. e2"l~l .pin'~,. P^,11~1 β,w, ^,∙.e2"1-tdurch die DeterminanteScbendel, Grundzüge der Algebra. 6
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82(α1"* α2"2 ie∣e25"* e1',*~1 .. e2"2-1 (αn∙2)"ι-"2 el∙ι→*-* ..⅛*i→h^1 j2√,*~1 ∙ ∙K11~1und somit nach dem Laplace’sehen Determinantensatze durch die Summe(jp; w1) (α1"* α2n> | e1e25w2 ej"s-t.. e2*,*-1 ∣2>,"1-1 ∙∙2>,,ζ'1-1 . (‰"2)mi~"s eιwl-"2 —1 . . £,,”1—»2—1 | J7w ’»1 —1 . . ∕>n,l>-1ausdrücken, wenn wir in jedem Gliede derselben die Gröfsen p so ordnen, dafs die Reihe ihrer Indices durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe l,..,w∣ übergeht. Nun ist diese Summe auch in der Form(j); w,)(α,"ι α,"2 i e1e25"2 e1w*-1. .e2"2^'1 ∣j>,"1~,. ∙2,w"1^^1 • %Λζβ+ι ∙ ∙ α≤2 ∙ e,wι^"i~1 ·. i2nι""2 ~112⅛"Γ*~, · .jP,tn1l~"i~,und darnach, wenn wir sie mit∕W2 — 1∖ ∕⅝-1∖\ 0____r⅛Ξ∑li________2h”1-1 . ∙pw"1~11 ..e2"1-1multiplizieren, unter Berücksichtigung der Gleichungenτ>1n*-1 ··/>„”,*^l - W1)∙∙(¾Ξι)p'"*^' ∙ ∙⅛^^' 1€j”8—1 .. e2n*-1 . e1na-1. e e2w2->undjp1"1-1 ∙∙2>βζ1-11 «j nι^^1 · · «2Ml—1 = p1*,4~^, . ∙2ζtn*^~1 | i∣"i~, · · e2"*-1
«1—»2—1 . D «1—»2—1 I r. t∣ι-wa—1 »»2—1∙-Γm2+1 2**, I C1 .. cj∙2h ∙. pn↑1~na ⅛,**+ι I st¾)"8 ·· I ftει∕2 in der Form(α∣"ι Oj”s j etea5wi .. pt"i~∣ 2h*,*~l ∙ ∙2,κn*-1__________________ ι⅞⅛∙∙⅛______________-r, (2hw*~1 ∙ ∙Pn*~i I · · ¾"4-l)l• 2h∙∙⅛1~"2 (JP«2+1 I . ∙ (Pni ! e1e2)"a darstellbar und ferner nach dem 38ten Abschnitte

(pin'1~l. · 2>,"2~, | e1,,*~l ..w⅜(w2-1)
=√-1) ' PιPι∙∙Pn2(~Pι∖εiε2Γi~i ..p pt ..p,,i(-p,ιi∖εiε2fa~iund
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Pi ∙ ≤l~"'2 (JP»2+I I ειε2)"2 · · (jp»> I «i«2)*2 =√λ,2+ι..p"ι* (-ι>11 βifi2)nι-n*.. (—pni | f1fi2)"ι-,,i;folglich ergiebt sich für die Resultante die Gleichung n∙√iiQ-1)<-'>-∏∖-,)∙ ς∑i) (∖-,)∙∙ftΞι)
.(α1wια2n*; e1e ,5"2e1"2~1..ei"i ^^1 (a.,“2)"1-”2 e1wι~na-1. .e2**1^^ll e1"1~1 .. e2nι-1(α1,*ι a√t2 ∣e1e27i2 p1wχ-t ..p^j~' ∖p1n*~' . -P,⅛1~l≈ (p, ) ________________________∙⅜,⅛∙∙⅛Γ2________________ j

1 PiPi- Pn1 (—^1∣δte2)wi l∙∙Pn2l>l∙∙Pn1 (—^<ilflfi2)wi ‘ in der die rechte Seite offenbar auch in der Form(«,“1«/2 I-Mo5l√,1^, (<½m⅛J05≤1-1 ,
\P; nι) —---------------------- ,------------ -- - -------------------------;------- -— I

PiPθ-Pn1 (—p 1 | «1 «2)Mi Pn2pθ . .pn 1 (—p«2 I £ 1 «·»)"1 JPl"2-1 . .pnζ2~,. α22√⅛1 ∙ ∙ a>Pnι2dargestellt werden kann.
6Ö. Ferner können wir dieser Gleichung unter Berücksichtigung der Gleichung

w⅞(w¾—1)⅛0,'≈ · ·Ρ.",' I · ■ <S2,>}2 - (—I) 2 Pl ..pn, (Pa I «1«»)"·P,Po∙∙Pns(-Pi [ Ms)”4. .p,,1 Pa. .p,,s (-j>,,, I Ms)", auch die Form
(V)-(i∑!)(V)"ft∑i).(α1,*1 α2"a ∣e1e25"2 e1"2-1.. e2"a-ι (α2"s)nι-na e1"ι→s-ι.. f2"ι-n*-1 [ eι,t,~1 ..¾nι~1 = (l>;w1)(2)0’‘2..2)n’^|€1M2..£2ns)l.(a1«ta2Maleie25"·2 ____________ff/1"1____________ 2 ____________ I

PlPo ∙∙Pn1(-Pt ∣δlS2)"1 PniPo∙ ∙P∙l(-p^Wtfi________________A "≤_________________________pnni*^____________

PlPθ∙∙Pn-i(-pl |«i«3)n« Ρη.2Ρθ->Ρη.2{—ρηί\ει£2)η2
∙a2P,^l..a2pnγgeben und erhalten in ihr für ni=n, n2∙=n die Borchardt’sche interpolatorisclie Darstellung der Resultante.Die hier auftretende, aus den Gröfsen p0,..,pn zusammen­gesetzte Determinante steht, da nach dem 45 teil Abschnitte6*
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84l)ft"2-1 <n 1—------------------- ------ + .. + ----- "2 ---------= 0
PoPo ∙ ∙Pnt (~Po 1 M2)"2 PniPo∙ ∙Pni(~Pn,2 I *t¾)"iist, zu der verschwindenden Determinante___________ jv∑2______________________________fn",2l_____________ |

PoPo-∙Pnl (—Pol*ι⅜)w, Pn2Po-Pn2

_____Pon'1~x___________ _____________ Pnn*~'

PoPo ∙ ∙Pni (—Po I M2)"2 PniPo · -Pn2(-~Pni1 «i«2)n 2 in der Beziehnung, dafs die Summe der Elemente ihrer κten Hori- ^ontalreihe dem ersten Elemente der (κ+l)ten Horizontalreihe in dieser Determinante entgegengesetzt gleich ist. In dem Falle nl==n, 
n ,== n ist die verschwindende Determinante eine algebraisch-symme­trische Determinante, in der nach dem 23ten Abschnitte alle Elemente gleiche Koefficienten haben, und der allen ihren Elementen gemein­schaftliche Koefficient stellt sich durch jene Determinante dar.

70. Nehmen wirPt = a2,i I elej » · · ’Pw.2 = il∙2,Wj I eie2an und sind also die Gröfsen p∣,.., die Verschwindungsgröfsen der Form a2pn'2, so verschwinden in dem am Ende des G8ten Ab­schnittes für die Resultante gegebenen Ausdrucke aufser dem ver­zeichneten die sämtlichen Summenglieder. Das (κ, Z)te Element der Determinante in diesem Gliede ist
(a,n>a,n-2 pitPoτ)P×i ΛP√'a^t

PxPo∙ Pni (~Px∣M2)n1 Der Zähler ist für Z κ gleichα1jpz", ⅛> — α,n> pxn^~n^pλ n*aiPxn*
' PxPo «t«2-----------------------------—j------------------------------- = 0

pxPλ I «t«2und für λ = κ gleichw2α,n> pz"1~, α2"aPz"a-1 ∖PxPo=z nιn∖ P×i «2"aPz”a_1 Po, und der Nenner nimmt, wenn wir der Annahme entsprechendPzPo I «t«2 =α2,zPoiPzP. I «l«2 = —«2,1 Pz’ · · ’PzPz/, I «t«2 = —«2,«ä Pzi PzP"∙2÷∣ ilf2 «2,zP«2 + l ’ ’ ∙ 'PzPw1 lili2 ' «2,zPwjsetzen, die Form
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85(-l)∏.-ι a,t, px.. a>xp0... a,ιιl2px . a2fxpni+i ..a2ιxptlιoder (-l∕¼-ι n2a2"*px^*-'p0. *2,x2⅛i+1 . ∙ a2xpnι an. Das (κ, λ)te Element der Determinante hat daher für λ^κ den Wert Null und für λ=κ den Wert(—l)n∙i~1 a1pxn1

al,xPni+∖ '∙a∙2,xPnlund somit die Determinante selbst den Wert«1Pi”1 ∙-<¾⅜1 ¾A⅛∙∙fl⅛Λ"12 ’Demnach ist das nicht verschwindende Glied gleichα∣Pι"1 ■ ∙ αιPnζ1 = «1 ,∣ · · «,,√3 (α2.1 [ e,⅞)"1 · · (‰I e∣⅜)n,und folglich die Resultante(w1, ‰)αlfxια2xJ e1e2
. (α∣,*> α2'*2 e1e25',2 eln2-, .. e2"2^^, (αana),,ι-"i elnι-"∙2-t., |e∣"1-1.. e2"1~l ·

71. Die Resultante von m Formen ist diejenige ganze Funktion ihrer Koefficienten, welche verschwinden mufs, damit unter ihren Verschwindungsgröfsen eine allen gemeinschaftliche vorhanden sei. Hat man nur Eine Form apn, so kann man nach der Bedingung fragen, unter welcher unter ihren Verschwindungsgröfsen zwei gleiche Grup­pen vorhanden sind. In diesem Falle müssen, wenn
an = a 1.. anist, zwei von den Gröfsen αgleich sein. Infolge dessen mufs für die Verschwindungsgröfsen jener beiden gleichen Gruppen die Form

pp ∖ apn — (α, pl ä, + .. + a,l p1 ä„) a,lpn~l für ein jedes p{ und daher eine jede der Formen
pel aplι,. ., ρeιn apnverschwinden. Die Diskriminante der Form apn, d. h. diejenige ganze Funktion ihrer Koefficienten, welche verschwinden mufs, damit unter ihren Verschwindungsgröfsen zwei gleiche Gruppen vorhanden seien, ist also die Resultante der »1 Formen
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an expn~γ,. ., anem pn^~i> mit denen die Form apn durch die Gleichung
ap" = an c, 2>w~1 ∙ pe, ÷ .. + α't em pn'~' ■ P£m verbunden ist. Sie ist, da die Resultante die Koefficienten von einer jeden dieser Formen in der (n—l)"υ-1ten Dimension und jede von ihnen die Koefficienten der Form apn in der 1 ten Dimension enthält, vom Grade m(n—l)w~l in den Koefficienten der Form ap".Darnach ist z. B. die Diskriminante der Form ap2 als Resul­tante der Formen a2etp,. ., a2e,np von der Form

CI" Cj . . <l2 6m | c1 .. Cmoder (αl)"1 e, .. em 2 und also ihre Hefse’sche Determinante.
Im Falle m = 2 ist die Diskriminante der Form apn oder die Resultante der Formen aneip" 1, αne2j∕t-1 von der FormZ2m—3∖ Z2w— 3\\ 0 / ’ ‘ \2w — 3/. (αne1)t,~1 t,ln~2. .e2n~2 (α" e2),,-t e1n-2.. e2n^^2 ∣ c,2'*3 .. e,2w-3 oder von der Form(-ιf÷^, (VT ∙ ∙ C∑a)2∙ (W,<≈.√3,,-,(<≈,

wenn durch ((αn)2 e,ea-}j>n~2 Pιn~2die Form
) X⅜ £ ΡΛ— = ∙Pn"2^1 θ e* 6t" JP0P∣w~8 e2 +../Ψ 1 I i I 4 2

+ an p0pin~2 e1 anpn~2pt0 e2) e1e2dargestellt wird.Auch ist sie u. a., da/*» —2 ) l w—2   ∕ \ , . / η I 1) W—2 7) w—2 I £ n—2 Λ "—2
Pi ∙∙Pn-∖ |o ∕ ∖n-2∣∙Pi ∙∙Pn-ι I€I ∙∙ε2

λ t∣—2 λ n—2 .c1 ..e2und
(»—t)(n—2)CPi“-3 ∙ ∙Z>,V∣ e,“-2· · i2"-'2)2- (-1) 2∙i>ιi>ι∙∙7>.-ι (—Pi I eje2)"-2. ∙j>. l i'i. ∙p,,-t Iist, in der Form
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((αn)1 e,e2-5'l-1(j>∣n~2∙ ∙Pn*↑ 2)^7>, Z>, ∙ ∙ Pn-∖ (—JP, ∣ f1i2)n^2.∙i>H -ιl>ι '.pn-∖(~Ρ»-ι| *i*ι)rt^2 und darnach in der Form
((αη?ΡίΡ*\ΡηΡ<ΰΡιη-' ((αw⅛t-ιl⅛lpn-∖ pn}p^∑f n_2 n_a

PlPθ∙Pn(~Pl Ι«ι«ι)* ΡΑ-ιΡο··1>η(-Ρη-ι|«ι«2)”darstellbar.
73. Setzen wir

dn ßj s≈ C⅛,| · · ,w—I j d', ßj = ¾l ∙ ∙ ^2,rf-1 » so ergiebt sich aus der Gleichung
apn = anelpn~l . pei ÷ aneipn~x. pe2die Gleichungα"(α2,x21 eι¾)" = «" eι (α2,χs I e1c2)"~, · «2,za ¾ und darnach die Gleichung

(n,n-l)aκa.ix^ ∣e1β2 = (w-1, w—1) a, Zj a.,(Za ∣ β,β2 . αβ2n, der zufolge die Resultante der Formen ap", uud ane2pn~^l gleich ist der αe2wfachen Resultante der Formen aneipu~i und a,le2pn~l oder Diskriminante der Form apn. Nun ist
(»,n—l)αzα2,χ2le∣e2 0t^er (w—l,w)α2zj αx ∣ c1c2 in der Form t⅛,1 β2(ttj 1 · * ttn β2 (ίϊ» βj^2}l ’

= (l, C2(l2. . ftji(6t j | ⅞)n * ∙ ∙ ^,n ⅞ fl⅛ · · Λ»—1 (ßG | ß j ß2)u ’Tb Tbdarstellbar, folglich istww(w-1, n—l)α1 >Zj α2pfs ∣ β,β2= α1α1. an(ai ∣eie2)n~l.. anai. .an(an∣ e,ei)n~loder »(H—1j,⅝(—1) 2 w"(w-l, w—l)al(Zi α2ιzJβ1β2= (α,w~1 ∙. alt,t~1 j βi,'~1.. e2n-,)l n(n— 1)und also die Diskriminante der Form apu der (-1) 2 w',te Teil des Quadrates der Determinanteα1,∙-, ..αnw-, |e,c2m-, oder des Determinantenproduktesft∣ft2 | ßj β∙2 . . du—1 Q/.f^ | βjβ∙2∙
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74. Zur Bildung der Resultanten kann man auch die Jaco- bi’sche Determinante der Formen alpn',. . ,ampn"' 
alni pnι~i.. a^ιιmpn"l~l | e1.. em = atnι .. a”"‘ ∣ ei ..e,,, pn'^<~' + n"~mund im Falle ni = n,.. ,nm = n die aus ihr, die dann die Form

η η I («—t;mi ∙ ∙ βj ∙ ∙ 2lannimmt, abgeleiteten Formen
a,∙.. a„: I e, ..⅛, e,√"-υ-', ..,a,n.. a,!,, [ e, ..em <⅛ √-'*-' benutzen.Die Jacobi’sche Determinante verschwindet nämlich stets,twenn die Formen alp7tl,.., am pn"' verschwinden, weil 

an1 pn1-ι . . ib⅛i⅛-, | el.. em ,pnach der Formel
·. alll | ei.. e,„ .p = (a1p . α, + ..+ all, p .am}al.. am ∣ el .. em durch diese Formen darstellbar ist. Und dasselbe ist in dem Falle 

n, <= n,.., nm = n mit der Form
PPι al ..a,n I el.. em punabhängig von der Gröfse p{ der Fall. Denn stellt mau sie in der Form

{n-l)ainpn~2pi a2npn~l.. a^pn~' j el.. cm + ..+ (w—l)α1nj)n-1. .αm,L1 pn~' at^pn~'pi ∣ el .. em dar, so nimmt sie, wenn die Formen alp,*,.. t ampn verschwinden, nach Multiplikation mit p und Unterdrückung des Faktors n—1 nach der angeführten Formel die Form
alnpn-'pi.alnpn~2pi a1npn 2pi a2np,'~l.. aιl'∙p∙'~' ∣ ei . .em + ..

+ a,nPn~yPt ■ a,niPn~2Pι «i llP"~' 2>"~l a*Pn~*Pt | e, ■ ∙em oder also die Form
(α, npn 'pl ■ al n pn~l + . /+ at"pn~lp, ∙a^ pn~x}a ln pn~x ..a npn~'ßj · · ßznau, in welcher sich die mit pl multiplizierte Jacobi’sche Deter­minante darstellt.Für m — 2 sind die aus der Jacobi,scheu Determinante der Formen (i↑pn und alpn

a1n a2n ∣ e1e2 j>∙n-2abgeleiteten Formen
aina2n∖ele2 elp'ln~∖ a,n a2n j eie2 c,p2n~s.
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89Fügen wir zu ihnen die Formenα,n ε1n-3p2n-3,..,α,n ε2n-3 pin~'λ∙, ainε 1,,~3p"n~3,.. ,α2nε2n-32)2n^^3 hinzu, so haben wir im Ganzen 2n—2 Formen, welche verschwinden, sobald die Formen alpn und d2Pn verschwinden. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Einheiten, aus denen sich die Gröfse ρίΗ~Λ zusammensetzt, überein, und ihr Produkt enthält die Koefficienten einer jeden der gegebenen Formen in der wten Dimension. Die Resultante der Formen a1pn und a,pn ist also, abgesehen von einem etwaigen numerischen Faktor,
alna2n | e,e,2 e1e1 (α1n)n~2 ε1n~3.. ε2n 3 {a2n)n~2εln 3..e2n 3| 2n—3 el2*~3und darnach die Diskriminante der Form apn ((αn)je1e2-)2 e1e2(αne1)n^3 δ,n-4.. ε2',~4 (αne2)n~3 ε∣n~4.. εa,,-4∣e12ft-5.. e2n~5.Für m↑> 2 können die Resultanten nur in besonderen Fällen ohne Verbindung mit einem von den Koefficienten abhängigen Faktor durch Determinanten dargestellt werden. Ein Beispiel bietet sich für zw =4 in der Resultante der Formenα,T>2,.. ,α4p2dar. Die Jacobi’sche Determinante dieser Formen ist αj2.. α42∣ β1.. e4 p*.Die aus ihr abgeleiteten Formenα,2.. α421 e1. .e4 e,j>3,.. ,α,2.. α42 i e1.. c4 ß4p3bilden mit den Formentι,2εljp3,. ., α12e47)8∙,. . ; α42εj>3, . . ,α42t4jz3 eine Gruppe von 20 Formen, welche verschwinden, sobald die ge­gebenen Formen verschwinden. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Einheiten, aus denen sich die Gröfse p3 zusammensetzt, überein, und ihr Produkt enthält die Koefficienten einer jeden der gegebenen Formen in der 8ten Dimension. Die Resultante der Formenα1jp2,.., atp2ist also, abgesehen von einem etwaigen numerischen Faktor, α,2.. α421 el.. β44 β,.. e4 (α12)4 ε1.. ε4 .. fα42)4 e1.. ε4 ∣ e1,.. e43

(el2e1).. (c42β1)(β1,e4)..(β4¼)(β12β4)∙ ∙ (et2e3)(e2e3Gi) . (β,β2β3).Endlich sei bemerkt, dafs die Resultante von einer Form wten Grades und m—1 Formen l ten Grades stets in Deter­minantenform darstellbar ist. So ist z. B. die Resultante der Formen
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α∣jΛ a,1p,.. ,ampoffenbar(ZI (/Z » . . dm 61 . . 6m P = i U | 7 <⅛2 · · | ∙ ∙ ßm) tZι ∙ ∙ | ßj · · ·
Fünftes Kapitel.

Hyperdeterminanten und Invarianten.

7ö. Entfernt man aus einem Ausdrucke, der die Gröfsen 
pi,..,pr i« irgend welchen Potenzen enthält, auf alle möglichen Weisen die Gröfsen pl,..,p, je einmal, setzt an die Stelle der ent­fernten Gröfsen der Reihe nach die Elemente aller Permutationen der Gröfsen e1,.. , e,., versieht die einzelnen dadurch entstehenden Ausdrücke, je nachdem die Reihe der Indices der Permutationen durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe l,..,r übergeht, mit dem Plus- oder Minus­zeichen und bildet schliefslich die Summe aller Ausdrücke, so werden all’ diese Operationen durch die Determinante

pl ..pr∖el.. erangezeigt.Wir nennen diese Determinante in Anbetracht des Umstandes, dafs sie an sich keine reale Bedeutung hat, sondern erst durch die Verbindung mit einer Form, auf die wir sie beziehen, eine solche erlangt, eine Hyperdeterminante rten Grades. Sie setzt sich aus den Operationssymbolen
7h » · · ? Pi^r ι ·· ’i Pr ·>···> Pr ßr »die als Hyperdeterminanten 1 ten Grades zu bezeichnen sind, in der­selben Weise zusammen, wie die Determinante

Pt. .pl- | el.. eraus den Gröfsen
p i ί i i ∙ ∙ , I 5 · · 5 Pr ß ∣ , · · , Pr &r ·Infolge der Gleichung

p =pei . e, + .. + pεm . ßmist auch in entsprechender Weise offenbar
p≈pβi.εi + ..+pem. εm,und jene Operationssymbole sind die Koefficienten der Operations-
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symbole pl ,.. ,p∣∙, ebenso wie diese Gröfsen die Koefficienten der Gröfsen J), sind. Vergl. die Ute Vorlesung: „Über dieRechnung mit Hyperdeterminanten“ in Salmon-Fiedler’s „Algebra der linearen Transformationen. Leipzig, 1863.“Die mehrmalige Anwendung der Operation 2>1..j>,∙∣ el..er>die offenbar eine jedesmalige Erniedrigung des Grades einer Form für die Gröfsen p bewirkt, wird durch einen Exponenten angezeigt. Die κ malige Anwendung der Operationl>,i2∣e1e2 = iιβ1i2e2 — ^1e2^2e1 z. B. besteht in der Ausführung der durch die GleichungÄÄ I «A* “ ∑ (-*>“ (,*) 2A¾z-', Ä⅞" ft¾', ∕>2¾"-',
0angedeuteten Operationen.

τβ. Die Hyperdeterminante pχ .. pr i et . . er erzeugt, auf die Form alplnι .. arp, "r angewandt, die Formftα, ∕√... pra,p,∙ , ∖e,..er-

• · · «rWr pl n' ~i | el.. er,und wir erhalten somit bei wiederholter Anwendung der Hyper­determinante die Gleichung
- — | y n Jir ! . . tlγ∙∙λ..a∣ ¾ ..e,*αli,,*. ..αri,,

• ain^pxnχ~x .. arn,' prnr~* | e1.. er-, wenn wir durch
alnι P∖,1χ~x ■. a,n,' prnr~x | el.. er- eine Form bezeichnen, die sich dadurch ergiebt, dafs man das kombi­natorische Produkt ain' plnι~~*.. a∣∙11r prn,'~x unter steter Beibehal­tung der Reihenfolge seiner Faktoren nach einander zmal mit dem kombinatorischen Produkt e1 . .er algebraisch verbindet. Diese Form nimmt demzufolge bei einer Vertauschung zweier apn~~x den Faktor (—l)κ an, entsprechend dem Umstande, dafs dies auch von der κten Potenz der Hyperdeterminante pl. .pr∖ e1.. e,· bei einer Ver­tauschung zweier p gilt-, sie behält, unverändert ihren Wert bei
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92geradem z und nimmt das .entgegengesetzte Zeichen bei ungeradem z an und hat also, wenn von den Formen aiPιl'y .. , a, p, nr zwei identisch sind und somit z. B. α1 = α, α2 = a; pγ — P∙> P% = P\ 
nl≈n, n.,= n ist, bei ungeradem z den Wert Null.Im Falle r = 2 ist infolge der letzten Gleichung des vorigen Abschnittes α1"* ∕>1w*-* α2"* ~x | e1e2-- ∑(-Qu(,ι)<'1 e1^W<h",P∕∙-*<≈ι'* < μ0und darnach α1wijp1wι-xα2w>2)2w*~κ IpxPι~

0

TT. Für pi ≈ pt.,, pr ≈ p und r ≈ nt geht die Form a,w» jθ1wι~*.. arn, prn, ~x | et .. er-in die Form α1nι.. a”'n | el.. em - pr*l +'' +nm~m* über und heifst die zte Überschiebung der Form α,jj"ι über das Produkt der Formen aiρn*,.. , ampn,n. Die 1 te Überschiebung ist die Jacobi’sche Determinante der Formen alp"i > ■ ∙ ,am pn"l ·Ist insbesondere «, = a,.., a,n = a; ni = n,.., n„, = w, so ist die Form die zte Überschiebung der Form ap'l über ihre (w— l)te Potenz. In diesem Falle verschwindet sie stets bei ungeradem z und ist ferner bei geradem z in der Form
ml (αn)'" e,.. em~ p"^n~x'> darstellbar, denn entwickelt man von der Gröfseα,wι.. a”m | e, .. em- = (ain*.. a”m | e, .. e,„) I c,.. em- die Determinante α1**. .α Wm ∣ e,.. em, indem man die einzelnen Faktoren des kombinatorischen Produktes ai"' . .at*m rn∙t den Ele­menten aller Permutationen der Einheiten ej ,.., e,„ der Reihe nach verbindet und die entstehenden m! kombinatorischen Produkte mit
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93den entsprechenden Zeichen versieht, so tritt, wenn in diesen Pro­dukten die Faktoren nach den Einheiten e,,..,em geordnet werden, zu den negativen Produkten (—l)x~, als Faktor hinzu, während die positiven Produkte unverändert bleiben, und die Gröfse nimmt infolge dessen nach Unterdrückung der Indices der Gröfsen αiwι,.., a Vm bei geradem κ die Form
m∖anex.. an eιn ∣ ei.. e,„ —an. Die 2te Überschiebung der Form apn über ihre (m— l)te Potenz ist bis auf den Faktor w! ihre Hefse’sche Determinante.Die κte Überschiebung der Form aip'l1 über das Produkt der Formen a^p71* ,..,ampn"' ist, wenn man bemerkt, dafs

PιP*wS = (⅛! anPιn~κpx

ist und also (ipln durch die Operation pipn in n∖ apn verwandelt wird, abgesehen von dem Divisor (w, —κ)!..(‰ —κ)! oder bezw. 
ni!.. nm ! auch in der Form2>12)w>^~x . .pm p7lm -x ain' pln^~x. .a*m pn'n~x ∣ e1.. em-oder

pχpnι~x ..pmpr,m~x pi ..pm( e1..em* aip↑n'.. amp”m darstellbar.Die aus der Form apn durch κ malige Anwendung der Hyper- determinante ppi hervorgehende Form
ppix apn — 27κy7 an P*~x Pt*nennen wir die κte Polare der Form apn von p für j)1.Die Form a*pix* .. p,∙*r geht für κ, + .. ÷ κr = w aus der Form apn durch Polarenbildung für pl,.-∙,p∣- hervor; es istl,P1*1 ∙ .ppr*rap* = n∖ anpl*i. .p,*r∙Die Anzahl der, wir sagen, wten Polaren der Form αjj'l von p für. . Zw + r — 1\ pi,..,p, ist 1.Die Hyperdeterminante pp ändert die Form apn nur um den Faktor n.
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3S. Die Hyperdeterminanten 7>1Jλ> und jP2l⅞ ändern, beide auf die Form α12>ι"1 ‰iVt2 angewandt, den Grad derselben für pl sowohl, als auch für p.2 nicht. Durch die Hyperdetenninante pxp∙2 tritt für 
px eine Erniedrigung und für p.2 eine Erhöhung, durch die Hyper­determinante p-iPi dagegen für px eine Erhöhung und für p., eine Erniedrigung des Grades um Eins ein. Dasselbe gilt von der Hyper­determinante pxp21 e1e2 und der Determinante pip-21 fi1fi2, von denen die letztere, wenn die Form mit ihr multipliziert wird, eine Erhöhung und die erstere eine Erniedrigung des Grades für px sowohl, als auch für p.2 bewirkt. So ist also z. B. die Form7>1 j>21 6ji2z px p.2λ~x p.2pxl~z px p,1 exe2x axpxn 1 α2jVi vom Grade nx für px und vom Grade n.2 für p.2, ebenso wie die Form axpx"l a.2p.2"i.Im Falle m<=2 sind infolge der dann geltenden Gleichung 

plp, = l,1P2 fifi2 ∙ e1e2die Operationen
Pi Pi > PiPv> Pi Pi! £i£2 > Pi Pi ! £i£2 — unter der letzteren verstehen wir die Multiplikation mit der Determinante — mit einander durch die Gleichung
pxp, | i1e2.7⅛∣ e1¾ = p1p21 px p,verbunden.

70. Unterwirft man die Form aipi,tl ctnp-2ni der OperationP2i,ικ> sθ erhält man, abgesehen von dem Faktor - - - -——, die Form (l2o % ) ·
axpxn* a2n- p.2n*~xpix = (α1',> a-2ni p.2,i~x) p1*1+x, und es ist daher

Pι P∙ιλ PiPi' «1 Pin, «2^2,*2(n,+x-Z)!(i⅛-x)!tα, - A >p> A-In entwickelter Form erhält man die Form
(axn 1 a.2"2p-2"2 z)pin 1 +×~λ p2λ,wenn man auf alle möglichen Weisen px in nx + κ—λ und p.2 in Z Lücken des (nx + κ)lUckigen Ausdrucks α1'tl a2,li p2n2~x setzt und das arithmetische Mittel der so entstehenden Ausdrücke bildet. Die Anzahl dieser Ausdrücke ist
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95(wt + κ)!(w, + κ-Z)!Z! ’und da jp2i-für ∕t = O,..,Z auf ^W* j verschiedene Weisen in
Z—μ Lücken des n1 lückigen Ausdrucks al"l und p,1∙u auf^*j ver­schiedene Weisen in μ Lücken des κ lückigen Ausdrucks α2"2 *eintreten kann und die übrigen nl—Z -∣- μ Lücken des ersten und κ—μ Lücken des zweiten Ausdrucks von j91"1~λ+.u und P\*~“ ein­genommen werden, so ist(α1"1 α2"2 jp2'*a-*) Pιnι+x~λ jP2λ(n1 + κ Z)! Z! ∕ nl ∖ ∕ κ ∣ n1-λ+u v l—μ(w1+κ)! Z,∖λ-μ)∖μ)al P* P'-

aila Pl*~μp-1ni~y'+μund insbesondere, wenn wir κ=Z annehmen und Z—μ durch μ ersetzen, (α1'*1 α2ws P2lι^2^λ)Pil1 P2λ ~ ⅛⅞X)! ∑(∕,*)(μ)α∙",Λn,^'i ∕⅛"'⅛"*Z√'
SO. Wendet man ferner die Hyperdeterminante J>12½l eiβ,. auf den Ausdruck l>1jp2∣ fiιε2z aiPι'i' <½P2n* an, so erhält man im Falle m = 2, da

PtPi I β1e2 jμ12>2 | qe2 = e1e2 I €i£2 — e2e1 I «i«2 = 2,

ÄAP2 ί filδ2 P1P1P2 ! «1«2 I e1e2 = ei P2 I £1£2 
.jμ,e2 ! βι«2 — e2j>2 ∣ e1ε2 ∙Aeι I eiβ2 = P1P2 I «i«2und daherÄÄIei«2 PtPi I ¥2* = (2κ+ x(x-l))pip2 | M2z^^l ist und ferner infolge der für m = 2 bestehenden Gleichung

^iP2 I £l£2 · £2 &2P2 1 £1£2 ’ — P2die Gleichung
P1P1P2 I fιε2z P2a2P2n'i | ¾ — κ⅝ P1P21 εt¾z", a2P2'* und ebenso die Gleichung
P\ atlhnι P2 Pt Pt i1t2z | β1e2 = κwι PiPi I ειf2z~1 atPtn'
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96gilt, die Gleichung
Pιi>ι1 e1e2 τ>1τ)2 | q<∙2* α1p1'*ι a,1p.1"* ≈plp,∖ ptp.i ∣ e1e2ΛιJ>ι"1 a,'1p2"* + x(∣⅛ +w2÷x ÷ 1)-Pi-Peleιfi2*^l atPtnι a2P1"i oder, wenn man∣d1÷m,, Xi ∕w∣ + ‰ + z + l — Z + <Λ κ! Z!∖ Z, μ f \ μ ∕(x-μ)!(λ—μ)!setzt, die Gleichung

PιP2∖eιe2 PιPz∖^2x aιPιn' <½P2n*= 1 θ^ )P1P21 «1 «2 Pt Pi I e1 e2 «, pl * « a, p,n *

in. + w2, ×∖ , „ .+ ( 1 f ]T>li>2 I «1«2 alPi" (l2P2tlund darnach durch wiederholte Anwendung der Operation ∕>tJ32 i <,1e2 und Berücksichtigung der Gleichung∕ w, + w2, κ | _ ∣nl + n2, κ . ∕n, + n2 — 2(2 — μ), x — μ∖\ Z + 1,/i ∕ - \ 2, μ Μ 1,0 ∕
1 ∣ni + w2, ×∖lni +w2-2(λ-∕i + 1), κ —∕z÷l \+ U,∕<-ι Μ ι,ι /die Gleichung

plp1∖ele,1λpip2∖ εiε2*aipin* a2p2,,> 
λ λ, }μ) Pi P2 f Pt P21 e.ie2λ~P aipl^ a2p2u*.0Der Ausdruck7>i7’2 I e,√ Pt p21 «i«2z αι2jtn* a2P2n2nimmt nach dieser Gleichung, wie sich aus der Betrachtung der Gröfse jo1∕>2 ε1i2* “ und des Koefficienten ergieht, fur^)2=jp1 im Falle κ≥Z den Wert Null und im Falle κ~Z den Wert| Z, x )P1P2∖W * alpi1l'a2p2n* an.

Hl. Die Operationen pip1 und p2pi und die Operationeni>∣p2∣e1e2 und PtPi I i1i2 s*nd hinsichtlich der Reihenfolge ihrer Anwendung unter sich nicht vertauschbar. Dagegen ist eine wechsel­seitige Vertauschung gestattet. Denn bilden wir die Gleichungen
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PiJ72 P1P2 ∖eie2 aiPin' a2P2ni = nιn2PiP2 aιnιplnι~xa2"ip∙2n^~' M∙2 
= ni (nl-l)n2 α,''1 pl"1~2p2 α2"8 P22~x ∣ e1e2, 

plp2 eie2 ptp2 aipln' a2p2n* = nl pip2∖ele2 alnι ptnι~' P2a2p2"i
= η, (η, — 1) (al n » pl" ι ^2 e1 e2 — ,t 1 pn t ^^2 e2ei) a2p2n*÷ w1 (ni — l)w2 aι"1 Pι"l~^P∙2 a2'l2 P∙ι,2~i ∣ e,e2undj>,∕)2 pip2∖εlε2 (εipinι a2p2n2 ≈=p2p2∖εtε2 alpin' a2p2n*

÷ nι PιP∙i I £ι£2 «ι"1 7>∣"1~1 p2 a2p2n*,
Pt Pi I tι «2 P\Pi «t P\n 1 ^2P22 —w, Pi Pi I 0 «2 «ι"1 ∕√*1~l Pi ^2P2n2, so ergiebt sich

P1P2 Pi P-21 eγ e2 = iι p21 c1 e2 ^pl p2,
PiPι plp2∖εiε2 ≈ pip2∖εlε2 plp2und durch wiederholte Anwendung der betreffenden Operationen 

Pt P∙2λ Pi P-21 e1e2κ = pip2 ∖e,e,κ pip2i,
P1P2*P1P2 I «i«2Z =JPι7>2∣q¾zAjP2λ∙Und entsprechende Gleichungen gelten für die Operation . Vergl. C leb sch’s „Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig, 1872.“ S. 12—22.

H». Oie Form
Pt P-2 I M∙∕ PιP2λ~κ P2Pιλ^~κ P1P2 I ete2z a1pl"1 a2p2n*, welche, ebenso wie die Form alpt'tl a2p2','2, vom Grade w, für pi und n2 für jp2 ist, geht, da die Operationen pip2 ∣ (∖e2' und P2P1~* die Form«,*»jp,·»-*β2w*p,λ *2Vii~λlete2~≈ β1"1 a2n^l p2u'i~λ∖ eieι't pt"i+^~2κ erzeugen, durch Ausführung der Operationen, abgesehen von dem Faktor

n{! w2!(w, + Z—2κ)!(w1-κ)!2(w2-Z)!in die Formlbl,2∣ ίι«2ΖαιΜι a2,2 P22~λ I e1√ Pιni~xPιλ * und für m = 2 in die Formα1"1 a2n2 p.,n*~λ pip2x Pι"1~xP2λ~'κüber.Sehende 1, Grundzüge der Algebra.
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98Diese Form bestellt nach der letzten Gleichung des 79ten Abschnittes aus einem Aggregat von Z— κfl Formen von der Forma,"» j)1">-z-m p2" a2"1 ptu p2n*~x~u P1P2* für ∕∕ =O,..,Z— κ, in dem die Koefticienten von n2 unabhängig sind und nl und Z in symmetrischer Weise enthalten. Eine jede dieser Formen setzt sich aber nach der Formelα1''1 pin*-x a21'i p2"i~x ∖p^p2

= 1)^ (rjai,'1 Pinι~~vP∙ιr a∙ι"2 Pt' P2,ii~v
0aus κ 4- 1 Gliedern zusammen, die aus der mit einem nur von κ abhängigen numerischen Faktor zu versehenen Form

al"l Pι"l~ ,>m+γ, p2u+r α√"2 2)pu÷r7λ2"2-(∙w÷D für v = 0,.., κ hervorgehen. Folglich ist die Form
al" 1 a2n*p2li~λ Pi p2~ pl"1 ^^zp2λ~ic ein Aggregat von Z F 1 Formen von der Form

al n 1 pin * p2' a2"2 Pi e p2" *für ρ = O,..,Z, in dem die Koefticienten von n2 unabhängig sind und H1 und Z in symmetrischer Weise enthalten, und es ist daher auch umgekehrt die Formα1p1n1-(, p.p a2n* pp p2n*~'darstellbar durch ein Aggregat von Z⅛l Formen von der Formα1''* α2n8J92na-λ PιPi' Pι,,1~x p2λ~x für κ = O,..,Z, für dessen Koefficienten dasselbe gilt, und somit insbesondere A
alpl"ι a2p2n* = Vαzn>'λ α1,lι a2n* p2',*~λ ∖pip2 pint-* p2i~*

0oder
a∖Pp'1 <⅛Pι'i 

λ
<= σ∕,'^ P∣P2I ßl€2X al"1 a2t'1 Pl''1^ ∖fiic2~ Pi"1~x P2^~x.o

H3. ∏m die Koefticienten dieser Gleichung zu bestimmen, unterwerfen wir sie der Operation pip2 cle2f, und setzen dann 
p2==-pl. Der Ausdruck
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PlP2∖ elβ2'" PlP2 tit2x dl"1 a-i"'1 Pl"-~λ∖^2~ pln^~yp2i~x hat nach dem 8()ten Abschnitte für p.1 = pl im Falle z> it den Wert Null und im Falle κ ~ μ den Wert
ln, ÷‰ — 2x, z \ , „ „ 3 . y . " j
( π^ι κ ∕PtPι! e1e2' * α1"ι α√'2 p2"2-λ ∣ e,e2- pin^~^p2λ~*,also im Falle x = ft den Wert∕Wl÷‰- 2x, X\ 1 y ,( z^ κ ) «1 1 α∙2"2^∣ws~i | e1e2~ 7¾,'i"λ~2zund im Falle x <ft für Z — w2 gleichfalls den Wert Null, da

Pt Pi I et¾,'i ^ z αt"1 a-2n'i P∙ι,'2~k 1 β1e2~ Pιn'~* p2~' , abgesehen von einem numerischen Faktor, gleich
∕>,p21 e1e2∙w~κplp2λ~x al"t a2n* p2n^~λ ∣ e,e2- ^1"ι+z-2*oder
PιP2λ~~* PtP2∖ cle2∙u~* ail,* a2l,v p2,,*~λ ∣ ele2- pllt1+λ-2χ ist und die Anwendung der Hyperdeterminante pip., ∖ ei e2 auf eine 

p2 in der Oten Potenz enthaltende Form das Resultat Null giebt. Folglich ist für p2 ≈ pl
pip2 j e1e2z alpln* a2p2n*= ftχ1' 8( κ κ ) ft∣", «2"’1 e1e2- i>1''>+"2-2z und somit

ni ! m21 = nlfni ∣W1+W2-2z,z.(n,—κ)! (w2—κ)! * ∖ z, κ foder α "l,"i = V X ∕ ∖ × /____* j w1 + w2 — z + 1 j
und, da er Äv* als eine von n2 unabhängige Gröfse aus ∏zwnwa durch Vertauschung von w2 mit Z hervorgeht,

Ct. i' =---------- ----- --------z ∣w1+Z-z + lj
Der nunmehr völlig bestimmten Gleichung kann man auchcdie Form 7*
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α » n> « w ”2 = V —^-l∙___ —-_____ « *1'λ
0'iP-i Λ(wι + 2-2κ)! *• Pιl>2∣ M∙2⅛lλ2λ-* αι", a-ιllPι2~l 1 βt βι' p^+λ~2x geben. Τη dem Falle λ = ‰ sind die Formenα1"ι α2"2p2n*~λ f G⅞* plnι+λ~2x , die aus der Form α∣jp1''1 a2P2lli durch die Operation p2Pi' 7' Pi P2 I e1e2z hervorgehen, von jp2 unabhängig, und man kann darnach die Form <z1 ∕),"1 ‰jnoπ2ι welche zwei Reihen von Veränderlichen enthält, aus den Polaren dieser nur Eine Reihe von Veränderlichen ent­haltenden Formen von p{ für p2 und den Potenzen von ^ι7,2∣fiιc2 zusammensetzen. Oie Formen sind die Überschiebungen der Form α1J)1',* über die Form a2pin*.

S4. Führt man statt der Einheiten e1,.., e,„ und £,, .., £m» aus denen sich die Gröfsen p und a zusammensetzen, irgend welche andere Gröfsen von derselben Beschaffenheit als Einheiten ein, so sind diese, die wir durch e1,θt∙∙iβmo und εiθ ,. ., ε,,1(∣ bezeichnen wollen, mit jenen durch eine Reihe von Gleichungen verbunden. Die ein­fachsten , die sich aus den Darstellungen der neu eingeführten durch die ursprünglichen und umgekehrt der alten durch die neuen Ein­heiten ergeben, sind die Gleichungen
G ,o · · t?m,0 = ,0 · · ®w,0 «1 · · ∙ β∣ . . C∣∣ι iεl .0 ∙ ∙ iwι,0 = εl ,0 · · ε)H,0 I ∙ ∙ ^∣n ∙ εl · · ®«iund G . . Gm = βj ∙ ∙ 6∣∣ι | ,o · · €»i,o · .0 · · ^»1,0 ,€j . · €«i = €j . . £„i | β∣ ,o . . β∏ι,o · €'i ,o ∙ ∙ εwι,o »in denen offenbar die Determinanten mit einander durch die GleichungCj ,o · · ß»i,o I ει · · £»» · ει,o · · £»i,o G · ’ &>» = 1 verbunden sind. Sie sind als die einfachsten aber nur specielle Fälle allgemeinerer Gleichungen, die zwischen den Potenzen der Einheiten bestehen. Im Falle m = 2 z. B. gelten neben den entsprechenden die Gleichungen

e<∙β ∙∙e2.0 0 )∙.∖w-1)• G ,on~1 · ∙ e2,0w~, G. e1 n~l.. e2n-,,
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ε Η-I ε n-↑-.ln~1∖ (w~1j£1.0 .∙¾,o o ∕∙∙⅛w-l∕• £i,o’*-1 ∙. ⅛om~1 IV-1 ∙ ∙ e2n~t · ein~1.. ⅛n~1, die für n = 2 in die angegebenen, der Annahme m = 2 entsprechen­den Gleichungen übergehen.
Ein jeder Ausdruck, der sich aus den Verbindungen von irgend welchen Gröfsen aus der Reihe der Gröfsen p und a mit den Einheiten ei, . ., e,,l und ε1 ,. . , εm zusammensetzt, läfst sich, da man die alten Einheiten durch die neuen darstellen kann, in einen Aus­druck umwandeln, der sich aus den Verbindungen jener Gröfsen mit den Einheiten e, 0 ,.., ewι θ und β1,o>∙∙jfim,o zusammensetzt und im allgemeinen aufserdem die Verbindungen der alten mit den neuen Einheiten enthält.Alle Ausdrücke, die eine solche Form haben oder in eine solche Form gebracht werden können, dafs in ihnen die Einheiten als kom­binatorische Produkte in der Form el. . e,n und ε1.. εm oder in einer allgemeineren Form, wie e1"-1 .. e2n-1 und ε1w^^1. . ε2w-1 in dem Falle m = 2, auftreten, nehmen, wie aus den Gleichungen des vorigen Abschnittes hervorgeht, bei einer solchen Umwandlung nach Multi­plikation mit, durch jene kombinatorischen Produkte bestimmten, aus den alten und den neuen Einheiten zusammengesetzten Determinanten eine Form an, die sich von der ursprünglichen nur dadurch unter­scheidet, dafs an die Stelle der alten Einheiten die neuen Einheiten getreten sind. Sie nehmen also bis auf jene in irgend welchen Po­tenzen als Faktoren hinzutretenden Determinanten denselben Wert an, wenn man die Einheiten durch andere Einheiten ersetzt, und werden deshalb Invarianten genannt.Selbstverständlich besitzen auch die Gröfsen a und p, da sie sich durch die neuen Einheiten in derselben Weise, wie durch die alten darstellen, für sich allein und somit auch in der Verbindung ap die Invarianteneigenschaft. Die Form ap" ist also eine Invariante.Eine Invariante ist ferner die Determinante pl.. pm ⅛ ε1.. εm, weil sie nach Multiplikation mit der Determinante ⅜,o∙.δm,o eι ∙ ∙ em die Form pi. .p,n ∣ ε1,0.. fim,o annimmt. Dasselbe gilt von der Hyperdeter- minante 2>ι ■ ∙P∣n ∖cl.. e„r, denn multipliziert man sie mit der Deter­minante e1,θ .. em,0 [ ε1..εm, so erhält man sie in der Form pi. .ρm (
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102e1θ..C,,,0∙ Es folgt daraus, dafs alle Formen, die aus der Form ttιJ,ι"1 ∙∙ a∣∣∣ Pmm durch die Hyperdeterminante pi. .pm∖el. .em erzeugt werden können, die Invarianteneigenschaft besitzen; es ist nämlich®i,0 · · ^»*,0 ; £1 · · £»1* Pi ∙ ∙Prn ∣ ∙ ∙ &ιη Pi" 1 ∙ ∙ ‰
= pi..pιn ∖ ell0.. em.iix aiPini ■ ∙‰P>n'n ·Invarianten sind nach ihrer Definition auch die Resultanten und Diskriminanten. Im Falle m = 2 erkennt man das für die Resultante der binären Formen α1j)wι und α2jpn* auch unmittelbar aus der Form der Determinanten(α1,'ι)n*e∣n2-1 .. β2"2-1 (α2,'a)wι q"»-1 .. e2wι-1 e1,,ι+n∙2-1. .e√∙1+',2-1 und(<t1"1‰''2 e1¾5na C1"2~l . . C2,'2^^1(α2"2),'1-"8 i1"ι-"s-t. .e2n*-"a~1! e√'1^^l.. e2,'1~l,durch die sie sich, abgesehen von numerischen Faktoren, darstellt, und für die Diskriminante der binären Form upn aus der Form der sie bis auf einen numerischen Faktor darstellenden Determinante((α1*)¼√5"-, (e1n-2..¾w-a)1.Die Form ((«.)·- e1¾i5 P"→7V--¾'lζ^- r/h I i1e2verwandelt sich in die entsprechende Form nach Multiplikation mit dem Ausdrucke „ . , , 2  eι->∙ β2,0 €2½.o ½.o , *1t2 — ; - I ·tl .0 t2.0 I "1 t2Endlich sei bemerkt, dafs die zu den Sturm’schen Resten in Beziehung stehenden Formen«0.→ Pn~r> ⅜,∙∙-i Pr~l gleichfalls die Iuvarianteneigenschaf't besitzen.

so. Die Anwendung der für r ~ m durch alle möglichen Kombinationen der Gröfsen pi,. . , pr zu m entstehenden Hyperdeter­minanten mten Grades auf das Produkt
fl, fl..α1 p{ .. av pl 'giebt nach Unterdrückung der Indices der Gröfsen p eine Reihe von invarianten Formen für p, die man als die simultanen Invarianten und Kovarianten der Formen al p"l,.. , arpn, bezeichnet, indem man
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103die Formen, welche nur die Koefficienten dieser Formen enthalten, von denen, in welchen neben diesen auch die Gröfse p auftritt, unter­scheidet und die ersteren insbesondere die Invarianten und die letz­teren die Kovarianten der Formen nennt. Die Invarianten sind also Kovarianten Oten Grades für p. Die sämtlichen Invarianten und Kovarianten, die man so erhält, sind z. B. in dem Falle m = 2 durch die Form 1 e1√1'4 J>ιj>3∣ei√1'3 Ap3∣ ei√*'8 ∙ ∙2>ιA∣ e1e2zι'r 
. .p,-∖pr | e1e2*r-1'r aγpi"1.. a, pl"roder, wenn wir eine Hyperdeterminante nur durch die unter einen horizontalen Strich gesetzten Indices der in ihr auftretenden Gröfseu 

p audeuten, durch die Form12 *''* 13 *1 '3 23 z‘ '3.. 1 r *1'r .. (r- 1 )r atpι"1. · «,·Prgegeben. Sie sind vom Grade 1 in den Koefficienten der Formenα1j∕*1, ∙ ∙ f aιP", uιub wenn in dem Hyperdeterminantenkomplexe pl Z1 mal,. ., pr λr mal vorkommt und die Summe seiner Exponenten Z ist, vom Grade (w1 — Z1) 4- .. 4- (nr∙— Z, )oder, da offenbar Zj -f-.. 4- Z,· — wtZist, vom Grade w1 4-.. 4- w, — ndfür p. Für die Invarianten ist Z1 = w1,.., Z, = n,.

H7. Von den Formen alp'il,.., arp"r können beliebig viele oder auch alle als identisch vorausgesetzt werden, ln diesem letzteren Falle unterdrücken wir nach Ausführung der Operationen die Indices der Gröfsen a und n und sehen somit die Formen als Repräsentanten der Einen Form apn an. Die Invarianten und Kovarianten sind dann Invarianten und Kovarianten der Form apn und vom Grade r in den Koefficienten derselben und vom Grade
rn— (Z, . 4- Z,.) = rn—ndfür p.Der allgemeine Typus der Invarianten und Kovarianten der Form apn vom Grade r in den Koefficienten ist in dem Falle in ≈ 212 *1'4 Ϊ3 *1's 23 *4's .. Γr x*', . . (r-^l)r x'-'∙r (<ψ")', wenn durch (apny das Produkt <t1 pi"1 .. a, -pr*r bezeichnet wird.
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104Nimmt der Hyperdeterminantenkomplex für gewisse Werte der Exponenten bei Vertauschung zweier Indices das entgegengesetzte Zeichen an, so verschwindet die entsprechende Invariante oder Ko­variante identisch, da infolge der Unterdrückung der Indices die Bezeichnung derselben von keinem Einflufs auf das Resultat ist.Die Invarianten erhält man für Z1 = w, . ., λr = n. Da für diese Annahme für die Summe der Exponenten der Hyperdetermi­nanten die Gleichung rn— mλ = 0 gilt, so haben insbesondere binäre Formen ungeraden Grades keine Invarianten ungeraden Grades.
SS. Auf die Determinantennatur der Hyperdeterminanten gründet sich eine einfache Rechnung mit Ilyperdeterminanten, durch welche sich die Beziehungen, die zwischen den verschiedenen, durch Hyperdeterminanten erzeugten Formen bestehen, ergründen lassen. Die Grundlage derselben bilden z. B. in dem Falle m = 2 oder also für binäre Formen die Gleichungen

PiPiPs ιFι<½ = θ’ PιPιPiPi I e1e2e1e2 = 0, aus denen sich, wenn wir die Hyperdeterminante pip durch 1 be­zeichnen, die Gleichungen123— 2 13+ 3 12=0,Ϊ2 34 — Ϊ3 24 +14 23 = 0oder 1 23 = 2 13+ 3 21,12 34 = 13 24—14 23ergeben. Wesentlich für die Hyperdeterminantenrechnung sind die folgenden Punkte: Bei Einer Form ist infolge der Unterdrückung der Indices die Bezeichnung derselben von keinem Einflufs auf das Resultat. Eine Form vom wten Grade für pi wird durch z malige Anwendung der Operation 1 bei Unterdrückung des Index nur um den Faktor —1)..(⅛+1— z) geändert. Die Anwendung einer Hyperdeterminante auf eine Form, die eine der in der Hyperdeter­minante vorkommenden Gröfsen p nicht enthält, führt auf das Resultat Null.
89. Die folgenden Beispiele entlehnen wir dem Gebiete der binären Formen und beziehen in ihnen die Hyperdeterminante auf die Eine Form ap",.
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1051. Aus der Gleichung123 = 2 13 + 3 21ergiebt sich durch Erheben ins Quadrat die Gleichung 2 2 3 12 13 = 3212’+ 28 Ϊ32— i3 322.Aus Einer Form erzeugen die Operationen
33 123 , 2313s, i3 322eine und dieselbe Form, und es ist daher2 2 3 12 13 ppn)'i = 32 Ϊ23 (αpn)3oder, da die Formen 2 12 13 (aρn)3 und 3 122 (αpn)a für p.i vom Grade n — 1 sind und daher die Operation 3 bei beiden nur das Hinzutreten des Faktors n—1 bewirkt,2 2 12 13(αρΜ)’=3 12i(αp")3und folglich 2(w—1) 12 13 (apn)3 = riapn 123 (ap")2.2. Erhebt man die erhaltene Hyperdeterminantengleichung wieder ins Quadrat, so erhält man die Gleichung2 22 3’ 122 13’ + 2 i2 32 212 233 + 2 23 Ϊ2 32* 3l’= 3* 124+ 24 13* + i‘ 32und damit die Gleichung2 2’ Ϊ22 Ϊ32 (apn)3 = 32 Ϊ24 (αj>")3oder2(n— 2)(n—3) 122 133 (apn)3 = n(n— 1) apn 124 (αp,')2∙3. Multipliziert man die aus den Gleichungen1 23 = 2 13+3 21,2 14 = 1 24 + 4 12 hervorgehenden Gleichungen2 2 3 12 13 = 22 13’ + 32 212 — i2 23* ,2 i 4 12 24 = 22 142-42 122-i2243 ,so erhält man die Gleichung4 1 2 3 4 12’ 13 24 = (24 Ϊ32 ΪΪ’+Ρ 23’ 243) —32 4212t + (-22 42 i2,ι33+ 22 32 Γ22 142)-(P 22 13224a + i2 23∏3 233) + (—i2 33 Ϊ23 242 + i3 42 122 23’).Es ist daher 4 i 2 3 4 Ϊ22 13 24 (apn)i= (2 24 132 ΪΓ — 32 42 124-2 i2 22 Ϊ32 242) (ap")*
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106und somit, da unter Berücksichtigung des 2ten Beispiels3* 4*12* (apn)* = 2 4* 2* 13* Ϊ2® (α∕,)4 = 2 4* Ϊ3* 12* (<ψ")*ist, 2 3 4 12’ 13 24 (ttp")< = — i 13* 2 242 (αp")4oder 2(w-l)212*13 24(αy∙)<= - (·»—2)2 (1^2* (φ")2)2.4. Durch Multiplikation des Produktes der Gleichungeu513=153 + 3 15,624=264 + 4 26mit 12* 34* ergiebt sich die Gleichung5 6 Ϊ2* 342 13 24 = — (2 12* Ϊ5 3 43* 46 + Ϊ 21* 26 4 34* 35)+ (3 4 34* 12* 15 26 + 1 2 Ϊ2* 34* 35 46) und damit die Gleichung5 6 Ϊ2* 34’ Ϊ3 24 (ap,l)6 = (— 2 2 12* Ϊ5 3 43* 46 + 2 3 4 34* 12* 15 26) (αp")6und nach Multiplikation mit 5 6 und Berücksichtigung des 3ten Beispiels die Gleichung52 62 12* 342 13 24 («;>»)« = —(2 2 512* 15 3 6 43* 46 + 3 434* i 15* 2 26*)(ap")6oder W2(w— l)2 (α√*)2 12* 34* 13 24 (<ψ'')*- _2(w—l)2(w -2)2(122 13 (αp")a)2 — (n -2)* (Ϊ22 (apn)2)*.5. Multipliziert man das Produkt der aus den Gleichungeu1 24 = 2 14 + 4 21 ,3 24 = 2 34 + 4 23hervorgeheuden Gleichungen2 2 4 12 14 = 2* 14* + 42 12* — i* 24*,2 2 4 32 34 = 2* 34* + 4* 32* — 3* 24*mit 13*, so erhält man die Gleichuug4 2* 4* 13* 12 Ϊ4 32 34 = (2* 14* Ϊ3* 43*+ 4* 12* Ϊ3* 23*)+ i2 3* Ϊ32 24? + (2* 4* Ϊ42 13* 32*- 2* 3* 13* 14* 42’)+ (2* 4* 12* Ϊ3* 34*—3* 4* Ϊ3* 12* 24*)— (i* 2* 42’43’31*+ i* 4*24*23*31*)
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107und damit die Gleichung4 2’ 13’ Ϊ2 14 32 34(αp"√= (2 4’ 12’ 13’ 23’+ 2’ 24’ Ϊ3* — 2 2* 12*43’ 34’) (αp")<. Andererseits geht aber aus der Gleichung13 24 = Ϊ2 34 — 14 32durch Erheben ins Quadrat und Multiplikation init 13’ die Gleichung 2 13’ 12 14 32 34 = — 24’ 13*+(123 13’ 3i’+ 14’ 13’ 32’)und darnach die Gleichung2 13’ 12 14 32 34 (αpn)4 = (—24aT3* + 2 12’ 13’ 34’) (apn)i hervor. Folglich ist6 2’ 12’ 13’ 34’ (αpn)4 = (2 12' 132 23’ + 3 2* ^*)(apn)ioder6(w-2)(w-3) 12’ 13* 34’ (<φ")4 = 2w(w -I)α7>n 12’ 13’ 23* («/>")’ + 3(w—2) (n—3) 12’ (<φ")2 12* (αp'∙)2.6. Durch Multiplikation der aus der Gleichung1 43 = 4 13 + 3 41 hervorgehenden Gleichung2 3 4 Ϊ3 14 = 4’ 13’+3* 14’— i’43* mit 12*34’ erhält man die Gleichung2 34 12’31’13 14 = (4’12’Ϊ3’34’+3’ 12, 14a 43’)—ί312* 43' und damit die Gleichung2 3 4 12’ 34’ 13 14(α2>n)* = (2 2* 12’ 13’ 34’—2’ 24’ 13*) («/)»)*. Es ist also unter Berücksichtigung des vorigen Beispiels3 3 4 12* 34’ 13 14 (apn)i = 4’ 12’ 13* 23’ (αpn)*oder3(»—3)2 12’ 34’ 13 Ϊ4 (ap'tY = »(»—1) αpn l2’ Ϊ3’ 23’ (apn)*.7. Multipliziert mau die aus den Gleichungen3 44 = 1 34 + 4 13,4 23 = 2 43 + 3 24 hervorgehenden Gleichungen2 1 4 34 Ϊ3 = 3’Ϊ4’—ΐ ’ 34’- 4’13’,22 3 34 24 = 2* 34’+ 3’ 24’— l’ 32’,so ergiebt sich nach Multiplikation mit 12’ die Gleichung
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1084 ί 2 3 4 Ϊ22 342 Ϊ3 24 = (2i 3’ Ϊ2* ΪΓ 432 - ΐ2 32 2Ϊ’ 24’ 43’) + (4* 122 13’ 23’ 4-3*12’ 14 4 24’) 4- (—32 4’ Π’ Ϊ24 23’+ ΐ’ 4’ 34’ 32’ 2Ϊ’)- ί’ 2’ Ϊ28 34*— (22 42 12’ Ϊ3’ 34’ + 3’ 4* Ϊ32 Ϊ2’ 24’)und darnach die Gleichung4 1 2 3 122 34’ 13 24(αp")4= (2 43 12’ 13’23’--4 2’24’ 13* — 2 2i 4 12’ 13’ 342)(ttp")<. Unter Berücksichtigung des 5 teil Beispiels ist also6 12 3 12’ 34’ 13 24 (αp'')4 = (2 4s 122 132 232- 3 4 2’24’13*) (ap'l)4oder6(w-3)3128 342 13 24 (apn)4 =2n(n-l)(n-2)apu 12213223‰n∕ — 3(w—2)2(n-3) 12∖apny2 12* (αj)'t)2,
90. Will man die durch eine Hyperdeterminante oder einen Komplex von Hyperdeterminanten angedeuteten ()perationen statt an Formen, wie α,7)1"l ,.., α, j)∕,,', an Formen ausführen, die sich sämt­lich oder zum Teil aus Formen verschiedener p multiplikativ zu­sammensetzen, so hat man zu bedenken, dafs die Anwendung z. B. der Hyperdeterminante 12 auf die Formen alpinι und α2jp2"8 i^e Bildung der Summe aller derjenigen Ausdrücke erheischt, die man aus dem Produkte der beiden Formen dadurch erhält, dafs man aus ihnen auf alle möglichen Weisen p je einmal entfernt. Die durch die Hyperdeterminante 12 bezeichnete Operation ist daher, wenn sie an den Formen alpin' a2p2n2 und (i3p3n3 ausgeführt werden soll, durch das auf die Formen alpln', a2p2n*, U3p3"3 sich beziehende Operationssymbol (14-2)3 = 13 4-23 angedeutet.Darnach erhält man z. B. durch Anwendung der Operation 122 auf die durch diese Operation aus der Form α∕)n hervorgehende Form, da an dem Produkte der Formen 12'alpl"'a2p2n'2 und 342 α3p3"8 aipin* zu operieren ist, die Form(14-2) (3 4-4)’ 124 34’ (tφ")4und durch Anwendung der Operation 122 13* 23’ auf die Formen 12’ (apn)2, 12’ 132 23’ (αpπ)3> cιp', die Form
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100(1 4-2)(3÷4√5)2 (l+2)6s (3 + 4 + 5)θ2 122 342 352 452 (α∕>n)6∙ Die erstere Form, welche, abgesehen von einem numerischenFaktor, die Hefse’sche Determinante oder Kovariante der Hefse’- schen Kovariante der Form apn ist, stellt sich entwickelt in der Form(13 + 14 4- 23 4- 24)2 Ϊ22 34* (apnYoder (4 Ϊ22 Ϊ32 342 4- 8 122 342 13 14 4- 4 122 34* Ϊ3 24) (αp'1)4 dar und setzt sich darnach, wie aus den drei letzten Beispielen des vorigen Abschnittes zu ersehen ist, für 3 aus den Formen 
apn 12213i 23i (αjpn)3 und 12' (apn^)2 12* {apn}- zusammen, während sie sich für w=3 auf die Form 4 12 34“ 13 24 (i¾pn)4 reduziert, da die Operationssymbole 12*13*34‘ und 12-342 13 14 den Index 1 viermal enthalten und deshalb, auf das Produkt aipi 3. .(lipf an­gewandt, das Resultat Null geben. Insbesondere hat man für n == 4(1 +2) (3 + 4)2 12* 34* {api)i = 72αp4 12* Ϊ3* 23a (api)3 — G 122 (api)2 124 (api)2und folglich, da nach der Entwickelung der 4ten Potenz der Hyper­determinante 1(24-3)= 12 4- 131 (2 + 3)4 23* (api)3 = 6 Ϊ22 13 “ 23* (ap*)i ist, (l + 2)(3-μj* 12* 342 (ap*)*≈ 12 api Γk2+3)4 23* (αp4)3 — G 122(αjn4)2 124 (αj)4)2.

Ol. Den Hyperdeterminanten komplex
PiÄ i 0^2 Pt Pi! O¾ P2P3I e1e2 · · PιP> | e1e2 ∙ ∙i⅛-ι Pr ∣ O¾ kann man im Falle m = 2 durch die DeterminantePι'^l ∙ ∙Prr~l | e1r^^1.. e2'~1darstellen und somit die durch ihn bezeichneten Operationen durch die Operationen ersetzen, die durch diese als eine Hyperdeterminante höherer Art zu bezeichnende Determinante angezeigt werden. Diese Operationen bestehen, abgesehen von einer Summenbildung, in einem auf alle möglichen Weisen nicht je einmal, sondern wiederholt vor­zunehmenden Entfernen der Gröfsen pt,..,pr und einem an ihre Stelle Setzen der Gröfsen c1r~1,.., e2r-1.
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110Wendet man diese Hyperdeterminante auf die Form atpil'1 . 
ar p, n' an, so erhält man tlie Form

nl!.. n,·(w1-(r—1))!.. (wr — (r—1))! α,"' pl">-<,-'1..a, n' ∣,l ',' -<r-"∖ c1'-' ..⅞'∙->und somit bei wiederholter Anwendung derselben die Gleichung(Pιr^l. .j>rf~11 e1,'^1.. e2r~i)x alpl"l .. ar pl n, 
nil.. nr!(n1 — x(r — 1))! .. (w, — κ (r — 1))!α,"1 p1"1~zo-υ .. al "l'p, n,' ^z"~υ ! (e,' l . . e.,, ^ lΓ. Beispielsweise ist die Form, die durch die der Operation12* 13* 23' gleichwertige Operation

(λ2∙∙Λ2I<¾2∙∙¾2)2aus der Form aipii .. erzeugt wird,4!3 α∣4 .. α34 | (e,2. .e22Γund darnach im Falle a1 = «, .., «3 = «4 0 3! («4)3 (e,2..e22)-.
»2. Durch Hyperdeterminanten dieser Art lassen sich die Resultanten und Diskriminanten der binären Formen ableiten.Die Determinante(α1,,ι),>i e1"s-1.. e2"»—1 (a2,'2)π, .. e2"ι-1 j e1"ι+"2-f ,.e2n+««—1,die sich nach der Sy 1 vester’schen Methode für die Resultante derFormen aip"1 und a.1p"i ergab, erhält man mit dem Faktor (w, ÷W2—l)!"ι+"i durch die Hyperdeterminante

V),nι+na—t n n1+flg-1 j g n1-f-n2-1 g «i+hj—t -/ 1 -ffj1-∣.∏2 I * · · 2aus der Form«,»i £j"2—1 p1,'1÷,,2-1 .. «,«1 62,,2-1 j>nnι+∏a 1. «.,"2 f1"1^^^, p flι+"i-1 . . α2ws £,"1-1 P «i+«a—1 - * ∙z-∙ π3-∣-ι - * -t- ∕∣2+n1oder «i/V1 · · ⅛"s1 ∙ a⅛ ∙ ∙ ¾2‰.p1<∙2-ι £,«2-i . .^∕∙2-1 e,√'2-ι .pt"ι+-ι g1m-t. ε2">-ι.Dasselbe ist der Fall, wenn man in dieser Form die Gröfsen £,«2-1, .., £2"»“i und e1,,ι-ι,.., ε2w*~1 in einer anderen Anordnung annimmt, sobald man sie mit dem Minuszeichen versieht, wenn die Reihe der
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111Elemente der betreffenden Permutation durch eine ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Elemente in die ursprüngliche Reihe über­geht. Die Anzahl der Permutationen von n Elementen ist nun w'. Folglich geht die Sy 1 vester'sche Determinante(α,"∣),*2 e1n⅛-l.. ε2"2-, (α√,2)"1 εl,,ι-1 . .ε√,ι~l ∣ e1"ι+"a~1.. e2nι+n*-1 in der Verbindung mit dem Faktorw,!w2! (nl+n2—l)!"ι+ns durch die Hyperdeterminante
Wj-f-Wä — I ΛJ H∣-{-l∣2—1 i Λ ttj+Hj—1 Λ «i+«2—1

71 ’ ’-ί n1+na II · · 2aus der Form «iA"1 · · α1⅛ ∙ ⅜P,∕⅛l ∙ ∙ <M⅛l• Ana~, ∙∙Pn"2~11 √,*^l ∙.fi2",~1 · P,ini1+Il ∙ ∙1⅞⅛ I fiι",^, ∙ ∙ fi2n*~1 hervor.En gleicherweise wird die Bezout-Cayley’sche Determinante 
(aint a2li3 e,e25"s ein∙~1.. e2"*^-1 (α2n2)π1-n2 ε1"ι-*a-1.. ε2l,ι-na-1 {e1,tι-1 ..e2"ι-1in der Verbindung mit dem Faktor

(nl — w2)! w.2!(w1—l)!"ι (‰—1)!"»diu’ch das HyperdeterminantenproduktÄ’*1“1 .∙Λ"11~1 I einι~1 · · ⅞nι~l ∙ 7⅛t ∙ ∙ P,tn1⅛l eι"2~l ∙ ∙ e∙2w*~1 aus der Form(αιn, α2n* | e1⅞5p1"1-tpf"∙∣^1. . (a,n‘ α2,,s ] e1⅞5pnn∕1 pnζ*-,i• α2∕,n⅛ι · · «2P,"4 ∙ JP,ζ⅛.√,^1 ∙ ∙Λ"11~n*-11 ει"1~n2-t. · e2"ι-"2-, erzeugt.Und ebenso ergiebt'sich die Determinante ((α")2 e1 e2- 5n~, (e1,,-2..e2"~8/,welche bis auf einen numerischen Faktor die Diskriminante der Form np“ darstellt, in der Verbindung mit dem Faktor(w-l)!(w-2)!2h-2 durch das Hyperdeterminantenprodukt
Pt ∙ ∙ Pll ∖ ' ei ∙∙⅞ -P„ ∙∙P2H-i∖ei ∙∙e2aus der Form((αβ∕ eie,~ ) p1m~3 pnn~8. .((αn)2 e4√ ) pn'lf p^.Im Falle nt=n, n.1~n nimmt die Sy 1 vester’sche Deter­minante bei Vertauschung von al" und α2" in den Faktoren
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112

al" εl"~x ε2x~i und a2n εln~~x ε2x~i das entgegengesetzte Zeichen an, und dasselbe gilt daher auch von der Form , aus der sie durch eine Hyperdeterminante erzeugt wird, bei Vertauschung von nln und a2h in den Faktoren aipχn und a2pιln+x. Ersetzt man also in ihr das Produkt aipxn a2pι',+x durch die Determinante ain a2n ∖ pxn pι"+x, so erhält die durch die Hyperdeterminante aus ihr entstehende Form den Faktor 2. Folglich geht die Syl vester’sche Determinante(«,")" i1"-,.. fi2,*-1 (α2n)w «i”_1 · · «2W_1 1 etin 1 ∙ ∙ e28"^^1 in der Verbindung mit dem Faktor2" w!2 (2w - 1)! 2ndurch die Hyperdeterminante
, ü 2n—1 4|2«-t i p ‘in—1 η 2n -1Pi ''Pin βlauch aus der Form«t” «2" | Pt" Plln+ι · · «i" «2" ∣ PmmP∙>"

• Ptn~' ∙ ∙pn,,-' ί q”-1 ∙ ∙ *2"~t ∙p,,m√ ∙-pi,l,r' I tι,,~1 · · «2n_1 hervor.Die Determinante(α" e1)"-111,,-2 .. e2n~2 (α" e2)w 1 t1a2 .. £2»-2 J e12∙~3 .. ¾2,1-sj welche bis auf einen numerischen Faktor die Diskriminante der Form 
apu darstellt, wird darnach in der Verbindung mit dem Faktor2n—1 (η — 1)!2 (2 n — 3)!2« -2 durch die Hyperdeterminantei',2' 5.∙⅛n,1√',2 ,1∙.¾," ’ans der Form(«")’ '√⅛ li>ι"-' ■ · («“)’ rι,lt ∖l>'~,' P,",∑i

• a"~2∙ ∙ a'ξ12 I. ∙ ¾-∙-p,"-i ■ ∙i⅛41 ■ ∙ ¾-,erzeugt.Die für die Darstellung der Resultanten und Diskriminanten durch Hyperdeterminanten gegebenen Formen sind augenscheinlich sämtlich invariante Formen.
f)3. Die Hyperdeterminante pi..pm je1..c,,1 behält ihre Γn- varianteneigenschaft, wenn in ihr irgend welche Operationssymbole 

p durch Gröfsen ersetzt werden, die der Reihe der Gröfsen « ange­hören. Sie setzt sich dann nach dem Laplace’schen Determinanten-
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113Satze aus Determinanten und Hyperdeterminanten zusammen und. kann deshalb als eine gemischte Hyperdeterminante w/ten Grades bezeichnet werden.Eine gemischte Hyperdeterminante hat die Form∕b ∙'Pn ^∣∣+ι,∣∣ ∙ ∙ ti∕∣∣ιo β1.. β∣>∣ und geht offenbar, wenn wir7b ,o ∙ ∙7b∣,o == ∙ ∙ tt∣∕∣,o ßj . ·oder
«».+1,0 · · «m,0 = (-- l)(m-"> jp,,0 . .p∣∣t∣∣ 1 6, . . tHi y > setzen, in die Hyperdeterminante

Pl-∙P∏ ∖Pi.0∙ ∙Pn,0über.. . . 14Insbesondere ist
Pl ∙ ∙P∣n-∖ «.»»,0 C1 ∙ ∙ β∕∕ι ~ Pι ∙∙P∣n—1 ∖Pl,0 · · Pm—1,0 für rc;e

Pi ,o · · Pm—1,(( ~ «»»»,0 ! β∣ . . ß,„oder «,..,o = (— l)m~1 Pi .0 ∙ ∙7>w-t,0 «1 · · «... ·
94. Ein Komplex von Hyperdeterminanten m ten Grades, der die Operationssymbole pl ,p,· und die Gröfse amU enthält, giebt, auf das Produkti∙^i lH alpl'^ . .μl pl"rapgewandt, nach Unterdrückung der Indices der Gröfsen p eine in­variante Form für /?, die man als eine simultane Kontravariante oder Konkomitante der Formen aip'1,.. , a, ■ p"r bezeichnet, je nachdem sie aufser den Koefficienten der Formen nur die Gröfse α,,,to oder neben dieser noch die Gröfse p enthält.Die Form apn, welche für p = ptt. el +.. ÷∕>e,∣, . em eine Form mter Ordnung ist, wird bei Zugrundelegung der Einheiten J)1,o,..> 7>m—i,o für alle Gröfsen p, die sich durch sie darstellen lassen, zu einer Form (m — l)ter Ordnung. Aus einer Invariante oder Kova- riante von Formen (m—l)ter Ordnung geht daher bezw. eine Kontra­variante oder Konkomitante von Formen mter Ordnung hervor, wenn man in ihr unter Einführung der Einheiten ∕)1,0, ∙ ∙ .7bn-ι,o das kombinatorische Produkt dieser m—1 Einheiten durch die Gröfse

Scliendel, Grundz.üge der Algebra 8
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114α,,b∣∣ ∣e,.. e,„ ersetzt. Beispielsweise ist für die binären quadratischen Formen alp1 und a.1p2 die Form pi p2∣ C,C22 «1P12 <½Pi2 eine lu- Variante; folglich ist die Form pip2 {ju1,o p2,02 αi7>,2<½Pι~ bei Zu­grundelegung der Einheiten pl 0, p2 0 eine Invariante und somit dieForm plp2 α3,0le,e2e32 aιP22 a2P22 , w*e es *n der That der Fall ist, eine Kontravariante der ternären quadratischen Formen aip2 und α27>2.
95. Die gemischte Hyperdeterminante pl.. pm _i α,,,j<∣ cl. . em bezeichnet man in abgekürzter Weise durch l..(w-Da, und es gelten für sie in der Hyperdeterininantenrechnung Gleichungen von derselben Art, wie für die Hyperdeterminante l ..m. So ist z. B. für m = 3 P1P2P3¾0 pele2e3==Ound daher α1,0 p . 123 = i 23a — 2 13a + 3 12a.

Sechstes Kapitel.
Typische Darstellung der Formen.

96. Nimmt man statt der Einheiten e,,. ., e,ll die Griifsen 
Pι,.∙,pm ftls Einheiten an, so stellt sich die Gröfse p in der Formp = ppi.Pi + .. + ppm .p« und darnach durch die Gleichung

Pl ∙ ∙ pm , p= PPl Pl · · Pm ' · «m · Pl + ∙ ∙ + PPm Pi ■ ■ Pm «1 ∙ ∙ βm . p„,dar. Da nun ferner
Pl · · Pm ~ Pi · · Pm I «1 · · &m . βj . . βm ist, so läfst sich also eine jede durch Hyperdeterminanten entstehende Invariante und Kovariante der Form ap" durch die m 1 1 Deter­minanten

pi ■ . Pm I i'i · · em, pp, P, . . P,,l £, . . £„, , . . , pp,n p, . . pm | .. £mund die i I wten Polaren der Form ap" von p für p1, . .,
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p∣,,, die sämtlich die Invarianteneigenschaft besitzen, rational so aus- driieken, dafs nur eine Potenz der ersten Gröfse im Nenner auftritt.ln dein weiterhin allein in Betracht kommenden Falle m — 2 sind also in dieser sogenannten typischen Weise vermittelst derGleichungenp = pp,. p, P pp2 . p2, p, p2 = p, p2 | e1i2. c,e2 alle Invarianten und Kovarianten der Form a∣>n durch die n -P 4 Gröfsen p, p2 | £, £2, pp2 £,ε2 , p, p ∣ £,ε2 ∙, an p,"~* p2z für κ = 0,.. , w darstellbar, und insbesondere istp1 p2 £,£.,« . a∣>,i = 2 ( κ ) «" Pιn~x Vi · PP-i I M2n^^* Ρι PI eιV ·
0Vergl. den 7ten Abschnitt: „Typische Darstellungen“ in Clebsch’s „Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig, 1872.“

9?. Wir bemerken, dafs sich nach der Gleichung α1"1 p,,'ι~λ α2n2 jj2"2-λ | plp2-= ∑(-1)∙" ( ) aln^pt"ι~" p2" a2n^ ppup2n^~uauch der Ausdruck
anpin~x p2x~^ PιP<>-durch die Polaren der Form apn ausdriieken läfst; es ist nämlich 

anpin~λ anpin~xp2x~k∖pip2-= —l),w („) Pιn-w P2" a” pln~x+fi p2x~"∙
0 ‘Dieser Ausdruck nimmt bei Vertauschung der Gröfsen n" Pιn~^ und 

a', pln x p2x~^ den Faktor (—1)^' und somit bei ungeradem λ das entgegengesetzte Zeichen an, während er bei geradem λ unverändert seinen Wert beibehält. Es hat daher der Ausdruck(α" p,n^^i α'1 Pιn~x p2x~λ— an Pιu~xPι*~^ «”Pιn-λ)∣ PiP2^ oder der ihm gleichwertige Ausdruck(α" p1"-λ~1 p2θ anpin-χp2x~λ~i + ..-P «" pin~x p2x~^~i a“ j)1"-λ 1 p20) 12>t jp2~ be1 ungeradem λ den Wert 8*
www.rcin.org.pl



116

2aw pl"~λ a" pin~x p2x~i, ∣ pl p2und bei geradem λ den Wert Null. Bezeichnen wir also den Ausdruck
(a" pl" κ a,,pιlt -χp<2 — an pi',~x p2x~λ a" pln); tf1e2

Pi Pi ∖^iε, .
≈(anpi"~i, 1 p20a',pi"~xρ2 j∙^ + ..+ α"pP'~x p2 k~x an pin~λ~i p20) ele2 ~ in gleicher Weise, wie den bei der B^zout-Cayley’schen Resnl- tantenbildung benutzten Ausdruck, durchAl ' '
(α', pln~xan pin~x e,e2 + 7Ptx~λ~l p∕'~i~ioder, indem wir λ als ungerade voraussetzen, durch 

2((atlplu~x)2 eie2^',) plχ-λ~i p2x~*~,,so ist
a'l p,n~λ a" pi"~xp2x~λ ^PιP2λ

≈pip2 fiiδ2λ+l ((an pin~x)2 β,e2~) p,x~λ~, p2x~λ~i und folglich7>1l)2∣διδ2z+1 ((«" ∕,ι"~κ∕2 eιea +1} pvx~λ~x p2x~λ 1 = 1)" (j nn pi*-Pp2P a" pi,,-x+P p2x~μ.oDie Form. ; ' ' ί ΜΪ ?- ! · λ-Μ a <
((anpin-χ)2 e1e2 ) p1 κ-λ-j79./-'—1 nimmt nun für x = 2+l die Form⅛fl"j√^j'^, «" 7>√Η-i∣ e,e2 und für κ = 2 + 2 die Form⅜tα"2)1w-*-1 an pl', λ~2p2 + anpin z~27>2α"7)1"-λ ^,) eiβ2~^ an. Es ist daher((α',7>1'1 ; *)2 βι¾+l) 7)i0,7>2θ = v«" 2 e1e2 +l 7>,2"-2; 2,3 A+i z+i 3((α"731"~' ^~2)2 e1e2 5 791 p2 = 2tια")2e1e2 7912n 2λ 3792,und man erhält somit aus der letzten Formel für 2=1, x = 2,3; 2 = 3, κ = 4,5; 2 = 5, χ = 6,7; u. s. w. die folgende Reihe von Gleichungen

«7>," an plh 27922 = pip2 δ,t2- t,any2 ele22 pi^in 4 + 73l17⅛)2, ;·>·
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rt∕>1" an pin 3pz3 = 2plp2 6,ε2^ (α")2e,c2'pi2n~5p2 + anpl*~^1 ∕>2 αnj91n2p2'2,
apin α" pin~ip2i = PιP21 qe24 (α")2 e1e.∕ pl2n~* 4- Ια" ∕>1"~l ρ2 α" pl n ~3 p.13 — 3 (α" ρ{ n -2 p22)2,
aρln a', ρi'i ',ρ25 ≈ %plp21 0ιf2l (βn)2 e1e2* Pι*',-9J>2 + y α'ij)1'llp2 α" pl'l~ip2i — 2 a'1 pin~2p22 cP Pιn'~3P∙23ι
apln a't pin~~f,P26 = T>ιJ>2∣ £ι£26 (a'l)2 βιβ2* i,t8w-12÷ θa"p√l-,7>2 α" pl n~5 p25 — 15 α" ρι n~2 p2 2 α" pi n~i p2i +10 (an ρl 'l~3 p2 3 )2,a∕>1" α" pC~'p2 7 = 2∕>ι p2 | «ι «26 (a'')2 ele26 ∕>ι3n~l3 Ρ·ι + 5a', Pι,'~l Ρζ a''jo1,l~⅛,6 — 9 a,'lpln~2p22 an Pιn~5p>5 + 5 cP pin~3p23 cPpin^~ipii,u. s. W.Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dafs sich die Polare 

cP Pιn~x p2xdurch das Produkt der Form apln und einer ganzen rationalen Funktion der 2 Quotientenj)12,2 fιfi2 : aPιn, a't Pι 'i~l Pz: tφι 'l und der z ersten der n Formenα∕√1, (a'*)2 eie2~ piin~',, (cP)2 ele2~ pi2'l~51)2∙>(a'l)2 eie2- pi2n~∖ (an)2 eie2~ Pι2n~9p2,..darstellen läfst.
SIS. Die Gröfsen2M⅛[e∣⅛, aPιn, alιρln-'p2 sind mit einander durch die Gleichung

Pi Pz I £i i2 ∙ a" Pi I e1e2 = «n Pιu~i Pz -Pi — aPιn · Pz verbunden, da die links stehende Gröfse in der Form cP pi'i~l∖plp2 darstellbar ist.Wir setzen daherj>2 = —αwp1w~l e1e2 oder anpln~l = p2∖εle2.Es ist dannl>ιi>2 I ti «2 = apl", pp21 i1 i 2 «= α" pl n~l p, cP pl "~1 p2 = 0, ferner, wie die Gleichung
a"pin~i a" pp-* P2x~λ PiPz

= P1P2 «ι«2λ+1 ((a"pln~^x)2 ele2~,) pix~λ~'p2^ i~i für Z = 1 ergiebt,
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118α',7√,-⅛z = <Φι'' ((α"j)1n-*)2 e1e2-2) J⅞*-∙j√-2 und endlich, da die Quotienten
PiPi I «t«2 : aPιn, anPιll~lp2 = apin bezw. der Eins und der Null gleich sind und(αn)2 e1e2~ ^1a,'-22~3 p-2 ≈ a', (an)2 eie2~ ele2 ρlin ~2λ~i ist, die Form ((αn^1n^x)2 ele21,)pi*-~ p2*~2 eine ganze rationale Funktion der κ ersten der n Formen«Pi”, (αn)2 e1e2- pl2n~i, a'l (any2 e1e2- ∣ e1e2 j>43λ-®,(αn)2 e1e2- p12n^~8, an {.an')2 eie2i ∣ e1e2 j)13"-lθ,...Aus der im vorigen Abschnitte gegebenen Reibe von Glei­chungen erhält man für diese Form, die für κ = 0 der Eins und für κ=l der Null gleichzusetzen ist, die folgenden Ausdrücke:

((an plκ~2y2 ele2~fj pl0p20 = (any2eie2- pi2n~i,((α"j)1't-3)2e1e2-5j>1 p2 = 2 an (,an')2eie2~ ele2 j>13',~6,
((anpl n-4)2 el e2~ ) pl 2p22 = ((α")2. (αn)2 e1 e2i —3 ((αn)2 βl c2 2)2)ρl u “8, ((αw pi n-5j2 cl e2~ 5 pi 3p23 = 2 (t1α")2. a” (αn)2 c1 e2* ∣ el e2 — 2 (α*)2 c, c2’

. an (α'')2e,e2* ∣ e∣e2) ∕>,5'*"li1,
(ya"Pιn~6y2 elc2~ 5p∣4p24 = ((®M)4 ∙ (α*)¼⅞5— 15(αn)2.(α*)2 c,e24 . (α',)2 e∣β2~ ÷ 45 ((αn)2 eι⅞^)3 + 40 αn <α")2 e1e2* j e1'<⅛2) 2>∕,"-12ι((α',p∣n-7)2 βje2- 5 pl 5∕>2 5 = 2 ((αw)4∙αn(αn)2e,e,- ( e,e2 — («n)2 . ∣i9 (αn)2 e1c2- . an(α")2 ele2i ∣ c,e2 — 5 a', (αrtj2 βle2* ∣ e1e2. (αw)2e,e2-)+ 3((αw)2e,e2-}2. an (αn)2 e1e2* ∣ c,c2) jj17', ~14,U. 8. W.

99. Nimmt man also
p2 = — anpin~l! e,e2an, so lassen sich alle Invarianten und Kovarianten der binären Form apn durch die 3 Formenαj>∣n, aupln~'p, ptp ∖eiε2 und die n — 1 Formen(α'*)2e,e2-pi2rt-4, αn(αn)2 e,e2? ∣ e1e2 j),3rt ~6,

(α*)2 ele2- pl2n~3, an (αn)2 e,e2- } ele2 p,3n~w,. .,im Ganzen durch w + 2 invariante Formen rational so ausdriicken, dafs nur eine Potenz der Form apin im Nenner auftritt.
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119Die Formen(α'*)2 e∣e2~ p2n~2λ~i, a" ^any2 ele2- ele2 p*n-*λ-∖ die für Z = l,3,.. die sogenannten n—1 Stammformen der Form 
apn darstellen, gehen aus der Form apn durch die Hyperdeter­minantenkomplexe 12λ+1, 1 (2 + 3) 23λ+1hervor und sind in der Verbindung mit den Faktoren 2 . n\- 4 .n∖2 n(w—Z —l)!2’ (n—Z—l)!(w—Z— 2)! bei ungeradem Z den Formen12λ+l (apny2, 12 23;+l kap∙')*identisch gleich.Für die Form aρn selbst gilt die Gleichung 

(aplnyι~i apn= 2 ( 2V-*)2 e1e2^5 2>ιz-⅛*~2 (α"7>l',-ljp)'∙-x pip | β1β2*und darnach für die Gröfse a'l die Gleichung
(apinyι~l an= 2^^~1^(κ)^αn^1"-x^e*β2^5z,ιx-2l>25f-2 (anpln~'y,~x pl εlε2x.«

100. I11 dem Falle n = 2 hat man, da((α2 p1θ)2 eie2-,] pt0p20 = (a2y2 ele2~ist, die Gleichung
api2 a2 = (α2 pi )2 + (α2)2 e,e2~ pi j β,ε22 und kaun darnach die Gröfse api 2 a2 in zwei lineare Faktoren zer­legen, die sich in der Form

a2 Pi — v— (d2)2eie2- pl i e,«2darstellen, wenn man der Quadratwurzel nach einander die Faktoren +1 und — 1 beifügt.Die Verschwindungsgröfsen der quadratischen Form ap2 sind daher durch die Gleichung
(a2pt — v—(α2)2e,e2- ρt ε1ε2) p = 0 bestimmt uud haben somit, da
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(A I «i«2) I βi⅞ = -Aist, die Form
p = a2pl ∖ ele2 + V—(a2)2eie2~ pioder
p ≡ (α21 e,e2 + V—(α2)2 e,e22) pi>Die Invariante (α2)2 e1 e2-ist die Diskrimiuante der quadratischen Form ap2.Der Eintritt der beliebigen Gröfse pi in die Form der Ver- schwindungsgröfsen der Form ap2 dient nur dazu, sie in einer Form darzustellen, die alle möglichen Darstellungen in sich enthält, und findet darin seine Erklärung, dafs die Gröfsenα2 e, | e,e2 + V—(α2)2 e1e2- el, a2 e21 e1e2 + V—(α2)2 e1e22 c2 sich von einander nur um einen aus den Koefficienten der Form ap2 zusammengesetzten Faktor unterscheiden.Die Wurzeln der quadratischen Gleichung a2 e2~2 pQ = 0 sind durch die Gleichung S/--- ------------ 2ft 1 +α2i>ι e2+ V—(α2)2e1e2~ plεi 

p° £, c2-1 = ——---- --¾-------- -i----- -
-a2p1 ei + (a2)2 e1e2- pis2

gegeben. Insbesondere ist für p1 = e,
'21---------------------j

. , + a2 el e2 + v — (α2)2 ex ε2-
p° «<t'2 -- -----------------------ä“----------- ’1 1 2 —αe12Übrigens gelangt man zur Bestimmung der Verschwindungs- gröfsen der binären quadratischen Form auch durch eine eigentüm­liche Darstellung der allgemeinen quadratischen Form, die sich aus der Determinantengleichung 3?f/j · · CCfi | £/j · · On

<, , == aκex .axa,.. all exe1.. e,l -ax ∖exei.. en. eκ! «i. · oder 1 = ax ax∖ ex ex ergiebt, deren nach der letzteren Form augen­scheinliche Richtigkeit überdies durch den Cauchy’schen Deter­minantensatz offenbar wird, wenn man bemerkt, dals die Größen 
ax eχfil..e,l und ex∖axal..a,, Aggregate von Gliedern sind, 
die man bezw, aus dem Ausdrucke (—l)w~∙ arß)∙ gx <q .. g∣∣ für
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Z=l,..,w und dem Ausdrucke (—- 1)λ~2 αtt ex . äz α,. . a,, für μ — 1,.. , M erhält. Das Produkt
ax∖GxGl.. e,l .ex∖axai.. a„stellt das mit entgegengesetztem Zeichen genommene Aggregat von Gliedern dar, in welches sich nach dem Cauchy’schen Determinanten - satze die Differenz

al ..an∖ei.. en — axex . ax ai ..a,t∖exel.. enzerlegen läfst.Es ist (α2)n÷1 = (α2)w+1 pxpx~ oder(α2)n÷1 = apx2. (a2yι pχ- — (σ2)n-1 {a2 px ∖px)2und folglich
ap2. (α2)" pl . .pn- = (α2)n-1 (α2p j pi..pn)2 + (α2)n÷⅛,. .pn-. Für n = 1 und m == 2 giebt diese Gleichung die hier zur An­wendung gekommene Gleichung<Φ2 api2 = (a2ppi)2 + (α2)2 e1e2- ppx ∣ qe22.

IO1. Für n = 3 gelten die GleichungenG«3 Pi )2 e1e2-),p10p2θ = (α3)2e,e2- ι>,2,G«3 Pι°)2 eic2pi p.1 = 2 α3(α3)2e,02-1 e1e2 jp,3,und es ist(⅛>,3)2 αs=α3p,2)3 + 3 (α3)2e1e2- 2>ι2 ∙ α3p∣2 ∙pi 1 M22 — 2 α3(α3)2 e1e2a | e1e2 ^,3.j>, | q«23.Bezeichnet nun o eine komplexe dritte Wurzel der positiven Einheit, so haben die Gröfsenυi + υ2, συ, + σ2 υ2, σ2 υi + συ2 infolge der Gleichungenσ3 = 1, 1 ÷ σ + σ2 == 0die Eigenschaft, dafs die Summen ihrer Kombinationen zu je 1, 2, 3 Elementen die Werte 0, — 3υ1υ2, υ, 3 + υ23haben. Folglich läfst sich die Gröfse (αj>13)2α3 in drei lineare Fak­toren von der Formα3i√2-(3⅛l,o° ff1 + V∕,2,o° ειt2-1) Pi I ⅛% zerlegen, wenn man den Kubikwurzeln nach einander die Faktoren 1,1; σ, σ2; σ2, σ beifügt und
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V 2h,0θ £1£2 1 Vj,2,0°elf2 1 —---(tt3 ' βjβ2 2il~ι
P∣ ,oθ ttfi2~^1 ÷ 2h,oo eιfi2~1 = 2 α3 (α3)2 eie2- ∣ eie1 pi 3setzt oder also die Gröfsen pl(0 und p20 als die Verschwinduugs- gröfsen der quadratischen Form(ε,2— 2 a3(a3)'2 e1e2- j e,e2 2h3. ε,ε2— ((α3)2e∣⅞~ 2h2)3 ε22) P2 ansieht.Nun ist α3pi p.i~ = apι3 ∙ (α3)2 ele2* 2h2, also infolge der Gleichung a3 pi'2 p., = 0

(apl 3)2 ((α3l2 e,e2- 2h2)2 = α32h2 ft32h2h ∖PιP∙ι ≈ ~~ (<*3P∙ι'l'i P\ 2h* und somit unter Berücksichtigung der Gleichung 2h Zh ε1ε2 = u∕>13((α3)2 e1e2- 2h2)2 = —(<*3)2 <he2* 2h2und ferner α3(α3)2 c1c2- I e1c2 Pi3 = (α3)2 e∣e2* P1P1 ·Demnach ist((α3)2 e1e2* 2h2)3 + (α3 (α3)2 c,e2- e,<⅛ 2h3)2 in der Form — (α3)2 e1e2- 2h (α3)2e∣<V 2h 2h 2hoder — ((α3)2e,e2-)2 p, p,~ darstellbar, und es gilt die Formel((α3)2 ele2~ 2h2)3 + (α3(α8)2e∣e2~ ∣ e1e2 pi3)2 + (α2>ι3)2 ∙ ((α3)2 e∣<¾*)2 <h⅞a = ,,∙Infolge dieser Formel ist die quadratische Form identisch mit der Form((ε, — α3(α3)2 eie2- ∣e,e2 pi 3 ∙ ε2)2+(αp, 3)2.((α3)2 ete2-)2 e,e2-.ε22)2>2 und daher in zwei lineare Faktoren von der Form(ε, — (α3 (α3)2 ele2~ ∣ e1c2 7>13 + api 3 Ϊ — ((α3)2 e1e2-)2e1e2i) ε2) p zerlegbar, und es sind ihre Verschwindungsgröfsen
p ≡ («i—(α3 («3 )2 e∣ e221 ei e2 p, 3÷ ap,3 V— ((α3 )2 c1 e21 )2 e, e2~) ε2) ∣ el e2 und somit790ε,ε2-1 =α3(α3)2e,e22 e,e2 pl3 4- apl3 ⅛-((α3)2 e,<¾-)2 e1e2i. Die drei linearen Faktoren der Gröfse (apl9V a3 haben alsodie Form
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α3j)l2-(^α3 (α3)2e,e2-∣e,e2 ι>l3+αp,3 Ι-(S.a3Veie2l'pele2-+ ^α8 (α3)2 β,e2i ∣ e,e2 jjt3 — αj313 ((α3)2 <¾⅞*)2 e,e2^) j>11 ε,e2und demnach die Verschwindungsgröfsen der kubischen Form ap3 die Form
p ≡ (α3 | e,c2 + a3 (α3)2 e1e2- J e∣e2 + α2 V—((α3)2 e1e2-)2 e,e2^

+ ^α3 (α3)2 ele2~' e,e2— a3 4—((α3)2 e1e2-)2 e1e2~) jpt2. Die Invariante ((α3)2 eie2-)2 e,e22ist der (—4)te Teil der Diskriminante der kubischen Form ap3, und die unter den Kubikwurzelzeichen stehenden Gröfsen sind die kubi­schen Faktoren der Gröfse —((α3)2 C1e2*)3.
102. Dem Falle n=4, den wir schliefslich in Betracht ziehen, entsprechen die Gleichungen((α4 ∕>12)2 e1 e2 -) pl θ √)20 = (α4 )2 ei e22 pl 4,((α4p1)2 e∣¾i)jp1 jp2 = 2 α4(α4)2e∣⅞-∣⅞⅞iι6,((α4 pt θ)2 e, e22) pl 2 p12 = (apl 4 )2. (α4)2 e1 e2 ‘ — 3 ((α4 )2 c, e2 ’ pl 4 )2,und es ist daher(α∕),4)3 α1 = (α42>ι3)4 ÷ θ(«4)2 <⅛⅞' Pιi ∙ (α4i⅞3)2∙2h ∣M22 — 8 ai (α4)2 ele2~ ∖elβ2 pl6. α4 pi 3. pl ∣ e,t23 + ((α∕>i4)2 .(α4)2e1¾-- 3 ((α4)2 c1e22 j>14)2) .ρl ∣ e,e24.Nun haben die Gröfsen+ t⅛ + <,2+v3, + υ1—1>2 — v3 , —υ1 + υ2 — v3, —^2÷υs die Eigenschaft, dafs die Summen ihrer Kombinationen zu je 1,2,3, 4 Elementen die Werte0, —2 (υ∣2 + v22+ t,3^'> ι^v2v3, (*¼2T v22 + t⅞^)2— 4 (υ12 v22 + vl2 υ32 +- v2- υ32)haben. Folglich läfst sich die Gröfse (α∕>,4)3α4 in vier lineare Fak­toren von der Formttt pj3 _ (Jpliθo e1e2-ι + ⅛2,0θ file2-ι + ⅞⅛,θ° e1e2^1) pl j e1e2 zerlegen, wenn man den Quadratwurzeln nach einander die Faktoren 1,1,1; 1,—1,—1; —1,1,—1; —1,—1,1 beifügt und‰θβι¾^1 + ∙.+2⅛,o¼⅛^1 = — 3(α4)2e,e2- j>,4,
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}Koθ⅛rι∙,-p3θθε,fc2^, = a,i ∣e,β2 jp*β,i>1,0¼i2'l ∙-‰>θ*ifi2~l + ∙∙+2½,00M2~, ∙‰0¾⅞",== — I (apl 4'>2. (α4)2 e1e24 + 3 ((α4)2 e,e22 j>, 4)2 setzt oder also die Gröfsen jp1,0, J>2,o, ‰ als die Verschwind ungs- gröfsen der kubischen Form(e,3 + 3 <α4)2 c,e2a n4 . e12 «2 + (— ⅛(<φ∣ 4)2∙tα4)2 e1e2-+ 3((α4)2 eie,1 Jh4)2) · «i«22 — ^4 (α4)2 e1e2* t e1e2 J>ι6)2 ∙ ¾3) P3 oder ((«, + (α4)2eie2~ pl4. ε2)3— ⅛tα∕⅞4)2∙(α4)2 Ge2i∙ifiι + (α4)2e1e2- pli. e2). «,2-(((α4)2 elβ2-l>ι4)3 +(α4(α4)2e,e2-∣e,e2 j>1*5)2— ⅛m4)2 ∙ (α4)2M2~ λ«4)2 βι<⅛~ 1>∣4) ∙ fi23)i>3 ansieht. Das Zeichen der Quadratwurzeln ist nach der vorletzten Gleichung das der Form α4 (,α4)2 e,e2a j e1e2 j>ι6∙Es ist nun a4∕>12^2 = ap14.(a4)2 ete2- pi4, also infolge der Gleichung aiPi3P∙ι = θ
(,api 4)2. (∣.a4)2 e1e22 pl 4)2 = aip, p2'1 ai pt'1 p2 pi p2 und somit, wenn wir die Gleichung

(aipi aip.1∖ptp.ppi 2p.12 = fr(a4pi3 a4p23 + a4p,p22 a4 pi2p2 + 4 a4 pi 2 p2 a4 pi -p22) ∣ j>, p2oder(a4)2 pip2~ pl2p22 = ⅛apli ap,i — ⅛a4ptp22 a4 pl2p., pi p2 berücksichtigen,iWι 4)2 ∙ ((a4)2 eie2- pl 4)2 — ⅜ apl 4 up,4 = — t∕ι4)2 pi ρ2- pt2p22 oder, daap24 = uρi4 . ((a47,,θ 2 e,e2-) 1>∣2J>22
= aρl 4. ({aρl 4 r · (a4 )2 G e2l — 3 ^a4 )2 el e2 4 ρi 4 )2) ist, ((a4)¼e,- ∕>14)2- ⅛ (a^14)2 .(a4)2 e,e2- = —^a4)2 e,e2- pt2pi2 und ferner a4 ιa4)2 ete2' ∣ e,e2 pl6 == (a4)2e,e2- j>13j>2.Demnach ist(<a4)2 e1e2- pt 4)3 — ∣ (a^14)2 .(a4>2 e,e2i . (a4)2 eie2i ρl4 + (a4ta4)2e,√ ∣ e1e2 pl<5)2
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— 125 —in der Form — (α4)2 eie.12 pi 3 (α4)2ete22 pi2pi1 p, p.ioder — ((α4)2 e,e2* p,2)2pli)√2 darstellbar und hat daher den Wert . · i— i api 4 )2 . ((,α4 )2 e, e21 pl 2)2e, e2~ oder infolge der im 90ten Abschnitte gegebenen Gleichung,1+2X3 + 4? Ϊ2* 344 (ap^i = 12 api Γ(2^-+3)* 23’ (αp4)3 — 6 T2∖αp4)2 124 ∣√φ4)2,die entwickelt die Form12(,aiy)-el e2i p2)- e, e2?
= api .ai (α4.∣2 e,e221 ele2- — (α4)2 e1e√ pi. (a4)2ete2* annimmt, den Wert—1⅛l aP∖ 4'3 ∙α* ^4)2 e∣ e2~1 et e24 +A inPι4 )2 ∙ (α4 )2 e∣e2-. (α4 )2 eie2 - pl 4 oder endlich, da der Gleichungl(*+3? 23* (<φ4)3 = 6 Ϊ22 Ϊ3* 23’ (αp4)3 zufolge > ιirι

ai (α4)2 e1e22 I Mf = 3 (α4)3 (ei2. ∙ e22)*ist, den Wert— ⅛^Φ14)3 ∙l.^4)3 (β∣2. ·β22)* ÷τ⅛(fl⅛>ι4)2∙(Λ4)2 β,e2- . (α4)2 eie2* J>14∙ Und es besteht also die Kormel(<α4)2 ele2i pl 4)3 +(α4 (α4)2 e1e2* ∣ e1e2 pl 6)2
— ⅛ WPι 4)2. (α4)2 eie2i. 'α4)2 e1e2* p14 + | (αp∣ 4)3 . <«4 >3 <e 12.. ⅛)^ = θ∙Demzufolge läfst sich die kubische Form in der Form ((el +<α4)2e1e2- j714. ¾)3

— ⅛ PP 14)2. (α4)2 e,e2* ∙ («1 + (α*,)2 ete+ JJ14 · «2^ · «22 + ⅛(αp,4)3 *("4)3 (e12∙∙<½2)*∙ ε23)p3darstelien und darnach in drei lineare Faktoren von der Form («, — (—(α4)2 e,e2- pli +j ap1i .p00 fi,e2~1). £2) pzerlegen, wenn durch 7>0 die Verschwindungsgröfsen der kubischen Form (i13 — (α4)2ete2* . £ l ε22 + 2 (α4)3 (e,2 .. e22?. £.,3) p3 bezeichnet werden, und es sind ihre Verschwindungsgröfsen
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ρ ≡ (ε1 — (— (α4)2 e1e22 pi i + ∣ ap, 4 .pt" ε1ε2~,) . i.,)< e,ei und somit

p0 ε1ε2~l = —(α l∕ eιe2~ Pi + i«2h 4 ∙7>o° εli2~'∙Die vier linearen Faktoren der Gröfse (αp,4)3α4 haben alsodie Formα4 p, 3 — (V— (α4)2 e,¾-- p, 4 + ⅛ αp14. 2>0,1 θ ε, ε2 1 ÷ √ — (α4)2 ß, √- p 14 + ⅛ ap 14. j)0,20 £ i f2~'+ V- (ai>2e, e,- p 4 + ⅜ap 14. j⅛,3θ t, t.i~1) p, ε, ε2 und demnach die Verschwindungsgröfsen der biquadratischen Form 
ap4 die Form

p ≡ (tt' i e,c2 + V—(α4)2 β,e2^ ÷ ⅜α4 .p0,ιυ εtt√-1 -F V — α4)2 e , c2 - +fa4. p0 2θ ε, ε2 1+ V—(α1)2e,c2-÷⅜α4 dA48i*j*fcΓ1∣} /V·Die unter den Wurzelzeichen stehenden Grölsen sind die qua­dratischen Faktoren der Gröfse (α4 (α4)2 e,e2~ ∣ e,e2)2. Die linearen Faktoren der kubischen Form(ε,3-(α4)2 e,e2-.ε,ε22+2(α1)3∣^l2..e22)-.ε23) p\ deren Verschwindungsgröfsen Jθθi, , J)0.>, j)0ι3 sind, haben die Form(ε,- √7h,ιθειε2' + ¾⅞V*i⅛ffl)⅝*)l p, wenn pl , und p,2ιl die Verschwindungsgröfsen der quadratischen Form (ε12 + 2 (α4)3 (e12.. β22)- . ε,ε2 + (⅜ (α4)2 β,√)3. ε12) p2 darstellen, und es ist daher^oθfiιε2^1 = Ί—(α4)4(e12∙.e2^ + w + —(α4)8<1e12..ei2)i — w, wenn wir durch w die Quadratwurzel aus der InvarianteO-υs (e,2..¾5)1)2 -(i(α*)*«.«/)*bezeichnen. Diese Invariante ist der (—27)teTeil der Diskriminante der biquadratischen Form ap*.
κ∙'J∙∙,' 1 ;η<· ··7 ,m: dτ <
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Siebentes Kapitel.

Anwendung der Algebra auf die Geometrie.

103. An die Bezeichnung der Gesamtheit der durch die Einheiten el ,.., em darstellbaren Gröfsen
p =pεi. el +.. ÷ pεm ∙ enlals eines durch sie bestimmten m stufigen Gebietes knüpft sich die Bemerkung, dafs zwei Punkte eine Gffrade, d. h. die Gesamtheit der Punkte, in welche ein jeder von ihnen durch eine Änderung seiner Lage in Bezug auf den anderen Punkt und in der durch diesen bestimmten Richtung übergeht, drei Punkte, die nicht in einer Ge­raden liegen, eine Ebene, d. h. die Gesamtheit der Punkte, in welche ein jeder von ihnen durch eine Änderung seiner Lage in Bezug auf die einzelnen durch die beiden anderen Punkte gegebenen Punkte und in den durch diese bestimmten Richtungen übergeht, allgemein m von einander unabhängige Punkte einen (m—1)dimensionalen Raum bestimmen. Denken wir uns daher diese m Punkte durch die Einheiten e∣,..,em bezeichnet oder dargestellt, so können wir, wenn wir der Änderung der Lage eines Punktes in Bezug auf einen an­deren Punkt die Änderung des Gröfsenverhältnisses des Koefficienten einer Gröfse zum Koefficienten einer anderen Gröfse und der Ände­rung der Lage in einer bestimmten Richtung die Änderung durch additive Verbindung entsprechend annehmen, die Gröfsen des durch die Einheiten bestimmten mstufigen Gebietes als Repräsentanten der Punkte des durch jene Punkte bestimmten (m—1) dimensionalen Raumes ansehen. Da nun dem (m — 1)dimensionalen Raume fiir 

m↑> 1 infolge seiuer ins Unendliche gehenden Ausdehnung ein un­endlich ferner (m—2) dimensionaler Raum als Grenzgebiet zugehört und andererseits unter der Voraussetzung
pε, +.. -P pεm = 1mit dem mstufigen Gebiete el. .em das (m— l)stufige Gebiet ei ..em in Verbindung steht, so verbinden wir mit dem Raume dieselbe Vor­aussetzung und stellen die ihm angehörigen Punkte durch die Formen

P ==1 pε |. β | -P.. -P pεm . βmund =■= el +pε2. e,e2 ÷ .. -ppεm . eleιndar.
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l28 —Der Repräsentant des (w—1) dimensionalen Raumes ist die Gröise et.. em und der des zu ihm gehörigen unendlich fernen 
tyti—·2)dimensionalen Raumes die Gröfse el..em. Wir bezeichnen demzufolge für jedes m und jede Lage den (nt—1) dimensionalen Raum auch als ein m stufiges Gebiet und die ihn darstellende kom­binatorische Gröfse als eine m stufige Punktgröfse.Für jeden Punkt p, der dem Raume ei .. e„, angehört, gelten die Gleichungen

pei.. em =0, pei.. em = 0 und aufserdem die Gleichung
eι · ·e»* = Peι · · em ■ (Nach dieser letzten Gleichung ist die Lage des Raumes βt..ell, be­stimmt durch einen in ihm gelegenen Punkt und das ihm zuge­hörige Grenzgebiet ei..e,ll oder die Richtung, in welcher sich dieses befindet.Als die Richtung der Geraden elei <nach ihrem Grenzpunkte e,c2'' bezeichnen wir die Richtung, in welcher der Punkt e, durch Verschiebung in die Lage des Punktes e.1 gelangt; wir nennen sie, sobald auch die entgegengesetzte Richtung in Betracht kommt, ihre positive und diese ihre negative Richtung. Die Richtung der Ebene e,e2e3 (nach ihrer Grenzlinie e1e2e3'' ist gegeben, wenn wir aufser der Richtung (—·der Geraden eie2 die Richtung angeben ,ti,in welcher diese Gerade durch eine einen rechten Winkel nicht über­schreitende Drehung um den Punkt el den Punkt e3 in1 sich auf­nimmt: versehen wir die Gerade e∣e2 mit einer ihre Richtung andeu­tenden Pfeilspitze und drehen sie um den Punkt e1, so zeigt diese Pfeilspitze in einer jeden Geraden, in welche sie durch' eine einen rechten Winkel nicht überschreitende positive oder einen rechten Winkel nicht erreichende negative Drehung gelangt, die Richtung an, und auch die Richtung einer jeden anderen Geraden der Ebene ist bestimmt, wenn wir parallele Gerade selbstverständlich als gleich*· gerichtet anschen. Ebenso ist die Richtung des Raumes C∣e2C3e4 (.nach seiner Grenzebene c∣e2e3e4) gegeben, wenn wir aufser derΦ * . . .Richtung ( —der Ebene clc2c3 die Richtung festsetzen, in welcherdiese Ebene durch eine einen rechten Winkel nicht überschrei­tende Drehung um die Gerade c,e2 den Punkt e4 in sich auf­
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129nimmt: bei entsprechenden Bestimmungen ist dann die Richtung einer jeden Ebene und einer jeden Geraden des Raumes bestimmt. U. s. w.Die Lage des Punktes p = />£, . e, ÷ .. -Ppew . e,„ oder P ≈= β∣ L pε2 ∙ ti∣C2 ^p . . -l-jθfi∣∣ι ∙ βjC∣,lin dem Raume e1.. em ist nunmehr vollständig bestimmt, wenn wir die Entfernung zweier Punkte einer Geraden, in ihrer positiven Richtung gemessen, als positiv mit dem Pluszeichen und, in ihrer negativen Richtung gemessen, als negativ mit dem Minuszeichen in Rechnung bringen und die Gröfsen pε2,. ., pε,,x nach einander dem Verhältnis der Entfernungen der Punkte e1 , ei+pε2.eie2 und 
el, e2∙,.. ∙,el+pε2. ele2 + . . +pεm-1.e,em-1, p und e,, em gleich­setzen. Man gelangt von dem Punkte e, zu den Punkten e,-f-2,f1 . c∣e2, e∣ + P¾ ■ β∣<⅞ +j>f3. ^1e3, u. s. w. und also schliefslich zu dem Punkte p dadurch, dafs man den Punkt e, seine Lage in Bezug auf den Grenzpunkt eie2 in der Richtung der Geraden ele2 nach Mafsgabe der Gröfse pε2 ändern läfst, dann mit dem Punkte el+pε2 .β,e2, den man dadurch erhält, nach Mafsgabe der Gröfse pεi eine Änderung seiner Lage in Bezug auf den Grenzpunkt e,e3 in der Richtung der Geraden elea vornimmt und so fortßihrt.Die m Gröfsen pεi,.. ,pεm, vermittelst deren sich der Punkt 
p durch die Punkte e1,..,e,n darstellt, nennen wir seine homogenen und die m—1 Gröfsen pε2 ,.., pεm, vermittelst deren er sich durch die Punkte ei, βie2,.. ,elem darstellt, seine Cartesischen Koordinaten. I )ie letzteren sind, wenn man sie bezw. mit den Entfernungen des Punktes e, von den Punkten e2,..,βm multipliziert oder die Punkte 
e2 ,.., e,,l in der Entfernung Eins von dem Punkte e, annimmt, die ('artesischen Parallelkoordinaten des Punktes für die Koordinaten- axen eie2,.. ,ele,uDie Punkte p des Gebietes e,..et,, unterscheiden sich von den Punkten pl p des Grenzgebietes e, . . e,ιn dadurch, dafs die Summe der homogenen Koordinaten für die ersteren Eins, für <lie letzteren dagegen offenbar Null ist. Man kann daher <lie Gröfse jo auch als den Repräsentanten eines Grenzpunktes ansehen, sobald mau für sie die Bedingung

pεl ÷ ∙ ∙ + pεm = θ Schendel, Grundzüge der Algebra. 9
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130voraussetzt, ln der Tliat, geht, vermittelst dieser Gleichung die Form 
p = pεl. e, + .. +^βm . βtllin die Form

P = p¾ ∙ tiιt,2 ^F · · d P^m - j c,nüber. Ein m stufiges Gebiet wird durch eine jede Gruppe von m von einander unabhängigen Funkten jp, d. h. von Punkten, von denen nicht mehr als n einem n stufigen Gebiete angehören, bestimmt. Das Gebiet e1..em ist, wenn p,,..,pω solche unabhängigen Punkte dieses Gebietes sind, auch durch die Gröfse px..pm darstellbar.
104. Die Bedingung, unter welcher ein Punkt p in dem Gebiete pi.. pm-ι liegt, ist

PPi. ∙pm-↑ = 0 oder ppl.. pm_i = 0, und es mufs daher in dem Gebiete el.. em,l ein jeder Punkt p, der in dem diesem Gebiete angehörigen Gebiete pi. . ∕∕ιn -t liegt, durch seine Koordinaten die Gleichung
ppi. .pm-ι 111.. em = 0 oder ppi. .pm-i ∣ ε2.. ε,n = 0 befriedigen. Die erste Gleichung, die entwickelt die Form

pti Pi · ∙ P<n-∖ I «1«1 ∙ ∙ Sm + . . + pεm . Pι . .pm-A I «m G · · «m = θ bat, heifst die Gleichung des Gebietes pi. .p,„_i in homogenen und die zweite, die unter Berücksichtigung der Gleichung
Pi · · Pn I £-1 · · «» = Pi .∙Pn∖ («1 + . .+ «m) «2 · ·die Form2h · · Pm—i ∣ ¾ ∙ ∙ Ρ^ϊ · Pi · · Pm—l ί · · &m · ·∙2h · · Ptu—1 I a= θannimmt, seine Gleichung in Cartesischen Koordinaten.Nach der Gleichung ppi. .pm-∖ ∣ ε,.. εm = 0 kann man dasGebiet pi. .pm-i auch durch die Gröfse pl ..p,n-i εi ..tm und folglich, wenn wir

a ≡=pi . .pm-↑ | q .. emsetzen, durch die Gröfse a darstellen. Die Gleichung des Gebietes nimmt dann die Form ap = 0 an und stellt sich in homogenen oder Cartesischen Koordinaten dar, je nachdem man p = pεx. e, -f- . . 
+ pem ∙ em θ<ler p = e1 +pεi. ele1 + .. +7)ε,,l. el em setzt..Insbesondere wird das Grenzgebiet, e1. . em auch durch die Gröfse i14- . . £m dargestellt, da der Gleichung
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G ∙ ■ — (^ι l^ ∙ ∙ ~P Gιι) G ∙ · Gnzufolge
el.. em e1.. εm = ε∣ 4- .. 4- εmist, und in der That ist das Grenzgebiet das Gebiet der Punkte p, für welche die Gleichung jp(ε1-G ..-f-εm) = 0 gilt.Übrigens können die Gleichungen

PPι ..pm-i ∖εl..εm≈ 0, pp1. .pm_x [ ε2.. εm = 0in gleicher Weise auch als die Gleichungen des Punktes p in Koor­dinaten (w — l)stufiger Gebiete angesehen werden, wenn man unter den Koordinaten des Gebietes jp1. . ρm~∖ selbstverständlich die in den Formen
Pι. ∙2>m-ι = (e, «; m) pl. .pm-x ∣ ε1e1..εm. elel.. emund JPl ∙ ∙ P,>ι—1 ~ i Ü Pi · ·Pin—1 j ∙· £>n ∙ (-∣ G βοβο ∙ ∙ Gn~P Pi · · Pm—1 ∣ ¾ · · ' (,,l('2∙ · Gnauftretenden Koefticienten versteht.

105. Eine mstufige Punktgröfse setzt sich durch kombi­natorische multiplikative Verbindung aus m 1 stufigen Punktgröfsen zusammen und repräsentiert das durch die in ihr vertretenen Punkte bestimmte m stufige Gebiet.. Welche Bedeutung haben nun die durch kombinatorische multiplikative Verbindung zweier oder meh­rerer mehrstufigen Punktgröfsen entstehenden Gröfsen ? Sind die durch die Punktgröfsen dargestellten Gebiete der Art, dafs ein jedes von ihnen ganz aufserhalb der übrigen Gebiete liegt, oder sind die in ihnen vertretenen Punkte von einander unabhängig, so stellt ihr kombinatorisches Produkt offenbar das durch diese Punkte bestimmte Gebiet dar, im anderen Falle dagegen giebt, darüber Aufschlufs die Gleichung
i>z1 Pi · ∙ P∣n ∙ -P^Pi ■ ∙P∣n = Pi ∙ .pmn~1 .ρΧχ . ~Px∏ Pi . ∙P,noder die aus ihr hervorgehende allgemeinere GleichungK1 · K. Pi ■ -P» ∙ ∙i∖ . . ·-p, Pi ∙ .J>m1 'i ,n-1÷1 ’m= Pι∙∙P.∕~1 Pκ. ∙∙py,r Pi -Pm .So stellt das kombinatorische Produkt der 2 stufigen Punkt­gröfsen pi p.y und piPn∙, wenn die durch sie repräsentierten Geraden in keiner Beziehung zu einander stehen, auf Grund der dann gelten*9*
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132den Gleichung tplpi) ip ip C> =P↑ P >PzP4 e*n stufiges Gebiet, den die Geraden enthaltenden 3 dimensionalen Kaum, dar; haben dagegen die Geraden einen Punkt, sagen wir den Punkt p gemeinschaftlich, so stellt es, weil dann, abgesehen von einem numerischen Faktor, die Punktgröfse p∙ipi durch die Punktgröfse 2,∖P∙↑ darstellbar ist, auf Grund der Gleichung (j>1l>2'l (J>, T>3) =≈∕>ι 7>27>3 ∙ 2>l in algebrai­scher Verbindung die Ebene, in welcher die Geraden liegen, und den Punkt, in welchem sie sich schneiden, oder also das die Geraden verbindende 3stufige und das ihnen gemeinschaftliche 1 stu­fige Gebiet dar und kann demzufolge in dem 3stufigen Gebiete als Repräsentant des letzteren angesehen werden. Im Falle ^z1jzi>∕z3 = 0 fallen die Geraden und PiPi ’n eine Gerade zusammen und derPunkt liegt auf der Verbindungslinie der Punkte p., und ∕λt.Allgemein repräsentiert in einem ni stufigen Gebiete das kombi­natorische Produkt von n (.m— 1) stufigen Gebieten ρΪΛ . .pm-4l t, 
Pt.n ■ ∙Pm-ι,n nach der Gleichung

Pm Pi ∙ ∙ P,n · · n+l Pi · · Pm ~ Pi ∙ ∙ Pm* ' ∙ Pm · · Pm—n÷t Pi · ’ Pmin algebraischer Verbindung mit dem sie verbindenden zw stufigen Gebiete ein, nur in dem besonderen Falle n = m durch kein geome­trisches Gebilde, sondern durch eine Zahl dargestelltes, (zzi—w)stufiges Gebiet, ebenso wie das kombinatorische Produkt von η 1 stufigen Gebieten pi ,..,p∣∣ θ*n »stufiges Gebiet, und in derselben Weise, wie ein jedes diesem Gebiete angehörige 1 stufige Gebiet sich in der Form
p = PPi∙Pi+.. + pPn∙Pndarstellt, ist auch ein jedes, in dem zwstufigen Gebiete gelegene, jenem (zw— n) stufigen Gebiete angehörige tzw—1)stufige Gebiet in der Form

pl..p,n-∖ =Pi- ∙Pnι-∖ Pl,l∙∙P">-∖.i -Pi.i ■ ∙7hn-1,l+ . .^P Jb ■ · Pm—∖-Pi,n ∙ ∙ P∣n-l,ιι ∙Pi,n ∙ ∙ P∣n—l,iι darstellbar. Es besteht also hiernach in einem zw stufigen Gebiete eine vollständige Keciprocität zwischen den 1 stufigen und den (zzz—l)stufigen Gebieten, bei der die zzstufigen und die (zw—tt) stufigen Gebiete einander entsprechen.So gilt, wenn das 1 stufige Gebiet oder der Punkt p in dem 
n stufigen Gebiete px . .pl, liegt, die Gleichung

Pi ∙ ∙PhP = 0und in derselben Weise, wenn das (zzi— 1)stufige Gebiet pi . .p∣n-ι durch das (zw—zi)stufige Gebiet pi l . . J3m-ι,ι. .pi,n ∙ ∙Pm-i,n hindurch­geht, die Gleichung
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Pi,i , rP*H-1,1∙ ∙ Pi,η ∙ ∙P∣ιι-i,nPi ∙ ∙Pm-∖ — θ∙Die Bedingung, unter welcher das nstufige Gebiet p{ . .pn iudein (m — l)stufigen Gebiete Pι,o ∙ ∙Pm-ι,o Hegt) ’st daher 
Pn∙∖∙∖ Pi ∙ ∙P<n ∙ ∙ P∣n Pi ∙ ∙P∣n Pl,Q · · P»«—1,0 = θoderP«+l Pi · ·put · · pm Pi ∙ 'pm Pi,0 ∙ ∙ P∣n—1,0 j · · ^ιn ∙ ∙ = θ∙Die linke Seite dieser letzten Gleichung können wir aber, da nach dem I2ten Abschnitte bei der algebraischen multiplikativen Verbindung der Gröfse α,i+∣ . .am∖ Cl .. βιn mit dem kombinatorischen Produkte al..a∣∣ dieses als kombinatorischer Faktor vor das kombinato­rische Produkt al,+∖..am tritt und dasselbe demnach offenbar auch für die algebraische multiplikative Verbindung mit einem kombinatorischen Produkte von weniger als n Faktoren gilt, als das algebraische Produktder Gröfsen pll+↑pl. .pm .. pιnpi --Pm und l>ι,o . .pnι-ι,o Mi · · *»■·· 

imtl..ε,n ansehen und demnach, wenn das (m—1)stufige Gebiet durch die Gröfse
= Pi ,o ∙ ∙ P∣n—1,0 ! έ'ι · · έ bezeichnet wird, in der FormPi. .pl,,m~n~i ■ εi ∙ ∙ fc,,ι"l~1 · apι. .pn darstellen. Das nstufige Gebiet pi..p,l liegt also in dem (wt—1)- stutigen Gebiete a, wenn api . .p∣, = 0 ist.Das algebraische Produkt der Gröfsen al.. a,l wιHpl..pn+rι von denen die erstere das den (m—l)stufigen Gebieten α1,..,αn gemeinschaftliche Gebiet darstellt, oder also die Gröfse al .. u,l | 

pt..pll+l- repräsentiert ein dem (w÷r)stufigen Gebiete Pι..p,l+r angehöriges rstufiges Gebiet in dem pi — ri)stufigen Gebiete ai..a,,. Denn sie ist durch die Kombinationen der Gröfsen pl,..,pu+∣ zu je r darstellbar und nimmt bei der algebraischen multiplikativen Ver­bindung mit einer jeden der Gröfsen al, .. , an den Wert Null an.Darnach bezeichnet die Gröfse al el .. 6,n ein (m—1) stufiges Gebiet in dem (m— D stufigen Gebiete a oder also das Gebiet a, iu Übereinstimmung mit der Bezeichnung a = pl . .pm-i j . βm, der zufolge pl.. pm _ 1 ≡ α j e,.. e,„ ist.So stellt ferner in Übereinstimmung mit der Gleichung( —1)"-, (e1 +.. + e„,) ∣ p1.. pn == (p, +. ∙+P∏> Pi · .pn =Pι . .pn die Gröfse (ιε, ÷ .. + ε,,,'∣! pi. .pn das (w — 1) stufige Grenzgebiet des 
n stufigen Gebietes p1 . pn dar.
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134Insbesondere ist endlich die Gröfse al .. an pl..pll+∖ 4er Re­präsentant eines Punktes in dem den (m — 1) stufigen Gebieten al, gemeinschaftlichen Gebiete al.. a„. In der That ist, wenndie Gröfse p den n Gleichungen
aip = Q,.. ,anp≈Qgenügt,

p=≡ai.. an pi. .pn+∖.Für n = m — 1 ist_P = ∙ ∙ —1 G · ·und folglich .. a,,,-ι ≡ p ∣ i1.. ε∣n der Repräsentant und α1..αw-∣∣ 
pi.. pm~ι =0 die Gleichung eines Punktes, ebenso wie a=pl. .p,,, _i ε1.. εm der Repräsentant und ap = 0 die Gleichung eines (m — 1 )- stufigen Gebietes ist.Überhaupt stellt sich so allgemein der zwischen den 1 stufigen und den (m— l)stufigen Gebieten eines mstufigen Gebietes bestehen­den Reciprocität zufolge einem jeden Ausdrucke und demnach einem jeden Satze ein anderer in entsprechender Form zur Seite. Diese Reciprocität in den geometrischen Sätzen hört nur da auf, wo Be­ziehungen zu dem im Unendlichen gelegenen (m — 1) stufigen Grenz­gebiete in Betracht kommen, da im Raume ein entsprechend ausge­zeichneter Punkt nicht existiert. Der dem Grenzgebiete el. . e,„ oder 
εl +.. -p ειn entsprechende Punkt ε1. . εrn oder el T.. + em unterscheidet sich von den übrigen Punkten des Raumes in keiner Weise.

ιoβ. Einer jeden Gröfse kommt ein metrischer Wert zu. Der metrische Wert der Punktgröfse pl. .pn ist nach der Gleichungp1..p,ι = PPι∙ ∙p,,,iu der 2? ein beliebiger Punkt des Gebietes pl . .pn ist, gleich dem metrischen Wτerte der Punktgröfse pi..pn∙ Wir bezeichnen ihn daher durch ^pl..pn) und nennen ihn die Entfernung der Punkte 
Pn∙∙ιPn∙ Insbesondere ist die in der Richtung von pnach p2 gemessene und, je nachdem diese Richtung mit der Richtung der Geraden pip1 zusammenfallt oder nicht, mit dem Plus- oder Minuszeichen versehene Entfernung der Punkte jp1, p2.In Ansehung des Umstandes, dafs die Gröfse pl . .p,, bei Ver­tauschung zweier Punkte nur im Zeichen eine Änderung erleidet, erkennen wir ihren metrischen Wert als gleich der positiven oder
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135negativen Quadratwurzel aus dem metrischen Werte ihres algebrai­schen Quadrates.Und ferner erhellt, wenn durch pxp2 ^p3p^ die Neigung der Geraden plp1 gegen die Gerade p3pt, gemessen durch den die Gröfse eines rechten Winkels nicht überschreitenden positiv oder sie nicht erreichenden negativ genommenen Winkel, den die Gerade pip2 bei der zu ihrer Überführung in die Gerade J>3J>4 oder eine ihr parallele Gerade erforderlichen positiven oder bezw. negativen Dre­hung überstreicht, und allgemein durch pl. .pr-½-Px+x . ∙JPz+n die ’n entsprechender Weise gemessene Neigung des Gebietes pl..p>∙ gegen das Gebiet px+χ ∙∙Px+,l bezeichnet wird, dafs der metrische Wert des kombinatorischen Produktes der Gröfsen und l⅛P4 durchdie Gleichung
und darnach allgemein der metrische Wert des kombinatorischen Produktes der Gröfsen pl..pr und px+χ. .py^n durch die Gleichung ⅛ι∙∙Pri>x+ι∙∙Pz+,t)= ±<λ ∙∙X) ⅛,+1. .px+n) sin⅛1 . .pr ^,px+x ..px+n) gegeben ist, in der hinsichtlich des Zeichens die Bestimmung gilt, dafs das Pluszeichen zu nehmen ist, wenn das kombinatorische Pro­dukt pχ , .prPx+∖. ∙Px+n bei Vertauschung der Faktoren px ,.pr und
jPz+i ∙ ∙Pz+n sθ'n Zeichen ändert.Insbesondere ist also⅛ι ∙ ∙jPn)= ±⅛1l,2 ∙∙1>∕∙) 6¾lλ+1 ..pn) sin ('pip2 ..pr^- 'plpr+i ■ ■ pn) und darin das Zeichen bestimmt, wenn wir<Pl∙∙P") = <Pi " P«-l)<PlP») sill<Pl · · Pn-' - Pi Pn) setzen. Hiernach ist, wie die Annahme W=3 und n = 4 erkennen läfst, die Entfernung der Punkte p1,.. , p» gleich dem (w—1)! fachen, mit einem bestimmten Zeichen versehenen, zwischen ihnen gelegenen Baume.Und ferner ergiebt sich vermittelst der GleichungPi · · Pn Px44 · · Pz+n ~ Pl ·· P» · Px+l ∙ ∙ Pz+n Pl ∙ ’P» I Px+l · "Px+n für den metrischen Wert des algebraischen Produktes der Gröfsen p1. . p„ und pz+1∙∙Pz+n ιn*t Bücksicht darauf, dafs sie für κ=∙0 die Form <Pi∙∙pΛ = <Pi ∙ ∙Ph)2
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136annehmen mufs, die Gleichung
. <Pι∙ ∙Pn ∣Pz+ι ∙ ∙Pz+,t)

= ⅛1 ∙∙P0<Pz+∣ ∙∙Pz+,l)cθs(Pl∙∙Pn-^Pz+l ∙∙Pχ+,l)∙In einem m stufigen Gebiete unterscheiden sich infolge derGleichung ∕>1.. pm pl . . p,n εl.. εm .el.. e,„ alle (m — 1) stufigen Gröfsen von der Form pl..p,n und ebenso alle mstufigen Gröfsen von der Form pl..pm nur durch ihre metrischen Werte von einander. Nach der Gleichung pl.. pn = ppl.. pn oder
Pl · · Pn = P (Pl + · · + P„) Pi . . Pn oder auch nach der Gleichung pp1 4-.. + pp,ll = 1 ist daher

<Pl∙ ∙Pm)≈<PPlPl ∙∙pm)+.∙+<PPm Pl · · P...)∙Infolge der GleichungenP«x = Pezcι · · «i · · «„., Pi ∙ ∙ p,,,-ι «z«i · ■ «... = «'z Pi · · P...-1 i «i ·.«... gelten ferner für die Koordinaten des Punktes p und des yn, — 11- stutigen Gebietes pl . . p„,_i die Gleichungen'CPeκeι ∙ ∙G,∣) {cz Pi · · Pi«—i)Pδz = 7√----- -2-Pι ∙∙pm-ι I «z«i · · «... = ------- ;·-----∖('l ∙ «in ) \ßi · · «... )

107. Aus den Formeln des vorhergehenden Abschnittes erhält mau die bekannten metrischen llauptformeln der analytischen Geo­metrie vermittelst der Formen
Pi · ■ P». = (βj ε,∙∣ ni) Pi ∙. pn | «i ·. «.. . β∣ . . ctt,
Pl · · Pn tG « i W⅛ 1) Pi . . pn «2 · · «I. ∙ «1 «2 · · «..·So ist z. B. in der Ebene e1e2e3 die Entfernung der Punkte 

Pi, p2 in homogenen Koordinaten durch die Formel 
<Pi P2)2 = P1P21 «I«22 ⅜e2)2 + Pl p, I e1e32 <e1e3)2 ÷ p, p21 ¾2 <¾¾)2+ 2 Pl Pl i «1 «2 Pl P2 ! «1 «3 «2) (C1 ⅜) e°8 t«l «2 — «1 «3)+ 2 P1P2 I «1 «2 Pl P2 I «2«3 fyi «2) (¾¾) cθ8 («1 «2— ft2c∣)

+ 2 Pl P2 I «1 «3 Pl P2 I «2«3 («1 ¾) (¾¾) COS Ά ⅞ — c2c3>und in Cartesischen Koordinaten durch die Formel<P1P2)2= P1P2I «22 ⅛C2)2÷p1p2∣fi32 ⅛c8)2+ 2P1P2I «2 P1P2I⅝ (eι¾)(e1e3)cos(e1e2^e1e3) gegeben. Allgemein stellt sich bei Anwendung Cartesischer Koordi­naten und unter der die Formeln vereinfachenden Voraussetzung, dafs
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137die Geraden e1e2,.. , e1el,, normal zu einander sind, oder also in normalen Cartesisehen Koordinaten das Quadrat der Entfernung der Punkte pl, .. ,pn in der Form(^ι∙∙i>n)2 = (e, i∙,m-1)J)1. .pn∖t2..tl,i (e1e∙2∙ .e,,)2dar. Ferner hat man für den durch die Geraden p1p2 und p∙,ipi bestimmten Winkel die FormelnO1P2XP3Pl)sin,P1P2^P3P^= <P1P2 P3P4)’
{P↑ P2KP3 Pi)cos (Pi Pi—PsPi) = tPι P2∖ P3 Pi\ und es ist darin in normalen Cartesisehen Koordinaten für in — 3, oder wenn die Geraden in der Ebene elβ2e.ii liegen,

<P1P2 ∕C1Pl) = PlP2 P3P4∣fi2fi3 Ol^s)’

^PlPl PiPi) = PlPl t2 P3P4∣¾ <C1⅞)2 + P1P2'⅞ P3P4∣i3 <etβj)2 und fiir in =■ 4, oder wenn die Geraden im Raume c1e2e3C4 liegen, <P1P2 P3P4)2 = P1P2P3P41 «2«32 <e1e2e3)2+P, P2P3Pι l*2√2 <e∣M4)2÷ Pl P2P3 Pi I £3£4 ^ ^öle3C4)2’<P1P2 P3P4)2=PiP2l¾ P3P4lε2 O1¾)2+P1P2I «8 p3p4li3 Oι⅛)2 + P1P2I∕4 PiPi∖εi ⅛e4)2.Endlich gelten für den durch die Ebenen plp2pii und p4p5pκ bestimmten Winkel die Formeln
{Ρι Pi Ps) Oh Pr, Pc) si'1 (Pi Pi Pi Pi P5 P⅛^ = ± (Pi P2 Pa P« Ps Pc)> <PlP2P3) (P4P5P6)cθ^PlP2P3^P<P5P6' =^PlP2Pl ! P4P5PJund für den durch die Ebene ∕>ι∕>2∕,3 und die Gerade pip-, be­stimmten Winkel die FormelOh P2P3) <P4P5) 8in(P1P2P3 A PlP5) = ±^Pι P2P3 P4P5)’ und in normalen Cartesisehen Koordinaten ist darin für zz⅛=4, oder wenn die Ebenen und die Gerade im Raume 6ιC2e3e4 liegen,
Oh PιPiPi P& Pe)2= Oιe2c∙ι<h)2 (Pi P2P3P4P5 Pc I O∣¾)2+ Pi Pi Pi P< P 5 Pc I tε2⅛) (i3i<)2 O1¾)2 

+ Pi Pi PiPiPs Pc («2««) (⅛i<)2 ⅛e4)2λ< Pi Pi Pλ PiPs Pt) = Pi Pi Ps i «2«s Pi P5 Pc ∣ ⅜ O1e2⅜)2 ÷P1P2P3O2^ P<P5Pβl⅛β4 O1e2e4)2 ÷ Pi Pi Pi I e3e4 Pi Pr, Pc tat4 Oιe3e<)^
und
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<FlP2P3P4Pδ) = (PlP2P3∣¾fi3 λpδ! ti—PiPlP* I f2ε4 P4P5 ί f*+ P1P2P3∣¾ PiP-, ∣c2) (<5∣<W4)∙Weniger bekannte Formeln erhält man vermittelst der Form 
PPι ∙∙Pn≈= (fi, ε-,m)pi.. pn εl ..εn. pci . · e„.

IOS. Die Formeln des 106 ten Abschnittes geben ferner in einfacher Weise die Hauptformeln der ebenen und der sphärischen Trigonometrie.Aus der Gleichung
Pi Pz “ P3 Pi — P.3 P\geht für die ebene Trigonometrie durch kombinatorische Multi­plikation mit pip2 dθr Sinüssatz⅛l7j1) sin ⅛,2>2 ^-jβipi) = ⅛31⅛) sin ⅛ Fa ^F3F2> und durch Erheben ihrer beiden Seiten ins Quadrat der Cosinussatz⅛F2)2 = ⅛3P,)2 + ⅛F2)2 — 2 ⅛1>i)⅛32⅞) cθslj⅛p, ^2>37>2) hervor.Und ferner erhält man für die sphärische Trigonometrie aus der Gleichung pip^pipi -=pi ptp3 oder

PiPzP3PιPzPi = PtP∙iP3Pi∙PιPzdadurch, dafs man die metrischen Werte der in ihr gleichgesetzten Gröfsen bestimmt, die Gleichungsin (pip, ±plpt) sin (pl p2p3 ,^pip2pi) = sin Cpip2pi ±Pi Pi und mit ihr, da der rechts stehende Sinus durch Vertauschung von 
p2 uud p3 keine Änderung erleidet, den Sinussatzsin (p1 p2 2Ϊ. pl pj sin (p1 p2 p3 ^, pl p2

= ^CpιP3^-Pip^ sin (pιp,p3^-pιp3p^ und in derselben Weise aus der Gleichung
P∣P2Pi ∖PiP3Pi = P1P2 ∖P1P3 ∙PιPi^ -p,Pz∖PtP^ptP^P↑P3den Cosinussatzsin Cp1p2±ptpi) «η (plP3 δ-P∖ Pi c°s(PιPzPi-½-i>ιP3PJ= cos (p1 p2 ^,p 1 p3) — cos (pip2^-pipi) cos (pl p3 Λ,pt p,\

109. Sind 2>∣ , jPo » P3 ’ Pi v'er Funkte einer Geraden, so stellen sich z. B. die Funkte p3, pκ durch die Punkte pi , 7‰ in der Form
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Ps = PaPι ∙ Ρι +P3P2 ∙ P2, Pi = PiPι ∙ Pi +PiPi ∙ P2 dar und ihre gegenseitige Lage ist von dem Werte des Ausdruckes
PiPi . P3P1 β P1P3 JP2Pi
PiP2 PiPi PιPi∙P2P3abhängig, der sich auch in der Form⅛1P3) . tPi Pi)<P3P2) {PiP2)darstellen läfst und das Doppelverhältnis der vier Punkte Po P2i Pa, Pigenannt wird, wenn die letzteren zwei in Bezug auf die beiden ersteren und diese in Bezug auf jene konjugiert sind.Da vier Punkte auf 24 verschiedene Weisen geordnet werden können, so entsprechen diesen verschiedenen Anordnungen 24 Doppel­verhältnisse.Aus dem Ausdrucke P1P3 ∙PzPi ,P1P4 · P2P3 ’der das Doppelverhältnis der vier Punkte Pι,P√, P3,P4darstellt, ist nun ersichtlich, dafs sich das Doppelverhältnis nicht ändert, wenn man die Punkte des ersten und zugleich die des zweiten Paares vertauscht, und wenn man die beiden Paare vertauscht. Die Doppelverhältnisse können also nur höchstens 6 verschiedene Werte haben. Derselbe Ausdruck zeigt aber, dafs das Doppelverhältnis bei Vertauschung der Punkte eines Paares den reciproken Wert annimint, und es kommen somit nur drei Werte in Frage. Diese entsprechen den AnordnungenPi» Pi *, Ps∙> Pi' Pi, P3 5 Pi ’ P2, Pi, Pi i P2 , P3, die durch cyklische Vertauschung der drei letzten Punkte aus ein­ander hervorgehen. Setzen wir

Pi P3 P2Pi β v 
PiPiP2P3so erhalten wir, wenn wir hierin vermittelst der Form 2⅛ = Pa P2 

.p<y +P3P4 ∙Pi dem Zähler die FormPιP2∙P.ιP4-P1P4∙P3P2und ferner vermittelst der Form p4 = p4p2 ∙P2 ÷P4Pa ∙ Pβ dem Nenner die Form
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Pi Pi -Pi Pi —PiPi PiPigeben,
Pi Pi J>iPi = 1 t P1P2 - Pi Pi = v—1 .
Pi Pi ■ Pi Pt 1~v ’ Pi Pi · Pi Pi vDie G Werte des Doppelverliältnisses der vier Punkte ]>i, pi , Pι,pιsind als», wenn einer derselben durch v bezeichnet wird,1 v—1 1 . vι,ι - — > j , 1 n, - ·

1 — v v v v — 1Von diesen im allgemeinen von einander verschiedenen Werten können bei besonderen Lagen der vier Punkte mehrere gleich werden. Zu den diesen Lagen entsprechenden ausgezeichneten Werten des Doppelverhältnisses gelangt man, wenn man einen von den drei ersten Werten einem von den drei letzten und ferner zwei von den drei ersten oder letzten Werten einander gleichsetzt. In dem ersten Falle sind dann auch die beiden übrigen der drei ersten Werte den beiden übrigen der drei letzten, also dreimal zwei Werte des Doppel­verhältnisses, in dem zweiten Falle dagegen die drei ersten und die drei letzten, also zweimal drei Werte des Doppelverhältnisses gleich. Darnach sind die ausgezeichneten Werte des Doppelverliältnisses durch die Gleichungen v2 = 1, v2 — v + 1 = 0gekennzeichnet.Die erste dem ersten Falle entsprechende Gleichung giebt 
v — + 1. Die ihm entsprechenden drei Werte des Doppelverhält­nisses sind + 1, oo, ü und — 1, |, 2,und von den vier Punkten haben zwei den beiden anderen gegen: über, den Werten v=-f-l und v=—1 entsprechend, gleiche oder bezw. entgegengesetzt gleiche Abstandsverhältnisse, sie fallen zusam­men oder befinden sich mit den beiden anderen in harmonischer Lage. Für v = 4-1 sind also die zusammenfallenden zwei Punkte konjugierte, für n = <x> und v = 0 dagegen nicht konjugierte Punkte. Und ferner sind die Punkte pi , p1; ∕>3 , ρ4 vier harmonische Punkte, wenn

Pi Pi =   PiP t
PiP-2 Pi Piist; die Punkte pi, ρ., sind in Bezug auf die Punkte pi , pt und
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141umgekehrt harmonisch konjugiert und der Punkt pλ ist der zu den Punkten pi, p.1 und dem Punkte p.A gehörige vierte harmonische Punkt.Die zweite dem zweiten Palle entsprechende Gleichung bezeichnet hingegen, da ihr zufolge r3 =—1 ist, die ihm entsprechenden zwei Werte des Doppelverhältnisses als die imaginären dritten Wurzeln der negativen Einheit, und die vier Punkte heifsen aequianharmonisch.Dem Doppelverhältnis von vier Punkten einer Geraden ent­spricht das Doppelverhältnis von vier (m—Dstufigen Gebieten eines iw—2)stufigen Gebietes. Diese Doppelverhältnisse sind gleich, wenn die vier (w—Dstufigen Gebiete durch die vier Punkte gehen oder die vier Punkte in den vier <w—l)stutigen Gebieten liegen. Denn sind Pι,..,Pι vier Punkte einer Geraden, welche bezw. in den vier Gebieten ρΧΛ . . jpm-∣,t,. ., p, 4 . .pm-1,4 eines yn—2) stufigen Gebietes liegen, so ergiebt sich aus den Gleichungen pipl,l .. = 0, . . ,∕>4P1,4 ∙. J>m-1,4 = θ 4er Eingangs gegebene Ausdruck als gleich dem für jene Gebiete entsprechend gebildeten Ausdrucke. Insbesondere sind die vier (w — l)stufigen Gebiete harmonisch, wenn die vier Punkte harmonisch sind, und umgekehrt.
IIO. Ein (m— 1) stufiges Gebiet bezeichnen wir nach der es bestimmenden Gleichung ap==0 als ein (m — 1)stufiges oder (w—2)- dimensionales Kaumgebilde 1 ten Grades und dementsprechend die Gesamtheit der in einem wstufigen oder (m—l)dimensionalen Ge­biete liegenden Punkte p, welche der Gleichung ap- = 0 genügen, als ein (w—l)stufiges oder (w—2)dimensionales Raumgebilde 2 ten Grades, dessen Repräsentant die Gröfse a~ oder auch die quadratische Form ap- ist. Es besteht im allgemeinen im Falle tn = 2 ans zwei Punkten, im Falle w = 3 aus einem Kegelschnitt und im Falle w? = 4 aus einer Fläche 2 ten Grades. Die Gleichung ap- = 0 heilst selbstverständlich die Gleichung des Raumgebildes.ln einer ausgezeichneten Beziehung zum Raumgebilde d1 steht offenbar der Punkt, welcher die Eigenschaft besitzt, dafs für ihn die Formen α2 et p,.., d- e,u peinen und denselben Wert annehmen. Dieser Punkt ist, da für κ = 1 , .., W

www.rcin.org.pl



142

(ft-)m ßzßj . . β∣∣∣ ß, . . C∣∣ι — (Cl~ "l C∖ . . β∣nist, der Punkt
p ≡ (α2)'"-t ei.. em Je,.. ß,„ oder (α2)w-1 ei.. em und heilst aus einem weiterhin ersichtlichen Grunde das Centrum des Raumgebildes a2.Die Determinante (a1')'n ei.. cιn~ ist die Resultante der Formen 

a2elp,..,a2emp θ4er die Diskriminante der quadratischen Form ap2. Sie ist in der Form ta2')m eκel . . em ∖ el.. em darstellbar, in welcher die in der Form des Centrums als Koefticienten auftretenden Gröfsen(Λ·)”1 ß, . . 6∣tι j ß, ß, . . ß»i , . . , (iZ^ ','l ' β, ∙ . β∣,t | ß„i ß, . · ß»nals Koefticienten der Elemente a2eκ e,,.., a2 eκem erscheinen. Diese Koefticienten, deren Summe die Gröfse (α2),n1 β,.. ß,„* ist, können also nur verschwinden, wenn die Diskriminante verschwindet.Das Centrum liegt daher im allgemeinen im Falle (α2)m^~1 ß, ..βm- == 0 im Grenzgebiete und ist, weil sich aus der Form jp = (α2)w-1 e,.. ß,„ i ß. . e,„ infolge der Gleichung pεl -f- .. +pεm = 0 durch Multiplikation mit a2p die Gleichung ap2 = 0 ergiebt, ein Punkt des Raumgebildes. In dem besonderen Falle aber, wenn die letzt­genannten Gröfsen verschwinden, ist es, weil dann die Gröfse pεl,. ., 
pειn die Form annehmen, unbestimmt.Da die Koordinatensumme eines jeden Punktes des Grenz­gebietes den Wert Null und die eines jeden ihm nicht angehörigen Punktes den Wert Eins hat, so ist allgemeinα⅛17⅛ = 0, «2 PPi ≡ (a2)w e,.. em'.Im Falle (α2)"'-1 e, .. e„, - § 0 ist(α2)*n-ι ei.. em je, ..em 

(a2)m~i ei.. em -und (α2)m e,.. em -a2ppi = --------·—i ·(α2)m~1 ei.. em-Verschwindet die Diskriminante, so ist, aufser wenn die Gröfsen(β^),t, 1 c,.. cm | βjβ∣.. βn∣,.., (β-)n, 1 Cj .. (,,m | em β∣.. (,,m verschwinden oder das Centrum unbestimmt ist,α2 e, t? = 0, .., α2 e,„ p = 0,und wir können das Centrum auch für x = 1, .., m in der Form
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p ≡ (α2)m~1 ez e1.. em ∖ ei.. e,n oder (α2)m~1 exel.. e,ll darstellen und, falls es unbestimmt ist, durch diese Form bestimmen. Es ist, da ap~ ~ 0 ist, ein Punkt des Raumgebildes und bleibt dann nur in dem besonderen Falle, wenn die Koetficienten aller Elemente der Diskriminante verschwinden, unbestimmt, ln diesem Falle kann aber ein jeder Punkt des Raumgebildes als Repräsentant des Centrums angesehen werden; die Koefficienten der Gleichungen d1 e∣ p == 0,.., 
d2 e∣n P = P sin<l 4er Reihe nach einander proportional und ein jeder Punkt p, welcher der Gleichung ap2 = 0 genügt, genügt auch diesen Gleichungen und umgekehrt.Übrigens verschwinden die Koefficienten aller Elemente derDiskriminante nach der Gleichung_ _ 2

exel.. em eλei.. em = 0,wenn die Gröfsen
_ 2 2 

(ö~)m 1 β∣β∣ . . β∩ι 9 · · i (ä“)w βm β∣ . ∙ β/ηverschwinden. Diese Gröfsen haben, da nach jener Gleichung(α2)∞-1 exei.. ell, ∖eλet.. em ≈ j' (α2)m"1 exel.. em -. (α2)m~1 eλel .. em - ist, bei verschwindender Diskriminante durchweg dasselbe Zeichen.
III· Nach der Gleichung (α2)m+1 = (α2)m+1 pχpx ist, weil (α2)"*+l jpei.. em- = 0 ist,αp2 . (α2)m e1.. e,,Γ = (α2)m~l (a-p ∣ e1.. c,,l )2 oder, wenn wir mit Rücksicht darauf, dafs die Gröfse d1 p∖ei. .e,ti ein (m — 1)stufiges Gebiet darstellt,v.2>1..pw-ι =α2p∣e1..emsetzen,

ap-. (diyn e,.. e,n~ = r2 . (α2)",~1 pi. .pm-ι*.Bei nicht verschwindender Diskriminante ist also, wenn ap~==Q 2ist, auch (d2)m~l pi.. pm~ι~ = 0, und wir erkennen in Anbetracht des Umstandes, dafs ein jedes Gebiet pl..pιn-ι, welches dieser Glei­chung genügt, nach der Gleichung
a'1P = (—l)w~, υ .7>1. .jpm-1 | £,.. £mdurch einen Punkt des Raumgebildes hindurchgeht, dafs die (w—1)-stufigen Gebiete, welche der Gleichung (α2)m-1 pl . .pm .1- = 0 ge- 2nügen, das Raumgebilde d1 umhüllen und die Form (α2)m-1 pt.. pm-ι^
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144in gleicher Weise, wie die Form ap-, als Repräsentant, des Raum*gebildes a~ angesehen werden kann.Bei verschwindender Diskriininante dagegen ist unabhängig von 
2der Lage des Punktes p stets (tt2)"* 1 pl. .j>,,, = l), und die Form

{ai)m~lPi∙ ∙p∣∣, i kann deshalb das Raumgebilde dr nicht repräsen­tieren. In der That stellt sie nur einen Punkt des Raumgebildes und zwar sein Centrum dar, weil auf Grund der Gleichung
Pt ∙ ∙ P∣∣∣ -t == ϊ tw) Pi ’ ∙ P»i i ! G G · · ∙ e∣βj.. β∣∣∣infolge des Verschwindens der Diskriminante(α'2)c"'~υ2 ez e1.. e,,l pl.. ∕>w-Γ = 0und folglich
_ 2 2 _ , j

fαa)",^1 exei.. eιn . (α2)"'~, pl. .pιn-l = (α2)w~, exei.. em pi ..pm-∖^ ist. Dieser Gleichung kann man übrigens auf Grund der am Ende des vorigen Abschnittes gegebenen Gleichung(α2)m~1 exei..eιn ∖eλe,.. em = ∣z(α2)m~1 exel..em2. (α2)m~1 ¾ ei .. em - die Form (α2)",-17)1 ..pm-Γ= ((e, £ ; m) pl . .plll-i | e1β1 ..εm. J¼2)m-, e1ei.. el,r )2oder (α2),'' ~, ∕)1 . .pm-ι~ = (j∕(α2)",-' pi..pm-↑)- geben, in der die Zeichen der zweideutigen Quadratwurzeln ver­mittelst derselben Gleichung durch die Zeichen der Gröfsen (rt2)wι~1 
exei.. em } e? ei.. e,„ bestimmt sind.Nach der Gleichung (α2)m~, = ∣α2)"l 1 pxpx~ jst daher 2

ap-. (a2yu~ii Pi. .pιn-s= (α2)m~3 (α2p ∣τ⅞ . ∙jPm-ι)2 +(∣∕(α2)m 4 ppl. .pm 2)1> und es genügen somit die Punkte des Kaumgebildes a~ der Gleichung
(α2yn-3 (<i2p∣7>1 ..pll,^2 + (yz(α2)"*~l ppt ■ p,ll-2)- = 0 und folglich insbesondere für m = 3 zum einen Teil der Gleichung Λ2Jt>∣p+^—(α2)2 ppl — 0 und zum anderen Teil der Gleichung 

,l~P∖P—{ — (rt2)2 ppi = θ. Bel verschwindender Diskriminante zerfallt also das Kaumgebilde a~ für wz = 3 in Gei..’c, und zwar in zwei imaginäre oder zwei reelle oder eine doppelt zählende reelle Gerade, je nachdem die Gröfsen
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(a2)2 e1e1e2e3*> (α2)2 <½eι⅞e3i, (^2)2 e.∣eιe2e3~ positiv oder negativ oder Null sind. Eine solche Degeneration des Raumgebildes besteht auch für m^> 3; es wird, wie in dem Falle »n=3 von Geraden gebildet, die sämtlich durch das Centrum gehen. Denn ist p{ das Centrum und p.1 irgend ein beliebiger Punkt des Raumgebildes, so ist auch der Punkt p = ppl .p1 +pp2 .p2 ein solcher, weil ap- = 2ppt . pp2 a2pip2 und a2pip2 ≡ (a2)m el..em- = 0 ist. In dem besonderen Falle, wenn die Koefficienten aller Elemente der Diskriminante oder die sämtlichen Koefficienten der Form (α2)"'~l 
pi. .pm-ι~ verschwinden, ist der Ort der Geraden das durch jede der Formen α2e1,..,α2em darstellbare (m—1)stufige Gebiet a2pl, mit dem das Raumgebilde zusammenfällt. Nur für m=2 findet eine Degeneration in Gerade naturgemäfs nicht statt; durch das Ver­schwinden der Diskriminante reduziert sich das Raumgebilde in diesem Falle auf das doppelt zählende Centrum.Endlich sei bemerkt, dafs sich selbstverständlich die Gleichung αp2 = 0 für

P=pεi. e1 + · · + pεm . em in homogenen Koordinaten und für
p = e, +pe2.e1e2 + ..+ pεm ∙ eiem in Cartesischen Koordinaten darstellt, und dafs man die entsprechen­den Formen der zugehörigen Gleichung (α2),"~1 pl..pnι-r = 0 für

pi. .ptn-ι = (e, e; m) pl. .pn,-ι ∣ Oeι · ·«»» .eiel.. emund Pt. ∙Pm-ι = (e, £·, m—1) pi.. ρ,n-ι ε2ε2.. tm . eiele2e2.. em 
-P p∣ · · Pm—l I ε2 .. ε↑n . β∣e2.. c∣,∣erhält. Entsprechend diesen Darstellungen ist(α2)m el.. ell, - = (α2)", elel.. em2 und, wie sich vermittelst der Gleichungenβ| β∣ ββ2 ■ ∙ 6m = C, 6y_ 62 . . 6m , β∣ . . 6∣n (,β∣ p . . p^ β,,1) C∣ . . 6∣∣ιergiebt, .
(<l")',n ^"l β∣β∣ . ∙ 6∣∣∣ ∙ ∙ 6∣∣ι 6f . . 6m. . ■ t.

= (tt2)⅛,∣μc∣)m βjβfβ262 . . 6∣∣ι . . 6f6ι6∣∣ι β2 . . 6/h β∣β2 ∙ ∙ 6∣∕∣ ~ ; überdies ist augenscheinlich{α2)',n-1)m eiel .. em .. e,,, el. .e,,λ = ((a2yn e, . 6,n~)m~i.
Sch endet, Grundzüge der Algebra. 10
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112. Nach der allgemeineren Gleichung (α2)'t+1 = (α2)n+, pxpy~ gilt ferner, wenn p ein Punkt des nstufigen Gebietes pl . .pn ist., die Gleichung
ap2. (a2)"pi ..pn~ == (α2)" ' («2P ∣7>1 . ∙pny)i, aus der mit Rücksicht auf die Form

Pι .∙Pn = (e, e; m) pi. .pn | £,.. e„. e,.. e„ hervorgeht, dafs, wenn nicht die Gröfsen(α2)n e.. .. e.. I ei .. ejdurchweg verschwinden, die Gleichung ap2 = 0 die Gleichung (α2)rt^1 (a2p i Pi · · p’)2 = 0 nach sich zieht und also, da die Gröfse 
a2p ∖pi.. p„ ein (n— l)stufiges Gebiet des (m — l)stufigen Gebietes 
a2p darstellt, die Form (a2')n~lpl..pn-↑r als Repräsentant des Raum­gebildes a2 angesehen werden kann. Die (w — l)stufigen Gebiete 
Pι∙ pn-∖, welche der Gleichung (α2)n~, pi.. p,,_r = 0 genügen, umhüllen das Raumgebilde; sie liegen bei nicht verschwindender Diskriminante in den (rn—1) stufigen Gebieten des Raumgebildes und bei verschwindender Diskriminante nach der dann geltenden Gleichung 
a2p (a2)m~i ei ..em ∖el..e,,, = 0 in (in—l)stufigen Gebieten, die dem Gentrum des Raumgebildes angehören. Ein gleichzeitiges Verschwin­den der Gröfsen (α2)" e .. e | β; . . q für n <^m kann aber, wiezι n l Ansich vermittelst des Laplace’schen Determinantensatzes ergiebt, nur dann eintreten, wenn die Koefficienten aller Elemente der Diskri­minante verschwinden oder also das Raumgebilde mit einem (jw— 1)- st.nfigen Gebiete zusammenfällt.Die Form (α2)*~l pl . .p,,-ι~ >st algθ für W='2,..,w⅛—1 der Repräsentant des Kaumgebildes «2, wenn dieses nicht ein doppelt zählendes (m— 1) stufiges Raumgebilde lt.en Grades ist. oder die Koefficienten aller Elemente der Diskriminante nicht verschwinden; für n = m ist sie nur bei nicht, verschwindender Diskriminante der Repräsentant des Raumgebildes, dagegen bei verschwindender Dis­kriminante der Repräsentant, eines Punktes des Kaumgebildes, näm­lich seines Centrums, für w=fM+l unterscheidet sie sich nur durch einen numerischen Faktor von der Diskriminante und für w≥m+l nimmt sie den Wert. Null an.Die Form ap2 repräsentiert, wenn wir von den Punkten p des Wlstufigen Gebietes ei..em nur die in irgend einem w stufigen Gebiete
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147liegenden Punkte in Betracht, ziehen, die Gesamtheit der in diesem Gebiete liegenden Punkte des Kaumgebildes α2, und es bilden somit die in einem wstufigen Gebiete liegenden Punkte des Kaumgebildes α2 ein (w—1'stufiges Raumgebilde 2 teil Grades. Eine Gerade insbe­sondere hat also mit dem Kaumgebilde a~ im allgemeinen zwei Punkte und eine Ebene einen Kegelschnitt gemein. Die Form aplp<i2 stellt die Gesamtheit der Grenzpunkte des Kaumgebildes α2 dar.
113. Setzen wir das Centrum des Kaumgebildes α2, das wir durch pi bezeichnen wollen, als nicht im Grenzgebiete gelegen und damit im allgemeinen die Gröfse (α2)m-1 el .. e,n 2 als von Null ver­schieden voraus und ist p ein auf irgend einer beliebigen durch das Centrum gehenden Geraden ptp1 gelegener Punkt des Raumgebildes, so gilt nach der Gleichung p == Pi+PiP infolge der Gleichungen 

ap~ — 0 und a2pi plp = 0 die Gleichung
apip2=-api2und darnach in Anbetracht des Umstandes, dafs die Gröfsen p, p und p1ρ2 sich nur durch ihre metrischen Werte von einander unterschei­den, tiir die Entfernung des Punktes p vom Centrum die Gleichung

αp, p2-Es liegen also, da (α2)w e1 .. emi 
apt 2 =----- ~——i(α2)m~l e, .. em -ist,, bei nicht verschwindender Diskriminante auf einer jeden beliebigen Geraden des Centrums ρ, p2 in gleicher Entfernung von ihm zwei Punkte des Kaumgebildes, die, wenn wir nur reelle Gerade in Betracht ziehen, reell oder imaginär sind, je nachdem die rechts stehende Gröfse positiv oder negativ ist. Auf den reellen Geraden des Centrums liegen somit entweder nur reelle oder nur imaginäre Punkte des Raumgebildes, wenn die quadratische Form aplp.12 für eine jede Lage des reellen Punktes p2 nur positive oder nur negative Werte annimmt, während, wenn das nicht der Fall ist, die auf den reellen Geraden des Centrums gelegenen Punkte des Kaumgebildes zum einen Teil reell und zum anderen Teil imaginär sind. Im ersten .Falle heifst das Raumgebilde ein elliptisches und im anderen Falle ein hyperbolisches Kaumgebilde. 10
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148Aus der im 16 teil Abschnitte gegebenen Darstellung der qua­dratischen Form ap~ durch die Quadrate von m von einander unab­hängigen linearen Formen für p ist nun ersichtlich, dafs sie für reelle 
p nur positive oder nur negative Werte annimmt oder also eine wesentlich positive oder eine wesentlich negative Form ist, je nachdem(α2)m-χ+ι eκ-tgw- oder ( —1)",-*+1 (α2)m~*+, ex..ent~ fiir κ = 1, .., m—1 positiv ist.Die Form apip.11 ist daher eine wesentlich positive oder eine wesentlich negative Form, je nachdem(α2)m-× gι ,.eιn~ oder (—l)m~* (α2),n-x e,βz+1.. e,l,~ fiir κ = 1, .., m 1 positiv ist.Im ersten Falle ist (α2)m-1 et .. em* und im anderen Falle • 2(—1)"1~1 (α2)''l~1 e1 . . <⅛l^ positiv, und es ist die in Rede stehende Gröfse positiv oder negativ, je nachdem bezw.(α2)," el. .e,ll~ oder (—1)’" (α2)m el.. em~ negativ oder positiv ist.Wenn also(α2)",-κ elex+l. . em~ oder (—l)m~* (α2)m~5t e,ez+1.. e,„- für κ = l,..,m—1 positiv ist, so ist das Raumgebilde a2, je nach­dem bezw. (α2)"t e1 .. em~ oder (—l)m (α2)m el.. em~ negativ oder positiv ist, ein reelles oder imaginäres elliptisches Raum­gebilde und ferner im Falle (ια2)"l e1 . . em- = 0 ein imaginäres konisches Raumgebilde mit einem reellen Centrum, da die Form api p.p als eine wesentlich positive oder wesentlich negative Form die sämt­lichen Grenzpunkte des Raumgebildes als imaginär kennzeichnet.Wenn dagegenweder (α2)m-* e, ez+1.. e„,2 noch (—l)w-x (α2)",~* e,ez+1 .. em- fttr κ = l,..,m—1 durchweg positiv ist, so ist das Raumgebilde a2 im Falle (α2)m e∣.. em'^ 0 ein hyperbolisches und im Falle (α2)w e, ..βm~==θ ein reelles konisches Raumgebilde, da die Form O>PιPi2 weder eine wesentlich positive noch eine wesentlich negative Form ist und daher das Raumgebilde auch reelle Grenzpunkte hat.Die dem Falle (α2)m-1 e1. . em~ = 0, in welchem das Centrum ein Grenzpunkt oder unbestimmt ist, entsprechenden Raumgebilde
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149heifsen parabolische und cylindrisclie Kaumgebilde; die letzteren um­fassen als Ausartungen auch (/»—1) stufige Gebiete.Für m = 3 insbesondere ist also das Kaumgebilde α2, je nach­dem (α2)2 e1e2e3~ positiv oder Null oder negativ ist, im Falle (tt2)se1e2e3~ ≤≥ 0 eine Ellipse, und zwar eine reelle Ellipse, wenn a2 ele32 bezw. positiv oder negativ ist, und eine imaginäre Ellipse, wenn das Umgekehrte der Fall ist, oder eine Parabel oder endlich eine Hyperbel und zerfällt im Falle (α2)3 eje2e3-= 0 in zwei in einem reellen Punkte sich schneidende imaginäre Gerade oder in zwei parallele oder eine doppelt zählende Gerade oder endlich in zwei sich schneidende reelle Gerade.Zu den elliptischen Kaumgebilden gehören auch die sphärischen Kaumgebilde, deren sämtliche dem Grenzgebiete nicht angehörige Punkte vom Centrum eine und dieselbe Entfernung haben. Das Raumgebilde a2 ist nach dieser Eigenschaft ein sphärisches Raum­gebilde, wenn
apιP22≈ ω⅛P2)2ist oder die Koefficienten der Form ap2 mit einander durch die Gleichung

a2 eiex el eλ = ω (c1ez e1e^)verbunden sind. Dafs es in der That unter dieser Voraussetzung ein elliptisches Raumgebilde ist, erkennt man auch aus dem oben gegebenen Kriterium, wenn man aus der für einen jeden dem Grenz­gebiete nicht angehörigen Punkt des Raumgebildes a2 geltenden Gleichung (α2)"' e,.. e,„- = — (α2)",~2 (α2j> ∣ e1.. em)2, die sich für ap2 = 0 unter Berücksichtigung der für einen jeden nicht im Grenzgebiete liegenden Punkt p gültigen Gleichung(,α2)''' pel.. e,,n~ ≈ (a2)w e1.. e,ft-aus der Gleichung (α2)"' = (α2)", pi,px ergiebt, die Gleichung(tt2)", e.. em~ = — ω,',~2 {a2 p ι e, .. em)2 entnimmt und ferner bemerkt, dafs(α2)",-* etez+1.. eml = ωm~x ⅛ez+1.. em)2ist. Für die Entfernung der Punkte des sphärischen Raumgebildes vom Centruin gilt die Gleichung
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lδθ

{plp)- - ^a'P^e'.-.∙e'∙∙^, 
ωi{<¾..<⅛,)*in der p., ein beliebiger, dem Grenzgebiete nicht angehöriger Punkt des Kaumgebildes ist.

114. Wir haben im 105 ten Abschnitte die vollständige Reci­procität, die in einem w stufigen Gebiete zwischen den 1 stufigen und den (m—1) stufigen Gebieten besteht und bei der die n stufigen und die (m—n>stufigen Gebiete einander entsprechen, erkannt und zum Ausdruck gebracht und sehen aus dem Ulten Abschnitte, dafs sich diese Reciprocität insbesondere auch auf das Raumgebilde 2 ten Grades erstreckt, welches sich bei nicht verschwindender Diskrimi­nante sowohl durch die Form ap2, als auch durch die Form α1. .a,,l-t ∣ ∕>1. .j9m-ι2 darstellt.Es gilt in gleicher Weise die Gleichung 
it∣ . . (l∣∣∣-↑ [ p∣ . . p,∣t-∣~ . (tt1 . · (l,n—ι^V,1 Cj Cj . . ßtn . . C∣n C∣ ■ · ßm

— ll∣ . . (l∣,∣-l~yn * (itj . . it,,∣—1* jθj . .p∣∣∣ —J ' 6jC( . . C∣∣∣ . . β∣∣ι β∣ . . β∣n '^ oder, wenn wir ∙2h,ι · ·—i,i ∙ ∙2h,Hi—i ∙ ∙P>∣∣—ι,∙∣ι—i 
= . . cι,∣,—i“ Pi. . p,,t—i [ β∣β∣. . β∣n .. β,∣l β∣.. β∣ltsetzen, die Gleichung<t∣ . . (l∣n—l | Pt . .p,∣l-∣~ . (itj . . Ct∣∣,—ι^),'l β∣βι ∙ ∙ β∣∣∣ ∙ ∙ β∣n β∣ · · ßm

= W~ . Cl∕∣ . ∙ Ul∣ι—1^)',1 1 2b,1 · · Pm—1,∣ ∙ ∙Zb,<H—I · · Pm— Ι,„ι -1und in gleicher Weise knüpfen sich an sie entsprechende Betrach­tungen.In der That unterscheidet sich diese Gleichung im Falle des Nichtverschwindens der Diskriminante (α1 . . αw-i2)", e1e1 . . βm ∙ ∙ β∣nβ∣
. . β∣∣ι~ι wenn wir die Gröfsen α1 .. aw_t2 und p1(l .. pw,_u . .-p∣,w-ι 

. pa,-ι,m-∣ durch die Gröfsen (α2)m-1 und p∣pp∣. .pll,-ι. .pm-ι pρ∣ ..
p∣,,-∣ ersetzen, nicht wesentlich von der Gleichung

ap2. (a2)m β∣.. em ~ = υ2. (a2)m~1 p,.. p,,,-r,iu der die Gebiete p und pl . .pnι-i durch die Gleichung 
v . pi. .pιn-ι = a2p ∣ e, ..emoder auch, da

v . (α2)"∙-, p,. .p,n-i = (α2)'', p∖el.. cm
und somit
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v . (α2)m~1 pi. .plll-∖ | eze,.. e,,, = (—l)τn~1 ^α2)m c,.. eιn- .pex ist, durch die Gleichung
p . (α2)w el. .em~ = (—l)m~1 v. (α2)w~1 pl. .pm~ι ∣ e1.. βm mit einander verbunden sind. Eine vollständige Übereinstimmung zeigt sich, wenn wir

(α2)", e1.. em 2vw = ---------------- 1------------—
pp↑. .pm-ι I fi1 . . fimm ’setzen.Bei verschwindender Diskriminante wird das Kaumgebilde «,.. αw-ι2 von (m— 2)stufigen Gebieten gebildet, die sämtlich in dem (m — 1) stufigen Gebiete(<t∣ . . αm-i2)", * β∣β∣ . ∙ β∣n · · β»ι 6j ∙ ∙ ßm I β∣β∣ . . β∣∣ι · · ßm ßi · · ßm liegen, und fallt in dem besonderen Falle, wenn die Koefficienten aller Elemente der Diskriminante verschwinden, mit dem Punkte 

ai .. am-∖i p↑ , . .p∣n-ι,t zusammen.
115. Auf Grund der Gleichungen

υ.pi. .pιn-ι ≡ a-p βi..βιnund
p. <a2yι ß,.. βlll1 = (—1)",^, v . (a2)"l~1 pt. .pl,t-ι e, .. e,„, durch welche einem Punkte ein (m — 1) stufiges Gebiet und umge­kehrt einem (w—l)stufigen Gebiete ein Punkt zugeordnet wird, bezeichnen wir das ∣pι— 1) stufige Gebiet a2p als die Polare des Punktes p und den Punkt (α2)m-1 pl..pιn-t als den Pol des (m— I)- stutigen Gebietes pl..pm-t in Bezug auf das Kaumgebilde «2.Bei nicht verschwindender Diskriminante ist ein Punkt der Pol eines (pi—l)stufigen Gebietes, wenn dieses seine Polare, und ein (n<,—1 )stufiges Gebiet die Polare eines Punktes, wenn dieser sein Pol ist. Das Kaumgebilde a2 ist nach den Gleichungenαp2 = 0, (α2)'',"1 . ∙ p,ll-r = 0der Ort der Punkte, die auf ihren Polaren liegen, und zugleich der Ort der (m—l)stufigen Gebiete, die durch ihre Pole gehen, und es gelten infolge der auf dieses Kaumgebilde sich erstreckenden Keci- procität, die in einem m stufigen Gebiete zwischen den 1 stufigen und den (/H—l)stufigen Gebieten besteht, für Pol und Polare entspre-
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152chende Sätze, soweit wenigstens, als es sich nicht um Beziehungen zu dem (w—1) stufigen Grenzgebiete handelt.Aus der Gleichung (i2plp,=O ergiebt sich, dafs ein Punkt aut der Polare eines anderen Punktes liegt, wenn dieser auf seiner Polare liegt, und ein (m — 1) stufiges Gebiet durch den Pol eines anderen (m— 1)stufigen Gebietes geht, wenn dieses durch seinen Pol geht. Die Pole aller durch einen Punkt gehenden (m—1) stufigen Gebiete liegen daher auf seiner Polare und die Polaren aller in einem (m—1) stufigen Gebiete liegenden Punkte gehen durch seinen Pol. In der That ist nach der Gleichung (α2)",~1 pl. .pm-t = aipi.. d1p,,,-∖ der Pol eines (m—1) stufigen Gebietes der Durchschnittspunkt der Polaren der in ihm gelegenen Punkte.Ist
= θ, ∙ ∙, a2PιPn = θ;··; α2τ⅛-ιp∏ = 0, so liegen von den n Punkten pt,. . ,pn je n— 1 Punkte in der Polare des wten Punktes und gehen von den n (m— 1) stufigen Gebieten a2pl,.., a2pll je η — 1 Gebiete durch den Pol des wten Gebietes, und die n Punkte und ebenso die n (m— 1)stufigen Ge­biete heifsen polar konjugiert.Sind ferner pl und p.2 zwei Punkte des Kaumgebildes und also αp12 = 0 und αj).,2 = 0, so ist auch«2 (⅛ι ∙ Pι +pp, . p2)(ppi. pi — pp, ■ p2) = 0.Folglich ist die Polare eines Punktes der Ort der zu den auf einer jeden seiner Geraden liegenden Punkten des Kaumgebildes und ihm selbst gehörigen vierten harmonischen Punktes, und auf einer jeden Geraden sind je zwei polar konjugierte Punkte in Bezug auf die in ihr gelegenen Punkte des Kaumgebildes harmonisch konjugiert.Zu den Polaren gehört als (m — l)stufiges Gebiet, auch das Grenzgebiet ei..e,n. Der Pol des Grenzgebietes ist das Centrum (α2)",~1 ei..em∙, es ist, da der zu zwei Punkten einer Geraden und ihrem Mittelpunkte gehörige vierte harmonische Punkt der Grenz­punkt der Geraden ist, der Mittelpunkt einer jeden seiner Geraden in Bezug auf die in ihr gelegenen Punkte des Kaumgebildes.Bei verschwindender Diskriminante tritt in der Polarenbezielmng eine Unbestimmtheit ein. Es entspricht einem jeden Punkte mit Ausnahme des Centrums eine bestimmte Polare, aber dieser Polare nicht umgekehrt ein bestimmter Pol, und einem jeden (w — l)stufigen
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153Gebiete mit Ausnahme der durch das Centrum gehenden Gebiete ein bestimmter Pol, aber diesem Pol nicht umgekehrt eine bestimmte Polare. Da, wenn p das Centrum ist, die Koefficienten der Form
a-ρ = a2 c1 p .«( + .. + a2 elll p. εm verschwinden und dafselbe unter der Voraussetzung (ft2)w~, exel . . c,„ 

pl. .p,,i-∖ = 0 von den Koefficienten der Form
(ft2)*n ' p j .. pιn—i ] β j.. ßm = (e; m i (ft2)" ' p | _ t I βj β∣ ∙ ∙ G∣n ∙ β ∣gilt , so kann als Polare des Centrums jedes (m—1) stufige Gebiet und als Pol eines durch das Centrum gehenden (m—l)stufigen Ge­bietes jeder Punkt gelten. Die Polare eines jeden anderen Punktes aber ist nach der Gleichung a2 p (ft2)m~1 el . . e,n ei.. em == 0 ein durch das Centrum gehendes (m—1) stufiges Gebiet und der Pol eines jeden anderen pi— 1)stufigen Gebietes das Centrum, weil er nach der Gleichung a2p (a2yn~ipl. .pm-↑ I ei.. em = (a2yn ppi. · I 

el.. e,∣, == 0 in einem jeden durch das Centrum gehenden (m— 1) stu­figen Gebiete liegt.In dem besonderen Falle, wenn die Koefficienten aller Elemente der Diskriminante verschwinden, ist das pi— 1)stufige Gebiet, mit welchem das Raumgebilde zusammenfällt, die Polare eines jeden nicht in ihm gelegenen Punktes, sonst können als Polare eines Punktes und als Pol eines (m—1) stufigen Gebietes jedes —1) stu­fige Gebiet und jeder Punkt gelten.Das Verschwinden der Diskriminante ist nach der Gleichung 
(«2)·" e,.. em~ = a2p (α2)w~l el .. e,n ∖ei.. e„,die Bedingung, unter welcher durch das Centrum die Polaren der übrigen Punkte hindurchgehen.

Iltf. Auf einer jeden Geraden pip2 liegen zwei Punkte p des Raumgebildes ft2, für welche nach der Gleichung ap2 = 0 offen­bar die GleichungPPi = — <⅛ Pi l-lz-(ft2)2 plp∙i 
PPι «Pi2gilt. Betrachten wir sie und ebenso die auf der Geraden gelegenen Punkte p{ und p.1 als konjugierte Punkte, so erhalten wir daher für das Doppelverhältnis dieser vier Punkte zwei Werte, von denen der eine
r = ~a'P∖Pi + 1 — (<⅛2⅛p2^—ft2 j), p.z—y—(ft2)2 p{ p.,-
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154und der andere diesem umgekehrt gleich ist, und die also die Wurzeln der quadratischen Gleichung(v + l)2(α2)2 p,JJ2* +l)2(α2P1^2)2 =°sind. Für v — — 1 sind die Punkte vier harmonische Punkte, und in der That ist dann a2pl p2 ■= 0; der Punkt pl liegt auf der Po­lare des Punktes p., und umgekehrt. Für v = +1 dagegen ist (α2)2 pl p2 ~ = 0, die auf der Geraden liegenden Punkte des Raum­gebildes fallen in einen Punkt zusammen und die Gerade ist eine Gerade des Raumgebildes, und für v = 0 ist ap,2 ap22 —- 0 und demnach wenigstens einer der beiden Punkte pl und p.2 ein Punkt des Raumgebildes.Die Gleichung
(v +-1)2 (α22)2 pipι- + (v — l)2 (α22 pip2')2 = 0, welche das Doppelverhältnis der Punkte pi , p2 einer Geraden und der in ihr gelegenen Punkte des Raumgebildes a22 bestimmt, nimmt, wenn wir die ersteren zwei Punkte im Raumgebilde a,2 gelegen und somit α1p,2 = 0 und αip22 = 0 annehmen, infolge der dann geltenden Gleichungen(α,2)2 ptp2- = -(ai2PtP2)2, ai2a22 p,p21 = - a,2pi p2 a2zpip2 nach Multiplikation mit —(ft∣2PιP-,)2 die Form(t> + l)2 (α,2)2jq p2*. (α22)2 ρip2l — (v — l)2 (tf,2 <‰2jq∕>21)2 = 0 an. Da nun diese Gleichung die im Raumgebilde a,2 gelegenen Punkte in der Verbindung eines kombinatorischen Produktes enthält und auf einer Geraden das kombinatorische Produkt zweier Punkte sich von dem zweier anderer nur durch einen numerischen Faktor unterscheidet, so können wir in ihr jene beiden Punkte durch irgend zwei beliebige Punkte ihrer Verbindungslinie ersetzen oder die Punkteund p<2 als zwei beliebig gelegene Punkte ansehen, und die Gleichung stellt dann ein Raumgebilde 4ten Grades dar, dessen Gerade in den Raumgebilden al 2 und a22 vier Punkte von einem gegebenen .Doppelverhältnis v bestimmen.Für v = — 1 geht das Raumgebilde 4 teil Grades in das durch die Gleichung «,2 α22 P∖P2~ ≈ 0dargestellte Raumgebilde 2teil Grades über, dessen Gerade demnach
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155in den Raumgcbilden al2 und α22 vier harmonische Punkte be­stimmen. Für r = +l zerfällt es, da diesem Werte die Gleichung(α<2)2 pi p, i. (a2)2 pip2~ = 0entspricht, im allgemeinen in die Raumgebilde α12 und 'α,2, und für 
v = 0 nimmt die Gleichung die Form(α,2)2 p^p-f .(a.i2)2 p,p2~ — (α12a.12 pip2~)2 = 0oder (α12 α22)~ (Pi P2~y2 ^ θan und stellt, weil in diesem Falle zwei nicht konjugierte Punkte zusammenfallen, das den Kaumgebilden α12undα22 gemeinschaftliche Kaumgebilde dar.In dem besonderen Falle, wenn das Kaumgebilde ‰2 mit einem (»i — 1) stufigen Gebiete zusammenfallt, repräsentiert die Form α12α22 ρ1p.< das (·#&— 2)stufige Raumgebilde 2 teil Grades, welches das (m— P stufige Gebiet mit dem Raumgebilde al2 gemein hat. Für /W .= 3 werden also, wenn das Kaumgebilde α22 eine doppelt zählende Gerade ist, die aut dieser Geraden liegenden Punkte des Kaumge­bildes ai2 durch die Form α,2α22 p^p2~ dargestellt. Diese Punkte sind, da die zugehörige Form in Punktkoordinaten(α,2α22)2 pippγpl piPPιPi~ist, nach dem 110ten Abschnitte zwei imaginäre oder zwei reelle oder zwei zusammentallende reelle Punkte, je nachdem die Gröfsen(α,2 a,2)2 plcipip, p,etplp2*,.. ,(al2a,-')2p,eiplp, p, e3/>,p2' oder, da4(α,2α22)2 pipplp2 ^P2PP1I⅛-= — 2(α,2)2 (⅜2)2 PιPPιPι P2PP1P2'+ 3 α12 (α22)2 PPiP2~.alp2 + 3 (α12)2 α22 ppip21 · α2P~ und ppxp2 = ppxp2 i1e2ε3 ∙ e1e∙ιe3 *8t und ferner die sämtlichen Koefficienten der Form (α22)2 p1p2~ verschwinden, je nachdem dieGröfse (rt,2)2α22 c1c2e3" positiv oder negativ oder Null ist. Ist die Gerade die Grenzlinie der Ebene, so ist α22 = (e1 + f2-f-e,i)2 und3(α12)2 (t1 + e2 +e3)2e1e2e3- = ία,2)2 (ί«ι + e2 + fi3)! e1e2e3)2 = (α12)2 e1e2e3-∖

117. In der aus der Gleichung (α2)"+l = (α2)',÷1 pi,pir hervor- gehenden allgemeinen Gleichung
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ap"1. (a2')n pi ..pn- = (α2)n~1 (α2j>∣ ρt. .pn'f + (α2)n÷1 ppl. .pn~ ist, da die Gröfse a2p∖pt..pn ein dem nstufigen Gebiete Pι∙.pn angehöriges (n— 1) stufiges Gebiet des (m — l)stufigen Gebietes a,2p darstellt, (α2)',~1 (a2p j pi. .p,,)2die Form eines (m — 2)stufigen Kaumgebildes 2ten Grades, welches von den dem Raumgebilde a2 angehörigen (w — l)stufigen Gebieten der Polare des Punktes p gebildet wird, oder die Form eines (m — 1)- stufigen Raumgebildes 2ten Grades, welches von denjenigen Punkten gebildet wird, welche die Eigenschaft haben, dafs die dem Raum­gebilde a2 angehörigen Gebiete des nstufigen Gebietes pi..pn io ihren Polaren liegen.Insbesondere ist also, wenn wir das (m —1)stufige Gebiet pl. . 
ρ,η-ι als gegeben ansehen,(α2)ra~2(a2p∖p, ..pm-ι)2

= ap2. (a2yn-'pi.. p,ll-1 - — (α2)'" et..em~ .ppt. .pm~1 ),e,.. emi die Form des (w — 1) stufigen konischen Raumgebildes 2ten Grades, welches durch den Pol des (m—1) stufigen Gebietes und die in diesem Gebiete liegenden Punkte des Raumgebildes a2 bestimmt wird. Das durch das Centrum und die Grenzpunkte des Raumgebildes a2 bestimmte asymptotische konische Raumgebilde stellt sich darnach durch die Form (α2),"-2 (α2p∣ ei. . em)2
= ap2. (α2)w^^1 e,.. emi- — (α2)m ei.. em-.(«, + ..+ tm) p2dar. Führt man in dieselbe für den Punkt p vermittelst der Gleichung
p . (α2)m e,.. e,n- = ( -- l)m~1 v . (a2)m~l pi.. pm~, ∣ el.. ew seine Polare ein, so erhält man unter Berücksichtigung der Gleichung

v.pl..pιn-ι = a2p el.. eιndie Form(α2)"-2 ((£, +.. + ) | p1.. 2Λ,,-i)2 . (α2)m el.. eιn-= (α2)m~1 Pi.. pnι-ι1. (α2,m~1 el .. e,ll~l β∣. . β∣)∣ | P∖ . . P∣n-1^ ,die das (>n—2)stufige Kaumgebilde 2ten Grades darstellt, welches das Grenzgebiet mit dem Raumgebilde a2 gemein hat.
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II Schliefslich bemerken wir, dafs die im 36 ten Abschnitte unter der Voraussetzung (α2'),'1-1 el ..e,n~^0 behandelte Aufgabe, die quadratische Form ap2 in einer Form darzustellen, in welcher die Veränderlichen nur im Quadrate auftreten, zusammenfällt mit der Aufgabe von der Transformation eines (m — l)stufigen Kaumgebildes 2 ten Grades zu m—1 polar konjugierten (nt— l)stufigen Gebieten des Centrums.Die Form ap2 nimmt, wenn wir durch die Gleichung __  (tl^ i"l 61 I β i ∙ ∙ β∣ιι1 ' (α2)",-1 e,..em-das Centrum und ferner, indem wir den Punkt p., und aufserdem die Punkte p3,o ?.. > Pm-ι,o beliebig gelegen annehmen, durch die Gleichung
PιP× = ^2)m^2PιP2P2,o∙ ∙ P×-ι,o Z⅛ · ■ P* I ⅛ .. e,u die Punkte p3,.. , pιn vermittelst der Form

P = Pi + PPl ∙ PiP∙2 + ∙ ∙ +PP>n . PiP∣n in sie einführen, die Form«P2 = αPt2+PP22 ∙ ⅛∣P22 ÷∙ ∙ +PP-n · apip,n2 an, in der für die Gröfsen apl2, aplp31, .., aplpm2 die Gleichungen
api _ (α2),n~1 e, ..em-und αPιPx2 = (α2)m~1 el.. em 2. (α2)z ^2 p1p2p3,0 .. px_,/• ⅛ιPz+12 ∙ ∙ aPiP,n 2gelten.Die Punkte pi,..,pm, von denen die Punkte jp3,..,7>m-ι bezw. in den Gebieten plp2p3,0, ..,plp2p3,0..plll-↑,u liegen, genügen, wenn die Zahlen κ und λ als ungleich vorausgesetzt werden, den Gleichungen α2jpι^ιP = 0. a2plpλp1px≈0 und ferner der aus ihnen hervorgehenden Gleichungfl¾APz = θund liegen demnach in den nt—1 polar konjugierten (m—l)stufigen Gebieten des Centrums a2P1p2 , · ·, a-pip>n,
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und zwar so, dafs ein jedes Gebiet n1pipx sie mit Ausnahme des Punktes py sämtlich enthält.Ist pi χ ein auf der Verbindungslinie der Punkte pi und pχ gelegener Punkt des Raumgebildes, so gilt nach dem llßten Ab­schnitte für seine Entfernung vom Centrum die Gleichung
apl--tPiPx)2

⅛>iPι,κ)'=----------- -∙----- 2------
apl pxiAlan kann daher in der obigen Darstellung der Form ap- dieGröfsen⅛ “ — * ⅛-Pχ)2(ΡιΡι,ζ)“setzen, und die daun in ihr im Quadrate auftretenden Gröfsen 

PPx^PiPx) für κ=2,..,m sind die Cartesischen Parallelkoordi- naten des Punktes p für die Koordinatenaxen p1 p1 ,.. ,PιP,,ι∙Zu einem Ausdrucke, der das Verhältnis der Gröfsen apiP* und pipi,2 durch die Punkte pi, p2, pχ0 darstellt, und damit zugleich zu einer Darstellung der Gröfse ^PιPι,x) durch diese Punkte gelangt man, wenn man auf Grund der Gleichung pt . .pllt = pi. .pιa ∣ εi .. £,,, 
. ei.. e,„ der Gleichung

PtP, = (a2)m-2plp2p3,o ∙ Px-iι,Pχ+l ∙ -Pm | e1.. e,„ die Form 7b7M⅞,o ∙ -P*,oPx+t ·-Pm !«i · · Pi px= (α)2*-, j>1∕)2p3,o · · Pz_i,o Pκ+, ∙∙P"∙∖ PtP-2P.i.o ∙ ∙ Px,oPx+, ∙ ∙P"< giebt. Die rechts stehende Determinante nimmt nämlich nach dem Lap 1 ac e’schen Determinantensatze, da die Gröfsen d~ P∖P∙1P∖P u und a^pipι,0plpll für μ = κ 4- 1 , .. ,»n und Z<xfl verschwin­den, die Form(α2∕-3 ρip,pi,0 . . px_in ∖PiP2P3,0 .-Px,0 · (a2)m~*pipx+l . . p„ * und darnach infolge des Verschwindens der Gröfse dlP∖Pf pipu für μ 2 die Form(α2)5f-2 pi p2p3,0 . -px_] () | ∕⅛2‰ ∙ ∙Px,0 ∙ nptPx+, ’ · · aplptll 2 an, während andererseits aus den Gleichungen«A Px - (—1 )*^^8 to2)wι~l A P2P2 ,0 ∙ ∙ l>χ-lzo px -pm ei.. eιu
und
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aPi Pz2 = (α2√"^^, e, ∙ ∙ e,l, i. (a2)x~i pip2p3,0 ∙ ∙ Px-,,,*

∙ apiPx+l2 ∙ ■ apiP'n2ldie Gleichung
Pt Pi Pa ,o · · Ρζ_υ, Px · · P<* | q · · «m = (—1)*-«(a2Y~2 plp,p3,0 .. px~i∕ . aplpi,+li.. aplpm2hervorgeht. Und es ist demnach∕>,λ - ιr-, . apι p ι≈ (α2)χ-, p1p2p3,0 · · Px-ooder Pi px = (— 1 )* ~, (rt2),n^1 et .. emi . (α2)*~2 pl p, p3,0 ∙ ∙ Pz _ι,« I
Ρι P2 Pa ,0 · · Pz,o · «Pi Pz+22 · «Pi P».4 und folglich, wie sich durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen ergiebt,. (02)κ-2PιP2P3,o∙ Ρχ_1(,-.(α2Λ_,ΡιΡ2Ρ3.ο ∙Pz< ∙ ,

«Pi Pz2 = ~"7T7T-r^------------------r------------- r— · P'P*(α2) 3 plp,p3,0.. px_} (t I p.p2p3,o. ∙px,0Für κ = m insbesondere ist
• -» <α'2y,,~2 P' P*P™ ■ ■ P*-ι√ ∙ (a2Γ~l ei.. e,,, - ∙ 2

(θ^),l* ' PiP2Pi,0 ∙ ∙P∣n-1,0 I β1∙ . β∣)iund in der That ist das der Fall, da hierin Zähler und Nenner bezw. den Gröfsen nplpm2 ∏∏d p{pM2 gleich sind.
119. Da das Verhältnis der Gröfsen ap↑p2 und p^p2 für x = 2 ,. . , m—1 von der Gröfse (α2)m~1 e,.. ßm unabhängig ist und für κ = m durch Multiplikation mit ap2 von dieser Gröfse un­abhängig wird und ferner nach der Gleichung„ · «Ρι2·(Ρ.Ρχ)2⅛∣P.J2 =---------- ’----- —αpιi,x2für den auf der Verbindungslinie der Punkte pl und pm gelegenen Punkt des Raumgebildes

Pi,m αs Pi f^ Pι.>n Pm · PiPmdie Gleichung - , «Pi2
Pι,mPm ≈ · ,

api pm2
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— IGO —g∏t, so lüfst sich aus der durch die Gleichung
ap1 = api- + pp22. ap, p22 + ..+ ppm 2 . apl pm 2gegebenen Darstellung der Form ap2 eine andere Darstellung her­leiten, die auch in dem Falle Geltung hat, wenn (α2)'" , 6∣∙∙em*≈=0 oder das Centrum ein Punkt des Grenzgebietes istWir stellen den Punkt p durch die Form

P~ Pi,m PPi,m ∙ Pi,m P2,1" 4^ ∙ ∙ ^⅛* PPta,m · Pi,in P∣n.ιιι dar und bestimmen in ihr den Punkt p.i ,ll durch die Gleichung7,tP∙2 =Pt,mP∙2,,n und, 5ndθm wir die Punkte ∕⅛,.Pm-ι,υ,,« durch die Gleichungen -PlJPjςθ = -Pχ,O,meinführen, die Punkte ρi,m,..,pm,m durch die Gleichungen, welche durch Hinzufügung des Index m aus den die Punkte pi,.. ,pm be­stimmenden Gleichungen hervorgehen. Es ist dann
. . PiPχ ~ Pl ,m Pχ,mauch für κ = 3,.., m, folglich

P = Pi +PPι,m · Pi P2 + ∙ ∙ + PP^m-l,w · PiP,n-∖
+ (PPm,m + Pi ,m Pm ) · Pi Pmund somit

PP2 cz= PP2 m1∙ · ,PPm—1 ~ PPm-∖,mund PPm = PPm,m + Pi,m Pm .Infolge dieser letzten Gleichung ist aber, da
- _ V- ap,2 ap, p,,i2

Pi,mPm — ·
ap, p„, 2 ist,

pp∣n~. ap,pm 2 = pp,n.m^ ■ ap,p,,,2+ 2 ppιn,,n . r — ap,2 ap, pm 2 — ap, 2, und es ist demnach
ap2 = pp2,m 2. ap,,m p2,tn 2 + .. + ppm,mi · ap, ptn,,ll2+ 2 j>pmm . VZ— ap,2 ap, Pm,v2.Da ferner für den Punkt

P∖,m = Pl +Pl,mPm ■ PiPminfolge der Gleichungen
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161α⅛ιi>2i>LPm =θ> a-PιPuPιPm = θdie Gleichungen<i2^ip22>1^,,w∣ =0, d-pipk,9pγpγ,m = 0 gelten, so ergiebt sich für die Gröfse
Pi Pm = (α2)"l-2i>1^2j>3,0 ∙J>m-l,0 Cl · · Cm aus der Gleichung

Pi Pi,m p2p3 ,0 ∙ ∙l>m-l,0 i €| . ∙ «m PlPm 
= {Cl^'')t" * PiP2P3,O · 'Pm—1,0 PiPi,m PlP.iß · · Phi—1,(1die Gleichung

Pi Pi,rn P2Pi,0 · · Pm—1,» | £1 ∙ ∙ iπι · Pi Pm= PιP∣,m · (α2)m^2 Pi p1p3Λ . ■ p,,^ifi-'Unter Berücksichtigung der Gleichung
api p,,l 2 = (α2)w-1 e1.. e,,,*. (a2)m~2 pi p, p3,0.. pw_,,«? ist daher(ft^'∣m ' 6j ∙ - ^>l' ∙ Pi Pl ,m P2 ?^3,0 · · P»‘- l,<l j U ∙ ^m = Pj ,∏ι P»i ∙ iip∣ p,∣∣ * oder2 / ~ · „ ... , · 11 «Pl‘ wp, P»| - = (ii^>'" e1 . . C„| ∙PιP∣,∕H Pi P2P3,O · · Pm-1,(1 ∙ ∙und folglich in der obigen Darstellung«Pi ^ ap∖tm P∣ιι,m~

= (tl~Vi 1 C∣ .∙C∣∣, ^ . PiP∖,m Pi,im P’i,m P.3,(I,hi · · Pm—l,(l,w G ∙ ∙ Ein· Überdies ist offenbar<tp∣ ^ dpi ,mPm,m~ = (<t^)", β∣ ∙ ∙ β,,∣ . ∣,Λ^Vh * Pι,∣∣∣ P3,m P'Λ,fi,m · · Phi—1,(1,hi ~ Nach den Gleichungen
P\ Px = Pi,m Px^ PiPx,a = Pι,m Pz,0,H, sind die Punkte und die Punkte, in welche bei einerparallelen Verschiebung der Geraden PιPx und p, pz(| nach dem Punkte pl m die Punkte pχ und p übergehen.

S c h e n d e 1, Grundzöge der Algebra. 11
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Berichtigungen.

8. 5 Z. 9 lies willkürlich, 8. 7 Z. 11 Permutation, S. 21 Z. 17 aus ihr, S. 24 Z. 24 ft'. (e2÷..+ e„). «2, u. s. w., 8. 27 Z. 17 und sie, S. 29 Z. 12 aeia, 8. 34 Z. 9 <p12 + .. + pm 2) ex eλ , S. 37 Z. 17 
—PPt∙∙Pn> S. 38 Z. 4 v. u. vermittelst der Form e1j>1 ==i>1e2 ∙ e1e2 ÷ • · +l>1em .e1em, 8. 39 Z. 3 v. u. aplpm2, 8. 40 Z. 1 a,iptpλpipx, 8^ 41 Z. 17 S. 47 Z. 16 α1~>, S. 52 Z. 17 (—1)« ', 8.6<»Z. 18 an∙, S. 75 Z. 13 l)a diese Gröfse, S. 80 Z. 6 v. u. a2'l p" 1j>10, 8. 82 Z. 2 v. u. ρlli, 8. 87 Z. 3 pip0 plp,,, S. 96 Z. 7 v. u. κ ≤ Z’ 8.U9 Z.6 nl + λ-2κ, S. 100 Z. 2 plnι+λ 2*, 8. 103 Z. 15 al p",,8. 104 Z. 2. v. u. Hyperdeterminanten, S. 105 Z. 18 324, 8. 116 Z. 1

Z . χ_ Z
plp2~, 8.117 Z. 3 v. u. Pιn-* p2 > & 119 Z. 4 gehen bei unge­radem λ, 8. 119 Z. 8 2 statt 4; S. 119 Z. 9 streiche: bei ungeradem Z; 8.133 Z. 8. v. u. lies a, 8.133 Z. 2 v. u. (w—l)stufige, 8. 143Z.9 v. u. p,. S.158 Z. 12 v. u. (α2)wι 2 8.160 Z.4 v. u. α∕>∣,w j‰,2.
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