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PREFACE.

Les Lecons que je publie aujourd’hui représentent une
partie de ’enseignement que je donne depuis plus de dix ans
a la Faculté des Sciences. C’est a I'intention de nos étu-
diants que je les ai rédigées : pour les candidats au certificat
_ de Calcul différentiel et Calcul intégral, elles correspon-
dent a une division importante du programme; les candidats
au certificat de Géométrie supérieure y trouveront les élé-
ments des diverses théories dont ils doivent étudier quelques-
unes en détail.

Mais il m’a paru aussi qu’il y avait intérét, en dehors des
nécessités de tel ou tel examen, a rassembler des vérités qui,
dans les cours et dans les livres, sont le plus souvent dissé-
minées, pour en constituer un corps de doctrine, qui fit
comme la partie élémentaire de la Géométrie nouvelle qu’ont
instituée Monge et Gauss. ‘

L’examen approfondi qu’exigent les principes de cette
Science ne pouvant trouver place dans un Ouvrage de la
nature de celui-ci, j’ai présenté en quelques pages les géné-
ralités indispensables, tant pour donner a mon exposition
sa marque et son unité, que pour appeler 'attention sur un
sujet important. Certaines des définitions adoptées sont assez
particuliéres, de sorte que souvent nos conclusions subsiste-
raient, venant aprés des hypothéses moins restrictives; mais
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VI PREFACE.

j’ai voulu n’avoir a invoquer que des propositions d’Analyse
bien connues et conduisant a des démonstrations simples.

Si j’ai df, a cause du but que je m’étais assigné, passer
sous silence bien des questions, j'ai tiché d’en préparer
I'étude ultérieure, et de ne laisser aucune ombre sur celles
que je traitais. Aussiai-je remplacé maintes fois les solutions
classiques par d’autres, qui m’ont paru plus satisfaisantes,
et donné la plus grande attention aux questions de signe;
enfin, j'ai cherché & écrire clairement et avec correction.

Ce livre, ai-je dit, s’adresse a ceux qui apprennent; mais
je serais heureux si ceux qui savent, venant a y jeter les yeux,
y trouvaient matiére a penser.
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LECONS

SUR LES

APPLICATIONS GEOMETRIQUES

DE

I’ANALYSE.

CHAPITRE PREMIER.

REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES.

I. — Courbes planes; point simple.

1. Une courbe plane est, par définition, le lieu des points du
plan dont les coordonnées cartésiennes (z, y) satisfont i une équa-
tion F(z,y)=o0, la fonction F étant développable par la formule
de Taylor aux environs de tout point (z,, y,) ou elle est nulle,
sauf de certains points exceptionnels isolés.

Un point (z,, y) estdit point simple d’une courbe F (z, y) =o
si, aux environs de ce point, la fonction F est développable par la
formule de Taylor et si, de plus, ses dérivées partielles du premier
ordre ne sont pas nulles toutes les deux en ce point.

D’apreés cela, I'une des coordonnées de la courbe est une fonc-
tion continue de l'autre aux environs de tout point simple. Soit,
en effet, I} =~ o par exemple. On sait que I’équation

(1) o=F(z,y)=(x—0)Fy,+ (¥ =y F,+...

définit, pour toutes les valeurs de 2 comprises dans un certain in-
tervalle, une fonction y qui, dans tout cet intervalle, est déve-
R. 1
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2 CHAPITRE PREMIER.

loppable suivant les puissances enti¢res de z — z,, et qui, pour
Z = x,, prend la valeur y,.

Il convient le plus souvent de définir une courbe comme étant
le lieu des positions d’un point dont les deux coordonnées carté-
siennes sont des fonctions continues d’une variable indépen-
dante . Ces deux fonctions sont supposées développables par la
formule de Taylor aux environs de toute valeur # comprise dans
un certain intervalle, sauf de certaines valeurs isolées. On dit
alors qu’un point (z,, ¥,) est un point simple d’une courbe si les
coordonnées de tout point de la courbe, situé a I'intérieur d’un
cercle décrit de ce point comme centre avec un rayon déterminé,
peuvent étre représentées par un seul et méme syste‘me de deux
fonctions f, (u), f2(u) qui, prenant respectivement les valeurs z,
et yo pour u = u,, soient, pour des valeurs suffisamment voisines
de uy, développables en séries entiéres procédant suivant les puis-
sances de u — u,,

z=filu)=zy+ a(u—uy)+ ay(u—uwy):+...,

Al y=f(uw) =yo+b(u—uy)+ by(u—uy)>+...,

et telles que leurs dérivées premiéres ne soient pas nulles toutes
les deux pour u = u,. :

Ces définitions de la courbe plane et de ses points simples s’ac-
cordent avec les définitions précédentes. En effet, considérons une
courbe représentée aux environs d’un point (z,, y,) par I'équa-
tion (1) ot 'on suppose F, £ 0. Nous avons vu que I'ordonnée y
de cette courbe est développable en une série procédant suivant
les puissances de # — x,. Si donc on prend pour z une fonction
arbitraire d’une nouvelle variable «, développable suivant les
puissances entiéres de u— u,, telle que la premiére des séries (2),
la fonction y prendra la forme de la seconde des séries (2), et
l'on peut évidemment toujours choisic pour z un développe-
ment ot le coefficient @, soit différent de zéro. Ainsi, les défini-
tions qu’exprime I'équation (1) entrainent celles qu’expriment les
équations (2).

Réciproquement,du systéme (2) olinous supposons par exemple
a,7# o, on tire pour « — u, une fonction développable suivant les
puissances de z — z,; si 'on substitue cette expression de « — u,
dans la série f,(u), on obtient pour y une série procédant sui-
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES. 3

vant les puissances entiéres de  — z,. On a donc une équation
de la forme

o=F(z,y)=—(y—yi)+ci(z—a)+ cs(® —x)* +...,

qui rentre visiblement dans le type (1), le coefficient de y — y,
au moins étant différent de zéro. Ainsi, les définitions qu’exprime
le systéme (2) entrainent les premiéres.

Un point (2, y,) estdit point multiple d’ordre n d’une courbe
F(z,y) = o si, aux environs de ce point, la fonction I est déve-
loppable par la formule de Taylor et si ses dérivées partielles des
n — 1 premiers ordres sont toutes nulles en ce point, mais non
celles de I'ordre n.

Dans ce cas, le développement (1) commence par des termes
d’ordre n en £ — z, et y — y,. On sait que, quand il en est ainsi,
on peut représenter tous les points de la courbe qui avoisinent le
point (2, y,) par un ou plusieurs systemes de développements
tels que (2), dans chacun desquels les coefficients a, et b, peuvent
étre nuls tous les deux, et le sont nécessairement si un seul sys-
téme de développements suffit.

2. Remarque. — On dit que les formules (2) fournissent une
représentation paramétrigue d’'une courbe. D’une telle repré-
sentation, il est évidemment possible d’en déduire une infinité
d’autres. Il suffit, en effet, de remplacer la variable « par une
série entiére par rapport a une autre variable ¢, dont les coeffi-
cients seront quelconques. On aura ainsi de nouveaux dévelop-
pements

(3) z = 21(9); ¥y =093(v),

analogues aux formules (2).

Mais il arrivera fréquemment que, pour tout point (z,,y,) de
la courbe, les équations (3) admettront plasieurs solutions com-
munes ¢ = ¢y, ¢, ..., ¢,. Alors les coordonnées des points voi-
sins de (x,, ¥,) seront représentées par n couples de séries en-
ticres procédant respectivement suivant les puissances de ¢ — ¢,
de ¢ — 0,3, ..., de ¥ — v,; en sorte que tout point simple (z,,y,)
perdra, en apparence au moins, le caractére d’un point simple. Il
est visible en effet que, si les équations (2) n’ont qu’une solution
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4 CHAPITRE PREMIER.

commune u = i, pour X = x,, ¥ = ¥,, et sil'on prend pour « un
polynéme entier P(¢) du degré n, les n racines ¢4, ¢5, ..., ¢, de
I'équation P(¢) = u, seront communes aux équations (3) pour
x = x4, ¥y =y, Lorsqu’a tout point d’une courbe correspondent
plusieurs valeurs du paramétre en fonction duquel ses coordon-
nées sont exprimées, on dit que 'on a une représentation im-
propre de cette courbe. On réserve le nom de représentation
normale a celles qui ne font correspondre & chaque point de la
courbe (sauf des points isolés bien entendu) gu’une seule valeur
du paramétre. Il est évident qu’on peut toujours, quand le point
(24, o) est un point simple, obtenir une représentation normale
des points qui I'avoisinent par des séries telles que les séries (2),
en procédant comme nous I'avons fait pour déduire ces formules
de I'équation (1); en particulier, il suffira de prendre pour x une
fonction linéaire de . Mais, méme si I'on prend au hasard la
fonction f(u), ce qui détermine la fonction f,(u), les équa-
tions (2) auront une solution commune quand (2, y) sera un point
de la courbe (1), et elles n’en auront généralement pas d’autre.
Dorénavant, toute représentation paramétrigue dont nous fe-
rons usage sera supposée normale. Nous étendrons d’ailleurs cette
qualification aux représenlations paramétriques fournies par des
fonctions périodiques, telles que celle du cercle

2TU .+ 2TU
z=Recos —, Yy = Rsin —
w w

A un point de la courbe correspondent des valeurs en nombre
infini du paramétre; mais ces valeurs forment une progression
arithmétique ayant pour raison la période w, en sorte qu'il n'y en
a qu'une dans un intervalle égal a la période, intervalle ou il
suffit de faire varier le paramétre u pour obtenir tous les points
de la courbe. Une pareille représentation est sans inconvénients
el peut étre traitée de représentation normale.

II. — Courbes de I’espace; point simple.

3. Une courbe de U’espace est le lieu des points de l'espace
dont les trois coordonnées cartésiennes (z, y, z) sont des fonc-
tions continues d’une variable #; on suppose ces trois fonctions
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES. 5

développables par la formule de Taylor aux environs de toute
valeur « comprise dans un certain intervalle, sauf de certaines va-
leurs isolées. Rien n’empéche d’ailleurs que la courbe ainsi dé-
finie ne soit tout entiére tracée sur un plan; dans le cas contraire
elle est appelée courbe gauche.

On dit qu'un point (z,, ¥, 3,) est un point simple d’une courbe
si les coordonnées de tout point de la courbe situé a I'intérieur
d’une sphére, décrite de ce point comme centre avec un rayon
déterminé, peuvent étre représentées par un seul et méme sys-
téme de trois fonctions f,(u), fo(u), f3(u) qui, prenant respec-
tivement les valeurs z,, y,, 3, pour u = u,, soient, pour des va-
leurs suffisamment voisines de u,, développables en séries entiéres
procédant suivant les puissances de u — u,,

z=fi(u) =2+ a;(u— uy) + as(u — )2 +...,
(4) <y=f2(u)=yo+b1(u—-u0)+b2(lt—uo)2+...,
( z=f3(u) =250+ cr(u—ug)+ca(u— ug)?+...,

et telles que leurs dérivées premiéres ne soient pas nulles toutes
les trois pour u = u,.

Si, pour représenter tous les points de la courbe voisins de
(20, Y0, 20), il faut employer plusieurs systémes de trois dévelop-
pements tels que (4), ou un seul systéme de cette forme, mais dans
lequel a,, b, et ¢, sont nuls tous les trois, le point (z,, y,, 7o) est
dit point multiple.

Voici la raison des diverses hypothéses que nous venons de
faire. Sans qu’il soit nécessaire d’avoir défini ce que nous enten-
drons par le mot surface, il est évident qu’une équation telle
que (1) ou un systéme tel que (2), ne contenant que les deux
coordonnées z, y, représente tous les points de 'espace qui se
projettent sur le plan des zy suivant une certaine courbe (C;);
en d’autres termes, tous les points d’un cylindre dont les géné-
ratrices sont paralléles a I'axe des z. Si la section (C;) de ce cy-
lindre ne présente que des points simples, aucune génératrice
n’appartiendra a deux portions différentes du cylindre, tandis que,
si deux branches de la section (C;) se croisent en un point M, la
génératrice qui passe en ce point sera commune a deux nappes
du cylindre. Cela posé, dans les équations (4) qui définissent une
courbe (C) de I'espace, supposons par exemple ¢, £ o; on sait
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6 CHAPITRE PREMIER.

qu’alors u« est une fonction de z, développable aux environs de z,
suivant les puissances entiéres de z — z,. Portons son expression
dans les deux premiéres équations (4); nous obtiendrons deux
équations, l'une entre x et z, l'autre entre y et z, savoir

x=2y+ 01(3—35)+a(5— 359)2+...,

Y=yo+ B1(5— z9) + Ba(5—30)2 +...,

qui représenteront deux cylindres, I'un parallele a I'axe des y,
l'autre a I'axe des x (cylindres projetants de la courbe consi-
dérée); les directrices de ces cylindres seront les projections (C,)
et (C;) de la courbe sur les deux plans » = o et z = 0. Or nous
avons supposé expressément que tous les points de (C) voisins
de M(z,, yo, o) €taient représentés par le systéme (4); par suite,
tous les points de (C,) et de (Cg), voisins des projections M,
et M, de M, sont représentés par les deux équations ci-dessus,
en sorte que chacun de ces points est un point simple (n° 1) pour
la courbe dont il fait partie. Ainsi, la génératrice de (C,), qui pro-
jette le point M de (C) en M, n’appartient qu’a une seule nappe
de ce cylindre; il en est de méme pour la génératrice de (Cz) qui
projette le point M en M. Dés lors, on voit que la courbe (C),
qui est tracée a la fois sur ces deux cylindres, n’aura qu’une seule
branche passant par le point M; c’est pourquoi ce point est dit
point simple.

Si les formules (4) font correspondre, & tout point simple de
la courbe (C) qu’elles définissent, une seule valeur de u, on dit
qu’elles fournissent une représentation normale de (C); dans le
cas contraire, la représentation est dite impropre.

4. Remarque. — D’aprés les définitions du point simple, que
la courbe soit plane ou gauche, on voit que si deux points simples
M et M" d’une courbe correspondent 4 deux valeurs infiniment
voisines « et « + Au da paramétre, la distance de ces deux points

V(Az )2+ (Ay )2+ (A3)2 = y/(a1du ... )2 + (b1 Au +... )2+ (crAu +...)?

est un infiniment petit du méme ordre que A, puisque le second
membre, divisé par Aw, tend vers \/af ~+ b3 + ¢}, expression qui
ne peut étre nulle, I'un au moins des termes soumis au radical étant
différent de zéro.
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES. )

III. — Surfaces; point simple.

5. Une surface est, par définition, le lieu des points de 'es-
pace, dont les coordonnées cartésiennes (z, y, 5) satisfont a une
équation F(z, y, z) = o, la fonction F étant développable par la
formule de Taylor aux environs de tout point (z,, ¥, 39) ou elle
est nulle, sauf de certains points exceptionnels, isolés ou formant
des suites continues isolées.

Un point (zy, y,, z,) est dit point simple d’une surface
F(z,y, z)=o0 si, aux environs de ce point, la fonction F est
développable par la formule de Taylor et si, de plus, ses dérivées
partielles du premier ordre ne sont pas nulles toutes les trois en
ce point.

Il suit de la que I'une des coordonnées de la surface est une
fonction continue des deux autres aux environs de tout point
simple. Soit, en effet, F; £ o par exemple. On sait que I'équation

(5) o=F(z,y,8)=(2—2)F3, +~ (¥ —50) F), +(5—5) F +...

définit, pour toutes les valeurs de z et y comprises dans un cer-
tain domaine, une fonction s qui dans tout le domaine est déve-
loppable suivant les puissances de z — z, et de y — y,, et qui,
pour x = x,, ¥ = ¥,, prend la valeur z,.

Dans beaucoup de questions, il convient de considérer une
surface comme étant le lieu des positions d’un point dont les trois
coordonnées cartésiennes sont des fonctions continues de deux
variables indépendantes w«, v. Ces trois fonctions sont supposées
développables par la formule de Taylor aux environs de tout
couple (u, ¢) appartenant a un certain domaine, sauf de certains
couples exceptionnels, isolés ou pouvant former des suites conti-
nues isolées. Si I'on considére «, ¢ comme les coordonnées d’un
point figuré dans un plan auaxiliaire, les développements seront
supposés possibles aux environs de tout point de ce plan, sauf de
certains points isolés, ou formant dans ce plan des suites isolées.

On dit alors qu’un point (2, ¥, 34) est point simple d’'une
surface si les coordonnées de tout point de cette surface, situé a
I'intérieur d’une sphére décrite du point (zy, Yo, %) comme
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8 CHAPITRE PREMIER.

centre avec un rayon déterminé, peuvent étre représentées par
un seul et méme systéme de trois fonctions de deux paramétres

(6) x':fl(u,v)) y=f2(u,v), ;:f-,(u,v),

qui, prenant respectivement les valears z,, ¥, 7o pour v = u,,
¢ = ¢y, solent, aux environs du couple (u,, ¢,), développables en
séries entiéres procédant suivant les puissances de u — u, et
de ¢ — ¢y,

(7) z = fi(u,v) =0+ ay(u —ug) + by (v —9p) +...,
(8) y=sfo(u,0) =yo+ as(u— wy) + bs(v —90p) +...,
(9) z=f3(u,9) = 39+ az(u—uy) + bs(v —0y) +...,

et telles en outre que les déterminants fonctionnels

1"1;.}’;—.}’{»’”"” .yl’t:"v—z;t}/:u z'“.l‘;,———.’L‘LZ:,

ne soient pas nuls tous les trois pour u = uy, ¢ = v,.

Ces définitions des surfaces et de leurs points simples s’ac-
cordent avec les définitions précédentes. Considérons, en effet,
une surface représentée aux environs d’un point (z,, ¥, ) par
v, . \ 9 ’ \
I’équation (5) ot I'on suppose I, 7£o0. Nous avons vu que la
coordonnée z de cette surface est développable en une série pro-
cédant suivant les puissances de x — z, et de y — y,

(5)" =30+ a(x—x) +B(¥y—yo)+....

Si donc on prend pour z et y deux fonctions de u et ¢ dévelop-
pables sous les formes (7) et (8), en les substituant dans I'expres-
sion (5)' de 3, on obtiendra un développement de la forme (g) et
I'on pourra choisir les deux fonctions z et y de telle fagon que
I’'un au moins des trois déterminants

ayby — ay by, asby — azb,, azby — a, by

soit différent de zéro; car, si I'on pose en particulierz = u, y = v,
le premier de ces déterminants se réduit a 'unité. Ainsi, les défi-
nitions qu’exprime 1’équation (5) entrainent celles que nous avons
données ensuite.

Réciproquement, partons des équations (7), (8), (9) ott nous
supposerons, par exemple, @, by — b, a, 7 o. Les deux premiéres
définissent deux fonctions u, ¢ qui se réduisent respectivement
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES. 9

a u,y et vy pour z =x,, ¥y =y, et qui, dans le voisinage de ce
point, sont développables par la formule de Taylor

w=uyg+a(x—2z¢) +Bi(y—yo)+...,
0 = 09+ ay(y—y0) + Ba(¥ — o) +--..

Portant ces valeurs dans la série (9), on aura z développé suivant
les puissances de z — z, et de yy — y,; c’est 12 une équation de
la forme (5), :

o=F(z, y,5)=—(s—5)+a(x—2,)+b(y—y¢) +....

Déduite de formules qui, par hypothése, représentent tous les
points de la surface voisine de (z,,y,, 39), cette équation les re-
présente tous également, de sorte que le point est un point simple
de la surface, puisque 'une au moins des dérivées partielles de F
est différente de zéro en ce point, F’, se réduisant 8 — 1. Ainsi, les
définitions données en second lieu pour une surface et ses points
simples entrainent celles qu’exprime 1’équation (5).

Un point (24, ¥4, 39) est dit point multiple d’ordre n d’une
surface ' = o si, aux environs de ce point, la fonction F est dé-
veloppable par la formule de Taylor et si ses dérivées partielles
des n — 1 premiers ordres sont toutes nulles en ce point, mais
non celles de 'ordre 7.

Dans ce cas, le développement (5) commence par des termes
d’ordre n en £ — xy, y — yo €t 5 — z,. On sait que, quand il en
est ainsi, on peut représenter fous les points de la surface qui
avoisinent le point (x,, ¥, 59) par un ou plusieurs systémes de
développements tels que (7), (8), (9), dans chacun desquels les
déterminants

ayby— ay by, ayby — a;b,, az by — a, b;

peuvent étre nuls tous les trois, et le sont nécessairement si un
seul systéme de développements suffit.

6. Voici comment on est conduit a la représentation para-
métrique des surfaces que nous venons d’étudier. On peut consi-
dérer une surface comme engendrée par une courbe, variable de
forme et de position. Or, une telle courbe est représentée par
trois équations du type (6),

(6) x:fl(u, V), b =f2(lt, v), 3 :fli(u: v);
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10 CHAPITRE PREMIER.

ear, 'un des deux paramétres, ¢ par exemple, étant fixé, si 'on
fait varier u, le point (z, y, z) décrit une certaine courbe et, sui-
vant les valeurs qu’on attribue successivement a ¢, cette courbe
se déplace et se déforme. Elle engendre une surface qui est re-
présentée par les formules (6), et nous avons indiqué un moyen
théorique de former I'équation cartésienne de cette surface aux
environs de chacun de ses points simples. L’élimination de « et ¢
entre les équations (6) peut étre con¢ue comme effectuée, mais
elle n’est presque jamais nécessaire. Ces paramétres ont recu le
nom de coordonnées curvilignes, qui rappelle qu’a toute valeur
attribuée & I'un d’eux correspond une courbe tracée sur la sur-
face. Les deux systémes de courbes coordonnées w = const. et
¢ = const. constituent par leur ensemble ce que 'on appelle un
réseau.

7. Remarque. — 1l existe évidemment pour toute surface une
infinité de représentations paramétriques; car une surface peut,
d’une infinité de maniéres différentes, étre considérée comme en-
gendrée par une courbe variable de forme et de position, et, a
chaque mode de génération, correspond un systéeme de coordon-
nées curvilignes. Mais il suffit d’en connaitre un pour en déduire
d’autres en tel nombre qu’on voudra. 1l suffit, en effet, dans les
formules (6), ot les fonctions f,, fs, f; sont supposées connues,
de remplacer u et ¢ par deux fonctions arbitraires de deux nou-
veaux paramétres #' et ¢/, pour obtenir un nouveau réseau de
courbes coordonnées «'= const. et ¢’ == const.

En procédant ainsi, on substituera généralement a une repré-
sentation normale une représentation impropre. Supposons
que les formules (6) fournissent une représentation normale d’une
surface, c’est-a-dire qu’a tout point simple (zy, ¥, 59) corres-
ponde un seul couple (o, ¢y). On fait le changement de variables

(10) u=o(u,v), ol W0 )i

Si les fonctions ¢ et & prennent respectivement les valears u,
et ¢, pour u' = u,, ¢' = ¢/, et si aux environs de ce couple cha-
cune d’elles est développable par la formule de Taylor, les équa-
tions (7), (8), (9) donneront pour z, y, s des séries entiéres en
u' — u, et ' — ¢;. Mais, étant donné un point simple (2,0, o)
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES. 11

de la surface, c’est-a-dire un couple unique (u,,¢,), les équa-
tions (10) lui feront généralement correspondre plusieurs couples
(ugy v5), (&5 ¢}), - car, pour u= u, et ¢ = v,, elles repré-
sentent dans le plan des «'¢’ deux courbes qui, d’ordinaire, se
coupent en plusieurs points. Ainsi la représentation (u/, ¢') sera
généralement impropre. Nous avons vu d’ailleurs (n°3) que,
connaissant I’équation cartésienne d'une surface, on peut en dé-
duirc une représentalion paramétrique qui sera généralement nor-
male aux environs de tout point simple, et le sera siirement si
I'on prend pour « et ¢ deux des coordonnées convenablement
choisies. Ainsi, l’on peut toujours supposer les équations (6)
telles qu’a tout point simple de la surface corresponde un seul
couple (u, ¢).

Nous n’emploierons dorénavant que des représentations nor-
males. Mais il importe de remarquer qu’une telle représentation
peut ne pas se préter également bien a I’étude de toutes les par-
ties d’'une surface, en cessant par exemple d’étre normale pour
certains points simples. Tel est le cas des formules

z =sinucosy, y =sinusiny, 5 = cosu,
qui donnent tous les points de la sphére
x?+y2+32=1,

quand w varie de zéro a = et ¢ de zéro a 2w, et qu’on peut consi-
dérer a ce titre (n°2) comme fournissant une représentation nor-
male; pour le point =) =0, 5 =1 on voit que « est nul, mais ¢
est absolument indéterminé.

8. Exzemples. — Nous allons rapporter les quadriques a leurs
génératrices rectilignes. Considérons d’abord I'hyperboloide

a2 oy 52 L

a? b2 c:

On peut remplacer son équation par I'un ou P'autre des deux sys-

Lemes
f+f=u<1—->, f+—z=v<l+l>,
& b @ b b
{62 z 3 I ¥y ‘(v) Y 1 7\
e T =k rilak):
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2 CHAPITRE PREMIER.

Ces quatre équations se réduisent a trois; en les résolvant par
rapport a z, y, 5, on trouve

uy +1

v u—y
X A
U+ 9 b

>
u—+ v

uv — 1
b 2 R ey
u-—+v

xr = z )
A ¢
et I'on voit que les courbes « = const. et les courbes ¢ = const.
sont les deux systémes de génératrices rectilignes.

Pour le paraboloide hyperbolique

la résolution des deux systémes concordants

[ ¥y x v 23
e e L = Uy —_+—_=T’
() ’ Ve Vg ) TR
o A A SR
T Ve Ve

donne la représentation paramétrique suivante

21'_—.\/;(u+v), 2y=\/§(u—v), 23 =1U¥p,

ou le réseau des courbes coordonnées u = const., ¢ = const. est
formé des deux systémes de génératrices rectilignes.

IV. — Courbes tracées sur une surface; intersection
de deux surfaces.

9. Si, dans les formules (6) qui définissent une surface, on
remplace « et ¢ par deux fonctions d’'un méme paramétre

u=Yy(t), v = Yy (2),

propres a définir une courbe plane de coordonnées u et ¢, les
expressions de z, y, s deviendront des fonctions de ¢, remplissant
les conditions nécessaires pour définir une courbe de I'espace.
Cette courbe sera évidemment située sur la surface (6).
Réciproquement, une surface étant définie par les formules

z = fi(u, v), ¥y =L (u,v), s = fi(u,v),
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DES COURBES ET DES SURFACES. 13

toute courbe tracée sur cette surface est représentée par ces
mémes formules, ow les variables u et ¢ sont considérées
comme dépendant 'une de l’autre ou, plus généralement,
comme dépendant d’un méme paramétre.

En effet, dire qu’une courbe (C)

z=91(t), y=¢e(t), z=093(¢)

est tracée sur la surface (S) définie par les relations (6), c’est dire
que, pour toute valeur de ¢, les trois équations

?l(t) =fl(uvv)1 ?E(t) =f2(uvv)’ ?3(t):f3(uyv)

admettent des solutions communes en « et ¢. Or soit ¢, la valeur
de ¢ qui correspond a un point simple (z,, ¥, 59) de la courbe (C),
point qui peutd’ailleurs étre simple ou multiple pourla surface(S);
soit (u,, vy) le couple de valeurs de u et ¢ qui corresponda ce
point, s'il est simple, ou, s’il est multiple, 'un des couples qui
le donnent. Les trois fonctions f'sont développables (fin du n° 5)
suivant les puissances de v — u, et de ¢y — ¢,; d’autre part, les
trois fonctions ¢ sont développables (n° 1) suivant les puissances
de t — ¢, et 'une d’elles au moins contient un terme en ¢ — ¢,;
supposons que ce soit la premiére. Dés lors on peut, de I'équa-
tion ¢, = f;, dédaire (n°3) pour ¢ une série procédant suivant
les puissances de v — u, et de ¢ — ¢,

(r1) t=ty+a(u—uy))+b(v—wvy)+....

En substituant cette expression de ¢ dans I’équation ¢, = f,, on
obtient une relation de la forme ®(«, ¢) = o, la fonction ® étant
développée suivant les puissances de u— u, et de ¢ — ¢,. D’aprés
les résultats du n° 1, les variables u, ¢, liées par cette équation,
peuvent étre représentées, aux environs dua couple (uq, ¢,), par
un ou plusieurs syst¢émes de deux séries procédant suivant les
puissances entiéres d’un nouveau paramétre ¢ et 'un de ces
couples de développements

(12) u=Y(w), ¢=d(w),
ainsi que celui qui en résulte pour ¢ d’apres la relation (11), étant
substitués dans I'équation @3 = f; la vérifient identiquement,

puisque la courbe (C) est supposée tracée sur la surface (S).
L’existence des relations (12) établit et précise notre énoncé.
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14 CHAPITRE PREMIER.

10. Des définitions précédemment données pour les courbes et
les surfaces il résulte que, par toute courbe, on peut faire pas-
ser une infinité de surfaces. En effet, étant donnée une courbe

z=o0(u), y=o3(u), z3=103(u),

il existe évidemment une infinité de systémes de trois fonctions
(6) z = fi(u,v), ¥y =/fa(u,v), 3= f3(u,v)

propres & définir une surface, et qui, pour une valeur ¢ = ¢, as-
signée a l'avance, se réduisent respectivement a o,(u), v,(u),
¢3(u); 4 chacun de ces systémes correspond une surface qui
passe par la courbe considérée.

On appelle intersection de deux surfaces le lieu des points
communs a ces deux surfaces. D’aprés ce qu’on vient de voir,
toute courbe plane ou gauche peut étre considérée comme for-
mant en partie, sinon en totalité, l'intersection de deuz sur-
Jaces. Ainsi, la courbe

2=t y =1, =1
est commune aux deux cylindres
yi—s32 =0, x22—y=o0;

mais elle ne forme pas toute leur intersection, dont fait évidem-
ment partie la droite z = y = o.

La réciproque du théoréme précédent est loin d’étre évidente,
a raison des définitions que nous avons adoptées; il y a donc lieu
de démontrer que les points communs a deux surfaces forment
une courbe ou un systéme de courbes. Pour établir cette pro-
position, considérons un point M (z,, v, ), simple ou multiple,
commun a deux surfaces (S) et (¥). Zous les points de (S) situés
au voisinage de M peuavent étre représentés (n° 5) par un ou plu-
sieurs systémes de développements tels que le suivant

(7) z=z9+ ar(u— uy) + by (v — o) +...,
(8) Y =Yo+ as(u—ug) 4+ be(v — 05) +.. .,
(9) s=23p+as(u—ug)+ b3(¢v —9g)+....

D’autre part, tous les points de la surface (£) situés aux environs
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de M sont représentés (n° 5) par une équation de la forme
(3) o=F(z, y,3)=(2—a) Fr,-+(y —20)F),+ (53— 3,)F, +....

ou les termes du premier degré peuvent manquer. Des formules
(7), (8) et (9) tirons les différences x — z,, ¥ — ¥y, 5 — 3, pour
les porter dans I'équation (5). Nous obtenons une relation

0=P(u,¢)=alu—uy)+B(v—9y)+..

|

qui devra étre vérifiée par les paramétres (u, ¢) de tout point
voisin de M et commun & deux nappes des surfaces (S) et (2).

Réciproquement, a tout couple (u, ¢), suffisamment voisin de
(g, 99), qui vérifie I'équation ® = o correspond un point com-
mun aux deux surfaces. En effet, ce couple, substitué dans les for-
mules (7), (8) et (9), donne un point de la surface (S), et ce point
appartient a la surface () puisque 1'équation ® = o0, qui n’est
autre que 'équation F = o, est vérifiée.

Or I'équation ® = o ne se réduit pas a une identité, sans quoi
les deux surfaces (S) et (2) coincideraient, au moins dans une
certaine région. On peut donc en tirer (n° 1) pour « et ¢ un ou
plusieurs systémes de développements procédant suivant les puis-
sances entiéres d’un nouveau paramétre ¢. Par suite, en vertu des
formules (7), (8), (9), les coordonnées des points voisins de M
et communs aux deux surfaces s’expriment par un ou plusieurs
systémes de séries entiéres en ¢. Ces points forment donc une ou
plusieurs courbes.

Remarque. — Cette démonstration ne s’applique, pas plus que
celle du n° 9, aux suites continues qui seraient formées de ces
points que nous avons appelés exceptionnels (n° 5). Il n’en sau-
rait étre autrement, puisque ces singularités supéricures n’ont
¢été définies que par un caractére purement négatif, qui n’apprend
rien sur la représentation de la surface dans leur voisinage.
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16 CHAPITRE II.

CHAPITRE IL

ELEMENTS ET PROPRIETES DU PREMIER ORDRE DES COURBES
ET DES SURFACES.

1. — Eléments géométriques des divers ordres.

1. Définitions. — Onappelle éléments du n™ ordre tous les
éléments géométriques d’une figure (courbe ou surface) dont la
détermination exige la connaissance des coordonnées des points
de cette figure, ainsi que de leurs dérivées des n premiers ordres
par rapport aux paramétres dont elles dépendent. On appelle pro-
priétés du nime ordre celles dans I'énoncé desquelles n’inter-
viennent que des éléments des n premiers ordres.

Pour que ces définitions aient un sens, il faut évidemment
qu'un élément géométrique, qui est d’un certain ordre dans un
certain systéme de représentation de la figure a laquelle il appar-
tient, reste de cet ordre quand on substitue aux paramétres pri-
mitifs des paramétres nouveaux. C’est ce qui résulte de la théorie
des changements de variables : on sait, en effet, que si z, y, z, ...
sont des fonctions de p paramétres «, ¢, w, ..., et si 'on établit
entre u, ¢, %, ... et p nouveaux paramelres u, o', w ... des équa-
tions finies (c’est-a-dire ne contenant pas de dérivées) propres a
déterminer les premiers en fonction des seconds, les dérivées
d’ordre n des z, y, z, ... par rapport aux u, ¢, w, ... s’expriment
en fonction des dérivées prises par rapport aux «/, ¢/, @/, ... jus-
qu’au méme ordre 7, ni plus ni moins.

Nous allons définir et étudier dans ce Chapitre les principaux
éléments du premier ordre, tangente, élément d’arc, plan tan-
gent, élément linéaire. Nous nous occuperons plus tard des élé-
ments d’ordre supérieur.
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II. — Tangentes et normales.

2. Des définitions que nous avons données au débutdu premier
Chapitre (n° 1 et 3), il résulte que la droite qui joint un point
simple M d’une courbe plane ou gauche (G) & un point voi-
sin M, pris sur cette courbe, tend wers une position limite,
bien déterminée, quand M’ tend vers M. Soient en effet (x, y, z)
les coordonnées de M et Az, Ay, Az les accroissements qu’elles
éprouvent entre M et M'. Les coefficients directeurs de la corde
MM’ étant proportionnels a ces accroissements, on peut les ex-
primer par les rapports de Az, Ay et Az a Au, en désignant par Au
I’accroissement qu’éprouve entre M et M’ le paramétre dont dé-
pendent les coordonnées de la courbe (C). Or, d’aprés nos hypo-
théses, quand M’ tend vers M, Au tend vers zéro, et les rapports
précédents tendent vers des valeurs parfaitement déterminées,
qui sont les valeurs des dérivées 2/, ', z' de z, y, z par rapport
a u au point considéré M. Ainsi, la corde MM’ tend vers une po-
sition limite, celle de la droite que représentent les équations
) X—m:Y—-y:Z—z

’ g T

C’est, par définition, la tangente en M a la courbe (C).

Si I'ensemble des points de la courbe (C), qui avoisinent le
point M, est représenté par plusieurs systémes de développements
(Ch. I, n* 1 et 3), plusieurs branches de la courbe se croisent en ce
poiut, qui est appelé point multiple; I'un de ces systémes de dé-
veloppements donnera, pour les accroissements qu'éprouvent les
coordonnées entre M et un point voisin M/,

Ar =alAurP~+..., Ay = bAut~+..., Az =cAur+....

Si les trois exposants p, ¢, 7 sont égaux entre eux, la corde MM/,
qui a pour équations
: X—2 Y—y Z—3
Az A7 LT -TRE
tendra vers la droite
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18 CHAPITRE 1L
Si deux des exposants sont égaux et moindres que le troisiéme,

p=q <r,lacorde MM’

X——.T_Y—-_y__ Z—z
AT A e N e TRy

tend vers la droite
X—2 Y—y

et A AR o iy

a b
Si I'un des exposants est moindre que les deux autres, » << p,
r < q, la corde MM’

Xidsins i Y—y s Ltz
BATPa=0. T b RWASTRE . T e el

tend vers la droite X — z =0, Y — » = o. Dans tous les cas, les
branches de courbe représentées par chaque systéme de dévelop-
pements ont une méme langente bien déterminée. Ainsi toute
courbe admet une tangente ou un certain nombre de tan-
gentes en chacun de ses points. 1l n’y a d’exception que pour
les points ou les fonctions qui représentent la courbe cessent d’a-
voir des dérivées. Tel est, par exemple, le cas de I'origine pour
la courbe
Yy = zsin ‘%;
car le coefficient angulaire y:x de la corde qui joint I'origine au
point (z, ¥) ne tend vers aucune limite déterminée quand z tend
vers zéro.
Pour une courbe plane située dans le plan des 2y, la tangente

I3

au point (z, y) est représentée par I'équation

X—2 Y—y

r 7

5 g

De cette équation générale, on déduit celles qui conviennent,
soit au cas ou la courbe est définie par une équation cartésienne

F(z,y) = o, savoir |

(2) X—2)F+(Y—y)F)=o,

soit au cas ol elle est rapportée & des coordonnées polaires 7, 0.
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11 suffit, en effet, de partir des formules de transformation
X = rcosf;, Y= s ingy
et d’y considérer 7 comme une fonction de § pour trouver

(3) %:,—%cos(O—eo)—k<i);sin(e_00)_

Telle est I'équation de la tangente au point de coordonnées 7, et fl,.

De I'équation (2), on conclut que, quand une courbe repré-
sentée par une équation de la forme F = o passe a 'origine des
coordonnées, on obtient le systéme de ses tangentes a l'origine
en égalant a zéro ’ensemble des termes de moindre degré de
l’équation, la fonction F étant supposée développée suivant les
puissances entiéres de z et de y.

Toute droite menée en un point M d’une courbe, perpendicu-
lairement a sa langente, est dite normale a cette courbe en M. 1l
est évident que les normales en un point simple d’une courbe for-
ment un plan; c’est le plan normal, qui, en coordonnées rec-
langulaires, a pour équation

(4) (X—2)2' +(Y—y)y'+(Z—3)3 =o.

Quand on étudie une courbe plane isolée, on entend par nor-
male a cette courbe celle des normales qui est dans le plan de la
courbe. Son équation est

(5) X=—2)2'+(Y—y)y =o.

Elle exprime visiblement que la distance d’un point quel-
conque (X, Y) d’une normale a son point d’incidence (z, y) est
un maximum ou un minimum pour la distance de ce point aux
divers points de la courbe. En coordonnées polaires, cette équa-
tion devient

(6) L= L cos(0—0o)+ —-sin(0—0,).
Sl = "
Certains segments rectilignes, qui sont liés aux tangentes et
aux normales des courbes planes, se présentent naturellement dans

la théorie de ces courbes. Voici leurs définitions, ainsi que leurs
expressions, faciles a déduire des équations (2), (3),(5) et (6).
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En coordonnées cartésiennes, la tangente MT etla normale MN
en un point M (i, y) sont les portions de tangente et de normale
comprises entre ce point et I'axe des z; on a, au signe pres,

MT :-yy, Vi+72, MN=y/i+%;

la sous-tangente S, et la sous-normale S, en un point M sont les
rojections, faites sur I’axe des z, des segments qui vont 'un de

proj ) ) 8 q

T en M, 'autre de N en M; on a, en grandeur et signe,

’

Se= — = Sh=wy.

Dans ces formules, comme dans les précédentes, y’ désigne la dé-
- rivée de y par rapport a x; les coordonnées sont supposées rec-
tangulaires. On voit que toute courbe dont la sous-normale est
constante est une parabole; carle carré de son ordonnée est une
fonction linéaire de I'abscisse.

En coordonnées polaires, la sous-tangente S, et la sous-nor-
male S, en un point M(ro, ) sont les valeurs algébriques des
rayons vecteurs des points T’ et N’ qui correspondent sur la tan-

. . K
gente et la normale en M & I'angle polaire §, — ~; on a, en gran-

deur et signe,
z 3 , :
S[= I‘—,U’ Snz—l‘o.
0
La tangente MT' et la normale MN' sont les portions de tan-
gente et de normale comprises entre le point M et la droite T'ON’,
qui a été menée par le pole O perpendiculairement 8 OM ; on a,
au signe prés,

- e Al R 1Y
MT' = -3 Vri+rE, MN=/ri+rg.
0
On voit que toute courbe dont la sous-normale polaire est

constante est une spirale d’ Archiméde; car son rayon vecteur
est une fonction linéaire de 1’angle polaire 6.
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III. — Détermination de courbes par des propriétés
du premier ordre.

3. Les propriétés relatives aux tangentes et aux plans nor-
maux, ainsi que celles des normales a une courbe plane, corres-
pondent a des relations ot figurent des dérivées du premier ordre.
(’est pourquoi, quand on cherche a déterminer des courbes d’a-
prés une condition assignée a ces éléments, on est conduit a des
équations différentielles du premier ordre.

Supposons, par exemple, que les plans normaux d’une courbe
passent tous par un point fixe z =y = z = o. Nous aurons 1'é-

quation différentielle
zx'+ yy'+ 35 =o,

qui ne suffit évidemment pas a déterminer la courbe, mais qui

entraine
x?+ y?+ 52 = const.

Donc, toute courbe dont les plans normauzx passent par un
point fixze est tracée sur une sphére décrite de ce point comme
centre. 1l est prouvé aussi par la que toute courbe plane dont
les normales passent par un point fize est un cercle décrit de
ce point comme centre.

Comme autre exemple, soit a trouver une courbe telle que la
normale en chacun de ses points fasse des angles égaux avec
les rayons vecteurs qui vont de ce point a deux points fixes
F(z=¢, y =o0) et F'(z = — ¢, y = 0). L’équation du probléme
est, en axes rectangulaires,

(7) xy(\%)zﬁ—(ﬁ—y?-—c‘-’)%—ry:o.

Pour 'intégrer, remarquons que l'origine est évidemment un
centre de symétrie de la courbe, ce qu’il est d’ailleurs aisé de vé-
rifier. On est ainsi conduit & prendre de nouvelles variables

#=§ yl=7; P
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L’équation précédente devient alors

C’est une équation de Clairaut; on obtient son intégrale géné-
rale en remplacant la dérivée =/ par une constante arbitraire .
On trouve ainsi, en revenant aux notations primitives,

c2h
A1

(8) yr— a2+ =10,
c’est-a-dire des coniques ayant pour axes de symétrie la droite FI/
et la perpendiculaire en son milieu. Leurs demi-axes ont respec-
tivement pour carrés

c? c2A

a® = —— b2 = —
YR N

’

d’ott résulte a*— b*= c2. En conséquence, les courbes cher-
chées sont les ellipses et les hyperboles qui ont pour foyers les
points F et I/,

4. Remarque. — Si la propriété qu'on assigne a la normale
ou a la tangente d’une courbe s’exprime par une relation ol n’in-
terviennent que les coefficients de I’équation de cette droite, on
sera toujours conduit & une équation du type

d
(9) r=zf+ep).  (p=F)

qu’on intégre par différentiation. En effet, pour une normale
X+pY=2z+py,
on aura une relation de la forme
z+py =4(p),
qui appartient au type ci-dessus. Pour une tangente
Y—pX=y—p2
on sera conduit & une équation de Clairaut

(10) y=pz+o(p).
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Pour avoir I'intégrale générale d'une pareille équation, qui est
aussi du type précédent, il suffit, comme on sait, d’y remplacer
la dérivée p par une constante arbitraire C. De la une obser-
vation générale : on cherche une courbe dont les tangentes
jouissent d’une certaine propriété et I'on trouve, pour intégrale
générale de I’équation qui exprime celle propriété, une infinité de
droites

(11) Yy =Cz+9(C)

qui dépendent d’un paramétre arbitraire C. Il n’y a point contra-
diction entre 1’énoncé et ce résultat. On sait, en effet, que les
droites dont I’ensemble constitue I'intégrale générale d’une équa-
tion de Clairaut ne sont pas les seules solutions de cette équation;;
mais que cette équation est vérifiée aussi par la fonction y de la
variable & que définissent les deux équations

y=0zx+9¢(C), =z+9¢'(C)=o.

A cette solution, appelée solution singuliére, correspond une
courbe (E) qui, nous le verrons au Chapitre suivant, est tangente
a toutes les droites représentées par 'équation (11). Cette courbe
(E) est celle que I'on cherchait, puisque ses tangentes jouissent
de la propriété assignée. Mais il faut expliquer pourquoi 'on a
trouvé ces tangentes elles-mémes comme solutions du probléme
proposé. Soit M le point ot 'une de ces droites (D) touche la
courbe (E); les coordonnées (x, y) de ce point et le coefficient
angulaire p de sa tangente (D) vérifient I'équation du probléme.
On peut d’ailleurs considérer cette droite (D) comme une courbe
quiest a elle-méme sa propre tangente en tous ses points; comme
I'équation du probléme ne contient, par hypothése, que les coef-
ficients p et y — pz, qui ont les mémes valeurs tout le long de la
tangente (D) qu’au point M, on voit que les coordonnées de tout
point de cette droite, ainsi que la dérivée p de son ordonnée, sa-
tisferont a I’équation considérée. Les tangentes a la courbe (E)
doivent donc étre des intégrales du probléme; seulement la solu-
tion véritable du probléme géométrique est fournie par la solu-
tion singuliére de I'équation (10).

Voici un exemple trés simple de ce fait. Soit & trouver une
courbe telle que le produit des distances de deux points fixes
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F(y=o0,2z=c¢c)etF(y =0,z = —c) a toutes ses tangentes
soit une constante donnée b*. L’équation du probléme est

(y —px)*—p2ct =02 (1+ p?).
On peut I'écrire
Yy =px bt (b2+ c2)p?.

Son intégrale générale est I'ensemble des droites
¥ =mz = /b*+ (b*+ c*) m?,

Loutes tangentes a 'ellipse

2 2

T il

qui est la courbe cherchée. Les points F et I’ sont ses foyers.

IV. — Elément d’arc; cosinus directeurs de la tangente.

5. Considérons sur une courbe (C), plane ou gauche, un
arc AB, qui sera supposé parcouru par un point M dans un sens
déterminé, par exemple de A vers B. Sur I’arc AB, marquons
n — 1 points intermédiaires M, My, ..., M,,_,, tels que le point M
les rencontre dans 'ordre de succession de leurs indices lorsqu’il
décrit I'arc AB dans le sens convenu. Menons les droites AM,,
M, M., ..., M,_,B; nous formons ainsi une ligne brisée, inscrite
dans I'arc AB, et dont le périmétre dépend évidemment du nombre
et de la position des sommets M,.

Nous allons montrer que, quand le nombre des c6tés de laligne
brisée croit indéfiniment, leur mode d’inscription étant d’ailleurs
quelconque, sous la seule condition que la longueur de chacun
d’eux tende vers zéro, les divers périmétres arrivent a différer
aussi peu qu’on veut les uns des autres.

A cet effet, définissons la courbe (C) en coordonnées rectangu-
laires par les formules

z = fi(u), y = fa(w), sz = fi(u).

D’aprés les hypothéses faites au Chapitre I sur ces fonctions, a
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chaque position du point M(z, y, z) sur I'arc AB correspond une
valeur et une seule du paramétre u. Nous admettrons, en outre,
que les valeurs de u, qui correspondent aux positions successives
du point M entre A et B, aillent toutes en croissant ou toutes en
décroissant; par exemple qu’elles forment une suite croissante.

Soient donc
U< U< U <o L U < Up

la suite des valeurs de « qui correspondent aux sommets de I'une
des lignes brisées inscrites dans I'arc AB. Le coté MM, a pour
longueur

Cp= \/[fl (@r) = f1 (@) P+ [ fa(@ra1) — So(ur) |2+ [fs (@re1) — S (wr) 2.

Les fonctions f étant supposées admettre des dérivées, on a, pour
chacune d’elles,

f(ur+1)—f(ur) = (Ups1— Uy) [f’(ur) +€rl,

en désignant par ¢, un terme qui tend vers zéro avec la différence
(#r4y — uy). Par suite, 'expression du coté ¢, devient

cr=(Upr1—Uu,) [/f;2(u,.) +fo2(ur) + f3*(ur) + nr],

le terme 7, pouvant étre rendu aussi petit qu'on voudra, pourvu
¥

que l'intervalle (u,,,— u,) soit suffisamment voisin de zéro. En

conséquence, le périmétre de la ligne brisée AB sera

Z Cr:z Vi) + f32 (r) + f3? (ur) (Ur— ur) +2"u'(“r+l_ ur).

Or, quand chaque coté de la ligne brisée tend vers zéro, les dif-
)
férences (u,,,— u,) s’évanouissent aussi; on sait que dans ces
+ |
conditions les sommes X7, (u,,,— u,) tendent vers zéro. D’autre
part, les dérivées f’ étant par hypothése continues, la fonction

V2 () + [ (w) + f3* (u)

est elle-méme continue; et les sommes

2 ‘/f;z(“l‘) + [ (ur) + [yt (ur) (Upe1—uy)

arrivent a différer aussi peu qu’on veut de I'une d’elles, qu’on re-
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présente par le symbole

wy,
[ VFE@ T i) du

C’est la longueur mesurée par cette intégrale qu’on appelle la lon-
gueur de U’arc AB, ou plus simplement /’arc AB.

D’aprés les propriétés connues des intégrales, I'arc compris
entre un point fixe A et un point M variable sur la courbe est une
fonction s du paramétre u qui correspond a son extrémité M;
cette fonction est continue et admet une dérivée, qui est précisé-
ment la fonction soumise au signe de sommation; on a donc

s=f V(@) + [ () + f(w) du,

d
T = VI ) + 7 () + 7 ().

L’élément d’arc, ou la différentielle de l'arc s, sera represente
par les formules équivalentes

/dz dy dz \?
iy dsi= \/ du) —+ (%) du,

\/dxi—i—dy + dz?

dont la derniére ne contient que les différentielles des coordon-
nées sans spécification de la variable dont elles dépendent.
Pour une courbe plane, située dans le plan 5 = o0, on aura

f \/.Z‘ + Y du,

(13) Ug
= ydx? + dy*.

’

Sil'on applique la premiére de ces formules au cercle
@ ="Rcosy, y = Rsing,

en comptant les arcs a partir du point # = o, on trouvera

s;f Rdu=Ru,
0

résultat conforme a celui que fournit la Géométrie élémentaire.
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Si, dans la seconde, on prend I'abscisse pour variable indépen-
dante, il vient

(13) = =V1+7%,

' désignant la dérivée de I'ordonnée par rapport a I'abscisse.

Remarque. — Tous les radicaux écrits dans ce paragraphe sont
nécessairement pris en valeur arithmétique, parce que le sens dans
lequel les arcs sont décrits par le point M est celui qui correspond
a des valeurs croissantes du paramétre u. Il est évident que tous
ces radicaux devraient étre affectés du signe moins si 'on faisait
I’hypothése contraire. Nous ferons d’habitude la premiére; c’est-
a-dire que nous compterons les arcs dans le sens ou se meut le
point décrivant lorsque le paramétre va en croissant.

6. Afin de ne pas interrompre notre étude générale des élé-
ments du premier ordre, nous renverrons a un Chapitre ultérieur
la détermination des arcs de certaines courbes, nous bornant ici
a déduire de I'analyse qui précéde une proposition et des formules
importantes.

Tutorime. — Le rapport d’un arc a la corde qui le sous-
tend a pour limite I’unité, quand cet arc tend vers zéro.

Soient, en effet, « et u + h les deux valeurs de « qui corres-
pondent a I'origine et & I'extrémité d'un arc; la longueur de cet
arc est

As=s(u+h)—s(u)=nh[s'(u)+z],

¢ tendant vers zéro avec /. La seconde expression de ¢, (n° 5), ou
nous ferons u, = u, u,,, = u + h, devient

c=h|VaZi+yZ+ i +u] = h[s'(w)+ 1],

7 tendant aussi vers zéro avec h. Or nous avons vu que, quand
Pextrémité de I’arc se rapproche indéfiniment de son origine, & tend
vers zéro. Dans ces conditions, il est visible que le rapport As:c¢
tend vers 'unité, ce qui démontre le théoréme.

Pour que notre conclusion soit valable, il faut toutefois que
s'(u) ne soit pas nul. On est assuré qu’il n’en sera jamais ainsi
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quand I'origine de I’arc sera un point simple. Car, en un tel point,
les dérivées x,, y,, 5, ne sont pas nulles a la fois (Ch. I, n° 3).

7. Pour définir sans ambiguité les cosinus directeurs de la
tangente en un point M(z, y, z) d’'une courbe, considérons celle
des directions de la tangente qui va dans le sens des arcs crois-
sants ; soient a, {3, v les cosinus des angles que cette direction fait
avec les axes Oz, Oy, Oz. On 'obtient comme direction limite
du segment qui a pour origine le point M et pour extrémité un
point voisin M'(z + Az, y + Ay, 5+ Az), tel que 'accroisse-
ment As qu’éprouve I'arc de la courbe quand le point décrivant
passe de M en M’ soit positif. Si I'on désigne par ¢ le nombre es-
sentiellement positif qui mesure lalongueur de ce segment, on sait
que ses cosinus directeurs ont pour valeurs algébriques

Az Ay Az
s e e A

c c c
Ces expressions peuvent étre écrites

Az As Ay As Az As

s ’
As ¢ As ¢ As ¢’

et, comme ici As et ¢ sont positifs, le théoréme précédent nous
apprend que leur rapport tend vers + 1 quand ¢ tend vers zéro;
de sorte que les cosinus de la direction MM’ deviennent, a la
limite,

A dz dy dz
(14) 7-—3;’ ‘e~g‘;; {_d—s

Tels sont, en grandeur et signe, les cosinus directeurs de la
tangente menée dans le sens des arcs croissants. On peut indif-
féremment les considérer comme les rapports des différentielles
des coordonnées a celle de 'arc ou comme les dérivées des coor-
données par rapport a I'arc pris comme variable indépendante.
Ces formules n’impliquent en aucune facon que le sens des

arcs croissants soit celui qui a été spécifié au n° 5. Mais si, dans
les relations

a B e I

s Loy e

u’on en déduit immédiatement et qu’on pourrait d’ailleurs poser
q q P p
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a priori, on veut choisir le signe qui convient au sens des arcs
croissants, il faat se rappeler que la dérivée s’ est positive ou né-
gative suivant que s varie ou ne varie pas dans le méme sens que
le paramétre w. Dans le premier cas, on devra donc prendre le
radical avec le signe plus; dans le second, avec le signe moins.

V. — Plan tangent; normale.

8. Par un point d'une surface passent évidemment une infi-
nité de courbes tracées sur cette surface; en effet, étant données
les formules qui représentent cette surface

(S) T (i), y=fa(u, ), z = fi(u,v),

on peut, d'une infinité de maniéres, établir entre u et ¢ une dé-
pendance propre a définir une courbe, et cela de telle fagon qu’a
un certain couple (u,, ¢y) corresponde toujours le méme point
(x,y, z) de lasurface. On aura ainsi déterminé sur la surface une
infinité de courbes qui toutes passeront en ce point.

Tratorime. — Les tangentes menées en un point simple d’une
surface a toutes les courbes tracées sur cette surface sont si-
tuées dans un méme plan.

Supposons, en effet, que dans les formules (S) les paramétres
« et ¢ soient des fonctions déterminées d’une variable indépen-
dante ¢z. Nous définissons ainsi sur la surface une courbe dont la
langente au point z, ¥, 5 a pour équations

X—2 Y—y Z—s3

(15) z yr z )

les dérivées 2/, y', z' étant prises par rapport a ¢; leurs expres-
sions sont liées aux dérivées «' et ¢' de w et ¢ par les formules

poe O 15 dxv,
=3 o ’
O I
-duu—l—%v,
93 u,+dz o
e do

Sidonc on désigne par — p~'la valeur commune des rapports (15),
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on pourra remplacer les équations de la tangente par les trois
suivantes :

D IS RS
p(X-—.z')—%—ﬁu—k%v_o,

QpGt Y
p(Y—-_}f)—%—g;‘u—y—%-v_o,

dg. b e admid s
p(Z—g)ﬂ—&—Lu—&-&)v_o.

Or, comme on peut toujours choisir les fonctions « et ¢ de telle
sorte que leurs dérivées ne soient pas nulles pour la valeur de ¢
qui correspond au point M(z, y, ), les trois équations ci-dessus
entrainent celte autre

X—z z, =z,
(16) ¥ ¥iods

/ /
Z—3 3z .3,

Il
2l

Ainsi, les coordonnées X, Y, Z d’un point quelconque d’une tan-
gente menée par le point M vérifient cette équation qui, étant du
premier degré, représente un plan. Elle ne peut, d’ailleurs, se
réduire a une identité, 'un au moins des trois binémes
BuYo—XuZoy  YuPo—3uYor  Buly— Ty T,

étant différent de zéro (Ch. I, n° 5), puisque le point (z, y, z) est
un point simple de la surface. Ce plan contient toutes les tan-
gentes aux diverses courbes tracées sur la surface. On 'appelle
le plan tangent a la surface en M.

On appelle tangente i une surface toute droite tangente a une
courbe tracée sur cette surface, ce qui permet d’énoncer ainsi la
propriété que nous venons d’établir : toutes les tangentes en un
point simple d’une surface sont situées dans un méme plan.
Si donc on connait deux tangentes particuliéres en un point
simple M d’une surface, le plan tangent en ce point sera le plan
déterminé par ces deux tangentes. L’équation (16) n’exprime pas
autre chose. Elle représente un plan contenant les tangentes aux
deux courbes coordonnées, ¢ = const. et u = const. qui se croi-
sent au point (z, y, 3), car X, ¥,, 5, et x,, ¥,, 5, sont respecti-
vement les coefficients directeurs de ces deux tangentes.

Remarque. — De la propriété du plan tangent résulte immé-
diatement que la courbe d’intersection de deux surfaces admet
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pour tangente en chacun de ses points l’intersection des plans
tangents aux deux surfaces en ce point; car cette tangente est
située a la fois sur les deux plans tangents.

9. Voici deux formes souvent usitées de I’équation du plan
tangent. Si 'on prend pour variables deux des coordonnées, z, y
par exemple, et qu'on pose 5, = p, 5, =gq, les coefficients de I'¢-
quation (16) se réduisent respectivement a p, ¢, —1 et cette
équation s’écrit
(17) L—s=p(X—z)+q(Y—y)

que les axes soient d’ailleurs rectangulaires ou obliques. Mais,
si la surface, au lieu d’étre donnée par une équation résolue

z=f(x,y), est définie par

F(z, y,3)=0,
on a, comme on sait,
F/ B
P:—Fl—'.t’ q:—-F—;’)

de sorte que I’équation du plan tangent devient
(18) (X—2)F+(Y—y)Fy+(Z—2z)F.=o.

En particulier, si le point (2, y, 5) est a l'origine, cette équa-

tion se réduit &
aX +bY+cZ=o,

a, b, ¢ étant les valeurs que prennent a I'origine les dérivées F/,
F), F,; d'ott cette régle : si une surface ¥ =o admet ’ori-
gine comme point simple, on obtient 'équation du plan tan-
gent a Uorigine en égalant a zéro I’ensemble des termes du
premier degré dans le développement de la fonction F.

A 'équation (17) se rattache une propriété importante du plan

tangent :

Tatorime. — Le plan tangent en un point simple M d’une
surface coupe cette surface suivant une courbe qui a un point
double en M.

Transportons, en effet, I'origine au point M, et prenons pour
plan des zy le plan tangent en ce point. Puisque le point M est
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un point simple, la coordonnée z de tout point voisin de M sur la
surface est développable par la formule de Maclaurin : on aura

done
rox?+4 280y + Ly y? A
o

I =PoZ +qGoy +

Mais, puisque I’équation générale (18) du plan tangent doit se
réduire & 5= o0 quand on y fera x =y = z = o, c’est que les dé-
rivées p et ¢ sont nulles & l'origine, p, = go = 0. Alors I’équation
de la surface se réduit a

rox:—+ 2802y + Ly y? 1x
5

(19) o

Sil'on y fait 3 = o pour avoir la section déterminée par le plan
tangent, on obtient une courbe pour laquelle I'origine est visible-
ment un point double.

Ainsi, tout plan tangent & une quadrique coupe cette surface
suivant deux droites (réelles ou imaginaires), car la section est
une conique et présente un point double au point de contact.

10. On appelle normale 4 une surface toute perpendiculaire
élevée sur I'un de ses plans tangents en son point de contact.
En un point simple (u, ¢) la normale est unique. Ses coefficients
directeurs, relativement a des axes de coordonnées rectangulaires,
sont les coefficients mémes de 'équation du plan tangent. Elle
est donc représentée par 'un des trois systémes

X—2 e Y——y L Z—2
Yudv— 3.V,  Zuly—TyBy TyYo— Valy
(59 X—2 A? Y—y L Z—z’
P q g
b A Y—y b Z—z
SR T o e i

suivant que I'équation du plan tangent a I'une des formes (16),

(17) ou (18).
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VI. — Détermination de surfaces par des propriétés
du premier ordre.

11. Les propriétés des plans tangents et des normales aux sur-
faces correspondent a des relations analytiques ou interviennent
des dérivées partielles du premier ordre. Si donc on cherche a
déterminer des surfaces d’aprés une propriété assignée a ces élé-
ments, on aura & intégrer une équation aux dérivées partielles du
premier ordre.

Proposons-nous d’abord de trouver les surfaces dont tous les
plans tangents passent par un point fize. Ce point élant pris
comme origine, pour que tous les plans tangents

L-s=p(X—z)+q(Y—y)

passent a lorigine, il faut et il suffit qu'on ait, en tout point
(z, y, z) de la surface
(21) Px+qy =3.

Pour intégrer celte équation aux dérivées partielles, on lui associe
le systéme

dr dy

z
= o
3

z e

dont deux intégrales distinctes sont

y
— = const., = const,
T

RRY

I.intégrale générale s’obtient, comme on sait, en établissant une
relation arbitraire entre ces deux intégrales

S
Il

E i

8

N

On trouve ainsi tous les cones ayant pour sommet le point fixe.
Il est & peine besoin de faire remarquer que, I'équation d’un
cone qui a pour sommet l'origine étant mise sous la forme

F(l‘:_}’) 3)=o0,

ot F est une fonction homogene de x, y, z, I'équation du plan
R. 3
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tangent en 'un quelconque de ses points se réduit a
XF,+YF,+ZF,=o.

Or, si m est le degré d’homogénéité de la fonction F, on a, quel
que soit le facteur A,

BNz, Ny, dz) = XnctF, (zly ) 5)

et les deux relations analogues pour I/, et I,. Donc, le plan tan-
gent au point de coordonnées Az, hy, L3 est le méme que pour le
point (z, y, z), c’est-a-dire que le plan tangent a un céne est le
méme tout le long de chaque génératrice.

Soit encore a trouver les surfaces dont tous les plans tan-
gents sont paralléles a une droite. Cette droite étant prise pour
axe des z, je dis que I'équation F(x, y, 3) = o de la surface ne
doit pas contenir z. En effet, pour que le plan tangent

(X—2)Fy+(Y—p)F)+(Z—3)F,=o0

soil en tout point paralléle a I'axe des z, il faut et il suffit que la
dérivée I’ soit identiquement nulle. On trouve ainsi tous les cy-
lindres dont les génératrices sont paralléles a la droite donnée.
L’équation du plan tangent ne dépendant pas de z, on voil que /e
plan tangent a un cylindre est le méme tout le long de chaque
génératrice.

12. Soit, comme autre exemple, a trouver les surfaces dont
towutes les normales rencontrent une droite fixe. Cette droite
étant prise pour axe des z, si I'on écrit que la normale

X—2z Y—y Z—z

P q —

rencontre cel axe, on lrouve immédiatement
(22) ; PY—qx =o0;

le premier membre de cette équation est le déterminant fonction-
nel de z et de 22 + y*. Son inlégrale générale est donc

2 =09(s24 %),
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le symbole ¢ désignant une fonction arbitraire; elle définit toutes
les surfaces de révolution qui ont pour axe la droite donnée.
On pourrait arriver & la méme conclusion par voie géométrique.
Appelons (D) la droite donnée, M un point quelconque de la sur-
face, et prenons pour plan de la figure le plan déterminé par M
et (D); ce plan coupe la surface suivant une courbe (C) et con-
tient, par hypothése, la normale en M; il est donc perpendiculaire

P

N ©)

(D)

au plan tangent en M. Menons par M un plan perpendiculaire
a (D); il coupe (D) en un point O et la surface suivant une
courbe (P) dont la tangente en M est (n°8, Rem.) I'intersection
du plan tangent en M avec le plan sécant lui-méme; cette tan-
gente MT est, par suite, perpendiculaire au plan de la figure. Si
donc on joint OM, cette droite sera normale en M a la section
plane (P), de sorte que chaque section de la surface par un plan
perpendiculaire & (D) est une courbe dont toutes les normales
concourent en un méme point O, c’est-d-dire (n°3) un cercle.
La surface est donc engendrée par un cercle dont le plan reste
perpendiculaire a la droite (D), dont le centre décrit cette droite
et qui rencontre une courbe (C): c’est la définition méme des
surfaces de révolution.
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VII. — Elément linéaire des surfaces; angle
de deux directions.

13. Une surface étant définie par les formules
= filu el iy =hnek =T e),

nous avons vu (n° 8) que si I'on établit une dépendance conve-
nable entre u et ¢, ou sil’on considére ces deux paramétres comme
des fonctions d’une nouvelle variable ¢, les formules précédentes
déterminent une courbe tracée sur la surface. D’apres la théorie
exposée au n° 5, I'élément d’arc ds de cette courbe sera donnée

par la relation
ds? = dx? + dy? + d3?,

ou les axes sont supposés rectangulaires. Mais, si I'on porte les
différentielles

dr = z,du + z,dy, dy =y, du+ y,dy, dz = 3, du + z,dy,
dans 'expression précédente, on trouvera
(23) ds? = Edu? + 2F du dv + G dv?,

en posant, suivant les notations de Gauss,

e / , G
E i wu +)/u2 St zz} o Z‘Lu ’
L i ! I ! ! ! IR TR | ’
(24) P =0, & VYot 358, = 2055,
U ! ’ !
G=ao?! 4t -5 =2t

Il faudrait encore remplacer du par u' dt et dv par ¢' dt, mais on
préfere laisser dans le résultat subsister ces différentielles. On a
ainsi en (23) une forme quadratique par rapport a du, dy, qui re-
présente la partie principale du carré de la distance de deux points
voisins (u, v), (u + du, v + dv) sur la surface. Cette forme in-
tervenant dans beaucoup plus de questions que sa racine carrée,
c’est elle que nous appellerons U’élément linéaire de la surface
(ou encore la premiére forme fondamentale relative a la sur-
face). Ses coefficients E, F, G sont dits coeflicients de I’élément
linéaire. D’aprés sa signification géométrique cette forme est tou-
jours positive, du moins quand on ne considére que des points
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réels de la surface et qu'on les suppose donnés par des valeurs
réelles de « et de ¢. En effet, dans ces conditions, les coefficients
E et G sont positifs et le discriminant F* — EG est négatif en
vertu de I'identité

EG — F2 = (22}2) (Sz?) — (22, z,)?

(25) ;
= (.y:tz:)_ ;;L.)/:')sz Bt (z;Lz‘Iv_ 1‘:43@)2'*- ('Z';l«.y:l _.}/;txu)")'

Pour rappeler ce fait, on pose
(26) H:=EG—F2, H=+/EG_—-F?

en convenant que H représentera toujours la valeur arithmétique
du radical.

Ce radical figure dans I'expression des cosinus directeurs a,
b, ¢ de la normale a une surface. On a, en effet, d’aprés ce quia
été dit au n° 10,

a b €
et e . = R N ¥ o TR
Yusv — Bu)y BuZy—Ty32y ZyuYo—YuZy

La valeur commune de ces rapports est égale, au signe prés, a
I'inverse de H. Nous choisirons la direction définie par les for-
mules

U ! ’ ! r ¥ /] ’ ’ ’
Vulo— B, B 0= s e i
(27) a4 " VH "w u, b " ulI " u_, A "w uH}’u v’
que nous considérerons ultérieurement sous le nom de direction
positive de la normale.

14. Cherchons le cosinus de ’angle w que font entre elles les
deux lignes coordonnées u = const., ¢ = const. qui se croisent en
un point de la surface. Si, dans la forme (23), on fait successive-
ment dv = o et du = o, on voit que \/E du et /G dv sont respec-
tivement les éléments d’arcs des courbes coordonnées ¢ = const.
et u = const. Les cosinus directeurs des tangentes a ces deux
courbes sont donc

o, Yu S, VW N
= =% ey — = sfesare ¥
VE VE VE' VG VG VG
On conclut de la

e ey ’ ! AL
xuxu“‘,yu.yv”‘— Sy F

28 cosw = i =
2% VEG VEG
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Done, pour que les courbes coordonnées se coupent a angle
droit en tout point de la surface, il faut et il suffit que ¥ soit
identiquement nul.On dit alors que les lignes coordonnées sont
orthogonales.

Plus généralement, considérons deux courbes passant en un
point (u, ¢) d’une surface; pour chacune d’elles u et ¢ seront
(n° 8) des fonctions d’un paramétre. Soient du, dv, ds pour I'une,
du, 8¢, s pour l'autre, les différentielles des coordonnées curvi-
lignes et de 'arc. On aura

ds* = Edu?+ oF du dv + G do?,

8s2 = Edu?2—+ oF du ov 4 G 2.

Les cosinus directeurs des tangentes a ces deux courbes auront
respectivement pour expressions

! z,, du + z,dy - yudu—+ y,de Lz, du+ z,dy

b AT N g S T AT y

2. z, Su -+, Sv’ Vil Yudu —+yi, 00 i 3, 0u + 3, Ov

i iy A AL GG i i SR
Ss i os os

L’angle w de ces deux tangentes est déterminé par la formule
cos®w = Al 4+ pm +vn.
En effectuant les calculs on trouve

Edudu + F(dude + dv du) + G dv o¢
ds os

(29) CosS® =

C’est I'angle w ainsi défini que 'on appelle, pour abréger, l'angle
des deux directions (du, dv), (su, a¢).
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CHAPITRE III.

FAMILLES DE COURBES ET DE SURFACES.
TRAJECTOIRES ET ENVELOPPES; SURFACES DEVELOPPABLES.

I. — Familles de courbes et de surfaces.

1. On ne saurait faire I’étude d’une courbe ou d’une surface
déterminée sans lui associer certaines familles de courbes ou de
surfaces.

Une famille de courbes ou de surfaces est 'ensemble des
courbes ou des surfaces représentées par une équation ou un sys-
téme d’équations contenant un paramétre de plus qu’il n’est né-
cessaire pour définir entiérement une courbe ou une surface.

Ainsi, dans le plan, une famille de courbes pourra étre repré-
sentée, soil par une équation

Bi(z, 95.5) =05
soit par un systéeme d’équations
z:fl(uv7)7 y=f2(u,'|:),

oil T est un paramétre variable. A chaque valeur de © correspond
généralement une courbe ou un nombre limité de courbes de la
famille. Ainsi, les tangentes aux divers points d’une courbe plane
forment une famille de droites; elles dépendent d’un paramétre,
par exemple I'abscisse de lear point de contact. A chaque valeur <
de cette abscisse correspondent autant de tangentes que la droite
=7 coupe de fois la courbe.

Dans l'espace, une famille de courbes sera représentée, soit par
deux équations

Fl(z‘ayv 511)20, F2(‘T7_y1 z,-c)=o,
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4o CHAPITRE III.

conlenant un paramétre variable 7, soit par trois équations

‘lefl(uyr)' .}’=f2(u: 7)7 :':f.'!(uv T)-

Tel est le cas des tangentes aux divers points d’une courbe gauche.

On voitque, dans lespace, les courbes d’une famille forment
une surface; carl'élimination de = entre les deux équations F,=o,
F, = o donnerait une relation qui serait vérifiée par les coordon-
nées z, ¥, s de tous les points des diverses courbes de la famille.
C’est ce qui résulte aussi des expressions de z, y, z ou figurent
deux paramétres u et z. En particulier, toute famille de droites
forme une surface, qu'on appelle surface réglée.

Une famille de surfaces est représentée, soit par une équation

Bl ¥ c)="0,
soil par lrois équations

‘T:-fl(uwvit)v }’=fz(u19,'~), fo;;(l.l.,(),‘!),

contenant un paramétre variable z. Par exemple, les plans nor-
maux a une courbe plane ou gauche forment une famille.

On appelle trajectoire d’une famille de courbes une courbe
qui coupe toutes celles de la famille sous un angle constant; sui-
vant que cet angle est ou n’est pas droit, la trajectoire est dite or-
thogonale ou oblique.

II. — Trajectoires d'une famille de courbes planes.

2. Considérons d’abord une famille de courbes tracées sur un
plan, rapportées a des axes rectangulaires et représentées par une
équation de la forme

(F) E(z; 5, t)=.0,

ol 7 est un paramétre variable. Il s’agit de trouver sur chacune
des courbes (F) un point M tel que le liea de ces divers points
coupe toutes les courbes de la famille sous un angle dont la tan-
gente est donnée et égale a k. Les coordonnées (z, y) de ce
point M sont évidemment des fonctions de = qui satisfont a I'équa-
tion (F). Soient 2/, 5 leurs dérivées par rapport  7; le coefficient

www.rcin.org.pl




TRAJECTOIRES ET ENVELOPPES. 4I

angulaire de la tangente en M a la trajectoire qui passe par ce point
est le rapport )’: z'. Celui de la tangente a la courbe (I') en ce
méme point étant désigné par p., on aura, par hypothése,

/l.__:_}/’_:&’ l":—‘llf’
z' + py 125
ou, en éliminant .,
) AL o
ol e R

On est donc ramené a déterminer deux fonctions z et y de la
variable 7, qui satisfont a la fois 4 'équation finie (I') et a 'équa-
tion différentielle (k). Comme cette derniére est homogéne par
rapport aux dérivées z’ et 3/, si 'on peut éliminer = entre les équa-
tions (I') et (%£), on arrivera & une relation de la forme

(AN

‘b<1‘,}', %) Eeuly

ou, ce qui revient au méme,
dy
‘b(z‘ ;\ = 0.
Y 3z

Ce sera I'équation différentielle des trajectoires cherchées. Mais,
le plus souvent, I’élimination de = ne sera pas possible et 'on de-
vra garder le systéme (I') et (k). Nous allons donner un exemple
de chacune de ces circonstances.

Remarquons, au préalable, que, dans le cas des trajectoires or-
thogonales, I’équation (k) se réduit a

ay..
dz

il

I
4
po Fi

On formera I'équation différentielle des trajectoires orthogo-
nales en éliminant = entre cette relation et I'équation (F).

3. Premier exemple. — Soit a trouver les trajectoires or-
thogonales des paraboles qui ont méme axe et méme sommet.
Ici nous avons

(F) F=y2—apz=o,
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et, en vertu de la remarque précédente,

. dy B ¥
i) ot iy

[’élimination de p entre les équations (F) et (A) donne

dy T

=g 3_

Telle est I'équation différentielle des trajectoires cherchées. On

peut I’écrire
2z dr +ydy =o.

Son intégrale générale est donc
222~ y2 = const.

Elle représente une famille d’ellipses concentriques.

4. Second exemple. — Cherchons les trajectoires orthogo-
nales d’une famille guelconque de cercles ayant leurs centres sur
une droite. Prenons cette droite pour axe des z; soit ¢ I'abscisse
du centre C d’un des cercles; son rayon sera une fonction arbi-
traire de ¢. Soit donc

® (€ — o) ryt— 5 =0

I'équation d’une des familles considérées. La fonction V(¢) dont
la dérivée figure dans cette ¢quation restant arbitraire, nous de-
vrons chercher a déterminer séparément les coordonnées z et y
des trajectoires cherchées.

La relation propre aux trajectoires orthogonales, donnée plas

haut,
e 2y
Z, P
devient ici
(2) L, i s
x R

Pour intégrer les équations (1) el (2), nous égalerons ces der-
niers rapports a4 une nouvelle fonction inconnue — W', Nous

aurons ainsi
z=9— Wy, =—Wy'.
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Si 'on différentie par rapport a ¢ la premiére de ces formules en
tenant compte de la seconde, on trouve Wy — 1 = 0; on a donc

Bif Bl
R TR G R

Substituons ces expressions dans I'équation des cercles; il vient

N
w2 Ve’
ce qu’on peut écrire
"
(; ) "‘&T = Vi
VW21

Si 'on désigne par Sho et Chow les sinus et cosinus hyperbo-

ligues de w,
ew — e~ W4 e
Shw = ——— Chw = caprgtay
3 ;

qui satisfont, comme on sait, aux relations
Ch2w — Sh2w =1,

d d
p Chw = Shuw, = Shw = Chuw,

I"équation (3) a pour intégrale générale
W ==*8Sh(V—e¢)

avec une constante arbitraire ¢. Par suite, les coordonnées des
trajectoires orthogonales des cercles (1) ont pour expressions

b Ry paies Sh(V—e)
T NCR (Y ~) AR, - T

Dans le cas particulier ou les cercles donnés ont Lous le méme
rayon R, la fonction V se réduit a ¢ : R et, si 'on pose

— C b— 3 “)’
les formules précédentes deviennent

=R Shw

Y= Chw’ zsz_RChw R,
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Elles représentent la méme courbe, déplacée parallélement a I'axe
des z, résultat évident @ priori. Cette courbe, qui a la forme ci-
dessous, est appelée tractrice ou courbe aux tangentes égales.

Fig. 2.

Y

En effet, la tangente en chacun de ses points M va passer au
centre C de l'un des cercles de la famille et, si on la limite a I'axe
des z, c’est-d-dire au point C, elle aura pour longueur R.

5. Supposons maintenant que les courbes dont on cherche les
trajectoires soient définies par une équation différentielle

d
=@ )

entre leurs coordonnées, supposées toujours rectangulaires. Dans
la formule générale
ol .}/f_ “xl

T (4
.Z'+l.ly

nous n’aurons qu'a remplacer p, coefficient angulaire de la tan-
gente 4 une courbe de la famille, par 4(z, ) qui a précisément

la méme signification, pour obtenir I'équation différentielle

T dz+ (@, y)dy

des trajectoires cherchées.

En particulier, pour les trajectoires orthogonales, k étant in-
fini, 1l vient
dy | T

dz " Y@, 7))

Clest I’équation différentielle des courbes de la famille, dans
q
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laquelle on a remplacé la dérivée par son inverse, changé de
signe. En conséquence, si une famille de courbes est définie par
'équation différentielle

(0.0 ) o

ses trajectoires orthogonales seront définies par cette autre

F(\z‘,;ﬁ——j—j):o.

Soit pour exemple la famille de paraboles
(¢) yi+avx — 2 =o,

dont I'équation différentielle est

"-’<ﬂ>?—‘~2x'—d'—y——-2—0
A B o i B S i

Cette équation a ses deux racines jy’

inverses et de signes con-
traires; elle ne changera donc passi I’on remplace / par son inverse
changé de signe. C’est, par conséquent, aussi I'équation différen-
tielle des trajectoires orthogonales des paraboles (¢). On s’ex-
plique ce fait en remarquant que par tout point du plan passent
deux paraboles de la famille. Car, sil'on considére z et y comme
des constantes données, I'équation (¢) admet deux racines ¢,
et vy3 de plus, on a ¢,¢y = — »*. Or les coefficients angulaires
des tangentes aux deux paraboles ont respectivement pour valeurs

P o B B
i e ¥ ST S, ¥
Iin conséquence, on a ), y, = — 15 c’est-a-dire que les deux pa-

raboles de la famille qui passent par un point du plan s’y coupent
sous un angle droit.

[l serait d’ailleurs facile d'intégrer 'équation différentielle ci-
dessus, qui est une équation homogéne. On trouverait, pour son
intégrale générale, I'équation

(uw) yit+our —ut=o,

qui ne differe de I'équation (¢) que par le nom de la constante ar-
bitraire.
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46 CHAPITRE III.

III. — Trajectoires orthogonales d’'une famille de courbes
tracées sur une surface.

6. On aparfois a chercher les trajectoires orthogonales d’une
Jamille de courbes tracées sur une surface. Supposons la sur-
face rapportée a des coordonnées curvilignes (u, ¢) et la famille
de courbes définie par une équation

Wi, o= T,

résolue par rapport au parameétre variable z. L’élément linéaire
de la surface élant
ds? = Edu?+ 2F du dv + G dv?,

on a trouvé (Ch. 1I, n° 14), pour exprimer 'orthogonalité de deux
directions (du, dv) et (Su, o¢), la condition
(4) Edudu-+F(dude +dvdu)+ Gdviv=o.

Soit (su, o¢) la direction de la tangente a I'une des courbes de la

famille @ = 7. On aura
w, 0U + B, 00 = o.

Si (du, dv) est la direction de la tangente a la trajectoire ortho-
gonale qui passe par le point (u, ¢), on aura I’équation différen-
tielle de cette trajectoire en remplagant Su par w, et ¢ par — @,
dans la condition (4). On trouve ainsi

(Ew, — Fo),)du—+ (Fo,— Gw,)dv = o.

Remarquons que, sila famille de courbes est définie par une équa-

tion différentielle
Mdu + N2dv = o,

il suffira de remplacer du et ¢o respectivement par N et — M dans
la condition d’orthogonalité (4) pour obtenir I’équation

(EN—FM)du -+ (FN—GM)dv = o

des trajectoires orthogonales cherchées.
Dans le cas particulier ot 'on veut avoir les trajectoires ortho-
gonales des courbes ¢ = const., on devra, dans la condition (4),
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supposer ¢ = 0 el 6w quelconque; par suite
Edu +~Fdv=o0

sera ’équation différentielle des trajectoires orthogonales des
courbes ¢ = const.

7. Exemple. — Considérons les droites quirencontrent a angle
droit une hélice circulaire et son axe. Ces droites forment une
surface appelée hélicoide a plan directeur, parce qu’elles sont
toutes paralleles & un plan de section droite du cylindre qui porte
I’hélice. Prenons pour plan des zy I'un de ces plans; pour axe
des s I'axe de I'hélice; pour axe des x la droite du plan z =0 qui
rencontre I’hélice; pour axe des y une droite perpendiculaire a
Oz. D’aprés sa définition, I'hélicoide est engendré par une droite
qui s'appuie sur Oz en lui restant perpendiculaire, et s'¢loigne
du plan 2Oy d’une longueur /¢ pendant qu’elle tourne de
I’angle ¢ autour de O 5. Les équations d’une génératrice sont donc

Foay ) et gl
= = tange, g =N

celles de la surface sont

%' = ucosy, Y = usiny, z = h.
Un calcul facile donne, pour I’élément linéaire,
ds? = du? + (u?+ h?) de?.

On voit que le coefficient I¥ est nul. En conséquence, I'équation
des trajectoires orthogonales des génératrices (¢ = const.) se ré-
duit & du = o. Son intégrale

u =/ + y? = const.

représente tous les cylindres de révolution qui ont méme axe que
celui qui porte 'hélice. Les trajectoires cherchées, étant les in-
tersections de ces cylindres avec I'hélicoide, sont évidemment
des hélices ayant méme axe et méme pas que I’hélice donnée.

Ce résultat était facile a prévoir sans calcul. Toutes ces hélices,
en effet, se projettent sur le plan Oy suivant un cercle ayant
I'origine pour centre; toute tangente a I'une d’elles se projette
suivant une tangente a ce cercle. L’angle HMT, formé par I'une
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de ses tangentes MT et la génératrice HM de I'hélicoide, se pro-
jette donc suivant un angle droit O m¢. Or son coté HM est pa-
ralléle au plan de projection 2Oy . Par suite, cet angle est droil
et les hélices considérées sont bien les trajectoires orthogonales
des droites considérées.

8. Remarque. — Toute famille de courbes tracées dans ’es-
pace formant nécessairement une surface, le probléme des trajec-
toires orthogonales d’une pareille famille est identique a celui qui
vient de nous occuper. Mais, comme la famille de courbes peut
étre considérée indépendamment de la surface qu’elle engendre,
nous opérerons directement la recherche des trajectoires ortho-
gonales. Soit donc une famille de courbes représentée par les
équations

(%) @=L (s T ) R &= fyluyn):

[l faut trouver sur chaque courbe () un point M tel que le lieu
de ces divers points coupe a angle droit toutes les courbes de la
famille. Les coordonnées (x, y, z) de ce point sont des fonctions
de = qu’'on peut considérer comme représentées par les for-
mules (<) sous la condition que # soit une fonction convenable-
ment choisie de z. Si du désigne sa différentielle, les coefficients
directeurs de la tangente & I'une des trajectoires pourront étre
pris égaux a
%—{: du + (—)04 ds, %'/l‘f du + (f'é dz, %/17‘ du + (—)()f_—‘ iz,

tandis que ceux de l'une des courbes de la famille, = étant fixe,
sont

ou’ ou’ ou

En exprimant I'orthogonalité des deux directions, on obtient

w3 () e DG L -

Clest, aux notations prés, 'équation Edu+ Fde =0 du n® 6.

Tout ce qui précede s’applique évidemment aux trajectoires
d’une famille de courbes situées dans un plan: il n'y a qu’a sup-
poser la fonction f; identiquement nulle.
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IV. — Enveloppe d’une famille de courbes.

9. Etant donnée une famille de courbes tracées sur un plan,
cherchons s’il existe une courbe qui soit tangente a toutes les
courbes de la famille.

Supposons qu’il existe une pareille courbe, qu’on appellera

courbe enveloppe; chacune des courbes de la famille
(F) F(z,y,7)=0

sera dite une enveloppée. Par hypothése, chaque enveloppée pré-
sente au moins un point M tel que le lieu de ces divers points est
une courbe qui la touche en M. Les coordonnées (x, y) de ce
point M sont des fonctions de = qui satisfont a I'équation (F);
soient ' et y' leurs dérivées. Le coefficient angulaire de la tan-
gente est — I, 1 . D’ot I'équation

@' Fi+y'Fj=o.

Mais sil'on différentie I'équation (F) en considérant z ety comme
des fonctions de =, on a

Ty

(5) 2 Fy+ y'Fy+Fr.=o.
En vertu de cette identité, I'équation précédente se réduit a
(e) F"r =0.

Ainsi les coordonnées z, y des points de 'enveloppe sont déter-
minées par le systéme (IY), (¢). En d’autres termes, une famille
de courbes planes étant définie par une équation ¥ (z,y,7)=o
qui dépend d’un paramétre <, pour déterminer U'enveloppe de
ces courbes quand elle existe, on associe a l’équation de la fu-
mille son équation dérivée Fr.=o.

Il est évident que I'enveloppe n’existe que si ces deux équations
ne sont pas contradictoires. Méme dans ce cas, il peut arriver que
la courbe définie par le systeme (1), (e) soit non pas une enve-
loppe, mais un lieu de points multiples. En effet, si, pour une
succession continue de valeurs de =, 'équation (IF) représente des
courbes admettant un point multiple, les coordonnées de ce point

R. 4
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seront des fonctions de = qui satisferont a la fois aux trois équa-
tions .
¥z, 92) = 0; =0, =103

par suite, elles vérifieront, a cause de I'identité (5), les deux
équations (F) et (e).

Nous n’insisterons pas sur les enveloppes des courbes planes,
dont la théorie est élémentaire. Nous établirons seulement leur
propriété essentielle, qui nous servira plus tard.

Tutorime. — L’enveloppe d’une famille de courbes tracées
sur un plan est le lieu des positions limites des points com-
muns a deux enveloppées successives.

En effet, les coordonnées des points communs a deux envelop-
pées voisines satisfont aux deux équations

il y,it) = 0; Flz, ¥, v At)=0.
Ce systéme, visiblement équivalent au suivant

5 F(z,y,t+ At)—F(x, y, %)
F= o, S At T

se réduit précisément, quand A< devient nul, au systéeme (IF), (¢)
qui définit I'enveloppe.

10. D’aprés ce qui précede, il existe généralement une courbe
tangente a une famille de courbes tracées sur un plan; nous allons
voir qu’aa contraire il n’eziste généralement pas de courbe tan-
gente a une famille de courbes tracées dans 'espace.

Considérons une pareille famille définie par deux équations

‘-') Fl('ra F 385 T =0 [:2('7-7 Y5 t)=o.

Si I'enveloppe existe, les coordonnées de ses points M seront des
fonctions de = qui vérifieront ces deux équations. Leurs dérivées
x'y ¥, 2 pourront étre prises pour les coefficients divecteurs .
3, v de la tangente a I'enveloppe. Si donc on différentie les deux
¢quations IYy = o, Fy = o par rapport i =7, on aura les identités

ddF' BJF,_’__O_F,_'_OF[_
. 9z Py "1 TR T
{
(6) 2 OF2 g JF, . g YO
dx ()}’+Yt)5?01_'
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Or, I'enveloppe est tangente en M a I'une des enveloppées, celle
qui correspond a la méme valeur de = que le point M; par suite,
les coefficients directeurs o, 3, y satisfont aux équations

N AT gL e
ox "oy e T
JOF: g OF,  OF,
ox "oy BgLe

De ces équations et des identités (6) il résulte que les fonctions
cherchées z, y, z du paramétre = doivent vérifier non seulement
les deux équations (<), mais aussi les deux équations dérivées

JoF, oF, e
B b ot 9

En conséquence, pour qu’une famille de courbes de Uespace,
représentées par deur équations

Fi(z, y, 5, 7)=o, Fy(z, y, 7, 7) = o,

qui dépendent d’un paramétre =, admette une enveloppe, il
Jaut que ces deux équations et leurs équations dérivées
oBy oF,

e Wome': %

admettent des solutions communes en x,y, s pour une suc-
cession continue de valeurs de ~.

Il n’en est généralement pasainsi, de sorte qu’il n’y a pas d’enve-
loppe. Quand le systéme ci-dessus se réduit a trois équations dis-
tinctes, 1l définit une courbe qui est généralement tangente a toutes
les courbes de la famille (courbe enveloppe). Nous indiquerons,
a propos des surfaces enveloppes (n° 15), un cas étendu ot une
famille de courbes tracées dans I'espace admet une enveloppe.

11. Nous allons supposer maintenant que les courbes de la
famille considérée soient définies par trois équations de la forme

z=fi(u,z), y=hys), z=[fi(yr9).

Les coordonnées z, ), = des points M de I'enveloppe sont des
fonctions de = qu’on peut supposer représentées par ces trois for-
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mules, a condition que « soit une fonction convenablement dé-

v

terminée de
Leurs dérivées, prises dans cette hypothése et dans celle ou = est
constant, doivent avoir des valeurs proportionnelles, puisquil y
a contact entre ’enveloppe et une enveloppée au point M. On

et réciproquement 7 une certaine fonction de u.

doit donc avoir

om0z dr oy oyl 03 0z dx

s o s S0 R g

st Vi i i i PR
ou ou Ju

équations qui se réduisent visiblement aux suivantes

a-~

2]

’ ’
T _ e

LET ’
@ )

u

)

2

=~

L’enveloppe n’existera donc que si ces deux équations définissent
pourtla méme fonction de u. S’il en est ainsi, soit < (u) celte
fonction; les équations

) q

o
<
T

=Tl o)l 5= fi(u,¢)

x zfl(u» (?)7

représenteront une courbe quiscra généralement tangente a toutes
les courbes considérées.

Remarque I. — La solution que nous venons d’exposer con-
vient aux familles de courbes tracées sur un plan et représentées
par des équations de la forme

z=fi(u,%), y=fi(u,n).

Il suffit de supposer la fonction /; identiquement nulle; I'enve-
loppe est alors définie par les équations

’
Jor

Yu

)
o
’

'Tu

o =i )

= Ll T,
La condition d’existence de cette courbe disparait avec le dernier
des rapports (7).

Remarque II. — Si la famille de courbes est définie par deux
de ses cylindres projetants

x—:fl(u)‘:)t }’:fg(ll,’.),
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les relations (7) entraineront
B ayts oyl Sia

Il faudra que ces deux équations donnent pour u, c'est-d-dire
pour z, la méme fonction de =.

V. — Enveloppe d’une famille de droites.

12. Supposons d’abord les droites représentées par les deux
équations

(8) r=az+p, y=0bsz+gq,

ou a, b, p, q sont des fonctions d’un paramétre =; d'apres la re-
marque précédente, il faudra pour existence de I'enveloppe que
les deux équations

(9) a'z+p' =o, b'z+q'=o

donnent la méme expression de z. Les dérivées des fonctions «,
b, p, q devront donc vérifier I'identité

(10) aq —bp =o.

Alors les formules (8), jointes a I'équation

(9) B

représenteront une courbe qui sera tangente a toutes les droites
de la famille; car elle ne peut pas étre un lieu de points multiples,
la droite ne présentant pas de pareils points.

Si les deux fonctions @ et b se réduisent a des constantes, les
formules (9)" donnent pour s une valeur infinie. Il n’y a pas alors
a proprement parler d’enveloppe. Mais, d’aprés '’hypothése méme,
les droites de la famille sont paralleles a la droite fixe 2 = az,
y = bz. Elles forment un cylindre; on dit encore qu’elles ont une
enveloppe, mais que cette enveloppe est rejetée a 'infini.

Soit maintenant une famille de droites représentées par les for-
mules générales

(11) z=%t+Au, y=mun-+pu, zZ=C-+Vu,
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ou &, n, ¢, ainsi que A, @, v, sont des fonctions d’un parametre <.
Désignant leurs dérivées par des letires accentuées, nous forme-
rons les équations (7), savoir

E+-Nu A+ pu  C+Vu
3 = T 5

{12) X % S

qui doivent donner la méme expression de «. Pour exprimer cette
condition, appelons p la valeur commune des trois rapports. Nous
avons ainsi Lrois équations du premier degré en u et p qui doivent
étre compatibles. Il faut et il suffit pour cela que leur détermi-
nant soit nul

o i
(13) : i A T
P S

On aura I'expression cherchée de w en résolvant, par rapport a u
et a p, deux des trois équations qui viennent d'étre considérées.
Dans le cas particulier ot %, u, v sont des cosinus directeurs, on a

A2 p24v2 =1, A+ pp'+w'= o.

En tenant compte de ces deux identités, on lire aisément des
rapports (12) la valeur de u
‘AIEI+ }J.’T’»* yie!
/ G HIETEVIN T T taes - 3
(’4) U= G le—:_vli
Sous la condition (13) Penveloppe existe; elle est représentée
par les formules (11) ot 'on remplace « par I'expression (14).

13. Définition. — Toute famille de droites forme, comme il
a été vu au n° 1, une surface qu'on appelle surface réglée, et
dont les droites sont dites les génératrices. On vient d’établir que
les génératrices d’une surface réglée n’ont pas en général d’en-
veloppe. On dit alors que la surface qu’elles forment est une sur-
face gauche. Au contraire, lorsqu’elles sont paralleles entre elles
ou toutes tangentes a une courbe, le lieu recoit le nom de sur-
Jace dégveloppable; leur enveloppe est appelée aréte de rebrous-
sement de la surface. Nous reviendrons dans la suite de ce Cha-
pitre sur les surfaces développables. Remarquons seulement que,
si I'aréte de rebroussement est plane, la développable dégénére en
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un plan; sielle se réduit a un point, la développable est un cone,
ou un cylindre si le point est rejeté a I'infini.

VI. — Surfaces enveloppes.

14. Etantdonné un systéme simplement infini de surfaces dont
la forme et la position dépendent d’un paramétre variable 7, ce
que nous avons appelé une famille de surfaces, on peut se de-
mander s’il existe une surface qui soit tangente a toutes celles de
cette famille. Mais la méme question se pose aussi au sujet d’un
systéme doublement infini de surfaces : on entend par la un en-
semble de surfaces dont la forme et la position dépendent de deux
paramétres. Dans le premier cas, on dit qu’il s’agit d’une enve-
loppe & un paramétre; dans le second, d’une enveloppe a deux
parametres.

Considérons d’abord un systéme simplement infini de sur-
faces (S) et concevons qu'il existe une surface (2) qui les touche
toutes, chaque point de (X) étant supposé étre un point de con-
tact avec I'une des surfaces (S). L'enveloppe (X) et chacune des
enveloppées (S) seront nécessairement tangentes tout le long
d’une courbe. Car, si elles n’avaient de contact qu’en des points
séparés les uns des autres par des intervalles finis, ces groupes de
points, dont chacun dépend de la valeur particuli¢re du para-
métre a laquelle correspond la surface considérée (S), ne forme-
raient par leur ensemble que des courbes, en nombre fini ou in-
fini, séparées les unes des autres par des intervalles finis, aa lieu de
recouvrir entiérement une surface, comme nous le supposons.

15. Tutorime. — L’enveloppe d’une famille de surfaces est
le lieu des positions limites des intersections de deux envelop-
pées voisines.

Admettons toujours I'existence d’une surface enveloppe (X);
nous savons que (X) touche chaque enveloppée (S) tout le long
d’une courbe (7). Considérons une suite continue de plans (P)
dont chacun rencontrera la courbe (C), par exemple, la famille
des plans normaux a cette courbe. Tout plan (P) coupe les en-
veloppées (S) suivant une famille de courbes planes (C), toutes
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tangentes, par hypothése, a la section (T') qu’il détermine dans
'enveloppe (2). Le point M, oti il rencontre la courbe (z), est le
point de contact de I’'une des courbes (C) section de la surface (S),
avec la courbe enveloppe (T'). Ce point est (n°® 9) la position
limite d’un point commun & la courbe (C) et & la courbe voisine,
quand celle-ci tend vers (C). En conséquence, la courbe (<), lieu
de ses points M, est bien la position limite de I'intersection de
I'enveloppée (S) et de I'enveloppée voisine.

Oril est certain que cetle courbe limite existe en général sur
chaque enveloppée. En effet, la famille étant représentée par une
équation

(15) B (9585 %) — 0,

qui contient un paramétre variable =, a deux valeurs < et =+ A<

de ce paramétre correspondront deux surfaces qui, en général, se

couperont suivant une courbe définie par les équations
F(‘z‘h}’r‘"!_"):o’ F(Tv.y:z)y:_*"&—"):o'

Ce systeme étant équivalent au suivant

F(z,y,s,t+ At)—F(2,y,3,7) L
Az i

=0, o,
on voit que, quand Az tend vers zéro, la courbe commune tend
vers celle que représentent les deux équations

(16) B (@59 8)it)i= o, Fole, 7,5 %) =0

Nous appellerons cette courbe la caractéristique de la surface (S)
qui correspond a la valeur considérée de <. Le lieu des caracté-
ristiques est une surface (X). Il suffit de considérer les sections
faites dans cette surface et dans les surfaces (S) par les plans nor-
maux aux divers points d’une caractéristique pour voir qu’elle est
tangente a chacune des surfaces (S) tout le long d’une caracté-
ristique.

Pour établir analytiquement ce résultat, donnons a = une valeur
fixe dans I'équation (15). Le plan tangent en un point de la sur-
ace (S) ainsi obtenue est déterminé par les valeurs des coeffi-
cients p, ¢, —1, dont les deux premiers satisfont aux équations

PF;+Fr=0, qF.+Fy=o.
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La surface (X) est représentée par I'équation F = o, dans laquelle
7 est censé remplacé par son expression en z, y, z, tirée de Fr=o.
Soient p, et ¢, les dérivées par rapport a z et a y de la coordon-
née z de cette surface. On aura, en appliquant le théoréme des
fonctions composées,

piF.+Fo+ (p1es+<)F.=o,

@1 ¥+ F+ (g7 +7)Fi=o.
Or, en vertu de I'hypothése F; = o, ces relations se réduisent a
piF.+F,=o, qu BB —i0,

et déterminent le plan tangent a la surface (£) en 'un de ses
points; si ce point est sur la caractéristique (16) de la surface (S),
qui correspond a la valeur considérée de =, les coefficients des
équations qui déterminent p et p,, ¢ et ¢, auront respectivement
les mémes valeurs numériques : la surface (X) ct la surface (S)
auront méme plan tangent tout le long de la caractéristique, ce
qui prouve que (X) est bien une surface enveloppe.

Cette conclusion tombe évidemment en défaut si les équations
en p et ¢ se réduisent a des identités. En raisonnant comme nous
I'avons fait (n® 9) pour les courbes enveloppes, on verra que la
surface définie parles équations F — o, F.— o contientles lignes
singulicres de loutes les surfaces de la famille, ou lignes dont tous
les points satisfont aux trois conditions I, =F =I. =o. Elle
pourrait donc étre un lieu de lignes singuliéres., non une enve-
loppe. Mais, d’ordinaire, ce sera une enveloppe.

Remargue. — Nous avons vua (n°10) qu’en général une famille
4 g

de courbes tracées dans 'espace n’a pas d’enveloppe, les quatre
équations

oF, JoF,
Fl(z,y,s,:):o, F2(zv}’yza7):0v ?j;—‘: ’ 7
ne représentant pas une courbe. Mais, si cette famille est formée
par les caractéristiques d'une famille de surfaces, les équations

ci-dessus deviennent

: JoF JF 2 F
Tl 90) By =0, T A b ol T

3
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Elles se réduisent a trois. Donc une famille de caractéristiques
admet une enveloppe, tout au moins quand ces courbes ne pré-
sentent pas de point singulier.

16. Une famille de surfaces étant définie par trois équations
(17) &= fillens ) 0 = el 1) =yl u o5

ou 7 est un paramélre variable, voici comment on déterminera
leur enveloppe. Cette surface (L) pourra étre représentée par les
mémes équations, a condition que 7 soit une fonction convenable-
ment déterminée de u et ¢. Désignons par A, B, C les coefficients
directeurs du plan tangent & I'une des enveloppées et aussi a I'en-
veloppe en un de leurs points communs; on aura, pour l'enve-
loppée,
Az,+By,+ Cz,=o,

Az, + By, + Cs, = o,
et pour I'enveloppe, = dépendant ici de u, ¢,

Az,+By,+ Czs,+ (Ax;+By,+ Cszr)7, =o,

Az, + By, + C3, + (A2 + By.+ Cz;) 7, = o.

Ces deux systémes d’équations devant donner les mémes valeurs
pour A, B, C, et = ne pouvant étre indépendant de « et de ¢, il

faut qu’on ait
Az.+ By;+ Csz; = o.

Cette derniére relation, rapprochée des deux analogues, entraine

! ’ ’
« Yu Fu |
’ !

Yo :v{>70'

-
v

g o -
v Iz *’rl

|
|
|

8

Telle est 'équation qui, jointe aux formules (17), détermine I'en-
veloppe des surfaces (17).
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VII. — Surfaces développables.

17. Nous avons précédemment (n° 13) appelé surface déve-
loppable 1oute surface lieu des tangentes a une courbe. On peut
aussi définir la développable comme étant I'enveloppe d’un plan
dont la position dépend d’un parametre. En effet, la caracté-
ristique d'un plan est une droite; les caractéristiques des divers
plans de la famille forment elles-mémes une famille de droites qui,
en vertu d’une remarque antérieure (n° 15), ont une enveloppe,
c¢’est-a-dire sont tangentes a une courbe; d’autre part, leur lieu
est (n° 15) I'enveloppe des plans considérés. Par suite, U’enve-
loppe d’un plan, dont la position dépend d’un paramétre,
est le lieu des tangentes & une courbe, qui peut d’ailleurs se ré-
duire & un point, situé a distance finie ou rejeté a I'infini. Ainsi
notre seconde définition des développables entraine la premiére.
Pour établir I’équivalence des deux définitions, nous démontre-
rons la proposition suivante :

Tuatorive. — Toute surface lieu des tangentes & une courbe
gauche est l’enveloppe d’un plan mobile dépendant d’un pa-
rametre.

Etant donnée une courbe gauche, je vais prouver qu’il existe
une famille de plans qui admettent ses tangentes pour caractéris-
tiques. Les coordonnées z, y, z des points d'une courbe sont des
fonctions d’un paramétre «. Je considére un plan passant par le
point (z, y, z). Il aura pour équation

AX—2)+B(Y—y)+C(Z—3)=o0.

Si les coefficients A, B, C sont des fonctions de «, la position
du plan variera d’un point a I'autre de la courbe. On obtiendra
sa caractéristique en associant a I'équation précédente I'équation
dérivée

A(X—2z)+B(Y—y)+C(Z—3)—Az'—By'— Cz' = o,

ou les accents désignent des dérivées prises par rapport a «. Pour
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que cette caractéristique se confonde avec la tangente en (z, ¥, z)

X—2 Y-y Z_—;

g = 7 IR

x ‘}/ g
il faut que ses équations soient vérifiées quand on y remplace les
bindmes X — x, Y —y, Z — z respectivement par z', »’, z'; d’ou
les deux conditions

Az'+By+Csz =o, Az’ +B'y'+ Cz' =o.

Si l'on différentie la premiére en tenant compte de la seconde, on
forme le systéme

Az'+~By'+Cz' =0, Az"+By'+Cs"=o,

d’ou I'on déduit des valeurs proportionnelles a A, B, C. On peut
prendre

A :‘sz//_ :l‘y”’ B =3 ‘z‘ — '3 ¥ C — wl)’”—.}/V‘z‘".
Par suite, le plan cherché a pour équation

X—2z Y—y Z—z 1
(18) { x y 2 Pt

Ce plan, qui jouera plus loin un grand role dans la théorie des
courbes gauches, a recu le nom de plan osculateur; c’est le plan
qui a pour caractéristique la tangente en chaque pointde la courbe.

18. Remarque. — Le plan osculateur ne peut pas étre indé-
terminé en chaque point d’une courbe gauche. Si 'on suppose,
en effet, les équations

o n ”

y'i—3y" =0, Fa"—2'3s"=o, zy"—y'a"=o

vérifiées pour toutes les valeurs de ¢, on en déduit

" " "

.’l'_y_:

w4 £Ne o 284

7 7 7

' ' ’

@ y 3 D— Ty . Y —Yo . B—Bp
f— = . o
a

R S a B )
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Comme ici «, B, ¥, 2o, ¥y, 3o sont des constantes, il est prouvé
par la que la droite est la seule ligne dont le plan osculateur
soit partout indéterminé.

Remarquons aussi que si une courbe est plane, les plans os-
culateurs en ses différents points se confondent avec le plan
méme de cette courbe. Si, en effet, on suppose qu’on ait pour
tous les points d’une courbe z = o et par suite aussi 3’ = "= o,
I'équation du plan osculateur (18) se réduit a Z = o, le binéme
z'y" — y'2" n’étant pas nul, si la courbe n’est pas une droite,

19. D’aprés la définition méme des surfaces développables,
l’ensemble des plans tangents a une développable forme une
Jamille; en d’autres termes, le plan tangent a une développable
ne dépend que d’un seul paramétre. 1l nous suffira de traduire
géométriquement et analytiquement cet énoncé pour obtenir deux
propriétés importantes des surfaces développables.

Taiorime. — Le plan tangent a une surface développable
est le méme tout le long de chagque génératrice.

On a vu, en effet (n° 14) que chaque enveloppée est tangente a
I'enveloppe tout le long d’une caractéristique; ici enveloppée est
un plan, Penveloppe est la développable, les caractéristiques sont
les génératrices.

Tutorime. — Toutes les surfaces développables vérifient une
méme équation awx dérivées partielles du second ordre qui les
caractérise.

Par cet énoncé, il faut entendre que I'une des coordonnées, s,
de toute développable, considérée comme fonction des deux
autres z et y, satisfait a I'équation du second ordre 1t — s* = o.

En effet, I'équation du plan tangent a une surface au point
(x,y, z) peut étre écrite

Z'-[)X»(IYT ;‘——[)_1-._(/)-'

En général, les trois coefficientsde cette équation p, ¢, 3—pz—qy,
qui sont des fonctions de z et y, ne se réduisent pas a des fonc-
tions de I'un d’entre eux. C’est au contlraire ce qui a lieu pour les
développables. Nous avons donc a exprimer notamment que ¢
est une fonction de p. Il faut écrire pour cela que le déterminant

¥
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fonctionnel de p et de ¢ est nul, ce qui donne r¢t— s* = o. Jedis
qu'en vertu de cette condition le coefficient © = z—px — gy esL
une fonction de p. On a, en effet,

Wy = —rzr—sy, ‘”f\ =—sr—1ty
et le déterminant fonctionnel de v et de p

Sy —ros =y (rt—st)
se réduit bien a zéro.

Il suit de la que toute surface qui vérifie I'équation 7 —s* = o
est une développable; car, dans cette hypothése, les trois coeffi-
cienls p, ¢, o de son plan tangent sont fonctions de I'un d’eux, en
sorte que ce plan tangent ne dépend que d’un paramétre.

VIII. — Enveloppes & deux paramétres.

20. Nous ne considérerons parmi les systémes doublement in -
finis de surfaces que ceux qui sont formés de plans. Cherchons
s'il existe une surface (¥) tangente a tous les plans (P) d'un pa-
reil systéme.

Remarquons d’abord que cette surface (X), supposée exister,
ne peut toucher chaque plan (P) tout le long d’une courbe. Car
elle serait en particulier tangente tout le long d’une courbe
tous les plans d’une famille que I'on formerait en établissant une
relation entre les deux paramétres du systéeme doublement infini.
Mais on a vu (n° 15) que, quand une surface jouit de cette pro-
priété, elle est le licu des caractéristiques de ses enveloppées. Or
ici ces caracléristiques sont des droites, et des droites ayant une
enveloppe, en tant que caractéristiques (n° 13). La sarface (X)
serait donc une développable; tous les plans (P), étant tangents
une développable, ne dépendraient pas de deux paramétres, mais
d’un seul, contrairement a ’hypothése.

Cela posé, soit un systéme doublement infini de plans (P), re-
présentés par I'équation

(19) F=Ar+By—+Czs+D =o,

ot A, B, C, D sont quatre fonctions données, mais quelconques, de
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deux paramétres « et ¢. Nous venons de voir que 'enveloppe, si
elle existe, ne touche chaque plan (P) qu’en des points 1solés. Les
coordonnées z, y, z de I'un de ces points M sont done des fonc-
tions de u et ¢, qui devront satisfaire a I’équation I = o, et nous
devrons exprimer que la surface (¥) lieu de ces points est tangente
en chacun des points M qui correspondent a un systéme donné de
valeurs («, ¢) au plan (P) défini par ces mémes valeurs. Or, si
nous désignons par «, 3, v les coefficients directeurs du plan tan-
gent a la sarface (Y), on sait qu’ils sont donnés par les équations

) L P , ik e gy
ey, + Byu—+ Y5, =0, ax, + By, + Y3, =o.

Ces ¢quations devront donc étre vérifiées par les coefficients di-
recteurs A, B, C du plan (P) considéré; d’ou les relations

Az, +By,+ Cz,=o, Az, + By, + Cz, =o.
Mais, si I'on différentie I’équation I = o par rapport a « et ¢, on
obtient les deux identités

Az, +By,+Cz,+F,=o, Az, +By,+ Cz,+ F, =o,

(ui, comparées avec les précédentes, montrent que z, ), 5 sonl
les fonctions de u et de ¢ que définissent les trois équations

‘ F =Az +By +-Cz +D =o,
(20) { Fu=ALz+B,y+Ciz+D),=o,
( F,=AL,z+B,y +C, s+ D, =o.

Il est aisé de voir que ces équations donnent généralement,
pour chaque systéme de valeurs «, ¢, un point (z, y, z) et un seul.
On peut, en effet, réduire a I'unité 'une des fonctions A, B, C, en
divisant tous les coefficients de I'équation du plan par I'un d’cux.
Soit donec C=1. Les deux derniéres équations deviennent

AN,z+ B,y +D,=o,

Az +B, y+ D, =o.
Lllles ne peuvent se réduaire a une seule que si 'on a

ALl o
1\/11 g Bllt R Dl’t
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Alors les trois fonctions A, B, D sont fonctions de 'une d’elles et
les plans (P) ne dépendent qque d’un paramétre.
Dans le cas particulier ot I'on a toujours
A, B, ) D,
el L ol Sl
4\;1, B,u Du
les équations proposées sont incompatibles. Cest le seul cas ou
il n’y ait pas d’enveloppe. En résumé, un systeme de plans re-
présenté par une équation ¥ =o dépendant de deux para-
métres u, v, admet en général une enveloppe qu’on détermine
en assoctant a U’équation ¥ = o les deux équations dérivées
o 3
l‘” =0, I',=o0.
21. Réciproquement, les plans tangents a une surface n’ont
d’autre enveloppe que cette surface elle-méme.
En effet, I'équation du plan tangent en un point (z, y, z) d’une

surface est
F=—(Z—3)+pX—2)+qg(Y—y)=o0.

Egalons a zéro les dérivées de ' par rapport a z et y, qui jouent
ici le role des parametres w, ¢. Nous aurons

Fo=r(X—2)+s(Y—y) =o,
Fi.=s(X—a)+¢t(Y—y)=o.

Ce sont la deux équations linéaires et homogénes par rapport aux
binomes X — x, Y — y. Or le déterminant ¢ — s* n’est pas nul
si le plan tangent dépend bien de deux paramétres, c’est-d-dire si
la surface n’est pas une développable. Dés lors, ces bindmes sont
nuls et les équations qui définissent 'enveloppe donnent X = =z,
=y, Z.= 3. Les plans considérés n’ont donc d’autre enveloppe
que le licu de leurs points de contact avec la surface a laquelle ils
sonl tangents, qui est cetle surface elle-méme.

Si la surface est développable, ses plans tangents ne dépendent
que d’un paramétre; la théorie précédente tombe en défaut. Mais
nous avons vu précédemment que ces plans tangents n’ont pas
d’antre enveloppe que la développable elle-méme. Le théoréeme
est donc vrai sans aucune restriction.
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CHAPITRE V.

COURBURE ET TORSION. — PROPRIETES DE COURBURE
DES COURBES PLANES.

I. — Cercle de courbure; centre et rayon.
Directions principales.

1. Les coordonnées rectangulaires d’une courbe (C), plane ou
gauche, étant supposées exprimées en fonction d’un paramétre u,
le plan normal en un point simple M(z,y,z) a pour équation

(Chap. II, n° 2)
(1) X—z)z'+(Y—y)y' +(Z—23)3"=o.

La caractéristique du plan normal, ou droite polaire, est repré-
sentée par I’équation précédente et I'équation dérivée

(2) X—2z2)2"+(Y—p)y'"+ (L —3)3"=2"2+ y2+ 3.

Les cosinus directeurs de la droite polaire sont proportionnels
aux trois bindmes

e EE ylzﬂ_ ;r)’”1 B=3s2— .Z"Zn”, GC= .’l‘l_}/” —‘}"-Z'”,

qui figurent dans I’équation du plan osculateur, défini (Chap. III,
n° 17) comme ayant pour caractéristique la tangente en M. Nous
pouvons donc définir aussi le plan osculateur comme mené par
un point M d’une courbe (C) perpendiculairement a la droite
polaire de ce point.

L’intersection K du plan osculateur avec la droite polaire s’ap-
pelle le centre de courbure de la courbe (C) relatif au point M.

La droite qui va du point M au centre de courbure K est dite
R. 5
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normale principale de (C) en M. Clest la perpendiculaire com-
mune a la tangente et a la droite polaire.

Le cercle de courbure est le cercle décrit dans le plan oscula-
teur, de K comme centre avec KM pour rayon.

2. Pour trouver les coordonnées X, Y, Z du centre de cour-
bure, il suffit d’adjoindre aux équations (1) et (2) celle da plan
osculateur

(3) AX—7r)+B(Y—y)+C(Z—3)=o.

Le systéme ainsi formé a pour déterminant A% -~ B2 C2; il
donne
X—z Y—» Z—z3 224 y'2 4 3"

() BZ—Cy  Cz— Az Ay —Bz Ai+BirCt

Le rayon R du cercle de courbure est déterminé par la formule

IS e AR - BY o O 1 _
R~ (224 y2+32) (Ay'—Bz')2+(Bs'— Cy')2=+ (Ca’'— A3)2

(qui, grace aux deux identités

(Ay'—Bz')2+ (B3'— Cy' )2+ (Cax'— A 3')?
= (A2+ B2+ C2)(2"2+ y'2+4 32) — (Az'+ By '+ C3')?,
Az'+By'+ Cs' = o,
se simplifie et devient
(5) BATIBR Culonl 4
Rt (2'%+ y'24 3z'2)8

Si I'on prend pour variable l'arc s de la courbe, les coordon-
nées z, y, s deviendront des fonctions de s, par 'intermédiaire
de u dont elles dépendent immédiatement; elles auront, en tant
que fonctions de s, les mémes propriétés qu’en tant que fonctions
de u; et il en sera de méme des cosinus directeurs a, 3, v de la
tangente menée dans le sens des arcs croissanls; on aura donc

Ads= Bdy— ydj, Bds = yda — ady, Cds =adf — Bda

et, par suite,

1 _ (2dB—Bda)*+ (3dy—ydB)*+ (ydx — ady)*
Rt ds?

(6)
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Le numérateur du second membre n’est autre chose que
(22 + B2+ y?)(da? + d3?+ dy?) — (ada + Bdf + ydy)? = da?+ dB? + dy?,

puisque la somme 22 324 2 est égale a 'unité; d’olt ces ex-
pressions équivalentes

9 l_tlxz-t—(lﬁ‘-’—'rzl-(?_ d_’_;z_" PR e A A
7) m*‘T*(w “(75_ @) -

On peut déduire de la premiére une formule valable quelle que
soit la variable indépendante. 1l suffit, en effet, d’écrire

(a5 (aF) - (a)

(8) R — ds?

Ces diverses formules déterminent R par son carré. On convient
de considérer R comme une longueur essentiellement positive et
I'on prend

Viz?+y 2 572)3

(9) R—= —_
(9) VAt Bir Gt

les deux radicaux ayant le méme signe.

3. Dés lors, nous pouvons déterminer sans ambiguité les direc-
tions principales, ou directions des trois droites rectangulaires
qui forment, en chaque point d’une courbe, le tri¢dre principal,
savoir: la tangente, la normale principale et la binormale.

La tangente MT, menée dans le sens des arcs croissants, a
pour cosinus a, 3, 7,

(10) 1 =

8 ;
xr )’

1

|2

e gy
VZ't+ y? 4 52

le radical qui représente s" étant pris avec le signe plus, lorsque
les arcs sont comptés (Chap. 11, n° 7) dans le sens ou le pomt M
se déplace sur la courbe loraque la variable « augmente.

La normale principale MN étant menée du point (z,y, 3)

vers le centre de courbure, ses cosinus 2/, ', v/ seront déterminés
par les relations

(rr) X —z=adR, Y—y=8R —z=4%'R,

) )

www.rcin.org.pl



68 CHAPITRE 1V.

rapprochées des formules (4) et (¢). On trouve ainsi

’ ’ ’
ar 1

-4
(12) Bi'—Cy'~ Ca'—A3 ~ A—Ca' 7y yi 51/ Big e

les deux radicaux ayant le méme signe.

La binormale MB est la perpendiculaire au plan osculateur
menée par le point M. Ses cosinus o, 3, v étant proportionnels
aux coefficients A, B, C, on aura

£E '
) R e C_‘/Az._;_Be_*_Cz’

et nous conviendrons de donner au radical le signe qu’il a recu

dans les équations (12).
En vertu de cette derniére convention et des relations (10), les

formules (12) deviennent
al‘: ‘(?'II__ BY”, pI: 1“’//7 N Yz", ."l: pl”—-— al’jy..
Par suite, le déterminant
a B
al p'
” p”

|
| @

A 1 ¥ al(i{l kel SY") e pl(a!{u_ _{all) S Y!(pan_ ap//)

=2 =X -

est égal & 41, ce qui exprime, comme on sait, que le triedre prin-
cipal M, TNB a méme disposition que le triedre O, XYZ des axes

de coordonnées.

4. Tout ce qui précede s’applique sans nulle modification aux
courbes planes; toute droite polaire étant perpendiculaire au plan
de la courbe, ce plan se confond avec le plan osculateur. Le
centre de courbure K est, par suite, la position limite du point
d’intersection de la normale en M avec la normale infiniment
voisine. On pourrait d’ailleurs le définir ainsi. Il est déterminé par
les équations (1), (2) ou I'on fait z = o. Alors A el B se réduisent
a zéro; les coordonnées (X, Y) du centre de courbure relatif
au point (z, y) sont fournies par les formules

X—2 Y—y a4y

’ ca o

-y = ay —y'a"’

(13)
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et la relation qui définit le rayon de courbure devient

5 l_ %X (‘I"_}‘”—‘V'.T:‘”)z
([‘)) Rz A (.‘l_72+‘}/l2 )3

Pour que R soit positif, on convient de prendre

hL g e
@y —ya)?’

ou, ce qui revient au méme,

(1"2+y,2))
_—”,

(16) B ot

le radical étant affecté du signe que le calcul donne pour le déno-
minateur z'y” — y'2”. Dans le cas particulier ou la variable in-
dépendante est 'abscisse, on a

(16)’ [ e

a I
(17) =T E,
Sl \/x”+y~
: o
(18) - 4 >

—.}"=; \/x"—!—y-

le premier radical ayant le signe plus ou le signe moins, suivant
que I'arc s et le paramétre « varient dans le méme sens ou en sens
contraires. Le second radical a le méme signe que le premier ou
un signe contraire, suivant que 'expression G = z'y" — y'2" est
positive ou négative. Ces régles résultent de celles qui concernent
les formules (10) et (12).

1I. — Rayon de courbure et rayon de torsion.

5. Considérons sur une courbe plane ou gauche un arc MM, et
les tangentes menées & ses deux extrémités dans le méme sens,
celui des arcs croissants parexemple. Onappelle courbure de arc
I'angle des deux tangentes extrémes; la courbure moyenne est le
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rapport de cet angle a la longueur de l'arc; la courbure au
point M est la limite vers laquelle tend la courbure moyenne
quand le point M, vient se confondre avec M le rayon de cour-
bure en un point est I'inverse de la courbure en ce point.

La premiére de ces définitions répond a I'image d’une tige
flexible, primitivement droite, et que I'on courbe plus ou moins
en rapprochant ses extrémités. La seconde Lire son origine de la
propriété qu’a le cercle de nous paraitre également courbé dans
toutes ses parties : des arcs inégaux d'un méme cercle n’ont pas
la méme courbure, puisque I'angle des tangentes extrémes varie
de 'un a I'autre; mais le rapport de cet angle a la longueur de
I'arc correspondant est égal a l'inverse du rayon du cercle; il est
donc le méme pour tous les arcs d'un méme cercle; d’autre part,
de deux arcs de méme longueur appartenant a deux cercles de
rayons différents, celui qui nous parait le moins courbé est celui
qui appartient au cercle de plus grand rayon. Quant a la troisiéme
définition, elle implique un théoréme, dontla démonstration nous
fournira en méme temps I'expression du rayon de courbure.

Soient a, 3, v; 24, 3, 71 les cosinus directeurs des tangentes a
la courbe au point M et au point voisin M;; soient ¢ 'angle des
deux tangentes et As I'arc MM, . Je dis que le rapport de  a As, ou,
ce qui revient au méme, le rapport de sing a As tend vers une limite
bien déterminée quand As tend vers zéro. Dans la formule géné-
rale qui donne I'angle de deux droites

sin?o = (af; — Bag)2 + (Byi— YB1)2+ (ya1— 211)%
introduisons I'hypothése actuelle
oy = a + Aa, Bi=B+ AR Ti=y+Ay;
puis, divisons par le carré de As; il viendra

sin?o  (aAB—BAa)+ (BAy— yAR)2+ (yAx—aAy)?
Asy As?

Or, les cosinus o, 3, v ayant des dérivées (n° 2) par rapport a
I’are, ce rapport tend vers une limite

1 _ (adB—Bda)+ (Bdy—ydB):+ (y da —ady)?
REv ds? :
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C’est la formule (6) de T'article précédent. Donc, le rayon de
courbure est égal au rayon du cercle de courbure. On peut
aussi écrire

1 da? + dB?+ dy?

6. Au lieu des tangentes en deux points voisins M et My, con-
sidérons les plans osculateurs. L’angle ¢ de ces deux plans est ce
qu'on appelle la torsion de I'arc MM,. La limite vers laquelle
tend le rapport de la torsion de I'arc MM, a sa longueur est la
torsion de la courbe au point M. Le rayon de torsion T est
I'inverse de la torsion.

L’angle 4 a méme sinus que P'angle des binormales en M et
en M,. Les cosinus de la binormale étant o’, 3", v', le calcul qui
vient d’étre fait donnera pour le carré de la torsion en M la valeur

1 da" 4 dprdy

S R ds?

wl

Proposons-nous d’exprimer la torsion au moyen des dérivées
des coordonnées z, y, 3.

Les coefficients directeurs des binormales en M et en M, étant
A, B, C; Ay, By, G, angle ¢ de ces deux droites sera donné par
la formule

(AB;— BA;)2+ (BC;— CB, )2+ (CAy — AC,)?

SR
i (A'+ Bi+C2)(Al+ B+ C})

Remplagons A,, By, C, par leurs valeurs

A;= A+ AA, B, = B + AB, Ci=0C+ AC;

puis divisons par le carré As* de I'arc MM, et passons a la limite ;
il viendra

T2 (A2+ B2 C2)2

1 (AB'—BA')2-+ (BC'— CB')?+ (CA'— AGQ')
= ’

les accents désignant des dérivées. Or, en effectuant les calculs,
on trouve
AB—BA’ BC'—CB' _ CA'—AC

7 - _}" =A2"+ By

"

+ C3z".
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La valeur commune de ces rapports est le développement d’un
déterminant que nous aurons souvent a considérer

i

R N

(21) N L e

de la résulte 'expression cherchée

s, A2
(82) Ti~ (A+ B+ Cip

On voit que le rayon de torsion, qui n’est déterminé qu’au signe
prés, s’exprime rationnellement en fonction des dérivées des coor-
données, ce qui n’a pas lieu pour le rayon de courbure. 1l dépend
comme A des dérivées troisiémes, tandis que R n’en dépend pas.
Pour le déterminer complétement, nous conviendrons de prendre

I —A
{a9) PR T LT

D’apres cela, le signe de la torsion est indépendant du sens
dans lequel on compte les arcs, puisque la dérivée de I'arc n’in-
tervient pas dans son expression. La propriété géométrique a la-
quelle ce signe correspond sera étudiée a la fin du Chapitre suivant.

Remarque. — Le plan osculateur étant le méme en tous les
points d’une courbe plane, la torsion d’une courbe plane est
nulle en tous ses points. Réciproquement, si une courbe a sa
torsion constamment nulle, elle est plane. En effet, I"évanouis-
sement du déterminant A exprime qu’il existe une relation linéaire
et homogéne a coefficients constants entre les fonctions 2/, y/, 7';
c’est 1a une conséquence du théoréme général sur lequel repose
la théorie des équations différentielles linéaires. L’intégration de

cette relation
'+~ my'+nz' =o

donne, avec une nouvelle constante p,
le+~my—+nz+p=o,

ce qui est I’équation d’un plan. Le théoréme est ainsi établi.
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Nous démontrerons encore que les courbes dont la courbure
est constamment nulle sont des droites. En effet, les équations
A =B = C=o0 qui, en vertu de la formule (g), expriment cette
hypothése, reviennent a

y’z" ) zr}//r =o, d—x 3 = o, T/yv '_VV' 2 ='o.

Une intégration immédiate donne

'

|
oY,

2
a

SV

@, b, ¢ étant trois constantes. Intégrant une fois de plus, on trouve

Yt A e el

- g

xr — Ty
2 L A S

formules qui représentent une droite. Nous avons implicitement
supposé que les courbes cherchées étaient réelles.

III. — Expressions diverses de la courbure des courbes planes.
Exemples.

7. Voici diverses expressions du rayon de courbure des courbes
planes, que nous obtiendrons directement.

Si 'on désigne par ¢ I'angle que la tangente MT en un point
d’une courbe plane fait avec une direction fixe, la définition de R

donne, au signe pres,
ds
Bt s
dz
1” Employons d’abord des coordonnées rectangulaires z, y, et
soit z la variable. On a alors

¢ = arc tangy’, ds = \/1+ y* dr,
et il vient

oo

12
R:(L#.

¥
(est la formule (16) déja trouvée autrement (n° 4).

2° Rapportons maintenant la courbe a des coordonnées po-
laires, 7, . L'angle ¢ de la tangente MT avec I'axe polaire a pour
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expression § + V, V étant 'angle que fait MT avec le rayon vec-
teur, et qui a pour cotangente la dérivée logarithmique »/; r de »
par rapport a 6. On a donc

M T r
ds = y/ri+r2 dj, e = 0 + arc tang —,»
el r!
d’ou, en effectuant les calculs,

2 )3
(r2+r'?)

r2ar't— rr'

(24) R =
Si I'on introduit 'inverse z du rayon vecteur 7, on a

3
e =0 —arctang -,

g

d’ou la formule plus simple

3
(32+ 32)2
23(5-+3")

(25) R=

3° La longueur p de la perpendiculaire abaissée du podle sur la
tangente MT étant rsin'V, il suffit d’éliminer d entre les équa-

lions
- ﬁzv* tangV = 20
pour trouver
(26) =i rcosVds rdr i Ld/"

sinVdr—+rcosVdy  d(rsmV) dp

formule qui intervient dans certaines applicalions.

4° Cherchons encore le rayon de courbure d’une courbe (E)
définie comme enveloppe de la droite

(27) Z cosQ + ¥ sing = p,

p étant une fonction donnée de I'angle ¢. A Péquation (27) ad-
joignons (Ch. III, n° 9) I'équation dérivée

(28) — zsing + ycosp = p'.

Le systéme ainsi formé détermine les coordonnées z, y de la
courbe (E) en fonction de ». Or cet angle est celui que fait avec

I'axe des z la normale a cette courbe; il a méme différentielle que
angle de la tangente avec Oz il suffit donc, pour avoir le rayon
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de courbure, de diviser I'élément d’arc ds par dyp, ce qui donne
R =ya+y?,

les dérivées étant prises par rapport a ¢. Différentions les équa-
tions (27) et (28) en considérant maintenant z et ) comme des
fonctions de ¢ et en tenant compte de ces équations elles-mémes ;

nous trouvons
x' coso + y'sing = o,

— &' sing + y'cose = p + p’;
d’ou, en faisant la somme des carrés, on déduit, au signe prés,
(29) R=p-+p"

De cette formule, on peut tirer celle que nous venons d’établir
autrement. Ajoutons les équations (27) et (28) membre a membre
apres les avoir élevées au carré; il vient

r:=z2+ y?= p>+ p'2,
Différentiant, nous trouvons

rdr . dp
}l«_s_ =(p—+p") (—1;,

d’ou I'on conclut immédiatement

rdr
e

dp

en tenant compte de la relation (29).

8. Avant de donner des exemples des formules précédentes,
nous allons en déduire une relation qui lie le rayon de courbure
a la longueur que nous avons appelée normale (Ch. 1l, n° 2) el
dont nous préciserons ici la définition. Tout point de la normale
en M(z, y) peut étre représenté par les formules

X=z-+dl, ¥ = o= RS

pour les points situés du méme c6té de M que le centre de cour-
bure, / est positif; pour les autres il est négatif. Nous appellerons
normale en M et nous représenterons par N la valeur algébrique
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de I qui correspond au point ou la normale rencontre 'axe des z;
nous aurons donc

Or les cosinus o', ' de la normale sont définis (n°3) en grandeur
et signe par les relations
o s &
o M RS & s T
et x
quand z est la variable indépendante. Par suite, il vient

”

(30) N Byl

o

\

Cette égalité, qui a lieu en grandeur et signe, ne tardera pas a
nous servir.

9. Cherchons maintenant les expressions des rayons de cour-
bure de diverses courbes usuelles.

Coniques. — L’équation de ces courbes

y =yazt+ Bz + 1,

différentiée deux fois par rapport a x, donne

On déduit de lale rayon de courbure

3 3
e fuitoatey Ilelo D Pt b (a0 S0 TR Tl

)/// X ay p'l

Or, si I'on éléve au cube les deux membres de ’équation (30),
on trouve, en tenant compte de I'expression générale de R?,

INE i s A
Lot o e

mais, pour les coniques, on a y*)” — ay — 32, en sorte qu’il vient

N3

REES St
pr—ay
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Ainsi le rayon de courbure d’une conique & centre est propor-
tionnel au cube de la normale, limitée a un axe de symétrie.
Supposons que ce soit I'axe focal qui coincide avec I'axe des z.
Si 'on prend pour origine le foyer de gauche, qu’on appelle ¢
I’excentricité, p le paramétre (ordonnée au foyer) I’équation de

la conique sera
z:+ yr=(ex +p)%;

son identification avec I’équation générale ci-dessus donne

a=e—1, f=ep, y=p,
d’otr résulte 32— ay = p*. En conséquence, le rayon de cour-
bure est égal au cube de la normale limitée a laxe focal,
divisé par le carré du parameétre.

Parabole. — L’énoncé précédent est valable pour la parabole,
que caractérise I’hypothése « — o; mais on arrive a un résultat
plus simple en limitant la normale & la directrice. La courbe étant
rapportée a sa directrice, prise comme axe des z, et a son axe de
symétrie, son équation est

z*—2py -—p*—=o.
On en déduit successivement

3
AN £ 1 (2?2 + p2)?

i b y

Pour comparer le rayon de courbure a la normale, rappelons la
p )

formule (30)
8

"

x

2=

A raison des valeurs actuelles de y, 3" et »”, son second membre
se réduit & — 2. Ainsi, le rayon de courbure de la parabole est
double de la normale limitée a la directrice, et il est dirigé en
sens contraire; ce qui donne un moyen simple de le construire.

Cycloide. — La cycloide décrite par un point M d’un cercle de
rayon a, qui roule sur 'axe Oz, est représentée par les équations

z=a(u—sinu), y=a(i—cosu).
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L’angle u étant le double de celui que la tangente en M a la
cycloide fait avec I’axe des y, le rayon de courbure aura pour ex-

i 25_2 :‘*\/(%>2+ (‘;2:/)2 —':,iasin%.

\ \

pression

Mais on sait que la normale en M & la cycloide se confond avec
la droite qui joint le point M au point de contact N du cercle gé-
nérateur avec Oz, base de la courbe; le segment MN ou la nor-
male limitée a la base est donc la corde de I’angle « dans le cercle

B . u
générateur, et a pour longueur 2@ sin ~- Donc, le rayon de cour-
2

bure d une cycloide est double de la normale limitée a la base,
et il est dirigé dans le méme sens, vu la forme de la courbe.

Fig. 3.
Y I s
//
c
(22
)
\\
[) N @

Pour établir ce résultat au moyen des seules équations de la
courbe, remarquons que la formule (30) peut s’écrire

"

Nl L dy
palt e _yZE(arc tanl,%>-

Mais des équations de la cycloide on déduit

dzr dy u d ™
= Gt =C0t—27 arc tang - St e A 'y
p 2

du =" . drx dz =
ce qui donne

d /= u R
N—“Ra(;—;>—;’

conformément a ce qui vient d’étre Lrouvé.
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Chainette. — La chainette est définie par I'équation

x x
S n L
i — ;<e" + e ">;

I'axe des z est sa base, la longueur a son paramétre. En différen-
tiant y par rapport & a, on trouve

1 P y? F )
- 1+ y'2==—, = 1
2 Ay Y a r a?

d’otr résulte I'expression du rayon de courbure

3
C(1mv'2)2 32

R=% ———— = Y—,
g o

Les relations précédentes donnent immédiatement yy"—=1+y'2,
de sorte que la formule (30) devient R = — N. Donc, le rayon
de courbure de la chainette est égal a la normale, limitée a la
base, et il est dirigé en sens contraire. On voit aussi sur I'ex-
pression de R que l'ordonnée de tout point de la chainette est
moyenne proportionnelle entre le paramétre de la courbe et
son rayon de courbure en ce point.

D’aprés cela, le segment MH, projection de I'ordonnée sur la
normale, est égal au parameétre. Si donc on projette le pied P
de l'ordonnée en L sur la tangente, le segment PL sera constant
et égal au paramétre. Cherchons maintenant la longueur s de

I’arc AM; 'expression trouvée pour 1+ »'* donne s'= %: ay”.
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Intégrant depuis & = o, on trouve s = a)’. Or, c’est précisé-
ment la le c6té LM du triangle MLP, puisque PL égale a et que
I'angle en P a pour tangente »'. Donc, l'arc de la chainette,
compris entre le sommet et un point M, est égal a la projection
de U'ordonnée de M sur la tangente en ce point.

Lemniscate. — Cette courbe a pour équation en coordonnées
polaires
r=aycos20.

., Calculant la dérivée logarithmique de » par rapport a 6, nous
trouvons (n° 7, 2°)

7 sin20 L T
cotV = . sinV=———— = cos20,

cos26’ ‘/,.2_*_ 72

Or la distance p du pole a la tangente au point (7, ) étant égale
arsinV, il vient

3
'n=reosall =acosts0:
Appliquant la formule R dp = r dr, nous trouvons

R:f—l d(cos20) i a % a?

3 d(\cosng)) 3 ‘/C(’“"A i

Ainsi, le rayon de courbure de la lemniscate varie en raison
inverse de son rayon vecteur.

IV. — Détermination de courbes planes par des propriétés

du rayon de courbure.

10. Le rayon de courbure étant un élément du second ordre,
si 'on cherche les courbes dont le rayon de courbure a une rela-
tion donnée avec des éléments du premier ou du second ordre, on
sera conduit a intégrer une équation différentielle du second
ordre. Voici des exemples ou la solution n’exige que des qua-
dratures.
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ProsLive. — T'rouver toutes les courbes dont le rayon de
courbure est proportionnel a une puissance de la normale. 1l

s'agit ici de la normale N limitée a l'axe des z; nous avons
trouvé

[

(ELLARER o = «V'Z
N= 1+ ’2’ R = e o
yri+y -~
Nous généraliserons la question proposée en supposant R de la
forme 2N + AN, ce qui donnera I’équation du second ordre

n-1
(el %) =[hy i el ke 7t ) e ]7

Cette équation ne contenant pas la variable x, on I'abaisse au
premier ordre en introduisant 'inconnue auxiliaire y'=— p et
éliminant la différentielle dz au moyen de la relation dy — p du;
il vient ainsi

n—3
i}f — jPL +kp(l+p2)T)"’,

dp 1+ p?
ce qui est une équation de Bernoulli pour la fonction y. Par
deux quadratures on en déduira y en fonction de p; on tirera
ensuite z de la relation dy —pdz au moyen d’une troisiéme
quadrature. Les deux coordonnées des courbes cherchées seront
ainsi exprimées en fonction du paramétre p, qui est le coefficient
angulaire de la tangente.

Nous étudierons seulement quelques cas particuliers.

1 Le rayon de courbure est proportionnel au cube de la
normale. — Elevons au cube les deux membres de la formule (30)

N=—R-ZL,
I

puis remplacons N? par AR ; nous aurons

R2y34"3
T ()R’

k2=
ou, en metlant pour R? sa valeur connue,

dp

k= — y3y*" = —9y3p L
EmymiaNie
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Séparant les variables et intégrant, on trouve

4 1
£ — = const. = c.
k 'y
Remplagons p par dy :dx, résolvons par rapport a dz et intégrons;
nous aurons successivement

dx:—%, ck(z—xo):\/gm.
\/ck_y2 + k
On trouve ainsi des coniques admettant l'axe des x comme axe
de symétrie. Les paraboles ne sont pas exclues; on les obtiendrait
en faisant ¢ = o avant la derniére intégration. Ainsi, la propriété
signalée au début du n° 9 est caractéristique des coniques.

2° Le rayon de courbure est proportionnel a la normale. —
Dans la formule (30) faisons R = ANy il viendra

Ryl kyptiap

pun./ ST

1+ y'2 1+ p2 dy

Séparant les variables et intégrant, on trouve

k

(31) (1 p?)? = const.= - .
2
Si k = — 2, nous tirons successivement de la
d
do= "/—;t}.,_T ’
yecy— c?

(x — 22 =2cy — C

Cette équation représente toutes les paraboles ayant pour di-
rectrice l'axe des x; la propriété trouvée au n° 9 est donc carac-
téristique de la parabole.

Si k = - 2, Péquation (31), ot I'on remplace ¢ par 4a, donne

dx:__-y_d}_’_

Vaay —y?

Il suffirait d’intégrer pour avoir z en fonction de y; mais il est
8 p )
préférable de remarquer qu’on peut écrire

clx:_ydarccos<1— %);
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équation que I'on peut remplacer par les deux suivantes:
y=a(1—cosu), dr =ydu=a(1—cosu)du;
intégrant la derniére, on trouve
z—xy=a(u—sinu).

Les expressions que nous venons d’obtenir pour ) et z sont celles
qui définissent (n° 9) une cycloide dont le cercle générateur
roule sur l'axe des x.

Si k'=-+1, Péquation (31), aprés changement de ¢ en 2a,
donne successivement

it g
‘/aﬂ_‘},z

z‘—xo:‘/u?—yﬂ. .

On trouve ainsi tous les cercles ayant leur centre sur Ox,
résultat qui était facile a prévoir.
Si k= —1, 'équation (31), rendue rationnelle, devient

Au lieu d’en tirer dz et d'intégrer, remarquons que cette équation
est vérifiée par la fonction

Elle représentera donc toutes les chainettes ayant pour base
laxe des x, ce qui compléte un résultat trouvé au n°

11. ProsLime. — Trouver toutes les courbes dont le rayon
de courbure est une fonction donnée, soit de la distance de la
tangente a un point fize, soit du rayon vecteur.

Soient M un point d’une courbe, r sa distance a 'origine, p la
longueur de la perpendiculaire abaissée de I'origine sur la tangente
en M; le rayon de courbure R en M a pour expression (n° T)

rdr

Rt dp

.
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Supposons d’abord que R soit une fonction donnée de p; nous

aurons
rdr

o =f(p), nr= 'sz(P) dp.
Le probléme revient donc a trouver les courbes dans lesquelles p
est une fonction connue de r. Soient § 'angle que fait le rayon
vecteur OM avec un axe issu du pole O, et 7/ la dérivée de r par
rapport a §. On obtient aisément la formule

2

(32)

+ 2

En égalant p 4 une fonction de 7, on arrive & une équation de la
forme 1 = (r u'on intégre par une quadrature.
; 1 q
Supposons maintenant que R soit une fonction donnée de 7;

on aura
rdr
oo = f(r).

Tirons dp el intégrons, ce qui donne

rdr
£ ”//(_m = o(r);

nous sommes ramenés a la question qui vient d’étre résolue.
Considérons par exemple le cas ot R varie en raison inverse

du ravon vecteur :

L’intégration conduit a

r3— ap = const. = b3,

Remplacons p par son expression (32), puis résolvons par rap-
port & 7'; nous serons finalement ramenés a I'intégrale

b
g (R fBdr .
f‘/;;l—— 1_‘7(1_'{’_—7 b}F

qui est une intégrale hyperelliptique. Dans le cas particulier ou
'on prendrait b = o, on aurait simplement

- dp
o B L Tl
y/d"-- 72
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en posant r?=a?s. Cette équation donne z =cos2(f—0,);
on trouve ainsi des lemniscales toutes égales a la lemniscate
r*=a*cos20, ce qui s’accorde avec un résultat antérieur (n°9);
mais on voit que la lemniscate n’est pas la seule courbe dont le
rayon de courbure et le rayon vecteur aient un produit constant,
puisqu’elle correspond & une valeur particuli¢re de b.

V. — Equations intrinséques des courbes planes.

12. On appelle équation intrinséque d’une courbe plane la
relation qui lie son rayon de courbure & son arc. Cette dénomina-
tion est motivée par la propriété suivante :

Tneoveme. — Une courbe plane est entiérement déterminée
de forme lorsqu’on donne l’expression de sa courbure en fonc-
tion de son arc.

En effet, de I’équation

—ll{:f;(sx

ott la fonction ¢ est supposée donnée, on déduit 'angle ¢ que la
tangente menée a la courbe a 'extrémité de I'arc s fait avec une
droite fixe prise pour axe des z :

ds

) PR :./‘?!is)(/.s =go+ f(S$).
Connaissant ¢ en fonction de s, on appliquera les formules

% 3
—— = COSE, —=— = sing,
ds

-

démontrées antérieurement (Chap. 11, n° T

) et qui donneront

x:fcos(f+ao)ds, y:fsin(f#.—sﬁds.

Si l'on représente par £ et 7 les deux intégrales

E(s):f. cos f(s)ds, 'r,(s):‘/ﬂsinf(s')rls,
0 0
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par z, el y, deux constantes arbitraires, on voit qu'on aura

x = xg+ £ coseg— 7 sing,,

¥ = Yo+ & singg—+ 71 cose,.

Ces formules, qui vésolvent entiérement le probléme, sont iden-
tiques aux formules de transformation des coordonnées; elles ne
représentent pas autre chose que la courbe 2 = §(s), y =1(s),
déplacée dans son plan, d’'une maniére tout a fait quelconque
puisque 2, ¥y et ¢, sontarbitraires ; mais la forme de cette courbe
est parfaitement déterminée.

En conséquence, si I'on connait une courbe satisfaisant a une
équation intrinséque donnée, on peut affirmer que c’est la seule.
Ainsi, dans le plan :

la droite est la seule courbe qui ait son rayon de courbure
infini;
le cercle est la seule courbe qui ait son rayon de courbure
constant, mais fini;
la chainette est la seule courbe vérifiant ’équation intrinséque
s+ a?
B Sy
a
Nous avons vu, en effet (n°9), que le rayon de courbure, I'or-
donnée et I'arc de la chainette sont liés par les relations

2

v
R=~—, yr=82t al,

a

d’otr résulte visiblement la proposée.

Pour démontrer directement I'un de ces vésultats, il suffira d’ef-
fectuer, sur la fonction particuliére ©(s) qui aura été donnée, les
intégrations par lesquelles nous avons établi le théoréme précé-
dent. Ainsi, soit donné R = consl. =— a. On aura successivement

ds s — So

5 == —_—= 3’

a a
s

—.5 .. §—So
L cossds:/cos »———"ds:z'o+asmv ,
a a

§— 398

‘4

: . §—s
y:fsmads:: sin % ds = yo— a cos
a
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d’ot ’on déduit immédiatement I'équation
(2 = 21+ (¥ —y0)* = a?,
qui représente tous les cercles de rayon a.

Exzemple.— Soit donnée I'équation intrinséque R2+ 52 =16 a>.
‘On en tire

Il est commode ici de conserver ¢ comme variable auxiliaire,
ce qui donne

s [cosads:mzfcos?s dz = a(2¢ ~+'sin2e),
U
y = |[ sineds :4’afsinacossds:a(—l—cosze).

Si maintenant on remplace 2¢ par = -+ u, on trouvera, abstraction
faite du signe de y et d’une constante ajoutée a z, les formules qui
représentent (n° 9) une cycloide.

Remarque. — 11 est a peine besoin de faire observer qu'une
courbe plane est entierement déterminée de forme quand on donne
son rayon de courbure et son arc, exprimés en fonction d’une
variable auxiliaire. C’est ce qu’il serait bien aisé de démontrer.
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CHAPITRE V.

FORMULES FONDAMENTALES DE LA THEORIE DES COURBES.
APPLICATIONS DIVERSES.

1. — Différentielles des cosinus des directions principales.

1. Il convient, dans beaucoup de questions relatives aux courbes,
de recourir aux formules fondamentales de M. Frenet, qui font
connaitre les différentielles des cosinus des directions principales,
et que nous allons démontrer.

Pour trouver celles qui concernent la tangente, écrivons les
équations qui représentent la droite polaire quand 'arc est pris
pour variable indépendante :

(1) IR PR AR O P
L 5 da i ag . e e
(1) (Bsgig (Y eyl o (h ~ s gl y;

la premiére est celle du plan normal et la seconde s’en déduit par
différentiation. Ces équations montrent que le plan (1) est per-
pendiculaire au plan normal (1). Par suite, la normale principale,
qui est perpendiculaire  I'intersection de ces deux plans et située
dans le plan (1), est perpendiculaire au plan (1). On a donc

1 da R N

ks Fds o yds

en désignant par & la valeur des rapports égaux. Tirons les déri-
vées de a, 3,y pour les substituer dans I'équation (1); il vient

A(X—z)ad'+(Y—p) B+ (Z—3)Y] =1,

d’oli, ayant égard aux relations (11) du Chapitre précédent, on
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conclut AR =1, et, par suite, les formules

(1 dx o dg g ([I S
(h BOR OB TRL TR
En vue d’obtenir les différentielles des cosinus de la binormale,
rappelons-nous que la tangente est la caractéristique du plan os-

culateur. Nous pourrons la définir par les deux équations

(2) X—2z) a" +(Y—y) B +(Z—3) ¥ = o,
4 dx" % dg’ e
L3 (}\~-x)7l;+t\—~y) e f}—(Z«q)mmo,

dont la seconde s’obtient en diflérentiant la premiére et repré-
sente un plan perpendiculaire au plan osculateur (2). Ce plan,
appelé plan rectifiant, coupe le plan osculateur suivant la tan-
gente. Ainsi la normale principale, qui est perpendiculaire a la
tangente et située dans le plan osculateur, est perpendiculaire au
plan rectifiant. On a donc la suite de rapports égaux

1 dd v dB” 1 d-(i

ds B ds Y ds’

dont la valeur commune est, au signe preés, égale a la torsion, en
vertu de la formale (15) du Chapitre précédent. En prenant la
torsion méme pour les représenter, on attribue un signe a cette

grandeur et I'on trouve les formules

’

(it da' o dg' @ dy vy
£ R on R T

PR R 3
Mais, si I'on veut déterminer I'expression algébrique de la tor-
sion, il faudra reprendre le calcul faitau Chapitre précédent (n° 3),
ou procéder comme nous 'indiquons plus bas (n° 2, Rem. II).
Il nous reste a trouver les dérivées des cosinus directeurs de la
normale principale. Partons de la condition

o+ a2+ a2 =1,

qui lie les cosinus directeurs «, o', «” de I'axe Oz par rapport aux

droites MT, MN, MB. On en tire, par différentiation,
cda dx ,aa”
8 X

7 7
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d’oti, en tenant compte des formules des deux premiers groupes,

ag' gises T e

s

' "
e %:—%_QT’ ds R T N
Les deux derni¢res relations se déduisent de la' premicre par sy-
métrie. Ainsi se trouvent établies les formules fondamentales
de la théorie des courbes. Nous allons les transcrire ensemble,
en n’écrivant que la premiére de chaque groupe :

da a' da' o o dd o

ds — R’ e AR, ol Sl
Nous ne ferons, dans tout ce Chapitre, que les appliquer a la so-
lution de divers problémes, nous bornant ici & signaler comme
une de leurs conséquences immédiates la formule
da'? + d3'"?+ dy'? I 1

ds? :ﬁ?—*_?i’

qui est I'analogue des relations (14) et (15) du Chapitre IV.

2. Remarque I. — 1l convient de prouver que le signe attribué
ci-dessus a la torsion est bien celui qui résulte de la convention
faite au n° 5 du Chapitre IV. A cet effet, reportons-nous a ce
Chapitre et différentions o tiré de la premiére des équations (13);
il viendra

g ds’ _ A'(AT+ B2 C2) — A(AA'+ BB+ GO
ds (A2+ B2+ C?) /A2 Bt C2

b

le radical ayant le signe de s'. Le numérateur peut s’écrire
B(BA'—AB') 4 C(CA'— AC') = — (Bs'— Gy')A,

a raison des identités déja mentionnées

AB'— BA’ (5BC'—CB" . 1A < AC

z z ¥
Nous aurons done

da" (Bz'— Cy')A

ds ~ (A4 B4 Ci)yAir By C Va'r y2 P

et, si I'on tient compte des formules (12) ou les deux radicaux
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ont, comme ici, le. méme signe, on pourra écrire

reda’ iy —A

a ds A2+ B2 (2
En vertu de la formule (23), le second membre est égal, en gran-
deur et en signe, a la torsion, conformément avec ce que nous
venons de trouver.

C’est la une démonstration directe des équations (1I). En voici

I’analogue pour le groupe (I). La premiére des relations (10)donne,
par différentiation,

ydr 2 (2?2 Y243 — 2 (P2 y Yy + 5B
¥ = 2 x 4
dx

(22 + y'2+ 32) 22+ 21 2"
Le radical représentant s', on peut écrire

eld . Bz’ — Cy'
ds (@ +yr4zi)e

Mais, d’aprés les équations (9) et (12), ou les deux radicaux sont
pris-avec le méme signe, le second membre de la formale précé-
dente est précisément égal au rapport o’ ; R.

Remarque Il. — Les formules fondamentales permettent d’¢é-
valuer la torsion. Partons en effet de I'identité

Az"+By"-+ Cz" = o,
I'une de celles qui définissent les coefficients
A=y's"—3'y, B=z'2"—2'7, C=a'y'—y'a"
du plan osculateur; différentiée, elle donne
A2+ By 4+ C'3s"=—(A2"+ By"+ Cz") = —A.
Or, d’aprés la définition de o’ (Ch. IV, n° 3), on a
A = AT,

le radical ayant le signe de s'. Différentions A, en tenant compte
des formules (II); nous trouverons

a's d v TNV L
s G T T TLAP™ AkatiRg I
A'= =5 VAR BT G2+ o VAT B (e,
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Mais, en vertu des relations (12), ceci peut s’écrire
! 4 ' 4
Al S L s A BY
T 4@ o of -

On aurait pour B’ et (' des expressions analogues. Substituons-
les dans le développement de A obtenu ci-dessus, et observons
que la somme o’ x" + 8"y" 4 y"z" est nulle. Il viendra

—TA=(Bz—Cy') 2"+ (Ca’— Az')y"+ (Ay'— Bz') 3"= A2+ B2+ (2,

ce qui donne I'expression connue de T.

II. — Quelques propriétés des hélices.

3. Définition. — Etant donnés un cylindre, de forme quel-
conque, et un plan surlequel sont tracées deux droites, on enroule
le plan sur le cylindre de fagon que I'une d’elles s’enroule sur une
section droite du cylindre; la courbe suivant laquelle s’enroule
I'autre droite du plan est une hélice. Si le cylindre est de révolu-
tion, ’hélice est dite circulaire.

Traduite en termes plus précis, la définition précédente peut
s'énoncer ainsi : une /élice est la courbe qu’on trace sur un cy-
lindre en portant sur chacune de ses génératrices, a partir d’une
section droite, une longueur proportionnelle a I'arc de cette sec-
tion compris entre la génératrice et une origine fixe.

Une hélice est donc représentée en coordonnées rectangulaires
par les formules

(i) -T:x(sl), ‘}’:'»;J(Sl), 3= /\'Sl,
ou s, désigne l'arc de la section droite du cylindre; les fonc-
tions y et ¢ sont, en conséquence, lides par la relation
(5) Y+ Yr=1,

Nous allons passer en revue quelques propriétés des courbes
définies par les équations (4) et (5).

1° L’arc d’une hélice est proportionnel a l’arc de la section
droite du cylindre qui la porte. — En cffet, I'hélice passe par
le point pris pour origine des arcs s, sur la section droite. Si I'on
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comple son arc s & partir de ce point, il s’annulera avec s,. Or on a
ds? = dx?+ dy?+ dz* = (32 + {'?) ds} + krds} = (1 + k?) ds};
d’ou I'on conclut, par une intégration immédiate,
8 =8 \/l—{——l-i

Le paramétre & pouvant étre supposé positif, il existe un angle
aigu o dont £ est la tangente. On aura donc

£1
k = tango, =

>
coso

résultat que I'on pourrait considérer comme évident, d’aprés la
définition mécanique de I'hélice. Car les arcs s, sont les segments
de la droite qui s’enroule suivant la section droite; les arcs s sont
les segments correspondants de la droite qui s’enroule suivant
I’hélice; si o est 'angle aigu de ces deux droites, le segment s,
projection du segment s, est égal a s cosep.

2° La tangente a l'hélice fait un angle constant avec la gé-
nératrice de son point de contact. — En effet, le cosinus v de
cet angle a pour expression
_ds k ds,

== = ——— = sino,
e 2 T

Vi+ ktds,

Ce résultat est évident d’aprés la premiére définition de 'hélice.

3¢ La normale principale de U'hélice est normale au cylindre
en son point d’incidence. — En effet, le cosinus v/ de I'angle
qu’elle fait avec Oz est nul en vertu de la formule Rdy = y'ds
et de la propriété précédente, v = const. La normale principale
est donc perpendiculaire a la génératrice du cylindre; mais elle
est perpendiculaire aussi a la tangente a I'hélice, qui est une autre
droite du plan tangent au cylindre. Elle est donc perpendiculaire
a ce plan tangent.

4° Le rayon de courbure de U’ hélice est proportionnel a celui
de la section droite du cylindre. — Si l'on appelle R et R, ces
deux rayons, on aura

T o ((1_11_" 2_’_ ('d2}’>’ ¥ A2z ( v d?z\?
P ds‘;’) ds? )’ _'<tl.s ) ds) <W i
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Le dernier terme de 'la seconde formule est nul; la dérivée de v
étant nulle. D’autre part, on a, quelle que soit la fonction ¢,

dt @ drydst g dt d*t T a2

ds,  ds ds, cosg ds’ ds} ~ cos?op dst”
Ces relations, appliquées aux coordonnées x et y, donnent

I cos* o R,

, =

ik 2
cos?o

RR ™ "R}

5° Le rayon de torsion de [’hélice est proportionnel a son
rayon de courbure. — En effet, d’aprés la propriété 2°, le plan
osculateur de I'hélice fait I’angle © avec le plan des z); la binor-
male fait donc aussi I'angle o avee I'axe des z; d’ou y' = cosy.
Mais, d’apres I'une des formules fondamentales

- SSEOR M
ds RTW
Y étant nul, on a
I S B cotw,
R Y ¢

ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.

4. Certaines des propriétés précédentes caractérisent les
hélices. Ainsi, toute courbe dont les tangentes font un angle
constant avec une direction fixe est une hélice. En effet, siles
tangentes font un angle constant go® — ¢ avec I'axe des z, le co-
sinus v est égal a sing. On a successivement

ds = y ds = sino ds, 5 == s sinwo.
< Soit s, I'arc de la projection de la courbe sur un plan perpen-
diculaire 4 O 5; on aura
ds? = dr? + dy?+ dz?= ds} + sin? ¢ ds¥;
dsy = cos o dr, §y = §C08Q,

a la seule condition de faire passer le plan des zy par 'origine des
arcs de la courbe gauche. Dés lors, on a z =35, tango, ce qui est
I’expression analytique de la définition des hélices.

Toute courbe dont la torsion et la courbure ont un rapport
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constant est une hélice. En effet les formules de Frenet donnent

da. o' da" o' ds" R

iR s T dy D
Soit H la valeur constante du rapport R : T. Nous pouvons écrire

da''=H da, d3'=Hd8, dy"'= H dy;
d=H#—A," B=HB-B, y=Hy—C

en désignant par A; B, C trois constantes d'intégration. Ajoutons
ces équations, aprés les avoir multipliées respectivement par «,

8, v. I viendra
Aax-BBi+ Cy=H,

ce qui montre que les tangentes aux courbes cherchées font toutes
un angle constant avec une direction fixe, celle dont les coeffi-
cients directeurs sont A, B, C. Par suile ces courbes sont des
hélices.

5. Pour I’hélice circulaire, les résultats sont encore plus re-
marquables. Le cylindre qui porte la courbe étant de révolution,
sa section droite est un cercle; le rayon de courbure R, est con-
stant. Il en résulte que le rayon de courbure de ’hélice est con-
stant puisqu’on a
R,

cos?o

B = R, (1 + k).

Le rayon de torsion est constant, comme étant dans un rapport
constant avec le rayon de courbure. Toute courbe qui a sa cour-
bure et sa torsion constantes est une hélice circulaire. Clest
une hélice, puisque le rapport R : T est constant; et la section
droite du eylindre qui la porte est un cercle, puisque son rayon de
courbure R,, étant dans un rapport constant avec R, est lui aussi
constant.

Le lieu des centres de courbure d’une hélice circulaire est
une hélice circulaire de méme axe et dont le lieu des centres
de courbure est I'hélice proposée. On a vu, en eflet, que la nor-
male principale d’une hélice est la normale au cylindre sur lequel
la courbe est tracée. Dans le cas actuel, la normale principale en
tout point M de I'hélice donnée rencontre I'axe Oz du cylindre,
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qui est de révolution. Le centre de courbure correspondant e esl
distant de cet axe d’une longueur

pr=Rj— R = R; A3,

il est donc sur un cylindre de révolution ayant pour axe 'axe de
I’hélice considérée. Or sil'on compte les arcs s, et = des sections
droites des deux cylindres a partir des génératrices d’'un point M
et de son centre de courbure p., ces deux arcs seront dans un
rapport conslant; comme le s du point ., que nous appellerons Z,
est égal a celui du point M, on voit qu’il varie proportionnelle-
ment & o. Ainsi le lieu du point p est une hélice circulaire ayant
méme axe que la premiére. Des relations

O

P1
e =5 ) = %o = % +s; =wk2sy, (=== K,

Ry

[
-~

on déduit zk =1, ce qui prouve que le centre de courbure de la
seconde hélice pour le point . est le point M lui-méme. En effet,
il est sur la droite p.M et sa distance &4 Oz est

p1x2= Ryk2»?2= R,.

Il y a donc réciprocité entre les deux hélices : chacune d’elles
est le liea des centres de courbure de I'autre.

III. - Développantes.

6. Définitions. — Quand les tangentes d'une courbe (C) sont
normales & une courbe (C,), on dit que (C,) est une développante
de (C) et que (C) est une développée de (C,).

Cherchons d’abord les développantes d'une courbe (C). Sur
chaque tangente a cette courbe il s’agit de porter a partir du
point de contact M(z, y, z) un segment /, tel que le lieu de son
extrémité M, coupe toules ces tangentes sous un angle droit.
Soient x4, ¥o, %, les coordonnées des points M, de la déve-
loppante. Nous aurons

Zo= W -al, yo=y+ 81 Z =2+ yl.
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On déduit de la par différentiation
dry=dx + adl+ lda = a(ds + dl) + l da,

et deux expressions analogues pour dy, et dz,; dans ces for-
mules s représente ’arc de lacourbe (C). La condition d’orthogo-
nalité des tangentes en M et M,

a dzy+ B dyy+ydsy= o,

formée avec les différentielles précédentes, se réduita ds +dl=o,
d’ou, par une intégration immédiate, on conclut

(6) ! + s = const. = G, l=C—s.

Donc, pour avoir une développante d’une courbe (C), il faut
porter sur chacune de ses tangentes, a partir de son point de
contact M, et dans le sens des arcs croissants, une longueur
qui, ajoutée a l'arc compris sur la courbe (C) entre une ori-
gine fixe et le point M, donne une somme constante.

7. Du théoréme que nous venons d’établir résultent diverses
conséquences.

1° Toute courbe admet une infinité de développantes; car, a
chaque valeur de la somme constante /s correspond une courbe
qui coupe a angle droit les tangentes de la proposée.

2° La détermination des développantes d’une courbe donnée
dépend d’une quadrature, puisqu’il faut connaitre 'arc de la
P q s pRisq
proposée pour construire les développantes point par point.

3° On est conduit 2 un tracé continu de ces courbes en obser-
vant que la variation du segment MM, entre deux points de
la proposée est égale a U'arc compris entre ces deux points.
Soient en effet M et M’ les points de la courbe (C); désignons
par s, et s, les arcs qu’ils terminent, par M, et M les points
correspondants d’une développante (Cy). On a

MM, + s, = C, M'M§+ s, =G,
d’oui ’on déduit par soustraction

MM, — M'M{ = s, — s, = arc MM',
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Cela étant, considérons un fil flexible et inextensible, de lon-
gueur donnée, attaché par une de ses extrémités en un point fixe S
de la courbe (C); une partie du fil est enroulée sur cette courbe
de S en M, l'autre partie est tendue suivant la tangente en M.
Quand on fait varier le point M sur la courbe, 'extrémité mobile
du fil se meut sur une développante de (C).

Il faut remarquer que la démonstration de la formule (6) im-
plique la continuité des cosinus directeurs de la tangente, menée
toujours dans le sens des arcs croissants. La conclusion et la con-
struction que nous en avons déduites cessent donc d’étre justifiées
si 'arc MM’ présente un point ou ces cosinus varient brusque-
ment, ce qui arrive notamment en un point de rebroussement de
premiére espéce.

4° Les développantes d’une courbe sont toutes tracées sur la
développable formée par les tangentes a cette courbe. En par-
ticulier, si une courbe est plane, toutes ses développantes sont
situées dans son plan et elle est ’enveloppe de leurs normales
principales.

C’est la une propriété qui n’appartient qu’aux courbes planes :
st les normales principales d’une courbe ont une enveloppe,
cette courbe est plane, d’o il résulte que I'enveloppe de ses nor-
males principales est plane. Pour établir ce théoréme, supposons
que la normale principale My N, d'une courbe (C,) engendre une
développable. Le plan tangent en M, a cette développable est dé-
terminé par la génératrice N,M, et par la tangente M, T, a la
courbe (C,) tracée sur la surface; par suite il se confond avec le
plan osculateur de (C,) en M. La caractéristique du plan oscula-
teur sera donc la normale principale, tandis que c’est la tangente
(Chap. III,n°17). 1l faut, en conséquence, qu’elle soit indéterminée,
ou que le plan osculateur soit fixe, c’est-a-dire que la courbe (C,)
soit plane.

Remarque. — Les développantes d'une courbe étant les tra-
jectoires orthogonales de ses tangentes, on voit que les trajec-
toires orthogonales des génératrices d’une développable sont
déterminées par une quadrature, celle qui exprime 'arc de son
aréte de rebroussement.
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8. Exemple 1. — D’aprés ce qui précéde, les développantes
d’une courbe plane (C) sont toutes situées dans le plan de cette
courbe; elles ont les mémes normales et les segments interceptés
par deux d’entre elles sur toutes ces normales ont méme longueur.
C’est ce qu'on exprime en disant que toutes les développantes
d’une courbe plane sont des courbes paralléles.

Appliquons a la chainette ( fig. 4, p. 79) la construction indi-
quée plus haut; le point S étant pris sur la branche de droite et le
fil terminé au sommet A, son extrémité L, qui joue ici le role du
point M, décrit une développante de la chainette, puisque le
segment ML est égal a 'arc AM. La tangente LP de cette courbe
étant égale au paramétre a, le lieu du point L est une tractrice
(Chap. III, n° 4). Ainsi l’une des développantes d’une chainette
est une tractrice.

Exemple II. — Proposons-nous de trouver les développantes
d’une hélice. Soit M un point de la courbe; coupons le cylindre
qui porte I'hélice par un plan de section droite contenant I'ori-
gine S des arcs de I'hélice; soient M, la projection de M, et T
la trace de la tangente en M sur ce plan. La droite M, T, étant la
projection de MT, est la tangente a la section droite. Désignons
I'angle MTM, par ¢, I'arc SM, par s, ; en verta de la définition de
I'hélice et de la propriété du triangle rectangle, on aura

M;M = s, tango, M;M =M, T tangop;

d’ot M;T =s,. D’aprés cela, le lieu du point T est une déve-
loppante de la section droite; sa tangente en T est perpendicu-
laire & M, T, et par suite a MT. Ce lieu est donc aussi une déve-
loppante de I’hélice. On obtiendra chacune des autres en portant
une longueur constante sur les tangentes MT & partir du point T.
Mais, toutes les tangentes MT ayant méme inclinaison sur le plan
de section droite, les points ainsi obtenus formeront une courbe
plane qui se projettera sur le plan de la premiére suivant une
autre développante de la section droite. Ainsi toutes les déve-
loppantes d’une hélice sont des courbes tracées dans des plans
paralleles, et égales aux diverses développantes de la section
droite du cylindre qui porte cette hélice.
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IV. — Développées.

9. Pour déterminer les développées d’une courbe (C), nous
allons chercher s’il existe, en chaque point M de cette courbe,
une normale MN' qui reste tangente au lieu d’un de ses points M,
lorsque M décrit (C); ce lieu sera une développée. Le point M,
peut étre déterminé par ses coordonnées @ et b, relativement a la
normale principale et a la binormale de (C) au point M(z, y, z).
Ses coordonnées absolues seront alors

zy=z+azd+ba", yi=y+aB+0b0p, z=z+ay +0by.

Exprimons que le lieu de ce point est tangent & MM,; il faudra
écrire que les différentielles dx,, dy,, dz, sont proportionnelles
ax,—zx, y1—y, 51— 5. Or, en ayant égard aux formules de
Frenet, on trouve aisément

a : bds 7 a ds
(/) d.zl:a([—'ﬁ)d.?'ﬁ—l(da—r—T)—l—a<db-——,r—>'

Nous aurons donc, en désignant par / ds un facteur de propor-
tionnalité,

dry= h(z,—z)ds = h(ad' + ba")ds,
et deux relations analogues pour les deux autres coordonnées.
Ces trois équations, développées et ordonnées, deviennent

a ; Cbds B ads o
a<1—E>ds—,—a (da——T—ahds>+a (db——_T——bhds>_o,

a 4 Cbds e ads
p(\l—E)ds—*—B (da—.——,-[‘——ahds>—.—ﬁ <db—~T—bhds)=o,

a : b ds 3 ads
~(<[_E>ds+-; (da—l.——,—r——ahds)—e—Y (db-——T—-—bhds>=o.

C’est la un systéme linéaire et homogéne par rapport aux trois
expressions entre parenthéses; son déterminant n’étant pas nul,
ce systéme exige

(8) 1—%:0, da+b,;:s——ahds=o, a’b—%lf—bhds=o.
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La premiére de ces relations montre que le point M, est sur la
droite polaire. Donc toutes les développées d’une courbe sont
sur sa surface polaire.

L’élimination de % entre les équations (8) donne

adb—>bda b ds

——————— =darctang — = —-
a?—+ b2 e T

Si donc on désigne par ¢ I'angle dont tourne une droite, primiti-
vement dirigée suivant la normale principale, pour venir coincider
avec MM,, le sens de la rotation étant celui qui améne la demi-
droite MN & coincider avec MB aprés un quart de tour, on aura

b ds
(9) 9=arctanga=f?r.

L’angle ¢ étant ainsi déterminé, on a b = atango, et, comme a
est égal au rayon de courbure R, les coordonnées de la déve-
loppée ont pour expressions :

zy=x + o'R + o"R tango,
(10) yi=y+p'R+f"Rtange,
51 =25+ YR + y"R tango.

10. La formule (9), qui définit 'angle ¢, donne lieu a diverses
conséquences :

1° Cet angle n’étant déterminé qu’a une constante additive prés,
on voit que toute courbe a une infinité de développées. On les
déduit les unes des autres d’une fagon simple : ayant une famille
de normales qui touchent une développée, si l’on fait tourner
chacune d’elles, d’un méme angle quelconque, autour de la
tangente en son point d’incidence,on obtient une autre famille
de normales enveloppant une autre développée.

2° Nous avons démontré directement au n°® 7 que les normales
principales d'une courbe gauche n’ont pas d’enveloppe; c’est ce
que prouve aussi la formule (g), car elle ne peut donner ¢ = o,
que si T est infini, hypothése qui caractérise les courbes planes
(Chap. IV, n° 6, Rem.).

3° Les diverses développées des courbes planes correspondent,
T étant infini, a des valeurs constantes de 3. Pour ¢ = o, on ob-
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tient une développée plane. Les autres développées coupent les
droites polaires sous I'angle 9o°— o, constant tout le long de
chacune d’elles. Par suite (n° 4) les développées d’une courbe
plane sont les hélices tracées sur le cylindre qui a pour sec-
tion droite la développée plane. Réciproquement, toute hélice
est U'une des développées d’une infinité de courbes planes,
ainsi qu’il a été démontré a la fin du paragraphe précédent.

4° Pour trouverles développées, planes ou gauches, des courbes
planes, il n’est besoin que de différentiations. Au contraire, les
développées des courbes gauches dépendent d’une quadrature,
celle qui donne I'angle ©.

11. Voici quelques propriétés générales des développées. De la
théorie des développantes (n° 7) il résulte que ’arc M, M, com-
pris entre deux points d’une développée, est égal a la varia-
tion du segment MM,. En effet, ce segment est celui qu’il faut
porter sur les tangentes a la développée (C,) pour obtenir la pro-
posée (C), qui est 'une de ses développantes. Si la proposée (C)
est plane, et si la développée considérée est la développée plane,
le segment MM, se confond avec le rayon de courbure de (C);
ainsi [’arc compris entre deux points d’une développée plane
est égal a la variation du rayon de courbure de U'une de ses
développantes entre les points qui correspondent a ses extré-
mités. Cet énoncé, comme le précédent, suppose que, entre les
points considérés, les cosinus directeurs de la tangente a la déve-
loppée n’éprouvent point de variation brusque (n° 7, 3°).

Je vais étendre aux développées des courbes gauches une pro-
priété des hélices. Soient R, et T, les rayons de courbure et de
torsion d’une développée (C,), © I'angle déja trouvé que font,
avec les normales principales de la développante (C), les tan-
gentes de (C,). Je dis qu'on a toujours Ry= — T, tangp, comme
pour les hélices. En effet, le plan rectifiant d'une courbe quel-
conque, lieu du point (2, y, z), a pour caractéristique une droite
dont les équations sont

X =2)o'+(Y—p)f'+(Z—3)Y =0,

X—a)(g+7) ~ = (k+E)ra-a(L+F)=o
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la seconde résultant de la différentiation de la premiére. Prenons
pour axes des z, des y et des z respectivement les trois direc-
tions principales de la courbe; d’ol résulte a = f'=+v"=1, les
aulres cosinus étant nuls. La caractéristique cherchée ou droite
rectifiante aura pour équations

Y—y=o,
T(X—2z)+R(Z—3)=o,

ce qui montre qu’elle fait avec la tangente un angle p, tel que
R =—Tcotp. Or, je dis que la droite rectifiante de (C,) est la
droite polaire de (C), ce qui donnera

Ry=— Tycotp =— T; tango,

I'angle 11 de la droite polaire avec MM, étant le complément de ¢.
Il reste & prouver que le plan rectifiant de (C,) est le plan normal
de (C), ou bien que la normale principale de (C,) est paralléle
a la tangente de (C). Or (C,) est 'aréte de rebroussement de
la développable engendrée par MM, ; cette développable contient
la courbe (C), et son plan tangent en M est le plan de M, M et de
la tangente MT a (C); c’est aussile plan tangent en M,, qui se
confond avec le plan osculateur a (C;). Dés lors, la normale prin-
cipale a (C) en M, étant menée dans le plan TMM, perpendicu-
lairement a M, M, est parallele a MT.

En vertu du théoréme précédent, il suffit, pour connaitre la
courbure et la torsion d'une développée, de déterminer son rayon
de courbure R,. Pour 'obtenir, désignons par des lettres affectées
de l'indice 1 Darc et les cosinus des directions principales de
I'une des développées (C,) d'une courbe (C). Les points (z, y, z)
de la développante (C) sont liés aux points (z, ¥4, 5,) de (Cy)
par les formules

r =x1+ Loy, y=y1+ 1B, s =51+ Iy,

{ étant une longueur telle qu’on ait d/ = ds,.
Différentions les formules précédentes en tenant compte de
cette relation. Nous trouvons

ads = Il day, Bds = ldp,, y ds = ldy,
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ou, a raison des formules fondamentales,

L _ 1B} PTIRE
s = R—‘ds,, ﬁds_—RTds“ (fls_ﬁi—ds,.

Elevons au carré et ajoutons ; il viendra

12

dn,

dst= ﬁds2 =
R} %

d’oti résulte pour R, cette expression remarquable

ldl
L 2l
L ds

Mais, d’aprés la détermination des développées (n° 9), nous avons

R ds

= Qo = — .

cos % ; T

Substituant ces valeurs dans la formule précédente, on trouve

R dR R \
b e LSS ) o) s e ow ).
& e cos?o <ds . tanbg)

Telle est I'expression du rayon de courbure d’une développée, en
fonction des éléments de la proposée.

V. — Equations intrinséques des courbes gauches.

12. On appelle équations intrinséques d’une courbe les for-
mules qui font connaitre sa courbure et sa torsion en fonction de
son arc. Nous allons démontrer que la connaissance de ces deux
¢léments détermine complétement la forme d’une courbe.

Tutorime. — St deux courbes gauches (C) et (C,) sont telles
que leurs courbures et leurs torsions soient respectivement les
mémes fonctions de leurs arcs, on peut les faire coincider.

Pour le prouver, faisons coincider les points O et O, pris sur
(C) et (C,) pour origines des arcs; faisons coincider aussi les
triedres principaux des deux courbes relatifs a ces deux points.
Appelons s I'arc des deux courbes, R, T leurs rayons de cour-

bure et de torsion aux points M et M, qui correspondent a la
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méme valeur de s; soient z, y, z les coordonnées du point M et
a, By ..., 7" les neuf cosinus des directions principales en ce
point; pour les éléments analogues de la courbe (C,) relatifs au
point My, nous emploierons les mémes lettres affectées de I'in-
dice 1. Nous aurons, pour s = o,

o PR £ (b
xr =@, Yi=Y 3)1=23, % = a, csy ‘Yx—Y.

Cela posé, les formules fondamentales donnent, pour les deux
courbes,

fiﬁ iy il dd' a _i’i da”__ o
ds R’ W R e 7 PR i
day _ 2 g e da’ _ o
ds R’ 77 R - T 4 ds =T

De ces relations, on déduit aisément
d T
7s(ou,+aal+a )

Ainsi I'expression dont la dérivée figure au premier membre est
constante; or pour s = o elle se réduit a 'unité. On a donc, quel

que soit s,
aoy + o'a) + a’al =1.

Rapprochant de cette relation les deux identités
a4+ a2 a2 =1, aj+a2+at=r,

on trouve, par une combinaison évidente,
(ay—a)+ (a)—a' )2+ (af—a")2 = o;

d’ou I'on déduit en particulier o, = . On trouverait de méme
Bi= B, yi=1. On a donc toujours

dey _dz  dyy _dy  dun _ds

ds ~ ds’ ds — ds’ ds — ds’

ce qui prouve que les différences 2, — z, y,—y et 3,— z sont
constantes. Etant nulles pour's = o, elles sont toujours nulles,
de sorte que les deux courbes (C) et (C;) coincident.

Remarque. — La proposition précédente permet, quand on
connait une courbe dont les rayons de courbure et la torsion sont
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des fonctions données de I'arc
R=R(3s), =T 0s),

d’affirmer que toute courbe qui satisfait aux mémes équations ne
peat différer de la premiére que par sa position dans I’espace, non
par sa forme. Cette proposition est donc, a certains égards, l'a-
nalogue de celle que nous avons démontrée pour les courbes planes
(Chap.1V, n°12); mais elle est moins compléte, car elle n’établit
pas l'existence d’une courbe vérifiant les équations intrinséques
données. C’est la question qui va mainlenant nous occuper.

13. Tutorime. — KEtant données deux fonctions continues
d’une variable s,
1 I
R = w(s), T = w(s),

dont la premiére est toujours positive, il existe une courbe
dont s mesure Uarc et dont la courbure et la torsion au point
qui termine l’arc s sont représentées respectivement par les
Jonctions v et .

Je dis d’abord que si (4, m, n), ({',m/,n'), (I',m", n") sont
trois systemes d’intégrales des équations simultanées

dl. - m dm l n dn m

(1) Brpl  ETTE Y T

st, de plus, ces fonctions vérifient les six équations

034 024 0"t =, Im+ Um' =+ U"m" = o,
(12) m2+m'24+ m' =1, mn+m'n'+ m'n"=o,
n®+ n'? 4+ n"t =1, nl +~ n'l' +~ n"l' = o,

et st leur déterminant
(12") n(l'm'—m'l"y+n'(I"'m—m"l) + n"(Im'— ml'")

est égal a -1, les fonctions R et T sont les rayons de cour-
bure et de torsion de la courbe définie par les formules

x:/lds, y:/l’ds, z:fl”ds,
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pourvu que la fonction R soit toujours positive. En effet, on a

dz CRIOpY SR

gs—:l, ;Zg::l, ;E:l’ dz? + dy?+ dz* = ds?,

ce qui prouve tout d’abord que s est I’arc de la courbe consi-
dérée (C), et que [, I, I" sont les cosinus «, 3, y de sa tangente
menée dans le sens des arcs croissants. De plus, la premiére équa-

tion différentielle (11) donne

dix m diy m a2z m'

o TR de TR A
1 [(dix)\? AN R g3
ﬁﬂ”(?ls_i T\t "('d—sz‘ ;

On en conclut, R étant positif, que c’est le rayon de courbure de
la courbe (C); et, puisqu’on a

de m b 'l m' dy '‘m'
e R e R

i i les f les de s m

on voit par comparaison avec les formules de Frenet que m, m', m
sont les cosinus o/, #/, ' de la normale principale.

Dés lors n, n', n", qui, en vertu des hypothéses (12), ne peuvent

différer que par le signe des cosinus o', 8", v’ de la binormale,

leur sont égaux, puisque le déterminant

n(By'—yp') + n'(1a'—ay') + n’(af’'— Ba’)

est égal & + 1. Par suite, la troisi¢tme équation différentielle (11)

donne
éa—’t £ al dBII

ds s ds

U - B s

s s @ T

ce qui, d’aprés les formules fondamentales, prouve que T est le
rayon de torsion.

Ce lemme établi, désignons par /, m, n trois fonctions incon-
nues de lavariable s et considérons les équations différentielles (171).
Si(l,m,n)et(l',m,n') sont deux systémes, distincts ou confon-
dus, d’'intégrales de ces équations, on aura visiblement

% (W'~ mm'+ nn') = o,

Il'“~ mm'+ nn' = const.
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Or on sait que, étant donnés trois nombres arbitraires /,, m,, ny,
il existe un systéme d’intégrales (£, m, n) qui prennent ces valeurs
pour s = o. Si donc nous considérons neuf constantes

(107 my, n0)7 (1,07 '71,()7 72’0), (lgv ’n,l/)’ "S ’

vérifiant les six équations (12) et dont le déterminant soit égal
a -1, il existera trois systémes d'intégrales

(l? m’ n)’ (1'7 nll’ n’)7 (1”, m”’ n”

des équations (11), qui pour s = o se réduiront respectivement a
ces neuf constantes.
Mais nous venons de prouver que les six expressions telles que

2+ m?2+ n?, '+ mm'+ nn/,

c’est-a-dire les premiers membres des équations (12), ont des va-
leurs constantes. Elles auront donc constamment les valeurs 1,1,
1,0,0,0 qu'elles ont pour s = o et le déterminant (12') sera égal
a -+ 1. Ainsi seront réalisées toutes les conditions du lemme pré-
cédent, ce qui démontre I'existence de la courbe cherchée.

L’intégration des équations (11) revient a celle d’une équation
de Riccati. En effet, tout systéme d’intégrales (, m, n) peut étre
supposé tel que la somme /2 + m?—+ n? soit égale a I'unité, puis-
qu’elle est constante. On est ainsi conduit & poser

{ = sinf coso, m = sinfsing, n = cosf;

et si 'on substitue ces expressions dans les équations proposées,
on reconnait qu’elles se réduisent a deux, qui peuvent s’écrire

df  sino do  cothcoso 1

—_t = g SRR sl it B ol T

S e AR
En introduisant comme inconnue la fonction complexe
A = ei? cotb,
on tire de ces équations la suivante

d e l_
2 A deil: ke

qui, réciproquement, les entraine, quand on sépare la partie réelle
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de la partie imaginaire. C’est la une équation de Riccati, dont il
suffira de connaitre une intégrale complexe, pour avoir une courbe
et, par suite, toutes les courbes répondant a la question.

VI. — Développements des coordonnées d’une courbe
suivant les puissances de l’arc.

14. Les formules fondamentales permettent de calculer de
proche en proche les dérivées successives des coordonnées d'une
courbe par rapport a son arc. Désignons la courbure par w, la
torsion par m, el indiquons par des accents les dérivées de w et
de @ par rapport a s. On a

paL

3 dz dzm_f{_af__
(x4) > i e~ Car i el e

=w'a'—w(wr -+ wa").

En continuant a différentier, on obtiendra pour la dérivée ni™ une
expression de la forme

drx :

v = Pa2+ Qud'+ Ry,
ou P,, Qu, R, dépendent de v et de ses n — 2 premiéres dérivées,
de w et de ses n — 3 premiéres dérivées, comme on s’en assure

! )

aisément. Les dérivées ni®™ de y et de 5 seront composées avec
les cosinus 3, §/, B, v, ¥/, ¥’ affectés des mémes coeflicients :

d”_)’ £ % . dn z
d-z.;"——l—nﬁ"*_an‘*“Rnﬁ, m

=P,y + Q.Y+ RaY".

Connaissant ainsi les dérivées des trois coordonnées, on pourra
développer z, y, z suivant les puissances de s par la formule de
Maclaurin, si I'on se donne leurs valeurs et celles des neuf cosinus
pour s = o.

Nous calculerons les trois premiers termes de ces développe-
ments, en placant 'origine des coordonnées a 'origine des arcs et
prenant respectivement, pour axes des z, des y et des z, la tan-
gente, la normale principale et la binormale de la courbe consi-
dérée. On aura par suite, a l'origine, o = ' =1y"=1 et les autres
cosinus seront nuls. Si nous affectons de I'indice o toutes les va-
leurs relatives a l'origine, les formules (13) et leurs analogues
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pour y et 5 donneront

@g =0, Pg=1] Dh="0, Z) = — wl;
el Syt e o oREpLY

Jo =9 Yo =9 T =100 "o =Wo

o Sl Pl Loy I, 3

Lp = O, %9 =0, Z) =0, By = Wy,

9 '
w Wy W Wy
(14) 1'—3_‘67033—?—-'-) _}/—“—82+'€‘"83-5'..., z—__G_sa

Voici quelques conséquences importantes de ces formules :

1° Une courbe traverse chacun de ses plans osculateurs en
son point de contact. — On voit en effet que, sauf dans le cas
exceptionnel ou l'on aurait w,w, = 0, a deux valeurs de s voi-
sines de zéro, I'une positive, I'autre négative, correspondent pour z
deux valeurs de signes contraires. La courbe passe donc d’un c6té
a l'autre de son plan osculateur.

Nous aurons a revenir sur cette importante propriété. Disons
dés maintenant qu’on appelle points stationnairesles points pour
lesquels elle ne se vérifie pas.

2° La différence entre un arc infiniment petit et sa corde
est du troistéeme ordre par rapport a cet arc. — Calculons en
effet, au moyen des formules (14), le carré c* de la corde qui sous-
tend ’arc s; nous aurons

2

[0) 5
02=z2+y?+52:s2<1—-—Hs2+...);
12

d’oti, en élevant les deux membres a la puissance 3,

2 2
w w
c=s(1— =2 s2+...), s—e=—24....
23 24

Cerésultat, indépendantde la torsion, estle méme pour les courbes
gauches que pour les courbes planes.

3° Le rayon de courbure en un point M d’une courbe plane
. . S==2
ou gauche est la limite commune des rapports MP ; 2 M'P et
cETT . . . .
MM’ :2M'P, ou M désigne un point voisin de M et Pla projec-
tion de M sur la tangente en M. — Soit, en effet, s 'arc MM';

nous aurons
MP= 2, MM = ¢, M'P = /)2 4 22,
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z,y, s et ¢ représentant les développements précédents. Si 'on
s'en tient aux parties principales, il viendra MM' = MP = s,
2 M'P = w,s?, d’ott résulte visiblement

2 g
I MP MM’
_ —_— = l. —_— l' .
Re=op mlin oop SN WD
Ces expressions du rayon de courbure servent dans diverses
questions.

4° La plus courte distance de deux tangentes infiniment
voisines est de l’ordre du cube de l’arc compris entre leurs
points de contact. — Soient M 'un des deux points, pris pour
origine des arcs et des coordonnées, M’ I'autre, s 'arc MM/'; les
formules (14) font connaitre les coordonnées de M’ et aussi les
dérivées 2/, y', 5 prises par rapport & s. La tangente en M’ se
projette sur le plan des yz suivant une droite dont I’équation est

20—y (L—'a) =0,

et dont la distance a I'origine est égale a la distance ¢ des deux
tangentes en M et M, puisque cette derniére est perpendiculaire
au plan des yz. On trouve ainsi, en effectuant les calculs indiqués,

’ ol
Pl

‘/},'z_i_ 22 12

On voit qu'aux points stationnaires la distance & est d’un ordre
supérieur a trois.

VII. — Signe de la torsion.

15. Nous avons reconhu, en déterminant le rayon de torsion
(Chap. IV, n° 6), que son signe est indépendant du sens dans le-
quel sont comptés les arcs. C’est ce qu’on vérifie sur celles des
formules fondamentales ou figure T. Ecrivons en effet la premiére
de chacun des groupes (1I) et (ILI)

da” a’ da’ o a”

7 N e Ay TR N

Si T'on change le sens des arcs croissants, c’est-a-dire le sens de
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la tangente, comme celui de la normale principale ne peut chan-
ger, il faut, pour laisser au triédre principal sa disposition pri-
mitive, changer le sens de la binormale. Ainsi o, 3, y et o/, 3, y”
changent de signe en méme temps que ds. On voit que cela ne
modifie point le signe de T.

Les deux signes dont la torsion est susceptible correspondent
aux deux allures opposées que peuvent présenter les courbes
gauches. Une pareille courbe étant tracée dans 'espace, pour nous
rendre compte de son allure en I'un de ses points M, imaginons
qu’un observateur soit debout sur 'une des faces du plan oscula-
tear en M, les pieds en un point quelconque de la normale prin-
cipale, et qu’il regarde le point M, ainsi que les deux arcs de
courbe séparés par ce point. Puisque la courbe traverse ce plan
en M (n° 14, 1°), il verra 'un des deux arcs au-dessous du plan
osculateur, 'autre au-dessus. Si'arc inféricur est a sa gauche,
il jugera qu’un point qui décrit la courbe en s’élevant monte
de gauche a droite; on dit alors que I'allure de la courbe est
dextrorsum. Si c'est I'arc supérieur que 'observateur voit a
sa gauche, 1l jugera que la courbe monte de droite a gauche
et dira que lallure de la courbe est sinistrorsum.

Pour justifier cette distinction capitale, il faut s’assurer que la
courbe présentera la méme apparence a 'observateur, quelle que
soit celle des deux faces du plan osculateur sur laquelle celui-ci
sera debout, pourvu qu’il regarde toujours le point M et se place
toujours du méme coté du plan rectifiant, soit du c6té du centre
de courbure relatif au point M, soitdu coté opposé. Cest ce dont
il est aisé de se convaincre en imaginant I'observateur en pré-
sence de la courbe, dans les deux positions contraires qu’il peut
occuper. Il est a peine besoin d’ajouter que la méme courbe affecte
aux yeux de I'observateur deux allures opposées, quand celui-ci
passe d’un coté du plan rectifiant a I'autre cOté.

Il n’y a dans ce qui précéde d’autre convention que la conven-
tion verbale qui fixe le sens des mots dextrorsum et sinistror-
sum. Mais, pour rattacher le fait géométrique qui nous occupe
au signe de la torsion, nous aurons égard a la convention que I'on
fait d’habitude sur la disposition du tri¢dre des coordonnées et a
celle que nous avons faite sur le signe de T (Chap. IV, n°6). Nous
conviendrons en outre de placer 'observateur du cété du plan
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rectifiant oit n’est pas le centre de courbure : de cette fagon, si
la courbe peut étre tracée sur un cylindre fermé, I'observateur
sera placé en dehors de ce cylindre.

Cela posé, rapportons, comme au n° 14, une courbe (C) au
triedre principal relatif a 'un de ses points M, et comptons les
arcs a partir de ce point. Nous avons trouvé, aux notations prés,

& =8+ 5= —

Si donc T est positif, z et z sont de signes contraires aux envi-
rons du point M; c’est la disposition représentée sur la fig. 5.
Le centre de courbure en M étant, par hypothése, situé sur la

Fig. 5 bis.

partie positive de I'axe My, 'observateur devra se mettre en ar-
riére du plan des zz, et nous pouvons, d’aprés ce qui a é1é dit
plus haut, le supposer placé du coté des z positifs. 1l voit alors
I'arc inférieur a sa gauche : 'allure de la courbe est dextrorsum.

Si, au contraire, T est négatif, s et z sont de méme signe
aux environs du point M; c’est la disposition représentée sur la
fig. 5 bis. Or P'observateur étant toujours en arriére du plan
des zz, I'arc inférieur est a sa droite : 'allure de la courbe en M
esl sinistrorsum.

En vertu du raisonnement des cas exclusifs, les réciproques
sont vraies : une courbe a torsion positive est dextrorsum, une
courbe a torsion négative est sinistrorsum.

I va sans dire que, si 'on changeait la disposition des axes de
coordonnées ou la situation de 'observateur, les conclusions pré-

cédentes s’échangeraient entre elles.
R. 8
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Ezemple. — Considérons I'hélice circulaire définie par les
équalions
S ve i
x = Ry cos — = Ry sin — 5=ks
1 R, 9 1 R,’ 1y

ol R, est le rayon du cylindre qui porte la courbe. Si I'on calcule
le rayon de torsion T, en appliquant la formule (23) du Cha-
pitre IV, on trouve aisément

szal(k+%>-

On voit donc que, si k est positif, I’hélice est sinistrorsum
st k est négatif, Uhélice est dextrorsum, le triédre des coor-
données ayant la disposition habituelle figurée ci-dessus.

Remarque. — Considérons deux courbes gauches, symétriques
'une de I'autre par rapport a un plan, celui des zy par exemple.
Tout point (z, ¥, z) de I'une a pour symétrique le point (x,y, — z)
de 'autre. Or il est évident que, si I'on change le signe des trois
dérivées 7', 5, 5", 'expression de T change de signe. Donc, si
deux courbes sont symélriques par rapport & un plan, ¢lles
ont en leurs points correspondants des torsions égales et de
signes contraires.

Réciproquement, si deuz courbes ont, aux extrémités d’arcs
‘gaux, leurs courbures égales, leurs torsions égales et de signes
contraires, l'une d’elles peut étre rendue symétrique de U'autre
par rapport @ un plan. En effet, une courbe (C) et sa symé-
trique (I') ont, en leurs points correspondants, des torsions égales
el de signes contraires; leurs courbures sont d’ailleurs les mémes
en ces points. Si donc w(s) et w(s) représentent la courbure et
la torsion d’une courbe (C), toute courbe (C'), qui a pour cour-
bure w(s), pour torsion — w(s), a méme courbure et méme tor-
sion que la courbe (T') symétrique de (C). Or on a vu (n°12) que
si deux courbes ont leurs courbures et leurs torsions exprimées
respectivement par les mémes fonctions de leur arc, elles sont su-
perposables. En conséquence, toute courbe (C') est égale a une
symétrique (T') de (C), ce qui justifie notre assertion.
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CHAPITRE VL

CONTACTS DES COURBES ET DES SURFACES.

I. — Contact de deux courbes planes.

1. Quand deux courbes (C) et (C') ont en commun un point
simple P, on dit qu’elles ont en ce point un contact d’ordre n,
si a tout point Q infiniment voisin de P sur la courbe (C) on
peut faire correspondre sur la courbe (C’) un point Q' tel que la
distance QQ' soit un infiniment petit d’ordre 2 + 1 par rapport a
la corde PQ.

Pour traduire analytiquement cette définition, appelons z, y
les coordonnées de P; z,, y, celles de Q; x,+ a, ¥, + 3 celles

Fig. 6.

de Q', et représentons la courbe (C') par I'équation F(z,y)=o.
Le point Q' étant sur cette courbe, on aura

°=F(z1+“1y1+p)=F(xn}’x)+aF;-,+BF};{-....

Mais, si § est I’angle des axes, on a

QQ'= Y2+ 2af cosb + [52,
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ce qui montre que 'une des quantités o et 3 est d'ordre n+-1 par
rapport a PQ, l'autre pouvant étre d’un ordre supérieur. Par
suite, l’expression F(xz,, y,) est d’ordre n + 1.

Réciproquement, si F(z,, y,) est de I'ordre n -+ 1, choisissons
arbitrairement pour o une expression de I'ordre n + 1; I'équa-
tion ci-dessus donnera pour (3 une expression qui sera aussi de
I'ordre n + 1, et il en sera de méme de la distance QQ'. Les deux
courbes auront un contact d’ordre n.

Le raisonnement suppose que les dérivées I, et F, ne sont pas
infiniment petites toutes les deux. S’il en était ainsi, les deux
dérivées I, et ) "qui différent infiniment peu de F,, et F, , ayant
des valeurs fixes, seraient rigoureusement nulles. Le point P ne
serait pas un point simple pour la courbe (C).

En conséquence, pour que deux courbes (C) et (C') aient en
un point P un contact d’ordre n, il faut et il suffit que les
coordonnées d’un point Q infiniment voisin de P sur (C),
étant substituées dans le premier membre de I’équation de la
courbe (C'), donnent un résultat de l’ordre n +1 par rapport
a la distance PQ.

2. Supposons la courbe (C) définie par les expressions de ses
coordonnées en fonction d’un paramétre

z=01(t), ¥ =¢a(l).
Soient ¢ et t -+ dt les valeurs de ce paramétre auxquelles cor-
respondent les points P et Q. Le point P étant un point simple
de (C), la corde PQ est du méme ordre que ¢ (Chap. I, n° 4).

Si maintenant on substitue z + 2’ dt, y +)'dt & z et y dans F,

on devra trouver un résultat de I'ordre n + 1 par rapport a dt;
c’est-a-dire que, si I'on pose

Y(2) =Fo1(2), 92(2)],
le développement de ¢ (¢ dt) suivant les puissances de dt
commencera par un terme en d¢"+'. Ceci entraine les conditions

Y(¢)=o, i) =, e Y (t) = o,

qui sont au nombre de n +1. Ainsi, il faut n+1 conditions
pour exprimer que deux courbes planes ont en un point
donné un contact d’ordre n.
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Supposons maintenant les deux courbes représentées par des
équations résolues

F(z, ¥)=y—f(@)=0; Z=it, "9y =g5(t).

La fonction {(¢) ne sera pas autre chose que la différence
®a2(t) — f(t) ou 9y(z) — f(x) des ordonnées des deux courbes
répondant & une méme abscisse. Done, pour que deux courbes
aient en un point donné un contact d’ordre n, il faut et il
suffit que U’ordonnée et ses n premiéres dérivées prises par
rapport a [’abscisse aient les mémes valeurs pour les deux
courbes en ce point.

Cette régle donne le moyen d’exprimer les conditions de con-
tact pour deux courbes représentées par les équations non résolues

o Py =0,

Il suffira de former, par les régles connues pour la différentiation
des fonctions implicites, les équations qui déterminent les n pre-
miéres dérivées des deux fonctions y de la variable z. On aura
ainsi, avec les équations des deux courbes, deux groupes de n -1
relations entre les paramétres y, ', 3", ..., ¥ supposés avoir
les mémes valeurs dans les deux groupes pour 'abscisse z du
point donné. En éliminant ces 7+ 1 quantités on obtiendra les
n -+ 1 conditions de contact.

Remarque. — Pour exprimer que deux courbes ont, en un
point indéterminé z, y du plan, un contact d’ordre 2, on procé-
dera de méme. Seulement on devra aussi éliminer z, de sorte
qu’il ne restera plus que n équations de condition.

1I. — Courbes osculatrices dans le plan.

3. Considérons un systéme de courbes (C’) dépendant de n 1
paramétres, et un point P d’une courbe fixe (C). On pourra établir
un contact d’ordre n au point P entre (C) et une ou plusieurs des
courbes du systéme, en déterminant les n -+ 1 paramétres. Ces
courbes, dont 'ordre de contact est le plus élevé possible parmi
cellesde I’espéce considérée, sontdites osculatrices alacourbe (C).

www.rcin.org.pl



118 CHAPITRE VI.

La droite, dépendant de deux paramétres, peut avoir avec une
courbe un contact du premier ordre. Alors son ordonnée et la
dérivée de cette ordonnée par rapport a I’abscisse ont méme va-
leur que celles de la courbe; ainsi la droite osculatrice se con-
Jond avec la tangente, leurs coefficients angulaires étant les
mémes en un point commun. Pour qu’une courbe et sa tangente
aient un contact d’ordre supérieur au premier, il faut que les dé-
rivées secondes de leurs ordonnées soient égales. On doit donc
avoir en ces points, pour la courbe comme pour la droite, y" = o,
ce qui caractérise les points d’inflexion.

Le cercle, dépendant de trois paramétres, est osculateur a une
courbe quand il a un contact du second ordre avec elle. Soit, en
coordonnées rectangulaires

(1) (2 — 212+ (y—y1)2—p2=o,

I'équation d’un cercle osculateur au point M(z,y) a une
courbe (C). Différentions deux fois cette équation par rapport a z
et retenons que »’ et )" sont égales aux dérivées de 'ordonnée
de (C). Nous trouvons

(2) z—z+(y—y1)y =o,
(3) ey 2

Or, si 'on y considére z, et 3, comme des coordonnées cou-
rantes, I’équation (2) représente la normale a (C) en M; I'équa-
tion (3) est son équation dérivée. Donc, le centre du cercle oscu-
lateur coincide avec le centre de courbure et le cercle osculateur
se confond avec le cercle de courbure.

Le cercle osculateur a un contact du troisiéme ordre avec la
courbe aux points o le rayon de courbure est maximum ou
minimum, et réciproquement. Différentions, en effet, une troi-
sitme fois I’équation (1); il vient

(4) 3y +(y —ry1)y"=o,

ct la dérivée »”" est par hypothése égale a celle de I'ordonnée de la
courbe. Eliminons y — y, entre les deux relations (3) et (4) :
nous trouvons

(5) 3y Yy —(1+y?)y"=o,
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ce qui exprime précisément que la dérivée du rayon de courbure

3
2 \2
Rz([+‘3’ )

X

est égale a zéro. Ainsi R est maximum ou minimum. D’autre part,
I'équation (5), jointe a I'équation (3), entraine 1'équation (4), ce
qui démontre la réciproque.

Voici encore un exemple simple de courbe osculatrice. Etant
donnée une courbe y = f(z), on cherche, parmi les paraboles de
degré n,

y=¢@)=ar+ a1 xr + ayx®+...+ a2,

celle qui est osculatrice a la proposée en un point z = z,. 1l
suffit pour 'obtenir d’écrire le développement

y=0o(y) =9¢[z+ (z — )]

=o(xo)+ (£ —20) ¢'(20) +...+

w;—!%yl (?(n)(z-o)‘

D’aprés la régle du n° 2, on doit avoir

90 (20) =f(20), (@) =S (2) (r=1,2,...,n)
On déduit de la

90(2) = f(Z0) + (& — o) f(0) -+ . .- T2 £ (),

7}
ce qui fait connaitre la parabole osculatrice cherchée.

4. Tatorkme. — Une courbe plane (C') dépendant de n +1
parametres, si on U'assujettit a rencontrer une courbe don-
née (C) en un point fixe P, et de plus en n autres points voi-
sins de P, puis qu'on fasse tendre suivant une loi quelconque

ces n points vers P, la courbe (C') tend vers l'une des courbes
de son espéce osculatrices en P a la courbe (C).

Les courbes (C’) et (C) étant définies par les équations
F(‘”a.}’: ay, "-aalH—l):o; x:‘?l(t)7 _}’=?2(t),
soit, conformément a la théorie générale,

q"(t) = F(?l) ?27 Ay ovny an-H)-
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Soient ¢, t+hy, t + ha, ..., t + hy les n 41 valeurs du paramétre
qui donnent le point P et les n points voisins. Les conditions qui
expriment le passage de (C') en ces n -1 points sont

(6) di(z)="0, Y(t+ hy) =o, R Y(t+ hp) =o.

Nous allons faire tendre tous les 4 vers zéro suivant une loi
quelconque et nous désignerons par ¢ la plus grande des valeurs
absolues de ces n quantités dans chaque position des points va-
riables. Le systéme (6) peut étre remplacé par celui-ci

Y(¢)=o, Y(t+ hi)—Y(2) = o, (t=1,2,...,n),
ou, en vertu d’une proposition fondamentale, par cet autre
(7) LP([):O, L{)I(t—%—l;i):o, (i:l,z,...,n),

les quantités £; étant toutes comprises entre — ¢ et . En appli-
quant le méme principe, nous remplacerons le systéme (7) par le
suivant :

di(it) = o, V(t+ k) =o, V'(t+ 1) =o, (Gi= 100, —1),

ou les /; sont compris entre — ¢ et e. En continuant de méme,
nous arriverons facilement au systéme

q’(t)=°7 l*‘r’r(t’*'kl):o: q‘”(t+12):0’ q’"(t'“;_"n):Oq

ou tous les accroissements &y, ly, ..., r, sont compris entre — ¢
et ¢. Si maintenant nous passons a la limite, ¢ devenant nul, nous

trouvons

Y(t)=o0, Y(@)=0, Y ()=0, ..., Y(t)=o0,
c’est-a-dire précisément les conditions par lesquelles sont déter-
minés les paramétres a,, as, ..., @, quand les courbes (C') et (C)

ont un contact d’ordre n au point P.

Cette proposition, fondamentale dans la théorie des courbes
osculatrices, permet de déterminer certaines d’entre elles sans
calcul. La droite osculatrice, étant la limite d’une sécante, est la
tangente. Le cercle osculateur pourra étre considéré comme la
limite d’un cercle tangent en P & la courbe donnée (C) et passant
par un point P’ voisin de P. Son centre est donc sur la normale
en P et sur la position limite de la perpendiculaire au milieu de
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la corde PP’; il coincide donc avec le centre de courbure. De
méme, on peut voir qu’il existe deux paraboles osculatrices; il
suffit de prendre la corde P,P; toujours parallele a PP,; ces
deux cordes constituent une premiére parabole joignant les quatre
points et dont la limite est la tangente en P; il y a de plus une
véritable parabole passant par ces quatre points, et qui devient
osculatrice quand les deux cordes viennent se confondre avec la
tangente en P.

III. — Contact d’une courbe et d’une surface. — Plan osculateur.

5. Quand une courbe (C), plane ou gauche, et une surface (S)
ont en commun un point simple P, on dit qu’elles ont en ce
point un contact d’ordre n, si, a tout point Q infiniment voisin
de P sur la courbe, on peut faire correspondre sur la surface un
point Q' tel que la distance QQ’ soit un infiniment petit d’ordre
n 1 par rapport a la corde PQ.

Soient x, ¥, z les coordonnées de P; z,, y,, 5, celles de Q;
x4+ 2, ¥+ B, 5+ y celles de Q' et F(z,y,s)= o I'équation
de la surface. Si 2, p, v sont les angles des axes, on a

QQ'= ya2+ B2+ y2+ 2af cosv + 2Py cosA - 2yx cos 1.

En raisonnant comme pour les courbes planes, on reconnait
que F(zy,y,5) est un infiniment petit d’ordre n + 1 par rap-
port a la corde PQ. Réciproquement, s’il en est ainsi, il y a con-
tact d’ordre n, deux des trois quantités a, 3, vy pouvant étre prises
arbitrairement de 'ordre 7 + 1, ce qui détermine la troisiéme. Il
n’y aurait exception que si les trois dérivées I, I, I étaient
nulles; mais alors P ne serait pas un point simple de la surface.

En conséquence, pour qu’une courbe et une surface aient,
en un point P, un contact d’ordre n, il faut et il suffit que les
coordonnées d’un point Q infiniment voisin de P sur la courbe,
étant substituées dans le premier membre de U'équation de la
surface, donnent un résultat de 'ordre n 41 par rapport a
la distance PQ).

Si la courbe (C) est donnée par les formules

x:"?l(t)v J’:?2(t)) ’z:?:i(t)l
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soient ¢ et ¢ + dt les valeurs du paramétre auxquelles corres-
pondent les points P et Q; le point P étant un point simple de (C),
la corde PQ est de I'ordre de d¢ (Chap. I, n° 4). Si donc on pose

Y(2) = Flo1(2), 92(2), 93(2)],

le contact d’ordre n s’exprime par les n -+ 1 conditions
(8) Y(t)=o0, Y()=0o, ..., Y(z)=o0.

Quant la courbe (C) est donnée par deux équations

flz,y,5)=0, ¢(2,y,5)=0,
on peut prendre z = ¢. On calcule les dérivées des n premiers
ordres de la fonction composée
Y(¢) = ¥(z) =F (2,7, 3),

ou y et z sont les fonctions implicites de x définies par les équa-
tions de la courbe, et 'on égale ces dérivées a zéro.

6. On appelle surfaces osculatrices en un point d’une courbe,
parmi les surfaces d’une famille & n -1 paramétres, celles qui
out, en ce point, un contact d’ordre n avec la courbe.

Un plan, dépendant de trois paramétres, peut avoir un contact
du second ordre. Le plan

AX+BY+CZ+D=o
aura un contact du premier ordre en z, y, z, si 'on a
(9) o=4{Y(t) =Az +By + Cz+ D,
(10) o=¢(¢)=Az'+ By + Cz'.

Il n’est donc assujetti qu’a contenir la tangente a la courbe :
c’estun plan tangent. 1l aura un contact du second ordre et sera
osculateur sil'on a de plus

(r1) o=4¢"(¢)=Az"+ By"+ Cz".

Nous retrouvons bien le plan déja considéré sous le nom de
plan osculateur, et défini comme étant mené par un point d’une
courbe perpendiculairement a la droite polaire de ce point.
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Etudions la position d’'une courbe prés d'un de ses points, par
rapport a ses plans tangents et a son plan osculateur. Soit

G=AX—2)+B(Y—»y)+C(Z—232)=0

I'équation du plan tangent en P(z, y, z) que nous considérons.
Les coefficients A, B, C vérifient I’équation (10). Substituons
dans G les coordonnées d’un point voisin de P,

h2
.Z‘l‘:f.?l([—!—h):]‘—%—hx'—f-%(.’E”—I—d), Byt it s
Eu égard a I'équation (10), nous trouvons
h2 U ” " /L2 "
G (21, Y1:0510) = —2—(Az +By’'+ C3"+ Aa+ BB+ Cy) = —[§/(¢) +¢].

Si le plan n’est pas osculateur, 4"(¢) differe de zéro et donne
son signe a la parenthése, pourvu que % ait une valeur suffisam-
ment petite, positive ou négative. Ainsi, de part et d’autre de P,
la courbe est située d’un méme cété d’un quelconque de ses
plans tangents.

Sile plan G = o est le plan osculateur, il faudra prendre un
terme de plus dans les développements de zy, y,, 5, et 'on trou-
vera, J”(¢) étant nul,

1
G(@1, 01, 51)= é—(Aw’"-»‘r- Byl Giatieis el)s

Ce résultat de substitution changeant de signe avec %, la courbe

traverse son plan osculateur, ainsi qu'il a déja été vu (Chap.V,

n°14). Il y a exception pourles points, appelés stationnaires, dont
le paramétre ¢ vérifie a la fois les équations (10) et (11) et celle-ci

Axlll+ Bylll+ CZ"IZ o,

qui, étant linéaires et homogeénes en A, B, C, entrainent

y @yl gl
A — ‘T” ‘}/” " — O,
mn m "m
i

Une courbe, dont tous les points sont des points stationnaires,
est une courbe plane, puisque l'identité A= o caractérise les

courbes planes (Chap. IV, n° 6).
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IV. — Sphére osculatrice.

7. La sphére, dépendant de quatre paramétres, peut avoir un
contact du troisiéme ordre avec une courbe en un point P(z, y, z).
Si 'on désigne les coordonnées de son centre par z,, ¥y, 5, son
rayon par p, et qu'on suppose z, ¥, s fonctions d’une variable ¢,
on aura les quatre équations

o= Y(2) =@—2)+(y —y1P+(E—5)2—p! o={(¢)

i [o=3Y(t) =(2—2) &+ (y —y1)y' +(5—321)5, o={"(2).

Or, si l'on considére z,, ¥4, 2z, comme des coordonnées courantes,
I'équation ¢/(¢) = o représente le plan normal en P, et les deux
suivantes s’en déduisent par différentiation. Donc le centre de la
sphére osculatrice est au point ot la droite polaire touche son
enveloppe, et le lieu des centres des sphéres osculatrices est
l'aréte de rebroussement de la surface polaire. On voit qu’'on
peut poser d’aprés cela

(13) zy=2z+a'R+a"!, yy=y+fFR+B"l, s=3+YR+Y

{ étant la longueur qu’il faut porter a partir du centre de courbure
sur la direction positive de la droite polaire pour obtenir le point
(21, y1, 51). Nous la déterminerons en exprimant que la tangente
au lieu du point (z,, y4, z,) est perpendiculaire a la normale
principale de (C), ce qui donne

_.__l_Y

ds’ " s

7 T ds
o e a4

Sil'on différentie z,, y,, z, en tenant compte des formules fon-
damentales, il vient

15 dor_ (2, YL (8 R
ds _a<T ds)_’-at <$_T

el deux expressions analogues. En les substituant dans la relation
précédente, on trouve

(15) 1=—T%.
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Ainsi est déterminé le centre de la sphére osculatrice

! ” dR
(16) z‘,:w+aR—aT$, b Tl Fh == i s
Son rayon p est ’hypoténuse d’un triangle rectangle dont R et /

sont les c¢6tés. On a donc

dR?
(l;) 92—: R7+T2Tsz'

La sphére osculatrice au point P, ayant son centre sur la
droite polaire de P et passant en ce point, est coupée par le plan
osculateur suivant le cercle osculateur. De plus, la caractéris-
tique de la sphere osculatrice est le cercle osculateur. Pour
I’établir, il suffit de prouver que cette caractéristique est située
dans le plan osculateur. Or ses équations sont

(D=2 Yt G ) P (= Ba)t =102 =0;

dx dy dz dp
(x_xl)—ds_’_’_(}’—y‘)(;l_sl+(z_:")—d?l+9gs-:0'
Mais les formules (14) et (15) donnent
08 ldx,_ldy,__l_dz,__R_i( ili)
) Td P ds v d . T &\ &)

de sorte que I’équation du plan de la caractéristique peut s’écrire
- " ¥ R d dR d
— [2"(z —x) + B"(y—y1) + 1" (5— 351)] [T+c—l}<Tﬁ>] +p c_ig =04

Ce plan est paralléle au plan osculateur. Je dis qu’il passe en P.
En effet, si z, y, z sont les coordonnées de ce point, les for-
mules (16) donnent z, — z, yy — y, 5, — 5, et il vient
dR[R _d /- dR do
k. [T+JS(T£>]+P— ki
ce qui est une identité, a cause de la formule (17).

8. Considérons une courbe gauche (C) et la coarbe (C,) lieu
des centres M, des sphéres osculatrices aux divers points M de (C).
Le plan osculateur a (C) en M est perpendiculaire & la droite po-
laire KM, et, par suite, paralléele au plan normal de (C,) en M,.
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Le plan osculateur a (C,) en M,, ayant pour caractéristique la
droite polaire KM,, se confond avec le plan normal a (C) en M.
Ainsi l'angle de deux tangentes de (C,) est égal a I'angle de deux
plans osculateurs de (C); et I'angle de deux plans osculateurs
de (C,) est égal a 'angle de deux tangentes de (C); on a donc,
au signe pres,

(19) R, sl

s, Ry, T, désignant respectivement 1’arc, le rayon de courbure
et le rayon de torsion de (C,). Ces formules donnent

R =TT

Elles font aussi connaitre R, et T,. Car, des relations (18) on
tire, au signe prés,

. ds, R d /[ dR

9. Nous pouvons maintenant généraliser une propriété de I'hé-
lice circulaire (Chap.V,n°5): Toute courbe a courbure constante

Fig.in.

(Cy T

() /

est le lieu des centres de courbure de la courbe lieu de ses
centres de courbure. En effet, la courbe (C) ayant sa courbure
constante, il résulte de la formule (15) qu’en chacun de ses points M
son centre de courbure K se confond avec le centre M, de la sphére
osculatrice. Je dis que le centre de courbure de (C,), relatif au
point M,, est précisément le point M. En effet, le centre de cour-
bure cherché est a I'intersection du plan osculateur en M, avec
la droite polaire de ce point. Or le plan osculateur de (C,) en M,
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est le plan normal DM;M de la courbe (C). La droite polaire
de M, est la caractéristique du plan normal de (C,) en M,, qui se
confond ici avec le plan osculateur de (C) en M; donc la droite
polaire de M, est la caractéristique du plan osculateur de (C) en M,
c’est-a-dire la tangente MT, et le point ou MT perce le plan DM, M
c¢’est le point M lui-méme. Ainsi il y a réciprocité entre les deux
courbes (C) et (C,), chacune d’elles étant le lieu des centres de
courbure de l'autre.

10. Prosrime. — E'tant donnée une courbe gauche (C), trou-
ver toutes les courbes qui ’admettent comme liew des centres
de leurs sphéres osculatrices.

La question revient a trouver les courbes dont les plans normaux
sont les plans osculateurs de la courbe (C,). Cherchons donc dans
chaque plan osculateur de (C;) un point M, dont le lieu soit une
courbe normale a ce plan. Tout point M du plan osculateur en
M, (z,, y1, z1) peut étre rapporté a la tangente et a la normale
principale prises comme axes mobiles; si « et ¢ sont ses coordon-

nées relatives, ses coordonnées absolues seront
=2+ U+ Ay, Jek bl BH== aacie 4

les lettres affectées de 'indice 1 désignant les cosinus des direc-
tions principales de la courbe (C,); soientde plus s,, R, T, l'arc,
le rayon de courbure et le rayon de torsion de (C;). On aura, par
différentiation,

du 0 u dy ale

& =e (g -w)ralmr @) -5
et deux relations analogues. Ecrivant que la direction dz, dy, dz

est perpendiculaire a la tangente («;, 3, v,) et a la normale prin-
cipale (o), 8}, Y}), nous trouvons

Aprés le changement de variable ds = ds, : Ry, ces équations de-
viennent

du dy
(21) ;,;—v—i—R,_o, 2 T ne.0,
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On en déduit immédiatement, par élimination de «,

dz2
ac—:—FV:R[,

équation dont I'intégrale générale est

v:asinc—f—bcosc—coscfsincds+sincfcoscds,

a et b étant deux constantes arbitraires; la seconde des équa-
tions (21) donne alors

u= acoss — bsing — sing /sincds+ coscrfcoscds.

Dans chaque plan osculateur de (C,) les points cherchés sont
donc en nombre doublement infini, puisqu’ils dépendent de deux
constantes arbitraires @, b. Ces constantes une fois choisies, le
point correspondant M décrit, quand M, varie sur (C,), une
courbe trajectoire orthogonale du plan osculateur de M,. On peut,
en considérant @ et b comme des fonctions d’un paramétre ¢,
grouper dans chaque plan osculateur les points M de maniére a en
former une courbe (T'). Les fonctions @ et & étant choisies, les
courbes (T'), situées dans les divers plans osculateurs de (C,), sont
toutes égales entre elles; ce sont les diverses positions d’une
méme courbe. Le lieu des courbes (T') dans I'espace est une sur-
face qui, le long de chacune d’elles, coupe a angle droit le plan de
cette courbe. Nous reviendrons sur ces surfaces, & propos de la
théorie des lignes de courbure, a la fin du Chapitre VIII.

V. — Courbes sphériques.

11. Ce qui préceéde permet de caractériser les courbes sphé-
rigues. Une courbe étant tracée sur la sphére que représente la
premiére des équations (12) quand on y considére z,, yy, 5, et o
comme des constantes, tous les points de cette courbe vérifient
cette équation et toutes celles qui s’en déduisent par différentia-
tion, notamment les trois derniéres équations (12). Donc la sphére
osculatrice est la méme en tous les points de la courbe; c’est la
sphere qui porte cette courbe. De cette propriété, qu'on peut
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considérer comme évidente, il résulte qu’on a, en tous les points
d’une courbe sphérique,
dR\2
(22) R2+ T2 <}is > = const.
Réciproquement, si le rayon de la sphére osculatrice est le méme
en tous les points d'une courbe, cette courbe est sphérique, a moins
qu’elle n’ait sa courbure constante. Reportons-nous, en effet, aux
formules (14) et (15); appelons T’, R’, R” les dérivées de T et
de R par rapport a s; les formules (18) deviennent
1 dxy 1 dvy I dzg I

A - LN Qe RRARLAT) VL' T DT
(l ) 1’/ ds p” ds _\{II ds T < + R + T R )
Mais, si 'on différentie 'équation (22), on trouve

R'(R+ TT'R'+ T?R") = o.

Donc, si la courbure n’est pas constante, le dernier membre des
équations (18)' est nul; la sphére osculatrice a son centre fixe, et
son rayon, par hypothése, est constant. Donc elle est la méme en
tous les points de la courbe considérée qui, par suite, est sphé-
rique. Ainsi, pourqu’une courbe a courbure variable soit sphé-
rique, il faut et il suffit que le rayon de la sphére osculatrice
soit constant, ce qui s’exprime par 'équation (22). Mais, en vertu
des formules (18), c'est la relation
(23) %+%<T%—S>:o
qui caractérise les courbes sphériques.

Pour compléter, nous allons prouver que les courbes sphé-
riqgues a courbure constante sont des cercles. En effet, les
coordonnées de tous les points d’une courbe sphérique rendent

identique la relation
x? + y?+ 3% = const.

Différentions-la deux fois par rapport a I'arc; nous aurons
ez +By+ys=0, az+fy+ys+R=o.

Comme R est supposé constant, si l'on différentie une fois de plus,
R. 9
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en ayant égard aux formules fondamentales, il viendra

ar+ By +1y'zs
= =
On conclut de 1a que la torsion est nulle, et, par suite, la courbe
plane; car, si 'on supposait T fini, le numérateur serait nul, et
une nouvelle différentiation donnerait

da+fy+yaz R

T =R A0 =0y

I
T
contrairement & I’hypothése. En conséquence, les courbes sphé-
riques a courbure constante, étant planes, sont des cercles.

Remarque. — Voici une propriété générale, presque évidente,
des courbes sphériques. Les rayons qui vont du centre d’une
sphére aux divers points d’'une courbe (C) tracée sur elle sont
des normales de cette courbe, et ils forment un cone, surface
développable. Donc, si I'on fait tourner chacun de ces rayons
d’un angle constant autour de la tangente 4 (C) en son extrémité,
il reste tangent a une développée de cette courbe (Ch. V, n°10, 1°).
Ainsi l’on détermine sans quadrature toutes les développées
d’une courbe sphérique quelconque. En particulier, I'une de ces
développées est I'enveloppe des normales menées ala courbe dans
les plans tangents a la sphére sur laquelle elle est tracée.

VI. — Contact de deux courbes de I’espace.

12. Quand deux courbes de I'espace (C) et ('), planes ou
gauches, ont en commun un point simple P, on dit qu’elles ont
en ce point un contact d’ordre n, si, a tout point Q, infiniment
voisin de P sur la courbe (C), on peut faire correspondre sur la
courbe (C') un point Q' tel que la distance QQ)’ soit un infiniment
petit d’ordre n + 1 par rapport a la corde PQ.

Appelons z, y, z les coordonnées de P; zy, y,, z, celles de Q;
zy+a, ¥+ B, 51+ 7 celles de Q' (fig. 8), la courbe (C’) étant

définie par deux équations

F(z,y,3) =0, G(z, y,s)=o.
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Exprimons que le point Q' est sur cette courbe; nous aurons

o= F(zy+a,...)=F (21, y1, 51) +aFr,+ BF,, +yFs +...,
0= G(z1+a,...)=G(z1, y1, 51) + ¢Gr,+ BGy, + vG5 4. . -

On a, d’aatre part, A, p., v étant les angles des axes,

QQ' = ya2+ B2+ y2+ 2aB cosv + 2Py cos A +2yxcos ,

ce qui montre que l'une au moins des longueurs o, 3, v est de
I'ordre n 1 par rapport a PQ, les autres pouvant étre d’ordre
supérieur. Par suite, les deux expressions F(z, yi, 5) et
G(zy, y1, 21) sont d’ordre n + 1.

Fig. 8.
Y

Réciproquement, s’il en est ainsi, choisissons arbitrairement
pour o une expression de l'ordre n+1; les équations (24) donne-
ront pour {3 et v des expressions du méme ordre; la distance QQ’
sera aussi de 'ordre n 4 1; les deux courbes auront wn contact
d’ordre n.

Le raisonnement précédent suppose que I’'un au moins des trois
déterminants

F""IG_VH_ F)"l G;‘l’ F.;IGLI_ Fi"l G.’Yl’ F’ G‘,ll_ F‘;I G,

3 31

ne soit pas infiniment petit. Mais, s’il en était autrement, les trois
déterminants
PUGL—T5G,, F0L—FL0Y . PLCL-RLGE

2y

qui different infiniment peu des précédents, ayant des valeurs
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fixes, seraient rigoureusement nuls. On verra, en se reportant
aux développements des Chapitres I et II, qu’on peut toujours,
le point P étant supposé point simple de la courbe (C’), donner
aux fonctions I et G des formes telles que cette circonstance ne
se produise pas. Il suffit, pour employer le langage géométrique,
de faire passer par ((I) deux surfaces F=o0 et G= o0 pour
lesquelles le point P soit un point simple et qui ne se touchent
pas en ce point. Comme il en sera toujours ainsi dans les appli-
cations qui vont suivre, nous n’insisterons pas davantage, et nous

conclurons :

Pour que deux courbes (C) et (C') aient en P un contact
d’ordre n, il faut et il suffit que les coordonnées d’un pointQ,
infiniment voisin de P sur (C), étant substituées dans les pre-
miers membres des équations de la courbe (C), donnent des
résultats de Uordre n+1 par rapport a la distance PQ.

En raisonnant comme au n° 2, on verra que, si la courbe (C) est
définie par les formules

z'=‘?l(t)1 y:?2(t)r '3:?3(07

I'infiniment petit PQ est de 'ordre de dt. Si donc on pose
$(2) = Flo1(2), 92(2), 23(0)],  %(8) = G[21(2); 92(2), 93(0)],

les développements de 4(¢—+ k) et de 7 (¢—+ k) suivant les
puissances de / devront commencer par les termes en 27*'. En
conséquence, on devra avoir

d{(t):O, ""H,(t):Ov Seiniy q;(’l)(l)zo,
v {8) = 0; YAt =0, R YR (L) =0,

Ainsi, il faut 2n + 2 conditions pour exprimer que deux
courbes de l’espace ont en un point donné un contact d’ordre n,
tandis qu’il n’en faut que n -1 pour deux courbes situées dans
le méme plan (n° 2).

Remarque. — Pour exprimer que les deux courbes (C) et (C')
ont en un point indéterminé un contact d’ordre 7, on éliminera ¢
entre les 27 -+ 2 équations ci-dessus; de sorte qu’il ne restera
plus que 27 + 1 équations de condition.
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VII. — Droite osculatrice; cercle osculateur.

13. On définit les courbes osculatrices dans ’espace exacte-
ment de la méme maniére que dans le plan (n°3). Mais il convient
de signaler une différence entre les deux cas. Si un systéme de
courbes ((!) de l'espace dépend de 2 n + 2 paramélres, il y aura

- généralement un nombre limité de courbes du systéme qui auront
en un point donné P un contact d’ordre n avec une courbe (C)
donnée. Si les courbes (C') dépendent de paramétres en nombre
impair, 27 -+ 1 par exemple, on ne pourra établir qu'un contact
d’ordre n—1 en un point donné (P) entre une courbe donnée (C)
et certaines des courbes (C'); mais le contact d’ordre n —1 n’im-
posant que 2n conditions, ces courbes osculatrices (C') seront
en nombre infini, un paramétre restant arbitraire dans leurs
équations.

Cette observation n’empéche pas d’étendre aux courbes de
I'espace la propriété importante établie au n° 4. La démonstration
étant la méme, nous nous contenterons d’énoncer le résultat :
Une courbe de Uespace (C) dépendant de 2n + 2 paramétres,
sion lassujettit & rencontrer une courbe donnée (C)en un point
Jize P et, de plus, en n autres points voisins de P, puis qu’on
Jasse tendre ces n points vers P, la courbe (C') tendra vers
Uune des courbes de son espéce, osculatrices en P ala courbe (C).

14. Les équations d’une droite contenant quatre parameétres, on
pourra établir un contact du premier ordre entre une droite et
ane courbe (C) en I'un de ses points P. D’aprés le théoréme que
nous venons d’énoncer, la droite osculatrice en P est la position
limite d’une sécante issue de P quand son second point d’inter-
section avec la courbe tend vers ce point. Ainsi, la droite oscu-
latrice n’est autre que la tangente.

Les équations d’un cercle peuvent toujours étre ainsi écrites

F= (@—a)t+ (r—y)t+ (s—a)—p=o

G=1Il(z—z) +m(y—y1) +n(zs—35) =o.

Elles contiennent six indéterminées, savoir les coordonnées du
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centre et le rayon d’une sphére, ainsi que les deux paramétres
directeurs d’'un plan passant par le centre de cette sphére. On
pourra donc établir un contact du second ordre entre un cercle
et une courbe donnée (C) en un point P. Si I'on congoit que les
coordonnées x, y, s des points de (C) soient remplacées dans F
et G par leurs expressions en ¢, les fonctions I et G seront iden-
tiques a celles que nous appelions plus haut 4(¢) et ¢ (¢). A
I’équation ¢ —o0 nous devons associer les deux équations dérivées
Y (¢)=o0, ¥'(¢)=o0. Mais on a

W) =(z—2)2'+(y — )y + (5 — 51)7,

ce qui montre que, si I'on considére les inconnues z, ¥, 5
comme des coordonnées courantes, I'équation ¢/(¢) = o définit le
plan normal a (C) au point P(z, y, z). En conséquence le sys-
ttme formé par cette équation et sa dérivée U"(¢)= o représente
la droite polaire de (C) relative au point P. Donc le centre du
cercle osculateur est sur cette droite.

Ecrivons maintenant les trois autres équations du probleme :

1()=Uzx—2)+m(y —y1)+n(s—3)=o0,
¥ (t)=1z"+ my'+ nz' =o,

L (@)=1lz"+my'+ nz"=o.
On en déduit immédiatement, en éliminant /, m et n,
A(x—a)+B(y—y1)+C(s—3) = o,

A, B, C étant les coefficients de I'équation du plan osculateur.
Ainsi le centre cherché (z,, 4, 5,) est dans le plan osculateur
de (C) au point P. Comme il est aussi sur la droite polaire de ce
point, il se confond avec le centre de courbure. On voit que le
cercle osculateur est situé dans le plan osculateur et qu’il a méme
centre que le cercle de courbure. En conséquence, le cercle oscu-
lateur d’une courbe quelconque, plane ou gauche, se confond
avec son cercle de courbure.
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CHAPITRE VII.

COURBURE DES LIGNES TRACEES SUR LES SURFACES.

I. — Théoréme de Meusnier.

1. Proposons-nous d’étudier la courbure des courbes tracées
sur une surface et passant par I'un de ses points M(z, y, z). Con-
sidérons I'une de ces courbes (C). Son centre de courbure K est
a l'intersection de sa droite polaire avec son plan osculateur.
Ecrivons les équations de la droite polaire (D) :

(1) X—a)de ~(Y—y)dy +(Z—3z)ds =o,

(2) X—2)d2z +~ (Y —y)d2y + (L — 3)d?z = ds?;

les différentielles sont prises par rapport a la variable dont dépen-
dent les coordonnées z, y, z et l'arc s de la courbe (C). Cher-
chons le point N ot la droite (D) rencontre la normale MN a la
surface. Soient a, b, ¢ les cosinus de la direction choisie comme
direction positive sur cetle normale, et R la longueur du segment
quivade M en N, comptée positivement dans la direction (a, b, c),

négativement en sens contraire. Si X, Y, Z sont les coordonnées
de N, nous aurons

(3) X'—-.Z‘:(lR, Y—_}/:bR, Z—Z:CR_

Substituons ces expressions dans les équations de la droite
polaire; la premiére deviendra

(4) adr +bdy + cds = o,

identité qui est vérifiée pour toute direction (dz, dy, dz) du
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plan tangent; la seconde donne la longueur cherchée

ds?

(5) Bzad2x+bdﬂy+cd2z'

Si l'on différentie I'identité (4), on trouve
ad*x +bd2y + cd?zs = — (da dz + db dy + dc dz),
ce qui permet d’écrire

ds?

(6) Rz_dadxfdbdy—f-dcdz'

Comme les cosinus a, b, ¢ sont des fonctions de deux des coor-
données, z et y par exemple, on aura

I da dz  da dy\ dz
R :“<am*@ a;)zl?*“"

On voit que la longueur R est la méme pour toutes les courbes de
la surface qui ont en M la méme tangente MT; elle correspond,
en particulier, a la section faite dans la surface par le plan qui
contient la normale MN el la tangente commune MT (section
normale). Donc les droites polaires de toutes les courbes tra-
cées sur une surface par un de ses points M, et tangentes
en ce point a la méme droite MT, concourent en un méme
point N, qui est le centre de courbure de la section normale
passant par la tangente MT.

Prenons pour plan de la figure le plan mené par M perpendi-
culairement a MT; et soit MK ( fig. 9) la trace du plan oscula-
teur a la courbe (C). La droite polaire (D) est perpendiculaire
a MK et passe en N; donc le centre de courbure K est la projeé-
tion de N sur le plan osculateur. D’ou cet autre énoncé :

Tuatorime. — Une courbe quelconque (C) étant tracée par
un point M d’une surface, son centre de courbure relatif au
point M est le point de son plan osculateur en M ou se pro-
jette le centre de courbure de la section normale qui a méme
tangente en M que la courbe (C).

En particulier, le centre de courbure d’une courbe quel-
conque, tracée par un point M d’une surface, coincide avec
celui de la section faite dans la surface par son plan oscula-
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teur en M, ce qui restreint I’étude aux sections planes. On voit
aussi que le centre de courbure d’une section oblique d’une
surface est la projection de celui de la section normale qui a
méme tangente : c’est 1a le théoréme de Meusnier.

Fig. g.
M

D)

Il revient & dire que les centres de courbure K des sections
faites dans une surface par un plan qui tourne autour d’une
tangente fixe MT sont situés sur un cercle dont le plan est
perpendiculaire & la tangente MT en son point de contact M,
et qui a pour diamétre le rayon de courbure MN de la section
normale déterminée par MT.

Remarque. — Le procédé que nous avons employé pour déter-
miner le centre de courbure K tombe visiblement en défaut quand
la courbe (C) admet pour plan osculateur en M le plan tangent &
la surface; car alors la droite polaire (D) et la normale MN sont
paralléles. Nous retrouverons plus loin ces courbes sous le nom
de lignes asymptotiques.

II. — Courbure des sections normales; indicatrice.
2. D’aprés le théoréme précédent, il suffit d’étudier le rayon

de courbure des diverses sections normales d’une surface autour
d’un de ses points. A cet effet, on rapporte la surface a sa nor-
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male MN prise pour axe des z, et a deux droites rectangulaires
Mz, My de son plan tangent. Si 'on fait coincider la direction
positive de la normale avec celle de I’axe Mz, les cosinus a, b, ¢
ont respectivement pour valeurs o, o, 1; et le 5 du centre de
courbure d’une section normale se déduit des formules (3) et (5),
qui donnent ici
e .
Or, le plan tangent étant pris pour plan des zy, les dérivées pre-
miéres de z sont nulles a l'origine, et I'expression générale de
d?z se réduit a
rodz? + 25y dz dy + tydy?.

Le rayon de courbure R de la section normale qui contient la di-
rection (dz, dy) est donc déterminé en grandeur et signe par la

formule
T dz\? dz dy dy\?
==ro(—=) +25%05 == +to| ==
R °<ds> 0ds ds A ds) 1
qu’on peut encore écrire
1 . -
() R = 70 COS*0 -+ 250 COSw sinw + £y sin*w,

en représentant par w I'angle que fait avec I'axe Mz la trace du
plan normal considéré sur le plan z = o.

Le centre de courbure est situé, par rapport au plan tangent,
du cOté des z positifs, ou du cO6té opposé, suivant que les valeurs
attribuées a o rendent R positif ou négatif. Il y a donc lieu de
distinguer trois cas.

1° Soit s; — rote<< 0. Quel que soit 'angle v, le trindéme (7)a
un signe constant. Toutes les sections normales ont leurs centres
de courbure situés d’'un méme c6té du plan tangent. Par suite,
aux environs de l'origine, tous les points de la surface sont d’un
méme cOté de ce plan. On dit alors que la surface est convexe
autour de I'origine. SiI’on a choisi pour direction positive de Oz
la demi-droite située du méme coté du plan tangent que la sur-
face, R est toujours positif. On peut poser R =p2?et I'on a

(8) p2(7rp OS2w + 259 COSW SiNW + ¢sinw) = 1;
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on voit que p est le rayon vecteur de 'ellipse
(9) roZ% 4250y + Loy2=1,

appelée indicatrice de la surface au point M. Ainsi le rayon de
courbure R d’une section normale est égal au carré du rayon
vecteur de Uindicatrice, qui est dirigé suivant la trace de cette
section normale.

Il présente donc deux valeurs maxima et deux valeurs minima
qui correspondent aux directions principales de 'indicatrice.

2° Soit s; — ryty > o. Le signe du trinéme (7) dépend des va-
leurs de w. Les sections normales ont donc leurs centres de cour-
bure situés de part et d’autre du plan tangent. Par conséquent la
surface présente, aux environs de l'origine, des régions situées
les unes d’un c6té du plan tangent, les autres de 'autre. On dit
qu’elle est @ courbures opposées autour de I'origine. Si I'on
pose encore R = p?, I'équation (7) donne, comme plus haut, les
équations (8) et (9); mais ces équations représentent ici une
hyperbole ayant pour asymptotes les droites

rox%—+ 280y + Ley:=o.

Dans I'angle des asymptotes ou est I'hyperbole indicatrice (9),
tous les diamétres sont transverses; donc p? et R sont positifs :
la surface est située, par rapport au plan tangent, du c6té des z
positifs. Dans ’autre angle des asymptotes, les diamétres sont des
diamétres non transverses; p® et R sont négatifs : la surface est
située du coté des z négatifs.

Pour les sections normales qui contiennent les asymptotes de
I'indicatrice, R est infini. Ces deux sections présentent en M une
inflexion; elles traversent, en ce point, le plan tangent. La valeur
algébrique de R admet encore deux maxima et deux minima, qui
correspondent aux axes de I'indicatrice.

3° Soit enfin s;— 7y ¢, =o0. Le trindme (7) est un carré parfait:
par suite, R conserve toujours le méme signe. Aux environs de
P'origine, tous les points de la surface sont d’'un méme coté du
plan tangent, qu'on peut prendre pour coté des z positifs. Si
I'on pose R = g2, on retrouve les équations (8) et (g). Ces équa-
tions représentent ici une conique du genre parabole; mais cette
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conique, ayant un centre, se décompose en deux droites parall¢les
(10) (roxr +soy)2=ro.

On donne encore au systéme de ces deux droites le nom d’in-
dicatrice et 'on dit que le point M est un point parabolique.
Le rayon de courbure R des sections normales passant en M
varie entre I'infini, qui correspond a la direction ry z + s,y =0, et
un minimam qui correspond a la direction perpendiculaire.

En résumé, nous reconnaissons que, dans tous les cas, le rayon
de courbure d’une section normale est égal au carré de celui
des rayons vecteurs de l'indicatrice qui est dirigé suivant la
trace de cette section normale.

3. Si, dans le plan des zy, on prend pour axes de coordonnées
les axes de I'indicatrice, I'équation de cette conique ne contient
plus de terme en zy et le rayon de la section normale d’azimut o
est donné par la formule

1 y
(7) = = IoCos2w —+ ¢, sin2w.

R

Appelons R, et R, les rayons de courbure des sections © = o et

™ . . . .

@ = ~, qui passent par les axes de 'indicatrice ; nous trouvons
1 s T A
Rl S0y Rz ==l

I’équation (7) prend donc la forme

(11) I . costw sin2w
R TR TR,
C’est la formule d’Euler. On en déduit que les rayons de cour-
bure R et R’ de deux sections normales rectangulaires satis-

Jont a la relation

| 1 T
Aot e o

=const.
R~ R ’

1
R
qui exprime la propriété bien connue des longueurs de deux dia-
métres rectangulaires d’une conique. Tout ce qui précéde subsiste
pour les points paraboliques. Seulement I'un des rayons de cour-
bure principaux est infini. Il suffira, dans les formules, de sup-
primer les termes ol R, figure en dénominateur.
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4. Nous allons voir que l'indicatrice représente non seulement
la courbure des sections normales d’une surface en un point, mais
aussi la forme méme de la surface aux environs de ce point. Trans-
portons, en effet, Iorigine des coordonnées au point considéré,
et prenons pour axe des 5 la normale, pour plan des zy le plan
tangent. Le point M étant supposé un point simple, si 'on consi-
dére z comme une fonction de = et ¥, ses dérivées de tous les
ordres auront a I'origine des valeurs bien déterminées; celles du
premier ordre seront nulles; soient 7y, s,, ¢, celles du second. La
formule de Maclaurin donnera

3= (rox®+ 250y + toy?) + %,

¥ désignant des termes d’ordre au moins égal & trois par rapport
a z eta y. Sil'onnéglige ces termes, on substitue a la surface une
quadrique qui en différe fort peu dans le voisinage de l'origine.
Cette quadrique est un paraboloide elliptique, un paraboloide
hyperbolique ou un cylindre parabolique, suivant que 1'expres-
sion s; — rot, est négative, positive ou nulle.

Coupons la quadrique par des plans paralléles au plan tangent.
La section par ce plan lui-méme se compose de deux droites

rox?—+ 2502y + tyy2=o,

qui seront imaginaires, réelles ou confondues suivant les trois cas
précités. La section faite par un plan z = % £ o sera une conique
homothétique de 'une des deux coniques

rox?+ 2sozy + tyy2==t1;

le signe plus correspond aux sections z = h >> o0, le signe moins
aux sections 5=/ < o. L’une de ces deux coniques est I'indi-
catrice; I'autre est imaginaire quand s; — 7y ¢, est négatif ou nul,
et coincide avec l'hyperbole conjuguée de l'indicatrice quand
sg — roty est positif. Ainsi I'indicatrice suffit dans tous les cas a
faire connaitre la forme des sections de la surface par des plans
voisins d’un plan tangent et paralléles a ce plan.

5. Remarque. — La théorie de la courbure des lignes tracées
sur une surface suppose que le point considéré est un point
simple, de sorte qu’en ce point toutes les dérivées de z, en parti-
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culier celles du premier et du second ordre, ont des valeurs parfai-
tement déterminées. 1 peut n’en étre pas ainsi en certains points
d’une surface. Considérons, par exemple, I'équation

\

ol ¢ désigne une fonction du rapportu =y : x. On en déduit

0 (1+u?) o' 0 B 2) o'
£=x<§>(lt)—£~_’;_)m), Q—;-:’Z‘y(?(u)—'—w.

Ces dérivées sont nulles au point x =y =o, si la fonction ¢(u)
et sa dérivée ¢'(u) ne deviennent infinies pour aucune valeur
réelle de u. Mais, en calculant les dérivées secondes de z, on voit
aisément qu’elles se présentent a 'origine sous une forme indéter-
minée, parce que leurs valeurs dépendent du rapport u, qui reste
arbitraire. L’origine n’est donc pas un point simple et la théorie
générale ne s’applique plus. Néanmoins, 'axe des z est normal a
I'origine a toutes les sections faites dans la surface par les plans
qui le contiennent. En effet, la section y = uz est une parabole,
représentée dans son plan par I'équation p2¢(u) =23z, et donl
I’axe coincide avec I'axe des z. Cela posé, il est facile de trouver
le rayon de courbure R de chaque section normale y =uz, étant
donnée la valeur de w; car cette parabole a pour paramétre I'in-
verse de g (u). C'est aussi le rayon de courbure en son sommet,
en vertu d’une propriété de la parabole (Ch. IV, n° 9); on a donc

I

R=—;
(u)

d’ou il résulte que, quand le plan sécant tourne autour de la nor-
male, le rayon R peut, suivant la forme de la fonction ¢, devenir
plusieurs fois infini et passer par des maxima et minima en nombre
quelconque. Cest ce qui arrivera, par exemple, pour la surface
représentée par I'équation

25 = (22+ y?)sinmuw, (w:arc tangl),
xz

la courbure de la section normale d’azimut o étant égale a sinmo.
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III. — Sections principales et rayons de courbure principaux.

6. On appelle directions principales d’une surface en un
point les directions des axes de I'indicatrice; sections principales
les sections normales qui passent par ces axes; rayons de cour-
bure principauz les rayons de courbure des sections principales.

Avant de déterminer les directions principales et les rayons de
courbure principaux en un point d’une surface, donnée par son
équation, nous chercherons le rayon de courbure d’une section
normale quelconque. A cet effet, partons de la formule

1 _adlz+bdy +cds

R ds?

ou z, y, s sont les coordonnées du point M que 'on considére;
a, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale a la surface en ce
) )
point; ¢ et R I'arc et le rayon de courbure d’une section normale;;
d?z, d?y, d*z les différentielles des coordonnées de cette section.
Choisissons comme direction positive de la normale celle qui fait
P f
un angle aigu avec la direction positive de I'axe des z; nous aurons

a b () 1
—_— - = )

ity O U Vi+pryq?

le radical étant pris en valeur absolue. Par suite

A2z —pd>x — g2 dy

ad2z+bd2y +cd?z = L
u Vi+p2a g2

Mais comme on a, pour toute courbe tracée sur la surface,
dzs—pdr—qdy =o,
il vient, aprés différentiation,
dz—pdzx—qdy =rdax*+asdedy + t dy?.
Finalement nous trouvons, pour la courbure cherchée,

(12) § o TR HEL R
R Vi+pi+ g2

en désignant par o et (3 les cosinus directeurs dz:ds et dy.ds de
la tangente a la section.
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Remarque. — En vertu de la relation Z — z= cR, 'une des
formules (3) de ce Chapitre, I'expression

R 1

Vi+pi+ g? T oraz+-osaf +¢f?

sera la valeur algébrique de la différence Z — s entre le z du
centre de courbure N de la section normale et celui du point M.

7. D’aprés la formule (12), les directions principales sont celles
dont les cosinus a, 3,y rendent maximum ou minimum le trinéme

i3

ro2— asaf + ¢3? et, par suite, satisfont a I’équation

(13) (ra—+sB)da+ (sa+tB)dB =o,

qui résulte de la différentiation de ce trindme. Or on a toujours
a? + B2+ y2=1,

et, de plus, pour les droites tangentes a la surface,

dz dz d
(14) '{=%=Pd—c+qd—i:pu+q@-

Nous pouvons donc écrire

(15) a?+ P2+ (pa+gf)=1,

d’ou résulte par différentiation

(16) [(t+p*)a+pgBlde+[pga—+ (1+¢*)B]dB =o.

L’¢limination de du et de d entre les équations (13) et (16)
fournit la condition cherchée

(1+p2)a+ pg B S pqa—:-(H—q?)B,

(17) ra—+sf sa—+tf

qu’on peut aussi écrire

TR R L i o
’ + (1 g*)r — (14 p)t]af + [(1+ ¢*)s — pgt]* = o.

Les équations (15) et (17) font connaitre « et 3; on a ensuite
par la formule (14). Ainsi se trouvent déterminées les directions

principales en un point M.
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8. Cherchons maintenant les longueurs des rayons de cour-

bure principaux. Les rapports (17) sont visiblement égaux a

a[(1+p2)a+pgBl+Blpga+ (1+¢2)B] _ a2+ B2+ (pa+gh)?
a(ra—+sf)+ B(sx+18) T ra24-asaf + ¢B2

ce qui, en vertu des équations (12) et (14), n’est autre chose que

R: 1+ p2—+ g2 Sidonc on désigne désormais par R l'un des
v ) B

rayons de courbure principaux, on aura le systéme

¢1+p3+q2[1(l +q%) +pqB] — R(ra+sf)=o,

(18) sl
Vi+pr+q[B(1+q?) + pga] — R(sa +tB) = o;

d’ott I'on déduit en éliminant R I'équation (17), et en éliminant «
et § I'équation cherchée

) (+p)Wi+p+q —Rr pgV1+p*+¢* —Rs |
n ) PIVIF PTG —Rs (g iTpr g —Re|
Telle est ’équation auzx rayons de courbure principauzx. On
voit immédiatement qu’elle a toujours ses racines réelles; car
pour R=o0 son premier membre acquiert lavaleur essentiellement
positive (1 p*—+¢*)?, tandis qu’il se réduit a un carré précédé du
signe moins quand le rapport R:y/1+ p* - ¢* recoit I'une des
deux valeurs (1 4 p?):ret (14 ¢*):t.

L’équation (19), ordonnée, devient

R2(rt —s2) — Ry/1+ p?+ @2 [(1+ q%) r — 2pgs + (1 + p2)t]
+ (14 p24 g2 )2=o.

La somme et le produit des inverses de ses racines ont regu
respectivement les noms de courbure moyenne et de courbure
totale de la surface. Les développables ont leur courbure totale
partout nulle (Ch. III, n° 19). On appelle surfaces minima les
surfaces dont la courbure moyenne est nulle en chaque point, ou
dont l'indicatrice est partout une hyperbole équilatére.

9. Nous allons déterminer directement les sections et les cour-
bures principales des surfaces de révolution. Soient M un point
et MN la normale & la surface, qui est contenue dans le méridien
de M. Tout méridien étant un plan de symétrie de la surface,

R. 10
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deux plans menés par MN et également inclinés sur le méridien
déterminent deux sections normales qui ont méme rayon de cour-
bure en M; ces rayons de courbure étant mesurés par les carrés
des rayons vecteurs de l'indicatrice situés dans les deux plans
sécants, on voit que ces rayons vecteurs sont égaux. Or, ils sont
également inclinés sur la tangente MT au méridien. Donc MT est
I’'un des axes de 'indicatrice et la méridienne est 'une des sec-
tions principales. Par suite 'autre section principale est la section
normale perpendiculaire au méridien. Pour trouver son centre de
courbure, remarquons que cette section est tangente au parallele
du point M; d’aprés le théoréme de Meusnier, le centre du pa-
ralléle est la projection du centre de courbure cherché; celui-ci
est donc sur ’axe de révolution. D’ou cette conclusion :

Tutorkme. — £n un point d’une surface de révolution I’ une
des sections principales est la méridienne; l'autre est la sec-
tion normale perpendiculaire au méridien et a pour centre de
courbure le point de I’aze de révolution situé sur la normale
a la surface au point considéré.

Ainsi les rayons de courbure principaux d’une surface de révo-
lution en un point M sont : I'un le rayon de courbure de la méri-
dienne en ce point, 'autre la normale a la méridienne, limitée a
I'axe de révolution. Par suite, la recherche des surfaces de révolu-
tion dont les rayons de courbure principaux sont liés par une re-
lation donnée f(R,, R;)= o revient a celle des courbes planes
dont le rayon de courbure R et la normale N sont liés par la rela-
tion f(R,N) = 0. En particulier, si R; = R, le centre de cour-
bure coincide avec 'extrémité de la normale : la méridienne est
une circonférence. Si R, = — R,, I'extrémité de la normale et le
centre de courbure sont symétriques par rapport a chaque point
de la courbe cherchée : la méridienne est une chainette ayant pour
base I'axe de révolution (Ch. IV, n° 10, 2°). Donc la seule sur-
Jace de révolution dont les rayons de courbure principaux
soient égaux et de signes contraires est engendrée par une
chainette tournant autour de sa base. Cette surface a recu
le nom d’alysséide. On voit que Ualysséide est la seule surface
minima qui soit de révolution.
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IV. — Ombilics ; surfaces dont tous les points sont des ombilics.

10. On appelle ombilics les points d’une surface ot I'indicatrice
est un cercle. En un pareil point toutes les sections normales ont
méme rayon de courbure et, les axes de symétrie de I'indicatrice
étant indéterminés, toutes les directions paralléles au plan tan-
gent sont des directions principales. Les ombilics sont donc carac-
térisés par ce fait que I'équation (17) se réduit a une identité; d’ott
les deux conditions

o s 12
(20) ST RS
1+ p: pg L+ g2

Les deux équations (20), rapprochées de celle de la surface,
déterminent en général un nombre /imité de points. Néanmoins
certaines surfaces présentent des lignes d’ombilics, ou méme
admettent tous leurs points pour ombilics.

Tutorime. — Les seules surfaces réelles dont tous les points
sotent des ombilics sont des spheres.

Les équations (20) peuvent, en effet, s’écrire ainsi

pr qt s

S
1=p2 ¢ 1+g¢ p

Les deux membres de chacune de ces équations étant des dérivées
logarithmiques, en les intégrant on aura

1+ p? = ¢?Y, 1+ g2= p2X.

Les fonctions X et Y introduites par l'intégration ne dépendent
I'une que de z, 'autre que de y. On a ainsi p* et ¢*:

Y+1 X+

et 5 Tl

Ces expressions ne sont indéterminées que si X=Y = — 1, au-
quel cas p et ¢ ne sont liées que par la seule relation

(21) 1+ pt4q2=o,

qui n’admet pas de solution réelle. Les surfaces correspondantes,
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nécessairement imaginaires, sont des développables, puisque ¢ est
fonction de p (Ch. III, n° 19). Elles sont circonscrites au cercle
de I'infini. On reconnait sans peine qu’elles répondent a la ques-
tion, 'équation (21) entrainant les équations (20). Cetle solution
écartée, nous avons
_ YY1 _ X1
S = S e

Identifiant les deux expressions de s tirées de ces formules, nous
trouvons

X'(X + 1)—% =Y (Y + 1)_% = const. = — é,
car les deux membres, ne dépendant, I'un que de z, l'autre que
de y, ne peuvent étre égaux que s’ils se réduisent a une constante.
Séparons les deux équations et intégrons-les. En désignant par «

et b deux constanles arbitraires, nous aurons successivement

s _ —i =
(X 1)t = 225, (Y+r)2=yﬁb,
R2 R2
X+1=(———w_a)2, Y+I=(-————y_b)2,
R2
XY—I:W[Rﬂ—(x—a)ﬂ—(y—b)z].

Les valeurs de p et de ¢ deviennent par suite

r—a & y—>b
= ’ = 5
VRi—(e—ap—(y — b} VR—(z—ar—(y— by

P

elles donnent visiblement

dz=pdr+qdy=—dy/R*—(x—a) —(y —b).

L’intégration introduit une nouvelle constante arbitraire ¢,

s—c=—yR:—(z—a)2—(y—0b).

On ne trouve ainsi que des sphéres, et il est évident que toute
sphére répond a la question.
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CHAPITRE VIIL

DIRECTIONS CONJUGUEES. — LIGNES ASYMPTOTIQUES.
LIGNES DE COURBURE.

I. — Tangentes conjuguées et réseaux conjugusés.

1. Définitions. — Deux droites, tangentes a une surface en un
méme point, sont dites tangentes conjugudées, si elles coincident
avec deux diamétres conjugués de I'indicatrice en ce point. Leurs
directions sont dites conjuguées.

Il suit de la que, parmi toutes les tangentes conjuguées en un
point d’une surface, les seules qui soient rectangulaires sont
les tangentes aux sections principales.

Si deux familles de courbes tracées sur une surface sont telles
que, par chaque point de la surface, passe une courbe de chaque
famille, et que Jes tangentes a ces deux courbes soient des tan-
gentes conjuguées, on dit que ces familles forment un réseau
conjugué. Ainsi, sur toute surface de révolution, les paralléles
et les méridiens forment un réseau conjugué.

Tatorime. — Si l'on méne les plans tangents a une surface
le long d’une courbe (C), la tangente en tout point M de cette
courbe (C) et la caractéristique du plan tangent en ce méme
point sont deux tangentes conjuguées.

Pour démontrer cette propriété fondamentale, due a Dupin,
considérons le plan tangent & une surface, mené le long d’une
courbe (C). La caractéristique de ce plan est représentée par
I’équation

L—s—pX—2z)—q(Y—y)=o,
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jointe a celle qu’on obtient en la différentiant
—ds+pdrv+qdy —(X—a2)dp— (Y —y)dg =o,
et qui se réduit visiblement a
(X—2)(rdze+sdy)+ (Y —y)(sdx +tdy)=o.

Dans cette derniére équation, dz et dy sont proportionnelles a
deux des coefficients directeurs de la tangente & la courbe (C).

Supposons maintenant que la surface passe a l'origine des
coordonnées, ainsi que la courbe (C), et qu’on ait pris pour plan
des zy le plan tangent & la surface en M. Pour ce point M,
z, ¥, 5 élant nuls, les équations de la caractéristique du plan
tangent deviennent

Zi="0} X(rdex+sdy)+Y(sdz + tdy)=o.

Le coefficient angulaire m/ de cette caractéristique a donc pour

valeur
: rdz +sdy

T sdz+tdy

Celui de la tangente a 'origine a la courbe (C) étant m =dy:dz,
on voit qu’on a
: r -+ ms
e e e ]
s+ mt

cecin’est autre chose que la relation connue
tmm'+s(m+m')+r=o,
qui lie les coefficients angulaires m et m' de deux diamétres con-
jugués de 'indicatrice
re?+2sxy +ty?==t1.
Le théoréme est donc démontré. Sil’on observe que les plans tan-

gents menés le long de (C) enveloppent une surface développable,
qui est circonscrite a la proposée, on a ce second énoncé :

Une développable étant circonscrite & une surface, la tan-
gente en un point quelconque de la courbe de contact et la gé-
nératrice de la développable qui passe en ce point sont deux
tangentes conjuguces.
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2. De la résulte une propriété caractéristique des réseaux con-
jugués, que voici :

Tatorime. — Pour que deux familles de courbes, tracées
sur une surface, forment un réseau conjugué, il faut et il
suffit que les tangentes, menées & toutes les courbes d’une fa-
mille en leurs points d’intersection avec une courbe quel-
conque de Uautre famille, engendrent une développable.

En effet, les plans tangents, menés a la surface le long de cette
derniére courbe (C), enveloppent une développable dont la gé-
nératrice en chaque point est, d’aprés ce qui préceéde, conjuguée
de la tangente a (C) en ce point : elle coincide donc avec la tan-
gente a la courbe (C) de l'autre famille qui passe en ce point.
Donc le lieu de ces tangentes est une développable. Réciproque-
ment, supposons que la tangente, menée aux courbes (C') d’une
famille en leurs points d'intersection avec 'une quelconque (C)
des courbes de l'autre famille, engendre une développable; elle
est la caractéristique du plan tangent a cette développable, né-
cessairement circonscrite a la surface le long de (C) et, par suite,
elle est aussi la caractéristique du plan tangent a la surface,
mené le long de (C). En vertu du théoréeme fondamental, elle
est conjuguée de la tangente & une courbe (C'), ce qui prouve
que le réseau considéré est conjugué.

3. Une application immédiate du théoréme précédent permet
de déterminer géométriquement, sur une surface quelconque,
une infinité de réseaux conjugués. Considérons, en effet, une
droite quelconque (D), et coupons la surface par tous les plans
qui contiennent cette droite; a ces sections planes, associons les
courbes de contact des cOnes circonscrits a la surface et ayant
leurs sommets sur la droite (D). Les tangentes, menées aux di-
verses sections planes en leurs points d’intersection avec la courbe
de contact d’un des cones circonscrits, forment une développable,
qui est ce cOne lui-méme. Donc les sections faites dans une
surface quelconque par les plans qui contiennent une droite
fixe et les courbes de contact des cénes circonscrits qui ont
leurs sommets sur cette droite forment un réseau conjugué.
Cette remarque, qui généralise la propriété des méridiens et des
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paralleles de former sur toute surface de révolution un réseau
conjugué, est due a M. Keenigs.

On peut la tirer directement du théoréme de Dupin. En effet,
tout point M de la surface (fig.10) détermine avec la droite (D)
un plan qui coupe la surface suivant une courbe (P); la tangente
en M a cette courbe rencontre (D) en un point O; ce point O est
le sommet d’un cone circonscrit dont la courbe de contact (C)
passe en M. On voit ainsi que, par tout point M de la surface,

Fig. vo.
0

(D) ()
(P)

T

passe une courbe de chacune des familles considérées. De plus,
le plan tangent, mené a la surface le long de (C), coincidant avec
le plan tangent au cOne, a pour caractéristique la génératrice MO,
qui est tangente a la section (P). Or, la droite conjuguée de cette
caractéristique est la tangente MT a la courbe (C). Il suit de la
que le réseau formé par les courbes (P) etles courbes (C) est
un réseau conjugué.

II. — Lignes asymptotiques; généralités.

4. On appelle ligne asymptotique d’une surface une courbe
tracée sur cette surface et tangente, en chacun de ses points, a
I'une des asymptotes de I'indicatrice. Il ne peut exister de lignes
asymptotiques que dans les régions ou la surface est a courbures
opposées.

D’aprés cette définition, la section normale, faite dans une
surface par un plan qui contient la tangente & une asympto-
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tique en un point, présente en ce point un rayon de courbure
infini. Réciproquement, si une section normale présente, en un
point, un rayon de courbure infini, elle est tangente a l'une des
asymptotes de I'indicatrice en ce point. Or, la formule (12) du
Chapitre précédent, qui fait connaitre le rayon de courbure R
d’une section normale, peut s’écrire

Vi+pi—+q2 rdx’-’—!—2sdxd_y+tdy2.

R ds?

Si donc il existe des lignes asymptotiques, on aura en chacun de
leurs points R = o et, par suite,

(1) rdz2+asdrdy +~tdy?=o
ou, ce qui revient au méme,
(1) dpdx + dq dy = o.

Telle sera, sous deux formes équivalentes, I’équation différen-
L] q ? q

tielle des lignes asymptotiques. De la premiére on tire, dans I’hy-

pothése 72 — 52 < o, qui correspond aux courbures opposées,

dy dy ;
2z = @y), o= =@ );

les fonctions @, et g, sont continues aux environs de tout point
simple. Donc, par tout point simple d’une région ot la surface
est a courbures opposées passent deux lignes asymptotiques.

5. Voici une propriété caractéristique des lignes asymptotiques,
qui permet d’étendre au cas des coordonnées obliques ’équation
différentielle de ces courbes, obtenue en supposant les axes rec-
tangulaires : E'n tout point d’une ligne asymptotique, le plan
osculateur a la courbe est tangent a la surface. Réciproque-
ment, toute courbe dont le plan osculateur reste tangent & une
surface est ligne asymptotique de cette surface. Considérons,
en effet, le plan tangent aux divers points (z, y, 5) d’une courbe.
Son équation étant

L—z=p(X—a)+q(Y—y),
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pour exprimer qu'il est osculateur (Ch. VI, n°6) ala courbe lien
da point (z, y, z), on a les deux conditions

ds = pdz + q dy, d?z =pdiz + q d?y.

La premiére est vérifiée d’elle-méme, puisque la courbe est tracée
sur la surface; mais, en la différentiant et tenant compte de la
seconde, on retrouve I'équation différentielle des asymptotiques

(1") dp dx —+ dgq dy = o,

ce qui démontre a la fois la proposition et la réciproque. Il n’y a
qu’une exception possible, celle des courbes dont le plan oscula-
teur est indéterminé; mais ces courbes sont des droites, et il est
évident que toute droite, dont les points sont des points simples
d’une surface, est une ligne asymptotique de cette surface,
parce que, la section normale qui contient cette droite ayant par-
tout son rayon de courbure infini, la droite se confond avec I'une
des asymptotes de I'indicatrice en chacun de ses points.

6. A raison de la propriété que nous venons de reconnaitre
comme caractérisant les lignes asymptotiques, on dit que la dé-
Jinition des asymptotiques est projective. On entend par la que,
st Uon effectue sur une surface une transformation homogra-
phique quelconque, les courbes transformées de ses asymptoti-
ques sont les asymptotiques de sa transformée. 1l est clair en
effet que, dans cette transformation, un plan osculateur, qui est
la limite d’un plan passant par trois points infiniment voisins sur
une courbe, se transforme dans le plan osculateur de la courbe
correspondante, et qu'un plan tangent devient le plan tangent de
la surface transformée. Comme cas particulier de cette proposi-
tion capitale, considérons deux surfaces qui aient la méme équa-
tion, I'une étant rapportée a des axes rectangulaires, autre a des
axes obliques. Comme chacune d’elles est une transformée homo-
graphique de 'autre, leurs lignes asymptotiques ont méme équa-
tion différentielle puisqu’elles se correspondent et I’équation

(1) dpdzr +dqdy =o

est valable en coordonnées obliques comme en coordonnées
rectangulaires.
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III. — Lignes asymptotiques de certaines surfaces.

7. Avant de I'appliquer a des exemples, nous chercherons di-
rectement les asymptotiques de quelques surfaces. Toute surface
réglée a une famille d’asymptotiques composée de ses généra-
trices; cela résulte de ce que toute droite tracée sur une sur-
face est une asymptotique (nous étudierons au Chapitre X I'autre
famille d’asymptotiques des surfaces réglées). Les surfaces du
second degré ont leurs deux familles d’asymptotiques compo-
sées de leurs deux systémes de génératrices rectilignes. Sur les
surfaces développables, les deux directions asymptotiques sont
partout confondues : il en résulte que les surfaces développables
ne présentent qu’une seule famille de lignes asymptotiques,
Jormée de leurs génératrices. Dans le plan, les asymptotiques
sont absolument indéterminées, les plans osculateurs de loute
courbe plane étant confondus avec le plan méme de la courbe.
On démontre les réciproques des deux derniers énoncés en expri-
mant que I'équation

(1) rdr2+a2sdrdy +tdy*=o

a ses racines égales ou indéterminées.

Considérons maintenant 1'2élicoide minimum, surface engen-
drée par les normales principales d’une hélice circulaire (H). Ces
droites, qui forment une premiére famille d’asymptotiques, sont
toutes perpendiculaires aux génératrices du cylindre qui porte
I'hélice (H). Je dis que tout cylindre de révolution ayant méme
axe que 'hélice coupe la surface suivant une courbe qui est
une de ses lignes asymptotiques. En effet, cette courbe est une
hélice, la distance de chacun de ses points 4 une section droite du
cylindre qui la porte étant proportionnelle a I'arc de cette section
droite; elle admet donc pour normales principales les normales
principales de 'hélice (H). Par suite, en chacun de ses points
son plan osculateur est déterminé par sa tangente et par la géné-
ratrice rectiligne de la surface, de sorte qu’il se confond avec le
plan tangent; ce qui prouve que la seconde famille d’asympto-
tiques de U'hélicoide minimum est formée de toutes les hé-
lices découpées sur la surface par les cylindres de révolution
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paralléles a son axe. Ajoutons que cet hélicoide est une surface
minima (Ch. VII, n° 8); car, ses asymptotiques étant partout or-
thogonales, I'indicatrice est une hyperbole équilatére.

8. L’hélicoide minimum est une surface réglée a plan directeur.
Nous allons déterminer par le calcul les lignes asymptotiques de
toutes les surfaces de cette nature. Si 'on prend pour plan des yz
le plan directeur, I’équation

z=yo(z)+ Y(z)
représentera toutes les surfaces en question. On en déduit aisé-
ment les dérivées secondes de z, et I'équation générale (1) devient
(yo'+ V") dz2+ 20 dz dy = o,

les accents désignant des dérivées prises par rapport a z. Cette
équation admet d’abord la solution dz = o, qui correspond aux
génératrices rectilignes. L’autre famille d’asymptotiques est re-
présentée en projection sur le plan des xy par une équation
linéaire, qu’on intégre immédiatement en divisant tous ses termes

par \/L‘Q/. On a ainsi successivement

e Wk
e dy +y L2 A A

T e
b _I ¢/’
d @ 2 dr = y
> (}'\/A)+‘/?, 0

2}4/5’—}—/ ;/q):_,dx = ‘const.

Le probléeme dépend donc, quelle que soit la surface, d’une
seule quadrature. Dans le cas particulier des conoides, on peut
prendre pour axe des x la directrice rectiligne. Alors la fonction ¢
se réduit a zéro, et I'on obtient les asymptotiques, sans aucune
quadrature, par I'équation

Y2 9'(z) = const.
Si l'on particularise encore de maniére & obtenir '’hélicoide mi-

. . x
nimum, ce qui se fera en prenant ¢(z) = tang ;> on retrouvera

le résultat obtenu au paragraphe précédent.
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IV. — Lignes de courbure ; généralités.

9. Une ligne tracée sur une surface est dite ligne de courbure
si les normales menées a la surface en tous les points de cette
ligne forment une surface développable.

D’aprés cette définition, toute courbe tracée sur un plan est
ligne de courbure du plan, les normales formant un cylindre;
toute courbe tracée sur une sphére est ligne de courbure de la
sphére, les normales concourant toutes au centre de la sphére.

Considérons maintenant un point simple M (z, y, z) d’une sur-
face rapportée a des axes rectangulaires. La normale en ce point a
pour équations

(2) X=—plL+ax—+ps, Y=—qZ+y—+qas.

La condition nécessaire et suffisante pour que cette droite en-

gendre une développable (Ch. I1I, n°12) est

d(z+pz) d(y—+q3)
dp - dq <

ou plus simplement

de+pds dy+qds

Lo dp G dg

Les courbes cherchées appartenant a la surface, on a
ds = p dx + q dy, dp=rdz+sdy, dq =sdx +tdy.
Il vient donc

(1+p*)dz +pgdy  pgdr~+ (1+q%)dy
rdz +sdy W sdr —+tdy

Telle est I'équation différentielle, du premier ordre et du se-
cond degré, dont dépend le probleme. Sil'ony remplace dz et dy
par « et {3, on retrouve I’équation

(1+p2)a+pgB _ pga—+ (1+g2)B
ra—+s@ ¥ sa—+tf ;-

qui détermine les cosinus des directions principales au point M.
Donc, I'équation (4) a toujours ses racines réelles et distinctes et
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parfaitement déterminées en tout point qui n’est pas un ombilic;

on en tire

d
%zfi(x.y), 3};, = fa(z, ¥).

Les fonctions f; et f, sont continues dans le voisinage du
point (z, y); de la résulte I'existence de deux fonctions y satisfai-
sant a ces équations différentielles et, par suite, de deux courbes
qui sont les projections sur le plan 2Oy des lignes de courbure
cherchées. Donc, par tout point simple, autre qu’un ombilic,
passent deux lignes de courbure; elles sont tangentes aux
deux directions principales de la surface. Cette derniére pro-
priété résulte de la substitution déja faite de o et 3 a dx et dy
dans I'équation (4). A raison de cette propriété, les lignes de cour-
bure forment le seul réseau conjugué et orthogonal (n° 1) qui
existe sur une surface autre qu'un plan ou une sphére. Cette re-
marque importante nous servira plus tard.

10. Le point I ou la normale (») touche son enveloppe a, comme
on I'a va (Ch. III, n° 12), pour coordonnée Z la valeur commune
des rapports
> d(z +p3z) (4 d(y + q3)

a dp dg

On déduit de la
de+pds dy+qds
e S G

N

sl
<

ou encore
_(+pa+pgB  pga+ (14 g2)B

Z—3
ra—+s@ sa+tf8

La valeur de ces rapports ayant é1é trouvée (Ch. VII, n° 8) égale
a l'inverse de ra*+ 2sa + ¢(32, le Z du point I est le méme, en
vertu d’une formule établie antérieurement (Ch. VII, n° 6, Rem.),
que celui du point N, centre de courbure de la section princi-
pale qui correspond a la direction principale («, {8, v); donc
ce point coincide avec le point N. Ainsi, quand le point d’inci-
dence d’une normale tend vers un point M suivant une ligne
de courbure, le point ot cette droite touche constamment son
enveloppe tend vers le centre de courbure de la section prin-
cipale, tangente en M a la ligne de courbure considérée.
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V. — Lignes de courbure de certaines surfaces.

11. Voici quelques exemples de détermination de lignes de
courbure. Pour certaines surfaces on apercoit immédiatement
deux systémes de lignes de courbure et, comme il n’en existe que
deux, le probléme est résolu. Pour d’autres surfaces on connait
un premier systeme de lignes de courbure; le second est alors
formé des trajectoires orthogonales du premier, c¢’est-a-dire des
courbes de la surface qui coupent & angle droit toutes les lignes
de ce systéeme.

Considérons d’abord les surfaces de révolution. Les normales
aux divers points d’un parallele forment un c6ne de révolution;
les normales aux divers points d'un méridien sont dans le plan
méridien. Done, toute surface de révolution a pour lignes de
courbure ses paralléles et ses méridiens.

Pour les surfaces développables, les génératrices forment un
premier systéme de lignes de courbure, puisque les normales sont
perpendiculaires au plan tangent, qui est le méme tout le long
d’une génératrice, et forment par suite un plan. Le second systéme
de lignes de courbure se compose des trajectoires orthogonales
des génératrices, c’est-a-dire des développantes de I'aréte de re-
broussement. On sait que ces courbes sont déterminées au moyen
d’une quadrature (Ch. V, n° 7).

On appelle surface canal I'enveloppe d'une sphére de rayon
constant dont le centre décrit une courbe gauche (directrice). La
caractéristique d’une telle sphére estle grand cercle mené perpen-
diculairement a la directrice. Or tout le long de ce grand cercle
la sphére etla surface enveloppe sont tangentes et leurs normales
sont dans le plan du grand cercle. Ainsi, les sections d’une sur-
face canal par les plans normaux de sa directrice sont des
lignes de courbure. Pour définir le second systéme, remarquons
que toute normale a une surface canal est normale a la directrice. Il
suit de la qu'une surface canal est coupée suivant des lignes
de courbure par toutes les développables qui ont pour arétes
de rebroussement les développées de sa directrice. On sait que
ces développées dépendent d’une quadrature. Quant aux centres
de courbure principaux, 'un coincide avec le centre de la sphére
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enveloppée, 'autre est sur la droite polaire de la directrice.
Donc le lieu des centres de courbure principaux d’une surface
canal se compose de la courbe directrice et de sa surface po-
laire. C'est la un cas exceptionnel; car, en général, le lieu des
centres de courbure principaux d’une surface se compose de deux
surfaces ou de deux nappes d’'une méme surface (surface des
centres de courbure).

12. Déterminons maintenant les lignes de courbure de quelques
surfaces d’aprés leur équation différentielle. Soit en premier liea
le paraboloide hyperbolique équilatére. On a pour cette surface

az = zy, ap=—2y ag =, adp = dy, adq = dz.
L’équation différentielle des lignes de courbure
(dz + pdz)dq = (dy + q dz) dp
devient, dans le cas présent,
(a2+ y?) dz? = (a+ x?) dy>.
Elle se décompose en les deux suivantes

dz dy F L S
{ Var+z2  Yar+y?

:0,

e ;
Va+ a? \/a2+y2

qui ont respectivement pour intégrales

2y + @+ yyr*+ a® = const.,,  zy/y*+ a*—y 22+ a®= const.

Telles sont les deux familles de cylindres qui découpent sur le pa-
raboloide les deux systémes de lignes de courbure. On peut trans-
former ce résultat. En remplacant sous les radicaux y par as:z
et z par as :y, on obtient les deux équations

‘/‘Z‘2+zz -+ ‘/}/24_ %2 = const.,

qui représentent visiblement toutes les surfaces telles que la
somme ou la différence des distances de leurs points aux axes
des z et des y soit constante. Donc, les lignes de courbure du
paraboloide équilatére sont sur les surfaces lieux des points
dont les distances aux deux génératrices issues du sommet de
ce paraboloide ont une somme ou une différence constante.
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Passons aux quadriques a centre et considérons, par exemple,

_ lellipsoide

‘}/2 2 iy
+7)—2' +—2——-l—-0.
De cette équation on tire
aipihibtg.. | aR R t FE i
Gl . | g yi—062 wy  x*—a* a2023

Substituant ces expressions dans 1'équation générale des lignes de
courbure

[pgr — (1+ p?)s] dx?
+[(r+g2)r — (1+p2)t]de dy + [(1+ q2)s — pgt]ldy?=o

et remplagant s par sa valeur en z et y, on trouve, tous calculs
faits,

b2 By dz?— (b2Ba— atay?+ a2b?y) dz dy — a?azy dy? = o,
en posant, pour abréger,
a=b2— c?, B=c2—a?, Y= a*— b2

Pour intégrer I'équation précédente, remarquons que, si un
point (z, y) appartient a la projection d’une ligne de courbure, il
en sera de méme du point symétrique par rapport a I'origine. Ceci
conduit & prendre pour nouvelles variables z2=§ et y2=1. Il
vient ainsi

b2y d5?— (82 B — a*an + a?b?y) di dy — aat dyt = o.

C’est une équation ou les variables n’entrent plus qu'au premier

degré. Résolvant par rapportan et appelant 1’ la dérivée de 7 par
rapport a E, nous trouvons

o, arbiyy
n=' G o

équation de Clairaut dont on obtient 'intégrale en remplacant la
dérivée 7' par une constante arbitraire. On a donc

Ca2b2y

8 =k 2
ri=Cal+ care = B’
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d’ou ce théoréme, dit & Monge : Les lignes de courbure d’une
quadrique a centre se projettent sur U'un de ses plans de sy-
métrie suivant deux familles de coniques. 11 suit de la que ces
lignes sont des intersections de quadriques, résultat qui sera re-
trouvé et complété au Chapitre suivant.

VI. — Théoréme de Joachimsthal; surfaces de Monge.

13. Tutorime v Joscnimstuar. — S¢ deux surfaces ont une
ligne de courbure commune, elles se coupent sous le méme
angle en tous les points de cette courbe.

Réciproquement, si deur surfaces se coupent sous un angle
constant tout le long d’une courbe et si cette courbe est ligne
de courbure pour lune des surfaces, elle Uest aussi pour
Uautre.

Soient (S) et (S') les deux surfaces, (C) la ligne de courbure
supposée commune a (S) et a (8'). Les normales MN menées 2 la
surface (S)le long de la ligne de courbure (C) forment une déve-
loppable; pareillement les normales MN" menées a la surface (§')
le long de (C) forment une développable. Les unes et les autres
sont normales & la courbe (C). Or on a vu dans la théorie des
développées (Ch. V, n° 10) que, quand deux familles de nor-
males & une méme courbe (C) forment des développables, les
deux normales de chaque famille qui ont méme point d'incidence
font un angle constant tout le long de (C). Ainsi 'angle des nor-
males aux deux surfaces est le méme en tous les points de leur
ligne de courbure commune.

Supposons maintenant que les normales aux deux surfaces (S)
et (§') fassent le méme angle § tout le long d'une courbe
commune (C), supposée ligne de courbure pour (8). Les nor-
males MN menées a la surface (S) le long de (C) forment une dé-
veloppable; faisons tourner chacune d’elles d’un angle § autour
de la tangente en son point d’incidence M avec la courbe (C), de
maniére qu’elle vienne coincider avec la normale a la surface (S/).
On sait que dans ces nouvelles positions elles formeront encore
une développable. Par suite, la ligne (C) est ligne de courbure
pour (S) comme poar (S).
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14. Le théoréme de Joachimsthal joue un grand réle dans la
théorie des lignes de courbure, a raison de ce que toute ligne
plane est ligne de courbure du plan et toute ligne sphérique ligne
de courbure de la sphére. On voit, en effet, que, si un plan ou
une sphere coupe une surface suivant une de ses lignes de cour-
bure, les deux surfaces font un angle constant tout le long de
cette ligne. Réciproquement, si un plan ou une sphére coupe
une surface sous un angle constant tout le long d’une courbe,
cette courbe est une ligne de courbure pour la surface.

De la résulte un moyen pour déterminer des surfaces admet-
tant une famille de lignes de courbure planes. En effet, d’aprés
ce qui préceéde, pour qu’une série de sections planes soient
lignes de courbure d’une surface, il faut et il suffit que la
normale & la surface et la normale au plan de chaque section
JSfassent un angle constant tout le long de cette section. En
général, cet angle varie d’'une section plane a une autre. Nous
allons étudier le cas particulier ou il est constamment droit,
quelle que soit la ligne de courbure considérée. Proposons-nous
la question suivante : Quand un plan (P) se meut en restant
normal & une courbe gauche, comment doit varier une courbe,
tracée dans ce plan, pour que la surface qu’elle engendre et
le plan qui la contient se coupent a angle droit en tous les
points de cette courbe?

Considérons le plan (P) dans 'une de ses positions: soit M son
point d’incidence sur la courbe (C). Dansle plan (P) tracons une
courbe (I') que nous rapporterons a la normale principale MN et
a la binormale MB de la courbe gauche (C), prises pour axes mo-
biles. Si s désigne 'arc de (C) terminé en M, les coordonnées x,
¥, 3 de ce point ne dépendront que de s, et il en sera de méme
des cosinus o, ..., ¥ des axes mobiles. Les coordonnées rela-
tives &, n, des points M, de la courbe (I') dépendront d’un pa-
ramétre ¢, et aussi de s, cette courbe pouvant varier dans son plan
pendant qu’il se déplace. D’aprés cela, les coordonnées absolues
Zy, ¥1, %1 des points M, auront pour expressions

(5) m=z+ab+a'n yi=y+fh+pn s=z4+vE+vn.

Ces formules représentent la surface (S) que les courbes (') en-
gendrent et dont elles forment un premier systéme de lignes de
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courbure (s = const. ). Le second est constitué par les trajectoires
orthogonales des courbes (T') et nous choisirons le paramétre ¢
de telle sorte qu’il soit constant sur chacune de ces trajectoires.
Soit M, T, la tangente a I'une des courbes du systéme ¢ = const.
Elle est perpendiculaire, par définition, a la tangente M,S, de
la courbe (T'); or le plan tangent S, M, T, de la surface (S) est,
par hypothése, perpendiculaire a (P) tout le long de (T'); donc
la droite M, T, perpendiculaire a 'intersection M, S, de ces deux
plans, est perpendiculaire au plan (P), ou encore a deux droites
MN et MB de ce plan. Pour avoir les coefficients directeurs de
la tangente M, T, différentions les relations (5) par rapport a s,
en tenant compte des formules fondamentales de la théorie des
courbes gauches (Ch. V, n° 1). Nous trouvons ainsi

d""‘l il Ei A ) ()El M ” 0711 El\
S =a(i-) (G P) o (T -3)

et deux expressions analogues pour les dérivées de y, et z,. La
droite M, T, étant perpendiculaire a MB et & MN, on doit avoir

n__d% 6" ’)321 ”%z_:_ o
Ces conditions reviennent aux suivantes
% om o _ o, ol
o8 'E 4 0s Xk 1

De la, par le changement de variable do = ds: T, on déduit

E1 1e 011 Lk
= =N =0, _— == 0

99

et en éliminant
) Gl,
027,

dg?

-+ N1 =o0.

L’intégrale générale de cette équation linéaire est

71 = £ sing + 7 coso,
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& et 1 désignant deux fonctions arbitraires du paramétre ¢; diffé-
rentiée par rapport a o, elle donne

Ei=£coso — 7 sing.

On voit par la que la courbe (T'), lieu du point (&, 1), se déduit
de la courbe lieu du point (&, n) par une simple rotation d’am-
plitude égale a o, effectuée autour de la tangente a la courbe (C),
dans le sens de MN vers MB. Or la forme de cette courbe est
indépendante de s, puisque § et 7 n’en dépendent pas; donc :

Une courbe (T) étant tracée sur un plan (P), qui se meut en
restant normal a une courbe gauche (C), pour que la surface
quwelle engendre fasse un angle droit avec le plan (P) en tous
les points de cette courbe (T), il faut et il suffit que (T') ait
une forme invariable et que la droite qui joint un point fixe
de (I') au point d’incidence M du plan (P) sur la courbe (C)
engendre une surface développable.

Ce théoréme, qu’on pourrait établir géoméiriquement,.fait con-
naitre une classe étendue de surfaces (S), déja rencontrées au
Chapitre VI (n° 10), dont une famille de lignes de courbure est
évidemment composée des diverses positions de (I'). Les coor-
données des points (z, ¥, 5) de ces surfaces sont représentées
par les formules (5) quand on y suppose &, et 7, remplacées par
leurs expressions

E1=£(t) cosp —n(t)sing, 71 =§(t)sino -+ n(t) cose.

Or, nous avons vu que, si 'on fixe ¢, ce qui donne une ligne de
courbure du second systéme, £ et 7, sont constants; ainsi chacune
des lignes de courbure du second systéme est le lieu que décrit
un point déterminé de la courbe (T'). Si donc on se donne la
courbe directrice (C) et la génératrice plane (I'), une fois effec-
tuée la quadrature qui fournit I'angle ¢ et, par suite, les coordon-
nées de la surface (S), on connaitra sans aucune intégration
toutes les lignes de courbure de cette surface.

Remarque. — Les surfaces dont nous venons de nous occuper
ont été considérées d’abord et étudiées par Monge, qui les carac-
térisait comme ayant toutes leurs normales tangentes a une
méme développable. En effet, la normale en un point quelconque
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d’une telle surface est située dans le plan de la ligne de cour-
bure (T') qui passe en ce point. Or ce plan (P), étant normal a la
courbe (C), enveloppe sa surface polaire, qui est une développable.
Donc la normale considérée peut étre regardée comme étant une
tangente i cette développable.

15. Comme cas particulier des surfaces de Monge, on obtient
les surfaces moulures quand la courbe (C) est plane. Dans ce
cas, la différentielle de ¢ étant nulle, cet angle est constant et
peut étre supposé nul. De la cette génération des surfaces mou-
lures : Un plan ot Uon a tracé deux axes rectangulaires et une
courbe (T'), se meut en restant normal & une courbe plane (C)
de telle facon que U'un des axes qu’il porte coincide constam-
ment avec la normale principale, I’autre avec la binormale
de (C). La courbe (T')engendre une surface moulure.

Ses diverses positions forment un premier systéme de lignes
de courbure. Le second se compose des sections de la surface par
les plans paralléles au plan de la courbe (C). En effet, si z=0
est I'équation de ce plan, les coordonnées de la moulure sont re-
présentées par les formules

.1‘1:.’1»‘—?—(1’5([), .}’1:}’—"‘3'5(’)7 51:7‘(!),

et I'on voit que les lignes de courbure qui correspondent a des
valeurs constantes de ¢ sont dans des plans z, = const. Ces for-
mules montrent, en outre, que les projections des lignes de cour-
bure z, = const. sont des courbes paralléles i la courbe (C), ala
distance £(¢), qui varie de I'une a Iautre. De 1 une autre généra-
tion des surfaces moulures : Une famille de courbes paralléles
étant tracées dans un plan, on donne a chacune d’elles une
translation perpendiculaire a ce plan, et dont la grandeur
variede Uune a Uautre suivant une loi donnée. Le licu des posi-
tions nouvelles de ces courbes est une surface moulure.

Ce qui précede conduit a chercher toutes les surfaces qui ad-
mettent pour lignes de courbure d’un systéme des courbes (I')
situées dans des plans paralléles. On peut prouver géométrique-
ment que, si ces plans sont horizontaux, les lignes de courbure du
second systéme sont toutes dans des plans verticaux. En effet,
toute ligne de courbure (C,) de ce systéme étant perpendiculaire
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atoutes les courbes (T'), on obtient la tangente MT en un point M
de I'une d’elles en faisant tourner d’un angle droit, dans le plan
normal a (C,), la normale MN a la surface. Or, cette normale MN
engendre une développable; il en sera donc de méme (Ch.V, n°10)
de la tangente MT menée le long de (C,) aux diverses sections
horizontales (T'). Mais ces tangentes, étant toutes horizontales, ne
peuvent former d’autre développable qu’un cylindre, circonscrit a
la surface le long de (C,). D’aprés la réciproque du théoréme de
Joachimsthal, (C,) sera ligne de courbure et, par suite, section
droite du cylindre. Elle sera donc située dans un plan vertical,
puisque le cylindre est horizontal. Pour achever la solution, re-
marquons que les traces de ces divers plans verticaux sur le plan
horizontal ont une enveloppe, puisqu’elles forment une famille;
par suite, elles sont toutes normales a une développante (C) de
cette enveloppe. Or, si I'on figure sur le plan horizontal les pro-
jections des lignes de courbure (T'), elles couperont a angle droit
toutes les normales de cette courbe (C). Ce seront donc des
courbes paralleles a (C), et la surface, étant susceptible du mode
de génération indiqué en dernier lieu, sera une surface moulure.

16. Considérons encore les surfaces de Monge pour lesquelles
la courbe (C) est tracée sur une sphére (X). Les lignes de cour-
bure d’un systéme sont sur des sphéres, qui ont méme centre O
que (). Soit en effet M, un point fixe d’'une courbe (T'), dont le
plan est normal & (C) en M, et M i celle des normales a (C) qui
est tangente a (X). La distance MM, est constante, la figure formée
par (T') et M étant invariable. Or I'angle M, M . est constant, puis-
que MM, engendre une développable (n°14) et qu’il en est de
méme de My (Ch. VI, n° 11, Rem.). Donc la figure OMM, est
invariable, et le lieu de M,, qui est une ligne de courbure (n°14),
est sur une sphére ayant pour centre le point O.
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CHAPITRE IX.

SECTIONS PRINCIPALES, LIGNES ASYMPTOTIQUES
ET LIGNES DE COURBURE EN COORDONNEES CURVILIGNES.

‘I. — Rayons de courbure des sections normales.
Rayons de courbure principaux.

1. La solution des problémes relatifs aux lignes tracées sur les
surfaces élant souvent facilitée par ’emploi de coordonnées cur-
vilignes convenables, nous reprendrons dans ce Chapitre les ques-
tions qui font I'objet des deux précédents, en supposant que les
coordonnées rectangulaires z, y, s des points d'une surface sont
exprimées par trois fonctions connues de deux paramétres

Ti=1F (", 0); =i (o)), 5= fa(u; v

Pour calculer le rayon de courbure R d’une section normale,
nous partirons de la formule

dxr?+ dy? + dz?
a(12z+bd2_y+cd2z’

(l) R =

établie précédemment (Chap. VII, n°1). Le numérateur de R est
I’élément linéaire (ou premiére forme fondamentale)

ds? = Edu?~+ 2F du dv + G dv?,

que nous avons calculé au Chapitre IT (n° 13). Rappelons que nous
avons posé en cet endroit
| E =+ + 352,
(2) F=2,2,4+ .00+ 5450
G =22+ 32+ 32
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et obtenu, pour les cosinus de la direction positive de la normale,
les valeurs suivantes :

o X AT s Sp 8 ! ’ L
(3) a:.yu"v—“'u.yu’ b:zu-rv_-z'u“u’ C=xu}'v_yu‘ra’

H H H

ou H représente la racine carrée arithmétique de EG — F2.

Nous pouvons maintenant former le dénominateur de R. A cet
effet, différentions les identités telles que dx = x, du + x, dv;
nous trouverons

dx =z, d*u+ z,d?v + xl: du?+ 22, du dy + z}» do?

et deux expressions analogues pour 42y et d*s. En tenant compte
des deux identités

az),+ by, + ¢z, = o, az,~+ by,+cz,= o,
on voit que I'expression différentielle proposée devient

D du? + 2D du dv -+ D" de?
H )

(4) ad?z +bd>y + cd?z =
si I’on pose, pour abréger,
D = H(az}: + by, + c3y2),
(5) D'= H(axrllw'*_b.}/l;w‘*‘c‘”"l,w)v
D'=H(axz: + byys +czys).
Le résultat de ces transformations est la formule cherchée

_P_\ _ Edw+oF dudv + Gdo?
H Ddu+2Ddude+D'do®

(6)

Eu égard aux valeurs trouvées pour a, b, ¢, les lettres D, D', D"
représentent les développements des trois déterminants ci-dessous:

"

" g U r U " ’ ’

[ le o Tyo Zu @y | et Zu Xy

R n, ’ ’ Bl ” ’ ’ s " ’ ’

D Fut “Kud Yo'l Diss Yuv' Yu Vo P D' = Yot i Xe '
o ] ’ /]

Sur Bu Ry Zue By B Ahal a0 E

On voit que le dénominateur de R est une forme quadratique
par rapport aux différenticlles du, d¢ (seconde forme fonda-
mentale). Ses coefficients dépendent des dérivées secondes de z,
¥ 5, tandis que ceux de I’élément linéaire ne contiennent que les
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dérivées premicres. Dans les conditions ot nous nous placons,
I'élément linéaire est toujours positif; le dénominateur de R est
une somme de carrés dans les régions ou la surface est convexe
(puisqu’il doit conserver le méme signe, quelque valeur quon
attribue au rapport du : dv); une différence de carrés dans les ré-
gions ou la surface est a courbures opposées; un carré parfait aux
points paraboliques. Ces points correspondent donc aux solutions
de I’équation DD” — D'2 = o, et forment en général des lignes sur
la surface.

2. Cherchons maintenant les rayons de courbure principaux.
D’apres la formule

6 E _ Edu?+2F dude + G de?
(6) H ™ Ddu*+—2Ddudy + D'de?’

ou u et ¢ recoivent des valeurs fixes, R varie avec le rapport
du:dy. Il n’y a d’exception que si la fraction (6) est indépen-
dante de du et de dv, c’est-a-dire pour les points ot 'on a

E F G

T e

Ces points, o toutes les sections normales ont méme courbure,
sont les ombilics. Leurs coordonnées curvilignes étant les solu-
tions de ces deux équations, les ombilics sont généralement en
nombre limité. En tout point autre qu'un ombilic, & une valeur
donnée de R correspondent, pour le rapport du:dy, deux valeurs
en général différentes. Mais, quand R est maximum ou minimum,
ces deux valeurs deviennent égales, d’aprés une propriété élémen-
taire des fractions rationnelles du second degré. Si donc nous ex-
primons que I'équation

(6 (DR—EH)du?+ 2(D'R—FH)dudo + (D'R— GH)do? = o

a pour premier membre un carré parfait, nous aurons /’équation
auz rayons de courbure principauzx
(7) (D'R — FH ) — (DR — EH) (D"R — GH) = o,

qui, développée, s’écrit

(7) (DD’ — D) R2— (GD — 2 FD'+ ED’) HR -+ H* = o.
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Elle a ses racines réelles; car la substitution R = o donne au pre-
mier membre du trinéme (7) le signe moins, tandis que les sub-
stitutions
EH GH
R=—> R=4r
lui donnent le signe plus. Ses racines étant Ry et R,, on a, pour

la courbure totale et pour la courbure moyenne,

L DD"— D2 e GD — 2FD'+ ED’
== ke A T T SRt |

RiRs — HY ’ Ry e H3

en vertu des définitions données antérieurement (Ch. VII, n° 8).

II. — Equations différentielles des lignes de courbure
et des lignes asymptotiques.

3. En vue de trouver les directions principales, c’est-a-dire les
valeurs du rapport du : d¢ qui rendent la fraction (6) maxima ou
minima, remplagons ce rapport par % et introduisons une variable
d’homogénéité p.. Nous aurons

R EX+oFAp+Gp2  P(A,p)

H™ DiraDpg+Dwt - QX 1)

Les valeurs cherchées de % sont les racines de I’équation
(8) QP — PQj = o,

qu’on obtient en différentiant par rapport a A Uexpression de R.
Mais, comme R est une fonction homogéne et du degré zéro en A
et u, on a identiquement, d’aprés un théoréme bien connu,

AR) —+ gLR;,': 0.
Or, Rj étant nul, on aura aussi Rj, = o, ou bien
(9) QP,—PQy=o.
Des relations (8) et () on tire

| o k] 5 R
i QTG

En égalant les deux derniers rapports, on a, sous une forme facile
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172 CHAPITRE IX.
a retenir, I'équation qui détermine les directions principales,

E du + Fdy i Fdu -+ Gdy
iy Ddu+Dde Ddu+Ddo

Sil'on chasse les dénominateurs, cette équation devient
(1Y (FD'— GI') do* — (GD — ED") du dv -+ (ED'— FD) du? = o.

Clest aussi 'équation différentielle des lignes de courbure,
quand on y considére u et ¢ comme variables. On a vu, en effet,
que les lignes de courbure sont tangentes en chacun de leurs
points a I'une des directions principales de la surface. Le rapport
du : dy a donc pour ces lignes la méme valeur que pourles direc-
tions principales. Remarquons que I'équation (11), ne détermi-
nant plus le rapport du : dv quand le point (u, ¢) est un ombilic,
n’apprend rien sur les lignes de courbure en un tel point.
D’aprées les relations (10), la valeur commune des rapports (11)

v’est autre chose que R:H. En écrivant cette double égalité, ce
qui donne

(DR —EH)du+ (D'R— FH)dp = o,

(D'R — FH) dvo + (D"R— GH)dp = o,

et éliminant du ; dy entre ces deux relations, on retrouverait 1’é-
quation aux rayons de courbure principaux (7).

4. Si, au lieu de chercher les maxima et minima de R, on veut
déterminer les directions asymptotiques dela surface, ¢’est-a-dire
les valeurs de du : dv pour lesquelles le rayon de courbure de la
section normale est infini, il n’y a qu’a annuler le dénominateur
de la formule (6); on trouve ainsi

(12) D du?+-2D'du dv + D"dv? = o.

Cette équation, quand on y considére « et ¢ comme variables, est
Uéquation différentielle des lignes asymptotiques, puisque ces
lignes sont, par définition, tangentes en chacun de leurs points a
'une des asymptotes de 'indicatrice.

On peut arriver & cette équation, sans supposer les coordon-
nées rectangulaires, en établissant entre u et ¢ une relation telle

que le plan osculateur en chaque point de la courbe ainsi obtenue
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soit tangent en ce point a la surface (Ch. VIII, n°5). Le plan tan-
gent en un point (z, ¥, z) de la surface a pour équation

AX—2z)+B(Y—y)+C(Z—23) = o,
les coefficients A, B, C vérifiant les conditions
(13) g Azf,,+Byl’,,+Cz’{,=o,

Az, + By, +~ Cs, =o.

\

Pour que ce plan soit osculateur a la courbe lieu du point (z, y, z)
il faut et il suffit (Ch. VI, n° 6) que A, B, Csatisfassent aux deux

relations
Adr +Bdy +Cds =o,

Ad*x +~Bdry + Cd?z = o.
La premiére est vérifiée en vertu des conditions (13). La seconde,
SA(z, d2u—+ 2, d2v + @2 du? + 22),du dy + )2 dv?) = o,
se réduit, en vertu des conditions (13), &
(14) SA(zy: du+ 22, du dv + 25 de?) = o.
Eliminons A, B et C entre les équations (13) et (14). Il vient
zldu + 22, dude + z2de? 2, =z, |

Ywduwr+2yp,dude + yade: y, y, | =o,

aladut+23,,dudy + 5, dv? z), 3z,
ce qui n’est autre chose que
Ddu?+2D'du dv +D"dv? = o,

a raison de la signification attribuée précédemment (n° 1) aux
lettres D, D/, D”.

III. — Lignes de courbure et asymptotiques de certaines surfaces.

5. Hélicoides. — On appelle hélicoide toute surface engendrée
par une courbe de forme invariable qui tourne autour d’une droite
fixe, en méme temps qu’elle se déplace parallélement a cet aze de
longueurs proportionnelles aux angles dont elle tourne.

1L est visible que si cette translation est nulle, I'hélicoide dégé-
nére en une surface de révolution.
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Tous les points de la courbe génératrice décrivant des hélices
circulaires dont 'axe commun est celui de la surface et dont le
pas est le méme, on peut considérer un hélicoide comme engen-
dré par la courbe (appelée profil) suivant laquelle il est coupé par
un plan contenant son axe. Prenons pour axe de I’hélicoide I’axe
des 5. Soit 5 = ¢ (u) 'équation du profil dans son plan, w« dési-
gnant la distance d'un point a 'axe; soit ¢ 'angle que fait le plan
du profil avec celui des zz. Soit enfin 4 la translation du profil
pour une rolation égale a l'unité d’angle. Les coordonnées des
points de la surface seront représentées par les formules

(15) &= COSPS" i =l SHI z=9(u)+ hv,

d’ou 'on déduit, par des calculs simples,

E=1+ 9, F= ke, G = w2+ h2;
D)= ot D'=—n, D= utq’,

¢’ et ¢ étant les dérivées premiére et seconde de v(u). Il faut re-
marquer que les six fonctions ci-dessus ne dépendent que de w. 1l
en est donc de méme des coefficients de ’équation aux rayons de
courbure principaux; par suile ces rayons sont des fonctions de
la seule variable w. Ainsi, les hélicoides appartiennent a la
classe des surfaces dont les rayons de courbure principaux
sont fonctions U'un de ’autre.

En vertu de la méme remarque, les coefficients des équations
différentielles des asymptotiques et des lignes de courbure seront
des fonctions de « seulement. Chacuue de ces équations donnera
donc pour dv:du deux fonctions de w. En conséquence, les
lignes asymptotiques et les lignes de courbure des hélicoides
sont déterminées par des quadratures.

Dans le cas particulier des surfaces de révolution, £ étant nul,
F et D’ sont nuls. L’équation des lignes de courbure se réduit a
dudy — o. Elle donne u == const. et ¢ = const., c’est-a-dire les
paralléles et les méridiens, résultat déja trouvé (Ch. VIII, n°11).
Quant aux asymptotiques, leurs équations sont respectivement

v_f —?I(u)du,:const., 0 - ll(uldu=const.
wy (u) . u‘?(u)

On voit que leur détermination n’exige qu'une quadrature.
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6. Surfaces spirales. — Considérons une surface de révolution
D= U GOSY, y1=using, s1=op(u).

A chaque méridien ¢ = const. substituons son homothétique par
rapport a un point fixe de l'axe, pris pour origine, le rapport
d’homothétie étant e?*. Nous obtiendrons une surface spirale. Ses
coordonnées auront pour expressions

(16) & = ues® cosv, ¥y = ues’sinp, z = o(u)es”.

On peut dire qu'une spirale est une surface engendrée par une
courbe plane qui tourne autour d’une droite de son plan, en res-
tant homothétique a elle-méme par rapport a un point fixe de
cette droite, et dont les dimensions croissent en progression géo-
métrique quand les angles dont tourne son plan croissent en pro-
gression arithmétique. Dans I’hypothése @ = o, la spirale se ré-
duit a une surface de révolution. On trouve facilement dans le
cas général

E=e229(1+¢%),  F =ae(qo'+ u), G = el¢[aded+ (11 a*)ur],

D = edavy :P”, D' = ae3av( u?—’_ ?), D" — ue;}uv[([ +a’)u (?’___ aE?L

o' et o étant les dérivées premicre et seconde de o(w). I suit de
la que les coefficients des équations différentielles des asympto-
tiques et des lignes de courbure deviennent, par la suppression
d’un facteur exponentiel, des fonctions de la seule variable «. En
conséquence, les lignes asymptotiques et les lignes de courbure
des spirales sont déterminées par des quadratures.

7. Remarque. — On aurait pu, avant tout calcul, prouver
que les deux familles d’asymptotiques et de lignes de courbure,
tant des spirales que des hélicoides, sont représentées par des
équations finies de la forme

v + Y(u) = const.,

ce qui montre que leurs équations différentielles sont intégrables
par quadratures.

Considérons, en effet, sur un hélicoide (H) représenté par les
équations (15), deux courbes (€) et (G,) définies respectivement
par les équations

(17) o= Ulu), v = U(u)—v,,
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ol ¢, est une constante arbitraire. Les coordonnées de (C) auront
pour expressions

t'=mcosl, n=usinU, {=o(u)+hU.

Celles de (C,) se déduiraient des précédentes par le changement
de U en U — ¢,. Cela posé, donnons a la figure (H, C,), formée
par I'hélicoide (H) et la courbe (C,), le déplacement qui résulte
d’une rotation, d’amplitude ¢,, autour de Oz, et d’une trans-
lation Zv, parallele a cet axe. A la suite de ce déplacement, I’hé-
licoide vient coincider avec sa position primitive (H), et les
nouvelles coordonnées &, n,, {, de la courbe (C,) deviennent
respectivement identiques a &, 0, {. Ainsi la figure (H, C,) est
superposable & la figure (H, C). Si donc (C) est ligne de cour-
bure ou asymptotique de (H), il en est de méme de (C,), ce qui
justifie notre assertion.

Considérons pareillement, sur la spirale (S) représentée par
les équations (16), deux courbes (C) et (C,) déterminées respec-
tivement par les équations (17). Les coordonnées de (C) auront
pour expressions

E =uealcosU, n=ueUsinU, { =o(u)esl.

Celles de (C,) se déduiraient des précédentes par le changement
de U en U — ¢,. Cela étant, faisons tourner de 'angle ¢, au-
tour de Oz la figare (S, C,), formée par la surface (S) et la
courbe (Cy). Les équations qui représentent (S) et (Cy) dans
leurs nouvelles positions (S;) et (C,) sont respectivement les

sulvantes :
L al LBE .
z y 3 i
_E_i — m 1 Sl. — ga¢'0.
ERlm 4

Ainsi la figure (S, C,) et la figure (S, C) sont homothétiques par
rapport a I'origine. Si donc (C) est asymptotique ou ligne de cour-
bure de (S), lacourbe (C,) ’est aussi pour (S,), ce qui prouve bien
que (Go) est asymptotique ou ligne de courbure de (S), comme
nous ’avions annoncé.
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8. Autres exemples. — Toute surface peut étre regardée comme
I’enveloppe des cylindres qui lui sont circonscrits et qui ont leurs
génératrices, paralleles a toutes les droites d’un méme plan (z — o).
Elle est donc représentée par les équations

(18) s +vy=f(2,0), y=fo

dont la premiére est celle d’un des cylindres considérés et dont la
seconde résulte de la premiére par différentiation (Ch. I11, n°135).
Cherchons les asymptotiques de la surface ainsi définie, en for-

mant I'équation
dpdz + dg dy = o.

Des équations (18) on déduit
ds = frdr +ydv —d(vy) = frde—vdy,

d’ou, par comparaison avec p dz + ¢ dy, on conclut

P=Jzy q=—0.
Dés lors on a identiquement

dp dz +dq dy = (fr» dx + fr,dv) doe — ( fr, de + fy2dv) dy.

L’équation différentielle des asymptoliques est done

12 da® — fir dot = o.
Celte équation rentre dans le type

¢(z)dx?— §(v) dv? = o,

et, conséquemment, s'intégre par quadratures, quand la fonction f
admet, entre autres formes, I'une des deux suivantes

f=Xlz)Nite), Sf=(meo+n)X(z)+ (m'z~+n')V(p),

les deux fonctions X et V étant arbitraires, ainsi que les quatre
constantes m, n, m', n'. On vérifiera sans peine cette propriété
des deux classes de surfaces correspondantes : Les courbes de
contact des cylindres circonscrits parallelement & un plan
Jize (z=o0) sont des courbes planes dont les plans passent
par une droite fixe.

R. 12
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IV. — Directions conjuguées et réseaux conjugués.

9. Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que
deux directions (du, dv) et (Su, 3¢) soient conjuguées. Posons

= .}’;Lzru—-f':';}’;a m=~'fﬂlf—'3:ﬂ“’n "=1'z'z.}’;“)’:a@‘&
Le plan tangent en un point de la surface a pour équation
(19) I(X—2)+m(Y—y)+n(Z—z)=o.

Si nous le supposons mené le long d’une courbe dont la tangente
a en chaque point la direction (du, dv), sa caractéristique sera
représentée par I'équation précédente, jointe a sa différentielle

(20) E(X—x) <j_idu.,‘3%dv>:0’

ue nous avons simplifiée en tenant compte des identités
q P
(21) Dl =0, Bl =02

D’autre part, les coefficients directeurs de la direction (Su, &¢)

ont pour valeurs

0% 0T & Iy o oy o 0Z0 03
(22 — U+ — 0 = U + -~ Gy — OU + — OV,
(83) Ju do=t o i T T S T
Nous avons a exprimer que les binémes X — 2z, Y —y, Z — 3,

tirés des équations de la caractéristique, sont proportionnels a ces
coefficients. Portons donc les valeurs (22) a la place de X — =z,
Y —y, Z — 5 dans les équations (19) et (20). La premiére est
vérifiée en vertu des identités (21); la seconde donne

, | o= 2(x,8u+ 2,80) (I, du~+ ,dv)
(20) ( =dudulz,l, +dude Sz, l,+ dvdu Sz, l,+do dv 2,1,

Mais, si I'on tient compte des identités (21) et des formules (5)
qui définissent D, D', D", on trouve

—E.Z‘;‘l'u:Zl.Z:"z:D’ _qul’_leuu_Dr,
—21“,1;‘—211,‘9:])' _21'91;;:211‘:,2 =P
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La relation (20)" devient alors
(23) D du 8u + D'(du 8¢ + dv 8u) + D"dv 8¢ = o.

Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que les di-
rections (du, d¢) et (Su, 8¢) soient conjuguées. Notre raisonne-
ment ne suppose nullement que les coordonnées z, y, z soient
rectangulaires. Nous pourrons donc obtenir en axes obliques I'é-
quation différentielle des lignes asymptotiques, en exprimant que
la direction (du, dv) de chacune d’elles est sa propre conjuguée.
La condition (23) doit alors étre vérifiée par Su = du, 60 = dp,
ce qui nous donne d’une autre maniére encore I’équation

D duw?+ 2D dudy +~ D"de? = o.

10. Ce qui préceéde fournit un moyen simple de reconnaitre si
les lignes coordonnées u = const. et ¢ = const. forment un ré-
seau conjugué. En effet, la condition générale (23) devant étre
vérifiée par du = o et 3¢ = o, il reste D'= o. Ainsi, la condition
nécessaire et suffisante pour que le réseauw (u, ¢) soit con-
jugue est

Ty Ty T,
D'=\yw Yu yo|=0,

! ="

“uy “u i 4

résultat important qui nous servira dans la suite.

En voici une démonstration directe. Soit (C) 'une des courbes
coordonnées u = const. En chacun de ses points la direction con-
juguée de sa tangente est, par hypothése, la tangente a la courbe
coordonnée ¢ = const. qui passe en ce point. Cette tangente, qui
a pour équation

X—2 Y—y Z—z2
(24) = — = P

7 7 i
Ty JYu “u

doit engendrer une développable. C’est la condition nécessaire et
suffisante pour que le réseau (u, ¢) soit conjugué. En exprimant
que la droite (24) engendre une développable, au moyen de
I’équation générale trouvée dans la théorie des enveloppes
(Ch.III, n° 12), on trouve précisément ici D’ = o.

De la résulte une conséquence importante. Le déterminant D’
étant nul, il existe, comme on sait, une méme relation linéaire et -
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homogene entre les éléments de ses trois colonnes. En d’autres.
termes, pour que les courbes coordonnées = const., ¢ = const.
Jorment un réseau conjugue, il faut et il suffit que les trois
coordonnées z, y, s de cette surface, considérées comme fonc-
tions de u et de ¢, soient trois solutions d’une équation aux dé-
rivées partielles du second ordre

020

20 i)
v =A(u,v)a - B(_u,v)x-

Cette proposition permet de définir des surfaces sur lesquelles
les courbes coordonnées forment un réseau conjugué. Nous
donnerons comme exemple celles que fournit I’équation §,, = o.
Par deux intégrations successives on déduit de cette équation

B A=A,

en désignant par U et V deux fonctions arbitraires 1'une de u,
'autre de ¢. Si donc nous posons

xr = U1+V1, }’:Ug—%—Vg, Z:U3+V3,

les U représentant des fonctions quelconques de u, et les V de ¢,
nous aurons une classe de surfaces sur lesquelles les courbes coor-
données u = const., ¢ = const. formeront un réseau conjugué.
Ces surfaces ont re¢u le nom de surfaces de translation, a raison
de la propriété suivante. Chacune d’elles est engendrée par une
courbe de forme invariable

zy = Uy, yi=U,, 5= Us,

qui se déplace parallélement a elle-méme, de telle facon que I'un
de ses points décrive la courbe fixe qui a pour équations

7 P a—
zy =V, Yy2=1Vy, 3y = Us.

On peut considérer aussi ces surfaces comme le lieu des milieux
des cordes qui joignent un point quelconque de la courbe
z3=2U,, Js=2Us, s3=12U3,

a un point quelconque de la courbe

r
zy =2V, yv=12Vs, s,=12V;.
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Remarque 1. — Quand une surface est rapportée a un réseau
conjugué, I'équation différentielle de ses lignes asymptotiques ne
contient pas de terme en du dv, et réciproquement. Ainsi I'équa-
tion différentielle du n° 8 ne contient pas de terme en dudy,
parce que le réseau z = const., ¢ = const. est un réseau conjugué,

limite de celui qui a été défini au Chapitre VIII (n° 3).

Remarque II. — La propriété des lignes de courbure de for-
mer le seul réseau conjugué orthogonal qui existe sur une surface
(Ch. VIII, n° 9) se vérifie aisément au moyen des équations éta-
blies dans le présent Chapitre. En effet, si le réseau u = const.,
¢ = const. est orthogonal, on aura F = o; si de plus il est conju-
gué, on aura D' = o. Mais, dans cette double hypothése, I'équa-
tion (11) des lignes de courbure se réduit a du dv = o, ce qui
prouve que ces lignes se confondent avec les courbes coordonnées.

A cette propriété, qui joue un grand role dans la théorie des
lignes de courbure, nous rattacherons d’abord le théoréme de
Dupin, puis la détermination des surfaces de Joachimsthal.

V. — Théoréme de Dupin et applications.

11. Définition. — Trois familles de surfaces dont les équa-
tions renferment chacune un paramétre variable

(25) S, y,5)=u, o(z, y,3)=v, Y(z,7,3)=w,

sont dites former un systeme triple orthogonal, si deux quel-
conques de ces surfaces, prises dans deux familles différentes, se
coupent a angle droit, ¢’est-a-dire ont leurs plans tangents rec-
tangulaires, tout le long d’une courbe commune.

Cette propriété peut s’énoncer ainsi : les plans tangents aux
trois surfaces, une de chaque famille, qui passent en un point
quelconque de I'espace, forment un triédre trirectangle; ou en-
core : les tangentes aux intersections mutuelles des trois surfaces
sont rectangulaires deux a deux.

A titre d’exemple, considérons : 1° la famille des plans qui
passent par une droite; 2° la famille des cones qui sont de révo-
lution autour de cette droite et qui ont leurs sommets au méme
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point; 3° la famille des sphéres qui ont ce point pour centre.
Il est bien connu que deux de ces surfaces, appartenant a deux
familles différentes, se coupent a angle droit en tous leurs points
d’intersection. Les trois familles considérées forment donc un
systéme triple orthogonal, qui est le systéme des coordonnées
polaires de 'espace.

En second lieu, considérons encore : 1° la famille des plans
qui passent par une droite; 2° la famille des cylindres qui sontde
révolution autour de cette droite; 3° la famille des plans qui lui
sonl perpendiculaires. Ces trois familles de surfaces forment un
autre systéme triple orthogonal, qui est le systéme des coordon-
nées semi-polaires ou cylindriques.

Enfin, il est a peine besoin de rappeler le systéme des coor-
données cartésiennes rectangulaires.

Tutorime. — Toute surface fait partie d’un systéeme triple
orthogonal.

Considérons une surface quelconque (S); en chaque point
M (z, y, z) de cette surface, portons sur sa normale, toujours
du méme c6té du plan tangent, un segment MM, de longueur
constante /. La surface (S,), lieu des points M, ainsi obtenus, est
dite parallele i la surface (S) : on exprime par la que les plans
tangents aux deux surfaces aux points correspondants M et M,
sont parall¢les. Cette propriété résulte immédiatement d’un fait
général facile & vérifier :

Si un segment rectiligne, dont les extrémités M et M, dé-
crivent deuz courbes (C) et (C,), reste perpendiculaire a (C)
et conserve une longueur invariable, il reste aussi perpendi-
culaire a (Cy); réciproquement, s'il reste perpendiculaire a (C)
et a (Cy), sa longueur demeure constante.

Aux diverses longueurs / qu'on peut porter sur les normales a
la surface (S) correspondent une famille de surfaces, paralleles
a (S) et dont celle-ci fait évidemment partie.

Considérons maintenant les lignes de courbure de la surface (S).
D’aprés la définition de ces lignes, les normales menées le long de
chacune d’elles forment une développable (normalie dévelop-
pable) dont toutes les génératrices sont visiblement normales &
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toutes les surfaces paralleles a (S). Or les deux systemes de lignes
de courbure de (S) donnent lieu & deux familles de normalies dé-
veloppables. Je dis que deux quelconques de ces développables,
(2) et (), appartenant a deux familles différentes, se coupent a
angle droil tout le long d’une génératrice commune. Soient, en
effet, (C) et (C') les deux lignes de courbure de (S) qui détermi-
nent les normalies (Z) et (¥'); elles se coupent en un point M;
la normale & (S) en M appartient aux deux développables ()
et (¥'), et leurs plans tangents, étant rectangulaires en M, le sont
tout le long de cette normale. Il est établi par la que les surfaces
paralléles a une surface donnée et ses deux familles de nor-
malies développables forment un systéme triple orthogonal.

Remarque. — Les normalies développables des deux familles
coupent toutes les surfaces paralléles a (S) suivant leurs lignes de
courbure; et elles se coupent mutuellement suivant des généra-
trices, qui sont des lignes de courbure pour chacune d’elles. On
vérifie immédiatement sur les exemples antérieurs cette propriété
des surfaces d’un systéme triple orthogonal, de se couper deux a
deux suivant leurs lignes de courbure. C'est cette propriété que
nous allons généraliser.

12. Tutorime pe Durin. — Les surfaces d’un systéeme triple
orthogonal se coupent suivant leurs lignes de courbure.

Exprimons I'orthogonalité des surfaces considérées en suppo-
sant z, y, 5 tirés des équations (25)

L3 E(lt) Yy ‘V)y .}’:TA(U»", ‘V>7 ;’——'C<u7vy W).

Ces formules, quand on y donne a deux des parametres des va-
leurs constantes, par exemple w = u,, ¢ =y¢,, représentent la

courbe d’intersection des deux surfaces f==w,, ¢ =v¢,; le long

de cette courbe  varie seul. Les coefficients directeurs de la
tangente a cette courbe sont done z,,, ¥, 5,,. Dela méme maniére
les tangentes aux intersections d’une surface ¢ = ¢, avec une sur-
face w — w,, et de celle-ci avec une surface w, ont pour coeffi-

’

) ’ Rt
2 Lautre e s e iz

v

cients directeurs, I'une 2/, y, =
On aura donc les trois conditions d’orthogonalité

ol e § 0 R bk LR L
(26) 20007, =0, 2o 0. =0, Iz,z, =0,
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ou les sommations s’étendent aux trois coordonnées. Comme les
valeurs u,, ¢, w, sont absolument quelconques, ce sont la trois
identités, qui ont lieu quelles que soient les valeurs attribuées
a u, ¢, w. En conséquence, nous pourrons différentier ces équa-
tions par rapport 4 I'un quelconque de ces trois paramétres; et, si
nous prouvons que les lignes u = const. et les lignes ¢ = const.,
tracées sur toute surface w = w,, forment un réseau conjugué,
nous aurons établi le théoréme annoncé, puisque chaque surface
d’une famille sera coupée suivant des courbes orthogonales et con-
juguées, c’est-a-dire suivant ses lignes de courbure, par les sur-
faces des deux autres familles.

Or, pour que le réseau (u, ¢) des lignes coordonnées soit con-
jugué sur toute surface w = w,, il faut et il suffit (n°10) qu’on
ait identiquement

Ty Ty @, |

|
D= ‘ Yoo Ve 7

= 0.

Bup Bu By |
Différentions les équations (26) respectivement par rapport a ¢,
w et u. Il viendra

N ol " FlE e Lt CIE AT i S g B : g N
“(xwxltv+z'ztx|'w) =0, Z(\Z',LJ‘.,W—I—Z',,.’L‘"W) =0, ‘_(.Z",.T,mf% '7"1u1'tlv>—0'

Ajoutons les deux sommes extrémes et retranchons la somme in-
termédiaire ; nous trouvons

SR g o=k
D By =10,

Cette identité, rapprochée des deux identités extrémes (26), en-
A 3 . . ’ v r v, . ,
traine, par élimination de z,,, ¥, 2, I’évanouissement du déter-

minant D', ce qui démontre le théoréme de Dupin.

D’aprés cette importante proposition, la connaissance d’un
systéme triple orthogonal entraine la connaissance des lignes de
courbure d’une triple infinité de surfaces.

13 Applications. — Pour déterminer les lignes de courbure
d’une quadrique a centre, considérons les quadriques homofocales
représentées par I'équation

2?2 y2 z2

<

B P Tea v

-1 =0,
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qu’il conviendrait de remplacer par les trois équations

22 y2 2
u -+ o -+ —1=0
(w) at+u b2+~u  c24+u ]

: 2 22
(v - +—— —1=0
) b2+ ct4p :

(o 2% y2 z2
w _— s 4 ———— — 1 =o0.

a—+ w b2+ w c2 4 w
Soit @*> > b*>> ¢*. Si 'on suppose
u > — 2, —c2> 0> — b2, —b2>w >—a?,

les surfaces de la famille () sont des ellipsoides, les surfaces (¢)
des hyperboloides 4 une nappe, les surfaces (w) des hyperbo-
loides a deux nappes. On sait que, par tout point de I'espace, il
passe une quadrique de chaque famille. Ces quadriques sont d’ail-
leurs orthogonales en tous leurs points communs; car il suffit de
retrancher, par exemple, les équations («) et (¢) pour trouver la

x x
§| 2 PR R s
ar—+= U ar~F ¢

qui exprime que les normales aux deux quadriques (u) et (¢),
sont rectangulaires. En conséquence, toute quadrique & centre
est coupée suivant ses lignes de courbure par les quadriques
homofocales des deux familles autres que la sienne.

Pour avoir les lignes de courbure des paraboloides, considérons

relation

les paraboloides homofocaux représentés par I'équation

Soit p = ¢; pour A= u >-— ¢, on a une famille de paraboloides
elliptiques qui tournent leur concavité vers les z positifs; pour
h=9, compris entre — ¢ el — p, des paraboloides hyperboli-
ques; pour A== w <~ — p, des paraboloides elliptiques tournant

leur concavité vers les x négatifs. On vérifie comme précédem-
ment que deux surfaces de famille différente se coupent partout
a angle droit. Il en résulte que tout paraboloide est coupé sui-
vant ses lignes de courbure par les paraboloides homofocaux
des deuzx familles autres que la sienne.
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Comme autre exemple, reprenons les trois familles de surfaces

(2) g‘_Z:const., Va* + 5% %= \/y? 4~ 3% = const.

déja considérées au Chapitre VIII (n° 12). Nous savons que toute
surface de la premiére famille est coupée suivant ses lignes de
courbure par les surfaces des deux autres familles. On vérifie aisé-
ment que deux surfaces de famille différente se coupent partout a
angle droit. En conséquence, les surfaces (2) forment un systéme
triple orthogonal et se coupent deux a deux suivant leurs lignes

de courbure.

14. Le théoréme de Dupin a des conséquences d’une nature
un peu différente. Clest ainsi qu'il permet, étant donnée une
surface dont on connait les lignes de courbure, d’en déduire
une infinité d’autres dont les lignes de courbure seront connues
d’avance, grace a la proposition suivante :

Tutorime. — Zoute transformation qui conserve les angles
conserve les lignes de courbure.

On dit qu’une transformation géométrique conserve les angles,
ou qu’elle est isogonale, quand, a tout angle d’une figure, elle
fait correspondre un angle égal dans la figure transformée. Tel
est le cas du déplacement dans I’espace, de la symétrie, de la simi-
litude, de la transformation par rayons vecteurs réciproques.

Nous allons prouver que, dans toute transformation isogo-
nale, la transformée d’une surface a pour lignes de courbure
les transformées des lignes de courbure de cette surface.
Associons, en effet, a la surface proposée (S) toutes les surfaces
qui lui sont paralléles et ses deux familles de normalies dévelop-
pables. Au systéme triple orthogonal ainsi constitué (n° 11)
toute transformation isogonale fait correspondre un autre systeme
triple orthogonal, puisqu’elle n’altére pas les angles. En vertu
du théoréme de Dupin, la transformée de la surface (S) sera
coupée suivant ses lignes de courbure par les transformées des
deux familles de normalies développables. Ces lignes sont donc
connues.
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VI. — Surfaces de Joachimsthal.

15. Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces admet-

tant pour lignes de courbure d’un systéme des courbes planes
dont les plans passent par une droite fixe. Nous ferons usage, a
cet effet, d'un systéme de coordonnées curvilignes qui peut servir

dans d’autres cas, et qui dérive d’une proposition établie anté-
rieurement (Chap. VIIL, n° 3) : Les sections faites dans une sur-
Jace par des plans contenant une droite fize et les courbes
de contact des cénes circonscrits ayant leurs sommets sur cette

droite forment un réseau conjugué. Pour rapporter une sur-

face aux courbes d’un tel réseau, il suffit de la considérer comme

I'enveloppe des cOnes circonscrits

_V=Q<Z,v>,
x X

qui ont leurs sommets sur I'axe O z. Posons

1A

X

z—
L=u, =gy

la surface sera définie par ces deux équations, jointes a I’équation

dérivée

l
l
S
18}

3]
i
<
|

(27) e=21,  y=TF,

-G

<

-6

<
e
el

Pour caractériser les surfaces cherchées, il nous suffira d’exprimer

que le réseau conjugué (u, ¢) est orthogonal, puisque le seul ré-

seau conjugué orthogonal qui existe sur une surface est formé

de ses lignes de courbure. Posant comme toujours

F=z,2,+y.y, + 3,5,
nous trouvons 1c1

ot F = [(1 + u?+ 0?) oh, — (& —+ 99),) 95 ] po.
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Nous devons égaler F a zéro. 1l n’y a pas lieu d’admettre la solu-
tion 9y, = o, car © étant alors une fonction linéaire de ¢, les for-
mules (27) donnent, pour z, ¥ et z, trois fonctions de la seule
variable «; la surface se réduirait a une courbe. Soit donc

. G

P I+ u?—+ @?

Les deux membres de cette équation étant des dérivées logarith-
miques, on en lire successivement

‘7’2(1_1_u‘1_g_:?‘2):?;2, V:f——_d_?;‘g.,
Vi+ wr+ 92

en désignant par V une fonction arbitraire de ¢. Effectuons la
quadrature indiquée, ce qui introduit une fonction arbitraire U
de u; nous aurons

(28) o=y1+ut—m—.

Soient Shw et Chw (Ch. III, n° 4) les sinus et cosinus hyper-
boliques de w. A cause de la relation (28), les formules (27) de-
viennent :

(2()) €x = ‘Z — L ’ z:p_M.
' u 1+ uV Ch(V—U) V'Ch(V—U)

Les surfaces de Joachimsthal sont ainsi déterminées. On voit
que leurs lignes de courbure du second systéme (¢ = const.) sont
tracées sur des sphéres

I
224y (3 —0)2 = vi'

Sil'on pose r = \/x2+y2, une ligne de courbure # = const.

sera définie, dans son plan, par les deux équations

1

(30) r:m, z=9¢—rSh(V—-1),

qui représentent, quand w varie ainsi que ¢, tous les points du
plan zOr. Les lignes ¢ = const. constituent I’ensemble des cer-
cles qui ont leurs centres sur Oz,

1
r2+(z —9)2= ij’
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puisque la fonction V reste arbitraire. Les lignes u = const.
sont leurs trajectoires orthogonales : en effet, le coefficient angu-
laire de la normale & I'un des cercles considérés est

=90

=—Sh(V—1U),

et celui de la tangente a la courbe # = const., qui a pour valeur

1—rV'Ch(V—U) — r,Sh(V — U)

'y

S5
o
est égal au précédent, en vertu des formules (30).

Cela posé, les équations (29) représentent toutes les courbes (30),
amenées par rotation autour de Oz dans les divers plans y — ua.
Or, on peut considérer U comme un paramétre variable; alors u
devient une fonction arbitraire de U; d’ou la génération suivante
des surfaces de Joachimsthal :

Dans un plan 0z, on considére une famille quelconque
de cercles ayant leurs centres sur Oz, ainsi que leurs trajec-
toires orthogonales. On fait tourner chacune de ces trajec-
toires autour de Oz, d’un angle qui varie d’apreés une loi
arbitrairement choisie, quand on passe de l'une a Uautre; le
lieu de ces diverses courbes ainsi déplacées est une surface de
Joachimsthal.

Ce résultat serait facile a déduire, par un raisonnement géomé-
trique, de la proposition qui nous a servi de point de départ.
Mais notre méthode nous a donné, de plus, I'expression analy-
tique des coordonnées des surfaces cherchées. Remarquons aussi
qu’en obtenant les formules (30), nous avons retrouvé la solution
de ce probleme : Déterminer dans le plan les trajectoires or-
thogonales d’une famille quelconque de cercles ayant leurs
centres en ligne droite, que nous avions trailé précédemment

(Chap. III, n° 4).
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CHAPITRE X.

ETUDE DES SURFACES REGLEES.

I. — Parameétre de distribution et point central.

1. Une droite dont les équations dépendent d’un paramétre
engendre une surface réglée, qui est dite développable, si la
droite reste tangente a une courbe, gauche dans le cas contraire
(Ch. III, n° 13). La génératrice étant représentée par les deux
équations
(1) z=az+p, y=bz+gq,
nous avons vu (Ch. I1I, n°12) que les surfaces développables sont
caractérisées par la relation
(2) a'q'—b'p'=o,

ou les accents indiquent les dérivées prises par rapport au para-
métre, et que la valeur commune des rapports égaux

(3) =

détermine le z du point ou la génératrice est tangente a l'aréte
de rebroussement de la surface.

2. Cherchons la plus courte distance de deux génératrices infi-
niment voisines (D) et (D,), répondant aux valeurs ¢ et ¢+ Ay
du paramétre. Si I'on prend la premiére pour axe des z, en fai-
sant @ = b = p = q = o, lagénératrice (D, ) sera représentée par
les équations

01y z = zha + Ap, y = 3Ab + Aq.
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Leur plus courte distance se projette sur le plan des xy, qui est
perpendiculaire & I'une d’elles, suivant la perpendiculaire abaissée
del’origine sur la projection de (D)

4) zAb — yAa + Aa Ag — Ab Ap = o.
Elle a donc pour longuear

(5) a:i.&aﬁ(]—.\l);\p:;_aq—bp PR

V(a3 + @br  Jar+ b®

Ce calcul, ot nous avons négligé les infiniment petits d’ordre
supérieur, prouve que, pour les surfaces gauches, & est du premier
ordre, et, pour les développables, d’un ordre plus élevé. En effet,
nous avons démontré (Ch. V, n° 14, 4°) que 3 est en général du
troisicme ordre dans les développables.

L’angle » des deux génératrices infiniment voisines est du pre-
mier ordre. En effet, les cosinus directeurs de Oz sont 0,0 et 1;
ceux de (D,) sont proportionnels & Aa, Ab et 1. On a donc

I

) 1+ (Aa)?+ (Ab)2

=1—(a2+ b2)(Av)?,

en négligeant les puissances supérieures de Ap. De la résulte
sino = /a2 1 62 Ap.

Ainsi I'angle © est bien du premier ordre. On voit que pour les
surfaces gauches le rapport de la distance de deux généra-
trices infiniment voisines a 'angle qu’elles font entre elles tend
vers une limite finie. Cette limite est ce qu’on appelle le para-
metre de distribution. C’est une longueur &, bien déterminée
pour chaque génératrice, variable d’une génératrice a I'autre :

N '

Shaglgiubp

= lim — =t 4.
sino a'? + b2

k=lim

-G | ©2

D’aprés sa définition, le paramétre & est constamment nul dans les
développables. Nous nous occuperons un peu plus loin (n°9) du
signe quil convient de lui attribuer. (Certains auteurs appellent
paramétre de distribution I'inverse de k.)
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3. Tutorime. — La perpendiculaire commune a deux gé-
nératrices d’une surface réglée tend vers une position limite,
quand l'une d’elles tend vers l’autre.

En effet, la perpendiculaire commune a4 Oz et a (D,) est située
dans le plan mené par Oz perpendiculairement a la droite (4);
ce plan, ayant pour équation

B
(6) e A
fait, a la limite, avec le ‘plan zO 2z un angle §, dont la tangente
est bien déterminée

l

|2

(7) tanglp = — o -

7

oy

De plus, nous connaitrons la distance z, du plan 20y ala per-
pendiculaire commune en calculant le z du point ot le plan (6)
rencontre la droite (D, ). Or les équations (1) et (6) donnent

¥  sAb—+ Agq Aa Aa Ap + Ab Aq

e e, b P e 3=

¥t ERatrip .t Ab T (Aa)+ (Ab)?2°

d’ou, en passant a la limite, on déduit

(l’p,—\‘- brqr

atr b

(8) 39 = —

Ainsi la perpendiculaire commune & une génératrice et a la géné-
ratrice infiniment voisine a une position limite. Le point ou elle
rencontre alors la génératrice considérée est appelé le point cen-
tral de cette génératrice. La courbe lieu des points centraux est
la ligne de striction de la surface.

Remarque. — Pour les développables, la ligne de striction se
confond avec I'aréte de rebroussement. En effet, la formule (8)
donne pour z, la valeur (3) quand on y introduit I'hypothése

alql__ brpr =o,

caractéristique des surfaces développables. Cette remarque nous
servira dans diverses circonstances.
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II. — Plan tangent aux surfaces gauches; raccordement.

4. Les plans tangents aux divers points d’'une génératrice peu-
vent étre déterminés par I'angle qu’ils font avec le plan tangent
au point central, ou plan central. A cet effet, figurons deux gé-
nératrices voisines IM, I, M,, leur plus courte distance II, et la
parallele IM| a I, M,. La position limite du plan I, IM sera le plan
central de IM, puisque I, I deviendra une tangente a la surface.

Y

Par le point M, situé a une distance p’ de I, menons un plan
perpendiculaire a IM; ce plan coupe I, M; en M,, IM/ en M| et
détermine dans la surface une section dont MM, est une corde.

La position limite du plan IMM, est le plan tangent en M.

Fig. 11.

I ]

L’angle ©' des deux plans I, IM et IMM, est I'angle de MM, avec
la paralléle menée en M a II, ou bien avec M, M]. Dés lors les
deux triangles MM, M, IMM/,, rectangles, 'un en M, 'autre en M,

donnent
MM, p'tange  p'tango
P i nge,

tang®' = ;= MW, = %

© étant 'angle et § la distance des deux génératrices IM, I, M.
A la limite, 0 et p étant ce que deviennent §’ et ¢/, nous trouvons.
en désignant toujours par k le paramétre de distribution,

(9) tangO:plim%: .

Donc la tangente de U’angle compris entre un plan tangent
5 8 P P 8
quelconqueet le plan central est proportionnelle ala distance
de son point de contact au point central.
R. 13
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Dans les développables, le paramétre £ étant nul, le plan tan-
gent est toujours perpendiculaire au plan central; il est donc le
méme, ainsi que nous le savions déja (Ch. III, n° 19), tout le long
d’une génératrice.

Dans les surfaces gauches, quand le point de contact parcourt
une génératrice d’une extrémité a 'autre, le plan tangent tourne
de 180 degrés. Aux deux extrémités de la génératrice, il est per-
pendiculaire au plan central.

Il résulte de cette loi de variation du plan tangent que les nor-
males menées a une surface gauche en tous les points d’une
de ses génératrices forment un paraboloide équilatére dont un
plan directeur est perpendiculaire a cette génératrice. En effet,
si 'on prend pouraxe des z la généralrice, pour origine son point
central, pour plan des zz le plan central, la formule (9) donne,
pour le lieu des normales considérées, I'équation

z
= Z‘,

RIS

ce qui démontre la proposition.

5. Quand deux surfaces gauches ont une génératrice commune,
on dit qu’il y a raccordement entre ces surfaces aux points de la
génératrice commune ot elles ont méme plan tangent. Considé-
rons deux surfaces telles, (S) et (S,), dont les points centraux
soient O et Oy, distants d’une longueur /. Soient de plus 4, £,
les deux paramétres de distribution, et V I'angle des deux plans
centraux. En un point M de la génératrice commune, le plan tan-
gent a (S) fait avec le plan central correspondant I’angle 6§ donné
par la formule

]

tangh =

>0

ol p désigne la longueur OM. Pour la surface (S,) le plan tan-
gent en M fait avec le plan central un angle §;, et I'on a

p—/l.

tangf; = ¥

La condition pour que les deux surfaces se raccordent en M est

0y=0—V.
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Eliminant 0 et §, entre les trois relations précédentes, on obtient
I'équation du second degré

(10) p2tangV + p(k — k&, — htangV) + k(k tangV —4) = o.

Donc deux surfaces gauches qui ont une génératrice com-
mune se raccordent en deux points de cette génératrice. S'il y
a raccordement en plus de deux points, I’équation (10) est une
identité; les deux surfaces se raccordent alors tout le long de la
génératrice commune, moyennant les conditions

tangV = o, Kye= ik, =0,

qui expriment que les deux surfaces ont méme point central,
méme plan central et méme parametre de distribution pour la
génératrice considérée.

Dans le cas particulier des surfaces a plan directeur, toutes les
génératrices étant paralléles a ce plan, leurs perpendiculaires
communes et, par suite, tous les plans centraux, sont perpendi-
culaires au plan directeur. Si donc deux surfaces ont méme plan
directeur et admettent une génératrice commune, 'angle V étant
nul, ces surfaces se raccordent en un point seulement de cette gé-
nératrice. S’il y a raccordement en plus d’un point, elles se rac-
cordent tout le long de la génératrice commune.

Ce qui précéde permet, quand une surface est engendrée par
une droite s’appuyant sur trois directrices auxquelles on sait me-
ner les tangentes, de construire le plan tangent en un quelconque
de ses points, en lui substituant une quadrique qui se raccorde
avec elle tout le long de la génératrice (D) du point considéré.
Soient en effet (T,), (T:) et (T;) les tangentes menées aux trois
directrices aux points M;, M,, M; ot elles rencontrent (D). La
quadrique engendrée par une droite qui s’appuie sur (T,), (T,)
et (T;) contient (D) et se raccorde avec la surface proposée en
M,, M, et M;, et, par suite, tout le long de (D).

Si la surface est a plan directeur et définie par deux directrices,
(T,) et (T,) étant les tangentes a ces directrices, on prendra pour
surface de raccordement le paraboloide engendré par une droite
qui s’appuie sur les deux droites (T,) et (T,) en restant paralléle
au plan directeur,
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III. — Détermination du paramétre de distribution
et du point central.

6. Pour définir de la maniére la plus générale une surface
réglée, considérons une courbe directrice (T'). Par chaque point
(&, m, §) de cette courbe, menons une droite (D) dont les cosinus
directeurs soient A, u, v. Tout point M(z, y, 5) d’une telle droite,
et, par suite, de la surface réglée qu’elle engendre, est représenté
par les formules

(11) ool e T z3={+vu,

ou &, n, { ainsi que A, ., v sont des fonctions d’un paramétre v,
et z un second paramétre variable; sa valeur algébrique mesure le
segment qu’il faut porter sur la génératrice (D) a partir du point
(&, 1, ) dans la direction (%, i1, v) pour obtenir le point M.
Soient (A, 14, v4) les cosinus directeurs d'une autre généra-
trice (D) et ¢ 'angle que font (D) et (D,). On a, comme on sait,

(12) sin2@ = (v — )2 + (VA — Avp)? = (A — pdg)2.

Quand (D) tend vers (D), © tend vers zéro, et, par une transfor-
mation qui nous a déja servi (Ch. IV, n°5), on trouve

sin?p _ do?  dA\?4 du?+dv?

(13) lim do? -—Zv'z ————dv,_,—)

ce qui montre que dA*~+ dp.> -+ dv?® est la partie principale de sin®¢.
Cela posé, si (&, 0, &) est le point ou la génératrice (D,) ren-
contre (T'), la plus courte distance & de (D) etde (D,)a pour carré

(14) =3¢+ Au—§&—hw)?,

les paramétres u et u, étant déterminés par les deux équations

082
i iﬁzz)‘ E—&i+Au—7uw)=o,
I
932
— 3 ou = ShE— G e —ha) =o,

conformément a la théorie générale des maxima et minima.
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Pour tirer de ces équations le rapport &:sing, nous poserons

l=§——$,+)\u—)\,u1,
(16) m=mn—n+ pU— U,
n:C—t_l—i—vu—v,u“

ce qui nous permettra d’écrire
(14) 82 =12+ m?2+ n?,
{o=Al 4+ pm +vn,

(15)

l o0=Ml4+pm-+vn.

De ces relations et des équations (16) on conclut
(17) B=1E—E&)+mm—m)+n—5)
Or la résolution du systéme (15)' donne

l iy m A n il Vi mr+ n2
Wi — Vg YAi—Avp  Apg— phg ‘/2({“‘_\,“‘)2

La valeur commune de ces rapports est, en vertu des formules (14)'
et(12), égale a 3:sinp. On a donc

lz(yv,—-vp,)S’ m=(v)\17)\v1)8’ n=()\p;—.y.)\1)8'
sin g sing sin @

Substituant ces valeurs dans la relation (17), nous trouvons

E—& A N
dhp T TM R A I sin?g.
=85V "N

Faisons maintenant tendre (D,) vers (D), en tenant compte de la
relation (13). Nous arriverons a 'expression cherchée du para-
rameétre de distribution

dt d\ )
(18) k=|dn dp p|:(d\2+dp2+ dv?).
dt dv v

Le numérateur de £ est le déterminant qui, égalé a zéro, exprime
(Ch. IIT, n° 12) que la surface est une développable.
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7. Proposons-nous de déterminer le point central de la géné-
ratrice (D). La valeur %, qu'il faut attribuer & « pour obtenir ce
point, estla valeur limite que le systéme (15) assigne a l'inconnue «
quand on fait tendre (D,) vers (D). Pour la trouver, posons

u; = u+ Au, £ =&+ A%, T A=A+ A},
Comme l'angle ¢ des deux généralrices a pour cosinus
€0s¢ = Ahy—+ pjy + Wi,
les équations (15) pourront étre écrites ainsi

SX AL+ coso Au — u(1— cosg) = o,

15 ”
(13 SXAE + S ANAE + Au + u(1— cosg) = o.

En les résolvant par rapport a «, on trouve

usin?¢ = — cosp TAX Af + 2 sin2 ?sa AL,

2

Divisons les deux membres par sin?o et faisons tendre Ag, et
par suite ¢, vers zéro; le dernier groupe du second membre s’éva-
nouit avec A§, An, AZ; et, eu égard a la relation (13), il vient

dh dt + dp. dn + dv df
A\t dp?+dvE

(19) h=—

Cette formule est identique & la formule (14) du Chapitre III,
qui détermine l'aréte de rebroussement d’une développable. En
effet, la ligne de striction d’une développable se confond (n° 3)
avec son aréte de rebroussement.

D’aprés ce qui précede, I'équation

(20) dhdé +dpdn+ dvdf=o

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe
directrice (T') se confonde avec la ligne de striction.

Remargque. — Pour les surfaces a plan directeur, la perpendi-
culaire commune a deux génératrices étant perpendiculaire a ce
plan, en tout point de la ligne de striction le plan tangent est per-
pendiculaire au plan directeur. Par suite, la ligne de striction
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est la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les géné-
ratrices sont perpendiculaires au plan directeur. Elle se pro-
jette sur ce plan suivant l'enveloppe des projections des géné-
ratrices. D’aprés ces résultats, qu’'on déduirait aisément de la
formule (19), un paraboloide hyperbolique a deux lignes de
striction, qui sont deux paraboles; dans tout conoide droit a
plan directeur, la ligne de striction se confond avec l’axe.

8. Pour mettre mieux en évidence les propriétés de la ligne de
striction et du paramétre de distribution, nous allons transformer
les expressions de % et de k. Introduisons les cosinus a, b, ¢ des
angles que la génératrice fait avec la tangente, la normale princi-
pale et la binormale de la directrice (I'). Nous aurons

A=aa+ba' +cd, p=afB + b8 +cf, v=ay-+by+cy,

en désignant para, ..., y" les cosinus des trois directions princi-
pales de (T'). Soient , R et T son arc et ses rayons de courbure
et de torsion. Appliquant les formules de Frenet, nous trouvons

d\ _ (da b @b’ @ c‘a,+ dolhEN
a Z=(Z-g)+(Fi+1)(F-1)°

et deux relations analogues, d’olt nous concluons

ad\+Bdp+ydv da b

ds T do R’
Le numérateur du premier membre ne différe de celui de 2 que
P q
par le facteur do. 1l vient donc

(19)’ VO b da ds?
9 By <ﬁ_ dc>d)\2+dy.2—+-dv2’

et la condition pour que (T') soit la ligne de striction s’écrit

F b da
(20) g el e

Donc, si la ligne de striction coupe toutes les génératrices sous
un angle constant (a= const.), on a : soit R=o0, ce qui exprime
que la ligne de striction est une droite; soit b= o, ce qui si-
gnifie que la génératrice est dans le plan rectifiant de la ligne
de striction. Les deux réciproques sont évidemment vraies.
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Comme exemple, cherchons les surfaces réglées dont la ligne
de striction est un cercle coupant toutes les génératrices sous un
angle constant. Chaque génératrice, étant dans le plan rectifiant
du cercle, est perpendiculaire au rayon du point d’ot elle est
issuej de plus, elle fait un angle constant avec la tangente au
cercle en ce point. Les surfaces cherchées sont donc des hyperbo-
loides de révolution et leurligne de striction est le cercle de gorge.

Prenons maintenant pour courbe directrice (T') laligne de stric-
tion elle-méme; désignons toujours son arc par s et appelons V
I'angle qu’elle fait avec la génératrice issue du point (&, 1,7);
nous aurons

cosVdos = Adt+ pdn+vdg.

Elevons au carré les deux membres de la formule (18), en tenant
compte de cette derniére relation et de la condition (20); nous
trouyerons
ds? cosVds o
k2= | cosVds 1 0 [:(dR+dp2+dv)2.
o o =d\ |

On a donc pour le carré de £ cette valeur

sin2V ds?

o e e S ERC I C
M= dp?+ dv?’

d’ou, par comparaison avec la relation (13), on déduit

' nivde
(18) k =sinV % .
Telle est I'expression du paramétre de distribution que nous vou-
lions obtenir. Appliquons-la aux surfaces engendrées par les bi-
normales d’une courbe gauche (T'). La binormale étant dans le
plan rectifiant et faisant avec la tangente un angle constant (droit),
la courbe (T') est ligne de striction, ainsi que nous venons de le
voir. L’angle V est donc droit; d’autre part, o est 'angle de deux
binormales; par suite k& est égal au rayon de torsion T. Ainsi,
toute courbe gauche est ligne de striction de la surface en-
gendrée par ses binormales, et le parameétre de distribution
de chaque génératrice est égal au rayon de torsion de la
courbe au point d’ou elle est issue.
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IV. — Signe du paramétre de distribution.

9. Il n’a pas été question jusqu'ici du signe de £. Les for-
mules (18) et (18), a raison de la facon dont elles ont été obte-
nues, ne déterminent ce paramétre qu’au signe prés. Voici com-
ment on est conduit & lui en attribuer un. La loi de variation des
plans tangents le long d’une génératrice est trés différente, sui-
vant qu'un observateur, traversé par cette génératrice, voit la nor-
male tourner de gauche a droite ou de droite a gauche quand elle
s’éleve, c’est-a-dire quand son point d’incidence se déplace dans
le sens qui va des pieds a la téte de 'observateur.

D’ailleurs, le long d'une génératrice déterminée d’une surface,
les apparences resteront les mémes, comme on s’en assure aisé-
ment, pour l'observateur, aprés qu’il aura été renversé de fagon
que le point d’incidence de la normale le traverse toujours des
pieds a la téte, en parcourant la génératrice dans le sens contraire
a celui de son mouvement primitif.

Quand l'observateur voit la normale s'élever de gauche a
droite, nous dirons que l'allure de la normale est dextrorsum
(sinistrorsum dans le cas contraire). Or nous avons vu (n° 4) que
le paraboloide, lieu des normales menées le long d’une généra-
trice Oz, le point central étant pris pour origine et le plan cen-
tral pour plan des sz, a une équation de la forme

% == donet. = @,

ol la constante C est, en valeur absolue, égale au paramétre de
distribution. Les axes de coordonnées étant supposés avoir la
disposition habituellement adoptée en Géométrie analytique (voir
les figures de la page 113), si la constante C est négative, un ob-
servateur, traversé des pieds a la téte par la direction positive de
'axe Oz, voit la normale qui engendre le paraboloide s’élever de
gauche a droite; c’est le contraire qui a lieu si la constante G
est positive. Dés lors il convient de donner un signe au paramétre
de distribution pour distinguer les deux allures de la normale
et, par suite, les deux sens de rotation du plan tangent.
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Nous choisirons le signe qui résulte de la formule (18), et
prenant désormais

dt d\ )
(18) k=|dn dp p|:(dh2+ dp2+ dv?),
al dviy

nous n’avons plus qu’a chercher quelle est I'allure des normales
le long d’une génératrice, pour laquelle % est positif.
A cet effet, écrivons I'équation générale du plan tangent a une
surface gauche
X—t—Au Eg+Au A
Y—n—pu 7'+pu p|=o,
Z—¢—vu +vu v

ol les accents désignent les dérivées prises par rapport a ¢. Sup-
posons que la courbe directrice (') soit la ligne de striction; pre-
nons 'un de ses points (&, 1, {) pour origine, la génératrice qui
en est issue pour axe des z, ce qui revient a faire § =% ={=o,
h=p=o0,v=1; prenons pour plan des zz le plan central, ce
qui entraine 7' = o. Remarquons enfin qu’en vertu de I'identité

MW+ pp'+w'=o

la dérivée v est nulle et que, I'expression (19) de & devant étre
nulle, on a aussi )’ = o. L’équation du plan tangent se réduira a

b

X 5 u.

Or u est le z de son point de contact; par suite, I’équation du
P ) P ) 1¢q
paraboloide des normales sera

Mais, si I'on se reporte 4 I'expression (18) du paramétre de dis-
tribution et qu’on y introduise les hypothéses actuelles, on trou-
vera simplement

s

L’équation du paraboloide des normales devient alors 5y =— k.
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De la et de ce qui a été va plus haut, nous concluons que, pour
les génératrices dont le paramétre de distribution est positif,
Uallure des normales est dextrorsum (sinistrorsum si k < o).

Remarque I. — On peut facilement se rappeler le signe que
nous choisissons pour &, en observant qu’en vertu de ce choix
I'égalité énoncée a la fin du n°® 8 est exacte en grandeur et en
signe. Si, en effet, dans la formule (18) on remplace A, ., v par
les cosinus «”, 3", v” de la binormale a la courbe directrice (T'), et
qu’on applique les formules de Frenet, on trouve immédiatement

a o o
k= 1@ ¥oEdist
Y Yl Yl/

le déterminant des neuf cosinus étant égal a 'unité (Ch. IV, n°3).
Ainsi, chaque génératrice d’une surface de binormales a son
parametre de distribution égal au rayon de torsion de la ligne
de striction au point d’ou elle est issue.

Remarque Il. — Si dans la formule (18) on change les signes
de € et de v, le paramétre & change de signe; d’ott cette conclu-
sion : Si deux surfaces réglées sont symétriques par rapport
a un plan, les paramétres de distribution de leurs génératrices
homologues sont égaux et de signes contraires.

V. — Elément linéaire; trajectoires orthogonales
des génératrices.

10. Les coordonnées d'une surface réglée étant représentées
par les formules

r=Et+Au, y=n-+pu, z=C+vu,
on a immédiatement leurs différentielles

de =hdu+ (F+ Nu) do,
dy = pdu+ (q'+ p'u) dv,
dz =vdu—+ ({+ v u)dp,
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les accents indiquant toujours des dérivées prises par rapport au
paramétre ¢. Par suite, I’élément linéaire a pour expression

(22) ds?=dut+2(AE' + pn'+v{)dude + (Au2+ 2Bu + C)dv?,
les lettres A, B, C ayant les significations suivantes
A=2N24 pl24v2, B=MNt+ '+, C=§2+q"24+ 72

En conséquence, les coefficients de I'élément linéaire ont respec-
tivement pour valeurs

E=—3, F = M+ pq'+ ¢, G=Au?+2Bu—+C.

On remarquera que G est un trindme du second degré en « dont
les coefficients sont des fonctions de ¢, que F dépend unique-
ment de ¢ et que E se réduit a 'unité. Par suite, les trajectoires
orthogonales des génératrices de toute surface réglée sont dé-
terminées par une quadrature. En effet, les trajectoires des
courbes ¢ = const. sur une surface quelconque dépendent, comme
on sait (Ch. III, n° 6), de I'équation différentielle

Edu+ Fdy = o,

qui, dans le cas des surfaces réglées, a pour intégrale
u —+—f()\5’+ pn'+v¢') dv = const.

Si donc on veut rapporter une surface réglée a ses généra-
trices et a leurs trajectoires orthogonales, on devra introduire, a
la place de u, le premier membre ¢ de I’équation précédente; il
viendra ainsi

(23) ds?=dt2+ (A 12+ 2Byt + C;) dv?,

les coefficients A, B, et C; ne dépendant que de ¢; d’ailleurs A,
ne différe pas de A.

On peut transformer I'expression (22) de maniére & n’y laisser
figurer que des éléments géométriques remarquables. Rapportons,
en effet, la surface a ses génératrices et a sa ligne de striction prise
pour courbe directrice (T'); il suit de la tout d’abord que le coef-
ficient B sera nul, en vertu de la relation (20). Si, de plus, on
prend pour paramétre ¢ 'arc & de la ligne de striction, le coeffi-
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cient F sera le cosinus de I'angle V que cette ligne fait avec les
génératrices; le coefficient C sera égal a 'unité et nous pourrons
écrire

ds? = (du + cosV ds)2+ (A u? + sin?V) de2,
Mais, sil'on introduit le paramétre de distribution 4 au moyen des
relations (13) et (18)’, qui donnent

do )\ 2 2 ‘ds \2
—— T -2 2 i
A_<Tc>’ k? = sin V(d?>,

on arrive a cette forme entiérement géométrique

2
(24) ds? = (du + cosV ds)2 + <7—2 +1> sin2V ds2.
Dans le cas particulier des surfaces développables, le calcul est
plus simple encore : les génératrices étant les tangentes de la
ligne de striction (aréte de rebroussement), V est nul, A est égal
au carré 1 ; R? de la courbure de cette ligne, et il vient

da

(25) ds? = (du + ds)? + Re

Les résultats que nous venons d’obtenir jouent un role important
dans la théorie de la déformation des surfaces réglées.

VI. — Lignes asymptotiques; surfaces minima réglées.

11. Nous allons former I'équation différentielle des lignes
asymptotiques des surfaces réglées, en partant des formules gé-

nérales
z=Ft+Au, y=un+pu, 2=+ vu,

ou toutes les lettres ont les significations que nous leur avons
attribuées au n° 6.

Les coordonnées z, y, s de la surface étant des fonctions
linéaires de u, leurs dérivées secondes )., ¥,:, 3, sont nulles;
le déterminant D est nul. L’équation des lignes asymptotiques

se réduit a
dv(2D'du+ D"dv) = o.
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Le facteur do, égalé a zéro, donne ¢ = const., c’est-a-dire les
génératrices de la surface. L’autre systéme d’asymptotiques est
défini par I'équation

N ¢ 3 - Nu A F+2Nu
’ u ” ” r !
R e ot . e A A ol Bl
CV

’

v v "

U+v'u v T+VvVu

que nous écrirons

s SR g G ¥ i R

(26) 2D o

en représentant par L et N les deux déterminants
)\ A! k” l k s' E”

L= [ pvl H”

¥ v ¥

’ N:P'Tl'.’]”v

et par M un déterminant qui est la dérivée de D' par rapport a ¢.

Les quatre coefficients D', L, M, N étant des fonctions de la
seule variable ¢, la détermination des asymptotiques d’ une sur-
Sface réglée dépend d’une équation de Riccati.

De la découlent diverses conséquences :

1° Le rapport anharmonique de quatre solutions d’une équa-
tion de Riccati étant constant, et u désignant la distance d’un
point variable d’une génératrice a un point fixe sur cette droite,
on voit que si (Cy), (Gy), (Cs), (Cy) sont quatre asymptotiques
Sizes, mais quelconques, les quatre points Py, Py, Py, P, ot
elles rencontrent les diverses génératrices de la surface ont
méme rapport anharmonique pour toutes ces génératrices.
C’est ce qu’on énonce plus brievement ainsi : les génératrices
d’une surface réglée sont divisées harmoniquement par ses
lignes asymptotiques.

2° Si U’on connait trois asymptotiques, on les obtient toutes
sans intégration; st l’on connait deux asymptotiques, on les
détermine toutes au moyen d’une seule quadrature; si l’on
connalit une seule asymptolique, on les trouve toutes par deux
quadratures. Cela résulte des propriétés connues de I'équation
de Riccali.
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12. Voici deux cas dans lesquels la derniére circonslance se
présente. Supposons d’abord que I’équation(26) ne contienne pas
de terme en u?, et, par suite, se réduise a une équation linéaire.
On peut supposer que le coefficient L, au lieu d’étre nul, tende
vers zéro; on voit alors, en prenant pour fonction inconnue I'in-
verse de u, que u=co est une solution de la proposée: en
d’autres termes, la surface admet une asymptolique rejetée tout
entiére a l'infini. Pour que L soit identiquement nul, il faut et il
suffit qu'il existe trois constantes A, B, C telles que I'on ait

toujours
AX+Bp+Cv=o,

c’est-a-dire que les génératrices soient paralléles au plan
Az+ By + Cz=o.

La surface est une surface a plan directeur. Nous avons déji
traité ce cas directement (Ch. VIII, n° 8).

Supposons maintenant que I’équation (26) ne contienne pas de
terme constant, ¢’est-a-dire que N soit nul. Cela signifie que la
courbe (T'), lieu du point (&, n, {), est une asymptotique de la
surface. En effet, le déterminant N étant nul, il existe deux fonc-
tions P et Q de la variable ¢, telles qu’on ait identiquement

A=P{+Q¥F p=Py+Qn, v=P{+QL.

Ces formules expriment que la génératrice (X, 1, v) est contenue
dans le plan osculateur a la courbe (T') et que, par suite, le plan
tangent & la surface se confond avec ce plan osculateur : ainsi (T")
est une asymptotique. Réciproquement, les formules

z=§+PF+Q)u, y=n2+(P7n'+Q7")e, s=(+(PY+QY)u,

ot P et Q sont des fonctions arbitraires de ¢, représentent
toutes les surfaces réglées qui admettent pour ligne asympto-
tigue la courbe (T), liew du point (§,1,%). De ce nombre sont les
surfaces formées par les normales principales d’une courbe
gauche; cette courbe est une de leurs asymptotiques.
Considérons enfin une surface engendrée par la droite qui joint
chaque point d’une courbe gauche (T') au centre de la sphére
osculatrice en ce point. On connait, bien qu’elle ne soit pas mise
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immédiatement en évidence par I'équation différentielle (26),
une ligne asymptotique de la surface: c’est le lieu des centres
des sphéres osculatrices de (T'). En effet, cette courbe étant 'aréte
de rebroussement de la surface polaire de (I'), son plan oscula-
teur, qui est le plan normal de (T'), reste constamment tangent &

la surface considérée.

13. Nous rattacherons a I’équation (26) le résultat suivant :

Tutorime. — L'hélicoide a plan directeur est la seule sur-
Jaceréglée réelle qui soit en méme temps une surface minima.

En effet, les surfaces minima étant caractérisées par la propriété
d’avoir en tous leurs points leurs asymptotiques rectangulaires,
sur toute surface réglée minima une famille d’asymptotiques est
formée par les trajectoires orthogonales des génératrices. Or, en
chaque point d’une telle asymptotique, le plan osculateur est
tangent a la surface; par suite, la génératrice qui est issue de ce
point est située dans ce plan, ce qui exige qu'elle se confonde
avec la normale principale de la ligne asymptotique. Ainsi toute
surface réglée minima, s’il en existe, est le lieu des normales
principales d’une courbe et méme d’une infinité de courbes. Mais,
d’aprés une proposition connue (Ch. IX, n° 11), deux asympto-
tiques quelconques interceptent sur toules les génératrices des
segments de méme longueur. Si donc nous rapportons les sur-
faces cherchées a leurs génératrices (v = const.) et a une asym-
ptotique prise pour courbe directrice, chaque asymptotique aura
une équation de la forme u = const. D’aprés cela, I'équation (26)
devra se réduire & dudy = o.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut d’abord que L soit nul. Or la
condition L = o exprime (n° 12) que la surface est a plan direc-
teur. D’ailleurs, toute courbe dont les normales principales sont
paralleles a un plan est une hélice. Car, ce plan étant pris pour
plan des zy, on a, par hypothése, v = o; et, en vertu des formules
de Frenet, y est constant, c’est-d-dire que les tangentes font un
angle constant avec I'axe Oz, ce qui est une propriété caracté-
ristique de I'hélice (Ch. V, n° 4).

Toute asymptotique d’une des surfaces cherchées est donc une
hélice. Si nous prenons pour paramélre ¢ Iarc de la section
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droite (S) du cylindre qui porte cette hélice (T'), la coordonnée
d’un point de (I') pourra étre prise proportionnelle a I'arc corres-
pondant ¢ et nous aurons, avec nos notations habituelles,

= my, {=m, '=o,

”

V=0 V=0 =02

Dés lors, le déterminant D”, qui doit étre nul quel que soit «,
se réduit a

lE”-f—k”u A+ Nu |
ln”+p”u pon+pu | =m(pl"—A" e+ pt'— A"

i o 0 m

En particulier le coefficient de « doit étre nul, ce qui donne
pA' — Ay’ = const.

Or A et p sont respectivement les cosinus o’ et 3’ de la normale
principale a la section droite (S). Les formules de Frenet donnent
en conséquence

)\' % dd,’ ’ it idl i p al

——(17:

a
i s NN ReY  Thiny bt 1)
R, étant le rayon de courbure de la section. On a donc

S S R

pA — A = T = R’
ce qui montre que R, est constant, ou que (S) est un cercle. Il suit
de la que la seule surface réglée réelle qui puisse étre une surface
minima est 'hélicoide & plan directeur. Or, nous savons qu’il jouit
bien de cette propriété (Ch. VIII, n° T7), ce qui achéve la démon-
stration du théoréme.

R. 4
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CHAPITRE XI.

ARCS, AIRES ET VOLUMES.

1. — Formules de rectification ; premiers exemples.

1. Nous avons défini au Chapitre II (n° 5) la longueur d’un
arc de courbe, plane ou gauche. Rectifier un arc, c’est évaluer sa
longueur, c’est-a-dire calculer I'intégrale

el )

0y
(1) s:f Vdx? + dy? + dz?,

ou dz, dy, dz sont les différentielles des coordonnées rectangu-
laires d’un point de I'arc, u, et u; les valeurs que prend a son
origine et a son extrémité le paramétre «, en fonction duquel
sont exprimées z, y, z.

Il convient de voir ce que devient I’élément de cette intégrale
quand on se sert des deux systémes de coordonnées les plus usités
apres les coordonnées cartésiennes.

Pour calculer la forme quadratique

(2) ds? = dz? + dy? + dz?

dans le systéme des coordonnées semi-polaires, r, 9, z, rappelons
les relations bien connues

(3) @' = ricosh, ¥y = rsinb.

En les différentiant, on trouve

(%) do?+ dy? = [d(rcos0)]2+ [d(rsin0)]2 = dr2+ r2d0?,
d’out résulte immédiatement

(5) ds? = dr? + r? do2 + ds?.
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Si 'on emploie les coordonnées polaires de Uespace p, %, 8, on
partira des relations

(6) z =psinycosh, y=psinysind, s =pcosy,
qui, rapprochées des équations (3), donnent
r=psing, z=pcosf.
Par suite, en appliquant la formule (5), on trouve
ds? = [d(psing)]*+ p?sin?¢ d02+ [d (p cosy)]2.

On achéve le calcul en se servant de 'identité (4), ou I'on rem-
place r par p et § par ¢, ce qui donne finalement

(7) ds? = dp*+ p?dy? + p?sin§ db?.

D’aprés la fagon méme dont nous avons mis I’expression diffé-
rentielle (2) sous les formes (5) et (7), ces derniéres expressions
n’auraient changé en rien, si les coordonnées z, y, 5 avaient été
entiérement indépendantes les unes des autres, auquel cas la
forme (2) estdite élément linéaire de I’espace. Si 'on y remplace
z, ¥, = par des fonctions de trois variables indépendantes u, ¢, w
(coordonnées curvilignes de Uespace), il vient

ds? = (La2)dur+ (Zz2) dvi+ (Z2\3) dw?

+2(Zz,2y)dude + 2(2z,z,,) dvdw + 2 (22, z)) dw du,

et nous avons vu, a propos du théoréme de Dupin (Ch. IX, n° 12),
que les trois identités

S ol =0, a2, = o, e wi="0

expriment la propriété des surfaces coordonnées u = consl.,
¢ = const., w = const., de former un systéme triple orthogonal.

Or les trois formes (2), (5) et (7) présentent ce caractére com-
mun de ne contenir que les carrés des différentielles qui y figurent.
L’évanouissement des termes rectangles tient a ce que les trois
systémes de coordonnées que nous avons employés sont des sys-
temes triples orthogonaux (Ch. IX, n° 11).
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2. Avant de rectifier quelques courbes planes remarquables,
nous rappellerons deux résultats antérieurs (Ch. 1V, n° 9).
Une cycloide étant représentée par les équations

x =a(u—sinu), y =a(1—cosu),
nous avons trouvé, pour la dérivée de son arc,

o 8 sasin =
du ~ 2
D’aprés cela, la portion de courbe comprise entre le sommet S

(u =) et le point M de paramétre « a pour longueur
. u u
s =2a [ sin — du = fa cos —-
Jit 2 2

Mais, la différence z des ordonnées de S et de M étant
u
z3=2a —a(1 — cosu) = 2@ cos? o4

on a s> =8asz, ce qui permet de construire s. On voit en oulre,
en faisant z = 2a, que la longueur d’une arcade enti¢re de la
cycloide est égale a huit fois le rayon du cercle générateur.

Au méme endroit nous avons rectifié la chainette.

II. — Rectification des courbes unicursales.

3. Une courbe wunicursale est une courbe dont les coordon-
nées peuvent étre exprimées par des fonctions rationnelles d’un
paramétre. Si la courbe est plane et d’ordre m, on aura

_ A(uw) _ B(w)
el o Y= Cu)

(8)

en désignant par A, B, C trois polyndmes entiers en «, du de-
gré m, sans diviseur commun. De plus, ces formules font corres-
pondre a chaque point simple (z,, y,) de la courbe une valeur
unique u, du paramétre «, de sorte que, si 'on appelle A/, B/, (7

les dérivées de A, B, G, prises par rapport a u, 'arc s compris
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entre deux points (z,, ) et (x,,y,) estreprésenté par I'intégrale

“‘”' AC= CA BOGAZ GBI
(9) f f v e * du,

(X4, 74)

dont les limites sont parfaitement déterminées. Cest la une inté-
grale hyperelliptique dont le radical porte sur un polynéme du
degré 4(m — 1). Mais, quand la courbe présente certaines parti-
cularités, notamment quand elle coupe la droite de 'infini aux
points cycliques, le polyndome soumis au radical admet des fac-
teurs bindmes multiples que I'on peut faire sortir au moins par-
tiellement du radical; c’est ainsi que la rectification de certaines
courbes dépend seulement d’intégrales elliptiques, ou méme d’in-
tégrales plus simples encore, comme on le verra dans plusieurs
des exemples qui vont suivre.

Cercle. — Tout cercle de rayon R peut étre représenté par les
formules
(1 —u?)R A 2uR
r=a —T- ;| ‘}’—b—*—'—‘l-*_uzy

d’oti I'on déduit immédiatement

ds _ Ry16uwr+f(1—u?)? 2R +u) 2R
du — (1—+ u?)? T O+ T aur

Le mécanisme de la réduction, qui remplace ici une intégrale el-
liptique par un arc tangente, se manifeste avec évidence.

Parabole. — Toute parabole du second degré étant tangente
a la droite de I'infini, on reconnait facilement que, quand ses coor-
données sont mises sous la forme (8), leur dénominateur com-
mun C () est un carré parfait. Or il est visible sur la formule (9)
que, si le polyndme C et sa dérivée C' ont un facteur binémc
commun, on peut faire sortir ce facteur du radical. Dans le
cas présent, le radical ne portera plus que sur un polynome du
second degré.

On peut arriver autrement a la méme réduction. En effet, guand
le polynéme C(u) a toutes ses racines égales, on peut exprimer
les coordonnées x et y par deux polyndmes entiers; il suffit
d’opérer sur le paramétre « une transformation homographique
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telle qu’a I'unique racine de C corresponde, pour le nouveau pa-
ramélre £, une valeur infinie. Alors z et y deviendront des poly-
nomes entiers en ¢, el le radical qui figure dans la relation (9) ne
portera plus que sur un polynome du degré 2(m —1).

Pour la parabole, 1l suffit de partir de I’équation

Y= 2pz,
et de prendre y comme variable. On trouve ainsi
pds=yy*+ptdy.

En intégrant par parties, on déduit facilement de la

' Vi p? 2 2
W LT 0 SO ok Al
2p 2 Iz

I'arc s est compté a partir du sommet de la parabole.

4. Ellipse. — L’équation de 'ellipse, rapportée a ses axes de
symétrie, étant
2
Zﬂ L= 0y

si 'on prend pour variable z, on trouve

ds_\/w—cxl = (c2= a2— b?).

at— 2

Intégrant & partir du sommet de droite (2= a, y =o0), nous

x .
at— o2zt
s:f da,
a V(a*—2?)(a*—c?a?)
ce qui est la différence des deux intégrales elliptiques, I'une de
premiére, 'autre de seconde espéce.

Si I'on pose avec Legendre z = a sing, la relation précédente
prend la forme plus simple

S ? I~ G
» =/(J ‘/1—e25m2(?dcp,

ol e désigne I'excentricité de la courbe. Le développement du

avons
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radical par la formule du binéme donne lieu a une série unifor-
mément convergente, quelle que soit la valeur de o,

T I y 1 : 1.3
/1-e*snxn*cp= LA iedsinto — —— ahsind oy
2 2

4 2,
_1.3...(2n—3)
o tp.0. 2

6 sinbo —
6 e’ sin°o e
eznsinzrz?_

On peut donc intégrer le second membre terme a terme, ce qui
donnera I'arc développé suivant les puissances de 'excentricité.
Calculons par ce moyen la longueur totale E de Iellipse

™

g T |
E:4a[ V1 — e*sin%¢ de.

0

Par I’emploi réitéré de la formule connue

ooy L3S A
V/(; sin?2o dy 2 AL6 NS il

on trouvera le périmétre cherché

l>2e2 1.3>2eﬁ 1345
B=oma llt— (=) — — : T—-" -
2 I 2.4 3 2.4.6 5

Remarque. — On peut souvent prendre pour longueur ap-
prochée d’une ellipse celle d’une circonférence dont le dia-
métre serait égal a U’excés du triple de la moyenne arithmé-

tique des demi-axes sur leur moyenne géométrique. En eflet,
la longueur de cette circonférence

C:'.t( “f” ¢ab>

peut étre écrite de la facon suivante

C:ra<3w yi—e >

2

ME

Or, sil'on effectue les développements des radicaux, on trouvera

a+b e? et et 5e8
= — 8 N e - R e R T
2 4 16 32 256 !
A el 3eb meb | mued
Vi P s
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Ces valeurs, portées dans l'expression de C, reproduisent les
quatre premiers termes de E; la différence entre E et C est donc
de I'ordre de e, ce qui permet de la négliger, au moins pour les
ellipses de faible excentricité.

5. Cubiques circulaires. — On appelle circulaires les courbes
qui passent par les points cycliques. Tandis que, pour une cubique
unicursale quelconque, le radical qui figure dans la formule (g)
porte sur un polyndéme du huitiéme degré, 'arc des cubiques
unicursales circulaires dépend d’une intégrale elliptique.

En effet, toute cubique unicursale a un point double, qui ne
peut étre rejeté a I'infini quand la courbe est réelle et passe par les
points cycliques. On peut donc mettre I'origine au point double,
et, si 'on prend I'axe des y paralléle a asymptote réelle, I’équa-
tion générale des cubiques unicursales circulaires sera

z (22 + y?)— (ay?+ 2bzy + cx?) = o,
a, b, ¢ désignant des constantes. Si I'on pose

: W=D, T(u) = au+ 2bu + ¢,
on trouvera immédiatement

1 uT

T = = —.
I+ u?

I+ ut
Différentiant et désignant par T’ la dérivée de T, nous avons

de (14 u?)T'—ouT d_y_u(|+u2)T’+(l—u2)T
du (1+ u2)? : dlh (1+ u?)?

Faisons la somme des carrés et simplifions; il viendra

dst T —ouTT'4 (14-u?)T?
du® (1+ u?)?

Le numérateur du second membre est seulement du quatriéme
degré, ce qui prouve notre assertion. Parmi les courbes considé-
rées figurent les strophoides obliques ou droites, ainsi que les
cissoides, qui correspondent au cas ou le trindéme T est un carré
parfait. Dans ce cas, 'arc s’exprime sans intégrale elliptique : on le
voit en faisant T = a(w — h)?. Si /& est nul, la cissoide est droite.
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6. Epicycloides. — On appelle épicycloide la courbe que dé-
crit un point d’un cercle qui roule sur un autre cercle. Quand les
rayons des deux cercles ont une commune mesure, Uépicycloide
est unicursale. Prenons en effet pour origine des coordonnées le
centre du cercle fixe, pour unité de longueur son rayon, et soit m
le rayon du cercle mobile. Si ce cercle roule extérieurement sur
le cercle fixe, les coordonnées de I'épicycloide seront représentées,
en fonction d’un angle auxiliaire ¢, par les formules connues

(E) z = (14 m)cosme — mcos(1+ m)o,

Yy =(-+m)sinmo — msin (1+ m)e.

Si le cercle mobile roule intérieurement sur le cercle fixe, c’est-

a-dire de telle fagon que les deux centres soient du méme c6té de
Y, . ’ .

la tangente commune, I'épicycloide a pour équations

z = (1—m)cosme + mcos(1— m)eo,

(H)

Yy =((—m)sinme —msin (1— m)o.

On lui donne aussi, dans ce cas, le nom d’hypocycloide. Soit ¢
le dénominateur de la fraction m, supposée irréductible. 11 suffit
évidemment de prendre comme nouveau paramétre

?

u = tang —»
29

pour que z et y deviennent des fonctions rationnelles de u.

Je dis maintenant que tout arc d’épicycloide s’exprime algé-
briquement en fonction des coordonnées de son extrémité. 1l
suffit de le vérifier sur les formules (E), les équations (H) se dédui-
sant des précédentes par le changement de m en m —1.0r,0n a

dr =—m(1+ m)[sin myp —sin (1+ m)o] dy,

dy = m(1+m)[cosme—cos(1+m)p]do;
d’ott 'on conclut immédiatement
. ©
ds?=om?(1+ m)2(1— cosg) de? = 4m?(1+ m)?sin? ; do?.

Extrayant la racine carrée et intégrant, on trouve

s=4m(1+m) <cos? —cos-;?-),

www.rcin.org.pl



218 CHAPITRE XI.

les angles @, et o correspondant respectivement & 'origine et a
I'extrémité de I'arc cherché. On voit que sa longueur s est une
fonction algébrique des coordonnées x et y de son extrémité; car
cos g, tiré des équations (E), est une fonction linéaire de 22 +- 2.

Nous citerons, comme exemple d’épicycloide, la courbe appelée
cardioide, qui est un cas particulier du limagon de Pascal et qui
est représentée par les formules (E) quand on y fait m = 1. Cesl
une quartique qui a un point de rebroussement, et qui admet
comme points doubles les points cycliques. Mentionnons encore
une aulre quartique, ’hypocycloide a trois rebroussements,
qui touche la droite de Tinfini aux deux points cycliques, et
qu’on obtient en faisant m = j dans les équations (H).

III. — Arcs en coordonnées polaires.

7. Une courbe plane étant rapportée a des coordonnées polaires,
la différentielle de son arc est donnée, d’aprés ce que nous avons
vu au n° 1, par la formule

(10) ds = /dr*+ 1“11.7302,

ou il n’est pas nécessaire de spécifier la variable indépendante, a
raison de la régle connue pour le changement de variable sous le
signe d’intégration.

Spirale logarithmique. — Cetle courbe, dont I'équation est
r= aem()’

admet l'origine des coordonnées comme point asymptote; on voit,
en effet, que si la constante m est positive, ce qu’on peut Loujours
supposer, le rayon vecteur r ne devient nul que pour § = — cc.
La courbe présente une infinité de spires qui s’enroulent autour de
'origine. Néanmoins, I'arc compris entre ce point asymptote O et
un point M d’angle polaire § a une longueur finie. En effet, la for-
mule (10) donne ici

A oy b
ds = ay/ 1+ m2emddh = — /1 + m2dr.
m
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Intégrant a partir de 7 = o, on trouve, pour I'arc OM,

I‘\/I —+ m?
B m

Si, maintenant, on méne la tangente en M et le rayon vecteur per-
pendiculaire &8 OM, ces deux droites se coupent en un point T; le

segment MT, que nous avons évalué sous le nom de tangente

(Ch. II, n° 2), a pour longueur

roe— ryi1 -+ m?
,_"/,-2_*_ ]-'2= .L__‘.
B m

Ainsi, U’arc de spirale logarithmique, compté a partir du
point asymptote, est égal a la tangente en son extrémité.

Cardioide. — La tangente de rebroussement étant prise pour
axe polaire, I'équation de la cardioide est

r=a(1—cosf).
En appliquant la formule (10), on trouve

—_— kg
ds = ay/2 — 2c0s0 d) = 2asin < db.
Intégrant a partir du point de rebroussement, on a

] oG
s:ﬁa([—cos— =8asin?-,
2 4

ce qui montre que l'arc est algébrique (n° 6).

Lemniscate. — De D'équation connue r2= a*cos20, nous
tirons
i

0 Ia
= —arccos —;
% a?’

la variable indépendante étant , la formule (10) donne

2 .
Gl adr

= ____‘/a,‘_ o .

Ainsi, la rectification de la lemniscate dépend d’une inté-
grale elliptique de premiére espéce. La courbe étant unicursale
et du quatriéme ordre, sil’on exprimait ses coordonnées en fonc-
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tions rationnelles d'un paramétre u«, le radical qui figure dans la
valeur de ds devrait porter sur un polynéme du degré 12. La ré-
duction, qui tient aux propriétés particuli¢res de la lemniscate
relalivement aux points cycliques (n° 3), s’est opérée d’elle-méme
grice a I'emploi des coordonnées polaires.

TR 3 < ¥
Posant r = a /1 — ¢*, on arrive a la forme canonique

a dt

£ ﬁ\/(x——t?) <'_l§!) '

Intégrant a partir d'un sommet de la courbe (¢ =o0), on aura

ds

a [’ dt
s = ;7: —
2 2
L=t (1 ——
< 0 \/( ) < ‘2>
X X B .
L’inversion de cette intégrale donne, comme on sait,

sy/2 V2

s
t=sn ——» r=acn——,
a a

les notations étant celles de Jacobi; le module est 1 :\/;.
Autre exemple. — Considérons enfin la sextique
(22 + 2 — a2z (22 — 3?) =o.
Son équation en coordonnées polaires peut s’écrire

1 s
o= 3 arccos —-

En appliquant la formule (10), on trouve

Bl adr df# (t——i>
Vier  Vip—

d’ou I'on tire, en comptant les arcs a partir du point triple,

!
22 = P(85 8, 83)5

les notations sont ici celles de M. Weierstrass; les invariants ont
respectivement pour valeurs g, = o0, g3 — 1.
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IV. — Intégrales doubles; aires planes.

8. Toute I'étude des aires est fondée sur deux importantes pro-
positions d’Analyse, que nous nous contenterons de rappeler.

Tatorime I. — E'tant donnée une fonction ¥(z,y), conti-
nue par rapport aux deuzx variables x et y dans toute une ré-
gion finie (C)du plan des xy, on trace sur ce plan un réseau
de paralléles x = z, et y = y; aux axes de coordonnées, les
nombres x, allant tous en croissant ou en décroissant quand
U’indice r augmente, de méme pour les nombres y; et l'in-
dice s; on considere toutes les mailles du réseaw qui ont leurs
quatre sommets a Uintérieur ou sur le périmétre de la ré-
gion (C) et l’on forme la somme double

S =z F(Er,s; Tu-,s)(z'r+1 ‘_‘Tr)(_}’s+1 —‘_}/s)v
r,s

ou E,,s et 1, sont les coordonnées d’un point pris arbitraire-
ment a l’intérieur ou sur le contour de la maille limitée par
Le S GUATEE. AROTLERIE = & py .= B i W == Y s e = Wsniis

Si¢ Uon fait tendre tous les intervalles &,y — Zry Yoy — ¥s
vers zéro, suivant une lot quelconque, tandis que leur nombre
augmente indéfiniment, les diverses sommes S arrivent a dif-
Sérer aussi peu qu’on veut les unes des autres.

C’est 'une quelconque de ces sommes, aussi voisines qu’on
veut, que 'on appelle 'intégrale double de la fonction ¥ (z, y),
étendue a la région (C), et que 'on représente par le symbole

(11) f F(x,y)dzdy.
(©)

On peut, pour évaluer cette intégrale double, sommer d’abord
tous les éléments qui correspondent & une méme valeur de l'un
des deux indices, r par exemple, puis réunir les résultats partiels
relatifs aux diverses valeurs de r; c’est ce que I'on exprime brieé-
vement en disant qu'on intégre d’abord par rapport a y, en
laissant x constant, puis par rapport a x.
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Tuatorime II. — S¢ ’on exprime x et y par des fonctions
bien déterminées de deux nouvelles variables

(12) z'= f1(u; v), = f(u,v);

de telle sorte qu’a tout point de la région (C) corresponde un
seul point de la région du plan des uy que l'on fait corres-
pondre a cette région (C), Uintégrale (11) prend la forme
équivalente

or dy  Ox Jy
(13) f (C)F(z‘,‘y) <ﬁ oot E) du dy,

les fonctions x et y, ainsi que leurs dérivées partielles, étant
remplacées par leurs expressions tirées des relations (12) et
la sommation s'étendant a toutes les mailles du plan des uy,
dont les sommets correspondent a des points (z,y) situés a
Uintérieur ou sur le périmétre de la région (C).

Ce théoréme, combiné avec la remarque qui suit le précédent,

fournit un moyen, trés fréquemment employé, d’évaluer les inté-
grales doubles.

9. Définition.— Une région (C) étant délimitée de toutes parts
sur un plan, tracons sur ce plan un réseau de droites paralléles a
deux axes rectangulaires Oz, Oy, et sommons les aires de tous
les rectangles du réseau qui ont leurs sommets a I'intérieur ou sur
le contour de la région (C). Le nombre de ces rectangles crois-
sant indéfiniment, et les dimensions de chacun d’eux tendant
vers zéro, la somme de leurs aires deviendra I'intégrale double

(14) A://; dz dy.
b (€)

Par définition, cette intégrale est l’aire de la région (C).
Pour que cette définition soit acceptable, il faut prouver que I'in-
tégrale ci-dessus a une valeur indépendante de la direction des
axes. A cet effet, exprimons-la au moyen de nouvelles coordon-

nées z,, y,. Les formules (12), qui sont ici

& = a + x, cosa — y sina,

Y = b+ 2 sina + ycosa,
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donnent'unité pour valeur du déterminant fonctionnel de z et y
par rapporta z, et ¥y, de sorte que l'intégrale (14) devient

f dzy dy,.
(C)

Or c’est précisément a cette intégrale double que conduit la som-
mation des mailles dont les cdtés sont paralléles aux axes des z,
et des yy. Ainsi Uaire d’une région est la somme de toutes les
mailles qui y sont découpées par un. réseau quelconque de
droites rectangulaires.

Cet énoncé est encore valable quand les mailles du réseau sont
des quadrilatéres curvilignes. En effet, si I'on remplace sous les
conditions du théoréme 1l (n° 8) les variables z, y par des coor-
données curvilignes w, ¢, I'aire de la région (C) sera représentée
par I'intégrale double

dxr dy Oz dy
(15) fu((;<d—l—‘(—);—a; ()—u>dudv.

Or si I'on réduit la région (C) a la maille (m) comprise entre les
quatre courbes coordonnées u, u + du, ¢, ¢ 4 dv, on voit que
I’on obtiendra l'aire de cette maille en calculant I'intégrale

ox dy  dx dy Sus
T Ju 09 dy du e

ou les différentielles Su, 8v sont incomparablement plus petites
que du et dv. Mais, d’aprés une propriélé connue, celte intégrale
peut étre écrite

oz dy ox dy RN L rda - AR A
<a &% m)offm"“w % <du >~k @)ﬂ“d"’

I'indice o désignant une valeur que le déterminant fonctionnel
prend en un certain point'de la maille (m). Or la substitution de
cette valeur moyenne a celle que le déterminant acquiert au som-
met (u, ¢) de la maille n’influe pas, d’aprés la définition de I'in-
tégrale double (n° 8), sur la valeur de I'intégrale (15). On est donc
en droit de dire que ’aire d’une région est la somme des aires
des matlles qui y sont découpées par un réseau curviligne
quelconque.
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Revenant alors au théoréme Il du n° 8, on peut I’énoncer bric-
vement ainsi :* L'intégrale double d’une fonction ¥ (x, y) éten-
due a une région (C) est la somme des aires des mailles que
découpe dans cette région un réseau curviligne quelconque,
multipliées chacune par la valeur que la fonction F prend
en un point arbitraire de leur intérieur ou de leur contour.

Remarque. — L’opération qui consiste a évaluer I'aire d’une
surface a été appelée la quadrature de cette surface par les an-
ciens géomeétres, qui cherchaient a construire un carré équivalent
a la surface proposée. On voit que celte opération exige, en gé-
néral, le calcul successif de deux intégrales simples, dont la pre-
miére contient dans son élément différentiel une variable consi-
dérée comme une constante indéterminée, x par exemple, si l'on
intégre d’abord par rapport a y, et dont les limites sont des
fonctions de cette méme variable. Les difficultés qui résultent de
la peuvent souvent étre évitées par I'emploi de coordonnées cur-
vilignes convenables.

V. — Aires des trapézes mixtilignes plans.

10. Etant donné, dans un plan rapporté a deux axes rectangu-
laires, un trapéze mixtiligne (T)ayant pour bases deux ordonnées
z=uz,etx =X (X > z,), pour cOtés les segments que ces deux
ordonnées interceptent, d'une part, sur I'axe des x, d’autre part
sur un arc de courbe représenté par I'équation y = f(z), 'aire de
ce trapéze est exprimée par I'intégrale double

(16) A —_—f dz dy.
(T)

Intégrant d’abord par rapport a » (n° 8) entre les valeurs
limites qui, pour chaque valeur de x, sont respectivement zéro
et y = f(x), nous trouvons

X
(1) A= [ f@) do.

La quadrature de I'aire considérée se raméne donc immédiate-
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ment a ’évaluation d’une intégrale simple; de la vient la syno-
nymie de ces deux termes, employés indifféremment I'un pour
I’autre en Analyse.

Si les axes de coordonnées sont obliques et font entre eux un
angle 2, il faut concevoir un systéme auxiliaire d’axes rectangu-
laires O, Ox, d’ot 'on passe au systétme oblique Oz, Oy. En
vertu des formules de transformation de coordonnées qui con-
viennent & ce cas, le déterminant fonctionnel de § et de 7, par
rapport & z et a y, est égal a sin. L’intégrale (16) devient alors

(16)’ A:ff sinldxdy:sin)\f dx dy,
(T) (T)

ce que 'on peut encore écrire
X
(17) A.—:sin)\f S(z)dz.

Remarque. — Nous avons implicitement supposé 'ordonnée
S (z) positive entre z, et X si elle était négative, on devrait, pour
avoir une aire positive, la remplacer par sa valeur absolue — f(z).

Si la courbe y = f(x) traversait plusieurs fois ’axe des x entre
les ordonnées z, et X, l'intégrale de la valeur algébrique de y,
prise entre les limites z, el X, représenterait la différence entre
la somme des aires situées au-dessus de I'axe des z et celle des
aires situées au-dessous.

11. Aires polygonales.— On évalue d’abord I'aire d’un triangle

rectangle en faisant f(z)=0bx:a, xy=0, X =a dans la for-
mule (17). On trouve ainsi

A = a—l:,
2
a et b désignant les deux cotés de 'angle droit. On passe au cas

général en sommant deux triangles rectangles.

Pour le parallélogramme, on applique la formule (17). Les
cOtés a et b faisant I'angle %, on pose f(z2) = b, =0, X = «,
ce qui donne

A = ab sink.

On est alors en mesure d’évaluer toutes les aires polygonales.
R. 15
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Cercle. — Pour évaluer l'aire du segment compris entre deux
cordes paralléles z = xy et 2 = X du cercle qui a pour équation

= \/a2— x?,
il suffit, d’aprés ce qui précéde, de doubler I'intégrale positive

X

X
I - — VT
f \/aﬁ—aﬂdx:—[x\/a2—r?+a2arcsm—] .
a
o

2 Xy
Avec zy= 0, X = a, on trouve ®a® pour aire du cercle entier.

Ellipse. — L'équation de l'ellipse étant mise sous la forme

b
= Zi Vat— ‘Zd?
le segment d’ellipse compris entre les deux cordes z = 2y, z = X
s'obtient en multipliant par & :a I'aire du segment de cercle que
nous venons d’évaluer; par suite, I'aire de I'ellipse entiére est =ab.

Hyperbole. — L’équation de I'hyperbole rapportée a ses axes
étanl mise sous la forme

» aik %\/1‘2—(12,

le triangle mixtiligne SPM, qui a pour c6tés rectilignes I'axe trans-
verse SP et 'ordonnée PM (2 = X)), pour coté curviligne I'arc de
courbe SM compris entre le sommet et 'ordonnée X, est mesuré
par I'intégrale

T ERNRRERP L T, e
A= [ lEma = Lxyxima - Qg
P 20 2 a

Or, le premier terme de A représente 'aire du triangle recti-
ligne dont les trois sommets sont M, Pet le centre O de la courbe;
par suite, le terme logarithmique mesure l'aire du triangle curvi-
ligne OSM (secteur hyperbolique).

Si I’hyperbole est rapportée a ses asymptotes, son équation
étant alors zy = k2, le trapéze curviligne formé par la courbe,
I'asymptote Oz et deux ordonnées z = z,, z = X, a pour aire

X 2

A =sinA — dx:k‘-’sin)\logi,
x z

) 0
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) désignant I'angle des asymptotes. C’est a raison de ce résultat
qu'on appelle quelquefois logarithmes hyperboliques les loga-
rithmes népériens.

Il importe de remarquer que si, laissant X conslant, on faisait
décroitre z, de maniére & rapprocher indéfiniment I’ordonnée ini-
tiale de 'asymptote Oy, 'aire A du trapéze hyperbolique croitrait
sans limite.

Parabole. — Soit y* = 2p' x I'équation d’une parabole rappor-
tée a I'un de ses diamétres Oz et a la tangente Oy a I'extrémité de
ce diamétre. Le segment MOM’, que détache de la parabole I'or-
donnée z = X, a pour aire

oy e SCR
A=25in)\f Vap' z? = 2sindy/ap' X2,
0

[SEIESN

) désignant toujours I'angle des axes. Soit Y I'ordonnée du point
terminal M. On pourra écrire

4
A §XY sin).

Mais 2 XY sin} représente, on I'a vu, I’aire du parallélogramme
construit sur lacorde MM’ = 2Y du segment considéré et sur 'ab-
scisse X. Ainsi, le segment limité par un arc de parabole et sa
corde vaut les deux tiers du parallélogramme construit sur sa
corde et sur sa fleche (segment du diamétre conjugué de la corde,
compris entre elle et la courbe).

12. Quand une courbe plane est définie par deux équations

z=fi(u), y=rfi(u),

qui en fournissent une représentation normale (Ch.I, n°*1 et 2)
au moyen d’un paramétre u, on peut se servir de cette variable
auxiliaire pour évaluer l'aire

5
A :f ydl‘.
Xy

En eH'eE, a chaque point de la courbe ne correspond, par hypo-
thése, quune seule valeur de u; soient u, et U les valeurs qui
correspondent aux extrémités du coté curviligne du trapéze. La
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fonction f,(u) n’ayant qu’une valeur et admettant une dérivée
Ji(u) dans lintervalle (o, U), on est dans les conditions exigées
pour le changement de variable sous le signe d’intégration, et 1’on
peut écrire

U
(18) A= f fo(w) fi(u) du,

formule dont nous allons faire des applications.
Cycloide. — Partons des équations connues (Ch. IV, n° 9)
z=a(u—sinu), y=a(i—cosu).

Nous aurons a calculer I'intégrale

U
= a?f (1— cosu)du.
Uy

Pour évaluer I'aire & partir de I'origine, qui est un point de re-
broussement, jusqu’a I'ordonnée qui répond & I'angle U, on devra
faire 7= o et I’on aura

A= aﬁ(z U —2sinU + ésinU cosU).

A lextrémité de 1’'arcade, U est égal a 2w et A & 3wa? Ainsi,
U’aire totale comprise entre une arcade de cycloide et la base
équivaut a trois fois U'aire du cercle générateur.

Courbes unicursales. — Pour ces courbes, f,(u) et fy(u) sont
des fonctions rationnelles ; par suite, la quadrature de tout tra-
péze ayant pour cété curviligne un arc de courbe unicursale
dépend de Uintégration d’une fraction rationnelle.

Soit, comme exemple, la cissoide droite, définie en coordonnées
rectangulaires par I’équation

z (224 y?) —aay?=o.

Elle a un point de rebroussement & I'origine, ou la tangente est
I'axedes z, et admet pour seule asymptote réelle la droite z =12a.
En posant y = uz, on trouve

sau? 2au’ s 8atutdu
- — ) = ) = ——
1+ u? Y=1xw 4 (1+ u?)?
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Pour avoir toute la courbe, il faut faire varier « de — o & - oo.

T uhdu
st )e
est finie, parce que le numérateur de la fraction rationnelle est du
quatriéme degré, le dénominateur du sixi¢me, et que, de plus, ce
dénominateur n’a pas de racine réelle. En effectuant le calcul, on

trouve que ’aire totale comprise entre la cissoide et son asym-
plote est égale a 3wa®. Cest launexemple d’une région qui, bien

Or I'intégrale

que s'étendant a l'infini, a une aire finie.

VI. — Aires des secteurs plans.

13. Un secteur plan étantla portion de plan comprise entre une
courbe et les deux cOtés d’un angle, on est conduit, pour évaluer
son aire, 4 employer un systéme de lignes coordonnées dont fas-
sent partie les droites issues du sommet de I’angle. Tel est, entre
autres, le syst¢tme des coordonnées polaires. Des formules de
transformation (3), on déduit

de.dy . dudy .
or 0 dor

de sorte que l'intégrale (16) devient

ff b dodb.
(C)

Intégrant d’abord par rapport a r (n°8) entre les limites qui,
pour chaque valeur de 0, sont respectivement o et le rayon vec-
teur 7 = £(0) de la courbe qui termine le secteur, nous aurons

(C]

[ r2 do,

0

(19) A=

N

Oy et © étant les angles polaires des cotés rectilignes du secteur.
Il faut naturellement, pour que cette formule ait un sens, qu’a
chaque valear de , comprise entre les limites de l'intégration, ne
corresponde qu’une seule valeur de 7.
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Considérons, par exemple, la lemniscate, qui, rapportée a son
point double et a 'un de ses axes de symétrie, a pour équation

r: = a?cos20.

L’aire du secteur compris entre ’axe polaire, la droite 6 =0 et la
courbe est mesurée par l'intégrale

a2 ® a2
A:—f cos20db = — sin20.
et 4

Pour avoir D’aire entiére comprise a l'intérieur de la courbe, il
faudrait ajouter les deux intégrales

3 L
a? i a? “
— cos20 db, — cos20do,
2 m 2 3T

4

le rayon vecteur 7 n’étant réel que pour les valeurs de § comprises
entre les limites de chacune d’elles. Il revient au méme de faire ©

égal a % dans l'intégrale précédente et de quadrupler le résultat, ce

qui donne @ comme aire tolale.

14. Quand on connait, pourla courbe qui limite le secteur,
une représentation normale (Ch. I, n°* 1 et 2)

z = fi(u), Y = fa(u),

on peut transformer I'intégrale (19) qui mesure le secteur. Des
relations (3) résulte I'identité usuelle

12db =xdy —yde,

en vertu de laquelle I'intégrale A devient

(20) A:é/(zdy—_ydx).

Dans cette formule z et y sont supposés remplacés par leurs ex-
pressions en fonction du parameétre w«; leurs différentielles sont
prises par rapport a «; les limites de I'intégration sont les valeurs
u, et U qui correspondent, pour le paramétre u, aux limites 0,

et O de 'infégrale (19).
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Ce qui précede s'applique notamment aux courbes unicursales,
el conduit a un calcal un peu plus simple que I'emploi de la for-
mule (18). Reportons-nous, en effet, aux relations (8) et soient
A, B, (' les dérivées de A, B, C par rapport & u. Pour évaluer
I'aire d’un trapéze en partie terminé par la courbe unicursale (8),
nous aurons a intégrer la fraction rationnelle

dz _ B(CA'—AC)
Yau~= Cs 3

Pour I'aire du secteur, on devra intégrer celle-ci,

dy de _ A(CB'—BC') B(CA'—AC’) _ AB'—BA’
du Y du”~ Cs X3 G Ty

x

dont le dénominateur estle carré du polyndme C, tandis que la
précédente avait pour dénominateur C3.

15. Voici encore une expression d’une aire sectorielle qui peut
parfois servir. On a identiquement

Drran = 5

I —— \
o I e \/1'2+ r'2dl = - rsinV ds.
2 2 /g 2

Nous avons mis en évidence le sinus de I'angle V que fait la
tangente au point M (7, 0) avec le rayon vecteur (Ch. IV, n° T)
et la différentielle de I’arc s terminé en M. Or le produit rsinV
mesure la longueur £ de la perpendiculaire abaissée du pole sur la
tangente en M; d’ot résulte la formule

(21) Kol [hds,
2 o

que sa signification géométrique rend presque intuitive.

Appliquons-la au secteur compris entre la parabole y* = 2pz,
son axe SF et le rayon vecteur qui va du foyer I au point P d’or-
donnée Y. Si y désigne I'ordonnée d’un point M de I'arc SP, la
perpendiculaire abaissée du foyer sur la tangente en ce point a,
comme on sait, son pied Q sur 'axe Oy, en un point dont 'or-
donnée est la moitié de y. On a, par suite,

h=FQ = Vyi+pt.

www.rcin.org.pl



232 CHAPITRE XI.

D’autre part, nous avons trouvé (n° 3), pour la différentielle de
I'arc de parabole

dsz__—"}ﬂ—'_pz

dy.
7 1%

Dés lors la formule (21) donne

Y o 2 3
A= [ LR g o L(T+pY),
0

4p ip

ce qui fait connaitre I'aire du secteur parabolique SFP.,

VII. — Aires des surfaces courbes.

16. Considérons sur une surface (S) une région fermée (R), a
I'intérieur de laquelle cette surface ne présente que des points
simples, et soit

z=fi(u,9), y=salu,9), 3=f3(u,v)

une représentation de la surface, normale (Ch. I, n°* 5 et 6) au
moins pour toute la région (R). A tout point de (R) correspond,
en conséquence, un seul couple (u«, ¢); et, en tout point de (R),
I'un au moins des déterminants fonctionnels

'T:l.y;_z';.}’;n .}’hzl—.}’ﬂfzv z”x‘,—z(,x,'t
est différent de zéro.
Nous allons inscrire dans la région (R) une surface polyédrale
a faces triangulaires dont les sommets seront ceux des mailles du

réseau = const., vy = consl.; puis nous sommerons lous ces
triangles plans. Soient

M(u,v), M, (u—+ Au, ), M, (u, ¢ + Av), M'(u+ Au, v+ Ap)

les quatre sommets d’une maille, supposés tous a l'intérieur ou
sur le contour de la région.

Ils déterminent deux triangles MM, M, et M'M,; M, dont nous
ferons décroitre indéfiniment les dimensions; mais on peut re-
marquer que, d’aprés nos hypothéses, chacune de ces facettes
présentera un angle qui, étant celui des lignes coordonnées, ne
tendra pas vers zéro (Ch. II, n° 14).

www.rcin.org.pl




ARCS, AIRES ET VOLUMES. 233

Evaluons maintenant V'aire T du triangle MM, M,; elle est
égale (n° 11) au demi-produit de la base M; M, par la distance du
sommet M a cette base. En appliquant cette régle et appelant z,
Yy 33 &yy Y, B15 ZTay ¥Va, 52 les coordonnées des trois sommets,
on trouve, par les formules de la Géométrie analytique,

oT =V 2[(@1— @) (ya—y) — (@a—@)(y1— )]

D’autre part, on peut poser

By — 2= (zy~+ 0 )Au, yi—y=(y,+pBi)Au, z—3z=(5,+11)ly
Zy— x = (@, + a)Av, Yi—y = (y,+ B2)Av, 33— 5 = (3, + Y1) Av,

les termes a4, 3, i s'évanouissant avec Au, et oy, {3, T2 avec Ag.
Par suite, il vient

2T = [(@i+ a1)(yy + B2) — (2} + %) (¥ + B1)]P+... Au Ao,

ce qu’on peut encore écrire

AT =[V{ZL ), — Ty yu )+ Dusy— rosu )P + (3,0 — 3,,)" + ¢] Au v,

le terme ¢ s’évanouissant avec Aw et Ap. Mais, d’aprés nos hypo-
théses, I'expression qui précéde ¢ sous le radical ne devient nulle
en aucun point de la région (R). Elle est d’ailleurs identique
(Ch. II, n° 13) au discriminant changé de signe de 'élément li-
néaire

ds? = E du?+ oF du dv + G dy?
de la surface (S). Si donc nous mettons 2T sous la forme

2T = (VEG —F? 4-7) Au Ap,

le premier terme entre parenthéses restera toujours fini, tandis
que 7 tendra vers zéro en méme temps que Au et Ay.

Pour avoir I'aire T" du triangle M'M, M,, il faut, dans I'expres-
sion de T, remplacer EG — F2 par la valeur que cette fonction
acquiert au point M, c’est-a-dire pour les valeurs u -+ Au et
¢ 4+ A¢ des paramétres. Par suite de la continuité de z, y, 3 et
de leurs dérivées par rapport a u, ¢, w, nous pourrons écrire

2T = (VEG — F? + 7') Au Ao,
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le terme 7/ tendant comme 7 vers zéro en méme temps que les
accroissements Au et Ap.

Soit S la somme de tous les couples de triangles T etT" décou-
pés sur la région (R); nous aurons

— NG K'Y M)
s 2</LG F2 4+ 1250 ) ause.

Désignons maintenant par (C) la région du plan des we¢ qui cor-
respond a la région (R) et faisons décroitre indéfiniment toutes
les mailles du réseau considéré. Il suit du théoréme I (n° 8) que
la somme S devient I'intégrale double

(22) A=f VEG —F2du dy.
\C)

Par définition, cette intégrale est 'aire de la région (R).

Sa valeur est indépendante du réseau qu’'on emploie, pourvu
que ce réseau jouisse des propriétés que nous avons attribuées au
réseau (u, ¢). Soit, en effet, v, = const., ¢, = const. un autre ré-
seau, donnant pour I’élément linéaire

ds? = El du? ot 2F1 du, dVl -+ Gl d(«'?.

Si 'on se sert de ce réseau pour définir 'aire de la région (R),
on arrivera a l'intégrale double

A,=ff VE G,—F} du, dvy,
(€y)

la région (C,) correspondant a la région (C) précédemment consi-
dérée. Mais, d’aprés une propriété bien connue des déterminants
fonctionnels, on aura

dxr dy  dxr dy )

9z dy Or dy _ (dx dy Oz dy\ [(du dv  du ¢
duy 0vy dvy duy ~ \du dy dv du duy 0y, vy du:)

et deux identités analogues, d’ou résulte

S BT [0 % - s &%
VEGr—F1 duy do, = YEG —F <au, P G ) dusdon.

On voit donc (théoréme Il du n°8) que A, n’est autre chose que
I'intégrale A, exprimée au moyen des variables u, et ¢,.
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17. Ainsi la définition des aires courbes permet d’employer a
lear évaluation tel systéme de coordonnées (u, ¢) que I'on vou-
dra, pourvu qu’a chaque point du lambeau de surface consi-
déré (R) corresponde un seul point de la région correspondante
du plan des ue et réciproquement.

Par exemple, si I'on fait usage des coordonnées cartésiennes
rectangulaires (z, y, z), il faudra qu’a chaque point de la projec-
tion (C) de (R) sur le plan des zy corresponde un seul point de
cette région; et, si 'on désigne par p, ¢ les dérivées partielles
de z par rapport a z et & y, la formule générale (22) deviendra

(23) Azf Vi-+pr+qrdedy.
()

Or le radical soumis au signe d’intégration est I'inverse du
cosinus de I'angle V que le plan tangent a la surface au point
(z, y, =) fait avec le plan des zy, et dz dy est I’élément superfi-
ciel de ce plan. En se référant a ’énoncé transformé (n°9) du
théoréme II du n° 8, on conclut, sous les conditions spécifiées
ci-dessus : Pour évaluer Uaire d’une région (R), on peut pro-
Jeter orthogonalement cette région sur un plan, décomposer
en matilles par un réseau curviligne quelconque U'aire projec-
tion (C) et sommer les aires de toutes ces mailles, divisées cha-
cune par le cosinus de l’angle que fait le plan de projection
avec le plan tangent, mené a la surface en un point qui se
projette a leur intérieur ou sur leur contour.

18. (Vest le plus souvent en opérant ainsi qu’on arrive, par une
décomposition convenable de 'aire projection (C), a simplifier
le calcul de I'intégrale (23). Voici un exemple de ce procédé.

Soit a évaluer I'aire de la région (R) que limite, sur le para-

boloide

)

2
—'r"%'—2~'=0,

Y

la courbe le long de laquelle la normale a la surface fait un angle
constant w avec I'axe Oz. Dans le cas présent, "équation de la
surface donne

1 _— 22 2
iy g AR A e \/l+¢72+ﬁ'
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La région (R) se projette donc sur le plan des zy suivant Pellipse

x? 2 T
(C) i

— = ——— — 1 = tang?w.
a? b2 cos?w 8

Découpons l'aire de cette ellipse (C) en mailles quadrangulaires
par une famille d’ellipses similaires

22 y?

Sl < = 2
o g = tang Vs

ou V variera de zéro a w et par une autre famille de courbes, qu'il
n’est pas nécessaire de définir.
Sommons tous les éléments de I'intégrale

e :f dz dy
c) cosV

qui correspondent aux mailles comprises entre deux ellipses voi-
sines V et V-4 dV. Comme cosV a la méme valeur pour toutes
ces mailles, il suffit de multiplier son inverse par 'aire comprise
entre les deux ellipses. Or ellipse V a pour aire totale mab tang?V;

I'aire annulaire que nous considérons, étant sa différentielle, a

pour expression

sinV
cos3 V Y

dmabtang?V = 2w ab

La portion de I'intégrale A qui correspond a cette aire est donc

sinV
cos*VY

2w ab aYi

En sommant tous les éléments analogues qui correspondent aux
valeurs de V comprises entre zéro et v, on trouve

W -
A:').'rrabf sm'V P ,z'n.al)< I.. _]).
L costy 5 cos*w

Telle est 'expression de I'aire cherchée.

19. Hélicoides. — L’élément superficiel de ces surfaces prend
une forme simple quand on fait usage des coordonnées semi-
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1 - = e 4 1
polaires r, 6, z. Si, en effet, z = ¢(7) est 'équation du profil de
la surface dans son plan, on aura, pour les points de I'hélicoide,

@ = BeoRgL " | v=T sinl, z=o(r)+ ho.

Nous avons formé (Ch. 1X, n° 5) les coefficients de I'élément li-
néaire
E=1+4 ¢, Y= lho G =r24+ A

De la résulte I’élément superficiel
VEG —F2drdd = /r*(1+ ¢'?) + 2*dr db.

On voit que l'aire de I'hélicoide, limitée par deux cylindres r= r,
r =R et par deux plans § = 6, et § = O, aura pour mesure

(] R R
(24) sz/o‘ def ¢r2(|+gfmdr=(e—eo)f Vri(1+9'2)+h2dr.

Surfaces de révolution. — Si l'on fait & == o dans la formule
précédente, elle se réduit a

R
A= (9——60)f r/1+?'2dr;
o
en désignant par u I'arc de la méridienne, on pourra écrire

v
(25) A (e—eo)f rdu,
1,
a la condition que 7 soit positif entre u, et U.
Pour un segment de surface de révolution, la différence © — f,
est égale 4 2w, en sorte que l'aire devient

U

=27tf rdu,
u,

0

formule qui permettrait de retrouver les expressions oblenues en
Géoméltrie élémentaire pour l'aire latérale du cylindre, du trone
de cone et de la zone sphérique.

La relation (25) conduit & un énoncé géométrique élégant.
Appelons { la longueur de 'arc de méridienne qui engendre le
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segment considéré et 7y la distance du centre de gravité de cet arc
a I’axe de révolution. On a, d’aprés la définition méme du centre

de gravité, ;

f rdu =1q¢,

0

de sorte que la formule (25) peut étre écrite
A= l(G e 90)1‘0.

Ainsi l’aire engendrée par un arc de courbe plane qui tourne
autour d’une droite de son plan et qui ne la rencontre pas
est égale au produit de la longueur de cet arc par Uarc que
décrit son centre de gravité. Ce théoréme, qui remonte a Pappus,
est souvent appelé théoréme de Guldin.

Appliquons-le au tore engendré par un cercle de rayon a tour-
nant autour d’une droite de son plan, située a la distance b de son
centre (on suppose b > a). La longueur de la méridienne est 2wa;
pour engendrer le tore entier, elle tourne d’un angle égal a 27; son
centre décrit une circonférence dont lalongueurestawb; parsuite,
Uaire totale du tore est égale a 4w*ab.

VIII. — Mesure des volumes; généralités et premiers exemples.

20. La mesure des volumes est liée a la théorie des intégrales
triples comme celle des aires a la théorie des intégrales doubles.

On sait que I'intégrale triple d’une fonction F de trois coordon-
nées x, ¥, 5, étendue a une portion (R) de espace, limitée dans
tous les sens, est définie d’une fagon analogue a I'intégrale double.
C’est la somme des volumes des parallélépipédes rectangles infi-
niment petits, de méme orientation, qu’on peut découper dans le
solide (R), multipliés chacun par la valeur que la fonction donnée
F(z,y,z) prend en un point arbitrairement choisi a4 son intérieur
ou sur sa surface.

On peut évaluer une intégrale triple par trois intégrations suc-
cessives, relatives a chacune des variables.

Si I'on substitue aux coordonnées cartésiennes z, y, z, des
coordonnées curvilignes u, ¢, w, liées aux premiéres ainsi qu’il
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a é1é dit (n° 8, théoréme I1) pour les espaces a deux dimensions,
on aura

(26) ff (R)Fdxdydzszfm)l? : o s

’ ’ ’
w Yu 3u i
4

B! y ?
“w .) w w

5 e 1 ) du dv dw,

la seconde sommation s’étendant a tous les petits parallélépipedes
rectangles de I'espace (u, ¢, w), intérieurs au solide qui, dans cet
espace, correspond au solide (R).

Il résulte, en particulier, de I’équation précédente que la valeur
d’une intégrale triple ne dépend pas de I'orientation des parallé-
lépipédes rectangles qui interviennent dans sa définition.

21. Etant donné un solide (R), limité dans tous les sens par
des surfaces planes ou courbes, on le découpe en parallélépipedes
rectangles, ayant tous la méme orientation, d’ailleurs quelconque,
et 'on somme les volumes de ces solides élémentaires, rendus tous
infiniment petits. L'intégrale triple

(27) V= ([ [ dodyds
JiR)
est, par définition, le volume du solide (R).

En raisonnant comme nous 'avons fait au n° 9, on établit que
le volume d’un solide est la somme des volumes des solides
élémentaires infiniment petils, a faces courbes, qui y sont
découpés par les surfaces d’un systéeme triple quelconque, sous
les conditions sus-visées.

L’évaluation d’un volume est notablement facilitée, quand on
peut la ramener a des intégrations simples dans lesquelles la
fonction qu’on intégre ne contient que la variable d’intégration.
On y arrive souvent par 'emploi de coordonnées curvilignes con-
venables. Mais, avant d’appliquer ce procédé, nous étudierons
deux transformations générales de I'intégrale (27), consistant dans
la sommation de ses éléments, soit par tranches paralléles, soit
par filets prismatiques.

22. Sil'on réunittous les solides élémentairescompris entre les
deux plans z et 3+ dz,on devra effectuer d’abord I'intégrale double

f[(/z dy,
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étendue a toute la section que le plan z détermine dans le solide
proposé. Celte intégrale n’est autre chose que I'aire méme A(z)
de cette section. On n’aura donc plus qu’a intégrer la différentielle
A(z)dz entre les valeurs de z qui correspondent aux points
extrémes du solide.

L’application de ce procédé est avantageuse quand le solide
proposé est tel que I'on connait sans calcul I'aire des sections qui
y sont faites par une série de plans paralléles.

Tétraédre.. — Prenons pour origine 'un des sommets, pour
plan des zy un plan paralléle a la base, et soit / la hauteur cor-
respondant & cette base, dont I'aire sera désignée par B. Celle
de la section faite par un plan z étant égale a Bz*: A2, nous aurons
le volume cherché en multipliant cette aire par dz et intégrant
entre les limites zéro et 2. On trouve ainsi que le volume d’un
tétraédre est égal au tiers du produit de sa base par sa
hauteur. On ne procéde pas autrement en Géométrie élémentaire,
pour arriver a ce résultat capital.

Paraboloide elliptique. — Soita évaluer le volume du segment
que détache du paraboloide elliptique

SE

2
+2 =2z

le plan mené perpendiculairement a son axe a la distance /4 du
sommet. La section faite par le plan z est une ellipse, d’aire égale a

am\/ab s. Mullipliant par dz et intégrant entre les limites o et /,

nous trouvons

V=rmxyabhr= -

D

aomy/ab h,
Oram\/abh est1'aire de la base du segment. Donc, le volume du
segment est égal au demi-produit de sa base par sa hauteur.

Tutorime. — St deux solides sont tels que tout plan paral-
léle a un plan fixe y détermine deux sections d’aires équiva-
lentes, deux plans quelconques, paralléles a ce plan fize, en
détachent des segments de méme volume.

En effet, si les sections des deux solides par le plan z ont méme
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aire A(z), les volumes considérés auront la méme expression

Z
(28) V= [ A(z)ds

e
et, par suite, seront égaux.

Ce théoréme, qui généralise une propriété fondamentale de la
pyramide, permetd’affirmer que, si trois solides sont tels que tout
plan paralléle a un plan fize détermine dans le premier une
section d’aire équivalente a la somme ou a la différence des
aires des sections qu’il détermine dans les deuzx autres, deux
plans quelconques, paralléles a ce plan fixe, détachent du pre-
mier solide un segment dont le volume est égal a la somme
ou a la différence des volumes des segments qu’ils détachent
des deuzx autres solides. Les quadriques a centre vont nous four-
nir un exemple de cette regle.

Considérons d’abord 'ellipsoide

[

2

y'l

:l,

@"S
e
\
SRR
tol

le cylindre circonscrit parallélement a I'axe des z, et le cone

2

; 2. oyt
(29) e ot = =0,

!
1%

o
[

qui a pour sommet le centre de I'ellipsoide, et pour directrice la
section du cylindre précédent par le plan tangent mené a I'ellip-
soide en 'un des sommets situés sur I'axe des z. Tout plan z coupe
Iellipsoide suivant une ellipse dont l'aire

&2 52
ﬁ(lb(l——o— =mnab—mxab=
c* c*

est la différence des aires des ellipses suivant lesquelles il coupe le
cylindre circonscrit et le cone considéré. Donc, deuz plans
paralléles au plan des zy détachent de Uellipsoide un seg-
ment dont le volume est égal a la différence de ceux des seg-
ments qu’ils détachent du cylindre circonscrit parallélement
a Uaxe des = et du cone (29).

En raisonnant de méme pour les hyperboloides, on arrive aux
résultats suivants : Z'tant donnés un hyperboloide & une nappe,

R. 16
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son cone asymptote et le cylindre qui lui est circonscrit paral-
lelement a son axe non transverse, deux plans perpendiculaires
a Uaxe non transverse détachent de I hyperboloide, du céne et
du cylindre des segments dont le premier a un volume égal a
lexcés duvolume du second sur celui du troisiéme. Pour '’hyper-
boloide a deux nappes et les segments qu’en détachent des plans
perpendiculaires a4 son axe transverse, on considérera, avec le cone
asymptote, le cylindre circonscrit & Uhyperboloide conjugué,
parallélement a ’axe non transverse de ce dernier. Le volume
détaché de I'hyperboloide a deux nappes est la différence entre le
volume détaché du cone et le volume détaché du cylindre.

On verrait d’ailleurs aisément que les énoncés précédents
s'étendent aux segments détachés des quadriques a centre par
des plans paralléles a un plan diamétral.

23. Revenons a I'intégrale (27) pour sommer ses éléments par
Jfilets prismatiques, c¢’est-a-dire en réunissant tous ceux que tra-
verse une parallele a I'axe des z. Ce mode de groupement est le
plus naturel, quand le solide proposé est un tronc de cylindre
fermé a base courbe, dont les génératrices sont paralléles a 'axe
des z. Le plan de I'une des bases étant pris pour plan des zy, soit
z=f(x, y) I'équation de la surface qui forme l'autre base ; la
fonction f n’a qu'une valeur en chaque point (z, ) intérieur a la
section droite, et conserve dans toute cette région un signe inva-
riable, qu'on peut supposer étre le signe plus. L’intégration, étant
étendue a tous les éléments de volume qui ont une aréte dirigée
suivant la perpendiculaire au plan des 2y au point (z, 3) donne,
pour volume du filet prismatique,

dx dy [ dz =zdzdy.
o

1l reste & sommer tous les filets qui reposent sur la base plane du
cylindre, ce qui donne

(30) V=f/zdzdy,
v (B)

N

lintégrale double s’étendant a toute I'aire (B) de cette section
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droite. On pourra d’ailleurs, pour’évaluer, employer tel systéme
de coordonnées cuvvilignes qui conviendra.

Si la surface 5 = f(x, y) est un plan, le centre de gravité de
cette base est en un point dont la coordonnée z, est définie par la

9 /'rl.z‘dy__ [:(lrdy
b 0 AT BB ) MY T

(B) (B)

relation

ou h désigne I'angle des deux bases. On a, d’aprés cela, V= Bz,
en désignant par B I'aire de la base située dans le plan des zy.
Ainsi, le volume d’un tronc de cylindre a bases planes est égal
au produit de l'une des bases par la distance du centre de
gravité de la seconde base au plan de la premiére. Cet énoncé
n’exige pas que le tronc de cylindre soit droit. On remarquera
que lerésultat est indépendant de l'orientation mutuelle des deux
plans de base; il faut seulement que chacun d’eux rencontre
toutes les génératrices.

La sommation par filets prismatiques s'applique & un tronc de
cylindre fermé, ayant ses génératrices paralleles a Oz, et pour
bases des portions de deux surfaces

&y = L1 cm)5), 33 = fa(2, y).

Siles deux fonctions /, et f, ont une seule valeur en tout point
(2, y) intérieur a la section droite du cylindre, et si la différence
Ja— fi reste positive dans toute cette région, il suffira de décompo-
ser le solide en deux troncs, ayant chacun comme base une sec-
tion droite (B), pour voir que son volume est représenté par
I'intégrale double

(30)' V:f (32— 2, )dx dy.
“(B)

Cette remarque permet d’exprimer par une intégrale double le
volume compris sous une surface fermée que toute paralléle a
I’axe Oz rencontre en deux points seulement. Il suffit, en effet,
dans l'intégrale (30)" d’entendre par (B) la section droite du cy-
lindre circonscrit parallelement a I'axe O z et par z,, z, les 5 des
deux points ot la surface est rencontrée par la perpendiculaire
élevée sur le plan des 2y en un point (z, ) de la base (B).
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IX. — Volumes en coordonnées curvilignes.

24. Nous allons, en vue des applications, calculer, en coordon-
nées semi-polaires et en coordonnées polaires, I'expression qui
est soumise au signe d’intégration dans le second membre de la
formule fondamentale (26), particularisée par 'hypothése F — 1.
Nous avons ainsi

f/f@@a:/f 3 du do dw,
. (R) v (R

en désignant par J le déterminant fonctionnel

SRS

’ ’ -
Ty Yu Go
’ '
Zy Yo

' ’ o
Ty JYw =

NN
<~

v

e x, y, 5 par rapport aux nouvelles variables u, ¢, .
dez,y,zp pport 11 bles u, ¢,

Dans le passage au systéeme semi-polaire, la coordonnée z ne
changeant pas, J se réduit au déterminant fonctionnel de z, y par
rapport a 7 et §, qui a été calculé déja (n°13) et trouvé égal a r.
On a donc

(31) Jdrdsdd=rdrdsd.
Pour les coordonnées polaires g, 4, § les relations (6) donnent
(32) Jdo dydb = p2siny dp dy db.

On arrive sans calcul a ce résultat en profitant de la transforma-
tion précédente et remplacant, dans chaque plan § = const., les
coordonnées rectangulaires z, 7 par les coordonnées polaires p, &,
ce qui conduit a écrire osind et o dady au lien de r et de drds.

Nous allons faire immédiatement une application de ce dernier
résultat. Ayant

(32 \—fff da:dyd:.:fff ot siny dp dy b,
(R) (R)

nous supposerons que la région (R) soit limitée par une surface
qui ne peut étre rencontrée en plus de deux points par une droite.
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A chaque couple (4, §) correspondra une seule valeur de p, et
nous pourrons effectuer une premiére intégration par rapporta o,
ce qui donnera

2

27
V:%[ d [ o8 sin dy,

Ll

I'intégrale relative a ¢ s’étendant a toute l'aire d’une section
§ = const. Si 'origine des coordonnées est a I'intérieur de la sur-
o]

face, 4 variera de o a =. Si l'origine est un point de la surface,

I'une des limites de ¢ sera o ou = (suivant la direction choisie

pour O z); I'autre sera, en général, variable avec .

Comme exemple, considérons une surface quelconque, dont
) b

les deux rayons de courbure principaux soient positifs en un point
Y P P P

.. \. : o \‘ -. . k{ ’ ~

simple O pris pour origine ; si I'on prend pour plan des zy le plan

tangent en O, pour plans des sz et des zy les plans des seclions

principales relatives a ce point, et qu’on cherche le lieu des centres

de courbure, relatifs au point O, de toutes les sections planes de

la surface qui passent en ce point, on verra facilement, a I'aide du
BB point, )

théoréme de Meusnier et de la relation d’Euler (Ch. VII, n°*1 et 3),

que la surface cherchée a pour équation

(Ryz2+ Ryy2) (22 + 2+ 32) — Ry Ry s(22+ y2) = 0.

C’est une surface fermée, admettant 'axe Oz comme droite
double et tangente a I'origine au plan des zy. Pour trouver le vo-
lume V qu’elle limite, nous emploierons son équation en coor-
données polaires, qui est fort simple,

Ry R, cos

xR R cos20 + R, sin? 0

Quel que soit O, les valeurs limites de ¢ sont = et 0. On a donc

_(R1R2)3 " db : 3¢ sind dl
Y 3 ‘/0‘ (Rlcoszﬂ—&—stin?U)'&Lfn ikt Lo b 4

2

N3

L'intégrale relative a 4 est égale a —. Faisant le changement de

™

variable tang0 = ¢, on aura

(RyR,)3 f*” (1+ 2)2dt

e (Ry+ Ryr2)s’
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Il n’y a plus maintenant qu’a effectuer 'intégration indiquée. On
trouve ainsi, tous calculs faits,

v = VR R,

Y (3R?+2R1R2+3R%).
4¢

Telle est 'expression du volume cherché.

25. Voici quelques conséquences de la formule (31) relative aux
coordonnées semi-polaires. Le volume d’un solide (R) étant

(31 V= ff dxdydz:[f/ r dr dz db,
L (R) 2 <(R)

le coin limité par deux plans § =, et § = 0, le cylindre r = a,
le plan z = o et une surface z = f(r, §) aura pour volume

v={

/g,

@ a
d0 f rf(r,0)dr.
0 .

Appliquée a I'hélicoide a plan directeur z = A0, cette formule
donne

D ﬂ(e_oo).
2

Elle convient d’ailleurs a un hélicoide quelconque z = o(r) + Af,
pourvu que la fonction ¢ n’ait qu’une valeur entre 7 == o et 7 = a.
I suffit d’intégrer la fonction r¢(r).

Servons-nous maintenant de la relation (31) pour évaluer le
volume compris entre une surface de révolution autour de Oz,
deux de ses méridiens 6§ =10,, 6 =0 et deux de ses paralléles
— 7. Ce volume est

o e -
&= %0y <

® Z
(33) V:/O‘ (IOffl'd/' ;:9:90/‘ (r3—ri)ds,

si 'on suppose que tout parall¢le rencontre la méridienne en deux
points seulement, aux distances r, et r, de I'axe (7,>>r,) et d'un
méme c6té de cet axe. On voit qu’il n’y a plus qu’a effectuer une
(uadrature en tenant compte des deux expressions

r1= 94(3), ry=©3(3),

qui seront connues quand on connaitra la méridienne.
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Le trapéze (A), que les plans z = z,, 5 = Z détachent du plan
de la méridienne et dont celle-ci forme les deux cotés (I'un peut
d’ailleurs étre 'axe lui-méme, r, —0), a un centre de gravité dont
la distance 7, a I'axe est définie par la relation

rof[ drndzs = [f rdrds.
Y(A) e )

En conséquence, I'équation (33) s’écrit
V=Ar,(0—f),

si 'on représente par A l'aire du trapéze générateur de la sur-
face; on voit que le facteur qui multiplie A est la longueuar de 'arc
de cercle décrit par le centre de gravité. De la, par une générali-
sation facile, on tire cette conclusion :

Quand un contour plan fermé tourne autour d’une droite
située dans son plan, mais ne le rencontrant pas, le volume
qu’il engendre est égal au produit de l'aire comprise sous
ce contour par la longueur de l'arc de cercle que décrit son
centre de gravité.

Ce théoréme, souvent attribué a Guldin, était connu de Pappus.
Si on I'applique au tore engendré par un cercle de rayon a, tour-
nant autour d’une droite de son plan, située 4 une distance b de
son cenlre, on voit que le volume total enfermé par cette surface

est égal a aw2a®b, pourvu que @ soit inférieur a b.

FIN,
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