KILKA UWAG

Z OGOLNEJ TEORY! KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH.

NAPISAL

Jozef Puzyna.

(Rzecz przedstawiona 20 Stycznia 1891 r.; referowat cztonek Zajgczkowski).

W nawigzaniu do mojej rozprawy, zamieszczonej w XIV tomie
tego Pamietnikal), zamierzam zajg¢ sie tu szczegdtowo analitycznemi
formami, ktére nazwatem poprzednio uogollnionemi formami interpolacyj-
nemi Lagrangea, a ktére w rzutowej teoryi krzywych algebraicznych
moga odegra¢ wazna role.

Tych form uzywat po raz pierwszy Paul Serret w dziele swem
.Geometrie de direction” i w artykulach zamieszczonych w LXXXVI
i LXXXVII tomie sprawozdan (Comptes rendus) Akademii paryskiej,
przedstawiajac wszystkie iloczyny

, jakie sie w zupetnem rownaniu algebra-

icznem:

1) ,,O zastosowanin uog6lnionych form interpolacyjnych Lagrangea™.
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2 JOZEF PUZYNA.

zawierajg, w takich ksztattach:

Tutaj sg

spotrzednemi punktéw wyznaczajgcych jednoznacznie krzywa

algebraiczng Cn, a ilosci ol, a2, ..., a, sa to zmienne ilosci (parametry)
zalezne od spotrzednych biezacego punktu (@) i od k punktow (2).

Zwigzkéw (1) uzywal Serret z pozytkiem w celu wykrycia wia-
snosci  krzywych algebraicznych Cn pod wzgledem ich elementéw bie-
gunowo sprzezonych lub pod wzgledem ich ognisk. Lecz jeszcze i pod
innym wzgledem moga by¢ te zwiazki — a w szczegdlnosci parametry
a, — doniostego znaczenia i z tego powodu pozadanem zdawato mi sie
zaja¢ sie tem szczeg6towo, udowadniajagc przedewszystkiem w 8. 1, ze pa-
rametry oa sg bezwzglednemi niezmiennikami ze wzgledu na catkowite
niejednorodne podstawienial) i tworzac potem dostateczng ilos¢ réwnan
do obliczenia tych wielkosci.

Z tych poszukiwan wynikajg pewne wyrazenia, okre$lajgce ogdlne
wiasnosci krzywej C,, a odnoszgce sie do pewnych grup dowolnych jej
punktow.

I tak w 8 2 mieszczg sie:

a) pewne wyrazenia, ktore zalezg od spotrzednych (k + 1) punktow
krzywej Cn i pozostajg = 0, gdy z (k= T) punktow 2n sg state, a po-

zostate punkta w ilosci —— +1 jakabadz grupe na C, tworza;

6) pewne wyrazenia, ktore zaleza od k punktow krzywej (7,
a pozostajg statej wartosci ¢ o, gdy z owych punktow 2n sg stale,

a inne w ilosci ----- n---- jakbgdz na Cn sg rozmieszczone.

Wyrazenia (&) charakteryzujag sie inaczej tem, ze zawierajgc spot-
rzedne k punktow krzywej swg wartos¢ tylko za zmiang 2n obranych
naprzod punktow zmieniajag. Ztagd wynikajg twierdzenia interpretujgce

1) W przytoczonej mojej rozprawie okazatem to dla n=2 i n=3, a tylko dla
7i = 2 sprowadzitem a, do ich form najprostszych.
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KILKA UWAG Z OGOLNEJ TEORYI KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH. 3

geometrycznie owe wyrazenia o statych wartosciach, a okreslajgce wia-
snosci krzywej Cn.

W 8. 3 takie wyrazenia sg daleko ogoélniejszej natury; po rozje-
ciu bowiem grupy k punktéw potrzebnych do wyznaczenia krzywej Gn
na dwie grupy: (a) o p punktach i (6) o r punktach, r =1, 2, 5, k—1,
okazuje sie, ze dla krzywej Cn mozna utworzyc:

a) nieskonczenie wiele wyrazen zaleznych od k danych punktéw
i jeszcze (k + I)-go punktu, a pozostajgcych zerem, w jakikolwiek spo-
s6b grupe (b) jej punktéow i punkt (k + 7)-szy zmienimy na inna grupe
(r + 1) punktéw.

b) nieskoriczenie wiele wyrazenn zaleznych od k punktéw krzywej
Cn, a majacych stata wartos¢ c”™~o w jakikolwiek sposob grupe (b)
r punktéw na inna zmieniamy.

Ztad wynikajg twierdzenia o r poprzecznych prostych réwnolegle
przez r dowolnych punktow krzywej Cn poprowadzonych, a przy szcze-
golnych zatozeniach wychodzg te twierdzenia na twierdzenia w 8. 2
zamieszczone.

Co sie tyczy samych parametrow a, to ich formy i geometryczne
znaczenia prostsze, nizby sie tego spodziewa¢ mozna, wypadajg [forma
(A) 8 3], a kazdy z nich pewng dang warto$¢ ¢, w tii i tylko n2 pun-
ktach krzywej Cn przybiera.

Owe grupy po n2 punktéw wycina na Cn pek krzywych algebra-
icznych w-go stopnia majgcych swe wspdlne punkta w ilosci n2 w n
punktach oznaczonych na prostej w nieskoriczonosci.

§ i.

Art. 1. Na ptaszczyznie dowolnego ukiadu osi (xoy) dano k
punktéw

wyznaczajacych jednoznacznie nieprzywiedlng krzywg algebraiczng
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4 JOZEF PUZYNA.

n-go stopnia i utworzono wyznacznik

ktérego minory do pierwszej kolumny nalezgce wprost wzigé mozna za
spotczynniki a00, al0, a0l, ..., aln

O minorze

gtobwnego elementu wyznacznika A dadza sic takie uwagi uczynic:

Napiszmy G (x, y) = 0 w postaci

gdzie u,(Xx, y) sa jednorodnemi funkcyjami sgb stopnia zmiennych X, v,
a co — d/, to kfadac

otrzymamy
rl, r2,..., r, sato odcinki, ktére na prostej )X — ay = 0 od punktu
a,= y=0 do jej punktéow przeciecia sie z krzywa zmierzono.

Potézmy :

a wiec takze:
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KILKA UWAG Z OGOLNEJ TEORY! KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH. 5

to otrzymamy w tym nowym ukiadzie réwnanie

w ktorem za v\, mozna potozy¢ wprost wyznacznik

a za inne spotezynniki minory, nalezagce do pierwszej kolumny wy-
znacznika A', utworzonego z A przez pokreskowanic liter a?y, irs,ys.

Ktadac i w roéwnaniu (4) x —r'a, y —r 6, otrzymamy i tu
takze

gdzie znowu r1', r2', ..., r,!I' sa odcinkami prostej bx'— ay'= 0 liczo-
nymi od punktu y —q do jej punktdéw przeciecia sie z krzywa.
Z (o) i (B) otrzymujemy:

Lecz tak w 1/, jak w Jf' mozemy za jeden z danych k punktow
np. za punkt (xx ys) potozy¢ dowolny inny punkt (xy) krzywej, byleby
on tylko z pozostatymi jednoznacznie wyznaczat krzywa. Przez to za-
stepujemy w I/ i 1/, wyrazy ich s-tych kolumn zawierajace aig,
wyrazami o x, y. Naznaczmy tak przeksztatlcone wyznaczniki 1/, M’
przez Jfg, Jf/ to i tu bedzie niezawodnie:

a z rownan (5) i (5') wyniknie:

to znaczy: lloraz Avyznacznikow J4, Jf nie zmienia swej war-
tosci po rownolegtem przesunieciu uktadu osi.
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6 JOZEF PUZYNA.

Art. 2. W wyznaczniku M' potézmy

z warunkiem

to mamy:

Utwoérzmy wszystkie wyznaczniki P2 o 2 elementach z 2 pierw-
szych wierszy, podobnie wszystkie wyznaczniki P3 o 32 elementach
z 3 nastepnych wierszy........ i wreszcie wszystkie wyznaczniki Pn+i
0 (n =+ 1)3 elementach z (n 4-/) ostatnich wierszy, to bedzie mozna po-

tozy¢:

Zajmijinyz sie wyznacznikami
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Znaczki vi, v2, ... vetl sg tu dowolnemi niepowtarzajgcemi sie
liczbami w ilosci (¢ +1) z szeregu liczb 7, 2, 3, ... Kk, a iloczyn lle+l
zawiera - réznych miedzy sobg czynnikéw postaci

. - . Ny

Gdy w formie ostatniej (6) kazdy z czynnikow —------- . ilo-
czynu [].41 pomnozymy odpowiednio przez (yvl. y%a), .... zawarte
yEy= ... 8 , otrzymamy ostatecznie:

Po wstawieniu tych form za P2, P3,.., Pnt, w M’, bedzie:

gdzie kazdy skiadnik [] tej sumy jest iloczynem

réoznych miedzy sobg czynnikéw

Lecz:

a ztad wynika, ze kazdy skifadnik Il w (7) posiada czynnik ro- i ze
wiec po jego wytaczeniu otrzymamy

Ale tu suma po prawej stronie jest wyznacznikiem m, ktéry z Mf
tak powstaje, ze w nim za wszelkie X,"y,, ktadziemy &, n.
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8 JOZEF PUZYNA.

Skutkiem tego mamy krotko:

wiec bedzie:

i analogicznie

jezeli takze xX'=pé+">n, y' =/ ¢+ >n polozono i jezeli m} powstaje
z m przez wstawienie w tym ostatnim wyznaczniku za §, n, s-ej ko-
lumny, zmiennych &, n.

Z relacyj (8), (9) wynika ostatecznie:

a to wskazuje, ze:

lloraz M, : M jest bezwzglednym niezmiennikiem ze
wzgledu na podstawienia:

Art. 3. Wyznacznik A = 0 (Art. 1) wskazuje, ze istnieje k ta-
kich ilosci a,, dla ktérych
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Zwigzki te sa wiasnie wzorami Serrcta.

Z nich po opuszczeniu zwigzku pierwszego, dostajemy

gdzie Ma i M sa tego samego znaczenia, co w art. poprzedzajgcych,
a ztad wnosimy :

I. llosci a sa bezwzgledne mi niezmiennikami, mozna
je przeto oblicza¢, odnoszac £, ?/, x3, y, w nich zawarte do

dowolnego uktadu osi.
Majac te zasadnicza wihasno$é ilosci a,, mozemy w identycznej re-

lacyi

zastgpi¢ x przez wyraz arr + by + ¢, a x3 przez ax3 + by, + ¢ i potozy¢

okreslajgc ax + by + ¢ = 0 jako dowolna prosta, ktéra za jedne z osi
nowego ukiadu obrano, a wyrazy ujete w nawiasy w ostatniej relacyi
jako prostopadie (ich dtugosci) spuszczone z punktéw Xy, x3y3 Kkrzy-
wej Cn na prosta ax + by -- ¢ = 0.

Ale i na odwrét: dajac relacyje (11), sprawdzimy iden-
tycznos¢ zawartych w niej ilosci o3 z parametrami os po-

przéd okreslonemi.
I tak: wskutek dowolnych spétczynnikéw a, 6,... ¢, w (11), mamy:

a wiec

zkad prawdziwo$¢ powyzszego przypuszczenia wynika.
Tak samo do krzywej wg® stopnia C, przy dowolnie danych n
prostych linijach

odnosi¢ sie bedzie zawsze identyczna rclacyja

w ktérych a, b, ¢, .., I, a3 b3, ¢f, ..., |, sa prostopadtemi spuszczo-
nemi z punktéw (rry), (x yl) na proste (12). Dowdd poprowadzi¢ nalezy
analogicznie jak dla zwigzku (11).
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10 JOZEF PUZYNA.

Relacyja (13) bedzie wiasnie najstosowniejsza do wyznaczenia pa-
rametrow a, w formach ile moznosci najprostszych, a cechujgcych ich
niezmienniczy charakter. 1)o tego wiasnie teraz przystgpimy.

Punkta (x\ ?/), (xi y,~), ..., (\/%) naznaczmy w jakimbadz zresztg
porzadku przez

1, 2, 38 4, ...., ki
punkt biezacy przez T

W skutek zupetnej dowolnosci prostych (12), mozemy je tak obrac,
ze a, b ¢, ..., | przechodza odpowiednio przez pary punktéw

Wtedy jest

a relacyja (13) ma postaé

i zawiera juz tylko

o¢ niech przedstawia ktérgbadz z tych ilosci; xz yz mech bedg spot-
rzedncmi odno$nego punktu; iloczyn prostopadtych biezacego punktu (xy)
na proste a, b, c, ... , I, ktore teraz przez 23, 45, .. } 2nl naznaczac
bedziemy, nazwijmy krétko (23. 45 ... 2nl)T, a iloczyn prostopadtych
na te proste z punktu (xz yz) nazwijmy (23. 45 ... 2nT)z, to przy ta-
kich oznaczeniach relacyje (13") napiszemy teraz w formie :

Uwazmy to réwnanie za réwnanie linijowe jednorodne, zawiera-
—N\
jace ----—— = 1 niewiadomych

to potrzeba jeszcze do wyznaczenia tych niewiadomych

rownan, a do nich taka drogg dojs¢ mozemy:

Punkta 1, 2, 3, ... " 2n uwazajmy za wierzchotki zamknietego
wielokagta wpisanego w krzywg Cn, to jednym takim jest 2n. kat, kto-
rego wierzchotki wasnie w porzadku

po sobie nastepuja.
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KILKA UWAG Z OGOLNEJ TEORYl KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH. 11

Z niego do relacyi (A) uzyto bokéw
Pozostate boki sa

Pomieniajmy w (a) ze sobg po porzadku elementa w parach

to otrzymamy z (a) n grup po n prostych, ktére w ten sposéb nazna-
czymy :

Do nich naleze¢ bedzie n nowych réwnan postaci (A), a to:

Dalej w (3) pomieniajmy rownoczesnie elementa w dwoch parach
niesasiaduiacych z sobg i te zmiane uwzglednijmy w (). W (a) wiec

Przez to otrzymamy z (a) nowych grup P6 n pro-

stych, a te w ten sposéb krétko naznaczy¢ mozemy :

Do tych grup znowu odnosi¢ sie bedzie réwnan

analogicznych z relacyja (A):
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12 JOZEF PUZYNA.

Art. 4. W (A) (B) (C) mamy roéwnan + 1 liniowych

jednorodnych ze wzgledu na tylez niewiadomych 1, e
a po ich eliminacyi dostaniemy relacyje:

Zamiast prostych 23, 45, .., 2nl mozemy réwnem prawem uzy¢
prostych , gdzie sg punktami
1, 2, 3, ..., 2n w dowolnym innym porzadku. Wychodzac z tej grupy
prostych, otrzymamy relacyje

a zwazajac, ze do niej wchodzg wszystkie boki

zamknietego 2n- boku (ht h2... hin hl) i wszystkie przekatnie h1h3, h2h4,
h3h6 5 s taczace co dwa wierzchotki przegrodzone jednym tylko
wierzchotkiem, powiemy:

I. Gdy w krzywa Cn wpiszemy 2n-kat zamkniety
(hln2 ... h2r hl) i wykreslimy w nim wszystkie przekatnie
hih3, h2hd , . . . . tgaczace co dwa wierzchotki przegrodzone
jednym tylko wierzchotkiem, to miedzy prostopadte mi,
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n(n —

jakie z dlg)wolnych innych punktow krzywej

na boki tego 2n - kata i przekatnie hlha, hzhi, ... spuscimy, za-
chodzi identyczna relacyj'a

Z tych bedziemy ponizej uwzgledniali tylko relacyje

Ta druga powstaje przez eliminacyja ilosci

i z rownan (B,) (C,) w ten sposéb z (A") utworzonych, jak pierwej ro-
wnania (B) (C) ze zwiazku (A) powstaty. Zresztg kazda z relacyj (14)
przechodzi w druga przez przesuniecie znaczkdédw wszystkich o jedno
miejsce.

W wyznaczniku Eft3i4s™ = 0 podzielmy wyrazy kolumny 1-gj....,
-ej,.... odpowiednio przez (23. 45 .. . 2nT)t,. .., (23. 45 .. 2n7)e, ...
to po skroceniach i wprowadzeniu anharnionicznych stosunkow :

otrzymamy :

)@ 2 3 2r)t, .., (1, 2, 3, 2n), sg to anharmoniczne stosunki promieni
wyprowadzonych z punktow T,... e,.. do czworek punktow (/, 2, 3, 2nj, ........
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14 JOZEF PUZYNA.

Tak n. p. gdy n—2, n=3, n=4 mamy:

dla n— 3, gdy punkta T, 7, 8, 9, naznaczymy przez O', 7', 2'. 3', bedzie

a dla n=4, gdy podobnie punkta T, 9, 10, ..., 14 naznaczymy przez
0, T 2' .. 6" dostaniemy :

it d

Biorgc w wyznaczniku (15) E\ = 0 punkta (2n = 7), (2n-p2),... , k
za state i rozwijajgc ten wyznacznik podtug elementéw kolumny pier-
wszej, otrzymamy relacyje :

w ktérej No, A,, B,, .., La sg liczbami statemi.

Jestto réwnanie dane w spoOtrzednych A, , A2,..., An krzywej alge-
braicznej h o stopnia opisanej na 2n-kacie (1, 2,3, ..2n, 7). Lecz i od-
wrotnie :

I1l. Gdy na ptaszczyznie 2n stalych punktéw 1,2... 2n
punkt biezgcy porusza sie tak, ze anharmoniczne stosun-
Ki , ,...Kn wyprowadzonych z niego promienido 1,23,..,2n
spetniajg relacyje (lll), to punkt ten przebiega krzywag
algebraiczng n¢ stopnia, opisang na Sn-kacie (7, 2, 3,..., 2n, 7).

W szczegolnosci mamy dla n — 2 z relacyi (I11)
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czyli

a wiec zasadnicza wihasnos¢ rzutowa krzywej drugiego stopnia.

Dla n = 3 relacyja (IlIl) daje

czyli wyraznie :

adlan=4:

czyli

Art. 5. Z rownan (A) (B) (C) art. 3, odrzu¢émy zwigzek (A)
i wezmy pod uwage jedne z ilosci at¢ , to mozemy jg z rownan (B) (C)
obliczy¢, tworzac wyznacznik H(.t e_,t € €+t,,..) spdtczynnikow prawych
stron tych réwnan, a z niego licznik //( .. -1 1 ¢+l..j ilosci ac. Otrzy-
mamy wiec :

z tg uwaga, ze tu punkta 7, 2, 3, .. ., 2n mozemy zastgpi¢ dowolna
ich permutacyjg hl, hi, ..., Al bez zmiany wartosci parametru ae.

w takiej formie, jakbySmy te ilos¢ wiasnie z réwnan (B') (C') obliczali.

Przyjmijmy, ze wiasnie w jeden i drugi sposéb obliczamy para-
metr Nazwijmy punkta

po porzadku: O, 2'. 5" .., r', to otrzymamy
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16 JOZEF PUZYNA.

ztad wynika réwnanie :
ktore takze w ten spos6b napisa¢ mozna :

albo symbolicznie :

Wskazuje ono, ze w ilorazie [0" T 2' ... (r-1)'*] mozemy punkt O
zastgpi¢ punktem innym r' lezacym na 6h> réznym od punktow
o', 1' 2 ... (r—1)", a przez to iloraz ten wartosci swej nie zmieni;
lecz to samo stosuje sie i do ilorazu [r' T 2' 3" .. (r—1)"], w ktérym
n. p. punkt 1' zastgpi¢ mozemy punktem 1" lezacym na Cn a réznym
od punktéw r', 1', 2' .. (r—1)', 0" Otrzymamy wiec:

a postepujac tak dalej i za r kladgc 0 otrzymamy ostatecznie

W skutek tego, uwzgledniajgc relacyje (17), dostaniemy zwigzek:

albo zwiagzek :

v
ktéry w ten sposob sie okresla :
IV. Gdy w krzywa Cn wpiszemy 2n-kat (12 3... 2nl)

a z grupy dowdinych “< - punktdw 8,7 2,3..2 Y 1)
spuscimy na jego boki i przekatnie 1%, ™4, .. prostopadte,
to mozemy utworzy¢ wyrazenia, zawierajgce owe prosto-
padte, a niezmieniajace swych wartosci ze zmiana grupy
0, 1 2 ..- na inna

Rclacyje takiego samego znaczenia jak 1V, mozemy jeszcze inng
drogg otrzymac¢: Oto w wyznaczniku = 0 jest stosunek dwdch wy-
znacznikdéw czesciowych, nalezacych do jednego wiersza (kolumny) =
stosunkowi odpowiednich czesciowych wyznacznikbw innego wiersza
(kolumny). Uwzgledniajac te réwnosci, dojdziemy po przeprowadzeniu
takiego rozumowania jak wyzej do zwigzkéw analogicznych z 1V.
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Te wyrazenia o statej wartosci bedg dla Nn—2 okreSlaty znana
wihasnos¢ krzywej drugiego stopnia C2, a to wiasnos¢ prostopadtych
spuszczonych z punktu biezacego na boki wpisanego w nia czworokata,
albo stata warto$¢ anharmonicznego stosunku promieni wyprowadzonych
z biezacego punktu do 4 jej punktéw statych.

W twierdzeniu IV przechodzi rzeczywiscie, dla n = 2, 2n-katna
czworokat, a grupa [] -- punktow dowolnych redukuje sie do je-
dnego punktu biezacego krzywej C2.

Art. 6. Dla Nn—2 mamy po odrzuceniu zwigzkéw (A), (A") ro6-
wnania :

a poréwnanie obliczonych z nich o5 jest tu bez znaczenia”™ daje bowiem
identycznos¢.

Dla n =3 dochodzimy przeciwnie po obliczeniu parametru of
z trzech rownan (B) i trzech réwnan (B") do zwigzku:

a po podzieleniu i pomnozeniu licznika przez (23. 45. 6o, . (23. 45. 6IN),L.
(23. 45. 61),, a mianownika przez (12. 34. 56)0.. (12. 34. 56)i, .(12.34.56),t
do zwiazku :

Nazwijmy wyznaczniki zamieszczone w mianownikach kroétko:
to mamy ostatecznie takze :

dla kazdej dowolnej grupy trzech punktéw (O\ T, 2"); Kk jest tu stata
iloscia.
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18 JOZEF PUZYNA.

W ten sani sposéb dostaniemy analogie, ne relacyje (a) (B) dla
n=4,5 ...i0itd

Gdy za$ wyjdziemy z réwnosci stosunkéw dwoch par odpowiednich
podwyznacznikbw w Ex — 0, otrzymamy :
dlan=2:

adlan=3:

it op.

Ostatnia relacyja, gdy punkta O', 1' wezZmiemy za punkta prze-
ciecia sie krzywej C3 z dowolng krzywa drugiego stopnia C2, przecho-
dzacg przez punkta 1, 2, 3, 6, przejdzie na:

czyli na;

a ztad twierdzenie: Gdy w krzywa trzeciego stopnia C3 wpi-
szemy szesciokat (12345 61) a przez 4 wierzchotki tego szescio-
kata n. p. przez punkta 7, 2, 3, 6 poprowadzimy dowolng Kkrzy-
wa drugiego stopnia C3 przecinajaca C jeszcze w dwobch
punktach 0° 1') i utworzymy anharmoniczne stosunki
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znice (A0,— A2L,), (A0, — Ajl,) pozostaja w statym stosunku przy
dowolnej krzywej Ci.

Punkta wiec 0', 7', ktére, jak wiadomo, takze sie tem charakte-
ryzuja, ze prosta 0'1 stale przez jeden punkt krzywej C3 przechodzi,
majg procz tego jeszcze i wihasnos¢ okreslong w ostatniem twierdzeniu.

Dla n =4 otrzymamy analogicznie z cze$ciowych pierwszych wy-
znacznikow relacyi E\ — 0 miedzy innemi taki zwigzek :

gdy przez punkta 7, 2, 3, 8 krzywej C4 poprowadzimy krzywa dru-
giego stopnia C2, a za 4 pozostate punkta przeciecia sie jej z C4 uzna-
my punkta 0', 7', 2', 3', dostaniemy :
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Dwa ostatnie wiersze w wyznaczniku mianownika sg takie same,
jak w liczniku.

W liczniku pomnézmy wyrazy wiersza trzeciego przez ¢ i odej-
mijmy od odpowiednich wyrazéw wiersza czwartego; w mianowniku po-
mnozone wyrazy przez c, wiersza drugiego odejmijmy od odpowiednich
wyrazéw wiersza czwartego. Po takiem przerobieniu bedziemy mieli :

a ztad:

albo:
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Takiemu zwigzkowi czynig zado$¢ anharmoniczne stosunki promieni
wyprowadzonych z punktéw O'i 7', 2, 3" do punktéow 7,2, 5, 4,5, 6, 7,8
przy jakiejkolwiek krzywej Ci, przechodzgcej przez punkta 1, 2, 3, 8.

W formach (I(j) (16)' mamy wreszcie obliczony parametr at. Pa-

rametr o¢ (gdzie e jest rézne od 7. 2,3,..., 2n), jest widocznie funk-
cyja prostopadtych z punktu biezagcego T i z punktow 2n+I, 2n+ 2,...
, & ..., k na boki 2n-kata (123 .. 2nl) i jego przekatnie 73, 24, ...

spuszczonych. (Za 2n - kat mozna jednak obra¢ ktorybadz 2n - kat, ma-
jacy wierzchotki w 2n punktach, wyjetych z grupy 1,2,3,
.2n, 2nd4-7, ..., 71, &-1,.., /)

Gdy ¢ jest jednym z punktéow 7, 2, 3, .., 2n, to za wierzchotki
2n - kata wybieramy dBAvolne punkta z grupy 7, 2, .. €-7, €+7,.., 2n,
2n = 7, .. k, a dalej rachunek przeprowadzamy jak wyzej.

Ale nie tyle samo obliczenie wszystkich parametréw q,, ile raczej
ich rozne formy sg wazne dla teoryi krzywych Cn. Oto wiasnie z tych
réznych ich form wynikt zwigzek 1V, do ktérego sie jeszcze rclacyje
Il i 11l dotaczaja. Z tych pierwsza odnosi sie do grupy Sﬂ _---z) + 7
biezgcych punktéw, druga do jednego punktu biezacego krzywej alge-
braicznej Cn. Zauwazymy wreszcie, ze dla Nn—3 znajduje si¢ réwna-
nie (I11) wywiedzione zupeinie inna drogg w dziele riAnalyt. Geom. der
Jioheren ebenen Curvenuy G. Salmona w ttum. W. Fiedlera (1873) str. 169.

§ 3.

Art. 7. PrzejdZzmy teraz do wyprowadzenia najogolniejszych form,
w jakich parametry o8 poda¢ mozna i do zwigzkdéw, jakie z tych obli-
czen wynikaja.

Gdy y (xy) — O jest réwnaniem dowolnej krzywej n-go stopnia, a

punktami wyznaczajgcemi jak wprzody jednoznacznie krzywg Gn 0 ro-
wnaniu G (xy) — O, (xy) punktem biezacym tej ostatniej krzywej, to
fatwo da sie udowodni¢ podobnie jak w 8. 2, art. 3, ze relacyja

zachodzi identycznie jezeli w niej a, sg parametrami form uogdlnionych
Lagrangea.
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Majac to, podzielmy punkta (1) na dwie grupy dowolne, z kt6-
rych pierwsza zawiera ich p

druga zawiera ich r. Jakkolwiek w te drugg grupe wchodzi dowolnych
r punktéw z k punktéw (1), to jednak dla uproszczenia nazywac je
bedziemy:

a ich spoétrzedne:

Utworzmy (r + 7) krzywych algebraicznych w-go stopnia

z warunkiem, ze

7° z funkeyj Y0, y1, . ..., yr najwyzej r moze posiada¢ wspolny
czynnik,

2° kazda z tych krzywych raz tylko przez wszystkie punkta (a)
przechodzi,

3° najwyzej r krzywych moze précz tego jeszcze przez niektére
punkta grupy (b) przechodzi¢, to stosujac do kazdej z krzywych (3)
relacyje (2), znaczac przytem punkt biezacy krzywej Cn przez 0 i ktadac:

mie¢ bedziemy réwnania:

Z tych odrazu wynika zwigzek:

ktory tak mozna okresli¢:
Dla krzywej Ch mozna utworzy¢ nieskoriczenie wiele wy-
razen zawierajacych wymiernie spo6trzedne (r +7) ich punk-
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tow, a bedacych zerem, jakkolwiek grupa owych (r4-1) punktow
na krzywej Cn zmienia¢ sie bedzie.

Gdy w relacyi (4) punkta 2 4 3, ..... r uwaza¢ bedziemy za
stale, a punkt O za zmienny, dostaniemy po rozwinieciu wyznacznika
(4) podiug elementéw kolumny pierwszej, réwnanie:

zaliczajgce krzywa Ca do systemu krzywych stale przez p punktow (a)
przechodzacych. Widocznie, gdy kazda z krzywych y0 = 0, yl = O,....,
yr = 0 kilka razy przez jeden z punktéw (a) przechodzi, mamy tam
punkt wielokrotny krzywej Cn, co jednak tu wykluczamy.

Obierzmy (r 4- 1) innych krzywych algebraicznych n-go stopnia

0 tej samej wiasnosci, co krzywe (3), to na ich podstawie dojdziemy
analogicznie do relacyi:

W obydwu tych wyznacznikach pozostajg po porzadku pierwsze
czesciowe wyznaczniki do ktéregokolwiek wiersza nalezace w stosunku

a ztad otrzymamy:

z E' = 0 za$ analogiczne wyrazenia z pokreskowanemi
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Z dwoch roznych form  arametru jl zawartych w (6) wyniknie,
no przeprowadzeniu analogicznych rozumowan, jak o réwnaniu (17)

art. 5go relacyja:

wskazujgca, ze:

Dla krzywej Cn mozna utworzy¢ nieskonczenie wiele wy-
razen zaleznych wymiernie od spoétrzednych r jej punktéw,
a zatrzymujgcych stata wartos¢, jakkolwiek grupa tych pun-
ktéw zmienia¢ sie bedzie.

Do takich wyrazeh naleze¢ takze bedg wyrazenia

wynikajgce z dwoch réznych form parametru of obliczonego raz z réw-
nania E==0, a drugi raz z réwnania E' = 0.

Dajmy ilosci al stata warto$¢ ¢ i nazwijmy mianownik pierwszej
jej formy w (6): k = stata ilos¢ (jako zalezna od stale obranych pun-
ktow krzywej (70), to mie¢ bedziemy réwnanie:
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Jestto rownanie krzywej algebraicznej n-go stopnia ((7), a ze ta z krzywa
Cn w n? punktach sie przecina, wiec powiemy:

Parametr ol (a wiec i kazdy parametr o) uogolnionych
form Lagrangea przybiera nl razy te samg wartos¢ (c), gdy
punkt biezacy krzywej Cn przebiega calg krzywa; a takze:

Gdy w punkcie (§ n) krzywej Cn a, ma warto$¢ ¢, to ten
parametr nie tylko w (n'lI-1 innych punktach krzywej Cn ma
tg samg wartos¢, ale jeszcze pozostaje ten sam i poza krzywa
Cn, a to we wszystkich punktach krzywej Cn

Grupa n? punktow nalezacych do wartosci innej ol —c bedg to
punkta przeciecia sie krzywej Cn z krzywa

Krzywe Cn Ct nie przecinajg sie ani w punktach krzywej CH
ani nigdzie w skoriczonosci; inaczej bowiem parametr ol nie bytby je-
dnoznaczng funkcyjg miejsca (a%), jak tego jego forma wymaga. Ale
krzywe Cn C\| przechodzg obie przez n punktow przeciecia sie krzywej

—0 z prostg 0 x+ 0.y + k=O

lezacg w nieskonczonosci. W tych n punktach musi sie zatem miesci¢
N2 punktéw wspdlnych tym krzywym, a ztad twierdzenie:

Krzywe przecinajgce dang krzywa C, w grupach po n?
punktéw nalezacych do tej samej wartosci parametru os two-
rzag pek krzywych o wspélnych ni punktach mieszczgcych sie
w n statych punktach na prostej w nieskoriczonosci.

Nla n =2 s to hyperbole o wspdlnej parze asymptot. I

Art. 8. Roéwnania

") Por. cytowana mojg roz.prawe.
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niech beda dane w ukladzie osi, ktérego 0§ xx ma pewien zadany Kie-
runek p. Obierzmy dwa dowolne punkta ;z==(¢n), v=(¢n,) na pta-
szczyznie tych krzywych, to mamy

gdzie (Z I ... Imfx, Z1 T2 ... Znu,.... sa to iloczyny wszystkich n
odcinkéw zawartych na prostej rownolegtej do p — a przechodzacej
przez y — miedzy punktem p a punktami przeciecia sie tej prostej
z krzywemi y0 (xy) =0 yl (xy) = 0, .... Analogiczne znaczenie majg
symbole (Il li .. In)v, (I3, 12" -1 In%0 1111

Zatrzymujac to oznaczenie i majagc relacyje (4) na oku, otrzymu-
jemy zwigzek

to znaczy:

Gdy przez (r +1) dowolnych punktéw 0, 7, 2, ... r Krzy-
wej Cli poprowadzimy: réwnolegte proste o dowolnym Kie-
runku, a przez (k—r) jej punktéow (r+7) krzywych algebra-
icznych n-go stopnia, to odcinki liczone na tych prostych od
punktéw 0, 7, 2, ., r do punktéw przeciecia sie tych prostych
z temi (r +7) krzywemi zadowalajg relacyje EI==0.

Kazdy z punktow (2, 7, 2, ..., r mozna w El= 0 zastgpi¢ pun-
ktem innym lezagcym rownocze$nie na odpowiedniej poprzecznej i na
krzywej Cn.

Dla n=2 i r=7 daje relacyja EI= 0 przy statym punkcie 7
inwolucyjny podziat poprzecznej przez krzywe peku.

Podobnie przy statych punktach 7, 2, 3, ..., r dostajemy — za-
liczajgc krzywg G {xy) = 0 do systemu krzywych przechodzacych przez
p = (k—r) statych punktow (B1, B2,..., Bl) — zwigzek:

wyrazajacy podziat poprzecznej przez system krzywych stale przez p
punktéw przechodzgcych.

Trzymajgc sie dalej oznaczen tu wprowadzonych, napiszemy rela-
cyje (6) (art. 7) w ten sposoéb:
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a relacyja (17) przybierze forme:

Poprzecznym nalezgcym do mianownika mozna przy tem w rela-
cyi (11) inny dac¢ kierunek niz poprzecznym nalezagcym do licznika.
Gdy p = (k-1), a wiec r =7, to mamy z relacyi (10):

gdzie yl (xy) — O jest krzywa dowolna n-go stopnia przechodzacg przez
(k—7) punktow (x2y2), (x3y3),- - -, (xkyk) a nieprzechodzacg przez punkt
(x1y1). OgoOlnie bedzie

a y, (xy) = 0}) jest réwnaniem dowolnej krzywej n-go stopnia przecho-
dzacej przez (k-7) punktow (xy,), (xiya), ..., (x,~1 y,-), (a [j ) T
(xk yk), a nieprzechodzacej przez punkt (X, Yy3).

1) Wyrazenia (ZW.2p) ... ZnW)0, ... i réwnania y} (xy) = 0 maja tu inne, zalezne
ud znaczku s znaczenie, jak wyzej.

www.rcin.org.pl



28 JOZEF PUZYNA.

Wedtug tego jest tworzenie parametréw a, bardzo proste.

Z k punktéw (a yl), (Zay,.® § wyznaczajacych krzy-
wa Cn wydzielamy punkt (xy¥, przez pozostate punkta w ilo-
sci (k—1) prowadzimy dowolna krzywa algebraiczna n-go sto-
pnia vy, (®) = 0 nieprzechodzaca przez punkt (xtyt)i przez
punkt biezacy (xy) i punkt (xy,) prowadzimy dowolne réwno-
legte poprzeczne i mierzymy na nich od tych punktéw od-
cinki do przecie¢ sie tych prostych z krzywa ypB(xy)=0. Sto-
sunek iloczynéw tych odcinkéw jest wartoscia parametru
os w punkcie (xy).

Poniewaz wiemy, ze parametr o, w n? punktach krzywej Cn te
sama wartos¢ przybiera, a mianownik (IS, .. Kyt wyrazenia (A) po-
zostaje statym, mozemy wnioskowac:

Gdy na ptaszczyznie krzywej Cn poprowadzimy podiug
powyzszych wskazéwek krzywa ys (xy) = 0, to iloczyn (Zw
Kk'ro na dowolnej poprzecznej przez punkt 0 przechodzgcej
powraca nl razy do tej samej wartosci, gdy punkt 0 cata
krzywa Cn przebiega, a poprzeczna kierunku nie zmienia.

Wreszcie wskutek 7 =al +a} + .. + a% mamy identycznie:

Gdy p <=l n mozna krzywe y0 = 0, yl = O,... ., yr = 0 zastagpic
(r +7) grupami po n prostych tak, ze z kazdej grupy p prostych przez
p punktéw (a) przechodzi.

Gdy p>n ale p—2h+¢<2n, gdzie ¢ jest = 0, lub =7, to
mozemy takich grup po n prostych uzy¢, ze z kazdej grupy A prostych
przez coraz inne pary 2h punktow przechodzi. W razie ¢ = 7, (A + 7)sza
prosta przez ten pozostaty punkt kiadziemy. Inne proste w ilosci (n—A)
lub (n—h—1) prowadzimy dowolnie. W obydwa6ch tych przypadkach mo-
zemy w relacyjach (9), (10), (11) iloczyny odcinkéw (Z, 12 ... 1.)0 , ... .
zastapi¢ prostopadtemi (dtugosciami prostopadtych) z punktéow O, . . ..
na owe proste spuszczonemi.

W szczeg6lnosci, wracajac do oznaczen uzywanych w 8. 2, zaloz-
my, ze z punktow 7, 2, 3, ... , 2n tworzacych teraz grupe (a) scho-
dzg sie ze sobg punkta:

23, 45, 67, ..., 2n 1.
wtedy mamy w krzywa Cn wpisany n- kat zamkniety o bokach

12 =¢l, 34 = e2, 56 = €3, ..., 2n-1 2n =en

Styczne w jego wierzchotkach (el e3), (ei €3), ..., (enel)
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razem z bokami el,e2,es, -, en tworzg zamkniety 2n- kat

wpisany w Cn, a gdy z grup (12), (13) utworzymy réwnanie (A), (B),
((7) (str. 10, 11) i anharmoniczne stosunki

to otrzymamy relacyje 11l (str. 14) w formie:

a wiec dla n = 2 bedzie:

dla n = 3:

czyli

it od

Takim relacyjom czynig zados¢ dtugosci prostopadtych spuszczo-
nych z biezgcego punktu krzywej Cn na boki wpisanego w nig n- kata
i na styczne poprowadzone w jego wierzchotkach.
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