O zbieznoéci pewnych ciagéw liczbowych.

I. Wezmy réwnanie:

a’®

2] G
w ktérym a jest powtorzone w ten sposéb dowolng liczbe razy, np. n
razy. Oznaczmy je symbolicznie:
[2] Bie= aih)e
Dowiedzmy, iz wszystkie rownania tego typu maja

te same i tylko te same pierwiastki rzeczywiste (i do-
datnie), przy zalozeniu:

_ a>e*
corownanie:
[1] r="a
Trzeba tedy dowiesé, iz pierwiastki kazdego z tych réwnan [2] czynig
zado$¢ réwnaniu [I] — bo rzeczg jest oczywista, ze pierwiastek réwna-
nia [1] musi czyni¢ zados¢ kazdemu réwnaniu ogélniejszemu.
x=a" daje:

z .
A% =ag=g it d.

1) a=>=1
Przypusémy, ze jakas wartosé z,, czyniaca zados¢ réwn. [2], nie
czyni zado$¢ [1], ze np.:
a* > 1z, (podobne rozumowanie byloby
zastosowane do a* << z,).
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W takim razie, poniewaz a>1, a w tym wypadku powiekszenie
wykladnika pociaga za soba powigkszenie potegi, przeto:

aamo >azo
i tym bardziej: < oty il Hndds
ogolnie: a > a5 > 5

A wiec z, nie jest pierwiastkiem rownania x=a®?, co nie zgadza sig
z naszym zalozeniem. Nalezy tedy stwierdzi¢, iz z, jest pierwiastkiem
réwnania [1]. c. b. d. d.

9) a=1. Ten wypadek nie wymaga zadnych szczegblnych roz-
trzagsan.

3) a< 1. Ten wypadek wymaga wyliczeri bardziej ztozonych.
Dowiedzmy z poczatku:
A. Roéwnanie

z=a"

posiada przy 1>a>e jeden pierwiastek, przy a<le*
3 pierwiastki odmienne.

Poszukajmy tedy zer funkcji:
y=z—a";

pochodna wzgledem a:

Yy=1— aawa"logza

y'=— logza(aaxa“log%.ax—}—a“waxloga) =— logaa.a.azaw(a“”loga +1).
Wezmy pochodng funkcji:
z = a*loga+1.
?' = a*log’a
as= log*a > 0

a wiec 2/ > 0; 2 stale wzrasta od loga-+1 do aloga+-1, przechodzac przez
0 lub nie, zaleznie od wartosci a.?)

1) Gdy a<e’

loga+1<1—e<0
1+ aloga >0
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Stad wnosimy, iz ", ktére sie rézni od z tylko czynnikiem

—log*a a%ar> 0,

nie przechodzi przez 0 ani razu lub tylko raz jeden. Odpowiednia
wartos¢ « (t. j. ta, przy ktérej y"”=0) bedzie dana przez réwnanie:

ki
loga
stad:
e eloga.a’”= g ¥
e
Rozpatrzmy teraz ¢
nizy z =0

Y'(0)=1—alog’a;
przy z==1

yY(1)=1—a%log?a .

Szukajac minimum lub maximum funkeji 3/(0), rozpatrywanej jako
funkcja zmiennej @, znajdujemy wartos¢ dodatnia,?) a poniewaz

(mozna to sprawdzié, biorae pochodng wzgledem a:%-{-—loga:l—}—loga, co jest

< 0 przy a<<e* wige 1-}aloga rosnie, gdy a maleje, a pray a —e—¢
e
1+4alga=1 e Jeat. 20,

tymbardziej tedy jest > 0 przy a << e®).
Stad przy a < e—¢ z przechodzi przez 0. Jest to zupelnie zgodne z ra-
chunkami, podanemi w dalszym ciagu. Gdy 2 nie przechodzi przez 0 (loga™>—1,

a>—i~), wtedy y" pozostaje weiaz >0, y' weiaz wzrasta pomiedzy dwiema

granicami, wigkszemi od 0, a wige pozostaje >0, przeto réwnanie y=—0

% ma tylko jeden pierwiastek. Dowodzimy tego samego w dal-

czyli x—a
szym ciagu niefylko dla a>—é1—~, lecz dla a > e,
2) Pochodna:
1—alog*a wzgledem a réwna sie:

— (log?a -+ 2loga %)
Réwnanie:
log*a -} 2loga = 0
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wartosci graniczne przy a dazacym do 0 i@—=1 sa Towniez' >0 prze-
to ¢'(0) przy wszelkim a, takim iz

Qi<tia <1
jest dodatnie. Tym bardziej:
y(1)>0.
Zbadajmy teraz warto$¢ y' przy tej wartosci z, ktora daje:
i
6l = il
Bt loga )
(@ '=e)
1 1 loga
Y (max lub min) =1 — 7(—— L logaa—i-1
Nierownosc:
1+ loga >0 daje:
loga > — e
g ==

Przeto, gdy a > e*, wartosc¢ maksymalna czy minimalna y' jest
>0, a ze dwie wartosci graniczne s3 rowniez > 0, wiec y' pozostaje
w calym przedziale wartosci z-6w od 0 do 1 wielkoscig dodatnia,
y:oc—aagc stanowi funkcje rosngcag od —a (przy x=0) do 1—a? (przy
x=1), a wiec przechodzi przez 0 tylko jeden raz.

Rownanie:

xr—a% =0

ma w tych warunkach fylko jeden pierwiastek.
daje:
loga=0, a=1; 1 —alog®a=1;

lub: loga=——2 .

a=e¢2 przy tej wartosci a:
Y'(0)=1— 4e?
wige: ¥'(0) > 0.
przy a=0:

lim alog’a =0
a=0

lim (1—alog’a) = 1.
a=0
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Gdy a=¢"
y'min =0.

Odpowiednia wartes¢ « (ta sama przy ktoérej y”’=0) jest dana
przez:

@ 1
a =el; ar=—
loga
i a=e"*,; loga=—e
wiec
1
= —_—p—1
a“_..—:z—-e y
e~ — o1 g
—ex=—1,
1
a’:—e—ze_l ;
: a*
stada=—ur""

aﬁ}

Przy a=e funkcja y =2 —a”® rowna si¢ 0, gdy w:%, ijed-

4

g

noczesnie réwnaja sie zeru jej pierwsza i druga pochodna. Postaé krzy-
wej w tym wypadku wyobraza fig. 1: krzywa, oznaczona I, odpowiada
a=¢*, Il zas§ — a<e.
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Tz
Rozpatrzmy teraz y=m—aa jako funkcje zmiennej a:

dy _o(—eS9Y g o(aloge)
0a 0a oa
e g% (xa*—1. loga —}—%—) = —a®" g1 [z loga + 1] .
Wezmy:
a<e?
1
== —e—— e e_l ;
wtedy:
loga<<—e; |loga|>e,
|zlogal>—,
czyli: >1
zloga+1<0,
oy
>
oa 4

Poniewaz to zachodzi dla kazdego a<e—*, wiec mozemy Wwno-
si¢, ze y, rozpatrywana jako funkcja a (przy x:—i—), jest funkcjg ro-
snaca (az do wartosci a==e—*; pozniej, jak mozna sie latwo przekonac,
g%<0, funkcja maleje). Przeto, przy jakimkolwiek a <e—*i x=%

y(a, @) < yle—* , ),

. : 1
czyli: yla, )< 0;

a ze: y(a, 1)=1—aa Test =8
przeto rownanie y =0 czyli z —a®" =0 maz pewnoscia jeden pierwia-
stek >—i~ (odpowiadajgcy punktowi M na fig. 1).

Dowiedzmy teraz, ze majac ten jeden pierwiastek, rownanie po-
siada jeszcze 2 inne. Oznaczmy ten pierwiastek przez ;.

1
.’L‘3>—,

e

1
A< ar
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a-ze GsGaE,
1L L
wiec: e’ < (),
3 1
i = %,
1
o <=
< sk
ktadziemy:
1
av=mx . [2,< o
Wiemy ze:
o,
xa‘:aa : )
stad:
s S
0t =" =y = g,
a® = log,x,

@
2% = gl09ay @

xz; stanowi réwniez pierwiastek rownania z—a¥ =0. Gdyby wiecej
pierwiastkéw nie bylo, to jeden z 2-ch (z, lub x,) musialby stanowié
jednoczesnie (p. wyzej) pierwiastek rownania z=a? np. z,.

Wtedy:

xs=a'z'3=m1 y

: ; 1
podczas kiedy wiemy, ze x3>—e->x1. Do tego samego doprowadza
przypuszczenie, iz x, jest pierwiastkiem z—a?=0. A wiec pierwia-
stek z —a®" = 0, bedacy jednoczesnie pierwiastkiem xz — a* =0, nie jest
rowny ani z;, ani z;, i stanowi 3-ci pierwiastek x,, ktory, jak sie prze-
konamy po6zniej, odpowiada warunkom:

Lioa Tl S i
el biid. g

Teraz znajdziemy: '
B. Przya<1 wszystkie rownaniz typu:
a@nihz — 4
maja jedeniten sam pierwiastek, rowny pierwiastko-
wiréwnania [1]
_ k r=a* .
Sprawdzamy, ze przy a<1,
gdy: iy
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a* < a* |a* — funkcja malejacal;

stad:
d®" > a®" [a* — funkcja rosnacal;
dalej:
ars Ty @
a® <a* [a® — funkcja malejacal,
it d.
a@n)z, > a(?n)ac2
stad
2m)z, @n)z,
aa( ") <aa )L, :
czyli :
aCrtl)z, < a@nt1)z, :
a ze a@z. > @@ przy n=1

wiec droga indukcji zupelnej dochodzimy, iz wszystkie funkcje typu:

a e “pryy a< 1
>0

sg funkcjami malejacemi, a ze funkcja z=u jest funkcja rosnaca,

wiec 2 krzywe:
y = arthe

y=2x
moga sie spotka¢ tylko w jednym punkcie. Réwnanie x — aCnthr = 0
ma tylko jeden pierwiastek, ktéry musi by¢ jednoczesnie pierwiastkiem

rown.
{1} x—=a%

(poniewaz wiemy, iz pierwiastek [1] czyni zados¢ wszelkiemu réwnaniu

L2 0]

c. b d. d.
C. Wszystkieréwnaniatypu
m=a(2n).z'

maja ten sam pierwiastek (przy a>e*) lub te same 3
pierwiastki (przy a<<e), corownanie
r—a
Istotnie, przypusémy, ze pierwiastek rownania x=a®)* réwna si
y PrZyp Y, p €

#,. Zobaczymy, iz z, musi by¢ pierwiastkiem

T=EG
Przypus¢my:

L Ln
a® " >z, [a% <, daloby podobne wynikil;
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x
wtedy, poniewaz funkcja a® jest funkcja rosnaca,

a’n
- a o

a
a% >a i

ity
a(g")x”>a (2n—2)xn i a®r

a’ >y
czyli ze x, nie byloby pierwiastkiem

x == qCnz

II. Rozpatrzmy teraz cigg liczbowy nastepuijacy:

-aa
ol aed e ey
oznaczmy

a? (n razy) przez:

a(”)

przy a>1 ciag ten bedzie ciagiem rosngcym:
a®>a s

a
S i d
Czy posiada, i w jakim wypadku, granice czy tez wyrazy jego
wzrastaja nieograniczenie? Dowiedzmy:

o Frey

1
<o e
ciag [3] posiada granice, r6wng mniejszemu pierwiast-
kowi rownania [1]: z=a? (a wiec i [2]. z=at*),
Istotnie, jezeli x;, jest mniejszym pierwiastkiem réwnania [1]
;> 1 daje:

, to

at > a

czyli:
xy >a (poniewaz x,= a%),

stad:

awl > a¢ s
czyli: .

T > 0"
it d.
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Zwykly mechanizm indukcji zupelnej da nam:

oy > am

przy n jakimkolwiek.

Przeto cigg [3], jako rosngcy, ktérego wyrazy pozostaja < x;, ma
granice <.

Poréwnajmy teraz z i a®.

Przy x—1 ac—i, NG 0

Przy a1 2y
tylko przy 2-ch wartosciach 2: z,<e, z,> ¢, stad wnosimy, ze krzywa
y=a® jest do krzywej: y =2 w stosunku, przedstawionym na fig. 2-€j
(poniewaz innych pierwiastkow procz =, i x,*), rownanie z=a” nie po-
siada).

J

N
N
) R e N
N
\‘

Fig. 2.

Przypusémy teraz:
o A\ =t s i

wtedy (p. rysunek):
afe = %
a poniewaz a > 1
log.(a®) > logax,
czyli
2y > log,2°,

* P, rozwigzania zadan w zeszycie 3-im ,Wektora®.
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wigc mozna znalez¢ takie n,, izdla » > n;: (poniewaz z,=lim a®)

n—=oon
logaz, < a™ ;
ale wtedy:
logax a®
‘ TR
czyli:
20 < a(n+1) :
co przeczy zalozeniu, bo = jest wicksze od wszelkiego a®.

Przeto lim a® =,
B ¢c. b. d. d.

1

Gdy a=ce°,

Ly o=ty — Cr'
wtedy:
hm o) = e
Rozpatrzmy teraz ciag [3] przy a < 1.
Mamy wtedy:

a<.1

a® >a (poniewaz gdy liczbe <1 pod-
nosimy do potegi <1, to jg przez to powiekszamy);
stad:
a
a® <a” (bo im wiekszy w tym wypad-
ku wyktadnik, tym mniejsza potega)

aaa“> "
it d

Ciag tedy nieskoniczony [3[ nie jest ani rosngcy, ani malejacy —
sprawdzimy zaraz, iz mozna go podzieli¢ na 2 ciagi: jeden rosnacy,
drugi malejgcy.

Mamy:
a <1
stad:
a
& Sa,
i dalej:
a
- a
aa < [l;a )
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nastepnie:
a
a
a a
a? B a
iitond.
Ogolnie, gdy a@n+) > gn—1)
to:
2n+1 2n—1
aa(n+)<aa(n )’
czyli:
a(2"+2) < a(Qll) 5
i dalej:

a(2n-+3) > an+1) R
a ze mamy:
a(?n—H) > a2n— 1) przy n— 1,
wiec ogdlnie:

aa

o @n+1)
a<ia. <0 < et o
a

a
at o g® Sl R

Otrzymujemy 2 ciagi nieskonczone:

o
[3a] T i R
a
a
[3b] i SRBLETT A

pierwszy jest c. rosngcym, 2-gi malejgcym.
Kazdy wyraz ciagu [3a] jest mniejszy od 2-ch odpowiednich wy-
razéw ciggu [3b]:
a® > genth)

a®r+d) > gt |
i odwrotnie, kazdy wyraz ciagu [3b] jest wiekszy od 2-ch odpowied-
nich wyrazéw ciggu [3a[:
am > gr+1) .
a® > gen=1
jakesmy zauwazyli z poczatku. Stad wnioskujemy:
[m i n— dowolne. m <m].
a®m> g

at2n) > a\2n+1) ;
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wigc: alm > q@rt) |

Powtarzajac podobne dowodzenie przy m>n, otrzymujemy, iz
ogdlnie:

Kazdy wytaz ciggu [3a] jest mniejszy od kazdego
wyrazu ciaggu [3b].

Stad wynika, iz oba ciagi maja granice skoriczone: z,[3a] i z[3b]
187c b /N

Wré6émy do réwnania:
[1] x=a" wiemy, ze przy 0<a <1 pierwiastek réwnania czyni za-
dos¢ warunkom:

0< < 1.
x<1 daje:
a®>a czylii z>a (bo x=a%);
stad:
o® < ¥ exyliv ® < o
stad: a® > & czyli: 2> s y
i ogoélnie pierwiastek réwnania [1] odpowiada warunkom:
@< geni
2 <5 alerrll
Tego samego dowiedziemy o kazdym pierwiastku rownania:
x=a" .
Poniewaz: Ll

T 1 b
< a® czyli x <ad®;

stad:
pe a
z .
a® < a® czyli x < a®
1 ogolnie:
z < aé .
poniewaz s 01
o 0 .
a® > ad% czyli x>a,
: a . oy
q s o TS o R
i ogdlnie: B> aiernlle
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. £ . . , . - . T ‘
Z tego wynika, ze pierwiastkow obu rownan: z=a” i z=a" | a wiec
i wszystkich réwnan typu:
x:a(”)w

szukaé¢ nalezy w przedziale (z,z,) t. j. $réd wartosci », spelniajacych
warunek:
Ly KT Ty
Dowiedziemy ponadto:

B. Granice ciggoéw: x, i z, stanowia pierwiastki
ro6wnania :
z=a"" .

1) Zauwazmy przedewszystkim, iz kazda liczba z,, nalezaca do
przedziatu (z,z,), daje rowniez a®, nalezace do tegoz przedziatu:

Istotnie z zy > a2
wynika: aro < an;
z 20 < al?n
wynika: a®o > a@rth) |
9) Zbadajmy a®" — dowiedzmy, ze:
" =z,

. &y . .z .
Przypuszczenie: a”" <z, musimy odrzuci¢, bo na zasadzie poprzed-
g o= . Z 5 . 2 .

niej uwagi a%" nalezy do przedzialu (z,z,) (a™ nalezy do tego przedzia-

b 5 &y 5 . g 7 . Z o 3 5T
lu, wiec i a®"), wigc nie moze by¢ < z,, poniewaz z, jest najmaiej-
szg liczba w tym przedziale.

Przypuszczenie:

a®" >z, daje:
loga [loga (a®"" )] > loga[logaz,],

x, > loga(logax,) .
Ale log.(log,z,) nalezy rowniez do przedzialu (zz,), co latwo stwier-
dzi¢ za pomoca dowodzenia, podobnego zupetnie®) do uzytego w uwa-

%) : x, < a®) daje:
loga [loga(a™ )] < a2 eaylic 2, < a®—?)
931 > a(2n+1)

daje: : loga [loga (aax‘ )] > a(2n—l); &%, > a2n—1)
¢, b d. d,
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dze 1), wiec otrzymujemy znowu te samg niezgodnos¢ z zaloze-
niem.
Pozostaje:

o
a’ =z .

W sposéb zupelnie podobny, uchylajac przypuszczenia:

Ly
gt B Ui

bk <7y,
(wiec: log. [loga(a®” )N <logu(log,r,) Tt d)
otrzymujemy:

a(t‘l‘u :,’)’/'3 .

¢. b d. d
Uwazajac, ze pierwiastek réwnania [l] =a" znajduje sie rowniez
w przedziale (zz,) i uwzgledniajac wyniki, podane w czesci [ twierdz.
A, otrzymujemy nastepujace wnioski.
C. Przy 1>a>e¢*oba ciagi nieskoficzone:

a
[3a] o e

a(t

[3b] 7 BN Ry
posiadaja granice wspolna, rowna jedynemu pierwiast-
kowi wszystkich rownan typu:
Le=ql2
czyli:

a
x=g
(@ powtérzone w ten sposob n razy).
: : : e
Granica owa, zalezna od g4, Przy a=e—* réwna sie: ol

D, Przy; et 0
granica x; ciagu [3a] jest mniejsza od gramicy x, cigou
[3b], zaré6wno z, jak Z; stanowig pierwiastki réwnania:
w:aaw
Wektor z. 5, 1911 3

1
1
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iogolnie rownan typu
xza(?n):c;
dwiema wartosciami znajduje sig trze-

pomiedzy temi
jedyny pierwiastek réwnania z=a*

cia xz,, stanowigca
i wogolerownan typu
g=alnthe

atrzeci pierwiastek rownan typu
xzd(?n)x.
Tadeusz Tazowskt.
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