0 funkcyjach catkowitych symetrycznych

Napisat

F. Mertens.

Zamierzam dowies¢ nowym sposobem gtéwnych wiasnosci funkcyj
catkowitych symetrycznych, tak n zmiennych, jak i n grup ztozonych
z tej samej liczby zmiennych.

1.

Twierdzenie.

~Funkcyja catkowita F zmiennych

0 spotczynnikach catkowitych, jednorodna tak co do X, y, jako tez co
do u, v i tozsamosciowo znikajgca za podstawieniem X = u, y =V, po-
dzielna jest algebraicznie przez xu — yu a iloraz znowu posiada spot-
czynniki catkowite.”

Oznaczmy funkcyje F, aby uwydatni¢ jej zawistos¢ od zmiennych
rr, y, przez F{X,y) a rzad jej co do tychze zmiennych przez m.
Z przypuszczonej jednorodnosci wynika tozsamos¢

Jezeli potozymy

i wyrazenie
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rozwiniemy wedtug poteg ilosci w, to otrzymamy wyrazenie ksztattu

gdzie

sa funkcyjami catkowitemi o spotczynnikach catkowitych zmiennych (1)

Jest za$ tozsamosciowo

a wedtug zatozenia

mamy tedy

czyli

jezeli potozymy

Wyrazenie G musi by¢ podzielnem przez v. Potozywszy bowiem
w tozsamosci (2) v = O, otrzymujemy

G musi wiec znikng¢ dla v = 0. Potozywszy tedy G = v G!, mamy

Jezeli m — 1 jeszcze nie = 0O, to w ten sam sposéb wnioskujemy;
ze Gl musi by¢ podzielnem przez v. Wnioskujac tak dalej, widzimy,
ze G podzielnem by¢ musi przez v i ze potozy¢ mozna

Niechaj X, y, oraz x1, X2, ... Xn, yX, y2,.. .Y,
oznaczaja dowolne zmienne, i potozmy
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tedy funkcyja

w ktérej przyjmujemy a 4- b = n — 7, jest catkowita i jednorodna tak
co do 0? vy, jako tez co do xk, yk i znika identycznie za podstawie-
niem ir = 2Jk, y=yk. Musi wiec by¢ podzielna przez xyk-yxk i po-
tozy¢ mozemy dla & =7, 2, ... n

gdzie

oznaczaja funkcyje catkowite. Jezeli tozsamosci te rozmnozymy stronami
przez siebie i zwazymy, ze iloczyn dwoch funkcyj ka{xfy), /B (-t.y)
0 roznych skazéwkach a, B zawiera jako czynnik funkcyje f (x, y), to
otrzymamy wypadek w ksztatcie

gdzie W oznacza wyrazenie catkowite. Sciagnawszy czlony, zawierajace
czynnik J (x, y) i zwazywszy, ze
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otrzymamy tozsamos¢

gdzie dla skrécenia potozytem

W tej tozsamosci Q znikng¢ musi tozsamosciowo. Poniewaz bo-
wiem lewa strona podzielna jest przez ah~v"y(nl)bj przeto Q takze te
czynniki zawieracby powinno, co jednak by¢ nie moze; gdyz rzad wy-
razenia Q co do zmiennych a?y réwna si¢ tylko n(h—2) =(n—7)(a+6)-7.
Jest wiec tozsamosciowo

czyli

Z tej tozsamosci bezposrednio wyptywa wzor interpolacyjny La-
grangea, jezeli tylko zamiast liczb a, b potozymy kolejno wartosci

réwnania otrzymane rozmnozymy przez spotczynniki jakiejbadz funkcyi
catkowitej jednorodnej (n—7)tego rzedu,

Otrzymujemy tym sposobem

Niechaj teraz

oznacza funkcyje catkowita jednorodna nteg® rzedu zmiennych a?, vy,
ktérej spétczynniki

sa dowolnemi zmiennemi, i niechaj f rozwiniete co do zmiennych a? y
ma ksztatt
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gdzie

Potozywszy we wzorze (3)

ktéreto wyrazenie istotnie jest funkcyja catkowita jednorodna zmiennych
X, y rzedu (n—T)g°, otrzymujemy po rozmnozeniu przez y

W tej tozsamosci spotczynniki pojedynczych iloczyndw > y', mu-
sza sie zgadza¢ po obu stronach, a przeto dla kazdej skazéwki k od
k —0 do k =n mamy roéwnanie ksztattu

gdzie

1 Ef
oznaczaja wyrazenia catkowite zmiennych

Z réwnania (6) wynika ogélniejsze réwnanie

gdzie ¢ oznacza dowolna funkcyje catkowita jednorodna rzedu witego
zmiennych a0, al , .. an, a 2V1, TV2, ... funkcyje catkowite zmiennych
rrl, x2,... yi, y”™... aol al, .. <in. Poniewaz bowiem z powodu jedno-
rodnosci jest tozsamosciowo:

przeto potozywszy ogdlnie

www.rcin.org.pl
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otrzymujemy

gdzie

oznaczaja wyrazenia catkowite. Ztad, zwazywszy, ze kazda z ilosci

na mocy réwnania (6) ma ksztaht

wnosimy, ze tozsamo$¢ (7) rzeczywiscie istnieje.

3.

Twierdzenie.

Jezeli wyrazenie catkowite ® zmiennyoh

ktorego rzad co do zadnej ze zmiennych xI, xI, ... ajl nie przekracza
liczby n — 7, posiada ksztatt

gdzie

oznaczaj«! wyrazenia catkowite zmiennych (8), natenczas @ znika toz-
samosciowo*.

Dzielgc wyrazenia

przez F(x|, ?/,) wzgledem zmiennej X, i obrawszy wyktadnik p tak,
azeby a0 nie zachodzito w mianowniku, mozemy potozy¢

gdzie
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sa wyrazeniami catkowitemi nie przekraczajacemi rzedu n—1 co do a

wyrazeniami catkowitemi jakiemibadz. Z tych réwnan wynika, ze funkcyja

tozsamosciowo znika, albowiem nie przekracza rzedu n—1 co do zmien-
nej a?, a wystepuje, z drugiej strony, w ksztalcie funkcyi podzielnej
przez F(xn,

Jest wiec

Podobnym sposobem potozy¢é mozna:

gdzie wyrazenia

co do sc,-! nie przekraczajg rzedu n— 1, i wnioskowaé¢ ztad, ze:

Whnioskujgc tak dalej, dochodzimy do tozsamosci

z ktorej wynika

bo ® co do zmiennej xi rzedu n—1 nie przekracza. Jest wiec tozsamosciwo

4,
Twierdzenie.

»~Funkcyja catkowita jednorodna { zmiennych



340 F. MERTENS.
znika tozsamosciowo, jezeli znika za podstawieniem
gdzie

oznaczaja funkcyje elementarne symetryczne (5) ztozone z dowolnych
zmiennych

Zachodzi bowiem wedtug wzoru (7) tozsamos¢

jozeli m oznacza rzad wyrazenia ¢. Opusciwszy czton — Pa™ Y(ro,... ')
na mocy roéwnania wynikajgcego z naszego przypuszczenia, Zze:

mamy:

Tu lewa strona zawiera zmienne rrl, a¥%, ... xn tylko o tyle, o ile
one w P zachodza, a zatem kazda z nich tylko w rzedzie n — 1. Musi
wiec wedtug 8 3 byc¢

a zatem takze

Jezeli wiec réwnanie catkowite jednorodne co do zmiennych
«0, al! a2j---an 0 spotczynnikach niezawistych od zmiennych ajl,i€2,...
jest spetnionem, kiedy sie robi podstawienia (9), to i pierwotnie musi
by¢ spetnionem.

5.

Twierdzenie.

~Wyrazenie catkowite jednorodne § zmiennych

zawiera¢ musi czynnik a0, jezeli za podstawieniem

staje sie podzielnem przez
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Poniewaz ztad wynika

przeto widocznem jest na mocy tozsamosci (4), ze wyrazenia elemen-
tarne symetryczne

przez podstawienie

przechodzg wzglednie na

Jezeli teraz potozymy

gdzie x nie zawiera zmiennej a0, to z zalozenia mamy:

Kladac w tej tozsamosci

wnioskujemy, ze:

Wyrazenie zatem -/, na mocy 8. 4, tozsamosciowo musi by¢ ro-
wnem zeru i mamy

6.
Twierdzenie zasadnicze w teoryi funkcyj symetrycznych tak wy-
powiedzie¢ mozna.
~Jezeli $ oznacza wyrazenie catkowite zmiennych

0 spotczynnikach catkowitych, ktore co do n par zmiennych

www.rcin.org.pl
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jest symetrycznem i co do ilosci kazdej pary z osobna jednorodnem, to
utworzy¢ mozna wyrazenie catkowite i jednorodne zmiennych

0 spéiczynnikach calkowitych, ktére za podstawieniem

przechodzi na S. Takie wyrazenie tylko jedno istnieje*.

Jezeli istnieje funkcyja catkowita jednorodna
ktéra spetnia tozsamosc :

to na mocy tozsamosci (7) bedzie:

czyli

gdzie m oznacza rzad wyrazenia g, ktory zarazem musi by¢ rzedem
funkcyi symetrycznej S co do zmiennych kazdej z par (10).

Przez szereg dzielen algiebraicznych wyrazenie a6 PS sprowadzi¢
sie daje do ksztattu :

gdzie R co do zadnej ze zmiennych all, Xi, .. Xn nie przekracza rzedu
n—1, a

oznaczajg wyrazenia catkowite i gdzie zarazem wyktadnik v tak moze
by¢ dobranym, aby <0 tylko w potegach o wyktadnikach nieujemnych
zachodzito. Dzielac bowiem najprzéd przez F(xnl yn) otrzymujemy
pierwszg reszte nieprzekraczajaca rzedu n— 1 co do ay; dzielgc potem
te reszte przez F(X,,_J, ™,~1) dochodzimy do drugiej reszty nieprze-
kraczajacej rzedu n—1 ani co do xn, ani co do a,~ i t d Mamy
wiec, przypusciwszy v > w, (co wolno), na mocy tozsamosci powyzej
stojacych :

a ztad na mocy twierdzenia 8. 3
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Reszta wiec R podzielna by¢ musi przez Pi"' 'Pn~n a iloraz daje
wyrazenie .

Whnioski te wskazujg droge do utworzenia funkcyj ¢. Nalezy sie
tylko odwrotnie przekonaé, czy reszta R jest istotnie podzielna przez
Pre a'st~" i czy iloraz spetnia tozsamos¢ (11).

Przestawmy w tym celu w tozsamosci (13) dwie jakiebgdz pary
zmiennych (a%a, ya) i (2?8, yp), przez co wyrazenia:

niechaj przejda odpowiednio na

Poniewaz P zmienia tylko znak swdj a S zostaje niezmienionem,
otrzymamy tozsamos¢ :

ktéra dodana do (13) daje

Na mocy twierdzenia 8 3 musi wiec by¢ tozsamosciowo

Wyrazenie R zatem znika za podstawieniem:

i musi przeto zawiera¢ czynnik xx y™ - xByl, a poniewaz wniosek ten
odnosi sie do kazdej pary skazOwek of szeregu 7, 2, ... n, widocznem
jest, ze R zawiera¢ musi kazdy czynnik iloczynu odmieniajacego (alter-
nujacego) P. Mozemy wiec potozyc

gdzie Q oznacza wyrazenie catkowite. Wyrazenie to nie moze juz za-
wiera¢ zmiennych x1, a2, ... X,, poniewaz P jest rzedu n—1 eo do
kazdej z tych zmiennych. Q wiec tylko juz zawiera¢ moze zmienne

Poniewaz nadto R musi by¢ jednorodnem rzedu m+n—1 co do
zmiennych kazdej z par (10), przeto Q musi by¢ podzielitem przez
y™ o y'ij- - y" czyh o- Mozna wiec dalej potozyc
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gdzie 5 oznacza funkcyje catkowita jednorodna samych zmiennych
ar> ai - an:

Funkcyja ta moze mie¢ tylko spotczynniki catkowite, poniewaz
przez dzielenia, ktére do R i Q prowadza, nie moze by¢ wprowadzo-
nym zaden utamek liczebny, w zadnym bowiem z dzielnikbw uzytych
potega najwyzsza zmiennej nie posiada czynnika liczebnego r6znego od
jednosci.

Na mocy réwnan (14), (15), tozsamos¢ (13) przechodzi na
i za podstawieniem

otrzymujemy

czyli

Jezeli » = m, to ¢ (0, I'1l, .. ) zawiera czynnik '6-m, i na mocy
twierdzenia 8. 5 wnosimy, ze s podzielnem by¢ musi przez o*-m. Po-
tozywszy wiec

otrzymujemy z (16)

Gdyby istniato drugie wyrazenie (' (0e, ol, .. .) spetniajace toz-
samos¢

to z réwnania

na mocy twierdzenia 8. 4 wnosimy, ze

Wyrazenia zatem ( i ¢' rézni¢ sie nie moga.

Azeby twierdzenie ustepu poprzedzajgcego otrzymac dla funkcyj
catkowitych symetrycznych zawierajgcych n zmiennych
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wystarcza potozyé

Potozywszy tedy dla skrdcenia

gdzie

mamy do przerobienia funkcyi symetrycznej S prawidto nastepujgce:
Sprowadzmy iloczyn aj“-1 a?%-T ... Xn~! 8 za pomocg po kolei
uzytych dzielnikow

do ksztattu

gdzie R co do zadnej zmiennej X1, a%, ... xn nie przekracza rzedu
n—1 a

oznaczajg wyrazenia catkowite; i oznaczmy w R czion zawierajgcy ilo-
czyn a* a? ... adN{, w ktérym wyktadniki a, (3,...v bez wzgladu na
porzadek majg by¢ liczbami O, 1, 2, ... n— 7. przez

Natenczas bedzie

gdzie znak sumy odnosi sie do wszystkich przemian af . . . v liczb

a znak + do klasy kazdorazowej przemiany jak przy tworzeniu wy-
znacznika.

www.rcin.org.pl
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Aby prawidlo to uzasadni¢, wystarcza w tozsamosci:
uskuteczni¢ wszelkie mozliwe przemiany zmiennych irl, o%, ... xn i utwo-
rzy¢ sume wypadkéw wzietych ze znakiem =, odpowiadajagcym Kklasie
kazdorazowej przemiany. W sumie tej S wystepuje >e spétczynnikiem A,
jakiebgdz wyrazenie Aa3- v ze spotczynnikiem %A, gdzie znak * od-
powiada klasie przemiany af3. .. v, a cztony wyrazenia (3, zawierajgce

iloczyn ic“x% ...a?*, ktorego wyktadniki nie sg wszystkie pomiedzy
sobg rézne, zupetnie sie znosza. Bedzie wiec

a ztad gdy podstawimy

otrzymujemy

Oznaczywszy przez spotczynnik iloczynu

w rozwinieciu funkcyj ¢ wedlug poteg malejgcych zmiennych
i zwazywszy, ze

mozemy takze na mocy tozsamosci (17) potozyc

Jezeli przez
oznaczymy sume réznych wartosci, ktdre wyrazenie x| x .. . xe przy-
biera przez wszystkie mozliwe przemiany zmiennych sjl, x2j ... xn, to

wiadomo, ze kazda funkcyja catkowita symetryczna rzeczonych zmien-
nych da sie linijowo ztozy¢ z sum s. Sumy s za$ w nastepujacy spo-
s6b wyprowadzi¢ mozna.
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Jezeli zaden z wykiadnikéw a, b, . .. e nie przekracza liczby m
i potozymy

rozumiejac przez
zmienne dowolne, to suma s wystepuje jako spotczynnik iloczynu

w rozwinieciu iloczynu

lloczyn ten za$ czyli wyniknik funkcyi Gr i

w nastepujacy sposob przerobi¢ mozna na funkcyje wyrazen elementar-
nych symetrycznych

Mamy, mnozac réwnanie

przez iloczyn W

Jezeli teraz wyrazenie xi 6t(ir) przez dzielenie sprowadzimy do
ksztattu

to bedzie

www.rcin.org.pl
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a ztad wedtug prawidta na mnozenie wyznacznikéw

Niechaj dla skrécenia bedzie

gdzie a, 6, ... e oznaczajg wyktadniki catkowite nieujemne. Nazwijmy
spétczynnik! wystepujace w rozwinieciu wyrazenia

wedtug zmiennych

ogo6lnie spoétczynnikami Q. Sato funkcyje catkowite i symetryczne n
grup zmiennych

t. j. funkcyje catkowite zmiennych, zawartych w tych n grupach, ktére
sie identycznie nie zmieniajg, kiedy grupy rzeczone na jakibadz sposéb
przemieniamy.

Funkcyja symetryczna ksztattu

w ktérej T1, T8, ... Tn odnosza sie do tych samych wyktadnikéw
a, b, ... e w nastepujacy sposdb da sie przerobi¢ na funkcyje catko-
witg spotczynnikéw Q.

Pot6zmy
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i przedstawmy sume

za pomocg wzorow Girarda-Newtona jako funkcyje catkowita wyrazenh

ktére jako spétczynnik! réznych poteg zmiennej x w rozwinieciu funkcyi
(19) sg funkcyjami linijowemi spoétczynnikow Q. Mozemy wiec potozyc

gdzie ¢ oznacza funkcyje catkowita wiadomg zmiennych u, v, ... w
i spétczynnikéw Q. Jezeli teraz lewg strone tej tozsamosci rozwiniemy
wedtug zmiennych b, Vv,...wvv, to spékczynnik iloczynu u" vh ... we
H!
réwna sie —pyy—----j T. Oznaczywszy zatem spoOtczynnik tego samego
iloczynu we funkcyi ¢ przez mamy
10.

Twierdzenie.

~Funkcyja catkowita zmiennych (20) rozmnozona przez A, daje
sie wyrazi¢ catkowicie przez spotczynniki Q i zmienne xl, X2, ... Xaii.
Wezmy na uwage réwnania

w ktérych

sg iloczynami ksztattu (18) o tych samych wyktadnikach a, 6, ... e
i ktorych prawe strony

www.rcin.org.pl
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na mocy tozsamosci (21) beda funkcyjami catkowitemi znanemi spot-
czynnikébw Q. Rozwiazmy pierwsze m z tych réwnan co do Tm. W tym
celu nalezy je rozmnozy¢ odpowiednio przez spotczynnik! funkcyi

i doda¢. Po dodaniu odpadaja niewiadome

i otrzymujemy

gdzie

oznaczajg. wiadome funkcyje catkowite zmiennych x!, x2, ... i spo-

czynnikéw Q.

Mamy zatem réwnania

za pomocg ktoérych jakibadz iloczyn
przerobi¢ mozemy na funkcyje catkowita spotczynnikéw Q i zmiennych
Zwazywszy bowiem, ze

i ze iloczyn dwoch wyrazen Tk znowu stanowi wyrazenie 7,k , chociaz
o innych wyktadnikach, mozemy najprzéd z iloczynu Jczynniki 1(ajl) 1\
za pomocg pierwszego ze zrownan (22) wyrugowac, przez co iloczyn J
przechodzi na sume cztonkdéw ksztattu

gdzie H oznacza funkcyje catkowita spétczynnikbw Q i zmiennych
irl , x2, ... &, . Nastepnie z kazdego z tych cztonéw mozemy czynniki

www.rcin.org.pl
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2 (2) 1\ wyrugowaé, za pomocg drugiego z réwnan (22) i otrzymu-
jemy na J sume cztondw ksztattu

Postepujac tak dalej, dochodzimy do cztonéw ksztattu

ktére za pomoca ostatniego z réwnan (22) na funkcyje catkowite zmien-
nych a,, x2, ... i spotczynnikbw Q przerobi¢ mozemy.

Poniewaz za$ najogolniejsza funkcyja catkowita © zmiennych (20)
wystepuje jako suma cztondw ksztattu

gdzie ¢ oznacza spotczynnik niezawisty od rzeczonych zmiennych, przeto
takze ogo6lnie potozy¢ mozemy

gdzie ® oznacza funkcyje catkowita zmiennych xl, x2, ... xn i spét-
czynnikow Q.

Funkcyje te ® nadto przypusci¢ mozemy jako rzedu nizszego od
wteg® wzgledem kazdej ze zmiennych x|, x2, .. xn. Potozywszy bowiem
w wyrazeniu (19)

otrzymamy iloczyn

ktoérego spoétczynniki nalezg do spoétczynnikéw Q i ktéry daje dla kazdej
skazéwki k

Te réwnania pozwalajg nam potegi zmiennych xI 'x2, .. xn wyz-
sze od (w—2)tej znizy¢ do poteg O, 7, ... n—1.

Jezeli w szczeg6lnosci © jest funkcyja symetryczng grup (20)
i w tozsamosci (23) uskutecznimy na nich jakgbadz przemiane, to otrzy-
mujemy

gdzie znak * odnosi sie do klasy przemiany a3 .. v skazowek 7, 2,... n.
Mamy zatem takze
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a ztad

gdzie znak sumowania odnosi sie do wszystkich mozliwych przemian
af . ..v skazéwek 7, 2, ... n. Poniewaz suma taka dla najogolniej-

szej funkcyi catkowitej podzielna jest przez iloczyn alternujacy A,
przeto potozy¢ mozemy

gdzie Q juz nie zawiera zmiennych xI, xI, ... xn poza spoétczynni-
kami Q i otrzymujemy

Funkcyje catkowita symetryczna mozna wiec zawsze przerobi¢ na
funkcyje catkowita spétczynnikéw Q.
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