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' Vorwort.

Dieses Elementarlehrbuch beschäftigt sich mit der Integration 
von gewöhnlichen und linearen partiellen Differentialgleichungen und zwar zunächst mit der Entwickelung der in den gebräuchlichen Lehrbüchern enthaltenen Integrationsverfahren, welche daselbst als einzelne von einander unabhängige Theorien dargestellt zu werden pflegen, während sie hier als Ausfluss aus einer allgemeinen Methode auftreten. Diese Methode giebt eine Integrationstheorie für alle Differentialgleiclamgen, 
welche eine oder mehrere bekannte infinitesimale Transformationen ge
statten. Man könnte daher sagen, dass sie auf dem Principe der in
finitesimalen Transformationen beruht, wobei jedoch zu bemerken wäre, dass sich dieses Princip nicht in einem Satze erschöpfend aussprechen lässt, dass es vielmehr in den verschiedensten Einkleidungen auftritt und die mannigfaltigsten Anwendungen gestattet.In ihrem weiteren Ausbau führt die Verwertung der infinitesimalen Transformationen zu dem äusserst wichtigen Gruppenbegriff, indem es auf dasselbe hinauskonnmt, ob eine Differentialgleichung mehrere infinitesimale Transformationen oder eine continuierliche Gruppe von Transformationen gestattet. Es zeigt sich in diesen Vorlesungen, dass diejenigen allgemeinen Classen von Differentialgleichungen, welche die älteren Mathematiker integrierten, und die in den Lehrbüchern betrachtet werden, eben als die allgemeinsten Differentialgleichungen charakterisiert werden können, die gewisse Gruppen von Transformationen gestatten. Somit kommt der moderne Begriff der Differential- 
invarianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuch über Differentialgleichungen vor. In diesen Elementarvorlesungen beschränken wir uns auf die Betrachtung der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster, zweiter und dritter Ordnung, sowie der linearen partiellen Differentialgleichungen in drei und vier Veränderlichen, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. Für allo diese Differentialgleichungen entwickeln wir gewisse rationelle Integrationstheorien, die sich durch die Verwertung des Principes der infinitesimalen Transformationen naturgemäss darbieten.
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IV Vorwort.Diese Vorlesungen haben auch insofern Bedeutung, als sie weitergehende Studien vorbereiten. Unsere Entwickelungen geben nämlich dem Leser eine Ahnung von der ausserordentlichen Fruchtbarkeit des Begriffes der infinitesimalen Transformationen und der von ihnen erzeugten Gruppen für die Integrationstheorien überhaupt. Viele unter den speciellen Anwendungen dieser Begriffe dürften ebenso wichtig sein als gewisse Theorien, die man heutzutage mit dem Namen von Principen belegt. So ordnet sich — um hier nur eine Anwendung zu nennen, die allerdings im vorliegenden Buche nicht enthalten ist — die ganze Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung dem Begriff der infinitesimalen Transformationen unter und dementsprechend jedes Problem, welches sich auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zurückführen lässt, also namentlich das allgemeine Problem der Dynamik. Z. B. fliessen aus der nahezu selbstverständlichen Thatsache, dass die partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche dem Problem der n Körper äquivalent ist, die Gruppe der Bewegungen des Raumes gestattet, die Flächensätze und die ersten Schwerpunktsintegrale.Schliesslich wird der Leser durch diese Vorlesungen vorbereitet zur Inangriffnahme des allgemeinen und ganz besonders wichtigen Problems, ein sogenanntes vollständiges System mit bekannter Gruppe zu 
integrieren. Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das sich sehr viele wichtige andere zurückführen lassen, unter anderen die 
Ileduction von gegebenen Differentialgleichungen auf typische Formen, würde jedoch zunächst das Studium der Theorie der Transformations
gruppen erfordern.Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgruppen in diesem Lehrbuche gebraucht wird, ist ausführlich von den ersten Elementen an entwickelt. Daher kann und soll dies Werk dazu dienen, einerseits die Bedeutung der Gruppentheorie klar zu machen, an
dererseits das Eindringen in dieselbe in besonderem Maasse zu erleichtern.Aus dem Gesagten erhellt, dass es keineswegs im Plane des Buches lag, nach irgend einer Seite hin eine vom Standpunkt des Fachmannes abgeschlossene Theorie zu geben. Auch ist im Interesse der leichteren Verständlichkeit die Begründung der Entwickelungen nicht immer ganz streng gehalten, und überdies wurden von vornherein gewisse Probleme und Theorien überhaupt von der Betrachtung ausgeschlossen, so insbesondere functionentheoretische Fragen, wie die nach der Existenz der Integrale, ferner die Verwertung der sogenannten Berührungstransformationen u. s. w. Dennoch aber bildet dieses Werk ein in sich abgeschlossenes Ganzes.
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Vorwort. VDie in diesem Buche entwickelten neuen Theorien sind, wo es nicht anders bemerkt wird, ausschliesslich Eigentum Sophus Lie’s und rühren im wesentlichen aus den Jahren 1871 — 74 her. (Vgl. die Verhandlungen der Gesellschaft der Wiss. zu Christiania, Decem- ber 1874, sowie auch die „allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung“, zweite Abhandlung, Math. Annalen Bd. XI (1877), S. 464ff.) Allerdings ist hervorzuheben, dass in den ersten Publicationen die Form der Betrachtungen nicht immer völlig streng war, indem daselbst in der Hauptsache mit den infinitesimalen Transformationen, nicht, wie es hier geschieht, mit den von ihnen erzeugten eingliedrigen Gruppen operiert wurde. Aber dies betrifft eben nur die Form, nicht die Ergebnisse, denn es tritt in allen diesen Theorien die eigentümliche und für die Bedeutung der infinitesimalen Transformationen charakteristische Erscheinung zu Tage, 
dass Kriterien, die sich durch Benutgung der infinitesimalen an Stelle 
der von ihnen ergeugten endlichen Transformationen als notwendig er
geben, andererseits auch wirklich hinreichend sind. Für eine begriffliche Auffassung ist es nicht schwer, von vornherein den Grund dieser wichtigen Thatsache zu erkennen.In Deutschland hat Professor Lie zum ersten Male im Sommer 1886 über diesen Gegenstand Vorlesungen abgehalten. Daran schloss sich ein Cyclus von Vorlesungen, zunächst eine Einleitung in die eigentliche Gruppentheorie, dann Vorlesungen über Differential- invarianten, über Berührungstransformationen und Functionengruppen sowie über die geometrische Theorie gewisser Berührungstransformationen. Seither hat sich dieser Cyclus mehrere Male wiederholt. Während dieser Zeit erschienen die beiden ersten Bände des grossen Werkes: Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abschnitt I und II, bearbeitet unter Mitwirkung von F. Engel (Leipzig 1888 und 1890), das in erster Linie für Fachmänner berechnet ist und daher weniger zur eigentlichen ersten Einführung der Studierenden in die Gruppentheorie geeignet erscheint. So entstand das Bedürfnis nach einem einleitenden Werke, zumal da die einzelnen Lie’sehen Abhandlungen über diese Gegenstände in verschiedenen Zeitschriften zerstreut sind und den Anfängern viele Schwierigkeiten bereiten. Im Gegensätze zu jenem Werke über die Theorie der Transformationsgruppen wurde also in dem vorliegenden ein gang besonderes Gewicht auf die 
pädagogische Brauchbarkeit des Buches gelegt, und deshalb wurde für den Vortrag der neuen Theorien eine etwas breite, vielleicht hie und da etwas zu breite Art für gut befunden. Einzelne schwierigere, für das Verständnis des Folgenden aber nicht nötige, sowie andere weiter
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VI Vorwort.gebende Entwickelungen oder nebensächliche Bemerkungen wurden deshalb auch durch kleineren Druck als beim Lesen überschlagbar gekennzeichnet. Ferner sind überschlagbar namentlich auch gewisse Abschnitte, welche Anwendungen auf Probleme der Flächentlieorie betreffen und nur für solche Leser berechnet sind, die schon die Hauptlehren der Flächentheorie kennen. Wenn irgendwo, so ist es zum Studium dieses Buches von besonderem Nutzen, alles Erlernte sogleich an Beispielen praktisch zu üben, und daher sind zahlreiche Übungs
beispiele eingeschaltet worden. Auch hier bleibt es natürlich dem Ermessen des Lesers überlassen, zu entscheiden, wieviele dieser Beispiele er durchzurechnen für nötig erachtet.Durch diese Vorkehrungen wurde erreicht, dass die Vorkenntnisse, die das Studium des Werkes voraussetzt, auf ein geringes Maass zu- rückseführt werden konnten. Das Buch ist für Studierende etwa imÖvierten Semester berechnet, welche eine gründliche Vorlesung über Differential- und Integralrechnung gehört haben und demnach auch mit dem Begriff des Integrals einer Differentialgleichung schon ein wenig bekannt geworden sind. Für das leichtere Verständnis ist es nützlich, aber keineswegs notwendig, dass dem Leser die Anwendung einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und Integralrechnung einigermaassen geläufig sei.Dass das Werk auch Fachmännern mancherlei Interessantes darbietet, liegt schon in seiner eigenartigen Methode. Hoffentlich kann diesem Bande recht bald ein zweiter, die eigentliche Gruppentheorie betreffender, übrigens aber wie dieser durchaus selbstständiger Band folgen. Vereinigt werden diese Werke das Eindringen in die ab- stracte Theorie der Transformationsgruppen recht erheblich erleichtern. In dieser Hinsicht leisten schon, wie zu hoffen steht, die vorliegenden Vorlesungen recht viel.Schliesslich noch einige Worte über meinen eigenen Anteil an diesem Werke: Ende Juli 1890 forderte mich Herr Professor Lie auf, diese Bearbeitung zu übernehmen. Da ich seit seiner Berufung nach Leipzig (1886) beständig mit den Lie’schen Theorien beschäftigt gewesen und immer in persönlichem Verkehr mit meinem hochverehrten Lehrer geblieben bin, war es mir möglich, auf Grund eines zum Theil recht knappen Entwurfes von Lie’s Hand diese Vorlesungen in seinem Sinne auszuarbeiten. Dabei gereichten vielfache mündliche Besprechungen mit ihm der Bearbeitung zum Nutzen. Meine Tliätigkeit bestand naturgemäss wesentlich in der selbständigen Anordnung und ausführlichen Darstellung der Entwickelungen sowie
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Vorwort. VIIin der Auswahl und Berechnung der LJbungsbeispiele, mit denen zu sparen ich nicht für gut hielt, da ich aus eigener Erfahrung weiss, wie nützlich gerade in diesen Theorien die Beispiele, und seien sie noch so trivial, dem Anfänger sind. Einige wenige Stellen, an denen ich eine neue Bemerkung oder Entwickelung in die Lie’schen Theorien dieses Buches einzuschalten für gut fand, sind besonders gekennzeichnet worden.Ich schliesse das Vorwort mit meinem wärmsten Danke gegen meinen hochverehrten Lehrer für seine Aufforderung, diese Vorlesungen zu bearbeiten, sowie für seine mir dabei unermüdlich gewährten Ratschläge. Möchten diese Vorlesungen zur Verbreitung der Lie’schen Theorie der Transformationsgruppen das Ihre beitragen.Leipzig, im Juni 1891.
Georg Schelfere.
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Abteilung I.

Die Begriffe: Infinitesimale Transformation und eingliedrige 
Gruppe in der Ebene.Die älteren Untersuchungen über gewöhnliche Differentialgleichungen, wie man sie in den gebräuchlichen Lehrbüchern findet, bilden kein systematisches Ganzes. Man entwickelte specielle Integrationstheorien z. B. für die homogenen Differentialgleichungen, für die linearen Differentialgleichungen und andere specielle integrable Formen von Differentialgleichungen. Es war aber den Mathematikern entgangen, dass diese speciellen Theorien sich unter eine allgemeine Methode unterordnen lassen. Das Fundament dieser Methode ist der Begriff der infinitesimalen Transformation und der damit auf das engste zusammenhängende Begriff der eingliedrigen Gruppe. Die gegenwärtige erste Abteilung ist einer eingehenden Erläuterung und Untersuchung derselben und zwar für den Fall der Ebene oder zweier Veränderlicher gewidmet.

Kapitel 1.

Beispiele von Gruppen von Punkttransformationen.Bevor wir damit beginnen, die Begriffe, auf welche sich unsere Behandlung der Differentialgleichungen stützen soll, zu definieren, erscheint es uns zweckmässig, dieselben an einigen Beispielen sehr einfacher Natur zu' erläutern. Wir werden dabei sehr ausführlich zu Werke gehen.
§ 1. Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen.Ein erstes Beispiel ist dies: Wir betrachten die Gesamtheit aller Punkte der Ebene und denken uns auf dieselben eine Verschiebung um eine gewisse Strecke nach einer gewissen Richtung hin, eineDie, Differentialgleichungen. 1
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2 Kapitel 1, § 1.Translation, sogenannte Translation, ausgeübt. Dadurch wird jeder Punkt der Ebene in einen anderen übergeführt. Legen wir, um das analytisch darzu- stellen, die rc-Axe des Cartesischen Coordinatensystems in die Richtung der Verschiebung und ist a die Strecke, um welche alle Punkte der Ebene verschoben werden sollen, so geht der Punkt (rc, y) in den Punkt
⅜ = x + a, yi=yüber. Der Strecke a können wir natürlich alle möglichen constanten Werte von — ∞ bis -J- oo beilegen, und dadurch erhalten wir ∞1 verschiedene*) Translationsbewegungen, welche alle nach derselben oder nach der gerade entgegengesetzten Richtung hin stattfinden.Führen wir nun zwei derselben nach einander aus: Die erste Translation um die Strecke a führt den Punkt (x1 y) über in den Punkt
xi = x 4- a, yi = y,die darauf folgende zweite Translation um die Strecke a1 führt den neuen Punkt (x1, yf) weiter bis zur Stelle

x2≈x1 + al, y2≈y11die mit den beiden vorigen auf einer Parallelen zur rc-Axe liegt. Der Übergang aus der Anfangslage (x, y) in die Endlage (x2, y2) hätte offenbar auch durch eine einzige Translation um die Strecke a -f- a1 geleistet werden können und zwar gleichzeitig für alle Punkte der 
Ebene. Auch analytisch geht dies hervor, da aus unseren Gleichungen durch Elimination der Zwischenwerte xi, yl folgt:α-2 = x ψ a + tz1, yi = y.Dieses ganz einfache Ergebnis können wir so aussprechen:

Die Reihenfolge zweier Translationen aus der Schar der Translationen
xi = x + a, y1 = y

ist (hinsichtlich ihres Endergebnisses) äquivalent mit einer einzigen Trans
lation aus derselben Schar.Eingliedrige Aus diesem Grunde nennen wir jene Schar insbesondere eine Trans- Gruppe von Translationen. Sie enthält einen (willkürlichen) Parameter a und daher oo1 verschiedene Translationen. Sie wird deshalb auch eine
eingliedrige Gruppe genannt.

*) Eine solche Ausdrucksweise benutzen wir häufig: Wenn ein Gebilde von 
n Parametern (willkürlichen Constanten) abhängt, von denen keiner überzählig ist, so nimmt das Gebilde (X>n verschiedene Lagen an, wenn die Parameter variieren. So giebt es z. B. auf der Geraden oo1, in der Ebene oo2, im Raume oo3 Punkte, denn die Lage des Punktes hängt von bez. 1, 2, 3 Parametern (Coordinaten) ab. Ferner giebt es in der Ebene oo3 Kreise, da zur Bestimmung des Kreises drei Grössen (z. B. die beiden Mittelpunktscoordinaten und der Radius) genügen, u. s. w.
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Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 3Bisher haben wir angenommen, die Translationen sollten sämtlich in derselben Richtung stattfinden. Jetzt wollen wir überhaupt alle Translationen in der Ebene ins Auge fassen. Wir unterwerfen also alle Punkte der Ebene gleichzeitig einer Verschiebung um ein und dieselbe Strecke nach ein und derselben Richtung hin. Indem wir nicht nur der Grösse, sondern auch der Richtung der Verschiebung alle möglichen bestimmten Werte beilegen, ergiebt sich so eine Schar von Translationen, welche die oben betrachtete umfasst. Eine beliebige dieser Translationen führt den Punkt (x, y) der Ebene über in den Punkt
= £ + «, yl = y + l),wo a und b zwei beliebige, aber für alle Punkte (#, y) der Ebene gleichbleibende Werte haben. Auch hier lassen wir einer ersten Translation, welche die Punkte (x, y) nach den Stellen (τ1, τ∕1) führt, eine zweite folgen, welche die neuen Punkte(rr1, ι∕1) nach den Stellen {xi, y2) geleitet, und es ist augenscheinlich, dass wir auch durch eine einzige Translation alle Punkte (x, y) in die Punkte (#2, i∕2) hätten überführen können. Die Länge und Richtung dieser, die beiden vorigen ersetzenden Translation ergiebt sich einfach durch Construction der dritten Seite der von den beiden vorigen Translationen gebildeten Dreiecke der Punkte (x, y), (xi,y1), (xi,yi) oder— mit Benutzung einer kinematischen Ausdrucksweise — als geometrische Summe der beiden ersteren. (Fig. 1.) Auch analytisch erhellt dies ohne weiteres, da aus den Gleichungenpaaren

Xl = x 4- a, yl≈y-irb∖
¾ = τ1 + α1, 2/2=2/ι + &ι,welche zwei successive Translationen darstellen, durch Elimination von χlf yl folgt:

a⅞ = x ÷ a + aι> y-2 — V + & \ >und diese Gleichungen wieder eine Translation darstellen, in Worten: 
Die Reihenfolge zweier beliebiger Translationen aus der Schar aller

Translationen der Ebene: 1
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4 Kapitel 1, § 1.= α + y1 = y ÷ &
ist äquivalent mit einer einzigen Translation derselben Schar.zwei- Deshalb nennen wir auch diese Schar eine Gruttye von Trans-gliθdrigθ ,Gruppe von lationen. Sie enthält zivei willkürliche Constanten (Parameter) a undTrane-iationen. b und daher ∞2 verschiedene Translationen. Aus diesem Grunde wird sie als eine zweigliedrige Gruppe bezeichnet.Kehren wir nun zu den zuerst betrachteten Translationen parallel der ic-Axe(1) x1 = x + a, yl==y

IdentischeTranslation.

InverseTranslationen

InfinitesimaleTranslation.

zurück. Unter diesen ∞1 Translationen ist eine besonders bemerkenswert, nämlich die, für welche a = 0 ist, d. h. bei der um die Strecke Null verschoben wird. Hierbei bleiben alle Punkte in Ruhe, und mau könnte eigentlich nicht mehr von einer Translation sprechen. Will man dies aber doch thun, so wird man sie die identische Translation nennen, d. h. die, welche jeden Punkt in sich selbst überführt. Alle übrigen Translationen der eingliedrigen Gruppe (1) stellen wirkliche Bewegungen dar. Zu beachten ist, dass sich zu jeder Translation dieser Gruppe eine andere Translation derselben angeben lässt, welche, nach jener ausgeführt, die*Wirkung derselben gerade aufhebt. Es ist nämlich die Reihenfolge der Translationen um die Strecken a und 
— a einer Translation um die Strecke a — a = 0, also der identischen Translation äquivalent. Man nennt deshalb zwei Verschiebungen um entgegengesetzt gleiche Strecken zu einander invers.Der Übergang von einer endlichen Translation, einer solchen also, welche die Punkte um eine endliche Strecke a verschiebt, zur identischen wird dadurch gewonnen, dass man den Parameter a gegen Null abnehmen lässt. Setzt man ihn gleich einer unendlich kleinen Constanten 8t, so ergiebt sich eine infinitesimale Translation, d. h. eine solche, welche allen Punkten der Ebene nur eine unendlich kleine Bewegung erteilt: z1 = z + di, yl≈= y.Bei derselben erfahren Zuwächse also die Coordinaten x, y nur unendlich kleine 

dx — dt, dy — 0,d. h. sie ordnet allen Punkten (x, y) gleichlange unendlich kleine Fortschreitungsstrecken dt in derselben Richtung zu. Führt man diese Translation mehrere Male, etwa «-mal, nach einander aus, so geht 
(x, y) über in den Punktz1=α + wdi, yl = y.
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Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 5Denkt man sich die infinitesimale Transformation unendlich oft nacheinander ausgeführt, lässt man also n unendlich gross werden, so wird 
ndt eine endliche Strecke a und es ergiebt sich wieder eine endliche Translation

x1 = x 4- a, y1=y.Wenn man auf einen bestimmten Punkt (rcθ, y0j alle Translationen unserer eingliedrigen Gruppeafi = £ + α, yl = yausführt, so erhält er ∞l verschiedene Lagen:
x = x0 + a, y = y0,deren Gesamtheit die Parallele zur x-Axe y — y0 erfüllt. Diese Gerade, den Ort aller Punkte, in welche ein bestimmter Punkt durch Ausführung aller Translationen unserer Gruppe übergeht, nennen wir die 

Bahncurve dieses Punktes. Da alle Punkte (⅛θ, τ∕θ) auf dieser Geraden offenbar diese auch zur Bahncurve haben, so nennen wir sie Bahncurve schlechtweg oder auch Bahncurve der eingliedrigen Gruppe. Im ganzen giebt es ool Bahncurven, bestehend aus allen Parallelen zur 
x-Axe. Auch die infinitesimale Translation führt den Punkt (icθ, y0) auf seiner Bahncurve, wenn auch nur unendlich wenig, weiter und deshalb muss die Richtung der Bahncurve im Punkte {x0, y0) mit der Richtung übereinstimmen, welche die infinitesimale Translation diesem Punkte zuordnet, was auch geometrisch ohne weiteres einleuchtet.Betrachten wir eine der Bahncurven als Ganzes, so finden wir, dass sie bei Ausführung einer beliebigen Translationlz1 = χ-∖r a, yl==ynur in sich um die Strecke a verschoben wird, als Ganzes aufgefasst also in Ruhe bleibt: Sie ist invariant bei allen Translationen unserer Inc*"“e“ eingliedrigen Gruppe. Es ist sofort klar, dass ausser der Bahncurve im Endlichen keine Curve existiert, welche bei der Gruppe ebenfalls invariant bliebe, d. h. deren Punkte bei allen Translationen der Gruppe wieder in Punkte derselben übergingen.

Wohl aber müssen wir die unendlich ferne Gerade als invariant auf- 
lassen, denn jeder unendlich ferne Punkt bleibt für sich bei allen Trans
lationen der Gruppe in Buhe, wenn man sich auf den Standpunkt der pro- 
jectiven Geometrie stellt, wonach ein unendlich ferner Punkt durch die 
Richtung einer Schar von Parallelgeradeu charakterisiert wird.Stellen wir uns das analytische Problem, alle Functionen ii(x, y) zu finden, welche bei jeder Translation
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6 Kapitel 1,§§1, 2.z1 = α + «, yi = yunserer Gruppe invariant bleiben, für welche also identischβ<‰ 2/1) ≡ y) = y)ist, was für einen Wert auch a haben mag, so brauchen wir, wie wir sehen werden, nur a unendlich klein zu wählen, also nur die infinitesimale Translation xl = x -J- Ö t, yl = y auszuführen, um die gesuchte Function zu bestimmen. Denn es kommt nach dem Taylor’schen Satze durch Entwickelung nach «:‰)+τ¾^+i⅛¾^+∙∙∙=^,i,),oder, wenn wir beiderseits R(x,y) streichen, und von Gliedern zweiter Ordnung in a absehen:
∂Λ{x, 2/) _ π 

∂x ~ υ∙

Q ist also eine Function von y allein. Umgekehrt erfüllt, wie man sieht, jede beliebige Function ii von y allein die obige Forderung beiFunctΓoD.θ beliebigem endlichen a. Jede Function & (2/) ist demnach eine In
variante unserer Gruppe. Sie ändert sich nicht, wenn man anstelle von x, y die durch eine beliebige Translation der Gruppe bestimmten neuen Veränderlichen x1, yl einsetzt. Wenn man eine beliebige bei der Gruppe invariante Function einer Constanten gleich setzt: iQ(2∕) = Const., so stellt sie eine oder mehrere Bahncurven y = Const. der eingliedrigen Gruppe dar. Dies ist eine bemerkenswerte Thatsache, deren inneren Grund wir später erkennen werden.

§ 2. Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um einen festen 
Punkt in der Ebene.Wir haben eine Reihe von neuen Begriffen bei Betrachtung der Translationen kennen gelernt. Diese werden wir später in grösserer Allgemeinheit definieren und erläutern. Jetzt wollen wir ein zweites Beispiel vorführen, in welchem alle jene Begriffe, wenn auch in anderer Gestalt, wiederkehren.Wir unterwerfen alle Punkte der Ebene gleichzeitig ein und der- Rotation. selben Rotation um einen festen Punkt, den wir zum Coordinatenanfang 

0 wählen und mit dem Drehwinkel a, gemessen im Sinne der Drehung von der positiven iC-Axe zur positiven y-Axe. Dadurch geht jeder Punkt (x, y) in einen neuen (rr1, y1) über. Dem für alle Punkte der Ebene gleichen Drehwinkel a können wir einen beliebigen Wert beilegen. Daher giebt es ∞1 Rotationen um den festen Punkt 0. Um
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Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um einen festen Punkt in der Ebene. 7die Gleichungen einer derselben aufzustellen, d. h. x1, yl durch x, y und a auszudrücken, bemerken wir, dass sich α als Differenz der Winkel darstellt, welche die Radienvectoren der Punkte (x, y) und (ir1, i/i) mit der rc-Axe bilden und deren Tangenten ~ und sind (Fig. 2). Demnach ist 2Λ _ ysin α___α________ ajι x ___χyι — x*ycos α σ -1 I lΛ,y χχι + yyi
' x1 xworaus durch Auflösung:

χ1 x cos a — y sin a 
yl x sin a -)- >J cos a

x1 und yl unterscheiden sich also von den rechts stehenden Ausdrücken nur um denselben Factor. Dieser kann, da rc12 -∣- yl2 als Quadrat des Radiusvectors gleich x2 -(- y2 sein muss,nur + 1 sein; offenbar ist -J- 1 zu wählen (denn für a — 0 müsste x1 = x} 
yi = y sein). Folglich sind

x1== x cos a — y sin a, 
yl = x sin a -(- y cos a die Gleichungen unserer Rotation.Führen wir nun nach einander zwei Rotationen um den Punkt 0 aus: Die erste mit dem Drehwinkel a führt allePunkte (x, y) in die neuen Lagen (xi, yl), die zweite mit dem Drehwinkel a1 führt diese Punkte (xi, yl) noch weiter in die Lagen (x2, y2) über. Es ist geometrisch evident, dass wir auch durch eine einzige Rotation, nämlich durch die mit dem Drehwinkel a -f- α1, alle Punkte der Ebene aus den Anfangslagen (x, y) in die Endlagen (x2,y2) hätten überführen können. Auch analytisch ergiebt sich dies: die erste Rotation wird durch die Gleichungen:

x1 = x cos α — y sin α, yi = x sin a -j- y cos a,die zweite durch die Gleichungen:
x2 = xl cos α1 — yl sin a1, y2 = x1 sin al -f- yl cos aldargestellt. Eliminiert man vermöge der beiden ersten xl, yl aus den beiden letzten, so kommt

χ2 = (x cos a — y sin a) cos a1 — (x sin a -j- y cos a) sin α1
= x (cos a cos κl — sin a sin α1) — y (sin a cos α1 + cos a sin α1),
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8 Kapitel 1, § 2.

yi — cos « — y sin «) sin al -j- (a; sin a -J- y cos a) cos «,
= x (cos a sin cq —(- sin a cos α1) -j- y (cos a cos κi — sin a sin α1),

also
x2 == x cos (a + «i) — y sin (α -{- α1), 
y2 = x sin (α + α1) + y cos (a + a1),and diese Gleichungen stellen eben die Rotation mit dem Drehwinkel 

a -J- a1 dar. In Worten:
Die D,cihcn folge zweier Dotationen um einen festen Punkt ist äqui

valent einer einzigen Dotation um diesen Punkt.Eingliedrige Daher sagen wir, dass die Schar jener Rotationen eine GrunneGruppe von ... j jtlKotationen. bildet und zwar, da sie einen Parameter a, also ∞1 verschiedene Rotationen enthält, eine eingliedrige Gruppe.Unter allen oc, Rotationen dieser Gruppe ist eine besonders aus-Rotation’6 gθzθichnet, nämlich die identische, welche alle Punkte in Ruhe lässt. Ihr Drehwinkel ist Null. Ferner lässt sich zu jeder Rotation der Gruppe eine zweite aus der Gruppe angeben, die nach jener ausgeführt die Wirkung derselben gerade auf hebt. Ist nämlich a der Drehwinkel einer Rotation, und führt man nach ihr die Rotation mit dem Drehwinkel — a aus, so ist diese Reihenfolge einer einzigen Rotation mit dem Winkel α — a = 0, d. i. der identischen Rotation äquivalent.Rotationen. Die Rotationen (a) und (— a) heissen daher zu einander invers. infi∏i- Wollen wir zu einer infinitesimalen Dotation gelangen, so habentesimale ' . ® .Rotation. wir den Dreh winkel unendlichklein, a — St, zu wählen. Da bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung sin St ==■ St, cos St — 1 ist, so lautet diese infinitesimale Rotation:
χ1 = x — ySt, yl≈ y xSt,d. h. x und y erhalten bei ihr die unendlich kleinen Incremente

Sx = — ySt, Sy = xSt.Jedem Punkte (rc, y) wird hiernach eine unendlich kleine Fortschrei- tungsstrecke ]∕Sx2 -{- Sy2 = j∕x2 4~ y2∙St, also proportional seinem Radiusvector, in einer gewissen Richtung zugeordnet, deren Winkel mit der rr-Axe die Tangente ~ hat. Diese Richtung stehtauf dem Radiusvector senkrecht (Fig. 3).
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Die eingliedrige Gruppe der Rotationen nm einen festen Punkt in der Ebene. 9Auf einen beliebigen Punkt (rrθ, y0) mögen nun alle Rotationen unserer eingliedrigen Gruppe ausgeführt werden. Der geometrische Ort der Lagen, in die er gelangt, ist offenbar ein Kreis um 0, was auch auf analytischem Wege hervorgeht, da diese Lagen (x, τ∕) durch die Gleichungen
x = x0 cos a — y0 sin α, y = %0 sin α + cos a gegeben werden und hiernach für alle a

x2 + y2 = x02 + y02 (= Const.)ist. Demnach nennen wir diesen Kreis die Bahncurve des Punktes Bahncurve. (rrθ, ‰)∙ Es einleuchtend, dass wir für jeden anderen Punkt dieses Kreises genau dieselbe Bahncurve gefunden hätten. Im ganzen giebt es also ∞1 solche Curven, bestehend aus allen Kreisen um den Mittelpunkt 0. Wir nennen sie die Bahncurven der eingliedrigen Gruppe.Weil unter den Rotationen der Gruppe auch die infinitesimale enthalten ist und diese den Punkten (x0, y0) unendlich kleine Bewegungen erteilt, so ist begrifflich klar, dass die Richtung der Bahncurve, welche durch den Punkt (x0, y0) geht, in diesem mit der Richtung zusammenfällt, welche die infinitesimale Rotation dem Punkte zuordnet. Letztere Richtung steht·, wie bemerkt, auf dem Radiusvector senkrecht; die Bahncurve könnte somit auch durch einen Punkt erzeugt werden, der sich beständig senkrecht zu seinem Radiusvector bewegt. Dies ist hier auch geometrisch klar.Die Bahncurve als Ganzes aufgefasst bleibt bei jeder Rotation der eingliedrigen Gruppe in Ruhe, da jeder ihrer Punkte bei einer beliebigen Rotation der Gruppe wieder in einen Punkt auf ihr übergeht, der Kreis sich also nur in sich verschiebt. Es erhellt dies ebensowohl aus dem Begriff der Bahncurve wie aus der geometrischen Anschauung. Jede der ∞1 Bahncurven ist also bei der eingliedrigen Gruppe invariant. Umgekehrt muss eine jede Curve, die bei der Gruppe invariante invariant bleibt, natürlich alle Punkte enthalten, in welche ein beliebiger Punkt der Curve bei allen Rotationen der Gruppe übergeht, d. h. eine Bahncurve sein. Nur ein Ausnahmefall ist besonders zu untersuchen. Es wäre ja möglich, dass eine invariante Curve aus lauter Punkten bestände, die sich bei den Rotationen der Gruppe überhaupt nicht bewegen, sondern einzeln in Ruhe bleiben. Aber man sieht ohne weiteres, dass bei unseren Rotationen im Endlichen nur ein Punkt, nämlich 0, in Ruhe bleibt, also keine derartige Curve existiert.
Lässt man auch imaginäre Punkte zu, so bleiben auch die beiden 

Geraden x -j- iy = 0 und x — iy — 0 invariant bei allen Rotationen der
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10 Kapitel 1, § 2.
Gruppe. Sie sind nämlich die Geraden, in welche der imaginäre Kreis 
x2 yi = 0, der ja zu den Bahncurven x2 -j- y2 = Const. gehört, zerfällt. 
Auf diesen Geraden bleiben ausser ihrem Schnittpunkt 0 noch die unendlich 
fernen Punkte, die sogenannten imaginären Kreispunkte, in Ruhe. Die 
unendlich ferne Gerade ist als unendlich grosser Kreis um 0, also auch 
als Bahncurve aufzufassen.Wie bei dem früheren Beispiel suchen wir auch hier alle Functionen Q(%,y), die bei den Rotationen der eingliedrigen Gruppe ungeändert bleiben, d. h. für die identisch

⅛(χl, yC) = Q(χ cθs a — y s^n a> χ sin a + ycθs α)= Q(χι yy)ist für alle Werte von a. Auch hier brauchen wir die Forderung nur für unendlich kleines a, für die infinitesimale Rotation zu erfüllen, wie wir sehen werden. Für diese sind in der Reihenentwickelung der linken Seite nach « alle höheren Potenzen von α zu vernachlässigen. Es bleibt also nur das absolute Glied und das Glied mit a1 oder, da 
a — dt gesetzt wird, mit dt übrig. Die Gleichung

⅛(χ — yd t, y + xdt) = a(%,yy) nimmt also die Form an:
«(*, ,) - a⅛> yät + xβt = a(x, y)oder

dafay) _ χ ∂Sl(χ, y} = θ.
J Sx SyHiernach muss, wie wir aus der Theorie der Differentialgleichungen entnehmen, & eine Function von x2 + y2 allein sein:

Ω,≡ ω(x2 y2).Nun zeigt sich, dass diese Function ω von x2 -f- y2 ganz beliebig gewählt werden darf; denn es ist ja
*12 + y2 = χ2 + y2und daher immer: «Oi2 + 2√) = «O2 + S/2)für jede Rotation a. Jede beliebige Function von x2 y2 allein ist. also invariant bei allen Rotationen der eingliedrigen Gruppe. Setztinvariante man eine solche Invariante gleich einer Constanten, so stellt sie eine Function. 7oder eine Anzahl von Bahncurven χ- -j- y2 — Const. dar.Ehe wir dies Beispiel verlassen, noch eine Bemerkung: Man kann die Rotation

xl = x cos α — y sin α, y1 = x sin a y cos α
www.rcin.org.pl



Eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen. 11noch auf sehr einfache Weise durch Benutzung der Polarcoordinaten r, φ und r1, φ1 der Punkte (x,y) und (x1, yi) ausdrücken. Offenbar ist bei der Rotation der Radiusvector constant, also r1 = r, während die Amplitude φ um a wächst. Demnach sindφj = φ ÷ «, rl=rdie Gleichungen der Rotation in Polarcoordinaten. Wird nach dieser Rotation eine zweite mit dem Drehwinkel α1 ausgeführt, so geht der neue Punkt (r1, φ1) über in einen Punkt mit den Polarcoordinaten
ψ> = 97ι + <xι, ra==rι>sodass durch Elimination von r1 und <pl hervorgeht:

<Pa = Ψ « + «n ra = r-Bei dieser analytischen Darstellung tritt die Thatsache, dass die Reihenfolge zweier Rotationen um 0 einer einzigen äquivalent ist, viel unmittelbarer vor Augen, als früher bei Benutzung rechtwinkliger Coordinaten. Auch haben wir schon die drei letzten Gleichungenpaare, nur mit anderen Buchstaben, früher kennen gelernt. Genau so, wie hier φ und r bei der Rotation mit dem Drehwinkel a transformiert werden, wurden früher die rechtwinkligen Coordinaten x, y bei einer Translation längs der #-Axe um die Strecke a transformiert, wie die Zusammenstellung der beiden Gleichungenpaare deutlich zeigt:
φl = φ + a, r1 = r; 
xl =x -{- a, y1 = y.(Vgl. § 1.) Die Möglichkeit der Einführung neuer Coordinaten, durch welche unsere eingliedrige Gruppe von Rotationen die Form der eingliedrigen Gruppe aller Translationen nach derselben Richtung hin annimmt, wird später in viel allgemeinerer Weise in Augenschein c““Xh.e treten. Die neuen Coordinaten r, φ, welche diese Zurückführung c1a1°θθiβuc1}1θermöglichen, nennen wir canonischc Veränderliche und die Form oingUedr*, Gruppe der==z φ ^τ^ <X) rl = /' Rotationen.die canonische Form der eingliedrigen Gruppe der Rotationen.

§ 3. Eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen.Ein drittes Beispiel, zu dem wir jetzt übergehen, bietet in zwei Punkten wesentliche Verschiedenheiten von den früheren. Einmal soll die jetzige Lagenänderuug aller Punkte der Ebene nicht eine derartige sein, bei welcher die ganze Ebene als starr, aber beweglich aufgefasst werden kann — wie dies bei den Translationen und Rotationen der Fall war —, andererseits werden wir eine neue Art invarianter Curven erhalten.
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12 Kapitel 1, § 3.Betrachten wir also die Gleichungen
xl = mx, yl = y.Dieselben transformieren alle Punkte (x, y) der Ebene in neue Punkte (aq, i∕1), indem alle Abscissen in proportionaler Weise verkleinert oder vergrössert werden. Diese Gleichungen stellen etwa die Zusammendrückung oder Auseinauderziehung einer homogenen elastischen Platte nach einer Richtung, der rr-Axe hin dar. Mit Möbius nennen wir sieAformaUon8 e^ne affme Transformation. Da der Parameter in zwar constant, aber beliebig ist, so liegen ∞1 affine Transformationen vor. Führen wir zwei derselben nacheinander aus, verkleinern (resp. vergrössern) wir also die Abscissen aller Punkte zuerst im Massstab w, hierauf weiterhin im Massstab m1, so ist das Ergebnis offenbar dasselbe, als ob wir alle Abscissen sofort im Massstab m ∙ m1 verkleinert (resp. vergrössert) hätten. Dies ist auch analytisch einleuchtend, indem aus den Gleichungen der beiden successiven affinen Transformationen£i == mx, y2 = y, 

x2 = mlx1, y2 = y1durch Elimination von xl und yi folgt:
¾ = mm1x, y2 = y,d. h. die affine Transformation mit dem Parameterwert mml. In W orten:

Die Reihenfolge zweier affiner Transformationen aus der Schar: 
x1 = mx, y1=yEingliedrige ist einer einziqen offnen Transformation derselben Schar äquivalent. Gruppe von i7 1affinen Deshalb sagen wir, dass auch diese affinen Transformationen eineTransfor- ° .mationen. Gruppe bilden und zwar wieder, da sie einen Parameter m, also σo1 verschiedene Transformationen enthält, eine eingliedrige Gruppe.

identische, Setzt mau den Parameter m — 1, so ergiebt sich die identischeinverse, e β ' β σiutinitesi- Transformation. Zwei affine Transformationen mit den Parametern mmale Transformation. i 1 . j .1. . 1 . ι ∙ ι r.., ,und — sind zu einander invers, indem sie nach einander ausgeluhrtsich auf heben, also ihre Reihenfolge der identischen Transformation äquivalent ist. Infinitesimal wird die affine Transformation, wenn der 
Parameter m unendlich wenig von dem Wert abweicht, den er bei der 
identischen Transformation hat, d. h. wenn m = 1 -f- St ist, wo dt wieder eine unendlich kleine Constante bedeutet. Die Gleichungen der infinitesimalen affinen Transformation sind daher

x1 = x-}-x∂t, yl=y,
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Eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen. 13und x und y erfahren die Incremente
äx = xdt, dy == 0.Die Fortschreitungsstrecken xdt, welche die infinitesimale affine Transformation den Punkten zuordnet, sind somit sämtlich der x-Axe parallel und den Abscissen proportional.Führen wir auf einen Punkt (x0, yf) alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe aus, so ergiebt sich als sein Ort, seine Botin- Bahncurve. 

curve, natürlich eine Parallele y = yn zur x-Axe, was auch aus den Gleichungen
x = mx0, y = y0gefolgert werden kann. Für alle Punkte auf dieser Geraden ergiebt sich dieselbe Bahncurve. Die eingliedrige Gruppe der affinen Transformationen besitzt folglich oo1 Bahncurven, bestehend aus allen Parallelen zur x-Axe. Die Bahncurven können wie in den früheren Beispielen völlig dadurch definiert werden, dass in jedem ihrer Punkte ihre Richtung zusammenfällt mit der Fortschreitungsrichtung, welche die infinitesimale affine Transformation dem betreffenden Punkte zuordnet. Man beschreibt eine Bahncurve, wenn man continuierlich der von der infinitesimalen Transformation gegebenen Richtung nachgeht.Als Ganzes aufgefasst bleibt jede Bahncurve bei allen Transformationen der Gruppe invariant, da ihre Punkte sich zwar bewegen, lnZaξiaβntθ aber doch immer auf ihr bleiben. Aber ausser den Bahncurven giebt 

es noch mindestens eine im Endlichen gelegene Curve, die bei allen Trans
formationen der Gruppe invariant bleibt, nämlich die y-Axe x = 0. In der That: Ist x = 0, so ist auch xx = mx — 0. Diese Curve hat die Eigentümlichkeit, dass sie nicht nur als Ganzes aufgefasst in Ruhe bleibt, sondern überhaupt jeder ihrer Punkte bei allen Transformationen 
der Gruppe unbeweglich ist. Will man alle im Endlichen gelegenen invarianten Curven finden, so leuchtet wie früher ein, dass, sobald.ein Punkt einer solchen Curve sich bei einer Transformation der Gruppe bewegt, er eine Bahncurve parallel der x-Axe beschreibt, die gesuchte Curve daher diese Bahncurve sein muss. Wenn also eine invariante Curve keine Bahncurve ist, so geht dies nur so an, dass alle Punkte der Curve einzeln in Ruhe bleiben bei allen Transformationen der Gruppe. Da diese Punkte auch bei der infinitesimalen Transformation unbeweglich sein müssen, so müssen ihre oben berechneten Incremente 
dx, dy gleich Null sein. Dies aber giebt x = 0, also die y-Axe.Alle Punkte derselben bleiben, wie wir früher sahen, nicht nur bei der infinitesimalen, sondern auch bei jeder endlichen Transformation der Gruppe einzeln invariant.
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14 Kapitel 1, §§ 3. 4.
Zieht man auch das Unendlichferne in den Kreis der Betrachtung, so 

wird man auch die unendlich ferne Gerade, die als eine Bahncurve auf
zufassen ist, zu den invarianten Curven zählen. Ebenso wird der unendlich 
ferne Punkt der rc-Axe als invariant aufzufassen sein.Nun wollen wir wie bei den früheren Beispielen die bei unserer eingliedrigen Gruppe invarianten Functionen &(#, y) aufsuchen. SollFιlncttonθ V) θ*nθ ^nvar^anle der Gruppe sein, so muss für jedes m identisch 

ii(x1, y1) ≡ tl(mx, y) = Ω(x, y)sein, Ώ soll sich also nicht ändern, wenn darin statt x eine beliebige Zahl mx gesetzt wird, d. h. ii enthält x überhaupt nicht. Andererseits erhellt, dass jede beliebige Function von y allein unsere Forderung erfüllt. Wenn man nur das verlangt, dass die Function &(x, y) bei der infinitesimalen affinen Transformation invariant bleibe, so kommt man, wie wir sehen werden, zu demselben Ergebnis. Es muss nämlich dann
£l(x + xδt, y) = &(x, y)oder ausgerechnet

&(*, y) + ~⅛V>> x∂t = il(x,y'),

d. h. — 0 oder y) frei von x sein.Canonischo Schliesslich können wir auch die vorliegende eingliedrige Gruppe eingiiedr. von affinen Transformationen auf eine canonische Form bringen, d. h.Gruppe der . .affinen neue Veränderliche r, li anstelle von x, y einführen, sodass die Glei- Tranβfor- . . . ’ 1mationen. chungen der Gruppe in die Gleichungen der Gruppe der TranslationenEi = £ + fo bi = b(vgl. § 1) übergehen. Allerdings ist dies hier nicht so geometrisch evident, wie bei der eingliedrigen Gruppe der Rotationen. Es genüge hier die Bemerkung, dass £ = log x, ∖)==yCanonische solche neue canonische Veränderliche sind, ohne dass wir uns über die ∏chθ. allgemeinste Bestimmung solcher Variabein hier weiter auslassen, die wir vielmehr auf später verschieben. In der That ist, wenn £,, t)1entsprechend die Grössen sind:Eι = log¾, 9ι = 2∕nwegen
xl = mx, y1 = yauch = log xl = log mx = log x + log »» = £ + log wz, 

bi = *∕1 = 2/ = b·
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Die Gruppe aller Bewegungen des Raumes. 15Wenn also der Parameter log m etwa noch mit α bezeichnet wird, so liegt die gewünschte canonische Form vor:£1 = Ϊ + 0, t)i = 9·
§ 4. Die Gruppe aller Bewegungen des Raumes.Die drei bisherigen Beispiele waren der Ebene entnommen. Weniger ausführlich wollen wir nun noch als letztes Beispiel eines aus dem Raume heranziehen.Denken wir uns einen starren Körper und führen wir ihn durch Verschieben und Drehung aus seiner ursprünglichen Lage A in eine neue Lage A1 über. Alsdann werde er aus dieser neuen Lage A1 in eine dritte, √12, gebracht. Diese zwei aufeinanderfolgenden Bewegungen hätten wir auch durch eine einzige ersetzen können, welche direct den Körper aus der Lage A nach √42 führt. Die Reihenfolge zweier Be

wegungen eines starren Körpers ist also äquivalent einer einzigen Be
wegung desselben. Lassen wir den starren Körper aus dem ganzen Raume bestehen, so nehmen alle Punkte des Raumes an den Transformationen teil und zwar so, dass alle Abstände zwischen Punkten während der Ueberführungen ungeändert bleiben, also nirgends die Punkte enger zusammen oder weiter auseinander rücken. Eine solche Lagenänderung aller Punkte des Raumes nennt man eine EuklidischeEuklidischeσ σ Bewegung.
Beweg↑ιng oder kurz Beivegung (während überhaupt eine Lagenänderung, bei der eventuell Zusammen- oder Auseinanderrücken von Punkten statt hat, allgemein als Transformation der Punkte des Raumes zu bezeichnen wäre, sodass der Begriff der Transformation den Begriff der Bewegung umfasst). Unser obiges Ergebnis betreffs der Reihen-θ™ρρ®η(ΐ®* folge zweier Bewegungen sprechen wir so aus: desKaumes.

Alle (Euklidischen) Bewegungen des Raumes bilden eine Gruppe.Um auch analytisch zu verificieren, dass die Reihenfolge zweier Bewegungen einer einzigen äquivalent ist, muss man daran denken, dass die Formeln für die Bewegung der Punkte (#, y, z\ durch die sie in die neuen Lagen (aq, yl, zf) übergehen, sich völlig mit den Formeln decken, welche für die Transformation rechtwinkliger Coordinaten- systeme im Raume gelten. Die neue Lage (%ι, yl, zf) jedes Punktes 
(x, y, z) bei einer Bewegung wird also gegeben durch Gleichungen von der Form:

x1 = alx + a2y + a3z + a0, 
yi ≈ bix + b2y + b3z -f- 60,*fι = clx -(- c2y + c3z -f- c0,

www.rcin.org.pl



16 Kapitel 1, § 4.wo die Constanten a1, a2, n3; b1, b2, ά3; cl, c2, c3 die Coefficienten einer orthogonalen Substitution sind, d. h. als Richtungscosinus dreier zu einander senkrechter Geraden aufgefasst werden können, sodass bekanntlichα12 + V + *12 = «22 + V + ⅞2 = ⅝2 + V + ⅞2 = 1,αiα2 + b1b2 + c1c2 = a2a3 + b2b3 + c2c3 = a3ai + b3b1 + c3c1 = 0und die Determinante Σ-±alb2c3= + 1 ist. Indem wir die «0, al, 
a2, a3 u. s. w. beliebig, aber diesen Bedingungen entsprechend wählen, erhalten wir die Transformationsgleichungen einer beliebigen Bewegung des Raumes. Wollen wir nach der obigen Bewegung eine zweite ausführen, welche die Punkte (rr1, τ∕1, 01) weiter nach den Stellen (rr2, y2, ⅞) bringt, so haben wir den a, b, c neue Werte «, b, c zu geben, doch so, dass auch jetztα12 + b2 + c12 = 1, u. s. w.,

• aιa2 4- ^^F θ> U∙ S. W.,∑ + αi^2⅞ = + 1ist, und zu setzen: *^2 «1*1 4~ «2?/l 4- «3^1 4“.V2 = Mi + Ml + Ml + ⅞,
⅞ = ClXl + + Ml 4" ⅞∙Um die der Reihenfolge beider Bewegungen äquivalente zu finden, eliminieren wir x1, yl, zi und erhalten dadurch x2, y2, z2 ausgedrückt als lineare Functionen von x, y, z in der Form:
*2 = A,x + A2y + A3z + Ao, t∕2 = B1x + B2y -|- B3z + Bθ, 
z2 == Clx C2y 4- C3z 4~ G>>wo die A, Β, C sich als Functionen der a, b, c und ä, b, c darstellen, die sich leicht angeben lassen. Nun mag man sich durch Ausrechnung davon überzeugen, dass auch die A, B, C Coefficienten einer orthogonalen Substitution sind, d. h. dass sie die BedingungenΛ12 4- Bl2 4- C12 = 1, u. s. w.,√41√12 4" B1B2 4~ C1C2 = 0, u. s. w.,

Σ±A1B2C3 = + 1 1erfüllen, sobald die a, b, c und ä, b, c den früher aufgestellten Relationen genügen. Daraus geht denn analytisch hervor, dass die Reihenfolge zweier Bewegungen des Raumes in der That einer einzigen
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Einige Bemerkungen über gewöhnliche Differentialgleichungen. 17Bewegung derselben äquivalent ist, und deshalb sagen wir, dass alle 
Bewegungen des Baumes eine Gruppe bilden. Sie enthält zunächst 12 Parameter a, b, c, aber zwischen diesen bestehen Relationen, sodass secħ9- nur sechs derselben willkürlich sind. Es giebt demnach ∞θ Bewegungen Gruppo'der des Raumes und wir nennen die Gruppe derselben sechsgliedrig. desRaumes'.'Weiter wollen wir uns jetzt nicht mit dieser Gruppe beschäftigen. Dem Studierenden empfehlen wir aber, in der Art, wie die obigen drei eingliedrigen Gruppen in § 1, 2, 3 behandelt wurden, auch die folgenden geometrisch anschaulich und analytisch zu discutieren.1. Beispiel: aq = ax, yi — ay.(Sogenannte perspective Transformationen.)

2. Beispiel:
xl = ax, y1≈-y.

WeitereBeispiele.

In beiden Fällen erhält man, wenn man den Parameter a variieren lässt, ∞1 Transformationen der Punkte (x, ?/) der Ebene in neue Punkte (aq, τ∕1) derselben. Man zeige, dass die Reihenfolge zweier solcher einer einzigen aus derselben Schar äquivalent ist, d. h. dass jede der beiden Scharen eine Gmppe bildet und zwar, da jede einen Parameter 
a enthält, eine eingliedrige. Man bestimme ihre identische, die zu einer beliebigen inverse und die infinitesimale Transformation. Im ersten Fall führe man als neue Variabein die GrössenΪ = log ψx1 + √2, t) = arc tg 'jχ , im andern Fall die Grössens=s⅛ιθgp b =ein (und natürlich entsprechend J1, t)1 ausgedrückt in xi, yf). Dadurch nehmen die Gruppen eine sehr einfache Form an, nämlich ihre sogen. 
canonische Form. Auch bestimme man die Balincurven u. s. w.
§ 5. Einige Bemerkungen über gewöhnliche Differentialgleichungen.Der Zweck dieser Vorlesung ist der, der Natur des Gegenstandes angemessene Methoden zur Integration der Differentialgleichungen zu entwickeln. Es wird manchem Leser deshalb erwünscht sein, schon jetzt wenigstens andeutungsweise davon unterrichtet zu werden, inwiefern das Studium der Gruppen von Transformationen (von denen wir oben allerdings nur erst einige specielle Beispiele kennen gelernt haben) dabei von Nutzen ist. Diesem Wunsche werden wir in einer Note zum Schlüsse dieses Paragraphen nachkommen. Doch wollenLie, Differentialgleichungen. 2
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18 Kapitel 1, § 5.wir vorher an einige einfache Begriffe aus der Theorie der Differentialgleichungen erinnern, die in der Folge häufig gebraucht werden.
Gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.

Bekanntlich hat eine gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen zwei Variabein x, y die allgemeine FormΣ(jj, ff) dy — Y(x, ff) dx = 0oder
Xy- y=o,wenn mit ff bezeichnet wird. X und Y sind gegebene Functionenvon x, y. Diese Differentialgleichung ordnet jedem Punkte (x, ff) der Ebene eine Richtung zu. Die Tangente des Winkels dieser Richtung mit der Abscissenaxe ist ff — Diese Richtung kann und wird auchim allgemeinen von Punkt zu Punkt eine andere sein. Geht man von einem Punkte aus in der zugeordneten Richtung bis zum unendlich benachbarten, dann in der diesem zugeordneten Richtung zum benachbarten u. s. w., so beschreibt man eine Integralcurve. Solcher Integral- curven giebt es oo1 und sie lassen sich alle darstellen durch eine Gleichung von der Form

ω(rc, ff) = Const.Wie bekannt, heisst dann ω(rr, y) Integral der Differentialgleichung. An Stelle desselben kann man übrigens auch jede Function von ω, wie ii(ω(rr, y)), als Integral benutzen.Aus der Gleichung ω(rc, y) = Const.der Integralcurven folgt durch Differentiation wieder
o ax + -Q— dy = 0.Gχ ' ∂y jDa aber andererseits

Xity — Ydx = 0ist, so muss x|“ + y⅛o = 0 
d x 1 dysein, d. h. die Function ω ist eine Lösung der homogenen linearen Homogene partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen der abhängigen tieiieDif- Variabein / und den beiden unabhängigen x, y:gleichung 1. Ordnung. X + Y = 0.fix 1 oyIst umgekehrt f=ω(x,y) eine beliebige Lösung dieser Differentialgleichung, ist also
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Einige Bemerkungen über gewöhnliche Differentialgleichungen. 19
xF +0 X

Y dω≡≡o 
dyfür alle Werte von x und y, so erfüllt auch jede Function il(ω(x,y)) die Gleichung, und ω(x,y) = Const. stellt dann oo1 Curven dar, deren Tangentialrichtungen sich aus

∂ω , . ∂ta , λ
ö— dx -4- — aw = ü ox ' c ybestimmen, sodass die beiden letzten Gleichungen durch Elimination von und als gewöhnliche Differentialgleichung dieser Curven geben:

Xdy — Ydx = 0.Zwischen den beiden Differentialgleichungen:
Xdy — Ydx = 0oder /

dx dy
x~Yund

X^ + Y½r = θ 
οχ Oybesteht also ein inniger Zusammenhang, sie stellen im Grunde genommen dasselbe Problem dar. Deshalb werden wir auch später häufig mit den beiden Formen nach Bequemlichkeit wechseln.

Wir haben schon in der Einleitung gesagt, dass die in den gebrauch- Zusammen- 
lichen älteren Lehrbüchern vorkommenden Integrationsmethoden sich im schei/der 
allgemeinen auf Differentialgleichungen beziehen, welche bei einer bekannten 2^°™^ 
Schar von Transformationen invariant bleiben. Indem wir uns Vorbehalten, gieichungen 
auf die Bedeutung dieser Behauptung später näher einzugehen, wollen wir Grnuppen- 
schon jetzt an einigen möglichst einfachen Beispielen den Zusammenhang the0rie∙ 
zwischen der Theorie der Differentialgleichungen und der Gruppentheorie 
andeuten.

Zunächst wollen wir die von x freie Differentialgleichung
√ = f(y)

betrachten. Bekanntlich ist ihre Integration durch eine blosse Quadratur 
zu leisten. Geometrisch ordnet diese Differentialgleichung allen Punkten 
längs einer Geraden y = Const. dieselbe Richtung zu; ihre Integralcurven 
können daher aus einer einzigen Integralcurve durch Verschiebung der
selben längs der as-Axe abgeleitet werden. Diese Verschiebungen aber 
werden durch die eingliedrige Gruppe von Translationen

x1 = % + a, yl=≈y
dargestellt. Führt man daher auf alle ∞1 Integralcurven nach und nach 
alle Translationen xl ≈ x -∖- a, yl = y aus, so erhält man jedesmal die 
ursprüngliche Schar von Integralcurven wieder.

2
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20 Kapitel 1, § 5.

Andererseits ist bekanntlich auch die homogene Differentialgleichung

dx ' \x'

leicht zu integrieren. Diese Gleichung ordnet allen Punkten desselben 
Strahles — = Const. vom Anfangspunkte aus dieselbe Richtung zu. Die
Integralcurven lassen sich deshalb, wie wir später genauer ausführen werden, 
aus einer einzigen durch ähnliche Vergrösserung oder Verkleinerung der
selben vom Anfangspunkt aus ableiten. Diese ähnlichen Vergrösserungen 
oder Verkleinerungen aber werden durch die eingliedrige Gruppe:

x1 == ax, yx = ay
dargestellt. Auch hier werden daher die ∞1 Integralcurven von jeder 
Transformation der angegebenen Gruppe in einander übergeführt.

Man weiss ferner die Differentialgleichungen von der Form:

χy y,=f(x* + ?/2) 
x + yy k ~ '

zu integrieren. Eine solche Gleichung kann auch geschrieben werden: 
,_  y

--------= f(x2 + y2)·
, + ≈''⅛

Danach ordnet sie den Punkten längs eines Kreises um den Anfangspunkt 
Richtungen zu, welche mit diesem Kreise sämtlich denselben Winkel bilden, 
denn die linke Seite der letzten Gleichung stellt die Cotangente dieses 
Winkels dar. Ein solcher Kreis wird also von allen Integralcurven unter 
demselben Winkel geschnitten; die Integralcurven gehen daher aus einer 
bestimmten dadurch hervor, dass man sie um den Anfangspunkt rotieren 
lässt. Diese Rotationen aber bilden eine eingliedrige Gruppe:

xx = x cos u — y sin a, yl ≈ x sin « -j- i) cθs α∙

Ferner kann man die Differentialgleichungen von der Form
√ = Λ> ÷ M

integrieren. Eine solche ordnet allen Punkten einer Geraden %-∖-^ky≈Const. 
gleiche Fortschreitungsrichtungen zu. Die Integralcurven lassen sich also 
aus einer einzigen durch Verschiebung derselben längs der Parallelgeraden 
x k y — Const. ableiten. Diese Translationen aber bilden eine ein
gliedrige Gruppe

α1 = a: — ka, yi=y a.

Diese Beispiele, denen sich noch eine sehr grosse Anzahl anderer an 
die Seite stellen liessen, zeigen, wie man gerade bei solchen Differential
gleichungen, deren Integration geleistet werden kann, eine Gruppe von 
Transformationen anzugeben vermag, welche die Punkte eiueχ∙ beliebigen 
Integralcurve in die einer anderen Integralcurve überführen. Man wird es 
danach plausibel finden, dass die Kenntnis einer solchen Gruppe von Trans-
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Begriff einer Transformation und einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 21
formationen gestattet, das Iutegrationsgeschäft zu vereinfachen und vor 
allem auch methodisch zu gestalten.

Diese wenigen Bemerkungen mögen genügen, um den Zusammenhang 
zwischen Differentialgleichungen und Transformationsgruppen anzudeuten. 
Später werden wir natürlich auf alle diese Dinge ausführlich zurückkommen.

Kapitel 2.

Eingliedrige Gruppe in der Ebene.Der Leser wird aus den im vorigen Kapitel vorgeführten Beispielen schon einiges Verständnis für das, was wir eine Gruppe und insbesondere eine eingliedrige Gruppe nennen, geschöpft haben. Gestützt darauf wollen wir in diesem Kapitel den Begriff und die Theorie der eingliedrigen Gruppen in allgemeiner Weise entwickeln.
§ 1. Begriff einer Transformation und einer eingliedrigen Gruppe 

von Transformationen in zwei Veränderlichen.Zunächst haben wir zu erklären, was unter einer Transformation zu verstehen ist:
Eine Transformation der Punkte der Ebene ist eine Operation, τra∏β-' formation

welche jeden Punkt der Ebene wieder in einen Punkt derselben überführt, der runkto. ·· . . . der Ebene.Der Weg, auf dem diese Überführung statt hat, ist dabei unwesentlich, nur die Anfangs- und Endlagen der Punkte sind für die Transformation bestimmend. Diese Transformation findet ihren analytischen Ausdruck in zwei Gleichungen von der Formz1 = φ(z, y), yγ = ψ(x,yfHierin soll (x,y) den ursprünglichen, (xl, yf) den transformierten Punkt bezeichnen. Insbesondere werden wir noch voraussetzen, dass die Transformation nicht etwa alle Punkte der Ebene nur in die einer Curve oder gar nur in eine discrete Anzahl von Punkten überführe.
Vielmehr soll im allgemeinen jeder Punkt (⅛1, yf) der Ebene als durch 

die Transformation aus einem Punkt (x, y) derselben entstanden auf- 
gefasst werden können. Analytisch findet dies seinen Ausdruck in der Annahme, dass die Gleichungen der Transformation im allgemeinen, d. h. sobald nicht xi, yl gewisse specielle Werte haben, auch nach x und y auflösbar seien. Jeder Punkt der Ebene wird alsdann im allgemeinen sowohl als ursprünglicher wie als transformierter Punkt aufgefasst werden können.
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22 Kapitel 2, § 1.Wenn nun die Gleichungen einer Transformation eine Constante a enthalten:(i) = φ(¾ y,«), Vι = v⅜ y,«)und dieser Constanten alle Werte von — ∞ bis + ∞ beigelegt werden, so ergiebt sich eine Schar von oo1 Transformationen. Diese Schar von Transformationen wird im allgemeinen nicht die Eigentümlichkeit haben, dass die Reihenfolge zweier derselben einer einzigen Transformation der Schar äquivalent ist.Z. B. stellen die Gleichungen⅜ = α — z, yi = yeine Schar von ∞1 Transformationen, die sich geometrisch leicht con- struieren lassen, dar, welche jene Eigentümlichkeit nicht besitzen. Führt man nämlich nach der Transformationa1 = α — z, y1≈y eine zweite aus derselben Schar aus:
x2 = a,i- x1, y2≈yl,so ist ihre Reihenfolge zwar offenbar einer einzigen Transformation äquivalent (die durch Elimination von x1 und y1 berechnet wird):

x2 ≈ a1 — a + x, V2=y,aber diese gehört nicht der Schar von ∞1 Transformationen 
x2 = Const. — x, y2≈=yan. Es ist also ein besonderes Vorkommnis, wenn aus der Schar der 

∞1 Transformationen (1) jedesmal die Reihenfolge zweier durch eine 
einzige Transformation aus derselben Schar ersetzt werden hann. InEingiiedrigθdiesem Falle nennen wir die Schar eine Gruppe, und zwar, da sie θrτζanβv-°n einen Parameter a und demgemäss ∞1 Transformationen enthält, eine der Ebene, eingliedrige Gruppe.Das analytische Kriterium für eine solche eingliedrige Gruppe (1) ergiebt sich so: Wir führen nach der Transformation mit Parameter a:= φ(*, y,, ¼ = V¼ y,«),welche die Punkte (x, y) der Ebene in die neuen Lagen (tf1,τ∕1) bringt, die Transformation mit Parameter al aus:a⅞ = φ(M1,α1), y2≈'Ψ(xl,y1,al),welche die Punkte (x1, yf) nach den Stellen (x2, y2) versetzt. Die Transformation, welche direct die Punkte (x, y) nach diesen Stellen (x2, Vi) führt, erhalten wir durch Elimination der Zwischenwerte xl, y1∙.
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Begriff einer Transformation und einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 23*2 = Ψ (φ(x, y, a), ψ(x, y, a), a1), yi≈ψ (φ(x, y, a), ψ(x, y, a), α1)5 
x2 und y2 drücken sich hiernach durch x, y, a und a1 aus. Diese Transformation nun soll wieder eine Transformation aus der Schar(1) sein, d. h. sie muss sich in der Form schreiben lassen:

¾ = y, *), y* = ι>(χ> y, *),worin der Parameter λ eine gewisse Function von a und al allein ist: 
λ = λ (a, α1).Es müssen also identisch für alle Werte von x, y, «, a1 zwei Gleichungen von der Formφ(φ(¾ y, <*), Ψ(χ, yl«), «J ≡ φ(¾ &λ («, ffι))

Ψ(ψ (x, y, a), ψ(x, y, a), α1) ≡ ψ(x, y, λ (a, α1))bestehen.Wir wollen den Begriff der eingliedrigen Gruppe noch etwas einschränken: Es soll sich zu jeder Transformation der Gruppe mit beliebigem Parameter a eine andere Transformation derselben — etwa mit Parameter ä — zuordnen lassen, sodass die zweite nach der ersten ausgeführt die Wirkung derselben gerade aufhebt, d. h. aus den beiden Gleichungenpaaren*ι = y, «), yl = Ψ(p, y,Λ∙2 = φ(x1, yl, a), y2 = ψ(x1, yl, ä),durch Elimination von xi und y1 folgt:(2) x2 = x, y2 ≈ y.Mit anderen Worten: Wir setzen voraus, dass die Gruppe zu jeder ι∏verie 
Transformation auch die inverse enthalte. Liegen die Gleichungen derformätioneu. Gruppe vor, so findet man zur Transformation<= <P (x, y, a), yl≈-ψ (x, y, a)offenbar die inverse, wenn man x1, yl als die ursprünglichen, x, y als die transformierten Veränderlichen betrachtet. Indem mau nach x, y auflöst, ergeben sich mithin die Gleichungen der inversen Transformation in der gewohnten, nach den neuen Veränderlichen x, y aufgelösten Form.So z. B. ist zur Translation¾ = a? + α, yl = ydie Translation invers, die sich durch Auflösung nach x, y ergiebt:£ = — α, y = yl
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24 Kapitel 2, §§ 1, 2.

oder, wenn man die ursprünglichen Veränderlichen wie sonst mit x, y, die neuen mit x1, yl bezeichnet, diese:tf1 = £ — α, y1 = y.Da die Reihenfolge zweier Transformationen der Gruppe wieder der Gruppe angehört, so gilt dies auch von der Reihenfolge zweier 
identische zu einander inverser Transformationen, d. h. von der identischen Trans- formation. formation (2). Somit folgt aus den gemachten Voraussetzungen, dass es einen constanten Wert aQ des Parameters a geben muss, für welchen die Gleichungen (1) der Gruppe sich auf xi≈ x, yl — y reducieren,sodass also <P(α∙, y,a0)≡x, ψΟ, V, ⅜) ≡ yist für alle Werte von x und y.Satz 1: Sind die Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in 

zwei Veränderlichen paarweis zu einander invers, so enthält sie auch die 
identische Transformation.Es wird nicht überflüssig sein, besonders hervorzuheben, dass, wenn die Transformation mit Parameter ä zu der mit Parameter a invers ist, dann auch umgekehrt letztere die inverse zur ersteren ist. Denn die Transformation (a) führt etwa den Punkt p nach pi, die Transformation (a) führt p1 nach p zurück. Nimmt man also pl als ursprünglichen Punkt und führt zuerst die Transformation (ü) aus, so geht er nach p. Die darauf folgende Transformation (a) bringt ihn wieder nach p1 zurück, sodass diese Reihenfolge beider den Punkt pi in Ruhe lässt.

§ 2. Der allgemeine Gruppenbegriff.

Im vorigen Paragraphen wurden nur die eingliedrigen Gruppen de
finiert. Wir wollen nun auch die allgemeine, r-gliedrige Gruppe kurz 
erläutern, bemerken jedoch, dass wir von diesem Begriffe in den vorliegen
den Vorlesungen keinen Gebrauch machen werden. Wir dehnen überdies 
in diesem Paragraphen unsere Betrachtung gleich auf den Raum aus.

Denken wir uns drei Gleichungen vorgelegt:

x1 = X(x, y, e, a1, a2, ■ ■ ar∖ yi = Y(x, y, z, al, a2,∙ ∙ ar), 
%∖ V> ¾J " " ^,r)>

von denen wir annehmen, dass sie auch nach x, y, z auflösbar seien, so 
stellen sie, wenn die Grössen a1, a2 ∙ ∙ ar bestimmten Zahlen gleich ge-

Traus- setzt werden, eine Transformation der Punkte des Raumes dar, indem sie 
deΓrunkto iθdθn Punkt (x, y, z) desselben in einen neuen Punkt (ic1, y1, zf) über- 

des Kaumes führen. Von den Parametern a1 ∙ ∙ ∙ ar setzen wir voraus, dass sie sämtlich 
als wesentlich in obigen Gleichungen Vorkommen, also nicht etwa einige

(3)
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Der allgemeine Gruppenbegriff. 25

als überzählig entfernt werden können. Wenn wir a1 ∙ ∙ ∙ ar von — ∞ 
bis -j- ∞ variieren, so stellen unsere Gleichungen eine Schar von oor 
Transformationen dar. Nach einer Transformation mit bestimmt gewählten 
Parametern αl ∙∙∙ ar, welche die Punkte (x,y,z) nach den Stellen (x1,y1, z1) 
geleitet, wollen wir eine zweite ausführen, bei der die Parameter die Werte 
δ1 ∙ ∙ ∙ δr haben. Diese wird die Punkte (xi, y1, z1) weiter in die Lagen 
(¾, y2, ⅞) bringen und es ist:

⅝ = X(*1, y1, zl, a1∙ ■ ■ är\ 

y2 ≈ T(>1, y1, s1, α1 ∙ ∙ ∙ αr),

~2 =: ‰ 2∕χ, &1> Q,ι ‘ ‘ ' O>r)∙

Um nun direct von den ursprünglichen Punkten (x, y, z) zu den neuen 
(ic2, yi, z2) durch eine Transformation zu gelangen, müssen wir die Zwischen
stellen xl, y1, z1 vermöge der drei ersten Gleichungen aus den drei letzten 
eliminieren; dadurch gehen Formeln hervor, welche x2, y2, z2 durch x,y,z, 
al ·■· ur, al -·■ är ausdrücken. Nun wäre es denkbar, dass diese Gleichungen 
sich wieder so schreiben liessen wie die der beiden nach einander ausgeführten 
Transformationen, also in der Form:

¾ — y, %> λj * ∙ ∙ u),

V% == A“, y i ‘ ' ^,r)ι 

⅛ = Z(x, y,ι,ll∙∙∙ λr),
wo daun λ1, ∙ ∙ ∙ λr gewisse Functionen der früheren Parameter α1 ∙ ∙ ∙ αr, 
al~ · · är bedeuten sollen, die aber frei von x, y, z sind. In diesem Falle 
ist also die Reihenfolge der beiden Transformationen unserer Schar mit den 
Parametern a1, ∙ ∙ ∙ ar und d1, ■ · · är einer einzigen Transformation eben
derselben Schar mit den Parametern λ1,∙∙∙λr äquivalent, und zwar gilt 
dies, wie auch die Constanten a1 ∙ ∙ ∙ ar, a1∙∙∙ar gewählt sein mögen.
Wir sagen alsdann, dass jene Schar eine Gruppe von Transformationen dar- θrξ11^θr^θ 
stellt und zwar, da sie r Parameter enthält, eine r-gliedrige Gruppe. Trausfor-

In § 4 des 1. Kapitels haben wir ein Beispiel hierzu gegeben, diedesTaum°e. 
Gruppe aller Bewegungen des Raumes. Sie war 6-gliedrig. Aber auch 
die in §§ 1 bis 3 jenes Kapitels betrachteten Gruppen

x1 = x + a, y1=y, 
xl= x + a, yl == y + &;

xA = x cos a — y sin a, yl = x sin α -f- y cos «; 

a⅛ = a? ∙ w, yl = y

können als Beispiele von Gruppen des Raumes (x, y, e) gelten, man hat 
nur jedesmal zu den beiden Gleichungen noch als dritte

z1 = z
hinzufügen.

Wir fahren nunmehr fort in der Betra< htung der eingliedrigen Gruppen 
in zwei Veränderlichen.
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26 Kapitel 2, § 3.
§ 3. Existenz einer infinitesimalen Transformation in der ein

gliedrigen Gruppe.Wir erkannten in § 1, dass die vorliegende eingliedrige Gruppe*)(i) = <p(?, y,«), yl = Ψ(χ, y, a),von der vorausgesetzt wurde, dass sich ihre Transformationen einanderpaarweis als invers zuordnen lassen, die identische Transformation= #, ¼ = 2/ enthält.ll∖nionτranβ- Daraus lässt sich nun weiter folgern, dass sie auch eine infinite- fonnatiou. sima[e Transformation, eine Transformation also, bei welcher allePunkte (#, y') in unendlich benachbarte Punkte übergehen, enthält. Es sei nämlich a0 der Wert des Parameters, für welchen die Gleichungen (1) die identische Transformation darstellen, d. h. für welchen
(3) φ(x,y,a0)≡≡x, ψ(x,y,a0)≡≡yist. Geben wir dann dem Parameter a den von a0 unendlich wenig abweichenden Wert a0 -f- da, so wird die Transformation der Gruppe

χι = φ(χ, y, ⅜ + δa∖ yι=='Ψ(%,y,a0 + da^)nur unendlich wenig von der identischen Transformation ab weichen, also infinitesimal sein. Es kommt ja nach dem Taylor’schen Satze: 
∙¼ φ^x,y,ao)-t- SaQ 1 -Γ ^ao2 1.2 ‘ ’

u -ιb(xna>4- S^x' y' flo) — 4- ⅛t∆l ^L. _(______2/i — Ψ<Λ26¾> Ψ aaθ 1 Ϊ- ^aθ2 1.2-t- ,oder wegen (3):„_____ I ∂φ(a∖ y, a0) δa , ∂3φ(a!, τ∕,a0) δa2 ,Z -I- gaθ 1 "Γ δoθ2 1 2 “f ’
λ, ___λi , ∂ι∣>(x, y, a0) δa ∂iψ(x, y, ⅜) da2

J ∣ gao i i ^a02 1.2 ~*
xi und yl unterscheiden sich also nur um unendlich kleine Grössen von x und y. Es wäre denkbar, dass die Coefficienten der niedrigsten Potenzen von da in diesen Reihenentwickelungen für alle Werte von 
x und y verschwänden. Auf jeden Fall aber wird in den Reihen eine niedrigste Potenz von da, etwa dar, wirklich auftreten. Als unendlich kleine Grösse benutzen wir dann nicht mehr da, sondern bequemer 
dar = dt und erhalten, wenn ξ(rr, y) und η(x, y) die Coefficienten von 
dar in den beiden Reihen sind, die Formeln:*) Hier möge ein für allemal betont werden, dass wir bei Betrachtungen, in denen allgemeine Functionen auftreten, immer die Voraussetzung machen, dass die betreffenden Functionen sich für die in Betracht kommenden Wertsysteme regulär verhalten und sich also nach dem Taylor’schen Sätze in Potenzreihen entwickeln lassen.
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Existenz einer infinitesimalen Transformation in der eingliedrigen Gruppe. 27(4) x1 = x + ξ(z, y)dt H------ , yl =y + τ∕(rr, y)dt + · · ·,welche eine infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe darstellen und in denen die nicht hingeschriebenen Glieder von höherer Ordnung unendlich klein sind als dt. Freilich erkennt man durch dieses Raisonnement nicht, ob die Reihenentwickelungen (4) nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von dt fortsehreiten. Dagegen giebt die weiter unten zu besprechende Methode sicher Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen des Parameters, | und η enthalten allerdings auch noch <z0, aber a0 ist kein beliebiger Parameter, sondern eine bestimmte Zahl und braucht darum in ξ und η nicht besonders angeführt zu werden.
Wendet man diese Methode etwa auf die eingliedrige Gruppe 

aq — xa — y j/l — a2, y1 = ya -j- a? j/1 — a2

an, so findet man, dass sie nicht durchführbar ist. Dies liegt darin, dass die 
Grösse j/l — a2 sich nach der Substitution a = 1 -J- dt nicht nach ganzen 
Potenzen von d t entwickeln lässt. Die folgende Methode dagegen liefert eine 
infinitesimale Transformation, da bei ihr y 1 — a2 nicht in der Umgebung 
der Stelle <i = 1, sondern einei* beliebig annehmbaren Stelle- in eine 
Potenzreihe entwickelt wird.

Man kann auf einem weitläufigeren Wege, der aber tiefer in diθ1θitu°gθβfnbe'r Sache hineinführt, zu einer infinitesimalen Transformation der ein-mζn1θ^^1n^s, gliedrigen Gruppe gelangen, nämlich so: Wir geben dem Parameter a f°rmati°»· einen beliebigen, aber bestimmten Wert ε. Die zugehörige Transformation — wir bezeichnen sie kurz mit («) — führt die Punkte p der Ebene in neue Lagen pl über. Es giebt dann nach Voraussetzung eine zu dieser inverse Transformation in der Gruppe. Ihr Parameter sei ε, er ist eine gewisse Functionvon £. Diese Transformation (ε) führt alle Punkte pl wieder in die Lagen p zurück. Eine Transformation nun, deren Parameter unendlich wenig von ε abweicht, also etwa £ + dε ist, wird pl nicht genau nach p, sondern nach einer 
p unendlich benachbarten Stelle p führen. (Siehe Fig. 4.) Die Reihenfolge der Transformationen (ε) und (δ -{- d ε) wird p nach pl und, dannnach p bringen und ist einer einzigen der Gruppe angehörenden Transformation äquivalent, welche die Punkte p der Ebene in ihnen
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28 Kapitel 2, § 3.unendlich benachbarte Punkte p überführt, d. h. einer infinitesimalen Transformation der Gruppe.Alnurch-Che wθ^en diθs hier rein begrifflich dargestellte Verfahren jetztfi'seruneuen ana^y^sc^l verfθ⅛θn∙ Die erste Transformation (f) wird dargestelltAbleitung. tJurcJ1.(5) x1 = φ(x, y,ε), yl≈-ψ(x, y, «);die Transformation (e -j- de), welche nach dieser ausgeführt werden soll, durch √= φ(⅛1, t,1, ε + df), y = ψ(xi,yl,ε + de).Elimination von x1 und yl aus (5) und den beiden letzten Gleichungen giebt daher die gesuchte Transformation, welche die Punkte p in die Punkte p überführt:√=φ(φ(z, 7∕,√), ψ(x,y,ε'),ε+ ∂ε), y'= ψ(φ(x,y, ε∖ ψ(x, y, «), ε + df).Entwickeln wir diese Werte nach Potenzen von ∂ε, so kommt 
[«'- 9,(φ(*, ,j, £), ≠fc £), £) + Mτ⅛y⅛) £? +∕β∖ v e 1
|/ = ψ(φ(*, V, £), ψ(¾ y, ,), £) + ⅛⅛*⅛⅛,,.),⅝ £ + „ .Diese Gleichungen der gesuchten Transformation lassen sich noch vereinfachen, wodurch man dann erkennt, dass sie wirklich eine infinitesimale Transformation darstellen. Es sind ja nach Voraussetzung die Transformationen (e) und (δ) zu einander invers, d. h. wenn man nach der Transformationz1 = φ(z,ι∕, δ), y1 = 0(¾//, £)die TransformationΛ⅛ = φθι,f∕1, δ), ∕∕2 = ^(^1,y1,fi)ausführt, muss man die identische Transformation x2 = x, y2 = y erhalten. Es geht aber durch Elimination von x1 und yl hieraus die Transformation hervor:

⅜ = φ(φ(χ, y, ε∖ Ψ(χ, y, ή,«), yi = H<p(*, y,«), ∣K¾ y, δ), δ).Es ist also eine blosse Folge unserer Voraussetzung, (δ) und (δ) seien inverse Transformationen, dass⅛(M, δ), ψ(x,y, δ), ε)≡=x, ψ(φ(x, y, δ), ψ(x, y, δ), δ) ≡«/ ist. Die Gleichungen (6) der Transformation der Punkte jö in die Punkte p lauten deshalb auch so: -
λ∕_____ , 'dφ(φ(χ, y, ε}, ψ(x, y, f), t) δf lx~x~∖ T -t ,λ∕______ 1 ∂y(<p(χ,y, ε), ψ(x,y, ε),t) δε l
y — y Γ Ί >

(?)
www.rcin.org.pl



Existenz einer infinitesimalen Transformation in der eingliedrigen Gruppe. 29und in dieser Form stellen sie offenbar eine infinitesimale Transformation dar, da liier x und y nur unendlich wenig von x und y abweichen.Jetzt erkennt man durch eine kleine Ueberlegung sehr leicht, dass die ersten in df linearen Glieder nicht verschwinden. Denn bezeichnet man φ(x, y, ε) und ∙ψ(x, y, ε) wie in (5) wieder mit xl und yl, so haben diese linearen Glieder in (7) die Coefficienten⅛,yn c) ∂⅞>⅛, yt, D .Hierin können nun xl, yl und ε als unabhängige Veränderliche auf- gefasst werden. Wäredyfa, yι, *) _ n yι, *) _ n
∂l — ’ St — ’so würden φ(xl,yi,ε) und Ψ(%l,yl,ε') frei von ε sein, d. h. allgemein wären die Gleichungen der Gruppe rr1 = φ(x, y, a), yl = ψ(x, y, a) frei von a. Sie würden also gegen die Voraussetzung gar keinen Parameter enthalten.In (7) sind die Coefficienten von δε, die also nicht verschwinden, Functionen von x, y, ε und ε. Zu einer Transformation (ε) gehört aber eine ganz bestimmte inverse (ε). Es ist daher ε eine gewisse Function von ε, und jene Coefficienten hängen also nur von x, y und ε ab. Wir bezeichnen sie mit ξ(rc, y, ε) und η(x, y, ε) und erhalten dann die infinitesimale Transformation(8) x≈x+ζ(x,y,ε")δε-∖------ , y = y + η (x, y, ε)dε -|-------,die sicher unserer eingliedrigen Gruppe angehört und noch eine willkürliche Constante ε enthält.

Fassen wir in (8) ε als eine bestimmte Grösse, dε dagegen als eine veränderliche unendlich kleine Grösse auf, so sind die rechten Seiten unendliche Potenzreihen nach δε. Bei dieser Auffassung geben uns die Gleichungen (8) eine zur identischen Transformation unendlich benachbarte Transformation unserer Gruppe.Nun aber kann man die Constante ε noch beliebig wählen und man kann also auf verschiedenen Wegen zu einer solchen infinitesimalen Transformation der vorgelegten eingliedrigen Gruppe gelangen. Später werden wir sehen, dass alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe, die man so bestimmen kann oder vielleicht durch noch andere Methoden zu finden vermöchte, in den unendlich kleinen Gliedern erster Ordnung bis auf einen constanten Factor überein-
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30 Kapitel 2, §§ 3, 4.stimmen müssen. Vorerst aber sind wir nur zu diesem Ergebnis gelangt:Satz 2: Eine eingliedrige Gruppe der Ebene, deren Transformationen 
sich paarweis als invers einander zuordnen lassen, besitzt sicher eine 
infinitesimale Transformation.Beispiel. Beispiel: Wir wollen die obige zweite Methode auf die Ableitung einer infinitesimalen Transformation der in § 2 des 1. Kapitels her trachteten eingliedrigen Gruppe aller Rotationen um den Anfangspunkt

xl == x cos a — y sin a, yl = x sin a + y cos a anwenden. Hier ist die Rotation mit dem Drehwinkel — ε zur Rotation mit dem Dreh Winkel ε invers, also der oben mit ε bezeichnete Parameter gleich — ε. Die Rotation (e) hat die Gleichungen:(5') x1 = x cos ε — y sin ε, y1== x sin ε -{- y cos ε.Die Rotation (—ε -{- de) dagegen, welche die Punkte (x1, yf) in Punkte (x', y') zurückführt, die den Punkten (x, y) unendlich benachbart sind, hat die Gleichungen:
#'= x1 cos (— ε + de) — y1 sin (— e -f- de), 
y = x1 sin (— e -j- de) -f- yl cos (— e ψ de).Eliminiert man hieraus xi und y1 vermöge (5), so kommt: 

x = (x cos e — y sin e) cos (— ε + d e) —
— (x sin ε y cos e) sin (— e —f- d e) === z(cos e cos (— e 4- de) — sin e sin (— e —J— de)) —

— y (sin e cos (— e -p d e) + cos fc sin (— ε -(- d e)) =
= x cos de — y sin ∂ε == x — </de -p · · · und ganz ähnlich :

y = x sin de -j- y cos de=i∕-)-^de + ∙∙∙.Die gesuchte infinitesimale Transformation ist also:(7') x = x-y∂ε-∖------ , y = y + x8ε + · · ·.Dies ist die in § 2, Kap. 1, gefundene. Man hätte sich diese ganze Rechnung ersparen können, da das Ergebnis aus der geometrischen Anschauung sofort hervorgeht. Es lag uns aber daran, unsere Methode an einem concreten Beispiel zur Erläuterung wirklich durchzuführen.
§ 4. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer 

infinitesimalen Transformation.Zunächst werden wir uns jetzt etwas näher mit dem Begriff einer 
infinitesimalen Transformation selbst beschäftigen und zeigen, wie man“olmation8 von einer solchen wieder zu einer eingliedrigen Gruppe gelangen
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Construction einer Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 31kann. Wir wollen also jetzt ganz davon absehen, dass die infinitesimale Transformation etwa die einer eingliedrigen Gruppe sei, wir wollen sie vielmehr direct ohne Benutzung des Gruppenbegriffs defi
nieren durch zwei Gleichungen von der Form:(9) x'= x + ζ(x,y)dt------ , y = y + η(x,y}dt-\------- ,wo ξ und η zwei irgendwie gegebene Functionen von x, y sein sollen und dt eine unendlich kleine Grösse bedeute. Wir denken uns die weggelassenen Glieder als convergente Potenzreihen nach dt, die mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen.Diese Transformation (9) ist eine infinitesimale, denn sie führt alle Punkte (x, y) in ihnen unendlich benachbarte Punkte (x, y} über, deren Coordinaten, wenn wir von unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung absehen, um die infinitesimalen Strecken(10) dx≈⅛dt, dy = ηdtgrösser als die ursprünglichen sind. Jedem Punkte (x, y) wird somit eine unendlich kleine Fortschreitungsstrecke von der Länge]∕dx2 -j- dy2 = ]∕ξ2 -ff η2 dt

Fortschreitungsstrecke u. -richtung.zugeordnet und zwar den verschiedenen Punkten im allgemeinen solche von verschiedener Länge und verschiedener Lichtung.Man erhält ein anschauliches und fruchtbares Bild von der infini- κ>nemati-sehe Veran-tesimalen Transformation (9), wenn man von unendlich kleinen Grössen βchau-v '1 lichung.zweiter Ordnung absieht und sich vorstellt, dass alle Punkte (x, y) der Ebene in Bewegung versetzt werden und im Zeitelement dt eben jene unendlich kleinen Strecken ]∕ξ2 ~j- η2 dt beschreiben, deren Pro- jectionen auf die Axen die Längen ζdt und η dt haben. Dies anschauliche Bild legt es uns nahe, die betreffende unendlich kleine Ortsveränderung fortwährend nach einander, unendlich oft auszuführen.Im ersten Zeitelement dt gelangt der Punkt (x, y) aus seiner Anfangslage in die neue Lage (x', y), im nächsten Zeitelement dt durchläuft er alsdann die unendlich kleine Strecke ]∕ξ(ir', y'^)2 -j- η(x', y f2 dt u. s. w.Der ursprüngliche Punkt (x, y) kommt durch diese fortwährende Ausführung der infinitesimalen Transformation nacheinander in lauter neue Lagen, die eine stetige Keihe bilden, also eine Curve darstellen.Wir denken uns also, präciser gesagt, alle Punkte der Ebene in Bewegungen begriffen, welche dadurch definiert sind, dass für jeden Punkt (x, y) die Geschwindigkeitscomponenten die Werte= ξ (#i, y1), = η(xi, y1)haben, die nur vom Orte (x, y), nicht aber von der Zeit abhängen.
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32 Kapitel 2, § 4.Die ganze Ortsveränderung der Punkte der Ebene ist, da sie sichstationäre vθll Moment zu Moment wiederholen soll, eine sogenannte stationäre Bewegung. 1 ©
Bewegung und kann verglichen werden mit der Strömung der Massenteilchen einer compressibeln Flüssigkeit, bei welcher das gerade an der Stelle (x, y) befindliche Teilchen im nächsten Zeitelement dt den unendlich kleinen Weg ]∕ξ2-f- η2 dt durchläuft, wodurch seine Coordi- naten um dx = ξ<Zi und dy = ydt zunehmen. Die Zeit t wollen wir von einem bestimmten Zeitpunkte t = 0 an messen und voraussetzen, ein gewisses Massenteilchen befinde sich zur Zeit t — 0 an der Stelle 
{x, y). Dann wird es durch die stationäre Bewegung zur Zeit t an einer andern Stelle (xl, y1) sich befinden. Es ist dies die Stelle, in welche der Punkt (x, y) übergeht, wenn auf ihn fortwährend die infinitesimale Transformation (9) ausgeübt wird, und dies gilt für alle Punkte (x, y) der Ebene. Die neuen Coordinaten x1, yl sind Functionen der ursprünglichen x, y und der Grösse t. Wenn t um dt wächst, so wachsen x1 und yl um

dx1 = ‰, yl)dt, dyl = η(x1, y1)dt.Mithin bestimmen sich x1 und yl als Functionen von t aus den beiden simultanen Differentialgleichungen
Z11 λ _da\_ — dyl___— ,,ξ(*1,2∕ι) jj(ajι>2∕ι)mit der Anfangsbedingung: Für t = 0 soll xl = x, y1 — y sein. Durch Integration dieses Systems ergeben sieb für xl und yl gewisse Werte:(12) xi ≈ Φ(x, y, t), yi = Ψ(x, y, t),die sich für t = 0 auf x und y reducieren.Diese unsere kinematische Betrachtungsweise zeigt nun leicht,dass die Integralgleichungen

χl ≈ φ(χ> y, t~)> yi== ψ(χ> y> 0eine eingliedrige Gruppe mit dem Parameter t bestimmen. Denn wenn unsere stationäre Bewegung im Laufe der Zeit ti die Punkte (x, y) nach den Stellen (xl, yl) und danach im Laufe der Zeit t2 diese neuen Punkte (xi, yl) nach den Stellen (x2, y2) führt, so leuchtet ein, dass unsere stationäre Bewegung im Laufe der Zeit tl --J- t2 die ursprünglichen Punkte (x, y) in die Lagen (x2, y2) überführt, analytisch ausgedrückt: Die Reihenfolge zweier Transformationen (t1) und (∕2) aus der Schar der oo1 Transformationen (12) ist äquivalent einer einzigen Transformation (t1 -p t2) dieser Schar. Die Schar (12) stellt also eine eingliedrige Gruppe dar.
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Construction einer Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 33Jetzt wollen wir diese nicht ganz streng formulierte kinematische Betrachtung verlassen und sie durch ein strenges analytisches Raison- nement ersetzen.

(12·)

Die beiden Differentialgleichungen ^⅜ = ‰,y,)> ⅛ = Ι<X,!∕,) ·bestimmen x1 und τ∕1 als Functionen von t und von den zu t = 0 gehörigen Anfangswerten, als welche wir xl — xf yl — y wählen. Um diese Functionen aq, yl zu bestimmen, braucht man nur das simultane System(11) --da?1 -≈ - dyι ≈dtv 7 δ(^ι*2∕.) η(^ι,yι)mit den vorgeschriebenen Anfangs werten: xl = x, yl = y für t = 0 zu integrieren.Da der Dififerentialquotient = l(a⅛> 2∕χ) für £ = 0 den Wert
£(#, y) annimmt, so erhalten die Integralgleichungen(12) xl = Φ(x, y, Q, yl = Ψ(x, y, t),wenn sie nach Potenzen von t entwickelt werden, offenbar die Form[*1 = s + ‰ y}t H------

∣2∕1 =y + H-------- ,und sie stellen oo1 Transformationen der x, y in die xl, yl dar. Wir wollen jetzt rein analytisch beweisen, dass diese Transformationen eine eingliedrige Gruppe mit dem Parameter t bilden. Um den Beweis zu liefern, müssen wir uns mit der Art der Integration des Systems (11) etwas näher beschäftigen.Zur Integration kann man so verfahren: Zunächst besitzt dieDifferentialgleichung zwischen xl und y1ι
dx1 ___ dyl

r∣(x1,yl)ein Integral ii(^1, y1), das, da es frei von t ist, auch Integral des ganzen simultanen Systems (11) sein muss. Um nun ein zweites Integral des Systems zu finden, das nicht frei von t ist, hat man vermöge ii(as1 > Vi) = c (= Const.)etwa y1 aus
dxι _ dtzu eliminieren und die entstehende Differentialgleichung zwischen xi und t (die ausserdem im allgemeinen noch c enthält) zu integrieren. Dies geht, da die linke Seite frei von t ist, durch eine Quadratur und

Lie, Differentialgleichungen. 3

Analytische Herstellung einer eingliedrigen Gruppe.
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34 Kapitel 2, § 4.giebt ein Integral von der Form F{x1, c) — t. Dies ist aber noch kein Integral des Systems (11). Vielmehr muss erst wieder c vermöge & = c fortgeschafft werden. Dadurch geht dann ein zweites Integral des Systems (11) hervor von der FormWι, 3h) -Als Anfangsbedingung wurde festgesetzt, dass für t = 0 auch 
xl = x, y1 — y sein soll. Demnach stellen die Gleichungen∫iife.!∕l) = -1⅛√), k j ∣ψ(aj,,<∕1)-i = τy⅛i∕)das Ergebnis der Integration dar. Durch Auflösung derselben nach τ1 und yl ergeben sich dann die Integralgleichungen in der Form (12).

darGruppen- Wir behaupteten nun, dass diese eine eingliedrige Gruppe mit eigenscbaft. t]θm Parameter t darstellen. Dies geht aus der Form der nicht aufgelösten Gleichungen (13) unmittelbar hervor:Denn die Transformation der Schar (12) oder (13), welche demParameter t zugehört, führt die Punkte (x, y) in die Punkte (xl, yl) über, die sich aus (13) bestimmen. Eine zweite Transformation derselben Schar mit dem Parameter t1 wird die Punkte (rr1, yl) weiter in die Punkte (x2, y2) überführen, deren Coordinaten sich aus den zu (13) analogen Gleichungen.... I β(¾,%) = ii(¾><√),t ' lWr(¾,⅜)-⅛= Wn∙∕1)berechnen lassen. Will man nun die Transformation haben, welche sofort die Punkte (x, y) in die Endlagen (a⅛, y2) bringt, so hat man nur aus (13) und (14) die Zwischenwerte x1, yl zu eliminieren. Dies macht sich sehr leicht, es kommt:
ii(¼, y∙2> = ιi},

yi) — 0 + Q = W, y)·Aber diese beiden Gleichungen stellen, nach x2 und y2 aufgelöst, nichts anderes dar, als die Transformation mit dem Parameter t -f- tl, welche der durch (13) bestimmten Schar von ∞1 Transformationen angehört. Jene Schar hat also in der That die Gruppeneigenschaft.Diese eingliedrige Gruppe enthält auch zu jeder Transformation mit beliebigem Parameter t die inverse. Letztere ist die mit dem Parameter — £, denn beide nach einander ausgeführt geben ja die Transformation mit dem Parameter t — t = 0, d. h. die, für welche
Ω(χι,yi)≈ ⅜ιJι) = w(χ,y)oder x1 = x, y1 = y ist, also die identische.
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Construction einer Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 35Erinnern wir uns ferner daran, dass die gefundene Gruppe auch durch die Gleichungen (12') darstellbar ist, so erkennen wir noch, dass sie (wenn t unendlich klein angenommen wird) eine infinitesimale Transformation
√= x + ξ(xr, y)8t ∏------ , y = y + η(x, y)∂t ∏-------enthält, die mit der vorgelegten infinitesimalen Transformation (9) in den unendlich kleinen Gliedern erster Ordnung übereinstimmt.Die Entwickelungen (12') der endlichen Gleichungen unserer Gruppe werden durch das simultane System (11) bestimmt und es isti2nicht schwer, auch die Coefficienten von -—- anzugeben. Nach dem 1 * z
• ∙ ∙ ∙ x d“ ιjMaclaurin’schen Satze sind diese nämlich —π=i und für t = 0.dr dt-Nun aber liefert (11):d⅛ =≈ ^(a3∣ l 2Λ) ⅛ I djfa» y,) ⅜1 

dti ∂x1 dt * ∂yx dt= a%,-,i ««.. ft) + '1¾fid Ι<A, ft)·Für t = 0 wird dies zu:
(⅛l-,w+¾1mm>∙*· · · · /"ί ∙ (d% 7/ \ tf“Ähnlich bestimmt sich der Coefficient I -÷il ) von —— in der Ent-\ αi ∕ι=o 1 · 2wickelung von t∕1 nach t.Wir formulieren nunmehr unsere Ergebnisse in dem Theorem 1. Jede infinitesimale Transformation

Xl=χ + ⅛(χ,y)8t-∖------ , yl = y + η(x,y)8t + · ·

gehört, wenn von unendlich hieinen Grössen zweiter und höherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems

dx, = dy, = 
t(χ,,y,) r∣(χι>yf)

mit der Anfangsbedingung, dass xl — x, yl== y für t = 0 sein 
soll, in der Form

yι) = y)>¾Jι)-< = ⅜j),
oder, nach x, und y, aufgelöst und nach t entwickelt, in der 
Form:

3*
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36 Kapitel 2, § 4.
χι=x + ⅛χi 2>) γ + (& ¾ + Ί jj) ι⅛ Η ,
yl = y + y(χ, γ + Ο ⅛ + *? ⅛) i⅛ 4 ·

Die erzeugte eingliedrige Gruppe besitzt somit eine infinitesi
male Transformation, die in den Gliedern erster Ordnung 
mit der gegebenen infinitesimalen Transformation über ein
stimmt *).Beispiele. 1. Beispiel: Es sei vorgelegt die infinitesimale Transformation (9') xl≈x-yδt, yi = y-∖-xδt,sodass

⅛χ,y)≡-y, rι(χ>y)≡≡χist. Das simultane System lautet also:
(in A = ⅛ = iαZunächst liefert die Differentialgleichung 

dx1 dyl2∕ι xχoder Zι<fo1 + yidyl = 0das Integral β(sγ τ∕1) ≡ zi2 + τ∕ι2.Setzen wir es gleich einer Constanten k2:*ι2 + 2/x2 =und eliminieren wir hierdurch yi = ^yfk2 — x12 aus der Gleichung
⅛- = dt,— 2∕ι ,so kommt die Differentialgleichung

- z dx.l,= = dt
]∕½2 — λj12mit dem Integral*) Anfängern, denen die vorstehenden Entwickelungen vielleicht etwas schwierig geworden sind, möchten wir den Kat erteilen, den Rest dieses Capitels mit Ausnahme der nachfolgenden Beispiele vorerst zu überschlagen, um ihn später gelegentlich nachzuholen. Freilich muss ein solcher Leser alsdann die Thatsache, die in § 5 bewiesen wird, ohne Beweis als richtig hinzunehmen: Eine eingliedrige Gruppe in x, y mit paarweis inversen Transformationen enthält nur eine infinitesimale Transformation, wenn der Wert der infinitesimalen Constanten St als nebensächlich angesehen, d. h. kSt als derselbe wie St betrachtet wird, wenn k eine Constante vorstellt. Ein solcher Leser wird also das Theorem 2 des § 5 ohne Beweis als richtig annehmen müssen.

www.rcin.org.pl



Construction einer Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 37

(13')

— arc sin y — t.Hieraus ist nun ⅛ = J∕⅛2 -{- yi2 wieder zu entfernen, wodurch das zweite Integral
W(x., f∕1) — i ≡ — arc sin ,__ Xl ■■■— — tk ’ l7 v∖' + y,,unseres simultanen Systems (11) hervorgeht. Danach sind ¾2 + y12 = # + y\— arc sin · - — t = — arc sm -V#!2 + yl2 Vχ2 + y2die Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation (9') erzeugten Gruppe. Ihre Auflösung nach xl und yl ist in dieseι, Form etwas umständlich. Bequemer wird sie, wenn man die Integralgleichungen des simultanen Systems (11) in einer für dies Beispiel geschickteren Form annimmt. Wir fanden als erstes Integral ^ι2 + y2 = ⅛2,als zweites zunächst— arc sin — t == — c (= Const.)oder y = sin (c — £), sodass aus dem ersten folgt⅜ = cos (c — t\

ICFür t = 0 soll x1 == x, y1 = y sein. Demnach haben wir die vier Gleichungen
xi = k sin (c — f), yl = k cos (c — £),
x == k sin c, y = k cos c,und hieraus sind die Constanten c und k zu eliminieren. Es kommt:iah = & (s^n c cθs — cθs c 8in 0 ~ ic cθs — y 8*n∖y1 = k (cos c cos t -(- sin c sin i) = x sin t + y cos t,und diese Gleichungen stellen in der That eine eingliedrige Gruppe dar, nämlich die uns schon bekannte Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt.Auch stimmt ihre infinitesimale Transformation, wie wir schon von früher her wissen, mit (9') in den Gliedern erster Ordnung überein.

2. Beispiel: Liegt die infinitesimale Transformation (9") Xi=X + x∂t, y1 = y + y∂tvor, so lautet das simultane System
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38 Kapitel 2, §§ 4, 5.(11")und giebt integriert: dτ' = iij „7 
xι Vι

lg α1 — lg # = lg ι,1 — lg «, = Zoder: = *e*, yl = yet.Diese Gleichungen stellen in der That eine eingliedrige Gruppe dar. Bei einer Transformation derselben werden alle Abscissen und Ordi- naten in demselben Verhältnis geändert, d. h. die ganze Ebene vom Anfangspunkt aus ähnlich vergrössert oder verkleinert, t — 0 giebt die identische Transformation, t=∂t also eine infinitesimale. In der That ist ja eδt == 1 -j- ~ -j- -)- · · · und die infinitesimale Transformation der Gruppe:-1=√ι + γ + ^ + ∙∙∙). ^√∙ + V + ^ + ∙∙)stimmt mit der vorgelegten (9") in den Gliedern erster Ordnung überein.
§ 5. Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe nur eine infinitesimale 

Transformation besitzt und durch dieselbe bestimmt ist.Wir kehren nunmehr zu der eingliedrigen Gruppe des § 3 zurück:(15) *1 = φ(x, y, σ), yl = ≠(*, y, «).Wir fanden, dass sie jedenfalls eine infinitesimale Transformation besitzt (Satz 2). Wir dürfen daher voraussetzen, es sei(16) x = x + ζ(x,y')∂t------ , y == y + η(χ,y}δt-------eine gewisse infinitesimale Transformation der Gruppe (15). Die höheren Glieder in dt sind nicht mitgeschrieben.
Reihenfolge Wir wollen nun nach der Transformation (15) unserer Gruppe miteiner end- .... ' ' e
liehen u. in-dem Parameter a die infinitesimale Transformation (16) ausführen,finitesimalen ' .Transfor- welche die durch (15) nach den Stellen (x1, yl) transformierten Punkte 

(x, y) weiter führt nach den Stellen (#2, </2):
¾ = ¾ + yi)δt H—. y2 = yι + y(χι,yι)∂t H—·Die Zwischenwerte x1, yl könnten wir hieraus vermöge (15) eliminieren. Wir wollen dies, um nicht zu umständliche Ausdrücke zu erhalten, nur teilweis ausführen:∩7) ίΖ2==φ(Ζ>&α) + Ι(Α>ί/ΐ)<^4------ ,

{y2 = ψ(x, y, α) + η(xl, yl) ∂t ∏------ .
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Nachweis, d. e. einglied. Gruppe nur eine infinitesimale Transformation besitzt. 39Hierin sind also unter x1 und y1 die Werte (15) in x, y und a zu verstehen. Diese Transformation (17) ist die Reihenfolge zweier Transformationen der Gruppe, der Transformation (a) und einer unendlich kleinen. Sie ist mithin einer Transformation der Gruppe äquivalent, die sich von der Transformation (a) nur um unendlich wenig unterscheidet, also etwa dem Parameterwert a + 8a zugehört, wo da wie das obige dt eine infinitesimale Grösse bedeutet. Wie allgemein zwischen den Parametern a, a1 zweier aufeinander folgender Transformationen der Gruppe und dem Parameter λ derjenigen Transformation derselben, welche dieser Reihenfolge äquivalent ist, eine Relation besteht, welche λ als Function von a und al allein darstellt, so ist auch in dem jetzigen speciellen Fall der Parameter a + da eine Function von a und dt allein, also auch da hängt nur von a und dt ab.Die Transformation (a -j- da), welche der Transformation (17) äquivalent ist, lautet:
x2 = φ(x, y, a + da), y2 = ψ(x, y, a + da) oder ausgeführt:⅝ = φ(*> y,«) + da 4—>y2 = ψ(x, y, a) + fl) da 4------ .Vergleichen wir diese Ausdrücke mit den Werten (17) von x2 und y2, so ergiebt sich:ξ⅛,!∕,)tfi+... = ⅛⅞^≤.1S<ι+∙∙.,

∙)(¾ j∕1) <S< 4---------  Sa + ■ · ·.Hierin sollen, wie mau nicht vergessen darf, x1 und yl die durch (15) bestimmten Functionen von x, y und a bedeuten oder, was dasselbe ist, es sollen umgekehrt x, y die durch (15) bestimmten Functionen von xl, y1 und a sein.Die Gleichungen (18) müssen nach Voraussetzung bestehen für alle Werte von x, y und a. da und dt sind gewisse unendlich kleine Grössen, und zwar ist da eine Function von dt und a.

Erteilen wir den Grössen x, y irgend welche bestimmte Zahlenwerte, so hängen xl und yl nach der Gleichung (15) nur noch von a ab. Also stellt dann jede der Gleichungen (18) eine Relation zwischen dt und da her, die ausserdem noch a enthält. Diese Relationen müssen natürlich mit derjenigen übereinstimmen, welche da durch dt und a

(18)
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40 Kapitel 2, § 5.

(19)

ausdrückt. Nun können wir uns die Zahlen xl, yl sicher so gewählt denken, dass links und rechts die ersten Coefficienten einer der beiden Relationen, nämlich die Grössen‰<⅛),oder die Grössen
nicht gerade verschwinden.

Es ist selbstverständlich, dass die Grössen ξ(x1,y1'), ^(λi>2∕i) nicht 
beide identisch verschwinden. Wir können dahei’ annelimen, dass etwa 
⅞0rι>2h) nicht identisch verschwindet. Alsdann kann auch nur
für ganz besondere Ausnahniewerte von y, a verschwinden, denn anstatt 
tf1, yi bestimmt zu wählen, kann man auch wegen (15) #, y bestimmt an
nehmen. Unter x, y hat man also ganz beliebige Zahlenwerte zu ver-

QP f*Z∕ 7/ Ch\
stehen und für solche ist —⅛k-—- nicht stets Null, da sonst φ frei vonca ' ψ
a sein müsste, d. h. x bei der Gruppe überhaupt nicht transformiert und 
also £ (x1, y1) = 0 sein würde.Die erste oder zweite Relation (18) giebt demnach bei bestimmter Wahl der Werte x1, yl die Beziehung zwischen da, dt und a in der Form

ul dt -f- ι<2 dt2 -f- ∙ ∙ ∙ = v1 da + v2 da2 -{-···,in der w1, u2 ∙ ∙ ∙, v1, v2 ■ ■ ■ von a abhängen und ul und v1 beide verschieden von Null sind. Wenn aber zwischen zwei Grössen da und 
dt eine derartige Beziehung besteht, so lässt sich, wie man in der Functionentheorie nach weist, auch da in eine Potenzreihe von dt entwickeln:

da = w1 dt -f- w2 dt2 + · · ·,deren erster Coefiicient u∖ ≡≡ 0 ist. wl, w2 ··· sind gewisse Functionen von a. Diesen Wert von da substituieren wir in (18), indem wir nunmehr wieder in (18) xl und y1 als Veränderliche auffassen. Alsdann dividieren wir die Formeln durch dt und gehen schliesslich zur Grenze für dt = O über. Dadurch kommt:= gJpiΞJL5> Wi (α) j 
= w1 (a).In diese beiden Gleichungen können wir nun noch die aus (15) folgenden Werte von x, y, ausgedrückt in xl, y1, einsetzen und erhalten dadurch zwei Relationen von der Form
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Nachweis, d. e. eingliedr. Gruppe nur eine infinitesimale Transformation besitzt. 41(lθ,) i∣fo,¼) = Xfo,½>α) ‘ (α)>Ufo; Vι) = yfo, 2∕ι, «) ∙ w1 (α).Dieselben gelten für die Coefficienten ξ, η der infinitesimalen Transformation (16) der Gruppe, von der wir ausgingen. Sie müssen für jedes Wertsystem xl, yl, a richtig sein, ihre linken Seiten aber sind frei von a, ihre rechten Seiten enthalten also nur scheinbar a, d. h. X und Y haben die Form
χ(τ 1/ a}— A(xl,y1) y, , —B(xl,yl)Erteilen wir nun in den Gleichungen (19') der Grösse a einen bestimmten Wert ä, so gehen Xfo, y1, a) und lrfo, y1, a) in Functionen von x1, yi allein über:Xfo,τ∕ι,fl) = X(x1,yf), Y(xl,y1,a'} = Y(xl,yi),während w1(a) in eine Constante sich verwandelt. Demnach sind ⅛fo,yi), 77fo>^ι) bestimmt bis auf einen constanten Factor K:Sfo; !/l) = % Xfo; 2∕ι), ^fo, */i) = Vi),und zwar gilt dies für jede infinitesimale Transformation (16) unserer Gruppe.Irgend zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe, etwa 

x = a? -f- ξ d £ -J— · · ·, y — y η dt -j- ·■ ·und
x = x ξ dt y = y + η dt + · · ·können sich daher in den Gliedern erster Ordnung nur um einen constanten Factor Je unterscheiden, indemξ≡λ,ξ, η≡≡Jcηist. Aber zwei solche infinitesimale Transformationen, deren Glieder erster Ordnung (die höherer Ordnung kommen, da dt infinitesimal ist, nicht in Betracht) sich nur um einen constanten Factor unterscheiden, nennen wir von einander abhängig, da sie im Grunde genommen übereinstimmen, denn beide ordnen den Punkten proportionale Fortschreitungsstrecken zu und ausserdem ist die Constante dt doch nur insofern bestimmt, als sie unendlich klein sein soll, sodass ltdt dasselbe wie dt bedeutet. Wir können also den Satz aussprechen:Satz 3: Eine eingliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis inversen 

Transformationen enthält nur eine infinitesimale Transformation; oder 
exacter ausgesprochen: Alle infinitesimale Transformationen einer ein-
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42 Kapitel 2, § 5.
yliedrigen Gruppe stimmen bis auf einen blossen Zahlenfactor in den 
Gliedern erster Ordnung überein.Um uns in (19) von dem constanten Factor w1 zu befreien, führeu wir in unsere Gruppe (15) xl = φ(x, y, a}, y1 = ψ(x, y, a)Neuer an Stelle von a eine passend gewählte Function t von a als Para-Parameter. meter ein, indem wir setzen:,2°) i=∕⅛)-

«0wo vorausgesetzt ist, dass wie früher αθ der zur identischen Transformation gehörige Wert von a ist. Dadurch gehen die Functionen 
xl und y1 von x, y und a in solche von x, y und t über, indem die Gleichungen der Gruppe (15) durch Einführung von t etwa die neue Form annehmen:(21) *l = φ(^, y, t), y1 = φ,(^, y, 0·Da wegen (20) t = 0 für a — a0 wird, so ist klar, dass in der neuen Form (21) der Gruppe dem Parameterwert t = 0 die identische Transformation x, = x, yl==y zugehört.Nunmehr können wir (19) so schreiben:

..∖ cφ(x,y,d) da___∂Φ(x,y,t)
ζ^i,yi)- sa dt- St >

..∖ ∂y>(x,y,a} da___ ∂Ψ(x,y,t)
η(χi>yι)- Sa dt — dt >oder auch: ‰y.)=⅛.

weil ja xl, yl die Functionen (15) von a oder (21) von t sind.Die den ursprünglichen Gleichungen (15) der Gruppe äquivalentenGleichungen (21) derselben sind mithin die Integralgleichungen des simultanen Systems
üXj __ dy1 __ l(ajι,2∕ι) vO\,yOmit den Anfangswerten xi = x, yl = y für t = 0.Bestimmung Da dieses simultane System und also auch seine Integralgleichungen der Gruppe ... . ·durch ihre vollständig bestimmt sind, sobald man nur die ersten Glieder: infinitesi

male Trans
formation. X = 3C + ⅛(x, y) ∂t, y = y -∖- η(x, y) dt

(22)
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Nachweis, d. e. eingliedr. Gruppe nur eine infinitesimale Transformation besitzt. 43der infinitesimalen Transformation der Gruppe angiebt, so ist die Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation völlig definiert, also:Satz 4: Eine eingliedrige Gruppe der Ebene ist durch ihre infini
tesimale Transformation völlig definiert, oder auch:Satz 5: Jede infinitesimale Transformation

x = x + ⅛(χ, y)δt, y ==y -f- η(x, y) dt
gehört einer und nur einer eingliedrigen Gruppe der Ebene an.Dass dies nämlich für jede infinitesimale Transformation, nicht nur für eine solche gilt, von der wir von vornherein wissen, dsss sie einer Gruppe angehört, folgt aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen, aus Theorem 1.Die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen können wir nun in knapper Form so zusammenfassen:Theorem 2: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene mit paar
weis inversen Transformationen enthält eine und nur eine in
finitesimale Transformation. Jede infinitesimale Transfor
mation der Ebene gehört einer und nur einer eingliedrigen 
Grzippe an. Dieselbebesitzt paarweis inverse Transformationen.Dies Theorem ist also so zu verstehen:Liegt eine eingliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis inversen Transformationen vor, so können die Reihenentwickelungen

xx≈x-∖- ⅛(x, y)t-∖------
yi≈y + y(p,y)H—derselben freilich unendlich viele Formen annehmen, welche sich aber in den Gliedern erster Ordnung nur dadurch unterscheiden, dass an Stelle von ξ und η resp. ∕r∣, hη und statt t gesetzt wird.Liegen andererseits zwei Reihenentwickelungen
xl = x + ξ {xi y} t H------
yi = y + y (?, y) t H—vor, so giebt es immer eine und nur eine eingliedrige Gruppe, deren Reihenentwickelungen in den Gliedern erster Ordnung mit diesen übereinstimmen.Hiermit ist die Grundlage unserer Untersuchungen, der Begriff der eingliedrigen Gruppe, entwickelt worden. Im nächsten Kapitel werden wir nun mehrere mit der eingliedrigen Gruppe eng verbundene Begriffe und Sätze ableiten.

Gesamtergebnis.
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44 Kapitel 2, § 5.^ruppθdrer° Infolge unseres Theorems 2 kann es keinem Zweifel unterliegen, e⅛ertinfinb was unIθr θiner eingliedrigen Gruppe der Ebene, erzeugt von einer ge· TransfoT 9fbencn infinitesimalen Transformation, zu verstehen ist. Diese Aus-matiou. <Jrucksweise werden wir öfters gebrauchen.
Beispiele. Wir fügen zu diesem Kapitel noch einige Beispiele hinzu, die der Anfänger sorgfältig durchrechnen möge.

1. Beispiel: Die Gleichungen_ / ö j ~ x y
0C1=V^ + xyt, 2/i= Ί/·,yx2 -f- xytstellen eine eingliedrige Gruppe dar. Um dies zu verificieren, kann man so verfahren: Es ist offenbar^ι2∕ι = Λ≈2Zund

xl __ x2 + χyt____  x I f
Vι ~ χy y 'Diese beiden Gleichungen aber haben die in Theorem 1 (§ 4) angegebene Form, indem hier Ω(⅛, y) ≡ xy, W(x, y) ≡ ist.

t = 0 liefert die identische Transformation der Gruppe, also 
t = dt die infinitesimale. Es ist aber:

+ xyät = x]∕l + %St = 1 (l + ⅛⅛ + ...),sodass 2a1=a + ⅛ydH------ , yl≈y — ⅛-∂t∙∙ ■die infinitesimale Transformation vorstellt. Hier istl=z⅛2G V = ^χ,demnach gehen rückwärts die endlichen Gleichungen der Gruppe hervor durch Integration des simultanen Systems:
2dχ1 = _ 2ar1αiy1 = 

yi yit ’was man sofort verificieren kann.
2. Beispiel: Man zeige, dass die Gleichungen:

, . xy — t
χi≈x+t, !∕ι = ⅛τeine eingliedrige Gruppe darstellen und dass hier 
y)≡l, η(χ,y) = - 1-jp'
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Nachweis, d. e. etngliedr. Gruppe nur eine infinitesimale Transformation besitzt. 45zu setzen ist. Ferner verificiere man, dass %1 und y1 als Functionen von t das simultane System⅛ = -5⅛ = dt1 i + ylerfüllen.«5. Beispiel: Es soll gezeigt werden, dass, wenn rr1, yi die Wurzeln u der quadratischen Gleichung
(u — x) (n — y) -(- t == 0bedeuten, alsdann die Werte von xl, yl ausgedrückt in x, y, t eine eingliedrige Gruppe darstellen. Die quadratische Gleichung lautet ausmultipliciert:

m2 — (# + y}u -J- xy -J- t = 0.Nach einem Elementarsatze ist also:
# + y, 

v∖ Vι == χ y ÷ t-Dies sind zwei Gleichungen von der Form
a(χ1,yi) = ⅛(χ,y∖W‰) — t = W(x,y),wie sie in Theorem 1 (§ 4) Vorkommen und stellen daher nach xl, ylaufgelöst eine eingliedrige Gruppe dar. Man bilde die Auflösungenund zeige, dass die Gleichungen

, St , .St .Xt = x -j------------ f- ∙ ∙ ∙, yi = y -4- .------- -4- · · ·die infinitesimale Transformation der Gruppe geben.
Kapitel 3.

Symbol einer infinitesimalen Transformation und einfache Formen 
einer eingliedrigen Grnppe der Ebene.Wir werden zunächst zeigen, dass man durch Einführung neuer inhaitsan- Veränderlicher in eine eingliedrige Gruppe wiederum eine eingliedrige κapiteis Gruppe erhält. Alsdann werden wir finden, dass sich alle eingliedrigen Gruppen der Ebene durch Einführung zweckmässiger neuer Variabein auf eine gemeinsame einfache Form bringen lassen. — Danach legen wir besonderen Nachdruck auf das Symbol, das wir zur Darstellung 

einer infinitesimalen Transformation einführen werden. Die Wichtigkeit dieses Symbols wird sich als sehr bedeutend heraussteilen, unter anderem wird es uns gelingen, die endlichen Gleichungen einer durch
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46 Kapitel 3, § 1.eine gegebene infinitesimale Transformation erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Benutzung des Symbols in einer bemerkenswerten Form darzustellen.
§ 1. Einführung neuer Veränderlicher in eine eingliedrige Gruppe, 

zweierlei Wenn zwischen zwei Veränderlichenpaaren x, y und £, l) Glei-Auffaseuug
einer Trans-chungen festgesetzt werden:formation. (1) £ = *(*,2∕), t) = μ(x,y),so stellen sie, vorausgesetzt, dass sie auch nach x, y auflösbar seien,' eine Transformation dar. Bisher haben wir eine Transformation immerals eine Operation aufgefasst, welche die Punkte (x, y) der Ebene in die neuen Lagen (j, b) überführt, also als eine Ortsveränderung, sagen wir als eine Bewegung aller Punkte der Ebene. Aber wir können die Gleichungen (1) auch anders auffassen.Beispiel. Wenn wir z. B. die Gleichungen ansetzen:(2) r = ]∕x2 + y2, φ = arc tgdurch welche x, y in r, φ transformiert werden, und wir verstehen unter x, y rechtwinklige Punktcoordinaten, unter r, φ dagegen Polar- coordinaten mit dem Anfangspunkt des Axensystems als Pol und der positiven #-Axe als Anfangsstrahl, so ist der Punkt (x, y) genau identisch mit dem Punkt (r, φ). Die Gleichungen (2) stellen in dieser Auffassung keine Bewegung der einzelnen Punkte der Ebene dar, sondern vermitteln nur den Übergang von einem Coordinatensystem zu einem anderen.Mdinlten- So können wir allgemein die Gleichungen (1) betrachten als System. Formeln, welche den Übergang von dem System der rechtwinkligen Punktcoordinaten x} y zu einem gewissen anderen Coordinatensystem J, t) in der Ebene bewerkstelligen. Dort sind # = Const. und y = Const. die Coordinaten- oder Parameterlinien, hier sind es die Curven j== Const. und t) = Const., die im ursprünglichen Coordinatensystem die Gleichungen λ(x, y) = Const., μ(x, y) = Const. haben. Bei diesem Übergänge von den Werten x, y zu den Werten £, b bleiben also alle Punkte der Ebene in ltuhe, die Gleichungen (1) stellen einen bloss analytischen Process dar, der mit den geometrischen Gebilden selbstnichts zu thun hat.

Es sei nun eine eingliedrige Gruppe vorgelegt:
(3) xλ = φ (x, y, t), yl = ψ(x, y, t).
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Einführung neuer Veränderlicher in eine eingliedrige Gruppe. 47Wir haben früher eine Gruppe definiert als eine Schar von ∞' Transformationen, welche die Eigentümlichkeit hat, dass die Reihenfolge zweier Transformationen der Schar einer einzigen Transformation derselben Schar äquivalent ist. Fassen wir diese Transformationen in der gewohnten Weise als Operationen auf, durch welche die Punkte der Ebene in neue Lagen gelangen, so ist also eine eingliedrige Gruppe eine Schar von oo1 solchen Operationen oder Bewegungen aller einzelnen Punkte der Ebene, sodass die Reihenfolge zweier dieser Bewegungen einer einzigen ebenfalls in der Schar enthaltenen Bewegung aller Punkte der Ebene gleich ist. Dies ist eine rein geometrische Auffassung der Gruppe.Wenn wir nunmehr durch eine Transformation von der Form (1) Verliehe neue Veränderliche J, t) einführen, so hat dies — wenn die Gleichungen 01"uppθ (1) in der auseinandergesetzten Weise als Vermittler der Einführung eines neuen Coordinatensystems betrachtet werden — keinen Einfluss auf die geometrische Bedeutung der Gruppe als einer Schar von ∞1 Bewegungen aller Punkte. Diese Bewegungen werden eben nur auf ein neues System von Coordinaten bezogen. Der Punkt (x, y) hat im neuen System die Coordinaten £, l) und analog werden wir die Coordinaten des transformierten Punktes (xl, yl') im neuen System mit £n Di bezeichnen, sodass(4) £, = λ(¾, yl), bi = Kxι> 2/i)ist. Wir können auch direct J1 und t)ι a^s Functionen von j und 1) darstellen, indem wir aus (1), (3) und (4) x, y und xt, yl fortschaffen.Alsdann werden die ∞1 geometrischen Operationen, welche unsere Gruppe bilden, im neuen Coordinatensystem durch Gleichungen von der Form
(5) Ϊ1 = Φfe D, 0, Dl = ¾ D, 0dargestellt, und es liegt in der Natur der Sache, dass diese wieder der analytische Ausdruck einer Gruppe sein müssen, denn die Reihenfolge zweier Bewegungen unserer Schar ist nach wie vor einer einzigen Bewegung derselben äquivalent.Satz 1: Führt man in die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe: 

χ1≈ φ(χ,y,t'), yi≈'Ψ(χ,y,t')

neue Variabein j, b und j1, bi em, indem man gleichzeitig ε = zθ, ?,), D = μ(>,y)
und

tι≈λ(χι,y1∖ Dl = f*⅛<∕1)
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4S Kapitel 3, §§ 1,2.
setzt, so stellen die so erhaltenen neuen GleichungenEi = Φ(E, *>3)> Vι = ΨfoM) 
ivieder eine eingliedrige Gruppe dar.Beispiel. Beispiel: In die eingliedrige Gruppe:i i ∙ruXl=x + t, yi = -÷-tsollen die neuen VeränderlichenE = V =eingeführt werden. Wir setzen noch an:Ei = , Vi = *ι 2/iund eliminieren aus den drei Gleichuugenpaaren ,τ, y und xl, yl. Dies giebt: r = (χ + *)8 = (röV +*)2tλ = χy = tj.Dass diese Gleichungen auch eine Gruppe darstellen, ist leicht zu verificieren.zuruckfüh- Aus den Entwickelungen des vorigen Kapitels lässt sich jetztGruppe auf schliessen, dass man jede eingliedrige Gruppeeine Gruppe

","t∣χ- (3) ¾ = <p <a y, 0. yi = * 0, y. 0durch Einführung zweckmässiger neuer Variabein auf eine sehr be
merkenswerte einfache Form bringen kann.Wir sahen, dass die Gleichungen (3) der Gruppe bei passender Wahl des Parameters t die Integralgleichungen eines gewissen simultanen Systems sind und dass diese Integralgleichungen unaufgelöst die Form haben: i ^Oι,*∕ι) = ^0, */), l wr(*ι>2∕ι) — t = w(χ,y∖(vgl. Theorem 1). Wenn wir die Functionen ίϊ und W an Stelle von 
x, y als neue Veränderliche verwerten, also setzen:E ≈Ω(x,y∖ b = W(x,yf Ei = iβ(a1, yf), t)1 = IF(a1, y1),so nimmt folglich unsere Gruppe (3) die einfache Gestalt an:(5') Ei = E, t)i = V + t∙Dies ist dieselbe Form, in welcher sich früher die eingliedrige Gruppe der Translationen (in § 1 des l.Kap.) ergab, nur mit anderen Buchstaben.
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Symbol der infinitesimalen Transformation. 49Theorem 3: Jede eingliedrige Gruppe in zwei Veränder
lichen kann durch passende Wahl der Veränderlichen in eine 
Gruppe von Translationen ubergeführt werden.Derartige neue Veränderliche £, t), welche dies leisten, nennen wir canoniscli und die gefundene Form (5') der Gruppe (3) ihre cano- 
nische Form. In dieser canonischen Form ist zur Transformation (£) die Transformation (— i) invers, während t = 0 die identische Transformation giebt. Wir hatten im ersten Kapitel Beispiele dafür in den §§ 2, 3.

§ 2. Symbol der infinitesimalen Transformation.Das Hauptergebnis des vorigen Kapitels lässt sich mit wenigen Worten aussprechen: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitzt eine und — bis auf einen unwesentlichen Zahlenfactor — nur eine infinitesimale Transformation, aus der man durch ein Integrationsverfahren wieder die endlichen Gleichungen der Gruppe ableiten kann.Hiernach hat die infinitesimale Transformation für die eingliedrige Gruppe grosse Wichtigkeit. Sie kann als das bestimmende Element derselben aufgefasst werden, aus dem die ganze Gruppe rückwärts wieder construiert werden kann.Wir werden nun die infinitesimale Transformation in einer besonderen, für die begriffliche Auffassung und die praktische Verwendung gleich nützlichen Weise symbolisch ausdrücken, wozu die folgende Betrachtung führt.Die endlichen Gleichungen (3) z1 = φ(x, y, t), yl ≈ -ψ(χf y, t)einer eingliedrigen Gruppe drücken die transformierten Veränderlichen 
xl, yl durch die ursprünglichen x, y und den Parameter t aus. Ebenso lässt sich jede Function f(xl, yf) als Function von x, y und t darstellen. Für den Wert von t, der der identischen Transformation entspricht, also etwa für t = 0, wird natürlich die neue Function identisch gleich f(x,y), mit variierendem t variiert sie. Wir können daher jede Function f(xl, yf) als Function von t auffassen und nach der Änderung 
δfl von f(%l,y1) fragen, welche f(%1,yf) zu teil wird, wenn xl und y1 die Incremente der zugehörigen infinitesimalen Transformation(6) x ≈xi + ∣(ic1,t∕,) dH------- , y' ≈yi + η(χi,yf) 'fit-l-------,also die Incremente ,
(θ') ∂x1 = ζ(xl,yl) δt, δyl≈ η(x1,yf) dterfahren. Es ist:Lie, Differentialgleichungen. 4-
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50 Kapitel 3, § 2.
«f, = 0¾~ όχ! + -z¾Γ^ s,J^ ’also:

⅛ = ¾~- i ⅛ *) + 8γ⅜Γl2r'⅛ ft>*)
f(%l,y1') erfährt folglich bei Ausführung der infinitesimalen Transformation der Gruppe den Zuwachs

»f, = (‰ >∕,) ⅛d + I(χ>, ⅛'i)",für t = 0 ergiebt sich daher als Zuwachs der Function f==f(x,y)∙

m Sf=fa,y)^χ + v(x,y)^St.Z. B. bei der infinitesimalen Transformation 
x = x — ydt, y = y + xdtder eingliedrigen Gruppe der Rotationen:

xi= x cos t — y sin G yt — x sin t -{- y cos terhält f(x, ?/) den Zuwachs
f(x, y) kann dabei eine ganz beliebige Function von x und y bedeuten. Setzt man insbesondere f≡x, so kommt

8x = (- >⅛+ x ⅛)st = - vst,der Zuwachs, den x selbst bei der infinitesimalen Transformation erfährt, und für f ≡y kommt analog
δy = xδt.So auch allgemein: Wenn wir wissen, eine beliebige Function 

f(x, y) erfährt bei der infinitesimalen Transformation einer eingliedrigen Gruppe den Zuwachs (7), so ist auch die infinitesimale Transformation (6) selbst bekannt. Denn für f≡x giebt (7):
*) Betrachtet mau x1, y1, wie im Texte geschehen, als Functionen von t und den Anfangswerten x, y und f(xi, ι∕1) als Function von xl, y1, so ist

Es ist daher: *∕,(<Wι) _<*/(*»&) 
δt~ dt ’und man könnte also das Variationszeichen A durch das Differentiationszeichen d ersetzen. Es ist jedoch bequem, das Variationszeichen beizubehalten.
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51Symbol der infinitesimalen*Transformation. 
x = ξ (x, y) d tund für f≡y,.

8y = η{χ, y) dt.Anstatt also die infinitesimale Transformation durch die beiden Gleichungen (6) oder (6') zu geben, kann man sie auch durch den einen Ausdruck
£ ∂x ~+~ η ∂ycharakterisieren, der den durch die infinitesimale Grösse dt dividierten Zuwachs angiebt, den eine beliebige Function f(x,y) bei Ausführung der infinitesimalen Transformation erfährt. Aus diesem Grunde be

nutzen wir den Ausdruck
Symbol der 

infinitesima
len Trans
formation.

5 Sx ‘ ' gjz
als das Symbol der infinitesimalen Transformation (6) oder (6').Wenn wir also z. B. von der infinitesimalen Transformation
x Εx y ^y rθden, so meinen wir damit die infinitesimale Transformation, welche x und y die Incremente erteilt:

dx = xdt, dy = ydt.n fEbenso ist das Symbol der infinitesimalen Translation 
dx = dt, dy = 0,~ das der infinitesimalen Translationdy
dx = 0, dy = dt.Das Symbol ξ + η 'Jy der formation:

x = x -j- £dt -{-···,

allgemeinen infinitesimalen Trans-
y = y -l- ηdt -f------wollen wir zur Abkürzung auch mit Uf bezeichnen. Vf bedeutet also einen Functionalausdruck in f, es soll somit unter Ux der Ausdruck gebildet für f≡x, also |, unter Uy der Ausdruck gebildet für f≡y, also y, verstanden werden, sodass selbstverständlichW Vf≡ist. Wenn wir irgend welche neue Veränderliche £, ti an Stelle von Einführung

β β β · . neuer Varia-
x, y in die eingliedrige Gruppe einführen, wodurch sie nach Satz 1 beiu u die des § 1 in eine eingliedrige Gruppe in j, t) übergeht, deren infinitesi- ⅛ das male Transformation das Symbol 1tf habe, so liegt die Vermutung4*
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52 Kapitel 3, § 2.nahe, dass wir das Symbol U/* auch direct durch Einführung der neuen Veränderlichen in Uf erhalten können.Um dies zu ergründen, denken wir uns die neuen Veränderlichen durch die Gleichungen(9) i=Φ(tf,i∕), b=ψ,(^2∕)und dementsprechend(lθ). Ei = Φ(Xι,Vι), % = ,-i‰ yJeingeführt. Die Transformationen der von der infinitesimalen Trans- formation ξ -f- η erzeugten Gruppe lassen sich, wie wir aus § 4 des 2. Kapitels wissen, auch so schreiben:(11) x1 = x%(x, y)t------ , y1== y + η(x,y)t ∏------- ,indem wir uns die transformierten Variabein xl, yl nach dem Parameter t entwickelt denken. Wir drücken nun diese Transformationen in den neuen Veränderlichen aus: Es kommt zunächst nach (10) und (11): Eι = φ(* + BH—, y + ηt-}—) =+«·£!» ,)<+···,t),= >p∙(s + ξi + ∙∙∙, J∕ + >)i+ ···) =- V(*, y) ■ (¾⅛ ∣ + Lι⅛) ,)< + ...,also nach (9)i1=i+HF,s+a-⅜0¼b+∙∙∙,,1.9+^ξ+^,)i+....Demnach hat die infinitesimale Transformation der neuen Gruppe die Form: is = (‰⅛ + ‰⅛)tfi + ...,i^(⅛)5+⅛),j) 0i+...,wo natürlich rechts noch statt x und y vermöge (9) £ und t) eingeführt zu denken sind. Das Symbol dieser infinitesimalen Transformation aber ist(12) Uf« f⅞ !>, + ??>«> ,)ii ++ Γ!ii> + ⅛∙.)Hoder auch nach (9):
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Symbol der infinitesimalen Transformation. 53

2) f'liier ist nun der Coefficient von offenbar nichts anderes als U% und ebenso der von gleich Ul), sodass sich ergiebt:(13) Uf≡Uι^+U^.Hierin hat man sich und Ul) in den Veränderlichen £, 1) ausgedrückt zu denken.Nunmehr wollen wir direct die neuen Veränderlichen £, 1) in das Symbol
ΙJf= £ Z_Z 4- n 

' ’ Sx * rl Syeinführen. Es kommt, wenn f vermöge (9) statt in xt y in 5 und t) geschrieben gedacht wird:
ZZ = 1Z . 1 Ζί

Sx Sjc Sx ' dt) Sx,
_l <Z. JZ 

Sy S\' Sy ^t~ St) ’ Sy’und Uf geht demnach über in£ f£Z. 4_ ?/. , ∕∂∕ ⅛ . . £»Λ
δ ∖S% Sx ‘ ft) Sx' ~* r ∖S⅛ Sy 1 St) Sy)oder

u⅛+π')⅜>also in das Symbol U/’, wie es in (13) gefunden wurde.Satz 2: Führt man in die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe:
%1 = φ(χ,y,f),

vermöge zweier cogredienter Gleichungensysicme:
£ = φ(χj y')f t) = ψ(x, y)}
El β Φ(¾, z∕1)j tλ = ψ{χlj y1)

die neuen Veränderlichen j, t); El, t)1 ein, so kann man das Symbol Wf 
der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe direct durch Ein
führung der neuen Veränderlichen j, tj in das Symbol Uf der infinitesi
malen Transformation der ursprünglichen Gruppe berechnen. Es kommt:

wo natürlich U% und Ul) durch £, t) allein auszudrücken sind.Dies Ergebnis liegt auch in der Natur der Sache: Das Symbol
Uf ist ja nichts anderes als der Differentialquotient ~ der Function
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54 Kapitel 3, § 2.

f{x1,y1) für den Wert t == 0 des Parameters, der der identischen Transformation zukommt. So waren wir ursprünglich auf das Symbol 
Uf gekommen. Bei dieser Auffassung ist

s= Uf≡ £ — ÷ η — dt ' Sx' Synichts anderes als eine Differentialgleichung, welche die Function f an der Stelle t = 0 erfüllen muss. Diese Differentialgleichung muss natürlich auch noch gelten, wenn neue unabhängige Veränderliche ein geführt werden.
fiunuu« Durch Einführung neuer Veränderlicher £, l) kann man eine vor- einerGruppegejθg∣∙θ infinitesimale Transformationin eine ~ &
andere.

rr∕∙ — £ — 4- n —' ® Sx ' 1 Syauf jede beliebige andere FormU∕'≡i⅛,t∣)^ + ,⅛,9)^bringen. Man hat zu dem Zweck nach (13) die Veränderlichen j, V) als solche Functionen von x, y zu wählen, dass identisch für jedes f 7 Sf . - Sf tt ∖ ττ^ df ⅛ + 'i ίϊ = , ⅛ + Λ ΐ) έΐwird. Diese Forderung zerfällt in die beiden einzelnen:^i=I, Ui) = ηoder ausführlich geschrieben:» + „ £ί _ Ϊ i ⅛ + . ½ = jj 
ζ Sx^ l Sy ς, * ∂x' 1 Sy i'Da es unabhängige Functionen £, t) von x, y giebt, welche diese Differentialgleichungen erfüllen, sobald nur nicht ξ und η beide = 0 angenommen werden (denn dann würden £ und lj nicht von einander unabhängige Functionen sein), so ist die verlangte Variabeinänderung möglich.Nach Satz 2 wird dabei gleichzeitig die von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe in die von U/ erzeugte übergeführt. Daher:Satz 3: Durch Einführung neuer Veränderlicher kann jede ein

gliedrige Gruppe der Ebene in jede andere eingliedrige Gruppe derselben 
verwandelt werden.KalfCdien Verlangt man insbesondere, dass die neue infinitesimale Trans-canonieche formation die Form habe Form. Q j.

Vif≡e4,
c>i) ,
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Symbol der infinitesimalen Transformation. 55so hat man die beiden Differentialgleichungen zu erfüllen:(14) irs = i⅛ + ,⅜=0, t⅛≡⅛ + 4⅛ = ι.Die von U/ erzeugte Gruppe ist die der Translationen längs der tj-Axe. Dies wissen wir aus früheren Beispielen, können es aber auch durch Integration des simultanen Systemsd£i   dj5ι   ί,0 1 atmit den Anfangswerten £, t), 0 erkennen, denn dann ergeben sich die endlichen Gleichungen der von erzeugten Gruppe in der Formϊι = £, t∣ι = b + t-Die hier betrachteten neuen Veränderlichen sind schon früher bei Ableitung des Theorems 3 (§ 1) vorgekommen. Damals fanden wir diese canonischen Variabein ohne Integration der Differentialgleichungen (14) aus den endlichen Gleichungen der gegebenen Gruppe.Wenn aber nur die infinitesimale Transformation Uf derselben gegeben ist, so muss man, um £ und 1) zu finden, die Differentialgleichungen (14) integrieren. Die erste derselben ist der gewöhnlichen Differentialgleichung
dx___dy£ ~ ηäquivalent und liefert als Integral £. Hat man dies gefunden, so kann man die zweite Differentialgleichung (14) durch blosse Quadratur integrieren. Diese ist nämlich dem simultanen System

dx___dy____ .
£ V Jäquivalent, von welchem ⅛(x,y) ein von t) freies bekanntes Integral ist. Wenn man also etwa aus

dx j.τ=→vermöge des gefundenen IntegralsE(^, 2∕) ≈ c (= Const.)
y eliminiert, so wird die linke Seite eine Function von x allein, die allerdings noch c enthält., Eine Quadratur liefert daher l) als Function von x und c oder, wenn man wieder c = j(#, y) setzt, als Function von x und y. O /» o /·

Satz 4: Jede infinitesimale Transformation Uf = ξ ~ y -J- η ~ kann 
durch Einführung zweckmässiger neuer Variabein j, l) auf die Form
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56 Kapitel 3, §§ 2, 3.O r
einer infinitesimalen Translation ~ gebracht werden. Die Bestimmung 
von £ erfordert die Integration der Differentialgleichungcr5≡⅛ + 1>⅛ = θ-
worauf sich tj durch blosse Quadratur aus der Differentialgleichieng⅜

Beispiel. berechnen lässt.
Beispiel: Man soll die infinitesimale affine Transformation

Uf≡x⅛- 
' ox

fl fauf die canonische Form bringen. Wir haben zu setzen:
x fix — ⅜ 'Die Substitution: f ≡ £ giebt
x = 0, ox ’d. h. 5 ist frei'von x: % == <p(y). Ferner giebt f≡ty'.
x^-=l 
x ∂x 1'also: b = lgz + ι∣>(y).Wir können z. B. £ = */, b = ⅛^setzen. (Vgl. § 3 des 1. Kap., wo nur £ und t) ihre Bedeutung vertauscht haben.)

§ 3. Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe.Mit Benutzung des Symbols
Uf— t*LLΛ-η<LL 
u' — 5 ∂x^ η dyfür die infinitesimale Transformation+ ------ , 2∕1=H^H------oder

όx = ξόt + ∙ ∙ ∙, ∂y = η∂t - können wir die Integration des simultanen Systems(15) ≈ = dtv 7 η(^ι,2∕ι)mit den Anfangswerten x, y, 0, wodurch sich nach Theorem 1 (§ 4, 2. Kap.) die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen
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Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 57Gruppe ergeben, wirklich durchführen, allerdings vermittelst unendlicher Reihen.Diese Integration soll rr1 und yl als Functionen von x, y und t oder, wenn man die Anfangswerte x, y als Constanten betrachtet, als Functionen von t darstellen. Jede Function fl≡ f(xl,y^) ist demnach als Function von t zu betrachten und wir haben nach dem Maclaurin- schen Satze:(16) Λ≡‰ y,) = [⅛ll *)],_ +4 + ⅛ +...
Es ist nun

dfι — df(xι, 2∕ι) ∂fl dxι ∣ ∂fι dVι
dt dt ∂x1 dt ' ∂yl dtNach (15) aber ist:

sodass kommt: ⅛ = i(⅛3h), ⅜≈ι(¾,λ).

dt ⅛(xx> Vx) ÷ 7l(xι> ^ι) Jyl,Diese Formel haben wir schon bej Einführung des Symbols der infinitesimalen Transformation (zu Anfang des § 2) gehabt. Die rechte Seite ist nichts anderes als Uf, aber geschrieben in x1, y1, was wir durch U1f1 ausdrücken:
(17) ⅛ = ^lfl ■Jede Function fi von x1, yl giebt also nach t differenziert U1fv Eine solche Function ist aber Ulf1 selbst. Mithin ist~d≠-, - utwj-Dies ist so zu verstehen, dass zuerst Uif1 zu bilden ist und auf die dadurch hervorgehende Function φ(x1,y1) nochmals Ulf auszuführen, also Ulφ zu berechnen ist. Nach (17) ist also auch$-0,(1«)·
Weiter differenzieren wir Uri(U1ff), das auch als Function von x1, y1 
zu betrachten ist, nach t und erhalten analog

^≈U1(U1(U1∩)

u. s. w., allgemein 

(18) p,(p1(∙∙∙ (Γ√,) ···)).zw-mal
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58 Kapitel 3, § 3.Setzen wir nunmehr in dieser Formel t — 0, so gehen x1, y1 in 
x, !/> U1fl in TJf, U1(JJiff) in U(JJfy) u. s. w. über. Folglich kommt:(19) Γ^Lrr(g<,∙∙∙w>∙∙>)∙. m-malwlikSung Hiθrnach gebt die Reihenentwickelung (16) über in diese: einer be- . .2 ,3ÄS. (20) ∕i≡‰,!∕1)=Z,⅛i∕)+4 Vf+ i⅛ f∕(Ci∕∙) + ri- F(tr(σ∕∙))+∙∙∙und diese Formel gilt für jede Function ∕,(rκ1, y1) der transformierten Variabein x1,yi, also auch für fl = xγ und f≡yl, sodass insbesondere folgt:
(21)

¾ = ≈ + 4 t⅛ + I⅛ U(Ux) + r41 U(U(Ux)) +■■; y.=y + 4^ + ι⅛ y(¾) + r⅛73 P(^(^)) + ∙∙∙∙Diese Gleichungen sind die, welche wir suchten. Sie drücken ja 
x1, y1 als Functionen von t und den Anfangswerten x, y aus, d. h. sie sind die endlichen Gleichungen der von TJf erzeugten eingliedrigen Gruppe. Da wir immer nur solche Gruppen betrachten, bei denen ir1 und y1 analytische Functionen von x, y und t sind, so ist sicher, dass diese Reihen jedenfalls für Werte von t in der Nähe von t = 0 convergieren.Theorem 4: Die endlichen Gleichungen der von der infini- 
tesimalen Transformation Uf ≡ ξ -j- η erzeugten einglie
drigen Gruppe hönnen in Form von Peihenentwichelungen nach 
dem Parameter t der Gruppe so geschrieben werden:

xi = x+l-Ux + f-i U(Ux) + r⅛ U(U(Ux)) + ■■■,

»i = 2/ + 4 ¾ + ⅛ tW + i .2'.3 V(U(Uy)) + ■■■,
und jede Function f von xi, y1 hat die Form:

f(*, ,*)- ∕'(¾ </) + 4 Uf(x, !∕) + i⅛ V( Uf{x, ,)) ++ 1V3 P(P(W,!∕)))+∙∙∙∙Im vorigen Kapitel, im Theorem 1 (§4), berechneten wir nur die ersten Glieder der Reihenentwickelungen:⅜ = 4 + (⅛ + »? ⅛) Γ1 H------ >
1 t 1 ik ∂η 1 ^r>∖ t,2 Iy, - y + η τ + (ξ Γχ + η ι~) -2 + ∙ ∙ ■·
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Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 59Schon damals leuchtete ein, dass die höheren Glieder durch ξ und η vollständig bestimmt sind. Das Gesetz der Reihenentwicklungen ist nun in unserem Theorem 4 angegeben. Durch diese Gesetzmässigkeit zeichnen sich die Reihenentwickelungen einer eingliedrigen Gruppe vor beliebigen Reihenentwickelungen nach Potenzen von t aus.Wir wollen zu den Entwicklungen dieses und des vorhergehenden Paragraphen einige Beispiele geben.
1. Beispiel: Vorgelegt sei die infinitesimale Transformation Beispiele.

ττr___ df , Sf
Uf = — y ~l- ÷ x -~l∙1 v ox 1 SyIn der Form (21) sollen die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe dargestellt werden.Es ist hier offenbar:i⅛ ≡≡ —- 2/, 

U(Uxy) ≡ξ-x,
U{U(Uxf)≡≡y,

u(u{u(jjχyi)≡χ,

Uy≡x,

U(JJy)≡≡-y,
U(U(Uy))≡ — x, 

V(U(U(Uy)))=yu. s. w. Man erkennt leicht die Gesetzmässigkeit dieser Werte. Nach (21) kommt also:
t t2 . t3 . ti

χι = χ-τy-τ^x + rτr-ay+ ,.2.8.4*----------
t t'i t3 . ti

yi≈y + τ^-τ^y-rττ3aι + 1.2.3.---------oder:¾ = ≈(1 - i⅛ + 1.2i3.4--------) - y (τ - πV^34 )>
’J‘ = x (t — r⅛Γ3 + ···) + v (1 — r?2 + r2⅛τ )'Nach bekannten Reihenentwickelungen ist also:

x1= x cos t — y sin i, y1 — x sin t -f- y cos t.Die gesuchte Gruppe ist die der Rotationen um den Anfangspunkt, was wir auch aus unserem Beispiel in § 2 des 1. Kap. hätten entnehmen können.Es soll nunmehr Uf auf die canonische Form, d. h. auf die Formo £der infinitesimalen Translation gebracht werden.Nach Satz 4 sind die neuen Variabein j, t) so zu wählen, dassσs≡-y⅛ + ≈⅛ = o, p9≡-^ + ≈⅛ = ι
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60 Kapitel 3, § 3.wird. Die erste Differentialgleichung ist der gewöhnlichen Differentialgleichung
dx __ dy
-y~~x.oder:

xdx -J- ydy = 0 äquivalent und hat das Integral£ = z2 + y2.Die zweite Differentialgleichung ist dem simultanen System
*5-=⅛ = rft)

— y x ’äquivalent. Zur Integration desselben, die durch eine Quadratur zu ermöglichen sein muss, brauchen wir übrigens nicht erst, wie es oben im Text geschah, y vermöge xi -J- y2 = c zu eliminieren. Es kommt nämlich:und also:oder:
dx — — yd\), dy = xdty 
xdy — ydx = (x2 + y2')dty

’ xi -f- yiDie rechte Seite ist nichts anderes als das Differential von arc tg — ·° xEs ist daher: Ϊ = x2 + y2, t) = arc tgzu setzen. Natürlich hätten wir auch j in der Form j∕χ2 ~)- y2 annehmen können. Alsdann sind £ und t) die Polarcoordinaten r, φ. Wir gelangen also dann zu denselben canonischen Variabein wie in § 2 des 1. Kap. (Vgl. auch Beispiel 1, Kap. 2, § 4.)
2. Beispiel·. Man soll die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation

ττr___ ∂f . cfυf=xTχ + v-rverzeugten eingliedrigen Gruppe durch Reilienentwickelung darstellen. Hier ist Ux≡x, UUx≡x u. s. w., analog Uy≡y, UUy≡yu. s. w. Also kommt nach (21):
, t , t2 , .^ = ^ + γ∙^+ι72'aj^^------ = z . e‘,i t2yι = 2∕+y∙2∕+j-2'^“·------ = y -et.Es ist dies die Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen vom Anfangspunkt aus. Als Parameter kann anstatt t auch a ==■ ec benutzt werden:
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Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 61
xl = ax, yl = ay.Allerdings entspricht dann nicht mehr dem Parameterwert 0 die identische Transformation, sondern dem Wert a = 1.Um canonische Veränderliche £, t) einzuführen, welche die infini- P) /*tesimale Transformation auf die Form bringen, haben wir nach Satz 4 anzusetzen: pi≡*⅛+!'⅞=0- σ,≡≈¾ + s,∣2 = ι.

Die erste Gleichung ergiebt, dass £ eine Function von ist, also etwa:
yϊ = --∙c XDie zweite ist dem simultanen System⅛ = ⅛ = dt,

≈ y ’äquivalent. Es darf also z. B.V) = log xgesetzt werden. In der That ist dann:
-4Z-)⅛+tw*)‰-Z 2/ , 1\ df , 1 df df

~\ X ■ ä« ÷ y ' xl ÷ X ' x dt) dt) ‘In ähnlicher Weise behandele man die infinitesimalen Transformationen:
3. Beispiel: Uf≡x^c,

4. Beispiel: Uf≡x* ∣~ -f- xy^,

5. Beispiel: Uf = exMan überzeuge sich jedesmal davon, dass die durch Reihenentwickelung erhaltenen endlichen Gleichungen wirklich Gruppen darstellen.
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62 Kapitel 4, § 1.
Kapitel 4.

Bestimmung aller Functionen und Cnrven, welche hei einer ein
gliedrigen Gruppe der Ebene invariant bleiben, insbesondere der 

Babncurven.Werfen wir einen Rückblick auf die beiden vorhergehenden Kapitel, so fällt in die Augen, welche hervorragende Stelle der Begriff der infinitesimalen Transformation in der Theorie der eingliedrigen Gruppen einnimmt. Die infinitesimale Transformation ist der wahre Repräsentant der eingliedrigen Gruppe; es wird sich nämlich später immer zeigen, dass alle auf die eingliedrige Gruppe bezüglichen Probleme durch Benutzung der infinitesimalen Transformation derselben allein gelöst werden können. Dies wird es gerechtfertigt erscheinen lassen, wenn wir öfters statt von der durch die infinitesimale Transformation 
Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe kurz von der eingliedrigen Gruppe Uf sprechen.Die Transformationen einer Gruppe stellen nun Operationen vor, durch welche die Punkte der Ebene in neue Lagen übergeführt werden. Es bietet sich demnach ganz von selbst die Frage dar, welche Gebilde 
hei allen Transformationen der Gruppe ungeändert bleiben, indem zwar die Punkte eines solchen Gebildes durch die Transformationen der Gruppe in neue Lagen kommen, aber doch immer wieder in Punkte desselben Gebildes übergehen. Das hiermit angedeutete Problem hat zwei Seiten, eine analytische und eine geometrische. Einerseits kann man nach allen Functionen £l(x, y) respective allen Gleichungen 
il(x, y) = Const. fragen, welche bei allen Transförmationen der Gruppe ungeändert bleiben, andererseits nach allen Curven &(x, y) = 0, welche bei allen Transformationen der Gruppe ungeändert bleiben.Mit diesen beiden Problemen werden wir uns in diesem Kapitel beschäftigen.

§ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe in der Ebene.Die wichtigen Reihenentwickelungen im Theorem 4 (3. Kap., § 3) liefern fast unmittelbar die Bestimmung aller Functionen Q(x,y) welche bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
(1) xi = φ(x, y, ∕), yl = ψ(x, y, tfderen infinitesimale Transformation

Uf— £ — v — u∙ -ζ ∂x^ η dy
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Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe in der Ebene. 63 InvarianteFunctionenist, ungeändert bleiben, d. h. für welche bei beliebigem t stets ii0ι>2∕ι) = &(*,*/)ist. Nach jenem Theorem lässt sich ja ii(rc1, y1) in eine Reihe nach 
t entwickeln und unsere Forderung sich so schreiben:&O, y) + 7 UΩ(x, y) + i4g U(Utt(x, «/)) H------ ----  &(x, yfDiese Gleichung soll «für jedes ft erfüllt sein. Insbesondere muss also:

UΩ(xi y}≡^sein. Offenbar ist aber alsdann der Forderung auch für jedes t genügt, denn dann ist σ(f7ii<>,y))≡ ιξO)≡Ou. s. w.Theorem 5: Eine Function il(x, y) bleibt invariant bei 
allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe Uf dann 
und nur dann,' wenn identisch UQ(x, y) = 0 ist.Die Bedingung Uil = 0 stellt offenbar eine lineare partielle Differentialgleichung dar:

, da l ∂a n5 "ö-------- Γ V = θ∙dx 1 ' dyDa dieselbe immer Lösungen besitzt, so giebt es sicher eine Invariante 
Si, aber auch nur eine im wesentlichen, denn mit i£ erfüllt zwar jede Function J7(ii) die Gleichung, aber keine sonstige Function.Satz 1: Jede Function einer Invariante einer eingliedrigen Gruppe 
der Ebene ist wieder eine Invariante derselben, und alle Invarianten der 
Gruppe lassen sich als Functionen einer einzigen Invariante darstellen.

Wenn man eine Schar von oo1 Transformationen der Ebene betrachtet, 
die keine Gruppe bilden, so steht die Sache wesentlich anders. Z. B. die 
∞l Transformationen

= * + 1, 2/i = V + i
bilden keine Gruppe, denn führt man die zweite Transformation:a⅛ = ¾ + 1, 2∕2 = 2h + tι

nach dieser ersten aus, so ist die Reihenfolge beider der Transformation 
¾ — aj + 2 J 2/2 = 2/ + 0 + tι)

äquivalent, welche nicht der Schar angehört. Auch solche Scharen von oo1 
Transformationen können Invarianten haben. Die Function tg nx z. B. bleibt 
bei jeder Transformation:z1 = z -f- 1, yl = y -f- t
ungeändert, da tg πxl = tg π(x —(— l) = tg itx ist. Aber mit tg nx ist
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64 Kapitel 4, §§ 1, 2.
nicht jede Function von tg πx invariant, sonst müsste ja x eine Invariante 
sein, während doch x bei jeder Transformation der Schar um 1 wächst.

Ein anderes hierhergehöriges Beispiel bietet die Schar von oo1 Trans
formationen

z1 = — s, yl=y +
welche ebenfalls keine Gruppe bilden. Hier ist zwar x2 eine Invariante, 
aber nicht x selbst.

Andere Scharen von ∞1 Transformationen, die keine Gruppe bilden, 
besitzen überhaupt keine Invariante. Dies ist der Fall bei der Schar:

λj1 = «i, y1 = y + t —
Eine Invariante ·&(#, y) derselben müsste die Gleichung erfüllen:

Λ(ici, y + t — 1) = Λ(z, y)
und zwar für jedes t. Für t == 1 ist sie erfüllt. Für t = 1 St kommt: 

Q(x -∖- xδt, y -{- δt) = Q(x, y)
oder, wenn man die linke Seite entwickelt

λ(*, 2') + gag⅞y^xδt + δt = y\

∖
d. h.

Sa(χ, y) „ , S&(x, 2/) 
dx x^r dy ~

Diese Differentialgleichung wird von jeder Function 
Ä = F(xe~y)

erfüllt. Soll eine solche bei allen Transformationen
ir1 = »i, y1 = y + t — 1 

invariant sein, so muss also
F(xle~yS) = F{xte~ y~ *÷1) = F(te~ t^^1xe~y) = F{xe~y)

sein. Da t beliebig ist, ist dies nur dann möglich, wenn F bloss eine 
Constante ist. Die vorliegende Schar besitzt also gar keine Invariante.Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe sind, oder sagen wir, da es im wesentlichen nur eine giebt, die Invariante einer 6ingliedrigen Gruppe ist einer einfachen geometrischen Deutung fähig. Um diese auseinanderzusetzen, bedarf es jedoch einiger Vorbereitungen.

§ 2. Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe der Ebene.Wir wollen uns auf einen beliebigen Punkt ρϋ mit den Coordi- naten xq, y0 alle Transformationen unserer eingliedrigen Gruppe(i) = φ(χ, y, t), yi = Ψ(%, y, 0ausgeführt denken. Bei diesen Transformationen geht er über in die Punkte (z, y), welche durch die Gleichungen
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Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 65(2) x ≈ φ(⅜, 2/o, <), y ≈ ψ(%v> 0bestimmt werden, in denen t willkürlich ist.Den Ort aller ∞1 Punkte, in welche ein bestimmter Punkt der Ebene vermöge aller Transformationen (2) der vorgelegtenGruppe übergeführt werden kann, nennen wir seine Bahncurve. Die Bahncurve. Gleichung derselben ergiebt sich durch Elimination von tι aus den beiden Gleichungen (2) in der Formω(z, y, x0, ι∕0) = 0,in der %0, y0) die Coordinaten des ursprünglichen Punktes, die Rolle von Constanten spielen. Die Gleichungen (2) geben für jedes t einen Punkt (x, y) der Curve, insbesondere geben sie für den der identischen Transformation entsprechenden Parameterwert, also etwa für t = 0, den Punkt selbst.In dem Wesen des Gruppenbegriffs liegt es, dass alle Punkte auf der Bahncurve des Punktes pQ eben diese Curve auch zur Bahncurve haben. Eine gewisse Transformation der Gruppe nämlich wird pQ in einen beliebigen anderen Punkt pi auf der Bahncurve von pQ überführen. Wenn man nun auf pi irgend eine Transformation der Gruppe ausübt, so wird dieselbe etwa pl nach p2 bringen. Auch jp2 liegt, wie wir beweisen werden, auf der Bahncurve von ρύ. In der That, die Aufeinanderfolge jener beiden Transformationen der Gruppe, deren erste 
pQ nach pl, deren zweite pl nach p2 brachte, ist gemäss der Gruppendefinition einer einzigen Transformation der Gruppe äquivalent, welche direct p0 nach p2 versetzt. Aber alle Transformationen der Gruppe führen p0 stets in Punkte seiner Bahncurve über, also auch diese, welche p0 nach p2 bringt. Demnach liegt p2) der Punkt, in welchen 
p1 bei einer beliebigen Transformation der Gruppe übergeht, auf der Bahncurve von p0.Satz 2: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe der Ebene p{ ein Punkt 
auf der Bahncurve des Punktes p0, so ist diese Curve auch Bahncurve 
des Punktes p1.Zu jedem Punkt gehört also eine Bahncurve, jede Bahncurve aber 
ist Bahncurve für ihre ∞1 Punkte.Die Überlegung, welche zum Satz 2 führte, lässt sich in einige wenige Gleichungen zusammenfassen, wenn man von einer einfachen Symbolik Gebrauch macht, die wir, da sie auch später benutzt wird, hier kurz auseinandersetzen: Wir wollen unter Ta, T<,, Tc · ■ ■ die Transformationen unserer Gruppe verstehen, welche den Parameterwerten t = a,l),c∙ ■· zugehören, und unter Ta Tb die successive Ausführung der Transformationen Ta und Tb oder also die TransformationLie, Differentialgleichungen. 5
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66 Kapitel 4, § 2.
T verstehen, welche der Aufeinanderfolge von Ta und Tb äquivalent ist und auch der Gruppe angehört. Da diese Transformation T von den Parameterwerten a und b abhängt, werden wir sie besser noch mit T(μb) bezeichnen. Die Äquivalenz der Reihenfolge von Ta und Tb mit 27(αδ) können wir in Form einer symbolischen Gleichung ausdrücken: 

Ta Tb — Ι∖ab),die weiter nichts als diese Äquivalenz ausdrücken soll. (p0)Tα ferner soll der Punkt p1 sein, in welchen pQ durch Ausführung der Transformation Ta übergeht, was wir symbolisch so schreiben:
Pι = Mrτa (p0)Ta = o1).Unsere obige Beweisführung stellt sich nun so dar: Ist 

Pι = Mτa,so ist, wenn noch Tb ausgeführt wird:
(ft)2V = (a)X. t„oder, da

TaTb = T(μb) ist: (Pl) Tb = (Po) T{ab) ·
(Po) T^ab) ist aber ein Punkt der Bahncurve von p0, (pl)Tb ein beliebiger Punkt der Bahncurve von p1. Letztere Bahncurve fällt also mit der ersteren zusammen.Satz 2 können wir auch so aussprechen:Satz 3: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitzt ∞1 Bdhncurven.Diese oc1 Bahncurven überdecken die ganze Ebene, da jeder Punkt, der nicht überhaupt bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt — und diese sind nur Ausnahmestellen —, eine Bahncurve besitzt.Wenn wir auf den Punkt p0 insbesondere die infinitesimale Transformation der Gruppe ausüben, so muss er natürlich auch in einen Punkt seiner Bahncurve übergehen. Dabei bewegt sich aber der Punkt p0 nur unendlich wenig und zwar in der Fortschreitungsrichtung, welche die infinitesimale Transformation ihm zuordnet. Also:Satz 4: Die Dichtung einer Bahncurve stimmt in jedem Punkte mit 
der Dichtung überein, welche die infinitesimale Transformation der ein
gliedrigen Gruppe dem Punkte zuordnet.Oder auch:Satz 5: Ein Punkt, welcher beständig der ihm durch die infinitesi
male Transformation der eingliedrigen Gruppe jeweils zugeordneten Dich
tung folgt, beschreibt eine Bahncurve.Mit den Bahncurven unserer eingliedrigen Gruppe hängt nun die
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Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 67Invariante derselben, die wir im vorigen Paragraphen betrachteten, eng zusammen. Es stelle nämlichω(rc, y) = Const.die Schar der Bahncurven dar. Führen wir eine allgemeine Transformation *ι = φθ,2∕√), yl≈Ψ(χ,y,f)der Gruppe aus, so gehen alle Punkte (x,y) der Bahncurve ω(x,y') = c wieder in Punkte (λ,1, i∕1) derselben Bahncurve über, d. h. es ist sicher
*(⅞ Vι')=c,sobald ω(x, y) = c ist, und zwar für alle Werte von x, y, t und c. Es ist also notwendig ω(¾,2∕1) = ω(^y)für alle Werte von x, y und t, d. h. ω(x, y) ist eine Invariante der Gruppe.Setzen wir andererseits eine Invariante ii(rc, y) der Gruppe gleich einer Constanten, so stellt sie eine Bahncurve dar, denn die Definitionsgleichung der Invariante

⅛) = y)sagt aus, dass auch der von der Stelle (rr, y) der Curve ii (x, y) = c nach der Stelle (rr1, τ∕1) transformierte Punkt auf der Curve £l(x, y) = c liegt.Satz 6: Die Invariante einer eingliedrigen Gruppe der Ebene ist 
dadurch charakterisiert, dass sie, gleich einet' Constanten gesetzt, die 
Dahncurven definiert.Es erhellt dies schliesslich auch aus der Gleichungττθ__ j- 2ίϊ | c,β ___  .'-'-i = >⅛ + ,'⅜ =0'welche die Invariante ii erfüllen muss. Erinnern wir uns nämlich an den engen Zusammenhang, der zwischen der Gleichung Df = 0 und der gewöhnlichen Differentialgleichung

dx dy
£ ybesteht (vgl. § 5 des 1. Kap.), so folgt ohne weiteres, dass die Curve 

IZ{x,y) = Const. in jedem ihrer Punkte (x, y) die Richtung ~c = ~besitzt, welche die infinitesimale Transformation der Gruppe dem betreffenden Punkt zuordnet, dass also die Curve Bahncurve ist.Die Invariante &Z ist Lösunggleichung der linearen partiellen Differential-
fc l ∂a .λ 
iSx + Ι ⅛ = 0∙

5*
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68 Kapitel 4, §§ 2, 3.Ihre Auffindung erfordert also eine Integration. Kennt man jedochdie endlichen Gleichungen der Gruppe(i) ¾ = <p(%, y, t), yi = Ψ(χ, y,so kann man die Bahncurven und mit ihnen die Invariante durch bloss algebraische Operationen bestimmen. Wir fanden ja die Bahn- curve des Punktes 0θ, τ∕θ) durch Elimination von t aus* = φ(⅜, y0, t), y = ≠Oo, y0, t)in der Form W, y, x0, y0) = 0.Da es nur ∞1 Bahncurven giebt, treten die Constanten x0, y0 hierin nur in einer Verbindung auf und die letzte Gleichung der oc1 Bahncurven lässt sich also umformen:/Ό, y, c) = 0,sodass die Auflösung nach der (von x0 und y0 abhängigen) Constanten c die Invariante &O> y) = cliefert. Am bequemsten verfährt man, um die zwei Constanten rrθ,ι∕θ auf eine einzige zu reducieren, so, dass man ?/0 einen bestimmten Zahlenwert, wie z. B. 1, erteilt. Alsdann stelltWO, y, x0, 1) = 0alle von den Punkten der Geraden y = 1 ausgehenden Bahncurven dar, also alle Bahncurven überhaupt (sobald nicht etwa y = 1 selbst eine invariante Curve ist). Auflösung nach xQ liefert nun etwa∞O,2∕) = ⅝und c?O, y) ist demnach die Invariante.Satz 7: Die Bahncurven und die Invariante einer eingliedrigen
Gruppe der Ebene lassen sich auf rein algebraischem Wege finden, sobald 
die endlichen Gleichungen der Gruppe bekannt sind.

Die früheren Beispiele von ∞1 Transformationen, die keine Gruppe 
bilden (siehe Schluss des § l), wollen wir jetzt geometrisch erläutern.

Wir sahen, dass die Schar:
«i = x + l, yi = y + t,

die keine Gruppe ist, die Invariante tg πx besitzt, während x keine In
variante ist. Das geometrische Gebilde, welches durch tg πx = c darge
stellt wird, wo c eine beliebige, aber bestimmte Constante sein soll, ist 
eine Schar von oo1 discreten Geraden, die sämtlich der τ∕-Axe parallel laufen 
und die Abstände 1 von einander haben. Bei einer jeden der obigen Trans
formationen bleibt in der That die Gesamtheit dieser Reihe von Geraden 
ungeändert, indem sie die Punkte einer jeden dieser Geraden in die der 
nächsten Geraden der Schar überführt. Von Bahncurven kann hier nicht 
die Rede sein, da die Punkte sich bei jeder Transformation sprungweise 
ändern, indem x um 1 wächst.
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe der Ebene invarianten Curven. 69

Auch bei der Schar von oo1 Transformationen 

= — %, yi==y + t,
die keine Gruppe bilden und, wie wir sahen, die Invariante x2 besitzen, 
giebt es keine Curven, die wir etwa als Bahncurven bezeichnen könnten. 
x2 = c stellt zwei Geraden parallel der ?/-Axe dar. Ihr Inbegriff bleibt' 
insofern bei allen obigen Transformationen ungeändert, als dieselben die 
Punkte der einen Geraden in die der anderen überführen und umgekehrt.

Bei der Schar von oo1 Transformationen dagegen:

#1 = 2∕1 = 2Z + ί — 1,

die auch keine Gruppe bilden und, wie wir sahen, keine Invariante besitzen, 
kann man sehr wohl von Bahncurven sprechen, da hier die identische Trans-Q 2» C /*
formation und eine infinitesimale Transformation, nämlich x ---- l· . vor-’ ox oy 1
kommt. Der Punkt (a^0, τ∕θ) wird durch die Transformationen der Schar 
in die Punkte:

* = x0t, y = yQ + t — 1 

übergeführt, also in die Punkte der Geraden:

~ — y = 1 — ‰t*,0
die durch (a,θ, ι∕θ) selbst hindurchgeht. Wir bemerken aber, dass jeder 
Punkt dieser Geraden wieder eine andere Gerade, nicht diese, als Balin- 
curve hat, indem die obige Gleichung oo2 verschiedene Geraden darstellt. 
Obgleich es hier einen Sinn hat, von Bahncurven zu reden, ist doch der 
Satz 2 oder 3 bei der vorliegenden Schar von oo1 Transformationen, die 
keine Gruppe bilden, nicht erfüllt.

§ 3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
der Ebene invarianten Curven.Die Bahncurven haben die Eigentümlichkeit, dass eine jede für sich als Ganzes aufgefasst bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe in Ruhe bleibt, indem alle Punkte der Curve wieder in Punkte derselben übergeführt werden.Fragt man andererseits überhaupt nach einer Ourve, welche als 

Ganzes aufgefasst bei der Gruppe in Ruhe bleibt, so findet man, dass dieselbe eine Bahncurve ist, sobald es wenigstens einen Punkt auf ihr giebt, der nicht bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt. Denn dieser Punkt geht ja bei Ausführung aller Transformationen der Gruppe über in Punkte seiner Bahncurve, während er doch auf der gesuchten Curve verbleiben soll.Es ist nun aber auch möglich, dass Curven existieren, deren sämtliche Punkte bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe, und zwar jeder für sich, in Ruhe bleiben. Dann ist selbstverständlich

; Invariante Curve.
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70 Kapitel 4, § 3.

(3)

auch die ganze Curve invariant, aber sie ist doch keine Bahncurve. Dass dies wirklich vorkommt, haben wir in § 3 des 1. Kap. bei der eingliedrigen Gruppe der affinen Transformationen gesehen. Analytisch lassen sich leicht die Bedingungen dafür angeben und die Mittel zu ihrer Bestimmung finden: Ein Punkt, der bei der ganzen Gruppe inlnpunktter R-uhθ bleiben soll, bleibt bei der infinitesimalen Transformationw⅛tg+,gder Gruppe invariant, d. h. für ihn sind ξ und η Null. Die Coordi- naten x, y solcher Punkte bestimmen sich also aus dem Gleichungenpaar∣0c, 2∕) = θ, i7θ,2∕)=θ∙Es liegt nahe zu vermuten, dass jeder solche Punkt bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, denn er bleibt bei der infinitesimalen Transformation ungeändert und eine allgemeine Transformation der Gruppe geht durch fortwährende Ausführung der infinitesimalen Transformation hervor. Analytisch folgt es mit voller Stringenz aus den endlichen Gleichungen der Gruppe:
*1 = x + { Ux + ⅛ U(Uχ∙) + ■■■,

,yi = y + ⅛Uy + ^U(Uy) + ---,denn es ist für den Punkt (x, y) sowohl ξ als η Null, mithin auch jeder Ausdruck von der Form Ua = ξ -f- η , also auch TJ{TJx∖
U(JJyy) u. s. w. Es kommt daher: xi = x, y1== y.Es ist nun denkbar, dass die beiden Gleichungen ξ(α,i∕) = O, rl(χ,y) = Qnicht eine discrete Anzahl von Punkten (x, y), sondern eine oder einige continuierliche Scharen derselben liefern. Alsdann sind die von ihnen gebildeten Curven eben invariante Curven der besprochenen zweiten Art.Eine Curve kann also auf zweierlei Arten bei der eingliedrigen Gruppe invariant sein, entweder als Bahncurve oder als eine CurveKriterium von lauter einzeln invarianten Punkten. Es fragt sich nun, ob ein riacurτelθr oemθinsamθs analytisches Kriterium für invariante Curven der erstenund zweiten Art aufgestellt werden kann.Die Curve ωfe «/) = θist invariant, wenn die Punkte (x, y) derselben bei einer beliebigen Transformation der Gruppe in Punkte (∙^17y1) derselben Curve übergehen, d. h. wenn
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe der Ebene invarianten Curven. 71∞(^ι, 2∕ι) = θist vermöge ω(Λ2∕) = θ∙Nach Theorem 4 (3. Cap. § 3) muss also<≈>(*,y) + T + r⅛ U(Ua> + ·· · = °sein vermöge ω(%,y)==O und zwar für jedes t. Dies liefert als ein notwendiges Kriterium, dass
Uω — 0oder ausführlich geschrieben:

i, ∂ω l ∂ω r, ⅛ + ,'⅛=θsein muss vermöge ω = 0. Dies ist nun auf zweierlei Weisen möglich: Entweder sind ξ und η, die Coefficienten, einzeln beide Null. Alsdann sind alle Punkte (x, τ∕) der Curve für sich invariant, also ist es auch die ganze Curve. Oder aber zweitens längs der ganzen Curve ω = 0 ist die Tangentialneigung
dy = 
dx | ,d. h. die Curve ist Bahncurve. Das als notwendig erkannte Kriterium: 

Uω = 0 vermöge ω = 0 führt also gerade nur auf invariante Curven, ist daher auch hinreichend.Allerdings wäre es auch drittens möglich, dass und einzeln vermöge ω = 0 verschwinden. Dies tritt z. B. ein, wenn man den Kreis mit Radius 1 um den Anfangspunkt durch die Gleichung 
(x2-j-y2—l)2 = θ darstellt. Aber wir können immer voraussetzen, dass die Gleichung der Curve so geschrieben sei, dass dies nicht der Fall ist. Denn man braucht sie nur etwa in der nach y aufgelösten Form

ω ≡ y — f(x) = 0anzunehmen, in der ≡ 1, also nicht Null vermöge ω = 0 ist.Somit hat sich ergeben:Theorem 6: Es giebt ziveierlei Curven, welche bei einer 
eingliedrigen Gruppe 77^√∙  t i C fuf=isi + 7∣si

der Ebene invariant sein können. Die einen, stets vorkommen
den, sind die ∞1 Bahncurven der Gruppe; sie werden erhalten, 
indem man die Invariante der Gruppe einer Constanten gleich
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Kapitel 4, § 3.* 72
setzt. Die Curven der andern Art bestehen aus lauter einzeln 
invarianten Punkten, für welche ⅛(x, y) = η(x, y) = 0 ist.

Für beide Curvenarten gilt das Kriterium: Die Curve oder 
die Gleichung ω(x, y) = 0 ist bei der eingliedrigen Gruppe dann 
und nur dann invariant, wenn Uω = 0 ist vermöge ω ==■ 0, 
dabei vorausgesetzt, dass die Gleichung ω == 0 in solcher 
Form angenommen wird, dass nicht ettva ~ und ~ einzeln 
beide vermöge ω ≈ 0 verschwinden.Zu unserem Kriterium machen wir noch eine Bemerkung: Da das Verschwinden von Ua vermöge ω = 0 die rein geometrische Bedeutung hat, dass ω = 0 eine bei der Gruppe Uf invariante Curve ist, und da diese geometrische Bedeutung unabhängig von der Wahl der Coordinaten und der speciellen analytischen Darstellungsform der Curve ist, so folgt:Satz 8: Ist bei einer infinitesimalen Transformation Uf in zwei 
Veränderlichen x, y der Ausdruck Uω(x,y) = 0 vermöge ω(x,y)==0, 
so gilt das entsprechende auch bei Einführung von anderen Veränderlichen 
und unabhängig von der Darstellungsform der Gleichung ω == 0, wenn

nur nicht und vermöge ω = 0 beide verschwinden, o x oy i,Das Kriterium lässt sich noch in etwas anderer Weise aussprechen. Es liegt ja ausserordentlich nahe, sich der Redeweise zu bedienen, dass die Curve ωfx,y) = § die infinitesimale Transformation Uf gestattet, d. h. bei ihr invariant bleibt, wenn Uω = 0 vermöge ω — 0 ist, denn die durch Uf transformierten Veränderlichen
y1 = y + ηδtmüssen, soll ω = 0 die infinitesimale Transformation Uf gestatten, die Gleichung ω(x1,yi) = 0 vermöge ω(xfy) = 0 erfüllen und dies liefert *

ω(x + ξ∂t, y-{-η∂t') = O θdθr . da . δω λ⅛ + ,⅛i=,θ> d. h. Uω — 0 vermöge ω = 0.Da wir sahen, dass dies Kriterium auch hinreichend dafür ist, dass die Curve bei allen Transformationen der Gruppe invariant bleibt oder, wie wir auch häufig sagen werden, dass sie alle Transformationen der Gruppe gestattet, so folgt:Satz 9: Eine Curve oder Gleichung ω(x, y) — 0 gestattet alle Trans
formationen der eingliedrigen Gruppe Uf der Ebene, sobald sie die in
finitesimale Transformation Uf zulässt.
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe der Ebene invarianten Curven. 73Eine Reihe einfacher Beispiele soll die Entwickelungen dieses Beispiele. Kapitels erläutern, indem wir die Curven und Punkte aufsuchen, welche bei gewissen durch ihre infinitesimale Transformation Uf gegebenen eingliedrigen Gruppen invariant bleiben.
1. Beispiel: Sei

Uf≡°⅛-Die von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe ist die der affinen Transformationen: z1 = z . et, y1 = y.Hier ist die Invariante ii zu .bestimmen aus3Ω „ 
x -5 - = 0.oxDaher darf ≡ y angenommen werden. Die Curven y = Const. sind also die Bahncurven. Um die eventuell existierenden Curven mit lauter einzeln invarianten Punkten zu finden, haben wir ξ = η = 0 zu setzen. Dies giebt hier nur x — 0, d. h. alle Punkte der ι∕-Axe sind invariant. Die i∕-Axe ist folglich auch eine invariante Curve. Schematisch deuten wir diese Ergebnisse durch die Fig. 5 an, in welcher die Pfeile längs der Bahncurven y — Const. die Richtungen angeben, in welchen sich die Punkte vermöge der infinitesimalen Trans-formation x bewegen. Natürlich würden alle Pfeile umzukehren δ fsein, wenn man die infinitesimale Transformation in der Form — x angenommen hätte.

2. Beispiel: Sei
Uf erzeugt die Gruppe

xx = x + yt, yl = y.
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74 Kapitel 4, §§ 3, 4.Auch hier ist die Invariante ≡ y zu setzen und die Curven y = Const. sind die Bahncurven. Für die einzeln invarianten Punkte haben wir die Bedingung y = 0, d. h. alle Punkte der a:-Axe sind einzeln invariant. Daher vorstehendes Schema (Fig. 6). Man bemerke, dass die Gerade y = 0, deren Punkte sämtlich in Ruhe bleiben, der Schar der Bahncurven angehört.
3. Beispiel: Die infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe der Rotationen lautet:

τr∩___ ∂f . ∂fUf=-y-e- + χ-s-^Die Invariante Ώ bestimmt sich aus:
Da
oder
die zugehörige gew. Differentialgleichung ist, so ist die Invariante zu setzen. Die Bahncurven sind, wie wir ja schon wissen, die Kreise um den Anfangspunkt: x2 -(- y2 — Const. Setzen wir hier ξ = η = Oj so kommt nur ein einzelner invarianter Punkt, nämlichder Anfangspunkt. Vgl. die Fig. 7.

ττr__  2 IVf≡≡x^ + xy -ι-∙Die Invariante Ώ der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe muss die Gleichung UQ = 0 erfüllen oder also die Gleichung:
∂Sl l ∂Ω λ

X -----Γ 2/ ä~ = θ·οχ ' ij cy

dß . Μ n— y^,-----kz-ö— = 0.σ Οχ 1 Oy

dx dy 
— y ~ x 

xdx + ydy = 0
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Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 75Daher ist Ώ = — zu setzen. Die Bahncurven sind also die Geradenx~ == Const. Die einzeln invarianten Punkte ergeben sich aus ξ = η = 0.Es kommt xi = xy = 0 oder x = 0. Also ist die ?/-Axe eine invariante Gerade, bestehend aus lauter invarianten Punkten (Fig. 8). Die endlichen Gleichungen der Gruppe sind, wie man berechnen möge:
___ x ___ y

^'1 1 — xt , 1 — xt

Weitere Beispiele zur Bearbeitung: Uf habe eine der Formen:
1λ W I1) X ∂x + y dy ’

en df df
2) x ∂x y dy ’

2 I 23) +!Z257∙Man bestimme die invarianten Curven und Punkte bei den betreffenden von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppen und berechne die endlichen Gleichungen dieser Gruppen entweder durch directe Integration des bekannten simultanen Systems oder durch Benutzung der Reihenentwickelung.Man beweise, dass der Kreis*2 + <,2 = lbei allen Transformationen der von der infinitesimalen TransformationL _ v , λ. _ n∖ 2x) dx V 2y ) dyerzeugten eingliedrigen Gruppe invariant bleibt, und zwar ohne die endlichen Gleichungen dieser Gruppe zu benutzen.
§ 4. Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen 

der Ebene.Im Anschluss an die in den bisherigen Kapiteln dargestellten Theorien wollen wir in diesem Paragraphen gewisse interessante Gattungen von infinitesimalen Transformationen besprechen.1) Die projectiven infinitesimalen Transformationen. — Unter einer ι>rojective projectiven Transformation der Ebene versteht man eine solche, welche formltiön. alle Punkte einer beliebig gewählten Geraden wieder in die Punkte einer Geraden überführt. Aus der projectiven Geometrie entlehnen wir hier die Thatsache, dass eine projective Transformation der Ebene allgemein dargestellt wird durch zwei Gleichungen von der Form:
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76 Kapitel 4, § 4.z,× _ ax -∖-by + c = ħx + ky + l
× ' 1 dx + ey -)- g, dx + ey -f- 9,in denen also die Nenner beider Brüche dieselben sind. Dass diese Transformation alle Punkte einer Geraden wieder in die einer Geraden verwandelt, ist leicht zu verificieren: Die Punkte (ic, y) der Geraden

y == κx 4" mwerden in Punkte (¾, y1) übergeführt, für die(α-)-⅛x) x bm -j- c _ (Λ + &%) x + hm -(- l
= (d + ex) x + em -f- g , (d + ex) x -f- em + gist. Durch Elimination von x folgt hieraus für den Ort der transformierten Punkte (x1, yf) die Gleichung:(tZ + eκ)x1 — (α + δz) (em -}- g]x1 — (bm -f- c) I (iZ + eκ) yl-(h + k×] (em + g) yl — (km + l) \Dieselbe ist linear in x1, yl, denn die quadratischen Glieder xi, yl heben sich gerade weg. Sie stellt daher ebenfalls eine Gerade dar, auf der alle transformierten Punkte (x1, yf) liegen.Andererseits lehrt diese Betrachtung aber nicht, dass die Transformation (4) die allgemeinste ist, welche alle Punkte einer beliebigen Geraden wieder in die Punkte einer Geraden überführt. Dies entnehmen wir vielmehr, wie gesagt, aus der projectiven Geometrie.Die Transformation (4) ist die identische, wenn a, g und k gleich 1, alle anderen Constanten gleich 0 sind. Wünschen wir eine infinitesi

male projective Transformation zu erhalten, so haben wir also den Constanten a, g und k unendlich wenig von 1, den übrigen Constanten unendlich wenig von 0 abweichende Werte zu erteilen. So kommt:(1 4- δ a) x —J— ∂b · y -(- δ c δh · x —(- (1 -(- δJcy) y -j— ό l
δd · x δe · y 4- 1 -j δg ’ δd · x 4- δe · y 4* 1 4- dgBis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung ist aber bekanntlichi-i------ i 1—, . , . = 1 — dd ■ x — de · y — dg

dd · x 4- δe ■ y 1 4- sgund daher kommt:
x1 = [(1 4- da]x 4- db · y 4- de] [1 — dd · x — de · y — d<jr],
yi — [dh · x 4- (1 —J— d7c) · y -f- dl] fl — dd - x — de ■ y — d(∕],oder, wenn man ausrechnet und die unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung nicht mehr berücksichtigt,
x1 == (1 — dd · x — de · y — dg]x 4- da ∙ x 4^ dd · y 4- de, 
y1 = (1 — dd · x — de · y — dg] y -f- dh ∙ x -∣- dk ∙ y -f- dl,d. h. x und y erhalten die Incremente:
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Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 77

δx ≡ xl — x = δc 4" (δα — ∂g}x -J- δb ■ y — δ d ■ x2 — δe · xy,
δy≡yi — y — δl -J- δk ■ x -∖- (δk — δg) y — dd ■ xy — δe ∙ y2foder, wenn man die infinitesimalen Constanten anders bezeichnet:

∂x = (a -{- cx -⅛- dy hx2 + kxy) dt,
dy = (b + ex + gy + lιxy + ky2) dt,sodass die gefundene infinitesimale projective Transformation der Ebene das Symbol besitzt:EY≡(α+Ctf + ⅜ + Az2 + fciCi,) + (b + ex+gy + hxy-}-ky2∖^ ·Wir werden später an passender Stelle beweisen, dass hiermit die allgemeinste infinitesimale projective Transformation der Ebene gefunden ist*).Die 8 Constanten a, b, c · ■ · k können irgendwie angenommen werden. Setzt man sieben derselben gleich 0, die übrigbleibende gleich 1, so ergeben sich die folgenden 8 infinitesimalen projectiven Transformationen:

Sf_ S£. <LL <Lf 1L
Sx , Sy x Sx ’ ν i)x , % Sy , Sy ’

2 Sf . Sf Sf . 2 Sf
x sι + χy⅛> χy^ + yund die oben gefundene infinitesimale projective Transformation Uf kann man dadurch hersteilen, dass man diese 8 speciellen mit Constanten multipliciert und addiert.Unter den infinitesimalen projectiven Transformationen sind offenbar auch einige uns schon bekannte enthalten: die infinitesimalen Translationen, die infinitesimale Rotation um den Anfangspunkt, die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus und die infinitesimale affine Transformation längs der rc-Axe. Es ist geometrisch einleuchtend, dass alle diese projectiv sind, d. h. alle Punkte einer beliebigen Geraden wieder in die Punkte einer solchen überführen.Eine gute Übung ist es, die bei den oben angegebenen 8 infinitesimalen projectiven Transformationen invarianten Punkte und Curven zu bestimmen. Auch ist es nicht schwer, die endlichen Gleichungen der von diesen 8 infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen Gruppen durch Integration der betreffenden simultanen Systeme aufzustellen.*) Man bemerke, dass die Incremente Sx und Sy, welche eine beliebige infinitesimale projective Transformation den Coordinaten x, y erteilt, ganze Functionen (zweiten Grades) von x, y sind.
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78 Kapitel 4, § 4.Die bei der infinitesimalen projectiven Transformationf∕∕,≡(α + c^+⅜++ + (b + ex + gy + hxy + ^ky2)invarianten Punkte x, y ergeben sieb durch Nullsetzen der beiden Coefficienten:
a -∣- cx + dy -f- bxi Jcxy = 0, 
b + ex + gy + hxy + lzyi = 0.Diese beiden quadratischen Gleichungen müssen wir durch gemeinsame Wurzelpaare x, y zu befriedigen suchen. Die erste ist linear in y und giebt:

a + cx + Ziic2 
d -f- kxSetzt man diesen Wert in die zweite ein, so wird sie nicht vom vierten, sondern nur vom dritten Gerade in x, d. h. es giebt (im allgemeinen) drei Wertepaare x., y, und mithin lässt die infinitesimale projective Transformation Uf im allgemeinen drei verschiedene Punkte invariant. Es ist dann selbstverständlich, dass die Seiten des von diesen drei Punkten gebildeten Dreiecks invariante Geraden sein müssen, denn jede dieser Geraden geht ja wieder in eine Gerade über, während doch zwei Punkte auf ihr fest bleiben. Wäre noch eine vierte Gerade invariant, so würden ihre Schnittpunkte mit den drei anderen invariante Punkte sein. Da es aber deren nur drei giebt, so folgt, dass im allgemeinen keine vierte invariante Gerade existiert. Das invariante Gebilde von Punkten und Geraden ist also ein Dreieck.Wohlbemerkt können für specielle projective Transformationen (z. B. für die Translationen) ganz andere Umstände statthaben, denn es ist möglich, dass die obige Auflösung der beiden quadratischen Gleichungen bei besonderer Wahl der Constanten a, b, c · · · k zu ganz anderen Ergebnissen führt. Doch wollen wir hier nur den allgemeinen Fall in Betracht ziehen. Ein tieferes Eingehen auf diese wichtige, wenn auch einfache Frage ist hier noch nicht am Platze.Um nun die Bdhncurven der von Uf erzeugten eingliedrigen projectiven Gruppe zu bestimmen, wollen wir das Coordinatensystem so wählen, dass die beiden Axen und die unendlich ferne Gerade jenes invariante Dreieck bilden. (Dies lässt sich immer durch eine projective Umformung des Coordinatensystems erreichen.) Alsdann haben die Constanten a, b, c · · · k in Uf specielle Werte. Da zunächst der Anfangspunkt in Ruhe bleiben soll, so muss a = b = 0 sein (denn für 

x = y — 0 müssen ξ und η verschwinden). Der unendlich ferne Punkt der rc-Axe ist invariant, wenn jede Gerade, die ihn enthält, also jede
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Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 79Gerade x = Const., in eine ebensolche transformiert wird. Ist also 
x =s= Const. gesetzt, so muss auch x -{- δx = Const., d. h. dx muss frei von y sein. Demnach ist d = 1c = 0. Analog ist e — h = 0, sodass bleibt:

τjf=cχ-^ + Mτ⅛-Die endlichen Gleichungen der von 17/ erzeugten eingliedrigen Gruppe ergeben sich entweder durch Integration des simultanen Systems⅛ = ⅛ = diin der Form { lg ¾ - £ = { lg z,| lg y1 — f = | lgd. h. aufgelöst in der Formtfι=zec', yl=ye9tjoder durch Reihenentwickelung. Es ist ja hier
Ux = cx, UUx = c2x, · · ·,
Uy = gy, UUy=g2y, ···,sodass kommt:

t t2xl = x 4- cx γ -j- cix j-— + ∙ ∙ ∙ = xect, 
t t2

Vι = y + gy γ + g2y H— = yegt∙Die Bahncurven finden wir, indem wir aus 
x ≈ χ0ect, y = y0c^>t

t eliminieren. Dies giebt als Bahncurve (*V(<∕)coder, wenn x09 : y0c = γ (= Const.) gesetzt wird:rcfl, — γyc = 0.Man sieht, dass die Bahncurven algebraische Curven sind, wenn g und c in rationalem Verhältnis stehen. Für c = 1, g = 2 z. B. sind sie die Kegelschnitte:
x2 — γy = 0,d. h. alle Kegelschnitte, welche zwei Seiten des invarianten Dreiecks, nämlich die rc-Axe und die unendlich ferne Gerade, in ihren Schnittpunkten mit der dritten Seite, der ?/-Axe, berühren.Ist c : g nicht rational, so sind die Bahncurven 
xg — γyc = θ
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80 Kapitel 4, § 4.transcendent. Um uns eine Vorstellung von ihrem Verlaufe zu machen, bemerken wir, dass ihre Differentialgleichung lautet:
dx dy ___ θ
cx gy ’also die Differentialgleichung ihrer orthogonalen Trajectorien diese ist:
dx dy __ q 
gy ' cxoder:

ConformeTransformation.

cxdx -p gydy = 0,deren Integralcurven die Kegelschnitte
cxi -p gy2 = Const.sind. Mithin sind die Bahncurven von Vf die orthogonalen Trajectorien *) einer Schar von ähnlichen und ähnlich gelegenen Kegelschnitten, deren Axen in den Coordinatenaxen liegen. (Siehe Fig. 9.)2) Die conformen 

oder winkeltreuen infini
tesimalen Transformatio
nen. — Eine Punkttransformation heisst conform, wenn sie zwei beliebige sich in einem Punkte p schneidende Curven in Curven überführt, die sichin dem aus p nach pi transformierten Punkte unter demselben Winkel schneiden wie-die ursprünglichen Curven in p.Wir wollen aus der Functionentheorie entnehmen, dass jede solche Transformation dadurch dargestellt wird, dass man die transformiertenCoordinaten xλ, y1 dem reellen Teile und dem Factor des mit i = ]/— 1 behafteten Teiles einer beliebigen Function von x -P iy gleich setzt, also annimmt:

χι + iyι == ψ + iy)∙
O f Cj ΓSoll diese Transformation infinitesimal, etwa ∣ -f- η , sein, somuss xl -p iyl unendlich wenig von x ~p iy verschieden sein. Es ist*) Ein geometrisches Studium aller Curven, die eine infinitesimale projective Transformation gestatten, wurde zuerst ausgeführt von Klein und Lie in den Math. Annalen Bd. 3. Die im Texte gegebene geometrische Definition der Curven xff — γyc — 0 rührt von Scheffers her.
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Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 81also dann nur das obere Vorzeichen zu berücksichtigen und zu setzen:
¾ + iVι = x + iy + ψ(x + ⅛) dt. ξ und η sind also der reelle Teil und der Factor des mit i behaftetenTeiles der Function τ∕>(ic -(- iy), d. h. es ist

ξ 4" = + iy).
ψ erfüllt als complexe Function die Bedingung

I* + i ‰ 0,
dx 1 cy -und diese ist auch hinreichend für ψ. Also folgt*): Die infinitesimale Transformation

5 cx η St∣ist dann und nur dann conform, wenn | und η die Bedingung erfüllen:
dx ' dx dy dy ~ u∙Z. B. die infinitesimale projective Transformation ∑Y≡ (α + cx + dy + hx* + hxy) +

ist conform, wenn: -f- (δ + ex + gy + lιxy + kyi} ½L

(c -∣- 2Λrc 4^^ H- ι'0' ^4^^ -t^^ -f- — Cd ^^h 2ty) = 0,d. h. — da dies für alle x, y gelten soll — wenn:c + ie + id — g = Q, h + ih = 0 ist. Soll sie insbesondere auch reell sein, so muss also einzeln
c = g, e -j- d = 0, h = 0, h = 0 sein, und somit hat die allgemeine reelle conforme und infinitesimale projective Transformation das Symbol:

(« + cx + dy) 4- (6 — dx 4- cy) ½L ·Dasselbe setzt sich linear mit Constanten zusammen aus den vier einzelnen conformen und projectiven Transformationssymbolen:
dj_ \ _ Ä.
∂x ’ dy ' J dx ' ν dy ' ν dx X dyDiese stellen die Translationen, die Ähnlichkeitstransformation vom

*) An einer anderen Stelle werden wir zeigen, dass eben die Gruppentheorie die einfachste Bestimmung der grössten continuierlichen Gruppe von conformen Transformationen des w-f'ach ausgedehnten Raumes liefert.
Die, Differentialgleichungen. 6
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82 Kapitel 4, § 4.Anfangspunkt aus und die Rotationen um den Anfangspunkt dar, die auch geometrisch sich sofort als conform erweisen.Flächen- 3) Die flächentreuen infinitesimalen Transformationen. — Wir nennen formation. eine Transformation flächentreu, wenn sie eine beliebige geschlosseneCurve stets in eine geschlossene Curve überführt, welche denselben Flächeninhalt hat wie jene. Insbesondere sei
G/ — s Sx η Syeine infinitesimale flächentreue Transformation. Man kann zeigen, dass für eine solche

. οη___ ∩
Sx "* Syist.

7iM dem Ende betrachten wir das Dreieck z/, das von den drei 
Punkten mit den Coordinaten

V,
x ~i~ a, y -j- b, 
x + a, y + ß

gebildet wird. Der doppelte Inhalt desselben ist bekanntlich 
V = aß — ab.

Der Punkt (x, y) wird nun durch Uf übergeführt in:
(5) aι1 = ic+ξ<y<, yl≈y-{-ηδt.

Ferner gebt der Punkt (x -j- a, y + 6) über in einen Punkt (xl -f- a1, 
y1 ÷ δι)> für den:

χ1 -t- aι = χ H- a ~F ⅜(χ ^F aι y ~h
yl + ∖ ≈y + b + rfix + a,y + b')δt

ist oder, wenn man nach a und b entwickelt:
xι + aι = x + « + ⅛(x,y)δt + a + ~ &) öt H--------- ,

yi + ⅛ =y + b + η(x,y)δt + (j⅛ « + f^)  ·

Werden a, b und a, ß infinitesimal angenommen, d. h. wird das Dreieck z/ 
unendlich klein, so können wir diese Entwickelungen mit den in a, b 
linearen Gliedern abbrechen und erhalten:

xι + aι = x + a ÷ ⅛st + (^f~ a + &) di>
y∖ + &i = y + ι> + rist + (∙f~^ α ÷ ¾7 b) st,

oder wegen (5):
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Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 83
(θ) = δ+ (½ α + ⅛^δ)5i∙

Analog geht der Punkt (x -f- a, y -f- ß) bei Uf in einen Punkt (a,1 -}- α1, 
yi + ft) über, für den

= a + (H α + ⅛ δt' 

& = ∕3 + fö α + ∕3) d*

ist. Nun war
V — aß — ab

der (jetzt von zweiter Ordnung unendlich kleine) doppelte Inhalt des in
finitesimalen Dreiecks J. Analog ist

P1 — a1 βl a1 b1
der doppelte Inhalt des infinitesimalen Dreiecks z∕1, in welches J durch 
Uf übergeführt wird. Die infinitesimale Transformation Uf soll flächen
treu, d. h.

F1= 7
sein. Dies giebt nach (6) und (7):

[α+(Ba + H Φΰ Dj + (⅛a + ¾ <π] ~~

- tα + (½a + w ß)D + (½a + 0 =aß—ab

oder, wenn man ausrechnet, wobei sich die Glieder 2. Ordnung fortheben, 
und die Glieder von höherer als 3. Ordnung vernachlässigt:

Hierin heben sich einige Glieder fort. Da diese Bedingung für alle infini
tesimalen Dreiecke z/, d. h. für alle infinitesimalen Werte von α, a, b, ß 
erfüllt sein muss, so kommt einfach

δl + ⅜ = 0
Sx * dy

Diese Gleichung müssen also alle flächentreuen infinitesimalen Trans
formationen erfüllen.Man kann auch beweisen, dass, wenn umgekehrt ξ und η diese Bedingung erfüllen, alsdann die infinitesimale Transformation

Uf— ⅛--}-v- u τ ~ζ ∂x^ η dyflächentreu ist. Wir wollen jedoch hierauf nicht weiter eingehen.6*

α (⅛ ft + ä? + Glα + ⅛δ)^- 
- a (fe a + Jy δ) ” (II “ + ⅛ b ~ θ'
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84 Kapitel 4, § 4.Die flächentreue Transformation Uf können wir noch etwas anders schreiben: Wegen
Sx Sylassen sich £ und — η als die Differentialquotienten einer einzigen Function ρ(x,y) auffassen:

t S$ __ Sq

Sy, Sx,sodass die infinitesimale flächentreue Transformation allgemein die Form hat:
TTf= Qρ QL -<Lρ Lf 

' Sy Sx Sx SyHierbei bedeutet ρ eine irgendwie gewählte Function von x und y.So z. B. giebt a;2 -f- yidie infinitesimale Rotation
Sf Sf 

y Sx X Sy’die selbstverständlich flächentreu ist. ρ = ax by giebt eine infinitesimale Translation.Setzt man ferner: p≡⅛f,so ergiebt sich die flächentreue Transformation
1 QL _l I ££ .da: ' a: dyDie endlichen Gleichungen der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe lauten:

u. s. w.Die Bahncurven der von unserer infinitesimalen flächentreuen Transformation
TTf= Ql QL ~Q<L QL 

' Sy Sx Sx Syerzeugten eingliedrigen Gruppe erfüllen die Differentialgleichung
dx __ dydρ _ dρ
Sy Sxoder:

www.rcin.org.pl



Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 85deren Integral ist:
ρ(x, y} = Const.Soll die infinitesimale projective Transformation 

Uf≡ (α + cx + dy + lιx2 + kxy} ~ +

+ (b + ex + gy + lιxy + ½τ∕2)flächentreu sein, so müssen die Constanten die Bedingung erfüllen: 
c + 2hx ky g hx 2ky = 0und zwar für alle Werte von x und y, d. h. es muss sein:

g = — c, h ≈ k == 0,und die Transformation lautet:(α + cx + dy) ⅛ + (b + ex - cy)⅛-,setzt sich also linear mit constanten Coefficienten zusammen aus den fünfen:
df_ df_ ar _ ar a/ ar.a«’ ∂y, Xdx ν ∂y, ν ∂x, X dyUm das zugehörige ρ zu finden, haben wir zu setzen:

⅛ — — & - ™ + cy, = a + cx + dy.Es ist also anzunehmen:
ρ ≡ — bx + ay — | x2 + cxy + ⅜ y2,d. h. die Bahncurven ρ = Const. sind Kegelschnitte und zwar alle oo1 Kegelschnitte, welche sich in zwei bestimmten unendlich fernen (eventuell imaginären) Punkten berühren, oder anders ausgesprochen: welche gemeinsamen Mittelpunkt und gemeinsame Axenrichtungen haben, sowie einander ähnlich sind.Erinnern wir uns an die kinematische Auffassung des § 4, 2. Kapitel, so sehen wir, dass eine infinitesimale flächentreue Transfor

mation Uf der Ebene eine stationäre Bewegung eines incompressibelen 
Fluidums definiert.
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86 Kapitel 5, § 1.
Abteilung II.

Verwertung des Begriffes der infinitesimalen Transformation für 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei 

Veränderlichen.Nachdem wir in der ersten Abteilung die Begriffe „eingliedrige Gruppe“ und „infinitesimale Transformation“ im Bereiche der Ebene eingeführt haben, wenden wir uns jetzt zur Anwendung dieser Begriffe auf gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen. Unter anderem entwickeln wir den Zusammenhang zwischen dem Begriff des Euler’schen Multiplicators einer solchen Differentialgleichung und dem allgemeinen Begriff der infinitesimalen 
Transformation in der Ebene.

Kapitel 5.

Invariante Curvenscharen.Im letzten Kapitel der 1. Abteilung haben wir unter anderem Curven betrachtet, welche bei einer Transformation invariant blieben, insofern als alle Punkte einer solchen Curve durch die Transformation wieder in Punkte ebenderselben übergehen.Nunmehr wollen wir zu Curvenscharen übergehen, welche bei einer Transformation invariant bleiben. Es wird sich darum handeln, zunächst zu definieren, was unter einer invarianten Schar von Curven verstanden werden soll, alsdann ein analytisches Kriterium für die Invarianz einer Curvenschar bei Ausführung einer Transformation zu gewinnen und endlich zu untersuchen, wann eine Curvenschar bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe ungeändert bleibt.
§ 1. Kriterium dafür, dass eine Schar von oo1 Curven der Ebene 

eine Transformation gestattet.Wir sagen, dass eine Transformation eine Curve 
∞(χ, y) = θ

in eine andere Curve ωι(*ι, ft) = θ
uberführt, wenn sie die Punkte (x, y) der ersten Curve in die Punkte 
(xl, yf) der zweiten Curve überführt.
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Kriterium dafür, dass e. Schar von oo1 Curven d. Ebene e. Transform, gestattet. 87
Invariante

Curven-
schar.

Wir sagen ferner, dass eine Transformation eine Curvenschar 
ω (x, y) == Const.

invariant lässt, wenn sie jede Curve der Schar in eine Curve der Schar überführt. Alsdann benutzen wir auch häufig die Redeweise, dass die Curvenschar ω (x, y) = Const. die Transformation gestattet oder zulässt, oder dass sie durch die Transformation in sich iibergeführt 
wird, indem ihre einzelnen Curven durch die Transformation unter einander vertauscht werden.So z. B. wird jede Gerade der Schar von Parallelgeraden

y — kx — Const.bei einer Translation (Verschiebung) der Ebene wieder in eine Gerade dieser Schar übergeführt. Die Schar bleibt also bei einer Translation der Ebene invariant, sie gestattet dieselbe. Im allgemeinen wird diese Translation jede Gerade der Schar in eine andere Gerade derselben verwandeln; wenn jedoch die Richtung der Translation mit der Richtung der Geraden zusammenfällt, so wird jede einzelne Gerade in sich verschoben, bleibt also auch für sich invariant.Ferner sieht man z. B., dass die Schar der ∞1 Kreise mit gleichem Radius r, deren Mittelpunkte auf der rc-Axe liegen:
(x — c)2 -f- yi = r2(mit dem Parameter c) bei der Translation längs der #-Axe 

x1 = x-}-t, y1=yinvariant bleibt. Diese Translation führt nämlich den Kreis mit Mittelpunktsabscisse c in den Kreis mit Mittelpunktsabscisse c + t über, was geometrisch selbstverständlich erscheint, aber sich auch analytisch ergiebt, da durch Einführung von x1 und y1 in die Kreisgleichung diese übergeht in
(x{ — c — i)2 + y12 = r2,also in die Gleichung des Kreises der Schar, dessen Mittelpunkt die Abscisse c -f- t hat. Jeder Punkt des ersteren Kreises (c) wird um die Strecke t längs der x-Axe verschoben, sodass er in einen Punkt des Kreises (c -j- f) übergeht. Und das gilt von allen Kreisen (c) der Schar.Wir wollen nun eine kurze Bemerkung aus der analytischen Geometrie einschalten, welche wir nachher gebrauchen. Wenn zwei Gleichungen J. (x, y) = Const., B (x, y) = Const. dieselbe Schar von ∞1 Curven darstellen sollen, so muss eine jede Curve der ersten Schar Λ(x, y) = a mit einer gewissen Curve
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88 Kapitel 5, §§1, 2.Ii(iC, V} — der zweiten Schar identisch sein. Zwischen den Con- stanten a und b besteht also die Beziehung, dass zu jedem a ein bestimmtes b gehört, d. h. b ist eine Function von a:
b = Ώ(α).Liegt nun ein beliebiger Punkt (x, y) der Ebene etwa auf der Curve 

A{x, y) = ai,so liegt er selbstverständlich gleichzeitig auf der Curve B(x, y) = ii(α1) und daher besteht identisch die Gleichung:
B(x, y) = il(A(x, yf),in Worten:

Zwei Gleichungen
A(x, y) = Const., B(x, y) — Const.

stellen dieselbe Schar von ∞1 Curven dar dann und nur dann, wenn B 
eine Function von Λ allein ist:-B(^y)≡^(^(^2∕))∙Von diesem Hülfssatz aus der analytischen Geometrie werden wir sogleich Gebrauch machen.κfttrd⅛n Es sei nämlichInvarianz CO (x, U) = Cθnst.einer Cur-venβchar. θ∣nθ gcjιar vθn σoι (jurvent ∖γjr fragen nach einem analytischen Kri
terium dafür, dass dieselbe die Transformation(1) Sι=φ(z,i∕), y1 = -ψ(x,y) 
gestattet.Jede Curve ω(x, y) = Const. soll durch die Transformation (1) wieder in eine solche Curve übergehen. Um dies auszudrücken, haben wir zunächst die Gleichung der Curve aufzustellen, in welche eine Curve ω(x, y) = Const. durch die Transformation (1) übergeführt wird, und dazu bedarf es der Auflösung der Gleichungen (1) nach x, y. Ist:(2) x = Φ(χ1, y1), y = Ψ(χχ, yf)diese Auflösung, so lautet die Gleichung der Curve, in welche 
ω(x, y) = Const. transformiert wird:ω(φ(¾, !∕ι)> φ¼, 2∕ι)) = Const.,allerdings geschrieben in den Coordinaten x1, y1. Diese Gleichung soll also wieder die gegebene Curvenschar vorstellen, die wir, wenn wir auch darin die Coordinaten mit xl, y1 bezeichnen, so schreiben können:

ω (,xi} ‰) == Const.
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Kriterium dafür, dass e. Schar von oo1 Curven d. Ebene e. Transform, gestattet. 89Nach unserem vorausgeschickten Hülfssatze besteht daher eine Relation von der Formω(φOι, ft), ‰ ft)) ≡W(ω(xl, y1)) oder also es muss ω(^,y) = W(ω(xl,y1))sein vermöge (2) oder, was dasselbe ist, vermöge (1).Dies notwendige und hinreichende Kriterium lässt sich auch durchAuflösung nach ω(%1,yf) so aussprechen: Es muss vermöge der Transformation (1) ω(x1, yf) eine Function von ω(x,y) allein sein:ωOι> ft) = a(ω(x, «/)).Dass dies Kriterium auch hinreicht, ist augenscheinlich, denn vermöge der Transformation geht hiernach die Curve ω(x,y) — c in die Curve 
co(xl, ft) = Ω(c) über, welche ebenfalls der Schar angehört.Satz 1: Die Schar von ∞1 Curven

ω(x, y) = Const.
gestattet dann und nur dann die Transformation 

χ1 = φ(χ,y), yi = 'Ψ(χ,y),
ivenn vermöge dieser Transformation ω(x1,y1) eine Function von ω(x,y') 
allein ist: ωOι,ft) = ^(∞(^2∕))∙

Beispiel: Die oben betrachtete Schar von oo1 Kreisen mit gleichem Radius r:
(x — c)2 -(- y2 = r2gestattet, wie wir sahen, die Translation

xl=x + t, yl=y.Um dies durch unseren Satz zu verificieren, müssen wir die Gleichung der Kreisschar erst nach ihrem Parameter c auflösen:ω ≡ # — ^∣∕r2 — y'i = c.In der That ist nun<»Oi, ft) ≡ — ½*2 — y? = x ÷ t — ∕r2 — yi ≡ ∞O, y) + t,d. h. eine Function von ω (x, y) allein.
§ 2. Kriterium dafür, dass eine Schar von oo1 Curven alle 

Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestattet.Nunmehr wollen wir untersuchen, wann eine Schar von oo1 Curven 1cnv.ariaUθ/ Schar bei∕ ∖ n ∣ einer ein-y) --  Cθnst. gliedrigen• i · ... Gruppe,nicht nur eine, sondern alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe + gestattet.
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90 Kapitel 5, § 2.Die Gleichungen einer beliebigen Transformation der Gruppe, die jetzt an die Stelle der Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen treten, lauten nach Theorem 4 (3. Kap., § 3):
(3) ¾ = * + 4- p* + ⅛ υυχ + ---, 

yl = y + {uy + ±vuy + ---.Unser Verlangen kommt nach Satz 1 darauf hinaus, dass für jedes t (nämlich für jede Transformation der Gruppe Uf) vermöge (3) eine Relation bestehen muss von der Form(4) ω(¾,y1) = JF(ω(z,i,)).Die Substitution der Werte (3) in eine beliebige Function ist schon in dem citierten Theorem angegeben. Danach ist:(5) <φυ yf) = ω(x, y) + y Uω + UUω ∏------ .Dies soll nach (4) eine Function von ω(x,y') allein sein und zwar für alle Werte von t. Es müssen demnach die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von t einzeln Functionen von ω(rc, y) allein sein, insbesondere der Coefficient von tl. Als eine erste notwendige Bedingung ergiebt sich folglich, dass eine Relation bestehen muss von der Form (θ) Uω(x,y) ≡ ξ + η = Si(ω(x, y))und zwar identisch für alle Werte von x und y. Aber diese Bedingung ist auch völlig hinreichend, denn nun ist identisch
also auch eine Function von ω allein, ebenso UUTJco u. s. w. In (5) sind also wirklich alle Coefficienten nur Functionen von ω(x, yj, sobald (6) erfüllt ist.Wir haben hier wie in § 1 immer nur die Forderung gestellt, dass jede Curve der Schar ω (x, y) = Const. vermöge der betreffenden Transformationen wieder in irgend eine Curve der Schar übergehe. Es ist nun insbesondere denkbar, dass jede Curve der Schar in sich 
Übergeführt wird, also einzeln invariant bleibt. Offenbar ist dies nur ein Specialfall des Obigen und das Kriterium (6) bleibt auch dann noch richtig. In diesem Falle ist ω(x, y) eine Invariante der eingliedrigen Gruppe und demgemäss hat dann (6) die speciellere Form 
Uco = 0. (Vgl. §§ 1, 2 des 4. Kap.)

vuω _ ra<ω) = ι g + ,∣≤ = ⅛ +.
(l Q j~r cl iß ∕ ∖

= j— Uω = -τ~ iifω), dω dω v
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Kriterium dafür, d. e. Schar vonoo’Curven alle Transf. d.eingl.Gruppe gestattet. 91Theorem 7: Oie Schar von ∞1 Curven 
ω(x, y) = Const.

gestattet dann und nur dann alle Transformationen der ein
gliedrigen Gruppe Uf, wenn Uω eine Function von ω allein ist:

Uω = ii(ω).
Insbesondere bleibt jede Curve der Schar einzeln bei allen 
Transformationen der Gruppe invariant, wenn Uω≡O ist*j.Wir forderten, dass die Curvenschar ω (x, y) = Const. alle Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe gestatte. Wir wollen jetzt einmal nur verlangen, dass die Schar die infinitesimale1™"^*Transformation Uf der Gruppe gestatte. Dieselbe führt alle Punkteeiner. in?Di- ' i χ σ tesimaleneiner Curve Trane-z x formation.Φ, y) = cin ihnen unendlich benachbarte Punkte

χi = χ + ⅛∂t, yl=y + η∂tüber, und diese sollen wieder auf einer solchen Curve liegen. Es soll also der Ausdruck:ω(¾, 2/1) = ω(χ + ⅛∂t, y ÷ ι∕<y0oder, wenn man von unendlich kleinen Grössen 2. Ordnung absieht:
β(a⅛ y') + (i^ + Ι βt

eine Function von ω (x, y) allein sein. Daraus folgt, dass eine Relation von der Form
Va ≡ i ⅛ + Ί TV = si Wbestehen muss.Satz 2: Die Schar von oo1 Curven ω (x, y) = Const. gestattet die 

infinitesimale Transformation Uf, sobald Uω eine Function von ω 
allein ist:

Uω ≡ 5i(ω).Die Übereinstimmung dieses Kriteriums mit dem im Theorem 7 aufgestellten lehrt ferner:Satz 3: Gestattet eine Schar von ∞1 Curven der Ebene eine infini
tesimale Transformation, so gestattet sie auch alle Transformationen der 
von dieser infinitesimalen Transformation erzeugten eingliedrigen Gruppe.

*) Lie, Gesell, d. W. zu Christiania 1874.
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92 Kapitel 5, § 3.
§ 3. Beispiele.Wir erläutern das Vorhergehende an einigen einfachen Beispielen.

1. Beispiel: Die Schar von ∞1 Parallelgeraden
ω(x, y) = y — hx == Const.gestattet alle Translationen der Ebene, wie schon in § 1 bemerkt wurde. Insbesondere gestattet sie auch alle Translationen der eingliedrigen Gruppe aj1 = x ψ at, yl=y + bt,in der a und b gegebene Zahlen bedeuten und t der Parameter der Gruppe ist. Wir wollen dies mit Hülfe unseres Theorems verificieren: Die identische Transformation der Gruppe ergiebt sich für t — 0, die infinitesimale also für t = dt. Es kommt für dieselbe dx — adt, 

∂y = b∂t, sodass das Symbol der infinitesimalen Transformation der Gruppe lautet: 7-τ∕∙____ df , , df
τjf=a9i + bdι∕Für die Geradenschar

ω ≡y — hx = Const.ist nun
Uω≡a + b --⅛-~ ≡-aκ + b.

dx dy

Uω ist also bloss eine Constante. Eine Constante ist aber auch als Function von ω allein aufzufassen, sodass das Kriterium stimmt.
2. Beispiel: Wir fanden in § 1 auch, dass die Schar von ∞1 Kreisen

ω(x, y) ≡ x — ]∕r2 — y2 — Const.alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe der Translationen längs der x-Achse: tf1 = z + £, y1 = ygestattet. Die infinitesimale Transformation dieser Gruppe hat das Symbol
und es ist daher: iλω = 5fe→ZΞa = 1,d. h. in der Tliat eine Function von ω allein, nämlich bloss eine Constante.

3. Beispiel: Die Schar von ∞1 Geraden
ω≡y = Const. 

x
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Beispiele. 93durch den Anfangspunkt gestattet, wie schon geometrisch klar ist, alle Rotationen um denselben:
xl = x cos t — y sin i, y1 — x sin t -(- y cos t.Um dies analytisch zu beweisen, bilden wir die infinitesimale Rotation:

TT,_ df .Uf— y dx+X ∂y,welche die Gruppe jener endlichen Rotationen erzeugt, und berechnen 
Uω. Es kommt:

ε⅛≡-<,^ + ^≡⅛ + l≡ω* + l.
Uω ist also wirklich nur eine Function von ω.

4. Beispiel: Die Schar der concentrischen Kreise um den Anfangspunkt
ω = x2 + y2 = Const.gestattet offenbar auch die soeben betrachtete eingliedrige Gruppe von Rotationen. Um diese geometrisch augenscheinliche Thatsache analytisch zu beweisen, haben wir zu bilden:

I7ω≡≡-y + x ≡-y-2x + x-2y≡≡0.Hier tritt der besondere Fall Uω = 0 ein, der aussagt, dass jeder Kreis x2 -f- yi — Const. einzeln bei allen Rotationen der Gruppe invariant bleibt, was ebenfalls geometrisch einleuchtet, weil diese Kreise die Bahncurven der Gruppe sind.5. Beispiel: Die vorhergehenden Beispiele waren nur Verificationen des Theorems 7. Jetzt wollen wir an einem Beispiel zeigen, wie man dies Theorem benutzen kann, um alle Scharen von ∞1 Curven zu finden, welche bei einer vorgelegten Gruppe Uf invariant bleiben, und zwar unter der Voraussetzung, dass nur die infinitesimale Transformation der Gruppe gegeben sei. Wir wählen die eingliedrige Gruppe der Rotationen:
77∕>___ df . df

Soll die Curvenschar ω(x} y) = Const. diese Rotationen gestatten, so muss Uω eine Function von ω allein sein:p<0 = -J'⅛ + ≈¾-«(<»).Entweder ist β≡0, dies liefert natürlich die Bahncurven x2-}-y2 = Const. Oder aber ß ist verschieden von Null. Es kann immer erreicht werden,
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94 Kapitel 5, § 3. Kapitel 6, § 1.dass dann £1 — 1 wird. Denn die Curvenschar ω = Const. kann ja in jeder Form ⅛>(ω) = Const. geschrieben werden und es ist:
Wählt man also die Function ψ(ω) so, dass⅛⅛ β(ω) = 1 

dco v 7wird, so wird Uι∣t(ω) = 1. Wir dürfen also annehmen, die Curvenschar ω = Const. sei so geschrieben, dass Uo = 1 wird oder:
∂ω . 8ω λ

-,-lsx + xs^ = 1-Zur Integration dieser Gleichung bemerken wir, dass sie äquivalent ist dem simultanen System
dx  dy da»

— y x 1 ’und dies besitzt ausser rc2 -J- y2 noch ein Integral, das ω enthält und sich leicht berechnen lässt. Es ist ja:
oder: xdy—ydx Ί 

—i i = dωxi + yiarc tg — — ω = Const. ö xDie allgemeinste Curvenschar ω = Const., welche alle Rotationen um den Anfangspunkt gestattet, ergiebt sich demnach aus der Gleichung
F p + y2, arctg F — ω) = 0durch Auflösung nach ω in der Form:

ω(z, y) ≡ arctg F. f(χ* y^ = Const.Hierin ist f eine beliebig annehmbare Function von x2 -f- y2. Insbesondere ergiebt sich für f — a lg ]Λc2 -f- y2 die Schar von logarith- mischen Spiralen: arctg -f- α lg }∕x2 -j- y2 = Const.
Weitere Beispiele zur Behandlung:1) Zu beweisen, dass die Schar der ∞1 Kreise x2 -j- y2 = Const. bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppea⅛ = Vι = ytinvariant bleibt.2) Zu beweisen, dass dieselbe Kreisschar auch alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe
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Zusammenhang zwischen e. infin. Transformation u. e. Integrabilitätsfactor. 95
xl — (x cos t — y sin t')et, y1 = (x sin t -f- y cos t}etgestattet.3) Zu beweisen, dass die soeben angegebene Gruppe auch die Schar von oo1 logarithmiscben Spiralen:

y]∕rc2 -j- y2 — ae x == Const.invariant lässt.Natürlich soll jedesmal das Theorem 7 angewandt werden. Man verificiere aber, wo es nicht evident ist, die Invarianz immer noch nachträglich, indem man vermöge der endlichen Gleichungen der betreffenden Gruppen die neuen Veränderlichen x1, y1 einführt und sich davon überzeugt, dass die neue Gleichung der Curvenschar sich mit der ursprünglichen deckt.
Kapitel 6.

Gewöhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung in x, y, welche eine 
eingliedrige Gruppe gestatten.In den bisherigen Kapiteln hat sich noch keine Gelegenheit gezeigt, die Theorie der eingliedrigen Gruppen für die Differentialgleichungen zu verwerten. In diesem Kapitel machen wir einen ersten Schritt in dieser Richtung.

§ 1. Zusammenhang zwischen einer infinitesimalen Transformation 
und einem Integrabilitätsfactor.Wir betrachteten im vorigen Kapitel eine Schar von oo1 Curven, welche alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestattete. Analytisch werden ∞1 Curven entweder, wie dort geschehen, durch eine Gleichung mit einer willkürlichen Constanten

ω (x, y) = Const.oder aber als die Integralcurven einer gewöhnlichen Differentialgleichung zwischen x und y 
(1) X(x,y)dy-Y(x,y)dx = 0 'definiert. Von jetzt ab wollen wir uns an die letztere Definition halten, also annehmen, die endliche Gleichung der Curvenschar sei nicht bekannt, sondern nur ihre Differentialgleichung (1) sei vorgelegt.Andererseits nehmen wir an, dass wir zufälliger Weise wissen, dass die durch (1) dargestellte unbekannte Schar von oo1 Curven eine gewisse bekannte infinitesimale Transformation
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96 Kapitel 6, § 1.
Uf ≡l{xiy)^β + η{xiy)^gestatte.Das unbekannte Integral ω(%, y) der Differentialgleichung (1) erfüllt identisch die lineare partielle Differentialgleichung(2) x⅛ + r¾ = θ∙(Vgl. § 5 des 1. Kap.) Überdies muss für dasselbe, da die Curven- schar ω = Const. die infinitesimale Transformation Uf gestattet, nach Theorem 7 (5. Kap., § 2) Uω eine Function von ω allein sein(3) Uω = ξ⅛ + η⅜~Sl(a(x,y)).Wie bekannt ist mit ω jede Function Φ von ω allein ebenfalls Integral der Differentialgleichung (1), denn es ist ja:

(4) X ~ + Yd^-≡ j⅛- · (X f- + Γ⅛) = 0,v 7 ox , cy dω \ ox cyrsobald (2) erfüllt ist. Auch ist Z7Φ(ω) als Function von Φ allein darstellbar, denn es ist:(5) σΦ(ro) = ^∙i⅛Wenn hieraus ω vermöge Φ = Φ(ω) fortgeschafft wird, stellt sich 
UΦ als Function von Φ allein dar.Setzen wir voraus, dass in (3) 1Ω(ω) ≡j≡ 0 sei, d. h. dass nicht 
einzeln jede lntegralcurve ω = Const. für sich hei der infinitesimalen 
Transformation Uf invariant bleibe (vgl. Theorem 7), so können wir uns offenbar die Function Φ von ω so gewählt denken, dass UΦ≡1 wird. Denn nach (5) haben wir zu diesem Zwecke Φ nur so zu bestimmen, dass

∙ ii(ω) = 1aω v 7wird, also zu setzen: φ= f-i⅛-.
J β(ω)Folglich dürfen wir voraussetzen, für das unbekannte (soeben mit Φ, von jetzt ab mit ω bezeichnete) Integral ω(%,ιf) sei:

X?-+ Γ⅛° = 0 

ox cyund 7-τ ___ <. ∂ω , Cω 1ω ⅛ ∂ x υ1 dyAus diesen beiden Gleichungen lassen sich und berechnen:
⅞ω__________Y ∂ω =___ X
∂x Xη— Yξ, ∂y Xη— Yξ

www.rcin.org.pl



Zusammenhang zwischen e. infin. Transformation u. e. Integrabilitätsfactor. 97Von der unbekannten Function ω sind also die partiellen Differentialquotienten nach x und y bekannt. Daher ist auch ω selbst nach einem Satze aus der Theorie der Differentialgleichungen durch blosse Quadratur zu bestimmen, denn es ist jetzt
7 ∂ω , 1 ∂ω , Xdy— Ydxclω = ö— t/ic + n- aw = — ==7-ox , oy j Χη — Γξnotwendig ein vollständiges Differential, mit anderen Worten: es ist 1

Xη~Yζein Integrabilitätsfactor oder Euler'scher Miiltiplicator der gewöhnlichen Eu^’1st-her Differentialgleichung piicator.
Xdy — Ydx = 0.Theorem 8*): Weiss man, dass die Schar der Integralcurven 

einer vorgelegten Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0

eine bekannte infinitesimale Transformation 
s Sx η Sy

gestattet, ivelchc jedoch nicht jede Integralcurve für sich in
variant lässt, so ist l

Xy-Yt,
ein Integrabilitätsfactor der Differentialgleichung und diese 
also durch eine Quadratur integrierbar in der Torrn:

ί Xdυ — Ydx r.J Xη-Yξ = cθn8tDieses wichtige Theorem lehrt also, wie die Kenntnis einer infinitesimalen Transformation, welche die Schar der Integralcurven invariant lässt, für das Integrationsproblem verwertbar ist.Doch hatten wir ausgeschlossen, dass die infinitesimale Transformation jede Integralcurve für sich invariant liesse. Dies darf nicht überraschen: Man kann nämlich von vornherein jede infinitesimale Transformation angeben, welche jede Integralcurve der Differentialgleichung
Xdy - Ydx == 0einzeln invariant lässt. Denn die Differentialgleichung ordnet jedem Punkte (x, y) die Tangentialrichtung*) Dieses merkwürdige Theorem wurde zuerst 1874 veröffentlicht in den Verhandlungen der Gesellschaft d. Wiss. zu Christiania: „Zur Theorie des Inte- grabilitätsfactors“ von Sophus Lie.

nie, Differentialgleichungen. 7
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98 Kapitel 6, § 1.
dy ___ Y
Yx~ Xder durch ihn gehenden Integralcurve zu. Soll aber die infinitesimale Transformation die Integralcurven einzeln stehen lassen, so muss sie jeden Punkt (rc, y) längs seiner Integralcurve fortbewegen. Die Ricli-

λ) /*tung '[ , welche die infinitesimale Transformation £ 4^ 77 demPunkte (#, y) zuordnet, muss also gleich der Tangentialrichtung 
YX sein. Es ist also:

| = η = ρ(xfy')Yzu setzen. Umgekehrt lässt jede infinitesimale Transformation, deren ⅞ und η solche Werte haben, die also das Symbolρ⅛jz)(x⅛ + r∣0hat — und zwar bei beliebiger Wahl der Function Q(%,y') —, eine jede Integralcurve ω(x, y) = Const. der Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0invariant. Diese begrifflich einleuchtende Umkehrung erhellt auch analytisch: Es ist ja xf-eo + γ~≡o

ox 1 cyund daher auch 9⅛J,)(x^+r^)≡0,d. li. diese infinitesimale Transformation giebt auf ω ausgeführt Null, was aber nach dem früheren Theorem 7 aussagt, dass jede Curve ω = Const. einzeln die infinitesimale Transformation gestattet.Da wir also von vornherein alle infinitesimalen Transformationen kennen, welche jede Integralcurve der Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0in sich transformieren, so kann auch nicht überraschen, dass eine solche infinitesimale Transformation, die nichts neues aussagt, auch nichts für die Integration der Differentialgleichung nützen kann. Sonst wäre ja jede beliebige Differentialgleichung Xdy — Ydx — 0 durch unsere Methode integrabel.Eine derartige infinitesimale TransformationTriviale Transformation einer Differentialgleichung. nennen wir daher eine für die vorgelegte Differentialgleichung
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Zusammenhang zwischen e. infin. Transformation u. e. Integrabilitätsfactor. 99

Xdy — Ydx = 0
oder

X&+ Γ-^ = 0 
ox 1 Oy

triviale.

Um einen anderen Ausdruck unseres Theorems zu finden, machen wir auf Folgendes aufmerksam.Zunächst gilt der Satz:Satz 1: Führt man in eine Differentialgleichung 
X(x, y)dy — Y(x, y)dx = 0

und in ihr Integral ω(x, y) gleichseitig neue Veränderliche x1, y1 ein 
vermöge einer Transformation:

χ1≈φ{x,y), Vι = Ψ(χ,y),
so hat die neue Differentialgleichung wieder die transformierte Function 
ω zum Integral.Führt man nämlich in das Integral ω(x,y) die neuen Veränderlichen xi, yl ein, so geht es etwa in ω(xl,yf) über. Dann ist vermöge der Substitution δω __  δώ ∂x1 l δώ ∂yl

öx ∂x1 öx "*^ δτ∕1 dx ’δω ___ δω 8xl l δώ δj∕1
Oy 0x1 Oy -*^ δτ∕1 ∂yDa ω die Identität erfüllt

X + rf^≡≡O, 
οχ 1 oy 1weil es nämlich Integral der Differentialgleichung Xdy — Ydx — 0 ist, so ist folglich I dyA i y ∕δω 0x1 . δω δ yl ∖ ___  θ∖δic1 Ox "* δi∕1 0x∕ "* ∖∂xl Oy ' 0y1 0y∕oder geordnet:(xδ^ + ~ + (x + Γδ∕1-) ~ = 0.

\ cx 1 oy) ox1 , \ fix 1 oy) oylWenn man in den Klammern überall xl, yl einführt, so stellt also die Gleichung(x ⅛+r ⅛) ⅛ - ½+y ¾) <⅛=θ
diejenige gew. Differentialgleichung dar, deren Integral ω(^1,y1) ist.7*

www.rcin.org.pl



100 Kapitel 6, § 1.Andererseits folgt, da'⅛=⅛ +¾ ⅜,
⅜< = ⅛dx + wäy’also:

dx= ⅛ ^dxl-τιiy')' 
dV = τT^ dx' - dy∙)ist, wo

A =÷ ga?1 gyι gyι ga?1
δx ∂y dx Sysein soll, dass die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 durch Einführung der neuen Veränderlichen übergeht in-÷{x(½^χ-⅛⅛)+ r⅛⅛-⅛⅛)} =° 

und dies ist bis auf den Factor —, der gestrichen werden kann, die soeben schon erhaltene Differentialgleichung, deren Integral ω(xi, yj) ist.Damit aber ist der Satz 1 bewiesen.Noch kürzer ist dieser Beweis: Ist ω(x,y') ein Integral der Gleichung
X(x, y}dy — Y(x, y)dx = 0,

so existiert eine Function J∖I(x, y) (ein Euler’scher Multiplicator), sodass
dω(x, y) ≡ M(X(x, y)dy — Y(x, y)dx)ist für alle Werte von x, y und Erhalten nun ω, M und

Xdy — Ydx durch Einführung der neuen Veränderlichen:a⅜ = 9>fe*∕), ¼ = Ψ(¾2∕)die Formen: w(¾y) = 5⅛,y1), = 2/i),
X(x, y}dy — Y(x, y}dx = X(xt, yl)dyl — Y(x1,yl)dxl, so bestehen diese drei letzten Gleichungen identisch vermöge unsererTransformation. Aus der Identität

dω(x, y) ≡ M(x, y). (X(x, y)dy — Y(x, y}dx}folgt daher die andere Identität:
dω(xl, y1} ≡ AΛ>1,f∕ι) . {X(xl, yjdyl - Y(xl, y1')dxi),und diese sagt aus, dass das transformierte Integral ω(xl,yl) ein Integral der transformierten Differentialgleichung

Xdyl — Ydx1 = 0ist, wie behauptet wurde.
www.rcin.org.pl



Zusammenhang zwischen e. infin. Transformation u. e. Integrabilitätsfactor. 101Zugleich ergiebt sich hieraus ohne weiteres der Satz 2: Eine vorgelegte Differentialgleichring:
X(x, y}dy — Y(x, y)dx = 0 

beivahrt bei Einführung neuer Veränderlicher:

χ1 = φ(x,y), yi = 4>(x,y)
dann und nur dann bis auf einen unwesentlichen Factor ihre Form, 
wenn jedes Integral ω(x, y) derselben in den neuen Veränderlichen x1, y1 
eine solche Form ω(x1, y1) annimmt, dass ^ω(x, y) eine Function von 
ω{x,y) allein ist, anders ausgesprochen, rvenn ω(x,y} ein Integral der 
ursprünglichen Differentialgleichung darstellt.Sagen wir, dass eine Differentialgleichung

X(%, y)dy — y)dx = 0
eine Transformation gestattet, sobald sie bei Ausführung derselben bis auf einen unwesentlichen Factor ihre Form bewahrt, also etwa übergeht in

efa, 2/1) (λ‰ yi^y1 — Yfa, yi)dxi) = o,so können wir Satz 2 auch so aussprechen:Satz 3: Eine Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0

gestattet eine Transformation dann und nur dann, wenn die Schar ihrer 
Integralcurven diese Transformation zulässt, anders ausgesprochen, wenn 
jede Integralcurve bei der Transformation in eine Integralcurve übergeht.

Differential
gleichung, 

die eine 
Transfor
mation 

gestattet.

Kehren wir nach diesen notwendigen Auseinandersetzungen zu unserem Theorem 8 zurück.Es war damals nur die Rede davon, dass die Schar der Integralcurven eine infinitesimale Transformation Ff gestatte. Aber nach Satz 3 des § 2, 5. Kap., gestattet sie dann auch alle endlichen Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe. Dann gestattet aber auch nach dem jetzigen Satz 3 die Differentialgleichung 
Xdy — Ydx == 0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe oder, sagen wir kurz, die eingliedrige Gruppe selbst.Daher können wir jetzt unser Theorem 8 kürzer so aussprechen:Satz 4: Wenn eine vorgelegte Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0
eine vorgelegte eingliedrige Gruppe Uf ≡ ⅛ -j- η gestattet, so ist0 fc Oy1

Χη- Γξ
ein Integrabilitätsfactor der Differentialgleichung, sobald Xη — ir∣≡∣≡0 ist.
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102 Kapitel 6, §§1, 2.

Anders ausgesprochen, es ist dann
Xdy — Ydx

Xη - Γξ
ein vollständiges Differential und demnach

Γ Xdy — Ydx 

J Xη-Yξ

ein Integral der Differentialgleichung*).Im Falle Xη — T^ξ — 0 wäre Uf eine triviale Transformationder Differentialgleichung.Am bequemsten merkt mau sich das Integral in Determinanteuform:
/

dx dy 

X Y 

x r [ 
s y i

§ 2. Kriterium dafür, dass eine gewöhnliche Differentialgleichung
1. Ordnung in x, y eine eingliedrige Gruppe Uf gestattet.Nun fragt es sich, wie wir praktisch entscheiden werden, ob eine 

vorgelegte Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 eine vorgelegte eingliedrige 
Gruppe Uf gestattet. Unser im vorigen Kapitel gegebenes Kriterium setzte ja die Kenntnis der Integralcurven voraus. Es liegt aber in der Natur der Sache, dass es möglich sein muss, ein Kriterium anzugeben, welches sich auf die Kenntnis der Differentialgleichung und der infinitesimalen Transformation der eingliedrigen Gruppe allein stützt.Diese Behauptung wollen wir dadurch erhärten, dass wir ein solches Kriterium wirklich ableiten. Dazu bedarf es einiger Vor
bereitungen.

Wir betrachten zwei in und lineare und homogene Ausdrücke von der Form:
und .4f≡x(¾jz)fi + y⅛y)^.

DerAusdruckσ(a∕)-
-A(V∩.

Es sollen also Uf und Af nur abkürzende Bezeichnungen für die beiden rechts stehenden Differentialausdrücke sein.Alsdann hat der AusdruckW - Λ(iγ)
i) Lie, Gesell, d. W. zu Christiania, 1874.
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Kriter. dafür, d. e. gewöhnt Differentialgl. 1.0. in y e. eingl. Gr. Uf gestattet. 103einen ganz bestimmten Sinn, denn U(Λf) bedeutet, es soll in Uf an Stelle von f der Ausdruck Af gesetzt werden, während umgekehrt zur Bildung von A(Uf} in Af das allgemeine Functionenzeichen f durch Uf zu ersetzen ist*). Demnach kommtEWW(iγ)≡ & ⅛(⅛ rg) + d ⅛(x⅛ + r‰) --χ⅛(^+49-r⅛(^+^)∙Führt man die hierin angedeuteten Differentiationen aus, so findet man, dass alle zweiten partiellen Differentialquotienten der allgemeinen Function f sich gerade wegheben; so liefert z. B. die erste Klammerein Glied ⅛X√'i. das auch aus der dritten Klammer, aber mit ent- ’ ∂x1' ’gegengesetztem Vorzeichen, hervorgeht. Es ergiebt sich also die bemerkenswerte Thatsache, dass der Ausdrucktr(jf) - Λ(,un ≡ (ξ + v ™ - X⅛ - r ⅝) ++ (s r¾)¾ auch, wie Uf und Af selbst, nur die ersten partiellen Differentialquotienten linear und homogen enthält. Kürzer lässt sich dieFormel schreiben, wenn man bedenkt, dass
^≡x∣l + r∣l, J,≡x⅛ + r⅛ist. Es kommt danach(6) {7(Λ∕∙) - A{Vf) = (UX -M)⅛ + (Ur- Aη) i∕y■

Diese wichtige Formel, die von Jacobi für n Veränderliche aufgestellt worden ist, liefert nun leicht das gewünschte Kriterium dafür, dass die Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0die eingliedrige Gruppe Uf gestattet.Die Differentialgleichung Xdy— Yd% = O ist nämlich der linearen partiellen Differentialgleichung*) Im allgemeinen schreiben wir Uf und nicht U(J"). Nur wenn für f ein längerer Ausdruck steht, wie oben, setzen wir, um Zweideutigkeiten und Irrtümer zu vermeiden, die Klammer.
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104 Kapitel 6, § 2.
X⅛- + Γ∙^ = ο

cχ , ∂yäquivalent, deren linke Seite eben der oben mit Af bezeichnete Ausdruck ist, sodass diese lineare partielle Differentialgleichung auch kürzer so geschrieben werden kann:
Af = 0.Jedes Integral ω(rr, y) der Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0erfüllt diese lineare partielle Differentialgleichung identisch, d. h. es besteht für dasselbe die Identität:
Λ __  ∖' S CO . -γ τ S CO ____ ∩Λω = X ϊ---- f- V — 0.Sx 1 SyDamit die Curvenschar ω (x, y) = Const. die eingliedrige Gruppe Uf gestatte, ist nach unserem Theorem 7 (§ 2 des 5. Kap.) notwendig und hinreichend, dass Uω eine Function von ω allein sei:

Uω ≡ 12 (ω).Nun ist: ∕7(Aω) ≡ /7(0) ≡ 0 
AWω)≡≡A(μ(ω))≡ df±-Aa,≡0.Die oben abgeleitete Formel (6) giebt daher, sobald f=ω gesetzt wird:o≡(σx-xξ)⅛ + (σr-^)∣=∙Es ist aber 4ω≡0 oder ausführlich geschrieben:0≡Σ⅛ + Y°~ 

Sx 1 SyDie beiden letzten Identitäten ziehen nach sich, dass notwendig die Proportion besteht:z7x ÜX - Aξ _ UY —Ar,
X — Y 'Bezeichnen wir dies Verhältnis mit λ (x, y), so ergiebt sich also: 

UX - Aξ ≡ λX, UY- Aη≡ λYund daher ist auch bei beliebig gewähltem f·.

(UX -Aξ)<⅛+(UY- A,l) % = z (x⅛ + r‰)Kriteriumdass °dθr mit Benutzung der Formel (6): ss⅛⅛f(8) ü(Af) - A (Vf) ≡ Z · Af.mation Uf gestattet. Wenn nun umgekehrt bei beliebigem f eine solche Identität besteht, also U(A-P) — A(JJ∩ sich nur um einen Factor λ(x, y) von
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Kriter. dafür, d. e. gewöhnl. Differentialgl. 1.0. in x, y e. eingl. Gr. Z7∕,gestattet. 105

Af unterscheidet, so ergiebt dieselbe, wenn ω ein Integral der Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0, also Aω ≡ 0 und demnach auch t∕(∠4ω)≡0 ist, sobald f ≡ ω gesetzt wird:2t(tfω)≡0oder ausführlich geschrieben
X6 ^Uι ττ 3 iz CO ___ λ"“ö----- 1 J- “ö---  =dx 1 oyd. h. Uw ist ein Integral unserer Differentialgleichung, also eine Function des Integrals ω derselben:

Uω = ii(ω)und mithin gestattet die Schar der Integralcurven ω — Const. nach Theorem 7 (§ 2, 5. Kap.) die eingliedrige Gruppe UfHiermit ist bewiesen:Theorem 9: Die geivöhnliclie Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0

gestattet dann und nur dann die eingliedrige Gruppe Uf, wenn 
Uf und der Ausdruck

Λf≡X∣i+Y^

für alle Werte von x, y und für alle Functionen f(x, y) identisch 
eine Delation von der Form erfüllen:

O{Af) - A(Uf) ≈λ-Af,

in der λ eine Function von x und y allein bedeutet*).Dass dies Kriterium notwendig ist, hätten wir auch so in elementarerer Weise einsehen können. Nach unserer in § 1 eingeführten Terminologie gestattet die Differentialgleichung
Xdy - Ydx==0alle Transformationen

xl == x + ft H---- , y1 = y + tri + · · ·der eingliedrigen Gruppe Uf, sobald für jede3 t identisch eine Relation besteht von der Form:
X(x + -------, y + tri H-----)¾ + trl H------ ) —— K(a: + ££ + ···, y -f- tη + ∙ ∙ ∙')d(x + ίξ + · · ·) == i> (x(%> y)dy — Y(x, y)dx).Durch Entwickelung nach den Potenzen von t kommt:*) Lie, Gesell, d. W. zu Christiania, 1874.
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106 Kapitel 6, §§ 2, 3.

X(x, y)dy — Y(x, y)dx ++ 0x<⅛~ Ydi + (∣fi(∣∑ξ+∣i,)rfa,J +... 
= ρ(Xdy — Ydx).Der Coefficient von t1 giebt also insbesondere

- (-x ⅛ + rH + Hξ + Όdx =
= ρ{Xdy - Ydx)oder, da diese Relation in zwei einzelne zerfällt und aus denselben ρ zu eliminieren ist:

X^η-Y^+gχ -χ<⅜-+γ∂i+UY 
cy cy οχ c x

Wir haben hierin davon Gebrauch gemacht, dass5 ö----- r V -q— = U X, £ -λ----- r tl ^⅞- = G jox 1 ' oy , cx ' ‘ oyist. Indem wir nun beiderseits x— + -1^ subtrahieren, nimmt unser
cx * oy ,Kriterium die Form an

- X P — Y P + UX - X d~- — Y d-f + UY 
ox oy cx cy— yoder, da xp- + r8∕≡^a, χ∣1+ γ⅛-≡≡Aη
ox 1 oy , ox ' oy 1

ist:
-Aζ + UX __—Αη+υΥ 

X ~~ YDies ist wieder die frühere Formel (7). Also sind wir auch auf dem jetzigen Wege zu dem im Theorem 9 angegebenen Kriterium gelangt; freilich lehrt unser jetziges Verfahren nur, dass es notwendig, nicht aber, wie das frühere, dass es auch hinreichend ist.Jedenfalls lassen es die letzten Entwickelungen, in denen wir die Transformationen der Gruppe direct auf die Differentialgleichung aus- iibten, dann aber nur die Glieder niederster Ordnung berücksichtigten, naturgemäss erscheinen, zu sagen, dass die DifferentialgleichungO Z Q s*
Xdy — Ydx = 0 die infinitesimale Transformation TJf ≡ ξ + ηgestattet, wenn die Relation (7) oder, was ja dasselbe ist, eine Relation von der Form
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Beispiele. 107
U(A∩ - A(JJf) = λ ■ Afbesteht, wo Af = X 4~ -f^Ir ist.Wir können danach unser Theorem 9 kürzer so aussprechen:' Satz 5: Die Differentialgleichung

Xdy - Ydx == 0

gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf dann und 
nur dann, wenn sie die infinitesimale Transformation Uf zulässt.

§ 3. Beispiele.Es wird an der Zeit sein, diese Theorien durch Beispiele und zλvar zunächst durch möglichst einfache Beispiele zu erläutern.
1. Beispiel. In einem früheren Beispiele (vgl. §§ 1 und 3 des 5. Kap.) fanden wir, dass die Schar der ∞1 Parallelgeraden

y — κx = Const. die eingliedrige Gruppe von Translationen:
x1 = x + at, yl==y + btgestattet, wo a und b meter der Gruppe ist. dieser Gruppe ist: bestimmte Constanten bedeuten und t der Para- Das Symbol der infinitesimalen TransformationW≡αg + ⅛

8y,während die Geradenschar die Differentialgleichung 
dy — κdχ = 0hat. Wir haben hier also zu setzen:√4∕≡ — + κ —·' 8x ' dyPrüfen wir, ob eine Relationt7(A∕,) - A(Uf) = λAfauch wirklich besteht. Offenbar ist hier in der Tliat im besonderen

U(Af) — A(Γ7∕)≡O.
2. Beispiel, das wir ebenfalls früher (§§ 1 und 3 des 5. Kap.) betrachteten: Die Schar der ∞1 Kreise mit gleichem Radius r, deren Mittelpunkte auf der Abscissenaxe liegen:

(x — af y2 — r2 — 0
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108 Kapitel 6, § 3.gestaltet alle Translationen längs der rc-Axe, d.h. die eingliedrige GruppeO /·x—· Es ist hier alsoox
uf≡⅛- 'Um die Differentialgleichung erster Ordnung aufzustellen, der die Kreisschar genügt, suchen wir zunächst das oben mit ca bezeichnete Integral durch Auflösung der Gleichung

(x — α)2 + ?/2 — r2 = 0nach a. Es kommt
ω{x,y)≡x — ]∕r2 — y2und also
dco__ 1 δω____ y
∂x , Sy yr2 _ yiDaher genügt ca der linearen partiellen Differentialgleichung

und die gew. Differentialgleichung, deren Integral ω ist, lautet 
ydy + Vr2 — y2 dx = o.Es ist, wie sich durch Ausführung ergiebt:

U(Af) — A(Uf)≡0,d. h. das Kriterium stimmt.Unbequem ist hier das Auflösen der Gleichung der Kreisschar nach a. Wir hätten allerdings auch ohne Auflösen die Differentialgleichung finden können, deren Integralcurven diese Kreise sind. Denn aus
(x — α)2 + y2 — r2 = 0folgt durch Differentiation *z — α + ?/?/'= 0oder x — a = — yy, sodass2/V 2 + ?/2 — r2 = 0die gesuchte Differentialgleichung ist. Aber um Af zu bilden, müssen wir diese Gleichung in der Form Xdy — Ydx — 0 schreiben, also doch nach y auf lösen, wodurch eben die obige Form
ydy 4- γr2 — y2 dx = 0hervorgeht. Wir werden späterhin ein Kriterium dafür, dass eine gewöhnliche Differentialgleichung

F{χi y, y') ≈ 0
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Beispiele. 109eine eingliedrige Gruppe gestatte, kennen lernen, das sich direct anwenden lässt, ohne dass man erst nötig hat, nach y aufzulösen.
3. Beispiel: Die Schar der Geraden vom Anfangspunkt aus:— = Const.xgestattet die eingliedrige Gruppe der Rotationen

x1 — x cos t — y sin yl = x sin t -J- y cos toder also die eingliedrige Gruppe:
Die GeradenscharEs ist hier also
und es kommt

__ Sf , Sf
vf=-y^ + xs^∙genügt der Differentialgleichung: red?/ — ydx = 0.

A,_ ∂f I WAf =x≠ ÷ y ö— ' οχ , j oy

U(Af) — A(Uf) = O,sodass auch hier die Verification ausgeführt ist.In allen drei Beispielen hat sich die allgemeine Bedingungsgleichung
U(A∩ - A(Uf) = λ∙ Af auf

U{Af)- A(U∩≈0reduciert. Sie ist symmetrisch in J/und Uf. Wir bemerkten schon, dass
Λ f — Y I γ df Af— X ∂x ÷ Y Sydie Form des Symbols einer infinitesimalen Transformation hat. Fassen wir also Af als eine infinitesimale Transformation auf und betrachten wir Uf ≡ | -(- η ~ == 0 als lineare partielle Differentialgleichung,die der gewöhnlichen Differentialgleichung

ξdy — ηdx = 0zugehört, so folgt aus der Symmetrie der Gleichung 
U(A∩-A(U∩≈0,dass die letztere Differentialgleichung ζdy — ηdx = 0 die infinitesimale Transformation Af gestattet.Prüfen wir dies am letzten Beispiel. Hier ist die neue Differentialgleichung Uf==Q diese:o∙r≡-2z⅛ + ^ = o
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710 Kapitel 6, § 3.

ErsteDeutung der Relation (f⅞{⅞)≡0.

und die zugehörige gewöhnliche Differentialgleichung:
ydy %dx — 0.Ihre Integralcurven sind die concentrischen Kreise ,τ2 + y1 = Const.O /» o /Andererseits ist Af ≡ x γ~ -f- V γ~ das Symbol der infinitesimalenTransformation der eingliedrigen Gruppe von Ähnlichkeitstransfor- niationen:
x1 = xt, y1 = yt.In der That führt jede solche Ähnlichkeitstransformation jeden Kreis der Schar
x2 -j- y2, — Const.wieder in einen Kreis dieser Schar über, wie wir wissen (vgl. § 3, 5. Kap.). Die Relation

W) - = olässt also zweierlei geometrische Deutungen zu. Wir wollen dies in einem Satze aussprechen und dabei, weil Af und Uf ganz symmetrisch auftreten, auch die Bezeichnung gleichartig wählen:Satz 6: Ist
U f— t R _L v K U f = ί I_L ∖ γj '..
,jιT — 0,c + ηι Sy ’ u'i' ^~ *2 Sx ' η2 Sy,

und ist identisch > .. i∕1(σ∕)-i⅞(r√) = o,
so gestattet einerseits die Differentialgleichung

ζldy — η1dx = 0 .
die eingliedrige Gruppe U2f, andererseits die Differentialgleichung 

ξ2dy — η2dx = 0
die eingliedrige Gruppe U1f.Wir werden später eine neue schöne Deutung dieser wichtigen Relation tfιW)- ⅞(*V) = ogeben. —Nun sei noch zu unseren Sätzen ein Beispiel angeführt, in welchem 
U(Af} — A(JJf) nicht identisch verschwindet:

4. Beispiel: Die Schar der ∞1 Parallelgeraden 
# — y = Const.gestattet jede Ähnlichkeitstransformation:
= Vi = Vh denn diese führt eine Gerade
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Beispiele. 111
x — y = cder Schar in eine andere — F = tcderselben über. Die Differentialgleichung der Geradenschar lautet 

dy — dx = 0und es ist also
dy ’während jene Ähnlichkeitstransformationen die der eingliedrigen Gruppe:

TTr___ Üf , df

uf = χ ^a—H y ^δ— ' dx dysind. Hier ist nun
Af,(1. h. es bestellt in That eine Relation von der Form

χ U(A∩-A(JJf)≈λ∙Af,indem liier "2. — 1 ist.Nl -g (J roNoch >un^ geometrische Beispiele mögen hier Platz finden.5. llel$pie£i Man sucht die Curven, deren Tangenten, gemessenvom Beriii^u⅛gspunkt bis zum Schnittpunkt mit der rr-Axe, die con- stante Li⅛f⅛e⅜α haben (die sogen. Tractriceri). Offenbar wird jede solche Cuf⅞eJ⅛urch eine Translation längs der #-Axe in eine ebensolche übetgäführt. Die Schar der Curven gestattet also die infini- tesimale ^,r⅛Bslation ihre Differentialgleichung ist also durchQuadrat« i^Begrierbar. In der That, diese lautet
öl r + ,i,≈-oder: ]∕α2 — y2 dy — ydx = 0.

o f 1Sie gestattet und hat den Multiplicator — ■
6. Beispiel: Man sucht die orthogonalen Trajectorien der oo1 Kreise, welche die x- und die f∕-Axe berühren. Diese Kreise werden durch die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation

* TT/·____  df , 8f
uf=χ-Sx+yi-yuntereinander vertauscht. Da diese Transformation sich senkrecht schneidende Curven in ebensolche .überführt, so erhellt, dass diese Ähnlichkeitstransformation auch die Schar der gesuchten orthogonalen
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112 Kapitel 6, §§ 3, 4.Trajectorien invariant lässt und die Differentialgleichung derselben einen bekannten Multiplicator hat. Es ist
x2 — 2ax + i/2 — 2ay + a2 = 0die Gleichung der Kreisschar. Die Differentialgleichung dieser Schar von Kreisen ergiebt sich durch Differentiation:a? — α + y/ — αy' = 0 und Elimination von a in der Form:+ i∕2 - 2(, + y) ⅛⅛ + (¾⅛)2 = 0oder:

Hieraus ergiebt sich die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien, wenn y durch — A- ersetzt wird, also hat sie die Form
-∕∈^1y = χ + y + ∕2⅞oder

(y + Y2xy) y — x — ^2xy = 0.O /» O /?Sie gestattet, wie wir wissen, Uf ≡x ~ + y und besitzt demnach das Integral
/

· dx dy

y + γ2xy xj]∕2xy =

y + γt2xy x + ['2xy I 
x y

§ 4. Neuer Beweis und Umkehrung des Theorems 8.Neuer Be- Unser unabhängig von Theorem 8 (§ 1 dieses Kapitels) abgeleitetesweis des z∙∖∙ι∙Theorems 8. Theorem 9 (in § 2) giebt einen neuen Beweis für das erstere. Wir fanden nämlich, dass die Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0die eingliedrige Gruppe Uf≡ ξ -j- η dann und nur dann gestattet, wenn die mit (7) bezeichnete Relation (in § 2):,7x UX~-Λ^UY-Λη

<iJ x γ
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Neuer Beweis und Umkehrung des Theorems 8. 113oder, ausführlich geschrieben, die Relation
, . „ ϊ* _ v ü _ Y <½ t= Lγ, Lγ _ χ ^rL _ v IXrnλ ∂x ‘ rι '∂y dx dy __ dx 71 dy dx dylyJ ———χ - — γerfüllt ist. Diese Bedingung kann aber in der Form geschrieben werden:

∩ n\ _ 1_______ _________ L d_____ K______ π
× ' dx Χη — Y £ ‘ dy Χη — ΓξWir erinnern nun daran, wie man in der Theorie der Differentialgleichungen einen Integrabilitätsfactor M der Gleichung

Xdy — Ydx = 0definieren kann. Es soll ja MfXdy — Ydx) ein vollständiges Differential sein und dazu ist, wie bekannt, notwendig und hinreichend, dass(∏) 0-⅛5+¾- = θ^ist, denn MX und — ΜY sind die partiellen Differentialquotienten eines Integrals nach y und x.Vergleichen wir (10) mit (11), so erhellt, dass 
(12) M Χη - Yξein Integrabilitätsfactor ist, und dies war die in Theorem 8 aufgestellte Behauptung.Diese Folgerung lässt sich auch umkehren: Ist M irgend ein Umkehrung Multiplicator unserer Differentialgleichung Theorems 8.

Xdy — Ydx = 0und bestimmt man ξ und η in irgend welcher Weise so, dass wie in (12) der Bruch
Χη - Y£gerade gleich M wird, so folgt aus (11) rückwärts (10), (9), (8) und (7), d. h. die Differentialgleichung Xdy — Ydx == 0 gestattet die eingliedrige Gruppe Vf≡ ⅛ g—· Daher kommt:Satz 7: Ist M ein Integrabilitätsfactor der DiffercntialgleiclMng 

Xdy — Ydx = 0,
so gestattet diese Gleichung die eingliedrige Gruppe

TJf≡ £ — + η ' * dx ' ' dy ,
sobald nur

v 1 vt = M 
ist. , ηLie, Differentialgleichungen. 8
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114 Kapitel 6, §§ 4, 5.Durch die Gleichung (12) werden ξ und η nicht vollständig bestimmt. Zu einem bekannten Multiplicator M lassen sich also unendlich viele infinitesimale Transformationen (oder eingliedrige Gruppen) angeben, welche die Differentialgleichung gestattet, während sich aus einer solchen infinitesimalen Transformation nur ein Multiplicator ableiten lässt.Bekanntlich besitzt jede gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y einen Integrabilitätsfactor (ja sogar unendlich viele), und daher ergiebt sich der Satz:Satz 8: Jede gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Veränderlichen gestattet unendlich viele infinitesimale Trans
formationen oder eingliedrige Gruppen.Für Differentialgleichungen höherer Ordnung gilt ein ähnlicher Satz nicht.Wir werden in den folgenden Kapiteln auf den Zusammenhang zwischen infinitesimalen Transformationen und Multiplicatoren einer gewöhnlichen Differentialgleichung in x und y zurückkommen und insbesondere die Wichtigkeit unserer Theoreme durch viele Beispiele illustrieren.
§ 5. Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 

Ordnung durch Einführung canonischer Veränderlicher.Wie wir gesehen haben, lässt sich für eine vorgelegte Differentialgleichung
Xdy — Ydx — 0ein Multiplicator angeben und also ihre Integration durch eine Quadratur leisten, sobald man eine infinitesimale Transformation Uf kennt, welche sie gestattet. Es giebt nun noch eine andere sehr bemerkenswerte Methode, durch welche eine bekannte infinitesimale Transformation Uf, welche die Differentialgleichung gestattet, zur Integration derselben verwertet werden kann, und von dieser wollen wir zum Schluss des vorliegenden Kapitels noch kurz sprechen. Doch heben wir sogleich hervor, dass diese neue Methode nur dann zum Ziele führt, wenn die Bahncurven der von der bekannten infinitesimalen Transformation erzeugten Gruppe schon gegeben sind.Einführung Das Verfahren besteht darin, dass wir an Stelle von x und y veränder- neue Veränderliche r und t) einführen, sodass die bekannte infinitesi-licher. 7 ’male Transformation Uf die canonische Form annimmt. In § 2 des 3. Kapitels erkannten wir, dass wenn die Bahncurven
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Integr. d. gewöhnl. Differentialgl. erst. Ord. d. Einfuhr, canon. Veränderlicher. 115
ω (x, y) = Const.der Gruppe Uf bekannt sind, alsdann einfach j = ω(rc, i/) zu setzen ist, und dass sich darauf t), das die Gleichungp⅛≡⅛ + 1>⅝ = 1erfüllen muss, durch eine Quadratur bestimmen lässt. Die Curven- schar t) — Const. ist hiernach eine von den Scharen, welche die eingliedrige Gruppe Uf gestattet (nach Theorem 7, § 2 des 5. Kap.), und zwar eine beliebige solche Schar, denn wir sahen früher (S. 94 u. 96) gelegentlich, dass jede invariante Schar, die nicht aus lauter invarianten Curven besteht, eine solche Form φ (x, y} — Const. erhalten kann, dass Uff) gerade gleich 1 wird.Die vorgelegte Differentialgleichung Xdy — Ydx =*= 0 möge nun in den neuen Veränderlichen £, t), aufgelöst nach dl), die Form haben:

dl) 9) <⅞ = o.Sie gestattet die infinitesimale Transformation Uf, die in den neuen Variabein lautet:
Wir werden zeigen, dass hieraus folgt, dass frei von t) ist. Obgleich dies auch auf andere Weise direct eingesehen werden kann, wollen wir diese Behauptung durch Benutzung des Theorems 9 (§ 2) zur Einübung desselben beweisen. Wir haben statt des dortigen Af und Uf zu benutzen:v≡⅛+δ⅛, v≡¾und es kommt: uw)-W)≡m(∙Dies soll die Form λ ∙ Ütf haben. Das geht aber offenbar nur so an, dass 2 = 0 ist und ^ = 0 

St) ’d. h. die transformierte Differentialgleichung = 0ist ganz frei von t), und ihre Integration ist durch eine blosse Quadratur zu leisten: 9 — J⅞(i)i⅜ = Const.Satz 9: Gestattet die Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0

die eingliedrige Gruppe Uf, und kennt man die Bahncurven der Gruppe, so 8*
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116 Kapitel 6, § 5.
kann man durch eine Quadratur solche neue Veränderliche j, t) angeben, 
dass die Differentialgleichung dadurch die Form annimmt:- Sfe),
also durch eine zweite Quadratur integrabcl wird.Übrigens braucht nicht notwendig die Curvenschar ∖)(x, y) = Const. so gewählt zu werden, dass U\) gerade gleich 1 wird. Wenn diese invariante Schar t) allgemein so genommen wird, dass U\) nur nicht gleich Null ist (denn sonst wäre 1) = Const. die Schar der Bahncurven j = Const.), also etwa:

= z(y),so ist die in £ und l) geschriebene Differentialgleichung, die zunächst die Form
d⅛ — V)<⅞ = θhat, auch integrierbar. Denn sie gestattet ja

und es ist bei ihr V≡K+5∣(,sodass sich ergiebt:U(stn-s((u∕∙) = (∣z-∕⅛)δ)∣i.Es soll dies die Form λ ■ ¾∕* haben, d. h. es muss λ = 0 und H z - z'(V)S = 0sein. Es ist also g lg ⅞ = £ lg z 
St) dt)enthält demnach kein r und es kommt:et) ⅛%== ZÜ>) + <fffe)oder $ = e∕0)) . e^(E).Die Differentialgleichung nimmt also die Form an:e-∕(t)) d\) _ e9(i) dι = 0,d. h. sie ist separiert und durch eine Quadratur integrierbar.Satz 10: Gestattet die Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0
eine eingliedrige Gruppe Uf und kennt man die Bahncurven ⅛(x,y)≈ Const. 
derselben, so bestimmt man zunächst durch eine Quadratur eine beliebige
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Integr. d. gewöhnl. Differentialgl. erst. Ord. d. Einfuhr, canon. Veränderlicher. 117

bei Uf invariante Curvenschar lj (x, y) = Const. Führt man alsdann j 
und t) an Stelle von x und y als Veränderliche in die Differential
gleichung ein, so erscheint sie unter separierter Form, ist also durch 
Quadratur zu integrieren.Man sieht, dass die in diesem Paragraphen entwickelte Integrationsmethode nicht so viel leistet als die früher in Theorem 8 des § 1 gegebene, denn sie setzt die Kenntnis der Bahncurven der ein

gliedrigen Gruppe Vf voraus. Insbesondere ist sie aber immer anwendbar, wenn die endlichen Gleichungen dieser Gruppe Uf bekannt sind (vgl. Satz 7 des § 2, 4. Kap.).Diese im Jahre 1869 von Lie entdeckte Integrationsmethode dürfte wohl die erste sein, bei welcher Invarianten einer continuier- lichen Gruppe in bewusster Weise zur Integration von Differentialgleichungen angewandt wurden. Wir werden an einer späteren Stelle eine dieser Methode analoge, aber allgemeinere Integrationstheorie entwickeln, welche Anwendung auf partielle Differentialgleichungen findet.Diese Methode giebt das allgemeinste System von Veränderlichen, durch deren Einführung alle Differentialgleichungen, welche Uf gestatten, separiert werden. Unter den unendlich vielen Systemen solcher Veränderlicher kann man sodann auch nach demjenigen suchen, welches der transformierten Differentialgleichung die einfachste Form erteilt und dann wird man im allgemeinen zu eben dem neuen Variabeln- paar geführt, durch dessen Benutzung die betreffenden Differentialgleichungen in den gebräuchlichen älteren Lehrbüchern integriert zu werden pflegen.
1. Beispiel: Will man die sogen, homogene Differentialgleichung

y' = tf (¾)integrieren, so führt man bekanntlich neben x als neue Veränderliche ein. Dies findet seine Begründung durch unsere Methode. Denn bei der vorstehenden Differentialgleichung ist die zugehörige lineare partielle Differentialgleichung
und die Differentialgleichung gestattet die eingliedrige Gruppe von Ahnlichkeitstransformationen:
denn es ist hier: 7-T∕∙__ ∂f I ∂f
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118 Kapitel 6, § 5.l∕W)-^(W≡-⅛+(⅛ + i∕⅛-9>)^und dies ist, da cp homogen in x, y und also nach dem EuleFschen Satze über homogene Functionen
x ∂x V ∂y ~υist, gleich — Af. Nach unserem Theorem 9 gestattet also die vorgelegte homogene Differentialgleichung die eingliedrige Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen TJf. Die Bahncurven derselben sind— = Const.,während die Schar x == Const. eine invariante Geradenschar ist, welche die Gleichung Ux — x erfüllt. Bei Benutzung der Variabein und x wird also die homogene Differentialgleichung nach Satz 10 in der That durch Quadratur integrabel.Dies ist die Art, in der man die homogene Differentialgleichung gewöhnlich zu integrieren pflegt. Unsere Methode leistet aber noch mehr, wir können das allgemeinste Variabeinpaar angeben, welches alle homogenen Differentialgleichungen separiert. Zu dem Ende bestimmen wir £ so, dasst⅞≡Λ⅛ + t,⅛ = O 

c ∂x ' a cywird. Diese Gleichung hat das allgemeine Integrals = λ(⅞)-wo λ eine beliebige Function von — bezeichnet. Ferner bestimmen wir 1) zunächst so, dass
wird. Die Function S), welche dieselbe erfüllt, wird einer Gleichung ∕,(9> y} = 0genügen, und diese Function f erfüllt die lineare Differentialgleichung:

df - ∂f f df nx dx + y dy + dS) °,die dem simultanen Systeme
dx dy____ dty
x y 1äquivalent ist, welches und lg x — t) zu Integralen hat, sodass

db⅛*→)=θoder also
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Integr. d. gewöhnl. Differentialgl. erst. Ord. d. Einfuhr, canon. Veränderlicher. 1199 = ⅛ « + f (⅞) 7/zu setzen ist, wo μ eine beliebige Function von bedeutet. Nochallgemeiner dürfen wir als 1) jede Function des gefundenen Ausdruckes benutzen, wie oben bemerkt wurde, so dass wir als allgemeinstes Variabeinpaar, welches alle homogenen Differentialgleichungen separiert, dieses finden:
s = λ(I)> 9 = *(⅛*+f*(∣)).worin λ, μ, v arbiträre Functionen ihrer Argumente sind. Von allen diesen Variabeinpaaren ist das gebräuchlicheE = ⅜> V = xim allgemeinen das bequemste.

2. Beispiel: Die Differentialgleichung
y = φ(χ + ×y)gestattet die eingliedrige Gruppe von Translationen:

xl= x — κt, yl==y + t,welche von der infinitesimalen Transformation
' Syerzeugt wird. Denn hier ist

also
U{Afy) — A(U∩≡().Die Bahncurven £ = Const. der eingliedrigen Gruppe sind die Geraden 

x + κy — Const. Ferner bleibt bei den Translationen natürlich jede Schar von Parallelgeraden, z. B. die Schar y = Const., invariant. Es ist auch Uy = 1. Wir werden also nach Satz 9 setzen:
£ = x + Zy, t, = yund erhalten: d£ = dx + ×dy, 

dt) = dy,oder, in unsere Differentialgleichung
dy — φ(x + κy)dx = 0eingesetzt: ⅜ — φ(ϊ) (dι — ×dtf) = θoder

(1 + κφ(j))i∕^ — ?(£)<?£ = 0.
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120 Kapitel 6, § 5. Kapitel 7, § 1.Diese Gleichung ist, wie es sein muss, frei von Ij und giebt durch eine Quadratur das Integral’ -∕ιψ⅜⅛) rfi'
oder also als Integral der ursprünglichen Differentialgleichungy — ∕ ∖ + κ2∕)∙j J l -f-κφ(a + κy) v j

3. Beispiel: Zur Durchrechnung empfehlen wir dem Leser die D i fferenti al gl eich un g - y - ∕'(-l'2 + Λx -|- yy ' v , ? n welche die infinitesimale Rotation
ττ~ 8f ιuf=-y-^ + χ-^gestattet. Dies weise man mit Hülfe des Theorems 9 nach und führe dann die neuen Variabein ein. Die Bahncurven sind die Kreise 

x2 + y2 — Const. und eine invariante Curvenschar ist z. B. die der Geraden durch den Anfangspunkt: ~ = Const. Es ist B ^-≡ 1 -j- und wir werden statt ~ lieber arc tg ~ wählen, denn es ist
u (arc ⅛ l) = 1∙Demnach wird die Differentialgleichung durch Einführung der Polar- coordinaten

r = Vx2 + y2, φ = arc tg ⅜frei von φ, also durch eine Quadratur integrabel. Man verificiere dies. Hätte man als neue Veränderliche ausser g = ]∕⅛2 + y2 nicht arctg^, sondern selbst als t) eingeführt, so wäre der Fall desSatzes 10 da: die Gleichung würde in den neuen Veränderlichen g und t) separiert sein.

www.rcin.org.pl



Bemerkungen über das Rechnen mit Symbolen infinites. Transformationen. 121
Kapitel 7.

Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen, welche 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in oc, y 

gestattet.In diesem Kapitel werden wir untersuchen, welcher Zusammenhang zwischen den infinitesimalen Transformationen Uf besteht, die eine gewöhnliche Differentialgleichung gestattet. Wir werden sehen, dass, wenn man zwei derselben kennt, sofort ein Integral angegeben werden kann und umgekehrt die allgemeine Form einer infinitesimalen Transformation, welche die Differentialgleichung gestattet, aus einer beliebigen derselben und einem Integral sehr leicht abzuleiten ist.Vorher müssen wir jedoch noch einige Bemerkungen über das Rechnen mit den Symbolen Uf machen.
§ 1. Bemerkungen über das Rechnen mit Symbolen infinitesimaler 

Transformationen.Es sei
Uf=' ’ Sx ' 1* dydas Symbol einer infinitesimalen Transformation. Wird ganz von seiner Deutung als infinitesimale Transformation abgesehen, so stellt es einen Differentiationsprocess dar, ausgeführt auf eine beliebige Function /’ von x und y. Deshalb gelten hier Regeln für die Ausführung dieses Processes auf Summen, Producte u. s. w. genau in der Weise, wie in der Differentialrechnung. So ist

U{(p ÷ ≡ Uφ ÷ Uψ,
U(φ ∙ ⅛>) = ∙ Uφ -∖- φ ■ Uψu. s. w. Uc ist natürlich Null, wenn c eine Constante bedeutet.Seien nun

uU -⅛- dx -t" Vi Sy , 

l^-^Sx ÷ % Syzwei Symbole, so lässt sich aus ihnen der Ausdruck 
Ul(U2∩- U2(Ulf)construieren. Derselbe enthält, wie schon im vorigen Kapitel gelegentlich gezeigt wurde (in § 2), bemerkenswerter Weise keine zweiten Differentialquotienten von /’ da diese sich sämtlich paarweis fortheben.
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122 Kapitel 7, §§ 1, 2.

Klammerausdruck.

Er ist also auch ein Symbol wie TJ1f und U2f. Wir werden ihn abkürzend mit (Cr1 U2) θder> um hervorzuheben, dass er ein auf f ausgeführter Process ist, mit (∕71f, U2fs) bezeichnen:(p∙1 p2) ≡ (D∙1Λ p-∕) = σ1(p∕) - σ2(P1∕∙)∙Den Ausdruck (JJ1U2') nennen wir den mit U1f und U2f gebildeten 
Klammerausdriick. Auf seine begriffliche Bedeutung können wir hier noch nicht eingehen.Insbesondere ist offenbarund (pip2) + (P2p,)≡o

(P1P1)≡0.Bedeutet ferner ω eine Function von x und y allein, so ist (ω Z71, U2} ≡ ω(Z71 σ2) - C⅞ω ∙ U1f,wovon man sich durch Ausrechnung überzeugen möge.Überhaupt empfehlen wir dem Leser, sich mit der Bildung desKlammerausdruckes, der eine überaus wichtige Rolle in unseren Theorien spielen wird, durch mannigfache Übung recht vertraut zu machen. Je gewandter man in seiner Ausrechnung ist, um so besser übersieht man die theoretischen und praktischen Entwickelungen der späteren Kapitel.Bei solchen Rechnungen ist es recht bequem, die umständlichen 
f () fZeichen und ~, solange f eine beliebige Function bedeutet, durchkürzere, nämlich durch p und q, zu ersetzen. So lautet das Symbol der infinitesimalen Rotation um den Anfangspunkt kurz — yp -p xq oder, da es mit einer beliebigen Constanten multipliciert werden darf, 

yp — xq. Die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus hat das Symbol xp + yq, die infinitesimale Translation längs der #-Axe das Symbol p, die längs der ?/-Axe q, eine beliebige infinitesimale Translation das Symbol ap-∖-bq, wo a und b Constanten sind. Das Symbol der in § 3 des 1. Kap. betrachteten infinitesimalen affinen Transformat1on ist xp, u. s. w.Doch wollen wir in den folgenden theoretischen EntwickelungenC -fzum besseren Verständnis derselben die umständlicheren Zeichen -x—oxund ~ beibehalten und erst auf einer späteren Stufe die Abkürzungenjp und q dafür gebrauchen. Immerhin mag der Leser sich schon jetzt damit bekannt machen.Schliesslich heben wir noch hervor, dass zwischen drei infinitesimalen Transformationen der Ebene (x, y):
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Beziehung zwischen zweiinfin.Transf., welchee. gew. Differentialgl. 1.0.gestattet. 123
JΓ r___.t ∂f , ∂f ττ f ____ t ∂f , ∂f τr f___ fc ∂f , ∂f— £t 8x ÷ Vi Sy, U2f — i2 ~ga, + r⅛ 8y > UJ— ξ3 Sx + % dystets eine Gleichung λι Uxf + λ2 U2f -f- λ3 Usf = 0identisch besteht für alle Werte von x, y und f. Eliminiert mannämlich die Grössen ~ und aus den drei obenstehenden Gleima; cychungen, so kommt:

U1f k m 
U2f ξ2 η2 ≡ 0 
U3f ‰ Vsoder(⅛ — ⅛) i7lf+ (⅛ — ⅛) *V+ (⅛ — ⅛) t⅞Z,≡θ o fund diese Identität zwischen U1f, U2f und Usf besteht für jedes und , d. h. für jede Function f. Ist hierin⅛ — UΦθ,unterscheiden sich also U2f und Uif nicht nur um einen (von x und 

y abhängigen) Factor, so können wir durch ξ2173 — ξ3¾ dividieren und erhalten eine Relation von der Form
V1f≡≡ μ2(x, y) U2f + μs(x, y) U3f

Das Symbol einer beliebigen infinitesimalen Transformation in x, y lässt 
sich also linear (mit Coeffcienten, die von x und y abhängen) aus den 
Symbolen irgend zweier solcher zusammensetzen, vorausgesetzt dass die Symbole der beiden letzteren sich nicht bloss um einen Factor unterscheiden, geometrisch ausgesprochen: vorausgesetzt, dass die beiden letzteren infinitesimalen Transformationen einem beliebigen Punkte ver
schiedene Fortschreitungsrichtungen zuerteilen.Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu den Multiplicator- sätzen des vorigen Kapitels zurück.
§ 2. Beziehung zwischen zwei infinitesimalen Transformationen, 

welche eine gew. Differentialgleichung erster Ordnung gestattet.Wir wollen annehmen, die Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0gestatte zwei bekannte infinitesimale Transformationenσ1f≡ fe ⅛ + % p∕≡⅛fi- + %

Zusammenhang zwischen zwei inf. Transform. der Differentialgleichung und einemIntegral.jv
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124 Kapitel 7, § 2.und dabei voraussetzen, dass keine derselben trivial, d. h. von der Form
oder kurz $Af ist, wenn nämlich wie früher gesetzt wird:4 ∕1= V I y .Λ↑ _ X dχ 4- γNach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) sind nun

i — Xrh - Γξ1 ’ — Xηi - YξaIntegrabilitätsfactoren der vorgelegten Differentialgleichung. Bekanntlich ist der Quotient zweier solcher, wie in der Theorie der Differentialgleichungen gelehrt wird, ein Integral oder eine Constante. Wir wollen den Beweis dafür zum Überfluss kurz andeuten: Ml und J∕2 erfüllen die Definitionsgleichung eines Euler’schen Multiplicators, d. h. es ist
aμ,x , ajf 1 y_ π 

Sx ' Sy ,
cMix a τι∕ y ___ 0 

Sx -*- Syoder, etwas umgeformt:
X ⅛⅛ + γ s ig ⅜ + ax syeξ 

Sx Sy 1 Sx 1 Sy

χ g ⅛ _L γ ⅛ ⅛ I I g r____ Q
Sx ' Sy ' Sx * SySubtrahiert man beide Identitäten von einander, so kommt√⅛∣)≡θ-

Μ M . . τd. h. lg ⅛γ oder also selbst ist ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung oder aber nur eine Constante.Mithin ergiebt sich Satz 1: Sind

i⅛ + ">⅛ und ξig + df
8y

zwei nicht triviale infinitesimale Transformationen, welche die gewöhnliche 
Differentialgleichung

Xdy — Ydx = 0
gestattet, so ist

Xηi - Y⅛
Xη1 - n1

ein Integral derselben oder aber eine Constante.
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Beziehung zwischen zweiinfin.Transf., welche e.gew. Differentialgl. 1.0. gestattet. 125Setzen wir zunächst vorausr dieser Quotient sei ein Integral. Ist Beziehung

ω(x,y) wie früher ein Integral der Differentialgleichung, so ist also zwei infin.der Quotient allgemein eine Function desselben: d. Differen
tial glei-

Xηi - 3¾ _ pz x chunκ∙
Xηl — Γξ1 —d. h. £2 —

x — γ ’sodass ξ2 und η2 die Formen haben:• ∣2 ≡ β(ω) ∙ ξ1 + ρ(x, y) ■ X,¾ ≡ 1β(ω) ∙ ηl + ρ(x, y) · Y,wo ρ eine gewisse Function von x, y bedeutet. Mithin isti4f≡ + ii(ω) * (li + Vι ⅛~) + i, · + y jpoder also(1) U2f= ∩(ω) ∙ U1f + ρ(xf ij) ■ Äf.

Wenn jener im obigen Satze erwähnte Quotient nur eine Con- stante κ ist, so folgt, indem κ an Stelle von ii tritt, ganz analog, dass (2) P2∕∙≡x∙P1∕∙+(>(¾s,).j4∕∙ist. Es ist hier keine wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir insbesondere die Constante κ (die sicher nicht Null ist, da sonst nach (2) gegen die Voraussetzung U2f eine triviale Transformation der Differentialgleichung wäre) gleich 1 annehmen, denn mit 
U1f ist ja auch κ∙ U1f eine infinitesimale Transformation, welche unsere Differentialgleichung gestattet. Demnach können wir statt (2) auch schreiben(2') U,f≡U1f+<,(x,v)-Af.Alsdann transformieren die beiden infinitesimalen Transformationen 
U1f und U2f die Integralcurven ω(ar, y) = Const. beide in genau derselben Weise. Denn: die Curve

∞(χ, V) = cgeht bei U1f über in eine unendlich benachbarte Curve der Schar 
a>(χ1, Vι) = c + δc1.Die Transformation U1f lautet:^ι=2-f-∣<∏+∙∙∙, yl = y -j- η∂t + · · ·und es ist also

ω(x -f- ξ∂t + · · ·, -J— 77d£ -f- · - ∙) = c -f- dc1
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126 Kapitel 7, § 2.oder bis auf unendlich Kleine Grössen höherer Ordnung
V) + (£ + *lj~) ät = c + 0cι>oder endlich, da ω(rc, y) =■ c ist:

U1 ω . d t = d c1.Nun aber wissen wir, dass die Curvenschar ω(x, y) = c die infinitesimale Transformation U1f gestattet und dass infolge dessen eine Gleichung von der Form
U1ω = F(ω) = F(c)besteht. Daher führt die infinitesimale Transformation δx = t,δt, 

∂y = ηδt jede Curve der invarianten Schar ω(x,y') = c in die benachbarte Curveω (xi, yl) = c -(- F(c) dt = c + U1ω . dtüber.In entsprechender Weise geht die Curve ω(x, y) == c bei der infinitesimalen Transformation U2f in eine benachbarte Curve≠υ Vι) = c+ ∂c2über, wo analog
U2ω . d t = δ c2ist. Nach (2') aber ist:

U2ω ≡ U1ω,weil Λω = 0 ist, und also auchd c2 = d c1 <d. h. die beiden Curven, in welche ω — c durch die infinitesimalen Transformationen U1f und U2f übergeführt wird, sind dieselben, wie behauptet wurde.Auch auf mehr anschaulichem Wege geht dies aus (2') hervor: Fasst man nämlich
a f — X I γ ££als infinitesimale Transformation auf, so ordnet sie einem Punkte p einer Integralcurve ω = c eine Fortschreitungsstrecke zu, deren Pro- jectionen auf die Axen gleich Xδt und Yδt sind, und führt ihn also auf der Integralcurve selbst weiter, während U1f und U2f ihm gewisse Fortschreitungsstrecken zuorduen, die ihn aus dieser Integralcurve hinausführen. Die Gleichung (2') aber giebt für f≡x und f≡y'ξ2 ≡ ξ1 + pX,

V2 ≡ Vl + 9 Y-
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Beziehung zwischen zwei infin.Transf., welche e.gew. Differentialgl. 1.0. gestattet. 127Demnach ist die Fortschreitungsstrecke dt ]∕ξ22 -f- ¾2> welche U2f dem Punkte p erteilt, nach dem Parallelogramm der Bewegungen aus den Strecken dt j∕ξ12 -j- ηl2 und ρ∂tyX2 -(- Yif welche der Punkt p durch 
U1f und Af erfahrt, zu construieren.Integralcurve ω = c in die Punkte 
einer benachbarten Integralcurve über, und bis auf unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung liegen daher auch die vierten Ecken jener Parallelogramme der Bewegungen, welche für die Punkte p der Integralcurve ω = c construiert werden können, auf derselben benachbarten Integralcurve. (Fig. 10.)Wenn U1f und U2f in der Beziehung (2') zu einander stehen, so werden wir daher U2f gar nicht als eine wesentlich von U1f abweichende infinitesimale Transformation der Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0 auffassen. Man kann ja alle solche Transformationen U2f sofort angeben, sobald U1f gegeben ist, und für das Integrationsgeschäft bringt U2f keinen Nutzen, da 

χvi - ra2 
xy1 -kein Integral, sondern nur eine Constante ist.Deshalb wollen wir, wenn von zwei infinitesimalen Transformationen Ulf und U2f die Rede ist, welche die Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0 gestattet, dabei im allgemeinen stillschweigend voraussetzen, dass U1f und U2f wesentlich von einander in Rinsicht 
dieser Differentialgleichung verschieden seien, also keine Relation von der Form (2') oder noch allgemeiner von der Form:

U2f≡≡×Uif + $Afbestehe, in der κ eine Constante bedeutet.Unsere Formeln (1) und (2) können wir in dem Satze zusammenfassen :Satz 2: Zwei nicht triviale infinitesimale Transformationen Ulf und 
U2f einer Differentialgleichung

Xdy — Ydx = 0,
deren zugehörige lineare partielle Differentialgleichung lautet:

U1f führt alle Punkte einer
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128 Kapitel 7, §§ 2, 3.
Λ∕∙≡x∙⅝+r⅛z=o,

erfüllen immer eine Relation von der Form
U2f≡ ∣Φ(ω) U1f + q(x, yjAf,

tvo ω ein Integral der Differentialgleichung bedeutet.Wir können zu demselben Ergebnis auch auf mehreren anderenWegen gelangen, welche erwähnt zu werden verdienen, da die betreffenden Methoden au sich Interesse darbieten.
§ 3. Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Umkehrung.ZweiteAbleitungjenerBeziehung. Um auf einem anderen Wege zu unserer Formel (1) zu kommen, denken wir uns an Stelle von x und y neue Veränderliche eingeführt, etwa £ und fi, für welche⅛≡φr∣ = o,
ist, also sogenannte canonische Veränderliche des Ausdrucks Af, der dadurch übergeht in

Af__At ~ St)(Vgl. Satz 4 des § 2, 3. Cap.) Dabei geht U1f (nach Satz 2 desselben Paragraphen) über in U∕'=i7r-÷ t/b — uA ¼i -1" ¼9 8ϊ)>während iV=¾⅞+i∕st>¾
wird. Da jetzt Af die einfache Form -- hat, so lautet die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 in den neuen Veränderlichen einfach 
d% = 0, d. h. die Integralcurven sind die Curven £ =» Const. Diese Schar gestattet aber eine infinitesimale Transformation Uf nur dann, wenn diese dem £ ein nur von £ abhängiges Increment erteilt, also die Form hat: u∕=a(i)^ + TFfet>)^∙Da U1f und U2f infinitesimale Transformationen der Differentialgleichung sein solleü, so müssen sie folglich die Formen haben:θι∕∙=β,fe)∣f + ιr1tev)^∙¾Z'=⅞ω^ + ιτ2(i.i))f{∙
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Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Umkehrung. 129Hiernach ist eine Relation vorhanden:¾(i)p1∕∙-⅛(j)¾∕∙=Φ⅛,9)∣i,die sich auch so schreiben lässt:trs∕∙-iife)P1∕∙=TF⅛,t)M∕∙,da Af = ist, oder:
U2f=Si(jf)U1f + W⅛,ij)AfKehren wir nun zu den ursprünglichen Veränderlichen x, y zurück, so ist j wegen Hj = O ein Integral ω der Differentialgleichung Af = 0, während W(ξ, ty) eine Function ρ{x, y) wird, sodass sich ergiebt:
U3f≡ a(ω)Ulf + ρ(x, y)Af, was zu beweisen war.Wir können zu demselben Ergebnis auch durch das folgende Vorgehen gelangen: „ j.θliθrο ο o Beziehung.Da U1f sich nicht nur um einen Factor von Af unterscheidet (sonst wäre ja Ulf eine triviale Transformation der Differentialgleichung), so ist nach dem in § 1 Gesagten klar, dass U2f sich linear durch Ulf und Af ausdrücken lassen muss:(3) Vif≡≡GU1f+ρAf.Hier sind G und ρ gewisse Functionen von x und y. Sollen nun U1f und U2f infinitesimale Transformationen sein, welche die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 oder also die Schar ω = Const. der zugehörigen Integralcurven invariant lassen, so müssen U1ω und ZT2ω Functionen von ω allein sein (siehe Satz 2, § 2, Kap. 5):

U1 ω = ii1 (ω), U2ω = ii2 (ω),während Hω≡0 ist. Setzen wir also in der sicher vorhandenen Relation (3) f≡ω, so reduciert sie sich auf:β2(ω) ≡ Gtt1 (ω),d. h. G ist eine Function i2(ω), sodass sich ergiebt:
U2f≡il(cf)Ulf+ρAfDies ist wieder unsere Formel (1).

Vierte
Ableitungjener

Beziehung.

Complicierter ist die Ableitung unserer Formel aus der Relation (3), wenn wir das Theorem 9 (§ 2 des 6. Kap.) benutzen. Danach müssen nämlich, wenn Ulf und U2f infinitesimale Transformationen sein sollen, welche die Differentialgleichung Xdy— Ydx == 0 gestattet, Relationen bestehen von der Form
(4) (D1H) ≡*ι(z, 2/W,Lie, Differentialgleichungen. (i72H) ≡ λ2(x, y)A2f 9
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130 Kapitel 7, § 3.Nach (3) aber ist: (P2Λ)≡(iU1M) + (^M)∙Hieraus folgt, wenn wir an die Bemerkungen in § 1 erinnern:(Z72 J.) = σ(D1√4) — Ag . U1f -J- ρ(JL√l) — Aρ . Af,wo noch (AA) ≡ 0 ist. Substituieren wir hierin die Werte (4), so kommt:
λiAf = Gλ1 . Af — Aß . U1f— Aρ . Afoder: (θ21 — λ2 — Aρ)Af ≡ Ag . U1f.Hierin sind Gλ1 — λ2 — Aρ und Ag Functionen von x, y. Nach Voraussetzung soll sich U1f nicht nur um einen Factor von Af unterscheiden. Es ist also notwendig einzeln jeder dieser beiden Coeffi- cienten Null, insbesondere der zweite:

Ag ≡ 0,woraus folgt, dass G ein Integral ii(ω) unserer Differentialgleichung ist. Danach giebt (3) wieder unsere gesuchte Formel:(5) Γ2f≡β(ω)Cλ1∕+ρ^.
vmkehrung. Nehmen wir nun umgekehrt an, TJif sei eine infinitesimale Transformation, welche die Differentialgleichung gestattet, &(ω) sei eine beliebig gewählte Function des Integrals ω und ρ eine beliebige Function von x und y, so ist leicht zu zeigen, dass alsdann auch die durch (5) bestimmte infinitesimale Transformation U2f die Differentialgleichung invariant lässt. In der That giebt ja die Formel (5) für 

f = ω, da Aω ≡ 0 und nach Voraussetzung U1ω eine Function ii1(ω) ist:
U2ω = ii(ω) . ii1(ω),d. h. auch U2ω ist eine Function von ω allein. Die Schar ω == Const. gestattet also die infinitesimale Transformation U1f.Daher werden wir unseren Satz jetzt so aussprechen:Theorem 10: Ist U1f eine nicht triviale infinitesimale Trans

formation, welche die Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0

gestattet, und setzt man

A f — X — I Y A' — X Y dy >

so gestattet die Differentialgleichung auch jede infinitesimale 
Transformation von der Form

TJ2f≡ &(ω) U1f + ρ(x, y)Afi
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Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Umkehrung. 131
wo ίϊ(ω) eine beliebige Function des Integrals ω der Differen
tialgleichung und ρ eine beliebige Function von x und y be
deutet. Andererseits ist dies die allgemeinste infinitesimale 
Transformation inx,y, welche die Differentialgleichung zulässt.Dies Resultat lässt sich auch in eleganter Weise rein geometrisch θe.θ^, ableiten. Seien nämlich Uxf und U2f irgend zwei infinitesimale Trans- Ableitung· formationen, welche die Schar der Integralcurven ω == Const. invariant lassen. Eine beliebige, aber bestimmte Curve dieser Schar sei ω(x,y') = c.Sie wird von U2f in eine infinitesimal benachbarte Curve der Schar, etwa in ω(a×ι> 2∕ι) = c + ∂c2übergeführt. Alsdann ist, wie wir früher schon (in § 2) fanden:(6) U2ω ∙ dt == ∂c2und hierin hat die linke Seite ebenso wie die rechte denselben Wert längs der Curve ω — c. Dies gilt für jede Curve ω = c.Betrachten wir nun den AusdrucklV≡⅛*Vi
derselbe stellt eine infinitesimale Transformation dar, die sich vonU, ω U1ω>CZ1f nur um einen Factor der eine Function von ω allein ist,unterscheidet. Diese infinitesimale Transformation Vf lässt auch die Schar ω — Const. invariant, es ist ja Uo eine Function von ω allein, nämlich gleich 
U2ω. Nach (6) führt mithin Uf die beliebige Curve ω = c in genau dieselbe Curve ω — c + ∂c2 über, in die sie durch U2f verwandelt wird. Die beiden infinitesimalen Transformationen U2f und 
Vf führen aber nicht notwendig die Punkte der Curve ω = c in dieselbenPunkte der benachbarten Curve ω = c -J- ∂c2 über, vielmehr im allgemeinen in verschiedene. (S. Fig. 11.)Wenn Vf die beliebige Curve ω = c in die Curve ω == c -j- ∂c2 transformiert, so wird die infinitesimale Transformation — U/” alle Punkte der letzteren Curve in die der ersteren zurückbringen (wenn, wie überhaupt bei dieser Betrachtung, von unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung abgesehen wird), denn sie erteilt den Coordinaten gerade entgegengesetzte Incremente wie U/*. Führen wir nun zuerst

9*
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132 Kapitel 7, §§ 3, 4.
U2f und darauf — U/‘ aus, so ist dies dasselbe, als ob wir die infinitesimale Transformation U2f — Vif ausgeführt hätten. U2f führt die Curve ω = c in die Curve ω = c -j- ∂c2 über, und — Vif führt diese zurück. (Fig. 12.) Dabei gelangen zwar die Punkte wieder auf ihre ursprüngliche Curve, aber nicht gerade notwendig auf ihre ursprünglichen Plätze zurück. Sie können vielmehr längs der Curve infinitesimal verschoben sein. Aber jede solche infinitesimale Transformation hatdie Fortschreitungsrichtung

⅜ = Y
Sx X(die von der Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 bestimmt wird), also ein Symbol von der Formpfes∕)(x⅛+r⅛)oder ρ · Af. Demnach ist:

TJ2f — IXf ≡ξ ρ · Afoder:
U2f≡^Uif+ρ-Afund dies ist unsere obige Formel (5).Das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels, das in Satz 1 ebenso wie in der Formel (5) seinen Ausdruck findet, ist, dass die Kenntnis zweier 

in Hinsicht auf die Differentialgleichung Xdy — Ydx — 0 wesentlich 
verschiedener infinitesimaler Transformationen U1f und U2f der Diffe
rentialgleichung die Kenntnis eines Integrals nach sich zieht, das in dem Satz 1 in der Form

Xηi - Γ⅞8 
Xril - Γξ1 ’in (5) in der Form Ώ(ω) geschrieben wurde.Da die Formel (5) wieder zu jenem ersten Satze zurückführt,denn aus (5) folgt ξ2 =

% ≡ *⅛ + γ,also:
Xη2 - Γξ8 ⅛ -Γξ?1β(ω) =so können wir sagen, dass wir die Möglichkeit der Verwertung von 

Uif und U2f zur Bestimmung des Integrals von zwei verschiedenen Punkten ausgehend bewiesen haben, einmal mit Hülfe der im vorigen
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Beispiele. 133Kapitel entwickelten Multiplicatortheorie (in § 2) und dann auf mehr begrifflichem, von früheren Entwickelungen unabhängigeren Wege (in § 3). Letztere Methode ist deshalb bemerkenswert, weil sie auf 
partielle Differentialgleichungen ausgedehnt werden kann, wie wir später sehen werden.

§ 4. Beispiele.Wir erläutern unsere Theorien durch mehrere einfache Beispiele.
1. Beispiel: Die Differentialgleichung:

dy — %dx = 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen:
denn es ist hier
und

0∙∕≡⅛, U2f≡x∣i + y^i SfAf = ö—r κ ^a^^' ox 1 oy

(ViA)≡≡Q, (U2A')≡-Af.(Vgl. Theorem 9, § 2 des 6. Kap.) Mithin ist U2f von der Form 
U2f= ii(ω)C∕1∕,+ $Af,also (für f=x und ≡y)'

x =≈ ü · 1 —|— p ?, = & · 0 + pκ,daher p = —, il = x — p = x — Es ist also x — — oder s κ 7 s κ κ
xx — y ein Integral. In der That giebt dies differenziert sofort die Differentialgleichung wieder. Kürzer hätten wir das Integral nachSatz 1 gefunden durch Bildung des Quotienten:

Xηg — Yξi = 1 · y — x · x ______  y — xx
Xη1 — Yξ1 1-0 — κ · 1 κ

2. Beispiel: Die Differentialgleichung
xdy — (y — x2)dx == 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen

Uif≡A∕v, Uif≡*⅛ + 2y⅛,denn es ist J∕∙≡≈⅛+(y-as)^und (CU)≡o, (tU)≡o,wie die Ausrechnung lehrt. Mithin hat U2f die Form:
U2f = ii(ω) Uif + ξ>Af.
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134 Kapitel 7, § 4, Kapitel 8, § 1.Dies liefert die beiden einzelnen Gleichungen:re = ίϊ · 0 + ρ · #,
2y ≈ £1 · x 4- ρ(ι∕ — aP)id. h. ρ = 1, also ft-⅛+≤.

X• · 17 I *Es ist somit —-— ein Integral. In der That folgt daraus durchDifferentiation wieder die Differentialgleichung. Schneller ergiebt sich das Integral durch Bildung des Quotienten:X⅞ — Y¾ = x · 2y — (y — x2} ■ x __ y-∖- x2 .
X η1 — Yξ1 x · x — (y — xi) · 0 x

3. Beispiel: Die Differentialgleichung
dy — (x — ^]∕x2 — 2y) dx = 0 gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen

TJ fz=- Λ- x— U x — -4- 2u — Ul'~dx'Xdy’ Ü2' ~X dx' dy’denn es ist
und also

(PM)≡0, (V,Λ)≡-Λf.Folglich ist der Quotient:1-2« — (x — ^]∕x2 — 2y) · x 1∕-g------ 5—-------—7------ -- V— ≡x —yx2 — 2y1 · x — \x — yxi — 2y) · 1ein Integral.Weitere Beispiele, die der Leser selbst durchführen möge, sind diese:
4. Beispiel: Die Differentialgleichung

x2 dy — 2y2 dx = 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen
xt /.____ df , df ττ f 2 ∂f . 2 df
u^=xrχ+y-g~v' u*f=x i-χ+y wMan verificiere dies und bestimme das Integral.

5. Beispiel: Die Differentialgleichung
xydij — Q∕2 -j- x}dx = 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen

Man verificiere dies und bestimme das Integral.
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Ausführung aller Transform, einer eingl. Gruppe auf eine beliebige Curve. 135
Kapitel 8.

Über die Bestimmung der Scharen von ∞1 Curven und der 
Differentialgleichungen erster Ordnung, welche eine vorgelegte

eingliedrige Gruppe gestatten.In dem vorletzten Kapitel war davon die Rede, wann eine vor
gelegte Curvenschar ω(x, y) = Const. oder eine vorgelegte Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 eine eingliedrige Gruppe oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine infinitesimale Transformation Uf gestattet. Nunmehr wollen wir in diesem Kapitel zu einer bekannten eingliedrigen 
Gruppe alle invarianten Curven scharen und Differentialgleichungen bestimmen.

§ 1. Ausführung aller Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe auf eine beliebige Curve.Wir stellen uns also jetzt die Frage:

Gesetzt, es sei eine eingliedrige Gruppe vorgelegt, wie findet man 
alsdann alle Scharen von oo1 Curven, welche diese Gruppe gestatten?Dabei wollen wir annehmen, die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe seien vorgelegt:(1) ¾βψ⅛y,β), yl≈Ψ(χ,y,a),wo a den Parameter der Gruppe bezeichnet. Um uns später recht knapp ausdrücken zn können, schicken wir einige nicht nur für die vorliegende Frage, sondern für die ganze Gruppentheorie wichtige formelle Bemerkungen voraus.Wie schon früher gelegentlich (vgl. § 2 des 4. Kap.) bezeichnen*)symboiischθ β Bezeich-wir die Transformation der Gruppe, welche dem Parameterwert a nungθn. zugehört, mit Ta. Die Aufeinanderfolge zweier Transformationen Ta und Tb ist einer gewissen Transformation Tc der Gruppe äquivalent:

TaTb=Tc,wo dann c eine gewisse Function von a und b ist:
c = λ(a, &).Führen wir insbesondere die Transformationen auf einen Punkt p oder auf eine Curve k aus, so schreiben wir die Äquivalenz symbolisch so:*) Die im Text eingeführte Symbolik ist, wie der Leser bemerken wird, von 

der Substitutionstheorie herübergenommen.
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136 Kapitel 8, § 1.
{p)TaTb ={p}Tc,
(Tc)TaTb ≈ Qi)Tc.Es hat jeder Ausdruck (p')TaTbTc . . . und {ky)TaTbTc. . . einen ganz bestimmten Sinn. Der erste z. B. bezeichnet den Punkt, in welchen 

p übergeht, wenn man auf p nacheinander die Transformationen 
Ta, Tb, Tc. .. der Gruppe anwendet. Führen wir dieselbe Transformation Ta zweimal nach einander aus, so werden wir TaTa kürzer mit Ta bezeichnen können, ebenso TaTaTa kürzer mit Tas, u. s. w. Alsdann gewinnt der Ausdruck TaTbTc... der Reihenfolge mehrer Transformationen grosse Ähnlichkeit mit den Producten der gewöhnlichen Arithmetik. Um diese für die Anwendungen recht erwünschte Analogie noch vollständiger zu machen, werden wir die identische Transformation mit Titθ = T4θ = · · · = 1 und' die zu Ta inverse Transformation, welche ja nach der Definition der Gruppe (vgl. § 1 des 2. Kap.) in ihr vorhanden ist, mit T~1 bezeichnen. Dann ist nämlich: 77 'Γ^~1   το   1

j-aj-a   -l a -lund (vgl. denselben §) auch:
rp~1 p   το  i-xα -2-α   j-a -l >während

p . 1 — p i . p o — pist. 2τα-2 würde natürlich die Reihenfolge 7τα~1 Tα-1 bedeuten u. s. w. Wenn Ta den Punkt p oder die Curve Ti nach p1 resp. fc1 führt:(2) (∕>)Γ. = (l>,), (⅛)Γ. = (i1).so führt 21α^^1, die inverse Transformation, p1 resp. 7q nach p resp. k zurück:(3) (P1)^"1 = (P), (k1)Ta~i==(Ji).Wir hätten dies auch rein rechnerisch aus (2) ableiten können, denn führen wir auf beide Seiten von (2) die Transformation T~l aus, so kommt: (p)ΓαΓ"1= (p1)2Γ1, (k')TaTa-1==(k1')Ta~1oder, da TaTT1 = T® = 1 die identische Transformation und also (p)l — (p), (&) 1 = (/;) zu setzen ist:(p) = ω^-1, (⅛) = (⅛1)r-1.Diese Gleichungen sind aber dieselben wie (3).Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir jetzt nach allen Scharen von oo1 Curven fragen, welche bei der eingliedrigen Gruppe (1)
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Ausführung aller Transform, einer eingl. Gruppe auf eine beliebige Curve. 137invariant bleiben. Eine solche Schar ist die der Bahncurven, denn es bleibt ja jede Bahncurve bei der Gruppe einzeln invariant, also auch die Schar derselben.Wollen wir eine andere invariante Schar von oc1 Curven Ä finden,so haben wir anzunehmen, dass wenigstens eine Curve Z,θ derselben
keine Bahncurve sei. Führen wir auf diese Curve kn alle Transfor-^8^™8 υ aller Trans-mationen der Gruppe aus, so sollen dieselben jL in Curven k der fi5rmΛtiθnθn gesuchten Schar überführen. Durch Ausführung aller ∞1 Trapsfor- a^re1jθθ mationen der Gruppe geht aber ⅛θ gerade in ∞1 Curven über; denn ist(4) &(x, «/) = 0die Gleichung von kQ, so findet man die Curven, in welche λ'θ durch die Transformationen der Gruppe verwandelt wird, durch Elimination von x und y aus (1) und (4) ausgedrückt in xl und t∕1, und die sich ergebende Gleichung enthält einen Parameter a. (Derselbe würde nur dann wegfallen, wenn k0 gegen die Voraussetzung Bahncurve wäre.)Die oo1 Curven, in welche somit λ^θ bei allen Transformationen der Gruppe übergeht, bilden nun offenbar eine invariante Schar. Denn sei k eine beliebige dieser ∞1 Curven, die aus kQ etwa durch Ausführung von Ta hervorgegangen ist, so ist:(5) (⅛)Γα = (⅛).Führen wir auf k eine beliebige Transformation Tb der Gruppe aus, so geht k über in die Curve (E) Tb oder nach (5)' in die Curve 
(k^)TaTb oder (∕f0)Tc, also in eine Curve, die aus kQ durch Ausführung einer Transformation Tc der Gruppe hervorgeht und daher jener Schar angehört.Es ist offenbar gleichgültig, wie die ursprüngliche Curve kQ in der Ebene gewählt ist, wenn sie nur nicht Bahncurve ist. Immer erzeugt sie bei den Transformationen der Gruppe eine invariante Schar von oo1 Curven.Dass diese Schar keine Bahncurve enthält, ist leicht zu sehen.Sei nämlich angenommen, eine Curve ki der Schar sei doch Bahncurve. Sie gehe aus kQ etwa durch die Transformation Ta hervor:(⅞)Tα = (⅛1).Führen wir rechts und links 1 aus, so kommt:(⅛0) = (⅛1)7Γ1,d. h. die zu Ta inverse Transformation 2tλ~^ 1 führt kl in die Lage λ'θ zurück. Wenn aber kl Bahncurve ist, so ist dies unmöglich, da jede Bahncurve bei allen Transformationen der Gruppe, also auch bei Tα^~1,
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138 Kapitel 8, §§ 1, 2.invariant bleibt, d. b. (kj)Ta 1= (kf) und nicht = (∕tθ) ist. Wir haben also gefunden:Theorem 11: Liegt eine eingliedrige Gruppe der Ebene vor, 
so gehört jede Curve der Ebene einer und nur einer Schar von 
∞1 Curven an, welche die Gruppe gestattet. Ist jene Curve 
Bahncurve der Gruppe, so sind alle Curven der Schar Bahn- 
curven, ist jene Curve keine Bahncurve, so ist auch keine 
andere Curve der Schar Bahncurve. In diesem Falle geht die 
invariante Schar dadurch hervor, dass man auf die eine Curve 
alle Transformationen der Gruppe ausführt.Sei etwa

β(¾ y) = 0die Gleichung der beliebig gewählten Curve, die keine Bahncurve sein soll. Anstatt alle Transformationen Ta auf sie auszuführen, führen wir die inversen Tα^~1 aus. Dies kommt auf dasselbe hinaus, denn 
jede Transformation der Gruppe ist ja die inverse einer anderen. Dies Verfahren ist analytisch bequemer, denn Tjf1 hat die Gleichungen (1), wenn man darin xl, yl als die ursprünglichen, x, y als die transformierten Variabein auffasst. Wir werden demnach die Gleichung der vorgelegten Curve so schreiben:

*‰2∕ι) = θund hierin die Werte (1) substituieren. Dadurch geht dann die invariante Curvenschar, welcher jene vorgelegte Curve angehört, in der Form hervor:
(θ) &(?(>, y, a), y>(χi y, «)) = o.Dies ist also der allgemeine Ausdruck einer bei der Gruppe invarianten Schar von ∞1 Curven, von denen nicht jede einzeln invariant ist. Q darf ganz beliebig gewählt werden, nur nicht so, dass 
il(x, 2/) = 0 gerade eine Bahncurve ist, denn dann würde (6) den Parameter a in Wirklichkeit gar nicht enthalten.

§ 2. Bestimmung der Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche eine vorgelegte eingliedrige Gruppe gestatten.Um nun die Differentialgleichungen Xdy— Ydx = 0 zu finden, welche die vorgelegte Gruppe (1) zulassen, haben wir nur noch einen Schritt zu thun:Die ∞1 Curven (6) sind ja die Integralcurveu einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y. Man findet
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Bestimmung d. Differentialgl. 1. Ord., welche e. vorgelegte eingl. Gr. gestatten. 139diese also durch Elimination von a aus (6) und der differenzierten Gleichung dΩ(cp, ψ) = 0. Damit hat man dann den allgemeinen Ausdruck einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung ge- gl1θicθu^θn funden, welche unsere eingliedrige Gruppe gestattet. Man darf nicht vo^θ1ιθ^or vergessen, dass man hierdurch eine Differentialgleichung, welche die Gruppe gestattet, nicht erhält, nämlich die der Bahncurven. Aber die Bahncurven sind mit den endlichen Gleichungen der Gruppe bekannt (vgl. Satz 7, § 2 des 4. Kap.), also ist auch ihre Differentialgleichung durch Differentiation und Elimination zu finden. Daher:Satz 1: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 
Gruppe in x, y, so kann man allein durch Differentiation und Elimi
nation alle gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
x tind y bestimmen, welche die Gruppe gestatten.Das hier vorgetragene Verfahren liefert alle Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die Gruppe oder, was auf dasselbe hinauskommt, ihre infinitesimale Transformation gestatten. Nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) lässt sich daher zu jeder dieser Differentialgleichungen, mit Ausnahme der Differentialgleichung der Bahncurven, ein Multipli- cator angeben, und sie sind mithin durch Quadratur integrierbar.Man könnte durch dieses Verfahren unbegrenzt viele Differentialgleichungen erster Ordnung auffinden, die integrierbar sind, denn es sind uns ja alle eingliedrigen Gruppen der Ebene bekannt in der Darstellungsform&(*i> Vι') = ⅛(χ, y), &) — * = W; y),(vgl. Theorem 1, § 4 des 2. Kap.). Allein diese Methode leidet an dem wesentlichen Übelstande, dass sie keine rechte Übersicht über die mannigfaltigen Formen solcher Differentialgleichungen gewährt.Später geben wir eine andere Methode, die in dieser Hinsicht vollkommener ist.Hervorgehoben sei noch, dass unser Verfahren natürlich alle Differentialgleichungen erster Ordnung ergeben muss, denn jede solche Differentialgleichung gestattet eingliedrige Gruppen. (Vgl. Satz 8 des § 4, 6. Kap.) Damit ist nun aber keineswegs gesagt, dass man auch alle Differentialgleichungen Kdy — Ydx = 0 integrieren könne. Die Schwierigkeit ist eben die, wenn eine solche Differentialgleichung integriert werden soll, eine eingliedrige Gruppe zu finden, welche sie invariant lässt und ihre Integralcurven nicht zu Bahncurven bat.Wenn nun nicht die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe vorgelegt sind, sondern nur ihre infinitesimale Transformation
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140 Kapitel 8, §§ 2, 3.
Uf≡ ί — + V —' ⅛ ∂x ' r∣ ∂ybekannt ist, so findet man alle invarianten Curvenscharen 
ω(x, y} = Const.aus der Bedingung

Uω = ii(ω),die sich, wie schon früher bemerkt wurde (siehe § 1 des 6. Kap.), durch Benutzung einer passenden Function Φ(ω) anstelle von ω ohne Beschränkung der Allgemeinheit noch specieller annehmen lässt in den Formen:
Uω — 0, Uω = 1.Die erste Gleichung giebt durch Integration die Schar der Bahncurven. Die Ermittelung der Functionen ω, welche Uω = 1 machen, deckt sich bekanntlich mit der Integration des simultanen Systems

dx dy dω

und erfordert, wie wir früher zeigten (vgl. S. 33 u. 55), bloss eine Quadratur, sobald die Bahncurven bekannt sind. Übrigens haben wir hierzu schon früher ein Beispiel gegeben. Es ist dies das 5. Beispiel des § 3, 5. Kap., wo alle bei der eingliedrigen Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt invarianten Curvenscharen gesucht wurden.Man konnte in ähnlicher Weise wie oben erkennen, dass zu jeder eingliedrigen Gruppe der Ebene auch invariante Scharen von oo2 Curven gehören, auch wäre es leicht, alle derartigen Scharen aus den endlichen Gleichungen der Gruppe zu bestimmen. Aber auf diese und ähnliche weitergehende Probleme wollen wir uns hier nicht einlassen.
§ 3. Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung 

in x, y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten und daher 
integrabel sind.Die Entwickelungen der §§ 1 und 2, welche uns gestatten, alle bei einer vorgelegten eingliedrigen Gruppe invarianten Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden, sollen jetzt durch mehrere Beispiele illustriert werden. Dabei heben wir noch einmal ausdrücklich hervor, dass eine später zu entwickelnde Methode in allen diesen Beispielen schneller zum Ziele führen wird, wie wir seinerzeit zeigen werden.
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Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 141
1. Beispiel: Sei vorgelegt die eingliedrige Gruppe der Translationen längs der rc-Axe:

= x 4- a, y1==y.Um alle invarianten Scharen von oo1 Curven zu finden, muss man von einer Curve ausgehen. Entweder ist ihre Gleichung frei von x oder nicht. Im ersten Fall ist sie Bahncurve, bleibt also bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe invariant. Die Schar der invarianten Bahncurven wird dargestellt durch
y = Const.oder durch die Differentialgleichung

dy ≈ 0.Enthält dagegen die Gleichung der Curve x, so ist sie nach x auflösbar: 
x — φ(y) — 0.Durch die Translationen der Gruppe geht sie über in die Schar von ∞1 Curven: # — φ(j∕) = Const.,deren Differentialgleichung die Form hat:
i — φ'(y)y'≈ θ∙

Alle Differentialgleichungen also, welche frei von x sind, gestatten 
die eingliedrige Gruppe der Translationen längs der x-Axe. Insbesondere 
ist dy = 0 die Differentialgleichung der Bahncurven.Die infinitesimale Transformation der Gruppe lautet und dieallgemeine Form der invarianten Differentialgleichung, mit Ausschluss von dy — 0, ist:

F(yy)dy — dx = 0.Bestimmt man nach Theorem 8 des § 1, 6. Kap., hieraus einen Multi- plicator der Differentialgleichung, so ergiebt sich derselbe gleich 1. In der That ist ja auch schon die linke Seite der Differentialgleichung ein vollständiges Differential.
2. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen:

xl = ax, y1 ≈ y.Um alle invarianten Curvenscharen zu finden, müssen wir auf eine beliebige Curve alle Transformationen der Gruppe ausführen. Zunächst kann die Gleichung dieser Curve frei von x sein. Dann bleibt die Curve invariant, und so ergiebt sich die Schar der Bahncurven
y = Const.
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142 Kapitel 8, § 3.mit der Differentialgleichung
dy = 0.Enthält die Curvengleichung x} so können wir sie so schreiben: 

x ~ <P&) = θ∙Durch Ausführung aller Transformationen der Gruppe liefert sie die Curvenschar ⅛ = θoder ^>=Con8t.
Xmit der Differentialgleichung

xφ' (y)dy — φ(y)dx = 0oder also:
xdy — F(y)dx = 0.

Die eingliedrige Gruppe der affinen Transformationen längs der 
x-Axe lässt also unbegrenzt viele Differentialgleichungen erster Ordnung 
invariant, welche die Formen:

dy = 0
und

xdy — F(y)dx = 0
haben.Die Differentialgleichung

xdy — F(y)dx = 0gestattet also auch die infinitesimale Transformation x dx der Gruppe.Nach Theorem 8 hat sie folglich den Multiplicator1
xF{y) 'In der That ist
dy dx

F (y) xein vollständiges Differential.
3. Beispiel: Sei bei der eingliedrigen Gruppe von Ähnlichkeitstransformationen :

xx = ax, y1 = aydie Gleichung der Curve, von der wir ausgehen, zunächst wieder frei von x, also y = c. Die Transformationen der Gruppe führen sie über in die Geradenschar
y = Const.mit der Differentialgleichung

dy = 0.
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Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 143Enthält die Curvengleichung x, so hat sie etwa die Form — φto = θund liefert daher die Curvenschari-φ(η = 0
a y∖a∕oder bequemer

ax — φ(ay) = 0.(Zu letzterer Form wären wir gelangt, wenn wir wie im vorigen Paragraphen die Gleichung der ursprünglichen Curve in x1, yl geschrieben hätten.) Um die zugehörige Differentialgleichung zu finden, müssen wir differenzieren:
dx — φ (ay) dy = 0und a aus den beiden letzten Gleichungen eliminieren. Die letzte giebt ay in der Form: β* - * (⅛) ≡ *00und also: « = y ≠⅛')∙Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so kommt W) — 9>0K∕)) = θoder, wenn nach y' aufgelöst wird, eine Differentialgleichung von der Form

y - UQ - θ∙Es ist etwas mühselig, auf directem Wege (indem man auf die Entstehung dieser Gleichung recurriert) einzusehen, dass hierin F eine beliebige Function von sein kann. Wir bestätigen es indirect, indem wir bemerken, dass die letzte Differentialgleichung die infinitesimale Transformation
TTf— IUf = x ^l + y ä- 

ox σ cyunserer Gruppe bei beliebig gewähltem F gestattet. Denn die zu unserer Gleichung gehörige partielle Differentialgleichung lautet:
und es ist also, wie Ausrechnung lehrt:
Die Differentialgleichung y — F = 0 ist also wirklich die allgemeine homogene.
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144 Kapitel 8, § 3.Bequemer hätten wir dies einsehen können, wenn wir uns des Kunstgriffes bedient hätten, die beliebig angenommene Curve nicht in der Form 
x — sondern in dieser:

x - V (f) -θzu geben. Alsdann ist die Gleichung der Curvenschar:
ax~<p(f)≈0∙Sie giebt differenziert:a<⅛-y'(g)sodass die Elimination von a die gewünschte Differentialgleichung giebt:φ(f)<fa-φ'(f)(⅜-⅛) = O,die offenbar homogen ist. Durch passende Wahl der Function φ erhält man offenbar jede homogene Differentialgleichung erster Ordnung.

Die eingliedrige Gruppe von Ähnlichkeitstransformationen vom An
fangspunkte aus lässt die homogenen Differentialgleichungen- ≈', = i'(∣) 
und keine weiteren invariant.Man beachte, dass die Differentialgleichung der Bahncurven — = Const., nämlich

• y 
y = x’schon in unserer allgemeinen Form enthalten ist, ebenso wie die zuerst gefundene invariante Differentialgleichung dy = 0 oder y = 0. Weil nun die homogene Differentialgleichung die infinitesimale Ahn-O /· Q /»lichkeitstransformation x -{- y gestattet, so folgt nach Theorem 8: 

Die homogene Differentialgleichung
dy - F (^-) dx = 0

hat den Mιdtiplicator*') v - ,p(⅞)Ihr Integral wird also in bekannter Weise aus dem vollständigen Differential <⅛ - f(|) dx 
y - F{i) x

!) Der Satz des Textes ist längst bekannt.
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Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 145durch Quadratur bestimmt. Man bemerkt, dass sich kein Multiplicator ergiebt, wenn F sich auf ζ reduciert, da dann der Nenner Nullist. Die betreffende Differentialgleichung xdy — ydx = 0 ist nämlich die der Bahncurven, für welche die infinitesimale Transformation
x -j- y trivial ist.Ox 1 v oy

4. Beispiel: Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt
xl = x cos a — y sin a, y1 «— x sin a -j- y cos asei vorgelegt. Die Curve, auf welche wir alle Transformationen der Gruppe ausführen, denken wir uns in xi und y1 geschrieben:⅜1J1) = θ∙Alsdann ergiebt sich durch Ausführung der zur obenstehenden inversen Transformation, die ja ebenso wie diese die allgemeine Transformation der Gruppe ist, die Curvenschar:
&(x cos a — y sin a, x sin a + y cos a) = 0.Um nun die Differentialgleichung dieser Schar aufzustellen, haben wir zu differenzieren:07-------- —----- ■.—. (dx cos a — dy sin d) 4-0 (re cos a — y sin α) x i7 7ß4- st—τ----- i------------ (dx sin a + dy cos a) = 01 d(x sin a 4- y cos a) × 1 *, 7und aus den beiden letzten Gleichungen a zu eliminieren. Dies ist etwas unbequem: Bezeichnen wir für den Augenblick die beiden hierin vorkommenden Differentialquotienten von ii mit u und v, so giebt die letzte Gleichung

dy ___ u cos a 4 v sin a
dx u sin a — v cos aund also:

xdy — ydx__ u(x cos a — y sin α) 4 v(x sin a -J- y cos a)
xdx 4 ydy u(x sin a 4 y cos o) — v(x cos a — y sin ajNun aber ist
(x cos a — y sin α)2 -j- (x sin a -J- y cos α)2 = χ2 -j- y\Daher kann die rechte Seite der vorletzten Gleichung als Function von x cos a — y sin a und x2 -f- y2 betrachtet werden. Ebenso lässt sich ii = 0 in der Form

x cos a — y sin a = Φ(x2 -f- y2)
Lie, Differentialgleichungen. 10
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146 Kapitel 8, § 3.schreiben. Also Elimination von ergiebt:
oder auch:

wird die rechte Seite der obigen Gleichung nach 
a eine Function von x2 -f- y2 allein, sodass sich

xcly ,yd^- = F{x2 + y2) xdx -{- ydy κ , *7 z

⅛-K = F(x2 + <,2). 
χ ÷ yy v , yDass jede Differentialgleichung dieser Art bei beliebiger Wahl der Function F von x2 ff- y2 die eingliedrige Gruppe der Rotationen gestattet, wissen wir schon aus dem letzten Beispiel des § 5, 6. Kap.Auf einem weniger künstlichen Wege wären wir zu dieser Differentialgleichung durch Einführung canonischer Variahein, nämlich der Polarcoordinaten r, cp, in die Gruppe der Rotationen gelangt. Dann nämlich lauten die Gleichungen der Gruppe einfach
r1 = r, φ1 = φ + a.Ist also

ωθ,ι, φ1) = θdie Gleichung der Ausgangscurve in Polarcoordinaten, so stellt ω(r, φ ff- a) = 0die invariante Curvenschar dar. War die ursprüngliche Curvengleichung ω(r1,φ1) = 0 frei von φ1, so enthält auch die neue den Parameter a nicht, d. h. jede Curve r — Const. ist, wie wir ja auch schon wissen, Bahncurve. Eine invariante Curvenschar ist also die Schar der Kreiserc2 -j- y2 = Const. mit der Differentialgleichung
xdx ff- ydy = 0.Enthält aber die ursprüngliche Curvengleichung φ1, so ist ω (r, cp ff- a) = 0oder aufgelöst

cp — f(f) — Const.eine invariante Schar. In rechtwinkligen Coordinaten lautet sie etwa:arc tg ~ — Fl (x2 ff- y2) = Const. und ihre Differentialgleichung hat die Form:
= F(x2 ff- i/2).Da diese Differentialgleichung die infinitesimale Rotationa∕, , Vf

— y ql ff- χτ^Jcx cygestattet, so liefert Theorem 8 einen Multiplicator derselben. Zu diesem
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Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung in x1 y. 147Zwecke muss aber die Differentialgleichung erst linear in y gemacht werden:
(x — yF(x2 + y2))<7y -(y + %F(x2 + y2f}dx = 0.Es ergiebt sich alsdann der Multiplicator:l __ l

(x — yFy)x + (y + xF)y xi + yaIn der That ist:
x — yF(xi + y*) , _ y + xF(x, + y2) ,xa + y2 ay x‘ + y*ein vollständiges Differential.

Die eingliedrige Gruppe der Dotationen um den Anfangspunkt lässt 
also ausser der Differentialgleichung ihrer Bahncurven:

xdx ydy = 0
noch alle Differentialgleichungen von der Form

invariant. Fine derartige Differentialgleichung besitzt, wenn sie in der 
Form

(x — yF)drj — (y + xF}dx = 0 
geschrieben wird, den Multiplicator χi · *)

x, = x.(Ό yl=y + aφ(x)

5. Beispiel: Auch die Gleichungen TALinoare,∙r O Differential
gleichung 

erster Ord
nung in x,y.stellen eine eingliedrige Gruppe dar. Wenn man nämlich ansetzt:

⅜ ~ xι> y2 ~ yι -f^ aι φ(.χι)> so folgt durch Elimination von x1 und yl∙.

¾ = «, y% = y + (« + «i) φθ)∙Um die bei dieser Gruppe invarianten Differentialgleichungen zu finden, führen wir alle Transformationen derselben zunächst auf eine Curve aus, deren Gleichung frei von y ist. Offenbar bleibt sie in√ariant, sie ist Bahncurve wie alle Curven der Schar
x = Const.mit der Differentialgleichung

dx = 0.
') Der Satz des Textes ist längst bekannt.

10

xy'~y, = f(x2 + i∕2) 
x + t∕V κ ,
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148 Kapitel 8, § 3.Enthält dagegen die Gleichung der beliebig angenommenen Curve wirklich y, ist sie also in der Form
y — ψ(x) = 0darstellbar, so führen die Transformationen der Gruppe sie in die Schar über:

y — aφ(x) — ψ(x) = 0.Ihre Differentialgleichung ergiebt sich durch Differentiation:
dy — (aφ'(x) -j- ψ'(xj)dx = 0und Elimination von a in der Form

dy — (y ∙ √ W + Ψ' (aθ) dx = o.Setzen wir
(8) und √(a>)-≠(aj).∣^ = Ψ(x),so nimmt sie die Gestalt an:

dy — (Φ(x)y + Ψ(af))dx == 0oder
y' — Φ(x)y — Ψ(x) = 0,ist also eine sogenannte lineare Differentialgleichung.Umgekehrt können wir zu jeder linearen Differentialgleichung(9) y — Φ(%)y — Ψ(xj = 0eine eingliedrige Gruppe (7) an geben, welche sie gestattet. Wir brauchen ja nur rückwärts aus (8) φ und ψ zu bestimmen. Es kommt:lg cρ{x~) =J Φ(x)dxoder

φ(ir) = √φm"≈und
ψ'(x) — V>(z) ∙ Φ(x) = Ψ(%), woraus sich ψ bestimmen lässt.

Oie allgemeine lineare Differentialgleichung 
y — Φ(z)y — Φ(x) = 0

gestattet mithin die eingliedrige Gruppe
, ΓΦ(x)ax

x1≈x, y1=y + aeJDiese eingliedrige Gruppe besitzt die infinitesimale Transformation 
fφ{χ)dχ cf_

’ dy'Also hat unsere Differentialgleichung nach Theorem 8 den Multiplicator
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Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 149
efφ(x)dxIn der That ist

e-fΦ{x)dx ^y _ _j_ ψ(^e~fφM<lx' cfχein vollständiges Differential.
Die allgemeine lineare Differentialgleichung

y — Φ(χ)y — Φ(χ) = 0 
besitzt den Multiplicator

β-fφ(χ)dX .Indem man das Integral durch Quadratur bestimmt, findet man die bekannte Form desselben.Diese Theorie lässt sich auch folgendermassen entwickeln: Sei(10) ∣2-φ(a>)r-Ψ(*)-o ·eine beliebige vorgelegte lineare Differentialgleichung und y = y0 eine particulare Lösung derselben, während z die allgemeine Lösung der 
verhürzten Gleichung(H) Φ(a)s = 0bedeute. Alsdann ist:⅛-Φ(s)j,0-≈P(z)≡0und demnach auch

y = Vo + ™eine Lösung von (10) und zwar, da sie eine Constante c enthält, die allgemeine Lösung, z hat nach (11) die Form:
z ≡ efφWdxund es ist also

y≈y0 + ce^φ^dx.Wir können dies auch so aussprechen: Jede Transformation 
= x, yi==y + ce^φ^dx = y + czführt die Gleichung (10) in sich über. Diese oo1 Transformationen aber bilden eine eingliedrige Gruppe mit der infinitesimalen Transformation:

J~Φ(x')dx bf 
6 ∂∏

*) Auch dieser Satz ist längst bekannt.
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150 Kapitel 9, § 1.O ∕,oder , und so kommt man zum selben Ergebnis wie oben. Wirkönnen es aber jetzt so aussprechen:
Die Integration der allgemeinen linearen Differentialgleichung

y — Φ(%)y — Ψ(x) = 0
ist durch eine Quadratur zu leisten, sobald die allgemeine Lösung z der 
verliürzten Differentialgleichung

z — Φ{x)z = 0
behannt ist. Diese aber wird durch eine Quadratur gefunden.

Kapitel 9.

Geometrische Anwendungen.In diesem Kapitel wollen wir die Theorien der vorangegangenen Kapitel in ausgedehnter Weise auf eine Reihe an sich interessanter 
geometrischer Probleme amvenden. Wir heben jedoch hervor, dass die 
Entwichelungen dieses Kapitels in der Folge nicht unentbehrlich sind. Der erste Paragraph wird jedem Leser verständlich sein, während die übrigen Paragraphen beim Leser die Kenntnis der Grundzüge der 
Flächentheorie voraussetzen. Nur noch § 3 macht hiervon eine Ausnahme, der ein Problem über gewisse Differentialgleichungen behandelt, das eine gute Übung in unseren Theorien liefert.Hiernach mag der Leser selbst darüber entscheiden, wieviel er von diesem Kapitel mitnehmen will.

§ 1. Geometrische Deutung des Integrabilitätsfactors.Bei den geometrischen Anwendungen unserer Theorien erweist sich eine sehr einfache und schöne geometrische Deutung des Integra
bilitätsfactors von grossem Nutzen. Diese soll jetzt abgeleitet werden.Wenn die Differentialgleichung

X.dy — Ydx — 0die infinitesimale Transformation
, df , Zf 

,^sei + r'i∙jgestattet, so besitzt sie nach Theorem 8 des § 1, 6. Kapitel, den Multiplicator J/ —1-------
^fl ^.Xη-Yξ
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IGeometrische Deutung des Integrabilitätsfactors. 151Es mögen nun ω (x, y} ≈ Const. die Integralcurven der Differen- 1⅜"t* tialgleichung sein. Alsdann wird die infinitesimale Transformation jede Curve ω = c in eine benachbarte ω = c + de überführen. Dabei ^n,g.d,θ3j , Multipli-infinitesimale Strecke dtj∕ξ2 -J- η2, cat.,rs.beschreibt jeder Punkt (x, y) eine deren Projectionen auf die Axen gleich ξ<K und η dt sind, wo dt eine für alle Punkte gleiche infinitesimale Constante bedeutet.Im Punkte (#, y) wollen wir uns noch die Tangente an die hindurchgehende Integralcurve ω=c gezogen und auf ihr die Strecke ]∕X2 + Γ2 (mit den Projectionen X und Y auf die Axen) abgetragendenken (Fig. 13). Die beiden Strecken dt ^∣∕ξ2 -}- η2 und ]∕X2 -f- Y2 bestimmen ein Parallelogramm mit dem Inhalt(X, - Yi)∂t = ± 0t.Dieses Parallelogramm ist nun bis auf unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung inhaltsgleich mit dem Rechteck über j∕X2 + Y2, dessen Höhe die Breite ds des Streifens ist, den die beiden Integralcurven ω — c und ω == c + de einschliessen, gemessen an der Stelle (#, y}. Es ist also: 
~ .dt = ds∙ yxr+~Y2oder:

----  δt-----
öS ∙ j/X2 + Y2in Worten:Satz 1: Pin Multiplicator M der Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0
ist umgekehrt proportional dem Inhalt des Rechteckes, dessen eine Seite 
der Normalabstand im Punkte (x, y) zwischen der durch den Punkt hin
durchgehenden tind einer infinitesimal benachbarten Integralcurve, die andere 
die auf der Tangente dieses Punktes abgetragene Strecke ∣ΛX2 + Y2 ist*}.Ursprünglich ist Lie zu dem obigen Satze auf einem anderen zweite Ab-. τ>∙mι ·<-»·· »m p ∙ lθitung derWege gelangt, ohne mit dem Beginn der infinitesimalen Transformation geometri- σ . 7 sehen Deu-zu operieren, nämlich so : tung de»· » τ t» · · t» · · Multipli-Es seien dx und dy die Projectionen der Breite ds des von zwei cators. benachbarten Integralcurven ω = c und ω — c -(- de eingeschlossenen

*) Lie, Gesellach. d. W. zu Christiauia 1874.
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152 Kapitel 9, § 1.Streifens an der Stelle (x, y). Da diese Breite ds senkrecht zur Tangente der Curve ω = c ist und die Richtung ~, andererseits die Tangente die Richtung ~ besitzt, die sich aus
dω≡≡î dx + ^dy≈0bestimmt, so ist

∂x __  ∂y
∂ω Sto,
∂x ∂yalso etwa v ,∂ω i . ∂ωo x — λ □~ , σ ?/ = ä χ— ∙cx, j oyDemnach ist auch:δω δω

∂x x + ∂y y = ;== V8x* + syi’ θ,÷(⅛), ■ k,(g,<y
Nun ist dx -f- $V die Änderung, welche ω(x, y) beim For.t-schreiten längs ds erfährt, wobei die Curve ω = c in die benachbarte 
ω — c -f- de übergeht. Jene Änderung ist also gleich de. Ferner ist 
j/dx2 4" δy* — und endlich, wenn M einen Multiplicator der Differentialgleichung bezeichnet:

dω = ^dx + ~ dy ≡ ld(Xdy - Ydx),daher
sodass:
wird.
oder

Unsere obige Formel (1) liefert also
3 c δ s

j⅛∕ =------ Lc------=---------- I--------0s√X* + Γ8 li.j∕χiψyi
als Multiplicator unserer Differentialgleichung. Der Zuwachs de, den ω beim Übergang von einer Curve ω = c zu einer benachbarten 
ω = c 4~ de erfährt, hat längs der Curve ω = c denselben Wert und ist somit eine Function von ω allein. Welche Function von ω dies
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Geometrische Deutung des Integrabilitätsfactors. 153ist, ist gleichgültig, da der Multiplicator, mit einer beliebigen Function des Integrals multipliciert, wieder in einen Multiplicator übergeht.Diese geometrische Deutung des Multiplicators wollen wir zunächst auf einige sehr einfache Beispiele in Anwendung bringen.
1. Beispiel: Wenn man auf allen Normalen einer vorgelegten Curve Beispiele. 

≠(*, y) = θgleichlange Strecken n abträgt, so bilden ihre Endpunkte eine neue Curve. Lässt man n variieren, so erhält man eine Schar von ∞1 Curven, welche bekanntlich die Parallelcurven zur ursprünglichen Curve heissen. Die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 einer solchen Parallelcurvenschar lässt sich stets durch eine Quadratur integrieren, denn man kann einen Multiplicator derselben angeben. Weil nämlich der Normalabstand zwischen zwei infinitesimal benachbarten Parallelcurven constant ist, so muss nach unserem Satze 1l
yxγψττein Multiplicator sein. Also:

Weiss man von einer Differentialgleichung Xdy— Ydx = O, dass 
ihre Integralcurven Parallelcurven sind, so ist

1

ein Multiplicator derselben, sodass man die Integralcurven durch eine 
Quadratur bestimmen hann.Eine Parallelcurvenschar besitzt eine gemeinschaftliche Evolute, die Eingehüllte ihrer gemeinschaftlichen Normalen. Daraus folgt, 
dass man die Evolventen einer vorgelegten Curve stets durch eine Qua
dratur finden hann, was allerdings auch aus andern Gründen evident ist.Z. B. die Evolventen der Parabel y = x2 haben die Differentialgleichung 2 (# + ]∕χ2 — y) dy + dx = 0.
Daher muss l

]∕,4 (x + — yff + 1ein Multiplicator dieser Gleichung sein. In der That ist 2 (x + Yxi — y)dy + dx

V*(x + Vχ2 — j/)2 + 1ein vollständiges Differential.
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154 Kapitel 9, § 1.
2. Beispiel:*} Die Evolventen sind Curven, welche eine Geradenschar orthogonal schneiden. Man kann aber auch die Differential

gleichung einer Schar von Curven, welche eine gegebene Geradenschar unter 
beliebigem, aber constanten Winkel Θ schneiden, durch eine Quadratur 
integrieren, denn auch hier kann der Abstand zweier infinitesimal benachbarter Curven bestimmt werden. Schneiden nämlich zwei infinitesimal benachbarte dieser Curven auf einer als Anfangsgerade der Schar gewählten Geraden g0 die Strecke dσθ ab, so bestimmen sie auf der nächsten Geraden 

gl, die mit gQ den Winkel dft bilde,die Strecke
dal = da0 (1 + ctg Θ · d∂}, auf der folgenden wieder um d& gegen 

g1 geneigten Geraden g2 die Strecke 
da2 = dal (1 -(- ctg Θ · d&), also

da2 — da0 (1 + ctg Θ · d&}2 u. s. w., auf der wten Geraden gn, diemit gQ den Winkel ndft bildet, die Strecke
dan = da0 (1 -j- ctg Θ ∙ dfr}n(Fig. 14). Lässt man n unendlich gross werden, sodass ndfr in den endlichen Winkel ff übergeht, den eine beliebige Gerade g der Geraden- schai’ mit der Anfangsgeraden g0 bildet, so erhält man den Abschnitt(limn = ∞) da = da0 (l + ctg Θ · ,d. h. nach einer bekannten Formel der Analysis:

da — da0 e9 ctg ®,und daher ist hier der Abstand ds der beiden Curven ό s = d a ■ sin Θ = d a0 e9 ctg & sin Θ.Nach Satz 1 besitzt somit die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0der Curvenschar den Multiplicator
e— 9 ctg Θsin © VX2'+ Ϋ2 ’wo ft natürlich eine Function des Punktes (x, y} ist, nämlich der Winkel, welchen die durch diesen Punkt gehende Gerade g der gegebenen Schar mit der Anfangsgeraden r∕θ bildet, und wo der Factor sin Θ als blosse Constante gestrichen werden kann. Θ = führt zurück zum 1. Beispiel.:) Dieses Beispiel wurde von Scheffers angegeben.
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Geometrische Deutung des Integrabilitätsfactors. 155In dem speciellen Falle, dass die gegebenen Geraden sämtlich durch denselben Punkt gehen, wird man auf die Bestimmung der logarithmischen Spiralen geführt. Wir fragen dann nach allen Curven, welche alle von einem Punkteausgehenden Strahlen unter constantem Winkel & schneiden. Wählen wir den Mittelpunkt des Strahlenbüschels zum Anfangspunkt und die positive rc-Axe zum Anfangsstrahl, so ist ff der Winkel, dessen Tangente gleich ist. Bezeichnet
r den Radiusvector, so ist offenbar hier (Fig. 15)

, rd&tg Θ = ----& drNun ist ff = arc tg ⅛, r = j∕,z∙2 + y2;berechnet man hiernach </ff und dr und setzt ihre Werte ein, so kommt
iff& = xdy-yJ±.
° xdx + ydyBezeichnen wir noch ctg Θ mit — «, so können wir diese Differentialgleichung so schreiben:(re — ya}dx -f- («/ + xa)dy = 0.Nach unserer Theorie muss — » ctg &yx2+r2ein Multiplicator derselben sein. Es ist hierX2 + Y2 = (χ _ ya)2 + («/ + icα)2 = (z2 + ya)(l + α2).Der Multiplicator kann also, da constante Factoren gestrichen werden dürfen, in der Form angenommen werden

a arctg — e * 
γx3 + j∕2In der That ist:

(x — ya}dx + (j/ + xajdy a arctg —γρ’+ρein vollständiges Differential, nämlich von
-,∕~9~,---- 9 a arctg
yjc2 4“ y2. e 1 ,
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156 Kapitel 9, § 2.Dies gleich Const. gesetzt stellt also die logarithmischen Spiralen dar, deren Winkel mit den Radienvectoren gleich arc ctg (— a) ist.
Isothermen in der Ebene.

§. 2. Isothermen in der Ebene und auf krummen Flächen.Die Isothermenscharen in der Ebene geben ein weiteres Beispiel für die Anwendung der geometrischen Deutung des Multiplicators.Bekanntlich versteht man unter einer Isothermenschar eine Schar von oo1 Curven, welche zusammen mit ihren orthogonalen Trajectorien ein Netz von infinitesimalen Quadraten bilden.
Ist(2a) Xdy-Ydx = Odie Differentialgleichung einer Isothermenschar, so hat die dazu orthogonale Isothermenschar die Differentialgleichung (2b) Ydy-}-Xdx = O.Man kann nun diese beiden Gleichungen durch Quadratur integrieren.Denn betrachten wir zwei aufeinander folgende Curven der einen und der anderen Schar, welche alle vier zusammen an der Stelle (x, y) ein infinitesimales Quadrat bilden, so haben die beiden Curvenstreifen des einen und des anderen Paares dieselbe Breite äs, nämlich die Quadratseite (Fig. 16). Nach unserem Satze ist daher

St⅛s√X2+Γiwo dt eine beliebige infinitesimale Zahl bedeutet, ein Multiplicator sowohl von (2 a) wie von (2 b). Wenn aber zwei Differentialgleichungen einen gemeinsamen Multiplicator M haben, so kann man diesen immer durch Quadratur finden: Der Multiplicator muss im vorliegenden Falle die beiden Gleichungen
cMX . SMY _ 0 

Sx ^+^ Sy —

SMY _ SMX _ ∩
Sx Syerfüllen, die sich umformen lassen in diese:

V gIgM i vL⅛_ L? _ gZ 
Sx "* Sy Sx Sy ’

yg⅛11 yg⅛M = SY . SX 
Sx Sy Sx "* SyHieraus aber lassen sich —-f und als Functionen von x, ySx Sy uberechnen, lg fff oder also fff selbst ist folglich durch eine Quadratur
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Isothermen in der Ebene und auf krummen Flächen. 157zu bestimmen. Hat man so den Multiplicator gefunden, so verlangt die Integration der Differentialgleichungen (2a) und (2b) nur noch je eine Quadratur, daher:Satz 2: Ist Xdy — Ydx = 0 die Differentialgleichung einer Iso
thermenschar in der Ebene, so verlangt ihre Integration nur Quadraturen.

Nebenbei bemerkt kann man hieraus auch eine notwendige und hin
reichende Bedingung dafür ableiten, dass die Differentialgleichung (2 a) eine 
Isothermenschar darstellt. Denn aus (3) müssen sich und
so bestimmen, dass die Integrabilitätsbedingunga aig m _ _a_ a ⅛ m 

Sy Sx Sx Sy

auch wirklich erfüllt ist. Stellt man diese Bedingung auf, so erhält man Γeine gewisse Relation zwischen X und Y, welche aussagt, dass die 
Form haben muss:

Y = ⅛(φ(z ÷ iy) ÷ ψ0r — «»)·

Wenn umgekehrt diese Relation erfüllt ist, so kann man lg Tlf und damit 
auch M bestimmen, d. h. (2 a) und (2 b) haben einen gemeinsamen Multi
plicator, woraus rückwärts folgt, dass die Breite jener beiden Streifen an 
der Stelle (x, y) dieselbe ist, dass die vier Curven also ein Quadrat 
bilden, mit anderen Worten, dass (2 a) eine Isothermenschar definiert.

1. Beispiel: Die Differentialgleichung:(2a') 2xydy — (y2 — x2fdx = 0,welche eine Isothermenschar definiert, soll integriert werden, lautet die Gleichung (2) der Orthogonalschar:(2b') (i/2— xι)dy -f- 2xydx = 0.
Beispiele.

Hier

(3')
Die Gleichungen (3) werden:

2,⅛+(^)¾^=-4s,ι 

2«, ⅛* = 4,und ergeben:
also
oder

S lg M — 4x S lg M — ⅛y 
Sx x2 + yi, Sy x2-Yy2i

7 η 1,λ- λ tixdx + 2ydylg m= — 2 —a ; f 6 xi + y2lg> = --21g(z2 + <∕2),Jf =____1-------(*a+2∕*)ii
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158 Kapitel 9, § 2.Dies ist, wie es sein muss, ein Multiplicator von (2a'), denn 
2xydy — (y2 — x2)dx

(** + y2T2ist ein vollständiges Differential. Eine Quadratur liefert das gesuchte Integral:
~ι~τ—ϊ = Const., re- -f- ywährend das Integral von (2b') lautet:

BeziehungJ∕1 = φ . Jf zwischen den Multi- plicatoren zweier Differentialgleichungen.

-~—5 = Const.rc2 + yiDie erste Isothermenschar ist die Schar aller Kreise, welche die ?/-Axe im Anfangspunkt berühren, die zweite die Schar aller Kreise, welche die rc-Axe im Anfangspunkt berühren.
2. Beispiel: Die Differentialgleichung:

2xydy -j- (a:2 — y2 + 1) dx = 0stellt eine Isothermenschar dar. Sie soll integriert werden. Man findet — die Ausrechnung überlassen wir dem Leser — den Multi- plicator Jf =_____ _______ 1_____________4a3*7∕2 + {xi — y 'i -∖^ 1)2und das Integral zunächst in der Form:
⅜arc tg —⅛—Also ist:
χi + yi — 1 ∏------ = c°mt∙die Isothermenschar. Die Orthogonalschar hat die Gleichung
xi + y2 + l rι —,--ff τ = Const.2yDie ersteren Curven sind alle Kreise durch die Punkte y = 4~ 1 auf der ι∕-Axe, die letzteren die dazu orthogonalen Kreise (durch die imaginären Punkte x = -]-i auf der a:-Axe).Um weitere Probleme mit Hülfe der geometrischen Deutung des Integrabilitätsfactors zu behandeln, leiten wir zunächst den Hiilfssatz ab:Satz 3: Besteid zwischen einem Multiplicator M der vorgelegten 

Differentialgleichung
Xdy — Ydx = 0

und einem Multiplicator M1 einer zweiten vorgelegten Differentialgleichung 
Xidy — Y1dx =— 0

eine Bxlation J∕1 = φ(xf y) M,
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Isothermen in der Ebene und auf krummen Flächen. 159
in der φ eine bekannte Function von x, y ist, so kann man die beiden 
Multiplicatoren durch eine Quadratur bestimmen, also jede der beiden 
Differentialgleichungen durch eine fernere Quadratur integrieren.Im Fall φ ≡ 1 haben wir diesen Satz schon oben (S. 156) bewiesen. Der allgemeine Beweis ist fast genau derselbe wie damals: Da nämlich M1 = φM ist, so hat die Differentialgleichung

<pXldy — φ Γ1(Zrε = 0,die sich mit der zweiten Differentialgleichung deckt, denselben Multi-plicator M wie die erste gegebene Differentialgleichung. Damit liegtaber wieder der früher betrachtete Fall vor, dass zwei gegebeneDifferentialgleichungen einen gemeinsamen Multiplicator haben, dersich also durch Quadratur (vgl. die Formeln (3)) bestimmen lässt.Mit Hülfe dieses Satzes ist es leicht einzusehen, dass man z. B. Eiu®.βθ°- ' metrischezwei vorgelegte Differentialgleichungen A^rvonDg
Xdy — Ydx = 0, Xidy — Y1dx == 0,deren Integralcurven ein Netz von infinitesimalen Parallelogrammen bilden, deren Seitenverhältnis an jeder Stelle x, y der Ebene bekannt ist, durch im ganzen drei Quadraturen integrieren kann. In der That, es besteht dann zwischen den infinitesimalen Parallelogrammseiten da und ∂α1 an der Stelle (x, yy) eine bekannte Beziehung von der Form: ⅛→(*>S')∙Da sich in dem Parallelogramm die Seiten wie die Höhen ds und ds1 verhalten, so ist also

Andererseits aber sind ds und ds1 die Breiten der von je zwei

Multiplicatoren der beiden Differentialgleichungen (nach Satz 1). Wegen der obigen Beziehung zwischen ds und ds1 kommt dann:

Integralcurven der einen und der anderen Differentialgleichung gebildeten Streifen an der Stelle (x, y). (Fig. 17.) Bezeichnet dt eine infinitesimale Zahl, so sind also
,, StM =------ . .■ ,5s ]∕X2 + Y2

η,. StM. =-------t5s1l∕A√+Γ12

ös f ,
aξ = »)·
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160 Kapitel 9, § 2,
d. h. zwischen den Multiplicatoren M und 71f1 besteht eine Beziehung von der Form, wie sie in Satz 3 vorausgesetzt wurde. Demnach verlangt die Bestimmung von 71/ und 7l∕1 nur eine Quadratur. Eine zweite Quadratur liefert das Integral der ersten, eine von dieser Quadratur unabhängige dritte Quadratur das der zweiten Differentialgleichung.Also gilt der folgende Satz, von dem Satz 2 nur ein Specialfall ist:Satz 4: Weiss man, dass die Integralcurven zweier vor gelegter 
Differentialgleichungen

Xdy — Ydx = 0, Xxdy — Y1dx = 0 
die Ebene in solche infinitesimale Parallelogramme zerlegen, dass das 
Verhältnis der Seiten des an der Stelle (x, y) befindlichen Parallelogramms 

gleich einer bekannten Function ψ(x, y) des Ortes ist, so verlangt die 
Integration der beiden Differentialgleichungen im ganzen drei Quadraturen.

Isothermen auf Flächen.
Dieser Satz hat auch für die Bestimmung von Curvenscharen auf 

einer krummen Fläche Bedeutung. Wir zeigen dies an einem Beispiel:Gegeben sei eine Fläche
z = F(x, y\Ein Punkt auf ihr wird durch die Coordinaten x, y bestimmt, durch die allein wegen z = F(x, y) sich alle Gleichungen von Curven auf der Fläche ausdrücken lassen. Vorgelegt sei nun noch die Differentialgleichung einer Isothermenschar auf der Fläche:(4) Xdy — Ydx = 0,wo also X und Y gegebene Functionen von x, y bedeuten. Sie soll integriert werden.Zunächst kann man die Differentialgleichung der orthogonalen Isothermenschar aufstellen. Es seien nämlich zur Unterscheidung d1x, 

dly, dlz die Incremente von x, y, z längs einer Isotherme dieser zweiten Schar im Punkte (x, y, zfi während dx, dy, dz die Incremente von x, y, z längs der durch den Punkt (x, y, z) gehenden Isotherme der ersten Schar bedeuten sollen. Da beide Isothermen sich senkrecht schneiden, so ist(5) dx ■ d1x + dy ∙ d1y + dz ∙ d1z = 0.
F c FFerner ist wegen z == F(x, y), wenn und — zur Abkürzung mit 

p und q bezeichnet werden:

,jr ψ∂t l ι∕x* + γ2 ,,Jf1 =-----. —= = ψ 1/ νΊ ∙ Μ,1 0's√x12 + Y1* V xi-+Yι2 ’
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Isothermen in der Ebene und auf krummen Flächen. 1G1i pdx + qdy — dz =0, l pdix + qdly — dlz = 0.Durch Elimination von dx, dy, dz, d1z aus (4), (5) und (6) geht dann die Differentialgleichung der zweiten Isothermenschar hervor:(7) (Γ(1 + 22) + Xpq)d1y + (X(1 + p2) + Ypq)d1x = 0.Die Gleichungen (4) und (7), die von z frei sind, kann man natürlich auch auffassen als die Differentialgleichungen der Curven- scharen, welche die Projectionen der beiden Isothermenscharen auf die Qrτ∕)-Ebene sind. Die Gleichung (7) wollen wir abkürzend auch so schreiben:(7') X1dly - Yidlx = 0.Die Isothermen auf der Fläche teilen diese in infinitesimale Quadrate und zwar habe das an der Stelle (x, y) befindliche Quadrat die Seitenlange 8s. Die Projectionen der Quadrate auf die (rcι∕)-Ebene sind Parallelogramme (Fig. 18) und das Verhältnis der Seiten 86 und ∂6l dieser Parallelogramme lässt sich berechnen. Es sind ja ό 6 und 861die Projectionen von ds auf die (xy)-Ebene, und zwar ist das eine Mal 8 s zur (rci∕)-Ebene unter einem Winkel φ, das andere Mal unter einem Winkel φ1 geneigt, wo
2 dx* 4- dy2

C0S φ - dxi + dy* + dz*,

9 d, x* 4- d, v2
cos2 op, = 3—, -j—.dlxi + dly2-J- dlziist. Die Parallelogrammseiten verhalten sichzu einander wie cos φ zu cos φ1. Diese Cosinus aber lassen sich als Functionen von x und y allein darstellen, denn es ist nach (4) und (6): „2 X2 + Γ2 *cos φ χ>+γ* + (pχ + qY)*und nach (7') und (6):

2 Xli + Ylicos ψ1 χ1*+γ1*+(pχ1+qγ1γ∙Es liegt hier mithin der Fall vor, auf welchen sich Satz 4 bezieht: Wir wissen, dass die Integralcurven der vorgelegten Differentialgleichungen (4) und (7) oder (7'), diese aufgefasst als Differentialgleichungen in der (iCi∕)-Ebene, die Ebene in infinitesimale Parallelogramme teilen, deren Seiten in einem Verhältnis cos φ : cos φ1 stehen, das als Function des Ortes, d. h. als Function von x und y, bekannt ist. Die beiden Differentialgleichungen lassen sich somit durch drei Quadraturen integrieren. Dadurch werden die Projectionen der Isothermen
Lie, Differentialgleichungen. 11
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162 Kapitel 9, §§ 2, 3.

nrei wtte- 
rentialglei- 

ehungen mit 
Integralen 
u, v, u -f- v.

und folglich diese selbst bestimmt. Die Integration der ersten Gleichung (4) benötigt nur zwei von diesen drei Quadraturen. Daher:Satz 5: Ist eine Isothermenschar auf einer gegebenen Fläche durch 
ihre Differentialgleichung definiert, so hann die Integration der letzteren 
durch zwei Quadraturen geleistet werden.Übrigens werden wir die Zurückführbarkeit der Integration später auf einem anderen Wege in eleganterer Weise dartliun (vgl. § 4).Bemerkt sei noch, dass sich überhaupt der Satz 4 auf krumme Flächen ausdehuen lässt, denn bilden auf einer solchen zwei durch ihre Differentialgleichungen vorgelegte Curvenscharen infinitesimale Parallelogramme, deren Seitenverhältnis eine bekannte Function des Ortes ist, so gilt dasselbe von den Projectionen dieser Curvenscharen auf die (rrτ∕)-Ebene. Satz 5 ist also nur ein Specialfall.
§ 3. Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in 
x, y, welche mehr als eine gemeinsame infinitesimale Transformation 

gestatten.Um im folgenden § 4 auf elegante Weise eine Reihe von Sätzen über die Integration von Differentialgleichungen, welche Curvenscharen auf krummen Flächen definieren, ableiten zu können, schicken wir jetzt eine Theorie voraus, die auch abgesehen von dieser ihrer nachherigen Verwertung Interesse darbietet.Es seien drei Differentialgleichungen t X1⅜- Γ1^ = 0,(8) X2dy — Y2dx = 0,
X$dy — Y2dx = 0vorgelegt, und es sei ferner vorausgesetzt, dass ihre Integrale sich in solcher Form u, v, w annehmen lassen, dass zwischen ihnen eine lineare Relation mit constanten Coefficienten λ, μ, v besteht:

λu -f μν -j- vw = 0.Wir können zeigen, dass ihre Integration durch im ganzen drei Quadraturen geleistet werden kann.Natürlich sind die Constanten λ, μ, v alle verschieden von Null. Mit u ist auch λu ein Integral der ersten Differentialgleichung (8). Ebenso ist auch μυ ein Integral der zweiten Differentialgleichung (8) und — vw eines der dritten. Jene lineare Relation darf also insbesondere so angenommen werden:
w≡u v.Es muss nun Multiplicatoren M1, M2, Ff geben derart, dass identisch:
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Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 163
(θ)
ist.

du = Jf,(X1(Zi∕ — Y1dx), 
• dv = Jf2(X2dy — Y2dx),

dw = Jf3(X3dy — Y3dx) Wegen dw = du + dv folgt aber hieraus:¾¾ = Jf1X1 + ¾⅞
und also
d. h.

m5y3 = >1y1 + m2y2,durch Elimination von M3∙.
Jf1 (X1 γ3 - x3 y1) + >2(x2 y3 - x3 y2) = o,

Zwischen den Multiplicatoren M1 und Jf2 der beiden ersten Differentialgleichungen (8) besteht also eine bekannte Beziehung von der Form: 
M2 = φ{x, y)Ml.Nach Satz 3 des vorigen Paragraphen lässt sich folglich Jf1 durch eine Quadratur bestimmen. Damit ist dann auch TbΓ2 undM1I1 + ¾Is 
i — Xagefunden. Nun berechnet man durch je eine Quadratur aus (9) auch 

u und v und kennt damit ohne weiteres das Integral w = u v.Satz 6: Weiss man von drei gewöhnlichen Oifferentialgleichungen 
erster Ordnung in x, y, dass sich ihre Integrale in solcher Form u, v, w 
wählen lassen, dass zwischen ihnen eine lineare Relation mit constanten 
Coefficienten besteht, insbesondere etwa diese·, w ≡ u -(- v, so kann man 
sie alle drei durch im ganzen drei Quadraturen integrieren.Man kann den Zusammenhang zwischen den drei Differentialgleichungen noch in anderer Weise charakterisieren. Zu dem Zwecke wollen wir einmal alle infinitesimalen Transformationen aufsuchen, welche alle drei Differentialgleichungen gemeinschaftlich gestatten. Wir führen dazu am besten neue Veränderliche ein, etwa die Integrale 
u und v der beiden ersten Gleichungen. Dann nehmen die drei Differentialgleichungen die einfachen Formen an:

du == 0, dv = 0, du + dv = 0.Soll die erste die in den neuen Veränderlichen u, v geschriebene infinitesimale TransformationW ≡ φ(w, v) sdfu + ≠(u, v) ^-υgestatten, so darf das Increment, das Wf dem u erteilt, nur von n ll*

J∖f =. — ⅞J⅞____⅞-ri Jf
7 2 xiγ3-x3γ2ιvι^
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164 Kapitel 9, § 3.abhängen. Soll die zweite sie gestatten, so darf analog das Increment von v nur von v abhängen, sodass also Wf zunächst die Form hat:
Die dritte Differentialgleichung du -p (⅛ = 0 ist der linearen partiellen Differentialgleichung

c,f= _ <LL οc'-0U Sv -äquivalent. Soll sie Wf gestatten, so muss nach Theorem 9 des § 2 des 6. Kap. eine Relation bestehen:
(WC)= λCfAusgerechnet kommt:

Ύ λ I ι'i ∖ df 1 (df 8f∖
- ψ («) gi + Ψ (») gi = Ί (i,-5 - -gi), 

cp'(uf) = ψ'(v) = Const.d. h.und somit
sodass φ(w) = α + cu, 

ψ (υ) = b -∖- cv,

Wf≡(a + c<i)∣t + (b + c<,∙)⅛wird. Unsere drei Differentialgleichungen gestatten also die drei infinitesimalen Transformationen:
Sf Sf Sf , Sf, √-, u ⅛-l- + v √-,du’ Sv’ Su 1 Sv’die sich durch Nullsetzen je zweier Constanten ergeben, und jede, welche sich aus diesen linear mit constanten Coefficienten α, δ, c zusammensetzen lässt, also, wie wir uns ausdrücken, von ihuen abhängig ist.Satz 7: Lassen sich die Integrale dreier gewöhnlicher Differential

gleichungen erster Ordnung in x, y auf solche Formen u, v, w bringen, 
dass w = u 4- v wird, so gestatten die drei Gleichungen gemeinschaftlich 
gerade drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen. 
Dieselben lassen sich durch Einführung der neuen Veränderlichen u, v 
auf die Form bringen:

df df df . df. 
du, dv, udu*v dv

Differential Wir wθr^θn nunmehr durch ein allerdings längeres Raisonnement, gieichungen,jas iedoch guten Ubungsstofif für früher Vorgetragenes bietet, um· e^8il4nθ rf gθkθhrt θinse^enj dass drei Differentialgleichungen erster Ordnung in haben, y, welche gemeinsam mehr als eine infinitesimale Transformation
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Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 165gestatten, gerade drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen zulassen. Wir werden dadurch zu dem Satz gelangen*): , Satz 8: Wenn drei gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung 
in x, y gemeinschaftlich mehr als eine infinitesimale Transformation ge
statten, so lassen sich ihre Integrale auf eine solche Form u, v, w bringen, 
dass w ≡u v wird.Dieser Satz wird übrigens bei den Problemen des nächsten Paragraphen nicht benutzt, kann daher auch übergangen werden.Zum Beweise benutzen wir wie vorhin die Einführung zweck- mässiger neuer Variabein. Wenn u ein Integral der ersten und v eines der zweiten vorgelegten Differentialgleichung ist, so benutzen wir diese als neue Veränderliche. Alsdann haben die beiden ersten Differentialgleichungen die Form

du = 0, dv = 0,während die dritte zunächst die allgemeine Form hat:
dv — Φ(u, v)du = 0.Nach Voraussetzung sollen die drei Differentialgleichungen mehr als eine gemeinschaftliche infinitesimale TransformationW≡ 9>(«, v) ~ + ψ(u, v)gestatten. Wie schon vorhin bemerkt wurde, darf φ nur von u, ψ nur von v abhängen, wenn du = 0 und dv = 0 diese infinitesimale Transformation gestatten sollen. Also ist:(10) W7≡φW^ + ι-W^∙Die dritte Differentialgleichung ist der linearen partiellen Differentialgleichung C'∕'≡^ + φK = o
' du 1 cv*) Der hier zu gebende Beweis ist elementar. Kürzer und eleganter gestaltet er sich durch Benutzung der Theorie der Transformationsgruppen: Daselbst wird gezeigt, dass alle mehr als eingliedrigen Gruppen der Ebene, welche drei Differentialgleichungen erster Ordnung invariant lassen, durch Einführung zweck- mässiger Variabein auf eine der beiden Formen p, q, xp -(- yq und p, xp -j- yq
(Q f Q f \Hier ist p — , q ~ ·) Alsdann übersieht manleicht, dass die drei Differentialgleichungen die Form adx -J- bdy = 0 haben, wo a und b Constanten sind. Die Integrale haben also die Form a1x + bly, 

aix -f- biy, a3x -j- b3y und für diese ist der Satz evident. Diese Methode benutzte Lie in seinen Vorlesungen. Die mehr elementare Methode des Textes gehört Scheffers.
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166 Kapitel 9. § 3.äquivalent. Da sie 1F/' gestatten soll, so muss nach Theorem 9 des § 2, 6. Kap., eine Relation bestehen von der Form:(TFC) = λCfoder ausgerechnet:
( ∂Φ l , ∂Φ∖ ∂f , ∂f . ,, ∂f , of . ,. ∂f∖ ψ ö— ^^Η V, δ~) ^5----- fP ö— — Φ ψ = λ — ~j~ Λ· Φ q^ν fu 1 Ου) ου ou ου ou 1 ου

(1 mHier bedeutet natürlich cp' den Diö'erentialquotienten ebenso wie sein soll. Da diese Relation für alle Werte von f bestehensoll, so muss
λ — — cp'und demnach:(11) Ψdu + Ψd⅛ = 'ψφ~φφsein. Jede infinitesimale Transformation also, welche alle drei Differentialgleichungen invariant lässt, hat die Form (10), in der zwischen 

cp und ψ die Beziehung (11) besteht.Es sei nun
Wof -cf⅛2u + Ψ° dveine dieser infinitesimalen Transformationen. Alsdann werden wir an Stelle von u und v die Grössen:

- ί* du ∕* dυ
u ~~J ψ0(w) ’ v — J Ψ<Λv)als Veränderliche benutzen, wodurch TΓ0∕* in -{- übergeht. Diebeiden ersten Differentialgleichungen lauten dann du == 0, dv = 0 und die dritte erhält eine Form dv—Φ(d,v')dιι = 0. Wir können deshalb annehmen, unsere Verändlichen u, v seien schon so gewählt, dass eine der infinitesimalen Transformationen, welche alle drei Gleichungen dn — 0, dv = 0, dv — Φdu = 0 invariant lassen, die einfache Form hat:(12) Aber freilich geht dies dann nicht, wenn φθ oder ψ0 identisch verschwindet. Diesen Ausnahmefall können wir aber schnell erledigen. Ist nämlich etwa ψ0 = 0, aber φo≡∣≡O, so führen wir nur an Stellevon u die Function / —\ als neue Veränderliche w ein. Dann dürfen 

J <Po(“)wir also annehmen, dass TFθf die Form hat
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Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 167Hier liefert (11), da φ= 1, ψ — Ο ist, = 0, d. h. die dritte gegebene Differentialgleichung hat die Form du — Φ(v)dv = 0. Indem man dann -Jφ(y)dv als neues v einführt, erkennt man, dass die drei Differentialgleichungen auf die Form
du = 0, dv = 0, du -f- dv = 0zu bringen sind, sodass das Integral w der letzten gleich der Summe 

u -f- v der Integrale der beiden ersten ist. In diesem Ausnahmefall sind wir also zu dem gewünschten Ergebnis gelangt, ohne die in Satz 8 aufgestellte Voraussetzung, dass die drei Differentialgleichungen mehr als eine infinitesimale Transformation gestatten, im Beweise völlig benutzt zu haben.Ist hiermit der Ausnahmefall erledigt, so handelt es sich jetzt noch darum, den Fall zu untersuchen, in welchem eine der infinitesimalen Transformationen Wf die besondere Form hat:(!2) W,f≡‰ + ⅛.Hier ist φ ≡ ψ ≡ 1 und (11) liefert also ** + 0*2-θd. h. Φ ist eine Function von u — v allein, sodass die drei vorgelegten Differentialgleichungen lauten:(13) du = 0, dv = 0, dv — Φ(u — v}du — 0.Nun sollen sie mehr als die eine infinitesimale Transformation W0f gestatten. Es sei also:K∕∙≡φ(,1)^ + ≠W⅛eine zweite, von TFθ∕' unabhängige; es dürfen sich also φ und τ∕> nicht etwa auf eine Constante a reducieren. Hier liefert die Bedingung (11), da Φ eine Function von u — v allein ist, wenn kurz mit Φ' bezeichnet wird:(φ — √9 Φ' = (ψ' — φ')Φoder:(14) φ' — √ Φ'___rt , ×
φτrv “ - φ = a<~u - ”)·Es kommt nun darauf an, diese Bedingung zu interpretieren. Dabei ist im Auge zu behalten, dass φ eine Function von u, ≠ eine von v und Φ eine von u — v sein soll, und dass φ und ψ sich nicht beide auf eine Constante a reducieren dürfen. Man findet durch eine
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168 Kapitel 9, §§ 3, 4.allerdings etwas umständliche Erwägung, dass der Bruch (14) eine Constante ist.
Zum Beweise bemerken wir, dass wegen (14) jedenfalls eine Function 

ρ von u und v existiert, sodass einzeln:
φ(w) — <ψ(v) = ρ,
.√(m) — ψ'(l>) = ρ.Q

(15)

ist. Welche Form ρ haben muss, ist leicht zu sehen, denn die erste 
Gleichung giebt nach u und nach v differenziert:

f∕∖ C 9 , ' f ∖ 9
ipW = ^> *W=-⅛,

sodass, wenn dies in die zweite eingesetzt wird,∣i + ∣'-ia
du 1 ov '

hervorgeht oder:
!⅛i + ⅛* = «(„_»). 

cu 1 ov V 7

Diese lineare partielle Differentialgleichung für lg ρ ist äquivalent dem 
simultanen System

du  dv d lg ρ
^T = 1 ß ’

von welchem u — v und lg ρ — | &(tz — v) · (u -j- v) Integrale sind, 
sodass zu setzen ist:

lg ρ — ⅛ Λ · (w + t>) = lg Ψ(u — ν')
oder:
(16) ρ = ψei(u+^n.

Hier bedeutet Ψ wie ££ eine Function von u — v allein. Setzen wir den 
Wert (16) in die erste Gleichung (15) ein, so kommt:

(17) φ(u) — ψ(v) = ψe^u + ^s2.

Die rechte Seite soll sich in der links stehenden Form darstellen lassen, 
d. h. die rechte Seite muss, wenn sie nach u und das Ergebnis weiterhin 
nach v differenziert wird, ebenso wie die linke Null ergeben. Dies giebt die 
Bedingung:

— Ψ" — ⅛ Ψ'tt — ⅜ Ψ'1Q'(m + v) - ⅜ ,f<(u + v) +
+ [ψ'+ ⅛ ΨΛ + -⅛ ψ^'(u i,)] [⅜lβ _ ⅜β'(tt v)] = o.

Hierin sind Ψ, Ψ', Ψ", Functionen von u — v allein. Ausserdem
kommt noch u -(- v vor und zwar quadratisch. Da die Gleichung für alle 
Werte von u -J- v und u — v bestehen soll, so müssen notwendig die 
Coefficienten von (w -j- v)2, (u + v) und (u + v)° einzeln verschwinden. 
Dies liefert die drei Relationen:

^1Q'2 = 0, Ψ'Λ'+⅛ψ∙Λ"= 0, Ψ''- ! ;KQ- = 0.
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Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie. 169

Entweder ist also = 0, d. h. 52 eine Constante, was wir beweisen 
wollten, oder Ψ == 0. Dann aber giebt (17):

cp(u) — ψ(v) = 0,d. h.
φ(w) = a, ιψ(v) = a1

wo a eine Constante ist. Die Möglichkeit, dass φ und ψ sich auf dieselbe 
Constante reducieren, wurde aber oben ausdrücklich ausgeschlossen.

Demnach hat sich ergeben, dass 52 eine Constante ist.Es war 52 zur Abkürzung für — ~ gebraucht. Es ergiebt sich mithin, dass Φ = « (= Const.),d. h. Φ = aeaf∙u~υ', (a = Const.)ist. Somit lauten unsere drei Differentialgleichungen (13):
du = 0, dv = 0, efιvdv— adιudu = 0.Hier ist a =J= 0. Wenn wir eaυ und — aeau im Falle α=]=0 an Stelle von v und u als Variabein benutzen, gehen sie über in:

du = 0, dv = 0, dv du = 0,d. h. ihre Integrale u, v, w stehen in der Beziehung w = w -J- v. Ist 
a = 0, so ist dies evident, wenn — an als neues u benutzt wird.Damit ist Satz 8 völlig bewiesen.

Wenn drei Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y vorliegen, so sind drei Fälle denkbar. Entweder gestatten sie mehr als 
eine gemeinschaftliche infinitesimale Transformation. Diesen Fall haben wir soeben erledigt, auf ihn beziehen sich die Sätze 6, 7 und 8. Oder aber sie gestatten nur eine gemeinsame infinitesimale Transformation, oder endlich sie gestatten keine gemeinsame.Auch im zweiten Fall kann man die Integration auf Quadraturen zurückführen, indem sich alsdann die betreffende infinitesimale Transformation durch Quadratur finden lässt, sodass damit ein Multiplicator jeder der drei Gleichungen zu bestimmen ist. Wir werden jedoch hierauf nicht näher eingehen.

§ 4. Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie.Wir werden die im vorigen Paragraphen entwickelte Integrationstheorie auf einige Probleme an wenden, die sich auf die Bestimmung 
gewisser Curvcnscharen auf gegebenen Flächen beziehen.
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170 Kapitel 9, § 4.Auf einer krummen Fläche sind drei Doppelscharen von je oo1 Curven von besonderem Interesse, nämlich die Haupttangenten
curven oder, wie man sie auch nennt, die asymptotischen Curven, die 
Krümmungslinien und die Minimalcurven, d. h. die (imaginären) Curven, deren Bogenelement ds = 0 ist. Wir nennen diese Scharen Doppel- scharen, weil durch jeden Punkt der Fläche im allgemeinen zwei Curven jeder Art hindurchgehen, analytisch ausgedrückt: weil die Differentialgleichungen dieser Scharen hinsichtlich der Differentialquotienten quadratisch sind.Wenn nämlich die Punkte der als gegeben betrachteten Fläche durch zwei Parameter u, v bestimmt werden und wenn e, f, g die Gauss’schen Fundamentalgrössen erster Ordnung, E, F, G die zweiter Ordnung (nämlich in Gauss’ Bezeichnung D, D', D"}, aber noch dividiert durch t = yeg — f2, bezeichnen, so lautet die Differentialgleichung der Haupttangentencurven(18) Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 = 0,die der Krümmungslinien
(19) dv2 — dudv du2 

e f g
E F G

= 0

und die der Miniinalcurven von der Bogenlänge Null:(20) edu2 + 2fdudv + gdv2 = 0.Die linken Seiten dieser drei Differentialgleichungen lassen sich in je zwei in dii und dv lineare Factoren zerlegen, sodass wir also sechs Differentialgleichungen vor uns haben von der Form
Vdu — Udv = 0.Im allgemeinen werden nun zwischen gewissen dreien derselben keine solche Beziehungen bestehen, wie wir sie im vorigen Paragraphen betrachteten. Besonderes Interesse bieten deshalb die Flächen

gattungen dar, bei welchen die Integrale gewisser dreier dieser Gleichungen 
auf eine solche Form gebracht werden können, dass zwischen ihnen eine 
lineare Relation mit constanten Coeffcienten besteht. Wir werden hier nur einzelne dieser Fälle näher besprechen.Sie beziehen sich ihrer Natur nach auf besondere Flächengattungen. Dem gegenüber lassen sich aber auch andere Probleme, welche sich auf gewisse Curvenscharen auf ganz beliebigen Flächen beziehen, mit Hülfe unserer Theorie erledigen, so die Integration der Bifferential- 
gleichung emer Isothermenschar auf einer beliebigen Fläche. Wir fanden in § 2, dass diese Integration immer durch Quadraturen geleistet
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Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie. 171werden kann. Dies hat den folgenden tieferen Grund: Man weiss aus der allgemeinen Flächentheorie, dass, wenn u1(u, ν') = Coust. und 
v1 (u} v) = Const. die Minimalcurven darstellen, alsdann jede Isothermenschar durch eine Gleichung von der Formt⅜1) + V(v1) = 0oder bei passender Wahl von w1 und v1 durch:w1 -j- v1 = Const.dargestellt wird. Demnach stehen die in (20) enthaltenen Differentialgleichungen der beiden Scharen von Minimalcurven und die vorgelegtc Differentialgleichung einer Isothermenschar:U(w, υ)dv — V(u, v)du — 0(jetzt bei beliebiger Wahl der Flächenparameter u, v) in der Beziehung, dass zwischen ihren Integralen w1,v1,w1 eine lineare Relation w1=M1 + υ1 besteht. Ihre Integration verlangt also nach Satz 6 des vorigen Paragraphen nur Quadraturen*). In § 2 bewiesen wir dies auf einem etw.as umständlicheren Wege.Nunmehr wollen wir jene oben charakterisierten Einzelprobleme in einigen Beispielen erläutern und erledigen.

1. Beispiel: Vorausgesetzt wird, dass zwischen den Differential- 
qleichunqen der beiden Scharen von Haupttangentencurven und der einen ∏aupt- 
Schar von Krümmungslinien die Beziehung besteht, ivonach ihre Integrale κcl'lorιζθ,f1.ι ∕t1, h2, kl auf eine Form gebracht werden können, in welcher eine bilden. 
lineare Belation mit con stauten Coeffcienten zwischen ihnen stattfindet: 
k1 ≈ h1 -{- h2. Übrigens ist dann k2 = h1 — h2 das Integral der Differentialgleichung der Krümmungslinien der zweiten Schar, da die vier durch einen Flächenpunkt gehenden Curven der betrachteten Art in ihm Richtungen mit dem Doppelverhältnis — 1 haben, denn die Haupttangentencurven halbieren die Winkel der Krümmungslinien, und da andererseits die Differentialgleichungen dhl — 0, dh2 = 0; 
dhi -j- dh2 = 0, dh1 — dh2 vier harmonische Richtungen bestimmen.Man kann dann nach unserer im vorigen Paragraphen entwickelten Theorie die beiden Scharen der Haupttangentencurven und die der Krümmungslinien durch Quadraturen bestimmen. Um nun aber zu erkennen, welche geometrische Eigentümlichkeit diesen jetzt betrachteten Flächen zukommt, wollen wir für den Augenblick annehmen,*) Dieser Satz wurde zuerst aufgestellt von Lie in der Abhandlung: „All- gemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (2. Abteil.)“, Math. Ann. XI (1877), S. 556. Später haben Weingarten und Darboux einen speciellen Fall dieses Satzes bewiesen.

www.rcin.org.pl



172 Kapitel 9, § 4.die Parameterlinien u = Const., v = Const. seien gerade die Haupt- tangentencurven. Dann ist nach (18) E = G = 0, so dass die Differentialgleichung (19) der Krümmungslinien sich reduciert auf:(]/e du + yrgdv) (yedu — ]/g dv) = 0.Nach Voraussetzung sollen sich die Krümmungslinien in der Form
φ(u) ∙^'ψ(y') = Const.ergeben, denn φ(u) und ψ(v) sind die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen dii = 0, dv = 0 der Haupttangentencurven. Folglich musste sich bis auf einen Factor ρ auf die Function φ(u), 

j/g sich bis auf denselben Factor ρ auf die Function ≠(w) reduzieren: 
ye = ρφ(u), ]∕g = ρψ(v),wo ρ eine Function von w, v ist, sodass das Quadrat des Bogenelementes der Fläche die Form erhält, wenn f gleich %(u,v)ρ2 gesetzt wird: i∕s2 = ρ2(φ(w)<⅛2 + 2%dudv + ψ(v)dv2).Wenn wir von dem Ausnahmefall, dass e≡0 oder g≡0 ist, d. h. dass die eine oder andere Haupttangentencurvenschar aus Minimal- curven besteht, absehen, so können wir durch Einführung einer Function von u als neues und einer Function von v als neues r, wodurch das Bisherige nicht wesentlich berührt wird, erreichen, dass φ(w)≡l, V,(^)=l wird, sodass dann:

ds2 = ρ2(du2 -{- 2χdudv + dv2)ist. Hiernach ist das Bogenelement, welches die Curven u = Const. und u + du = Const. auf einer Curve v = Const. abschneiden, gleich 
ρdu, und Entsprechendes gilt für die Bogen auf den Curven 
u = Const. Nimmt man also die beiden Differentiale du und dv gleich gross an, d. h. überzieht man die Fläche mit den Haupttangentencurven w = u0, u = uQ + £, u = uQ -f- 2ε, . . ., v = vQ, 
v = v0 -J- £, v = v0 + 2ε, . . ., wo ε eine infinitesimale Grösse bedeute, so erhält man ein Netz von infinitesimalen Rhomben. An der Stelle («, v) besitzt der betreffende Rhombus die Seite ρ(u, v)ε. Wenn umgekehrt das Netz der Haupttangentencurven aus Rhomben besteht, so folgt, dass ^γedu und }∕gdv für du — dv gleich sind, d. h.

=≈ρ(u,v) ist u. s. w., es ergiebt sich also rückwärts die zu Anfang dieses Beispiels gemachte Annahme. Übrigens lauten bei unserer Wahl der Parameter u, v die Differentialgleichungen der Krümmungslinien
du + dv = 0
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Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie. 173d. h. die Krümmungslinien sind, wie auch geometrisch erhellt, die 
Diagonalen jener Rhomben.Satz 9: Kann man auf einer Fläche die Haupttangentencurven so 
ziehen, dass sie ein Netz von infinitesimalen Rhomben bilden, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichungen der Haupttangentencurven und 
Krümm/ungslinien nur Quadraturen.Zu den Flächen dieser Art gehören insbesondere alle Flächen constanten Gauss’schen Krümmungsmasses. Wenn man nämlich auf einer solchen Fläche die Haupttangentencurven als Parameterlinien 
ϊι = Const., v = Const. einführt, so werden, wie Dini und Enneper zuerst zeigten, e und g Functionen von u resp. v allein. Also folgt:Satz 10: Die Haupttangentencurven und Krümmungslinien einer 
Fläche constanter Krümmung lassen sich durch Quadraturen bestimmen*).Nun können wir übrigens auch auf directem geometrischen Wege einsehen, dass auf den Flächen, welche von ihren Haupttangentencurven in infinitesimale Rhomben zerteilt werden, diese Curven durch Quadraturen gefunden werden können.Es seien nämlich u, v beliebig gewählte Flächenparameter, z. B. die Coordinaten x, y, und es sei q(u, v)∂t, wo dt eine infinitesimale Grösse bedeute, die noch unbekannteSeitenlänge des an der Stelle (u, v) der Fläche befindlichen Rhombus. Erteilen wir nun dem daselbst befindlichen Punkt (x, y, z) die infinitesimale Fortschreitung gdt längs einer der hindurchgehenden beiden Haupttangentencurven und verfahren wir so mit allen Punkten der Fläche, so geht offenbar jede Haupttangentencurve der anderen Schar in eine ebensolche über. Auch die Krümmungslinien, die Diagonalen der Rhomben, werden unter einanderDiese geometrische Thatsache verwerten wir analytisch. In dem beliebig angenommenen Parametersystem u, v hat das Quadrat des Bogenelementes allgemein die Form (21) ds2 = edu2 -j- 2fdudv -f- gdv2,

*) Lie, Zur Theorie der Flächen constanter Krümmung I. Archiv for Math, og Naturv. Bd. 111 (1879), S. 345—354. Vgl. auch Bulletin des Sciences math. t. V (1881), II. Serie, p. 79—80.

vertauscht. (Siehe Fig. 19?
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174 Kapitel 9, § 4.in der e, f, g bekannte Functionen von u, v sind. Indem wir die allgemeine Differentialgleichung (18) der Haupttaugentencurven in ihre linearen Factoren zerlegen, erhalten wir die beiden Differentialgleichungen(22) Adv — Bdu = 0, Cdv — Ddu = 0der beiden Scharen von Haupttangentencurven. Es handelt sich darum, sie zu integrieren. A, B, C, D sind natürlich bekannte Functionen von u und v.Wir suchen den analytischen Ausdruck jener oben betrachteten infinitesimalen Transformation. Dieselbe führt einen Punkt (w, v) der Fläche längs einer Haupttangentencurve der Schar
Adv — Bdu = 0hin zu einem infinitesimal benachbarten Punkte (m -j- du, v + dv). Die Incremente du und dv müssen also die Form haben:

du = λAdt, dv = λBdt.Nun soll die Verschiebung die Länge ρdt haben. Nach (21) muss also sein:
ρ2dt2 == edu2 -f- 2fdudv -j- gdv2oder: i>2 = λ2(A2e + 2ABf-∖- B2g∖d. h.

λ =___________ 9____________
]∕Aie + 2ABf + Big,sodass die infinitesimale Transformation in u, v geschrieben das Symbol hat: A∣l+B∣l

Cu cv
ρ ↑7A2e + 2ABf+ Big ’wo das allgemeine Functionszeichen f statt f gewählt wurde, weil f schon eine andere Bedeutung hat. Allerdings ist hier ρ noch unbekannt.Diese infinitesimale Transformation führt die Haupttangentencurven der zweiten Schar:

Cdv — Bdu — 0in sich über, lässt also diese Differentialgleichung invariant. Nach Theorem 8, § 1, 6. Kap. besitzt mithin diese Differentialgleichung den Multiplicator: v_ 1 + B'gρ ‘ AD — BC(23)
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Anwendungen auf Probleme der Plächentheorie. 175Ganz ebenso ergiebt sieh, dass die Differentialgleichung 
Adv — Bdu = 0der anderen Schar den Multiplicator(24) 711= 1 √C8e + 2Cl>∕ + Z)8g 
ο * AD - BObesitzt.Zwischen zwei Multiplicatoren M und N der beiden Differentialgleichungen (22) besteht also eine bekannte Relation:

M _ -ι∕Cie + 2GDf + D2g 2V — K A2e + 2ΑΒΓ-Υ Bi(j'Nach Satz 3, § 2 dieses Kapitels lassen sich also auch M und N durch nur eine Quadratur finden. Mithin erfordert die Integration der beiden Gleichungen (22) im ganzen drei Quadraturen.Da jene beiden infinitesimalen Transformationen auch die Krümmungslinien unter einander vertauschen, so kann man für die Differentialgleichungen dieser ähnliche Multiplicatoren aufstellen.Wenn insbesondere jene Rhomben constante Seitenlange gdt haben, so ist ρ ≡ 1 zu setzen, d. h. nach (23) und (24) kennen wir dann die Multiplicatoren M und N und die Bestimmung der Haupttangenten- curven erfordert nur zwei Quadraturen. Dieser Fall tritt, wie oben bemerkt, bei den Flächen constanter Krümmung ein.Wir wollen diese allgemeinen Ergebnisse an dem Beispiele der 
Flächen constanter Krümmung, welche Rotationsflächen sind, verificieren. Bekanntlich kann man jede solche Fläche mit der 0-Axe als Rotations- axe darstellen in der Form:

x = a sin u cos v, y = a sin m sin v,

z — J ]∕λ2 — a2 cos2 u du.Berechnet man hier die Fundamentalgrössen, so kommt: 
e == λ2, f = 0, g = a2 sin2 m,7? = ,2x-⅛.t* F — 0, G = “ sin u √F- a2 cos2«,√li-αscos¼, , λ ∙ rsodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven 

Edu2 -j- 2Fdudv -j- Gdυ2 = 0die Form erhält:
λ2du2 + (λ2 — a2 cos2 u)dv2 = 0 oder, in ihre linearen Factoren zerspalten:]∕λ2 — a2 cos2 u · dv -G iλdu = 0.
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176 Kapitel 9, § 4.Natürlich ist die Integration sofort durch Separation der Variabein zu leisten. Wir wollen jedoch unsere obigen allgemeinen Resultate verificieren. Es ist hier zu setzen:
A = ]∕λ2 — a2 cos2 u, B = iλ,

C=]∕λ2 — α2cos2w, D =—iλ,sodass AD — BC = — 2iλ]∕λ2 — a2 cos2 u und:
A2e + 2AJB∕,+ B2g = Λ2(Λ2 - α2),also constant wird. Dasselbe gilt von
C2e + 2CDf + D2g = Z2(λ2 - α2).Die beiden Differentialgleichungen der Haupttangentencurven besitzensonach den Multiplicator,, ,τ l √λ2 -aiM≈n≈--------; . ___ —— 2iλ ]∕Γ2 — ai cos2 uoder auch 1]∕λ2 — ai cos2 uund das ist offenbar richtig.Man kann nach der analytischen Bedingung dafür fragen, dass 

eine Fläche
z = F(x, y)

eine Fläche der von uns betrachteten Gattung ist, d. h. von ihren Haupt
tangentencurven in B,honiben zerlegt wird. Der Weg zu ihrer Aufstellung liegt offen: Wir benutzen x und y als Parameter u und v. Dann ist bekanntlich, wenn die ersten partiellen Diflferentialquotienten von 
z nach x, y mit p, q, die zweiten der Reihe nach mit r, s, t bezeichnet werden: e=l+p2, f=pq1 g=∖+q* und die Gleichung der Haupttangentencurven:

rdx2 -{- 2sdxdy + Mt/2 = 0.Sie ist in ihre linearen Factoren zu zerspalten:
{tdy -F ($ + co)dx} ((s -f- <xf)dy -{- rdx) = 0, sodass zu setzen ist:

A == — t, B = s -f- ω,
C = s -j- ω, D = — r.Hierbei bedeutet ω die Quadratwurzel:

ω = γs2 — rt.
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Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie. 177Nun wird:∠42e + 2ABf + B2g = i2(l + p2) — 2pqt(s -J- ω) -{- (s + ω)2(l + £2), 
C2e + 2CDf + D2g = (s ω)2 (1 + p2) — 2pqr(s -∣- ω) -f- r2(l + ⅛2).Diese beiden Ausdrücke, sie seien zur Abkürzung mit £72 und V2 bezeichnet, stellen sich also dar als Functionen der ersten und zweiten Differentialquotienten von z.Wenn nun die Fläche z = F(x} y) eine Fläche der betrachteten Art ist, so müssen nach (23) und (24) die beiden Differentialgleichungen der Ilaupttangentencurven:(25) V(Ady - Bdx}≈O, V(Cdy-Ddx) = Qeinen gemeinsamen Multiplicator:-------- ---------jr <t(AD — BCT)besitzen.Wenn umgekehrt die beiden Differentialgleichungen der Haupttangentencurven (25) einen gemeinsamen Multiplicator P besitzen, so lässt sich hieraus ρ bestimmen und danach wieder rückwärts eine infinitesimale Transformation angeben, welche die eine Schar der Haupt- tangentencurven invariant lässt, u. s. w., d. h. man gelangt wieder zu den Flächen, welche von ihren Haupttangentencurven in Rhomben zerlegt werden.Einzige Bedingung für unsere Fläche ist also die, dass die beiden Differentialgleichungen (25) einen gemeinsamen Multiplicator haben, dass also eine Function P existiert, sodass:

ox cy cx cy 1
ττc^ + UD^ = -s-^-^ 

ox 1 Cy ox cyist. Hieraus lassen sich und auf algebraischem Wege bestimmen und zwar als Functionen der ersten, zweiten und dritten Ableitungen von z. Die einzige verbleibende Bedingung, nämlich die der Iutegrabilität: ± ⅛Z = _L L½2,
δy ∂x δx δy ,enthält also die ersten bis vierten Differentialquotienten von z.

Die Flächen z — F(z, y) also, welche von ihren Haupttangenten
curven in Rhomben zerlegt werden, sind definiert durch eine partielle 
Differentialgleichung vierter Ordnung.Wenn wir insbesondere verlangen, dass die Fläche z = F(x, y) von ihren Haupttangentencurven in Rhomben von constanter Seiten-

Lie, Differentialgleichungen. 12
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178 Kapitel 9, § 4.länge ρ∂t zerlegt werden soll, so ist in (23) und (24) ρ = 1 anzunehmen, d. h. wir haben auszudrücken, dass die Gleichungen
Ady — Bdx = 0, Cdy — Ddx = 0die Multiplicatoren
ιi. V u

AD — BC resp, N AD — BCbesitzen. Dies liefert offenbar zwei partielle Differentialgleichungen 
dritter Ordnung für z. Man kann zeigen, dass dieselben nur von solchen Flächen gleichzeitig erfüllt werden, für die,1 j√' ¾"-l^ ^^a'>2 — Const. (1 + 2>^ + 2")2ist, d. h. nur von den Flächen constanter Krümmung. Wir gehen aber hierauf nicht näher ein.derLnCKrüm- %’ ^e^sP^: Die vorliegende Fläche möge nunmehr die Eigen- 1τunΛslinien tümlichkeit haben, dass zwischen den beiden Differentialqleichunqen der smd. Minimalcurven und der Differentialgleichung der einen Schar der Krüm
mungslinien die im vorigen Paragraphen betrachtete Beziehung besteht, 
wonach das Integral der letzteren sich linear mit constanten Coefficientcn 
durch die der beiden ersteren ausdrückt. Übrigens gilt dann dasselbe von dem Integral der Differentialgleichung der anderen Krümmungslinienschar, da die durch einen Punkt gehenden Minimalcurven und Krümmungslinien in diesem Punkte vier Richtungen mit harmonischem Doppelverhältnis bestimmen. Nach § 3 können wir diese Minimalcurven und Krümmungslinien durch Quadraturen bestimmen.Um die geometrische Eigentümlichkeit unserer Flächengattungzu finden, seien die Parameterlinien m = Const., v = Const. die Minimalcurven. Längs derselben muss das Bogenelement Null sein, d. h. in

dsi — edu2 + 2fdudv -f- gdv2 ist e = g = 0. Es bleibt demnach
ds2 = 2fdudv.Die Differentialgleichung (19) der Krümmungslinien nimmt also die Form an:

tyGdv + yEdu) (yGdv — ^]∕Edu) = 0.Da das Integral von
YGdv -f- yEdu = 0die Form φ(u) -j- Ψ(v) haben soll — denn φ(«) und √>(υ) sind die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen du = 0, dv = 0 der Minimalcurven —, so sind E und G von der Form:
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Anwendungen auf Probleme der Fläcbentheorie. 179

Ε=ργφ(η), G = ρ]∕ψ(v),wo ρ eine Function von u, v bedeutet. Indem wir an Stelle von M, v passende Functionen von u allein und von v allein als Parameter einführen, erreichen wir insbesondere, dass
F = ρ, G = iρwird (wenn wir von dem Ausnahmefall E = 0 oder G = 0, in welchem die Krümmungslinien Minimalcurven sind, absehen). Die Krümmungslinien sind dann gegeben durch:
m + iv = Const.Sie sind Isothermen. Um dies nachzuweisen — ohne uns auf die Theorie der Isothermensysteme auf Flächen zu stützen, nach der dies augenscheinlich ist — führen wir neue Parameter w1, vl ein vermöge : 

m -J- iv = 2w1, u — iv == 2iv1,sodass w1 = Const., vx = Const. die Krümmungslinien sind. Alsdann ist:
du = dul + idv1, dv = — idul — dv1 und also wird das Quadrat des Bogenelementes

ds2 = 2fdudv = — 2if(du2 -f- <∕v12), d. h. längs der Krümmungslinien w1 = Const., vx = Const. haben die Bogenelemente die Werte dvl ]/—2if und dul ]/—2if. Zieht man also die Krümmungslinien u = u0, u = u0 -J- £, u = wθ -f~ 2f, . . ., 
v = v0, v = vQ -j- £, v = vQ -J- 2ε,.. ., wo ε eine infinitesimale Zahl bedeute, so bilden sie Quadrate von der Seitenlänge fj/—2z∕', was zu beweisen war.Wenn umgekehrt die Krümmungslinien einer Fläche Isothermen sind, so folgt rückwärts, dass man das Bogenelement durch Einführung passender Parameter u, v auf die Form

ds2 = 2fdudvbringen kann und gleichzeitig u + iv = Const. die Krümmungslinien darstellt. Man gelangt also zu den ursprünglichen Flächen zurück.Satz 11: Sind die Krümmungslinien einer Fläche Isothermen, so 
kann man sie und die Minimalcurven der Fläche durch Quadraturen 
bestimmen.Übrigens ist dieser Satz, soweit er von den Krümmungslinien spricht, nur ein Specialfall des Satzes 5, § 2.Angenommen, es seien u, v beliebig gewählte Flächenparameter, in denen das Quadrat des Bogenelementes

ds2 — edu2 -∣- 2fdudv -J- gdv2 12
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180 Kapitel 9, §§ 4, 5.ist, und die Differentialgleichung (19) der Krümmungslinien lasse sich in die beiden linearen Factoren zerlegen:
Adv — Bdu == 0, Cdv — Ddu = 0,wo A, B, C, D alsdann bekannte Functionen von u, v sind, so lässt sich ihre Integration in derselben Weise wie im vorigen Beispiel durchführen, indem wir die infinitesimalen Transformationen aufstellen, welche die Punkte der Fläche längs der einen Krümmungslinien um die infinitesimalen Quadratseiten verschieben. Diese beiden infinitesimalen Transformationen lassen jedesmal die andere Schar der Krümmungslinien invariant. Wie im 1. Beispiel finden wir danach, dass™ 1 ycse +2CDf+J)∖7

1 ρ AD — BCMultiplicator der einen, 1 VA*e + 2ABf+B*g 
ρ AD—BCMultiplicator der anderen Differentialgleichung der Krümmungslinien ist. ρ ist hierin noch unbekannt, aber zwischen N und M besteht eine bekannte Beziehung, sodass die Integration nach Satz 3, § 2, geleistet werden kann.Wenn man die Coordinaten x, y als Parameter w, v wählt und wie im 1. Beispiel die Bedingung sucht, welche die betrachteten Flächen z ≈ F(x, y) erfüllen müssen, so kommt man auch hier auf 

eine partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, die aus einer Inte- grabilitätsbedingung hervorgeht. Diese partielle Differentialgleichung aller Flächen, deren Krümmungslinien Isothermen sind, wurde von Weingarten*) in sehr eleganter Form zuerst aufgestellt.Zu den hier betrachteten Flächen gehören die Flächen zweiten Grades, die Rotationsflächen und die Flächen constanter mittlerer Krümmung. Dass insbesondere die Mimmalflächen hierher gehören und also ihre Krümmungslinien durch Quadraturen zu bestimmen sind, hat schon Roberts**) bewiesen.Flächen, 3. Beispiel: Angenommen, zwischen den Integralen der beiden Diffe-Schar von rcntialgleichungen der Minimalcurven und der Differentialgleichung dertangenten- einen Schar der Haupttangentencurven bestehe eine lineare Beziehung mit curvenIsothermen *) Weingarten, Über die Differentialgleichung der Oberflächen, welche durch ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate geteilt werden können. Sitzungsberichte der preuss. Acad. d. Wissensch. 1883, S. 1153—11G6.**) Roberts, Sur la surface dont les rayons de courbure sont ögaux, mais dirigeos en sens opposös. Journal de Liouville, t. XI, 1. sdrie, p. 300—312.
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Integr. gewisser Differentialgl. von Curvensch. in d. Ebene u. auf Flächen. 181
constantcn Coefficienten. Alsdann lassen sich diese drei Curvenscharen auf der betreffenden Fläche durch Quadraturen bestimmen, nach § 3. Wegen der vorausgesetzten Beziehung sind nach der allgemeinen Theorie der Isothermen auf Flächen die Haupttangentencurven, von denen hier die Rede ist, eine Schar von Isothermen. Daher, da sich diese Folgerung umkehren lässt:Satz 12: Sind die Haupttangentencurven der einen Schar auf einer 
Fläche Isothermen, so kann man diese sowie die beiden Scharen der 
Minimalcurven durch Quadraturen finden.Es ist hier nicht gesagt, dass auch die Haupttangentencurven der zweiten Schar Isothermen seien. Wenn aber beide Scharen zusammen ein Isothermensystem bilden, so durchschneiden die Haupttangentencurven einander senkrecht. Dies tritt bekanntlich nur bei den 
Minimalflächen ein. Umgekehrt bilden aber auch die Haupttangentencurven einer Minimalfläche stets ein Isothermensystem. Somit folgt der von Roberts*) zuerst abgeleitete Satz, dass die Haupttangentencurven einer Minimalfläche durch Quadraturen zu bestimmen sind.Als Anhang hierzu heben wir noch eine Bemerkung über Minimal- 
flächen hervor: Da man weiss, dass parallele Ebenen eine Minimalfläche in Isothermen schneiden, so sind auch die Orthogonalcurven dieser Parallelschnitte Isothermen. Sie können nach Satz 5 des § 2 folglich durch Quadratur gefunden werden.

§ δ. Integration gewisser Differentialgleichungen von Curven
scharen in der Ebene und auf krummen Flächen.Wir haben mehrfach von dem Satze 3 des § 2 Gebrauch gemacht, nach welchem die Integration zweier Differentialgleichungen

Adv — Bdu = 0, Cdv — Bdu — 0 nur Quadraturen erfordert, sobald man weiss, dass zwischen zwei Multiplicatoren M und N derselben eine Beziehung besteht von der Form: _ = φ(w, v}.In Satz 4 des § 2 haben wir diesen Satz geometrisch eingekleidet.Weitere geometrische Anwendungen knüpfen sich an die folgende 
Verallgemeinerung jenes Satzes:Satz 13: Besteht zwischen zwei Multiplicatoren M und N der beiden 

gewöhnlichen Differentialgleichungen:
Adv — Bdu = 0, Cdv — Ddti = 0

Beziehung 
N=≈Ma∣i zwischen Multiplicatoren zweier Differentialgleichungen.

*) Siehe die letzte Fussnote.
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182 Kapitel 9, § 5.

eine Beziehung von der Form:
N=Ma∙β,

wo a und ß bekannte Functionen von u und v bedeuten, so verlangt die 
Integration der beiden Gleiehungen nur Quadraturen.Zum Beweise bemerken wir, dass M und N die Defiuitions- gleichungen erfüllen:(26) =v z du 1 dv CU dv ’

r L⅛Jv _l n ⅛ _ dJ±
du ' dv du dv ’deren zweite sich wegen(27) N=Ma∙βverwandelt in:r g<tt ⅛-¾f+ ⅛p) , n g(« ⅛ + ig ß) ___?£L_ 9d

du ' dv du dvoder: χ-γ ⅛ M I T\ 0 -Λ/" , 1 -1∣JΓ ∕ xγ CO. | T\ 0 0i\ J«C —-------k «D-f—■ ÷ ⅛ AZ (G ä--- h D δ-l +du 1 dv 1 ° \ du 1 dv) 1∣Cg⅛hjpg⅛P^ 80 dl)
'du ' dv du dvDie Gleichungen (26) und (28) sind linear in -⅛- und g ·Somit lassen sich diese — da (28) noch lg 71/ explicite enthält — darstellen in der Form: -s^∑- =~ λ ⅛ A/ + fb(29) d

k } clgM 1 ,, .I-= v⅛M+π,wo λ, μ, v, n bekannte Functionen von u und v bedeuten.Aus zwei solchen Gleichungen (29) lässt sich nun lg 71/ durchzwei Quadraturen bestimmen. Stellt man nämlich zunächst die Inte- grabilitätsbedingung auf, so findet man, dass unter anderem
dl·. dv
dv duist. Mithin giebt es eine Function ω von u, v, für die:

dω dω
du ’ dvist. Sie wird durch eine Quadratur bestimmt. Setzt man dann lg M = Si ∙ eω,

so ergiebt sich zur Bestimmung von &
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Integr. gewisser Differentialgl. von Curvensch. in d. Ebene u. auf Flächen. 183
Sil ω Sil-⅛- = μe~ω, -5- = τre~ω,Su , 8v ’und hieraus wird ii durch eine Quadratur gefunden. Dann ist auch lg M — ∙ eω bekannt.Hiermit ist Satz 13 bewiesen. Denn es ist jetzt der Multiplicator 

M und nach (27) auch der Multiplicator N gefunden. Die Integration der Differentialgleichungen verlangt weiterhin also nur noch Quadraturen.
Um unseren Satz 13 anzuwenden, wollen wir zunächst unter u, v Geom&tri-die rechtwinkligen Punktcoordinaten x, der Ebene verstehen. Es Wendung in σ . der Ebene.seien also in der Ebene zwei Curvenscharen definiert durch die Gleichungen:

Ady — JBdx = 0, Cdy — Ddx = 0.Es sei M ein Multiplicator der ersten und N einer der zweiten und zwischen beiden bestehe die obige Beziehung:(27) N=Ma∙β,wo a, ß bekannte Functionen von x, y sein sollen.Erinnern wir uns an die geometrische Deutung des Multiplicatorsin Satz 1, § 1 dieses Kapitels. Danach ist zu setzen:
M =---- -St-----N =----------∕t - - - ·ό\α)/^2+Β2’ δv↑∕Ci + D'iHier bedeutet dt eine infinitesimale Zahl, dμ und dv sind die Breiten der Streifen, welche von zwei infinitesimal benachbarten Curven der ersten bez. zweiten Schar gebildet werden, gemessen an der Stelle (x, y). Die Beziehung (27) kann also geschrieben werden:_____ it _ (______ -««_____ y. s.

δvγσ∙+n, \Sμ VA‘ + BVliier sind α, ß, A, 13, C, D bekannte Functionen von x, y. Es besteht demnach zwischen dμ und dv eine bekannte Relation von der Form:(28) ∕δμ∖a(χιy1 δv , x\st) -si = v^,y)-Wenn umgekehrt eine solche Beziehung besteht, so kann man daraus die Relation (27) ableiten, die beiden Differentialgleichungen also nach Satz 13 durch Quadraturen erledigen.Ein Specialfall der Gleichung (28) ist:
dμ · dv == ω(x, y)dt2.
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184 Kapitel 9, § 5.Er lässt sich leicht geometrisch deuten: Die Integralcurven der beiden vorgelegten Differentialgleichungen bilden infinitesimale Parallelogramme. Betrachten wir das an der Stelle (#, ?/) befindliche, dμ und dv sind in demselben die Höhen. Bezeichnen wir die Seiten des Parallelogramms mit 
dm und dn, ihren Winkelmit Θ, so ist (Fig. 20):

∂μ = δη · sin Θ, dv = dm · sin Θ,also
dμ, · dv == dn · dm · sin2 Θ.Aber dn ■ dm · sin Θ ist der unendlich kleine Inhalt J des Parallelogramms. Die angenommene Beziehung liefert daher:

J sin Θ = ω(rc, y)dtii.Nun ist sin Θ leicht als Function von x und y auszudrücken, denn die durch den Punkt (x, y) gehenden Curven der beiden Scharen
/> Dhaben zur x-Axc die Tangentialneigungen -j- und , sodassJ? _£

„ A C JSC — AO

g ,4-* g ““1 + A ' Cist. Unsere Annahme kommt also auf die hinaus, dass der Inhalt J des Parallelogramms als Function des Ortes (x, y) bekannt ist. Wenn umgekehrt dies der Fall ist, so lässt sich rückwärts die Relation (27) ableiten. Sonach kommt:Satz 14: Zerlegen die Integralcurven zweier Differentialgleichungen
Ady — Bdx = 0, Cdy — Ddx =≈ 0 

die (xy)-Ebenc in infinitesimale Parallelogramme derart, dass der Inhalt 
des an der Stelle (x, y) befindlichen Parallelogramms eine bekannte 
Function des Ortes ist, so verlangt die Integration nur Quadraturen.Insbesondere schliessen wir noch:Satz 15: Weiss man von den Integralcurven zweier Differential
gleichungen

Ady — Bdx = 0, Cdy — Ddx == 0, 
dass sie die {xy)-Ebene in infinitesimale gleichgrosse Parallelogramme zer
legen, so verlangt ihre Integration nur Quadraturen.Derartige Differentialgleichungen kommen vor, wenn es sich darum handelt, die Ebene flächentreu auf sich selbst abzubilden. Die Curven,
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Integι∙. gewisser Differentialgl. von Curvensch. in d. Ebene n. auf Flächen. 185in welche dabei die Geraden x = Const. und y — Const. übergehen, sind Integralcurven solcher Differentialgleichungen.Wir gehen dazu über, den Satz 13 auf Curvenscharen anzu∙^u7cur∏>n wenden, die auf krummen Flächen gelegen sind. Es seien also w, vciuβrFläche Parameter einer vorgelegten Fläche und
Adv — Bdu — 0, Cdv — Bdu — 0 die Differentialgleichungen zweier Curvenscharen auf der Fläche. Es seien ferner wieder dm und dn die Seiten des von den Integralcurven an der Stelle (w, v) gebildeten infinitesimalen Parallelogramms. Wenn wir nun alle Punkte der Fläche längs der zweiten Curvenschar um die Strecken dn weiter rücken lassen, so werden offenbar die Curven der ersten Schar unter sich vertauscht. Diese infinitesimale Transformation lässt sich leicht in u und v ausdrücken. (Vgl. 1. Beispiel des § 4.) Da sie längs der Curven der zweiten Schar stattfindet, hat sie die Form

τtc∣L + p∣f),
\ du ' dv)’wo r noch zu bestimmen ist und wo das allgemeine Functionszeicheu f statt f genommen wurde, um Verwechselungen mit dem sogleich auftretenden Zeichen f vorzubeugen, m und v erfahren also die Incremente

du = τCdt, dv = τDdt,d. h. das Quadrat der Strecke, um welche der Punkt (tt, v) verschoben wird, ist:
cdv? + 2fdudv + gdv2 = τ2 (eC2 + 2fCB + r∕D2) dt2.Hier bedeuten natürlich e, /, g die Fundamentalgrössen erster Ordnung der Fläche. Da nun die Punkte um die Strecken du verschoben werden sollen, so ist also:

dn2 = τ2 (eC2 + 2fCB + gD2)dt2,d. h.
__  Sn 1

T ~ ‘ γe(3i + 2fCD + gDi ’Zur Abkürzung wollen wir setzen:
γcC2 + 2fCD + gD2 = Vund analog:
↑∕cA2 + 2fAB +~gB* = U,sodass jene infinitesimale Transformation das Symbol hat:

Sie lässt die Integralcurven der Differentialgleichung⅝r v (cF + zΦ)*
dt V ∖ ∂u , ov∕
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A = AB - BCist. Analog hat die Differentialgleichung 
Cdv — Ddu == 0den Multiplicator (31) ,7 U dt

Nach Satz 13 sind die beiden vorgelegten Differentialgleichungen integrabel, wenn zwischen M und N eine Beziehung besteht von der Form2V = j⅛fo≈(w,t>). β(μf ι,)d. h. wenn — nach den letzten Ergebnissen — zwischen den Seiten 
dm und dn des Parallelogramms eine bekannte Relation besteht von der Form:

dm ∕δn∖a(u,v)
Tt=∖st) -r(u>v)-Daher kann Satz 13 so ausgesprochen werden:Satz 16: Weiss man, dass zwischen den Seiten dm und dn der 

infinitesimalen Parallelogramme, in welche die Integralcurven zweier vor
gelegter Differentialgleichungen

Adv — Bdu *= 0, Cdv — Ddu = 0 
eine durch gewisse Gleichungen

x≈φ{u,v), y≈-ψ(u,v), s = χ(u,v) 

definierte Fläche zerlegen, eine bekannte Beziehung besteht von der Form:

-ιt=∖si) 'fM∙
in der dt eine infinitesimale Zahl bedeutet, so verlangt die Integration 
der Differentialgleichungen nur Quadraturen.Dies tritt z. B. dann ein, wenn die Parallelogramme constanten Inhalt haben. Denn ist © der Winkel der sich im Punkte (u, v) kreuzenden Integralcurven, so ist der Inhalt gleich dmdu sin & = Const., d. h. = dt2, sodass die Relation lautet:

dm __  ∕dri∖-1 1
dt ∖dt∕ sin 0sin Θ ist bekannt, denn längs der einen Curve ist “ = , längs der

186 Kapitel 9, § 5.

Ädv — Bdu = 0invariant, d. h. diese hat nach Theorem 8, § 1, 6. Kap., den lnte- grabilitätsfactor<3°)WO

www.rcin.org.pl



Integr. gewisser Differentialgl. von Curvensch. in d. Ebene u. auf Flächen. 187andern = > sodass sich sin & nach einer bekannten Formel derFlächentheorie berechnen lässt. Es kommt:
. „ Δ ■ tsmΘ==ιry,

wo

ist. Daher wird unsere Relation:
Sm Sn___ U · V
St ' St = FT-l 'Führen wir hierin wieder M und N ein nach (30) und (31), so kommt:

μ· n≈~=yeg~f-.
Δ AB-BCAlso:Satz 17: Weiss man, dass die Integralcurven der beiden vorgelegten 

Differentialgleichungen
Adv — Bdu = 0, Cdv — Ddu = 0 

eine durch gewisse Gleichungen x = φ(u,v), y = ψ(u,v), 8==χ(u,v) 
definierte Fläche in gleichgrosse infinitesimale Parallelogramme zerlegen, 
so besteht zwischen ztvei Integrabilitätsfactoren M und N der Gleichungen 
die Beziehung

m . n=ye.g — c1 AD — BG(c, f, g bedeuten hierbei die Fundamentalgrössen erster Ordnung der 
Fläche'). Die Integration verlangt also nur Quadraturen.

Abteilung III.
Eingliedrige Gruppen in drei Veränderlichen.Bisher haben wir uns auf Untersuchungen im Gebiete zweier Veränderlicher beschränkt. Wir wollen jetzt unsere Betrachtungen auf das Gebiet dreier Veränderlicher x, y, z ausdehnen. Dabei werden wir zunächst x, y, z als rechtwinklige Punktcoordinaten im Baume deuten. Eine andere Interpretation der Veränderlichen als Bestimmungsstücke 

eines Linienelementes in der Ebene wird später in den Vordergrund treten.
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188 Kapitel 10, § 1.
Kapitel 10.

Systeme simultaner gewöhnlicher Differentialgleichungen und lineare 
partielle Differentialgleichungen. — Die Jacobi’sche Identität.Zunächst werden wir jetzt an eine Reihe bekannter Thatsachen erinnern, indem wir den Integralen simultaner gewöhnlicher Differentialgleichungen und den Lösungen linearer partieller Differentialgleichungen in drei unabhängigen Veränderlichen x, y, z geometrische Deutungen unterlegen und den Zusammenhang zwischen jenen Integralen und diesen Lösungen erläutern.Im Anschluss hieran werden wir noch einzelne Punkte beleuchten, auf welche wir uns später zu beziehen haben.

§ 1. Geometrische Deutungen simultaner gewöhnlicher und linearer 
partieller Differentialgleichungen.Ebenso wie zwischen einer gewöhnlichen Differentialgleichung in zwei Veränderlichen x, y

Xdy — Ydx = 0oder
dx dy 
χ^Ύund der linearen partiellen Differentialgleichung

X^- + Y⅛ = 0 
ox ' oyein enger Zusammenhang besteht, insofern als jedes Integral f der ersteren eine Lösung der letzteren und umgekehrt jede Lösung f der letzteren ein Integral der ersteren ist, — ebenso hängt auch das simul

tane System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen in drei Ver
änderlichen x, y, z:
,, . dx ___ dy __  dz

X — Ύ ~ Z

eng zusammen mit der linearen partiellen Differentialgleichung(2) xfs+y⅛ + zK=θ∙Es sollen hier natürlich X, Y, Z Functionen von x, y, z bedeuten. Wir wollen diesen bekannten Zusammenhang im gegenwärtigen Paragraphen analytisch wie geometrisch beleuchten.
Simultanes

System. Das System (1) integrieren heisst, etwa y und z als Functionen von x zu bestimmen, sodass sie die Gleichungen (1) identisch erfüllen,
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Geometrische Deutungen sim. gew. u. linearer partieller Differentialgl. 189mit anderen Worten — wenn x, y, z als rechtwinklige Punktcoordi- naten im Raume gedeutet werden —, diejenigen Curven im Baume zu finden, welche die folgende geometrische Eigentümlichkeit besitzen:Die Gleichungen (1) ordnen jedem Punkte (x, y, z\ für welchen nicht etwa zufällig gerade X = Y = Z = 0 ist, eine Fortsclireihmgsrichtung 
(dx, dy, dz) zu, deren Richtungscosinus proportional X, Y, Z sind.Das Integrationsproblem besteht nun darin, alle Curven zu finden, deren Tangenten in allen ihren Punkten mit den den betreffenden Punkten zugeordneten Fortschreitungsrichtungen zusammenfallen. Die Integration liefert, wie man analytisch beweisen kann, oo2 Curven (indem zwei Integrationsconstanten auftreten). Dies hat einen anschaulichen Sinn, denn wir werden geometrisch eine solche Integralcurve dadurch 1θtθ*Jrθ1' erhalten, dass wir von einem beliebigen Punkte ausgehend der ihm zugeordneten Richtung folgen bis zu einem benachbarten Punkt, hier wieder der diesem zugehörigen Richtung bis zum nächsten Punkt nachgehen u. s. w. Durch jeden Punkt allgemeiner Lage im Raume geht also eine und nur eine Integralcurve, sodass es im ganzen deren ∞2 giebt. Natürlich ist diese anschauliche Betrachtung kein strenger Beweis für die Existenz von Integralcurven. Wir setzen vielmehi’ die allgemeine Möglichkeit der Integration als bekannt voraus.Analytisch werden die ∞2 Integralcurven durch zwei Gleichungen dargestellt, die, nach den willkürlichen Constanten a, b aufgelöst, etwa die Form haben:

u{x, y, z) = a, v(x, y, z) = b.Jedem bestimmten Zahlenpaar a, b entspricht eine Integralcurve. Die vorstehenden Gleichungen stellen die oo2 Integralcurven dar als Schnitte der Flächen u = Const. und v = Const. Folglich enthält jede dieser Flächen oo1 Integralcurven.Eine Function u heisst ein Integral des simultanen Systems (1), wenn jede Fläche aus der Schar u = Const. von oo1 Integralcurven des Systems erzeugt wird. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 
u die Gleichung

Integral.

X~u + y~ + z^ = o οχ 1 oy οζ

identisch erfüllt. Dann nämlich und nur dann besitzt jede Fläche 
u = Const. in jedem Punkte eine Tangente, deren Richtung (X: Y:Z) mit der Richtung der durch den betreffenden Punkt gehenden Integralcurve zusammenfällt. Wenn man also von Punkt zu Punkt dieser Richtung nachgeht, d. li. eine Integralcurve durchläuft, so bleibt man fortwährend auf der Fläche u — Const., die daher die durch einen
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'190 Kapitel 10, § 1.beliebigen ihrer Punkte hindurchgehende Integralcurve vollständig enthält, mithin von ∞1 Integralcurven erzeugt wird.Kennt man zwei von einander unabhängige Integrale « und v des simultanen Systems (1), so stellen die Gleichungen
u = a, v = b (a,b = Const.) alle oo2 Integralcurven dar. Da nuni2(tt, v) — 0die allgemeine Gleichung einer von oo1 Curven u = a, v = b erzeugten Fläche ist, so ist v) das allgemeinste Integral des simultanenSystems. Jedes Integral des Systems ist also darstellbar als Function irgend zweier von einander unabhängiger Integrale derselben. Kennt man nur diese zwei, so kennt man alle Integrale und alle Integralcurven, und das simultane System ist als integriert zu betrachten.Eine einzelne Fläche = θwird von ∞1 Integralcurven erzeugt, wenn sie in jedem ihrer Punkte (rr, y, zy) die Richtung der hindurchgehenden Integralcurve zur Tangente hat, wenn also für jeden Punkt der FlächeX∣φ + Γ⅛ + Z∣^ = O

οχ 1 Oy 1 θzist, denn dann und nur dann enthält sie die durch ihre Punkte gehenden Integralcurven. Dies können wir auch so aussprechen: Die Gleichung φ(rr, y, z) = 0 lässt sich dann und nur dann in der Form 
il(u,v)==0 schreiben, in der w, v zwei von einander unabhängige Integrale darstellen, wenn die Gleichung:
besteht vermöge φ (x, y, z) = 0.Hierbei wird stets von solchen Punkten (x} y, z) abgesehen, für die X, Y, Z selbst sämtlich verschwinden.

Lineare Par- Betrachten wir nun die lineare partielle Differentialgleicleungtielle Diffe-
reutialglei- df , γ df , 7 df _ ∩chu,,g (2) x^+r⅜+z^ = θ∙

Lösung derselben heisst jede Function f =u, welche sie identisch erfüllt und keine Constante ist. Nach dem Obigen ist demnach jede 
Lösung von (2) ein Integral des simultanen Systems (1), und umgekehrt. Daher leuchtet ein, dass die allgemeinste Lösung von (2) die Form 
f = ii(«, v) hat, sobald nur u, v irgend zwei von einander unabhängige Lösungen darstellen. Während das simultane System (1) oo2 Curven

χ|?+ +
οχ 1 oy 1 οζ

www.rcin.org.pl



Geometrische Deutungen sim. gew. u. linearer partieller Differentialgl. 191— die Integralcurven zi = a, v = 1) — definiert, werden durch die lineare partielle Differentialgleichung (2) diejenigen Flächen
υ) = Const.bestimmt, deren jede von je oo1 Integralcurven erzeugt wird. Sind die Integralcurven bekannt, so sind es auch die von ihnen gebildeten Flächen, die Integral flächen, und umgekehrt.Die Integration der linearen partiellen Differentialgleichung (2) ist demnach auf diejenige des simultanen Systems (1) zurückführbar, oder auch umgekehrt.Sind u und v zwei von einander unabhängige Lösungen von (2), d. h. Integrale von (1), so stellen die Gleichungen

u = a, υ — bdie ∞2 Integralcurven von (1) dar. Diese Curven nennen wir nach Monge auch die Charakteristiken der linearen partiellen Differential
gleichung (2). Wir können daher sagen: Jede Lösung von (2) stellt gleich Const. gesetzt eine von oo1 Charakteristiken erzeugte Integralfläche von (1) dar, und umgekehrt erzeugt eine continuierliche Schar von oo1 Charakteristiken — etwa alle von einer beliebigen Curve ausgehenden Charakteristiken — stets eine Integralfläche.Wir wollen diese geometrischen Deutungen durch einige sehr einfache Beispiele erläutern.

1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung

Integral
flächen.

Beispiele.
Sf ∂f n y √- — x √- = 0 ij cx oyhängt zusammen mit dem simultanen System

dx dy  dz
y — x 0Dasselbe ordnet einem Punkt (x, y, z) des Raumes eine Fortschrei- tungsrichtung zu, deren Richtungscosinus proportional y, — x, 0 sind, die also zur (xy)-Ebene parallel und auf dem Lote vom Punkt aus auf die 2-Axe senkrecht steht. Verfolgt man die Fortschreitungs- richtung von Punkt zu Punkt, so beschreibt man einen Kreis, der seinen Mittelpunkt auf der £-Axe hat und dessen Ebene auf der #-Axe senkrecht steht. Die Charakteristiken sind also sämtliche Kreise, welche durch Rotation um die #-Axe entstehen, die von Charakteristiken erzeugten Integralflächen daher die Rotationsflächen mit der #-Axe als Rotationsaxe. In der That ist die Gleichung einer solchen

und hier ist f≡Z- φ(x2 + J∕‰0
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192 Kapitel 10, §§ 1, 2.
also:

yWfc~x^≡~ φ'^xy ~ 2xy^ ≡ θ'

df ___ ∕ o df ___ ' Ο i^=-φ∙2z, ^ = -φ∙2j∕,
2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung

df , df n + =0’
Q Τ’in der ebenfalls fehlt, entspricht dem simultanen System:

dx dy  dz
x y 0Dieses ordnet jedem Punkte eine Fortschreitungsrichtung lotrecht zur 0-Axe zu. Die Charakteristiken sind also diese Lote zur #-Axe. Die von ihnen erzeugten Integralflächen sind Regelflächeu mit der allgemeinen Gleichung ∕≡⅜-9>0) = θ∙In der That ist hier wegen:

df _ _ y <LL — 1 
dx xi ’ dy xauch

df l 8/·_λx ö—l· «/ √- = 0.d x 1 d y
3. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung

df . 1 df . W n α√- + o√- + c√- = 0dx 1 dy 1 dzhat zu Charakteristiken lauter parallele Geraden, denn das simultane System
dx  dy   dz
a b cordnet jeden Punkt die Richtung zu, deren Cosinus proportional «, b, e, also constant, sind. Die Integralflächen sind daher Cylinder von derselben Richtung, und die allgemeine Gleichung eines solchen ist:

f ≡ ex — az — φ(cy — bz) = 0.In der That erfüllt dies f die lineare partielle Differentialgleichung und zwar identisch.
4. Beispiel: Die Charakteristiken der Gleichung

df , df , df n
x ⅛ + y +e ⅜ = θ>deren zugehöriges System lautet:

dx dy dz
x y z ,
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Abhängigkeit linearer partieller Differentialgleichungen. 193sind alle oo2 Geraden durch den Anfangspunkt, die Integralflächen also Kegel, welche den Anfangspunkt zur Spitze haben. Diese werden durch eine in y, z homogene Gleichung
‰ y,⅛ == odargestellt. Ist dieselbe homogen vom mtβn Grade, so ist nach dem Euler’schen Satze

8f , 8f , 8f_,
xsi + v ⅛ + s e, = mf∙d. h. die lineare partielle Differentialgleichung wird von f erfüllt vermöge / = 0.

§ 2. Abhängigkeit linearer partieller Differentialgleichungen.Zur Abkürzung wollen wir die linke Seite einer linearen partiellen Differentialgleichung, also einen Ausdruck von der Form
X 8x + Y 8y ÷ Z 8z’der einen Differentiationsprocess, ausgeführt auf eine Function f, darstellt, durch ein Symbol von derselben Form, wie wir es in der zweiten Abteilung an wandten, also durch Af, Bf u. dergl. bezeichnen. Setzen wir also:

√1f=y--4- F I 7^fso lautet die lineare partielle Differentialgleichung kürzer X∕1=0.Es seien u und v zwei von einander unabhängige Lösungen derselben, d. h. es sei:
t   S U | -rτ- G U | fj G U  

Au — X 5---- l· Y ö—1- Z -x- = 0,dx 1 dy 1 dz ’
Λ ____ V' G V | -rτr d V | Γ/ d V ______dl) — X 5----Η Y -5-h Z -Q- = 0.dx 1 dy 1 dzAus diesen beiden Gleichungen lassen sich nun die Verhältnisse X: Y’.Z berechnen. X, Y, Z verhalten sich nämlich zu einander wie die zweireihigen, wegen der Unabhängigkeit der Functionen u, v nicht sämtlich verschwindenden Unterdeterminanten der Matrix:

du du du 
dx dy dz 
dv dv dv , 
dx dy dzsodass sich ergiebt

X ______________Y____ _______________Z
du dv dv du du dv dv du du dv dv du
dy dz dy dz dz dx dz dx dx dy dx dy

Lie, Differentialgleichungen, 13
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194 Kapitel 10, § 2.Diese Relationen bestimmen X, Γ7 Z und daher auch Af bis auf einen Factor q. Da aber die Gleichungen
Af = 0 und ρ Af = 0dasselbe aussagen, so kommt es auf diesen Factor nicht an.

Eine lineare partielle Differentialgleichung Af =0 in x, y, z wird
also durch die Angabe zweier von einander unabhängiger Losungen u, v 
bis auf einen unwesentlichen Factor völlig bestimmt. Unter allen gleich
berechtigten Formen, welche sie annehmen kann, ist die folgende:

dx dy dz
du du du _ ∩
dx dy dz
dv dv dv
dx dy dz

die einfachste.Abhängig-^ Wir nennen zwei lineare Differentialgleichungen A1f =0 und A2f=0iin. part. von einander abhänqiq, sobald sie dasselbe aussagen, d. h. sobald eine Differential- iz, o ’gieichungen.Relation besteht von der FormΛZ,≡ y, 0) ∙ Λ∕,und zwar identisch für jede beliebige Function f. Dagegen heissen sie 
von einander unabhängig, sobald keine derartige Relation besteht. Im letzteren Fall sind die Fortschreitungsrichtungen, welche die entsprechenden simultanen Systeme den Punkten zuordnen, bei beiden für Punkte allgemeiner Lage verschieden, sodass dann Aλf = 0 und 
A2f = 0 verschiedene Charakteristiken haben.Betrachten wir nunmehr drei lineare partielle Differentialgleichungen:

A f— y I y I / df  n— A 8x + Fl 8y + A — G,
A ∕,--- ~V . y öf . y df   ∩A∕ -λ2 0x + 12 dy + A dz — G,
Λ - v I y c'f I / df __ ∩^3' — a3 8χ -f- *3 I Z3 — G, und nehmen wir an, dass sie eine gemeinsame Lösung ω besitzen, so ist:

(3)
Λ ____  -tr d (O I -rr 0 CD , C CO ____  ~

Λ1ω = x1-^+ + z-s7≡θ>4°≡¾½+φ⅝⅛≡o,
Dies sind drei hinsichtlich , γ-, lineare und homogene Glei-
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Abhängigkeit linearer partieller Differentialgleichungen. 195chungen. Nach einem allgemeinen Satz aus der Theorie der linearen homogenen Gleichungen ziehen dieselben bekanntlich nach sich, dass entweder ~c°- sämtlich Null sind — und das ist hier aus-geschlossen —, oder aber, dass ihre Determinante verschwindet:x1 y1 zl
(4) ¾ Y,, Z2 ≡0.¾ ZsMan kann hieraus ferner schliessen, dass es drei Functionen ρ1, ρ2, ρ3 geben muss, sodass:
(5) ρ, X1 + ρ2¾ + i>3¾ = θ?- (,ι 4rι + (,2 ⅞ + ?3 ⅞ ≡ θ>

Pl + 02 ⅞ “H (,3 ⅞ ≡ θist. Natürlich sind ρ1, ρ2, ρ3 durch diese Gleichungen nur ihren Verhältnissen nach bestimmt. Diese drei Gleichungen lassen sich zu einerQ /*einzigen zusammenfassen. Multiplicieren wir nämlich die erste mit ,O /» Q /»die zweite mit , die dritte mit -J- und addieren sie dann, so kommt oy ’ oz ’einfach: (>1 Af + (,2 AA + (,3 A∕n= θ∙Satz 1: Haben drei homogene lineare partielle Differentialgleichungen 
in x, y, z:

A1f≈β, Aif≈Q, A3f≈0

eine gemeinsame Lösung, so besteht zwischen Aif, A2f, Asf eine Identität 
von der Form

ρ1(x, y, *)Af + P2O, y, z)A2f + ρ3(a, y, z)A3f≡≡ 0 
und zwar für alle Werte von f.Wir werden drei lineare partielle Differentialgleichungen J1f=O, 
A2f = 0, A3f = 0 in dem Falle, dass zwischen ihnen eine lineare Relation besteht:PιO, y, zy)A1f + ρ2(tf, y, zy)A2f + ρ3(z, y, z')A3f=0,

von einander abhängig nennen. Giebt es keine drei Functionen ρ1, ρ2, ρ3, Abhängig- durch welche diese Gleichung zu befriedigen wäre, so nennen wir sie n∏. part. von einander unabhängig. gieichungen.Da diese lineare Beziehung wegen der Willkürlichkeit der Function/' in die Gleichungen (5) zerfällt, so folgt, dass die drei Gleichungen Alf = 0,
A2f = 0, A3f == 0 dann und nur dann von einander unabhängig sind, 
wenn ihre Determinante:

13*
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196 Kapitel 10, §§ 2, 3.

Es hat dies einen wichtigen geometrischen Sinn. Denn X1, Y1, Z1 sind proportional den Cosinus der Richtung, welche das der Gleichung 
A1f = 0 entsprechende System

dx ___ dy ___ dz
'x,-γ~l--z~ldem Punkte (x, y, z) zuordnet. Ähnliches gilt von X2f Y2, Z2 und von X3, Y3, Z3. Wäre jene Determinante gleich Null, so würde das hiernach aussagen, dass die Richtung (X3 : Γ3 : Z3) in der Ebene der Richtungen (X1 : 371 : Z1) und (V2 : Γ2 : Z2) liegt. Also: Drei lineare 

partielle Differentialgleichungen A1f==0, A2f=0, A3f = 0 sind von 
einander unabhängig, wenn die zugehörigen simultanen Systeme dem Punkt 
allgemeiner Lage (x, y, zf drei nicht in einer Ebene liegende Dichtungen 
zuordnen, abhängig aber, sobald jene drei Dichtungen nur eine Ebene oder 
gar nur eine Gerade bestimmen. Der letzte Fall tritt ein, wenn zwischen √41f, A2f und A3f zwei verschiedene lineare Relationen bestehen, d. h. wenn

A2f z= β2Alf, A3f = G3A1f ist.
§ 3. Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme.Für das Spätere ist es nützlich, gleich hier einen gewissen sehr wichtigen Ausdruck zu betrachten, den wir schon früher in zwei Veränderlichen kennen lernten, und zwar wollen wir ihn gleich für den Fall darstellen, dass n Veränderliche x1, x2 ∙ ∙ ∙ xn vorliegen, um späterer Wiederholungen überhoben zu sein. Wir empfehlen jedoch dem Leser, die folgende Rechnung zur Übung für den Fall dreier Variabein besonders durchzuführen.Es mögen also in n Veränderlichen zwei lineare partielle Differentialgleichungen vorliegen:

Sf , Sf , , Sf f,αi Q------Γ 0⅛ Ö------ 1 ‘ ' ■ I κn --- == θ >l Sxl 1 l CX2 1 1 Sxn

Λ if _1_ A df I I Λ Vf ∩⅛ A t√--------------- 1^ ft s^n - 0∙Hier sollen α1, α2 ∙ ∙ ∙ αn, βl, β2 ∙ ∙ ∙ ∕3n Functionen von xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn sein. Wir wollen die linken Seiten dieser Gleichungen, da sie einen Differen-

X1 Γ1 z1 
X2 Y2 z2 ≡∣≡ 0 Xj Ϊ3 ⅞
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Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme. 197tiationsprocess, ausgeführt auf f, (larstellen, wie früher abkürzend bezeichnen, indem wir setzen:
( λ^- V > <>f i . sfp∕ = κι ⅛l÷'⅛⅛^---------t^α-85√6 ∣7>∕∙-Λ if -i-∣i s< -L, Δ-a i,fli∕ = A ⅛+ A ⅛Ι---------1-⅛8ξ ,oder mit Benutzung des Summenzeichens:(θ ) Af = ai -~, Bf≡ J>l βk ,

sodass Af = 0 und Bf = 0 unsere beiden linearen partiellen Differentialgleichungen sind.Es soll nun der Ausdruck
A(Bf} - B(kA∩construiert werden. A(Bf'') bedeutet natürlich, dass in Af statt f der Ausdruck Bf gesetzt werden soll, und entsprechend B(Af}, dass in 

Bf än Stelle von f der Ausdruck Af stehen soll. A(Bf) wird ausgerechnet auch die zweiten partiellen Differentialquotienten von f enthalten, ebenso B(Af}. Es kommt:
Λm - B{Af) βl

=>∙(⅛5⅛⅞ + J*½)-
X7 λ ( X1 rα,' — 4_ x^ g*∕, λ .* x <t ∂xk ∂χi ' X't ' cxk ∂xiJ

∂ifHierin tritt x—4—- zweimal auf, einmal mit den Coefficienten ai ßkoxi oxkund dann mit dem Coefficienten — ∕‰α,∙, d. h. es hebt sich gerade fort. So fallen überhaupt alle zweiten Differentialquotienten von f weg und es bleibt:
AW - B(Af) ≡ 2,⅛(≈∙ g g → g g)

oder, wenn im ersten Ausdruck die Indices h vertauscht werden, was geschehen darf:
(7) AW - BW) ≡ X⅛ («. g - ß, g) g ■

DerKlammerauβd∏ιck
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198 Kapitel 10, § 3.Wenn man bedenkt, dass
ι ιist, so lässt sich die Formel noch kürzer so schreiben:*)

CO A(B∩-B(A∩≡⅜ (Aß,

1 *Das Bemerkenswerte ist hier, dass der Ausdruck A(Bf}— B(Af} völlig frei von den zweiten Differentialquotienten von f wird, alsoQ /* Q /»wieder in —,∙∙∙κ- linear und homogen ist, gerade so wie Af und 
o xl c xn

Bf selbst.Wir werden diesen Ausdruck A(Bf} -B(Af} häufig noch kürzer schreiben: (AB} oder, wenn uns daran gelegen ist, dass f in der Formel zum Vorschein kommt: (Af, Bf}. Wir nennen ihn wie in der 2. Abteilung (vgl. § 1 des 7 Kap.) den Klammerausdruck von Af und Bf.Natürlich ist es, um (AB} zu bilden, durchaus nicht notwendig, sich unter Af und Bf die linken Seiten linearer partieller Differentialgleichungen vorzustellen. Vielmehr werden wir späterhin wie in der ersten Abteilung Ausdrücke von der Form Af, Bf an sich betrachten, indem wir sie als Symbole infinitesimaler Transformationen auffassen.
Zwei lineare partielleDifferentialgleichungen mit einer gemeinea- · men Lösung.*'111 v

Kehren wir nach dieser den Klammerausdruck betreffenden Einschaltung zu unseren linearen partiellen Differentialgleichungen in drei Veränderlichen x, y, z zurück.Wenn die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen in x, y, z: 
A1f=O, A2f≈Oeine gemeinsame Lösung u besitzen, so ist

∠41n≡0, J,2u≡0.Da nun der Klammerausdruck(ΛΛ A2∩≡Al(A2f)-A2(Alf)ist, so folgt, dass auch (√41w, -42w) = 0ist, d. h.
*) Diese wichtige Formel ist, wie früher (§ 2 des 6. Kap.) bemerkt wurde, von Jacobi aufgestellt worden.
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Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme. 199Satz 2: Besitzen zwei lineare partielle Differentialgleichungen Λxf = 0 
und A2f = 0 eine gemeinsame Lösung, so befriedigt dieselbe auch die 
durch Klammeroperation entstehende Gleichung(ΛΛ) ≡ Λ W) - Λ(ΛZ') = o.(Offenbar gilt dieser von Jacobi herrührende Satz nicht nur für drei Veränderliche, sondern allgemein. Daher haben wir ihm auch seine allgemeinere Fassung gegeben.)Jetzt haben wir drei lineare partielle Differentialgleichungen in drei Veränderlichen vor uns:

A1f=0, Atf≈0, (A,f,A,f)-O.Sie besitzen die gemeinsame Lösung u. Nach Satz 1 des § 2 besteht also zwischen ihren linken Seiten eine lineare Relation. Dieselbe enthält sicher den Klammerausdruck (^41242), sobald wir voraussetzen, dass A1f = 0 und A2f == 0 von einander unabhängig sind, d. h. keine Relation zwischen ∠41∕ und ∠42f allein besteht. Wir können demnach jene Relation so schreiben:
(AA) ≡ ρ1AZ* + C⅞AAAlso ergiebt sich:Satz 3: Haben zwei (unabhängige') lineare partielle Differential

gleichungen Alf = 0 und Aif = 0 in drei Veränderlichen eine gemein
same Lösung, so besteht eine Delation von der Form:

(A A2) ≡ ρ1(α, y, z)A1f + ρ2 (x, y, z)A2f 
identisch für alle Werte von f.Wir werden nun erkennen, dass umgekehrt die Existenz einer solchen Relation
(8) (A Ai) = ρ1 Alf + q2A↑nach sich zieht, dass Aif = 0 und A2f == 0 eine gemeinsame Lösung besitzen.Um dies nachzuweisen, werden wir die beiden Gleichungen = 0 und A2f =0 in besonderer Form schreiben. Zunächst können wir sie allgemein durch zwei Gleichungen(9) Λ∕,≡ z1Λ∕'+ ⅞A∕,= o, AZ*≡Af+ ⅝ Af = θ ersetzen, sobald λlμ2 — λ2μ1≡∣≡0 ist. Dann ist:
(A f, A2f) = (λ1∠41 -f- λ2√42, μlAl -f- f^A)

= λi μ1 (√41 ∠41) 4^ A1 μ2 (∠41 A) + λ2 μl (A2 A1) + λ2 μ2 (A2 A2) “Ι
Α Gl ’ Aitl + ⅛ ' Λ2μl)A1f + Gl ' Ait2 + ^2 ■ AA)A∕--

(iiι , A^,ι Η- fi2' A^,ι) A∕ (fiι ' A ^2 μ2 ∙ A2λ2)A2f.
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200 Kapitel 10, § 3.Da (^41√41) — 0, (A2A2) = 0, (J2√11) ≡ — (√41 J2) ist und die Coeffi- cienten der vier letzten Glieder Functionen von x} y, z sind, so drückt sich also wegen (8) auch (√11√42) linear durch Alf und A2f aus oder nach (9) linear durch A1f und A2f.Es ist also ganz gleichgültig, in welcher Form (9) man die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen schreibt.Insbesondere kann man, wie wir nachher sehen werden, das System der beiden Gleichungen A1f = 0, √42∕=O, sobald(√41∠42) = QlAlf -)- Q2A2fist, stets in solcher Weise Axf = 0, A2f'= 0 schreiben, dass der Klammerausdruck (√41√12)≡ξ0 wird.Wir werden nun — bevor wir die Möglichkeit dieser Umformung darthun — zunächst beweisen, dass, wenn A1f = 0 und A2f = 0 zwei lineare partielle Differentialgleichungen sind, für die insbesondere(√f1∠42) = 0ist, die Gleichungen alsdann eine gemeinsame Lösung besitzen. Um nämlich in systematischer Weise eine eventuell vorhandene gemeinsame Lösung zu finden, denken wir uns das zu Alf = 0 gehörige simultane System integriert, also zwei von einander unabhängige Lösungen u, v der Gleichung Aif = 0 gefunden. Die allgemeinste Lösung von 
Aif = 0 hat dann die Form ii(t∕, v). Da uns nun daran liegt, eine solche Lösung von Arf = 0 zu finden, welche auch A2f = 0 befriedigt, werden wir also die Function Q(u,v) so zu bestimmen suchen, dass auch A2Q = 0 wird. Nun ist, da A2f ein auf f ausgeübter Diffe- rentiatiosprocess ist:(10) ⅛(κ, v) ≡≡~Alu + ^ A2v.Andererseits folgt aus

⅛⅛ = A1(A,f) - A2(Λ1f) = 0,wenn wir darin für die beliebige Function f insbesondere « und v setzen, da √41 m ≡ √41 v = 0 ist (denn u und v sind Lösungen von Äf-O):
A,(Astt) = 0, A,(A2v)≡0,d. h. √42w und j42v sind Lösungen der Gleichung Axf — 0, also Functionen von m und v allein:

A1m = φ(u, v), A2v≡ψ(u,v),sodass (10) liefert:
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Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme. 201
A2ii(u, v) ≡ φ(u, *>) ⅛ + V¼ v) ·Die Forderung, welche wir noch zu erfüllen haben, stellt sich also so dar:

Z \ () ß . z \ C _____ z\Φ («, 0 + v) γv' = 0∙Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in w, v allein und lässt sich als solche stets durch eine Function Λ(w, v) befriedigen, nämlich durch das Integral der zugehörigen gewöhnlichen Differentialgleichung
du dvφ(w, V) ψ(Μ, v)Es giebt also eine Function ii, welche beide Gleichungen Aif ≈ 0 und A2f — 0 befriedigt. Sie ist die gesuchte gemeinsame Lösung der beiden Gleichungen Aif — 0 und A2f = 0.

Um noch zu sehen, dass sich ein System von zwei Gleichungen 
Alf — 0 und √f2∕,= 0, deren Klammerausdruck(Λ4) = M∕+ftA∕,ist, stets in solcher Form Alf = 0, A2f = 0 schreiben lässt, in der (√41√i2) ≡ 0 ist, brauchen wir uns nur das System A1f = 0 und A2f = 0

O Y» OY*nach und aufgelöst zu denken, sodass etwa:j f— ri — r ZZ _ n A'f— Sχ 0iSz~~°>⅛∕'≡^-σ2^ = 0 
2/ Sy 2 Szist. <fl und O2 bedeuten hier gewisse Functionen von %, y, z. NachVoraussetzung muss auch jetzt eine Relation bestehen, welche (√4l∠42) linear durch A1f und A2f ausdrückt. Bildet man aber den Klammer-

Oy* Oy*ausdruck, so erkennt man, dass er frei von und -5-, also, da er , ’ dx dy ’ ’die Form λ1A1f + λ2A2f haben muss, gleich Null wird, wie gewünscht wurde.Liegen zwei Gleichungen Aif = 0 und √42∕*=O vor, deren Klammerausdruck die Form ρ1 Alf -1- ρ2A2f hat, sθ können wir sie nach der eben gegebenen Methode der Auflösung stets in einer Form
Aif = 0, A2f == 0 schreiben, in der (AiA2) = 0 ist. Alsdann aber besitzen, wie vorher bewiesen, Al f — 0 und A2f = 0 oder also A1f== 0 und A2f = 0 eine gemeinsame Lösung. Somit gilt das
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202 Kapitel 10, § 3.Theorem 12: Sind A1f = 0 und A2f — 0 zwei lineare partielle 
Differentialgleichungen in x, y, z, so besitzen sie dann und nur 
dann eine gemeinsame Lösung, wenn eine Delation von der 
Form

(A1A2) = ρl (x, y, z}Alf + ρ2(x, y, z}A2f

identisch für jede Function f besteht.Man nennt in diesem Falle die beiden Differentialgleichungen Js°syTtβra^f= θ unt^ A/ = θ zusammen ein {zweigliedriges'} vollständiges 
System. Der Begriff eines vollständigen Systems ist allerdings umfassender, da er nicht auf den Fall dreier Veränderlicher beschränkt ist. Wir werden ihn auf einer späteren Stufe in voller Allgemeinheit kennen lernen. Im besonderen heisst das vollständige System J.1∕'=0, -42∕* = θ auch ein Jacob?sches System, wenn der Klammerausdruck (^41√42)≡0 ist. Wir haben gesehen, dass jedes vollständige System
A1f = 0, A2f == 0 als Jacobi’sches geschrieben werden kann.

Die Lösung des vollständigen Systems, d. h. die gemeinsame Lösung der Gleichungen Aif = 0 und A2f — 0 bestimmt man, um es zu recapitulieren, in dieser Weise: Vorerst schreibt man das System in einer Form A1f = 0, A2f = 0, in der (j41∠42)≡O ist. Man sucht dann die allgemeine Lösung Ω(w, v} der Gleichung Alf == 0 und bildet 
A2Ω = 0. Diese Gleichung ist dann stets eine lineare partielle Dif- ferentiajgleichung zwischen ii und u, v allein, deren Lösung & die gesuchte Function ist. Offenbar ist mit & auch jede Function Φ(ii) Lösung des vollständigen Systems*).

Wenn die Jacobi’sche Form Alf ·== 0, A2f = 0 im besonderen durch die obige Auflösungsmethode erhalten ist, wenn alsoJ1∕∙≡^ + ff1∣i = 0, 

f= — 4- d — — 0ist, was stets zu erreichen, so vereinfacht sich die Integration noch etwas. √41∕'=0 ist nämlich dann äquivalent der gew. Differentialgleichung in zwei Veränderlichen x, z:
dx __ dz1 ff1 ’

*) Die Theorie der vollständigen Systeme, die von Jacobi und C leb sch herrührt, hat durch Herrn Mayer ihre jetzige einfache Form erhalten.
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Der Klainmerausdruck und die vollständigen Systeme. 203wo y in 6i nur die Rolle einer arbiträren, von x und z unabhängigen Grösse spielt. Also kann man das Integral dieser Gleichung als das it und y als das v benutzen. Man sieht, dass sich die Integration des vollständigen Systems so auf die successive Integration zweier gew. Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen je zwei Variabein reduciert.Übrigens ist die Zurückführung des vollständigen Systems auf eine Jacobi’sche Form vor Beginn der Integration nicht nötig. Manbraucht die Gleichungen nur auf eine solche Form √41∕-= 0, J2∕'== 0 zu bringen, dass (A1 A2) = ρ A1∕' wird. Sind nämlich w, v die Lösungen von Alf == 0, so zeigt diese Relation wegen A1n≡A1v≡0, dass M1(Λ2m)≡0 und A1(A2F) ≡ 0 ist, dass also Ä2u und A2v Lösungen von A1f = 0 sind und sich daher auch jetzt durch u, v allein ausdrücken. Nun setzt man f = &(u, v) in A2f = 0 ein und erhält so eine Differentialgleichung in u, v.Schliesslich kann man auch die Integration des vollständigen Systems Alf = 0, A2f = 0, wo(∠41A2) = p1M1∕ -j- ρ2√l2∕ist, sofort in Angriff nehmen, ohne es erst umzuformen: Man bestimmt zwei Lösungen «, v von Alf — 0. Eine gewisse Function derselben, 6l(u,υ), erfüllt dann sicher auch A2f = 0. Wir bilden daher:
j i~t___ . da , . da___p.A2il — A.,u · ö------H A2v · — = 0i i CU , i dvoder:

</& . Λiv ∂Sl   ∩
du ' Λiu ~∂υDa eine Function £l(u, ν') existiert, die diese Gleichung erfüllt, und iß ißda — und nur von u, v abhängen, so lässt sich notwendig auchdurch u, v allein ausdrücken. Daher ergiebt sich auch auf diesemWege die Differentialgleichung in u und v allein. Diese Methode ist oft sehr praktisch.Wir wollen uns die gemeinsame Lösung der beiden ein vollständiges System bildenden Gleichungen Aif = 0 und A2f = 0 auch geometrisch vorstellen.Die Frage nach einer gemeinsamen Lösung u kommt auf die nach ∞1 gemeinsamen Integralflächen u = Const. der beiden Gleichungen hinaus. Es fragt sich somit, ob es oo1 Flächen giebt, welche
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204 Kapitel 10, § 3.sowohl von je ∞1 Charakteristiken der ersten als auch von je ∞1 Charakteristiken der zweiten Gleichung erzeugt werden. Man würde eine derartige Fläche — da durch jeden Punkt pQ des Raumes eine derselben hindurchgehen müsste — in dieser Weise zu construieren suchen: Von einem Punkte pQ ausgehend verfolgt man die durch ihn gehende Charakteristik fc1 der ersten Gleichung eine Strecke weit biszu einem Punkte pi und geht dann aufder zu pl gehörigen Charakteristik k2 der zweiten Gleichung eine Strecke weit bis 
p2, dann von p2 aus wieder auf einer Charakteristik Jc1' der ersten Gleichung u. s. w. abwechselnd. (Fig.21.) Diese Bewegungen besitzen noch einen ziemlichen Grad vonWillkür. Es sind zwei Fälle denkbar: Entweder beschreibt man hierbei nur eine Fläche — und dann ist dies eine der gesuchten gemeinsamen Integralflächen — oder aber man bleibt nicht auf einer Fläche. Wenn man die Bedingung dafür aufstellt, dass der erste Fall eintritt, so kommt man darauf, dass zwischen Alf und A2f eine Relation von der Form (A A) = i>ιΛZ + Q2^2fbestehen muss*). Da wir von jedem Punkte p0 des Raumes ausgehend alsdann eine Fläche erhalten, so ergeben sich gerade oo1 gemeinsame Integralflächen u ≈ Const., und u ist die gesuchte gemeinsame Lösung.

Schliesslich heben wir noch Eines hervor: Eine gemeinsame lntegralfläche der beiden Differentialgleichungen A1f == 0 und ∠42∕ = 0, welche ein vollständiges System bilden, hat in jedem ihrer Punkte die beiden Richtungen, welche dem Punkte durch die zu Aif = 0 und ^l2∕,= 0 gehörigen simultanen Systeme zugeordnet werden, zu Tangenten. Ist
a f= X — I Y df \ z df

A f— X ∖ Y \ 7 Λ/ — ∙λ2 dx + τ2 + z2 ,so sind Xl, Y1, Zi den Richtungscosinus der einen, X2, Γ2, Z2 denen der anderen proportional. Sind ferner α, ß, γ proportional den Richtungscosinus einer zu diesen beiden senkrechten Richtung, so muss sein:
*) Diese Deutung des Klammerausdruckes (J,1 Ai) erhält in der Theorie der Tran8formationsgruppen eine vollständig scharfe Form.
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Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme. 205X1α+ Z10 + Z1y = O, X2α -(- Y2β + Z2γ = 0,d. h. man kann setzen:
a = γ1za - r2z1, β = z1¾ - z,x1, r = x1γ2-x1 r1.Diese drei Grössen verhalten sich also wie die Richtungscosinus der Normalen der gemeinsamen Integralfläche. Bezeichen dx, dy, dz die Differentiale der Coordinaten x, y, z auf der gemeinsamen Integralfläche, so ist daher:(Γ1Z2 - Γ2Z1)<te + (Z1X2 - Z2X1)⅜ + Ä ‰ ‰ Yi)dz = 0.Es ergiebt sich somit der Satz:Satz 4: Die Integralflächen des vollständigen Systems:

A1f≡X,⅛ + Y,⅛ + X,^ = 0,

A2f≡Xl^ + Yi^ + Zi^-0,
wo (A1A2)≡ρ1A1f-i~ρ2A2f ist, befriedigen die totale Differential 
gleichung:

(Y1Z2 - Y2Zf)dx + (ZlX2 - Z2X1)⅜ + (X1 Y2 - X2 Yf)dz = 0,

Zusammenhang zwischen vollst. System undtotalerDifferentialgleichung.

und umgekehrt ist jede Fläche, welche die letztere befriedigt, eine Integral
fläche des vollständigen Systems.Diese Umkehrung leuchtet ein: Eine Fläche, welche der totalen Differentialgleichung genügt, besitzt als Normale die Richtung, welche zu den beiden Fortschreitungsrichtungen senkrecht steht, die dem betreffenden Flächenpunkt durch die zu A1f — 0 und A2f = 0 gehörigen simultanen Systeme zugeordnet werden. Die Fläche hat daher die beiden letzteren Richtungen als Tangenten, d. h. ist Integralfläche von Aif = 0 und A2f = 0.Es wird erwünscht sein, diese Theorien an einfachen Beispielen erläutert zu sehen.

1. Beispiel: Sei: Beispiele.
λ 2∕, , ∂f l df , df

A^ dx’ A^xdx +y dy + 2 dΓDann ist (Z1√12) = — Alf,d. h. Alf = 0 und A2f' = 0 bilden ein vollständiges System. Dies zu integrieren, suchen wir zunächst zwei Integrale u, v des zu √l1∕,= 0 gehörigen simultanen Systems:
dx dy  dz
Γ T b
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206 Kapitel 10, § 3.Offenbar sind u = y, v ≡ z zwei Integrale desselben. Nun wird -42ii(y, z) gebildet. Es kommt:
A2ii(i∕, z)≡y-~j + = θ∙Diese Gleichung wird durch

zbefriedigt. Also stellt ~ = Const. die ∞1 Integralflächen des gegebenen vollständigen Systems dar. Stellen wir uns alles geometrisch vor. Die zu Alf = 0 und A2f = 0 gehörigen simultanen Systeme:
dx___dy____dz
T^ ~δ^ (Γ ’

„ dx ___dy____dz
x y zordnen dem Punkte (x, y, z) zwei Richtungen zu, das erste die Parallele zur x-Axe, das zweite den Strahl nach dem Anfangspunkt. Die Integralflächen von A1f ≈ 0 sind demnach alle Cylinder parallel der rc-Axe, die von A2f = 0 alle Kegel, deren Spitze der Anfangspunkt ist. Eine gemeinsame Integralfläche muss beides zugleich sein, d. h. ist eine Ebene durch den Anfangspunkt, die die rc-Axe enthält. Also sind die Ebenen -- = Const. 

zin der That die Integralflächen des vollständigen Systems. Die in Satz 4 genannte totale Differentialgleichung lautet hier:
— zdy fl- ydz = 0.Ihre Integralflächen sind die Flächen, deren Normalen Richtungscosinus proportional 0, —z, y haben. Diese Normalen sind der fι∕^)-Ebene parallel und kreuzen die ir-Axe senkrecht. Mithin sind die betreffenden Flächen die Ebenen -- = Const. durch die rc-Axe.

2. Beispiel: Sei
Λ f — ∂f Λ t — Sf W 

λ^~Sz, A*f—ydx X ∂y'Hier ist (√l1∠42)≡0, d. h. Alf — 0 und √l2∕"=0 bilden ein vollständiges System und zwar in Jacobi’scher Form. Alf = 0 hat die Lösungen x und y und als allgemeine Lösung also eine Function lβ(ir,«/). Die Lösung Ώ des vollständigen Systems muss noch der Gleichung . i-∣__  cß 2ß __ ...A2 ii = y a — x — = 0i υ ox cy
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Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme. 207genügen, d. h. sie ist gleich x2 -f- y2 zu setzen. Also giebt 
x2 + y2 — Const.die Integralflächen des vollständigen Systems. Geometrisch: Die Charakteristiken von A1f == 0 sind die Parallelen zur #-Axe, also die Integralflächen von Alf==Q die Cylinder parallel dieser Axe. Die Charakteristiken von A2f — 0 sind, wie wir schon in einem früheren Beispiel sahen (1. Beispiel des § 1), die Kreise, deren Mittelpunkte auf der z-Axe liegen und deren Ebenen zu dieser senkrecht stehen. Die Integralflächen von A2f = 0 sind folglich die Rotationsflächen um die 0-Axe. Gemeinsame Integralflächen beider Differentialgleichungen können also nur die Rotationscylinder um die z-Axe sein:
x2 + y2 = Const.Die totale Differentialgleichung lautet hier
xdx + ydy = 0 und giebt in der That sofort

+ y2 = Const.
3. Beispiel: Sei

sodass (j41√42) ≡ 0, d. h. A1f = 0, A2f — 0 ein vollständiges System ist. Wir werden, um die Integralflächen derselben zu finden, gut thun, statt A2f = 0 die einfachere Gleichung
Atf≡ A1f-Alf≡y^ + z lf~ = 0zu benutzen. Axf = 0 hat zu Charakteristiken alle Geraden parallel der (xzy)-Ebene, welche die τ∕-Axe schneiden, J,2∕=0 alle Geraden parallel der (t/#)-Ebene, welche die rc-Axe schneiden. Die Integralflächen von Aif = 0 sind somit die Regelflächen, welche durch Gleiten einer der {xz'}-Ebene beständig parallelen Geraden längs der y-Axe entstehen. Analog sind die Integralflächen von A2f = 0 gewisse Regelflächen. Soll eine Fläche Integralfläche des vollständigen Systems sein, so muss sie sowohl ∞1 Geraden durch die y-Axe parallel der (rr^)-Ebene als auch ∞1 Geraden durch dierc-Axe parallel der (y^)-Ebene enthalten. Daher ist die Fläche, wie man elementar einsehen kann, ein hyperbolisches Paraboloid:— = Const. z
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208 Kapitel 10, §§ 3, 4.Man kann auf systematischem Wege durch Integration des vollständigen Systems dies verificieren: Aif = 0 hat das allgemeine Integral & (⅜ > v) und es ist
j η — δβ ∣A2ii=-u-^ + y-^,

X ∙wenn — mit m bezeichnet wird, √42ii = 0 hat die Lösung uyoder — · Die totale Differentialgleichung lautet hier:
— yzdx — xzdy -ff xydz = 0oder, wenn durch xyz dividiert wird:

___ydx + xdij .dz____θ
xy ' zund giebt integriert: — = Const.z

§ 4. Die Jacobi’sche Identität.Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch eine Formel entwickeln, die von grosser Bedeutung für das Folgende ist und die wir, wie im vorigen Paragraphen den Klammerausdruck, sogleich in n Veränderlichen xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn darstellen, indem wir dem Leser anheimgeben, die Rechnung im Falle n = 3 durchzuführen.Es seien
+ a∙^ + - '+a∙⅞k=¾u,⅛⅜>

nt— if _1 if _L _L Vf — 'S! Vf cJ= ------- 1-f· gi; = A]f' g¾drei solche Differentialausdrücke, wie wir sie nun schon vielfach betrachtet haben. Die α, ß, γ bedeuten irgendwelche Functionen der 
n Veränderlichen xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn. Zwischen den Klammerausdrücken, die sich aus Af, Bf, Cf herstellen lassen, besteht eine sehr merkwürdige Beziehung. Wenn wir wie oben A(Bf}— B(Af} kurz durch 
(AB) bezeichnen, so lautet diese Beziehung so:((ΛB)C) + ((BC)√t) + ((GA)S} ≡ 0.Diese Identität rührt von Jacobi her, der sie in noch allgemeinerer
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Die Jacobi’sche Identität. 209Weise entwickelte. Wir werden sie deshalb die specielle Jacobi'sche 
Identität*) oder auch kurz die Jacobi’sche Identität nennen.Man kann sie auf verschiedenen Wegen beweisen. Der nächst- liegende, aber umständlichste wäre, die Ausdrücke (fAB)C) u. s. w. direct auszurechnen und dann zu zeigen, dass sich alle Glieder fortheben. In zwei Veränderlichen ist dies noch weniger umfangreich und der Leser möge deshalb die Formel für n = 2 wirklich ausrechnen.Wir wollen die Identität nach einer Bemerkung von Engel beweisen: Es ist

(AB) = A(Bf) — B(Af)und daher(MB)C) ≡ A(B(Cf)) - B(A(Cf)) - C(A(Bf)-B(Af))
= A(B(Cf)) - B(A(Cf)) - C(A(B∩) + C(B(Af)).Durch cyklische Vertauschung der Buchstaben A, B, C gehen hieraus die Entwickelungen von ((BC')A) und ((C√4)jB) hervor. Addiert man dann die drei Formeln, so heben sich alle Glieder rechts paarweis fort, denn z. B. A(B(Cfy)) kommt in der ersten als erstes Glied positiv, in der zweiten Formel als drittes Glied negativ vor u. s. w., sodass die Identität übrig bleibt:

(<AB)C) + ((-BC)√l) + ((CA)B) ≡ 0.Diese specielle Identität gilt also stets für drei Ausdrücke Af, Bf, 
Cf. Sie spielt eine wichtige Rolle in vielen Untersuchungen über infinitesimale Transformationen.

Beispiel: Ist
∂f . Sf . 8f zdf ∩∕ df . 8fAf=xτ—\-y —H 2 √-, B] = xi~-, Cf≡~A~~,' cxjtiy ' oz, ' ox’ ' fix 1 dz’so ist: UB)≡,⅛ς (BC)≡-2x⅛, (CA)≡⅛ + ∣falso

((AB)C)≡-2x⅛, ((BC)A) = 0, ((CA)B) ≡ 2x ,und die Summe der drei letzten Ausdrücke verschwindet identisch.*) Die hervorragende Wichtigkeit der speciellen Jacobi’schen Identität trat wohl zuerst in der Theorie der Transformationsgruppen deutlich hervor.

Li e, Differentialgleichungen. 14
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210 Kapitel 11, § 1.
Kapitel 11.

Eingliedrige Gruppe in drei Veränderlichen.Um die Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung, welche alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestatten, zu einem befriedigenden Abschlüsse zu bringen, ist es notwendig, zunächst eingliedrige Gruppen in drei Veränderlichen zu betrachten. Der Leser wird finden, dass diese Betrachtungen in sehr vielen Punkten nur insofern von denen des 2. und 3. Kapitels abweichen, als jetzt die Zahl der Veränderlichen 3 statt 2 ist. Es mag deshalb auch gestattet seiu, die Darstellung möglichst knapp zu fassen und bezüglich der ausführlichen Entwickelungen häufig auf jene beiden Kapitel zurückzuverweisen.
§ 1. Definition der eingliedrigen Gruppe im Raume, Existenz einer 

infinitesimalen Transformation derselben.Drei Gleichungen von der Form(1) = yi = 'Ψ(χ,y,s), 0ι≈%(χ,y,z),von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach x, y, z auflösbar Trans- sθien bestimmen allgemein eine Transformation der Veränderlichen 
x, y, z in die neuen Veränderlichen rr1, i∕1, zγ. Wir fassen sie wie früher begrifflich auf als eine Operation, welche alle Punkte (#, y, z') des Raumes in neue Punkte (τ1, yl, zf) desselben überführt. EineFläche wird also durch die Transformation wieder in eine Fläche, eine Curve wieder in eine Curve verwandelt. Will man die Gleichung der Fläche aufstellen, in welche die gegebene Fläche1β(aj, y,e}≈Qvermöge der Transformation übergeht, so hat man hieraus x, y, z vermöge der Gleichungen (1) zu eliminieren, wodurch sich die gesuchte Gleichung Wι>2∕ι>*ι)=*0der transformierten Fläche ergiebt. Man wird also zunächst die Gleichungen (1) nach x, y, z auf lösen, dies gebe etwa:(2) x = φ(%l,y1,zf), y = ψ(χi,yι,e1), z = χ(χι,y1,si), und dann diese Werte (2) in = 0 einführen:

W(xl,y1,zf)Ξ≡ii(φ,ψ,χ) ==().
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Definition der eingliedrigen Gruppe im Raume. 211Die Auflösung (2) ist nicht nötig, wenn man umgekehrt nach der Fläche fragt, welche vermöge der Transformation (1) in die neue Fläche Hr(^ι, yl, ¾) = 0übergeführt wird. Die betreffende Fläche hat offenbar die Gleichung in x, y, z:
y> ≡≡ w(φ, z) = θ∙Die durch Auflösung von (1) nach den ursprünglichen Veränderlichen x, y, z erhaltenen Gleichungen (2) stellen ebenfalls eine Transformation dar und zwar die zu (1) inverse, indem nämlich beide nach 1ζ^ζe3rfsf,er- einander ausgeführt alle Punkte (x, y, z) des Raumes über die Stellen mati0n∙ (rci, yl, z1) in ihre ursprünglichen Lagen (x, y, z) zurückführen. Die Aufeinanderfolge beider Transformationen ist demnach der identischen: identischeσ Transfor-, t , mation.z = £, y =y, z ==zäquivalent.

Wenn nun die Gleichungen einer Transformation der Punkte des Raumes noch eine willkürlich annehmbare Constante, einen Para
meter a, enthalten:(3) x1 = φ(x,y,z,a'), yl = ψ(x, y, z, α), zi = %(x, y, z, a),so stellen sie eine Schar von oo1 Transformationen dar. Insbesondere ist es denkbar, dass diese Schar die Gruppeneigenschaft besitzt, d. h. dass zwei Transformationen der Schar, wenn man sie nach einander auf die Punkte des Raumes ausführt, durch eine einzige Transformation derselben Schar ersetzt werden können, welche diese Überführung aus den Anfangs- in die Schlusslagen mit einem Schlage leistet.Analytisch stellt sich das Kriterium für das Vorhandensein der Gruppeneigenschaft so dar: Eine erste Transformation der Schar (3) mit beliebig gewähltem Parameterwert a führt die Punkte (x, y, z) des Raumes in die Punkte (xi, y1, zf) über, deren Coordinaten durch(3) bestimmt werden. Eine nach dieser Transformation (a) der Schar ausgeführte Transformation derselben mit dem Parameterwert a1, welche die Punkte (x1, yl, zf) weiterhin in die Lagen (x2, y2) zf) bringt, besitzt die Gleichungen:(4) ⅞ = φ(¾,i∕1,^1,α1), y2 = Ψ(χι,yι,z1,af), ⅛ = χ(χi, y1, zυ af).Die Transformation nun, welche die Aufeinanderfolge von (3) und (4) ersetzt, wird durch Elimination der Zwischenwerte xl, yi, z1 aus (3) und (4) bestimmt. Es ergiebt sich:

14*
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212 Kapitel 11, § 1.

∣l ¾ — fp(fp(%> y> fl)? ψ(∙,> y> a)> %(%ι y, ⅛ °ü? ffι)und analog:
σ

y2 = ≠(φ, ≠, χ, α1),⅞ = %(φ, X, «i)·Diese Transformation (5) der Punkte (x, y, z) in die Punkte (x2, y2, ⅞) muss also, wenn die Schar der oo1 Transformationen eine Gruppe bilden soll, eine Transformation dieser Schar sein, d. h. es muss ein Wert λ des Parameters existieren, sodass die Gleichungen (5) sich decken mit:⅜ = φ (x, y, zi λ), y2 = ψ (#, y, λ) f == X (¾ y> ^,) 5 es muss daher sein:φ(φ(x, y, ssi a), ψ(x, y, z, a), χ(x, y, z, a), a1) ≡ φ(x, y, z, 2),W(................ )> ≠(...............), z(.............), a1)≡≡'ψ(x,y,z, λ),z(φ(........... ),  )> z(......), «j) ≡ z(*,26^, Όund zwar für alle Werte der Veränderlichen x, y, z. a und al bedeuten hierbei beliebig angenommene Constanten und auch λ soll eine Constante sein, λ ist bestimmt, sobald die beiden nach einander auszuführenden Transformationen («) und (α1) gegeben sind, d. h. λ ist eine Function von a und a1-.2 = 2 (α, α1).Die Gleichungen (3) stellen demnach dann und nur dann eine Gruppe dar, wenn es eine Function λ von a und* a1 allein giebt, sodass für alle Werte von x, y, z, a und a1 die drei letzten Identitäten bestehen.1ιj"^jθθr∙1ξβ Insbesondere nennen wir diese Gruppe (3) eine eingliedrige Gruppe, Raume, wθjj sjθ eincn Parameter a, also ∞1 Transformationen enthält.Man bemerkt, dass jede eingliedrige Gruppe der Ebene 
x1=φ (x, y, a), yl≈-ψ (x, y, a)durch Zufügung von z1 = z eine eingliedrige Gruppe des Raumes wird.Wir werden nunmehr die eingliedrigen Gruppen im Raume genauer untersuchen und wollen — wie in der Ebene — immer voraussetzen, dass die eingliedrige Gruppe auch zu jeder ihrer Transformationen 

die dazu inverse enthalte, d. h. es soll eine Function ä von a geben, sodass die Aufeinanderfolge der Transformationen mit den Parameterwerten a und ä der identischen Transformation äquivalent ist.Führen wir nach einander zwei Transformationen der Gruppe aus, die zu einander invers sind, so ergiebt sich die identische Trans-
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Definition der eingliedrigen Gruppe im Baume. 213formation, d. h. die Gruppe enthält die identische Transformation, mit anderen Worten: Es muss ein Wert αθ des Parameters a vorhanden sein, für welchen sich die Gleichungen (3) der Gruppe auf die der identischen Transformation xl = x, y1 = y, z1≈ z reducieren, dass also für alle Werte von x, y, z(6) φ(x,y,z,af)≡Ξx, ψ(x, y, z, a0) ≡ y, χ(x, y, z, a0) ≡≡ zist. Aus der Existenz der identischen Transformation schliessen wir — wie in der Ebene (§ 3 des 2. Kap.) — auf die Existenz J^π⅛tθ^ιs 
infinitesimalen Transformation in der eingliedrigen Gruppe. Wenn formati°n∙ nämlich dem Parameter a ein von aQ nur unendlich wenig abweichender Wert a0 -j- da erteilt wird, so werden die Gleichungen (3) nicht die identische, sondern eine von ihr unendlich wenig verschiedene Transformation der Gruppe vorstellen, d. h. eine infinitesimale Transformation der Gruppe. In der That, (3) giebt für a — αθ -f- da:*ι = <p(?, 1J, «o + M ≡ φ(x, y, z, a0) + <ya  ?

yi = Ψ(xf y, 0, a0 4" da) ≡ ≠O, y, z, aθ) + öa _j------- ,*x = zθ> y, z, % + da)≡ χ(x, y, z, af) + da 4----- ,oder wegen (6):
a, + ⅜0wl¾) g + .

δαfti∕1≈<Z + ¾^^ + ∙
z. - z + ⅛⅛⅛> i« + · 1 ∂a∏Jeder transformierte Punkt {xγ, y1, zf) ist also seiner Anfangslage 

(x, y, z) unendlich benachbart. Natürlich ist es denkbar, dass in den Keihenentwickelungen die Glieder niedrigster Potenz in da identisch verschwinden. Jedenfalls aber wird eine Potenz dαr von da als niedrigste wirklich auftreten und sie wählen wir dann als unendlich kleine Grösse dt = δar. Ihre Coefficienten, die von x, y, z ab- hängen (αθ ist ja nur eine bestimmte Zahl), wollen wir mit |(rr, y, z), 
η(x,y,z), ξ(xfy,z') bezeichnen. Dann nimmt die infinitesimale Transformation, welche, wie wir wissen, der Gruppe angehört, die Form an:
co

xi = x + 10, y, 0)dt + · · ·, 
yi = y + η(χ,y,z)∂t,

+ SO; y> 4—,
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Beispiel.

214 Kapitel 11, §§ 1, 2.wo die nicht hingeschriebenen Glieder unendlich klein von höherer Ordnung sind.Satz 1: Eine eingliedrige Gruppe des Raumes mit paarweis inversen 
Transformationen enthält die identische und sicher auch eine infinitesimale 
Transformation.Man kann noch auf einem allgemeineren Wege*) zu einer infinitesimalen Transformation der Gruppe gelangen, in analoger Weise, wie es in der Ebene (in § 3 des 2. Kap.) geschah: Nach einer beliebigen Transformation der Gruppe mit dem Parameter ε wird eine zweite ausgeführt, welche sich von der zur Transformation (e) inversen Transformation (e) nur unendlich wenig unterscheidet, deren Parameter also etwa ε -f- 0£ ist. Diese Reihenfolge ist einer einzigen Transformation der Gruppe äquivalent und zwar einer infinitesimalen Transformation, denn die Transformation (e -j- de) führt die Punkte in Lagen zurück, welche nur unendlich wenig von den Anfangslagen abweichen.Kann man so auf verschiedenen Wegen zu einer infinitesimalen Transformation der Gruppe gelangen, so bleibt noch die Frage offen, ob wir dadurch auch stets zur selben kommen. Hierüber werden wir uns im nächsten Paragraphen Klarheit verschaffen.

Beispiel: Die ∞1 Transformationen·
xl = x cos α — y sin a, 
y1 = x sin a -(- y cos a, 
zl = z mamit dem Parameter a bilden eine eingliedrige Gruppe, (iw soll eine bestimmte Zahl sein.) Zunächst sieht man dies rein geometrisch ein: Die Gleichungen stellen ja nichts anderes dar als eine Bewegung des Raumes, bei welcher der (starr gedachte) Raum um die £-Axe um den Winkel a gedreht und gleichzeitig längs der #-Axe um die Strecke ma verschoben wird. Es ist dies also eine Sclirauberibcwegung. Variiert a, so hat man ∞1 solche Schraubenbewegungen, aber alle mit derselben Steighöhe, weil das Verhältnis zwischen Drehwinkel a und Verschiebung ma constant ist. Zwei solche Schraubungen nach*) Erat durch diese zweite Methode erkennt man in voller Strenge, dass jede eingliedrige Gruppe des dreifachen Raumes mit paarweis inversen Transformationen eine infinitesimale Transformation

Sx = ξ(aτ, y, z)δt -j------ , Sy ≈ rl(x, y, z)δt -f------- , δz = ξ(x, y, z)8t + · · ·enthält, deren Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen von St fortschreiten und Glieder erster Ordnung in St wirklich enthalten.
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Construction einer eingl. Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 215einander ausgeführt sind natürlich einer einzigen äquivalent mit ebenderselben Steighöhe. Wenn a und cq die Drehwinkel der beiden nach einander ausgeführten Schraubungen sind, so ist offenbar α cq der Drehwinkel der dieser Aufeinanderfolge äquivalenten Schraubung.Auch analytisch erhellt dies: Führen wir nach der Schraubung (a), welche die Punkte (x, y, z) in die Lagen (aq, yx, z1) überführt, eine zweite (α1) aus, welche die neuen Punkte (xl, yi, zfi) weiter nach den Stellen (x2, y2, z2) bringt, so haben wir ausser den drei obigen Gleichungen diese:
X2 = X1 C0S «1 — i/l S^U αl > 
y2 = xl sin α1 + y1 cos α1,⅞ = *ι + maι∙Eliminieren wir xl, yl, zx, so liefern die ersten beiden Gleichungenpaare, wie wir schon von der Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt in der (aJ?/)-Ebene wissen (vgl. § 2 des 1. Kap.):

x2== x cos (α + a1) — y sin (a + <q), 
y2 = x sin (a + cq) + y cos (a + a1),und ausserdem kommt: ⅞ =5 z + w(a + «i)und dies ist wieder eine jener Schraubungen, nämlich die mit Drehwinkel a -J- α1.Also bilden jene ∞1 Transformationen eine eingliedrige Gruppe des Raumes, a = 0 giebt ihre identische, also a = dt eine unendlich kleine Transformation der Gruppe, nämlich:

xi = x — y∂t + ∙ ∙ ∙, y1 = y + %δt + ∙ ∙ -, z1 = z + mδt + · · · Hier ist also ξ≡- y, η≡≡x, ζ≡m.

§ 2. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer infinitesi
malen Transformation; Nachweis, dass sie nur eine solche enthält.Ausgehend von der vorgelegten eingliedrigen Gruppe des Raumes sind wir zum Begriff einer infinitesimalen Transformation des Raumes gelangt. Es liegt uns jetzt ob, diese näher zu untersuchen. Wir werden dabei völlig parallel mit den Entwickelungen des § 4, 2. Kap., zu Werke gehen, also zunächst den Gruppenbegriff beiseite lassen und annehmen, es sei irgend eine infinitesimale Transformation des Raumes 
definiert durch drei Gleichungen von der Form
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216 Kapitel 11, § 2.(8) fr = X ÷ ⅝c>y>⅛8t ------ ’ ħ=HΙ(W)iH-------,l *1 = s + ξ(x,y,s)dt H------ ,welche die Punkte (x, y, z) der Ebene in ihnen unendlich benachbarte Punkte (tf1, i∕1, z1) überführt, da hierbei x, y, z nur um unendlich kleine Grössen(9) dx==⅛(x,y,z)dt + ∙-, dy = η(x,y,z')dt + ∙--, dz = ξ(x,y,z)dt+ ■■■zunehmen. Die nicht geschriebenen Glieder denken wir uns als cou- vergente Reihen nach ganzen Potenzen von dt.Diese infinitesimale Transformation ordnet jedem Punkte (x, y, z) des Raumes eine infinitesimale Fortschreitungsstrecke zu. Ihre Länge
Ydx2 + dy2 + ∂V = dt- √ξ2 + rir+T2, mit den Projectionen ⅛dt, ηdt, ζdt auf die drei Axen, variiert ebenso wie ihre Richtung im allgemeinen von Punkt zu Punkt.uche^tr- Indem wir wie in § 4, 2. Kap., hiernach einer kinematischen Eichung Vorstellung folgen dadurch, dass wir die Punkte des Raumes diese ihnen durch die infinitesimale Transformation zugeordneten Fort- schreitungsstrecken wirklich durchlaufen lassen im Zeitteilchen dt und diese Bewegung unendlich oft wiederholen, also die infinitesimale Transformation als Definition einer stationären Bewegung einer com- 

pressibelen Flüssigkeit auffassen, erkennen wir wie damals, dass dieendlichen Gleichungen#1 = #0, y, *, 0, 2∕ι = ψ(χ, y, ⅛ f), ¾ = χ(%, y, *, 0der stationären Bewegung eine eingliedrige Gruppe bestimmen. Da jedoch diese kinematische Betrachtung ohne analytische Hülfsmittel nicht streng zu formulieren ist, wollen wir sie hiermit nur angedeutet haben und ein rein analytisches Verfahren einschlagen, um zu einer eingliedrigen Gruppe zu gelangen.
Analytische Herstellung einer eingliedrigen Gruppe.

Wir stellen nämlich das simultane System von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen in x1, yl, z1 und t auf:(10Ί da?1 = dy* __ dZj __k j ^(^ι,2∕ι,^ι) ξ(Xι,y1,zf)und denken uns dasselbe integriert, also x1, y1, z1 als Functionen von t bestimmt. Diesen Functionen können wir die Anfangsbedingung vorschreiben, sich für t = 0 auf x, y, z zu reducieren. Es mögen sich etwa die Integralgleichungen ergeben:(11) x1 = Φ(x,y,z,f), y1≈Ψ(xfyt0,t)f zl = X(x,y,z,t~}.Für t = 0 geben dieselben also einfach xi ≈ χf y1 = yf = z.
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Construction einer eingl. Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 217Diese Gleichungen (11) sind nun der analytische Ausdruck einer Schar von ∞1 Transformationen des Raumes und diese bilden eine eingliedrige Gruppe mit, dem Parameter t.Zum Nachweis dieser Behauptung müssen wir auf die Art der Integration des simultanen Systems (10) näher eingehen. Zunächst besitzen die beiden Gleichungen
dx1 ___ dyl __ dz1S(a'i∣y∣t¾) rl (*i > Vi > zι) 2∕ι > 2l)zwei von einander unabhängige Integrale β1(<r1, y1, 21) und ii2(¾, !∕ι> zι)> die, weil sie frei von t sind, natürlich auch Integrale des ganzen Sy- stemes (10) sind. Um nun noch ein Integral des letzteren zu finden, das t enthält, werden wir etwa yl und 2,1 vermöge

ii1 = C1 , ii2 = C2aus
____d*1 = ,1teliminieren. Dadurch wird die linke Seite ein Ausdruck in xl und den Constanten c1, c2. Diese Gleichung wird folglich eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen x1 und t, die sich durch eine Quadratur integrieren lässt. Ihr Integral hat die Form:
F(¾, c1, c2) — t.Wenn man c1 und c2 wieder durch β1 und ii2 ersetzt, so geht hieraus ein Integral des Systems (10) hervor und zwar in der Gestalt⅝niMι) — t∙Da sich für t = 0 die Functionen x1} y1, z1 von t auf x, y, z redu- cieren sollen, so ergeben sich also die gesuchten Functionen durch Auflösung der drei Gleichungen:βι⅛2∕ι>*ι) = ⅜ (*>&*)>(12) &2 , ¼, ¾) = &a (*, V, z),

• ⅜ι,yi,zι) ~t = w(x, y, ⅛nach rr1, yl, z1. Die Auflösungen sind die obigen Gleichungen (11), von denen wir behaupteten, dass sie eine Gruppe vorstellen. Diese Behauptung wird durch die Form der Gleichungen (12) leicht dar- gethan.Eine Transformation nämlich der Schar (11) oder — unaufgelöst — der Schar (12), welche dem Parameterwert t zugehört, führt die Punkte (x, y, z) in die Punkte (x1, y1, z1) über. Eine zweite Transformation derselben Schar, deren Parameterwert t1 sei, wird diese Punkte (xlf yi, zi) weiterhin an die Stellen 2/2» ^2) gelangen lassen, die sich aus den Gleichungen bestimmen:
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218 Kapitel 11, § 2.ii1(¾, y2, ⅞) = yl, ^1), .(13) ⅞(⅞‰⅞)β⅞⅛iMι)>
e ‰‰ ⅞) ~tι = Wι> yl, ¾)∙Die Transformation also, welche die Punkte (x, y, z) direct in die Endlagen (ic2, y2, ⅞) überführt, geht durch Elimination von x1, yl, z1 aus (12) und (13) hervor. Diese Elimination ist ausführbar, es kommt einfach: ^ι(¾,½,⅞) = ⅛i(χ,y,⅛, 

β2(¾, ‰,⅞) = ¾(^ y,⅛,‰ ⅞) — G + ⅛) = W, y, e),und diese Transformation gehört ebenfalls der Schar an; es ist die zum Parameterwert t -∖- t1 gehörige. Insbesondere giebt die Reihenfolge der Transformationen (i) und (— £) die Transformation t = 0, d. h. die identische. Also:Satz 2: Integriert man ein beliebiges simultanes System von der Form
dxi = dyl = dzl = ξ(¾.yl,¾) 2∕ι,*ι) £0ά,2/ι,*ι)

mit der Anfangsbedingung x1 = x, yi = y, zl = z für t = 0, so be
stimmen die hervorgehenden Integralgleichungen

¾ = φ(j, y, t), yi = Φ& y, z, t), z1 = χ(j, y, z, 0 
eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen.Da die Integration des simultanen Systems

____ dx,____ __ dy,____  __  ____ dz,_____ __£ (∙κι > 2/i» ^ι) 77 (∙cι» ι∕ι) zι) ^(icι) Ί/ϊ ) zι)vermöge der Maclaurin’schen Entwickelungen von x1, y1, zl nach Potenzen von t die Reihen mit den Anfangsgliedern: 
xx=x+⅛(x,y,z'}t+∙ ∙, yi=y+η(χ,y,z)t+--∙, el==0 + ξ(χ,y,0)t + ~∙ liefert, so hat die infinitesimale Transformation der construierten Gruppe die Form:#1 = # 4“ ⅛dt 4- ∙ ∙ ∙, y1 = y + ηdt + ∙ ∙ ∙, zl = z -{- ζdt + · · ·. Sie stimmt also mit der ursprünglichen infinitesimalen Transformation (8) in den Gliedern erster Ordnung überein, und auf diese allein kommt es an, da dt2, · · · gegen dt zu vernachlässigen sind. Die Coefficienten der Glieder zweiter Ordnung in unseren Reihenentwickelungen ergeben sich in derselben Weise wie früher in der Ebene (§ 4 des 2. Kap.).Wir sagen daher:Theorem 13: Jede infinitesimale Tranformation 

χ1≈x + ⅛(x,y,z)dt-]------ , yl = y + η(x,y,z')dt 4-------,
= * + ttp,y,z}dt 4----
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Construction einer eingl. Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 219
gehört, wenn von unendlich kleinen Grössen zweiter und höherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems:

dx, ___ dg, ___ dz, ___? 2∕ι, ~ y1, *1) ~ , 2/i , *i) ~
mit der Anfangsbedingung, dass x1 = x, yi== y, zl== z für t =0
sein soll, in der Form:

AJi, *ι) = &i(*, V, ή,

⅜,,2/1^1) — = wro> y>
oder, nach x1, y1 aufgelöst und nach t entwickelt, in der Form: = a: + ξ(^, y + (ξ || + H------ ,

yl = y + Φ, y,⅛ 4 + (⅛ + n f~ + ⅛) ⅛ + ∙'

zl = z-∖- ⅛x, 2/,^) T + (ξ ⅛ + ⅞ ΊΙ) Γ⅛ + · · ··
Die erzeugte eingliedrige Gruppe besitzt somit eine infinitesi
male Transformation, die in den Gliedern erster Ordnung mit 
der gegebenen infinitesimalen Transformation übereinstimmt.

Beispiel: Vorgelegt sei die infinitesimale Transformation 
xl = x — y∂t, yl = y -(- x∂t, z1 = z + m(^·Wir fragen nach der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe. Hier lautet das simultane System:

dxx   dyl  dzl  
— Vi xι wiDas System -⅛-z=⅛=Λ — 2h xι *wurde schon früher in der Ebene integriert (Beispiel in § 4 des 2. Kap.). Wir fanden die Integralgleichungen:
x1 — x cos t — y sin t, 
yl = x sin t + y cos t.Es bleibt also nur noch ⅛ = rf< 

m

Beispiel.

mit den Anfangswerten z, 0 von zi und t zu integrieren. Dies giebt:
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220 Kapitel 11, §2.
—- = t
lltoder

2i = 2 -{- mt.Die drei gefundenen Integralgleichungen stellen die im Beispiel zu § 1 schon betrachtete eingliedrige Gruppe von Schraubungen mit con- staiiter Steighöhe um die 2-Axe dar.Im vorigen Paragraphen gingen wir von einer beliebig gegebenen eingliedrigen Gruppe des Raumes mit paarweis inversen Transformationen aus und fanden, dass sie sicher eine infinitesimale Transformation enthält. In diesem Paragraphen betrachteten wir umgekehrt eine infinitesimale Transformation als vorgelegt und zeigten, dass sie eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen erzeugt.Jetzt fehlt nur noch der Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe des Raumes nur eine infinitesimale Transformation enthält, sowie dass jede infinitesimale Transformation des Raumes nur einer eingliedrigen Gruppe angehört. Dies werden wir jetzt zeigen.Vorher aber eine Bemerkung: Wenn bei zwei infinitesimalen Transformationen des Raumes:
x — x -j- ξ(x, y, zy)dt + ···, y = i/ + + ∙ ∙ ∙, z = z -∖- ζdt + · · ·und
x = x + l(x,y,z')dt -]------ , y = y + ydt 4------- , z = z 4- \dt 4- ···die Coefficienten ξ, η, ξ und ξ, η, ξ von dt einander im ganzen Raume in der Weise proportional sind, dassξ = κξ, η = κη, ξ = xξist, wo κ eine Constantc bedeuten soll, so sagen wir, wie früher in der Ebene, diese beiden infinitesimalen Transformationen seien von einander abhängig, und betrachten sie als im Grunde identisch. In der That, dt ist ihrem Begriffe nach nur eine gegen Null conver- gierende Grösse, dt und κdt sind also als äquivalent aufzufassen. Auch ordnen die beiden infinitesimalen Transformationen dem Punkte (x, y, z} Fortschreitungsstrecken dt^↑∕⅛2 4- 172 4" & und κdt]∕ξ2 4“ rf 4- ζ2 zu, welche für irgend einen Wert von dt dieselbe Richtung haben und deren Längenverhältnis im ganzen Raum constant ist.

Nachweis, Um nun den versprochenen Nachweis zu liefern, verfahren wir d. e. eiugl. . .Gruppe nur wie in § 5 des 2. Kapitels. Wir gehen aus von einer vorgelegten Trf. hat. eingliedrigen Gruppe des Raumes:
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Construction einer eingl. Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 221(14) ¾ = φ(¾y>⅝⅛ yl = ψ(x, y, 2, a), 2l = χ(x, y, 2, a)mit dem Parameter a und nehmen an, es seis; =s-K(w)dH------ , y = y + η(x,y,2)dt-}--------

2 == 2 + ζ(x,y,2)dt-∖-------eine infinitesimale Transformation derselben. Dass eine solche existiert, ist ja bewiesen.Nun führen wir nach der Transformation (a) der Gruppe, welche die Punkte (x, y, 2) in die Lagen (x1, y1, 21) überführt, die infinitesimale Transformation (15) aus, welche die Punkte (aq, y1, 21) weiter in neue Lagen (x2, y2, 22) gelangen lässt:⅜ = ^ι + ------ > 2∕2 = ‰ + —f⅞ = *ι + ‰,2∕ι,*ι)^-f------ ·Diese Reihenfolge der Transformation (a) und der infinitesimalen ist einer einzigen Transformation der Gruppe (14) äquivalent, die natürlich nur unendlich wenig von der Transformation (a) abweicht, also etwa den Parameter a -j- 8a besitzt, wo da eine infinitesimale Con- stante bedeutet. Die Gleichungen dieser Transformation (a -j- da), welche die Punkte (x, y, 2) direct in die Punkte (x2, y2, 22) verwandelt, lauten:
(Π) 3½ = φ (a?, ι∕, s, α 4~ da) ≡ φ(a>, i∕, s, a) 4- da 4~ · · ·,

y2 = ≠(a, y, a 4- da) ≡ ≠(ff, & a) 4- da 4----- ,

A = % (#, y, a + da) ≡ χ (x, y, 2, a) + da 4----- .Andererseits müssen sie sich auch ergeben durch Elimination von aq, yl, 21 aus (14) und (16). Diese Elimination wollen wir nur zum Teil wirklich durchführen. Es kommt:
x2 = φ(x,y,z,a) + ^xl,y1,zl}St ∏-------- ,

½ = ≠fo y> l2, a) + v(χι, yi> Η—>⅞ = z(^ y, ⅛ «) + ‰, 2/1^1)dt Η— ·Die hieraus noch nicht entfernten x1, y1, zl sollen also die durch (14) bestimmten Functionen von x, y, z und a sein.Der Vergleich der letzten Relationen mit (17) liefert:
'l(¾, + ∙ ∙ ∙ = d^x∙eγ∙n) Sa + . .(18) ■ ⅞(¾, y1, ⅝)<1 + -- a) *« + ···,
.t(¾, y1,nl)St+--- = ia + . . ..
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222 Kapitel 11, § 2.Wir können nun genau so wie in § 5 des 2. Kapitels erkennen, welche Form die Gleichung hat, die da als Function von dt und 
a darstellt. Um sie zu finden, werden wir wie damals die Veränderlichen x, y, z zunächst specialisieren, indem wir ihnen bestimmte Werte geben. Alsdann erhalten wir wie damals eine Relation von der Form

d a = w1 d t + wi d t2 ψ · · ·,wo wi,w2∙∙∙ Functionen von a allein sind und w1 ≡∣≡ 0 ist.Nun verstehen wir wieder in (18) unter x, y, z beliebige Veränderliche. Sobald unter x1, yl, zl die Functionen (14) von x, y, z und 
a verstanden werden, müssen die Gleichungen (18) identisch bestehen, sobald da = w1dt + · · · gesetzt wird. Diesen Wert führen wir wirklich in (18) ein. Alsdann lässt sich rechts und links dt einmal fortheben. Da dt unendlich klein ist, so müssen die sich ergebenden Relationen auch noch bestehen, wenn dt gegen Null convergiert. Dies liefert:
(lθ) ‰ 2fi>*ι) = W1 (<z),«f (»I, Λ, *i) — («) ,£ (*ι, Vι, ^ι) = wι (α) ·Aus diesen Formeln folgt nun ohne weiteres, dass unsere eingliedrige Gruppe nur eine infinitesimale Transformation enthält. Führt man nämlich noch die aus (14) folgenden Werte von x, y, z, ausgedrückt in xl, yl, zl} ein, so erhält man drei Relationen von der Form:

y1, ⅛) ≡ Vi, «) · 
yfa, yi, ≡ γfa, yi, *1,«) ∙ w√α),

’ S(*n yi> *ι) ≡ yl^n^∙ ^i(«) ·Erteilen wir hierin der Grösse a einen bestimmten Wert a, so gehen X(x1, yl, z1, a), Y(xl, yl, z1, a^), Z(x1, y1, zi, a) in bestimmte Functionen von xl, y1, z1 allein über:
X(%ι, yι,0i,a) = , yx , zι∖γ(*n yl, «) = ¾, yl, s1), 
γ(¾> yi > > u) = Z(%l, ylt ^ι))während w1(a) in eine Constante sich verwandelt. Demnach sind 

£(#,, yι> ei)> v(xι> Vι, z∖)> ζ(xι> yi} eι) bestimmt bis auf einen constanten Factor K:
⅞(*3'i> yι> ⅞)= ‰ yi, ⅞)> 
v(χi,yi,⅛) = κ ¾,2∕ι>*ι), 
i>(a'l> 2Λ> ^l) = Vl) ^l)>'
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Construction einer eingl. Gruppe aus einer infinitesimalen Transformation. 223und zwar gilt dies für jede infinitesimale Transformation (15) unserer Gruppe. Daher können sich zwei infinitesimale Transformationen der Gruppe in ihren Gliedern erster Ordnung nur um einen constanten Factor unterscheiden, d. h. sie sind als identisch aufzufassen. Also ergiebt sich:Satz 3: Eine eingliedrige Gruppe des Raumes mit paarweis inversen 
Transformationen enthält nur eine infinitesimale Transformation, exacter 
ausgesprochen: Alle infinitesimalen Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe des Raumes stimmen bis auf einen blossen Zahlenfactor in den 
Gliedern erster Ordnung überein.Um unsere Gleichungen (19) von dem Factor wi (a) zu befreien, führen wir an Stelle des Parameters a in die Gruppe (14) den durch die Gleichung i = ∕⅛- 

J M>1 («) 
a0definierten Parameter t ein, indem wir für a die hierdurch bestimmte Function a von t setzen. a0 soll hierbei der Wert von a sein, dem die identische Transformation zugehört. Dann werden xl, y1, z1 Functionen von x, y, z und t\(20) x1≈ Φ(x,y,z,t∖ y1 = Ψ(x,y,z,t), z1 ≈ X(x,y, z,i),die sich für t — 0 auf x, y, z selbst reducieren. Nun werden die Gleichungen (19) einfach diese:

⅞ = ‰, y1, 01), = yfa, i/i, *i), ¾l = ‰, ft,*ι),d. h. die endlichen Gleichungen (20) der Gruppe sind die Integralgleichungen des simultanen Systems:
d%1_____ ___ d∣yl _ ___ dz,_____ ____S(*i, 2/i» *i) _ ^(*ι, 2∕ι,*ι) “ 2/i, *i) “ ’wenn die Anfaugswerte x, y, z, 0 von x1, yl, z1, t vorgeschriebenwerden.Da dieses simultane System durch die Glieder erster Ordnung der infinitesimalen Transformation (15) vollständig bestimmt wird, so ist auch die Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation völlig definiert.Unser Schlussergebnis ist also unter Berücksichtigung des Theorems 13:Theorem 14: Jede eingliedrige Gruppe des Raumes mit 

paarweis inversen Transformationen enthält eine und nur eine
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224 Kapitel 11, § 3.

infinitesimale Transformation. Jede infinitesimale Trans
formation des Raumes gehört einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transformationen.Eingliedrige Wir können demnach wie früher in der Ebene auch im Raume zeugΓv.θθr von einer eingliedrigen Gruppe, erzeugt von einer gegebenen infinitesimalen
Transformation, sprechen, ohne Unklarheiten befürchten zu müssen.
§ 3. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen
entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe

im Raume.Gleichwie wir in der Ebene eine infinitesimale Transformation durch ein Symbol charakterisierten, werden wir auch hier im Raume verfahren. Liegt die eingliedrige Gruppe im Raume vor:(21) *1 = φ(s,y,M)> yl≈-ψ(x,y,z,t), zl ≈ χ(x, y, z, f),deren identische Transformation etwa dem Parameterwert t = 0 entspreche, so kann jede Function f(x1,yl,zf) vermöge (21) als Function von t und den Anfangswerten x, y, z aufgefasst werden, die mit variierendem t sich auch im allgemeinen ändert und sich für t = 0 auf f(x, y, z) selbst reduciert. In dieser Auffassung wollen wir nach dem Differentialquotienten der Function f(xl, y1, z1) nach t fragen. Lassen wir t bis t -j- dt wachsen, so wachsen die von t vermöge (21) abhängigen Veränderlichen xl, y1, z1 um die Incremente, welche sie bei der infinitesimalen Transformation der Gruppe:(22) x == x -j- ⅛(x, y, z)∂t -j---- , y == y -J- η∂t -f- ∙∙∙, z = z -{- ζ∂t -j- ···erfahren, nämlich umdz1 = ξ(s1,y1,01)M, ∂yi=η(xl,yl,01)∂t, ∂z1 = ζ(xl, yl, zl)δt, sodass die gleichzeitige Änderung von f(%ι,y1,zl) sich so darstellt:*.) = 8z¾1'*1> is1+⅛ ⅛+⅛ Λ,
(∂fι t I fi 1 ∂fι f∙∖ X/= ⅛ + ⅜r + δκ M st∙Der Index 1 soll hier überall andeuten, dass x1, yl, zx die Argumente sind. Der gesuchte Differentialquotient lautet also—6_  c dfi 1 γι dfi 1 p df1 . *\St ∂xl 1*1 ∂yl ' ∂zl '

*) Man könnte hierin das Variationezeichen durch das Differentiationszeichen (l ersetzen. Wir finden es jedoch bequemer, das erstere Zeichen beizubehalten.
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 225Insbesondere für £ = 0 wird fl ≡ f(x, y, z) und also ist dann:
(23) ∂f(x, y, z) _> , ∂f , f, di

ät ⅛ dx ' rl dy ' * dz

Wir führen demnach
TTf—uf= i Γx + »y + isι

Symbol einer infin. Tranaform. im Raume.
als Symbol der infinitesimalen Transformation (22) unserer Gruppe ein. 
Uf stellt den durch die infinitesimale Grösse dt dividierten Zuwachs dar, den f(x} y, z) vermöge der infinitesimalen Transformation (22) der vorgelegten Gruppe erfährt. Ist Uf gegeben, so ist auch die infinitesimale Transformation gegeben, denn setzt man in Uf die willkürliche Function f≡x,y,z, so giebt Uf die Coefficienten η, ξ der infinitesimalen Transformation. Es ist also auch

uf≡vχ⅛+uy⅛+u*⅛∙So ist z. B.
ττr___ df , df . df
uf=-VΓx + x⅛ + m9idas Symbol der in § 1 und § 2 als Beispiel betrachteten infinitesimalen Schraubung:

x = x — y∂t, y = y-∖-x8t, z = z + mdt.Wir werden nun untersuchen, wie sich das Symbol Uf gegenüber der Einführung neuer Veränderlicher in die Gruppe verhält.Es bedarf zunächst keines besonderen Beweises, dass, wenn wir Neue ver-
. . änderlichain die Gruppe ⅛ der

Gruppe.(21) xl = φ(x,y,z,t), y1 = 'ψ(x,y,z,t'), zl = χ(x, y, z, t)vermöge zweier cogredienter) Gleichungensysteme:(24) ( £ = φ^x, y, 9 = y, i = x(x, y,
neue Veränderliche j, % und j1, ty1, J1 einführen, dann die so entstehenden Gleichungen, welche j1, t)1, g1 durch £, t), δ und aus- drücken, wieder eine eingliedrige Gruppe darstellen. Es ist dies ja selbstverständlich, wenn wir die Gleichungen (24) nicht als die zweier Ortsveränderungen, sondern als die einer Coordinatenänderung auffassen, vermöge deren die Punkte (x, y, z) und (rr1, 1∕1, 01) im neuen System die Coordinaten 5, t), 3 und J1, t)1, j1 haben. Zur weiteren Ausführung dieser Auffassung brauchen wir nur auf die Bemerkungen des §1,3. Kap., zurückzuverweisen. Wir sprechen den Satz so aus:nie, Differentialgleichungen. 15
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226 Kapitel 11, § 3.Satz 4: Führt man in die eingliedrige Gruppe
χι≈φ(χ,y,*,f), yι≈ιΨ^,y,^^, ei≈z(χ,y,s,t) 

vermöge der Gleichungensysteme
⅛ = Φ(x,y,z'), ∖)≈Ψ(x,y,z}, ⅛ = X(x, y, zf,

h = φ^jyι,^, ^ = ^iif^ι,yi,^, iι = χ^ι,yi,^ 
die neuen Veränderlichen £, ty, § und J1, t)1, J1 ein, so stellen die her
vorgehenden Gleichungen£ι = φ(ϊ, M, Ü, t,ι = Vi(E, t,, i,t), δι = z(i, M√) 
wieder eine eingliedrige Gruppe dar.noufrhvenr- Die so entstehende Gruppe in (j, 1), j) besitzt nun eine gewisse ä“^erjicher infinitesimale Transformation und diese ein gewisses Symbol, das wirSymbol, mj⅛ Uf bezeichnen wollen. Es fragt sich, ob dies Symbol Uf aus dem Symbol Uf der infinitesimalen Transformation der ursprünglichen Gruppe direct durch Einführung der neuen Veränderlichen J, 1), $ erhalten werden kann. Wenn man, wie wir dies oben gethan haben, 
Uf als Differentialquotienten von f(xi, y1, ef) nach t an der Stelle 
t = 0 auffasst, so ist die Bejahung dieser Frage selbstverständlich, denn wird f in den neuen Veränderlichen J1, t}1, geschrieben, die als Functionen von £, t), § und t aufzufassen sind, und nach t differenziert an der Stelle t = 0, so ergiebt sich offenbar ein Ausdruck Uf, der direct aus dem Differentialquotienten Uf durch Einführung der neuen Veränderlichen £, t), § hervorgehen muss.Übrigens könnten wir wie in § 2 des 3. Kapitels zur Klärung dieser Frage auch rein analytisch Vorgehen. Doch überheben wir uns dieser Rechnungen durch den Hinweis auf das damals Gesagte. Wie damals können wir, entweder indem wir die Gruppe in den neuen Veränderlichen schreiben und dann ihre infinitesimale Transformation Uf suchen, oder indem wir direct Uf in Uf verwandeln, zu der Formel gelangen, dass(25) · U∕∙= Uιsfi + + l∕j∣{ist, wo natürlich

lj* - ζ ∂x η ∂y i dz’

Ui) und Uf durch J, t), 5 allein ausgedrückt werden müssen.So finden wirSatz 5: Führt man in eine eingliedrige Gruppe:
x1 = φ(x,y,z,t), yi = Ψ(χ>y>z,ι), ⅛ = %(χ,y,z,f)

an Stelle von x, y, z und xl, yl, z1 durch zwei cogrediente Gleichungen-
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 227
Systeme neue Veränderliche £, t), § und £,, ty1, ein, so geht das Symbol

τrf-~ c∂f , ∂f . f,Sf Vf=i,-s- + ηr + irz

der infinitesimalen Transformation der Gruppe dabei direct in das Symbol U/- der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe über. Es er- 
giebt sich also: ur⅛ pe ff + πi% + ui Ji,

wo natürlich U⅛, U\), U % in den neuen Veränderlichen £, b> j 0« 
schreiben sind.Hiernach ist leicht einzusehen, dass man eine gegebene infinitesimale Transformation Uf nebst der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Einführung neuer Veränderlicher J, ty, § stets auf eine beliebig angenommene Form bringen kann. Wollen wir z. B. TJf in die infinitesimale Transformationu∕∙≡ i (s, b, ä) K + V(ε, *), i) ‰ v, δ) jyüberführen, so haben wir zur Bestimmung der Functionen £, l), 5 von 
x, y, z nach (25) die Gleichung anzusetzen:

I — -4-« — -4-E—= Z7r — 4- Uw — 4- Ui — ·Sie» soll für jede Function f gelten, zerfällt also in die drei einzelnen Forderungen:(26) tfε = i, u∖) = η, ui≈loder ausführlich geschrieben:
(26') + + =

⅛ ∂x + η ∂y + ⅛ ~∂zDies aber sind drei simultane Differentialgleichungen zur Bestimmung von £, t), § als Functionen von x, y, z, die sich immer erfüllen lassen, vorausgesetzt natürlich, dass nicht etwa ξ, η, ζ sämtlich identisch gleich Null angenommen werden.Da die hierdurch bestimmten neuen Veränderlichen j, tj, δ 6ie überinfinitesimale Transformation Uf in U/ überführen und gleichzeitigeinyr Gruppe die von Uf erzeugte Gruppe gerade in die von Wf erzeugte übergeht, andere, so hat sich ergeben:
15
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228 Kapitel 11, § 3.Satz 6: Durch Einführung neuer Variabein kann man jede ein
gliedrige Gruppe des Raumes in jede andere eingliedrige Gruppe des 
Raumes veneandeln.RaufCdien Als Corollar hierzu entwickeln wir Folgendes. Nehmen wir ins- cTo∏ι∣chβ besondere die neue Transformation U/* in der einfachen Form an:U∕*= — u'— a√so geht die ursprüngliche Gruppe über in die Gruppe mit dieser neuen infinitesimalen Transformation. U∕, erteilt £, t), § die Incremente:dj = 0, di) = 0, ∂⅛=∂t,ist also eine infinitesimale Translation längs der J-Axe, wenn für den Augenblick 5, t), § als rechtwinklige Punktcoordinaten aufgefasst werden. Die endlichen Gleichungen der von Vf erzeugten Gruppe sind:

ϊι = Ϊ, = 9, Si = iwie man sofort durch Integration des simultanen Systems i⅛ dty1 d j1 __  ,,
mit den Anfangswerten £, t), §, 0 nach Theorem 13 (§ 2) erkennt. Theorem 15: Jede eingliedrige Gruppe in drei Veränder
lichen kann durch passende Wahl der Veränderlichen in eine 
Gruppe von Translationen übergeführt werden. Insbesondere 
also kann ihre infinitesimale Transformation in den neuen 
Veränderlichen j, t), § axif die Form gebracht werden.Zur Bestimmung der hierzu nötigen Variabein £, t), 3 dienen nach (26) oder (26') die drei Differentialgleichungen:
(27) -7* ≡ ξ ⅛ + ,i ¾ + s Ιϊ “ 1'Die neuen Veränderlichen j, t), §, welche die Verwandlung der Gruppe 
Uf in eine Gruppe von Translationen ermöglichen, nennen wir ca- 
nonische und die dadurch erhaltene Form der Gruppe ihre cano- 
nische Form.Wir hätten zu demselben Ergebnis auch auf einem Wege gelangen können, der sich eng an das in der Ebene benutzte Verfahren anschliesst (§ 1 des 3. Kap.). Wir haben ja in Theorem 13 (§ 2 dieses
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 229Kapitels) gefunden, dass sich die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Integration eines simultanen Systems in der Form ergeben:⅛ft>*ι)=sβι
⅜(χι,yι,*i') = s⅛(χ>y,⅛,⅜ι, ft > Ό — * = w(χ> y> ■Wenn wir also

ι = aι(x,y,z), l) = Sl.i(x,y,z)j ⅛ = W(x,y,e) und analogEi = Λ1(¾,ft,¾), ft = β2⅛ft>*ι), 5i = Wnft>*ι) setzen, so lauten die endlichen Gleichungen der Gruppe in den neuen Veränderlichen: Ex = E, ft = ft δι = δ + Gund dies ist die gewünschte eingliedrige Gruppe von Translationen längs der J-Axe.
1. Beispiel: Wir wollen die eingliedrige Gruppe von Schraubungen Beispiele längs der £-Axe, die wir schon in § 1 und § 2 als Beispiel benutzten:

xl= x cos t — y sin t, 
y1 = x sin t -f- y cos t, 
zl = z 4- mtiin eine Gruppe von Translationen überführen. Die infinitesimale Schraubung hat das Symbol:7-T/.___ ∂f , ∂f - df

uf=-,J-ex + xiy + ,,,^-Es ist hier also ξ = — y, η = x, ζ≡m. Die Gleichungen (27) für die neuen Veränderlichen j, t), j lauten demnach:
<27') -y⅛ + ≈H + m⅛ = θ'l~≈'⅛ + *⅛∣+ "i¾≈1∙
£, 1) sind also Integrale des simultanen Systems:

dx dy dz 
— y x mEin Integral derselben ist offenbar:

E = ^∣∕a2 ⅛ y2·
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230 Kapitel 11, § 3.
Da ferner

xdy — ydx dz
x2 -j- y~ «tist, so liefert dies als ein zweites Integral:

, y ztl = arc tg —--------, a x mDie dritte Gleichung (27') wird offenbar befriedigt durch
__  z

mDie drei neuen Veränderlichen:Ϊ = Y^·+ ?, 1) == arc tg 5 - * , } = ~vermitteln also den Übergang zur Gruppe von Translationen:= 9ι = 9> δι = δ + *∙Dass in der That g und 1) durch die Schraubungen längs der #-Axe nicht geändert werden, erhellt übrigens auch aus ihrer geometrischen Bedeutung, denn g ist der Abstand des betreffenden Punktes (x, y, z) von der Schraubenaxe, arc tg — ist der Winkel dieses Abstandes mit der (xzy)-Ebene, der sich bei der Schraubung genau so wie ändert,sodass auch l) = arc tg ~ ungeändert bleibt. Schliesslich kann dies auch rechnerisch eingesehen werden. Denn es ist:gl = )Λr12 + y^==V(,x cos t — y sin fj2 + (a: sin t -f- y cos i)8 = ^γx2 + V2=£ >w. z. . x sin t 4- y cos t z-∖-mt% = arc tg _ - - = arc tg χ c0, t _ y ain i - —tg«+ —= arc tg ------------—----- —------ t
m

x

— t 4- art tg — — —-----t

y z= arc tg —---------  I).Dagegen ist
‰ m m m + δ ∣ ·

2. Beispiel: Die drei Gleichungen:Zi = a; + ⅛i (2 z + i),
Vi == V ÷ ⅜i (2^ + 
z1 = z + t
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 231bilden eine eingliedrige Gruppe in x, y, z. Wir suchen ihre cano- nischen Veränderlichen. Es ist hier die infinitesimale Transformation (die sich für t = dt ergiebt):
rrr— ∂f . ∂f . Sf

' ox , cy 1 ozDaher bestimmen sich £ und t) nach (27) als Lösungen f der Gleichung:
I £/_O 

z 8x ÷ Z ∂y ÷ 8z~υ'Dieselbe ist dem simultanen System
dx dy dz
z z 1äquivalent und hat die beiden Lösungen:E = ~ ⅛s2, b = y - ⅛sa.Die dritte neue Veränderliche § bestimmt sich aus:ιλδ≡*⅜- + s⅞ + ⅞-=l 

0 cx ' cy 1 dzund kann offenbar gleich z gesetzt werden. Wenn wir also vermöge: E = ~ ⅛s2, b = y - ⅛22, j = s;Ei = ¾ - ¼2, bi = !/i — ¼2, Si = *1die neuen Veränderlichen £, b? δ 5 Ευ bn δι die vorgelegte Gruppe einführen, so ergiebt sich ihre canonische Form:Ei = E, bi = b, Si = i + t-Mau verificiert dies ohne Schwierigkeit.Wie in zwei Veränderlichen die endlichen Gleichungen einer ein-σ Wickelunggliedrigen Gruppe in Form von Reihenentwickelungen mit Hülfe des ⅛gθθ' Symbols der infinitesimalen Transformation der Gruppe geschrieben 1'uncti°n∙ werden konnten (vgl. § 3 des 3. Kap.), so können wir nun auch die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf des Raumes mit Hülfe des Symbols Uf entwickeln.Wie wir wissen, giebt die Integration des simultanen Systems
dx1 ___ dy1 ___ dz1 ___

mit den Anfangswerten x, y, z, 0 die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation
ττf-tdf∣ ^f,^f uf=iS~x + ,>Sv + hzerzeugten eingliedrigen Gruppe, also rc1, y1, zi ausgedrückt als Functionen des Parameters t und der Anfangs werte x, y, z für t — 0.
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232 Kapitel 11, § 3.Eine beliebige Function f1 ≡ f(x1, y1, 21) kann also, wie wir auch schon bemerkten, als Function von t aufgefasst werden, die sich für 
t = 0 auf f≡f(x,y,z') reduciert. Die Maclaurin’sche Entwickelung giebt folglich:

fι = ffa,yi,¾) = f(χ,y,*) + ⅛ (⅜9i=0÷ r⅛ (¾⅛),=0~,— ·Nun ist, wie wir früher sahen:
df±,= t ∂JL _i_ η 4. £ £Zl = U f 
dt — δl ∂xl ηι∂y1 δl ∂zl — Gi'i’wo der Index 1 überall anzeigt, dass x1, yl, z1 die Veränderlichen sein sollen. Hieraus können wir nun wie in § 3 des 3. Kapitels die allgemeine Formel ableiten:

jjn f
= P1(P1(-(P1f,) ··■)).m-malSetzen wir hierin insbesondere t = 0, so gehen xl, yl, z1 in x, y, z, 

fl in /’ Ulf1 in Uf u. s. w. über. Es bleibt also:©,=«= ' ι'-''-' 'p■ ··))m-malund die obige Entwickelung giebt daher:∕i = ∕∙(≈c1, jz1,«,) = z'O, J/, ä) +1 Z7∕∙ + JL r(tz∕) + · · ·.Diese Formel gilt für jede Function f(x1, y1, tf1), insbesondere also auch für xl, yl, zi. Daher können wir sagen:Theorem 16: Die endlichen Gleichungen der von der infini
tesimalen Transformation

' * ∂x' dy ' * dz

erzeugten eingliedrigen Gruppe können in Form von Peihcn- 
entwickelungen nach dem Parameter t der Gruppe so geschrieben 
werden:

Xi = x + LUx + ^. U(jjx) + t7(ιZ(⅛)) + · · ·,

!⅛ = !/ + 4 Pp + ⅛ P(Pp) + r⅛3 P(P(Pp)) + ···, 

¾ = * + 4 + r⅛ P(P«) + rVä P(P(P∙≈≈)) + · · ■,
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 233
und jede Function f(%l,yι,zf) hat die Form:

f(χl> Vι, *0 = /*(», y, + τ uf+γ.2 u(U∩ + γ4t3 4—·An dieser Stelle wollen wir noch eine Ausdrucksweise einführen, die sehr bequem ist: Liegen mehrere infinitesimale Transformationen 
U1f, U2f ∙ ∙ ∙ Urf des Raumes vor, so nennen wir sie von einander 
unabhängig dann und nur dann, wenn zwischen ihnen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht, dagegen abhängig, wenn eine solche Relation:

c,U1f 4- ¾ U2f -}- ∙ ∙ ∙ + cr Urf — 0 identisch stattfindek
1. Beispiel: Wir wollen die endlichen Gleichungen der von der Beispieleinfinitesimalen Transformation

ττr___ df \ df |Uf≡ — y -5—H # ö—rerzeugten eingliedrigen Gruppe von Schraubungen längs der z-Axe vermöge der Reihenentwickelungen darstellen. Die Entwickelungen von x1 und yl sind hier genau dieselben wie im 1. Beispiel des § 3,3. Kap., sodass sich ergiebt:¾=*(1 ~i⅛+ 1.2i43.4------- ')-i'(τ-ι⅛ + ∙∙∙)>¾ = Γ⅛3 + 1.2.8.4.6--------) + (1 - Ί )
oder:

x1 = x cos t — y sin t, 
yl = x sin t + y cos t.

Ferner ist
Uz≡≡mi UfUz)≡0, Γ(Γ(^))≡0,∙∙∙, sodass als dritte Gleichung hinzutritt:21 = 3 -f^was mit den früheren Ergebnissen übereinstimmt.

2. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation
τr, W i Öf .Uf ---- Z q--- ψ Z -----L ö—' ex 1 oy 1 ozerzeugten eingliedrigen Gruppe vermittelst Reihenentwickelung finden.Hier ist:

Ux≡z, U(Ux)≡l, U(U(Ux'))≡O, u. s. w.; 
Uy≡≡z, U(Uy)≡∖, U(U(Uyf) ≡ 0, u. s. w.·, 
Uz≡l, U{Uz) ≡0, u. s. w.
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234 Kapitel 11, § 3.Also kommt:
x1 = x + zt + ⅛^2,2Λ = y + zt + ⅛s*2> 
zi = z -j— t.Man verificiere, dass diese Gleichungen eine Gruppe darstellen. Es ist dies die im 2. Beispiel zu Theorem 15 benutzte Gruppe.5. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation

Vf = (y - >) + (, - x) + (» - y)erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Reihenentwickelung finden. Wollte man hier Ux, U(Ux'), u. s. w. berechnen, so würde die Auffindung der Gesetzmässigkeit dieser Ausdrücke schwierig sein. Bequemer ist es, nicht die Ausdrücke von xl, y1, zl} sondern die gewisser linearer Functionen derselben zu berechnen. Es ist nämlich
U(x + y + z)≡≡O, U(U(x + y + s)) ≡ 0, u. s. w., also nach Theorem 16, wenn darin f=x + lf + z gesetzt wird:

+ yi + ¾ = x + y + z.
Ferner ist:
U(x- y)≡≡ y — z — (z — x')≡x + y — '2z,
U(U(x — y))≡y — z + z — x — 2(x — y}≡-3x + 3y≡-3(x-y}.Daher wird:σ(P(σ(it-s∕)))≡-3σ^-jz),

V(V(V(V(x - y)fi) = -3U{U(t- «,)) = (- 3)’(z - ,),u. s. w. Theorem 16 liefert demnach, wenn darin f=x— y gesetzt wird:
— Vi = — y + 4 (χ + y — + ri (— 3) 0 - y) ++r⅛3 (~ 3) + y - ÷+κ2⅛4(- 3)2(^-y) + ∙∙∙→-y)(ι-r⅛ + -1-⅛τi-··) +

+ («+!/ — 2«) (y — 1-2y5 + 1.2.3.4-5 )

= (ä: — f/) cos £ j/3 + (x + V — 2-s) sin t j/3.K3Wir haben also gefunden:
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickelung. 235
x1 — yl = x (cos t ]∕3 + sin i ^∣∕3^ -J"4- V cθs VS -(- sin t ]/3 ) — ~ z sin 11/3. Analog kommt:
zl — x1 = z (‰s t ]/3 + “ sin t }/3 +

-|- x — cos t ]∕3 4- -γ θin £ ]∕3^ — ~=y sin £]/3.Da ausserdem: + 2h + *i = « + 0 + *ist, so giebt die Addition der ersten und dritten und Subtraction der zweiten Gleichung:3ic1 = x (l 4- 2 cos t ]/3) 4- y (l — cos t ]/3 4" Vz3 sin t ]/3) +4- z (l — cos t ]/3 — ]/3 sin t ^∣∕3)∙Indem man nun x, y, z cyklisch vertauscht, erhält man auch die Function yl und zl von x, y, z und t.Die in diesem Beispiele betrachtete infinitesimale Transformation und eingliedrige Gruppe ist einer einfachen geometrischen Deutung fähig. Man bemerke nämlich, dass bei der infinitesimalen Transformation
Vf ≡ (y - I) - x) + (* - !∕) ⅛die Functionen ~]∕x2 4- y2 4^ -®2 und x 4- y 4- z das Increment Null erhalten. Erstere Function ist der Abstand des Punktes (x, y, z) vom Anfangspunkt. Der Abstand des Punktes von der Geraden x = y = z ist gleich:

}⅜2 4- p + ?) — ⅜ (x 4- y + ^)2∙Er erhält also bei TJf auch das Increment Null. Daher folgt, dass 
Uf die infinitesimale Rotation um die Gerade x = y = z vorstellt.

4. Beispiel: Man bestimme die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation
TTZ._ Sf , ∂f 1 dfuf=ysιi + y ⅜ +e ⅛erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Reihenentwickelung. Man veri- ficiere schliesslich auch, dass die endlichen Gleichungen eine Gruppe darstellen.
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236 Kapitel 12, § 1.
Kapitel 12.

Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des Baumes 
invarianten Functionen, Curven und Flächen, insbesondere der 

Bahncurven.Die Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes 
invarianten Functionen weicht in keiner wesentlichen Hinsicht von dem entsprechenden Problem der Ebene ab (§ 1 des 4. Kap.). Dagegen tritt bei der Bestimmung der invarianten Gebilde insofern ein Unterschied gegen früher auf, als wir jetzt zweierlei Gebilde, nämlich 
invariante Flächen und invariante Curven, zu betrachten haben.

§ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe des Raumes.Soll eine Function Q(x, y, z) bei allen Transformationen der vorgelegten eingliedrigen Gruppe(1) Xι=^>{x,y,z,C), yl = 'ψ(x,y,z,t'), z1≈ χ(x,y, z,t)mit der infinitesimalen Transformation
Uf≡ ξ — -+- « — + t — ' * ΰx ' υI du ' * ΰζ

ungeändert bleiben, also für jedes t stets:
Vι> *ι) = &O, V, ⅛sein, so liefert die Reihenentwickelung nach Theorem 16 (§ 3 des 11. Kap.) leicht die notwendige und hinreichende Bedingung dafür. Denn nach jener Entwickelung ist:

yl, *ι) = β<A y, ⅛ + γ va(x, y,z}-∖—.Soll dies gleich Q(x, y, z) sein für jedes t, so muss zunächst notwendig 
Vil(x, y,e)≡Osein. Dann verschwinden aber auch die höheren Glieder U(U&) u. s. w. in der Entwickelung. Das gefundene notwendige Kriterium ist somit auch hinreichend.Theorem 17: Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe 

Vf in drei Veränderlichen x, y, z sind die Lösungen der linearen 
partiellen Differentialgleichung Vf = 0, und umgekehrt. Es 
lässt sich also auch jede Invariante der Gruppe als Function 
zweier beliebiger, aber von einander unabhängiger Invarianten 
derselben darstellen.
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Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. 237

1. Beispiel: Die Gruppe der Schraubungen längs der #-Axe: Beispiele
x1 = x cos t — y sin t, 
yl== x sin t -j- y cos t, 
z1 = z + mthat die infinitesimale Transformation

τrr__ df , df | dfuf=-Vsi + xι~v + m9i∙Die Invarianten ii sind also die Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung
Ö& , dSl , dß λ— y -- k x -η---k »n -ö— = 0.j dx ' dy 1 dzSchon im 1. Beispiel zu Theorem 15 (§ 3 des 11. Kap.) fanden wirals Lösungen der partiellen Differentialgleichung:^∣∕rc2 + i/2 und arctg — —·Die allgemeinste Invariante unserer Gruppe ist also:

Sl(y^+V, arctg ∣-^-)∙Dass wir zwei Invarianten schon damals bestimmten, hat seinen Grund: Die in Theorem 15 mit £ und 1) bezeichneten neuen (canoni- schen) Veränderlichen sind ja nichts anderes als zwei von einander unabhängige Invarianten der Gruppe.
2. Beispiel: Man soll die allgemeinste Invariante der von der infinitesimalen Rotationp∕∙≡ («z -«) + (2 - «) + (^ - jz)erzeugten eingliedrigen Gruppe von Rotationen um die Gerade 

x = y = z aufstellen. Schon im § 3 des vorigen Kapitels im 3. Beispiel zu Theorem 16 bemerkten wir, dass
x + y 4“ # und ^x2 + y2 + z2von Uf ungeändert gelassen werden. Demnach ist die allgemeinste Invariante:

+ V + & + y2 + ^2)∙«5. Beispiel: Man bestimme die allgemeinste Invariante der von der infinitesimalen Transformation
ττr__ df . df , df

erzeugten eingliedrigen Gruppe. (Vgl. 2. Beispiel zu Theorem 15 und 2. Beispiel zu Theorem 16 in § 3 des 11. Kap.)
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238 Kapitel 12, § 2.
§ 2. Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe des Raumes.Zur geometrischen Deutung der Invarianten bedürfen wir des Begriffes der Bahncurven, der auch sonst hervorragende Wichtigkeit besitzt.Indem wir auf einen beliebigen Punkt p0 des Raumes mit den Coordinaten xq, y0, z0 alle Transformationen unserer eingliedrigen Gruppe ausführen, gelangt er in ∞1 Lagen (x, y, z"), die sich durch Elimination von t aus den drei Gleichungen:(2) x = <p(^0, y0, #0, i), y = ψ(χ0, y0, zq, £), z %0⅞> Vot ⅜> 0 Bahncurve. ergeben und eine Curve erfüllen. Diese Curve soll die Bahncurve des

Punktes j>θ heissen.Wenn pl irgend ein Punkt auf der Bahncurve von pQ ist, so hat 
pi genau dieselbe Curve zur Bahncurve; denn ist Ta die Transformation der Gruppe, welche pQ nach pl führt:

W = (p1),so ist auch, wenn Tb irgend eine Transformation der Gruppe bezeichnet: Cp0)ΓαΓ6 = (p1)Γ6.Da
Ta Tb = T(ab),d. h. gleich einer Transformation der Gruppe ist, so folgt:

{Pθ)T(flb) — {Pι)Tb]die beliebige Transformation Tb führt also den Punkt pl auf der Bahncurve von p0 in einen Punkt (pθ)T(α⅛) über, der ebenfalls auf der Bahncurve von p0 liegt. Wir haben uns hier ganz kurz ausgedrückt, da diese Betrachtung nur eine Wiederholung der in der Ebene an- gestellten ist. (Vgl. § 2 des 4. Kap.)Satz 1: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes p1 ein Punkt 
auf der Bahncurve von p0, so hat pl eben diese Curve auch zur Bahn
curve. Die Gruppe besitzt also ∞2 Bahncurven.Es hat ja jeder Punkt, der nicht etwa ausnahmsweise bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, eine Bahncurve, während umgekehrt eine Bahncurve für alle ihre σo1 Punkte Bahncurve ist.Denken wir uns nun eine beliebige Transformation Ta der Gruppe auf alle Punkte p einer Bahncurve ausgeführt, so gehen sie in Punkte 
(jd)Ta über, welche auf derselben Bahncurve liegen, denn (p)Ta ist ja ein Punkt der Bahncurve von p und diese Bahncurve ist eben die ursprüngliche Curve. Also folgt
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Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. 239Satz 2: Jede Bahncurve einer eingliedrigen Gruppe des Baumes bleibt 
invariant bei allen Transformationen der Gruppe.Oben fanden wir, dass sich die Gleichungen der Bahncurven in der Form (2) ergeben. Daraus folgt:Satz 3: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 
Gruppe des Baumes, so kennt man auch ihre Bahncurven.Handelt es sich dagegen darum, die Bahncurven zu bestimmen, wenn nur die infinitesimale Transformation

jjf= ? TL -4- ∏ — 4- ζ —' *dx'r*dy'* dzder eingliedrigen Gruppe bekannt ist, so hat man zu beachten, dass ein Punkt (#, y, z) vermöge der infinitesimalen Transformation Uf in einen benachbarten Punkt seiner Bahncurve übergeführt wird, d. h. dass x, y, z auf der Bahncurve um Incremente dx, dy, dz zunehmen, welche proportional ξ, η, ξ sind, was wir in einem Satz aussprechen:Satz 4: Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe des Baumes 
ordnen ihren Punkten gerade die Bichtungen zu, welche ihnen vermöge 
der infinitesimalen Transformation der Gruppe zugehören.Die Bahncurven sind also auch die Integralcurven des simultanen Systems:

dx dy dz
T~Υ~~T,das gerade oo2 Integralcurven besitzt, oder, was dasselbe ist, die oo2 Charakteristiken der linearen partiellen Differential gleichung:

Uf≡ ί — + η — 4-f∙^, = 0 
' * dx ' 7* dy ' * dzSatz 5: Die Bahncurven der von der infinitesimalen Transformation 

Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe des Baumes sind identisch mit den 
Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung Uf = 0.

Betrachten wir endlich die Gleichungen⅛ = ‰2/n *ι)> ⅛ = ilθι> 2/n *ι)> ⅛ = Vi,

als Definitionsgleichungen einer stationären Bewegung eines com- pressibeln Fluidums, so werden die Strömungscurven der stationären 
Bewegung die Bahncurven der infinitesimalen Transformation:

y>⅛⅜χ + η(χ> y>⅛⅝ + ⅛x> y>*)⅜r

Im Laufe der Bewegung wird jede Bahncurve in sich verschoben.
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240 Kapitel 12, §§ 2, S.

Beispiel.

Erinnern wir uns nun daran, dass nach Theorem 17 des vorigen Paragraphen die Invarianten Q der Gruppe die Lösungen f der linearen partiellen Differentialgleichung Uf — 0 sind, so erhellt, dass zwei von einander unabhängige Invarianten der Gruppe gleich Null gesetzt eine Charakteristik dieser Differentialgleichung, also eine Bahncurve darstellen.Satz 6: Sind ill und ¾ zwei von einander unabhängige Invarianten 
einer eingliedrigen Gruppe des Baumes, so stellen die Gleichungen

Ql = Const., ii2 = Const. 
die ∞2 Bahncurven der Gruppe dar.

Beispiel: Wir fanden bei der von der infinitesimalen Transformation
ττr ∂f ! ∂f ∖Uf≡- «/51 ÷iC ή---- ∖- m~~' ij οχ 1 oy 1 οζerzeugten Gruppe von Schraubungen längs der ^-Axe (vgl. 1. Beispiel des § 1) die Invariantenβ1≡}∕z2+i∕2, ii2≡ arctg yχ~~, daher stellen die Gleichungen:z2 + t,2 = ri, arctg = c,wenn r und c darin Constanten bedeuten, ihre oo2 Integralcurven dar. Die erste Gleichung sagt aus, dass die Bahncurven auf Rotations- cylindern um die #-Axe liegen, die zweite:arctg — = c 4- — ,dass der Winkel, den das Lot vom Punkte (x, y, g) einer Bahncurve auf die #-Axe mit der (xy) -Ebene bildet, in arithmetischer Progression mit der Höhe z wächst. Der betreffende Punkt beschreibt also seine Bahncurve, wenn er beständig auf einem Rotationscylinder um die 

Z-Axe gleichförmig längs der z-Axe weitergehend diese mit gleichförmiger Geschwindigkeit umkreist. Die Bahncurve ist also eine Schraubenlinie. Aus den endlichen Gleichungen der Gruppe:
x1 = x cos t — y sin t, 
yl == x sin t -f- y cos t, 
zl — z -P mtergeben sich die Gleichungen der Bahncurven durch Elimination von t. Die beiden ersten liefern die Cylinder

xl2 -J- y12 = x2 -J- y2 = Const.und wegen der letzten ist t = ------ -, also, da die beiden ersten
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe d. Raumes inv. Curven u. Flächen. 241

oder
ergeben, ist auch:
oder:
§ 3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 

des Raumes invarianten Curven und Flächen.Wie wir schon oben in Satz 2 ausgesprochen haben, sind die ∞2 Bahncurven der eingliedrigen Gruppe invariante Curven. Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, welche Curven überhaupt bei der 
eingliedrigen Gruppe invariant bleiben.Sobald eine derartige Curve wenigstens einen Punkt enthält, der nicht bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, ist sie eine Bahncurve, denn dann gelangt dieser Punkt bei allen Transformationen der Gruppe nur nach Punkten seiner Bahncurve. Da er aber auf der invarianten Curve bleiben soll, muss diese also auch die Bahncurve des Punktes sein.Die zweite Möglichkeit ist nun die, dass alle Punkte der Curve 
einzeln bei der Gruppe invariant bleiben. Wenn ein Punkt (#, y, z) bei ln'paur^ter allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleiben soll, so muss er zunächst bei der infinitesimalen Uf invariant sein, d. h. die seinen Coordinaten x, y, z durch TJf erteilten Incremente ξ<∏, ηδt, ζ∂t müssen Null sein. Die Coordinaten (x, y, z) eines invarianten Punktes müssen demnach das Gleichungensystem(3) t(x, y, z) = 0, η(x, y,z) = 0, ξ(x, y, z) = 0erfüllen. Alsdann bleibt er aber auch bei allen Transformationen der Gruppe invariant, wie man genau so, wie wir es früher in der Ebene machten, einsieht. (Vgl. § 3 des 4. Kap.) Es kann nun zunächst Vorkommen, dass die Gleichungen (3) nicht nur von einer discreten Anzahl von Punkten, sondern von allen Punkten einer oder einiger 
Curven erfüllt werden und in diesem Falle sind diese Curven invariante Curven der gesuchten Art. Aber es kann fernerhin sogar Vorkommen, dass die Gleichungen (3) von allen Punkten einer oder einiger Flächen

Lie, Differentialgleichungen. lθ

<∕. ⅜ + tgt *, 1-⅛⅛i
arctg = arctg ~ + t

arctg — = arctg — -{- —------o xl 0 x 1 m

arctg — — — = Const. o x1 m
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242 Kapitel 12, § 3.erfüllt werden und in diesem Fall ist jede beliebige auf einer dieser Flächen gelegene Curve eine invariante Curve.Theorem 18: Dreierlei Curven können bei einer eingliedrigen 
Gruppe des Baumes, welche von der infinitesimalen Transfor
mation

Uf=i-+r∣-4-t- lj, — ζ Sχ^ η cy ' dz

erzeugt wird, in Buhe bleiben. Die einen {stets vorkommenden) 
sind die ∞2 Bahncurven, d. h. die Charakteristiken der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf = 0. Zweitens kann es Vor
kommen, dass die Gleichungen

⅛⅛, y, zy) = η{x, y, z) = ξ(x, y, z) = 0

von allen Punkten einer oder einiger Curven erfüllt werden. 
Alsdann sind diese Curven ebenfalls invariant. Drittens ist 
es möglich, dass diese drei Gleichungen von allen Punkten 
einer oder einiger Flächen erfüllt werden. In diesem Falle 
ist jede Curve auf einer dieser Flächen eine invariante.

Die in den beiden letzten Fällen auftretenden invarianten 
Curven bestehen aus lauter einzeln invarianten Punkten.

Beispiele. 1. Beispiel: Fragen wir uns, ob bei der von der infinitesimalen Transformation
rrr— sf . W . df Uf = — «/√-4- a; √∙ + m √- ' v ox 1 oy 1 ozerzeugten eingliedrigen Gruppe von Schraubungen längs der £-Axe, deren Bahncurven wir in § 2 als Schraubenlinien bestimmten, invariante Curven der zweiten oder dritten Art existieren. Wir müssten zu dem Zweck

x = y = m *= 0setzen. Es existieren also einzeln invariante Punkte (im Endlichen) nur dann, wenn m = 0 ist. In diesem Falle sind es die Punkte der £-Axe. Dies ist selbstverständlich, denn für m = 0 reduciert sich die infinitesimale Schraubung Uf auf die infinitesimale Rotation
-yι~χ + xτyum die 0-Axe, die natürlich bei ihr invariant bleibt. Die Schraubenlinien, welche früher die Bahncurven waren, sind zu Kreisen degeneriert.

2. Beispiel: Die von der infinitesimalen Transformation
ττ∕- ∂f . ∂f . ∂fUf = x κ—(- y ∙q—Η ζ τ,— z νχ , j ∂y 1 όζ
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe d. Raumes inv. Curven u. Flächen. 243erzeugte Gruppe ist die der Ähnlichkeitstransformationen (ähnlicher Vergrösserungen und Verkleinerungen) vom Anfangspunkt aus, bei welchen der Anfangspunkt in Ruhe bleibt. Denn ihre endlichen Gleichungen bestimmen sich durch Integration des simultanen Systems
dx1 ___dyl ____dz1 ____
xl ~ y1 ~ zl ~mit den Anfangs werten x, y, z, 0 in der Form:

x1 = xet, y1 = yet, zx==zetoder, wenn ei = a gesetzt wird:
xl == ax, yl ≈ ay, zl = az.Die Bahncurven sind die Geraden vom Anfangspunkt aus. Soll ein Punkt (x,y,z) invariant sein, so müssen ξ ≡ η≡y, ζ≡z für ihn verschwinden. Also bleibt nur der Anfangspunkt einzeln invariant. Es giebt demnach keine invariante Curve der zweiten oder dritten Art.5. Beispiel: Die Bahncurven der von der infinitesimalen Transformation

Vf≡*⅛erzeugten eingliedrigen Gruppe:
= yi=y> z1 = zsind offenbar die Geraden y — Const., z = Const. parallel der x-Axe. Setzen wir ∣ = η = ζ = 0, so erhalten wir für die einzeln invarianten Punkte hier die Ebene

x = 0.Es giebt also invariante Curven der dritten Art: Jede Curve in dieser Ebene ist invariant.
4. Beispiel: Es stellt, wie wir wissen,

∂f l ∂f
— ν ⅛—Η # ο— ∙7 οχ , cyeine infinitesimale Rotation um die z-Axe und

∂f , ∂f l cf 
οχ v cy 1 οζeine infinitesimale Ähnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus dar. Von Interesse ist nun diejenige infinitesimale Transformation, die wir aus beiden zusammensetzen, indem wir die erste mit — 1, die zweite mit einer Constanten κ multiplicieren und darauf beide addieren. Die dadurch entstehende infinitesimale Transformation

Uf≡ (f∕ ÷ χν) + (- χ + κt,) ⅛ + xe⅛

16’
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244 Kapitel 12, § 3.bewirkt gleichzeitig eine unendlich kleine Rotation und eine ähnliche Vergrösserung oder Verkleinerung vom Anfangspunkt aus. Wir nennen sie eine infinitesimale Ähnlichkeitsformation im weiteren Sinne des Wortes oder auch eine infinitesimale Spiraltransformation.Die Bahncurven der zugehörigen eingliedrigen Gruppe sind nämlich doppelt gekrümmte Spiralen. Sie ergeben sich ja als Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung Uf=Q, d. h. durch Integration des simultanen Systems:
dx ___ dy ___dz

y + kx — x -(- κy v.zEinmal folgt hieraus:
xdy — ydx  dz

x'i + yi kzund dies lässt sich sofort integrieren. Es kommt so die Invariante: 
Sl1 ≡ arctg ∣- + — lg z.Andererseits ist:

xdx 4- ydy   dz
xi -{- y* zund dies liefert integriert die Invariante:¾ ≡ lg Yx2 + y2 — lg z.Setzen wir die beiden Integrale 1Ω1 und ii2 Constanten gleich, so haben wir die Gleichungen der Bahncurven. Wir können sie offenbar so schreiben:lg jΛr2 -f- y2 4- κ arctg = Const., a:2 4- y* = . Const.Die erste Gleichung stellt die Pro- jectionen der Bahncurven auf die 

(xy) -Ebene dar. Es sind dies ∞1 einander congruente logarithmische Spiralen. Die zweite Gleichung ist die eines geraden Kreiskegels, dessen Spitze der Anfangspunkt, dessen Axe die z-Axe ist. Man erhält demnach die Bahncurven als die Curven auf diesen ∞1 Kegeln, deren Projectionen auf die
(xy) -Ebene jene logarithmischen Spiralen sind. (Fig. 22.)
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe d. Raumes inv. Curven u. Flächen. 245Einzeln invariante Punkte müssen in dem jetzigen Beispiel die Gleichungen
y -f- ×% = 0, — x -(- xy = 0, z = 0erfüllen. Ist κ2 =[= — 1, so liefern sie x = y = z — 0, also nur den Anfangspunkt. Wenn aber κ — i ist, wodurch allerdings die Transformationen imaginär werden, so giebt es eine Gerade, die aus lauter einzeln invarianten Punkten besteht, nämlich in der (xy)-Ebene z = 0 die Gerade:

y ix = 0.Ist κ = i, so bleibt auch die dieser Geraden imaginär conjugierte: 
y — ix == 0invariant, aber als Bahncurve (eine zur Geraden degenerierte Spirale), indem nicht alle ihre Punkte einzeln invariant sind.Fragen wir nun nach den Flächen, welche alle Transformationen ln^rc⅛θtθ der vorgelegten eingliedrigen Gruppe gestatten. Wir betrachten also eine Fläche, deren Punkte bei allen Transformationen der Gruppe immer wieder in Punkte auf ihr selbst übergeführt werden.Es sind zwei Fälle denkbar. Zunächst ist es möglich, dass alle Punkte der Fläche einzeln invariant bleiben. Dies kann nur dann eintreten, wenn die drei Gleichungen

^x, y, z) ≈ η(x, y, z) = ξ(x, y, z) = 0von allen oo2 Punkten einer oder einiger Flächen erfüllt werden.Liegt dieser Fall nicht vor, so wird ein allgemein gewählter Punkt p der invarianten Fläche von allen Transformationen der Gruppe in die Punkte seiner Bahncurve übergeführt und diese muss, da der Punkt die Fläche nicht verlassen soll, ganz auf der Fläche liegen.Zieht man also durch jeden Punkt der Fläche die hindurchgehende Bahncurve, so liegen alle diese Curven auf der Fläche, d. h. die Fläche enthält ∞1 Bahncurven.Wenn umgekehrt eine Fläche von ∞1 Bahncurven der Gruppe erzeugt wird, so leuchtet ein, dass sie bei der Gruppe invariant sein muss, denn alsdann liegt ja die Bahncurve jedes Punktes p der Fläche auf ihr und der Punkt p, der bei den Transformationen der Gruppe immer nur in Punkte seiner Bahncurve übergeführt wird, bleibt beständig auf der Fläche.Theorem 19: Es giebt zweierlei Flächen, tvelche bei allen 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe des Baumes in
variant bleiben. Eine solche Fläche kann entweder aus lauter 
einzeln invarianten Funkten bestehen — wenn soviele vorhanden
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246 Kapitel 12, § 3.
sind — oder aber sie ist erzeugt von oo1 Bahncurven der Gruppe. 
UmgeTiehrt ist jede von ∞1 Bahncurven der Gruppe erzeugte 
Fläche invariant.Beispiele. 1. Beispiel: Bei unserer oft schon benutzten Gruppe von ∞1 Schraubungen längs der #-Axe:

xl — x cos t — y sin t, 
yl = x sin t -j- y cos t, 
z1 = z mtexistiert (wenn m =|= 0) kein Punkt im Endlichen, der invariant wäre. Es giebt also keine invariante Fläche der ersten Art. Da die Bahncurven Schraubenlinien sind (vgl. §2), so sind die von solchen Schraubenlinien mit gleicher Steigung erzeugten Flächen die einzigen bei der Gruppe invarianten Flächen. Offenbar kann man eine solche Fläche dadurch herstellen, dass man von einer beliebigen Curve aus alle dieselben schneidenden oo1 Schraubenlinien, welche Bahncurven sind, zieht, oder also dadurch, dass man diese beliebige Curve in Schraubenbewegung mit der richtigen Steigung längs der 0-Axe hinführt.

2. Beispiel: Anders verhält es sich bei der von x erzeugten eingliedrigen Gruppe:
χi = χt, Vι = y> *ι = *·Die Bahncurven sind hier die Parallelen zur rc-Axe. Demnach ist jede Fläche, welche von oc1 dieser Geraden erzeugt wird, also jede Cylinderfläche parallel der rc-Axe invariant. Es giebt aber noch oo2 einzeln invariante Punkte, nämlich die der Ebene x = 0, die also auch eine invariante Fläche ist.

Da man aus der Schar der oo2 Bahncurven der eingliedrigen Gruppe auf unendlich vielfache Weise je oo1 herausgreifen und zur Erzeugung einer invarianten Fläche zusammenfassen kann, so giebt es bei jeder eingliedrigen Gruppe des Raumes ∞λ invariante Flächen.Wenn nun insbesondere die durch
Ω(x, y, z~) = Const.dargestellten ∞1 Flächen sämtlich invariante Flächen sind, so muss, wenn (#, y, z) ein Punkt einer dieser Flächen, etwa der Fläche

y,*)≈cist, dieser Punkt durch die allgemeine Transformation*1 = <?(#,& M), yi ='Ψ(.χ>y,z,t')> ⅛ = x(?, y, ⅛ t)
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Die bei allen Transf. einer eingl. Gruppe d. Raumes inv. Curven u. Flächen. 247der Gruppe in einen Punkt (x1, yl, 21) derselben Fläche übergeführt werden. Es muss also
Vι, = csein, sobald

il(x, y,z} = cist. Da dies für jede einzelne Fläche ii = Const., also für jedes c gelten muss, so folgt, dass für alle x, y, z\

Vι, *ι) = ∙β<Λ & *)sein muss. ii ist daher eine Invariante der Gruppe.Umgekehrt erhellt ohne weiteres, dass jede Invariante Q der Gruppe, gleich Const. gesetzt, ∞1 einzeln invariante Flächen darstellt. Hiermit haben wir die Invarianten geometrisch gedeutet:Satz 7: Setzt man eine Invariante einer eingliedrigen Gruppe des 
Baumes gleich Const., so stellt sie ∞1 einzeln invariante Flächen dar, 
und iimgekehrt ist die linke Seite der Gleichung

Ω(x, y, z) = Const.
einer Schar von ∞1 einzeln invarianten Flächen stets eine Invariante der 
Gruppe. Sind u und v irgend zwei von einander unabhängige Invarianten 
der Gruppe, so ist W(u, v) = 0 die allgemeine Form einer invarianten 
Fläche, deren Punkte nicht sämtlich einzeln invariant sind.Selbstverständlich ist im allgemeinen die Fläche 

y,z} = cnicht von einzeln invarianten Punkten gebildet, denn sonst würden ja, da jeder Punkt (x, y, z) im allgemeinen auf einer der Flächen & = Const. liegt, alle Punkte des Raumes einzeln invariant sein. Die Fläche = c enthält also bei allgemein gewähltem c ∞1 Bahncurven der Gruppe.Der obige Satz stimmt sonach mit der geometrischen Deutung der linearen partiellen Differentialgleichung
ττr__ t ∂f ∣ bf . ∂f λιi-'b√^⅛ + ⅛ = liüberein, welcher die Invarianten ii genügen. Denn wir erkannten in § 1 des 10. Kapitels, dass eine Lösung f = ii dieser Differentialgleichung, gleich Const. gesetzt, ∞1 Flächen darstellt, deren jede von ∞1 Charakteristiken dieser Gleichung erzeugt wird, und diese Charakteristiken sind nach Satz 5 des § 2 die Bahncurven der Gruppe.Bekanntlich stellen zwei Lösungen Iil und ii2 dθr obigen linearen partiellen Differentialgleichung gleich Const. gesetzt eine Charakteristik, also eine Bahncurve der Gruppe dar. Es ist aber auch geometrisch
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248 Kapitel 12, §§ 3, 4.

Beispiel.

klar, dass die Schnittlinie der beiden invarianten von je ∞1 Bahn- curven erzeugten Flächen iii = Cj, -L = C.ieine Bahncurve ist, denn die Bahncurve eines Punktes dieser Schnittlinie muss sowohl der einen als auch der anderen Fläche angehören. Ausnahmsweise kann es natürlich allerdings auch Vorkommen, dass alle Punkte der Schnittlinie einzeln invariant sind. Dann ist sie natürlich eine bei der Gruppe invariante Curve der zweiten oder dritten Art des Theorems 18.
Beispiel: Bei der Gruppe von oo1 Rotationen um die £-Axe: 

x1 = x cos t — y sin t, 
y1 = x sin t -f- y cos t,

deren infinitesimale Transformation ist:
ττ∕∙  ()f ,
Uf— yl⅛ + xlΓy,sind die Invarianten Lösungen der Differentialgleichung

df , a∕, n
— y ä— + ^5^^^ == θ∙i7 ox 1 oyZwei unabhängige Lösungen derselben sind:Λ1≡^2 + i∕2, i⅛≡≡z,und jede andere Lösung ist, wie bekannt, eine Function dieser beiden. Mithin wird eine von Bahncurven der Gruppe erzeugte invariante Fläche in allgemeinster Weise dargestellt durchΦ(α2 + y2, z) = 0oder:

Z = φ(ic2 4- /).Es ist dies die allgemeine Gleichung einer Rotationsfläche um die 0-Axe. Zwei solche Rotationsflächen schneiden sich, wenn sie sich überhaupt treffen, in einem Kreise, dessen Ebene zur ^-Axe senkrecht ist und dessen Mittelpunkt auf der #-Axe liegt. In der That ist jeder derartige Kreis Bahncurve. Eine aus lauter einzeln invarianten Punkten bestehende Fläche giebt es hier nicht, denn nur die Punkte x = y = 0 der z-Axe sind invariant.
§ 4. Analytische Kriterien für die Invarianz einer Curve oder 

Fläche bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes.In dem vorangehenden Paragraphen bestimmten wir alle Flächen und Curven, die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe invariant bleiben. Wir fanden zwei Arten invarianter Curven, nämlich
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Analytische Kriterien für die Invarianz einer Curve oder Fläche. 249die Bahncurven und die aus lauter invarianten Punkten bestehenden Curven. Andererseits fanden wir zwei verschiedene Arten invarianter Flächen, nämlich die von Bahncurven erzeugten Flächen zusammen mit denjenigen Flächen, die aus lauter invarianten Punkten bestehen.Es ist nun bemerkenswert, dass alle invarianten Curven sich durch ein einziges analytisches Kriterium definieren lassen; dieses gilt für die beiden Arten invarianter Curven und für keine andere Curve des Raumes. Noch wichtiger ist es, dass sich für die Invarianz einer Fläche ein einziges Kriterium aufstellen lässt, welches von allen invarianten Flächen - und von keiner andern Fläche erfüllt wird. Dies wollen wir jetzt zeigen.Vorher haben wir jedoch einige Bemerkungen über gewisse zupnast8attt∩afte vermeidende analytische Darstellungsformen von Flächen und Curven 1S>θnhθonu zu machen. curven.Man kann voraussetzen, dass die Gleichung einer beliebigen Fläche
ω{x,y,z) = 0so geschrieben ist, dass nicht , ⅛P° sämtlich für alle Punkte

o ’ dx, dy’ dzder Fläche verschwinden. Denn man braucht sich z. B. die Gleichung nur nach einer der darin vorkommenden Veränderlichen, etwa nach z, aufgelöst zu denken: s — F(x,y) = 0,um zu erreichen, dass der Differentialquotient der gleich Null gesetzten Function nach z verschieden von Null, nämlich gleich 1, wird. Für die berührte Ausnahmeform ist dies ein Beispiel: Die Gleichung einer Kugel mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt kann offenbar so geschrieben werden:ω = (rc2 -∣- i∕2 -f- 02 — l)2 = 0.Hier ist: ⅛ ≡ 4tfO2 + y2 + z2 — 1),also gleich Null für alle Punkte der Kugel, analog und · Einesolche Darstellungsform soll also, da sie stets vermieden werden kann, als ausgeschlossen gelten.Eine ganz ähniche Bemerkung gilt für die Darstellung einer Raumcurve durch zwei Gleichungenωι 0, y, ⅛ == 0 > ω2 V> z) == θ∙Wir dürfen voraussetzen, dass die Gleichungen derselben so gewählt sind, dass nicht alle zweireihigen Determinanten der Matrix
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250 Kapitel 12, § 4.
dω1 δω1 dco1
dx dy 'dz
dca2 dω2 dω2
dx dy dzoder also der Ausdruck

dω1 da>2 dωl dco2 
dy dz dz dyund die beiden durch cyklische Vertauschung von x} y, z daraus hervorgehenden Ausdrücke sämtlich für alle Punkte der Curve verschwinden. In der That kann man dies stets vermeiden, wenn man z. B. die Gleichungen nach zweien der in ihnen vorkommenden Veränderlichen, etwa nach y und z, auflöst:

y — F1(x) = 0, z — Fi(x) = 0,denn dann ist
ω1≡≡y — Fi (0, o2≡ξz- F2(x)und also

dωl dω2 da>1 dω2 __ - ∣ ∩
dy dz dz dy ' ’Unzulässig ist z. B. das Gleichungenpaar2/ = 0, yz = 0zur Darstellung der re-Axe.

Invarianz- Kriterium für eine
Macho.

Nach diesen notwendigen Vorbemerkungen kommen wir nunmehr zur Sache.Eine Fläche
∞(χ,y, Ο = θbleibt bei allen Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe, welche x, y, s in xx, yx, zl überführen, invariant dann und nur dann, wenn die Gleichung

= θstets nur eine Folge von
ω(x, y,0) = Oist. Nach Theorem 16 des § 3, 11. Kap. kann die erste Gleichung auch so geschrieben werden:(4) ω(¾y,β) + -f-J7ω + ⅛ t7(P⅛) + ∙∙∙ = 0.Da sie für alle Werte des Parameters t eine Folge von ω{x,y,z) = 0 sein soll, so folgt als eine erste, notwendige Bedingung, dass:

Uω(x, y,z) = Qsein muss vermöge ω(x, y, z) = 0.
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Analytische Kriterien für die Invarianz einer Curve oder Fläche. 251Diese Bedingung ist nun aber auch hinreichend. Zum Nachweis dieser Behauptung deuten wir sie geometrisch. Es soll
τr   k I 8ω ∂ω λ

Dω = ξo----l·7? o—r £ x— = 0*∂x , ' ∂y 1 s dzsein für alle Punkte der Fläche. Da wir nach den vorangeschickten Bemerkungen voraussetzen dürfen, dass nicht für alle Punkte der Fläche die Differentialquotienten , ∣^, gleichzeitig verschwinden,so sagt diese Gleichung aus, dass entweder ξ = η = ξ = 0 ist für alle Punkte der Fläche, d. h. alle Punkte der Fläche einzeln invariant sind (nach § 3) — und dann ist auch die ganze Fläche invariant —, 
oder aber dass für einen allgemein gewählten Punkt der Fläche ξ, η, ξ proportional den Richtungscosinus einer Tangente der Fläche in diesem Punkte sind, denn sind proportional den Richtungscosinus der Flächennormale des Punktes. In diesem Falle enthält also die Fläche die Richtungen, welche die infinitesimale Transformation Uf der Gruppe ihren Punkten zuordnet, und folglich auch die Bahncurven dieser Punkte (vgl. Satz 4 des § 2). Die Fläche ist daher von ∞1 Bahncurven erzeugt und invariant.Also können wir sagen:Satz 8: Eine Fläche oder Gleichung ω (x, y, z) = 0 gestattet alle 
Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe des Raumes 
dann und nur dann, wenn Uω = 0 ist für alle Punkte der Fläche, 
resp. Wertsysteme der Gleichung, vorausgesetzt, dass die Gleichung so ge

wählt ist, dass nicht etwa > sämtlich vermöge ω == 0 ver
schwinden.

An dieses Kriterium knüpfen wir noch einige Bemerkungen an. Da hiernach das Verschwinden von Uω vermöge ω = 0 eine rein begriffliche Deutung hat, nämlich die, dass ω = 0 eine bei der Gruppe invariante Fläche ist, und da diese Deutung von der Wahl der Veränderlichen und der speciellen analytischen Darstellungsform der Fläche unabhängig ist, so folgt:Satz 9: Ist bei einer infinitesimalen Transformation Uf in drei 
Veränderlichen x, y, z der Ausdruck Uω (x, y,z')==0 vermöge ω {x, y, z} ≈ 0, 
so gilt das Entsprechende auch bei Einführung anderer Veränderlicher 
und unabhängig von der Darstellungsform der Gleichung ω = 0, voraus
gesetzt nur, dass nicht mit ω auch die partiellen Differentialquotienten 
von ω nach den drei Veränderlichen sämtlich verschwinden. Natürlich
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252 Kapitel 12, § 4.
wird auch angenommen, dass die Transformation für die in Betracht 
kommenden Wertsysteme regulär ist.Das Kriterium Uω = 0 vermöge ω = 0 ergab sich zunächst als notwendig, indem wir die Reihenentwickelung (4) nur in ihren ersten Gliedern betrachteten. Es liegt danach nahe, die Redeweise: eine Fläche ω = 0 gestattet die infinitesimale Transformation üf, zu gebrauchen, sobald Uω = 0 vermöge ω = 0 ist. Alsdann können wir Satz 8 so aussprechen:Satz 10: Eine Fläche gestattet alle Transformationen einer ein
gliedrigen Gruppe des Baumes, sobald sie ihre infinitesimale Transfor
mation gestattet.

Invarianz- Kriterium für eine Curve Soll die durch die beiden Gleichungenωι 0, y,⅛ = θ; ω20, V, ή = θdargestellte Curve alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf gestatten, so müssen auch die durch eine beliebige dieser Transformationen nach den Stellen (x1, yl, zf) übergeführten Punkte der Curve auf derselben liegen, d. h. es mussωιθι,2∕ι,*ι) = θ, = θsein, sobald ωι 0, y, 0) = ω2 (χ, y>z) = Qist. Wegen der Reihenentwickelungen: z i ti∞ι(¾ y,⅛ + τ i⅝(⅜s) + rτ y,z)) -i— = θ,
<°2(x, y, ⅛ + T Uωi(x,y,z} + — U(Uω2(%, y, zf) -|------ ----  0der beiden ersten Gleichungen, und da dies für alle Werte des Parameters t gelten muss, ergiebt sich zunächst als notwendige Bedingung, dass i∕ω1(rc, y, s) = θ, Uωi {x, y, z) = 0 sein müssen, sobald gleichzeitig ω1 = ω2 = 0 ist.Dass dieses Kriterium auch hinreicht, wird durch seine geometrische Deutung klar: Die beiden Gleichungen

die für alle Punkte der Curve bestehen sollen, sagen aus, dass ent
weder für alle Punkte der Curve £ == η = ξ = 0 ist, d. h. dass alle Punkte derselben einzeln invariant sind, oder nicht. Da wir nach der
(6)

TT ____  $- I ωi I ςr C Cöj ∩ιω∙ = ⅛ + ,iw + ⅛ = θ> 
Uω2≡^ + η^- + ξ-^≈0,
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Analytische Kriterien für die Invarianz einer Curve oder Fläche. 253zweiten der vorangeschickten Bemerkungen annehmen dürfen, dass die zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix
∂ω1 8 ω1 8ω1
8x Sy Sz 
∂ω2 Sω2 Sω2 
8x Sy Sznicht sämtlich für alle Punkte der Curve verschwinden, so sind die Grössen

3ω, Sta1 Sco1 
8χ , Sy ’ Szund

8 co2 Sω2 ∂ω2 
8x , Sy , Szproportional den Richtungcosinus zweier verschiedener Normalen der Curve. Die Gleichungen (6) sagen demnach in dem zweiten Falle, dass ξ, η und ξ nicht für alle Punkte der Curve verschwinden, das aus, dass ξ, η, ξ den Richtungscosinus der zu diesen beiden Normalen senkrechten Geraden, d. h. der Curventangente, proportional sind. Die Curve hat also in jedem ihrer Punkte die demselben von der infinitesimalen Transformation Uf der Gruppe zugeordnete Richtung, mit anderen Worten: sie ist Bahncurve (vgl. Satz 4 des § 2) und als solche invariant.Satz 11: Eine Curveω1 y,z) = °, <⅝(*,y,⅛ = o

gestattet dann und nur dann alle Transformationen der von Uf erzeugten 
eingliedrigen Gruppe des Raumes, wenn Uω1 und Uω2 für alle Punkte 
der Curve verschwinden, vorausgesetzt, dass die Gleichungen der Curve 
so gewählt sind, dass nicht etwa alle zweireihigen Unterdeterminanten 
der Matrix

dω1 dω1 daai
dx dy dz

8ωi ∂coi d ωs
dx dy 8z

für alle Punkte der Curve verschwinden.Wie oben beim Satze über die Invarianz einer Fläche bemerkenwir auch hier, dass, da nach dem eben gefundenen Satze das Verschwinden von Uωl und Uω2 vermöge ω1 = ω2 = 0 eine rein begriffliche Bedeutung hat, dies Verschwinden unabhängig ist von der Wahl der Veränderlichen und der speciellen Darstellungsform der Curve. Also:Satz 12: Ist bei einer infinitesimalen Transformation Uf in x, y, z 
sowohl Uωl(x,y,z) als auch Uωi(x,y, z) gleich Null vermöge
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254 Kapitel 12, §§ 4, 5.c,1(a'> y,*) = ω2(*, t∕,s) = Ο,
so gilt das Entsprechende, wenn neue Veränderliche eingeführt werden, 
und bei jeder Barstellungsform des Gleichungssystems ω1 — ω2 = 0, 
vorausgesetzt, dass diese Darstellungsform nicht etwa so gewählt ist, dass 
die Differentialquotienten von ω1 nach den drei Veränderlichen denen von 
ω2 nach denselben proportional werden vermöge ω1 == ω2 == 0.Die Redeweise: eine Curve ω1 — ω2 = 0 gestattet die infinitesimale Transformation Uf, sobald Uω1 == Uω2 = 0 ist für alle Punkte der Curve, liegt auch hier ausserordentlich nahe, da wir ja das Kriterium zunächst als notwendiges ableiteten, indem wir in den Reihenentwickelungen (5) nur die ersten Glieder berücksichtigten. Deshalb sprechen wir Satz 11 auch so aus:Satz 13: Eine Curve gestattet die von der infinitesimalen Transfor
mation Uf erzeugte eingliedrige Gruppe des Raumes, sobald sie diese 
infinitesimale Transformation Uf zulässt.

§ 5. Einige geometrische Beispiele.Im Anschluss an die auseinandergesetzten Theorien wollen wir beispielsweise alle Curven und Flächen bestimmen, welche die von einer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugte eingliedrige Gruppe gestatten. Unter einer projectiven Transformation des Raumes versteht man eine solche, welche jeden Punkt des Raumes in einen Punkt und alle Punkte einer beliebigen Ebene des Raumes wieder in die Punkte einer Ebene, also auch alle Punkte einer Geraden — als der Schnittlinie zweier Ebenen — wieder in die Punkte einer Geraden überführt. Man kann zeigen — worauf wir jedoch hier nicht ein- gehen — dass es unter diesen projectiven Transformationen auch solche giebt, welche vier ein Tetraeder bildende Punkte in Ruhe lassen. Wir wählen einen dieser Punkte zum Anfang und die drei anderen als die unendlich fernen Punkte der drei Axen. Man findet dann, dass das Symbol einer derartigen infinitesimalen projectiven Transformation die Form annimmt:
r7∕,__ df . n df | df

wie wir ohne nähere Begründung bemerken. (Vgl. die verwandte Betrachtung in § 4 des 4. Kap.)Wir wollen also die bei dieser infinitesimalen Transformation Uf oder, was nach Satz 10 und 13 des vorigen Paragraphen dasselbe ist, die bei der eingliedrigen Gruppe U/ invarianten Curven und Flächen aufsuchen.
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Einige geometrische Beispiele. 255Die endlichen Gleichungen unserer Gruppe ergeben sich durch Integration des simultanen Systems
dxl ___dyl ____dzl ____

- βyi —' yzιin der Form
xl = xeat, y1 = yePt, zl == ztft.Daher ergeben sich die Bahncurven durch Elimination von t aus: Bahncurvenσ e. inf. proj.des
X — X0eat, y = y^t, Z = Z0eYt Raumes.in der Form: Gf=Üf-(rf∖a>o z x «Zo 7 '*o 7oder in der Form: 111 

xa — Λyii = Bzγund sind im allgemeinen transcendente Curven. Bei besonderer Wahl der im Symbol Uf auftretenden Constanten a, ß, γ sind sie jedoch algebraisch, so für α = 1, ß = 2, γ = 3 die Raumcurven dritter Ordnung:
y = Const. x2, z = Const. x\Um sich eine Vorstellung vom Verlauf der Bahncurven unserer eingliedrigen Gruppe Uf zu machen, erweist sich folgende Bemerkung als nützlich. Die Gleichung

ax2 -{- βy2 -{- γzi = Const.stellt oc1 einander ähnliche und ähnlich gelegene Flächen zweiten Grades mit gemeinsamem Mittelpunkt dar, deren Axen die Coordi- natenaxen sind. Die Grössen ax, ßy, γz sind proportional den Richtungscosinus der Normalen der durch den Punkt (x, y, z) gehenden Fläche aus dieser Schar. Mithin sind die ∞2 Curven, welche alle jene ∞1 Flächen senkrecht treffen, die Integralcurven des simultanen Systemes
dx dy dz 
ax ßy γz,also die Bahncurven unserer Gruppe*).

*) Allgemeine Untersuchungen über gewundene Curven und Flächen, welche unendlich viele vertauschbare projective Transformationen gestatten, wurden zuerst angestellt von Klein und Lie in den Comptes rendus 1870 sowie im dritten Bande der Mathematischen Annalen. Sodann gab Lie die Bestimmung aller Flächen, welche eine continuierliche projective Gruppe gestatten. — Die im Text gegebene einfache geometrische Definition aller gewundenen Curven, die eine allgemeine infinitesimale projective Transformation gestatten, rührt von Scheffers her.
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256 Kapitel 12, § 5.

Bei einer inf. proj. Trf. invariante Flächen.

Ausser den Bahncurven könnte es noch invariante Curven geben, die aus lauter invarianten Punkten bestehen. Aber da wegen
ττr___ df - a Sf . Sf
ιi='llιi + ⅛ι≠>siifür diese Punkte die Bedingungen

ax = ßy = γz = 0bestehen, so ist klar, dass es im Endlichen nur einen invarianten Punkt, nämlich den Anfang, giebt, sobald α, ß, γ alle drei verschieden von Null sind. Ist nur eine dieser Constanten gleich Null, etwa γ, so bleiben alle Punkte der #-Axe einzeln in Ruhe. Die 2-Axe ist dann die einzige invariante Curve der gesuchten Art. Sind zwei Constanten gleich Null, etwa ß und γ, so bleiben alle Punkte der (yjz)- Ebene in Ruhe. Jede in dieser Ebene gezogene Curve ist dann invariant.Wir fragen nun nach den bei unserer eingliedrigen projectiven Gruppe Uf invarianten Flächen.Zunächst giebt es eine aus lauter invarianten Punkten bestehende Fläche nach unseren letzten Bemerkungen nur dann, wenn zwei der Constanten α, ß, γ, etwa ß und γ, verschwinden. Es ist dann die Ebene x = 0.Um sonstige invariante Flächen zu construieren, haben wir ∞1 Bahncurven zu einer Fläche zusammenzufassen. Nun lassen sich die Gleichungen einer Bahncurve so schreiben:
L L

y = axa , z = bxa ,sobald, wie wir annehmen dürfen, a =4= 0 ist. Hier sind —, — durch 7 α 7 αdie infinitesimale Transformation Uf gegebene bestimmte Zahlen, a und b dagegen können beliebig angenommen werden. Man erhält insbesondere ∞1 Bahncurven, wenn man zwischen a und b eine Relation festsetzt:
x b = φ (a) .Alsdann erfüllen diese oo1 Curven die Fläche:

__y _ £
zx a = φ(y∙x “)oder: y
z = xa ψ(ya∙x~ti).Dies ist also die allgemeine Gleichung einer bei allen Transformationen der vorgelegten eingliedrigen projectiven Gruppe invarianten Fläche.
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Einige geometrische Beispiele.. 257Wir wollen einige flächentheoretische Bemerkungen in betreff der 
Haupttangentencurven dieser Flächengattung anknüpfen. Leser, welche mit der Fläclientheorie noch keine nähere Bekanntschaft gemacht haben, können ohne Beeinträchtigung des Späteren den Rest dieses Kapitels überschlagen. Bekanntlich hat eine Haupttangentenrichtung in einem Flächenpunkt die Eigenschaft, dass, wenn der Punkt sich längs derselben bewegt, seine Tangentialebene um diese Richtung sich dreht. Jede Transformation unserer Gruppe Uf hat nun die Eigentümlichkeit, Geraden in Geraden, Ebenen in Ebenen überzuführen. Da sie die Fläche

Y_
z == xa ψ(ya ∙x~P)in sich überführt, so ergiebt sich, dass sie jede Tangentialebene der Fläche wieder in eine Tangentialebene verwandelt. Wegen der obigen (rein projectiven) Definition der Haupttangentenrichtungen muss die Transformation auch jede Haupttangentencurve der Fläche wieder in eine Haupttangentencurve derselben überführen. Es giebt somit eine bekannte infinitesimale Transformation Uf, welche die ∞1 Haupttangentencurven der Fläche unter sich vertauscht.Wir können x und y als Parameter auf der Fläche 21
Z = χa ψ(ycc - x~∕i)betrachten und also die Differentialgleichung der Haupttangentencurven in x, y allein schreiben. Sie ist in dx und dy quadratisch und es sei

' Xdy — Ydx = 0einer ihrer beiden linearen Factoren. X, Y sind hierin bekannte Functionen von x und y. Da die zu Xdy — Ydx = 0 gehörige Schar von Haupttangentencurven unsere projective Transformation Uf gestattet, so folgt, dass die Differentialgleichung:
Xdy — Ydx = 0,die ja auch die der Projection jener Haupttangentencurven auf die Ebene z = 0 ist, die infinitesimale Transformation:

zulässt und daher den Integrabilitätsfactor:l
ß Xy — a 1’ xbesitzt (vgl. Theorem 8, § 1 des G. Kap.).

Lie, Differentialgleichungen. 17
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258 Kapitel 12, § 5.
Man kann also die Haupttangentencurven der Flächen von der FormX

z = xa ψ(ya ∙%^~ti') 
durch Quadratur bestimmen.Bei der praktischen Ausrechnung wird es bequemer sein, so zu verfahren:Zunächst wollen wir ~ mit ö bezeichnen, also die Haupttangentencurven der Fläche

z = xδ ψ(x~ti ∙ya')bestimmen. Bekanntlich lautet die Differentialgleichung der Haupttangentencurven :
rdxi + 2sdxdy + tdy2 = 0, wo

r≡≡^ = ∂(∂- l)xδ-2ψ-β(2∂-β-l)xδ-fi-2yaψ,+ β2x0-V-ψaι∕∕',

s ~ 8xFy = — β)x*-fi-1ya-1 √ — aβxδ~2∕9~1 y2a~1 ψ'',

t = ∣y2 = α(α — 1)λ4^~∣i ya~2 -ψ' -f- a2xδ~2∕i y2a~2 ψ"ist. Jeder der beiden linearen Factoren, in welche die Differentialgleichung zerfällt, stellt gleich Null gesetzt eine der beiden Scharen von Haupttangentencurven oder ihre Projectionen auf die (xy)-Ebene dar und gestattet die infinitesimale Transformation:
1τr___ 8f , a 8f
vf=ttx‰+py-⅛-Es ist nun bequem, die Integration durch Einführung canonischer Veränderlicher nach § 5 des 6. Kapitels zu leisten. Es lassen sich nämlich sehr leicht canonische Veränderliche angeben, z. B. diese:

denn es ist dann:
Vf = Fr · — + Vli · — = — · y' dε^ κ9 dt) dt)In den neuen Veränderlichen £, t) wird:

1

x == eu∖ y ==^a eP'°lund also:
r = {∂(∂ — Γ)ψ - β(2∂ — ß — l)j^' + β2fψ,'}ea^-V∖ 

_ 1

s = {α(d — β')⅛ψ' — ccβ%2ψ"} · £ “ e(eJ —« —∕i)Dj
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Einige geometrische Beispiele. 259

t = {α(α — 1)£1/ + a2⅛2ψ"} £ « e(α<J — 2^
dx = aeat, dt),1 _
dy = ”ϊ“ c⅛ + βia e∣iι> dt),sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven die Form annimmt: Hi⅞2 + 2Bdι dt) + Cd))2 = 0,

wo:
Λ = γ {(α — 1)≠' + αi≠''b 
B = (ad — β}ψ',
C=a {αd(d — Γ)ψ —{— /3(« — β)lψ'} ist. Man bemerke, dass A, B, C frei von t) sind, denn auch

ψ(x~Pya) == ∙ψ(jc)enthält nur 5. Die beiden linearen Factoren:
,k . (B . ↑∕Bt - AC∖ 7 λ

+ \ u ± —c—) c⅛ == θ >in welche die Differentialgleichung zerfällt, ist also frei von t). Dies hätten wir nach Satz 9 des § 5, 6. Kapitel voraussehen können. Die Haupttangentencurven oder ihre Projectionen auf die Ebene z = 0 haben also, geschrieben in £, ty, die Gleichungen:9+∕*±±ξ∙Ξ¾=con8t Setzen wir hierin nach ausgeführter Quadratur wiederΪ = ya, t) =ein, so erhalten wir die Gleichungen geschrieben in den rechtwinkligen Coordinaten x, y.Wir haben im Vorstehenden eine eingliedrige Gruppe betrachtet, welche von einer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugt war. Dabei hatten wir vorausgesetzt, dass diese infinitesimale Transformation vier ein Tetraeder bildende Punkte invariant lasse. Es giebt aber auch projective Transformationen (Transformationen also, welche Ebenen in Ebenen überführen), bei denen es keine vier invarianten Punkte giebt, die ein Tetraeder bilden. Hierher gehört z. B. die in
finitesimale Schraubung längs der #-Axe:

ττr___ df , df . df
vf=-yτi + xiy + maz∙

17
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260 Kapitel 12, § 5. Kapitel 13.

Schraubenflächen.
Offenbar führt dieselbe jede Ebene wieder in eine Ebene über. Wir fanden im 1. Beispiel zu Theorem 19 (in § 3), dass bei der von Vf erzeugten eingliedrigen Gruppe alle Schraubenflächen von gewisser con- stanter Steigung invariant bleiben, alle Flächen also, welche durch Verschraubung einer beliebigen starr gedachten Curve längs der #-Axe entstehen. Da die Schraubungen projectiv sind, so gilt für die Haupt- tangentencurven dieser Flächen dasselbe Raisonnement, wie früher für die Flächen z = χύψ(χ— ß ∙ ya), d. h.:

Die Haupttangentencurven einer Schraubenfläche lassen sich durch 
Quadraturen bestimmen.Dies lässt sich auch so einsehen: Die Schraubungen längs der #-Axe sind sogenannte Bewegungen des Baumes, d. h. bei ihnen bewegen sich alle Punkte so, als ob sie starr mit einander verbunden wären. (Vgl. § 4 des 1. Kapitels.) Wenn eine Fläche bei diesen Schraubungen invariant bleibt, so gestattet sie eine Bewegung in sich und bei einer solchen müssen natürlich die Haupttangentencurven unter einander vertauscht werden. Dasselbe gilt aber offenbar auch von den Krümmungslinien und den Minimalcurven der Schraubenfläche. Also gestatten die Differentialgleichungen dieser drei Curvenscharen, wenn sie in x und y allein geschrieben werden, die infinitesimale Transformation

__ df I bfVf = — y 7,---- h # √-' v ex 1 oyIhre Integration verlangt demnach nur Quadraturen.
Bie Haupttangentencurven, Krümmungslinien und Minimalcurven

einer Schraubenfläche lassen sich durch Quadraturen bestimmen.Wir erinnern, um eine ähnliche geometrische Anwendung zu geben,infinit, an die im 4. Beispiel zu Theorem 18 (in § 3) betrachtete infinitesimaleipiraltrans- ■· . . r , . , ' ' a · -tformation. Ahnlwhheitstransformation in weiterem Sinne oder Spiraltransformation: 
Uf≡≡ (y + ×x) + (- x + κy) + m⅛∙Man kann sie in der Weise hersteilen, dass man eine unendlich kleineRotation um die #-Axe und gleichzeitig (oder darauf, was bei unendlich kleinen Änderungen gleichgültig ist) eine unendlich kleine Ähnlichkeitstransformation (ähnliche Vergrösserung oder Verkleinerung) vom Anfangspunkte aus ausführt. Die Flächen, welche bei der Spiral- flächen transformation Uf invariant bleiben, nennen wir Spiralflächen*') insofern*) In den Math. Ann. Bd. 5 bemerkt Lie gelegentlich, dass auf Flächen, die eine infinitesimale projective Transformation gestatten, welche den imaginären Kugelkreis in Ruhe lässt, sich die Krümmungslinien sowie die Haupttangentencurven bestimmen lassen. Gleichzeitig führte er die Bestimmung ihrer geodätischen
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Einige geometrische Beispiele. 261als sie von ∞1 Bahncurven der eingliedrigen Gruppe Uf, die doppeltgekrümmte Spiralen sind (vgl. das citierte Beispiel), erzeugt werden. Natürlich führt die infinitesimale Transformation Uf, als Verbindung einer infinitesimalen Rotation und infinitesimalen Ähnlichkeitstransformation, jede Haupttangentencurve, Krümmungslinie und Minimal- curve der Fläche wieder in eine Curve derselben Art über. Wenn also die Differentialgleichungen dieser Curvenscharen nur in x, y geschrieben werden, so gestatten sie die infinitesimale Transformation, die aus Uf durch Fortlassung der Glieder in hervorgeht:
Vf= Qy + κx} ⅛ + (- ^ + ×y)und sind also nach Theorem 8 des § 1, 6. Kapitel, durch Quadraturen integrierbar:

Die Haupttangentencurven, Krümmungslinien und Minimalcurven 
einer Spiralfläche lassen sich durch Quadraturen bestimmen.

Kapitel 13.

Erweiterte Gruppe von Punkttransformatioueu (1er Ebene. Endgültige 
Erledigung der Probleme, betreffend die Differentialgleichungen 

erster Ordnung, welche eine infinitesimale Punkttransformation 
zulassen.Wir erinnern an die zu Beginn des 11. Kapitels gemachte Bemerkung: Damals hoben wir hervor, dass die in der zweiten Abteilung entwickelte Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung in zwei Variabein x, y, welche eine infinitesimale Transformation gestatten, noch nicht zu einem völlig befriedigenden Abschluss gebracht wurde, dieser vielmehr zunächst noch die Betrachtung von eingliedrigen Gruppen in drei Veränderlichen erfordere. Nunmehr werden wir bald erkennen, inwiefern solche Gruppen in drei Veränderlichen mit der Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung in zwei Veränderlichen Zusammenhängen. Wir werden nämlich die drei VariabeinCurven auf die Integration einer gew. Differentialgleichung erster Ordnung zurück. Die Bezeichnung Spirälfläclie führte er gelegentlich im norwegischen Archiv 1878 ein. Die auf Spiralflächen abwickelbaren Flächen betrachtete zuerst Levy; Darboux zeigte, dass diejenige Differentialgleichung erster Ordnung, welche nach Lie’s Untersuchungen die geodätischen Curven einer auf eine Spiralfläche abwickelbaren Fläche liefert, Piccati’sehe Form erhalten kann.
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262 Kapitel 13, § 1.nicht wie bisher als Punktcoordinaten im Raume deuten, sondern von einer eigentümlichen und sehr fruchtbaren Interpretation derselben als Coordinaten eines sogenannten Linienelementes in der Ebene Gebrauch machen. Unser Nächstes ist daher, diese Deutung auseinander zu setzen.
§ 1. Erweiterung einer Punkttransformation der Ebene.Sei

(1) = ft=≠(*,y)eine vorgelegte Transformation der Punkte (x, y) der Ebene in die Punkte (rr1, ι∕1) derselben, indem wir unter x, y rechtwinklige Punktcoordinaten in der Ebene verstehen.Führen wir diese Transformation (1) auf irgend eine vorgelegte Curve c:
(2) y — F(x) = 0aus, so geht diese Curve c in eine in x1, y1 geschriebene Curve
(3) 2/i —-fi⅛) = 0über. Durch die Gleichung (2) aber wird jedem Punkte (x, y) der ersten Curve c eine tangentiale Fortschreitungsrichtung zugeordnet, deren Neigung
ist. Auch dem Punkte (x1,y1), in welchen dieser Punkt (x, y) der ersten Curve c bei der Tranformation (1) übergeht, gehört als Punkt der transformierten Curve c1 eine gewisse tangentiale Fortschreitungsrichtung zu: <∕,'=¾=wEs ist nun zu bemerken, dass sich diese durch x, y und die Neigung 
y im ursprünglichen Punkte (x, y) allein ausdrücken lässt.Es ist nämlich nach (1):

Clp , , . P¾> fj GΨ . C<1> ,
∕ λ∖ ' dy1 dψ(x, y) 8x X ‘ Sy 'l 8x cyw »* “ ⅛ ¼(d) “ ⅛V7 = a⅞- 4“ ·

⅛ λx + wd'j + ⅞yMan kann hiernach yl' berechnen, sobald die Transformation (1) vorgelegt ist und die Werte von x, y, y gegeben sind, ohne dabei die Gleichung (2) der ursprünglichen Curve c zu benutzen.Denken wir uns also eine zweite Curve c gegeben, welche die erste c in dem betrachteten Punkte (x, y) berührt, so hat sie in diesem Punkte dasselbe y,. Durch (4) ergiebt sich daher für die Curve cl',
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Erweiterung einer Punkttransformation der Ebene. 263in welche c durch die Transformation übergeführt wird, in dem Punkte 
(ic1, i∕1), der den beiden Curven cl und c1' angehört, genau dieselbe tangentiale Fortschreitungsrichtung yl' wie für die erste transformierte Curve c1, d. h. auch die transformierten Curven c1 und cf berühren sich daselbst (Fig. 23).

Eine Punkttransformation (1) führt also Curven, die sich berühren, 
in ebensolche über.Diese Thatsache wird dem Leser schon bekannt sein, wenn wir auch früher nicht ausdrücklich darauf hingewiesen haben (— wohl aber haben wir sie in einigen geometrischen Beispielen bereits stillschweigend als bekannt vorausgesetzt —). Sieerscheint ja auch ziemlich selbstverständlich. Ihre analytische Erklärungliegt in der Formel (4), welche dienicht sofort als ganz selbstverständlicherscheinende Thatsache ausdrückt, dasdie transformierte Richtung yf nur von 

y und y und natürlich der Transformation (1) selbst, nicht aber von der angenommenen Curve abhängt.Wir werden dies Ergebnis deshalb ganz von der Annahme einer Curve ablösen und bedürfen dazu eines naheliegenden geometrischen Bildes: IFtr wollen den Inbegriff eines Punktes (x, y) und einer hin
durchgehenden Pich,tung, deren Winkel mit der x-Axe die trigonometrische 
Tangente y habe, ein Linienelement nennen und x, y, y als die JBestim- 
mungsstüche oder Coordinaten desselben bezeichnen.Unter y haben wir uns also nicht notwendig einen Differentialquotienten vorzustellsn, sondern nur eine Zahl zur Bestimmung

Linien-element.

einer Richtung. Z. B. x = y = y = 0 stellt den Inbegriff des Anfangspunktes und der durch ihn gehenden Richtung längs der #-Axe dar, x = 0, y = 1, y == 1 den Inbegriff des Punktes y = 1 der ι∕-Axe und der hindurchgehenden zur rc-Axe um einen halben rechten Winkel geneigten Richtung u. s. w.Das Linienelement (x, y, y') ist, so können wir auch sagen, der Inbegriff des Punktes (x, y) und der hindurcbgehenden Richtung längs der Geraden, welche die Gleichung hat:9 - y — y (? — #) = o,wo t) die laufenden Coordinaten bedeuten sollen.Nunmehr können wir unsere frühere Betrachtung so zusammen-
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264 Kapitel 13, § 1.fassen: Bei eine)' vorgeiegten Punldtransformation (1) der Ebene werden 
auch die ∞3 Linienctemente (rr, y, y) derselben in einer ganz bestimmten 
Weise transformiert, nämlich durch die drei Gleichungen:

(5)

Sr∣) _j_
xl = φ(x, y), y1 = ψ(x, y), yl' = ----- ~^—

S~x SyErweiterte yγ∣r ne∏nen diese Transformation der Linienelemente die erweitertePunkttrans-
formation. Punldtransformation (1).Will man bei vorgelegter Transformation (1) den Wert von yf bilden, so bat man also zu berechnen:

(6) ⅜1 
, dxdie, ’ 

dxindem man hierbei während der Differentiationen von xl und yl nach 
x die Veränderliche y als Function von x auffasst, also = y setzt.

Fassen wir nun alle ∞1 Linienelemente einer Curve y = F(x) ins Auge. Sie werden dargestellt durch die beiden Gleichungen
y≈F{x)f y=F,{x∖Die vermöge (5) transformierten Linienelemente (re1, yl, y1') werden gegeben durch: Rs + avi"w^

xl = φ(x, F(z)), y1 = ψ(x, F(x^)), yl' = ----- ·X-----(- x— F' (x)L.Sx ∂y Jy = E(r)Die beiden ersten Gleichungen, welche x1 und y1 durch eine Variabele x ausdrücken, stellen die Curve dar, in welche die vorgelegte Curve bei der Transformation übergeht. Der Punktort der transformierten Linienelemente ist also der transformierte Punktort der ursprünglichen Linienelemente. Die Richtungen y1' der neuen Linienelemente werden gegeben durch
Γiψ(χ∙, y) Sψ(x, y)
-sr~ + -gi~v

ff = -------------------------—Fl-----------

_i_
_ ~Sx ^+^ Sy j J2z = κ(χ)/ = *’'(*)Aber diese Gleichung giebt die Tangentialrichtung der Curve *ι = F), yl = ψ(x, FfSomit folgt:
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Erweiterung einer Punkttransformation der Ebene. 265Satz 1: Die Linienclemente einer Curve y ≈ F(x) verwandeln sich 
bei einer erweiterten Punkttransformation

∂,ψ . δψ ,
Wy y

¾ = ψ<,χ, y)> *(χ∣ y), νΐ = aφ—äv~ax + sHy'

in die Linienelemente der Curve, in welche y = F(x) vermöge der Punkt
transformation

χ1≈ φ(χ,y), yi≈'Ψ(%,y')
über geführt wird.

sodass die erweiterte Transformation lautet:
xi = x cos a — y sin a,
yl = x sin a -f- y cos a,'= ⅛ “ + </_

1 — y' tg «Man bemerkt, dass hier yf ganz frei von x und y ist, d. h. dass alle Linienelemente, welche dasselbe y haben, also einander parallel sind, durch die Rotation in ebensolche übergeführt werden, was auch geometrisch einzusehen ist.

1. Beispiel: Bei der Translation längs der rr-Axe Bei,pielθ
Xl = x -(- a, yl==ywird: <'∕l

, dx
= dχi=y∙

dxDie erweiterte Transformation lautet also:
x1=x-∖- a, y1≈y, y1' = y.Das Linienelement (#, y, y) wird demnach durch diese Transformation parallel mit sich verschoben, was geometrisch einleuchtet (Fig. 24).

2. Beispiel: Bei der Rotation: 
xl — x cos a — y sin a, 
yi == x sin a -f- y cos ccwird

dy1
, dx sin a -j- y' cos a 

dx1 cos a — y sin a , 
dx
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266 Kapitel 13, §§ 1, 2.
3. Beispiel: Bei der affinen Transformation

x1≈mx, y1=yergiebt sich ⅜1
, dx __ y

dxl m 
dxDie erweiterte Transformation ist also:

xl = mx, yl = y, yi = ^'

4. Beispiel: Bei der Ahnlichkeitstransformation
xi = mx, yl = my ist ⅜1

, dx my ,
'jl ~ dx^ ~~ ~m ~~y,

dxalso die erweiterte Transformation:
xl = mx, yl = my, y1' = y'.

5. Beispiel: Die Transformation:
, xa . yax. = x -)— --------- , y, = y .■·  -------

]∕χ'i + yi ↑∕χi 4- yiverschiebt alle Punkte um die constante Strecke a auf ihren Radien- vectoren. Hier ist ⅜ι _______
, = d- =y + ya3÷ χ(χy' — y)a.

1 dxl ∣∕λj2 _j_ yis — y{xy' — y) a 
dxHier hängt also yl' von y' und auch von x und y ab.

§ 2. Erweiterung einer eingliedrigen Gruppe von Punkttrans
formationen der Ebene.Nehmen wir jetzt an, es sei eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen in der Ebene vorgelegt:(7) x1 = φ(x,y, α), y1 = -ψ(x,y,a)mit dem Parameter a. Die Schar dieser oo1 Transformationen soll also die Eigentümlichkeit haben, dass zwei Transformationen derselben nacheinander ausgeführt, also etwa (7) mit bestimmtem Parameterwert a und darauf die Transformation(θ) ¾ = <p(?i,yi,<h), yι≈'Ψ(Mu<*ι)mit dem Parameterwert α1, äquivalent sind einer gewissen einzigen von a und al abhängigen Transformation der Schar:
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Erweiterung einer eingliedr. Gruppe von Punkttransformationen d. Ebene. 267(9) x2 = <p(x,y,b}, y<> = Ψ(x,y,b),wo also b eine gewisse Function von a und a1 bedeutet:
b = λ(a, a1).Wir können alsdann jede dieser oo1 Punkttransformationen in der im vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Weise erweitern.Jede liefert dann eine Transformation der Linienelemente (x, y, y') der Ebene. Es liegt die Vermutung sehr nahe, dass diese ∞1 erwei

terten Transformationen ebenfalls eine eingliedrige Gruppe, und zwar in 
den drei Veränderlichen x, y, y, bilden.Zum Beweise dieser Vermutung erweitern wir die beiden nach- einander auszuführenden Punkttransformationen (7) und (8). Dies giebt: tζVungr'der(7') ¾ = φ(¾jz,α), jz1 = ψ⅛jz,α),und(8') ¾ = φ<⅛, y1, al), y2 = ψ(xl,yl,at), y‘= ⅛ =Die Differentiationen sind hier natürlich so zu verstehen, dass nach der Bildung der Differentiale ~ = y und = yf zu setzen ist.Die Gleichungen (7), (8) und (9) geben nun:

dyi = dψfo1, 7∕1, a1) = dy>(x, y, &) 
dxi dφ(x1, yl, al) dy(x,y,b'),d. h. eliminiert man aus (7') und (8') die Zwischenwerte xl, y1 und 

~1 = yf, so kommt:
Ct Λ√j(θ') Λ⅛ = φ(*,y, &), yi = Ψ(z, y, b∖Also ist die Aufeinanderfolge der erweiterten Transformationen (7') und (8') äquivalent der Erweiterung (9') von (9), mit anderen Worten:Die erweiterten Transformationen der vorgelegten Gruppe bilden wiederum eine Gruppe.Bezeichnen wir die Transformation unserer vorgelegten Gruppe, welche dem Parameterwert a zugehört, mit Ta, die erweiterte Transformation mit Tf, so haben wir also bewiesen, dass aus

TaTal = T(a,al)folgt:
rp r rp r   rpf1a1ai 1(a,al),in Worten: Ist die Aufeinanderfolge zweier Transformationen Ta und Tat der ursprünglichen Gruppe äquivalent der Transformation T(a, α,) derselben, so ist die Aufeinanderfolge der beiden aus Ta und Tc,t erweiterten Transformationen Tf und Ta' äquivalent der aus erweitertenTransformation T(a<h).
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268 Kapitel 13, § 2.Es möge insbesondere ä der Parameter der zn Ta inversen Transformation Ta der gegebenen Gruppe sein. Ihre Reihenfolge TaTa liefert die identische Transformation
= χ, Vι = y-Erweitert man diese, so kommt:√=⅛ = ⅛ = √ 

t,1 dx1 dx Jd. h. die identische Transformation in x, y, y:

χ∖ = χ, yi = y, yi ≈ y-Demnach ergiebt sich, dass die Aufeinanderfolge Tf T~ der aus Ta und der dazu inversen Ta erweiterten Transformationen der identischen Transformation in x, y, y äquivalent, d. h. dass T~ zu Tf invers ist.Theorem 20: Erweitert man eine eingliedrige Griippe der 
Ebene mit paarweis inversen Transformationen:

xl = φ(x,y,af yi== ,Ψ(χ,y,a)
durch Rerücksichtigiing der Transformationen des Bifferential- 
guotienten y'==j-, so bilden die erweiterten Transformationen(l X

, cι∣> ,
‘ ‘ 0— + ^ω— 2/

tf1 = φ(x, y, α), y1 ≈ ψ(x, y, α), yf = —≠-• i' ~—I—⅛ ^ ycx cy

wieder eine eingliedrige (Truppe mit paanveis inversen Trans
formationen im Gebiet der drei Veränderlichen x, y, y. Giebt 
die Reihenfolge zweier Transformationen der ursprünglichen 
Gruppe, welche den Rarameterwerten a, al entsprechen, eine 
Transformation mit dem Parameterwert b = λ(a, a1), so gilt 
dasselbe von den entsprechenden Transformationen der erwei
terten Gruppe.Unser Theorem kann in mehr geometrischer Einkleidung auch so ausgesprochen werden:Satz 2: Werden die Punkte (x, y) der Ebene durch eine eingliedrige 
Gruppe transformiert, so iverden gleichzeitig die Linienelemente fr, y, y ) 
der Ebene durch eine eingliedrige Gruppe, die sogenannte erweiterte 
Gruppe, transformiert.Wir wollen die obige Beweisführung noch anschaulich geometrisch, wenn auch in nicht ganz scharf formulierter Weise wiedergeben:trbche ver- Eine Punkttransformation Ta der gegebenen Gruppe von ∞1 Punkt- ιichυng^ transformationen der Ebene führt die Punkte p derselben in Punkte 
pl über. Man kann die zugehörige Transformation der Linienelemente
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V '∙• ιErweiterung einer eingliedr. Gruppe von Punkttransformationen d. Ebene. 269geometrisch so hersteilen: Ein Linienelement, bestehend aus p und einer beliebig gewählten hindurchgehenden Richtung g, wird durch die erweiterte Transformation Τά in ein Linienelement, bestehend aus 
pl und einer gewissen durch p1 gehenden Richtung gl, transformiert. Um diese Richtung gi zu construieren, nehmen wir auf g einen dem Punkte p unendlich benachbarten Punkt q an. Er wird durch Ta in einen dem Punkte pl unendlich benachbarten Punkt ql auf der gesuchten Richtung g1 übergeführt, und
gl kann hiernach bestimmt werden. Seinun Taι eine zweite Transformation dergegebenen Gruppe, welche wir nach Taausführen. Sie bringt pl und ql inneue einander unendlich benachbarteLagen ^2, q2 und die zu Taι gehörigeerweiterte Transformation τα; führt demnach das Linienelement (p1, <71) in dasLinienelement {pi,g^ über, dessen Richtung g2 die von jp2 nach qi ist. (Fig. 25.)Da nun TaTaι = T(θjaj, d. h. äquivalent einer anderen Transformation der vorgelegten Gruppe ist, so wird I∖a,a1) die Punkte p, q direct nach p2', q2 führen. Die aus T(a,al) erweiterte Transformation T(a,al) muss deshalb notwendig das Linienelement (p, g) in das Linienelement (p2,g^) überführen. Dies gilt für alle Linienelemente (p, </) der Ebene, und so folgt, dass mit

TaTai = r-ι'(.a,a,')auch
rp > rp r __  rp ’-t-a j-al --- j- (a, al)ist, was zu beweisen war.

1. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von Ähnlichkeitstransformationen :
= ax, yl = ay.Die erweiterten Transformationen

x1≈ax, y1 = ay, y^=ybilden offenbar ebenfalls eine eingliedrige Gruppe.
2. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von Rotationen um den Anfangspunkt:

x1 = x cos α — y sin a, yl = x sin α -J- y cos a.Die erweiterten Transformationen sind hier (vgl. 2. Beispiel des § 1):

Beispiele.
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270 Kapitel 13, §§ 2, 3.. . , , sin α + w cos ocx< = χ cos α — ?/ sin a, y, == x siü a + y cos a, y, =------- , .— ·1 ? 7 71 i cθ8 a — y 81n aWir verificieren, dass sie eine Gruppe bilden und führen zu dem Zwecke diese und die Transformation:
x2 = x1 cos α1 — yl sin α1, y2 = x1 sin al + yl cos α1, y2=* co8^nach einander aus. Eliminieren wir x1, y1, y1' hieraus vermöge der drei ersten Gleichungen, so kommt zunächst bekanntlich:

χ2 = x cos (α + α,) — y sin (α -J- α1), 
y2= x sin (α + α1) + y cos (α + α1)und überdies:, sin α1 (cos a — y sin a) + cos α1 (sin a -(- y cos a) cos α1 (cos a — y sin a) — sin α1 (sin u y' cos a)sin(α -f- α,) + y cos(α -j- αι) cos(α + α1) — ι∕'8in(α + α1)

§ 3. Die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe.Hat man aus einer eingliedrigen Gruppe von Transformationen der Punkte (x, y) die erweiterte eingliedrige Gruppe der Linienelemente (x, y, y) der Ebene construiert, so ist die letztere eine Gruppe in den drei Veränderlichen x, y, y. Wir stellen uns die Aufgabe, alle Gleichungen ii(aj, y, y) = 0 zu finden, welche die erweiterte Gruppe gestatten. Um diese Aufgabe anschaulich zu erledigen, werden wir bis auf weiteres x, y, y nicht gerade als Coordinaten eines Linienelementes, sondern als Cartesische Coordinaten eines Punktes im gewöhnlichen Raume auffassen. Natürlich bleibt die erweiterte Gruppe auch dann noch eine Gruppe, und zwar wird sie zu einer eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen des Raumes (x, y, y). Diese Deutung liefert zu jedem Linienelemente (x, y, yy) der (xy)-Ebene einen bestimmten Punkt (x, y, y) des Raumes und umgekehrt. Die 
Linienelemente der Ebene sind also dadurch eindeutig auf die Punkte des 
Raumes bezogen, auf sie abgebildet*'). Im Raume besitzt nun die erweiterte Gruppe — diese also aufgefasst als eine Gruppe von Transformationen der 
Punkte (x, y, y") des Raumes — gewisse invariante Curven und Flächen, die wir nach den früher gegebenen Regeln zu bestimmen vermögen. Diesen*) Diese Abbildung der Linienelemente der Ebene auf den Punktraum benutzte Lie in grosser Ausdehnung in seinen Untersuchungen im norwegischen Archiv, 1878 u. 1879, über Gruppen von Berührungstransformationen. Dass man es hierbei erreichen kann, dass die Linienelemente jeder ebenen Curve sich als die Punkte einer Raumcurve abbilden, deren Tangenten einem linearen Linien- 
complexe angehören, hatte er schon 1874 in den Göttinger Nachrichten angedeutet.
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Die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe. 271Curven und Flächen entsprechen vermöge unserer Abbildung gewisse aus Linienelementen (x, y, y,') bestehende Gebilde in der Ebene, die bei der erweiterten Gruppe — diese jetzt als eine Gruppe von Transformationen der Linienelemente aufgefasst — invariant sind.Es eröffnet sieb hiermit also ein Weg, die bei einer erweiterten Gruppe vorhandenen invarianten Gebilde von Linienelementen vermöge uns schon bekannter Regeln zu bestimmen. Dazu aber bedürfen wir, wie bekannt, der infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe; zunächst werden wir daher diese aufsuchen.Es sei
Uf≡i(x,y)∣i + η^,y)^

Berechnung d. inf. Trf. der erweiterten Gruppe.die infinitesimale Transformation der vorgelegten eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen der Ebene. Bekanntlich können wir dann die endlichen Gleichungen der Gruppe in Form von Reibenentwickelungen schreiben (vgl. Theorem 4 des § 3, 3. Kap.):¾ = * + ∕ξ + ⅛ U(Ux) + ■■;

Vi = y + >1 + i⅛ U(Uy) -|------ .Demnach kommt:
/ . t (-η 4-^H- _|_

, dyl   dy + tdη + · · ·  y ∖∂x '∂y 'l ' '
y' ~ dx1~ dx + td⅛ h— ~ ∕a⅛ , δξ ,\

1 ~γt∖∂x^Jyy ) + ’ ‘ 'Nun lässt sich der reciproke Wert der Potenzreihe nach t\1 + * (0 ÷ H y') + ri <, Ήbekanntlich ebenfalls in eine Poteuzreihe nach t entwickeln und zwar beginnt sie mit den Gliedern:1~i(⅝ + ⅜y)4------ ·Also ergiebt sich:
¼'= {∕+ *(⅛ + c^y') 4—} j1 — t^c + ^yy'} 4—} = 

= y,+t (⅜⅛ + ¾ y ~ ⅛ y'~ τy y2) ■+—·Gehen wir nun zur infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe über, so haben wir den Parameter t unendlich klein, gleich 
dt, anzunehmen und die Glieder zweiter und höherer Ordnung in dt zu vernachlässigen. Daher folgt dann:
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Kapitel 13, § 3.272 √l∙'' z ' I A'√ ∕^7J I ∕^7J ££ ∖ ' '2∖yι = y + _ + _ 2z -J .Bei der infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe erfahren also x, y und y die Incremente:
∂x = ξdi, öy — η∂t,

v z ∕∂ij ∣ ∕∂ij ∂ξ∖ ' Sξ Z2∖ v,, i^s={si+∖Si~Si)y ^~^^v')st∙Mithin hat diese infinitesimale Transformation das Symbol:
ττ'f=t∂f . w ∣ Λ½ — —W— √Λ —' ’Sx ' ∂y ' ∖∂x ' ∖∂y ∂x) J ∂y^ J ι>y, ’das wir gelegentlich abkürzend auch so schreiben:7-τzz∙___  t ∂f , ∂f . , θfi∕ = ⅛÷,>⅛+,' sy> sodass also η den Ausdruck bezeichnen soll:

z ∂η . t∂η ∂t,∖ f ∂ξ Z2

Satz 3: Wird eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
der Ebene (x, y) von der infinitesimalen Transformation

uf≡Wx + V⅝

erzeugt, so wird die erweiterte Gruppe der Linienelemente (x, y, y') von 
der infinitesimalen Transformation

τvr__ t df , df , z dfuf=hTc + ηPy + η dy

erzeugt, wo
√ξξ⅛ + (<⅛ _ v'√ s 

7* dx ‘ \dy dX' " dy^
ist. Man sieht, dass zur Berechnung dieser infinitesimalen Transformation U'f der erweiterten Gruppe nur die Kenntnis von ξ, η, also die Kenntnis der infinitesimalen Transformation Uf der ursprünglichen Gruppe erforderlich ist. Wir können demnach auch sagen, dass die infinitesimale Transformation U'f der erweiterten Gruppe direct als die Erweiterung der infinitesimalen Transformation Uf aufzufassen ist.Um sich die Form von U'f, insbesondere also um sich den Ausdruck η zu merken und für Berechnungen bequem zur Hand zu haben, ist die Bemerkung von Nutzen, dass η in der Form geschrieben werden kann:

z___ dη , dt,
dx dx,
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Die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe. 273wenn man nur bei der Differentiation nach x die Veränderliche y alsFunction von x auffasst, also 5- = √ setzt.’ dx vEs erscheint zweckmässig, zur Ableitung der erweiterten infini- Andere
. . Ableitungtesimalen Transformation eine zweite Methode zu entwickeln, da sie dieser im.TrÄDSfsich durch Kürze auszeichnet, wenn sie auch nicht so elementar wie die obige ist. Sind = φfo y, t), Vi = ≠O> y, 0die endlichen Gleichungen der Gruppe Uf, so sind bekanntlich | und 

η als die Ableitungen von xl und y1 nach t für den Wert von t, welcher der identischen Transformation entspricht, also etwa für 
t == 0, aufzufassen. (Vgl. § 5 des 2., § 2 des 3. Kapitels.) In den Incrementen:

∂x = ∣di, dy = ηdtoder in
St ζ, St 1kann also das Zeichen d als Differentiationszeichen nach t für t = () aufgefasst werden. Nun ist:

, dy
y = ,u dxalso

1. Beispiel: Erweitert man die infinitesimale Translation: Beispiele.⅜,so erhält man offenbar genau dieselbe infinitesimale Transformation, da hier | = 0, i?=l, also η≡0 ist. Andererseits wissen wir, es
Q £ist die infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe

Lie, Differentialgleichungen. 18

js, , δ - dx ∙ — dy — dy · dxSy ___ dx ___ St i, j St
δt ∂t dxiDie Operationen d und d dürfen nach einem Satze der Variationsrechnung vertauscht werden und es kommt also:

, , δy 7 ∙ Sx. , dx · d — dy · d -τ- δy St j St
St dx*oder wegen = ξ, η:

Sy  dη dy d£   d η > d'ζ
St dx dx dx dx dx’und dies ist in der That der oben für η erhaltene Wert.
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274 Kapitel 13, §§ 3, 4.
χi = χ, yl = y + t, deren erweiterte Gruppe lautet:

χi = χ, yl = y + t, yl' = y
a fund auch — zur infinitesimalen Transformation hat.δy2. Beispiel: Die Erweiterung der infinitesimalen Rotation:

Bf = — y -—h x 1 j ox 1 cyliefert die infinitesimale Transformation der Linienelemente:
B f=-y Wx + z + (1 + t, ) dy,,denn hier ist ξ ≡ — y, η ≡≡ x, also √≡ — √ ∣∣ ≡ 1 + y'2.Man kann sie auch so erhalten: Uf ist infinitesimale Transformation der Gruppe von Rotationen:

xl = x cos t — y sin t, yr = x sin t -J- y cos t,bei der, wie früher berechnet,/ sin t -p y cθs tcos t — y sin tist. Für t — dt giebt dies bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung: = + (1 + √tf0 = √+(1 + y'Wsodass in der That <fy'= (1-f-2,'2)Mwird.
§ 4. Neues Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung erster 

Ordnung in x, y eine eingliedrige Gruppe gestattet.Jetzt sind wir soweit, dass wir tiefer auf die Theorie derjenigen gew. Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y eingehen können, welche eine gegebene eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen gestatten. Wir nehmen also gewisse Probleme der zweiten Abteilung hier wieder auf.Eine Differentialgleichung erster Ordnung in x, y hat die Form (10) &(#, y, y') = θ∙(Früher nahmen wir sie immer in aufgelöster Form Xy— Y — 0 an.) Wählt man rc, y ganz beliebig, so bestimmt sie y. Diese Gleichung wird daher von ∞2 der oo3 Linienelemente der Ebene erfüllt. Diese hängen mit den Integralcurven eng zusammen, denn die Tangente der durch den Punkt (x, y) gehenden Integralcurve hat eine Neigung y',
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Neues Krit. dafür, d. e. Differentialgl. 1. 0. in x, y e. eingl. Gr. gestattet. 275welche mit x und y zusammen die Differentialgleichung erfüllt, d. h. jene oo2 Linienelemente, welche der Gleichung £1 = 0 genügen, stellen sich dar als die ∞2 Linienelemente, deren Richtungen die Integral- curven in ihren Punkten berühren. (Kig. 26.) Die Integralcurven sind also die ∞1 Curven, welche von jenen ∞2 Linienelementen eingehüllt werden.Wenn insbesondere die Gleichung (10) y' selbst gar nicht enthält, stellt sie allerdings keine Differentialgleichung mehr vor, aber sie definiert dann immer noch oo2 Linienelemente. Wählt man nämlich in diesem Falle x beliebig, so wird durch die Gleichung y bestimmt, während y ganz willkürlich bleibt. Eine Gleichung zwischen x und y

allein, die in gewöhnlicher Auffassung eine Curve darstellt, wird also als Gleichung zwischen den Coordinaten der Linienelemente die ∞2 Linienelemente darstellen, deren Punkte auf jener Curve liegen, deren Richtungen aber beliebig sind. (Fig. 27.)Wir werden voraussetzen, dass die Gleichung (10) die Variabele 
y wirklich enthält.Verlangen wir nun, dass die vorliegende Differentialgleichung (10) die Punkttransformationa⅛ = V)> Vι = Ψ(%, !/)gestatte, so soll das heissen, dass die Differentialgleichung, geschrieben in den durch diese Transformation eingeführten Variabein dieselbe Form wie die ursprüngliche hat. Führen wir aber die neuen Veränderlichen xl, yl ein, so haben wir für x und y die Auflösungen der Transformation zu setzen; ferner ist ι∕'= ~ vermöge:

u, = d^- == +
'l dxl ∂φ . dtp ,

Γx+ivyjdurch rr1, yγ und y{ auszudrücken. Die Gleichung (10) in den drei Veränderlichen rc, y, y muss also invariant sein gegenüber der Transformation: 18
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216 Kapitel 13, § 4.

cψ + ∂ψ> ,
xι = φ(»,«/), λ = Ψ(®, <ζ), = ⅛-⅛- ,8S+⅜≈,'1≤7o diθ abθr nichts anderes ist als die Erweiterung der Punkttransfor-

beierw«ter-mation.
ter Punkttrf. Dies Ergebnis ist ganz unabhängig davon, ob die betreffende Differentialgleichung in aufgelöster Form

Xy — Γ=0vorliegt, wie in der 2. Abteilung, oder nicht. Es gilt daher allgemein derSatz 4: Eine Differentialgleichung erster Ordnung ii(z, y, ∕) — θ
zwischen x, y gestattet die Punkttransformation

χi≈φfay), y1 = -Ψ(χ>y)

dann und nur dann, wenn die Gleichung

&(?,y, √) = °
in den drei Veränderlichen x, y, y' die erweiterte Transformation

∂ψ _j_ δ τ∕> y,

xi = <f{x, y), y, — ≠(ic, y), 8√= 05 + ⅜≈''
zulässt.Dieser Satz hat einen einfachen geometrischen Sinn: Dass nämlich die Punkttransformation x1 = φ, y1 — ≠ die Differentialgleichung 
Q = 0 in sich überführt, bedeutet ja, dass sie ihre Integralcurven unter einander vertauscht. Dass andererseits die erweiterte Transformation die Gleichung ii = 0 invariant lässt, heisst, dass sie ihre ∞2 Linienelemente unter einander vertauscht. Der aufgestellte Satz beruht nun darauf, dass die erweiterte Transformation nach Satz 1 (§ 1) die ∞1 Linienelemente einer Integralcurve in die ∞1 Linienelemente derjenigen Integralcurve überführt, in welche die erstere Curve vermöge der Punkttransformation x1 = φ, yl = ψ übergeht.Wenn wir nunmehr verlangen, dass die vorgelegte Differentialgleichung
(io) y, y) = oalle Transformationen der von der infinitesimalen Transformation

ττr__ . t df ■ cf
ut=^ιx + r<-y
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Neues Krit. dafür, d. e. Differentialgl. 1. 0. in y e. eingl. Gr. gestattet. 277erzeugten eingliedrigen Gruppe gestatte, so kommt dies nach dem eben Bemerkten darauf hinaus, dass die Gleichung (10), aufgefasst ^ar1ia1nzθβ als eine Gleichung zwischen drei Veränderlichen x, y, y, bei allenbtθθζt^ue^eθr Transformationen der erweiterten Gruppe, die von der infinitesimalen Transformation
τγf__  <, ∂f ∣ ∂f , , ∂∕'L ^⅛ + ⅛ + ^ ⅜7erzeugt wird, invariant bleiben soll.Ein solches Problem aber haben wir schon in der dritten Abteilung behandelt. Fassen wir nämlich x, y, y als rechtwinklige Punktcoordinaten im Raume auf, so stellt die Gleichung (10) eine gewisse Fläche dar und wir verlangen, dass sie bei allen Transformationen der eingliedrigen von D'f erzeugten Gruppe des Raumes invariant bleibe. Nach Satz 8 des § 4 im 12. Kapitel ist dazu notwendig und hinreichend, dass U'il vermöge £1 = 0 verschwinde. Erinnern wir uns nun noch an die im vorigen Paragraphen entwickelte Form von U'f, so können wir also den Satz aussprechen:Theorem 21:. Die Differentialgleichung erster Ordnung 

sehen x und y: 1,iffgl∙1∙θii(¾ 2/, ∕) = θ
gestattet die eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen

' ®Sx * Sy
dann und nur dann, wenn der Ausdruck

jrrn ___  k G& . c£l . ∕∂η , ∕∂η ∂ξ∖ , ∂ξ ∕2∖σiicz β=⅛ + ,> ⅞ + v⅛ + (¾ ~ 0χ) y - ¾τ y) ϊ7

vermöge Sl == 0 verschwindet, vorausgesetzt dabei, dass die 
Differentialgleichung = 0 nicht in einer solchen Form ge
schrieben ist, in der ÷-~, , sämtlich vermöge £1 = 0
verschwinden.Vergleichen wir dies Kriterium mit dem früher gefundenen (Theorem 9, § 2 des 6. Kap.), so erhellt unmittelbar ein bedeutender Vorzug des jetzigen: Damals nahmen wir die Differentialgleichung in aufgelöster Form

Xy - F = 0an, jetzt kann das Kriterium aufgestellt werden, ohne dass diese Auflösung nach y n0tιg^~wafei Hiermit findet also auch eine Bemerkung ihre Bestätigung, die wir früher gelegentlich eines Beispiels machten (siehe 2. Beispiel des § 3, 6. Kap.). Wir wollen jenes damals durchgerechnete Beispiel nach der jetzigen Methode behandeln.
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278 Kapitel 13, § 4.
Beispiele. 1. Beispiel: Es handelt sich darum, zu beweisen, dass die Differentialgleichung der Schar der ∞1 Kreise

(x — a)2 -f- y2 — r2 = 0mit gleichem Radius r die infinitesimale Translation
Uf≡≡lt 

' cxgestattet. Zunächst ist die Differentialgleichung zu bilden. Zu dem Zweck differenzieren wir die Gleichung der Kreisschar:a: — α + 2Z2/' = 0und eliminieren also vermöge x — a = — yy den Parameter a aus ihr, wodurch die Differentialgleichung in der Form hervorgeht:ii = i∕2(l -j- y'2) — r2 = 0.Die aus Uf erweiterte infinitesimale Transformation U'f ist, wie be-o √∙kannt, gleich Uf≡-J-i und somit kommt sofort: c cc
u,sι≡~≡ 0,denn enthält x gar nicht. Hiermit ist der Nachweis geliefert und zwar viel kürzer als früher.Recht deutlich tritt der Vorzug der jetzigen Methode auch bei den beiden folgenden Beispielen zu Tage.

2. Beispiel: Die Schar der ∞1 Kreise, welche die beiden Coordi- natenaxen berühren:
(x — c)2 -j- («/ -- c)2 = c2bleibt offenbar bei der infinitesimalen Ahnlichkeitstransformation

ττf___ df , cf
uf=xTx + yιyinvariant. Wir wollen verificieren, dass ihre Differentialgleichung diese infinitesimale Transformation gestattet. Um diese Gleichung zu bilden, haben wir

(x — c)2 -}- (y — c)2 = c2oder
x2 + y2 — 2c(x + y) 4- c2 = 0zu differenzieren:

x + yy,-c(l 4- √) =0und c zu eliminieren. Dies giebt die Differentialgleichung: β≡ (z24-i∕)2(i 4-√2)- 2(^ + y√)(^ +?/)(i ÷√) + (^ + y√j2==o. 
Uf giebt erweitert wie bekannt:t∕γ≡w≡≈g + !∕⅛∙
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Neues Krit. dafür, d. e. Differentialgl. 1. 0. in x, y e. eingl. Gr. gestattet. 279Also ist:
ττ'η — SSi . SSI _usi=x-^ + y- =

≡x {2z(l +√)2 — 2(x + y) (1 +∕) — 2(λj + i∕√) (l + √) ++ 2 (% + yy')} ÷
+ V {2t∕(l + √)2 — 2√(^ + t∕)(l+√)-2(λj+ yy') (1 + √) + 

+ 2y(x + yy)}
≡2Si.Also verschwindet in der That Uil vermöge Q = 0.
3. Beispiel: Die Schar der ∞1 Tangenten des Kreises x2-j-y2 == 1gestattet offenbar die eingliedrige Gruppe von Rotationen um den Anfangspunkt:

ττ,___ ∂f | ∂fvf=-yrχ + xwZur Verification dessen an der Differentialgleichung der Geradenschar haben wir erst diese zu bilden. Die Gleichung der Tangenten ist:
ax + bij — 1 = 0, wo

α2 _j_ δ2 = 1ist. Wir differenzieren: 05 -(- 6?/' = 0und eliminieren aus diesen drei Gleichungen a und 1). Dadurch geht als Differentialgleichung der Geraden hervor:ß ≡ 1 + √2 — (z, — xyy = 0.Es ist hier TT'/·___ ∂f , ∂f , Z, | ∕2∖uf=-y∂⅛ + xτy + (γ + ysodass sich ergiebt:
tΓ,β≡ — y · 2(y — xy')y -x∙2(y- xy) + (t + √ 2) (2√ + 2 (t, — z/) x) 

= 2y'(l+y'2 - (y - xy)2)=≡2y'ilund dieser Ausdruck verschwindet vermöge Ώ = 0.
Selbstverständlich muss das in unserem Theorem 21 aufgestellte fii^^kjes Kriterium sich mit dem früheren decken. Wir werden es auf das Yeu.θu Kri\tenums auffrühere zurückführen, indem wir die Differentialgleichung Ώ = 0 in da» frühere, der aufgelösten Form

Sl ≡Xy-Y=0 annehmen. Dann kommt:
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280 Kapitel 13, §§ 4, 5.

Dies aber ist das Kriterium in der zuerst aufgestellten Form*) (siehe Formel (7) des § 2 im 6. Kapitel).
§ 5. Bestimmung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in 

χ, y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten.Wie wir es schon zu Beginn des § 3 ausgesprochen und auch im vorigen Paragraphen gestreift haben, können wir jedes Linienelement (rc, y, y'} der Ebene als einen Punkt (x, y, y) des Raumes deuten. Die Differentialgleichung
y, yy) = θstellt in dieser Auffassung eine gewisse Fläche dar. Die Aufgabe, alle Differentialgleichungen erster Ordnung ii = 0 zu finden, welche eine vorgelegte eingliedrige Gruppe Uf gestatten, kommt also auf llauflein11 ^as Prθblem des Raumes (%, y, y'^) zurück, alle Flächen oder Glei- piobiem’ chungen ii = 0 zu finden, welche die von der erweiterten infinitesimalen Transformation U'f erzeugte Gruppe des Raumes gestatten.*) Die im Texte ausgeführte Rechnung ist, wie der Leser leicht übersieht, nicht wesentlich verschieden von der auf Seite 103, 104 durchgeführten.

ττ, fi__ k iS X ' SY∖ . ∕∂X , SY∖ lιzii=‰ι'-⅛) + √¾2' -⅞) ++ A + ∕⅛ ⅛ ■ _ 0i -i∖ χ
* ∖∂y ∂x) v' '∂y J

γDies soll vermöge ii = 0, d. h. vermöge y = -^ verschwinden. Es soll also die Identität bestehen:√lf r - ⅛ x) + √∣7 y - ⅞ x) + ⅛ χ2 +
+ (⅛-pξ) XY-iJ Γ2≡0 

∖cy Sx> cyoder, da
JTV— tSX , SX TTV_,SY l SY
UX = ξ   H »? -3—, UY=ξ-5—l·· n 7rcx 1 ' cy ’ s Sx 1 ' Syund, wenn wie früher

Af≡X^-+ Y⅛- 
Sx 1 Sygesetzt wird, auchj4∣≡X∣i + rU, Aη≡X⅛ + Y⅛

Sx Sy’ 1 Sx 1 Syist:
Y- UX - X- UY+ X · Αη - Y ■ Aζ≡O,d. h.

UX — A£_ UY — Αη 
X — Y
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Alle Diffgln. erster Ord., welche eine eingl. Gruppe gestatten. 281Erinnern wir uns daher an das Problem, alle Flächen oder Gleichungen 52 = 0 zu finden, welche eine eingliedrige Gruppe des Raumes 
(#, y, yf>) gestatten. Wir fanden früher (vgl. Theorem 19 des § 3,12. Kap.), dass es zweierlei invariante Flächen giebt, einmal die von ∞1 Bahncurven der Gruppe erzeugten und dann die aus lauter invarianten Punkten bestehenden. Von letzteren kann hier nicht die Rede sein. Da nämlich den Punkten einer solchen Fläche oo2 Linienelemente der Ebene entsprechen, so würden die oo2 durch die betreffende Gleichung il(x, y, y,') = 0 definierten Linienelemente bei der infinitesimalen Transformation U'f in Ruhe bleiben. Diese können aber nicht über die ganze Ebene verteilt sein, denn sonst müssten die ∞2 Punkte dieser Linienelemente, d. h. alle Punkte der Ebene bei der infinitesimalen Transformation Uf invariant sein. Die ∞2 invarianten Linienelemente müssten vielmehr so liegen, dass ihre Punkte nur eine Curve bilden. Dies aber käme, wie wir zu Beginn des § 4 sahen, darauf hinaus, dass die Gleichung Q(x, y, y') = 0 ganz frei von y, also gar keine Differentialgleichung wäre (vgl. Fig. 27).Wir haben also nur solche invariante Flächen Ω(x, y, y'y) = 0 zu suchen, die von ∞1 Bahncurven der Gruppe U'f des Raumes (#, y, y') erzeugt werden.Nach dem Früheren (vgl. Satz 7, § 3 und Theorem 17, § 1 des 12. Kap.) ergeben sie sich in allgemeinster Weise, indem wir zwei Invarianten der Gruppe U'f, d. h. zwei von einander unabhängige Lösungen u, v der linearen partiellen Differentialgleichung U’f = 0 bestimmen und irgend eine Function derselben gleich Null setzen.Die entstehende Gleichung können wir immer so schreiben:

v — f(u) — 0.Natürlich kann man eine der beiden Lösungen, etwa w, frei von y Erste ∕θ,η.,.1.τi7 Invariantewählen, denn nimmt man u frei von y an, so reduciert sich die Bedingung U'u = 0 auf:
TT ____  J. C U . CU ____ ∣-∖Uli = -----H « — = 0β cx 1 ' cyund diese lineare partielle Differentialgleichung ist auch frei von y.Sie bestimmt w als Invariante der eingliedrigen Gruppe Uf von Punkttransformationen, und u = Coust. stellt also die Bahncurven der 

Gruppe Uf in der Ebene dar. Nehmen wir an, diese Bahncurven seien 
uns bekannt, so können wir eine zweite y ivirklich enthaltende Lösung v zweite 
der Gleichung U'f = 0 immer durch Quadratliren finden. Wir werden dies auf zwei Wegen beweisen und heben hervor, dass die Beweismethode, die sich zunächst darbietet, theoretisch nicht so einfach ist, wie die zweite, nachher angegebene (S. 284).
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282 Kapitel 13, § 5.Um den ersten Beweis zu liefern, stellen wir das der linearen partiellen Differentialgleichung U'f=O äquivalente simultane System auf:(11) dx___dy ____ dy
~ η ssas ,_S^_ .2,

∂x^r∖Sy ∂x)j ∂yy

nqw. dem wir nach Voraussetzung schon ein von y freies Integral 
u(x, y) kennen. Vermöge

u(x, y) = ckönnen wir etwa y entfernen und erhalten eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form:(12) = £ , J ∕∂η __ _ £ <½ 1∕2
dx ξ dx *~ ξ ∖dy dx) ζ dyzwischen den beiden Veränderlichen y und x, indem y überall entfernt ist. Diese Gleichung wird aber im allgemeinen die die Rolle einer Constanten spielende Grösse c enthalten.1∖θ8tl2m^llg Diese Differentialgleichung hat die Gestalt:durch eine zRiccati’sche z⅛ <-⅛∖ g ^v ∣ ∙v f ∣ ^χτ^ t ς>niffgi. (13) di,ac = X + X1 y + ⅜ y “,wo X, X1 und X2 Functionen von x (und c) sind. Wir bezeichnen sie wie üblich als eine Riccati’sche Gleichung.Im allgemeinen würde ihre Integration nicht durch Quadraturen allein möglich sein, aber in unserem Falle geht dies doch, weil uns

Lösuug die- namhch eine particulare Lösung derselben bekannt ist. Wir wissen scθheniD°ffgi"ja> ^ass die Ba^ncurven der Gruppe Uf der Ebene bei dieser Gruppe invariant bleiben, dass also die Linienelemente längs einer solchen bei der erweiterten Gruppe U'f unter sich vertauscht werden. Mithin erfüllt die Schar aller ∞2 Linienelemente der oo1 Bahncurven der Gruppe Uf eine Gleichung, die bei U'f invariant ist, also eine Integralgleichung des simultanen Systems (11) ist. Diese Integralgleichung lässt sich sofort aufstellen, denn die Linienelemente (x, y, y'} der Bahncurven von Uf haben in ihren Punkten (x, y) eben die Fort- schreitungsrichtungen y', welche die infinitesimale Transformation Uf den betreffenden Punkten zuordnet. Sie erfüllen also die Gleichung:
oder > rl

y=~i

ξy' — η = o.Also ist y'=~ θinθ Particularlösung der Differentialgleichung (12) oder (13), sobald nur aus ihr y vermöge zι(x, yy) = c entfernt wird.
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Alle Diffgln. erster Ord., welche eine eingl. Gruppe gestatten. 283Wir können diese geometrischen Schlüsse auch analytisch dar- thun. Die Gleichung ξ√-»? = 0giebt nämlich nach x1 y, y total differentiiert:W+(½2''-½)*≈ + (¾S''-¾)⅛ = θund diese Gleichung wird vermöge des simultanen Systems (11) und ξ∕ — η = 0 identisch erfüllt.Von unserer Riccatfschen Gleichung (12) oder, kürzer geschrieben,^?’^?11
. . r V i · i · scheu Glei-(13) kennen wir also eine Particularlösung y = } geschrieben in X chung durchund c. Daraus folgt (nach einem allgemeinen Satze über Riccati’scheDifferentialgleichungen), dass sich das Integral durch Quadraturenfinden lässt. Bezeichnen wir nämlich zur Abkürzung die bekannteParticularlösung y'== ~γ der Gleichung (13) mit y — λ(x), so ist:(14) ⅛=X+X1Λ+¾λ2.Wenn wir nun in (13) als neue Veränderliche statt y diese:l

ω = ——5J/ —λeinführen, so vereinfacht sich die Differentialgleichung sehr. Es ist ja dann
y = λ +also

dy' dl 1 dm
dx dx ωi dxoder nach (13) und (14):

^ = _ (¾ + 2Xaλ~)ω - Xi.

ω bestimmt sich mithin durch eine lineare Differentialgleichung und kann, wie aus den Elementen der Theorie der Differentialgleichungen bekannt ist oder wie wir früher gelegentlich zeigten (vgl. 5. Beispiel des § 3, 8. Kap.), durch zwei Quadraturen integriert werden. Damit ist dann auch ' 1 I 1 77 I 1d 1 ω § ωbekannt.Hat man somit y als Function von x, c und einer Integrations- constante γ bestimmt:
√= ψ,(z, c, y),
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284 Kapitel 13, § 5.so ergiebt sich, wenn man wieder c — u(x, y) setzt und dann nach γ auflöst, das gesuchte zweite, y' enthaltende Integral vfx, y, y) des simultanen Systems (11) und also auch die allgemeine Gleichung
v — ∕,(m) = 0.Theorem 22: Ist die infinitesimale Transformation Uf einer 

eingliedrigen Gruppe der Ebene (#, y) gegeben und kennt man 
die Bahncurven u(x, y) = Gonst. dieser Gruppe, so kann man 
durch Quadraturen alle Differentialgleichungen erster Ord
nung zwischen x, y auf stellen, ivelche die eingliedrige Gruppe 
Uf gestatten. Jede derartige Differentialgleichung lässt sich 
durch Quadratur integrieren.Der letzte Zusatz ist nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) selbstverständlich.

Bestimmung Dass die Kenntnis der Bahncurven zi = Const. zur Bestimmung 
(1. 2. Inv. auf ... . , _anderem aller bei Uf invarianten Differentialgleichungen erster Ordnung vermittelst Quadraturen hinreicht, kann man noch einfacher so erkennen.Wir wissen, dass, wenn die Bahncurven u = Const. der Gruppe 

Uf bekannt sind, durch Quadratur neue Veränderliche £, t) eingeführtC /1werden können, welche Uf auf die canonische Form bringen (Satz 4 des § 2, 3. Kapitel). Alle Differentialgleichungen(ϊ> fc |) = 0O √1aber, welche die eingliedrige Gruppe gestatten, werden, wie wirfrüher bemerkten (vgl. 1. Beispiel des § 3, 8. Kap.), dargestellt durch die Gleichung: ⅛→(*>) = 0∙Nun sind £ und t) bekannte Functionen von x, y, diese Gleichung lässt sich daher so schreiben:gl) . gQ ,∣^⅛--∕⅛)≈o, ⅛L + ii√
∂x ' Vy yund dies wäre die allgemeine Form v — f(u) = 0 einer Differentialgleichung erster Ordnung, welche die Gruppe Uf gestattet.Offenbar ist t) identisch mit dem früheren n und dementsprechend ist die Grösse
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Alle Diffgln. erster Ord., welche eine eingl. Gruppe gestatten. 285
∂x ∂y
⅛- + ⅛-y
∂x cynichts anderes als die früher mit v bezeichnete. Man sieht, dass die jetzige Bestimmung von v etwas einfacher als die obige ist.Wir bemerkten schon früher, dass jede bei der eingliedrigen Gruppe C7∕^ invariante Differentialgleichung erster Ordnung erhalten wird, indem man eine Invariante Q(x, y, y'^) der erweiterten Gruppe 

U'f gleich Null setzt. Bezeichnen wir nun jede Invariante der erweiterten Gruppe U'f als eine Differentialinvariante der ursprünglichen Gruppe Uf, so können wir sagen:Theorem 23: Ist eine eingliedrige Gruppe Uf in den Verän
derlichen x, y vorgelegt, so gehören zu derselben unendlich viele 
Differentialinvarianten, die sich als beliebige Functionen irgend 
zweier unabhängiger Invarianten der erweiterten Gruppe U'f 
darstellen lassen. Jede Differentialgleichung &(x, y, y'y) = 0, 
welche Uf gestattet, kann durch Nullsetzen einer Differential
invariante erhalten werden.Wir ersuchen den Leser, die vorangehenden Methoden zur Auf- Vergleich . . . 1 θ . mit derStellung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y, welche f[iiιl1,erθπ eine eingliedrige Gruppe £//’ gestatten, mit der früher (in § 2 des 8. Kap.) entwickelten Methode zu vergleichen. Das jetzige Verfahren setzt nur die Kenntnis der Bahncurven, das frühere aber die Kenntnis der endlichen Gleichungen der Gruppe Uf voraus. Wie schon damals hervorgehoben wurde, liefert die frühere Methode überdies die betreffenden Differentialgleichungen in wenig übersichtlichen Formen.Auch hierin ist das jetzige Verfahren dem früheren weit überlegen.Zum Vergleich behandeln wir einige der damaligen (in § 3 des 8. Kap. angegebenen) Beispiele nach der jetzigen Methode. Man wird sehen, wie viel schneller die jetzige Methode dabei zum Ziele führt.1. Beispiel: Sei Uf die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation: Beispiele. 

77∙∕∙___ ∂f . Öf
uf = xΓχ + ,JsTj-Hier ist die erweiterte infinitesimale Transformation U'f≡ Uf·, es müssen also zwei Integrale des simultanen Systems

dx dy dy
x y 0bestimmt werden. Solche sind m ≡ J, v = y, sodass
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286 Kapitel 13, § 5. Kapitel 14, § 1.

y-f(½) = 0die allgemeine Form der Differentialgleichungen ist, welche Uf gestatten.
2. Beispiel: Sei Uf die infinitesimale Rotation

so ist: n,_ Zf l Zf Uf— y ∂x + X ∂y' 
rv f  Df , 8f , , 2\ Zfu f=-y^ + x∂y~r(i + yalso lautet das simultane System:

dx ___dy ____ dy
— y ~ x 1 + t/' * 'Ein Integral desselben ist u = x2 -f- y2. Ein zweites folgt aus:
xdy — ydx dy' 

χi + yi ~ 1 + 2/'2 ’nämlich arc tg — arc tg y oder, wenn man die Tangente hiervon nimmt:
v = xjL∑ALsodass die gesuchte allgemeine Form der Differentialgleichungen, welche 

Uf gestatten, diese ist:
⅛ - f(*‘ + Λ = 0.

Abteilung IV.
Eingliedrige Gruppen und infinitesimale Transformationen in 

n Veränderlichen. Verwertung dieser Begriffe für 
Differentialgleichungen.Da wir von jetzt ab die allgemeine Theorie der eingliedrigen Gruppen 

in beliebig vielen Veränderlichen und ihre Anwendungen auf Differential
gleichungen entwickeln wollen, heben wir sogleich hervor, dass die Theorie für n Veränderliche mit der für zwei und für drei Veränderliche entwickelten so viele und umfangreiche Analogien darbietet, dass es unnötig erscheint, die Beweise so vollständig, wie es früher geschah, auszuführen. Der Leser wird hoffentlich selbst imstande sein, die

I
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Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. 287Beweise zu reconstruieren, und ihre Unterdrückung an manchen Stellen wird uns vieler ermüdender Wiederholungen überheben.Noch ist zu erwähnen, dass wir uns genötigt sehen, künftig die 
geometrischen Deutungen aus dem Text in die Noten zu verweisen, da das Operieren in einem JRaume von n Dimensionen aus dem Gebiet des Elementaren hinausgeht. Doch wird der Leser gut thun, diese Noten, soweit er dazu fähig ist, ebenfalls zu durchlaufen, da er in denselben manche neuen Gesichtspunkte finden wird. Wohlbemerkt wird jedoch der Text selbst niemals die Kenntnis der vorhergehenden Noten voraussetzen, sondern für sich ein geschlossenes Ganzes bilden.

Kapitel 14.

Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen, simultanes System gewöhn
licher Differentialgleichungen und lineare partielle Differentialgleichung 

in n Veränderlichen.Wτie schon bemerkt, werden wir uns möglichst kurz fassen. Die folgenden Überlegungen sind in der Hauptsache (mit Ausnahme des § 4) bloss Verallgemeinerungen der in den Kapiteln 2, 3, 4 für zwei und in den Kapiteln 11, 12 für drei Veränderliche angestellten Betrachtungen.
§ 1. Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen.Liegen n Gleichungen vor von der Form:H = <Pι(^7, Λ⅛j ’ ’ ’ Π») »H = φ2 (H > ∏, * ∙ ∙ 3Jn) j

·£» φzι(H, 3/2 j * ’ ’ '<Γ,n) )von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach x1, x2 ∙ ∙ ∙ χn auflösbar seien, so bestimmen sie eine allgemeine Transformation der n Veränderlichen xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn in n andere Veränderliche xf,xf-∙-xn'.Enthalten die Gleichungen noch eine beliebig gross annehmbare Constante a, haben sie also die Form:
X1 ---- Cp 1 (xt f X∙2 · · · Xn > &) >∏ == Φ-2 (Η > H " " ’ ∏> > &) )
Xn --- (pn(Xγf X.2 ∙ ∙ ∙ Xj∣) u) j

(1)

www.rcin.org.pl



288 Kapitel 14, § 1.so stellen sie eine Schar von ∞1 Transformationen dar, indem der Parameter a auf ∞1 Weisen gewählt werden kann. Insbesondere nennen wir diese Schar von oo1 Transformationen eine Gruppe und κiGrupp^8βzw'ar eine eingliedrige Gruppe von Transformationen, wenn sie dieGruppeneigenschaft besitzt, d. h. wenn die Aufeinanderfolge zweierTransformationen dieser Schar mit einer einzigen Transformation derselben Schar äquivalent ist.Gruppen- Um jas analytische Kriterium hierfür aufzustellen, führen wirθιgeιi8chaft. ∙, ,nach der Transformation (1) mit bestimmt gewähltem Parameter a eine zweite Transformation der Schar aus, deren Parameterwert gleich d sei. Sie führt die Variabein x( ∙ ∙ ∙ xn' in neue x± · · · χή' über und zwar durch die Gleichungen:
χι — φl (⅛1 , x% ’ ∙ ∙ Xn f Q,'))

¾ = Ψ2(*ι) x2 ' ‘ ' χ∏ , (ΐ},

, X∏ === Cp n (^Xj X% ‘ ' * Xγι ) Qj .Die erste Transformation (1) werden wir wie früher mit Tα, die zweite (2) mit 2√ bezeichnen. Die Transformation nun, welche der Aufeinanderfolge von Ta und Ta∙ äquivalent ist, also TaTa'i ergiebt sich durch Elimination der Zwischenwerte x{, xζ, ∙ ∙ ∙ xn' aus (2) vermöge (1) in der Form:
*1" = φ1 (φ1(τ, α), <pi(x, d) · ■ ■ <pn(x, d), d) , 
χι' = Ψ2(φ1(^ «), <P2(x, <*)-" ψn(χ, d), a),(3)
Xn = ψn (<Pι(^, «) , «) ∙ ∙ ∙ ψn(x, d), d) .Hierin ist zur Abkürzung allgemein statt φ*(a¾, ···#«, a) einfach 

cρk{χ,d) geschrieben. Diese Transformation (3) der Variabein rc1,∙∙∙icn in ∙ ∙ ∙ xn, muss nun, wenn unsere ∞1 Transformationen eine eingliedrige Gruppe bilden sollen, auch eine Transformation der Schar sein, d. h. sich decken mit
X∖ ss ψι (xk ) ‘ ‘ ’ Xn ) λ),9^2 (#1 , 3'2 " ’ ’ > λ) ,

Xn - fpn(θCγy X∙2 * ’ ' Xnj λ),wo λ eine gewisse nur von den Constanten a und d abhängige Con-stante ist:
λ = λ(a, d).Es müssen also identisch für alle Werte von xi, x,1 ∙ ∙ ∙ xn, a und a, die n Gleichungen bestehen:
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Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. 289
φk(φ1(%ι, ⅜, ∙ ∙ ∙ %a, a), φ2Crι> ⅜ ∙ ∙ ∙ %n, a) ■ ∙ ∙ φ,i(>1, x2 ∙ ∙ ∙ Xn, a), a')

= φ∕t(x1, x2 ■ ∙ ■ xn, λ(a, α'))
(* = 1, 2 ∙ ∙ . η).Wir werden also voraussetzen, dass die Gleichungen (1) von ∞1 Transformationen eine eingliedrige Gruppe bilden. Gleichzeitig setzen wir wie früher voraus, dass die Gruppe zu jeder Transformation Ta auch die inverse Tä enthält, sodass die Aufeinanderfolge von Ta und τξ“^θ®. 

Ta der identischen Transformation: mation.
ft ZZ ZZzP ■· Ύ* ∕γ ...... /y» ... zZ' ■■ — zy*r ∙Λ∕J ’ «A/| J »A/g ‘ tA/g J *A∕∕J --  tA/ftäquivalent ist, in symbolischer Ausdrucks weise:

TaTs = 1.Die inverse Transformation Tä werden wir auch, wie früher, mit T^^1 bezeichnen können. Führen wir Ta und 2⅛ nach einander aus, so muss sich wegen der Gruppeneigenschaft wieder eine Transformation der Gruppe ergeben, d. h. unsere Gruppe enthält die identische Trans-1<lθ^⅛che formation. formation.Demnach giebt es einen Wert a0 des Parameters a, für den sich die Gleichungen der Transformation (1) auf die der identischen Transformation reducieren, sodass also:(j ,} X2 Xn , αθ) ---- xl ,(4) , 9p2 (rci > X2 ■ " ' Xn } ao) — %2 )

' φ∣ι(a∖ ) ¾ ' ' ’ ) ®o) --ist. Geben wir dem Parameter a einen von a0 nur unendlich wenig verschiedenen Wert a0 -f- da, so ergiebt sich eine von der identischen nur unendlich wenig verschiedene, also eine infinitesimale Transfor- ^e’Trf mation der Gruppe zunächst in der Form:
λ-i' == 9h(*ι, ’ Xn, αθ + da) ≡ φl(x, a0) + 4------ ,a∙2' = φ2(z1, x2<∙∙xn,a0+ ∂a)≡Ξ φ2(x, a0) + ~⅛ζ~) 4----- ,
Xa ≈ ψn (x1,x2∙ - ∙ xn,a0 + ö a) ≡ φn(x, aθ) + ¾⅛-a4 da 4------ ,oder wegen (4) in der Form:z . c fPk(x∏ X* ' ’ ' Xn> a«) V ,

X/c == x∣c -)-------------- ----------------da-)-···(* = 1, 2 · · · n).Lie, Differentialgleichungen. 19
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290 Kapitel 14, § 1.Angenommen, von den Coefficienten von da, da2··· verschwinden in diesen « Reihenentwickelungen alle bis zu denen von dar~1, so kann man dar als unendlich kleine Grösse dt benutzen und erhält dadurch eine infinitesimale Transformation der Gruppe in der Form:(5) Xk = Xk + ξ√¾, x2∙∙∙xn)dt+∙∙∙(⅛=1, 2 ∙ ∙ ∙n),wo die nicht hingeschriebenen Glieder unendlich klein von höherer Ordnung sind und im übrigen unterdrückt werden dürfen. Dass diese Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen von dt fortschreiten, ist hier nicht unmittelbar evident. Man erkennt es vielmehr, wie früher in § 3 des 2. Kap. und in § 1 des 11. Kap., indem man nach einer Transformation («) der'',Gruρpe eine von der inversen Transformation (έ) unendlich wenig verschiedene Transformation (έ -f- de) der Gruppe ausführt, wodurch sich in allgemeinerer Weise als oben die infinitesimale Transformation ergiebt.Satz 1: Eine eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen mit paar
weise inversen Transformationen enthält die identische und sicher auch 
eine infinitesimale Transformation.Wir werden wie früher zwei infinitesimale Transformationen: #/= #! ∙-f- ξ1 d£-{-···, x2' — x% -f- ξ2 4" *'’> Xλ'= Xn~j~ ζn dt -j- ■·· und

= Xι + ⅛ι∂tx2' = x2 -f- j2 dt -1------ , ∙∙∙a√ = ffn-|-I„d£-f-------als identisch bezeichnen, sobald die Incremente ξ1di, ξ2di, ∙∙∙ξnd√ der Veränderlichen x1, x2 · ■ · x„ bei der zweiten sich nur um einen constanten Factor von den Incrementen ξ1di, ζ2dt, · · ■ ζndt bei der ersten unterscheiden. Die Berechtigung hierzu liegt darin, dass die Grösse dt nur eine gegen Null convergierende Zahl sein soll, also mit einer Constanten multipliciert wieder eine solche gegen Null convergierende. Grösse sein wird.Der Leser wird sich erinnern, dass wir früher immer für den Nachweis, dass eine Gruppe nur eine infinitesimale Transformation besitzt, eine längere Betrachtung anstellten (§ 5 des 2. Kap., § 2 des 11. Kap.). Was den Beweis für n Veränderliche anbetrifft, so wollen wir uns damit begnügen, zu sagen, dass er im allgemeinen Falle ganz ebenso geführt wird, wie in den Fällen n = 2, 3. Demnach geben wir den Satz als bewiesen an:Satz 2: Jede eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen mit paar weis 
inversen Transformationen enthält eine und nur eine infinitesimale Trans
formation.
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Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. 291Nunmehr gehen wir einen entgegengesetzten Weg: Wir nehmen an, nicht eine Gruppe, sondern eine infinitesimale Transformation sei gegeben:(6) χ1' = χl 4- ξ1 ∂ t -J---- , xj=≈xi + MH----- , ∙∙∙a⅛'=‰ + MH----- ·Wir werden eine eingliedrige Gruppe construieren, welche eben diese infinitesimale Transformation besitzt.Zu dem Zweck integrieren wir das simultane System:(7) t , .--l·------= , , , dl·'---------------- Tr = ∙∙∙ = ⅛-7-, dX,n------------=

⅛1 (x1 , xi ∙ ∙ ∙ Xn ) ξ2 (xl , x2 ∙ ∙ ∙ Xn) {xl , Xi ‘ ' xn^

Constr. e. eingl. Gr. aus e. inf Trf.

in den n -{- 1 Veränderlichen χή, x2' ∙ ∙ ∙ xn' und t. Ein solches System integrieren heisst, etwa xl', x2' · · · χή als Functionen von t bestimmen, sodass sie diese n Gleichungen (7) identisch erfüllen. Wie bekannt, lassen sich über die Anfangswerte, welche χή, x2 · · · χή für 
t = 0 haben, noch Voraussetzungen treffen. Wir wollen die Anfangsbedingung vorschreiben, dass sich rr1', a½, ∙ ∙ ∙ χn für t — 0 auf die als Integrationsconstanten zu betrachtenden Grössen x1, x2 · ■ ∙ xn redu- cieren. Alsdann ergeben sich gewisse n Integralgleichungen von der Form:
(8) x1, = φl(xi,x2∙ ■ ■ xn,t), X2'= Φ2(xl,X2- ■ - Xn,f) - - ■

Xn Φn(x^, X2 · · · Xn) Q·Diese Gleichungen stellen nun auch eine Transformation der Veränderlichen x1, x2 ∙ ∙ ∙ xn in die neuen Veränderlichen x1', x2 · · · χή dar. Da sie noch t enthalten, so haben wir, weil wir t beliebig als Constante annehmen können, hiermit oo1 Transformationen erhalten. 
t = 0 giebt insbesondere die identische χή = Xk>Wir behaupten, dass diese oo1 Transformationen (8) eine Gruppe bilden. In der That erkennt man dies durch näheres Eingehen auf die Integration des simultanen Systems (7): Zunächst besitzt (7) n — 1 von einander unabhängige und von t freie Integrale:∙^,l 01 ) X1 ’ * " Xn )) ∙ ∙ ∙ ιii,i—I (X{ , X2 ' ’ * xn )·Um ein letztes, t enthaltendes Integral zu finden, wird man vermöge:

- f 1 (*1 " * * Xn ) == , · · · - i,i—1 (xi ∙ ∙ ∙ Xn )   Cn—1etwa x2',x3'∙∙∙xn' als Functionen von xl' und den Constanten c1, 
c2∙ · ■ cn-∖ darstellen und sie danach aus_____ f⅛ — f7∕ξ1 « ∙ ∙ ∙ <)eliminieren. Dann wird die linke Seite eine Function von a?/ und den Constanten c1, c2 ∙ ∙ ∙ cn-i und eine Quadratur giebt ein Integral von der Form -F(xi', G, c2 ' , ' c∏-ι) — t. Wenn man hierin wieder19*
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292 Kapitel 14, § 1.
c1, c2 ∙ ∙ ∙ cn-ι durch ii1, Ωi · · · ii„_i ersetzt, so erhält man das gesuchte Integral in der Form: IF(a√, x2' · ■ - xn') — t.Da sich für t — 0 die Variabein #/, ic2' ∙ ∙ ∙ xn' auf xi, x2 - ∙ ∙ xn redu- cieren sollen, so sind die gesuchten Functionen (8) die Auflösungen der n Gleichungen:
(9)

Q↑ (*^1 J ¾ ' " ’ %n )   "1 6¾ > *⅞ ’ ’ ’ %n)l
^i2 (⅜ ι %2 ' ’ ' %n )   ^2(^'l > ^2 ’ ' ’ ^n))

iin—1 (xι , X2 ' ' ' X∏ ) — lθl, ∙⅞ " ’ '

k W(x1', x2' ∙ ∙ ∙ xn') — t = W(x1, x2 ∙ ∙ ∙ xn)nach xf, x2' · · · xf.Dass diese Auflösungen nun eine Gruppe von ∞1 Transformationen darstellen, erkennt man wie in dem Falle n = 2 (vgl. § 4 des 2. Kap.): Die Aufeinanderfolge der Transformationen mit den Parameterwerten 
t und t' ist äquivalent der Transformation mit dem Parameterwert 
t + t'. Insbesondere ist also die Aufeinanderfolge der Transformationen (Z) und (— Z) äquivalent der sich für Z = 0 ergebenden identischen, sie sind also zu einander invers.Dass die Gruppe, die sich durch Integration des simultanen Systems (7) ergiebt, auch die vorgelegte infinitesimale Transformation (6) enthält, ist ohne weiteres klar, denn die Entwickelungen von x1', x.2' ∙∙∙xn' nach Potenzen von Z fangen nach dem Maclaurin’schen Satze und, danach (7): dar/

~Jt = ¾ · · * Xn)ist, mit den Gliedern an:
Xk = Xk + S*On χ∙2 · · ■ xn)t + · · ·,geben also für t=öt eine infinitesimale Transformation, welche mit der vorgelegten in den Gliedern erster Ordnung, auf die allein es hier ankommt, übereinstimmt.Theorem 24: Jede infinitesimale Transformation

X\ --- Xy 4- bl Ol ' * ’ Xn) $ l ~Γ^ " ‘ ’} ' " ’ Xn ‘— Xn ~{^^ ζn Ol ‘ ' * Xn) & t —|— · · ·

gehört, wenn von unendlich kleinen Grössen zweiter und höherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Oie endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems:
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Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. 293

dxl' __ dxi' __ __ dxn __  . .ξl (dJ1 ‘ ’ xn) ⅞2 (a7ι ’ ’ ’ ∙cn ) ‘ ■ ∙cn )
mit der Anfangsbedingung, dass sich xf, xf ∙ ∙ ∙ a√ für t = 0 auf 
x1, x2 ∙ ∙ ∙ xn reducieren sollen, in der Form:

Qjγ (jl ' ' " %n ) “^1 <A ’ " ’ Xn), 

ii2(xι' ∙ ∙ ∙ Xn') = .<i2(x1 · · · X„),

Dj,1—l(¾ ’ " " Xn ) Dj,i—l(χι ‘ ‘ ‘ Xn),IΓ(^' · · · Xn) — t = W(xi · · · Xn)

oder, nach xf ■ · · χή aufgelöst und nach t entivichelt:

Xk — Xk -1- ⅜k (xi ∙ ∙ ∙ xn)t -f^ ,∙ ·(t = 1, 2 · · · w).Hiernach und nach Satz 2 ergiebt sich wie in den Fällen 
n = 2, 3 dasTheorem 25: Jede eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen 
mit paarweis inversen Transformationen enthält eine und nur 
eine infinitesimale Transformation. Jede infinitesimale Trans
formation gehört umgehehrt einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paanueis inverse Transfor
mationen.

1. Beispiel: Die n Gleichungen Beispiele.
xf == axl, x2' = ax2, ■ ■ ■ χή — axnstellen offenbar eine eingliedrige Gruppe dar. Ihre identische Transformation ergiebt sich für a == 1, ihre infinitesimale für a = 1 -}- dt in der Form:

x1'= xl x1∂t, x2' = x2 -f- x2δt, ··· xn' = xn + xn∂t,sodass ξ1 ≡xl, ∙ ∙ ∙ ⅛lt≡xn ist und das simultane System hier lautet:
dxf dx3,   __ üxn' 

xι X2 χnEs giebt integriert unter der Bedingung, dass sich xf, x2' · ■ · χή für 
t = 0 auf xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn reducieren:

xl' = xlet, x2, = x2et, ∙ ∙ ∙ xn' = xnet als die endlichen Gleichungen der Gruppe. In der That sind dies die obigen Gleichungen mit dem einzigen Unterschiede, dass statt des Parameters a der Parameter t = lg a benutzt ist.
2. Beispiel: Die n Gleichungen

#/=#, +(27# — ic1)di, ··· χή = xn + {∑x— xn)∂l
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294 Kapitel 14, § 1.stellen eine infinitesimale Transformation dar. Wir suchen die endlichen Gleichungen der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe, ∑x soll die Summe aller xi, x2 ∙ ∙ ∙ xn bedeuten. Wir haben das simultane System zu integrieren:
oder dχk

=—·--------- , = dt (*= 1,2 ∙ ∙ ∙ »)
∑X — Xk

dXk = (∑x' — Xk}dt (i = 1, 2 · · · n).Hiernach ist, wenn alle diese n Gleichungen summiert werden: 
d∑x ≈ (η — 1) ∑x ■ dtoder: = (» - 1)Λ∙Dies giebt integriert:

∑x = ce0*-1K
Setzen wir diesen Wert in:

dxk = (∑x — Xk)dtein, so kommt:
dXk = (cdn~— xk,')dt.Es ist dies eine lineare Differentialgleichung für xk'. Sie giebt nach bekannter Regel integriert:

χk ≈ —-- -----------------H n-e t.Nun haben wir die Constanten c, γi, γ2 ∙ ∙ ∙ γn, von denen übrigens eine überzählig ist, so zu wählen, dass allgemein Xk sich für t = 0 aut 
xk reduciert. Wir haben also die Relationen:

∑x = ∑x = c,= —----- H Vke~t, Xk≈-jrYk.Mithin liefert die Elimination der Constanten:
, _ , ( ∑x∖ .

xt=∑x∙ ~i~ + (⅛ - 5r∕ eoder auch:
Xk = e- {(ent — 1) ∑x + nxk) 

(* = 1, 2 · · · »).Man überzeuge sich davon, dass diese n Gleichungen wirklich eine Gruppe darstellen.
3. Beispiel: Gesucht werden die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation
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Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. 295

xl' = xι + (X — a⅛)δt, x2' = iC2 + (x2 ~ X4')∂t, 
x3 = ⅞ + (⅞ — χi')δt, x± ≈ xi -j- dterzeugten eingliedrigen Gruppe in vier Veränderlichen. Hier lautet das zu integrierende simultane System:

dxl, = (x1, — x±y)dt, 
dx2 = (x2 — xi'^)dt, 
dx3 = (x3 — x4i')dt, 
dx± = dt.Die letzte Gleichung giebt integriert: r

Xi = #4 + £Eingesetzt in die drei ersten Gleichungen giebt sie:
dxi == (re/ — xi — t~)dt, 
dx2 = (a√ — xi — t')dt, 
dx3' — (χi — x4, — t}dt.Hierin spielt der Anfangswert xi die Rolle einer Constanten. Es sind dies drei lineare Differentialgleichungen von der Form:

dx , .
~dt x x-i ,die nach bekannter Methode das Integral liefert:rc, = ic4 + ί + 1 —f— Const. e‘.Die Constante ist so zu bestimmen, dass sich x für t = 0 auf x re- duciert, also gleich x — xi — 1 zu setzen. Sonach kommt:

x = xi + t + 1 + (x — xi — l^)etund also einzeln:
xι = x4 ÷ t ÷ 1 ÷ (χι — xι — l)eS

x2 = Xi ÷ t ÷ 1 ÷ (X2 — χi — 1X

X3 = X4 + * + 1 + (¾ — X4 — 1)β*,

Xi = Xi + t.Diese Gleichungen stellen, wie es sein muss, eine eingliedrige Gruppe dar. Denn setzt man noch an:
xi' = < + *'+ 1 ÷ « — χι — i)<a½,' = #/ + £' + 1 -f- (⅛ — ¾ —¾' = a:/ + i -(— 1 -f- (a⅛' — x[ — l)ei,
⅜" = xi + fund eliminiert hieraus rc1', x2, x3, x[, so kommt:a√' = z4 + (t + f) + 1 (xl — xi- l)ei+r u. s. w.
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296 Kapitel 14, § 2.

§ 2. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen
entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe.Wir verzichten auf die ausführliche Auseinandersetzung, welche wir früher bei Einführung des Symbols der infinitesimalen Transformation gaben (§ 2 des 3. Kap., § 3 des 11. Kap.), an dieser Stelle,Symbol injem wir einfach auf das Frühere verweisen. Als Symbol Uf der Trf· infinitesimalen Transformation:

Xk' = Xk ÷ ‰∙(>1, Xi ∙ ∙ ∙ Xa)∂t + · · ·(t = 1, 2 · · · n)benutzen wir das durch d t dividierte Increment, welches eine beliebige Function f(xl,xi∙∙∙xn) bei ihr erfährt:
sftah · · · xj _ c± Sf________ ■ t dj_

δt *1 ∂xl ' ’2 ∂xi ' ⅛rι ∂xnWir setzen also:
jrf  t Öf , <. Vf , , . ∂f
uf= ξ' ι⅛ + ⅛ frζ "l---------1^ 'In unseren in § 1 betrachteten drei Beispielen haben wir demnachdie infinitesimalen Transformationen untersucht:C/' | df , . ∂f

X1 -5— ÷ Xo -q----- r- · · ' -r Xn "ö  ,
1 CiC1 1 2 ∂x2 1 1 cxn ’ferner:

(∑X ---- £,) + (∑X — X2) -j- · · ‘ -j- (∑X — Xn) ^~
v 17 ox1 , v 77 ox2 1 1 v 7 cxnund schliesslich:(^1 - ^4) ÷ (*2 — ⅜) g" + (¾ - ∙r4) ·Indem wir auf die früheren Bemerkungen in den Fällen n = 2, 3 zurückdeuten, heben wir nur hervor, dass Uf als der Differential- quotient einer beliebigen Function f(xf,xf∙∙∙xn') nach t für t = 0 aufgefasst werden kann, wo xl', x.2' ∙ ∙ ∙ xn' die durch die endlichen Gleichungen der Gruppe gegebenen Functionen von t bedeuten:

Xk = φk(xi, x2∙ · ‘ xn,t)(t= 1, 2 · · · b),die sich für t = 0 auf x1, x.i ∙ ∙ ∙ xn reducieren.Insbesondere ergiebt sich auch, da Uxk≡⅜k ist:
Uf≡≡ Uxl + Ux2^- H------ + Uxn ⅛- ·

' 1 cx1 1 2 cxi 1 1 cxn

Einführung Die Thatsache, dass eine Gruppe durch Einführunq neuer Variabein
neuer Varia- e - r . .bein in die vermöge zweier cogredienter Gleichungensysteme wiederum in eine
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Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihenentwickeluug. 297Gruppe übergeführt wird, haben wir in den Fällen n — 2, 3 geometrisch anschaulich begründet. Wir wollen hier einen analytischen Beweis geben, der für jedes n gilt. Ist irgend eine eingliedrige Gruppe vorgelegt, so kann dieselbe, wie wir fanden, auf die Form
iii(xf · · ■ Xn'} = Ωt∙(zι ∙ ∙ ∙ X,f) 0=1 ■ · · n-1),

W(xl' ∙ ∙ ∙ xn') = W(x1 ∙ ∙ ∙ xf) + tgebracht werden. Setzen wir nun
Ϊ* = Φ*(.Z1 ∙ ∙ ∙ 2!rt), = Φk(xf ∙ ∙ ∙ Xn'), (* = l,2∙∙∙n)so erhalten wir offenbar Gleichungen von der Form(?1 *’"£») ’ E».\ b’ — 1 · · · η 1)

⅝'-E∕)≈⅝ ···£«) + twelche ihrerseits eine Gruppe bilden. Also gilt der Satz 3: Führt man in eine eingliedrige Gruppe

Xi ψl (xι, ¾ ’ ’ ' ‘ X∏ === tyn (Xl > ^2 '
vermöge zweier cogredienten Gleichungensysteme:El   *1 (¾, ∙⅞ ' ’ ∙^n) , ' ’ ' Εη Φ» (*^1 > ^2 '" ' %^) >El = <∑>ι (¾ j^2 ' ' ' ^^ )τ ' " ' ΐη === Φ'ΐ (Tl ∙,X∙2 ’ ’ ‘ X∣ι ),

die neuen Veränderlichen j1, £2 ∙ ∙ ∙ ∖n und £/, j2' · · · £„' ein, so stellen
die hervorgehenden Gleichungen:El Ψl (El, ‘ ‘ ■ En, C, ‘ En == φn(Eu ’ ’ ’ En, 0
wiederum ein^ eingliedrige Gruppe dar.Genau so wie in dem Fall n = 2 lässt sich ferner der Satz Einführungneuer Varia-beweisen : beln in dasSymbol Uf.Satz 4: Führt man in eine eingliedrige Gruppe

<jP1 (^1 , * , Xn,) t~)t ‘ ‘ " Λ^n ----- φn (X{ ' " ’ X∏) 0

anstatt xi, x2 ∙ ∙ ∙ xn und xf, xf ∙ ∙ ∙ xa, durch zwei cogrediente Gleichungen
systeme neue Veränderliche Ei, E2 , ' , En und 5/, j2' ∙ ∙ ∙ ⅛∏' ein, so geht 
das Symbol

vf≡ii⅛ + i,⅛ + -- + t>⅛

der infinitesimalen Transformation der Gruppe dabei direct in das Symbol U/' der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe über. Es cr- 
giebt sich also:ur≡¾⅛ + ¾^ + ∙∙∙ + ps,⅛,
wo natürlich U%l, Upi ∙ ∙ ∙ U⅛n in den neuen Veränderlichen £,, j2 ■ · ■ £„ 
zu schreiben sind.
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298 Kapitel 14, §§ 2, 3.Hieran schliessen sich unmittelbar die Sätze:Satz 5: Durch Einführung neuer Veränderlicher kann man jede
eingliedrige Gruppe in jede andere eingliedrige Gruppe verwandeln, und: Satz 6: Jede eingliedrige Gruppe in xl, x2 ■ ∙ ∙ xn kann durch pas
sende Wahl neuer Veränderlicher J1, ⅛'2 · · · £« in die Gruppe mit der 
infinitesimalen Transformation

v≡‰

d. lι. in die Gruppe:
El'=El> ί/=Ϊ2, ∙∙∙ ξn-l==ιn-l, £„'=£„+*

verwandelt werden.
c⅛nderivu1' Die dazu nötigen neuen Veränderlichen ϊι,ϊ2'·’Ε« nennen wir ca<i Grrm canon^ιe Veränderliche und die neue Form der Gruppe ihre cano-

nische Form.Was nun schliesslich die Iteihenentwickelung der endlichen Glei
chungen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe anbetrifft, so dürfen wir uns auch hierbei ganz kurz fassen, da die Begründung nur in nebensächlichen Dingen von der für die Fälle n = 2, 3 gegebenen abweicht (§ 3 des 3. Kap., § 3 des 11. Kap.). Wir erhalten dasTheorem 26: Die endlichen Gleichungen der von der infini
tesimalen Transformation

rτf__  t Öf , t Vf 1 | t Vfpf=⅛ + ⅛ + ∙∙∙ + ⅛
erzeugten eingliedrigen Gruppe können in Form von Feihen- 
entivickelungen nach dem Parameter t der Gruppe so ge
schrieben werden:<≈ ⅜ + 4 ^x + ⅛ + · · ’ X

¾ = Xi -f- γ Ux2 + γγ UfUxf) + · ‘ · ,

#/= «» 4" J Uxn + γγ U(UXrf) + · · · ,

und jede Function f von xl', x2' ∙ ∙ ∙ χή kann dementsprechend so 
entwickelt werden:

f(χl', x2 ∙ ∙ ∙ x^) = f(xι ,χ2"∙χn)+γ Uf(xi, xi--∙Xrf) ++ ι⅛ *7W0χ>¾ ’ *∙^)) 4------ ·
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Die Bahncurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 299
Beispiel: Man soll durch Reihenentwickelung die endlichen Glei- Beispiel.chungen der von der infinitesimalen Transformation

Tr/· ∕ ∖ ∂f , z λ df . , \ df . df
Uf≡ (<r1 - ¾) + (⅞ - ¾) + (⅞ - ¾)erzeugten eingliedrigen Gruppe berechnen. Hier ist:

Uxi ≡ x1 — xi, Uxi ≡ 1,
U(JJx^) ≡xl — + 1, U( Uxi) ≡ 0,

U(U(Ux1))≡xl — x4t +1,............................

demnach:
#/ = xι + γ ~ — ^ + 1) (γγ ÷ i . 2 . 3 +'■')’analog x2 und x% und überdies:

χi ≈xi + t-Summation liefert:
xf = x± + i ÷ 1 ÷ (χι — x4~l· l)e<·(Vgl. 3. Beispiel des § 1.)

§ 3. Die Bahncurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 
Lineare partielle Differentialgleichung.

Einige Worte über die geometrische Deutung der Transformationen 
und der eingliedrigen Gruppen in n Veränderlichen mögen hier Platz finden.
Wir setzen dabei voraus, dass dem Leser der Begriff eines Raumes von Kaum v°n 
n Dimensionen bekannt sei. Jedem Wertesystem xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn entspricht 8ioneu. 
ein Punkt dieses Raumes mit den Coordinaten x1, x2 ∙ ∙ ∙ xn und umgekehrt.

Eine Transformation der Veränderlichen xl, x2∙∙∙xn in neue z1', xf ··· xn' 
vermöge

#1 — <JD1 (¾) Λg ' ’ ’ ’ * Xn === ψn(Xn ¾ ’ ’ "
ist alsdann eine Überführung aller Punkte des Raumes in neue Lagen, 
also eine geometrische Operation. Insbesondere bildet eine Schar von oo1 
Transformationen:

Xj <JP1 {Xγ X2 ’ · ' Xn ) tj, ∙ ∙ ∙ Xn = φ,l (tX^, X<2 · ’ ‘ Xn y tj
eine eingliedrige Gruppe, wenu die Aufeinanderfolge zweier dieser Operationen 
durch eine einzige Operation aus der Schar ersetzt werden kann. Die in- 
fmitcsimale Transformation der Gruppe: e. inf. Trf.

TTf—t 1 t I I fcuf= ⅛ + ξ* 0⅞ + ,, + ξ" a⅛

erteilt den Coordinaten der Punkte (xlf z2 ∙ ∙ ∙ xf) die Incremente
δx1 = ξ1δt1 δxi≈ξ3δt, ∙ ∙ ∙ δxn = ξnδt,

d. h. sie ordnet jedem Punkte {x∖,xi∙ ∙ ∙ xf) eine gewisse infinitesimale Vort- 
sclireitungsstrecke:
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300 Kapitel 14, § 3.

∣⅛2 + <^¾2 4- ∙ ∙ ■ H- = ∙ }∕⅛ι2 Η- ‰2 4-, * Η- £»2

mit den Projectionen ζlδt ∙ ∙ ∙ ζnδt auf die n Coordinatenaxen zu.
Der geometrische Beweis für den im vorigen Paragraphen angegebenen

Satz 3 über die Einführung neuer Variabein in die Gruppe ist ganz analog 
den früher für die Fälle n = 2, 3 gegebenen Beweisen (vgl. § 1 des 
3. Kap., § 3 des 11. Kap.): Jede Transformation der Gruppe stellt im 
Raume von n Dimensionen eine Lagenänderung aller Punkte dar. Die 
Transformationen einer Schar bilden eine Gruppe, wenn die Aufeinander
folge zweier dieser Lagenänderungen wiederum eine Lagenänderung liefert, 
die durch irgend eine Transformation der Schar bewirkt werden kann. Die 
Einführung neuer Veränderlicher in die Gruppe kann nun als Einführung 
eines neuen Coordiuatensystems in den Raum von n Dimensionen aufgefasst 
werden, die jene Lagenänderungen durchaus unberührt lässt, also auch die 
Gruppeneigenschaft nicht vernichtet.

Führt man auf einen Punkt (z10 ■ ∙ ∙ icno) oder kurz (icθ) nach einander 
alle Transformationen der Gruppe aus, so gelangt er dadurch in oo1 neue 
Lagen (ic1, x2 ∙ ∙ ∙ xrf) oder (#), die sich aus den Gleichungen:

— 9,ι (#j ’ ’ , %n ∙ ‘ ‘ ∙Pι φη ‘ ' %n > 0

Baimcurve. ergeben. Diese ∞1 Lagen bilden eine Curve, die Bahncurve des Punktes (x°).
So gehört zu jedem Punkte (rc°) des Raumes eine Bahncurve. Ins

besondere erkennt man leicht, dass der Satz gilt:Satz 7: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe pl ein Punkt auf der Bahn- 
curve von p0, so hat p1 eben diese Curve auch zur Bahncurve. Eine ein
gliedrige Gruppe des n-dimensionalen Baumes besitzt also <x>n~l Bahncurven.

Der Beweis ist genau so wie in den Fällen n = 2, 3. (§2 des
4. Kap. und § 2 des 12. Kap.)

Denken wir uns nun eine beliebige Transformation Ta der Gruppe auf 
einen Punkt p einer Bahncurve ausgeführt, so geht er in einen Punkt 
(jp)Ta auf derselben Bahncurve über. Dies gilt für alle Punkte der Bahn
curve und für alle Transformationen der Gruppe, daher:Satz 8: Jede Bahncurve einer eingliedrigen Gruppe gestattet alle Trans
formationen der Gruppe.

Insbesondere ist auch sofort zu beweisen:Satz 9: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe, 
so kennt man auch ihre Bahncurven.

Handelt es sich dagegen darum, die Bahncurven zu bestimmen, wenn 
nur die infinitesimale Transformation

TTf—t 8 f I t 8 f . _L h 8f Uf= + --------- i^ξa

der Gruppe gegeben ist, so hat man zu beachten, dass ein Punkt (x1, x2 ∙∙∙ xrf) 
vermöge dieser infinitesimalen Transformation Uf in einen benachbarten 
Punkt seiner Bahncurve übergeführt wird, d. h. dass xλ, x2 ∙ ∙ ∙ xn auf der 
Bahncurve um Incremente dxi, dx2 · · · dx„ zunehmen, die proportional

, sind∙
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Die Bahncurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 301Satz 10: Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe ordnen ihren 
Punkten gerade die Bichtungen zu, welche ihnen vermöge der infinitesimalen 
Transformation der Gruppe zugehören.

Die Bahncurven sind also die ∞,*-1 Integralcurven des simultanen · 
Systems:

dxl ___ dxi dxn
£i (ah ' ’ ' xn) (a3l ’ * ' xnl ⅛nSxι " ’ " Xn)

oder, was auf dasselbe hinauskommt, die oo'*-1 Charakteristiken der 
linearen partiellen Differentialgleichung:

^≡½¾ + ¼¾ + ∙→^⅛ = 0∙

Allerdings haben wir bisher über die Interpretation und Integration 
derartiger simultaner Systeme und linearer partieller Differentialgleichungen 
in beliebig vielen Veränderlichen noch nicht gesprochen. Wir werden dies 
hier kurz nachholen, indem wir die analytische Theorie dieser Gleichungen 
als bekannt voraussetzen.

Ein simultanes System: Simultane:
System.

,,, _____ 'λ',,______=_______dx1_____= = dx"
∙ ∙ ∙ xj ii(xι ∙ ∙ ∙ xn) ln(*rι ' ■ ' xn'l

integrieren heisst bekanntlich, etwa x2 ∙ ∙ ∙ xn als Functionen von x1 be
stimmen, sodass sie identisch für alle Werte von x1 die Gleichungen (10) 
befriedigen. Diese Functionen enthalten .noch n — 1 willkürliche Cou- 
stanten. Deuten wir x1, x2 ∙ ∙ ∙ χn als Punktcoordinaten in einem Raume 
von n Dimensionen, so handelt es sich also darum, gewisse Curven in 
demselben zu finden, nämlich die, deren Richtungscosiuus proportional 
⅞ι, 'ξ2 ∙ ∙ ∙ ⅞n sind. Geometrisch erhalten wir diese Integralcurven, indem integrai- 
wir von einem Punkte ausgehend der ihm jeweils durch das simultane curve∙ 
System zugeordneten Richtung folgen. Durch jeden Punkt allgemeiner 
Lage im Raume geht also eine Integralcurve und es giebt im ganzen 
∞n-1 Integralcurven. Bekanntlich nennt mau eine Function u(x1 ∙ ∙ ∙ xn) 
ein Integral des simultanen Systems (10), wenn jede Mannigfaltigkeit ιntegrai. 
u = Const. von Integralcurven erzeugt wird, wenn also jede Integralcurve, 
die durch einen Punkt dieser Mannigfaltigkeit hindurchgeht, ganz in der
selben enthalten ist. Dies tritt ein, wenn die durch einen beliebigen 
Punkt (ir1 · · · #„) der Mannigfaltigkeit u = Const. gehende Integralcurve 
daselbst eine Tangentialrichtung (⅛1, ξ2 ∙ ∙ ∙ ξn) besitzt, welche die Mannig
faltigkeit u == Const. berührt, wenn also identisch

«if. + ⅛ + ... + = o
1 ∂x1 * 2 ax2 1 , ∂xn

ist. n — 1 von einander unabhängige Integrale u1 · · · w„_i des Systems 
(10) genügen zur Bestimmung aller oon~1 Integralcurven, die durch die 
Gleichungen

ul — Const., u2 = Const., un-ι = Const.

gegeben werden. Die Gleichung
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302 Kapitel 14, § 3.

1Q(w1 ∙ ∙ ∙ Mn-ι) = Ο
stellt die allgemeinste Mannigfaltigkeit dar, welche von Integralcurven 
erzeugt wird. Demnach ist lQ(w1 · · ■ w„_i) die allgemeine Form eines 
Integrals von (10), sobald ul ∙ ∙ ∙ un-ι irgend welche n — 1 von einander 
unabhängige Integrale bedeuten.

Lin. part. Betrachten wir nun die lineare partielle Differentialgleichung:
(“) ^≡⅛⅛+fe½+∙∙∙+^<=θ∙

Lösung. Sie besitzt, wie man weiss, n — 1 von einander unabhängige Lösungen 
ul,u2 ∙∙∙ un-ι und jede Lösung f derselben ist eine Function von 
u1, u2∙∙∙un-ι allein. Nach dem Obigen ist jede Lösung von (ll) ein 
Integral von (10), und umgekehrt. Natürlich giebt die obige Betrachtung 
keinen strengen Beweis, sie soll nur diese bekannte Thatsache geometrisch 
erläutern. Die ∞n-1 Integralcurven des simultanen Systems (10) nennen 
wir auch, eine Bezeichung von Monge im Fall n = 3 auf beliebiges nCharakte- verallgemeinernd, die Charakteristiken der linearen partiellen Differential
gleichung (ll). Jede (w—l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit

ω(z1, a⅛ ∙ ∙ ∙ xn) = 0,
welche von <x>n~2 Charakteristiken erzeugt wird, nennen wir eine Integral
mannigfaltigkeit des Systems (10). Für eine solche ist

^≡⅛ + ∙∙∙ + L⅛ = o

vermöge ω — 0.
Nach dieser Einschaltung kehren wir zurück zur Betrachtung einer 

eingliedrigen Gruppe in n Veränderlichen.

Invariante Die Frage, wann eine Function H(xlf x2 · · · xf) bei allen Trans- Gruppe. formationen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugteneingliedrigen Gruppe
#1   95l(⅜> ∙⅞ ’ * * 0> ∙ ∙ ∙ Xn   φn (λ√∣ , X2 · · · X/t) ^)invariant bleibt, also eine sogenannte Invariante ist, erledigt sich sofort.Soll β(a√ ∙ ∙ ∙ xn') = tt(xl ∙ ∙ ∙ xn)sein bei allen Transformationen der Gruppe, so folgt aus Theorem 26 des § 2, dass für jedes t:&(#i ∙∙∙a⅛) + y USl(x1 ∙'∙^n) + U(UO) H--------- ≡ Ω(xt · · · x„)sein muss, woraus als notwendige, aber, wie man sofort sieht, auch hinreichende Bedingung folgt:

Uii(x1 ∙ ∙ ∙ xn) = 0.Theorem 27: Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe 
Uf sind die Lösungen der linearen partiellen Differential-
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Die Bahncurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 303
gleichung Uf==0. Jede Invariante ist also darstellbar als 
Function von irgend welchen n—1 von einander unabhängigen 
Invarianten.

Geometrisch gedeutet stellt die Gleichung = Const. eine Schar von 
∞l (n — l)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten dar. Ist Ω eine In
variante, so bleibt jede dieser Mannigfaltigkeiten für sich bei allen Trans
formationen der Gruppe Uf invariant. Jede dieser Mannigfaltigkeiten wird 
erzeugt von <x>n~2 Charakteristiken der linearen partiellen Differential
gleichung Uf = 0, d. h. von ∞n-2 Integralcurven des simultanen Systems 
(10) oder also von oon-2 Bahncurven der eingliedrigen Gruppe Uf.Wir sagen wie früher, eine Gleichung meichun**

∏(xl, ⅜ ∙ ∙ ∙ xn) = 0gestatte eine Transformation, welche die Wertsysteme (x1 · ■ ∙ xn) in die Wertsysteme (aj∕∙ ∙ ∙ xn,) überführt, wenn die Transformation jedes Wertsystem (xl ∙ ∙ ∙ xn), für das H = 0 ist, in ein solches (x1' · ■ ∙ xn') transformiert, für welches ebenfalls ∏(x1' ■ ∙ ∙ xn') = 0 ist, mit anderen Worten: Die Gleichung ∏(x1 ∙ ∙ ∙ xn) = 0 ist bei der betreffenden Transformation invariant, wenn die Gleichung diese nach sich zieht:
∏(xf - · ∙ xn') = 0.Fragen wir uns, ob und welche Gleichungen H(χ1∙∙∙ xn) = 0 es giebt, welche alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf gestatten. Da bei einer beliebigen Transformation der Gruppe nach Theorem 26 des § 2ii (x1 ∙ ∙ ∙ xn ) = ii (xl · · ■ -j—— U∏(xl ∙ ∙ ∙ xn) 4- y^T2 &) 4^ ’ * ·ist und dies also gleich Null sein soll, sobald Ji(^1 ∙ ∙ ∙ xn) =0 ist, und zwar für jedes t, so ergiebt sich als eine notwendige Bedingung, dass 

UH{xr ∙ ∙ ∙ xn) = 0 sein muss vermöge H(x1 · · · x„) = 0. Auch ist dies Kriterium hinreichend.Das Verschwinden von UH vermöge H = 0 kann nämlich auf zweierlei Weisen eintreten. Es ist ja
un≡il~ + ias~ -----(- u 1^·1 0iC1 1 *2 ∂x2 1 , * ∂XnEs ist zunächst denkbar, dass ξ1, ξ2 · · · I« sämtlich verschwinden vermöge = 0. Alsdann ist jedes Wertsystem (xi∙∙'Xn), welches die Gleichung Π = 0 erfüllt, für sich invariant; gleichzeitig bleibt auch die Gleichung H = 0 invariant. Oder aber ξ1, ξ2 · · · verschwinden nicht sämtlich vermöge H = 0. In diesem Falle bleibt nicht jedes Wertsystem (xl ∙ ∙ ∙ zn), welches H = 0 macht, für sich invariant, sondern wird durch die Transformationen der Gruppe im

www.rcin.org.pl



304 Kapitel 14, §§ 3, 4.allgemeinen in neue Wertsysteme (,r1' ∙ ∙ ∙ a∖') übergeführt. Sind nun ii1 ∙ ∙ ∙ lin ein System Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung p∕≡i1⅛→∙∙∙+l.⅛=θ,so kann bekanntlich die Gleichung ii — 0, die ja Uii — 0 macht, die Form 77(β1 · · · iiw.1) = 0erhalten. Sie bleibt daher invariant bei jeder endlichen Transformation unserer eingliedrigen Gruppe, die ja auf die Formβ,∙(a√ ∙ ∙ ∙ xf) = iii(x1 ∙ ∙ ∙xn),
W(x1'∙ ∙ ∙ xn') = W(x1 · ■ ∙ xn) + treducibel ist. ’Wir erkennen hiermit, dass das Verschwinden des Ausdrucks 

Uli vermöge li = 0 nicht allein ein notwendiges, sondern zugleich ein hinreichendes Kriterium für die Invarianz einer Gleichung Ώ = 0 ist.Theorem 28: Es giebt zwei Arten von Gleichungen 
li(xi ■ ■ ■ χn) = 0,

welche bei einer eingliedrigen Gruppe Uf in den n Veränder
lichen x1 ■ ∙ ∙ xn invariant bleiben. Entweder bleiben alle Wert
systeme (x1∙∙∙x,f), welche li = 0 machen, für sich invariant 
oder nicht, ln beiden Fällen ergiebt sich als Invarianzkrite
rium, dass Uli = 0 sein muss vermöge ii = 0.

Geometrisch gedeutet haben diese beiden Möglichkeiten folgenden 
Sinn: £L = 0 stellt eine (m — l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dar. 
Soll dieselbe bei der eingliedrigen Gruppe Uf invariant bleiben, so muss 
diese jeden Punkt (xl ∙ ∙ ∙ xrf) derselben wieder in Punkte derselben über
führen. Da aber der Punkt bei allen Transformatiouen der Gruppe immer 
nur in Punkte seiner Jlahncurve übergeht, so folgt, dass die invariante 
Mannigfaltigkeit Λ — 0 im allgemeinen von Bahncurven erzeugt sein 
muss. Nur, wenn kein Punkt deι, Mannigfaltigkeit eine Bahncurve hat, 
d. h. wenn alle Punkte der Mannigfaltigkeit für sich invariant bleiben, ist 
dem nicht so. Es ist dies der Fall, in welchem alle Punkte (<r1 · · · xf) 
von 5Z = 0 die Coefficienten ξ1 ∙ ∙∙ ξn einzeln gleich Null machen.Es ist naturgemäss, zu sagen, dass die Gleichung li = 0 bei der 
infinitesimalen Transformation Uf invariant bleibt, sobald die Änderung, welche Uf ihrer linken Seite erteilt, UH8t, vermöge der Gleichung selbst auch Null ist, d. h. sobald Uli vermöge li = 0 verschwindet. Unser Kriterium kann daher auch so ausgesprochen werden:Satz 11: Eie Gleichung ifi(aj1 ∙ ∙ ∙ xn) — 0 gestattet alle Transforma
tionen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten eingliedrigen
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Deutung der Beziehung: (UV) — 0. 305
Gruppe in den n Veränderlichen x1∙ · ■ xn dann und nur dann, wenn sie 
die infinitesimale Transformation Uf der Gruppe gestattet.Wir sind nunmehr zu Ende mit der Aufzählung und dem Beweise der wichtigeren mit einer eingliedrigen Gruppe in n Veränderlichen verbundenen Sätze und können dazu übergehen, in ähnlicher Weise, wie dies in der 2. Abteilung für den Fall n = 2 geschah, die Beziehungen der eingliedrigen Gruppen zu Differentialgleichungen herzustellen.Vorher aber wollen wir noch eine Bemerkung über eine gewisse Beziehung zwischen zwei infinitesimalen Transformationen einschalten, die wir schon früher an einer Stelle flüchtig berührt haben.

§ 4. Deutung der Beziehung: (Z7F) = 0.Führt man zwei Transformationen, S und T, nach einander aus, an^θrfoj1ge so ist es im allgemeinen nicht gleichgültig, in welcher Reihenfolge dies geschieht; ST ist im allgemeinen verschieden von TS. Wenn man z. B. in der Ebene zuerst eine Rotation und dann eine Translation ausführt, so ist das Ergebnis ein ganz anderes, als wenn man zuerst die Translation und darauf die Rotation ausgeübt hätte.Die Aufeinanderfolge zweier infinitesimaler Transformationen ist 4uf3iV^ allerdings gleichgültig, da wir bei diesen nur die unendlich kleinen ,zwθier in∕σ σ ο σζ nmtesimalerGrössen niedrigster Ordnung berücksichtigen: Die Function /"wird von ^∙1θ3^1^ 
Uf in f -{- Ufdt verwandelt, diese weiterhin von Vf in:

f + Uf∂t + V(f + Uf∂f)∂τoder also in f -(- Ufdt-∖- Vf∂τ, denn das mit ∂t∂τ behaftete Glied ist zu unterdrücken. Vertauschen wir Uf und Vf mit einander, so ergiebt sich ebenderselbe Wert.Dem ist nicht stets so, wenn zwei endliche Transformationen 
S und T der von Uf und Vf erzeugten eingliedrigen Gruppen nach einander ausgeführt werden. Die erste Transformation S verwandelt eine Function f allgemein in:∕- = ∕∙+±σ∕-+JLp(W + ...; die zweite T dagegen in:r≡∕'+∣F∕∙+r⅛r(τγ) + ...(vgl. Theorem 26 des § 2). Um also die Function f" zu erhalten, in welche f vermöge der Aufeinanderfolge ST übergeht, haben wir T auf f auszuführen, also zu bilden:

r ≡ r +1 vr+i⅛ v(vf} + ■ · ·.
Lie, Differentialgleichungen. 20
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306 Kapitel 14, § 4.Aber wegen des obigen Wertes von f ist hierin zu setzen:∕-=∕∙+lp∕∙+JLp(pz∙) + ...,r∕'≡r∕∙ + ∣r(i∕∕∙) + ∙∙∙,F(Ff)≡r(rn + ∙.∙,............................................................. 7sodass sich ergiebt:
Z'≡Z'+∣t7∕∙+i^F(P∕') + ..∙+ T τ,f+ f⅛ τW) + · · ·+ f⅛ nr« + ■ · ·.Hierin haben wir nur die Glieder geschrieben, welche in t und τ vom 0., 1. und 2. Grade sind. Lassen wir die unbequemen Klammern weg und ordnen wir die Glieder anders, so kommt offenbar:Γ≡ r+ 4 (tυf+ τVf) + ⅛ (?Uüf+ 2tτΓUf + τ2FF∕) +

÷ l^(f^UUf+3taτrUUf+3tτ2rrUf+τsVVrf') + "-und die Gesetzmässigkeit leuchtet ein.Wenn wir aber nun umgekehrt auf f zunächst T ausführen, so geht f über in f. Wird dann erst $ ausgeübt, so ergiebt sich eine Function f, die offenbar ganz analog wie f" gebaut ist, nur dass V und V und t und r darin zu vertauschen sind. So kommt:∕⅛ /■+ 4 Wf + tVf) + ⅛ (τ2FFZ∙+ 2τtUVf+ t‘OVf) +

+ Cγr-3^iyyVf+^itVVVf+iτtiOUVf-∖-('OUOf) + -.Wir fragen uns nun, wann f" und /' für alle Parameter werte t, 
τ, d. h. für alle Transformationen S, T der beiden Gruppen Uf, Vf eiDander gleich sind, wie auch die Function f gewählt sein mag. Zunächst stimmen die erhaltenen Werte in den Gliedern nullter und erster Ordnung in t, τ überein. Die Differenz der Glieder zweiter Ordnung hat den Factor:

Vüf—UVf.Dies aber ist nichts anderes als der Klammerausdruck (VU), den wir in § 3 des 10. Kapitels in n Veränderlichen entwickelt haben.Als erste notwendige Bedingung dafür, dass ST = TS ist, ergiebt sich also: (∕7F)≡0.
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Deutung der Beziehung: (UV) — 0. 307Wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt ist, so ist nun auch ∕'≡∕. Es stimmen dann nämlich die Glieder nullter, erster und zweiter Ordnung in t, τ überein. Die Differenz des Gliedes dritter Ordnung ist
⅛ (vuuf— uurf) + t-^(,rruf- uvv∩.Sie ist Null, weil wegen (UV) = 0 überall VU durch UV ersetzt werden kann. Dasselbe gilt für die Differenzen der Glieder höherer Ordnung.Satz 12: Die endlichen Transformationen S, T zweier von Uf und 

Vf erzeugter eingliedriger Gruppen sind dann und nur dann mit ein
ander vertauschbar: ST = TS, wenn der Klammerausdruck(ΓF)≡ U(Vfj- V(U∩≡0 
ist. Wie schon bemerkt, ist die Reihenfolge zweier infinitesimaler Transformationen für das Ergebnis stets gleichgültig, solange man die unendlich kleinen Glieder höherer Ordnung nicht berücksichtigt.
Wir wollen nun insbesondere aber Uf und Vf vertauschbar nennen, v^trζu⅛fl 

wenn jede endliche Transformation der von Vf erzeugten Gruppe mit τrf∙
jeder der von Vf erzeugten in der Reihenfolge vertauschbar ist, d. h. 
wenn die Beziehung (UV) ≡ 0 besteht.Wenn Vf≡ Uf wäre, so würden S, T endliche Transformationen derselben eingliedrigen Gruppe sein. Da (Z7Cλ)≡0 ist für jedes Uf, so folgt, dass zwei Transformationen ein und derselben eingliedrigen 
Gruppe stets mit einander vertauschbar sind. Dies Resultat hätten wir übrigens auch aus Theorem 24 des § 1 ohne weiteres entnehmen können..7. Beispiel. Sei Beispiele.

TT/._ δ∕, . df df . dfUf = — »// + &/, Vf-xV-Vy^j-,' j dx 1 cy1 ' dx 1 v cy,so ist:
∕τττzλ- df I df df , df__n(UV}=-,Jrχ + x^-y-xτv + yιi = O.

Uf ist eine infinitesimale Rotation,
Vf eine infinitesimale Ahnlichkeits- transformation vom Anfangspunkt aus. Es ist demnach bei der Aufeinanderfolge einer Rotation um den Anfangspunkt und einer Ahnlich- keitstransformation vom Anfangspunkt aus die Reihenfolge beider gleichgültig. In der That erhellt dies auch sofort geometrisch. (Fig. 28.)

20*
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308 Kapitel 14, § 4. Kapitel 15, § 1.
2. Beispiel: Wir wollen alle eingliedrigen Gruppen in zwei Veränderlichen x, y aufsuchen, die mit den Translationen längs der t∕-Axe vertauschbar sind. Hier ist das bekannte

während
gesucht wird. Es ist:

Uf — — r~ cy,

Yf — £ ££ _l v <LL 
y' — ζ ∂x' η Sy

Kapitel 15.

Lineare partielle Differentialgleichungen Af = 0, welche eingliedrige 
Gruppen gestatten.Von jetzt ab entwickeln wir eine ähnliche Theorie, wie im 7. und 8. Kapitel: Wir werden eine lineare partielle Differentialgleichung betrachten, welche alle Transformationen gewisser eingliedriger Gruppen gestattet, und die daraus sich entwickelnden Theorien gelegentlich auch in Zusammenhang mit den sogen. Jacobi’schen Multiplicatoren der Differentialgleichung bringen, — alles aber unter Voraussetzung

(T1V'∖ = ^
× ' ∂y Sχ -* ∂y ∂ySoll dies Null sein für jedes f, so müssen ξ und η frei von y sein: Mit der eingliedrigen Gruppe von Translationen sind also alle eingliedrigen Gruppen

Uf≡i(x^χ + η^^vertauschbar. Zu diesen Gruppen gehört unter anderen die Gruppeo / Q X'der Translationen a + b -J- nach einer gewissen Richtung hin,o fferner die Gruppe der affinen Transformationen x x—, die der pro-
0 XQ /» Q /»jectiven Transformationen von der Form x + a: u. a.Wir erinnern daran, dass die Relation (CΓF) = O in zwei Veränderlichen schon in § 3 des 6. Kapitels (Satz 6) aufgetreten ist, und bemerken, dass sie in analoger Weise in n Veränderlichen im nächsten Kapitel wieder Vorkommen wird. Wir werden alsdann Gelegenheit nehmen, den Zusammenhang mit der im gegenwärtigen Paragraphen gefundenen geometrischen Deutung der Relation in einer Anmerkung aufzudecken.
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Lineare partielle Differentialgleichungen, welche endliche Transf. gestatten. 309beliebig vieler Veränderlicher. Doch werden wir mehrere Male die Betrachtungen für den Fall dreier Variabein specialisieren, um sie möglichst anschaulich zu machen.
§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen, welche endliche 

Transformationen gestatten.Es sei vorgelegt eine lineare partielle Differentialgleichung
az 1 az , , az n“■ a'i; +1⅛ ^,-------- h α" ⅛ = θ>wo α1, a2 ■ ∙ ∙ ccn gegebene Functionen von x1, x2∙∙∙xn bedeuten und die linke Seite, da sie die Form eines Symbols einer infinitesimalen Transformation hat, auch durch das Zeichen einer solchen ausgedrückt werden kann. Wir wollen sie Af nennen, sodass die Gleichung lautet:

__ ∂f , \ I df
Af=a'd^ + “*te,^--------- t^ “-· as;= θ∙Wie bekannt, besitzt sie n — 1 von einander unabhängige Lösungen /'== ω1, ω.2 ∙ ∙ ∙ ωn-ι und jede andere ihrer Lösungen ist eine Function dieser. Hervorheben wollen wir noch, dass die Differentialgleichung Af = 0 durch Angabe n — 1 von einander unabhängiger Lösungen derselben völlig, nämlich bis auf einen unwesentlichen Factor, der sich fortheben lässt, bestimmt wird. Denn es ist ja jedes dω1≡0 und also können wir aus den n — 1 Gleichungen:

« __ Cωx . δω, . . δω1 ___  „4ωι =κ*aiΓ + '=«, ^l---------l^"4aZξ =θ>
ίίύ . ^ωn- 1 δω ,dθ)n-l = CCl —ö------- [- tt2 —ö-----  ~F ‘ ’ ^^k ci∕j —ö----- == 01 0Xi 1 ' CX2 , cxnden Schluss ziehen, dass sich α1, α2 ∙ ∙ ∙ an zu einander verhalten wie die (» — l)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix:δω, δω, δω, Iδic1 ∂χ2 ∂xn '

8ωn-l ^ωn-l _ . ∂ωn-lδic, ∂x2 ∂xnSie sind demnach durch ω1, ω2 · · · ω„_ι bis auf einen gemeinsamen Factor völlig bestimmt.Die betreffende lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 hat daher die Form
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310 Kapitel 15, § 1.

Einführung 
neuer Ver
änderlicher 
in Af— 0.

I ∂ωl ∂ωi Cω,
∂χl ∂x2 ∂xn

∂ω2 ΰ ω.2 ∂ωi
∂x1 ∂x2 ∂xn = θ∙
gωn-lgωn-l_ gωn-l 

cx1 ∂xi ∂xn

cf ∂f _ .
∂xl ∂xi ∂xnWir wollen auf unsere lineare partielle Differentialgleichung √1∕'=O eine Transformation ausführen, indem wir neue Veränderliche 

x2' · · · χή vermöge der n Gleichungen:
χk = <pk(%l, ⅜ ∙ , ∙ χn) (4=1,2. · · «)einführen. Dadurch geht Af über in:

^'∕,≡ Ax1, + Ax' H--------- H Axrf(vgl. § 2 des 14. Kap.). Die neue Differentialgleichung lautet also:
κγ= ax; kL + ax2, Ά ----- η ax„' Ά — ο,1 1 CX1 1 2 0X2 1 1 ^xn ’worin natürlich Axf — Aφl, ■ ■ ■ Axn' = Aφn durch x1', x2' ∙ ∙ ∙ x,j auszudrücken sind. Für jede Function f besteht demnach vermöge der 

n Gleichungen xk' = φk die Relation
Af≈Afidentisch. Insbesondere ist also, wenn ω eine Lösung von Af = 0 ist, mit Λa = 0 auch A'co = 0, sobald ω in den neuen Veränderlichen x geschrieben wird. Daher:Satz 1: Führt man in eine lineare partielle Differentialgleichung 

Af = 0 in den Veränderlichen x1 ∙ ∙ ∙ xn neue Veränderliche xi' · ■ ∙ xn' ein, 
so geht jede Lösung der Differentialgleichung Af = 0 durch Einführung 
der neuen Variabein in eine Lösung der neuen Differentialgleichung über. 
Erhalten dabei n—1 von einander unabhängige Lösungen ω1(z)∙∙∙ωrt-ι(F) 
von Af = 0 die Formen ω1(√) ∙ ∙ ∙ ωn-1(rc'), so erhält Af — 0 in den 
x die Form

A'-f  I GU>, ( ω2 Z ωn—1 Ö/   ∩
' ---  Zx1 ∂x2 ∂χn-i ∂χnWenn nun insbesondere die transformierte Differentialgleichung 

Af = 0 bis auf einen unwesentlichen Factor ρ wieder die ursprüngliche Form hat, wenn also
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Lineare partielle Differentialgleichungen, welche endliche Transf. gestatten. 311
Af — Q (αι (aj ) ^a,ι' + · · · + «« ) ga,γ)ist, so hat A'f = 0 offenbar die n — 1 von einander unabhängigen Lösungen ω1(a∕) ■ ∙ ∙ ωzl-ι(ic'), die aus ω1(rc) ∙ ∙ ∙ ωn-ι(x) einfach dadurch hervorgehen, dass man überall x statt x schreibt. Da nun auch ω1 (a∕) ∙ ∙ ∙ ωn-1 (# ) w— 1 von einander unabhängige Lösungen von 

Aöf = 0 sind, so müssen diese Functionen von jenen sein, d. h. es bestehen n — 1 Identitäten von der Form:ω,∙(a√ ∙ ∙ ∙ ‰') ≡ ß» (»ifaQ · · · ωn-ι(×))
(» = 1, 2 . . . η — 1)oder also, es bestehen vermöge der Transformation xf = gewisse

n — 1 Relationen von der Formωl∙(rc1 · · ■ xn) = tti(ω1(x,') ■ ∙ ∙ ω,i-χ(∕))
(i = 1, 2 · · · η — 1)oder, nach den ω(x') aufgelöst:(l) ω,(a√ ∙ ∙ ∙ xn'y) = IK(ωι (#) · · · ωΛ-ι (#))
(t = 1, 2 · · · η — 1).Jede Lösung ω(⅛) von Af = 0 wird dann durch die Transformation 

xf — <pk(%) wieder in eine Lösung von Af — 0 übergeführt, nur ist überall x statt x geschrieben.Wenn andererseits n — 1 solche Relationen (1) bestehen, so hat 
A'f = 0 die Lösungen ω1(αf) ∙ ∙ ∙ ω,l-ι(x'), d. h. A'f muss bis auf einen unwesentlichen Factor ρ die Form von Af = 0 haben, nur dass überall 
x statt x geschrieben ist.Wir können also sagen:Satz 2: Eine lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 bewahrt 
dann und nur dann bei Einführung neuer Variabein ihre Form bis auf 
einen unwesentlichen Factor, wenn diese Transformation jede Lösung von 
Af — 0 wieder in eine Lösung von Af — 0 überführt.Hiernach ist es gerechtfertigt, zu sagen: die Differe)itialgleichιmg ιJfffjff^ 
Af = 0 gestattet eine vorgelegte Transformation, sobald diese Trans- formation ihre Lösungen unter einander vertauscht.

Geometrisch gedeutet kommt dies darauf hinaus, dass die Transfor
mation xf — cpk(x1 ■ ■ ∙ xrf) im Raume (z1 · · · xf) die Punkte einer jeden 
Charakteristik ω1 = Conβt., ∙ ∙ ∙ ωn-ι = Const. von Af = 0 wieder in die 
Punkte einer ihrer Charakteristiken überführt, kürzer gesagt, die Charak
teristiken unter einander vertauscht.

Beispiel: Sβi Beispiel

Af= Xl %L + χV- iιi+i⅛l ^- = 0.
1 cx1 , z oxi x3 ox3Führen wir die neuen Veränderlichen
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312 Kapitel 15, §§1,2.

z ζ ζ∕v» ■ ■ - , ∕y> ∕y, ■ ∕y∙ /> ·  ·γt*zl   J×2 ? --- v*yl > i*z'3   vg3ein, so kommt:Ψf=-rc gz^ I r df -*** + V Sf- 
' 2 ∂xl' 1 ∂x2, x3 ∂x3'oder:

A,f== r'^L-∖-r,∂L- ^,2 + Sf .
' 1 ∂xf ‘ 2 ∂x.i, x3 ∂x3'Also bewahrt Af bei Einführung der neuen Veränderlichen seine Form. (Insbesondere ist hier ρ = 1.) Daher führt unsere Transformation jede Lösung in eine ebensolche über. Dies lässt sich veri- hcieren: Af == 0 ist äquivalent dem simultanen System:

dxl dx2 __ x3 dx3
nf* P - 1 -ύ· 24'-J «Λ. j *A√ i I t< 2und dies giebt integriert zunächst:a - = Const.Λ,1Ausserdem ist:

xldxi x.1dx2 = — x3dx3.Integriert: ∙rι2 4^ ¾2 4“ x32 = Const.Deuten wir x1, x2, x3 als rechtwinklige Punktcoordinaten, so stellt:— = Const.xldie Ebenen durch die #3-Axe,re12 -(- xf 4- -⅞2 = Const.die Kugeln um den Anfangspunkt dar. Ihre ∞2 Schnittkreise sind die Charakteristiken von Af = 0. Die angewandte Transformation:
η∩ ■ ■ ___  7’ Ύ — ∕y∙ zy» - zy»ιA∕J J ⅛*z2 " «A/J y tΛ∕∙∣ " ιf√∙∙ιaber ist eine Rotation um die rc3-Axe mit der Amplitude . Offenbarvertauscht sie die Charakteristiken unter einander. Die allgemeinste Lösung der Differentialgleichung Af = 0 lautet:

.q(z124-xs2 + z32, J)·Offenbar wird sie von der Transformation wieder in eine Lösung
verwandelt.
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Kriterium dafür, dass Af 0 eine eingliedrige Gruppe Uf gestattet. 313
§ 2. Kriterium dafür, dass Af = 0 eine eingliedrige Gruppe Uf 

gestattet.Es sei wieder die lineare partielle Differentialgleichung 
Af≈Ovorgelegt und es sei Uf die infinitesimale Transformation einer eingliedrigen Gruppe in ∙2∕∣ ) ^2 * * * * Die endlichen Gleichungen dieserGruppe lauten (nach Theorem 26, § 2 des 14. Kap.):(2) Xk — %k ~∖~ UXk + U UXk + · · ·(* = 1, 2 · · · n).Wir werfen die Frage auf, wann die lineare partielle Differential

gleichung Af ≈ 0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf 
gestattet.Es mögen ω1, ω2 · · ■ ωn-ι n — 1 von einander unabhängige Lösungen der Gleichung Af = 0 sein. Nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen gestattet Af = Q die allgemeine Transformation(2) der Gruppe Uf dann und nur dann, wenn jedes ω,∙, geschrieben in den neuen Veränderlichen xf ∙ ∙ ∙ xn', die Form hat:

G)∣'(Λ∕j * ’ ' X∏ )   ' ’ ’ *^,'∕t), ‘ —ifo ' * ’ v^'())
(i = 1, 2 .··» - 1).Es lässt sich aber die linke Seite nach Theorem 26 entwickeln nach t, sodass kommt:

ωι(xl · · ■ z„) + y Uωi(xx ∙ ∙ ∙ xrf) + ∙ ∙ ∙ = TFl(∞ι(^) ∙ ∙ ∙ ωn-ι(^))∙Da eine solche Relation identisch bestehen soll für jedes t, so folgt zunächst als notwendige Bedingung, dass die lλω,∙ die Form haben:(3) Uωi ≡ iii∙(ω1 ∙ ∙ ∙ <on_i)
(» = 1, 2 ∙ ∙ · η — 1).Dies Kriterium ist aber auch hinreichend, denn nun ist auch 

UUωi = uai = ∑ 9--‘ U<o, ilj,1 ·? iSd. h. ebenfalls eine Function von ω1 ∙ ∙ ∙ ωn-1 allein, u. s. w.Satz 3: Die lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 gestattet
alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf dann und nur dann, 
ivenn n — 1 von einander unabhängige Lösungen ω1 ··· <o„_i der Differen
tialgleichungen Relationen erfüllen von der Form:

Uωi ≡ iii∙(ω1 ∙ ∙ ∙ ωn-1)(i == 1, 2 · · · η — 1).
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314 Kapitel 15, § 2.Wie im Falle zweier Veränderlicher (§ 2 des 6. Kap.) liegt offenbar auch hier in n Veränderlichen die Redeweise nahe: Die Differentialgleichung Af= 0 gestattet die infinitesimale Transformation Uf, sobald 
Uωl ∙∙∙ Uωn-i sämtlich wieder Lösungen, also Functionen von ω1 ··· con__i sind. Daher können wir Satz 3 auch so aussprechen:Satz 4: Die Differentialgleichung Af — 0 gestattet die eingliedrige 
Gruppe Uf, sobald sie ihre infinitesimale Transformation Uf selbst zulässt.Beispiele. 1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung

Af≡≡ + — + = 0' cx1 , cxi , cχigestattet die eingliedrige Gruppe:
τ7Z∙  Vf | Cf | cf
Uf ∙=∑ι x. —— -j- X.i ö— "l ¾ ,' 1 cx↑ 1 i Vx9 1 j Vx3 ’denn √4∕* besitzt das Lösungensystem:ω1 = x1 — x.>, ω2 = x1 — x3und es ist:

Uω1 ≡Xl — X2≡ ω1, Uω2 ≡ ω2.Auch geometrisch ist dies einzusehen, denn die Charakteristiken von 
Af — 0 sind, wenn x1, x2, x3 rechtwinklige Punktcoordinaten bedeuten, alle Geraden

xl — x2 = Const., x1 — x3 = Const., d. h. alle Geraden parallel der Geraden
Xi — X., --- X%.Die von den Charakteristiken erzeugten Flächen sind also Cylinder- flächen. Offenbar werden dieselben von jeder Transformation der eingliedrigen Gruppe Uf, nämlich von den Ahnlichkeitstransformationen vom Anfangspunkt aus, in ebensolche übergeführt.

2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung
Af = x9 ιj------ x, ~-l- = 0' 2 cx1 1 Vxigestattet dieselbe eingliedrige Gruppe:

ττr_ Vf . cf . cfUf =. x1 ~— -j- ‰ x— -j- X3 ä—^ ·' 1 cx1 1 2 cxi 3 Vχ3
Af = 0 besitzt nämlich die Lösungen:ω1 ≡ ¾2 + ¾2, ω2 ≡ x3und es kommt:

Uωi = 2xl2 -(- 2x22 ≡ 2ω,, Uω2 ≡x3≡ω2.Interpretiert man die Differentialgleichung A∕'=0 geometrisch, so findet man, dass ihre Charakteristiken die Kreise sind, deren Mittel-
www.rcin.org.pl



Kriterium dafür, dass Af = 0 eine eingliedrige Gruppe Uf gestattet. 315punkte auf der a⅛-Axe liegen und deren Ebenen zu dieser Axe senkrecht sind. Jede ähnliche Vergrösserung vom Anfangspunkt aus führt jeden derartigen Kreis in einen ebensolchen über.
3. Beispiel: Sei

Sf , ∂f l ∂f l 8f λ
Af = %i ö—' -H *κ2 ö----Γ ä— + ä— = θ' 1 oxl 1 i ∂x2 , Sχ3 * oxidie Differentialgleichung. Sie gestattet alle Transformationen der Gruppe:7-τ z.___ d f , S fUf z=x.^1- + ¾√-,' 1 ∂rc1 , i ox2,denn das zu Af = 0 gehörige simultane System:

dx1  dx2 dx3  dxi
xl x2 1 lliefert die Lösungen:ωι ≡ Γ ’ ω2 ≡ ⅞ — ÷⅞> ωs ≡⅛*ι “ ⅜und es ist: CZω1≡O, i∕ω2≡O, l∕ω3 ≡ 1.

Der Satz 3 kann praktisch nur dann angewendet werden, wenn Kriteriumr ° . dafür, dassein System Lösungen von √4∕1=0 schon bekannt ist. Es ist nun ^/ = o die 
j O / Gruppe üfleicht, ein Kriterium von solcher Form zu geben, dass es anwendbar ist, gestattet 

auch wenn man keine Lösung der vorgelegten linearen partiellen Differen
tialgleichung kennt. Wir erinnern an das analoge Verfahren im Falle 
n == 2 (§2 des 6. Kap.). Wir bilden wie damals den Klammerausdruck (LrG). Derselbe hat, da

1 * 1 *ist, die Form (vgl. § 3 des 10. Kap.):
n

(UA) ≡ U(Af) - A(Uf) = % (Uat - Aξi) ff ■
1 kGesetzt nun, Af = Q gestatte die eingliedrige Gruppe Uf und es seien ω1 · · · ωη_χ ein System von (n — 1) von einander unabhängigen Lösungen von Af'= 0. Nach Satz 3 ist dann jedes Uωi wieder eine Lösung, also A(JJωf) ≡ 0. Wenn wir in unsere vorstehende Formel 

f≡ωi setzen, so kommt daher, indem auch 2lωf≡0 ist:
1 *

(i = 1, 2 ■ · · η — 1),d. h. ω1 ∙∙∙ ω,t-ι sind auch n — 1 von einander unabhängige Lösungen f der linearen partiellen Differentialgleichung:
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316 Kapitel 15, § 2.

η

2 w*> - ¾=θ∙die sich kürzer auch so schreibt:
(Uf, A∩ = 0.Nach einer zu Anfang des § 1 gemachten Bemerkung kann sich mithin 

(UÄ) nur um einen Factor von Af unterscheiden, es ist daher für jedes(4) (UA')≡ρ(xl-∙-xn')Af.Wenn nun umgekehrt zwischen Uf und Af eine solche Beziehung (4) für jedes f identisch besteht, so gestattet auch Af = 0 die infinitesimale Transformation Uf. Denn dann giebt (4), ausführlich geschrieben:
U(Af)-A(U∩≡ρAf, für f = ωi, da Aωi ≡ 0 ist:

A(JJωf) = 0,d. h. Uωi ist mit ωt∙ eine Lösung von Af = 0.Theorem 29: Die lineare partielle Differentialgleichung 
Af==Q gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
Uf dann und nur dann, wenn eine Relation von der Form:

U(Af) — ΛL(t7,) = i>(^ι ∙, ∙ Xn}Af 
oder, kürzer geschrieben, von der Form:

(UÄ) = ρ(x1 ∙ ∙ ∙ xn)Af 
identisch besteht für alle Werte von f

Beispiele Verificieren wir dies bei unseren drei obigen Beispielen.
1. Beispiel:

Af= — -I- — -4- — = 0' ∂x1 ∂xi ∂a⅛ . ,
ττr___ df . df . df
Uf≡X, sr~ + ⅜ ⅛----- Γ ^3 ä2· ·' 1 dx1 , j dχi , d dx3Hier ist, wie die Ausrechnung sofort zeigt:

(VA) ≡ - Af,also ρ ≡ — 1.
2. Beispiel:

4 r___ ∂f c∣f λ
Af— x* ∂χl ¾axt~"θ,
rτr___ df , Uf , Cf
Uf = x, h—r ¾ ä~ + x∙∖ s—' 1 oxi 1 i cxi d ox3Es kommt hier:
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Kriterium dafür, dass Af == 0 eine eingliedrige Gruppe Uf gestattet. 317
(£7J) ≡ U{Af) -A(Uf)≡-xt^ + ¾ ⅛ - ¾ ∕< + ≈1 ∕∕ = 0,also ρ ≡ 0.

3. Beispiel:
∂f l cf . cf . 8f n

√1 f —X1 q— “f“ ‰ ο---- Η Ω— “Γ 3— ~ θ ?, 1 ∂x1 2 ∂x2 , ∂x3 1 ∂x4
τrr___ ∂f , ∂fUf≡xx^j--↑-x2^j-∙' 1 oxl l oxiAugenscheinlich kommt hier ebenfalls:(iM)≡O.ln den beiden letzten Beispielen ist (UÄ) ≡ 0. Daraus folgt, ^"1'alθ dass in diesen Beispielen auch umgekehrt die lineare partielle Differentialgleichung Uf=Q die eingliedrige Gruppe Af gestattet. (Man vergleiche § 3, 6. Kapitel.) Prüfen wir dies:

2. Beispiel: Hier lautet die neue Differentialgleichuug:
τιr__ ∂f l Sf . r\
Uf = #1 ö  “I Ö------- 1 ö  ≈≈ θ, 1 cxl , j tfa½ , ö ∂x3und die infinitesimale Transformation:

Sf Sf Af— x2 5----------- x. ·' i Sxl 1 Sxi
Uf — 0 hat die Lösungen:

x, x,ω.--, ω9 ≡ —1 ir2 i X3und es ist: λc°1 ≡ ¾ ~ + ⅜ 1 + ω,2,
λ ___ 1 __ ω„√4 ωa ≡ ‰ ,

2 X3 ωid. h. Uf — 0 gestattet in der That Af. Geometrisch gedeutet im Raume (rr1, xi, xf) hat TJf = 0 die Geraden durch den Anfangspunkt zu Charakteristiken. A f ist eine infinitesimale Rotation um die JC3-Axe.Sie führt natürlich jede dieser Geraden in eine ebensolche über.
3. Beispiel: Die neue Differentialgleichung

TTf— ∂f \ df n £// = xi — -4- x2 h— = 01 Sχl ' z Sχ2hat in xl, x2, x3, xi die drei Lösungen:
«1 eξ 1' ’ ω2 ≡ ⅞ , ω3 ≡ *4 ·Sie soll

Sf . Sf . Sf . Sf 
Af = Xa n  "4“ ‰ Q  "4" Ö  "4“ Q 1 Sxχ 1 i oxi 1 Sx3 , Sxx

www.rcin.org.pl



318 Kapitel 15, §§ 2, 3.gestatten. In der That ist hier:Λω1≡O, Jω2≡l, Jω3≡l.Der soeben an zwei Beispielen betrachtete Specialfall (f∕H)≡O kann, wenn der Symmetrie halber statt Af das Zeichen Vf benutzt wird, so in einem Satze ausgesprochen werden:Satz 5: Ist der Klammerausdruck (UV) identisch Null, so ge
stattet die lineare partielle Differentialgleichung Uf — 0 die eingliedrige 
Gruppe Vf ebensowohl, als die lineare partielle Differentialgleichung 
Vf = 0 die eingliedrige Gruppe Uf.

Geom. Deu- Die Relation (Z7F)≡O bedeutet, wie wir wissen (Satz 12, § 4 des 
(tung von Kap.), dass jede endliche Transformation $ der eingliedrigen Gruppe 

Uf mit jeder endlichen Transformation T der eingliedrigen Gruppe Vf 
vertauschbar ist. Die Charakteristiken von Uf — 0 sind die Bahncurven 
der Gruppe Uf, die Charakteristiken von Vf≈ 0 die Bahncurven der 

Gruppe Vf. Betrachten wir nun eine der ersteren 
Charakteristiken kl (Fig. 29). Es sei p ein 
Punkt derselben. Führen wir auf ihn eine 
Transformation £ der Gruppe Uf aus, so geht 
er in einen anderen Punkt (p1) = (p)S auf ki 
über. Wird alsdann eine Transformation T der 
Gruppe Vf ausgeführt, so geht pl in einen 
Punkt (p,') = (p1) T der durch pl gehenden 
Charakteristik k2' von Vf=O über. Wechseln 
wir die Reihenfolge ST in TS, so wird p zu
nächst in einen Punkt (p') = (p)T der durch p 
gehenden Charakteristik k2 von Uf = 0 und 
dann vermöge S, weil ST — TS ist, notwendig

nach pl' gelangen. Es muss also pl' auch auf der durch p gehenden 
Charakteristik kf von Vf = 0 liegen.

Hiernach ist klar, dass jede endliche Transformation T der Gruppe Vf 
die ganze Charakteristik k1 in die Charakteristik ⅛1' von Uf — 0 über
führt, d. h. dass Uf = 0 die Gruppe Vf gestattet und umgekehrt.

Damit haben wir eine anschauliche Begründung unseres Satzes 5 ge
funden.

§ 3. Af = 0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen.Jetzt nehmen wir an, die lineare partielle Differentialgleichung 
Af = 0 gestatte zwei infinitesimale Transformationen Uf und Vf.Nach Theorem 29 des vorigen Paragraphen ist dann etwa: 

(UA)≡qAf, (VA)≡<sAfHieraus können wir nun einen merkwürdigen Schluss ziehen. Wir haben in § 4 des 10. Kapitels die sogenannte Jacobi’sche Identität kennen gelernt, und diese wollen wir jetzt anwenden. Danach ist nämlich:
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Af = 0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. 319

((UV)A} + ((74) U) + ((4 V) F) = 0, also nach Obigem:((PF)4) + (σ4, [ij + (-ρ4, F)≡0.Es ist aber, da σ und ρ von f frei sind:(σ Ä, U) ≡ g(A U) - Ug- Af,
(-qΛ, F)≡-ρ(AF) + Vρ-Afoder also:

(gA, U)≡≡-gq Af — Ug · Af,
(-qΛ, V)≡≡ ρGAf + Vρ∙Af,sodass die Identität entsteht:((UF)A) ≡ Ug · Af — Vρ ■ Af

ξ≡(Ug- Vρ)Af.Hierin ist Ue — Vρ eine Function τ von x1 ∙ ∙ ∙ xn, sodass kommt:((UF)A) ≡≡τAf.

(UV) ist ebenso wie Uf und Vf eine infinitesimale Transformation, κiammer-
... ausdruckUnsere Relation sagt also nach Theorem 29 aus, dass die Differential- zweier iuf.

. , .... . Trf. vongleichung A/‘=0 auch die infinitesimale Transformation (UV) gestattet, λ∕ = o.Theorem 30: Gestattet die lineare partielle Differential
gleichung Af = 0 die beiden infinitesimalen Transformationen 
Uf und Vf, so gestattet sie auch die infinitesimale Transfor- . 
mation (UV).Wir haben also ein Mittel, um aus zwei infinitesimalen Trans- formationen Uf, Vf der Gleichung Af — 0 eine neue (UV) derselben JUθ0a11uq ohne Schwierigkeit abzuleiten. Es darf nicht überraschen, dass dies s^tehne' überhaupt möglich ist, denn kennt man z. B. zwei endliche Transformationen S, T, welche Af = 0 gestattet, so lässt diese Gleichung auch ihre Aufeinanderfolge ST, ferner ST2, TS, T-1SΓu.a.m. zu, also eine ganze Anzahl neuer Transformationen. Jede infinitesimale Transformation Uf, Vf definiert aber ∞1 endliche Transformationen. Aus diesen endlichen lassen sich neue zusammensetzen, die nicht notwendig von £//’ oder Vf erzeugt werden, unter anderen nach unserem Theorem auch alle, die der eingliedrigen Gruppe (UV) angehören.Doch liefert das in Theorem 30 gegebene Verfahren nicht notwendig stets wirklich neue infinitesimale Transformationen der Gleichung 
Af=O. Man bedenke nämlich, dass nach Theorem 29 des § 2 die Gleichung Af = 0 mit Uf, Vf auch jede infinitesimale Transformation von der Form

aUf -j- l) Vf + λAf
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320 Kapitel 15, § 3.gestattet, wenn a, b Constanten, λ eine beliebige Function von ^1∙∙∙^n bedeuten; denn es ist
(aUf + bVf + λAf,Af)≡(aq + &<? - Aλ)Af und aρ + δσ — Aλ eine Function von xl∙∙∙xn∙ Wenn wir also den Klannnerausdruck (UV) bilden und finden, dass er die Form

aUf+bVf+λAf (a, 6 = Const.)bat, so werden wir die infinitesimale Transformation (UV) gar nicht als eine neue betrachten.Wenn nun aber (UV) nicht diese Form hat, so benutzen wir 
(UV) als neue infinitesimale Transformation Wf der Gleichung Af==Q und können nach Theorem 30 durch Bildung der Klammerausdrücke (t/TF), (VW) eventuell zu neuen infinitesimalen Transformationen gelangen, welche nicht die Form

aUf + b Vf -f~ cWf + λAf (a, 6, c = Const.) haben, u. s. w.
Beispiel. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung

Af= d-L _l Ai _l Ai_ η
— ∂xl Sx2 ∂x3 —gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen:

bf , ∂f l ∂f
Uf— xi Sχ1 ÷ a⅛ dXi + ⅝ ∂χ3 >

Vf≡≡ Xl ∂F1 ÷ _ + ⅝) + (xix2 + XlX3- W ,denn es ist, wie die Ausrechnung lehrt:
(UA)≡-Af, (VA)≡-2xlAfWir bilden nun

Wf≡ (PT) ≡ √+ ¾≈ + (Vl + xlx3- ⅞⅞) ·Diese infinitesimale Transformation ist neu. Dass Af = 0 dieselbe, wie es sein muss, gestattet, ergiebt sich aus:(W∠l)≡ - 2¾√4∕,.Wir können nun (UW) und (VW) bilden. (UW) giebt nichts neues, denn es ist:
(UW)ξ≡ Wf Aber es kommt, da offenbar

Vf≡ Wf+(x3-x1)^

und (TFFF)≡O ist:
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Af = 0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. 321

Xf≡ (F jf) ≡ ((¾ - ¾) , πγ)

---  (%1 #2) (∙ri *⅞) ga∙s (∙κi a⅛) (∙r2 ⅜) ga∙3 ‘Auch diese infinitesimale Transformation Xf lässt Af = 0 invariant, denn es ist:· (X^)≡0,u. s. w. Es wird zweckmässig sein, statt der beiden umständlichen Transformationen Vf und Wf die einfache 1Γ∕'— Vf und TF/* zu benutzen. Unsere Gleichung gestattet also die folgenden infinitesimalen Transformationen:σ1∏≡ w≡≈1⅛ + ¾⅛ + ¾⅛,
U3f(≡Wf -Vf)≡(xi-x3)

U3f(=Wf)≡xti-^- + xia-~ + (3∙1¾ + a⅛a⅛ — x2x3)-~r,

Uif(≡ Xf) ≡ (X — ¾) («1 — xs)jγi- (®i - ¾) fe — %)u. s. w.Man kann also mit Hülfe des Theorems 30 aus bekannten infinitesimalen Transformationen der Gleichung Af == 0 unter Umständen weitere ableiten. Wir wollen annehmen, wir hätten so r infinitesimale r infτrf-' von Af — 0.Transformationen
U1f, U2f, ∙∙. Urfgefunden, sodass

(UlA)≡λlAf, (UiA) = λ2Af, ··· (UrA)≡λrAf ist. Zwischen diesen infinitesimalen Transformationen werden nun möglicherweise Relationen bestehen. Zunächst nehmen wir als selbstverständlich an, dass keine der Transformationen selbst die Form 
gAf hat, denn dann wäre sie eine triviale Transformation der Gfei-τ"vrifa,θJιuf∙ 
chung Af=Q, da diese jede infinitesimale Transformation $Af ge- λ∕≈o. stattet. Es wird danach zwischen Af und Uxf keine Relation

λAf -(- μ U1f = 0bestehen, in der Λ, μ Functionen der x1 · · ■ xn bedeuten. Unter den infinitesimalen Transformationen U2f ∙ ∙ ∙ Urf wird vielleicht keine, eventuell aber auch wenigstens eine, sagen wir U2f, existieren, die 
keine Relation

2H/ -f- μl U1f 4- μ2 U2f = 0Lie, Differentialgleichungen. 21
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322 Kapitel 15, § 3.erfüllt. Alsdann ist unter U3f∙ ∙ ∙ JJrf vielleicht auch eine, U3f, vorhanden, die keine RelationΛ√4∕+ μ1 U1f -f- μ2 U2f + μ3 U3f = 0erfüllt, u. s. w., kurz wir werden annehmen dürfen: Unter Ulf ∙ ∙ ∙ Urf seien ρ infinitesimale Transformationen U1f ∙ ∙ ∙ Ui,f vorhanden, welche 
Itei/ne Relation von der Form

Aj J./ -(- μ1 Ulf + ∙ ∙ ∙ + μρ U(jf = 0,in der λ1, μ1 ∙ ∙ ∙ μ,, Functionen der xl ∙ ∙ ∙ xn oder Constanten bedeuten, erfüllen. Dagegen drücke sich jede der übrigen U^+if ∙ ∙ ∙ Urf durch 
Af und Urf ∙ ∙ ∙ Uςf aus:(5) Uρ+if = ut, l U1f -j- Ui, 2 U2f + · · · + U/Q UQf -j- ViAf(i=l,2∙∙∙r-ρ),wo die wt∙1, ui2 ∙ ∙ ∙ M,∙ρ, vi gewisse Functionen von x1 ∙ ∙ ∙ xn, eventuell auch nur Constanten, sind. Diese Relationen lassen sich natürlich immer aufstellen: Man entscheidet durch Determinantenbildung, wie viele der Transformationen Ulf∙∙∙ Urf keine derartige Relation erfüllen. Ist nämlich allgemein:

7γ∕∙-fc JLL _L t _L_ I fcδa,ι "r ¾∙2 ∂χi 1 Γ ζ>7i ∂χnund
df , df . , df

' 1 8 x1 ' -⅛sl , 8xn fso untersucht man die Unterdeterminanten der Matrix:α1 α2 ... an
Sn S12 · ’ ∙

S21 S22 · · ·

| Sri Sr2 ... Sr«Angenommen, es verschwinden alle mehr als (ρ -}- l)-gliedrigen Unterdeterminanten, dagegen nicht alle (ρ -f- l)-gliedrigen, so besteht zwischen den zu ihr gehörigen ρ -j- 1 Ausdrücken aus der Zahl der Af, Uxf∙∙∙ Urf keine Relation und die übrigen drücken sich durch diese aus. Würden jene ρ -f- 1 Ausdrücke nicht auch Af in sich enthalten, so drückte sich 
Af durch diese aus. Vermöge der betreffenden Relation liesse sich dann einer der ρ —f- 1 Ausdrücke durch die übrigen und Af und somit auch jeder Ausdruck Uf durch jene ρ übrigen und Af darstellen.Demnach können wir immer erreichen, dass zwischen Af und
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Λf = 0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. 323etwa Ulf∙∙∙ Uςf keine Relation besteht, während die U∖,Jrιf ■ ∙ Urf die rein algebraisch zu berechnenden Formen (5) haben:(5) U(,-}-if = UitU1f -J- W/2 ε⅞∕ 4" , , " ÷ uiζ Uρf + ViAf
(t = 1, 2 · · · r — 0.

Wir werden nun zeigen, dass die m,∙1∙∙∙m,∙^, wenn sie nicht nurtfnθθderiθκe Constanten sind, Lö&unqen unserer Gleichung Af = 0 sein müssen. iationeuDa nämlich U1f ∙ ∙ ∙ Urf sämtlich von Af = 0 gestattet werden,ddθξ so ist jeder Ausdruck U}ω, sobald ω eine Lösung von Af = 0 ist, gestattet, ebenfalls eine Lösung (Satz 3, § 2). Seien nun ω1 · · · ω„_ι ein System Lösungen der Gleichung Af = 0, so ist jede Lösung von Af = 0 eine Function derselben, also auch jedes C∕,ω⅛ eine Function von ω1∙∙∙ωrt-ι.Wir setzen in (5) f gleich ω1, ω2 ∙ ■ ∙ ωn-1. Dann kommt, da
A ωl — A ω2 ≡ ∙ ∙ ∙ ≡ 0ist:

Uρ-}-i(O1 = UiiU1G)l -j- 4" ’ ’ ' 4“

®2 ■—- 1 1 -H 2 L 2 Cd., -{-··· —(— U{ ρ Uq CO2 f

■ 1=: Wtl UlbJli-1 -}^^ ui2 U2β)n-i 4“ ’ ’ * 4~ uiQ U(jCOn-i.Es sind dies n — 1 lineare Gleichungen für die Grössen uil, ui2 ··· ui(i. Alle Coefficienten, sowie die linken Seiten sind Functionen der Lösungen ω1 ∙ ∙ ∙ ωra-ι. Sicherlich sind nicht alle ρ-reihigen Determinanten der Matrix dieser Gleichungen:
C∕1ωi t∕2ω1 ∙∙∙ ¼ωl 
Ui<o2 (J2ω2 . . . U,tω2

U^COn—i U2ωn—ι . . . UqO,1—ιgleich Null, denn sonst gäbe es ρ Functionen λ1, λ2 · ■ ■ Z4,, sodass: Z1i∕1ω1 -f-Z2t∕2ω1 -f- ' ∙ ∙ -F ¼ Uij(oi == 0,Zi Vlω2 -∖- λ2U2ω2 -(-··· 4" Z„ Uf,coi = 0,
λl U1ωn-ι 4^ ⅛ U2ω,l-i 4^ , , ' 4“ ¼ U(,ωn-ι = 0 

wäre, d. h. sodass die lineare partielle Differentialgleichung:
λ1 Uxf Η- ^2 U2f 4“ ’ ‘ ’ 4- ⅜ ~ θdieselben Lösungen ω1 · · · ω„_ι wie Af = 0 hätte, ihre linke Seite sich also (vgl. § 1) von Af nur um einen Factor unterscheiden könnte, d. h. gegen die Voraussetzung eine Relation zwischen Af und TJlf ∙∙∙Uρf bestände. Da also sicherlich eine ρ-reibige Determinante der Matrix von (6) nicht identisch Null ist, so lassen sich die Gleichungen (6),

21*
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324 Kapitel 15, § 3.deren Zahl η — 1 hiernach sicher auch ≥ ρ ist, nach M,∙i, ui2 ∙ ∙ ∙ wt∙ρ auf- lösen. Da alle Coefficienten und die linken Seiten aber Functionen von ω1 ∙ ∙ ∙ ωn-ι sind, so folgt: Auch wt∙1, w,∙2 ∙ ∙ ∙ w, i> sind Functionen der Lösungen ω1 · · · o„_i, d. h. sie sind ebenfalls Lösungen der Gleichung 
Af=O.Theorem 31: Gestattet die lineare partielle Differential
gleichung Af = 0 mehrere bekannte infinitesimale Transfor
mationen U1f, U2f ∙ ∙ ∙ TJrf und bestehen zwischen diesen und Af 
einige lineare Relationen, so kann man immer diese Relationen 
aufstellen und danach durch Auflösung derselben gewisse Uf, 
etwa Uρ+↑f ■ · ■ Urf, durch die übrigen U1f · · ■ UQf und Af aus- 
drücken:

Uρ+if — U1f + W/2 U2f 4" · · · U,/f -j- viAf
(i = 1, 2 · · · r — 0,

während zwischen Uif ∙ ∙ ∙ Uρf und Af keine lineare Relation 
besteht. Alsdann sind die Coefficienten tιiι, ui2 ∙ ∙ ∙ uiρ, wenn sie 
sich nicht auf Constanten reducieren, Lösungen der Gleichung 
Af=Q.Wir wollen noch einen etwas anderen Beweis hierfür erbringen. Aus den Relationen(5) U$+if — Uil bJif -j- M,'2 U2f -}-∙∙∙ + Wiρ Uρf -∣- ViAf

(i = 1, 2 · · · r - ζ,)folgt, wenn wir den Klammerausdruck (Z7e-∣-t∙j4) bilden:
(t∕<3-∣-,∙A) ξξm,i(C∕1A) 4- ui2fU2A') 4- ∙ ∙ ∙ 4- Uiρ(UρA^) —

— Aun ■ U1f — Aui2- U2f— · · · — Auiρ · Uρf— Avi ■ Af 
Af = 0 gestattet nach Voraussetzung Uif ∙ ∙ ∙ Urf, d. h. es ist:(M)≡MA (Cλ2A)≡λ2A∕', .∙.(CM)≡≡λrA∕∙. Demnach kommt:

kq+iAf = (w,ιλ1 4- M1∙2λ2 4" ’ " ‘ 4^ · Af —
— Au,1 ∙ U1f — Aui2 ■ U2f — · · · — Aui(f· Utjf — Avi ■ Afoder geordnet:

G<?+« — u∣1k1 — u,2k2 — · · · — Ujρλρ 4- Avi) · Af 4-4- Aua ∙ U1f 4- Au{2 ∙ U2f 4^ ∙ ∙ , ÷ Auiρ ∙ Uρf = 0.Es ist dies eine lineare Relation zwischen Af und Ulf, U2f ∙ ∙ ∙ Uρf deren Coefficienten gewisse Functionen der Veränderlichen ¾ * * * $ h sind. Nach Voraussetzung existiert aber keine lineare Relation zwischen 
Af und Uxf, U2f ∙ ∙ ∙ U,,f Die gefundene Gleichung kann also nur so
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Af = 0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. 325bestehen, dass ihre Coefficienten einzeln Null sind. Demnach ist der Coefficient von Af, der uns übrigens nicht weiter interessiert, gleich Null und ausserdem:
Autl≡Ql Aui2≡0, ∙∙∙ Auiς ≡ 0.Diese Gleichungen aber sagen nichts anderes aus, als: M,∙χ, «,2 ∙, · sind, wenn sie keine Constanten werden, Lösungen der Gleichung 

Af = §, was bewiesen werden sollte.
Beispiel: yN'∖v fanden in dem Beispiel zu Theorem 30, dass die Beispiel. Gleichung

Af= ⅛L+ SL+ IL = O 
' cxl , ∂a⅛ 1 ox3die infinitesimalen Transformationen gestattet:

ττr- df . df 1 W1, 1 0tf1 , 2 cxi 1 ö σ.r2 ?^2/ = (ic2 ⅞) >
U3f ≡≡ z12 + z12 ∙^- + (z1α2 + α1a∙3 — ⅜) ∙^-,
vj ≡ {χx - ⅝) (X — ⅜) ⅛ — (X - ⅞) (⅝ - ⅜) ⅛ξ ·Offenbar besteht zwischen Af, Ulf und U2f keine lineare Relation, denn es ist ihre Determinante:1 1 1

xl x2 x3 ⅛ 0.0 x2 — x3 0Wohl aber lassen sich U3f und Uif durch Af, U1f und U2f aus- drücken. (Hier ist also n = 3, r = 4, ρ = 2.) Um dies methodisch zu machen, werden wir aus
∂ x1 ' ∂ x2 ' δ x3 ' , 

df - df | df __  ττXl dV1 ÷ x* dxi + x* ∂x3-l^,

(¾ ~ x^ JFi ≡die Grössen -⅛r~, , berechnen. Es kommt:
d xl cxi cx3

⅛≡- Af+⅛ u'f - ⅛ u>f'. -1 u f
dx2 --- xi — ⅜ 2',

—- χx Af — 1 U f ______x* ~ 'r*  U f
cx3 χ1 — χ3 ' X1-Xz 1' ' (⅜ - ¾) ⅛ — ⅜) 2/*
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326 Kapitel 15, §§ 3, 4.Setzen wir diese Werte in Uäf und Uif ein, so kommt:
V3f=X,*aAf+ (¾ - ¾) U1f+ ¾∈⅞,- U2f,*λ'2 k*∙3

Uif≡ - x1(xa - ¾) Af + (% - x,)U1f + ⅛-⅞X^+⅞-^.) Uif.
*^y2 vt,3Nach unserem Theorem 31 müssen also hierin die Coefficienten von i∕1∕' und U2f Lösungen von

Λ f 4- -4- — 0' — ∂x1 dr ∂xi ∂x3
• · (cc __ oc s) %sein. In der That sind *^2) ¾ Lösungen und —------ — und^2 ^3—-----x*----------------- 1⅛) a∣g puncti0∏en derselben ebenfalls Lösungen.

Wie schon im Laufe des ersten Beweises unseres Theorems 31 bemerkt wurde, ist die Zahl ρ ≤ n — 1. Dies ist aber auch so klar: 
Zzvischen Af und n beliebigen Ausdrücken U1f, U2f ∙ ∙ ∙ Unf besteht stets 
eine Relation:(?)denn ist: μi Ulf + μ2 U2t■ H------Η azl Unf≡≡ μΛf,

Af = jS ttk∂xf,

u>f≡ 2
1so liefert die Relation, indem sie in n Gleichungen zerfällt, weil sie für jedes f bestehen soll, zur Bestimmung von μt, μi ∙ ' ∙ μn und μ das Gleichungensystem:(7 ) μiξlk 4^ μ∙2⅛2* + , ∙ ∙ ÷ μ∏ζnk =

(i = 1, 2 · · · n).Ist zunächst die Determinante£n £21 ··· £*1
£l2 ⅛22 * ∙ , ⅛* 2 _|_ θ

£ln £2« · · · £/mso lassen sich μ1 · ■ ■ μn aus (7') berechnen in der Form 
μk = Qk(z1 ∙ ∙ ∙ X,f)μund zwar sind dann die ρ*(tf1 ∙ ∙ ∙ xn) ganz bestimmte Functionen von 

x1--∙xn. Diese Werte erfüllen die Gleichung (7) identisch. Ist nun zweitens die Determinante Null, so nehmen wir μ = 0 an und können
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Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung und Verwertung. 327μ1 ∙ ∙ ∙ μ,n solche Werte erteilen, dass (7') erfüllt wird. In diesem Palle besteht schon zwischen U1f ∙ ∙ ∙ Unf allein eine Relation:
~L f⅞ U2f +···+#*» Unf = θ∙Jedenfalls muss also zwischen n -J- 1 Symbolen in n Veränderlichen stets eine lineare Relation bestehen, und daher ist in unseren obigen Entwickelungen sicher q ≤ n — 1.

§ 4. Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung 
und Verwertung.Unser Theorem 31 kann auch auf anschaulichem Wege gedeutet werden, wenn man von der geometrischen Interpretation der Veränderlichen Gebrauch macht. Wir wollen dies für den Fall n — 3 durchführen. Es bedarf dazu jedoch einiger Vorbemerkungen.Wir betrachten einen Punkt (#, y, z") des Raumes (indem wir 

^1, x2, xä jetzt grösserer Übersichtlichkeit der kommenden Formeln halber mit x, y, z bezeichnen). Wir wollen ihm drei infinitesimale Fortschreitungsstrecken dθs, d1s, d2s zuordnen, deren Projectionen auf die #-Axe ∂qx, ∂1x, ∂2x seien u. s. w.Diese drei Strecken liegen nach einem bekannten Satze der analytischen Geometrie dann und nur dann in einer Ebene, wenn<V δ0y ∂0z
∂1x ∂iy ∂lz =0d2ΛJ ∂2ι∕ ∂2zist. Drei infinitesimale Transformationen

...___ i a \ df
, ∂x , r cy f oz

TT f____  fc , W t ∣>

u^= 8x + ⅜ + >

U f ≡ £ — ÷ i? — 4- ξ2' fix ' dy ' ®2 8zordnen dem Punkte (x, y, z) drei infinitesimale Fortschreitungsstrecken dθs, d1s, d2s zu, und zwar sind die Projectionen der ersten d0,s auf die a:-Axe:
a∂t, ßSt, γδtu. s. w. Die drei Fortschreitungsstrecken liegen also dann und nur dann für jeden Punkt (x, y, z) in einer Ebene, wenn die Determinanteα ß γ

Vi Si ≡ 0
⅛2 *?2 '2
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328 Kapitel 15, § 4.ist. Offenbar lassen sich auch dann und nur dann, wenn diese Determinante identisch verschwindet, drei Functionen ιu, μ1, μ2 von x, 
y, z angeben, sodass -f- i*ι L1f + i^2 F2f = θist. Also:

tung ePuTr Satz 6: Drei infinitesimale Transformationen Af, U1f, U2f im 
ni^Rf^fnPaume (x, y, z) ordnen einem Punkte allgemeiner Lage dann und nurRaumdess dann Fortschreitungsstrecken in einer Ebene zu, wenn zwischen ihnen 

irgend eine lineare Relation
pAf -∖- lu1 CZ1∕, 4- u2 U2f≡ 0

besteht, μ, μl, μ.2 bedeuten hierbei drei nicht verschwindende Functionen 
der Veränderlichen.

iMtung des Es eine lineare partielle Differentialgleichung Af ≈ 0 in
Theorems 3i(jrei Veränderlichen x, y, z vor. Sie besitzt oc2 Curven des Raumes es=2∙ (x,y,z) als Charakteristiken. Dieselben werden durch zwei Gleichungenφ(rr, y, z} = Const., ψ(x, y, z) = Const. definiert. Af kann als eine infinitesimale Transformation aufgefasst werden. Als solche ordnet sie dem Punkt p allgemeiner Lage (x, y, z} eine infinitesimale Fortschreitungsstrecke dθs längs der durch p gehenden Charakteristik 7cθ zu. Af = 0 gestatte zwei infinitesimale Transformationen L71∕^ und U2f. Wir wollen zunächst annehmen, es bestehe keine Relation zwischen ihnen und Af, d. h. nach Satz 6 sollen TJ1f und U2f dem Punkte p infinitesimale Fortschreitungsstrecken d1s und d2s zuordnen, welche nicht zusammen mit dθs eine Ebene, sondern eine wirkliche räumliche Ecke bestimmen.Jede beliebige Fortschreitungsstrecke ds lässt sich dann nach dfm Parallelogramm der Bewegungen in Componenten längs dθs, d1s, 

∂2s zerlegen, sich also darstellen in der Form:(8) ds = v∂0s ui∂ls -f- u2∂2s,wo v, u1, u2 Functionen des Ortes (x, y, z) sein können.
~ Af erteilt p eine Fortschreitung d0s längs kQ mit den Componenten dθ,τ, dθτ∕, dQz nach den drei Axen. Die Charakteristik λ∙0 wird etwa durch die Gleichungenφ(¾ y, z) = a, ψ(x, y,zy)≈b dargestellt. Es ist dann:

θ ∖<p'(x)δ0x + φ'(y)∂0y + φ(z)∂0z = 0,∣≠'(z)dθz ÷ Ψ'(jf)δ0y + √(>)<V = θ∙
U1f führt alle Punkte p von k0 in die Punkte einer benachbarten
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Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung u. Verwertung. 329Charakteristik 7q über. Sind δix, ∂2x, ∂3x die Projectionen von d1s auf die Axen, so muss also mit
φ(x,y,^ = aauch

φ(x -}- δ1x, y + ∂1y, z 4^ d10) = Const. = a + δla, sein. Ähnliches gilt für ψ = b und wir haben also:
lφ(χ)∂1x + φ(y)δ1y + φ(z)δ1z = δla,I ψ∖x)δ1x + Ψ'(y)δ1y + ψ'(z)δ1z = δib.Da endlich U2f alle Punkte p von k0 in die Punkte einer anderen benachbarten Charakteristik k2 überführt vermöge der Fortschreitung 

∂2s mit den Projectionen δ2x, δ2y, ∂2z, so ist analog:
, (φ(x)δ2X + φ∖y}δ2y -f- φ(z)δ2z = δ2a,

[ψ'(x)δ2x + ψ'(y)δ2y + ψ'(z)δ2z = δ2b.
∂la, δ1b und δ2a, δ2b müssen unveränderlich längs der ganzen Curve 
k0 sein. Da nach dem Obigen die Determinante<V δ0y δ0z 

δ1x δ1y δlz ≡∣= 0 
δ2x δ2y ∂2zist, so folgt aus (9), (10) und (11), dass auch die Determinante d1 a d.b(12) i≡≡0v , ∂2a δ2b ‘ist. Wir wollen annehmen, Af == 0 gestatte auch die infinitesimale Transformation Uf. Diese erteilt dann den Punkten p von k0 solche Fortschreitungen ds mit den Projectionen öx, δy, δz, dass k0 in eine andere benachbarte Charakteristik k

φ = a -(- δa, τ∕> = δ-f-0δ übergeht. Wie gesagt, ds lässt sich zerlegen in (8) ds = v∂0s + ul∂1s + u2δ2sund es ist also:
Öx = vdQx 4- ul∂lx 4“ u2∂2x,(13) δy ==vδ0y + uiδ1y + u2∂2y,

ldz ≈ vδ0z 4- ul∂lz 4^ W2d2^.Es kommt also
∂φ = φ'(x')(y∂0x 4- uidlx 4- u2∂2x') 4“

+ 9¾)(^0*∕ + uAy ÷ "zδ2y') 4- 

4- φ∖z)(vd0z 4- ulδ1z 4- u2d2z) = da,
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330 Kapitel 15, § 4.d. h. nach (9), (10) und (11):w1d1α —u2d2a = da.

dψ = db giebt analog:
u1d1b -j- w2 d2 & — δb-Wegen (12) sind diese beiden Gleichungen nach ul und w2 auflösbar und es ergiebt sich, da da, d1a, d2a und db, d1b, d2b längs der ganzen Charakteristik X'θ unveränderlich sind, dass auch w1 und u2 längs Ä’o constant sind.Die Fortschreitung ds führt also dann und nur dann jede Charakteristik λ,θ in eine benachbarte über, wenn u1 und u2 längs l'0 unveränderlich, d. h. entweder überhaupt unveränderlich oder aber Functionen von φ, ≠ allein sind.Ist nun

ττf__ i cf cf . dfso ist auch
dx==ξdt, dy = ηdt, dz = ζdt.Ferner ist

d0x = adt, d1x=ζ1dt, d2x = ξ2dt u. s. w. Daher kommt nach (13):ξ ≡τα + u1ξ1 + tt2ξ2, 
η ≡≡vβ + U1η1 + M2¾, 
ξ ≡vγ -f- m1 ζ1 + u2ξ2.Also ergiebt sich, wenn diese drei Gleichungen resp. mit multipliciert und danach addiert werden:

Uf≡vAf + ulUif-∖- u2U2f,wo ul, u2 Functionen der Lösungen φ, ≠ von Af = 0 sind.Dies ist aber nichts anderes als unser Theorem 31 für den Fallw = 3, ρ = 2.
leftungdeä wθ^θn no<4ι kurz die andere Möglichkeit besprechen, dassTfürrn = 331^^ = θ zwei infinitesimale Transformationen U1f, U2f gestattet, deren e=1∙ Fortschreitungsstrecken d1s, d2s mit der Fortschreitungsstrecke d0s längs k0 eine Ebene bestimmen. In diesem Falle ist d2s zerlegbar inzwei Componenten längs d0s und dis, also etwa:(14) d2s ≡ vd0s + ιιdlsoder:

u. s. w. oder.auch: d2x≡vd0x -f- udlx 
l2≡va + nξ1
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Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung u. Verwertung. 331u. s. w., d. h. endlich:
U2f≡vAf + uU1f.Ferner ist nach (9), (10) und (11) wegen (14):

∂2a = u∂1a, ∂2b — uδlb,d. h. u ist constant längs also eine Lösung von Af=Q oder überhaupt eine Constante. Damit wäre unser Theorem 31 auch für 
n — 3, ρ = 1 bewiesen.

Die hier entwickelten mehr geometrischen Beweise lassen sich ohne 
Schwierigkeit auf den Fall eines beliebigen n übertragen. Wir haben sie 
ausführlich entwickelt, um ihre Übertragung auf den allgemeinen Fall 
eines n-dimensionalen ltaumes dem Leser zu erleichtern und die Schlüsse 
in wünschenswerter Strenge zu ziehen.Wir wenden uns jetzt wieder den analytischen Entwickelungen Umkehrung zu und zwar für beliebiges n. Es ist sehr leicht, die Umkehrung desτheυrems31∙ Theorems 31 des vorigen Paragraphen zu beweisen. Wir behaupten nämlich, dass, wenn Af == 0 die infinitesimalen Transformationen Uxf 
U2f ∙ ∙ ∙ Uρf gestattet, alsdann auch die infinitesimale Transformation:£Y= w1 U1f -j- «2 U2f + · · · + uρUρf -{- vAf die Gleichung Af = 0 invariant lässt, sobald w1, irgendwelche Functionen der Lösungen von Af = 0 sind, während v eine ganz beliebige Function der Veränderlichen xl · ■ ∙ xn bezeichnen darf.Nach Theorem 29 des § 2 ist ja:

(UlA}≡λlAf, ∙∙∙ (C7e∕f)≡Λe^∕∙und also kommt:(ir∠4) == 4^m2^4^",4^ i<oλp)∠4∕,—
— √4t(1 ∙ U1f — · · · — Aιι<j ∙ U,f — Av ■ Af.Da aber t(1, u2 · · - uρ Functionen der Lösungen, also selbst Lösungen oder Constanten sein sollen, so ist Jh<1 ≡ 0, ∙ ∙ Auρ ≡ 0, und es bleibt: (Ü ∠4) ---: (Wj λi 4- 4“ ' ’ ‘ + ‰‰ — Av^) · Af Tr λ · Af,d. h. nach Theorem 29 gestattet Af = 0 die infinitesimale Transformation Uf.Satz 7: Gestattet die lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 

die infinitesimalen Transformationen U1f ∙ ∙ ∙ Uρf, so gestattet sie auch 
jede infinitesimale Transformation von der Form:

Uf = Mj^iA4" , ∙, 4" u<yUρf vAf,
sobald nur u1 ∙ ∙ ∙ uρ Lösungen von Af — 0 oder auch Constanten sind, 
während v eine beliebig gewählte Function der Veränderlichen bedeutet.
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332 Kapitel 15, §§ 4, 5.

Zusammen
fassung. Nach den Entwickelungen des vorigen und dieses Paragraphen werden wir aus der Kenntnis einiger infinitesimaler Transformationen 

Ujf der Differentialgleichung Af = 0 und einiger Lösungen ωi derselben folgenden Nutzen ziehen können:
Erstens: Jedes (UjUi) ist wieder eine infinitesimale Transformation von Af — 0. (Theorem 30.)
Zweitens: Jedes Ujωi ist eine Lösung von Af == 0. (Satz 3 des § 2.)
Drittens: Jede Relation zwischen den Ujf und Af giebt, in passender Weise aufgelöst, als Coefficienten Lösungen von Af==O. (Theorem 31.)Indem man in dieser Weise möglichst viele infinitesimale Transformationen und Lösungen von Af — 0 zu bestimmen sucht, findet man schliesslich — da diese Processe ein Ende haben müssen — eine gewisse Anzahl von Lösungen ω1, ω2 ∙ ∙ ∙ ωq der Gleichung Af—0 und eine gewisse Anzahl von infinitesimalen Transformationen U1f, 

U2f · ’ · U, f der Gleichung von der Eigenschaft, dass jedes Ujωi eine Function von ω1 ∙ ∙ ∙ ωq allein ist, ferner jede Klammeroperation (UjUi) nur eine infinitesimale Transformation liefert, die nichts wesentlich neues giebt, d. h. eine infinitesimale Transformation von der Form:
(UjUt) = M1(ω1 ∙ ∙ ∙ ω,7) U1f -{-··’ -f- Mr(ω1 ∙ ∙ ∙ ω5) Urf + vAf,und drittens die Relationen, welche die Uf durch Af und solche Uf ausdrücken, zwischen denen keine lineare Relation mit Af besteht, als Coefficienten der letzteren Uf nur Functionen von ω1 ∙ ∙ ∙ ωq besitzen.Sind Ulf ∙ ∙ ∙ Uρf diejenigen der Uf, welche mit Af keine lineare Relation erfüllen, so können wir die übrigen gefundenen Uf ganz bei Seite lassen, denn aus Ulf · ■ · U,f setzt sich nach Satz 7 ein bekanntes Uf, welches Af == 0 gestattet, in viel allgemeinerer Weise zusammen in der Form:ii1(ω1 ∙ ∙ ∙ ωq) U1f + ∙ ∙ ∙ + iie(ω1 ···«?) U,f + v(xl ■ ∙ ∙ xn)Af.Wir werden also nur die infinitesimalen Transformationen U1f ■ ∙ ∙ Uρf und die Lösungen ω1 ∙ ∙ ∙ ωq berücksichtigen.Satz 8: Kennt man einige infinitesimale Transformationen und einige 

Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung Af — 0, so kann 
man immer durch ausführbare Operationen erreichen, dass man eine 
Anzahl infinitesimaler Transformationen

U1f-- U,,f
und eine Anzahl von einander iinabhängiger Lösungen ω1 ∙ ∙ ∙ ωq der Glei
chung Af==0 kennt von der Art, dass erstens zwischen U1f ∙ ∙ ∙ Uρf
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 333
tind Af keine lineare Relation besteht, zweitens jedes Ujωi eine Function 
von ωl ■ ■ ■ ω,1 allein und drittens jeder Klammerausdruck (UjUf) von der 
Form ist:w1(ω1 ···<»,) Uif ···-{- Me(ω1 ∙ ∙ ∙ ω3) v(xi ■ ∙ ∙ xn)Af.Wir brechen hiermit die Untersuchung des Integrationsproblems einer Gleichung ∠4∕ ==0, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, ab, um diese Betrachtung an einer späteren Stelle zu verwerten.

§ 5. Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0.Wir wollen jetzt noch auf den Zusammenhang eingehen, welcher zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gleichung Af = 0 und den Jacobi’schen Multiplicatoren derselben besteht. Dabei bemerken wir vorweg, dass die Entwickelungen dieses Paragraphen in der Folge nicht benutzt werden, also eine blosse Einschaltung bilden.
Vorgelegt sei wieder die lineare partielle Differentialgleichung:

,/.  bf - bf , , df ^
Af= tt'tel + a2teA-------- μ tt"in n Veränderlichen xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn. Es seien ω1, ω2 ∙ ∙ ∙ ωn-ι

n — 1 von einander unabhängige Lösungen derselben, durch welche, wie wir wissen (vgl. § 1), die Gleichung Af == Q vollständig bestimmt wird.Multiplicator Al des simultanen<,Systems
dxl __ dxi ___  ___ dxn Ar
«1 _ «2 _oder der äquivalenten linearen partiellen Differentialgleichung 

Ar— i . 0∕, η--------- ^α·'»τη = ϋheisst jede Fnnction M von x1, x2 · ■ · x„, für die MAf die Functional- determinante der beliebigen Function f und irgend welcher n — 1 von einander unabhängiger Lösungen ω1 ∙ ∙ ∙ ωn-ι der Gleichung Af = 0 hinsichtlich xl, x2 ∙ ∙ ∙ xn ist.Wir wollen die gebräuchliche abkürzende Bezeichnung 
∕ f ωl ω2∙ ∙ ∙ ωn∖∖xl x2 ¾ ∙ ∙ ∙ xn'für diese Functionaldeterminante
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334 Kapitel 15, § 5,

QuotientzweierMultipli-catoren.

I ∂f ∂f S_f_
∂xl δx2 ' ' ’ ∂xn
Cωl βωl 3<b1
∂xl ∂x2 ’ ‘ ' oxn

∖ <⅛>n-1 Sωn^ ∂ωil~1
8x1 ∂x2 ' ' ’ ∂xnbenutzen. Alsdann lautet die Definitionsgleichung des Multiplicators:

(15) .v,<∕≡(z'ω* ra3""0-,).∖iC1 X2 X3 ∙ ∙ ∙ Xn ×Hierin bedeuten, wie bemerkt, ω1 ∙ ∙ ∙ ωn-ι irgend ein System Lösungen der Gleichung Af = 0. Benutzen wir an Stelle derselben ein anderes, etwa ω1, ω2 ∙ ∙ ∙ ωn-ι, so erhalten wir einen im allgemeinen anderen Multiplicator Jf, für den
— / f o ω., ∙ ∙ ∙ ωrt-ι∖(16) MAf≡(' 1 2 ,∖xi x2 x3 ∙ ∙ ∙ xn ,

Mi.eπt ist. Dass nun das Verhältnis eine Lösung von Af = 0 oder nur!ier 'reu. eine Constante ist, lässt sich leicht zeigen:Da in der Definitionsgleichung (15) des Multiplicators Af die Function f arbiträr sein soll, so müssen die Coefficienten von ∏—
ϋΧηrechts und links übereinstimmen. Links ist dies der Coefficient Mak, rechts eine Unterdeterminante. Danach ergiebt sich, dass

Mal, Ma2 · ■ ∙ JBAandie (w — l)-reihigen Determinanten der Matrix∂ ω1 S ω, 8 ω1
∂xi ∂x2 ’ ’ ' ∂xn

8ω„ 1 d oo , δω„ 1n—1 n—1 n—l
∂xl ∂x2 ' ' ' ∂xnsind. Es ist also:

Jl ∕ωi ω2 ∙ ∙ ∙ βjn-l∖ _ 1 ∕ωi ω2 ∙ ∙ ∙ ωn-l∖ __ «1 ∖Λ⅛ xi . . . Xn J " «s ∖x3 Xi . . . x1 ) ~__  l ∕ω1 ω2 . . . ωn-Λ
an ∖Xi X2 . . . Xn-i∕ 'Analog ergeben sich solche Ausdrücke aus (16) für M. Demnach ist, wenn wir die letzten Ausdrücke benutzen:
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 335

∕ωl ω∙2 ∙ ∙ ∙ ωn-l∖∕10λ Μ _ V1 ∙ ∙ ∙
V 7 Μ ~ f*ι ·, · · ωn-Λ,

\ Χγ Χ^ ∙ ∙ ∙ Xfl_ γ/indem wir voraussetzen, dass ω1 ∙ ∙ · ω„_χ etwa hinsichtlich <r1 ■ ∙ ∙ xn_i von einander unabhängig sind, was dann auch für ω1 · · ■ ω„_ι gilt. ω1 ∙ ∙ ∙ ωn-i sind gewisse von einander unabhängige Functionen der Lösungen ω1 ∙ ∙ ∙ ω„_ι, und nach einem bekannten Satze über die Functionaldeterminante ist also:∕ω1 ω2 . . . ώ„_χ\   ∕ω, ω2 . . . ω7i-Λ ∕ω1 ω2 . . . ωrt-ι×∖x1 x2 . . . Xn-χf ∖ω1 ω2 . . . ω,i-√ ∖χl x2 ... xn /sodass sich (18) reduciert auf
M _ ∕ωl ω2 ... ω„_Λ m ∖ω1 ω2.. . ωn-JDie rechte Seite hierin ist aber, da ω1 ... ωn-ι Functionen von ω1... ω„_ι sind, ebenfalls eine Function von ω1 ... ωn-ι, d. h. eine Lösung von 

Af — 0 oder eine Constante. Indem man ω1 ... ώ„_ι in zweckmässiger Weise als Functionen von ω1 ...ωn-1 wählt, kann man offenbar erreichen,. . .dass jede beliebige Lösung von Af ' = 0 darstellt.Der Multiplicator steht nun — und deshalb kommen wir auf ihn zusamme.n^
A hang zwi-zu sprechen — in sehr enger Beziehung zu den infinitesimalen 7τrαws-s≈hθ."fi("^ 

formationen Uf welche Af = 0 gestattet. to∏j∕=oEs mögen U1f, TJif ... Un-xf n— 1 infinitesimale Transformationen der Gleichung sein, und zwar soll zwischen ihnen und
Af keine lineare Relation bestehen. Es sei allgemein:fV≡¼¾ + ¼¾ + ∙→⅛.⅛

(j = 1, 2 . . · η - 1).Wir beweisen in einer späteren Note (vgl. Satz 10 dieses Paragraphen), dass es stets n — 1 derartige infinitesimale Transformationen der Gleichung Af = 0 giebt. Hier wollen wir diesen übrigens sehr einfachen Beweis der bessern Übersicht halber übergehen.Wir behaupten nun, dass der reciproke Wert der Determinante α1 α2 ... anIn ∣ι2 · · · li»
∣21 ∣22 ’ · * ∣2n

In— 1,1 Sn—1,2 · · · |n—l,nein Multiplicator der Gleichung Af = 0 ist.
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336 Kapitel 15, § 5.Zunächst ist diese Determinante nach den getroffenen Voraussetzungen sicher nicht identisch Null. Wir multiplicieren sie mit der Determinante 1 δω, δω, δω,
∂x1 8x2 ' ' 8xnδω2 δω2 δ ω2
8xl 8x2 ' ‘ ‘ 8xn

^ωn-l ^ωn-l sωn-l

8xl 8x2 ’ * ’ 8xnΟ Ο ... 1und erhalten nach der bekannten Productregel offenbar 
Λω1 Aω2 ... Aωn-i an I
Ulω1 U1ω2 ... U1ωn-i £i„t?2^i IJ.,(O2 . . . U2COn.—i ⅛2n

f7w—i Un—1©2 ' , ’ U∏,—1 ®n·—1 ζn—1» n IDa aber ω1 .. . ω„_ι Lösungen sind, so ist √4ω1 ≡ 0, ... ∠4ω,i-ι ≡ 0. Die erste Horizontalreihe enthält also lauter Nullen bis auf das letzte Glied an und es kommt:
U1ωi Ulω2 ... U1ωn.1
U2ωl U2ω2 . . . IJ2(On—io:n

Un—ιtθ∣ Un—1 eJg · · · In—l®rt—1 .Weil Λf — 0 die infinitesimalen Transformationen U1f. .. Un-if gestattet, so ist nach Satz 3 des § 2 die vorstehende Determinante eine Function & der Lösungen ω1 . . . ω„_ι, sodass sich ergeben hat:i δω, δω, δω,
Ci i (Xa ··· a fi Q · · · "q1 i ∂x1 8x2 8χn
t t t δω2 δωg’n ’12 ’ , ‘ ’ln δic1 8x2 * ‘ ’ 8xn⅛, ⅛ ... fe. · ............................................... ≡α.Ω(ω1δωn-l K4 δωw-1δrc1 8xi ' ' ' 8xn1,1 In—1,2 · · · In—l,n | θ θ · · · 1Die zweite Determinante hierin ist die Functionaldeterminante von ω1 . . . ω„_ι nach rc1 . . . xn-↑, und darf, wie wir schon einmal bemerkten, verschieden von Null vorausgesetzt werden (sodass auch an ≡∣≡ 0 ist). Demnach haben wir:
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 337

j∕ω1 ω2 . . . ω„_Λ _ β(fl>t ∙ ∙ ∙ ωw-1) ,
an ∖X1 X2 . . . 0⅛-l∕ “ι “» ' ' ' “η

ill il2 ∙ ∙ ∙ ⅞in

£»—1,1 £»—1,2 ’ * , ⅛n-l,nDie linke Seite aber ist nach (17) ein Multiplicator von Af = 0, die rechte Seite also auch. Da nun ein Multiplicator mit einer Lösung, wie 52(ω1 · · · ω„_ι), multipliciert wieder einen Multiplicator giebt, so ist in der That bewiesen:Theorem 32: Gestattet die lineare partielle Differential
gleichung:

λ f∖ ∂f I I dfnAf= α*2ξ + α⅛ +------ h «» = 0
n—1 infinitesimale Transformationen:

ττ.f= t df I t I I t df½Z — «n 3a,ι -t- ?>2 dXi Ψ ∙ ∙ -r ‰n dXn(J = 1, 2 ...» — 1),
tvelche zusammen mit Af keine lineare Relation 

gA↑ -J- μ1 Ulf + ∙ ∙ ∙ + gn-ι Gn-ιf = 0
erfüllen, in der die μ Functionen von xl∙∙∙xn oder Gonstanten 
sind, so ist

al a2 ... a„I . ill il2 · · · il«
in—1,1 in—1,2 · · · in—1,»

ein Multiplicator der Gleichung Af=0.Dieses Theorem ist die directe Verallgemeinerung des Theorems 8(§ 1 des 6. Kap.) für beliebig viele Veränderliche, denn unser Jacobi’scher Multiplicator reduciert sich für n = 2 auf den Euler’schen Multiplicator.Unser Theorem giebt auch eine schöne anschauliche Deutung des oβo- Multiplicators, ähnlich der für n — 2 in § 1 des 9. Kapitels gegebenen •Deutung des Wir wollen dies für n — 3 zeigen, und wir bemerken dabei, dass sich ^ators.1" diese Deutung auch auf beliebiges n unter Benutzung des Begriffes eines w-dimensionalen Raumes ausdehnen lässt.Es seien also x, y, z die drei Veränderlichen und
Af≡X⅛- + Y^+Z^=0 

1 dx ' dy ' dzeine lineare partielle Differentialgleichung, welche die beiden infinitesimalen Transformationen
Li e, Differentialgleichungen. 22
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338 Kapitel lδ, § δ.

gestattet, von denen vorausgesetzt wird, dass sie mit Af keine lineare Relation eiugehen, sodass also die Determinante
X Y z£1 Vl £l⅛2 V2 ^2 ≡∣≡0

ist. Nach unserem Theorem ist der reciproke Wert dieser Determinante ein Multiplicator von Af = 0. Sie hat nun auch eine geometrische Bedeutung: Ulf und U2f nämlich erteilen dem Punkte 
Po (x) 1h z) infinitesimale Fortschreitungsstrecken d1s, ∂2s mit den Projectionen

ξl∂t, ηl8t, ξl8t,
⅛8t, η2∂t, ζ2∂tauf die Axen. Auch Af, als infinitesimale Transformation aufgefasst, erteilt dem Punkte p0 eine Fortschreitungsstrecke d0s mit den Projectionen
X8t, Y8t, Z8t.Diese drei Fortschreitungeu 80s, 81s, 82s bilden nach § 4 eine räumliche Ecke und bestimmen daher ein Parallelepiped, dessen Inhalt nach einem Satze der analytischen Geometrie eben jene obige Determinante ist, allerdings noch multipliciert mit 8t3. Der Multiplicator ist demnach, bis auf dt3, gleich dem reciproken Werte des Inhaltes jenes Parallelepipeds.Diese geometrische Deutung wollen wir nun gänzlich von der Annahme infinitesimaler Transformationen befreien. Zunächst denken wir uns die Charakteristik k0 des Punktes p0 gezogen, ∂1.s, führt p0 in einen benachbarten Punkt p1, 82s in einen benachbarten p2 über. Auch die durch pl und p2 gehenden Charakteristiken kl und k2 denken wir uns gezogen. Die vierte Ecke des von pl, pft, p2 bestimmten Parallelogramms sei p3 und die hindurchgehende Charakterisik ka. Da 

80s Tangente an k0 ist, so ist unser Parallelepiped zwischen jene vier Charakteristiken k0, k1, k2, ka eingelagert (Fig. 30). Wenn wir überhaupt alle Charakteristiken ziehen, welche von den Seiten des Parallelogramms p0p1pap2 ausgehen, so erhalten wir eine unendlich dünne von Charakteristiken erzeugte Röhrenfläche. Wir bemerken nun, dass wir statt dieser Röhrenfläche, deren Querschnitt ein Parallelogramm ist, jede andere von Charakteristiken erzeugte unendlich dünne Röhren-

rτ ∕>  fc ∂f ∣ ∂f . f, ∂f^l∕ — Sι fiχ ÷ i∕ι g2z ÷ Si Sz ,
τrf-t sf∣ Sf .f, ∂f 
uJ= ∣2 + % Ty + ⅛
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 339fläche benutzen können, um einen Multiplicator auf geometrischem Wege zu erhalten. Zu diesem Zweck nehmen wir in der Ebene des Parallogramms p0plp3pi eine beliebige unendlich kleine durch p0 gehende geschlossene Curve c an und ziehen alle Charakteristiken, welche durch die Punkte von c hindurchgehen. Sie bestimmen eine Röhrenfläche, deren Querschnitt in der Ebene p0p1p3p2 die Fläche der Curve c ist. Nehmen wir auf λ^θ an Stelle von p0 einen anderen Punkt p0 an, so haben wir daselbst auch den Punkten p1, p2, p3 ana-

löge Punkte pl, p2,p3, indem p0 von Ulf nach pl geführt wird u. s. w., und es liegt pl auf fc1, p2 auf fc2, p3 auf k3. Die Ebene des Parallelogramms p0 pl p3 p2 schneidet die neue Röhrenfläche in einer Curve c (Fig. 31). Es ist aus der anatytischen Geometrie bekannt oder kann auch aus den Entwickelungen des § 4 entnommen werden, dass sich der Inhalt des Parallelogramms p0pl p3 p2 zu dem der Curve c bis auf unendlich kleine Grössen genau so verhält wie der des Parallelogramms Po Pi 1⅛ P'i zum Inhalt der Curve c.Wenn man also nicht das Parallelogramm p^pl p3 p2, sondern eine beliebige unendlich kleine Fläche c in der Ebene desselben, oder, was an der Sache nichts ändert, überhaupt irgend eine beliebig kleine Fläche c an der Stelle jp0 zur Grundfläche des Raumelementes wählt, so steht das neue Raumelement zum ursprünglichen Parallelepiped (mit derselben Kante d0s) hinsichtlich seines Inhaltes in einem Verhältnis, das längs der ganzen Charakteristik constant, demnach eine Function der Lösungen von ∠4∕*=0 ist. Der reciproke Wert des Inhaltes des neuen Raumelementes ist folglich gleich dem früheren Multiplicator, multipliciert mit einer Function der Lösungen von j4∕=0. Bekanntlich ist aber jeder Multiplicator, multipliciert mit einer Function der Lösungen von Af ≈ 0, wieder ein Multiplicator der Gleichung,22*
www.rcin.org.pl



340 Kapitel 15, § 5.und so erhält man andererseits aus einem Multiplicator alle Multipli- catoren von Af = 0. Also hat sich ergeben:Satz 9: Zerlegt man den Raum (x, y, z) vermöge der oo2 Charak
teristiken der Gleichung

Af≡X⅛- + Γ + = 0' ox 1 oy 1 oz

in irgend welcher Weise in unendlich viele unendlich dünne von Charak
teristiken umschlossene Röhrenflächen und schneidet man an der Stelle 

(#, y, z) aus der betreffenden Röhrenfläche ein Raumelement 
von der auf den Charakteristiken gemessenen Länge∕X2 + Y* + ^Z2 δt,
deren Projectionen auf die Axen gleich X∂t, Yöt, Zdt 
sind, heraus, so ist der reciproke Wert des Inhaltes dieses 
Paumelementes bis auf die unendlich kleine Grösse ∂t'i ein 
Midtiplicator der Gleichung Af = 0, und umgekehrt findet 
man auf diese Weise jeden Midtiplicator der Gleichung 
Af == 0. (Fig. 32.)

Beispiele. 1. Beispiel: Wir entnehmen ein Beispiel hierzu der Kinematik. Angenommen, der Raum sei von einer ineompressibelen Flüssigkeit erfüllt und es seien:
dx dy dz Ί.x=I=z=<udie Differentialgleichungen für die Bewegung des Flüssigkeitstheilchens 

(x, y, z) in der Zeit t. Wir wollen voraussetzen, die Strömung sei 
stationär, d. h. die Geschwindigkeitscomponenten X, Y, Z seien nur Functionen des Ortes, frei also von der Zeit t. Dann bilden die Gleichungen

dx dy dz 
x ≈Υ = ~zfür sich ein simultanes System mit der zugehörigen linearen partiellen Differentialgleichung4∕,≡X^ + Y⅛- + Z^- = Q.Um einen Multiplicator derselben zu finden, betrachten wir irgend einen unendlich kleinen an der Stelle (x, y, z) befindlichen Querschnitt c der Flüssigkeit. Durch denselben gehen Strömungslinien (Charakteristiken der Gleichung Af — 0) hindurch, die einen Flüssigkeitsfaden bilden. Da die Flüssigkeit incompressibel sein soll, so muss die Flüssigkeitsmenge, die in der Zeit dt durch c hindurchgeht,
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 341längs dieses Fadens constant sein. Sie ist aber gleich dem Inhalt des Querschnittes, multipliciert mit der Geschwindigkeit und der Zeit 
dt, also multipliciert mit:

dtV(dSi+ O +W = di +und daher der Rauminhalt eines nach Satz 9 zu construierenden Raum- elementes mit dem Querschnitt c. Mithin besitzt nach unserem Satze die Gleichung Af — 0 nur solche Multiplicatoren, welche längs jeder Charakteristik constant sind, insbesondere also den Multiplicator 1. Wenn sie umgekehrt den Multiplicator 1 hat, so ist jeder andere Multiplicator, da er aus diesem durch Multiplication mit einer Lösung von √4∕,= 0 hervorgeht, längs jeder Charakteristik constant und die Bewegung die gewünschte. Damit also unsere Gleichungen eine stationäre Strömung einer incompressibelen Flüssigkeit darstellen, ist notwendig und hinreichend, dass sie den Multiplicator 1 besitzen. Weil die Multiplicatoren auch definiert werden können als die Lösungen M der partiellen Differentialgleichung
dMX , dMY . dMZ 

dx +-⅜^ ^∣ dz ’so ergiebt sich schliesslich als notwendige und hinreichende Bedingung:
dX , dY ,d_Z = ^ 
dx ' dy * dz ~υ,die in der Kinematik in anderer Weise abgeleitet wird.

2. Beispiel: Die Differentialgleichung
Af=≡X⅛- + Y%- + Z ~ = 0 

1 dx 1 dy ' dzdefiniere die ∞2 Curven, welche eine Schar von oo1 Ebenen senkrecht durchschneiden. Es ist sehr leicht, einen Jacobi’schen Multiplicator dieser Gleichung anzugeben. Wählt man nämlich den in unseren obigen allgemeinen Entwickelungen mit c bezeichneten Querschnitt irgend wie auf einer jener oo1 Ebenen E, so ist der entsprechende Querschnitt c auf der unendlich benachbarten Ebene E' der Ebenenschar bis auf unendlich kleine Grössen von vierter Ordnung gleich c, da c selbst von zweiter Ordnung und der Cosinus des Neigungswinkels der beiden Ebenen E und E' von 1 nur um eine unendlich kleine Grösse zweiter Ordnung unterschieden ist. Daraus folgt, dass dei' Querschnitt constant ist längs der ganzen Röhrenfläche. Mithin ist nach Satz 9 die Grösse 1 : j∕X2 -j- Y2 -f- Z2 selbst ein Multiplicator der vorgelegten Gleichung.
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342 Kapitel 15, § 5.

3. Beispiel: Man kann sich fragen, unter welcher Bedingung die Charakteristiken der Gleichung
Af≡X⅛-+so beschaffen sind, dass eine von Charakteristiken erzeugte unendlich dünne Röhrenfläche überall einen Querschnitt von derselben Grösse hat, der Querschnitt dabei senkrecht zu den Charakteristiken gedacht. Nach Satz 9 hat die Gleichung Af = 0 in einem solchen Falle den Multiplicator 1: ]∕X2-(- Y 2-j-Z2. Wenn sie umgekehrt diesen Mul- tiplicator hat, so sind die Röhrenflächen überall gleich stark. Notwendige und hinreichende Bedingung ist demnach, dassιψrψr+T Multiplicator sei, d. h. dass

_a_ x_________________________y_________ _d_____________ z________ __ 08 a; )∕χ2"4-'y2 ' dy ↑∕χi + y2 + Zi 'dz yχι _f_ y« zisei. Beispiel 2 ist ein Specialfall hiervon.Der Zusammenhang zwischen den Multiplicatoren und infinitesimalen Transformationen der Gleichung Af = 0 gestattet, in einfacher Weise einen wichtigen Satz aus dei- Multiplicatortheorie abzuleiten. Wir schicken zunächst folgenden Satz voraus:Satz 10: Eine lineare partielle Differentialgleichung Af ≈ 0 in n Ver
änderlichen gestattet sicher n— 1 infinitesimale Transformationen Uif-∙∙ Un-∖f, 
welche zusammen mit Af keine lineare Relation

gAf -J- gi U1f -{-··· -J- i*n—l Un-∖f= 0
erfüllen.Zum Beweis dieses schon früher erwähnten und benutzten Satzes seien ω1 · · · ω„_ι ein System von n — 1 von einander unabhängigen Lösungen dei’ Gleichung Af = 0. Sind sie etwa hinsichtlich aJ1 ∙ ∙ ∙ xn-ι von einander unabhängig, so können wir sie als neue Veränderliche zusammen mit x„ benutzen:(lθ) l'l ωl 5 ’ " ’ £n—1   03 n—1, }jn = X∏∙Die Gleichung Af = 0 geht dadurch über in v≡⅜=θ∙Nur für diese braucht der Satz 10 bewiesen zu werden, denn die Transformation (19) führt jede infinitesimale Transformation Uf welche Af =0 invariant lässt, in eine solche U∕, über, die St/* = 0 invariant lässt. Nun gestattet offenbar ¾f= 0 die infinitesimalen Transformationen

11 f — , 11 f — ^f'x'f-ih' u"-,f-as,-1'und zwischen diesen und St∕, besteht in der That keine lineare Relation.
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af == 0. 343Es liege nunmehr eine lineare partielle Differentialgleichung
λ f___  , I ∏Af=“' SF1 + —er =θvor. Wie wir nach Satz 10 wissen, gestattet sie gewisse n — 1 infinitesimale Transformationen:¾r≡feι⅛ + ∙∙∙ + ⅛,¾

(j = 1, 2 ... η — 1),welche mit Af keine lineare Relation erfüllen.Wenn wir nun an Stelle von x1 · · · x„ irgend welche neue Veränderliche(20) El = fι(%ι · ’ ∙ %n)ι * " , Ex i≈s fn(%γ ' ' " ®n)benutzen, so geht Af = 0 in eine lineare partielle Differentialgleichung = 0, geschrieben in J1 · · · £„, über. Die infinitesimalen Transformationen U1f ∙ ∙ ∙ Un-ιf gehen gleichzeitig in gewisse in g1 ∙ ∙ ∙ geschriebene infinitesimale Transformationen U1f∙ ∙ ∙ U,i-ιf über, welche 2i∕,= 0 invariant lassen und mit keine lineare Relation erfüllen. Sei:az'≡5>⅛ + ∙∙∙ + 5-⅛∕ 
u√≡lι^ + ∙∙∙ + U^∙Es ist bekanntlich = + "· + ^E»also:

⅛k ⅛k 
“k = Alk = al^-∖----------und analog ^ 7 _ _ fc , _L fc ⅛‰∙t — ½ifc — &1 ∂χ1 "I Γ w» SXn talso identisch· Cfj C<2 ' * * &n

£ll £12 · · * ξln

ζη—1,1 —1,2 * ' ' —l,ngg, g£i gg.°fl “2 · * · «» SXi Sxi ’ " ∂xn
t t t gg¾ ⅛ . . . ⅛

--- ’u ’12 ^ln . <⅛1 ∂xι gxrt
fc t i δϊ» sinξη-1,2 ∙ . ∙ 1 ~χ* ∙ ∙ ∙ dχ*
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344 Kapitel 15, § 5.vermöge der Gleichungen (20). Nach Theorem 32 ist die linksstehende Determinante der reciproke Wert eines Multiplicators 9J? von 51/ = 0 und die erste rechtsstehende der reciproke Wert eines solchen 71/ von Af == 0, während die letzte Determinante die Functionaldeterminante von Ei ∙ ∙ ∙ ⅛n hinsichtlich x1 ∙ ∙ ∙ xn ist. Daher kommt:(21) 9R = 7----- -- ---- --κ 7 ∕Sι,ε2∙∙∙En∖
∖aj1 ,x2 ∙ ∙ xjDer allgemeinste Multiplicator von Af = 0 ist gleich 71/, multipliciert mit irgend einer Lösung von Af = 0. Da vermöge (20) jede Lösung von 

Af==O in eine solche von ty.f = 0 übergeht, so gilt die Formel (21) für irgend einen Multiplicator M von Af — 0, und so ist der- Jacobi'sche Satz auf einem neuen Wege bewiesen:Muitipiica- Satz 11: Ist AL ein Multiplicator der linearen partiellen Differential- Einführunggleichung Af — 0 in den Veränderlichen x1, x2 · ■ · x„, und führt man in neuer Var. __ θ υermoge einer Transformation an Stelle von x1 ∙ ∙ ∙ xn neue Ver
änderliche Ei ' ' ' En e^n) so besitzt die hervorgehende Differentialgleichung21/ = 0 den Multiplicator:

_____  M∕Eι, εi ∙ ∙ ∙ ε√∖ ’V1,a⅛ ∙ ∙ xn)

wenn dieser Ausdruck in Ei · * ' E» geschrieben tvird.

Eine schöne Anwendung lässt sich von diesem Satze, der übrigens vermöge der geometrischen Deutung des Multiplicators nahezu selbstverständlich erscheint, dann machen, wenn man annimmt, eine vorgelegte Differentialgleichung in x1 ∙ ∙ ∙ xn

besitze einen bekannten Multiplicator 71/ und gestatte eine bekannte infinitesimale Transformation ---------sodass nach Theorem 29 des § 2(22) (CM)≡≡λ∙M∕'ist. Die infinitesimale Transformation Uf oder:(23) g1 = x1 -J- ξiδtf ∙ ∙ ∙ ⅛n = xn ζnδtführt die Gleichung Af = 0 in eine Gleichung 2t∕,== 0 über, die wir zunächst berechnen müssen. Es istv=^.⅞ + ∙∙∙ + ^<∙Nun aber ist
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 345

= Axk 4" Aζ∣cSt = <** -H Aξkδt.Hier sind rechts die neuen Veränderlichen £ einzuführen. (23) giebt, nach 
x1 · · · x„ aufgelöst:Λ⅛ —~ ϊι ∙ ∙ ∙ χn gn SιnStiwobei in ⅞1 · · · überall £ statt % geschrieben gedacht wird. Demnach wird 

(Xk(x) = ßfc(i) ~ StUak,also:
A⅛k = «λ(ϊ) -H (H⅞⅛ — Ucck) St.Hierbei wird rechts überall % durch £ ersetzt gedacht. Mithin ist

n

Kf≡ ∑*al(χ)^i + (ΛU∖it,oder nach (22): ¾r≡[(ι + λdθH∕∙jε.Der Index £ soll natürlich andeuten, dass überall das Zeichen x durch £ ersetzt werden soll. Die neue Differentialgleichung lautet folglich(1 + λSt}Af≈ 0,wenn jetzt die neuen Veränderlichen £!*··£„ wieder mit xl ∙ ∙ ∙ xn bezeichnet werden. Ferner geht M über in
M — TJMStund die Functionaldeterminante der £ hinsichtlich der x lautet bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung1 + (∣⅛ + P1 4-------- H ⅛) όζ

1 ∖cx1 1 Sxt 1 , OXn∕Nach Satz 11 besitzt mithin die Gleichung(1 + λδf) Af = 0den Multiplicator
_______ J\I — UM fitι + (l⅛^÷ l^ ⅛)st

d. h. die Gleichung A f = 0 selbst den Multiplicator
M — UMfit__

{1 + (⅞ ^l----------*^⅛),*} ,1 + li,'l

Hierin sind natürlich nur die Glieder nullter und erster Ordnung in δt von Belang. Wir können daher diesen Multiplicator von Af = 0 auch so schreiben:>- {tΓJli + Jf(∣⅛ + ... + g) + Λiψ(. ' 
Andererseits besitzt Af => 0 schon den Multiplicator M selbst und
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346 Kapitel 15, § 5. Kapitel 16.wir wissen, dass der Quotient zweier Multiplicatoren eine Lösung oder eine Constante ist. (Vgl. Seite 334, 335.) Daher ist1 - {iΓ(lg Jf) + ∣½ 4--------- J--⅛4-λ} iioder also auch κ(⅛^)+¾ + ∙∙∙+⅛+*
eineAbleitungeinerliöeungaus einem Mult, undeiner inf. Tif.

Lösung von Af = 0 oder aber eine Constante. Satz 12:*) Ist M ein Multiplicator und

uf≡^⅛ + -→t*⅛
eine infinitesimale Transformation der linearen partiellen Differentialgleichung 
Af = 0, sodass

(JJA}≡lAf
ist, so ist y(⅛^) + ⅛+∙∙∙+⅛ + A
eine Lösung der Gleichung Af = 0 oder aber eine Constante.Die Kenntnis eines Multiplicators und einer infinitesimalen Transformation der Gleichung Af ≈ 0 führt also unter Umständen zu einer Lösung dieser Gleichung. Dass dem so sein muss, ergiebt sich kürzer aus der geometrischen Interpretation. Beschränken wir uns auf den Fall n = 3, so ist nach Satz 9 der Multiplicator der reciproke Wert des Inhaltes eines gewissen zwischen Charakteristiken liegenden Raumelementes, bis auf eine Grösse δti. Die bekannte infinitesimale Transformation Uf von 
Af == 0 führt diese Charakteristiken wieder in Charakteristiken, das Raumelement also wieder in ein solches über und führt somit zu einem eventuell neuen Multiplicator von Af = 0. Der Quotient beider Multiplicatoren aber giebt eine Lösung oder eine Constante. Der hier angedeutete geometrische Beweis ist oben in analytischer Form ausgeführt.Hierbei wollen wir noch hervorheben, dass die Verwertung der geometrischen Deutung des Multiplicators ohne grosse Mühe auch zu dem sogen. Principe des letzten Multiplicators und den übrigen damit zusammenhängenden Multiplicatorsätzen führt.Beispiel. Beispiel: Unser Satz 12 soll durch ein einfaches Beispiel illustriert werden. Gegeben sei die Differentialgleichung:

___ df , df / 2 i n
Af= ^∣~ “h ¾ ⅜ ∖xι -t- ∙r2 J θ∙Dieselbe besitzt einen leicht zu findenden Multiplicator. Der Multiplicator 

M muss ja die Gleichung erfüllen:
∂xtx3M , ∂xixsM ∂(x1i 4- xit)M  

∂x1 4- ∂xi ∂x3

*) Lie, Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 2. Abhandlung, Math. Annalen, Bd. 11 (1877), Satz 16, S. 508.
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Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = 0. 347

Kapitel 16.Gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten.Im 6. bis 8. Kapitel haben wir gewöhnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung in x, y betrachtet, welche eine eingliedrige Gruppe in den Veränderlichen x, y gestatten. Später, im 13. Kapitel, haben wir die betreffenden Theorien in neuer Weise dargestellt, indem wir die Punkttransformationen durch Hinzufügung der Transformationen des Differentialquotienten y erweiterten.In entsprechender Weise werden wir im gegenwärtigen Kapitel die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche Transformationen in diesen Veränderlichen gestatten, dadurch behandeln, dass wir diese Transformationen zweimal erweitern, d. h. die Transformationen hinzunehmen, welche y' und der zweite Differentialquotient 
y" erfahren. Dadurch werden die sich darbietenden Probleme auf schon erledigte Probleme zurückgeführt.

oder ausgerechnet:31g M , 3 lg M. α1i + ¾13 lg Jfx, - ®-----Γ a⅛  ----------- i—— ---- ö— = — 2.1 ox1 , i oxi x3 ∂x3Hiernach giebt es einen von x3 freien Multiplicator, der die Gleichung√⅛Ji+√⅛Ji=-2
1 3oj1 ' i ox2 erfüllt, denn dieser Gleichung wird durch= — xi xigenügt.Ferner gestattet Af — 0 die infinitesimale Rotation um die rc3-Axe:
ττr- W . dfUf — — X» ä---- l ä— ,' i ∂x1 1 1 ∂x2’da (I7A)≡0 ist. Daher ist auch nach Satz 12:3 lg x1xi d lg aj1α2 ∂x2 , 3ic1 a"2 3aj1 Xl ∂x2 ∂x1 * ∂x2oder also Ä/g *^1 

X1 X2
Xein Integral von Af == 0. Es ist dies eine Function von — allein, und ic2in der That ist A — ≡ 0.x2
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348 Kapitel 16, § 1.Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y definiert ∞2 Curven der Ebene (x, y). Es wird sich daher zum besseren Verständnis empfehlen, zunächst Scharen von ∞2 Curven der Ebene zu betrachten, welche eine Punkttransformation gestatten.§ 1. Scharen von ∞2 Curven der Ebene und Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche eine Punkttransformation gestatten.I2hcurven Eine Schar von ∞2 Curven der Ebene (x, y) wird durch eine dgesutte™Gleichung in x, y dargestellt, welche zwei Parameter a, & enthält:
ω (x, y, a, &) = 0.Natürlich müssen beide Parameter wesentlich sein, d. h. es muss unmöglich sein, ω(x, y, a, &) auf eine Form ω{x, y, Λ (a, &)) zu bringen, denn sonst würde unsere Gleichung in Wirklichkeit nur einen Parameter λ enthalten, also nur ∞1 Curven darstellen.Liegt nun überdies eine Punkttransformation *ι = 9>O,2∕), yl = Ψ(χ,y)vor, so ist es denkbar, dass diese jede Curve der Schar wieder in eine Curve derselben überführt, mit anderen W’orten, dass die Schar die 

vorgelegte Transformation gestattet.Einige Beispiele werden dies erläutern.Beispiele. 1. Beispiel: Die Schar der ∞2 Geraden der Ebene gestattet einebeliebige Rotation der Ebene um den Anfangspunkt. Einmal ist dies geometrisch klar, denn die Rotation führt jede Gerade wieder in eine Gerade über. Es lässt sich aber auch analytisch nachweisen: Die Schar der oo2 Geraden wird dargestellt durch
y — ax — b = 0, die vorgelegte Rotation durch:

x1 == x cos a — y sin a, yi — x sin a -{- y cos a.Stellen wir zwischen x, y die Beziehung
y — ax — b = 0her, so besteht auch zwischen x1 und yl eine lineare Gleichung. Es kommt ja zunächst wegen y = ax -J- &:

xl — x(cos a — a sin a) — b sin «, 
yl = #(sin a -f- a cos a) -J- b cos a,oder also nach Elimination von x:

x1 (sin a -j- a cos a) — yl (cos a — a sin a) = — b sin a (sin « -J- a cos a) — 
— b cos α(cos a — a sin «) = — b
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Scharen v. oo2 Curven u. Diffglgn. 2. 0., welche e. Punkttrf. gestatten. 349d. h. vermöge unserer Rotation geht die Gerade 
y — ax — 6 = 0in die Gerade sin cc -4- a cos cc & r,yx-------------i----- -— x.------------------— = 0∙7* cos cc —r„ a sm cc 1 cos a — a sin uüber.

2. Beispiel: Die Schar aller ∞2 Kreise mit gleichem Radius 1:
(x - α)2 + (2, _ &)* = 1gestattet auch eine beliebige Rotation. Dies ist augenscheinlich, da die Rotation jeden Kreis mit dem Radius 1 in einen gleichgrossen Kreis überführt. Es lässt sich andererseits auch wie im ersten Beispiel analytisch verificieren.

3. Beispiel: Die Schar der ∞2 Ellipsen und Hyperbeln
x± + y± = iα2 ' ’deren Axen auf den Coordinatenaxen liegen, gestatten die affine Transformation:

xl=mx, yl=y, denn diese führt den Kegelschnitt
a2 ' b2 1in den Kegelschnitt
xιi I 2^! __ i 

(ma')2 ' b2über, der auch der Schar angehört.Man kann fragen, wie man analytisch entscheidet, ob eine Schar von Anaiy- 9 n τ · i τ’ τ i tisches Kri-oo Curven, die in der Form vorliegt: terium.ω(ic, y, a, &) = 0,
eine Transformation

χi = φ(χ,y), yl=ιψ(χ,y)
gestattet. Man wird zu dem Zwecke wie in unseren Beispielen diese Transformation auf eine Curve der Schar:

ω(x, y, a, 6) = 0,für die a, b bestimmte, aber allgemeine Zahlen werte haben, ausführen, also aus der letzten Gleichung x, y vermöge der Transformation eliminieren.Dadurch geht eine neue in xr, yl geschriebene Curve hervor, die auch der Schar angehören soll, also eine Gleichung von der Formω(tf1, Vi> δι) = 0haben muss, wo al, bl gewisse Zahlenwerte bedeuten. Diese Zahlen al, bl müssen gewisse Functionen von a, b allein sein, etwa:
www.rcin.org.pl



350 Kapitel 16, § 1.

Beispiel.

al — A(a, ft), ft1 — B(a, ft).Unsere Curve (a, ft) wird alsdann in die Curve (α1, ft1) der Schar übergeführt.Wir können dies offenbar auch so aussprechen: Die Transformation von x, y, a, b in x1, yl, al, b1z

x1 = φ{x, y), y1 = ψ(x, y), al = A(a, b), ft1 = B(a, ft) muss die Gleichung ω (x, y, a, ft) — 0invariant lassen, d. h. sie inm (#1 > yl, a^, ft∣) — 0überführen. Daher:
Eine Schar von oo2 Curven

ω (x, y, a,ti)==0

gestattet dann und nur dann die Transformation

x1≈φ(x,y}, yι≈^>y∖
wenn es möglich ist, zwei Functionen A(a, b) und B(a, ft), die x, y nicht 
enthalten, derart anzugeben, dass die Gleichung

ω(x, y, a, ft) = 0,
aufgefasst als Gleichung zwischen vier Veränderlichen x, y, a, b, die Trans
formation

x1 == φ(x, y), yl = ψ(x, y), al = A(a, ft), ft1 = B(a, ft) 
gestattet.Betrachten wir das zuerst benutzte Beispiel: Die Schar der oo2 Geraden ω E≡≡ y — ax — ft = 0der Ebene gestattet die Rotation:

x1-x cos a — y sin a, yl = x sin u -f- y cos u,denn die Transformation von x, y, a, ft in xl, yl, al, b1∙.

x1 = x cos a — y sin a, yl — x sin a -J- y cos u,sin a 4- a cos α fta, =  ------ i------ , ft, = -------------------- -T—-1 cos a — a sin a 1 1 cos a — a sin aführt die Gleichung y — ax — ft = 0 bis auf einen unwesentlichen Factorüber in yl — alx1 — bl = 0. In der That wird:, . , sin α 4-a cos a , λy, — a,x, — b. = x sin a -4- y cos a------------ '------— (x cos a — y sin a) —1 1 1 , tj cos a — a sm a v & /

---------------  ----- -— =--------- ------ ;— (y — ax — ft).cos a — a sin u cos <x — a sin a v 'Eine Schar von ∞2 Curven der Ebene ω (#, ?/, a, ft) = 0
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Scharen v. σoi Curven u. Diffglgn. 2. 0., welche e. Punkttrf. gestatten. 351kann auch durch ihre Differentialgleichung definiert werden. Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen y hat ja oo2 Integralcurven, und umgekehrt lässt sich jede Schar ω (#, y, a, fy = 0 als die Schar der Integralcurven einer solchen Differentialgleichung auffassen.Wenn wir nämlich die drei Gleichungen bilden:(1) ra⅛!∕,θ,⅛) = 0, ddωχ = O, ~ = o,indem wir bei der Differentiation die Grösse y als Function von x auffassen, und hieraus a und b eliminieren, so geht die Differentialgleichung ⅛,⅛g)-<∙hervor, deren Integralcurven durch die Schar ω = 0 dargestellt werden. Wir wollen nun vermöge einer Punkttransformation
x1≈φ(x,y), yl=-ψ(x,y)neue Veränderliche in die Gleichung der Curvenschar ω = 0 einführen. Sie gehe dadurch über in

<°ι(χι, yi,a, &) = θ∙Die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen xl und yl:& L w ⅛ dlyA — η
1 r1’ dxi > dx1i∕ -,deren Integralcurven diese Schar giebt, wird erhalten durch Eliminationvon a, b aus den drei Gleichungen(1') ω1(^1,2∕1,α, &) = 0, f^- = 0, ~⅛ = 0,in denen bei der Differentiation die Grösse yl als Function von xi aufzufassen ist.Andererseits können wir auch direct in (1) die neuen Veränderlichen x1,yl einführen. Dadurch geht das Gleichungensystem (1) über in:∩"λ ∏ fr « ∏7Λ = Ω ⅛⅛ = ∩ <Pω1 (dxA* dωl diX1 n(. 7 lv l, Jd ) ) f dχl dx , dxli ∖dic∕ ’ dx1 dx'iDie’ Elimination von a und b aus dem Gleichungensysteme (1") liefert dann diejenige Differentialgleichung zweiter Ordnung
^∖χι,yι,^xι) dxj — v,in welche die Gleichung £1 — 0 durch die Einführung der neuen Veränderlichen x1, yl übergeht. Aber offenbar deckt sich das Gleichungensystem (Γ) mit dem Gleichungensystem (1"), und daraus folgt:

Diffgl. zweit. Ordn.

Einführung neuer Ver- . änderlicher in eine Diffgl. 2. O.

www.rcin.org.pl



3δ2 Kapitel 16, § 1.

Beispiel.

Satz 1: Nimmt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen 
x, y: Q(x, y, y, y") == 0 vermöge einer Transformation

χι = <p(χ>y∖ yl = 'Ψ(.χ>y)
in den neuen Veränderlichen x1, yl die Form iil(xx, yl, yl', y1"f = 0 
an, so führt diese Transformation die Schar der Integralcurven von Ώ == 0 
in die der Integralcurven von 5i1 = 0 über.Hieraus folgt als Zusatz:Satz 2: Eine Differentialgleichung Q(x,y,y',y'}--=0, deren Inte
gralcurven durch die Gleichung ω (x, y, a, b) = 0 dargestellt werden, Tcann 
bei Einführung neuer Veränderlicher vermöge der Transformation

x1 = φ(x, y), y, = ψ(x, y)
dann zmd nur dann wieder in der Form Q(xi, yl, y1'∙, «//) = 0 ge
schrieben werden, wenn die Schar der Integralcurven ω = 0 die Trans
formation gestattet.Wir werden also auch dann die Redeweise gebrauchen können, dass die Differentialgleichung Ώ = 0 die Transformation xl = φ(x, yf, 
y1 = ψ(x, y) gestatte.

Beispiel: Die Differentialgleichung
√' = ohat die Integralcurven:

y = ax + b,d. h. die Geraden der Ebene. Diese Geraden werden bei der Rotation
χ1== x cos α — y sin a, yi = x sin a -J- y cos α unter einander vertauscht, wie wir schon in früheren Beispielen her- vorhoben. Es ist hier:

, dy1 dx · sin a dy · cos a   sin a -f- y cos a
dx1 dx · cos a — dy · sin u cos a — y sin a ,also

d sin a -(- y cos a 
„ __  dyl' cos a — y' sin a

dxl dx · cos a — dy · sin α
1 (cosa— ι∕sinα)∙<Zi∕ ∙cosα-∣-(sinα-{-3/cθ8<z) 'dι∕' ∙βinα _

(cosa—i/eina)2 dxcosa— dy-sma=_____1 dy'______ = iT_________(cosa — y'sina)2 dx cosa— dysina (cosa — f/'sina)3Die aus y" = 0 hervorgehende Differentialgleichung unterscheidet sich also von y” = 0 in der That nur um einen unerheblichen Factor.Bei unserer Transformation(2) χ, = φ(χ, y), y1 = ψ(x, y)ist:
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Scharen von oo1 Curven u. Diffglgn. 2. 0., welche eine Punkttrf. gestatten. 353' = ⅛ = = ⅛hL√⅛) = Z zx
dx1 dφ φ(x) + y,φ(y)~^λ,y,j'und also:

d,ψ,(χ') + y,√(y)
" = dVι = φ'U) + √φ'(j∕) = dz(χ> y> y'), 

dl dx1 dx1 dφRechnet man dies aus, so erhält man, indem man = «" setzt,, , dx v ’
y1" dargestellt als Function von x, y, y, y”, sagen wir etwa so: 

ft" = ff (⅛, y, yf y,yUm nun die Differentialgleichung zu erhalten, in welche die vorgelegte
⅛(χ, y, y, y,) = θdurch Einführung der neuen Veränderlichen x1, y1 vermöge (2) übergeht, haben wir aus der vorgelegten x, y, y, y" vermöge der vier Gleichungen(3) x1 = φ(xi y), y1= ψ(x,y∖ yf = γt(x, y, y∖ yl" = ^(x,y,y,y") zu eliminieren, mit anderen Worten: Wir haben auf die Gleichung&0, y, y, y") = θ

in den vier Veränderlichen x, y, y, y" die Transformation (3), welche 
diese vier Veränderliche x, y, y, y" in x1, yl, yf, y" überführt, aus
zuüben. Wenn dann die hervorgehende Gleichung zwischen rq, y{, y1', y1" sich deckt mit

a(χι,yι,y1', ft") = θ, so gestattet die Dz∕∕erew∕iαZgleichung*a<Λ y, y, y") = θdie Pnnfcitransformation (2).In § 1 des 13. Kapitels haben wir schon die Transformation in den drei Veränderlichen x, y, y \

χ1 = φ(χ,y), y1 = 'Ψ(χ,y), yl'=%(χ,y,y), wo _ √(<c) + 2∕>'(y)^, φ'(x) + yφ'(y)ist, betrachtet. Wir bezeichneten sie damals als die Transformation der Linienelemente (x, y, y) der Ebene oder als die Erweiterung der Punkttransformation (2). Schärfer wollen wir sie jetzt als die ein
malige oder erste Erweiterung der Punkttransformation (2) bezeichnen und dementsprechend die Transformation (3) der vier Veränderlichen zweite 
x, y, y> y" die zweimalige oder zweite Erweiterung der Punhttrans-^T^M.^ 
formation (2) nennen.Lie, Differentialgleichungen. 23
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354 Kapitel 16, §§ 1, 2.Wie es damals vom geometrischen Standpunkt als selbstverständlich, aber vom analytischen Standpunkt nicht so sehr als selbstverständlich erschien, dass der Wert von yl' nur x, y, y enthält, so können wir auch hier die Thatsache hervorheben, dass in (3) der Wert von y1" nur von x, y, y, y", nicht aber von höheren Differentialquotienten abhängt. Wenn also in der Ebene zwei Curven sich in 
einem Punkte (#, y) osculieren, d. h. daselbst auch dasselbe y und y" 
besitzen, so werden sich auch die vermöge einer Punkttransformation (2) 
transformierten Curven in dem entsprechenden Punkte (xl, yf) osculieren, denn sie haben daselbst wegen (3) gleiches yl' und yi".Das Ergebnis dieses Paragraphen können wir nunmehr so aussprechen:Satz 3: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y: βO, y, y, y,') = θ
gestattet dann und nur dann die Punkttransformation 

x1 = φ(x,y), yl = 'ψ(x,y),
wenn sie, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Veränderlichen x, y, 
y, y' die zweimalige Erweiterung dieser Punkttransformation:

χl = φ(χ,y), yι≈'Ψ(x>y)> yι≈,⅜%≡%(χ>y>y')> 
y"≈ Pφ = y’ v>

gestattet.Wir gingen oben davon aus, dass die Punkttransformation xl≈ φ(x,y'), 
y1 = ψ(χ, y) die Integralcurven der Differentialgleichung untereinander vertausche, also von einer geometrischen Vorstellung. Führen wir irgend welche neue Veränderliche ein, so können wir dies als Zugrundelegung eines neuen Coordinatensystems auffassen, bei der alle geometrischen Beziehungen ungeändert bleiben (wie in § 1 des 3. Kapitels). Auf diese Weise erhellt unmittelbar derSatz 4: Gestattet eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in x, y:

⅛(χ, y, y, y") = 0
die Punkttransformation

xl = φ(x,y), yl = y(χ,y),
und führt man in die Gleichung sowie in die Transformation irgend welche 
neue Veränderliche lj ein, so gestattet auch die neue Differentialgleichung 
in t, die neue Transformation der Punkte (j, t)).§ 2. Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe.Die Frage nach einem Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y alle Transformationen einer
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Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe. 355eingliedrigen Gruppe gestatte, verlangt zunächst, wie aus den Entwickelungen des vorigen Paragraphen hervorgeht, eine Betrachtung 
aller Transformationen, welche durch zweimalige Erweiterung aus den 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in x, y hervorgehen. Diese Untersuchung ist der in § 2 und 3 des 13. Kapitels gegebenen sehr ähnlich.Es sei eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen der Ebene (x, y) in ihren endlichen Gleichungen vorgelegt:(4) x1≈ φ (x, y,a^), yl ≈ ι∣> (x, y, a).Wir erweitern die allgemeine Transformation Ta derselben, indem wir die Transformation berücksichtigen, welche y' erfährt. Die dadurch hervorgehenden Gleichungen:(5) x1 = φ(x,y,a'), yl ≈-ψ(x, y, a), y1' ≡ χ(x, y, y, a)stellen, wie in § 2 des 13. Kapitels bewiesen wurde, wieder eine eingliedrige Gruppe und zwar eine eingliedrige Gruppe von Transformationen der Linienelemente x, y, y dar. Wenn also die Reihenfolge der beiden Transformationen Ta und Ta,l der Gruppe (4) die Transformationen 2z(α,α1) derselben liefert, so ist auch die Reihenfolge der beiden Transformationen Tf und Ta' der Gruppe (5), die den Parameterwerten a und a1 entsprechen, äquivalent der Transformation TY(α,α1) der Gruppe (5), die zum Parameterwert λ(a, α1) gehört, d. h. die Gleichungen:(5) x1 = φ(x, y, α), yl = (x, y, α), yf=%(x, y, y', a)und(5,) x2≈ φ(x1,yi,a1), y2 = ψ(xl, yl, α1), ‰'= zfc *∕1,2√, αx)liefern, wenn aus ihnen xl, y1, yf eliminiert werden:(5") x2≈y{x,y,λ(a,af)), y2 = ψ(x,y, λ(α,α1)), yf= %{x, y, y, λ(a, aff).Erweitern wir nun die gegebene Gruppe (4) zweimal, indem wir auch die Transformationen von y" berücksichtigen, so ergeben sich ∞1 Transformationen in x, y, y, y":(6) χi = φ (.τ, y, α), yl = ψ(χ, y, a), yf = χ(x, y, y, a),

yi'= ⅜~≡ft(χ,y,y', y", «)·Wir behaupten, dass auch diese eine eingliedrige Gruppe bilden.Zum Nachweis führen wir nach der Transformation Tf, die zum Parameterwert a gehört, die zum Wert al derselben gehörige Taf, der Schar (6) aus, setzen also: 23*
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356 Kapitel 16, § 2.(6') a⅛≈φ(x,,ifr,4 ‰ = Ψ(X, ih, O, yf = χ(¾, yl, yi', al),

y"= ≡ ^(χ>∙^ y>∙ y^und eliminieren nun rc1,∙y1, «//, y" aus (6) und (6'). Dabei erhalten ic2, y∙2, ?// die Formen (5"). Zu beweisen bleibt also nur noch, dass ι∕2', die Form erhält: 2√' = &(x, y, y, y", λ(a, α1)).Dies ist offenbar, denn es ist nach (5') und (5")∙'√= z(«n yi, Vi, «i) = %(χ> y> y, λ(a> «0)
¾ = φ(χι, yi, «i) = <p(χ> y, λ(a, «i))>

(7)

undalso
,,= ⅜⅛y,,⅜-,⅝) = ⅛⅛y.yU⅛⅛a=4φ,y-,y"tλ(<, „ ))

ji dφ(x1,y1,a1) dφ(x, y, λ{a, o1)) v ' y, y ’ j ' v, γ',vermöge unserer Transformationen (6) und (6').Mit
TaTai = Tna,al)oder

rp f rp '   rp >
J-a -*-al   -*-λ(a,ai)ist demnach auch
rp " rp Π___ rp "
J∙a J-al -L λ (a, a, )·Theorem 33: Erweitert man eine eingliedrige Gruppe mit 

paarweis inversen Transformationen

%1 = φ (χ, y, a), y1 = y>(χ, y,«)

durch Mitberücksichtigung der Transformationen des ersten 
und zweiten Differentialquotienten y' y' — Tχi, so
die erweiterten Transformationen

xt≈φ(x,y,a}, yl=ψ(x,y,a), yf = χ(x, y, y, «),3√' = #0, y, y> y", <*)

Zweite erweiterte Gr.

wieder eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Trans
formationen. Giebt die Reihenfolge zweier Transformationen 
der ursprünglichen Gruppe, welche den Rarameterwerten a, al 
entsprechen, eine Transformation mit dem Parameterwert λ(a,af), 
so gilt dasselbe von den entsprechenden Transformationen der 
zweimal erweiterten Gruppe.Was hier von den inversen Transformationen gesagt ist, liegt in den Formeln (7).f- Hiernach ist klar, was unter der zweiten erweiterten Gruppe einer 
Gruppe von Punkttransformationen der Ebene zu verstehen ist.
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Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe. 357Natürlich enthält die neue Gruppe die identische Transformation
λ dy t ∣r dy ∏*ι=*' !fi=<∕, ¼=⅛ = 2∕, ∑∕ι =⅛ = 2Gdie durch Erweiterung der identischen Transformation 

xv≈xi Vι = yder ursprünglichen Gruppe entsteht, und eine infinitesimale Trans-jlnfin Trf, formation. Diese wollen wir bestimmen. βrw∙ θruι,ι,θ∙Wir wissen, dass die erste erweiterte Gruppe die infinitesimale Transformation
t Sf , df , , df⅛ + 'i ⅛+ '' ä?besitzt, welche durch Erweiterung aus der infinitesimalen Transformation

ξι,-f + rl^
* dx ' y dyhervorgeht, indem

> ∂η , ∕∂η ∂ξ∖ , 0½ ,2
η — ∂x ÷ ∖∂y Sx) y ∂yy 'ist. (Vgl. § 3 des 13. Kap.) Die einmal erweiterte Gruppe besitzt demnach endliche Transformationen, deren ßeihenentwickelungen nach dem Parameter t der Gruppe, der für t = 0 die identische Transformation liefert, die Form haben:

xi=x+⅛t-∖------ , yl==y + ηt-∖------- , yi=y, + ηt-l------- ,wo η obige Bedeutung hat. Indem wir diese endlichen Transformationen noch einmal erweitern wollen, haben wir zu berechnen:
„ . dη' t

ι „___dyl,___ dy' -)- dη ·<-{-··· dx
yι ~d^ ~ dx + dξ-t+~ ~ 7/

1 + dx t ^1Hierin sind unter -τ^-, Differentiationen zu verstehen, während ci x dxderen y als Function von x betrachtet, also = y, = y" gesetztwird. Anstatt durch die Reihe1 + —zu dividieren, können wir mit einer gewissen Potenzreihe nach t multiplicieren, die so anfängt:1-ili +Somit kommt:!z∕-≈(√∙ + S* + -) (l-^i+∙..) =→'+(S→'>+-∙
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358 Kapitel 16, § 2.Nunmehr wollen wir zur infinitesimalen Transformation übergehen, also t unendlich klein annehmen, etwa gleich dt. Dann ergiebt sich, dass sich y" ändert um das Increment:'l-φ'∙Infolgedessen lautet die infinitesimale Transformation der zweimal erweiterten Gruppe:
/Q\ 7JZZ/.__  t Sf , Sf | z Sf . zz Sfwo η und η" die Bedeutungen haben:

z   dη , dζ
.θ. dx y dx ’

zz   dl] ii

y dx y dx’oder ausführlich geschrieben:( z__ Sη , (Sη '2
η ~Sx + ∖Sy Sx)y Syyund

Sx ' Sy y ‘ Sy' y y \S x ’ Syy /

Sxi ' ∖SxSy Sxi'y SxSyy 
(10) < | [ S2η | ∕S2η S2ξ \ , S2ξ ,2) Z ,÷ ∖SχSy + ∖Syi SχSy∣y Sy*y I y ÷

≡S+(⅛-B)^+(B-2⅛>-B*'s+
I ί^_ _Ο^ξ_ Q 0jL „/) √'

. '⅜ S x Syy ∕yMan wird zur praktischen Berechnung diese ausführlichen Formeln nicht benutzen, sondern nur die Formeln (9), und namentlich wird man η und η" successive und nicht η" unabhängig von η ausrechnen.Zu beachten ist, dass η" in y" linear ist, während doch rf in y 
quadratisch ist. Diese Thatsache ist an einer späteren Stelle von Bedeutung. (Vgl. S. 375.)Wir haben gefunden:Satz 5: Ist

ττf__ t df . df
uf=is-x + γ>s~y

die infinitesimale Transformation einer eingliedrigen Gruppe von Punkt-
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Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe. 359
transformationen der Ebene (x, y), so wird die zweite erweiterte Gruppe 
dieser Gruppe erzeugt von der infinitesimalen Transformation:

ττ>ff___t df . df , ∕ df - ,, df
u + + + w,

wo
, ___ dη , dζ

dx ν dx ,

„___drf ,
dx

ist. Hierbei ist zu beachten, dass bei der Berechnung von η und η" nach 
diesen Formeln während der Differentiationen nach x die Veränderliche 
y als Function von x zu betrachten, also c^χ = y, = d~- = y" zu

setzen ist.Da hiernach aus der Kenntnis allein der infinitesimalen Trans-,, z"'.eite.Erweiterungformation Uf der ursprünglichen Gruppe die von U”f sich ergiebt,d inf Trf so werden wir U”f direct die zweite Erweiterung der infinitesimalen 
Transformation Uf nennen.Wir können die Formel für rf' auch wie früher in § 3 des13. Kapitels die für rf auf kürzerem, aber weniger elementaren Wege indie]ζrf durch Benutzung eines Satzes der Variationsrechnung ableiten. Indem wir auf die betreffenden Bemerkungen an jener früheren Stelle zurückverweisen, geben wir hier nur die Formeln dazu an. Es ist das In- crement ∂η" = η"dt von y" zu berechnen. Wegen y,==<^ kommt:

.dy' , ddy' , , ddx ⅜'∙ ⅛

dt dt dxioder, wenn die Reihenfolge der Operationen d und d geändert wird:
, ,dy dx

SJL· = ’ ~ y '
dt dx*Nun ist δy = rfdt, ∂x = ξ<K, demnach kommt:

dy” dη' __ „ dξ
dt dx dx,also in der That die zweite Formel (9).

1. Beispiel: Die infinitesimale Translation
Uf= —'~ dysoll zweimal erweitert werden. Hier ist:

ξ≡0, τj≡l.

Beispiele.
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360 Kapitel 16, § 2.also:
•___ dη , d½ ____ n

r∣=d^-y d~x=0und
rr___ dη ff . z-\= te~y 5^ = θ∙Somit ist U''f = Uf. In der That, Uf erzeugt die eingliedrige Gruppe von Translationen:
χ1=χ, yl = y + iund hier ist:
, = dy1^ = dy_ = , 

yι dx1 dx y ’w " = dy' — dy' — √' 
yι dxl dx y ,d. h. die zweimal erweiterte Gruppe lautet:*∣ — s, yi = y ÷ G yi= y, yi' = y"und hat offenbar die infinitesimale Transformation P7≡‰≡W

2. Beispiel: Die infinitesimale Rotation
ττr- Vf I Vf τjf^-Vι-χ + χ-ysoll zweimal erweitert werden. Da hierξ≡-*/, η≡zist, so kommt:

> __  dη , dξ ___ .. | '2
y =d^-y n=1 + y ·

y" <½=2y'y"+y"y'—iy'y'∙Es wird also:
v"f≡ - y + x Ty + 0 + y'‘> + 3^" W'Um auch dies zu verificieren, erinnern wir an das Beispiel des § 1, in welchem wir die zweimalige Erweiterung der von

ττz∙- Vf . ∂f 
Uf— y dx + X dyerzeugten Gruppe von Rotationen:

xl = x cos t — y sin y1 = x sin t -(- y cos tschon ausgeführt haben (wenn auch ohne die Rechnung so aufzufassen). Danach ist bei unserer Gruppe:, sin t + y cos tyι cos t — y sin t ’
ff

=_______ y(cos t — y sin £)*
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Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe. 361Um zur infinitesimalen Transformation zu gelangen, haben wir t unendlich klein, gleich dt, anzunehmen. Es ist aber:cos dt — y sin dt == 1 — y dt,d. h. —Ä#—7~~'—ä7 ~ i y t cos St — y sin St 1 i7bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung, und somit kommt: y/ = + y) (i + y'^) = y + 0 + y'ιW,

yi, = y"O- + y'<^)3 = y"(1 ÷ 3y'dt) = y" + 3y'y"<y*,sodass die Incremente von y und y" in der That die Werte haben: 
Sy ≈ η'8t ≡(1 + y'2)tf*,
∂y" = η'8t ≡ ⅜yy'δt,die sich oben direct ergaben.

3. Beispiel: Bei der infinitesimalen Ähnlichkeitstransformation 7-T/.___ df . df
uf=x8^ + y-rvist:
i≡x, η≡y,also:

z __ dτ] , dξ ___ z z__ r\
y rx=y-v=°’

n___ dη ,fdξ ___ zz
y =d^~y rx=-y >sodass

TTZZ/._ df , df „ df
u f=xrχ + yι-y-y wwird. Uf erzeugt die eingliedrige Gruppe:

x1 == xet, y1 = ye‘,bei der: i√ = ½ =et~dy = √
1 d^ι et ∙ dx ,und " ^2∕ι _ t tf

yi = j = z = e∙ y yχ dxi et · dx Jist. Die endlichen Gleichungen der zweimal erweiterten Gruppe sind also: 
xγ = ze*, yx = y&i y1' = y, y" = y"e~l.

t = 8t giebt in der That die oben erhaltene infinitesimale Transformation rτzz∕∙___ df , df „ df
v f=xsi + yτy-y w'
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362 Kapitel 16, § 3.
§ 3. Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y eine eingliedrige Gruppe gestattet.Nach Satz 3 des § 1 gestattet die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y:

y, y, y"y) = θdie Punkttransformationa⅛ = φ(*,y), yl≈Ψ(χ,y),sobald die Gleichung Ώ = 0, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Veränderlichen x, y, y, y", die zweite erweiterte Transformation von x, y, y, y" in x1, yl, y1', y” zulässt.Die Differentialgleichungßfo y, y, y") = θgestattet demnach alle Transformationen der von der infinitesimalen Transformation
TJf= £-4-7? — υ∙ — & dx rl Syerzeugten eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen der Ebene, sobald sie, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Veränderlichen 

#, y, y, y", die zweimal erweiterte Gruppe zulässt, deren infinitesimale Transformation Vf wir im vorigen Paragraphen berechnet haben. Nach Theorem 28, § 3 des 14. Kapitels, ist dazu notwendig und hinreichend, dass Z7"ii vermöge ii == 0 ebenfalls verschwinde. Also hat sich ergeben:kritae⅛um Theorem 34: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in x, y:

&(?, y, y', y''y) == θ
gestattet alle Transformationen der von der infinitesimalen 
Transformation

Uf≡≡⅛(x,y)^ + η(x,y)^y

erzeugten eingliedrigen Gruppe dann und nur dann, wenn der 
Ausdruck

τr"n fc dß , Sil . , Sil . „Sil
pω≡⅛ + ,'⅜+W1^,' W

vermöge il = 0 ebenfalls verschwindet. Hierin bedeuten η und 
η" die Ausdrücke, welche nach den Formeln

,___ dη , dt, „____ dη' „ dl-
dx dx’ dx V dx
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Krit. dafür, d. eine Differentialgl. 2. 0. eine eingl. Gruppe gestattet. 363
zu berechnen sind, in denen die Differentiationen nach x totale,

also ~ = y, = y" sein sollen, dx ij, dx vMit Rücksicht auf Satz 11 des § 3, 14. Kapitel, erscheint es naturgemäss, zu sagen, & — 0 gestatte die infinitesimale Transformation™8^·iθ∙' 
Uf, sobald D'Q = 0 vermöge ii = 0 ist, und danach unser Theorem *trafttftc' so auszusprechen:Satz 6: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y: 

y, y', y,'y) = θ
gestattet alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in x, y, sobald 
sie ihre infinitesimale Transformation zulässt.In Theorem 34 haben wir die Differentialgleichung zweiter Ord- pξsr^ddθerge nung in irgend welcher Form vorgelegt gedacht. Wir wollen nun κrlterιums, insbesondere annehmen, sie liege in aufgelöster Form

— ω(x, y, y ) = 0 vor. Alsdann ist zu setzen:und U"& wird: ii≡y" — ω(x, y, y}

~r~r ff d G CO f 3 (O · zp a≡-⅛-,i⅜-,i w + ηoder wegen der in § 2 angegebenen Werte (10) von r\ und r∖,, wenn wir die partielle Differentiation nach x oder y durch angehängten Index x resp. y bezeichnen, um die Formel etwas abzukürzen:
ü"£i ≡ - t, ∣= - η - ⅛ + (¾ - ξ,)√ - ⅛Γ) +

+ r↑χχ + (2‰, — ⅛,xxf}y + (r∖yy ---  2⅛χy)y'2 —

— iyyy'3 + (⅞ — 2∣χ — 3ξi,√)√'.Dies soll verschwinden vermöge fZ = 0, d. h. vermöge y" = ω. Wenn wir also hierin y" = ω setzen, so muss der hervorgehende Ausdruck identisch verschwinden. Daher:Theorem 35: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y" = ω(x, y, y'y) gestattet dann und nur dann die eingliedrige 
Gruppe ζ(x, y) ~ -J- η(x, y) wenn der Ausdruck

(.Vv — 2ξx — 3ξy∕) 0) — ξyyy'3 + (ηyy ~ 2 ξxy) y2 ψ+ (¼ — U)√
— (n* + (j∣y — ⅛W — ⅜,y'2) fy ≡≡ θ 

ist für alle Werte von x, y, y.

www.rcin.org.pl



364 Kapitel 16, § 3.lhittdeΓθrm Man kann diesem Kriterium eine Form geben, die oft ungleich Kriteriums, zwθcjim^ssjgθr Die Differentialgleichung·:y" - <o(x, y, /) = 0ist ja äquivalent einem simultanen System in den drei Veränderlichen 
x, y, y, denn es ist z______ dy n____  dy / zx

'->=ιi' v = -^≈<x<y∙y∖das äquivalente System lautet also:
dx__  dy ___ dy

1 ~ y' ~ <°O>, y, yYDiesem simultanen System in x, y, y wiederum ist die lineare Differentialgleichung:
'df . , df . , df r,+ y ⅜ + = θzugeordnet. Soll also unsere ursprüngliche Gleichung 

y"-ω(x, y, y) = 0die infinitesimale Transformation
ττf___ t df - df - , df , ,, df
t7^=^ + y^ + ,>g^ + y

gestatten, so kommt dies darauf hinaus, dass die lineare partielleDifferentialgleichung in x, y, y allein:
λ f___  df . f Sf . , zλ df nΛ∕∙=^+1, j- + ω(¾ «,,!,) j7 = °die infinitesimale Transformation

ttzz.____ t df | df , z df
uf=½d⅛ + rld⅛ + v dtf’also die einmal erweiterte infinitesimale Transformation Uf gestatten muss. Daher:Satz 7: Die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" = ω(x, y, y)
gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe 

Vf=Ux,y)i∕x + rt(x,y)^i

dann und nur dann, wenn die lineare partielle Differentialgleichung in 
χ, y, y-

Af=s-* + y ⅛ + ωlX.%<∕)⅛y∙ = θ
die einmal erweiterte infinitesimale Transformation Uf, nämlich:

TΓf= t df- -4- „ -4- 4- — ⅛ √_ √s∖ £f_
' ’ dx ‘ ι1 dy ‘ ∖dx ~∣ ∖dy dx) dy J dy, ,

zulässt.
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Krit. dafür, d. eine Differentialgl. 2. 0. eine eingl. Gruppe gestattet. 365Man kann leicht verificieren, dass dies Kriterium sich mit dem früheren deckt. Af = 0 gestattet ja nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kap.) die infinitesimale Transformation U'f, wenn
(UΑ)≡ΞλAfist. Da nun f willkürlich ist, so zerfällt diese Relation in drei einzelne,q /» n /» O ∕,indem die Coefficienten von , die von -J- und die von h¼ links ex’ oy oyund rechts einander gleich sein müssen. Dies liefert, wie sich durch Ausrechnung von (JJ'Ä) ergiebt, die drei Gleichungen:B≈ y By==

‰ + (⅜ — &)y — ⅜,y'2- — y'yy = λy',s ½ + ί ⅛ + ⅛ + ⅛ - t∙M - i'->y'2'> ⅛ -

(yxx 4- (jiχy ⅜χx) y ⅜>χyy 2) y {yiχy -h (jιyy ⅜χy) y ⅜yyy)
— ω{ηy — ξx — 2∣yy') = λω.Substituiert man den aus der ersten Gleichung sich ergebenden Wert von λ in die zweite und dritte, so wird die zweite identisch erfüllt, während die dritte das in Theorem 35 angegebene Kriterium liefert.7. Beispiel: Die Schar der oo2 Kreise durch den Anfangspunkt Beispiele. 

x2 + 2ax + y2 -J- = 0gestattet offenbar die infinitesimale Rotation
ττr∙___  ∂f I ∂f
uf=-y^ + x^-Wir wollen dies zur Einübung unserer Theorien mit Hülfe der erhaltenen Kriterien nachweisen. Um zunächst die Differentialgleichung der Kreisschar zu erhalten, haben wir die Gleichung

x2 + 2ax + y2 + 2by = 0zweimal zu differenzieren:
« + a + yy + by = 0,1 + y'2+yy" ÷ ⅜" = ound aus den drei letzten Gleichungen a und b zu eliminieren, liefert die Differentialgleichung zweiter Ordnung:re2 -j- y2 2x 2y
χ + yy i y =01 ÷ y2 + yy" ö y"oder ausgerechnet:ii = (x2 + yv)y" — 2xy^i + 2yy'2 — 2xy + 2y = 0.

Dies
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366 Kapitel 16, § 3.Dieselbe soll die infinitesimale Rotation
TTf__ df | df

uf=-ysi + xTygestatten. Dies nachzuweisen, benutzen wir das Theorem 34. Es ist, wie im 2. Beispiel zu § 2 ausgerechnet wurde, die erweiterte infinitesimale Transformation:
τr,r  ∂f ∖ ∂f I (1 I '2\ df | Q ' " dfu f=-y-8⅛ + *jj + (i + y )^y> + 3yyalso

U"£i = - y(2xy, - 2y* - 2√) + x(2yy" + 2yr* + 2) ++ (1 + √2) (— θα√2 + W — 2x) +
+ 3y'y"(x2 + ∕) ≡ 3√1β,d. h. U”& ist in der That vermöge Ώ = 0 auch Null.

2. Beispiel: Die Schar der oo2 Geraden der Ebene gestattet offenbar die Ahnlichkeitstransformation:
r7-∕∙___ df , df

rjf=xιi+yτy∙Die Differentialgleichung der Geraden ist:Λ≡√'=0,während nach dem 3. Beispiel des § 2:
also zrv___ df . df n df

u f=ta+*τr, w·’

U"a ≡ U"y,' ≡-y'≡≡-Sl, d. h. Null vermöge ii — 0 ist.Wir könnten hier auch das Kriterium des Theorems 35 anwenden, denn es ist offenbar jetzt ω ≡ 0 und die Bedingung reduciert sich auf— W8 + (‰ — 2U)y'2 + (⅛ — ⅛*)y + ‰ ≡ θ,die in der That wegen ξ≡tf, η ≡ yerfüllt ist.Oder endlich, wenn wir Satz 7 anwenden wollen, ist zu setzen:
A /.  df . , df
Äf= ιi + ysi>
rr,f  df . df
uf==xd⅛ ÷ y dy>und in der That kommt:Mj≡-F4>→'d. h. √4∕=O gestattet TJ'f
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Krit. dafür, d. eine Differential gl. 2. 0. eine eingl. Gruppe gestattet. 367
3. Beispiel: Die Schar der ∞2 Kegelschnitte 

ax2 -J- by2 = 1,deren Axen die Coordinatenaxen sind, gestattet, wie wir gelegentlich bemerkten (3. Beispiel des § 1), affine Transformationen, insbesondere die infinitesimale:
Vf≡xrx-Die Differentialgleichung der Kegelschnitte ergiebt sich, indem wir 

ax2 + by2 — 1 = 0zweimal differenzieren:
∞ + byy ≈ 0,α -|- 6(/2 yy"} = 0,und dann a und b eliminieren, in der Form:

x2 y2 — 1 
x yy 0 = 01 y'2+yy" θoder -β≡iε√2 + rn,√'-2∕√== 0.Hier ist:

τw∕,.____  ∂∕, > Sf o „ Sf
ut=xι-χ-y-^~2v w’also: i∕"ii ≡ x(y2 + yy"} — y (2xy' — y} — 2y"xy ≡ — Li, sodass in der That U"£i = 0 ist vermöge ii — 0.

4. Beispiel: Die Schar aller ∞2 logarithmischen Spiralen um den Anfangspunkt: 2 13 b arctg va; + y ,= aegestattet die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation
ττf__ Sf , Sfuf=xs-χ + y~ey∙Um dies zu verificieren, bilden wir ihre Differentialgleichung ii = x2y" — xy + y = 0und die zweite erweiterte infinitesimale Transformation:

ττ∕>f^- Sf . Sf „ Sf 
uf=x9i + ys~y~y ν'Offenbar ist U"Li = £i.Um das Kriterium des Theorems 35 anzuwenden, haben wir zu setzen:

ω —— , £ --- *d v = y >wodurch wirklich die Identität des Theorems 34 erfüllt wird.
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368 Kapitel 16, §§ 3, 4.

§ 4. Ein Beispiel aus der Flächentheorie.Wir verwerten das Obige in einem Probleme der Flächentheorie: C ⅛fθlτrf1'eW^r fragen nach allen Flächen, deren ∞2 geodätische Curven eine infini- gestatten. tesimcile Transformation gestatten. Dabei bemerken wir vorweg, dass dieser Paragraph überschlagbar ist.Die Punkte der Fläche seien durch zwei Parameter x, y bestimmt, sodass das Quadrat des Bogenelementes der Fläche die Form annimmt:
ds2 — F(x, y}dxdy.

x = Const., y = Const. sollen also die Minimalcurven der Fläche darstellen. Bequemer ist es, lg F = w(x, y) an Stelle von F zu benutzen, also zu setzen:(11) ds2 == ewdxdy.Nach Gauss werden alsdann die geodätischen Linien der Fläche bestimmt durch die Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y:
„ Sw r Sw ,9

y =τ~xy -⅛y ·Wir suchen nun die Function w(x, y) so zu bestimmen, dass die Differentialgleichung der geodätischen Curven eine infinitesimale Punkttransformation gestatte, d. h. dass es möglich wird, alle Punkte der Fläche auf ihr um infinitesimale Strecken zu verschieben, sodass jede geodätische Linie wieder in eine solche übergeht. In den Parametern 
x, y sei das Symbol der betreffenden infinitesimalen Punkttransformation:

' ’ Sx SyWir wenden nun das Kriterium des Theorems 35 an. Im vorliegenden Falle ist
dw , dw ,v

ω=τxy ~⅛yoder in bequemerer Bezeichnung
ω≡wxy' — wyy'2zu setzen, sodass sich die Bedingung ergiebt:

Um das Kriterium des Satzes 7 zu verwenden, setzen wir
jlf≡ + S,' + (⅛ - ⅛)und

ττ∣ f  df . df
uf=xΓx+yjy'sodass sich ergiebt:

Flächen, deren geod. Curven eineinf. Trf. gestatten.
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Ein Beispiel aus der Flächentheorie. 369

(ηy — 2ξx — 3⅜yy) (wxy' — wyy"i') — ξyyy's +

+ (‰ — %⅛χy)y 2 4" (PVxy ~ ^>χχ)y + rlχχ —— ξ (wxxy' — wxyy'2') — η(wxyy' — wyyy'2) —

— (Vx + (% -⅛χ∖y~ ⅛yy'2) (wx — 2wvy') = 0.Diese Bedingung soll identisch bestehen für alle Werte von x, y, y. Da η und w frei von y' sind, so müssen einzeln die Relationen bestehen:
f]xx Vx Wx == θ ;

^^∣χy ⅜xχ ⅜χWx -H 2 Wy ⅜wxχ rywxy — 0,
^lyy 2ζxy 2⅛yWx —[- -f^^ ⅜lθxy ~f~ ,gWyy zzzz θ>

⅜yy ⅜yWy = 0.Dies sind vier Bedingungsgleichungen für die drei Functionen w, ξ, η. Die weitere Discussion wird darauf hinauskommen, diese Bedingungen in allgemeinster Weise zu erfüllen. Dabei kann man drei Fälle von einander trennen, je nachdem ξy und ηx beide Null oder nur ξi, oder 
ηx gleich Null oder keins von beiden Null ist. Nur den ersten dieser drei Fälle wollen wir hier behandeln*). Er lässt sich leicht geometrisch deuten. Wenn nämlich in

Uf=i QI. -L v| frei von y und η frei von x, also ξy = ηx ≡ 0 ist, so heisst das: die Minimalcurven x = Const. werden unter einander durch Uf vertauscht, ebenso wie die Minimalcurven y = Const. Eine Transformation aber, welche jede Minimalcurve der Fläche wieder in eine Minimal- curve überführt, ist bekanntlich eine conforme. Diese Überlegung lässt sich umkehren.Wir fragen demnach nach den Flächen, deren geodätische Curven Flächen, 
durch eine infinitesimale conforme Transformation unter einander ver-cv^™ eine 
tauscht werden. forme τrf.Setzen wir in (12) ly = 0, ηx = 0,so wird die erste und letzte Gleichung identisch erfüllt, während die zweite und dritte übergehen in:

d2ξ, . dζ Sw . «. ∂2w . ∂2w ___∩
dx2 ' dX ∂X ' ⅛ ()χ* "I rl ()χ()y »

d2rl dη∂w t ∂w2 . ∂2w =
dy2'dy∂y'⅛∂x()y' ∂y2*) Eine eingehende Behandlung des allgemeinen im Texte formulierten Problems findet sich in den Math. Annalen Bd. 20 in einer Abhandlung über geodätische Curven von Sophus Lie.Lie, Differentialgleichungen. 24
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370 Kapitel 16, § 4.

Sw | Sw ___
Sx ' Sy Cerfüllen muss. Wäre f(w, x, y) ==■ Const., so müsste hiernach
+ + c^-0 

Sx Sy ' Sw —sein. Diese lineare partielle Differentialgleichung hat die Lösungen 
x — y und w — cx, d. h. es ist:

λ (x — y,w — cx) = 0 oder also w hat die Form
w = ρ(x — y) + cx,sodass

ew = ccx Φ(x — y)ist. Das Quadrat des Bogenelementes (11) hat somit die Form:(14) ds2 = ecxΦ(x — y)dxdy.

Ihre linken Seiten sind, weil | nur x, η nur y enthält, vollständige Differentialquotienten:
8 (dt, . fc 8w . 8w∖ n

8x ∖dx ' ’ Sx ' 8y) ’

δ (dy . i, 8w , 8w∖ λ
8y ∖dy 5 8x 8y)Integriert kommt also:
(dt, l i, 8w . 8w . , λ 
dx +⅛ 8x +η ^8y~Ψ(y),

' ∖dη , i, 8w , 8w , ×⅛ + ⅛ + Ι⅜ = *0)∙Hier können nun verschiedene Fälle eintreten, indem ξ oder η gleich Null oder weder ξ noch η gleich Null ist. Der Fall ξ≡ η ≡0 ist natürlich ausgeschlossen, denn dann würde sich ja Uf auf die Identität reducieren.Sind | und η beide von Null verschieden, so können wir eine passende Function von x resp. von y als neues x resp. y benutzen,nämlich j Ύ und / wodurch die Form (11) des Quadrates desBogenelementes nicht wesentlich geändert wird, sodass ξ und gleich 1 gesetzt werden dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit. Alsdann giebt (13):
8w , 8w , z λ⅛ + ⅜ = ≠W>
8w , 8w z ·,
8x + 8y =woraus folgt, dass ≠(ι∕) = φ(x) = Const. = c sein muss und also w die Gleichung
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Ein Beispiel aus der Flächentheorie. 371Nun sei zweitens g ≡ 0, η ≡∣≡ 0.Alsdann können wir durch Benutzung von ∕,i∙ als neues y erreichen, dass η = 1 gesetzt werden darf. Daher giebt (13):| = ≠G∕) = 9⅛) = c(= Const.),woraus
w = cy + χ(x), 
ew = X(x)ecvfolgt. Das Quadrat des Bogenelementes (11) wird in diesem Falle also, wenn man wieder eine beliebige Function von y als neues y einführt:(15) ds2 = X(x)Y(y}dxdy.Wenn also die geodätischen Linien einer Fache eine infinitesimale conforme Transformation gestatten sollen, so muss sich das Quadrat ihres Bogenelementes auf die Form (14) oder (15) bringen lassen.Die Form (15) ist leicht gedeutet: Die Fundamentalgrössen erster Ordnung der Fläche sind in diesem Falle e = 0, f≡⅛XYi g≡0. Bekanntlich kann man das Krümmungsmaass der Fläche durch e, f, g und ihre Ableitungen ausdrücken. In dem vorliegenden Falle ergiebt sich dann sofort, dass das Krümmungsmaass Null ist. Die Fläche ist also developpabel. Breiten wir sie in die Ebene aus, so gehen ihre geodätischen Linien in die ∞2 Geraden der Ebene über, und diese gestatten offenbar mehrere conforme Transformationen (Translation, Rotation, Ähnlichkeitstransformation). Es ist demnach klar, dass jede developpabele Fläche zu den gesuchten Flächen gehört. Dieser Fall bietet nichts besonders Interessantes.Die Form (14) des Quadrates des Bogenelementes dagegen kommt einer bemerkenswerten Flächengattung zu. Zunächst gehören hierher die gelegentlich schon früher besprochenen Spiralflächen (§ 5 des 12. Kapitels), von denen wir zeigten, dass sich ihre Krümmungslinien, Haupttangentencurven und Minimalcurven durch Quadraturen bestimmen lassen. Eine solche Fläche entsteht bekanntlich durch fortwährende Ausführung einer infinitesimalen Spiraltransformation auf eine beliebige Curve. Unter infinitesimaler Spiraltransformation verstanden wir eine infinitesimale Rotation um eine Axe, verbunden mit einer infinitesimalen Ähnlichkeitstransformation von dieser Axe aus. Natürlich ist sie eine conforme Transformation. Da sie die Spiralfläche in sich überführt, muss sie die geodätischen Curven derselben unter sich vertauschen,24*

Spiralflächen.
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372 Kapitel 16, §§ 4, 5.denn offenbar führt sie notwendig eine geodätische Curve wieder in eine solche über. Demnach gehören die Spiralflächen zu denen, deren Quadrat des Bogenelementes sich auf die Form (14) bringen lässt, insbesondere also auch die Rotationsflächen als specieller Fall der Spiralflächen. Es ist andererseits auch nicht schwer zu erkennen, dass jede Fläche, deren Bogenelement diese Form besitzt, auf eine Spiralfläche abgewickelt werden kann. Darauf gehen wir jedoch nicht ein.Wir wollen nur noch eine interessante Eigenschaft unserer infinitesimalen conformen Transformation
lj' — ζ oxt η Sy ableiten. Aus (13) folgt nämlich zunächst:

<. Sw . Sw , , λ d∣ z λ d η⅛ + ,i ⅜ = ψW ~ 5Ϊ = ,>dW “ ⅜'Also ist auch
<p(?) + H = ψ(2,) ÷ = cθnst =daher:(16) hz+ ,'¾+ ^ + d., = β'Nach dieser Vorbemerkung wollen wir die Änderung berechnen, die das Bogenelement durch unsere infinitesimale Transformation erfährt. Es ist nach (11):

ds2 = ewdxdy,also die Änderung von ds2:

δds2 = d(ew) ∙ dxdy + ewδ(dxdy)
= ewδw ■ dxdy -}- ew(δdx ■ dy + dx · ddy)

oder, da die Zeichen ό und d in ihrer Reihenfolge vertauscht werden können:
δds2 = ewδw · dxdy -j- ew(dδx · dy -J- dx ∙ dδy).Wegen

' ® Sx Syerhalten aber w, x, y die Incremente:
δx = ⅛δt, δy==ηδt,sodass sich ergiebt:

= (ξ £ + „ g + ⅛ + g) Stoder nach (16):
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Alle Diffglgn. 2. 0. in x, y, welche eine gegeb. eingl. Gr. gestatten. 373 
∂ds2 = eκ'dxdy ■ adt,also nach (11):

dds2 = ads2 ■ dt oder, da dds2 == 2ds · dds ist:
dds a s,,

dΓ = τδt'd. h. durch unsere infinitesimale conforme Transformation werden alle 
Längen auf der Fläche nach demselben Verhältnis geändert*}.

§ 5. Bestimmung und Integration aller Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche eine gegebene eingliedrige Gruppe gestatten.Bisher haben wir darüber noch gar nichts ausgesagt, welchen 
Nutzen man aus der Kenntnis einer infinitesimalen Transformation einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für die Integration derselben ziehen 
kann. Darüber werden wir uns jedoch im Laufe dieses und des nächsten Paragraphen Klarheit verschaffen. Wir werden finden, dass man stets in einem solchen Falle das Integrationsgeschäft vermittelst Quadraturen darauf zurückführen kann, nach einander zwei gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung zu integrieren. An einer späteren Stelle werden wir zeigen, dass die Integration einer dieser beiden Differentialgleichungen erster Ordnung erspart werden kann.Wir wollen annehmen, es sei uns eine infinitesimale Punkttransformation

Vf≡ i- + y-vorgelegt, ξ und η seien also bekannte Functionen von x, y. Wir 
fragen nach allen Differentialgleichungen zweiter Ordnung*) Vgl. hierzu die Fussnote S. 260. In den Comptes Rendus für 1879 bestimmte Levy die allgemeine Form des Bogenelementes aller auf Spiralflächen abwickelbaren Flächen. Ferner zeigte Lie, der schon in Bd. 5 der Math. Annalen, 1872, die geodätischen Curven der Spiralflächen durch eine gew. Differentialgleichung erster Ordnung bestimmt hatte, dass auch auf jeder auf eine Spiralfläche abwickelbaren Fläche die Bestimmung der geodätischen Curven nur die Integration einer gew. Differentialgleichung erster Ordnung verlangt. Die Bahn- curven der betreffenden infinitesimalen Transformation auf diesen Flächen sind nämlich Isothermen, also durch Quadratur bestimmbar, ebenso wie ihre Ortho- gonalcurven (vgl. Satz 5, § 2, Kap. 9). In dem Coordinatensystem dieser Curven geschieht alsdann die Bestimmung der geodätischen Linien durch eine einzige gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Darboux führte alsdann diese Gleichung auf eine Riccati'sehe Gleichung zurück.
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374 Kapitel 16, § 5.
y, y, y"} = θ>

welche die von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe gestatten. Nach Theorem 34 (§ 3) muss die Gleichung = 0, aufgefasst als Gleichung zwischen vier Veränderlichen x, y, y, y", die von der zweiten erweiterten infinitesimalen Transformation
ττ''f___ t df , df , , Sf . „ cfπ + + i⅛, + ,i «Zerzeugte eingliedrige Gruppe gestatten. Da & natürlich y" selbst enthalten soll, so können |, η, η, η" nicht sämtlich vermöge ίϊ = 0 verschwinden, denn |, η, η enthalten y" gar nicht. Folglich erhalten wir nach § 3 des 14. Kapitels die allgemeinste Gleichung = 0 der gesuchten Art, indem wir drei von einander unabhängige Lösungen

u, v, w der linearen partiellen Differentialgleichung
i-ir1∖ 7-7∙<v__ t df , df . > df . ,r df nbestimmen und eine Function derselben gleich Null setzen:

F(u, v, w) = 0.Es handelt sich also noch darum, drei von einander unabhängige Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung (17) zu finden. Da | und η nur x, y enthalten, η ausserdem y' und η" überdies y" enthält, so ist klar, dass es eine Lösung u von (17) giebt, die frei von y' und y" ist, und eine andere v, die frei von y" ist. Die erstere 
u ist Lösung der Gleichung
also die Invariante der eingliedrigen Gruppe Uf, die andere v Lösung der Gleichung

77∕∕∙___ > df . ∂f . , ∂f nwährend die dritte Lösung w wirklich y" enthalten muss.Zur Bestimmung von u dient die gewöhnliche Differentialgleichung
dx duT ~ V,deren Integral u ist. Wie sich nach berechnetem u auch v finden lässt, haben wir in § 5 des 13. Kapitels gezeigt. Wir fanden damals, dass sich die Grösse v, die wir damals eine Differentialinvariante der Gruppe 77/ nannten und jetzt präciser als eine Differentialinvariante 

erster Ordnung bezeichnen werden, aus einer Diccati'Gleichung, welche eine bekannte Particularlösung besitzt, durch Quadraturen bestimmen lässt. Die Gleichung ist deshalb eine Riccati’sche, weil η quadratisch in y ist.
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Alle Diffglgn. 2. 0. in x, y, welche eine gegeb. eingl. Gr. gestatten. 375Hat man so u und v gefunden, so lässt sich die Grösse w, dieυi^e8rten^ar1 wir eine Differpitialinvariante erster Ordnung der Gruppe Uf nennen, ιnθr^wθ^er sehr leicht berechnen. Zunächst ist a priori klar, dass die Berechnung Gruppe σ≠∙ von w höchstens Quadraturen erfordert, denn g' ist linear in y”.(Vgl. Formel (10) des § 2.) Wenn man also aus dem der Gleichung 
U',f=O äquivalenten simultanen System

dx   dy  dy  dy"
έ g g g" ,von dem u und v zwei Integrale sind, etwa die Gleichung 

dx dy"
i ~ √'herausgreift und daraus y und y vermöge 

u = a, v = beliminirt, so erhält man für y" eine lineare Differentialgleichung zwischen 
y" und x, welche ausserdem die Integrationsconstanten a, b enthält.Weil sie linear ist, findet man ihr Integral W(y", x, a, fe) in bekannter Weise durch Quadraturen. Wenn man dann a und b wieder durch u und v ersetzt, so erhält man die gewünschte Lösung

w = W(y", x, u, v).Ist sonach von vornherein klar, dass sich w bloss durch Quadra- Best. a«r-- selben durchturen bestimmen lassen muss, so können wir auf anderem Wege zeigen, Differentia-, β . o ’ tion.
dass sich w durch Differentiationsprocesse allein angeben lässt. Wir verfahren so: Verstehen wir unter a, b zwei Constanten, so stellt

v — au — b = 0eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y dar, welche bei der eingliedrigen Gruppe Uf invariant bleibt, denn u und v sind Lösungen von U'rf=O, und also ist auch v — au eine Lösung von 
U"f = 0. Halten wir in der Gleichung v — au = b die Constante a fest, während wir die Constante b variieren lassen, so ergeben sich oo1 bei der Gruppe Uf invariante Differentialgleichungen. Jede derselben besitzt eine bei der Gruppe invariante Schar von ∞1 Integral- curven, insgesamt liegen also ∞1 invariante Scharen von je ∞1 Curveu vor. Natürlich bleibt auch der Inbegriff aller dieser bei der Gruppe 
Uf invariant. Dieser Inbegriff aber besteht aus ∞2 Curven, und diese Curven erfüllen eine bei der Gruppe Uf invariante Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Wir erhalten sie, indem wir die Gleichung

v — au — bnach x total differenzieren, wodurch das variierende b herausfällt, in der Gestalt:
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376 Kapitel 16, § 5.

und ≡)≡ 0 ist, eine Lösung, die y" wirklich enthält. Wir könnensie also als die gesuchte dritte Lösung w der Gleichung U"f = 0 benutzen.Wie man sieht, erfordert die Berechnung von w nur Differentiationen. Ein anderer analytischer Beweis hierfür wird später in einer Note gegeben werden. (Siehe S. 399.)Nach allem diesen hat die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y, welche die Gruppe TJf gestattet, die Form
F(uf v, w) = 0oder

w — Φ(u, v) = 0,

dv du „j------ α 3“ = θdx dxoder ausführlich geschrieben:
dv . dv , . dv „ (du . du ,∖ r,
^ + ⅛y + ⅛∙y ~a∖si + s^y)^0-Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung bleibt also bei der Gruppe 

Uf invariant, wenn a eine Constante vorstellt, aber eine beliebige. Wir kennen demnach ∞1 invariante Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wir schreiben sie in nach a aufgelöster Form:
dv dv , dv „

_a = 0
CU CU ,oder abgekürzt: W, y, y, y") — a = o.Da sie invariant sind, so ist also

U'∖W- a) = 0vermöge W—a == 0. Nun aber ist
U,∖W- d)≡Ξ U"W,also frei von a. Mithin ist notwendig TJ" TF ≡ 0, nicht nur Null vermöge TF—a ==· 0. FF ist demnach eine Lösung von TJ"f = 0 und zwar, da

dv dv , dv „

(18) W ≡ ——∕y dy' y

dx dy V
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Alle Diffglgn. 2. 0. in x, y, welche eine gegeb. eingl. Gr. gestatten. 377wo w den obigen Wert (18) hat, der sich kürzer so schreiben lässt: duw ≡ -5-,sodass ZF./ \ ΓΚS, - Φ(∙<, «,) _ 0diese allgemeinste Differentialgleichung wird.Theorem 36: Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter
Ordnung in x} y, welche die vorgelegte Gruppe 

Uf≡Ξ⅛⅛- + η^

in x, y gestattet, hat die Form‰-Φ(w,,) = 0,
wo Φ eine arbiträre Function von u und v ist. Hier bedeutet 
u eine Invariante der Gruppe Uf, d. h. ein Integral der Dif
ferentialgleichung erster Ordnung

dx dy 
T~~η,

während v eine Differentialinvariante erster Ordnung der 
Gruppe Uf ist, die sich durch Quadratur aus einer gewissen 
Riccati'sehen Gleichung bestimmt.Die Form der allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung, ti1,^',,ξrfiatll die sich ergeben hat: deLni^1j~ zweiter Ord

~ — Φ(u, v) = 0 du k ’ 7lehrt unmittelbar, dass ihre Integration sich auf die einer Differentialgleichung erster Ordnung und ausserdem auf eine Quadratur zurückführen lässt. Denn man kann sie als eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den Veränderlichen u und v auffassen. Ist diese Differentialgleichung erster Ordnung integriert, hat man also etwa
V = φ (u, a) (a = Conet.)gefunden, so stellt diese Integralgleichung, da v die Grösse y' enthält, eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y dar. Nach § 5, Kap. 13, gestattet dieselbe die infinitesimale Transformation

Uf — ½ ∂χ + η dy’d. h. nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) verlangt ihre Integration nur eine Quadratur.Liegt andererseits eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
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378 Kapitel 16, § 5.

Beispiele.

ii(x, y, y', y'') — 0 vor, von der man weiss, dass sie eine bekannte infinitesimale Transformation Uf gestattet, so wird man demnach zu ihrer Integration so verfahren: Man bestimmt die Invariante w und die Differentialinvariante erster Ordnung v der Gruppe Uf und drückt dann etwa y, y, y" als Functionen von x, w, v und w≡^ aus. Indem man diese Functionen in 52 = 0 substituiert, muss, wie nach dem Vorstehenden a priori klar ist, die Variabele # jedenfalls bei Auflösung der neuen Gleichung nach w sich ganz fortheben. Dann hat die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung die Formäi _ φ(„, V) = 0und ihre Integration ist in der oben angegebenen Weise reduciert. Sie erfordert nach dieser Methode also die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von w, darauf eine Quadratur zur Bestimmung von v, alsdann die Integration der Differentialgleichung erster Ordnung zwischen u und v und schliesslich noch eine Quadratur.Eine vollkommenere Integrationsmethode werden wir an einer späteren Stelle entwickeln.
1. Beispiel: Sei

Uf= — ·Wir suchen alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche Uf gestatten. Hier ist offenbari7∙γ≡ = odie Differentialgleichung für «, v, w. Es kann M≡rc, υ ≡ y' gesetzt werden, also
___ dv ____ dy ____ ,,

du dx ySonach lautet die gesuchte Differentialgleichung allgemein 
y" — Φ(x, y} = 0.Schreiben wir sie so: ⅛-Φ⅛√) = 0,so stellt sie eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y' und 

x vor. Ihre Integration liefert etwa:
∕ = φ(x, a)und darauf eine Quadratur:

y = J φ(x, a)dx -(- b.
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Alle Diffglgn. 2. 0. in x, y, welche eine gegeb. eingl. Gr. gestattet. 379 
2. Beispiel: Sei

TTZ.   ∂f , ∂f
Uf = sc 3— -p y ,' ox 1 j cy,so ist m ≡- zu setzen, da U — = 0 ist. Ferner bestimmt sich v aus

U'f == 0. Aber offenbar ist U'f ≡ Uf, sodass v≡y' gesetzt werden darf. Daher ist drittens: ✓
___ dv   x*dy ____ xy”

du xdy—ydx , y
y~~xzu setzen, sodass die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche Uf gestattet, die Form hat:

oder auch
-⅜-<M=θ

τr(⅞,jz', ^") = θ∙In der zuerst geschriebenen Form kann sie als Differentialgleichung erster Ordnung ⅛-<o=θ
d — xzwischen y und — aufgefasst werden. Ihre Integration liefert etwa:

y - v(U c) = θ∙Diese gestattet, wie wir wissen, Uf≡x^-∖-y^. Das sieht manauch unmittelbar, da sie homogen in x und y ist. (Vgl. 3. Beispiel des § 3, 8. Kapitel.) Sie besitzt danach den Multiplicatorl≈'-φ(i'c)und ihre Integration verlangt somit nur noch eine Quadratur. 
Die Integration einer Differentialgleichung von der Form

y, χy'') = θ

verlangt also die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung und 
darauf eine Quadratur, was übrigens längst bekannt ist.

3. Beispiel: Sei

so ist:
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380 Kapitel 16, § 5.
V"f≡ x~ — √ —, — 2y"- ∙' ∂x y cy' "∂y''Wir können

u≡y, v≡xysetzen und also:
___dv____ xdy'-∖-y'dx____ xy' — y____ xy" .

W du dy y y' ’

SC ΊΙoder auch kürzer w = —¾-∙ In der That ist dann 
y

U"w ≡xK +yx⅛ - 2y" 4 ≡ 0. 
y 1 y y 2 j yDie allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche das jetzige TJf gestattet, hat demnach die Form

oder J— φ(y, χv') — θ

⅛J>-Φ⅛ xy'} -1 = 0.Sie ist als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen xy und y aufzufassen, deren Integration etwa liefert:
χy' — <p(y, = θ∙Diese Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y gestattet

TJf = x x“ und besitzt mithin den Multiplicator —7--- <· Ihre Inte-ox l χφ(y,«)gration verlangt also noch eine Quadratur.
Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form

xyr- — Φ(y, xy) = 0

verlangt zur Integration die einer Differentialgleichung erster Ordnung 
und eine Quadratur, was natürlich längst bekannt ist.Um auch einmal ein Beispiel rechnerisch durchzuführen, sei 

λ≠ — χy2 + y' = 0vorgelegt. Diese Differentialgleichung hat die obige Form, denn sie lässt sich so schreiben
1=0oder <i⅛y'∣ _⅜ ~xj,oder rf⅛O√) = dyund giebt einmal integriert:
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Alle Diffglgn. 2. 0. in x, y, welche eine gegeb. eingl. Gr. gestatten. 381
oder xy' == aey

.. -j adx 
e y tly == —Integrieren wir nochmals, so kommt

— e~y = a lg x — boder y = — lg (6 — n lg x).

4. Beispiel: Wir wollen zeigen, dass jede lineare Differentialgleichung^^^^ 
zweiter Ordnung:(19) y" + Xl(x)y' + X(x)y + 3» = 0,
sobald eine particulare Lösung der sogenannten verkürzten Gleichung 
zwischen z und x:(20) ∕' + X1(φ, + X(x)z = 0
bekannt ist, auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung redu- 
ciert werden kann. Diese bekannte Theorie lässt sich nämlich folgendermassen aus unseren allgemeinen Principien ableiten:Ist y irgend eine Lösung von (19) und z eine bekannte particulare Lösung von (20), so ist offenbar auch y -J- z · Const. eine Lösung von (19). Dies können wir auch so aussprechen: Die Differentialgleichung (19) gestattet die Transformationen:s1 = #, yl = y + e(χ)t,die eine eingliedrige Gruppe mit der infinitesimalen Transformation
bilden. Da also (19) diese bekannte infinitesimale Transformation zulässt, so verfahren wir nunmehr nach den oben gefundenen Regeln.Es ist hier u = x anzunehmen. Da ferner
also v Integral des simultanen Systems

dx___ dy ___ dy
0 Z {x) z’ {x)ist, so kann

v = zy — z yangenommen werden. Dann wird
__ dυ zdy'— z'dy4-z'y'dx— z"ydx ,, >,w = dd≡-----------r⅛--------------— ≡≡**∕ -^∙Die Gleichung (19) muss sich demnach auf die Form bringen lassen:

zy" — z"y — Φ(x, zy' — zy) = 0.
www.rcin.org.pl



382 Kapitel 16, §§ 5, 6.In der That brauchen wir zu dem Zweck nur Φ linear in zy — z y anzunehmen. Daun haben wir nämlich(21) zy — √'ι, + λ(z) {zy — zy) + μ{x) = 0.Der Vergleich von (19) mit (21) giebt wegen der Identität (20):(22) λ ≡ X1{x), μ ≡ z{x)X0(x).Da (21) die Form + λ(w)u 4" μ(w) = 0hat und dies eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in u, v ist, so ergiebt sich in bekannter Weise (vgl. 5. Beispiel des § 3, 8. Kap.):
υ≡zy' — z'y = e~^λdx (—Jμe^λd'l dx -j- α) oder nach (22):

zy — z y = e~fx'dx[-J^zX0e^'λ,',x dx a).Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y,o fdie, weil sie Uf = z(x) gestattet, linear sein muss (vgl. das citierteBeispiel), was auch wirklich der Fall ist. Sie giebt also integriert
y = 2 {Je~fxιdx(-J}χ0efxιdx dx + a) ~ + δ} .5. Beispiel: Die sogenannte verkürzte lineare Differentialgleichung ■ zweiter Ordnung

Verkürzte lineare Diffgl. 2. O. ;
y" +X^y'+X(x)y=∙0gestattet offenbar jede Transformation

= «, Vi= cy,also auch die infinitesimale TT/· __ cf
τjf=y^ ■Sie kann daher auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zurückgeführt werden. Bei dem jetzigen Uf ist u≡x und wegen7-τzz∙_____ df , , df

u f=V-^ + V ⅛'

Die vorgelegte Differentialgleichung muss auf die Form— Φ (u, v) — 0 du \ /reducibel sein. In der That geht sie, wenn

auch v ≡ — zu setzen. Nun ist 
y

,i, = dx = yy — y
du~ yi
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Andere Integrationsmethode, weitere Ausführungen, Beispiele. 38,3
x≡u, y'≡yv, y"≡i∕(w + √2)≡i∕(^t +v2) substituiert wird, über in~ + ¾(÷ + X(«) = 0.Dies ist eine Hiccati’sehe Gleichung zwischen « und v. Ist sie integriert, so findet man alsdann durch eine Quadratur das Integral der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese Reduction ist übrigens längst bekannt.

§ 6. Andere Integrationsmethode für Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit bekannter infinitesimaler Transformation. Weitere Ausführungen und Beispiele.Wir gaben im vorigen Paragraphen eine Methode an, wie man zur Integration einer vorgelegten Differentialgleichung y, y, y") = 0 mit einer bekannten infinitesimalen Transformation Uf verfahren kann.Ein zweiter Weg ist nun dieser: Wir führen canonische Veränder
liche der Gruppe Uf ein. Dies verlangt ausser der Integration der Differentialgleichung

dx dy 
⅛ ~ nnur eine Quadratur (vgl. Satz 4, § 2, Kap. 3). Seien £, t) die neuen Veränderlichen. Uf nimmt durch Einführung derselben die Form — an. Nach dem 1. Beispiel des § 5 (und nach Satz 4, § 1 diesesKapitels) muss alsdann 1ii(aj, y, y, y") = 0 notwendig übergehen in eine Gleichung von der Form

ddf-φ⅛> 9') = θ,die wir durch Auflösung der in £, tj geschriebenen Gleichung ii — 0 /7 Vιxnach erhalten. Es ist dies eine Differentialgleichung ersterOrdnung zwischen t) und £, nach deren Integration eine Quadratur t) liefert.Demnach verlangt dies zweite Verfahren zur Integration von ii = 0 nach einander die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung, eine Quadratur, die Integration einer zweiten Differentialgleichung erster Ordnung und endlich noch eine Quadratur, d. h. genau 
ebensolche Operationen wie das erste. Factisch ist ja auch diese Methode nur ein specieller Fall der früheren, denn £ ist genau dasselbe wie das frühere u und
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384 Kapitel 16, § 6.

ist eine Differentialinvariante (vgl. S. 284).Theorem 37: Gestattet eine vorgelegte Differentialgleichung
zweiter Ordnung zwischen x und y: £l(x, y, y', y") = 0 eine be
kannte infinitesimale Transformation in x, y, so kann man 
ihre Integration leisten durch die Integration einer Differen
tialgleichung erster Ordnung in x, y, eine darauf folgende Qua
dratur, die alsdann auszuführende Integration einer zweiten 
Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Veränderlichen 
nnd schliesslich noch eine Quadratur.Später wird, wie wir schon bemerkten, die Integration von 
R — 0 auf die einer Differentialgleichung erster Ordnung und Quadratur zurückgeführt werden.Hervorheben wollen wir noch, dass die Methode des vorigen Paragraphen, bestehend in der Verwertung einer Invariante v von Vf, noch einen gewissen Grad von Beweglichkeit besitzt. An Stelle von 
v nämlich kann offenbar jede Function von u und v, die v wirklich enthält, benutzt werden. Es gereicht dies der Methode zum Vorteil, denn man ist dann in der Lage, unter den verschiedenen Functionen v eine solche auszuwählen, deren Benutzung am bequemsten zum Resultate führt. So hätten wir im vorigen Paragraphen bei der Integration der linearen Differentialgleichung (4. Beispiel) an Stelle von

v≡zy —zyirgend eine Function von u und v, also von x und zy — z y benutzen
können, z. B. auch · Die damals benutzte Function v(IX zaber führt am bequemsten zum Ziele.

Diffgι. zweit. Schliesslich machen wir noch auf den wichtigen Umstand aufmerk- keine inf. sam, dass nicht jede Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x und yTfr. zu- .... _lassen, eine infinitesimale Transformation in x, y gestattet, während, wie wir wissen, jede Differentialgleichung erster Ordnung immer eine solche, ja unendlich viele zulässt (vgl. Satz 8, § 4 des 6. Kap.). Z. B. gestattet:
y" — e'∙>' — e~y' — xy = 0keine infinitesimale Transformation. Dies ist leicht nach Theorem 35 des § 3 einzusehen. In dem damals gegebenen Kriterium wäre nämlich

ω ≡ ey' -{- e~y' -J- xyzu setzen. Alsdann lautet die Bedingung:

n' = ⅛ 9 — ds
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Andere Integrationsmethode, weitere Ausführungen, Beispiele. 385

(^iz — 2 ξx- 3ξyy') + e-y, + xy)--------• · · — ξι/ — ηx — (ηx + (ηy — ∣x) y — ⅛yy'2) (e*, — er~y') == 0.Die hier nicht mitgeschriebenen Glieder sind frei von y' oder mit y' oder y'2 behaftet und enthalten ausserdem nur die Differentialquotienten von ξ und η. Diese Relation soll für jedes x, y, y bestehen. Da ξ und η andererseits nur x, y enthalten, so resultieren offenbar zunächst die beiden Bedingungen:
ηy — 2ξx — 3ξy y = 0,

¼ + (ηv — ⅛)y' -⅜,y2 = Q,deren erste liefert ξy = 0, ηy = 2ξx, deren zweite ηx = 0, ηy ≈= ξz, d. h. es ist ⅛x ≡ ηy = Q und ξ und η sind Constanten. Nun schrumpft unsere Relation zusammen auf + 17 a: = 0d. h. | ≡ η ≡ 0. Es giebt demnach keine infinitesimale Transfor-O /» η y?mation ζ η in x, y, welche die Differentialgleichung:
y" — — e~~y' — xy == 0invariant lässt.Der analytische Grund dafür, dass es zwar stets infinitesimale Transformationen giebt, welche eine vorgelegte Differentialgleichung erster Ordnung invariant lassen, dagegen nicht stets eine solche, die eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lässt, ist leicht einzusehen.Dafür nämlich, dass die Differentialgleichung erster Ordnung

(vgl. § 2 des 6. Kap.) oder:
y* + (⅜ - L)φ — ‰φ2 — ^¾ = θ∙Es enthält dies nur x und y, nicht y. Nimmt man also ξ irgendwie an, so ist dies eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für η, welche sich stets erfüllen lässt. Dagegen enthält das Kriterium des Theorems 35 des § 3 für die Invarianz von

y" — ω(x, y, y) = 0
L i e, Differentialgleichungen. 25

i''=⅛⅛≡^∙!')
die infinitesimale Transformation ξ + η gestattet, ergab sich das Kriterium:δξ vδ∣ ,t∂X, 8X γCη v∂η,t∂Y, 8Y 
-xz⅛-γ∂y + ξ∂⅛ + η-⅜- ~x^~r⅜+⅛+i2⅜

X Y
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386 Kapitel 16, § 6.bei der infinitesimalen Transformation ξ -j- V ausser x, y noch y .Es sollen aber ξ und η frei von y sein. Dies Kriterium zerfällt also in eine Anzahl von Differentialgleichungen zur Bestimmung von | und η, da es für jedes y' bestehen muss, und es ist, wie unser obiges Beispiel lehrt, wohl möglich, dass diese Gleichungen sich nur durch 
| = η = 0 erfüllen lassen.Weil jene Bedingung bei gegebenem ω in eine Anzahl Relationen zwischen ξ, η und ihren Differentialquotienten zerfällt, ist es andererseits häufig leicht, eine oder einige infinitesimale Transformationen anzugeben, welche y" — ω == 0 gestattet. Wir werden dies an einem unten folgenden Beispiele sehen.

Veraiige- Wir geben hier in aller Kürze die Verallgemeinerung des Theorems 36 der1Ergeκ des § 5 für Differentialgleichungen höherer Ordnung an. Es liege einemsse. infinitesimale Punkttransformationi7∕,≡ £(x, 2∕) + η (*, 2∕)vor. Wir können nach allen Differentialgleichungen ?nter Ordnung:
2Zm - il(x,y,y'∙ ■ ■ y(m~V) = 0fragen, welche Uf gestatten. Wir fanden, dass man, um alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu erhalten, welche bei Uf invariant bleiben, so Vorgehen kann: Man bestimmt die Invariante u von Uf uud eine y enthaltende Invariante v der einmal erweiterten Gruppe U'f. Alsdann isteine Invariante der zweimal erweiterten Gruppe U" f und 

dv zT./ ∖ r,3------- Φ(u, V) — 0du v ’ 'die allgemeinste gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um nun invariante Differentialgleichungen dritter Ordnung zu erhalten, hat man die eine Invariante der dreimal erweiterten Gruppe U'" f gleich Null zu

die allgemeinste gesuchte Differentialgleichung dritter Ordnung.So findet man überhaupt, dass die allgemeinste Differentialgleichung
mter Ordnung 2z(m) _ lQ(⅛, y, y' . . . 3,(m-l)) _ Q,welche Uf gestattet, die Form hat:

dsetzen. Nun kann man zeigen, dass —∑- = eine solche y" enthal-du du
d vtende Invariante ist, also jede andere eine Function von w, v, und d usein muss. Demnach ist:atr d⅛ . Z dv\5i-.-a>(∙<,*>. 5J = o
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Andere Integrationsmethode, weitere Ausführungen, Beispiele. 387

Aufgefasst als Differentialgleichung in u und v ist sie nur von (m — l)ter Ordnung.Liegt eine Differentialgleichung mteτ Ordnung
y(m) — Q(χ,y,y ∙ ∙ ∙ y<-m~1')} == 0

vor, welche eine bekannte infinitesimale Punkttransformation Uf gestattet, so wird man also durch Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung

dx___dy
£ gihr Integral 

Quadratur v die Form u bestimmen, alsdann in bekannter Weise vermöge einer berechnen und nun die vorgelegte Differentialgleichung auf
bringen, was nur ausführbare Operationen erfordert. Es ist dies eine 
Differentialgleichung (m — l)tβr Ordnung in u und v. Hat man sie inte- griert, also etwa gefunden:i? f(u, Cj, Cg · · · —l) —^ θ tso stellt diese Integralgleichung, aufgefasst als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y, eine bei Uf invariante Gleichung vor. Mithin bestimmt sich schliesslich y als Function von x und m Constanten durch eine weitere Quadratur.

Beispiele
Hier kann, wie wir wissen:

u ≡ x, v = ygesetzt werden, also:
dv ___ ,,
du=y > 

div __ 
du2~y,

sodass die allgemeinste Differentialgleichung mter Ordnung, welche Uf gestattet, die Form hat: y'f y" ... ^(w-i)) = o,d. h. frei von y ist. In der Form geschrieben:√ ...⅛U0
dxm~1 φ∖ 'j, dx> dxm~2∕ist sie eine Differentialgleichung (m — l)ter Ordnung zwischen % und y.

25*

dm~1v dv dm~2v∖
---------- - ---- Φ∖U, V, ~r~, ·· · ---------- - 1 = 0.
dttm-1 \ du dum~2∕

dm~1v y dυ dn~2v∖
----------------- 7 ------- Φ[U, V, -r-, · --------------- 7 I = 0
dum~l \ du’ dum~2J

1. Beispiel: Vorgelegt sei
Uf— — · υι-Zy
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Kapitel 16, § 6.

LineareDiffgl. z,tθr Ordn. 2. Beispiel: Sei(23) 2∕<-) + Xm.1√"-') Η--------- Η Xiy + ¾ = ο,wo Xm-1 ∙ ∙ ∙ X1, Aθ Functionen von χ allein bedeuten, eine vorgelegte 
lineare Differentialgleichung mteτ Ordnung und z eine bekannte particulare Lösung der sogenannten verkürzten Gleichung zwischen x, z:(24) eM + ‰-ι√m-1) H--------- H Xlz = 0.Alsdann ist mit y auch y -[- z · Const. eine Lösung von (23), d. h. die Differentialgleichung (23) gestattet die infinitesimale Transformationt7≡Φ)g,welche y um zδt vermehrt. Uf hat die Invariante u=.x und die Diffe- rentialinvariaute υ≡zy—zy. Die Gleichung (23) lässt sich daher als Differentialgleichung (m — l)ter Ordnung zwischen u und v schreiben. Da

r z dv ____ rr zz d2 V____ m tu , t tt ntu≡≡x, v≡≡zy-zy, -^ = zy — z y, -^ = zy — z y + zy —z y u. s. w. und somit
, v , z t, 1 dv l z" ttt___ 1 d2v z' dv . z" . z"'

j z ' z j z du 1 z ' tj z du2 z2 du , z2 1 z j

Verkürzte lin. Diffgl. ,,ttfir Ordn.

u. s. w. ist, und da z überdies die Gleichung (24) identisch erfüllt, so stellt sich die neue Gleichung als eine lineare Differentialgleichung (m — l)ter 
Ordnung zwischen u und v dar. Diese Reduction ist längst bekannt.

3. Beispiel: Die verkürzte lineare Differentialgleichung

y™ + xm-^m~ 1> H------ + X1y = ogestattet die infinitesimale Transformation
denn mit y ist auch y · Const. eine Lösung derselben. Uf hat die In- 

y,Variante u ΞΞΞ x und die Differentialinvariante v ≡≡ — · Also lässt sich
ydie vorgelegte Gleichung auf eine Differentialgleichung (m — l)ter Ordnung zwischen u und v zurückführen. Es ist zu setzen

, „___ dv . ,___ Zdr . 2\
x≡u, y≡≡vy, y =y + vy = y + v

tu ___ (d~V . - dv . I g\

u. s. w. Macht man diese Substitutionen, so hebt sich der Factor y überall fort und es ergiebt sich in der That eine Differentialgleichung (m — l)ter Ordnung zwischen u und v, die aber nicht linear ist. Auch diese Reduction ist lange bekannt.Was für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung schon galt, gilt in noch höherem Grade für die höherei· Ordnung: Εs giebt Differential
gleichungen mter Ordnung, welche keine infinitesimale Bunkttransformation 
gestatten.
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Andere Integrationsmethode, weitere Ausführungen, Beispiele. 389Wir wollen nunmehr noch einige Beispiele zu den Entwickelungen dieses Kapitels überhaupt geben.
1. Beispiel: Die ∞2 Geraden der Ebene sind die Integralcurven Beispiele, der Differentialgleichung √'=0∙Wir fragen nach allen infinitesimalen Punkttransformationen, welche diese Differentialgleichung invariant lassen, also jede Gerade der Ebene wieder in eine Gerade überführen, d. h. nach allen infinitesimalen τrf

jectiven Transformationen der Ebene.Nach Theorem 35 des § 3 haben wir, weil in unserem Falle ω≡0 ist, ξ und η der Bedingung zu unterwerfen:— ⅛w∕3 + (‰ — 2ξa,j,)y2 + (2¾, — iχχ)y + η∞ — θ∙Sie zerfällt, da ξ und η nur x und y enthalten sollen, in die vier einzelnen:
⅜yy ---- θ, y∣jy -⅜xy ’ θj 2 TJxy %xx = 0, Υjxx ---- 0.Die erste und letzte lehren, dass ξ und η die Form haben:

⅛ = Xy+X0, η=Yx+Y0,wo X, XQ nur x und Y, YQ nur y enthalten. Die beiden mittleren Bedingungen lassen sich einmal integrieren und geben:⅞ — 2ξ,c == X1(>), ‰ — 2ηy = Γ1(y),sodass 3ξ, = -2X1-Γ1, 3^ = -2Γ1-X1wird. Vergleichen wir dies mit den obigen Ausdrücken für ξ und η, so kommen die Forderungen:3X'<∕ + 3X0'=-2X1-Γ1,3Γ⅛ + 3Γ0'=-2Γ1-X1.In der ersten kommt y links linear und rechts nur in Y1 vor. Demnach ist Yl linear in y und also von der Form
Y1 = — 3cy — 3d,

wo c und d constant sind. Ganz analog wird X1 = — 3ax — 3b.Nunmehr hat y in der ersten unserer beiden Bedingungen links den Coefficienten 3X', rechts 3c, daher ist
X' = c und analog Y' = a,also
X == cx -j- γ, Y = ay + a.Jetzt liefern unsere Forderungen noch:
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390 Kapitel 16, § 6.Ao,= 2ατ + 2ό + √,Γθ' = 2cτ∕ 4- 2(Z + ά,also: Xo = ax2 + (26 + d}x + ß,
Yo = cy2 + (2d + V>y + d.Wir haben also zu setzen:ξ ≡ (cx + γ)y + ax2 + (26 + ctyy + ß, 

η = (ay + a)x -J- cy2 + (2d + fyx + d.Bezeichnen wir die Constanten anders, so finden wir folglich, dass jede infinitesimale projective Transformation der Ebene die Form hat:
Uf≡≡ (« + cx + dy + hx2 + kxy) ~ ++ (6 + ex + gy + hxy + 7vi∕2)Sie enthält acht willkürlich annehmbare Constanten, setzt sich also linear mit arbiträren constanten Coefficienten aus den acht besonderen zusammen:

8f_ ϋ£ cf df
∂x, ∂y, X ∂x, ∂x, % ∂y, ν ∂y,

2 df . ∂f , df . 2 df

Man vergleiche hiermit die in § 4 des 4. Kap. über die infinitesimalen projectiven Transformationen gemachten Bemerkungen. Die jetzige Ableitung hat den Vorzug, dass sie keinerlei Sätze aus der projectiven Geometrie entlehnt.
2. Beispiel: Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen den Coordinaten x, y in der Ebene definiert ∞2 Curven. Wenn x1, y1 die Coordinaten des zum Punkte (x, y) gehörigen Krümmungsmittelpunktes einer Integralcurve sind, so drücken sich bekanntlich 

xl und yl durch x, y, y y" aus, und umgekehrt lassen sich y und y" durch x1 und yl ausdrücken. Demnach können aus einer vorgelegten Differentialgleichung
y, y, y") = θ

y und 2/" entfernt und dafür xi und y1 eingeführt werden. Die Inte- gralcurven sind alsdann definiert durch eine gewisse Relation zwischen den Coordinaten der Curvenpunkte (x, y) und ihrer Krümmungsmittelpunkte (xi, 2∕1). Unter Umständen kann man aus dem geometrischen Sinn dieser Relation ohne weiteres erkennen, dass die Curvenschar eine bekannte infinitesimale Transformation gestattet und die Integration also nach unseren Regeln zu vereinfachen ist. Natürlich kann
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Andere Integrationsmethode, weitere Ausführungen, Beispiele. 391jene Relation noch in mannigfacher Weise abgeändert werden, je nachdem man diese oder jene Bestimmungsstücke als Coordinaten der Punkte (#, ?/) und (⅛1, y1) benutzt. Einige Beispiele sollen dies erläutern.Man soll alle Curven finden, welche durch eine Relation zwischen Radiusvector r des Curvenpunktes, Krümmungsradius ρ desselben und dem Winkel ψ des Radius-vectors r mit dem Krümmungsradius ρ definiert werden:ß(r, ρ, ψ) = 0.(Fig. 33.) Es ist klar, dass eine solche Curve bei einer 
Rotation um den Anfangspunkt in eine ebensolche übergehen muss. Ihre Differentialgleichung gestattet mithin die infinitesimale Rotation — u + x -,J- · 

o o ij Sx 1 oyZur Integration werden wir canonische Veränderliche dieser Rotation einführen, also Polarcoordinaten, den Radiusvector r und den Winkel φ desselben mit der #-Axe. Nach den zu Anfang dieses Paragraphen gemachten Bemerkungen muss alsdann die Differentialgleichung, geschrieben in r, φ, die Form haben
φ" — Φ(r, cp) = 0,wo φ = ~, φ” — ist. Sie stellt sich also als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen r und φ dar. Ihre Integration liefert etwa:

cp' = ω (r, a)und eine Quadratur:
φ = j ω(r, a)dr &,daher: Ist eine Curvenschar in der Ebene dadurch definiert, dass eine 

Relation zivischen Radiusvector, Krümmungsradius und dem Winkel 
beider besteht, so verlangt ihre Bestimmung mir die Integration einer 
Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur.Wir wollen mit τ den Winkel der Tangente der Curve mit der rr-Axe bezeichnen. Angenommen, es bestehe eine Relation zwischen 
x, τ und ρ: ii(rr, r, ρ) = 0.Wenn wir eine solche Curve längs der i∕-Axe verschieben, so bleiben 
x, τ und ρ ungeändert, d. h. sie geht in eine ebensolche Curve über. Mithin gestattet die Differentialgleichung der Curvenschar die infini-
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392 Kapitel 16, § 6. Kapitel 17, § 1.tesimale Translation Sie ist mithin, geschrieben in x, y, freivon y, also von der Form:⅛ - Φ(», y') = 0.Demnach: Ist eine Cnrvenschar in der Ebene durch eine Eelation 
zwischen der Äbscisse, der Tangentialneigung und der Krümmung im all
gemeinen Curvenpunkte definiert, so verlangt ihre Bestimmung nur die 
Integration einer Bifferentialgleicluing erster Ordnung und eine Quadratur.Sei Θ der Winkel, den der Strahl von 0 nach dem Krümmungsmittelpunkte mit der rc-Axe bildet. Es bestehe eine Beziehung££ (φ, r, Θ) = 0zwischen den drei Winkeln φ, r, Θ. Eine Curve möge also dieser Relation genügen. Vergrössern wir dieselbe vom Anfangspunkt aus, so bleiben cρ, τ und Θ ungeändert, d. h. auch die neue Curve erfüllt die Relation. Demnach gestattet die Differentialgleichung aller derartigen Curven die infinitesimale Ahnliclikeitstransformation

8f , df 
x x—r y zl- tix jcyDie Grössen cp = arctg ™ und u = lg ]∕x2 -j- y2 sind cauonische Veränderliche derselben. Wenn wir also die Differentialgleichung in cp und n schreiben, so wird sie von der Form:^--Φ(φ,w')≈=0,wo m' = ™ ist. Also sehen wir: Wird eine Schar von ∞2 Curven dcp

durch eine Relation zwischen der Richtung des Radiusvectors eines all
gemeinen Curvenpunktes, der Richtung der Tangente desselben und der 
Richtung des Radiusvectors des zugehörigen Krümmungsmittelpunktes defi
niert, so verlangt ihre Bestimmung nur die Integration einer Differential
gleichung erster Ordnung und eine Quadratur.

Kapitel 17.Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, yf welche mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. Gruppen von infinitesimalen Transformationen.Im vorigen Kapitel entwickelten wir eine Integrationstheorie einer Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer bekannten infinitesimalen Transformation. Nun aber ist es wohl möglich, dass eine solche Gleichung mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestattet,
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Erweiterung eines Klammerausdruckes. 393und man wird es plausibel finden, dass in einem solchen Falle das Integrationsgeschäft noch weiter vereinfacht werden kann.Demnach werden wir in diesem Kapitel überhaupt den Inbegriff der bekannten infinitesimalen Punkttransformationen betrachten, welche eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung in #, y gestattet, und werden dadurch zu einem sehr wichtigen neuen Begriff, zu den 
Gruppen von infinitesimalen Transformationen geführt iverden.In den folgenden Kapiteln werden wir diese Theorien weiter entwickeln und verwerten.In § 1 werden wir zunächst einen wichtigen Hülfssatz ableiten, den wir in § 2 anwenden müssen.

§ 1. Erweiterung eines Klammerausdruckes.Eine infinitesimale Transformation:
Uf≡ -4- n —kann, wie wir wissen, durch Mitberücksichtigung der Transformationen des ersten, zweiten u. s. w. Differentialquotienten y', y" · · · erweitert werden. Die erweiterte Transformation bezeichneten wir — und wollen das auch jetzt thun — mit Urf, U"f u. s. w.Liegen nun zwei infinitesimale Transformationen Ulf und U2f vor, so kann man den Klammerausdruck (fUfUf) bilden, der wiederum eine infinitesimale Transformation in x, y darstellt, und ihn der Erweiterung unterwerfen. Wir werden die erweiterten Klammerausdrücke mit (fUlUf)', (UlUff' u. s. w. bezeichnen. Andererseits kann man nun auch mit den erweiterten infinitesimalen Transformationen Uff, Uff’·,

Uf f, Uf'f u. s. w. die Klammerausdrücke (UfUf), (Uf'Uf') u. s. w. bilden.Nahe liegt die Vermutung, dass dann (O-1EJs)'≡({71'tV),(σ1¾)"≡(σ1"¾")u. s. w. ist, denn es stimmen die Ausdrücke links und rechts sicherOy? O /»in den Coefficienten von ■— und ~ überein, die nur x, y enthalten.S x Sy ’ , jWir werden beweisen, dass jene Identitäten in der That richtig sind.Um den Beweis durchzuführen, brauchen wir einen Satz, den wir Hülfssatz. gleich jetzt angeben:Satz 1: Stehen q symbolische Ansdrücke V1f, V2f ∙ ∙ ∙ Vqf zu zwei 
Symbolen Wlf, W2f in Beziehungen von der Form:
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394 Kapitel 17, § 1.(Ft∙TF1)≡αi∙ιF√+∙∙∙ + αl∙27∕,
(F-if2)≡∕5,∙1V+∙∙∙ + ^f∕(» = 1, 2 ∙ ∙ ∙ 9),

wo die a und ß irgend welche Functionen der Veränderlichen bedeuten 
sollen, so besteht auch zwischen jedem Vf und (IF1TF2) eine solche 
Relation:

{V<(W1 w2)) ≡ r<1v1f+ · · · + y1∙9F∕(i=l,2∙∙.9),
wo die γ Functionen der Veränderlichen sind.Der Beweis liegt in der Jacobi’schen Identität (vgl. § 4 des 10. Kapitels). Es besteht nämlich identisch die Relation:

« rt tf1) jf2) + ((wr1 τr2) r,) + ((w2 r⅛ w,) ≡ o.(FIF1) und (FiTF2) sind nach den Voraussetzungen unseres Satzes linear ausdrückbar durch Vif ∙ ∙ ∙ Vqf, sodass:((F JF1)TF2) ≡ αi∙1(F1 IF2) + · · · + αt∙2(FJF2) - 
— W2ail ∙ V1f-------------W2aiq ∙ Vqfwird. Hierin sind nach den gemachten Voraussetzungen die (F1IF2)...(F2TF2)lineare Ausdrücke der Vlf ∙ ∙ ∙ Vqf und die W2aij gewisse Functionen der Veränderlichen, d, h, auch ((F1F2)IF1) drückt sich linear durch 

Vif∙'∙Vqf aus∙ Dasselbe gilt von ((W2F)IF1) oder — ((FIF2)IF1). Die obige Jacobi’sche Identität zeigt mithin, dass sich auch ((TF1 TF2) Vi) oder (F(IF1IF2)) linear durch F1∕' ∙ ∙ ∙ V,1f ausdrückt, womit Satz 1 bewiesen ist.Wir kommen nun zum Nachweis dafür, dass der Klammer- ausdruck (UfUjf) zweier erweiterter infinitesimaler Transformationen 
Uff und Uff gleich der Erweiterung des Klammerausdruckes (JJlUf) zwischen den ursprünglichen Transformationen U1f und U2f ist. Man könnte den Nachweis direct führen, indem man fUfUff) wirklich berechnete und zeigte, dass dieser Ausdruck die Erweiterung von (UlU2) ist. Aber das erfordert ausserordentlich lange Formeln. Deshalb schlagen wir einen kürzeren Weg ein, indem wir ein Verfahren benutzen, das freilich zunächst wie ein Kunstgriff aussieht, während es in Wirklichkeit nur ein specieller Fall einer allgemeinen Methode ist*).*) Insbesondere sei bemerkt, dass man in dieser Weise eine wesentlich einfachere Begründung der Theorie der Differentialinvarianten als in Lie’s „Theorie der Transformationsgruppen“, Abschn. I, bearbeitet unter Mitwirkung von Engel, Leipzig 1888, geben kann.
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Erweiterung eines Klammerausdruckes. 395Sei Nachweis,dass(σ√σ√)≡
(U1Ui)' ist.eine vorgelegte infinitesimale Punkttransformation, die wir einmal erweitern, sodass sich ergiebt:

TT//.__  t Sf , Sf , , Sfwo η der bekannte Ausdruck in den ersten Differentialquotienten von 
|, η und in y' ist; wie wir wissen (vgl. § 3 des 13. Kapitels) lässt sich η kurz so schreiben:

,___dv , dt,
dx V dx’wenn hierin die Differentiation nach x total aufgefasst wird, d. h. allgemein:

d£ = Sf , , Sf
dx Sx * Sygesetzt wird. Bezeichnen wir dieses Operationssymbol mit Bf, setzen wir also:

Bf— — + ij —, ~ Sx' Sy’so wird folglich:
η≡Bη- y'B⅛und U'f kann nunmehr so geschrieben werden:(1) + +Das Zeichen Bf kann ebenso wie Uf als das Symbol einer infinitesimalen Transformation aufgefasst werden, und in dieser Auffassung wollen wir den Ausdruck BfU’f) — U'fBff also den Klammerausdruck (B U'f berechnen. Offenbar kommt:Bern - u'(b∩ ≡ (⅛+√ g+ς⅞+√ |) fr -

Den Coefficienten ρ von -5-,· haben wir nicht ausgerechnet, weil er k Sy ° ’nicht gebraucht wird. Der Coefficient von ist nun 2»ξ, der vonC oc~ ist y'B⅛, sodass sich ergiebt:(BP')≡Bsgz + ∕∣i) + ρ∣r.,oder also, wenn noch der Ausdruck
Ut'— —

~ Sygesetzt wird:
(2) (-Bi7')≡Bξ∙B∕-+ρC∕-.

TT/— t Sf _l iff Sx Sy
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396 Kapitel .17, § 1.Ferner ist nun(Cf∕') ≡ C(V'f) - tJ'(Cf) ≡-Bξ ,d. h.:(3) (CU')≡≡<sCf.Nach (2) und (3) drücken sich also (B U,) und (CU') linear durch Bf und Cf aus.Liegt nun nicht eine infinitesimale Transformation Uf, sondern liegen zwei vor: U1f und U2f, so werden sich (BUf), (CUf) und 
(BUf), (CUf) alle vier linear durch Bf und Cf ausdrücken.Nach unserem Satz 1 (in welchem jetzt Bf, Cf die Rolle der 
Vif und Uff, Uff die der LTz1∕~, TF2∕' spielen und q = 2 ist) ergiebt sich demnach, dass auch(B(C7∕O und «WOsich linear durch Bf und Cf ausdrücken.Es sei nun etwa:

(o∙1oj)≡I^ + ⅞⅛,sodass nach (1):
ist. Da nun (C71'i72') mit (U1Uf)' jedenfalls in den Coefficienten von und übereinstimmt, so ist (JJfTJ2} von der Form:(σ1 σ2) = ξ + f∕ + ω .Bedenken wir, dass Bf = ~ -J- y ~ ist, so kommt also:WTO = ΒΪ · ⅛ + (Brl - ω) ∣i + pwo wir den Coefficienten ρ von JX nicht ausgerechnet haben. DieserKlammerausdruck muss sich aber, wie bewiesen, durch Bf und Cf ausdrücken, also die Form haben:

MTO) ≡λBf+μcf≡i(∣i + y'⅛) + μv.Es ist deshalb, wie der Vergleich lehrt,
λ≡≡Bξund

yBζ ≡ Βη — ωoder:sodass ω ≡ Βη — y'B⅛,
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Erweiterung eines Klammeransdruckes. 397

d. h. (¼'ιλ2')≡(tz1σ2)'ist. Satz 2: Liegen zwei infinitesimale Bunhttransformationen U1f und 
U2f in x, y vor, so ist der Klammerausdruch der einmal erweiterten 
infinitesimalen Transformationen (JJfUfy) gleich der Erweiterung des 
Klammerausdmches der ursprünglichen Transformationen, also:(t∕1'c∕2')≡(^1σ2y.Ganz ähnlich stellt sich der Beweis für die zweimalige Erweiterung Nachweisö O dassdar. In diesem Falle benutzen wir als Hiilfsausdrücke die Symbole:j (¼¾) ist.

TV/·____  ∂f . , 8f , „ 8f
Bf=8x + y ∂~y + y W’und c'— ⅜"Alsdann lautet die zweimal erweiterte infinitesimale Transformation

TT///·____  t ∂f , 8f . , df , „ 8fU f = ζ 77-----H 17 -ζ— -t- 17 -Q—-4- 17ox ' i cy ' 1 oy ' ' dymit Hülfe der neuen Zeichen so:
j↑∣'f c. 8 f . 8f . i cf | e τ), , ,,Ω,t∖u f^ζ^ + η-- + η j~, + (βη —ydenn es ist ja (vgl. § 2 des 16. Kapitels):

n d 7] tr di,
dx y dx,wenn die Differentiation nach x total ist, d. h.Ü = Ü + √ + √' £1 = B'v'

dx _ 8x ‘ y 8y y 8y, — v ,, gg ___ 7?'c
dx 8x ' y 8y ’’Bildet man nun (B'CZ")≡jg'(CZ7)-i7W),so kommt: (W')≡K⅛g+^∣i + B'√-^-

oder, da
η≡Bη — y'Bt,war, also auch (weil ξ und η frei von y sind):
rf ≡ B'η — y'B'ξ ist:
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398 Kapitel 17, § 1.
≡≡B,⅛-B,f + <sC,f.Ferner ist: (σt∏≡≡-κ∣∙σ∕,.Liegen also zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f vor, so können wir auf diese Weise zeigen, dass (J5't∕1"), (7√C72"), (C'U1"), 

(C'U2''') sich linear durch B'f und C'f ausdrücken, sodass nach Satz 1 auch (4) (E∖U1'U1"',)≡lS'f+μCfsein muss. (Uf'U2') stimmt mit (UlU2)'' in den Coefficienten von4^-, 4^^, 44 überein. Mit Hülfe der letzten Formel findet man in 
cx ’ cy 7 cy

fl fähnlicher Weise wie oben, dass auch die Coefficienten von ∏-⅛∙ die- 
/ Vyselben sind. Wenn nämlich. (W ≡ ⅛f + V % + ? ⅛ + (B'√-√'B'Θund

( TT " TT "\   t f I - I ~~f I

(,Ul U2) = ξ^ + η-⅛ + η +ist, so kommt:(-B'(P1"σi")) ≡B'l^+ (Β’η - ⅛') ∣i + (,BV- φ)^+Ψund der Vergleich mit (4) lehrt:λ≡B'I,also:
y"B'ξ ξξξ B'η' — cpoder
φ≡≡B'η- y'B'l,mithin
mfu2")≡(ulu2r.Satz 3: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U1f und 

U2f in x, y vor, so ist der Klammerausdruck der zweimal erweiterten 
infinitesimalen Transformationen {Uf'U2} gleich der Erweiterung des 
Klammerausdruckes der ursprünglichen Transformationen, also

W1"U,"')≡≡{U1U2)".In ähnlicher Weise lässt sich der entsprechende Satz für beliebig oftmalige Erweiterung beweisen. Wir wollen ihn deshalb hier angeben, obgleich wir ihn nicht gebrauchen werden:
Satz 4: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U1f und U2f 

in x, y vor und bezeichnet der Index m die m-malige Erweiterung, so ist

(,Ui-Ut∙") = (U1U2∙)-.
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Erweiterung eines Klammerausdruckes. 399An dieser Stelle wollen wir den früher versprochenen rein analvtischenNeiler?iach' . i ∙z weis dafür,Beweis dafür führen, dass, wenn u die Invariante und v eine Differential- dassinvariante erster Ordnung von Uf ist, alsdann 3- eine Differential-0 (⅛∕"θ, 
du wenn(Zιz≡0,invariante zweiter Ordnung von Uf d. h. σ,t>≡o ist.

σ"(^)≡o∖du∕ist. (Vgl. § 5 des 16. Kap.)Da u frei von y ist, so ist wegen Z7u = 0 auch U'ti = 0, andererseits ist U'v ≡ 0, also auchΓ∕,(y — au) = 0,wo a eine beliebige Constante bedeutet. Wir bilden nun dv _ υx + υyy-∖- vy∙y" 
du ux + uyyund setzen wie oben

„ r___  df ∣ >Öf τf,.___ ∂f , , ()f , „ Üf
+ Bf=Tx+y Ty+y ä?’aodass

dv ___ B'v
du Buwird. Nun ist

,f (dv\   SB,v∖   Bu ■ U"(B'v) — B'v ■ O"(Bu)
L \du! — U ∖Bu∕ — [BufNach dem Obigen aber ist

U,∖B'f) — B'(U"f) ≡ (C7"iB,) ≡ — B'i · B'f — σoder, da ⅞ gar nicht y' enthält:
V"(B'f) - B'(U"f) =Dementsprechend war auch
V∖Bf) -B{U'f')=-Bi-Bf-^-Also ist, wenn hierin v und u für f eingesetzt werden:

U"(B'v) ≡ B∖U"v) — Bi - B'v,
U' (Bu)≡B(U'u) — Bi · Bu,oder, da U"v = U'v = (). U'u∣ = Uu = 0 und U∖Bu) = U'∖Bu) ist: 

U'∖B,v)≡ξ- Bi· B'v, U,'(Bu)≡ξ - Bi- Buund demnach wird nunmehr:
„ (dv\ ___ — Bu - Βξ ■ B'v -j- B'v - Bi - Bu____

U \dü) = (Btif —was zu beweisen war. ist also in der That Differentialinvarianteduzweiter Ordnung.
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400 Kapitel 17, § 2.
§ 2. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche mehrere infinitesimale Transformationen gestatten.Angenommen, die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

y'- ω{x, y,y') = 0gestatte mehrere infinitesimale Punkttransformationen U1f U2f U3f∙∙∙. Dies deckt sich nach Satz 7 des § 3, 16. Kapitel, damit, dass die lineare partielle Differentialgleichung in x, y, y:

die einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen Uff, Uff, 
Uff · · · gestattet. Dies wieder findet nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kapitels) seinen Ausdruck darin, dass Relationen bestehen von der Form: (O∙1'^) = ρMΛ (J⅛A)≡9,Af, ■■■, wo ρ1, ρ2 · · · irgendwelche Functionen der Veränderlichen bedeuten. Hiernach ist aber auch, wenn c1, c2 · · · Constanten bezeichnen:

(⅛Uff + c2Uff-∖------ , Af) ≡ (c1ρ1 + c2ρ2 H------ )Af,d. h. die Gleichung Af = 0 gestattet auch die infinitesimale Transformation cιc∕1γ∙+c2zτ2γ+....Wir hoben dies schon früher gelegentlich hervor (vgl. § 3 des 15. Kapitels). Eine infinitesimale Transformation U'f nun, die sich linear mit constanten Coefficienten aus einer Anzahl von infinitesimalen Transformationen Uff, Uff··· zusammensetzt:
U'f=c1Uff+caUff+-∙∙,haben wir als von Uff, Uff · · · abhängig bezeichnet (vgl S. 233). Demnach können wir sagen, dass Af — 0 alle von Uff, Uff··· abhängigen infinitesimalen Transformationenr∕∙≡¾c71γ+c2z72γ+...gestattet. Eine solche ist aber die Erweiterung einer Punkttransformation C7∕,≡ c1 Uif + c2 U2f + · · ·,und so folgt rückwärts, dass die vorgelegte Differentialgleichung √' — ω(*,y,∕) = 0auch Uf, d. h. jede von U1f, U2f ■ · · abhängige infinitesimale Transformation gestattet.Satz 5: Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y
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Differentialglgn. 2. 0. in x, y, welche mehrere inf. Trf. gestatten. 401
mehrere infinitesimale Punkttransformationen Ulf, U2f · · ·, so gestattet 
sie auch jede von ihnen abhängige von der Form

c∖Uif + c2 U2f · ■ ·, 
wo c1, c2 ■ ■ ■ Constanten bedeuten.Es genügt demnach, nur von einander unabhängige infnitesimale∖ζfu∏abh' 
Transformationen U1f, U2f ··· zu suchen, welche die Differentialgleichungwe∖nchelreiιιe gestattet, also nur solche, zwischen denen keine Relation mit con-olfffestattet stanten Coefficienten besteht. Denn mit diesen kennen wir auch die von ihnen abhängigen, die also trivial sind.Nach Theorem 30 (§ 3 des 15. Kapitels) gestattet Af — 0 mit 
Uff und U2'f auch die infinitesimale Transformation (JJ1' U2'). Nach Satz 2 des vorigen Paragraphen ist diese die einmalige Erweiterung der Punkttransformation (UiU2), und somit muss y" — ω(rr, y, y') = 0 diese letztere gestatten.Theorem 38: Gestattet die Differentialgleichung e weiter κia7nlιnrιer. 
Ordnung in xf y: β"'d^ck

zz / '∖ r∖ ∖''ιut)∙y — ω{x,y,y} = 0
die beiden infinitesimalen Punkttransformationen U1f und U2f 
so gestattet sie auch die infinitesimale Punkttransformation 
{UM oder Ux(U2∩ - U2(Uif∖*}Hiernach können wir aus zwei bekannten infinitesimalen Transformationen Ulf und U2f unserer Differentialgleichung zweiter Ordnung die infinitesimale Transformation {U1Uf) derselben ableiten. Nun ist es wohl möglich, dass sich (UlU2') linear mit constanten Coefficienten durch U1f und U2f ausdrückt:(o1σ2) = c1σ1∕∙+qi4Λd. h. abhängig von Uif und U2f ist. In diesem Falle hat sich nach dem Obenbemerkten nicht Neues ergeben.Es kann aber auch Vorkommen, dass (UlUf) von U1f und U2f unabhängig ist. In diesem Falle würden wir also hiermit eine dritte infinitesimale Transformation unserer Gleichung construieren können:

U3f=(U1U2).Nun liesse sich Theorem 38 auf Utf und U3f sowie auf U2f und U3f an wenden, d. h. unsere Gleichung würde auch (UiU3) und (U2Uj) ge-*) Dieser Satz ist ein specieller Fall des allgemeineren: Enthält eine Gruppe von endlichen Transformationen die beiden infinitesimalen Transformationen Ulf und Uif, so enthält sie auch die infinitesimale Transformation 
(UlUf). Ein besonders einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in den Math. Ann., Bd. 24.I∣iθ, Differentialgleichungen. 26
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402 Kapitel 17, §§ 2, 3.

Beispiel.

statten. Sind diese von U1f U2f, U3f unabhängig, so haben wir neue infinitesimale Transformationen C∕4∕*, U5f der Gleichung gefunden u. s. w.Man sieht, dass man unter Umständen aus zwei bekannten infinitesimalen Transformationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung durch Differentiationsprocesse eine Reihe weiterer infinitesimaler Transformationen derselben herleiten kann, die nicht von den ursprünglichen und von einander abhängig sind.Ein Beispiel wollen wir hierfür angeben.
Beispiel: Wir haben schon in § 6 des 16. Kapitels ausgerechnet,dass 2∕"=0acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet. So gestattet sie z. B. diese beiden:tV≡F5 + *⅞> *V≡*⅛ + (*S∕ + 1)⅝-wovon man sich auch direct überzeugen kann. Denn bei U1f hat y das Increment Sy = y dt, d. h. y" das Increment Sy" == y"δt. Es verschwindet also vermöge y" = 0. Bei U2f ist Sy = (y— %y')δt, daher Sy" = — 3%y"δt, d. h. auch gleich Null vermöge y" = 0. Durch Klammeroperation leiten wir nun aus U1f und U2f die infinitesimale Transformation ab:∕7√≡(P1¾)≡2≈ +die von U1f und U2f unabhängig ist. In der That ist hier wegen 

Sy = — y St auch Sy" = — 3y"δt, d. h. Sy" = 0 vermöge y" ≈ 0. 
U3f lässt also wirklich die Differentialgleichung y" = 0 invariant. Wir bilden nun:

Uif≡{UlU3)≡2∣i + ∣i,wo Sy — 0, Sy'' = Q ist, undσ√≡(i40s)≡-2^⅛ + (i+≈-2^)∣i∙Dies Ubf kann auch durch das kürzere:σ5∕∙≡ p5∕∙+2σ√≡(s + ≈)^ersetzt werden. Wirklich ist wegen Sy≡St auch <D∕"≡ 0, u. s. w.
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Über d. Anzahl d. unabh. inf. Punkttrf. e. Diffgl. zweit. Ord. in x, y. 403
§ 3. Über die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Punkttransformationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y.In § 6 des vorigen Kapitels fanden wir, dass die Differentialgleichung y" = 0 acht und mir acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet. Es besteht nun der Satz, dass eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

√'- ω(x, y, ff) = 0überhaupt höchstens acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen gestatten kann. Dass diese Maximalzahl wirklich erreicht werden kann, lehrt das Beispiel y" = 0.Der Beweis des genannten Satzes stützt sich auf einen functionentheoretischen Hülfssatz:
Ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung y" — ω (x, y, ff) = 0 

vorgelegt, so ist es immer möglich, in der Ebene (x, y) einen solchen Bereich 
abzugrenzen, dass durch zwei beliebige Punkte desselben immer eine und 
nur eine Integralcurve der Differentialgleichung hindurchgeht.Der Beweis dieses Satzes gehört nicht hierher.Wir wollen annehmen, die Differentialgleichung Nachweisf-β(jii,,') = O ¾≤gestatte mehr als acht, also mindestens neun von einander unabhängige zulässt. Punkttransformationen TJ1f, U2f ∙ ∙ ∙ U8f, U9f wo allgemein

Uif≡ ⅛(x, y)^ + ηffx, ff)sei. Wir wählen alsdann in dem im Hülfssatze erwähnten Bereiche vier Punkte pl, p2, ps, pi, unter denen nicht drei auf derselben Integralcurve der Differentialgleichung gelegen sind. Nach Satz 5 des § 2 gestattet y"— ω = 0 jede von U1f, U2f ∙ ∙ ∙ U9f abhängige infinitesimale Transformation
Uf≡ c1171∕+ c2U2f+-∙. e8 U8f + c9 U9f.Wir wollen nun die neun Constanten c1, c2 ∙ ∙ ∙ c9 so wählen, dass 

Uf die vier Punkte p1, p2, p3, pi invariant lässt. Sind xk, yk die Coordinaten des Punktespk, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass:Cιiι(^*, y∂ + ⅞i2O*, yk) h------- h <⅛‰(**, y*) = 0,Mι(a⅛> yk) + c2η2(xk, yk)-∖-------- H c9η9(xk, yk) = 0
(* = 1, 2, 3, 4)sei. Dies sind acht Gleichungen für die neun Grössen el, c2 ∙ ∙ ∙ c9.Sie lassen sich immer erfüllen, sodass also bei den gemachten Voraussetzungen stets eine Transformation

Nachweis, d. e. Diffgl. zweit. Ord. höchstens acht inf. Trf. zulässt.

26
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404 Kapitel 17, § 3.

Uf≡ ί — 4- η Cf 
' *dx ‘ dyvorhanden ist, die y"— ω = 0 und die vier Punkte p1, p2, p3, pi invariant lässt. Durch Erweiterung derselben kommt:

U'f≡≡t —--y}y-- √2) — ∙
' * Sx ‘ 7* Sy ∖∂rc ' ∖Sy Sx/" Sy J Sy'Dies ist die Transformation, welche die Linienelemente (#, y, y,) bei Ausführung von Uf erfahren. Die ∞1 Linienelemente durch einen der vier festen Punkte pk werden dabei notgedrungen unter sich vertauscht, indem sie ihren Punktort (xk, yf) beibehalten, aber ihre Richtungen y' transformiert werden. Angenommen,

Sτq Sη __  Sξ __  S^ξ
Sx, Sy Sx, Syreducieren sich im Punkte pk auf die Zahlen a, b, c, so werden die Richtungen y der Linienelemente (xk, yk) y) vermöge:di∕'= (α + by + c√2) dtbei Ausführung von Uf transformiert. Drei dieser Richtungen bleiben in Ruhe, nämlich die Richtungen y1', y2', y3', welche auf den drei Integralcurven liegen, die durch pk und je einen der drei anderen invarianten Punkte nach unserem Hülfssatz hindurchgehen (Fig. 34). Nach der getroffenen Voraussetzung, dass nicht drei dieser vier Punkte auf einer Integralcurve liegen sollen, sind y1', y2', y3' von einander verschiedene Zahlen.Demnach liefern die drei sicher bestehenden Gleichungen:a + ⅜ι'+ <¾'2=θ>« + ⅝'+ <¾'2 = θ,

« + by3' + cy3'2 = 0,da ihre Determinante i y∕ Vi2i yi yi2 = (y1' — ‰') (y2, — y3') (*∕3' — yi) + 0 i yi ys'2ist:d. h. es ist a ≈ b = c == 0,

dy = (« ÷ by ÷ c√2)= θ für jede Richtung y durch den Punkt pk.Ohne Rechnung wäre dies so einzuseben: Da dy in y quadratisch
www.rcin.org.pl



Uber d. Anzahl d. unabh. inf. Punkttrf. e. Diffgl. zweit. Ord. in x, y. 405ist, so werden die Richtungen y' durch pk vermöge einer infinitesimalen projectiven Transformation untereinander vertauscht. Hierbei bleibt das Doppelverhältnis von vier beliebigen Strahlen dieses Büschels invariant, also auch das von yl', y2', y3' und irgend einer Richtung y. Da nun y1', y2', yf selbst invariant sind, so ist deshalb notwendig auch diese beliebige Richtung y invariant.Somit hat sich ergeben: Bei der infinitesimalen Transformation Uf bleiben die Linienelemente durch jeden der vier invarianten Punkte ebenfalls invariant. Nun hat jede durch pk gehende Integralcurve in pk ein Linienelement (xk, Vk, y'\ und zu zwei verschiedenen Linienelementen gehören auch verschiedene Integralcurven. Da die Linienelemente bei U'f invariant bleiben, so folgt mithin, dass auch jede durch pk gehende Integralcurve bei Uf invariant ist. Ist nun schliesslich p ein beliebiger Punkt unseres Bereiches, so gehen durch ihn nach unserem Hülfssatz und nach der Voraussetzung, dass keine drei der vier Punkte pk auf einer Integralcurve liegen, mindestens zwei Integralcurven nach den invarianten Punkten, also zwei invariante Curven. p muss deshalb als Schnittpunkt der beiden invarianten Curven auch invariant sein. Eine Transformation unserer Gleichung y" — ω = 0, welche vier Punkte jenes Bereiches invariant lässt, lässt also alle Punkte desselben und — wie durch analytische Fortsetzung folgt — überhaupt alle Punkte der Ebene in Ruhe, d. h. sie ist die Identität.Demnach kann es höchstens acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen unserer Gleichung geben, denn die Voraussetzung, dass es neun gebe, führte zu einer wirklichen Transformation 
Uf, welche die vier Punkte in Ruhe lässt, und nicht zur Identität.Theorem 39: Eine gewöhnliche Differentialgleichung ziveiter 
Ordnung in x, y:

y, y, y") = o
gestattet höchstens acht von einander unabhängige infinitesi
male Transformationen in x, y.Es möge hier ohne Beweis angeführt werden, dass jede Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche wirklich acht unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet, durch Einführung neuer Veränderlicher auf die Form y" = 0 reducibel ist. Diese Gleichung hat zu Integralcurven die ∞2 geraden Linien der Ebene. Sobald also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen zulässt, können ihre oc2 Integralcurven in die Geraden der Ebene transformiert werden.
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406 Kapitel 17, § 4.
§ 4. Gruppen von infinitesimalen Transformationen und ihre zweigliedrigen Untergruppen.Aus unserem Theorem 39 folgt, dass eine Differentialgleichung zweiter Ordnung nur r ≤ 8 von einander unabhängige infinitesimale Transformationen U1f, U2f ∙ ∙ ∙ Urf gestatten kann, d. h. dass jede infinitesimale Transformation, welche sie zulässt, linear mit constanten Coefficienten durch U1f, U2f ∙ ∙ ∙ Urf ausdrückbar sein muss. Nach Theorem 38 (§ 2) gestattet sie aber auch jeden Klammerausdruck (C∕it4). Diese Klammerausdrücke müssen demnach die Form haben:

r

1

(»,*= 1, 2 · · · r).Es liegen demnach r von einander imabhängige infinitesimale Transformationen U1f ∙ ∙ ∙ Urf unserer Gleichung vor, sodass die allgemeinste infinitesimale Transformation derselben sich linear mit constanten Coefficienten durch diese r ausdrückt, und dass jeder Ausdruck 
(UiUk) sich ebenfalls in dieser Weise darstellt.Hiermit werden wir zu einem wichtigen neuen Begriff geführt, den wir sogleich in voller Allgemeinheit (ohne Rücksicht auf die Zahl der Veränderlichen und die Grenze r ≤ 8) definieren wollen:θi^nHcIi,-n Stehen r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen"0rm∙t'tiυuon ‘ ’ Urf «w solchen Beziehungen zu einander, dass jedes (UiUf)
sich linear mit constanten Coefficienten durch U1f ∙ ∙ ∙ Urf ausdrückt:

. r
Ui(Ut∩ - Ut(Uif) ≡ ∑ <H>. u,f

1(»·, * = 1, 2 ∙ . ∙ r, Ciks = Conβt.),
so nennen wir den Inbegriff dieser infinitesimalen Transformationen und 
der von ihnen abhängigen, d. h. aus ihnen linear mit constanten Coeffi
cienten zusammensetzbaren infinitesimalen Transformationen eine r-glied- 
rige Gruppe von infinitesimalen Transformationen*}.*) Der im Texte gegebene Begriff einer Gruppe von infinitesimalen Trans
formationen wurde ausdrücklich und in voller Allgemeinheit eingeführt am Schlüsse der Abhandlung: Begründung einer Invariantentheorie der Berührungstransformationen von Sophus Lie, Math. Ann. Bd. 8. Die Identität dieses Begriffes mit dem Begriffe einer endlichen continuierlichen Transformationsgruppe wurde in den Göttinger Nachrichten, December 1874, angegeben. Im Übrigen findet man in den Verhandlungen der Gesellsch. d. W. zu Christiania für 1870, 71, 72 und 73, sowie in den Math. Annalen Bd. 5 mehrere specielle Anwendungen der beiden besprochenen Begriffe.
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Gruppen von inf. Transformationen und ihre zweigliedrigen Untergruppen. 407Obzwar dieser Begriff eng mit dem früher in § 2 des 2. Kapitels auseinandergesetzten Begriff einer r-gliedrigen Gruppe von (endlichen und infinitesimalen) Transformationen zusammenhängt, wollen wir uns doch um diesen Zusammenhang jetzt nicht weiter kümmern und den Begriff einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen nur in obiger Weise definieren.

ist.

1. Beispiel: In zwei Veränderlichen x, y bilden die beiden infini- Beispieletesimalen Transformationen:
TT,  Sf , Sf rr z,   Sf . Sf
Ulf — x gα,+ y Sy, U2f _ V ∂χ+ Syeine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, denn sie sind zunächst von einander unabhängig, d. h. es ist r = 2, und ausserdem ist (U1U2)≡0.

2. Beispiel: Auch
ττ , _ Sf Sf , Sf—X δic÷ y Sygeben eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, da hier r = 2 und (P1l⅞)≡⅛≡IVist.

3. Beispiel: Um zu entscheiden, obP1∕∙≡ + ≈) ⅛ + + jz) ¾, Uif = x g + yeine Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden, bemerken wir, dass sie von einander unabhängig sind, also r = 2 ist, und dass
ist. Dies aber zeigt, dass(U1U2)≡ U2∕- U1fwird. (U1I∕2) ist mithin von U1f und U2f abhängig, d. h. U1f und 
U2f erzeugen eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen. Dieselbe enthält alle von U1f und U2f abhängigen infinitesimalen Transformationen, also, was auf dasselbe hinauskommt, alle von i71∕∙≡ U,f - usf≡^∣i + χv Vund

ττ ,■___ Sf . Sf
u^=xιi + y Ty
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408 Kapitel 17, § 4.abhängigen. Wir können also auch an Stelle von Uxf das bequemere 
Uif benutzen und haben dann(i71C⅞)≡ - Ulf

4. Beispiel: In drei Veränderlichen x, y, z bilden die beiden Transformationen:
8x 8y 8z ’ 8x y 8y 8zeine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, denn sie sind von einander unabhängig und es ist

(UlUi)≡Ulf
5. Beispiel: Die vier infinitesimalen Transformationen:

ττ r___ ∂f 7f r___ cf τr r___ cf ττ r dfVif=χrx, cj=*τ, υif=yrχ, Ulf≡y^jsind von einander unabhängig, und es ist:(u1u2)≡u∕, (u1u3)≡- u3f, (u1u4)≡o, 
ΑΛΪ ≡ U1f - Uif, (tτ2 ι∕4) ≡ u2f, AM ≡ - U3f.Mithin bilden sie eine viergliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen.

Untergruppe.

Beispiele.

Liegt eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen t71∕', U2f ∙ ∙ ∙ Urf vor, so kann es möglich sein, dass schon eine geringere Anzahl von einander unabhängiger infinitesimaler Transformationen ciUlf -f- c2U2f + ··· + crUrf für sich eine Gruppe bildet. In diesem Falle nennen wir diese weniger als r-, etwa s-gliedrige Gruppe eine s-gliedrige Untergruppe der vorgelegten Gruppe von infinitesimalen Transformationen. Einige Beispiele werden dies besser als theoretische Erläuterungen klar machen.
1. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen:

ττ p_  2 \ df TT r df I 2v>f=x Π + xV-^> V1f≡xv ^ + vyv,

u3f=χ-e-x + y^bilden eine dreigliedrige Gruppe, denn sie sind von einander unabhängig und es ist:(P,t⅞)≡O, (U1Us) = -U1f, (UtV,)=-Utf.Hier bilden U1f und U2f für sich eine zweigliedrige Gruppe, ebenso 
U1f und U3f sowie analog U2f und U3f. Unsere dreigliedrige Gruppe besitzt demnach unter anderen die zweigliedrigen Untergruppen

uιf, U2f∖ U1f, U3f∖ U2f, U3f.
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Gruppen von inf. Transformationen und ihre zweigliedrigen Untergruppen. 409
2. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen:

bilden eine dreigliedrige Gruppe. Sie sind nämlich von einander unabhängig und es ist:
WM≡U,f, (UiU,) = 2V2f, (UaUa)≡Usf.Offenbar bilden Ulf und U2f für sich eine zweigliedrige Untergruppe, ebenso U2f und U3ff denn im einen Fall ist (U1U2)≡ U3f, im andern 

(U2U3') ≡ U3f. Dagegen bilden U1f und U3f keine Untergruppe, denn (i∕1E73) drückt sich nicht linear mit constanten Coefficieuten durch U1f und U3f allein aus.
3. Beispiel: Die viergliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen:

wo rτ r___ ∂f 7r f___ ∂f τr r___ df rτ r___ df
— xsx, u>f-9gχ> uif — y

(OiU1)≡Usf, (VlVs)≡-Vsf, (U1¾)≡0, (P2P3) = U1f- Uif, (VaUi∙) ≡ U2f, (O3P4) = - U,fist, enthält unter anderen die drei infinitesimalen Transformationen:
*V≡*⅝> vaf≡yd∕χ, vf~x%e-,j%(≡u1f-vtn,welche eine dreigliedrige Untergruppe bilden, denn sie sind von einander unabhängig und es ist(P2Ps)≡P∕', (¾E∕)≡-2O2Λ (t∕8C7)≡2¾∕∙.

Es gilt nunmehr der Satz, dass jede r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen (r > 2) sicher mindestens eine zwei
gliedrige Untergruppe enthält, d. h. dass sich aus den infinitesimalen Transformationen

C1 ^if 4" C2 ^4/ + ‘ ' ÷ Cr Urfder Gruppe zwei auswählen lassen, deren Klammerausdruck sich linear mit constanten Coefficienten aus diesen selben beiden zusammensetzen lässt.Diesen Satz, der für unsere Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ordnung von besonderer Bedeutung ist, beweisen wir, indem wir nur von der Definition der r-gliedrigen Gruppe von infinitesimalen Transformationen Gebrauch machen. Der Satz gilt deshalb nicht nur

ZweigliedrigeUntergruppe.

u>f≡⅛ + ⅛> ⅛f≡*⅛ + ys∕y, 

Usf≡*>⅛ + y>%
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410 Kapitel 17, § 4.für infinitesimale Transformationen in zwei Veränderlichen oder für 
r ≤ 8, sondern für jede durch unsere Definition gegebene r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen in n Veränderlichen. Es ist dies zu bemerken deshalb wichtig, weil eben der Begriff einer solchen Gruppe nicht auf Gruppen von infinitesimalen Transformationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y beschränkt ist, sondern eine viel grössere Bedeutung hat, die wir freilich hier noch nicht benutzen werden.Zum Beweise unseres Satzes seien U1f, U2f ∙ ∙ ∙ Urf r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der z-gliedrigen Gruppe und also jedes

r(5) ( D, U⅛) ≡ 2 cikt Usf
1('» i = 1, 2 · · · r),wo die Ciks Constanten sein sollen. Wir werden zeigen, dass es eine zweigliedrige Untergruppe dieser Gruppe giebt, welcher z. B. die infinitesimale Transformation U1f angehört.Soll dies der Fall sein, so muss sich eine infinitesimale Transformation

Uf = e2 U2f + ∙ ∙ ∙ 4- er Urfangeben lassen, in der erstens die Grössen e2 ∙ ∙ ∙ er Constanten sind, und für welche zweitens {TJifi Uf) sich linear mit constanten Coeffi- cienten durch U1f und Uf allein ausdrückt:(D1∕, e2 U2f + ∙ ∙ ∙ + er Urf) = a U1f + i,(e2 U2f + ∙ ∙ ∙ + er Urf)(a, b — Con8t.).Zunächst giebt diese Relation:
r

ek(U1Uf) = ci U1f -j- b(e2 U2f + ∙ ∙ ∙ 4^ er Urf),
2also nach (5)

r r

Ck ^j,Ciks Usf= a Ulf -f- b(e2 U2f + ∙ ∙ ∙ + er Urf).
2 1Beide Seiten sind nun linear in U1f ∙ ∙ ∙ Urf und haben constante Coefficienten. Nach Voraussetzung sollen jedoch U1f ∙ ∙ ∙ Urf von einander unabhängig sein. Diese Relation kann also nur dann bestehen, wenn sie eine Identität ist, indem links und rechts jedes Usf denselben Coefficienten hat. Die Coefficientenvergleichung liefert demnach die r Forderungen:
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Gruppen von inf. Transformationen und ihre zweigliedrigen Untergruppen 411
, r
^ekcikl = a,2

r
^(,-kclk2 = be2,(fy ' ÷ι
¾⅞C1⅞3 = be3,

1

r
^/^Gk^lkr --- bcr .<■ 2Wenn umgekehrt e2 ■ ∙ ∙ er r solche Gleichungen erfüllen, in denen a und b Constanten sind, und natürlich nicht e2 ∙ ∙ ∙ er sämtlich verschwinden, so bestimmen U1f und

Uf ~ e2 U2f -J- ∙ ∙ ∙ 4- er Urfin der That eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, indem dann
(U1U}≡aUlfi büfwird.Wir haben also nur noch die r Forderungen (6) zu untersuchen. Die erste dient zur Bestimmung von a und stellt also für e2, ¾ ∙ ∙ ∙ cr keine Bedingung dar. Es bleiben die r — 1 übrigen. Dieselben lassen sich so schreiben:(C122 — fye2 4" i132⅞ 4“ * ’ ’ + clr%er = 0, ci23f2 4" (c133 - tye3 4" * ’ ’ 4" clr3^∙ = 0,

Cl2r^2 + Cl3r⅜ 4" " * ’ 4- (Clrr ---- b')βr == 0.Dies sind r — 1 in e2 ∙ ∙ ∙ cr lineare und homogene Gleichungen. Da 
e2 ■ · ■ er nicht sämtlich Null sein sollen, so muss ihre Determinante verschwinden: C122 b C132 . . . Cιr2(g) C128 C133 · · · Clr3 _ θ

Cl2r Cl3r ∙ ∙ ∙ ('Irr — bDies lässt sich immer erreichen, da wir noch über b verfügen können. Die Gleichung (8) ist ja eine Gleichung (r — l)ten Grades für b, deren höchstes Glied (— l)r-1δr~1 sicher nicht wegfällt. Eine solche Gleichung hat immer mindestens eine Wurzel b. Wählen wir eine Wurzel
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412 Kapitel 17, § 4. Kapitel 18, § 1.für 1) aus, so lassen sich nunmehr die Gleichungen (7) durch (konstanten e2, e3 ∙ ∙ ∙ er befriedigen, welche nicht sämtlich Null sind. (Ist ά Doppel- oder mehrfache Wurzel von (8), so giebt es unter Umständen sogar unendlich viele Wertsysteme e2 ∙ ∙ ∙ er, welche das System (7) erfüllen.)Mithin können wir für e2 ∙ ∙ ∙ er nicht sämtlich verschwindende Constanten finden, welche Relationen von der Form (6) erfüllen.
U1f und Uf = e2U2f -f- ∙ ∙ ∙ -f- erUrf bilden dann in der That eine zweigliedrige Untergruppe unserer gegebenen r-gliedrigen Gruppe von infinitesimalen Transformationen. U1∕*∙ ∙ ∙ Urf bezeichneten irgend welche r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe. Statt für U1f hätten wir also auch dasselbe Raisonnement für irgend eine infinitesimale Transformation der Gruppe durchführen können, und demnach ist bewiesen:Theorem 40: Jede r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen 

Transformationen enthält zweigliedrige Untergruppen. Jede 
infinitesimale Transformation der r-gliedrigen Gruppe gehört 
mindestens einer zweigliedrigen Untergruppe derselben an.

Kapitel 18.Zurückführuug der zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen der Ebene auf canonische Formen.Im letzten Paragraphen des vorhergehenden Kapitels haben wir uns anscheinend von unserem eigentlichen Probleme der Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, abgewendet. Auch im gegenwärtigen Kapitel werden wir scheinbar fremdartige Gegenstände zur Sprache bringen. Erst im nächsten Kapitel wird sich zeigen, inwiefern die hier zu entwickelnden Theorien mit jenem Integrationsprobleme Zusammenhängen.Im vorliegenden Kapitel beschäftigen wir uns nur mit der Zurückführung der zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen der Ebene auf gewisse einfache, sogenannte canonische Formen.
§ 1. Die vier Typen von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen der Ebene.Nach Theorem 40 des letzten Paragraphen werden unter allen r-gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen die zwei-
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Die vier Typen v. zweigl. Gruppen von infinitesimalen Transf. der Ebene. 413gliedrigen besondere Wichtigkeit besitzen, da jede r-gliedrige Gruppe zweigliedrige Untergruppen enthält.Wir betrachten daher in diesem Kapitel die zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen und zwar die der Ebene, indem wir uns von jetzt ab wieder auf zwei Veränderliche x, y beschränken.Zwei infinitesimale Transformationen U1∕* und U2f bilden daun und nur dann eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, wenn sie erstens von einander unabhängig sind, d. h. nicht etwa
U2f≡≡cUJist, wo c eine Constante bedeutet, und zweitens eine Relation erfüllen von der Form: (p∙1iy≡¾iv+⅞tv,in der c1 und c2 Constanten sind.Diese Relation lässt sich vereinfachen. An Stelle von Ulf undd®e^“^‘”“n 

U2f können wir irgend welche lineare Ausdrücke derselben mit con-für stanten Coefficienten benutzen (vgl. die Definition der r-gliedrigen Gruppe, § 4 des 17. Kap.), und davon wollen wir Gebrauch machen.Dabei macht es einen wesentlichen Unterschied aus, ob c1 und c2 beide Null sind oder nicht. Im ersteren Falle(U1U2)≡0ist offenbar auch jedes(α1U1 + a2U2, b1U1 + b2U2') = 0 (a, b ≈ Const.).Die Gruppe besteht also aus lauter vertauschbaren infinitesimalen Transformationen (vgl.* § 4 des 14. Kap.). Wenn jedoch im anderen Falle etwa cl =)= 0 ist, so benutzen wir an Stelle von 771∕, und U2f die von einander unabhängigen, aber von U1f und U2f abhängigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe:
Ulf≡ Uif+1 u,f, 
usf≡^ U,fund erhalten: (σ1σa)≡i(u,o∙i) + c⅜(⅛{4)≡ 
≡f(clUlf+csOaf)≡U1f,also: (u1u2)≡π1∕∙.Satz 1: Jede zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma

tionen Uif, U2f kann durch passende Äusivahl der infinitesimalen Trans
formationen eine solche Form erhalten, dass entweder
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414 Kapitel 18, §§ 1, 2. (U1U2)≡O
oder (u1σ2)≡σ1∕∙
ist. Die eine Form schliesst die andere aus.Hiermit haben wir alle zweigliedrigen Gruppen in zwei Classen eingeteilt. Jede dieser Classen kann nun noch nach einem zweiten Gesichtspunkt in zwei Unterclassen zerteilt werden. Es ist nämlich allerdings von vornherein ausgeschlossen, dass zwischen Ulf und t∕2∕' eine Relation mit constanten Coefficienten bestehe, wohl aber kann 

fischen zwischen ihnen eine Relation mit variabeln Coefficienten stattfinden:
''z"na r'f' <p1(*, y) P1∕∙ + λ⅛y) ∑V≡ 0·Natürlich soll sich φ1 : φ2 nicht auf eine Constante reducieren. Eine derartige Relation sagt bekanntlich aus, dass C∕1∕* und U2f dem Punkte (#, «/) infinitesimale Fortschreitungsstrecken in derselben Richtung zuordnen, d. h. dass die Bahncurven der von U1f und von U2f erzeugten eingliedrigen Gruppen von endlichen Transformationen übereinstimmen. (Vgl. § 1 des 6. Kapitels.) In diesem Falle hat auch die von einer beliebigen infinitesimalen TransformationConst. U1∕,-j- Const. U2ferzeugte eingliedrige Gruppe diese selben Bahncurven. Wenn dagegen zwischen U1f und U2f keine solche Relation besteht, so besteht auch keine zwischen irgend zweien von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen

<hUif+a2U2f, blU1f + b2U2f (α,δ = Const.)unserer zweigliedrigen Gruppe U1f, U2f. Das Bestehen oder Niclit- Bestehen einer derartigen Beziehung kann deshalb als Unterscheidungsmerkmal der zweigliedrigen Gruppen benutzt werden.vier Arten Demnach aiebt es vier Arten von zweiqliedriqen Gruppen von infini- Gruppen“ tesimalen Transformationen U1f, U2f der Ebene, entsprechend den vier
Fällen: I. (U1U2)≡0,II. (U1U2)≡0,III. (r1σ8)≡ty,IV. (σ1σ2)≡u1∕,

<piuif + φ2U2∕*≡∣≡O, 
tPiU1f + φiU2f≡ 0, 
ΨιU1f + φ2U2f=∖≡ 0, 
ΨιU^ιf + φ2U2f≡≡0.

Jeder dieser vier Fälle schliesst die drei anderen aus.Wir werden nunmehr diese vier Formen nach einander betrachtenund jedesmal durch zweckmässige Wahl der Veränderlichen die betreffende Gruppe auf eine canonische Form oder einen Typus bringen.
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Erster Typus. 415§ 2. Erster Typus: (Γ71i72)≡O und φlU1f -}- φ2U2f φθ.Vorgelegt seien zwei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen U1f und U2f der Ebene, deren eingliedrige Gruppen 
verschiedene Bahncurven haben und für welche(C71Γ2)≡Oist. Nach Satz 4 (§ 2 des 3. Kap.) lassen sich die Veränderlichen »eduction 
x, y so wählen, dass TJ\f die Form einer Translation erhält: erste cano·< ' i, msche Form.

U f= ül'—dx’während alsdann U2f etwa die Form hat:
tt f__ t 8f , dfU2f — Sx + η Sy-Dann ist:

Sx^ dx Sy’d. h. ξ und η sind Functionen von y allein, sodass¾r≡ rω⅛+r1ω‰wird. Nach unserer Voraussetzung, dass U1f und U2f verschiedene Bahncurven haben sollen, d. h. dass zwischen Ulf und U2f keine lineare Relation bestehen soll, ist sicher F1 ≡J≡ 0, denn sonst wäre 
YlJ∖f— Γ2f≡0. Nun lässt sich eine Function l) von y berechnen, sodass

Sy — 3 t)wird. Es muss nämlich
n= /Ά9—J y.wgesetzt werden. In x und t) haben nunmehr Ulf und U2f die Formen:

U1f≡i∕χ, Uaf≡φ⅛)⅛+°t.Führen wir
l≡≡X- ≠⅛)als neue Variabele an Stelle von x ein, so wird

Vlf≡ ”, Uaf≡ (φ(t,) - √(t,)) g + gf·Wenn wir also ψ(ty) ≡ wählen, so wirdZ7 f = — U f= — · uiT — Si’ u*∣-δi)Damit sind wir zu dem Satz gelangt (in welchem £ und t) mit x, y bezeichnet sind):
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41G Kapitel 18, § 2.Satz 2: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f 
der Ebene in der Beziehung {U1U2) = 0, und haben sie dabei verschiedene
Bahncurven, so können sie immer gleichzeitig durch passende Coordinaten- 

-f s^i f
ivahl auf die Form zweier Translationen gebracht werden.Dieser einfache Satz, dei sich auch auf den Fall zweier oder mehrerer infinitesimaler Transformationen in n Veränderlichen aus dehnen lässt, besitzt eine hervorragende Bedeutung.

Ausführung der Reduc- tion durch Quadraturen.
O r· q /»Wir haben gezeigt, dass U1f und U2f auf die Form gebracht werden können, aber nicht, wie wir es in einem gegebenen Fall thun werden. Um auch dies zu erledigen, seien

ττ r___t ∂f l ∂f ττ r____ fc ∂f , ∂f
C71∕—^∂χ + 'l'h∂y, U2f-⅛ ^a,÷ % 8yunsere beiden infinitesimalen Transformationen, geschrieben in irgend welchen Veränderlichen x, y. Nach dem Obigen lassen sich immer zwei Functionen £ und l) von rc, y angeben, sodass

t 8f i Sx ÷ rll
t df I ∣2 + ¾

df_df 
dy 8ι ’ 
djf =df 
dy dt)wird und zwar für jede Function f. Setzt man f≡E, so kommt:feJ5+¾⅛~ 1>⅛½+¾⅛ = o-

Hieraus lassen sich —· berechnen, denn die Determinante ξ1t72—ξ2^1ist nicht identisch Null, weil zwischen U1f' und U2f keine lineare Relation besteht. £ selbst wird mithin durch Quadratur eines vollständigen Differentials gefunden. Indem man f ≡ Ϊ) setzt, erhält man analog zwei Gleichungen, aus denen sich und als Functionenvon x, y berechnen lassen. Also wird auch durch eine Quadratur gefunden. Zu beachten ist, dass die Bestimmung von tj ganz unabhängig von der des £ erfolgt: beide erforderliche Quadraturen sind von einander unabhängig. (Abhängig würden wir sie nennen, wenn die Durchführung der einen die vorherige Berechnung der anderen verlangte.)Satz 3: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U1f, U2f der 
Ebend mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (UiU2)≡0, so
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Erster Typus. 417
Sfverlangt ihre gleichzeitige Reduction auf die Formen τ⅛

einander unabhängige Quadraturen.Man kommt hier mit Quadraturen aus, währendführung einer einzigen infinitesimalen Transformation
—- zwei von dt)die Zurück- 
U1f auf dieForm bekanntlich die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur verlangt (vgl. § 2 des 3. Kap.). Der Grund liegt darin, dass uns hier die besondere Eigenschaft von U1f bekannt ist, dass (U1U2') ≡ 0 ist, dass also mit anderen Worten die Differentialgleichung U1f = 0 die infinitesimale Transformation U2f gestattet, also die Bahncurven von U1f durch Quadratur bestimmbar sind (nach Theorem 8, § 1 des 6. Kap.). Ebenso lässt die Differentialgleichung U2f = 0 die infinitesimale Transformation U1f zu, also können auch die Bahncurven von U2f durch Quadratur gefunden werden.

Beispiel: Sei:
ττ f___ 8f l 8f ττ ~___ df . dfu>f=-Vsχ + xsr u*f=xs⅛ + vfv<so ist (i∕1ZT2)≡O, während keine Relation zwischen Ulf und U2f besteht. Also liegt der soeben besprochene Fall vor. Man kann neue Veränderliche £, l) angeben, wodurch U1f≡^f ^U2f≡^ wird. Um sie zu finden, haben wir die Gleichungen zu bilden:_3 + 3- = l a⅛+ wf½ = 0

J ∂x' 8t) , 8x ' 8yund
8x 8y , 8x ' 8yDie beiden ersten liefern:
djr = — y 8j ___ __x___
8x xi-j-y2, 8y x2 -|- y2,d. h. √¾j⅛-b'⅛t.und die beiden letzten:
8 t)   x 8t)   y
8x aji-f-yi, 8y x'1-∖-y'i,d. h.

9 = ∕ *s* + y-''i'= ,g + Const.Dass diese Functionen j und t) die gewünschten Formen -∣^-, ~liefern, geht schon aus ihrer geometrischen Bedeutung hervor, wenn 
Lie, Differentialgleichungen. 27

Bθi∙piθl.
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418 Kapitel 18, §§ 2, 3.man bedenkt, dass Ulf die infinitesimale Rotation um den Anfangspunkt, U2f die infinitesimale Abnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus vorstellt.§ 3. Zweiter Typus: (CΓ1iZ2)-0 und <plUlf + cp2U2f= 0.Vorgelegt seien nunmehr zwei infinitesimale Punkttransformationen 
Ulf und U2f der Ebene, für die wieder (C71E72)≡O ist, und welche nunmehr auch dieselben Bahncurven haben sollen, sodass U2f sich in der Form darstellt: C∕2∕'≡ ρ(x, y) U1f.Raxif die11 können annehmen, dass die Veränderlichen x, y schon so«ischoForm.gewählt sind, dass C∕1∕,= ^ ist. Alsdann ist also:

TT f____  n ∂f

Uif —Q Syund 0≡(E71f∕s)≡∣∣.^,d. h. ρ enthält nur x. Da ρ sicher keine Constante ist, denn sonst wäre E72f von E71∕, abhängig, so kann es als neues x benutzt werden und so kommt denn:
U f=— Uf=x-∙uι∣ — Sy’ 02'~x∂ySatz 4: Zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f der 

Ebene, welche dieselben Bahncurven haben, und für die (UlU2)≡0 ist, 
lassen sich durch passende Coordinat&nwahl gleichzeitig auf die Formen 
bringen: ⅛~, x^~'Ausführung Wir fragen uns nun, wie wir dies praktisch durchführen werden,der Keduc- o . . 1 . . ττ , rtion durch bei in beliebigen Veränderlichen x, y vorgelegt:Quadratur. ____ df . Sf

Ulf— ‰ Sx ÷ Sy’so hat U2f nach Voraussetzung die Formiy≡p(ε1f+ ≤)∙Nun wissen wir, dass sich neue Veränderliche £, t) einführen lassen, sodass
*1 Sx ' 7*1 Sy Sl) ,

∕fc Sf . Sf\_ Sf9 V1 Sx ÷iil Sy) —£ S\) wird. Demnach ist zunächst
i≡i>∙
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Zweiter Typus. 419Wenn f = t) gesetzt wird, so ergiebt sich für t) nur die eine Differentialgleichung:(l) =Dieselbe lässt sich nun durch eine Quadratur integrieren, weil man ein Integral von
dx__ dy£l ½kennt. Es soll ja (i71f72)≡O sein und deshalb ist wegen C∕2≡ρC∕1 auch U1 Q = 0, d. h.: j. 0ρ , 2ρ n∂x ÷ ∂y ~ θ’Die Gleichung (1) ist dem simultanen System 

dx_ dy_dt)äquivalent. Entfernen wir hieraus vermöge des bekannten Integrals ρ = c (= Const.) etwa y, so kommt durch eine Quadraturt) = φ(x, c) -j- γ (y = Const.) und, wenn nun wieder c = ρ gesetzt wird, etwab = ψ(x, y) + γals allgemeinste Lösung t) von (1).Satz 5: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f
der Ebene mit denselben Bahncurven in der Beziehung (C∕1C∕2)≡0, so 
verlangt ihre gleichzeitige Beduction auf die Formen qZ> ⅛ nur e^ne 
Quadratur.

1. Beispiel: Seip*∕,≡*,li + *i'⅛> tv≡*3'½+≈',lpso ist offenbar
U,f=i Vlfund (C71t∕2)≡O.Es liegt also der soeben betrachtete Fall vor. Hier ist daher zu setzen:

ywährend t) die Gleichung
2 di) , dt) 1 
⅛ + *» äy“1erfüllen soll. Das zugehörige simultane System lautet:

27*

Beispiele.
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420 Kapitel 18, §§ 3, 4.

dx dy dt) 
x'i xy 1und besitzt das bekannte Integral · Aber in diesem Beispiel brauchen wir es gar nicht, weil aus da;direct durch Quadratur folgt:

In der That ist nun: b ≡ — ⅛ + Const.

so istund

U f= U r U b — = — utT — ¼t -h ¼9 d\) ~ ∂t)>
JJ f = JJ r dL _L p Ai — r Ai .½i- ½ε -t- ½9 8ϊ) — E gtj

2. Beispiel: Sei
Vif≡-y⅛ + x⅝, U,f≡^ + vJ-v-^ + x⅛),

U2f≡(x2 + y2)U1f(*W≡0,sodass unser Fall vorliegt. Demnach ist zu setzen:E≡z2 + <,2und l) bestimmt sich aus ⅛L = ⅛ = Λ,
— y x jvermöge einer Quadratur. Diese ist bequemer ohne Benutzung des bekannten Integrals g zu leisten, denn es kommt:

-yix + xiy4^ 2/ 7 ’also ist zu setzen: l) = arctg -f- Const.Man möge verificieren, dass in g und l) geschrieben Uif und U2f dieO r C /»Formen und g annehmen.
In diesem und dem vorigen Paragraphen haben wir die beiden Möglichkeiten betrachtet, die statthaben können, wenn (t∕1Z72)≡O ist. Das Verschwinden des Klammerausdrucks sagt nach Satz 12, § 4 des 14. Kapitels aus, dass jede endliche Transformation der von U1f erzeugten eingliedrigen Gruppe und jede der von U2f erzeugten eingliedrigen Gruppe in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind.
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Dritter Typus. 421Durch die Sätze 2 und 4 des vorigen und dieses Paragraphen haben wir einen neuen Beweis hierfür erbracht, wenigstens im Falle zweier Veränderlicher. Denn entweder lassen sich f∕1∕' und U2f auf die Formen bringen
∂x, ∂y,und dies sind zwei infinitesimale Translationen und die zugehörigen endlichen Translationen sind offenbar vertauschbar, oder aber auf die Formen

cf cf 
∂y, x dy’Die endlichen Gleichungen der beiden zugehörigen eingliedrigen Gruppen sind hier:

x1≈x, y1==y ~\~t und tf1 = x -f- t, yl = y + xt + ⅜ t2.Führen wir zuerst
χχ = χ, yi = y + tund darauf

x2 = xl + τ, y2 = y1 + x1τ + ⅜ τ2 aus, so kommt als Endergebnis:a⅛ = # + τ, y2 = y + t + xτ + ⅜ τ2.Wenn wir zuerst z1=α + t, ¼=2∕ + ατ + ⅛t2und darauf
χ2 = χ1, y2≈yi + tausführen, so kommt dasselbe Ergebnis.

§ 4. Dritter Typus: (UlU2') = U1f und φ1t∕1f+ φ2U2f≡∖≡O.Vorgelegt seien zwei infinitesimale Transformationen Ulf und U2f der Ebene mit verschiedenen Bahncurven, und es sei:(cτ1r2)≡rx∕∙.Wir dürfen annehmen, die Variabein seien schon so gewählt, dass Beduction' o / auf diedritte cano- nischeForm.U f= —ist. Sei:
öx ÷ η Cy ,so kommt wegen (Γ71i72)≡ 17, f:

oder: _l ⅛ =
cy dx ’ dy dy dy

g⅛__ f> ∂η__ ι⅜ , a2∕-±j
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422 Kapitel 18, §§ 4, 5.d. h. U2f hat die Form:P2∕∙≡X1(α)^ + (<, + X(s))∙^.Sicher ist hierin X1 ≡∣≡ 0, denn sonst wäre U2f von der Form (?/ -(- X) U1f, d. h. U1f und U2f hätten dieselben Bahncurven. Da X1 ξ∣≡ 0 ist, kann man durch Einführung einer passenden Function von x als neues x mit Leichtigkeit erreichen, dass insbesondere X1 ≡ x wird. Benutzt man dann noch als neues y die Grösse y -j- X(#), wodurch 
U1f nicht geändert wird, so kommen die Formen:

ττ r___ ∂f 7-z /.___ Sf . Sf
uJ=⅛' u>f=x^ + y^-Satz 6: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f 

der Ebene mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (C∕1 TJf) ≡ £7, /' 
so kann man immer durch passende Coordinatenwahl gleichzeitig U1f und 
U2f auf die Formen , x + y bringen.

Um zu erkennen, welche Operationen diese Zurückführung in derAusführung der Seduc-tiQuadra°h Praχis verlangt, seien Ulf und TJ2f in beliebigen Veränderlichen x, y turen. vorgelegt: = F7 + ⅞^ ’ = ⅛ Ex + ·Alsdann ist es, wie bewiesen, möglich, zwei Functionen £ und V) anzugeben, sodass
Sx ‘ τ*1 Sy St) ’t iL + r] ½L = r + h —

*- ∂x ' r∣2 Sy e Sι ' cι)wird. Setzen wir hierin f≡⅛, so kommt:
⅛1∂T+ιΙ11E^q>‰ ∂7 + Jy ξξ £'Wenn wir beide Gleichungen noch durch £ dividieren, tretenund auf, die sich also algebraisch berechnen lassen. Dann istlg £ durch eine Quadratur zu finden und damit auch £ zu bestimmen. Setzen wir dagegen f = ty, so kommt:+t,1 7= 1' fe ⅛- + ¾ ¾ ≡
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Vierter Typus. 423Hieraus lassen sich ~ und -l~- berechnen in der Form: 
cx oy

∣ι = yt, _}- d,wo ci, ß, γ, d Functionen von x, y sind. Dies sind zwei simultane lineare partielle Differentialgleichungen, aus denen sich bekanntlich £ durch Quadraturen finden lässt. (Man vergleiche die in § δ des 9. Kap. über ein solches Systems — damals mit (29) bezeichnet — gemachten Bemerkungen.) Man kann die Zahl der hier nötigen Quadraturen noch reducieren: Setzen wir nämlich y = λχ, wo λ eine Constante bedeute, so wird 1) eine Function von x allein und es kommt H=lf+z'B'=“^+i3++i)∙Hier ist auch in a, ß, γ, ö jedes y = λχ zu setzen. Es ist dies dann eine lineare Differentialgleichung für t). Die verkürzte Gleichung⅛ = (α + λχ)<obesitzt, wie man leicht sieht, die oben bestimmte Function £ als Lösung ω, wenn nur in ihr y — λχ gesetzt wird. Mithin bestimmt sich t) durch nur eine Quadratur (vgl. S. 150 oben), allerdings als Function von x und der Constanten λ. Setzt man dann wieder 
λ = —, so ergiebt sich die gesuchte Function 1) von x und y.Satz 7: Stehen zwei infinitesimale Transformationen Ulf und U2f 
der Ebene mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (UlU2)≡U1f, 
so hann man sie vermöge zweier Quadraturen durch Einführung neuerO Z» Q /» O /*
Variabein gleichzeitig auf die Formen ~, £ ~ + t) — bringen.

§ 5. Vierter Typus: (U1U2) = U1f und φ1Z71∕'-f- φiU2f = 0.Wir kommen nun zum letzten Fall: Die beiden infinitesimalen Transformationen U1f und U2f der Ebene sollen dieselben Eahncurven haben und in der Beziehung(v1σ,)≡σ∙1∕∙stehen.Es darf zunächst Ulf≡-^ vorausgesetzt werden, selben Bahncurven wie Uif haben soll, so ist etwa
Uif≡9Vif≡9^,

Da U2f die- Keduction auf dievierte cano- nischeForm.

∙∣∣ = α^+ ß,
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424 Kapitel 18, § 5. Kapitel 19.sodass aus ( δ71 £72) = U1f folgt: 0 9 = 1 02/ ’d. h. ρ = y + X(%) und
Utf≡(y + X(x))⅝-Benutzen wir y -j- X(xf als neues y, so bleibt U1f ungeändert,Q /»während sich U2f auf y reduciert.Satz 8: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f 

der Ebene mit denselben Bahncurven in der Beziehung (UiUf) = U1f, 
so kann man immer durch passende Coordinatenwahl beide gleichzeitig 
auf die Formen , y bringen.Ausführung Noch ist zu untersuchen, wie wir dies in Wirklichkeit durch-der Eeduc- 'tion durch führen werden. Es seien also in irgend welchen Veränderlichen x, uIntegration σ ' ∙jθ∙ gθ5∖∙1,iffgl geschrieben1. Ordnung, ö ^ ^ f~, „ ∕ 7∖ f 7∖ ∙f∖

Vif=ll⅛ + ιl%j, U2f≡,(it^+vι^)die beiden infinitesimalen Transformationen. Bewiesen ist, dass es zwei Functionen £, t) von x, y giebt, sodass:
t = K

dx ' 'l dy dt)und
∕fc df . df\_____ df

ρ (A dx ÷ 1/1 dy) — dt)wird. Hieraus folgt zunächst9 ≡ eO, yfZur Bestimmung von £ ergiebt sich, indem wir f≡⅛ setzen, nur die eine Differentialgleichung:̂ ½+¾⅛=θ∙die der gewöhnlichen Differentialgleichung 
dx dy £i = ∙häquivalent ist. Ihre Integration würde £ liefern, und £ = Const. stellt dann die gemeinsamen Bahncurven von Ulf und ZT2∕' dar. Somit hat sich hier ergeben:Satz 9: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U1f und U2f 

der Ebene mit gemeinsamen Bahncurven in der Beziehung (JJlUf)≡ U1f,
fl f fl x,

so verlangt ihre gleichzeitige Beduction auf die Formen , t) ~ im 
allgemeinen die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster 
Ordnung, nämlich der Differentialgleichung der Bahncurven.
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Vierter Typus. 425Hiermit sind alle vier Fälle erledigt. Wir haben, um es zusammenzufassen, in diesem Kapitel Folgendes gefunden:Theorem 41: Jede zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen der Ebene lässt sich auf eine der vier cano- 
nischen Formen bringen:η

' ∂x ’ ∂y 12) xQL 
ty' ∂y'

ο\ ∂f df I ∂f3) Sy ’ x Sx + ,∙, Sy '4) ίί v½L.
' ∂y , cy

Die dazxi nötigen neuen Veränderlichen x, y ergeben sich in 
den drei ersten Fällen stets durch höchstens zwei Quadraturen. 
Im letzten Fall dagegen bedarf es der Integration der Diffe
rentialgleichung der Bahnkurven.

Kapitel 19.Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen gestatten.Jetzt sind wir genügend vorbereitet, um das Problem der Inte
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 
mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, wieder in Angriff zu nehmen. Wir erkannten mit Hülfe des Satzes 5 und Theorems 38 des § 2, 17. Kap., dass wir aus den bekannten infinitesimalen Transformationen der Gleichung durch blosse Differentiations- processe in jedem Falle so viele infinitesimale Transformationen der Gleichung ableiten können, dass dieselben eine nach Theorem 39, § 3 des 17. Kap., höchstens 8-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden. Diese Gruppe enthält nach Theorem 40, § 4 des17. Kap., sicher zweigliedrige Untergruppen, und diese lassen sich, wie wir sahen, auf rein algebraischem Wege bestimmen. Demnach können wir in allen Fällen, in denen uns mehrere infinitesimale Transformationen der Differentialgleichung bekannt sind, insbesondere voraus
setzen, dass uns zwei infinitesimale Transformationen der Gleichung, etwa 
Ulf und U2f, bekannt seien, die eine zweigliedrige Gmppe bilden, d. h.
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426 Kapitel 19, §§ 1, 2.
für die entweder (U1U2')≡0 oder (U1U2')≡Ulf ist (vgl. § 1 des18. Kap.).Hiernach werden wir entsprechend den vier canonischen Formen der zweigliedrigen Gruppen nacheinander vier einzelne Probleme behandeln.
§ 1. H{x,yiy ,y,y) = 0 gestatte Uxf und U.2f, und es sei (Cr1t∕2)≡O und φ1 Ul f + φ2 C∕2 f ≡∣≡ 0.Wenn die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnungβ<A y, y, y") = θeine bekannte zweigliedrige Gruppe Ulf, U2f der ersten canonischen 
Form gestattet, so kann man nach Satz 3, § 2 des vorigen Kapitels, vermöge ziveier von einander unabhängiger Quadraturen neue Veränderliche £, b bestimmen, in denen geschrieben U1f und U2f die Formen annehmen:
Die Differentialgleichung werde dabei etwa in b''- ω(E, y, b') = 0umgewandelt. Nunmehr muss sie (vgl. Satz 4, § 1 des 16. Kap.) -∣γ und —gestatten. Nach Theorem 35, § 3 des 16. Kap., mussdaher ω frei von j und b sein. Durch Benutzung der neuen Veränderlichen £, b erhält demnach die Differentialgleichung die Gestalt: b" — ω (√) = 0und eine Quadratur giebt:e∕,^') = £ + α (flt = c°nst∙) 
oder, ausgeführt und nach b' aufgelöst:

b, = <p(e + α),sodass eine zweite Quadraturb = ^φ(ϊ + a)d(⅛ -f- a) + b (b == Const.)ergiebt.Satz 1: Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y, y, y,,^) = θ

zwei bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen mit ver
schiedenen Bahncurven, so verlangt ihre Integration höchstens vier Qua
draturen.
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom ersten und zweiten Typus. 427Wir werden später erkennen, dass das'Integrationsgeschäft vermöge einer anderen Methode sogar nur zwei von einander unabhängige Quadraturen verlangt. Allerdings treten dann unter den Integralzeichen noch arbiträre Constanten auf.In den neuen Veränderlichen £, 1) geht jede Integralcurve durch die Translationen längs der 5- und ty-Axe, also durch jede Translation überhaupt, wieder in eine Integralcurve über. Die betrachtete Classc 
von Differentialgleichungen ist also dadurch charakterisiert, dass es gelingt, 
ihre oo2 Integralcurven durch Einführung neuer Variabein in oo2 ein
ander congruente und gleichgestellte Curven zu verwandeln.

§ 2. H(χi y, y, y") = 0 gestatte U1f und U2f, und es sei (UlU2) ≡ 0 und φl C71f+ φ2 U2f = 0.Wenn die Differentialgleichung
y, y, y'') = θzwei bekannte infinitesimale Transformationen U1f, U2f von der zweiten 

canonischen Form zulässt, so führen wir nach Satz 5, § 3 des vorigen Kapitels, vermöge einer Quadratur neue Veränderliche £, t) ein, sodass 
U1f und U2f die Formen annehmen:

cf $f

Wenn die Differentialgleichung durch Einführung von £ und p etwa diese Gestalt b" - ω(£, b, b') = θ Q √1erhält, so muss sie (nach Satz 4, § 1 des 16. Kapitels) und £ gestatten. Die erstere Bedingung liefert durch Verwertung desKriteriums in Theorem 35, § 3 des 16. Kapitels, dass ω frei von tj sein muss. Alsdann giebt die zweite Bedingung, dass ω auch t)' nicht enthält. Somit lautet die in £, 1) geschriebene Differentialgleichung: b"— ω(£) = 0.Sie lässt sich ohne weiteres durch zwei Quadraturen integrieren:
b ≈ff<o(S)dw⅛ + «£ + δ («, b = Const.)Hier ergiebt sich somitSatz 2: Gestattet die Differentialgleichung Ωl(x, y, y, y") — 0 zwei 

bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben Bahn- 
curven, so verlangt ihre Integration höchstens drei Quadraturen.Auch in diesem Falle wird die später zu entwickelnde Methode zeigen, dass nur zwei von einander unabhängige Quadraturen nötig sind.
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428 Kapitel 19, § 2.jKeiipiei.j Beispiel: Sei vorgelegt die lineare Differentialgleichung zweiter 
2. Ordn. Ordnung

y" + ‰(%)y + x(ρ)y + ¾0r) = θ und seien zi, z2 zwei bekannte von einander unabhängige Barticular- 
lösungen der sogenannten verkürzten Gleichung√,+ X1(φ' +X(φ = 0.Ist dann y irgend eine Lösung der ersteren, so ist auch y -∖- clzl -f- ⅞¾ eine Lösung derselben, wenn c1, c2 Constanten bedeuten. Mit anderen Worten: Die unverkürzte Gleichung gestattet die infinitesimalen Transformationen. σ1∕∙≡¾(≈)∣i, p2∕∙=¾M∣i,denn diese erteilen y die Incremente zl8t und z2δt. Hier ist (Z711∕2) = θ und Uff' und U2f haben dieselben Bahncurven. Es liegt also der soeben betrachtete Fall vor. Wir benutzen demnach neue Veränderliche 5, lι), indem wir setzen:

∂f __ ∂f df_df
Zlüy—cV

Z VEs kommt zunächst g ≡ — · Ferner kann offenbar ϊ) ≡ — gesetzt ^1 _ # *1werden. Diese neuen Veränderlichen sind nun in die vorgelegte Differentialgleichung einzuführen. Wir wissen, dass sie dann frei von 1) und p' werden muss. Es kommt:
d” , ,

t√ = _£l = — ssiVf — dz1-zlZ.; - z;Zt>*' X „
d^' = faz∙i — z∖z^Szyy" ~ h'yj~ΛzjX ~ gι,y) (zιz*' — zi z^ dx — (zlz2, — zl, zi)i

z, „ z1z<!'—z''z„ , . zxzζ'— zl"zi
≡ ——>— ■— y — tlλ->—½-ri niy + r^-r—τ-γa Zi yzlzi — z1 z2 j ^Zι-zxziγ lj (zlzi-z1ziYNun aber ist:√'+X1√+¾≡0, < + X2√+¾≡O und danach: X≡-½-⅛∏⅛½ X≡≡⅝⅝~<⅝-.

1 21⅞ — Zi Zi ’ Z1Z2 — Z1 ZiEs wird also: 4i = —Λ-- (√' + X1y + Xy)dx zlz2 — zl zi vy , 1∙, , i,joder, da √'+X1√+Xy=-Xl1sein soll: „ _ d t)'' φ dχ _ — zty Xo (x)
' dx ' dx {zlzi' — zx,z2yi
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom zweiten Typus. 429Dies ist die gesuchte neue Differentialgleichung, wenn daraus nur noch x vermöge 0,eliminiert wird. Ihre Integration liefertt, = - Id (⅛) ∕ d ⅛) - g∖x^x) +czA + γ 
’ J ™dj ™d (¾⅞ — *1 2-d ' *1 z,wo c und γ die Integrationsconstanten bedeuten, oder, da = — ist:

»--*/* (τ)fd ⅛) (dr-√⅛ + +
Wir heben noch eine interessante Bemerkung hervor: Gestatteta^"θ0^n eine Differentialgleichung zweiter Ordnung die infinitesimalen Trans- √ ==θ∙ formationen

⅜> ∂y,so ist, wenn
y = f(z)irgend eine Particularlösung bedeutet, auch 

V = f(?) + ax + beine Lösung der Gleichung, denn die beiden infinitesimalen Transformationen lassen x ungeändert, während sie y die Iucremente dt und xöt erteilen. Die Lösung
y = ftä + ax + bist dann die allgemeinste, da sie zwei willkürliche Constanten a, b enthält. Führt man nun die neuen VeränderlichenE = #, t) = y — ∕¼)ein, so nimmt die Integralgleichung die Form an:V = «Ϊ + &·Die transformierte Differentialgleichung ist daher die Gleichung 9" = 0,da diese die soeben angegebene allgemeine Lösung hat.

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei Veränderlichen, 
welche zwei vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben 
Bahncurven gestattet, lässt sich also durch Einführung passender neuer 
Variabein auf die Form

y,' = 0

bringen; oder auch: Ihre oo2 Integralcurven lassen sich in die oo2 Ge
raden der Ebene überführen.
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430 Kapitel 19, §§ 2, 3, 4.Da die Gleichung y" = 0 gerade acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet, so folgt rückwärts, dass eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche zwei vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben Bahncurven zulässt, ausser diesen noch sechs unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet.§ 3. y, y', y") = 0 gestatte Ulf und U2f, und es sei (U1U2) = U1f und φ1 U1f + φ2 U2f =]≡ 0.Die vorgelegte Differentialgleichung
y, y, y") = °soll nunmehr zwei bekannte infinitesimale Transformationen Uif, U2f 

vom dritten Typus gestatten. Wie Satz 7, § 4 des 18. Kapitels, lehrt, gelingt es uns alsdann, durch zwei Quadraturen neue Veränderliche g, t) einzuführen, in denen TJ1f, U2f die Formen haben:
∂⅛, ⅛ dt * ' dt)Gleichzeitig wird £1 == 0 etwa in die Gleichung t∣" = ω(g, ^')O ∕∙ £ s* Q -Cverwandelt. Wir wissen dann, dass sie und g -j- l) gestattet.Q /»Da sie zulässt, so ist sie nach Theorem 35 frei von tj. Ferner, dasie g -{- t) zulässt, muss nach demselben Satze sein:t δω __  ∏ω + ⅛ = θ'd. h. g ⅛ ω __ ___ £

⅛ ~ ϊoder, da ω schon von l) frei ist:_ φ(t)')o =----- ,S ,sodass die Differentialgleichung in den neuen Veränderlichen g, t) die Form hat:∙, h" = qp⅛').Diese aber ist durch Quadraturen integrabel. Sie lässt sich nämlich so schreiben:
d\)’ _ dp 

φ (V) ϊ ’sodass eine Quadratur liefert:
f (a = Const.).
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom dritten und vierten Typus. 431Führt man die Quadratur aus und löst nach auf, so kommt etwa t)' = ≠(lg £ + «)und eine Quadratur giebtt, = ∕^(lg £ + a) i/£ + b (b≈ Const.).Satz 3: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
&(*, y> y, y") = θ

zwei bekannte infinitesimale Transformationen U1f, U2f, zwischen denen 
die Beziehung (t∕1C∕2) = ^ι∕ besteht, und welche verschiedene Bahncurven 
haben, so verlangt ihre Integration höchstens vier Quadraturen.Auch in diesem Falle leistet eine spätere Methode mehr, indem sie die Integration vermöge zweier Quadraturen erledigt.
§ 4. &(x, y, y y") = 0 gestatte Ulf und U2f, und es sei (C71 U2)≡ Ulf und φ1 U1f + φ2 U2f ≡ 0.Wir kommen zum letzten Fall, dem vierten Typus. Wenn die Differentialgleichung ßfo y, y, y') = θzwei infinitesimale Transformationen C71∕*, U2f des vierten Typus zu- lässt, so können wir zunächst nach Satz 9 des §5, 18. Kapitel durch Bestimmung der Bahncurven von TJff, also durch Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung solche neue Veränderliche £, Ij einführen, dass U1f und U2f die Formen erhalten:

<LL
St), ' ∂t),während etwa ii = 0 übergehe in*>"=«(£, t), O

o PDiese Gleichung muss ∙τΛ gestatten, d. h. nach Theorem 35 ist sie
q Pfrei von t). Auch soll sie l) ~ zulassen. Daher giebt dasselbe Theorem noch die Bedingung

Soa λ 
⅜∙≡θoder: g lg ω _____ 1 

dy tsf ’d. h. es ist ω ≡φ⅛)t∣,.Durch Einführung der neuen Veränderlichen £, t) nimmt somit unsere Differentialgleichung die Form an:
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432 Kapitel 19, § 4.
9" = <pW,und eine Quadratur liefert:lg t)' =J ∣φ(i)i⅞ + lg a (a = Const.)oder t,' = α<.∙Λ,<ti"∖sodass eine zweite Quadratur giebt:t) = aJeS,p^dιd% + 6 (b = Const.).Satz 4: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y, y, y') = θ
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U1f, U2f mit denselben 
Bahncurven, und besteht zwischen Ulf und U2f die Beziehung (U1Uf)≡ U1f, 
so verlangt ihre Integration höchstens die Integration einer Differential
gleichung erster Ordnung und zwei Quadraturen.Zu bemerken ist, dass auch in diesem hier schwierigsten Falle unsere später zu entwickelnde Methode die Integration durch zwei Quadraturen völlig erledigt.verkürzte Beispiel: Vorgelegt sei die sogen, verkürzte lineare Differential- 1⅛∙ θ1^1∙ gleichung zweiter Ordnung:

y' + ¾C⅜' + %∖χ)y = o.Ferner sei eine Particularlösung y == z(P) derselben bekannt. Ist dann 
y irgend eine Lösung der Gleichung, so sind auch y -f- cz und cy Lösungen, d. h. die Differentialgleichung gestattet die infinitesimalen Transformationen

Hier ist (JJiUf)≡ Ulf und U1f und U2f haben dieselben Bahncurven. Es liegt demnach der soeben betrachtete Fall vor. Wir führen nach unserer Methode neue Veränderliche j, t) ein, indem wir setzen: 8f df df df
Z dy d*)’ dy di)Offenbar können wir hier r = z und l) = -~ setzen. Die Differential-7 z(x)gleichung erster Ordnung, von der im Satz 4 die Rede war, ist also hier sofort integriert. Nun wird:und daher, da £ = x ist:√ ≡ ∕ b +√'≡≡√'b + 2√t∕ + <,sodass
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom vierten Typus. 433
y" + X1√ + Xy≡ V' + X1∕ + Xf>⅛ + W + X1ff}ff + < wird. Da aber z eine Particularlösung ist, so fällt das erste Glied rechts fort. In den neuen Veränderlichen lautet die Differentialgleichung daher: t)" + (2≤ + x1⅛))tl'=0.Der in Klammer stehende Ausdruck enthält nur £. Daher giebt die Integration: . f -f(2≤ + ⅛)dr

t) = I ce j ∖ z ’ i/j + γ,wo c und γ die Integrationsconstanten bedeuten. Mithin kommt schliesslich, da £ = x und t) = ~ ist:
y = z(x) I ce j ' z ' dx -∖- γz(x).

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welchea/ a/
ν oygestattet, besitzt, wenn y == f(x) irgend eine Particularlösung ist, die allgemeine Integralgleichung:

y = /0) + W + &·Setzt man y — f(x') = fi, y == £, so kommt die Integralgleichung t) = a£ -f- b,deren zugehörige Differentialgleichung lautet t)" = 0.Mithin folgt wie in § 2: Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
zwei Veränderlichen, welche eine zweigliedrige Gruppe von nicht ver
tauschbaren infinitesimalen Transformationen mit denselben Bahncurven 
gestattet, lässt sich durch Einführung passender neuer Variabein auf die 
Form y" = 0 bringen.Auch hier können wir weiter schliessen: Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche zwei nicht vertauschbare infinitesimale Transformationen zulässt, gestattet ausserdem noch sechs unabhängige infinitesimale Transformationen.

Reduction auf die Formy" = o.

Lie, Differentialgleichungen. 28
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434 Kapitel 20, § 1.
Kapitel 20.Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung in drei Veränderlichen, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestattet.Wir haben im vorhergehenden Kapitel des öfteren auf eine später zu entwickelnde bessere Integrationsmethode der Differentialgleichungen 1Ω(ic, y, y, y") = 0 hingewiesen, welche zwei bekannte Transformationen zulassen. Diese Methode stützt sich darauf, dass wir an Stelle der Gleichung ii — 0 die äquivalente lineare partielle Differentialgleichung in den drei Veränderlichen x, y, y betrachten, die wir schon in Satz 7, § 3 des 16. Kapitels, benutzt haben.Aus diesem Grunde wird es dem Leser verständlich sein, weshalb wir hier eingehend ein Problem behandeln, mit dem wir uns schon früher, allerdings in allgemeinerer Fassung, beschäftigt haben, nämlich mit der Integration einer beliebigen linearen partiellen Differential

gleichung in drei Veränderlichen, welche bekannte infinitesimale Trans
formationen gestattet.

§ 1. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af = 0 in 
x, y, z, welche eine bekannte infinitesimale Transformation gestattet.Es sei vorgelegt die lineare partielle Differentialgleichung<≡xI + yf+ zsi = θin x, y, z. Wie wir wissen, lässt sie jede infinitesimale Transformation von der Form $Af zu (nach Theorem 29, § 2 des 15. Kapitels). Eine solche infinitesimale Transformation, die ja nichts neues aussagt, nennen wir trivial.Es möge nun

ττf__ t ∖ ∂f \ dfε^=⅛ + ,j ⅜ + ⅛eine bekannte nicht triviale infinitesimale Transformation der Gleichung 
Af = 0 sein. Wir fragen uns, wie wir sie zur Integration von Af—0 verwerten können.Nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kapitels) hat (f7A) die Form
U(A∕')-A(U∩≡HAf,

wo λ eine Function von x, y, z ist. Betrachten wir nun die beiden linearen partiellen DifferentialgleichungenJ∕∙=0, Dr∕∙=≈0,
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Iαtegr. einer part. Diffgl. Af = 0 in x, y, z, welche e. inf. Trf. gestattet. 435so lehrt vorstehende Beziehung nach Theorem 12 (§ 3 des 10. Kapitels), dass sie eine gemeinsame Lösung f = φ(x, y, z} besitzen oder also 
ein sogenanntes vollständiges System bilden.Diese gemeinsame Lösung cp lässt sich nach einem von Dubois- Erste lö-ο ο t sung vonReymond angegebenen Principe durch Integration einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen be- κewθ stimmen. Denn interpretieren wir, um diese Integrationsmethode an- zw∙ »> v- schaulich zu machen, x, y, z als Punktcoordinaten des Raumes, so definiert das vollständige System Λf=0, Uf = 0 ∞1 Flächen:φ (rr, y, z) = Const.des Raumes. Wie wir schon in Satz 4, § 3 des 10. Kapitels, bemerkt haben, lassen sich diese oo1 Flächen auch dadurch definieren, dass auf einer beliebigen derselben x, y, z solche Incremente dx, dy, dz haben, welche der totalen Differentialgleichung(1) (Γξ - Zη)dx + (Zξ - Xξ)dy + (Χη — Yζ)dz = 0genügen. Schneiden wir nun diese oo1 Flächen φ = Const. durch die Ebene(2) z = x + ay,wo a irgend eine Constante sei, so erhalten wir ∞1 Curven, und diese werden eine gewisse Differentialgleichung zwischen x, y erfüllen. Um diese Differentialgleichung zu finden, eliminieren wir vermöge (2) und

dz = dx -f- ady
z und dz aus (1) und erhalten sie dadurch in der Form(3) u(x, y, a)dx + v(x, y, a)dy == 0.Hat man diese Differentialgleichung bei beliebigem Werte der Con- stanten a integriert, so findet man auch leicht alle jene oo1 Flächen, da man dann ihre ∞2 Schnittlinien mit allen Ebenen z = x + ay kennt. Fasst man nämlich unter den oo'2 Curven alle zusammen, welche durch einen Punkt der Axe des Ebenenbüschels z = x -(- ay hindurchgehen, so bilden dieselben im allgemeinen eine der gesuchten Integralflächen.Ist also etwa

ψ (x, y, a) = Const.das Integral von (3), so ist, wenn a durch (2) eliminiert wird: 
φ≡≡ψ(x, y, z~2γ~) ≈ Const.die Gleichung der oo1 Flächen, und somit ist die gemeinsame Lösung 

φ(x, y, z) von Af = 0 und Uf — 0 durch Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung (3) von erster Ordnung in x, y gefunden.28*
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436 Kapitel 20, § 1.Der Leser bemerke, dass das in § 4 des 18. Kap. benutzte Integrationsverfahren auf einem ähnlichen geometrischen Gedankengange beruht.Wir können also nunmehr die gemeinsame Lösung φ(x,y,z) von 
Af = 0 und Uf = 0 als gefunden betrachten. Es handelt sich zur vollständigen Integration von Af = 0 nun noch um die Bestimmung einer zweiten Lösung der Gleichung Af = 0. Dies verlangt, wie wir sehen werden, nur eine Quadratur.zweite lö- Zu diesem Zwecke sei vorausgesetzt, <p enthalte etwa z wirklich.sung von σ ι τ«uitciTehie Alsdann können x, y, φ an Stelle von x, y, z als Veränderliche be- Quadratur. nu∣zfι werden. In diesen neuen Veränderlichen wird Af zu

-i> λ Vf I λ Vf I λ Vf
At= Ax Wχ ÷ Äy ⅜ + A(P 8ψoder, da Aφ = 0 ist und aus Ax, Ay die Veränderliche z zu eliminieren ist, etwa:

Äf ≡ a{x, y, φ) + β(x, y,φ)⅜L = Qund analog nimmt Uf etwa diese Form an:CΓ∕'≡ γ(x, y,<fi⅜t+ δ (x, y,φ)^∙In der Gleichung Af = 0 kommt kein DifFerentialquotient nach φ vor. Auch transformiert Uf diese Variabele nicht. Mithin spielt sie nur noch die Rolle einer arbiträren Constanten, und x, y allein treten als wirkliche Veränderliche auf.Jetzt liegt folglich das Problem vor, die Gleichung Af = 0 in 
x, y, die noch φ enthält, zu integrieren, welche die bekannte infinitesimale Transformation Uf in x, y, die auch φ enthält, gestattet. Dies verlangt nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kapitels) nur eine Qua
dratur, indem die zu Af == 0 äquivalente gewöhnliche Differentialgleichung

ady — ßdx = 0den Integrabilitätsfactor
1

ad — βγbesitzt, indem ad — βγ ≡∣ξ 0 ist, sodass
__ Γ_____ «fr, y, φy)dy — ßfr, y, φ')dx_____

^, J a(x,y, φ) δ(x, y, φ) — ßfr, y, φ) yfr, y, φ)die gesuchte zweite Lösung ist. Hierin ist die Integration so auszuführen, als ob φ eine Constante wäre, und erst nachher ist unter 
φ die früher gefundene Function φ(x, y, z) zu verstehen.
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Integr. einer part. Ditfgl. Af = 0 in xl y, z, welche e. inf. Trf. gestattet. 437Also hat sich ergeben:Theorem 42: Gestattet eine lineare partielle Differential
gleichung

Af=X^- + + = 0
' ox 1 oy 1 Gz

in drei Veränderlichen x, y, z eine bekannte nicht triviale in
finitesimale Transformation, so verlangt ihre Integration nur 
die Integration einer gewissen gewöhnlichen Differentialglei
chung erster Ordnung in x, y und eine Quadratur.

Beispiele

oder
ydx — xdy = 0.Diese Gleichung ist frei von a und nützt deshalb zur Integration nichts, denn sie sagt nur aus, dass die Integralflächen die Ebenen z = x

fCin den Geraden — = Const. schneiden, welche sämtlich die Axe des 
VEbenenbüschels in demselben Punkt treffen.Wir werden also andere Schnittebenen benutzen, etwa diese:y = » + «.Wenn wir diesen Wert und dy = dx in die totale Gleichung einführen, so kommt:

1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
Λf≡ (z2 + y2 + ys) + (z2 + y2 — χg)^ + (xz + yz} = 0 gestattet die infinitesimale Transformation

τjf=x^S^ + vS^ + e~Sι'denn es ist
(UA}≡≡Af.

Af = 0 und Uf = 0 bilden also ein vollständiges System, das der totalen Differentialgleichung
dx dy dz

x2 + y2 + yz χ2 y2 — xz xz + yz =0
äquivalent ist, das ausgeschrieben so lautet:

xzdx + yzdy — (x2 + y2}dz = 0.Um diese zu integrieren, setzen wir
z = x + ayund erhalten

x(x + ay}dx + y(x + ay)dy — (x2 4“ 2∕2) (dχ + ady) = θ
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438 Kapitel 20, §§ 1, 2.-⅛* — (2rc2 + 2αz -⅛- α2)<^ = θoder
2a? + a ■■ dx — - = 0 2rc2 + 2αzκ 4- ai zd. h. integriert:⅜ lg (2rc2 + 2ax + α2) — lg z = Const.oder:

ψ = E⅛+⅛l+j ≈ Court.
2Um hieraus das Integral der totalen Gleichung zu finden, haben wir wieder a — y — x zu eliminieren und erhalten:„__ V®2 + 2/2V = ------In der That ist Aφ = 0, Ucp ≡ 0.Nunmehr benutzen wir x, y und cp als Veränderliche, indem wirg == ^χ2 + φeliminieren. Dadurch kommt:

Λf≡ (®s + y2 + f + y2) ⅛ + (χ1'+y2- ^2 + y2) ¾=° und
γγr___  ∂f, ∂fjjf=χ-⅛ + y -&>sodass die zweite Lösung χ von Af = 0 lautet:

f*(χi + yi ÷ y^a + 2∕2) dy — (χ2 + y2 — ~^χ2 ÷ y2)dx

J (®2 + yi + ζ y«2 + yi) y — (χi + yt — ~ Vχ2 + y2)x≡ lg (^j∕z2 + y2 — cp (x — t,)).Setzt mau nun für cp seinen Wert ein, so kommt:X ≡ lg VA2 A y2 — ⅛ z + lg (z — x + yf
2. Beispiel: Die geometrische Bedeutung unserer Theorie tritt an folgendem Beispiel deutlich hervor. Angenommen, es sei uns bekannt, dass die lineare partielle Differentialgleichung:

' ∂χ Sy ' Szdie infinitesimale Verschraubung längs der £-Axe:
τr∠∙- Sf . df , Sf Of=-ysi + x»i + mwigestatte. Jede Charakteristik von Af = 0 wird bei fortwährender Ausübung von Uf in Schraubenbewegung längs der #-Axe hingeführt,
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Integr. einer part. Difi'gl. Af = 0 in x, y, 2, welche zwei inf. Trf. gestattet. 439indem sie immer wieder in eine Charakteristik übergeht. Sie beschreibt dadurch eine Fläche, welche oo1 Charakteristiken von Af==0 und ∞1 Bahncurven von Uf, nämlich Schraubenlinien oder Charakteristiken von TJf=Q, enthält. Jede solche Fläche, deren es ∞1 giebt, ist demnach gemeinsame Integralfläche von ALf=O und TJf = 0.Ist ω die Lösung des vollständigen Systems Af = 0, TJf = 0, so stellt 
co = Const. jene ∞1 Flächen, die wir Schraubenflächen nennen, dar.Nach unserer Theorie lässt sich ω durch Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen auffinden. Wir schneiden nämlich die ∞1 Flächen ω = Const. durch oo1 Ebenen und stellen die Differentialgleichung für die ∞1 Schnittcurven mit einer beliebigen dieser Ebenen auf. Oben wählten wir als schneidende Ebenen die Schar z = x -f- ay. Wir könnten auch die Ebenen y = ax benutzen, die durch die £-Axe gehen. Alsdann würde sich eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und z ergeben.Betrachten wir nun diese oc1 Schraubenflächen als gefunden, so ist es auch geometrisch klar, dass wir dann die Charakteristiken von J∕=0, also auch die allgemeinste Lösung von Af = 0, durch eine Quadratur bestimmen können, denn die oo1 auf einer dieser Schraubenflächen gelegenen Charakteristiken gestatten die infinitesimale Verschraubung t∕∕, längs der £-Axe. Ihre Projectionen auf die (⅛ι∕)-Ebene, die durch eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y gegeben werden, gestatten demnach die infinitesimale Rotation um den Anfangspunkt:77/-__ . df
uf=-y i,xΛ-χwNach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kapitels) ist also ihre Differentialgleichung durch Quadratur integrierbar.§ 2. Integration einer partiellen Differentialgleichung A f' = 0 in 
X, y, z, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen gestattet.Noch mehr wird sich natürlich die Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung in x, y, z:

Af=≡X⅛ + Y⅛ + Z∣^=0 
’ ox 1 oy 1 ozvereinfachen lassen, wenn sie zwei wesentlich verschiedene bekannte infinitesimale Transformationen TJ1f und U2f gestattet. Dabei nennen wir, wie in § 3 des 15. Kapitels, Ulf und TJ2f wesentlich ver schieden wenn keine Relation zwischen U,f, U9f und ALf besteht von der Form:dene“f TrJConst. C71∕, Const. i∕2∕, -f- y, z} Af = 0;
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440 Kapitel 20, § 2.denn mit U1f gestattet Af = 0 auch jede infinitesimale Transformation von der Form Const. U1f' -f- $Af.Wohl aber kann zwischen Ulf, U2f und Af eine Relation mit va- 
riabeln Coefficienten bestehen:

ßi U1f + ß2 Cg/* 4" tχAf — 0,in der also β1, ß2, a Functionen von x, y, z sind und ∣i keine blosse PsConstante ist. Demnach unterscheiden wir zwei Fälle, die wir nach einander betrachten.
Hauptfaii: Erstens: Es bestehe keine lineare Relation zwischen U1f, U2f und Af.κθion zw.a Nach Theorem 30 (§ 3 des 15. Kap.) gestattet Af = 0 auch dietj∕. i∩finit,esimale Transformation (UlUf). Da sich jede infinitesimale Transformation in x, y, z in ganz bestimmter Weise linear durch TJ1f, U2f und Af ausdrückt, weil zwischen diesen dreien selbst keine lineareRelation besteht, so ist auch etwa:(4) {UlUf) ≡ μlU1f 4- μiU2f + vAf.Hier sind also μ1, μ2, v bekannte Functionen von x,y,z. Nach Theorem 31 (§ 3 des 15. Kap.) sind nun μ1 und μ2 Lösungen von Af = 0 oder Constanten. Auch sind dann, weil Af = 0 die infinitesimalen Transformationen Uif und U2f gestattet, U1μl, U1μ2, U2μ1, U2μ2 Lösungen oder Constanten. Auch wenn wir (LrlZ72) auf fh θi^er f⅛ ausführen, müssen sich solche ergeben. Aber wegen (4) ergiebt sich dadurch keine von der vorher angegebenen unabhängige Lösung. Ferner gestattet Af==0 nun auch (U1(UlU2)) und (U2(U1Uf)). Nach (4) ist:(σ,(P1P2)) ≡ Utμ1 ■ U,f+ U1[l2 ■ U2f + μ2(U1U2) + 9Λf, wo p eine gewisse für uns gleichgültige Function bedeutet. Dieser Ausdruck, aus dem sich noch nach (4) (U1U2) eliminieren lässt, giebt:(P1(P1¾)) = (U1μ1 + μ,μ2)Utf + (Ulμ2 + <⅛2) V,f + ff Af Nach dem Theorem 31 sind also i∕1μ1 + μiμ2 und U1μ2 + μ22 Lösungen von Af = 0 oder Constanten. Offenbar sind sie von den oben angegebenen Lösungen abhängig, sagen also nichts neues aus. Dasselbe ergiebt sich, wenn wir (U2(U1U2)) bilden. Somit folgt, dass in dem vorliegenden Falle nur die sechs Grössen

iil, fi2 ? ∣∙il> ti2 5 P,l} 2 P,2als eventuelle Lösungen von Äf=Q berücksichtigt zu werden brauchen, indem die in §§ 3, 4 des 15. Kapitels entwickelten Hülfsmittel zur Aufstellung neuer Lösungen nichts weiter ergeben.Erster Da Af == 0 nur zwei von einander unabhängige Lösungen besitzt,so folgt, dass sich jene sechs Grössen notwendig auf höchstens zwei
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Integr. einer part. Diffgl. Af — 0 in x, y, z, welche zwei inf. Trf. gestattet. 441von einander unabhängige reducieren. Sind es gerade zwei, so ist das Integrationsgeschäft beendet.Es kann aber auch ein treten, dass sich so nur eine Lösung ergiebt, oder aber, dass alle jene sechs Grössen nur Constanten sind.Ergiebt sich eine Lösung cp, so verfahren wir am einfachsten so: u^ζeθrifθ1r1 Es sind in diesem Falle U1cρ und U2cp Functionen von φ allein:
U1φ≡≡fll (cp), U2φ≡≡a2(cp).Wir bilden die infinitesimale TransformationΓf≡ ¾(φ) ∙ U1f- ^1(φ) ∙ U2f, welche Af == 0 gestattet. In der That ist wegen Aφ = 0:

(VA) ≡ ⅜(U1A) - aι(⅛A),d. h. da nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kap.) (UlA) und (t72√4) die Form λAf haben, so hat auch (VA) diese Form. Dass Af = 0 die infinitesimale Transformation Vf gestattet, folgt auch aus den in § 4 des 15. Kap. gemachten Bemerkungen ohne weiteres. Auch ist jetzt: 
Vcp ≡ii,2 ■ U1cρ — ii1 ∙ U2<p ≡ ii2ii1 — ii1ii2 ≡ 0.Die beiden Gleichungen:

Af≈0, Vf=0bilden demnach ein vollständiges System mit der Lösung φ, die uns schon bekannt ist. Indem man etwa x, y, cp als Veränderliche an Stelle von x, y, z einführt, findet mau wie in § 1 eine zweite Losung von Af = 0 durch eine Quadratur.Dass sich eine zweite Lösung durch Quadratur ergiebt, folgt kürzer, aber weniger elementar, auch so: Ist
TT f— t ∂f , c>f..∂f ττf.∂f, Sf.f,8fU'f = ⅛ ÷ ⅜ + 8z> U*f = ξ2so besitzt Af = 0 nach Theorem 32 (§ 5 des 15. Kap.) den Multiplicator x r z1 : ⅞ι 77ι ?i j⅞2 1∕2 ⅛d. h. nach Jacob?s Theorie lässt sich zur bekannten Lösung φ eine zweite durch Quadratur angeben.Nun bleibt noch die Annahme übrig, dass alle sechs Grössen Dritter 

g1, μ2, Ug bloss Constanten sind, also insbesondere
(U1U2) ≡ c1U1f-∖-c2U2fv Afwird (c1, c2 = Const.). Bei dieser Annahme sind wieder zwei Mög-
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442 Kapitel 20, § 2.

Erste Möglichkeit in diesem Unterfalle.

lichkeiten zu unterscheiden: Entweder sind cl und c2 beide Null oder nicht. Im letzteren Falle können wir (wie in § 1 des 18. Kapitels bei den zweigliedrigen Gruppen) leicht erreichen, dass c1 = 1, c2 = 0wird, indem wir nämlich, wenn etwa c1 =f= 0 ist, U1f + — U2f und C1
— U2f an Stelle von TJ-if und U2f als die beiden infinitesimalen Trans- 
cιformationen benutzen. Demnach liegen die beiden Möglichkeiten vor: 

(UxUf)≡vAf und (U1U2)≡≡ Ulf + vAf.Sei also zunächst:
(UxU2}≡ΞvAf.Sicherlich bilden

Af = 0 und Uxf = 0wegen (UxA) = λlAf (nach Theorem 29, § 2 des 15. Kap.) ein vollständiges System, (Vgl. § 3 des 10. Kap.) Es sei φ die unbekannte Lösung desselben. Es ist etwa:
(U2A')≡≡λ2Afund wir haben also:

U2(,Λ∩ - A(Uif) = λ2Af,
Ul(Uif)- Ut(JJ1f)≡vAf.Setzen wir hierin f= cp, so ergiebt sich, da Aφ ≡ Ulφ = 0 ist: 
A(U2φ)≡0, Ul(Uiφ)≡0,d. h. U2φ ist Lösung des vollständigen Systems, mithin eine Function von φ allein: Z72φ≡1β(φ),denn es ist die allgemeinste Lösung des vollständigen Systems eine arbiträre Function von φ. Wir können uns unter φ immer die Lösung des Systems vorstellen, für die C∕2φ≡l ist. Denn ist dies nicht der Fall, so ist: C⅞(ω(φ)) ≡ ω'(φ)ii(φ),und dies lässt sich durch passende Wahl von ω(φ) immer gleich Eins machen, da ii(φ) φ 0 ist. Wäre nämlich <i(φ)≡0, so hätten wir 

U1φ = 0, U2φ = 0, Aφ≡0, d. h. zwischen Af, U1f, U2f bestände gegen die Voraussetzung eine lineare Relation, indem die Determinante
X Y z £1 17ι £1 ⅞2 ili ^2sein würde, für welche: Es hat sich also ergeben, dass eine Function φ existiert,

≡0
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Integr. einer part. Diffgl. Af ≈ 0 in rc, y, z, welche zwei inf. Trf. gestattet 443+ Γ∣φ-+ Z ∣^≡0,
Ύ ∂x , ∂y 1 cz ’

ττ __  j- 8 φ i λλ fP i -------λσι<Ρ = 5ι^ + Ί.^ + ?ΐ9ί = Ο.⅞φ = £2 gx + ¾ + ⅛ = 1ist. Hieraus lassen sich bestimmen, und es ergiebt sichmithin φ selbst durch eine Quadratur in der Form:
dx dy dz

r X Y z m — / ⅜1 Vi £1
φ — / x y z£1 rlι £1 ∣G 1i £2Ganz analog hätten wir zeigen können, dass es eine Function ≠ geben muss, für die Λψ ≡ 0, Ulψ =— 1, U2ψ = 0 ist, sodass dieselbe sicher von φ unabhängig ist, da sonst i71√>≡0 wäre, und sich durch eine Quadratur ergiebt in der Form:

dx dy dz
X Y z—12___ 772___ &—
X Y z_ ⅛ι iJι ?i£2 rli ⅛2Bemerkenswert ist, dass die beiden Quadraturen, welche die Lösungen φ und von Af = 0 ergeben, von einander unabhängig sind.

Nun kommen wir zu dem Fall, dass(r1σ2)≡ uj+ vAfist. Alsdann bilden
Hf=O, U1f≈Q>

Zwoite Möglichkeit im dritten Unterfalle.
ein vollständiges System, dessen unbekannte Lösung φ heissen möge. Es ist etwa (^U2A) = λ2Af, und aus den Gleichungen:

P,W) - A(utf) ≡f,(⅞Λ - U,(Ulf)≡Uif + vAffolgt, wenn wir darin f≡φ setzen, wegen Aφ ≡ U1φ = 0, dass (wie im vorigen -Falle) U2<p eine Function von φ allein ist, und demnach ergiebt sich (wie im vorigen Falle) φ selbst durch eine Quadratur in der Form:
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444 - Kapitel 20, § 2,
dx dy dz 

∩ X Y z
φ = /  ii____ &__
V — I X Y Z

ij £l jJl £l% £iSomit ist eine Lösung von Af = 0 gefunden. Diese führen wir, wenn sie etwa von z nicht unabhängig ist, neben x und y als Veränderliche ein. Dadurch geht Af = 0 über in:jf≡≡^⅛ + Λ>,^ = θ, weil √Lφ≡O ist, und Ulf in:
weil auch Z71φ≡0 ist. Hierin sind die Coefficienten Functionen von x, y, φ, und φ spielt die Rolle eines Parameters, da φ von U1f nicht transformiert wird. Af = 0 ist einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x, y äquivalent, die auch φ enthält, und diese gestattet TJf, sodass sich das Integral (wie in § 1) durch eine Quadratur nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) ergiebt. Man bemerke, dass in diesem Falle die beiden Quadraturen nicht von 
einander unabhängig sind, wie im vorigen.Fassen wir alles zusammen, so hat sich also ergeben:Theorem 43: Gestattet die lineare partielle Differential
gleichung

Af≡X^- + Y~- + Z-∣^ = 0 

' ox 1 Oy 1 dz

zwei bekannte infinitesimale Transformationen Uif und U2f, 
welche keine lineare Delation

PAx> V> U1f + β2(x, y, z) U2f + a(x, y, e)Af≡ 0
erfüllen, so verlangt die Integration von Af≡0 höchstens 
Zivei Quadraturen.neut«ngCdes IQ betreff der beiden zuletzt betrachteten Fälle, in denen 

Unterfalles. (U1U2) ≡≡ C1U1f + C,U2f+vAfist, bemerken wir noch Folgendes: Sind φ und ψ zwei von einander unabhängige Lösungen von Af — 0, und ist χ eine Function, für die √lχ= 1 ist (und die es immer giebt), so sind φ, ψ, χ von einander unabhängig, und man kann sie als neue Veränderliche an Stelle von x, y, z einführen. Alsdann wird
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Integr. einer part. Diffgl. Af = 0 in x, y, z, welche zwei inf. Trf. gestattet. 445
Af=dlf~8χ,

ττ ττ W I n l ∂f , ττ ∂f

ττ f- τr , TT l _i_ TTu2f= r2φ^- + σ2ψ^r + ⅛^-∙Auch sind Ulφ, C71ιp, U2φ, U2-ψ als Lösungen von Af==O Functionen von φ und ip allein; also ist etwa:
U1φ≡ 1Q11 (φ, -ψ), Upψ≡ Λ12 (φ, ψ)∙,ZT2φ ≡ ,Ω21(φ, ψ), Cr2ψ ≡ Λ22(φ, ψ),sodass:

77∙ f— o _L Ο _L TT ?fuif— Λu + ‰ ∂ψ + U1χ ,

ττs- o df _i_ o _i_ TT dfU2f= ß21 + ¾ + ‰ ä?wird. Lassen wir hierin die letzten Glieder fort, so sind die verkürzten infinitesimalen Transformationen:
TJ f~ fl -4- fl — t7χ∕ — iill gφ I ,
U fz== fl -4- ££½Z- i⅞l gφ -f- i⅛2 gψimmer noch solche, welche Af = 0 gestattet, denn sie vertauschen die Charakteristiken φ — Const., ψ = Const. von Af == 0 unter einander, da die ii Functionen von φ und φ allein sind. Es war nun

(U1U2) = clU1f+ c2U2f + vAf.Die neuen Formen .von U1f U2f Af geschrieben in φ, ψ, χ, zeigen, dass alsdann auch
(σiu2)≡c1ulf+ c2u2fist, d. h. die verkürzten infinitesimalen Transformationen Z71∕,, U2f bilden 

eine zweigliedrige Gruppe. Dies ist die begriffliche Deutung der beiden zuletzt betrachteten Fälle.Nachdem nunmehr der erste Hauptfall erledigt ist, kommen wir zum zweiten. Also:Zweitens: Es bestehe eine lineare Relation zwischen Af, U,f und U9f: zweiter', 11 i' Hauptfall:∕W + /W+ aAf- 0, X“-
wo also ~ = φ keine blosse (konstante sein soll, da sonst eine der infini-σι*f, i"z, rstesimalen Transformationen trivial wäre.In diesem Falle ist, indem wir β2 ≡]ξ 0 voraussetzen dürfen:

U2f≡- <f>V1f- ~ Af≡≡- φU1f+ gAfund also nach Theorem 31 (§ 3 des 15. Kap.) φ eine Lösung von 
Af = 0. Sicher ist, da Af = 0 die infinitesimale Transformation i71∕*
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446 Kapitel 20, §§ 2, 3.gestattet, U1φ eine Lösung von Af — 0 oder eine Constante. (Dasselbe gilt von TJ2ff), aber es ist offenbar U2φ =— φU1<p, d. h. es vntMfan *sfc anhängig von φ und U1φ, giebt also nichts neues.) Ist Ulφ eine von φ unabhängige Function, so ist sie eine zweite Lösung von
Af = 0, und das Integrationsgeschäft ist zu Ende.x⅛tθr⅛n Wenn aber U1φ nur eine Function von φ oder eine Constante ist, so liefern die in § 4 des 15. Kap. gegebenen Mittel keine neue Lösung, denn es ist dann U2φ eine Function von φ allein und ferner ist (U1U2) von der Form λ(φ) Ulf + öAf. Um eine zweite Lösung zu finden, verfahren wir vielmehr so: Wenn φ etwa z wirklich enthält, so können wir x, y und φ als neue Veränderliche einführen. Dadurch geht Af über in:

1f≡ ax‰+λV ⅜>weil Aφ = 0 ist, und U1f geht über in:p,f≡ Ulx ⅛ + Oly ⅛ + U1,f ff

U2f hat keinen Nutzen weiter, da wegen der Kenntnis von Uif und φΛi,,gHchkrit nunraehr U2f als trivial zu betrachten ist. Ist nun Z71φ≡}≡0, so hat unterui™. Ulf zur Integration der Gleichung √41∕=0, welche U1f gestattet, keinerlei Wert, denn J7^1∕, transformiert ausser x, y auch φ, das in 
Af — 0 nur die Rolle eines Parameters spielt. Es wird dies einleuchtend sein, wenn wir ein Beispiel nehmen: Z. B. gestattet dieDifferentialgleichung X(¾2∕)⅛+ ¾!Z)¾ = 0
die infinitesimale Transformation , wenn wir sie als Differentialgleichung in x, y, z auffassen, aber offenbar kann dies zur Integration der Differentialgleichung nichts beitragen. Ähnlich verhält es sich überhaupt, sobald I∕1∕' die Veränderliche φ wirklich transformiert. Wenn also C∕1φ≡[≡O ist, so haben wir noch Af — 0, d. h. eine ge
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Veränderlichen, zu integrieren.Ist dagegen Uφ ≡ 0, so transformiert TJf die Veränderliche φ gar nicht und kann als infinitesimale Transformation in x, y aufZweite Möglichkeit des letzten Unterfalles. gefasst werden, welche Af = 0 invariant lässt. Nach Theorem 8(§ 1 des 6. Kap.) erhalten wir dann eine Lösung von Af = 0 durch 
eine Quadratur.
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Beispiele. 447Sonach hat sich ergeben:Theorem 44: Gestattet die lineare partielle Differential- 
g leichung

' dx 1 cy 1 dz

zwei bekannte infinitesimale Transformationen Ulf, U2f, welche 
eine Relation

fi{x, y, zy)Uλf + β2(x, y, z) U2f + a(x, y, z)Af≈O

erfüllen, in der sich β1 : βi nicht auf eine Constante reduciert, 
so verlangt die Integration von Af = 0 im ungünstigsten Falle 
die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Veränderlichen.

§ 3. Beispiele.Wir wollen die Integrationstheorien des vorhergehenden Paragraphen durch eine Reihe von Beispielen erläutern.
1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 

Af≡ (x - y — z + 2) + 2fy — x + z)^y + (x — y - z) = 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen
VJ≡⅛ + («/ + 2, + 1) (g + 2 i∕ - ∣i),wovon man sich überzeugen möge. Hier besteht zwischen Uif, U2f und Af keine lineare Relation, während

(ττ τj^∖ = 2 (— ÷ 2 —___—)--------- iutf
-z∖Sχ^ Δ ∂y ∂z)-y + 2z+list. Demnach ist - , „—r-τ, oder also 2/ + 2z+ l’

φ ≡≡y + 2 zeine Lösung von Af—O. Nun ist
U1φ≡2, U2φ≡0.Nach der allgemeinen Theorie des vorliegenden Falles in § 2 bilden wir demnach F∕≡0∙ Ulf-2- U2f,d. h. wir werden als Vf direct U2f benutzen.Die beiden Gleichungen

Af = 0 und TI2f == 0bilden ein vollständiges System. Statt der zweiten Gleichung thun wir besser die einfachere
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448 Kapitel 20, § 3.
U f=<LL ∣ 2 — — — 0
g≈3' — 0ic + J Sy dz "zu benutzen, die beim Wegstreichen des Factors y -f- 2# + 1 übrig bleibt. Wir benutzen als Veränderliche x, y und φ = y + 2z. Dadurch gehen Af und U3f über in:

Af≡ (x - f + 2) + (y — 2x + φ)
TJ f— ZZ _J_ 2 — · 
l,*' — dx dyAlso ergiebt sich die gesuchte zweite Lösung in der Form

dx dy

∕
x~⅜^^⅜÷2 2∕~2* + Φ
aj-⅜-⅜÷2 y~ 2x + cf,

1 2

-√(-^-⅜^+ac⅛~ΛV)= — y — τ + ⅜ ⅛ (2a; “ — Φ ÷ 2)∙Hierin ist nun der Wert φ ≡ y 2 z zu substituieren, sodass kommt:v> ≡ — ⅜ — τ + ⅜⅛ 2(χ — y “ * +1)∙

2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung:
Af≡ (xz + ey~x^ ⅛-z(l+x) -∕y + z(^~xz - $) |Z = 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen

xW~ssW ^i + z,1 + x^ + t^Lyγ z.___ dx dz jr n___ dx + dy dz

uA = 1+ x — > c 2/ = ji(i + a,) -Man möge dies verificieren. Zwischen Uxf, U2f und Af besteht keine lineare Relation, und es ist
(u1t∕2)≡o.Nach unserer allgemeinen Theorie sindΛi dx dy dz

_ l _1 xz -∖- ey~xt — z(l 4^^ %) zey~xz — z2

f j -i— 0 -=-5-
v/ 1 -j- x 1 -1^ #und
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Beispiele. 449
∕'~i dx dy dz

>-i"↑r -i∖+∙i ∙∙-r*∙

<√ Z(∖ + X) 1 + XLösungen von Af = 0. Es bedeutet hierin Λ die Determinante
xz + ey~xz — z(l + rc) zey~xz — z2 

x ∩ * — z
A = l + x v l-f-a; ≡ (1 + ey~xι}z.—1 i _L_

z(l -fi x) 1 + %Man findet:
_ i zdx + ey^~xtdy + xdz i‘ exzd(xz~) + eydy 1 / ∣ \

ψ=J------rτ√-*∙— ≡J —X+* ~≡⅛+ ,nEs ist daher einfacher exz -{- ey eine Lösung von Af = 0. Weiter ist 
_ C — z((l — z}zxt + A}dx — zexzdy + ((1 + xzy)ext + ey}dz

* J .-(>* +ey)

≡ Γi-dχ^dy + Ld,+ +
J ∖ j i z , ey + eχ* J

≡ — x — y + lg z + lg {ey + e≈*).Demnach werden wir als zweite Lösung die Function x -j- y — lg z benutzen können.5. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung
+ + +(ι-, + ,)fi-ogestattet die beiden infinitesimalen Transformationen

U f=— U f—2x~ A-— A- Cl'—dx’ ιj2∣-^x Sx + Sy ψ dzZwischen U1f, Uif und Af besteht keine lineare Relation, während (Γ1C⅞)≡2Γ1∕∙ist. Nach unserer allgemeinen Theorie für den vorliegenden Fall ist also
dx dy dz

∕'* 2(y — z')ev+z l -∖-y — z \ — y + 2φ = 2 / ______ 1_ 2_________ o
/ 2(y — s)ey+* 1 + y - z 1 — y + z

t√ 1 0 0
2x 1 1eine Lösung von Af == 0. Es kommt:

Lie, Differentialgleichungen. 29
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450 Kapitel 20, § 3.

eine zweite Lösung von Af = 0, wenn darin
u≡≡y + z, cp ≡≡ y + z — lg(y — g)eingesetzt wird. Demnach kommt:ψ ≡ — α + ⅛(y- z)ev+i∙

4. Beispiel: Die Gleichung
Af≡ (x + y) + (* + y^)^-(,χ + y + M = 0gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen

Z/ f= x + y A- 
1' xy yz -∖- zx dz ,

u2f≡ (χ + ti^ + (χ + y)⅝, + 20⅜rliier besteht zwischen U1f, U2f, Af eine lineare Relation, nämlich: Γ2∕*≡ (xy ÷ yz + M U1f -f- Af.Demnach ist:
φ = xy 4- yz + zx

φ = ∕*(1 — y + z">d⅛ ~ ⅛ 
ψ ~J z - y≡≡ J(2⅛ - 1 g rf⅛ - g))≡ 2$ — (lg (2/ — *) — (y — *))= 2/ + 0 — lg («/ - 0)·Würden wir nun entsprechend der allgemeinen Theorie x, y und cp als Veränderliche benutzen, so entständen algebraische Schwierigkeiten, indem sich z nicht algebraisch durch x, y und <p ausdrücken lässt. Wir benutzen deshalb

x, y + ZΞ≡u, φals neue Veränderliche und finden, dass Af und Ulf übergehen in
Nach der Theorie ist demnach

√
'*l dx du ,

j 2 m—φ 1 z»

-e>.-y 1 ∣^ ≡fi~ dx + e'"~'rdt,')
1 0

= — x + ⅛e2u~^y
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Beispiele. 451eine Lösung von Af == 0. Nun ist:
-rτ 35 4- w 4- 42 z . x 
U1φ = - ------ (% + 2/)auch eine Lösung, oder also es ist0 + 2/ + 4^) (x + y)eine Lösung von Af = 0. Diese lässt sich so schreiben:0 — y? + 4φund demnach werden wir

ψ≡x — yals zweite Lösung annehmen.
5. Beispiel: Die Gleichung

Af≡ x(y - + - x}^y-[- z{x - yx)^z=(}gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen
TT r __ ∂f , Sf | 8f

u^=xS^ + yjy + sS7'

Uf≡Ξ---f+ 1 8- + 1-^∙
2' yz dx ' zx Sy * xy dzEs ist hier

und demnach C7√≡- U1f i xyz 11

29

φ ≡ xyzeine Lösung. Es ist C71φ ≡ 3φ, C72φ ≡ 3, sie geben also keine neue Lösung. Daher führen wir x, y, φ als Veränderliche ein, wodurch 
Af == 0 übergeht in:^≡(^-f)K+G-*<≈θ∙Da (T1φ≡∣Ξθ ist, so nützen die infinitesimalen Transformationen nichts mehr zur Integration. Es handelt sich noch darum, die Gleichung Äf — 0 zu integrieren. Sie ist äquivalent der gewöhnlichen Differentialgleichung

dx __ dy
φ φxy-------—-----------xy
y xoder

dx ___ dy
χiy2 — φχ φy — χiy2oder auch:

φd(xy) — xiy2d(x + y) = 0oder endlich: φ ⅛~r — d{x + 2,) = 0.Also ist
www.rcin.org.pl



452 Kapitel 20, § 3.
ψ = — + x + y xy 1 1 joder, da φ ≡ xyz ist: ψ ≡ z -f- y -}- 0die gesuchte zweite Lösung von Af = 0.

6. Beispiel: Die Differentialgleichung
Af≡ (y - + (y - *) f⅞ + (« - v)(χ - *) fl = θ

lässt die beiden infinitesimalen Transformationen
l' dx "* Sy ' dz ,

zu. Hier istund demnach U2f≡(x-y')U1f

φ≡≡x-yeine Lösung von Af = 0. U1φ = 0 liefert keine zweite Lösung. Demnach führen wir x, φ und z (da φ von x und y abhängt) als neue Veränderliche ein. Dadurch geht die Differentialgleichung über in 2∕,≡ {x — φ - 0} + φ(χ - z) = 0,während U1f in
U1f=U + %ι 1 ox 1 czübergeführt wird. Weil i∕1φ≡O ist, so trägt Ulf im jetzigen Falle zur Integration von Af = 0 bei. Es ist also

z,∣ dx dz__ / 1 X — φ — z φ(x — z)   I φ(χ — z)dx — (x — φ — z)dz
^~ ∕ ∖x-φ-z φ(x — z) J x — φ — z — φ(aj _ #)e, 1 1
_ ∕ ,φ(x — Zy} (dx — dz) — (x — y — g — y(x — g))dz 
J x — φ — z — y(a: — z)

_  „ _L rr, l(X ~ z')d⅛c —"*^ φJ (« — z) (l — y) — y≡-2 + φ(^ZΓ~ + (TZ,^)S⅛l(∙ — φ)(« — «) —φ∣)≡-*+⅞a⅞VM⅛∕w→i,)(*→)-s+<,)eine zweite Lösung von Af = 0.
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Beispiele. 4o3Zur eigenen Durchrechnung empfehlen wir dem Leser noch ein
7. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung:

Λf≡ {χz -y)it+(yz- x) -∕y + (1 - ∕2) ∣7 = θ gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen:
tV≡ U3 + </) ⅛ + 2xy - j/0 - «’) ·Alan verificiere dies und integriere die Differentialgleichung in Ge- mässheit der einschlägigen Methode des § 2. Man findet die Lösungen 

x yz und y -1- xz.Die vorstehenden Beispiele sind sehr einfacher Natur. In den meisten derselben kann man die Integration auch ohne Benutzung unserer Theorie ausführen. Diese Beispiele sollten aber überhaupt nur dazu dienen, den Leser in der Anwendung jener Theorie zu üben.Wir geben nun noch einige Beispiele in geometrischer Einkleidung.
8. Beispiel: Eine Schar von ∞2 Curven des Raumes sei durch folgende Angaben definiert: Sie sollen sämtlich eine beliebige Ebene = Const. durch die rr-Axe in Punkten mit parallelen Tangentenschneiden, und zwar soll die Richtung der betreffenden Tangente für jede der Ebenen gegeben sein. Alan soll die Curven finden.Wir verfahren so: Ist (x, y, z) ein Punkt einer dieser Curven und sind dx, dy, dz die Incremente der Coordinaten längs derselben,so sind ~ und die Tangenten zweier Winkel, durch welche die dx dx o ,Richtung der Curve im Punkt (x, y, z) bestimmt wird. Da alle Curven eine Ebene —■ = Const. in Punkten mit parallelen Tangentenschneiden sollen, so sind mithin und gewisse gegebene Func-Cl Cv octionen Y und Z · Demnach lautet das simultane System, welches die Curven definiert:

oder dy = γ(y∖ ½s- = z(y}
dx \ z / ’ ox \x /

dx dy dz
1 = Y = ’Die zugehörige partielle Differentialgleichung ist diese:^≡⅛+y(f)¾+z(Dlz=0∙
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454 Kapitel 20, § 3.Ihre Charakteristiken sind jene oo2 Curven. Aus der geometrischen Vorstellung erhellt sofort, dass jede dieser Curven in eine ebensolche übergeht, wenn eine Verschiebung längs der rc-Axe ausgeführt wird. 
Af == 0 gestattet demnach die infinitesimale Translation
Ebenso ist klar, dass die Curven unter sich vertauscht werden, wenn alle Radienvectoren vom Anfangspunkt aus proportional vergrössert werden, d. h. Af — 0 gestattet auch die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation 7-7- r i i

uΛ = x FÄ- + y Yy + 2
df

dzMan kann nachträglich die Richtigkeit dieser Schlüsse analytisch veri- ficieren. Es besteht nun zwischen Af, Ulf und U2f keine lineare Relation, denn ihre Determinante1 Y Z 1 0 0z∕≡ ≡Zy-Yz

ist im allgemeinen nicht identisch Null. Den Fall /1 = 0 betrachten wir nicht, denn in' demselben sind die gesuchten Curven offenbarGeraden in den Ebenen — = Const. Sei also:z
A ≡∣≡ 0.Es ist ferner (Cλ1U2)≡ tλ1∕'.Nach unserer Theorie in § 2 ist demnach:

eine Lösung von Af = 0. Sie lässt sich auch so schreiben:
Nunmehr werden x, z und φ als Veränderliche benutzt. Dadurch geht Af = 0 über in:
wo aber in statt die betreffende Function von φ und z zu
setzen ist. U1f geht in

/» dx dy dz

v≡∕l 1 ι z ≡β⅛≡^
J 1 0 o t7

=1 j,r ii∑H∑)φ~s J
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Beispiele. 455
über. Also ergiebt sich die zweite Lösung:*≡1∕¼-⅜)≡*-∕⅛∙
Hierin ist vor der Quadratur Z als Function von φ und z auszudrücken und während der Quadratur φ als Constante zu behandeln. Alsdann sind

φ = Const., ψ = Const. die gesuchten Gleichungen der Curvenschar.
P. Beispiel: Eine Schar von oo2 Curven im Raume sei dadurch definiert, dass in jedem Curvenpunkte die Neigung der Tangente zur #-Axe und ihre Neigung zum Lote vom Curv⅛npunkt auf die re-Axe Functionen der Länge dieses Lotes allein sind. Man soll die Curven berechnen.Der Cosinus der ersteren Neigung wird durch 

dx
Ydx2 + dy2 + dz2 ’der der letzteren durch

ydy + zdz Ϊ
Vya4-22 ]∕dxi-{· dy2dz2gemessen. Demnach sind

dx , ydy -f- zdz
↑∕dxt+dy2 + Jzi Un d®gegeben als Functionen von y2 -J- z2 allein. Sei also etwa:

dxDann ist: = Ψ(y2 + *f2)∙

⅛ = (yψ + #V<p-(y2 + ^2) - ^2), 35 - ⅞⅛P - + z2Γ-~ψ2),und die gesuchten Curven genügen dem simultanen System: 
dx __ dy dz

y2 z2 yψ + z Vψ ∙ (yi + 22) — φi zψ — y Vφ ∙ (,yi + ∙s2) — Ψ2Die zugehörige lineare partielle Differentialgleichung lautet:

urf≡^x

dx2+ dy2 + dz2 1 . dy2-{-dz2 1 . ∕ 2 ∣ 2∖dx< - =1 + Z =1 + v⅛ + «*)>
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456 Kapitel 20, §§ 3, 4.

Af≡ + ^,)f + (<∕Ψ + - !∕A) ∣∫ = 0,wo zur Abkürzung
V<P ■ (i∕2 -{- Z2)--ψ2≡Rgesetzt ist.Es handelt sich um die Integration der Gleichung Af = 0, deren Charakteristiken die gesuchten Curven sind. Aus der geometrischen Anschauung erhellt, dass jede unserer Curven durch eine Verschiebung längs der rr-Axe in eine ebensolche übergeht, ebenso durch eine Rotation um dieselbe. Daher gestattet Af — 0 die beiden infinitesimalen Transformationen:,r∕>  Sf ττ η  Sf Sf

l'i^~Sx, Sy y Sz’Zwischen Λf, Ulf und U2f besteht keine lineare Relation, denn ihre Determinante:
y2 -(- z2 yψ-∖-zR zψ— yRz∕ ≡ 1 0 0 ≡ (y2 -∖- z2) ψ0 z — yist nicht identisch Null, es sei denn ψ ≈ 0. Dies aber ergäbe, dass unsere Curven zu den Loten zur #-Axe senkrecht verlaufen, also auf Rotationscyliudern um die rc-Axe liegen, d. h. Schraubenlinien sind. Wir setzen also voraus, es sei z∕ ≡∣= 0 oder also ≠ ≡∣≡ 0. Nach unserer allgemeinen Theorie sind nunmehr/* I dx dy dz

φ≡∣^∖y2 + z2 ιyψ + zR ζψ — yR

I i ο o
___ i∖zψ — yfydy — (yψ + ζΐϊ) dz
—J (y2 + *8)Ψ= _i ∕⅛<+ji) , arctff^
—· 2 J (y* + + arCtg zund

∕^s dx dy dz
≠≡∕^ y2 + *2 yψ + zR zψ — yR

J 0 z — y

Lösungen von Af—O. Die unter den Integralzeichen verbliebenen Functionen R und ψ enthalten nur y2 -}- z2. Die gesuchten Curven haben dann die Gleichungenφ = Const., ψ = Const.
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Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Differentialgl. 2. 0. in x, y. 457
§ 4. Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in xf y, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen gestattet.Wir werden nunmehr die in § 2 durchgeführte Integrationstheorie verwerten zur Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y und dadurch zu derjenigen Integrationsmethode derselben gelangen, auf die im 19. Kapitel mehrfach hingewiesen wurde.Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y: Piffgl 2∙ θO ö ο o ’ J m .r, y mit

" f >\ t\ 2 inf. Trf.y — ω{x, y} y) = 0 Uif,sei vorgelegt, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen in x, y zulässt-
jτ f___t Sf . SfUif- ξ1 ÷ τ∕1 ^y,
UA≡i —An®2 S ic ' ^2 SyWie wir wissen (vgl. Einleitung des 19. Kapitels), können wir immer annehmen, dass Utf und U2f eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden, und dass insbesondere der Klammerausdruck (σ1σ2)≡o oder (U1U2)≡≡U1f ist. Die Differentialgleichung

y"- ω (x, y, y} = 0oder dy' z /\== ω(x,y,y),

wo ~ = y' ist, ist der linearen partiellen Differentialgleichung iii drei(t7CVeränderlichen x, y, y :
λ /»___Sf . , Sf . ∕ '∖ ∂f nAf=fo + y ⅛ + ω(x> y>y)⅛f = 0äquivalent, welche die aus U1f und U2f erweiterten infinitesimalen Transformationen

I fei _L A (— — — √2
\Sx ’ d ∖∂y Sx∕ d Sy) Sy’I √(⅜ _ ⅛) _ √2 2½∖ 

y ∖Sy Sx∕ y Sy) Sy

Sf 
Sy

Sy^\
Sη2
Sxgestattet. Das Problem der Integration der Differentialgleichung 

y"—ω(x, y, y) — 0 reduciert sich auf das der Integration der Gleichung Af = 0. Auf diese Gleichung wenden wir die Integrationstheorie des § 2 an.
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4δ8 Kapitel 20, § 4.
Erster Hauptfall: (Γ1tZs) = 0. Wir beginnen mit dem Fall, dass U1f und U2f mit einander ver

tauschbar sind:
(U1U2)≡Ooder, was nach Satz 2, § 1 des 17. Kapitels, dasselbe ist, dass
(r1'tγ)≡oist. Es fragt sich zunächst, ob zwischen Af, Uff, Uff eine lineare Relation ^tz1γ+∕32i72γ+α^ι∕∙=obesteht, in der β1 : ß2 keine blosse Constante ist (denn sonst wäre eine der beiden infinitesimalen Transformationen trivial).Wir werden zunächst die Möglichkeit untersuchen und erledigen, dass zwischen Uff, Uff und Af eine Relation besteht. Dabei sind die beiden Annahmen, dass zwischen U1f und U2f eine oder keine lineare Relation besteht, d. h. dass U1f und U2f dieselben oder verschiedene Bahncurven in der Ebene (x, y) besitzen, verschieden zu behandeln.Sei also zunächst:

U2f = ρ U1f (ρ ≡∣= Const.).Wir untersuchen, ob dann zwischen Uff, Uff und Af eine Relationbestehen kann. Da in und Uf die Coefficienten von -5- und11 21 ox cyfrei von y und nicht sämtlich Null sind, so enthält ρ nur x und y. 
Uff ist die Erweiterung von ρU1f oder von

t df , Vfund diese hat die Form
U-f≡9U1'f+ (% ⅛ + y (,1 ⅛ - ξl ⅛) - <∕'s∣, ¾) ⅝∙ Daher lautet die Determinante von Af, Uff und Uff:

1 y' ∞O, y, y'y)& % ⅛ + 2',(¾-¾)-2∕'2¾- e⅛ p¾ i>(⅛ + √(¾-⅛)-2∕'2¾) +I Sq . r( Sq >-^e∖
÷ ril ∂x ÷ y V1 ⅜ “ dx) — y ⅜Dieselbe reduciert sich auf:

1 y I ∕ Sρ , ,( ∂q k ∂ρ∖ Z2fc
ξι ηι v1 ∂x^^~ V1 Sy Sχ∕ Sy)

ErsterUnterfall.
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Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Differentialgl. 2. 0. in x, y. 459Hierin ist der erste Factor ηx — y ξ1 sicher nicht Null, wäre nur dann Null, wenn einzeln Der zweite
171⅞½≡O, η1^- - ξ1fp-≡O, ξ1∣^≡≡O
n ∂x ; π cy 1 ex ’ 1 Sy

S Qwäre. Dies aber würde, da ξ1 und η1 nicht beide Null sind, ≡ 0 und ≡ 0 liefern, d. h. ρ wäre eine Constante, was, wie gesagt, ausgeschlossen ist. Im vorliegendem Falle ist somit die Determinante nicht Null und es besteht keine lineare Relation zwischen Af', Ul f und U2'f Dieser Fall kommt also nicht in Betracht.Wir wollen nunmehi’ annehmen, dass U2f nicht dieselben Bahn- curven wie Ulf habe, also keine lineare Relation zwischen U1f und 
U2f bestehe. Um alsdann zu entscheiden, in welchem Fall zwischen Hf, U1∕ und U2f eine lineare Relation besteht, d. h. wann die Determinante

1 y ω^,y,y')
J≡ ⅛ ⅛+√n-½)→il⅜⅛ % ⅛ + i∕'(⅛-½)-2∕'2¾ identisch verschwindet, denken wir uns wie in § 2 des 18. Kapitels canonische Veränderliche £, t) der zweigliedrigen Gruppe von infinitesimalen vertauschbaren Transformationen Ulf, U2f mit verschiedenen Bahncurven eingeführt, wodurchσι' u*' dt)’also auch, wenn erweitert wird durch Hinzunahme von ϊ)' = 

U'f—H
lji∣ dt’ u*r atjwird. In den neuen Veränderlichen 5, t) lautet unsere Differentialgleichung zweiter Ordnung etwa:
b"-w⅛, 9, $') = 0.Da sie und gestattet, ist hierin w eine Function von 1/ allein. Die Determinante ∠√ hat nunmehr die Form

1 b' w(b')10 0 0 1 0und verschwindet nur dann, wenn w = 0 ist, d. h. die Differentialgleichung die einfache Form
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460 Kapitel 20, § 4.t)" = 0annimmt, deren Integralgleichung lautet:t) = Const. · j -J- Const.Die Curven 1) = Const. sind die Bahncurven von U1f, die Curven £ = Const. die von U2f und jede infinitesimale Transformation von der Form c1 Ui'f-∖-c2 U2'f (c1, c2 = Const.) oder c1 -j- c2 hat offenbar Bahncurven von der Formt) = Const. · £ + Const.,d. h.: Im vorliegenden Fall sind die Integralcurven der Differentialgleichung die ∞2 Bahncurven aller ∞1 infinitesimalen Transformationen der zweigliedrigen Gruppe Ui f, U2 f von infinitesimalen Transformationen.In diesem Fall ist die Differentialgleichung y"—ω(x,y,y') = 0 sofort integrierbar durch Einführung der canonischen Veränderlichen £, t). Da die Bestimmung derselben nach § 2 des 18. Kapitels zwei von einander unabhängige Quadraturen erfordert, so sehen wir:Wenn y"— ω(x, y, y) — 0 zwei infinitesimale vertauschbare Transformationen Uif, U2f mit verschiedenen Bahncurven gestattet und zwischen Ul'f, Uff und Af eine lineare Relation besteht, so verlangt die Integration zwei von einander unabhängige Quadraturen. Damit ist der Ausnahmefall, dass die Determinante identisch verschwindet, erledigt.In dem soeben besprochenen Fall können die zwei Quadraturen sogar auf eine einzige reduciert werden. Wenn eine Relation
βιUff+β2Uff+aAf≈Obesteht, so heisst dies nach den geometrischen Auseinandersetzungen des § 4, 15. Kap., dass jede Charakteristik von Af = 0 für sich im Raume (x, y, y) eine infinitesimale Transformation von der Form 

Uff + cUff gestattet, wo c eine Constante ist, die von Charakteristik zu Charakteristik eine andere sein wird. Jede Charakteristik von 
Af = 0 wird also eine Bahncurve einer infinitesimalen Transformation 
Uff-∖-cUff sein. Kehren wir nun zur gewöhnlichen Differentialgleichung

√'- ω(x,y,y') = 0in der Ebene (x, y) zurück, so lehrt dies, dass, wie wir schon oben auf andere Weise einsahen, jede der oc2 Integralcurven dieser Gleichung Bahncurve einer gewissen infinitesimalen Punkttransformation 
Uif + c U2f der Ebene ist. Das Integrationsproblem kommt also darauf zurück, diese zu bestimmen. Ist φ eine Invariante von
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Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Differentialgl. 2. 0. in x, y. 461
U1f+cU2f,so stellt φ = Const. die ∞1 Bahncurven dieser Transformation dar. Da U1f und U2f vertauschbar sind, so gestattet die GleichungC∕1∕,+ c U2f = 0,der φ genügt, die infinitesimale Transformation U1f d. h. U1φ ist eine Function von φ allein und, sobald nicht c = 0 ist, nicht Null (denn TJ1f und U2f haben verschiedene Bahncurven). Demnach kann 

φ immer so gewählt werden, dass Ulf = 1 wird, und φ genügt also den beiden Relationen:
U1φ + c U2cp = 0, ι∕1φ = 1,oder:
U1φ = 1, U2φ = a

(a = Const.), woraus sich und ~ berechnen lassen. Daher er- giebt sich φ durch eine Quadratur in der Formz» dx dy 0
φ ) iι ¾ — i8 m η' 1 

t7 ⅜ % aAllerdings kommt unter dem Integralzeichen eine arbiträre Constaute 
a vor. Ist φ(%, y, a) dies Integral, so stelltφ(tf, = δdie ∞2 Integralcurven von y" — ω (y, y, y) = 0 vor.Von dem Ausnahmefall, das zwischen C7^1'∕*, U2f und Af eine lineare Relation besteht, können wir nunmehr absehen. Wir nehmen also jetzt an: Die Determinante von Ul'f, Uff und Af sei verschieden von Null, während es für die weitere Behandlung gleichgültig ist, ob zwischen U1f und U2f eine lineare Relation besteht oder nicht. Denn bei beiden Annahmen giebt die Theorie des § 2, da (Ul' Uf)≡0 ist, durch zwei von einander unabhängige Quadraturen die Integrale:

dx dy dy
φ== / 1 1 ∕ ω(x,y,y)

J J 6, r,1 ⅛ +Λs dx dy dy≠== / 11 1 y ∞(χ,y,y)

J > * ½+*(⅛-⅜)→2⅛

ZweiterUnterfall.
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462 Kapitel 20, § 4.in denen A die Determinante von Alf', U1'f und U2'f bedeutet: 1 y ω(%,y,y')
J≡ ⅛ ¾ ⅛ + !',(⅛-⅛)-y'2∣7 .

Unsere Ergebnisse sprechen wir in folgendem, auch den oben betrachteten Ausnahmefall umfassenden Satze aus:Satz 1: Gestattet eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ord
nung in x, y:

wfχ, y, y', y"y) = θ
zwei bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen

TJ f≡i —4-n — U f=i — 4- n —1' *1 dx ‘ l Zy, 2' ’2 Zx ^2 Zy,

von denen keine trivial ist, so verlangt die Integration der Differential
gleichung höchstens zwei von einander unabhängige Quadraturen.Haupt⅛n∙ Es stθh^ jetzt noch der zweite Hauptfall zurück, dass Ulf und U2f (u1 n,)Ξi^ o. nicht vertauschbar sind, also etwa
und daher auch (U1U2)≡U1∕' (u∕u2')≡ u17ist. Wir erkennen genau so wie früher, dass, wenn U1f und U2f dieselben Bahncurven haben, die Determinante von U1f, U2f, Af nicht verschwindet. Haben sie verschiedene Bahncurven, d. h. besteht keine lineare Relation zwischen Uif und TJ2f, so verfahren wir analog wie oben: Wir führen wie in § 4 des 18. Kapitels durch zwei successive 
Quadraturen solche canonische Veränderliche J, b ein, dass

TT f — ^f TT f — r — I hwird. Alsdann geht die Differentialgleichung y" — ω (?, y, y) ≈ θ etwa über in:

(vgl. § 3 des 19. Kapitels). Die Determinante von Af, Uff, Uff lautet nun in den neuen Veränderlichen J, b> jetzt:

b - ms, b, 9) = o.O /* C∣ /1 Q /»Da sie ~ gestattet, ist w frei von t), und da sie j + V zulässt, so hat w die Form: w≡lfilΪ
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Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Ditferentialgl. 2. 0. in x, y. 463
Af- i>f Λ, n∙ i>f I fft') »/■Ar~s~s + >) +

y r='0(-, ' 85’
ττ,, ∂f , idf
u^~tsi + ^siist: 1 t∣' ⅛ι 0 10'E t) 0Sie soll Null sein, d. h. es ist f(t),) ≡ 0, und die Differentialgleichung reduciert sich auf t)"=0und giebt integriert: t) = Const. · £ + Const.Hieraus folgt wie in einem früheren Falle, dass die Integralcurven der Differentialgleichung die ∞2 Bahncurven der oo1 infinitesimalen Transformationen c1 Uxf -∖- c2 U2f (c1, ¾ = Const.) sind.Der Ausnahmefall, dass die Determinante verschwindet, ist somit durch zwei successive Quadraturen zur Einführung von £ und l) erledigt.Jetzt bleibt nur noch die allgemeine Annahme übrig, dass keine lineare Relation zwischen Af, Uff und Uff besteht, während(tξ'CE2')≡ Uffist. Nach der allgemeinen Theorie des § 2 ergiebt sich eine Lösung Φ sofort durch Quadratur:

∕z^s 1 dx dy dyφ= / 11 i y ^^,y,y')

f j I „ √ __ ^iV_ √2 II
.√ Sl η' dx^y ∖dy ∂χ) y dywo wieder A die Determinante von Af, Uff, Uff vorstellt. Um eine zweite Lösung zu finden, hat man etwa x, y und φ als neue Veränderliche zu benutzen. Dadurch reduciert sich Af ≈≈ 0 auf eine Gleichung Af=Q in x und y allein und U1f auf eine infinitesimale Transformation Ulf in x und y allein. Beide enthalten noch cp, doch ist φ wie eine Constante zu behandeln. Da Af = 0 die infinitesimale Transformation U1f gestattet, so ergiebt sich die zweite Lösung ■ψ durch eine Quadratur.Es gilt demnach der auch den Ausnahmefall umfassende
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464 Kapitel 20, §§ 4, 5.

Gesamtergebnis.

Beispiele.

Satz 2: Gestattet eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ord
nung in x, y: ∞O, y, y, ↑∩ = °

zwei bekannte infinitesimale Transformationen Uif und U2f in x, y, 
für die (fUlUf) = Ulf und von denen keine trivial ist, so verlangt die 
Integration der Differentialgleichung höchstens zwei successive Qua
draturen.Die beiden Sätze 1 und 2 können wir noch in folgendes Theorem zusammenfassen:Theorem 45: Gestattet die gewöhnliche Differentialglei
chung zweiter Ordnung in x, y:W, y, y, y'} = °
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U1f, U2finx,y, 
die eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor
mationen bilden und von denen keine trivial ist, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichung nur zwei Quadra
turen. Dieselben sind unabhängig von einander, wenn U1f 
und U2f vertauschbar sind; andernfalls sind sie von einander 
abhängig.Man bemerkt, dass dies Ergebnis einfacher ist , als das des 19. Kapitels, in welchem wir eine nicht so vollkommene Integrationstheorie entwickelten.

§ 5. Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien.Nunmehr werden wir zu der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Integrationstheorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen eine Reihe von Beispielen geben.
1. Beispiel: Die Differentialgleichung√'-⅛l∙f(∣)≈ogestattet die beiden infinitesimalen Transformationen:

TT r 2 I ∂f
uιf≡* Ϊ~Χ +a,S'⅜- 
r7- Z. ∂f ∖ 2<)fu2f≡xy^ + f dv-Man soll sie integrieren.Da (UiUf)≡0 ist und U1f und C∕2∕" dieselben Bahncurven haben, so ist die Determinante:
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Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. 4G5

Setzt man φ und ≠ Constanten a und b gleich und eliminiert y, so ergiebt sich die gesuchte Integralgleichung:
I + »Jf (£) 4s) - f (sM⅜) = -der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung.

2. Beispiel: Vorgelegt sei die lineare Differentialgleichung zweiter Lineare 
Ordnung 2. Ordnung.

y" + Xi(x)y + X(x)y + ¾(≈r) = 0, und es seien zl(x), ⅜(x) zwe^ bekannte von einander unabJdingige Par- 
ticularlösungen der verkürzten Gleichung

√'+ Xiz, + Xz = 0.Alsdann gestattet die erstere Gleichung, wie wir schon in einem früheren Beispiel (§ 2 des 19. Kap.) bemerkten, die miteinander ver-
Li e, Differentialgleichungen. 30

1 y∙ (^)sf(∣)
/1 — ο ∕— x* xy y — xy

χy y2 y(y- χy)
≡-(y- χy')'iverschieden von Null. Demnach ergeben sich sofort durch zwei von einander unabhängige Quadraturen die Zwischenintegrale:

dx dy dy

χ2 xy y — xy
ii c(v∖χdy— ydx . dy — xdy’— y'dx\≡J f ½) -⅛x + j

= ff(ψ(s')----- 1. ,
t∕ , ∖x∕ \x/ y — xyund
√

'* dx dy dy⅛ 1 y (⅛)3f½) 
χy y2 y'(y — xy)

_ /Y____ dx ___ /£ f i_________ 1 \ xdy — ydx ,

, y dy — xdy - y dx\ 
x (y — xy’)2 J

x x(y — xy) J x 1 \xJ \xf
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46G Kapitel 20, § 5.tauschbaren infinitesimalen Transformationen mit denselben Bahn- curven:

so lassen sich vermöge derselben Xl und X aus cp eliminieren und es kommt, da sich die Quadratur zum Teil durchführen lässt, als erstes Integral
-⅛ = - '⅛ + f, ⅝⅛<⅞ ⅛ = Const.Ύ ziz2 — zl z2 1 J z1 zi — zl ziAnalog ergiebt sich das Integral:

ψ - —2—-2--—I— (—⅛x*lΞL— dx — Const.
¾ z2 — zl z2 1 J zl zi - zl z2Eliminiert man aus beiden Gleichungen y, so erhält man die definitive Integralgleichung zwischen x und y allein:

y = zl / ----— dx — z2 C----------- — dx -j- Const.tf1 -f- Const.⅞.
* lJzl⅛-Zι⅛ 2Jz1z2-zlz2Natürlich lässt sich die in dem früheren Beispiele gefundene Form auf diese zurückführen.Die gewöhnliche Methode den- Variation der Constanten beruht bekanntlich darauf, dass man

y≡ M + <⅝⅞setzt und ω1 und ω2 passend zu bestimmen sucht. Dies führt auf die beiden Bedingungenω1'^ι -f- co2zi = 0, ω1'⅞' -J- ω2'z2' == — Xo .Hieraus bestimmt sich

ττ r___ ∂f ττ r___ ∂f
Ulf — ∙2rι , U>f= Z2 8~ ■Hier ist also nach unserer Theorie ein Integral dieses:
/

» I dx dy dy'j i y — χιy -χy-χ0 >
I 0 z1 efda die Determinantei y' — χiy' — χy — Xo∠∕ ≡ 0 z1 gl, = ^1^2' — √⅜≡∣≡00 ⅛ ⅞'ist. Es kommt daher:

φ — i⅛f2f+ xιVzι + χyzι + X0g1)^ — zfdy + Zl dy . 
ψ-J z1zi'-zl'z2Da aber g1 und z2 die Identitäten erfüllen:

zf -f- X1zl 4^ χzl = 0, ⅞ -f^^ xιzi -f~ x-z2, — θ>
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Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. 467

und analog ω2, sodass y = ω1 zl + ω2 ⅞ in der That die obige Form erhält.Eine vierte Integrationsmethode ist schliesslich diese: Der linearen Differentialgleichung ist die partielle:^≡^ + ∕g-<¾√ + xir + ¾)⅝-0äquivalent, welche die aus U1f und U2f erweiterten infinitesimalen Transformationen
TT'r— Vf . 'Vf Ul f— zi -^y + z1 Sy,, TT , 1*____ Vf . , Vf

U2 f= *2 -∂fy + ⅛ W

Hieraus folgt
Vty _ — y'zf + (-Xty’4- χy 4~ -V>)⅜ Vt)___ __ zf______
Vx zlzf - ef zi ’ Vy ~ zlz2, — zl, zi ’=____—Δ_____⅜' ¾⅞'-¾vund weiter, wenn wir vermöge

30

r  . ⅞ VoO∣ = ---- ;------ ; ,, , 1 ¾ ⅞ ’d. h. /‘ , Ύ
ω1 = \---- —9-,— dx -J- Const.

1 J *1 ⅛ ~ ¾ *2

gestattet. Die drei Symbole in x, y, y: Af, Uff, Uff haben nun die beiden Eigentümlichkeiten, dass sie erstens mit einander vertauschbar sind: (∠4 Cλ1') ≡ 0 u. s. w., und dass zweitens ihre Determinante verschieden von Null ist. Ein Satz der Theorie der Transformationsgruppen, dessen Beweis wir hier nicht beibringen wollen, lehrt, dass es alsdann möglich ist, an Stelle von x, y, y solche neue Veränderliche £, 3 einzuführen, dass
Af=— TJ,f=z- TT'f—Λΐ — W cj2'-∂iwird. Da dann √4p≡0, ∠4g≡0 ist, so sind p und 3 Lösungen von 

Af = 0. Wir werden also nur p und 3 zu bestimmen suchen aus den Forderungen:
Γx + y Ty~ + Xy + 0? = W

∂f . , ∂f ∂f 8f . t 8f 8f
z'Ty + z'W~W *2 ⅜ + *2 0? = äj·Die Veränderliche j dagegen hat kein Interesse für unseren Zweck, p genügt also den drei Bedingungen:⅛ + !∕-∣i-(X,√ + X!∕ + XJ¾≈0,

„ 01) I „ · 8i) _ 1 8i) , , ∂t) λ'' ⅛ + ¾ ⅛ '1, ¾ ⅛ + ¾ ⅛i 'λ
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468 Kapitel 20, § 5.√' + X1√ + X«, ≡ 0, ⅝" + X1 ¾' + x¾ ≡ ο 
X1 und X eliminieren, vermöge einer Quadratur für t) derselbe Wert wie oben für — ψ. Entsprechend kommt § = — φ, sodass φ = Const., ≠ = Const. wieder als Integralgleichungen hervorgehen.

3. Beispiel: Man kann, von zwei infinitesimalen Transformationen ausgehend, die eine zweigliedrige Gruppe bilden, nach den Differentialgleichungen zweiter Ordnung fragen, welche diese beiden gestatten.Liegen z. B. die beiden infinitesimalen Transformationen vor:
U f= — ljv — Sy’
U f= — 4- # — t72' — Sx X Sy’wo (iλ1C72)≡O ist, so verfährt man so: Nach § 5 des 15. Kapitels suchen wir die Form einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche C∕1∕1 gestattet. Zu dem Zweck erweitern wir C∕1∕' einmal und bilden die lineare partielle Differentialgleichung in y, y-

deren Lösungen x und y sind. Nach dem Früheren hat folglich die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche Uxf gestattet, die Form
oder

y"≈ ω(z,√).Nuu soll sie noch U2f gestatten, d. h. es soll der Klammerausdruck von
u*∣ — ∂x^r λ ∂y^r ∂y' 

λ f___  df . · Sf . z z\ ∂f
Af=e^ + y iy +afx∙v>ι,J ein Vielfaches von Af sein. Es kommt:
z7-7-z 4λ___ ∕∂ω . ∂ω∖ ∂f n(f'*-'1j = U + U⅛ = θ>

und

d. h. ω ist eine Function von x — y allein. Daher lautet die Differentialgleichung:
y" — ω(x — y} = 0.Da sie zwei infinitesimale vertauschbare Transformationen Uif, U2f gestattet, und da die Determinante A von Ul'f, U2'f und Af nicht Null ist, so lange nicht ω ≡ 1 ist, so verlangt ihre Integration zwei von einander unabhängige Quadraturen, nämlich

⅛ = *÷< Λ
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Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. 469

Indem man nach Ausführung der Quadraturen y aus φ = Const., 
ψ == Const. eliminiert, erhält man die allgemeine Integralgleichung.

4. Beispiel: Eine Schar von Curven in der Ebene sei dadurch definiert, dass der Krümmungsradius ρ eines Curvenpunktes als Function der Tangentialrichtung in dem betreffenden Curvenpunkte gegeben ist. Man soll diese Curven bestimmen.Da sich der Krümmungsradius des Punktes (#, y) einer der gesuchten Curven durch y und y", die Tangentialneigung durch y ausdrückt, so ist also y" als Function von y definiert:√'- ω(√) = 0.Es handelt sich um die Integration dieser Gleichung. Offenbar geht eine der gesuchten Curven, wenn sie durch eine Translation fortgeführt wird, immer wieder in eine solche Curve über, d. h. die Differentialgleichung gestattet die Translationen und Die Integrationreduciert sich demnach auf die beiden von einander unabhängigen Quadraturen:
w= Γtody — y'dv' = υ _ Zy'dy' ψ J ω j J ω(y) '

. i ωdx — dy' ί* dy'ψ = I------------= x _ I .
J ω „ J ω(2∕)

5. Beispiel: Eine Curvenschar in der Ebene sei dadurch definiert, dass das Verhältnis aus Krümmungsradius ρ und Ordinate y eine gegebene Function der Tangentialrichtung r ist:- ii(f∙d = θ∙In diesem Falle ist y" gegeben als eine Function von y, mulipliciertmit —: y 2/" — y ω(√) = 0.Bei einer Verschiebung längs der a;-Axe bleiben ρ, y und τ ungeändert,

/
» dx dy dy'∖, 1 √ √,-,-) ≡∕"%i2^7y∙> + √0 1 οund

/
» I dx dy dy⅛ l· ∕ ra(,-√) =⅜-,+∕¾^-^∙

1 x 1
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470 Kapitel 20, § 5.d. h. jede derartige Curve geht dabei in eine ebensolche über, die Differentialgleichung gestattet demnach die Translation
— dxBei einer ähnlichen Vergrösserung der Figur vom Anfangspunkt aus bleibt r ungeändert, während ρ und y in proportionaler Weise wachsen, sodass auch — dasselbe bleibt. Demnach führt auch die infinitesimale

yAlinlicbkeitstransformation
ττr- df , Sf u^f~x∂x + y dyjede Curve der gesuchten Art in eine ebensolche über. Da hier (Z71C∕2) ≡ Uif und die Determinante von

λ f___ 8f . ' I 1 ( ,∖ df

τj'f= K 
t7l' ~∂x,

ττ,. 8f i M u*f=xtx + yτynicht verschwindet, sondern den Wert ∠∕≡ ω(√)besitzt, so verlangt die Integration nach unserer Theorie zwei suc- cessive Quadraturen. Zunächst diese:ZÄ dx dy dyj 1 y' j°>(y') ≡⅛s-7⅛⅛∙
1 o oHat man die Quadratur ausgeführt, so hat man etwa gefunden: φ≡lgz, - ff(√).Nun werden x, y, cp als neue Veränderliche benutzt. Sei etwa 

y = %0g 2/ — φ)die Auflösung der letzten Gleichung nach y, so geht Af = 0 über in^∕'≡⅝ + x(⅛i'-9>)∣ι = θ∙Sie gestattet
U f= — —~8xund wird sofort integriert, wodurch sich ergiebt:

Ι,≡x~ ∕1(lgy-√)'
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Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. 471Während der Integration ist hierin φ als Constante zu behandeln. Durch Elimination von y aus φ = Const., ψ = Const. ergiebt sich die gewünschte Gleichung unserer Curvenschar.
6. Beispiel: Alle Curven werden gesucht, längs deren das Verhältnis aus Krümmungsradius ρ und Radiusvector r eine gegebene Function des Winkels ©, den r und ρ bilden, ist. Diese Curven sind definiert durch eine Gleichungβ(f,β) = O.Offenbar wird jede derartige Curve durch eine Rotation

TTf— df I 
Vlf=,-yτ-χ + xτiin eine solche Curve übergeführt, ebenso durch eine Ähnlichkeitstransformation

Da TT /·— ∂f I ∂fUtf=x^ + y-^

r = ]∕x2 + t∕, Q = 1/~) ,tg ® = t + ⅜ 
y — xyist, so hat die Differentialgleichung der Curvenschar die Formjf- Fi⅛Qi ∙ ω (?-+«') = 0.

iz r x2 -j- y2 ∖χy — y)Sie gestattet I71∕, U2f, und es ist (JJlU2') ≡ 0. Ferner haben wir hier:4 f = _i_,/ ££ _u ι∕(i + y'*)3 m 0/
' dx ‘ J ?y ? χ2 4- y2 fiy ,W≡-< + a⅛ + (i + √>)⅝,

ττ > f__  <)f , dfu2 f = x ö—H y ,21 ox ' j oy,und es ist die Determinante1 r i ∕(1 ÷ y, 2)31 y 1/ — , , ,· ∙ ωj r xi -j- y*

—y x 1 + /2
χ y 1zim allgemeinen verschieden von Null. Demnach reduciert sich die Integration auf die beiden von einander unabhängigen Quadraturen
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472 Kapitel 20, § 5. Kapitel 21.
dx dy dy*≡ ∕⅛ ι * √⅞W∙ra

— y % ↑iyiund Z* dx dy dy'*≡ ⅛ 1 y √⅛⅛J'ω ·
<√ x y 0Bequemer wird übrigens die Integration, wenn man statt rechtwinkliger Polarcoordinaten r, φ benutzt.

gehTnθdiθιn- Im vθr⅛'en Paragraphen haben wir den Fall ins Auge gefasst, tthcorie∏8 dass die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y, um derenIntegration es sich handelte, nur zwei bekannte infinitesimale Transformationen gestatte. Gestattet die vorgelegte Differentialgleichung mehr als zwei bekannte infinitesimale Transformationen, so kann man das Integrationsgeschäft noch weiter vereinfachen.Entsprechend kann man, wenn eine Differentialgleichung dritter oder höherer Ordnung vorliegt und einige infinitesimale Transformationen derselben bekannt sind, die Integration auf einfachere Integrationen zurückführen. Allerdings gestattet nicht jede Differentialgleichung zwischen x, y infinitesimale Punkttransformationen. Wir gaben ja früher ein Beispiel dazu an. (Vgl. S. 384.) Wenn eine Differentialgleichung in x, y vorliegt, so wird man sich also zuerst fragen, ob sie infinitesimale Transformationen gestattet. Diese Frage lässt sich immer beantworten. Gestattet sie infinitesimale Transformationen, so ist es zweckmässig, zunächst diese zu bestimmen und darauf durch Benutzung derselben das Integrationsgeschäft zu vereinfachen. Diese wenigen Andeutungen, deren weitere Ausführung hier nicht am Platze ist, zeigen schon, dass sich auf dem skizzierten Wege eine ganz besimmte Integrationsmethode der gewöhnlichen Differentialgleichungen in x, y, welche infinitesimale Transformationen gestatten, ergeben wird.

rwww.rcin.org.pl



Bestimmung d. Zusammensetzung aller dreigl. Gruppen von inf. Trf. 473
Abteilung V.

Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, und 

verwandte Probleme.In der vorhergehenden Abteilung gaben wir eine Integrationstheorie für gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in ir, y mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen, welche eine zweigliedrige Gruppe bestimmen. Lag eine solche Differentialgleichung mit mehr als zwei bekannten infinitesimalen Transformationen vor, λ<elche eine Gruppe bilden, so führten wir diesen Fall auf den obigen zurück, indem wir eine zweigliedrige Untergruppe jener Gruppe auswählten. Man kann aber in diesem letzteren Falle einen grösseren Vorteil aus den bekannten infinitesimalen Transformationen für das Integrationsgeschäft ziehen. Wir werden in dieser Abteilung insbesondere annehmen, die Differentialgleichung gestatte drei bekannte infinitesi
male Transformationen, welche eine Gruppe bilden.Von jetzt ab wollen wir auch für die schon früher erwähnten Abkürzungen p und q gebrauchen (vgl. S. 122), also die in- finitesimale Transformation ⅛ "Ι~ V mit 4“ Ψ1 bezeichnen.

Kapitel 21.Bestimmung der Zusammensetzung aller dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen.Im 18. Kapitel haben wir alle Typen von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen bestimmt. Dabei war es zunächst (in § 1) gleichgültig, wie gross die Anzahl der Veränderlichen war. Wir fanden daselbst, dass die zweigliedrigen Gruppen jedenfalls zwei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen Uxf, U2f enthalten, für die entwederoder (Pi¾)≡o 
(O1¾)≡ uif
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474 Kapitel 21, § 1.ist. ln entsprechender Weise werden wir in diesem Kapitel die Klammerausdrücke bei den 'dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen auf einfache typische Form zurückführen. Dabei müssen wir aber zuvörderst einige wichtige allgemeinere Begriffe besprechen.
§ 1. Begriff der Zusammensetzung und Begriff der invarianten Untergruppen einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen.Unter einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen verstehen wir nach § 4 des 17. Kapitels eine Schar von infinitesimalen Transformationen von dieser Art: Ist sie r-gliedrig, so enthält sie r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen TJ1fi Uif∙∙∙ Urf und mit diesen auch jede infinitesimale Transformation von der Form

in der ci, ci∙∙∙cr irgend welche constante Werte haben. Ferner ist jeder Klammerausdruck zwischen zwei infinitesimalen Transformationen der Gruppe wiederum eine infinitesimale Transformation derselben, d. h. linear mit constanten Coefficienten durch U1f, U2f’· · · Urf ausdrückbar. Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, dass dies für die r infinitesimalen Transformationen Ulf ∙ ∙ ∙ Urf selbst eintrifft, d. h. dass jedes (JJiUk) die Form hat: r(1) 1t (/,* = 1, 2 · · · r).Dies tritt z. B. ein bei den drei infinitesimalen Transformationen in x, y.
Ulf≡≡p + q, U2f≡≡xp + yq, Uaf≡≡x2p + y2q, denn hier ist:

(U1Us)≡U1f, (UiUs) = 2Uif, (U2U3)≡Usf,d. h. es ist hier:
c121 = b cX22 = θ> c123 = θ5C131 = θ> C132 “ C133 = Ο}C231 = θ> C232 = θ> C233 ~ 1*Mithin bilden die infinitesimalen Transformationen

c1(p + 2) + ≠P + 2/?) + ⅛(x2P + *∕¾)oder: (c1 + c2x + c3xi)p + (c1 + c2y + ciy2)q in ihrer Gesamtheit eine dreigliedrige Gruppe.
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Begriff der Zusammensetzung und Begriff der invarianten Untergruppen. 475An Stelle der r infinitesimalen Transformationen Uif ∙ ∙ ∙ Urf können wir irgend welche r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe, etwa:
Uif≡ y,1 Ulf +···+· γkrUrf,(2) Uif≡ y2ι t⅞∕ + ∙ , ∙ + 7zrUrf,

■ Urf = Y∏Uχf -f~∙∙*-{- YrrUrfbenutzen, in denen die γ irgend welche (konstanten bedeuten, deren Determinante Σ + γllγ22 ‘ ' ' Yrr ⅛= θ ιs^∙ Alsdann treten an Stelle der Relationen (1) andere. Es ist ja:
{UiUf) = (γllU1f + ∙ ∙ ∙ + YtrUrf, Y×∖Uχf +∙∙∙-∣- Y×r Urf)

r r

1 1d. h. nach (1): r r r
( Ul Uf) ≡Ξ^^Jγl i γx k ciki Usf,

1 1 1und hieraus können wir die Usf, die sich nach (2) linear mit con- stanten Coefficienten durch die Uf ausdrücken lassen, entfernen, sodass sich schliesslich zu (1) analoge Relationen ergeben:r
1Man sieht also, dass durch Benutzung anderer r von einander unabhängiger infinitesimaler Transformationen der Gruppe die Relationen für die Klammerausdrücke abgeändert werden können, und es stellt sich damit das Problem, in einem vorliegenden Falle solche infinitesimale 

Transformationen der Gruppe auszuwählen, dass diese Relationen eine 
möglichst einfache Gestalt annehmen. Dies Problem haben wir für zweigliedrige Gruppen Uif, U2f schon in § 1 des 18. Kapitels erledigt.Wir erhielten dort die beiden Formen (C71Z72)≡O und (U1U2)≡U1f Dasselbe Problem werden wir nachher für dreigliedrige Gruppen erledigen.Wir sagen, dass die Coefficienten cik, in den Relationen (1) die zusammeu-*j ' ' ' Setzung
Zusammensetzung der r-gliedrigen Gruppe vorstellen, ihre Kenntnise⅛θrθr"pp° zieht die der Relationen (1) selbst nach sich. Das zu erledigende Problem ist also dies: Alle möglichen Zusammensetzungen von drei
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen auf möglichst 
einfache typische Formen zu bringen.
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476 Kapitel 21, § 1.Hierbei wird sich der schon in § 4 des 17. Kapitels eingeführte Begriff der Untergruppen als nützlich erweisen, den wir kurz recapitu- lieren: Wir sagen, dass in der Gruppe U1f ∙ ∙ ∙ Urf etwa Ulf ∙ ∙ ∙ Uf,f eine p-gliedrige Untergruppe bilden, sobald jeder Klammerausdruck zwischen Upf · · · U∩f allein sich linear mit constanten Coefficienten durch Uif ∙ ∙ ∙ Uef allein ausdrücken lässt, d. h. sobald Uif ∙ ∙ ∙ Uf,f für sich eine Gruppe bilden.nun1tern-tθ Insbesondere nennen wir diese Untergruppe U1f ∙ ∙ ∙ U?f eine in- gruppe. variante Untergruppe, wenn auch die Klammerausdrücke dieser U1f ··· U^f mit allen U1f ∙∙∙ Urf sich linear mit constanten Coefficienten durch 
Uif ■ · · Uf allein darstellen lassen. In der oben als Beispiel angegebenen dreigliedrigen Gruppe

p + q, χp + yq, χ2p + y2qist offenbar
p + q, χp + yqeine zweigliedrige Untergruppe, denn ihre Klammeroperation giebt 

p -f- q. Ebenso ist
+ yq, χ2p + y2q eine zweigliedrige Untergruppe. Dagegen ist

p + q, χ2p + y2qkeine Untergruppe, denn ihr Klammerausdruck giebt 2xp -f- 2yq und diese infinitesimale Transformation lässt sich nicht linear mit con
stanten Coefficienten durch p -f- q und xip -j- y2q ausdrücken. Keine der beiden angegebenen Untergruppen ist übrigens eine sogenannte invariante Untergruppe.Dagegen besitzt die dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen in zwei Veränderlichen x, y:

p, q, xq,wo
(p, q) ≡ θ, (p, χq^) ≡≡ q, (q, χq) ≡ θ ist, zweigliedrige invariante Untergruppen, nämlich die von der Form:

q, p + aχq∙Hierin bedeutet a irgend eine Constante. In der That ist (<∕, p)≡0, {q, <√)≡≡0, (?, xq')≡≡0]O + axq, p)≡- aq, (p + axq, q) ≡ 0, (p + axq, xq) ≡ q.Liegt eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen U1f ■ ∙ ∙ Urf vor, so ist leicht einzusehen, dass die (UiUf), die ja auch infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe sind, für sich eine invariante Untergruppe bilden. Es giebt nämlich jedes
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Begriff der Zusammensetzung und Begriff der invarianten Untergruppen. 477
(UiUf), combiniert mit irgend einem Ujf, eine aus den (UiUf) allein linear mit constanten Coefficienten zusammensetzbare infinitesimale Transformation, denn nach (1) ist: r

((UiUt)U∣) ≡∑elt,(,U,Ui).1Also gilt dasTheorem 46: Ist U1f ∙ ∙ ∙ Urf eine r-gliedrige Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen, so bilden die (fUfUf) eine 
invariante Untergruppe derselben.Es sind zwei Fälle denkbar: Entweder sind unter den (CζTZt) gerade r von einander unabhängige enthalten oder weniger. Der erste Fall tritt z. B. bei der Gruppe

p + y, χp + yy, χip + y2yein. Allgemein nennen wir die Gruppe der (UtUf) die erste derivierte d 
Gruppe. Man kann von dieser derivierten Gruppe wieder die erste 6γuppθ∙ derivierte Gruppe suchen u. s. w. Die sich dadurch ergebenden Untergruppen heissen dann die zweite, dritte u. s. w. derivierte Gruppe der gegebenen Gruppe U1f ∙ ∙ ∙ Urf So hat die fünfgliedrige Gruppe

P, %p, Q, ^yals erste derivierte die viergliedrige:
p, q, xq, xiq, als zweite die zweigliedrige:

während eine dritte derivierte Gruppe wegen (</, xq) = 0 nicht vorhanden ist.Die hier eingeführte Terminologie hat tiefer liegende Gründe, die z,usammen'σ ο σ z hang zw.an dieser Stelle noch nicht erörtert werden können. Wir wollen nur.GJuPP®u v∙ die Bezeichnung der Gruppen von infinitesimalen Transformationen^^^· etwas näher begründen und gehen dazu von Beispielen aus. (Vgl. dabei Trf § 2 des 2. Kap.) Im 18. Kapitel fanden wir vier Typen von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen in der Ebene.Der erste derselben war dieser:
P, y-Dieser Gruppe gehört allgemein die infinitesimale Transformation 

P + aq (a = Const.)an. Dieselbe erzeugt, wie wir wissen, eine eingliedrige Gruppe von 
endlichen Transformationen:tf1 = tf-H, y1≈y + at.
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478 Kapitel 21, §§ 1, 2.Wenn wir nun zu jeder beliebigen infinitesimalen Transformation 
P + «2 unserer zweigliedrigen Gruppe die zugehörige eingliedrige Gruppe von endlichen Transformationen aufsuchen, so haben wir a beliebig zu lassen, und wir haben also ∞1 Scharen von je oo1 endlichen Transformationen, also insgesamt oo2 endliche Transformationen von obiger Form, in denen t und a willkürliche Parameter sind, und die sich daher auch in der Form schreiben lassen:z1 = α 4- α, y1 = y + ß-Diese ∞2 Transformationen bilden, wir wir wissen, eine Gruppe von 
endlichen Transformationen und zwar eine zweigliedrige. (§ 1 des 1. Kap.)Der zweite Typus von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen der Ebene war dieser:

q, xq.Hier lautet die allgemeine infinitesimale Transformation:
q ÷ ax<l,und die von ihr erzeugte eingliedrige Gruppe von endlichen Transformationen stellt sich so dar:

χx≈χ, y1 = y + (1 + ax)t.Lassen wir a alle möglichen constanten Werte aunehmen, so ergeben sich oo2 endliche Transformationen, die sich auch so schreiben lassen: #i = z, yi = y + « + ßx-Dieselben bilden eine zweigliedrige Gruppe, denn eliminieren wir xl, yl vermöge dieser Gleichungen aus den Gleichungen:⅜ = «n y2 = Vι + “i + βiχi,so kommt:
x2 = x) y2 = y + (« + κι) + (ß 4" βl)χ- Der dritte Typus war dieser:

q, xp + yq,und hier lautet die von der allgemeinen infinitesimalen Transformation 
q + a(xp + yq^)erzeugte eingliedrige Gruppe von endlichen Transformationen:

eat — l
xι = χ<ft, y1 = yta 4—·Hierin lassen wir wieder die Constante a variieren und erhalten dadurch ∞2 Transformationen, die sich auch schreiben lassen:ah = yi==<×y + ß-Offenbar stellen sie eine zweigliedrige Gruppe von endlichen Transfor

mationen dar.
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Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 479Ganz ähnlich ergiebt sich beim vierten Typus 7, VQ.mit der allgemeinen infinitesimalen Transformation 
<1 + ayqdie zweigliedrige Gruppe von endlichen Transformationen 

¾ = yi = y<rt + --—oder anders geschrieben:
χ1 = %, yl≈<*y + ß-Ähnlich verhält es sich nun, wie wir ohne Beweis angeben, bei jeder Gruppe von infinitesimalen Transformationen. Bilden U1f ■ ∙ ∙ Urf eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so ist

U1f + «2 U2f + α3 U3f + ∙ ∙ ∙ + ar Urfdie allgemeine infinitesimale Transformation derselben, wenn a2, a3∙∙∙ar irgend welche Constanten bedeuten. Diese infinitesimale Transformation erzeugt eine gewisse eingliedrige Gruppe von endlichen Transformationen mit einem Parameter t. Die Gleichungen derselben enthalten 
a2, a3∙ ■ ∙ ar und lauten etwa, wenn rr1 · · · #„ die in den Uf vorkommenden Veränderlichen sind:Λ⅛' = <P»(#i , ∙ ∙ %n, ⅝ ' ' ' ar> 0 (t' = ι>2 ■··»)·Variieren wir hierin nicht nur t, sondern auch w2, a3 ∙ ∙ ∙ ar, so ergeben sich oor endliche Transformationen und dieselben bilden eine r-gliedrige 
Gruppe, wie man allgemein beweisen kann.Hiernach wird es der Leser gerechtfertigt finden, dass wir den Begriff einer r-gliedrigen Gruppe von infinitesimalen Transformationen eingeführt haben.

§ 2. Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen.Wir gehen nunmehr daran, alle Zusammensetzungen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen U1f, U2f, U3f zu bestimmen. Dabei kümmert uns zunächst die Zahl der Veränderlichen, die in der Gruppe Vorkommen, gar nicht.Nach den Bemerkungen des vorigen Paragraphen können wir das Problem in die folgenden einzelnen zerlegen: Alle Zusammensetzungen von dreigliedrigen Gruppen zu bestimmen, deren erste derivierte Gruppe dreigliedrig (d. h. sie selbst ist) oder zweigliedrig oder eingliedrig oder nullgliedrig ist. Im gegenwärtigen Paragraphen erledigen wir den ersten Fall.
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480 Kapitel 21, § 2.^riviertθ Vorausgesetzt wird also, dass TJ1f, U2f, Usf eine eingliedrige Γiugiiedrigi Gruppe bilden, d. h. dass (U1U2), {U1Us') und (U2U3) sich linear mit constanten Coefficienten durch TJ1f, U2f und U3f selbst ausdrücken lassen und dass diese drei Klammerausdrücke drei von einander unab
hängige infinitesimale Transformationen seien. Wir werden auf zwei Wegen erkennen, dass sich die Zusammensetzung einer solchen Gruppe immer durch passende Auswahl dreier von einander unabhängigeraus der Schar der infinitesimalen TransformationenConst. U1f + Const. U2f -f- Const. U3fauf eine gewisse canonische Form bringen lässt.Der erste Weg, um dies zu beweisen, ist rein elementar. Derzweite, elegantere, setzt die Kenntnis homogener Punkt- und Linien- coordinaten in der Ebene, sowie einige Sätze aus der projectiven Geometrie voraus und ist deshalb von Wichtigkeit, weil er typisch ist für die Bestimmung von Zusammensetzungen von Gruppen überhaupt.iκetdιictiυner Zunächst schlagen wir den elementaren Weg ein: Nach Theorem 40 (§ 4 des 17. Kap.) gehört jede infinitesimale Transformation der Gruppe, also etwa U1f, wenigstens einer zweigliedrigen Untergruppe an und diese kann, wenn U2f eine von U1f unabhängige Transformation derselben ist, nach Satz 1, § 1 des 18. Kapitels, auf eine der beiden Formen

(UlU2)≡≡Ulf, (UlUa)≡0gebracht werden. Der zweite Fall ist auszuschliessen, da (U1U2), (I71Uj) und (U2U3) ^re^, vθn einander unabhängige infinitesimale Transformationen sein sollen. Wir nehmen daher an
(U1Us)≡U1f.Sei nun etwa

( U, U3) ≡ α1 U,f + «, Uif + «, U,f,
(U2U3) ≡β,Uif+β, U,f + ftU3f,wo die a und ß Constanten bedeuten. Wir wenden auf U1f, U2f, U3f die Jacobi’sche Identität, die wir in § 4 des 10. Kapitels kennen lernten, an. Es ist danach

((U1 Ui) ¾) + ((¾ ¾) σ1) + ((⅛ R)σ,) = 0,also, wenn wir ausrechnen:«1U1 + α2U2 + α3U3 -βiUl- ∕33(α1 U"1 ÷ α2U2 + α3U3) - — α1 Ul + α3 (β1 U1 + β2 U2 + βi Ua) ≡ 0oder, da zwischen Ulf, U2f, U3f keine lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht:
α3 = 0, — ß2 — β3al = 0, α2(l - β3) = 0.
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Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 481Sicher ist ff2φθf denn sonst wäre (U1 £73) ≡ α1 U1 ≡ α1( Ul U2), d. h. die drei Ansdrücke (UlU2), (UlUs'), (U2U3) wären nicht von einander unabhängig. Da cc2 also =j= θ ist, so folgt ß3 = 1 und ß2 = — cc1, sodass wir haben, wenn Uif von nun an kurz mit Ui bezeichnet wird:
(U1U2)≡ ul,
( ui U3) ≡ α1 Γ1 + a2 u2 (α2 =|= 0), (∕72∕73)≡^f71-α1iξ+ U3.An Stelle von U3f können wir nun eine infinitesimale Transformation 

U3,f≡ u,f + λγU1f + λ2U2f,in der Λ1, λ2 irgend welche Constanten bedeuten, und die sicher U3f enthält, einführen. Dann haben wir:
( l∖ U3) ≡ α1 U1 + α2 ?Z2 + λ2 U1,
(U2U') ≡ β1Ul -ttιu2+u3- λιuι ≡

≡ (βl - 2λ1')U1 - (ai + λ2)U2 + U3'.Nehmen wir also λ, = ⅛, ⅛ = -≈1an, so kommt (W)≡⅝⅞, (U2U')≡U'.Die von Null verschiedene Zahl a2 kann leicht gleich irgend einer von Null verschiedenen Zahl gemacht werden. Setzt man nämlich
UJ≡aUlf, U2f≡≡U2f, U3f≡≡aU3f (o + 0),so kommt (tζp2)≡⅞, (p1ps)≡λ⅛p2, (p2cξ)≡ps.Durch passende Wahl der von Null verschiedenen Constanten a können wir hier dem Factor a2a2 jeden von Null verschiedenen Wert geben.Insbesondere wollen wir «2 α2 = 2 machen. Wir finden demnach die Klammerausdrücke(p1p2)≡p1, (tξtξ)=2^, (p2ps)≡⅞.Jede dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, deren infinitesimale Transformationen durch die Klammeroperationen sämtlich reproduciert werden, kann also durch passende Auswahl der drei von einander unabhängigen Transformationen auf die Zusammensetzung
(P,P2)≡ U, (P,Ps) ≡2P2 (P2P3)≡ U,gebracht werden.

Lie, Differentialgleichungen. 31
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482 Kapitel 21, § 2.Beispiele hierzu sind in einer und in zwei Veränderlichen diese drei Gruppen:
p, xp, X2P]

2(p + xq), xp + 2yq, (x2 — y)p + xyq-, 
p + q, + yq, %2p + y2q∙

Zweite Art Nunmehr betreten wir zum Nachweis jener Zusammensetzung den der Reduc- υ °tionaufdie-zweiten, eleganteren Weg.selbe Form. ’ o σDabei bedienen wir uns einer eigentümlichen, in der Gruppen- ⅛fuτrfgipβrdιeθ∏e äusserst fruchtbaren geometrischen Deutung. Wir wollen nämlich puEbβneder dθr allgemeinen infinitesimalen Transformation
txl Ul 4- β2 4^ ⅝ ^3unserer dreigliedrigen Gruppe Ul, U2, U3 als Bildpunkt einen Punkt in einer Ebene zuordnen, der, bezogen auf ein Coordinatendreieck, die homogenen Coordinaten α1, a2, a3 hat. Hiernach wird jede infinitesimale Transformation der Gruppe symbolisch durch einen Punkt dieser Ebene dargestellt, und umgekehrt entspricht jedem Punkte dieser Ebene mit den homogenen Punktcoordinaten a1, a2, a3 eine infinitesimale Transformation «iUl -{- a2U2 -{- a3U3der Gruppe. Da die homogenen Coordinaten nur ihren Verhältnissen nach bestimmt sind, so wird dem Punkte (α1, a2, «3) zwar auch jede infinitesimale Transformation von der Formλ (a1 U1 + a2 U2 + a3 U3)zugeordnet sein, aber diese sind wir schon gewöhnt als mit der obigen identisch anzusehen, da sie sich von ihr nur um einen constanten Factor λ unterscheidet.Es ist ohne weiteres einzusehen, dass dreien von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen die Ecken eines wirklichen Dreiecks, dreien von einander abhängigen aber drei Punkte einer Geraden entsprechen.Durch die Klammeroperation wird zwei infinitesimalen Transformationen «i 4- «2 4" ⅝ ^3, βl Ul -j- ß2 U2 + ß3 U3wegen der Relationen(3) {UiUk) ≡ c,kiU1 -j- ct⅛2C4 4- ciksU3

(i, * = 1, 2, 3)eine dritte infinitesimale Transformation
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Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 4S3

*1 uι + ε2u2 + f3f∕3 ξξ (27αt7, ∑βU) ≡≡ («ißi — «2 0l) (f4⅞) +4" («2 @3   K3 A4 ( ^2 4“
+ («3& — aιβ3')(,U3Ul)= (α102 a2βl) (C121 4“ C122 ^2 4" C123 f⅞) 4-+ (α2 ßs a3 &) (C231 4“ C232 C4 + c233 ¾) +4- (a3βl alβ3) (c311^l 4^ ¾12 ^2 4- ¾13 ^4)

(4)
zugeordnet, wo also:«1 = (alβ2 ~ a2βl)ci2i 4- (a2β3 a3β2)c23i 4^ (0⅛βl αi^3)c3il, 

ε2 ~ (alβ2 a2βl)ci22 4" (a2β3 a3β2)c232 4^ (α3 ßl aiβ3')c3i2f

⅞ — (a1β2 a2β1^c123 ÷ (ci2β3 a3β2)c233 ^F {cc3β1 a1β3)c313ist. Entsprechend gehört danach jedem Punktepaar (α1, α2, α3), (∕31, 
β2, ∕33) der Bildebene ein Punkt (c1, ε2, ε3) derselben zu, dessen Coordinaten εlf ε2, εs sich vermöge (4) durch die der ursprünglichen beiden Punkte ausdrücken. Die beiden ersten Punkte — wir bezeichnen sie kurz mit (a) und (/3) — bestimmen eine Gerade. Zwei beliebige Punkte (ä) und (/3) derselben haben die Coordinaten:

αι = βι4-ρft, <χ2 = <χ2 + Qβ2, ⅝ = ⅝÷i>^3i
ßl ~ «1 4" ßlf β2 ~ tx2 ~i~ ^β2) β3 ~ a3 ÷ β3i ihnen gehören die infinitesimalen Transformationen

a1Ul 4~ «2£4 4“ ¾i4 4- Q(β1lτ1 4" β2tλ2 4^ β3Us), 

a1U1 4~ a2U2 4" a3^3 4^ β(βιUi 4^ β2U2 4- β3U3)zu. Der Klammerausdruck derselben ist offenbar gleich(σ — ρ) (α1 Ul 4- «2 U2 4" ⅝ U3, ßi Ui 4~ β2 U2 4~ β3U3∖Die Coordinaten des dieser infinitesimalen Transformation zugeordneten Punktes (£) unterscheiden sich demnach von den obigen ε1, ε2, ε3 nur um den Factor (ö — ρ), d. h. dieser neue Punkt (ε) deckt sich mit dem Punkt (ε).Wenn also zwei Punkten (a), (ß) der Bildebene ein dritter Punkt (ε) derselben vermöge der Klammeroperation zugeordnet ist, so ist jedem Punktepaar (ä), (ß) der von (a) und (ß) bestimmten Geraden eben dieser Punkt (ε) zugeordnet. Daher rechtfertigt es sich, zu sagen, dass die Klammeroperation jeder Geraden der Bildebene einen 
Punkt derselben zuordnet. Es fragt sich nun, welches der geometrische Charakter dieser Zuordnung ist.Die durch die Punkte (a) und (/3) bestimmte Gerade hat die Liniencoordinaten

31 *

www.rcin.org.pl



484 Kapitel 21, § 2.
<x1β2 a2βl} a2β3 a3β2t a3βl a1β3 ) und die Punktcoordinaten ε1, ε2, ε3 des dieser Geraden zugeordneten Punktes drücken sich nach (4) linear und homogen durch dieselben aus. Die Determinante dieser Ausdrücke ist diese:

c121 c122 c123 c123 ⅞21 C122“ C231 C232 C233 = C233 C231 C232 *C311 C312 C313 C313 C311 C312Wir wollten nun nur den Fall im fassen, in welchem vorliegenden Paragraphen ins Auge
(f∕1 U2) = ci2l Ul + c122 U2 + c123 U3',(3') ( ^4 ^4) ----- C'23l ^4 "H i½32 ^4 "F C233 ^4>( ^4 ^4) ----  ¾11 ^4 ~F ¾12 ^4 + ¾18 ^4von einander unabhängig sind, d. h. die Determinante∠∕≠0ist. Benutzen wir die Jacobi’sche Identität:

((Ul U2) U3) + ((u2 u3) U1) + ((u3 ul) σ2) ≡ 0,so liefert sie nach (3'):3 3 3
+ 2⅛.(κe,) + ∑c3l,(,usu.l') ≡ 01 1 1oder, da (JTiUi) ≡ 0 und (Z7,· C7*) ≡ — (£4 C∕t∙) ist:(C122 ---- c3i3) ( ^4 ^4') 4- (c233 CJ2l) ( ^4 l) ^^F (c311 c232) (^4 ^4) = θ∙Da nun (U2U3), (U3Ul) und (U1U2) nach Voraussetzung von einander unabhängig sind, so folgt, dass einzelnC122 = c313> c233 = c121 ) c311 = C232ist. Mithin ist auch die Determinante z/ symmetrisch.Die projective Geometrie lehrt, dass hieraus folgt, dass die durch (4) hergestellte Zuordnung von Gerade und Punkt die durch einen (nicht ausgearteten) Kegelschnitt vermittelte Beziehung zwischen Polare und Pol ist.In der Bildebene existiert also ein gewisser Kegelschnitt von der Art, dass der Bildpunkt des Klammerausdruckes aus zwei infinitesimalen Transformationen der Gruppe der Pol der Geraden ist, welche die Bildpunkte dieser beiden letzteren infinitesimalen Transformationen verbindet. Die Gleichung dieses Kegelschnittes lautet übrigens nach den Lehren der projectiven Geometrie in den homogenen Punktcoordinaten j,, y2, j3:
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Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 485£ι ϊ2 ε3 θ¾31 c311 C121 £l ___  q⅞32 C312 C122 £2c233 ⅞13 ci23 E3Da nun die Abbildung eine ein-eindeutige ist, sn können wir diese geometrische Eigentümlichkeit gruppentheoretisch verwerten: Wircon- struieren irgend ein Dreieck, bestimmtdurch eine Sehne und die Tangentendes Kegelschnittes in den Schnittpunkten der Sehne und bezeichnendiese Schnittpunkte als Bildpunkte derneuen infinitesimalen Transformationen Ul} Uä und den Schnittpunktdei· Tangenten als Bildpunkt derneuen U2. (Figur 35.) Sicher sinddiese neuen drei infinitesimalen Transformationen der Gruppe von einanderunabhängig, da ihre Bildpunkte ein wirkliches Dreieck bestimmen.Der Sehne ist der Tangentenschnittpunkt als Pol zugeordnet, und es ist daher jetzt
(UlU,)≡βUi.Ferner hat jede Tangente ihren Berührpunkt als Pol. Demnach ist auch jetzt: (p1c2)≡≈σ1, mua∙)≡γu3.Sicher sind die Constanten α, ß, γ sämtlich verschieden von Null, da sonst z/ = 0 wäre. Die Jacobi’sche Identität liefert noch:

α(U1U3) + γ(U3Ui)≡0,d. li. α = γ.Benutzen wir schliesslich an Stelle von Ul, U2, U2 die infinitesimalen Transformationen
U1≡αUil U2≡bU2, U3≡cU3,so kommt:

(UiU1)=baU1, Culτζ)≡^-u1, (u2u3')≡baua.Uber die Constanten a, b, c können wir beliebig (doch so, dass keine Null wird) verfügen. Wir setzen also:
Ί 1 2U — * (IC — qa 7 a pund dann kommt
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48ΰ Kapitel 21, §§ 2, 3.(p,u2)≡u1, (o,σs)≡2{⅝, (c⅞¾)≡¾,und wir sind in der That zu der oben auf anderem Wege gefundenen Zusammensetzung unserer dreigliedrigen Gruppe gelangt.Wählt man an Stelle von U1f, U2f, U3f drei infinitesimale Transformationen Vif, V2f, V3f, deren Bildpunkte die Ecken eines Polardreieckes unseres Kegelschnittes sind, indem man etwa setzt:71∕∙≡λ(σ1∕-+.σs∕∙),
7√= μP2, 
Vaf≡v(Ulf - iUif),so kommt

(r1r2)≡⅛y3, (v2f3)≡-r1, (v3r1)≡i-^ v2.Hierin kann man durch passende Wahl der von Null verschiedenen Con- stanten λ, μ, v erreichen, dass inbesondere(y,y2)≡y3, (y2y3) = y1, (y3y1)≡y2wird. Es ist dies eine symmetrischere Form der Zusammensetzung unserer dreigliedrigen Gruppe. Ein Beispiel hierzu ist dies:
— %<ι ÷ yp, (i ÷ %yp ÷ ∕⅛, — p — χ2p — χy<ι-Wir werden jedoch in diesem Buche die weniger symmetrische frühere Form der Zusammensetzung benutzen.

§ 3. Die übrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen.Nachdem wir im vorhergehenden Paragraphen die dreigliedrigenZusammensetzungen für den Fall bestimmt haben, dass die Determinante ∠∕ der Coefficienten ciks verschieden von Null ist, kommen wir jetzt zur Erledigung der übrigen Fälle.Es sei also die DetermiuantezZ = 0,dagegen sollen zunächst nicht sämtliche zweireihigen Unterdeterminanten von z/ verschwinden, d. h. es sollen von den drei infinitesimalen Transformationen (U1U2), (U2U3)f {U3U1) zwei und nur zwei nie eι∙sto voπ einan(]er unabhängig sein, mit anderen Worten, die erste deriviertcθ4e⅛uedri ^ruPPe c^er GruPPe U1f, U2f, U3f soll gerade zweigliedrig sein.In diesem Falle wählen wir als Uif und U2f zwei von einanderunabhängige infinitesimale Transformationen der derivierten Gruppe und können, wie wir nach Satz 1, § 1 des 18. Kapitels, wissen, insbesondere (U1U2)≡O oder (JJiU2) ≡ U1, also allgemein
mu2')≡≡ci2lul
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Die übrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 487anuehmen. Dann müssen sich (i⅞t4) unt^ (£4^4) linθar mit con- stanten Coefficienten durch Ul und U2 ausdrücken, d. h. es ist:(P,Fa)≡⅛1R,( ^4 £3) = C231 ⅛ 4~ C232 ¾( £4 £0 = ⅞11 £4 4^ ⅝12 £4*Die Jacobi’sche Identität
((Ul U2) Ua) + ((U2 U3) U1) + ((U3 Ui) U2) ≡ οliefert nun:ci2l( C311 £4 C312 £4) 4^ ⅞32( C121 © 4" C311C121 £4 = θoder also:

c232c121 = θ> c312ci2l ~ θ∙Wäre c121 4= 0, also c232 == c312 = 0, so würden inc12l 0 0= C231 C232 θC311 C312 θ
alle zweireihigen Unterdeterminanten verschwinden, was der Voraussetzung zuwiderläuft. Also ist c121 = 0 und(Γ1C4)≡O,während die Determinante C231 C232 . | θC311 C312 iist. Bedeuten nun κ und λ zwei Constanten, so ist (κtλ1 + λΓ2, σ3)≡κ(iΓ1⅞) + λ(ιξ⅞)≡= ( κ⅞∏ -J- Λ,⅞3l)^4 4- ( κ¾12 + ^c232)f4> und dies lässt sich wegen des Nichtverschwindens der vorstehenden Determinante durch passende Wahl der beiden nicht gleichzeitig verschwindenden Constanten κ, λ immer auf die Formα(κEΓ1 4“ λU2)bringen. Diese Forderung führt nämlich zu den Bedingungen: κ¾ll ÷ ^,¾31 ακ, κ¾12 4- ^,¾32 = 0i^,∙Es sind dies zwei lineare homogene Gleichungen für κ·, λ, welche nur daun nicht-verschwindende Werte für κ, λ liefern, wenn ihre Determinante ⅜11 a C231 ___ θc312 c232 aist. Dies aber ist eine quadratische Gleichung für a, welche sich immer durch passende Wahl von a erfüllen lässt. Da bisher Ui und
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488 Kapitel 21, § 3.
U2 ganz symmetrisch aufgetreten sind, weil (i71Cξ)≡0 ist, so können wir insbesondere z ψ 0 voraussetzen, und dann verwerten wir 
×Ui + λU2 als neues U1 und erhalten:

m≡o,
(U1Ut')≡eU1, 
mua) = β1ul + β1ui.Hier sind die Constauten a und ß2 beide =j= 0, da sonst die erste derivierte Gruppe nicht mehr zweigliedrig wäre.Benutzen wir an Stelle von U2f:

U2f≡≡ U2f + aU1f,wo a eine noch verfügbare Constante ist, so erhalten wir
(σ1t∕2)≡ound

(U2 Ui) = βl Ui + β2 U2 + aa Ui = β2 U2 + (ßi -f- (a — β2)α) ·Sobald a =∖= ß2 ist, können wir hiernach a so wählen, dass (t⅛)≡∕52⅞wird; ebenso dann, wenn zwar a = ß2, aber auch βi = 0 ist. Es ergiebt sich somit in diesen Fällen, wenn U2f von jetzt ab mit U2f bezeichnet wird, die Zusammensetzung:(f∕1ps)≡o,(ιZ1Q)≡αC71,(i⅞C1)≡ftK2,wo a und ß2 ={= 0 sind. Benutzen wir schliesslich au Stelle von U3 noch — tX, so erreichen wir insbesondere diese Form:
(X 0 1

WU1)≡0 {UlU,')=U, (¾Ps) = ciξ
c =1= 0.Ein Beispiel hierzu ist die dreigliedrige Gruppe in x, y:

P, Q> %P + cyq.Wenn dagegen a == ß2 und βl =(= 0 ist, so haben wir zunächst:
(UlU2)≡0,

(U1Us)≡aU1, 
iU2U3)≡βlUt + aU3und hier sind a und β1 =£= 0. Nehmen wir auch hier ~U3 als neues 

U3, so ergiebt sich:
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Die übrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 489(Plf∕2)≡O,(σ,tr3)≡ σ1,
i (U2U3)≡U2 + cUl,wo c =j= 0 ist. Noch können wir cU1 als neues Ul benutzen, und dadurch geht der Typus hervor:

(n,⅞)≡o (u1u3)≡ul (¾⅞)≡d1+ u2 |,der sich nicht auf den vorher gefundenen zurückfüliren lässt. Ein Beispiel hierzu ist die dreigliedrige Gruppe in x, y:

p, q, 0 + y)p + yq-Wir sind also zu zwei verschiedenen Typen gelaugt und heben noch hervor, dass sich die Constante c im ersten nicht durch passende Wahl der infinitesimalen Transformationen Ul, U2, Ui specialisieren lässt. Nur lässt sich dadurch, dass man
f71=Cξ, u2=u1, u3 = ±u3setzt, jene Zusammensetzung überführen in:

(P1Pi)≡0, (U,U,)=Vl,also c in i verwandeln. Je zwei jener Zusammensetzungen sind alsoin einander iiberführbar, mit Ausnahme derjenigen, für die c — — , d. h. c = + 1 ist.Wir wollen nunmehr annehmen, für unsere dreigliedrige Gruppe
Ul, U2, U.i seien alle zweireihigen Unterdeterminanten von z/ gleichNull, während nicht alle Glieder der Determinante einzeln verschwinden.Es sollen sich also (t∕1C∕2), (U2U^), (U3Ui) alle durch eine einzigeinfinitesimale Transformation, die wir als Ul benutzen, darstellenlassen und nicht sämtlich verschwinden, d. h. die erste derivierte Gruppe nie erste
soll eingliedrig sein. In diesem Falle ist: Gruppe seieingliedrig.

(U1U2)≡aUl, (UlU3)≡βUl, (O2U,)≡γUl und a, ß, γ verschwinden nicht sämtlich. Die Jacobi’sche Identität liefert hier für a, ß, γ keine Bedingungen. Wohl aber können wir durch passende Einführung von κU2 + λU3 als neues U2 erreichen, dass insbesondere (UlU2') ≡ 0, d. h. α = 0 wird.Ist dann ß =j= 0, so setzen wir nachträglich
und erhalten u3≡ u1 - jul
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490 Kapitel 21, § 3.
(UiVs) = O, (¾σ3) = yp1-∣.(3{71≡O.Dann können wir also durch Benutzung von U2 an Stelle v^n U2 auch γ = 0 machen. ~ C∕3 als neues U3 macht schliesslich noch 

ß = 1, und so ergiebt sich die Zusammensetzung:
(a,⅞)≡o (u1u3)≡u1 (,u,us)≡oAls Beispiel hierzu diene die Gruppe

P, <1, %P-Ist dagegen /3 = 0, so ist γ =j= 0 und γUl als neues U1 macht 
γ = 1, sodass wir den Typus erhalten:(iλ1¾)≡o (or1¾)≡o (⅞⅞)≡ V, j.Diese Zusammensetzung besitzt z. B. die Gruppe:

T P, χg∙Wir kommen nun zur letzten Annahme, dass nämlich alle Glieder aθ1rivθertβe dθr Determinante z/ verschwinden, d. h. die erste dcrivierte Gruppe mιi!giiedrigjwi^i∕^e^r⅛∕j gar niθht vorhanden ist:
(σ1⅞)≡o (¾t⅞)≡o (⅞σ,)≡o .Hier diene als Beispiel:

</, xq, x2q.Fassen wir die Ergebnisse des vorigen und dieses Paragraphen übersichtlich zusammen, so ergiebt sichSatz 1: Jede dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma
tionen lässt sich durch passende Auswahl dreier von einander unab
hängiger Uif, U2f, Uif aus der Schar ihrer infinitesimalen Transforma
tionen auf eine und nur eine der folgenden Formen bringen:

a. i) (σ,to=tr1 (c,¾)≡2iζ (t⅞co≡tr,,
b. 2) (E71ty≡o (σ1⅞)=σ1 d⅞ι⅞)≡<ι⅞ <^=⅛≠∙>,

2·) (P,Q)≡0 (U1U3)≡Ul (u2u3)=≡u1,3) (0,¾) = 0 (U1Us)≡U1 (U2U3)≡U1+Ut,e. 4) (c-1cs)≡o (σ1r3)≡σ1 (c2σ3)≡≡o,5) (UiU2)≡0 (u1ut}=o (UlU3)≡Ul,
d. 6) (σ1σ2)≡o (r1¾)≡o (¾d3)≡o.
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Die übrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 491Wir haben hier den Typus 2') vom Typus 2) abgetrennt, weil er aus gewissen Gründen eine bemerkenswerte selbständige Bedeutung besitzt,
1. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen in zwei Beispiele.Veränderlichen:

Ulf≡p, U2f = sin x · p -f- cos x ∙ q, U3f ≡ cos x · p — sin x · q bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, denn es ist:(C1¾)≡P3, (f∕,K,)≡-¾, (U2Ua)≡-Ul.Offenbar ist die erste derivierte Gruppe dreigliedrig. Die vorliegende Gruppe gehört daher zum ersten Typus. Um sie darauf zurückzuführen, denken wir uns wieder Ul, U2, U3 als Punkte einer Bildebene interpretiert, wie in § 2. Sie bilden alsdann sicher ein Polar
dreieck jenes daselbst auftretenden Kegelschnittes, da die Combination zweier U jedesmal das dritte U giebt. (Vgl. die Note zum Schluss des § 2.) Nach § 2 handelt es sich nun darum, statt dieses Polardreiecks ein Dreieck aus zwei Tangenten und ihrer Berührsehne einzuführen. Als Tangentenschnittpunkt wählen wir den Bildpunkt von 
Ui selbst. Die Berührsehne ist alsdann die Gerade, welche die Bildpunkte von Ul und U3 verbindet. Auf ihr müssen die neuen U1 und 
U3 liegen. Wir setzen daher:

Ui≡≡aU1 + βU3, U3 = γU1 + ∂U3 und müssen nun die Constanteu α, ß, γ, d so wählen, dass(t⅛)≡<>δn (⅞E¾)≡σ⅞ wird. Dies liefert die Bedingungen:
κ = Qß, ß = Q“,

— γ = öd, — d = βγ.Überdies muss die Determinante
aß a oa | s ,!r S = -βd i i=(l + 9o-)α∂+0sein. Dies erreichen wir, wenn wir etwa setzen:ρ = 1, α = 1, ß = 1, σ=l, γ==lf ∂ = — 1.Wir nehmen somit an:
Ui ≡ Ui + U3 = (1 + cos rc) · p — sin x · q,
U3≡ Ui — U3≡ (1 — cos ir) ·p + sin x · qund erhalten dann
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492 Kapitel 21, § 3, Kapitel 22, § 1. *■(i∕,¾)≡f71, (σ2¾≡κ,,während
(σ,i¾) ≡ ⅞+D∙2≡2σ2wird. Somit ist(1 + cθs #) ’P — sin x · q, sin x · p -}- eos x · q,(1 — cos x) · p -J- sin x · qeine solche Gestalt unserer Gruppe, wie wir sie suchten.

2. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen in x, y: 
Ulf≡p, U2f≡ yp, Uzf≡xyp + (1 + yi)qbilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen denn es ist (p,¾)≡o, (D∙1rs)≡^, {u.1u3')≡≡-ui.Sie soll auf ihren Typus zurückgeführt werden. Da die erste deri vierte Gruppe zweigliedrig, nämlich Ul, U2 ist, so ist der Typus ent weder der zweite oder der dritte. Wir bestimmen:

U1≡aU1 -[■ βU2so, dass (U1¾)≡prlwird. Dies liefert: α = ρ∕3, ß = — ρα,und wir setzen daher ρ = i, α = 1, ß = — i, sodass 
U∖ = U1- i U2ist. Daun kommt:

(Γ1∕¾)≡0, (UlU3)≡iU1.Indem wir alsdann
U3 ≡ - i u3setzen, kommt:(F1 ¾)≡o, (V1 tξ)≡ ul, (u2u3) = iul-ui.Wir setzen noch

U2≡≡λU1+μU2 (μ + 0)und bekommen:
(Ul U2) ≡ 0, (⅞ ⅛) ≡ (λ + μϊ) U1 -μU2≡ (2λ + μί) Yj1 - U2 .Indem wir also etwa

λ = i, μ = — 2annehmen, erhalten wir insbesondere
(⅛ Q) ≡ - ⅛.
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Typen der dreigl. Gruppen, deren erste derivierte dreigl. sind. 493Mithin hat unsere Gruppe in der Gestalt:^ι≡(l-⅛P, Ui≡{i-y)p, Ui≡ — ixyp — i(∖ -∖-yr}qdie gewünschte Form. Sie gehört zum Typus 2 des Satzes 1.
Kapitel 22.Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen in zwei Veränderlichen.Die Bestimmung aller möglichen Zusammensetzungen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen, die im 21. Kapitel durch Reduction derselben auf gewisse typische Formen geleistet wurde, war, wie bemerkt, ganz unabhängig von der Zahl der Veränderlichen. Gleichwohl haben wir damals jeder typischen Form als Beispiel eine derartige Gruppe in zwei Veränderlichen hinzugefügt.Jetzt werden wir in systematischer Weise alle dreigliedrigen Gruppen 

von infinitesimalen Transformationen in zwei Veränderlichen x, y, also in der Ebene, dadurch bestimmen, dass wir alle derartigen Gruppen der Ebene von den gefundenen sechs Zusammensetzungen durch Einführung zweckmässiger neuer Variabein auf möglichst einfache, von 
arbiträren Grössen freie Typen zurückführen.Es ist dann klar, dass sich jede dreigliedrige Gruppe der Ebene durch passende Auswahl der infinitesimalen Transformationen und passende Wahl des Coordinatensystems auf eine der zu findenden Formen zurückführen lassen muss.
§ 1. Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen der Ebene, deren erste derivierte Gruppen dreigliedrig sind.Es handelt sich zunächst um die Bestimmung der betreffenden Gruppen von der Zusammensetzung 1 des Satzes 1 (§ 3 des 21. Kap.):(gσ2)≡o∙1, (p,σs)≡2g, (σ2¾)≡g.Nach § 4 des 18. Kapitels lässt sich die zweigliedrige Gruppe,Erster Kail· welche hier Ui und U2 bilden, durch Benutzung zweckmässiger Va- haben riabeln auf die Form bringen: Bahncnrven.Z71≡^, U2≡≡xp yq,sobald Ui und Ui, wie wir zunächst annehmen, verschiedene Bahn- curven haben. Ist dann:
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494 Kapitel 22, § 1. 
f∕3 ≡ ^p + ηq

X = x -{- γyi y = yein, so wird
U1 = p , U2 = (x + γy)p + yq = χp + yqund Z73 = (x2 + ay2 + 2γxy + βγy2)p + (%xy + βy2}q 
= {x2 + (a 4- βγ — γ2)y2)p + (2xy — 2γy2 + βy2}q.Nehmen wir also die Constante γ, über die wir verfügen können, so an, dass a -j- βγ — γ2 = 0wird, so kommt:

U3 = x2p + (2xy + ρy2')q.Jetzt also hat unsere Gruppe, wenn wir x, y nunmehr mit x, y bezeichnen, die Gestalt:2b xp + yq, x2p + (2xy 4- ρy2)q.Wenn nun ρ =[= 0 ist, so lässt sich durch Einführung von Vielfachen von x und y als neuen Variabein erreichen, dass schliesslich ρ — 1 wird. Sonach ergeben sich die beiden Typen:
p χp + yq χ2p 4- (^χy ÷ y2}q ,

p xp 4- yq χ2p 4- %χyqDiese beiden Typen sind wesentlich von einander verschieden: es giebt keine Transformation, welche den ersten in den zweiten überführen könnte. Der Grund hierfür wird in § 2 des 23. Kap. gegeben werden.

so wird(¾¾≡⅛i> + ⅛4(P⅛) ≡ √∣A P + 4) + 4∣∣ i> + ⅛ ϊ) - ⅛ - wDa ersteres gleich 2 C∕2, letzteres gleich U3 sein soll, so kommt:δ∣ o ∂η ___ o
dx ’ ox j ’

∂⅛ , dξ  of- ∂η . ∂η  qx Vχ÷ y ⅜ = 2⅛> xd⅛ + y ∂y ~~2η'Hieraus folgt, dass ξ und η die Formen haben:ξ≡aj2 + αi∕2, i7≡2tfi, + ∕fy2,wo a und ß Constanten sind. Es wird also:
Us ≡ (rc2 + αt,2> + (2 xy + βy*)q.Führen wir nun die neuen Veränderlichen
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Typen der dreigl. Gruppen, deren erste derivierte dreigl. sind. 495Wir hatten oben angenommen, dass TJlf und U2f verschiedene2^1^ Bahncurven haben. Besitzen sie dagegen dieselben Bahncurven, so^nXSiahn- können wir wegen (i∕1i∕2) = Ul nach § 5 des 18. Kapitels solche Ver- curven∙ änderliche x, y annehmen, dass insbesondereU1≡⅛, U2≡≡yqwird. Sei dann if3≡ξp + ^,so ist: (Γ71Γ∕3)≡^+⅛i,(¾Γ4)≡jz(∣∣P + ∣∣i)-wDer erstere Klammerausdruck soll gleich 2 f⅞, der letztere gleich U3 sein. Demnach folgt:
⅛≡θ' rv≡2^

y⅝≡i> y9̂ ≡2ι>-Also ist | ≡ 0 und η = y2, sodass die Gruppe lautet:5 yq y2Q .Wir haben also gefunden, dass sich jede dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen der Ebene, deren erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig ist, auf eine der drei typischen Formen Dringen lässt:1) p xp + yq x2p + (2xy + y2)q ,2) p xp -(- yq x2p -j- 2xyq ,

3) | ? y<ι y2Q | ·Für die beiden ersten Tvnen wollen wir noch einis,e andere Formenangeben, die sich durch Einfachheit auszeichnen. Um Typus 1) zu erhalten, führten wir schliesslich die neuen Variabeinz = + y≈yin die Gruppe2b χp + yq, O2 ÷ vy2)p + (2χy + βy2)q ein, indem wir γ als Wurzel der quadratischen Gleichung
a βγ — γ2 = 0wählten. Da diese Gleichung zwei Wurzeln 7, etwa γ1 und γ2 besitzt, so können wir auch, sobald γl 4= γ2 ist,
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496 Kapitel 22, §§ 1, 2.= + 2∕ = ^ + y22∕einführen, wodurch sich ergiebtji + q, xp + yq, x2p +Diese typische Form hätten wir auch direct aus der Form 1) ab leiten können, indem wir ä = £, y = χ + yin dieselbe einführten. Wir sind also zu dem Typus gelangt:
p + ?, χp + yq, χ2p + y2q- Wenn wir dagegen in Typus 1 die neuen Veränderlichen
x == 2x y, y = 2x2 + 2xy einführen, so kommt:2(_p + xq), xp + 2yq, (x2 — y)p + xyq, wo wir natürlich in der ersten infinitesimalen Transformation den Factor 2 weglassen können.Führen wir in Typus 2) die neuen Veränderlichen ä = z, y =Yyein und bezeichnen dann x, y einfach mit x, y, so kommt die aus gewissen Gründen vorzuziehende Form
p, ¾(%χp + yq), χ2p + xyq;wo natürlich der Factor ⅜ gestrichen werden darf. Wenn wir noch in diese neue Form die Veränderlichen___  l ____ x

x ~ y , y — ~~ Veinführen, so ergiebt sich die noch einfachere Gestalt:
— yq — xp, yp.

§ 2. Bestimmung der übrigen Typen von dreigliedrigen Gruppen der Ebene.Typen von Es ist jetzt unsere Aufgabe, die Gruppen zu bestimmen, deren samme∏- Zusammensetzung die in Satz 1 des 21. Kapitels mit 2) bezeichnete ist:
Setzung 2.

(UlUi) = 0, (U1U3)≡Ui, <U,Vs)≡cUi(e-∣-O).Wenn zunächst U1 und U2 verschiedene Bahncurven haben, so können wir nach § 2 des 18. Kapitels wegen (UlU2) = 0 solche Veränderliche eingeführt denken, dass
U1≡p, U2≡qwird. Sei dann
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Die übrigen Typen von dreigliedrigen Gruppen der Ebene. 497

U3≡≡⅛P + Ψ2>so haben wir wegen (Z71δ73)≡ Ul und (UiU3')≡≡cU2 zu verlangen:
Sξ l Sη ___ Sξ , Sη ___
∂xp + ⅜i7 + ⅜2 = ^∙Hiernach ist

Sy~^, d' h' +
⅛≡θ> ¾ξξξc, d∙lκ ι≡c,J + b>sodass σ3 ≡ (« + a)p + (cy + b)qwird. Da die Gruppe schon Ul≡p und U2≡q enthält, so können wir statt U3 einfach:

U3 — aU1 — b U2 ≡ xp + cyq benutzen, sodass sich der Typus ergiebt:
p q xp + cyq (c=l=o)Haben aber Ul und U2 dieselben Bahncurven, so können wir wegen (C71ΓΛ)≡ 0 nach § 3 des 18. Kapitels annehmen:f∕1≡7, U2≡≡xqund haben, wenn

U3 ≡ ⅛p + ηqist, zu fordern:
Sζ ∣ ___ ∕δ∣ . ∂η \ fc ___⅜*, + ⅜i = s- χ{svι, + svjι)-iι≡cχι>d. h.

∂ξ ____ n 8η ____  1 Sη fc ___ö2- ≡ 0, 0-l≡1, X— ξ≡CX,Sy ’ Sy ’ Sy *also ξ≡(l-c>, ^≡*∕ + φ(>)∙Daher lautet der Typus zunächst so:
q, χq, (i — c)χp + (y + φ0))?. Führen wir y -J- ψ(x) statt y ein, wobei ψ die Gleichung(1 — c)xψ'(x) -f“ φ = ≠ erfüllen soll, so kommt:

q xq (1 — e)xp + yq
(c =1= 0)Man sieht, dass der Fall c = 1 besonders ausgezeichnet ist, denn nur 

Die, Differentialgleichungen. 32
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498 Kapitel 22, § 2.für c = 1 haben alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe dieselben Bahncurven y = Const., da dann der Typus lautet:2 χ<ι yq·τdeθ1zu0n Wif gelangen zu den Gruppen mit der dritten Zusammensetzungaammen- cJes Satzβ3 1:Setzung 3.
(P1 σ2) ≡ 0, (P1P3) ≡ r1, (p2p3) ≡ u, + u2.Haben Ul und U2 verschiedene Bahncurven, so können wir σ1≡7>, U2≡≡qsetzen und müssen von

U3≡⅛P + ηqverlangen, dass i ∂η ∣ Sη ___ .⅛f + ⅛2≡f> ^P + ^i=P + i,

d. h. ⅝≡1, ⅛≡1> alsθ- s≡* + J∕ + α>
⅛≡θ' ⅛≡1' alsθ t>≡v + bwird. Somit kommt

U3 = (x + y + a)p + («/ + b)qoder, da p und q schon in der Gruppe auftreten:0» + y)p + yq.Der Typus ist folglich:p q (χ + y}p + yq |·Wenn dagegen Ui und Ui dieselben Bahncurven haben, so können wir annehmen:
Ul≡q, U2 = xqund erhalten die Forderungen für U3'

∂½ l Sη (d£ , ∂η ∖ t _ .^t> + gyi≡i, ^[^P + sil)-iV = <l + ^∙sodass
p=o, |? = i, +
Sy , Sy ,oy 1 ’d. h.

S ≡ — 1, y≡≡y + φ(x)also
U3≡ - p + (y + φ(φ)q,wird. Statt x wird —x, statt y die Function e~x(φexdx benutzt. Dann folgt:

q — xq p + yq
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499Die übrigen Typen von dreigliedrigen Gruppen der Ebene.Wenden wir uns zur vierten Zusammensetzung:
(r∕1σ2)≡o, (r1rs)≡e,, (p2k,)≡o∙Wie früher können wir zunächst annehmen:

Typen von der Zusammensetzung 4.

32*

und haben für C∕3 die Bedingungen:
SiP + ^i=P> ⅛i, + ⅜2 = 0,d. h.

ξ = x + a, η≡b,sodass ⅞ ≡ 0 + a)P + b(loder, da p und q schon als Ul und U2 auftreten:
U3 ≡≡ xpgesetzt werden darf. Also finden wir:

p q xpIst dagegen anzunehmen:C∕1≡⅛, U2≡≡xq,so kommt: ∂ξ l ∂η __ (∂ξ, l ∂η ∖ fc n^jP + ^q = q, x{^-p+ ^q)-iq≡≡O,1).
U = o, fa=ι, a⅛-t = o,
oy , oy ,oy ,also ∣≡^, i? ≡ ?/+ φ(z),daher

U3 ≡xp + (?/ + φ{x)}q. 
y — x'J~ιdx als neues y macht

U3 ≡ xp + yq,sodass wir erhalten:
q xq xp + yq .

Die fünfte Zusammensetzung ist nach Satz 1, § 3 des 21. Kap., diese: Td£r’zu-°usamraen-
(tξt⅞)≡o, (σ1σ3)≡0, {U2U3)≡Ul. Setzung 5.

Zunächst haben wir Γ1≡2>, U2Ξ≡q,also ∂ξ | ∂η  n θζ ∣ ∂ιj  g-p + s-i = O, ^p + ^q=p,d. h.
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500 Kapitel 22, §§ 2, 3.ξ≡i∕ + α, η≡≡b, 
U3≡≡(y + a)p + bqoder, da p und q schon in der Gruppe Vorkommen:σ3 ≡ i/jp.

p q yp .'Wenn wir andererseits haben:

Typen von der Zusammensetzung 6.

Ul≡q, U2≡≡xq,so kommt,: ⅛i, + ⅛i≡θ- al(⅛i>+⅛3)-⅛≡i> ξ≡- 1, η≡≡φ(χy),
U3≡≡-p + φ{x}q-Benutzen wir y -f- Γφ(x)dx als neues y, so bleibt:Γ3≡-j>und es kommt der Typus (in dem — U3 statt U3 geschrieben ist): 

q xq pEr deckt sich aber mit dem vorhergehenden Typus, wie sich durch Vertauschung von x mit y ergiebt. Dass dies eintreten kann, liegt darin, dass im vorliegenden Falle U2 und U3 völlig äquivalente Rollen spielen. In allen übrigen bisherigen Fällen sind die erhaltenen Typen wesentlich von einander verschieden.Jetzt haben wir nur noch die letzte Zusammensetzung zu erledigen: 
m≡o, (UiU3)≡0, (UiU3)≡0.Hier würde die Annahme:

U1≡p, U2≡≡qfür U3 ergeben:£l = 0 ^- = 0 ^ = 0 ^ = 0
∂x~~u> dy — ’ ∂x~ ’ ∂y~r 'd. h. | = Const., η = Const. und

U3 = Const. p —f- Const. q,wäre nicht von Ul und U2 unabhängig. Diese Möglichkeit ist also ausgeschlossen. Es bleibt die andere:C71≡i, U2≡≡xq,in welcher sich für U3 ergiebt:
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Zusammen&tellung aller Typen von dreigl. Gruppen von inf. Trf. der Ebene. 501
∣-≡o, ∣^≡o, ξ≡o,∂y , Sy , b ,d. h.

U, ≡ X(*)<z.Also haben wir als letzten den Typus:
„ q xq X(x)qIn demselben ist X(rc) eine arbiträre Function von x.Die bemerkenswerte Thatsache, dass die Annahme U1 ≡p, Ui≡qin dem jetzigen Falle, wo alle Klammerausdrücke Null sind, keine dreigliedrige Gruppe liefert, können wir mit Benutzung der in § 4 des 14. Kapitels eingeführten Bezeichnung so aussprechen:Satz 2: Sind drei infinitesimale Transformationen U1f, U2f, U3f 

der Ebene mit einander vertauschbar, so sind sie von einander abhängig.

§ 3. Zusammenstellung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen der Ebene.Die in §§ 1 und 2 gefundenen Typen sollen nun in einem Schema zusammengestellt werden. Dabei bemerken wir Folgendes:Zwei Typen ergaben sich, die eine arbiträre Constante c enthielten, die =|=0 war. Die speciellen Formen, für die c = 1 ist, besitzen aus gewissen Gründen besondere Bedeutung und sollen deshalb besonders angegeben werden. Wir sehen übrigens, dass, wenn c = 0 gesetzt wird, Typen hervorgehen, die später besonders aufgestellt wurden.Für die beiden ersten Typen haben wir in § 1 mehrere Formen abgeleitet. Einige derselben sind in dem folgenden Schema angegeben. Dabei bedeutet das Zeichen = die Worte: „durch Einführung neuer Veränderlicher überführbar in“.
Λ. Die erste derivierte Gruppe ist dreigliedrig.

P-Y q xp + yq X2p + ylq =1) —
≡ p + xq xp + 2yq {x2 — y)p + xyq ,

p 2xp yq x2p -j- xyq ≡2)   ...................... ............
≡ xq xp — yq yp ,3) | q yq y2q .
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502 Kapitel 22, § 3. Kapitel 23.
B. Die erste derivierte Gruppe ist zweigliedrig.

Nach § 4 des 4. Kapitels sind fast alle Typen projcctive Gruppen, nämlich Typus 1 in seiner zweiten und die übrigen in den hingeschriebenen Formen mit Ausnahme der beiden Typen 3 und 13, von denen man beweisen kann, dass sie sich nicht durch Einführung neuer Variabein auf eine solche Form bringen lassen, dass ihre infinitesimalen Transformationen projectiv werden. Obgleich wir von dieser Thatsache keinen Gebrauch machen werden, wollen wir ihren Beweis kurz angeben: Da eine infinitesimale projective Transformation die Differentialgleichung zweiter Ordnung y" = 0 invariant lässt (vgl. das Beispiel zu § 6, Kap. 16, S. 389), so müssten auch die drei infinitesimalen Transformationen q, yq, yiq gemeinsam eine Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen, wenn der Typus 3 durch

4) p q xp + cyq c=μo, ÷⅛ j5) ' q xq (1 — d)xp + yq c=∣=o, =|=i
6) p q xp + yq

q xq yq8) p q 0 + y)p + ?/g9) q xq p + yq .

C. Die erste derivierte Gruppe ist eingliedrig.10) p q xp

11) q xq xp + yq I.
12) p q xq .

D. Die erste derivierte Gruppe ist nullgliedrig.13) q xq X(x)q
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Zuriickfühiung dieigl. Gruppen von inf. Trf. der Ebene auf ihre can. Formen. 503Einführung neuer Variabein projectiv gemacht werden könnte. Es müsste also eine Schar von ∞2 Curven existieren, welche durch 
q, VI, y20, unter einander vertauscht würden. Wäre y = f\x) eine dieser Curven, so würden die endlichen Translationen der eingliedrigen Gruppe q diese in die Curven y = f(x) -j- a überführen, die auch der Schar angehören müssten. Ferner würden die endlichen Transformationen der Gruppe yq die Curven y = /'(x) + a offenbar in die Curven 
by = ∕'(x,) -J- a überführen, und die endlichen Transformationen der Gruppe yiq würden diese in die Curven

+jL1 -c (⅛ + τ)oder also in die Curveu
= ÷ a 

j a IW + ßverwandelt]. Dies aber sind oo3 Curven. Jede Curve wird also bei 
q, y(l> y2<l in ∞3 Curven übergeführt, niemals in nur ∞2. Es existiert demnach auch keine invariante Differentialgleichung zweiter Ordnung beim Typus 3. Beim Typus 13 wird eiue Curve y = f\x) auch stets in ∞3 Curven

y = f(x) -J- a + + cX{x)transformiert, sodass auch dieser Typus keine Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen kann.
Kapitel 23.Znrückführung der dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen der Ebene auf ihre canonischen Formen.Das Ziel aller unserer jetzigen Betrachtungen ist, wie schon hervorgehoben werde, die Integration derjenigen gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. Durch die Aufstellung der canonischen Formen der dreigliedrigen Gruppen, wie sie in § 3 des vorhergehenden Kapitels angegeben ist, sind wir diesem Ziel schon bedeutend näher gerückt. Die Schritte, die noch nötig sind, werden nun in diesem und dem nächsten Kapitel gethan.
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504 Kapitel 23, § 1.
§ 1. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten.Nachweis, dass jede Integral- curve eine Bahncurve oder inv. Curvo ist.

Nehmen wir an, die Differentialgleichung 
y, y, y") = θgestatte die drei infinitesimalen Punkttransformationen U1f, U2f, U3f, welche eine dreigliedrige Gruppe bilden. Alsdann ist die Schar der oo2 Integralcurven:

ω (rc, y, a,b) — 0 («, & = co∏st.)der Differentialgleichung invariant gegenüber diesen dreien und überhaupt jeder infinitesimalen TransformationConst. U1f + Const. U2f-∖- Const. l∕3∕' der dreigliedrigen Gruppe.Betrachten wir insbesondere eine bestimmte, aber beliebige unter diesen Integralcurven, erteilen wir also a und b bestimmte Werte. 
U1f führt diese Curve

ω (x, y, a,b') = 0in die Curve
ω {x, y,a,b'} — U1ω dt — 0über. Diese muss zur Schar der Integralcurven gehören und also auch eine Gleichung von der Form haben:ω (x, y, a — d1 a, b — d16) = 0oder:

ω(¾y,dια — ⅛= 0∙Hier sind dia und d{b gewisse unendlich kleine Zahlen. Es ist also:
yj-   8 ω δ1a . 8 ω δlb
ljlG> — Ja ∂T ' Tb ^StAnalog führen U2f und U3f die Curve ω = 0 in benachbarte Curven 

ω {xi y, a — d2 a,b — d2b^) = 0, 
ω (x, y, a — d3 a,b — d3 &) = 0über, und es ist

ττ ___ ∂ω δia . cω δ2b
Ü2G3 = ja

TT ri --- ⅜ a | 'c ω ⅜
3 da δt ' ∂b δtNun ist es leicht, eine infinitesimale Transformation <atfι∕'+¾⅞∕'+⅞r3∕'der dreigliedrigen Gruppe anzugeben, welche die Integralcurve
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Differentialgl. 2. Ord. in x, y, welche eine dreigl. Gr. v. inf. Trf. gestatten. 505ω (xf y, a,V) = 0invariant lässt. Wir haben ja nur cl, c2, e3 so zu bestimmen, dass 
e1 U1 ω + c2 U2 ω + e3 U3 ω ≡ 0für alle Punkte (x, y) der Curve wird, d. h. wegen der obigen Werte von Uiω, U2ω, U3ω haben wir cl, c2, e3 so zu bestimmen, dass

⅞1 a , δia . δ3a___ ,.
°1 δt ^iSt' c3 δt ~ υ>c _L c s*b _L c ¾i __  061 δt i2 δt- ψ⅛ äi ” υwird. Es lassen sich aber stets solche Constanten c1, c2, c5 angeben, denn ~ u. s. w. sind ja sämtlich bestimmte Zahlen. Unter den in-Olfinitesimalen Transformationen der dreigliedrigen Gruppe giebt es also sicher mindestens eine, welche eine beliebig ausgewählte, aber bestimmte Integralcurve invariant lässt, d. h.:Satz 1: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

&(?,y>y',y") = θ .
eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen in x, y, 
so ist jede Integralcurve bei mindestens einer infinitesimalen Transfor
mation der dreigliedrigen Gruppe invariant.Auch aus diesem Satze kann man schliessen, dass die beidendreigliedrigen Gruppen

τ n, y2τ
q, xq, X(x)qkeine Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen. Denndie erste hat nur ∞1 Bahncurven x = Const. und ausser diesen bleibennur gewisse Geraden y = Const. bei irgend einer infinitesimalen Transformation der Gruppe invariant, sodass also keine oo2 solche Curven existieren, deren jede wenigstens eine der infinitesimalen Transformationen zulässt. Die zweite Gruppe besitzt die oc1 Bahncurven x = Const. und ausser diesen giebt es keine Curve, welche irgend eine ihrer infinitesimalen Transformationen gestattet. Hiermit ist die zum Schluss des § 3 des Kap. 22 gemachte Bemerkung in etwas anderer Weise begründet, als dort geschehen.Handelt es sich nun darum, eine vorgelegte Differentialgleichung 

zweiter Ordnung
y, y, y") = θ

Zerlegung des Inte- grations- problenis.zu integrieren, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen TJlf, U2f, U3f gestattet, so bietet sich die
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506 Kapitel 23, § 1.folgende Integrationsmethode dar: Man führt in die Gruppe solche neue Veränderliche ein, dass sie ihre cauonische Form annimmt. Dabei geht die Differentialgleichung in eine solche über, welche eine der oben bestimmten Typen von dreigliedrigen Gruppen gestattet, und vereinfacht sich deshalb bedeutend, da jene Typen selbst sehr einfache Gestalt haben.Die Integration wäre also geleistet, wenn man1) jede dreigliedrige Gruppe auf ihre canonische Form zurückführen und2) jede Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche eine jener canonischen Gruppen gestattet, integrieren könnte.Mit dem ersten Problem beschäftigen wir uns in diesem, mit dem zweiten im nächsten Kapitel. Eine andere Iutegrationsmethode, nach der die Zurückführung auf die canonischen Formen in den meisten Fällen vermieden werden kann, soll zum Schluss des nächsten Kapitels entwickelt werden.rκeductiodnr Unsere Aufgabe ist also jetzt die, eine vorgclegte dreigliedrige Gruppe u∏θ.rιdraufüi/> t⅛f> auf ihren Tijpus durch Benutzung passender Variabein 
ihτaιl'ι^mazuruclιzrιfuhren. Dabei bemerken wir, dass dies Problem eigentlich zwei einzelne enthält. Erstens nämlich handelt es sich darum, überhaupt zu erkennen, welche von den obigen 13 Gruppen der zugehörige Typus ist, und zweitens darum, wie man die zur Überführung nötigen neuen Variabein bestimmt. In bezug auf das erste Problem, das wir de°rrGrιιpp^as t^θr Normierung der Gruppe nennen, können wir Folgendes von vornherein aussagen: Indem wir (U1C4), (EξC⅞) und (CξE73) bilden, erkennen wir, ob die erste derivierte Gruppe 3-, 2-, 1- oder O-gliedrig ist, d. li. ob der gesuchte Typus in der Zusammenstellung des § 3 des vorigen Kapitels unter Λ, 13, C oder D vorkommt. Dadurch wird die Zahl der Typen in jedem Fall erheblich verringert. Auch können wir die Gruppen 3 und 13 nach dem Obigen von vornherein ausschliessen.Wie sich die weitere Normierung des Typus und die Überführung in den Typus in jedem einzelnen Falle gestaltet, soll in den folgenden Paragraphen entwickelt werden.Dabei wird von einer einfachen Bemerkung mehrfach Gebrauch gemacht, die wir hier vorausschicken wollen.
Bedermin/ne Bilden Uif, U2f, U3f eine dreigliedrige Gruppe und sind Ul'f, Diffgι. l. o. U%f, U3'f die einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen,also etwa

i
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Differentialgl. 2. Ord. in x, y, welche eine dreigl. Gr. v. inf. Trf. gestatten. 507
Uff — ‰p + ηiq + ηi'q « = 1,2,3),

rs fwo r∕'≡^p-, so können wir nach den Differentialgleichungen erster Ordnung
y, y,) = ofragen, welche Ux, U2 und Us gestatten. Für diese müssen rr/TV_t SW . SW . ,SW

u' w=^-^+t>^ + r,' w

ττ>w-tSW. SW , ,SW
f 2 £2 Sx + ⅛dy + V2 Sy' >

rτ, wz — 8W . SW . , SWU* W= ξ3 + ^⅜ + ⅜7^
sw swsämtlich vermöge W = 0 verschwinden, d. h. es muss, da -5—,-5— o , , Sx , Sy

SW . .und ~ nicht sämtlich vermöge W = 0 verschwinden oder wenigstens Sy o 0
W = 0 immer so geschrieben werden kann, dass dies vermieden wird,die Determinante

Λ ≡
¼ ih' 

⅛ yi y-2 
§3 Vα vf

= 0
sein vermöge W — 0. Ist sie nun nicht identisch Null, so muss z/= 0 völlig die Gleichung W = 0 ersetzen, d. h. z/== 0 ist die gesuchte Differentialgleichung erster Ordnung.Man kann nun umgekehrt beweisen, dass z/ = 0 immer die dreigliedrige Gruppe Ulf, U2f, U3f gestattet. Doch brauchen wir diesen Satz nicht. Es genügt, durch Nullsetzen der Determinante überhaupt ein Mittel zu haben, alle eventuell existierenden invarianten Differential
gleichungen erster Ordnung zu finden. Zerfällt z/ in einzelne Factoren, so kann man in einem concret vorliegenden Fall, wie dies unten geschehen wird, immer verificieren, dass jeder Factor gleich Null gesetzt eine invariante Differentialgleichung erster Ordnung darstellt, vorausgesetzt, dass er y enthält. Doch entgeht bei dieser Ableitung unter Umständen eine invariante Differentialgleichung der Aufmerksamkeit, nämlich die der oo1 Geraden x = Const. mit der Gleichung

‘ -1, = o.
yEs liegt dies in einem Mangel des Cartesischen Coordinatensystems. I11 jedem Fall ist also noch besonders zu untersuchen, ob die Schar 

x == Const. invariant bleibt. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn die Incremente von x sämtlich nur von x abhängen.
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508 Kapitel 23, § 2.
§ 2. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste derivierte dreigliedrig ist, auf ihre canonische Form.

Normierung.

Angenommen, es handelt sich um die gegebene dreigliedrige Gruppe C71, U2, Ua, deren erste derivierte auch dreigliedrig ist, und deren infinitesimale Transformationen nicht sämtlich dieselben Bahn- curven haben. Nach dem Früheren muss sie auf einen der Typen reducierbar sein:1) P + 4, xP + y<l, ^P + 2⅛2) p, 2xp + y<q, x2p + xyq.Um zu entscheiden, auf welchen, suchen wir die Anzahl der invarianten Differentialgleichungen erster Ordnung. Zu dem Zweck bilden wir nach der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen die Determinante z/. Beim Typus 1 lautet sie:

invariant. Typus 1 und 2 unterscheiden sich mithin dadurch, dass » der erste zwei, der zweite nur eine Differentialgleichung erster Ordnung invariant lässt, weshalb sie auch wesentlich verschieden sind. Nun suchen wir in derselben Weise die bei E71, C∕2, t∕3 invariantenDifferentialgleichungen erster Ordnung. 'Sind es zwei, so ist die vorgelegte Gruppe auf die erste Form, ist es nur eine, so ist sie auf die zweite Form reducierbar.
Reduction auf Typus 1. Zunächst mögen es zwei sein, d. h. C∕1, U2, U3 sei auf Typus 1 reducierbar. Dieser Typus hat die Zusammensetzung:

1 1 ο
# y ο ≡ 2(y — x)2y'.
x2 y2 2(g — x^)y'In der That ist, wie inan verificieren mag, y = 0 eine invariante Differentialgleichung erster Ordnung. Offenbar ist auch

A = o
ybeim ersten Typus eine solche. Beim Typus 2 lautet die Determinante 1 0 0

2x y —y ≡≡y2.
x2 xy y — xySie liefert also keine invariante Differentialgleichung. Aber offenbar ist auch hier

A = o
y
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Zurückführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. dreigl. ist, auf ihre canon. Form. 509
(F1r1,)≡r1, (f1f5) = 2f21 (f2fs)≡fs,wenn seine infinitesimalen Transformationen mit F1, V2, F3 bezeichnet werden. Wir bringen daher die gegebene Gruppe auf dieselbe Zusammensetzung und zwar in der allgemeinsten Weise, in der dies möglich ist. Zu dem Ende setzen wir etwa:C∕1 — 01 Cξ + α2 -J- α3 Cλ3,C4 == blUi -J- b2U2 ^^H b3U3f 

U3 —, c1 U1 -(- c2U2 —[- c3C∕3und bestimmen die Constanten «, &, c in allgemeinster Weise so, dass
(771tζ) = tΓn (Γ1⅞)≡2P2, (P2P3)≡02wird. Dies ist offenbar ein rein algebraisches Problem und immer zu erledigen. Ist dies geschehen und ist etwa:

Hieraus liessen sich x und y durch Integrationen bestimmen, denn setzen wir f=x oder = y, so ergeben sich jedesmal Differentialgleichungen für x, y. Aber wir können einfacher verfahren: Es sind dies drei Gleichungen, welche das Verschwinden der Determinante nach sich ziehen:
oder:

liP + m i 1I2P + yl3p + %2 y2
= 0

(2/ — (ξ3JP + %?) + M2/ — x} diP + Vi 2) — (2∕2 — x2^) (⅜tP + %tf) = θ oder: (i3p + η3<i) + ⅛y(⅛lp + *7ι2) “ (ä + y) (S2JP + %i) l= θ∙ Andererseits besteht aber zwischen den drei infinitesimalen Transformationen die Relation (vgl. § 1 des 7. Kap.):

Ul≡ζlp + ηlq, U2≡ζ2p + η2q, U3≡≡⅛P + η3q, so können die | und η noch einige der Constanten a, b, c als arbiträr enthalten. Es muss nun notwendig solche Functionen x und y von x und y geben, dass Ul in F1, U2 in V2 und U3 in F3, geschrieben in 
x und y statt x und y} übergeht, und zwar, wie man allgemein beweisen könnte, bei ganz beliebiger Wahl der noch arbiträren Constanten. Wir setzen also an:

8x '1 Sy 8 x 8y, 
t 9f . df - 8f , - 8f⅛Γx + ^8~y = x 8~y’

. 8f , 8f _2 8f . _2 df
⅛ 8x + r⅛ 8y~ x 8x + y 8y'
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510 Kapitel 23 , § 2.
= 0oder:

⅛P + VιQ ‰ Vi 
⅛P + rlPl S2 ⅛ 
⅛iP + W ∣3 ¾3(⅛ - ⅛277i) (‰P + %ί) + (⅛277s — ⅛) ÜlP ÷ >7ΐί) +

+ (‰½ — ⅛) ‰> + ¾i) ≡ θ’Sicher besteht keine andere Relation als diese zwischen ihnen, denn zwischen P + «, xp + yq, x2p + y2qbesteht nur eine, und auf diese Gruppe soll ja die gegebene reducierbar sein. Wir fanden aber vorher eine Relation. Dieselbe muss sich also mit der jetzigen decken und der Vergleich giebt:
~Zj _  & 7⅛ i⅛y Sι%~⅛,

x + ιj = - ιt"r,' ~-{,-r'∙ ∙ 
⅛ ~ ‰ rhAlso lassen sich x und y rein algebraisch als Functionen von x, y bestimmen.Damit ist die Reduction geleistet und zwar in der allgemeinsten Weise, in der sie überhaupt möglich ist.

Reduction auf Typus 2. Gesetzt nun, die Gruppe Ul, U2, U3 lasse nur eine Differentialgleichung erster Ordnung invariant, sei also auf den zweiten Typus reducierbar:
p, 2xp + yq, x2p + xyq.Wir schlagen dann denselben Weg ein wie vorher: Dieser Typus hat die Zusammensetzung

(r1η)≡2F1, (r1rs)=ri, (f8fs) = 2fs,und wir bringen zunächst die vorgelegte Gruppe in allgemeinster Weise auf eine solche Form
Ux = ⅛P + M, U2=ζ2p + η2q, U3≡≡⅛p+ η3q, dass sie dieselbe Zusammensetzung bat. Dies erfordert, wie wir wissen, nur algebraische Operationen. Alsdann giebt es Functionen 

x und y von x, y, so dass:+ »£_?/
*1 ∂ x ' '1 ∂y S χ,∕-n t cf | ∂f iy df . - df( p2 äa; + 1/2 a2∕— + 27 Ftp
t W , 3∕∙ -2∂f . ^-(>f
A Sx ÷ dy X dx + Xy dywird. Also besteht die Relation:
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Zurückführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. dreigl. ist, auf ihre canon. Form. 511

oder:
liP + 1 θ‰P + ¾(Z 2#. yS3P + «2 = 0

(l3p + 173tf) + *‰> + — <‰P + Wl) = 0,während doch zwischen den drei infinitesimalen Transformationen nur die Relation+ + ⅛≡-⅛ «■*> + + H,⅛ ⅛'i + =0bestehen kann. Somit ist, wie der Vergleich lehrt:™ __   ⅜3 ι7l ⅜1 ⅞ ⊂2 __ G ι1α ⅜3 1li φSι%-⅛√ iι⅞-‰7hDiese Relationen geben sc, aber nicht y. Dass sie sich nicht widersprechen, ist von vornherein sicher. Um auch y zu finden, benutzen wir die drei Gleichungen (1). Setzen wir darin f≡x, so ergiebt sich keine Bestimmungsgleichung für y, wohl aber, wenn wir f ≡y setzen. Dann kommt: t <½ -lij ^i==o
’2 8x ' 1*2 Sy ' ,

t vy + v <½=z χy 
^i∂χ^η38y j,Die letzte Gleichung muss sich natürlich, wenn in ihr für x der gefundene Wert eingesetzt wird, auf die vorletzte reducieren, kommtalso nicht in betracht. Die beiden ersten geben und —als

0 ox Oybekannte Functionen und daher lg y, also y selbst durch eine Quadratur. Die Reduction ist also vermittelst einer Quadratur zu leisten.
Das in beiden Fällen zuerst zu erledigende Problem, die vorgelegte Gruppe in allgemeinster Weise auf die betreffende Zusammensetzung zu bringen, deckt sich wegen der in § 2 des 21. Kapitels gegebenen geometrischen Deutung mit dem Problem der analytischen Geometrie, als Grunddreieck des homogenen Coordinatensystems in all

gemeinster Weise ein aus zwei Tangenten jenes Kegelschnittes und ihrer Berührsehne gebildetes Dreieck einzuführen. Doch wird man, wenn es nur darauf ankommt, überhaupt auf irgend eine Weise die Reduction zu leisten, bequemer verfahren, indem man versucht, ob nicht irgend eine leichter zu findende speciellere Auswahl der infinitesimalen Transformationen Ul, U2, U3 zum Ziele führt.
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512 Kapitel 22, § 2.
Beispiele. Nach einem allgemeinen Satze, den wir jedoch hier nicht entwickeln, ist dies bei jeder Annahme der Fall.

1. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe z2p + q, — xp + yq, p ÷ y2qauf ihre canonische Form bringen. Da ihre erste derivierte tΓk*ei- gliedrig ist, muss sie sich auf Typus 1 oder 2 reducieren lassen. Die Determinante aus den erweiterten infinitesimalen Transformationen lautet: ic2 1 — 2xyz∕ ≡ — x y 2yi √2 %yyDie Gruppe lässt also die Differentialgleichung erster Ordnung ?/' = 0 invariant (wie noch verificiert werden mag) und überdies offenbar diese:
4 = o,
y .im ganzen mithin zwei, und sie ist daher auf Typus 1 zurückzuführen. Man erkennt, dass sie überdies schon genau dieselbe Zusammensetzung wie dieser hat. Versuchen wir daher, direct anzusetzen:

⅛ + Ί =1’ + 2,
«/? = xp + yq,

p + y2q = ⅛ + z∕2⅛∙

≡(χy + i)2∙ 22∕'∙

(y — z) (p 4- y27) + xy(y — x) (x2p + q) — (y2 — x2) (— xp + yq) = 0 oder also:
(P + y2q) + χy(χ2p + q) — (x + y) (— xp + yq) = 0. Andererseits besteht aber die Identität:

x2p + 1 x2 1 
— χp + yq. — χ y = θ

p + y2q i 2∕2oder:
{x2y + x) (p -∖-y2q)- (χy2 + y) (χ2p + q) - (x2y2 — 1) (— xp + yq) ≡ 0, also: (p + y2q) — yx {χip + <?) — -y-~ (- χp + yq) ≡ θ∙Der Vergleich giebt:

Es würde sich hieraus ergeben:
χ2P + q ii

— xp + yq x y = 0 p + y2q χ2 y2oder:
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Zurückfühning e. dreigl. Gr., deren erste deriv. dreigl. ist, auf ihre canon. Form. 513

also: — y _ . _ xy — 1
xy = —-, χ ÷ y = —-------

. xy 1x — y = -Ί----—1----j — xWir können also entweder setzen:
oder: χ==y, 2/ = — ⅛ 

* = -⅛> y = y∙In der Tliat führen beide Variabeinpaare die vorgelegte Gruppe auf Typus 1 zurück.
2. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe

p, sin x · p —j— cos x · q, cos x · p — sin x · qauf ihre canonisclie Form bringen. Ihre erste derivierte Gruppe ist dreigliedrig, sie ist also auf Typus 1 oder 2 zurückzuführen. Wir bilden die Determinante der erweiterten Transformationen. Sie ist:
z∕≡ 1 0 0 sin x cos x — sin x — y cos x cos x — sin x — cos x + y sin xDaher lässt die Gruppe nur die eine Differentialgleichung erster Ordnung 4- = 0 invariant, die Gruppe ist mithin auf Typus 2 zu redu- cieren. In § 3 des 21. Kapitels haben wir schon dies Beispiel betrachtet. Danach nehmen wir die Gruppe in der Form an:

Ul = (1 + cos x} · p — sin x ∙ q, U2≡2 sin x · p -f- 2 cos x ■ q,

U3≡(l — cos x) · p + sin x · q. Wir stellen nun die Relation auf:
oder:
während

U1 1 + cos x — sin x 
U2 2 sin x 2 cos x 
U3 1 — cos x sin x ≡0

(1 + cos x)U3 + (1 — cos ir) Ul — sin xU2 = 0, andererseits
Ua + χ i Ul — x U2 = 0sein soll, wie oben in der allgemeinen Entwickelung. Somit haben wir:- sin x -<> 1 — cos x

X = —,j------------------- , x =■ —i------------1 -f- cos x ’ 1 —cos xIn der Tliat ist die zweite Gleichung eine blosse Folge der ersten. Zur Bestimmung von y haben wir nun die Gleichungen:
Die, Differentialgleichungen. 33
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514 Kapitel 23, §§ 2, 3.(1 + cos #) ~ — sin x — = 0,
v 1 ' 8x Oy2 sin x -J- 2 cos x = y,8x 8yworaus folgt:
8 lg y sin x 8 lg y 1

8x 2(1 -f- cos x), 8y 2 ’und eine Quadratur giebt:lg y = y — ⅛ cos ⅛also setzen wir:
v_sin x _ e2 

x — ;—i--------- , y —------ ;—* 1 + cos x1 a cos ⅜ xIn der Tbat geben Γ7,, U2, (7j durch Benutzung dieser neuen Variabein über in P, 2#jö + yr∕, x*p + xyq, womit die Reduction durchgeführt ist.
§ 3. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste derivierte zweigliedrig ist, auf ihre canonische Form.Es liege nunmehr eine dreigliedrige Gruppe U1, 1∖, U3 in x, y vor, deren erste derivierte zweigliedrig ist, und die überhaupt Differentialgleichungen zweiter Ordnung invariant lassen kann. Dieselbe muss sich nach dem in § 3 des 22. Kapitels gegebenen Schema auf einen der folgenden Typen zurückführen lassen:

p q xp + cyq, (c=∣=o)
q xq (1—c)xp + yq, (β≠o,≠ri)
Q. χq yq,
p q (p + y)p + yq,
q χq p + yq-Der damals mit 6 bezeichnete Typus ist hier in dem ersten Typus enthalten, da bei diesem nur der Fall c = 0 ausgeschlossen wird, nicht auch c = 1.

Normierung Zunächst ist leicht zu entscheiden, wann die vorgelegte Gruppe auf die dritte Form gebracht werden kann, nämlich dann und nur dann, wenn ihre infinitesimalen Transformationen sämtlich dieselben Bahncurven haben. Vom dritten Typus kann daher weiterhin hei der Normierung abgesehen werden.Um nun zu unterscheiden, auf welchen der übrigen Typen die vorgelegte Gruppe reducierbar ist, werden wir die ersten derivierten
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Zuriickführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. zweigl. ist, auf ihre canon. Form. 515Gruppen betrachten. Sie sind die Gruppen p, und q, xq. Im ersten und vierten Fall haben die infinitesimalen Transformationen der ersten derivierten Gruppe verschiedene, im zweiten und letzten Falle dieselben Bahncurven. Indem wir auch die erste derivierte Gruppe der vorgelegten Gruppe I71, U2, U3 daraufhin betrachten, entscheiden wir sofort, ob die Gruppe auf den 1- oder 4. oder aber auf den 2. oder 5. Typus reducierbar sein muss, denn es ist klar, dass eine dreigliedrige Gruppe jene Eigentümlichkeit nicht ändert, wenn neue Veränderliche in dieselbe eingeführt werden.Nun fragen wir weiterhin nach der Anzahl derjenigen infinitesimalen Transformationen Vf der Typen, welche sich bei jeder Klammeroperation reproducieren. Bei allen Typen geben ja die Klammeroperationen nur infinitesimale Transformationen der ersten derivierten Gruppe, so z. B. beim ersten nur p, q. Wir suchen daher z. B. bei diesem eine Transformation ap + ßq, sodass jedes(«P + ßd> λP + P2 + √^p + cyq)) die Form ρ(αj> + ßq) hat, welche constanten Werte auch A, y, v haben mögen. Da die erste derivierte Gruppe aus vertauschbaren infinitesimalen Transformationen besteht — wie auch bei den andern Typen —, so brauchen wir offenbar nur zu verlangen:(«P + ßd, XP + cyq) = ρ(αp + ßq).Ausrechnung giebt: «P + ßcd = i>(«P + ßd),.d. h. (1 — ρ)α = 0, (c — q)ß = 0.Ist c =|= 1, so liefert dies ρ = l oder ρ = c. Für ρ = l kommt 
ß = 0, die gesuchte Transformation ist also p. ρ = c liefert a — 0, d. h. die Transformation q. Im Falle c =j= 1 giebt es also gerade zwei infinitesimale Transformationen der gesuchten Art. Wenn dagegen c = 1 ist, so ist ρ = 1 (weil sonst a = ß = 0 wäre) und α und ß sind beliebig, d. h. alsdann sind alle unendlich vielen Transformationen 
ap -(- ßq solche der gewünschten Art.Beim zweiten Typus reproducieren sich analog nur q und xq. Beim vierten Typus fordern wir:(ap + ßq, (x + y)p + yq) = ρ(ap + ßq).Ausrechnung giebt:ap + ß(p 4- q) = $(ap + ßq),d. h. (1 — (>)« + ß = θ, (l — o)ß = θ∙ 33*
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516 Kapitel 23, § 3.Mithin ist ρ = 1 und /3 = 0, d. h. hier ergiebt sich nur eine infinitesimale Transformation der gewünschten Art, nämlich p.Beim fünften Typus endlich ergiebt sich analog auch nur eine, nämlich q.Dieselbe Rechnung führen wir bei der gegebenen Gruppe durch und entscheiden dadurch, ob sie zu Typus 1 für c =j= 1 oder zu Typus 2 oder aber zu Typus 1 für c = 1 oder endlich zu Typus 4 oder 5 gehört, denn die Anzahl solcher sich bei den Klammeroperationen reproducierender infinitesimaler Transformationen bleibt unverändert, wenn auch neue Variabein in die Gruppe eingeführt werden.Da wir schon oben entschieden haben, ob sie auf Typus 3 oder aber auf Typus 1 oder 4 oder aber auf Typus 2 oder 5 reducierbar ist, so ist nunmehr der Typus, auf den sich die vorgelegte Gruppe zurückführen lassen muss, bekannt.Es erübrigt jetzt noch, die Reduction für die einzelnen Möglichkeiten wirklich durchzuführen.κθ⅛cdtei"n Angenommen sei also erstens, dass die Gruppe Ul, U2, Ui auf
erstenTypui.fJell TypUS

p, q, χp + cyg.zurückführbar sei, wo allerdings die Constante c, die sicher =f= 0 ist, noch unbekannt ist. Der Typus hat die Zusammensetzung:
(jp, q) ≡ 0, O, xp + cyq) ≡p, (q, xp + cyq) ≡≡ cq.Entsprechend werden wir die infinitesimalen Transformationen der vorgelegten Gruppe in allgemeinster Weise so auswählen, dass:

(UtU1) = O, (P1 U3'} ≡Ui, ( ⅞σ,) ≡ Const. u, wird. Dies erfordert nur algebraische und verhältnismässig einfache Überlegungen. Die Constante, die bei der letzten Klammeroperation auftritt, benutzen wir als die Grösse c. Wenn nun etwa:
lJ.f= t-QL 4- γ1. 
u'τ η' dy(i = 1, 2, 8)ist, so giebt es sicher solche Functionen x und y von x, y, dass:

t ?£ + „ ?1 = *L 
⅛l ∂x ' ι*1 Sy Sχ,

*i Sx' 7*i Sy Sy’

t Sf , Sf -Sf._ Sf 
+ % Sy — x dx ÷ CVwird. Zwischen den drei infinitesimalen Transformationen besteht daher notwendig die Relation
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Zurückführung e. dreigl.Gr., deren erste deriv. zweigl. ist, auf ihre canon. Form. 517
Ul 1 ο 
Ü2 Q 1 =0
Ui χ cyoder: i∕3 — χ Ul — cyU2 = 0.Bekanntlich besteht aber zwischen ihnen nur eine lineare Relation, nämliche diese:⅞ + ∣⅛L⅛ Ui — ⅛--~-fft Ü2 ≡ 0.£i — Mi Si ⅞ ~ MiDemnach ist: “ __ __ G r∣3 £a rla - __ £i ⅞ ⅜α riι .⅛l¾ — G >?i ’ j C ξ1¾ — MiDie Reduction ist hiernach rein algebraisch durchführbar.Nicht so im zweiten Falle: Die vorgelegte Gruppe Ul, U2, U3 κθ^fcdtθ°n sei auf den Typus τjpu∙n2, xq, (1 — c)xp + yqreducierbar. Wie vorher bestimmen wir auch hier drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen

fj.f= t. ?! Λ- v. df. 
u'τ ~ ξl 8x^ η, Syder vorgelegten Gruppe in allgemeinster Weise so, dass sie dieselbe Zusammensetzung liefern, wie der Typus, d. h. dass:(⅞⅞)≡0, (tZ1¾)≡iζ, (Z72C∕3) ≡ Const. ίζwird. Die zuletzt auftretende Constante nehmen wir als das c an.Nun giebt es Functionen x, y von x, y, sodass:

⅛l ∂x ' υ'1 ∂y Sy,

× ' Sx ■ ∂y ∂y,
. Sf , ∂f ,λ ∂f . ~ Sf

^∂x^^η'iSy~^ °>x∂x + y∂ywird. Hiernach besteht zwischen den U die lineare Relation:
U1 0 1
U2 0 x ==o 
U3 (1 — c)x yoder t⅞> =xx x Ui fd. h. es ist:
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518
also:

Kapitel 23, § 3.

Up + wι ≈χ(Up + >7ι<z),ä = ∣* = ⅛. ξι m(Dass diese beiden Werte dieselben sind, ist von vornherein sicher.) Um y zu bestimmen, setzen wir in (2) f = x, y. Die erste Annahme giebt für y keine Bestimmungsgleichung, hat also keinen Zweck. Setzen wir aber f≡y, so kommt:⅛ + ''∙ h = 1,
(Die zweite Gleichung giebt offenbar nichts neues.) Hieraus lassensich ~ und berechnen als lineare Functionen von y, deren Coeffi-Sx Sycienten von x, y abhängen. Bekanntlich erfordert alsdann die Bestimmung von y nur Quadraturen.Die Reduction verlangt also nur Quadraturen.Wenn die vorgelegte Gruppe U1, U2, U3 drittens auf die FormdrittenTypus. y_) χ<i) yqgebracht werden kann, so wählen wir wieder drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der gegebenen Gruppe:c√∙≡fe⅛ + ,i∣i(i = 1, 2, 3)in allgemeinster Weise so, dass die U dieselbe Zusammensetzung haben wie der bekannte Typus, dass also(⅞⅞) ≡ o, (i∕1 i∕3) ≡ σ1, (⅞¾ ≡ ⅞ wird. Alsdann setzen wir:

i °r + v 0f = ?f 
5l Sx ' '1 Sy Sy,
i Sf . Sf - Sf
⅛ Sx ÷ Sy ~ X Sy’

t Sf . Sf _ _ S£
’3 Sx ' r^3 Sy Μ SyZunächst ist hiernach
U2=xUl, U3 = yU1.Andererseits müssen U2 und U3 sich notwendig in den Formen darstellen lassen:

⅞ ≡ (>0, 2∕)^rι, U3 ≡ σfo i∕)Ul,
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Zurückführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. zweigl. ist, auf ihre Canon. Form. 519da die infinitesimalen Transformationen Ui, U2) U2 sämtlich dieselben Bahncurven haben. Also ergiebt sich sofort
Die Reduction erfordert demnach weder Integration noch Quadraturen.

Sei die vorgelegte Gruppe Z71, U2, U3 viertens auf die Form 1 
p, 0 + y)p + y<ιreducierbar. Wir wählen zunächst wieder drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der gegebenen Gruppe:

fj.f=÷ £· — + 
u'∣ — ζl Sx η* Sy

d≈ 1,2, 3)in allgemeinster Weise so aus, dass die U dieselbe Zusammensetzung ergeben wie der bekannte Typus, d. h. dass(P1{ξ) = 0, (F1⅞) = ul, u1u3∙) = u1 + usist. Darauf setzen wir an:£ 4-«
Sx ' 1 Sy Sx,

’2 Sx * ι^2 Sy Sy,

. Sf . Sf ,- . -× Sf . ~ Sf½> 0Ϊ + % ⅜ = <X + ää + ■> Ty'Hiernach ergiebt sich: R, - (« + yψ, + j∕⅞,während doch
τy- ----- ⅛3 1}j 1?3 JJ I ⅛1 r∣Λ ⅜3 r∣i3 ‰77ι 1 ' Uj~ l2η1 2ist. Demnach kommt:

x + y = ⅛-=Λ¾ =
j ⅛i%- Mi Mi“ MiDie Reduction erfordert also keinerlei Quadraturen oder Integrationen.

Reduction auf den vierten Typus.

Endlich wenden wir uns zum fünften Fall: U,, U«, U, sei redu-Reduction17 " auf dencierbar auf fünften
+ Typuβ.

ypNachdem die infinitesimalen Transformationen
-frf___ t df . Sf
Uif— & Sx ÷ Vi Sy(i = 1,2 3)in allgemeinster Weise aus der vorgelegten Gruppe so ausgewählt
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520 Kapitel 23, § 3.sind, dass sie auch die Zusammensetzung des Typus geben, nämlich diese:
(Z71¾) = o, (¾F,) = (¾¾) = Ul - u„so setzen wir:

t Vf. + η = 
sι dx -r r∣i dy $y,

t 8f . 8f - 8f 

2 cx , ti 8y 8y’t aI X , _ 8f*3 8x ^* 1*3 8y 8x ' 8yund erhalten hieraus:
fc 8f . 8f - ∕t 8f . 8f\
⅛ ∂x ÷ η2 8y ~ V1 8x ÷ ∂y) ’also:

§1 ViUm y zu finden, setzen wir / — y und unsere drei obigen Gleichungen geben (indem die zweite überflüssig wird):s'⅛ + ¾⅛ = 1'£ ⅛ _L = »
⅛ 3 8 x * η î ∂ y y,Wie bekannt, lässt sich hieraus y durch Quadraturen als Function von x, y berechnen.Diese Reduction fordert also nur Quadraturen.

In allen füuf Fällen kann mithin die Zurückführung der vorgelegten Gruppe auf ihre canonische Form durch algebraische Operationen und höchstens einige Quadraturen geleistet werden. Doch ist in jedem Falle eine ähnliche Bemerkung wie im vorigen Paragraphen zu machen. Sicher existiert jedesmal eine Form U1, U2, U3 der gegebenen Gruppe derart, dass U1, U2, U3 direct in die drei infinitesimalen Transformationen des betreffenden Typus übergeführt werden können. Diese Form suchten wir, indem wir in allgemeinster Weise i∕1, Z72, U3 so bestimmten, dass sie dieselbe Zusammensetzung liefern, wie der Typus. Bei dieser Bestimmung treten völlig willkürliche Constanten auf. Für gewisse Zahlenwerte derselben muss die Überführung zu leisten sein. Dass sie für alle zu leisten ist, folgt aus allgemeinen Sätzen, die hier nicht erörtert werden können. Man mag sich in jedem Beispiele davon überzeugen.
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Ziniickführung e. dreigl.Gr., deren erste deriv. zweigt, ist, auf ihre canon. Form. 521
1. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe BeispieleI71≡αp, U2≡≡yq, i∕3 ≡ a; lg a;+ y lg y · gauf ihre canonisclie Form bringen. Hier ist(tW≡o, (p,e∙5)=u1, (¾ps)=pi.Die erste derivierte Gruppe ist also zweigliedrig, nämlich t∕1, U2.Ihre infinitesimalen Transformationen haben verschiedene Bahncurven.Mithin kann die Gruppe nur auf den ersten oder vierten Typus redu- cierbar sein. Da nun(≈t∕l + ∕)σs, i∕s) = αz71 + 0P2ist, so giebt es unendlich viele sich bei den Klammeroperationen reproducierende infinitesimale Transformationen α1δ∕1 4- a2t∕2, die Gruppe ist demnach auf Typus 1 für c = 1, also aufp, b %p + ys,reducierbar. Um das allgemeinste neue Veräuderliclienpaar x, y zu finden, welches die Reduction vermittelt, nehmen wirU1 = α1i∕1 4- at,U2,

U2≡≡β1Ul + β2U2,

U3 ≡γ1Ul + γ2U2 4- γ3U3,wo die α, ß, γ Constanten mit nicht verschwindender Determinante, d. h.?3 ÷ θ Uud “ißt — “tßl ÷ θsein sollen, so an, dass
(σ1⅛)≡o, (u1t∕3)≡Γ1, (u2u3)≡u2wird. Dies liefert für die α, ß, γ nur die Bestimmungen:(i — λs)αι = 0) (i — j⅛)f⅛ = θ,(1 - n)A = 0, (1 - n)A = o.Also ist y3 = 1 anzunehmen, während die cc, ß und γl, γ2 willkürlich sind. Nun setzen wir

TT — I * Vf
Ul=((lxp 4- a2yq =⅞≡∕⅛ +__ G /' Q S,
u3 = γlxp + γ2yq + x lg x p ψ y lg y ∙ q = x + y d. h.:

{γix 4- x lg x}p 4- (yaτ∕ 4" 2/ ⅛ 2∕)tf = α(α1aψ 4- a2yq) 4- y(βixp 4- βiyq∖ sodass
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522 Kapitel 23, § 3.Οι ÷ ⅛ tf)α = (α1tf + β1y)x,

(r2 + ⅛ y)y*≈ (⅛, + β2y)ysein muss. Dies giebt:- = l 7ι ÷ ⅛aj ∕3ι j _ __ ___£ «i Zi + lg#«1 ßt — «Ϊ ßi lg 2∕ β2 ’ j al β2 - αg βl y2 + lg 2/Die neuen Veränderlichen führen also Ul, U2, Ui in££ £ - £ , _ £
dx, dy, jc ∂x' dyüber. Dabei sind α1, a2; βi, β2∙ γ1, γ2 ganz willkürlich. Nimmt man z. B. diese alle gleich Null an mit Ausnahme von σ1 = ß2 = 1, so kommt: ä = lg a, y = lg y.In der That wird dann:δ lg x cf , d lg y df df xp ≈ x —ff— ∙ ^÷ + X -~ -÷ = ~=>p
dx dx dx dy dx 1 ’

d lg x df , d lg y df df

yfi-y dy 'dx + y dy 'dy~dy~q,
x↑gx-p + y⅛y g = igχ∙p + lgf∕-q — χp + y⅛

2. Beispiel: Die Gruppe
y, - y, χ2p — yysoll auf ihre canonische Form gebracht werden. Hier ist

(tf1e2)≡o, (u1t⅞) = -p1, (djp,)≡p∙1-o2.Die erste derivierte Gruppe ist demnach zweigliedrig: UlU2 und die infinitesimalen Transformationen C71, ιT2 haben dieselben Bahncurven, nicht aber hat auch Ui eben diese Bahncurven. Also ist die Gruppe auf den zweiten oder fünften Typus reducierbar. Wir fragen nach der Anzahl der infinitesimalen Transformationen alU1 + β2U2, welche sich bei den Klammeroperationen reproducieren:
(,aU1 + βUt, Us) = p(<xt71 + βU2).Es kommt hier:- «C, + β(U1 - Vt) = p(κP1 + (5Ps),also (ρ + l)α + 0 = O, ∕3(ρ + 1) = 0.Wäre ρ =}= — 1, so käme a — ß = 0. Also ist ρ = — 1 und ß — 0, d. h. es giebt nur eine infinitesimale Transformation der gesuchten Art, nämlich Ul, die Gruppe ist sonach auf den letzten Typus

y, χy, p + yyzurückführbar. Zunächst setzen wir nun allgemein an:
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Zurückführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. zweigl. ist, auf ihre canon. Form. 523
Ui≡a1U1 + α2t∕2, tr2 ≡ β1U1 + β2U2, 
u3 ≡ y1D1 + γ2U2 + γsU3und nehmen an, dass y3 ⅛= 0 und alβ2 — a2β1 =4= 0 sei. Die U1 sind so zu bestimmen, dass(U1Γ2) = 0, (W = u„ (U1u3) ≡Ut-Uiwird. Dies giebt für die a, ß, γ die Bedingungen:— «i7a + «2?3 = “n — fZ2?a = α2i

— β1y3 + ∕Va = ßi — «i. - /Va = ßi - «2·Wäre y3 4= — 1, so käme σ2 = 0, d. h. α1 = 0, was auszuschliessen ist. Somit ist y3 == — 1 zu setzen, d. h. ce2 — 0, β2 = <×1∙ Also haben wir die Relationen aufzustellen:≡ «ι Ϊ ,rζ≡(A + ⅛)β-⅛fi,
U3 ≡(ri + ^ + y)q-⅛ - |£ + j |£.Demnach ist: j = 6- + ±während f≡y liefert:≈ι⅛ = ι> (>,.+ ⅛+y)⅜-^∣χ = y∙Es ist daher y zunächst von der Form:

y = ^ι + ?(«),also nach der zweiten Gleichung(r, + ⅜ + !∕)i-⅛ = ⅛ +φ,d. h. φ _L fZl _L M _L 
dx xi ' \x2 * x3∕ al ,daher
= r1+j⅛ + t⅛ . J_ + ⅛

wo c eine beliebige Constante bedeutet, sodass alsoi = ± + ‰- -y _ Λ + & . 1 + c,,÷ + *+1.
X α1 1 α1 1 α1 X α1
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524 Kapitel 23, §§ 3, 4.die neuen Veränderlichen sind, welche die Transformation in die canonische Form leisten. In der That ist wegen: 1
___ ∂f ∂x cf . 8y 8f \ . I y1 e*\_

8x 8x 8x 8x '∂y x2 ∖ a1χt c xi)

^∕, __ 8x 8f ,cy_ cf ___ 1 -
∂y≈∂y ∂x'∂y 8y a1 ®auch^ι≡αι⅛ = <?>σ2≡(ft+⅞)i=(⅛+±)i=⅛' ≡ (y1 + % + </) Ϊ - ⅛ = (£ + £· · | + ) q+p + (£ + ce·) q-

= p + yq-Natürlich kann mau die Constanten specialisieren, z. B. σ1 = 1, 
βl = γ1 = γ2 = c — 0 setzen, sodass

= y = ywird.§ 4. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste derivierte eingliedrig ist, auf ihre canonische Form.Eine dreigliedrige Gruppe 771, t∕2, U3 in x, y, deren erste derivierte Gruppe eingliedrig ist, lässt sich nach dem Schema in § 3 des 22. Kapitels auf eine der drei folgenden canonischen Formen zurückführen:
P, <b W, 
q, xq, xp +

Normierung. ln allen drei Fällen stellt die erste infinitesimale Transformation die erste derivierte Gruppe dar, also im ersten p, in den beiden anderen q. Im dritten Falle ist q mit p und xq vertauschbar, im ersten und zweiten Fall ist die erste infinitesimale Transformation nicht mit allen übrigen vertauschbar. Ferner besteht im ersten Falle zwischen den drei infinitesimalen Transformationen die Relation:
⅛) — x(p) = 0,im zweiten diese:
(xq) — x(q)≡≡0und es ist im ersten

(p,xp)=≡p,im zweiten
⅛,^)≡0.
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Zurückführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. eingl. ist, auf ihre canon. Form. 525Um also für Ul, Ui, U3 den zugehörigen Typus zu bestimmen, bilden wir (JJ1U2), (UiU3∖ (U2U3) und erhalten dadurch die infinitesimale Transformation der ersten derivierten Gruppe. Sie sei etwa U1. Alsdann untersuchen wir, ob sie mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar ist oder nicht. Ist sie es, so ist die Gruppe auf Typus 3 reducierbar. Ist sie es nicht, so kommen nur die beiden ersten Typen in Frage. Dann bilden wir die sicher bestehende Relation von der Form: «i Ul + α2F2 + «3 U3 — φ(x,y)U1 == 0, wo φ eine wirkliche Function, nicht aber, wie αl, α2, a3, nur eine Constante sein soll. Ist dann(f∕1, α1 i∕1 + α2 C∕2 + a3 U3) = 0,so ist die Gruppe auf Typus 2 zurückzuführen, andernfalls auf Typus 1.Sei — nach Beendigung dieser Normierung — die vorgelegte ReductiouGruppe auf den ersten Typus erstenTypus.
P, <b XPreducierbar. Auch sei C∕1 die erste derivierte Gruppe. Sicher lassen sich dann in allgemeinster Weise U2 und U3 so aus der Gruppe auswählen, dass sie von U1 und von einander unabhängig sind, und dass sie dieselbe Zusammensetzung wie der Typus geben:

(Γ1σ2) = o, (p1Γ3)≡∕71, (⅞F,)=αIst etwa: U,√* ≡ ξip + ηiq (/=1,2,3),so können wir dann x, y so als Functionen von x, y bestimmen, dass 
tlP + W = ⅛=,

⅛P + ¾2 =
⅛P + ⅝5 =wird. Zunächst kommt hiernach sofort:ä = ⅛ = .

77lIndem wir f =y setzen, kommt ferner:∣1⅛ +,1∣S-0,
1 ox ' 11 oy ,i ⅛ + % ⅛ _ 1. 
* o ec 1 '2 cy
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526 Kapitel 23, § 4.woraus sich y durch eine Quadratur bestimmt. Die Reduction erfordert also eine Quadratur.
Reduction auf den zweitenTypus. Ist zweitens

q, pq, χp + yqder Typus, auf den die vorgelegte Gruppe reducierbar sein muss, und 
Ul ihre erste derivierte Gruppe, so wählen wir wieder in allgemeinster Weise i∕2, I∕3 so, dass die Zusammensetzung der vorgelegten Gruppe in der neuen Form genau die des Typus, d. h.

(p1¾)≡o, (y1¾)≡u1, (⅞r3)≡0ist. Ist etwa
Ui ≡ + ηiq(t = 1, 2, 3),so kommt das Gleichungensystem:

⅜ιP ⅛^ ypl — ßy>

fc l ~sf“H V2fl ',' ßy>

k 1 - ∂f . - C>f
i,p + vι = ^^ + <jgg-Daraus folgt:
und f≡y giebt: £1 ¾

t 4. 12 ^=1 

ζ'∂x^ ll ∂y ’

∂ x ' ^3 dyHieraus bestimmt sich bekanntlich y durch Quadraturen.Wir kommen zum letzten Fall, in dem Ui, Ui, U3 auf die ca-Reduction auf dendritten nonjsche Form Typus. <Z, P,zurückgeführt werden kann. Nachdem wir wieder C∕,, U,i, U3 in allgemeinster Weise so aus der gegebenen Gruppe ausgewählt haben, dass sie von einander unabhängig sind, und dass sie dieselbe Zusammensetzung wie der Typus haben, also:(F1⅞)≡0, (Rxiξ)≡o, (¾p3)= t∕1 ist, setzen wir, wenn
Ui ≡ ξ,∙p + ηiq

(i = 1, 2, 3)ist:
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Zurückführung e. dreigl. Gr., deren erste deriv. ein gl. ist, auf ihre canon. Form. 527
Uv + %i = gjj,

, - dfHiernach wird :
und f≡y liefert: X = ⅛ = ⅛

5i »7i

£ d-l _L rl ^1=↑ 
^i∂χ^hSy ’

£ <⅛-Lr, ⅛- = O 
ζ2 Sx % Sy ’woraus y durch eine Quadratur berechnet wird.In jedem Falle reichen also auch jetzt algebraische Operationen und höchstens Quadraturen zur Reduction der vorgelegten Gruppe aus. Es ist hierbei, wie in § 2 und § 3, zu bemerken, dass die U noch völlig willkürliche Constanten enthalten, demnach auch in den Werten von x und y solche auftreten. Sicherlich giebt es gewisse Werte der Constanten, für die y in der That diejenigen neuen Veränderlichen sind, welche die Reduction leisten. Man würde sie in jedem Falle durch wirkliche Einsetzung von x und y in die U rein algebraisch bestimmen können. Aber man kann beweisen, dass diese Constanten in der That gänzlich willkürlich gewählt werden dürfen. Doch gehen wir darauf nicht ein.

Beispiel: Die Gruppe
p, yp, yysoll in allgemeinster Weise auf ihre canonische Form zurückgeführt werden. Hier ist:(ι∕1ps)≡o, (C1C3)≡O, (02σ3) = -ps.∕T2 = yp also stellt die erste derivierte Gruppe dar. Da C∕2 nicht mit t∕1 und Uα vertauschbar ist, so ist der zugehörige Typus sicher nicht der dritte. Nun besteht zwischen den infinitesimalen Transformationen der Gruppe nur die folgende RelationC1-∣C3 = Ound es ist (L71i72)≡O. Daher ist die Gruppe auf den zweiten Typus 

q, xq, xp + yqreducierbar. Wir haben nun zu sefzen:

Beispiel.
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528 Kapitel 23, §§ 4, 5.

U1 = aU3,

U2 ≡ ßi U1 + β2 U2 + β3 U3,

U3 = 7ι + 72 U2 + 7a U3 und die Constanten α, ß, γ so zu bestimmen, dass
α + θ> βl7s — (⅛7ι + θund ausserdem

(F1⅞)≡o, (tζ⅞)≡≡ ⅞, (⅞t∕8)≡owird. Dies liefert = 0,d. h. ß3 — 0, ferner: — «n = a,d. h. γ., — — 1, und endlich
βi7s = 0,d. h. ß2 = 0, sodass sich ergiebt und zu setzen ist:77 __ Tr ___ SfU1 = aUi = ayp =

U2 — ßl = ßlP ~ % "ß~ }

U3≡γlUl + γ2U2-U3≡≡≡(ri + ri9)p — yfi + yHiernach ist: ä = -&-,während f≡y liefert:
c>y 1 ay ∂x ~~ 1,

, , ∖∂y dy -(,r, + M)gi-y^ = y,also zunächst S' = ⅛ + <=>(S').und, wenn dies in die zweite Gleichung eingesetzt wird:(zi + y2^) ~ — ∞(y)y = ω> woraus sich durch Quadratur ergiebt:ω = — · — lg y + —, sodass die neuen Veränderlichen diese sind:s = 2L + rl.⅛y + I≈.
ay ay 1 a y aWirklich wird bei Einführung dieser neuen Variabein:
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Reduction der Gruppen, welche keine Diffgl. 2. 0. inv. lassen. 529
U1≡≡ ayp = ay - -^q = q,

U2≡ βip = βl∙-^yq≈xq,

⅞ ≡ (zi + y2y)p — y<ι = (zι + v*y) ~y ί —

_ y Γ ⅛ + (_ _£_ + iι.± _ ⅛!⅛1
j I αι∕ 1 ∖ ayt 1 a y cc yi / x I= Ap + (Λ + L.⅛ + S)j 
uyx , ∖ay u y 1 u.!

≈ xp -\-yq.

§ 5. Reduction der dreigliedrigen Gruppen, welche keine Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen, auf ihre canonische Form.Wir haben von vornherein in den drei letzten Paragraphen diejenigen Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen von der Betrachtung ausgeschlossen, welche bei der Integration von Differentialgleichungen zweiter Ordnung nicht Vorkommen. (Vgl. § 1.) Da aber das in den §§ 2, 3, 4 behandelte Problem unabhängig von der Integration von Differentialgleichungen eine gewisse Bedeutung in der Gruppentheorie hat, so wollen wir uns nun noch fragen, wann eine Gruppe Ulf, U2f, Uif in x, y auf einen der ausgeschlossenen Typen, d. h. nach dem Schema des § 3 des 22. Kapitels auf eine der beiden Formen
g yg y2g, 
q xq X(x)qreducibel und wie diese Reduction auszuführen ist.Die Gruppe Ul, U2, U3 ist dann und nur daun auf einen dieserTypen zuriickführbar, wenn U2 und U3 sich nur um von einander abhängige Factoren von i∕1 unterscheiden. Insbesondere ist sie auf den ersten oder zweiten Typus reducibel, je nachdem ihre erste deri- vierte Gruppe 3- oder O-gliedrig ist.

Sie sei zunächst 3-gliedrig, d. h. U1, U2, U3 sei auf den ersten ReductionTypus
g, yg, y2g

üeductio; auf den ersten Typus.reducibel. Dann wählen wir U1, U2, U3 so von einander unabhängig in allgemeinster Weise aus der vorgelegten Gruppe aus, dass sie die Zusammensetzung des Typus ergeben, alsoL i e, Differentialgleichungen. 34
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530 Kapitel 23, § 5. Kapitel 24.
(UlU2)wird. Ist etwaund ist demnach

U1, (U1Ut)≡2Ui, (UiU3)≡U3

Ul≡≡⅛p + yq
U2≡≡ς(⅛p + ηq}f 
U3≡<>(⅛p + ηq),so wird angesetzt

t i ∂∕,⅛> + yq = j-y, 

e(h’ + yq) = y

<‰> + VQ) = p2 ^∙Hiernach ist 2∕ = e=-,während x die Differentialgleichung
L· S X , Ö X Z\Sä---- Γ V ä“ — ’'dx 1 (IIerfüllen muss, d. h. als Integral der gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung:

Reduction auf den zweiten Typus.

dx __  dybestimmt wird.Wenn zweitens·. q, xq, X(x)qder Typus der Gruppe ist, in dem allerdings X noch unbekannt ist, so wählen wir U1, U2, Uα irgendwie von einander unabhängig aus der vorgelegten Gruppe aus. Es ist dann jedes (i7,∙t4)≡0. Wenn wieder:
U1 ≡⅛p +⅞ ≡≡ P i∕1, U9 ≡ 6 Γjwird, so setzen wir

⅛ + yq = ^,
Q(⅛P + yq') = ⅛ -s~i, 
β(ξp + yq) = χ(χ)⅛j∙Hieraus folgt: x = (>und X(x) = σ,während sich y aus
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Gew. Diffgln. zweiter Ord , welche eine dreigl. Gruppe gestatten. 5315⅝+>i⅜=lberechnet. Bekanntlich erfordert letzteres die Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
dx __dy
Ϊ ηund eine Quadratur.Das Gesamtergebnis der §§ 2 bis 5 ist dieses:Theorem 47: Die Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe 

von infinitesimalen Transformationen der Ebene, welche nicht 
sämtlich dieselben Bahncurven haben, auf ihre canonische Form 
erfordert ausser ausführbaren Operationen höchstens einige 
Quadraturen. Haben jedoch alle infinitesimalen Transfor
mationen der Gruppe dieselben Bahncurven, so verlangt die 
Zurückführung unter Umständen auch die Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung in zwei 
Veränderlichen.

Zusammenfassung.

Kapitel 24.Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung in oc, y9 welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestattet.In § 1 des vorigen Kapitels skizzierten wir den Weg, auf welchem eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestattet, integriert werden kann: Zunächst bringen wir die dreigliedrige Gruppe, welche eine der in §§ 2, 3, 4 des vorigen Kapitels betrachteten ist, auf ihre canonische Form. Die Bestimmung der dazu nötigen neuen Veränderlichen verlangt nach Theorem 47 (§ 5 des 23. Kap.) ausser ausführbaren Operationen höchstens einige Quadraturen.Durch Einführung der neuen Veränderlichen geht die vorgelegte Differentialgleichung in eine solche über, welche bei einer der typischen dreigliedrigen Gruppen invariant bleibt. Es fragt sich demnach nur noch, wie man diejenigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Veränderlichen integriert, welche einen der Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen gestatten.Wir werden daher die bei jedem der Typen invarianten Differentialgleichungen zweiter Ordnung aufstellen und zu integrieren suchen.
34*
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532 Kapitel 24, § 1.Noch bemerken wir, dass wir nachher, in § 3, diejenige Tutegrationsmethode entwickeln, nach der die Zurückführung auf die cano- nischen Formen in den meisten Fällen nicht nötig ist, und auf welche wir schon im vorigen Kapitel hindeuteten.
Typus 1

§ 1. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe vom Typus 1 oder 2 gestatten.Der Typus 1 des in § 3 des 22. Kap. angegebenen Schemas hat die Form:
p + <z, %p + y<ι, χ2p + y2<ι-Wir fragen nach denjenigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: √' — ∞O, y, y) = 0,welche diese drei infinitesimalen Transformationen gestatten. Dazu benutzen wir das Theorem 35 des § 3, 16. Kap.Soll die Gleichung y" — ω = 0 die infinitesimale Transformation 

pq gestatten, so muss ω danach diese Bedingung erfüllen:δω i ___n
dx * dy ,d. h. ω hat die Form:

ω≡ω(x-y, y'\Soll sie auch xp + yq gestatten, so muss dies ω ferner derGleichung genügen: . δω , δω λω + £ χ—Γl∕ s-βθ∙1 dx 1 j dyBezeichnen wir x — y für den Augenblick mit u, so ist:δω  δω δω   δω
dx du, dy du’die Bedingung geht also über in:i n03 ^τ^ U x---------U,1 du ’sodass ω die Form hat: ra=W).

uNun soll y"— ω = 0 auch x2p -f- y2q gestatten, und daraus folgt die letzte Bedingung:2/2 _ 2∕ 4- (2y — 4x)ω — 2y (y — x)~ —9 δω 9 δω r,— χ- χ------ ?/* =<).d x σ OyDa δω __ f δω ___ f δω f
dy n , dx u-’ dy uiist, so nimmt sie die Gestalt an:
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Gew. Diffglgn. zweiter Ord., welche Typus 1 oder 2 gestatten. 533
2√j-2√-3∕∙+2√∕'(!∕') = 0.Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in f und y, deren Integration in bekannter Weise liefert:∕'≡ — 2/ — 2ay ^y — 2√2,sodass die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet:" 4- 2 y + ay' + y'2 = 0

j ' X — y

a ist darin eine beliebige Constante.Es fragt sich nun, wie man diese gefundene Differentialgleichung zweiter Ordnung integriert. Dazu verwerthen wir die Thatsache, dass sie die zweigliedrige Gruppe2> + q, xp + yqgestattet, wo Qj q, xp yq) = p + q ist. Nach § 4 des 20. Kapitels fangen wir die Integration also so an. Wir bilden:
Λf≡p + yq + ωq (q ≡ JX) und erweiteren unsere beiden infinitesimalen Transformationen:

Uif≡p + g,
U2f≡xp + yq.Durch Erweiterung tritt kein Glied mit q hinzu. Ein erstes Integral ist daher:

dx dy dy

/
1 y °>
110 __ /‘/du . (1 — y')dy' \

1 y ω J ∖u 2(τ∕' + ay’Yy’ + τ∕'2)∕
1 1 0
x y 0

Die Ausführung der Quadratur liefert das Tutegrallg 0 — y) + ⅛ lg √ — lg (1 + α p⅛' + √)oder also das Integral:
__  - yYVy'

1 + αl∕y' + yMau kann nun fernerhin die Gleichung
y = ix-yY/i = Const. »

1 + «vy+y bintegrieren. Bezeichnet man nämlich —- mit vι sθ kommtdurch Auflösung der letzten Gleichung nach y ·.
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534 Kapitel 24, § 1.
y = 2 υ2 4" 2 v γv2 — 1 — 1,also, da

v = γ(l-ί/) ist: ± = 1 _ √> _ i, ∣42 — 1,sodass
/-----------——. — J)x = Const. = cJ 1 — V2 — V ↑∕v2 — 1oder also:

------- ■■.·.------- — bx = c
v + ~ψυi — ldie gesuchte vollständige Integralgleichung unserer Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. "Sie lässt sich auch so schreiben:2ü = -y—-j----- 1- bx + cl>x -j- c 1 1oder da

v - b(χ — y) — a ist:
+ ly + c + a = 0.Wenn also eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen vom Typus 1 gestattet, so wird ihre Integration dadurch geleistet, dass man durch ausführbare Operationen (siehe § 2 des 23. Kap.) canonische Veränderliche x, y einführt. Sie wird dadurch auf die soeben integrierte Form gebracht.Typus 2. Wir suchen nun die beim Typus 2:

p, 2xp + yq, x2p + xyqinvarianten Differentialgleichungen zweiter Ordnung in genau derselben Weise. Nach Theorem 35 (§ 3 des 16. Kap.) ist die Differentialgleichung
√'- ω(x,y,y} = 0nur dann bei allen drei infinitesimalen Transformationen invariant, wenn ω die Bedingungen erfüllt:⅛, = o, ' 

ex ,o i ' r» ∂m λ— 3ω-4-w — 2x ^------ y-5— = θ,, ∙, ey ex j oy ,
o ι z ,x c ω , 2 ω , e m3xω + (!∕-^)s^ + ^ si + x!∣sTj≈0-
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Gew. Diffglgn. zweiter Ord., welche Typus 1 oder 2 gestatteu. 535Nach der ersten enthält ω nur y und y, sodass sich die zweite re- duciert auf: oi / 3 lg ω ∂ lg ω „~3 + y~eγ— 1J-^-∙=0∙Diese ist äquivalent dem simultanen System:
dy dy d lg ω
y —y 3 ,das die beiden Integrale yy und besitzt, sodass ω die Form hat: ω ≡ √3 f(yy).Sonach giebt die dritte Bedingung

⅛f(yy} + yyf'(yy} = θ,d. h.
∕ y3y'3Die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet daher so:
n <1 f\

y —3 = θ∙ ι7 yiWir könnten diese Differentialgleichung mit Benutzung des Umstandes, dass sie die zweigliedrige Gruppe jp, 2xp -}- yq gestattet, nach unserer allgemeinen Theorie integrieren. Aber die Integration ist auch ohne diese sehr einfach. Die Gleichung lässt sich so schreiben:
o , „ 2ay' r
2yy —≠ = θund liefert integriert: y2 + A — Const. = &.√ i ytEs kommt also:

y = ——,d. h.:
/ _ — χ = Const. = c
J ^by2 — aals vollständige Integralgleichung. Die Ausführung der Quadratur giebt: y Vby2 ~ a — X ≈ coder

by2 = b2{x + c)2 + a.Liegt eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung vor, die eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen vom Typus 2 gestattet, so integrieren wir sie also dadurch, dass wir canonische Veränderliche einführen, wozu einige Quadraturen hinreichen (vgl. § 2 des 23. Kap.), denn alsdann nimmt sie die eben betrachtete integrabele Form an.
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536 Kapitel 24, § 2, 3.

§ 2. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppo gestatten, deren erste derivierte weniger als dreigliedrig ist.In ähnlicher Weise wie wir im § 1 die Typen 1 und 2 erledigten, führen wir nun die Rechnungen für die übrigen Typen durch. Wir geben die einzelnen Schritte nur noch schematisch an, da sich doch immer dieselben Bemerkungen wiederholen würden.
4., 6. und 10. Typus:

P, q, xp + cyq.p)∣=-o, ä) ⅛ = 0, 
z, Ox ’ cy ,

%P + W) (c — 2)ω — √(c — 1) = 0,d. h.
C — 2

ω ≡ Const. y c -1 ;also lautet die Differentialgleichung:
c — 2

y'— ayz~1 = 0.Sie kann offenbar ohne weiteres integriert werden. Wenn insbesondere c = 1 ist, so kommt ω = 0 und die Differentialgleichung lautet einfach: √'=0.
5., 7. und 11. Typus:

T x<l, (1 -c)xp + yq. ϊ) = 0, x<l) =(1 - c) xp + yq) (2c - l)ω + (c - 1> ~ω- = 0,d. h. 1 — 2cω = Const. xc~1 ,1 — 2c
y" — axc~1 = 0.Die Integration ist sofort zu leisten. Für c = 1 jedoch folgt ω = 0 und die Differentialgleichung lautet:

√'=o.
8. Typus, der nach Vertauschung von x mit y die bequemere Form annimmt:

q, xp + {x -f- y)q.p) ö— = 0 , (/) — = 0,L' ox ’ 1, cy
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Die übrigen Diffg1n., Zusammenfassung, Vermeidung der Reduction. 537
d. h.

d. h.

∖«r + G» + 2∂2) ω +17 = 0,1. h.
ω = ae~y'3 

y"— ac~y = 0.Die Integration macht keine Schwierigkeiten.
9. Typus:

(D x<l, P + 2/2·

X Sω λ ~ ∖ A
⅜ “ θ, x(]^ Sy' ~ θ,p + yq) ω - ⅛ ≈ 0,d. h.

ω ≡acx, 
y' — acx = 0.Diese Differentialgleichung ist sofort integrierbar.

12. Typus:
P, 1, W-

λ S<o n x ∂ω „ x Sω n 
Sx — , Sy ~i, xq^ Sy' ~ θ,

d. h. ω ≡ Const. = a, 
y,-a = 0.Auch diese Gleichung lässt sich ohne weiteres integrieren.

§ 3. Zusammenfassung der Ergebnisse. Vermeidung der Reduction auf canonische Formen.Nunmehr können wir die Ergebnisse dieses Kapitels offenbar in zusammen- σ i fassung.diesem Theorem zusammenfassen:Theorem 48: Gestattet eine vorgclcgtc gewöhnliche Differen
tialgleichung zweiter Ordnung inx,y eine bekannte dreigliedrige 
Gruppe von infinitesimalen Punkttransformationen, so ver
langt ihre Integration ausser ausführbaren Operationen nur 
noch in einzelnen Fällen einige Quadraturen.Denn nach Theorem 47 (§ 5 des 23. Kap.) verlangt die Reduction der Gruppe auf ihre canonische Form höchstens einige Quadraturen.Nach der Reduction aber ist die Differentialgleichung ohne weiteres integrabel.Nachstehend stellen wir die Ergebnisse in Form einer Tabelle übersichtlich zusammen:
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538 Kapitel 21, § 3.

Unter den angegebenen Typen der Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten, sind, wie man leicht durch Rechnung findet, vier enthalten, welche nicht mehr als drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen zulassen. Es ist dies der erste, zweite, dritte und siebente. Dabei ist vorausgesetzt, dass in denselben a 4= 0 angenommen wird. Alle übrigen aber bleiben bei mehr als drei, nämlich bei acht von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen invariant und lassen sich durch Einführung neuer Variabein auf die Form y' = 0 bringen, da sie sämtlich die Form y'— φ(af) = O haben. Bekanntlich gestattet y' ≈ 0 die acht von einander unabhängigen infinitesimalen projectiven Transformationen.Vermeidung Schliesslich wollen wir noch hervorheben, dass die· Integration tio∏ auf einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche eine be- rormen. kannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestattet, 
in den meisten Füllen die llcduction der Gruppe und der Differential
gleichung auf ihre canonische Form nicht verlangt. Wenu nämlich dieGleichung

y" — ω(x, y, y'} = 0die dreigliedrige Gruppe i∕1∕, U2f, U3f gestattet, so gestattet die zugehörige lineare partielle Differentialgleichung

p + q χp + yq χ*p + yiq y' + 2 y + ct^y-= ο.
P %xP ÷ yy x2p + xyq y''-~==().------------------------------------------------------------- c__ 2 =
P q xp + cyq c ≠= 1 y" — ayc~1

p q χp + yq y,'≈0.----------------------------------------------- ------------------------------  1 —2 c
q xq (1 — c)xp yq c ψ 1 «/"—«# c -1 = 0.
3 χq yq y'= o.P q xp 4- (x 4- y)(1 y'— ac~y' == Q.

q xq p-∖-yq y"—aex = 0.

p q xq y" — a = 0.
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Zusammenfassung d. Ergehn. Vermeidung d. Reduction auf can. Formen. 539
λ f  df , > df , df n

-4∕ = i⅛ + y 9y + “ 8? =°die drei einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen Uff, 
Uff, Uff. (Vgl. Satz 7, § 3 des 16. Kap.) Es besteht aber zwischen vier Symbolen in drei Veränderlichen, wie hier zwischen Af, Uff, 
Uff, Uff immer eine lineare Relation, etwa diese:

Uff≡ u1 Uff+u2 Uff-∖- vAf,wo sich w1, «2 und v als Functionen von x, y, y auf algebraischem Wege berechnen lassen. Nach Theorem 31 (§ 3 des 15. Kap.) sind alsdann, vorausgesetzt, dass nicht schon zwischen Uff, Uff und Af eine lineare Relation besteht, die Coefficienten w1 und u2 Lösungen von Af=Q. Um zu erkennen, ob dieselben in den einzelnen Fällen auch unabhängig von einander sind, nehmen wir jetzt vorerst die Gruppe U1f, U2f, U3f in ihrer canonischen Form an.Ist dies die Gruppe p + q, xp -(- yq, x2p + y2q, so ist nach dem Obigen:
„_ o y + « y' Vy' + y2CO -~ττ --  £------------------------ ,x ~ y ’also:

λ c . ’ ny' + <ιy Vy' + y,* >Af≡≡p + yq-2 i, x-y - (1 ’

Uif≡≡p + Ϊ,
U2f≡xp + yq,
Uζf≡≡ xip + y2g_ + 2(y — x)y'q,wo q=-^-i sein soll. Hier besteht zwischen Af, U1'f'und U2'f keinelineare Relation, wohl aber lässt sieh U3'f linear durch diese aus- drücken. Berechnen wir nämlich aus den ersten drei Gleichungen 

P, q und q und setzen die gefundenen Werte in U3'f ein, so kommt:O≡- b∙∕+⅛(<z-^')if∕1,z + b+<z+⅛(i-!∕'))ciγ- _ 2 (*-y)√ Af
ωHierin sind die Coefficienten von Uff und Uff wegen des obigen Wertes von ω von einander unabhängig und sie stellen also gleich Const. gesetzt die Integralgleichungen von y"— ω = 0 dar, aus denen man durch Elimination von y die gewünschte Gleichung zwischen 

x, y und zwei Constanten erhält.Sobald also die Gruppe U1f, U2f, U3f zum soeben betrachteten Typus gehört, giebt die Relation:
Uff≡≡ «i Uff + ⅝ Uff + vAf
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Ö40 Kapitel 24, § 3.stets von einander unabhängige Lösungen ul und w2. Diese Relation aber kann man immer aufstellen, ohne die Gruppe auf ihre canonisehe Form gebracht zu haben. Ähnliches gilt in den meisten anderen Fällen.Wenn nämlich zweitens die Gruppe auf die Form 
P, 2%P + yq, x2P + MJ(1gebracht werden kann, so wird zugleich nach der obigen Tabelle 

aω = -i∙
yHier haben wir also:

Af ≡ p + y<l + p q,
Uif≡p,
Uff ≡2xp + yq — y’q,
U3'f ≡ x2p + xyq ÷ (y — xy')q'.Hier besteht zwischen Af, Uff und Uff ebenfalls keine Relation, dagegen drückt sich Uff durch diese aus. Es kommt ja:

Af 1 y 2∕s · Ο 10 0 !≡≡0
Uff 2x y — y 
Uff x2 xy y — xyoder:

U∙f≡- {«· + i'L=-⅛} {71y + μ--------w_}¾γ+≈'',+ 7∙
H-----— Af.'2 I a

y +PAuch hier sind die Coefficieuten von Uff und Uf f von einander unabhängige Lösungen von Af = 0.Im dritten Fall p, q, xp -f- cyq ist ω = ay n, wo n ≈≈------- und
c 4= 1 ist. Hier besteht auch nur die eine Relation:

Af 1 y ay'n
Uff 10 0
Uff 0 1 0
Uff x cy (c — 1)√oder:w≡ h - ⅛⅛) t7∙γ + ~ u>l+~~A Af
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Zusammenfassung d. Ergehn. Vermeidung d. Reduction auf can. Formen. 541und folglich geben auch hier die Coefficienten von Γ71'∕, und Uff zwei von einander unabhängige Lösungen von Af — 0, sobald a =j= 0 ist. Wenn aber a = 0 ist, so ergiebt sich nur diese Relation:
Uff≡≡-yUff+Af, die nur eine Lösung y von Af ≈ 0 liefert.Im Fall p, 7, xp + yq ist ω ≡ 0 und es besteht schon zwischen + √<7,fVZ,≡iL⅞7≡2eine lineare Relation:
Uff≡-y'Uff+ Af,worin der Coefficient y von Uff eine Lösung von √4∕*=0 darstellt. Ferner ist hier W ≡ xq) + yqund also

Uff≡(y-xy'} Uff+xAf,sodass der Coefficient y — xy, der von y' unabhängig ist, eine zweite Lösung von Af = 0 liefert.Liegt eine Gruppe vom Typus q, xq, (1 — c'}xp -f- yq vor, so ist 
ω = axn, wo n — c _ p und c =}= 1 ist. Zwischen Af und den Z7/* besteht dann nur diese Relation:
Uff≡ [y + (1—c)axn+2-xy'} Ul'f + {cy — (l-c)axn+1} Uf f+ + (1 — c)x Afund hier sind die Coefficienten von Uff und Uff von einander unabhängige Lösungen von A f = 0.Im nächsten Falle q, xq, yq ist ω = 0 und die einzige Relation ist diese:

Uff≡(y-xy) Uff+y Uff,in der y — xy und y von einander unabhängige Lösungen von 
Af = 0 sind.Ist die Gruppe vom Typus p, q, xp -(- (x -j- yy)qi bei dem ω≡≡ae~y ist, so besteht nur diese Relation:

U3'f≡ (x - 4) U1'f+ (x + y-y'⅛) U'f+ ½ Af,in welcher wiederum die Coefficienten von Uff und Uff von einander unabhängig sind, sobald a =j= 0 ist. Für a = 0 dagegen kommt:
Uff≡-y'Uff+Af.Diese Gleichung aber liefert nur eine Lösung y' von Af==Q.
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542 Kapitel 24, § 3. Kapitel 25, § 1.Beim Typus q, xq, p -j- yq ist ω = acx und die einzige Relation lautet:
Uff≡ (y + axf — y' — xy) Uff + (√ - aex) Uff + Af.Sie giebt zwei von einander unabhängige Lösungen, auch wenn 

a = 0 ist.Endlich beim letzten Typus p, q, xq ist ω ≡≡ a und es existiert nur diese Relation:¾γ=-iw-(i-,)¾γ+ijv.
Sie ergiebt nur eine Lösung ----- x von Af = 0, sobald a=J= 0 ist.Für n = 0 haben wir

Uff≡≡-yUff+Afund so ergiebt sich auch dann nur eine Lösung von Af = 0.Wir sehen also: Nur in wenigen Ausnahmefällen liefern die Relationen zwischen Af und den U'f nicht zwei von einander unabhängige Lösungen. Sehen wir von diesen Ausnahmefällen ab, so folgt, 
dass wir, ohne die canonischen Variabein einzuführen, die vorgelegte Dif
ferentialgleichung durch rein algebraische Processe integrieren hönncn, denn die Relationen, welche zwischen Af und Uff, Uff, Uff bestehen, lassen sich stets aufstellen, ohne dass man nötig hat, zu den typischen Formen seine Zuflucht zu nehmen.In den bezeichneten Ausnahmefällen werden wir dagegen nur eine Lösung der Gleichung Af = 0 auf rein algebraischem Wege finden, während sich eine zweite nach unseren früheren Theorien durch Quadratur bestimmen lässt.

Kapitel 25.Lineare partielle Differentialgleichungen in vier Veränderlichen und gewöhnliche Differentialgleichungen dritter Ordnung in a?, //.Vom 16. Kapitel an haben wir uns mit der Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y beschäftigt, indem wir voraussetzten, dass sie eine bekannte eingliedrige (16. Kap.) oder eine bekannte zweigliedrige (18. bis 20. Kap.) oder endlich eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen (24. Kap.) gestatten sollten. In ähnlicher Weise könnten wir fortfahren. Wir wollen uns jedoch statt dessen in diesem Kapitel mit den gewöhnlichen Differentialgleichungen dritter Ordnung und ihrer
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Problem d. Integr. von gew. Diffglngn. 3. 0. mit bek. dreigl. Gr. 543Integration beschäftigen für den Fall, dass sie eine bekannte drei
gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. Dies erfordert einige Vorbereitungen in den folgenden §§ 1 und 2.§ 1. Über das Problem der Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen dritter Ordnung mit bekannter dreigliedriger Gruppe.Zunächst fragt es sich, was es überhaupt heisst, dass eine ∕∕c-n^1ei3neθ 
ivöhriliche Differentialgleichung dritter Ordnung gestattet

y" — ω{x,y,y, y") =0
eine infinitesimale Punkttransformation Uf ≡ ίρ + yq gestattet. Sie gestattet sie dann und nur dann, wenn sie die oo3 Integralcurven unter einander vertauscht oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn die dreimal erweiterte infinitesimale Transformation Uf der linken Seite der Differentialgleichung ein Increment erteilt von der Form:

Q{y"' ~ <a)δt,wo ρ irgend ein offenbar von y" freier Factor ist. Natürlich bedarf es eigentlich eines Beweises, dass diese beiden Thatsachen sich mit einander decken, aber wir verzichten darauf. Der Beweis ist ganz analog dem Beweise, die wir für den Fall einer Differentialgleichung zweiter Ordnung gaben. Wir werden überhaupt noch einige unbewiesene Sätze in diesem Kapitel benutzen. Die Entwickelungen dieses Kapitels sollen eben nur dem Leser einige Einblicke in weitere Theorien gewähren und ihn zu tiefergehenden Studien vorbereiten.Es lässt sich nun zweitens darthun, dass, wenn die Differential
gleichung

y" - ω (x, y, y, y ) = 0 
die infinitesimale Transformation

Uf≡Ξ⅛p + ηq
gestattet, alsdann auch die lineare partielle Differentialgleichung in vier 
Veränderlichen x, y, y, y'\

Af= ∂i + 'j ∂~y + y ä? + κ, ⅜n = °’ 
die der Gleichung y"— ω = 0 äquivalent ist, die infinitesimale Trans
formation

U"f ≡≡⅛p ÷ η 3 + η'q ÷ ff'q"
gestattet, ivclche aus Df durch zweimalige Erweiterung hervorgeht, und 
umgekehrt. Auch diesen ziemlich selbstverständlichen Satz geben wir ohne Beweis an.Wir wollen uns das Problem stellen, eine vorgelegte gewöhnliche
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544 Kapitel 25, § 1, 2.ndfθ1einθ°' Diffwentialgleichung dritter Ordnung in x, y zu integrieren, rvelclic eine gesutteV δe,∕iαw⅝fe dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Punkttransformationen
Uif, U2f, U3f zulässt. Nach dem Obigen lässt sich dieses Problem auch so aussprechen: Es soll die lineare partielle Differentialgleichung in x, y, y, y":

Äf=i~x + y ry + y w + a^,y,y,y^w = 0integriert werden, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen TJff, U2"fi Uff gestattet. Erweitert man nämlich Γ71, U2, U3 zweimal, so bilden auch die hervorgehenden infinitesimalen Transformationen Uf, Uf, Uf in den vier Veränderlichen x, y, y, y" eine dreigliedrige Gruppe, denn wegen:(Γi∙i∕i)"≡(iVι∙"Γ,")(vgl. Satz 3, § 1 des 17. Kap.) folgt aus
4(iWl)≡2⅛,EJ,, dass auch 1 4(σ,"R")≡2⅛i,σ."
1ist, d. h. die U" eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden.Lin pan. Hierdurch werden wir zu dem folgenden allgemeinen ProblemDiffgl. m 4 Ο OBgi Gn’ppe geführt: Eine vorgelcgte lineare partielle Differentialgleichung in xi, 

x2, x3, X4'.

Af=÷ a1 (xi ∙ ∙ ∙ x4) -f- α2 (x1 ∙ ∙ ∙ xf) βχ* 4- αs(#i ‘'' %f)+ a4(z1∙∙∙z4)^ = 0
zu integrieren, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesi
malen Transformationen in den vier Veränderlichen xl, x2, x3, x4:

U = {,1(β, ∙ ∙ ∙ ¾) ⅛ + fe,(¾ ∙ ∙ ∙ ¾) ⅛ + fc.(*. ∙ ∙ ∙ ¾) ⅛ +

+ ξu(¾ ■·■ xι)^ι 
(* = 1, 2, 3)

gestattet, d. h. für welche jedes die Form hat:(tW) ≡ kk{x1 ■ ∙ ∙ x4) ∙ Λf(siehe Theorem 29, § 2 des 15. Kap.).Das Verfahren, welches wir einschlagen werden, um dies Problem zu erledigen, ist analog dem in § 2 des 20. Kapitels gegebenen, wo
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Integration einer linearen part. Differentialgl. Af — 0 in vier Veränderl. 545es sich darum handelte, eine lineare partielle Differentialgleichung in drei Veränderlichen mit bekannter zweigliedriger Gruppe zu integrieren. Wie wir dort den Begriff eines zweigliedrigen vollständigen Systems in drei Veränderlichen benutzten, so werden wir in der Folge von dem Begriff eines dreigliedrigen vollständigen Systems in vier Ver- vLnsuna.' 
änderliclien Gebrauch machen müssen. Daher wollen wir ihn hier system∙ kurz auseinandersetzen, auf nähere Begründung verzichtend.Eine lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 in vier Veränderlichen besitzt bekanntlich drei von einander unabhängige Lösungen, und jede Function derselben ist eine Lösung. Untersucht man, wann drei von einander unabhängige (vgl. § 2 des 10. Kap.) lineare partielle Differentialgleichungen

Λf=o, ΛZ^=θ, Λ∕ = θin vier Veränderlichen mindestens eine gemeinsame Lösung besitzen, so findet man, dass dazu notwendig und hinreichend ist, dass die 
(AiAf) = 0 nur Folgen der drei Gleichungen sind, d. h. die (u4,∙Jλ.) sich linear mit von xl ∙∙∙ ic4 abhängigen Coefficienten durch √41f, A2f Asf ausdrücken lassen. Alsdann besitzen sie auch nur eine gemeinsame Lösung, d. h. keine von ihr unabhängige ausserdem, und werden ein 
dreigliedriges vollständiges System in vier Veränderlichen genannt. Zur Auffindung ihrer gemeinsamen Lösung verfährt man ganz ebenso wie bei den zweigliedrigen vollständigen Systemen in drei Veränderlichen (vgl. § 3 des 10. Kap.).Auf die Beweise gehen wir, wie gesagt, nicht näher ein, sie sind analog denen des 10. Kapitels.
§ 2. Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung A f — 0 in vier Veränderlichen, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppevon infinitesimalen Transformationen zulässt.Wir wollen also nunmehr annehmen, es sei eine lineare partielle Differentialgleichung∠4∕,≡ «iPi + α2p2 + α32⅛ + ¾ = 0 vorgelegt, in der

= fL — <LL = °L
-Pχ∙ Sxi , ∂x2, ∂x3 , ∂rc4ist und die a gegebene Functionen der vier Veränderlichen x1, x2, x3, xi bedeuten. Ferner sei vorausgesetzt, diese Differentialgleichung gestatte eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen in den xl ∙ ∙ ∙ xi.

Liβ, Differentialgleichυn"P∏. 35
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54G Kapitel 25, § 2.Zdeaerrog Wir haben im 21. Kapitel alle möglichen Zusammensetzungen biems. von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen betrachtet, und zwar waren unsere damaligen Überlegungen, wie besonders hervorgehoben wurde, völlig unabhängig von der Anzahl der Veränderlichen. Demgemäss können wir aus dem 21. Kapitel entnehmen, dass eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen in 24, #2, x3, durch passende Auswahl der infinitesimalen Transformationen, die wir jetzt mit X1f, X2f, X3f bezeichnen wollen, so geschrieben werden kann, dass die Zusammensetzung eine der folgenden Formen hat (vgl. § 3 des 21. Kapitels):1) (X1X2)≡X1 (X,X3) = 2X2 (X2X3)≡X32) (X1X2)≡O (X,X3)≡X1 (X2X3)≡cX8 «--»)3) (X1X2)≡0 (X,X3)≡X1 (X2X3)≡X, + X24) (X1X2)≡0 (X1X3) = X1 (X2X3)≡O5) (X1X2)≡0 (X1X3) = 0 (X2X3)≡X,6) (x1x2)≡0 (X1X3) = O (X2X3)≡O.Wir haben nun nacheinander diese sechs Möglichkeiten ins Auge zu fassen.Die drei infinitesimalen Transformationen
Xk = ⅛klPι + ‰c2P2 + ‰3P3 + ^kiPi(⅛=1, 2, 3)sollen natürlich wesentliche für die Gleichung Af == 0 sein, und überdies soll keine lineare Relation zwischen ihnen und Af bestehen (vgl. § 3 des 15. Kap.), mit anderen Worten, es soll die Determinante

al a2 a3 a4

A __ ^11 ^12 =1= Q∣21 ^22 ∣23 ^24^31 ^32 ⅛3 ^34sein. Den Fall der Zusammensetzung 1 wollen wir, da er Besonderes darbietet, erst zum Schluss behandeln und also beginnen mit der
zusammen- Ziisammenset&ung 2:Setzung 2. (X1X2)≡0 (X1Xs)≡X1 (XsX3)≡cX2 <e≠0>∙ Bestehen diese Relationen zwischen den Xk, so bilden√l∕'=0, xlf=o, x2f=oein vollständiges dreigliedriges System, denn es ist ja jedes (XM)≡λUf
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Integration einer linearen part. DifFerentialgl. Af — 0 in vier Verändert 547und (X, X2) = 0. Es existiert daher eine Lösung φ desselben, die natürlich eine Lösung von Af = 0 ist. Da:
oder ausführlich geschrieben:

X3(A∩- A(X3∩ = l3Afist und hieraus für f≡φ wegen √4φ = O folgt:
A(X3φ)≡0,ebenso wegen (X1X3)≡X1, (X2X3)≡cX2 und X1φ≡0, X2φ = 0: X1(X3φ)≡0, X2(X3φ)≡0,so ist X3φ eine Lösung jenes vollständigen Systems, d. h., da dies nur eine Lösung φ besitzt, eine Function von φ allein:X3φ ≡ ii(φ).Sicher ist sie nicht Null, da z∕ =∣≡ 0 ist, also dann3qp   Cφ   Cφ   dtp  θ

∂xl ∂xa ∂x3 ∂rc4sein müsste. Wir können sie daher durch Einführung einer Function 
Φ(φ) als neues φ gleich 1 gemacht denken. Demnach existiert also eine Function φ, für welche:Λφ =ξ a' ⅛ ÷ α2 ⅛÷ 0⅛ ⅛ ÷ α* ⅛ == θ’

+ £12 g⅞ ÷ £is 0⅛ξ = θ>
X2φ ≡ ∣21 + £22 + £23 g⅞ + ^24 ≡ °>
V m ' -- fc cP I fc I t Φ I fc tP   13φ §31 ga∙ι I ⅛82 gzp2 “Γ §33 0aj3 "Γ §34ist, während ausserdem die Identität besteht:⅛l∙⅛+⅛.⅛+⅛3∙⅛+d¾∙⅛≡rfφ.Diese fünf Gleichungen ziehen das Verschwinden ihrer Determinante nach sich: α1 α2 α3 α4 0£11 £12 £13 £14 θ£21 £22 £23 £24 * θ — θ>£31 £32 £33 £34 1

dxl dxi dx3 dxi dφsodass sich dcp hieraus (wegen z∕ ≡j≡ 0) berechnet und eine Quadratur giebt:
an*35*
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548 Kapitel 25, § 2,
∕-t j dxl dx2 dx3 dxl

_ _ ∕ 1 «1 «2 «3 «4

∕ d , Sll ∣12 ‰3 ∣14

I ∣21 ^22 £23 £24Hiermit ist eine Lösung von Af=O gefunden. Diese wird nun von dreien der Veränderlichen xl, x2, x3, xi, etwa von x1, x2, x3, unabhängig sein. Wir können dann xl, x2, x3 und φ als neue Veränderliche benutzen. Da Acρ≡O, X1φ≡0, X2φ≡0 ist, so werdendie neuen Af, Xlf, X2f, die mit Af, Xlf, X2f bezeichnet werdenQ /»mögen, frei von einem Gliede in sein, also die Form haben:
~τr___ - df 1 - df , _ df___ nAf — «1 SXi ÷ «2 SXi + ⅝ SXa — °>Y f= t SL _l £ ?JL _i_ £

1' ’n dxl ' ®12 ∂%2 ' ’13 3λ⅛ ’V / = £ _L £ g∕, I £ ff
2' ’21 ∂χ1 ®22 dx2 ’ ’23 dχ3Die a und ξ sind genau die früheren mit der einzigen Änderung, dass 

χi vermöge cp = φ(xl, x2, x3, xf) aus ihnen eliminiert und dafür cp eingeführt worden ist. Nach wie vor ist jetzt:
(XlA)≡λtAf, (X2A) = i1Af, (X,¾) = O.Unser jetziges Problem ist also dies: Es sollen zwei von einander unabhängige Lösungen der Gleichung Af = 0 gefunden werden, welche die mit einander vertauschbaren infinitesimalen Transformationen X1, X2 gestattet. Af = 0 enthält nur drei Grössen als eigentliche Variabein, nämlich xl, x2, x3. φ spielt in Af = 0, wie in X1, X2, da es nicht transformiert wird, nur die Rolle einer arbiträren Constanten. Schliesslich ist noch die Determinante aus Af, Xrf, X2f nicht identisch Null.Da wir uns jetzt im Gebiet dreier Variabein xl, x2, x3 befinden, recurrieren wir auf § 2 des 20. Kapitels und entnehmen daraus, dass zwei Lösungen ψ und χ von Af = 0 durch je eine Quadratur gefunden werden, die von einander unabhängig sind. Schliesslich ist in 

ψ und χ für φ wieder die früher gefundene Function von x1, x2, x3, xi einzusetzen, wodurch dieselben in von einander und von φ unabhängige Lösungen von Af = 0 übergehen.Die Integration von Af = 0 erfordert also zunächst eine Qua- t dratur und darauf zwei von einander unabhängige Quadraturen.
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Integration einer linearen part. Differentiulgl. Af = 0 in vier Verändert 549Wir wollen gleich hier die Zusammensetzung 4 Zusammensetzung 4.(X,X8)≡O, (XtX8) = X,, (X8X8)≡0,die mit dem Falle c = 0 in Zusammensetzung 2 identisch ist, erledigen. Wenn die dreigliedrige Gruppe diese Zusammensetzung hat, so bilden wie vorher
Af==O, X1f==O, X2f≈Oein dreigliedriges System in vier Veränderlichen, deren Lösung φ so angenommen werden kann, dass X1φ≡l wird, φ wird dann wie oben durch eine Quadratur bestimmt. Es bilden aber auch
Af≈O, X1f=0, X∕=≈0ein vollständiges System, dessen Lösung ψ sicher unabhängig von φ ist, da sonst auch X2ψ = 0 wäre. Analog dem Obigen ergiebt sich hier, dass — was im Falle c =j= 0 wegen (X2X3) ≡ cX2f nicht so gewesen wäre — X2ψ eine Function von ψ allein ist, d. h. ψ so gewählt gedacht werden kann, dass Xlψ ≡ 1 wird. Demnach geht ganz analog dem φ durch eine Quadratur hervor:∕⅞ dxi dx2 dx3 dxi1 α1 α2 a3 α4

zi £ll ∣12 £l3 ^14ι ⅛31 ^32 ‰3 ⅞34Diese Quadratur ist von der vorigen unabhängig. Nun sind φ und ψ etwa zusammen mit x1, x2 von einander unabhängig. Alsdann werden sie als neue Veränderliche eingeführt. Da Aφ ≡ Aψ = 0 und auch 
Xlφ ≡ X1ψ = 0 ist, so werden die neuen Äf und Xlf φ und ≠ nicht transformieren, also von der Form sein:

Ύρ____  = ∂f I = ∂f n
At -ni ∂χι ÷ α2 — 0>v f—y _?/. [ έ 

1' ®n ∂xl ~*^ ’12 ∂x2Hier sind die a und ξ aus den früheren α und ξ dadurch gebildet, dass x3 und x± vermöge φ = φ(xl ∙ ∙ ∙ xi), ψ = ψ(x1 ∙ ∙ ∙ x4) eliminiert werden. Af==O gestattet X1f. Beide enthalten nur zwei wirklich als Variabein auftretende Grössen, nämlich xl, x2. Die Lösung von 
Äf = 0 ergiebt sich also nach § 1 des 6. Kap. durch eine Quadratur. Indem man in dieselbe für φ und ≠ wieder die gefundenen Functionen von x1∙∙∙xi substituiert, geht aus ihr die gesuchte dritte Lösung χ von Af = 0 hervor. Die Integration von Af = 0 erfordert mithin
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550 Kapitel 25, § 2.insgesamt drei Quadraturen, zuerst zwei von einander unabhängige und nach diesen eine dritte.
Zusammensetzung 3.

Zusammensetzung 5.

Wir kommen zur Zusammensetzung 3:(X1X2)≡0 (X,X3)≡X1 (X2Xs)≡X, + X2.Jetzt bilden wir das vollständige System
Λf=O, X1f≈O, X2f=0,dessen Lösung φ sich durch Quadratur bestimmt. Es ist nämlich leicht einzusehen, dass X3φ ebenfalls Lösung, d. h. eine Function von 

φ allein ist, die bei passender Wahl von φ gleich 1 gemacht werden kann. Da also
Acp ≡ 0, X1φ-0, X2φ = 0, X3φ ≡ 1 ist, so giebt eine Quadratur φ genau so wie früher. Nun werden etwa x1, x2} x3 und φ als neue Veränderliche benutzt. Dann sind die neuen Af, X1f, X2f frei von enthalten also nur drei Grössen

x1, x2, x3 als wirkliche Veränderliche. Äf = 0 gestattet X1f und X2f und es ist (X1X2) = 0, während keine Relation zwischen Af, X1f, X2f besteht. Nach § 2 des 20. Kap. lassen sich also zwei Lösungen ψ und χ von Af = 0 durch je eine Quadratur finden. Diese beiden Quadraturen sind von einander unabhängig. Die Integration von Af=O erfordert also im vorliegenden Falle drei Quadraturen wie im ersten Fall.
Haben die Xk die Zusammensetzung 5:(X1X2) = 0, (X1Xs)≡0, (X2Xs) = X,,so giebt es eine Lösung φ des vollständigen Systems 

Af=0, X1f=0, X2f≈0,für die wegen A (X3 φ) = 0, N1 (X3 φ) ≡ 0 , X2 (X3 φ) = 0 auch 
X3cp ≡ ίϊ(φ) ist. Wir dürfen daher annehmen:

Λφ ≡ 0, X1φ≡0, X2φ≡0, X3φ≡lund bestimmen φ durch eine Quadratur in bekannter Weise. Analog bilden
Af=≈O, X1f=0, X3f=0ein vollständiges System, für dessen Lösung ≠ auch X2^≡l angenommen werden darf. Daher ergiebt sich ≠ durch eine von der vorigen unabhängige Quadratur genau so wie bei der Zusammensetzung 4. xl, x2, φ, ψ etwa werden darauf als neue Veränderliche eingeführt; die dritte Lösung χ bestimmt sich dann gerade so wie in
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Integration einer linearen part. Differentialgl. Af — 0 in vier Veränderl. 551dem eben angegebenen Falle. Af = 0 wird somit durch zwei von einander unabhängige und eine dritte darauffolgende Quadratur integriert.Wenn schliesslich die Xk die Zusammensetzung 6 haben: Zusammensetzung 6.
so bilden (x1x2)≡o <x1xs)≡o (x2x3)≡o, 

4/=0, X1∕'=0, X2∕'=Oein vollständiges System, für dessen Lösung φ auch X3φ≡l angenommen werden darf, φ bestimmt sich also durch Quadratur. Analog bestimmen sich die Lösungen ψ und χ der beiden vollständigen Systeme
Af=O, X1f≈0, Xzf=0 (wo¾ψ≡l)und
Af==Q, Xs∕≈0, X3∕,= O (wol1ψ≡l)durch je eine Quadratur. Af==O wird also in diesem Falle durch drei von einander unabhängige Quadraturen integriert.

Nunmehr bleibt nur noch der oben ausgeschlossene Fall zu untersuchen, in welchem die Xk die Zusammensetzung 1 haben: ⅛a∞∞e1n-(X, X2) ≡ X, (X, X3) = 2 X, (X2 X3) = X3.Wir behaupten, dass es in diesem Falle eine Lösung φ von Af = 0 giebt, für welche∠4φ≡O, X1φ≡l, X2φ≡φ, X3φ ≡ φ2wird. Ist nämlich φ eine Function von xl, x2, xs, xli, die durch die Gleichung
Λ⅛, ⅞, #4, φ) = C (c = Const.)definiert sei, so bilden wir die vier Gleichungen:

if-~ λ e — <,f , Zf .ι 8/ , Sf ∩kf=At =“i äs; + ¾g5j + + ≈ι0ι=θ.
X f— V fl cf ---  £ I t df A_ t df _|_ b ^f -L· df ____ ∩*1' — Alt + ⅜ — ξ<ι sτi + ξ>2 + «i3 + «u svi + aφ ,
xif≡x,f+φ⅛ ≡ ⅛, £ + fet ∣L + ξ23 g + u ⅛ + „ ‰=o,
V≡X,f+^ ≡ ξsι 0¾ + ⅛ + ξ5s ⅛ + i,i ⅛ + 9>20¾=O.
Es sind dies lineare partielle Differentialgleichungen in fünf Veränderlichen x1, x2, x3, xl, φ, und es ist:
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552 Kapitel 25, § 2.(AX1)≡ (AXi) = λ1Af=λlkf,(AXz)≡ i.4¾)≡U∕'≡2,Ajf',(AXs)≡ (ΛX3)≡λ3Λ∕'≡λ3A∕',(X1X3)≡(X1¾) + gZ, φg)≡X,Λ (X1X3)≡(X1¾) + (∣i,^∣∕)≡2X2Λ(X2 X3) ≡ (¾X,) + (φ ⅞ , φ- ≡ ×afDie Klammerausdrücke geben also, gleich Null gesetzt, keine neuen Differentialgleichungen. Daher bildenA∕,= 0, X1∕=0, X2f=O, X√'=0ein sogenanntes viergliedriges vollständiges System in fünf Veränderlichen 
x1, x2> ⅜ xi> Ψj das, wiθ mau allgemein beweisen kann, eine Lösung f besitzt. Sei diese Lösungf≡Λ>1,tf2,a⅛,α4, φ),so setzen wir sie gleich einer Constanten c. Indem wir dann cp aus 

t(%ι, X%i X-i, x4, cp) — cberechnen, erhalten wir eine Function φ(%1, rr2, xä, xi), für die wegen A∕,≡0 offenbar √lφF≡O, wegen X1f≡ 0 offenbar Xlcp = 1 etc. ist, denn es ist:
of

Sφ cxkτΛ ≡----(* = 1, 2, 3, 4),8xk Cfδφalso:
- lφ ≡ ixi + a‘ ⅜½, + β∙⅛ + "∙ ⅛

ξξ - ⅛ (“' SH---------F “ΠΗ ξ - ⅛ ≡ θ
8dp 8 φu. s. w. Mithin existiert in der That eine Function φ, für welcheAφ≡0, X1φ≡l, X2φΞ≡<p, X3cp ≡ cp- ist. Es fragt sich nun, wie diese Function praktisch gefunden wird.Aus den vier vorstehenden Gleichungen lassen sich die x— berechnenö Sxkin der Form:

= Qk(x1 ∙ ∙ ∙ ¾) + <⅛(z1 ■ ∙ ∙ X4)ψ ÷ ¾(a⅛ ∙ ∙ ∙χi')ψ2
(* = 1, 2, 3, 4).
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Integration einer linearen pari. Differentialgl. Af = 0 in vier Verändert. 553Um hieraus φ zu berechnen, verfahren wir nach Dubois-Rey mond’s Methode so. Wir setzen:
d^X, X'g (liX, X∙i — Og#, *£4 — CI4Xund drücken also φ als Function von x allein und arbiträren Con- stanten a aus, sodass in dieser Form

dφ __ C>φ l Crp , ∂φ . ∂φ
dx ttl ∂x1 ~f~ °2 cx.i ' 0t3 ∂xi ^∣ tti ∂xiwird. Setzen wir hierin die obigen Werte der partiellen Differentialquotienten ein, so erhalten wir eine Gleichung von der Formäx· = a) ÷ a')cP + τ(x> a⅛i∙Es ist dies eine lliccati, sehe Gleichung. Haben wir ihre allgemeine, eine Constante c enthaltende Lösungφ = φ(#, a1 ■ ∙ ∙ a4, c)bestimmt, so setzen wir wieder rückwärts

aι = ~i> a2 = T> a∙' x> a*-lΓDadurch fällt notwendig x aus φ heraus und es bleibt eine Function von der Form φ = φ(tti, ⅜> ¾> xi, c),Hiermit wäre eine Function φ gefunden, für die Λφ =. 0 ist. Diese Function enthält nun noch eine arbiträre Constante c. Geben wir dieser C’onstanten c drei Zahlenwerte, so ergeben sich drei hunctionen φ1, ‰ cP∙0> für die sicher jl4φ1 Ξ Aφ2≡ Aφi = 0 ist. Es ist nun leicht einzusehen, dass φ1, φ2, 9p3 vθn e⅛an^er unabhängig sind. Denn alle drei erfüllen die Gleichungen:
= ok + <⅛<P + w2

k (* = 1, 2, 3, 4).Wäre also etwa: ___77(φ1,φ2,Φ3)=θ>so würde aus QrT
e∏,. s∏ = o f- ≡ 0
Sxl — θ, ix, s*3folgen: (»* + ⅛λ + nφ,i) +10iρ, + "m + τtφ^ +⅜, + ftft+W>,> = 0 3 (* = M,M)oder, anders geordnet:
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554 Kapitel 25, §§ 2, 3.

* (⅛ + * (∑ * ⅛ + - (∑ ” ‘ = 0
<k = 1, 2, 3, 4).Nun sind nicht alle Determinanten der Matrix i>ι 6l τ1 I

(,2 ⅞ r2 ΐ

(,3 &A τ3 (,4 °Ί T4 !identisch Null, da sonst zwischen . , . mehr als eine7 tixl, 8xi, cx3, ∂xilineare Relation bestände (da doch nur Aφ = 0 ist). Also folgte notwendig, dass einzeln: an ^Jl = o
Sφi ' ∂ψ2 ' ∂φ3 ,∂JT l θTl . a/7__n⅛Γ + = °-

2 an l 2 ∂∏ . 2 sπ n
<pi □— ÷ <p∕-—H % τr- ≡ θ>d. h. dass die Determinante:1 1 1 

<Pι φ-2 φ3 ≡ θ φi2 φ22 fPi2oder also (<Pi — φ2) (φ2 — <P3) (φ3 — Ψι) = θ,d. h. zwei der <pi identisch wären.Wir sehen also: Indem wir in der Lösung φ (x1 ∙ ∙ ∙ xi, c) derConstanten c drei Zahlenwerte geben derart, dass nicht zwei Zahlenwerte dieselbe Function liefern, was immer möglich ist, so erhalten wir drei von einander unabhängige Functionen φ1, φ2, φ3 als Lösungen von Af = 0.Somit ist in diesem Fall die Integration von Af = 0 auf die einer Riccatfschen Gleichung reduciert*).*) In Bd. 25 der Math. Annalen zeigte Sophus Lie, dass die Gleichung 
Af — 0 im vorliegenden Fall auf eine Riccati’sche Gleichung zurückgeführt werden kann. Alsdann machte Vessiot die äusserst wichtige Bemerkung, dass man direct durch die im Text gegebene Methode eine Lösung von Af = 0 durch eine Riccati’sche Gleichung bestimmen kann. Endlich bemerkte Lie, dass dann die gefundene Lösung eine arbiträre Constante derart enthält, dass drei verschiedene Werte derselben drei von einander unabhängige Lösungen von Af ' = 0 iefern. Die Methode des Textes ist einer Verallgemeinerung fähig auf beliebige
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Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y. 555Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen in demTheorem 49*): Gestattet eine vorgelegte lineare partielle 
Differentialgleichung Af — 0 in vier Veränderlichen eine be
kannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma
tionen, deren erste derivierte Gruppe tveniger als dreigliedrig 
ist, so verlangt ihre Integration drei Quadraturen, von denen 
entiveder die beiden ersten oder die beiden letzten von einander 
unabhängig sind.

Ist dagegen die erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig, 
so verlangt die Integration von Af == 0 die einer Riccati’sehen 
Differentialgleichung.

In beiden Fällen ist vorausgesetzt, dass zivischen Af und 
den drei infinitesimalen Transformationen keine lineare Re
lation bestehe.

§ 3. Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestattet.Die Theorie des vorigen Paragraphen wenden wir nunmehr auf die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung an:
y" - ω{x,y,y,y''} = 0,von der wir voraussetzen, dass sie eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen

Ukf ≡ ξkp + ηkq (k = i, 2,3)in x, y gestatte.Es bedarf diese Anwendung kaum noch einer besonderen Aus- Integration_. .. ∙ ∙n∙n∙ . 1 , . . tu durch Ver-einandersetzung. Die lineare partielle Differentialgleichung in x, y,y , y : wertung a.vorhergeb.
. r___ ∂f , , ∂f , ,, ∂f , , , „x Öf λ Theorien.

si + y ⅜ + y + θ∙welche jener gewöhnlichen Differentialgleichung äquivalent ist, gestattet die durch zweimalige Erweiterung der Uk gewonnenen infinitesimalen Transformationen:r-gliedrige vollständige Systeme in n Veränderlichen mit bekannter (w-r)-gliedriger einfacher Gruppe von infinitesimalen Transformationen.*) Dieses Theorem wurde von Lie in Bd. 11 und 25 der Math. Annalen aufgestellt in den Abhandlungen: „Allg. Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung“ und „Allg. Untersuchungen über Differentialgleichungen, die eine continuierliche endliche Gruppe gestatten“. Diese Arbeiten enthalten eine durchgeführte Integrationstheorie der vollständigen Systeme mit bekannten infinitesimalen Transformationen.
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556 Kapitel 25, § 3.

ττ,rf___ t ∂f , ∂f , , C> f . '> ∂fUk f=⅛Fi + rlk∂7j + ηk Ty' + d?''Die letzteren bilden eine dreigliedrige Gruppe. Deun es ist ja (nach Satz 3, § 1 des 17. Kap.)
(UfUf)≡(UkUlf.Da aber nach Voraussetzung etwa:
(UlUl)≡und auch: 1

(Σ Const. Usy, ≡ Σ Const, Ufist, so folgt: 3
1d. h. Uf, Uf, Uf bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen.Die Anwendung der Theorie des vorigen Paragraphen lehrt nun unmittelbar, indem die U"f an die Stelle der dortigen Xf treten, dass die Integration von Af = 0, also auch von y" — ω = 0 in allen Fällen bis auf einen nur drei Quadraturen erfordert. Nur wenn die erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig ist, würde nach jenen Theorien auch die Integration einer Riccati’schen Differentialgleichung erforderlich sein. Gewisse Differentialgleichungen dritter Ordnung allerdings entziehen sich dieser Methode, diejenigen nämlich, für welche die Determinante von Af, Uff, Uff, Uff identisch verschwindet.durchrE⅛f Fine andere Integrationsmethode unserer Differentialgleichung 

Variabein. U G)\X, y , 7/ ) 0besteht darin, dass man die dreigliedrige Gruppe U1, U2, U3 auf ihre canonische Form bringt. Dies erfordert, wie wir in den §§ 2 bis 5 des 23. Kapitels erkannten, nur eine Reihe von Quadraturen oder aber noch die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung in x, y. Durch diese Reduction wird die vorliegende Differentialgleichung auf eine einfachere Form gebracht, und es handelt sich alsdann darum, sie in dieser Form zu integrieren. Unter Umständen verlangt diese Methode einfachere Operationen als die obige, sich an den vorigen Paragraphen anschliessende.fuhruug in Fs uιθoe die Differentialgleichung z. B. eine dreigliedrige Gruppeeinem be- zulasseu, die zum Typus sond. falle. ’ j i p, q, xpgehört. Die Auffindung der zugehörigen canouischen Veränderlichen
www.rcin.org.pl



Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y. 557
x, y erfordert nach § 4 des 23. Kapitels nur eine Quadratur. Die Differentialgleichung nimmt durch Einführung der canonischen Variabein eine Form

y,"- ω(x, y, y, y") == 0an, in der sie die Gruppe p, q} xp gestattet. Um diese Form zu finden, werden wir so verfahren:Wir bedenken, dass die Gleichung y" — « = 0 bei den drei dreimal erweiterten infinitesimalen Transformationen
rr ff 
°1 '~∂x,

TT "’f —■ τ — Sy’

TT'"f- ∂f ' of n " o ", SfTL f≡x^ι---y ~i — 2y -^-∏— öyύ ' οχ Sy Sy Syinvariant bleiben muss, hierin x, y, y, y", y" als Variabein betrachtet.Sie ergiebt sich daher in allgemeinster Weise dadurch, dass man dieallgemeinste Lösung des dreigliedrigen vollständigen Systems
u1'7=o, cr∕7=0, u3"γ=oin x, y, y, y", y" einer Coustauten gleich setzt. Dieses vollständige System in fünf Veränderlichen wird in dieser Weise integriert: Zunächst hat TJi"f — 0 die vier von einander unabhängigen Lösungen 

?/, y') y"} y'j also als allgemeinste Lösung eine Function f von 
?/, y i y 'j y · Soll sie auch Lösung von Uζ"f = 0 sein, so darf sie offenbar y nicht enthalten. Soll sie endlich noch Lösung von TJ^"f≈T) sein, so muss diese Function f(y, y", y",) die Gleichung∕ δ∕, - o „ δ∕, - o λ

» L- +2y w + '' -verfüllen. Diese aber hat die beiden von einander unabhängigen Lösungen £ und
2/2 y'3 ’sodass also W y Vdie allgemeinste Lösung des vollständigen Systems und demnach*a(√-i, H=c°nst∙oder, nach y" aufgelöst:

die allgemeinste Differentialgleichung dritter Ordnung ist, welche die Gruppe p, q, xp gestattet.
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558 Kapitel 25, § 3.Es fragt sich nun, wie diese Differentialgleichung dritter Ordnung zu integrieren ist. Wenn wir
y”~~i== U
ysetzen, so wird

du
91 = 4- + 2u2
y 3 dy 

dx~ ⅝+2“2’sodass dann die Differentialgleichung lautet:+ 2m' ~ w W = 0∙Eine Quadratur:
/* du . t∕ w(m)— 2m2 > y a'liefert u als Function von y und der Tntegrationsconstanten a. Wir finden also etwa: = «)oder

4-.⅛ = φ(<z,α),d. h.
— ⅛ ≈fψ(y, a)dy + b.Ist diese Quadratur beendet, also etwa gefunden:

V = V⅜α, V)so folgt durch eine letzte Quadratur:
_______ x = cJ Ψ (y, a, t>)die vollständige Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung dritter Ordnung.Im ganzen sind hier also vier successive Quadraturen erforderlich, eine erste zur Bestimmung der canonischen Veränderlichen x, y und drei folgende zur Integration der Differentialgleichung in ihrer neuen Gestalt.

Integration nach der ersten Methode. Zum Vergleich wollen wir die Differentialgleichung √3w(^) = 0nach der Methode des vorigen Paragraphen integrieren. Wir setzen:
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Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y. 559■ Sf , „ Sf , ,, Sf ∣-.
Af= ϊί+y ιry + v 8? + y w w = θund

U,,f= ££
Ul I—Sx’

U,"f≡^i,
21 cy ’

τ, 6f . 9f df
ü>f=xsi-y^-2« wund bilden die Determinante1 V y" yzw10 0 θ ,10 10 0 √ -r y∣ * Ο — y — 2y'Sie ist, sobald

wφ2(⅛-.)2ist, nicht identisch Null. Das vollständige System
λ∕∙=o, σ∕γ≈o, σ2,γ=θbesitzt eine Lösung φ, für die wegen(σ3"^L)≡λ∙Λ (f∕1"t∕3")≡c7Λ (σ∕σ3")≡oauch etwa r3"φ = - 1angenommen werden kann. Es kommt also: x-i dx dy dy dy"___ / 1 1 y y V w   ∕*y'awdy' —y"dy”

tf,' / Λ 1 0 0 0 «7 ι,'4te-2fs
J 0 10 0oder, wenn wieder

y” ___^-ri≡U
V 'gesetzt wird:

/(dy udu \ ___ 1 , / «<2m
f=j∖γ -Ferner hat das vollständige System^Z*=o, tYT=θ, σ8V=oeine Lösung ψ, für die

Ui"ι∣> ≡ 1angenommen werden darf. Demnach kommt:
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560 Kapitel 25, § 3

Beispiele.Linearel)iffgl.dritterOrdnung.

dx cly dy dy", _ / i 1 y y'' y'zwψ~~∕ j 1 0 0 0
·-- x 0 — y' — 2y'

— Γ'y,*w — iy,'i'>dy + y'Vy,'dy — y'dy”)
J y4w-2y"*
Jdu 

w — 2utDurch diese zwei Quadraturen Hat sich also etwa ergeben:φ(iΛ √') = «>
Ψ(y, y, y'r) ≈ &·Eliminiert man hieraus y", so kommt eine Relation 

y = %(&deren Integration: Λra=* + cdie vollständige Integralgleichung liefert.Diese Methode erfordert also nur drei Quadraturen, von denen sogar die beiden ersten von einander unabhängig sind. Allerdings haben wir zunächst vorausgesetzt, dass die canonischen Veränderlichen, deren Bestimmung ja eine Quadratur erfordert, schon eingeführt seien. Aber diese Voraussetzung ist offenbar unnötig, wir hätten dieses zweite Integrationsverfahren auch für beliebige Veränderliche genau ebenso durchführen können.Wir werden nun auf die Behandlung der übrigen Fälle nicht weiter eingehen, ihre Durchführung vielmehr dem Leser überlassen. Doch sollen zwei Beispiele zu unseren Theorien hier Platz finden. 7. Beispiel: Vorgelegt sei die allgemeine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung(1) y"-¾j,"-χιιz'-χoj,-χ = 0,in der X, Xo, X1, X2 gegebene Functionen von x allein bedeuten. Bekanntlich nennt man die Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen z und x\(2) √"- X2√'- X1 / — X0S = 0ihre verkürzte Gleichung. Hat man diese integriert, so kann man durch drei von einander unabhängige Quadraturen die erstere ebenfalls integrieren. Es seien nämlich zi, Z2, z3 drei particulare Lösungen z der verkürzten Gleichung, also drei Functionen von x} für die
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Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y. 561(3) √"- X2zi,,- X1z'- X0zi ≡ Ο(∣∙ = 1, 2, 3)ist. Insbesondere können sie stets, wie man leicht einsieht, so gewählt werden, dass die Determinante
z∕≡ ¾ z2 z2' ≡)≡0 ⅞ ⅞' ⅞"ist. Nun gestattet die nicht verkürzte Differentialgleichung (1) die drei infinitesimalen Transformationen:^ι≡^ι5, U2≡≡Z2q, Ua≡Zsq,denn mit y ist auch y 4- Const. z1 + Const. ¾ -ψ- Const. z3 eine Lösung von (1) und bei U1, U2 , U3 erfährt y eben die Incremente 

zl∂t, z2∂t, z3δt, während x ungeändert bleibt. Dass die unverkürzte Differentialgleichung die Uif gestattet, kann man übrigens auch so einsehen: Die Differentialgleichung ist äquivalent:
∙7V≡ ÷ y ffy ÷ ^y, ÷(^÷ X(M ÷ xiV' ÷ X2?/") = θ>und die Ui geben zweimal erweitert:rr∕z___ df , / 8 f . „ df

u, = ⅜ + e, W + *' W ’sodass
(U!'Λ) = (2ixo + √X1 + ft"¾) + √ + ft'' -

f df „ df df
----- 0i — Zi n-- — Zi ∙κ÷7

dy oy dyoder wegen (3) (Cζ"^)≡Oist. Nunmehr bildenΛ∕∙=o, Uif=o, U2f=0ein dreigliedriges vollständiges System in x, y, y, y", dessen Lösung φ so angenommen werden kann, dassCZ3φ ≡ 1wird. Die Ui bilden nämlich eine dreigliedrige Gruppe mit vertausch baren Transformationen.Sonach ist:
Lie, Differentialgleichungen. 36
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5G2 Kapitel 25, § 3.

dx dy dy dy"1 V V" X + Λ’/+ X. ∙∕'+ λ',!∕'' σ zl z·0 ⅞ Z-i Zi"1 y' y" X+X0y + X1y' + Xiy" ’
θ *ι zl' z"
0 ¾ zi, zi"
0 z3 za, za"oder

z-⅜ dx dy dy dy" \

_ Z i i y y" x 4~ ^02∕ + ⅛∕ + ¾y∕φ “ Z Δ θ *1 ⅛
•J θ ⅞ ⅞' ⅞"ein Integral von Äf — 0. Durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 bei den z ergeben sich noch zwei Integrale.

2. Beispiel: Gesucht wird eine Curve in der Ebene von der Beschaffenheit, dass ihre Bogenlänge s, von einer Anfangsstelle aus gerechnet, eine gegebene Function der zugehörigen Bogenlänge 6 der Evolute der Curve ist. Wenn ρ0 der Krümmungsradius der Anfangsstelle, q der Krümmungsradius der Stelle mit Bogenlänge s auf der gesuchten Curve ist, so ist O = ρ ρ0und wir verlangen S = β(ρ - ρθ).Da sich die Bogenlänge s durch ein Integral ausdrückt, so ist dies noch keine Differentialgleichung. Wir haben vielmehr noch zu differenzieren:
ds = ii'(ρ — Qn)dQ.Es ist:
ds <= ]∕i -{- y"idx,= (£+ ?/_*? e ? y”Die Bedingung nimmt also die Form an:y = 1 + y'i ~ βr)>wo P√≡.<i'(ii±s-,i ist. Führen wir die Bezeichnungen ein:
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Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y. 563

Sobald wir w ≡∣≡ 0 annehmen, was wir thun wollen, ist A ≡∣≡ 0, und wir können die Integration nach der Methode des vorigen Paragraphen durch drei Quadraturen ermöglichen.Es ist:(P1" Ca") ≡ 0, (σ1" σ3'') ≡ ι∕s", (¾" o3") ≡ - ι∕,",während jedes (UfA) = λi Af ist. Die drei Gleichungen:
^r=o, ιγγ=o, i∕2zγ=o

36*

i—(,>Vi').

@y — w) ≡ ω >so lautet die Differentialgleichung:
zzzy — ω = 0.Um sie zu integrieren, beachten wir, dass die gesuchte Curve in eine ebensolche übergeht, wenn man sie in der Ebene verschiebt oder dreht. Die Differentialgleichung gestattet daher die Translationen:

^Uif≡p, U2f≡(1und die Rotation: C∕3∕,≡ — yp + xq,die zusammen eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden. Die gewöhnliche Differentialgleichung y" — ω = 0 ist der linearen partiellen äquivalent:
λ r df . , df . „ ∂f . ∂f ∩Af= äi + ä? + ωW = 0,welche die zweimal erweiterten infinitesimalen Transformationen zulässt:

fv∕≡⅛,
ττ „ r  l df I /1 I '2λ I Q , "iW=-*∕^ + ^ + (1 + z∕ ) ä? + ?yy w,die eine dreigliedrige Gruppe bilden, deren erste derivierte Gruppe zweigliedrig ist. Es ist die Determinante von Af und den TJ" f\1 y y" oj. lθ θ θ Q ' "2 ,1 . · '2Xz7≡ θ 1 0 0 ≡3i∕y 2 — (1 + ?/2)ω

\ — y x 1 + y'2 3y'y"
zz 9≡y · w.
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564 Kapitel 25, § 3.bilden also ein dreigliedriges vollständiges System in x,y,y, y', dessen Lösung φ so gewählt gedacht werden kann, dass t∕3"φ≡list. Es ist somit:

U f= —LiT — dx’

Ü f= —lja — Sy,wo in Af das y" vermöge der Beziehung zwischen φ, y, y" durch φ und y ausdriickbar ist. y" ist also als bekannte Function von φ und y zu betrachten. Nun bilden:
Af=≈0, U1f≈0ein vollständiges System in x, y, y (ff tritt darin als arbiträrer Parameter auf) und seine Lösung ψ erfüllt, wie wir wegen

∕~* dx dy dy' dy"∕ ι 1 y' y" ωψ≡ *1000 ≡Ο1ΟΟ≡Λ⅛ (r⅜⅛ <3y' - u,w - y"d,j")

≡ — arc tg y -J- ∕ (77¾7¾∖------ )0∙7 »7 '(l Η~ y r)w y w'oder wenn wir (1 + y'2f^ ≡ u, also w≡w(^jsetzen:
, Λ1Sm'φ ≡ — arc tg y + / —r^r ·.7 w (y"∕Die Ausführung dieser Quadratur giebt etwa:φ ≡ — arc tg y' + Φ≡ — arc tg √ + Φ ) ·

Nunmehr benutzen wir x, y, y', φ als Veränderliche. Dadurch gehen 
Af und tΓ1", C72" über in:

Af=^ + y ∂7j + y ∂y'>
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Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung in X, y. 565
fU2A')≡λ2A, (C∕1Γ2)≡Oannehmen dürfen, die Gleichung⅞≠ ≡ 1.Die Determinante von Af U1f, U2f lautet:⅛ ' "Ii y y \

A≡≡ 1 0 0 ≡ y0 1 o Iund es kommt:
dx dy dy

, i* 1 1 ' " i'y dy’ψ≡JT l JZ v ≡,j-J-.,-1 0 0Hierin ist, wie bemerkt, y" als Function von y und φ aufzufassen vermöge
φ ≡ — arc tg y + Φ (“^—) ·

Bezeichnen wir die zu Φ inverse Function mit Φ, so kommt:(1 +y- — ≡ Φ(φ + arc tg·/),also " = _ (1 +^, 8)^ .
Φ (φ + arc tg y')Demnach wird:

≡ y — ∕ -ALdy φ(φ -f- arc tg /) j (1 +/T≡ Ϊ/ + I Φ (φ + arc cos s)dz,wenn nämlich l-7—^—- ≡ zV1 + y igesetzt wird. Bei der Ausführung der Quadratur ist φ wie eine Con- stante zu behandeln·. Man findet etwa:*≡*+Sf(y=v4worin noch φ ≡ — arc tg ∕ -f^ Φzu setzen ist.Nunmehr werden x, y, φ und ψ als Veränderliche benutzt. Dann geht Af = 0 über in:
7=/.___df . , cf n

— cx ÷ y ∂y~ °’
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566 Kapitel 25, § 3.wo y' als Function von y, cp und ψ aufgefasst werden muss. Diese Gleichung gestattet:
v>f≡⅛und hat daher das Integral:zi dx dy +,∕⅛∙

'■ 1 0wo y’ durch y, φ und ψ ausdrückbar ist und bei der Quadratur cp und ψ als Constanten zu behandeln sind.Diese dritte Quadratur ist von der zweiten abhängig. Wir könnten aber auch die dritte unabhängig von der zweiten ausführen, denn benutzt man x, y, y und cp als Veränderliche, so bilden auch:
Vz. ___ df , , df cf λ
Af=^ + y Ty + y =

U. f= — u*∣-∂yein zweigliedriges vollständiges System und die Lösung χ desselben erfüllt, wie angenommen werden darf, die Gleichung⅞Z≡1,sodass
dx dy dy'

l y' y" I

o i o ! __ ∕*(∕y
"1 y' y"∖=χ-JTΟ 1 Ο |

10 0wird. Hierin ist y" durch y' und cp ausdrückbar, und darauf muss so integriert werden, als ob cp eine Constante wäre. Schliesslich ist für 
cp sein obiger Wert einzusetzen.Eliminiert man endlich aus

cp = a, ψ≈b, χ=c ιdie Grössen y', y", so erhält man die gesuchte vollständige Integralgleichung
λ(x, y, a, b, c) = 0.
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Schlusswort. 567

Schlusswort.Wir wollen nunmehr mit einigen Bemerkungen über die Bedeu
tung der vorgetragenen Theorie dieses Werk beschliessen.Nehmen wir an, es liege — um gleich allgemein zu reden — ein System von Differentialgleichungen vor, welches integriert werden soll und von dem man weiss, dass seine allgemeinen Lösungen nur arbiträre Constanten, keine arbiträren Functionen, enthalten. Alsdann kann man sich fragen, ob dasselbe infinitesimale Transformationen gestattet. Lässt sie solche zu und zwar eine begrenzte Anzahl von einander unabhängiger, so ist es immer möglich, die Bestimmung dieser infinitesimalen Transformationen zurückzuführen auf das Problem, ein gewisses vollständiges System von linearen partiellen Differentialgleichungen zu integrieren, welches bekannte infinitesimale Transformationen gestattet. Wird dieses vollständige System integriert, so findet man die gewünschten infinitesimalen Transformationen und ihre Verwertung ermöglicht alsdann gewisse Vereinfachungen des Inte- grationsproblemes. Das dann noch zu erledigende Integrationsgeschäft lässt sich nämlich wiederum auf die Integration eines vollständigen Systems mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen zurückführen.Wenn ein System von Differentialgleichungen vorliegt, so kann man sich ferner die aus vielen Gesichtspunkten wichtige Frage vorlegen, ob dasselbe auf eine gegebene typische Form reduciert werden kann. Die Frage der Möglichkeit dieser Zurückführung lässt sich immer durch die allgemeine Theorie der Differentialinvarianten entscheiden. Ist die Reduction möglich, und gestattet dabei die typische Form eine endliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so kann man die wirkliche Überführung leisten, sobald man ein gewisses vollständiges System mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen integriert hat. Wieder also tritt das letztere Problem auch hier in den Vordergrund.Schon diese Bemerkungen genügen, die hervorragende Wichtigkeit des Problems zu zeigen, ein vorgelegtes vollständiges System mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen zu integrieren.Eine Begründung der obigen Bemerkungen kann freilich hier nicht gegeben werden, denn sie setzt die Kenntnis der allgemeinen Theorie der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen voraus*).*) Eine ziemlich eingehende Integrationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannter Gruppe findet sich, wie schon gelegentlich bemerkt wurde, in
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568 Schlusswort.Schliesslich sei noch Eines hervorgehoben: Bei der Ausführung der von uns verwerteten Integrationstheorien spielten die zu einer Gruppe gehörigen Di/ferentialinvarianten eine wesentliche Rolle. Man wird durch ihre Benutzung zu solchen Integrationstheorien geführt, welche mit der Galois sehen Behandlung der Auflösung algebraischer 
Gleichungen durchgehende Analogien darbieten. Allerdings müssen wir uns darauf beschränken, auch dies hier nur angedeutet zu haben. Eine Begründung dieser Bemerkung ist hier nicht am Platze.Bd. 25 der Math. Annalen. Es mag aber hier erwähnt werden, dass die dortige Darstellung an einer Stelle eine kleine Lücke hat und an einer anderen Stelle einen Satz verwertet, dessen allgemeine Gültigkeit allerdings zweifelhaft ist. ln den Berichten der Sachs. Gesellsch. d. Wiss. vom Jahre 1889 ist jedoch die genannte Lücke ausgefüllt und der fragliche Satz eliminiert worden. Die früher citierte Bemerkung des Herrn Vessiot ermöglicht es überdies, die Hauptresultate jener Abhandlung in einfacherer Weise abzuleiten.

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl








	Die Titelseite
	Vorwort
	Inhaltsverzeichnis
	VORLESUNGEN ÜBER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT BEKANNTEN INFINITESIMALEN TRANSFORMATIONEN
	Abteilung I.
	Kapitel 1.
	Kapitel 2.
	Kapitel 3.
	Kapitel 4.

	Abteilung II.
	Kapitel 5.
	Kapitel 6.
	Kapitel 7.
	Kapitel 8.
	Kapitel 9.

	Abteilung III.
	Kapitel 10.
	Kapitel 11.
	Kapitel 12.
	Kapitel 13.

	Abteilung IV.
	Kapitel 14.
	Kapitel 15.
	Kapitel 16.
	Kapitel 17.
	Kapitel 18.
	Kapitel 19.
	Kapitel 20.

	Abteilung V.
	Kapitel 21.
	Kapitel 22.
	Kapitel 23.
	Kapitel 24.
	Kapitel 25.

	Schlusswort.




