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Vorrede
zur ersten Auflage.

Das mächtige Instrument der Algebra und Analysis, 
welches unter dem Namen der Determinanten in Gebrauch 
gekommen ist, war aus den bis vor wenig Jahren vorhandenen 
Quellen nicht leicht kennen zu lernen. Die grossen Meister 
hatten jenes Hiilfsmittel für die höheren Zwecke, denen ihr 
Genius diente, sich geschaffen und waren wenig gesonnen, 
ihren Bau durch Betrachtungen über Material und Werkzeug, 
von deren Tüchtigkeit sie tiefe Ueberzeugung hatten, aufzu
halten. Daher ist es mit den Determinanten wie wohl mit allen 
wichtigen Instrumenten der Mathematik ergangen, dass sie 
längere Zeit im Besitz von wenig Auserwählten blieben, bevor 
eine geordnete Theorie derselben den Nichtkennern das Ver- 
ständniss und den Gebrauch zugänglicher machte. Die erste 
Idee, der Algebra durch Bildung combinatorischer Aggregate, 
die heute Determinanten genannt werden, zu Hülfe zu kommen, 
rührt, wie Dikiciilet bemerkt hat, von Leibniz her. Ausser 
dem Briefe an L’Hospital 1693 April 28, worin Leibniz die 
Ueberzeugung von der Fruchtbarkeit seines Gedankens aus
spricht, scheint aber nichts übrig zu sein, woraus sich schliessen 
liesse, dass Leibniz sich um weitere Früchte dieser Idee be
müht habe. Die zweite Erfindung der Determinanten durch 
Cramer 1750 blieb unverloren wegen der Dienste, die der 
Algebra daraus erwuchsen, theils durch Gramer selbst, theils 
nach einer Reihe von Jahren durch Bezout, Vandermonde, 
Laplace , Lagrange. Namentlich war es Vandermonde (sur 
relimination 1771), der einen Algorithmus der Determinanten zu
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begründen suchte, während Lagrange in der classischen Ab
handlung sur les pyramides 1773 von den Determinanten dritten 
Grades bei Problemen der analytischen Geometrie bereits in 
grosser Ausdehnung Gebrauch machte. Den wichtigsten Anstoss 
jedoch zur weiteren Ausbildung der Rechnung mit Determi
nanten haben Gauss’ Disquisitiones arithmeticae 1 SO 1 gegeben. 
Ausgehend von der Betrachtung der Algorithmen, welche in 
diesem Werke sich auf die »Determinanten der quadratischen 
Formen« beziehen, stellten Binet und Cauciiy 1812 die allge
meinen Regeln für die Multiplication der Determinanten auf, 
wodurch Rechnungen mit schwer zu bewältigenden Aggregaten 
eine unerwartete Leichtigkeit gewannen. Des neuen Calciils, 
welchen besonders Cauciiy weiter ausgebildet hatte, bemäch
tigte sich mit schöpferischer Kraft vorzüglich Jacobi 1826, des
sen in Crelle’s Journal niedergelegte Arbeiten reichlich Zeug- 
niss geben, was das neue Instrument in des Meisters Hand zu 
leisten vermochte. Erst durch Jacobi’s Abhandlungen »de for- 
matione et proprietatibus determinantium« und »de determinan- 
tibus functionalibus 1841« wurden die Determinanten Gemeingut 
der Mathematiker, welches seitdem von verschiedenen Seiten 
her wesentliche Vermehrungen erhalten hat.

Jacobi’s Abhandlung de formatione etc., welche nicht un
mittelbar für das erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, 
und Spottiswoode elementary theorems relating to determi- 
nants, London 1851 , eine Schrift, welche bei zweckmässiger 
Anordnung des Stolfes und einer guten Auswahl von Beispielen 
manche Ungenauigkeiten und selbst Unrichtigkeiten enthält, 
wodurch ihrem Werthe Eintrag geschieht, waren die einzigen 
vorhandenen Anleitungen zur Kenntniss der Determinanten, als 
ich mich entschloss, das zum grossen Theil noch zerstreute Ma
terial in eine Theorie der Determinanten, begleitet von den wich
tigsten Anwendungen derselben, zusammenzustellen. Meine 
Arbeit war fast zum Abschluss gebracht, als mir Brioschi la 
teorica dei determinanti, Pavia 1854, bekannt wurde. Dieses 
Werk, hervorgerufen durch das auf vielen Seiten gefühlte Bc- 
dürfniss einer elementaren Anleitung zur Kenntniss der Deter
minanten, ist, wenn auch in den Elementen nicht immer streng, 
doch mit vorzüglicher Sachkenntniss geschrieben und enthält 
einen reichen Schatz trefflichen Materials, wodurch es schnell
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in weiten Kreisen Eingang und Anerkennung sieh verschafft hat. 
Die jüngst in Berlin erschienene deutsche Uebersetzung dieses 
werthvollen Buches ist ohne Zweifel den deutschen Mathema
tikern sehr willkommen. Dass ich den Math hatte, meine 
Schrift über denselben Gegenstand zu vollenden, gründet sich 
hauptsächlich auf die Verschiedenheit in der Anlage und Aus
führung meiner Arbeit. Um den theoretischen Kern des Gegen
standes möglichst rein herauszuschälen , habe ich die Haupt
eigenschaften der Determinanten und die darauf gegründeten 
Algorithmen in synthetisch genau articulirtem Vortrag, wie er 
den Lehrbüchern von Alters her eignet, abgehandelt und wo cs 
nöthig schien durch einfache Beispiele erläutert. Es kann zur 
klaren Einsicht in die Lehrsätze eines Systems nur erwünscht 
sein, bei jeden» Lehrsätze die Summe der Prämissen, auf denen 
er beruht, straff zusammengezogen zu sehen. Dagegen habe ich 
die Anwendungen auf Algebra, Analysis und Geometrie in 
einen besondern Abschnitt vereinigt, um durch grösseren Zusam
menhang leichtere Auffassung und in den einzelnen Materien 
eine gewisse Vollständigkeit erreichen zu können. Besonders 
aber wünschte ich meiner Arbeit dadurch einigen Werth zu ver
leihen , dass ich soviel als möglich bis zu den Originalquellen 
vorzudringen suchte, um die ersten Erfinder von Methoden und 
die ersten Entdecker von Lehrsätzen citircn zu können. Solche 
Citate sind nicht nur ein Opfer, welches die spätere Zeit den 
fr übern Offenbarungen des Genius schuldet, sic bilden ein Stück 
Geschichte der Wissenschaft uijd laden zum Studium der Indien 
Werke ein, aus denen die Wissenschaft aufgebaut ist, und in 
denen noch intimer reiche Schätze ungehoben ruhen. Freilich 
kann ich nicht erwarten, dass mein Suchen hierbei überall zum 
Finden des Richtigen geführt hat; ich hoffe aber, dass verlau
tete Irrthümer zu gelegentlicher Aussprache des Richtigen Ver
anlassung geben werden.

Nach dem Vorbemerkten ist es unnöthig hervorzuheben, 
was von meiner Seite eigenes dem Vorgefundenen Material hin
zugefügt worden ist. Es bleibt mir nur übrig, die Güte meines 
gelehrten Freundes Borciiardt dankbar zu rühmen, der durch 
mancherlei Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unter
stützt hat.

1S57.
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Zur dritten Auflage.

Die dritte Auflage meines Buches hat in mehrern Ab
schnitten wesentliche Verbesserungen und Zusätze erhalten. 
Zum Theil neu bearbeitet wurden die Determinanten mit poly
nomischen Elementen (§. 5), die Functionaldetenninanten 
(§. 12), die homogenen Functionen (§. 13), die geometrischen 
Determinanten (§. 15 — 17). Unter den einzelnen Zusätzen 
erwähne ich §. 3, 6 und I5, §. 4, 2 und 3, §. 6, 5, §. 10, 2 und 
3, §.11,3. Nicht mehr einfligen liess sich die Bemerkung, wel
che die Herren Brill und Gordan gemacht haben . dass p. 105 
die Determinanten (?i 4-w — l)tcn , (n-+-zn — 2)ten,.. Grades 
vermöge der Beschaffenheit der letzten Colonnen auf den um 
1 niederen Grad gebracht werden können. Zur Zierde gerei
chen der neuen Auflage dankenswerthe Originalmittheilungen 
des Herrn Weierstrass p. 47 über successive lineare Substi
tutionen und des Herrn Borchardt p. 233 über das grösste 
Tetraeder, dessen Flächen von gegebenem Inhalt sind. Ausser
dem hin ich zu besonderem Dank Herrn Kronecker ver
pflichtet, dessen Einfluss auf meine Arbeit durch die Anfüh
rungen seines Namens sich nur annähernd ausdrücken liess. 
Im Journal für Mathematik erscheinen demnächst Aufsätze, 
welche Herr Kronecker mit Bezug auf diese neue Auflage zu 
redigiren sich hat bewegen lassen.
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Erster Abschnitt.

Theorie der Determinanten.

§. 1. Eintlieilung der Perm utatio neu gegebener Elemente 
in zwei Classen.

1. Die Elemente einer Complexion, aus welcher Permu
tationen abgeleitet werden sollen, werden durch Ordnungszahlen 
unterschieden. Ein Element heisst höher als ein anderes, wenn 
es die grössere Ordnungszahl hat. Bei einer abgeleiteten Com
plexion vergleicht man jedes Element mit allen folgenden und 
ziildt, wievielmal einem höhern Elemente ein niederes nachsteht; 
die gefundene Anzahl heisst die Anzahl der Inversionen (deran- 
gemenls, variations) , welche die Complexion enthält *) , z. B. die 
Permutatiorn enthalt i Inversionen : n2o,, O4O3, «pH,

Die Permulationen gegebener Elemente sind von Ciiamek in 
zwei Classen gelheilt worden, deren erste die Permutationen um
fasst, in welchen eine gerade Anzahl von Inversionen vorhanden 
ist, deren zweite die Permutalionen mit ungerader Anzahl von 
Inversionen enthält.

2. Lehrsatz. Wenn in einer Permutation ein Ele
ment mit einem andern vertauscht wird, während 
die übrigen Elemente ihre Plätze behalten, so än
dert sich die Anzahl der vorhandene n Inversionen 
um eine ungerade Zahl**).

*) Cramer Analyse des lignes courbes, 1750. Appendix p. 658.
**) Dieser Salz wurde zur Unterscheidung der Permulationen von Bezout 

aufgestellt (Hist, de l’acad. de Paris 1764 p. 292) und von Laplace bewiesen 
in derselben Sammlung 1772, II p. 294, einfacher in der hier mitgetheilten 
Weise von Mollweide demonstratio eliininationis Cramerianae, Leipzig 
1811 §. 9 und von Gergon.ne Ann. de Math. 4 p. 150.

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 1
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§• 5

Beweis. Sind g und h die zu vertauschenden Elemente, h 
das höhere derselben, J die Gruppe der Elemente, welche g 
vorangehen, B die Gruppe der Elemente, welche zwischen g und 
h stehen, C die Gruppe der Elemente, welche h na ch folgen: ist 
also die gegebene Permutation

AgBhC,
und die zu bildende

Ah Bg C,
so rührt die gesuchte Aenderung der Anzahl der vorhandenen 
Inversionen von der Stellung her, welche g und h gegen einander 
und gegen die in ß^BÜialtenen Elemente einnehmen.

Die Gruppe // iWhalle ß Elemente, von denen ßi höher als 
g, ß2 höher als h seien. Dann sind in der Complexion gBh ausser 
den in B vorhandenen Inversionen deren ß—ß\ +ß2 anzutreffen, 
weil g höher ist als ß—ß} Elemente von 7/, und ß2 Elemente von 
B höher sind als h. Anstalt dieser Inversionen kommen in der 
Complexion hBg, welche durch Vertauschung von g und Ii ab
geleitet ist, ß—I-+-/7j Inversionen vor, weil h höher ist als 
ß—ß2 Elemente von B, ferner h höher als </, und endlich noch 
/7, Elemente von 77 höher sind als g. Die Differenz dieser An
zahlen

ß - & + 1 + ßx - (/? - A + &) = 2/?, - Vß, + 1 
ist ungerade, w. z. b. w.

3. Durch Vertauschung von jedesmal 2 Elementen können 
nach und nach alle Permutationen einer gegebenen Complexion 
flargestelll werden*). Die in dieser Reihe der Permutationen an
zutreffenden Inversionen sind abwechselnd von gerader und von 
ungerader Anzahl (2). Da die Anzahl aller Permutationen gerade 
ist, so giebl es ebensoviel Permutalionen der ersten Classe, in 
denen eine gerade Anzahl Inversionen vorhanden ist, als Per
mutalionen der zweiten Classe, welche eine ungerade Anzahl 
Inversionen enthalten. Jene lassen sich durch eine gerade, diese 
durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen von jedesmal 2 
Elementen aus der gegebenen Complexion ableiten.

Zwei Permutalionen gehören in dieselbe Classe, wenn eine 
aus der andern oder beide aus einer dritten durch eine gerade

*) Vergl. Gallenkamp Elem. d. Math. 1 SSO §.110 oder des Veit. Klein, 
d. Math. 2les Buch §. 24.
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V §• I, '»• 3

Anzahl Vertauschunghu von jedesmal 2 Elementen sich ableilen 
lassen.

4. Analytischer Beweis des Lehrsatzes (2) * **)). Zur Unter
scheidung der Perinutalionen bilde man bei jeder derselben die 
Differenzen der den Elementen zugehörigen Ordnungszahlen, 
indem man die Ordnungszahl jedes Elements von der jedes folgen
den Elements subtrahirt. Eine Permutation enthält soviel In
versionen , als unter den erwähnten Differenzen negative Vor
kommen (I).

Das Product dieser Differenzen ist eine alter- 
nirende Eunction der Ordnungszahlen’4), welche 
durch Vertauschung von 2 Ordnungszahlen den 
entgegengesetzten Werth erhält.

Beweis. Nach der Vertauschung von zwei Ordnungszahlen 
haben die einzelnen Differenzen in veränderter Ordnung die
selben absoluten Werthe wie vorher, also behält ihr Product 
seinen absoluten Werth. Versieht man unter i und A zwei be
stimmte, unter r und s zwei beliebige andere Ordnungszahlen; 
unter

27(r—i)(r—fc), 11{r-s)

die Producte der Factoren, deren allgemeine Formeln 
(r—i)(r—Äj, r—s

sind; bezeichnet man endlich einen der Werthe I oder —1 
durch e, so kann das Product der bei einer gegebenen Permu
tation zu bildenden Differenzen durch

f (fc- <) A7(r -»') (r- Äj //(r- «)
dargestelll werden. Wird nun i mit Ä- vertauscht, so bleiben 

JT(r—i) (r—k) mul //(>•—.f)

unverändert, und k—i erhält den entgegengesetzten Werth. 
Also bekommt das Product den entgegengesetzten Werth, 
w. z. b. w.

Da durch Vertauschung von 2 Elementen der Permutalion 
das in Betracht gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, 
so ändert sich zugleich die Anzahl der negativen Differenzen,

*) Jacobi Delcrm. 2 (Grelle J. 22 no. 11).
**) Eonction alternde nach Caitchy J. de l’öc. polyt. Cali. 17 p. 30, Ana

lyse algdir. III, 2. — Eunetio alternans nach Jacobi Crelle .1. 22 p. 300.

1 *
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4 §. 1, 4.

mithin die Anzahl der vorhandenen Inversionen um eine ungerade 
Zahl, wie oben bewiesen worden.

5. Die Vertauschung der Elemente einer Complexion heisst 
cyclisch, wenn jedes Element durch das folgende, das letzte 
Element durch das erste ersetzt wird.

Durch eine cyclische Vertauschung aller Ele
mente erhält man aus einer gegebenen Permutation 
eine Permutation derselben oder nicht derselben 
C lasse, je nachdem die Anzahl der Elemente unge
rade oder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung von 
n Elementen lässt sich durch Vertauschung des ersten Elements 
mit dem zweiten, dritten u. s. f. , also durch n— I Vertau
schungen von jedesmal 2 Elementen erreichen.

Aus einer gegebenen Permutation kann jede 
andere durch cyclische Vertauschung einzelner 
Gruppen von Elementen abgeleitet werden. Sind z. B.

72543816 9
die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permulalion, 
und

2938741 56
die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden Permu
tation , so beginne man mit dem ersten umzustellenden Element 
der gegebenen Perrrtutation, und ersetze der Reihe nach 7 durch 
2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 durch 5, 5 durch 3, endlich 3 durch 
das Anfangs ausgeslossene Element 7. Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen und deren cyclische Vertauschung 
vollendet. Hierauf ersetze man aus der Reihe der noch übrigen 
Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, womit die cyclische Vertau
schung einer zweiten Gruppe von Elementen sich schliesst. Das 
noch übrige Element 1 ist durch ein anderes nicht zu ersetzen. 
Demnach ist durch 2 partiale cyclische Vertauschungen aus der 
ersten Permutation die zweite abgeleitet.

Wenn man jedes der Elemente, welches bei der eben be
schriebenen Ableitung einer Permutation aus einer andern durch 
sich selbst zu ersetzen ist, als eine besondere Gruppe milzählt, 
so gilt die Regel:

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Classe 
oder nicht, je nachdem die Differenz der Anzahl
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§.2, I.

ihrer E lemente und der Anzahl der Gruppen, durch 
deren cyclische Vertauschung die eine Permutation 
aus der andern abgeleitet werden kann, gerade 
oder ungerade ist*). Bestehen nämlich die gegebenen Per- 
mutationen aus n Elementen, lässt sich aus der ersten die zweite 
dadurch ableiten, dass man die Elemente in p Gruppen von 04 , 
a2, a3 , . . Elementen vertheilt, und die einzelnen Gruppen durch 
cyclische Vertauschungen umbildet, so können die vorzunehmen
den cyclischen Vertauschungen durch

(»i_ G + (o2 —G + (a3 — 1) + . .
Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. 
Nun ist

a,+ a2+ a3 + . . = n ,
also kann die zweite Permutation aus der ersten durch n—p Ver
tauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden.

Ein die Elemente der ersten Gruppe an ihre neuen Plätze zu 
bringen, sind nicht weniger als a,—1 Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen erforderlich u. s. f. , daher kann eine der 
gegebenen Permutationen aus der andern nicht durch weniger 
als n—p Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet 
werden. Im obigen Beispiel ist p=3, n—p= 6, folglich gehören 
die gegebenen Permutationen derselben Classc an.

§. 2. Determinante eines Systems von n2 Elementen.

1. Wenn m Zeilen (Horizontalreihen, lignes) von je n Ele
menten, oder von der andern Seite betrachtet n Colonnen 
(Vertiealreihen) von je m Elementen zu unterscheiden sind, so 
werden die Elemente im Allgemeinen zweckmässig durch 2 
Numcrn (indices, suflixe) bezeichnet, deren erste die Stelle 
der Reihe, deren zweite die Stelle des Elements in der Reihe 
angiebl**), z. B.

nn oI2 . . aln
a2l °22 • • a2tl

_____________ ann am2 • • amn

*) Cauchy J. de l’ec. polyt. Cah. 17 p. 42. Anal, algöbr. Note 4. Jacobi 
Det. 3.

**) Diese Bezeichnung ist zuerst von Leibniz angewandt worden. S. des-
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6 - §.2, I.

Statt (/j/f schreibt man auch d^,{> oder (z/ij. Wenn in ~ n, 
so heisst die Reihe der Elemente vom ersten zum letzten

a,i a22 . . ann

die Diagonal reihe des Quadrats der Elemente.

2. Definition. Unter der Determinante des Systems 
von w2 Elementen, welche in n Reihen von je n Elementen 
stehen und von denen das Ate der den Reihe durch bezeich
net wird, versteht man das Aggregat der Produele von je n 
solchen Elementen, die sämmtlich aus verschiedenen Zeilen und 
Colonnen entnommen sind. Das Anfangsglied der Determinante 
ist das Product der Elemente der Diagonalreihe

ön a22 . . ann .
Aus dem Anfangsglied werden die übrigen Glieder abgeleitet, 
indem man die ersten Numern unverändert lässt und die zwei
ten pcrmulirt. Die einzelnen Glieder werden positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die Permutationen der Numern, durch 
welche sic entstanden sind, derselben Classe angehören als die 
erste Complexion der Numern, oder nicht.

Die Determinante von w2 Elementen heisst zzten Grades, 
weil ihre Glieder Producte von n Elementen sind. Sie hat 
I . 2 ... zi Glieder, welche zur llälfte positiv, zur andern Hälfte 
negativ sind (§. 1,3), unter denen aber entgegengesetzt gleiche 
nicht Vorkommen, so lange nicht besondere Beziehungen zwischen 
den einzelnen Elementen stattfinden. Man bezeichnet die Deter
minante nach Cauchy und Jacobi durch Einschluss des Systems 
der Elemente zwischen Colonnenstriche, oder durch das mit dem 
Doppelzeichen ± unter ein Summenzeichen gesetzte Anfangs
glied , oder nach Vaxdermoxde durch Aufstellung der Reihe der 
ersten Numern, welche zur Unterscheidung der Elemente dienen, 
über der Reihe der zweiten Numern * *) :

sen Brief an L Höpital 1693 April 28 in Leibniz math. Schriften lierausgeg. 
von Gerhardt II p. 239.

*) Cauchy .1. de l’öcole polyt. Cali. 17 p. 52. Jacobi Del. 4 und Crelle 
J. 15 p. 115. Vandermonde Mein, sur l’ölimination 1771 (Hist, de l’acad. de 
Paris 1772, II p. 517). Pie Determinanten sind von Leibniz (I. c.) erfunden 
worden, der mit Hülfe derselben die Resultante von n linearen Gleichungen 
für n—1 Unbekannte, sowie die Resultante von 2 algebraischen Glei
chungen für eine Unbekannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder 
der Determinanten ist Cramer (vergl. §. 1, I) zu nennen. Die von Cauchy
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?, 3.

«11 «12 ∙ ∙ aiH
«2. «22 ∙ ∙ «2« _ χ-+ ,. „ „ _ 1 i 2 1 ∙ ∙ » . ∕' 2 ∙ Λ

....................... 11 22 • ‘ nn ~ 1 ∣ 2 ∣ . . ∣ n~ V 2 . . √

°«l an∙ι ■ ∙ a∕ι∕ι

Beispiele.
a b ]

= ab, — a.b .
o1 61 |

| a b c

al bl c1 = ablc2 — ab.icl + alb2c — albc., + a2bcl — a2blc .

I a2 b2 c2

a b c cl ablc2d3-ablc3d.,+ab2c3dγ-ab2cγdi + ab3<∖d2-ab3c2dγ

al bl cl dl — albc2d3 + albc3d2 + atb2cdi-alb2c3d-alb3cd2 + alb3c2d

a2 b2 c2 d2 + a2bcld3-a2bc3dλ-a2blcd3 + a2blβ3d+a2b3cdl-a2b3cld

«3 b3 c3 d3 -a3bcld2+a3bc2dl+a3blcd2-a3blc2d-a3b2cdl+a3b2cld.

3. Die Glieder d e r D e t e r in i n a n t e können aus de in 
Anfangsglied auch dadurch abgeleitet werden, dass 
man die ersten Numern perinutirt, während die 
zweiten ihre Plätze behalten. Bei dem ersten Verfahren 
nimmt man der Reihe nach aus jeder Zeile Elemente, welche 
verschiedenen Colonnen angehören; bei dem zweiten Verfahren 
nimmt man der Reihe nach aus jeder Colonne Elemente, die 
verschiedenen Z<eilen angehören. Irgend ein Glied alp a2 a3r.., 
welches beim ersten Verfahren durch Vertauschung von α11 mit 
<ι1p, von α22 m*it n2fy, von α33 nι*l c⅛r> • • gebildet worden ist, 
ergiebt sieh bciim zweiten Verfahren durch Vertauschung von 
app mit n1p, von aqq mit a2q, von arr mit «3r, ... In beiden 
Fällen werden gleichviel Numern mit andern vertauscht, folglich 
erhält das abgeleitete Glied bei dem zweiten Verfahren dasselbe 
Zeichen, als beim ersten. Z. B. aus

«11 «22 «33 «44 «55 «96
entspringt

«13 «22 «31 «44 «59 «65

indem man die zweitcnNumern I, 2, 3, 4, 5, 6 mit 3, 2, 1,4, 6, 5 
vertauscht. Dasselbe Glied kann man aus dem Anfangsglied

eingeführte Benennung Determinante'ist von den nach dem obigen Gesetz 
gebildeten Aggregaten hergenommen, welche Gauss (Disquis. arithm.) De
terminanten der quadratischen Formen genannt hat. Später hat Cauchy 
(Exerc. de Math., Exerc. d’Analyse) den Namen Determinante wieder mit 
fonction altcrnee und mit dem von Laplace (vergl. §. 1,2) gebrauchten 
Ausdruck Resultante vertauscht.
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8 §. 2, 3.

auch dadurch finden, dass man die ersten Numern 3,2, I, 4, 6, 5 
der Reihe nach in 1 , 2, 3, 4, 5, G verwandelt. Bei dein einen 
wie bei den andern Verfahren werden 4 Numern durch andere 
ersetzt und in beiden Fällen erhält das abgeleitete Glied dasselbe 
Zeichen.

Zwei Systeme von der Art, dass die Zeilen des einen mit den 
Colonnen des andern übereinslimmen,

öll °12 • • ain ®n ®2i • • ß;ji

<i21 a22 . . a2„ o12 aM . . an2

azn am • • ann at)t n2ti • • ann

haben einerlei Determinante — ±nn o22 • • ann- Denn jedes 
Glied der einen Determinante kommt in der andern mit dem
selben Zeichen vor.

4. Lehrsatz. Die Determinante wechselt das Zei
chen, wenn im System der Elemente eine Reihe mit 
einer parallelen Reihe vertauscht wird. Die Deter
minante verschwindet identisch, wenn die Ele
mente einer Reihe denen einer parallelen Reihe 
einzeln in derselben Ordnung gleich sind*).

Beweis. Ist li die gegebene Determinante, li' die durch 
Vertauschung von 2 parallelen Reihen der Elemente abgeleitete 
Determinante, so enthält li' dieselben Glieder als li mit ent
gegengesetzten Zeichen. Denn das Anfangsglied von li' entsteht 
aus dem Anfangsglied von li durch Vertauschung von 2 ersten 
oder 2 zweiten Numern, kommt also in li mit dem entgegen
gesetzten Zeichen vor. Alle andern Glieder von Zf, welche aus 
deren Anfangsglied durch eine ungerade (gerade) Anzahl Ver
tauschungen von jedesmal 2 Numern hervorgehen, entspringen 
aus dem Anfangsglied von li durch eine gerade (ungerade) An
zahl solcher Vertauschungen. Mithin kommen alle Glieder von li’ 
in li mit den entgegengesetzten Zeichen vor, d. h. li’ = — li.

Sind die in 2 parallelen Reihen stehenden Elemente ein
ander der Reihe nach gleich, so wird durch Vertauschung dieser 
Reihen li in — li verwandelt, das System der Elemente bleibt

*) Vandermonde I. c. p. 518 u. 522. Laplace Hist, de I’acad. de Paris 
1772, II p. 297.
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§. 2, 5. 9

aber bei dieser Vertauschung unverändert, d. h. — 11 = 11, folg
lich li = 0 für beliebige Werthe der Elemente. Z. B.

fl12 «II «13 , ‘ aiH «22 • • U2ll «21 I
«II • • z. z, z,

«22 α2, «23 • • «2M .... ...........................................

.................... n∏2 ∙ ∙ arιn a∕ιι
i ^,∕n ∙ ^,∕ι∕ι ar∣2 anι ®n3 ∙ ∙ ann «12 ∙ ∙ aιn «n

«12 . . O1,t βiι I «i« «i,n —ι ∙ ∙ «n

«22 • ∙ β2∕i rt"i n(n-x) . . . . , /
= (-1)λ~* 22 2,1 21 =(_1)—2—

................. n , r-.' • • • • •
αw2 ∙ ∙ ann «ni ∕ ann an,n-ι ∙ ∙ anx I

i «21 «22 ' ∙ a2∏ '
. «21 «22 ∙ ∙ cl2ll j 

«31 «32 ∙ , ,lΛ>l j = θ∙

i «ni aιi2 ∙ ∙ ann i

Ueberhaupt: wenn sowohl ι, /», /, . . als auch s, l, . . gege
bene Permutationen von 1,2, . . , n bedeuten, so ist

«,-,. «(s rtiγ . «?» (∣l∙^ drι ■
«n ∙ ∙ aιn

akr a∕>s akt • _ \ _ ani nsk asl

ab∙ al» alt • | ati atk atl • j

worin £ die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem 
die gegebenen Permutationen einer Classe angehören oder nicht.

5. Lehrsatz. Wenn die in einer Reihe stehenden 
Elemente des Systems mit Ausnahme eines einzigen 
verschwinden, so redueirt sich die Determinante 
des gegebenen Systems auf das Product des erwähn
ten Elements mit einer Determinante vom nächst 
niederen Grade*).

Beweis. Ist
*11 ∙ ∙ IM

*mi • "nn

und unter den Elementen
«ii α,∙2 . . «j,j

*) Jacobi Det. 5.

I

l{ =
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10 §. 2, 5.

nur ui∣c von 0 verschieden, so mache man im gegebenen System 
die de Zeile der Elemente zur ersten Zeile und die /de Colonne 
zur ersten Colonne, so dass li durch (/—l) + (∕ι-I) Zeichen
wechsel (4) in

' aik aiι ∙ ∙ ai∙,k-ι ai-lk + ι ∙ ∙ ain

aιk «n ∙∙ αι,λ-ι λ∣,A+i ∙∙ rtιzι

tl∣ = «i- ι,k ai-ι,ι ■ ■
ai + ∣,A' ai +ι,ι • •

ank anι

übergeht, wo ε = (— l)t + /'. Nach der Voraussetzung verschwinden 
die Glieder von εli, in w elchen die erste unter den zw eiten 
Numern von li verschieden ist. Daher reducirt sich el( auf die 
Glieder, welche aus dem Λnfangsgliede

aik βιι ∙ ∙ a>∣H
durch Permulalion der zweiten Numern I, 2, .., k—1, ∕.÷ I,n 
nach Ausschliessung von li hervorgehen, d. i. auf die Glieder 
einer Determinante («—l)ten Grades (2), welchen der Factor α,∙ft 
zugesetzt ist, also

«n ∙ ∙ σι,A-1 rtι,⅛ + ι • • αικ

(li _ , 1 . .
= aik

αι + ι,ι • •

e«i • • I
worin ε die angegebene Bedeutung hat.

Beispiel.
«1 a2 at at

a. a., a.
bl b, b3 b. \

= - ! b, b., b. \
C. <2 c3
0 0 d3 0 | 112 4 1

1 (i. «, α1 i H 0 0 0 |
b,0 bi b,i b3 1 1 ,b bl b2 b3

= C, C, c3 = !
0 c. c, c, c c. c„ kr3

d, d2 d. ∖ l i 3
0 <∕l d2 d3 | j d rf1 d2 d3

6. Umgekehrt folgt, dass jede Determinante als Deter
minante von einem hohem Grade dargestellt werden kann, z. B.
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§. 3, 1. I I

, ( * llM + 2,⅛+l βZt + 2,l ∙ • a» + 2.«
∣ ⅝ + ι,ι • ⅝+ι,z1 n , ’--- -

! aιι ∙ ∙ uι>t ' ! θ ∙ 0zz4-ι,ι ∙ ∙ azz+ι,zz
θ °∙* ∙ ∙ rt*" in«

... = =00 fl„

aιn ∙ ∙ ann „ „ • •0 <lιa . . ann
0 0 α,n . . ann

ii. s. w. Die Elemente
an + ι,ι ∙ ∙ un + i,zt 

‰ + 2,l ∙ ∙ flZi +2,72 ft7i +2,74 + 1

welche in der Entwickelung der transformirten Determinante 
nicht angetroflen werden, können jeden beliebigen Werth anneh
men, also auch verschwinden.

7. Wenn ;alle Elemente verschwinden, welche auf einer
Seite der Diagomalreihe stehen, so reducirt sich die Determinante 
des gegebenen Systems auf ihr Anfangsglied.

α11 al2 <o13 . . o1H '
„ a∙ii a∙rs ∙ ∙ a2ll0 α22 βt3 . . <ι2,t
θ 0 ‰ . . β3n = a11 a33 • • «3Z* u> s. f. (5)

0 θ • • «ZI«
0 0 0

= fl,, a22 . . ann .

§. 3. Entwickelung einer Determinante nach den in einer 
Reihe stehenden Elementen.

I. Bestimmung des C oeffi eien len αl∙⅛, welchen 
das EIement ai∣c in der Determinanie li == ∑±all . . <∣nn 
hat. Um die Glieder von/{, in denen ai∣i vorkommt, übrig zu 
behalten, setze man die Elemente einer Reihe, welche das Ele
ment ∣∣i∣c enthält, gleich 0 mit Ausnahme von ui∣c. Setzt man 
dann I an die Stelle von u,⅛, so findet man den gesuchten

.. Cocfficienten
«n ∙ ∙ αι,A-1 a∖k aι,k+ι • ■ aιn

ai-ι,ι ∙ ∙ ai-ι,t-ι ai-ι,k αi-ι,Λ+ι ∙ ∙ ai-ι,zι
Vik = 0 0 1 0 0

at + ι,ι ∙ ∙ αi + ι,A-ι αi+ι,A αi + ι,⅛ + ι ∙ ∙ az + ι,zι

i azιι ∙ ∙ an,k — ι ank an,k + ι ∙ ∙ ann
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12 §. 3, I.

welcher sich als Determinante (zz—lylen Grades darslellen liisst 
(§. 2, 5). Wenn man die zle Zeile zur ersten Zeile und die Z∣le 
Colonnc zur ersten Colonnc macht, so linden (z —l)÷(Zi- I) 
Zeichenwechsel in αl∙ft statt (§. 2, 1), folglich ist

αu ∙ ∙ ai,Ä —i aι,A+ι ∙ ∙ aιn

ai + l,ι • •

anι • •

• i f 1 2 . . i — 1 z +1 . . k /»' —t— 1 . . h I
= (-1)l+λ,

| 1 2 . . »—t i . . k — \ k +1 . . n|
Wenn insbesondre jedes Element a∣ci verschwindet, lür 

welches Zi > i ist, so verschwindet ai∣i . Denn die Elemente der 
Diagonale verschwinden zum Theil, während alle einerseits der 
Diagonale stehenden Elemente verschwinden.

Durch ein analoges Verfahren leitet man aus li den Coefli- 
cienten ab, welchen das Product (∣jkurs in li hat, indem mau 
I an die Stelle von ai∣c und ars setzt und 0 an die Stelle der 
übrigen Elemente, welche die in ai∣i und ars sich schneidenden 
Reihen des Systems enthalten. Dieser Goeflicient reducirt sich 
auf eine Determinante (n—2)tcn Grades u. s. f.

2. Bestimmung von α,∙fc durch cyclische Vertau
schung. Um aus li eine dem absoluten Werth nach gleiche 
Determinante, deren Anfangsclement aik ist, durch cyclische 
Vertauschung abzuleiten, hat man nach einander z— I cyclische 
Vertauschungen der Zeilen und Zi — I cyclische Vertauschungen 
der Golonncn vorzunehmen, wodurch

(t—t + ⅛-1)(n — 1)
Zeichenwechsel cintreten (§. I, ö). Daher ist (I)

α∙ + ι,A + ι ∙ ∙ ai + ιyn αi + ι,ι • ■» βi + ι,⅛-1

+ βM + , ••
! flι,A + ι

i ai- i,A + i • •
Bei Determinanten ungeraden Grades können die Coefficien- 
ten α,∙⅛ aus α11 durch cyclische Vertauschung ohne Zeichen-
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§. 3, 4. 13

Wechsel abgeleitet werden. Zu recurrenter Bildung der Deter
minanten hat man demnach

a b c II I ftl C1 I . I b2 C-2 | |6 c I
rt 61 c1 j = « j + o, | + a2, ; I δ∙2 I l c | | 6, c, I
«„ b., c2 |

« b c d ■
, , I 6l c1 rfl I I b2 c2 d2 b3 c3 d3 b c de, c, d,

= fl 1 b2 c2 d., — a, | b3 c3 d3 + a2 b c d — a3 bl c, </, .α2 b2 c2 d2
, , I &3-C3 d3 I I b c d bl cl d, I c2 c2 d2

| «3 bi G rf3

3. Lehrsatz. Wenn ¾ den Coefl’i eien len des Ele
ments ∩ik in der Determinante B bedeutet, mithin aika∙ik (^as Aggregat der Glieder von B, welche das 
Element enthalten, so haben die Summen

aiι αλι + ,lii αA∙j + • • + a‘t»i αλn >
«.i l-zιΛ∑ ^t^ a2i '12∕.∙ + • • + (lni V-uk

den Werth B oderO, je nachdem die Numern i und & 
gleich 0 d e r ungleich sind. Die Determinante ist eine 
homogene I ineare Function der Elemente, welche in 
einer Reihe stehn*).

Beweis. Jedes Glied von B enthält je eines der Elemente
tliι > tlt2 > ■ ∙ > tl∣H ’

welche die de Zeile ausmachen. Nach der Voraussetzung ist 
of∙1 αj∙∣ das Aggregat der Glieder von B, welche das Element αjl 
enthalten, u. s. wτ. Daher

K = rti-, α,-, + fl,∙2 α,∙.2 + . . + nl∙n ain 
Auf demselben Wege findet man die Identität

∕> — fl,,∙ α,j + β2,∙ α2j + . . + nlli <ιnι∙ .
Setzt man hierin

«il = °kl > ni2 ≈ ll k2 > ∙ ∙ θd<jr «li = aik > fl2i = <t2k> ■ •

so erhält man Summen, welche den Determinanten von Syste
men gleichgelten, in denen die Elemente einer Reihe den Elemen
ten einer parallelen Reihe einzeln gleich sind. Diese Determi
nanten verschwinden identisch (§. 2, 4).

4. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, 
hat man alle Elemente einer Reihe mit demselben zu multiplici-

*) Cramer 1. c. Caüchv I. c. p. 66. Jacobi Det. 6. Die aus diesen) Satze 
für n = 3 entspringenden Identitäten finden sich bei Lagrange sur les 
pyr. 7. (M6m. de l’acad. de Berlin 1773).
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14 §. 3, 4.

ren. Den gemeinschaftlichen Factor aller Elemente einer Reihe 
kann man vor die Determinante setzen. Z. B.

n b c pn b c ' pn pb pc i

P «, bι G ' = pal bl G ! = a, bt G!
ft2 b.. C., pn.. b2 G a.. b2 G

Diess ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form 
αα+fJ1α1+α2o⅛ θ^e,' ua÷A∕J+c∕ vorgestellt wird. Ferner ist

I a b I ~ α 6
a
n

b c

bl c, — n

1 b

b,

c
c,I 0ι \ I - aι 6, I ’

n b„ c2 1 b2 G
n b c I 1 c !

n b c, = ab l t c, ! = 0
n ⅛ c2 1 c2

Wenn die Elemente einer Colonne (Zeile) des Systems sich zu 
einander verhalten, wie die Elemente einer andern Colonne 
(Zeile), so verschwindet die Determinante identisch.

5. Sind alle Elemente einer Reihe Aggregate von w Gliedern, 
so lässt sieh die Determinante in das Aggregat von ni Determinan
ten auflösen. Wenn

ail = Pι + 9ι + ,'ι + • •
«ft = Ps + 9> + r2 + . .

so ist
H = nü Gl + ft,∙2 + . . + ain Q-in

= P, Gi 4- Pi <zj∙2 + . . + Pn ain
+ 9∣ Gi + Qi G» + . . + Qn «in
+ G Gi ÷ r-i a,∙2 + . : + rn «in
+

Die einzelnen Determinanten , in welche /1 sich zerlegen lässt, 
entspringen aus /{, indem an die Stelle der Elemente

rt,∙, β1∙2 . . ft.j„
die Glieder derselben

P, Pi • • Pn

9, Qt • • Qn
r2 . . rn

u. s. w. der Reihe nach geselzt werden. Z. R.

n + «' «1 ft2 | ft G ft2 ft' al ft2
b + 6' fc2 = b bl b-i + b, bi (>■2

! c + c’ G ei ’ c G ^2 c' G c2
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I n n' a" ∣ , a a' a" I 0 <ι' a"
∖b b' b" j = ∣ 0 b' b" + ∣ b b' b"

j c c' c" ∣ 0 c' c" 1 c c' c"

6. Der Werlh einer Determinante wird nicht verändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem belie
bigen gemeinschaftlichen Factor mulliplicirlen Elemente einer 
parallelen Reihe addirt*)

\ a + pb b c I n b c | b b c !
I

I o, + pbl bl cl = ] «i 6, c, + p ! ö, bl c,
| a., + pb2 b2 c2 ∖ a2 b,, c2 b2 b2 e2 j

(vergl. 3. u. 2.) , wovon die zweite Determinante identisch ver

schwindet (§. 2, 4).

Beispiele. 1 3c ~n y—b t x y

t j;, —fl yl-b = 1 aj, yl

I x2-ay2-b t x., y2

1 n —a b —b 1 n b
l x —n y—b

\ = 1 x —a y —b = t x y (vergl. §. 2, 6.)
i yl-b ∣

1 xl~n yλ-b t ®, ?/, l
l t 0 0 ; I 1 —X —xI

| a + x n' + x I i
= 1 fl + x fl' + x I = | 1 a a'

| b + x b' -i- .t j I
1 b + x b' + a? | 1 b b'

0 1 1
I fl a' I

= —x 1 « a' .
6'

1 1 \ b b'

1 1 t t | 4
1 -t -1 1 0-2
1—1 4 ~ 0 0 2 | '
1 1 —t -t 0 0 0 — 4!

Wenn man in der Determinante »len Grades 

, fl1 . . an

S = : ∙ ∙ i"
I e, . . cn

die »tc Colonne mit o„_i multiplicirl und dann von dieser Co
lonne die mit an mulliplieirte vorhergehende Colonne subtrahirt; 
wenn man auf dieselbe Weise die (»— 1)te, . . Colonne trans- 
formirt, so findet man

*) Jacobi Crelle J. 22 p. 37t.
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1G §. .i, fi.

Λ1 O∣β2 0.2rt1 ∙ ∙ ^n-∖ ∩h anan-∖
bi alb2 - a2bl . .

*Sf∕-∣ . (i jι __ ∣ —
c1 alc2 - a2cl .. an~lcn — ancn-l

und daher die Determinante [n — 1)ten Grades

α1^2 ∙ ∙ an-ι^n an ^n — i j
*Srt2 . . an _ 1 = ^)jC2 ®2^i • • ®m — i Gi (ln ' n — ι | •

Wenn die Elemente ganze Zahlen sind, so kann die Deter
minante ohne Multiplication reducirt werden, indem man einzelne 
Reihen durch Verbindung mit parallelen Reihen transformirt, bis 
dass ein Element ±1 geworden ist*).

I 13 28 5 1 -14 —22 j 1 0 0 ∣

| 9 5 19. = 9 5 11 i - 9 131 20!)

| 4 14 K 4 14 9 4 70 97 |

Von der Iten Zeile wurde die 3te Zeile 3 fach subtrahirt, zur 
2ten und 3ten Colonne wurde die Ile Colonne I ifach und ?2fach 
addirt.

Die Determinante
a b c d 

bade 

c d a b

I d c b a

ist durch o+i+c+d, a— b — c+d, a — b+c—d, a+b—c— d 
theilbar, also auch durch das Product dieser Factoren. Der 
Quotient ist 1.

Die Determinante
[ a «' a" ax + a'y + a"z a' a"

I b b' b" = — bx + b'y ÷ b"z b' b"x
| c c' c" ex + c'y + c"z c' c"

verschwindet, wenn sc, ?/, s von Null verschiedene Werthe 
haben, für welche zugleich

ax + a'y + a"z — 0 

bx + b'y + b"z = 0 

cx ÷ c'y + c"z = 0 .

) Vergl. Kronecker Beil. Monatsbericht 1866 p. 609
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§. 3, 8. 17

7. Wenn man
(6-1) . . (6-⅛+1) 
.2 . . fe

(H

setzt, so ist
Zc+m∖ Zc+to+1∖ 
\ 7 V st 7 
Zc + to+1∖ Zf + zzz + 2∖

Λ = ' \ 1 7 \ 2 7

Zc + 2 zzj — 1 \ 
∖ m 7 
Z c + 2zzι∖
\ m 7 - 1

Zc + 2zzz∖ Zf + 2zzz + 1∖ ∕'c+3m-1\
\ < 7 V 2 ) - , V m )

Denn zufolge der Identität
Zc + zt∖ Zc + »—1\ Zc+n—1\
k k ) ~ V ⅛ )~∖k-K )

erhält man nach Verminderung jeder Zeile um die vorhergehende 
Zγ + 2to-1\ i 
\ "» 7
Zc + 2zzι-1\
\ m—1 /

Zc+to∖ Zc+to+1∖ 
1 \ < 7 V 2 7 

Zc + TO+1∖° ’ (. 1 )
/< =

{c+im∖ Zc+3to-2\0 ’ ( . ) ■ ( ».-J

Vollzieht man (dieselbe Operation an den letzten m — I , m — 2, .. 
Zeilen, so werden alle Elemente der Diagonale I, während alle 
Elemente einerseits der Diagonale verschwinden. Daher ist 
/{ = I, unabhängig von c und m.

8. Multiplicirt man in der Determinante (die leeren Stellen 
des Systems enthalten verschwindende Elemente)

! ao fcl

O, -b0 bt 
B= °t ~bl b3

|
| ati — 1 — 2
I ⅝ -^M-l I

die Zeilen der Reihe nach mit 60 , δ1 , .., bn, und addirt dann 
zu jeder Zeile die folgenden Zeilen , so erhält man eine Deter
minante, die sich auf ihr Anfangsglied reducirt, nämlich

B 606l .. 6m = (-1)w 'α060 + . . + <ιw6w) 6061 . 6,62 . . 6„_ l6,,, .

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 2
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18 §. 3, 8.

Daher ist
B = (-1)n {a0bll + . . +anbn) blb2 . . bn_, *).

9. Wenn die Elemente aijl und aki gleich sind, und jedes 
in der Diagonale stehende Element aii der Summe der mit ihm 
in einer Reihe stehenden Elemente entgegengesetzt gleich ist, so 
verschwindet die Determinante ∑±α11 .. onn, und alle Ele
mente haben in der Determinante gleiche Coefficienten **).

Beweis. Alle Elemente einer Zeile von

αoo ∙ ∙ aon

a>ιo ∙ ∙ amι

verschwinden zufolge der Voraussetzung, wenn man zu derselben 
Zeile alle übrigen Zeilen des Systems addirt. Also verschwindet 
die Determinante.

Wenn man in dem Coefficienten von o0θ

αn • • «i»i
αoo = ....

αm • •
zur den Zeile die übrigen Zeilen addirt, so kommen in die de 
Zeile die Elemente

®oi a02 ∙ ∙ aon •

Addirt man nun zur Aten Colonne die übrigen Colonnen, so erhält 
man in der Aten Colonne die Elemente

®10 • — 1,0 ^00 + 1,0 • • ®M0 •

Indem man noch die transformirten Reihen voranstellt, findet 
man

«00 ∙ ∙ ^0,4—1 ®0,A+l • • U0»l

«oo = (-D<+A α,'~,,° ' ' =αi⅛
+ 1,0

⅝o . •

10. Die aus 2/2 — 1 Grössen gebildete Determinante nten 
Grades

*) Hehmite Liouv. J. 14 p. 26.
**) Dorchahdt Berl. Monatsbericht 1859 p. 380 und Crelle J. 57 p. 114.
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a∣> (il . . ow _ l

n _ βι d.i • ■ β,,

π∕ι — i an ∙ ∙ n∙ιfι — t

bleibt unverändert, wenn an die Stelle der Grössen die Anfangs
glieder ihrer Differenzen-Reihen gesetzt werden*).

Beweis. Man bilde aus der Reihe der gegebenen Grössen 
die Reihen ihrer ersten, zweiten , . . Differenzen , indem man 
jedes Glied von dem folgenden subtrahirt:

«0 β, a,i ai ai . ,

zΛ zZll zΛι

.∕ zZ Zz,2 ∙"2l ^,22

Λ Λ, • •
Λ . .

Subtrahirt man nun in P von der nten, (»—Ilten, . . Colonne 
die jedesmal vorhergehende, so erhält man

no zΛ ∙ ∙ -Λ,m-«
p _ λi z*ιι ∙ ∙ zΛ,w-s

α z/ xZ su>l — l "|,M—1 ∙ - z'l,21(- 3

Indem man dieselbe Operation wiederholt an den neuen Colonnen 
vollzieht, findet man

∏O -Λ ' A • • — I
p _ t,∖ *A∣ ∙A∣ • • -Ai —ι,ι

UH—l ∙,A,M-I zA,M- 1 • • ZA|— l,»l—1
Führt man die angegebene Reihe von Operationen auch an den 
Zeilen der zuletzt gefundenen Determinante aus, so erhält man

α0 ∙ A 'A ∙ ∙ Z”A» — 1
p= zA Λ Λ ∙ zA,

z A< _ , z 1n ∕1n +1 . . zAjjl _ 1

was zu beweisen war.

*, H. Hankel über eine besondre Classe der symmetrischen Deter
minanten. Güttingen 1861. Das System βll .. a,IM heisst symmetrisch, 
wenn aik = uki. Das obige besondre System ist von Sylvester persym
metrisch , von Hankel orthosymmetrisch genannt worden.
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20 §• 3, 10.

Ist insbesondre α⅛ eine ganze Function wten Grades von ∕1∙, 
so bilden wie bekannt die Grössen o0 , ai , a2, . . eine arith
metische Progression niter Ordnung, und die Glieder ihrer »den 
Differenzen-Reihe haben den gemeinschaftlichen Werth Jm 
= 1 . 2 . .. w , weshalb z∕7n+1 , z∕m+2, . . verschwinden. Wenn 
nun n — 1 = w, so wird (§. 2, 7)

m(m + i)
P = (-1) 2 (1.2... jλ)mi+,

während P verschwindet, wenn n —1 < m . In beiden Fällen 
können statt der Grössen oθ, , o2, •• auch die Grössen o,∙,
αi+1, 0j+2 , gesetzt werden.

Wenn z. B. c eine beliebige Zahl ist und
_ ∕,c+k+m∖ _ (c + ft+m)(c+⅛+m-1).. (c+Ä + 1 

λ \ m / 1 . 2 . . . m

so hat man
∕c+m∖ ∕'c+m + l∖ ∕,c+im∖ j
\ m J \ »i ∕∖m∕

(c + rn+l∖ m(m+ι)
in J = (-1) 2

∕c+2m∖ ∕c + 3nι∖
\ »» / ‘ ' \ ™ )

11. Wenn man aus R = Σ ÷ «n.. (inn und S = Σ ± b{ 1 .. bnn 
neue Determinanten ableilet, nämlich tih aus B dadurch, dass 
man die ile Colonne von R durch die /de von S ersetzt, und uhk 
aus S dadurch, dass man die /de Colonne von S durch die Ate 
Colonne von B ersetzt, so hat die Summe

Ri wιA ^*^ R⅛ u2k + ∙ ∙ + Rm Unji 
den Werth RS oder 0, je nachdem i = k oder nicht*).

Beweis. Bezeichnet man die Coefficienten der Elemente njk 
und bik in B und S durch α,∙⅛ und ∕21∙⅛, so hat man (3)

*) Dieser Satz ist in einem allgemeinen Satz enthalten, der von Syl
vester (s. unten §. 4, 10) herrührt. Den hier mitgetheilten Beweis hat 
Brioschi Det. (39) gegeben. Die einfachsten Fälle des Satzes kommen bei 
Bezoüt (6quat. algebr. 1779 §.220) vor. Die entsprechenden geometrischen 
Sätze (vergl. unten §. 15) bat Monge 1809 abgeleitet (Journ. de l'äc. polyt. 
Cah 15 p. 68) und auf anderm Wege Möbius (baryc. Calc. §. 166 u. 171
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§• 3, 12 21

Gi = bm aHi

lin ~ bm aii + ■ ■ + bnn ani
folglich

Gi ßn ■+■ • • + G« ßin ~ aii

Gi ßm + • • + G»i ßnn = ani $
folglich

Gl («1* 1^11 + •• + ank ßnt! + • + tin (alk ßin + . . + ank ßlin) 

= (aik »ii + • • + ank ani) S •
Nun ist aik /?n + • • 4- "nk ßnl = ulk, u. s. w.

Beispiele Schreibt man zur Abkürzung
ab) (abc) (abcd) . . .

statt
fl 6 c

o 6 c d

I a b I o, *i rfl
Ol *i c,

I «1 *1 1
°2 *2 C2

o2 *2 c2 d2

1 «3 *3 C3
so erhält man

bc) (ad) + (co) (bd) + (ab) (cd) = 0 

(bcde)(aef) — (cda)(bef) + (do6)(ce/) — (abc) (def) = 0

[bcde) (af'gh) + (cdea) (bfgh) + (deab) (cfgh)

+ (cabc) (df'gh) + (abcd) (ef'gh) = 0 u. s. w.

12. Bestimmung von durch Differentiation. 
Wenn die Elemente des Systems von einander unabhängig 
sind, so kommt bei der Differentiation von Ii (I) in Bezug auf 

nur das Aggregat aik nik in Betracht. Nun ist aik von aik 
unabhängig, folglich kann der Coefficient von aik in li durch den
partialen Differentialquotienten

öli
daik

ausgedrückt werden*).
Der Coefficient von aik ars in /? erscheint als Coefficient 

von ars in aik und kann demnach durch Differentiation von aik 
nach ars gefunden, mithin durch

d2B
doiÄ. dor.

l) Jacobi Det. 6. 10.
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22 §. 3, 12.

ausgedrUckt werden. Aus diesem Coefficienten lässt sich der 
Coefficient von <∣r∣iois in B ableiten, wenn man / und r, d. h. 
die /te Zeile des gegebenen Systems mit der rten vertauscht. 
Dabei erleidet B einen Zeichenwechsel, also ist der gesuchte 
Coefficient

∂2∕t_____ ∂2n
^th∙k ft(lia ^O,ik

Analog lässt sich der Coefficient von <ιi∣c nrs ouv in B be
stimmen. Man findet dabei Relationen zwischen den dritten par
tialen Differentialquotienten von B u. s. w.

13. Sind die Elemente des Systems, welche dieselben 
Numern in umgekehrter Ordnung haben, z. B. ai∣i und a∣ii, von 
einander abhängig, so sind auch die Determinanten znten Grades

«ir flis ait • urk «,i ■

p _ tlkr <*ks akt •
<? =

nnk asl •

i •
al, alt • atk all ■

deren eine aus der andern dadurch entsteht, dass die Reihe der 
ersten Numern mit der Reihe der zweiten Numern vertauscht 
wird , von einander abhängig.

1. Wenn insbesondere a∣ci = βwl∙⅛, wobei e entweder I oder 
— I bedeutet, und in dem zweiten Falle die Elemente o1, , z∕22 , •• 
als verschwindend vorausgesetzt werden, so erhält man durch 
Multiplication jeder Colonne mit ε

I ari asi ati ari ar∣t <ιrι .

fmp = n>* • asi ®.s4 axl • _  q

arl asl cltl ■ ati atk ntl ■

Ist die Reihe r,s,∕, . . eine Permutation der Reihe i,k,l,.. 
lind € = — 1, m ungerade, so ist Q nicht nur = P (§. 2 , 4), 
sondern auch = —P, d. h. die Determinante verschwindet 
identisch.

II. Wenn die Elemente der Diagonale α,1, «22, • • real, die 
andern aber complex und paarweise ai∣e und aki conjugirt sind, 
so hat die Determinante B = Σ ÷ n11. . cιnn einen realen Werth*),

*) Hermite Comptes rendus 41 p. 181. Grelle J. 52 p. 40.
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§. 3, 14. 23

während die Elemente oik und aki in R conjugirte eomplexe 
Coefficienten aik und aki besitzen.

Vertauscht man nämlich in den complexen Elementen 1 —1 
mit —V — 1, so geht aik in aki über, und die Zeilen des gege
benen Systems werden die Colonnen des neuen Systems. Dem
nach bleibt die Determinante R unverändert (§. 2, 3) , also kann 
sie nicht complex sein. Dagegen geht a,-^ ina^ über, sodass 
beide conjugirt eomplexe Werthe haben.

14. Wenn R wie oben die Determinante 2±an .. ann und 
aik den Coefficienten von aik in R bedeutet, so ist unter der 
Voraussetzung aki==aik"

1 dfl *) dR
.«« - do.. ■

Dagegen ist unter der Voraussetzung aki = — a^k und = 0 
R = (-^R, aiÄ. = (-1)~-*aAi *

d. h. bei geradem n

und bei ungeradem w
R = o **) , vik = akl.

Beweis. Die Uber R und a,/. aufgestellten Behauptungen 
folgen aus den im vorigen Artikel gefundenen Eigenschaften 
von P und Q (vergl. I). Ferner ist wegen des Zusammenhangs 
zwischen den correspondirenden Elementen aik und aki (12)

dft öot,-
=a,'A + a^S^ = a** + ‘a«-

Nach der ersten Voraussetzung ist aber , folglich
dR

Gemäss der zweiten Voraussetzung und bei geradem n ist 
— = *ik i mithin

dfl
5^- = - aki = **ik ■

d RBei ungeradem n verschwindet y— identisch, wie fl selbst, oaik
und die Gleichung

*) Jacobi Crelle J. 12 p. 20.
**) Jacobi Crelle J. 2 p. 354.
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§. 3, li.

dΛ
∂θ,∙ι. = *ik - *ki

giebt das bereits erhaltene Resultat ai∣i == aki .

15. Differential einer Determinante. Wenn alle 
Elemente des Systems als von einander unabhängige Variable 
betrachtet werden, so ist vermöge der Gleichung (12)

dR
ö«/A - α'λ'

das vollständige Differential*)
f//< = αi⅛ da-t∕i = Σ α,∙, dfll∙, + ■ ∙ + ∙⅜∙ ot∕n da2n 

ιk ι i
1 rf«U «12 «13 • «11 rf«12 «13 •

= l . ... + .. . . + . .
I dalll an2 an3 . ∣ alll dun2 all3

eine Summe von ιii Gliedern, die man aus ai∣c dai∣c ableitet, 
indem man für i und li alle Numern von I bis n setzt, oder von 
n Determinanten, die man aus H ableitet, indem man die Elemente 
je einer unter den parallelen Reihen durch deren Differentiale ersetzt.

Beispiele. o 26 c o
0 « 26 c

H ≈ Σ ± u11 . . αu =11 “ 6 2c d 03
0 6 2c d

dR _ dR da,, tili tia22 _
da - da11 δα + dfl22 da + α'22

dR dR dα12 dR da23 dR da31 dR da4,
d6 da12 d6 dfl23 d6 da31 d6 da12 dö

. = 2«i2 ^fl23 + tx31 + a42
dfl

— «13 ^*^ «24 ^*^ ^«32 ÷ ^«43

dR
dd “ a∙, + ““ ‘

Wenn man durch y1 , y-1∙, . . gegebene Functionen von x und 
durch tyi∕f den /den Differentialquotienten von j∕i∙ bezeichnet, so 
verschwindet die Determinante /den Grades

y, y>l ∙ ∙ y,,n-t )

R =.............................

Vn Vm • • Vn^n — l I

*) Jacobi Det. 6
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§. 3, 16. 25

wenn die Elemente einer von den ersten n— I Colonnen durch 
ihre Differentialquotienten ersetzt werden. Also ist*}

... V\ Vn • • Vi.n — 2 V i n IdH _
dx .............................

Vn Vnx ∙ ∙ y∏1n-2 Vnn I

Sind h , ∙∙ > fn vθn einander unabhängig, und
I 1 tl ix"- . . tln~' |

1 t2 t2i . . t2n~'
R ==1'n

1 / t 2 t n-1' ln ln ∙ ∙

so findet man
0 1 2∕1 . . (n—1)∕,re-2 |

ÖÄ„ = j 1 <2 √ . . ∕2"-1
δξ...............................

I ’ G V ∙ ∙ √, -,
0 1 2/, . . (n —1)∕,"^2

=.......................................
dt, . . <K_, 0 1 2/„_, .. (»-1) tn_ 1w~2

I < tn tnt . . t,ln-' I
= (-1)"-, .1.2.. (n-1) fl„_, .

Ebenso ergiebt sieh

' -Γ(<,) Z'(<1)-hΓ(h) .. (H-1)<1"~V(∕1)-hn-,∕∙'(<1) 

W,) '8ξVwJ^ . ...

I 4 ∕ t n ~1I I Vn . . ln

∣ -f{ti} Λk) -w'w ∙ ∙ tn-υ<∕ι^2Λh) -Gn~lrw

: -r‰) /K) - r‰) • • (»-< vw -v,r (w

16. Bezeichnet man die Determinante 2 + α,t . . ann 
durch II, und den Coefficienten des Elements aik in B durch 
r∕,ik, so giebt die Entwickelung der Determinante 
(n+ l)ten Grades
____________ A = 2.' ± α00 oll . . ann

*) Abel Crelle J. 2 p. 22. Malmsten Crelle J. 39 p. 91.
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26 §• 3, ∣β∙

nach den Elementen, welche mit uθ0 in derselben 
Zeile und Colon ne stehn*)

= «oo “ aio at>A aii

Die Glieder der Summe werden dargestellt, indem man für i und 
k alle Numern bis n ausser 0 setzt.

Beweis. Die Glieder der Determinante S enthalten entweder 
das Element o00 oder das Product eines der Elemente o,θ, α20,.. 
mit einem der Elemente α0, . oo2,.. z. B. a,θ o0fc. Das Aggregat 
der Glieder von S, in denen o00 vorkommt, ist <∕00 // (I). Der 
Coefficient des Products αf∙0 oθfc in S ist dem Coefficienten von 
°oo aik ’n entgegengesetzt gleich (12), mithin dem Coefficienten 
von α,-ft in fi entgegengesetzt gleich. Daher ist — rj,iji der Coefli- 
eient von αl∙0 o0Ä in S.

Beispiel.
a b c d

ft' 1 0 0

c' o 1 0
d' 0 0 1

= a — bb' — cc' — dd' .

17. Ist das System der Elemente symmetrisch, so dass 
α⅛t = αi⅛ und folglich a⅛, = a,⅛ (13), so sind die Glieder der 
Summe (16), welche aus zwei verschiedenen Werthen von z und 
k entspringen , einander gleich.

Beispiele.

— αfl,α2 ftft,2 ^1^02 ^2^01 ^01^02^12 •

a ®01 "θ2 ‰3

^0l «1 ^12 ^13
ftθ2 ^12 a2 ^23 ^O3 ^13 ^23 a3

— Q∙(fl,β2<Jj ^1^23 ®2^13 *⅞^12 ^^12^13^2»)
~ 6012(«2«3 - fc232) ~ ft022(α!α3 “ V) ~ ~ V)

4- 26n,60j !a3^12 ^13^23^ ^*^ ^^01^03^2^13 ^12^,23∣ ^+^ 2ft02⅛nj (^1 ft23 ^12^13

') Cauchy J. de Γec. polyt. Cah. 17 p. 69.

a ^01 ^02 

^01 βl ^12

ftβ2 ftj2 O2
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27§• 4, I.

Insbesondere ist
0 a b

n 0 c = labe .

b c 0
| 0 a b c

C' ' — alaχ1 + b'ibxl + c2c,2 — laaxbbx — laaxccx — lbbxccx

1 n' = (aax + bbx — cc1)2 — 4aα,66,
c bx al 0

= — ( E aax + tz bbx + Kcc,l (— ∕uax + Vbbx + V ccl)

× (Eβal — Kbbx + Kcc,) ( Kaal + Vbbx — Vcct) .

0 111 0 a b c

1 0 c b a 0 1 1

1 c 0 a 6 10 1

1 6 a 0 c 1 1 0

= a2 + 62 + c2- 2a6 — 2ac — 26c = (a + 6 — c)2 — 4a6 

= — (jzr a + ∣Λ6 + j∕^c)(- ∕a + yb + [∕^c)(ya - yb + ∕e)(∣∕n+ ∣Λ6- ∣∕^c) .

§. 4. Zerlegung einer Determinante nach partialen 
Determinanten.

I. Wenn nian aus dem gegebenen System von n2 Ele
menten

αιι ∙ ∙ rtιra

an∖ ∙ ∙ atιn

beliebig m Zeilen auswählt, deren Numern durch f, g, h, . . be
zeichnet werden, und von diesen Zeilen rn Colonnen behält, 
deren Numern r, s, l,.. sind, so heisst die Determinante znten 
Grades

α∕r afs aft •
P _ agr ags agt ■

ahr ah∙ι nht ■

eine partiale Determinante*) des gegebenen Systems.

*) Jacobi Crelle J. 27 p. 206. 30 p. 136. Von gleicher Bedeutung ist 
Döt. d un systöme d⅛riv6 bei Caccht J. de Γ⅛c. polyt. Cali. 17 
p 96, Minor determinant bei den englischen, U n t er d e te r m i - 
nante (Subdeterminante) bei den deutschen Mathematikern.
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28 §• i, 1.

Die partiale Determinante P ist der gemeinschaftliche Divi
sor derjenigen Glieder der Determinante li = — ± </,, . . unn, 
welche dadurch entstehen, dass von den ersten Numern 

ihre Plätze behalten und die übrigen n — m unter 
einander auf alle Arten vertauscht werden ; oder dadurch , dass 
von den zweiten Numern r, s, t, . . ihre Plätze behalten und 
die übrigen vertauscht werden. Daher ist der Coefficient Q, 
welchen P in II hat, eine partiale Determinante (n — m) teil
Grades, welche sich wie folgt angeben lässt. Sind

Permutationen von 1,

f, g, h, ff, x, • • 
r, s, t, .., o, a, t, .. 

2, . . , n, so ist
- ± afl. a aht .. a ad,T .. = f/t ,W ax°

wobei « den Werth 1 oder — I hat, je nachdem die Permuta
tionen in eine Glasse gehören oder nicht (§. 2, 4). Nun hat P in 
eli denselben Coefficienten, als das Product a^r ags aM. . , folg
lich ist

— — ai/fj ayg aipr • • •
Die Determinante li geht in Q über, wenn die Elemente 

Oyy, UgS, ahl,. . den Werth I erhalten, während die übrigen Ele
mente , welche mit den genannten je in einer Zeile oder in einer 
Colonne stehn , verschwinden *).

Unter der Voraussetzung von einander unabhängiger Ele
mente hat man (§. 3, 12)

(, =___ 3"'«
dd/r ^aht • •

2. Die Glieder der Determinante II enthalten von den Ele
menten der Diagonale entweder keines, oder I , oder 2 ,. ., oder 
alle n. Bildet man die Coefficienten, welche a^-, a™ agg, 
°ff agg uhhi • • ’n haben, und bezeichnet man die Werthe, 
welche li und diese partialen Determinanten annehmen, wenn 
alle Elemente der Diagonale an , o22,.., °nn durch Nullen ersetzt 
werden, durch D, 1)^, Dfgh, • •, so hat man

/t — D + ~ Off Df + Off Og,/ Dfg + .. + a,, a22 .. aHn .

Die Glieder der einzelnen Summen werden erhalten, wenn man

*) Daher heissen die partialen Determinanten P und Q comple- 
m e n t ä r bei Cauchy 1. c.
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§. 4, 2. 29

für f alle Numern 1, 2 , .. , n , für ∕i∕ alle Binionen derselben, für 
fgh alle Ternionen derselben u. s. w. setzt*).

Beweis. Die Glieder von /1, welche keines der Elemente 
u11, 022> ann enthalten, stimmen mit den Gliedern von I) 
überein. Aus dem Aggregat der Glieder von li, welche das Pro
duct von m bestimmten Elementen der Diagonale <*ffUgg ahk • • 
enthalten, entspringt das Aggregat der Glieder von /?, welche 
ausser jenen Elementen kein andres Element der Diagonale ent
halten, indem man die übrigen Elemente der Diagonale durch 
Nullen ersetzt. Also wird dieses Aggregat durch

0∕∕ a9'J a>‘h ■ ■ Dfgh ■ ■

ausgedrückt. Die Summe dieser auf alle möglichen Arten gebil
deten Aggregate umfasst alle Glieder der Determinante /?.

Anmerkung. Die Anzahl der Glieder von /?, welche k 
oder mehr Elemente der Diagonale enthalten, wird durch

(n\ n!

ausgedrückt, wenn aus n Elementen k auf Q) Arten gewählt

werden können, und wenn es von m ^Elementen m! Permu
tationen giebt. Dabei hat man χ(0) = n! und χ(n) = I. Dem
nach werden die Anzahlen der Glieder von R, welche n—1, 
w—2, n — 3 ,. . Elemente der Diagonale enthalten, durch

jffn—1) — χ{n)

χ(n-Z} - ∕(m-D + χ{n}
χ{n~3) - χ(n-i) + z(n-1) - /(«)

u. s. w. ausgedrückt, und die Anzahl der Glieder von R, welche 
keines von allen Elementen der Diagonale enthalten, d. i. die An
zahl der Glieder von I) beträgt

’A(») = z(θ) - zd) + z(2) - • • + (—D”
.1 j(-Dw∖= n! (jl— 3! + ∙∙ + ~iiΓ)

Daher ist
φ(n + l) = (n+<)! (jj "∏ + ∙∙ + ^M^jΓy)

= (n+t)ι∕,(n) + (-1)" + l

t) Cavley Crelle J. 38 p. 93.
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30 §. 4, «.

a∣soψ(1) = 0, l∕<(2)=l, ψ(3) = 2, l∕,(4) = 9 , ψ(S)=44, 
u. s. w. Zufolge des obigen Satzes hat man 

«’ = φ(w) + (") ψ(n-1) + Q) φ(**-2) + •• + + 1

3. Die Entwickelung der Determinante
fli, + 3 al.i . . aln

= ‰ a» + z . . α2s

««. a,l., . . ann + z

nach Potenzen von z giebt
«„ + 3-∑,ftn.1 + z2Z,Λw.2 + . . + ιn~,ΣKl + zn , 

wo
«.» aik ■

R∣n tlki &kk •

eine partiale Determinante »den Grades ist, deren Diagonale aus 
Elementen der Diagonale von Bn besteht, und 2Rm die Summe 
der Determinanten bedeutet, welche aus Bm entspringen, indem 
für >, k,.. alle verschiedenen Combinationen von je in aus der 
Reihe 1 , 2,. ., n gesetzt werden*).

Beweis. Die Uebereinstimmung des ersten Gliedes Bn mit 
∕,(0) und die Richtigkeit des letzten Gliedes zn ist unmittelbar 
wahrzunehmen. Die Glieder der Entwickelung, welche zm ent
halten, entspringen aus den Gliedern der Determinante f(z), 
worin irgend welche in Elemente der Diagonale Vorkommen. 
Bedeutet nun /, A, .. irgend eine (aufsteigend geordnete) Com- 
bination von m Numern der Reihe 1,2,..» und r, s, . . die Reihe 
der übrigen Numern, so ist (§. 2, 4)

a« + 2 «a ain

aλ, akk+ z • • akr aks

AI») =
a,∙,' ark ■ •

asi ask • •

arr + Z

asr

ara
ass + z .

Aus dieser Form von / (z) erkennt man (1) , dass die Entwicke
lung des Products

*) Jacobi Crelle J. 12 p. 15.
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§. 4, 3. 31

dj∙,∙ + s ai∣i . arr + z ars

aki akk +z ∙ asr ass + s

einen Theil der gesuchten Entwickelung von der Determinante 
f(s) bildet. Die Entwickelung des ersten Factors nach Potenzen 
von s schliesst mit zm, die des zweiten Factors-beginnt mit

at r ars 

usr ass

Daher ist
(A∣M∙ιy∙ •
‰ αss .

die allgemeine Formel für ein Glied von ∕*(z), in welchem zm 

vorkommt. Indem man für z, A,. . alle möglichen Combinationen 
von je m Numern aus der Reihe 1, 2, folglich für r, s,. . 
alle möglichen Combinationen von je n— m aus derselben Reihe 
setzt, erhält man alle Glieder von f(z), in denen der Factor zm 

anzutreffen ist.

Anmerkung. Die analoge Entwickelung von 
a—u b c

U = a' b'— u' c'

a" b" c" — u"
ergiebt

z/ — ιzα — u'ß' — u''γ" + u'u"a + uu"b' + uu'c" — uu'u"

wenn
a b c 

z∕ = a' b' c'

a" b" c"

und a, /?', γ" die Coefficienten der Elemente a, b', c" in zZ be
deuten. Unter den Voraussetzungen

u = H + b + c , u' = a' + b' + c' , u" = a" + b" + c" 

verschwindet U (§. 3, 4) und man hat
z∕ = uu'u” — u'u''a — uu"b' — uu'c” + ua. + u'β' + u"γ''

= uu'u" — u'u"b — uu''c' — uu'a” + uß + u'γ' + u"a"

= uu'u” — u'u"c — uu''a' — uu'b” + uy + u'a' + u”ß"

nach cyclischer Vertauschung derColonnen, bei welcher zZ das 
Zeichen nicht wechselt (§. 1,5). Daher ist
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32 §. i, 3.

z/ ab' c" a ß' y"
-—y—f, — t — — — — — ~ i ii ■+" ---- Ti + —~t
uu u u u u un uu uu

wovon die 3 letzten Glieder wiederum zerlegt werden können*).

4. Die Determinante ?iten Grades H = 2 ± .. ann kann
in eine Summe von

(n \ _ n(n—1) .. (»—ra + 1) 
m J 1.2..«» ~

Producten je einer partialen Determinante toten Grades und einer 
zugehörigen partialen Determinante (n—m)ten Grades zerlegt 
werden.

Aus den Numern 1,2,..,«, durch deren Permutationen die 
Glieder der Determinante 11 entstehn, wähle man m verschiedene 
z. B. und bilde die partiale Determinante wten
Grades

? = ^ + ayi ag2 Uhi ■ ■ •

Werden die übrigen Numern durch r, s, t, . . bezeichnet, so hat 
P in

~ “ — afi ag2 ah3 • ■ ar,m + i as,»i + 2 at,ni + 3 ■ •

zuin Coefficienten die partiale Determinante (n—rn) ten Grades 
P = 2. ± + 1 °s,w» + 2 at,m + 3 • • >

wenn s den Werth I oder —1 hat, je nachdem die Reihen 
/) </, A, .. , r, s, t,. . und 1, 2,.., n in dieselbe Classe der Per- 
mutationen gehören oder nicht. Dann ist

R = Z (PQ

eine Summe von /i Gliedern, welche dadurch gebildet werden, 
«lass man für /, y, //, . . alle Combinationen von m verschiedenen 
Numern der Reihe I, 2,. . , n, für r, s, t,. . die jedesmal übrigen 
Numern setzt, und £ auf die angegebene Art bestimmt**).

Beweis. Ein Product wie PQ enthält diejenigen Glieder 
von 11, welche aus dem Anfangsglied Oj, . . ann dadurch ent
stehn, dass man von den beweglichen Numern m in eine Gruppe, 
die übrigen in eine zweite Gruppe vereinigt, und die Numern 
der einzelnen Gruppen perrnutirt. Wenn man die einzelnen 
Gruppen auf alle möglichen Arten bildet und dabei die Numern 
der Gruppen perrnutirt, so erhält man alle Permutationen der

*) Vergl. Jacobi Crelle J. 5 p. 350.
**) Yandermonde 1. c. p. 524 und Laplace 1. c. p. 294. Jacobi Del. 8.
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§. 4, 5. 33

m beweglichen Numern. Also umfasst die angegebene Summe 
von Producten alle Glieder von Ii.

Das Product PQ hat I. ? . . m . 1.2 . . (n— m) Glieder; in der 
That hat die Summe aller Producte jt/mal so viel d. i. 1.2..n 
Glieder.

Beispiel.
a b c d 

ax b, c, d, 

a„ b2 c2 d2 

b3 Cj d3

I a 6 I I c2 d2 j I o t> j I c, d, I j a b I j c, d, -j 
] a, | | c3 d3 | | a2 b2 j | c3 d3 | j a3 b3 | | c2 d2 |

'+ I a> MIc d i _ |a*1c d i I 11c d I
I a2 b2 | | c8 d3 I I a3 63 | | c2 d2 | | a3 b3 j ( c, d, |

Die Zerlegung einer Determinante ziten Grades in eine 
Summe von Producten aus partialen Determinanten 2ten und 
(zi—2)ten Grades findet man ausführlich behandelt bei Jacobi 
Det. 9 u. I 0.

5. Die Determinante Ii kann auch in eine Summe von Pro
ducten aus mehr als je zwei partialen Determinanten zerlegt 
werden.

Man wähle aus den beweglichen Numern 1,2, ..,zi, zuerst 
a z. B. q, dann aus den übrigen Numern ß z. B. p, q,
dann aus den übrigen y z. B. t, u, v,. . , u. s. f. so dass a -t- ß 
+ y+. . =n; und bilde nun die partialen Determinanten aten, 
/?ten, yten , . . Grades

.4 = ± afl ag2 ah3 . .

H — ap,a + l aq,u •+- 2 ar,u + 3 • ■

ö = zt a^u + +, (iu,u + ß + 2 + 3 • •

u. s. w. Dann ist li = 2 eAHC.. die Summe von
/ n \ / n —a\ / n—a—ß\ _ t. 2 . . n
\a/\ ß /\ Y ) 1.2 .. a. t. 2 ../3. 1.2 . . y. ..

Gliedern, welche entstehn, indem man A, li, C, . . auf alle mög
lichen Arten bildet. Dabei bedeutet e die positive oder negative 
Einheit, je nachdem die Reihe *

f, g, h, . . , p, q, r, . ., t, u, v, ...

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 3
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34 §. 4, 5.

eine Permutation der ersten oder der zweiten Classe von 
1, 2, .., n ist*).

6. Wenn die Elemente des Systems verschwinden, welche 
m Colonnen mit n—m Zeilen gemein haben, so reducirt sich die 
Determinante auf das Product einer Determinante //(teil Grades 
mit einer Determinante (?)— zn)ten Grades**).

e.i • «, ,m + ι • ∙ «,«

amι • • amm + 1 • ∙ amιι

0 . . 0 aιn + ι,m + i ■ ∙ a∣H +- l,W

• •

0 . 0 α>z,wι + l • ∙ a>>n

«,, • ■ a∖m ] ‰I + 1,Λ1+1 • βW+l,M

amι • amm ! an.m + ι • a>tn

Wenn die Elemente verschwinden, welche m Colonnen mit 
mehr als n—m Zeilen gemein haben , so verschwindet die Deter
minante identisch.

«,, • ∙ a, m aι,m + i ®1M

aιn — i ι ∙ ∙ aιn — ,m am — i,m i • aιn — i,n
0 . . 0 am,m + i <*mtl = θ •

θ 0 ®W,»H +1 ann

Beweis. Zerlegt man die gegebene Determinante in eine 
Summe von Producten aus partialen Determinanten n?ten und 
(w—m) ten Grades dergestalt, dass die Elemente der Determinan
ten zzzten Grades aus den oben erwähnten m Colonnen, die Ele
mente der Determinanten (?)—???) ten Grades aus den übrigen 
Colonnen des Systems gewählt werden (4) , so ist unter den zu 
bildenden Determinanten zzzten Grades in dem ersten Falle nur 
eine, in dem zweiten Falle keine von Null verschieden.

Beispiel.
a, «2 «S «4 a + «., α2 + a3 α3+α2 «, + «,

ft, 6., ft» ft. ft, + ft4 ft∙2 +ft3 ft3 + ft2 ft 4 +ft.

ft, t'i ft, ft. ft3 ft2 ft,

«4 «3 «2 «, «4 «3 β∙2 «1

*) Dieser allgemeine Satz heisst der LAPUCE,sche Determinan- 
tensatz. Vergl. die vorigen Citate.

*♦) Jacobi Del. 5.

www.rcin.org.pl



§. 4, 7. 35

α + «, a,2 + a3 0 0 1
l>l + ^4 b,, + b3 0

1
0

ft, b3 ö2- ft3 ftl - ft, 1

a4 «s Oo — as 0,-0, |

+ «, a2+a3 1 a,^-o. o2-os
6, + ft« b., + b3 1

-ft. ft 2 ft 3

7. Uni die Determinante (m+w)ten Grades

a„ • ∙ ∙ al,rt «1, ■ • ®1 w

a«n • • U1HIH etn∖ • ∙ “mn
0

ft =
0 ft„ ■ ■ t>,n

0 . . 0 ft,Ml ■ ■ bnm

um ∙+ ι,ι • ∙ a>ιι + 1,»1 em + i,i • ∙ em + ι ,«

• ∙ ,lnm • ∙ enn

deren Elemente e11 .. cnn so angenommen werden, dass ei∣c den 
Werth I oder 0 hat, je nachdem i und k gleich oder ungleich 
sind, zu entwickeln, bilde man aus den ersten m Colonnen 
eine beliebige nicht verschwindende partiale Determinante //den 
Grades

3 = — — 0/1 ay∙ ■ ∙ 0∕,w •
Um den Coeflicienten B, welchen /1 in B besitzt, zu finden, 

permutire man die von den Elementen b unabhängigen Zeilen, 
bis dass die ∕te, pte,.., /te Zeile zur 1ten, 2ten , .., mten ge
macht ist und die übrigen Zeilen folgen; dann nehme man die
selben Vertauschungen der von den Elementen a unabhängigen 
Colonnen vor. Hierdurch hat die Determinante B keinen Wechsel 
erlitten, und in jede Stelle des Systems, welche ein Element 
e mit 2 gleichen Numern enthielt, ist wiederum ein solches 
Element eingetreten. Also ist der Coefficient B die Determinante 
ziten Grades

— ^ι∕ biy ■ ■ bnιl err • — ½ — b∣f b∙,g ∙ ∙ bιιιl '§• 2, 7).

Demnach ist (4) B = 2 AB eine Summe, deren Glieder da
durch entstehn, dass man für alle Combination^n von
w verschiedenen Numern der Reihe 1, 2,. ., z? setzt.

3
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36 §. 4, 8.

8. Aus der Reihe I, können m verschiedene Nu-
mern auf

-(:)

verschiedene Arten gewählt werden. Diese Combinationen sollen 
nach Belieben die Numern 1, 2,. . , u erhalten. Haben nun z. B. 
die Combinationen fgh .. und st.u.. die Numern γ und d, so soll 
die partiale Determinante »den Grades

2. ± (lys dgf (l∣lll . .
durch p.^∙, und deren Coefficient in .1 =^÷o11..<∕nn durch 
p'.,ty bezeichnet werden.

Lehrsatz. Die Summen
P;i P'δl + P'∂2 + ∙ ∙ + Plμ P'δμ 
Piγ P'ld + P2, P,2,) ÷ ∙ + P,,γ P'μS

haben den Werth A oder 0 , je nachdem die Numern γ und d 
übereinstimmen oder nicht. Vergl. §. 3, 3*).

Beweis. Wenn man die partialen Determinanten
Pr)l ∙ P,i∙∙ . ∙ ∙ , Pδμ .

bildet und die ihnen in A zugehörigen Coelficienten durch
P Oi > P δt > ■ • ’ P δ∕∣

bezeichnet, so hat man (4)
Λ = Pδι p'δx + Pδ2 P,δ2 + ∙ ∙ + Pδμ p'δf, ■

Aus denselben Gründen folgt die Entwickelung
Pιδ P ι<t ^*^ P2δ P 2δ + ^t^ Pμδ P ∕ιδ •

Die Reihe der ersten (zweiten) Numern derjenigen Elemente o, 
aus denen das Anfangsglied von ∕‰z,y besteht, bildet mit der 
Reihe der ersten (zweiten) Numern derjenigen Elemente, die 
in dem Anfangsglied von p’ Vorkommen, zusammen eine Reihe 
von n Numern, die alle von einander verschieden sind (I). Da
gegen bildet die zuerst erwähnte Reihe mit der Reibe der ersten 
(zweiten) Numern derjenigen Elemente, die in dem Anfangsglied 
von p,fttj Vorkommen, zusammen eine Reihe von n Numern, die 
nicht alle von einander verschieden sind. Also ist jede von den 
beiden Summen

*) Cauchy I. c. p. too.
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$. 4, 9. 37

pZi p'rf, + Pt2 P'ät + ■ • + P-^ p'iM 
Pv, P'xS + Pz; P'28 + • • + P«; p'/<(i

eine Entwickelung der Determinante eines Systems von n2 Ele
menten , dessen parallele Reihen nicht alle von einander ver
schieden sind. Die Determinante eines solchen Systems ver
schwindet identisch ;§. 2, 4).

9. Wenn die partialen Determinanten q^t] und q' aus den 
Elementen b der Determinante

B = 2±bu..bnn

ebenso zusammengesetzt werden, als die partialen Determinanten 
p.>t] und />'aus den Elementen a der Determinante (8)

A = Z ± an .. ann ;

und wenn man aus den beiden Systemen die Determinanten zzten 
Grades

U = P-» ?'<?> + P,2 <l'$2 + ■■ + Py/l q'$^ 

u,$ = 9;i P'fix + Q^P'fa + + 9;,uP'^

ableilet, so hat die Summe der Producte
l,\ UtS + ^2 U2S + a + hu uvA

den Werth AB oder 0, je nachdem die Numern y und d überein
stimmen oder nicht*).

Beweis. Aus dem System
*}1 =P/l9'u + • ■ + P;«9'l/t

<}/*=Pyi9% + •• + Pin? nn 
lindet man nach (8)

9n + • • + 9ui = Pji Ä

*>i 9i/4 + • • + Qufi = Pw B ■

Indem man die Zeilen dieses Systems mit p'fa , . . , //jy, multi
plicirt und dann colonnenweise addirt, erhält man

El (9n Prfi + + 9iA( p'gfi) + .. + t. u (q^ p's\ q^, p's^

= (P,. P'Sx + • + P;,u P'iJ B
d. i. AB oder 0, w. z. b. w.

*) Sylvester Philos. Mag. 1851 II p. 142 und 1852 II p. 342. Beweis 
von Brioschi Det. (63).
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3S §• 5, ∣∙

§. 5. Producte von Determinanten.

1. Lehrsatz. Wenn das Element c,∙⅛ ein Polynomium von 
n Gliedern und jedes Glied das Product von 2 Factoren ist, deren 
erster von dem Index k, deren zweiter von dem Index i unab
hängig ist, wenn also

t'M∙ = «ti feAτ + ni∙< fjk2 + + »in bkn

aus der Zten Zeile des Systems
«II • • «,»

«21 • ' «2/J •

und der Aten Zeile des Systems
^ιι • • ^1«

ft2∣ • ■

zusammengesetzt ist; wenn ferner fgh.. und qrs.. gegebene 
Combinationen von in verschiedenen Numern der Reihe I bis n 
bedeuten, so ist die Determinante /z/ten Grades

~ ~ ' '
die Summe der Producte, welche aus der Formel

— af( agu tlhv ∙ ∙ ½ — t>qt b∣-u ^sv • •

dadurch entspringen, dass man für tuv. . alle Combinationen von 
je m verschiedenen Numern der Reihe I bis n setzt. Die Deter
minante ztten Grades 2± c11 .. c,nn ist dem Product ∑±α11. . ∩nn 
-±fc∣1 .. bnn gleich. Die Determinanten höherer Grade der Ele
mente c verschwinden*).

Beweis. Wenn jede der Numern t, u, f,. . alle Werthe der 
Reihe 1 bis n erhält, so ist nach der Voraussetzung das Anfangs
glied der Determinante

c∕g cffr chs ■ ■ = y aft ^qt'i a<∕u uhr • •

- ∕^ aft a<W ' ' ^qt ^ru

*) Binet und Caüchy (in den gleichzeitigen Abhandlungen J. de Γ6c. 
polyt. Cah. 16 p.286 und Cah. 17 p. 81, 107) haben diesen Satz gefunden 
durch Betrachtung der besondern Fälle, welche Lagrange (M6m. de l’acad. 
de Berlin 1773 p. 285) und Gauss (Disquis. arithm. 157. 159. 268, I) gegeben 
hatten. Vergl. Jacobi Det. 13 und 14, wo der Schlusssatz zuerst ausge
sprochen ist.
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§• ∙% l∙ 39

lind nach Permutation der zweiten Numern q, r, s, . .

— — cfq cgr cl>s ■ • = *i∕l agι∕ ahr • ■ -2 — bg( bru ^sv ■ •)

Um die Glieder dieser Summe zu bilden, braucht man für 
tuv. . nur je m verschiedene Numern der Reihe I bis n zu 
setzen , weil die Determinante Σ ± bqt bru bsv . . verschwindet, 
wenn t, u, v, . . nicht alle von einander verschieden sind. Wenn 
man aber für bestimmte Numern tuv.. deren Permutationen setzt, 
so erleidet — ∑t bqt bru bsv . . nur einen oder mehrere Zeichen
wechsel, also ist

- ± cλ cgr chs . . = 2» (Σ ± aft agu ahv .. Σ ± bqt br,, bs„ . .)

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für 
luv., alle Combinationen von je m verschiedenen Numern der 
Reihe I bis n setzt.

Wenn m < n, so hat die Summe ( n J Glieder. Wenn m = n, 
\mj ’

so ist die Determinante der polynomischen Elemente ein Product, 
dessen Factoren Determinanten desselben Grades sind. Wenn 
in > n, so kann die aus der Reihe I bis n zu bildende Complexion 
tuv. . nicht lauter verschiedene Numern enthalten, und die 
Determinante der polynomischen Elemente verschwindet bei be
liebigen Werthen der Grössen u und b.

A n m e r k u n g. Wenn das Element ci∣c = αl∙, 61 fc ÷.. -t- ain bn∣f 
aus der iten Zeile des ersten Systems und der /den Colonne des 
zweiten Systems zusammengesetzt ist, so hat man auf gleiche 
Weise

— tfq gi Chs • • = — nft a'ffu ahv ∙ ∙ — bfg buι. bt.3 . .)

÷ ci hji , so istBeispiel. Wenn dik = ui fk ÷ bi yk

<*n d12 ^13 rf,< α! A, cι Λ 17.

d22 ^23 d24 a2 G 4 9z h^t - 0

^32 <*33 <*34 O3 <*3 4 93 λ3

d„ d42 <*43 <*44 «4 <*4 4 9t ⅛4

rf∏ <^12 rf.3 I «1 6, C1 4 9l A,

d2, d22 <^23 = «2 &2 G 4 9z ^2

<*32 d33 a» A, G 4 9s A,
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40 §. 5, (.

j d,ll ^X∙1 ∣ _  I aι Ö, cι I , Λ 9l ∣
! djl d22 ∣ ∣ α2 b2 c2 i f2 g2 h2 ∣

I ci∖ ^2 I I fl 01 I j «l Cl fl j [ C* * ^1 j 
I °2 ^2 I I fi 9 2 I I «2 C2 II /2 ^t2 I ^2 C2 92 ^2 I

d∙2l ^23 _ a2 ^2 C2 | I fl 9l ^ll j
^31 ^33 ®3 ^3 C3 /3 9 3 ^3 I

rt2 ^2 H fl 9l \ | ®2 ^2 | fl ^l ^2 ^'2 I I 9l ^1= ∣ι + +
®3 ^3 1 /3 fl,3 I ®S C3 f'i ^3 , ^3 ^3 I 93 ^3

2. Wenn insbesondere die Elemente b den mit denselben 
Numern versehenen Elementen u gleich sind , so ist das System 
der Elemente c symmetrisch, d. h.

ctA = aiι akι α12 <lÄ2 + ■ • + öjn ‰ — Cfci
folglich

— cfq cgr chs ■ • = — aft agu ahv ■ •)’

worin man für tuv . . alle Combinationen von je n aus der 
Reihe I bis n zu setzen hat, um alle Glieder der Summe zu 
erhalten.

So lange die Elemente n real sind, ist die Determinante 
Σ ± Cfq cgr chs. . positiv und kann nur dadurch verschwinden, 
dass die Determinante ∑±-γi r'ffu (∣hv. . bei allen Combinationen 
t, u,v,.. verschwindet*). Die besonderen Fälle

∙τ2 +y2 +z2 J^ι +yVι +zzl XX2 +yy2 +zz9 ∣ x y z 
! xlx+yiy+ziz xl2 +yl2 +z12 xlx2+yxyt+zlz2 = ; xl yl zl'
∖ xtx+y2y+z2z x2xl + y2yl+z2zl x2 +y22 +z22 x2 y2 z2

I rc2 +y2 +z2 xxl + yy1 + zzl l ∖x y ∖2 ∖x z ∖2 \y z j2
, , , I = + +I + yyι + *2ι Xι + 9ι +^1 , ∖^ι Vι∖ | xγ Zl , yλ z1 ,

sind bereits von Lagrange (sur les pyr. 3 u. I) gefunden worden.

3. Wenn unter Anwendung der §. 5,8 festgesetzten Be
zeichnung die gesuchte partiale Determinante Wien Grades der 
Elemente c durch bezeichnet wird und durch die Vertau
schungen von c mit a und b in pβf und q$f übergeht, so erhält 
der bewiesene Lehrsatz den Ausdruck**)

,∂ι — Pdl 9cι + ∙ ∙ + PSμ Qf,μ

*) Jacobi 1. C.

**) Cauchy 1. c. p. 90. 107. 108.
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Folglich ist wiederum (I)
½∙ — ru ∙ ∙ rμμ — ∙∑ — Pn • ■ Pμμ — Qu ’ ■ riμμ

und unter der Voraussetzung 6l∙⅛ = ol⅛
rSS = Pδι2 + ∙ + PSμ2

— — rn ∙ ∙ rμμ = — — Pli ∙ ∙ Pμμl 
Insbesondere ist der Coeffιcient γik , welchen das Element

c,∙fc in der Determinante C = ∑±c11 .. cnn hat, eine partiale 
Determinante (∕z~I)ten Grades. In der Determinante γik bilden 
die ersten Numern der Elemente c eine bestimmte Complexion der 
Numern I bis n ohne die zweiten Numern eine bestimmte 
Complexion der Numern I bis n ohne k. In den Combinationen 
von w— I Numern der Reihe I bis n fehlt ebenfalls je eine Numer 
derselben Reihe. Also ist in dem vorliegenden Falle, wenn man 
durch ai∣c, βik die Coefficienten bezeichnet, welche in den Deter
minanten /1 = 3 ÷ (∕11 .. ann und fi = -÷⅛lt .. bnn die Ele
mente aik und bik haben,

7,ik = ®/i Afrι + ∙ ∙ ÷ ('A)i

— Zu • • 'nn — — — ®n ∙ ∙ ⅛ — — /Ai • • ßnn

und unter der Voraussetzung 6zλ. = oz7ι.
1 ii = ®»i + . . + O,∙m

∑ — Zn ∙ ∙ Ynn ~ ~~ — ®n ∙ ∙ αnw)

Diese Relationen können aus der Identität
r, δC dC
c = c»i s— + ∙ ∙ + cin vr— = AB

θctι

durch Differentiation nach <∣ii , .., ain abgeleitet werden*). Weil

von ctA. unabhängig und — bkjl ist, so erhält man

dC l de , dA
∂ct∙, dcin du,-,

dC t dC L Ö.4 n
‰7 feuι + + bnn - 5^7 B
ubι∖ υ¼n uaιn

B ö BDiese Zeilen mit , . ., - multiplicirt geben durch Addition

dC _ dA_ dB dA dB
dcnc örtj-j dbkl düin dbkn

*) Joachimsthal Crelle J. 40 p. 46.
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d B ftß
in Betracht, dass 1)∣a <,---- H .. ÷ b∣ll den Werth li oder 0 hat,

je nachdem l mit k übereinstimmt oder nicht (§. 3, 3).

4. Aus einem gegebenen System von n2 Elementen a von der 
Art, dass die partiale Determinante zziten Grades d == 2 ±an .. amm 
nicht verschwindet, kann ein System von n2 Elementen c dar
gestellt werden, von welchem alle partialen Determinanten 
√zz + 1)ten und hohem Grades identisch verschwinden*).

Man bilde die Determinante (zzz÷l)ten Grades

0ιι • ■ αιw rtιA

∙ ∙ ,,>nm ihιιk

aiι ■ ■ ni>n aik

αeι bιk + ∙ ∙ + ai>n ,,mk + aikd

welche identisch verschwindet, wenn i oder k eine Numer der 
Reihe 1 bis m ist (§. 2, 4). Die Coefficienten ∕z1⅛,.., bmk ver
schwinden identisch, wenn k eine Numer der /leihe I bis rn und 
von der voranstehenden Numer verschieden ist; dagegen haben 
bli , ½2)∙∙,^mm ^θn Werth —d, weil bei jedem fi der Reihe 
I bis zzz mit der Determinante dih die Summe uih bhf, ÷ aihd 
verschwindet.

Unter diesen Voraussetzungen ist

cik ~ aik ~ -~d ~ ~ d (°i' + + a∣∣∣∣ bmk

eines von n2 Elementen, deren System nach dem Schlüsse des 
Lehrsatzes (1) die verlangte Eigenschaft besitzt, dass alle par
tialen Determinanten (zzι÷1)ten und hohem Grades identisch 
verschwinden.

Nach der über dik gemachten Bemerkung unterscheidet sich 
das System der Elemente c von dem gegebenen System der Ele
mente a nur in den (n—zzz)2 Elementen, welche den (zt— zzz) 
letzten Zeilen und Colonnen zugleich angehören. Hieraus folgt 
das Lemma :

Wenn das System der n2 Elemente a so beschaffen ist, dass

*) Kronecker Winter-Vorlesung 1864/5. DerSchluss dieser Mittheilung 
war in der 2ten Auflage dieses Buches enthalten.

rf.A∙ =
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§• Ö, 5. 13

die partiale Determinante ///ten Grades d nicht verschwindet, und 
dass die (n —///)2 partialen Determinanten (m+ t)ten Grades

dm -+- i,m + 1 • • +

^n,m +i • • dnn
verschwinden, so verschwinden alle partialen Determinanten 
(///4-1)ten und hohem Grades.

5. Der Satz über die Zerlegung einer Determinante, deren 
Elemente Summen von Producten der angegebenen Art sind (I), 
kann auf den L/kPLACE’schen Determinantensatz zurückgeführt 
werden wie folgt*).

Man verwaindle die Determinante 2’±cn . . cmm in die De
terminante (/// -+- njten Grades (§. 2, 6)

Gi • • cm\ 6„ . ^in

Gm ■ • cntni &m. • • bmn
0 . . 0 1 0

0 . . 0 0 1

Indem man nun von der /ten Colonne die letzten n der Reihe 
nach mit aix, a,2, .. multiplicirten Golonnen subtrahirt, und auf 
diese Weise die ersten /// Golonnen transformirt, erhält man zu
folge der Voraussetzung

Ci/c — ait + o,-2 + . • + ain bkn

den Ausdruck für 2; ± cH . . cmm

0 . . 0 f>n • • b\n

n . . 0 bmi • • bmn

“°n • • - «mi 1 . . 0

—• • UIIIH 0 . . 1
Multiplicirt man endlich jede der ersten m Golonnen mit — 1, 
und rückt die zweiten /// Zeilendes Systems an den Anfang, so 
erhält man (nach z/z-b/zi2 Zeichenwechseln)

*) Gordan nach briefl. Mittheilung des Hrn. Prof. Clebsch 1863 Nov.
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§. 5, 5.

«i. ■ ∙ am∖ t . . 0 0 . . 0

aιnι ■ ∙ amm 0 0 . . 0

0 . . 0 bn • ∙ \m ^,ι,m + 1 • ∙ 61W

0 . . 0 b∏n • ■ ^mm ⅛,nt + ι • • ^mn

aι,m + l • ∙ am∙,m + l 0 ... 0 1 . . 0

aιn • ∙ amn 0 . . 0 0 . . 1

Die Entwickelung dieser Determinante in eine Summe von Pro- 
ducten aus partialen Determinanten w/ten Grades (§. 4, 7) stimmt 
mit der oben I) angegebenen Entwickelung der Determinante 
∑±c,1 . . cmm überein.

6. Das Product von zwei Determinanten wten 
Grades P und Q ist eine Determinante li desselben Grades, 
die man auf 4 im Allgemeinen verschiedene Arten darstellen 
kann*) , indem man ihre Elemente entweder aus je einer Zeile 
von P und einer Zeile von Q zusammensetzt, oder aus je einer 
Zeile von P und einer Colonne von Q, oder aus je einer Colonne 
von P und einer Zeile von Q, oder aus je einer Colonne von P 
und einer Colonne von Q. Wenn nämlich

j αιι ∙ ∙ aιn ¼ι . . bln |
p = . . . . <?=• ...!

i αwι ∙ ∙ unn ! Gti • • ®nw
so ist (1)

cπ ∙ ∙ cιn

fl = . . . . = PQ

cnι w∙ ∙ cnn
unter der Voraussetzung

cik ~ ait bjn + ait fy⅛ + ∙ + ain ^kn ■
Folglich ist

αιι ∙ ∙ a∖n btl . . bin ^∙a∖k ^ιk ∙ ∙ ^∙aιk ^nk ;

anι ■ ∙ ann ■ bnn ^∙ank ^∖k ∙ ∙ ^~ank ^>ιk

wenn die einzelnen Summen dadurch gebildet werden, dass man

*) Cauchy 1. c. p. 83.
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für ∕ι alle Numern von I bis ι∣ setzt. Nach der hierin enthaltenen 
Bildungsregel ist ferner

aιι • ∙ aιn • ^«1 -",Z∙ 6Z∣ • ∙ ~^ a∖k bkn

anι ■ ■ a,,n bl,l • • bnn — ank bkι ■ ■ ~ ank bknα.ι ■ ■ anχ ⅛l • • bι>ι -⅛ &,Z ■ ∙ - ¾l ⅝A∙
a∖n • • ‰ ■ bιιn — rtZιι bιk • • — akn bnk«.» • ∙ unι ö„ • ■ bll 1 2-'akl bkι ■ ■ -«Zi bkn

■ ∙ a∣m Ö|». • • bnn ^∙akn bkι ■ ■ ^«Z» «Zn
Die links stehenden Determinanten , deren Product gebildet 

wurde, sind von P und Q nicht verschieden (§. 2, 3). Also 
sind die rechts stehenden Determinanten von li nicht ver
schieden, d. h.

«11 ∙ ∙ «in 0ll . . bln c„ • cιn

«m ∙ ∙ ann bn∖ ■ • bnn c∙wι • cnn

wenn ci∣c eine der Summen
aiι bkι + ■ + ain bkn

ail bik + + ain b>ιk

a∖i bk∖ + ■ • ^t^ uni bkιι

«. i bιk + • ■ + aιιi b,,k
bedeutet.

Beispiel. Nach der ersten Regel hat man
ab c d I I ac + Id —ad' + bc' |

∖ -b' a, \ \ —d' c' \ ( — b'c ÷ a'd b'd' ÷ a'c' j

Wenn a, b,.. complexe Zahlen, α', b',. . die conjugirten Zahlen 
sind, so ist au die Norm von a, eine Summe von 2 Quadraten, 
welche durch Na bezeichnet wird, u. s. w., folglich

(Nn + Nδ) (Nc + Nd) = N(ac + öd) + N(ad, — bc')

Diese Identität enthält den EuLER,schen Satz (Acta Petrop. 1777. 
I, 2 p. 48. Vergl. Nov. Comrn. Petrop. 5 p. 53 und Lagrange Mem. 
de Berlin 1770 p. 123), nach welchem das Product zweier Sum
men von 4 Quadraten selbst eine Summe von 4 Quadraten ist*).

*) Hekmite Grelle .1. 40 p. ä97. Vergl. Gavss Werke 3 p. 384.

www.rcin.org.pl



46 §. 3, 7.

7. Das Product von beliebig vielen Determinan
ten ist eine Determinante, deren Grad den höchsten unter den 
gegebenen Graden nicht übersteigt und deren Elemente ganze 
Functionen der gegebenen Elemente sind*). Wenn nämlich die 
Grade der gegebenen Determinanten den z?len Grad nicht über
steigen , so kann man alle Determinanten als solche nten Grades 
darstellen und dann nach einer der Regeln (6) die erste mit der 
zweiten multipliciren, das Product mit der dritten u. s. w.

Nach §.2,6 ist
au . ■ alm «11 • • «17»

ann < amm «ni • ann

wenn das Element l’ür z> m den Werth 0 oder I hat, je 
nachdem k < z oder k = i ist; die übrigen nicht gegebenen 
Elemente bleiben unbestimmt. Daher ist

«.. . • «1771 • b\n «u • «i» bn • bin • h«

«tmi ■ ■ «7(177» ■ bnn «tu • ann bm • ■ bnn • 1 nn

wenn
cik — ai\ M + °IÜ M + ■ • + bkn .

Von diesem Aggregat bleiben für i > m nur die Glieder 
bki + ai,i + i bk,i + , + •• + aiti bkn ■

Wenn die unbestimmten Elemente sämmtlich verschwinden, 
so erhält man

cik ~ nii bk\ + aii bk-i + + «/„, bkm

wovon für / > m nur b^ übrig bleibt.

Beispiel.
«» ba da «oP« + b<fla a„pl + bu(jt c0

ax bi dt Po 9« . «iPo + Mo «.Pi + Mi rf,
a2 b2 c2 d2 Pi 9i a.jju + a2pl + Mi c2 d2

«3 b3 rfj <hP>, + b3Q<> <*3Px + Mi c3 d3

8. Wenn cc,, .., scn homogene lineare Functionen der Va
riablen ac/,.., a?n' sind, wenn diese Variablen eben solche 
Functionen der Variablen er/', . . , sind, u. s. w., und 
zwar

*) Jacobi Det. 13.
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xi = «U ∙√ + ∙ 4 α,,, .r,∕

(<) ■.............................................
xn = a>tt ∙*√ + • + a«„

•«/ = «..' xx" + . . + a,√ a√'
(2)......................................................

= ®»1 ∙r∣ + ∙ . + Unn Xft

xl" = all'' xl'" + . . + a,„" xn"'
(3)............................................................

⅝" = ⅝," + ∙ + anιl" xn'"

u. s. w., so erhält man durch successive Substitutionen*)

□?, = (α, a')ll xl" + . . + (a, a,)ιnxn"
(1) <...........................................................

x„ = (a, a')wι a>1" + . . + (a, a‰ x„"

ja;, = (a1 a', a"),, a√" + . . + (β, a', a")ln xli"'
(H) ]........................................................................

1 xn = (a, a', a',)nl xl"' + . . + (a, a', a")nn xn"' 

u. s. w. Der /Ste Coefficient der aten Zeile des Systems (I)

(a, a')uyj = 2 aaj, a'γp ≈ aui a'lp + ■ ∙ + aun a'njj

ist aus den Coefficienten der aten Zeile des Systems (1) und der 
∕⅛ten Colonne des Systems (2) zusammengesetzt. Ebenso ist der 
Coefficient (a, a"}uβ aus den Coefficienten der aten Zeile des 
Systems (I) und der /?ten Colonne des Systems (3) zusammen
gesetzt, folglich

(«,«', a"}aβ = JF(a, a%⅛' o'⅛ = a'.t⅛ a"δfi

u. s. w. Man bezeichne ferner durch A , Λ', A",.. die Deter
minanten nten Grades der zusammenzusetzenden Systeme, deren 
Elemente auβ, a'uβ, a"uβ∙> ■ • sind; durch (Λ, Λ'), (Λ , A', A"),.. 
die Determinanten der zusammengesetzten Systeme, deren Ele
mente (o, a')aβ , (o, α', a")uβ1∙∙ sind; durch

¼, A,up,..,(A, A'}utt, (4, A',A"}up,.. 

die partialen Determinanten (// —l)ten Grades, mit welchen in

*) Mittheilung von Weierstrass bei Gelegenheit der Abhandlung über 
bilineare und quadratische Formen, Berliner Monatsbericht 1868 Mai 18. 
Grelle J. 70.
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*8 §. 5, 8.

den Determinanten d, d',. ., (/I, d'), (.4, A', A"),. . die Ele
mente

auß > a aß P > a i aß > P1 > a > a ) aß •
multiplicirt sind; durch

Aaß a'ß1 i aß a'ß' > A > A ) aß a/ßi , (A, A , A )aß uißi , . .

die partialen Determinanten (n —2)ten Grades, mit welchen in 
den Determinanten d, A',. ., (d, d') , (d, A', d"),. . die par
tialen Determinanten 2ten Grades

Z — aaß aa’ß' » — a'aß a'a'ß' > — (a > a')aß (ö > a')u'ß' ’
2' ± (a, a', a")uß[a, a', a"}„,ß, ,. .

multiplicirt sind, u. s. w. Dann ist nach 1)
M , A') = AA'

(A, A jaß = Aa}, A yß 

M , A ) aß uißt — ^ Aa.. a»^,z A ,,ß ./ß,

A )aß uiß! a"ß" = ^2^.4a. ui. , aHyii A .ß ^ißi yiißir

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man für /. y/, y//', . . alle Combinationen von je 
1,2,3,.. verschiedenen Numern der Reihe 1 bis n setzt. Denn 
es ist z. R.

(A, A) Uß u,ß, u,,ß„

eine partiale Determinante («— 3)ten Grades der Elemente (o, «'). 
die ersten Numern dieser Elemente bleiben von der Reihe I bis n 
übrig nach Ausschliessung von a, a', a", und stimmen mit den 
ersten Numern der Elemente in AUy ay, a>y„ überein; die 
zweiten Numern jener Elemente bleiben von der Reihe 1 bis u 
übrig nach Ausschliessung von /?, ß', ß", und stimmen mit den 
zweiten Numern der Elemente in überein; da
gegen sind die zweiten Numern der Elemente in uy u'y>
sowie die ersten Numern in A'n v>ai „"an alle Combinationen 7 P 7 P
von je n—3 verschiedenen Numern der Reihe I bis n.

Ebenso ist
(A , A', A") = (A, A')A" = AA'A"

[A , A', A"}Uß = 2- IA, .4\(A 4"ßß = 2\4„. A'.j A"(},
‘ ö r * d ' ' 1
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(A , A , A )u(la'(S, a'^, ^li δ'ft,

~ ∙^ct} u') , γδ j '<y, ∙^,,(V∕} <S'Λ'
j∙j∙' <y<y,

M 1 /1' Λ"}uμ u∣β∣ a>∣β∣∣ = (A, A )(I(y a,β, u,,g,, A"gβ ^∣β∣ β∣∣p∣∣
SS,δ"

= ∑ A(l. u∣.ι ltι∕γ∣ι A,.⅛ .,J∕ ;"<V" A,ffiβ fi/pr j}ι∣β∣t
γV,Y" δδ'δ"

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man sowohl für y, γγ', γγ'γ",∙∙ als auch für <¥, öd', d<Γ <)",.. 
alle Combinationen von je I, 2 , 3 ,.. verschiedenen Numern der 
Reihe I bis n setzt.

Ueberhaupt ist jede partiale Determinante des Systems der 
zusammengesetzten Elemente (α, t∕', . . , ft(λ)) darstellbar als 
Summe von Produclen aus (λ-⅛-l) Factoren, welche partiale De
terminanten derselben Ordnung der Systeme der einfachen Ele
mente ft, ft',.., aW sind.

§. 6. Determinanten von a<ljιιngirten Systemen.

I. Wenn α4∙⅛ den Coefficienten des Elements <∣i∣ι. in der 
Determinante

«n ∙ ∙ am 
K = . ...

«Ml • • «MM

bedeutet, so heisst das System der Elemente
«11 • • «IM

«Ml • • «MM

dem System der Elemente ft adjungirt*).

Lehrsatz. Die Determinante des Systems von Elementen, 
welches einem System von »j2 Elementen adjungirt ist, ist die 
(»t —1)te Potenz der Determinante des gegebenen Systems**).

*) Cauchy I. c. p. 64 hat diese Benennung aus der Theorie der qua
dratischen Formen (Gaitss disquis. aritlun. 267) aufgenommen.

**) Cauchy I. c. p. 82. Den l all n = 3 findet man hei Lagrange sur les 
pyr. 5 und hei Gauss I. c.

Baltzer, Determ. 3. Autt. 4
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50 §. 6, 1.

Beweis Wenn man das Product

®n . . α1,, tιl l β,w

. . κnn (irιl . . ∣ιnn

nach der Multiplicationsregel (§. 5, fi) bildet, so erhalt man

cll . . c,w

Gn • • (im

worin
c*A = αiι ⅝ι + αi2 ftA∙2 + + «A»? •

Diese Elemente haben den Werth B oder 0, je nachdem Ä und / 
gleich oder verschieden sind (§. 3, 3). Also reducirt sich die 
Determinante ihres Systems auf das Anfangsglied c11 c22 . cnn 
= Bn (§. 2, 7). Daher ist

»n αlli
li = li"

®Wl ' ■

α11 . . α1,, «n . . <jιw

a?n • • ®mi «m ■ ∙ ntm

2. Lehrsatz. Eine partiale Determinante des adjungirten 
Systems vom raten Grade ist das Product von ∕P,,~1 mit dem 
Goefficienten, welchen die entsprechende partiale Determinante 
des ursprünglichen Systems in B hat*).

Beweis. Wenn
/; (J, ... r, s, . . 
i, k, . . , u, v, . .

gegebene Permutationen von l,2,..,zt sind und darin f\ g, . . 

und . Gruppen von in Numern bedeuten, wahrend die
übrigen z?—m Numern durch r, und zz, r, . bezeichnet
werden, so ist die Determinante wten Grades

α∕. ®/a • 
αS,ι α<∕A ■

*) Jacobi Det. 11. Dieser Beweis ist von Borchardt angegeben worden 
Briell Mittheilnng 1853 Juli.
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eine partiale Determinante des adjungirten Systems (§. 4, 1), 
welche nach §. 2, 6 in folgende Determinante nten Grades trans- 

formirt werden kann :

rj∙fi rj^fk ∙ ∙ rj∙J'u ,1J'υ • •

rj∙gi rj∙gk ■ ■ '1'yιι rj,gv

0 0 . . 1 0 . .

0 0 . . 0 1

Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber

afi aJk ■ ■ afιt ufv •

agi agk ∙ ∙ agιι agv

— f. It ,
&ri ,lrk ■ t^rιι llrv

,lsi ^sk ■ t,sιι ®sb

wo i den Werth I oder —1 hat, je nachdem die gegebenen 
Permutationen in eine Classe gehören oder nicht (§. 2, 4). 
Wenn man das Product dieser beiden Determinanten durch 
zeilenweise Multiplication bildet, so findet man die Determinante 
?(ten Grades

/< 0 . . afu afr . .

0 /t . ■ alj,l dgV . .

0 0. ar,, arv . .

0 0 . . asιl asv . .

Diese Determinante reducirt sich aber auf das Product von zwei 
Beterminanten (§. 4, 6), deren erste den Werth Iim hat (§. 2, 7). 
Daher ist

ιχ∕i I ∩ru &rv

r*^gi rf∙gk ■ f ^8H
I

Nach §, 4, 1 bedeutet

arn ®rv

4

www.rcin.org.pl



5? §• 6, ⅛.

den Coefticienlen, mit welchem in li die partiale Determinante 
des gegebenen Systems

«/* (tyχ∙ .

«,/i a!∕k ■
versehen ist, deren Elemente mit denen der gesuchten Deter
minante in Hinsicht der Numern Ubereinstimmen.

Beispiele. Wenn li == 2± o,, r∣.12 . ■ <∣nn , so ist
«n «i»» «hi + i,»< + i • ■ «»j + i,«

. . = //'"“* . ...

I *»n ∙ ∙ «»»wi «n,irt + ι ∙ ∙ antt

«4+i,A + i • • «ä + i,m «i i • ■ «i4 !

= Λ"-a'-, . ...
αn,4+ι ∙ ∙ ann i «Ai ■ ∙ ukk

Wenn insbesondere n = 5 ist, so ist

«21 α23 <χ,,4
α,. α15

«41 «43 «44 = ~ li

' t,32 «35
«51 «53 «54

weil die Permutationen
2 4 5 4 3 
4 3 4 2 5

nicht in eine Glosse gehören.

Dagegen ist
| «12 «14 «15

«21 «23 _ ..
— ö «32 «34 «35

«41 «43 I
«52 «54 «55

weilweil
2 4 4 3 5 
4 3 2 4 5

Permutationen derselben Glosse sind.
Der Coeflicient des Elements αi∙⅛ in der Determinante des

adjungirten Systems ∑±α,1 0⅛2 ∙ ∙ ⅝n ist*)

∕<"~ '2 «,/.•
Denn dieser Goeflicienl ist eine partiale Determinante des ad
jungirten Systems vom (n—l)ten Grade und der Coefficient, 
welchen die entsprechende partiale Determinante des ursprüng
lichen Systems in li hat, ist (∣j∣t,, folglich 11. s. w. (?)

*) Cauchy I c. p. 82.
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Wenn insbesondere n = 3, so ist*)
«11 «12 ., «12 «13 I u

= Ha„ , = Ha3l υ. s. w
«21 «22 ' «22 «23 I

3. Um eine partiale Determinante zweiten Grades im ad- 
jungirten System zu berechnen, z. B.

| α∕> j

I rj∙t∣i rlgk I
bedarf man des Coefficienten, welchen die entsprechende Deter

minante
I rt∕* β∕* j 
I agi agk I

in li hat. Dieser Coefficicnt stimmt mit demjenigen überein, 
welchen das Product a∣i (ifl∣- in li hat (§. i, I). Folglich ist**)

I */« M I „
I «yi *gk I ∂ rt∕l 3 <Iftrλ

*/Z _ß2 Vr
⅛ V - " ia,i ∂m iau "' s∙
«Ai «AA «AZ

Diese Identitäten geben zugleich an, wie man zweite, 
dritte, . . partiale Differentialquotienten einer Determinante 
durch erste partialle DifFerentialquotienten derselben ausdrücken 

kann.

Beispiel. Weil (§.3, 15) d/f = 2i, αt∙⅛ d∏,∙⅛ und 
i,k

d al.s = 2 drtjjt = 2«. * ∖ daik 
ik ^eιik ik clrs (lik

ist, so findet man

∕t d ιrs = 2' (αrs ιlk - ιifl ιrk) d aik 
ik

Rd<ι,.3 — αr.s dH = — 2 α,s «,A daik 
ik

K,d⅛ = - 2aisvrkdait***).
« ik

*) Lagrange surles pyr. 3.
**) Jacobi Dct. 10.

***) Weierstrass Bert. Monatsbericht. 1858 P 214.
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4. Bezeichnet man in der Determinante

y, -t-1 = — ± a1, . ∙ ar + ,,,. +, 

den Coellicienten des Elements ai∣t durch rιl∣ι, so ist

∂'j V
„ — V l' + ' — Vα>+l√+l - 'r > \s- •'r-,UUrr VUr + ,

folglich (3)
αrr Vr ιr,r +1 1,+. 1,r = Vr +, 1 Vr _ l .

Wenn insbesondere die correspondirenden Elemente <ιl∣f 
und a∣ii gleich oder conjugirt complex sind, so ist das Product 
αrr+1 αr + ∣ r real lind positiv (§. 3, 13). Also haben, während 
Fr verschwindet, P,∙+ι und Fr_i Werthe von entgegengesetzten 
Zeichen*).

5. Wenn /< verschwindet, so verschwinden auch die 
partialen Determinanten des adjungirten Systems vom 2ten, 
3ten,.. Grade, weil sie den Factor H enthalten (2). Aus der 

Gleichung

I *'i r^k I = n I α<z(' ,1gk I
folgen die Proportionen

ιχ∕t f't∕A rlgi ■ rj^gK > rlfi rj∙jk ■ ^√Z
a/( : a/2 : a/;, : . . = af/, : : a93 : .
«ü : ≈2t' *ii- • • = «iZ- : ⅜⅛ : *3⅛ ' • • **)

lj½j ∙ α!2 ®2t ' 1^∣3 ®3» '■ *„ ■ ¾2 ' 5t33 • •

Wenn insbesondere die Elemente des gegebenen Systems so 

beschallen sind, dass v,i∣f = rι∣ll, so hat mau unter der Voraus
setzung /1=0 für α,∙⅛ den Ausdruck yraii ]∕α⅛⅛, in welchem 
das Zeichen einer Wurzel von dem Zeichen der andern abhangt, 
und bei jedem i

: αf2li : a√ <¾2 : aB3 : .

Anwendung. Wenn in einer Determinante der Coeflieient 
eines Elements verschwindet, so ist die Determinante das Product 
von zwei homogenen linearen Functionen der Elemente, welche 
mit jenem Element in einer Zeile und in einer Golonne stehn ***). 

Nach §. 3, 16 hat man

*) Bnioscui Det. p. 72.
**) Jacobi Crelle J. 15 p. 104 und anderwärts.

*+*) Hesse Crelle J. 69 p. 319 Vergl. unten §. 7, 2
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5 — — — «oo «n ∙ • «hh — «oo ■— «io «ofe «iA
jä

Unter der Voraussetzung B = 0 ist aber

«lA : ¾* : «3A : ■ = «11 : «21 «31 : •

«in «iA ^t^ ■ ^t^ «ho «hA «iA «io «ii + ■+• (l∣l0 '∣∙lli <x∣1
folglich

«11 S = - («10 «11 + + «HO «Hl) («01 «11 + + «OH «ij

6. Analoge Satze gelten für das System der partialen Deter
minanten /Ziten Grades, welche zu dem System der Elemente 

,,ιι . . (∣nn gehöi cn,
Pu • • PlU

Pμι ■ ■ Pμμ

von denen ∕∕^fy die oben §. i , K angegebene Bedeutung hat, 
und für das (adjungirte) System der partialen Determinanten 
(// — ///) ten Grades

P 11 ∙ ∙ P ∖μ

P μι ■ ∙ P μμ

von denen p'ß den Coefficienten von p^,f) in der Determinante 
P = Σ ÷ u11 . . nnn bedeutet. Bei diesen Bezeichnungen hat man 
flie Identitäten *)

“ ± P.l Pμμ - ± P,ll P,μμ =

ι>l~l∖ ('t^,)× 4- n ι⅜ — ∣i vw — 1/ v’ ∣y — P ' ,n '
— l π , **μμ — 71 > — ” ii ” μμ — n

Beweis. Das Product Σ ± ∕>u . . pflft - ± ∕∕'∣, . . p, flft ist 
eine Determinante μten Grades, welche sich auf ihr Anfangsglied 

BB reducirt, weil ihr Element

P}lP,Jl ÷ + P∙lμP'∂μ

den Werth B oder 0 hat, je nachdem die Numern γ und d Uber

einstimmen oder nicht (§. 4, 9).
Da nun P = Σ ÷ ∕∕11 . . Pμ∏ ein Divisor von B∣, und B eine 

Function ersten Grades eines bestimmten Elements z. B. α1∣ ist, 
so kann P von einer Potenz von B nur durch einen von den 

Elementen α∣1,.., ann unabhängigen Coefficienten ünlerschic-

*) Diese Identitäten sind die erste von Cλvcπy 1. c. p. 102, die beiden
andern von Franke Crelle .1 61 p. 350 gefunden worden.
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den sein. Unter den (.1 = ^»0 ^o,l,^*nationen ^cr Nuinern

I, 2,.., n giebt es aber Z = solche, in denen I vor

kommt. Es giebt also Z Zeilen und Z Colonnen des Systems 
Pu i • • t Pp/jii deren gemeinschaftliche Elemente Functionen 
ersten Grades von on sind, mithin ist P eine Function Zten 
Grades von «n und durch B^ theilbar. Der Quotient P : li* ist 
I, wie sich aus der Betrachtung eines besondern Falles ergiebt. 
Wenn z. B. alle Elemente der Diagonale nnn den Werth
I haben und die übrigen Elemente verschwinden, so ist I, 
während den Werth I oder 0 erhält, je nachdem y und d 
übereinslimmen oder nicht. Daher ist P = I und P : B^ = I.

7. Eine partiale Determinante des Systems Pu,--,pfl/( 
vom roten Grade ist das Product von B,',~(P — Z) mit dem Coel’fi- 
cienlen, welchen die entsprechende partiale Determinante des 
Systems //jj , .. , //^( in der Determinante dieses Systems 
- ±/ii •• Ppn hat*).

Beweis. Wenn wie oben (2)
/; g, . . , r, s, . . 
i, k, u, v, . .

Permulalionen von 1,2, .., /r sind und darin und z, .
Gruppen von to Numern bedeuten, während die übrigen /r —ro 
Numern durch r,s,.. und zr,u,.. bezeichnet werden, so kann 
die partiale Determinante roten Grades

Pjk ■

Pgi Pgk ■

in die Determinante //ten Grades transformirt werden

Pfi Pjk • • Pfu Pfv ■ ■

Pgi Pgk ■ • Pgu Pgv ■ ■

0 0 . . 1 0 . .
0 0 . . 0 1 . .

*) Kranke Grelle .1. 61 p. 350 und Borchardt’s Bemerkung zu diesem 
Aufsalz.
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Multiplicirt man dieselbe mit

P'ji P'jk ■ ■ P'jκ P'jv ■ ■

P gi P gk ■ ■ P gu P gv • •

, , t i t *" — P ii ∙ P μμ
P ri P rk • • P ru P rv ■ ■

P .ii Psk ■ • P su P sv ■ •

wobei £ den Werth I oder — I hat, je nachdem die obigen Per- 
mutationen in eine Classe gehören oder nicht, so findet man 
(§• «)

« 0 . . p'ftl p'fv . .
0 H ■ ■ P g,t P .

0 0.. P’ru P'rr ■

0 0.. P'su P'sv

Daher ist

■“ ± P ii • ■ P tiu — Pji Pgk ∙ ∙ A± J) ru p sn . .

wobei f∑ + ∕∕π, j∕,r.. den Coefficienten von 2 ± ∣>'∣i ∣>'ffk .. 
in der Determinante — ÷∕∕∏ ∙ ∙ ∕∕j,tπ = ∣∣∣l~^ bedeutet.

Per-
man

§, 7. Determinante eines »Systems, dessen correspondirende 
Elemente αjj∙⅛ und ¾ entgegengesetzt gleich sind.*)

1. Lehrsatz, Wenn n eine gerade Zahl ist und die Ele
mente des Systems r∕∣, .. ann so beschallen sind, dass

"ki = ~ aik und rt,∙,∙ = o ,
so ist die Determinante Ii — 2±ali .. ann ein Quadrat**).

Beweis. Wenn lim = — ± <∕11 . . amm , so gilt bei beliebigen 
Elementen die Identität (§. 6, 3)

„ „ _ ∂Λ,n ö/<„, ∂Λw, ÜRm
'*ιιι ''nι — 2 — ∖ ∖ \ \

0βw-i,w- i 0amm 0am-ι,m ,'nιιμm-ι

*) Ein solches System und seine Determinante wird nach Cayley 
Crelle J. 32 p. 119 gauchc (skew, gobbo) genannt.

**) Cayley Crelle .1. 38 p. 95. Der hier mitgclhciltc Beweis ist von 
Bokchardt 1858 angegeben worden. Einen andern Beweis enthält der fol
gende Artikel, einen andern hat Scheibneu Leipz. Berichte 1859 p. 151 
geführt.
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58 §.7,1.

In den) vorliegenden Falle bei geradem tn ist (§. 3, I 1)
⅛Hm = θ ⅛ = _ (∖H,n 
^aii ^aki ^aik

folglich
"l ',,-2 ~ {∂aw.hm)

d h. I(,n ein Quadrat, wenn Hιn-i e*n Quadrat ist. Nun ist II i 
ein Quadrat, also sind auch ∕14 , ∕f6 , . . Quadrate.

2. Bezeichnet man den Coeflicicnten des Elements in 
der Determinante /1 durch /{', und den Coeflicienlon des Elements 
ut∙fc in 7f durch α,∙⅛, so ist nach §. 3, 16

Λ = oll IV - ∑ail alk nik
wenn die Glieder der Summe dadurch gebildet werden , dass 
man für i und k alle Numern der Reihe 2, 3, . ., n setzt. Bei 
dem vorausgesetzten System ist 11' = 0, akι = fiik (§. 3, 13), 
folglich αifc2 = aii Λk∣t (§. 6, 5), also

H = ∑aliatk y^ιii yrakk = {Σ ali yrαji) (JT aM. ∕⅛)
= (2^ ®u K≈*i)'2 ,

weil von dem Zeichen einer Wurzel die Zeichen der andern 
Wurzeln so abhängen, dass das Product ]∕ aii a∣c∣c den Werth 
al∣i (nicht —otj⅛) hat.

Wenn zi = i , so ist ∣∕aii rational, folglich y II ein rationales 
Aggregat von 3 Gliedern; bei zi = 6 ist also ∣∕αz∙j rational und 
yrII ein rationales Aggregat von 3.3 Gliedern; u. s. w. Daher 

ist überhaupt ∣∕∕f ein Aggregat von
1.3.5.. (n — 3)(n — 1) = - ∙ ¾ ∙ ∙ ∙ w-----

n
2’ . 1 . 2 . . . —

2

Gliedern. Jedes Glied von /71 ist ein Product von y Elementen,

unter deren Numern zwei gleiche überhaupt nicht Vorkommen 
Als Anfangsglied findet man

®12 ®3< ∙ ∙ an-ι,n •
In der That ist

M
(<l∣.2 β34 . . flw _ ,ι,l) .= ( 1) ®12 ®21 ®J4 ®<3 • • ®H — 1,/, — 1

ein positives Glied der Determinante /1, weil die Perniutationen
1234.. n-1 n
2143.. »n-1
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einer (Hasse angeboren oder nicht, |e nachdem ~ gerade oder 
ungerade.

3. Lehrsatz. Die Formel S = o12 u3t .. un_, n 4- . . . , 

deren Quadrat der vorhin betrachteten Determinante li gleich
kommt, ist alternirend, d. h. sie erhalt den entgegengesetzten 
Werth, wenn irgend zwei Numern der Elemente vertauscht 
weiden, und verschwindet identisch, wenn zwei Numern ein
ander gleich sind*).

Beweis. Wenn St die Formel bedeutet, welche aus S durch 
Vertauschung der Numern i und li entspringt, so ist S,2 die 
Determinante, welche aus li durch Vertauschung derselben 
Numern hervorgeht. Nun kommen i und li in li sowohl unter 
den ersten, als auch unter den zweiten Numern vor, also wird 
li durch diese Vertauschung nicht verändert (§. 2, 4), d. h. 
S,2 = S2. Zufolge dieser Identität sind die Glieder von S, den 
Gliedern von S der Reihe nach gleich und zwar von gleichen 
oder von entgegengesetzten Zeichen , je nachdem ein Glied von 
S| und das gleiche von S gleiche oder entgegengesetzte Zeichen 
haben. Bedeutet nun II das Aggregat der Glieder von S, in 
denen das Element vorkommt, so enthält II nur solche Ele
mente, deren Numern von i und li verschieden sind (2), folglich 
geht aikH durch Vertauschung von i und li in akiII Uber. 
Die Glieder uikH in S und in Sj sind entgegengesetzt
gleich, weil = — a|Ä., folglich sind auch S und S, entgegen
gesetzt gleich.

Wenn / und 4 einander gleich sind, so hat S, sowohl den 
Werth — S als iitich den Werth S, d. h. S verschwindet iden
tisch.

4. Das mit dem Anfangsglied a12 a.34 . . un_, n beginnende 
Aggregats, dessen Quadrat die Determinante /(ist, wird nach 
Jacobi durch die Reihe aller Numern der in dem Anfangsglied 
vorkommenden Elemente

*) Die Formel S ist von Jacobi (Crelle J. 2 p. 354, 29 p. 236) zum 
Gebrauch beim PFAFr’schen Integrationsproblem construirt und neuerlich 
von Cayley (I. c.) mit dem Namen Pfaffian belegt worden. Die Eigen
schaften derselben hat Jacobi ohne Beweis und ohne die fundamentale 
Relation S2 = II milgethcilt
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(1, 2, 3, . ., n)

unzweideutig bezeichnet. Nach dem bewiesenen Lehrsatz (3) ist 

(1, 2, 3, .., n) = — (2, 1,3,«..,») = — (2, 3, .. , n, 1) u. s. w.

Daher hat man im Allgemeinen
/Ä= ± (1,2, , Kaii = ± (2, 3, . ., i— 1, i +1, . ., n) .

Es ist aber nur dann auch dem Zeichen nach (2)

/’ii = «ik

(I, 2, . . , n) = 27 rtu-

wenn man die Zeichen der Wurzeln von den Numern so ab
hängig macht, dass

V^ii ~ (~ H‘(2> 3, . . , t — 1, i+1, . . , = (t+1, . . , tt, 2, . . , 1) .

Hiernach gilt zur Entwickelung von (I, 2,. . , /?) die Recursions- 
formel *)

(1, 2, .. , n) = al2 (3, .. ,n) + «13 (4, .. , w, 2) + . .

+ nti (i+1, . ., n, 2, . ., i; + . . + o,w (2, . . , n — 1) .

Beweis. Das Product d. i. nach Voraussetzung
(-1)i + *(2,.. , i-1, « + 1,.. ,n)(2, .. , fc-f , Zc+t, .. ,n,

ist identisch entweder mit oder mit —weil 'tu't.M
— a^2. Nach Vandermonde’s Bezeichnung hat man (§. 3, I)

, I 2, . ., i— 1, Z+1, . . . , n |aik = (-1)’ + * |
| 2, . . . k— 1, k+1, . . , n |

In der Reihe der ersten Numern fehlen I und i, in der Reihe 
der zweiten Numern fehlen I und A. Werden die übrigen n — '.i 

Numern der Reihe 1, 2, .. ,n durch
p,q,r,s, ..,u,v

bezeichnet, so erhält man aus
! 2, . . , i— 1, i+1, . . . n I
| 2, . . . Zc—1, Zc+1, . . « |

durch eine bestimmte Anzahl von Zeichenwechseln (§. 2, 4)
I k, p, q, r, . . , u, v I
| p, 9, r, s, • • , r, i |

*) Jacobi und Cayley (I. e.) gebrauchen diese Identität als Definition 
von (1, 2, . . ,
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Aus dem Product

(2, . . , »-4, i+1, . . , «) (2, . . , Zr—4, fr + 4, . . , n) 

erhält man durch dieselbe Anzahl von Zeichenwechseln (3)

(fr, V, <h r, . . , u, v)(p, q, r, s, . . , v, i) .

Nun stimmt das Anfangsglied jener Determinante

«4p ',pq aqr ,lrs ∙ ∙ ,ltιr nri
mit dem Anfangsglied dieses Products

akp uqr ∙ ∙ nιιr npq ,lrs ■ ■ avi
auch dem Zeichen nach überein. Also hat unter der gemachten 
Voraussetzung das Product ∣∕σi∙j∙ y r∕∣f∣l. den Werth ai∣i, nicht 
~*4⅛> w∙ z. b. vv.

Durch /—? cyclische Vertauschungen findet man 

KrjLii — (—b’(2, ■ • , z —b z + b • • , n) = (i + b . ., 2, . . , z —4) .

Beispiele.
Σ ± αll . . «44 = (1.2, 3, 4)*

(b 3, 4) = o12 <(3, + α,3 ar, + au a23 

∑ ± ali . . uan = (4,2,.., 6)2

(4,2, . ., 6) = a,2 (3, 4, 5, 6) + al3 (4, 5, 6, 2) + . . + βlu (2, 3, 4, 5)

«12 «34 «53 ^4^ «12 «35 «34 + «12 «33

"*^ «13 «45 «32 ÷ «13 «46 «25 ^4^ «13 «42 «56

+ «U «5« «23 + «.4 «52 «3« + «14 «53 «32

+ «I» «32 «3, + «.5 «33 «42 + «.5 «34 «23

+ w,β tι.i3 ats + zιlll o24 β53 + al,1 zι25 β34

0 a b c

—a 0 / e
= (ad — be + c∣'}t

-b -f o d

— c —e — d 0

0 zi —b c *

— a 0 /' e
= (ad + be + <j)t

b -f 0 d

—c —e — d 0

5. Um den Coefficienten des Elements ∩i∣t. in der Formel

.S' = (1, 2, . . , n)

zu finden, bildet man
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62 §• ', ⅛
(-1J,'-l S = (/, 1, . . , »-1, i + 4, . . , n)

= rth (2, . . , i— 1, «+1, . . , n) + d12 (3, . . , 1) +

Hieraus erkennt man den gesuchten Coefficienten 

( —1∕-1 (fr + 1, • ■ , fr—1) ohne i und fr .

Derselbe Coefficient kann auch (wie §. 3, 12) durch

_ÖS_
∂ot∙λ

ausgedrückt werden. Die Summe

∂s ds ds
∂nz, ∂σz,, d«Ä.„

hat den Werth δ, oder 0, je nachdem / und /, übereinstimmen 
oder nicht*). Denn in dem zweiten Falle entspringt die Summe 
dadurch, dass in (1,. . , ri} die Numer i für /, gesetzt wird, wobei 
(1, . .,w) verschwindet (3).

Der Differentialquotient ist an sich 0.

ft. Wenn die Elemente der Determinante li so l>esehaffen 

sind , dass

a«'A =' aki > «n = a∙t∙ι = ∙ ∙ ≈= Owji = S , 

so ist zufolge der oben (§. 4, 2) gezeigten Entwickelung

li = 3" + zn~2 2 1), + 3,,÷ ', 2-L>4 + . . **),
wobei

βM aik • j 
= aki akk '

eine partiale Determinante wten Grades ist, deren Elemente den 

Bedingungen

unterliegen, und — Dm die Summe der Determinanten bedeutet, 
welche aus Dm entspringen, indem für i, k, . . alle Combinationen 

von je m aus der Reihe 1,2 ,.. , w gesetzt werden.

*) .Iλcobi 1. c.

**) Cavi.ey I. c. Vergl. Grelle I. 50 p. 299.
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Bei ungeraden », verschwindet Dm (§. 3, 13), bei geraden 

m ist (4)
D,„ = (i, k, . .)2 ,

also Σ Dtn die Summe von ( ) Quadraten.

Beispiele. t
" «12 «13

α2l z = z3 + z (o122 + u132 + a2.i2) .
«31 «32 "

% «12 «14 «14

«21 Z «23 «24 = S4 + («,22 + «,3‘ + «u" + «23" + «24? + «342J

«3! «32 Z «34 + («.2 «34 + «.3 «42 + «14 «23)’ •

«41 «42 «43 Z
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Zweiter Abschnitt.

Anwendungen der Determinanten.

§. 8. Auflösung eines Systems von linearen Gleichungen.

I. Wenn ∕∕1,.. , un homogene lineare Functionen der 
Variablen rr, , . ., .zrw sind, nämlich

«. = «i + • + «lw xn

un = ajil a?, 4- . . + ann xn
so heisst die Determinante nlen Grades der Coefficienten 

Λ = 2- ± α11 . . ann

die Determinante des Systems von linearen Functio
nen </, , . . ,wn*).

Wenn die Determinante B nicht verschwindet, so gehört zu 
jedem System von endlichen Wertlien , . . , un ein bestimmtes 
System von endlichen Werthen xl , .. ,xn. Man findet

<ι,ι . . αιn fl1, . . ι*∣,⅛-1 wl a,ιχ∙ + l . ∙ a,,i
• . - . ¾ =......................................................

a)i∣ ∙ ∙ ann anι ‘ ’ atι,k-ι un fln,k+ι ∙ ∙ ann

indem man in B die ∕,te Colonne mit x∣t. mulliplicirt, und dann 
die übrigen der Reihe nach mit ∙τ1 , ar∙2, • • mulliplicirten Colonnen 
zur Z.ten Colonne addirt (§. 3, ß).

*) .Iacobi Det. 7.
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§. 8, 2. 65

Bezeichnet man den Coeffieienten des Elements ol∙λ∙ in B 
durch α,∙⅛, so erhält man

Rjck = + . . + αw⅛ ωw*).

Von der Summe α1⅛ tz1 + .. ÷ αn⅛ un bleibt in der That 
nur das Glied Bxk übrig, weil αlλ. o1,∙ ÷ .. + αn⅛ am∙ den Werth 
0 oder B hat, ie nachdem i von /; verschieden ist oder nicht 

:§• 3,3).

Anmerkung. Wenn v eine andre gegebene homogene 
lineare Function von xi 1.., χn bedeutet, so lassen sich be
stimmte Multiplicatoren C1, .. , C,t angeben von der Art, dass bei 
beliebigen Werthen der x

C1 m1 + . . + Cn un = lir
eine Identität wird.

2. Die Auflösung des vorhin betrachteten linearen Systems 
kann auf die Auflösung des Systems von n linearen Gleichungen

«10 «;o + «II «-1 + ∙ ∙ + αm¾ = θ

fflwo x0 + anl xl + . . + a,ιn xn = 0

gegründet werden, indem man Xji : α,0 für zcÄ setzt.
Man bilde nach Hinzunahme einer willkürlichen llülfs—

gleichung

'«00 «'O ^t^ «01 «Ö + ••■+■ «o/l «-}! = θ 

die Determinante (/<•+- 1)ten Grades

«oo «<oi • ■ «o»i 

_ u10 uu . . αln
■S — = aθθ ∕fθ + aθl lil + . + aa,l Hll

ano ara . . aAn I
Multiplicirt man die erste Colonne in S mit x0, und addirt 

man zur ersten Colonne die übrigen der Reihe nach mit xl, x%,. . 
multiplicirten Colonnen, so verschwinden alle Elemente der 
ersten Colonne. Mithin verschwindet Sxυ, und wenn x0 nicht 
verschwindet, so ist S = 0.

Nun verschwindet ol∙0 ∕f0 ÷ ail fi1 ÷ . . ÷ cιin Bn bei

*) Diese Auflösung wurde zuerst von Leibniz angegeben, später von 
Crλmek neu erfunden. Vergl. §. t und §.2.

Baltzer, Deterra. 3. Aufl. o
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i = 1, 2 , . ., n (§.3,3), also genügt man dem gegebenen System 
durch die Proportion

icβ . xi . x2 .... xn = ft0 . Λ∣ . B., .... ÄM 
unter der Voraussetzung, dass die Grösse fl0, welche mit der 
oben (•,) durch B bezeichneten Determinante übereinstimmt, 
nicht verschwindet.

Anmerkung. Bezeichnet man den Coefficienten des Ele
ments πik in fi0 durch α,⅛, so folgt unter der Bedingung 7?0 = 0 
aus dem gegebenen System

αi0 α∏ ^*^ α20 α21 + ∙ ∙ + fl,iθ &n\ l &0 ≈ θ •

Wenn nun o10 a11 ÷ .. + an0 anl nicht Null ist, so ge
nügen dem gegebenen System

a1, xl + .. + aιn χn = o 

= 0, '.............................................

flm Λ5j + . . + Owm Xn ≈ 0

Wenn aber o10 a11 + . . + on0 crnl =0 ist, so genügen die 
Werthe ∙τθ , ,r1,.., xn, bei welchen n—1 unter den gegebenen 
Gleichungen bestehn, auch der nten Gleichung. Denn zufolge 
des Systems verschwindet

X0 a20 ct21 + ∙ . + Owo 0⅛ji) . . “*■ Xfi ^2 fl a21 ■+■•• ■+■ Onn <ιnι

d. i. (σ10 x0 ÷ .. + ai,l xn) all .

3. Auflösung des Systems (1) t∕1 = 0,. ., t∕n ⅛= 0 .
I. Wenn die Determinante ft = -Σ∑to11 . . on,, nicht ver

schwindet, so wird dem System nur durch die Werthe 
αr1 = 0, .. , a?n = 0 genügt. Multiplicirt man die Ate Colonne 
von B mit j*⅛, und addirt man zur Aten Colonne die mit α1 , 
α,2,.. multiplicirten übrigen Colonnen, so findet man für R.rk 
eine Determinante, deren Ate Colonne verschwindende Elemente 
hat. Daher ist Rx∣c = Q, folglich xk = 0, in Betracht dass B 
nicht verschwindet.

II. Wenn die Determinante B verschwindet und eine par
tiale Determinante (n—l)ten Grades nicht verschwindet, so wird 
dem System der Gleichungen durch die Proportion
_____________ ∙ Λ⅛ • • • • = ot,∙, . α,∙2 : . . : ifn )

*) Jacobi Det. 7. Die Gleichung B = 0 heisst nach Bezout Hist, de 
l’Acad. de Paris 4 764 p. 288 die Resultante der linearen Gleichungen
«i = 0 , . ∙ , ⅝ = 0 •
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§• 8, i. 67

genügt, in welcher α,∙⅛ den Coefficienten des Elements aijc in B 
und i eine beliebige Numer bedeutet. Denn die Summe

aki αtι + ∙ ∙ + a∕i,ι rj-in

verschwindet für irgend welche Numern i und k aus der Reihe 
I bis n (§. 3, 3). Das System ul = 0,.., un = 0 ist einfach un
bestimmt. Die Werthe cc1, x2,. ., welche n— I beliebigen Glei
chungen des Systems genügen, genügen auch der letzten Glei
chung des Systems.

III. Wenn die Determinante B und alle partialen Determinan
ten (?i—1)ten bis (w÷ 1)ten Grades verschwinden, und eine par
tiale Determinante ?pten Grades z. B. Σ + a11.. aτnm nicht ver
schwindet*), so ist

Öji ∙ ∙ a∖nn aι.ιn+i xm+ι + ∙ ∙ + αm a'n
= o

aml . . ^rκnι ^m^m + ιxm + ι + . . + βmn U7n 
0iι ∙ - ai*n ai,m +1 xm +1 + • • + °»>j x∏

als Summe von n — m partialen Determinanten (w+1)ten Grades, 
welche nach der Voraussetzung einzeln verschw inden. Bezeichnet 
man die Coefficienten, welche die Elemente der letzten Zeile in 
der verschwindenden Determinante haben, der Reihe nach durch 
pi , P2, • • , P,m P, so hat man (,1)

ΛJ1 : tf2 : . . : λ⅛ : 1 = pl : p2 : . . : pm : p .

Die Grössen pi,.., ptn sind homogene lineare Functionen von 
srm+∣ ,. ∙ ,xn und unabhängig von i. Also genügen die den Glei
chungen ul = 0 ,.. , um = 0 genügenden Werthe xl,.., xm 
auch jeder andern Gleichung des gegebenen Systems, und das 
gegebene System ist (n — m)fach unbestimmt.

4. Bei besondrer Beschaffenheit der Coefficienten giebt es be- 
sondre Methoden zur Auflösung von Systemen linearer Gleichungen.

Wenn die Coefficienten des in (!) betrachteten Systems von 
der Art sind, dass

α⅛t = aik ) aii — θ i

und wenn n gerade ist, so hat man nach den Sätzen und Be
zeichnungen von §. 7 die Auflösung**)

*) Die Behandlung dieses Falls und die Ermittelung seiner Bedin
gungen verdankt man Kronecker. Vergl. §. 5, 4.

**) Jacobi Crelle J. 2 p. 356.

5*
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68 §. 8, ».

( — 1)* (1,2,.., n) X/i — w, (2,.., fc— 4, k+1, . ., n) + u-.2 (3, .. , A — 4, A + 4, . ., n, 1) 

+ . . + un (4, .., k — 1, k +4, . . , n — 4) .

Multiplicirt man nämlich die gegebenen Gleichungen der Reihe 
nach mit

(2, .., k—\, A + 4, . n) , (3,.. , k—\, A + 1,.. ,n, 4' , . ., (4,. . , A-4, k + \, . . ,»i-4 

und addirt die erhaltenen Gleichungen, so bekommt srA. den 
Coefficienten

«i* (2,+ <J2Ä. (3, .. ,n,4) + + «„Ä. (4,. ., n-1) ,

dessen Werth durch
— (Ä', 4 , . . , k — 1, Ä* 4- 4, . . , zz)

dargestellt werden kann (§. 7, 4). Indem man noch />' mit 
1,2, . /i—I vertauscht, erhält man für den gesuchten Coeffi
cienten (§. 7, 3)

(-4)*(4, 2, .

Dagegen hat a?,- in der erhaltenen Summe den Coefficienten 
— (i, 4, .., k — 4, A+ 4, .., rij ,

welcher identisch verschwindet.

5. Wenn die Coefficienten des linearen Systems von der 
Art sind, dass

aik = — aki > aii ~ 0

und n ungerade ist, so ist B = 0 §. 3, 13), und den gege
benen Gleichungen wird im Allgemeinen nur durch unendliche 
Werthe von .7j , a?2 , . . genügt, welche zu einander bestimmte 
Verhältnisse haben (2, Anm.).

Wenn jedoch die partialen Determinanten (ti — 1)ten Grades 
aiA-> a2A)--) deren Verhältnisse zu einander von k unabhängig 
sind §. 6, 5), und die Werthe t<j, m2 ,. . der Bedingung

«i + «s + • • + «G = 0

genügen, so ist wenigstens eine Gleichung des Systems über
flüssig und das System der übrigen Gleichungen nach (4) auf
lösbar.

Vermöge der Identität §. 7, 4)
= (« + 4 ,. . , ft, 4, .., 41 (A + 4, . . , n, 4, . ., k—1)

reducirt sich jene Bedingung auf
u, (2, .., «) + «g (3,. . , ft, 1) + . + u„ (4, .. , n — 4) = 0 *).

*) Jacobi 1. c.
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§. 9, 1. 69

Beispiel. Unter den Gleichungen .
* cy — bz = f

— cjc * + az = g
bx — ay * = h

folgt eine aus den beiden andern, wenn

af + bg + ch = 0 ,

ausserdem wird denselben durch unendliche Werthe von m, 
y, z genügt, die sich zu einander wie a : b : c verhalten , vor
ausgesetzt dass keine der Grössen a , b, c verschwindet.

Andre lineare Systeme von besonderer Art werden unten 
§. IO) aufgelöst.

§. 9. Lehrsätze über die linearen Differentialgleichungen.

1. Die Coefficienten einer linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung, welche kein von der Function unabhängiges Glied 
enthält, können aus n particulären Integralen derselben in ähn
licher Weise zusammengesetzt werden, wie die Coefficienten einer 
algebraischen Gleichung aus den Wurzeln derselben*). Wenn 
nämlich y↑,, yu • - Un particuläre Integrale der linearen Diffe

rentialgleichung
θ = «„ y + «1 ?/'+.. + an yW

bedeuten, wobei »/, y",. . die Differentialquotienten der Function 
y von x und die Grössen nθ, αj, .. , von y, y , . . unabhängig 
sind, so werden durch das System

«0 + aiyl, + . . + a,l yl^ = 0

«o Vn ^t^ ®i Vn ^t^ ■ ∙ + un hn θ
die Verhältnisse der Grössen oθ, n1, .. zu einander bestimmt 
(§. 8, 2). Man bilde die Determinante (zj + 1)ten Grades

y y, ■ ■ y(n)

yl yl, ∙ ∙ 2∕∕n>

yn yn' ■ ■ y^n) l

*) Verel. Libri Crelle .1. 4 0 p. 189
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70 §.9,1.

iind bezeichne durch ηk den Coefficienten, welchen in der Deter
minante das Element yW hat, so ist

α0 : α1 : . . : βn = ηa : ηx : . . : rln
Diese Determinanten wten Grades sind aus den w particulären 
Integralen und deren Differentialquotienten zusammengesetzt.

2. Wenn yi,.. ,yn particuläre Integrale der Differential
gleichung

0 = αθ y + al y, + . . + an yW 

sind, so hat man insbesondere

i yi yl, ■ • yl yx^ ■ ■ yx(n~l) j
j ι . j _ _ aw — 1

y„ yn, • • 3/n(”~2) y,Sn) yn yn, ∙ ∙ ‰l"^υ!

Nun ist der Dividendus der Differentialquotient des Divisor 
(§. 3, 15), folglich*)

j∕ι yx, ■ ■ yx(n~^ {
/ log........................ ! ≈ ~ ⅛χi

yn y,i ■ ∙ y∏n"l'

yl yl, ■ ■ ∕'α>> -1 dx
.............................. = e J a»

y,i Vn' ■ ■ yn(n~l)

3. Die Integration der linearen Differentialgleichung wter 
Ordnung

(I) a = aty + axy, + .. + an y(n'> ,

worin α, α0, o1, . . von y, y', . . unabhängig sind, lässt sich auf 
die Integration einer linearen Differentialgleichung («—wι)ter 
Ordnung reduciren, wenn »i particuläre Integrale der einfacheren 
linearen Differentialgleichung wter Ordnung

(∏) 0 = β0 + o, j∕, + . ? + an yW

gegeben sind. Lagrange (Miscell. Taur. 3 p. 179 hat diesen 
Satz 1764 ausgesprochen und die Möglichkeit der Reduction 
nachgewiesen. Die Reduction ist von DAlembert (1. c. p. 381 
in kurzen Umrissen ausgeführt worden, mit dessen Verfahren

*) Abel Crelle J. 2 p. 22. Vergl. Malmsten Crelle J. 39 p. 91 und Tissot 
Liouv. J. 17 p. 178.
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Libri's Abhandlung über diesen Gegenstand (Crelle J. 10 p. 185 
im Wesentlichen zusammentrifft. Nachdem mit Hülfe der Deter
minanten von MalmstEn (Crelle J. 39 p. 91) die Ableitung des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (II) aus n— I particulären 
Integralen derselben gezeigt worden war, hat Joachimsthal 
(Crelle J. 40 p. 48) auch die Reduction der allgemeinem linearen 
Differentialgleichung (I) durch m gegebene particuläre Integrale 
der Gleichung (II) auf analoge Weise ausgeführt. Das hierzu 
dienliche Verfahren ist zum grossen Theil bereits von Lagrange 
vorgezeichnet, der in einer spätem Abhandlung (Mem. de Berlin 
1775 p. 190) das allgemeine Integral der Gleichung (I) durch n 
particuläre Integrale der Gleichung (II) dargestellt hat.

Wenn die von x abhängigen Grössen yx, z/2, .., ym gegebene 
particuläre Integrale der Gleichung (II) bedeuten, so lassen sich 
ebensoviel Functionen von sc, welche durch bx, b2, • •, bm be
zeichnet werden, durch Auflösung einer allgemeinen linearen 
Differentialgleichung (n — »i)ter Ordnung und durch m Quadra
turen dergestalt bestimmen, dass

y = bxyx + b2y2 + . + bm ym

das allgemeine Integral der Gleichung (I wird. Bezeichnet man 
nämlich

Vi A , dbi A kJ— durch durch ,

so erhält man
y' = bxylx + . + bm ymx

y" = V». + . . + bm ym2

yO»-!) = bi yim_i + . . + bmy„hM_,

unter den Bedingungen

2/i + • • + bml ym = 0

&n Vn + . . + bmx y,nx = 0

• • 1.....................................
2/i,»n —2 + • . + yni,m — 2 = '*

durch welche die Verhältnisse 6tl : ö2i ■ ^31: • bestimmt werden. 
Ferner erhält man

J/(”O = bx yxm + . . + bm ymm + z ,
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WO
^,11 2∕l,ZW — l + ∙ ∙ *∙^ ^,7il 2∕)n,JH — 1 = 5 > 

eine bestimmte Function von x. Ebenso ist

√,"*,> _ ftι J∕1,,h + , + . . + ⅛2∕∣)∣,m + ι + s' + z∣
wenn

_ dz_____ ,
^ιι Uvm + ∙ ∙ ÷ Gni Vmm ~ι ∣ ' ~ " >

+ , = &j 2Λ,to + 2 + ∙ ∙ + b∣∣ι Vm,m + 2 + 3 ■+■ “ii + "2

wenn

"11 2∕ι,jn + ι + ∙ ∙ + Oj)ii 2∕m,m + ι — zι > χ z11 »

l/'l) = ⅛ι 2∕,n + ∙ ∙ + ⅛ Vmn +

÷ 21,n — m — 1 + ∙ ∙ + zn — m — 1,1 + — m

wenn
2/i,n—1 + ■ ∙ + ⅛,jl JZjb,«—1 ~ ~n — m •

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit f∕0, </,, . . 
multiplicirt und dann addirt, so findet man vermöge der über 
y∣ , //2, • ■ Um gemachten Voraussetzungen

« = am 3 + «m + . 3' + ⅛ + 2 2'' + • • + «n »(” “

÷ am + ι 3, + ®z» + 2 2n +∙ ∙ ∙ +¾ zι,n - m — 1
^*^ (lin +- 2 32 + . . + an Z2n _ m _ 2

"** an zn — m

als Bedingung, unter welcher 61 ∕∕1 ÷ b2 y2 ÷ . . ÷ 6m ym ein 
Integral der Gleichung (I) ist.

Zur Berechnung der Grössen fe1 , .. , bm, s1 , z∙2 , .. bilde 
man die Determinante Wien Grades

2Λ 2/u • • 2/i, m — 2 V∖μ,
Rμ= ■ • ...

Vm y∣n∖ ∙ ∙ ym1m-2 y>nμ

und bezeichne durch ηi den Coefficienten, welchen in Bu das 
Element ?/,•„ hat. Wenn man die Zte Zeile mit bil multiplicirt und 
zu ihr die übrigen der Reihe nach mit 611, 62∣ ,. . multiplicirten 
Zeilen addirt, so verschwinden ihre Elemente mit Ausnahme des 
letzten, welches einen der Werthe z, s1, z2, .. annimmt. 
Also ist
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§. 9, 3. 73
⅛ — ι — τl i z < ^ιn — r∣i sι > + ι — rl∖ z2 > • ■

_ — H'n : r ___ + 1 Z — r ~-l - J - Cχ 3 , Z2 - - t2 3 , . .
nιn — ι nm — i

⅛ = √,-z '. bi=f1c1-dx∙

nm — ι ’7 nm — ι

Die Grössen c1 , c2 , . . sind gegebene Functionen von x, mithin 
werden, nachdem z gefunden ist, bl, ö2, .. durch Quadraturen 
berechnet. Durch Differentiation findet man

'!1 — Cjl + Cj J
z∣⅛ = C,„ 3 + 2 Cj, 3 + Cf 3

zi3 = ⅛ 3 + 3 ci2 3' + 3 c,∙1 3" + ci z"'

folglich ist
rt = am z

^*^ am ÷ k (C1 3 -+- z' i 

÷ αm + s rn 3 + c, z' + 2

÷ C2 3

+ am + 3 C12 3 ÷ 2 C11 3, + C, 3 , + 2,"

+ C21 3 + C2 3 

■+• C3 3

+ am + < rl3 3 + 3 C,2 3, + 3 C11 s" + C1 3<*) + 3<4>

÷ C22 3 + 2 C21 3, + C2 S"

+ C3j 3 + C3 3 

+ C4 3

+....................................................................
die lineare Gleichung (»t—wjter Ordnung, welcher die Function 
z zu genügen hat. Aus dem Werth von z lassen sich dann die 
Functionen ft1 , δ2, . ., bm berechnen, so dass

¼ ?/i ^*^ ½ I∕2 ^*^ ∙ ∙ y>n

ein Integral der Gleichung (I wird. Da in den particuliiren 
Integralen 1∕1, y<l, .., ι∕m nach üblicher Voraussetzung unbe
stimmte Gonstanten nicht Vorkommen , da ferner das allgemeine 
Integral z der zuletzt gefundenen linearen Gleichung n— m un
bestimmte Gonstanten enthalt, und durch m Quadraturen bei 
der Berechnung von b↑ , b2, ..1 btfl andere m unbestimmte Gon
stanten entstehen, so hat das gefundene Integral der Gleichung
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(I) die erforderliche Anzahl von n unbestimmten Constanten, 
wodurch es als das allgemeine Integral der Gleichung (I) er
scheint.

4. Die lineare Differentialgleichung, welche zur Integration 
der gegebenen Differentialgleichung zu lösen übrig bleibt, ist im 
Allgemeinen nicht lösbar, wenn sie die erste Ordnung übersteigt. 
Also kommen besonders die Fälle m ■=■ n und m = n — I in 
Betracht.

Für m = n ist a = anz und ηi der Coefficient von in

yι Vn ∙ ∙ Vι1n-ι

yn Vnι • • yn,n — ι
fin-ι = r∣iz > bi = f~ aJll~ dx 

folglich ist das allgemeine Integral der Gleichung (I)

y = ylf,j aχl- dx + y, f' α∕-∙- dx + . . + yn dx
J an Kn _ 1 ,/ (in lin _ , ./ dn Rn _ ,

wie Lagrange a. a. 0. bemerkt hat.

Für rtι = n-∖ ist a = αw-,1 z ÷ nn (c1 z ÷ z,) und ηi der 
Coefficient von yiu in

yι yn ∙ ∙ yι,n-i y∖μ
Rμ = . ...

' yn — ι yn- ι,ι ∙ ∙ yn-ι,n-3 yn-ι1μ

C = ^n~l
* *„-2

Nun ist der Differentialquotient von (§. 3, 15),
folglich

— 2 — ι — 2 z — i 2 + Rn _ 2 2 = 0,n l Rn — 2 2 + Qn (Aw — iz} •

Zur Auflösung dieser Gleichung bedarf man eines particulären 
Integrals w1 der Gleichung 0 = om-1 u ÷ ∩nu,. nämlich

_ dX
ui — e an

Setzt man nun das zunächst gesuchte allgemeine Integral 

ÄM_2 z = ωl vt
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folglich nach der angenommenen Bezeichnung 
(Λn-2z√ = M11 V, + M, vu

so erhält man, weil o„_t u1 ÷ αn wπ nach der Voraussetzung 
verschwindet,

Γalin-2 j
a^n-2 — 0mmivii > vι — I L ’J u,n wι

mit einer unbestimmten Constante. Zur Bestimmung von bi hat 
man endlich

_ ηiZ _ UlVl
— p — p 2 r∣l

nn — 2 ιxn — 2

. c ul Vχ , i< =1 ∣<,J77η∙,-r

mit je einer neuen unbestimmten Constante, so dass 
y = blyl + . . + 6M_, jzM_,

das allgemeine Integral der Gleichung (I) ist, wie Joachimsthal 
(1. c.) bemerkt hat. Den besondern Fall a = 0, in welchem υ1 
selbst zur unbestimmten Constante wird, hatte Malmst⅛n (1. c.) 
früher analog behandelt.

§. 10. Product aller Differenzen von gegebenen Grössen.

1. Wenn man in der Reihe der Grössen α1, α2, . ., a„ jede 
von allen folgenden subtrahirt, so erhält man ⅛n [n — 1) Diffe
renzen, deren Product

(«2 “ »l) (*S ~ ≈l) • • (<*» - ®l)

(α3 - α2) . . (αn - α2)

∣an ®n - i)

durch z∕ (a1, .., an) bezeichnet wird. Dieses Product reducirt 
sich auf eine Determinante nten Grades, deren Zeilen geome
trische Progressionen enthalten, nämlich*)

*) Cauchy J. de l’öc. polyt. Cah. 17 p. 48. Analyse alg6br. III, 2 und 
Note IV. Jacobi Crelle J. 22 p. 360. Das Product der Differenzen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung war von Waring, Lagrange, Van- 
dermonde betrachtet worden. Bei dem Letztem findet man den besondern 
Fall des obigen Satzes

(b — a)(c — o) (c — ft) = ab2 — a2b + bc2 — b2c + ca2 — c2a 

Hist, de ΓAcad. de Paris 1771 p. 369.
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76 §: ιo, ι.

I I αl α1'2 . . α,"-, Iz∕(al , . . , aw) = ∣.................................................
1 *n «n ■ ■ rj-nt~λ

Beweis. Das Product z∕ ist alternirend (§. I, i). Wenn nun 
α1αα2ftα3c.. ein Glied von zZ ist, so ist a2rta1δ¾c. . ein Glied 
von —z/, folglich —a2aa1fca3c. . ein Glied von J. Diese beiden 

Glieder von zZ sind entgegengesetzt gleich, wenn die Exponenten 
a und b einander gleich sind. Also braucht man, um alle Glieder 
des Products zu bilden, für die Exponenten α,6,c,.. nur 
verschiedene Zahlen zu setzen, und zwar Zahlen der Reihe 
0, 1,. ., n— I, weil kein Exponent den Werth n erreichen kann. 
Die Glieder, welche aus

α,β α2' α32 . . v-nn~'
durch gegenseitige Vertauschung der Exponenten entspringen, 
lassen sich auch durch gegenseitige Vertauschung der Dignanden 
ableiten, und sind daher Glieder von zZ oder von —zZ, d. h. 
positive oder negative Glieder von zZ, je nachdem sie durch Per- 
mutationen der einen oder der andern (Hasse entstanden. Also 
ist das Product J von der Determinante

2' ± c√ β⅛l . . ann~l 

nicht verschieden (§. 2, 2).

n(n—t)
Von allen 2 2 Gliedern des Products bleiben nur

1.2. . . n übrig , also

bei 3 Grössen 6 statt 8

» 4 » 24 » 64

» 5 » '20 » 1 024 u. s. w.

Beispiel.
α,2 α1∕S1 βi2

(*■& - MiHMs ~ ~ α3‰) = r√ α2∕32 Λ2 •

| ≈32 Ms ßz2
2. Jede ganze alternirende Function der Variablen α∣ , 

a2 , .. , an ist durch das Product der Differenzen zZ (α∣,. ., a„ 
theilbar*). Denn durch die gegenseitige Vertauschung von 
irgend zwei Variablen erhält die Function den entgegengesetzt

*, Cauchv I. c. p. 46.
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gleichen Werth; daher verschwindet sie, wenn die beiden 
Variablen von einander sich nicht unterscheiden §. 2, 4) ; also 
ist sie durch die Differenz derselben, mithin durch das Product 
z/ theilbar.

Der Quotient der ganzen alternirenden Function durch das 
Product der Differenzen ihrer Variablen ist je nach der Anzahl 
der Dimensionen entweder eine von den Variablen unabhängige 
Zahl, oder eine (permanent) symmetrische Function der Va
riablen.

Z. B. die Determinante (I) -Σ ± α1θα21 ∙ ∙ rj∏n~1 >st θ*ne 
ganze alternirende Function von ebensoviel Dimensionen als das 
Product J. Der Quotient der Determinante durch das Product 
ist I, weil das Anfangsglied der Determinante mit dem Anfangs
glied des Products auch dem Zeichen nach übereinstimmt. In 
der That ist (§. 3, 6)

1 α, α12 . 1 a1 a12

1 a2 a22 . 0 a2- al a22-a12 .

1 a3 a32 . 0 a3-a1 a32-a12 .

1 a, + a2 a,2 + a1 ot2 + a22 .
= (a2-a1)(a3-a1) . . 1 a1 + o3 al2 + a,a, + a,2 .

1 a2 a22 .

= (a2-a1)(a3-a,) . . 1 a3 a32 .
.

u. s. w. Andre Beispiele solcher Quotienten kommen im Folgen

den vor. Die allgemeine Berechnung derselben ist von Jacobi 
Crelle J. ii p. 365 gezeigt worden.

3. 1. Wenn φi (x} eine ganze Function den Grades von x 
ist, in der die höchste Potenz den Coefficienten 1 hat, so Findet

man *)

1 1 Vi^i) • ■ <∕,h-i (αι) 1 αι ∙ ∙ rV‘ •'

, * f6⅛ ∙ ∙ Vn-l(αn) i 1 «» ∙ ∙ ‰ιn~l i

*) Borchakdt über eine Inlerpolationsformel. Abh. der Bert. Acad.
1860 p. 4.

www.rcin.org.pl



78 §. 10, 3.

indem man zur letzten, vorletzten, .. Colonne in Λ die mit den 
erforderlichen Coefficienten multiplicirten voranstehenden Colon- 
nen addirt (§. 3, 6). Wenn die höchsten Potenzen von x andre 
Coefficienten haben, so ist die Determinante z/ mit dem Product 
dieser Coefficienten zu multipliciren. Wenn z. B.

( x\ xlx — 1) . . (x — i + 1)
f < '*’ = fl ) “ 1.8 ..------i----

so findet man

’ (?) • • G-i)

................................... ^ 2n-2 . 3n~s . . n-1)

, Cr) • ■ („?,) .
Und wenn α1 = α, a2 = a+1,. . , a„ = a+n-1, so ist 

J = 2"-'∙ . 3” —3 . . (n-1)

' Ci) C-.)
.................................................= <*)•
( Za + n—1\ Za + n—1\

V * √ V «-< /

II. Wenn φi (x) =s a0l + alix ÷ .. ÷ an-1 ,∙scn-1 ist, so 
hat man

1 <Tβ(<*ι) ∙ ∙ <Γn-ι(<*ι)
• • • • = — — ®oo • • ®n — i,n — ι , • • >

( Vo αn • • 71«—ι (®n)
nach der Multiplicationsregel ■§. 5, 1).

Dem angegebenen Lehrsatz steht ein allgemeinerer zur Seite.
Wenn

F(χ,y} = + v,(a≈)i∕ + ∙ ∙ +
= Zai∕cxiyk

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für i 
und k alle Zahlen von 0 bis n— I setzt, so erhält man bei noch
maliger Anwendung der Multiplicationsregel**)

2∙±F(α,,∕Jl) . . F[ιn,βn) = -∑±aoo . . . ., an) J{βi, . ., ßn)

*) Vergl. §. 3, 7. Stern Crelle J. 66 p. 283.
**) Borchardt Berk Monatsbericht 1859 p. 378 und Crelle J. 57 p. 112.
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4. Wenn man das Product aller Differenzen der Grössen 
α1 , . . , αn mit dem Product aller Differenzen der Grössen 

, . . , ßn multiplicirt, so erhält man eine Determinante nten
Grades. Nach der Multiplicationsregel (§. 5, 6) ist

z∕ (α1, . . , aw) Λ(β1, . . , βn}
< . ∙ √*-, ; t ∕j1 . ∙ fl1n~' cu . . cln

i I aw . . an' ! 1 βn . . βnn I Cnl . . cnn

wenn

⅛ = 1 + *,⅛ + ¾W + . . + ai*-*‰""1 = -- ----'-⅛-
1 — aiβk

oder wenn

Cik = <~1βlk~l + √-1∕J2a-1 + . + ani-1βnk~l .
Insbesondere ist

so s, . . $n _ ,

5, Sn . .
,√(a1, ... an)2 = n = Sn

sn - ι sn s2tι — 2 '
wenn

si = a1, + a2, + . . + an, .

Denn in diesem Falle reducirt sich das Element cl∙fc der zu bil
denden Determinante auf die Summe der (∕÷⅛-2)ten Potenzen 
der Grössen eq ,.., αn .

Allgemeiner hat man**)

sι ∙ ∙ sm-ι
Z[z∕(α1,α2,= *‘ ' *' = Sm

sm — ι sm ∙ ∙ $2tn — 2
wenn die Summe die sämmtlichen ( ) Glieder umfasst, welche

∖wι∕ ’

aus dem Anfangsglied z∕ (α1 , α2, . ., αm)2 dadurch entspringen, 
dass an die Stelle der Grössen α1, α2, .., αm je m verschiedene 
aus der Reihe a1, .. , an gesetzt werden. Denn unter der Vor
aussetzung

*) Cauchy Exerc. d’ anal. 2 p. 169.
**) Cayley Liouv. J. 11 p. 298 und Borchardt Liouv. J.12 p. 58.
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Cik = st∙ + *-2 = αl*'-½1λ-1 + √-1√=-* ÷ . + √-1o∕-,
ist die durch Sm bezeichnete Determinante in eine Summe von 
Quadraten zerlegbar (§. ö, 2), nämlich

J cn ∙ ∙ c∖m l ,χι . . Ctl !^
S„, = = zJ . . . . .

i cmι ∙ ∙ ‰ ! I αm ∙ ∙ αrn 1 ,

wobei das Summenzeichen die angegebene Bedeutung hat.

5. Ebenso wird die umfassendere Summe
∙Λ jz(<≈tι) Zl<½) ∙ ∙ z(»«) -Λα,, «2, ∙ ∙ , ⅝l)2}

durch die Determinante ??zten Grades

G h _ 1

τ = h t2 . . tm

0» — ι Gi ∙ ∙ G»t _ g
ausgedrückt*), wenn χ(α,∙) gegeben ist, und

tμ = ≈ιμZ<aι) + ∙ ∙ + √zW •

Setzt man insbesondere
(1) z(α*) = bi & - ai∣

uμ = bι aιfl + ∙ ∙ + blι rj->tl
so wird t,l = M,( m — ¼< + ι, und die Determinante T lässt sich 
in eine Determinante ∕w÷ l)ten Grades transformiren, wie 
folgt**).

Nachdem man jede Colonne mit — I multiplicirt hat, findet 
man (§. 2, 7)

m„ ω1 . . 1
M, — U„X U., — Ul X . . 0

M„i um — ιx uιιι +1 ‰x ■ • θ
Addirl man zur zweiten Zeile die mit a? multiplicirte erste Zeile, 
so behält man in der zweiten Zeile

m, ω2 . . um x .

*) Joachimsthal Crelle J. 48 p. 394 und Bokchahdt über eine Inter
polationsformel p. 8.

**, Vergl. Jacobi Crelle J. 30 p. 129.
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Wenn man diese mit x multiplicirt und zur dritten Zeile addirt, 
so behält man in der dritten Zeile

u2 u3 . . um +1 X ,

u. s. w. Daher ist unter der Voraussetzung (I)

uo uι ∙ ∙ um—ι I

y, _ uι u2 ∙ ∙ um x

um um + ι ∙ ∙ ω2)H — i ®
Setzt man ferner

(II) X («<) = bi (x - αt∙) (y - ai)
so wird

G = uμ +2 uμ + ι x + l uμ x∣ V

und die Determinante T kann in eine Determinante (m+2)ten 
Grades transformirt werden. Man hat nämlich wie vorhin

1 ul — u0x u2 — ulx . .

? 0 u2 — u1x — (u1 — u0x'}y u3 — u2x — (u2 — ulx}y . .

0 u3 — u.2x — (m2 — uxx}y ui — u3x — (ω3 — u2x}y . .

1 %1 Mo X . . um uιn _ J ®

_ V u2 - uxx . . um + x - umx

y ‰ + ι umx ∙ ∙ u2>n u∙inι-ιx
0 10 . . 0 1a; . . xm

1 u0 ul - u0x . . 1 «„ u, . . um

= - y ux u2 — uxx . . = — y ux u.i . . tt,n + l

• • • • * Vm um ω,,, + l . . u2m

6. Unter der Voraussetzung
f{x} = anxn + an_xxn~l + . . + a0

= an{x - u.x'] (a? - α8) . . {x - an} 
kann die Determinante mten Grades (4)

so 5, . . Sm _ 1

Sm≈ *' S" ' Sm = ^jz∕(α1, . ., αm)i{

sm — ι sm • • S2m — ι

Baltzer, Determ. 3. Λufi. 6
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durch die Coefficienten von f∖x} ausgedrückt werden. Man bilde 
aus den m — 2 Zeilen

1 0 0 . . .
0 1 0 . . .
0 0 1 . . .

und aus den m folgenden Zeilen
0 0 . . 0 s0 S, sιn —,
0 0 . . s0 sl . . . sm

50 Sl ....... S2m _ 351 S2.................................sιm — 2
ein System von (2z>j — 2)2 Elementen, dessen Determinante von 
Sm nicht verschieden ist (§. 2, 6). Die Colonnen dieses Systems 
werden transformirt, die erste, indem man sie mit an multipli- 
cirt; die zweite, indem man sie mit an multiplicirt und zu ihr 
die mit αn-1 multiplicirte erste Colonne addirt; die dritte, in
dem man sie mit an multiplicirt und zu ihr die mit on-1, czn_2 
multiplicirte 2te, Ite Colonne addirt; u. s. f. Dadurch entsteht 
das System der zzi —2 Zeilen

an an- ι an-ι
0 ⅝ ⅝-ι • • •
0 0 an . . .

und der m— 1 folgenden Zeilen , die mit m — 2 , w—3,.. Nullen 
anfangen,

0 . . 0 ans0 ansl + αn.,i0 . . ‘

® ∙ ∙ anso ans∖ ÷ an-ιso ans2 ÷ an — ι ,l ÷ an — 2so*

und der Schlusszeile
αn51 ans2 + αw.,s1 ans3 + a„_,s2 + art-2sx . . .

Die Determinante dieses Systems hat den Werth anvn~2Sm 
(§. 3,4. 6) , und die Elemente können mit Hülfe der Newton’- 
schen Identitäten*)

*) Newton Arithm. univers. ed. ’s Gravesande p. 192. Man leitet die- 
f(χ∖

selben am einfachsten aus der Identität der beiden für ' ' sich dar-
/»

bietenden Ausdrücke ab.
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an so ~ nan
ansι + = M)βn-ι

an⅛ + flZl-I5l + «»-2«o = (w-2)απ-2

reducirt werden. Für die Schlusszeile hat man, weil s0 = n ist,

ansι ~ ~ an-ι 
ans2 + an — ι sι = %an — 2

Demnach findet man
an an-ι an — 2 • •
0 (in an _, . .
00 an . .

an *5>n —

% 0 nan (n-1)an_, . .
nan (n-1)αn.l (n-2)a„_2 . .
an —1 2 3ow_ 3

eine Determinante (2τzι-2)ten Grades, bei welcher die w —2 
ersten und die m — I folgenden Zeilen in Bezug auf die nicht 
verschwindenden Elemente übereinstimmen. Insbesondere ist

| nan (n-1)aM_, I
dfl ‘’2 ““

I an-ι ^an-2

an an -1 an — 2 an — 3
0 nan (n-t)a„_, (n-2)βw.j

— an, S3 = u. s. w.
nan (n-l}an~l [n-<i}an_2 (n-3)a„_3

an-1 %an-2 ^an-3 ^an-i

7. Das Quadrat des Products von allen Differenzen der 
Grössen α1 , α2, .. , αn (4)

Sn = , ct2, .. , on)

kann durch Werthe der Differentialquotienten der Function 

f(x) = an(x - α1) (x -a2)..(x- an)

ausgedrückt werden. Man hat nämlich

f(α,) = ⅝ («i “ »2) (≈ι ~ *») • («1 - ≈n)
f'(at) = (α2 - <x1) an (<x2 - a3) . . (a2 - an)

f'M = (a3 ~ *1) («3 - ≈2) an • • («3 “ *«)

6*
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folglich *)
»i(» — I )

f'!μl) . . f'(vn) = (-1) ~ ann^,..,an}2

Ebendaher findet man für m < n

m (m — l)
∕,'(α1) . . f(αm) = (-1) 2 αww∠∕(o1, . . , αw)2P ,

wenn durch P das Product aller Differenzen der Grössen 
αl, .. , awι von den Grössen (Subtrahenden) am + 1, .. , a„ be
zeichnet wird.

Beispiel. Wenn a1, .., an die zzten Wurzeln von 1 sind, 
so ist

∕,(□s) = xn — 1 , f,(x) = nxn~l , a1 a⅛ . . an = (— 1)w -1 ,

(n — i)(» — 2)

z∕(*ι, .. , an)2 = (—1) 2 nn .

Und wenn an = 1 , so hat man
z∕ι½ n ∖2 (n-l)(n-2)

= = (“1)------ 5-----  n”"2‘

8. In der Determinante wten Grades

11 αl . . a1w^2 u, |
P = \.................................

| 1 aM . . aM Mji

hat das Element ui den Coefficienten

( b (α, > . . , tt∫ — 1 » + 1 > • • > ®») »
wie sich ergiebt, indem man die z’te Zeile zur Schlusszeile 
macht (§. 3, 1). Nach der angegebenen Bezeichnung ist

„ , _ ____________ (®i » ∙ ∙ > <⅛)______________
lαl > ∙ ∙ > αt — 1 > α<÷l » ∙ ∙ f αw∕ “ „ \ In n \ In . — n •} (n   α∙)(Gt∣ Ct1) . . (Otj ⅛i — l) (*X∣ 4-1 Otj) . . (0tw St∣
Bildet man nun

∕,(a) = (z-αl)(z-c⅛) . . (z — a„)

∕,'(θf) = («» “ «d ∙ ∙ (ai - ai-1)(ai — ai + J ∙ ∙ (®. “ aw)
so findet man

∕ ∣ — i / ∖ (®i» * * > a»t)( b zUa1 > . ., _ l, a,∙ _j_ 1, . . , aw) —

*) Cauchy J. de Γ6c. polyt. Cah. 4 7 p. 485.
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und daher folgende Entwickelung der gegebenen Determinante

p = (n⅛ + ∙ ∙ + -H*l>∙∙>O ■

9. Bezeichnet man durch Pr die Determinante, in welche 
P (8) übergeht, wenn air an die Stelle von ui tritt, so hat 
man*)

«ir + + _ Pr
f'M ’ ‘ f,(<in) z∕(o⅛, . . , αw)

Die Determinante Pr verschwindet, wenn die letzte Colonne 
mit einer der übrigen Colonnen übereinstimmt. Also verschwindet 
die Summe der Quotienten für r = 0, 1, .., n — 2 .

Die Determinante Pr geht in das Product z/ über, wenn 
r = n — 1 . Also hat für r = n — I die Summe den Werth I.

Die Determinante Pr ist eine ganze alternirende Function 
von α1, . ., αn, mithin durch das Product J theilbar (2). Also 
ist für r > n — I die betrachtete Summe eine symmetrische 
ganze Function Qr der Grössen α1, .., αra von r — n + I Di
mensionen.

Wenn nun φ (cc) =n0 + f(1x+ a2x2 + .. ist, so findet 
man aus

<l* ∖f,(αι) + f(<⅛) + ' + Γ(0w))

+^ a' (∏t) + ∕7⅛ + ' + f ⅛)

+ a8(⅛L + J⅛L + + j√λ
V'(aι) f'M

÷..................................................
durch Addition der Colonnen die Summe

y⅛) + y(<⅜,)
f'(<*ι) ’ ’ ∕,'(aw)

und durch Addition der Zeilen den Werth dieser Summe, der 
verschwindet, wenn der Grad von φ{xl geringer ist als n— 1, 
der aber

+ an +1 Qn +1 + . .

betragt, wenn (f>{x} von einem hohem Grade ist**).

*) Cauchy 1. c. p. 497.
**) Den ersten Theil dieses Satzes hatte Euler Calc. integr. II §.1169 

gegeben. Durch Jacobi Crelle J. 14 p. 281 ist der Satz auf Functionen von 
2 Variablen ausgedehnt worden.

•v »
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Anmerkung. Nach dem Fundamentalsatz über die ge
brochenen rationalen Functionen ist

4 _ 1 ι 4
∕⅝ ~ (z --α1)7'(α17 + • ’ + (z-αn)f(αw) ’

Entwickelt man beide Seiten dieser Identität nach fallenden 
Potenzen von z, so findet man

„ r „ r
ft∙ = f⅛) + ■' + Γ⅛) 

als Coefficienten von z—r_1 *).

10. Durch Entwickelung der Determinante (1)
1 α, . . α1"-, |

z∕ (a1, .. , an) =...............................
4 aM . . a,”-1

nach den Elementen der z'ten Zeile erhält man (§. 3, 3) 
z∕(α1, .. , α,,) = <f,∙, + tf,∙2 α1∙ + . . + (F,∙w α∕,~1 .

Denselben Werth hat (8)

(-Dw-l f'(<*i) , *» + , , ∙ ∙ , αn) .

Nun ist
f'{ai) = ain~' + Cil ain-l + C,∙2 o√i~3 + . . ,

wenn man durch Ci∕c die mit dem Zeichen (—1)fe versehene 
Summe der Producte von k verschiedenen Grössen der Reihe 
α1 , . . , αi∙-1, α,∙+1, . . 7 aw bezeichnet. Daher hat man die 
Identität

<?ik = (-4)"“’z∕(α1 , . ., αl∙-1 , α1∙ + 1 , . . , αw)

_____ ⅛_____ = Ci,n-k

√(≈ι , ■ ∙ , αw) ∕7(o⅛)

11. Aus dem linearen System
xl + x2 α1 + . . + xn α,n - 1 = «,

≈1 + ¾ ¾ + . . + ann~l = un 

findet man nach §. 8, 1
xk ∠∕ (α, , . . , αw) = m1 d1Ä + . . -h un δnk

*) Jacobi Disq. de fract. simpl. 4 825 p.5.
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mithin (10)
,-r   ___L_ Γ . Jl Γ* - /-(«.) + ∙ ∙ + /■'(«„) ⅛"-* •

Wenn man zu dem gegebenen System die Gleichung 
xl + x2z + . . + xnzn~l = <y>(z)

hinzufügt, so erhält man (§. 8, 2)
1 α1 αl2 . . α1"~* ul

_ ’ =0 
1 a„ a„2 . . ann 1 un
1 Z 2- . . zn~1 <f∖s}

In dieser Determinante hat φ(z} den Coefficienten z∕(α1,..,αn) 
und m,∙ den Coefficienten — z∕(a1,.., al-1, z, a,∙+1,. ., an). 
Nun ist

z∕(a1,. ¾, t⅛+1,..,(⅛) _ ^(⅝l,. ., at∙-,, «t+i> ∙ ∙, aw, ⅞)
z∕(al, .. , an) z∕(<x,,. ., a,_,, ai + l, .., <xw, o⅛)

und nach der obigen Bezeichnung (8)
_ f'\»}

(z — ιi} f'[ιi}

folglich hat man *)

σf2) = M + + U»
f'⅛-x} z-α1 ' f,{ιn} z-an

zur Berechnung der Function (n—1)ten Grades, welche bei den 
Werthen α1 ,. ., αn von z die Werthe ui,. ., un annimmt. Die 
Unbekannte cc⅛ ist der Coefficient von zk~i in φ(s), und erhält 
den oben angegebenen Werth, wenn man

= z"-, + Cil zn~2 + . .
z —αi

entwickelt (10).

12. Aus dem linearen System
χl + . . + χn = 1

s, α1 + . . + xn a.n = t

x1aln~l + . . + ann ~1 = tn 1

*) Lagrange’s Interpolationsformel (1795) J. de Γ6c. polyt. Cah. 7—8 
p. 417, welche von dem Fundamentalsatz über die gebrochenen rationalen 
Functionen sich nicht unterscheidet.
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erhält man (§. 8, I)
1 . . 1 . . 1 1 1
α1 . . αn ∙ ∙ . β,∙ _ i t a» +1 • •

.. n — ι .. n — l „ n — 1 — l „ n — 1αι • • ⅝ • ∙ ¾-ι t αt∙+1 . .
zΛιχι > • • » ¾) = ~f(∙∙∣ O-i — i > t, Q∙i + i r • •)

Setzt man beiderseits das ite Element ans Ende, so bleibt übris

x = *>

’ (MfW ■

13. Aus dem allgemeinem linearen System 
®j + . . + Xn = M1

«i + . . + Xn <ln = W2
/

Λ1α∕i"1 + . . + a⅛αw"-, = wM 

findet man nach der angenommenen Bezeichnung (10)

» Ctß) = W, 0*i, + . ■+• Mz{ in
xif'(ai) = ulCi,n-i + ⅝Cl∙,n-2 + . . **).

In der That ist

Ci,n-i + ci,n-2 2 + C^n_3Z2 + . . =
-*5 --" ^ i

eine Function, welche bei z = α,∙ auf f'fa) sich reducirt und 
die bei den andern Werthen von z aus der Reihe α1, . ., αn ver
schwindet.

Anstatt der Grössen C,∙n-1, Ctw_2, . . findet man, wenn 

f(z) = zn + C1 zn ~ 1 + . . + Cn _, z + Cn

gegeben ist, andre Ausdrücke auf folgendem Wege***). Man 
bilde die Functionen

∕i(*) = Z + Cl
f2l∖s) = z^ + Ciz + C2
/»(*) = 33 + C122 + C2Z + C3

*) Lagrange Mem. de Berlin 1775 p. 185. Cauchy J. de Γ6c. polyt. 
Cah. 17 p. 73.

**) Cauchy Anal, algObr. 111, 1. Vergl. Lagrange Möm. de Berlin 1771 
Röflexions art. 100.

***) Lagrange M6m. de Berlin 1792 p. 248. Vergl. Scheibner Leipz. 
Berichte 1856 p. 65.
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u. s. w. Dann hat man, weil z* — tk durch z — t theilbar ist,
\ _ i = fn-ι(z) + tfn-2'z) + ∙ ∙ + 1

und insbesondere, weil ∕,(α1) , ∕*(a2), .. verschwinden,

~-------- = fn-ιz∣ + aifn-2,.z' + ∙ . + a1n~1
- — “i

^∕~l~ ~ fn-∖z' + a2∕w-2(2) + ∙ ∙ + a2,1~l

u. s. w. Aus diesem System erhält man vermöge der gegebenen 
Gleichungen

','(2) + + . . + _^L_j
jz _ α1 z - α2 z - aM)

= M1fw-l(a) + m2∕k∙~22) + ∙∙ + Mn.

Demnach erscheinen 5c1, cc2 , . . als die Zähler <jer Partialbrüche, 
in welche man die gebrochene Function

⅛ι∕n-ιA) + u2fn_2[z) + . . + un

fW
zerlegen kann. Für z = αl∙ bleibt übrig

j^i∣ '∖r-lii = ltιfn-1 (αe ÷ —2(ai) ÷ • • ■+■ un •
Hiernach sind die Ausdrücke ∕,1 (α,∙), ∕2 (a,∙) , .. gleichbedeutend 
mit den oben gegebenen Ct∙1, C,∙2, . ., und enthalten die Grösse 
a, nicht, wie man bei ihrer Bildung bestätigt findet.

Wenn insbesondere w1 = I, u2 = ∕, w3 = ∕2, . . ist, so wird 

+ tfn.2IZ, + . . + t>'~' =
t — z

fn-M + <f,-,(αj) + ∙ ∙ + <n-, = t — ai

in Uebereinslimmung mit (12).

14. Eine homogene ganze Function der Variablen x und y 
von 2«—I Dimensionen kann durch (2n—1)te Potenzen linearer 
Functionen von x und y dargestellt werden, deren Anzahl nicht 
grösser als n ist*). Wenn die Function

*) Sylvester (Philos. Mag. 1851, II p. 391) hat diese Transformation 
gezeigt und den gesuchten Ausdruck die ca∏Qnische Form der 
Function genannt, lieber die canonische Form einer homogenen Function 
geraden Grades von 2 Variablen hat Sylvester a. a. 0. und Cambr. and 
Dublin math. J. 9 p.93 weitere Untersuchungen mitgetheilt. Vergl. Cayley 
Crelle J. 54 p. 48.
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α0 .r2n~' + ol(wΓl) x2n~2y + . ■ + a2n-λy'tn 1
die Form

(Pi® + 9ιJZ)2n~1 + (p2x + q2y}2,1-1 + • • + (pnx + pny}2n~' 
erhalten soll, so werden die Unbekannten Pi ,.. , pn, q↑ , ■ ∙, qn 
durch ebensoviel gegebene Grössen σθ , .., o2n-1 bestimmt. 
Wollte man eine homogene ganze Function von 2n Dimensionen 
in gleicher Weise durch 2??te Potenzen darstellen, so würde die 
Anzahl der Unbekannten von der Anzahl der für sie geltenden 
Gleichungen verschieden sein.

Setzt man qi = aipi und∕>l2n-1 = δl∙, so erfolgt die ver
langte Transformation unter den Bedingungen

αθ = bl + . . + bn

«i = Mi + ∙ ∙ + bnnn

a2 = Mι' + . . + bnv,n-

CI = 6 Ot i -4- -4- b rJ- 1u2)l — i — wι λi un ^∙7l

Um denselben zu genügen, bildet man die Function
(z — α1) . . (z — an) = C,j + C„_,z + . . + C1zn^^, + z” ,

welche verschwindet, wenn z einen der Werthe a1 , a2, ■ ■ an
nimmt ; demnächst aus der 1 ten, 2ten, . . Bedingung, indem 
man jedesmal die n folgenden Bedingungen hinzuzieht, das
System von Gleichungen

C>,a0 + C,i-1α1 + . . + C,αn-1 + an = 0

C,,<Zι + Cw-1a2 ÷ . . + C1 an + an + l =0

Ct, an~l + Cw _ 1 aw + . . + C1 a2,, _ 2 + a2„ _ 1 = 0

und zuletzt die Determinante

a0 β1 . . Λn i a, . . _ 1 t

. . . o. . . a„ z
R = = 1 ”

an — i ⅝ ∙ ∙ am — ι ....
I 1 Z . . Z αn . . O2w _ 1 Z

Nun verschwindet Cn II, wenn z einen der Werthe a1,.., an 
annimmt; also sind α1,.., αn die Wurzeln der Gleichung B = 0 . 
Diese Gleichung gehört zu den oben (5) betrachteten. Die 
Grössen δ1, . ., bn werden aus den ersten n Bedingungen gefun-

www.rcin.org.pl



§. 10, 15. 91

den (13) , und zwar bestimmt unter der Voraussetzung, dass die 
Wurzeln 04 , a2, .. alle von einander verschieden sind.

15. Wenn die ganze Function cp'tA , .. tn) in Bezug auf 
jede der Variablen den [n — 1)ten Grad nicht übersteigt, und 
wenn

f(x) = (z - at)(z - a2) . . ,
so -findet man durch wiederholte Anwendung von Lagrange’s 
Interpolationsformel (II)

/■(/,) * *«.->*) 

fg, • •) _ z
? f&) i f'(zi)(t2-li)

»y _ v _______ y(gft, iit. .,ip_______
f(ti) • • /Vn) h,i,.. ,p f'(ah) • • f'&p) — g/,) . . (t» — gp)

eine Summe von nn Gliedern, welche dadurch gebildet werden, 
dass man für A, p alle Zahlen von 1 bis n setzt.

Wenn insbesondere die Function cp alternirend ist, mithin 
zu z/(fi , . . , fn) ein constantes Verhältniss hat (2), so verschwin
det jedes Glied der Summe, in welchem die Numern /r, i, . . ,p 
nicht alle von einander verschieden sind, und man hat für 
h , i,..,p nur die Permutalionen von 1, 2, ..,zj zu setzen. 
Dabei ist (7)

»l(« — l)
f(«Ä) f(«<) • • f'(*p) = (-<)—*— ^;g,, •g,?2

und der Quotient z/(aÄ, a,-, .., ap) : J(al} an) hat den 
Werth I oder —1 , je nachdem die Reihe /z, z, .., p mit 
1, 2,.., n zu derselben Classe von Permutationen gehört oder 
nicht. Daher bilden die Glieder der Summe eine Determinante 
z?ten Grades, und man hat*)

fM • ■ /•(/„) 1 1 “ t, - g, ' • tn-*n-

Anmerkung. Entwickelt man den Quotienten 

y t*i > • • > tM)
__________ fM • • f[tni

*) Cauchy (Exerc. d’anal. 2 p. 154) hat diesen Satz gefunden und 
durch die im folgenden Artikel mitgetheilte Betrachtung bewiesen.
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nach fallenden Potenzen von ∕1, .., ln, und bezeichnet man den 
Coefficienten von (tl ⅛ . . tn}~1 durch

Γ <T ⅛. • • > tn) 1 
L∕,(h) •• r‰)J(h••<«)-1

so erhält man auch in dem Falle, dass die Function φ in Bezug 
auf die einzelnen Variablen den (n—l)ten Grad übersteigt,

Γ φ(tl ,■■,*») ^1 _ χ, y.(a⅛), ■ 'J-p'∣
Lrw.. /%) J (t1..u^, T(⅝) ∙ ∙ λ⅛)

also insbesondere

L Λh) ■ ∙ r‰) J(h ••<«)"* ( ' ' -Λα1,..,αn)

L π<,)∙√‰) J(<ι∙.W"l

= z∕(α1, . . , αn)2 2∙alm* .. √n"**).

Die Glieder dieser beiden Summen werden aus den Permutationen 
der Grössen α1, α2 , .., αw gebildet.

16. Dass die Determinante
4 1

h - «i ' t, - a«
C = . . .

___ 4____ 4

G αι tn αw

den angegebenen Werth (I 5)

√⅛,∙.,tw) z∕(α,,..,≈w)

∕-(h)∙∙ • A‰)
besitzt, wird durch folgende Betrachtung erkannt. Wenn man 
die Zeilen der Determinante C der Beihe nach mit f(ti), f , . • 
multiplicirt, so erhält man

• • ∕‰ = ∑ ± ∙ ∙ p⅛-
t1 — α1 αn

eine ganze alternirende Function (2) sowohl von tγ, . . , tn, als 
auch von α1,.., an, und theilbar durch z∕(⅛ ,..,∕n) z∕(α1,.., aw).

*) Jacobi Crelte J. 22 p. 368.
**) Betti Crelle J. 54 p. 98.
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Der Quotient ist eine von den Grössen tl , . . , tn, α1, . ., an un
abhängige Zahl, welche sich dadurch ermitteln lässt, dass man 
den Grössen tl, . . , tn der Reihe nach die Werthe α1, .., an 
zuertheilt. In diesem Falle verschwinden alle die Elemente der 
Determinante , welche neben der Diagonale stehn; daher bleibt 
von der Determinante nur ihr Anfangsglied übrig, welches in

«(« — 1)
∕,'(αl)∕,'(α2) . . f'(ιn) = (-4) 2 z∕(a1, . . , an)2

übergeht (7). Also ist
n(n — i)

(-4) «

der gesuchte Quotient.

17. Der Coefficient γik des Elements -—-— in der Deter-

minante C (16) entsteht nach §. 3, 1 aus C durch Weglassung 
von ti und ak in den Reihen tl, .., tn und α1, .., an und durch 
Multiplication mit (—1)t + λ'. Daher hat man

z∕(,.,r--1, ti+l, ..∙)Λ(..,*k-λ, ak+l,,.) 
Γi⅛ - (-1) (-1) - f(<1) f(⅞-,) fti + l) f(tn)

tι-^k' ’ h-1- *k ti + l-*k ' ' tn - αA 
Indem man noch die Function

g (z) = (z — t1) (z - ∕2) . . (z — t„) 
bildet, findet man (8)

1 , h+n ∙ ∙) ∙ > ¾-,, α⅛ +,, . = ( — 4), + * (~

(h ~ ⅝) ∙ ∙ (<i-, - ≈a)(⅛ + 1 - aA) . . ‰ - α⅛) = (-4)"~l ∕⅛ 
α∕. (-t∙

und mit Hülfe dieser Werthe
- ∕ n⅜2j z∕(h,..)z∕(αt,. .) f⅛)g(α⅛) 1

Vik ~ l , f(h) ∙ ∙ r‰) ?'«,•) f («*) ¾ - h

_ ∕^(⅛) g⅛ 1
C g'(ti) f'(ak) ti- ak '

18. Aus dem linearen System
a?. xn

∕1 α, t1 αw

r∑77 + •• + ,-z⅛- = Un
'n l*l tn a„
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4
7-----Γ~ m>h αw

4
rτzτ- u*

findet man nach §. 8, I
Cxk = «i ZiÄ + •• + «« 7nk

mithin (17)= _ g⅛) j Z^(<∣) «i f(tn} Un | *)
' k f'(*k) lfl,'(*ι) h - «A ' ‘ g'(tn) tn - <zj

Anmerkung* Der besondere Fall, in welchem alle Zeilen 
und Golonnen des Systems

4

<1 ~ αι

4
6ι ~ αι

harmonische Reihen sind, kommt in der Theorie der approxi
mativen Quadraturen vor (Gauss 1814 Comm. Gott. Tom. 3. 
Vergl. Jacobi Crelle J. I p. 301, Schellbach Crelle J. 16 p. 192, 
Scheibner Leipz. Berichte 1856 p. 73, u. A.) und ist von 
Joachimsthal Crelle .1. 48 p. 411 neu behandelt vyorden. Vergl. 
auch Ligowski Grunert Archiv 36 p. 181.

19. Wenn man die Determinante (16 ff.)

C = -⅛- + . . + 7in ti a1 Zj∙ art

nach ti differentiirt,. so erhält man eine neue Determinante, 
welche von C dadurch sich unterscheidet, dass die Elemente der 
zten Zeile

-1 -1
(h - «,)’ ’ ’ ' ’ (*,∙-‰)2 

sind (§. 3, I5). Daher ist**)
4 4

(6 - ≈ι)2 ’ ' (ti - αn)2

= B .
4 4

aι)2 ‰ an)2 i

20. Wenn man die Determinante B durch die Determinante 
C dividirt, so erhält man

*) Hädenkamp Crelle J. 22 p. 484. 25 p. 482. Liouville J. 44 p. 466.
Hermite Crelle J. 52 p. 43.

**) Borchardt Bert. Monatsbericht 4 855 p. 4 65 und Crelle J. 53 p. 4 93.

t)nC
∂<1 ∙ ∙ ton -(-1)"
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§. 10, 20. 95

1 = V ________________________ 1________________________
C (f1 - ιh)(t2 - α,∙) . . (<w - <χp)

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für 
h, i, . ., p alle Permutationen der Numern 1, 2 , .., n setzt*).

Beweis. Das Product
βf'M2∙ ∙f(tn)i = z± !r⅛∙ ∙ Γ

ist eine ganze alternirende Function sowohl von f1 , .., tn, als 
auch von α1,.., αn, und theilbar durch z∕(f1,.., ∕w) z∕(α1,.., anj. 
Der Quotient ist eine symmetrische Function φ (Z1, ∙ ∙, tn}, 
welche in Bezug auf jede der Variablen den (n—l)ten Grad 
erreicht und daher (13) durch

Hl) ‘ ■ / tnJ f(⅝) • ∙ f(⅝)(h-⅝) ∙ ∙ ‰-<⅛) 

dargestellt werden kann.

Wenn nun ti, ti, . .,tn der Reihe nach die Werthe αλ, 
at, .., a,p erhalten, welche nicht alle von einander verschieden 
sind, so verschwindet

ßfW ∙ ∙r‰),
J{ti, ..)∠∕(α1 ,..) ’

• f(t )2weil nicht nur B, sondern auch - • - verschwindet, während
*2 *1

z. B. h und t2 mit aÄ zusammenfallen. Also findet man alle 
nicht verschwindenden Glieder der Summe, indem man für 
Ä, t,..,p alle Permutationen der Numern 1, 2, .., n setzt. 
Wenn aber ∕1, ∕2, . . , tn der Reihe nach die von einander ver
schiedenen Werthe ah, α,∙, .., ap erhalten, so bleibt von der 
Determinante

V± ( Γ

Hi - «i i

nur ein Glied ε [f' (aA) ∕,,(αt∙) . . f(αp)]2 übrig, während 

J(aA, ai, . . , ap) in e z∕(α1, .., αn)
übergeht. Daher ist

f) Borchardt a. a. 0. Vergl. Joachimsthal Crelle J. 53 p. 166.
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96 §. 10, 50.

Anmerkung. Nach (19) hat man die Identität

ς _______ 1_______  = (-Jf Ö”C
A - ≈λ) • • Ai - αp) c

1,√A) ∙ √‰) a,i MA,--Λ)1 

' ' j(tl,.., tn) ∂,1 . . Ztn ∣∕∙(<l) . . ∕∙‰)) •

Der Differentialquotient (§. 3, 15) ist der Quotient einer alter- 
nirenden ganzen Function von ti , .. ,tn, dividirt durch f(tl)2. . 
f(tn∣2. Indem man denselben durch z∕(Z1 , .., tn) dividirt und 
den Quotienten mit f(J1) . . f(tn) multiplicirt, erhält man die 
erzeugende Function aller ganzen symmetrischen Functionen von 
den Wurzeln der Gleichung ∕,(z) — 0. Denn die Entwickelung 
der Identität nach fallenden Potenzen von ∕1, . ., tn giebt einer
seits die symmetrische Function der Wurzeln

y ni, m2 m„2. ιh ιi . . ap

andrerseits den Ausdruck derselben durch die Coefficienten 
der Gleichung, worüber man in der angeführten Abhandlung 
weitern Aufschluss findet.

21. Wenn Fi (z), .., Fm(z) ganze Functionen und xi, .., xm 
veränderliche Argumente sind, welche für z gesetzt werden, 
so ist die Determinante -÷F1(an1) . . Fm(xm) eine alternirende 
ganze Function, der Argumente x1, . ., xm, mithin durch das 
Product der Differenzen , .., scm) theilbar (2). Der Quo
tient kann unter der Voraussetzung nt < n und dass keine der 
Functionen den (?i— l)ten Grad übersteigt, interpolatorisch aus 
den Werthen berechnet werden, welche die Functionen bei den 
gegebenen Werthen α1, . . , der Argumente annehmen. Be
zeichnet man durch

D(αl , . . , a„ ; xl, .., xm)

das Product der m n Differenzen, welche durch Subtraction aller 
Grössen α1,.., αn von allen Grössen xi, . . , χm entstehn, so ist

V'(«A,«O .. , ap} = j 1 ∣ = -1] ’ f (a,t) . . f (ap) ,

Bf(tl} . . f(tn) _ 1
( 2 z∕(fl, .:) z∕(a,, ..) A - »a) • • A» “ ⅛) ’
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£ — F1 (^-1) ∙ ∙ Fm(xm) _  Fι(α1) . ■ Fm(⅛) D (q∙>n + ι i • • » gw >⅝ι∙∙> xm)
Λ(χ1,..,Xm) ~ .. ,am) D{am + i, . .,ιn-, al,. .,am)

eine Summe von Q”Gliedern, welche dadurch gebildet wer

den , dass man für α1 , . . , am je m verschiedene Grössen der 
Reihe a1 , ... an setzt *).

Beweis. Bildet man φ(z) = (z — a1) . . (z — an) , so ist (11)

Fffa⅛) _ ∙f,t(<*ι) + + Fi{an)
(f>(xk) φ'(a1)(¾ ~ *1) <∕,,(≈w)(¾-‰)

und nach der Multiplicationsregel (§. 5, 1)

+ F1 —m 'x>n^ _ (gι) Fui(ιm} ∑ I I 1
“ <y>(α¼) ‘ ' <f(a⅛) f “ φ∖α1) ' ' φ'(<xw) ' xm-'xm∖

Nun ist (§. 3, 4)

v+⅛>l frn(⅝) = ∑ ⅛.F,fr1) . . Fm[xm)
(f (xl) ■ ■ '∣>(xm} φ(xl) . . (f↑xm}

ferner (7)
m(ιn — l)

V (aι) • • V (aw∣) = ( D » ‰h∣ t)(am +1 , . . , ιn , al , . . , a,„)

endlich (16)

z± < . _J___ = ,υ⅛0 ∙-->χm) > ∙ ∙ > ⅜>)
x1 a, xrn ∏m t)(a1 , . . , 'J-m > xl , ∙ ∙ , xm)

y⅛ ∙ ∙ ⅝⅛w) _ n, .
D(al, . . , <xro; χl, .. , χm) ~ + .. , an , xl, .. , xm) .

Durch Einführung dieser Werthe erhalt man sofort den zu be
weisenden Ausdruck.

Die Anwendungen dieses Ausdrucks, namentlich auf die 
Reste, welche bei der Entwickelung des Quotienten einer ganzen 
Function ∕,(z) durch φ(z) in einen Kettenbruch entstehn, und auf 
die Nenner der Näherungsbrüche für denselben Kettenbruch, 
findet man in der angeführten Abhandlung.

*) Borchardt über eine Interpolationsformel. Abhandl. d. Berl. Acad. 
1860 p. 1.

Baltzer, Determ. 3. Anfl. 7
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98 §. 11, 1.

§. 11. Resultante von zwei ganzen Functionen.

1. Wenn z eine eigentliche wte Wurzel der Einheit bedeutet, 
deren Potenzen z2, . . , zn^"1 von 1 verschieden sind, so hat eine 
ganze Function derselben n Glieder, z. B.

φ(z) = α0 + o, z + . . + a„_, zw_1

Diese Function*) ist ndeutig, mithin eine Wurzel einer bestimm
ten Gleichung nten Grades, deren Coefficienten von z unabhängig 
und ganze Functionen der Grössen a sind.

Um die Gleichung φ(z) — u = 0 unabhängig von z darzu
stellen , bilde man unter der Voraussetzung z” = 1 das System

φ(z) — u — o, z<y>(z) — zu = 0, . . , zn ~ l(f>(z) — zn~t u = ü
oder

0 = a0 — m + al z + a2zi + . .

0 = Qn-∖ + (α0 — u)z + atzt + . .
u. s. w. Zufolge dieses Systems verschwindet die Determinante 

α0-w αl . . aM_,
— i ao u ∙ ∙ an — 2

al a2 .. a0 — u

Denn wenn man z. B. zur ersten Colonne die mit z, z2, . . mul- 
tiplicirten folgenden Colonnen addirt, so verschwinden alle Ele
mente der ersten Colonne. Also ist φ(z) eine Wurzel der Glei
chung χ(w) = 0, und wenn man die ulen Wurzeln von 1 durch 
α1,..,αn bezeichnet, so werden alle Wurzeln der Gleichung 
χ(v∙) = 0 durch φ(a∣),. ., φ(an) ausgedrückt.

2. Das mit dem Zeichen (—l),' versehene Product der 
Wurzeln φ(α1).. φ(an) wird gefunden, indem man das von u 
unabhängige Glied der Gleichung durch den Coefficienten von un 
dividirt. Daher ist**)

*) Von Waring Mise. anal. 1762 p. 44 und Euler 1764 (Nov. Couim. 
Pelrop. 9 p. 70) in die Algebra eingeführt. Vergl. Lagrange RCflexions . . 
67 ff. (M6m. de Berlin 1771).

**) Dieser alte Satz ist bis jetzt auf einen bestimmten Autor nicht 
zurückgeführt worden. In der Angabe desselben von Spottiswoode Crelle 

• (n-ι)(n-2)

z(«) =

J. 51 p. 375 fehlt das Zeichen (— 1)
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§. 11, 3. 99

fl0 o1 . . βn _, ∣

, , , , , , an — ι ao ∙ ∙ an — 2
ΨWV'M--ψM ≈

al a2 . . a0

Dasselbe Resultat kann man auf dem Wege ableiten, der im 
Folgenden (6) bei dem allgemeinem Problem angezeigt ist, indem 
man die Determinante (§. 10, 1)

φ(α,) α1φ(αl) a12φ(a,) .
z∕(a1, . . , aw)φ(a1) .. φ(<xw) = φ(a2) a2φ(a2) a22φ(a2) .

in das Product

uu a, . 1 al a12

o» - i «o • 1 a∙2 «•? •

zerlegt (§. 5, 1).

3. Die Determinante des Systems, dessen Zeilen durch 
cyclische Vertauschung aus der jedesmal vorhergehenden Zeile 
gebildet werden,

αβ β1 . t*n-∣

atl — l UO • ■ an — 2

al a.2 . . a„

heisst die Norm*) der rcdeutigen Function φ(1z). Von den 
7iwGliedern des Products φ(α1) ∙ ∙ ⅛p(αn) bleiben nur die 1.2.. .n 
Glieder der Determinante übrig.

In jedem Glied der Determinante ist die Summe der Indices 
durch n theilbar. Denn das Ate Element der zten Zeile hat den 
Index — i -t- k oder n — i + k, je nachdem i weniger oder mehr 
ais k beträgt. Wird nun ein Glied der Determinante aus dem rten 
Element der Iten Zeile, aus dem sten Element der 2ten Zeile, aus 
dem ften Element der 3ten Zeile, . . gebildet, so ist die Summe 
der Indices von

*) Gauss hat 1831 die »Norm einer complexen Zahl« als das reale 
Product der complexen Zahl mit der conjugirten complexen Zahl eingeführt. 
Theoria resid. biquadr. II §. 30.

7 *
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— 4 — 2 — 3 — . . «4- τ ~l“ 5 -+- t + . . d. i. 0

um λn verschieden, wo λ eine Zahl der Reihe 0 bis n — 1 be
deutet. Z. ß. für n = 3 hat man

φ(α,)φ(⅝)φ(<χ,) =
a0 α, a2 

«2 a» °, 
a1 a2 a„

= rtft3 + a,3 — 3a0a,a2 + a„3 .

In Fällen, welche eine unmittelbare Angabe des Products 
zulassen, wird umgekehrt die Determinante auf das Product 
zurückgeführt. Z. B.

I. Wenn α1 , α2,. ., an-ι den Werth I haben, so ist
αi + α∕+..+ α∕,-, + 1=0,

φ(a1) = a0 - 1 , . . , φ(aw. 1) = a„ - 1 , <y>(aw) = a0 - 1 + n ,

«A 1 t .
1 a„ 1 .
1 1 βn

= («0 - 1 + n)(ao - 1)"~, •

II. Wenn a0,ol, a2 , .. eine geometrische Progression bil
den, und zwar oθ = 1, a1 = υ, u. s. w., so ist

1 - ll"<f z = -------- •
1—112

Nun sind 1 — va,, l-υβ2,.. die Divisoren von I — υn, daher

i V V

vn ~ 1 1 v

vn 1 
r~-2

= (4-vηι>-ι .

v v2 v3 . . 1

III. Wenn α2, α3, . . verschwinden, so sind σ0 ÷ o1 a1 , 
o0 ÷ o1 a2, .. die Divisoren von aθn — (—o1)n, daher

a0 fl,
a„ a,

= “ (-a,)n
no fl,

«, fl0

4. Wenn die ganze Function
<Z(®) = fcβ + bl x + . . + bnxn = bn(x - βl) . . (χ _ ∕}n)
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gegeben ist, und durch x eine Wurzel der Gleichung g(x) = 0 
bezeichnet wird, so ist die ganze Function

f(x) = αβ + alx + . . + amxm = am(x - a,) . . (x - am)

wdeutig, mithin eine Wurzel einer bestimmten Gleichung ?iten 
Grades, deren Coefficienten von x unabhängig und ganze Func
tionen der Grössen a und b sind.

Um die Gleichung f(x) — u = 0 unabhängig von x darzu
stellen , bilde man

/■(&) — U = 0 , xf(x} — XU = 0 , . . , Xn~~'f∖x} — = 0 ,

g[x} = 0 , xg(x) = 0 , . . , xm~'g(χ) = 0

also das System von n ÷ m Zeilen

0 ≈ a„ — u + alx + .

0 = (α0 — u}x + . . .

0 = (αβ — u}xn 1 +
0 = b„ -I- bl x + . .

0 ≈ 6„ x + . . .

0 = ft0 xm ~1 + . . .

Zufolge dieses Systems verschwindet die Determinante

fl∙θ M CI | Cl‘2 . •

α0 — u al ...

«o - M . . . •

es
ft0 bl bi . .

b, ...

bn ....

Also ist f[xj eine Wurzel der Gleichung ip(w) = 0; alle Wurzeln 
der Gleichung ιp[u) = 0 werden durch f(βi) ,. . , f(βn) ausge
drückt (1).

Anmerkung. Die Gleichung ιp(u) =0 trifft zusammen 
mit der nach v. Tschirnhausen *) zu bildenden Resolvente der

*) Brief an Leibniz 4 677 April 17 und Acta Erud. 1683. Vergl. La- 
grange M6m. de Berlin 1770. R6flexions .. 10 ff.
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Gleichung g{x) — 0. Dabei wird die Resolvente durch Ver
tilgungen über die Coefficienten der Hülfsl'unction /’(;/') zu einer 
besondern; mit jeder Wurzel u der Resolvente ist durch das 
System

g[x) = 0 , f(x) — u = 0

eine bestimmte Wurzel x der gegebenen Gleichung verbunden.

5. Das mit dem Zeichen (—1)” versehene Product der con- 
jugirten Werthe ∕'(∕21) , .., f(βn) wird gefunden, indem man das 
von u unabhängige Glied B = ι∕ι(0) der aufgestellten Gleichung 
durch den Coefficienten von un dividirt. Nun ist

a, al ai . .

«„ α1
a0 ... .

H =
b0 bl b2 . .

b, bl . . .

■ b„ ... .

eine Determinante (w÷w)ten'Grades, von welcher n Zeilen aus 
den Coefficienten von f(x) und die folgenden /« Zeilen aus den 
Coefficienten von g(x) gebildet sind. Also ist

VW,) • ■ f‰) = H •
Zugleich hat man nach der oben (§. 10, 21) angegebenen Be
zeichnung

bn','Mι) ■ ■ Mn} = α√l⅛√"i>(α1,.., αm ∕Jn)
= α√*V,W, <x1,. .,αw)

= (--∣)"'"α,,∕,<z(<χ1) ∙ ∙ ff(‰) •
Hiernach ist das angegebene Product im Werthe B eine 

sy hi metrische ganze Function sowohl der Wurzeln ∕V1,. . 
als auch der Wurzeln α1 , .. , aw, und zugleich eine homogene 
ganze Function sowohl der Coefficienten a0, . ., am von n Dimen
sionen , als auch der Coefficienten 6θ ,.. , bn von m Dimensionen, 
und mag die Resultante der beiden ganzen Functionen 
f∖x') und (j[x} in Bezug auf die Variable x genannt werden, wäh
rend die Gleichung B = 0 die Resultante des Systems von Glei
chungen /'(a?) = 0 und g(x) = 0 heisst. Vergl. §. 8, 3.
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Anmerkung. Die Aufstellung der Resultante von zwei 
algebraischen Gleichungen (aequatio linalis) ist von Euler (Mein, 
de Berlin 1748 p. 234) auf die Berechnung von symmetrischen 
Functionen der Wurzeln der Gleichungen zurückgeführt worden. 
Zu demselben Zweck hat Lagrange (Mem. de Berlin 1769 p 303) 
den Logarithmus von B berechnet. Die Ableitung der Resultante 
aus einem linearen System ist gleichzeitig von Euler (Mein, de 
Berlin 1764 p. 96) und Bezout (Mein, de Paris 1764 p. 298) 
angegeben worden. Von dieser Ableitung ist Sylvester’« dialv- 
tische Methode (Philos. Mag. 1840 no. 101. Vergl. Richelot 
Grelle .1. 21 p. 226) und Hesse’s Verfahren (Grelle J. 27 p. 1) 
nicht wesentlich verschieden.

6. Die Identität des Products bnrn f∖βi) . . f∖βn) mit der 
Determinante B (5) wird ohne Rücksicht auf die Gleichung (4) 
ι∕r(w) = 0 erkannt*), indem man die Determinante

M) AM) ∙ ∙ ∕VW <z(Λ) ∙ ∙ βlm-'g(βl)

p = f(ßn) ßnf(ßn) ∙ ∙ βnn~lf^ ff(ßn) ∙ ∙ ATW
f(«i) α∣Λ*ι) ∙ ∙ ≈∣n-7(αι) ffW ∙ ∙ '*1m-l9,⅛1)

Z-(≈m) *mf∖am) ■ ∙ ‰n-,Λ‰) fl,(‰) • ■

in das Product von B mit der Determinante
1 ∕91 . . ft"+m->

, ßn ■ βnn + m~l
1 α1 . . α,n + m-l

I α n + w-i

zerlegt (§. 5, I). Zufolge der Gleichungen
fl«,) = 0 , . . , ∕∙(α,n) = 0 , g(βl) = 0 , . . , g(βn} = 0

ist aber (§. 4, 6 und §. 10, I)
Bβl) ∙ ∙ βln~1Hβi) ■ ■ <~,<fl*,)

P = . . . . . . .

f(ßn! • • ßn" ' f^ßnt ff(am) ∙ ■ am ff(anι^

= fl£,) ∙ ∙ t∖βn)9^l) ■ ■ 9^my)jΨι > ■ ∙)∙*'flαι » • •) •
*) Borchardt Grelle .1. 57 p. 183. Vergl. Hesse krit. Zcitschr. f. Math. 

1858 p. 483 und Tortolini Arm. di Matern. 1859 p. 5.
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Ferner ist identisch
Q = z/QJ, = g(*l) fc m9^ml ,

folglich
VW • • Mn) = fi •

7. Die Resultante von f(x) und g(x) ist zugleich die Resul
tante von f(x) und g[x] 4- Z/^m), wenn diese Function von dem
selben Grade ist als g(x} . Denn die Determinante R bleibt 
unverändert, wenn man zu m Zeilen des Systems der Reihe nach 
andre mit Z multiplicirte Zeilen desselben addirt (§. 3, 6), zur 
(n-t-l)ten die 1 te, zur (zz + 2)ten die 2te, u. s. f.

Die Resultante von f(x] und (x— t) g(x) ist das Product 
der Resultante von f(x] und g(x) mit der Resultante von f\x) 
und x — t. Denn die gesuchte Resultante ist

VW,) • • O«) = fifW •
Wenn die ganzen Functionen f\x} und g[x) beide durch 

dieselbe ganze Function h[x) theilbar sind, so verschwindet ihre 
Resultante identisch. Z. R. f(x) und (x—ai}g(x) haben die 
Resultante R/^a,-) = 0 .

8. Umgekehrt schliesst man: Wenn die Resultante von 
f(x} und g(x) verschwindet, so sind f(x) und g(x) beide durch 
eine bestimmte ganze Function h[x) theilbar. Denn (5)

fl = amnbnmD(^ , . . , a„,; ft , . . , ßn)

verschwindet nicht, wenn am = 0 oder bn = 0, weil dabei eine 
Wurzel von f[x} = 0 oder von g(x) = 0 unendlich wird; R ver
schwindet also nur dann, wenn mindestens eine unter den 
Differenzen /¥, — verschwindet. Unter dieser Redingung sind 
aber f\x) und g(x) durch sc —/?,- theilbar.

Vermöge der Redingung R = 0 hat die obige Gleichung (4) 
ip(u) — 0 mindestens eine verschwindende Wurzel z. R. 
/'(/?,) = 0, so dass /?,= eine gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen f(x) — 0 und g(x) — 0 ist.

Wenn nun die Gleichungen f\x) = 0 und g(x) = 0 eine 
oder mehr gemeinschaftliche Wurzeln besitzen, so haben die 
Functionen f(x) und g(x} einen gemeinschaftlichen Divisor 
ersten oder hohem Grades, dessen Coefficienten ganze homo
gene Functionen der gegebenen Coefficienten sind.
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α2
α, rt2

= Λ1λ ÷ Hllrυ

Jede gemeinschaftliche Wurzel ω genügt nämlich dem System 
von n+m Gleichungen (4)

0 = a0 + alω + a2ω2 + . .

0 = a0ω + alω2 + . . .

0 ≈ a0ωn~l + . .
0 = b0 + bl to + b2 <u2 + . .
0 = ftn <u ∙4∙ 6, ft>2 -¼

0 = baωm~' + . .

Also verschwindet nicht nur die durch R bezeichnete Deter
minante (n + w ten Grades, sondern auch die aus den ersten 
n ÷ m — 1 Gleichungen gebildete Determinante (n + /// — 1) ten 
Grades

Qq 4" Λ∣ (o d,i 
αθ ω 01

<⅞

f>0 + bl ω b2 

b0 ω bι 

ft.

ferner die aus den 
Determinante (n ÷ m

a0 ÷ «, f» + «2 m2 a3

a0 ω ω2 a2

<». ω2 a,

b0 + bl ω ÷ b2 ω2 b3

bll ω ÷ 61 ω2 b2

b0,∣t2 bl

u. s. w. Denn dadurch, dass man zu den ersten Colonnen dieser 
Determinanten die übrigen mit hinreichenden Potenzen von ω 
multiplicirten Colonnen addirt, verschwinden alle Elemente 
der ersten Colonnen zufolge der Voraussetzung. Die in der 
Entwickelung^dieser verschwindenden Determinanten (§. 3, 5)

f>2 •

6, b2

ersten n 4- in — 2 Gleichungen gebildete 
— 2) ten Grades

«3

= H20 ÷ B21ω + Λ22ω2

ft,
ft2 b3
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vorkominenden Coefficienten ft)0, ft,, , ft20, ft2, , ft22, •• sind 
partiale Determinanten von ft, mithin ganze homogene Functionen 
der Coefficienten von /'(.t) und g{x] .

Wenn nun die Resultante ft nicht verschwindet, so haben 
die ganzen Functionen /'(□;) und g(x) keinen gemeinschaftlichen 
Divisor.

Wenn der Gleichung ft = 0 genügt wird und dabei ft,, nicht 
0 ist, so haben f\x) und g(x) den gemeinschaftlichen Divisor 
ersten Grades

+ ft,,® .

Wenn der Gleichung li = 0 genügt wird und dabei ft,, = o , 
ft22 nicht 0 ist, so haben f\x) und g(x] den gemeinschaftlichen 
Divisor zweiten Grades

lt20 + li.nX + ÄJ2£C2

u. s. w. Unter der Voraussetzung ft22 = 0 verschwindet auch 
ft2,, sonst wäre eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 
/*(»•) = 0 und g(x) = 0 unendlich.

Anmerkung. Wenn die Coefficienten von f\x) und g(x) 
Functionen von y sind, so beruht die Auflösung des Systems 
f\x) = 0 und g(x) = 0 auf der Auflösung der Gleichung 11 = 0 
und der Bildung des hiermit bestimmten gemeinschaftlichen Divi
sors h(x) von f\x) und g(x) . Nachdem man aus der Gleichung 
ft = 0 einen Werth von y berechnet hat, findet man aus der 
Gleichung li(x) = 0 den oder die zugehörigen Werthe von x. 
Wenn h(x) vom ersten Grade ist, so gehört zu dem berechneten 
Werth von y ein Werth von x\ wenn h(x) vom zweiten Grade 
ist, so gehören zu dem Werth von y zwei Werthe von x, u. s. w.

9. Wenn die ganzen Functionen f\x) und g(x] auf Grund 
der Gleichung ft = 0 einen gemeinschaftlichen Divisor, und die 
Gleichungen/(.r) = 0 und g(x) = Oeineoder mehrere gemeinschaft
liche Wurzeln haben, so bestehn unter den partialen Determinanten 
von ft besondere Relationen, weil die oben (8) gebildeten Deter
minanten, welche Functionen einer gemeinschaftlichen Wurzel w 
vom Iten, 2len, . . Grade sind, verschwinden.

Der gemeinschaftliche Divisor sei vom ersten Grade; die
Determinante ft werde durch 3±u00«i, . . «n+w_i n+,M_t
und der Coefficient des Elements ai/{ in ft durch bezeichnet.
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Vermöge der Voraussetzung /1 = 0 folgt aus dem System der 
n m Gleichungen

0 = a0 + αl ω + .
0 = o0 ω + rtl ω2 + •

0 = + 6, (» +
0 = bn o> + 6, ω2 ÷ . .

die Proportion (§. 8, 2)
1 : ω : ω2 : . . : ωn + 'n~l = nio : αil : a,∙2 : . . . a,,n + ,n-1

d. h. die den Elementen irgend einer Zeile von B zugehörigen 
Coefficienten af∙0, ail,. . bilden eine geometrische Progression, 
deren Vcrhaltniss die gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 
∕,(ac) = 0 und g (ac) = 0 ist *).

10. Wenn φ(x) = Λo + Λ1 ac ÷ . . eine gegebene ganze 
Function von x ist, welche den (n m — I jten Grad nicht über
steigt, so giebt es bestimmte Multiplicatoren p und q, ganze 
Functionen von x, die erstere (n— 1)ten, die andere (///—1)ten 
Grades von der Art, dass man identisch hat**)

PΛ∙≈) + = Λφ(aj) •
Die Möglichkeit der Identität erhellt aus der Anzahl der 

Coefficienten in ∣> und q, über welche verfügt werden kann. 
Die Berechnung der Multiplicatoren p und q erfolgt, indem man 
die Zeilen des Systems

Hχ} = «0 + fl,® + . .

xf(x} =-. a0x + alx2 + . .

x,t~lf(x) = atx*~l +

S∣[χ'l = ft0 + + . .

xg(x) = b0x + blx2 + . .

x"l-1<7(a5) = 6,ΛJm-, + . .

der Reihe nach mit den Coefficienten (9) o⅛i, α1,∙,.. multiplicirt 
und die Producte addirt. Unter Anwendung der Bezeichnung

*) Vergl. Jacobi Crelle J. 15 p. 106.
**) Jacobi Crelle J. 15 p. 108.
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P« = *o» + ≈ιi>K + . ∙ +7» = «n» + ≈n + ι,t^ + ∙ ∙ + +
findet man (§. 3, 3) die Identität

PifW + 7i7(®) = Λ√ .

Bildet man nun mit Hülfe der gegebenen Coefficienten 

P = hop<, + hiPι + ∙ ∙ + Λn + m-lpn + w-,7 = ⅛o7o + ⅛ι7∣ + ∙ • + + + m _ ,
so findet die geforderte Identität statt.

Anmerkung. Bei der Aufsuchung des gemeinschaftlichen
Divisors von f(x) und g(x) hatte zuerst Euler (Mem. de Berlin 
1764 p. 91)

f(x) _ _ 7 
7(®) P

gesetzt, und die Identität pf∖x)+qg(x) ≈ 0 der Berechnung 
des gemeinschaftlichen Divisors

Z⅛) _ _ 7⅛)7 P

zu Grunde gelegt. Die Identität

Pβf(x) + 7o7(<≈} - K

ist von Gauss (Demonstr. nova altera 8. Comm. Gott. III. 1815) in 
dem besondern Falle betrachtet worden, dass g[x) = f,{x) ist.

11. Durch Differentiation der Identität (10) 

PiA«) + 7,∙7(^) = Λ√
crgiebt sich im Allgemeinen

⅛-flxl + '∙∙** + ⅜sw = ⅛∙1'

⅛^rw + ,i** + 5⅛sfx, = 7⅛x'

Wenn nun f(x) und g(x) einen gemeinschaftlichen Divisor 
ersten Grades haben, und ω die gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen ∕(,τ) = 0 und g(χ)=Q ist, so hat man fUrap=ω*)

*) Richelot Crelle J. 21 p. 228.
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k ∂ R 2 jc ∂ R j
ft" = -5J? “ ’ = ⅛ "

∂R ∂R
p< = -557 ι ''i = ^SδΓ ,„ d« ä« d«1 : ω : . . : ω = ~v— : -»— : . . : ∙χ∂α0 ∂a1 Oam

n ∂R ∂R ∂R
'■ ω • ■ ■ ■ ω - ■ ∙ ∙

in Uebereinstimmung mit der oben (9) angegebenen Proportion.

12. Die Determinante (n + m)ten Grades

rt0 π1 fl2 .
Oβ fl, fl2

R =
b0 bl b, .

bg bt b,l

kann durch Verbindung ihrer Zeilen in eine Determinante nten 
oder wden Grades zusammengezogen werden, je nachdem n 
oder m die grössre der beiden Zahlen ist.

Es sei zunächst m = n. Um die rate Zeile von Λ zu trans- 
formiren, multiplicire man die nie Zeile mit bn und die voran
gehenden Zeilen mit bn_x, bn_2,.., ebenso die 2nte Zeile mit 
an und die vorangehenden mit an_x, an_2,.. . Durch Sub- 
traction der 2nten Zeile von der zzten, der (2«—1)ten Zeile von 
der (n—l)ten,.. bilde man nun unter Anwendung der Be
zeichnung d∙A = aif>k “ aAbi
die Zeilen

I
doι dιι • • dn — ι,ι d∏ι

t^02 ∙ ∙ d«—1,2 dW2
don dιn d2n

Die Addition dieser Zeilen ergiebt für die nie Zeile von bn B die 
Elemente doι d02 . . dgn 0 0 ...
weil d,∙,∙ = 0 , dfci = — dik , und daher die Summedtl + dt-l,2 + ∙ ∙ + dι* = θ •
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Auf dieselbe Weise transformirt man die (zi— 1)te, (n—2)te,.. 
Zeile von /?. Man multiplicirt die (z?— z)te Zeile mit bn, die 
vorangehenden Zeilen mit bn_} , bn_2, .. u. s. f. und findet 
endlich die Elemente der (n— ι)ten Zeile von bnt+yB durch 
Addition der abgeleiteten Zeilen
⅛ + ι . ^ι,i+ι • • ⅛ι-»—ι,i+ι ∙ ∙ ⅛,i+ι

⅛,i + 2 ∙ ∙ ⅛ — i — 2,i + 2 ∙∙ ∙ dn — i,»' + 2 dn,i + 2

don ∙ ∙ di +1 dj + 2,n

Bezeichnet man das (∕,∙+1)te Element der (zi— z)ten Zeile durch 
c,∙fr, so hat man

ciA = ⅛,i + A + ι ^*" c^ι,t + A∙ ^t^ ∙ ∙ ^*^ ⅛,t+ι •

Analog ist

cki = do,i + k + ι + rfι,i + A + ∙ ∙ + rfi,4+ι — cik > 
weil die Summe d,∙+1 fc ÷ <ζι⅛+ι ÷ ∙ ∙ + dk i+↑ identisch ver
schwindet. Insbesondere hat man

ci1n — 1 — “in > cin — θ »

weil ar und br als verschwindend zu betrachten sind, wenn 
r > n .

Hiernach ist nun

('n— 1,0 • • tn-i,n—1

Vft = c°0 ' ■ c∙,w^,
■ ■ b„_, b.,,

b, ■ bn_, bu

Bezeichnet man die Determinante 2 ± c00 . .cn-1 n-1 durch S,
n(n —1)

so ist (§. 4, 6) bnn H das Product von (—1) z S mit einer 
Determinante zilen Grades, die von ihrem Anfangsglied bnn sich 
nicht unterscheidet. Also ist*)

n(n - i)
« = (-1)—2— s .

ij Vergl. unten (44).
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Beispiele. Wenn ∕,(at) und g(x) vom 2ten Grade sind, so
wird

y, _ _ _ _ ^01 ^02
d02 dl2

Wenn ∕,(.τ) und <∕(.-r) vom 3ten Grade sind, so findet man

d<∏ d02 d03
/< = - S = - d02 dβ,4 + dl2 dl3

I ^03 ^13 ^23

Wenn ∕,(.zr) und <y(jr) vom 4ten Grade sind, so findet man

^0l ^02 ^03 d0i
_ g _ ^02 ^03 ^*^ ^12 ^04 ^t^ ^I3

^03 ^04 ^13 rfH + ^23 ^24
d01 d14 d2i di4

Diese Determinanten können nach §.3, IG weiter entwickelt 
werden, wobei die Identität

dikdlιa + dkldinι + dlid∕em = υ .

(§. 3, 11) zur Verfügung steht.

13. Wenn m < u, so bilde man durch Hinzufügung von 
n — m Zeilen,

⅞ 6, . . 6„
6u 6, . . bn

welche auf der Diagonale endigen, die Determinante 2wten Gra
des bnn~'υι li, und verwandle dieselbe auf die angegebene Art 
(12) in eine Determinante Uten Grades, so dass

CM— 1,0 ’ - G»—!,»!—!

bnn~,,,R = . . .

C«o ∙ ∙ t'∙,w — 1

Diese Determinante ist aber durch brfl~m theilbar, als Product 
der beiden Determinanten Uten Grades
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clo α, ∙ ∙ ^n-ι ∙ ∙ ^,tn +1
o0 α, . . bn . . bιn + 2

&„

cm — ι,o cm — ι,ι ∙ ∙ ∙ ∙ 1

Cθβ Cβ, .... 1

Man findet nämlich durch Multiplication der ersten Colonne in 
der ersten Determinante mit den Colonnen der zweiten De
terminante die erste Colonne des Products, u. s. w. ln der 
That ist

ao⅛ι + i+ι ÷ ∙ ∙ + βt'¼n + ι — ^o,m + t + ι + ∙ ∙ + ⅜,m∙*-l — cmi

weil om+ι, rtfn+2 j • • als verschwindend zu betrachten sind. 
Die zweite Determinante hat den Werth 6nn~m, also ist II der 
ersten Determinante gleich *).

14. Die abgekürzte Form der Resultante II (12) ist von 
Bezout (Mem. de Paris 1764 p. 3I7) durch ein Verfahren er
reicht worden, welches in neuerer Zeit Jacobi (Crelle J. 15 
p. 101. Vergl. Cauchy Exerc. d’Anal. 1840 p. 393) in Erinne
rung gebracht und durch neue wesentliche Bemerkungen ergänzt 
hat. Aus den gegebenen Functionen f(x) und g(x), welche 
beide als Functionen nten Grades vorausgesetzt werden, bildet 
man mit Hülfe geeigneter Multiplicatoren n bestimmte Functionen 
(n—1)ten Grades ιz0 , ul , . .,Mn-1, welche mit f(x) und g[x) 
zugleich verschwinden. Dann ergiebt sich die Resultante von 
f(x) und g[x] und der gemeinschaftliche Divisor dieser Functio
nen aus dem System von Gleichungen u0 = 0, . . , un~↑ = 0 . 
Es ist nämlich

I ∕¼) αr + ι + or÷2aj + • • I 
| g{x} br + x + δr + 2rc + . • |

I a0 + alx + . . + arχr ar + l + ar + 2x + . . + anxn~r~' I
i b0 + blx + . . + brxr br + l + br + 2x + . . + bnxn~r~l j

eine Function (n—1)ten Grades, welche durch

l) Vergl. Rosenhain Crelle J. 28 p. 268.
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ur =x cr0 + orl X + . . + cr n _ l xn l 

bezeichnet wird. Unter Anwendung der Bezeichnung

= αt' ^k ak t>i
findet man (§. 3, 5)

c» o = ^o,r + ι > cr∖ sc ^,o,r + t ^*^ ^ι,>∙ + ι > cr2 = ^o,r÷j ÷ ^ι,r + t ÷ ^,t,r +1 » 
crs ac ^β,r÷s + ι ÷ ^ι,r + s ÷ ∙ ∙ + ⅛,r + ι

und analog

csr ~ do,s + r +1 ÷ ^ι,s + r + . . + dr,s + i = Crs *) ,

w il die Summe ds + l r ÷ . . ÷ drs+[ identisch verschwin
det (12).

Bezeichnet man nun die Determinante Σ ÷ cθ0 .. cn-1 „_t 
durch S, und den Coefficienlen des Elements c,∙⅛ in S durch ∕,∙a, 
so findet man aus dem Systemwo = <cβ0 + c0l® ÷ . . + c0ι,l-1rcw-,

un-ι = *cm-ι,o ÷ cn-ι,ιx ÷ ■ ∙ + cn-ι,w-ιiFn
(§. 8, 1) die Identität

uo Γot ÷ ∙ ∙ ÷ un-ι),n-ιti = (^θ) •

Jede gemeinschaftliche Wurzel ω der Gleichungen f\x) = 0 
und g(x) = 0 genügt dem System ?/0 = 0,.. , tzn-1 = 0, weil 
diese letztem Functionen mit f\x) und g(x) zugleich ver
schwinden. Wenn nun S nicht verschwindet, so schliesst man 
wie oben (8), dass die Gleichungen ∕,(cc) = 0 und g(x) = 0 
eine gemeinschaftliche Wurzel nicht haben. Wenn aber *S, = 0 
und y,∙0 nicht 0 ist, so haben die Gleichungen eine gemein
schaftliche Wurzel, und es besteht die Proportion (vergl. 9)

1 : ω : . . : ωn~l = γio : yil : . . : yi,n~l .

Man hat also insbesondere
ωλ : ωβ = γik : γis , 
ωt : ωr .= γsi : γsr .

Zugleich ist γsi = γis zufolge der Identität csi = cis (§. 3, 13), 
folglich

*>i + k : ωr + i = Vik : Vrs •

♦) Jacobi 1. c. p. 102. 

Baltzer, Determ. 3. Aafl. 8
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Wenn nun die Summen i ÷ /,• und r + s einander gleich sind, 
so sind γik und γrs einander gleich, und man kann ihren gemein
schaftlichen Werth durch yl∙+⅛ bezeichnen. Dann gilt die um
fassendere Proportion *)

1 : ω : . . : ω2n~t = y, : y, : . . : ∕2n-2

d. h. die Grössen ^∕0 , ft , •., 72»—2 bilden eine geometrische 
Progression , deren VerhälIniss die gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen ∕,(.-r) = 0 und <j(αn) = 0 ist.

Wenn die Determinante S verschwindet, so haben f(x) 
und g(x) einen gemeinschaftlichen Divisor, und die Resultante 
B verschwindet (8). Nun ist S wie B (5) eine homogene ganze 
Function sowohl der Grössen o0 , o1, . ., als auch der Grössen 
bQ , b↑, .. von n Dimensionen, also ist der Quotient S : B eine 
von diesen Grössen unabhängige Zahl. Das Anfangsglied von B 
ist o0nbnn und kommt in dem Anfangsglied von

w(n —Q cn —1,0 ∙ ∙ cn- ι,w-1
(-1) ’ S =x .

c00 • • c0,M — 1

n(n—1)
mit demselben Zeichen vor. Daher ist (—1) 2 S:fi=1,
wie oben (12) durch directe Transformation gezeigt wurde.

15. Cayley hat die Berechnung der Resultante von f{χ} 
und g[x} auf die Entwickelung der symmetrischen ganzen 
Function (§. 10, 2)

f⅛,w = Wx¾-,⅛⅛ι = ∑cikx<vk 
y — x

gegründet**). Dabei wird vorausgesetzt, dass ∕,(∙r) vom zz/ten 
Grade, g(x} vom z?ten Grade, und zzz < n ist (4). Die Glieder 
der Summe werden dadurch gebildet, dass man für z und k 
alle Zahlen von 0 bis n — 1 setzt. Weil F(x, y} = F(ι∕, x) , so 
ist ct∙⅛ = c⅛,∙ .

*) Jacobi 1. c. p. 106.
**) Vergl. Sylvester’s Mittheilung Philos. Trans. 4 853 p. 54 6. Hermite 

Crelle J. 52 p. 47 Anm. Caylay Crelle J. 53 p. 366. Borchardt Crelle J. 53 
p. 367 und 57 p. 142.

www.rcin.org.pl



§. 1 I, 16. 115

Setzt man ∩ibk — akbi = dik, so erhält man

(α0 + a1x + . .)(b0 + bly + . .) - (f>0 + bl x + . .) (a„ + o, y + . .) 
= <*»,(!/-#) + d01(y2-x2) + . . + don(yn-xn}

+ dlt(xy2-x2y) + . . + dιntχyn-xny)
+............................

+ dn.^-χyn-^yn~x}
und daher

F{x,y) = d0, + d0,(y+x) + . . + don(yn~l+ . . + xn~l)
-h d1jxy + . . + dιn(yn~2+.. + χn~2)xy

+ . . '.................................
+ dn.hnxn~tyn~l .

Indem man die Glieder absondert, welche sr,t∕* enthalten, findet 
man wie oben (12 und 14)

cik s= do,ι + Λ + ι + dι,i + A + ds,∣ + ⅛-ι + ■ • •

Abgesehn von dieser Entwickelung hat man

^(A,W = ∙, F(βi,βi) ≈ fMg'W ,
folglich

2- ± FQJ1,∕J1) . . F(βn, βn} = /■(/»,) ∙ ∙ f[βn)g,(βl) . . g'(βn) ■

Wenn man beide Seiten durch J{βi ,..,/?„)2 dividirt, so findet 
man (§. 10, 3 und 7)

n(n — 0
⅛ coo ∙ ∙ ⅛-ι,ιι-ι = (~1) * bnn f(βl} . . ∕(βn)

= (-i) ’ bnn-mmu.
Die Theilbarkeit der Determinante durch bnn~m ist oben (13) 
nachgewiesen worden.

16. Rosenhain hat die Resultante der Functionen f[x) und 
g(x) interpolatorisch durch die Werthe von f(x) und g(x) aus- 
gedrtlckt, welche zu rn-t-n gegebenen Werthen des Arguments 
x gehören*). Diese Werthe von f(x) sind eben so wenig von 
einander unabhängig, als die Werthe von g(x), weil f\x) durch 
in ÷ I und g'x) durch m + 1 Werthe bestimmt ist (§. 10, 11).

*) Crelle J. 30 p. 137. Vergl. Kronecker Berl. Monatsbericht 1865 
p. 690.

8*
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Sind .r1, σ,2,.. gegebene Werthe von ac, so multiplicire 
man die Determinante (// ÷ w)ten Grades

σβ α1 «2 
fl0

R =
b, bl b2

b0 bx b2

zeilenweise mit
1 a>, . . ajln-m-l

P =
. zr ~ n + m — i1 ⅜ + m ∙ ∙ 'hn ÷ m

Bezeichnet man das Product durch Σ ± c11 . . cn + m n+m, so 
hat man

c,1 = f(χl) , c,2 = χlf(χl) , • ■ . cut = χ1"-l∕,(aj,) ,

cι,n+ι = fl,(*cι) > cι,w + 2 = a'ifl,(ι'rι) > • • » = ®i fl,(ajι) »

u. s. w., folglich RP 

f(xl) χlf(χi) ■ . χln~1f[χι) g(χi) χig(χJ ■ ■ χlm~tg(χl)

f xn + m) xtt + mf )xn + m)
Indem man diese Determinante in eine Summe von Producten 
partialer Determinanten nten und ∕><ten Grades zerlegt (§. 4, 4), 
findet man

<∑7-(a,ι) ∙ ∙ ∕ 'xn'i zΛajι > • • ; xn) 9xn-t-i) ■ ∙ ff(xn + nt) '^⅛ + ι > ∙ ∙ > xn + m) >

eine Summe von Gliedern, welche dadurch gebildet

werden, dass man für 1, 2, .. , n alle Combinationen von n 
verschiedenen Numern der Reihe l,2,..,w + wι setzt, und 
die übrigen Numern so ordnet, dass die Reihe aller Numern 
jedesmal mit der Reihe 1,2,. .,n +m zu derselben Classe der 
Permutationen gehört. Nun ist identisch (§. 10, 21)

. ._____ z∕⅛1 , . . , xn+m) ______  — D Ix x • x x 1

folglich, unabhängig von den Permutalionen,

■ • - _ v f(χι)-- ∙ f∙(xn) g Xn + i) ∙ , y(χn + m)
P[Xl i ∙., χn ; Xn 4. i , • • > Xu -+- ml
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Anmerkung. Mit Hülfe dieser Formel hat Rosenhain 
a. a. 0. Caucπy,s interpolatorische Darstellung einer gebroche
nen algebraischen Function *j abgeleitet.

Die Resultante von ∕f(.τ) und [x-z}y(x) ist (7) R∕^(z), 
und wird nach der angegebenen Regel durch die Werthe der 
beiden Functionen ausgedrückt, welche zu m ÷ n ÷ I Werthen 
von x gehören, wie folgt:

ς f '∖xa∣ ■ ∙ f(xn∣S∣(χn + ι∣ ∙ ∙ ff(xn + m'(χn + ι—zi ∙ ∙ (xn+m—g)

D∖xt> > • • > xn ’ xn + ∖ > ∙ ∙ > xn + m)
Die Resultante von (a?— z) (∖x} und g(x) ist R<∕(z) und 

nach derselben Regel

ς f!χ,) ∙ ∙ Λ¾-Jg(a⅛) ∙ ∙ g⅛÷wl⅛,-¾⅝ ∙ ∙ ⅛,-,-g)
ö Xo > ■ ∙ , χn -■ i ) χn i ■ ∙ > χn + m1

Durch Division erhält man, nachdem man den Zähler und den 
Nenner durch g(x0) . . g(∙rn+m) dividirt und den Quotienten 
f[xi) : g(xi) durch ui bezeichnet hat,

f≤ = jr⅞^'7⅞^ll⅝÷".-∙.⅞÷m)l3i,l∙,∙'~l1 ∙∙ ⅛÷-~al

s"" ς dS------ • ~x~—x----------------- y⅛-≈,) ∙ ∙ ∣a⅛-.-,)

17. Borchardt hat die Resultante der Functionen f(x) und 
g(x) , beide /den Grades, interpolatorisch durch die Werthe von 
f∖x} und g(x} ausgedrückt, welche zu » + I gegebenen Werthen 
x0, xi,.. ,xn des Arguments x gehören**).

Unter der Voraussetzung (15)

⅛rt = <⅛⅛).Γ∕⅛⅛W = i,rt,v
. - y ■ tc -

ist die Determinante — ÷r00.. cn_, n—1 der Resultante li gleich 
oder entgegengesetzt gleich. Nach §. 10,3 hat man aber

v j. ∑ ± Fxi , xi} . . F(xn , xn)
00 ∙ ∙ c"-^-1 - J(xl,..,x^

Bildet man nun die Function (n ÷ 1)ten Grades

φ(rc) = (x — xλ) (x — xi) . . {x - xn}

*) Cavchv Anal, algäbr. Note 5. Vergl. Jacobi Crelle J. 30 p. 127.
**) Bert. Monatsbericht 1859 p. 376 und Crelle J. 57 p. 111.
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so ist (§. 10, 8)
, , _ J(x9,a>x,. . ,⅛w), _ <f'(xl>1. ∙ φ'(xn)i

n, <p'(*0)2 J(xt,..,xh)t •

Nach Einführung der Elemente
k _ F{xi ,xk} _ k 
i* ^ φ>i)√1⅛l *'

erhält man daher
∑ ~ coo • • cn — ι,n- ι ac » xn)t -∑" ⅛ A11 . . ħnn .

Eine besondere Eigenschaft der Elemente dieser letztem
Determinante ergiebt sich daraus, dass F(se, y) in Bezug auf x 
vom (n — Ijten Grade, dagegen φ(cc) vom (n + Ijten Grade ist, 
dass also (§. 10, 9)

⅛. v) F⅛,. y) F^n > y) ae 0
ψ∖Pj φ'(a>,) ' ■ y'(xn)

Demnach ist

λoA + h∖k + ∙ ∙ + hnk =“ 0 >
also insbesondere

— htt 5β ho∖ + λoj + • ■ + h»n

“ flι∖ ax ht>∖ + λu + • • + Ai»

— Λm =χ Λo2 + A,j + . . + han

u. s. w. Nun haben in der verschwindenden Determinante 
(n + 1)ten Grades (— 1)n+1 2 ± A00A11 . ∙ hnn alle Elemente 
gleiche Coefficienten (§. 3, 9), deren gemeinschaftlicher Werth 
durch die Formel

[0,1,..,«]

bezeichnet wird. Also ist
∑ ± Cββ . . => (-1)rt∠∕(rcβ, . . , λjλ)∙ [0,1,..,»] .

18. Die Formel [0, 1, . . , n] d. h. die Determinante nten 
Grades

\i + ■ • + A,

“ An 
- Λ,1

A„ + .. + Λ1 
— A∙*

- An
-λm

am ÷ ∙ ∙ ÷ A»»

ist von Borchardt a. a. 0. nach den Producten der in der Diago
nale stehenden Grössen Λ01, ⅞a, . . , Λ0n entwickelt worden 
[vergl. §. 4, 2).
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Der Theil derselben, welcher keine dieser Grössen enthält,

⅛i2 + + hιn hl2 hlt

^*21 ^l12 + ∙ ∙ + h2n h23

— fi3l ~ fl32 hl3 + • + ⅛an

ist wiederum eine verschwindende Determinante (§. 3,9), in 
welcher alle Elemente denselben Coefficienten haben, der durch 
[I, 2,..,n] bezeichnet wird. Daher ist der Theil der gesuch
ten Entwickelung, welcher je eine der Grössen Λθl, Z;ö2,.. 
enthält,

Aol [1, 2, . . , w] + Λ02 [1, 2, . . , n] + . .

Der Theil von [0, 1, .., w], welcher das Product Λol Λo2 
enthält, ist eine partiale Determinante (n— 2)ten Grades, die 
aus dtr Determinante [2, 3,..,zz] dadurch gebildet werden 
kann, dass man die in der Diagonale stehenden Grössen Λ23> 
Λ24,. ., ∕)2re durch die Summen

λ∏ + fli3 > ⅛14 + ⅛24 , . . , hln + h2n

ersetzt. Bezeichnet man die so transformirte Determinante 
durch

[1+2, 3,.., λ] ,

so ist der Theil von [0, 1, .. , n], welcher je 2 von den Grössen 
Λ01, Λ02 > • • enthält,

∖ι Λ0a D + 2 , 3 , 4 , . . , + ⅛0, Λos [1 + 3 , 2, 4 , . . , .

Auf analoge Weise wird der Theil von [0 , I, .., /?], welcher 
je 3 von jenen Grössen enthält, durch

Ä4i Λ0l A0J [1 + 2 + 3 , 4 , 5 , . .] + Λol Λβ2 Λo4 [1 + 2 + 4 , 8, 5 , . + . .

ausgedrückt, indem man [1 + 2 + 3, 4,5,..] aus [3, 4,5,..] 
dadurch ableitet, dass man die in der Diagonale stehenden 
Grössen ∕⅛4, ∕z35,.„ durch die Summen

A,4 + h2t + Aj4 , Λ1j + h2i + h3i ,

ersetzt. U. s. w. So entsteht die Recursionsregel

[0,1,..,n] = Σ Aβ, [ 1, 2 , . .] + ZΛ01Λβ4 [1 + 2 , 3, . . ]

+ Σ htl Λ02 Λo3 [ 1 + 2 + 3 , 4 , . . ] + . . 

+ ΛβlΛ02 . . hon .
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Zufolge derselben ist
[0,1] = Λ0l

[0, 1, 2] = ∑hn [1, 2] + ΛolΛos 

≈ h0lhl2 + ha2hl2 + Λol Λo2

[0 , 1, 2 , 3] = -Z"Λ01 [1, 2, 3] + ^-⅛θl Λ02 [1 + 2 , 3] + hox Λ02 Λ03 

ac (Λ01 + Λo2 + Λ03) [1, 2 ⅛ 3] + Λol Λo2 [1 + 2, 3]

+ ¼>ι ^los l', + 3 > 2] ’+ Λo2 Λo3 [2 + 3 , 1] + Λol Λ02Λ03 .

Die Formel [1, 2, 3] hat 3 Glieder, die Formel [1 + 2, 3] 
hat deren 2, also hat [0, 1, 2, 3] deren 42. Ebenso erkennt 
man , dass die Formel

[1 + 2-∣-. . + k, ⅛ + 1, k + 2 , ft + 3]

32∕t +3.2 ∕l∙2 + k'i = k(k + 3)2 Glieder hat. Unter der Annahme, 
dass für die Werthe von m, welche eine bestimmte Grenze nicht 
übersteigen, die Formel

[1 + 2+ .. +k, ä + 1, k + m]

k(k-t-n∣)m~' Glieder besitzt, findet man vermöge der Recursions- 
regel für

[1 + 2 + . . + ft, ft *¼ 4 , . . , ft 4- 4- 4 ]

die Anzahl der Glieder

Λ(m+1)(1+m)m-, + ⅛*(m÷') . 2(2+m-1)w~2 + *s(m + ,). 3(3+m-2)m~, + 

= ⅛(oι+1)n, + ⅛2m(nι+1)m-, + Ä*(?) (m+1),"-2 + ..

= ⅛(fc+m+1)m .

Demnach ist die bis zu m = 3 gültige Annahme unbeschränkt 
richtig.

19. Die Resultante der Function Ziten Grades f(x) und der 
derivirten Function f,(x} ist (5)

al 2α2 3u3

o1 2α2 3a3 . .••

αrtn-,∏α1)..∏αn) =
ao ctl o>2 •

ao ®2 •
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wenn das System n Zeilen der ersten Art und n — I Zeilen der 
zweiten Art hat. Sublrahirt man die mit n multiplicirte letzte 
Zeile von der nten, so erhält die nte Zeile folgende Elemente

0 , . . , 0 , — na0, — (n — 1)at , — an_l , 0

und die Resultante reducirt sich (§. 2, 5) auf das Product von 
an mit einer Determinante (in — 2)len Grades, welche durch A 
bezeichnet wird. Nach §. 10,7 ist

n(n — i)

A = ann-2f" . . /■'(««) = (-1) 2 a„2”_2^(a1( • •> «n'2

eine symmetrische ganze Function der Wurzeln glK1 . . ,jzn 
(vergl. §. 10, 6) und eine homogene ganze Function der Coeffi
cienten o0,.., nw von 2 n — 2 Dimensionen, welche die D i s c r i- 
minanteder ganzen Function /’(.r) und der Gleichung 
/'(tcj = 0 genannt wird*). Wenn nn verschwindet, so wird eine 
der Wurzeln 04, a2 , .. unendlich gross; dabei verschwindet die 
Discriminante im Allgemeinen nicht, sondern wird zur Discrimi- 
nante einer Function (»— l)ten Grades.

Die Discriminante des Products f(x} g(x) erscheint hiernach 
(abgesehn vom Zeichen) als das Product der Discriminanten 
von /(ag) und g(x] multiplicirt mit dem Quadrat der Resultante 
von /‘(a?) und g(x}. Wenn A die Discriminante von f(x) ist, so 
findet man z. B. für (x — t) f(x) die Discriminante Af(t)2.

20. Wenn die Discriminante von f(x) nicht verschwindet, 
so haben /'(a?) und /''(x) keinen gemeinschaftlichen Divisor (8) 
und die Wurzeln der Gleichung f’(x) = 0 sind sämmtlich von 
einander verschieden.

Wenn die Discriminante von f(xj verschwindet, so haben 
f(x) und f'(x) einen gemeinschaftlichen Divisor und die Wurzeln 
der Gleichung f(x) = 0 sind nicht alle von einander ver
schieden. Der gemeinschaftliche Divisor theilt auch die Function 
pf(x} -+- qxf'(x) , welche aus der gegebenen Function dadurch

*) Gauss Pemonstr. nova altera 6 (Comm. Gott. Vol. 3) hatte dieser 
Formel den Namen »Determinante der Function f(x] oder der Gleichung 
f(x) = 0« beigelegt. Vergl. Joachimsthal Crelle J. 33 p. 371. Jacobi Crelle 
J. 40 p. 244. Bei dem jetzigen Sprachgebrauch ist der von Sylvester 
(Philos. Mag. 1851, II p. 406) gebildete Name »Discriminante« bezeich
nender.
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abgeleitet werden kann, dass man ihre Coefficienten α0, α1, . . 
der Reihe nach mit den Gliedern einer beliebigen arithmetischen 
Progression multiplicirt, und welche vor Erfindung der Differen
tialrechnung von Hldde 1657 *) zur Bestimmung mehrfacher 
Wurzeln der Gleichung f\x) = 0 gebildet worden ist.

Wenn ∕'(χ∙) und f,'(x) den gemeinschaftlichen Divisor tk 

haben, und die Discriminante von t nicht verschwindet, so ist 
f\x) durch ∕z, + 1 theilbar. Es sei z. B.

, f(®) = tku ,
f,(x) = ktk~lt'u + tku' = tkv .

Wenn nun t' und t einen gemeinschaftlichen Divisor nicht haben, 
so ist u durch Z, also f\x) durch Zλ+1 theilbar.

21. Die Function f(x∣ kann als ein besonderer Werth der 
homogenen Function von 2 Variablen und n Dimensionen

« = Λ0yn + (↑)4t,"-,α + (n,Utyn~iχ' + ■• + Λnχn

angesehn werden**). Die Binomialcoefficienten sind den Coeffi
cienten der homogenen Function als Factoren beigegeben, damit 
die durch w getheilten Differentialquotienten von u Coefficienten 
derselben Art erhalten, und damit u eine ute Potenz in dem 
Falle wird, dass Λo, Λ1, .. , An eine geometrische Progression 
bilden.

Nach der Fundamentaleigenschaft der homogenen Functionen 
hat man die Identität

du dunu — x — + y -5— ox oy

Der gemeinschaftliche Divisor von u und ist also auch ein

Divisor von ∙∣^ . Die unter der Voraussetzung y = I gebil

dete Resultante von — und — ist wie die Discriminanten ox n oy

*) Hüdde Epist. I. Reg. 10 in Schooten’s Ausgabe von Descartes’ 
Geometrie.

**) Dieses wichtige Hülfsmittel der Analysis ist von Newton Arithm. 
univ. Inventio divisorurn p. 43, Plucier System d. anal. Geom. §. 4, 7, 
Hiesb Crelle J. 28 p. 4 02 , Joachimsthal Crelle J. 33 p. 373, Jacobi Crelle 
J. 40 p. 247 und Andern, zu dem gegenwärtigen Zweck von Salmon higher 
plane curves p. 296 angewendet worden.
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von f[x} eine homogene ganze Function der Coefficienten 
α0, o1 ,.. , un von 2 n — 2 Dimensionen und verschwindet zu
gleich mit der Discriminante von ∕,(aι) . Daher hat jene Resultante 
zu dieser Discriminante ein von den Coefficienten n0, <l1,.. 
unabhängiges Verhältniss.

In der That, wenn man in der Determinante A (19) jede 
der letzten n — 2 Zeilen mit n multiplicirt, und von ihnen der 
Reihe nach die 2te, 3te,. . Zeile des Systems subtrahirt, so findet 
man nach Umstellung der ziten Zeile

fl1 2α2 . 3a,

a, 2α2 Sa,

»a, (n —1)a, !n-l∣a2
na0 (Λ-1)al (n-⅛)a2

d. i. die Resultante von ∕,(∙r) und nf(x) ~ xf'(x) ■

Beispiele. Die Discriminante der Function 2ten Grades
α0 + 2a1 x + a2xl

ist die Resultante von α1 ÷ «ja? und oθ ÷ "↑x, nämlich

a,2 - α0α2 .
Die Discriminante von π0 + 3e, a? + ∙t ∏j r2 ÷ c⅛χ3 ist die 

Resultante von
α1 + 2a2® + atxi 

aβ + 2a, x + aix2

nämlich in der verkürzten Gestalt ( I 2)

| 2(α,2- fl0a2) a,a2 - aβu,
∣a, a2 -a0a, 2(a22-a, a,)

Ebenso findet man die Determinante von

α0 + kalx + 6aaaj2 + 4a,xt + a,«* ,

8(o,2 - aβa2) 8(a,a2 - a0a,) a,a, - aβat

— 3(a,a2- a0a,) 9a22 — 8a, a, — a0 a4 3 (a2 a, — a, β4)

a,a„ — a0a, 3(a2a, -a,a4) 8(a32 - a2a,)

22. Das in der Discriminante von ∕(α,) enthaltene Product 
aller positiven und negativen Differenzen zwischen den Wurzeln
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a, , a2,.., an der Gleichung /'(.%•) = 0 ist der Quotient des be
kannten Gliedes durch den Coefficienten des höchsten Gliedes 
in der geordneten Gleichung, deren Wurzeln die genannten 
Differenzen sind*).

Um diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass dem 
System

fW = o , f(x + y) = 0

genügt wird, indem man für x und x+y alle Wurzeln oq ,a„, 
mithin für y alle Differenzen der Wurzeln, unter denen zz ver
schwinden, und für x den jedesmaligen Subtrahenden setzt. 
Dabei verschwindet die Resultante li der beiden durch f{x) 
und f(x-t-y) bezeichneten Functionen von x (8). Also ist li 
durch //” theilbar, und li : yn = 0 die Gleichung, deren Wurzeln 
die Differenzen zwischen jeder der Grössen oq ,. ., a„ und den 
übrigen Grössen dieser Reihe sind. Diese Differenzen sind aber 
paarweise entgegengesetzt gleich, also kommen in B : yn nur 
gerade Potenzen von y vor.

Unmittelbar findet man die von den verschwindenden Wur
zeln befreite Gleichung, indem man**) von dem System

(I) f(u + v) = 0 , f(u — v) = 0

ausgeht, welchem durch die Werthe
2m = aj + a* , iv —

genügt wird. Dieselben Auflösungen hat das System

(II) A'm-v) + f(u-v) _ 0 /~(m + t>) - f{u-v) _ o
2 2

dessen erste Gleichung nur gerade, und dessen zweite Glei
chung nur ungerade Potenzen von v enthält. Weil /'(u-t-u) 
—/■(</ —r) durch v theilbar ist, so umfasst das System (II) die 
beiden Systeme

*) Diese unter dem Namen »öquation aux carres des difTörences« 
bekannte Gleichung ist von Waring Mise, analvt. 1762 p. -17 mit Hülfe von 
symmetrischen Functionen der Grössen a,, a2, . . construirt und zur 
Untersuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung gebraucht worden. 
Besondere Ausführungen für die Gleichungen 4len und 5ten Grades hat 
Waring in den Philos. Transact. 1763 p. 294 mitgetheilt. Die Ableitung 
der erwähnten Gleichung durch Elimination wurde von Euler Calc. diff. 
II, §.244 gezeigt, und ausführlich von Lagrange (M6m. de Berlin 1767 
p. 311 art. 8. Resolution des öquat. art. 8 und Note 3) behandelt.

**) Nach Borchardt’s Angabe.
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(Hl, rjff + v) + £1«^ £! = „ „ = „
2

und

(IV) + v>> + f'u - v) = 0 f[u + v) - f(u - v) _
J -2 ’ 2v

Dem System (IV) wird durch die Werthe

2w = of + ak , 2u = a,- — ak

unter der Beschränkung genügt, dass i und k verschiedene 
Zahlen der Reihe 1, ? , . ., ?t bedeuten. Bildet man nun die 
Resultanten und %(w) der Functionen

f'u + v] + f(u — «) und z~(u + v) — f(u — v)
2 U 2v

jene in Bezug auf die Variable u, diese in Bezug auf r2, so ist 
1

i//(v2) = o , wenn v2 = —(a; — a^)2 ,
4

4
X(u) «= 0 , wenn u = —(ai + ak) .

§. 12. Die Functionaldetermiiianten.

1. Wenn yx ,. . , tt/„ Functionen der Variablen xx , . ., xn 
sind, so besteht für die Differentiale das lineare System

dy. dy,
dy' = K dx' + • • + dT„dx”

dy" ~ ¥^dXl + • ' + dx”dXn

oy öyDie Determinante desselben (§. 8, 1 2 ± <—1 • • heisst die

Functionaldeterminante der Functionen yn in Be
zug auf die Variablen xt,. . , crn *) und wird wie ein partialer 
Differentialquotient auch durch

*) Jacobi de determ. functionalibus (Crelle J. 22 p. 319) §. S. Mehrere 
unter den hierher gehörigen Sätzen hatte Jacobi in frühem Abhandlungen, 
namentlich Crelle J. 12 p. 38 ff. gegeben.
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d (y,, . . , yn)
d(£C, , . . , Xn)

bezeichnet*). Wenn die Funetionaldeterminante nicht ver
schwindet, so können die Differentiale dx durch die Differentiale 
dy ausgedrückt werden. Man findet aus dem angezeigten linea
ren System

Jdxk = /1lkdyl + . . + Jnkdyn

indem man durch z/ die Funetionaldeterminante, durch z/lft den 

Coefficienten von in z/ bezeichnet.

Wenn die Grössen yx,.. ,yn nicht unabhängig von einander, 
sondern durch die Gleichung cp(yx , . ., yn) = 0 verbunden sind, 
so verschwindet die Funetionaldeterminante der y in Bezug auf 
die x identisch, d. h. bei beliebigen Werthen der#**). Denn 
die Determinante

dj/i da:, da:„

enthält zufolge der Gleichungen (k = 1,2 ,.., n) 

b<r äy, tiyn
5^? 5^ + '• + äi; = ° 

eine Colonne verschwindender Elemente (§. 3, 6).

’2. Wenn die Grössen y explicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind

z

Vi = /i 1®» > • • » ®w) > • • i Vn ~ fn&i» • • » ®n) 
so kann der Differentialquotient von yi in Bezug auf #Ä, also auch 
die Funetionaldeterminante unmittelbar gebildet werden.

Wenn insbesondere f2 die Variable xx nicht enthält, wenn 
die Variablen xx, #2 nicht enthält, wenn überhaupt ft die 

Variablen xx,.. , #,_, nicht enthält, so erscheint die Functional- 
determinante in Form eines Products, weil von ihr nur das An
fangsglied übrig bleibt (§. 2, 7 .

Wenn die Grössen y gebrochene Functionen mit demselben 
Nenner sind, z. B.***)

*) Donkin Philos. Trans. 1854, I p. 72.
**) Jacobi det. funct. §. 6.

***) Jacobi Crelle J. 12 p. 40.
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ui
y' = V

so ist u2 ≈ u — ut∙ , folglich 
∂xk dχk oxfl σ

du du du du
I u u v------- u v— . . u v— — u v—da;, da;, oxn oxn

du, du du, du
M,n+l2 ±ÖjZ. J⅜ W> U d^ ^ ** d⅛, ∙∙ u^l~uι^n 

da:, ∂xn

∂un du ∂un du
w* *t u κ - u” ■ ufzn~u*τ⅛

du du
U da;, ' da;„

du, du,
v . 02/, 0yn 1 ω, yΓ ’ ' TäT
2. ± -r— • • x---- — »-∣-1 ua-ι υα'nda;, oxn un +1

„ duw durt
Un

und durch die Substitution ui ≈ findet man

du du ! du du
1 U da:, dxw ' V da;, dxn

du, du, du, du,
t*l ⅛ ' ' d⅛ζ = Jrr v' ' ' laζ

dun dun duw dυrt
I n da:, ∂xn n da:, dxn

unabhängig von den Differentialen der Function t.

3. Wenn die Grössen y implicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind zufolge des Systems von n Gleichungen

Fl⅛f,, .. , ®, , . ., a⅛) = 0 , . . , F„ (y,, . ., , ®,,. ., a:n) = 0

so ist*)
z ± dFl dF„ 

v- -u dy1 dyn , jιβ da;, ' ^δaζ
2 ς⅛∙ ∙ y⅛ ~ (_<) y . 'Sf; d77

________

*) Jacobi det. funct. §. -10 upd 18.
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Beweis. Zufolge der Voraussetzungen hat man 

1⅞ dVl + ∙ ∙ + ⅛ dyn + ⅛ dx' + ∙ ∙ + ⅛ dXn = ° ’

,'λ - ⅞'i'r'+ ■' + ⅛d⅛ •

Wenn nun unter den Variablen x nur x∣c sich ändert, so ist

dF» ⅛ι + + ⅛Vn + = θ
∂(∕, bxk ∂yn ∂xk ∂xk

∂f, dFi dy1 j , ⅛Fi byn 
bxk byi bxk byn bxk

folglich (§. 5, 1)

, >■ + AL Al - y + AL A½ y + dft ö3/„
da;, ' bxn byλ ' ' ∂yn da;, ' * bxk

Anmerkung. Wenn die Grössen F↑ , F2,.. so beschaffen 
sind, dass Fi die Variablen x↑ ,.. , a,t∙-1 nicht enthält, so ist2-±al.. Al = al.. al

da;, ’ bχn bxl ’ bxn

das Product der in der Diagonale stehenden Elemente (2).
Wenn die Grössen F{, F2,.. so beschaffen sind, dass

= Vi ^*^ fi (^i i ∙ ∙ , Xft∣

so ist
2i⅛∙ ⅜ = ("1)”ς ± ⅛∣ ⅛w = 2∙ + Al al = ∑ ± al

da;, ' da∙n d.r, ∂xn bxl ' ‘ dx„

Und wenn man aus dem gegebenen System F, = 0 ,. . , 
Fn = 0 das System

3/, = Vi (®i. • •)

3∕2 = 7,s(3∕ι. x1,∙ ■}

3/s = <f» (3∕ι, 3∕2. ⅜∙ • •)

Vn = ffnlVι> ∙ ∙>Vn-ι> *„)

abgeleitet hätte, so erhielte man die Functionaldeterminante der 
Grössen y in Bezug auf die Variablen x in Form des Products

∂y1 ^frn 
bxl ’ bxn
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§• 12, 4. 129

In der Thal ist die Determinante
d'∕j dV' d'r'
∂□J, ∂x2 ∂x3

∂(f2 ∂(f2
∂ax8 ∂¾

0 0 ' •<J£C3

das Product der Determinanten

x n o dA dy±- dJL
∂.c1 ∂x2 ∂y3

_ ^h. 4 o dy'1 ⅛y'l dy'-
⅛yl ' ∂.rl ox2 ∂x3

_ Af∆ _ t⅛> 4 dli
∂yl ∂y2 ∂xl ∂x2 ∂x3

zufolge der Identität

_ .⅛i -∙L _ ____dyi dVi- ■ + ⅛i _
dj∕, tiχk ' <hi-l d#A d¾ üxk

4. Wenn in < n und zufolge des Systems von n Glei
chungen

∕,'113/, , • • , i/n , , ∙‰) = o , . . , Fw(jZ∣, . ., yn , xl, . . , xm) = 0

die Grössen // implieite gegebene Functionen der Grössen .zr sind.
so ist*)

V- ± dF, ∂Fm dF^1 + 1 dFw
v- ± d.y, l¼rn = I »»___ da?, ‘ ∙ ∂⅛ δym + l ∂yn

∂xl ’ ' <S,χm ± ∂F∖ ∂F1,
" ^yl ’ ‘ ∂yn

Beweis. Die Determinante
∂F, ∂F, ∂F, ∂F,
∂<rl ’ ' ∂xm ∂ym + l ’ ' ∂yn

(-Dw,..........................................
dF» dFw ∂Ell ∂b∖i
dx1 da?m d∣∕,,l + 1 ’ ∂yn

ist das Product der Determinanten

*) Jacobi det. funct. §. 13.
Baltzer, Determ. 3. Aufl. 9
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∂F, dF, I dy, dy, ∂yl ∂yi
dy, ∂yll l da;, ' ∂xm ∂ym + l ' ∂yn

ÜF„ ∂F,l ∂y,, ∂yn ∂yll ∂y,,
dy, ’ ' dy„ I da;, ’ ∂xlli bym + l ' ' ∂ytl

weil nach (3) hei & = 1, 2 ,.., wt
dF, ∂yl + j dF,∙ dy„ _ 0_F,
dy, d¾ dy,, δTz. ∂xk

und bei A- = ∕∕∕ ÷ I , . . , n
bFi ∂yl + ∂Fi ∂yll _ dF,
dy, dyÄ. ' ‘ dy,, ⅛yk ∂yk

Der zweite Factor ist von 2 + -√^- . . nicht verschieden 
da;, da:,,,

(§• 2, 5).
Insbesondre ist bei m — I

.. ± dFk d£, dF„ 
dy, _ _ _ da:, dy2 ' ' ⅞ 
da;, ± dF, df^

dι∕, dy„

5. Wenn z1 , . . , zm gegebene Functionen der Grössen 
;//«: und diθse wiederum gegebene Functionen der Grössen 

a7ij∙∙>⅛ sind, sθ findet inan die Functionaldeterminante der
Grössen z in Bezug auf die Grössen α,,*) bei m < n
z ± d2yι ∂ll"l = 2- fy ± 02' dz'- δ-3 2' ± ^!Ju d⅛ λ

da:, ' ' ∂xm tut,..∖ ∂yt dy,, ∂yv ' ' ~ ∂x, ∂x2 da-, ' '/

eine Summe, deren Glieder dadurch gebildet werden, dass man 
für tuv. . alle Combinationen von je m verschiedenen Numern 
der Reihe I bis n setzt. Bei m — ?/ ist

v ± dz, dz„ = 2- ± ⅛ di« 2- ± dy, dy»
~ da:, ' da:,, dy, dy„ *^ da;, da?.,,

d(z, , ■ ∙ , ⅞) _ d(z, ,..,zll∣ d(y, , . . , y„)
d(a?,, . . , χn) ∂(yl,..,yn', d x„)

Unter der Voraussetzung in > n verschwindet die Functional
determinante identisch d. h. bei beliebigen Werthen der Variablen 
.τ. Alles dieses folgt nach §. 5, I aus der Voraussetzung

*) Jacobi det. funct. §.11.
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§. 12, 6. 131

∂¾ _ ∂zi ∂yl + + tiz,l byn 

⅛xk ∂yi ∂xk i>y,,l ∂.z∙χ.

6. Dass eine gegebene Function ∕o'.τ1, . . , xn) durch weniger 
als n von einander unabhängige Variable ausdriickbar sei, 
erkennt man nach Einführung von neuen von einander unab
hängigen Variablen

•V ∣ = Zi (®i i ■ • > Xni > ■ ■ i Vn = fn (®i > ■ ■ > xtd

daran, dass unter den Differentialquotienten der transformirten 
Function in Bezug auf ∕∕1 ,..,yn einer oder mehrere verschwinden.

Wenn die partialen Functionaldeterminanten (m ÷1)ten 
Grades, welche aus dem System der Differentialquotienten von 
Ai, ∕i, ∙ ∙ , fm in Bezug auf xit..,xn

foi • • ton
fix ■ • fm

fmi • • fmn
durch Auswahl von in ÷ I Colonnen gebildet werden können, 
alle identisch verschwinden, so ist die transformirle Function 
von den Grössen t∕m+1,. . , yn unabhängig und in Wahrheit von 
nicht mehr als m Variablen abhängig*).

Beweis. Nach der Voraussetzung ist die Functionaldeter- 
minante der y in Bezug auf die a?

∕ ± ∕,1 . . ∕,,7t = ∕,∙1 ∕,∙, + .. + /,•„ . 
von Null verschieden (I). Durch die Substitution

dxk = ~JΓ ½ ^hkdVh h
findet man

1
dfo = ½f'<,kdxk = 1 2 f<>k-1hkdyι,

k z7 kl,

Der Differentialquotient der transformirten Function ∕0 in Bezug 
auf ∣j∕l wird demnach gefunden, indem man durch J die Summe 

foi^hi + • • + fon^hn
dividirt d. i. die Determinante nten Grades, weicht' aus 4 abge-

*) Der jACOBi’sche Satz (det. funct. §. 7) ist auf diese Weise von Kron
ecker erweitert und genauer gefasst worden. Briefl. Mittheilung 1869 
März 11

y *
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132 §. 12, G.

leitet wird, indem man durch ersetzt. Wenn man nun in 
zZ der Reihe nach ∕t,l + 1 , . ., /„ durch ∕θ ersetzt, so verschwinden 
identisch die abgeleitete Determinante und jener Differential
quotient, weil die aus m + I. bestimmten Zeilen des Systems und 
je Wi ÷ IColonnen desselben zu bildenden partialen Determinan
ten nach der Voraussetzung sännntlich identisch verschwinden 
(§• 4, *)•

Wäre aber unter diesen partialen Determinanten (∕∕∕÷1)ten 
Grades eine von Null verschieden, so konnten die Determinante 
Wien Grades und der von ihr abhängige Differentialquotient nicht 
identisch verschwinden, in Betracht dass ∕wi4.ι,∙∙,∕n insoweit 
verfügbar bleiben, als nicht die Funclionaldeterminante zZ iden
tisch verschwindet.

7. Besondere Fälle. Wenn die Functionen (∖ , . . , fn 

linear sind, so ist die Functionaldeterminante von der Deter
minante der Coefficienten nicht verschieden (§. 8). Bei dem 
Verschwinden dieser Determinante sind die Functionen durch 
eine Gleichung von der Form

αιi∕ι ^t^ + ∙ ∙ + ^∙nifn = ®
unter einander verbunden und jede von ihnen durch ?z — I 
Grössen ausdrückbar.

Wenn die Functionen ∕∣ ,. . , ∕n die partialen Diff'erentialquo- 
tienten einer gegebenen Function Fsind, so ist die Functional

determinante gleichbedeutend mit der von Hesse (Grelle .1. 28 
p. 83) aus den zweiten partialen Differentialquotienten von F 

gebildeten Determinante, welcher Sylvestek (Cambr. and Dublin 
math. J. G p. 186) den Namen »Hessian of F« gegeben hat. 
Diese Functionaldeterminante verschwindet identisch, sobald die 
Differentialquotienten durch eine bei beliebigen Werthen der 
Variablen gültige Gleichung verbunden sind (I). Wenn die 
Differentialquotienten durch eine Gleichung von der Art

c,∕∙1 + c2∕2 + . . + c„/„ = 0

verbunden sind, in welcher ct, .. , cn Constanten bedeuten, so 
geht die Function F durch die lineare Substitution

A = J/i + c.‰

—i = y>ι — i g«—i ‰
x» = cnyn
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in eine Function der // — I Variablen ∕∕∣,. ., ?/n_, über, weil

∂F öx. da?,.
~ l'~tyn + " + ,n*‰ ~ c'l' + ‘ ' + c,tln ~ }'

Wenn die Function F eine quadratische Form ist d. h. 
eine ganze homogene Function der Variablen von 2 Dimensionen, 
so sind ihre Differentialquotienten ∕'1,.. , fn linear und die mit 
— I multiplicirte Functionaldeternrinante derselben wird die De
terminante der Form genannt. Wenn die Determinante der 
Form verschwindet, so sind ∕⅛ , . . , ∕n durch eine Gleichung von 

der Art
cιfι + • • + cn/» = θ

verbunden bei beliebigen Werthen der Variablen .z,∣ , . . , .,rn, und 
die Form F ist in Wahrheit eine quadratische Form von weniger 
als n Variablen **).

Beispiel

Γ = χ2 + 4y2 — 2z2-+ 2yz + ,tz — Sxy 

tx = tx - Sy + z 
ly = — 5a3 + Sy + 2z 

fz = s + iy —

Die Determinante der Form F verschwindet und man hat

Vfx ÷ ∕)∕ + Iz — o :

Durch Einführung der neuen Variablen

03 — 23 oder x — iy oder x — x

y — z y - y y — ⅛r

z - z z — y z - iix

findet man

Γ = (.7; - 2»)2 ÷ i(y - 3)2 - 5(j3 — 2 z) y - z)

= (x — 'iy'∣2 - 2(3 - y)2 + (x - 2y)(z - y)
= 4(y — ⅜33)2 — 2(3 — j.τ)2 + 2(y — i2x)(z — ⅛x)

= (x — y — z)(x — 4y + 2z) .

S. Wenn die Function F(∕∕, , . . , ∕∕w) nach Einführung der 
Variablen xl ,.. , xn, von welchen ∕∕1, . ., ι∕n in gegebener Weise 
abhangen, durch G (.r, ,. . , .τn) ausgedrückt wird, so wird das

*) λτergl. Hesse Crellc J. 42 p. 117. 56 p. 263.
**) Gauss Disq. arithm. 154. 215. 267.
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134 §. 12, 8. 

genommene /dachezwischen bestimmten endlichen Grenzen 
Integral J = f, '/«) dy\ ■ ■ dyn durch

(g(x1 , . . , xni 2' ± (l.t; . . dxn
J o®, dxn

ausgedrückt. Dabei wird vorausgesetzt, dass jedem System von 
Werthen der y ein System von Werthen der x eindeutig ent
spricht ; dass die entsprechenden Differentiale gleiche Zeichen 
erhalten; dass die Grenzen der Integrationen in Bezug auf die a? 
entsprechend den gegebenen Grenzen der Integrationen in Bezug 
auf die y gezogen werden *).

Beweis. Die Reihenfolge der Integrationen ist beliebig. Wenn 
man mit der Integration in Bezug auf yn beginnt, und

Vn = Vntih , ■ - ®n)
setzt, so hat man dyn durch dxn zu ersetzen, weil o
yn — \ unverändert bleiben, und findet

J = f■ ’Vh-v, <fn) dVi ■ ■ dyn-t djcn ■

Wenn man die Entwickelung dieses Integrals mit der Integration 
in Bezug aufbeginnt und

Vn — i ~ ffic — i (j/i i • • > 2/m — 2 i xn — l > xnl
setzt, so hat man (///„_, durch Jfn~l dxn_l zu ersetzen, weil o xn _,
'J[ i • ■ i Un-i i ,r« unverändert bleiben, und findet

= y l' (j/i i • • , yn _ 2 , 7 n — i , 7 «) dx — 2 dxn — l •

Indem man so forlfahrt, erhält man endlich

7 =.l dx' ■ • dXn •

*) Die Transformation eines zweifachen Integrals ist zuerst von Euler 
1759 Nov. Comtn. Petrop. 14, I p. li (Calc. integr. IV p. 416) gezeigt wor
den. Bald darauf hat Lagrange M6m. de l’Acad. de Berlin 1773 p. 125 die 
Transformation eines dreifachen Integrals ausgeführt. Der allgemeine Aus
druck des transformirten vielfachen Integrals rührt von Jacobi her (Crelle 
.1. 12 p. 38, det. funct. §.19). Denselben Ausdruck hat später Catalan 
gefunden. Mem. cour. p. l’acad. de Bruxelles L 14 (1840). Vergl. Bull, de 
l’acad. de Belgique t. 13, 6.
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§. 1?, 9. 135

Das Product der hinzutretenden Differentialquotienten ist der 
Funclionaldeterminanle der Grössen y in Bezug auf die Grössen 
,c gleich, wie auch der Zusammenhang jener mit diesen gegeben 
sei (3).

9. Zu derselben Hegel gelangt man unmittelbar durch Ver
folgung des Weges, den Lagrange (1. c.) bei der Transformation 
eines dreifachen Integrals eingeschlagen hat*).

Wenn /), /.,, .. ,fn Functionen der Variablen , <r21 ■ • ixn 
sind, und durch fik der Differentialquotient von f\ in Bezug auf 

bezeichnet wird, so besteht das System von linearen Glei
chungen

(//’, = dxx + fl2dx2 + . . + fvndxn

dfn = fm + ln2^X2 +-•"+■ fwndxn •

Durch Auflösung desselben erhält man (I)

^ikdfi + ■ ■ + ^nk^fn = ^ndl:k
wenn Bn = — ± . fnn und den Coefficienten von /)Ä. in /{„
bedeutet, so dass insbesondere Jnn — lin_l ist. Es sei nun U 
eine gegebene Function von f\ , .. xfn und

y t/d/; df2. . d/„

das zu bildende vielfache Integral.
Wenn man die Beihe der auszuführenden Integrationen mit 

der Integration in Bezug auf /n eröffnet, so hat man die Summe 
der Differentiale Udfn unter der Bedingung zu suchen , dass 
Zi i Z‘2, • • ) fn-i unverändert bleiben. Enter dieser Bedingung ist 
in dem obigen System von linearen Gleichungen

d/; = o , d/2 = o , .. , dfn_, = o ,
folglich

— ) dfn = d Xn ,

so dass man dfn durch —- dacn ersetzen kann. Folglich ist
— i

fUdfx . . dfn = f'U^- dfx dfn _ , dxn ,

*) Vergl. Catalan 1. c. Moigno Le<;ons II p. 223.
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wenn die Grenzen von ,rn nach den gegebenen Grenzen von /„ 
bestimmt werden. Indem man die Entwickelung des so trans- 
formirtcn Integrals mit der Integration in Bezug auf die Variable 

tn—\ beginnt, hat man die Summe der Differentiale U -~-d/n^\
— l

zu suchen, wahrend f\ , fa-, ■ • , tn—h J‘n unverändert bleiben. 
Unter dieser Voraussetzung hat man aber

dh — 0 , . . , dfn_ 2 — 0 , = 0 ,

mithin folgendes System von u— I linearen Gleichungen:
0 = dx. + ■ • /l,M — 1 dxn_

0 = In — 2,1, dx, + . • In — 2,z» — ii

dfn-i ~ In — i,i dx, + . • /« — l— i1

Hieraus ergiebt sieh wie oben
n — 2 d hi — i ~ — l xn — l >

/i Kso dass man dfn_{ durch dxn_{ und (J --- dfn_x durch
h — 2 “n — l

- (^rn-t ersetzen kann. Daher ist bei der erforderlichen
— 2

Begrenzung

y U--- - d/, .. dfn_ldxn = I d/« • • dfn-2dxn_ldxn .

Der gefundene Ausdruck filr das gesuchte vielfache Integral 
lässt sich durch analoge Betrachtungen transformiren, indem 
man zufolge eines Systems von n — 2 linearen Gleichungen 

dfn—2 durch d./n_2 ersetzt, wodurch
— 3

/ ' n /Zl — 2 \ ^Xn

,1 l*n — 2

U ft dl, . . d/n _ 3 d xn _ 2 d xn _ ,dxn 

wird, u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege

/’ ^x,i -/ Ullndx, dx2 . . dx„ ,

indem man zuerst in Bezug auf integrirend vermöge der Be
dingungen
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dx2 = 0 , d.r3 = 0 , . . , dxn = 0

das Differential (∕∕j durch d.cl d. i. Iil dj\ ersetzt.

10. Die Krümmung, welche eine gegebene Fläche in einem 
ihrer Puncte hat (curvatura localis im Gegensatz zu integra), wird 

nach Gauss*) durch eine Functionaldeterminante gemessen, die 
bei den verschiedenen Methoden, die Flächenpuncte zu bestim
men, in verschiedenen Gestalten auftritt.

Der gegebenen Fläche wird von Gauss eine Kugel beigeord
net, deren Gentrum im Anfang der orthogonalen Coordinaten liegt 
und deren Radius eine Längeneinheit ist, so dass dem Flächen- 
puncl (a;, //, z derjenige Kugelpunct (A, F, Z) entspricht, dessen 
Radius mit der Normale des Flächenpunctes einerlei Richtung hat. 
Einem Flächenelement in der Nähe des Punctes (a,, //, s) ent
spricht demnach ein paralleles Kugelelement in der Nähe des 
Punctes (A, F, Z). Das Verhältniss dieses Kugelelementes zu 
jenem Flächenelement ist das Mass der Krümmung der Fläche in 
dem Puncte (,τ, y, z). Dasselbe Verhältniss haben die Projectio- 
nen der beiden parallelen Flächenelemente auf die Ebene a;//. 
Die Fläche des Dreiecks der Puncte

{x,y,z), (x + dx , y + dy , z + dz) , (.r + dx , y + dy , z + dz)

hat (vergl. unten §. 13) die Projeetion ', da,d∕∕ — da;dy), wäh
rend die Flache des entsprechenden Dreiecks die Projeetion 
∣(<ZAdF—d.V(∕F) hat. Daher ist die Krümmung der Fläche in 
dem Pu net (a;, y, z)

k _ dX d Y — dX d Y 
dx dy — dx dy

Nun sind A, 1’ wie z bestimmte Functionen von a?, //, d. h.

,v ÖAa dλ∖ 
dX = <— dx ÷ . dy

dx oy

u. s. w., folglich (§. 3, 1)

dX dX 

dY dY

dx dy 

dY dY 
dx dy

d x dx 

dy dy

*) Disq. generales circa snperl'. curvas 1827 (Comm. rec. Gott. VIJ. 
Die hier gegebene l’orin der Rechnung ist in einem Aufsatz des Verl. 
(Leipz. Berichte 1866 p. 11 enthalten.
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138 §. 12, 10.

k _ dX ∂ Y _ dA d Y 
dx dy dy da;

die Functionaldeterminante von X, Ein Bezug auf a:, //.

11. Wenn z eine gegebene Function von <r, // ist und ihn1 
Ditferentialquotienten in Bezug auf ;r, y durch p, 7, r, s, / nach 

Ehler bezeichnet w erden, so hat man

dz = pdx + qdy , dp = rdx + sdy , dq = sdx + <dp 

X: Y: Z \ = p : q ; - \ : Kpr + p5 + 1 .

Nun ist (5/

dA dλ' dX dX dp dp
da; dp dp dp da; dp

dr dr ^^ dy dy dp dp
da; dp dp dp j da; dp

und in Folge der Werthe

x = «■ , - i > - p‘ + “‘ + '

findet inan (2)
d X dX drt dJR
dp dp i dp dp ∣∣

dy dy = Ä* p 1 0 = ip
dp dq p 0 1

also

rt — s2

~~ {P2 + Q2 + 1)2

12. Wenn /’ eine gegebene Function von x, y, z ist und 
ihre Differentialquotienten durch ∕j , fo, fÄ, ∕∏ , • • bezeichnet 
werden, so hat man auf der Flache f’ = 0

P ^ f3, q ~ f.

f32(P2 + q2+ 1) = Λ2 + /? + ∕s2

I ⅛ ⅛
dp dp 1 dx dy
5® dp _ 1 d∕2 df3

dq dp ~ f32 2 dx dy
dy ∙ f ⅛ df3

'* dx dy
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§. 12, 13. 139

0 0 0 f3

__  — 1 Al ∕ll ^*^ ∕lsP ∕l2 ^*^ f∖irl ∕l3

Zä ∕-2 Z12 ^*^ Z23 P Z22 ^*^ /23 7 /23

Al Al 3 ^*^ f33P /23 ^*^ A∣3⅛ /33

0 t∖ A≈ /3

— I Zl Zll /12 Al3

Zä Z2 /12 /22 Z23

/3 /13 Z23 Z33

also
0 Z'i /2 A3

, _  —1 Ai Au Z12 /13

(Al2 + Zr22 + A32)2 Al A12 A22 A23

A3 Zl 3 Z23 A33 I

Anmerkung. Wenn /'eine homogene Function der Va
riablen a?, //, s, w von m Dimensionen ist, so hat man auf der 
Fläche /' = 0 , w = I

0 = x∣∖ + ι∕∕2 + zf3 + Ai 

(wt 1)A∣ = xfl∖ + t∕∕12 ^*^ 2A13 ^*^ Au

u. s. w., folglich durch Verbindung der Zeilen und der Colonnen

Au Al2 Al3 Zl Zu A12 A13 Zl

Al2 Z22 /23 Al __ t ∕l2 t∙2∙2 A23 /2

Zl3 /23 /33 Al W Zl3 Z23 Z33 /3

'Ai /2 Z3 0 fw !∙n

= ___ 1__ 2.' + /■ r

Diese Determinante stimmt als Functionaldeterminante der 
f ,.. , (\ mit der f∣Essκ,schen Determinante von /‘überein 7 .

13. Wenn die Coordinaten a?, y, z von den Argumenten 

m, v abhängen, so hat man

dx = xldu + x2 dv , dy = yi du + y2 dv , dz = zl du + z2 dv 

I dx xl x2
\ dy Vi y∙ι = Adx + Bdy + Cdz = 0 

dz z1 z2
folglich

A * B
" = " V’ “ = ~~c 

C3(p3 + ,’ + I) = A’ + i« + C‘ .
/
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140 §. 12, 13«.

Nun ist (ö und 2

ft P ft P dx dx ft p ft p .
ft x ft y du dv d u d v ) 1 2 |

ft 7 ft 7 dy ft // ft 7 ft 7 C* 1 2 i
ft.r ft7 ftit ft i: du ftc

; A J1 A2 I 0 x, x2 C Ax, + By, + C∑, Ax., + By., + Cz2

B B, B2 0 y, y2 = C1 Λ,<r1 + B,y, + C,3l A,x2 + B,y2 + C,z2
I c C, C2 ∣ 1 31 z2 C2 A2x, +B2y, + C2z, Λ.2x2 +B.,y2+C2z2

Aus den Identitäten

Ax, + ßy, + Cs, = 0 , Ax2 + By2 + Cz2 = o ,
J, c, + ∕t1 y, + C, sl + A .r,, + By, 1 + Cz,, = o

u. s. w. folgt aber

I 3 A, A2 I I A,x, + . . A,x, + I Ax,, + . . Ax,., +
B B,B,,=∖ =

! c Λ.2.τ1 + . . A2x2 + . . | | 3x∙12 + . . Ax22 + . . |

Demnach ist Ä (Λ2 ÷ ∕∕2 ÷ C2)2 = C1 (rZ-√2)

^ll *. *^2 *^22 ,2∙'1 ^2 i *^12 *^'1 '2*2
= !Z„ »I »2 »22 »1 »2 ! - »12 »I !/,

"ll "1 "2 "22 "l "2 I "12 "I "2

.Γ,, X.22 + . . X, x22 + . . x2 x22 + . .

= X,, X, + . . X, X, + . . X2 X, + 

arll x2 + . . x, x2 + . . x2 x2 + .

a02 .rl2 + . a>12 + . . ¾ ⅛'12 + . .
— £CI2 X, + . . X, X, + . . X2 X, + . .

X12 X2 + . . X, x2 + . . x2 x2 + . .

14. Für d as Quadrat eines in dein Punct (x,, y, 3) anfangen
den Linieneleinentes der Fläche hat man

dxl + dy2 + d22
= (p2 + t)⅛r2 + 2p 7 dx dy + (72+l)dp2 

= E du? + 2 E du dv + G dt’2
wobei

E = x,2 + y,2 + 212 , E = x,x2 + y, y2 + z, z2 , G = x.2 + y2l + z22 .

Die Krümmung /, ist von Gauss auch durch die Grössen F, F, (i 
und deren erste und zweite Differentialquolienten ausgedrückt 
worden.
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§• 12, 15. 1 1 I

Zunächst ist die Determinante der quadratischen Form 
Edul+.. aus der Determinante der Form (p2-t-1) da?2 ÷ . . 
ableitbar §. 14, 3), folglich

EG- F2 = (p2 + ⅛2 + 1) C2 = Λ2 + ß2 + C- 

vergl. §. 5, ?). Ferner ergiebt die Differentiation nach w und v

⅜ E, = a?, a?n + . . | G1 = x2χv, + . . «

4 E., = ,-c1 .-rl2 + . . | G., = a?2a?22 + . .

| E.,.i = xvtxl2 + . . + aj,.τ122 + . . ∣ Gll = aj12aj12 + . . + rc2rc112 + .

F1 = .τ2.r11 + . . + aj,a>l2 + . . F2 = a?2a?12 + . . + .τ,.τ22 + . .

Fl., = j:,,®,, + . . + ∙τ2a7112 + . . + aj,2as12 + . . + a?,a?12„ + • •

F12 - ⅜ E,2 - ⅜ Gi1 = ∙τlla322 + .. - φ12aj12 - . .

Durch Benutzung dieser Werlhe erhält man aus dem obenstehen
den Ausdruck (13) den folgenden für /. 'EG — F2)2:

Fi2 _ ⅜ e22 - ⅜ Gll F2 — ⅜ G, ⅜ G2 o i £2 1 G, |

⅜ E, E E - | E2 E F

Fl - ⅜ E2 F G | G, F G

Anmerkung. Liouville (Journ. 16p. 131) hat^G—F2=D2 
gesetzt und gefunden

- -⅛ »(*«.+*<- f'=) ÷ ⅛t» (»E» - i «■ βf) ■

15. Wenn /J , ∕2 , . . , fn von einander unabhängige Functio
nen von a,1, a⅞, .., a,n sind, so sind auch cc1, a?2 , .., a?n von 
einander unabhängige Functionen von ∕j, fc, .., fn. Die Deter
minante des Systems f∖ , ∕2, • • ■> fn un<^ (^e Determinante des 
Systems .τ∣, ap2 , .. , ar,n sind reciprok, d. h. ihr Product ist 
= 1 *).

Beweis. Um fi in Bezug auf ∕)ι. zu differentiiren, müsste man 
a?, , a⅛ , . ., orn durch ∕j, ∕2> . ., ∕n ausdrücken und

dZL∙ ∂a‰ d∕,.∙ da?., ∂fi da?,,
⅛ d∕Λ∙ + dx; d?r + ∙ ∙ + "d?A 

bilden. Diese Summe beträgt aber 0 oder I , je nachdem k von

*) Jacobi det. funct. §. 8. Dasselbe Theorem hatte Möbius Crelle J. 12 
p. 116 gefunden.
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/ verschieden ist oder nicht, weil /, , ∕.j, .., fn von einander 
unabhängig sind.

ö/1' ÖX 'Bezeichnet man -y'i durch ai∣t, durch bik und die

erwähnte Summe durch cf∙⅛, bezeichnet man die Determinanten

(1,1 . • ®17( Ö„ • • ^1« Cu ■ • «ln

°ni • • ann fcnι • • bnn cn∖ • • Cnn

durch B, S, T, so ist
cifc = aiιbιk + ∙ ∙ + dinbnk >

folglich (§. 5, 1) 7’ = BS. Nun ist c,∙⅛ entweder 0 oder I , je 
nachdem k von i verschieden ist oder nicht; folglich 7’ = 1 
(§• 2, 7), d. h.

∂∕"1 ∂ ∕', ∂tc, ∂zrl
da;, ’ ‘ ∂a>w ∂∕1 ' ’ ^5)ζ^

fn fn xn ∂ Xn

' ' ⅛Xn JΓfx ' ' Üfn

16. Wenn B und S die vorige Bedeutung haben und die 

Coeflicienlen von in B und von in S durch aift. und /7<7. 

bezeichnet werden, so ist*)

⅛xi <,*fi - n ⅛ - A"
da?, Öd?, ^ /»»+1 Im +- 1
K • ⅛x,n + x ⅛xn

⅛χm Öd?„, *fn ∂fn
1 ^/; ö/;n xm + 1 ∂χn

ö/i öA xtn + 1 xm ÷ 1
da;, ö a?w !m + 1 ∂∕n

Ö/n, öa?„

1 Öd?, Öd?,„ ^fm + 1 ^7Γ

Beweis. Nach den angenommenen Bezeichnungen (15) ist

'} Jacobi det. funct. §. 8 und 9.
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§• 12, ∣ 143

*tll∕'∣∕, + <<υ2 ½∕. + + a∖nbnk — υ

⅜ι^ιλ∙ + ak2b2k + ∙ ∙ + ^ktιbnk = 1

an∖b∖k + an2b2k + ■• + <*nnbnk — 0

Wenn inan diese Identitäten der Reihe nach mit 

«l» , α2^ , . . , ιχntw

inultiplicirt und dann addirt, so erhält man §. 3, 3) 

libik = «A» •

Ferner ist (§. 7, 2)

«11 • • «1J» am + i,»> + ι • aιιι + i,«
= Λ"'-1

«»»1 atι,m + i • ‰
Durch Substitution der eben gefundenen Werlhe von α11, . ., 
amw erhält man auf der linken Seite (§. 3, 4)

6,ι . . 6,uι
Λm ....

6wl, . . bmm
und damit den Inhalt der zweiten Behauptung. Die übrigen 
Behauptungen folgen aus den bewiesenen, indem man gleich
zeitig f mit x, li mit S vertauscht.

17. Wenn t eine Grösse bedeutet, von welcher ∕1 , f2,. . ,fn 
auf gegebene Weise abhängen, so kann man die Differential
quotienten

dL ∂∕∙2 d∕n
ÖZ dz ’ ’ ' ’ dz ’

welche zunächst Functionen von xl, a?2, . .,a,nsind, von den 
Variablen ∕j , ∕2, . . abhängig machen, um sie in Bezug auf 
diese Variablen zu differentiiren. Die Functionaldeterminante li 
(15 und 16), welche zunächst eine Function von x1, x∙,,..,xn 
ist, kann ebenfalls durch /), f2,. . , fn ausgedrückt und dann 
nach t differentiirl werden. Wenn andererseits u eine Variable 
bedeutet, von welcher χt , x2, . ., xn auf gegebene Weise 
abhängen u. s. w., so ist nach den angenommenen Bezeich
nungen *)

*) Jacobi det. funct. §. 9. Vergl. Jacobi Crelle J. 27 p. 209.
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I 4 4 §. I?, 1

A_ θ∕∣ + '1 θ∕.,+ + — - = ∂,°gfl
dfl dt d∕2 dt ' ' dfn dl dt

⅜(s⅛-) + a∕, (s⅛) + ∙ ∙ + ⅛(s¾t)= "

und analog
d da:, d dx2 d dxn _ dlogS

d xl d u dx2 du dxn du du

⅛(w^⅛)+ ⅛(fi⅛) + ∙ ∙ ÷ ⅛(⅛) = °- 

Insbesondere ist*)
d∕½ι . ^ιik-2 , , Ü ßkn ,,
^7, + ⅛ + ■ - + ¾ - "
¼ι . ∖*∣n . . dαz.,, _

. da:, dx2 ' ' ‰

Beweis. Nach §. 3, 15 hat man

0λ _ v „ ⅛
öT “ f “* dt ’

worin nach (11)
_ dxk daik _ d2fi

*λ dfi ' dt dtdx∣e '

Nun ist aber
⅛1ti da:, δ¾ ^'ifi <*x>, _ d d∕i

dz da:, dfi d∕dx2 d∕t∙ ' dldx,tl d∕'4∙ dfi dt ’

folglich
dH _ l{^. d dfi _d]ogfl _ d d∕l∙
dz dfl∙ dZ ’ dz dfi dt

Ferner ist HS = 1 (15), also log∏ + logS = 0, und
diogS v d dfi 

θ “ -dz^^ + T TÄ TT •

Da die Functionaldeterminante S eine Function der Grössen 
/i > fii ■ ∙ ιfn >sh welche die Variable / enthalten , so hat man

dS dS dfl dS df2 dS df„
dt d fl dl + df2 dt + + d ∕,ot dz

*) Jacobi Grelle J. 27 p. 203.
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§. 12, 18. 145

Nimmt man hinzu , dass
Az . ς A'i _ d (c JA λ 

d∕-i dz ‘ d∕,4∙ dz ∂fi \ dz y

ist, so erhält man die zweite der aufgestellten Identitäten. Die 
analogen Identitäten ergeben sich durch gleichzeitige Vertau
schung von t mit m, f mit er, /1 mit S.

Wenn insbesondere t = x∣i, so ist (16) 

s ⅛ -“• s∙ w'

18. Wenn X, A1 , . . , Xn gegebene Functionen von cc, 
,τ1 , . . , a n bedeuten, f eine unbestimmte Function derselben 
Variablen und

= λ+ Y‘ ⅛ + ∙ ∙ + λ'w⅛ 

ist; wenn ferner n von einander unabhängige Lösungen der 
linearen partialen Differentialgleichung ι∕>(∕*) = 0 durch ∕ι , /2 , • • , 
fn bezeichnet werden, so dass t∕'(A) > 1P(∕2) , • • ? ψ(fn) identisch 
verschwinden : so lässt sich ein Mulliplicator J/ angeben, durch 
welchen ιptf') zur Determinante der Functionen f, ∕,1, . . , fn 
wird. Es ist nämlich

A A d/
da; da;, da;,,

Aj Al Al λ, A,
/< = da: d^1 da;M = j j ∕ + A + . . + An

An An ⅛!
da; da;, ’ ’ ∂xn

folglich Mιp(f) = ft, wenn .1/ = Λi : Xi. In der That verschwin
den Ji und ιp(f) , wenn für f eine der Functionen ∕*1 , /2,. . ge
setzt wird. Zufolge der in (17) bewiesenen Eigenschaft der 
Coefficienten A, Λ, ,. ., Λn ist der Mulliplicator .1/ eine Lösung 
der linearen partialen Differentialgleichung*)

∂∫μVl) d(iuλ',4) _
da: da;, ' ' da;,,

*) Jacobi Crelle J. 27 p. 210. 
Baltzer, Deterin. 3. Λufl. 10
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146 §. 12, 18.

Anmerkung. Die durch M bezeichnete Function der 
Grössen sc, sc1, .. , xn wird nach Jacobi (1. c.) derMultipli- 
cator der partialen Differentialgleichung oder der
partialen Differentialgleichung

,r -,r <^X ,, ^X

0 _ λ _ λ, _ ⅛ ’

oder des Systems von gemeinen Differentialgleichungen

dx : dxl : dx2 : . . : dxn = X : Xl : X2 : Xn

genannt, weil die Auflösungen jener partialen Differentialglei
chungen und dieses Systems gemeiner Differentialgleichungen 
im engsten Zusammenhänge stehen. Ist nämlich π eine Lösung 
der Gleichung ιp[f} = 0 und x dadurch von x1 , x2, . . , xn 
abhängig gemacht, dass man n einer willkürlichen Constante 
gleichgesetzt hat, so hat man

önr ön „ Ö7i
θ = x^δ7 + xι¼+ ∙ + ö^ ’

∂π dπ dx
w ∂rc,∙ + da; ∂aji θ ’

∂π özr 0π örc örc
dx dx, dx2 ’ dx, dx2

_ .r örc _ da;
θ ' λ ’ λ' ¾7 ~ ' ' ~ ⅛ '

Sind andrerseits f∖, f2, . . ,fn vθn einander unabhängige Lösun
gen der Gleichung φ(∕,) = 0 und willkürlichen Constanten 
gleichgesetzt, so hat man

&dx + ⅛ dx∙+ ∙'+ ⅛ dx>∙ -0

⅛dx + ⅛ dx'+ -+ ⅛⅛ dx>‘= °

und durch Auflösung dieses linearen Systems

dx : dx, : dx2 : . . = A : A, : A2 : 

= X : X1 : X2 : . . .
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§. 13, 3. 147

§. 13. Die homogenen Functionen , insbesondere die 
quadratischen Formen.

1. Wenn u eine homogene Function der Variablen rr1 , 

£C2j . . , ,zrw von in Dimensionen ist, wenn man durch wl∙ be

zeichnet, so ist identisch nach Eilek’s Theorem*)

m u = ulxl + . . + un xn .

Indem man denselben Satz auf die homogenen Functionen 

∕∕l , m2, . . , von m — 1Dimensionen anwendet und ^ya. durch 

ι∣ijι. bezeichnet, erhält man das System von Identitäten**)

(in — 1) w1 = un x, + . . + unι xn

1 (»» - 1) M„ = UlnXl + . . + U,mXtl .

2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist

m(m-t)u = 2 χi χk ul∣i 
ik

wobei für z und /,• alle Zahlen von I bis n zu setzen sind***). 
Wenn man nämlich die obigen Identitäten der Reihe nach mit

, a?2 , . . , xn i nulliplicirt und addirl, so findet man auf der 
rechten Seite die angegebene Summe, weil M,∙λ. = ufrf∙, und auf 
der linken Seite —1)w nach (1).

Diese und andere Zerlegungen der homogenen Function 
ergeben sich, wenn man die Identität

∣∖xi + ωx,, x2 + ωx.l, . . , χn + ωχn} = (1 + ω}m[(xl , x2, . . , xH) 

nach steigenden Potenzen von ω entwickelt.

3. In Folge der in (1) gegebenen Identitäten ist (§. 8)

m
m— 1 "

Ml M,1 . . Mw, _ θ

M,f M,,l . . Mjwt

*) Mechanica 4 736 ton». II, §. 1 06. 497. Calc. diff'. §. 225.
**) Hesse Grelle ,1. 28 p. 78.

***) I.acrüix Calc. diff. §. 91.

10*
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1 48 §. 13, 3.

nach Weglassung des Factor m—I in der ersten Colonne (§. 3, 4). 
Diese identisch verschwindende Determinante (n÷1)ten Grades 
kann nach §.3, 17 entwickelt werden. Bezeichnet man die 
IlESSE,sche Determinante von u (§. 12, 5) durch v = — ± w11.. unn 
und den Coefficienten von uik in v durch α,∙fr, so ist aik = aki, 
weil uik = uki (§. 3, 13), und man erhält*)

m------ - UV — 2. U; Uι α√Λ∙ = 0 .
77» — 1 ,∙fc ‘ a ,λ

4. Aus dem System (1)
DIU

— (m —1)---------— + m aj, + . . + un xn = 0

— (m —t) m1 + u11 + . . + ωnl xn = 0

— (m-1) un + uιnxl + . . + unnxn = 0

folgt nach §. 8, 2 die Proportion
- (wt - 1) : xl : ¾ : . . = ft : fti : fti : . . ,

wenn die Coefficienten der Elemente —w.∙, u,l- in der 

verschwindenden Determinante (n÷1)ten Grades

m u
---------7 «1 ∙ ∙ unwi — 4

H = uι ωιι ∙ ∙ unι

un u∖n ∙ ∙ unn

der Iteihe nach durch υ, ∕Jt∙, βik bezeichnet werden. Nun ist Pik≈(tki (§-3> 13)> W«ch auch βii = vβii (§.6,5), und 
daher

___ = ßa = Pi
m — 4 βi v ’

Wk = Piitik = ßik **)
(wι-4)2 ft2 v

Wenn daher irgend eine partiale Determinante wten Grades 
der identisch verschwindenden Determinante /1, namentlich

*) Hesse Crelle J. 38 p. 242.
**) Hiermit stimmen die von Hesse (Crelle J. 28 p. 4 03 und 38 p. 242) 

gegebenen Relationen überein.
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die Determinante v, identisch verschwindet, so verschwinden 
auch die übrigen partialen Determinanten desselben Grades.

5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen 
Dienst in der Theorie der Krümmung von Linien und Flächen. 
Wenn /' eine Function der orthogonalen Coordinaten a?, y eines 
Punctes ist, also /'= 0 die Gleichung der Linie ist, auf welcher 
der Punct (x, y] liegt; wenn ferner

⅛ = t = f,

, = . . *L.,.
da;2 11 ’ da;dy dι∕∂.τ 12 21 ’ da/2 22

gesetzt wird, so ist bekanntlich

χ ~~ £ ∙ y rι — fi • ft

die Gleichung für die Normale der Linie (/ == 0) durch den Punct 
(x, </) derselben, wobei £, η die Coordinaten irgend eines 
Punctes der Normale bedeuten. Setzt man

— £) = A , λ(y -η) = f2 , 

und differentiirt diese Gleichungen, so erhält man
fldx + f2dy = o ,

[x — ξ) dλ + λdx = df\ , (y — η) dλ + λdy = df2 ,
oder

A -y- = dfl - λdx, f2 = df2 - λdy

für die Normale der Linie (/' = 0) durch den Punct (x ÷ dx, 
y ÷ dy) , welche mit der ersten Normale den Punct (ξ, η) 
gemein hat, d. i. das Centrum der Krümmung, welche die Linie 
(f = 0) im Puncte (cc, ?/) hat. Aus dem System

0 = ∣∖ dx + f2 dy
dλ

t\ -j- = (Ai - λ' dx + A-2 dy

ft = ftι dx + (∕22 λ) dy

folgt (§. 8)
o fl fl
fι fιι~λ fit = 0

I ft fit ftt

www.rcin.org.pl



150 §• '3, 5.

zur Bestimmung von λ. Wenn man diese Gleichung nach 
§. 3, 17 entwickelt, so erhält λ den Coeffιcienten f12 4- ∕⅛2 und 
das von Z unabhängige Glied ist

L

Daher ist

o Λ Λ
Ä Λl /12 

A fit fit

λ — L
77+77

Endlich hat man zur Berechnung des Radius der Krümmung, der 
durch ρ bezeichnet wird,

= (® - ∣)2 + (y- η)' =

und zur Berechnung der Krümmung 

1 - ~L
e (∕∙∣≈+∕≈,)4 '

Die Determinante L ist leichter zu behandeln, wenn die 
Function, auf welche sie sich bezieht, homogen ist. Versteht 
man unter u die homogene Function der Variablen a,1, a⅞ , +3, 
welche mit f identisch wird, wenn xi = 1 , so hat man (4)

0 Ml w,

L = ul «n «l2 = ,

^12 ^22
worin v = 2 ± uiiιi22u∙ii und nach der Differentiation a⅞ = I 
zu setzen ist.

Die Puncte der Linie = 0 oder u = 0), für welche L oder 
v verschwindet, mithin die Krümmung verschwindet, wenn nicht 
zugleich f12 + ∕22 verschwindet, sind im Allgemeinen Wende- 
puncte der Linie. Sie erscheinen als Durchschnitte der Linie 
[f = 0 oder u = 0) und der Linie (A = 0 oder v = 0). Nun 
sind /* und u nach Voraussetzung wten Grades, v aber 3(wt-2)ten 
Grades, folglich haben die gedachten Linien 3m(m — 2) gemein
schaftliche Puncte, die im Allgemeinen Wendepuncte der Linie 
/'= 0 sind, d. h. eine Linie znten Grades hat im All
gemeinen 3 m (zzj — 2) Wendepuncte*).

*) Dieser Satz ist 1834 von Plücker (Crelle J. 12 p. 105, Syst, der 
analyt. Geom. p. 264) aufgestellt worden. Der hier mitgetheilte Beweis
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6. Wenn f eine Function der orthogonalen Coordinaten 
x, y, z eines Punctes, also f = 0 die Gleichung der Fläche ist, 
auf welcher der Punct (x, y, jz) liegt, so ist nach den vorigen 
Bezeichnungen

x - S : y - T- z - C = f1 : f2 : f, 
die Gleichung für die Normale der Fläche (f = 0) durch den 
Punct (cc, y, z), wofür

λ(x - ξ) = fl , λ(y -η) = f2, λ(z - ζ} = fz

gesetzt werden kann. Die Normalen der Fläche (f = 0) durch 
die Puncte (x, y, z) und (x-hdx, y-t-dy, z-t-dz) schneiden 
sich im Allgemeinen nicht, sondern nur dann, wenn der zuletzt 
genannte Punct auf einer durch (x, y, z) gehenden Krüm
mungslinie liegt* *). Ihr Durchschnitt (ξ, η, £) ist das Krüm
mungscentrum eines Hauptschnitts der Fläche für den Punct 
(x, y, z). Durch Differentiation der obigen Gleichungen findet 
man für diesen Fall

(x-ξ} dλ + λdx = dfl , u. s. w.

oder

f1 ~ = dfλ — λdx

ft = dft - λdj∕

dfi ~ λdz •

Folglich ^§. 8) ist
f1 dfl dx 
f2 dft dy =0 

Λ df3 dz

die Differentialgleichung, welche in Verbindung mit der Diffe
rentialgleichung der gegebenen Fläche

fγdx + f2dy + fzdz = 0

rührt von Hesse (1. c.) her. Einen andern Beweis findet man bei Jacobi 
(Crelle J. 40 p. 254).

*) Bei genauer Infinitesimalbetrachtung findet man (Scheibner briefl. 
Mittheilung), dass in diesem Falle der Abstand der Normalen ein Unend
lichkleines 3ter Ordnung ist, während der Abstand der Fusspuntce zu den 
Unendlichkleinen 1ter Ordnung gehört. Vergl. Bouquet Liouv. J. 11 p. 125.

www.rcin.org.pl



1S2 §• 13, 6.

die durch den Punct (a?, ?/, 3) gehenden Krümmungslinien be
stimmt. Aus dem System der Gleichungen

0 = fl dx + f2 dy + f3 dz
dl

fι = (Ai ~ dx + ∕,12 dy + ∕,13 dz 

dl
f2-γ = fl2 dx + (As - l) dy + As dz

dl
fi-χ- = As dx + As dy + (∕,33 - l) dz

folgt zur Bestimmung von Z

0 A A A
A Ai - Z A2 As _ 0
A As As - z As
A A3 A3 A3 z

Diese Gleichung ist zweiten Grades, und zwar hat Z2 den Coef- 
ficienlen — ∕j2 — ∕22 — fi2, während das von Z unabhängige 
Glied

0 A A A
L = A A. As As

A fl2 A2 A3 
A As As As

ist. Bezeichnet man die Wurzeln derselben Gleichung durch 
Z', Z", so hat man

1' l” — ~ L
fl2 + f22 + f32 '

Wenn man endlich den Abstand des Punctes (ξ, 1/, ζ) von 
(x, y, z) durch ρ bezeichnet, so ist

ρ2 = (aj - ξ)2 + (y — η)'i + (2 - f)2

Ze = ∕A2 + A2 + A2 •
Demnach hat auch ρ zwei Werthe ρ', y", so dass 

Z' i" e' e" = A2 + A2 + A2 •
Die reciproken Werthe von q und ρ" sind aber die Krümmungen 
der durch (a?, y, z) gehenden Krümmungslinien und der von 
ihnen berührten Hauptschnitte der Fläche, also ist das Pro
duct der Ilauptkrümmungen der Fläche (/ = 0) in dem Puncte
(«> y,
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⅛ “ ^ iλ⅛Λ⅛)≈ '→ δ ,2∙,2>∙

Versteht man unter u die homogene Function der Variablen 
xl , x2 , x-i, xi, welche mit f identisch wird, wenn xi = 1 ist, 
so hat man (4)

o M, u2 u3

L _ ul uu m12 tt∙13 _ V
u2 ul2 u22 u23 (w-1)2'

^3 ^13 ^23 W33

Die Puncte der Flache [f = 0 oder u = 0) , für welche L 
oder v verschwindet, sind im Allgemeinen Wendepuncte von 
Hauptschnitten der Flache. Sie liegen auf dem Durchschnitt 
der Flachen (f = 0 oder w = 0) und (Z = 0 oder υ = 0). Nun 
sind f und u nach Voraussetzung wten Grades, v aber 4(zn— 2)- 
ten Grades, also liegt die Wendelinie einer Fläche 
mten Grades zugleich auf einer bestimmten Fläche 
4 (m — 2) t e n Grades*).

7. Aus den in (1) gegebenen Identitäten hat Jacobi**), ver
anlasst durch einen von Hesse mitgetheillen Satz, folgendes die 
mehr erwähnte Determinante

v = Σ ±un . . unn

betreffende System von Identitäten entwickelt. Zunächst ist 
wie §. 8

(I) vxi = (m—1)(αliωl + . . + an,∙ωn) ,

wenn v,i∣i = ¾ wie oben (3) den Coefficienten von ui∣c = u∣ci 
in v bedeutet. Indem man diese Identität in Bezug auf xi oder 
xk dilferentiirt und zur Abkürzung

∂υ
f)xk ~ Vk

setzt, erhält man

(II) vixi = (m—1)^-^∣- «,+..+ -j~l + (»« — 2) v ,

*) Hesse I. c.
**) Grelle J. 40 p. 318.
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t∙4xi . <∙-υ(⅛ + ∙ ∙ + ⅛ ”") ∙

weil (§. 3, 3)
αι*ttιi + ∙ ∙ + ¾i⅛ = v 
aliulk + ∙ ∙ + O-niunk = θ •

Durch abermalige Differentiation der gefundenen Identitäten, 
wobei

∂2υ
ö xk dx{ ~ t k,

gesetzt ist, erhält man

(Hl) ¾¾ = (m-.,θ^⅛- A⅛t

~ l"*^"(','i⅛ + ' ' + ⅛') + m-,>¾ ’

,.∕ ∂2αli ∂2αni \'⅛',' = «. + •• + ä^l «„)

/ Ö«l7 til(nl \“ <w-1Vιi^∂⅞^ + ∙ ∙ + tχ", -⅛) ’

indem man die Differentiation der Identitäten

αιt∙Mιi + ∙ ∙ + aniuni = v 

aιiu∖l + ∙ ∙ + ≈ni‰Z = 0

in Bezug auf xk zu Hülfe nimmt.

8. Bei einem System von Werthen der Variablen xl, 
x2 , .., a?n, welches den nicht unbedingt zulässigen Gleichungen

«i = o, «2 = o , . . , un = o

genügt, verschwinden zugleich die Functionen u und v (1), sowie 
vl, v2, . . , vn (7, II). Daraus erkennt man, dass ein Doppelpunct 
der Linie u = 0 auf der Linie v = 0 liegt und ein Doppelpunct 
derselben ist, dass also nicht alle gemeinschaftlichen Puncte der 
Linien « = 0, v = 0 Wendepuncte der Linie u = 0 sein 
müssen.

Aus den Gleichungen

o = xl + . . + unι xn

o = «in®, + • +
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folgt aber §. 8, 2 und §. 6, ∙'i), wenn αj∙⅛ die angegebene Bedeu
tung hat,

’ ®3 • • • = ®1» ’ ®2» - ®3» ’ , ,

xl2 _ x2 _ _ 1
Ct,, rt.j2 IV

N Xi Xk = ®tA •

Durch diese Substitutionen erhält man in (7, 111)

l∙*x> = -(«*-’) λ⅛(≈1 ⅛ + ∙ ∙ + ¾ ⅛) • 

d. i. nach (1)
vik = — (m — ll}(m - i)Nui∣l ,

folglich *)
¼1 ∙ ^"12 ' ∙ ∙ ∙ ^23 ' ’ , ~ *6l ∙ ^12 ∙ ∙ ∙ ∙ W23 . . .

weshalb auch die Determinante Σ ± υ11 . . vnn verschwindet.
Die Geraden, welche die Linie u = 0 in ihrem Doppelpunct

berühren, werden durch die Proportion der nicht verschwinden
den DifTerentialquotienten bestimmt. Man erkennt also , dass die 
Geraden, welche die Linie u = 0 in einem Doppelpunct berüh
ren, zugleich die Linie v — 0 daselbst berühren. Ein Doppelpunct 
der Linie u = 0 enthält demnach i 4- 2 gemeinschaftliche Puncte 
der Linien u = 0, v = 0, welche nicht Wendepuncte der Linie 
tt = 0 sind. Plücker System 1835 p. 266.

9. Die homogene Function u von m Dimensionen wird, 
wenn sie rational und ganz ist und ganze Goefficienten hat, eine 
Form ffiten Grades (quadratisch, cubisch u. s. f.) von 
«unbestimmten Variablen (binär, ternär u. s. f.) ge
nannt**). Eine quadratische Form (häufig »Form« schlechthin) 
kann durch

nik xi xk > 
ik

eine cubische Form durch
- aikixixkxι ***) 
ikl

*) Hesse Crelle J. 4 0 p. 316. Vergl. Jacobi 1. c.
**) Gauss Disquis. arithm. art. 153 und 266.

***) Vergl. Hesse Crelle J. 28 p. 74.
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dargestellt werden, wobei i, k, I alle Werthe von I bis n erhalten 
und die Grössen α,∙⅛, υiki durch Umstellung ihrer Numern keine 
Veränderung erleiden. Unter der Determinante einer 
quadratischen Form versteht man den negativen Werth der 
aus dem System der Goefficienten gebildeten Determinante. Ist 
also ∕{ = ∑±u1ι . . ann, so heisst —H die Determinante der
Form u = 2 aikxixk . 

ik
Wenn aik den Goefficienten von aik in li bedeutet, so heisst 

die quadratische Form
U = - ∑nikyiyk 

ik

der Form u adjungirt* **)). Nach §. 6, 1 hat man

- - ± (-«„) ∙ ∙ (-‰) =
d. h. die Determinante der adjungirten Form ist die (n—I)te 
Potenz der Determinante der Form.

Die adjungirte Form U und die Form u können als Deter
minanten dargestellt werden. Nach §. 3, 17 hat man

θ yl ■ ■ yn

u _ α', ■ ■ α,n

Vn anι ■ ■ ann
Nach derselben Entwickelungsregel ist

o xl . . xn

«i. • • «m = - ΣxiχkAik ,

xn αnι • • 'j-nn
wenn Λik den Goefficienten von α,⅛ in ∑±α11 . . ann bedeutet. 
Nun ist .4lt = fi"-2alt (§. 6, 2), folglich»’)

∕r^-¼ = _
0 £C, . . £CW

37, a11 . . a,w

a,W am ∙ ∙ 't-nn

*) Forma adjuncta. Gauss 1. c. 267.
**) Brioschi Det. (53).
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10. Die Form u = 2 oi∣c XjX∣i wird durch ∣ιl cc1 + .. 4- ι∣n xn 
ausgedrückt, so dass

«t = aiιxι + . . + ainxn

den halben Diflerenlialquotienten von u in Bezug auf σ*,∙ bedeu
tet (1). Wenn die Determinante der Form verschwin
det, so sind u1, . . , un bei beliebigem x durch eine lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden

w1cl + . . + uncn = o

und die Form ist keine eigentliche von n Variablen, sondern 
geht bei der Vertauschung von cc1, a?2,. . mit

Xl — Cr —5- , X., — C2 , ...
cn cn

in eine Form von n—I unbestimmten Variablen über (§. 12, 7). 
In der That ist zufolge jener Bedingung oj∙, c1 + . . ÷ aincn = 0, 
daher

«» = «ii (∞l - c, + . . + ai^n-l(xn-l- cn_t -⅛-J

w = ω1 (xl c1 — + . . + un _ 1 (xn _ 1 — c,t _ ,

Bei verschwindender Determinante ist auch αt∙⅛ = ∣Λa,,∙ ]∕ ¾- 
eindeutig, folglich die adjungirte Form ^a,jiyiy∣i ein Quadrat, 
nämlich -Σ (Vα,∙,∙yf∙)2. Vergl. §. 6, 5 und 7, 2.

11. Eine quadratische Form lässt sich durch Quadrate 
linearer Functionen ihrer Variablen darslellen, deren Anzahl die 
Menge der Variablen nicht übersteigt*).

Wenn aii nicht Null ist, so ist
u = aiixil + 2rcip + u'

wobei die lineare Function p und die quadratische Form u' die 
Variable xi nicht enthalten; folglich

αl∙iM = {aiixi + p)2 + uiiu, - p2 .

Wenn aber aii = 0 und ai∣i nicht Null ist, so hat man

*) Gauss Disq. arithm. 271. Theoria comb, observ. 31 (Comm. Gott. 
1819). Derselbe Satz kommt implicite vor bei Eüler’s Classification der 
Flächen zweiten Grades. Inlrod. II, Append. c. 5.
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u = ±aikXiXk + Ixy} + 2.rÄ,p + u"

wobei p, 7, u" die beiden Variablen er,-, xk nicht enthalten; 
folglich

2 «ZA« = 4(a^^ + p)( aikx,{ + (?) + 2«itu" - 4pry 

= («.A«ä + P + «ZA'rA + Q}2 ~ (ni/>xi + P ~ aikxk - q2 + 2 aiku" — hpq

ln dem ersten Falle besteht die Form u aus einem Quadrat 
und einer quadratischen Form von n — 1 Variablen, in dem 
zweiten Falle besteht sie aus 2 Quadraten und einer quadrati
schen Form von n—2 Variablen. Von den übrigen Formen können 
wiederum Quadrate abgelöst werden, u. s. w.

12. Im realen Gebiet ist eine quadratische Form entweder 
fähig, durch Null hindurchgehend das Zeichen zu wechseln, und 
heisst dann indefinit, oder sie ist unfähig, das Zeichen zu 
wechseln und heisst dann definit (positiv oder negativ). Gauss 
Disq. arithm. 271.

Wenn bei den Werthen = c},.., xn = cn1 unter denen 
einer z. B. cn nicht Null ist, die Form u = 0 wird, so ist sie 
indefinit oder eine uneigentliche Form mit verschwindender 
Determinante *).

Beweis. Durch die Substitution
X„ xnx\ = + Ux , . . , xn = cn _, — + yH _ ,

erhält man

~«iA®Z®A = +

= t4^’«.aGcA + 2 ^^«.AGVa + -«.Z ?/, J/Zvw

Davon ist das erste Glied = 0 nach der Voraussetzung. Wenn 
nun 2aikciyk bei gewissen Werthen von ?/,,.., ,yn_i nicht ver
schwindet, so kann man den Werth von £cw so verändern, dass 
die Form Werthe von entgegengesetzten Zeichen erhält. Wenn 
aber — (iik ci bei allen Werthen von t/i,-.,.7n_i ver
schwindet, so hängt die gegebene Form von nicht mehr als 
n—1 Variablen ab; in der That verschwinden nicht nur die

f) Kronecker Monatsbericht der Beil. Acad. 1868 p. 339.
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Summen 2?atl c(-,.., — ct- , sondern in Folge der Voraus
setzung alA. ct-Cjj. = 0 ist auch ^ojnct- = 0, also verschwindet 
~ — f/11 • • ftnn •

Man schliesst hiernach , dass die eigentliche Form 2 a^x^x/f 
definit nicht sein kann, wenn die Coefficienten «lt , o22ann 
nicht alle von Null verschieden und nicht alle von einerlei Zeichen 
sind.

13. Wenn man aus zwei quadratischen Formen derselben 
Variablen -

(/ = 2aikxixk, = ZbikXiXk

mittelst der willkürlichen Multiplicatoren u,v unzählig viel For
men u (f> 4- v ip ableitet, z. B.

7' = m, 7 + ü, , i/»' = u.,(f 4- r2 i//

so können alle Formen uq) 4- vip auch durch uq)' 4- v'ip' dar
gestellt werden. Dazu sind die Bedingungen

w, u' + u2v' = u , i\u' + = v

erforderlich und hinreichend. Die Determinante der Form 
uq> -+- vip ist im Allgemeinen eine Function wten Grades von 
m : i>, und abgesehn vom Zeichen

f(u,v) = 2 ± («an + . . (uann + vbnn)

= («v, - M, v) . . (urn - u„v) 2±a,, .. antl

Wenn die Determinante von uq) + vip einen comp lex en 
Divisor hat, d. h. wenn die Gleichung /"(m, v) = 0 eine complerxe 
Wurzel hat, so ist jede eigentliche unter den Formen u q> 4- vip 
indefinit*).

Beweis. Es seien u{ und w2, und r2 conjugirt com- 
plexe Zahlen , und q> 4- i\ip, u2q> -+■ v2ip Formen mit ver
schwindender Determinante, mithin von weniger als n Variablen 
und darstellbar durch weniger als n Quadrate z. B.

(2/. + !3,)2 + . . 4- = 2'(-jz/-Är2) 4- “2/2'.y,.zr

in denen i eine Wurzel der negativen Einheit, yx , zt, y2, z2 , . . 
reale lineare Functionen der Variablen x},..,xn bedeuten. 
Dann sind

’j Kronecker a. a. 0. Vergl. unten §. 14, 14.
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i («i + «„)</ + I («’. +’’*) V' = V)
1 4

— (w, - u2) (f 4- —. (v, - v.2) y = iZy,. zr

zwei Formen, aus denen, wie oben bemerkt, alle Formen 
ucp 4- vip durch

u'Z (yr2 - yr2) + iv'Zyrs,

dargestellt werden können. Nun ist

u'y2 + 2 v'yz — u' z2 = —r (u' y 4- v' z\2 — — (u'2 4- v'2} z2 
u u

= [u'y+ wz)(y -

wenn t/4- Vm'24- v 2 = w und demnach v'— Vu'2 + v'2 = — 

gesetzt wird. Jede unter den Formen

2" («' y, 4- w zr) (yr - ~ zr^

verschwindet aber, wenn cc, den n—1 linearen Glei
chungen ui/r wzr = 0 genügen, und ist indefinit unter der Vor
aussetzung, dass ihre Determinante nicht verschwindet (12).

Umgekehrt schliesst man: Wenn unter allen eigentlichen 
Formen ucp 4- vif> eine definit ist, so hat die Gleichung /]?/, v) = 0 
lauter reale Wurzeln.

14. Zufolge der Identität
UVi. — Ui. V Ul f/ 4- ViXb

U(f + vip =  ~--------— (f 4- ——-------— vV vk ' vk

kann die Form ucp 4- v </' mittelst der Divisoren ihrer Determi
nante durch Quadrate linearer Functionen dargestellt werden, 
in Betracht dass ukcp 4- vJcip eine Form von weniger als n Va
riablen ist*).

Wenn <jp eine positive Form ist, so hat die Determinante 
von ucp-i-vifj nur reale Divisoren uvk— ukv (13). Die Form 
UkW + vkV kann durch w—1 Variable ausgedrückt
werden. Die Form cp kann durch . .,yn und e*ne andre Va
riable ausgedrückt werden, wobei die Quadrate der Variablen 
positive Coefficienten haben (12). Man kann demnach von (p das

Kkoneckek brietl. Miltheilung 4867.
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Quadrat einer linearen Function aller Variablen ablösen, so dass 
eine Form der y2,. ., ∕∕n übrig bleibt (11), und man erhält

UVb — Ui.V
uu + vib = —- ------- =— z^ + u<ι + vW

vk

Hierbei ist φ' wiederum eine positive Form, daher kann man die 
Form ∕∕φ' 4- vιp' der Variablen y2.. . ι!Jn au^ dieselbe Art zer- 
theilen, u. s. w. Ein linearer Divisor der Determinante von 
uφ, + rι∕>' ist zugleich ein Divisor der Determinante von 
ii ψ ÷ vip, weil beim Verschwinden jener Determinante auch 
diese verschwindet (10). Also findet man

, uv. — u.v uvn-unv
uι∣ + Vüi = —i----- 1— z. + . .4----- - ----- — z1,

folglich
7 = 212 + . . + zni 

U, ; U„
- ’A = — 2, + • • + - 2√ 

vl vn

Wenn alle Wurzeln M* , — , . . der Gleichung ∕r(t<, c) = 0 e, v.i

negativ sind, so ist ip eine positive Form.
Die übrigen Fälle sind von Weierstrass und Kronecker

Monatsbericht der Berl. Acad. 1868 p. 310fΓ. behandelt worden.

15. Wie man auch die quadratische Form ∑ai∣cxixk in 
Aggregate von Quadraten realer linearer Ausdrücke transformirt, 
so findet sich doch in allen Aggregaten dieselbe Anzahl von posi
tiven und dieselbe Anzahl von negativen Coefficienten der Qua
drate*). Hat man die gegebene Form in das Aggregat

ply2 + ρiy∙22 + + pnyn'i

und durch eine andere Operation in das Aggregat

9.2,2 + 92222 + ∙ ∙ + <J„Zn 

verwandelt, so ist identisch
p,ι∕l2 + . . + pnyn2 - q,3,2 - . . - qnzn2 = 0 .

*) Jacobi hat diesen Satz 4 847 gekannt, aber noch nicht veröffentlicht. 
Vergl. den nachgelassenen Aufsatz Jacoiu’s Crelle J. 53 p. 275 nebst den 
Mittheilungen von Hermite und Borchardt a. a. 0. p.271 und 28t. Dasselbe 
Princip hat Sylvester entdeckt und unter dem Namen »Trägheitsgesetz der 
quadratischen Formen« bekannt gemacht Philos. Mag. 1852, II p. 140 und 
Philos. Trans. 1853 p. 481. Durch directe Beziehungen zwischen den Grössen 
p und q ist der Beweis von Brioschi geführt worden Nouv. Ann. 1856 Juli.

’> Baltzer, Deterin. 3. Autt. 11
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Sind nun ///Coefficienten des einen Aggregats z. B. //,,..,//„, 
positiv, die übrigen negativ, so können nicht weniger als m 
Coefficienten des andern Aggregats positiv sein. Wären z. B. 
7t , . . , 7/n_i positiv, und qmi . . , qn negativ, so gäbe es Werthe 
von xt ,.., xn, bei welchen

2i i • • > z„i — i » Vm +1 » • ■ < Vn

verschwinden, während

P\ üi + • • + PuiPm • • Qnzn

positiv ist, gegen die Voraussetzung.

Anmerkung. Aus diesem Princip folgt, dass die quadra
tischen Formen von nVariablen (mit nicht verschwindender 
Determinante) unter einander specifisch verschieden sind je nach 
den Anzahlen positiver oder negativer Quadrate, durch welche 
sie dargestellt werden können. Unter den «Quadraten sind ent
weder n, oder n—1 , oder n — 2,.. von einerlei Zeichen. Die 
Formen der ersten Art haben bei realen Werthen der Variablen 
nur positive oder nur negative Werthe und sind deshalb definit, 
während die Formen der übrigen Arten indefinit sind (12).

Wenn für n = 3 oder n — 4 die Verhältnisse von 2 Va
riablen zu der 3ten oder die Verhältnisse von 3 Variablen zu der 
4ten die Coordinaten eines Punctes sind, und die gegebene 
Form nebst der durch eine lineare Substitution transformirten 
verschwindet, so sind die zu diesen Gleichungen gehörenden 
Curven oder Flächen zweiten Grades collinear (homogra
phisch'. Aus dem obigen Princip folgt nun, dass Ellipsen, 
Parabeln, Hyperbeln ohne Unterschied collinear sind, dass hin
gegen die Flächen zweiten Grades in 2 Arten zerfallen und nur 
die Flächen derselben Art collinear sind. Zu der einen Art ge
hören die Ellipsoide nebst den elliptischen Paraboloiden und 
Hyperboloiden; die andre Art umfasst die hyperbolischen Hy
perboloide und Paraboloide. Möbius baryc. Calc. p. 314. Jacobi 
a. a. 0. p. 280.

16. Unter einer STURM’schen Reihe wird eine Reihe von 
Gliedern verstanden, welche durch die in ihr vorhandenen 
Zeichen Wechsel reale Wurzeln einer gegebenen algebraischen
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Gleichung anzeigt' . Jacobi und Hermite haben quadratische 
Formen angegeben, bei denen die Zählung der positiven und 
der negativen Quadrate, durch welche sie dargestellt werden 
können, denselben Dienst leistet, als die Betrachtung einer 
STURM’schen Reihe.

Aus den von einander verschiedenen Wurzeln a, , a2, . , 
am der gegebenen Gleichung f x\ = 0, einem gegebenen realen 
Werth w und den Unbestimmten , x} ,.., xm_x bilde man 
die Summe

H — Z (to — a) (xn + a + . . + xm_la’" “*)*

indem man für a die Wurzeln oq , . ., aWJ setzt. Jede reale* unter 
der Grenze m liegende Wurzel liefert ein positives Quadrat in die 
Summe //. Dagegen ergiebt jedes Paar von conjugirt complexen 
Wurzeln ein positives und ein negatives Quadrat für die Summe 
//, weil

(£ + zK- W+ Q/- U2 + U(P- <?K- U2

= j t'/SP-yQ)2 - (#* + y2)<?2} •

Also wird die Anzahl der verschiedenen realen unter oder über 
der Grenze io liegenden Wurzeln gefunden, indem man die 
Anzahl der positiven oder der negativen Quadrate in der Summe 
II um die Anzahl der verschiedenen Paare von complexen Wur
zeln vermindert. Die Anzahl der verschiedenen realen zwischen 
den Grenzen io und tu' liegenden Wurzeln ergiebt sich darnach 
unabhängig von der Anzahl der complexen Wurzeln.

In der Summe // hat XjXk den Coefficienten

<«* = - w - a)a*’ + Ä = Msi + k - si + k+l

*) Der nach Sturm benannte Lehrsatz ist von demselben der Pariser 
Academie 1829 Mai 13, ferner in Förussac Bulletin XI p. 410, Choquet et 
Mayer Algebre 1832 und M6m. prös. 1835 tom. 6 mitgetheilt worden. 
Vergl. Moigno Liouv J. 5 p. 75. Die allgemeine Aufstellung einer Sturm’- 
sehen Reihe verdankt man Sylvester (Philos. Mag. 1839 Dec.) , dessen 
Angaben von Sturm (Liouv. J. 7 p. 356) bewiesen, von Cayley (Liouv. J. 11 
p. 297. 13 p. 269) und .Ioachimsthal (Crelle J. 48 p. 386) erweitert wurden. 
Die zur Vertretung einer Sturm’schen Reihe dienende quadratische Form 
ist von Hermite Compt. rend. 1853, I p 294 aufgestellt worden. weniger 
umfassend bereits von Jacobi 1847, wie aus einer Mittheilung von Borchardt 
Crelle J. 53 p. 281 hervorgeht. Vergl. Sylvester Philos. Trans. 1853 p. 484, 
Brioschi Nouv. Ann. 1856 Juli und die Monographie Hattendorf über die 
Sturm’schen Functionen, Göttingen 1862.

11 *
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wenn man durch sr die Summe der rten Potenzen der Wurzeln 
α1 , . ., a,m bezeichnet. Die Grössen sr sind real und werden 
aus der Differenz der Quotienten f'(x) : f∖x} und φ' (x) : φ{χ'< 
berechnet (§. 10, 6), indem man unter φ(χ) den Divisor ver
steht, welchen f'(x} mit [∖x} in dem Falle gemein hat, dass die 
Wurzeln der Gleichung f\x) = 0 nicht alle von einander ver
schieden sind (§. II, 20). Demnach ist II = 2 tikxixk eine 
quadratische Form mit realen Coefficienten, deren Glieder da
durch gebildet werden, dass man für i und k alle Numern von 
0 bis m—1 setzt, und welche durch je eine bestimmte Anzahl 
von positiven und negativen Quadraten darstellbar ist (1 5). Die 
Determinante Tm-i = 2 ± £00 . . tm_ 1 m_ 1 und deren partiale 
Determinanten Tm_2, Tm_3 , • • können nach §. 10, 5 be
rechnet werden.

Anmerkung. Zu dem angegebenen Zweck hat Hermite*) 
die symmetrische Function

G(a; y) = ~ ω)fWP(y'> - (ag ~ ω)∕W'fo)
y - χ

aufgestellt und in die Summe Σ entwickelt, deren Ex
ponenten im Allgemeinen von 0 bis n — I steigen. Zugleich ist

f,∖p} _ v 4 y — ω _ x - M _ (y — χ)(ω — ⅞)

f[x) x — a.’ y — v- x — α (x — v.) (y — «) ’

G(x, y) = ∑(ω-a) -Λ- .

x — α y — α

Wenn man in diesen Entwickelungen cct, yk durch sf∙, zk ersetzt, 
so erhält man einerseits die quadratische Form 2hikzizk, andrer
seits die quadratische Form

∑ (ω — α) [x0 + xl a + . . + xn _ 1 aw - ,)2
wobei cc0, a¾,. . lineare Functionen der z1, z2,.. sind. Die An
zahlen der positiven und der negativen Quadrate, durch welche 
diese lelztre Form sich darstellen lässt, werden durch Bearbei
tung der Form 2hikzizk erkannt, deren Coefficienten ganze 
Functionen der Coefficienten von f(x) sind.

*) Crelle J. 52 p. 43. Vergl. Kronecker Comptes rendus 1869 Mai 10.
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§.14. Die linearen, insbesondere die orthogonalen 
Substitutionen.

1. Wenn eine oder mehrere Functionen der Variablen 
, ,-r2 , . ., xn durch die linearen Substitutionen

Xx = + *12 3/2 + • • + bxnVn

xn — hniVi + • • + bnnyn

in Functionen der Variablen y{ , yi,..,yn transformirt werden, 
so wird die Determinante der Substitutionscoefficienten

i &n . . bnn

die Determinante (modulus) der linearen Substitu
tion genannt. Dieselbe muss von Null verschieden sein, wenn 
rz‘i > ^2 j • • i xn a's unabhängig von einander vorausgesetzt 
werden (§. 12, 7). Die lineare Substitution heisst uni modu
lar*), wenn ihre Determinante =1 ist.

2. Wenn die linearen Functionen f\, /2, • •, fn der Variablen 
cq , cc2, . . , xn durch eine lineare Substitution in Functionen 
der Variablen yx , y2,.. ,yn transformirt werden, so ist die 
Determinante des Systems der transformirten Functionen (§. 12, 1) 
das Product der Determinante des Systems der gegebenen Func
tionen mit der Determinante der linearen Substitution**).

Beweis. Es seien

A = o„ Xx + • • + ainxn

fn ~ an\ xi + • • + annxn

die gegebenen linearen Functionen. Durch die lineare Sub
stitution

*) Sylvester Cambr. and Dubl. math. J. 7 p. 52. Ueber die Con- 
struction solcher Determinanten vergl. den oben (§. 3, 8) citirten Aufsatz 
von Hermite.

**) Vergl. den algebraischen Beweis der Multiplicationsregel (§. 5), 
z. B. Joachimsthal Crelle J. 40 p. 22. Die weitere Ausführung dieses Satzes 
ist oben §. 5, 8 gegeben worden.
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ajι = ftι∣J∕ι + ∙ + ^ιιι'⅛

= ∣,nιVι + ∙ ∙ + bnnyn

erhalt man die transformirten Functionen

fi = Vι + ∙ ∙ + ^ιnVn

fn — cnιVι + ∙ ∙ + ^nnVn >

worin cik gefunden wird, indem man x1 , ,τ2,. ., ccn der Reihe 
nach mit αl∙1 , αβ,..,βl∙w multiplicirt, die Producte addirl und 
in der Summe den Coeflicienten yk aufsucht:

cik — aiιbιk + ∙ ∙ + ainbnk'.

Nach §. 5, I ist
2' ± cll . . cnn = Σ ± α11 . . ann Σ ± bll . . bnn .

Anmerkung. Wenn überhaupt die Functionen f∖,∙∙1∣n 
der Variablen ,τ1, . ., xn durch eine lineare Substitution in 
Functionen der Variablen y∖,∙∙,yn transforinirt worden sind, 
so ist die Functionaldeterminante des transformirten Systems das 
Product der Functionaldeterminante des gegebenen Systems mit 
der Determinante der Substitution. Nach §. 12, 5 ist nämlich

x∙ + + dΛ ∂fn + ÖXχ ^xn

~ ⅛ι ’ ⅛m ~ “ da?, ‘ ' ∂¾ ” ⅛, ‘ ⅛w

Nun ist = bifc, folglich u. s. w.

3. Wenn die Function f der Variablen tc1,. ., xn durch 
die lineare Substitution (1) in eine Function der Variablen 
∕∕1,..,τ∕n transforinirt worden ist, so ist die Determinante //' 
der zweiten Difl'erentialquotienten der transformirten Function 
das Product derselben Determinante // der gegebenen Function mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante B *). Nach (2) hat man

∂V ∂2f fttf frtf∑ ± s 4 . . V----= ∑ ± V < . . x----÷- ∑ ± fc11 ∙ . bnn
oyl∂yx oyn∂yn ∂y1∂xl oyn∂xn

frtf b2f t)2f ü2f∑ i ⅝---S- • • Ä " I = 2- ± -,- ' . . 5-∕- Σ ± 611 . . bnn
∂xloyλ oxnoyn ∂xi∂xl ∂xnoxn ‘

folglich durch Multiplication //' = IIB2 .

') Hesse Crelle J. 28 p. 89.
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An in er kling. Wenn die Function / eine quadratische 
Form §. 13, 9) bedeutet, so ist ihre Functionaldeterminante // 
von der Determinante dieser Form nur dem Zeichen nach ver
schieden. Daher wird die Determinante der transformirten Form 
gefunden, indem man die Determinante der gegebenen Form mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante multiplicirt*).

4. Unter der Resultante der homogenen ganzen Functionen 
/>,?/) = amaßn + aM_xxm~ly + . . 

g[x,y] = bnx?1 + bn_,xn~ly + . .

wird die aus den Coefficienten «m, am_x ,. ., bn, bn_i, . . ge
bildete Formel verstanden, welche oben (§. II, 5) als die Re
sultante von f[x, 1) und ^(a?, I) angegeben worden ist. Wenn 
man die Functionen durch die lineare Substitution

x = lu + yv , y = Z'w + u'v

transformirt hat, so findet man die auf gleiche Weise zu bildende 
Resultante der transformirten Functionen, indem man die Re
sultante der gegebenen Functionen mit der m aten Potenz der 
Substitutionsdeterminante Zju' — Z'p multiplicirt**). Stellt man 
die gegebenen Functionen durch die Producte

aOTte-aij/) . . {x - imy) und bn(x-ßly) . . (x - ßny) 

dar, so ist ihre Resultante
K = amnbn"lD^,. .

Die Differenz (i—a ist die Determinante eines Paares von linearen 
Functionen x — ßy und x— ay, und geht durch die angegebene 
Substitution in

Iß — a) [ky' — A'y}

über (2). Daher geht die Resultante li durch dieselbe Sub
stitution in

R (ly' - l'y)m'1
über.

*) Diese Bemerkung ist für n = 2 von Lagrange (Mepi de Berlin 1773 
p. 285) gemacht worden, für n = 3 von Gauss (Disq. arithm. 268).

**) Dieser Satz ist in einem umfassenderen Satz Boole’s enthalten, 
welchen Cayley Crelle J. 30 p. 1 anführt. Vergl. Jacobi Crelle J. 40 p. 245. 
Salmon higher plane curves p. 295.
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Anmerkung. Um die Discriminante der durch die ange
zeigte Substitution aus /‘(cc,//) entspringenden Function zu linden, 
hat man die Discriminante der gegebenen Function (§. 11, 19)

mit der wi (m— l)ten Potenz der Subslilutionsdelerminanle zu 
multipliciren, in Betracht dass zZ(ot| , . .)2 das Product von 
m(m—I) Differenzen ist.

Es giebt hiernach aus einer oder inehrern homogenen gan
zen Functionen abgeleitete homogene ganze Formeln von der 
Eigenschaft, dass ihr Verhältniss zu den Formeln, die auf die
selbe Weise aus den durch eine lineare Substitution transfor
mirten Functionen abgeleitet werden, eine Potenz der Subsli- 
tutionsdeterminante ist, mithin den Werth I hat, wenn man 
eine lineare Substitution gebraucht, deren Determinante I ist. 
Die Formeln dieser Art hat Cayley a. a. 0. unter dem Namen 
Hyperdeterminanten einer Function oder eines Systems 
von Functionen in umfassende Betrachtung gezogen. Man nennt 
die Hyperdeterminanten nach Sylvester (Philos. Mag. 1851, II 
p. 396) Govarianten oder Invarianten, je nachdem sie 
ausser den Coefficienten der Functionen auch die Variablen 
derselben enthalten oder nicht. Z. B. die Functionaldetermi- 
nante li des Systems von Functionen f\ , . . , fn der Variablen 
Xi , . . , xn ist im Allgemeinen eine Covariante des Systems, weil 
die Functionaldeterminante des durch eine lineare Substitution, 
deren Determinante B ist, transformirten Systems den Werth 
li B hat (2). Wenn das System nur homogene lineare Functionen 
enthält, so ist li nur aus den Coefficienten des Systems zusam
mengesetzt, also eine Invariante des Systems. Die IlESSE’sche 
Determinante 11 einer homogenen ganzen Function von mehr 
als 2 Dimensionen ist eine Covariante der Function, weil die
selbe Determinante der transformirten Function den Werth HB2 
hat (3). Die Discriminante einer homogenen ganzen Function ist 
eine Invariante der Function, und die Besultante von zwei 
binären Formen ist eine Invariante dieses Systems. Vergl. Sal- 
mon Lessons introd. to the modern higher algebra I 859 (deutsch 
bearb. von Fiedler 1863) und die Abhandlungen von Aron- 
hold Crelle J. 62 p. 281 , 69 p. 185, Christoffel Crelle J. 68 
p. 246.
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5. Unter den linearen Substitutionen, durch welche man 
eine gegebene Funclion transfonniren kann, ist besonders eine 
solche bemerkenswert!], durch welche zugleich die Summe der 
Quadrate der Variablen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variablen transformirt wird. Diese Substitution ist von Euler 
(Nov. Comm. Petrop. 15 p. 75, 20 p. 217), Cauciiy (Exerc. 
de Math. 4 p. 140), Jacobi (Crelle J. 12 p. 7), Cayley (Crelle 
.1. 32 p. 1 19) in Betracht gezogen worden und heisst nach einer 
Bemerkung des Letztem eine orthogonale Substitution.

Wenn eine Function der Variablen ccj , a?2, • • , 'x'n durch 
eine lineare (orthogonale) Substitution

=cnJ/i ci2 2/2 + • • + cmVn

xn — c«i2/i + cniV2 + ■ ■ + CnHyn

in eine Funclion von //, , y2,..,ijn zu transfonniren ist, der
gestalt dass

2Zi2 + V? + • • + Vn = + «/ + ..+ ®M2 ,
so haben die Coefficienten folgende Haupteigenschaften.

I. Für jedes / und k von I bis n ist (Euler)

Cl» + C2» + . . + CM|- = 1 

ci»ciA C2iC2A + • • + cnicnk ~ *'

zufolge der Identität
2/i2 + J/22 + • • + Vn

- (cn3/, +- . . + clMi/„)2 + . . + (eniyl + . . + cHnyn)'1 
= J/i (®n + » • + cM1 ) + . . + ~iyl y.t (c(1 c,2 + . . + cni cn2) + •. .

II. (Um die transformirte Function in die gegebene zu 
transfonniren , hat man (Cauchy)

zu substituiren. Denn

+ • • + cnixn

2h ^liGi + • • + + . • + 1/w(®h‘®im + . . + ^ni^nn' ’

worin der Coefficient von den Werth 1 hat, während die 
Coefficienten der übrigen Grössen verschvsinden (I).
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III. Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub

stitution ist I (Jacobi). Denn nach der Multiplicationsregel ist

c,ι . . c,,j ct,, . . dιn

cwι • ■ cnn cGtι • • fhi>ι

WO

^,ik = cιicιk ^t^ c2ic2k + ∙ ∙ + ch∣ch⅛ ■ ,

Nun ist dik = 0, dii = I (I), folglich reducirt sich die gesuchte 
Determinante auf ihr Anfangsglied dil d22 . . dnn = I (§. 2,7).

IV. Wenn die Determinante der orthogonalen Substitution 
durch «, der Coefficient von ci∣c in « durch γik bezeichnet wird, 
so ist (Jacobi)

7ik = tcik ■

Um diese Identität zu finden, multiplicirt man der Reihe nach 
die Identitäten

cn cιA + ∙ ∙ + cm Cnjc — 0

c1Ac1A + ∙ ∙ + cnkcnk = 1

cιncιk + ∙ ∙ + cnncnk = θ

mit ∕i∙, , yt∙2 ,. . ,γin. Durch Summirung erhält man

cι⅛(cn7ιι + •• + cιnγin) + . . + cik(cilγii + ∙ . + ct∙nyin)

+ . . + cwA(c,nZtι + ∙ ∙ + cMwZfn) = ZiA •

Der Coefficient von cik ist e, die Coefficienten der übrigen 
Grössen c,⅛,. ., cnk verschwinden (§. 3, 3).

V. Die Coefficienten der orthogonalen Substitution genügen 
dem zweiten System von Identitäten (Edler)

c,∙,2 + citi + . . + cin2 = 4 

ctι cλι ^*^ ci2cA2 + ∙ ∙ + cinckn = θ

Denn nach (IV) ist

f (c*ι f'k∖ + ∙ ∙ *t^ cinckn∣ = Yiιck∖ ÷ • • + Z»mcA» •

Dieses Aggregat hat aber den Werth ε oder 0, je nachdem i 
und ∕ι gleich oder ungleich sind (§. 3, 3).
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VI. Unter den partialen Determinanten , welche man ans 
dem System der Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
bilden kann, findet folgender Zusammenhang statt (Jacobi) :

c»» + i,»»+i ∙ ∙ cm + ι,M cn ∙ ∙ cιm

cnxm + 1 ∙ ∙ cnn I cm∖ ∙ ∙ cnm

Denn nach §. 6r 2 hat man

7n ∙ ∙ 7ιm cm+ι√* + ι ∙ ∙ cm + ι,M
__ »i — 1

7mι • ■ 7mm cw,tw+ι ∙ ∙ cnn

und nach (IV)

7ιι ∙ ∙ 7ιm cιt ∙ ∙ cιm

. ... = (m ... .

7mi • • 7mm cmι ■ ∙ t'nm

Durch Vergleichung dieser Identitäten ergiebt sich die behauptete 
Identität.

Noch einige weniger nahe liegende Relationen zwischen 
den Coefficienten einer orthogonalen Substitution haben Euler 
in der zuerst erwähnten Abhandlung und Jacobi Crelle J. 30 
p. 46 angegeben. Vergl. Hesse Crelle J. 57 p. 175.

Anmerkung. Eine lineare Substitution, durch welche die
Form

xx2 + . . + a⅛2 — Xi+ xi — ■ ■ — xn2

in die Form

2/,2 + • • + Vi - 2/i + i2 - • • - Vn
verwandelt werden soll, kann aus einer orthogonalen Substitution 
abgeleitet werden, durch welche man die Form

φ12 + . . + χi2 + j∕i + 12 + . . + ynl

in die Form

2∕∕ + ∙ ∙ + 2/i' + χi + 7 + . . + ®n2 
überführt. Mittelst der für t∕,∙+1 , . ., ∕∕ra zu machenden Substitu
tionen werden dann die Variablen α,i+1 ,. ., xn durch y↑ , .. , yn 
ausgedrückt. Jacobi Crelle J. 53 p. 278.
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6. Da die ∕ι2 Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
|«(» + I) Gleichungen (5, I) zu genügen haben, so lassen sie 
sich als Functionen von j?/ (?/ — I) unbestimmten Grössen

^12 ^13 ∙ ∙ ^l»t
623 . . b2n

bn — i,»

betrachten. In der That hat Euler nicht nur den Weg ange
zeigt, wie man durch ⅛n (n—I) binäre Transformationen die 
Coefficienten einer orthogonalen Substitution als Functionen 
von | n (n — I) unbestimmten Grössen darstellen könne, sondern 
er hat auch in den Fällen n = 3 und n = 4 diese Coefficienten 
durch die unbestimmten Grössen rational ausgedrückt. Mit Hülfe 
der Determinanten ist es Cayley (1. c.) gelungen, bei n Variablen 
die Coefficienten einer orthogonalen Substitution als rationale 
Functionen von ⅜n(n— I) unbestimmten Grössen darzustellen.

Wenn nämlich durch 612, ■ ■ , I'n-∖ n unbestimmte Grössen 
bezeichnet werden, wenn man unter den Voraussetzungen

bik + bki — θ . fcn = ft22 = . . = ω 

die Determinante
fc∏ • ∙ b∖n

B = . ...

bn∖ ' ∙ bnn
bildet und den Coefficienten von bi∣c in li durch βik bezeichnet, 
so hat man

„ _ _ Sθ)fiii-B
cik ~ B > cii ~ ß

als allgemeine Formeln für die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution, deren Determinante den Werth I hat. Die Coeffi
cienten einer orthogonalen Substitution von der Determinante 
— I erhält man, indem man im System der gefundenen Coef
ficienten bei einer ungeraden Anzahl paralleler Reihen die Zei
chen ändert.

Beweis. Die Grössen xl , x2, . . ,xn können dadurch von 
den Grössen ∕∕1, ∕∕2 , . . , yn abhängig gemacht werden, dass 
man zugleich
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,Tj — ^ιisι + ∙ ∙ + bit,Zn 

Vi = ⅛l 3, + . . + ^,∏i∙,n

setzt. Durch Auflösung der linearen Systeme

®i = bll z, + . . + bl,ll z,„ ? y, — bll z1 + . . + bnι zn

xn = ^wιzι + • • + Vn = ^mzι + ∙ ∙ + ^nnzn

findet man §. S , I)

ß 3i∙ — β,,X, + fi'2ix∙> ~t" • ∙ “t" βnixvι 

ß*i = βi∖V∖ ^*^ ßi-iV^ + • • + PinUn

Vermöge der Voraussetzungen ∕>zyι. ÷ bki = 0, bii = ω und des 

zwischen rri, yi und den Grössen z1 , z2, .. ,z∙n angenommenen 
Zusammenhangs ist aber

¾ + yi — %ω%i >

folglich hat man zugleich

H yi = liωβlixi + . . + (2w⅛- β).-rj + + 2 ωβnixu

Bxi = 2ωβily, + . . + [iωβii-B)yi + . . + iωβiny,l ,

oder abgekürzt

y.i = cljXl + . . + c,,iXn

χi = <yty, + + <-i∏yll ■

Aus der Identität

t/j ^n'(^∣ι t∕∣ +•••♦* <∖nVn} + ∙ ∙ + ?/| + ■ ■ + Ctn,ytt']

folgen die Identitäten

•i = cli2 + c2i2 + . . + cm∙1 

0 = C,jCl^. + C2^C.i∕c + . . + Cn^Ctt∕f ,

wodurch diese rationalen Functionen der unbestimmten Grössen 
¾2,∙∙,^n-1» a^s Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
characterisirt werden (5, 1).

Dass die Determinante £ dieser orthogonalen Substitution 
den Werth 1 (nicht —1) hat, erkennt man durch Bildung des 
Products εliu+l d. i.
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iω(in-B Z<>∙Pvι W13 6ll ft12 6ij

*«A» <tωβ22-B Zωβ.i3 b2i b22 b23

2ωΛι iω∣)i2 iωβ33-B . b3l b32 b33

Weil nach §. 3, 3

2ω∕Si, 6λ., + ∙ + (^ωβii~ ∣i' t>ki + ■ + 2ωβinbkn = Bbik 
iωβiibil + . . + ∣iωβii- B', bii + . . + iωβinbin = Bbii

ist, so hat das Product (§. 3, 4) den Werth Bn+1, folglich ist 
6=1.

Wenn man endlich die Coefficienten

cιi > c2i > ∙ ∙ , cni oder c∣ll , c∣i2, . . , ckn

mit den entgegengesetzten Zeichen versieht, so wechselt die 
Determinante der Substitution ihr Zeichen, während die characte- 
rislischen Gleichungen (5, 1. V)

cι< ^t^ G»' + . . + cwj =1
c∖ic∖k ÷ c2ic2A + ∙ ∙ + cnicnk = θ

oder
cA√ + CA? + . + Ckn2 = <

cAι cil + C∕i2 ci2 + . . + ckn cin = 0

keine Veränderung erleiden.

Beispiele. Für ?t = 2 findet man

t 2
B = = 1 + λ- .1

Die Coefficienten der einzelnen Elemente in H sind 
1 λ

1 .

Daher sind die Coefficienten einer binären orthogonalen Sub
stitution von der Determinante I folgende:

1 - z2 ¾Λ
t + i* i + 3*

2Z 1 - ⅛2
1 + i2 1 + λ2

Die orthogonale Substitution
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§. 14, 6. 175

1 — 22 2 ).
ι + Z2 1 + Z2

2 Z _ 1 - Z2 
f÷ z2 - Γ + z2

hat die Determinante —I .
Kür n = 3 findet man z§. 7, 4)

1 v -μ
B = —v 1 Z " 1 4- Z2 + μ2 + r2

μ — Z 1

Die Coefficienten der einzelnen Elemente in B sind

1 + Z2 v + λμ —μ + Zr
-v+λμ ↑ + μ2 λ + μr

u + Zr -λ + μr 1 + r2 .

Demnach findet man folgende Coefficienten einer ternären ortho
gonalen Substitution von der Determinante I :

1 + Z2 - μ2 - V- r + λμ - μ+λv
B B B

— r + λμ 1 + μ2 — v2 — Z2 Z + μ r
B B B

„ u + Zv — λ + μr 1 + r2 — Z2 — μ2i--------- ± -———!—----------------- 5-
B B B

wie schon Euler in der zuerst erwähnten Abhandlung p. 101 
angegeben hat. Diese Coefficienten sind von Rodrigues (Liouv.
.1. 5 p. 405) aus denselben Formeln abgeleitet worden, welche 
Euler Nov. Comm. Petrop. 20 p. 217) zur Transformation eines 
dreirechtwinkeligen Coordinatensystems aufgestellt hatte. Um 
die Coefficienten einer ternären orthogonalen Substitution von 
der Determinante — I zu erhalten, braucht man nur in dem 
obigen System die Zeichen von einer oder drei Zeilen oder von 
eben so viel Colonnen zu verändern.

Für n = I findet man

ω α ft c
B = -a ω h ~9 = + α^ + ft2 + c' + ^2 + ff2 + λ' + ω2

— b — h ω ∕' ωft = af-t-bg-}-ch.
-c g -f ω
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176 §. II, 6.

βll = (ω2 + f2 + g2 4- h2}ω2 βl2 = aω + f∂∙ — bh + cg)ω

β2l = (— aω — fft∙ + eg — bti}ω β22 = (ω2 + f2 + b2 + c2 ω2

β3l = (— bω — cf — <∕√> + ah}ω β32 = (— Aω + fg — ab — c&)m

β4l = (— c ω + bf — ag — hfr)ω βt2 = (gω + fh + A,9∙ — cα)ω

βrj = (bω + gft — cf + ah)ω βii — lern + h& — ag + bf)∣>∣

∕λ3 — Vlω ÷ f∂ + ~ ab}ω β2i = (— gω + hf — ac — b>'P∣ω

β33 — (ω'i + 9* + 6“2 + o2,ω2 - = (fω + !∕b + a', ~ bc)ω

βi3 = ( — ftu + gh — bc — a,9∙)ω βii = (ω2 + h2 + a2 + b2}ω2

Bcll = [ω2 — ft2 + f2 — a2 + g2 — b2 + A2 — c2 ]ω2

Bcti = [t°2 ~ '^2 + f2 — a2 — (g2 — δ2) — (Λ2 — c2)]ω2

«fas = Jω2 - ,>2 - {f2 - a2, + fö'2 - δ2) - (Λ2 - c2)]ω2

ßc44 = [ω2 — ∂2 — (∕'2 — a2) — {g2 — b2} + (A2 — c2)]ω2

u. s. f. Mil Hülfe dieser Formeln lassen sich ohne Weiteres die 
Coeffieienten einer quaternären orthogonalen Substitution von 
der Determinante 1 oder —I aufstellen.

Cayi.ey’s System dieser Coeffieienten in Grelle .1. 32 p. 122 
enthält zwei Fehler (in /?24 steht —hf statt hf, in ∕∕cl1 , Hcii,. . 
steht I statt 1 — #2) , welche in der neueren Mittheilung Cayi.ey’s 
Cιςelle .1. 50 p. 31 I nicht Vorkommen. Dagegen ist an dem zuletzt 
erwähnten Orte p. 312 Z. 5 v. 0. der Druckfehler +d/ in 
— ∂γ, zu verbessern. Die von Cayi.ey gefundenen Coeffieienten 
einer quaternären orthogonalen Substitution kommen in anderer 
Form bei Euler (Nov. Comm. Petrop. 15 p. 102) vor, der sie 
»nulla certa methodo, sed potius quasi divinando« erhalten halte. 
Euler fügt hinzu: »si quis viam directam ad hanc solutionem 
manuducentem investigaverit, insignia certe subsidia analysi 
allulisse erit censendus.« Es ist Cayi.ey nicht entgangen, wie sieh 
aus den von ihm aufgestellten Coeffieienten die Ei ι.ι∙R,sche Lösung 
ableiten lässt (vergl. Grelle .1. 50 p. 312). Setzt man im obigen 

-System
ω — _ g + r — r + c l _ _ Q + b h _ p + a

s — d _ r — c _ q — b _ p — a
' 2 ’ n ~ ^2^ ^ “ 2_ ’ ~ 2 ’

und ändert man dieZeichen der letzten llorizontalreihe, wodurch 
die Determinante der orthogonalen Substitution den Werth —I 
annimmt, so erhält man Ei i.eii’s System ohne irgend eine
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§. 14, 7. 177

Abweichung. Denn das zweite Element der zweiten Horizontal
reihe enthält bei Eulek nur durch einen Druckfehler —d.s statt 
-+- ds .

7. Die binäre und ternäre orthogonale Substitution ist in 
der Geometrie gleichbedeutend mit der Transformation der 
orthogonalen Punctcoordinaten. Um von dem orthogonalen System 
sr, y zu dem orthogonalen System sr', y' überzugehen, unter der 
Voraussetzung, dass cc, //, x', y' Richtungen einer Ebene 
sind, hat man die lineare Substitution zu machen, deren Coef
ficienten

cos sc sc' cosxy'

cos y x' cos y y'

sind. Wenn Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von 
einerlei Sinn beschrieben werden, mithin xy+yx = 0 ist, 
so hat man

xy' = xx' + x'y’ , yx' = yx + xx' , yy' = yx + xx' + x'y' . 

Sind nun die Winkel xy und x'y' beide — 90°, so ist
cos xy’ = — sin xx' , cos yx' = sin xx' , cosyy' = cos xx' . 

Wenn dagegen xy = 90° und x'y' = — 90° ist, so ist
cos xy' = sin xx' , cosyx' = sin xx' , cos yy' = — cos xx' .

Daher hat man, wie bekannt, beim Uebergange zu einem System 
desselben Sinnes die lineare Substitution

cosscsc' —sin®»'

sinxx' cosxx'

von der Determinante I zu machen; beim Uebergange zu einem 
System entgegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Sub
stitution

cosxx' sin xx'

sinscsc' — cosscsc'

von der Determinante — 1 .
Diese Bemerkungen werden durch ein bekanntes gonio- 

metrisches Theorem (s. unten §. 16, 3) bestätigt, nach welchem 
für beliebige Richtungen einer Ebene £C, y, x', y'

coixx' cosxy'
= sin sc?/ sin sc'?/' .

| cosyx' cosyy
Baltzer, Determ. 3. Aufl. 42
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178 §. 14, 7.

Diese Determinante ist positiv oder negativ , je nachdem sin my 
und sin x' y einerlei Zeichen haben oder nicht.

Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen

cos2®®' + COS2®]/' = 1 ,

COS2]/®' + COS2]/]/' = i ,

COS®®'COS]/®' + COS®]/'COS]/]/' = 0 ,

dass sin2a??/ und sin 2xy' den Werth I haben. Denn nach der 
Multiplicationsregel (§. 5, 4) ist

I cos®®' cos®]/' !2 I 1 0 I
- sin 2xy sin2®']/' = = = 1 .

| COS]/®' COS]/]/' | | 0 1 |

Um die angegebenen Substitutionen zu rationalisiren, 
braucht man nur cos xx' = cos 21xx' (1 — tang 2| a?£r') 
u. s. w. zu benutzen und die Coefficienten der Substitution durch 
tang^xx' auszudrücken. Vergl. (6) Beispiel 1.

8. Um von dem orthogonalen Coordinatensystem a*, y, z 
zu dem orthogonalen System x', y', z' überzugehen, hat man 
bekanntlich die lineare Substitution

cos ®®' 

cos yx' 

cos z®'

cos xy' 

cosyy' 

cos zy'

cos xz' 

cos yz' 

cos zz'

zu machen, deren Coefficienten den Gleichungen (5, I) genügen 
müssen, mithin Functionen von 3 unbestimmten Grössen sind. 
Bezeichnet 0 den gemeinschaftlichen Anfang der Coordinaten 
und wird die Kugel, deren Centrum 0 und deren Radius die 
Längeneinheit ist, von den Richtungen der positiven Coordinaten 
in X, F, Z, X', F', Z' geschnitten, so sind die Coordinaten- 
systeme desselben oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem 
die sphärischen Dreiecke XYZ und X'F'Z', oder die Tetraeder 
OXYZ und OXY'Z' desselben oder entgegengesetzten Sinnes 
sind.

I. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähn
lich und desselben Sinnes sind, giebt es einen sich selbst ent
sprechenden Punct S von solcher Lage, dass
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SÄ = SÄ', SY = SY' , SZ = SZ',
Winkel ÄS Y = X' S Y' , YSZ = Y'SZ' , ÄSZ = X'SZ' ,

XSX' = YSY' = ZSZ' * *).

Nach einem elementaren Satze der sphärischen Trigonometrie 
hat man daher, wenn OS durch s und der Winkel ÄSX' durch 
(p bezeichnet wird,

COS xx' = COS2S£C + sin 2SX COS <p = COS 2 S£C (4 — COS 7 ) + COS (/>

cos yy' = cos 2sy + sin 2sy cos <p = cos 2 sy (4 — cos </) + cos <p
coszz’ = cos 2sz + sin 2sz cos 7 = cos 2sz (1 — cos </) +cos<f .

Wenn man ferner die gleichen Winkel ÄS)' und Ä'S’l" durch Ü
bezeichnet, so hat man nach demselben Satze der Trigono
metrie

cos xy' = cos sx cos sy' -+- sin sx sin sy'cos(7 + ,9)

= cos sx cos sy + sin sx sin sy cos 7) cos i9 — sin sx sin sy sin ip sin .9 .

Da aber
cos xy = cos sx cos sy + sin sx sin sy cos .9 = 0 , 

sin sx sin sy sin & = 6OXYS = sin xy cos sz = coss?,

so erhält man

cos xy' = cos sx cos sy (4 — cos 7) — cos sz sin ip .

Aus dem Werthe von cosxy findet man cost/a?', weil der Win
kel ) SÄ' = TSX4- ÄSÄ' = — cp 4- // ist, durch Vertauschung 
von cp mit —cp

cos yx' = cos sx cos sy (1 — cos 7) + cos sz sin <p .

Ebenso ist

cos yz' = cos sy cos sz (1 — cos 7 ) — cos sx sin 7)

cos zy' = cos sy cos sz (1 — cos 7) + cos sx sin 71

cos zx' = cos sz cos sx (1 — cos 7) — cos sy sin 71

cos#s' = cos sz cos sx (1 — cos cp) + cos sy sin 7 **) ,

K
*) Vergl. des Verf. Abhandlung über die Gleichheit und Aehnlichkeit 

u. s. w. Dresden 4 852, §. 34 und 52, oder Eiern, d. Math. 5tes Buch §. 4, 48.
**) Diess sind die von Eulek Nov. Comm. Petrop. 20 p. 24 7 gefundenen

Formeln, welche Jacobi Crelle J. 2 p. 4 88 in Erinnerung gebracht hat mit 
der Aufforderung, dieselben einfacher abzuleiten.

42*
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180 §. U, 8.

wo von den verfügbaren Grössen sx, sy, sz, g die ersteren 
durch die Gleichung

cos2sa; + cos2sy + cos2sz = 1

unter einander verbunden sind.

Uni diese Substitutionscoefficienten zu rationalisiren, führt 
man .]></’ ein und erhalt

cos®®' = cos 2|</> + 2 cos 2s® sin 2|</> — sin 2| </> 

cosxy' = 2 cos sx cos sy sin2|</> — 2 cos sz sin |</> cos

u. s. f. Setzt man

cossx tang|(f = Z , cossy tang|rp = y , cossz tang|</> = v ,

mithin

tang 2|ff = Z2 + ,u2 + v2 , ------ 1 + Z2 + «2 + r2 ,

so erhält man das obige System rationaler Coefficienten einer 
ternären orthogonalen Substitution (6).

II. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und 
ähnlich und entgegengesetzten Sinnes sind, giebt es einen sich 
selbst entsprechenden Ilauptkreis, dessen Pol S seinem Gegen- 
punct entspricht, so dass

SX + SX' = 180° , SY + SY' = 180° , SZ + SZ' == 180° , 

Winkel XSK = X'SY', YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ' ,
XSX' = YSY' = ZSZ' .

Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man

cos®®' = — cos 2sx + sin 2sx cos tp = — co»2sx (4 + cos y>) + cos <p 

cos xy' = — cos sx cos sy + sin sx sin sy cos (7- +

= — cos sx cos sy (1 + cos (p) — cos sz sin <p

u. s. w. Diese Formeln unterscheiden sich von den im vorigen 
Falle gefundenen nur durch tlie Zeichen, nachdem g mit 180°— g 
vertauscht worden ist. Der Winkel 1 80°— g ist aber derjenige, 
welchen das System x', y', z um die Axe s beschreiben muss, 
damit V F Z' mit der Gegenfigur von Ä YZ zusammenfällt.
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III. Nach v. Staudt’s Theorem (s. unten §. IG, 3) ist für 
beliebige Winkel und Lagen der coordinirten Axen

cos XX cos xy cos xz'

cos yx' cos yy’ cos yz'

cos zx’ cos zy’ cos zz'

= 36 OXYZ . OX'Y'Z' .

Folglich ist die Determinante positiv oder negativ, je nachdem 
diese Tetraeder oder die von den Axen gebildeten Ecken des
selben oder entgegengesetzten Sinnes sind. Bei einem ortho
gonalen System beträgt aber das zugehörige Tetraeder t1i Cubik- 
einheit, daher ist die Determinante der orthogonalen Substitution 
I oder — 1 , je nachdem das neue System mit dem alten dessel
ben oder entgegengesetzten Sinnes ist *).

IV. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen

cos 2xx' + cos2xy' + cos2ajz' = 1 

cos2j∕x' + cos2yy' + cos2yz' — 1 

cos2za∕ + cos2z√ + cos2zz' = 1

cos xx' cos yx' + cos xy' cos yy’ + cos xz' cos yz' = 0

cos xx' cos zx’ + cos xy' cos zy' + cos xz' cos zz' = 0

cos yx' cos zx' + cos yy' cos zy' + cos y z'cos zz' = 0,

dass die Systeme tr, t/, z und as∙', t/', z' orthogonal sind**). 
Denn

(36 OXYZ , OX'Y'Z')2 =
αil ai2 ai3
a2l a22 a23

öq«,

worin nach der Regel für die Multiplication der Determinanten 

α11 = cosxxrcosxx' + cos xy' cos xy' + cos xz' cos xz' = 1 

a12 = cos xx' cos yx' + cos xy' cos yy' + cos xz' cos yz, = 0

u. s. w., so dass

«,1 °I2 «.3 1 0 0

α21 a∙i2 ®23 = 0 1 0 = 1 .

«3. a32 ®33 0 0 1

*) Auf diesen Unterschied der Substitutionsdeterminanten hat Jacobi
Crelle J. 15 p. 309 aufmerksam gemacht. Vergl. Möbius Statik §. 127, Magnus 
anal. Geom. des Raumes §. 13.

**) Dedekind Crelle J. 50 p. 272.
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182 §. 11, 8.Nun ist 6 0AFZ = sinxy sinasz sin⅛yz.τz) u. s. w. Das Product der Sinus wird aber nur dann 1 , wenn die Winkel recht sind.
9. Wenn cil,..,cnn die Coefficienten einer orthogonalen Substitution bedeuten, deren Determinante ε d. i. entweder I oder — 1 ist, wenn C,1 + Z C,2 . . cm

.. C2l C22 + 3 . ∙ C2n
l∖zl =

f'nι f'n2 ∙ ∙ cnn ^*^ zso ist die Gleichung ∕,(z) = 0 reciprok und hat mit Ausnahme der Wurzel —ε, welche bei ungeradem n vorhanden ist, keine realen Wurzeln*).Beweis. Die Entwickelung der Determinante ∕,(z) nach steigenden Potenzen von z (§. 4, 3) giebt vermöge der in (5, VI) bewiesenen Eigenschaft der zu f(0) gehörigen partialen Determinanten ohne Weiteres zu erkennen, dass die Coefficienten von zθ, z1, z2,.. von den Coefficienten von zn, zn~1, zn~2,.. sich nur durch den Factor e unterscheiden, dass also
z" ~ ,∖z),was sich durch Multiplication der Determinanten e und /'(z) bestätigen lässt. Demnach ist /'(—«) = (—l)w en~ 1∕^(-e), also verschwindet —e), wenn n eine ungerade Zahl ist. Ueber die Realität der übrigen Wurzeln der Gleichung ∕,(z) = 0 erhält man Aufschluss durch das Product der Determinanten

d1, — z2 zdl2 zdl3
„ , z⅛ι d22-zl zd23∕(z)∕∙(-z) = , j 2

worin nach der Multiplicationsregel
- z2 = cil cil + . . + (cii + z) (cii - z) + . . + cin cin 

zdik = cilckl + . . + (cii + z)cki + . . + cik(ckk - z) + . . + cinck,l

t) Brioschi Liouv. ,). 19 p. 253. Vergl. Schlafli Ci eile J. 65 p. 186.
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183§. 14, 10. folglich (5, I)
d,ii — 1 , ^,ik — cki ~ cikist. Daher hat man dik ÷ dki = 0 , und nach §. 7, 6

β⅛=,- f'±-i ∙h√hγ⅛-
wobei die a. a. 0. näher beschriebenen Coeffieienten der Potenzen von ~— z positiv sind. Wenn nun z real ist, so ist für gerade oder ungerade n∕W(-*) oder J⅛)⅛
positiv, folglich f∖z} von Null verschieden.10. Die orthogonalen Substitutionen gehören zu denjenigen linearen Substitutionen , durch welche überhaupt eine gegebene quadratische Form von n Variablen in ein Aggregat von n Quadraten transformirt wird. Wenn die gegebene Form, die nach §. 13, 9 IT. durch 2aikxiχk bezeichnet wird, durch die lineare Substitution

xι = e∣.J∕. + ∙∙ + cιnyn

xn = cniyl + • + c„„2/„in das Aggregat ∕>1 ∕∕,2 + ∕>2y22 -+-..÷ pnyn2 übergeht, so erfolgt die Identität
+ . ∙)(Ca,J∕i + ∙ ∙) = plyl2 + • • + PnVn 

ikunter den Bedingungen
+ ⅛cAr) = θ . ½aikcιrckr = pr .? 

ik ikSetzt man zur Abkürzung
ffis a,i∖cιs + ∙ ∙ + aincns >so erhält man hei der Voraussetzung nki = aik zur Bestimmung
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184 §. 14, 10.der Substitution das unzureichende System von — 1)Gleichungen
cu 9ls + ∙∙ + cnrgns = 0 .Aus solchen Grössen c, welche diesem System genügen, bildet man dann

cιr9ιr + ∙ ∙ + cnr9nr = Pr >und findet
9ιrxι + . . + 9nrxn = PrPr >

p y* = (9ιrxι ÷ ∙ ∙ + ffnrxn)t 
" r 9ιrcιr + ∙ ∙ + 9nrcιr ’

so dass nur die Verhältnisse der Substitutionscoefficienten zu einander in Betracht kommen.Die Determinanten der gegebenen und der transformirten Form sind abgesehn vom Zeichen -Σ ± ali . . ann und p1p2 . .pn. Wenn nun die Determinante der Substitution den Werth ε hat, so ist (3)
Pl . . pn = ε2 Σ ± o11 . . ann .Wenn man ferner den Coefficienten des Elements cik in der Determinante ε durch γik bezeichnet, und die Gleichungen

0 = C∣ιfl,ιr + ∙ ∙ + <⅛ 9nr

Pr — cιr9ιr + ■ ■ + c∏r9nrθ = Wir + ∙ ∙ + cnn9nrder Reihe nach mit yl∙1, y,∙2, . . multiplicirt, so findet man durch Addition
PrYir = i9irund hiernach wie oben (5)

P\ • • Ptn — cm + ι,m + ι ∙ ∙ cnn = ( — 9ιι • • 9 mm •11. Die Summe f = 2 aikxiyk von n2 Gliedern, welche dadurch gebildet werden, dass man für i und k alle Numem von I bis n setzt, und deren Coefficienten aik einer Beschränkung nicht unterliegen, ist eine homogene lineare Function sowohl der Variablen an, ,. ., α,n, als auch der Variablen ∕∕1,.. , ?/n, und heisst deshalb eine bilineare Form derselben*).*) Jacobi Crelle J. 53 p. 265. Vergl. Christoffel Crelle J. 63 p. 255.
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§. 14, 11. 185Bildet man die Differentialquolienten 
üf

ui — — aiιVι + ∙ ∙ + αiw3∕nÖf
vk = = aιkxι + •• + <*nkxnso hat man die characteristische Gleichung

f = uλxl + . . + unxn = vlyl + . . + vnyn .Von der bilinearen Form kann man ein Product einer linearen Function der x mit einer linearen Function der ?y so ablösen, dass eine bilineare Form von zweimal n—I Variablen übrig bleibt. Unter der Voraussetzung, dass der Coefficient αlt nicht verschwindet, dass also in u1 die Variable yl , in vi die Variable 
xl nicht fehlt, bilde man die bilineare Form

fi — f ~ — ς a ikxiVk
unwelche die Variablen xj , y↑ nicht mehr enthält, weil

∩' , — n — q*1 a ik — aιk averschwindet, wenn für i oder k die Numer 1 gesetzt wird. Mittelst der Differentialquotienten
, _ ∂∕,1 , ∂fl

H i . V /■ — -TT---
∂rrt∙ Ä üykkann ferner unter der Voraussetzung, dass α'22 nicht verschwindet, dass also weder y2 in u2 noch x2 in v,2 fehlt, die bilineare Form

, f U,.iv,2 ,
fl = fl - — = ∑ a 'ikxiVk

U 22gebildet werden, welche auch die Variablen x2 , y2 nicht mehr enthält, weil der Coefficient
a,i-ia'2k

a ik — a ik------- -------
U 22verschwindet, wenn für i oder k die Numer 2 gesetzt wird. Durch fortgesetzte Ausscheidungen der angegebenen Art erhält man die besondere Darstellung
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186 §. 14, 11.
HlVl U'2V'2 U"iv"3

ι Z ff ~∙ ∙ ∙ ∙' «11 «22 « 33Die Differentiation ergiebt aber, «i«n _ ,. vι a'k
ui = Ui ~ Vk - Vk - ’

= u'i - ≤≤⅛ , »"» = υ'k - υ^t ,
U 22 U 22

mithin ist uri eine von yi unabhängige homogene lineare Verbindung von ιz1 und ui; u"i eine von yl und y∙2 unabhängige homogene lineare Verbindung von u'2 und m',∙, also auch von «i > u2> ui j u∙ s∙ f- In allen diesen Verbindungen hat ui den Coefficienten 1. Daher kann
w('nh = Cl ul + . . + Cmum + uigesetzt werden. Weil diese Formel von y↑,∙.,ym unabhängig sein soll, so verschwinden die Coefficienten dieser Grössen, und man hat θ = C1 α,, + . . + Cmann + αil
θ f*l aιιn ^*^ ∙ ∙ ÷ Cmamm + «j'mfolglich (§. 8)
«ii . . aml rt,∙, = 0• • «mm «»»»
wι . . Um Ui - u(m)ioder «n • • «mi «n «n • • «i»n uι

u(m). v∙ + a n .... . ....« «---- «n ∙ ∙ 'lm∣n ¾ _
«im ■ « amm aim am∖ ∙ ∙ amm um
ul . . uιn u3 a3t . . a3m u3«n

aιm «i,m + i 1∕tn + ι + ∙ ∙ + a∖n Un

^zwι ∙ t a *«mm «m,m + i Vm +1 ^*^ ∙ ∙ amn Vn 
aim ai,m + ι Vm + i + • • + «in ‰Aus u j wird υ(,>⅛) abgeleitet, indem man ur durch?’ , und 

«rs durch rzsr ersetzt
www.rcin.org.pl



§. 14, 12. 187Die Variable z∕⅛ hat in zλzn∖∙ den Coefficienten n^m∖∙⅛, also ist∖χ.-i- ± O,, . . d,,,m — ± rtn . . a∕n∣∣ιaik

„(m) _ — On . . Om +,1,rt + l
“ nι + ι,nι + ι ~ y _i_ n ~ ~ •

— αιι ∙ ∙ ammUnter Annahme der Bezeichnungen
Am = ± α11 . . amm

aιι • ■ ai,m — ι uι β.ι ∙ ∙ aι1m-1 au» V»» ÷ • •Uw =..........................................= . . .Ow,, . . a∣lι1m-∖ um &m\ ∙ ∙ ^mmUm ^t^ • •
= AmVm + • • »

Ou . . O,,t-,ι∣ Vi O11 . . am-∖,ι aιnι xm ^*^ • •

Vm =...........................................= . . .
O,,rt . . Ow-1,wl Vm alm . . Oιn-ι,m ammxm ^*^ • •

= Amxm + • • ,ergiebt sich endlichtt⅛ + lv(zn)m + 1 _ F,n+lFm+1 _ Jm + l~ „
(OT) - A A ~ ■ A ¼n+ι‰ + ∣ ’a m + ι,m + ι nm-am + ι λ>>i

, UtV, U2V2 U3V3
1 Al A1A2 A2A3Wenn es demnach eine Anordnung der Variablen einer bilinearen Form giebt, bei der die partialen Determinanten 

Al , Λ2, Λ3 ,. . nicht verschwinden, so kann die bilineare Form auf eine bestimmte Weise als Summe von Producten homogener linearer Functionen Ul U1 , U2V2,.. so dargestellt werden, dass 
Uιn und Vm von der zzzten (und den folgenden) Variablen je einer Schaar nbhiingen und die vorangehenden Variablen nicht enthalten.12. Ebenso kann unter den analogen Voraussetzungen die quadratische Form 2 cιi∣cxix∣c, deren Coefficienten aik und ungleich sind, auf eine bestimmte Weise als Aggregat von Quadraten homogener linearer Functionen der Variablen so dargestellt werden, dass die wte Function von der wten und den folgenden Variablen, aber nicht von den vorangehenden ab
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188 §. 14, 12.hängt*). Denn die bilineare Form f = 2 aik.τiyk geht in die gegebene quadratische Form über, wenn yk mit srkx aki mit aik zusammenfällt. Versteht man nun unter w,∙, w',∙, . . die halben Differentialquotienten (§. 13, 1), so hat man (I I)
, ul2 u22 un2' Λ AlA,t An~lAnworin Am = 2±an . . amm eine nicht verschwindende partiale Determinante der Coefficienten aik bedeutet, und

αn ∙ ∙ aι,m-1 ωι αu ∙ ∙ aι,nι-1 aιmxm ^*^ • •
UM=..................................................... \ . . . .

am∖ ∙ ∙ am,m-ι um atnι ∙ ∙ atn,m-1 ammxm + • •Die Anzahl der Quadrate, welche negative Coefficienten haben, ist der Anzahl der Zeichenwechsel gleich, welche die Reihe 1 , Al , A2, . . , Awdarbietet.13. Zwei gegebene quadratische Formen der Variablen a7ι > ∙ ∙ > a,-n
V = 2aikxixk V = ∑bikxixkderen Determinanten nicht verschwinden, können im Allgemeinen durch eine bestimmte lineare Substitutionajι = cιιHι + ∙ ∙ + cm2∕)(∙¾ = c,∏Pι + ∙ ∙ + cnnynderen Determinante den Werth ε hat, in die FormenT = P.!∕,a + Ply∙f + ∙ ∙ + pnyni V> = s,P.t∕ι2 + ⅜P8V,* + ∙ ∙ + snPnVngebracht werden**). Denn man hat zur Bestimmung der n2

*) Jacobi Crelle J. 53 p. 270 und 282. Diese Transformation der quadratischen Formen war von Gauss theor. comhin. observ. 31 (Comm. Gott. V. 1819) angezeigt worden. Einen Beweis derselben findet man bei Brioschi Nouv. Ann. 1856 Juli.**) Cauchy Exerc. de Math. 4 p. 140. Jacobi Crelle J. 12 p. 1. Weierstrass Berl. Monatsbericht 1858 p. 207 (vergl. Brioschi Ann. di Malern. 1858 Juli und Christoffel Crelle J. 63 p. 255).
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§. 14, 13. 189Substitutionscoefficienten ⅜ra(∕ι— ∣) ÷ ⅜Mn—∣) ÷ w Gleichungen (10).Bei dieser Transformation geht die quadratische Form 
sφ — ip mit der Determinantesβιι — ∙ ∙ saιn ^ιn

f(s) = . ' . .
s anι — ^nι ∙ ∙ sann ^nnin die Form (s — si)piy↑2 + . . + (s — sn}pnyn2 über, deren Determinante (s - sl) . . (s - Sn} p, . . pn = e'V(s)ist (3). Zugleich hat die Determinante p↑ . . pn der transformirten Form φ den Werth e2∑ + α11 . . ann, also ist

f(s) = (s sl) . . (s sn) ∑±β∣l . . aMnd. h. s1, . . , sn sind die Wurzeln der Gleichung raten Grades f(s) = 0 . In der That sind s1 cp — ιp, siφ — ip, . . quadratische Formen mit verschwindenden Discriminanten und von weniger als ra Unbestimmten (§. 13, 10).Setzt man wie oben (10)
9ik = aiιc∖Jc + ∙ ∙ + aincnk » ^ik = ^iιcιk + ∙ ∙ + ^iincnk >und bezeichnet man den Coefficienten des Elements cik in ε durch γik, so hat man

Pk7ik = *9ik> skpkγik = ⅛Λ,∙jkfolglich skgik — hik = 0 d. h.
(«A«ii ⅛) cιA + . . + («A«m 6,∙m) Cnk = 0 .Indem man hierin für ? die Numern 1, 2,.., ra setzt, erhält man 

n Gleichungen, vermöge deren (§. 8, 3)
s∕ca∖ι ^ιι ∙ ∙ ska∖n ^ιn = 0 ,
sk anι ^nι ∙ ∙ sk ann ^nn

cιk ∙ c2k ∙ ∙ ∙ ∙ cnk ~ Λsλ-)iι ’ ∕l⅛)j∙2 ∙ ∙ ∙ ’ fskiinist, wenn man den Coefficienten des Elements snik-bik in f(s) durch f(s}ik bezeichnet. Dabei hat man (§. 6, 5)
f[s}ik ~ A«)a» f(sr)ik2 ~ f^r^iif^r)kk

www.rcin.org.pl



190 §. 14, 13.und es bestätigt sieh, dass Sj( eine Wurzel der Gleichung f\s) = 0 ist. Aus der Proportion clfc : c2fc : . . wird p∣i<Jk1 gefunden (10), aber nur unter der Voraussetzung, dass s∣c eine einfache Wurzel der Gleichung f[s) = 0 ist. Wenn .s,1 und s2 conjugirt complex sind, so sind auch pl yl2 und p2y22 conjugirt complex, mithin φ und ψ durch je w Quadrate darstellbar, welche nicht alle dasselbe Zeichen haben (§. 13, 16). Umgekehrt schliesst man : Wenn eine der Formen φ, if.) definit ist d. h. durch wQuadrate von einerlei Zeichen sich darstellen lässt, und die Gleichung ∕,(s) = 0 lauter verschiedene Wurzeln hat, so sind diese Wurzeln real.Wenn eine der gegebenen Formen definit ist, so hat die Gleichung f[s) == 0 nur reale Wurzeln auch dann, wenn dieselben nicht alle von einander verschieden sind (§.13, 13). Dabei ist eine Zfache Wurzel der Gleichung f\s) = 0 zugleich eine (Z—1)- fache Wurzel der Gleichungen f∖s)i]c — 0, ohne dass die Darstell- barkeit der beiden gegebenen Formen durch die Quadrate derselben n realen linearen Functionen von α,1, .., a-n verloren gehl, wie Weierstrass a. a. 0. bewiesen hat.Anmerkung. Wenn die beliebige quadratische Form fp durch n Quadrate insbesondere mittelst einer orthogonalen Substitution dargestellt werden soll, welche die Form
(f = xl2 + x2 + . . + xn2 in j∕l2 + . . + ynlverwandelt, so hat die zu diesem Zwecke aufzulösende Gleichung ∕,(s) = 0 nur reale Wurzeln, welche aber nicht nothwendig alle von einander verschieden sind. Auf einer solchen Transformation beruht namentlich die Bestimmung der llauptaxen von Linien und Flächen zweiten Grades, der mechanischen llauptaxen eines gegebenen Körpers, der siicularen Störungen von Planeten (Lapeace Mem. de Paris 1772, II p. 293 und 362). Die dabei eintretende Realität der Wurzeln der Gleichung f(s) = 0 wurde für den dritten Grad von Laurange (Mein, de Berlin 1773 p. 108) bewiesen, für höhere Grade von Cavciiy und Jacobi a. a. O.; auf einem neuen und directen Wege für den dritten Grad von Kummer (Crelle J. 26 p. 268. Vergl. Jacobi Crelle J. 30 p. 46), für höhere Grade von Borchardt Liouv. J. 12 p. 50 — zunächst unter der Voraussetzung, dass alle Wurzeln der Gleichung
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§. 15, 1. 191
f[s) — 0 von einander verschieden sind. Die angezeigte Eigenschaft der Gleichung ∕*(s) = 0 erkennt inan nach Sylvester (Philos. Mag. 1852, II p. 138) durch Entwickelung des Products f(s)f(—s) ? welches für imaginäre Werthe von s durchaus positiv bleibt (vergl. 9). Die Auflösung des allgemeinen Problems ist tiefer ergründet worden von Weierstrass und Kronecker Berl. Monatsbericht 1868 Mai 18.

§. 15. Die Dreiecksfläclie und das Tetraedervolum.1. Wenn 0 den Anfang beliebiger coordinirter Axen bedeutet, wenn .τ, y und £c, , y{ die mit den Axen parallelen Coor- dinaten der Puncte A und B sind und die Geraden, auf denen 
OA und OB liegen, wie die Strecken selbst durch r, r1 bezeichnet werden, wenn ferner die Dreiecks fläche OAB positiv oder negativ genommen wird, je nachdem der Sinn der Drehung, welcher durch die Ordnung der Puncte 0, A, B bestimmt ist, mit dem positiven Sinn der Ebene, in welchem positive Winkel derselben beschrieben werden, übereinstimmt oder nicht übereinstimmt, so ist*)

iOAB = rrl sin rrl — \ \ sin xy .I ®i Vx IBeweis. Es ergiebt sich unmittelbar aus der über das Zeichen der Dreiecksfläche gemachten Voraussetzung, dass 
rri sin rri auch dem Zeichen nach mit 20 AB übereinslimmt. Man hat aber (§. 3, 4) ! *,r rr,cosrr1 I

- rlιγ sin trr1 = | rr,cosrrl r,rl und durch orthogonale Projection
*) Diese Formel ist in einem Theorem Varignon’s (Mdm. de Paris 1719 p. 66) enthalten, dessen genaue geometrische Darstellung nebst der Bestimmung der Zeichen man in Möbius Statik §. 35 und in des Verf. Elementen der Math. Planimetrie §.9, 8 findet, ln der gegenwärtigen Gestalt kommt die Formel bei Monge vor (J. de Γdcole polyl. Cah. 15 p. 68), und liegt der Formel für die Fläche eines Polygons zu Grunde, welche Gauss in den Zusätzen zu Schvmacher’s Uebersetzung von Carnot geom. de position gegeben hat.
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192 §• 15, 1.
r cos x r = x + y cos x y
r cos yr = xcosxy + y 
r = xcosxr + y cos yrrr1cosrr1 = xl r cos xr + ylrcosyr = xrlcosxrl + yrl cosι∕rl . Nun ist nach der Multiplicationsregel (§. 5, I)I xr cosxr + yr cosyr xrx cosxrl + yrl cosi/r, II xlr cosxr + yir cos yr x,r, cosxr, + y,r, cos yr, |I x y I r cos xr r .cos y r J

| x, y, I | r, cosxrl r, cos yr, |und ebensoI r cosxr r cos yr 1 I x y I I 1 cosxy I| r,cosajr∙, r,cosyr, ∣ I x, y, [ | cosxy 1Daher findet man, wenn e entweder 1 oder —1 ist,
I χ 3/ I .rr, sin rr, = ε sinxy .
I Xx Vi IWenn y und xl verschwinden, so geht r in a;, r, in y↑ über. Demnach ist « = 1.Anmerkung. Wenn der Punct B dem Puncte A unendlich nahe liegt, so ist

r, = r + dr , x, = x + dx , y, = y + dy .Indem man den Winkel xr durch # bezeichnet, erhält manI x x + dx I I x dx I
iOAB = r2d& = sin xy = sin xy

| y y + dy I \ y dy \durch Anwendung von §. 3, 6.2. Wenn das Volum des Tetraeders OABC durch die Kanten OA, OB, OC und deren Winkel unzweideutig ausgedrückt werden soll, so bestimme man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden x, y, z, auf denen die Kanten OA, 
OB, OC liegen, und demgemäss die Zeichen dieser Kanten; ferner bestimme man willkürlich die positive Richtung der Normale z' der Ebene xy, und demgemäss den positiven Sinn dieser Ebene. Dann ist auch dem Zeichen nach2 0 A B = 0 A . OB sin xy ,

www.rcin.org.pl



§.15,3. 193und der Abstand der Spitze C von der Ebene der Fläche OAH 
OC cos zz' ,folglich*) 6 OA B C = OA .OB. OC sin xy cos zz’ .Wenn zur positiven Richtung von .t oder y die entgegengesetzte gewählt wird, so wechseln OA oder Olt und sin xy das Zeichen. Wenn zur positiven Richtung von z die entgegengesetzte gewählt wird, so wechseln OC und coszz, das Zeichen. W enn zur positiven Richtung von z' die entgegengesetzte gewählt wird, so wechseln sin xy und coszz' das Zeichen. Bei jeder Wahl erhält also OA.OB.OC sin xy cos zz' dasselbe Zeichen.In gleicher Weise findet man6 0 BA C — OA.OB. OC sin yx cos zz' .Nun ist ’ sin yx = — sin a??/ , folglich OBAC = — OABC, u. s. w.3. Der goniometrische Factor, mit welchem das Product der an einer Ecke des Tetraeders liegenden Kanten multiplicirt werden muss, damit man das fifache Volum des Tetraeders erhält, wird nach v. Staudt (Ereile J. 24 p. 252) der Sinus der Ecke genannt und durch s∖nxyz bezeichnet, wenn die Kanten auf den Geraden x, y, z liegen. Nach (2) istsin xyz = sinj/za; = . . = — sin yxz = — sin xzy = . . und aus sphärisch-trigonometrischen Gründensinajys = sin xy sin xy'z = sin xy sin yz sin xy'yz ,wenn xy'z und xy'yz die mit der Ebene xy von der Geraden z und von der Ebene yz gebildeten Winkel bedeuten. In Folge der Gleichungcos zx — cos xy cos yz = sin xy sin yz cos xy'yz findet man**)

*) Vergl. Möbius Statik §. 63 und des Verf. Elem. d. Math. Trigonometrie §. 6 , 14.**) Euler Nov. Comm. Petrop. 4 p. 158. Vergl. des Verf. Elemente der Math. Trigonometrie §.5, 11.B a 11 z e r , Deterin. 3. Aufl. 13
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194 §. 15, 3.sin tχys = sin iχy sin 2yz — (coss.r — cosxy cos y z}2

= 1 — cos2xy — cos 2yz — cos 2zaJ + 2 cos xy cos yz cos zx

, . xy + xz + yz . — xy + xz + yz . xy — xz + yz . xy + xz — y= 4 sin-------- - ----- — sin----- -------------— sin —------------— sin —------------ —.2 2 2 2Die Grösse sin '1xyz liegt zwischen 0 und 1, und erreicht die untere Grenze nur dann, wenn die Geraden x, y, z mit einer Ebene parallel sind, die obere Grenze nur dann, wenn die Geraden normal zu einander sind. Zugleich hat man nach §. 3, 171 cosa;j/ COS £C2sin 2x yz = cosxy 4 cosj/sCOS £C3 COS 1/3 1analog der Gleichung I 1 cos 2:1/ Isin xy = | cos xy 4
4. Wenn 0 den Anfang beliebiger coordinirter Aven bedeutet, wenn a?, s; K∖ , y↑ , ; a⅞, y2, z-2 die Goordinatender Puncle A, ß, C bedeuten und die Geraden, auf denen OA, 

Oß, OC liegen, wie diese Strecken selbst durch r, r1, r2 bezeichnet werden, so ist auch dem Zeichen nach*)
X x, x2

6OABC = r r, r., sin rrlr.i = y yl y., sinxyz .
z zl z2Beweis. Nach (3) ergiebt sich

rr r rl cos r rl r rt cos r r2
r2r2r2 sin 2 rr, r, = rr, cos rr1 r, r, r, r, cos r, r,rr, cos rr, r, r, cos r1 r., r2r2und durch orthogonale Projection

r cos xr = x + y cosxy + s cos xz

r cos yr = x cos xy + y + z cos yz

r cos zr = xcosxz + y cos yz + z

r = x cos xr + y cos y r + z cos zr

*) Lagrange suι, les pyr. 4 4 (Mein, de t’acad. de Berlin 4 773 p. 4 49). Monge I. c. Möbius I. c.
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§.15, 5. 195rr,cosrr1 = .'κ,rcos.rr + τ∕1rcosyr ÷ z1rcoszr 
= x r1 cos x rl + ι∕r,cosj∕r, + 2rlcos2r1u. s. w. Demnach erhält man unter Anwendung von §.5,1 stall der obigen Determinante das Product

X x. r cos x r r, cos x r, r2 cos x r2

y yl y> r cos yr r, cos y r. r., cos y r..
z 21 z2 r cos 2 r r, cos 2 r, r2 cos 2 r2

r cos xr
r cos y r
r cos 2 r

und ebenso r, cos xr, 
rl cos y r, r, cos 2 r,

r2 coszrr2 r2 cos y r., 
r2 cos 2 r..

x x, x2

y yl y2
Z 2, 22rr,r2sinrr,r2 = ε sin xyz .

Wenn unter den Coordinaten der in Betracht gezogenen Puncte nur x, yl , z2 von Null verschieden sind, während die übrigen verschwinden, so fällt r mit x, r↑ mit y, r2 mit z zusammen und von der Determinante bleibt nur das Anfangsglied übrig (§. 2, 7). Also ist ε = 1 .Anmerkung. Vermöge der Sätze (1) und (4) können die einfachsten der in §. 3, I I aufgestellten Identitäten geometrisch gedeutet werden.5. Wenn die Puncte A , B, C in Bezug auf zwei Axen der Ebene ABC durch die Coordinaten a?, y, cc1 , ∕∕1; χ2, y2 gegeben sind, so ist*)
2ABC = x xx x2 sin xy .

________________ y yl y∙z*) Diese bekannte Formel und die entsprechende des folg. Art. kommt in dieser Gestalt bei Cayley Cambr. matli. .1. 2 p. 2fiS, Joachimsthal Grelle J. 40 p. 23 u. A. vor. 13*

X Xx X., 4 COS xy C0S£C2

= y Vi y∙2 cosxy 4 cos yz
Z 2, 22 COS xz cos yz 4Daher ist, wenn « entweder I oder —1 bedeutet,
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196 §• 1δ, ∙*>∙Beweis. In Bezug auf ein durch den Anfang A gelegtes System von Axen, welche mit gegebenen Axen einerlei Richtung haben, sind ∙zr1 — .τ, ∕∕1 — y; xi-r-x, y2— y die Goor- dinaten von B und C, daher ist (1)
I x. — x x.,— x 

%ABC = 1
I yl - y y∙t- yWie in §. 3, 6 erhält man statt dieser Determinantesin xy .

1 0 0 1 1 1
X ,-r1 — X £C2 — X = X x,1

y Vx - y y∙i - y y !∕∣ y-iAnmerkung. So oft man in der Formel ABC zwei Buchstaben permutirt, so vielmal wechselt die Dreiecksfläche das Zeichen. In der That erleidet die Determinante der Coordinaten durch Permutation von zwei Colonnen einen Zeichenwechsel (§. 2, 4). Durch Entwickelung der Determinante erhält man die bekannte Identität ABC = OBC + OCA ÷ GAB .Als Bedingung dafür, dass A auf der Geraden BC liegt, d. h. als Gleichung der Geraden durch B und C ergiebt sich, weil A B C = 0 ,
= o .

6. Wenn die Puncte A , B, C, D in Bezug auf drei Axen durch die Goordinaten rr,«/, a; .τ, , ?/l , z,; ,τ2, y2 , z2∙ ,τ3, z∕3, ¾ gegeben sind , so ist
6ABCD =

1111
X xλ xt χ3

y yi y∙2 y3s sι Zz r 3

sin xyz .

Beweis. Legt man durch A ein System von Axen, welche mit den gegebenen Axen einerlei Richtung haben, so sind in Bezug auf dieselben .τ1-<r, y↑~y, z{ — z; x2-x, lΓι~y∙, 
z2-z∖ u. s. w. die Coordinaten von 2/, C, Z), daher ist (4)

6 A B C D =
xl — x x,i - χ xi — X

yi —y y∙i- y y»- y
2χ - Z Z, - Z z,i- Z

si n x y z .

1 1 1
X Xχ x2

y t∕ι y-i
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§. IS 7. 197Durch Transformation der Determinante erhält man1
X

y

0
Xl — X

yl- y

0
X2 — X

y2- y

0
χ3 - χ
y3 - y

= 1
X

y

1
Sh

1*2
y2

1x3
y3z sl- z z2 — z z3- s z »1 Z3Anmerkung. So oft man in der Formel A B CI) zwei Buchstaben permutirt, so vielmal wechselt das Tetraedervolum zugleich mit der dafür gefundenen Determinante das Zeichen.Unter der Bedingung A B C D = 0 liegt .1 auf der Ebene 

BCD, mithin ist die Gleichung der Ebene BCI)1111
X X. X, X,1 2 3 = 0
y y. y2 yiz z, z, z,oder entwickelt111 111 111 Xl ,x2 X3

y↑ y2 y» ® + *ι ¾ ⅞ y+ xl xi x3 3 = yl y2 y3z∣ z2 z3 xl x2 x3 y, y2 ⅞ z, z2 z3wovon die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzunehmen ist.7. Die Lage des Punctes P in Bezug auf das Tetraeder 
A B CI) ist durch die Tetraederverhältnisse

BCÜP : CADP : ABDP : PABCbestimmt*). Die Puncte P, .1, B, C, D haben in Bezug auf drei beliebige Axen die (Koordinaten at, y, z ; tr1, y1, z1; u. s. w. Da die Determinante
*) Lagrange sur les pyr. 28. Grössen, welche wie diese Tetraeder sich verhalten, werden bei Möbius (baryc. Calcul) als barycentrische Coordina- ten des Punctes P in Bezug auf Fundamentalpyramide ABCD angewendet, bei Feuerbach (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 5) als coordi- nirte Coefficienten, bei Plücker (Crelle J. 5 p. 1) als Tctraeder-Coordinaten (in der Ebene Dreieck-Coordinaten).
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198 §• 15, 7.1 1 . . 1
X Xl . . xi

y yl ■ ■ yt
s zl . . zi 
u ul . . ui

= μu + μlul + . . ÷ μtui

verschwindet, wenn stimmt, so hat man die letzte Zeile mit einer andern Uberein-
P + μl + . . + jw4 = o
μx + μl Xl + . . + μtχi = 0

μy + μlyl + . . + μiyt = o
μz + ∣tz∣zι + . . + p424 = oDer Punct P erscheint demnach als Schwerpunct der Puncle

μl . A , μ2 . B , μ3 . C , μi . Dd. h. der in d, P, C, I) befindlichen Massen μl, μ2, P,ι> /<4, und wird dadurch construirt, dass man je nach gegebenen Verhältnissen die Strecke A B in N, die Strecke NC in 0, die Strecke 
OD in P theilt. Vergl. des Verf. Eiern, d. Math. , Stereometrie §. 11, 5. Die partialen Determinanten μf μl, .. verhalten sich zu einander wie die Tetraeder AB CI), BCDP,.. (6), während 
ABCD : B CD P = A Al : Λi P, wenn die Gerade AP mit der Ebene BCD den Punct Al gemein hat, u. s. w.Aus den obigen Gleichungen folgt

μ(a + bx + cy + dx) + . . + μi{a + bxi + cyi + dzt) □= 0eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung gefunden wird, indem man die Ebene a ÷ bx' + cy' ÷ dz = 0 vorstellt, welche von den durch P, A , . . parallel mit z gezogenen Geraden in P,i A',.. geschnitten wird. Dann ist
a + bx + cy + dz' = 0 
a + bx + cy + dz = d(z-x'∖ — d . P‘ Pu. s. w., folglich

μ. P'P + μl. A'Λ + μ2 . B'B + μ3 . C'C + μi . I)'1) = 0 ,wobei unter P', √Γ, . . die Durchschnitte irgend einer Schaar von Parallelen, die man durch P, A,.. gezogen hat, mit einer beliebigen Ebene verstanden werden können.
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§. 15, 9. 1998. Sind Λ1, Hi , Cl die Mitten von AD, HD, CD, so wird das Tetraeder AH CD von den Ebenen A↑HC, ΛHxC, A H Cl halbirt, und der Schwerpunct-P des Tetraeders AHCD liegt auf den genannten Haibirungsebenen, so dass
AlBCP = 0 , AB, CP = 0 , ABClP = 0.Nun hat J, die Coordinaten ⅛(a⅛ + cc4), ∣(yι÷∕∕∣), 2(z1÷¾)> folglich ist (C) 1 111

∣(X1 + £Ca X3 X⅛(2∕1 + t∕<) y2 y3 y
⅜(2, + Z4) 3, Z3 3

⅜ 4 4 4 | 4 4 4

⅜.C, £C2 X3 x ⅛xt X2 X3 X θ

5t∕ι y2 y3 y ⅛yi y2 y2 y
l2l 22 23 2 ⅛2< Z1 Z3 Zoder — μ↑ ÷ μx = 0 . Ebenso ist — μ44-μ2 = 0 , —iιt4÷ μλ = 0, daher μ1 = μ2 = μi = μi = — {μ und

_ a;, + a32 + ¾ + x4 yl + y.t + y3 + y,____ 2, + z, + zλ + zix _ _ , y - - , z -d. h. der Schwerpunct des Tetraeders ist die Spitze von 4 gleichen Tetraedern, deren Basen die Flachen des Tetraeders sind, und der Schwerpunct von 4 gleichen Massen, welche in den Ecken des Tetraeders ihre Schwerpuncte haben*).
9. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in Bezug auf ein System von zwei Axen gegeben sind, so findet man die Fläche des Dreiecks auf folgende Weise**). Die Coeffi- cienten der Gleichungen seien a : b : c, α1 : 6, : c1 , α2 : ½ : c2 > d. h. für jeden Pu.nct der ersten Seite, dessen Coordinaten 

x , y, sind , hat man α + ⅛sc' + c∕ = 0 u. s. w. Die Coordi- nalcn der Eckpuncte x, y, x∣ , y↑', χ2> y nebst 3 llülfsgrössen p, p4, p2 sind durch die linearen Systeme
*) Lagrange sur les pyr. 31—35.**) Joachimsthal Crcllc J. 40 p. 23. Zu demselben Resultat und dom entsprechenden des folg. Art. war auf einem andern Wege Minding Crelle J. 5 p. 397 gelangt.
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200 §. 15, 9.
a + h x + c y = p « + t a;, + c j∕l = fl a + 6 χ2 + c y2 = 0
«, + ftl x + c, y = 0 <ιl + 6, a:, + c, ?/, = pl α, + 6, ®2 + c1 p2 = 0

+ b2x + c2y = 0 a2 + b2xl + c2yl = 0 a2 + b2x2 + c2y2 = p2bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (x, y) auf der zweiten und dritten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt, u. s. w. Nach §. 5, 6 ist1 x y a b c p 0 01 xl yl a, 6, c, = 0 p, 01 x2 y2 a2 b2 c2 0 0 p2Wenn die Determinante der Coefficienten durch li und der Coef- ficient des Elements o, α,, a2 in B durch α, a1 , a2 bezeichnet wird, so findet man aus den 3 Systemen durch Multiplicalion mit α, α1, α2
H = p a , R = p, a1 , H = p2a2 Daher ist (§. 2, 7)p 0 0 1 x y

R3 R20 p1 0 = pplp2 = --------, 1 χ y =------- ,aa1a2 aa,a,0 0 p2 t x2 y2• • • • SIII «77 7/mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksfläche = aaa ■Nachdem man auf bekannte Weise die Höhen des Dreiecks, d. h. die Abstände der Puncte (x, y) , (£C,, ⅛y1) , (x2, y2) von der ersten, zweiten, dritten Geraden berechnet hat, findet man die Seiten des Dreiecks, wenn man die gefundene doppelte Dreiecksfläche durch die Höhen dividirt.Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet, ohne dass die Elemente einer Zeile zu einander der Reihe nach sich verhalten, w ie die Elemente einer andern Zeile, so gehen die 3 Geraden durch einen endlich fernen Punct.10. Wenn die Gleichungen der Flächen eines Tetraeders in Bezug auf ein System von 3 Axen gegeben sind, so wird das Volum des Tetraeders auf dieselbe Weise gefunden, wie die Dreiecksfläche aus den Seiten. Die Coefficienten der Gleichungen seien a : b : c : d, a↑ : b↑ : c1 : d1 , α2 : b-, : c2 : d1, u-i: b-A : c:s : d3, d. h. für jeden Punct (χ∙', y', z,) der ersten Fläche hat man
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§. 16, 1.
(∣ -+- boc' 4- cy' ÷ dz, = 0 u. s. w. Die Coordinaten der Eck- puncte x,y,s; a?, , p1, z1 ; a¾, ?/2, z2; a⅞, y3, ¾ nebst den Hülfsgrössen p, p,, p2 , p3 sind durch 4 Systeme von je 4 Gleichungen

a+bx+cy+dz=p 
al + bl x + cly + dls = 0
a2 + b2x + c2y + d2z ≈ 0α3 + b3x + c3y + d3z = 0ιι. s. w. bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (λ∙, //, ;•auf der zweiten, dritten, vierten, aber nicht auf der ersten Ebene liegt, u. s. w. Dann ist

4 x y z a b c d p 0 0 01 xl yi z, al b, cl dl 0 pl 0 01 aj2 y2 z2 a2 b2 c2 d2 0 0 p2 01 2/3 ⅞ a3 b3 c3 d3 0 0 0 p3Wenn die Determinante der Coefticienten durch li und der Goefficient, welchen a in fl hat, durch α bezeichnet wird, so folgt aus den 4 linearen SystemenΛ = pα = p,α, = p2a2 = p3a3folglich
↑ x y z \

H* i χl yl 3, /P
PPι P2P3 = „ > . = „ >a a1 a2 a3 1 □j2 y2 32 * a, a2 a3t 2/3 3jund das gesuchte 6fache Tetraedervolum (6) = - ■ 8*nxys .? ' aα1α,ajHieraus lassen sieh mit Hülfe der Höhen des Tetraeders seine Flächen berechnen.Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet, ohne dass zwei Zeilen proportionale Elemente enthalten, so gehen die 4 Ebenen durch einen endlich fernen Punct.
§. 16. Producte von Strecken, Dreiecken, Tetraedern.1. Durch √1, √11 , Λ2, . . und B, ß, , ß2, ■ ■ werden i Systeme von Puncten, und durch cijc das Product von 2 Strecken J.1i, BB∣. der Geraden r, ρ mit dem Gosinus des Winkels dieser
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20 2 §. 16, I.Geraden bezeichnet. Um das Product c,∙⅛ zu berechnen, bestimme man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden r, ρ und demgemäss die Werthe und Zeichen der Strecken und der Cosinus. Wenn als positive Richtung einer Geraden die entgegengesetzte angenommen wird, so wechseln eineStrecke und der Cosinus das Zeichen. Also erhält bei jeder Wahl das Product c,∙⅛ dasselbe Zeichen.Sind die Puncte A , Ai, B, B∣i durch ihre orthogonalen Coor- dinaten 0 0 0 n β< γ
xi Vi zi ' h 1k Ckin Bezug auf die Axen x , y, 3 gegeben, bei denen sin x^y z = I, so findet man durch orthogonale Projection von .LIi und von χ∙,∙, yi, zi auf die Gerade ρ

A Ai cos rρ = xi cos xρ + yi cos y ρ + z^ cos zρfolglich
AAi . Bħk cos rρ = xi (ξk - α) + yi (ηk - ß) + zi (ζk - y) cosrρ = cos x r cos x ρ + cos y r cosy ρ + cos zr cos zρ2. Weil das Element ci∣i = J√li . Bliji cos rρ nicht mehr als 3 Glieder hat, so ist nach §. 5, Ic,, . . c,4 I

(I) = 0 
c4, . . c44 Ifür 2 Systeme von je ö Puncten, und wenn die Strecken Einheiten sind und unter dieser Voraussetzung c,∙⅛ durch cos t⅛ bezeichnet wird, ! cos11 . . cos,4

(II) I . . . =0! cos4, . . cos44für 2 Systeme von je i Geraden.Nach dem Zusammenfallen des zweiten Systems mit demersten ist ct∙⅛ = c∣ii, und man findet aus der ersten Gleichung den Zusammenhang unter den Strecken, welche 5 Puncte verbinden (vergl. unten 13), während die andre Gleichung der analytischen Geometrie folgende Ausdrücke liefert:
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§. 16, 2 203

Die Gleichung (HI) enthält den Zusammenhang unter den von i Geraden (Ebenen) gebildeten Winkeln, unter den Seiten und Diagonalen eines sphärischen Vierecks, unter den Flächenwinkeln eines Tetraeders (Carnot Geom. de pos. 330). Wenn insbesondere x, y, z, r die Richtungen der Kanten OΛ, OB, OC und des Diameters Ol) der dem Tetraeder OΛBC umgeschriebenen Kugel bedeuten, wenn OΛ = a, 0 B = b , OC=c, OD = (l, so hat man cos x r cos y r cos zr _ 
a ~ b cd2 a b c

a 1 cos®?/ cosxz θ
b cos x y 1 cos y z
c cos .ts cos yz 1zur Berechnung des Diameter der einem Tetraeder umgeschriebenen Kugel aus den Elementen einer Ecke (Lagrange sur les P)r. 21. Legendre elem. de geom. Note V).Die Gleichung (IV) dient zur Bestimmung des Winkels von ZWei Geraden durch die Winkel, welche dieselben mit den coor- dinirten Axen bilden. Magnus anal. Geom. des Baumes §. 9 (7). Vergl. einen Aufsatz des Verf. in Grelle .1. 46 p. I 43.Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen, und alle Geraden mit dieser Ebene parallel sind, so hat man.Z ± cll c22 c33 = 0 Σ ± cos11 cos22 cos33 = 01 cos x r cos y r cos r ρ cos x ρ cos y ρ

cosxr 1 cos®// = 0 cosxr 1 cos®?/ = 0i cos y r cos xy 1 cos y r cos ? y 1

(111)

(IV)

1 cos x r cos y r cos z r
cosxr 1 cos®// cos® 2
cos yr cos xy 1 cos yzcos zr cos®3 COSJ/3 1cos r () cos x ρ cos y ρ cos z ρ 
cosxr 1 cos® y cosxz
cos yr cosxy 1 cosyscos z r cos xz cos y z I

= 0

= o
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20 4 §• 10, 3.3. Fenier hat inan nach §. 5, ICn c,2 C[j ' xl x2 x3 ζi « ζ2 — a ζ3 — cc

t'21 C22 C23 = 2∕l 2∕∙J 2/3 tll ß r∣2 ß *?3 ß
C3I C32 CS3 Z1 **2 Z3 fl Z ^2 Z fl Z Ialso mit Rücksicht auf §. 15, 4 und 6

2 ± cu c22 c33 = 36 A Ai A2A3 , ßB, B., Btfür 2 Systeme von je 4 Puncten, und
• 2 ± cos,, cos2, cos33 = sin r, r2 r3 sin ρ, ρ2 ρ3für zwei Systeme von je 3 Geraden *).Nach dem Zusammenfällen der beiden Tetraeder ist ci∣f ≈ c∣c∣und man erhält für 36 A √1∣ .12 ∕132 die von Lagrange sur les pyr. I5 gegebene und von Legendre elem. de geom. Note V reproducirte Formel.Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen und alle Geraden mit dieser Ebene parallel sind, so bleibtC-,, C,2 = 4 AA, A2 . BBlB2

∖ c2, c22 |für 2 Dreiecke einer Ebene und cos,, cos12 = sin r. r, sin n, «,cos2, cos22für 2 Paare von Geraden, die mit einer Ebene parallel sind. Zufolge dieser Gleichung ist bei 3 beliebigen Winkeln Z, μ, v einer Ebene cos (Z — μ) cos v — cos (Z — v) cos μ = sin Z sin (μ — v) .4. Weiter hat man nach §. 5, I
c,' c,2 = {xy)(ξη) + [xs'jlξζ) + (yz)(ηζ)
C21 C22wobei

x. x2 j I |, — « ξ2 — a IMM = « J2/, 2/2 I τh “ ß rl2-β*) Diese beiden Sätze hat v. Staudt 1842 gegeben Crelle J. 24 p. 252.Der zweite Satz, der in dem besondern Fall sinr,r2r3 = 1 früher bei Gauss vorkommt, Disq. geuer. circa superficies 2, VI, ist voiiCauchy repro- ducirt worden Exerc. d’Anal. 4 p. 41.
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§. 16, 5. »OSgesetzt ist und das 4fache Product der Projectionen von A /1, A∙1 und H.1 auf die Ebene xy bedeutet. U. s. w. Bezeichnet inan durch n und v die positiven Normalen der Ebenen Λ √1∣ .∙12 und H R↑ j so isl
(xy)(ξη) = ⅛AAlA2. BBxB.lcoszn coszv u. s. w. Zugleich ist (1)cos x n cos xv + cos y n cos y v + cos z n cos z v = cos n v foglich *)

Σ ±, cxx c22 = 4 A Al A2 . B Bx B., cos n vd. h. gleich dem 4fachen Product dieser Dreiecke mit dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen und gleich der 4fachen Summe von 3 Producten, deren jedes aus den Projectionen der beiden Dreiecke auf eine von 3 coordinirlen und zu einander normalen Ebenen gebildet wird.Ebenso hat man -Σ + cos11 cos22 •∣cos□5r1 cos xr.i 11 cos xρx cosa5ρ2∣ cosicr1 cos a: r2! cos re ρ, cosreρ5= ∣ ' H + jI cos y r, cos y r2 ∖ i cos y ρ, cos y ρ2 | | cos z r, cos z r2. j J cos z ρ, cos z ρ2: cos y r, cos y r2 I I cos y ρ, cos y ρ21 I cos z r, cos zr2 | | cos z ρ, cos z ρ2 |oder weil (§. 15, 1) 2ΛΛ1Λ2 = √1∠41 . ∠4√12 sinr1r2
Σ ± cos11 cos22 = sin r1 r2 sin ρ, o2 cos r1 r2^ρ, ρ2für 2 Paare von Geraden oder für 2 Paare von Ebenen , deren Normalen jene Geraden sind**).

5. Das 4fache Product der Dreiecke ΛΛ1Λ2, BBxB1 mit dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen ist ebensowenig zweideutig als die dafür gegebene Determinante. Nach beliebiger Annahme der positiven Dichtungen ihrer Normalen und nach übereinstimmender Annahme des positiven Sinnes jeder Ebene d. h. des Sinnes der Drehung, durch welche positive Winkel und Flachen beschrieben werden , sind die Zeichen der Dreiecke und der Winkel bestimmt, welchen die eine Ebene beschreiben muss, bis dass ihre positive Normale mit der positiven Normale*) v. Staudt a. a. 0.**) (iAi ss und v. Staudt a. a. O,
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206 §. 16, 5.der andern Ebene zusammenfällt. Wenn als die positive Richtung einer Normale die entgegengesetzte angenommen wird, so wechseln zwei Factoren des obigen Products das Zeichen, nämlich ein Dreieck und der Cosinus des Flächenwinkels, weil der Winkel um 180° sich ändert; also bleibt das Product unverändert.Das 4fache Product der Dreiecke ∕ld,d2, BB↑B2 mit dem Cosinus des Flächenwinkels ist 4 A Al d2 . NNi Λ2 , wenn man durch NNlN2 die Projection von BBiB2 auf die Ebene Λ√11Λ2 bezeichnet. Die aus den Paaren AAl, AA2 und NNl1 NN2 gebildete Determinante — ±c11c22 ist von der aus den Paaren 
A Al , A A2 und BBi, BB2 gebildeten nicht verschieden, weil Λ∖V1 und BB\ durch dieselben Ebenen auf√M1 projicirt werden, u. s. w. (v. Staudt). • ,Die Determinantencosα∕' cos ag cos ahcosδ∕, cosbg cosbh = sin abc sin fgh cos cf cos cg cos chJ cos a/' cos ag ∖ A= sinaö sinf<7cosα6 fg| cos bf cos bg Ihaben zufolge der angegebenen Werthe die bemerkenswertheEigenschaft, dass sie unverändert bleiben, jene, während die gegenseitige Lage der Raumwinkel abc, fgh beliebig verändert wird, diese, während bei unveränderter Grösse des Flächenwinkels ab fg die gegenseitige Lage der Winkel ab, fg beliebig verändert wird (Cauchy).6. Wenn man den Coefflcienten des Elementes cf∙⅛ in der Determinante — ± c11 c22 c;t;t durch γi∣c bezeichnet, so hat man nach §. 6, 1

■*- — Zu Z22Z33 — — cι 1 c22 Ga) — (36 AAl AtA3 . B Bl B., Bλ}^Die Elemente γ↑↑ , . . sind Flächenproductc von der in (4) betrachteten Art, nämlichZu — i G2 G3 = ⅛ A A2 A3 . BB.2Bj cos,,Z12 — — G’3 Gl = 1 ^2 B Bi B, COS,.,u. s. w. , wo cos∣1 , cos12,.∙ die Cosinus der von den Ebenen
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§. 16, 7. 207der Flüchen A √12 d;t und B B2 B3 , A A2 Λ3 und B B, B↑, .. gebildeten Flächenwinkel bedeuten.Wenn das zweite Tetraeder mit dem ersten zusammenfällt, und wenn die Flächen 2AA2Λ3 , %AA3A1 , %AAl A2 die Werthe 
f∖ , f2, f\ haben, so findet man i cos12 cos13(6ΛΛ,Λ2Λ3)4 = f2f22f3i cos12 1 cos23COS13 COS23 1(6Λ.41Λ2Λ3)2 = ΛΛΛsin123*)wobei sin12t den Sinus der Ecke (§.15, 3) bedeutet, deren Kanten die positiven Normalen der Ebenen AA2A3, AA3Al, ,t∕l1 A2 sind, und welche der von den Geraden A Ai , AA2, A A3 gebildeten Ecke des Tetraeders so zugeordnet ist, dass die Kugelschnitte der beiden Ecken Polarfiguren sind.7. Für 3 Richtungen einer Ebene a, b, c hat man0 sin2∣α6 sin2∣αc(sin ab + sin bc + sin ca)2 = 8 sin 2⅜aδ 0 sin2∣δesin2⅛ae sin2⅜δc 0und für 4 Richtungen des Raumes (oder Ebenen) a, 6, c, d’*) (sin abd + sin bcd + sin cad — sin afec)20 sin2⅜afe sin2^ac sin2∣adsin 2ia6 0 sin2⅛bc sin 2⅜6d= - 16 sin2∣ac sin2∣δc 0 sin2⅜cdsin2∣ad sin2∣δd sin2∣cd 0Beweis. Indem man zwei Axen .τ, y zu Hülfe nimmt, bei welchen sin .77/ = 1 ist, erhält man (3)j cos x b cos y bsin 6c = jl cos,τc cos yc |u. s. w., folglich

*) Diese Gleichung ist von Lagrange’s Gleichung (sur les pyr. 17) nicht wesentlich verschieden. Vergl. Bretschneider Geometrie 677 und des Vei t'. Elemente der Math., Trigonometrie §. 6, 16.**) Der plan-trigonometrische Satz ist in den Lehrbüchern anzutreffen. Der entsprechende polyedrometrische Satz ist von Joachimsthal Grelle J. 40 p. 42 ohne genauere Angabe der Zeichen aufgestellt und bewiesen worden.
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208 §• I»,1 cos.<cα cosι∕αsin ab + sin 6c + sin ca = 1 cos xb cos yb1 cosxc cos yc(sin «6 + sin 6c + sin ca)21 cos x a cos ya 1 — cos xa — cos y a= 4 cos #6 cos yb 1 — cos #6 — cos yb1 cos x c cos y c 1 — cos xc — cos y cBezeichnet man dieses Product durch 2’ ± Λ11Λ22¼3, so ist (§• S, «) Λ11 = 4 — cos2#« — cos 2t/a = 0Λ12 = 4 — cos xa cos xb — cos ya cos yb = 4 — cos ab = 2sin 2-J-a6∙u. s. w. Nach Division von Σ ÷Λ,, Λ22Λ33 durch 2:t erhält man die erste angegebene Gleichung.Indem man ferner drei Axen .τ, ?/, z gebraucht, bei welchen sin.τj∕z = 1 ist, erhält man (3)cos#a cos ya cos za 
sin ab c = cos #6 cos yb cos zb cos x c cos y c cos z cu. s. vv., folglichsinα6d + sin 6 cd + sin ca d — sin a 6c 4 cosxa cos ya cos za4 cos x b cos y 6 cos z 64 cos x c cos y c cos z c4 cos x d cos y d cos z dund durch ein dem vorigen analoges Verfahren— (sin abd + sin bcd + sin cad — sin abc)2 = 2f ± Λ11 . . hitworin Λll = 1 — cos2rca — cos21∕a — cos2za = 0 Λ∣2 = 1 — cos xa cos xb — cos ya cos yb — cos za cos zb= 1 — cos ab = 2sin2ja∕>u. s. W. Die Determinante ist durch 24 theilbar.8. Wenn man durch n,δ,c die Geraden bezeichnet, auf denen die Radien 0,1, OH, OC eines Kreises liegen, durch r
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§. 16, 9. 209die Länge eines Radius und durch f, g, h die Quadrate der Seiten HC, CA, AH des eingeschriebenen Dreiecks ABC) wenn man beide Seiten der ersten in (7) aufgesteilten goniometri- schen Gleichungen mit 8r6 multiplicirt und bemerkt, dass
r2 sin ab = 2 0 AB, 4r2sin2⅜αδ = h,u. s. w., so erhält man die altbekannte Gleichungo Λ

. ABC}2 = ⅛ h 0 f = fgh .

9 f 0Wenn man durch a, b, c, d die Geraden bezeichnet, auf denen die Radien OA, OH, OC, Ol) einer Kugel liegen, durch 
r die Länge eines Radius, durch f,g,h die Quadrate der Kanten 
HC, CA, AH, durch f, g', K die Quadrate der gegenüberliegenden Kanten AD, HD, CD des jener Kugel eingeschriebenen Tetraeders AHCD) wenn man beide Seiten der zweiten in (7) aufgestellten Gleichung mit 16rs multiplicirt und erwägt, dass

r3 sin abd = 6 0A B1) , 4r2sin2⅜oδ = h,u. s. w., so erhält man o h 9 f
h Q f g'

(24 r . AB CD)2 = - ö- /■ 0 Λ'
f' g, h' 0zur Rerechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen Kugel aus den Kanten und dem Volum*).9. Der Abstand der Geraden r∣c, welche den Punct N enthält, von der Geraden ri, welche den Punct Al enthält, wird durch den Abstand d des Punctes N von der Ebene MMiNjt angegeben, wenn 1/Mi, MNk mitr,∙, r⅛ parallel sind. Das 6fache Tetraeder M Ali N∣c N wird nun sowohl durch d. Al A1i. MN∣c sin ri r∣c als auch durch Al N. AI Al■. Al Al⅛ sin rrl∙r⅛ ausgedrückt, wobei r die Gerade bedeutet, auf der A1N liegt. Daher hat man (3)*) In diese Form ist die von Jungius (Biographie von Guhraper 4 850 p. 297) und neuerlich von Carnot (M6m. sur la relation . . 42) gefundene Relation durch Joachimsthal I. c. (27) gebracht worden. Eine geometrische Ableitung derselben hat v. Staudt Crelle J. 57 p. 88 gegeben.Baltzer, Determ. 3. Aufl. 44
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210 §• <6> ∙,∙
ds'∖nrirk = MN sin rr,rk

M N cos x r cos x rt∙ cos x rk
d sin rirk sin xyz = MNcosyr cosyri cosyrk 

M N cos z r cos z ri cos z rkUnter der Voraussetzung sin xyz = I bezeichne man 
dsmrirt durch Z∕t∙fr, und cossrr1∙, cos yri, cos zri durch ai, 
bi, ci. Dann ist

xk - xi ai ak ai ak xk ak ai xi∣>ik = Vk ~ Mi bi bk = bi bk yk + bk bi yi
zk - zi ci ck | ci ck zk ck ci zi

= ai*k + biPk + c» Vk + rj-iak + ßibk + Vickmithin At∙⅛ = Λ⅛t∙, Λ,∙t∙ = 0, αt∙αj∙ ÷ biβi ÷ cj∙y,∙ = 0 . Hieraus folgt nach §. 3, 6 *)Λu fl, b, c, α, βl γλ...................................................................= 0Λ,, α7 ft7 c7 a7 ∕λ γ1und nach §. 5, I
∑ ±hn . . h„ = oα, bl c, «, /9, γl α1 . . fl, . .

∑±hn..hββ = ............
«6 b6 cβ a6 ββ γβ as . . aβ . .a, . . a, . . ?

«e ∙ ∙ ≈6 • •10. Wenn man 4 Gerade des Baumes durch o, b, c, d, und Ebenen, die mit den Paaren ad, bd, cd, bc, ca, ab parallel sind, der Reihe nach durch a, ß, γ, a↑ , β↑ , γ↑ bezeichnet , so folgt aus den Gleichungen (4)sin αb sin cd cos γγ, = cosac cos bd — cos bc cos ad sin bc sin ad cos αα, = cos ba cos cd — cos ca cos bd sin ca sin bd cos ßß, = cos cb cos ad — cos ab cos cd

*) Brioschi Crelle J. 50 p. 236.
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211§. 16, 10. durch Addition(I) sin ab sin cd cos γγx + sin bc sin ad cos «a,+ sin ca sin bd cos fiβx = 0weil cos6o = cosα6 u. s. w. Man bestimmt willkürlich für jede Ebene die positive Normale und den positiven Sinn u. s. w. Dieselbe Gleichung gilt für 4 Ebenen a, 6, c, d, indem man die Geraden ad,., durch α,.. bezeichnet*). In diesem Falle bestimmt inan willkürlich die positiven Richtungen der Geraden, und demgemäss durch Drehungen von einerlei Sinn die Flächenwinkel, deren Kanten die Geraden sind.Die entsprechende Gleichung für 4 Puncte A, H, C, D ist **)(II) AB . CD cos γγx + BC . AD cos αα, + CA . BD cos/3/9, = 0wenn durch α, ß, γ, α1 , βl , γx die Geraden bezeichnet werden, auf denen AD, HD, CD, HC, CA, A H liegen. Man hat nämlich durch Projection.4flcosyy, = A D cos aγ + D B cos βγ BCcosαα, = BD cos ∕9a + D C cos γa 
CA cos/9/9, = CD cosy/9 + DA cosa/9 .Indent man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, HD multiplicirt und summirt, erhält man die angegebene Relation, weil AD = — DA, u. s. w.Um den Zusammenhang der Gleichungen (I) und (II) zu erkennen, bezeichne man die Ebenen, auf welchen die Flächen des Tetraeders ABC, ACD, CBD, HAI) liegen, der Reihe nach durch d, b, a, c, und die Geraden, auf denen die Kanten 

AH, HC, . . liegen, durch cd, ad, .. . Dann ist auch dem Zeichen nach (§. 15, 3)6 A B CD . CA — A B . A C . CA . AD sin cd'bd sin fcrUöc sin 
= UßC . ACD sinδdund durch Vertauschung

6BADC . BD = 4 BAD . BDC sin ca

*) Joachimsthal Crelle J. 40 p. 45.*♦) Carnot m⅛m. sur la relation qui existe etc. 27. 44 *
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212 §. 16, 10.Nun ist li Λ D C = Λ li C l) , B 1)C = C li D , also erhalt man durch Multiplication, wenn man das Product der Flächen des Tetraeders durch p bezeichnet,9 ABC∖D2 . CA . B D = 4 p sin ca sin bd ,und daher*)ιιl 9 A B CD2 _ sin ca sin bd sin ab sin cd _ sin bc sin ad 
Tp = CA . BD = AB7cD ~ B C . ADEs kann also von den Gleichungen (I) und (II) eine aus der andern abgeleitet werden. i11. Das Product von zwei Strecken mit dem Cosinus des Winkels ihrer Geraden kann durch die Quadrate der Strecken ausgedrückt werden, welche die Endpuncte der einen Strecke mit den Endpuncten der andern Strecke verbinden. Dabei ergeben sich bemerkenswerthe Formeln für die Producte von Polygonen und Polyedern.Nach den festgesetzten Bezeichnungen (10) ist 

i A B . CD cos γγl = 2 AD . CD cos α y — 2 BD . CD cos ßγDurch Projeetion des Dreiecks CDΛ erhält man das System
CD cos βlγ + DA cos aβl + AC =0
CD cos ay + DA + AC cos aβl = 0
CD + DA cos ay + AC cos βl γ = 0aus demselben durch Multiplication mit A C, A I), — CI)

ZAD . CD cos αy = A D2 + C D2 - A C1 
Z BD . CD cos βγ = BD2 + CD2 — BCiund daher**)2 A B . CD cos yy1 = A D2 + BC2 — AC* — BD20 4 1= 4 AC2 A D 24 BC2 BD2In der That ist (1)

*) Bretschneider Geometrie §. 677.♦*) Carnot a. a. 0.
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§. 16, 12. 2a; (⅛ — α) + iy (η - ß) + 2z(f — y)
= ξ2 + η2 + ζ2 + (x- α)2 + (y- ß)2 + (2 - γ)2 

— <x2 - β2 - γ2 - (x - ξ)i — (y — η)2 - [z - ζ)t12. Unter der Voraussetzung
dik = a {xi - ξ∕c)2 + b (yi - ηk)t + c (zi - f⅛)2 

= ri + PA “ 2 axi ⅛ ~ ^f>yiηk- ,iczi ζk wobei r,∙= o.τ∕2 ÷ fcy.2 + csi2, Q]( = nξk2 ÷ ∕)¾2÷ cζ⅛2,findet man nach §. 5, 1
Σ ± d00dll . . d55 = 0

r0 1 x0 y0 2« < P<, -2αf0 -2 6ιj0 -2cf0
j- — ^00eGl ∙ ∙ ^44 .. ..................... ...

r4 1 xt yi zi 1 p4 - 2 aξt - 2 bηt -icζt

= 8abclχ 1 X y z) [ρ 1 ξ η ζ}wenn durch (r I x // s) die Determinante
rn 1 x0 yn 2„
r4 1 ∙τ4 yt ztbezeichnet wird, u. s. w. , ferner

Z ± d00d11 . . dJ3 = (r 1 x y) fl p - 2αf -<ibη}+ (r 1 x z) (1 ρ — iaξ — icζ)

+ (r 4 y z) ρ — ibη — 2 cf)
+ (rxyz)(1 —'iaξ - ibη -%cζ)

+ (r x y z} [ρ — iaξ — ibη — 2 cf)
= — 4 ab (r 1 x y)(ρ 1 ξ >7) — 4 ac (r 1 rc «)(p 1 ff)

— 4 6 c (r 1 y s) (p 1 >7 f)
— 8abc(r x y z)(1 ξ η ζ) — 8abc(1 x y z)[ρ ξ η f)Diese Formeln vereinfachen sich nach Division durch r0ρ0, wenn r0 und ρ0 unendlich werden. Dann hat man⅞⅛ = 1 t = • = y° = = 0

ro ’ r0 r0 r„ r„^40 _  j _ £0 _ r∣0 _ _ θ
Po _ ’ Po Po Po Po

213
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214 §. 16, ∣2.0 1 . . 11 rf,∣ . . rfl5 = 01 di, . . dss0 1 . . 11 d d 1 x' 2, 1 ξ, η, f,
rt*, , ∙ ,4 = Sabc ....1 d41 . . d44 1 ^4 ,,' S* 1 r∣* 4<

0 1 .1 = - 4 ab (1 χ y) (1 ξ η) __ 4 aβ (< χ z) ζj 1 d d -*Mln>(1,,J,
1 l*31 * ”33wobei

| 1 «1 ι∕∣ I(1 xy)-≈ 1 x2 y2 1 u. s. w.
1 ¾ y3 'Wenn ξ⅛, η∣n ζk ιnil ;rA, ι∕k, zk zusammenfallen, so ist 

dik = dki und dii = 0 .
13. Wenn «, b, c Einheiten sind, so bedeutet dik das Quadrat der Strecke, welche den Punct d( des einen Systems mit dem Punct Bk des andern Systems verbindet. Nach (Γ2∣ hat man Ihr 2mal 5 Puncte des Baumes01 . . 1 |1 d.. . . dιs(I) 14 = 01 d51 . . d55ferner mit Rücksicht auf §. I ft, 601 . . 1(II) 1 rf" ' ' rf'4 = 288d1AiJ3J4. β,β2β3β4 

1 d41 . . d44und unter Anwendung von (4)
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§. 16, 13. 2150 1 . 1(III) 1 rf*l ' tl'3 = - 16Λ, Λ2Λ3 . filβ2β3 cosy 1 d3l . d33wobei φ den Winkel der Dreiecks-Ebenen bedeutet.Die Gleichung (I) ist unter der Voraussetzung, dass daszweite System mit dem ersten zusammenfällt (dt∙⅛ = d∣ci, dii = 0), als Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 Puncte des Raumes unter einander verbinden, von Cayley Cambr. math. .1. 2 p. 268 in der obigen (Gestalt ausserhalb des hier gezeigten Zusammenhangs aufgestellt worden. Diese Gleichung kommt in anderer Gestalt bei Lagrange sur les pyr. 19 vor, und ist wiederholt jedoch ohne übersichtliche Resultate von Car.yot Geom. de pos. 339, Mein, sur la relation qui e∖iste etc. 58 bearbeitet worden. Vermöge dieser Gleichung ist z. R. d15 durch die übrigen Strecken bestimmt, und zwar zweideutig, in Uebereinstimmung mit der Construction, durch w elche jeneStrecke aus den übrigen gefunden wird.Die Gleichungen (II) und III), welche v. Staudt a. a. O. gegeben hat, sind in obige Gestalt durch Sylvester Philos. Mag. 1852, II p. 335 gebracht worden. Dieselben enthalten den von 
.l∣ NGius (Biographie von Guhrauer p. 297) und Euler Nov. Comm. Petrop. 4 p. 158 gegebenen Ausdruck des Tetraedervolums durch die Kanten, sowie den altbekannten Ausdruck der Dreiecksfläche durch die Seilen

0 111 o a b c10 d., d1. a 0 c b23 1 dl2 0 d23 6 c 0 α1 dl3 d.i3 0 c b a 0Der letzte Ausdruck entsteht durch Einführung der Werthe J2.t = «2, f∕13 — ⅛2, f∕t2 = c2j indem man jede Zeile mit abc muliplicirt und dann Zeilen und Colonnen dividirt, die zweiten durch 6c, die dritten durch ac, die vierten durch ab. Die Gleichung 0 t t 1 1
1 0 d,a dl3 dli = θ

1 d14 d24 rf34 0
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216 §. 16. 13.enthalt die Bedingung, unter der die Punete .11 , .12 , Λ3, ∕l4 auf einer Ebene liegen, und stimmt iiberein mit der Gleichung zwischen den Strecken, welche diese Punete unter einander verbinden (JüNGins und Euler Acta Petrop. 6, I p. 3). Unter der Bedingung 0 1111 0 ■ d... d.3. .2 »» = 01 d13 d23 0liegen die Punete Al , Λ1, d3 auf einer Geraden. Bei jeder Lageder 3 Punete auf einer Geraden verschwindet ein Divisor dieser Determinante (§.3, I7).14. Die aus den Elementen di∣c gebildeten Determinanten können aus den Determinanten abgeleitet werden, deren Elemente Producte von zwei Strecken mit dem Cosinus des Winkels ihrer Geraden sind. Man hat (4)
i 2 c22 2 c23

16 J,Λ2Λ3 . ß, ß,ß., cosγ = 23
i ac.2 *C33wenn man durch cik das Product der Strecken d, .1,, ∕∕l Hl mit dem Cosinus des Winkels ihrer Geraden bezeichnet. Nun ist (II) 2c1⅛ = dil — dll + dlA — dik

folglich i o o2⅛ 2 c23j ι I — ’ ^2l <h, + ^I2 ft,2 ^2I ~ ^11 "*■ ^13 ^23
' ^32 *j ^'33 I 1 d3, d, ∣ + d12 — d32 d31 — d, 1 + d13 d331 0 0 0 0 1 1 1

^11 ^11 f^12 rfll f^13 __ dll ^12 ^13d2, 1 d2, d22 d2, d23 1 d2∣ d22 d23
d,3l ^3l ^32 fGl ^33 ⅛ ^32 ^33Ebenso werden die Determinanten 3ten und 4tcn Grades der Elemente c in Determinanten 5ten und ßten Grades der Elemente 

d verwandelt.Aus eien bewiesenen Sätzen folgt: das Product von zwei planen Polygonen mit dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen, sowie das Product von zwei Polyedern ist eine ganze Function
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§. 16, 15. 217der Quadrate der Strecken, welche die Eckpuncte der einen Figur mit denen der andern verbinden (v. Staudt a. a. 0.)∙Die planen Polygonen Al ∕12 .13 d4 . ., Rl Ri Bλ Bl, . haben die Flachen
Al A2A3 + Al A3A1 + . . 
ß, ß2 B3 + Bl B3Ba + . .Daher ist ∕11 ∕l2 A:} ∕l ∣ .. X Bl B1 BiBi . . × cos φ= √4, A2 A3 . Bl B2 B3 cos φ + A, A3 Ai . ß, ß., ß3 cos </ + . .0 111 0 1111 d,1 d12 d,3 1 dll dl2 d131 d21 d22 d33 1 d3l d32 d33^3l ^32 ^,33 ^41 f^42 ^43Eine mehrseitige Pyramide lässt sich aus Tetraedern zusammensetzen, ein Polyeder aus Pyramiden, die einen Eckpunct des Polyeders zur gemeinschaftlichen Spitze haben und deren Basen die Flächen des Polyeders sind. Vergl. des Verf. Elemente der Math., Stereometrie § 8. Demnach kann das Product der Volume von zwei Polyedern als Summe von Producten aus jedesmal zwei Tetraedern , mithin als Summe von Determinanten 5ten Grades der angegebenen Art dargestellt werden.15. Nach (I) und (II) hat man2 ci⅛ = iAAfB Bk cos rn = A B∣2 + BA-i — AB2 — Ai Bk2Setzt man nun voraus, dass die Puncte fll , Bi,.. auf einer Kugel um das Centrum Λ liegen, und dass die Puncte .∙11 , .12 ,. . auf einer Kugel um das Centrum B liegen, so ist

ABk2 + BΛi2 - A B2 = peine unveränderliche Grösse, und / . riiA = ∙∙t1βAi = P ~t⅛ein Ausdruck von i Gliedern, so dass man nach §. 5, I (I) ∑ ±'dll dii = ofindet für 2rnal 5 Puncte je einer Kugel. Aus
dik ~ P = - 2 cikergiebt sich ferner
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218 §. 16, 15.<*1. ~ P ∙ ∙ <*,4 “ P <*1, ~ P ■ ∙ <*,3 ~P■ . . = 0 . . . . = 8 Σ ± c1, c,l2 c33<*41 ~ P • • <*44 “ P <*31 - P ∙ ∙ rf33 ~ Poder1 p . . p o 1 . . i(II) = " + p < 41, . . d1. _ o

f∕ ∣ ι ∙ ∙ J J
1 <*4. • • <*44 1 <*41 • • <*440 1 .1 <*n • <*i» \ d d(III) . . . +P “ + 8∑ ± c11c22c33 = 0

<*31 • <*33 , . .1 α3l . α33für 2nιal 4 und 3 Puncle nebst den Centren utngeschriebener Kugeln.Demnach ist (13)
Σ ± d11 . . d44 + 288 ρ . 31 Λ2Λ3 /1, . ö, ß2 BiBi = 0 *)und wenn bei zwei Dreiecken einer Ebene die Centren der umgeschriebenen Kreise durch li und .1 bezeichnet werden,2' ± d11 . d33 = p . Al A2A3 . Bl Bi B, .Beim Zusammen fallen der beiden Systeme ist d,⅛ = d∣cil du = 0, ρ = 2.l.l,2, und man erhält ausser der Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 Puncte einer Kugel unter einander verbinden (Cayley Cambr. math. .1. 2 p. 268) die oben l8j bewiesenen Gleichungen.16. Wenn man durch 6’ einen gemeinschaftlichen Punct der beiden Kugeln oder Kreise bezeichnet, so hat man

p = ASi + BS1- AB1 = <1 AS . BScoswwobei w den Winkel der Geraden .4∙S, BS d. i. den Winkel der beiden Kugeln oder der beiden auf einer Ebene liegenden Kreise bedeutet. Man erkennt hieraus, dass die Determinante ∑±d11..d41, deren Elemente die Quadrate der Strecken sind, welche 4 Puncte mit 4 andern Puncten verbinden, dem
*) Siebeck Crelle J. 62 p. 151.
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§. 16, 17. 219Product der beiden Tetraedervolume proportional ist, und übrigens nur von der Grösse und dem Abstand der umgeschriebenen Kugeln abhängt. Sie verschwindet, wenn die beiden Kugeln sich rechtwinkelig schneiden, und insbesondere auch dann, wenn die 4 Puncte des einen Systems auf einem Kreise liegen.Die Determinante Σ±d11..tZ4∣ ist die erste unter den partialen Determinanten 4ten Grades, welche zu der Determinante (13) 0 1 . . 1 1 d11 ... d14/ I d4l . . d44gehören. Die übrigen partialen Determinanten können aus jener abgeleitet werden; man findet z. B.1 d12 d,3 d,4
• . . . = - MH A,A2A3Ai . BB2B3Bt1 d42 d43 d44weil bei der Vereinigung des Punctes Bi mit dem Centrum B 

p = AB2 + BAli- AB2 = dll = d2l = d3l = d4l .17. Wenn aul einer Kugel, deren Radius eine Längeneinheit ist, die sphärischen Dreiecke d1d2J3, B∖B2Bi liegen und im Gentrum 0 dieser Kugel die Puncte Jl, //, vereint sind, so hat mand14 d24 d34 = d4∣ = d42 — d43 = 1 , d44 = 0
di∕c = 4sin∙ii3,0λ = 2—2cosΛiBi0 1 . . 0 1. . j 1 2 — 2 COS J, B. . . 1 cos A, B. . .‰ Tj (l fl — 1 =4 111 2—2 cos A2 B, 1 cos A2 Bl .. .1 2—2 cos ä3 ß, . . 1 cos A3Bl . .Nun ist nach (3) 36 J, ∕12 J3 0 . Bi B2 Bλ 0 = sin .l1 .12.∣., sin //, B∙i B-,

cosAlB1 cos3,B2 cos Λ, ß3 = cos A2 Bi cos A2 B2 cos A2 Bjcos A3 Bl cos A.j B2 cos A3 Bifolglich (IS) durch Addition*)*) Siebeck a. a. 0.
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220 §. 16, 17.
2 p i 1 '1 _ cosΛ,β∣ cos A, B2 cos A, B3 θ1 cos A2 B, cos A2 B2 cos A2 B31 cos √3 ß, cos A3 B2 cos A3 B3Um die Grösse p sphärisch auszudrücken, braucht man die sphärischen Centren P und Q der Kreise .11 A2 √f3 und ß, ß2 Bi. Die Geraden OP, OQ enthalten die Centren B, A der Kugeln Λ1Λ2d3O, BiB2BiO und sind Diameter, also ist cos PQ der Cosinus des von den Geraden AO, BO gebildeten Winkels, mithin

p = 2 A 0 . B 0 cos P Q , 2p = 0 P . 0 Q cos P Q .Nun ist 0P cos ß Λ1 = 0 Λ1 = 1 , OQ cos QB↑ = 0Bi ≈ I , folglich cos P Q2p = ------------- ------- .cos PA, cos Q B,Wenn die Kreise Λ1 J2∕13 und BiB2Bi in B sich schneiden, so hat man cos PQ = cos P B cos BQ + sin P B sin B Q cos Q BP , 
ip = ↑ + lang PB lang B Q cos Q BP .Bei rechtwinkelig sich schneidenden Kreisen ist ip = I .

§. 17. Polygonoinetrische und polyedrometrische Relationen.1. Wenn die Seiten AB, BC, . . , MN, NA eines beliebigen Polygons nach willkürlicher Festsetzung der positiven Richtungen der Geraden, auf denen sie liegen, die Werthe Uj , o2 , . . , <∣n haben, und cos pi den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen die Gerade der den Seite mit einer beliebigen Geraden bildet, so ist*)«1 cθs p, + a2 COS p2 + . . + an cos pn = 0 .Sind nämlich A1 , B1 . die orthogonalen Projectionen von 
A , ß,.. auf eine beliebige Gerade, so hat man

*) Lexell Nov. Comm. Petrop. 19 p. 187. L’Huilier polygonomötrie p. 20. Carnot g6om. de pos. 254.
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§. 17, 2. 221J1 ß, + β, C1 + . . ÷ MlNl + NlAl = 0unter der Voraussetzung, dass Al Bt = — Bi √Il , u. s. w. Nun ist allgemein Al Bi == A B cos p↑, wie auch die Richtung der positiven Strecken auf den Geraden, deren Strecken AB und ∕11 Bl sind, angenommen werde, weil bei Vertauschung einer Richtung mit der entgegengesetzten zwei der Grössen Al Bi, 
AB, cospl das Zeichen wechseln. Durch Substitution der Werthe von Ai B1 , β1 Cl ,. . findet man die angegebene Fundamentalgleichung der Polygonometrie.Wenn umgekehrt α1, a2,. . , un Strecken von gegebener Richtung und Grösse sind, und cospt∙ den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen die Gerade, auf welcher die de Strecke liegt, mit einer beliebigen Geraden bildet, und die Summe

S = al cos pι + a.t cos p,i + . . + an cos pnverschwindet, wie auch die willkürliche Gerade angenommen werde, so erhält man ein geschlossenes Polygon, wenn man nach willkürlicher Anordnung der Strecken, ohne deren Richtungen zu verändern, mit dem Ende der ersten den Anfang der zweiten, mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. vereint. Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit dem Anfang der ersten nicht zusammen, so würde die Summe •S’ im Allgemeinen nicht verschwinden, was der Voraussetzung widerstreitet.2. Der Inhalt eines planen Dreiecks ist unzweideutig bestimmt, wenn nicht nur der Sinn, in welchem sein Perimeter zu durchlaufen ist, sondern auch die positive Richtung der Normalen seiner Ebene nebst dem positiven Sinn der Ebene gegeben ist. Der Beurtheiler stelle sich so auf die Ebene, dass ihm die positive Richtung der Normalen aufwärts gehend erscheint ; je nachdem nun die durch die Ordnung der Eckpuncte gegebene Drehung mit der Drehung, durch welche positive Winkel und Flächen beschrieben werden, einerlei Sinnes ist oder nicht, wird der Inhalt als positiv oder negativ bezeichnet. In gleicher Weise ist zur unzweideutigen Bestimmung des Inhalts jedes planen Polygons der Sinn seines Perimeters erforderlich.Bei einer Fläche eines gegebenen Polyeders kann der Sinn
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222 §• 2.ihres Perimeters willkürlich bestimmt werden. Bei jeder mit dieser Fläche durch eine gemeinschaftliche Kante MN verbundenen Fläche des Polyeders wird der Sinn des Perimeters so angenommen, dass die vereinigten Theile der beiden Perimeter einander entgegengesetzt sind, also der eine durch MN, der andre durch N M ausgedrückt wird *j. Wenn z. B. eine Fläche des Tetraeders ABCI) durch ABC ausgedrückt wird, so sind die übrigen Flächen durch CBD, BAD, ACD auszudrücken. Ist ABC!) eine Fläche eines Hexaeders, so sind DCC'D', 
CBB'C', BAA'B', ADD'Ä, D'C'B'Ä die übrigen Flächen. U. s. f.Wenn nun die in der angegebenen Weise ausgedrückten Flächen eines Polyeders nach willkürlicher Festsetzung der positiven Richtung der Normalen und des positiven Sinnes einer jeden Ebene die Werthe α1, α2 ,.., an haben , und wenn durch cospι∙ der Cosinus des Winkels bezeichnet wird, welchen die Ebene der den Fläche mit einer beliebig hinzugefügten Ebene bildet, so ist**)α1 cos p, + α2 cos jw + . . + αn cos pn = 0 .Beweis. Man bezeichne die Normalprojeclionen der Eck- puncte A, B, C,.. auf die beliebig angenommene Ebene durch .4, , , 6\ ,.. . Die Summe 2’ der Projectionen der Polyederflächen besteht aus der Summe aller Dreiecke, welche einen beliebigen Punct 0 der Projectionsebene zur gemeinschaftlichen Spitze haben, und deren Basen die Seiten der durch Projection der Polyederflächen entstandenen Polygone sind. Die Summe dieser Dreiecke enthält aber zu jedem Dreieck OiliNl auch das entgegengesetzte ON↑ Λ∕, , folglich verschwindet sie und mit ihr die Summe JS,. Nun ist die Projection der den FlächeF1 G1 H, . . = F G H . . cos ,also verschwindet die Summe α, cospl ÷ a2 cosp2 + • • •

*) Dieses Princip ist von Möbius Statik §. 55 angedeutet, in den Berichten der Sachs. Ges. d. W. 1865 p. 31 als »Gesetz der Kanten« aufgestelll worden. Vergl. des Verf. Elemente der Math., Stereom. §. 8, 16.**) L’Huilier thöoremes de polyedr. 1799 (Mem. pr6sent6s ä l’Inst. 1. 1805 p. 264). Carnot 1. c. Die Voraussetzungen, unter welchen die Gleichung gültig ist, werden in den angeführten Schriften nicht genau angegeben.
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§• 17, 3. 223Zusatz. Construirt man auf den Normalen der Flächen des Polyeders je eine Strecke α1, o2,..,an proportional den Wer- then α1, a2 ,.., der Flächen, zu denen die Normalen gehören , so ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch«1 ∞s pi + «2 cos p2 + . . + an cos r,t = o ,wo nun unter cos pi der Cosinus des Winkels verstanden werden kann, den die Gerade, auf der die Strecke ai liegt, mit der Normale einer beliebigen Ebene, d. h. mit einer beliebigen Geraden bildet. Daher erhält man (1) ein geschlossenes Polygon, wenn man, ohne die Richtungen der Strecken a↑, α2,. ., αn zu verändern, mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang der zweiten, dann mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. vereint. Es giebt also für jedes Polyeder ein zugehöriges Polygon, dessen Seiten und Winkel den Flächen und Flächen winkeln des Polyeders gleich sind, so dass jeder polygonometrischen Gleichung zwischen den Seiten und Winkeln des Polygons eine polyedrometrische Gleichung zwischen den Flächen und Flächenwinkeln des Polyeders entspricht.3. Indem man die beliebige Gerade (Ebene) der Reihe nach mit den einzelnen Geraden (Ebenen) der Polygonseiten (Polyederflächen) vereinigt, erhält man das System von iinearen Gleichungen (1)α, cos,, + α2 cos ,2 + . . + awcosιw = 0
«, cos m + a2 cos W2 + .. + £»„ cos nn = 0worin cos „ = I , cos ki = cos ik ist. Die Determinante dieses Systems cos11 . . cos,n

cos w∣ . . cos ∣∣what die Eigenthümlichkeit, dass alle dazugehörigen partialen Determinanten iten und höhern Grades zufolge des §. 16, 2 bewiesenen Satzes Nullen sind. Man kann also aus dem obigen S\ stem für n = 3 die Proportion der Seiten eines geradlinigen
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-) ,2i §.17, 3.Dreiecks, für n = 4 die Proportion der Seiten eines unebenen geradlinigen Vierecks und der Flächen eines Tetraeders gonio- metrisch ausdrücken. Dagegen bleibt die Proportion der Seiten eines andern Polygons und der Flächen eines Polyeders unbestimmt.Wenn die Seiten des Vierecks OPQB auf den Geraden cc, y, z, r liegen, so hat man ausser der Gleichung
OP cospx + P Q cospy + QP cos pz + PO cospr = 0die besondern Gleichungen. welche durch das Zusammenfällen von p mit x, y, z, r sich ergeben, und denen die Werthe (§• 8, 3)
OP = λαl , PQ = λα2 , QP = Aas , PO = λat genügen, wobei (§. 16, 3)cos xy cosxz cosxr

»al = — cos yy cos yz cos yr = — sin xyz sin yzr 
cos zy cos 22 cos zr

a,i = sin xy z sin zrx = — sin xy z sin zxr u. s. w., und λ beliebig ist. Daher folgt*)
OP : PQ : QP : PO = sin yzr : sin zxr : sin xyr : — sin xyz und die Fundamentalgleichung der räumlichen Goniometriesin yzr cos px + sin zxr cos py + sin xyr cos pz = sin xyz cospr .
4. Die Beziehung zwischen 4 Puncten eines Kreises Λ, /?, C, D kann durch die Eigenschaften der Winkel, Strecken, Flächen, welche durch die betrachteten Puncte bestimmt sind, angegeben werden. Nach dem in Euclides’ Elementen enthaltenen Theorem ist die Winkeldifferenz ACB — ΛI)B entweder 0 oder 180°, mithin allgemein**)

(I) ∙Z(ACB-ADB) = 0wenn die genannten Puncte auf einem Kreise liegen und Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn
*) Andere Ausdrücke dieser Proportion enthält der Aufsatz des Verf. Crelle J. 46 p. 150. Der gleichlautende tetraedrometrische Satz von den Flächen eines Tetraeders ist bekannt. Vergl. oben §. 16, 6.**) Möbius Kreisverwandtschaft §.14.
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§. 17, 4. 225beschrieben werden. Der Winkel 360° ist gleichbedeutend mit 0.Nach dem Theorem des Ptolemäus (Almagest I, 9) ist ferner (U) PT, ÷ K⅞ + Kr = ° >wenn die Producte aus den Quadraten der gegenüberliegenden Strecken, welche 4 Kreispuncte /1, ll, C, l) verbinden, durch p, f/, r bezeichnet werden. Indem man die Norm des irrationalen Trinomium = 0 setzt, findet man die rationale Gleichung zwischen den Quadraten der Strecken, welche durch die genannten Puncte bestimmt sind. Eine der letztem analoge Gleichung giebt es für die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncte einer Kugel verbinden.Endlich kennt man Relationen zwischen 4 Puncten eines Kreises oder 5 Puncten einer Kugel und einem beliebigen andern Puncte, wovon die letztere in einem Theorem Feuerbach’s (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 15) enthalten ist, welches Gayi.ey (Gambr. math. .1. II p. 268) und Luchterhandt (Grelle J. 23 p. 375) reproducirt haben. Dieselben Relationen hat Möbius (Crelle .1. 26 p. 26) aus barycentrischen Principien abgeleitet. Cayley’s Verfahren, das auf dem Gebrauch der Determinanten beruht, ist folgendes.Die Puncte /1, /?, 6', I) eines Kreises seien in Bezug auf ein System orthogonaler Aven, dessen Anfang 0 ist, durch die Coordinaten a?,r/; rr1 , yl; a½, ?/2; a¾ ? ?/ a gegeben. Man hat, wie bekannt, x2 + y2 = a + bx + cy 
x2 + Vιi = « + bxl + cyl

xii + yii = a + bx3 + cy3folglich (§. 8, 3)
x2 + y2 1 X y
x2 + yl2 1 x. y.(III) l , , 1 = 0 .
®s2 + y3i 1 χ3 y3Die Entwickelung dieser Determinante nach §. 3 , 2 mit Rücksicht auf §. 15, 5 giebt:

OA2 . BCD - OB2 . CDA + OC‘ . DAB - DD2 .ABC = 0 . Baltzer, Determ. 3. Aufl. 15
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22 6 §■ 17, i.Wenn man OP normal zur Kreisebene construirt und die Identität (§. 1ö, 5)
0P2 (B C D - C D A + D A B - A PC) = 0zu der vorigen Gleichung addirt, so kommt

(IV) PA2. BCD - PB2 . CDA + PC2 . DAB - PU1 . ABC = 0 ,worin P irgend einen Punct des Raumes bedeutet. Insbesondere ist, wenn P mit D zusammenfällt,
1)A2 . B CD + Dli2 . CAD + D(? . AB D = 0 .In gleicher Weise seien die Punete A, B, C, />, 1' einer Kugel in Bezug auf ein System orthogonaler Axen durch die Coordinaten x, y, z; u. s. w. gegeben. Aus den Gleichungen

a:2 + y2 + s2 = a + bx + cy + dz

χ2 + y<,2 + z√ = « + bxt + cyi + rfz4folgt
ic2 + y2 + 32 i X y z

(V) . . . . . . = 0 .χi2 + y√ + *«’ 1 χi yi ziDie Entwickelung dieser Determinante giebt (§. I 5, <>)
(VI) OA2.BCDE + OB2.CDEA + OC2.DEAB 

+ OD2. EABC + OE2 . AB CD = 0 ,worin 0 irgend einen Punct des Raumes bezeichnet. Nach den in §. lö, 7 angenommenen Bezeichnungen hat man
μ . OK2 + μl . OA2 + μ2. 0 B2 + μ3 .DC2 + μt . 0 D2 = 0d. h. wenn 1tt∣ , μt , μ∙i, μx die coordinirten Coefficienten von E in Bezug auf die Pyramide ΛBCl) sind, so ist für alle Puncte 

O auf einer um das Gentium E beschriebenen Kugel μ,.0Λ2 
÷ μ1. 0 B1 -t- μ3.0 C'2 ÷ μi. 0 l>- conslant (Feuerbach) . Insbesondere ist

AB2 CDEA + AC2 . DEA B + AD2 . EABC + AE2 . ABCD = 0 
μ . DE2 + μl . DA2 + μ2 . DB2 + μ3. D C2 = 0Wenn man die Determinanten (III) und (V) bezüglich mit
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§• ∏, 5. 227
-I xl 4- y'l — 2 a; — 2 y

1 χ32A~y32 -ix3 -iy3

1 x2 + y2 + z2 -ix — 2 y — 2 2

< χt2 + yt2 + √ - 2 a?4 - 2 yt - 2 z4niultiplicirt, so findet man 2? ± √00. . c∕33 und Σ ÷ √θ0 . . d44 (§. 5, 4), wobei im ersten Falle
d00 = x2 + y2 + x2 + y2 — 2 x2 — 2 y2 = 4)
<∕θl = x2 + y2 + x2 + yl2 - ixχl — 2yyt = A ß
√02 = a:- + y2 + x.2 + y.2 — ixχ2 - 2yy2 = ΛC2u. s. w., im zweiten Falle

ll<>a — χ2 + y2 + z^, + χ2 + yi + z'2 — %χ2 — % y'2 —2 z2 = o

d0l = x2 ÷ y2 + z2 + x2 + y2 + zl2 — 2xxi — 2yyi — 2zz1 = A li2u. s. w. Daher ist die oben erwähnte Gleichung zwischen den Strecken, welche 4 Puncle eines Kreises verbinden, folgende (Cayi.ey) : θ ^01 ^02 ^0i
d„i 0 d12 dl.

d,2 0 d2,
dft« d,a dna 0

= 0(VII,
worin di∣c das Quadrat der Strecke vom den bis zum Aten Puncle bedeutet.Die analoge Gleichung zwischen den Strecken , welche 5 Puncle einer Kugel verbinden, lautet (Cayi.ey) :

(VIII)
0 (∕0∣ d02 d03 d04
rfθ∣ 0 dl2 dl3 dlt

^02 ^I2 θ ^23 ^2t

1)3 t^Γ3 ^23 θ 3t
<1,λ (L,λ d... 0

= 0
Vergl. oben §. IG, 13 und 15.5. Die gefundenen Relationen (DI) bis (Mil gelten für Puncle einer Linie oder Fläche 2ter Ordnung mit endlichen15*
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228 §. 17, 5.Hauptaxen, wenn man jede Strecke nach dem parallelen halben Diameter misst*).Beweis. Man bezeichne durch 0 den Anfang der mit den Hauptaxen parallelen Coordinaten, durch .-r1 —.r, y↑ —y, z↑ — z und Z, u, v die Normalprojectionen der Strecke Ali und des mit 
AB parallel gezogenen halben Diameter AlN der Fläche auf die Hauptaxen derselben. Dann ist wegen der Aehnlichkeit der Figuren a:, — x : yl — y : zl — z: AB = Z : w : w : MN Nun sind t, u, v durch die Gleichung

at2 + bu2 + cv2 = 1verbunden, folglich J ß"rt(a3l -x)t + b(yt -y)2 + c(z1 - z}2 = ~i .Wenn nun der Punct x, y, z auf der Fläche 2ter Ordnung liegt, so hat man
ax2 + by2 + cz2 = a' + b'x ÷ c'y + d'zu. s. w., wie oben, während an die Stelle von 0 A , OB, AB,.. deren Verhältnisse zu den halben Diametern der Fläche treten, die mit den Strecken parallel sind.

6. Ein Kegelschnitt zweiten Grades ist durch einen seiner Brennpuncte 0 und 3 andere Puncte A, B, C bestimmt; daher müssen 4 Puncte eines Kegelschnitts und ein Brennpunct desselben eine gewisse Belation haben. Die Rotationsfläche zweiten Grades, welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine Hauptaxe entsteht, ist durch einen ihrer Brennpuncte 0 und 4 andere Puncte A, B, C, D bestimmt, so dass eine Relation zwischen 5 Puncten einer solchen Fläche und einem ihrer Brennpuncte bestehen muss. Diese Relationen sind von Möbius (Crelle .1. 26 p. 29) angegeben und bewiesen worden.Man kann dieselben aus dem bekannten Satze ableiten, dass der Radius Vector OA = r eines Kegelschnitts oder einer
*) Die Geltung der obigen Sätze für Ellipse und Ellipsoid hat Brioschi Crelle J. 50 p. 236 bemerkt.
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§. 17, 7. 229Rotationsfläche der angegebenen Art eine lineare Function der Coordinaten a;, y oder x, //, z des Punctes A in Bezug auf beliebige Axen ist. Sind xl, yl oder xi, yi , z1 die Coordinaten von II u. s. w., so hat man
r = a + bx + cy r = a + bx + cy + dz

r3 = a + bx3 + cy3 rt = a + bx1 + cyi + dzifolglich (§. 8, 3)
r 1 x y r 1 x y zG 1 V, = θ rι 1 ®. 3/, 3. = θ
r2 1 ¾ y∙t ’ .............................................
r3 1 x3 y3 rt 1 xt yt z1d. h. (§. 15, 5. 6)
OA . BCD — OB . CDA + OC.DAB — OD.ABC =0,

OA . BCDE + OB. CDEA + OC . DEAB 
+ OD.EABC+OE.ABCD = 0.Wenn A, I!, C, 1) auf der Rotationsfläche und zugleich auf einer durch 0 gehenden Ebene liegen , so ist Aß CI) = 0 und

BCDE : - CDAE : DA BE : - AB CE 
= BCD: - CDA :DAB: - ABC ,folglich

OA . BCD - OB . CDA + OC.DA B-OD. ABC = 0,d. h. die Rotationsfläche wird von einer durch einen ihrer Brennpuncte gelegten Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten, für welche jener Punct ein Brennpunct ist (Möbius a. a. O.).7. Die einfachste Relation zwischen 5 Puncten des Raumes, 
A, B, C. I), /:’, deren Coordinaten in Bezug auf 3 beliebige Axen a,1, yi , Zj; <τ2, y2, z2 u∙ s∙ w∙ sind, findet man, indem man die Identität (§. 2, 4)

< < 3∕l ",
1 1 x2 y,l z,i = o

1 < ¾ 3/s ⅞
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230 §•nach den Elementen der ersten Colonne entwickelt und die gefundenen Determinanten iten Grades nach §. 15, 6 deutet,(I) BCDE + CDEA + DEAB + EABC + ABCD = 0vergl. §. 15, 7. Wenn man die Volume der einzelnen Tetraeder durch ihre Kanten ausdrilckt (§. 16,13), so erhält man eine irrationale Gleichung , deren rechte Seite Null ist und deren linke Seite die Summe der Quadratwurzeln von 5 Determinanten 5ten Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren, hat man das Product aus den 16 Werthen zu bilden, welche die linke Seite vermöge der Zweideutigkeit von 4 unter jenen Quadratwurzeln annehmen kann*). Die linke Seite besitzt aber einen rationalen Divisor, zu dessen Auffindung es genügt, die Gleichung (I) mit einem ihrer Glieder zu multipliciren, weil das Product aus zwei Tetraedern eine rationale Function von den Quadraten der Strecken ist, welche die Eckpuncte des einen Tetraeders mit denen des andern Tetraeders verbinden (§. 1 6, 1 3).Dieser Divisor der Gleichung ist der in §. 16, 13 gegebene, welchen in dieser Gestalt zuerst Cayley (Cainbr. math. J. 2 p. 268) direct entwickelt hat. Nach Analogie des in (9) mitge- theilten Verfahrens hat Cayi.ey die Determinante0 1 0 0 0 04 xl2 + y2 + z,2 + w,2 xλ yx z, ux=
1 χ2 + y2 + V + u2 xi yi z5 u„ |mit der Determinante1 0 0 0 0 0aj,2 + 3,l2 + z,2 + ω,2 4 -ix, -ly, -2z, -2«,— 1 b n =

χi2 + V2 + V + u2 4 -ix5 -iyi -2zs -2ttsmultiplicirt. Man findet (§.5,6) — 16∕f2 = 2, ± Λoo . . Λ55, worin hik = hki und zwarΛ,∙t∙ = o , Λoλ. = 4Λ,2 = x.2 + X22 ÷ Z22 + u.2 + χ2 + yχ2 + z12 + Ml∙i 
- lixlx2 - 1yly-i -2 z, z2 - 2 m, m2 

= (x, - x2)2 + (yl - y2)2 + (z, - Z2)2 + {«, - m2)2*) Vergl. Sylvester Cainbr. and Dubl. matli. J. 4853 Mai.
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§. 17, 7. S31ιι. s. w. Wenn die unbestimmten Grössen ui , w2,..,m5 verschwinden, so verschwindet B (§. 3, 3). Versteht man dabei unter rr1, ι∕1, z1 die orthogonalen Coordinaten des Punctes A u. s. w., so wird Λl2 = A B’1 u. s. w. Bezeichnet man die Quadrate der Strecken vorn Iten zum 2ten, 3ten,.. Puncto wie oben durch d12, f∕13,.., so hat man die Gleichung
dl)

ot111
1

11111θ ^12 ^I3 ^14 ^15rf,2 0 d23 d2t d2if∣l3 f^23 θ ^3 4 ^35
rfu d24 d3i 0 d45c∣l5 f∣25 *‰5 f∣45 θfür die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncto des Baumes verbinden.Diese Determinante nach den Elementen der ersten Zeile entwickelt giebt

<b, + t∣∖>2 + <?O3 + ^04 + <ζδ = θwenn man die Goefticienten, welche die Elemente der ersten Zeile haben, durch d0,, d02 ,.. bezeichnet. Bei analoger Bezeichnung ist aber (§. 6, 5)<V : j022 : ,V ■ J«42 ■ <V = tf,, : <f’2 ■ j33 = tf44 = rfSS » weil die Determinante verschwindet und d,∙⅛ = d⅛, (§. 3, 13) ist. Folglich bat man bei einer bestimmten Auswahl der Zeichen
]∕'<)∖1 + y j22 + y<f33 + y<y + y<r55 = o,womit nach §. 16, 13 die Gleichung (1) übereinstimmt.Auf demselben Wege werden die Gleichungen zwischen denQuadraten der Strecken gefunden, welche 4 Piincte /1, B, C, I) einer Ebene und 3 Puncte A, B, C einer Geraden verbinden. Es ist nämlich nach den angenommenen Bezeichnungen im ersten Falle 0 11111 0 rf12 rf13 rf141 ef12 0 d23 d2t1 d,3 d23 0 d3t1 d.. d2. d3. 0

= 0

= 0
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232 §. 17, 7und bei gehöriger Zeichenbestimmung
ytr11 + yl'22 + ∕T33 + y<f44 = oübereinstimmend mit BCD — CDA ÷ DAB— ABC = 0 d. i.

z1 1 £C, y,1 1 x2 y2 = θ
1 1 χ3 y3< 1 t∕4im zweiten Falle 0 0 111 1 d>2 d'» _ 01 dl2 0 d231 d,3 d23 0∕⅛ι, + V <t22 + l^<J33 = 0 , übereinstimmend mit √lB-∣-βC-ι-CΛ = 0d. i.1 1 xl1 1 x21 1 x3

= 0 .
Diese Gleichungen ergeben sich auch aus 7, VII und VIII. Wenn nämlich von 5 Puncten einer Kugel einer unendlich fern ist, so ist z. B.

jLl — d°2 _ _ »3 _ ⅜>4 _ i
d0i d0l d0l d0lund die übrigen 4 Puncte liegen auf einer Ebene, lind wenn von 4 Puncten eines Kreises einer unendlich fern ist, so liegen die übrigen 3 Puncte auf einer Geraden.8. Lagrange (sur les pvr. 17) hat das grösste Tetraeder untersucht, dessen Flächen gegebene Inhalte besitzen. Nach der in §. I 6, 6 angenommenen Bezeichnung hat man

Vt = (6AAlA2A3)' = 2: ± γllγ22γ33und nach einer von Lagrange sur les pyr. 12 aufgestellten tetra- edrometrischen Gleichung (s. des Verf. Eiern, d. Math., Trigonometrie §. 6, 5)4 Al A2 A3 = γll + γ22 + y33 + 2 y23 + 2 j,3l + 2 y,2 .
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§. 17, 8. 233Also sind ∕1, , ∕22, χ,3 und s = y2:t ÷ Xu ÷ X12 gegebene Grössen und P = 2f±∕11 /22X33 e*ne Function von 3 durch eine Gleichung verbundenen Variablen, die ein Maximum werden kann unter den Bedingungen
d P d s d V' d s d P d s
dZ23 d∕23 dy31 dy31 dy12 dy12

• Ö 5 ∂ 1 "4 \Nun ist χ— = I und 2 y — hat als Goefficient von ∕23 inθ∕23 e/23-±y∣ι X22X33 dθn Werth Γ4c23 (§. 6, 2), u. s. w. Daher ist ein grösstes Tetraeder so beschallen, dass
^23 — ⅞l — C∣2d. h. es gehört zu den besondern Tetraedern, deren gegenüberliegende Kanten normal zu einander sind und deren Höhen sich in einem Punct schneiden*). Denn durch Projection von .1.12.13 auf A Al findet man

A A2 cos rl r2 ÷ Λ2T3 cos r1 (>, + A3A cos rlr3 = 0indem man durch r1, r2, r3, ρ, die Geraden bezeichnet, auf denen AΛl , AA2, A Λ3, Λ2Λ3 liegen. Nun ist 
AAl. AA2 cos r1 r2 = AAl. AA3 cos r1 r3 , AA2 cos r1 r2 + T3Λ cos r1 r3 = 0 folglich .12 √13 cos r1 ρ1 = 0.Zur Berechmung der Elemente des gesuchten Tetraeders dient eine Gleichung 4ten Grades, von der eine positive Wurzel ohne Weiteres erkennbar ist. Es war aber von Lagrange nicht gezeigt worden, dass durch diese Wurzel und nur durch diese ein reales Tetraeder von grösstem Volum bestimmt wird. Diese Discussion ist von Borchardt auf Grund einer neuen und umfassenden Behandlung des ganzen Problems in 2 Abhandlungen (Berl. Acad. 1865 und 1866 gegeben worden. Den folgenden Auszug seiner Arbeit hat Herr Borchardt zur Mittheilung an dieser Stelle zu verfassen die Güte gehabt.I. Wo es nicht ausdrücklich anders bemerkt ist, sollen im Folgenden «, b Zahlen bedeuten, welche die Wcrthe 0, 1, 2, 3, 4

*) Diese Bemerkung ist von L’Hcilier de rclationc mutua capacitalis 
etc. p. 151 gemacht worden. Vergl. des Verf. Eiern, d. Math., Stereometrie 
§. 6 , 10.
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234 §• ∣7, *.durchlaufen, z, /. Zahlen, welche die Werlhe I, 2, 3, i durchlaufen, /z, q Zahlen, welche die Werlhe 2,3, i durchlaufen. Wenn diese Buchstaben unter Summenzeichen stehen, so ist nach jedem Summationsbuchstaben besonders zu summiren.Die Quadrate der Kanten eines Tetraeders bezeichne ich mit (z'λj=(∕<^f), setze (z'∕)=0, (z‘0) = (Oz) = I, (00)= 0, und nenne /? die Determinante oterOrdnung der so bestimmten Elemente [ab

0 1111 
1 0 (12) (13) (14)
1 (21) 0 (23) (24)
1 (31) (32) 0 (34)
1 (41) (42) (43) 0Die 25 Unterdeterminanten erster Ordnung von li bezeichne ichmit ρ,,∣l = . Dann werden das (ifache Volumen V des*uυ ∂(ab)Tetraeders und die doppelten Inhalte Γ1, 12, U3, F4 seiner Seitenflächen durch die Gleichungen bestimmt (S. oben §. 16, 13)λ n»•" = «.. -"'<, = ~ = w Damit das Tetraeder real sei, ist cs nothwendig und hinreichend, dass die 6 Grössen (z/f) positiv, die 4 Grössen ρii — negativ und II positiv sei, Bedingungen, welche sich in die eine zusammenfassen lassen, dass die ternäre quadratische Form

f = Σ (ik} yiyk (y, + y2 + y3 + y, = o)»kwelche nach Elimination von z∕1 und unter Einführung der Grössen
spq = (ι>Q} - (pi) - (4 ?) + (4 4) die Gestalt annimmt:

/ = — spq V p Vq I 
pqeine definite negative Form sei, d. h. eine solche, welche für alle Werlhe von z∕2, //3, //1, das System z∕2 — 0, z∕3 = 0, 

yχ = 0 ausgenommen, nur negativer Werlhe, mit Ausschluss der Null, fähig ist.II. Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen,
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§. 17, 8. 235schicke ich einen allgemeinen Satz Uber quadratische Formen voraus, der später gebraucht wird.Gesetzt die beiden quadratischen Formen
f = ς spq yp yq, f = r μpl γp,t

PI P‘seien durch die Substitution
γ1,,= ∑gpp'ypin einander transformirbar, dann gehen gleichzeitig unter Einführung zweier neuen Systeme von je sechs Variablen ‰y = yqp und Ypq = Yqp die beiden Formen

* = pq^iqiSpq'Sl>'qypqyi>'q' =pq∑,qfsPP's,l,l'yPiyi,'l', 1' = p' f^ q' p'q'durch die Substitution
Yp'q' = ∑qgpp'9q,1'ypqin einander über. Die Transformation von /' in / liefert nämlich die identischen Gleichungen
sι>q ~ ∑,μp'yP1 y,ιund vermittelst dieser Werthe der spq geht zugleich F' in F über.Aus diesem Satz, der nicht nur für drei Variabele ∕∕2, ∕y3, τ∕4, sondern für jede Anzahl von Variabein gilt, geht hervor, dass wenn f eine definite Form ist, d. h. wenn die Goeflicienten 

μp' alle dasselbe Zeichen haben, auch F eine definite Form sein muss, und zwar diese letztere eine positive.III. Das LAGRANGE,sche Maximum-Problem besteht darin, dass B zu einem Maximum zu machen ist, während die 4 Grössen — ρn∙ = — vier gegebenen positiven Constanten cl∙ gleichwerden sollen, welche, wenn c4 die grösste derselben ist, die Ungleichheit ' ∕c1 + ∕c2 + Yc3 > ∕ξerfüllen. — Um das Problem in Gleichung zu setzen, empfiehlt es sich, als Variabele, nach welchen diflerentiirt wird, nicht die ursprünglichen Grössen (ZAj sondern die Grössen ρik des adjun- girlen Systems zu wählen, zwischen welchen die Gleichungen
G« + e« + Gü + G.« = θ
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236 §• 17, 8.bestehen (§. 3, 3). Indem ich aus den 23 Grössen ρnlj die Determinante
P ~~~ x"4" n n /)1 — ---- V00V11.................. VHund von derselben die Unterdeterminanten der verschiedenen Ordnungen bilde, ergiebt sichÖP ∂2P | 0 1 I

P = R* , v— = rt3(00) = 0 , P' = v---- s- = «2 = - fl2θPoo <‰<jp∏ 1 0 Iund mit Benutzung der oben definirten Grössen sp(J

∂P' ∂3P<— = -k----s----s---- = ∕l∑± (00)(H)⅛>ρ) = - Hs,
ÖQpq θPooθPι.θ(⅛ 7d2 P' d4 PÄ---- 5----- = Ä---- ¾ ⅜ s----- = ∑± (00)(H)(P9)(PY) = -kpqs , ,-sp ,sp,q)dPpqθo rr do0θdo11dρ d(y , " ''' lj ιvHieraus ergeben sich die vollständigen Differentiale

-dP' = d(R2) = iRdR = R∑spqdρpq

-d2P' = d2(R2) = %Rd2R + 2dΛ2 = Σ [spq sp,q, - sp q, sp,q) dρpq dnp,q, oder
(D 2rf∕{ = ∑spqdρpq(2) 2 (∕{ d2 R - d R2) = - Σspq, sp,q d∩pq dρp,q,ln den Summationen rechter Hand erhält jede der Zahlen p, 7 , P' ι Q, ,^e Werthe 2, 3 , 4 . Man kann aber auch noch den Werth I hinzufügen, da sik = 0 ist für i = I oder k = 1. Wenn man in den so erweiterten Summen für st∙⅛, sl∙⅛', si'k ihre durch die Grössen (ik) ausgedrückten Werthe einsetzt und die Relationen ρtl ÷ ρt∙2 ÷ ρf∙3 4- ρ,4 = 0 benutzt, ergeben sich die symmetrischen Ausdrücke(3) idR = ∑(ik)dρik. (4) <i(Rd2R-dR2) = - ∑[ik')[i'k)dρikdρi,k,IV. Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Differentialgleichungen des vorliegenden Problems, indem man die Differentiale von li und von den vier Grössen c1 = —ρ1ι = 7i2÷C*i3÷7∣ i, 

etc. gleich Null setzt. So erhält man0 = 2rfK = 2(l2)do,., + 2(13)d∏13 + 2(14)dρl4 + 2(23)do23 + 2(24) dρ.24 + 2(34)dρ34
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§• 17, 8. 237
0 = dp12 ÷ dp13 + dp14 
C = dp21 + dp23 + dp24 
0 — tl p3l + d p32 + d p34 
0 = dρtl + dρr2 + d p43Diese Gleichungen mit 1 , — r1, — r2 , — v3, — υ4 mul- tiplicirt und addirt geben eine Summe, in welcher der Coefficient jedes einzelnen Differentials verschwinden muss, daher für i von ∕l verschieden(5) (∣A) = ⅛ (vi + vk}Hierzu kommen zwei Bedingungen. Erstens muss

f = y y = ∑lik)yiykl>q , , , t tkoder mit Benutzung von (5)
= - ^viy-i (yl + y.2 + <∕3 + y4 = 0)eine definite negative Form sein. Zweitens muss d2/1 negativ sein. Da aber für das Maximum bereits .dH = 0 ist und nach Art. I in die erste Bedingung die Ungleichheit li > 0 eingeschlossen ist, so wird die zweite Bedingung erfüllt sein, sobald die rechte Seite von Gl. (2) negativ ist. Die rechte Seite von Gl. (2) geht aber für dρ^ = ypq in die quadratische Form — F des Art. II über, welche gleichzeitig mit f eine definite negative Form ist. Die zweite Bedingung ist also durch die erste von selbst erfüllt.V. Nach Einsetzung der Werthe (5) in die Determinante li erhält dieselbe den Ausdruck

0 1 1 1 1
1 (11)—υl 0 0 0

ft = 1 0 (22) -v.2 0 0
1 0 0 (33) - Va 0
1 0 0 0 (44)-l>4wo (I I) = (22) = (33) = (44) = 0. Hieraus folgen für li und die vier Unterdeterminanten ρ,,∙ = — ci die Werthe∣> = PQ. ¾ = -ft, = ±(ρ-±),WO

„ 1 1 1 1
P = vlv.2v3v, Q = ---- + — -»---- H------ .V, l>2 va vt
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238 §. 17, 8.Um die vier zwischen den gegebenen Grössen ci und den unbekannten vi bestehenden Gleichungen nach den vi aufzulösen, setze ichfür P positiv für P negativ
1/P ↑∕~-Pwi = —---  ω.∙ = —------ri υi

w = ↑∕P.Q = ∑wi ω = }∕~-P.Q = ∑ωi
z = ∣ w2 = {P Q2 ζ = ∣ω2=-∣PQ2=-zHierdurch gehen die Gleichungen zwischen den rt∙ und c,∙ über in

wi(w-wi} = ci ωi(ω-ωi) = — cioder oder
{wi-⅛w∣2 = z-ci (ωi-±υ∙)2 = ζ + ciBedeuten c, ei und £, «,• Grössen, welche der positiven oder negativen Einheit gleich sind, so lassen sich die Grössen w?, wi und ω, ωi so darstellen| w = e ]/ z j w = t y fwi = e )/s — r et∙ y z — ciund hieraus geht vermöge der Gleichungen w = Im⅛, ω≈2ωi für z oder £ = —z die Endgleichung in irrationaler Form hervor:

(6) 2 y z — c, y z — c, —.... — e4 y z — c4 = 0
a∕Γ-<1 ∣∕Γ+ξ-....-f4∕Γ+^ = θHat man hieraus z oder ζ bestimmt, so setze man

W = (yT- el yT-~ct}...... [↑∕z~-eiYz -ci}

n = (y,f+^<7-M∕7)............(y f+G-^yT)wo Ω für jeden positiven Werth von ζ positiv ist und 11’ für diejenigen positiven Werthe von z, welche grösser als die grösste der Gonstanten ci, d. h. grösser als c4 sind. Unter Einführung des Zeichens «' = - f1f2f3Gergiebt sich jetzt
W ≈ P £1 ≈ — f'Pman kann daher setzen

eyp= y tv -fy∑P = ∣∕√fi
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§. 17, 8. 239und erhält demzufolge für t>f∙, B die Ausdrücke:
yp y w y~~p y ι,∩
wi ~yz-eiyz-ci l »,• '∣Zf+c.-f.∣∕ζ

H = PQ = wy p = 2∣∕z yw K = <zy'ζ y t'£lVI. Die irrationale Gleichung (6) in z oder ζ = — z wird rational gemacht, indem man die Norm ihrer linken Seite, d. h. das Product der 16 irrationalen Factoren, welche den verschiedenen Werthen der Vorzeichen e1 .. . . e4 oder δ1 .... e4 entsprechen, bildet, und dieses Product, welches ich mit Φ(z) = Φ(— £) bezeichne, = 0 setzt. Jeder der 16 irrationalen Factoren giebt, nach fallenden Potenzen von z oder ζ geordnet, eine Entwicklung der Form
Λa^÷∣β3-* + ⅛Cz-¾...... A’ ζ⅛-⅛B'ζ~⅛ + ⅛C'ζ~~⅛...........wo
A = 2-Σei, ß = ∑eici, C = ∑eicji A'=li-∑fi, β'≈ΣfiC{, C' = Σfsc7In zwölf Factoren ist der Coefficient A (oder A') von der Null verschieden, in denjenigen vier dagegen, in welchen von den vier Vorzeichen ei oder εi eines negativ, die drei anderen positiv sind, ist der Coefficient A (oder A') des ersten Gliedes der Entwicklung = 0 . Die Norm Φ ist daher in z oder £ nicht von höherem als dem vierten Grade. Unter den vierten Grad kann Φ nur sinken, wenn in einem der bezeichneten vier Factoren ausser dem Coefficienten des ersten Gliedes der Entwicklung auch der Coefficient des zweiten Gliedes verschwindet. Dies ist nur in einem der 4 Factoren möglich, nämlich in demjenigen , für welchen c1 = c2 = e3 = ÷ 1 , c, — — 1 , und in diesem auch nur dann, wenn zwischen den Gonstanten cf∙ die Relation

c, + c2 + ci = cibesteht. In diesem Fall ist Φ(z) nur vom dritten Grade.Die Wurzeln der Gleichung Φ(z) = 0 sind sämmtlich reellund drei derselben immer negativ, entsprechen also positiven Werthen von ζ. Sie gehören den 6 irrationalen Factoren in ζ an, für welche von den vier Zeichen εi zwei positiv, zwei negativ sind. Betrachtet man z. B. die beiden Factoren
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240 §• 17, 8.
2 y~ζ + Yζ + 6∙1 + Yζ+ c2 -Yζ + cs ~γς + ci

^-]∕ζ-↑∕ζ+cl -Yζ+c2 + Yζ+C3 + Yζ+ciso ändern sich dieselben von ζ = 0 bis ζ = 4- ∞ continuirlich. Für £ = 0 haben sie entgegengesetzte Werlhe, wenn dagegen £ in positivem Sinne Uber alle Grenzen wächst, werden beide Fac- toren positiv, einer derselben hat daher eine positive Wurzel £= £, . Auf ähnliche Weise lässt sich die Existenz zweier anderen Wurzeln £=£2, £ = £., nachweisen. Aber diesen drei Wurzeln entsprechen imaginäre Lösungen des Maximum-Problems. Denn für jede derselben ist
also Vε'Ω imaginär, wodurch sämmtliche Grössen vi und /? imaginär werden.Die jetzt noch übrige vierte Wurzel von Φ{z) — 0 giebt immer eine reelle Lösung des Maximum-Problems. Zu ihrer Bestimmung müssen die beiden Fälle unterschieden werden , in welchen

c4 > cl + c2 + c3 oder c4 < cl + c2 + c3 .Für den beide Fälle von einander trennenden Grenzfall c4 = c, ÷c2÷c3 wissen wir bereits, dass die vierte Wurzel von 
φ(z} = 0 unendlich gross ist. In diesem Falle geben die Formeln des vorigen Art.
also

(12) = (14) + (24) , (13) = (14) + (34) , (23) = (24) + (34)d. h. die Ecke im Puncte (4) ist drei-rechtwinklig.Es sei
c4 > c, + c2 + c, , alsdann genügt der irrationalen Gleichung

2 YΓ- Yζ + cl - YΓ+T2 - Yt+Y + γr+γ = 0 eine positive Wurzel ζ = ζ0, da die linke Seite für £=() den negativen Werth —pc, — J∕ c2 — Vc3÷pzc4 annimmt, während ihre Entwicklung
www.rcin.org.pl



§. 17, 8. 241
— ∣(ι∙, + t∙2 + t∙3 — c4) t 2 + ⅛(c,2 + c./+ c32 — c42)f ...........zeigt, dass sie für hinreichend grosse Werthe von ζ positiv wird, ln diesem Fall ist fl=¾ = 63 = + 1, ε.1 = — I, e'= — ε1 e2 ε,t ε4 = +l, ε'Ω=Ω positiv also }'ε'fi reell. Nimmt man den positiven Werth dieser Quadratwurzel, so werden nach den Formeln des vorigen Λrt. υ1, r2, t,3 positiv, υ4 negativ, II positiv. Da in

~f = vlyl2 + v2y22 + v3y32 + viy2 (j∕, + y2 + y3 + yi = 0)drei der Mulliplicatoren vi positiv, einer negativ ist, so genügt es, dass die Determinante li von —/ positiv sei, damit —/ eine definite positive Form sei. Somit ist die Nebenbedingung erfüllt und die Lösung eine reelle.Es sei zweitens c*4 <ζ c, + c2 + c3 rman setzeV'(z) = ⅛∕z -∕z-c. -∕s-^ξ - yz-c3 -ηyz-ct wo z; = ÷ I oder = — I , je nachdem∣∕∕(e1) = 2 ∕c4 - ∕c4 - c1 - ∕c4 - c2 - ∕ξ^- c3positiv otler negativ ist, dann hat ι∕∕(s) = 0 eine Wurzel z = z0 zwischen z-cl und z = + oo. In der That die Entwicklung nach fallenden Potenzen von z giebtfür η = + ↑ ιf,(s) = - 2z 2 + (c1 + c2 + c3 + c4) z~⅛ ....für η = -1 'P(z) = ⅛(e,+c2 + c3-c4)z~2 + ...also machen hinreichend grosse Werthe von z den Ausdruck 
if,∣(z) negativ für'z; = + l, positiv für zy = — f, d. h. von entgegengesetztem Zeichen mit zy, während er für z=c, von gleichem Zeichen mit η ist, womit die Existenz der Wurzel z = z0 bewiesen ist.In diesem Falle werden nach den Formeln des Art. V und für den positiven Werth der Quadratwurzel V 1F sämmtliche («rossen r1, v∙i, υi, v.l, II positiv, und es bedarf daher keines Beweises, dass

f = — ∑viy∙l 
ieine definite negative Form ist.
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