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V o r w o r t.

Dieser Abriss soll eine kurze Uebersicht über die funda­
mentalen Eigenschaften der Thetafunctionen einer Veränder­
lichen und ihrer wichtigsten Darstellungen denen in die Hand 
geben, welche eine grössere Vorlesung über elliptische Functio­
nen hören. Hierzu ist eine gewisse Kenntniss der Theorie der 
Functionen einer complexen Veränderlichen unentbehrlich, 
welche deshalb der Theorie der Thetafunctionen voraufgeschickt 
wird. Es bedarf vielleicht der Entschuldigung, dass darin unter 
der Bezeichnung „norm“ nicht das verstanden ist, was Gauss 
zuerst darunter verstanden hat, sondern die positive Quadrat­
wurzel desselben, wie es auch in der deutschen Behandlung von 
„Briot und Bouquet, Doppelt-periodische Functionen“ durch 
Herrn Fischer geschehen ist. Ich habe diese Bezeichnung 
gewählt, weil das Wort „modul“ in so vielfacher Bedeutung hei 
den elliptischen Functionen, hei den Thetafunctionen und hei 
den Congruenzen vorkommt, lind die Bezeichnung „absoluter 
Betrag“ nicht so kurz ist.

Es dürfte vielleicht göra.^ieiji sein, hei einem ersten Stu­
dium das, was über die Fourier’sche Reihe von pag. 28— 52 
gesagt ist, als zu schwierig fortzulassen, was um so mehr 
angeht, als im zweiten Theile die Entwicklungen in trigono­
metrische Reihen mit elementaren Mitteln ausgeführt sind.

Halle im April 1870.

J. Thouiac.
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Theorie der complexen Functionen.

Die complexen Zahlen, d. h. die Zahlen x von der Form 
y + zi, worin i=y—1 ist, bilden ein stetiges Grössengebiet 
von zwei Ausdehnungen. Ebenso bilden die Puncte einer Ebene 
ein stetiges Grössengebiet von zwei Ausdehnungen.. Man ist 
deshalb im Stande, mit Gauss die complexen Zahlen auf die 
Puncte einer Ebene — wie jeder andern zweifachen stetigen 
Mannigfaltigkeit ■— zu beziehen, so dass jeder Punct der Ebene 
als Träger einer complexen Zahl angesehen wird. Die Beziehung 
der Zahlen und Puncte aufeinander wird einfach dadurch her­
gestellt, dass man den durch die rechtwinkligen Coordinaten y
(Abscisse) und z (Ordinate) 
complexen Zahl x = y + zi

bestimmten Punct zum Träger der 
macht.

Nennt man die Strecke oder 
den Badiusvector r vom Anfangs- 
punct der Coordinaten nach dem 
Träger der Zahl x — durch die­
selbe Einheit als die Coordinaten 
y, z gemessen — den absoluten 

•+ Betrag, oder die Norm von x 
[r = norm (j;)J und den Winkel 

den dieser Badiusvector mit 
der positiven y- Achse macht, 
den Winkel der Zahl, so kann

1
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ebenso, wie der Träger der Zahl .r durch die Polarcoordinatei 
r und «7, die Zahl x selbst durch ihre Norm und ihren Winke 
bestimmt werden. l)a nämlich

y = r cos 0-, z — rsiu#
ist, so folgt:

x = y +zi = r (cos # 4- i sin #) = r.e!>l. 
Umgekehrt drücken sich auch Norm und Winkel leicht durch 
den reellen und imaginären Bestandtheil der Zahl x, also durch 
y und z aus. Es ist nämlich

I--------- %norm(aj) = r = vw24-z2, i) = arc tg—, 
y

worin das Wurzelzeichen stets positiv zu nehmen, der Winkel 
aber in dem Quadranten zu nehmen ist, in welchem die Zahl 
x liegt.

Wir erinnern an dieser Stelle an die bekannten Sätze, dass 
das Produkt zweier comphxen Zahlen das Produkt ihrer Normen 
zur Norm, die Summe ihrer Winkel zum Winkel hat, und dass 
der Quotient zweier Zahlen den Quotienten der Normen zur 
Norm, die Piflcreuz der Winkel zum Winkel hat, welche Sätze 
aus der Gleichung x — re'7' unmittelbar folgen.

Ferner an den Satz: Ist a = ct-i-ßi die Summe zweier 
complexen Zahlen = a" = a" 4-/¥"», so ist stets

norm («) =2 norm (a')4- norm («")•
Stellt man sich nämlich die Zahlen «, a" graphisch dar, wie 
dies in nachstehender Figur geschieht, und zieht von a“ eine

Parallele zur »/-Achse bis zum Träger der Zahl a" + a', so sind 
(«', a"-ha‘, a) und (o, a', a') congruente Preiecke, und dem­
nach die Strecke a“a = oa‘ gleich norm («') = r'. Ferner ist
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oa" = norm (a") = r", oa — norm (a) = r. Also bilden r, r', 
r“ ein Dreieck, und da immer zwei Seiten zusammen grösser 
als die dritte sind, so ist norm (fl) < norm (a') 4-norm («"), 
wenn nicht a‘ und n“ gleiche Winkel (in gleichen Quadranten) 
haben, in welchem Falle norm (a) — norm (a‘) 4- norm (a") ist.

Die Differenz a zweier complexen Zahlen «' und a“ hat 
die Strecke zwischen den Trägern der beiden Zahlen zur Norm, 
und den Winkel, welchen diese vom Subtrahendus zum Minuen- 
dus hin gerichtete Strecke mit der positiven y- Achse macht, 
zum Winkel.

Stellt man nämlich die Zahlen n‘ =■ a'-hß/j a“ u“ + ß‘i\ 
und deren Differenz a“— a‘ = a = cc + ßi graphisch dar, so 

sind die Dreiecke ( «', 
«'—a", a") und (o, «, «) 
congruent, und demnach 
norm (a) — r = (a', «"), 
und es ist (o, a) in glei­
chem Sinne parallel (</', a"), 
also der Winkel, den die 

* Zahl a besitzt, derselbe 
als der, welchen die Strecke

(a', a“} mit der positiven «/-Achse macht.
Die hier angewandte Repräsentation der complexen Zahlen 

durch die Puncle einer Ebene gewährt manche Bequemlichkeiten, 
namentlich hei Bestimmung von Zahlengehielen und für die 
Terminologie. So ist eine stetige einfach ausgedehnte Zahlen­
reihe durch eine irgendwie gegebene Curve, deren Puncte die 
Träger der Zahlen sind, ausreichend bestimmt. Oder, es wird 
durch ein aus der Ebene ausgeschnittenes Stück ein zweifach 
ausgedehntes, begrenztes Zahlengehiet genau delinirt. Z. B. durch 
einen um den Anfangspunct der (Koordinaten mit dem Radius n 
geschlagenen Kreis wird ein Zahlengehiet abgegrenzt, welches 
analytisch durch die Bedingung norm (./;)< « gegeben ist. Es 
ist wichtig, solche aus der Ebene geschnittene Stücke in Bezug 
auf die Ordnung ihres Zusammenhanges zti charakterisiren, was 
nach Biemann geschieht.

Zusammenhängend heissen aus einer Ebene geschnittene 
Theile, wenn sie ein Stück bilden, so dass man von jedem

1*
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Puncte darin zu jedem anderen gelangen kann, ohne die Be­
grenzung zu überschreiten.

Einfach zusammenhängend heisst ein zusammen­
hängendes Stück der Ebene, wenn es durch jeden Querschnitt, 
d. h. eine zwei Puncte der Begrenzung verbindende oder in siel 
zurücklaulende Linie, in getrennte nicht zusammenhängende 
Stücke zerlegt wird.

Zweifach zusammenhängend heisst ein zusammen­
hängendes Stück der Ebene, wenn es durch einen Querschnitt 
in ein einfach zusammenhängendes Stück zerlegt werden kann.

ln mehrfach zusammenhängenden Stücken sind mehr nicht 
zerstückende Querschnitte möglich.

Einfach zusammenhängend ist z. B. die Fläche einer Ellipse, 
zweifach zusammenhängend das ringförmige Stück zwischen zwei 
concentrischen Kreisen. Verbindet man die beiden Kreise durch 
eine Gerade, und rechnet die beiden Ufer derselben der Be­
grenzung hinzu, so isL das Stück einfach zusammenhängend.

Die Begrenzung eines einjach zusammenhängenden Stückes 
besteht aus einem einzigen continuirlichen Zuge.

Bestände sie nämlich aus getrennten Zügen, wie in 5 aus 
a und b, oder wie in und S2 (wenn man diese als etwas

Zusammengehöriges ansieht) aus s, und s2, so ist entweder eine 
in den begrenzten Theilen verlaufende Verbindungslinie dieser 
Begrenzungen nicht möglich, wie in (St, S2j, dann ist nach der 
Definition des Zusammenhangens das Stück überhaupt nicht 
zusammenhängend, oder eine solche Linie ist möglich, wie in 5 
die punctirte Linie c. Dann zerstückt aber die Linie c das 
Ebenenstück 5 nicht, und dieses ist zweifach zusammenhängend. 
Um dies zu beweisen ist nur nöthig zu zeigen, dass, wenn eine
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Verbindungslinie zweier Puncte durch die Linie c in getrennte 
Stücke zerlegt wird, dadurch die Verbindung dieser Puncte nicht 
überhaupt zerstört ist. iNun führen aber die beiden Stücke auf 
die verschiedenen Ufer der Linie c. Die Verbindung der beiden 
Ufer ist dadurch noch hergestellt, dass die Linie a oder b von 
einem Ufer derselben auf das andere führt, also auch eine a 
oder b sehr nahe laufende, die nun nicht blos Begrenzung von 
S ist, sondern ganz darin liegt.

Jede Function von y und z kann als Function der com­
plexen Variabein x, oder, wie man sagt, der ic-Ebene angesehen 
werden, weil durch Angabe der complexen Zahl x = y + zi die 
beiden reellen Grössen y und s vollkommen bestimmt sind. 
Allein wir nennen eine Komplexe Function von x oder eine 
Function der complexen Vuriaheln x eine Function io von y 
und z nur in einem solchen Gebiete, in welchem sie der par­
tiellen Differentialgleichung

i.du(y, g) _ dco (y, z) 
dy dz

Genüge leistet, wovon nur in einzelnen Puncten und Linien Aus­
nahmen stattfinden dürfen. Aber es muss diese Differential­
gleichung bestehen bleiben, wie nahe auch der Punct y, z an die 
ausgeschlossenen Stellen gerückt wird, oder die Ausnahmen dür­
fen in keinem noch so kleinen Flächentheile slattfinden. Ausser­
dem wird stets vorausgesetzt, dass eine complexe Function von 
x keine durch Abänderung ihres Werlhes in einzelnen Puncten 
hebbare Unstetigkeiten besitzt, wie z. B. wenn sie für alle 
Werthe von x den Werth 1, für x = 0 aber den Werth 0 
hätte, und dass sie keine durch Abänderung ihrer Werthe längs 
einzelner Linien hebbare Unstetigkeiten besitzt, wie z. B. wenn 
sie überall den Werth 0, längs der Strecke der reellen Achse 
von 1 bis 2 aber den Werth 3 hätte. rin ngegen ist nicht aus­
geschlossen, dass sie durch Annäherung der Variabein y, z an
einzelne Puncte in verschiedene Bichtungen verschiedene Werthe 

i
erhalte, wie ex an der Stelle x = 0.

Setzen wir in einer solchen complexen Function y — 
x — zi, und differenziren dann nach z, so haben wir

dto dio , .. . du
= TT • + TT ’ also 7“ = °’dz Oy dz dz
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d. h. es. ist w ganz unabhängig von z und enthält nur he 
Grösse x. Diese Schlussweise ist jedoch nur so lange richtig, 
als io eine Function von // und 2 ist, die auch dann einen Dif­
ferentialquotienten besitzt, wenn als Zuwachs der Variahein ina- 
ginäre Grössen zugelassen werden, weil die Variabele //= 
x — zi einen imaginären Zuwachs erfährt, wenn 2 um etvas 
Reelles geändert wird. Dies wird in der Differentialrechmuig 
nur für die durch convergente Potenzreihen dargestellten Fuic- 
tionen bewiesen, und kann daher nicht auf Functionen ais­
gedehnt werden, von denen eine solche Darstellbarkeit nidit 
vorausgesetzt ist. Die allgemeine Giltigkeit des Satzes folgt 
jedoch aus den fundamentalen Sätzen der Theorie der complexen 
Functionen, die den Gegenstand dieser Einleitung bilden.

Wird eine Function w(a;) der complexen Variabein x 
durch eine Substitution a? = <p(£) transformirt, und ist </> 
eine Function der complexen Variabein g, so ist auch w (</?(;)) 
eine Function der complexen Variabein £. Das Wesen eiier 
complexen Function kann so gefasst werden, dass sie übereil, 
einzelne Linien und Puncte ausgenommen, ein Differential te- 
sitzt, welches dem complexen Zuwachs dx, dessen Norm ver­
schwindend klein, dessen Winkel aber beliebig ist, proportional 
ist, oder dass sie einen von diesem Zuwachs unabhängigen Dif­
ferentialquotienten besitzt, ln der Thal findet dies dann, und 
nur dann statt, wenn in

ilio (y, 2) = w (y |- dg, z + dz) — 10 (y, 2) = dy + iz,

dio ido . . , , ,, ,.= —5- ist, in welchem balledy 1 dz
, . . dio, , . , . dio , dio ,dco(u, 2) = — (du 4- 1 dz) = — dx — -n— dxdy J dy diz

, to(x-Pdx) ---10 (x) . ,ist, so dass man für-------------7-------------einen von dx 111-dx

abhängigen Werth _ w'(a;) erhält. Nun ist aler
(IX

dm(ip(^)) = io(cp(£ + d£)) — w(<p(£)) und ip(^-pd^) nach 
der Voraussetzung gleich <p(£) + cp‘(£)dl;, also dio (cp (!•}) — 
io (x 4- cp'(^)d^)— to(x), und da nach der Voraussetzung 
fo(a?4-a4-/fr')— io(x) = io'(x) .(a +ßi) ist, wenn norm («4-/0 
verschwindend klein ist, so ist dio(cp(£)) = w‘(x) 
also das Differential proportional d£.
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Durch eine solche Substitution x— <jP (£) werden die 
Puncte der «-Ebene in eine Beziehung gesetzt zu den Puncten 
der £-Ebene (welche ein- oder mehrdeutig sein kann). Einer 
Linie in der «-Ebene entspricht eine Linie in der £-Ebene, man 
kann deshalb die £-Ebene eine Abbildung der «-Ebene nennen. 
Diese Abbildung besilzt die von Gauss zuerst gefundene Eigen- 
thümlichkeit, dass sehr kleine entsprechende Figuren einander 
ähnlich sind, weshalb man sie eine conforme oder in den 
kleinsten Theilen ähnliche Abbildung nennt. In der That, sind 
die Endpuncte zweier sehr kleinen von £ ausgehenden Strecken 
s4-dre9J und £ 4-dr,«'9^, so sind die Endpuncte der ent­
sprechenden von « ausgehenden Strecken x + (p‘(%) .dr fl1, 
x fp‘^dr\e'>l und wenn gesetzt wird, wird
das Verhältniss der Strecken in der «-Ebene Rdr: Rdrt = 
dr: dr,, also gleich dem der entsprechenden Strecken in der 
5-Ebene, und der Winkel, den beide einschliessen, &+(f> — 
(© 4-<9-) = (p ■—also gleich dem, welchen die entsprechen­
den Strecken in der £-Ebene einschliessen. Also sind die ein­
ander entsprechenden sehr kleinen Strecken proportional, die 
eingeschlossenen Winkel gleich, ausgenommen in den Puncten 
und Linien, in welchen </>(£) keinen endlichen oder von di; un­
abhängigen Differentialquolienlen hat.

Einfache häufig vorkommende Substitutionen sind 
« — « =

welche als eine parallele Verschiebung des Coordinatensystems 
(y, z) angesehen werden kann;

« =
welche eine Drehung des Coordinatensystems um den Winkel <f> 
bewirkt;

1x — t. , 
q — a

durch welche die Stelle « = 00 auf den Punct 5 = a be­
zogen ist.

Es bedeute nun im Folgenden’, wie wir zur Abkürzung 
ein- für allemal feststellen, /(«) eine für irgend ein Gebiet 
eindeutig bestimmte Function der complexen Variabein «, 
die stetig und endlich ist, ausgenommen in einzelnen Puncten 
m, m', ..., wo sie so unendlich oder auch nur unstetig
wird, dass
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f(x) (x — w) (x ■— //') (iC — //") . . . 
für x — m, u‘, u",... verschwindet, und ausgenommen in ein-

a/ ar
zelnen Linien, in denen sie der Differentialgleichung * ~

zwar nicht Genüge leistet, aber stetig sein soll.
Ferner bedeute 5 ein einfach zusammenhängendes Stück

der a;-Ebene und s die Begrenzung desselben.
Die Begrenzung eines Stückes „S“, welches eine Unstetig­

keitsstelle (d. h. eine Stelle, für welche eine in S definirte Func­
tion unstetig wird) enthält, deren Gestalt nur der Bedingung 
unterworfen ist, ausser dieser Unstetigkeitsstelle keine andere 
einzuschliessen, nennen wir mit Herrn Kronecker die natür­
liche Begrenzung der Unstetigkeitsstelle.

I. Unter dem Integral einer Function w(a?) über eine 
Linie 1‘ zwischen xn und x‘ erstreckt, wenn m(rc) längs dieser 
Linie endlich und nur in einzelnen Puncten unstetig ist, ver­
stehen wir den Grenzwerth, gegen welchen die rechte Seile der 
Gleichung

n
/ w(a?) dx = lim 2(«)w O« + «u^u) •

•I n=ao o

convergirt, wenn
= ^-(-1 j ^Xn — X‘ — Xn

ist, und a;0, a?j, £C2,... ... a?' aufeinanderfolgende Puncte der
Linie 1‘ (oder vielmehr die Zahlen, deren Träger diese Puncte 
sind) bedeuten, und xu + euJx,, ein beliebiger zwischen ^4.1 
und x/t auf 1‘ liegender Punct ist, und wenn die Jx sämmtlich 
mit wachsenden n unendlich klein werden. Die durch die 
Reihenfolge der Puncte x0 xt . . . x‘ bestimmte Richtung nennt 
man dabei die Bichtung oder den Sinn der Integration.

Ist die vorgegebene Linie 1‘ ein Stück der //-Achse, so 
stimmt diese Definition mit der gemeinen des bestimmten Inte­
grals überein.

Für den allgemeinen Fall bezeichnen# wir die Länge der 
Linie 1‘ von x0 bis zu einem unbestimmten Puncte derselben 
mit l, bis zu xu mit lu, bis zu xu + euJx„ mit +

— lt, mit 4la , und den Winkel, den 1‘ an der Stelle l 
oder lu mit der //-Achse macht, bezüglich mit (f> oder also 
Jxu mit (cos 4- /sin yu)z/Z,t. Dann ist offenbar sowohl der
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reelle Theil von co(x„ + Eudxu') (cos r/\, + isin rp ) als auch 
der imaginäre Theil eine Grösse, die nur von ab­
hängt, so dass der Ausdruck gleich

® (*„ +
gesetzt werden kann, und es sind offenbar </>(/) und ‘P’fO unter 
den gemachten Voraussetzungen nur in einzelnen Puncten un­
stetige Functionen, wenn nicht V unendlich viele Ecken hat, 
was wir hier ausschliessen. In dieser Bezeichnung ist nun

f w{x)dx —

n = oo q ' 1 n — co q • 7

= ß (D{1) dl + i 

o o
worin die letzten Integrale die Bedeutung gemeiner Integrale mit 
reellen Integrationsvariablen haben.

Da nun diese unter den gemachten Voraussetzungen gegen 
einen endlichen Grenzwerth convergiren, so convergirt auch 
unser Integral mit complexen Integralionsvariahein gegen einen 
endlichen im Allgemeinen complexen Werth.

Ia. Wenn io(x) im Puncte u der Linie T unendlich wird, 
so versteht man unter dem Integral Jw(x)dx über die Linie 
V erstreckt den Grenzwerth, welchem sich die Summe zweier 
Integrale nähert, von denen das eine über den Theil von T 
zwischen xn und einem Puncte ut vor n aufl‘, und das andere 
über den Theil zwischen u2 hinter u auf T bis zu x‘ erstreckt 
wird, wenn ut und u2 dem Puncte n längs l beliebig genähert 
werden.

Zusatz. Das Integral erlangt aber dann einen bestimmten 
Grenzwerth , wenn (w,—«)1—£,io(ut) und (m2—u^~f2a)(n2) 
durch Annäherung der Puncte nt, u2 an n beliebig klein ge­
macht werden können, wenn e,, e2 beliebig kleine, aber angeb­
bare positive Zahlen bedeuten. Im, andern Falle besitzt das 
Integral im Allgemeinen keinen bestimmten Werth.

Entspricht dem Punkte u die Länge Z auf 1, den Puncten 
ut, n2 bez. Z, , Z„, so sieht man leicht ein, dass auch 
(Z, —“Z)1—*«<Z>(Z,)‘, (Z,-Z)1-6‘^(Z1), und (Z2—Z)1—f2 0(Z2), 
(Z2—Z)1—fliF(Z2) durch Annäherung von Z,, Z2 an Z beliebig 
klein gemacht werden können. Da nun nach la. und I.
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f\o(x)dx = lim ß 1 dl + i dl} +

1_' 0 L 11 I
lim (P (D(l)dl+i f ^Udl}

2~'' \ ^2
ist, so folgt der Zusatz aus deu bekannten entsprechenden 
Sätzen über Integrale mit reellen Veränderlichen.

lb. II enn die Linie l' ins Unendliche verläuft, so ver­
steht man unter dem Integral fco(x)dx über V erstreckt den 
Grenzuerth, welchem sich das Integral über den Theil der Linie 
von x0 bis zu einem Puncte l nähert, wenn man l auf V zur 
Grenze unendlich übergehen lässt.

Aus der Gleichung fw(x)dx = f (D{f)dl + if lP(Jf) dl
0 0

folgert man den Zusatz:
Es nähert sich das Integral dann einem bestimmten Werthe 

als Grenze, wenn x^*. f(x) dadurch beliebig klein gemacht wer­
den kann, dass man x auf T weit genug fortrückt, e als positiv 
vorausgesetzt.

II. Das Integral J to(x) dx über eine Linie ist gleich der 
Summe der Integrale über die einzelnen Theile der Linie, wenn alle 
Integrationen in einer und derselben Richtung genommen werden.

Das Integral fu){x)dx über eine Linie in einer Richtung 
erstreckt ist das Negative des Integrals über dieselbe Linie in 
entgegengesetzter Richtung erstreckt.

Beide Sätze sind unmittelbare Folgen der Delinilion des 
bestimmten Integrals.

III. Satz VOll Caucliy. Das Integral fco(x)dx einer 
Function co(x), welche im Innern*) und am Rande eines Stückes 
„S“ den Charakter einer Function „f(x)il hat, über die ganze 
Begrenzung des Stückes „S“ erstreckt, hat den Werth Null.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Function co(x) 
besitze im Innern von „5“ nur einen Punct u, für welchen sie 
so unendlich oder unstetig wird, wie es dem Charakter einer 
Function f(x) gemäss ist, und nur eine Linie l, längs welcher 
sie zwar stetig ist, aber der Differentialgleichung für complexe 
Functionen nicht genügt. Wir scheiden dann aus dem Stück S

*) Dem Innern wird hier immer nicht hlos das Aeussere, son­
dern auch der Rand entgegengesetzt.
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hei 0' aus derselben heraus (in unserer Figur in das um l aus­
geschiedene Stück ein), hei 0„ wieder ein, hei 0" aus u. s. w. 
bei 0,,,, 0"',, und sind die VVerthe von Vdort hez. y,, F', Y,„ 
Y“, Y,,,, V'",..., und bezeichnen wir mit ds,, ds', ds,,, ds“ etc. die 
Stücke der Begrenzung s‘, welche der betrachtete Elementar- 
streifen aus ihr herausschneidet, und die Winkel, welche diese

mittels der natürlichen Begrenzung dieser Stellen sehr kleint 
Flächenstücke aus und rechnen die äusseren Ufer der beiden 
natürlichen Begrenzungen der Begrenzung s des übrigbleibenden 
Stückes S' mit der Gesammtbezeichnung s' hinzu. Setzen wir 
hierauf Y = ■—Z = co(x), so ist in S‘ überall die Diffe­
rentialgleichung erfüllt

3Y dZ _ -
dy dz

und demnach auch das über alle Elemente dy.dz des Stückes 
S‘ (im ganz gewöhnlichen Sinne eines Flächenintegrals) erstrecklt 
Doppelintegral

Um das Integral dy.dz zu transformiren, zerlegen wii

das Flächenstück S‘ durch ein System der //-Achse paralleler 
Linien in Elementarstreifen von der Breite dz. Der Beitrag 
eines unbestimmten dieser FJächenstreifen zu dem Werthe von 
m dy.dz wird dann offenbar dz / dy, wenn die In­

tegration über eine der //-Achse parallele Gerade ej’slreckt wird 
welche dem Flächenstreifen angehört. Tritt nun (in der Dich­
tung der wachsenden //) diese Linie hei 0, in die Fläche 5 ein
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mit der «/-Achse machen, mit qp,, qp', qp,,, qp",..., wobei immer 
die Richtung von s‘ zu nehmen ist, hei der das begrenzte Stück 
S‘ zur Linken bleibt, so liegen offenbar diese Winkel im dritten 
und vierten Quadranten bei 0,, 0„, 0,,,,..., im ersten und zwei­
ten bei 0', 0", 0"',. .., so dass

dz = — sin qp, ds, = — sin qp„ ds,, = — sin qr,„ ds,,, = . ..
— sin qp't/s'= sin qp"ds" = sin qp'"ds"' = ...

Ferner ist fdy = F + Y“ -1- Yut + •..

_ y__ y _ y _
und also

dz J (-^ dy = ^Y sm <p ds,

worin sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, 
welche von dem betrachteten Elementarstreifen aus s' aus­
geschnitten werden. Durch die Integration über sämmtliche
Elementarstreifen wird offenbar das Integral //¥ dt/ dz er-

erhalten, und die rechte Seile der erlangten Gleichung ver­
wandelt sich in /’Fsinqpds, worin die Integration über die 
ganze Begrenzungslinie s zu erstrecken ist.

Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man 
ßdz dy = —fZ cos qp ds

und folglich
J'/Gt/ ~ ~ cos — y s'n =

Und demnach endlich
f (Z cos qp — F sin </>) ds — fio(x) (cos qp -1- i sin qp) ds 

= J\o(x)dx = 0,
worin die Integration über s', also über die ganze Begrenzung 
s von 5 und in entgegengesetzter Richtung über die natürliche 
Begrenzung von n und / zu erstrecken ist.

Ueber die Gestalt der natürlichen Begrenzung von u und 
l sind keine Bestimmungen getrojfen. Der Werth des Integrals 
Ja)(x)dx genommen über die Begrenzung s von 5, welcher 
nach dem eben Bewiesenen gleich ist der Summe der Integrale 
über die natürlichen Begrenzungen von n und l in derselben 
Richtung genommen, ändert sich nicht, wie wir auch diese Be­
grenzungen gestalten mögen.
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Um das Integral über die natürliche Begrenzung von u 
auszuwerthen, wählen wir für dieselbe einen Kreis, dessen Ra­
dius r beliebig klein genommen werden kann. Setzen wir 
j; — u = r.e&‘, so ist ein Element dx der Peripherie ire'y‘d&, 
und das Integral über die Peripherie

J\o(x}dx — i J r .(i)(u +re&l)e&ld&,

0
welches verschwindet, weil r beliebig klein genommen werden 
kann und voraussetzungsmässig z’.w(w+re'H) mit r verschwindet. 
Also ist das Integral über die natürliche Begrenzung von u 
kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse, also Null.

Ebenso ist das Integral über die natürliche Begrenzung 
der Linie l Null, weil diese Begrenzung beliebig nahe an die 
beiden Ufer von l gebracht werden kann, so dass die Integra­
tion über den beiden Ufern von I parallele Linien in entgegen­
gesetzter Richtung zu erstrecken ist. Es liefern aber zwei 
gegenüber liegende parallele Begrenzungsstücke einen Beitrag 
von beliebiger Kleinheit, weil voraussetzungsmässig w(a?) längs 
I stetig ist.*) Also ist das Integral über die Begrenzung von 
5 kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse, w. z. b. w.

*) Damit das Integral fw(x)dx über die natürliche Begrenzung 
0 von l erstreckt seinem absoluten Betrage nach jeden beliebigen 
Grad von Kleinheit erreichen kann, und gleichzeitig für die Be­

grenzung u noch die Differentialgleichung i — = -5- bestehe, (was
dy dz

zur Anwendbarkeit des Caucby’scben Satzes nölhig ist,) ist nothwendig, 
dass eine Strecke d, tvie klein sie auch sein mag, angegeben wer­
den kann, unter welche die Entfernung der Contour von der Linie l 
nicht herabzusinken braucht (einzelne Puncte etwa ausgenommen), 
damit die Dilferenzen der Werthe der Eunclion m für die Puncle 
auf 0 und der Werthe für die nächstliegenden Puncle auf l ihrer 
Norm nach überall kleiner als eine bestimmte beliebig klein vor­
gegebene Zahl t werden.

Herr E. Heine schlägt vor, eine Eunction E(y, c), welche 
diese Bedingungen erfüllt, eine gl eich mässig stetige zu nennen, 
während eine u n g 1 eic b m äs si g stetige eine solche sein würde, 
bei welcher die Contour <7 einige Male, oder auch unendlich oft 
der Linie l näher als jede noch so kleine vorgegebene Strecke d 
gebracht werden müsste, damit die Dilferenzen der Werthe auf der 
Contour 0 und für die entsprechenden Punkte \on l ihrer Norm
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Wenn ein Tlieil einer Linie / oder ein Punct « auf de 
Begrenzung s von S selbst fällt, so sind nur geringe Modii-

nach kleiner seien, als eine bestimmte beliebig klein vorgegebeie 
Zahl £.

Ich behaupte nun, dass eine stetige Function einer od*r 
zweier Variabein niemals eine ungleichmässig stetige sein körne, 
ausser in unmittelbarer Nähe einer Unsletigkeilsstelle. Unter 111- 
mitlelbarer Nähe aber verstehe ich eine Entfernung, die kleiner as 
jede noch so kleine vorgegebene Strecke gemacht werden kann.

Die Functionen — oder sin— sind von y = 1 bis w= e, 
y y

wenn a beliebig klein aber >> 0 ist, stetige Functionen, allein *s 
kann in diesem Gebiete keine Strecke (Intervall) d so klein vcr-

1 i 1 t
gegeben werden, dass v — — oder sin —— sin —

y + o y y + o /
durchgehend seinem absoluten Betrage nach kleiner als eite 
bestimmte vorgegebene kleine Zahl £ ist, wenn nicht a vor­
her bestimmt wird. Denn giebl man erst £, dann d vor, so kam 
man für y immer noch eine so kleine Zahl wählen, dass de

absolut genommene Differenz -------,------- grösser als £ ist. Iliertu
y + o y

ist nur nöthig, dass man y —-x nehme. Ganz ebenso kann n
£0

sin------ y — sin — immer y so klein genommen werden, dass dir
y + o y

absolute Betrag der Differenz grösser als £ ist, wofern nur £ 
ist. Gleichwohl kann in beiden Fällen, wenn y (>• 0) vorgegeben 
ist, d immer noch so bestimmt werden, dass diese Dillerenztn

---- ------------und sin „ — sin — ihrem absoluten Beträfe
y + o y y + o y

nach kleiner als £ werden. Demnach sind — und sin — Beispide 
y y

ungleichmässig stetiger Functionen, jedoch in unmittelbarer Näle 
einer Unsletigkeilsstelle, weil für ?/= 0 beide Functionen m- 
stelig sind.

Wenn aber eine Function F(y) bei Annäherung an eine le- 
slimmte Stelle y = a ungleicbmässig stetig ist, so beisst das weiter 
nichts, als man kann von dieser Stelle aus keine Strecke d so kleu 
angeben, dass F(o)— F(u — d) seinem absoluten Betrage nach klo- 
ner ist, als eine beliebig kleine Grösse £, und mit abnehmendem d 
zu 0 abnimmt, also es heisst weiter nichts, als die Function F(/) 
ist bei a unstetig. Liesse sieb nämlich eine solche Strecke d ai- 
geben, so würde auch umgekehrt F(y) von F(a — d) bis Fa) gleich-
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cationen des Beweises nöthig, es muss aber dann die Be­
schränkung gemacht werden, die im Charakter f(x) an sich

mässig stetig sein, was gegen die Voraussetzung ist.- Also ist eine 
unyleichmässig stetige Function einer Variabein in dem Punrle 
unstetig, in dessen unmittelbarer Nähe die ungleiehmässige Stetig­
keit Statt hat.

hie Function sin ^1 arc tg — j ist, wie man sich leicht über­

zeugt, eine stetige Function von y und z in der Umgehung des 
Punctes 1/ = 0, 2=0, wenn dieser Punct seihst ausgeschieden wird. 
Allein zieht man um einen beliebigen Punct y = a, z = b einen so 
kleinen Kreis, dass sieh die Werlhe der Function auf der Peripherie, 
von dem im Centrum beliebig wenig, etwa um e unterschieden, so 
muss der Radius dieses Kreises kleiner und kleiner gemacht werden, 
je näher der Punct der Stelle 2 = 0, y = 0 liegt. Also ist die 
Function eine ungleichmässig stetige, jedoch in der Nähe eines Un- 
sletigkeitspuncles, weil in unmittelbarer Nähe von y = 0, z = 0 
sin /4 arc tg — | jedweden Werth zwischen —1 und +1 annehmen 

kann, also unstetig ist.
Wenn aber die Function /<’((/, ;) in einem Puncte y = a, 

z = b stetig ist, so lege man durch den Punct a eine bestimmte 
Richtung und bestimme auf ihr in der Entfernung n einen Punct 
von der Beschaffenheit, dass in ihm norm (F y, z) — F(a, 6)) den 
beliebig kleinen vorgegebenen Werth £ hat, oder •< £ ist. Bewegt man 
nun diese Richtung um den Pubcl a, b vollständig herum, so kann hei 
der Drehung weder für eine bestimmte Richtung, noch hei Annähe­
rung au eine bestimmte Richtung, o kleiner als jede beliebige Zahl 
werden, weil in beiden Fällen norm (F(y, 2)— F(a, />)) einen 
Werth =■ £ in unmittelbarer Nähe von a, b besässe, wo diese Norm 
Null ist. also die Function unstetig wäre, was gegen die Voraus­
setzung ist. Demnach ist die Function F(y, 2) da, wo sie stetig ist, 
auch gleichmässig stetig.

Da nun um jeden Punct y', z1 einer Linie l auf der und in 
deren Umgehung F(y, z) stetig ist, hiernach ein Kreis gezogen wer­
den kann, mit dem angehbaren Radius g, so dass für die Puncte 
der Peripherie norm (/’(//, 2)—F(y‘, 2')) £ >sl, so folgt daraus 
unmittelbar, dass mau um / eine Contour n ziehen kann, die nirgend 
in I einzulaufen braucht, damit die Wei ihdiflerenzen der Function 
in entsprechenden Punclen von o und l ihrem absoluten Betrage 
nach kleiner als £ sind.

Ich mache bei dieser Gelegenheit aufmerksam auf einen Irr­
thum, in den man leicht gerathen kann, eine Function von 2 und y, 
die in einem Gebiete insoweit stetig ist, dass überall für ein vor-
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nicht liegt, dass das Integral über diese Begrenzung ausführbar 
ist, was z. B. nicht der Fall ist, wenn die Funclion für '/ = u
wie 7---------3---------t unendlich wird.

(x— w) lg (x— U)
Aus den hier angewandten Beweismitteln folgert man un­

mittelbar den Satz
IV. Das Jnlegral einer complexen Function co(x) über 

die ganze Begrenzung s eines Stückes „S“ erstreckt, ist gleich 
der Summe der Integrale der in derselben Richtung über die 
natürliche Begrenzung der Unstetigkeitsstellen von io(x) er­
streckten Integrale.

V. Das Integral Jio(x)dx über jede von zwei zwischen 
Xq und x‘ verlaufenden Linien l“, welche ein Stück „S“ 
einschliessen, in dessen Innerm co(x) den Charakter f(x) hut, 
liefert einen und denselben Werth.

Denn nach dem Caucby’schen Satze ist das Integral von 
xn bis x' über 1‘ vermehrt um das Integral von x‘ bis x0 über 
l“ Null. Dieses letztere Integral ist aber negativ gleich dem In­
tegral von rr0 bis x' über l“, woraus der zu beweisende Salz folgt.

gegebenes s die Function für alle Werlhe von y; für ein vorgege­
benes y für alle Wertbe von z stetig ist, für eine in diesem Gebiete 

überhaupt stetige Function zu halten. Die Function sin4arctg—>

über welche wir bestimmen, dass sie für y = 0, z — 0 den Werth 
0 haben soll, ist eine solche Function (längs der y- und z-Aclise 
ist sie beständig 0), und ist für y = 0, z = 0 doch eine unstetige
Function. Stellt die für alle bestimmte Wertbe von cp convergente

00

Reihe uos ncp + bn sm ncpj eine stetige Function /(y) dar,
o

so folgt aus einem von Abel und Diricblet bewiesenen Satze,
00

(Lionville’s Journal Bd. 7, 1862) dass ^(r”i/,,cos n(L "F '"6„sin n(p) 
o

für r=l eine Function F(r, cp) ist, die für jedes vorgegebene cp, 
wenn r stetig bis zu 1 wächst, stetig in die Function f((p) über­
gebt, und für jedes gegebene r •< 1 als Potenzreihe eine stetige 
Function von cp, für r —1 aber vorausgesetzter Maassen eine ste­
tige Function von cp ist, so folgt hieraus noch nicht, dass h\c, cp) 
bis zu r — 1 bin überhaupt eine stetige Function sei.

Für uns ist aber eine Funclion zweier Variabein längs einer 
Linie stetig nur, wenn sie in jedem Puncle derselben (nach allen 
Richtungen) vollkommen stetig ist.
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Dieser Satz bewirkt die Anwendbarkeit der Schreibweise

X1

J w(x)dx, in welcher von dem Integrationswege nicht die 
xo
Rede ist. In der That hängt der Werth des Integrals von einem 
Wege l, der die Begrenzung eines Stückes „5“ nicht über­
schreitet, nicht ab, wenn io(x) darin den Charakter einer Func­
tion /(a?) besitzt, weil dann alle Wege zwischen xn und x‘ nach 
dem eben ausgesprochenen Satze aut einen unter ihnen redu- 
cirt werden können. Die Angabe des Weges darf aber nicht 
unterlassen werden, wenn ta(x) irgendwo im Innern von 5 
unendlich wird (während dies am Rande wohl geschehen kann), 
oder wenn es innerhalb eines Stückes betrachtet wird, das nicht 
einfach zusammenhängend ist, in welchem daher nicht alle Wege 
zwischen zwei Puncten auf einen reducirbar sind.

X

VI. Das Integral f a>(j;)dt;, dessen obere und untere 
xo

Grenze in einem Stück „S“ liegen , in dem co(a;) den Charakter 
fix) hat, ist in S eine Function der complexen Variabein x 
von dem Charakter f(x).

Bezeichnen wir das Integral mit VF(a;), so ist lF(x) in 5
offenbar endlich und stetig, es genügt aber auch der Differential-

. . . dW .dB „ . . .gleichung = — i . Es ist nämlich
x+dy x x+dy

W(x + dy)— W(X) = f io(j-)d£ — f ta(£)d£ = f <afäd&
•To *0 x

weil man für die Wegstrecke von £c0 bis x in den beiden In­
tegralen, deren Dillerenz zu bilden ist, beide mal dieselbe wählen 
kann. Also ist nach der Definition des Integrals W(x+dy)—
= dy io(x) und ebenso IFfaj+fda)— U'(a;) = idzio(x), tolg-
.. , c\V(x) .dff’(aj) ,
lieh n — — i —k— , w. z. b. w. 

dy dz
Man nimmt sehr häufig für die obere Grenze und die 

Integrationsvariabele einen und denselben Buchstaben.

7»
— ‘ g über die natürliche Begren­

zung von 5 in positiver Richtung erstreckt, hat den Werth 2ni. 
Nehmen wir als natürliche Begrenzung einen um den Punct

/ dx \
$ mit dem Radius 1 geschlagenen Kreis, so ist norm jI

2
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= ds, wenn ds ein Linienelement der Kreisperipherie bedeutet, 
und da die Strecke von £ nach x senkrecht steht aul der

dxStrecke ds, so ist der Winkel von —<7, die Differenz der Win-

7t dxkel der Zahlen dx und x — gleich und daher ' £ =X 5

/■» dffi
t = ifds = i2n. Die Gestalt der natürlchen 

x s
Begrenzung ist aber nach dem Cauchy’schen Satze völlig will­
kürlich, und somit ist VII. bewiesen.

dx— als Function der oieren
I

Grenze x ansehen können, ziehen wir vom O-Puncte der tc-Ebene 
eine Gerade q ins Unendliche, deren beide Ufer wir ah Be­
grenzung der Ebene ansehen — wir nehmen hierzu die ptsitive 
»/-Achse —, dann bildet diese ein einfach zusammenhängendes

Stück S, in dessen Inner in die Function — den Cbaiakter x
f\x) hat. In diesem Stück ist daher (nach den unter V. uid VI. 
gemachten Bemerkungen) eine eindeutig bestimmte Functioi von

dx
x, wenn wir noch feststellen, dass / — für x= 1 au' dem./ x 

1
positiven Ufer von q verschwinde. Bezeichnen wir nun diese 
Function mit lg x, so ist

, , C' Nx f'dx , r"Pd(ax) -

11 «
und wenn wir im letzten Integrale für ax die Variable i ein­
führen,

1 , r“dx d£lg («./?) J ~+J y = lg« hlg^.
1 t

Aus der Gleichung lg (aß) — lg a 4- lg ß folgt die Ueberein- 
stimmung unseres Integrals mit den Logarithmen irgend einer 
constanten Basis. Da aber auf dem negativen Ufer von < Iga; 
um 2Tri grösser ist, als aul dem positiven, so stellt das Integral 
die natürlichen Logarithmen dar.*) Der Satz VII. kann nun 
auch so ausgesprochen werden:

/•« dx
lässt sich leicht in eine Reihe

1 — x 
0
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Vlla. Der natürliche Logarithmus von x—£, also 
lg,x— Erweichst um 2ni, wenn die Variable x um die ganze 
Begrenzung eines den Punct £ enthaltenden Stückes „S“ hernm- 
geführt wird.

VIII. Das Integral f* ^l^ni P0Sit^ver Dichtung

über die ganze Begrenzung s eines den Punct £ im Innern 
enthaltenden Stückes „S“, in welchem co(x') den Charakter f(x) 
besitzt, erstreckt, hat den Werth ^C^-

Schreibt rnan nämlich / lLx __ ( _}_
«/ j?—c 2ni J x — £ 2m

X m X

/(I'T - . pw (* qpWl'--------—H /----------d,r,

1—x J 1—x ’
o o

dxlim nun das Integral / ------- = Rm zu untersuchen, integriren
J 1 — x 
o

wir auf einer geraden Linie von 0 bis x = r. e'f', worin dann cp 
constant, dx demnach = el<f. dr ist Dann ist
Rm= / ------- z - . —

J 1—r (cos cp-V i sin cp)
0

= p *m(l —- r cos y) tfr___
J (1—r cos cp)2-)- r2sin2 cp

ie^+^smep p-------
J (1—r cos y)*+ f“ sin' cp 
0

nun ist rm eine Function, die zwischen 0 und r ihre Zeichen nicht 
wechselt, folglich, wenn Z, ft < oder = 1 sind,

_ Zrcos y) rr Ilr sin cp r'
1—2Zr cos y + Z-r- o 1—2fir cos cp-Vf.fi *o

e(m-f l)y» rm-H / 1 — Zrcosy t ^ur sin y \
m + 1 V—2Z, cos cp -j-L-/2 1— 2fir cos cp + fl2r2/

So lange nun r •< 1 ist, nähert sich dieser Ausdruck stets, wenn 
aber r = 1 für alle cp, ausser cp = 0 oder 27T, der Null, wenn 
man m gross genug nimmt, bis zu jedem beliebigen Grade von Ge-

mv , xn
nauigkeit. Demnach stellt die Reihe lim >. ,------— die Function

»,/ = ao l " ' -*•
— lg 1 - x für norm r < 1 und für x — W, cp ^Vt, 2n bis zu 
jedem beliebigen Grade von Genauigkeit dar.

2*
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rio(x) — w(£) dx i t —w(£) • c-u ii i/ ---------- c-3— s—., so besitzt ------- u—- in 5 überall, auchJ x—$ 2m x—$
für x = % den Charakter f(x) und das zweite Integral ist des­
halb Null. / "(^^dx ist aber gleich w(£)/ t = 2m to(£) 

nach Satz VII, woraus der zu beweisende Satz folgt.

Da nun t einen einzigen bestimmten ersten, zweiten,
a? 5

dritten etc. Differentialquotienten besitzt, wenn man unter dt; 
eine beliebige cornplexe, zuletzt unendlich klein werdende Zahl 
versteht, also sammt seinen sämmtlichen Differentialquotienten 
eine cornplexe Function von $ ist, so erhält man, so lange 
£ im Innern , und nicht, am Rande von S liegt, durch Differen­
tiation nach der complexen Variabein £ die Gleichung

n! Z* wlx)dx _ dniol£)
2niJ (x — £)n+1 dp1

und den Salz:
IX. Eine Function (o(x), die im Innern eines Stückes 

„S“ den Charakter fix) hat, ist sammt ihren sämmtlichen Dif­
ferentialquotienten im Innern, aber nicht nothwendig am Rande, 
eine endliche und stetige Function der complexen Variabein x 
mit dem Charakter fix).

, , i • , , /' w(£) dxDenn in der I hat hat das bestimmte Integral / -r.------ —rr

stets einen endlichen Werth, wenn w(£). was vorausgesetzt 
wurde, am Rande von 5 integrabel ist, und der Punct x im 
Innern von 5 liegt, welches seine Lage auch sein möge.

Die Stetigkeit aber folgt aus der Endlichkeit der Differen- 
tialquotienten. Demnach giebt es im Innern eines Stückes „S“, 
in welchem eine Function der complexen Variabein x den Cha­
rakter fix) hat, weder eine Linie noch einen Punct, in welchem 

die Differentialgleichung keine Anwendbarkeit be-

sässe, was z. B. stattlinden würde, wenn co(x) bei Annäherung 
des Punctes x an einen bestimmten Punct in verschiedenen 
Richtungen verschiedene Wcrthe erhielte. Ebensowenig kann es 
im Innern einen Punct u geben, in welchem eine solche Func­
tion co(x) unendlich wird. Im letzteren Falle kann man zwar

• den Punct x nicht auf den Punct u fallen lassen, weil dann der
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’w(£) d£Satz / -=-^ — = co(m) nicht anwendbar ist, da ja
J $—u2ni v ’ j £__M

für £ = u in einer höhern als der ersten Ordnung unendlich 
wird, d. h. mit £—u multiplicirt, für t; — u nicht endlich bleibt.

,st7 iAllein es
dg

immer endlich, und die Norm des2m
Ausdruckes kann eine angebbare Zahl J/, wie gross diese auch 
sein mag, nicht übersteigen, wie nahe auch x an u herange­
bracht wild, während cofx'), welches diesem Ausdrucke gleich 
ist, so lange x nicht genau auf u fällt, eine Norm besitzen 
muss, die grösser als die Zahl M gemacht werden kann, wenn 
man x nur nahe genug an u rückt, vorausgesetzt, dass co(x) 
für x — u unendlich wird, wobei zu beachten ist, dass eine 
durch Abänderung eines Wert lies in einem einzelnen Puncte heb­
bare Unstetigkeit ausgeschlossen ist. Daraus folgt, dass ein 
solcher Punct n überhaupt nicht vorhanden sein kann.

X. Wird eine Function w(a?) im Innern eines Stückes 
S im Puncte u so unendlich, und im Puncte v so Null, dass 
^(x^v^ X u nn^ v SOW°M von Null °ls von

Unendlich verschiedene Werthe erhalt, so sind m und n ganze 
Zahlen, wenn co(x) in S den Charakter f(x) hat.

Die Zahlen n und m heissen die Ordnungen des Unendlich­
werdens oder Verschwindens. — Läge nämlich der reelle Theil 
von n zwischen p und p -f- 1, und der von m zwischen q und

q — 1, so hätte
(x - r)9

in N den Charakter fix), und

würde in den Puncten u und v unendlich, was nach IX. nicht 
möglich ist. Hingegen können am Rande von 5 gebrochene 
und complexe Ordnungen des Verschwindens und Unendlich­
werdens wohl Vorkommen.

XI. Der Logarithmus einer Function u)(x}, welche im 
Innern eines Stückes „S“ in einzelnen Puncten unendlich wird, 
sonst aber stetig und endlich ist, und am Rande von S weder 
unendlich wird noch verschwindet, also lg co(x) wächst um so 
viele ganze Mullipla von 2ni, wenn x um die. ganze Begren­
zung von S in positiver Richtung herumgeführt wird, als der 
Ueberschuss der Puncte beträgt, für welche io(x) — 0 ist, über 
die, für welche co(x) — oc ist, jeden Punct so oft gerechnet,
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P* /m(a;)(a 
./dx°\ (x — i

als die Ordnunyszahl des Unendlich Werdens oder Verschwmdins 
beträgt.

Sind die Puncte, für welche sie unendlich wird, u, u',v",..., 
die zugehörigen (nach X. immer ganzen) Ordnungen n, n',n",..., 
die Puncte, für welche sie verschwindet, v, v‘, v“, ..., die zu­

gehörigen Ordnungen m, so ist der Zuwachs, den
lgw(a?) erfährt, wenn x um das unendlich kleine Stück ix 
fortgeführt wird,

4- m d lg(a? —v)4- m1 d lg (x—v'}4- m“ dlg (x—o“) 4-...
— n d lg(a;—m) — n' d lg (x—u‘) —n" d lg (x—u“)—... 

und daher der Zuwachs, den der Logarithmus erfährt, wtnn x 
um die ganze Begrenzung von S geführt wird,

/t/lgwfa;) =
/ Cü( M )zi // / (l'X / fix

wenn die Integration über die ganze Begrenzung von 5 ers,reckt 
wird. Nun hat das erste lutegrral der rechten Seite den Werth 
0, weil lg^^J--- ' j, also auch der Differentialqu)tient

in S den Charakter f\x) hat. So hat man nach Satz V.:
Jd lg iofx) = 2ni (~m •— -n),

was zu beweisen war.
XII. £ ine Function cj(x'), die in der y mzen Ebene und 

auch für unendlich grosse x den Charukter f{x) hat, ist constant. '4
Wir sagen aber von einer Function w(a;), dass sie auch 

für x = x den Charakter/(a;) besitzt, wenn tu Ifür £=0

den Charakter /(£) hat. Nehmen wir nun das Integral 
yrflg[w(a;)—4| über die Peripherie eines sehr grossen Kreises 
mit dem Radius H, so kann diese Integration durch die Sub­
stitution a; — -i- durch die über einen sehr kleinen Kreis mit 

dem Radius ersetzt werden, nämlich durch das Integral 

f t/lg [tu |-j-—•/!]. Nimmt man nun ll so gross, also so 

klein, dass im Innern desselben den Werth A nicht
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annimmt, — was immer möglich ist, weil w(a?) sich mit wachsendem 

x, oder ni’t abnehmendem £' nach dem, was Seite21

bemerkt wurde, nur einem einzigen Werthe nähern kann, — wenn 

der Werth w(oo) nicht gerade d ist; so ist

über den Kreis ~ , also auch f d lg [w(a?) — über den Kreis

R Null, weil w im Innern des Kreises weder ver­

schwindet noch unendlich wird. Daraus folgt, dass die Function 
u>(x) im Innern des beliebig grossen Kreises R einen andern 
Werth als den w(oc) nicht annehmen kann, w. z. b. w.

Aus den Identitäten:
1_____1____)_

£— x £—a . x—a
£-a

1 - , (x — a)n (x — (i)'<+1 1
£ — a (g—a? ' (g - a)"-H (£— «)'*+* £—®

1 _ 1 ___ 1_
x — £ x—a i 5—a

x—u
1 i—a (£—a)n —«/‘+1 1

x — a (x— ay- (x— a)n+i (a? — a)n+1 x—%
folgen die wichtigen Sätze:

XIII. Ist x ein Punct im Innern eines Stückes „S“, in 
•reichem eine Function io(x) den Charakter f(x) hat, und wel­
ches den Punct a im Innern enthüll, so ist

. 1 /’ w(£) di
lü(-X> = 2n,J -l~r “

J ?-7'2m + (a''_“V(rrS)52m-+ '- 
+(x. /' «<(a <««)

" K 7 ?(?-<.)"+' 2m 2ni J

worin sümmtliche Integrale in positiver Richtung über die Re 
grenzuny von S zu nehmen sind, und

\
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a-
= 7^2^ =

1 +___f<"(g)(f-«)<g |
x — aj 2ni (x — a)2j 2m

,_____1 rio(g')(g—a)ndg 1___r io(g')(g—ä}n+i dg
(x—d)n+iJ 2m (x—a)n+}J (x— g)2m

worin die Integrationen sämmtlich in negativer Richtung über 
die ganze Begrenzung von S zu nehmen sind.

Ist nun norm(a?— a) < norm — a) für alle hei der
Integration in Betracht kommenden £, also ist x ein Punct im
Innern eines um den Punct a gezogenen Kreises C, der die
Begrenzung von 5 wohl berührt, aber nirgend heraustritt, so
kann man n immer so gross nehmen, dass das Integral
(x — a)n+l f* io(g) dg .., 4. u
----2^?—J (g—a)"+t &enommen u,)er d,e Begrenzung
von S, oder, was in diesem Falle dasselbe ist, über die Peri­
pherie C, jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreicht. ln 
der That, setzen wir g—a = Re&t, x — a = re',l‘, so ist 
R der Radius von C, r aber < R und unser Integral erhält die 
Form

/_r_V+1 + + Re*')e~n*'dD
\ R z 2tc J Re*'—re*1'

o
Das Integral ist aber, was auch n sei, endlich und der Factor 
/ r \n+*I —I kann jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen,

wenn n gross genug gemacht wird. Wendet man diese Be­
trachtung auf das letzte Glied der ersten der unter XIII. auf­
gestellten Reihen an, so erhält man den Taylor’schen Satz:

XIV. Ist to(a?) t'm Innern eines Kreises um den Punct a 
eine Function mit dem Charakter f(x), so lässt sie sich auf 
eine, und (nach der Methode der unbestimmten Coefficienten) 
nur auf eine Weise in eine unendliche Reihe nach ganzen auf­
steigenden Potenzen von x — a entwickeln, welche immer con- 
vergirt, so lange x ein Punct im Innern dieses Kreises ist. 
Dieser Kreis heisst der Convergcnzkreis.

Obgleich die hier gemachte Betrachtung des Restgliedes 
eigentlich nur zeigt, dass die Summe der ersten n Glieder der 
Reihe gegen den Werth der entwickelten Function convergire,
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so sieht man doch leicht ein. dass, so lange r = norm (x — a) 
um ein Angebbares kleiner ist als fl, der Radius des Convergenz- 
kreises, die Reihe unbedingt convergent ist, d. h. eine be­
liebige Anordnung der Glieder zulässt, weil der Quotient der 
Normen zweier aufeinander folgenden Glieder, wenn man in 
jedem für das Integral immer den grössten Werth setzt, den es 
für irgend ein n annehmen kann, sich mit wachsendem n einer 
Zahl unter 1 nähert. Dies findet im Allgemeinen nicht statt 
für die Puncte des Convergenzkreises.

XV. Hat eine Function w(a?) innerhalb eines Stückes „S“ 
den Charakter f(x), und ist io(x) längs eines noch so kleinen 
Stückes einer Linie l in S Null, so ist co(x) überall in S Null.

Die sämmtlichen Diflerentialquotienlen der Function co(x) 
sind für einen Punct xn jener Linie (?) Null, wenn man für das 
Differential dx eine solche Differenz x — xn wählt, deren Mi- 
nuendus x auf der Linie (Z) liegt, ^hind da die Difl'erential- 
quotienten einer complexen Function von der Wahl des Difle- 
rentials unabhängig sind, und die Differentialquotienten einer 
Function einer complexen Variabein mit dem Charakter f(x) 
immer eben solche Functionen sind, so sind für x0 sämmtliche 
Differentialquotienten Null. Nun kann man aber w(a;) auf eine 
und nur eine Weise (nach XIV.) nach aufsteigenden Potenzen 
von x — x0 entwickeln innerhalb eines Kreises a, der die Re-

grenzung von S berührt und zum Mittelpunct x0 hat. Da nun
sämmtliche Coefficienten dieser Entwicklung Null sind, so ist
w\,x) im Innern dieses ganzen Kreises Null. Entwickelt man
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nun (j(xi) nach XIV. in eine Reihe nach Potenzen von x—x'o, 
so sind auch deren Coefficienten sämmtlich Null, wenn a;'() 
ein beliebiger Punct im ersten Kreise ist. . Dieser lässt sich 
so wählen, dass der Convergenzkreis (6) der Entwicklung zum 
Theil aus dem Kreis a heraustritt. In diesem ganzen Kreise 
ist nun w(x‘) Null. So zeigt mau successive, dass co(x) in ,S 
nirgend von Null verschieden sein kann. Daraus folgt

XVI. Ist eine Function co(x) längs eines noch so kleinen 
Stückes einer Linie l in einem Stücke „Sli, wo sie den Cha­
rakter f(x') hat, gegeben, so ist sie dadurch für alle Puncte in 
S eindeutig bestimmt.

Denn eine andere Function w,(a;) der coniplexen Variabein x, 
welche mit ihr längs l in S übereinstimmt, stimmt überhaupt in S 
mit ihr überein, weil w(a?) — to,(a;) längs l, folglich überall Null ist.

XVII. Laurent’scher Satz. Hat eine Function co(x') 
im Innern und am Bande eines (beiläufig zweifach zusammen­
hängenden) Ebenenstückes T zwischen zwei im Puncte a con- 
cenirischen Kreisen den Charakter f(x), so lässt sie sich auf eine, 
und nur auf eine Weise nach ganzen auf - und absteigenden 
Potenzen von x — C^in eine unendliche Heilte entwickeln, die so 
lange convergirt. als x ein Punct im Innern von T ist.

les äusseren und inneren Kreises 
welche beide verbindet; so bilden 
C, C‘ und die beiden IH'er von I 
zusammen die ganze Begrenzung 
eines Stückes „5“, in dessen lu- 
nerm sowohl als am Bande io(x') 
den Charakter /(x) hat. Deshalb 
ist die Summe der Integrale über 
C‘ in positiver und über C in ne­
gativer Richtung, und über l in 
positiver und negativer Richtung, 
oder, da sich die beiden letzten

Integrationen aulheben, die Integrale über C‘ und C 
f' co(g) dg to(£) dg

J g—x 2ni J x — g 2ni' 
c c

, *) Wir werden häutig den lutegraliousweg wie eine untere Grenze au
das Integralzeichen anhangen.

Seien die Peripherien 
C‘ und C, und l eine Linie,
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beidemale in positiver Richtung integrirl, gleich w(as), weil in 
der That diese beiden Integrationen zusammen der über die 
ganze Begrenzung von 5 gleich kommen. Da aber, so lange

norm (a; — a) < norm (£ — «) ist, -p------ in die unbedingt con-
§— a

vergente Reihe entwickelbar ist,
1 _ (&’—®)n

1=^ - a)"+*’

und so lange norm (a;—a) > norm (£—a) ist, ---- t in diea;—•$
unbedingt convergente Reihe

1_ = y (g-«)'-1 
x — t; (x — a)n

entwickelbar ist, und da bei der Integration über C‘ wirklich 
norm (a;—a) < norm (£—«) und bei der über C norm(a; —o)> 
norm(£—a) ist, wenn x im Innern von T liegt, so folgt

w(a;) =

v1"' J (£—«?+' 2»Z J 2m
C' c

worin nun nach dem Cauchy’schen Satze statt der Integrationen 
über C und C eine über einen beliebigen in a centrischen 
Kreis zwischen C' und C gewählt werden kann.

Damit ist die Entwickelbarkeit dargethan, es muss noch 
nachgewiesen werden, dass sie nur aut eine Weise möglich ist, 
weil hierzu die Methode der unbestimmten Coetticienlen nicht 
ausreicht.

Sind zwei nach auf- und absteigenden Potenzen von x — a 
geordnete, unbedingt*) convergente. Reihen wenigstens für 
Puncte der Peripherie y eines in a centrischen Kreises einander 
gleich, so müssen die Coelficienten gleich hoher Potenzen ein­
ander gleich sein. Multiplicirt man nämlich die Gleichung

4- 00 4-00

- a)n = - a)n
------ (Tj - 00

mit (a>—und integrirt über die Peripherie p, wobei f.t als

') Diese Beschränkung muss gemacht werden, weil nur in solchen 
Reihen ohne Weiteres die Sunnnatiou und Integration vertauscht werden kann.
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ganze positive oder negative Zahl oder 0 vorausgesetzt ist, so 
hat man

OO 00
^n}A’J(x~a)n+^dx = l?MBnf(x—a)n+Vdx,

— <X) P —00 P
so fallen auf beiden Seiten säminlliclie Terme bis auf den mit 

und auf der andern bis auf den mit Bu_ j multi-
plicirten fort. Denn es ist i/’(a; — a)n +'“da? = 0, wenn n + /i 

p
eine von —1 verschiedene ganze Zahl ist, und f (x—a)~*dx — 

p
2m nach VII. Somit haben wir für alle .

2m = B_u_i2m, oder An = Bn, w. z. b. wx
Um die Entwicklung einer Function nach der Fourier’- 

schen Reibe abzuleiten, machen wir nun die folgenden Be­
trachtungen.

Eine reelle Function h(tp'). die in dem Intervall von tp = O 
bis cp = 2k gegeben ist, und für 2nn + tp denselben Werth 
als für ff annimmt, was auch n für eine ganze positive oder 
negative Zahl sein mag, kann als Function der Puncte der Pe­
ripherie eines Kreises der a?-Ebene angesehen werden, welcher 
um den Nullpunct mit dem Radius 1 geschlagen ist, und kann 
dadurch als Function von y und z fortgesetzt werden, dass man 
zu allen Puncten eines und desselben Radiusvector r (d^r Ent­
fernung eines Punctes vom Nullpuncte), welcher mit der 
//-Achse den Winkel ff macht, den Werth gehören lässt.
Also kann gesetzt werden:

A(y) = H(y,z) = //(rcosy, r sin </>).
Von der Function A(T’) machen wir die Voraussetzungen, 

dass sie nur für einzelne Werthe von <p, und zwar in einer um 
«•in Angebbares niederen als der ersten Ordnung, unendlich gross, 
und dass sie nur für einzelne Werthe von ff unstetig werd«:. 
Diese Unstetigkeiten müssen in zwei Klassen zerlegt werden, 
nämlich erstens in solche, bei denen sich h(ff), sowohl wenn 
ff stetig zunehmend, als auch stetig abnehmend, der Unsteligkeits- 
stelle, etwa tp — a, nähert, bestimmten Grenzwerthen /<(«—-0) 
und A(a-hO)*) stetig nähert, wie dies in der Function

*) Diese leicht verständliche Bezeichnung ist von Dirichlet 
eingefühlt. Ich bemerke nur, dass, wenn a gleich 0 ist, für h (+ 0) 
und /i(—0) meist /t(-f-O) und h(2n-—-0) gesetzl wird, was wegen 
der Periodicilät von h(tp) möglich ist.
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arc tg —— & geschieht, worin sich mit zunehmendem (f>, also 

1 TTarc tg --------------- dem Werthe-----rr , und mit abnehmendem(a — 0) — ci 2
J 7T

also arc tg------ Ä-------dem Werthe 4-vr stetig nähert.y’ 5 («4-0)— a 2 °
Zweitens in solche, bei welchen entweder abnehmend oder 
zunehmend zwar endlich bleibt, aber bestimmten Grenzwerlhen 
sich nicht nähert, was nur dann geschieht, wenn die Function

wie sin |------ -I an der Stelle unendlich viele Maxima und
'<P — W

Minima besitzt, deren Differenzen nicht zu 0 abnehmen. Bei 
diesen Voraussetzungen ist die Function A(<jp) einer Integration 
durchgehend fähig.

Diese Voraussetzungen festhaltend betrachten wir nun das 
Integral

f H(y, z) dx
J x—e&l

welches erstreckt wird über das positive Ufer des Einheits­
kreises von c an bis zu c', dann von c' bis zu b‘ über ein 
kleines Stück eines Badiusvector. und von b‘ bis zu b über den

Bogen eines Kreises, dessen Radius — sein soll und von b‘ 
Q

bis c zurück über ein Stück Badiusvector. Dieser ganze Weg 
soll mit (jJ bezeichnet werden. Das Integral soll nun weiter 
erstreckt werden von c bis b, über ein Stück Badiusvector, von 
b, bis b‘, über den Bogen eines Kreises, dessen Badius q ist, 
von b'f bis c‘ über ein Stück Badiusvector, von c' bis c über 
das innere Ufer der Peripherie des Einheilskreises. Dieser Weg 
in entgegengesetzter als der beschriebenen Bichtung soll mit n, 
in derselben Bichtung aber mit o bezeichnet werden.

Wir erstrecken also das Integral /*. über o‘ 
* J x — e^ 2m

und o, machen aber dabei die Voraussetzung, dass (f für 
(p = & weder auf einen Punct falle, für welchen h(rf') unendlich 
wird, noch auf einen Punct, für welchen A(</)) so unstetig wird, 
dass entweder A(^4-0) oder h — 0) keinen Sinn hat, und 
machen den Winkel y zwischen den Radius Oa und Ob, und 
den Winkel y' zwischen Ob1 und Oa so klein, dass A(y) für 
& < (p ~ d + y, und — y‘ stetig ist, was bei der
gemachten Voraussetzung offenbar immer geschehen kann. .
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Bezeichnen wir nun noch der Kürze halber den Weg 
(a, 6, c) mit zr, den Weg (r, b,, a‘) mit t, , und («', b,, c) mit r,,

den Weg (a', c') mit t', , (c', b',,a') mit t', , und den \Y<
(c',b‘, a) mit t', so haben wir offenbar
r s) dx <•//(?;, 2) dx _ r //(y, 2) dx

J x—e* + J x — 2ni J x—e&i
a< a (r4-r,+r',4-T')

weil sieb die Integrationen von c' bis c über die Peripherie d 
Einheitskreises genommen vollständig aufheben. Pas Integi 
aber genügt der Gleichung

bis zu jedem beliebigen Grade von Genauigkeit, wenn y und 
klein genug, und p nahe genug an 1 genommen werden.

Um dies nachzuweisen schreiben wir 
r H(y, z) dx

J_x — e&i 2ni

r*H(y.z)—A(#-l-0) dx A(O + 0) <• dx 
J x-e&i 2™ J_x — e&t

(r+r,) (*+*,)
rH(y, z) — h, (& — 0) dx h(&—0) r dx

4 J x—e&i 2ni 2ni J x — efH’

(r',+r') (*',+*')
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Es. ist. aber [*-—der Zuwachs, welchen lg(j;—-e'9') er- 
J x — e‘ 1

(H-r,)
fährt, wenn x um den Punct x = e'9' von n bis a' in positiver 
Bichtung herumgeführt wird. Dieser Zuwachs hat den Werth

ni 4- lg —-—= ni 4- lg <>.
— — 1
C

Ebenso ist /*—. der Zuwachs, welchen lg(a?—e'9t) er- 
J x —

fährt, wenn x um den Punct e'9t in positiver Bichtung von a‘ 
bis a herumgeführt wird, und hat den Werth

ni — lg q.

n , , , z) — h(& + 0) dx • j. j •Das Integral / ~kann m die drei

(t+t,)
Integrale, über ab, b b‘, b‘ a‘ zerlegt werden, und es ist im 
ersten und letzten r, im zweiten rp constant, so dass man im 
ersten und dritten für H(y,z), im zweiten
schreiben kann, und somit findet man

/• H(y, z) — h (ß + 0) dx 
j x — e&l

(r+E)
r^yh((f>) — Ä(#4-0) e^. dp

** 1 .iii fri 2nQ» -et — e

+ -Ä(# + 0) e^+^dr
J re(tt+y)i f^i 2ni

i
o
r,9+;/Ä(y) — A(^+0) <>ßW 

7 qe'*' — e,9i 2n

Und wenn wir im ersten und dritten Gliede der rechten Seite 
p = & + ip setzen und beide zusammenziehen, so ist das Inte­
gral über (t 4- r,) gleich
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y 2tt |
/ ? \

+ A(^>4-/) — A(^4-0)gyj f"'__ (Ir__  j
I 2tt? J re'/'1 — 1 I

o

i rrK»+>i>) — ii»+0} ,i,i 9 g________  )
_ V 271 1_(P+±)e'.+^4

I I i>(»+r)-i>(»+(>), ^)' —i
' 2ot' ” J-el'i._ 1 /

e

I
rhO+W-hQ+O) 1-g» \

J 2n 1—2(>cos^4-(>2 /

A (<9 4- /) ■—■ h(&+ 0) - 1 f
2711 ’ — e^‘— 1 )

e

Nun wechselt die Function „ . ■> ’n ^ein Intervall1 - 2o cos ip 4- p‘
von ip = 0 bis ip = / ihr Zeichen nicht, mithin können wir 
setzen

/*J h(\)~ + ip)-—Af#+O)_ 1 Q2 i .
J 2n 1 —2?cosi/y+>2
o

: p-c1 —e2) f'Y __ ________  = JL arf(<jL±g
2n J 1 — 2q cos ip 4- (>2 tt ° 11 - q / 

o
wenn p einen Mittelwerth zwischen dem grössten und kleinsten 
Werthe h(ß 4~i/>) — h(#4-0) in dem Intervall der Integration 
bedeutet.

d , _ 29
/“ 2 1 2

Schreiben wir für lg  ------ lg  ----- -—----- ~ • o
r"-1
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cosy 4-?(V? + Vy)sin/

— (V?—Vy)cosy + i(Vc + Vy)s«ny

= lg e 4- 2z arc lg (+ C0to /) ’

so erkennen wir sofort, dass dieser Ausdruck immer endlich ist, 
für o = 1 aber der Grenze 0 zustrebt, wie klein auch y vor­
gegeben sein mag. Somit haben »vir endlich gefunden

r ll(y, g) —/z(ff + 0) dx

J_ x — e&i
(Hr,)

/z(^-f-Zy) —Af^+O) , /l+o . \“ ~------ A-------------- . arclg|j— ygly)

A(J-f-y) —/z. ,n- , 1— £? , ,+ ------ —---- (Iüg " + 2l art ly 1 + « cotg ’

worin 0 J=: Z =1 ist. In gleicher Weise findet man 
r*H(y, z) — h(& — 0) dx

J x — e&l ~7li
«-H')

h(&— Ä/y')—h(& — G) /1-f-o i A n L—-Ctg(i Jyskj

A(tf—/) —A(9 —0) „ o. , 1—p . „
Stf------------ (lg e - 2. arc tg j-j- cotg /),

worin O = Z' = 1 ist. Fassen wir dies zusammen, so haben wir

f x — e&i ~ ‘ + +*Ä( J—0)] + £(y, y'} p),
(r-|-r,+r',4-r')

worin zur Abkürzung gesetzt ist
E(y, y\?) =

Ä(x94-y) —m—y')( A(H^-A(£+0) . Zl-Fo \— 2S-----------lg <’+ \-----------arc lg/)

h p — Z'y') — h(&— 0) . /!+(>. , A+------------- ---------------- arclsfi_p tsir'J

, A(94-x) —A(94-0l . /I— Q , \+------------------------ arc tg^f+p cotgr|

A(9-r')-A(9-0) . (l-p .------- S--------------arc ‘g 1t+ p colg >-) ’

welche Function unter den über Ä(rf) und 0 gemachten Vor-
3
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Anderseits stellen wir die Identität auf:

aussetzungen kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse
ε gemacht werden kann, wenn nur ρ nahe genug an Eins, und
γ und y' nahe genug an Null genommen werden. Für jedes

. noch so kleine vorgegebene / und y‘ strebt diese Function
j. „ h(V+λv)- A(θ4-0) A(,9—ZV) —A(O—0)gegen die Grenze —------- ------------------- 1— ------- -2~------------- >

wenn ρ zur Grenze 1 übergeht.
Daher ist nun auch

∕Z7(w, z) dx r, H(ι∕,z) dx
M ~ 2πi =

π' σ
4 ∣Λ(θ+0) + A(,9∙ -0)1 + F(r, r', ρ), 

also von ∣[A('>+0) + A(#— 0)| beliebig wenig verschieden, 
w. z. h. w.

Damit aber E(γ,γ',Q) seinem absoluten Betrage nach im­
mer unter einer Grosse ε bleibe, dazu ist nothig, dass γ oder 
γ' kleiner und kleiner genommen werden, wenn <7 näher und 
näher an eine Unsteligkeitsstelle rückt, an welcher A(<jp) ent­
weder unendlich wird, oder einen Sprung macht, der grösser 
als ε ist. An andern Stellen aber wird sich durchgehend eine 
Grösse δ angeben lassen, unter welche χ, nicht herabzu­
sinken brauchen, damit ist, weil eine stetige Function
auch eine gleichmässig stetige ist (nach pag. 14, Anmerkung).
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Z∙ tt{y, s} dx r tt(y,z) dx_ _
( ' J x—e&i 2n' J Pl-x 2πi

a, σ
V* βΛ**∙ Γh^ g) • — 4- ~i. Γ dX 4-

o (,w) J χ!, + γ 2πi 2^i J xn(x-eσi)
a‘ n‘

*v-' €—u&t ∕'∩('t∣..z >ds f,-(>t-∖-)!H ∏!y. z)xλ~'<Ix

-↑∙W~2πl J x-,u+^ + ~2^i J F≡⅛~'

σ n
Wählt man für die Integrationswege σ', σ der unter dein 

Zeichen — stehenden Integrale die ganze Peripherie k des Ein­
heitskreises, so müssen zu diesem Integralionswege k noch die 
Wege cc'+τ'÷τ bez. cc'+τ',+τ' hinzuaddirt werden, damit die 
Wege σ' hez. σ wieder erhalten werden. Nun sei
fw-‰u*if-■ ^<+ ‰⅛'p,^μ-'dx

(c<j+7'+γ) (cc'+τ',+r,)
und
β<r, f,,, n) _ .£ + ΛZT1⅛)

.7 xn(x—e°l 2πι J x~n+1(e,/'—x) 2m 
n* a

und es werde in den über die ganze Peripherie k zu nehmenden 
Integralen x durch e,∣l ersetzt, und es werden je zwei ent­
sprechende Glieder (in welchen die Zahl μ dieselbe ist) zu­
sammengezogen, so folgt aus den Gleichungen (B.) und (A.)

(C\ ΓH(y,z} dx r H(y, z).dx
J (x— <P)2πi J (e'91—x)2πi
σ, σ

= ⅜Λ(θ∙ + 0) +∣Λ(^-0) + β(y, ∕, ρ)
2zr 1 | 2π

= 0Z∙∕Λ(T,)⅜ + ∑(u)-∙∕ h((pcosμ(!>-φ)(iφ + F(ρ)
+ G(∕.χz, ρ, n).

Zunächst zeigen wir nun, dass o so wenig von Eins ver­
schieden genommen werden kann, dass F(ρ) jeden beliebigen 
Grad von Kleinheit erreicht.*) Zu dem Zwecke zerlegen wir

*) Eine genauere Untersuchung von F(ρ) ergieht, dass in den
meisten Fällen dieser Ausdruck jeden beliebigen Grad von Kleinheit 
gleiclnnässig für alle n erhalten kann, d. h., ohne dass es nöthig

3*
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den Weg cc'+τ + τ' in die beiden cc', b'b, in welchen r, und 
in die beiden c'b“, bc, in welchen φ constant ist, und setzen 
noch ι∕∕ + χ'> für , so haben wir, wenn μ>0 ist,

u&i z)dχ
J tf,+i.2πi

(cc,+τ,-∖-τ)

ρ'≥1 ∕'h+Ψ)7% + ¾v<⅝⅛>± γ∙⅛⅛ 

= tζ~7‰+ψ>7‰^=r∙>^' *>+⅞⅛
2n J 2πi μ

r
und für // = 0

Γ H(y, z)<lx _ h(0-rl)-h(V + y) „
J x.2πi ' 2ni gρ'

(cr'4-τ'÷τ)

Aebnlicb findet man
e~^i rH(y, z)dx =
2πi J χ~u÷1
(cc'+τ',+τ,)

—/

und demnach
fl—1 .W , W + ,∣.∑w<i=⅛!lS + w-rt‰^S=^

i f*v n~1
4----- ∕ ∕n^> + φ) 2<"∕(>,t'—1) cosμψ.dψ

∏ j j

k(9+γ} - ⅞(⅜-y').
* 2πi b t

wäre, die Annäherung von p au Eins in ein Verhältniss zur Zahl n 
zu setzen. Da dieser Nachweis aber complicirt ist, und über den 
Grad der Annäherung von p an 1 , wie sich später zeigen wird, 
Beschränkungen nicht gemacht zu werden brauchen, so genügt die 
hier gegebene Betrachtung.
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Ist hierin der grösste der Coefficienten von lg ρ, 1 — ρ, 1 — ρ2, 
... 1—ρn~, seinem absoluten Betrage nach L, so kann man 
den absoluten Betrag von F(ρ) dadurch kleiner als eine noch

* €so kleine vorgegebene Zahl £ machen, dass man 1—ρκ < —

nimmt, weil dann der absolute Betrag jedes Gliedes der Summe 
£

kleiner als — ist, und der absolute Betrag einer Summe klci- n
ner, höchstens gleich der Summe der absoluten Beträge ist. 
Somit ist bewiesen, dass F(ρ) durch Annäherung von ρ an 1 
jeden beliebigen Grad von Kleinheit erhalten kann.

Die Function G(γ, γ', ρ, n) zerlegen wir in eine Summe 
von zwei Ausdrücken:

./ tr, r', >0 + Λ e, >0,
worin der erste Term diejenigen Beiträge zu den Integralen 
über σ' und σ der Function G enthält , welche von dem Weg­
stücke von c bis c' über den Einheitskreis k herrühren. Setzt 
man in diesem Theile χ = effi== so kann er geschrie­
ben werden:

,, , , ∕∙-'-J,+∙'zΛ(φ)∕ e<ff-'')i
-2- +1,

λ÷'9 2n—1

s*n ~2~(v,

= ~J 'dφr+ & \ 2 1

s",^rZ'∕,
~ ' J 2ιτ sin i ψ v ’

r
und hängt offenbar nicht von ρ ab. Der zweite 'ferm, welcher 
diejenigen Beiträge der Integrale über σ', σ enthält, welche von 
den Wegen τ, + r bez. τt,-∖-τ, herrühren, erhält eine etwas ein­
fachere Form, wenn man x durch ersetzt, also eine
Drehung des Coordinatensystems um den Winkel D vornimmt. 
Dann ist
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κv i x r 4 ΓH(y,z)ξpdξ _Ä(r, z,ρ, w) ~ J ^n^_1)2np J (l-ξ)2πi

(r+τ') «+*,)
fWy g)^⅛(θ∙+OM f*[H(y, 2)-φ+0)],⅛-ι⅞
J ξn(ξ-l)2m J (⅛—∖γ2ni
τ τ,

f*[H(y, g) — ⅞(θ∙-0)] dξ Γ∣⅜ z)-⅞(^>-O)]ξ"-,rfg
4√ ξn(⅛- l)2ττi J (ξ-iγ2m

τ> τ'∣

⅞p+θ)∕ P~ndξ _ Γξ"-'dξ∖
1 2ττi V⅛ — 1 J ξ— 1/

τ r'
Λ,(θ∙-O)∕ Γ'ξ~ndξ Γξn~'dξ∖

+ 2πi V £—1 / £—1 / '
τ, τ,,

Nun ist weiter durch Zerlegung des Weges τ in (ab + 6c) und 
τ, in (α'δ, + 6,c):

Γ[∏(y, z)- h(∂ + O)]dξ _ ∏H(y, g) — ⅞(fr+0)] ξn~ldξ
J ξn(ξ-l}2πi J (ξ-Γ)2πi
τ i‘

P h(V + ψ) - Λ(^ + 0) ∕ ρne~n't'i , ρnen'∣'i \
~ J 2π ∖l-ρe-^i-ρeψij

j_
_ ⅞(θ∙+y) — ⅞(^+0)Z _(w_1)yi r? r~ndr cl,vi r« rn~'dr∖ 

2π ∖ J reγi—i J rβγi.—p
I 1

Hierin nähern sich die beiden letzten Integrale beliebig der 
0 für jedes noch so kleine vorgegebene /, wenn ρ der Eins 
unendlich genähert wird*), weil die zu integrirenden Functionen 
endlich bleiben, und der Integrationsweg unendlich klein wird.

Es bleibt noch das Integral zu behandeln
Γγ Λ(θ-+ι∕')-Λ(θ∙ + 0)∕ e~nιf,i en'∣ji \,

2™ \1 — ρ P + ρ ~eΨi / “
o

„ pl(!>+lfpM+0) , 1—()∩n / ------- —- ---------------cos nW -------ξ------- --------„ dWJ n v 1 — 2ρ cos ιfj + ρl A
o

_ 2„» rz*(^+⅜)-w+θ) sin⅜sint⅜,

o ” p + -i-2cosl∕,

*) Dass dies mit wachsendem n auch stalttinde,, selbst wenn

www.rcin.org.pl



39

In dem ersten Integrale der rechten Seite können wir einen 
Mittelwerlh zwischen dem grössten und kleinsten Werthe von 
[Λ(1>4-φ) — Λ(θ∙+0)] cos nt/; vor das Integralzeichen setzen,
weil -----—Q-<---- - in dem Intergrationsintervall sein Zeichen

1—2ρcosψ + ρ2 b
nicht wechselt. Ist dieser q, so hat das Integral den Werth
e”? Γγ___ l~?______= 2'∕gn arc t„ 1+e ∣y
π J 1—2ρcostp÷ρ2 ττ(l÷ρ) 1 — ρ 02

und kann, seihst wenn ρ = 1 gesetzt wird, unabhängig von n 
jeden beliebigen Grad der Kleinheit erreichen, wenn γ klein 
genug gemacht wird.

In dem zweiten Integrale der rechten Seite werde zunächst
die Voraussetzung gemacht, dass eine wenn auch noch so kleine
positive Zahl v angegeben werden könne von der Beschaffenheit,

1 . 1 Λ f ι9,-p l/l)---Ä(# + 0) -ii i i r\ udass sich —-------—------------------ mit abnelimenderti der 0 noch
i/d

stetig nähert, gleichviel ob Λ(Z>÷ι∕>)—∙h(x)∙ + 0') unendlich viele

Maxima und Minima hat, wie ffry. sin —, oder nicht. In die- r ip
sein Falle schreiben wir das zweite Integral

2ρ'∙ ∕','''Λ(.7∙÷φ) — Λ (θH-0) . 2n—1 ι √√'sin4ιb ------/ —------------- ---------sin —„ — ιl∣----- 3----- ——dψ
n " V7’ ρ + -—2cosi∕ι

= _ 2g∙ ⅛(⅜+λy)-⅞(⅜+0⅛sin2n-lzy Λ ξ>-sinj⅜ 
π (Zy), 2 •/ e + -—2cosιp

worin O≤Z≤ξ1 ist. Pas letzte Integral wird seinem absoluten 
Betrage nach vergrösscrt, wenn man ρ durch 1 ersetzt, und

∕r,r ,∕√'
ist also kleiner als 1 / . — dib, und da der Sinus grösser

J sn∣Λιp
0 “ r

als der halbe Bogen ist, kleiner als fγ ιpv^~λ d(p = —, also
1 4, 2ρ"Λ(^ + λr)-Λ,(^+0) ° 2n-l,
das Ganze < —-------------—————sin—-τ— A/, und kann

π lv. v 2
daher, was auch n sein mag, jeden beliebigen Grad von Klein­
heit erreichen, wenn y klein genug genommen wird.

mail 1—ρ nicht über alle Grenzen klein macht, erkennt man durch 
ganz ähnliche Betrachtungen, als die pag. 18 in der Anmerkung aut 
ein ähnliches Integral angewendel sind.
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Nähert sich /«(«-f-d)— h(cf) mit abnehmendem § so der 
Null, dass diese Differenz mit da dividirt, oder mit lg d, oder 
(ly d)'-, oder lg lg lg d — lg3d, etc. multiplicirt jedenfalls 
endlich bleibt (wenn auch nicht gerade gegen eine bestimmte 
Grenze convergirt, aber zwischen zwei bestimmte Zahlen ein­
geschlossen werden kann), so wollen wir den Exponenten a, 
oder die Functionszeichen ly, ly1, ly3 etc. bez. das Maass 
der Stetigkeit der Function h(jfj an der Stelle a nennen.* *)

*) Die Maasse der Stetigkeit, oder was dasselbe ist, die Ord­
nungen des Verschwindens einer Function, bilden ein stetiges Grössen­
gebiet einer Ausdehnung (confer. Rie mann, „Geber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde liegen“ pag. 3. §. 1), welches 
unendlich viel dichter ist, als das Gebiet der in dieser Mannigfaltig­
keit mit enthaltenen gemeinen reellen Zahlen, wenn man die Ord­
nung x als Maasseinheit der Ordnungen nimmt, so dass X‘u die /<te 
Ordnung ist, und diese Ordnung ein bestimmtes Einzelnes in diesei 
Mannigfaltigkeit bedeutet. Lassen wir diese Ordnung der Zahl pi

• entsprechen, so entspricht ,— einer Zahl, die kleiner als jede 
>8^

angehbare Zahl und doch die Null nicht ist, d. h. im gemeinen 
Zahlengebiet keiner Zahl. Ebensowenig entsprechen (Ig/^Jg lg,... 
(lg’"/* einer Zahl.

Bezeichnet man die Ordnung von xu.------ —------------. ..
(lga?)'J (Iglgatf

...------- — mit «-f-/?lgJglg-H -- l1 lg’", worin
(lgmx4

gewöhnliche reelle Zahlen sind, so findet in diesem Zahlengebiete, — 
wenn dieser Name gestattet ist, — ein deutliches Aussereinander 
statt. Dividirt man zwei Functionen, die in verschiedenen Ordnungen 
verschwinden, durcheinander, so wird man diejenige Ordnung die 
höhere nennen, welche der Zählerfunction angehört, wenn der Quo­
tient noch mit x zu Null herabsinkt, und wenn der Quotient mit 
herabsinkendem x endlich und von 0 verschieden bleibt, so wird 
man die Ordnungen gleiche nennen. Demnach ist von den zwei 
Zahlen « + ß Ig+J' >g >8 + ■■■ l' 18m, «'+£' <8 + /Jg lg + ... lg™' 
die erste die grössere, wenn die erste der Differenzen a — er.1,

—ß\ y— y‘„..., welche nicht verschwindet, eine positive ge­
wöhnliche Zahl ist.

Da sich die Ordnung lg lg zur Ordnung lg genau so verhält, 
als die Ordnung lg zu der Ordnung 1, so hat man lg lg : |g = 
lg: 1 oder lg lg — lg.lg, woraus sich für die Multiplicalion zweier 
solcher Zahlen dö Regel ergiehl:
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(α + β]g4-χlglg + ...)(«' + /?'lg + r'∣g2 + .∙∙) = 
aa' + (αβ' -f-∕9α')lgr + (a∕' + β∕⅛' + a'χ)⅛2 + • • •

Dies Zalilengebiet kann sofort eine zweite Ausdehnung erhalten, 
wenn mau für a,βtγ... complexe Zahlen zulässt, dann unter­
st liciden sich die zu diesen complexen Zahlen gehörenden Ordnungen 
von den reellen dadurch, dass die zu den eisten gehörenden Fun­
ctionen unendlich viele Maxima und Minima haben, und die zu den
letzteren gehörenden nicht.

Dabei kann natürlich dieses Maass für ein <jp, welches ah- • 
nehmend gegen « strebt, ein anderes sein, als für ein <y>, wel­
ches zunehmend gegen « strebt.

Wenn nun das Maass der Stetigkeit der Function 
Ä(# + y) — Λ(,f>+0) mindestens lg . lg lg .. . lgm~1. (ign,)κ+1 für 
abnehmende γ ist, und a um ein Angebbares grösser als ISull 
ist, so kann die eben gebrauchte Schlussweise auf das Integral

9pn Γγ sin—5—i/tsin ⅞ι∕>
— Z ∣Λ(>9∙÷ι∕ι) — h (>f + 0)] -------7-------------- dtp noch immer

o ρ+--2cost∕∕
angewendet werden. Dann schreiben wir dies, indem wir zur 
Abkürzung L(ψ) = lg ∣∕,<. lg lg ι∕∕... lgw-, ι∕ι.(lg''1 t∕,)1÷⅛α setzen, 
in die Form:
2ρn P λ(⅛÷V') — Λ(l%f-O) sin ^τJ⅛sin ⅜t∕u∕Λ W) ,∕lp 
τr ,/ , l q . ι∣∣ L(ψ)

2ρt∣i, Λ(<9÷¼)—Λ(√H-0)sin λχ sin 4Z/.Z/. Z∕Zχ) ∩
~w ρ + l-2cos⅛ { ΨW'

worin 0 λ ≤ 1 ist. Es ist aber —y— = —— ∕t(lgmψ)- 1“ 
ψ⅛ψ) a

und Γ -dy x = —2L iJo”» (y)l-4“. also ist der unler-
J ψ L(ιp) α o z 1 

suchte Ausdruck gleich
4ρn L(λγ). [Λ(19∙4-Zy)—Λ(<9÷0)] λχsin∣Z∕ ^.∏2n-1^ 
CC7T a ∣ O Q 2II mZ -------------------2 COS Zy

l∣gm(χ)]2 s e
und man kann daher, unabhängig von m, γ so klein annehmen, 
dass dieser Ausdruck jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreicht.
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Wenn aber über Λ(θ∙∏-ιp) — Λ(,9∙ + 0) eine solche An­
nahme nicht gemacht werden kann, so muss man die Voraus­
setzung machen, dass man γ so klein machen könne, dass diese 
Function von ψ in dem Intervall von γ bis 0 stetig ab- oder 
stetig zunehme. Wir begnügen uns in diesem Falle mit der
Behandlung des Integrales für die Grenze ρ = l, also des In- 

. 2n—1
. , . P'h(»+ip) — h(»+oy slnT"V
tegrales {J ------------ ------------------ —~ dψ, weil man

0
leicht erkennt, dass für p < 1 um so mehr dies Integral gegen 
0 convergirt, wenn dies für ρ = 1 der Fall ist, verschieben 
jedoch diese Untersuchung, bis wir die Function ./(/, n) be­
handeln,' weil hierzu ganz ähnliche Mittel erfordert werden.

Den Ausdruck
⅛(^+0) Γ'ξudξ _ A# + 0)

2τπ J ξ—1 2ττt j ξ—1

behandeln wir nun so, dass wir in das erste Integral eine neue 

Variabele ξ' = einführen. Dann entspricht jedem Puncte des

Weges a,b, c in der ξ-Ehene ein Punct des Weges at, b,,, c' in 
der ξ'-Ebene (einen Augenblick γ == γ, angenommen), so dass, 
wenn wir den Strich in £' wieder fortlassen,. unser Ausdruck 
übergeht in

Λ(<9∙÷0) ∕ Γξn~'dξ rξn~'dξ∖
2ni 1 —ξ J ∖-ξ]'

τ' rll
Hier können wir in beiden Integralen von dem Puncte ξ = 0 
an den Radius 0at als Integrationsweg hinzunehmen, weil sich 
die Integrationen über diese Strecke gegenseitig aufhehen. Der 
Weg Oö', 6,, c aber kann nach dem Cauchy’schen Salze durch 
den Radius Oc, der Weg 0al, b,,, c durch den Radius Oc' ersetzt 
werden. Dadurch geht unser Ausdruck in

^+°)Λnn Γx rn~1dr _-nyi rγ rn~'dr \
2τ∏ \ J i — re}', J i — re y>j

o o
über, also in einen Ausdruck, von welchem pag. 18 in der An­
merkung gezeigt worden ist, dass, wie klein auch γ vorgegeben 
sei, n immer so gross genommen werden kann, dass er jeden 
beliebigen Grad von Kleinheit erreicht, wobei jedoch n um so 
grösser sein muss, je kleiner γ ist, so dass dann, aber auch nur
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dann, keine Zahl N angegeben werden kann, über welche n 
nicht zu steigen braucht, damit die Integrale kleiner als eine 
bestimmte Zahl e seien, wenn keine Grösse d angegeben wer­
den kann, unter welche γ unter allen Umständen nicht zu 
sinken braucht.

Eine ganz gleiche Behandlung, als auf diejenigen Integrale 
der Function ∕f(χ, γ,t ρ, n), welche über die Wege τ und x, zu 
nehmen sind, angewandt wurde, lassen offenbar diejenigen In­
tegrale zu, welche über die Wege x‘ und x‘, zu nehmen sind, 
so dass wir nun den Salz aussprechen können:

Die Function K(γ,γ^,ρ,n) kann jeden beliebigen G>ad 
von Kleinheit erreichen, wenn o nur nahe genug an 1; γ, γt 
klein genug, und n gross genug genommen wird, wobei die Zahl 
n nur dann grösser und grösser werden muss, wenn irgend ein 
Umstand γ und γl kleiner und kleiner anzunehmen zwingt, 
damit K(γ,γ',ρ,ri) seinem absoluten Betrage nach unter einer 
einer bestimmten beliebig klein vorgegebenen Zahl ε bleibt. Eine 
Nöthignng, die dann eintritt, wenn D näher und näher an eine 
Unstetigkeitsstelle von h(φ) heranriickt.

Die Function
. 2n—1 ,r2τr-γ' Sin — ψ ]w

Y
besitzt nun die Eigenschaft, dass, wie klein auch γ, γ, seien, 
wenn sie nur nicht Null sind, n immer so gross gewählt wer­
den kann, dass ihr absoluter Betrag jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erreicht.

Da die Function ∕ι(3∙-Hp) nur in einzelnen Puncten un­
endlich gross in einer um ein Angebbares niederen als der
ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit der Function 

. 2n—1 ,
sin —2—Ψ

h({∕∙+ψ)—;-----  der Fall, und man kann daher, was auchv r sιn∣φ
n sei*), so kleine, die Puncte, wo die Function <x> wird, im

*) Wenn die eine Function Λ'<∕,) an einer Stelle, wo sie 
unendlich wird, unendlich viele Maxima und Minima hat, so kann 
sie zuweilen noch inlegrirt werden, wenn auch die Ordnung des 
Unendlichwerdens eine höhere als die erste ist. Dies ist aber dann

2n—1
für wachsende n nicht nothwendig mit der mit sin —-— (f multi'
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Innern enthaltende Intervalle d∣, δ2,..., aus dem Integrations­
intervalle γ bis 2n— γ, ausscheiden, dass die Integrale über 
diese Intervalle jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen, 
und ebenso ihre Summe, weil ihre Anzahl eine endliche vor­
gegebene ist. Darauf beruht ja die Integrabilität einer Function, 
die an einigen Stellen des Integrationsgebietes cx> wird. Der 
Rest wird dann, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Integrale

∕∙⅛⅛)si,,⅛L≤ψ⅛
J sin ⅛∖p 2 2n
o

sein, wenn wir in den Intervallen 0 bis γ, d1, d2, ..., 2π—γ,

bis 2n die Function durch 0 ersetzen. Unter dieser
sin A φ

Voraussetzung zerlegen wir nun das Intervall von 0 bis 2n in
2πIntervalle von der Länge s----- v∙, so dass das Integral in die

2n — 1
Summe übergeht

2n—2 z∙(iU+l)J∣L

Σ<√,, '^L¾⅛in2"-1ψ⅛.
o , 2π sin A ip 2 2n

' 2n—1
, j . . . 2n—1In den Intervallen, in welchen μ gerade ist, ist sin —ip

positiv, in den Intervallen, in welchen μ ungerade ist, negativ.

Bezeichnen wir nun den grössten Werth von jn t∣em
sin A?/'

⅜j TzIntervalle von u 1=, , bis (∕ι-f-l) ~ , mit M,., den klein­en— 1 2n — l "
sten mit m,z, so vergrössert man das Integral, wenn man in 
den Intervallen, welche zu einem geraden μ gehören M 
in denen, welche zu einem ungeraden /< gehören, »» für

--v^setzt. Umgekehrt verkleinert man das Integral, wenn 
sin ⅛√>

man in den geraden Intervallen wιu, in den ungeraden Mfj für
Λ(Z> + √∕) . , , , , ,. f,. . einsetzt. Im ersten r alle aber erhält man die Summe

sin AV'
- 's? ^2∕ι 2 w2μ-⅛-l . 1. c

*m zwe,ten Falle d,θ Summe

plicirten Function der Fall, und es bedarf dann einer besomlern 
Untersuchung, ob die Fourier’sclie Entwickelung anwendbar sei 
oder nicht.
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2 «2» 2‰* ¾u⅛l
— ¾)<^ΞΞi ~ 2≠=T υnd der vve,lh dθs lntθgra,s

liegt zwischen diesen beiden. Macht man mm n grösser und 
grösser, so werden die Differenzen M)u— w2u+l ’ uιl^ m2∣∣— 
¾4-l kleiner und kleiner, da wo die Function stelig ist, und 
es bleiben nur eine bestimmte endliche Anzahl solcher Diffe­
renzen endlich, nämlich die zu Intervallen gehören, in denen 
∕i(.'∕ + ^) unstetig ist. Diese endlichen Differenzen durch 2w—1 
dividirt können tür sich, und wenn die l’uncte, für welche sie 
stattlinden, keinen endlichen Linientheil ausmachen, auch zu­
sammengenommen, ihrem absoluten Betrage nach offenbar jeden 
beliebigen Grad von Kleinheit erreichen. Schliesst man diese 
von den Summen aus, so ist der Best derselben offenbar kleiner 
als die grösste der Differenzen M-)<ι— ,n2u-∖-∖,ι vvθlche ihrem 
absoluten Betrage nach jeden beliebigen Grad von Kleinheit 
erreichen kann, und grösser als die kleinste der Differenzen 
m2u — vvθlche mit zunehmendem n ihrem absoluten Be­
trage nach jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen kann. 
Demnach kann auch die Function J(/, χ', n) mit zunehmendem 
n jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen.

Hierbei ist zu beachten, dass, wenn irgend ein Umstand 
γ und γ, kleiner und kleiner zu machen zwingt, dann auch n 
grösser und grösser genommen werden muss, damit der absolute 
Betrag von J(jz, γ,, n) unter einer bestimmten kleinen vorgege­
benen Zahl ε bleibe, weil dann die Differenzen M—m, die 
Intervallen angehören, in denen auch y und 2ττ — γ, liegen,

i , , -II 1grösser und grosser werden, da ia . , » mit abnehmendem& s j sm⅜χ
y unendlich wird. Ein andrer Zwang n grösser und grösser zu 
nehmen, d. h. ein Umstand, der es verbietet, ein bestimmtes 
w, wie gross es auch sein möge, anzugeben, damit /(/,?'',«) 
seinem absoluten Betrage nach immer unter einer bestimmten 
kleinen Zahl £ bleibe, könnte vielleicht dadurch herbeigelührt 
werden, dass die Anzahl der Unstetigkeitsslellen mehr und mehr 
vergrössert wird, welchen Fall wir hier der Einfachheit halber 
ausgeschlossen haben. *)

*) leb bemerke, dass wenn eine Function zwar unendlich viele 
l’nstetigkeiten besitzt, aber solche, welche eine Integration noch
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zulassen, nach Riemann’s Untersuchungen die Uourier’schc Ent­
wicklung noch giltig bleibt*

Wir sind nun noch den Beweis schuldig, dass 
. 2n—1

r>j' Sin—J—ip
J ' [Λp + φ)-Λp+O)] ■ ∙jn dψ 

0
wenn h(& + ip)—Λ(4∕∙ + O) entweder stetig nur ab- oder nur
zunimmt, immer mit abnehmendem γ jeden beliebigen Grad von
Kleinheit erreicht. Um abzukürzen bezeichnen wir den abso-
, 1, - Λ(^+0) 1 ,ι . , ι x ,
luten Betrag von —--------— ----- -—— . 4 i/7 mit <∕(ψ), dann istsin 4 μ∣
<∕(ψ) eine in dem Intervall von γ bis 0 mit ψ stetig zu Null
abnehmende Function. Es bleibt also das Integral zu behandeln

. 2h—1 , 
ry s.n—j-√∕

J 'j,'1j> Tψ-<1Ψ =
0

. 1 2;r . 2n—1 . j2n—1
m_, λ√'+137,⊂γ Sill—⅛- ip nγ Sin-— ip
¾)∕ 2 <>W-^dψ+J

o U — m-=2-
' 2n—1 2n—1

, , . , 2π . 2π
worin m so gewählt ist, dass m∙2nΣΓ∖ < Z = (wd-1) —---- 1

. 2h—1 ,sin — — ip
ist. Die Function ------- i~-------  wechselt nun in dem Inter­im
valle u , bis (μ÷l).≈---- =• ihr Zeichen nicht, und man

kann daher, nach dem Satz vom Mittelwerth eines Integrals, 
wenn Zo , Z,, Z2, ... Zu ... Zahlen zwischen 0 und 1 be­
deuten, schreiben:

. 2h—1. ry Sill—— ψ
J M'>-⅛-~dψ =

V ∕''+z**o 1 ∕*c"+°δ-1 sin⅛1φ 
¾)*U=∙i2Ψ 2, ~tφ~ ψ

’ P 2n→
γ . 2n—1

f 2 r , ∕ 2π ∖] p sιn 2 j ,
+ 0∖m2n^i + λ"p-m2^=i)lJ .....iψ dΨ∙

2 m 7i 
2n—1
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Bezeichnen wir wiederum mit Z'o, λ'i,... λ' Zahlen zwischen 
Null und Eins, so ist:

1)-⅛L . 2n—1 1 . 2n-l +
r ' 2„-i sin2π sm--7-^τ-

M 2* (ψ 2n—1 1 μ + λ∙μ
μ ¾=7 3Γ 2» - f ∙

(—l∕z2 sin λtuπ 

P +
also mit zunehmendem μ' eine abnehmende Grösse, woraus leicht

hervorgeht, dass das Integral von bis T ∙le^e Kleinheit
erreichen kann, zumal es noch mit einem (beliebig) kleinen 
Factor behaltet ist, und also bei der Untersuchung fortgelassen 
werden kann. So haben wir also mit dieser Vernachlässigung

Γy , xsin⅛⅛ Jμ+λu ∖sinλ' π
∕ = 2¼h>"*(⅛⅛

iμ^⅛^ ^"u \
worin die ffygn—1 "%τι∕ und s*n μπ a^e positiv sind.

Das erste Glied dieser Summe, für welches μ = 0 ist, ist

offenbar — und erreicht für sich mit zunehmen­

dem m jeden beliebigen Grad von Kleinheit. In den übrigen
,, ∕ μ I- Ztz \

rennen der Summe werde ----y2πj sin Z'mtγ mit ηu be­

zeichnet und es bilden dann die ηll eine mit μ wachsende 
Grössenreihe, deren grösstes Element ηm ist. Ferner sei ηm—ηu 
= ⅛,,, dann bilden die ⅛t, eine abnehmende Reihe, deren gröss­
ter Term ⅛j ist. Nun schreiben wir

1(AZ) μ + λ∖u <WT(‘H)^+^ ξl )

£
und es sind mit μ abnehmende Grössen, von denen die,

bl
»1—1

welche zu /< = 1 gehört, den Werth 1 hat. und
, * ιl'∕t + ¾t

v (~1>t⅛ •

- 'tz) ⅜⅞+A' ) sin^ nUn ^e"len, deren einzelne Terme fort 
und fort abnehmen und wechselnde Zeichen besitzen, also für
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m = oo noch convcrgiren, und ihr Werth ist mithin dem abso­
luten Betrage nach kleiner als ihr erstes Glied. Da diese Sum­
men ausserdem noch mit beliebig kleinen Factoren behaltet sind, 
(wenn y klein und n gross genommen wird,) so können sie jeden 
beliebigen Grad von Kleinheit erreichen, mithin kann auch
rv sin(—2—/ / sin—y— V'
/ </(</>)-----r,---- dlr’' nnllnn / —^(.*>4-0) . - dif

J J sin
o o

mit abnehmendem y und zunehmendem n jeden beliebigen Grad 
von Kleinheit erreichen, w. z. b. w.

Setzen wir nun
R(y, y', Q, n) — F((>) + J (y, y‘, n) 4- K(y, y‘, q, ri) — E(y, y‘, p), 
so ist nach dem, was bis jetzt über die einzelnen Theile dieser 
Function bewiesen ist, li (y, y', n, q) eine Function, in der man 
mit (i zur Grenze 1 übergehen kann, (weil sie sich bis dahin 
stetig mit g ändert,) wodurch sie eine Funclion wird, die wir 
mit R(y, y', n) bezeichnen und von welcher der Salz gilt:

Fällt der Werth (f der Variabein einer Function h(<f), 
icelche im Allgemeinen stetig und endlich, und nur in einzelnen 
Puncten unendlich oder unstetig ist, auf einen Werth für 
welchen /j(y) jedenfalls endlich ist, und für welchen h(lh+O) 
und h(jk— 0) beide einen bestimmten Sinn haben, und zu des­
sen beiden Seiten lg .lg lg... lgm~]. (Jg"'Yl, (a > 1), mindestens 
das Maass der Stetigkeit ist, wenn die Function dort unendlich 
viele Minima und Maxima hat, im andern Falle aber beliebig 
ist, so kann man die Winkel y und y* zuerst so klein, und 
dann n so gross nehmen, dass II (y, y', n) jeden beliebigen Grad 
von Kleinheit erreicht.

Die Theile der Function, welche durch Abnchmen der 
Winkel y, y‘ kleiner und kleiner zu machen sind, sind ein 
Aggregat von Ausdrücken, welche Grössen von der Form 
A(«74-Zy)— /t(7/4-0) und A(,7—Z'y')—/;(,7— 0) mulliplicirt 
mit bestimmten endlichen Zahlen enthalten, ausgenommen wenn 
»7 auf einen Punct lallt, zu dessen einer Seite oder beiden 
Seiten die Function unendlich viele Maxima und Minima hat, 
und ein geringeres Maass der Stetigkeit als lg. Iglg... lgm-,.(Jgm)'< 
(a > 1) hat. Von diesem Falle abgesehen, sieht man ein, dass 
man eine Grösse ö angeben könne, unter welche y und y' nicht 
herabzusinken brauchen, damit der Beitrag dieser Theile kleiner
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als eine noch so klein vorgegebene Grösse sei, ausgenommen, 
wenn .7 sich einer Unstetigkeitsstelle von A(qp) unendlich nähert, 
weil die Function Ä(y) da. wo sie stetig ist, auch eine gleich­
mässig stetige*) Function ist. In diesem Falle kann nach unse­
ren Untersuchungen auch eine bestimmte Zahl N angegeben 
werden, welche n nicht zu überschreiten braucht, damit dem 
absoluten Betrage nach fi(/, n) < £ sei, indem auch die übri­
gen Bestandtheile dieser Function ihrem absoluten Betrage nach 
kleiner als gemacht werden können, ausgenommen wenn O- 
in unmittelbare Nähe einer Unstetigkeitsstelle lallt. Denn eine 
Nöthigung, n grösser und grösser zu machen, tritt nur dann 
ein, wenn für gewisse Werthe von .7 ein Zwang eintritt, y oder 
y‘ kleiner und kleiner zu machen, da der Fall unendlich vieler 
Unstetigkeiten ausgeschlossen ist. Rückt aber & näher und 
näher an eine Unsteligkeitsstelle von ä(t’), an welcher /»(r/1) 
unendlich wird oder einen Sprung macht, der nicht viel kleiner 
ist als £, so muss nothwendig y oder y1 kleiner und kleiner 
genommen werden, und es kann dann bei stetiger Annäherung 
von .7 an eine solche Stelle keine Zahl N angegeben werden, 
über welche n nicht zu steigen braucht, damit dem absoluten 
Betrage nach H(y, y', n) bleibt.

Dasselbe scheint auch staltzufinden, wenn näher und 
näher an eine Stelle rückt, für welche A(g>) unendlich viele 
Maxima und Minima und ein geringeres Maass der Stetigkeit hat, 
als die Bezeichnung lg . lg lg .. Jg'"—1. (lg’")“ (a > 1) andeutet.

Schreiben wir nun die Gleichung (C) in die Form 
|[A(4>+0)-Ap —0)] =

1 2ji ”—1 | “2%
//(</>) dy 4-2(n)-/A(y) cos//(^ — 9)) + R(y,y'n)

a7l o , v‘ 7 7t o
und nennen eine unendliche Reihe, deren n erste Glieder sich 
mit wachsendem n einem bestimmten Grenzwerthe so nähern, 
dass ^eine bestimmte Zahl N angegeben werden kann, über 
welche n niemals zu steigen braucht, damit der Rest für alle 
Werlhe der Variabein der Reihe seinem absoluten Betrage muh 
kleiner als eine bestimmte Zahl £ bleibe, eine „g 1 ei ch mässig 
convergente Reilie“ (wie dies seit einiger Zeit Gebrauch

*) Nach der in der Anmerkung pag. 14 gegebenen Definition.
4
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ist), so können wir das Fourier’sche Theorem folgendermaassen 
aussprechen :

XVIII. Ist h(cp) eine reelle Function von cp, welche in 
dem Intervall von 0 bis 2rt gegeben ist, und nur für einzelne 
Werthe von cp unstetig oder in einer um ein Angebbares nie­
deren als der ersten Ordnung unendlich ist, so lässt sich in 
diesem Intervall

i 1X^ + 0)+ A(,'/ — 0)]
überall da, wo dieser Ausdruck den Sinn einer bestimmten ent­
liehen Zahl hat, und wo das Maass der Stetigkeit der Functionen

+ — /«(t^-T-O) oder h(ft— ip)—h(ft— 0) für abneh­

mende ip in dem Falle mindestens das der Function -~{lgm f

(a <0) ist, wenn eine dieser beiden Functionen für abneh­
mende ip unendlich viele Maxima und Minima haben sollte, in 
eine unendliche convergente, nach cos. und sin. ganzer Multipla 
des Bogens ft fortschreitende Reihe

2jt 1 00
~,f Kv) dep + ~ cos Hilf h(f) cos [i<f dep
2n'

+ -- 2(u) sin h((p) sin HV dep

entwickeln, und zwar in eine für alle ft gleichmässig conver­
gente Reihe, welche nicht in unmittelbare Nähe einer Unstetig­
keitsstelle fallen, oder in die unmittelbare Nähe einer Stelle, 
wo h(cp) unendlich viele Maxima und Minima hat und gleich­
zeitig das Maass der Stetigkeit unter das der Function

[/</’"(VOF’ (« < 0) herabsinkt. *)
Oie Beschränkung, welche wir der Function h((p) auferlegt 

haben, dass sie für reelle Werthe von cp nur reelle Werthe 
besitzen solle, kann offenbar fallen gelassen werden, wenn nur 
der reelle Theil und der imaginäre Theil dieser Function für 
sich beide den A(T’) . sonst auferlegten Bedingungen Genüge 
leisten. Ist also h[cp) = pftp) + i q(cp'), so folgt für die Werthe 
ft von cp, zu deren beiden Seilen p und q stetig sind,

*) Dass die Fourier’sche Reihe da, wo sie eine stetige 
Function darstellt, eine gleiclnnässig convergente sei, ist zuerst von 
Herrn E. (leine bemerkt worden.
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Λ(⅛) ≈= ^'>) + .∙9(Λ) =

— f ~lf>(φ) + t'* i * * **) * *l(9>) d<f} + 77 Σ(∏)∕W) + i g(φ)] cosμ(^-φ)dφ 
2√l n o , «’

-j-n 2-r
= ∏m ∑∕^ A(y>X^-*°i⅜∙

ii = oo "7^ _n ,,
Ist aber h((f>) ~ ω(Re^'l) = ω(ξ), und ω(ξ) eine Function, 
welche iru Innern eines um den Nullpunct mit dem Kadius /1 
gezogenen Kreises C den Charakter /(£) hat. so kann man, 
wenn x z=z Be'/l gesetzt wird, hiernach schreiben,

Zn &i\ »• 'S? X‘Uω(Λe ) = Im,
n = oo —n ξi i

oder, da nach dem Cauchy’schen Satze alle die Glieder, für 
welche μ = — 1 »st, Null sind:

zi? ∙9∙i∖ r 's? x" f* (J½) dζ 
, n==(X^!,y>2mJ ξu+i

eine Entwicklung, die vollständig mit der Mac Laurin’schen 
(Satz XIV.) übereinstimmt. Hieraus folgt der wichtige Satz:

XIX. Hat eine Function ω(x) im Innern eines Kreises um 
den Punct 0 den Charakter f(x) und wird am Rande nur in 
einzelnen Punclen unendlich gross in einer um ein Angebbares*) 
niederen als der ersten Ordnung, ist aber sonst am Rande 
stetig, so convergirt die Summe der ersten n Glieder der Mac 
Laurin’schen Reihe, welche ω(x) im Innern darstellt für alle 
Puncle des Randes (Convergenz-Kreises), für welche to(x) nicht 
unendlich wird, mit wachsendem n gegen den Werth ω(x). **)

, *) Eine Ordnung, die um ein Angehbares kleiner ist, als
eine andere, ist hier immer eine solche, welche durch eine Potenz 
geniessen wird, so dass die Ordnung des Unendlichwerdens von

1
—----- nicht um ein Angebbares kleiner ist als die erste.
x Igx

**) Hierbei müssen solche Puncte ausgenommen werden, für
welche ω(ξ) zwar endlich und stetig ist, aber längs des Kreises C
unendlich viele Maxima und Minima und gleichzeitig ein geringeres
Maass der Stetigkeit hat, als durch die Bezeichnung Jg . lg lg ... (lgm)*S 
(«>!), bestimmt wird. Wenigstens ist lur solche Puncte hier 
der Beweis der Convergenz nicht geliefert.

4*
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Dieser Satz lässt sich sofort durch Verlegung des Coordi- 
natensvstems auf die Taylor’sche Entwicklung ausdehnen.

Was nun die Frage betrifft, oh eine in die Fourier’scht 
Heihe entwickelbare Function /*(//) sich nur auf eine Weise 
durch eine da, wo .Wf(/>+0) 4-4— 0) endlich ist, con>er- 
gente trigonometrische Heihe darstellen lasse, so ist es schwer 
eine durchaus befriedigende Antwort zu ertheilen, weil in einer 
ungleichmässig convergenten Heihe die Summe der Integrale der 
einzelnen Terme nicht nachweislich gleich dem Integral der 
Heihe ist. Herr E. Heine wird in einem Aufsatze, welchen er 
demnächst veröffentlichen wird, die gestellte Frage mit teni 
unter XX. folgenden Satze beantworten, welchen hier abzu­
drucken mir derselbe gütigst gestattet hat.

XX. Eine im Allgemeinen stetige und einwerthige, nicht 
nothwendig überall endliche Function f(lF) lässt sich höchstens 
auf eine Art in eine nach cos. und sin. ganzer Mullipla des 
Bogens & fortschreitende Ileihe entwickeln, wenn die Reihe der 
Bedingung unterworfen ist, im Allgemeinen gleichmässig zu 
convergiren. Die Reihe ist nicht überall, sondern nur im All­
gemeinen gleich dem Werth der entwickelten Function.

Denn in der Thal stellt ja die Heihe den Mittelwerth zwi­
schen /t(^-I-O) und /i(Z> — 0) dar, der da, wo /tf.'Z) unstetig ist, 
mit A(i%) nicht ühereinstimmt. Herr Heine wird übrigens 
zeigen, dass die Coeflicienten einer so convergenten Heihe mit 
wachsendem Stellenzeiger nothwendig gegen 0 convergiren.

Dass auch trigonometrische Heilten mit endlich hleihenlen 
Coelficienten in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich oft 
convergiren können, dass eine solche Heihe zuweilen auch Ftn- 
ctionen, welche in einer höhern als der ersten Ordnung uneid­
lich werden oder unendlich oft unstetige Functionen darstelen 
könne, und einige andere interessante Eigenschalten dersellen 
findet man in Hiemann’s Habilitationsschrift „Heber die Dir- 
stellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Heilte.4

Wir kehren nun zu den Functionen einer complexen a- 
riabeln zurück.

XXL Eine Function to(x), welche in der ganzen x-Ebme 
den Charakter f(x) hat, ausser für x = <x>, wo w(a?).a;~n <en 
Charakter f(x) hat, ist eine ganze Function von x vom Graden.
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Dass n nothwendig eine ganze Zahl ist, folgt aus dein 

Satz X. Entwickelt man nun ω{x) nach Mac Laurin (Satz XIV.) 
in die Reihe:

ω(x) = ω(0) + ω∖0)rc++

ω<->(0) r >,,iξ)dξ
∙∙∙+ »' x+ J g*'<s-*y

wobei die Integration über einen beliebig grossen Kreis erstreckt 

werden kann, so ist eine Function von ξ, deren absolu­

ter Betrag nicht über eine bestimmte Grösse M steigt, wenn 
der Radius R des Integrationskreises noch so gross genommen 
wird, weil ja für ξ = oo der Ausdruck endlich bleibt. Es wird 
aber das Integral

Γω(ξ)____</| = . Γ2π ω(Re⅝i)____⅜~
J ξn 'ξ.(ξ-x) iJ {Re<fi)n (Re'F-x') 

seinem absoluten Betrage nach vergrössert, wenn man
(Ref<',)n

durch den grössten absoluten Betrag dieser Function also durch

M, und — = — •----------- durch seinen grössten
Äe^ — a; R i(f>_ x_

R

absoluten Betrag, also durch — • = -s----- ersetzt,/( . r R — r
R

worin r der absolute Betrag von x ist, und ist also kleiner als 
2πi

—----- M und demnach kleiner als jede noch so kleine vor-R — r i
gegebene Grösse, weil R beliebig gross gemacht werden kann; 
also Null. Folglich ist ω(rr) eine ganze Function vom «teil 
Grade, w. z. b. w.

XXII. Ist ω(x) eine Function, welche in der ganzen 
Ebene den Charakter f(xy) hat, ausser in einzelnen Puncten 
u, u', ut',..., wo sie in der nten, n'len, n"ien,... Ordnung 
unendlich wird, so ist ωlx) eine rationale Function von x.

Es ist nämlich ω(x) .(x— u)n.(x—ur)n'.(x- u")n"... eine 
Function, die in der ganzen Ebene den Charakter fix) hat, 
ausser für χ = σo, wo sie in einer endlich hohen Ordnung 
unendlich wird, und demnach eine ganze Function von x, woraus 
der zu beweisende Satz folgt.
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XXIII. Partialbriiehe. Eine Function (o(x), welche im 
Innern eines Stückes „S“ den Charakter f(x) hat, ausser in 
den Puncten u, u‘, u“, .. ., wo sie so unendlich wird, dass bez. 
ω(x)(x—w) = U, ω(x)(x— u‘) = U‘, ω(x')(χ—u“) = U“, ... 
für x = u,u,,utt,... wird, und U, U‘, U“,... endliche Grössen 
sind, kann in der Form dargestellt werden

U U' U“ω(x) —--------- 1--------- ; + -—- + ...,X—u x—u x — u

wenn über die ganze Begrenzung s von S erstreckt,
J ⅛ x 

den Werth 0 hat.
Es ist nämlich nach Satz IV.

J x—5 2m (u) √ ζ — x 2m8
wenn die Integrationen der über alle Puncte u, n‘, n“ .. . zu­
nehmenden Summe über die natürlichen Begrenzungen dieser 
Puncte erstreckt werden. Schreibt man nun

fω(ξ) dl = Γω(g).(g-a) dl 
J ξ-x 2πi J 2ττi{ξ—x) ξ—u'

so hat —im Innern der natürlichen Begrenzung von 
s x

u, über welche die Integration zu erstrecken ist, den Charakter

∕-(ξ) und das Integral den Werth —— in Gemässheit des u — x
Satzes VIII. Wenn nun das über s erstreckte Integral ver­
schwindet, so hat man demnach

ω(rc) + 2------- — θ θder ω(χ∙) — 2
u — x x — u

w. z. b. w.
XXIV. Produktentwicklung. Wird eine Function ω(x') 

im Innern eines Stückes „S“ in den Puncten u, u‘, u“, ... 
unendlich gross bez. in der nlvn, n'lm, n"ten,... Ordnung, und 
in den Puncten v, vl, υ",... unendlich klein bez. in der ml'*'n, 
mitenι m"leιl,... Ordnung, und hat sonst in S den Charakter 
f(x), und hat das Integral

Γ ω∖ξ} dξ
J u(ξ) ⅛ — χ

über die ganze Begrenzung s von S erstreckt, den Werth 0, so 
findet für alle im Innern von S liegende Puncte ⅛'0 und. x die 
Gleichung statt:
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Ir— ι∙∖n> Ix — v'i>n' lx-v"∖'>'" 
ω(x)   ∖χ0—vr ’ x0—v'f Vc0—c“l

ω (a?„) — /*—“ ’ ∣ x~u' ln' ∕ x∑∑u" |n............
∖xθ—ul ∖x0—u'l ∖x0—u“ I

Wendet man nämlich die Partialbruchentwicklung auf die
1, . <∕lgω(rc) ω∖x) κι∙.Function —5--—  ----------  )F(a?) an, so haben wir unter

dx ω(x)
der Voraussetzung, dass

/• H,(⅛c) ,t ∕∙ω'(⅞) <∕ξ 
J ξ-x~ ~ J ω(ξ~> l-x

s s
verschwindet, und dass die Grössen

U = lim !F(aι)(js— m), U‘ = lim W(x)(x— u'y), ... 
x — u x = u‘

V = lim W(x)(x— v), V' = lim lF(#)(a;— υ')> ... 
x = v x=υl

endliche Grössen sind, nach XXIII.
t*,(≈) = ∑ —- + ∑- = ⅛⅛ 

x — u x — v dx
woraus durch Integration zwischen x0 und x hervorgebt 

f W{x} dx = f d lg ω(x) = lg
'-∑*C≠J,-∑*(ε√÷'"-∙

worin k eine lineare Function von U, U',..∙, F, F',... mit ganz­
zahligen Coefficienten ist, die daher rührt, dass über den In­

tegralionsweg nichts festgesetzt ist, und /------ dx, /-------dx
ι∕ Jj — U J X — V

um 2μUπi bez. 2v Vni wachsen, wenn die Wege μ mal um w,
rmal um v herumgeführt werden. Nun ist aber
<∕lg <d(aι) _ lg [ω(as)(aj -mV,∣ d lg(a? - ιz)n _ _ n

dx dx dx ' x—u
und χ(j,) eine Function von x, welche in der Umgebung von u 
den Charakter f(x) bat, also

lim W(x)(x — u) — lim (a? — w)--w] =—∏ — U.
X — U X — ll

Ferner
dlgω(ic) d lg fω(aj)(aj — ι>)-m] d lg (x—ni
~~ii~ ”------------ ,to----------- + ~⅛ - x=v '

worin ιp(x) in der Umgebung von v den Charakter f(χy) bat, 
mithin
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lim Wz(aj) (x—v) =■ lim |/(»)(»— r) + w] = wι= V. 
x = v

Mithin ist
*S-5<≡>-51∙⅛3>'÷∙>*

worin nun k eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet. 
Geht man nun vom Logarithmus zum Numerus über, so folgt

/7/ fl—n™ 
ω(fl) _ Ol_2L__ 

w(flo) JJ^ tx~u∖' ’
(uΛ "fl0-w'

w. z. b. w.

In allen bisher über eine Function der complexen Varia­
bein x ausgesprochenen Sätzen ist vorausgesetzt worden, dass 
diese Function in dem Gebiete, in welchem sie betrachtet wird, 
eindeutig bestimmt sei, oder, wie man sagt, dass sie eine 
einwerthige Function von x sei. Sollen diese Sätze An­
wendung auf mehrwerthige Functionen, wie √rc, lg x, etc. finden, 
so muss die Mehrdeutigkeit für Gebiete, in welchen sie betrach­
tet werden sollen, in irgend welcher Weise beseitigt werden. 
Dies geschieht nach Hie mann durch Zerlegung mehrwerthiger 
Functionen in einwerthige Zweige. Die Werthe einer mehr- 
werthigen Function sind im Allgemeinen für ein bestimmtes x 
um ein Endliches von einander verschieden, und nur in einzel­
nen Puncten fallen zwei oder mehrere Werthe zusammen, oder 
werden gleichzeitig unendlich gross. Denn fielen die Werthe 
längs eines noch so kleinen Linienstückes zusammen, so müssten 
sie nach Satz XV. überhaupt zusammenfallen, wenn anders eine 
Fortsetzung als Function der complexen Variabein x möglich 
ist. Es findet aber diese Singularität für einzelne Puncte z. B. 
bei der zweiwerthigen Function y∣x für x = 0 und für χ = '×j 
statt. Verbindet man nun alle die Puncte der »-Ebene, für 
welche von den verschiedenen Werthen einer mehrdeutigen 
Function to(») zwei oder mehrere zusammenfallen, durch eine 
Linie q, welche die Ebene nicht in getrennte Stücke zerlegt und 
demnach weder geschlossen sein, noch sich selbst irgendwo 
schneiden darf, so wird dadurch, dass man die beiden Ufer der 
Linie als Begrenzung der Ebene ansieht, von der Ebene kein
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Theil ausgeschlossen, sondern nur der Bewegung eines Punctes 
in derselben eine gewisse Schranke gesetzt. Wählt man dann 
für einen bestimmten Punct der Ebene von den verschiedenen 
Werthen von oj(x) einen aus, so wird über die stetige Fort­
setzung der Function (wenn solche möglich ist) von dieser Stelle 
aus durch die ganze «-Ebene nirgend ein Zweifel entstehen, 
wenn nur die Fortsetzung über keinen Theil der Linie q hinweg 
geschieht. Ist an der Stelle x = «, co(x) = Xt — co(x,) aus 
den als verschieden vorausgesetzten Werthen X, ,X,', Xt“,... Xi(n) 
ausgewählt, und hat für « = «2 m(«2) die Werthe X2, X2', 
X2",... X2(n), und liegt «2 nicht auf q, so sind diese Werthe 
alle um eine Grösse von einander verschieden, deren Norm eine 
bestimmte angebbare Zahl, etwa 2d, jedenfalls übersteigt, weil 
nur für Puncte der Linie q die verschiedenen Werthe von w(«) 
unendlich wenig von einander verschieden sein können. Man 
wird aber den Punct «2 so nahe an .r, rücken können, wenn 
anders to(«) dort stetig ist, dass die Werthe X2. X2', X2",... X2(n) 
denen X,, X/, X,", ...X(n) so zugeordnet werden können, dass 
die Differenzen X2—Xj, X2'—X/, ...X2(n)—X,(n) ihrem ab­
soluten Betrage nach dort kleiner als d sind, während der ab­
solute Betrag der übrigen Differenzen X.,'—X,, X2"—Xj, etc. 
grösser als d ist, wegen der vorausgesetzten Verschiedenheit von 
X,, X,', X,",... X,(n). Demnach schliesst sich nur ein einziger 
Werth X2 an den Werth Xj stetig an, und es ist daher die 
stetige Fortsetzung von w(«) eindeutig bestimmt. Hieraus 
ergiebt sich zur Festlegung eines eindeutigen Zweiges einer 
mehrwerthigen, im Allgemeinen stetigen, nur da, wo sie unend­
lich wird, unstetigen. Function folgende Regel:

XXV. Um eine mehrweriliige Function der complexen 
Variabein x in einwerthige Zweige zu zerlegen, verbinde man 
alle diejenigen Puncte, für welche von den verschiedenen Wer­
then von (o(x) zwei oder mehrere einander gleich oder gleich­
zeitig unendlich werden, durch eine die x-Ebene nicht zer­
stückelnde Linie q, wähle dann für einen Punct x$ einen der 
verschiedenen Werthe von cj(x0) etwa Xo ans, und betrachte für 
x — x‘ denjenigen Werth von io(xj als zu demselben Zweige 
wie co(xo)= Xo gehörend, welchen man dadurch erhält, dass 
man eine, die Linie q nirgend überschreitende Linie s von «, 
nach x‘ zieht und nun mit stetigem Vorrücken der Varia-
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beln x länys s gleichzeitig die stetige Aufeinanderfolge der 
Werthe (o(x) bildet, bis man zu dem Werthe io(x‘) gelangt.

Geht man von a;0 nach x‘ auf zwei einander sein- nahe 
liegenden Wegen x^Bx', xQCx', welche beide die Linie q nir­

gend überschreiten, und zerlegt diese Wege 
in sehr kleine Elemente, deren Endpuncte 
bi ,b.von den entsprechenden c,, c2,... 
sehr wenig entfernt sind, so wird man durch 
stetige Fortsetzung der Function io(x') von 
dem Werthe w(a;0) in ft, zu demselben 
Werthe gelangen aut dem Wege a?oft,, als 
auf dem Wege a;oc, ft,, da sich die beiden 
Werthe wegen der Stetigkeit der Function 
w(a?) nur sehr wenig von einander unter­
scheiden könnten, aber Werthe von co(x),

die sich beliebig wenig von einander unterscheiden, im Puncte 
ft, nicht vorhanden sind, weil dies nur für einzelne Puncte der 
Linie q statt hat.

Geht man nun von ft, nach ft, einmal direct, ein ander­
mal über c,c2 nach ft2, so wird man aus demselben Grunde in 
ft, beidemale zu einem und demselben Werthe von w(a') ge­
langen, d. h. also in ft, auf dem Wege a?0,ft,,ft2 zu demselben 
Werthe als auf dem Wege x(), c, , ft, , c,, c,, ft, , oder da der 
Schritt c,, ft, vor- und wieder zuriickgethan wird, auf dem Wege 
a?0, fi i c.y, b.,. Hieraus ergiehl sich durch successive Anwendung 
derselben Schlussweise, dass man auf dem Wege xn,B,x' und 
x0,C,x‘ durch stetige Fortsetzung von (o(x') zu einem und 
demselben Werthe in x‘ gelangt Dasselbe gilt natürlich auch 
für Wege, die ein beliebiges, (‘infach zusammenhängendes Ebenen­
stück einschliessen, aber kein Stück der Linie q enthalten, weil 
man diese Wege durch allmälige sehr geringe Veränderung ihrer 
Gestalt in einander übergehen lassen kann. In Folge hiervon 
heisst die Function <,o(x) in dem durch q beschränkten Gebiete 
auch einändrig oder monodrom.

Zu beiden Seiten der Linie q wird aber ein Zweig der 
Function iu(x) im Allgemeinen von einander uni ein Endliches 
verschiedene Werthe annehmen, also unstetig sein, wennglech 
die Function eine stetige Fortsetzung über diese Linie hitnus 
zulässt, welche Fortsetzung dann Werthe liefert, die einem zwü-
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teil Zweige der Function angeboren. Die Zweige einer stetigen 
Function aber setzen sieb längs Linien in einander stetig fort.

XXVI. Verzweigungspuncte. Fallen in einem Puncte 
zwei oder mehrere Werthe der mehrwerthigen Function io(x) 
zusammen (so dass die im Allgemeinen n-werthige Function 
dort weniger als n verschiedene Werthe hat,) und ist ihr Werth 
auf dem einen Ufer einer von ihr ausgehenden Linie um ein 
Endliches verschieden von dem Werthe der stetigen Fortsetzung 
der Function auf dem andern Ufer dieser Linie, wenn diese 
Fortsetzung längs der natürlichen Begrenzung des Punctes ge­
schieht, so heisst dieser Punct ein Verzweigungspunct der 
Function co(x').

Um nun die bei mehrwerthigen Functionen auftretenden 
Verhältnisse näher an einem speciellen Beispiele kennen zu ler­
nen, betrachten wir die zweiwertbige, für die Theorie der ellip­
tischen Functionen besonders wichtige Function

R(x) = 7(1 —a;2)(l —*2a;2).
Die Puncte der rr-Ebene, für welche die beiden im Allgemeinen 
verschiedenen Werthe von R(x) in einen zusammenfallen, oder 
gleichzeitig unendlich werden, sind

a? — 1, 1, , , .

Deshalb ziehen wir von 1 nach 4- eine Gerade a, und ebenso 
k

eine Gerade q2 von-----— bis —1, und von —r- eine, etwa/i K
der positiven reellen Achse parallele Gerade q' ins Unendliche

(-f-^o), und von —— eine, etwa der negativen x-Achse paral- K
leie Gerade q“ ins Unendliche (— oo). Wir denken uns aber 
die x-Ebene als die Oberfläche einer Kugel, deren Badius über 
alle Grenzen gross ist, so dass die Ebene als eine geschlossene 
Oberfläche anzusehen ist, welche einen und nur einen unendlich 
fernen Punct besitzt. Die Berechtigung hierzu entspringt daraus,

dass die Stelle x = x? durch die Substitution x — auf
?— a

einen einzigen Punct a bezogen wird, in welcher Dichtung man 
auch x ins Unendliche rücken lässt. Bei dieser Vorstellung 
treffen die Linien q‘ und q“ im unendlich fernen' Puncte zu-
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sammen, und es bilden , 9', 9", ?2 zusammen einen einzigen 
continuirlichen Zug, der mit q bezeichnet werden soll, wel­
cher die rc-Ebene nicht zerstückelt. — Will man diese Vor­
stellung der Ebene nicht benutzen, so muss man q‘, q“ durch 
einen unendlich grossen Halbkreis geschlossen denken, was 
jedoch weit weniger bequem ist. — Nun definiren wir einen 
Zweig Ri(x) so, dass für x = 0 R(x) den Werth 1 hat

[fl,(0) = l], den andern so, dass lür x — 0 R(x) den Werth 
— 1 hat [B2(0j =—1|, und dass die stetigen Fortsetzungen 
von Rt(x) und fi2(a?) nirgend über die Linie q hinweg geschehen. 
Die beiden Zweigwerke von R(x), also 71,(x) und R2(x) unter­
scheiden sich in jedem Puncte durch das Vorzeichen. Setzen 
wir den Zweig

«,(*) = *«»«). «,(0) = 1
stetig fort, ohne die Linie q zu überschreiten, so ist dieser 
Zweig überall völlig bestimmt. Um die Werthunterschiede dieses 
Zweiges zu beiden Seiten der Linie q2 kennen zu lernen, 
setzen wir einen Augenblick 1-t-rr = re'/l, also Rt(x) =

_____
rä.eV.VCI  —x)(l—k2x2), und betrachten die Function nur 
für so kleine r, dass ein mit r um den Punct —1 als xMiltel- 
punkt geschlagener Kreis dessen natürliche Begrenzung bildet, 
worunter hier zu verstehen ist, dass keiner der Punkte
4-,---- , 1 im Innern des Kreises enthalten ist. Für >7 — 0
k k

ist x — —1 + r, und da dort der Zweigwerth von Rt(x) — 
V(1 — a?2)(l*— k2x2) völlig bestimmt ist, so ist auch der Zweig-
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werth der Function y/(l—&).(1 — k’x2) völlig bestimmt. (Ist 
k reell und kleiner als 1, so hat R^x) dort einen positiven 
reellen Werth.) Diese zweiwerthige Function hat im Innern der 
natürlichen Begrenzung des Punctes — 1 keine Stelle, für welche 
ihre beiden Werlhe zusammentielen, und hat für alle Puncte der 
Peripherie des Kreises r, insofern sie stetig fortgesetzt wird,

nur einen Werth. Hingegen nimmt der Factor wenn
man von # = 0 aus dadurch stetig ändert, dass man einmal 
in positiver, einmal in negativer Richtung auf der Peripherie bis 
zu dem Puncte x = —1 -f-re'9*' vorgeht, in positiver Richtung

den Werth in negativer Richtung den Werth rM"9'-’"7l'>
— —an. Damit die Linie </2 nicht überschritten werde, 
darf für x = — 1-f-re'9*' nur ein Punct gewählt werden, 
nämlich der, welcher auf q2 liegt, und es folgt aus dieser Be­
trachtung, dass der Zweig R,(x) für die Puncte des einen Ufers 
von q., Werthe besitze, welche sich von denen für die auf dem 
andern Ufer gegenüberliegenden Puncte durch das Vorzeichen, 
mithin da, wo Rt{x) nicht 0 ist, um eine endliche Grösse unter­
scheiden. Dies lindet wegen der Stetigkeit der Function Rt(x) 
längs der ganzen Linie q., statt. (Ist k reell und kleiner als 1, 
so ist .7, = Ti und /f, hat aut dem Ufer, welches für die Rich­

tung von —— bis —1 das linke ist, positive rein imaginäre,k „
auf dem andern Ufer negative imaginäre Werthe.) Setzt man 
R,(x) über die Linie q.2 stetig fort, so gelangt mau zu den 
Werthen des Zweiges

Ä2(a?) = V(1 -®2)(1—Fa;2), R.,(0) = — 1.

Setzen wir nun Ri(x) stetig auf den beiden Ufern von q2

fort, bis in die Nähe von-----und setzen wiederum einenk
Augenblick x =----+re&t und nehmen r so klein, dass

ein um-----— als Mittelpunkt mit dem Radius r geschlagenerK
Kreis dessen natürliche Begrenzung bildet, so ist auf diesem

&i ‘___________
Kreise Rt(_x) = r’e2^(i—sr2)(l—kx)k und die beiden Werthe ~ 
auf den verschiedenen Ufern von q.,, wenn dort & = ist, =

iVffr: /
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&,i _____ , <9,i ________
sind {L—x2)[l—kx)k und —(1 — x2)(l— kx)k
auf den beiden Ufern von q“, wenn dort & — &2 ist, 
hat ßj(ic) die Werthe r*e*’%2‘V (1—a;2)(l— k2x)k und 
— yigi (,72_1—a;2)(l-—kx)k = rve'frz'y/(1—®2)(1—kx)k, 
weil inan aut das eine Ufer durch eine positive Drehung um
-J- von aus gelangt, und hat somit auf beiden Ufern einen 
/f

und denselben Werth. Dasselbe findet wegen der Stetigkeit von 
Rt(x) längs der ganzen Linie q" statt. (Ist k reell und kleiner 
als 1, so ist 0.2 —7i, #,=(), woraus folgt, dass für reelle

Werthe von x, welche < —sind, ß,(a;) negativ reell ist.) K
Da sich aber über diese Linie hinweg ß, (x) stetig in sich selbst 
fortsetzt, so kann q“ ganz fortgelassen werden, ohne dass der 
Zweig ß,(a?) aufhört bestimmt zu sein. Eine ganz gleiche Be­
trachtung ergieht, dass ß,(a?) zu beiden Seiten der Linie 7, 
durch das Vorzeichen von einander verschiedene Werthe besitzt, 
und sich über 7, hinweg stetig in den Zweig ß2(a?) fortsetzt, 
hingegen über die Linie q‘ sich stetig in sich selbst fortsetzt, 
so dass auch 7' lorlgelassen werden kann. (Für reelle fr < 1 
ist ß,(aO für reelle x < 1 positiv reell, für reelle x zwischen 1

und — auf dem positiven Ufer von 7, negativ imaginär, für K

reelle a; > — aber negativ reell.)K
Ganz dasselbe gilt nun auch für den Zweig ß2(a?) = 

7(1 — x2) 11 — k2x2), ß,(0) = — 1, so dass jeder Zweig eine 
vollständig bestimmte Function der Jc-Ehene ist, wenn man diese 
durch die Linien 7, und q., begrenzt, und zwar nehmen diese 
Functionen jede zu beiden Seiten von 7, und 7., um ein End­
liches von einander verschiedene Werthe an Die vier Puncte
1, —1, -i-,---- sind V er zweigungsp miete der zwei-

h Ar »
werlhigen Function R(x), weil für sie die Werthe ß,(a;) und 
R2(x) Zusammenfällen und in jeden eine Linie einläuft, über 
welche hinweg ein Zweig sich unstetig ändert. Für x=oo 
hingegen findet keine Verzweigung statt, obgleich dort beide 
Zweige unendlich werden. Denn führt man die Variabele x 
über einen so grossen Kreis, dass er als die natürliche Be-
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jgrenzutig des Punctes x = angesehen werden kann, so 
nimmt jeder Zweig Rt{x) und li.,(#), wenn man ihn längs dieses 
Kreises stetig fortsetzt, überall nur einen einzigen Werth an.

Jede rationale Function von x und, R(x') ist xoie R(x) 
verzweigt. Das heisst, ein Zweig einer solchen Function ist 
völlig bestimmt, wenn man die a;-Ebene durch die Linien qt 
und q2 begrenzt, und die Werthe der Function, wie sie den 
einzelnen Zweigen angehören sollen, für einen bestimmten Punct, 
etwa für x = 0, angiebt. Denn eine rationale Function von x 
und /t(x‘) kann sich über Linien hinweg nur da unstetig ändern, 
wo dies mit R(x) der Fall ist, und nimmt für jedes gegebene 
Werthpaar [a?, R(x)] nur einen einzigen Werth an. Sollten

daher für bestimmte von ± 1, ± ~ verschiedene Puncte x die ’ K
beiden Werthe jener Function zusammenfallen, so kann doch in 
diese keine Linie einlaufen, zu deren hehlen Seiten die stetige 
Fortsetzung der Function um ein Endliches von einander ver­
schiedene Werthe besässe, in welcher Linie für ein einziges 
Werthepaar |at, R(x)] zwei verschiedene Werthe vorhanden sein 
würden.

Umgekehrt ist auch eine wie R(x) verzweigte, ausser in 
einzelnen Puncten, wo sie cc wird, stetige Function der com­
plexen Variabein x, d. h. eine Function, die für jedes gegebene 
Werthepaar [a?, ß(#)| nur einen Werth annimmt, eine rationale 
Function von x und R(x). Von einer solchen Function ver­
steht es sich von selbst, dass ihre Zweige einwerthige Functionen 
der a;-Ebene sind, wenn diese durch die Linien </, und q2 be­
grenzt wird, weil dadurch die Zweige von R(x) bestimmt sind.

Die zu untersuchende Function sei s, die Werthe, welche 
sie für die Werthepaare pr, ß/a?)], |.v, fi2(a?)J haben, seien bez. 
s, unds2. Dann sind x, -f-.$2 und s, . x2 einwerthige Functionen 
der complexen Variabein x in der ganzen rr-Ebene, weil diese 
Functionen in Bezug auf /{, und R., symmetrisch sind. Deshalb 
sind sie nach Satz XXII. rationale Functionen von x, etwa 2g(x) 
und h[x). Es wird aber (s—Sj)(s— x2) = s~—2g(x)s + h{x) 
der Null gleich, wenn s einen der beiden Werthe oder s2 
annimmt, und mithin ist x die Wurzel einer Gleichung vom 
zweiten Grade mit rationalen Coefficienten, oder es ist

s —= ±ylg-(x) — h(x),
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also .$ vermindert um eine rationale Function, (welche Differenz 
offenbar wiederum eine wie R(x) verzweigte Function sein muss, 
weil die rationale Function g(x) für jedes Werthepaar [a?, Ä(a?)j 
nur einen VVerlli annimmt), ist die Quadratwurzel einer ratio­
nalen Function. Diese kann sich aber von R(x) nur durch einen 
rationalen Factor unterscheiden. Denn bringt man die Quadrat­
wurzel auf die Form p(x).yjq(x), worin q(x) einp ganze Fun­
ction ist, deren Linearfactoren nur einfach Vorkommen, was 
immer möglich ist, so kann q(x) keinen andern Factor als 
x—1, x + 1, xk— 1, xk 4- 1 besitzen. Denn besässe q(x)

noch den Factor x — a, so würde in Jx— <*.»/ (jer
V x — a

erste Factor verschiedene Werthe annehmen, wenn man x um 
a in positiver und negativer Dichtung herum nach einem Puncte 
führt, wie man (nach der pag. 61 angewendeten Methode) sofort 
erkennt, wenn man re'h für x—a setzt. Der zweite Factor 
aber bleibt ungeändert, weil in der Umgebung von u nicht zwei 
Werthe derselben zusammenfallen, er also dort einändrig ist. 
Demnach würde s—also auch s, in jenem Puncte für ein 
einziges Werthepaar [x, fl(x)J — weil R(x) nicht aus einem 
Zweig in den andern übergeht, wenn x um a geführt wird, —• 
zwei verschiedene Werthe besitzen, was gegen die Voraussetzung 
ist. Es kann aber auch, wenn nicht q(x) = Const. ist, keiner

der Factoren x — 1, at+l, x----- —, £C+ — fehlen. Dennk k
fehlte z. B. der Factor x — 1, so würde Jq(x) seinen Werth 
nicht ändern, wenn man x über die natürliche Begrenzung des 
Punctes 1 herumführte, weil innerhalb derselben nicht zwei 
Werthe von Jq(x) zusammenfallen. Da aber hierbei Rt in Ä2 
übergegangen ist, so würde für alle Puncte einer natürlichen 
Begrenzung von 1 für die beiden Werthepaare (x, /f,), (x, R2) 
nur ein Werth von s—y (./;') vorhanden sein. Da also die beiden 
Zweige längs einer Linie übereinstimmen, so müssten sie über­
haupt übereinstimmen, also s — g(x), also s nur eine einwer- 
thige, daher rationale Function von x sein und somit \Jq(x) — 
Const. sein. Demnach ist s entweder eine rationale Function 
von x oder eine rationale Function von R und x, w. z. h. w.
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Für die Behandlung eines Integrals einer rationalen Fun­
ction von x und fi oder einer wie R verzweigten Function reicht 
es nicht hin, die a;-Ehene durch die Linien ql und q2 zu be­
grenzen, weil die so begrenzte Ebene nicht eintach zusammen­
hängend ist, und sich daher nicht alle verschiedenen Integrations­
wege auf einander reduciren lassen; dies findet aber statt, wenn 
wir die Linien q‘, q" wiederherstellen als Begrenzung der Ebene. 
Wir nannten ql, q,, q“, q2 zusammen q und es bilden diese bei 
unserer Vorstellungsweise der Ebene als unendlich grosse Kugel-

f'v dxBäche einen einzigen Zug. Wir wollen nun das Integral ∕
0

= n(x) einer näheren Untersuchung unterwerfen. Es besitzt 
die Eigenthümlichkeit für keinen Werth der oberen Grenze 
unendlich gross zu werden, weil nach den Zusätzen zu Ia. und

zu lb. sowohl bis an die Verzweigungspuncte a; = ± 1,1:—
/1 \X) k

als auch bis x = %> integrirt werden kann und einen endlichen 
Λ*1 (fx

Werth liefert. Der Werth des Integrals J ~ u(χ^ l1θnS*-
o

aber sowohl von dem Wege ab, über welchen die Integration 
erstreckt wird, als auch von dem Zweigwerthe, welcher R(x) 
hei der Integration ertheilt wird. Definiren wir jedoch zunächst 
u(x) so, dass die Integration für x = 0 mit dem Zweigwerthe 
R(0) =+1 beginne, so ist m(o,) für alle Werthepaare [#, Λ(λ,)] 
vollkommen bestimmt, wenn wir niemals den Integrationsweg 
über die Linie q hinwegführen, weil die durch q begrenzte Ebene 
einfach zusammenhängend ist, und der Zweig Ri(x) in ihr eine 
eindeutig bestimmte Function ist, und mithin der Cauchy’sche 
Salz (III.) anwendbar ist, und daher nach V. alle Inlegralions- 
wege zwischen 0 und x einen einzigen Werth liefern.

∕l dx
'r(x>) ’ worin für R(x> der Zweig Ri(x) 

θ j
genommen wird, gleich ∙^- und J Re) ~ ⅜, wθnn 

1
R(x) der Zweig fij(x) genommen wird, und die Integration über 
das positive Ufer von ql erstreckt wird, <1. h. über das Ufer,

welches für die Richtung von 1 nach ~ zur Linken liegt.
k

5
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Dann ist das Integral über das negative Ufer derselben Linie 

offenbar---- ∩- » we*l 6er Zweig Ri (x), mithin jedes Element des

Integrals zu beiden Seiten von gi nur durch das Vorzeichen 
verschiedene Werlhe besitzt. Zu beiden Seiten der Linie g' 
besitzt n(x) Werlhe, die sich um eine Constante unterscheiden; 
und zwar ist n(x) auf dem positiven Ufer von g‘ (d. h. auf dem,

welches für die Richtung von — nach ∞ zur Linken liegt) um K
die Grösse ω', welche ein Periodicitätsmodul der Function 
n(x) heisst, grosser als auf dem negativen. Denn in der That, führt 
man die Variabele x von 0 nach 1 , dann einmal über das po­

sitive, ein andermal über das negative Ufer von gl nach —, soK
wächst das eine Mal u(x) um ∣ω', und nimmt das andere Mal 
um ∣ω' ab, führt man dann x auf dem positiven oder nega­
tiven Ufer von g' weiter, so wächst u(x) beide Male um dieselbe

r∙ r dx
Grosse, nämlich um / - ■ - , weil zu beiden Seiten von<∕' Ri(x)

1
k .nur einen einzigen Werth besitzt, und der durch die Integration 

über die verschiedenen Ufer von g{ erlangte Unterschied ω, 
bleibt überall bestehen. Berücksichtigt man, dass R(a?) seinen 
Werth nicht ändert, wenn man —x statt, x darin setzt, so
findet man Γ = »(—1) — — —r und u(----- =

J R(x) 4 \ H
10 ___ 1_

/’ a dx ω Γ k. dx ω ω'J ä(5)=-T + ./ S(5) = -T + T' ",∙l,n 
0 —1

die Integration über das positive Ufer von g1, d. h. über das, 

welches für die Richtung von---- — nach —1 zur Linken liegt*),A
mit dem Zweigwerth R,(x) von R(x\ erstreckt wird; auf dem
negativen Ufer von g.2 aber hat n ---- —j den Werth —}ω÷

|w'. Auf dem positiven Ufer der Linie g“ aber (d. h. auf dem,

*) Die Bestimmung darüber, welches das positive und welches 
das negative Ufer sei, ist so getroffen, dass das positive Ufer der

_ 1 1
Linie g für die Richtung 1, —, ∞,---- —, —1 zur Linken liegt.
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welches für die Richtung von —<x> nach —zur Linken

liegt,) ist u(χy) um die Grösse ω' grösser als aut dem negativen. 
,. , Γf dx

1
k v/

kann durch die Substitution xk =

dx^
— , dx =---- r-— ausgemittelt werden. Dadurch geht es über
X liX

. , 1 l * Γo dx'
in das Integral —-, ---- ,----- ----- ■ = — lω, wobei

./ — √(1-⅛⅛'2)(1-tf'2)
es gleichgiltig. ist, auf welchem Wege die Integration bis zu dem 
Puncte □o erstreckt wird. Hieraus folgt, dass m(∞) auf dem 
positiven Ufer der Linie q den Werth ∣ω', auf dem negativen 
llfer von q den Werth —4ω' besitzt.*)

Die Beziehung zwischen den Werthsystemen [<r, ft∣(tr)] 
und u(x) treten noch deutlicher hervor, wenn man sich die 
Werthe von u(x) graphisch darstellt, indem man die Werthe 
von u in einer Ebene ganz so wie die Zahlen x durch Puncte 
repräsentirt, wobei wir uns auf den Fall beschränken, in wel­
chem k reell und kleiner als 1 ist, in welchem Falle die Linie

r∙x dx
q ganz auf die reelle Achse fällt. Führt man in J ~

o
u(χy) die Variabele x längs der reellen Achse von 0 bis 1 stetig 
vorwärts, so nimmt u(x') die reellen Werthe zwischen 0 und

~ jeden einmal und nur einmal an, weil sämmtliche Integra-
z* t‰, . ∙fc-c-∣ •tionselemente positiv reell sind, also u(x) von 0 bis 1 immer 

wächst. Führt man nun x weiter vorwärts auf dem positiven
dx

Ufer von ql , so ist hierbei jedes Element e*ne re∙n *ma^^

ginäre positive Grösse. Denn in der Thal ist die unter'dem

Wurzelzeichen stehende Grösse in dem Intervall von 1 bis — k
negativ, also die Wurzel imaginär, und zwar negativ imaginär, 
weil die Bewegung der Variabein x um den Puncl 1 in nega-

*) Der Cauchy’sclie Salz Iff. behält offenbar seine Giltigkeit 
auch für solche Flächenstücke S, welche den Punct oo im Innern 
oder am Rande enthalten, wenn die Function für τ — oo integrahel 
ist, also in einer hohem als der ersten Ordnung verschwindet.

Γ⅜ *
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tiver Richtung staltfindet, wenn x immer aut dem positiven

Uter von q bleibt, ■ z -r ’sf folglich positiv imaginär. Demnach 
n (x)

wächst u(x) in dem Intervall von x = 1 bis x = — immerfort 

um rein imaginäre Grössen und durchläuft alle Puncte der der 

z-Achse parallelen Geraden bis + e,n_ und nur

einmal. Führt man nun, auf dem positiven Ufer von q bleibend,

x um den Punct — , also in negativer Richtung halb herum, K
so wird die Function unter dem Wurzelzeichen in fi,(a:) wieder 
positiv (weil nun zwei Factoren, 1 — x und 1*—kx, negativ

sind,) und daher /tj(a?) wieder reell. Vor — hatte R^x) rein K
imaginäre negative Werthe, durch den negativen Umgang um

den Punct — erhält aber R(x) wieder den Factor —? und

wird mithin negativ reell. Also sind in dem Intervalle von 
1 d X— bis 00 sämmtliche Elemente ——- negativ reell. Die Fun-Zf «, (x)

ction w(a?) nimmt demnach mit wachsenden x in diesem Inter­
valle immerfort um rein reelle Grössen bis zu dem Werthe 
ab, und durchläuft demnach die der »/-Achse parallele Gerade

bis ein- und nur einmal. Eine gleiche Betrach­
tung zeigt, dass den reellen Werthen von x = 0 bis a? = —1
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die reellen Werthe von 0 bis —Jw, dem positiven Ufer von q2

zwischen — 1 und-----— die Punkte der Geraden — Jw,
k 1

— + <lem positiven Ufer von q“ von-----— an bis so
A

die Puncte der Geraden bis einmal und nur ein­
mal entsprechen. t_

Der Begrenzung der Ilalhehene, in welcher der imaginäre 
Theil von x positiv ist, also der «/-Achse, entspricht eindeutig 
die Begrenzung des Rechteckes jw, [cd'—

und zwar entsprechen den Verzweigungspuncten 1, —,---- ,

— 1 die Ecken. Mau sieht auch leicht ein, dass der positiven 
z-Achse der a;-Ebene die imaginäre Achse der «-Ebene von 0 
bis ±cd' eindeutig entspricht, denn in dem rein imaginären 
Intervall von 0 bis foo ist ßj(/c) positiv reell, clx positiv ima-

dxginär, also —-— positiv imaginär und demnach wächst «(re) für
li | \X)

wachsende rein imaginäre x immertort von 0 bis weil
u(oo) = ist, wenn man sich den unendlich lernen Punct 
auf dem positiven Ufer von q in beliebiger Richtung nähert.

Dass zu jedem Werthe von «, der durch einen Punct im 
Innern des Rechteckes repräsenlirt wird, ein Werthepaar 
|a?, /f|(a?)] gehört, das durch einen Punct der betrachteten Halb- 
ebene repräsentirt wird, folgt daraus, dass die Werthe von u 
durch ein Ebenenstück repräsentirt werden, welches, aus­
genommen in den Ecken und in dem Puncte [cd‘, welcher dem 
Puncte x = vc entspricht, nach pag. 7 und nach Satz VI. eine 
in den kleinsten Theilen ähnliche (conlorme) Abbildung jener 
Ilalhehene ist.*) Wenn nun dies Ebenenstück das Rechteck 
nicht völlig austüllte, sondern wenn « die Werthe, die in einem

") Durch die Substitution $ =
e_  x — a — ßi. bildet Herr 

x — a 4- ßi
11. Schwarz („Lieber einige AbbildungsaufgabenCrelle’s Journal 
Bd. 70) die Hälfte der Ebene, in welcher der imaginäre Theil von 
x positiv ist, conform auf das Innere eines Kreises ab, und da diese 
die confoime Abbildung des Rechtecks Joj, |to'4- {w, \cd‘—{cd, 
— Jm ist, so löst er hierdurch die Aufgabe, das Innere eines Recht­
ecks conform auf das Innere eines Kreises mit dem Radius 1 ab­
zubilden. Der Punct a + ßi entspricht dem Millelpuncte des Kreises 
und ist willkürlich.
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irgendwie begrenzten Stücke im Innern des Rechteckes liegen, 
nicht annähme, so könnte für die Puncte der Begrenzung dieses 
Stückes, welche l heisse, eine in den kleinsten Theilen ähnliche 
Abbildung nicht stattfinden, weil um jeden Punct im Innern der 
Halhebene eine kleine geschlossene Figur, z. B. ein Kreis gezogen 
werden kann, für die entsprechenden Puncte der Begrenzung l 
aber nicht. Einem Kreise ist aber nur ein Kreis ähnlich. Also 
kann im Rechteck eine solche Lücke nicht vorhanden sein. 
Ebensowenig können in irgend einem Stücke die Werthe von u 
doppelt vorhanden sein. Da dort die «-Ebene doppelt bedeckt 
würde, so würde aut die Begrenzung des zweiten Stückes die­
selbe Schlussweise als aul die des fehlenden anwendbar sein, 
weshalb solche nicht möglich sind.

In gleicher Weise wird das negative Uter der reellen 
Achse der a>Ebene durch die Begrenzung des Rechtecks {ω, 
— ∣ω'+{ω, —∣ω'— {ω. —∣ω eindeutig in der «-Ebene 
ahgehildet, und das Innere des Rechtecks entspricht eindeutig 
dem Innern der vom negativen Ufer der «/-Achse begrenzten 
Halhebene, und den Verzweigungspunclen die Ecken.

Wir gehen nun zum allgemeinen Falle, in welchem k be­
liebig ist, zurück, und erweitern die Bedeutung des Integrales

Γx dxu(x) = / -■■■ ■ dahin, dass wir dasselbe über Wege erstrecken,J H (x)
o

welche über qi oder q2 hinwegtühren, und Rllx) stetig längs 
derselben in den Zweig l∣2(x) fortsetzen. Denkt man sich das 
System der Werlhepaare ∣x, ∕i2(x)] ebenso wie das frc, B,(a;)J 
durch die Puncte einer Ebene repräsentirt, welche durch Linien 
qi, q', q", q2 begrenzt wird, so würde für alle Puncte dieser 
Ebene «(a?) bestimmt sein, wenn der Werth für den Punct x = 0 
R(x') = — 1 bestimmt ist. Denn da die so begrenzte Ebene

einfach zusammenhängend ist, und *n ,∣,r überall den Cha­
rakter f(x^) hat, so lässt sich jeder Integrationsweg zwischen 
zwei Puncten x1 und x2 ersetzen durch einen zwischen xi und 
0, und einen zwischen 0 und χl,. Da ferner offenbar

rx dχ Γx dx t .
.∕ Λ2'a0 J Λ1(a,∙)>
o o

ür alle Werlhepaare (a;, Λ2) ist, so wird n(x) auch für das
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erweiterte Gebiet bestimmt sein, wenn der Werth von u(x) für 
ta; = 0, fi(a;) = •—1 bestimmt wird.

Ilm von dem Puncte (x = 0, R — 1) zu dem Puncte 
(x = 0, R = —1) so zu gelangen, dass R(x) auf dem Wege 
sich immer stetig ändert, giebt es nur zwei wesentlich verschie­
dene Möglichkeiten, nämlich Wege, welche über die Linie 7, 
führen, und Wege, welche über die Linie q2 führen.

Nehmen wir als Integrationsweg den Weg omnn'm'o',
so ist

rj.x - r dx dx rJ R(x) J Rt(x) * J ß2(a?) ''J
dx

R(xj
omnn'm'o' 0 m' mnn'm'

und wenn wir mit dem Radius des Kreises mnn'm' zur Grenze 
0 übergehen, gleich
r1 dx r° dx _ r{ dx r° dx _ jw 

./ 1 ./ /}.,(&•) ~ J ß,(a?) J Rt(x) 2
0 | 0 1

Renselben Werth erhält man offenbar, wenn man den Kreis 
mnn'm' durch einen andern in positiver Richtung um den

Punct 1 führenden Kreis ersetzt, weil eben ß(a?' nur sein Zei­
chen ändert, sei es, dass man die Variabele x in positiver, sei 
es, dass man sie in negativer Richtung um den Punkt 1 
herumführt.

Genau denselben Werth erhält man aber auch, wenn man 
als Integrationsweg den Weg 0 v v' 0' nimmt. Penn der Weg 
0 v v'o' kann durch den Weg ovnn'v'o1 ersetzt werden, weil
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∕il(<c) auf dein positiven Ufer von qi denselben Werth bat, als 
auf dem negativen Ufer R2(x) und sich somit die Integralsumne

Γn dx Γv dx
J Rl(x) + J R2(χ)
r n‘

vollständig aulbebt. Weiter aber kann der Weg ovn durch 
omn, n‘ v‘ o‘ durch o‘m‘o‘ nach dem Cauchy’scben Satze 
(Satz III.) ersetzt werden, so dass also u(x) in ot auch den 
Werth erhält, wenn x über den Weg o v v‘ o‘ geführt wird.

Führt man also die Variable x, u(x) als Function der 
complexen Variabein x stetig ändernd, auf beliebigem Wege von 
o über qi nach 0', was ja weiter nichts beisst, als dass man 
den Integrationsweg von o nach oi über eine beliebige über qi 
führende Curve nehmen soll, so erhält man für n(x) dort den 
Werth ∣ω. Eine ganz gleiche Betrachtung ergiebt, dass wenn 
man x auf beliebigem Wege über q2 von o nach o‘ führt, n[x} 
dort den Werth — ∖ω erlangt. Demnach ist n(a,,) für die 
Werlhepaare [sc, ∕J.2(sc)] nicht vollkommen bestimmt, so lange 
man zu jedem, ein solches Werthepaar repräsenlirendem l’uncle 
sowohl über q{ als über q2 gelangen kann. Deshalb betrachten 
wir noch die z-Achse als Begrenzung dieser Ebene, so dass 
man zu allen Werthepaaren (x, R2), welche durch Puncte auf 
ihrer negativen Seite repräsentirt werden, nur über q2, zu 
denen, welche durch Puncte auf ihrer positiven Seite repräsen­
tirt werden, nur über qi gelangen kann. Dann sind die Werlhe 
von u(x) auf dem positiven Ufer der z-Acbse jener Ebene um 
ω grösser als auf dem negativen, weil dies im O-Puncte statt­
findet, und das Integral n(x), über welches Ufer der z-Achse 
über eine bestimmte Strecke es auch genommen werden mag, 
immer genau um dieselbe Grösse wächst. Die Grösse ω heisst, 
wie ω', ein Periodicitätsmodul des Integrals n(x).

Es ist also n(x) oder besser m(sc, R) für alle Werllie- 
paare [#, β(αt)] vollkommen bestimmt, wenn man die den Zweig 
Rt(x) repräsentirende Ebene durch die einen Zug bildenden 
Linien q‘ q“ begrenzt, und die den Zweig R2(χ} repräsentirende 
Ebene durch eben solche Linien q‘ q“ und durch die z-Achse. 
(welche mit jenen Linien im unendlich fernen Puncte der Ebene 
zusammentrifft,) begrenzt. Nennen wir im zweiten System die­
jenigen Ufer von q‘, q“ die positiven, welche im ersten die ne-

www.rcin.org.pl



73

galiven sind, so ist u(x, fi) auf den positiven Ufern von q', q“ 
beider Ebenen um den Periodicitätsmodul tu' grösser als auf dem 
negativen, und auf dem positiven Ufer der z-Achse der den 
Zweig R., repräsentirenden Ebene um io grösser als auf dem 
negativen, und ist sonst überall endlich und stetig.

Führt man aber die Variabele x über die Begrenzungs­
linien vom positiven zum negativen Ufer hinweg, u(x, fi) stetig 
fortselzend, so erhält n(x, R) Wertbe, welche um w' bez. io 
grösser sind, als die eben bestimmten, und wenn man den 
Integrationsweg, oder was dasselbe ist, die Variabele x der 
Function u(x, R) n bez. n' mal über die begrenzende z-Acbse 
bez. über q' q“ in der einen oder andern Richtung stetig führt, 
so erhält u den Werlb

u (x, R) ± neu ± n'io'
und ist also eine unendlich vieldeutige Funclion von x und fi, 
ähnlich wie lg (a?) nur bis auf ein beliebiges ganzes Multiplum 
von 2ni bestimmt ist, wenn nicht die Variabilität von x, wie es 
pag. 18 geschehen, beschränkt wird. Betrachtet man n nur als 
Function von x1 so wird die Vieldeutigkeit noch vermehrt, indem 
zu jedem x ein fi, und ein fi2 gehört, so dass u für jedes x 
einen in den allgemeinen Formen enthaltenen Werlb erhält:

u ± »« ± n'to1, \co — m zfc m« -j- nt'cu', 
worin n, n‘, m, m‘ beliebige ganze Zahlen sind. In den Ver- 
zweigungspuncten kann demnach n die Wertbe, die die Tabelle 
angiebt, annehmen:

a; = 1 , — 1 ,
« = j w zfc ihm dt »«'ft/, — J w zfc min zfc m'iü',

_ L _1
X ~ k 1 k '

u — jw zfc mit) zfc w', — * zfc nuo zb ^w'.

Dies wird hinreichen, um die eigentbümlicben Verhältnisse 
klar zu legen, welche bei den Functionen eintreten, die als In­
tegrale algebraischer mehrwerthiger Functionen delinirt sind. 
Wir wollen nun noch ganz kurz die schöne Methode erwähnen, 
welche Biemann angewendet bat, indem er die beiden (rr, fi,) 
und (x, R.,) darstellenden Ebenen zu einer Fläche vereinigt, um 
eine mehrwerlbige Function auf ein räumliches Gebilde zu be­
ziehen, in welchem sie als einändrig und einwerlbig anzusehen ist.
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Man denke sich zwei Ebenen über der x-Ebene überein­
ander ausgebreitet, und lasse dieselben längs zweier Geraden 

q, , q2 zwischen 1 und — und zwischen —1 und---- 7- so

Zusammenhängen, dass diese Geraden gleichsam! die Thore 
bilden, durch welche hindurch man aus der einen Ebene noth- 
wendig in die andere gelangt, so dass man, gleichviel ob man 
in der einen oder der andern Richtung über die Linie qt oder 
q2 hinweggeht, aus dem oberen in das untere Blatt, oder aus 
dem unteren in das obere gelangt, ohne das System zu verlassen. 
Die beiden Linien qx und q2 bilden also keine Begrenzung, wie 
es früher war, sondern sind nur der Ort, längs welches die 
beiden Ebenen Zusammenhängen, oder längs welches sich das 
eine Blatt in das andere lorisetzt. Dabei macht den) Anfänger 
gemeiniglich die Vorstellung Schwierigkeit, dass sich die beiden 
Blätter dort kreuzweise durchdringen, weswegen besonders dar­
auf aufmerksam gemacht wird. Ein Querschnitt senkrecht auf 
die Linie wird die Form haben

Dieses System zweier zusammenhängenden Ebenen heisst 
eine Riemann’sche Fläche und weide mit T bezeichnet. Es 
ist ß(x) eine einwerthige (daher auch einändrige) Function der 
l’uncte derselben, oder es repräsentirt jeder ihrer Puncte ein 
Werthepaar (x, 71). Denn lässt man die Puncte des oberen 
Blattes (was nach dem pag. 60 Gesagten möglich ist) die Werthe­
paare (x, 71,) repräsentiren, die des untern die Werthepaare 
(x, fi2), so geht gerade so, wie das obere Blatt in das untere 
übergeht, 77, (x) in /L,(x) über, wenn der (x, /!,) repräsentirende 
Punct über eine der Linien q{ oder q2 hinweg bewegt wird. 
Demnach repräsentirt die Fläche T die Werthepaare (x, R) ein­
deutig, und jede wie B(x) verzweigte Function ist eine eiu- 
werthige Function des Ortes in T, und jede in T einwerthige 
Function ist wie 7Rx) verzweigt und demnach eine rationale 
Function von x und li, was aus den pag. 63 gemachten Be­
merkungen leicht geschlossen wird.

Damit nun das Integral einer in T einwerthigen Function 
ebenfalls eindeutig bestimmt sei, muss man die Fläche T so
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begrenzen, dass sie einfach zusammenhängend wird. Zu dem 
Zwecke ziehen wir eine Linie I), die sowohl im oberen Blatte, 
als auch im unteren verläuft, und die etwa mit den früher gezo­
genen Linien </,</' im Allgemeinen zusaniinenfallt, nur nicht in die

Puncte -7-,---- 7- einläuft, sondern um dieselben herum ausK K

einem Blatte ins andere geht. (In der Figur ist die Linie b, so­
weit sie dem oberen Blatte angehört, durch einen conlinuirlichen 
Zug augedeutel, soweit sie dem unteren angehört, durch eine punc- 
Lirte Linie. .Die Linie a ist durchaus punctirl, weil sie ganz im 
unteren Blatte liegt. Aul die Ufer, welche als die positiven ange­
sehen werden sollen, ist ein -f-Zeichen, auf die anderen ein 
— Zeichen gesetzt.) Die Linien a und b heissen die Querschnitte 
der Fläche 7’, und ihre beiden Ufer bilden zusammen eine aus 
einem einzigen Zuge bestehende Begrenzung, weil a und b im 
unendlich fernen Puncte des unteren Blattes Zusammentreffen, 
und sie verwandeln die Fläche T in ein einfach zusammen­
hängendes Gebiet T. Biemann beweist nun, dass für dieses 
Gebiet 7V der Cauchy’sche Satz giltig bleibt, und somit das 
Integral einer in T einwerthigen Function über verschiedene 
Wege zwischen zwei Puncten |Werthepaaren (a;, Ä)J nur einen 
Werth erlangt, wenn die Wege ganz in T‘ liegen und keinen 
Punct einschliessen, für welchen die Integrabilität der zu infe- 

grirenden Function aufgehoben wird. Mit der Function —
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ist dies für keinen Punct von T der Fall, sie bat vielmehr überall 
in T' den Charakter f(x), und man erkennt die Einwerthigkeit

Γ^x, lt> dx
des Integrales / -—- für alle Werthepaare, welche durch

J R vx)
Puncte in T‘ repräsentirt werden, leicht aus den pag. 72 ge­
machten Bemerkungen. Auf dein positiven Ufer des Querschnitts 
a ist aber offenbar dies Integral, also n(x, R), um ω grösser als 
auf dem negativen, und auf dem positiven Ufer von b um ω' 
grösser als auf dem negativen.

Stellt man sich die Werthe von u für die Puncte in T‘ 
in einer Ebene (der w-Ebene) graphisch dar, so wird, wie wir 
gesehen halten, das obere Blatt durch ein Rechteck ahgehildel⅞ 
welches durch die imaginäre Achse halbirt wird, und dessen 
Ecken Jω—⅛ω', ∣ω + ∣ω', —Jω + ∣ω', —∣ω — {ω' sind. 
Gehen wir ιiber 4uJn das untere Blatt zu den Puncten, welche 
auf dem positiven Ufer von a liegen, also zu Puncten, die Trä­
ger von Werthepaaren (x, li2) sind, so hat dort u(x, li2) den 
Werth {ω— n(x, R1) und so entsprechen diese Puncte einem 
Rechteck, welches dem Rechteck .¼o' + {ω, Jw—∖ω',
— 4ω' congruent, aber um die Strecke ∣ω verschoben ist, also
die Ecken io√+{ω, ⅛ω'-f-⅛w, ∣ω — ⅜ω', —⅛ω' hat.
Ebenso entsprechen die Puncte der unteren Halhehene, welche 
auf dem negativen Ufer von n liegen, den Puncten eines Recht­
ecks mit den Eckeil —-{ω + ∣ω', —⅛ω-U4ω', —⅜ω—.⅜w',
— jω— ∣ω'. Also entsprechen den Puncten der Fläche 7'

. I» I I • 1 n I m 4- (()‘ —CO-}-Clt'
die Puncte eines Rechtecks nnt den Ecken —-— , ,£ L,
— (0-ω' ω — ωl . . . . ...------2----- , ----- 2—, und zwar dem positiven Ufer von «

/ • n 1 \ r q ■« ω-f-ω' ω ω — ωl(—fov, ...0,..., + 100) die Seite —, 

dem negativen die gegenüberliegende um ω entfernte Seite. 

Es entspricht [(00, II.,)... y ... (00, /{,)...---- p∙∙∙(∞,Λ2)]> dem

... , .. c . ω— ω, ω ω, —ω,
positiven Ufer von 0, die Seite —5—∙∙∙^r----<r∙∙∙—0^^~∙∙∙2 4 2 2

10 ω' ω ω' 1 • r»
----- --------<r∙∙∙----- 0-------UT’ t*en ιnπern Puncten von T‘ aber4 2 2 2
die innern Puncte des Rechtecks.

Bewegt man den Punct (a?,Ä) über einen Querschnitt hin-
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weg, z. ß. vom negativen Ufer von n auf das positive, und setzt 
u stetig fort für alle Puncte von Γ', so erhält man offenbar im 
Puncte (a?, ft) einen Werth von /«, der sich von dem früheren 
um einen Periodicitätsmodul unterscheidet, im Beispiel den Werth 
/«(□;, β)4-ω. Führt man die Variabele x über den Querschnitt 
a in der einen oder der andern Richtung //«mal, über b //«'mal 
fort, w(a?, ß) stetig torisetzend, so erhält u offenbar für jeden 
Punct in T‘ den Werth

u (x, ß) ± mιu ± ∕n'ω',
worin unter n(a?, ß) der Werth verstanden wird, den u im 
Puncte (a;, ß) annimmt, wenn u = 0 ist für x = 0, ß = 1,

∕cr'fi, dx
und der Integrationsweg des Integrales J nur in V

o
verläuft, ohne über einen Querschnitt hinweg zu führen. Die 
Werthe, die u annimmt, wenn (ac, ß) /nmal über a, und //«'mal 
über b und dann in Γ zu allen Puncten geführt wird, werden 
in dern-Ebene durch ein Rechteck repräsentirt, dessen Ecken

, . ω4-ω, . . —ω+ω'mw ÷ m ω 4----- ∩— , mω + m ω 4-------- - ----- ,

. . —ω — ω' . ω — ωtmω + //«'tu 4-------- ------ , mω + mio 4------ —

sind, Die Fläche T, in welcher die Variabilität von (a?, ß) nicht 
durch Querschnitte beschränkt ist, wird demnach durch die 
ganze w-Ebene repräsentirt, weil ihre sämmtlichen Puncte in 
der Form

m ÷ mω ± mω'
enthalten sind, unter u die T‘ entsprechenden Werthe verstan­
den, da ja u die Werthe, welche durch Puncte eines Recht­
eckes repräsentirt werden, sämmtlich annimmt.

Im allgemeinen Falle, in welchem k beliebig ist, sind die 
den Querschnitten von T entsprechenden Linien der /«-Ebene 
nicht nothwendig gerade Linien, aber es werden die Werthe von 
/«, welche T‘ entsprechen, noch immer durch eine Figur reprä­
sentirt, welche durch vier, den positiven und negativen Ufern 
der Querschnitte entsprechende Curven begrenzt ist, von denen 
je zwei parallel sind, weil n längs der ganzen Linie n auf dem 
positiven Ufer um die constante Grösse ω grösser ist, als auf 
dem negativen, längs der ganzen Linie b um w' auf dem posi­
tiven Ufer grösser als auf dem negativen. Sollen den Quer-
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schnitten gerade Linien der u-Ebene entsprechen, so dürfen sie 
seihst im Allgemeinen nicht gerade Linien sein.

So viel von den Riemann’schen Flächen und deren Ab­
bildung durch ein überall endliches Integral.

Die Untersuchung der Functionen, welche rational in Bezug 
auf x und eine Quadratwurzel s einer ganzen Function vierten 
Grades von x sind, also in der Form

S = y]A.(x — X,)(X — X<β)(x—^3)(^—¾) 
enthalten sind, kann auf die Untersuchung der rationalen Fun­
ctionen von ξ und R(⅛), also solcher von der eben behandelten 
Form zurückgeführt werden, indem eine eindeutige Beziehung 
zwischen den rationalen Functionen von x und s, und denen 
von ξ und ft(⅛) hergestellt wird. Dies geschieht mittels der 
Relation

cc + βξ + γx + ∂xξ = 0
oder

α + ß£ t a + γx
X ~ ~7+iξ' 5 ∣t + δτ,-

in welcher die Constanten α, ß, γ, <5 so zu bestimmen sind, 
dass den Puncten xl, x2, x3, x4 der »-Ebene die Puncte

1, —1, —-----— der ⅛-Ebene in beliebiger Ordnung ent-
k k

sprechen, wobei jedoch k keine vorgegebene Grösse sein kann.) 
sondern aus xl, a?2, x3, xi bestimmt ist. Durch diese Sub­
stitution wird

√A(aj-£C,X(J5—at2)(aj-at3)(aj-λj4) = s2)(l-k2ξ'l

und
∕⅛ = Const. Λ⅛.
J S .∕ Ä(£)

Zur Bestimmung der Verhältnisse a : ß : γ : d dienen vier lineare 
homogene Gleichungen, deren Lösung nur dadurch möglich wird, 
dass die in ihnen enthaltene Constante k so bestimmt wird, 
dass ihre Determinante verschwindet. Diese Gleichungen erhält 
man aus der Gleichung α + β⅛-f-χaj + ιLr∕⅛ = 0, wenn man für

x und s die Werthe x,1 und 1; x2 und —1; χ3 und —; x.
k

und-----— einsetzt, sie sind:A
α + ß + yxt + — 0, « —β + γxi —∂x2 = 0,
ak+ ß + γkx3 + ∂%i = 0, ak— β + γkx4 — δx4 — 0.
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Verbindet man die ersten zwei durch Addition und Subtraction, 
und dann die letzten, so fliesst daraus das System:

2a 4- y(xt 4-£C2) 4- J(®, —£C2) = 0,
2ß + r(xi— x2) + d(a7,4-a;2) = 0,
2ak + yk(x3-t-x4- d(.T3— #4) = 0,
2/? 4- yk(x3-—x4) + d(x3+ x4) = 0.

Aus der ersten und dritten dieser Gleichungen kann man a,
aus der zweiten und vierten ß leicht eliminiren, woraus folgt: 

yk(xt-]-x2—x3— x4) 4- d’([a7, — x.,]k — x3 + x4) = 0, 
/(x,—x2—kx^ + kx*) 4- —x3—x4) — 0.

Demnach findet man für das Verhältniss die beiden Werthe:

(.r3 x4) — — (x, X2) 4~X2) (x3 4- X4)_

(x, 4-x2) — (x3 4-x4) ’ fr(x3—x4) —(x, —x2)’
aus deren Gleichsetzung zur Bestimmung von k die quadratische 
Gleichung entspringt

£2(X;} — x4)(x, —x2)
4- [((x,+x2) —(x34-x4))2 —(x,—x2)2— (x3—x4)2].A- 

4-(x3 — x4)(x,—x2) — 0,
deren eine Wurzel der reciproke Werth der andern ist. Ausser­
dem sind noch für k verschiedene Werthe möglich, welche durch 
Vertauschung der Wurzeln x,,x2,x3,x4 erhalten werden. Die 
Beziehungen, welche zwischen diesen bestehen, werden wir spä­
ter kennen lernen.

Ist die vorgegebene Quadratwurzel nicht aus einem Aus­
drucke vierten, sondern nur des dritten Grades zu ziehen, so 
dass einer ihrer Verzweigungspuncte auf den unendlich fernen 
Punct fällt, also ist etwa

s = \J ä(x — xß)(x — x2) (x—x3), 
so kann man durch die Substitution

x = — <*4-/?£ 
1— /r§

s transformiren, und die Beziehung 
Const fi®

erhalten.
Bemerkenswert!) ist, dass jedesmal der Modul k seinem 

absoluten Betrage nach kleiner als 1 vorausgesetzt werden kann, 
weil die quadratische Gleichung für k reciproke Werthe liefert.
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Legendre hat zuerst die Untersuchung der Integrale von 
Functionen, welche keine andere Irrationalität enthalten als die 
Quadratwurzel einer ganzen Function dritten oder vierten Grades, 
durch das Mittel der Substitution auf die Untersuchung solcher 
Functionen, in welchen die Quadratwurzel die Form hat

B(x) = √(l-a∕2)(l-λ⅛),
zurückgeführt. Man kann deshalb alle Integrale rationaler Fun­
ctionen von x und einer Quadratwurzel s aus einer ganzen Fun­
ction dritten oder vierten Grades mit dem Namen elliptische 
Integrale belegen, wenn man die Integrale rationaler Functionen 
von x und R so nennt. Es bilden dann die Integrale von x 
und R die canonische Form elliptischer Integrale, und 
Legendre hat gezeigt, dass sie sämmtlich auf drei wesentlich 
verschiedene Gattungen zurückgeführt werden können. 
Die Grösse k heisst der Modul der elliptischen Integrale oder 
auch der elliptischen Functionen.

Gauss, Abel und Jacobi gewannen dadurch der Theorie 
dieser Functionen eine neue fruchtbare Seite ab, dass sie die 
Integrale umkehrten, und die doppelte Periodicität dieser um­
gekehrten Functionen, welche elliptische Functionen 
heissen, entdeckten. Fasst man die obere Grenze des Integrals

dxr = u als Function von u auf, so erhält man die Fun-
o
ction, welche Jacobi mit

sin am u
bezeichnet. Durch die Arbeiten Jacobi’s, welcher für die Irra­
tionalität R(x~) die Form √ll—∙e'2)(1 - k'ix2) beibehielt, ist diese 
canonische Form fast in allen Arbeiten über elliptische Fun­
ctionen angenommen worden und wird grösstentheils auch in 
den Vorlesungen über diesen Gegenstand zu Grunde gelegt. 
Dies hat mich bewogen, dieselbe hier ebenfalls festzuhalten. 
Freilich hin ich der Ansicht, dass es besser sei mit Die mann

7 x. (1 — x) (1 — k-x)
als die canonische Form anzusehen, welche mit der Legcndre’- 
sclien in einer einfachen, jedoch zweideutigen Beziehung steht. 
Setzt man nämlich χ2 = ξ, so hat man

√(l-s1)(l→⅛ = √(1-ξ>(l-fc⅛)
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und

„ - ∕∙ -'- _ 1 ∕*i ⅛'______
βW 7 √S(l-t)(l-⅛⅛'

Biemann betrachtet nun y∣ξ, also eine zweiwerthige Fun­
ction als Function von u und setzt

V⅛ = sin am u.
Diese Form V⅛(l—£)(1—k2ξ) als canonische eingeführt bietet 
in vieler Beziehung Vortheile namentlich dadurch, dass in ihr 
die Verzweigungspuncte nicht von einander abhängig sind. Die 
Darstellung ferner einer zweiwerthigen Function wie y∣ξ durch 
das überall endliche Integral schliesst sich der Theorie der 
//-Functionen weit inniger an, als die Jacohi’sche Darstellung 
einer einwerthigen Function, so dass im ersten Falle die Trans­
formation der Functionen und elliptischen Functionen ein­
ander congruent sind, im zweiten Falle nicht. Dies sind die 
Gründe, weshalb ich die Biemann’sche Form vorziehen möchte.

Die Zurückführung der Integrale wie R(x) verzweigter, 
also rationaler Functionen von R und x, aut die drei Gattungen 
elliptischer Integrale geschieht nun etwa in folgender Weise.

Jede rationale Function fix, R) von x und ß ist in der
Form

M+NR (M+NRyP-QR, = fm + gm∑
F+QR P2- Q2R2 w + 1 ’ R

enthalten, worin M,N, P, Q ganze und F und G rationale Fun­
ctionen von x sind. Also ist

ff(x, ß) = √⅛)dx +∕G(x)f^,

worin nur das zweite Integral der rechten Seite weiter zu be­
trachten ist, weil das erste mit bekannten Mitteln ausgeführt 
werden kann. Zerlegt man G(x) in Partialbrüche, so wird dies 
letzte Integral in eine Summe von Integralen der Form

/’ xmdx Γ dx 
J R(x) ' J (x— a)nR(x)

zerfallen. In dem ersten Integral kann die weitere Betrachtung 
auf den Fall gerader m beschränkt werden, weil für ungerade 
m durch die Substitution x2 = ⅛ das Integral in ein sogenanntes 
Kreisintegral übergeht, welches durch Logarithmen und cyklo- 
metrische Functionen integrirt werden kann. Ist m = 0, so ist

6
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Z,rr⅛
J B

«
das Integral erster Gattung, welches überall endlich bleibt. 
Ist m = 2, so ist

A-
0

ein Integral zweiter Gattung, welches für x = -x> unend­
lich gross erster Ordnung wird. Für m>2 bringt man durch 

die Substitution x = das Integral auf die Form

/’ dx
(x-a)nR(χ)

zurück. Dieses letzte ist nun der nach a genommene n—lte 
Di∏erentialquotient von

/’ dx
J (x — a)R(x) ’

w.elches für x — a wie lg x — n unendlich wird, und somit den 
wesentlichen Charakter eines Integrales dritter Gattung 
besitzt. Da durch einmalige Differentiation nach a für 
α = 0 aus diesem ein Integral z w ei ter G a ttu n g entsteht, 
so würde es schon hinreichen, wenn das Integral erster und 
dritter Gattung ausgeführt würde, damit die Integration der 
rationalen Functionen von x und H als ausgeführt angesehen 
werden könnte.
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Art. 1. Die Functionalgleicliungen der ^-Functionen.
Das Verschwinden der ^-Functionen. '

Wir betrachten die (elliptischen) ^-Functionen als Integral 
der beiden Functionalgleichungen:

(1.) #», (u + ZlTT) = (—1)“.#,, (t,), )

(2.) ^9(» + OTi - 5
worin h, g, x, Z beliebige ganze positive oder negative Zahlen sind. 

Ausserdem sollen die ^-Functionen für alle endliche
Werthe von v endliche einwerthige und stetige Functionen der 
complexen Variahein v sein.

Um die Functionalgleichungen (1) und (2) zu integriren, 
machen wir zuerst die Substitution v = lg t. Für jeden Werth 
von t nimmt v einen endlichen Werth an, wenn t von 0 und 
oo verschieden ist. Es ist 1 = ev eine für alle endliche Werthe 
von v stetige und einwerthige Function. Jedem bestimmten 
Werthe von v, oder einem um ein ganzes Multiplum von 2m 
davon verschiedenen, entspricht ein einziger Werth von t, weil 

_ ev _ t jgt *) Demnach ist <9-/, 9 (lg t) — eine 
für alle Werthe von l stetige und einwerthige complexe Function, 
wenn t innerhalb eines Dinges zwischen einem im Nullpuncte 
centrischen beliebig kleinen und einem beliebig grossen Kreise 
verläuft. Denn wenn l sich um den Punct Null einmal herum­
bewegt, so ändert sich lg (/) um 2ni und bleibt wegen der 
Gleichung (1) ungeändert. Eine solche Function lässt sich aber 
nach dem Laurent’schen Satze (XVII. pag. 26) nach auf- und 
absteigenden Potenzen in eine unendliche Reihe entwickeln. Wir

*) Unter m und n sollen im Folgenden durchgehend ganze 
positive oder negative Zahlen verstanden werden.
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wissen jedoch noch nicht, ob eine stetige einwerthige Fundion 
von v existirt, welche die Gleichungen (1) und (2) belrieligt. 
Wäre die Existenz nachgewiesen, so stände die Convergenz der 
Reihe (nach XVII.) fest. Da dies aber nicht der Fall ist, so »vird 
erst umgekehrt aus der Convergenz der Reihe die Existen: zu 
folgern sein.

Setzen wir also
OO 00

--- 00- — 00
so folgt aus der Functionalgleichung (1)

00

1)”‘
- - 00

00

= = (—iy
00

und hieraus nach Satz XVII.:
4m(-l)*V= Am;

oder wenn man 2n + h und 2n + A-Fl für m setzt:
4o„+h= 42n+/i, X>n+/i+l = •— 24o„4-/,+i = 0.

Also ist
oc

W») = ez“’.2(n)«»«2nv ,
— 00

wenn Bn für d2n+/i gesetzt wird.
Nun wenden wir aut dtese Reihe die Functionalgleichung

(2) an, so ist
00

/>M(ü + ax) =2f,1)ß«e2n,’+/'t’+2naX+/,aZ =
00

00
9(ü) . g-ö^-Oxr-(/x^ ßmg_flx2+2(ni-x)f+//r-,xi^

00

Setzen wir in dem letzten Ausdrucke n statt m — x, so iiliren 
wir dadurch nur eine veränderte Zählung der Glieder ein und 
erhalten

OO 00

2 —ax2 + (2n-F/j)v—(/xijtD __  K? (2n+/i)f+2ziaz+/i«x o
(n)ß «n+x — ’ö»’

OO ---- 00

woraus wiederum nach XVII. folgt
ßne2nax+/(flx =

Hierdurch wird jeder Coeflicient mit jedem andern, Bm mit B„ 
in Verbindung gesetzt, weil x eine willkürliche ganze positive 
oder negative Zahl ist. Man sieht a posteriore leicht ein. dass
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diese unendlich vielen Gleichungen nicht im Widerspruche mit 
einander stehen. Es ist aber lür n = 0

B, = ß0.e'','z + az2+!/x'7r,
worin x beliebig ist, also durch m ersetzt werden kann. So 
haben wir denn, B statt Bn gesetzt:

CO

00
und

Bn+l _ p2an + (/i+l)a -(- '2v + gin
Bn ~ e

B—n—\ __ jpna — (h—1 )a — 2u — girr 
B—n

Beide Quotienten nähern sich mit wachsendem n der Null dann 
und nur dann, wenn a einen negativen reellen Theil besitzt 
und die Reihe convergirt unter dieser Voraussetzung für be­
liebige endliche Werthe von v.

Die Constante B beschränken wir durch die partielle 
Differentialgleichung

x 4<9//„/«) _ d2#/t(Z(u)
W Ta ~ ’

Sie wird erfüllt, wenn

= /,2ß, also B = e^a.C

und C von a unabhängig genommen wird. Es soll aber C = 
e— gesetzt werden, so dass nun die //-Function völlig 
bestimmt ist durch die Gleichung

00

(4.) B-hg(v) — ean’+2"(H-
---- 00

Die Functionalgleichungen (1.) und (2) und die partielle 
Differentialgleichung (3.) bestimmen also eine //-Function bis 
auf einen willkürlichen von v und a unabhängigen Factor.

Ist h = 0, 9 = 0, so lassen wir an der //-Function die
Indices fort und haben

00 00

X«) = 2(„)ean2+2n‘’ = l + 2(„)efln2(e2OT+<!_2”’’)-
— 00 I

Diese Function ändert offenbar ihren Werth nicht, wenn man 
v in —v verwandelt, in einer Entwicklung nach Potenzen von 
v können daher nur gerade Potenzen Vorkommen. Daraus folgt
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(5.) ist eine gerade Function von v.
Die Grösse in heisst die Periode, a der Modul der

^-Functionen, welcher zuweilen noch angedeutet werden muss, 
was durch die Schreibweise i9-(y, a) geschieht. Es ist in der­
selben

a + 2mni) = &(v, a), &(v, a + mni) = + a).
Die ^-Function #ylff(ü) wird mittels der Gleichung, deren

Richtigkeit aus der Definition durch die Reihe unmittelbar er­
sichtlich ist,

(6.) &llt){v) = e^ + V'^-^.^v + ^ah + ^gin) 
auf die ohne Index zurückgeführt. Es reicht hin für h und g 
die beiden Zahlen 0 und 1 zu setzen, also die vier ^-Functionen 
#(y), #oi(w), i>i o(v), ■5-1i(ü) zu betrachten, weil auf diese 
die übrigen mittels der Gleichungen (1.) und (2.) zurückgeführt 
werden. Es ist nun [nach (5.) und (6.)]

= ei *’« + *«■ -} B 1

= ei *’«+»!—Ji#«. S(—v + iha+igin'). e—
= -r).

Daraus folgt:
(7.) #/(9(y) ist eine gerade Function, wenn h.g gerade

ist, eine ungerade Function, wenn h.g ungerade ist. 
wird für v — 0 und $(v) für v = |(a + in) Null, I "

Mit Hilfe des Satzes XI. pagg. 21,22 zeigen'wir leicht, 
dass für andere Werthe als den in der Form

v = | {2m + 1) a 4- | (2n + 1) in 
verschwindet.
Puncte, für welche S(v) 

verschwindet, innerhalb 
eines Parallelogramms, 
dessen Ecken o, in, 
a+in, a, sind. Da 
&{v) in diesem Parallelo­
gramm nicht Unendlich 
wird, so wächst nach 
XI. lg/>(/;) um so viele 
ganze Multipla von 2ni, 
wenn v in positiver

enthaltenen die Function &(v) nicht 
Wir suchen die Anzahl der

C ■ - v i
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Richtung um die Begrenzung s des ein Stück „S“ bildenden 
Parallelogramms herumgeführt wird*), als Puncte iin Innern 
desselben vorhanden sind, für welche l9∙ (v) verschwindet. Dieser 
Zuwachs ist aber

in, a-∖-in a 0
fd lg θ∙(υ) = f dlg Wv) +f dlg &(v) +fd lg ∂(v∖ +f d lg θ∙(υ) 
(S) o jti 04-j7r a

’</ u u
= f d lg fr(v) +fd lg θ∙(υ+j7r)÷∕d lg $(y + a)+fd lg θ∙(υ)

0 0 jjr a

Es wird demnach, da nach Satz X. pag21 eine gebrochene 
Ordnung unmöglich ist, <9(c) in jenem Parallelogramm nur an 
einer einzigen Stelle Null, und zwar in der ersten Ordnung.

Eine analoge Behandlung des Integrales flg∂↑y)dv liefert 
den Werth von v, für welchen &(v) verschwindet; allein wir 
haben diesen schon früher in anderer Weise gefunden und da 
die Functionalgleichungen (1.) und (2.) die in dem Parallelo­
gramm gegebene Function durch die ganze Ebene fortsetzen, 
so haben wir

. „ n ∕2wι -P 1 2h + 1 . \ „(8.) θj—-—ad------—Z7Γ∣ = 0

und es verschwindet θ-(w) für keinen andern Werth von v.
Die θ∙-Functionen, in denen die Argumentwerthe halbe

Perioden oder Moduln sind, lassen sich durch solche mit den 
Argumentwerthen 0 und veränderten Indices ausdrücken. Wir 
lassen die betreffenden Gleichungen hier folgen, und lassen dabei 
das Argument 0, wie auch später bei diesen Functionen 
immer, fort.

(9.)
^⅞) = Λ,, ⅛(⅜) = e→.⅛10, ^(-+η = 0, 

⅜lj'⅛j=⅛, ⅜1(∣)=0, =e-Hθ10,

*) Sollte ein Punct auf die Begrenzung des Parallelogramme» 
fallen, so muss dieselbe durch parallele Ausbiegungen abgeänderl 
werden.
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*1.(⅞)-0, *,∙(f)-e1*.*. *1o(⅛1) = -1√"⅛i, 

*, (ψ) = #, o , 0, ι (⅜) = ⅛i',∙ ⅜,, ⅛,, (a^τ) = ei',. ⅛.

Art. 2. Beziehungen-zwischen den Quadraten der <9-Functionen. 
Bas Produkt 0∣hg(u + v). ∙9'h,,η,(,u—v)-

Die Functionalgleichungen (1.) lind (2.) bedürfen nur einer 
geringen Erweiterung, damit sie die wichtigsten Beziehungen 
zwischen den vier ^-Functionen liefern. Ist p eine ganze po­
sitive Zahl, so beweisen wir leicht den wichtigen Satz:

(10.) Zwischen p + 1 complexen, für endliche Werthe 
des Argumentes eindeutigen und stetigen, also auch endlichen 
Functionen, welche die Gleichungen

(11.) φ(υ + Z∕π) = (—l)w∙.φ(√),
(12.) φ(υ + κα) = (~lfικ. e~aχ2∣l~2xυij. φ(v)

befriedigen, besteht stets eine lineare homogene Belation mit 
constanten Coefficienten, von denen einige auch Null sein können.

Offenbar genügt die Function l9∙∕,j9(υ) .θ∙∕,~,(t>) den An­
forderungen (10.), (11.), (12.), und es steht>daher (nach 
Satz XVII. pag. 26) a priori fest, dass cf (v) nach auf- und ab­
steigenden Potenzen von eυ in eine für alle endliche v con- 
vergente Reihe sich entwickeln lässt. Da die Gleichung (11.) 
von der Gleichung (1.) nicht verschieden ist, so hat die Reihe 
die Form

00

<y>(υ) = eh"∑Bne∙nv.
— ∞

Die Gleichung (12.) auf diese Reihe angewendet, liefert
. oo 00

„hv+hxa n o2nv+2nxa   o—apχ2—2pxc sC n o2nv-∖-lιv ∙{-∣miπ
β ∙^(n)β"e ~ e '^(n)β"∙e

— oo — oo
oc

_ α∕1κ2 + Λ∣)-∣-9xtπ V » 1 √2nυ
c + xp ‘ ’

---- 00

in welcher letzten Gleichung die Zählung der Glieder um pκ
verschoben ist. Hieraus folgt:

p .2nκα-4-∕ικα   o—apx2-pgxiπ υυne — e . wn-(-χp,
n _  p oapx2-{-2nxa-}-hxa4-<∣xiττ
on-∖-xp — lin∙ e

Somit werden alle Coefficienten, die um p Glieder von einander
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entfernt stellen, mit einander verknüpft. Ist r eine der Zahlen 
0, 1, 2, ... p — 1, und setzt man n≈×p + r, so erhält man

p—t oc

φ(υ) = 2ω(βre,*β.2ω ea∕,×2+2r*a+2Pxr+2n'+∕,κα + 9*iπ)
0 —- oo
P---’ Q

= 2(r) ß, e<∙r+'t1',. τ9 (pr + Z 2 ,'a + yt^ ' Va)∙

Die hierin vorkommenden θ∙-Functionen sind Potenzreihen, 
die alle verschiedene Potenzen von ev enthalten, so dass keine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten zwischen ihnen Statt 
hat. Demnach lässt sich jede Function φ(υ), welche den Glei­
chungen (11.) und (12.) Genüge leistet, durch p von einander 
unabhängige .7- Functionen linear und homogen ausdrücken, 
womit der Satz (10.) bewiesen ist.

Hiervon machen wir Anwendung für <IeιT Fall p = 2, wel­
cher der einfachste ist. Zuerst ist

⅛,M = <⅛∙W+∕S⅛√<>),
weil zwischen den drei Quadraten nach 110.) eine lineare Be­
ziehung Statt haben muss. Wir müssen natürlich voraussetzen, 
dass /ig; h'g',, li“ g“ von einander verschiedene Systeme der 
Indices sind, weil im andern Falle die Coefficienten aller drei 
Quadrate Null sein müssten. Da wir vier O-Funclionen haben, 
so können wir eine, etwa >7θl(r,) mit je zwei der drei anderen 
verbinden. Eine der drei- so erhaltenen Gleichungen muss 
jedoch eine Folge der andern sein, weil sich aus je zweien eine 
der θ∙-Functionen eliminiren lässt. Wir betrachten daher nur 
die beiden Gleichungen:
Xι(O == α'X1(w) + ∕S'^0(υ), .7*1(υ) = 1(υ) + ∕7"θ∙2(υ).
Für υ = 0 haben wir

Ol __ yj 0 1 QU __ Ol

P- " a’ ’ p - W •T1 0
n2 ∕ in \Für„=£, α-=⅛4η = ⅛-.

2 X.(v) *’•
. 2 ∕α+iπ∖ 2

a÷zτr n lΛ>4~2-/ 01 Mir υ = _ a" = — . , ∙. = -÷r-∙2 ∕a+m∖ J2

Setzen wir nun zur Abkürzung
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⅛2 √∩*1 ∖ _ i o _ /• _o ». = i∙'/>2 <μ ~κ'
so haben wir hieraus

(14.) ⅛.^,(c) = ⅛J,(υ) + ⅛-.X0(i,),
(16.) O⅛ = i⅛)+M¼ 

und setzen wir in der letzten Gleichung υ1= ∣7τz, so liefert sie 
die wichtige Relation:

(16.) J l-*∙⅛ + *-⅝-P+F*,

∂λ = <) i + <y .
10 0 1

Die Function ^∕,∕M + υ) ^∕l-3 (m—f) genügt sowohl als 
Function von u als auch von v den Functionalgleichungen (11.) 
und (12.), wenn dort p = 2 gesetzt wird.

Man hat deshalb
#ii(m + ü)#oi(m— v) =

l«i 1l9ι 1 (*>) '‰ 100 ÷ α 12 & 1 o(υ) 1 <m) ,^o /M)
+ ["2 1^∏(υ)^(>l(w) +«2 2^jo(y)^)] ^10(m)^(m).

Für v — 0 haben wir
1 _ n

«i 2 — ,, 1 ’ α2 2 — θ∙
xf ’ ,'l<l

Für v =

κιι — 0, cc2i ~ 17 17
xf. xfl,t

und folglich
(17.) 5∙.Jl0.^, ,(M + υ)θ01 (w— ??) =

θ(υ) 1^(^) '0 1 (W) ,‰ 1 (W) d” I o(m) 1X^) i9 j | (y) >‰.l(w) ’
und wenn man v in ■—v verwandelt

(18.) '>.fl∣,l.'A1(ii-υ),70∣()∕ + t') =
^,0(υ)θ-(w)θ∙, i(«)#o1(m) — #10(w) #(m)#, i(υ)ι‰1(υ).

Dieselbe Methode liefert
(19.) θ∙θ1 .√>θ ,(«+») <‰ 1(w-w) = θ∙J1(w)Xι(υ)—θ∖1(tt)X10>)∙

Setzt man hierin u + ∣7∏ für n, so folgt 
(20.) = ^2(m)X1(v)-^0(m)X1(γ).

Weiter ist
(21.) ^ιo∙1^oι •^io(M + ü)-^oilM“v) ~

*1 θ(w) ,^O 1 (M) ∙ 1 o(υ)1‰ 1 (W)----- ∙^-(w) 1 (w) 1^(υ) 1^-ll(υ) »

und wenn man —v für v setzt
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(22.) ∕>lθ.∕Z01 . ^t0(n-v).0ol(u+v) =
f>l o(w)->o i(M)^ιo(t>) ^oι(w) + l9(w) ¾ i(m)1'jM l9 l ι(υ)∙

Endlich ist
(23.) & . <9 01 . ,Xm + ») A i(M — v) =

&(u) 1901(m) ∕>(υ)∕∕0 ,(υ) +λ>, 0(w)θ∙1 t(u) ∕>10(υ)θ, 1(υ),
(24.) //. ∕∕θ 1.//(m— v).Oo ∣ (m+ v) =

<Ku)∂∙0l(u)∂∙(v)∂∙"i(v) — θ∙10(w)∕>1 i(u)Oιn(v)∂li(v).
lliese einfachen Formeln reichen hin , um die wichtigsten 

Sätze der Theorie der elliptischen Functionen herzuleiten, welche 
Functionen Quotienten zweier //-Functionen sind.

Art. 3. Die elliptischen Functionen und ihr Additionstheorein.
Um unsere Formeln mit den in der Theorie der ellipti­

schen Functionen gebräuchlichen in Einklang zu bringen, führen 
wir die folgende neue Bezeichnung ein. Wir setzen

2τn' o . ω' , [2πi o . ω,∖v = — x, a = 2m —, (*J∣, ∩(x) = ∂∣l „ I— x, 2m -I,ω ω ∖ ω ω /
2πX

e ω = q ,
(25.) sin am (a?) — λ(x) *) = θ1, 

y∣k.Θ01(x)
(26.) cosam⅛) = μ(x) = ^*.gu⅛,

(27.) Λ am (x) == v(x) ≈ >∣k'∙J^-γ∖∙
7 7 Θul(x)

Für positiv reelle Werthe von x, ω und q (es muss 
norm (q) immer <1 sein), haben die vier ©-Functionen positiv 
reelle Werthe, wenn x klein genug genommen wird, wie man 
aus den Reihen erkennt:

00 2m—x √λ, / 2m—x — 2m—x,
Θ(^)=∑wr ∙e ω = l + ‰qm∖e * + * " A

cn l

*) Biese Bezeichnung, — wenn sie mit der für die ellipti­
schen Functionen gebräuchlichen übereinstimmen soll, — ist nur 
dann anwendbar, wenn λ'(0) = 1 ist. Ist λ'(0) = (>, so muss

©,,(») Ir x-r-—-— = /(na?) gesetzt werden.
√tβ<,,W
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/ Q(x) = l+22(m)9"'2

1 °° 9 1I©io(®) = 2^2(m)3"‘-(’"+i)c°8(2-^—ttM,
(28.) % X W '

j ©« i(®) = 1+2 2(m) (—1 )m?m2cos ,

©, t(x) — 2^</5^(l )(—l)m.sin^2'J??^ ^7ra;j.

Aus den Gleichungen (14.) und (15.) folgt in unserer neuen 
Bezeichnung
(29.) 1 = sin am2(x-) + cosani2(a;), oder Z2(a?) + ^2(®) = 1,
(30.) 1 = /i am2(aj) -1- fr2sin am2(a?), oder v\x) 4- Ä'2Z2(a;) = 1.

Es sind aber Zisc), /'(#), r(3;) doppelt periodische Fun­
ctionen, indem
(31.) Z(a;-Ho) = Z(a?), Z(aB-w') = Z(x-), Z(a;-F Jto) = —Z(aD,

(it(aH-w) = /<(&■), tt(a;-R<P) = —/z(a?), /z(a?+Jw) = —/t(a?),
v(x+io) = v(a;), r(a-’-Fw') = —v(x), r(a7-F|w) = v(x)

ist. co und w' heissen die Perioden der Function Z(xc) oder
sin am (a?), t<(a;) hat die Perioden w und w'-Mw, v(x) hat die 
Perioden und 2w'. ln diesen doppelt periodischen Fun-

ctionen muss 2m — einen negativen reellen Theil besitzen, 60
co'also — einen positiven imaginären, weil sonst die ©-ReihenCO

nicht convergiren. Da eine Periode co auch eine Periode —co 
(0^

ist, so kommt es nur darauf an, dass — nicht eine reelle Zahl co
ist. In der That aber

(32.) „ Eine einwerthige doppelt periodische complexe
Function, deren Perioden in einem reellen Verhältnisse zu ein­
ander stehen, existirt nicht.“

Denn da auch ß = mco + nco' als Periode angesehen 
werden kann, wenn co und co' die gegebenen sind, so kann 
man, wenn co und co1 commensurabel sind, also etwa co = m'ß, 
co' = n'£2 ist, m und n so wählen, dass mm'+ nn'= 1 ist, 
und es ist dann mco + nco' = (mm'+ nn') ß = ß die einzige 
Periode der Function. Wenn aber co und co' incommensurabel 
sind, so kann man eine Periode Q — mco + nco' von beliebiger 
Kleinheit hersteilen. Also müssten die Werthe der Function in
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beliebig kleinen Intervallen wiederkehren. Eine solche Function, 
wenn sie nicht consta nt ist, würde in jedem noch so kleinen 
Ebenenstück um ein Endliches von einander verschiedene Werthe 
besitzen, und mithin überall unstetig sein, also den Charakter 
einer Function der cotnplexen Variabein x nicht besitzen.

Alle drei Functionen λ(aj), ∕∕(x-), i,(λ,) werden unendlich 
gross für x = Uo'+∖mω + nω'i λ(x) ist eine ungerade Fun­
ction und verschwindet für x=∖ιnω + nω', u(x') ist eine
gerade Function und verschwindet für x = *ω -∣- ∖ιnω + nω', 
r(a?) ist eine gerade Function und verschwindet für x = 
∣ω' + {ω + ∖mω + uω', und es ist
(33.) μ(0) = 1, r(0) = 0, μ'(0) = 0, r\0) = 0,

'(M)-Mτ÷S-~"-(τ÷⅞)→

Das Additionstheorem der doppelt periodischen Functionen 
λ(x) erhält man durch Division der Gleichung (19.) in die (17.). 
Es folgt durch Einführung der neuen Bezeichnung in diese 
Gleichungen:

~~ ^.Λ(χ∙ + ⅛) = 
l,o ι ,Λ) 1

®1∣W θp ∣⅛)θ∣ »(?) Θ(ξ) + Θ, 0(a,) θ⅛) θ∣ ∣(j∙) (■)„,(?)
⅞(¾⅞W________________ ___

ö’ , W ®: ,(⅞>-ef i⅛) 1(g
⅛⅛).βi,Θ

und mit (13.)
zoax ‰,n λ(α)∕t(ξ)r(ξ) + λ(ξ)μ(x)vix)
(34.) λ(α+b) =------- Γ-kH∖x)λ^) ‘

Dividirt man die Gleichung (21.) durch die (19.), so erhält man 
in ähnlicher Weise

f35) u(x+'<) -(3ö.) μ(rc + s) 1 —Fλ-(at)Z2(ξ)

und wenn man mit (19.) in (23.) dividirt,
f3G ι√r4- - ⅛c>Φ ~ k*μ(x)μ(ξ)λ(x)λ(ξ)
(öb.) + - 1 —Fλ^).λ2(^)

woraus für ξ == x die Gleichungen fliessen:
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(;z9 x _ 2λ(x)μ(x)v(x) _ μ2(x) — λ2(x) y2(x)
∣Λ(∕at) 1—fcU4(aO ’ ‘ 2 l-k2λi(x)

( ) w,iλ _ ⅛)-⅛WW
' ( } 1 —fr2Z4(z)

Mit Hilfe dieser Gleichungen stellt inan leicht die folgende
Tabelle her. in welcher nur die Bestimmung der Vorzeichen 
einige Schwierigkeiten macht. Nimmt man fr als positiv reell 
und kleiner als 1, und ebenso fr' positiv an, so sind die sämmt- 
lichen darin vorkommenden Wurzeln so zu nehmen, dass der 
reelle Theil ihres Werthes positiv ist, wodurch sie völlig be­
stimmt sind.

Es sind in dieser Tabelle die Werthe Z^m

enthalten und zwar entnimmt man diesen Werth aus der iw>θ" 
llorizontalreihe und der nten Vertikalreihe der durch die beiden 

Striche begrenzten Reihen z. B. λ(0) = 0, + =

+ 2 ~ j = . Die Werthe für m ≥ 4 oder n>4

findet man aus der Periodicität der Function Z(a?).

(38.) x | θ, , -~2^,

θ ⅛∙ °°' φ

ω / 1 ∕fr+∕fr' / 1 , fr —/fr'
8 Vl + fr', V fr ’ V 1—fr', \ ^ fr
H 1 1,1 i
4 ’ √fr ’ fr ’ √fr

3ω / 1 / fr—/fr' / 1 / fr + /fr'
. T V Γ+fri, V fr ’ V i-~k' V “fr

ω — / /
2 ’ √i ’ °° ’ <Jk

Art. 4. Die Differentialgleichungen der elliptischen Functionen 
und der Thetafunctionen. Die elliptischen Integrale 

erster Gattung.
Setzen wir in dem Additionstheorem (34.) dx für £ und 

bezeichnen mit Z'(sc), μ∖x), v,(x'), Θ'ug(x') die ersten Dif­
ferentialquotienten von λ, μ, v, Θ∣ιy nach x, und mit 3'hg(v)
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den ersten Differentialquotienten von √>∕t 9(w') nach v, so 
haben wir

λ'(x)dx = λ(dx').μ(x') .v(x) = λ'(()'). μ(x) .v(x) dx
oder

(39.) = λ'(O)√[l-r⅛)][l-M⅛)],

woraus mit Fortlassung des Argumentes x hinter dem Zeichen 
λ sich die Gleichung ergieht:

1 dλ r>- dλ
^ >√(θ√(M^2μι-FX2)’ J Λy(o√(ι--λ2)fi—Λ2z2)’

. o
worin die zweiwerthige Function √(1—Z2)(l k^λl) für λ = 0 
den Zweigwerth +1 hat, weil für x = 0, μ = 1, r = 1 ist.

Die Differentialgleichung (39.) oder das Integral derselben 
wird noch vereinfacht, wenn man λ'(0) = 1 setzt. Da

iw, - θ'ιA°l. 1 = 2π*. X .∙^ 
t' Θol(0).√t ω

ist, so geschieht dies dadurch, dass man 

(40.) ω = --- ------
1,0 1 ’ tZl 0

m'setzt, wodurch die Variabilität von n = 2πi— nicht im mindesten ω
beschränkt wird, also auch k noch völlig willkürlich bleibt. 
Unter dieser Voraussetzung ist nun

(4l) » √vtl-√(1-w) -∩⅛'

0 0

welches die kanonische Form des sogenannten ellipti­
schen Integrales erster Gattung ist. Die Umkehrung 
dieses elliptischen Integrals, d. h. die obere Grenze Z, als Fun­
ction des Werthes x des Integrales, heisst eine elliptische Fun­
ction und wird von Jacobi mit Sinus Amplitudo x (sin am x) 
bezeichnet. Charakteristisch ist für das Integral (41.)

dass es für keinen Werth von λ unendlich wird, 
wenn nicht diese Variabele (oder der Integrationsweg) unendlich 

oft um die Puncte ± 1, ± — herumgeführt wird, was wir
fl

pag. 65 et seqq. erörtert haben.
Will man nun ein Integral, welches mit einem willkür­

lichen Modul k vorgegeben isi, mittels der ^-Functionen um-
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kehren, so wird es darauf ankommen, w und ω' als Functionen 
von k auszudrücken. Nun nimmt aber λ für x = ∣ω den 
Werth 1 an. Demnach ist ∣ω der Zuwachs, welchen x erfährt, 
wenn Z von 0 bis 1 geführt wird, oder

(42.) = Γ'-τ - ___4 J V(l—z2)d-Γ-λ2)
(I

dabei bleibt es aber noch unbestimmt, aut welchem Wege λ von 
0 nach 1 geführt wird. Ist nämlich der Werth des Integrals

-----  über die positive reelle Achse der die Werthe λ dar-μv
0 JL

∕∙⅛ dχ
----- auf
μ.r

1 i
geradem Wege von 1 bis — erstreckt 422', so kannΛ

Jω — | Ω ÷ mΩ + mlΩ,l
sein, weil für alle in dieser Forpi enthaltenen Werthe von x 
Z den Werth 1 besitzt.

Für aj=4ω-f-Aω' nimmt Z den Werth — an, dem- k
nach ist 4ω' der Zuwachs, den x erfährt, wenn Z von 1 nach

—- geführt wird , oder 
k

(43.). = Γ-==^== .
2 ./ √(1-Z2)(1-fr2Z2)

Dabei bleibt wiederum der Weg unbestimmt, über welchen Z 
geführt, oder das Integral erstreckt wird. Es kann daher

∣ω' = ∣22' + ni.1 + n'22'
sein. Die ganzen Zahlen m, m“, n, n, sind nicht ganz willkür­
lich, Z(aj) muss jedenfalls die Perioden 22 und /2' haben, 
und ω offenbar in der Form m22-∣-m'22', ω' in der Form 
n Ω 4- n'22' enthalten sein. Vorläufig begnügen wir uns, 
ω mit Ω, ωl mit 22' zusammenlallen zu lassen, so dass ω für 
reelle ⅛, welche kleiner als 1 sind, positiv reell, und ω' positiv 
imaginär ist. Es wird sich später hei der Transformation er­
geben, dass für ω, ω' sich in der Thal unendlich viel ver­
schiedene Perioden in der Form w22 -f- m‘Q‘, w22-f-n'22'
wählen lassen, wenn inan die Function Z als Function von x 
durch einen Quotienten zweier //-Functionen darstellen will.
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Entwickelt man, unter der Voraussetzung, dass w, w' mit 
12, £2‘ zusammenlallen, w nach Potenzen von k2, und w‘ nach 
Potenzen von 1—k2, so sind die Entwickelungen hypergeome­
trische Reihen, und zwar ist (unter Anwendung der Gauss’- 
schen Bezeichnung)

w = 2tfF(|, 4, 1, fr2), w' = inF(&, 4, 1, 1—fr2), 
woraus der Theorie jener Reihen gemäss folgt, dass w, w' par­
tikuläre Integrale der Differentialgleichung

, , , . „x 32(ü OlOx 3m 4 ,fr(l—fr“)-37T + (1 — 3fr2)-57----- frw =0dfr- x dk
sind.

Aus den Additionstheoremen (35.) und (36.) findet man 
für tu und v die Differentialgleichungen

(44.) /*'= —Z.r, r'= —k2.k.fi.
Die Eigenschaft der .^-Functionen, die elliptischen In­

tegrale umzukehren, ist es vornehmlich, welche ihnen so grosse 
Bedeutung in der Analysis verschafft. Man kann durch sie auch 
die elliptischen Integrale zweiter und dritter Gattung 
ausdriicken. Bei Entwicklung dieser Darstellungen treten noch 
viele bemerkenswerthe Eigenschaften der ^-Functionen hervor, 
weshalb sie hier nicht fehlen darf. Als Vorbereitung stellen wir 

die Function —- durch .^-Quotienten dar. Diese Fun­

ction hat sowohl die Periode jzr, als auch die Periode a, und 
ist demnach doppelperiodisch d. h. es ist

32 lg th g(y l »tm + na) _ 32 lg .7/, ^(y)
3v2 3v2

Differenziren wir den Logarithmusweg, so haben wir 
^2 lg/>/, y(y) _ U hy(v). !h g(v) — „(v). Vh g(r>)

Da nun dieser Quotient doppelperiodisch ist, der« Nenner aber 
den Functionalgleichungen (11.) und (12.) Genüge leistet, wenn 
dort p = 2, h = g — 0 genommen wird, so muss der Nenner 
ebenfalls dieser Functionalgleichung genügen, und wir können 
daher setzen

&h g(v)&h q(V) --  &h g(v) . ,7/, g(v) — a ,7ft g(v) + ß J») ,
wenn wir nur voraussetzen, dass (fr.7)^(1 1), also Z>/lff(y) eine 
der drei geraden ^-Functionen sei, deren erster Differential­
quotient mit dem Argument verschwindet. Dann haben wir

7 *
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II

für v = 0, α = -7r~f,,
^l, η

f0r v____ ha+gin a in_____ ⅞(~⅛1<t ~⅜M

Demnach ist für h — 0, g = 1
∂2 ,⅛ Jυ2 = ⅛λ ∕⅜ .Gfl)f ft* ifo)

∂*2 4 *‰ 1 W, 1(⅛β)∕ ,9θ 1(υ)

und da X 1(⅛α) = »e ‘X,, ^jι(*α) = ie~4"^01,

1 = ∙^oι (nθch Pi,g∙ 07) ist, so kann man schreiben

∕,∣e λ ,g l9-θ i | ω^k *(y)(45° “5?

und wenn wir darin υ-f-∣∕ι statt v setzen.
Uli i -⅛j,> 'W = ⅛ . . ⅛ .fe)

' Sv1 4π2 ^1(υ)
oder wenn wir in (45.) t> + * in statt v setzen

/47 1 -2 ,g^iυL = ⅛± __ ω*k. ⅛⅛}
∂v2 .9∙0 1 4ττ2 >7∙2(υ)

Führen wir hier die (9(χ∙) ein, so erhalten wir mit Rücksicht 
« Θo .

darauf, dass ∣∕0 1 = 2 ist,
( w )

(48.) ¾A- ≈⅛- *‰

/40 A ⅛θl2⅛) = ⅛∖___ 1
' ' ' <⅛* Θo, λ2(x)

∕r,∏∖ ∂2⅛ _ θoι , k2μ-(x) _ Θθ' 1 _ k'2
'' öx2 Θo 1 v2(x) Θo 1 v2(χ)

Art. 5. Darstellung der elliptischen Integrale zweiter und 
dritter Gattung durch ©-Functionen.

Θ"
Setzen wir nun die Conslante ^°—+1 gleich c, c — k'2 

1

= c' und inlegriren die Gleichung (50.), so folgt aus ihr:
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(51*∙> i⅛⅛L> _ cx-r-f -v^-} =

~ = c'x-Wk" ⅛,

(I
woraus für x = Iw fliesst:

c'ω k2k'2dω 1 , rt,oZr'2
-χ- = -∏-Γm- θt'er c ~ *k'— STTzT ’2 d(k2) ω d(kj-)

so dass wir endlich die Gleichung erhallen
«•> - '■«» . „=r.(.äJg - ⅛). =⅛1*" g.

• n 2πioι,
4πi ωk2 k'2 ω ,

woraus lür x = w folgt:--------=---------- :— -∩z∣∙,c odeito w πι d(ki)
f~.i∖ dd _ ------4τT2

a(⅛2) ~ ∑pFF2 *
Durch Dilferenziren leitet man aus (51.) ab

a2lgθ∙(υ) ∕2m'√2 _ ωk2kt2 ^^~dΓx dl

dυ2 ∖ w ∕ m d(k2).dl dx
r, 2πi _ r, 2πi

ωk2k'2 <,)'7μ.v dl   ωk2k'2 ∣llv ° ^ω^ 2ni d(μ.v)∖
~~ ni d(k2) dx πi.μ.v∖ d{k2) w d(k2) /

a ig------
—  9∣c2kt2 — — r~ J a(F) •

Nun ist nach (3.) nag. 87 für x = 0: — - = -^-⅛-,
dv- da

μ.v = 1, und daher fliesst aus den letzten Gleichungen

2aigθ∙ da _ 2aigι>
da d(k2) ~ ~ ~dζkij^ ~ d(k2)' θ' e‘‘

^ = Const. y/

Für k == 0 ist 01 = 4 Γ = 2ττ,
J √1-Z2

, [,r d∕. . r® dlωi = / -=---- = i / ■ — 100,
J √1-l2 J y∣l2-l
1 1

also a ≈ —00, dl = 1 und daher Const. = 1 und
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∕-∙j∖ α ∕ ω u ∕ ωk' α ∕ wfc
(o3.) ∙ - y 2zr > ∙ o ι y 2ττ ’ ' 1 0 V 2n ’

(54.) h) 1 1 = «*>. 19o 1. J1 0 ,
welche drei letzten Gleichungen aus (13.) pag. 92 und aus der

Gleichung ω= 1 (pag. 97) folgen.
F A 1

Durch die Gleichung (51.) ist ein Integral zweiter Gattung, 
<1. h. ein Integral, welches für bestimmte Werthe der obern 
Grenze ^hier + —, — J wie eine algebraische Function

unendlich gross wird /hier wie ,__durch ^-Functionen
∖ √l-fr2λ2∕

ausgedrückt.
Dasjenige Integral zweiter Gattung jedoch, auf welches 

nach Jacohi solche Integrale zurückgeführt zu werden pflegen,
θ 2πix

ist nicht , sondern

J μ.v ,i 
0

Wir erhalten hierfür einen Ausdruck durch ©-Functionen, wenn 
wir die Gleichung (48.) integriren, nämlich

(55.) ∕l¾,te,∣⅛.JJ⅛W.

Zu Ausdrücken der Integrale dritter Gattung durch 
^-Functionen, d. h. der Integrale, welche wie ein Logarithmus 
Unendlich werden, gelangt man folgendermaassen.

Man dividirt die Gleichung (19.) durch ZA^ 1(m). X M
so ist

1 ⅜,, 1(M+p)⅜ ,(«—p) . _ ⅛ , ,1«) 5' X»)
#.,(«)#„(«) »:,(») 5∖(rj'

oder
*Λ⅛±S¾⅛fl _ l-iU*(a,)λ>⅛).

woraus wir durch logarithmisches Differenziren nach § erhalten 
0'1U∙+g) Θ∖il(x-ξ) 2⅜1(g) = _ 2⅛n2(aQZ(g)2'(g)∣ 
θ01(aH-ξ) Θul(a,∙-£) Θ01⅛) 1 - PZ2(z) λ2(ξ)

2Z'(£l 1 — [1 — ∕r2Z2(a>∙)λ2(^)J 
. ~ λ⅛) ' i-k-λ∖xyλ∖ξ} '
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Integriren wir nun über x, so erhalten wir weiter
Z'(£) Γx dx
λ(⅛√ i-k>λ∖xyj*(g> ^

0

U(5) ö„ ,(⅞)∕ + i*U.,(« + &!’

oder in der Jacobi’schen Bezeichnungsweise
.......  t. ∩k°-λ(ξ)μ(ξ)r(ξ)λ∖x).dx
(ob.) ⅛,S) - J i-tu2ccμ2(f)----- ~

d∖% ⅛1(ξ) i ,σΘ0 ιθj+l)
* dξ +-lg Θ0Γ⅛-ξ)∙

Hierzu fügen wir noch die Leg e ndr e’sche Bezeichnung 
der drei elliptischen Integrale, welcher sie dadurch transformirte, 
dass er in ihnen λ(x') durch sin q> ersetzte, und nun

(57.) fJL=∕'' =^„^)

o o 7
schrieb. Als die kanonische Form des elliptischen Integrales 
zweiter Gattung wählte er die

(58.) E(φ,k} —f yjl — k2sin2 φ dφ, 
o

welches Integral eine einfache geometrische Bedeutung hat. 
Zieht man über der grossen Achse einer Ellipse, welche die 
Excentricität k hat, als Durchmesser einen Kreis, und zieht man 
einen Badius in diesem Kreise, der mit der kleinen Achse den 
Winkel γ macht, und lallt vom Endpuncte desselben ein Loth 
aul die grosse Achse, so schneidet dieses Loth von der Ellipse 
einen Bogen ab, der von dem Endpuncte der kleinen Achse 
an gerechnet, die Grösse A.E(φ, fr) hat. Hiervon rührt der 
Name „elliptische Integrale“ her.

In der Leg e ndre’schen Bezeichnung ist das Jacobi’sche 
Integral zweiter Gattung

= Γfi sin2y∙(∕y 
J μv ∙∕ √1—fr2 sin2 φ

0 «i
= p F(φ, fr) — p- k\

www.rcin.org.pl



104

Im Integral dritter Gattung setzt Legeπdre λ(⅛) = a 
und schreibt

(59, rl_ ■_ * r____
’J μv.{∖-kV(x)λ∖ξ)} J (l-α⅛-siu2φ)Jl-⅛⅛n2g, 

= ∏(y, k, a).
Mit Z(x) bezeichnet Jacobi die Function — ,

dx
weiche sich von dem Integral zweiter Gattung unter (55.) nur 
durch ein mit einer Constanten mulliplicirtes Integral erster 
Gattung unterscheidet. Aus der Gleichung (56.) ergiebt sich 
sofort die Gleichung

(60.) ∏(x, £) — J7(£, x) = ξZ(x) -xZ(ξ), 
durch welche die Vertauschung von Parameter (ξ) und Argu­
ment (x) bewirkt wird.

Die Perioden bezeichnet Jacobi so, dass er 
ω=4∕f, ω' = 2>Kl

setzt.

Art. 6. Darstellung (1er 5-Functionen durch unendliche Produkte.
Ehe noch die Darstellung der //-Functionen durch un­

endliche Keihen bekannt war, hatten Abel und Jacobi schon 
die elliptischen Functionen durch unendliche Producte dargestellt, 
und dadurch, dass Jacobi Zähler und Nenner dieser Functionen 
für sich betrachtete, sind die //-Functionen entstanden. Wir 
haben hier die Keihenform als die erste hingestellt, einmal weil 
diese einer Verallgemeinerung, wie sie für die Behandlung der 
Abel’schen Functionen nöthig wird, leicht fähig ist, während 
etwas Aehnliches für die Produclform bis jetzt noch nicht mög­
lich gewesen ist. Sodann sind ja aber für alle Functionen die 
Darstellungen durch Keihen, wenn sie möglich sind, stets als 
die fundamentalen betrachtet worden. Es sollen nun aber die 
Productformen aus den Keihen abgeleitet werden, wozu wir uns 
des Satzes XXIV. pag. 54 bedienen.

Um diesen auf die Function //(?;) anzuwenden, setzen wir 
v = i arc sin x.

Es wird arc sin a? unendlich gross nur für x = x∕, und es 
gehören zu jedem Werlhe von x zwei Werthreihen von v, 
weil arc sin a; eine unendlich vieldeutige Function [wie lg (a?)]
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ist. Ist nämlich für x — x↑ ein Werth von v = vt, so kann 
man, wenn man die Variabele x um die Puncte ±1 mehrere 
Male herum nach x, zurückführt *), dort zu den Werthen

v, + 2nim, (2n + 1) in — vi
gelangen. Für alle die Werthe nimmt aber θ∙(υ) wegen (1.) 
einen und denselben Werth an, sie ist demnach eine einwerthige 
Function von x — sin(—vi).

Allen Werthen von v, welche die Form 
v + 2imn, — v + (2n + 1) in

haben, entspricht umgekehrt ein einziger Werth von x.
Die Function θ∙(υ) verschwindet nun nach pag. 89,(8.) für
2m + 1 in n , 2ffl+l in 1 o .

v = —2— α + -g- + 2nnι, und v — —— a---- 2^ ^nιn'

und nur für diese Werthe, wenn m, n alle ganzen positiven 
und negativen Zahlen durchlaufen. Diese beiden Grössenreihen 
ordnen wir nun so an,

2wι+l in „ . 2m+l in a .
—o—a+ -Q- + 2nιn, —ei~~a---- ^)-\-2mn,Δ Δ Δ Δ
2m+l in ςi 1 2m÷l in . 1------ a----------g--f-(2w + l)ιn,------ + (2n+l)ιn,

für »» = 0, 1... ,x>. So gehören zur ersten Vertikalreihe die 
... , . ∕2m-f-l n\
Werthe x — sιnl l' ^~ 2 J ' zur zwelten x ~

sin —V^), welche x>(t arc sin 2?) verschwindet, und

o J 1 arcsin x) .... .. ..zwar in der ersten Ordnung, wed -------- ----------- - für alle diese

Werthe von 0 und ∞ verschieden bleibt.
Da nun ^(t arcsin x) für keinen endlichen Werth von x

Γx dx
*) Da arcsin# = / - ist, dies Integral aber aus

J √1—x2 0 ’

/x dx
, . ___ dadurch hervorgeht, dass man k = 0

√(1-χ2)(l-k-χl)
0

setzt, so folgt dies unmittelbar aus dem pag. 73 Gesagten, wenn 
z∙l

inan beachtet, dass für ∣ω = / ■ die Zahl jn zu
«/ \J 1—x2

setzen ist. 0
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unendlich gross wird, so ist nach XXIV. im Innern eines 
Stückes „5“

ti(i arc sin x)
W) “

x—sin(^pβ + ⅜τr) x—sin(^~α- U)

ll(,m) _ sjn jr^-⅛4-47r j — sin(2^±-1α — 4π)

-∕∕^0'"( sin(2-w-^a+⅛π))sin(--m^⅛a-⅛7r()

00

= ΠaJC^ ->^2ffl+1 )XX (m)∖ cos- __ a 1

oder
« S⅜⅛⅛

«'•■> Si-∕7J-⅛'

u w

wenn noch bewiesen wird, dass das Integral 
Γd lg .'/(/ arc sin ξ) t

J (ξ→Γ5Γ ',ξ

über die ganze Begrenzung s von 5 erstreckt , Null ist.
Setzen wir in (61.) a + πi für a, so ist nach dein pag. 88

Bemerkten
θ∙(υ, a 4- in) = ⅛(p+lizf, α) = '>0 1(o),

und lolglich
« ⅜fc,-4√-,⅛)

«•’ ¾7i-∕zj∙-~⅛)∙

Das Stück 5 wählen wir nun so, dass seine Begrenzung s 
vom Puncte x = 0 überall sehr weit entfernt ist, und niemals 
durch einen Punct geht, in welchem die ^-Function Null wird. 
Jeden (noch so grossen) Werth von v kann man in die Form
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setzen » — u ÷ ha + gin, worin h, y ganze Zahlen und n eine 
Zahl ist, die einem Puncte eines Parallelogrannnes mit den 
Ecken 0, t/r, a+iπ, a entspricht. Setzt man die Zahlen, 
welche dem Bilde der Curve s in der υ-Ebene entsprechen, in 
diese Form, so kann

dlg#(») = o/t | ∂igX¾) 
c'r θw

nur unendlich gross werden, wenn h unendlich gross wird, und 
bleibt daher, mit v = / arc sin a? dividirt, immer endlich, d. h. 
seinem absoluten Betrage nach unter einer testen Zahl, etwa M.

Schreiben wir nun
Γ∂ lg &(iarcsin ξ) _  Λ*c,lg√>(υ) öv dξ

J (ξ-x)dξ —J ∂v ∂ξξ-x
s s

Γ⅛∖⅛ arc s*n ⅛
J V.∂v J1___ ξ2 ξ —X ’

und beachten, dass arc sin ξ für’zunehmende ξ langsamer un­
endlich wird, als jede Potenz von ⅛ mit noch so kleinen posi­
tiven Exponenten, so finden wir, dass der unter dem Integral­
zeichen stehende Ausdruck für zunehmende £ unendlich klein 
in einer um ein Angehbares höheren als der ersten Ordnung

•_ 3
wird, nämlich immer noch in einer höheren als ξ , und lolg-

, ... . x , , . i Z*d lg <9∙(ι arc sin ξ)lieh (ll'. pag. 10) convergirt das Integral j —- .dς
8

gegen Null, wenn wir s überall weiter und weiter vom Puncte 
ξ-0 entfernt annehmen; was gefordert wurde.

Um ∕>lθ,υ) in ein unendliches Product zu verwandeln, 
ι9- (v)

untersuchen wir die Function cp(v)= —'-i-r , welche für end- τ cos (m)
liehe v nicht unendlich wird, für v = ma ± ∖iττ + 2niπ ver­
schwindet, wenn m nicht Null ist, und die Periode «Tr besitzt. 
Ferner ist <jp(∕ arc sin a?) eine* einwerthige Function von x, 
welche für endliche x endlich bleibt, und welche die Anwendung 
des Satzes XXIV. gestaltet, wenn das Stück 5 wie vorhin ge­

wählt wird. Daraus folgt —=<∕)(0)
(63.j ~'ζ'*> =∕7(l--5i⅛⅛)

cos(υ∕) l∕10 ll{,l,)∖ cos2mat f
1
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oder

∕β∙} ∖ θio<aj) %πx Tt ∕, t,in2^V \(63a.) ----  = cos------ff <1--------- )
©10 ω ∣∕,m)∖ cos22mπw7

1 (li

Endlich ist φ(t>) = —1 J eine Function, die für v = 
sin tv

ma + nin verschwindet, wenn m nicht 0 ist, und auf welche, 
wenn v ≈ i'arcsinaj gesetzt wird, der Satz XXIV. angewendel 
werden kann. Daraus folgt
(G4) = ∕υ) i = »(”) 2τc

sin m ‘ ,9.' ι(0) sin vi ωJ~k //„ 1

= fr ∕1- sir⅛L)
llw\ Sin imaιf 

1

oder

(64».) ⅜1<2! _ ≠sj,,^. J1 (l_ -"1∕, V
©« ι ™ ω ll(m∣' cin⅞ 2mnωlf

, ω

„ ■ • . ■ q~ua~ (∣+μaErsetzt man sin/zm durch ------- , cos itzαt durch
fua+ -μa

—~ , so lassen sich die Produkte leicht in die Formen

bringen, welche von Jacobi herrühren:

∕□f rβ∖ w⅛r 1 + 2<∕2n+1 cos — + <∕2c∙,',÷,)
J © ∕‰ (l + 92"+,)2

0
za zτ∖ w⅛- 1—2g2n+icos — + <∕2l'∙,"+,)

{ j ©0 1 11m (l-32"+ψ
0

/PQI. , ©io(®) 2nx JTJ 1-l--7'"c°s — + </'"

f63"', ~¼Γ = cos W∕m-------(T+W— •

(64M M _ "√i-,in⅛ /7 1→≥∑Ξ±≤"

©01 2π ω 11M (l-qin)2
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Art. 7. Darstellung (1er Constanten #, ,9∙01, #10, #, 1 
durch unendliche Produkte.

Die aufgestellten Formeln liefern die Darstellungen der 
^-Functionen durch unendliche Produkte nicht vollständig, in­
dem diese Produkte fürs erste noch mit den Constanten #0 1, 
#10, #, 1 zu multipliciren sind, welche bis jetzt nur durch 
Reihen dargestellt sind. Mittels der Gleichung (3), welche für 
Constantenhestimmungen überhaupt von Wichtigkeit ist, gelingt 
es leicht auch diese Constanten durch Produkte darzustellen, 
ohne dass man dazu, wie Jacobi (Fundamenta nova pag. 178) 
besonderer Kunstgriffe nöthig hätte.

i i- rvtt- • i i ∙ ι o∖ 4(9Wir wenden die Dnlerentialgleichung (3.) ■ '

auf die rechte Seite der Gleichung

-*∙-<(m)∖ cθg2 — —β∕
0

an und setzen nach der Differentiation υ = 0, für welchen
$2 19-'y')

Werth —mit #" bezeichnet wird. So ist zunächst. cv
n,, . ... , — 2i sin vi cos vi ~ 2ιw+l»'(«) = ∙'W¾.,-5+i-------—-.∙cθs ~2Γa∙

o cos2——a — smzυt
»iS« weiter e(2∏1+l)α

%" = » V 2 =2#V f⅛δ+5. 4 j
0cos2 2"+l« 0 ",' 5α 2m+l∕

2i
C,(/

~ 43a,

oder wenn man mit 4# dividirt
∞ e(2m+l)α 1

d lg # = 2d 2(m) l + e(2m+l)α , 2mγ.i ’

∞ g(2m+l)β 1

lg # = 4 + 2 2,(m) 1 + e(∙∙m+∣)β *2m+I ’

worin A von a unabhängig ist. Für a = •—∙∞ ist # = 1, jje 
Summe der rechten Seite 0, und folglich A = 0.

Schreiben wir nun
∞ g(2m+l)α 1 ∞ '∞ e(2m+l)β

2 ¾",) 2w+Γ'l+e<2m+1^a = 2¾w,)¾n)2ro+∕ 1)"e*2"i+υ"α
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und indem wir die Reihenfolge der Summationen vertauschen, 
hierfür
2∑w(-l)"¾1,,,'⅜⅛"-+' =

so erhalten wir, indem wir noch n + 1 durch n ersetzen, also 
eine um Eins verschobene Zählung einführen:

30 l-f- ean / 1—β2'1,n l4-g(2m+l)n,

lgθ∙ = 1) ⅛ I e,∣n ÷⅛J e(,2w+l)π J
∕65, »-ft 1~e'"," . l + <ti**~'l*(BOJ ,? - yy(w) , + e⅛,m 1 _ e(to-D,

1

~tr^β^ 1—o~m l-f-qd2m-b ¾x»=∕Z,)i÷>∙ι⅛s^=∕I√1+, ?(1-’ }

t 1

_ ∕ ωV 2n’
und wenn wir a 4- in für a setzen

< it 1 — ema t'k 1 — 7m
(Ob.) .A0 1 - yy(ni) 1 + ern, - //(n) 1 + q™

1 l
- ∕∕√1→"~'>2(1→-"> = vzs^∙

1

Ein ganz gleiches Verfahren lässt sich auf die Function 
0(υ) anwenden, welches die Gleichungen liefert
.nr7 l t/- rr 1—o*(m+l) ∕ω∕r(67.) i)t θ = 2√g - \/ 2n

o
und muss nur in geringer Weise moditicirt werden, damit es 
auch auf

« , x z√ sin vi e i l, sin2t√∖
z 11 ι JLJ,{m}∖ sin-mm f

i

anwendbar sei. Wollte man nämlich die rechte Seite in die 
Gleichung (3.) einsetzen, und dann /; — 0 setzen, so würde 
man 0 = 0 erhalten.*) Man muss deshalb, ehe man v = 0

*) Der frrthuin, welcher sich hei .lacohi (Fundaineiita nova
pag. 185 Gleichung 5) eingeschlichen hat, ist auch in ßriot und 
Bouquet übergegangen No. 152 Gleichung 15.
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setzt, mit sin vi dividiren und nachher r = 0 setzen. Das wei­
tere Verfahren ist ganz das frühere und liefert

(68.) 1∙√, , -J«. = √ »’Q ,
1

so dass nun alle Constanten durch Produkte dargestellt sind. 
Bilden wir das Produkt

α α α _ 9 4∕~ ff (1 ~ g2tgm~υ)*4l — g2m)2. (1 ~ g*w)

i
00

= 2^’ ∕∕J,,,∕1-5'i,'i"-")∙(1-91")∙(1-*2m)2

I

= 2^ Z‰<1→"λ
1

woraus nach (68.) fliesst
∕>.1yθ t .#i „ = t7>1 , ,

welche Gleichung wir schon pag. 102 Gl. 54 aufgestellt haben. 
Die dort angewendete Methode hat den Vorzug der Verall­
gemeinerung für hyperelliptische Functionen fähig*) zu sein, die 
hier gegebene den Vorzug, dass sie nur Mittel erfordert, welche 
die fundamentalen Eigenschaften der //-Functionen selbst bieten, 
während dort die elliptischen Integrale zu Hilfe genommen 
wurden.

Art. 8. Darstellung’ der ©-Functionen durch zweifach unendliche 
Produkte.

Die Gleichung (61a.) kann in eine andre Form gebracht 
werden, indem man schreibt

*69∙, τ≈ TT
JL JL (»o

0
oo

∏
9(2m-t-l)τκι√ . 9 2πo∙

cos2'----------------sin2 —

ω ω
cos2 (2,κ+⅛'

(m)
_________  0

*) Crelle’s Journal Band 71 pag. 201 et seqq. Gleich. (14).
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verschwindet. Ziehen wir nun um den Punct ξ == h einen sehr 
grossen Kreis, dessen Peripherie s keinen der Puncte £ = 
Λ+{(2w + l)ω trifft, so bleibt aut der ganzen Peripherie des
Kreises s die Function tg ⅛Ξi≥—⅛ endlich und nimmt liir 

σ ω

114

_  ∞

f f cos(— + <'2",+-1>w). c0s(⅛f_)

/ f cos* -<∙--"±1>*~AΛ („)
n

I t cos ('⅛ - <2m+⅛",)
= llm f f ---- (⅛+1)^—•» = Q0 ■ ■ cos ---- -1—---

JL _# (»0
— n — 1

Man darf hierin nicht sofort das Produkt über alle m von
— ∞ bis -f-∞ ausdehnen, sondern muss den Ausdruck als den
Grenzwerth der hier aufgestellten 2n Factoren machen, weil das
Produkt nicht unbedingt convergent ist, d h. eine willkürliche
Anordnung der Factoren nicht zulässt. Es verhält sich hiermit
ähnlich wie mit dem einfacheren Produkte, welches man erhält,

27n(a? — h) . . iwenn man cos------------- in ein unendliches Produkt enl-ω
wickeln will. Lfa nämlich diese Function für alle x = 
⅛ + {(2w+l)ω in der ersten Ordnung unendlich klein wird, 
so ist nach Satz XXIV.

2π (x — //)cos —- __ ,(7,>) "⅛~ = ∕∕f1-A-TΓ2iΓ+-l)J∙

ω
wenn für m alle möglichen ganzen Zahlen eingesetzt werden, 
für welche die x = ∣(2w + l)ω in das Innere eines Stückes 
„S“ fallen, welches die Eigenschaft besitzt, dass das über die 
ganze Begrenzung s von 5 genommene Integral

<*> ∕*2^∙A =

verschwindet. Ziehen wir nun um den Punct ξ == h einen sehr 
grossen Kreis, dessen Peripherie s keinen der Puncte £ = 
Λ+{(2m + l)ω trifft, so bleibt auf der ganzen Peripherie des 
kι∙uicnc e «lio kmiplinn tp ~ pndlipli lind Tlilliml flil’
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die Endpuncte eines Durchmessers durch das Vorzeichen ver­
schiedene Werthe an, weil dort ζ—h entgegengesetzte Werthe 
besitzt, und die Tangente eine ungerade (mit dem Argument 
das Zeichen wechselnde) Function ist. Da nun auf der ganzen

dtPeripherie das Element einen und denselben Werth,

nämlich idφ hat, wenn ⅛ — h — Re'∣l gesetzt wird, so heben 
sich die Elemente des Integrals

r . 2^(⅜∙-Λ) ,ιξ
√ ’ ω ξ~h'
$

welche zu Endpuncten eines Durchmessers gehören, Glied für 
Glied auf, und das Integral ist genau Null. In dem Integral

∕,tσ '2π(⅜-z,)
Z lf5 ω dξ 

s i — x £ — h
werden die Elemente sämmtlich unendlich klein zweiter Ord­
nung und es convergirt daher (nach P». pag. 10) gegen Null, 
wenn t( grösser und grösser genommen wird. Dasselbe gilt 
daher von dem kritischen Integrale (A)

/* 2τr,(ξ-h) dξ
J g ω ξ-h'

Es muss demnach das Produkt (70a.) über alle ganzen Zahlen 
erstreckt werden, für welche die Werthe x = A + ∣(2τw+l)ω 
im Innern eines sehr grossen um den Punct h geschlagenen 
Kreises liegen. Dies sind nicht schlechthin unendlich viele 
negative Zahlen in und unendlich viele positive, sondern die 
Anzahl der negativen und positiven (da natürlich li eine endliche 
Zahl ist) werden sich nur um ein Endliches unterscheiden, und 
zwar werden die Zahlen in, welche nicht sowohl als positive als 
auch als negative im Produkte zu nehmen sind , sehr gross sein. 
Da es nun auf eine endliche Anzahl unendlich ferner Factoren 
olfenbar*) nicht ankommt, weil diese gegen 1 convergiren, so 
kann man

*) In dem letzten Produkte der Gleichungen (69.) ist auch 
dies nicht einmal der Fall, weil die Factoren mit zunehmendem «i 
nicht gegen 1 convergiren.

8
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2π(s-⅛) „
(70.) --------∕7- = lim fl (l- . - /----p—)COS— *=χiI(M)∖ A + ∣(2m+l)ω /

ω —n—I
setzen, während z. B.

(71.)
p. n _ 2g lgp cθg 2^ (T—/Q

Λm,∕ZJ1~⅛+⅜⅛+i)Jgegen e " ' ~⅛^
—n— 1 oi

convergirt. Denn wir können diesen Grenzwerth in die Form 
n pn

n≈<x,U(.m^ ⅛ + ∣(2m+l)ω) Λ+{(2w÷l)ω

— n— I n+l
2π(,r—ft) (p—l)n

>C°S ^^ ω .. TT Λ_________ X_________ \
~ cos- U=*A-<<mΛ ⅛nω +jwω+⅛ω + Λ∕

ω
bringen. Nun ist aber

lim ZT(l-q----- . A VT ", J
n=oo∕-f V 2 nω + | mω+{ω + h f

i
(p—1)" x∑ u/j------------------ x-------------\

,. ^~~(m) V jnω + Jwιω 4-Jω + ft/= lim. e 1 2∣2 i4i
n = oo

(p-I)n χ

. ■“(»") Jnω + Imin + * ω 4-ft= Inn.e i 2 i 2
n=oo

9 <P-,>n x 1
-v fwι+"+→"∙ »

= hm. e n 2«
n = oo

2x rv dx 2x lg p
= e^ω< T = e TT,

womit (71.) bewiesen ist.
Setzen wir nun den Ausdruck, welchen (70.) liefert, wenn 

∣(2∕n'+l)ω' für h gesetzt wird, in die Gleichung (69.) ein, 
so erhalten wir

O( ) n‘ n
( " ) Θ » f√=χjQ(m')JQ^w) ⅛(2wH-l)ω-F∣(2wι'4-l)ω'

—i - n-l
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ein zweifach unendliches Produkt, welches keineswegs unbedingt 
convergent ist, d. h. eine beliebige Anordnung der Glieder nicht 
zulässt. Soll nun ein zweifach unendliches Produkt ∏m∏m, Am,m> 
unbedingt convergent sein, so muss mi^^σ.m∕i+τ .lg Am,m, mit 
wachsenden in beliebigem Verhältnisse stehenden m und m‘ 
gegen Null convergiren, wenn σ und τ positive Zahlen sind. 
Im andern Falle kann nur bedingungsweise Convergenz statt­
linden.

Mau besitzt aber ein von Eisenstein herrührendes 
Mittel, ein nur bedingungsweise convergentes Produkt in ein 
unbedingt convergentes zu verwandeln, welches für dieselben 
Stellen als das vorgegebene verschwindet. Man kann nämlich 
den einzelnen Factoren derselben noch einen Factor beigeben, 
der für endliche Werlhe der Variabein nicht verschwindet und 
nicht unendlich wird, und die Form eu* + d*2+γχ*V ■ ■ ■+v*n 
besitzt, worin α, ß, γ, ... v passend zu bestimmen sind. Im 
vorliegenden Falle multipliciren wir das allgemeine Glied des 
Produktes (72.) mit

e4 (2m+1) ω + ⅜ (2m'-f-1) ω' "*^^( [J (2m - 1) « j- ' (2m'+ 1) ω']2

dann ist der Logarithmus des allgemeinen Gliedes, wenn 
nm, mι = { (2τw+l) ω + ⅜ (2m'+l) ω'

zur Abkürzung gesetzt wird,

I„| I = ■ p,3(1+0⅛|\ Um,m'∕ I Λ Mθm, /’

worin « eine ihrem absoluten Betrage nach sehr kleine Zahl

bedeutet, wenn------ dem absoluten Betrage nach unter 1
n∏ι, m‘

liegt. Man siebt nun leicht ein, dass m1 + σ.∕n'1÷τ.—
° M3 ,rn, m

— so lange die positiven Grössen σ, τ unter der Einheit liegen, 
und ω und m' in einem complexen Verhältnisse zu einander 
stehen — mit zunehmenden, in beliebigem Verhältnisse stehen­
den m, mi gegen Null convergirt, so dass das Produkt

<73∙> ILJLi (i- +i ∙∙, | - cw
— ∞ — OD

8*
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ein unbedingt convergentes ist. Dieser Ausdruck unterscheidet 
Q(χ)

sich von der Function —durch den Factor

— v v f—*—ι ∕ χ2 jl

f = lim e
n, ni= ∞ 

n, n

In der Summe 2(m<)∑(,∏)------ hebt s*c*1 *'as Glied —— gegen
__„■__ | __ n_j Mm, m' 'Um,m'

das Glied ----------—---- fort, und sie hat daher den Werth
M—w—i, — m'— 1

Null, so dass der Factor f von der Form e~ ist, und M
n' n |

den Werth V, ,,V, , „ hat. Um die Constante M zu be-x-(m')-i-(m) 1,2—«'—I — «—1 m.m'
stimmen, entwickeln wir lg U(a,) nach Potenzen von x, so be­
ginnt die Entwicklung mit der dritten oder einer höheren 
Potenz*) von x, weil wir ja in (73.) die einzelnen Factoren so 
eingerichtet haben, dass in ihrer Entwicklung die erste und die 
zweite Potenz fortfallen. Nun ist aber

lg Θ(x)— lg Θ ≈ lg [U(x}. e~⅜χ2 ∙w] = — 4 x-M ÷ lg U(x) 
und da nach (51a.) pag. 101 für x = 0 die Gleichung statt- 
findel

d- lg Θ(a∑) _  l _ ZrZr'2 ∂ω _  Θ"
∂x2 C ω ∂k Θ ’

. . . . ,, ∕r⅛'2 ∂ω , ... ,so ergiebt sich —.4/ = und endlich

(74.)
__ .r2∕,⅛'2 öw oc, V . <∕ xi 1

Θ(aj) = ⅛∕ k-2-.e -'" M TJ l) h---~⅛.m''V -rτ JLJ.(m,∣n,)∖ Um,m∙l- oc
w»L«- = ∣(2m+l) ω + 4 (2mP+1) ω', 

womit nun 6ha;) als unbedingt convergentes zweifach unend­
liches Produkt dargestellt ist.

An die Function
jκ2AA'2 dω pxΘ(x) ~~‰~'dk _ ~∕ A∙^)rfU∙)

Θ ~ e

*) Da die Function gerade ist, so beginnt die Entwicklung 
mit der vierten Potenz von x.
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knüpft Herr Weierstrass seine Untersuchungen über elliptische 
Functionen, welche er auch auf die Abel’schen Transcendenten 
ausgedehnt hat. Da diese Function in der ganzen a?-Ebene den 
Charakter ,∕(at)w hat, so muss sie sich nach XIV. pag. 24 in eine 
unendliche, in der ganzen x-Ebene convergente Reihe ent­
wickeln lassen. Es kommt aber, wie Herr Weierstrass zeigt, 
den Coefficienten die bemerkenswerlhe Eigenschaft zu, dass sie 
ganze Functionen von k~ sind. Wir begnügen uns auf 
diese Eigenschaften aufmerksam gemacht zu haben, weil die 
Entwicklung complicirt, und die Coeflicienten wenig übersicht­
lich sind.

Hieran lügen wir noch die Gleichungen 
(75.)

- 77,7 ,"'
Θo ,(aj) —- ⅜∕ 5— lim // // 1—1—,Tλ> i 7 -’V 2τr χ ∕√(,,)√1(,,1) ⅛wω+1√2w+ljω'

—»'—1 —m'
(76.)

—- n m

—n' —m‘—I

---------  n' wi'

(77.) Θ1 1(aj) = √ ~-ω . lim x. TT ΓT 1— -j∙----- -------7∙V 2τr,nςn∕≈00 JLJL(n∖lJ(m) kmω + nω,
—n, —m‘

In (77.) ist die Combination wt = 0, w = 0 nicht als einen 
Factor bildend zuzulassen. Diese Produkte kann man mit den­
selben Mitteln als das Produkt(72.) in unbedingt convergente ver­
wandeln. So aber, wie sie hier vorgegeben sind, lassen sie 
weder eine Aenderung des Verhältnisses der Anzahl der in 
negativer Richtung genommenen Glieder zu der Anzahl der in 
positiver Richtung genommenen zu, noch eine Vertauschung der 
beiden aufeinander folgenden Produktbildungen. Denn während 
z. R. die Factoren des Produktes (72.) symmetrisch in Bezug 
aut ∣ω und ω' sind, ist dies mit dem ausgeführten Produkt 
keineswegs der Fall. Die Beziehung aber, welche zwischen zwei 
Θ-Functionen besteht, in denen ∣ω und ωl vertauscht werden 
und zu welchen man durch Vertauschung der Produkte offenbar 
gelangt, finden sich in dem. Artikel von der linearen Trans­
formation.

Bei Bestimmung der Grösse Λf fanden wir Θlt ==

www.rcin.org.pl



118

∣l,' ~ c)(ι) ∣t tt
Θ.—- -X7 ; mail lindet in ähnlicher Weise Θ,, , , Θ, und ω dk
zwar ist

/7« \ «o _ Jtk!L e-)‘ = k k<2 d^-l0 
( } 01 √2τrωP dk ’

n _ rf(ω⅛) k.ki2 
"1 ° tfk 2πωk

Art. 9. Partialbrüche.

Führt man für v die Variabele x durch die Gleichung

v = {arcsin# in . -- ein, so lässt sich mit Hilfe des
■>i ι(υ)

Satzes XXIII. pag. 54 die Function ——----- :—? in eine Partial-1 o //(? arcsinx)
bruchreihe verwandeln, welche unbedingt convergent ist, und

dann durch Auflösung der Function —-------— in Partialbrüchecos (#— ß)
in eine zweifach unendliche Partialbruchreihe, welche nur mit 
vorgegebener Anordnung der Glieder gegen einen festen Werth 
convergirt. Wir wollen indessen hier den umgekehrten Weg 
einschlagen, und zuerst die zweifach unendliche Partialbruchreihe 
herleiten, weil wir so nebenbei zu den Partialbruchentwickelungen
.... 1 1 .
für —------ , gelangen.sin x cos x

Die Function , wird für v — ma + nin = v↑n,n

unendlich gross in der ersten Ordnung, und es ist

hm ——r÷- = Inn ———------- ;-----------
,i = υ t∙-=o j,ι i(w + ntn+ma)tu, n

(_!)««+». √ (-l)m+n „„,2
--- 1 I 111 n Q j ' --- I ?

√=0β-am -2m".^11(υ0 Z>1 1
und mithin nach XXIII.

1 _ _ L y (—l)gi+n. (∣m2
i(«) ~ .τ∙'1 1(0) Mv~am - ’

wenn die Summation über alle ganzen Zahlen m und n aus­
gedehnt wird, für welche vm>n im Innern eines Stückes „S“ (in 
der y-Ebene) liegt, welches die Eigenschaft besitzt, dass das 
über die ganze Begrenzung s von S genommene Integral
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Γ du _  Γ du Γ du
J (u-v)∂i i(u) ~~ J uttil(u) J u(u—v)V∙it(u)
S SS

Z * duverschwindet. Das Integral / — ------ ——— convergilt nun
J u(u— υ)cλ11(M)

» s
immer gegen Null, wenn die Begrenzung s durch keinen Punct 
geht, für welchen θ-,j(υ) verschwindet, und überall weiter und 
weiter von dem Puncte v = 0 entfernt wird, weil dann die zu 
integrirende Function mit zunehmendem u überall mindestens 
unendlich klein zweiter Ordnung wird. Nehmen wir nun 
für 5 eine Figur, die zwischen den Puncten der v- Ebene 
∣(2m'+l)α + ∣(2n'÷l)ιτr und A(2∕n'+l)α— 4(2n'+l)m 
durch eine beliebige, keinen Punct vm>n trelfende Curve, zwischen 
⅜(2m'+l)α — ∣(2n'+l)tτr und —4(2m'-pl)α — ∣(2n'÷l)i7r 
durch eine Gerade, zwischen —^(2wι'+l)α— ⅛(2n'+l) iπ 
und —⅜(2m'+1) β+ 4 (2n'+l) in durch eine beliebige, keinen 
Punct v∣n, n treffende Curve, zwischen —⅛(2zn'+l)α + ⅜(2n'÷ljfτr 
und A (2m'+l) n 4- ^(2n'+l) in durch eine Gerade begrenzt 
wird, so sind die für das Verschwinden des letzten Integrales 
nöthigen Bedingungen erfüllt, wenn m‘, n‘ über alle Grenzen

/1 I
, zerfällt in die beiden

u.^l ,(m)
s

geradlinigen, und in die beiden über die beliebig gelassenen 
Curven. Auf den letzteren wächst der reelle Theil von u mit 
wachsendem m' über alle Grenzen, und es wird daher auf ihnen

[wegen der Functionalgleichung (2.)] unendlich klein in

unbegrenzt hoher Ordnung. Die von diesen Curven herrühren­
den Bestandtheile convergiren deshalb gegen Null. Auf den 
beiden geradlinigen Strecken giebt es zu jedem Puncte u auf 
der einen, einen Punct —u auf der andern, und die beiden zu 
ihnen gehörenden Integrationselemente

du </(—m) __ du'
Mθ∙n(tt)un (—«) ∙ θ∙,, (—u) ~ ιz√∕11(r)

sind einander entgegengesetzt gleich, deshalb heben sich die von 
den beiden geradlinigen Strecken herrührenden Bestandtheile des

/» du
——— gegenseitig auf. Demnach convergirt 
Wu∣ I vV

s

auch das Integral
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r____du____
J (u-v)∙fru(u)s

mit wachsenden m', n' gegen Null, und es ist folglich
∕7q \ X i J_ <⅛ i- 4 (—l)m±"∙ ?«»2

' ⅞ i 0>) ⅞*) X- 5'0 υ - am — nin '

woraus für a — —oo, also q =0 sich ergiebt

(80∙.) —— = -τ-^------ = lim ∑,llt
7 eυ-e~v 2sιn(-üi) n'≈∞∑^v-niπ

oder wenn man v durch it ersetzt,
(8a) si,∖ ⅛S√÷4>,⅛⅛

und wenn man t durch t — ∖ττ ersetzt, (81.)
1 4 (—1)" _ 4 (—l)n(2w+l)

cos l ~ nΛξ0 A'O t - ⅜(2n+l)π '' ⅛(2w+W=,* ‘

Wenden wir nun die Gleichung (80i,.) auf die Gleichung (79.) 
an, so folgt,

∕,89a ∖ ⅛-i- _ V ( l)"1⅛l"2
' ' ^,ιι(w) ∞ 4 / sin (am — w)» ’

zbux 1 ∕(2yr)3 4 t~1⅛"Λ
'7 Θ,1(tf) V ω3⅛⅛' ⅜'4in∕2πrc 2fftπω')∖ ω o) '

/ / 1 \,M q 2mnωt ,∕(2π3)l l . .. 2πx~ *~ l)-7'', c'ιs —\

V S⅛∖sin⅛' , wcos±^- cos4l" j ~
x 0) 0) (f) '

∕ (27γ)3 / l , . 2τraj Λ (—l)m o∞2+»” (1+o*2m)∖

V ω⅛⅛ + 4sι" ~<τ
welche Reihen unbedingt convergent sind. Ersetzt man v
durch v + ⅛iπ oder x durch in ihnen, so folgt

</ °° (—h,llonι2
ZU93 ∖ *1 1   ______ __i______

, ' ,,f∙10(v) ^*~⅛m)t cos [mai—vi)’

i ∕ft)⅛t' _ 4 (-i)'"rg
j ©,,(«) "V (2π)3 ¾"jc0sZ⅛≈~⅛⅛

1 . 2πx 4 (—l),V*cn,+υ∙(l÷<fm)'
~ ∙2τ.∣ +4c°s ω ,^-i,9 2m ^cos— l l-f-2ozmcos-----r?

w ω
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bin die Function -7rr— durch eine Partialbruchreihe dar- 
,9∙(υ)

zustellen, ist es jedoch bequemer, durch die Gleichung w = 
i arc sin x die Variabele x einzuführen. Da nämlich mit zu­
nehmendem x stets der imaginäre Theil von arc sin x, also 
der reelle Theil von i arc sin x unendlich gross wird , so con- 
vergirt das Integral

r ⅛
J S(Γarc'sill ξ) 8θge" °’

wenn es in der ξ-Ebene über eine von der Stelle ⅛ = 0 überall 
sehr weit entfernte Curve genommen wird, welche keinen Punct 
trifft, für welchen #(i arc sin £) verschwindet, weil die zu in- 
tegrirende Function [wegen der Functionalgleichung (2.)J für 
wachsende ξ unendlich klein in unbegrenzt hoher Ordnung wird. 
Da nun #(t arc sin x) für x = sin α ± j = ‰ ver­

schwindet, und wenn m alle Zahlen von 0 bis oc durchläuft, 
nur für diese Werthe verschwindet, da ferner

∏m χ-χm _ lim _______ a√_______
x=x O- (iarc sin x) = 0 <?■(? arc sin [a√+a⅛∣)

i----------- ∕2m+1 1 π∖√1~⅞ = ft4r,1⅜ =
i 9∙'(i a rc sin a⅛) i θ∙'(⅛ [2zn-f-l ] a ± | in)

g*»a(l —¾2tn+1)
F (-l)".2λ⅜X , 

ist, so folgt aus XXIII.
____ 1_____

arc sin x)
' qm*.(∖—qim+,) / 1 ________ 1 \

t<",)(-D"∙.2i.i'Γ⅛∏ ζ + cos ⅛±1; .c - COS ⅞±1 « ' 

Und also
2 m -(- 1

,ιu. j_ _ ' ⅛w⅛(i-CtL) c0s~2i~g
l9,(w) __ 1 "V*∣ *∕n q,, . 9 9 2m-J-lv z o t—1) ∙V9∙,yι ι sm2m — cos2—α

(85.)
______ (2m+l)πω'

1___ ∕ (2π)3 « ⅝>n2(l- ⅛2"l+1). 2 cos ;
Θ(aι) ~ V ω3∕rfr' 7'(m) (-l)*fo ’ cos 2(2m÷1)πft,' l Cos—

(U dl
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(86.)
2m+t

∕⅞' . _1_ = y 2g^8(l- g⅞(¾m+l))g~
∖ (2τr), Θ(x) o °'0(-l)">^(l+2^+icos^ + 2∙j(2n,+1))

/
Setzen wir hierin r÷-⅛fτr für v und rc-f-∣ω für x, so er­
halten wir

2m 4-1
«7.x 1 = 4 ⅛-(l-≠"**) c°s~2i~a .

*' ' ,(v) ^,("') (—↑}mt∣a fr' •» ∙ ,2m-t-l ’
θ lV 1 o × 1' Vl∕∙l7ι1 COS-Ü«—COS2—7TT- a

2 t

(87.)
∕ω3kkl 1 = y (—l)w. 2 . ⅞>∏2 +m. (1 — g¾⅞>"+i))

V (2ττ)3 Θ01(tf) 0 (/») 1—2^m+1.cθs-+ 92(2ffl+D

Um die Functionen !⅛^(ξ2 durch Partial-
dv dx

brüche darzustellen, braucht man nur die Produkte für θ∙(υ), 
Θ(aj) logarithmisch zu diflerenziren, so erhält man diese Dar­
stellungen. Wir beschränken uns auf die Functionen Θ(x), 
Θ01C≈), θιo(a0>

Aus (72.) folgt 
(88a.)

d lg Θ(x) 1
dx ,i< m/=00 ^(w)^(»1) a?—∙{(2wι+l)ω— 4(2n+l)ω',

’ —n'—I —m'
und aus (61b.) folgt

∣ . • 4ttj:
(88) d⅛θ(a0 = ~ 8π ∞ _______g ∙sιn ω~________

dx ω θ (n> 1 + 2 2π+1 cos 4πf + i (2n+1)
x 0) 1

Aus (75.) folgt
(89a.) ⅛⅛j⅛) = ,im y y ------ 1 ---- ,

dx ^(n) -z-,("') x — kmto — ⅜ (2n÷l) ω
—n'—l -m'-l 7

oder aus (62l,.)
(89.) ⅛Θ.>⅛) = Sπ “ ______ l^+'∙sin⅛

dx ω -½(")1 _2gin+l cos^±+q2Cln+∖)

Aus (76.) und (63,'.) folgen die Gleichungen
(90a.) jJi-θi-p(a7) _ ji„, y y ------------- i------------ ,

dx -4≥√") ^(,")aj—l(2w4-l)ω — nω'—n‘ — m'— 1
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'2n ∙ ⅛
(90 ) d lg 01 °(a;l ass ~~2n tg 2ygag 8π -⅛ q S1 “ •

dx ω ω ω ^(-n∖+2q^ cos ⅛√n

Aus (77.) endlich und (G41,.) folgen die Gleichungen
zm x <∏gθn(a) 1. ", m' 1(91a.) & - ■- — hm v v ______ i----------

dx x — Knuo — nω'
-n' —m'

(91.) ⅛⅛10,) = ⅛, ta + ⅛r≈ ,-*,.∙s'"-Ξ-----------

dx ω ω ω An)1-2s⅛cos^ + 94n

Setzen wir in der Gleichung (90i,.) ωt = ix>, also q = 0, 
so folgt

,θθλ —2n 2nx ™ _____ J_________
ω % ω ~~ im 2(m)jj — J (2m + l)ω 

—m‘
∞ 1

= 2x ¾wι) a?2 —1⅛ (2ro+l) ω2 ’

Setzen wir in der Gleichung (91a.) ω' = Zoo, so folgt

∕qq∖ 2π t 2πχ r 1(93.) — cotg-----  = hm V, x-------i----- ,v , ω o ω x-0") x — ⅛mω
—m'

welche' Formeln im Folgenden von Nutzen sind.
Mil denselben Mitteln als die reciproken Werthe der

,l-Functionen lassen sich Quotienten zweier //-Functionen in 
Partialbrüche entwickeln. Die Function λ(rr) ist ungerade und 
sie wird für x = χm,n = ⅛mω+⅛(2n+Y)ω* unendlich gross 
erster Ordnung. Das Integral

∕-¾ ⅜)⅜^ _ MS⅛ Γ VQ⅛
J J $ J §((—&)
ss s

convergirt gegen Null, wenn s die ganze Begrenzung eines 
geradlinigen Parallelogrammes ist, dessen Ecken U'w+Jω+B'ω', 
— ∣ro'ω— {ω÷M'ω', —4m'ω—Jω—n'ω', ⅛m'ω-{-iiω— n'ω' 
sind, wenn m', n‘ über alle Grenzen gross genommen werden. 
Denn da Z(ξ) auf diesen Linien nirgend unendlich wird, so 
convergirt das letzte Integral mit zunehmenden w', n‘ gegen 
Null, weil die zu integrirende Function unendlich klein zweiter 

Ordnung wird. Das Integral ist genau gleich Null,
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weil zu jedem Elemente ——- aul s ein Element -------—~—
s s

Z( fc) d£—------ 5 aul s zugesellt werden kann, welche sich zusam­

men aulheben. Da nun weiter

lim Z(a?) (x— xm, „) — lim a;'.Z[a;<4-Vo'-E pzno4-no?]
®=a:„ .c'—=0m, n

'Y*1 (_  | \»i
= (—1)’" lim x‘ Z(a/-Mw') = (—l)m lim -,—.*) = -—r~ 

,c-=0 ‘ ki\x‘) k
ist, so fliesst aus Satz XXIII. die Gleichung

1 m' (—li’n(94») Z(a;) = lim T V J. ,------ ;----—- ,L----- ;—»
„'= qc k — A (2w-l-l) io

und mit Hille der Gleichung (80.) hieraus
2tt n‘ i

(94.) Z(a?) = -~k
—n‘—1 am------------------ -

O7T . ÄTIX üj
kio io „ „„„ 2(2n-t-l)jrW'o cos------—------- cos—•w m

= 8zcVg sin 2nx 2 n 9n(l+9‘j,l+i)
w 0 1 — 2o'Jn+l. COS — 4- o2<2«+'JM '

Ganz ähnlich lassen sich die ungeraden Functionen 
u(x — Jw) und y(a?+•£«') behandeln, und zwar erhält man so 
ilie Gleichungen

(95.)

,w(a; Tw) — . hm x , '2w4-i> — ’

” 1 n
(96.) r(.T-t-Ao?) = — V------r--

(«) -^(m) x — \/nio — neu— n —m' -

Ersetzt man in (95.) x—so folgt

(9X)

und hieraus mit Hilfe von (80.)

0 Z(.r+ Jwi =
<9, j( r+Jo?) »„(g) i 8, ,(.«•) 1

<90 , k + ’«') V k 8, ,(*)<k ~ k ' ©0 , Vk = W(T) ’
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2tjj n Q_  Ipl
(97.) μ(x) — ∣cω 5m 2(π) . 2πar-(2n-hl)πoj'

→ -ι sm --------ω---------
. (2n-∣-l)πω'8π , 2∞4 (-l)⅛∕-X2-

,*ωc°s ω A») cos2J⅛±ι⅛≤-cθs⅛
0) (J)

Sn^q 2ττx ___ (—l)n⅞w(l — ⅜2n+l)
~ ω k C0S ω o l _2<^n+l cos ii? +β2(‰+>)

Ersetzt man in (96.) x + ⅛ω' durch x, so folgt 
n' m' (__l)n

(98a∙) v(x) = tlim V . V, ,------- i---------- i—?---- ——-' v ' -→('t) *^(m) a;— ⅜mω — t∣2n-f-l) ω
— n' —in'

und mit Hilfe der Formel (93.) folgt hieraus
. 2π ,. " , i „ 2πx — (2n+l)πω'

(98.) v(x) — — hm V (—l)ncotg-------------------------x ' x ’ ιω ω
-Λt

In dieser Formel convergirt das allgemeine Glied mit wachsen­
dem n gegen ± i. Setzt man darin x = 0, so ist

λ 2m .. “ ∕ ,(2n+l)mu'
r(θ∣ = l ≈ — hm ¾(~l)"c°⅛- -- ------ -

—n'

und ziehen wir von dieser Gleichung die Gleichung (98.) ab, so 
erhalten wir

9 • » (—l)',.snι —
(99=.) l→)= — ⅝ , . 2⅛+υ,,m,.

sin —!—-—- . sin  ---- ——~—
oι ω

worin das unendlich ferne Glied gegen 0 convergirt, so dass 
man eine endliche Anzahl fortlassen kann. Zieht man nun das 
Glied —n — l Und u zusammen, so folgt hieraus mit Fort- 
lassung eines einzelnen unendlich fernen Gliedes

zo.1. , 1 z . 8m . ,2mr∞ (—1) cotg *-----
(99b.) 1 — v(x) = —sin2-----V, -----9,9 , ττ—7--------τ-,

ω ω « (n) cos _ co⅛
l» Ol

und hieraus endlich die Jacobi’sche Formel 
(99.)

1 , λ 16τr . 22m»£ (-1)n9∙'i+l∙Γ-5S
1 —.y(a?) =-----sin2------V, .----------------------- -------------------- .ω ω a≤r(n) 1 _ 2 cog + 2(2n+1)
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Es lassen sich nun zwar von den vier ^-Functionen je 
zwei noch auf andere Weise zu einem Quotienten zusamrnen- 
setzen, und diese in Partialbruchreihen entwickeln, allein wir 
begnügen uns mit den hier aufgestellten, welche die wichtig­
sten sind.

Art. 10. Darstellungen durch die Fourier’sche Reihe.
Um die Function lgΘ01O) in trigonometrische Reihen zu 

entwickeln, bedienen wir uns der Formel (62b.) und erhalten 
aus ihr

00
⅛θ.,(1) = lgβ.1-2lg ∕7ι,1∕1-^^') +

1
A 7TrΓ*

2(n) lg (1 - 232n+1. cos + 9^"+∙>)
0

oo 00 4iπx —4πix
= ω ) + ∣g(l —32n+1e ω )]

1 0
4iπ —4iπx

und wenn man nach aufsteigenden Potenzen von eω und e "l 
x

entwickelt, was für alle reelle Werthe von — möglich ist, 

oo ∞ ^(2n+∣>c0g
⅛0..(x∙) = ⅛77w(l-Λ-2∑w∑,ml---------——

1 0 1

Da für alle Werthe von — diese Reihen unbedingt con­to
vergent sind, so können wir die Reihenfolge der beiden Sum­
mationen umkehren und die Summation über n ausführen, so 
erhalten wir

so ∞ gm cθs-----
(100.) lgΘ01⅛) = ⅛7∕w(1-9"")-¾,, ’
und wenn wir x um *ω vermehren, erhalten wir

∞ x (—l)m.9m. cos^Ξf
(101.) Igθ⅛ - ⅛77,.,(1→∙>-2∑w-
und wenn wir die Formeln differenziren
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. 4tnτrx

zl02x d⅛ θo i(a?) _ ⅛π Λ .Ls,n2ΞZ = 2(aj)
(W2.) — _ - 2(m) i_^m ZW,

1
/ -«∙ 4wι%x

Jl Λ√ ∖ O-rr ∞ (---1) 9 S,n----- -
ziaox <∕lgΘ(a>) _ 8ττ χr *____
(lθ3,) dx ~ ω ¾) 1 — qlm

Mit denselben Mitteln finden wir
00 _
t K 67TX(104.) lg Θ, „(«) = lg [2 ∕√(m)(1 -√im)J + ⅛ “s

1
oo z ‰ 4mπx

_2y, (-D”
δ ∙Zi(m)---------- ----------------,i m(l—qlm)

n 4∕- ω , IT (1—ff2'"“1)2 , . 2πx(105.) lg Θ, t(x) = ⅛t∣q->∣k 1 _ .>n + lg sin —

oo ∏ra imπx o s→ qlm COS--------— 2∑(m)-________

ι m(l—92m)
und hieraus durch Piflerenziren
(106.)

rflg Θ1 0(τ) _ 2π 2πx 8ττ ∞ (—l)mg2m sin
dχ ω ω ω ^*(m) 1 — q2m

∙2m ∙ 4r)∣πr
(107.) ⅛θ<J⅛)= 2(Γc1,tg2^ + ^∑√-r^≡.

dx ω ω ω γ,' ' 1—q∙m
Zieht man die Gleichung (100.) von der (105.) ah, so 

erhält man
4nιπιr

∕1AQ ∖ i 2Z \ i ∕2V<7 ∙ 27∏E∖ ? C0S o,(108.) ⅛λ⅛) ≈ ⅛(^r∙s.n-)÷2∑w m(1+{m) •

^√7F<Z7 ^7TX
Pie Grössen lg sin----- , lg cos-----  lassen sich auch nochω ω

in trigonometrische Reihen entwickeln, wodurch die Darstellung 
von lg Θ, 0(a;) und lg Θi ,(x) erst vollständig wird, diese Ent­
wickelung hat jedoch für uns kein besonderes Interesse.

Die elliptischen Functionen und die reciproken Werlhe 
der Θ-Functionen lassen sich dadurch in trigonometrische 
Reihen entwickeln, dass man jedes einzelne Glied ihrer Dar­
stellungen durch Partialbrüche durch die Fourier’sche Reihe
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su lindet man

darstellt. Setzen wir tör das allgemeine Glied der Partialbruch­
reihe den Werth, welchen uns die Gleichung liefert,

o , 2πj∙ι —2⅞ri

⅛in-^-.t∕"(l + ¾r^',+l) = / e— _ '
l-2β'"+'cos- + ,«*+« 2,' t∞ rM

’ " 1—5⅛+'e" l-5∙⅛+⅛ω
_4 ,'!«»+»'+» sin 2⅝2",+1)∞
- ‰)9 sln ω

0
in die Gleichung (94.) ein, so erhalten wir

λ(<c) = 5, x q*"n+'n+''. sin 2(2w+1> 7tx.

0 n

In dieser Reihe, welche unbedingt convergent ist, so lange — 
ω

reell ist, können wir die Reihenfolge der Summationen um-
00

kehren, und über n die Summe ausführen. Da q('2",+y∣n
am 0

= T∑⅛m+ι ist’ sθ fo⅛t
. 2(2w»-f l)i7χ∙

(1o,)

und ähnlich
. ~ in 2(2m-(-l)a:Q^rJn x, *∕"∙COS —----- τ-2-

(„0.)

„ 4mπxi co ö”‘. COS------ —(∏1.)^) = ^(i + 4¾√-γ^).
Setzt man in das allgemeine Glied der Partialbruchreihe 

(87.) den Werth ein, welchen die Gleichung liefert
1—g,2(2m+1)

1—2q2m+1cos 4~ + f∕i(∙^+υ

1 1 1
4πa∙i —4πjct

1 — q2,n+,β w 1 — q2m÷,e ω

1 . λ * ,o,,,∣ n,, 4ττxn= l + 2 V . qt2wι+l)". cos------- ,
l
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∕l19x ∕ u3kjß__ 1 _U 7 V (2τr)3.4√√Θθl(^)

∕ "c 4τctιx∖
Σ(,√-1)"Γ2+”' 1 + 2 ¾ 9'5-+"" cos ,
0 ' 1 '

und wenn wir x um ∣ω vermehren

∕∏o x / ω3kki 1 _U j V (2τr)34√∕ Θ(x)
i x 4πnx∖

∑(m)(-l)m 7",2 ÷m (1 ÷ 2 ¾U) (—1)»√2n,+1>n cos——).
0 ' 0 '

So lange der Werth von — reell ist, sind diese Reihen unhe- ω
dingt convergent, und man kann die Reihenfolge der Summa­
tionen vertauschen, wodurch sie in Fourier’sche Reihen ver­
wandelt werden. Die Summation der Coefficienten ist jedoch 
nicht so einfach durchzuführen, man kann sie aber nach XVIII 
leicht durch bestimmte Integrale darstellen.

Art. 11. Die lineare Transformation (1er ^-Functionen.
Eine sehr hemerkenswerthe Eigenschaft der θ∙-Functionen 

ist die, dass zur Darstellung einer und derselben Function 
unendlich viele verschiedene Moduln gewählt werden können. 
Setzt man nämlich
✓ x . . act-∖-βiπ virc . —∂A4-βirι(a.) t = in F. , w = —rr-, a = in — ------— >aγ +- oιπ ay ÷ ovrc yA— ct>π

, —(m)2 —inway + ∂iπ = τ—-—— , v = —------Ay— am Ay—am
und

(b.) ad — ßy == 1,
so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung

«•2y

(c.) θ∙h9(υ,α) = Const. 9«(w, A),
worin

(d.) Λ' = —gy + h∂ + γ∂, g‘= ga— hß 4-aß 
ist. Vermehrt man nämlich v um λin, so vermehrt sich w um 
— λ(Ay—ain) und die rechte Seite der Gleichung (c), von 
dem conslanten Eacior abgesehen, erhält die Form
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[w —Z (Aγ—f<iπ)]2y

β 4j' —.θ⅛,9<[w — 2(4y-α∕'τz), 4] 
tt'2y

j / <_L ∑v 777-7 —2Zyw+Z2y(4y-aiπ)—Z2y24-f-2Zy∣t (_1)«ZA'+Ayö . cAγ-uιπ i -r 7 Zt∕ .¾ff√W, ii)

w2y
= (—4)λ ['<(tt<y-M + «y(0+ tf-K)]. cXχ-«*\ &h, g, (w, 4).

Da nun ad — βγ gleich Eins, und α∕(∕⅛+d÷Z) für ungerade 
-Z [wegen (h.)] stets gerade ist, so ist

( l)λ[A(κd,-j9y) + αy(i3+<J,-l-Z)] _

und es genügt die rechte Seite von (c.) der Functionalgleichung (1.). 
Vermehrt man aber v um κα, so vermehrt ; ch w um

⅛½- = xiA∂m+l!"t ~βar+-↑iπ} = x<54-∕Jx⅛ 
aγ-h∂t7τ ∖ aγ-{-oιπ aγ -f- oin]

und θ∙∕t- 9<(w, A) gewinnt den Factor (—l∕*'t'+⅜∖ e-*M2Λ-2χJw7

—geht über in 
Aγ— ain

wlγ 2κ(d4— βin)γw κ2γ(dA—βiπ)2
Aγ—ain Aγ— ain Aγ—ain

= »v... + 2xd„ + -βx-iπw- + x⅛. 0∣¾-<⅛⅞4χ.-- ,aijτ fry--- aln 4^ --  am
und demnach gewinnt die rechte Seite von (c) den Factor

/ (ärf—∕7rτ)2 \e-2,,+x≈(z -~~- -•)’-<) += (_1)X9 e_2„_,2%

so dass sie der Functionalgleichung (2.) Genüge leistet und sich 
daher von der rechten Seite nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden kann, w. z. h. w.

Die Abhängigkeit des noch unbestimmt gelassenen con­
stanten Factors von a kann leicht angegeben werden. Wenden 
wir nämlich die partielle Differentialgleichung (3.) auf die rechte 
Seite der Gleichung (c.) an, welche ihr genügen muss, so er­
halten wir

dConst. —γ r t 
da aγ + oιn

oder
---- 7t

(e.) d lg tonst. =—∖ rflg aγA-din, tonst. = D∣tg^ aγ-∖-din'
worin nunD⅛9 von a unabhängig ist, und --n der Bequemlich­
keit halber unter das Wurzelzeichen gesetzt ist. Für χ = l näm­
lich, und a = 0, ö = 0, in welchem Falle (wegen b.) ß = —1
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sein muss und h‘ = <∕, gt = h ist, erhalten wir A ~ —π, wenn 
wir a = —π setzen, und folglich

V2

'∕∕ι y(^ > ^s~ ^∕ι y∙√1∙β ∙ x^g ∕ι( » Ti)-
Setzen wir darin v = ihre— -kgiτr, so haben wir

1>(0, — + l∣>2*- ⅛9Λ⅛

= Dyjl .θ∙(0, — τr)e-ift∙'d5r-i»Sjr—i⅛sjl+^.2Λ-l<∕')2+9ajl7 
woraus folgt

(f.) ∣>ll, = ei1'«",
wenn das Wurzelzeichen von √1 positiv genommen wird. Dem­
nach ist
(114.) ^,α) = √≡.^ + w∖,√^,^.

Da a eine Grosse ist, deren reeller Theil stets negativ ge­
nommen werden muss, so dass der Winkel φ der Zahl n = 
r(cos <f + isin y>) im zweiten oder dritten Quadranten liegt, so 

it = γ∕ ~ (sin \(f> — i cos ∣φ) eine Grösse, deren

reeller Theil stets positiv ist, weil ∖φ immer im ersten oder 
zweiten Quadranten liegt. Demnach ist in (114.) das Wurzel­
zeichen stets so zu xcählen, dass der reelle Theil des Wurzel- 
werthes positiv ist. Die Auswerthung der Grösse D für beliebige 
«, ltf, /, d wird im nächsten Artikel erfolgen, so dass wir als 
vorläufiges Resultat die Gleichung gefunden haben

(115.)
w-¼,y⅛⅛,k‰ ,⅛≈±g).

h'= hδ—gγ + yd, g' = —hß +ga ÷ aß.
Ist a reell, so dient die Gleichung (114.) dazu, //-Functionen 
mit rein imaginärem Argument in solche mit reellem zu ver­
wandeln.

Wendet man auf eine transformirte //-Function noch eine 
Γransformation α', ∕⅛', y', d' an, so erhält die neue Function 
Jen Modul

. a'A-∖-β'iπ _  . a(aa'Λ-βγ,} + iπ(βu,-∖-δβ'}
171 γ,A + ∂iπ a(aχ' + yd') + iπ{βγ' + dd')

md das Argument
9*
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wt7r virr
Ay‘ + d‘in a(a/'4-/d') 4- 4-dd')

und man kann daher diese successiven Transformationen durch 
die eine

(g.) a" = aa'4-ß/', = ßa'4-d/?',
/" = a/'4~/d', d" = /?/'4-dd'

ersetzen.
Wir zeigen nun noch, dass die Transformation einer

^-Function mit dem Modul a in eine solche mit dem Modul
. au 4- ßin , , , .A = in------- Lv— benutzt werden kann, um schwach conver-(Z/ 4- 0171

gente ^-Reihen in stärker convergente zu verwandeln. Diese 
Reihen convergiren nämlich um so rascher, je grösser der ab­
solute Retrag des reellen Theiles des Moduls ist. Ist nun a — 
— prc 4- qni, so kann vorausgesetzt werden, dass q in den 
Grenzen liege —k^q = k, weil durch die Transformation 
a = d— 1, / =0, ß beliebig, wenn passend gewählt wird, 
q sofort in jene Grenzen eingeschlossen werden kann. Nun ist 
aber

. — pa + (qa + ß)i 4 = 17t--- £----- t3----- .. .— P/4-(?/+d)?
p (ad — /?/) . (p2zh q(a)'A-ßd') +ftd

71 p2/24-(?/4-d)2 p2/2 + (<//4-d)2

woraus sich zunächst ergiebt, dass eine Transformation, in 
welcher ad—ßy nicht 1, sondern —1 wäre, nicht möglich ist, 
weil in diesem Falle der reelle Theil von A positiv würde, und 
daher die ^-Reihen nicht convergiren könnten. Ist ad —ßy 
~n, so nennt man die Transformation eine Transformation 
vom nten Grade.

Nun ist aber offenbar der reelle Theil von A, also

——r——seinem absoluten Retrage nach dann grösser als 
p2r+(7z+^)'
der absolute Retrag des reellen Theiles von a, also von —prr, wenn 
p2/2 4-(<//4-d)2 < 1 ist. Für / = 0 ist [wegen (b.)J d = ±l 
und also p2y2 + {qy 4- d)2 = 1. Für d = 0 ist y = ±l und 
p2/2 4-(<//4-d)2 = p2 + q2, also, da q- höchstens gleich } ist, 
kleiner als 1, wenn p2 < , oder der reelle Theil von a seinem 
absoluten Betrage nach kleiner als ist. Hieraus folgt der
Jacob i’sche Salz:
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(116.) So lange der absolute Betrag des reellen Theiles 
des Moduls a einer 9-Function unter liegt, lässt sich stets 
eine lineare Transformation finden, durch welche ein Modul 
eingeführt wird, dessen reeller Theil seinem alsoluten Betrage 
nach den von a übersteigt, so dass die 9-Reihe mit dem trans- 
formirten Modul rascher convergirt, als die mit dem Modul a.

Art. 12. Grenzwertlie der ^-Functionen für rein imaginäre 
Moduln. Bestimmung der Transformationsconstanten J>.

Die Gleichung (114.) kann benutzt werden, um zu er­
fahren, wie sich, für v = 0, die θ∙-Functionen verhalten, wenn 
a rein imaginär ist, wenigstens lür rationale Multipla von in. 
Zunächst erhallen wir aus (114.), wenn a der Null so genähert 
wird, dass der reelle Theil immer negativ ist,

_____ —n2τι2 , , ι∕2π2

lim √---- .e 1" .θ∙∕ιy(0, a) = lim e 4α .θ∙gJθ, —),
a = 0 t —π a —0 X a '

welche Gleichung für h = 1, g = 1 die Identität 0 — 0 lietert, 
aber sonst die Gleichungen

l lim d ---.9(f), a^) = lim ∣∕ — ∙ 0(θ, “) = t
1 α = 0 V 7τ <t = 0 » 71

(117.) ___  -7,2
lim V -⅛e4tt∙^oλθ>α) = 2∙

1 α = 0 V -- n
Hierin kann statt v = 0 für v eine Grösse gesetzt werden, welche 
mit a verschwindet.

Wir beschränken nun unsere Untersuchungen auf den Fall 
h = 0, g = 0. Setzen wir dann, n als positiv vorausgesetzt,

ITT
«= b ± —, so liefert die Gleichung (114.) die folgende ∆ll

9-(θ,b±^∖ = χ∕-fL.√θ, — )
1 W v6±« 1

— 2nπ ∣,. s4n2bn2 4= 2nin? v 
2nb±iπ \ ’ 4n262 4-τr2 /

Wenn hierin b gegen 0 strebt, so nähert sich der Modul der 
letzten ^-Function der 0, abgesehen von einem ganzen Multi- 
plum von 2τr∕. Da nun aber eine Z>-Function als Function ihres 
Moduls nach pag. 88 die Periode 2πi bat, so können wir beim
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Grenzübergange in der letzten Function den imaginären Theil 
des Moduls ganz forllassen, so dass wir haben

⅛√Λ⅛6⅛) =_____

i——. 1 ∕ 4zt2δτr2 ∕ 4zι26π2 ∖ ∕ 4n2b2i+τr2
√±2nι Jιmθy ∑∑7^4n262+π2) • 4n2b2+⅛2)∖ 4zt2τr2

und hieraus linden wir mit Hilfe der Gleichung (117 )
<118∙> s'imoV⅛^(θ,6ii)β⅛,

worin sich die Vorzeichen ± auf beiden Seiten entsprechen, 
und worin die Wurzel positiv zu nehmen ist.

iτcSetzen wir a — b ± ~, so liefert die Gleich. (114.) 2n + 1

4θ, 4⅛l) =
/ —→(2n+l)π /„ (2w + 1)267γiT (2n+l)m3u

V (2w + l)δ±m V’ “ (2n + l)262÷^2 Jl
/ —(2n+l)7r α ∕ (2z⅛+l)2δπ2 =F (2z∏-l) t'7r3 . \

~ V (2zι÷I)V±za 01V ’ (2n + l)2δ2+π2 ,π∕,

(nach pag. 88). Hier nähert sich der Modul mit b, abgesehen 
von einem ganzen Multiplum von 2τti, der 0, wir können «daher 
beim Grenzübergange den imaginären Theil ganz fortlassen (eben­
falls nach pag. 88), und erhalten sonach

lim-4/—- .e4'-''÷1>2∖19.∕0 ——r) ==
6=0» ∖ 2zι+l∕

-------------------r------------ _ Z2÷42" +1)2 b!
t∕∣∙j-(9w_l1 ∖ ∣jm -/____(2zt + l) ⅛7Γ___ 4(2υ-)-l)262 v
√ι±(2w+lζlmιθy —τr[(2n+l)262+^2],e ×

∕ (2n + l)‰2 ∖ z (2rT+l)262+^2
01 V’ (2n + l)262+τr2∕V (2n + l)2τz2

und hieraus nach (117.)

(119.) Ihn J --.e4l'2"l7l∣84.⅛(θ, δ±<⅛) =-,1⅛=√2, 
6=0 V 7t ∖ 2zz+l∕ √2w+l

worin sich die Vorzeichen ± auf beiden Seiten entsprechen, 
und die Wurzeln positiv zu nehmen sind.
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00

Ordnen wir die Reihe <9∙(υ) = 2(m)e","2÷2''ll' so an, dass
---- 00

wir die Glieder, welche um μ Stellen auseinanderstehen, für 
sich summiren, so linden wir

∞ (gα(mμ)2÷2(mμ)rψeα(mμ÷l)2+2(miιH-l)t>-^ J
^(υ, = ⅝l)} . . . + ea(«m+^-l)a + 2(«/*+^-l) v

r==μ-l α>
_ y3<ty*2 fl*2 + 2m(iurα-l-μv)2rv-f^ r2flj

r=0 — ∞
oder

r=u—1
(120.) #(»,«) = 2(») e2rl÷'stt∙^[μ(*>+ra), aμ2J. 

r = 0

Wenden wir nun diese Gleichung auf die Function 

#10, b H-----ml an, indem wir 2n für μ wählen, und m als

relative Primzahl zu u voraussetzen, so erhalten wir
r = 2n—1 2 /, , rniπ∖

#(o, b + t^r) = ¾ e' ’ n ∙^(i2nbr, 46n2)

r=2n—1 --------- r2wιtπ
_ 'S /—^ f,-fΓ aiinb π2 \

-⅛ v 4bn1 '^j∖2n ’ 4n2δ∕, 
r==0 1

worin wir auf je∣des einzelne Glied der Summe die Gleichung (114.) 
angewendet halben. Multipliciren wir diese Gleichung mit

∖∣ und gehen mit b zur Grenze 0 über, so erhalten wir Y --7t
. ____ 2n—1 2 2πt

(121.) lim J — #(o. S+≤⅛) = i ∑e' "*⅛^
<,=θV — π ' » / 2»

φ (m, 2n)
~ 2λ

nach der Gauss’scben Bezeichnung dieser Summe. Für m = ±1 
folgt aus den Gleichungen (US.) und (119.)

j<jp(±l, 2n) = (l±t)√n, n≡0(2),
( iφ(±l, 2n) = 0, n≡l(2),

worin das Wτurzelzeichen positiv zu nehmen ist.
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Mit Hilfe (I es bekannten Satzes*) φ(hnι,ri).φ(hn,m) == 
φ(h, mn) folgt hieraus für ungerade n leicht die Gleichung

(122b.) 9∙(l,n) = 1⅛⅛.√n = ∣>-1)2.√n.

Ist m gerade und n ungerade, so kann inan (120.) wieder an­
wenden, indem man n für μ setzt, wodurch man die Gleichung 
erhält
, n—f 9 ∕. m'π 1⅛(θ. 6+ψ) . ¾r∕ 't+^⅛(,,6r1 W>

n—1------nιiπ
- ¾√⅞-"∙' τ^"('⅛∙

und hieraus
/ —t— n—1 2 m'7t(123.) lim √ -±-.√0, S + “0 = ±¾∕ ~

. 6 = 0» —n \ n J n

= — cp(⅛m, n). n
Betrachtet man nun die Gaussischen Summen φ(p, </), 

worin p und q relative Primzahlen sind, als bekannte Grössen, 
was um so mehr gestattet ist, als ihre Auswerthung nur niedere 
zahlentheoretische Mittel erfordert, nachdem die Gleichungen 
(122a.) (122b.) gefunden sind, so ist das Verhalten der Function 
ι%(0, a) für solche a, welche gegen ein rationales Multiplum von 
irt streben, durch die Gleichungen (121.) und (123 ) bestimmt. 
Wir bemerken nur fürs Folgende, dass φ(p, q) nur dann ver­
schwindet, wenn gleichzeitig p = 1 (2), q = 2 (4) ist.

Mit Ililfe der gewonnenen Resultate ist es leicht die C011- 
stante D∣ιgi die im vorigen Artikel noch unbestimmt gelassen 
war, auszuwerthen. Dabei beschränken wir uns auf den Fall 
h = 0, g = 0, (in welchem wir die ludices an IJ fortlassen,) 
weil der allgemeine aus diesem durch blosse Abänderung des 
Argumentes und Multiplication mit einer Exponentiellen erhalten 
wird, und nehmen noch die Fälle γ = 0 oder a = 0 vorauf.

Für γ = 0 ist A = a + λiττ und wir haben nach dem 
pag. 88 Bemerkten

(124.) = el<2"-3"*∣te.¾ 9+,ι^,,i(υ, β + ⅛⅛).

*) Dirichlet’s Vorlesungen über Zablenllieorie heraus- 

gegeben von Dedekind, pag. 325.
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Hieraus erhalten wir den Fall « — 0, wenn wir auf die rechte 
Seite die Gleichung (114.) anwenden. Es ergieht sich

(125.) a) =

V <t+λin ^9+a~h^h∖a+li7t, a+λiπ)'

Im allgemeinen Falle sei A = </ = 0, also h' = f<5, =
aß, und y und a seien von 0 verschieden. Setzen wir dann

, • 4 . α τr2 1a = b— in —, A = in----- t--τ------0, aγ + oιn = by,γ y b y~
und setzen y als positiv voraus, was immer geschehen kann, 
weil sich die Transformation nicht ändert, wenn man allen vier 
Zahlen a, ß, y, d das entgegengesetzte Zeichen giebt, so folgt 
aus der Transformationsgleichung (115.)

worin der reelle Theil der Wurzel positiv genommen werden 
soll, und hieraus für υ = 0
,.. , . ∂∖ ™ / — π , n2 ainλ(,.) φ 6-.n7)= ßv — - + 7-j.

Ist nun
y gerade, ö ungerade,

(wegen (b.) sind y und 3' relative Primzahlen,) so folgt aus (121.)

wenn wir die Gleichung (i.) mit y/ multipliciren und mit 

6 zur Grenze 0 übergehen

,-φ(-d, 2y) ≈ Z) √ A.e-Wy<‰
“Z V y

(126.) D ≈ *irtW. 1/-1-..φ(-3', 2y).
V r

Ist
y ungerade, 3 gerade, 

so folgt aus (123.)

yφ(~14 r) = y A. e-Wr<‰

(127.) D = t≠<F ∕A.φ(-∣d,y),
I Y

worin überall die Wurzeln positiv zu nehmen sind.
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Sind aber γ und d beide ungerade, so kann man auf die 
Gleichung (115.) die Transformation (114.) anwenden, wodurch 
ihre rechte Seite die Form erhält
ff./ 7t - ∕ ΣΣ-Ξ . f>ay+fct A∖aγ-∖-diπ) +i 'j ' ×

y ay+∂iπ' ∖ A
Z vin in ril∖

* λ 9 ∖αχ + dzτr A ’ A /
und für v = 0 die Form
∩ .. ∕ ~π J ~π^ar+^iπkh,(∣,iπ n Z∏ .∙ °Z+J<π∖ 

y aγA-δin' y (aa∙∖rβiπ)iπ ' uii, Z/()\ ’ au-}-βiπ)
ß . n2 . γ n'l .setzt man a = b--- —in, — = —in— -f- —5 und setzt man a
a A a bei“

als positiv voraus, so folgt
______ ⅛> √Λ⅛*-'4H

/ na /—n(aγb+-iπ) ∕ b , --∏γ l π2 \
y bciγ-{-in y a-b in y —n' ’ « fc«2 )’

geht man darin mit b zur Grenze 0 über, so folgt, wenn 
« gerade, ß ungerade

ist, aus (121.)
1 , o o . P.Γβ^.(l+t)√α

2^<→- 2≈) -------------√2a
∩28) j - 2«)
( ', √2.√o.(l+ι) ’

aber wenn
a ungerade, ß gerade ist,

aus (123.)
±~(_W g) - Γ-ft∙j.J)(l+.∙)√n

(129.) D = ^√2.y(-U≈) 
v 7 (l÷O√a

womit nun I) in allen Fällen bestimmt ist.
Vermehren wir nun in der Gleichung (h.) v um [haA-∖gin 

und multipliciren mit elιv ⅜z"z,rτ, so geht sie über in
z ———- ω*y

(1.) ,¾,⅛α) = a.Zra.√ —Jr-.<'⅛-<"iπΛ∙s∙(w,4),V aγ+oιn
χ = ‘ hβ∂(a-2γ) — 4gaβ(β-2δ) — ⅛βyhg — %aγg2- %βδh2,
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woraus sich ergiebt, wenn man diese Gleichung mit der 
Gleichung (115.) vergleicht:

(130.) Dh, = UV".

Art. 13. Lineare Transformation der elliptischen Functionen.

Die Formeln, welche wir durch die lineare Transformation 
der ^-Functionen erhalten haben, setzen uns in den Stand, ein 
und dieselbe Function Z(a?) oder λ(x, k) (durch welche Be­
zeichnung wir den Modul andeuten) auf unendlich viele Arten 
als Quotienten zweier ,>-Functionen darzustellen. Da nämlich

α ∕ viπ . aa + βiπ∖ 1 inx ii .ω,∖
,",∖α∕+<frπ ’ i l aχ + δiπ / h y ∖yω' + jdω ’ ω r

ist, oder wenn wir ω'α÷⅛ω∕S = ∙Ω', ω'∕ + ⅜ωd = und 

2ni^ = A setzen (woraus kω = ∖Ωa— Ωtγ, ω' = Ω'∂—∖Ωβ 

folgt), gleich
2τri¾') = Θm⅛, 4),

so folgt aus (115.)
---------------------  2πia∑2y

Hieraus ergiebt sich für Z(a?, k) der Ausdruck

(131.) λ(x,k) = =Θu 1(a>, a) Θ1 „(0, a)

Θγδ—y, u-j-uβ(xι 4) θtF-t-y<J,, uß—/?(P’ 4)
Dies sind unendlich viel verschiedene Ausdrücke für die Function 

(I /
λ, welche der Differentialgleichung dx = _____ , ■

7 1 — Z^ 71 •— k~)<,~
genügt.

Da nun aber die Function
,z , Θ11(a>, 4) . , Θ↑ θ(0, A)

∙⅜) = ∕a /t» ’ wθr,n kι = 7≠77Γ-iTΘ01(x,A)y∕kl Θ-(0, A)
gesetzt ist, nach Art. 4 der Differentialgleichung

dX = --------- ----- —-—
Λ'(0) 7(1—Λ2)(l-⅛12-∕2)

Genüge leistet, so ist -z∕(aj) = λ(ρx, Zr1), wenn (> = ,z∕'(θ)
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gesetzt wird, und es ergiebt sieb mittels der Gleichung (115.) 
ein einlacher Zusammenhang zwischen 2(ρa,, A,1) und Z(λ,, ⅛).

Ist nun
aß ≡ γ∂ ≡ aß — itf ≡ 0, γ∂ + d = 1 mod 2 , 

so müssen a und ö ungerade, ß und y gerade sein, und man 
findet aus (151.), wenn mau die Indices auf 0,1 reducirl, was 
mittels der Formel

(a.) Hh+tlm, (∕+'n(w, fl) = ( l)n'1. ι9-⅛ j(tZ, fl)
geschieht,

(152.) Z„,« =

= (-1)«“-⅛(<ra, *,).
Ist a von der Form 4n÷l, so ist nach (h.) pag. 129 δ eben­
falls von der Form 4zt + l, und es unterscheidet sich λ(ρx, kl) 
von Z x, k) nur dadurch, dass Ω, Ω, an die Stelle von ω, w'

. ., . 1 M(ρx, il) θλ(x, t)
getreten sind. Λun ist -gχ (>_0) = βχ (l_0) = 1,

folglich auch ρ = 1. Für x = {.Ω+⅛.f2' aber findet man 
k↑ = 1 1l[iω+ιω'+i(d-l+∕l)ω+lω'(fl+z-1)1 = (-l)⅛ 
Da aber in der Definition von λ(x) als Umkehrung eines ellipti­
schen Integrales nur k2 vorkommt, also λ(x,k) = Z(a>', —k) 
ist, so gelangt man zu dem Salze:

—----------- '

√(1-Z)(l-fr2Z2)
mittels der Gleichung 0

^ι∣(⅞f>2m'⅜) ^(0∙27γz'⅜)
Z(a,∙) = ------- n—----------∩r ^ • —------------- f√,

'*oι(-^> 2π,⅜) ^.n(θ∙2∞⅞) 

mnkehren und sind ω, ω' durch die auf kürzestem Wege ge­
nommenen Integrale

1

... o f1 dλ ,.., Γk dλ
J √(1 -Z2)(l-PZ-) 7 J √(1-Z2)(l-FZ2)

bestimmt, so kann man für Ω, Ω' die Grössen
l1Ω = ⅛ωχ + w'd, Ω' = ⅛ωa + ω'β

wählen, wenn
aδ— ßy — 1, α = 4w + 1, δ = 4n*+l, ß — 2m, y — 2m‘ 

ist.

1,
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Ist a von der Form 4n + 3 und sind ß, γ gerade, so ist 
der Differentialquotient von λ((κr, fr,) in (153.) gleich —1, und 
folglich ρ =—1, für a5={β + Wy findet sich ki = ±fr und 
folglich

λ(35, fr) = — λ(—x, ± fr).
Ist ferner χd-y = O, α÷βα≡l, χ≡l, mod 2, so ist ß 
gerade. Dann liefert die Gleichung (151.) die Gleichung

054.) z<.,i, = (-υi<'∙+^,>.¾⅛i5∙⅝Γ

= (-l)⅛(α^-1∖fr1.λ(^, fr,).
n <5λ(ρj7, fr,) (—l)⅜(κ+∕s-1) . .

Da für x = 0 ---- i⅛------  = --------- ----------- ist, und sich fürox k |

35 = {ß , fr, = ± — ergiebt, so erhält man K

k .λ(x, k) = ± λ xk, 5

worin sich die Vorzeichen entsprechen.
Ist γ∂ — y=l, a + aβ≡0, mod 2,

so gelangt man zu der Transformation
z1rζr x -5/ n , k'y)(155.) ..λ(M> = ± ,

und ist —∕ ≡ 0, cc + ccß = 0, mod 2,
so erhält man die Transformation

λ (± ixk', -∣7)
(156.) tk'.λ(x, fr) = ± —- --------— ,

r(∕xk', j-lf

worin sich die Vorzeichen entsprechen.
Die beiden Transformationen (155.), (156.), welche uns für 

reelle fr in den Stand setzen, eine elliptische Function mit rein 
imaginärem Argument durch elliptische Functionen mit reellem 
Argument auszudrücken, gehören nicht zu den linearen, wenn 
die Jacobi’sche canonische Form für ein elliptisches Integral 
erster Gattung zu Grunde gelegt wird, wohl aber, wenn dafür 
die Kiema nn’sche x = l ∕*~-~=-½— —= genommen

^.7 √λ(l-λ)(l-fr2Z)
wird. θ

Um zu allen linearen Transformationen der elliptischen 
Functionen zu gelangen, wenn die .1 acobische canonische Form 
zu Grunde gelegt wird, kann man durch die Substitution
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β ^F δλj 
= -7+⅛

den. Ausdruck <-
<lλ . dZ∣

√(1 - ιγ. (i- FZ2) ρ 7(1 - Z, 2)(1- ⅛, u,2) 
transformiren, und untersuchen, wie hierzu die Constanten a, ft, 
c, d bestimmt werden müssen. Man gelangt so zu den Trans­
formationsgleichungen :

(167.) λ(x, k) = ±Z(±a, i) = ⅛χ[i(a,+ ∣ω-)ι ⅛∣∙

(158.) Z(®, t) = ±-i-Z(÷a⅛, i) = -------—------- π∙
i ' k> Z(±i(l'+⅛>'),})

(159.)
∕3f 1 , , ,.x _ 1 ⅛p,⅛∣).(1 — √⅛)-(l + √⅛)|Z( * τ"'t, - √⅛ Z⅛a≈,⅛,).(i-7Z) + (1+√Z),

J 2 ∕ , 1 ,i ∕ i,∖ _ 1 λ(ρa‰⅛ι)(l V⅛,) + (l+√⅛)p(aj÷-4ω÷τω, k) _ +

, 1__√⅛,2
worin o = ∣z(l + √Aj2, ki = List;

Ufo + Jω' fr) = — λ^x' fc>)(1-W -(1 + *√⅛) 
∩,.∩xl 4 ’ f√fr λ(ρaj, fr1)(l — ι√fr) ÷ (l + ι√fr),
1 Jjrzr—tr√ n 1 λ(ρ(Γ, A,)(l-J√∕f) + (1 + ∕V⅛)

’ ' 4 ’ j ^ ∕√fr λ(ρΛ,fri)(l-ι√fr)-(l + t√fr),

worin (> = ⅛z(l+ι√fr)2, kl = •

Aus den beiden letzten Formeln werden noch vier neue 
Transformationen erhalten, wenn man yjk das negative Zei­
chen gieht.

Hiermit haben wir zugleich die Beziehung gefunden, 
welche zwischen den verschiedenen Moduln stattfindet, welche 
man erhält, wenn man die Function y∣Aλi+ Bλi+ Cλ"l + Bλ + F 
durch eine lineare Substitution auf die canonische Form 
bringt. (Conf. pagg. 7S. 79.) Ist nämlich einer unter ihnen fr, 
so gieht es im Ganzen sechs verschiedene, nämlich
««'■> G*sτ. ∣⅛Ji)'

wobei natürlich jedem noch das negative Vorzeichen gegeben 
werden kann, was aber für die elliptischen Functionen keine 
Bedeutung hat.

www.rcin.org.pl



143

Art. 14. Die verallgemeinerte binomische Reibe.
Eine hervorragende Rolle spielen die #-Functionen in 

einer gewissen Gattung von Differenzengleichungen,. nämlich 
solcher, in welchen
z/ = cp(qx)— rp(x), Jn(p(x) — Jn~x(f\qx)—Jn~}(p{x\ 
ist. Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung einer linea­
ren Differenzengleichung erster Ordnung mit linearen Coefficien- 
ten, welche (im Allgemeinen) auf die Form

(a.) (1 — x) 4cp( x) -h x(qa— 1) <p(x) = 0
gebracht werden kann, und deren Lösung die verallgemeinerte 
binomische Reihe ist, durch welche die Mittel, die ^-Functionen 
darzustellen , noch vermehrt werden.

Integriren wir nämlich die Gleichung (a.) mittels der Me­
thode der unbestimmten Coeflicienten, indem wir die nach um 
eine Einheit steigenden oder lallenden Potenzen geordnete Reihe 
^<i„xn in die Gleichung (a.) einsetzen, so erhalten wir die 
Gleichung

(b.) ^«„[(1— x)xn(qn-l) + xn+\qa—1)] =
1)+£cn+1(3a—9”)] = 0.

Im Falle die Reihe aufsteigt, wird jeder Coeflicient «„-pi 
mit dem vorhergehenden an durch die Gleichung

(c.) «n+1 =
an 1 — 9n+1 

in eine Beziehung gesetzt, abgesehen vom niedrigsten. Der 
Coeflicient der niedrigsten Potenz in (b.) muss demnach für 
sich verschwinden, was nur noch durch passende Bestimmung 
des Exponenten der niedrigsten Potenz erreicht werden kann. 
Ist dieser Exponent so hat man au(qf‘—1) = 0, also = 0 

, 2mzu setzen, wenn man von einem ganzen Multiplum von

absieht, welches nichts wesentlich Neues liefert.
lg?

Denn lässt man
277 t 

™ j—
die Entwicklung mit x statt mit x° beginnen, so behält 

2 71»m;—
jedes Glied der Reihe, also ihre Summe den Factor x d. h. 
eine Function, welche der Differenzengleichung

(d.) d</>(x) = 0 oder cp(qx) = y>(a?)
Genüge leistet. Jede Lösung der Gleichung (a.) kann aber mit
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einer (d.) genügenden Function, welche wir eine A'-Function nen­
nen wollen, multiplicirt werden, ohne dass sie aulhört, eine Lösung 
zu sein, weil die linke Seite der Diflerenzengleichung eine lineare 
homogene Function von rf(χy), (f(qx) ist. Man kann aber um­
gekehrt behaupten, die Gleichung (a.) besitzt nur ein einziges 
Integral (Lösung), welches mit einer willkürlichen fr-Function 
als Factor versehen werden kann. Sind nämlich ψ(x) und 
χ(x) zwei verschiedene Lösungen der Gleichung (a.), welcher 
man die Form

z . , „ 1 — qax . x(e.) φ(⅛a>) = -—— φ(x)
1 Oü

geben kann, so setzen wir ψ(x) und χ(x) in (e.) ein und lei­
den durch Division der beiden Gleichungen die neue

ψ⅛,) = ⅛> 0der jφ, = 0 
χ(Λ,7) Z(») Z(®)

Es ist also der Quotient eine A-Function, w. z. b. w.
Die Gleichung (c.) liefert nun für an den Werth 

o“ — 1 o“— q q“— qn~x
ün - ao * i_q2 ∙ ∙ ∙ i-qn

und es ergieht sich als erste Lösung der Gleichung (a.), fl0 =1 
gesetzt, die Reihe

(162.) p(α5 g, ap) =⅛ l -f-j *P + ⅝ -∙∣

welche für </ = 1 in die binomische Reihe, deren Summe 
(1—x)“ ist, übergeht. Für die Bezeichnung p(a,q,x) kann 
auch p(a,x) gesetzt werden, wo es ohne Zweideutigkeit ge­
schehen kann.

Inlegrirt man die Gleichung (a.) durch eine absteigende 
Reihe, so muss, damit (b.) erfüllt sei, für die höchste Potenz 
von x die αtc genommen wer<k,n und die Coefficienlen müssen 
wieder der Relation (c.) genügen, woraus als zweites Integral 
der Gleichung (a.) die Reihe

(163.)

in welcher für n = 0 der Term 1 zu setzen ist, und eκ,π als 
Factor gewählt ist, damit für q — i die Entwicklung mit der
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io

von (1—aj)κ — e α,πasκ^l—nach absteigenden Potenzen

von x übereinstimme, wenn auf dem positiven Ufer der reellen 
Achse, durch welche wir die aj-Ebene gemäss XXV. begrenzt 
denken, die mehrdeutige Function (1 — a;)“ für x = 0 den

(1 vκ
1 — — 1 , für x = ∞ den Werth 1 und x“, für

x — 1 den Werth 1 hat. Auch in der Bezeichnung 7r(α, q, x) 
kann das Element q forlgelassen werden, wenn keine Zwei­
deutigkeit entsteht.

Man stellt die Functionen p(a, x) und π(a, x) leicht 
durch unendliche-Produkte dar. Denn da nach (a.) p(a, qx) = 
l-qax,
-jξ2~-p(α, a;), also

. 1 — q"x 1 — gκ+la,, 1 — ∕e+n-1aj . .
rv7 7 1 — x 1—qx 1 — qn~lx r '
und da, wenn n = ∞ gesetzt wird und der absolute Betrag von 
q kleiner als 1 ist, lim p(qnx) nach (162.) gleich 1, und da
auch lim (1 — qtix)u = 1 ist, so ist

n=,oo

(164.)
, \ r 1 —x 1 — Qx 1—qn iX ,λ n wp(α,aj) = hm ----------------- -⅛r∙..------⅛=p∙(l-q1'x) ,

n = ∞ 1 — q x 1—q ^lx 1—q^ 1χ 
worin der Factor (1 — qnx)a für norm </< 1 fortgelassen wer­
den kann. Will man aber die Function auch für andere Werthe 
von q brauchbar machen, so muss dieser Factor hinzugefügt 
werden. Aehnlich haben wir

/ a?\ 1-"xq
π I— = ------ i------- ,\ ?/ l-γ91~w

∕ a>∖ 1~⅛3 1-÷*2 1~÷λ , λ
n «, --I — ------ r- -•------ □------ -  ...-------t— -π(α,rc),

∖ 9'7
X X X

und aus (163.) folgt lim πlα, —) = e~aiπ.xu, so dass man 
n== oo \ 9 /

erhält
(165.) π(a,x') =

ι-i,>→ ι-⅛- 1-1?”“/ 1 v
lim e~atn. x“.----- π--------------i— ...------ -λ----- II------ qn) •

n=∞ 1-------q 1------- qi 1------ qn ∖ x /
x - x x
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Geht man in (164.) mit α zur Grenze ÷∞ über, so 

fliesst daraus eine Function
00

(166.) w(aj) = ~xqnl
(I 4

welche durch die Reihe, (die für α = +∞ aus (162.) erhalten 
wird,)

∞ j.')n0⅜n(n-1)
(167.) «,) = ,

worin für n = 0 die Eins zu setzen ist, dargestellt werden 
kann. Daraus ergehen sich lür p(a, x), π(a,x), welche Fun­
ctionen bis jetzt nur für norm (a;) < 1 resp. norm ⅛~χj -≤ 1

durch Reihen dargestellt sind, Darstellungen als Quotienten 
überall convergenter Reihen, nämlich

(168.) p(a,x) = =
' w(xq“)

I (—'χ)nq⅛n(n~^ ∖.∕∞ (—χq")nq⅛n(n~l') \
∖ 7<n>(Γz9∏rz⅛2)∙∙∙ (l-βn) / \ 0 (n)(l- ?).(l-«2).-(l-?n) /’ 

√--i)
(169.) π(a,x) = e~~uin.xu --⅛t-’

∞ /—L foi»(»—l)
∑l,,, __________

= e-κiπ χll 0 (l-⅜).(l-g2)...(!—}")

⅝ Ri)*∙w>
<1 (I— 9).(1 — 92)...(1-qn)

wobei wir voraussetzen, dass norm (</)< 1 sei. Für norm(7)>1 
ergehen sich andre Entwicklungen, die sich in meiner Abhand­
lung über die Hei ne’sche Reihe, im Crelle’schen Journale Rd. 70 
vorfinden. Auch sind dort, insoweit dies möglich ist, p(a,χ) 
und ττ(a,x} durch 1‘artialbruchreihen und Kettenbrüche dargestellt.

Für die Function p(a,q) ist von Herrn Heine die Re- 
zeichnung Ω(a) eingeluhrt worden. Ich habe, um an die 
Gaussische Π-Function zu erinnern,

P(α> 7) = (1 — ?)“ JI(α, q) 
gesetzt, weil für q = 1
∕ιr,Λx „ , ,. Z1—qn+i∖a 1—0 1—q2 1—o”(170.) II a, q) = hm ∣--7- I . —1_. . —“ — ’

n = 00\ 1—⅞ / 1 -y«+l l-q"+'i \ — q“+n
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in die Gaussische Function

77(α) = lim — r?' ‘ ~Vq------~.(n + l)a,l = 00a + l a+2 a+3 a+n
übergeht. Sie besitzt, wie man leicht sieht, die Eigenschaft,

(f.) .∏(a-l,q) = H(a, q),

welche die der Gaussischen Function αΓZ(α∙—∙1) = 77(α) für 
7 = 1 direct liefert.

Nun bezeichnen wir weiter mit

(g) Sλ*m⅞1 oder Sλ",-⅛)

x x
n-1

die Summe 2(∏)Λa79'w), unc* nennen diese Ausdrücke be­
et

stimmte Summen. Dann ist unter der Voraussetzung 
norm (7*÷1) < 1, die zur Convergenz nöthig ist, die bestimmte 
Summe

sz.p(μ, =Σ(n)7"μ + 1⅛(∕G 7"÷1)

= (1 — q∖u ∏(μ,q).p(-μ-l, 7tu+λ + 2).

Die letzte p-Function kann als Produkt dargestellt werden, aus 
welcher Form man leicht die Gleichung

(h.) p(—μ-1, 7^ + λ + 2) =-----------------------------------
(1—9>«+l.n(/( + Z+l, q)

findet, so dass also

(171.) gΛp(∕<,s,).A =
1

sich ergiebt, woraus für 7 = 1 - g, wenn g zu Null abnimmt, 
die bekannte Formel fliesst

0
Die Gauss’schen JT-F unctionen genügen bekanntlich der 

Gleichung
sin μn _  1

π 7I( —μ).∏(μ-1) ’
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etwas ganz Aehnliches findet für die verallgemeinerten J7-Fun- 
ctionen statt. Bilden wir nämlich aus (170.) das Produkt

(l-g)g~^
∏(-/6 ⅞)∏(μ-1, q)

lim l-⅛u+C¾+⅞2 . 1→∣''<"⅛1 + 'j,
9 9 '„ = » (l- 9j) (1-92)2

l-(qfl-l-q~μ)qn+q2n 
.(1—9”P '

so findet man durch Vergleichung derselben*) mit der Formel 
(64b.) die Rθlation
(172» > _______ 1∑∑1_______ = ~2⅛d⅛⅛3Jβ⅛,,

∏(-μ , tf)∏(μ — 1, q) yι ι(05 l lg q
woraus umgekehrt gefolgert wird, wenn man erst μ lg q = 2v 
setzt und dann q durch q- ersetzt,
(172.) = _ 2—- ----------- 1-≡Γ------------- -

⅛,,(0,o) 7i^2L,,≈)jz(iΛ
_ __2________________ -_______________ .

p(-jf-,' ⅛2)∙p(ι^-1' <?’ «0

Dieser letzte Ausdruck ist nun als Produkt zweier 
p-Functionen eine Quelle neuer Darstellungen der ι9,-Functionen. 
Die unendlichen Produkte sind zwar nicht neu, aber die Dar­
stellungen (162.) und (168.).

Ebenso findet man die Gleichheit
fl 78 1 ,-C⅛ lg ’ 2 ⅛ ⅝) βκE⅛(7τV'∕) — *πl _  7t (tz, q, &')

J ⅛⅛tf) ~ p(a,q,x)'
durch welche die Darstellung von ^-Quotienten, worunter die 
elliptischen Functionen, vermehrt werden.

Ausführlicheres über die verallgemeinerte binomische Reihe 
findet man in einer Abhandlung Jacohi’s im 32. Baude des 
Crelle’schen Journals, und in der Abhandlung des Herrn Heine 
über die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe im 34. Bde. 
pag. 285 des Journals und in meiner Abhandlung über diese 
Reihe im 70. Bde. pag. 258 des Journals.

*) Zu demselben Resultate kann man auch ohne vorhergehende 
Kenntniss der Produktentwickelungen der // - Functionen mit Hille

r
der Gleichungen (1.) und (2.) gelangen, indem man μ = -—

setzt. Die Coustante heslimmt man durch Specialisirung des Wer- 
llies von u.
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Art. 13. Die verschiedenen Darstellungen der constanten 
& - Functionen.

Es soll nun hier noch eine Zusammenstellung der ver­
schiedenen Darstellungen der in der Theorie der //-Functionen 
vorkommenden wichtigsten Constanten gegeben werden. Aus 
den Gleichungen (53.), (65.)., (66,), (67.), (68.) folgen die Re­
lationen

(174.)

/
-— 00 ∞

2⅜ = ι+2∑,m,r1 = Uw(i+iM-W-r-y,

1 1

/—p 00
(175.) ⅛θ, = y = 1 + 2 ∑,m,(-1)” ?»’

00

= ∕7(f√1~

1

(176.) tf,0 = -v∕'^ = 2¾∑mιr*+,>

00

. 9<lntΓ l-91", .
1 1

(177.) ≈∑ , =∙y∕ = 2^∑m,(2rn + l)(-l

30

= 2^77,,√l-^3∙
1

Setzen wir in den Formeln (83.), (86.), (87.) x gleich Null, 
so folgt

c0 (___ 1 ~∖τn z,m(m+l)078.) -,√i- = l + 4∑J-⅛^ =2⅛.^,,

(179.)
ω ∣ΓTi o‘/ (-l)m?m(m+D.(l-9^+l)2τt∣kk “ 2^¾m) H-?2m+i oi« «•’

(180.)
W /fr - 2‰ 4 (-l)m,r(nt+l(l+g7m+1) __

27τ'* ~~ J→(m) 1_ ^2m+l / jj∙,5o∙

*) Die Formel 13 in Jacobi’s Fundamenta nova pag. 187 
ist demnach nicht richtig, denn setzt man dort yj∣∣ für q, wodurch 
kK in 2√Λ.A' übergeht, so erhält man eine mit (180.) in Wider­
spruch stehende Formel.
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Dividiren wir die Gleichungen (94.) und (109.) durch x und 
setzen dann x = 0, so erhalten wir

∩sn lω- ln v Γ∙∏+√w+1) 
k j 16tt2 v7∙A'">(l- 9*"+i)(i--9⅜>+i)

. (2m + 1) qm
∙^∙(m) 1 ,____ rt2m+l '

0 A 7
Setzen wir in (97.) und (110.) x = 0, so erhalten wir

f∣lb g0 (__1 λm nm f „m<182∙) £ = √5∙‰)⅛⅛Γ = ^.∑o,τ,>÷r ∙

Setzt man in (99.) x = ⅛ω und in (111.) x — 0, so erhält man
ω(l-⅛Q ∞ (-W"l+1

U ' 16ττ ^ Aw)l_32(2m+1) ’
00 m ∞ ∞

(184.)— = 1+45 —— = l+lT V (-l)nflm(∙2∏+υ v ½7Γ ^z∙W1+0⅛ j^+^-ψn∣^(nΛ 'x> 7] x * 7 0 0
00 00

und nach (174.) = W = (1 + 22(,n)9n'2)(1 +2Σ⅛) 0''2)∙
1 1

Multiplicirt man dies Produkt aus, so erhält man eine Potenz­
reihe, welche nach q fortschreitet, und deren Exponenten alle 
die Zahlen sind, welche als Summe zweier Quadrate dar­
stellbar sind. Betrachten wir hiervon nur die ungeraden Zahlen 
und vergleichen die Reihe mit der Doppelsumme, welche eben­
falls eine Potenzreihe von q ist, und in welcher offenbar von 
den ungeraden Zahlen nur die von der Form 4n-f-l Vorkommen, 
die von der Form 4n + 3 aber nicht, so erhält man den zahlen­
theoretischen Satz:

Jede Zahl von der Form 4n-f-l ist als Summe zweier 
Quadrate darstellbar, jede Zahl von der Form 4n + 3 aber ist 
nicht darstellbar.

Dividiren wir die Gleichung (99.) durch x~ und setzen 
x = 0, so folgt

_ V (-Dm∙92m÷1.(l+92m+1)
U 32τr3 Am) (l-^m+l)(1-^rM-∣y∙

Differenzirt man (97.) und (110.) nach x und setzt nachher 
x — [10, so erhält man

fl8θ1 _ √σ $ (—l)w⅞m(l — <∕hn+1)
(186-) 16τr2 ” v97w (l + g2"∙+i)2

/ V (—l)m∙ qm∙ (2m + l)= √9∑w----- i+?Ä¥,------ .

Dieser Ausdruck ist gleich ⅞θ∙θ1.θ∙ι0 und gehet daher in
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}τ92.<9jθ über, wenn man 7 in — 7 (o in a + irr) verwandelt, 
so dass man die Gleichung (181.) durch diese Verwandlung erhält.

Setzt man in (94.) x = -*ω', so erhält man
,1ft7λ ω√λ' _ , r-‘ ⅛A⅞ 7m(l + 72m+1)

47r 4 +
2m+l 2m+l

°O ∙2 1 2= ⅛-J-9i) Σ_____ 1 + t—______
W 2 ’■ ∙*→(m) 2m+l _‘^+!

" 7 2 +7 2 — <7*+7-*)

Entwickelt man mit den früher angegebenen Mitteln —— nach 
der Fourier’schen Reihe, so findet man
∩Qδ∖ 1 2yτ ∕ι ∣ iy (—1)m7m c,,s4m7rx'∣ 

r(a?) k,ω ∖ , :wi) f _j_ ^2™ ω J,
woraus für x = 0 folgt

,ιs<n ^-l + 4V (-l)m¾m _ o, ,,(183.) 27r -→(m) l_|_^2ro ∙'Λι∙Λ∣∙

Differenzirt man (108.) zweimal und setzt dann x = {ω, so 
ergieht sich

,1<vn _ 1 . «4 (-l)m7mjn _ √
(190.) l+' -≥,(m) 1 _J_ qm ^0 1’

setzt man darin —7 an Stelle von 7 (a-f-?7r an Stelle von a), 
so ergiebt sich

∩yn £ ~ 1+8⅛ (-l)m∙w ⅜m _ 0. _
Oyl∙) 4π2 - h8A,,, 1+?m — » —

∞ ∞
1 + 8 2(X √2"l+-l) 7e2m+n (n+1)+ θ∑X n∕-l)n(2∕Λ÷2) 9(∙^+2,("+1) 

0 0
= (l + 2∑w,"≈) .

Ist nun p eine ungerade Zahl und cp(p) die Summe ihrer Theiler, 
so kann man den vorletzten Ausdruck schreiben
1 +8^,φ(p)(7p+372p+37^+378f+3716p + ...) = (l+2Jt)n072)4∙

1
In der Potenzreibe links kommen nun offenbar alle Zahlen als 
Exponenten vor, in der rechts aber, wenn man die Reihen- 
multiplication ausführt, diejenigen, welche als Summe von 
vier Quadraten darstellbar sind. Daraus folgert Jacobi den 
Fermat’schen zahlentheoretischen Satz:

Jede Zahl ist als Summe von vier Quadraten darstellbar. 
Schreiben wir in (108.) {ω für x, so erhalten wir

c° (___1 ∖m flm(192.) lgt = ∣g,4⅛ + 4¾LπlA,
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setzen wir in (1Q8.) jω für x, so erhalten wir
(193.) ⅛1^, +

und setzen wir in (108.) [ω' für x, so erhalten wir 
∞ ∩>n( 1 i _L \0 = igli-√9) + √7 j>(m) m(1 +q4my •

Entwickeln wir die- Logarithmen der Produkte (65.), (66.), 
(67.) in Reihen, so erhalten wir

ω Λ o-,',+1
(i94√ lg— =4¾0(2^i)7ι^⅞Γ+i)'

. ω⅛' _ Λ _____ ⅞-m+1
g 2n ~ f'(wι)(2m + l)(l-92m+'),

lg 2τr = lg+ 2 ¾m> w(I+^j'

Zieht man die beiden ersten dieser Gleichungen von einander 
ah, so folgt

Ξ5, n∙n,-H
(195.) lg k‘ = — 8∑,(m) (2m+l) (1-92(2m+υ) •

Dividiren wir die Gleichungen (102.), (103.), (106.) durch x und 
setzen dann x = 0, so erhalten wir
,ιqpλ ⅛ι ω* — k∙^t2∙^2 d(ωk') m.(fn~

j Θo 1 32 τr2 64π3 ' dk γ,0'0 l __ ’

kk'iω2 dω ∖-∖r,∙qm-m
64π3 'dk 'f'(m> l-q2m '

kk'2d(ωk)_____y (-X)mg⅞m,w
( 64ττ3.d⅛ ⅜+Λ(m) •

Aus der Darstellung elliptischer Functionen durch Produkte 
ergeben sich die Gleichungen:(IW ). ■ ΛΛ√∕,,1(i⅛S).«> ¾- - *>⅛,,∣⅛α'

1

Man sieht, wie mannigfaltig die Darstellungen der in der 
Theorie der elliptischen Functionen vorkommenden Constanten 
sind. Von den Relationen, welche durch Vergleichung der ver­
schiedenen Darstellungen erhalten werden, können viele auch 
mit den Mitteln bewiesen werden, mit welchen die verallgemei­
nerte binomische Reihe behandelt worden ist.

Halle, Druck von H. W. Schmidt.
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