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ROZDZIAŁ PIERWSZY.
Sposoby odbywania działań zachodzących w ilo­
ściach i funkcyach z ich zastosowaniem do rozwią­

zania ZROWNAŃ pierwszego stopnia.

§ i. Wykłada się powód użycia do rachunku znaków 
ogólnych na mieysce liczb.

W rozwiązaniu każdego zadania arytmetycznego uwa­
żać należy dwie osobne części: iedney iest celem rospoznać, 
iakie działania i na których liczbach do zadania wchodzą­
cych odbyć potrzeba, żeby na wypadek otrzymać wartość 
liczby szukaney; część druga ma za cel samo wykonanie ta­
kowych działań, podług właściwych im prawideł. Część 
pierwsza zależy na roztrząśnieniu warunków zadania dla od­
krycia w nich związku między liczbą niewiadomą i liczbami 
znanemi; bo ten związek nam wskaźe, iakich mamy użyć 
działań, ażeby liczbę szukaną ocenić. Lepiey się to da uczuć 
w przykładzie. Dwóch kupców zrobiło składkę: ieden dał 
1000, czer. złł: drugi i5oo: pierwszego summa zostawała 
w składce przez miesięcy 10, drugiego przez miesięcy 6; 
zyskali 5jo czer. złł. Trzeba ten zysk między nich rozdzie­
lić stosownie do summ i czasów. Z warunków tego zagadnie­
nia łatwo postrzegamy, że tern większą część zysku weźmie 
którykolwiek kupiec, im iego summa była większa i im przez 
dłuższy czas zostawała w składce; a następnie, że w teraź- 
nieyszem zadaniu związek między liczbami znanemi i nie- 
znanemi wyrazi się przez proporcyę. Do tych proporcyy 
przyydziemy następuiącym sposobem: część zysku na kupca 
pierwszego przypadaiąca będzie oczywiście taka sama, iaka- 
by mu się należała, gdyby iego summa była dziesięć razy 
większa a zostawała w składce przez ieden miesiąc, toiest 
gdyby on dał na miesiąc ieden summę 1000X10; podobnie 
część drugiego będzie taka sama, iakaby przypadała, gdyby 
dał na ieden miesiąc summę i5ooX6. Zamiast przeto za­
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( 2 )
gadnienia podanego możemy rozwiązać następuiące. Jeden 
kupiec włożył w składkę handlowa. 1000X10 czer. złł. dru­
gi 1 5ooX6; obie summy były w składce przez ten sam czas, 
w przeciągu którego zyskali kupcy 670 czer. złł. Trzeba 
ten zysk rozdzielić na części stosowne do wielkości kapita­
łów. Nazwawszy zyski szczególne kupców przez x, y; będzie 
oczywiście x taką częścią zysku ogólnego 570, iaką częścią iest 
summa 1000X10 względem zbioru obudwóch summ 
ioooXio4-i5ooX6. Podobnie y będzie taką częścią wzglę­
dem 570,iaką iest i5o<?Xb względem ioooXio-f-i5ooX6« ^tąd 
wypadaią proporcye

(1000X10+1 5ooX6) •* 1000X10=570 : x, 
(ioooXio+i5ooX6) •' i5ooX6 = 5yo :y.

Te proporcye zamykaią związek między wielkościami zna- 
nemi a wielkościami szukanemi. Skorośmy z uwagi warun­
ków zadania przyszli do tego związku, iuźeśmy skończyli 
część piórwszą rozwiązania: bo odkryty związek zaraz nam 
pokazuie iakie działania i na których liczbach wykonać na­
leży dla ocenienia wielkości nieznanych. J tak w teraźniey-
szóm zagadnieniu będzie

Jeżeli nie wykonamy działań wskazanych w tym wy­
padku, lecz tylko zostawimy naznaczone, będziemy ztąd mie­
li dw'ie korzyści: naprzód, iż z niego wyciągniemy odpo­
wiedź na wszelkie inne pytanie ułożone z tychże Samych wa­
runków, a różniące się iedynie wartością liczb danych, nie 
potrzebuiąc powtarzać na nowo rozumowań prowadzących 
do odkrycia związku a stanowiących część pierwszą rozwią­
zania. Na ten koniec dosyć iest w otrzymanym wypadku, na 
mieyscu liczb wiadomych w pier wszem zagadnieniu położyć 
odpowiedne liczby zagadnienia nowego. Gdyby np; pier­
wszego kupca summa była 56o czer. złł. dana na miesięcy 
8, drugiego summa 700 dana na miesięcy 5, zysk całko­
wity gdyby był i4o czer. złł', wtedy nazwawszy iak pier- 
wey zyski szczególne kupców przez x, y, będzie
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( 3 )
Powtóre”. z tegoż samego ieszcze wypadku otrzymamy od­
powiedź na wszystkie zagadnienia prościeysze, które Są szcze- 
gólnemi przypadkami pierwszego.. W tym celu uważać po­
trzeba, iaki warunek czyni dane pytanie prostSzem od ogól­
nego, i ten warunek wprowadzić do ostatniego wypadku. 
Gdyby np. czasy zostawania w składce obudwóch kapitałów 
były równe; w tym razie szczególne zyski będą proporcyo-> 
nalne samym kapitałom. Dla znalezienia wartości tych zy­
sków, dosyć iest w wypadku z ogólnego zagadnienia poło­
żyć 10 na mieyscu 6; zkąd otrzymamy

Obie te korzyści nikną, skoro się naznaczone działania 
wykonaią; bo wtedy wypadek, daiąc żądaną wartość, nie 
przedstawia nam nic więcey iak tylko pewny szczególny zbiór 
iedności, który, mogąc nieskończenie rozmaitym sposobem 
z liczb danych wynikać, ukrywa przed nami działania przez 
iakieśmy do niego przyszli. Zęby przeto wymienione korzy­
ści utrzymać, nie będziemy odtąd wykonywali działań na 
wielkościach do zagadnienia wchodzących, lecz będziemy ie 
zostawiali wskazane pewnemi znakami. Tyra sposobem wy­
padek z rozwiązania iakiegokolwiek zagadnienia będzie nam 
przedstawiał odpowiedź na wszystkie tego samego gatunku i 
na wszystkie prościeysze. Nadto, żeby liczby składaiące wy­
padek nie przypominały nam, że ten wypadek należy wła­
ściwie do iednego tylko pytania nie zaś do wszystkich podo­
bnych; potrzeba zamiast liczb użyć znaków ogólnych do wy­
rażenia wielkości zawartych w zagadnieniu. Na takie znaki 
biorą się litery alfabetów łacińskiego i greckiego. Jeżeli w za­
daniu, któreśmy roztrząśali, wyrazimy summy kupców przez 
« i ó, czasy przez c i d, zysk całkowity przez <?, będzie

Chcąc teraz z tak ogólnych wartości y, wyciągnąć war-

www.rcin.org.pl



( 4 )
tości należące do zagadnienia szczególnego; potrzeba tylko 
w mieyscu liter «, ó, c, cZ, e podstawić odpowiedne liczby 
z tego zagadnienia wzięte i na nich wskazane działania wy­
konać. Litery więc a, ó, c, ćZ, e, zastępuiąc inieysce liczb, 
nie maią przywiązaney do siebie źadney wartości szczegól- 
nćy, lecz mogą wyobrażać wielkość iakąkolwiek; bo za nie 
trzeba podstawiać coraz inne liczby stosownie do szczegól­
nego pytania. Według przyiętego zwyczaiu, przez litery po­
czątkowe znaczą się wielkości w zadaniu wiadome, a przez 
końcowe są cechowane wielkości nieznane. Wielkości lite­
rami wyrażone nazywać będziemy ilościami (ąuantite).

§ 2. Podaia sie znaki na cechowanie działań.
Cel Algebry.

Ponieważ działań wykonywać nie będziemy, zostawu- 
iąc tylko wskazane, trzeba więc do ich cechowania ustano­
wić pewne znaki. Też same przyjęte są w Algebrze iakie 
się uźywaią w Arytmetyce. J tak: dodawanie wyraża się kła­
dąc między ilościami znak +? który się czyta więcey: np. 
maiąc do a dodać ó, należy pisać a-\-b\ gdybyśmy tę sum­
mę chcieli ieszcze powiększyć ilością c, trzebaby napisać 
a-\-b-\-c. Do oznaczenia odciągania używa się znak —, który 
się także pisze między ilościami i wymawia mniey. np. ie- 
Źeli od a mamy odciągnąć b, działanie to wystawimy przez 
a—b. Ogólnie, maiąc ilekolwiek ilości połączyć przez do­
dawanie i odciąganie, trzeba te ilości napisać w iedney linii 
przedzielaiąc ie znakami więcey i mniey, tak aby przed ilością 
która się dodaie był znak -J-, a przed ilością która sie odey- 
muie leżał znak —. Wyrażenie np. a—b—c-\-d—e znaczy 
że od a powinno bydź odciągnione b od tey różnicy odcią- 
gnione znowu c, do reszty ztąd wypadaiącey dodane c/, na- 
ostatek od summy ztąd otrzymane v ouięte e, i czyta się a 
mniey b mniey c więcey d mniey/?. Na wskazanie mnożenia 
służą znaki, czasem X, czasem kropka które sie kładą mię­
dzy ilościami i wymawiają mnożone przez np. albo a.b 
czytaią się a mnożone przez ó; ale naypowszechniey ilości 
przez siebie mnożone piszą się iedna przy drugiey np. abc, 
co się tak czyta iak iest napisane. Chcąc naznaczyć że a ma
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bydż dzielone przez ó, albo się kładzie dwukropek między 
temi ilościami, albo sposobem ułamku pod pierwszą podpi.su- 
ie się druga i oddziela od niey liniyką, to iest albo się pi-

ĆZsze tak a\b, albo tak — ; oba te wyrażenia czytaią się a 
b

dzielone przez b. Łatwo teraz możemy przeczytać następu-
i v i -i . • t , b m—nq—bpqłące składy ilości ~> 1 zrozu-

c h
mieć że w pierwszym należy do wieloezynu ze trzęoji ilości 
o, 6, x dodadż wieloraz wynikły z podzielenia ó.przez c 
i od summy odciągnąć ilość ag że w drugim trzeba od m 
odiąć wieloczyn z ilości zz, </, od reszty odciągnąć ieszcze 
mnogość z ilości b, p, q, i wypadek ztąd otrzymany roz­
dzielić przez h.

Z czego poznaiemy, że przez użycie ogólnych znaków 
na cechowanie ilości, i innych na wskazanie działań, rachu­
nek staie się krótkim i zwięzłym ięzykiem mogącym słu­
żyć do wyrażenia my iii i rozumowań nad ilościami. Taki 
rachunek iest przedmiotem i narzędziem we wszystkich do­
ciekaniach nauki Algebry. Te zaś dociekania maią cel dwo­
isty: pierwszy główny iest rozwiązanie ogólne wszelkich 
zagadnień zawisłych od rachunku', drugi do osiągnienia głó­
wnego pomocny iest wyśledzenie wszelkich własności i 
praw, które służą ilościom poddanym pod rozmaite odmia­
ny j połączenia i stosunki.

§ 5. O dodawaniu i odciąganiu.

Każdy skład ilości połączonych przez iakiekolwiek dzia­
łania i znaki zowie się wyrażeniem algebraicznem. Takie-

dcx
mi są np. abx,---- , a-\-bx—cd. Dwa pierwsze kształty za-

wieraiące w sobie ilości połączone mnożeniem i dzieleniem 
a nieodosobnione znakami -1- i —• maią nazwisko wyrazów 
(ternie), albo też iednowyrazów (monome). Postać trzecia 
i wszelki skład iednowyrazów powiązanych znakami doda-
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Dodawanie

iednowyra-
zów

( 6 )
wania i odciągania nazywa się wielowyrazem (polynome), 
albo funkcyą (fonction).

Dodawanie iednowyrazów odbywa się tak, iak 
ilości poiedynczych, to iest łącząc znakiem 
+ , cośray iuź w poprzedzaiącym §//<? wi­
dzieli. Ale gdy sobie zakładamy dodać iakie 
wyrażenia algebraiczne, mamy razem na celu

uprościć wypadek, przywodząc go do iak naymnieyszey licz­
by wyfaizów, przez połączenie ich wielu w ieden. To połą­
czenie wtenczas może nastąpić, kiedy ta sama ilość ma bydź 
do siebie kilka razy dodana; np. a-j-a-j-a; bo w takim przy­
padku summa równa iest ilości a tyle razy wziętey, ile ra­
zy ona znayduie się w tey summie napisana. Można więc 
w terażnieyszym przykładzie wyrazić summę przez 5\a al­
bo Podobnie abĄ-ab-j-ab-j-ab zastąpione bydź może przez 
4«6. Liczby do takiego skrócenia używane, iak tu o i 4, zo- 
wią się spól czy unikami (coeffieient) i przy ilościach, któ­
rych powtórzenie wskazuią, piszą się zawsze na początku. 
Jeżeli ilość nie ma przed sobą położonego spółczynnika, 
wtedy on iest równy iednoćci; bo la znaczy to samo co a. 
Wyrazy, niczem się więcćy od siebie nieróźniące iak tylko 
wielkością spółczynników, nazywaią się podobne', tak. mi np. 
Śą oab, 5ab: ich summa będzie oczywiście ab powtórzone 
tyle razy, ile zamyka iedności summa spółczynników, toiest 
będzie Sab. Podobnie yacx-j-^acx-j-3acx—i^acx.

Dodawanie] Jeżeli na funkcyach dodawanie chcemy tyl- 
funkcyy. | ko oznaczyć, trzeba ie zamknąć w nawiasy i 

między niemi położyć znak np. (a-j-bc——b+ady.
Obaczmy iak się to działanie wykona. Gdybyśmy do fun- 
kcyi a-j-bc—d mieli dodać c, wypadłoby oczywiście a-j- 
bc—d-j-c', ieżeli c zmnieyszymy ilością b, wtedy i sum­
ma zmnieyszy się o tęź ilość ó, i będzie summa funkcyy 
(a-j-bc—dy+(c—by=a-j-bc—d-j-c—b. Gdybyśmy ieszcze dru­
gą funkcyą c—b powiększyli o ad, o tyleż się powiększy i 
Summa, toiest będziemy mieli

(a-j-bc—d)-j-(c—b-j-ady==a-j-bc—d-j-c—b-j-ad.
Z czego wniesiemy, że dodawanie funkcyy wykonywa sic 
kładąc ich wyrazy wciąż iedne po drugich ze swoiemi zna­
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kami\ z tą uwagą, ze gdzie niemasz znaku, tam się do­
myśla + •

Można wyrazy summy i każdey funkcyi pisać porząd­
kiem iakim się podoba, a liczebna iey wartość przez to 
się nie odmieni, byleby przed każdym wyrazem zachowa­
ny był znak maiącego się z nim odbyć działania; np. a-\* 
be—d to samo znaczy co a—d-\-bc lub co bc—d-\-a. Zna­
ki -f- i —» zwane także od działań przez nie cechowanych 
dodatnym (positif) i odiemnym (negatif), będąc nierozdziel- 
nie związane z wyrazami przed któremi są położone, daią 
i samym wyrazom nazwisko dodatnych iodiemnych.

Widzimy tu ieszcze, iż wykonać dodawanie funkcyy 
znaczy, z wyrażenia algebraicznego w którem to działanie 
iest oznaczone na funkcyach przyyść do wyrażenia równe­
go pierwszemu, ale któreby było złożone z samych iedno- 
wyrazów połączonych znakami + i —. Podobnie rozumieć 
należy o wykonaniu każdego innego działania w Algebrze.

Uproszczenie} Jeżeli funkcye dodać się maiące zamykaią 
(reduction) .f w sobie wyrazy podobne, można te wyrazy 
zebrać w ieden, wykony waiąc działanie na ich spółczynni- 
kach. Niech dla przykładu będą lunkcye

4cz-f-9^'—2e> 2a—Sc-j-źd, yb-Ą-c—c; 
ich summa otrzymana według poprzedzającego prawidła 
będzie

4ćz-f-gó—2c-f-2C5—Sc-j-Ąd-ł-jb-j-c—e 
Lecz wyrazy 4a i 2 u, będąc podobne, złączą się w ieden 
6ez. Również z 9Ó i 76 powstaie 16Ó. Wyrazy —20 i—5c 
oba odiemne sprawuią w summie ten sam skutek iak od- 
ięcie iedney wielkości równey ich zbiorowi toiest 5c; aźe 
z przyczyny wyrazu +c trzeba będzie iedno c dodać, po­
zostanie więc tylko do odciągania 4c. Zaczem summa fun­
kcyy podanych przywodzi się do 6«4-i6ó—4c-f-4ć*—c* 
Działanie któreśmy na ostatku odbyli i przez które wszyst­
kie wyrazy podobne, iakiebykolwiek miały znaki, łączą się 
w ieden, nazywa się uproszczeniem. To działanie wykonywa 
się robiąc summę wszystkich wyrazów podobnych dodat— 
nych i summę takich samych wyrazów odiemnych, potem, 
odciągaiąc mnieyszą z tych summ od wickszey i daiąc
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sum-
( 8 )

reszcie znak który służy summie wiekszćy. A gdyby 
my były równe wtedyby się zniszczyły.

Odcią- I W odciąganiu wyrazów niepodobnych przestaie- 
ganie. | my tylko na oznaczeniu np. 2«x—-bbc. Jeżeli zaś 
wyrazy są podobne, odciąganie wykonywa się na ich spół- 
czynnikach: np. gdy od 6abx ma bydż odiete kabx* pozo­
stanie 2abx. Kiedy od iedney fnnkcyi trzeba odiąć drugą 
i chcąc to działanie oznaczyć, należy obie albo też same 
tylko drugą zamknąć w nawiasie, poprzedzić ią znakiem 
—, i napisać po pierwszey* np. (bab—cx-\-d^—(ax—g) al­
bo 5ab—cx~yd—(ax-—g). U ważmy iak się to działanie u- 
skuteczni. Gd^byśmy od fnnkcyi bab—cx-\-d mieli odiąć 
ax, wypadłoby bab—cx-\-d—ax\ lecz ieżeli wielkość odcią- 
gaiącą się ax zmnieyszymy o ilość g, o tyleż się różnica po­
większy, i będzie różnica funkcyy bab—'CX-\-d—(ax— 
=5«6—cx-{-d—ax-\-g. Ztąd widzimy, że odciągaiąc od ie­
dney funkcyi drugą* trzeba ie wciął przy sobie napisać* 
od/nieniaiąc w drugiey znaki y na—•, a— na-}-. Przy­
szedłszy podług tego prawidła do wypadku; ieżeli się w nim 
zdarzą wyrazy podobne, należy wykonać uproszczenie spo­
sobem niedawno wyłożonym. Przykład.

od irjaĄ-2m—gó—kac-yźbbd 
odiąć bia—2rjb-}-iiac—-did

Reszla i^a-^-2/n—gó—^ac-\-2bbd—5i«+27Ó—1 i«c-f-4óćZ 
po uproszczeniu daie —b^a-y-zm-yi &b—ibac-}-2r/bd* albo 
zaczynaiąc od wyrazu dodatnego, co zawsze gdy można iest 
zwyczaiem, będzie

2m—54ć/-J-i 8b—1 bac-j-sybd.
Ponieważ a—(b—cf=a—b-}-c: litery zaś a*b*c wyrażać 
mogą liczby jakiekolwiek, weźmy więc zero na raieyscu ó; 
wypadnie a—(—c)—zz-f-c. Podobnie 2—~(—3)=2-}-5==5.

§4. O Mnożeniu.

W mnożeniu uważać będziemy trzy przypadki: albo 
wypadnie mnożyć wyraz przez wyraz, albo funkcyą przez 
wyraz, albo funkcyą przez funkcyą. Co do pierwszego. Po­
wiedzieliśmy, że w mnożeniu piszą się ilości przy sobie. Ale
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gdy iaka ilość ma bydź mnożona przez się ilekolwiek razy; 

*■ wtedy zamiast pisania iey kilkakrotnie przy sobie, kładzie 
się raz, i nad nią wykładnik maiący tyle iedności, ile razy 
taż ilość powinnaby bydź w wieloczynie napisana; np. wie- 
loczyn ze trzech mnożników równych a, toiest aaa, wyra­
zi się przez a3; podobnie a4 zastąpi mieysce wieloczynu ze 
czterech mnożników aaaa, itd. Takie wieloczyny zowią się 
potęgami, i są albo potęgą drugą, albo trzecią, itd, podług 
tego iak do ich składu wchodzi mnożników równych 
dwa, trzy, itd. Jeżeli nad ilością nie ma żadnego napisanego 
wykładnika, wtedy iest domyślny iedność: i tak a znaczy 
to samo co a1.- Przeto wyraz 6a3óz oznaczać będzie sześć 
razy wzięty wieloczyn z pięciu mnożników, toiest ze trzech 
mnożników a i ze dwóch mnożników ó. Ztąd widzimy, że 
w wyrazach zachodzić będą cztery rzeczy do uważania; lite­
ry, ich wykładniki, spółczynniki i znaki; i chcąc wyrazy mno­
żyć, potrzeba znać prawidło podług którego z każdą z nich 
postępować należy. Okażemy naprzód iakie iest prawidło
na litery i spółczynniki.

Niech będzie wyraz abc z trzech mnożników złożo­
ny do pomnożenia przez wyraz fg złożony z dwóch mno­
żników. Gdybyśmy pomnożyli abc przez samo /, mieliby- 

v śmy oczywiście abc\f=abcf’, lecz powiększywszy mnożnik 
f razy g, czyli za mnożnik drugi wziąwszy fg, mnogość 
tyleż się razy powiększy i stanie się abcfg, toiest będzie 
abcfjgz=abcfg. Co nas uczy, że mnożąc wyrazy, potrze­
ba w wieloczynie napisać przy sobie wszystkie litery wcho­
dzące do każdego z wyrazów podanych.

Gdybyśmy w tym samym przykładzie zamiast pierwsze­
go wyrazu wzięli trzy razy większy toiest oabc, mnogość 
stałaby się trzy razy większą, i byłoby OabcfJ g=5abcfg. A 
wziąwszy ieszcze na mieysce wyrazu drugiego cztery razy 
większy czyli 4/g, mnogość Cle się razy powiększy; toiest 
będzie óabć^pfg^zcizabcfg. Co pokaźnie, że w mno-Łeniu 
wyrazów maiący ch spółczynniki, trzeba spółczynniki mno­
żyć, i mnogość napisać za spółczynnik dla wieloczynu z i- 
lości.

Prawidło na wykładniki wyciągniemy z następuiącego 
przykładu. Niech będzie do rozmnożenia ab2 przez b3. 
Pierwszy mnożnik znaczy to samo co abb/. drugi to samo

Cześć 1. 2.
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co bbb. Z nich wieloczyn, podług prawidła na litery, bę­
dzie abbbbb czyli ab5. Zkąd wniesiemy, że gdy wyrazy 
maiące się mnożyć zamykaią litery spólne, należy każdą 
z nich napisać w wieloczynie raz, i nad nią położyć wy­
kładnik równy summie iey wykładników we wszystkich 
mnożnikach. Przykłady. 5a2óxX4a3Z>2c=2Ort5ó3cx; 7«33cX 
babd—2ia2b4cd.

Co do drugiego i trzeciego. Zostało nam ieszcze do 
wyprowadzenia prawidło na znaki. Jakie iest to prawidło, 
iak się mnoży funkeya przez wyraz, i iak funkeya przez 
funkcyą, poznamy z następujących przykładów. Niech bę­
dzie do mnożenia funkeya a—b przez c. Chcąc to działa­
nie oznaczyć, potrzeba funkcyą a—b zamknąć w nawias 
i przy nim położy ć "wyraz c, toiest napisać tak (a—b)c. 
Obaczmy iaki będzie wieloczyn po wykonaniu. Wiemy, że 
mnożenie iest skróceniem dodawania; przeto wieloczyn z a— 
b przez c będzie to summa z tylu części, równych funkeyi 
a—b, ile ma iedności c, toiest będzie (a—b)c—(a—b)-{~ 
(a—fr)+(a—/>)-{- itd; a wykonawszy dodawanie, wypada 
(4/—byc=za—b-\-a—b-\-a—b-j- itd, gdzie aib powinny by dź 
napisane tyle razy ile c ma iedności. Czyniąc w tey sum­
mie uproszczenie, za wszystkie a położymy tylko iedno ze 
spółczynnikiem c czyli ca; podobnie za wszystkie —b na- 
piszemy iedno ze spółczynnikiem c czyli —cb, i będzie 
(a—b)c=ca—cb. Tu postrzegamy lód że mnożąc junkcyą 
przez wyraz, trzeba tym wyrazem mnożyć każdy wyraz 
funkcyk, i wieloczyn całkowity będzie złożony z tylu czę­
ściowych ile ma wyrazów funkeya. sre że gdy wyraz 
mnolący iest dodatny, wieloczyny częściowe zgadzaią się 
co do znak<ów z wyrazami funkeyi mnoznóy. Przykłady. 
fjóa2b—babzc— cyp(j2>)óab2pc =, ióa5b3pc — 2oa2b5pc2 — 
•i5ab2p2q2c; (4ax-j-2px2— 5b •— i)jbpx2 = 28abpx3-j- 
i4bp2x4—2 ib2px2—rjbpx2.

Weźmy teraz do mnożenia funkcyą a—b przez fun­
kcyą c—d. To działanie oznaczy się pisząc przy sobie fun­
kcje zamknięte nawiasami, toiest tak (a—ó)(c—Połóż­
my na chwilę r za a—3; więc będzie (a—lj(c—d)=r(c—df 
Lecz podług przypadku poprzedzającego mamy r(c—df= 
rc—rd-, przeto (a>——df=rc—rd. Wracaiąc za r fun­
kcyą a—b, otrzymuiemy —3)(c—ć/)—(a—Z>)c—(a—b)d.
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Tu widzimy na drugiey stronie, źe od wieloczynu (<x— 
ma bydź odięty wieloczyn (a—b)d. Pierwszy z tych wielo- 
ezynow po wykonaniu działania bierze postać ac—bc, dru­
gi ad—bd. Odciągnąwszy drugi od pierwszego podług pra­
wideł w poprzedzaiącym §fie odkrytych, otrzymamy na re­
sztę ac—bc—ad-\-bd', będzie przeto (a—b)(c—dy=zac—bc 
—ad^-bd. Zkąd się uczymy lód że chcąc pomnożyć dwie 
funkeye, trzeba każdy wyraz funkcyi mnożnóy rozmnożyć 
przez każdy wyraz funkcyi mnożącóy: a wszystkie ztąd wy­
nikłe wieloczyny częściowe złożą wieloczyn całkowity. 2re 
źe ieżeli przy obu wyrazach mnożących się iest znak 
wtedy i przed ich wieloczynem znaydnie się znak ieżeli przy
obu iest znak —«, przed wiełoczynem wypada -|"> iezeli 
przy iednym -j- a przy drugim —, przed wiełoczynem iest 
—. Łącząc postrzeżenia codo znaków uczynione w przy­
kładach teraźnieyszym i poprzedzaiącym wniesiemy ogólne 
prawidło, że gdy dwa wyrazy, mnożny i mnożący, są zna­
ku iednego, wieloczyn będzie dódatny', a ieżeli znaku róż­
nego, wieloczyn będzie odiemny. Przykład.

mnożna
mnożąca

wieloczyny
częściowe

Wieloczyn całkowity, ze zbioru tych częściowych powsta­
jący, może bydź uproszczony przez połączenie wyrazów po­
dobnych. Uważać tylko potrzeba, źe aby wyrazy były po­
dobne, powinny mieć i te same litery, i nadto leszcze na­
cechowane iednakowemi wykładnikami. W teraźnieyszym 
przykładzie zachodzą trzy uproszczenia, toiest

N

1 ---22«6Ó
2. I +l2t*5^2

| —6a4A*

Po odbytem uproszczeniu wieloczyn będzie taki

5a7—22<i6£’-f-i2a532.—6u4h3'—<4«3Z>4-f-8ci2Z>5.
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§5. O dzieleniu.

Przez dzielenie rozumieć należy w Algebrze, równie 
iak w Arytmetyce, działanie służące do odkrycia iednego 
z mnożników wieloczynu danego, kiedy mnożnik drugi iest 
wiadolny. Dana mnogość nazywa się podzielną, wiadomy 
mnożnik dzielącą, a mnożnik szukany wielorazem. Podług 
tego opisu, wieloraz pomnożony przez dzielącą powinien 
wydać podzielną. Z czego widzimy, że prawidła dzielenia 
muszą wypadać z prawideł mnożenia. Uważać tu będziemy, 
równie iak w działaniu poprzedzaiącem, trzy przypadki: al­
bo będzie do podzielenia wyraz przez wyraz, albo funkcya 
przez wyraz, albo funkcya przez funkcyą.

Co do pierwszego. Zęby rozdzielić wyraz przez "wy­
raz, trzeba znać prawidle, podług których się postępuie 
w tem działaniu z literami, ich wykładnikami, spółczynni- 
kami i znakami. Ponieważ termin podzielny iest mnogością 
z dzielącego przez wieloraz; zatem na wieloraz potrzeba pi­
sać takie wyrażenie kthreby rozmnożone przez termin dzie­
lący wydało podzielny. Ztąd i6d: ieżeli litery terminu 
dzielącego znayduią się wszystkie w podzielnym; pozostałe 
iakie ieszcze w nim będą, należy pisać w wielorazie z ich 
wykładnikami, np. abcx2 \ac=bx2". Jeżeli zaś termin dzie­
lący zamyka i takie litery, których nie,masz w podzielnym; 
wtedy dzielenie wykonać się nie może, lecz zostaie tylko 
wskazane pisząc na wieloraz ułamek maiący licznikiem 
termin podzielny, mianownikiem dzielący, np. abc3 : abm2,=.
~-)C . • ten wypadek co do wyrażenia swego może bydź u* 
abrn 4
proszczony dzieląc licznik i mianownik przez ab, i przy­

wiedzie się do — • Podobnie abcpq'.acqdf—
m2" acqdf df'

2re. Gdy litery spólne obu wyrazom do dzielenia podanym 
maią wy kładniki, potrzeba każdą z nich napisać w wielo­
razie, i nad nią za wykładnik położyć resztę zostaiącą z od- 
ciagnienia iey wykładnika w terminie dzielącym od wy­
kładnika iaki ma w terminie podzielnym. np. asb3 : a2 fr=±= 
a3b2. W takowem odciąganiu wykładników zachodzą trzy 
przypadki: albo wykładnik litery w terminie dzielącym bę-
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dzie mnieyszy od iey wykładnika w terminie podzielnym, 
albo równy, albo mnieyszy. W pierwszym przypadku wy­
kładnik nad tą literą w wielorazie iest dodafny, cośiny w o- 
statnim przekładzie widzieli. W drugim przypadku będzie 
zerem, np. a3 :a3=a°. A ponieważ każda wielkość przez 
siebie dzielona daie na wieloraz iedność; przeto c°=i. Ztąd 
się pokazuie iż wszelka ilość z wykładnikiem zero iest rów­
na iedności: a następnie ieżeli wchodzi za mnożnik do ja­
kiegokolwiek wyrażenia, wtedy się może opuścić; bo np. «%= 
i Z=Z>. W przypadku trzecim wykładnik nad literą w wie­
lorazie będzie odiemny. np. a3 : «5=a3~s=a"2. Ten sam

wieloraz może się ieszcze wyrazić przez ułamek — , któ- 
a5

ry uproszczony dzieleniem licznika i mianownika przez «3

staie się i ; zaczerń a~2=^. Co nas uczy, że każda 
az a2

ilość Z wykładnikiem odiemnym równa się ułamkowi ma- 
iącemu iedność za licznik, a za mianownik te tamę ilość 
i z tym samym wykładnikiem ale dodatnym. ocie Spół- 
czynnikiem wielorazu będzie wieloraz wynikający z roz­
dzielenia spółczynnika terminu podzielnego przez spółczyn- 
nik dzielącego, i czasem wypaśdź może liczbą całą, czasem 
ułamkową, np. 6ab:5a=z2b, 5a3b2c:2ab3=^a2b~3c. bte 
Jeżeli znak terminu podzielnego iest +, znak wielorazu bę­
dzie ta..i sam iaki terminu dzielącego; ieżeli zaś —, wtedy 
znak wielorazu będzie różny od znaku położonego przed 
terminem dzielącym. Cztery przypadki, iakie w tey mierze 
zachodzić mogą, są zaw arte w następuiącey tablicy ; 
znak terminu dzielącego, znak terminu podzielnego, znak wielorazu.

+ . . . + > . . +
— . . . + . —
+ ... ——" • . * *—

— . . . — . z +

Tu widzimy, że gdy znaki terminów dzielącego i podziel­
nego są te same, wieloraz będzie dodatny; ieżeli różne, wie­
loraz będzie odiemny. Prawidło więc na znaki w mnożeniu 
i dzieleniu iest iednakie. Przykłady. 72a8c5£4d: ga5c4Z>4=śj
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8a*cd;

5 b a5b3x r-a’xS7a^x:_ga^c=3_^

Co do drugiego. Widzieliśmy w mnożeniu, że chcąc 
otrzymać wieloczyn z iakieykolwiek funkcyi przez wyraz, na­
leży tym wyrazem mnożyć każdy termin funkcyi; przeto na- 
odwrót w dzieleniu, trzeba przez wyraz dzielący dzielić każ­
dy termin funkcyi podzielimy; a wielorazy częściowe ztąd
wynikłe zfożą wieloraz całkowity: np. (ac—bcf.c=z^ — 

c
bc— —a—Ir, wieloraz a—b rozmnożony przez termin dzielą- 
c

cy c wydaie funkeyą podzielną ac—bc, iak bydż powinno. 
Przykłady. (6a3//2—gn/»3): 5rz//2=2a2—-5Z>; (ąa^c2,—4j7-{-i a uc c 

Co do trzeciego. Na dzielenie funkcyi przez funkeyą 
służy następuiące praWidłot Potrzeba lód terminy obu 
funkcyy uszykować podług wykładników iedney litery, po­
czynając od terminów zamykaiących tę literę z wykładni­
kami naywiększemi, kładąc potem z wykładnikami coraz 
mnieyszemi, a kończąc na takich w których albo niemasz 
tey litery, albo iest z wykładnikiem naymnieyszym. Takim 
sposobem są ułożone funkeye —22a6Z>4"12a5b2,—
6<z4Z>3—4a3Z>4-J-8<22Z>5): (5a4'—2«3Z>-{-4«2^2) gdzie za literę 
porządkową iest wzięte a. 2re dzieli się pierwszy termin 
podzielney przez pierwszy dzielącey i wypadek zapisuje się 
na mieyscu przeznaczonem dla wielorazu. 5cie mnoży się 
cała dzieląca przez znaleziony wieloraz częściowy; otrzy­
many wieloczyn odciąga się od podzielney i wykonywa u- 
proszczenie na wyrazach podobnych. 4/e uważa się reszta 
iako nowa podzieliła; iey pierwszy termin z nay większym 
wykładnikiem litery porządkowćy dzieli się przez pierwszy 
termin dzielącey, i wypadek pisze się na drugi termin wie­
lorazu,• z tym terminem postępuie się iak z poprzedzającym, 
i ciągnie się daley robota poty, aż wszystkie terminy po­
dzielney zostaną przez odejmowanie wyczerpane.

Kiedy postępując dopiero wskazaną droga, nie moż­
na wyczerpać terminów podzielney; dowodem to będzie, że
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do iey składu dzieląca iako mnożnik nie wchodzi. W tym 
przypadku działanie pociągnęłoby sie bez koiica.
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III. Podzielna o8—có5 a3—b* Dzieląca

c3—a5b2 a5+a2//24" itd. Wieloraz
— +_____________ _

a5b2—ab5 
<r,b‘z—azb*

— +____________
azbĄ—ab* .

W tćy reszcie wykładnik naywiększy litery porządkowey 
a iest mnieyszy niż w pierwszym terminie funkcyi dzielą­
cey. To iest znakiem, że dzielenie nigdy się nie skończy.

Pozostaie nam ieszcze obiaśnić rozumowaniem, zkąd 
wypływa prawidło któreśmy dopiero na dzielenie funkcyy 
podali. Wiemy, że podzielna iest mnogością z funkcyi dzie- 
lącćy przez funkcyą wielorazową: iey skład można dwoia- 
ko uważać; albo to iest zbiór wieloczynów częściowych z wie- 
lorazu przez pierwszy termin dzielącey, przez drugi, przez 
trzeci, itd; albo też wieloczynów z dzielącey przez termin 
pierwszy wielorazu, przez drugi, itd. Biorąe pod względem 
pierwszym, rzecz iasna, że gdybyśmy w podzielney mogli 
poznaydować wszystkie terminy wynikłe z pomnożenia wie­
lorazu przez sam tylko pierwszy termin dzielącey, wtedy 
rozdzieliwszy ie przez tenże termin, otzymalibysmy wszyst­
kie terminy wielorazu. Rozeznamy łatwo takowre żądane 
terminy podzielney, gdy obie funkcye uszykuiemy podług 
ubywających wykładników iedney litery obraney za po­
rządkową: natenczas pierwszy termin podzielney będzie ie- 
dnym z żądanych. Ten bowiem termin zamykaiąc ilość po­
rządkową z wykładnikiem naywiększym nie mógł przez 
mnożenie powstać tylko z pierwszego terminu dzielącey 
w którym wykładnik teyże litery ieśt naywiększy przez ter­
min wielorazu podobnież z naywiększym iey wykładnikiem. 
Gdy przeto rozdzielimy pierwszy termin podzielney przez 
pierwszy dzielącey, wypadnie ieden termin wielorazu. Przez 
ten termin rozmnożywszy dzielącą, wieloczyn będzie iedną 
częścią podzielney, uwaźaiąc iey skład pod względem dru­
gim. Gdy więc tę część od podzielney odeymiemy; reszta 
będzie zbiorem wieloczynów z dzielącey przez drugi ter­
min wielorazu, przez trzeci, itd. Z tey zatem reszty tak 
należy szukać drugiego terminu wielorazu, iak z całćy po-
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dzielney szukaliśmy pierwszego. Toiest pierwszy termin 
reszty przyzwoicie uszykowaney trzeba rozdzielić przez pier­
wszy termin dzielącey, i wypadnie drugi termin wielorazu; 
i tak następnie.

Uwaga. Wiemy z §fu poprzedzającego źe wieloczyn 
(a—[d)x zamienia się po uskutecznieniu działania na ax—bx. 
Lecz w rachunku często zachodzi potrzeba od wieloczynu 
pod tą ostatnią postacią wrócić się do pierwszey, gdzie mno­
żenie iest tylko wskazane. Tym końcem należy, iak widzimy, 
mnożnik x wchodzący do składu każdego wyrazu funkcyi 
ax—bx odłączyć, funkcyą pozostałą a—b zaniknąć nawia­
sem i przy nim położyć mnożnik odłączony. To działanie 
zowie się rozebraniem na spoiny mnożnik. W ogólności do 
składu spólnego mnożnika wchodzi, naprzód liczba dzie­
ląca bez reszty każdy ze spółcZynników przy wyrazach fun­
kcyi podaney, potem każda znayduiąca się we wszystkich 
wyrazach litera ze swoim wykładnikiem naymnieyszym. Przez 
ten spoiny mnożnik rozdzieliwszy funkcyą daną, na wielo- 
raz wypadnie funkcyą, która zamknięta w nawias pisze się 
przy spótnym mnożniku. Przykłady. i4a5ó3c2—2iabbŁd=. 
ya5 bz(ybcz—oady, ^a1b5c—8a5ó3d-\-±aĄbz = 4«4Z>2(a3ó3c 
— 2azbd-\- 0./

§ 6. O ułamkach.

Gdy prowadząc, podług wyłożonych prawideł, dziele­
nie funkcyy przekonamy się o niepodobieństwu© iego usku­
tecznienia, dla tego źe iuż przyydziemy do reszty w którćy 
naywyższa potęga litery porządko-wey iest mnieyszą. niżeli 
w funkcyi dzielącey; wtedy się działanie wstrzymuie i do 
znalezionego wielorazu przyłącza ułamek rnaiący resztę li­
cznikiem a dzielącą mianownikiem. Nawet przed rospoczę- 
ciem dzielenia, skoro toiest do wykonania niepodobne, wie- 
loraz może się wystawić pod postacią ułamkową, kładąc po- 
dzielną za licznik a dzielącą za mianownik. W każdym razie 
wartość ułamku iest to wieloraz rnaiący się otrzymać z dzie­
lenia licznika mianownikiem.

Ztąd wypada lórZ; źe wartość ułamku tyle się razy po­
większy, ile razy powiększymy licznik lub ile razy zmniey-

CWef I. W 5.
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szymy mianownik; a znowu tyle się razy zmnieyszy, ile 
razy licznik będzie zmnieyszony lub mianownik powiększo­
ny. np. ułamek C~ iest większy razy b od ułamku JL ; u-

ccl cd

łamek _ Jest większy razy d od tegoż ułamku: zmniey-

ze

sac

szywszy ułamek -- razy gf będziemy mieli — ; ieżeli 
h h K

chcemy zmniejszyć ten ostatni razy k, trzeba bedzie napi-
,f r . . .

<2.re. Ze ułamek nie odmienia swoićy wartości, gdy

oba iego wyrazy pomnożymy lub podzielimy przez tę sarnę 
r, ab ci a2b3c4 b2c

wielkość, np. —. 5cie. Każda ilość może 1 cb c a5bc3d a3 d
bydź zamieniona na ułamek podpisuiąc iey iedność za mia 

a
nownik,np. a—-\ mnożąc oba wyrazy tego ułamku przez

ab . . , , . ,
b, mamy ; z czego widzimy, że chcąc ilosc laką

przerobić na ułamek z mianownikiem danym, trzeba w licz­
niku napisać mnogość z tey ilości przez mianownik; np. odmie­
niwszy funkcyą a—b na ułamek z mianownikiem c, bę-

. ac—bc y P V ’ ’dziemy mieli----—-* Ąte. W ułamku —, znaczącym caiosc
C 1

p, rozmnożywszy mianownik przez wypada ułamek -

mniejszy razy y od ę a tern sarae'm od p. Pod ilością więc

jakąkolwiek podpisawszy mianownik, zmnieyszymy ią tyle razy 
jle się w mianowniku zawiera iedności. np. £ iest dwa razy

a—b
mniejsze od 6, —— iest mniejsze od a—b razy c.

Ponieważ wartość ułamku nie ponosi odmiany dzieląc 
licznik i mianownik przez tę sarnę wielkość; możemy prze­
to uprościć wyrażenie ułamku opuszczaiąc mnożniki spól-
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ne obu iego wyrazom. W ułamku ie dno wyrazowym mnoż­
niki spólne są łatwe do postrzeżenia, cośrny iuż nieraz na 
przykładach widzieli. Gdy licznik i mianownik są funkcya- 
mi, a spoiny mnożnik iest iednowyrazem; ieszcze i wtedy 
iego odkrycie nie ma trudności: bo takowy mnożnik musi 
wchodzić do składu każdego wyrazu obufunkcyy. np.
Ba4-—‘Óa2bc-j-i2a2c2 5a2(2a2—bc-f-ic2) 2a2—hc-[~ic2
ga2ó—ihazc-j-24a3 óa2(5b>—-óc-f-^a) 56—5c-j-Sci

Licznik i mianownik mog» mieć kilka mnożników spólnych; 
w teraźnieyszym przy kładzie iest ich dwa: ieden liczebny 
5, drugi literalny a2. Wielpczyn ze wszystkich, iak tu óa2, 
zowie się mnożnikiem spólflSiBŁ nay większym. Pospolicie go 
nazywaią naywiekszy m spwnfni dzielnikiem, dla tego że 
dzieli bez reszty oba wyrazy ułamku.

Jeżeli naywiekszy dzielnik spoiny liczniko­
wi i mianownikowi ma bydź funkcyą; na- 
ówczas nie możemy go wprost rozpoznać 
w wyrażeniu ułamku, lecz zazwyczay do­
chodzimy sposobem podobnym do podanego 

na ułamki liczebne; Takowy sposób polega
na następującym początku. Maicie dwie wielkości, nierówne} 
ieżeli po rozdzieleniu większćy przez mnieyszą zostanie re­
szta'. nay większy dzielnik spólny wielkościom danym 6e- 
dzie ten sam iaki maią wielkość mnieyszą i reszta. yl prze­
to zamiast śledzenia tego dzielnika w wielkościach danych, 
można go szukać w mnieyszey i reszcie. Dla przekonania o 
gruntowności tego początku, potrzeba dowieśdź, że wszelki 
dzielnik spólr^y wielkościom większey i mnieyszey musi zu­
pełnie rozdzielić resztę, i że każdy dzielnik spólny wielko­
ści mnieyszey i reszcie musi rozdzielić zupełnie wielkość 
większą. Niech wielkość większa będzie w, mnieyszą m, 
z nich wieloraz q, reszta r. Wiemy z Arytmetyki, że roz­
mnożywszy dzielącą przez wieloraz i do mnogości przydaw­
szy resztę, wypadnie podzielną; zatem

wc=zmq-\-r.

xMimy tu dwie wielkości równe; ieżeli ie rozdzielimy przez

Dochodzenie 
nay większego 
s p ó l n eg o 
dzielnika. 
w Arvtmetvce
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tę sarnę wielkość np. /?, wielorazy będą rów ne, toiest
w_ mq . r
P~~PP

Ztad oczywiście poznaiemy, źegdyby p dzieliło zupełnie

w
w . 7nq

i ni, a następnie gdyby — 1 były całościami, mu-

siałoby r bydź zupełnie rozdzielnym przez p a^y — hy~

, . . A w > ,ło także całością; inaczey całośc — byłaby równa całości 

mq
w wraz z ułamkiem, co iest^iepodobieństwro. Gdyby zno­

wu p dzieliło zupełnie m i r musiałoby rozdzielić i to, 
bo inaczey summa dwóch całości równałaby się ułamkowi.

Dowiódłszy tym sposobem założonego początku, sta- 
raymy się teraz wyciągnąć z niego prawidło na śledzenie 
nay większego spólnego dzielnika. Niech będą dane na- 
przód dwie liczby 180 i 96, które po rozdzieleniu zosta- 
wuiia resztę 84. Na mocy poprzedzających rozumowań, dziel­
nik naywiększy spoiny dwóm liczbom 180 i 96 będzie ten 
sam, iaki ma mieysce w liczbach 96 i 84. Lecz zamiast 
szukania go z liczb 96 i 84 możemy dochodzić z liczby 84 
i z liczby 12 która się otrzymuie na resztę w dzieleniu 96 
przez 84. Zgoła, ieżeli rozdzielimy liczbę większą przez 
mnieyszą, potem mnieyszą przez resztę, daley tę resztę przez
resztę nową, i tak następnie: naywiększy dzielnik spoiny 
dwóm którymkolwiek resztom bezśrednie po sobie idącym 
będzie ten sam iaki zachodzi w liczbach danych. Ztąd wypada, 
lód źe szukany dzielnik nie może bydź większy od źadney 
z reszt tym sposobem otrzymanych, zre źe gdy wr ciągu działa­
nia którakolwiek reszta zupełnie rozdzieli poprzedzającą: ta, 
ponieważ rozdzieli także i siebie, będzie dzielnikiem spólnym 
dwóch reszt przyległych, a następnie i dwóch liczb poda­
nych: będzie zaś nay większym, bośmy dopiero powiedzieli, 
źe takmvy dzielnik od żadney reszty większym bydź nie 
może. W obranym przykładzie reszta 12 dzieląc zupełnie 
resztę poprzedzającą 84. iest nay większym spólnym dziel­
nikiem dwóch liczb danych 180 i 96.
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W eźmy powtóre dwie iakiekolwiek funkcve 

3n3—3a2bJrabz—b3 i łta2b—5ab2-{-b3 ,
które iuź są uszykowane podług wykładników litery a. Na 
znalezienie naywiekszego spólnego im dzielnika służy ten 
sam zupełnie sposób, iakiśmy dopiero poznali w liczbach 
i wypada z tychże samych zasad. Tam zaczynaliśmy ra­
chunek oddzielenia liczby większey przez mnieyszą; tu po­
trzeba funkcyą zawierającą wyższą potęgę ilości porządko­
wey dzielić przez funkcyą drugą. W czćm ieszcze przy­
damy uwragę ułatwiaiącą działanie; że naywiększy spoiny 
dzielnik dwóch funkcyi nie odmieni się, ieżeli iednę z nich 
pomnożymy lub rozdzielimy przez liczbę albo ilość, która 
nie wchodzi iako mnożnik do składu wszystkich terminów 
funkcyi drugiey: to samosie stosuie ido każdych dwóch 
reszt sobie przyległych. Korzystając z tey uwagi, opuścimy 
w drugiey funkcyi mnożnik b, a pierwszą rozmnożymy przez 
4: tym sposobem początkowy termin pierwszey staie się 
zupełnie rozdzielnym przez początkowy termin drugićy .

Wzór działania .

I2a3—i sa2b-j-Ąabz—4b3 4a2—3ab-\-bz
12«3—A.3a2bĄ-'5abz 3a

+ —___________ ___
Ą-óa2 b-\-cb 2—4Z>3 *

Szukany dzielnik iest ten sam, iaki zachodzi między reszta 
dopiero otrzymaną a funkcyą dzielącą , i nieodmieni się kie­
dy wf reszcie opuścimy mnożnik b a przydamy mnożnik 4. 
Ciągnąc przeto daley rachunek, nąleży wykonać następu- 
iące dzielenie

i2a2-}-4«6—i6Z»2 i 4az—3ab-\-b2 
i2a2—i5ab-j-5b2 l 5

— + _____ __
4-i9«6— igZ>2 .

W ostatniey reszcie potęga ilości porządkowey iuź iest niż­
sza niżeli w funkcyi dzielącey? dla tego w dalszey robocie, 
weźmiemy reszte za dzielącą, a dzielącą za podzielna, 
toiest dzielić będziemy funkcyą 4a2—5ab-j-bz przez
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J9«£—-ig/>2 • Lecz w drugiey funkcsi można opuścić mnożnik 
lgó, który nie wchodzi do wszystkich terminów pierwszey; 
wjpadnie więc do dzielenia

4a2—a—b 
ha2—^ab 4a—b

— +
—ab-Ą-b2 
—ab-\-b2 
+ —

o
Nie zostaie żadna reszta; zatem funkćya a—b iest nay- 
większym szukanym dzielnikiem spólnym dla obu funkcyy 
podanych. Wykonawszy dzielenie tych funkcyy przez a—b 
znaydzieray wielorazy skończone

3d24-ó2 , 4aZ>—Z>2.
Za drugi przykład weźmy dwie funkcye 

«2 c2—ab-\-ac—b 2 , ac—b
uszykowane podług wykładników ubywaiących litery a,

zćr działania *

«2c2—ab-Ą-ac—b'z ac—b
a2c2—abc ac

1—' +______________
abc—ab-}-ac—bz 

czyli a(bc—b+ć)—62 ;

funkcyą mnożoną przez a, toiest bc—b-}-c nazwiymy przez 
m; wiec reszta wystawi się przez am—b*; przez nię wy­
pada dzielić ac—b: w tę podzielną możemy wprowadzić 
mnożnik ///, iako nie wchodzący do wszystkich wyrazów fun- 
kcyi am—£2; będzie więc do wykonania dzielenie

acm—bm a,rL—b 2 
acm—cb2 c

— +
cb2—bm.

Tu reszta niema w sobie a; toiest znakiem że a nie mo­
że wchodzić w skład szukanego spólnego dzielnika; wtedy
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potrzeba wdanych funkcyach wziąć inną literę za porząd­
kową i przeyść przez podobną koley rachunku.

Gdyby dane funkcye miały spoiny dzielnik iednowy- 
razowy; ien się naprzód odłącza, i potem odbywa się dzia­
łanie na funkcyach od niego oswobodzonych, np. funkcye 
a4b—ab4 i a3b—ab3 maią spoiny dzielnik ab* po którego 
odłączeniu zamieniają się na prostsze a3—b3 i az—Ip : 
w tych ostatnich łatwo znaleść, źe spoinvm dzielnikiem 
iesl a—6; a przeto spólnym dzielnikiem funkcyy danych 
będzie ab(a—ó) czyli a‘zb—ab2 .

Dodawanie i 
odeymowa- 
nie ułamków.

Powiedzieliśmy niedawno, źe podpisuiąc 
iakiey ilości mianownik, zmniejszamy ią ty­
le razy ile w mianowniku zawiera się iednó-

ści. np. — iest mnieysze ody? razy q. Po­
dobnie ułamek iedność dzielona przez siedm czyli
siedm razy mniejszy od iedności, a zatem wyraża część siód­
mą tćy iedności; następnie ułamek y iako dwa razy wię­
kszy znaczyć będzie dwie siódme części, ułamek wysta­
wi nam trzy części siódme, itd. Słowem, każdy ułamek 
może się uważać iako zbiór tylu części równych, ile ma 
iedności licznik: gatunek zaś tych części iest wskazany 
liczbą iedności zamkniętych w mianowniku. Ponieważ więc 
mianownik oznacza gatunek części zawartych w ułamku, 
a dodawanie i odciąganie wykonać się nie może tylko na wiel­
kościach iednego gatunku; zatem ułamki, na których te dzia­
łania odbyć chcerny, powinny mieć iednaki mianownik, 
Takiemi są np . TST i T3T. Oczywista rzecz, że gdy dopięciu 
iedenastych części przydamy jedenastych części trzy wy­
padnie na summę takich samych części oifń, toiest yy-f-yy 
=ySy . Jeżeli znowu od pięciu iedenastych części odey mie­
rny takich samych części trzy, pozostanie na resztę takieh- 
źe części dwie, toiest Ty—ty=yy • Zkąd poznaiemy że tak 
w dodawaniu iak i w odeymowaniu ułamków z równemi 
mianownikami* zawsze wypadek będzie ułamkiem mulą­
cym tenże sam mianownik* a licznik równy w pierwszym 
razie summie, w drugim różnicy liczników. Przykłady*

a c a-j-c a c a—c
b b b ' b b b
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5«e-—Gbc óaz-{-2bc 2bc—6c2
p—q p—q p—q 

oa! —Gbc-}- 4a 2+%bc— 2 Ac-J- 6a 2 13« 2 —6Z»c

p—y p—q

Przywodzenie | Gdy ułamki maiące się dodać lub odiąć 
do spólnego | są z różnemi mianownikami, na leży ie 
iniano w nile a. | przywieść wprzód do mianownika spólnego 
mnożąc każdy licznik i iego mianownik przez wieloczyn 
z mianowników pozostałych, a potem uskutecznić działanie 
podług prawideł któreśmy wyźey podali. Przykłady.

I.

tu wykonawszy wskazane działania, otrzymamy ułamek, 
którego licznikiem będzie fa3—bfab-\-fbaz—’oJb'z-\-kacd-{- 
kbed—kaf ‘Ł—kbfz —2 fc 3 rZ-J-ac2/'3 -j-4/'2 bed—4 fĄb, miano w - 
nikiem adcj —<uf 3 -\-bcdf—bf3 .

Można w niektórych przypadkach przyyś Iź do spól­
nego mianownika prostszego niż ten iaki się według zwy­
czaynego prawidła otrzymuie. W dwóch np. ułamkach 
a rZ

> y. łatwo postrzedz, że mianowniki byłyby iednakie,

gdyby pierwszemu przybył mnożnik f, a drugiemu c; po­
mnóżmy więc oba wyrazy pierwszego ułamku przez f,

, af dc
drugiego przez c, a otrzymamy ułamki > y z iedno- 

Jjc jbc
abf bed

staynyra mianownikiem prostsze od ułamków ’

które wypadaią używszy sposobu zwyczaynego. Zęby przyysć 
do ułamków na \ prostszych z iednakowym mianownikiem, 
trzeba postąpić według następuiącego prawidła. Pobrać 
z mianowników w ułamkach danych wszystkie mnożniki

II.

www.rcin.org.pl



< 25 )
rożne z nttywiększómi wykładnikami iakie maią: wieloczyn 
z tych mnożników zrobiony będzie mianownikiem spólnym. 
Dla otrzymania liczników, potrzeba rozmnożyć licznik 
każdego ułamku przez te mnożniki wieloczynu których nie 

a d h
dostaie w mianowniku . np. maiac ułamki -r ,Irc1 ty
robię wieloczyn b^c^fg*; pierwszy licznik mnożę prze? 
cfg*, drugi przez bc3g* , trzeci przez bz f, i otrzymam

acfg'‘ bc3 g‘Ł(l V>fh Jeżeliby sie miedzy ułam-
fCys»- . , ' , ; /

kami znaydowała całość; z nią postąpić należy iak z ułam­

kiem którego mianownik iest równy iedności. np. «-} —= 

ac b ac-\-b
~c +śr~T'

Mnożenie W mnożeniu ułamków rozróżnić możemy
ułamków. dwa przypal ki.’ albo będzie do mnożenia uła­
mek przez całość, albo ułamek przez ułamek. Daymy lia- 

przód, iź trzeba rozmnożyć — przez c. W ykonać to dzia-
rt

łanie, iest to ułamek — powiększyć razy c; na ten koniec 

dosyć iest licznik Tozmnoźyć przez c, i będzie yXc —

a c
Ztąd widzimy , źe marąc mnożyć ułamek przez ca­

łość, trzeba mianownik zachować ten sam, a za licznik 
położyć wieloczyn z licznika i całości. W tym samym przy­
kładzie zmnieyszywszy mnożnik c razy d, toiest wziąwszy 
c
— na mieyscu c, wieloczyn stanie się tyleż razy mnieyszy, i

. , , ac ac a c erc
1UŻ niebedzie —- ale -7-7 i zatem “ X~,~7~r • P°~‘ b bd b d bd
kazuie, źe mnożąc ułamki, trzeba liczniki rozmnożyć przez 
siebie, a mianowniki przez siebie, i pierwszą mnogość wziąć

Cześć I. 4.
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za licznik, druga za mianownik. Przykłady.

I.

II.

Dzielenie I W dzieleniu ułamków zachodzą trzy przy- 
ułamków. I pad ki; albo wypadnie dzielić ułamek przez ca­
łość, albo ułamek przez ułamek, albo nakoniec całość przez 

ułamek. Niech naprzód będzie do podzielenia przez cj

a
Wykonać to działanie, iest to ułamek zmmeyszyc razy c;

na ten koniec dosyć iest rozmnożyć mianownik tego ułam- 
. . a aku przez c, i będzie - : c——. Zkąd wnosimy prawidło, że

dzieląc ułamek przez całość, trzeba licznik zachować ten 
sam, a za mianownik napisać wieloczyn z mianownika i 
całości. W tym samym przykładzie zmnieyszy wszy dzielącą

. . c
c razy ćZ, toiest wziąwszy - na mieyscu c, wieloraz stanie

. i . a i a(^ * •się tyleż razy większy, i już nie będzie ale toiestbc
a ad

• Zatem dzieląc ułamek przez ułamek trzeba

licznik ułamku podzielnego rozmnożyć przez mianownik 
dzielącego, i tę mnogość napisać za licznik dla wielorazu ; 
rozmnożyć potóm mianownik ułamku podzielnego przez 
licznik dzielącego, i tę mnogość położyć za mianownik dla 
wielorazu. Jeżeli yv ostatnim przykładzie weźmiemy iednośó

. a c ad c ad
na mieysce b, otrzymamy y •' czyli a: —•

Z czego wniesiemy, że dzieląc całość przez ułamek, trzeba 
rozmnożyć całość przez mianownik, i tę mnogość rozdzielić
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. -7 r. babprzez licznik. Przekłady. I. (a-f- y.d~—II. (a—-6) :

<sp>-S’ m <-s+i

ad—bd-\-c . mq-\-nq—p adq—bdq+cq- -— 1-)
<1 q <lrnq-\-duq>—dp

Znaiąc reguły na odbywanie działań z ułamkami, mo­
żemy dzielenie funkcyy kończyć się nie mogące ciągnąć bez 
określenia, np.

itd.

Uwaga. Z wyłożonych dotąd prawideł na działania wy.- 
pada, iż można wprowadzić w znaki wyrażenia algebrai­
cznego pewne odmiany bez naruszenia iego wartości. Od­
haczmy iakie są te odmiany i na czem zależą.
I Wiemy z nauki o odciąganiu, że a—(6—c)=a—b-j-c ; 
uczyniwszy o—o, będzie •—(b—c)——bfc. Co pokazuje, 
że można w funkcyi odmienić wszystkie znaki na przeci­
wne, byle ią potem zamknąć w nawias i poprzedzić zna­
kiem . A następnie znak — położony przed nawiasem 
obeymuiącym funkeyą będzie nas zawsze ostrzegał, że ta 
funkeyą powinna bydż wzięta ze znakami przeciwnemi.
II Pamiętając regułę na znaki w mnożeniu, łatwo poy- 
miemy, że wieloczyn, z ilukolwiek mnożników złożony, zo­
stanie zawsze ten sam, ieźeli dwom mnożnikom, czterem, 
itd. słowem, liczbie parzystey, odmienimy znaki na przeci­
wne, np,
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( -8 >
—c/yh=abcd I

— «X^X—c\d—abcd i
— «X^XCX—d=abcd |

«X—*X~ c\d=— a\b\—c\d=:—aYMcy—d.
Podobnie
6<—Z,)(t—rf) = (b-a-)(d-c)U—g)(A-i) =■
C’—«)(‘l— c)(g—j)(k—h). .
Lecz ieźeli jednemu mnożnikowi, trzem , i w ogólności licz­
bie nieparzystej’ odmienimy'- znaki; mnogość wypadnie za 
znakami prżeciwnćmi, np.

(a—bj(c—dj—ac—ad—bc-j-bd,
(b—a)(c—dy±=tic—bd—ac-\-ad.

Obie te mnogości niczem się oczywiście nie różnią tylko 
znakami. Chcąc przeto aby ostatnia wyrażała zupełnie to 
samo co pierwsza, trzeba przed nią położyć znak — dla 
ostrzeżenia że się brać powinrta ze znakami przeciwnemi 
tjm iakie z mnożenia wynikaią : i tak

(u—b)(c—d)=—(ó—a)(c—d). '
III. Ułamek, iako wieloraz Wjpadaiący z dzielenia liczni­
ka mianownikiem, iest dodatny, kiedy się licznik i mianow­
nik co do znaku zgadzaią, odiemny kiedy się różnią. Zatem,.

G©' pokaźnie, źe odmieniwszy znaki licznika i mianownika , 
zawsze ułamek swoię pierw*szą wartość i znak swóy zacho­
wa .

$ 7. Co są zrównania i iak sie rozwiązuią ?

Podane prawidła działań^ są to różne sposoby łącze­
nia i rozkładu ilości i funkcyy, sławiące nas w możności' 
W) rażenia znakami rachunku wszelkich pomiędzy ilości 
kombinacyy, których algebraiczne dociekania wymagała. Przy­
stosujmy ie teraz do rozwiązania pytań. Wiemy (§ i), że roz­
wiązanie każdego pytania zaczyna się. od rostrząśnienia^ iego.
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warunków dla odkrycia związku miedzy wielkościami znane- 
mi i nieznanemi. Odkryć związek,, iest to dostrzedz, iż pe­
wne połączenia takowych wielkości są równe. Kiedy upa­
trzony ten związek wskaźemy znakiem równości = , bę­
dziemy mieli wyrażenie algebraiczne, które się nazywa 
zrównaniem ( eąuation ). (*). Gdyby nam np. zadano 
wynaleźć taką liczbę, aby od niey potroioney odciągnąwszy 
20 wy padła taż sama liczba powiększona o bo; nazwawszy 
liczbę niewiadomą x, otrzymamy z warunków zagadnienia 
następuiące zrównanie

ox—20—rr+So .
W kazdenr zrównaniu terminy położone przed znakiem ró­
wności składaią stronę albo członek pierwszy tego zrówna­
nia, a terminy po znaku składaią stronę albo członek dru­
gi. Zęby zrów nanie dało nam wartość ilości niewiadomey,. 
potrzeba w niem tę ilość oddzielić od wszystkich znanych 
tak, aby na iedney stronic była sama ilość nieznana, a na 
drugiey same ilości wiadome; toiest trzeba przywieść zró- 
wnanie do wzoru x-=A, w którym A wystawia wszystkie 
ilości dane, pewnenii działaniami z sobą połączone. Takie 
przerobienie zrównania nazywa się iego rozwiązaniem. Wi­
dzimy tu oczywiście, że chcąc rozwiązać zrównanie, po­
trzeba wyrażenie iego pierwiastkowe przeprowadzić przez 
pewny ciąg odmian. Zastanowić się więc nam teraz wy­
pada, iakie sa te odmiany, i na czem się gruntuie wolność 
ich czynienia?

Ponieważ zrównanie iest wyrażeniem równości dwóch 
sw’oieh członków’, możemy w niem przeto robić wszelkie 
przekształcenia, które t)lko tey równości nie znoszą. Wol­
no więc do niego wprowadzić iakąkolwiek odmianę, by­
lebyśmy lo, co czynimy w jednym członku, uczynili za­
raz i w' drugim. Idąc od tey uwragi, weźtny naprzód zró­
wnanie

x-j-a=b ,
yv którem na stronie pierw'szey ilość nieznana x połączona

(* ). Większość wyraża się przez znak >, mniejszość 
przez np. a^>b wskazuie że a iest wdększe od 6; c<A 
wskazuie że c mnieysze od d.
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iest z wiadomą a przez dodawanie. Chcąc żeby na tey 
stronie zostało samo x, trzeba oczywiście od summy ar-j-a 
odiąć <z; ale odeymuiąc a w członku pierwszym, powinni­
śmy dla ocalenia równości odiąć i w drugim ; przez co o- 
trzy mamy

xz=b—a.
W zrównaniu

x—a—b
ilość x zostanie w pierwszym członku samotna, kiedy po 
obu stronach dodamy a, wypadnie bowiem x—a-\-a—b-\-a, 
czyli

x=b-{-a.
W zrównaniu

ax-=^b
odłączymy x od ilości wiadomych dzieląc oba członki przez 

ci *v Z?a, i będziemy mieli —czyli 
a a

x=i-
a

Nakoniec w zrównaniu
X J -z=b , 
a

żeby oddzielić ilość niewiadomą od znanych, należy obie
, , . . ax , ,.strony rozmnożyć przez a; znaydziemy —=ab czyli

a
x~ab .

Ztąd widzimy naprzód, że przez Jakiekolwiek działa­
nia ilość niewiadoma będzie połączona ze znanemi, oddzie­
limy ią zawsze przez działania przeciwne; toiest ilości wia­
dome, połączone z nieznaną przez dodawanie, odciągaiąc; 
połączone przez odciąganie, dodaiąc po obu stronach; przez 
ilości, które są mnożnikami niewiadomej obie strony dzie­
ląc; a przez ilości, które są iey dzielnikami, obie strony 
mnożąc. Po wtóre, pokazuje się z dwóch pierwszych przy­
kładów, że chcąc iaki wyraz w zrównaniu przenieść z ie- 
dnego członka w drugi, trzeba go w pierwszym zmazać 
a w drugim napisać ze znakiem przeciwnym; np. zrówna 
nie ax-\-b~c~\-dx może bydź napisane tak
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ax—dxz=.c—b.

Gdybyśmy w ostalnićm zrównaniu przenieśli członek pier­
wszy na stronę drugą, a drugi na pierwszą, mielibyśmy

b—c=zdx—ax ,
wyrażenie różniące się od poprzedzającego znakami wszyst­
kich terminów; ztąd poznaiemy, że w cciłem zrównaniu 
można odmienić znaki, a przez to sie równość nie naru­
szy . Przeniósłszy wszystkie wyrazy zrównania na iednę 
stronę, strona druga będzie równa zero; toiest zrównanie 
przyymie postać A-=.o, gdzie A zawiera wszystkie ilości 
do zrównania wchodzące. Takowego sposobu wystawiania 
zrównań będziemy nayczęściey używali w dalszych naszych 
dociekaniach.

Jeżeliby iaka ilość była dodana lub odięta po obu stro­
nach zrównania, można ią opuścić, a związek sienie zerwie. 
Można także opuścić, bez zepsucia równości, ilość albo fun- 
kcyą, która iest mnożnikiem lub dzielnikiem wszystkich ter­
minów zrównania. J nawzaiem wolno zrównanie we'wszyst­
kich terminach przez te sarnę wielkość rozmnożyć lub roz­
dzielić. Wolno także ilekolwiek zrównań wynikaiących 
z iednego pytania do siebie dodać lub odiąć. W tych wszyst­
kich odmianach dwa członki zrównania równości nie stra­
cą.

Maiąc te uwagi obecne w pamięci, potrafimy rozwią­
zać wszelkie zrównanie, jakkolwiek zawdkłane, byleby wy­
kładnik ilości niewiadomey nie przewyższał ied no ści, toiest 
byleby to zrównanie było stopnia pierwszego. Zęby poka­
zać iakim porządkiem prowadzi się rozwiązanie, weżmy so­
bie za przykład

ax , dx , cx , x+c= .... («).
b f m

lód wszystkie terminy przywodzą się do iednostaynego 
mianownika: poczem ten mianownik, iako dzielnik wszyst­
kich wyrazów zrównania, opuści się, i będzie

aj'mx-\-f)cJmz=A)dmx-\-abfm—hcfx.
2re terminy zawieraiące w sobie ilość niewiadomą przeno­
szą się w ieden członek, a inne wszystkie w członek dru­
gi: tym sposobem wypada

afmx—bdmx-\-bcfxz=zabbfm—bcfm.
Zcie po takiera przerobieniu, pierwsza strona ma ilość nie-
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wiadomą mnożnikiem wszystkich swoich wyrazów: roze­
brawszy na ten mnożnik, mamy

x(afm—bdmĄ-bcfy==zabfrn—bcfm’, . . . (6).
hte dzielą się obie strony przez funkcyą, którą w pierw­
szym członku mnoży x, z czego sic otrzymuie ostateczny 
wypadek

__ abfm—bcfm
t _ -------------------- — 4

a fm—bdm-^-bcf
Wartość takowa ilości nieznaney, wyrażona przez same 1- 
lości wiadome, nazywa się pierwiastkiem zrównania, któ­
ry iest zawsze poiedjnczy ieżeli wynika ze zrównania sto­
pnia pierwszego; ohaczymy niżey, że będzie dwoisty w zró­
wnaniach stopnia drugiego, troisty w zrównaniach stopnia 
trzeciego, itd: słowem, każde zrównanie ma tyle pierwiast­
ków, ileiedności zawiera naywiekszy wykładnik ilości nie­
znaney, pokazuiący stopień zrównania .

Jeżeli pierwiastek iest dobrze wynaleziony,* położyw­
szy go na mieyscu ilości nieznaney w zrównaniu przywie­
dzionym do zero czjli wystawionem pod postacią z/=o, 
wszystkie terminy nawzaiem się zniszczą czyniąc o=o„ 
Tosie nazywa sprawdzić zrównanie albo zadosyć uczy­
nić zrównaniu. W zrównaniu (f), znaczącem iedno co 
zrównanie początkowe (o), przeniósłszy wszystkie wyrazy 
na stronę pierwsza, mamy

x(afm—bdm-k-bcf")—abfmĄ-bcfm—o ; 
położywszy za x odkrjtą dopiero wartość, znaydziemy

» t
<oyz/.-łc»(g)fCT-łdCT+^/) _abmr+bcf,n=o^ 

amf—bdmĄ-b ej'

Ponieważ ułamek zaczynaiący to zrównanie ma za mia­
nownik tę same funkcyą afm—bclmĄ-bcf która iest mnoż­
nikiem licznika, może bydź przeto uproszczony przez opu­
szczenie tey lunkcyi w obu icgo wyrazach; po czem zrów­
nanie zamieni się na nastepuiące

abfm—bcfm—abf/n-fbcfm=o,
wktórem terminy abfm i —abfm, —bcfm \-\-bcfm^ będąc 
zupełnie te same, a różne znakami, zniszczą się wzaiemnie, 
i wypadnie o=o.
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§ 8. Rozwiązuią się zagadnienia szczególne z iedną 
ilością nieznaną.

Zęby się wprawić w rozbiór warunków, w dostrzega­
nie związków i składanie zrównań; weźmy sobie do roz­
wiązania nastepuiące przykłady.
I. Złodziey uciekaiący ubiega na dzień mil 10: pogoń 
we 4 ć/zzz po ucieczce za nim wysłana* ubiegaiąc na dzień 
mil i4, za ile go dni doścignie?

Nieznaną liczbę dni biegu pogoni nazwiymy x* więc 
liczba dni biegu złodzieja będzie , x-J-4. Ponieważ pogoń 
ubiega w dniu iednym mil i4, przeto w dniach a? ubieźy 
mil i4x. Złodziey w dniach jr-J-4 ubieży mil io(a>f"4)» 
kiedy w iednym ubiega mil 10. Aże droga przebyta od 
złodzieia i pogoni iest taż sama, przeto

i4a?=io(#-ł-4) 
czyli 14x= i ox-f- to,
ztąd i4.r—io.r=4o,
toiest 4x=4o,

ar—io .
Więc złodziey dognany w dniach dziesięcu.'

II. Maiątek osoby ieclney iest trzy razy większy nil dru- 
giey: gdy obie zyskaią iednakową summę a, wtedy ma- 
iątek pićrwszey osoby iuz, tylko będzie dwa razy większy 
niżeli drugiey. Jakież są maiątki tych osób ?

Nazwawszy przez x maiątek osoby drugiey; będzie 
maiatek pierwszey ox. A ponieważ według warunku za­
gadnienia 5x powiększone summą a ma bydż dwa razy 
większe od x powiększonego taż summą «; zatem

5x-}-a=2(x-ya')
3x-j-a=2x-ł~2a

x=a
Przeto maiątek osoby drugiey iest a, a następnie pićrwTszey 
iest oa .

III. Pewna osoba umawia robotnika* z warunkiem, iz mu 
dawać będzie żywność i za każdy dzień pracy dopłacać

Cześć J. 5 .
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groszy 48, a za kaidy dzień próżnowania potrącać 

groszy 2i. Uczyniwszy rozrachunek po dniuih 96 poka~ 
zało się, ie trzeba zapłacić robotnikowi 1008 groszy. Przez 
ileż on dni pracował a przez ile próżnował?

Nazwawszy liczbę dni pierwszych przez x, liczba dni 
drugich będzie 96—x’, zapłata za pierwsze będzie groszy 
48#; potrącenie za drugie będzie groszy 24(96—x). A ponie­
waż po potrąceniu wypada ieszcze zapłacić groszy 1008; więc 

48#—24(96—#)—1008 ,
czyli 48#—25o44-24#=ioo8

ioo84-25o4 5512 ztąd #:
484-24 72

Zaczem dni pracy było 46, a następnie próżnowania 5o.

IV. kł oda ciekąca iednym kanałem może nap ół nić kadź 
w która wpływa trzy razy w siedmiu dniach. Tai woda 
wypływaiąca innym kanałem moie wypróżnić tę kadź 
dwa razy wpięciu dniach. Otwórz\wszy oba kanały, ilei 
dni potrzeba będzie do napełnienia kadzi:

Nieznaną liczbę dni nazwiyrny przez #, a obiętość ka­
dzi wyraźmy przez iedność. Gdyby woda wpływaiąca pier­
wszym kanałem napełniała kadź w dniach siedmiu raz tyl- 
lo ieden, więc w dniu iedn\m napełniłaby część kadzi 4*, 
lecz że przez dni siedm może trzy razy kadź napełnić, 
przeto w dniu iednym napełni 4 części kadzi. Z Podobne­
go rozumowania wypada, że woda wypływaiąca drugim ka­
nałem wypróżni w dniu iednym 2 części kadzi. Przeto na 
Icońcu dnia pierwszego woda pozostaiąca w kadzi zaymuie 
4 — 4 iey części, a na końcu dni # zaymie iey części 
(4 — 4)x: a ponieważ po dniach # cała obiętość kadzi po­
winna bydź napełniona pozostaiącą ilością wody, więc

(4 — £)x— G zkąd #—55.
Do napełnienia więc kadzi potrzeba dni 55.

Gdybyśmy w teraźnieyszem zadaniu na mieyscu liczb 
użyli znaków ogólnych; toiest gdybyśmy założyli iż wo­
da ciekąca iednym kanałem moie napełnić kadź w którą 
wpływa razy a w dniach b; wypływaiąca zaś innym ka­
nałem moie wypróinić tę kadź razy c w dniach d; wte­
dy zrównanie służące do odkrycia liczby dni # potrzebiaey 
do napełnienia kadzi wzięłoby postać
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,ac 1 , bd(-------- )x = i, zkad x=.------------ ..

ó d' ad—bc .
Wartość x, wystawiona tym sposobem w znakach literal­
nych, zamyka w sobie odpowie Iż na wszystkie pytania w te— 
raźnieyszem ogarnione, a różniące się tylko wartością liczb 
danych a, ó, c, d. Położywszy np. a=4, ó== 10, c=«V 
d = 8, będzie x = io. Jeżeli zaS a—i, b=if c=i, ć/=2t, 
natenczas x=2.

V. Na zapłacenie trzem robotnikom wyszła pewna liczba 
rubli. Jednemu dano połowę tey liczby i rubel ieden; dr u- 
giemu połowę tego co pozostało i takłe rubel ieden; trze­
ciemu połowę reszty i rubli trzy. Jlez rubli wydano?

Odpowiedź oo.

VI, Kupiec płacił pewną matyryą po rubli pięć za kai- 
de sześć łokci; a przedaiąc brał po rubli sześć za każde 
pięć łokci. Po wyprzedania całey materyi miał w zysku 
rubli 55. Jlez było łokci?

Odpowiedź i.5o»

§ 9. Co rozumieć należy przez wartości odiemne otrzy­
mywane z rozwiązania zagadnień. *

Odpowiedź na zagadnienia rozwiązywane w §fie po­
przedzającym czyli wartość ilości nieznaney była bez ża­
dnego przed sobą znaku* toiest miała domyślny znak -fi. 
Trafia się atoli iż takowa wartość wypadnie. poprzedzana 
znakiem--- . Zastanowimy się teraz, zkąd to zdarzenie mo­
że pochodzić i co wyraża? Na ten koniec zadaymy sobie to 
proste pytanie: osoba, którey maiątek iest a, ile powinna 
zyskać zęby miała b? Nazwawszy zysk szukany przez ay. 
będziemy mieli zrównanie następuiące

a-^-x—b, z którego —a,
Ta odpowiedź, wyrażona przez litery, da wartość ilości x 
we wszystkich przypadkach szczególnych teraźnieyszego py-, 
tania. Jeżeli np. a = 5ooo, ó = 5ooo, wtedy zysk x=2ooO'. 
Przypuśćmy ieszcze, że maiątek początkowy iest 8000 i że 
po otrzymanym zysku powinien wynosić Gooo. W tyn^
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przypadku zrównanie będzie

«Sóoo-f-*—6000, . : . (c )
zkąd

ar—Bo 00—8000=— 2000.
Taka wartość otrzymana na x zowie się odpowiedzią od­
iemną. Jakże ią wytłumaczyć? znak •—pokazuie że powin­
na bydź odciagniona, a niemasz od czego. Zęby ten rodzay 
niepodobieństwa obiaśnić i uprzątnąć, obróćmy uwagę na 
zrównanie 8000-f-A—6000 z którego odiemna wartość wy­
nikła. Widzimy oczywiście, że to zrównanie iest błędne, bo 
wyraża iż do liczby większey przydawszy ieszcze pewną 
liczbę wypadnie liczba mnieysza. Lecz, przestanie bydź błę- 
dnem, gdy ilość x nie iako zysk, ale iako stratę uważać bę­
dziemy: naćwczas bowiem to zrównanie bierze postać

8000—.r=Booo, j . . . ()
i prowadzi do wartości na x dodatney

:v=8ooo—6000=2000.
Dwa zrównania (e) i ( d J nićzem się więcey nie różnią 
tylko że w pierwszem X wyraża zysk, w drugiem stratę; 
wartości na x wyciągnione z tych zrównań są zupełnie co 
do wielkości iednakie, ale maią przed sobą odmienne znaku 
Ztąd wypada, że znaki i — mogą nam służyć do roz­
różnienia dwóch stanów przeciwnych w ilościach. Przykła­
dy tych stanów nianiy w zysku i stracie, w maiątku i dłu­
gu, w przychodzie i wydatku, w dwóch siłach przeciw so­
bie działających, itd. Jeżeli wiec układając zrównanie z wa­
runków pytania uważaliśmy ilość nieznaną np. za majątek, 
a po rozwiązaniu żnaydziemy odpowiedź odiemną; będzie 
to znakiem, że zrównanie iest błędne z przyczyny iż niezna­
ną ilość x braliśmy za maiątek, kiedy ona rzeczywiście iest 
długiem. Nie ma iednak potrzeby poprawiać zrównania i 
powtórnie rozwiązywać, bo znowubyśmy przyszli do tey sa- 
mey wartości ale iuź dodatney; należy tylko wartość 
z pierwszego rozwiązania uważać za dług, kiedy z począt­
ku była brana za maiątek.

Weźmy ieszcze następujące zagadnienie: Oyciec md 
lat a, syn ma lat b; za ileż lat wiek syna będzie czwar­
tą częścią wieku oycal Nazwiymy przez x liczbę Jat szu­
kaną; będzie po upłynieniu tey liczby wiek oyca a-j-x wiek 
syna b-\~x-. 1 warunków zagadnienia wypada zrównanie
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fl+.r

&-}-# =----- zkąd x-X‘.
a—śib

T1 v , C/ Z 54--- 56 lS C TPołożywszy a=54, b=cy, mamy x——-———— b. Ja­

koż po latach sześciu wiek oyca będzie lat bo, syna i5 
cztery razy mnieyszy. Dayray teraz że a=45, b—i5; bę­

dzie ——5. Wypada wartość odiemna. Więc

ilość lat na odpowiedź otrzymaną trzeba brać w rozumie­
niu przeciwnem, toiest nie iako maiąca leszcze upłynąć, 
lecz iako iuż upłynioną: a przeto nie za lat pięć wiek sy­
na będzie czwartą częścią wieku oyca, ale iuż był przed 
laty pięcia. W rzeczy samey od 45 i i5 uiąwszy po lat 
pięć, zostaie na wiek oyca 4o, na wiek syna 10.

Jeżeli liczba nieznana iest takiey natury, iż nie może 
bydź brana w dwóch rozumieniach przeciwnych, gdy np. 
wyraża liczbę ludzi: wtedy odpowiedź odiemna pokazuie, 
źe warunki pytania są fałszywe i nie podobne. Przykład. 
Liczba żołnierzy pewnego woyska iest taka, że trzy razy 
wzięta i zmnieyszona o tysiąc równa się wziętey razy czte­
ry i powiększoney o dwa tysiące*, iakaż iest ta liczba ! 
Warunki tego zagadnienia są oczywiście niepodobne; bonie 
może zachodzić równość między', liczbą trzv razy wziętą 
i tąź sama wziętą razy cztery, a tćm bardziey ieszcze kie­
dy pierwszą zmnieysz\my a drugą powiększymy. Zrówna­
nie z takowych warunków wynikłe

óx—iooo—4x-j--o°o x
prowadzi do pierwiastku ocliemnego x=—5ooo.

§ 10. Rb związanie pytań z iląkolwiek ilościami niezna­
nymi. Sposoby eliminacyi.

Pon lewaź iedno zrównanie odkrywa nam wartość ie- 
dney tylko ilości nieznaney; przeto każde pytanie powinno 
w sobie zawierać dostateczną liczbę warunków, aby z nich 
można było wyciągnąć tyle zrównań, ile iest ilości do o- 
cenienia. Gdyby te wszystkie zrównania zamykały po ie-
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dney coraz inney ilości nieznanćy, wtedy byśmy ie rozwią­
zali podług sposobów poprzedzaiącycli. Lecz pospolicie do 
każdego zrównania wchodzi kilka ilości niewiadomych. 
Poty więc nie potrafimy znaleśó odpowiedzi na takie py­
tania, póki nie przerobimy zrównań z kilką ilościami nie- 
znanemi na inne zawieraiące tylko po iedney. Sposoby do 
tego przerabiania służące zowią się eliminacyą ( wyrzuce­
nie ) . ' ,
I. Pierwszy sposób eliminacyi zasadza się na tern, że 
w zrównaniach wypadających z iednego pytania, którakol­
wiek ilość niewiadoma np. x znaczy w kaźdem z nich to 
samo; czyli że iey wartość wyciągniona z iednego zrówna­
nia równa iest wartościom wydobytym ze wszystkich in­
nych. Niech będą dwa zrównania

5x+7i%=43
ii^+9/=69

zawiaraiące dwie ilości niewiadome x, y. Z pierwszego ma­
my

43—7/
X-

z drugiego
_ 69—ar.X----- ----------------- <,

11
te dwie wartości powinny bydz równe* zatem 

43—7/__6g—gy
11

oto iest zrównanie z iedną ilością nieznaną y. Rozwiązaw­
szy ie znaydziemy y=4. Takim sainym sposobem można 
ze zrównań danych wyrzucić y, przyysdź do zrównania 
zamykającego tylko X, i z niego wartość ilości x ocenić". 
Lecz do tey ostatniej wartości przyydziemy krótszą dro­
gą, podstawuiąc odkrytą wartość ilości y za sarnę ilosc 
w którekolwiek ze zrównań danych np. w pierwsze, bo o— 
trzymamy zrównanie

&v-}~28=45
.. , . , , 43—28 i5

z sama ilością Jf, z ktorego x~---------- rac—• .
5 5

www.rcin.org.pl



( 39 )
Weźiny ieszcze trzy zrównania 
3x4-2}'+ z —20
5x+2y+4z—46 . . . (e)

iox+5y+4z—75
xtrzema ilościami nieznanemi x, y, z. Wyciągam z każde­
go wartość na x; będzie

2 5—2/—z

x

46—2y—4z

75—5y—4z
10

pierwszą wartość równani ze wszystkiemi pozostałymi; wy- 
padnie
a3'—2y—z 46—2y—4^

3 5o
20-—2y-

czyli 72—4y=23

■__7 5—5y—4z czyli 2z—5y=—5
(/).

0 10
Tym sposobem z trzech zrównań ( e ), maiących trzy i- 
lości nieznane, wyrzuciliśmy iednę x i przyszli do dwóch 
zrównań (/') zamykaiącyah dwie ilości nieznane y, z4 
Z tych ostatnich wyrzućmy ieszcze z, aby otrzymać iedno 
zrównanie z samą ilością y. Na ten koniec wartości z wy- 
ciągnione ze zrównań (/), toiest

s3+4yr—■ —
7

‘ 5y—5 
z—-------

2

porównywam z sobą i mam zrównanie
g5+4y_5y—5 cZyli 46+8y=55y—55, zkąd

7 2
46+35 81 ~

J ""55—8 27

Znalezioną wartość na V podstawiam w którekolwiek ze 
zrównań (/*)> nP- w pierwsze; otrzymam zrównanie
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qz—i2t=25, w którem iuż niemasz y, lffcz się tylko znay-
, . . , 20+12 55 _cuie samo z\ rozwiązawszy, wypada z —-------- —— = 5.

J 7 7
Maiąc dwie ilości y, z ocenione, podstawiam ich wartości 
w którekolwiek ze zrównań (e), np. w pierwsze: tak, 
przyydę do zrównania ox+6+5=2o, z samą tylko ilością

25—6—5 12 = 4.zkąd
5 5

Uźywaiąc tego sposobu eliminacyi do zrównań literal­
nych

aar-f-óy-f-czzrrJ

ni x+ny+pz=q 
naprzóubyśmy wyrzucili x i przyszli do zrównań

d—by—cz k—gy — hz

(#)>

a
d—by—cz q-

f
-ny—pz

a zzz
czyli y +(ah—Jc)z—ak—fd

' (an—mb)y+(ap—mć)z=aq—md (A),
z których po wyrzuceniu y wypadłoby zrównanie z samą 
ilością z

ak—fd—(ah—jć)z aq—md— (ap—mc)z
ag—fb an—mb

czyli

zkad

(ak—fd)(an—mb)—(oh—fc)(an—mb)z=. 
(aq—md)(ag—Jb)—(ap—mc)(ag—-fb)z ,

__(aq—md)(ag~fb) — (ak—fd)(an—mb)
(ap—mc)(ag—fb)—(ah—-fc) (an—mb) ’

W5konawszy naznaczone mnożenie i potem uproszczenie, 
będzieJk

aqg——dgm—akn+bkm+dfn 
apg —bfp—cgm—ahn+bhm+cfn

Ta wartość, podstawiona w którekolwiek ze zrównań (h), 
przyprowadzi nas do odkrycia wartości na ją a maiąc iuź
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ocenione z, y, wyrzucimy te ilości z któregokolwiek zn 
zrównań (#)» przyjdziemy do zrównania zawierającego 
samo x i nareszcie do wartości na x.

Zagadnienie I, rLnaleźć dwie liczby, których summa 
iest a, różnica b. Nazwawszy ilość większą przez x, mniey— 
szą przez y, będziemy mieli dwa zrównania

x-j-y=a, x—y= b,
z nich wartości na x są x~a—y, x—b-{~y; przeto a—yz=z
b+y, ztąd J'=——^z=z —---- . Toiest liczba mnieyszet

2 2 2
równa się połowie summy zmnieyszoney połową różnicy.
Kładąc tę wartość w pierwsze ze zrównań początkowych,
ii- .ab . . a . b a , b .będzie ---------=a, ztąd --------~r—. 1 oiest

2 2 ‘ 2 2 2 2
liczba większa równa się połowie summy powiekszbnóy 
połową różnicy.

Zagadnienie I f. Pewny spotkawszy ubogich chce im 
dać po 5 groszy, ale mu nie staie groszy 20; daie więc 
po groszy 4 i zoslaie mu groszy 4. J/cz miał przy sobie 
groszy, i ilu było ubogich. Szukaną liczbę groszy nazwiy- 
rny przez .x, a liczbę ubogich przez y; wypadną zrówna­
nia

5y=x-}-2o.
Ąy=x—4 ;

wzięte z nich wartości na x i z sobą porównane prowadzą 
do

5y—2o=4y-f-4 i ztąd 5y—4y=2o+4; y=24 .
Tę wartość na y podstawiwszy w którekolwiek z dwóch 
zrównań, znaydziemy x=ioo. Było więc groszy 100, la­
boga h 24. Wyłożony teraz sposób nazywa się elimina- 
cyą przez porównanie .
II. Drugi sposób elirninacyi oparty na tym samym po­
czątku nosi nazwisko elirninacyi przez podstawienie. Ma­
iąc ilekolwiek zrównań z tyląż ilościami nieznanemi; wy­
ciąga się z pierwszego wartość na iednę z tych ilości i 
podstawia we wszystkie pozostałe. Ztąd wypadną zrówna­
nia, których liczba będzie o iedność mnieyszą niż zrównań 
danych, i liczba wchodzących w nie ilośęi niewiadomych 
będzie także o iedność mnieyszą* Z wypadkowemi zrówna-

Czete I. 6.
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niami podobnie postępując, i ten rachunek powtarzając na* 
stępnie, zmnieyszymy za każdym razem liczbę zrównań i 
liczbę ilości nieznanych, i naostatek otrzymamy iedno zró­
wnanie z iedna ilością nieznaną. Niech będą trzy zrówna-w
nia

2#—4/ 4" 92 =28 
7#4- 0/ — 5z =5 
9# 4~ioy—1 12=4

z pierwszego 28-}-—9-
o

będą trzy zrówna-

(0;

podslawiwszy tę wartość w dwa pozostałe, otrzymamy

7(284-4/---Q2).^ r - q(284-4/---Q2)—---- ---------±2 4-5/—52=3, , o/—11 2—4
2 2

czyli 54/—752——190 _ f $

Pierwsze z tych zrównań daie y= ; co podsta­

wiwszy w drugie, znaydziemy
56(702—190) „v z—1002=—244 czyli 2902=1172

54
zrównanie z iedną tylko ilością nieznaną z. Z niego 2=
-12 7 2 =4. Odkryta dopiero wartość na z kładąc yv pier- 

293
wsze ze zrównań (6), mamy

_ 292—190 10234/—292=—190, zkąd </=^___-----= —-—5.
51 ’ o4

Maiąc yvartości na / i na 2, kładę ie yv pierwszem ze 
zrównań ( i ) ; yyrypadnie

2#—124-06=28, zkąd #=28~ł~-1 2—-^=2.
2

Znalezione wartości powinny zawsze sprawdzać każde ze 
zrównań danych; toiest powinny ie przywieść do takiego 
yvyrażenia, w któremby strona pierwsza była zupełnie tą 
samą liczbą co i druga. Podstawmy, dla doświadczenia, 
wartości w teraźnieyszym przykładzie otrzymane yv zrów­
nanie np. trzecie; będziemy mieli
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lS-f-So—44=4 czyli 4=4.

Zagadnienie. Bryła mieszaniny złota ze srebrem 
ma obiętości 12 cali sześciennych* a wały uncyy 100. JCy— 
naleźć* ile pod tą obiętością i wagą zawiera się złota* a i- 
le srebra'* wiedząc łe ieden cal złota wały uncyy J2f 
czyli * a ieden cal srebra wały uncyy 6| czyli . 
Nazwawszy liczbę cali złota przez x, srebra przez y* bę­
dziemy mieli dwa zrównania

x-j-y= 12
V x-{- %2 7=100 czyli 1 i4a?-f-6 27=900 .

Wartość na x wziętą z pierwszego zrównania, toiest x= 
2‘2—y podstawmy w drugie; wypadnie

114(12—y)-J-Ó2y=9oo czyli 1068—1147-J-62^7=90 o 
czyli ieszcze 468=02^, zkąd y—4f£ =9- Włożywszy 
tę wartość w zrównanie pierwsze, otrzymamy .r-J-9— 12j a 
zatem x=5. Więc do tey mieszaniny wchodzi złota cali 
sześciennych 5, srebra 9. Łatwo się przekonać że znale­
zione wartości sprawdzaią oba zrównania .
III. Oba poprzedzaiące sposoby maią w sobie ztąd niedo­
godność, że prowadzą do zrównań z mianownikami, od 
których ie potem oswobadzać ieszcze musinn; ale bardzo 
dobrze służą podówczas, kiędy w zrównaniach zktórjch 
się wydobywa wartość iakiey ilości, ta ilość ma iedność 
spółczynnikieni. Ody zaś spółczynnik większy iest od jedno­
ści; lepiey używać następującego sposobu zwanego elitni- 
nacyą przez dodawanie lub odciąganie. Ten się zasadza 
na dwóch początkach, 1 ód że można pomnożyć zrównanie 
we wszystkich terminach przez tę same ilość lub funkcyą; 
2re że zrównań z iednego pytania wynikaiących odpowie- 
dne strony mogą bydź dodane lub odięte bez naruszenia 
związku. Zebyśmy poznali iego użycie weźmy naprzód dwa 
zrównania

rzx-}-Z?y=c 
dx—-fy=g.

Chcąc wyrzucić x* i przyyśdź do zrównania zawierającego 
samo y* bierze się mnożnik ilości x w drugiem zrównaniu 
toiest cZ, i przezeń mnoży się zrównanie pierwsze; potem 
przez mnożnik a teyże ilości w zrównaniu pierwszem 
mnoży się zrównanie drugie: ztąd wypadną dwa zrównania
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adx-\-bdy =zcd 
a dx—ajy==.ag

■tające termin pierwszy z ilością x jednaki. Odciągnąwszy 
drugie od pierwszego zostanie

dby-\-afy-=zdc—ag
gdzie wchodzi iedna tylko ilość niewiadoma y. Gdybyśmy 
znowu cheiełi wyrzucić y, a otrzymać zrównanie z samą 
tylko ilością x; trzeba pierwsze ze zrównań danych roz­
mnożyć przez f, drugie przez 6,. co prowadzi do dwóch 
zrównań

afxfbfy—cf

których drugi termin zawieraiący y iest ten sam, ale z od­
miennym znakiem. W tym przypadku zrównania się doda­
ją; przez co iednaki termin ginie, i otrzymamy

(ifx-\-bdx=cf-\-bg
zrównanie zamykające iednę ilość niewiadoma x.

W ogólności maiąc zrównań liczbę n z tyląź ilościami 
wieznanemi^ ieźeli sposobem dopiero podanym kombinować 
będziemy pierwsze ze wszystkiemi pozostałem! dla wy rzuce­
nia iedney któreykolwiek ilości; wypadnie zrównań n—i 
bez tey ilości. Z tych znowu zrównań wyrzucimy drugą i- 
lość, i otrzymamy zrównań w—2 o tyluź ilościach niewia­
domych. Tak daley zinnieyszaiąc coraz liczbę zrównań,. 
przy y dzietny naostatek do iednego z iedną ilością nieznaną. 
Potem się postępuje iak w sposobach, poprzedzaiącycli.

Zagadnienie. Pszenicy korcy 10, żyta korcy i5, 
owsa korcy 6 kosztowało złotych 582. Drugi raz psze­
nicy korcy 20, żyta korcy 56, owsa korcy 18 koszto­
wało złotych i464. Trzeci raz pszenicy korcy 8, żyta 
korcy 10, owsa korcy 6, kosztowało złotych 444. Za 
każdym razem cena zboża, była iednaka. Po ileż złotych 
wypada korzec pszenicy, po ile żyta, i po ule owsa ?
Nazwiymy szukane ceny korca pszenicy, żyta i owsa przez 
x, y,. 2; będziemy mieli zrównania

1 ox-|-15y-f-62 =582
2 5 x~p 5 6y-f-18 2— 14 6 4 

8x~b 1 oy-j- 6z —4 44 .
Wyrzucam naprzód x z dwóch pierwszych zrównań: naten
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io; wy-koniec mnożę pierwsze przez 25, drugie przez 

padnie
2 5 oar-j-37 5/-J-15°2—1 5 5 o 
2 5ox-f’56oj'4_1802=1464o.

Odciągam od ostatniego przedostatnie; zostanie

—i5y4-5o=()o czyli —y-J-22—6 4

Wyrzucam powtóre x z pierwszego zrównania i z trzecie­
go: w tym celu mnożę pierwsze przez 8, trzecie przez. 
10, i wypadki odciągam;

Sox-j-12oy-|"482— i 65 6 
8oa?+1 ooy 4-6o2==44 4o

2oy—122=216 czyli 5y—32=54 . . (m);
Przyszedłem do dwóch zrównań (iy i (m) zawierają­
cych dwie ilości nieznane y, z. Wyrzucam z nich z, do-
daiąc do zrównania (l ) rozmnożonego przez 5 zrówna­
nie ( m y pomnożone przez 2: znaydę

7y=i26, zkad y— ~^ = i8.
7

Odkrytą wartość na y podkładam w zrównaniu (/}; Wy— 
padnie

01 uli ^+1 $—18+22=6 zkąd z—------=12.
2

Wartości na y i z podstawiwszy w pierwszćm ze zrównali 
danych, otrzymam

ioa?4‘3 * * * 7 * * 107°+72=682, zkąd —2Z2—22=24-
10

Zatem korzec pszenicy kosztował złotych 24, żyta 18, 
owsa 12.
Jeżeli w dwóch zrównaniach, spółczynniki ilości, którą chce- 
my wyrzucić, rnaia spoiny mnożnik; iak np. w pierwszem 
i drugiem zrównaniu poprzedzaiącego zagadnienia społ- 
czynniki jo i 25 znacząc to samo 2X5 i 5X^ maią spól- 
nym mnożnikiem liczbę 5: wtedy zamiast mnożenia zrów- 
nań przez całe spółczynniki, można mnożyć przez ich
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mnożniki zostające po odłączeniu spólnego. Toiest można 
pierwsze zrównanie rozmnożyć przez 5, drugie przez 2, i 
w y padną zró w nania

5ox-fi7 5y-j-5oz=2 910,
5 0x4-7 2/4" 5 62=2 9 2 8,

które przez odeymowanie prowadzą do
'—5y-j-fiz=zi8 czyli —y-fi22=6.

Trafiliśmy na otrzymane pierwey zrównanie (Z) rachun­
kiem od poprzedzaiącego łatwieyszy m, bo na mnieyszych 
liczbach odbytym .

W niektórych szczególnych przypadkach droga elimi- 
nacyi może bydź skrócona. J tak niech będą cztery zrów­
nania

2X---3/4-22=13
4rz— 2x=3o 
4/4-22=i4 
5/4-5w=5a

zawieraiące cztery ilości nieznane x, /, z, u. Tu łatwo 
postrzedz, że wyrzuciwszy z ze zrównań pierwszego i trze­
ciego, znaydzieniy na wypadek zrównanie z dwiema ilościa­
mi x, y, ieżeli znowu wyrzucimy u ze zrównań drugiego 
i czwartego, przyydziemy także do zrównania z temi sainemi 
ilościami nieznanemi x, y. Poczem z dwóch wypadkowych 
zrównań eliminuiąc x, otrzymamy zrównanie o iedney tyl­
ko ilości y. Po odbytym całym rachunku pokaźe się że 
r=b x—5, zz=9, 2=5.

§ 11. Roztrząsanie zagadnień, dłumaczenie
. A . owyrażeń — 1 --- - .

o o

Widzieliśmy w §§ c/z 1 i 8, że gdy zagadnienie roz- 
wiąźemy ogólnie, toiest wyobraźaiąc wielkości dane przez 
litery, mamy iuż tein samem odpowiedź na wszystkie iego 
przypadki szczególne, wynikłe z nadawania literom rozmai * 
tych wartości liczebnych. Ocenić w każdym razie wartość 
ilości niewiadomych i wytłumaczyć osobliwe wypadki do
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iakich częstokroć przychodzimy, stanowi to, co nazywa- 
ią roztrząsaniem zagadnienia. Poznaliśmy ( $ 9 ) co rozu­
mieć należy przez wartości odiemne: ale ieszcze trafiaią się 
inne okoliczności w szczególnych wypadkach, które nau­
czyć się trzeba poymować i tłumaczyć. Nastepuiące pyta­
nie zawiera wszystkie zdarzenia, iakie można spotykać 
w roztrząsaniu zagadnień pierwszego stopnia.

Dway podróżni wyieżdżaią w tym samym czasie 
z dwóch punktów A i B Unii AB oddalonych od siebie ną 
sążni a, i dążą w iedrie stronę ku R. Ten, który iedzie 
od A, przebywa na godzinę sążni m; drugi iadący od B 
przebywa w godzinę sążni n. TB iakieyże odległości od 
punktów A i B ieden drugiego dogoni?

A B
B'---- ------------4------ -------- -4--------------— 72

Niech B będzie punktem ich złączenia: nazwiyray 
przez x, y odległości nieznane AB i BB wyrażone W są­
żniach. Wypada zaraz pierwsze zrównanie

x—y—a.

Drugie zrównanie wyprowadzimy z tosamości czasów,’ 
w których podróżni po w.yiechaniu od A i B powinni przy­
być na punkt B. Ponieważ iadący od A potrzebuie go­
dziny na sążni z; z, zatem na sążni x będzie potrzebował

"Vgodzin -—, co wypada z proporcyi m : x=i :__ _ Dru-

gi podróżny uieżdźaiący po sążni n w godzinie, na przeby­

cie sążni y będzie potrzebował godzin . Liczby godzin
n

X V
---- > —> będąc wyrażeniem iednegoź czasu, daią zrówna-
m n 

nie
x y— =— czyli nx — my = o. m n

Kombinuiąc te zrównania z sobą podług znaiomych sposo­
bów eliminacyi, otrzymamy
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__ am __

m—n } z/z—ri

Dopóki m będziemy brali za większe od n} a tein sa-* 
mem m—u za dodatne, poty wartości x, y będą dodatne, 
i odpowiedzą wyrażeniu pytania w znaczeniu ścisłem. Ja­
koż rzecz iasna, że gdy podróżny z A iedzie prędzey ni­
żeli z 72; pierwszy przebywa co moment drogę większą niż 
drugi; co moment odległość między nimi staie się mniej­
sza, nareszcie niknie, i wtedy oba podróżni muszą się 
znaydowaó na iednjm punkcie linii po którey biegną.

"Odpowiedź Lecz gdy założymy źe rn iest mnieysze
odiemna, od zz, a tein sarnim m—a odiemne; będą 

odiemne obie poprzedzaiące wartości: mo­
żemy ie wystawić pod taką postacią

am an , x*=•—--------- , —-------- . . (zz).
n—m n— rn

Zęby wytłumaczyć te wypadki, uwaźiny iż iest niepodo­
bieństwo, aby podróżni mogli się złączyć dążąc w stronę 
72; gdyż podróżny iadący od B postępuie prędzey niż ia- 
dący po nim od A’, zatem ich odległość coraz bardziey 
rośnie. Ale założywszy że zmierzaią w stronę przeciwną 
ku 72'; ponieważ wszystkie okoliczności staią się naówczas 
te same iak w przypadku m większego od «, rzecz iasna, 
że podróżni ziadą się w pewnym punkcie B! na przedłu­
żeniu BA. Kiedy więc n iest większe od m, żeby zadanie 
niebyło fałszywe, trzeba ie tak odmienić; Oway podróż­
ni wyiezdzaią razem od B i A dążąc ku R.': pierwszy 
przebywa na godzinę sążni n, drugi sążni m. /X chwili 
wyiazdu odlegli są od siebie na sążni a. Gdziez się z sobą 
złączą?
Nazywając, iak przedtem, x odległość punktu A od 
punktu złączenia 72', a y odległość B od tegoż punktu, 
będziemy mieli zrównania

x yy'—x=O) ----=,+-
m n

które po rozwiązaniu dadzą
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n—ni ’ Ti—ni
Te wartości nie różnią sic od ( zz ) tylko samym znakiem. 
Ztąd widzimy, źe w teraźnieyszym zadaniu wartości odie- 
mne oznaczaią niepodobieństwo aby się podróżni mogli 
złączyć, ale razem pokazuią, gdzieby przypadł punkt złą­
czenia, ieźeliby ci podróżni obrócili swóy bieg w stronę 
przeciwną.

Gdybyśmy uważali podróżnych nie od punktów A i R 
ruszaiącycb, ale będących w biegu od czasu nieokreślonego, 
i że w tey samey chwili, ieden przybywa na punkt A, dru­
gi na punkt /»; w takim razie złączenie ich albo nastąpi 
po przeyściu za punkta A i R, albo iuż nastąpiło przed 
ich przybyciem do tych punktów; podług tego iak rn iest 
większe albo mnieysze od n. Naówczas wyraziwszy przez 
x, y odległości AR, BR, kiedy po rozwiązaniu zrównań 
trafimy na wartości dodatne; te nam oznaczą punkt R’, ie­
żeli na odienme, te nam w skażą punkt R'.

Odpowiedź nie­
skończenie wielka,

Niech teraz m=.nz ztąd m—n—Q. 
Wartości na x, y wezmą postać

x-. am
o r- an

o
Trzeba wytłumaczyć te nowe wypadki. Wróciwszy się 
do wyrażenia pytania, postrzegamy zupełne niepodobień­
stwo uczy nić mu zadosyć, toiest aby podróżni dążąc w któ­
rąkolwiek stronę po linii AR mogli się z sobą gdzie złączyć: 
gdyż oba dwa będąc w początku oddaleni na Sążni «, i iadąc 
z równą szybkością, muszą zachowywać zawsze icdnakcwą 
między sobą odległość. Można przeto uważać wypadek

, równie iak odpowiedzi odiemne, za znak sprzeczno- 
o

ści warunków. W rzeczy samey zrównania z warunków
wynikłe x—y—a,-^ —^—, w przypadku m~n, staią się 

m n
x—y=a, x—y=o widocznie z sobą niezgodne. Wypadki 

ani an . .x —------ , y = .— nazywaią się wartościami nieskon-
o o

Część I.
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czenie wielkiemi albo nieskończonemi', co pochodzi 
stępuiącćy uwagi:

z na-

-Granice uby- Ponieważ o iest mnieysze od każdey 
wania i wzro- wielkości; można ie przeto wziąć za znak 
stu wielkości. na cechowanie ostatecznego stanu ilości, 

która zdolna iest pomnieyszać się do takie­
go stopnia iak sami zechcemy* Wiemy znowu, że ułamek 
tein iest większy, im będzie większy licznik względem swe- 
eo mianownika. Wziąwszy przeto za licznik jakąkolwiek 
liczbę stałą, a mianownik coraz zmnieyszaiąc, będzie się 
on coraz więcey razy mieścił w liczniku; i wartość u- 
łamku będzie coraz większa : posunąwszy więc my­
ślą mianownik do ostateczney małości, wartość ułamku 
przewyższy wszelką liczbę naznaczyć się mogącą. Toiest, 
kiedy jakiemukolwiek licznikowi A położymy za miano­
wnik ostatnią granicę ubywania wielkości czyli o, ułamek 

-— stanie się nieskończenie wielkim, i może służyć za

■znak do cechowania ostateczney granicy wzrostów ilości. 
Wyraża się także nieskończoność przez znak liczebny ośm 
leżący poziomo CO: ztąd wielkość mnieysza od wszelkiey 
naznaczyć się mogącey czyli o może się ieszcze wystawić 

przez — •> bo ułamek tem iest mnieyszy, im iego miano-
oo

Awnik będzie względem licznika większy. Tak więc o i —
oo

Asą cechy jednoznaczne; podobnież i cechy —- i OO . Pierw- 
o

sze dwie są granicą ubywania, drugie granicą41 wzrostu 
wielkości.

Odpowiedź
nieoznaczona.

Kiedy zachowamy warunek nz = 7z, a 
przydamy ieszcze, że a=o; dwie wartości 
staną się

X__  o __  o
o ’ o

Jakież znaczenie mamy przywiązać do tego nowego wy-
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padku? Jdąc z założonymi warunkami do wyrażenia zada­
nia; widzimy że podróżni iadą z równą szybkością; i z tego 
samego punktu ruszaią; rzecz zatem iasna, iż muszą bydź 
zawsze z sobą razem; a następnie każdy punkt linii po któ- 
rey biegną iest punktem ich złączenia. Ztąd, nie można 
wskazać żadnych szczególnych odległości maiących stano­
wić wartość x, y; bo każda odległość uczyni zadosyć py­
taniu. To więc pytanie, mogąc się zaspokoić wszelką od­
powiedzią, musi bydź oczywiście nieoznaczone. O czem też 
przekonywaią nas i Same zrównania, które na teraźnieyszy
przypadek biora postać x—y—o, ——, Pierwsze da- 

m m

ie #=y; ta wartość podstawiona w drugiem czyni — =—* 
zzz Dl

Ostatnie zrównanie, maiąc oba członki zupełnie te same 
zostanie sprawdzone przez wszelką wartość iakąbyśmy na­
dali dla y; nie może wiec tey ilości niewiadomey oznaczyć.
Prócz tego oczy wista iest, źe drugie zrównanie _ = _2L.

ni m
przywodząc się do x—y, nic więcey nie wyraża tylko to 
co i pierwsze. Wy pada iedynie z pierwszego i drugiego, źe 
podróżni będą zawsze z sobą razem; bo odległości x} y za­
czynają się obie od punktu A i są równe, nie będąc niczem 
co do swoiey wielkości oznaczone. Kształt przeto £ iest 
w tym razie cechą ilości nieoznaczoney. Powiadamy w tym 
razie', są bowiem przypadki w których tego nie wyraża; a- 
le tez naówczas z innego źródła wypływa. Ułamek np
a(aJ — ... o . t i a_----------- - zamienia się na £ uczyniwszy lecz gdy
b(a — b)
go przywiedziemy do nayprostszey postaci przez odrzuce­
nie mnożnika a — b spólnego licznikowi i mianownikowi

znaydziemy , co się staie równe 20 kiedy a=J. Nie
b

tak się rzecz ma z wartościami x, y, powyżey znalezionemi, 
które do prostszego wyrażenia przyprowadzić się nie dadzą. 
Jle razy więc trafimy na wyrażenie przechodzące w nim 
postanowimy o iego wzrtości’, należy wprzód śledzić czy 
mianownik i licznik nie maią spólnego mnożnika, który gi-

<
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nąc czyni oba terminy ułamku w jednym czasie zerem ; a 
usunąwszy ten mnożnik, otrzymamy wartość danego wy­
rażenia.

Na koniec zatrzymawszy w rostrzasanem od nas za­
gadnieniu warunek a=o, kiedy weźmiemy prędkości po­
dróżnych nierówne, toiest z/z większe lub mnieysze od zz; 
wypadną wartości x=o, y=o. W rzeczy samey podróżni, 
Wjieżdżaiąc z iednegoź punktu, a maiąc odmienne prędko­
ści, nie mogą oczywiście być z sobą razem tylko w pun­
kcie ich w\iazdu.

Poprzedzaiące założenia są iedyne, które prowadzą do 
wypadków godnieyszyrh uwagi; i pokazuią nam dostatecz­
nie iakim sposobem algebra odpowiada wszystkim okolicz­
nościom w zadaniu obiętym .

§ 12. O pytaniach nieoznaczonych.

W pytaniach dotąd rozwiązywanych, warunki dostar­
czały nam tyle zrównań, ile było ilości nieznanych. Takie 
pjtania przyymować nie mogły więeey odpowiedzi nad ie­
dnę, i dla tego zowią się pytaniami oznaczonymi ( pro- 
blemes determinćs). Lecz gdy z warunków wypada mniey 
zrównań a niżeli iest ilości do ocenienia; naówczas pyta­
nie, iak Zaraz obacZymy, da sie zaspokoić nieskończoną licz­
bą coraz innych odpowiedzi, i z tey przyczyny pjtania ta­
kowego gatunku noszą nazwusko nieoznaczonych (pro- 
blemes indetermines). Naprzykład: znaleźć dwie liczby 
którychby summa była 10. Wyraziwszy te liczby przez 
x, y, będziemy mieli zrównanie

x-f-y—io . . (ć>),
z którego

i o—y.
Tu nadaiąc podług upodobania różne wartos'ci na y, otrzy­
mywać będziemy odpowiedne na x; i tak kiedy y = i ? 
wtenczas x=g; ieżeli y— 2, wtedy x=S; bio^ąc y—Bę­
dzie x—g-}-£ ; itd. Układy wartości (y = i, # = 9); 
(y=2, x=S); (y—z, x=g4-|); itd; są odpowiedziami 
na dane p\tanie, których oczywiście można rnieć tyle, ile 
sami zeęhcemy. Zamiast brania wartości arbitralnych dla y
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można przydać ieden jakikolwiek warunek, albo, co na to 

* samo wychodzi, napisać iedno iakiekolwiek zrównanie by­
leby nie przeciwne pierwszemu, np. zrównanie #-[-/—4 by­
łoby niezgodne z (o); lecz wolno założyć że 

i—4 . . . (p>,
albo

2#4-5/=29 . . ( q) ,
albo

itd.
W pierwszym razie ze zrównań (o ) i (p ) wvpadłoby 
x=7, y=3; w drugim, zrównania (o) i (</) dałyby w=i, 
y=9 • Każdy takowy układ wartości odpowie danemu py­
taniu; bo musząc sprawdzać zrównania z których wynika, 
uczyni zadosyć i zrównaniu dowolnemu i zrównaniu ko­
niecznemu ( o ) .

Postrzeżenia na tem szczególnem pytaniu zrobione mo­
żna lak w ogólności wyrazić. IV każde m pytaniu nieozna­
czonym wolno iest liczbę zrównań koniecznych dopełnić 
arbitralnerni, tak aby wszystkich było tyle, ile, iest ilości 
niewiadomych ’, albo tez wolno przewyzszaiącey liczbie i- 
lości nieznanych nadadź wartość podług upodobania . 
Gdyby np. warunki pytania przywiodły do trzech zrównań

7#---22-y-3z/= 17
4y—-_z -{- t = 11 
5y-—5#—2u— 8

z pięcia ilościami nieznanerai x, y, z, u, t\ moglibyśmy ie­
szcze założyć dwa iakiekolwiek warunki podług woli obra­
ne, np. że

4/—3«4~2^=9 
52 4-8zz=33;

• *
bo z tych pięciu zrównań wyciągniony układ wartości 
(#z=2, y=4, 2=3, z/=5, Z=i) sprawdzając ie wszystkie, 
sprawdza tem samem trzy dane, a następnie odpowiada py­
taniu. Zamiast przybierania dwóch zrównań dowolnych, 
można dwóm ilościom niewiadomym naznaczyć wartość 
podług upodobania, a trzy pozostałe ocenić za pomocą
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trzech zrównań danych. Położywszy np. y~G, u—5t zna­
leźlibyśmy x=4 2=15, Z=i3. Układ tych pięciu wartości 
uczyni zadosyć trzem danym zrównaniom, i będzie drugą 
odpowiedzią na to samo pytanie. Jeżeli znowu naznaczy­
my x=4, y=io, wypadnie 2=28, zz=i5, t=2y, i to bę­
dzie odpowiedź trzecia, itd.

§ 15. Sposób eliminacyi oparty na własnościach pytań 
nieoznaczonych.

Pokazaliśmy w §fie poprzedzaiąoyrn, że maiąc w pyta­
niu rnniey zrównań niż ilości nieznanych; wolno założyć 
warunki arbitralne, któreby na ni dostarczały nowych związ­
ków i nowych zrównań tyle, ile związków i zrównań ko­
niecznych w tym pytaniu brakuie. Jdzie zatem, że gdy- 
byśmy w zagadnienie nawet oznaczone wciągnęli iakimkol- 
wiek sposobem nowe nieznane ilości bez naruszenia związ­
ków; wyrobilibyśmy sobie prawo zakładania warunków i 
przypuszczeń upodobanych; a z tych przypuszczeń, iako za­
wisłych od woli, moglibyśmy wybrać albo takie, które przy- 
wiążą nas do pewney drogi w dociekaniu iaką sobie sami 
iśdź zamierzymy, albo nawet tak:e które dadzą natych­
miast odpowiedź na zagadnienie. Ta sztuka rachunku, nie­
zmiernie rozległego użycia w badaniach matematycznych, 
odkrywa nam często sposoby proste i łatwe, z iakichbyśmy 
bez iey pomocy korzystać, a czasem nawet ani pytania roz­
wiązać nie mogli. Zęby poznać w przykładzie iey użycie, 
przystosuiemy ią teraz do eliminacyi, którąśmy wyźey po­
dług innych sposobów odbyli.

Niech będą dwa zrównania
ax+by=c, <ńY+/y=g-

z dwiema ilościami nieznanemi X, y. Możemy wprowadzić 
trzecią nieznaną m, mnożąc przez nię oba członki pier­
wszego zrównania, przez co związek źadney nie poniesie 
odmiany, iakabykolwiek była wielkość zn; i otrzymamy 
max-\-rnby=.rnc. Od tego zrównania odiąwszy drugie, wy­
padnie następuiące

(ma—d)x-\-(mb—f)y=^mc—g . . - ( r )
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które powstaiąc z dwóch danych, osobnego związku nie 
wyraża. Ponieważ ilość m może mieć wszelką wartość, wiec 
na iey oznaczenie wolno nam przypuścić warunek, iaki sie 
podoba: aże naszym celem i potrzebą iest otrzymać zrów­
nanie któreby nie zawiarało iedney z ilości nieznanych np.

osiągniemy ten cel, założywszy warunek że 
ma—d=o

daiący zrównanie zwane warunkowym: po czem zostanie
(mb—fyy—mc—g

zrównanie z sama ilością y. Wziąwszy ztad y:——-—— ‘ J mb—~f

kiedy za z/z podstawimy wartość wydobytą ze zrów-
vr ■

nania warunkowego, ziiaydziemy
__ cd—ag w —

y^hd~~af

wyrażone przez same ilości znane. Gdybyśmy znowu chcie­
li ze zrównania ( r ) wyrzucić y, założyćby należało wa­
runek że mb—2/—o; zostanie naówczas

(ma—d)x=rnc—g,
mc ■§.zkad x== : w to wyrażenie kładąc wartość któ- 
ma—d b

rą przypuszczony warunek naznacza dla m, będzie 

fa—bd
Maiąc trzy zrównania

ax-\-by-\-cz=zd, fx-\-gyĄ-hz—k, mx-\-ny-k-pz—q’
ponieważ teraz przychodzi wyrzucić dwie razem ilości nie­
znane, należy wprowadzić dwie nowe nieznane, któreby 
nam dały prawo przypuszczenia dwńch potrzebnych wa­
runków. Pomnóżmy więc pierwsze zrównanie przez ilosc 
nieznaną r, drugie przez s, i od ich summy odciągniymy trze­
cie; wypadnie
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chcąc teraz

zostanie

y, z, wyrzucić razem, uczynimy 
zz=o

7'C-fis/z---p=O ’ * V / ’

Dwa zrównania warunkowe ( t ) służą do wynalezienia r 
i s, które rozwiązując podług poprzedzaiącego przykładu 
rozmnożymy pierwsze z nich przez ilość nieznaną /, a po­
tem odciągnąwszy od niego drugie otrzymamy

(bt—c)r-ł-(gt—Zf)s—nt-j-p=o:

żeby ztąd wyrzucić 5, założymy gt—h=o, co daie /=__ ;
£

nt—p nh—pg , ,zostanie r=------ ‘ : zebv znowu wyrzucie r.
bt—c b/i—cg

uczynimy bt—c=o, co daie Z—; zostanie s—_ __ !L —
b gt—li

nc—bp bp—nc m j • , > • 1,_____ L— 1_____ le dwie wartości za r, s, włozvwszv
cg—bh bh—cg J J
w zrównanie na rv, wypadnie

Dla znalezienia wartości na y, trzeba ze zrównania ( s ) 
wyrzucić x> z, przez założenie warunków ra-\-sf—zzz=o , 
rc-j-sA—p=-Oj zostanie

(rZ>-p£—zz)y=r/Y?+s/'4-fy , ' zkąd J'= 7 .

w ten wypadek należy ieszcze włożyć za r, s ich wartości 
wzięte ze zrównań warunkowych: naostatęk znaydziemy

Jlość pozostałą z ocenimy z któregokolwiek zrównania 
danego, podstawiwszy w niem na mieyscu oc, y> odkryte 
wartości: otrzymamy
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'Uqg-\fqb—fnd-\-mdg- mhk

anh—apg-\-fpb—-fuc -\-mcg— mbh
Z tyeli dwóch przykładów łatwo poznaiemy, iak teraźniej­
szego sposobu eliminacyi użyć do wszelkiey liczby zrów­
nali .

Zagadnienie. Pewny podiął się przewieźć naczy­
nia szklarnie dwoiakiey wielkości, z warunkiem ze za prze­
wiezienie kazdey sztuki w całości weźmie trzeci procent 
od iey ceny, a za każdą Stłuczoną nic nie weźmie i ieszcze 
zwróci iey wartość. Raz mu dano do przewiezienia 1002 
sztuk większych i 2oo5 sztuk mnieyszych*. on stłukł z pier­
wszych 2, z drugich 5, i wziął złotych 113. Drugi raz 
dano do przewiezienia sztuk większych 5oo4, mnieyszych 
4oo5: on stłukł pierwszych 4, drugich 5 i wziął 287 zło­
tych. Po ileż złotych wypada na cenę kazdey sztuki wię- 
kszey i po ile mtiieyszey ? Nazwawszy przez x cenę sztuki 
większey, przez y mnieyszey, będziemy mieli zrównania 
1000.5# 2ooo.3/

100
Sooo.5#

100
4ooo.oy

-2#—oy=j i5

100 100
-4#—5/=2 87

czyli
28x4-57/

86#4-u5/=:287#

z których po rozwiązaniu wypadnie #=2, /=i .
Zagadnienie. Za pszenicy korcy 5, żyta kocy 4, 

owsa korcy 5 wzięto złotych 55. Drugi raz za pszenicy 
korcy 7, żyta korcy 5, owsa korcy 4 wzięto złotych G3. 
Trzeci raz za pszenicy korcy 6, żyta korcy 2, owsa kor­
cy 8 wzięto złotych 64. W drugim razie pszenica była 
o złoty tańsza, owies o złoty droższy, cena żyta taz sa­
ma. W trzecim razie cena pszenicy i owsa była ta sama 
iak w pierwszym, a żyto było tańsze o dwa złote. Po cze­
muż w pierwszey prze dały wypada korzec każdego ga­
tunku zboła? Nazwawszy cenę pszenicy w pierwszym razie 
przez x, żyta przez y, owsa przez z* wypadną zrównania

5x 4- 4/ 4-32= 55 5#4~4y4-5~:==55
7(#—i)4-5/4-4 (-4- l)—65 czyli 7#-bą/442=66

6#4-2(y—2)4-82=64 6#4-2/4_S~—G8,
21 których po rozwiązaniu znaydziemy #=6,/=4, 2=5.

Cześć I. J ' 8.
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Zagadnienie. Maiąc trzy mieszaniny metalliczne: 

iedric* którey każdy funt zawiera i4 łótów sróbra* 6 mie­
dzi i 12 cyny* drugą którey każdy funt zawiera 24 łó- 
tów srebra* 6 miedzi i 2 cyny* trzecią którey każdy funt 
ma 8 łótów srebra, i4 miedzi i 10 cy/zy. Po wieleł łli­
tów potrzeba wziąć z kazdey mieszaniny na złożenie fun­
ta mieszaniny czwartey * któraby miała 16 łótów srebra, 
ąź miedzi* 8^ cyny 1 Niech x wyraża liczbę łótów wziąć 
się maiących z pierwszey mieszaniny, y z drugiey, z ztrze- 
ciey. Ponieważ łótv x* y* z* złożą funt inaiący 16 łótów 
srebra, 7-| miedzi, 8| cyny; przeto ilość srebra zawarta 
w x* y, z, powinna się równać 16 łótom, ilość miedzi po­
winna bydź równa 7-I, ilość cyny powinna bydz równa 8^. 
Kiedy funt pierwszey mieszaniny ma srebra i4 łótów, więc 
ieden łót ma ~~ łóta, a łóty x maią srebra ł-£x. Podo­
bnie łóty y maią srebra j£y, łóty z maią fy. Ztąd 
=y4“/a2==l^* Łrugie zrównanie wypadnie z porównania i- 
lości miedzi; trzecie z porównania ilości cyny. Te zrównania 
uwolnione od mianowników i uproszczone okażą się pod 
kształtem

7X-{-i274-4x=:2 56, 5x-ł-<X+72—12°? 6a;-f".%+5j2==i56, 
d po rozwiązaniu dadzą x=i6, j=io, jz=6.

TJwaga. Powiedzieliśmy, że gdy liczba zrównań rów­
na się liczbie ilości nieznanych; pytanie iest oznaczone: 
przy damy tu ieszcze, iż koniecznie potrzeba, aby każde z tych 
zrównań wyrażało inny związek, toiest aby iedno z nich 
którekolwiek nie wypadało z innych za pomocą odmian la­
bie wolno czynić w zrównaniach: ho inaczey do ocenienia 
stałego ilości niewiadomych przyyśdź z nich nie będzie 
można. J tak np. gdyby iakie pytanie pzzywiodło nas do 
dwóch zrównań

6#-f-2y— 16=0, 5x-}-y—8=0;
wyrzuciwszy x przez porównanie, znaydziemy

,6—2^ 8—y 8—y_8—y
6 3 - 3 ~~ 3

zrównanie, które zamykaiąc z obudwóch stron też same 
ilości z iednakowemi znakami, nazywa się tosame ( equa- 
tion identique). Nie możemy z niego ocenić ilości y, ho 
każda liczba na iey mieyscu użyta sprawdzi to zrównanie.
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Wpadliśmy zaś na takie zrównanie dla tego, źe drugie 
z danych wyraża ten sam związek co i pierwsze, na które 
się zupełnie zamieni po rozmnożeniu swoich terminów 
przez liczbę 2. Na podobnebyśmy trafili zdarzenie w zró­
wnaniach

2x4-5/---02=4, ÓX---2/4"Ó2=2, 5x-}-5y-j-(2z=Q,
których iest trzy na pozór, a w istocie dwa; bo ostatnie 
wypada z dwóch pierwszych przez dodanie w nich stron so­
bie odpowiadaiących.

Rostrząsaliśmy dotąd dwa przypadki pytań stopnia 
pierwszego. Jeden, kiedy z warunków tyle wypada związ­
ków, ile iest ilości nieznanych? drugi, gdy iakiey liczby 
związków brakuie. Wystawić sobie można ieszcze trzeci, 
kiedy liczba zrównań większa iest od liczby ilości niewia­
domych. Gd\by np. nieznanych ilości było m, a zrównań 
tw-J-tz; oceniwszy te ilości podług sposobów wyźey wyło­
żonych ze zrównań m, i odkryte wartości podstawiwszy 
w pozostałe zrównania zz; ieźeli tym ostatnim stanie się za­
dosyć, będzie to znakiem źe wszystkie warunki pytania są 
z sobą zgodne; inaczey pytanie będzie fałszywe, i nie za­
spokoi się żadną odpowiedzią. Przykład. Znaleźć dwie li­
czby, który chby summa była 12, różnica 4, a wieloraz 2. 
Nazwawszy te liczby przez x, y, będziemy mieli trzy zró- 
wnania x-j-v=i2, x—-y=4, —=2. Z dwóch pierwszych

wyciągniemy x=8, y=4. Te wartości wprowadzone w zró­
wnanie trzecie uczynią mu zadosyć. Przebz warunki te- 
raźnieyszego zagadnienia nie sa w niczem sobie przeciwne i 
inogą bydż wszystkie razem spełnione. Lecz gdyby trzeci wa­
runek wymagał, aby wieloraz liczb szukanych był 5, a tem 

samem gdyby trzecie zrównanie było —=5: iuź by to’
r

czego żąda pytanie, było nie podobne; bo liczby 8 i 4, czy­
niące zadosyć dwóm, pierwszym zrównaniom, trzeciego nie 
sprawdzaią*
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ROZDZTAL DRUGI
Z ODKRYTYCH PĘAW NA RÓŻNE POTĘGI I SPOSOBOW OB­
CHODZENIA SIĘ Z NIEMI W ROZMAITYCH DZIAD ANIACH WY­
DOBYWA SIĘ ROZWIĄZANIE ZROWNAN STOPNIA DBUGIEGÓ.

$ i. Sposoby rozwiązania zrównań dotąd wyłożone nie 
mogą przyprowadzić do ocenienia ilości niewiadomych na­

cechowanych wykładnikami.

W sZystkie zrównania z wielą ilościami nieznaneini, do­
tąd od mis uważane, były zawsze takiego wzoru

ax-j-by+cz-j~ . . . -f-£=o,
gdzie w każdym terminie za wieraiąeym ilość niewiadomą, 
ta ilość była mnożona przez same ilości znane. Łatwo a- 
toli poy runiemy, że pytanie może przez swoie warunki 
przyprowadzić i do takich zrównań, w których ilość nie­
znana będzie mnożona przez drugą ilość niewiadomą albo 
też przez sarnę siebie: wtedy wypadną do rozwiązania np. 
następuiące wzory

xy-j-ay-j-b=o, lub ax2-j-bx-j-c=o, lub itd. 
Zastanowić się nam przeto należy, czyli prawidła rozwią­
zania, któreśmy podali w rozdziale pierwszym, są wystar­
czające i dla zrównań terażnieyszego rodzaiu. Przypuśćmy, 
że pytanie iakie przywodzi do dwóch następujących zrównań

xy-j-by=a, y=bx:
kładąc w pierwsze wartość na y wziętą z drugiego, otrzy­
mamy

bx2-\-b2x—a.
To zrównianie zamyka iednę tylko ilość nieznaną x, ale 
swoią postacią bardzo się różni od wzorów, które nas do­
tąd zatrudniały; bo w tamtych ilość niewiadoma nigdy 
mnożnikiem samey siebie nie była. Na iego rozwiązanie u- 
żywaiąc sposobów w rozdziale poprzedzaiącym wyłożonych, 
okażą się wszystkie bezskuteczne. Gdyby nawet nie wcho­
dzi! termin b2x$ ieszcze i zrównania bx2=a rozwiązać nie

, a lpotrafimy: chociaż możemy ztąd otrzymać x2=-^~ i
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dzie to wartość wieloczynu z x przez x, ale nie samey ilo­
ści x, do którey ocenienia wiadome nam dotąd drogi ni­
gdy niedoprowadzą. Z czego wnieść powinniśmy, źe działa­
nia przez iakie teraz ilość nieznana połączona iyst z dane- 
ini musza b>dź inne. Jakoż widzimy tu ilość niewiadomą 
nacechowaną wykładnikiem, który oznacza potęgi. Poty 
więc nie postawimy się w możności rozwiązywania zrównań 
tego nowego składu, póki nie rostrząśnieray działań potę­
gom właściwych. Od nich przeto dalsze nasze dociekania 
rospocząć należy.

§ 2. O podnoszeniu iednowyrazów do iakieykolwiek potęgi.

Wiemy źe potęga iakieykolwiek ilości iestto wieloczyn 
wypadający z kilkokrotnego tey ilości samey przez siebie 
mnożenia, i że się oznacza wykładnikiem mającym tyle ie­
dności ile mnożników równych wchodzi do iey składu. To 
samo rozumieć neleźy o potęgach iednowyrazów i funkcyy: 
np. wyrazu i funkcyi a-\-b potęgi drugie będą (5a2Z»)2
i (u-}-ó)2, potęgi trzecie będą (5a2Z>)3 i (a-J-ó)3, potęgi

n
wskazane przez iakikolwiek wykładnik n będą (5o2/?) i

n
(u+O • Tym sposobem działanie wynoszenia do potęg tyl­
ko się naznacza: obaczmy iak ie wykonać. Ponieważ potęgi 
otrzymuią się przez mnożenie; więc prawidła podnoszenia 
do potęg muszą wypadać z prawideł mnożenia. Zaczniymy 
od uwagi iednowyrazów. Daymy że potrzeba 2a3ó2 wy­
nieść do potęgi czwartey: będzie (2a3Z>2}4=2«3Z>2X2a3óz 
X2rt3ó2X2a3^Z j gdzie widzimy źe spółcz)nnik 2 powinien 
bydź mnożony przez siebie samego razy trzy czyli powi­
nien bydź wyniesiony do potęgi czwartey, że każdy z wy­
kładników nad literami powinien bydź dodany do siebie 
trzy razy czyli pomnożony przez 4. Zatem (2«3Z>2)4=

3.4 2.4
24<2 b =ri6aZ2Z>s. Podobnie (8<a3ó2c)3 =

3.3 2.3 1.3
b c — 5i2a9c3. Z czego sie pokazuie, że 

chcąc otrzymać iaką potęgę z iednowyrazu, trzeba spól-
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czynnik wynieść do tdy potęgi, a każdy z wykładników nad 
literami rozmnożyć przez wykładnik teyże potęgi. Wielo­
czyn powstaiący z Jakichkolwiek mnożników, z których ie- 
dne mogą bydź liczbami, drugie ilościami ogólnemi, inne 
funkcyarni, da się zawsze wystawić pod postacią iednowy- 
razu; następnie podana dopiero reguła na ied no wyrazy ro- 
ściąga się i do takich wieloczynów. W wyrażeniu np. 
3«2(ń—46)3 położywszy 7? na mieyscu a—będzie óa2p3 j 
wiec [ 5a2(a—4b)3 ]4 = (óa2p3)4 = 54aep12a wracaiąc 
w ostatnim wypadku funkcyą a—46 za 77, otrzymamy 
[5«2(«—aó)3 ]4z=54a8(ń—46)12=8 i«8(a—46)12 . Podo­
bnie [5a2(ya—c)2(5b—u2)3J2=ga4(2a—c)4(56—a2)6 : 
ale w tym przypadku wykładniki są tylko znakami działań 
które na funkcyach niemi cechowanych wykonać ieszcze 
należy; do czego prawidła będą zaraz niźey podane. W te­
raźniejszym przykładzie zrobiwszy potęgę czwartą z fun- 
kcyi 2«—c a szóstą z funkcyi 56—a2, trzeba te potęgi roz­
mnożyć przez siebie a potem ich wieloczyn rozmnożyć ie­
szcze przez pa4. Prawidło na znaki odkryiemy wynosząc 
za pomocą mnożenia do różnych potęg ilość np. a braną 
raz dodatnie drugi raz odiemnie: będziemy ztąd mieli
~}-ĆZ —-Cl
-J-« —a

-j-a —a
-J-a3 —«3
-J-ót —a
-J-a4 -j-a
-)~a —a
4-«s
itd. itd.

Te wypadki uczą, że wszelka potęga nace­
chowana wykładnikiem parzystym tak z i- 
lości dodatney iak i z odiemney iest zawsze 
dodatna, cechowana zaś wykładnikiem nie­
parzystym iest tego samego znaku z podno­
szoną ilością. To prawidło służy także ie- 
dnowyrazoni iakkolwiek złożonym i funkcyom 
np. (-j-2rt263c)4—-J-i6a86I2c4, (—2«*63c)4= 
-f-id«8612c4, (-J-4a26)3=-f-d4a663, (—ia?b)3 
=—64abb3, [—5(2«-f-56)2(4cs—ąab)3 J5 = 
—245(2rt-f-56)1 °(4c2—ąaby1* ; w ostatnim

przykładzie wykładniki 10 i i5 oznaczaią, iak i wyżey, 
działanie maiące się ieszcze na funkcyach uskutecznić .

Z prawideł na mnożenie ułamków wypada, źe podno­
sząc do iakieykolwiek potęgi ułamek, trzeba podnieść do

...... 7 sóa2\3
tey potęgi iego licznik 1 mianownik. np. k —7) =z

4b5
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4ós 4ó5 465
5rt2X5«2X5«* (3«2)3__2701®
465 X465 X465= (4 65)3“~6461« ’

§ 5. Skład potęgi drugi óy i sposób podnoszenia do niey 
junkcyy wiciowy razowy ch.

Zostało nam ieszcze odkryć prawidła na rozwijanie po­
tęg z funkcyy wykładnikami naznaczonych. Zaczniemy na­
przód od uwagi łunkcyy nayprostszych, iakiemi są dwu wy­
razowe, i wytłumaczywszy skład nayniższey ich potęgi to­
iest drugiey, przeydziemy potem do funkcyy wielowyrazo- 
wycli i do składu potęg wyższych. Weźmy funkcyą dwu- 
wyrazową x-j-a. Oznaczając iey potęgę drugą, będzie 
Rozwinienie tey potęgi otrzymamy pomnożywszy raz przez 
siebie ar-f-65, i będziemy mieli (ar-p7)2 —(#+«)(#+£/)=# 2-f- 
ax-j-ax-^-aS!=x2-j-2ax-j-a2. Ten wypadek odkrywa nam czę­
ści wchodzące do składu potęgi drugiey z funkcyy dwu­
wyrazowych. Z niego widzimy, że każda takowa potęga za­
myka w sobie naprzód potęgę drugą terminu pierwszego, 
toiest #2; powtóre podwóyną mnogość terminu pierwszego 
x przez termin drugi a, toiest 2«#; potrzecie potęgę drugą 
wyrazu drugiego, toiest a2. Dostrzeżone to prawo, na czę­
ści wchodzące do potęgi drugiey z funkcyy dwuwyrazowych, 
służyć nam może na funkcye z większey liczby terminów 
złożone: bo każdą takową funkcyą wystawić sobie możemy 
pod postacią dwuwyrazowey, biorąc wszystkie iey terminy 
prócz ostatniego za pierwszy a ostatni za drugi. Tak np. 
w funkcyi .r-f-a-f-ó ze trzech wyrazów złoźoney, wziąwszy 
#+“ za wyraz pierwszy, będzie według poprzedzaiącego 
prawa (#-j-<7+ó)2 czyli [ (#+a)4-6]2=(#4-ti)24“2^(a;4-«)"'H 
62. Położywszy za cześć pierwszą (#-J-a)2 wyrażenie wy- 
żey znalezione, i wykonawszy mnożenie naznaczone w czę­
ści drugiey 2Ó(#-{-a), otrzymamy (#-J-a-f-6)2=^2+2aA;"b 
a2-\-2bx-k-^ba-\-b2 . Weźmy ieszcze funkcyą o czterech wy­
razach ? przerobiwszy ią na dwu wyrazową tak

będziemy mieli podług ustanowioney reguły 
{#+«4-^+c)2 “ E (#4-«-J-ó-}-e j 2 =(#4-«-{"^)2_ł"2c(x~HĆZ4"5) 
~ł-c2=x2-]-2ax-}-a2-ł-2bx~ł-2ba-t-b2-j-2cx-l-2ca-l~2cb-l-c2 . Za-
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stanawiaiąc się w tych wypadkach nad składem i porządkiem 
terminów, postrzegamy prawo następuiące: w potęgę drugą, 
funkcyi wielowyrazowćy wchodzi 16d wyraz pierwszy 
wyniesiony db potęgi clrugiey', 2re każdy inny po nim idą­
cy wyraz podwoiony i rozmnożony przez każdy z wyra­
zów które go poprzedziły a potem sam wyniesiony do po­
tęgi drugiey. Przykłady.
(5a2b—4b3c9)9 = (5a9b)2—2.5a9b . 4Z>3c2+(4Z>3c2)2 

= ga4be—24n2ó4c2 + i6Z>6c4 .
(gjah^c—ga2bc3—Sbcl2Ą-^a9 cl)9 = ąga2b6c9—i26a3£4c4+ 
&ia4b2c6— 112«64eć/2 + i44«2Z>2c3d2+64Z>2ćZ4+56a3Z>3cćZ — 
j2a4bc3d—64«2bd3-\-iGa4d9 .

§ 4. Skład i własności wyższych potęg. Wzór Newtona.

Ponieważ potęga funkcyi iakieykolwiek iest to wielo­
czyn powstaiący z rozmnożenia teyźe funkcyi samey przez 
się tyle razy rnniey iednytu, ile w wykładniku żądaney po­
tęgi zawiera się iedności; chcąc przeto funkcyą «+#-{-c wy­
nieść do potęgi m, trzeba ią mnożyć przez siebie razy m—i. 
Gdybyśmy przestali na tym sposobie, musielibyśmy dla o- 
trzymania iakieykolwiek potęgi przechodzić przez niższe. 
Tego unikniemy, ieżeli, iak dostrzeglis'my iuż w drugiey 
potędze, tak upatrzymy i w potęgach wyższych pewne pra­
wo, podług którego wyrazy kaźdey potęgi powstaią z wy­
razów funkcyi. A ponieważ wiemy, że funkcyą z ilukolwiek 
terminów złożoną można przerobić na dwu wyrazową; do­
syć nam przeto rostrząsnąó skład rozmaitych potęg z fun- 
kcyy dwuwyrazowych. Weźmy np. dwuwyrazy x+<z, x— 
mnożąc każdy z nich przez się raz, dwa, trzy, itd. przyy- 
dziemy do różnych potęg zawartych w następney tablicy:
I. X+ć2 .
II. x2+2«x+a2
III. x3+3ox2+3a2a’+a3
IV. a;4+4nj;3+6a2a:2+4ft3x+<z4
V. x5+5ux4+io«2x3 + iou3x2+5a • x+as

itd.
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I. x—a

v II. x9—2ax-j-a2
III. x3—3ax2'-j-oa2x—a3
IV. x 4—łux 3 -{-()a 2 x 2 ia 3 x-{-« 4
V. x 5—5 a x 4 -J- i o a 2 x 3 — i o a 3 x 2 -J- 5 a 4 .v—a5

itd.
Tu widzimy naprzód, ze w każdey potędze z funkcyi dwu- 
wyrazowey znayduie się tyle terminów więeey iednym ile 
wykładnik potęgi zawiera w sobie iedności: i tak w potędze 
drugiey terminów iest trzy, w trzeciey cztery, itd. Powtó- 
re, że pierwszym terminem każdey potęgi iest pierwszy ter­
min dwuwyrazu samotny z wykładnikiem tey potędze wła­
ściwym, który w dalszych terminach z>unie\sza się zawsze 
iednością póki w ostatnim nie zniknie. Wykładnik zaś dru­
giego terminu dwuwyrazu rośnie tyle ile tamten ubywa: 
iest on w pierwszym terminie potęgi zerem, w drugim ie­
dnością, a równy wykładnikowi potęgi w terminie ostatnim, 
w krórym drugi termin dwuwyrazu nacechowany tym wy­
kładnikiem znayduie się samotny. Jeżeli więc weźmiemy ni 
za wykładnik potęgi z dwuwyrazu x-\-if} pierwszym termi­
nem tey potęgi będzie x"1, drugim ax"l~l z pewnym spół- 
czynnikiem, trzecim cz2x"‘~2 z pewnym także spółczynni- 
'kiem, i tak następnie, a ostatnim będzie am . Potrzecie, je­
żeli znaki w dwuwyrazie są oba dodatne, wszystkie termi­
ny każdev potęgi będą dodatne: ieżeli pierwszy termin dwu­
wyrazu iest dodatny a drugi odieinny, znaki w potęgach i- 
dą naprzemian, tak, że wszystkie terminy na mieyscu nie­
parzyste iu są dodatne, na parzystem są odiemne. Łatwo sie 
przekonać, że gdy dwuwyraz będzie —x—a z obudwoma 
terminami odieinnemi; wtedy wszystkie terminy we wszyst­
kich potęgach cechowanych wykładnikiem parzystym są do­
datne, nieparzystym są odiemne. Podług tych uwag potęga 
m 'L funkcyi dwuwyrazowey xAa tak się ułoży
(x±a)"ł =xm ±Aax"‘—} +B2am-2x ±Ca3xm~* +Ł)ćz4xw1-4 

± itd ;
w ostatnim terminie znak — służy tylko wtenczas, kiedy 
a w dwuwyrazie iest odiemne i oraz wykładnik ni niepa­
rzysty: we wszystkich innych przypadkach służyć będzie 
znak -{-. Litery A, B, C, D, . . zastepuią mieysce społ- 
czynników liczebnych. Pierwszy z nich należący do drugie-

Część I ‘9.
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go wyrazu potęgi równa się, iak widzimy, zawsze wykład­
nikowi tey potęgi. Na utworzenie spółczynników dalszych, 
ogólne wszystkim potęgom prawo nie łatwo daie się po­
strzegać. Odkrył ie Newton: i nauczył, że spółczynnik ka­
żdego wyrazu w każdóy potędze iest równy mnogości ze 
spód czy unika przez ubywaiący wykładnik w terminie który 
poprzedził rozdzieloney przez liczbę terminów poprzedza- 
iących. J tak spółczynnik trzeciego terminu w potędze pią-

, 5X4 .tey ic=—-—; spółczynnik czwartego terminu w potędze

czw , 6X2 „ m(m—i)artey 4=—^—; itd. Będzie więc A—m, B=—:------- 7

m(tn—i)(zzz—2)C = "±^=i>X0«-2) : 3=

m(jn—i)(/n—2)
2.5 

a następnie

X(z«—5) : 4=

2. o
7ZZ( m—l)(zZZ—2)fz/z 5)

2.5.4
, itdj

:xm ~5lmaxm—H (m— i ) 
a

2

D =

m
ad xm — 2

m(z7Z— i)(//z— 2)f>3vW_3 J zzzfzzz—i)(zzz—g)fzzz—5 
2.5 2.5.4

xm~‘l

+ +nwi
Ten wzór zamykaiący prawidła na wynoszenie funkcyi dwu- 
wyrazowey do iakieykolwiek potęgi ma nazwisko dwuwy- 
razu Newtona (binomium Neutoni) albo też wzoru New­
tona. Jest on niezmiernie rozległego w całey matematyce 
użycia. Teraz go wydobyliśmy z podobieństwa upatrzonego 
w składzie kilku tylko potęg początkowych; nie możemy za­
tem bydż iuź dostatecznie ztąd przekonani, źe to podobień­
stwo rościąga się na wszystkie bez wyiątku potęgi następne. 
Ten przeto wzór potrzeba ieszcze utwierdzić Ścisłym a o- 
gólnym dowodem. Taki dowód będzie wkrótce podany.

Przykłady. Chcąc otrzymać rozwinienie potęgi piątey 
z funkcyi dwuwyrazowćy «2—5ó4, potrzeba we wzorze 
Newtona na mieyscu m położyć 5, a otrzymawszy ztąd

(x—af—x5—5«x44-ioa2x3—io«3x2-}-5o!4x—a5 , 
należy potem za x wziąć o2, za a wziąć 564; i będzie
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(a2—5Z>4)’=(aa)5—5.3ó4(a2)4ą.10^«yza2p 

— i o(3£4) 3 (a 2) 2 +5 ("^ 4) 4« 2 —(3£4 )5 — «1 15b4a3
■j-iybhi6—27cZ>1 ?a44-io5/>16/z2—245ó2° .

Niech ieszcze będzie ó > rozwinienia potęga trzecia z fun­
kcyi trzywyrazowey %ab3—ba2 c2+yabc. Rozbierani tę fun­
kcyą na dwie części, na 2ab3—5a2c3 i yabc; cześć pier­
wszą kładę na mieyscu x, część drugą na mieyscu a we 
wzorze Newtona zastosowanym do potęgi trzećiey, toiest 
we wzorze

(ćv-f-«) 3=# 3+5ax2-f-5a2.v-|-a3>
wypadnie

(2 ab3—5az c? abc)3 ===(2ab3—5azc2)3-{-
o . r7abc(2ab'5—3a3 cz)zĄ-3(j abc)z(jiab3—3az cz)Ą-(g abc)3 . 
Po wykonaniu wskazanych potęg na funkcyi dwuwyrazowćy 
2ab3—5azcz i terminie jabc, i po odbyciu mnożenia 
w dwóch wyrazach średnich, znaydziemy ostatecznie

(2«ć3—5a2c24-7«óc)3 — Sa3£9 — 6o«4Z>6c2 -{- i5oa3Z>3c4 
— i25«6c6 -f- 8ł«3ó7c — 42oa4ó46,3-{-525a5Z>c5+294«3/'5c!ł 
—y35a4b2c4-J-545rt32>3c3 .
Uwaga. Maiąc dany wykładnik potęgi, np. my można za­
raz przygotować spółczynniki dla wszystkich iey wyrazów. 
Potrzeba napisać szereg

m—1 m—2 m—3 m—4 ..,772, ----- , —3— , ——, ——, itd.
2 o 4 o

Pierwszy wyraz tego szeregu będzie spółczynnikiem drugie­
go terminu potęgi; wieloczyn z dwóch wyrazów szeregu bę­
dzie spółczynnikiem dla trzeciego terminu potęgi; wieloczyn 
ze trzech wyrazów szeregu będzie spółczynnikiem dla ter­
minu czwartego potęgi; itd. Jeżeli wykładnik potęgi iest 
5; wtedy podług podanego dopiero prawidła, z szeregu 
5. ±2 -o 5—4

>3 ' 4 ' 5
otrzymamy na Spółczynniki potęgi piątey

czyli z szeregu 5, 4? i, 5^ >

5, 5X1, 5X4Xł, 5X4XłX 
czyli 5, 10, 10, 5, i.

2 V 1 
Z A3T5Xi XIXv

§ 5. Dowód wżeru Newtona.
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Dowód wzoru Newtona wyprowadzimy z tiastępmąeych 

posl-rzeźeń:
I. Maiąc summę ilukolwiek ilości

którą nazwiymy przez y/; żeby otrzymać summę wszyst­
kich wieloczynów zamykaiących po dwie z tych ilości, trze­
ba przez każdą ilość mnożyć wszystkie ią poprzedzające, 
toiest przez b mnożyć a, przez c mnożyć a i b, itd; będzie 

ab-\-cicĄ-bc-\-ad-\-bd-}-cd-{-ae-\-be-\-ce-\-de‘, 
tę summę wyraźmy przez B. Jeżeli do summy pierwszey 
przydamy na końcu ieszcze iednę ilość Z; wtedy do summy 
wieloczynów przybędą te które powstaią z ilości l przez
wszystkie poprzedzające, toiest

al-\-bl-\-cl-\- dl-\-el—Al.
Teraz więc summa wieloczynów będzie B-\-Al.

Chcąc otrzymać summę wszystkich wieloczynów za­
mykających po trzy z tych samych ilości, należy przez ka­
żdą ilość mnożyć wszystkie wieloczyny z dwóch ilości ią 
poprzedzających. Nie wypadnie przeto nic do mnożenia ani 
przez a, ani przez b\ przez ilość c mnożyć będziemy sam 
tylko wieloczyn ab, przez cl rozmnożymy wieloczyny ab, 
ac, bc, przez e rozmnożymy wieloczyny ab, ac, bc, ad, bd, 
cd. Uformowaną summę tych wieloczynów

cibcfabdfacdfbcdfabe-^-ace-fbce-k-ddefbdefcde 
nazwiymy przez C. Przyłączywszy ilość Z; dla dopełnienia 
summy wieloczynów z trzech ilości, trzeba będzie przez l 
mnożyć wszystkie wieloczyny zawarte w summie B’, gdyż 
te wszystkie składaią się z ilości poprzedzaiących Z. Więc 
teraz summa wieloczynów po trzy ilości zamykających wy­
razi się przez C-Ą-Bl.

Podobnie postępuiąc daley, znaydziemy, że gdy summa 
wszystkich wieloczynów mających w swoim składzie po 
cztery ilości iest 7); za przybraniem n-owey ilości Z, summa 
takich wieloczynów powiększy tię o Cl, i będzie D-\-Ck, i 
tak następnie.

Możemy iuź wyciągnąć ogólny ztąd wniosek: ieźeli licz­
ba ilości iest m, ieźeli summa wieloczynów zajnykaiących 
po n—i z tych ilości iest P, a zajnykaiących po n z tych­
że ilości iest Q; będzie summa ostatniego gatunku wielo-

www.rcin.org.pl



( 69 )
czy/zówz Q-f-Pl, skoro przybierzemy ieszcze iednę ilość I? 
a tem samem kiedy liczba ilości będzie m-j-i.

II. Po takiem przygotowaniu weźmy ilckolwiek funkcyy 
dwu wyrazowych ar-j-a, a-J- b, tf-f-c, . w których ter­
min pierwszy x iest spoiny. Mnożąc ich dwie, trzy, czte­
ry, ild. przez siebie otrzymamy

(ar-J-«)(^+3)(a;4-c)—x3-p(a-|-3-|-c)x24“(a^+fzc+^c)^
-j-abc.

(x-|-a)(^-ł"3)(a;4-c)(x-pc?)==3?4+(a-(-Z»+C+c?)ar34-
(pbfae-j-bc-j-adfbd-j-cdfc* -f- 
{abcćrabd-j-acd-j-bcd)x-\-abcd.

i td. itd.
Postrzegamy w każdym z tych wieloczynów lód że wykła­
dnik ilości x zesZ w pierwszym terminie równy liczbie 
mnożników; że w dalszych terminach zmnieysza się coraz 
o iedriość’, nareszcie w ostatnim równa się zero. 2re że nay- 
wyższa potęga ilości x ma spółczynnikiem iedriość; potęga 
następna o iednosć niższa ma za spółczynnik summę dru­
gich terminów funkcyy dwuwyrazowych', potęgi o dwie ie­
dności niższey spółczynnikiem iest summa wszystkich wie­
loczynów z drugiJi terminów funkcyy dwuwyrazowycli po 

v dwa branych w każdy wieloczyn; potęgi o trzy iedności 
niższey spółczynnikiem . iest summa wszystkich wieloczy­
nów z drugich terminów funkcyy dwuwyrazowycli po trzy 
branych w każdy wieloczyn-, itd. 5cie że termin ostatni każ­
dego wieloczynu iest mnogością wszystkich drugich termi­
nów funkcyy dwuwyrazowych.

Zęby się upewnić, iż prawa w kilku wieloezynach do­
piero postrzeżone rościągaią się do wszystkich powstaiących 
z ilukolwiek mnożników dwuwyrazowycli; potrzeba dowieść, 
że skoro służą iednemu iakiemukolwnek wieloczynowi, mu­
szą koniecznie służyć i wieloczynowi bezśrednie następnemu 
toiest maiącemu ieden mnożnik przybyły do swego składu. 
Na ten koniec daymy że
xm -j-Axm-i-j-Bx’n-2-j-Cx"l-3-j-Dxm-4-j- . . +J/#+N . (zz). 
iest wieloczynein otrzymanym z m mnożników dwuwyrazo- 
wych {x-\-a^(x-\-ló)ęx-j-cyfx-j-d^ęx-\-ey . . . , i że w iego
składzie powyższe prawa są zachowane; toiest że wykładni­
ki nad x zmnieyszaią się ciągłe o iednośó od m do zero, że

www.rcin.org.pl



( 7° )
A=a-j-b-j-c-j-d-j- . . . , B=ab-j-ac-j-bc-j- . . ., C=abc-j- 
abd-j-acd-j- . i . , D=abcd-j-abce-j-abde-j- . . . , itd. N= 
abcde . . Rozmnóżmy ten wieloczyn przez dwuwyraz x-j-l; 
otrzymamy wieloczyn z mnożników dwu wyrazowych w licz­
bie m-j-1; w którym pisząc pod sobą wyrazy maiące iedna- 
ką potęgę z x, bedzie

. 4-2Vx
4~/xm 4-z//xw_14-JS/xVi-24-C/xz«-34- . . +Mlx-j-Nl,

czyli
XW!+14-(^4-Z)x^ 4-(2?4- Al)xm-14-(C4-5Z)x^-?4- 

(D+Ciyx'“-3 4- . . . 4-(2V4-</>4-V7.
W tym ostatnim wieloczynie widzimy, że się wszystkie pra­
wa składu utrzymują. ibd oczywiste iest ubywanie o ie­
dność wykładników nad x od //z—{—i do zero. 2re ponieważ 
A iest Summą z m ilości a, Z>, ; więc A-j-l zna­
czy summę z 77z4“i ilości ay b, cy dy . . . I. Skoro B iest 
summą wieloczynów z m ilości a, b, c . . branych po dwie 
na raz; będzie, na mocy postrzeżeń zrobionych w początku 
teraźnieyszego §fu, B-j-Al summą takichże wieloczynów 
z m-j-i ilości a, b, . . I. Podobnie gdy C iest summą wie­
loczynów z m ilości «, b, c, . : po trzy branych; C-j-Bl 
wyrazi summę takiegoż gatunku wieloczynów z/zz-fi1 ilości 
a, b, c, . . I. Taż sama iednostayność co do składu spół­
czynników równie iest widoczna we wszystkich terminach 
dalszych. 3cie iak tylko w pierwszym wieloczynie ostatni 
wyraz N iest mnogością ze wszystkich m ilości a, b, c, . . ; 
tern samem wyraz ostatni NI w drugim wieloczynie oznacza
mnogość zmj-i ilości «, 2>, c . ; . Z.

Mamy wiec ogólny dowód, że skoro wyliczone nieda­
wno prawa składu są niewątpliwe dla wieloczynu ze czte­
rech mnożników, o czem dostateczne mamy przekonanie, 
muszą bydź zachowane w wieloczynie z mnożników pięciu; 
a skoro z pięciu, więc i z liczby mnożników większey o ie­
dność, toiest z sześciu; i tak następnie.
III. Wieloczyny z mnożników dwuwyrazowych, nad które- 

mi zatrzymywaliśmy teraz nasze uwagę, zamienią się na 
potęgi przez założenie że drugie terminy mnożników są ró­
wne. Wieloczyn np. («) powstaiący z liczby m mnożników 
dwuwyrazo w y ch

(x4-a)(a:4-^X^+p)('x+c0 ....
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przerobi się na potęgę (x4_f/)w ? g^Y uczynimy x=a~c~d 
•==z itd, i będzie
(^4-«)"ł=zxw‘+^-1+^a:w'-2+^_3+i>a.'wt-4+itd. . +2V. 
U ważmy, iakie w tym razie przy) mą wyrażenie spółczyn- 
niki A, R, C, D . . N. Nayłatwiey poznać, co teraz będą 
znaczyły, A i N. Ponieważ A=a-fb-ł-c-ł-d-\- . ..., N= 
abed . , ; liczba zaś ilości a, b, c, d, . . sobie równych iest 
m\ więc Az=zma, N=am ; a przeto

(z-Ą-ay11 =jcm 4-z/za.r'"-,-r4^OT'*”2 4“^r /z—3 4 4“ *ńl
+am............................... O ).

Co do spółezynników pozostałych R, C, D, . . . . ; wiemy, 
że pierwszy z nich R iest zbiorem wszystkich wieloczynów 
z ni ilości a, b, c, . . po dwie branych w każdy wieloczyn; 
spółezynnik C iest zbiorem wszystkich wieloczynów z tych­
że ilości branych po trzy; spółezynnik 2) iest zbiorem wie­
loczynów z tychże ilości branych po czter\; itd. Przez za­
łożenie, że a=b=c=d= itd. każdy z pierwszych wielo­
czynów zamienia się na «2, każdy z drugich na a3, każdy 
z trzecich na a4, itd. Zatem R równa się a2 wciętemu 
tyle razyr, ile może powstawać różnych wieloczynów z m 
ilości branych po dwie; C równa się c3 powtórzonemu ty­
le razy ile można otrzymać różnych wieloczynów z m ilo­
ści branych po trzy, D równa się a4 rozmnożonemu przez 
liczbę pokazuiącą ile wypada różnych wieloczynów z m i- 
lości branych po cztery; itd. Ztąd widzimy, źe chcąc o- 
znaczyć spółczynniki R, C, D, . ., trzeba wprzód poznać, 
ile różnych wieloczynów wynikać może z liczby ni ilości 
branych po dwie w każdy wieloczyn, po trzy, po cztery, itd: 
do czego przyprowadzą nas uwagi następujące.

IV. Maiac m ilością, b, c, d, i chcąc ie po dwie z so­
bą układać tak, aby wypisać wszystkie połączenia po dwie 
z tych ilości zamykające, któreby się różniły albo ilońdami, 
albo samym ich tylko porządkiem; potrzeba do kaźdey do­
pisywać wszystkie inne; i otrzymamy

ab, ac, ad ... .
ba, bc, bd ... .
ca, cb, cd ... .

W każdym szeregu będzie oczywiście połączeń m—i, a 
szeregów liczba m. Zatem liczba wszystkich połączeń za- 
wieraiących po dwie z ilości m iest m(ni—14.
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Do każdego z tych połączeń przybierając koleią ilości 

pozostałe, których iest m—2; wypadną połączenia zamy­
kające po trzy ilości. Gdy więc każde połączenie z ilości 
dwóch wydaie m—2 połączeń z ilości trzech; przeto liczba 
wszystkich połączeń z m ilości po trzy branych będzie ni—2 
rozmnożone przez m(/n—1) czyli m(m—^(jn—2).

Jeżeli każdemu połączeniu z 1 rzęch ilości dopisywać 
będziemy następnie ilości pozostałe w niem niezawarte, któ­
rych iest 77Z—3; wynikną ztąd połączenia po cztery z ilości 
77z w sobie zamykaiące: liczba ich będzie m—5 rozmnożo­
ne przez m(m—i)(t72—2) czyli m(m—i)(7/2—2')(m—3).

Ciągnąc claley te uwagi, wniesiemy ogólnie, że maicie 
rn ilości, gdy po ilekolwiek układać ie z sobą będziemy* li­
czba wszystkich połączeń wyrazi się przez wieloczyn z ty­
lu mnożników po ile z ilości m na raz łączymy: pierwszym 
mnoinikiem iest m; dalsze coraz się o iedność zmnieyszaią.
X. Od liczby połączeń łatwe iest przeyście do liczby mno­

gości. Ponieważ połączenia złożone z iednakich ilości a ró­
żniące się tylko ich porządkiem stanowią tę sarnę mnogość; 
przeto liczba mnogości iest mnieysza od liczby połączeń, i 
t\le razy mnieysza pod ilą róźnemi postaciami może bydź 
wystawiona mnogość, kiedy ią przeprowadzimy przez wszystkie 
odmiany eo do porządku iey mnożników. Gdy więc doydzie- 
my, iaka iest liczba różnych połączeń złożonych z tychże
samych ilości, a następnie znaczących iednaką mnogość; tą 
liczbą rozdzieliwszy liczbę połączeń wszystkich, otrzymamy 
liczbę wszystkich mnogości.

\'V tem badaniu będzie dla nas przewodnikiem ogólny 
niedawno wydobyty wniosek o liezbie połączeń. Z niego 
wypada, źe kiedy ilości iest m* i kiedy każde połączenie za­
myka ilości 772, toiest kiedy ie wszystkie w sobie ogarnia; 
liczba połączeń będzie wieloczynem z mnożników m coraz 
się o iedność zmnieyszaiących; aże w tym wieloczynie pier­
wszy mnożnik iest m, więc ostatni musi bydź jednością: ten 
wieloczyn napisany wstecznym porządkiem swoich mno­
żników będzie 1. 2. 3. 4. . . 772. Ze zaś wszystkie uważane 
teraz połączenia stanowią iednę mnogość, bo zawieraią te 
same ilości; zatem wieloczyn 1. 2. 3. 4: . . m pokaźnie i- 
le różnych postaci przybiera mnogość z m mnożników 
przez odmianę ich porządku. Więc gdy mnogość poyystaie
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z dwóch mnożników, ma różnych postaci i. 2; gdy z trzech^ 
ma różnych postaci 1. 2. 5; gdy z czterech, ma różnych po­
staci 1. 2. 5. 4; itd. Z teraźnieyszyeh rozumowań yvypada 
nareszcie, źe liczba wszystkich różnych wieloczynów’ Um i-
lości branych po dwie iest —L?; liczba wieloczynów

" 1. 2
. 1 ’ I ' - V T. 4 • . m—1 ) ( zra— 2 )z lychze ilości branych po trzy iest ------------ ;

VI

1. 2. o 
(m—i)(zn—s)(m—5) . td.z branych po cztery iest

1. 2. ó. 4.
Odkrywszy te liczby wieloczynów, dopełniliśmy tein sa­

mem oznaczenia spółczynników B, C\ D, . . ., dla którego 
teraźniejsze dociekania były przedsięwzięte. Ztąd iuź bo-

D m(ni—1) m(m—i)(zzi—2) .wiem wynika, ze B—— -------7a2 , C—.-----------—------- < a«l. 2 - - <?
__m(m— T)(m—2)(,n—5)

1. 2. 3. 4
Na mieyscu tych spółczynników położywszy w szeregu (w) 
otrzymane tu ich wyrażenia, będziemy mieli

(x-j-a)OT =x,n +maxm~~^ +m m——^a2xw*“a 4“

-a4, itd.

1. 2

l. 2. ó

m(m—i)(//z—2)
1. 2. o

a3xm~~^+ itd. -j-rd* ,

co iest poznanym od nas wyżey wzorem Newtona. Droga, 
iakąśmy teraz ten wzór wyprowadzili, stanowi iego dowód 
gruntowny, nayogólnieyszy, i nic iuż w tey mierze do żą­
dania nie zostawuiacy.

§ 6. O wyciąganiu pierwiastków.

Wyłożywszy sposób podnoszenia ilości i funkcyy do 
iakieykolwdek potęgi; okaźerny teraz odwrotny, który od po­
tęg prowadzi do samych funkcyy lub ilości ziakich potęga 
dana powstała. Takowe ilości lub funkcye nazywaią się 
pierwiastkiem pot.egi\ działanie zaś, przez które do nich 
przychodzimy, ma nazwdsko wyciągania pierwiastku. Na

Częłć J. 1O;
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wskazanie tego działania używaią sic znaki y, V, V . . V: 
liczby w ich otworzy stości położone oznayuiuią iakiey po- 
tęgi^J^Ży szukać pierwiastku, i zowią się wykładnikami 

znaku pierwiastkowego, np. ycz znaczy że z ci ma bydź

wyciagniony pierwiastek potęgi trzeciey; y(«3+ó3) znaczy 
że z funkc yi zawartey nawiasami ma się wyciągać pierwia­
stek potęgi czwartey. W ykładnik 2 pospolicie się w znaku

pierwiastkowym opuszcza pisząc np. Vcl zamiast y d. Po­
znawszy cechy na oznaczenie działania, postąpmy do odkry­
cia prawideł, podług których się ma wykonywać. Takowe 
prawidła muszą bydź odwrotne prawidłom podnoszenia do 
potęg. Zatem w iedno wy razach trzeba ze spółczynnika 
wyciągać pierwiastek, a wykładniki naci literami dzielić 
przez wykładnik znaku pierwiastkowego, np. ^G^a3 bb cx 2 =

8a4b3cbj 2gal 2bb=ga4bz. Gdyby dane wyrażenie było 
mnogością z funkcyy tak iak iednowyraz iest wieloczynem 
z ilości; wyciagaiąc pierwiastek z tego wyrażenia, należy się 
obeyśó według prawidła podanego na iedhowyrazy np.

5/52(2^—5A)1 °(5aZ>2+5c4)15 = 2(201— ob)9 (5abz-j- 5c4)3 . 
Słowem iak na podnoszenie do potęg tak na wyciąganie 
pierwiastku z mnogości służy to ogólne prawidło, iż po­
trzeba odbyć działanie na każdym mnożniku i polem wy­
padki przez siebie rozmnożyć.

Co są ilości Podług dopiero podanego prawidła mamy 
niewyjnierne? m ,n rd.

Van =aM , V(afb)n —(a-\-b)m. Ztąd wy­
ciąganie pierwiastku może bydź wskazane dwoiako, albo 
przez znak pierwiastkowy, albo przez wykładnik ułamkowy 
którego licznik iest wykładnikiem daney ilości lub funkcyi, 
a mianownikiem wykładnik potęgi, iakiey szukamy pierwiast­
ku. Jeżeli w ułamkowym wykładniku licznik da się bez re­
szty rozdzielić przez mianownik; wtedy zamiast ułamku po­
łożywszy wieloraz, będziemy mieli żądany pierwiastek zu­
pełny, np. Vu4=:a3=a2: ieżeli zaś dzielenie licznika przez
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mianownik wykonać się nie da; naówczas, nie mogąc usku­
tecznić wyciągania pierwiastku, przestaniemy na samem ie- 
go oznaczeniu przez ieden ze sposobów teraz wskazanych: 
np. maiac wynaleźć pierwiastek potęgi trzeciey z a3, napiśzerny

a/ s j . . .
albo ya5 albo «3. Pierwiastki niepodobne do wyeiągmenia, 
i tylko tak naznaczone zowią się pierwiastkami niewymier­
nymi, albo też ilościami nie wy mier nenii ( quantit.es irratio- 
nelles, incommensurables ).

Jdźmy teraz do prawideł na znaki. Ponieważ potęgi 
maiące wykładnik nieparzysty są z dodatnycb ilości dodatne, 
z odicmnycb odiemne; zatem wyciągnąwszy pierwiastek ta­
kich potęg, trzeba go poprzedzić tym samym znakiem iaki

3 ___ 5 __
służył potędze, np. y—a6z=—cP,Var 5—«3. Widzieliśmy
znowu, że potęgi cechowane wykładnikami parzystemi są 
zawsze dodatne, iakibykolwiek był znak przed ilościami do
nieb podnoszonemu wiec naprzód, pierwiastkowi z takich po- 

4
tęg służy zarówno znak -j- iak i —, np. Uu12:=zt«3 . 
Powtóre, gdyby Jakie dociekanie przywiodło nas do potrzeby

7 , . - wyciągania z ilości odiemney pierwiastku po- 
^rlńone^1 | wskazanych wykładnikiem parzystym;

znalezienie tego pierwiastku byłoby niepodo­
bne, bo żaden pierwiastek nigdy nam tey odiemney ilości 
przez działanie przeciwne nie wróci: wynaydować taki pier­
wiastek, iest to szukać rzeczy nie inogąeey mieć bytu; dla 
tego ilości odiemne poprzedzone przez znak pierwiastkowy 
nacechowany wykładnikiem parzystym, iak np. \/—a
4,---------  .......y—ab, . • . zowią się pierwiastkami uroionemi, albo też i- 
lościami uroionemi ( ąuantites imaginaires ).

Wydobycie mnoż­
ników z pod znaku 
pierwiastkowego i 
podciagnienie pod 
ten znak.

Powiedzieliśmy, że wyciągaiąc pier­
wiastek z wieloezynu, trzeba to dzia­
łanie odbyć na każdym z mnożników 
i potem wypadki przez siebie roz­
mnożyć. Gdjby z niektórych mno­
żników pierwiastki były zupełne, a

z innych niewymierne; wtedy na mnożnikach ostatnich mo­
żna działanie tylko wskazać poprzedzając ie znakiem pier-
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wiastkowym, a na pierwszych wykonać, i wypadki przy so­
bie napisać dla oznaczenia iż maią bydź przez siebie mno­
żone; np. daymy źe potrzeba wyciągnąć pierwiaslek potęgi 
trzeciey z wyrazu Ó2abUc^cPfrozbieram ten wyraz na 
dwa mnożniki 8«6b3c9d6 i 4ó2cz/2/, z których pierwszy iest

potęgą trzecią dokładną; będzie zatem V02abb5c* °d*J =

Vóabb3tP db .^bzcdzf =zy$ab (Pd ń6 . yĄJpcdf, a że 
»  ------------- 3 ——
yóabb3c9d6=za*bc3dz, przeto yo2abb3cxod3f=z

za^b^d^y^-ib^ciPf. Nawzaiem chcąc cd wyrażenia
%a*bc3dzy 4bz cd2! wrócić się do pierwszey postaci

y Ó2abf)s,c1 °df; trzeba mnożnik leżący przed znakiem pier­
wiastkowym 2aQbczdQ wynieść do potęgi wskazaney przez 
Wykładnik tego znaku, i wypadek &a6b3cądb rozmnożywszy 
przez to co się znayduie pod znakiem toiest przez 47?2cdzf, 
otrzymany wieloczyn poprzedzić tymże samym znakiem

pierwiastkowym, zkąd wypadnie Vo2«6Z>sc1 Pierwsze
działanie nazywa się wydobyciem mnożników z pod znaku 
pierwiastkowego, drugie podciągnieniem icli pod znak pier­
wiastkowy. Przykłady do obu działań: \/'Sa3b4czd ■=

2«ó2cV/2«7, l/64(f/4-2Ó)9(5/7z—b2)1 3d20=

fl(u4-/’)(^',z—n9')2 dĄV2(a-]rb'),t (3m—nz)s; 5a2b3V\abz c —

\t,5ooa7b11c, 5(a—b)3c2Vg(a—b)2czdz—
Ą ----- ------------------
V72y(«—Z>)l4cł xd 2.

Odmiany, iakie wolno 
wprowadzać w wykład­
niki znaku pierwiast- ' 
kowego i ilości lubfun- 
kcyi lezącey pod tym 
znakiem. Przywodzenie 
do iednostaynego znaku 
pierwiastkowego.

Ponieważ wiec

itd: lecz

wiemy źe
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2/n — Sw
\Za-nf a3tn—V(iZn, itd; zatem V a” =V/Z«2”= v «3n= itd.’ 
Ztąd widzimy że pierwiastek nie odmieni wartości, kiedy 
wykładnik wyrażenia z którego się ma wyciągnąć i razem 
wykładnik znaku pierwiastkowego pomnożymy lub rozdzie-

3-------------- 6,
limy przez te same liczbę, np. \2az(b—c)2 =y[2ne(b—c)2]2 

=V 4 a 4 (b—c) 4.
Opieraiąc się na tey własności, można dane jakiekolwiek 

wyrażenia niewymierne z różnym wykładnikiem znaku pier­
wiastkowego przerobić na to samo znaczące z wykładnikiem 
iednakim: potrzeba tylko wykładnik znaku pierwiastkowego 
i będącego pod nim wyrażenia rozmnożyć przez wieloczyn 
z wykładników w pozostałych znakach pierwiastkowych.

3-2.5________

np. wyrażenia Va*, Vb, Vc‘ znaczą iedno co \/

K/i1-3-5, yc4>« czyli Va3°, Vais, Vc24. Potlo-

bnie wyrażenia V(a*4“A)3c<z df va9bzc zamieniają się na

równe im V[(«2+6)3c2ć/]9, V(ń2ó3c)8 czyli na

\/>(a‘z-{-b)zlcTZdg, \/albbz4c3. To działanie zowie się 
przywodzeniem do iednostaynego znaku pierwiastków (go.

3/ • 3/ , 3/Wiemy że\a3=a, więc —V«3 =—a\ aże V—a3=—a, 
Zat6m
Ztąd poznaiemy, że znak odiemny położony przed cecha 
pierwiastkową z wykładnikiem nieparzystym może bydź 
przeniesiony pod te cechę i przywiązany do wyrałenia tam 
się znayduiącego, albo tez nawzaiem. np.

•—Vóaz—5ab= \/ —(5a*—5ab)—Vóab—óaz,

\/ąa3b—Ab2c=\^-—(46 2 c—ya3b)——\^.ib2c—ga3b.
Nie wolno tey odmiany wprowadzać w znaki, gdy wykład­
nik cechy pierwiastkowey iest parzysty, toiest niemożna za­
miast —Vu kłaść \/—a, bobyśmy za wielkość rzetelną wzię­
li uroioną.
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§ 7. Działania zachodzące w ilościach i furikcyach 
ni e wy rn i ernych.

Ponieważ wielkości niewymierne, iak wszystkie inne, 
podlegać mogą odmianom przez wzrost i ubywanie; też sa­
me wiec zachodzić w nich muszą działania iakie w ilościach 
lubfunkcyach eałkieh i ułamkowych. Aźe każdą funkeyą 
lub ilość niewymierną możemy wystawić w posteci wymier- 
ney z ułamkowym wykładnikiem; potrzeba więc nam tylko 
prawidła działań podane dla ilości lub funkcyy wymiernych 
przyzwoicie zastosować i wykonać w funkcyach niemymier- 
nych.

Dodawanió i Jako ilości lub funkcyy wymiernych od 
odeymowanie. siebie różnych, albo nawet jednakowych a- 

le z odmiennemi wykładnikami, nie mogli­
śmy dodawać ani odciągać, przestaiąc tylko na samem o- 
znaczeniu tych działań; tak żeby też działania uskutecznić 
się dały na wielkościach niewymiernych, trzeba aby i same 
wielkości były zupełnie iednakie i miały nad sobą w zna­
kach pierwiastkowych iednakie wykładniki; np. V5a-j-2\^5u~P

5\^5a=6\^5a} ą\/ga2b— b\ó'ga2b = 2\/ga2b‘, inaczey zosta” 

wić musimy działania tylko oznaczone, np. —Va.

Mnożenie i W mnożeniu i dzieleniu ilości lub funkcyy 
dzielenie. niewymiernych możemy natrafić na ieden

z dwóch przypadków: albo wielkości do mno­
żenia lub dzielenia przedsięwzięte będą miały w swoich 
znakach pierwiastkowych wykładniki iednakie, albo różne.
Co do pierwszego-, podług prawidła na wyciąganie pier- 

n n n n
wiastku z mnogości mamy V«6c=Vtf. Vb. Vc’, zatem wie- 

n n n n
loczyn z mnożników yh, \ c, równa się \ abc. Co nas u- 
czy, źe maiąc do mnożenia wielkości niewymierne, z iedria- 
kim wykładnikiem znaku pierwiastkowego, należy ie wiel­
kości mnożyć przez siebie tak iak wymierne i przed wy-
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padkiem położyć znak pierwiastkowy z tymże sainym wy­
kładnikiem. A ztąd znowu wypada, że dzielenie w takimi* 
przypadku trzeba odbywać na samych ilościach lub fun- 
kcyach i przed wielorazem napisać znak pierwiastkowy ia- 

ki iest w każdym z dzielników. Przykłady. \ (yiĄ-ti') .\xz=z 
>/(ax-\-hx'y cizVb. (a^b}Vc==az (yiĄ-V). Vb. \/c=za2(a-}-l))Vbc 

=^+a^)Vbc; =Af(«+i).

kVdrugim przypadku dane wyrażenia niewymierne przy­
wodzą się naprzód do iednostaynego znaku pierwiastkowe­
go, a potem się postępuie według prawideł służących 

przypadkowi pierwszemu, np. —56)X—yqabc=z

V(az—ob)2 X — V/545o363cs = —\/o45a3b3c3(az—ob)2— 

— Vo45a3ó3c3(a4—6«26-{-g62) =
—V/(543a763c3—2o58a56*e34-5o87rt36sc3)j 

V(Sa5b4c2— i6a6b3d) :\/2a2b==V(Sa5b4bz—-iQaeb3d)B : 

\/(2a*b)5 = V(6\a1Gbzc4—256a11b7czd-f-256a12b6da) ; 

V/Ó2«1 °b5 = V(yb3c4—Sab2c2d-}-Sa2bdzy.

JVy nos zenie do Wynosząc do potęgi ilości wymierne,
potęg i wycia- mnożyliśmy ich wykładniki przez wykła- 
ganie pierwiast- dnik potęgi; a wyciągając pierwiastek 
ków. dzieliliśmy ich wykładniki przez wykładnik

znaku pierwiastkowego: stosuiąc to pra­
widło do ilości i funkcyy niewymiernych wyrażonych w po­
staci wymierney, trzeba w pierwszym razie przez wykładnik 
żądaney potęgi mnożyć wykładnik ułamkowy, toiest mno­
żyć iego licznik; w drugim razie trzeba wykładnikiem żą­
danego pierwiastku dzielić wykładnik ułamkowy, toiest mno­
żyć iego mianownik. A ponieważ licznik wykładnika ułam­
kowego iest wykładnikiem samey ilości, a mianownik iest 
wykładnikiem znaku pierwiastkowego: zatem wynosząc do
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potęg ilości niewymierne trzeba ich wykładnik mnożyć przez 
wykładnik źądaney potęgi; wyciągaiąc zaś pierwiastek nale­
ży wykładnik znaku pierwiastkowego mnożyć przez Wykła­

dnik potęgi, iakiey pierwiastku szukamy, np. (ya2)5 = 
Va10, (2aVó3c)2 = 4«B VZ>5c2; V/[VZ(«+ó)5] = V(« + b')s, 

y/fa3 VZ2c)=Va3 \?b2c. Ten ostatni wypadek może bydź 

ieszcze tak wystawiony V ag yłAc czyli ya3b9c.

§ 8. Działania z funkcyami uroionemi.

Ponieważ funkcye uroione są tylko szczególnym przy­
padkiem funkcyy niewymiernych; wszystkie wice prawidła 
działań, któreśmy na te ostatnie znaleźli, służyć muszą i 
pierwszym. Ale że cechą pierwiastków uroionycb iest znak 
odiemny położony przed ilościami lub funkcyami poprze- 
dzonemi od znaku pierwiastkowego z wykładnikiem parzy­
stym: wystawiając przeto ilości lub funkcy e uroione w po­
staci wymierney, rozróżnić trzeba dwa znaki, ieden nale­
żący do ilości, drugi do znaku pierwiastkowego. Dla tego 
znak należący do ilości wraz z samą ilością zawiera się 
w nawias, a znak należący do znaku pierwiastkowego pisze 

się przed naw iasem, np. V—a=(—a)2, —y—b3=

—•(—•—V—(a-{-by=z—[—Gdybyśmy zaś na­
pisali •—a'2 za V—«, możnaby znak należący do ilości przy-

i
wiązać do znaku pierwiastkowego, toiest uważać że —a* 
powstało z —ya; W'tedy zamiast ilości uroionśy wzięliby­
śmy rzetelną. Poznamy w dalszym ciągu nauki, że wszel­
kie wyrażenie uroione z jakimkolwiek wykładnikiem znaku 
pierwiastków7 ego da się przerobić na takie, w7 którem wy­
kładnik znaku będzie 2. Ostatniego wiec tylko gatunku wy­
rażenia uroione uważać odtąd możemy.

Wiemy że —a=zdf—1, zatem \/— —1, lecz że
V«X—\—Va.V-—1, wiec V—a~\/a.V—1. Będzie podo­
bnie \/—(a-fi&)=Vę<3-j-ó) . V-—1. Każda przeto ilość uro­
jona może bydź wyrażoną przez dwa mnożniki z których
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iednym będzie tai sama ilość rzetelna, drugim uroiona ie*- 
<łność: i to się nazywa wystawić ilość lub funkcyą uroioną 
w postaci rzetelney. Wszystkie prawidła działań, któreśmy 
odkryli na funkeye niewymierne, nayłatwiey stosować się 
daią do funkcyy uroionych kiedy ie wprzód wystawimy pod 
postacią rzetelną. Ale wystawiwszy ie w postaci rzptelney, 
mamy zawsze do czynienia z dwoma mnożnikami, z których 
iednym iest ilość lub funkeya rzetelna, drugim uroiona ie- 
dność. W mnożeniu więc i wynoszeniu do potęg przyydzie 
nam tę iedność uroiona mnożyć przez siebie sarnę. Zaczem 
dla ułatwienia rachunków należy poznać wieloczyny z u- 
roioney iedności braney za mnożnik dwa, trzy, cztery, itd. 
razy. Kiedy wyciągniemy z —i pierwiastek kwadratowy, 
będzie y- i; przeto —i iest potęgą drugą względem V—i, 
a następnie \f—i .\f—1=—i; zkąd —i . V—i . V—1= 
— iXĆ—i=iX—V—1=—V— i; daley y/-—i.y/—i. V—i ’ 

V—1=—iX—i—+1; Ć—i. Ć—i. V—i.V—i.y/-—i = 
+ iXĆ—i=V^—i. Siedząc podobnym sposobem, iakie będą 
wieloczyny z większey liczby mnożników, znaydziemy, źe 
gdy ta liczba iest którymkolwiek wyrazem postępu aryt­
metycznego i, 5, g, 10, 17, itd, wiełoczynem albo raczey
potęgą będzie V—1; ieżeli iest wyrazem postępu 2, 6, 10, 
i4, 18, itd, potęgą będzie —1; ieżeli iest wyrazem postę­
pu o, 7, 11, i5, 19, itd, potęgą będzie —\/—1; naosta- 
tek ieżeli wyrazem postępu 4, 8, 12, 16, 20, itd, po­
tęgą będzie -j-i. Słowem potęga z uroionćy iedności albo 
iest V—1, albo —1, albo —V—1, albo +1, podług tego 
iak wykładnik takowey potęgi dzielony przez 4 zostawi na 
resztę 1, albo 2, albo 5, albo o. np. 'potęga dziewiętnasta 
będzie ——1, bo z dzielenia 19 przez 4 zostaie reszta 5.

Jeżeli teraz będzie zadano do mnożenia V—a. v-b. 
y/—cd’, wyraziwszy w postaci rzetelney, wypadnie Va\f—1, 
y/^y/—1. \fcdV—1. Wieloczyn z mnożników niewymier­
nych iest Vabcd, z iedności uroioney wziętćy trzy razy za 
mnożnik pnwstaie ——1; przeto żądany wypadek będzie 
—Vabcd Ę— 1. Z prawa, któreśmy podali na rozmaite po­
tęgi uroioney iedności, pokazuie się, że z mnożników uroio-

Cześć I. 11.
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hych wziętych w liczbie parzystey wieloczyn zawsze iest tze- 
telny, z mnożników zaś w liczbie nieparzystey zawsze uro­
jony.

Dwa mnożniki, częścią uroione, częścią rzetelne; nie 
różniące się niczem więcey od siebie t}lko znakiem części 
uroionev, daią wieloczyn rzetelny. np. («+Z,V/—1)(a 
— p\/—a2—ab^—i-Ą-dlj/—l-^-b^—ePĄ-b2. Podobnie 

(c-f-f/y/—i)(c—d\f—])=c2-}-a'2. Gdybyśmy pierwszą parę 
mnożników rozmnożyli przez drugą, wieloczjn bijby rze­
telny, taki sam, iaki powstaie z rozmnożenia (a2fbz)(cz 
-T~d2). Ogólnie, ilekolwielibyśmy wzięli par mnożników 
poprzedzaiącego kształtu, zawsze wieloczyn wypadłby rze­
telny; aleby został uroiony, gdybyśmy do kilku par przy­
łączyli ieszcze ieden np. mĄ-n^—i: i tak wieloczyn z pię­
ciu mnożników ___ ___ ___
(a-\-bV—«)(«—bV~i)(c+f^—1) (c——l) (m+nV— i) 
—(a24-Z>2)(c2-J-fZ2)(7/2-}-ttV/—i )=«2c2/7z4-Z>2c2/7z-|-a2ń2/n 4" 
£2f/2zw4-fl2c2/?V—i-j-b2 c3nV-—i + a2d2n\/—i4-Z’2^2^V—i
zamyka terminy uroione.

4$ 9- Wyciąganie pierwiastku wszelkich potęg z funkcyi 
iakieykolwiek,

Poznaliśmy z czego się składa potęga jakakolwiek fun­
kcyi dwuwyrazowey, lub wielowyrazowey uważaiąc ią 
z dwóch części złożoną. Używszy teraz działań przeci­
wnych, potrafimy daną potęgę rozebrać i wrócić się do 
pierw iastku, z którego powstała. J tak gd\byśmy mieli wy­
ciągnąć pierwiastek potęgi m z funkcyi, którą wyraźmy o- 
gólnie przez A‘, ieżeli funkcyą A iest taka, że iey pierwia­
stek składa się z dwóch tjlko wyrazów, ten pierwiastek

m
będzie należał do wzoru ccĄ-a, toiest YÓ/=x4”^, a saml 
"funkcyą do wzoru

-Zf=.x*”4" a-j—----- —.vw—2 a2 4-J. 2
m(m—A (m—2) , . , , x—■—— ■ ■ —------ ća.OT~3a54-dd. 4-«*" j .... ( * )

A. 2. O
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gdzie ponieważ widzimy że pierwszym wyrazem iest pier­
wsza część pierwiastka wyniesiona do potęgi m takiey sa­
mey iakiey pierwiastek z funkeyi A ma bydź znaleziony;- 
ieźeli wiec uszykuiemy funkcyą daną A podług obywają­
cego wykładnika któreykol.wiek litery obraney za porząd­
kową, tak iak iest uszykowany wzór ( x ) podług wykład­
ników ilości x, i ieżeli z pierwszego wyrazu tey funkeyi wy­
ciągniemy pierwiastek potęgi rri, otrzymamy część pierwszą 
pierwiastku szukanego. Aże w drugim wyrazie potęgi toiest 
w znayduiesie część pierwsza pierwiastku wynie­
siona do potęgi niższey o iednośó pomnożona przez wykła­
dnik potęgi i przez częłć cłrugą pierwiastku; gdy więc od­
krytą część pierwszą wyniesiemy do potęgi niższey o jed­
ność, rozmnożymy przez wykładnik potęgi, i przez ten wie­
loczyn rozdzielimy drugi termin funkeyi podaney, wypadnie 
na wieloraz część druga pierwiastku. Otrzymany dwu wyrazo­
wy pierwiastek podniósłszy do potęgi m podług wzoru (x), i tę 
potęgę odiąwszy od funkeyi A, ieżeli nic nie zostanie, bę­
dzie robota skończona. Jeżeli zas wy padnie iaka reszta, na- 
ówczas albo pierwiastek szukany iest niewymierny, albo
się składa, z więcey niż dwóch terminów7: może więc ten 

m
pierwiastek należeć do wzoru VA=x-j-a-j-b} sama zaś fun­
keya A wtedy podpada pod wzór

A—(yc-\-afm ^m(x-\-a'yn—xb-\-m^—-——(x-j-a)m—2b2-j- itd.
i. 2

-i-bM . . . * . ( y ).
Znalazłszy sposobem poprzedzaiącym x i a, kiedy uformo­
waną potęgę m z odkrytego pierwiastku x-f-a odciągniemy 
od funkeyi A, pozostała reszta będzie wzoru

zn(^a)^-i^^£ZLZlll(.r4-a)^-2Z>24- . . , 44®:
1. 2

tey reszty część pierwsza mQx-fa')m—yb po rozwunieniu ma 
postać

łatwo widzieć że z terminu początkowego mxm~xb maiące- 
go oczywiście wykładnik ilości porządkowey x naywiekszy 
w całey reszcie, otrzymamy część trzecią pierwiastku b, 
kiedy ten termin rozdzielimy przez mxw-'1. Co pokazuie, że
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dla wynalezienia terminu trzeciego na pierwiastek, potrzeba 
pierwszy termin reszty, z nay większym wykładnikiem ilości 
porządkowey, rozdzielić przez pierwszy termin pierwiastku 
wyniesiony do potęgi 772—l i rozmnożony przez wykładnik 
m. Przyszedłszy do trzy wyrazowego pierwiastku x-{-a-}-6; 
trzeba go wynieść do potęgi m podług wzoru (y), i tę 
potęgę odiąć od funkcyi z/; ieżeli nic nie zostanie, będzie 
działanie skończone. Jeżeli zaś ieszcze wypadnie reszta; bę­
dzie znakiem, że albo pierwiastek iest niewymierny, albo że 
sic składa z więcey niż trzech wyrazów; może więc na-

m
ówczas ten pierwiastek bydź wzoru \Cd==x+a+b+c, wte­
dy tak się szuka czwarty wyraz pierwiastku c, iak pier- 
wey trzeci 6 i drugi «; toiest pierwszy termin reszty za­
mykający ilość porządkową z naywiększym wykładnikiem 
trzeba rozdzielić przez pierwszy termin pierwiastku podnie­
siony do potęgi ni—i i rozmnożony przez rti.

7i tych uwag wyciągniemy następuiące ogólne prawidło. 
„ Naprzód, potrzeba ułożyć funkcyą daną podług uby- 
,, walących wykładników które\kol wiek litery. Powtóre, 
, z pierwszego terminu tak uszykowaney funkcyi wycią- 
„ gnąó pierwiastek; ten będzie pierwszym terminem pier- 
, wiastku szukanego. Potrzecie, otrzymany termin na pier- 

„ wiastek podnieść do potęgi niźszey o iedność, tę potęgę 
j, rozmnożyć przez wykładnik, i wypadaiącym ztąd wielo- 
, czynem rozdzielić drugi termin funkcyi daney; wieloraz 

?, będzie drugim terminem pierwiastku. Poczwarte, kiedy 
, z całego odkrytego pierwiastku zrobioną potęgę odeymie- 
,, my od funkcyi daney i nie znaydziemy źadney reszty, 
, będzie to znakiem, źe potęga dana powstała z funkcyi 
., dwuwyrazowey. Jeśli zaś wypadnie reszta, to pokaźe nam 
, iż pierwiastek szukany zawiera więcey niż dwa terminy, 

,, albo też iest niewymierny; Dla znalezienia terminu trze- 
ciego na pierwiastek, potrzeba pierwszy termin uszyko-

?, waney reszty rozdzielić przez to samo wyrażenie, które 
,, służyło za dzielnik w szukaniu terminu drugiego, itd. ”

Przykłady.

> —•48fzs64-io2a462—2oSez3 ó5Ąi ySn2/;4—io$ałU
4- a 7 66 )=2 « 2 —-1064- 3/>2;
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\/(i6x5—3zbx7 ^z^b2 xb -\-cficx6—8b3x5—i44£cx34-Z>*x4 
-}- 7 2Ó2CX4-j-2 lÓcQX4---1 2/>3CX3--- 2l6Z>C*X9-}-54Z>2C2 x2

-f-2i6c3x2—io8Z’C3x-f-SJc4) ■= 2j?‘—Z?x-}-5c.

Wzór działania.

wzór potęgi. ^(Sa6—Ąfta3 b-(-d32a4b2—zo8a3b3
x34-3x2a4-3xrt2+a3; -J-i9^"2^4 —io8ab5 4-2 7 ó* )=2oż

—4«Z>4-5/>2.
3Z---- —48rt5Z> , .
ySa6—2<z2; 5(za2)s = l2a*; --------------- — ^ab',7 v ' 7 l2«4

(2«®—Ąab)3=8ab—48rz5Z'-f-96a4Z?2—64ći3Z>3; to sie odcią­
ga od funkcyi daney; zostaie reszta

5 6 a 4 b 2 -1 4 a 3 b 3 +19 8 a 2 b 4 -f-t o 8 a b5 -{- 2 7 b 6;
36a462 — 5Z>!
l2fl

Zęby doświadczyć, czy funkcyą za2—Ąab-j-5bz iest pier­
wiastkiem zupełnym z funkcyi daney, trzeba od tćy ostat- 
niey odiąć ( 2«2— 4ab-j“5b2 )3 czjli (za2 — 4 ab )3 
+3(2ct2—iabf. 5b2-ł-5(2az — 4ab)(5b2)2-f-(3b2)3 albo co na 
iedno wychodzi trzeba od reszty iuź otrzymaney 56a4b2

— i44ćz3ó3 -f- lgSa2^4 — io8«Z>5 + ząb6 odciągnąć 
5(2ćz2 — 4«Z>)2 . 3b2 5(2a2 — 4«/>)(5Z>2)2 4~ (3Z/2)3 czyli
56«4Z»2—i44«sZ>34-i44a2ó4-f-54«2£4—\o8ab5-j-ząb6; z ta­
kowego odciągania żadna nie zostaie reszta, wiec funkcyą 
dana iest dokładną potęgą trzecią ze znalezionego pierwiast­
ku za2—4aó+3ó2.

Wzór działania.

wzór potęgi.

x 4 -f*4x 3 «4'óx 2 a 2 4-4xćz 3-j-a4;

V/i6xs=2x:b; ^(zx2)'5z=z3zxf",

y/(l6.xS--- 52ZzX7 + 24Ó2X6
4-g6cx6 — 8Z>3x5—i44Z>cxs 
4- b 4 x 4+7 2 b 2 cx 4 + 21 f> c 2 x 4 
—\zb3cx3 — ziGbc2x3 

+54ó2c2x24-2i6c3x2 
—io8óc3x4-8 ic4) —; 2x2 
—Z>x4~3c.

—O2bxr
32X<’

t)X.
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(2r8—Z»x)4=i6xg—32Óx7+24ó’x5—8Z>3x5+Z»4x4; to od­
ciągnąwszy od funkcyi daney wypadnie na reszte

g6cx6—i44Z»cx5 + 72Ó2cx4 + 2i6c®x4 —< i2£3cx3 
— 2»6Z>c2x3 +5ió2 c2x2+^i 6c 3x 2—io8óc3x+8ic*; . . (z) 

gGcxb __„
O 2X ®

O l reszty (z) trzeba odiąć potęgę czwartą z funkcyi 
2x2—óx+5c prócz części (2x2—Ar)*, toiest trzeba odiąć 
4(2x2 —bx)3.5c-j-6(2x2 — bx)2(5c)2-}-i(2x2—bx)(3c)3 
+ (5c)4; lecz
4(2x2—bx)3.5c=g6cx6—i44bcxs+72b2cxt*—\2b3cx3, 
C(2X2—bx)2(3c)2=2^Qc9 x4—2i6bc9x3-}-54bscsx2,
4(2x2—Z>x)(5c)3=2»6c3x2—io8óc3x

(5c)*=8ic4.
Po odciągnieniu summy stron drugich od reszty (z), nic 
nie zostanie; przeto funkcyą 2x2—bjc-fóc iest pierwiastkiem 
szukanym zupełnym. Gdyby ieszcze wypadła reszta; nale­
żałoby iey pierwszy wyraz dzielić przez 520:6 dla odkrycia 
czwartego wyrazu na pierwiastek, itd.

§ 10. O wyciąganiu pierwiastków z liczb.

Wypada z początków mnożenia, że potęga ni z liczby 
,0 iest iedność mająca po sobie zer m; zatem wszystkich 
liczb rańieyszych od 10, toiest wyrażonych iednym zna­
kiem potęga m- nie może zawierać więcey znaków nad m: 
i naodwrót, liczby maiącey znaków m albo rnniey, pier­
wiastek potęgi m będzie w sobie zawierał znak tylko je­
den. Zęby wynaleźć ten pierwiastek, trzeba przez mnoże­
nie uformować potęgi z dziewięciu początkowych liczb 
1, 2, 5, 4, 5, (i, 7, 8, g, i uważać z którą się liczba dana 
zupełnie zgadza, lub do którey z nieb naybliżey przystepuie.

Potęga m z liczby joo iest iedność maiąca po sobie 
zer 2m\ ztąd wszystkich liczb dwoma znakami wyrażonych; 
a tern samem środkuiących między 10 i 100 potęga m bę­
dzie większa od iedności z zerami zn, a mnieysza od iedności 
z zerami sm; ma przeto więcey znaków niż my a niemoże 
mieć więcey nad 2m,
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Z podobnych uwcg przekonamy się, źe potęgi m z liczb 

trzema znakami wyrażonych maią Iwięcćy znaków niż nm, 
a nie mogą mieć więcey nad om. Gdyby zatem liczba da­
na zawierała np. znaków więcey niż 5m ale nie więcey od 
6/tz, pierwiastek potęgi m z tey liczby zawierać będzie sześć 
znaków. W ogólności, kiedy liczbę daną podzielimy na klas- 
sy od prawey ku lewey ręce, zamykając w kaźdey klassie 
po znaków m, prócz ostalniey która ich mniey może za­
wierać; liczba tych klass pokaże z ilu znaków ma się skła­
dać pierwiastek potęgi m.

Przypuśćmy naprzód, źe liczba dana zawiera dwie 
tylko klassy; iey przeto pierwiastek będzie złożony z dzie­
siątków i jedności. Nazwawszy liczbę tych dziesiątków 
przez x, liczbę jedności przez a, pierwiastek wyrazi sie 
przez a dana liczba przez

, m(ni—iJ „ . , . „
xm-j-mxm—1 a -J---- -—-—łxm~~-a2-}- . .

toiest składać się musi z dodanych do siebie części m-j-i 
we wzorze (A) zamkniętych. Gdybjśmy liczbę daną po­
trafili na te części rozebrać; wtedy z pierwszey xm wy­
ciągnąwszy pierwiastek potęgi m, otrzymalibyśmy liczbę 
dziesiątków x. Ta potęga m z dziesiątków zawarta iest 
w znakach liczby daney składających klassę drugą idąc od 
prawey ku lewey stronie. O czem żeby się iasno przekonać, 
weźmy liczbę szczególną 85 czyli 8o-}-5 złożoną z 8 dzie­
siątków i z 5 Jedności: podnosząc ią np. do potęgi trzeciey, 
cześć pierwsza potęgi będzie 8o3 czyli óiaooo, gdzie po­
strzegamy źe znaki liczebne 5»2 maiące wartość, które 
przez wyciąganie pierwiastku wracaią nam 8 dziesiątków, 
kończą się na mieyscu czwartem, a do trzech mieyse osta­
tnich nie zachodził, bo tam iuż są zera. Jeżeli wiec zrobi­
my summę wszystkich czterech części składaiąeych potęgę 
trzecią z 85, zawsze potęga trzecia z dziesiątków 8 czyli 5*2 
nie będzie sięgała do trzech mieyse ostatnich które stano­
wią klassę pierwszą, ale będzie zawarta w klassie drugiey. 
Podobnież wynosząc liczbę 85 do potęgi m, cześć pierw­
sza tey potęgi, toiest 8o"’ będzie 8m z zerami m na końcu; 
więc znaki tey części maiące wartość, z których przez wy­
ciąganie pierwiastku wracaią się nam 8 dziesiątków, nie sięga­
ją do klassy piei'wszey z m znaków złożoney, lecz zamknięto
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są w klassre drugićy. Widzimy więo w ogólności, że dzie 
siątków x trzeba szukać w klassie drugiey przez wyciąga­
nie pierwiastku potęgi 772. Znalazłszy dziesiątki x, zrobiw­
szy z nicli potęgę m* i odciągnąwszy od liczby daney; re­
szta będzie zbiorem wszystkich części pozostałych, potęgę 
składaiących, toiest części

, , m(m—1) , . ,77zxw_1 ---- --------1 a9 4- itd. 4-n’M .1. 2 .
Jeżelibyśtny z tey reszty potrafili odosobnić część mxw~1a‘, 
moglibyśmy ztąd wynaleźć iedności a. Na ten koniec u- 
waźmy, że iako potęga m z dziesiątków x nie zachodziła 
do mieysc ostatnich 722, tak potęga xm~1 ani sama ani po­
mnożona przez ma nie będzie sięgała do końcowych zna­
ków rn—1; zatem w otrzymaney reszcie odciąwszy od pra- 
wey ręki znaków m—1, w znakach pozostałych zawarta 
będzie cześć mxM~~ya- Gdy więc znalezione dziesiątki wy­
niesiemy do potęgi 722—1, rozmnożymy przez 722, i tym wie­
loczynem rozdzielimy rzeczone pozostałe znaki, otrzymamy 
na wieloraz iedności a szukanego pierwiastku. Maiąc x i a, 
kiedy z nieb zrobimy ’« i od całey reszty pierwszey
odciągniemy, wypadnie reszta druga, od którey gdy odey- 
raieiny wszystkie części pozostałe i przez to ią zupełnie 
wyczerpamy, będzie znakiem źe liczba dana iest potęgą 
dokładną; ieżeli nie wyczerpamy, wtedy pierwiastek szu­

kany iest niewymierny. Przykład, y 355,54432=52
wzór potęgi

x5+5a; 4«-]-1 ox3 a 2-{-1 2 a 3+5;ra4-|-«8

Wzór działania.

Vo55,54402=52.
55 = 243

3*X5=4o5 (”925,4452 ~
5^X5X2=810

ii54452 . . . . (*)
Reszta (*) została, iak widzimy, po odciągnieniu od licz­
by danćy dwóch pierwszych części potęgę piątą składaią­
cych. Jeżeli przeto liczba dana iest potęgą zupełną, ta re-
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szta powipna bydź dokładnym zbiorem części pozostałych 
io.T3ći2-{-iox2u3-J-5xa44-rt5. Uwaźaiąc, źe w teraźnieyszym 
przykładzie a? znaczy trzy dziesiątki, a dwie iedności, i źe 
każda cześć musi mieć t\le na końcu zer iaki iest w niey 
wykładnik nad x, takowe części po wykonaniu będą

iox3 a2 = 1080,000 
1OX2«3=. .720,00

.. • 24o,o 
a5 =........ 02

Summa ii544o2 , ( ** ).
Ta summa odciagniona od reszty ( * ) nic nie zostawia; za­
tem otrzymany pierwiastek iest zupełny. Gdyby summa 
( ** ) wypadła większą od reszty ( * ), toby pokazywało, źe 
ostatni znak pierwiastku iest za wielki: wtedy należy ten 
znak pomnieyszyć o iedność i przeyść znowu przez podobny 
iak teraz rachunek.

Weźmy teraz przypadek, kiedy liczba dana zawiera 
klass trzy, z których pierwsze dwie od prawey ręki maią 
po znaków zra, trzecia albo ma znaków m albo mniey niź 
m. Pierwiastek więc zamknie sta, dziesiątki i iedności. Na­
zwawszy liczbę set przez x, dziesiątków przez a, iedności 
przez b, wzór pierwiastku będzie x-\-aĄ-b, a liczba daną 
wyrazi się przez

itd. •1,2

U ważmy w których znakach liczby daney zawarta iest część 
. Ponieważ x-j-a składa się z set i dziesiątków, więc 

jest liczbą która ma na końcu jedno zero; przeto w potę­
dze iey m czyli w (T+o)™ będzie na końcu zer m, a na­
stępnie znaki liczebne tey potęgi maiące wartość nie będą 
wchodziły do klassy ostatniey: ztąd cała potęga za­
wiera się w dwóch klassaclj po stronie lewey; z tych przeto 
klass potrzebą szukać ar-f-a. Takiią sposobem działapie przy-r 
wodzi się do przypadku poprzedzaiącego, toiest do wynay- 
dowania dwóch znaków liczebnych x i a z dwóch klass.
Wyciągnąwszy, podług wskazanych niedawno prawideł, x 
i a, zrobiwszy potęgę (Y-{-ć/)w, i tę odiąwszy od liczby da-- 
nóy, pozostała reszta zamknie w sobie części

Cze/ć /. .1 2.
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, . . t . m(m—i) x

zn(x-fin)OT-"1 &-J------ -—-— (x+rt)w*~2 b* -fi

+ itd. + 4-
1. 2. 3

Cześć m(x-j~a)'n~1by maiąc na końcu zer m—i, do tyluź 
znaków ostatnich otrzymaney reszty nie zachodzi, ale się 
zawiera w tycli znakach reszty które zostaią po odcięciu 
końcowych m—l. Liczbę, złożoną ze znaków pozostałych 
z odłączenia ostatnich m—i, rozdzieliwszy przez
wypadnie na wieloraz b. Będziemy więc mieli cały pier­
wiastek znany x-j-a-j-b; trzeba potem porobić i odiąć wszyst­
kie części potęgi w skład reszty wchodzące, żeby się prze ­
konać czy znak otrzymany nie iest zawielki, łub też czy 
dana liczba iest potęgą dokładną, a następnie czy znalezio­
ny pierwiastek iest zupełny. Odciąganie różnych części mo­
żna albo razem odbyć, toiest zrobić summę wszystkich i 
odiąć, albo też odeymować następnie iedne po drugiey, na­
przód rn(x-j-a)m~~ 1ó, potem —- -1--(x-fićz)w—2Z»2; itd. Nad-

1. 2
• , ’> m(m—i)z , . ,to, ponieważ czesc np. ------------ęx-fi«)w—2b2 ma na koń­

cu zer m—2, można te zera opuścić, a same tylko znaki 
maiące wartość odciągać, ale też w liczbie od którey się o- 
deymuie trzeba pierwey odciąć znaków końcowyoh m—2 
i tylko od pozostałych odeymować. Toż samo o odciąganiu 
innych części rozumieć należy. Stosuiąc te uwagi do licz­
by z ilitkolwiek klass złoźoney, możemy ustanowić na wy­
ciąganie z niey pierwiastku następuiące prawidło. ,, Po- 
„ dzieliwszy liczbę daną na klassy, trzeba z pierwszey od 
„ lewey ręki wyciągnąć pierwiastek potęgi m; ten będzie 
,, pierwszym znakiem pierwiastku szukanego. Do reszty, 
,, iaka zostanie po odciągnieniu potęgi Jn z otrzymanego zna- 
,, ku od klassy pierwszey, składa się klassa następująca i 
„ w niey się odcina m—i znaków końcowych. Znak wy- 
,, naleziony pierwiastku podnosi się do potęgi m—-r, ta po- 
„ tęga mnoży się przez zzz i wypadającym ztąd wieloczy- 
,, nem dzieli się liczba na leWey stronie względem odcina-

iącey kreski położona; wieloraz będzie znakiem drugim
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„ pierwiastku. Należy potem uformować wszystkie części, 

oprócz pierwszey, składaiące potęgę m z liczby wyrażo- 
nćy dwoma znakami i summę tych części odiąć od licz-

„ by którąśmy dopiero dzielili ale wzietey ze znakami od-
, ciętemi m—i. Do reszty dopisuie się klassa następuiąca; 

v potem, co dla wynalezienia znaku drugiego robiliśmy 
„ z pierwszym, to samo dla wynalezienia znaku nowego, 
„ trzeba robić z całą liczbą na pierwiastek otrzymaną. Tym 
„ sposobem poty się ciągnie rachunek, aż zniesiemy wszyst- 
„ kie klassy i wszystkie znaki pierwiastka odkryierny. ” 
Przykład. Wyciągnąć pierwiastek potęgi czwartey z licz­
by 29,9821,9506 zawieraiącey trzy klassy. W tym rachun­
ku potrzeba mieć zawsze przed oczami wzór odpowiada- 
iącey potęgi

3 # 4"6# 2 3-f“a4

zór działania.

V/ 29,982 i,g556=a34
24=l6

4X28=52

4X2o3=48668

1139,821 ...(*)
,119 841

199809,556 ...(**), 
. 199809556

o
4X2sX5=96,ooo 

6X 2 2 X^ 2=216,00
4X2X53==: 216,0 

5*=.... 81

Summa =iig841. Ta summa odcią­
ga się od reszty ( * ) .

4X233X4= 19467 2,000
6X232X42—.. 50784,00
4X25X43=.... 5888,o 

44=...i..256

Summa —lggSog536. Ta summa od­
ciąga się od reszty ( ** ) •

Uwaga I. Niech a wystawia jakąkolwiek liczbę całką.
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Wiemy źe V^X<G"' —Io* V«X 100“ = ioo.\/a, itd. 
Gdy więc liczbę iaką pomnożymy przez 10 , 100 , itd, 
czyli dopiszemy iey na końcu zer m, 2m, itd; pierwiastek 
potęgi m z tey liczby stanie się większym razy 10, 100, 
itd. Ztąd wypada sposób na dochodzenie przybliżonego pier­
wiastku z liczby nie będącey zupełną potęgą. Potrzeba iey 
przydać iednę, lub dwie, lub trzy, itd, klassy z samych zer 
złożone; a potem, według okazanego wyżey prawidła, wy­
ciągać pierwiastek, który można, iak widzimy, posunąć do 
upodobaney liczby znaków. Ale ten pierwiastek będzie wię­
kszy od żądanego razy 10, 100, itd; należy więc go tyleż 
razy zmnieyszyć przez odcięcie na ułamek dziesiątny tyle 
końcowych znaków, ile było klaśs dopisanych.

Uwaga II. A). Nazwiyrny liczbę przez N, iednę część 
iey pierwiastku kwadratowego przez a, drugą przez 6: leże­
li np. ten pierwiastek iest 24538, wtedy a może wyrażać 
245 set, b zaś 38 iedności. Więc N==a2+2ab+bzztąd

N—a2 t 62--------  =Z b + -----  .
2a 2a

N—a2 iest to reszta, jaką w działaniu wyciągania pier­
wiastku otrzymuiemy, odiąwszy kwadrat ze znalezioney czę-
Cni nwr wmęł-ftii nrl lir*? rluriZv T)7ml nr* -Fr*

- - - j ! --—- ----- - — -- j -
Sci a pierwiastku od liczby daney. Dzieląc tę resztę przez 
podwoioną odkrytą część pierwiastku, wypadnie iak widzi­
my na wieloraz część piarwiastku pozostała 6 złączona

» i • b* . , 62z uiamkiem ---20
, . . . 62 Gdybyśmy, byli pewni, źe ułamek ---

20
iest mnieyszy ód iedności; wtedy nd otrzymanie drugiey czę­
ści 6 pierwiastku dosyć byłoby resztę N—a* póty dzielić 
przfez 20 pókibyśmy nie wyczerpali części całkićy wielora- 
zu: i wyciągnienie całey drugiey części odbyłoby się zapo- 
mocą samego tylko dzielenia reszty A—o2 przez 20. U-

62Ważmy teraz, kiedy---- musi bydź koniecznie mnieysze

od iedności. Dayray źe wszystkich znaków pierwiastku ma 
bydź 20, i żeśmy odkryli przez wyciąganie sposobem zwy- 
czaynym znaków zz+i; więc a ma znaków n+i i prócz te­
go na końcu zer 72—1; czyli a ma wszystkich znaków 2//. 
Odstępnie 20 ma znaków albo 272 albo 2n+i: cześć 6 po­
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winna mieć wtedy znaków' n—i, więc Z?2 będzie ich mia­
ło 2/i—2 albo 2zz—5; ztąd b2 ma koniecznie mniey znaków
,, , . b2 ,niż 2a: Przeto ó2<^2«, a następnie--- i. Z teraźniey-

szych uwag wypada prawidło: potrzeba wyciągnąć no pier­
wiastek więcey znaków nil połowa wszystkich maiących 
się otrzymać-, z tey odkrytey części pierwiastku zrobiony 
kwadrat odiąć od liczby danćy, i resztę podzielić przez 
podwóyną znalezioną część, a wypadaiący wieloraz całki 
będzie pozostałą częścią pierwiastku szukanego.

Przykład.

Do tey ostatniey reszty złożywszy dwie klassy następne^ 
otrzymamy różnicę między liczba daną a kwadratem ze 
znalezioney części pierwiastku toiest z 442oo. Dla odkrycia 
dwóch znaków dalszych pierwiastku dosyć takową różnicę 
2210626 rozdzielić przez 442ooX2.

884oo 2210625
Ł76800
442025
442ooo

25

625.
Łatwro się przekonać że 44225 iest pierwiastkiem kwadra­
towym z liczby daney.
7?). Gdy a i b są dwiema częściami pierwiastku sześcien­
nego z liczby N, będzie

J\—a3 -j-5n2 b-\-oabl -}-b3;
zkad

V»9,55,85,o6,25 — 44a 
16

8 55,5 
52
~35

16
88^198,5

l7&
225

4
221.
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JV—a3
( )

= * + Zl_+. Z;5
o a- oa‘a

Dzieląc prseto JV—a3 przez 3a2, wypadnie na wieloraz 
Całki druga cześć pierwiastku Z>, ieźeli summa ułamków 

Z;3 . .iest mnieysza od iednoSci. Bedzie zaś pewnieZ>2
a oa-

mnieysza, gdy liczba wszystkich znaków pierwiastku ma 
bydź 2/z i kiedy a ma ich n-j-i, a tem samem kiedy b ma 
znaków zz—i; bo wtedy b2 może mieć naywiecey znaków 
2/z—2; aźe a ma znaków zz-f-1 wiec z końcowemi zeram 
n—1 ma ich wszystkich zn toiest o dwa więcey niż óa

Z)2 . .przeto ułamek ---- iest mnieyszy od 0,1. Drugi ułamek
a

---- iako równy i—=—X-—- ieszcze iest mnieyszy od---- ,
5«2 « 5a a
więc i summa obu ułamków iest mnieysza od iedności. 
Przykład. Wyciągając pierwiastek sześcienny z liczby

12,539,096,102,682,267,

kiedy otrzymamy cztery znaki 2320 zostanie reszta 

3725835.
Do tey reszty przyłączywszy dwie klassy ostatnie, będziemy 
mieli różnicę miedzy liczbą daną a sześcianem ze znalezio- 
ney części pierwiastku toiest z 2o25oo. Zęby odkryć dwa 
znaki pierwiastku pozostałe, należy tylko takową różnice 
5720855682267 rozdzielić przez 2523oo2X^ czyli przez 
161889870000.

161889870000 1 0725835682267 
I 526779740000

20.

486008282267
48566g6ioooo

568672267.

Łatwo sprawdzić że 202025 iest zupełnym pierwiastkiem 
sześciennym z licżby daneyt
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$ ii. Rozciągnienie wzoru Newtona do wykładników u- 
łamkowych i odiemnych. Zkąd wypada użycie tego wzoru 
w dochodzenia pierwiastków przybliżonych.

Wykładniki użyte są naprzód do cechowania wieloczy- 
nów powstających z równych mnożników, czyli do cecho­
wania potęg. Te wykładniki, wskazuiąc liczbę mnożników 
składających potęgę, są koniecznie całkie i dodatne; bo li­
czba mnożników nie może bydź tylko całka i dodatna. W na­
uce o dzieleniu wypadły nam wykładniki odiemne; te słu­
żą do wystawienia wyrażeń ułamkowych w postaci całkiey.
np. a~z znaczy7 iedno co ułamek —-— czyli co wieloraz /z2
z podzielenia iedności przez potęgę druga z a. Wyciąganie 
pierwiastku przyprowadziło nas do wykładników ułamko­
wych, które wyrażeniom niewymiernym nadają kształt wy-
mierny, np. a3 znaczy iedno co Va2 i pokazuje że po­
trzeba liczbę a wynieść do potęgi drugiey i z wypadku wy­
ciągnąć pierwiastek potęgi trzećiey. Reguły na obchodze­
nie się z każdym gatunkiem wykładników były dotąd we 
wszystkich działaniach iednakie. Możemy się więc domyślać 
źe i prawa zawarte we wzorze Newtona na rozwiianie fun­
kcyy cechowanych wykładnikami całkiemi i dodatnemi roz- 
ciągaią się zarówno do funkcyy maiących wykładniki u- 
łamkowe i odiemne. Zęby się atoli gruntownie przekonać 
o takiey ogólności wzoru Newtona, potrzeba ią osobnym 
ustalić dowodem, który teraz podamy.

Uważmy naypierwey, źe dwuwyraz x-{~a może przy-

iać kształt rv(i-{—przeto (x-k-a)m — xm a
x x

następnie gdy rozwiniemy potęgę m z dwuwyrazu i-j--— 
x

maiacego pierwszym terminem iedność i tę potęgę rozmno­
żymy przez xWł, wypadnie ztąd potęga m dwuwyrazu

zr-f-a. Roz winienie potęgi —)m otrzymamy położy w-
x

.siy we wzorze Newtona
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(x-\-ayn :=xm 4-thxw—1«4‘——-__ i^xM—26tx 4-

?1. 2

jedność na mieyscu x, ułamek a na mieyscu a, i parnię^
x

taiąc że iedność do iakieykolwiek potęgi wyniesiona iest za­
wsze iednością; tak znaydziemy

z , « a m(m—i) a*( ! _j--- 4-._l-------------------------- 7 4-
1. 2

m(in—i)(zzz—2) <a;
4- itd.1. 2. O

Jeżeli śię przekonamy źe tu dwie strony są sobie równe 
kiedy nawet m będzie ułamkowe lub odiemne, tera samem 
będą równe po rozmnożeniu ich przez xm, toiest będzie

xm (1 4-----= xm (i-Ą-rn—■ 4“—----------- -------- F . * . . )x x 1. 2 x2 '
czyli

„ m(m—1)
(x-\-ay>lz=xm ~—xw—2ót24- ....1. 2

tak więc nadamy wzorowi Newtona rozciągłość do wykła­
dników ułamkowych i odiemnych Cała zatćm rzecz do te­
go się przywodzi, aby okazać, źe szereg

, a , m(m—i) «z , • r , • / . xi -J-m---- +------------ -  —-j-dd. równa się tunkcyi (l-f----- )•**
x i. 2 xe ' J x J

kiedy m iest ułamkowe lub odiemne.

Niech naprzód m=z~ ułamkowi dodatnemu; zaday-

my sobie pytanie ,, z iakiey łunkcyi pochodzi szereg
, a , m(m—i ) u2, ,l+w—4---- -------- ——p ....a? i. 2 x2

kiedy m zastępuie mieysce ułamku Nazwiynay tę

łunkcyą nieznaną przez y; więc
a m(m—i) a2 . ,
— + •------------- +itd, ♦ ..(*),
X J. 2 X2
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k ieźeli się pokaże ze y musi znaczyć w tym razie 0+^ ) '
X

będziemy mieli dowód, że funkcya cechowana wykładni- 
kiern ułamkowym rozwija się na szereg podług wzoru New­
tona. Podnosząc obie strony zrównania (*) do potęgi q
wskazaney przez mianownik ułamku , wypada 

7
.. , « . m(m—i) v

X7 =fl+n» - + —-----— + itd. ]ł

Rozwinienie potęgi q na drugiey stronie bardzo łatwo o-
trzymamy, daiąc baczność na to, że kształt tey potęgi co
do składu iey terminów taki bydź musi teraz kiedy //z iest
ułamkiem, iaki byłby gdyby //z znaczyło całość. J_ecz gdy
m iest całością, wtenczas

, a m(m—i) a2 , . . , , ai -ię-m— + ——--------------- H itd = (i-j---- )»»
X i. 2 X2 XJ

a następnie
r . a m(m—i) , .. , . z , a-------- > + ,t(l J» =(.+_)

X 1. 2 X2 X 7
mq(mq—i) «2

i. 2
I “ I= i+«ę- + + itd;

ten więc ostatni wypadek iest rozwinieniem drugiey strony
w zrównaniu ( ** ). Będzie przeto

„ . « mq(ms—O a ,y<l — i _j_ mg—,
1. 2 X2x • i. 2 

mq(rnq‘—ó)(mq—2) a3 

. 2. 5 x3
+ itd;

aźe zzz = —, zatem mg = p; ztąd 
eJ

= 1+nJL+^=l)jŻ. W.
x l- 2 x2± 1. 2. 3 X3

Ponieważ p iest całkie i dodatne, więc druga strona zna-
a

czy ; idzie zatem że yi s= (i-j----->)p ; wy-
x x

Cześć J, i3.
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ciągaiąc z obu stron pierwiastek potęgi </, otrzymamy

p
(1+—) ? kładąc to wyrażenie za y w zrównaniu (*) 

x '

i razem za m, wvpada
7

P — (— —■ 9
0 + < => +JL JL+ ---------—+ ^d.

x 7 q x 1. 2 * t
Tak iuź mamy przekonanie, że wzór Newtona ogarnia w so« 
bie przypadek kiedy wykładnik dwuwyrazu iest ułamkowy 
dodatny.

Jdżmy powtóre do uwagi przypadku, w którym wy~
kładnik dwuwyrazu iest odiemny. Weźray dwa szeregi

a m(m—i) a2- . . .>4- m___ {------ --------- i--------4- itd,
X 1.2 X2

, a , n(n—Q o2 , . .’—-+ ,til
X ». 2 Xz

i daymy że m iest dodalne, a zaś n zastępuie mieysce ilo­
ści odiemney. Szereg wiec pierwszy wyraża i'ozwinienie

funkcji ( 14--—)m. Niewierny z iakiey funkcyi pochodzi 
x

szereg drugi; potrzeba kształt iey wynaleźć: nazwawszy ią 
pr2ez z, będzie

( 14-— z = [i4-/rc~-—h———-~r+ itd. J[i4-

a , n(n—1) . J
x 1. 2 x2 J V 7

Wieloczyn na drugiey stronie po wykonaniu okazać się mu­
si pod taką postacią co do składu swoich terminów, iaką- 
by miał gdyby ilości m i n były obie dodatne; tylko w wy­
padku zaydzie odmiana w znakach, którą łatwo wprowa­
dzić biorąc w nim wszędzie n za odieinne. Lecz kiedy m 
i n są dodatne, wtenczas mnogość z szeregów znaczy

(i4—-)vl(i+-—-)” czyli (i4—czyli
»V
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.4.+

V y X 1. 2 X2

(m-}-z2)(/72+7z—U\(m-\-n—z) a3
1. 2. 3 x3 ’

fo więc ostatnie wyrażenie możemy wziąć za wieloczyn o- 
znaczony w zrównaniu (**), i będzie

1. 2
tylko w mieyscu ilości n dodatney trzeba położyć iey war­
tość odiemną. Daymy ze n znaczy —m] zatem

( 1 +——)w z = i+(/n—m}^— +

Czyli
( 1 4--^—)OT 2=1, zkąd z=---- ----- = ( 1 4—-—

* (1+A)»

To pokaźnie że wziąwszy — m za n w drugim szeregu, ten 
szereg będzie równy fuukcyi (14—2_)—w‘, toiest

x

Uwaga L Gdyby wykładnik m. dwuwyrazu był ilo-

Przeto fnnkcya cechowana wykładnikiem odiemnym roz­
biera się na szereg złożony podług praw zawartych we 
wzorze Newtona.

czyli
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ścią niewymierną; ieszcze i wtedy rozwinienie potęgi ce­
chowanej przez ten wykładnik podpadałoby pod wzór New­
tona. Bo każda liczba niewymierna da się wyciąganiem 
pierwiastku wyrazić przez ułamek dziesiątny, przybliżony 
wprawdzie, ale którego przybliżenie ku ścisłey wartości 
możemy posunąć do takiego stopnia, iż różnica między u- 
łamkietn i liczbą niewymierną będzie mnieysza od wśzel- 
kiey ilości daney choćby iak naymnieyszey.

Uwaga II. We wzorze Newtona
. . s . i m(m—i) „+maxm-'+ —-------2 +1. 2

m(m— i)(m—2)
3 —3

1. 2. o + itd

łatwo postrzedz, że gdy wykładnik zzz iest całki i dodatny’ 
liczba wszystkich terminów bedzie ograniczona. Jeżeli bo­
wiem m znaczy np. iednosć, wtedy wyraz trzeci i wszyst­
kie po nim następne znikną, z przyczyny mnożnika m—1 
wchodzącego do ich składu; gdyby zzz znaczyło 2, naten­
czas wyraz czwarty i wszystkie dalsze stałyby się zerem, 
z przyczyny mnożnika zzz—2: itd. Jeżeli zaś wykładnik ih 
iest ułamkowy lub odiemny; w takim razie potęga tym wy­
kładnikiem cechowana pociągnie się przez szereg nieskoń­
czony: bo żaden z mnożników m—1, zzz—2, itd, zniknąć 
nie może.

Uwaga III. Każdy wyraz szeregu Newtona może 
bydź zamknięty we wzorze * 1

................ (w—n+i) xm_n
1. 2. 3 ................n

gdzie zz znaczy liczbę terminów poprzedzaiących. Ten wzór 
nazywa się wyrazem ogólnym szeregu. Z niego możemy 
wydobyć każdy szeregowy termin, uważaiąc na to, że w li­
czniku i mianowniku spółczyńnika trzeba zawsze brać tyle 
początkowych mnożników7, ile terminów poprzedza.

Zastosowanie. Wzór Newtona rozciągniony do wry- 
kładników ułamkowych podaie nam sposób, w niektórych 
przypadkach prędki i łatwy, na dochodzenie pierwiastków 
przybliżonych iakieykolwiek potęgi z liczb. Zadaymy sobie

www.rcin.org.pl



( ló> )
wynaleźć pierwiastek blizki kwadratowy z liczby loi» Bę­
dziemy mieli . X___  , - i 1 1 \ "Z__

Vioi = V loo-j-i=( * OQ-{-l)“ = ioo2 ( 1) ---

z , 1 A Z , 1 1 1 1,o(,+,7? > - 10(1 + V ' T •

4 2_____I-------£---------- L. 4 itd. );
16 ioo3 128 1004

tu spólczynniki są uformowane według prawidła podane­
go na końcu §fu ^go, pisząc szereg

—. 5,, itd,

2 2 5 4
potem biorąc wieloczyny z coraz większey liczby wyrazów 
tego szeregu. Znaki spółczynników idą naprzemian, a war­
tość tern iest mnieysża, im wyraz do którego spółćzynnik 
należy iest odleglevszy od początku. Aże coraz wyższe po­

tęgi ułamku właściwego —- są coraz mnieysze: przeto
szereg obięty nawiasami iest maleiący. lego więc terminy 
od początku odległe, iako mało znaczące, można zaniedbać 
i summę kilku pierwszych poczytać za przybliżoną wartość 
całego szeregu. Wykonawszy w terminach szeregu podno­
szenie do potęg i mnożenie, otrzymamy
^101 = 10(1+—------—— 4- ——------ — —-—---------- {- itd)

200 80000 lUOOOOOO 12800000000

= 1C 4-------5----- + —.-------- ------------------- 4 f 11 cl.20 8000 ibooooo ±280000000
Ułamki zwyczayne w tyra szeregu zamieńmy’' na dziesiątne 
i potem zbierzmy dodatne w iednę summę, odiemne w dru­
gą': będzie

—— —o,o5 20

—-7------- =0,0000006251000000

Summa =o,o5oooo625
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1

---------- =±--- 0.0001258000
5——7,— ------ =—o,oooooooo5qt4o6251200000000

Summa =—o,oooi25oo5g14o625 
03 summy dodatney odciągnąwszy odiemną i do reszty 
przydawszy termin pierwszy szeregu 10, wypadnie

Vioi — 10,049875621.............
Na otrzymanie tego przybliżonego pierwiastku wzięliśmy 
pięć wyrazów szeregu, opuszczaiąc wszystkie następne. 
Summa opuszczonych iest mnieysza od pierwszego z nich, 
a tern bardziey od ostatniego z zatrzymanych. Jakoż wy­
stawmy sobie szereg, któryśmy opuścili, ogólnie przez

a—ó+c—-f+g— itd,
gdzie ilości o, 7», c . . . są coraz mnieysze i niech pierwsza 
z nich będzie np. dodatna, W tym razie summa wszystkich 
musi bydź dodatna; bo połączenia a—b, c—<7, e—/, . . . 
są dodatne dlatego iż a>b, c^>d, . . . Można otrzymać tę 
summę dodaiąc do a zbiór dwu wyrazów —
—f+gi • i . ; lecz wartość każdego dwuwyrazu i^st odie- 
mna, gdyż Z>>c, itd; ich więc zbiór będzie od-
iemny i musi bydź koniecznie mnieyszy od a, inaczey bo­
wiem summa szeregu wypadłaby odiemna.’ a przeto ten 
zbiór zniszczy w części a i da na summę szeregu liczbę 
mnieysza od a. Gdyby szereg teraz uważany zaczynał się 
od wyrazu odiemnego, przekonalibyśmy się podobnie, że 
summa iego terminów iest odiemna, a zawsze od pierwsze­
go z nich mnieysza.

Na mocy teraźnieyszego rozumowania, znaleziony pier­
wiastek przybliżony kwadratowy z liczby 101 nie różni się 
od ścisłey iego wartości nawet o 0,00000000091 . , a tern 
bardziey o 0,00000001. Dopiero więc ósmy znak dziesiątny 
może bydź chybny.

Uźywaiąc tego sposobu na dochodzenie przybliżonych 
pierwiastków, potrzeba liczbę daną rozebrać na dwie takie 
części, aby pierwsza była zupełną potęgą którey pierwiast­
ku szukamy, i żeby była większa od drugiey. Zachowany 
pierwszy warunek sprawi, że mnożnik szeregu będzie wy­
mierny; drugi, że szereg będzie roaleiący. Oba warunki
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mogą bydź zawsze spełnione. Maiąc np. wynaleźć pierwia­
stek sześcienny z liczby 24; nie można iey wprawdzie ro­
zebrać od razu na dwie części żądane: bo wziąwszy za część 
pierwszą naywiększy dokładny sześcian w tey liczbie za­
warty 8; część druga 16 nie będzie od niego mnieysza. 
Lecz gdy otrzymamy sposobem zwyczaynym na pierwiastek 
przybliżony do iednego znaku dziesiątnego 2,8 z resztą 
2,o48; wtedy liczba 24 rozłoży się na dwie części (2,8)3 +
2,o48 odpowiadające potrzebnym warunkom; i 1 ę Izie 4/24= 

1 1
t 2 o48 * 2o48 <=[(2j8)3 +2>o48]3= 2,8(1—2,0(1+ 2ig5a)

i
x ’52 \2>8<'+5^)-

Tu rozwinąwszy z funkcyi nawiasami ob’ętey potęgę cecho­
waną wykładnikiem j, wypadnie szereg malejący, gdyż 
52

543<O,>*

Uwaga co do 
spółczynników 
szeregu.

Wyraziwszy wykładnik znaku pierwiast­
kowego ogólnie przez ny spółczynniki sze­
regu powstaną z coraz większey liczby mno­
żników

Pierwszy mnożnik iest mnieyszy od iedności; każdy z dal­
szych będąc różnicą ułamków właściwych iest także mniey­
szy od iedności i iest oczywiście odiemny. Zatem wieloczy­
ny z coraz większey liczby mnożników muszą bydź coraz 
mnieysze i mieć znaki naprzemian. Spółczynniki więc za­
wsze się przykładaią do uczynienia wyrazów szeregu male- 
jącćmi, i ustanawiają potrzebną odmianę w znakach,

1 1 o 1 5T--- —— i —- — 2 — — u . |
1 U y /Ł_____ , «____ itCl,
n 9 2 3 4

czyli z mnożników
1 1 __i • 1 __  2 ___ 3
n ’ 2/i 2 ’ 5/z 3 ’ 4zz 4 *
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§ 12. Rozwiązanie zrównań stopnia drugiego..

Widzieliśmy w §Jie lin tego rozdziału, że zrównania 
zawieraiące kilka ilości nieznanych miedzy sobą mnożonych 
prowadzą przez eliminacyą do zrównań z iedną ilością nie­
wiadomą cechowaną wykładnikami. Wielkość tych wykład­
ników stanowi stopień albo wymiar zrównania. Jeżeli nay­
większy wykładnik ilości nieznaney iest 2, zrównanie bę­
dzie stopnia drugiego; ieżeli 5, będzie stopnia trzeciego; 
itd. Rozwiązanie takich zrównań wymagało znajomości 
działań właściwych potęgom. Poznawszy teraz naukę wy­
noszenia do potęg i wyciągania pierwiastków, staraymy się 
z niey wydobyć sposoby na ocenienie ilości niewiadomych 
w zrćwnaniach różnych stopni, zaczynając naprzód od sto­
pnia drugiego. Zrównania tego stopnia mogą mieć troja­
kiego gatunku wyrazy: iedne zawieraiące ilość nieznaną 
z wykładnikiem 2, drugie z wykładnikiem 1, trzecie złożo- 
jie z samych ilości wiadomych. Zamkniemy ie wszystkie 
W ogólnym wzorze

x2 px + q = o,

gdzie p i q mogą bydż iakiekolwiek tak co do wielkości 
iak i znaku, a wyraz pierwszy x2 iest koniecznie dodatny i 
ma spółczynnikiem iedność; pod ten bowiem wzór każde 
zrównanie drugiego stopnia da się podciągnąć: na ten ko­
niec, ieżeli w danem szczególnem zrównaniu przed x2 iest 
•—, trzeba w calem zrównaniu odmienić znaki na przeci­
wne; ieżeli x2 ma jakikolwiek spółczynnik, przezeń roz­
dzielić należy wszystkie wyrazy zrównania. Np. zrównanie 
ąx —• 5x2 -J- 8 = 2x-{-xz—5 po uproszczeniu bierze postać 
5x—4x2-f-ii==o; odmieniwszy znaki wszystkim terminom 
i uszykowawszy podług potęg x, będzie 4x2—5x—11=0;

5 11 .naostatek dzieląc przez 4, mamy x2---- —x-----—=0, zró­

wnanie pod formą ogólnego wzoru.
Rozwiązawszy wzór x2-j-px-{-q—o, będziemy iuź mieli 

fcóm samem rozwiązanie wszystkich zrównań stopnia dru­
giego. Gdybyśmy z funkcyi wyciągnęli pierwia­
stek kwadratowy; ten zawierałby x w potędze pierwszey:
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ąże funkcyą x2 ą-pr-f-r/ równa się zero, byłby więc równym 
zero i iey pierwiastek; ztąd mielibyśmy zrównanie stopnia 
pierwszego, które rozwiązane odkryłoby wartość na x- Alę 
żeby pierwiastek z iakieykolwiek funkcyi dał się zupełnie 
wyciągnąć, powinna bydź ta funkcyą potęgą dokładną, to­
iest wyrazy iey powjnny bydź złożone podług prawa zam­
kniętego we wzorze x2-j-2ax~ł-a2; gdzie widzimy że wyraz 
ostatni a2 iest potęgą drugą z połowy spółczynnika 2a 
przy terminie drugim czyli z ą. Gdyby więc w wyrażeniu 

termin q był równy kwadratowi z połowy p, 

czyli gdyby było g=ł__; to wyrażenie stałoby się x2-{-

przypadek zachodzi w zrównaniu x2—637-j-g—o, gdzie 97= 
(|)2=32: wyciągnąwszy pierwiastek, będzie x—3=o, a 
zatem Xz=z3.

Lecz kiedy termin q nie iest równy J trzeba go

przenieść na drugą stronę, co daie
x2+p*=—g;

potem do obudwóch stron przydać -—, przez co nie na-
t ■ • • 4 '
ruszymy związku, a stronę pierwszą uczynimy potęgą do­
kładną; i bedzie

4
wyciągaiąc z obu stron pierwiastek, mamy

«+— =± \/(-y----- ?);
2 4

kładziemy przed drugim członkiem dwa znaki, bo przeko­
naliśmy się wyżey źe pierwiastkowi potęg cechowanych 
wkyładnikiem parzystym oba te znaki służą zarówno. Od­
łączy’wszy ilość x od znanych, wypada

Cześć I. i4.

D2 /pX +—__~0: niożnaby naówczas wyciągnąć pierwiastek

zupełny, i mielibyśmy x+-^-==o, zkąd a?——. Taki
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Otrzymujemy zatem ze zrównań stopnia drugiego dwa pier­
wiastki cz^li dwie wartości na ilość niewiadoma

Możemy teraz na rozwiązanie zrównań stopnia dru­
giego ustanowić to ogólne prawidło, lód przywodzi się zró­
wnanie dane do postaci x24-px + q:=o, w którey xz ma 
spółczynnikiem iedność i domyślny znak -Js ~re potem 
znane terminy przenoszą się na stronę drugą', ocie po­
towa spółczynnika terminu drugiego podnosi się do kwa­
dratu i dodaie po obu stronach, przez co członek pierwszy 
staie się potęgą drugą dokładną', Me wyciąga się pierwia­
stek kwadratowy ze strony pierwszey, a przed drugą kła­
dzie się znak pierwiastkowy poprzedzony dwoma znakami 
zfc, albo ieżeli można wyciąga się pierwiastek i ze strony 
drugiey biorąc go zawsze z dwoma znakami zk; bte ze 
zrównania zniżonego przez ostatnie działanie do pierwsze­
go stopnia wydobywa się wartość ilości nieznanóy: ta 
wartość będzie dwoista podług dwóch znaków poprze­
dzających pierwiastek z drugiego członka.

Gdyby w zrównaniu brakowało terminu drugiego za- 
wieraiącego pierwszą potęgę ilości x, toiest gdyby było 

wtedy droga rozwiązania iest krótsza, bo tylko 
trzeba przenieść q na drugą stronę i potem z obu człon­
ków wyciągnąć pierwiastek kwadratowy. Tym sposobem
będzie x2=q, x~N.\//q.

P r z y k ł a dy.

I. Zrównanie + | = 8 — jx—x*+ tf3 po u-

, „ , i 18pproszczenm merze postać x2x ~ztąd **

** + + ,
*11 v 22y v227 1 11

' 23 L iiii ' il J k22a 223 '
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± »+-L =±»?, CI))1
22a y 22 22 22 22

88 , qnx =----- =4, x = —:— •32 22
5 7II. Zrównanie 6x!l—3ąx=—^ją czyli x2----- — -v

= — ——— daio6
«• _^ + (!Z)1=(37), 57 5;

6 V127 V127 b V12 .122 12
5? . 1 . 07 , i 19 07 1x-----‘-—±—, czyli + — —4, x=-/~— “0.12 12 ' 12 12 6 12 12

III, Zrównanie ha2—2x2 -}-^axz=:\^ab—1862 czyli
x2—u.r=2a2—g«6-{-9Ó2 daie 

a2 a2x2 — ax-\-——--- |“2ft2—g«ó-f~9"’
4 4

------gaó+9&’,
ztąd

x -4=± V(4 -9«A+9A3 )= ± (54 - SA),

x zh —3b}\ dwie przeto wartości na x są2 v 2
x—2a—56, x——‘«-}-36.

Zagadnienie /. Znaleźć liczbę, do któręyby podwóynego 
kwadratu przydawszy ią same potroioną wypadło na sum­
mę 65.

Nazwawszy liczbę niewiadoma przez ar, będziemy mieli 
2x24-5a?=65,

zkąd po rozwiązaniu otrzymamy x=5, x=.——.

Zagadnienie II. Za pewną liczbę łokci zapłacono sźo 
złotych. Za te same pieniądze kupiono potćm trzema łok­
ciami mniey, i wtedy cena każdego łokcia była większa o 
cztery złote. Jest pytanie, ile łokci było kupionych w pier­
wszym razie i w drugim?
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Liczbę łokci w pierwszym kupnie wyraźmy przez xi

będzie w drugim x — o. Cena łokcia w pierwszym razie
a4o , . 24o . , ,lest ------- ; w drugim —------ - Aze cena druga przewyższa
x x—o

pierwszą o 4 złote, wiec
24o a4o • „ •

T--T-----~=4 “>’■ 5*=i8°

zkąd

a?=| ±^1+180=J±V czyli 15 i x=—12.

Liczba i5 odpowiada pytaniu. Przeto w pierwszym razie 
kupiono łokci i5, a następnie w drugim 12.
Zagadnienie III. Naiął kto pewną liczbę robotników i 
zapłacił każdemu po cztery razy tyle groszy, ile ich było 
wszystkich: tenże „przybrał potem trzech ieszcze robotni­
ków i zapłaciwszy każdemu po dwa grosze drożey niżeli 
pierwćy, wydał tą drugą rażą groszy 45Qt Jlui było ro­
botników?

Wyraziwszy liczbę robotników użytych w pierwszyni 
razie przez .r, będzie w drugim x-\-w, w pierwszym za­
płata każdego była 4x, więc w drugim będzie 4a;-}“2« 
zkąd

(4x+2)fa;d-5)=:ł56, czyli ^xs-j-i-ix=45o. 
Uwólńiwszy piehwszy termin od spółczynnika, mamy

4 4
po rozwiązaniu znaydziemy

x=- i+ W-2-+—)=--Z. ±- 
* — y vi6 ^4 ' 4 4♦ f

czyli
/ *. 251 ——

2
Liczba wleć robotników naprzód była 9 a potem 12.

Zagadnienie Z/z. Kupuie kto pewną liczbę łokci materyp 
i a które płaci złotych 2o4 Drugą rażą kupuie pięciu 
łokciami więcey niż pierwszą irifiey materyi, którey ło-
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fcieć płaci czterma złotemi drożey, i wydaie złotych 55a‘ 
Ileż łokci kupił i za iaką cenę tak pierwszey iak drugiey 
materyi?

Nazwawszy liczbę łokci pierwszey mąteryi przez x, 
iey cenę przez y; będzie liczba łokci raateryi drugiey o?4-5, 
feena y-f-ź. Z warunków otrzymuiemy dwa zrównania

(.r+5)(y-f-4)=552 czyli xy-j-4x-j-5y=552. 
Wyrzuciwszy z nich y będzie

O?2---Ó2X-Ą-255—O,
zkąd po rozwiązaniu wypadną dwie wartości x=±=i5 i rr—17. 
Podstawuiąc ie koleią w piórwśze zrównanie znaydziemy 
y=i5-f-| i y=i2. Więc albo pierwszey materyi kupiono 
łokci i5 po złotych 10 i groszy 18, a drugiey łokci 20 
po złotych 17 i groszy 18; albo pierwszey łokci 17 po 
złotych 12, drugiey łokci 22 po złotych 16.

Zagadnienie K. Przedaie kto konia za 1 1 czerz złłz i 
w tey przedaźy zyskuie procent taki ile go koń koszto­
wał. Coz wiec dał za niego i co zyskał?

Liczbę dukatów danych początkowo za konia wyra­
ziwszy przez x, będzie zysk w przedaźy 11-—x. A ponie­
waż według warunków zagadnienia takim iest procentem 
11—x od x iakim x od sta; zatem

(11—xy.x—x'. 100,
ztąd

X2 = 1100---10007 czyli 072 4-10007= 1100.
Z rozwiązania wypadnie x=-—5ozh6o; toiest raz 37=10, 
drugi raz 07=—-110. Przeto koń kosztował 10 czer; złł. 
a zyskano w przedaźy l czer: złł.

Gdybyśmy w teraznieyszem zagadnieniu przez x na­
zwali zysk; zrówńanie miałoby wyrażenie

a?:(n—07)=(n—07): 100 czyli x2—122x4-121=0 
i przyprowadziłoby do obudwoch wartości na x dodatnych 
x=i,x—121. Z tych pierwsza tylko odpowiada na dane 
pytanie, a druga zaspokaiać go oczywiście nie może. Po­
między wiec wartościami nawet dodatnemi, niekaźda by­
wa odpowiedzią pytaniu.

Zagadnienie KI. IK kompanii złożoney ze ao osób zrobio­
no składkę. Mężczyźni ofiarowali 24 rubli i kobiety ty-
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lei. Każdy mężczyzna dał iednym, rublem więcey nii 
każda kobieta. llel było mężczyzn i ile kobiet?

Odpowiedź. Mężczyzn 8, kobiet 12.

Zagadnienie Kil, Na zapotnożenie pewney liczby ludzi o- 
fiarowano rubli 180. Pokazało się potem że dla czterech 
z nich wsparcie nie było potrzebne* przez co część ofiary 
przypadaiąca na każdego z pozostałych powiększyła się 
12 rublami. Iluż było ludzi wspomożonych?

Odpowiedź. 6.

Uwaga I. Wzór zrównań stopnia drugiego cc24-Px-W==o 
przyprowadził do wzoru ich pierwiastków

-----Ł±V(-------ry).
2 4

W skład tego ostatniego wchodzi funkcya poprzedzona zna­
kiem pierwiastkowym wykładnika parzystego. Wartości 
więc na x mogą bydź rzetelne lub uroione podług tego iak 

funkcya] -——q będzie dodatna lub odiemna. Pierwszy tey

funkcyi termin --, iako potęga druga, iest zawsze dodat-

ny, czy w zrównaniu oc2-f-px4ę=o wyraz px będzie do- 
datny czy odiemny. Jeżeli termin q w zrównaniu przywie- 
dzionem do zera iest odiemny, wtedy odłączony na drugą 
stronę stanie się dodatnym; cała więc funkcya pod znakiem 
pierwiastkowym będzie dodatna, a zatem i wartości na x 
będą rzetelne. Zrównanie przeto wzoru x2zhpx—q—o ma 
zawsze pierwiastki rzetelne. Jeżeli zaś q iest w zrównaniu 
dodatne, przeniesione w członek drugi stanie się odiemnem;

naówczas żeby funkcya ---- q była dodatna, a tern samem

żeby wartości na x były rzetelne, powinno bydz > q.

Skoro ~<Zq, wartości na cc są uroione. Zrównanie zatem 

wzoru 3c* zfc ° nioże mieć pierwiastki rzetelne lub
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wroione: ma pierwsze biedy — 7>y, ina drugie kiedy — <óq.

p2Gdyby było —=</> w takim przypadku funkcya pod zna­

kiem pierwiastkowani zginie i obie wartości na x będą so­
bie równe; każda z tych równych wartości wyrazi się przez

—— kiedy pochodzi ze zrównania maiącego drugi termin 3
dodatny, a przez ~t~~~ kiedy drugi termin w zrównaniu

iest odiemny. Podług tych uwag, zrównanie oc24_Sx—9—o 
bedzie miało pierwiastki rzetelne; bo wyraz 9, odpowiada­
jący wyrazowi q we wzorze, iest odiemny. Zrównanie oc2_|- 
8^4-9=o bedzie miało także pierwiastki rzetelne; bo cho-

o
ciąż wyraz 9 iest dodatny, ale (-Ł—)2 czyli 16 iest >g.

W zrównaniu x2—5^4~7 —0 pierwiastki będą uroione; bo
• . .5 . 2 51 wyraz 7 iest dodatny, i (—)a cz\li —— iest <7. Na-i

ostatek zrównania ^2—10x4-25—0 maiącego wyraz 25 do-
J z’° i - »datny i (t)2 =25, oba pierwiastki będą rzetelne równe;

iakoż po rozwiązaniu wypadnie —20 czyli ^==3
_5ż£o; toies| raz x=5-J-o=5, drugi raz x—5—o=5.
Uwaga II. Wszystkie zrównania stopni wyższych, które 
dadzą się przywieść do wzoru x2wł 4~PxOT+ę=o zawieraią- 
cego ilość nieznaną w dwóch tylko terminach, i gdzie wy­
kładniki tey ilości są w stosunku 2:1, mogą bydź na 
zrównanie stopnia drugiego zamienione i według prawideł 
na ten stopień podanych rozwiązane. Jakoż położywszy 
ocwł=r, będzie X2*"—£2. ztąd wzór poprzedzaiący weźmie po­
stać z2 -}-pz-j-q=o. Pierwiastki tego ostatniego zrównania po­
dług reguł na stopień drugi wydobyte są z——±

£
—9); aże £=xw‘, prze4o xH‘ =-------f ±V—q). Wycia-
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gaiąc z obu stron pierwiastek potęgi m, będzie 

“= 9)|.
Zagadnienie. Znaleźć dwie liczby takie, aby summa ich 
sześcianów była 28, a wieloczyn tych liczb żeby się ró- 
tynał 3.

Nazwawszy liczby szukane przez x, y; będziemy mie­
li dwa zrównania x5~l~y3 = 28, xy = 3. Z eliminacyi tych 
zrównań, po wyrzuceniu y, otrzymamy

x6—28x34-27=0
zkąd

xs=i4+V^I42—27=14iH 3,
toiest raz x3—27, drugi raz x3—i; wiec wartości na x są 
oc=5, x=i. Podstawuiąc koleią te wartości w zrównanie 
drugie, znaydziemy dwie wartości nay, iednę y=t, drugą 
y—3. Dwie odpowiadające sobie wartości na x, y, toiest 
liczby 3 i 1 rozwiązuią zagadnienie.
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ROZDZIAŁ TRZECI
Teorya ogólna zrównań zastosowana do rozwiąza­

nia ZRÓWNAŃ LICZEBNYCH WSZELKIEGO STOPNIA.

§ i. Skład zrównań każdego ze stopni wyiszych.

Ponieważ zrównanie powinno się uważać iako wyra­
żenie związku pomiędzy wielkościami danemi a wielkością 
nieznaną ustanowionego przez warunki zagadnienia; ztąd 
naturalnie wynika, że każde zrównanie musi mieć przynay- 
jnniey ieden pierwiastek, toiest przynaymniey iedne wartość 
ilości nieznaney. A gdyby nawet warunki były z sobą sprze­
czne; wtedy pierwiastek, inaiąc zawsze swóy byt, przy­
brałby tylko postać ostrzegaiącą o niepodobieństwie, i o- 
kazałby się nieskończonym lub uroionym. Zawsze iednak 
znaydować się musi pewne wyrażenie, bądź rzetelne bądź 
uroione, które, za podstawieniem na mieyscu ilości nie­
znaney w zrównaniu, uczyni mu zadosyć.

Rozwiązanie zrównali stopnia drugiego przyprowadzi­
ło do dwóch wartości na ilość niewiadomą, czyli do dwóch 
pierwiastków. Każde więc z tych zrównali sprawdzić sic 
daie przez dwde różne liczby na mieysce ilości nieznaney 
podstawione. Podobna własność zachodzi i w stopniach 
wyższych. W stopniu drugim dwoista wrartość wynikła, iak 
widzieliśmy, ztąd, iż pierwiastek kwadratowy iakieykolwiek 
liczby może bydź wzięty albo dodatnie albo odiemnie. Ale 
ponieważ ta zasada nie łatwoby się zastosowała do stopni 
wyższych; ustanowimy więc następnie inną, która odkry- 
waiąc nam skład zrównań wszelkiego stopnia, ułatwi tern 
samem wyśledzenie ich własności.

Tu nam przewodniczyć będzie naslępuiący początek: 
różnica iednakich potęg z dwóch ilości dzieli się bez resz­
ty przez różnicę między śamemi ilościami", który łatwo

• f , X‘Z Cl?1 a*sprawdzić rachunkiem. J tak ---------— x4-a, ------- — =x—a 1 x—a

z^-j-ar-j-a2, --------- = x3 4" ax* + azx-j-a3} itd: i ogólnie/ • x—a ■ ~ .
Clześć T. -13,
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rozdzieliwszy xm—~am przez x— a, otrzymamy wielorai 
zupełny, który będzie pod postacią

2_j_rt2 4_J_ t . . 2 v_|_awi —1.
w samey rzeczy wieloczyn z pomnożenia tego wielorazu 
przez funkcyą dzielącą x—a3 toiest

xw+axWJ—1+o2xOT—2+............... + ix
— axm~1—a2xNl~~~— ...... —am~2x2——am

po uproszczeniu wraca funkcyą podzielną x,a—aW. Z pier­
wszego przykładu mamy x2—a9=(.rJra)(.x—a\ Co poka­
zuie, że różnica kwadratów z dwóch ilości równa się wie- 
loczynowi z summy tych ilości przez ich różnicę.

Po takiem przygotowaniu weźmy zrównanie stopnia 
drugiego x2+pr+<y=o, i wystawmy ie w postaci

n2 z?2 '

gdzie strona pierwsza iest zupełnym kwadratem: przeniósł* 
szy członek drugi na stronę pierwszą, będzie

0+-7?—
2

Drugi wyraz może się uważać iako kwadrat z ------
4

a tern samem całe zrównanie będąc różnicą kwadratów, 
rozbierze się na dwa mnożniki następuiące
[a+£.+./(+... <c).

Ponieważ zaś wielocz\n niknie, skoro staie się zerem któ­
rykolwiek z mnożników; wiec zrównanie ( C ) może bydź 
sprawdzone dwoiako: albo zakładaiąc że x+— + V(P——q)

*=o, albo że x+ —-----y/(---- q)~o. Z pierwszego założę-
2

nia wypada x = -— ---- ----------- </), z drugiego2 4Ł 2

__y(——q)’, te same dwie wartości na z, iakieśmy pier*

y.ey z rozwiązania drugiego stopnia wyciągnęli. Każda
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ż tych Wartości podstawiona za x w zrównaniu ( C) zni­
szczy ieden mnożnik z którego wypłynęła, a następnie 
przywiedzie całe zrównanie do zera, toiest uczyni iemu za­
dosyć. Ztąd widzimy że zrównanie stopnia drugiego .r24“ 
px + q = o to samo znaczące co (C) iest wieloczynem 
z dwóch zrównań stopnia pierwszego, które są różnicą 
między ilością nieznaną a iey wartościami.

Odkryta własność w zrównaniach stopnia drugiego co 
do ich składu i liczby pierwiastków rościąga się do wszyst­
kich stopni wyższych. Weźmy pod uwagę stopień trzeci. 
Wzór ogólny zrównań tego stopnia iest

x3-\-px2-\-qx-{-r=zo . . . . (D).
Daymy że liczba a iest pierwiastkiem zrównania ( D), czy­
li źe podstawiona za x przywodzi ie do zera, a zatem że

rt34'pa2-j-g«+r—° • • • • (^)-
Pokazemy iż się znayduią koniecznie ieszcze dwie inne 
liczby które temu samemu zrównaniu uczynią zadosyć, to­
iest będą iego pierwiastkami. Biorąc ze zrównania (E) 
wartość na r, która iest r=±—a3—pa2—qa i podstawuiąc 
w zrównaniu ( D ), przerobimy ie na a3-\-p(x2—a2)
4-ę(a;—a)=o, albo na —«)(#2 + «2)4“P(X4~a)(x—
4-7(3:—aj—o albo ieszcze na

(.v—a)[x2-j-ax-^-a2 "
+px+pa =o ... (U). z

+7 J
To zrównanie znaczące iedno co ( D) może bydź spraw­
dzone przez założenie źe albo że x2+(a+p)‘v+a2 4“
p/z-J-ę—o. To znowu ostatnie będąc stopnia drugiego składa 
się, podług tego cośmv dopiero dowiedli, z dwóch mnożników 
czyli z dwóch zrównań stopnia pierwszego; wystawiwszy te 
mnożniki przez x—b, x—c, i wieloczyn (x—b)(x—ć) kładąc 
na mieyscu xz-j-ax-j-a2 w zrównaniu (E) będziemy mieli

4-px+pa
4-7

zrównanie
(x—n)(x—b)(x—c)—o

znaczące to samo co ( D ), któremu uczynić można zado­
syć troiakim sposobem, albo przypuszczając x—a=o, alba 
x—b=o> albo x —c=o; pierwszy warunek daie x=a, dru- 
g i trzeci x—c, Z czego widzimy, Że zrównanie sto-
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pnia trzeciego ma trzy pierwiastki, i źe się moźo uważać 
iako powstaiące przez mnożenie ze trzech zrównań stopnia 
pierwszego.

Łatwo iuż poymuiemy, źe ta własność iest spoina 
wszystkim stopniom wyższym: toiest zrównanie stopnia 
m ma osobnych pierwiastków ni i może się uważać za 
wieloczyn z m zrównań stopnia pierwszego, z których ka­
żde iest różnicą między iloScią nieznaną a iednym z pier­
wiastków. Ztąrl jeszcze wypada, iż zrównanie wszelkiego 
stopnia może bydź także uważane za mnogość z pewney 
liczby zrównań w stopniu rozmaitym: np. zrównanie sto­
pnia szóstego może powstawać z mnożenia trzech zrównań 
stopnia drugiego, albo z dwóch trzeciego; lub też do iego 
skład u może wchodzić iedno zrównanie stopnia drugiego 
i iedno czwartego, albo iedno pierwszego i iedno piątego.

$ 2. Jak spółczynniki każdego zrównania składaia się
'z iego pierwiastków.

Jeżeli ilości a, b, c, d, . . . I, w liczbie ni, aą pier­
wiastkami zrównania; to zrównanie podług §fu poprzedza­
jącego będzie wieloczynem z mnożników dwuwyrazowyeh

x—a3 x—b, x—c, x—d, .... x—l; 
a następnie co do swoićy postaci i składu ulegnie prawom 
dowiedzionym w,§fie 5m Roz. 2go. Na mocy tych praw, 
zrównanie po wykonaniu mnożenia okaże się pod wzorem

—a xm~2—abc xw“3-J-itdzhcz^crZ . . . l=.oj
—b -yac —abd
—c j -J-óc —bcd
—itdj —itd.

w którym lód naywyłsza ‘potęga ilości nieznaniy stano­
wiąca termin pierwszy ma spółczynnikiem iedność. zre 
spółćzynnik wyrazu drugiego iest równy summie wszyst­
kich pierwiastków wziętych ze znakiem przeciwnym, ócie 
spółćzynnik terminii trzeciego równa sie summie wszyst­
kich wieloczynów, które powstać mogą z pierwiastków 
po dwa na raz przez siebie mńolonych, a zawsze branych 
ze znakami przeciwnemi. bte Spółćzynnik wyrazu czwar-
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tego równy iest summie wszystkich mnogości, które wy- 
paśdź mogą z pierwiastków po trzy na raz wziętych ze 
znakami przeciwnerni. itd. Nakoniec termin ostatni iest 
wieloczynern wszystkich pierwiastków ze znakami przeciw- 
nómi. Takowe prawa służą każdemu zrównaniu uszyko­
wanemu według ubywających wykładników ilości niezna­
ne/, kiedy w niem oswobodzimy pierwszy termin od spół- 
czynnika przez rozdzielenie tym spółczynnikiem wszystkich 
terminów zrównania.
Przykład. Zrównanie #3+2#3—-20#—60=0 sprawdza się 
przez trzy wartości #=5, jc——4, #=—5; przeto liczby 
5, —4, —3 są pierwiastkami tego zrównania. Summa pier­
wiastków wziętych ze znakami przeciwnerni —5+4+3=2 
toiest spółczynnikowi terminu drugiego. Summa wieloczy- 
nów z pierwiastków po dwa na raz branych ze znakami 
przeciwnerni —5X4+3X—5+4X5=—23 toiest spółcźyn- 
nikowi wyrazu trzeciego. Wieloczyn ze wszystkich pier­
wiastków wziętych ze znakami przeciwnerni —5X4X5——6ó 
toiest wyrazowi ostatniemu.
Uwaga. Ztąd wypada, że gdy w lakiem zrównaniu brakn­
ie drugiego terminu; ten nie mógł zniknąć inaezey, tylko 
że summa wszystkich pierwiastków Stała się zerem. W ta-

* kiem wiec zrównaniu znayduią się pierwiastki dodatńe i od- 
ienue, i summa pierwszych równa się summie ostatnich* 
Jeżeli braknie terminu trzeciego; musi koniecznie w tukiem 
Zrównaniu summa mnogości dodatnych z dwócli na raz 
pierwiastków bydź równą summie odiemnych. Podobnie 
sadzić należy o innych terminach. Jeżeli nakoniec nie do- 
staie wyrazu ostatniego; ten nie mógł inaezey zniknąć, tyl­
ko że ieden z pierwiastków stał się zerem: natenczas całe 
zrównanie może bydź rozdzielone przez ilość nieznaną i 
zniży się ó ieden stopień.

§ 5. O przekształcaniu zrównań.

Celem przekształceń zrównania iest iego zamiana na 
innfe daiące feię łalwiey rozwiązać, i z ktćregoby pierwiast­
ków można było ocenić pierwiastki zrównania danego.
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I. Wyrzuceń:e Jm zrównanie mnićy ma wyrazów, tein 
lernlinu dr u- iego rozwiązanie musi bydź oczywiście
giego. łatwiejsze: i tak x2—q~o daie natych­

miast x ~ ziz y</, kiedy zrównanie pełne 
a,24"/7^"ł"?—° potrzebnie pewnego przygotowania, aby od­
kryło swoie pierwiastki. Można w kaźdem zrównaniu wy­
rzucić termin drugi i przez to uczynić iego wyrażenie pro-
ścieyszem. Niech będzie zrównanie ogólne
aw‘4-y/a:w-,+7?rw<-‘2+Ca;w-34- itd +J/a?4-Ar=o . . . ( G ).
wprowadźmy za x dwie ilości nieznane y, z czyniąc x== 

po rozwinieniu potęg i uszykowaniu według ubywa-
iącego wykładnika ilości y otrzymamy

, . m(m—O „ , . , \
-J-Z7ZZ —----------7£2 —2-f- itd -i-Zm 1

1. 2 7 J

~\-A -^(yn—\}Az -}-Azm'-1B
4-h -f-#2"1-2/—o .. (77)

+ itd &
+Mz 1 
+2V I

1
Ponieważ to zrównanie zamyka dwie ilości nieznane y, ż? 
wolno zatem na iednę z nich nadać wartość podług upo­
dobania albo też założyć ieden iakikolwiek warunek. Za­
łóżmy przeto że wyrazu drugiego 1 spółczyn-
nik niknie, toiest że mzĄ-Ac=:3. Tym sposobem wypadną 
dwa zrównania

yw J—1------ Ł z2 y»«-2 4- ud -L2«
12 fl—i') Az -\~Azm~^ r

-J-77 -J-Z?z"*-2 / =OJ z/zz-f-y/—o
H“ itd |

ł + żłZz 1
4-N /

Drugie zrównanie daie na z wartość z=—którą pod­

stawiwszy w pierwsze, będziemy mieli zrównanie pozba­
wione terminu drugiego
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+ (_ !J.»-3+it<i+( _

+ zĄ——)”■- nr
+s(-^>-»ę=o..(K)

-j- itd

+N
Zęby wiec założenie początkowe x=y+r zniszczyło wyraz
drugi, potrzeba w mieyscu z wziąć------- , toiest wartość

wydobytą z warunku mz-\-A=o znoszącego termin drugi 

w zrównaniu na y i uczynić x—y~— -—. Ztąd wyciągamy

prawidło na wyrzucenie wyrazu drugiego w iakiemkolwiek 
zrównaniu: należy za ilość nieznaną położyć inną złączoną 
ze spółczynnikiem drugiego terminu wziętym ze znakiem 
przeciwnym i rozdzielonym przez wykładnik pokazuiący 
stopień zrównania. Gdybyśmy rozwiązali zrównanie (A) 
i odkryli wartości na y; wtedy podstawuiąc ie koleią w rr= 

y -■----otrzymalibyśmy wartości na x czyniące zadosyć

zrównaniu danemu ( G ). ,
Chcąc zamiast wyrazu drugiego wyrzucić trzeci, lub

czwarty, itd; potrzebaby spółczynnik tego wyrazu w zrów­
naniu uczynić zerem. Z założonego np. warunku
m(m---1) - , z x y , r, ił .>----------- £ z2-\-{m—i)Azy-di = o wydobyta wartość na z i

podstawiona w zrównaniu (/Z) zniszczy wyraz trzeci. Na 
wyrzucenie wiec trzeciego wyrazu, potrzeba, dla odkrycia 
stosowney wartości na z, rozwiązać stopień drugi. J łatwo 
iuź postrzegamy, że wyrzucenie czwartego wyrazu zależeć 

ibedzie od rozwiązania stopnia trzeciego ;itd. Nareszcie chcąc 
zrównanie pozbawić terminu ostatniego, wypadłoby war­
tość na z wyciągnąć ze zrównania

itd +J/r4-2V=±9
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które się niczćm nie różni od zrównania danego ( G) t\l— 
ko że w nićm iest ilość nieznana z na mieyscu x. Zęby 
przeto zrównanie przywieść do stracenia terminu ostatniego, 
potrzebaby pierwey umieć ie rozwiązać.

Przykład, Wyrzucić termin drugi w zrównaniu a?s—6jra 
~J-4x—5 = o. Na ten koniec, podług ustanowioney nie­
dawno reguły, zakłada się x=y-}-% czyli x=/4“2‘ P° wy­
konaniu rachunku znaydziemy ostatecznie y3—8y—10=0.

Uwaga. Zamiast przybierania warunku maiącego ocenić 
z, gdybyśmy tey ilości nadali iakikolwiek wartość np. i, 
2, o, * . . , wtedy byłoby x=y-J“b lub a?=y4-2> . . a na­
stępnie pierwiastki zrównania (77) byłyby mnieysze od 
pierwiastków zrównania danego ( G ) o iedność, dwie, itd. 
Czyniąc znowu z=z—i, lub £=—2, . . , mielibyśmy x=. 
y—i, lub x=y—2, . wtedy pierwiastki zrównania ( Ti ) 
byłyby większe od pierwiastków zrównania (U) o iedność, 
dwie, itd. Tu poznaiemy, iż chcąc pierwiastki zrównania 
zmnieyszyć lub powiększyć o daną liczbę m, trzeba w pier­
wszym razie podstawić x=y4~m, w drugim x=y—m.

Przykład. Zmnieyszyć pierwiastki zrównania x2 —~x 
4-12=0 o liczbę 2. W ty m celu trzeba założyć a’=y4’‘2* 
Otrzymamy po odbytym rachunku y2—5y4"2 —°- Łatwo 
się przekonać że pierwszego zrównania pierwiastki są 5 i 
4, drugiego 112.

II. Przywodzenie Można każde zrównanie zamienić 
spółczynników zrów- na takie, w któremby spólczynnik 
nania do ilości cał- naywyzszey potęgi ilości nieznaney 
faich. bvł iętjnością, a wszystkie inne ca­

łościami.
Weźmy iakiekolwiek zrównanie

. b „ . c , d---- x2 -j------ — x 4-----—o;1 ni * zrc2 p
uwolniwszy w niem termin pierwszy od spółczynnika, będzie

9 , b c , d
x3 4- -----x2 -}-------- x 4- ----- =o.am ani ap

Za ilość nieznaną x wprowadźmy dwie, y i £, czyniąc *= 
y-£—; wypadnie
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ZŹ+-- Z* + c Z_+ =0.
23 am z2 ani'1, z ap ’

rozmnożywszy każdy termin przez z3, mamy
bz 2 cz3 dz3

y3 _J------ V ~j--------- V H---------= O.J amJ ani2 J ap
Ponieważ na z możemy nadać wartość podług woli; idzie 
yvięc tylko o dobranie takićy, któraby nas postawiła n za­
mierzonego celu, toiest przez k^órąhy zrównanie pozbyło 
mianowników. Na ten koniec dosyć iest oczywiście wziąć 
za z wyrażenie względem każdego mianownika wielokrotne. 
Takiem wyrażeniem iest zawsze mnogość ze wszystkich 
mianowników, a czasem bydź może prościeysze. W naszym 
przykładzie można uczynić z—am^p. Otrzymamy

abm2p <a2cz7i4/;2 , a3 dni" o3y3 _j---------Ly? +-------9-—y+--------- =o
am ani2 ap

.czyli

y 3 ĄJjmpy* ^acmz p* yĄ-a? dmf p2 = o,

zrównanie pod postacią żądaną. Ztąd wyciągamy prawidło, 
że przywodzi się zrównanie do terminów calkich, kładąc 
w mieyscn ilości nieznaney inną rozdzieloną przez wyra­
żenie wielokrotne względem wszystkich mianowników.

Uwaga. Założenie x=-£— prowadzi do zrównania,

w którem wartości nay są większe od wartości na x razy 
z. Gdybyśmy znowm założyli x=jzy, byłyby tcattości na 
y mnieysze od (Wartości na oc razy z. A przeto chcąc pier­
wiastki zrównania powiększyć lub zmriieyszyć daną liczbę 

razy, np. m; należy w piórwszym razie podstawić tc=jL- , 

w drugim x=my.

Przykład. Powiększyć pierwiastki zrównania oc2-j-y^c 
V • y2-}-i2—o razy 2. Zakładam a-=ż— ; tcypadnie -----iy

4-i2=o czyli y2— i4y-f-48=o. Ostatniego zrównania pier­
wiastki są 6 i 8, danego 5 i 4.

y, j6.
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III. Oswobodzenie I Jeżeliby w zrównaniu nad ilością nie- 
zrównań od zna- 1 wiadomą znaydowały się wykładniki 
lów pierwiastko- ’ ułamkowe', do takiego zrównania ani- 
wych. i by się mogły stosować prawa składu

okazane w §fie II///, ani użyć sposoby 
przekształceń podane w §fie teraźniejszym. Zęby więc zró­
wnanie uległo tym prawom i sposobom, potrzeba w niem 
pierwey wykładniki ułamkowe ilości nieznaney zamienić 
na c?ż“kie, albo co iedno iest, potrzeba oswobodzić zrów­
nanie od znaków pierwiastkowych. Mamy do tego dwa na-
stcpuiące sposoby.

Pierwszy zasadza się na tein, że ilość niewymierna pod­
niesiona do potęgi wskazaney przez wykładnik znaku pier­
wiastkowego traci ten znak i staie się wymierną. Niech 
będą zrównania

x2 -j-a—V(x—«)-J-c?=o, YÓr+VZ^2+^+/=o; 
odłączywszy w dwóch pierwszych wyrazy niewymierne od

wjmiernych, znayduiemy a\/x=—(x2-\-in), x3-yd—\/x—a. 
Podnosząc obie strony tych zrównań do potęg naznaczo­
nych wykładnikami znaków pierwiastkowych, wypada «2x= 
(x24-^)2, (x3-{-d)3=x—a, czyli x4-f-2Z7/x2—«2x-f-//z5=o, 
x9-$-5dx6-j-odzx3—x+d3—-a = o. Zęby zrównanie trzecie3
V#+V-x 2-j-dx-y f^=o zawieraiące dwa różne znaki pierwiast­
kowe oswobodzić ol niewy mierności; odłączmy naprzód
termin \//xz, bę Izie Vx2 =— (\^x-(-dx-yf'), ztąd x2 ==
—(VÓv-f-ć/x-}-/)3; położywszy dla krótkości dxĄ-f=p, wy- 
padnie x2=—x\/x—5px—3p2\/x—p3 czyli x2+5px-f-p3== 
~ (3P2+ x)Vx, a podniósłszy obie strony do potęgi drugiey 
otrzymamy (xz~y5px-^p3)2==(5p2-l-x)2x. Wróciwszy w to 
ostatnie zrównanie dxĄ-f za p i wykonawszy naznaczone 
działania trafimy na zrównanie wymierne stopnia szóstego. 
Gdybyśmy więeey ieszcze mieli w zrównaniu terminów nie­
wymiernych połączonych z sobą przez znaki dodatne lub 
odiemne, działanie byłoby coraz dłuższe i bardziey zawi- 
kłane: ten nawet sposób nie zawszeby się nam udał.

Sposób drugi iest taki: maiąc dane zrównanie z wyra*
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zami niewymiernymi np. x2 -fiV^ur-fiVx2-fi\/x-fió=o, zakła­
dam że każdy termin ze znakiem pierwiastkowym równa 
się iakieykolwiek ilości wymierney, toiest czynię yax-=.y,
\/x2=zy \?x~u‘. te zrównania podniósłszy do potęg wska­
zanych wykładnikami znaków pierwiastkowych, otrzymam 
zrównania wymierne ox=/3, x2=z3, x—u2, do których 
przyłączywszy zrównanie x2-\-y-j-z-\-u-\-b—o na iakie zamie­
nia się zrównanie dane po włożeniu ilości y, z, u na miey- 
sce terminów niewymiernych, będziemy mieli wszystkich 
zrównań n-j-i ieżeli terminów niewymiernych iest n. Po­
nieważ te zrównania są wymierne, i liczba ich równa się 
liczbie ilości niewiadomych; zatem przez eliminaeyą można 
będzie przyyśdź do iednego wymiernego z samą tylko ilo­
ścią x, które zastąpi mieysce zrównania danego. Jak się zaś 
eliminaeya w stopniach wyższych odbywa, poznamy w §//e 
ilastępuiącym.

§ 4. Sposoby -eiiminacyi w zrównaniach stopni wyiszychi

I. Sposób 
Krampa. Niech będą dwa zrównania różnych stopni

LxM==Axm-'+Bxm-2+Cxm~*+i)xm-iĄ: .... (A) 
lxn = axn~x -fińr»-2 -ficj,*-3 -fićZa?w~4-fi . ł . . (M), 

w których L, A, B, C\ . . , Z, a, b, c . . zastępnią miey- 
sce wyrażeń maiących w sobie drugą ilość nieznaną y. 
Daymy że m>n. Pomnóżmy zrównanie ( M. ) przez lx; bę­
dzie

Z2xw'b1=aZxw -j-blxn~~AĄ-clxn~'2-fićZZjc”~3+ ńd; 
podstawmy na drugiey stronie za lx'1 wartość wziętą z ( 
wypadnie

Z2xw + J—(ćz2-fiZó)x”~1-fi(ćzó-fiZc)xn~'2-fi(«c-fiZć/)a;”~3-fi itd 
co dla krótkości tak wyrazimy

l2 xn * 1=a'xn~~1-^b'xn~2-fic'vcH-“3-fi itd.............(N),
zastępuiąc funkcyą a2-fiZó przez a', funkcyą ab-j-lc przez 
b', itd. To wypadkowe zrównanie pomnóżmy znowu przez 
Zx i potem za lxn podstawmy wartość z (#/); otrzymamy
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D xn^'1—(aa,-\-lb')xn—x-{-(J)a,Ą-lc,)xn~2-\-(y:a,-\-ldjxn~2 -f- itd; 
co znowu dla krótkości tak wyrazimy

Z3Aw+2=<x/zxn-,4-6//xw-2+c/,xn-34-itd .... (O). 
Podobnie mnożąc to ostatnie zrównanie przez lx i podkła- 
daiąc wartość za lxh żnaydziemy

/4xM^3 =az//a;w—2 4“c//An—3-f-itd . . . . ( P ). 
Takim sposobem należy postępować poty aż wykładnik nad 
x ie strony pierwszey będzie równy ni. Poczćin wartości 
za xn , x"+l, .r”+a, x"+3 , itd dane, przez zrównania f JYL ), 
( A ), (O), ( P ) . . włożywszy w zrównanie ( 1/) przy­
wiedziemy to ostatnie do stopnia n—i. Zamiast więc zrów­
nali podanych będziemy mieli zrównanie stopnia n i zrów­
nanie stopnia zz—i; z których tą samą drogą przyydziemy 
do stopnia zz—2, potem do stopnia n—5, itd, nareszcie do 
stopnia zero, toiest do zrównania bez x ale tylko z samą 
ilością y.

Przykład. Wyrzucić ilość x z dwóch zrównań 
j'2#4—4y3;c3+5x24-y-l-25=zo .

r y^xt==2x-j-y............... ( M).
Mnożę zrównanie ( Ul' ) przez y2x i na drugiey stronie za 
yzx2 podstawiam wartość; będzie

y4a:3—(y3-|-zł)x-4-2y.............(Av)
Mnożę znowu to ostatnie zrównanie przez y2x i zay2x2 
podstawiam wartość; ztąd wypadnie

yb x4=(Jty3Ą-8)xfyt*-j-iy ; . . . ( O' ).
W zrówńaniu ( U ) kładę za x4, x3, x2 wartości wzięte ze 
zrównań (O'), (AT'), (AF) pomnożywszy pierwey, dla 
uniknienia ułamków zrównanie (U) przez/4. Otrzymam
(4/3 4-8)x-{-/44"4y—(4/6 4-16/3)x—8y4-j-6y2x-j-dyz-j-y5 

4-23y4=o
czyli po uproszczeniu

(4y 6 4-12 y 3 —6/ 2 —8 }x=v5 4-16/4 -j-5y 3 4- 4y. 
Potrzeba następnie odbywać eliminacyą na dwóch zrówna- 
niach

ysx2=2x-j-y...................................( L" }
(4y6-)-i2iy3—6y2—8) x—/54-i6/44"^Z3“f"^/ .... f Ul" 
Mnożę zrównanie (Ul") przez wyrażenie ^4y6 + i2y3 
—6y2—8)x i potem za to wyrażenie ńa drugiey stronie pod­
stawiam wartość; wypadnie

www.rcin.org.pl



( 125 )
‘f4j''’+i2ya—6ya —R)Jx“=(y’4-i6r4+3/3+‘i'/)5 •• • (NÓ. 
W zrównaniu (7>zz) kładę wartości za xz ix wydobytó 
że zrównań (N") i (JM") rozmnożywszy piórwóy, dla uni- 
knienia ułamków zrównanie (7>z/) przez

(4/ó + i2y3—6y2 —8)4;
będzie
72 (ys 4"16/4 4-3/3+4/)2 = 2(75 4-1 6/4 4- 5/8 4- 4/) (4/6 4- 
127 3—67 2—8)4-y(4/6 4-12/3—67 2—8)2, 
czyli po wykonaniu wskazanych działań i uproszczeniu 
iG/9 —/8 — 24/7 —3S/6 — i2o/s4'7/44_556/3 — sSSj2

16/ — 368=o.
Przyszliśmy do żądanego zrównania z iedną ilością niezna­
ną. Jeżelibyśmy ie rozwiązali i odkryli wszystkie wartości 
na 7; wtedy dla otrzymania odpowiednych wartości na x, 
potrzeba każdą wartość nay podstawiać w zrównanie nay- 
niższego stopnia co do x w ciągu rachunku otrzymane, ia- 
kiem tu iest (J7Z/). Łatwo się przekonać że iednym z pier­
wiastków ostatniego zrównania iest 2, czyli źe 7=2. Wło- 

- żywszy tę wartość w zrównanie ( JA"), znaydziemy %=i. 
Dwie Wartości x=i, y=2 stanowią iednę odpowiedź na 
zagadnienie z którego dane zrównania pochodzą. Jona war­
tość nay ż wypadkowego zrównania odkryta przyprowadzi 
doinney wartości ną ac; te wartości x \y będą drugą odpo­
wiedzią na zagadnienie. J zawsze pytania, wiodące swoiemi 
warunkami do zrównań slopni wyższych, daią się zaspoko­
ić przez kilka różnych odpowiedzi.

Uwaga. Gdyby było trzy danych zrównań do eliminacyi 
,x7=o, 7?=o, C=±:o z trzema ilościami nieznanymi cc, y, z\ 
wtedy naprzód ze zrównań A—o i 7?=o wyrzuca się ar, i 
wrypadnie zrównanie np. 77=o z ilościami /, z. Potem wy­
rzuca się x ze zrównań A=q C=o; ztąd wyniknie zrów­
nanie np. 7?=o z ilościami 7, z. Nareszcie eliminując ze 
zrównań 79=o, 7i=o ilość y przyydziemy do zrównania 
7^=0 z samą tylko ilością z. Podobnie się postępuie, ia­
kaby kol wiek była liczba zrównań podanych.

II Sposób 
e l i m i n a cy i 
przez nay- 
wickszy spól- 

’ny dzielnik.

Gdy dwa zrównania 
xwł4-^xm'-l+^x”-24-Cxw-34- itd =0 
x“ 4- «x”_1 4-^c”~2 + 4- it'1 =ó

w których spółczynniki A, B,. . a, b . za-
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mykaią drugą ilość nieznaną y, pochodzą z iedriego zaga­
dnienia; wtedy iest pewna liczba układów wartości na x, y, 
takich, że wartości któregokolwiek układu razem uważane 
uczynią zadosyć obu zrównaniom. Każdy z tych układów 
stanowi odpowiedź na zagadnienie; i rozwiązać zagadnienie 
jest to wynaleźć wszystkie takowe układy. Przypuśćmy, że 
ieden z układów iest znany, że np. gdy x=.a wtedy y=b. 
Te dwie wartości włożone w oba zrównania przywiodą ie 
do zera. Kładąc naprzód b za y, ieszcze zrównań do zera 
nie przy wiedziemy, ale ie zamienimy na inne np. 753= o L=zo 
zawieraiące samo x, w które potem za oc podstawiwszy a, 
powinny wszystkie terminy zniknąć: muszą więc zrównania 
A”=o, Ł—o mieć spoiny mnożnik x—•«; toiest muszą bydź 
wzoru (x—a)lfl=o, —a)N=o, bo wtedy oczywiście sta­
nie się im zadosyć skoro x=a. Ztąd się przekonywamy, źe 
wartość na y z któregokolwiek układu wzięta i włożona 
w zrównania dane przerabia ie na inne maiące spólnym 
mnożnikiem pewną funkcyą ilości x.

Ale przed podstawieniem nie mogą mieć zrównania 
żadnego spólnego dzielnika] inaczey byłyby nieoznaczone, 
toiest dałyby się sprawdzić przez nieskończoną liczbę u- 
kładów. J tak przypuśćmy na chwilę, że zrównania podane 
są pod kształtem SJC=.o, T.W=0, gdzie JK iest spólnym 
obu dzielnikiem i zamyka bądź dwie ilości nieznane xf yf 
bądź iednę z nich tylko. Niech naprzód Z/7' będzie funkcyą 
x i y. Wszelki układ wartości nux, y, któryby zniszcył W, 
czyli któryby Uczynił zadosyć zrównaniu Tlr-=o, sprawdzi 
zrównania SJC=o, T.Wr=zo. Lecz układów niszczących TA 
iest liczba nieskończona, bo zrównanie 7A=o zamykając 
dwie ilości nieznane iest nieoznaczone; więc i zrównania 
dane muszą bydź także nieoznaczone. Niech po wtóre W 
zamyka iednę ilość nieznaną np. x. Wtedy każda wartość 
na x wydobyta 2e zrównania W=-o zn\sLę,iy W a następnie 
sprawdzi zrównania dane niezależnie od wartości na ilość y, 
za którą można dowolnie brać liczbę iakąkolwiek. J w tym 
więc razie zrównania dane przyymuią nieskończoną liczbę 
zadosyć czyniących układów.

Te uwagi naprowadzają nas na następującą drogę eli— 
minacyi. Do zrównań danych uszykowanych podług x uży­
wając sposobu podanego ($6. Roz. i.) na wynajdowanie
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naywiększego spójnego dzielnika, potrzeba ciągnąć poty ra­
chunek, aź przyydziemy do reszty bez x toiest zawićraią- 

v cey iednę ilość nieznaną y. Wtedy uczyniwszy tę resztę 
zerem, otrzymamy zrównanie z którego każda wartość wy­
dobyta na y zniszczy też resztę a następnie sprawi że re­
szta przedostatnia będzie spólnym dzielnikiem dwóch zrów­
nań podanych. Nazwiyrny resztę ostatnią przez R-, przedo- 
stastnią, która w ogólności będzie stopnia pierwszego, przez
Px+Q, gdzie P i Q zamykaią w sobie ilość y. Każda więc 
wartość na y wydobyta ze zrównania 7Z=o i podstawiona 
tak w Px+(2 iako też w zrównania dane uczyni funkcyą 
Px-\-Q spólnym tych zrównań dzielnikiem. Jdzie zatem że 
zrównanie R=c> będziw tem, które przez eliminacyą stara­
my się otrzymać; gdyż każda z niego wyciągniona wartość 
na y należy do iednego z układów stanowiących odpowiedz 
zagadnieniu.

Zęby wydobytym ze zrównania R=o wartościom na/ 
otrzymać odpowiadające wartości na x; potrzeha każdą war­
tość / podstawić w przedostatnią resztę Px~rQ, wypadek 
z podstawienia porównać z zerem, i wynikłe ztąd zrównanie 
rozwiązać co do x. Włożywszy bowiem wartość zay w fun­
kcyą Fx+Q i w zrównania dane, te zrównania przybiorą 
kształt o, A7(Px+Q) = o i będą oba spraw-

* dzone przez wartość na x która zniszczy spólny dzielnik 
Px-Ą-Q-, takowa zaś wartość wynaydzie się rozwiązując zró­
wnanie Px-ł-Q=o.

Uwaga. Pdwiedzśeliśmy dopiero, że każda wartość na / 
wyciągniona ze zrównania R=o należy do iednego z ukła­
dów czyniących zadosyć zrównaniora danym. Czasem atoli 
trafiają się w tey mierze wydatki, które pochodzą z samego 
sposobu wynaydowania dzielnika spólnego funkeyom. Niech 
będą zrównania y/=o, 7?=o z dwdema ilościami nieznanemi 
x, y. Na tych zrównaniach uszykowanych podług x odby­
wając rachunek prowadzący do odkrycia spólnego dzielnika, 
i nazywaiąc idące po sobie wielorazy przez w, w', w", . . . , 
reszty przez r, r', rz/. . . . .; będziemy mieli

A = BwĄ-r 
B = rw'-\-rr 
r ■=r'w"-\-r'/
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Ęecz ponieważ dla otrzymania wyrażeń całkieh na wielorazy 
potrzeba zawsze mnożyć funkcye podziejne przęz śpółczyn- 
niki pierwszych terminów w funkcjach dzielących; więc , 
nazwawszy te spółczynniki, które w ogólności zamykaią 
w sobie y, przez zzz, zzz', zzz", . , . . , zrównania powyższe 
wezmą postać

mA = Bw + r 
m'B ■=.rw' + r' 
m"r = r'w"+r" . • • • (*)•

Tu widzimy, że gdy układ jakikolwiek np. oc = «, y 
sprawdza zrównania y7=o, B=o czyli niszczy A i B’, zni­
szczyć musi reszte r: a skoro niszczy B i r, zniszczy także 
r', itd. Ten przeto układ przywodzi do zera wszystkie re­
szty, zatem i ostatnią reszte B zainykaiącą iednę tylko i- 
lo^ć nieznaną y. Toiest położywszy b za y w B, stanie 
się 72=o, a następnie b iest pierwiastkiem zrównania Z2=o. 
Łatwo iuż poymuiemy, że wartości nay wzięto z każdego 
układu sprawdzającego dane zrównania będą pierwiastka­
mi zrównania 72=o. Ale obaczymy zaraz, że prócz tych 
pierwiastków może mieć zrównanie 72= o ieszcze inne nie- 
naleźące do układów czyniących zadosyć zrównaniem da­
nym. Gdyby na stronie pierwszey w zrównaniach (*) nie 
było mnożników zzz, ml, m", . . . ; natenczas układ warto­
ści na y któryby przywiódł do zera dwie którekolwiek 
reszty sobie przyległe sprawdziłby koniecznie i zrównania 
dane. Skoro bowiem r'=o, r"=o musi bydź wtedy r=o, 
naslępnie B=o i A=zo. W takim więc razie każda wartość 
nay wydobyta ze zrównania 72=o należy do układów czy­
niących zadosyć zrównaniom danym; bo każdą z tych war­
tości podstawuiąc koleją w Px-}-Q—o wynaydziemy odpo- 
więdne wartości na x, które z naleźącemi do siebie warto­
ściami na y sprawdzą dwa zrównania 72=o, Px+Q=o, to­
iest zniszczą dwie reszty sobie przyległe. Lecz kiedy w zró­
wnaniach (*) znayduią się mnożniki zzz, zzz', zzz", . .; wte­
dy wartości na y niszczące dwie reszty sobie przyległe 
mogą nie sprawdzać zrównań danych: chociaż bowiem zą 
zniknieniem r' i r" musi zzz"r stać się zerem: to iednak mo­
że pochodzić nie ztąd że r=o, tylko że zzz"=o. A skoro nie
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iest r=o, nie będzie też B=o i A=x>. Gdyby nav;*et war­
tości na x* y przywodzące do zera r' i r" nie niszczyły m,r, 
a tem samem gdyby było r=o; wtedy lubo musiałoby bydź 
m'B=o, lecz nie koniecznie B=zo: zniknienie m'B mo­
głoby wynikać ztąd iź z/zz=o. Z tych uwag przekonywamy się, 
że le tylko wartości na y otrzymane ze zrównania 72=o na­
leżą do układów czyniących zadosyć zrównaniom danym, 
które nie niszczą mnożników m, m'* ni"* itd; a które ni­
szczą, pominny bydź odrzucone. Można zawsze ze zrów­
nania 72=o wyłączyć pierwiastki nie należące do zrównań 
danych. Na ten koniec potrzeba szukać spólnego dzielnika 
między funkcyą 72 a każdą z osobna funkcyą m, m', m", . . ; 
leżeliby się pokazało że 72 i m maią spólny dzielnik y— 
czyli źe y—« wchodzi za mnożnik do składu obu funkcyy 
72 i zzz; wtedy « wzięte zay zniszczy 72 i zzz, i będzie pier­
wiastkiem zrównania B=o maiącym się odrzucić. Znalazł­
szy tym sposobem wszystkie pierwiastki «, p, y, . . . . zrów­
nania 72=o obce zrównaniom danym, kiedy przez wielo­
czyn (y—............ rozdzielimy zrównanie B=o
otrzymamy na wieloraz zrównanie 72z=o z którego wydo­
byta każda wartość nay należyć będzie do układu spraw- 
dzaiącego zrównania dane.

Przykład. ’ Dane są do eliminacyi dwa zrówna­
nia

x2—5x—2yx-j-yz~[-5y-j-6—o, 

x2—4x/-|-4y2— i=o.

Dla wyrzucenia z nich ilości x odbywa s/ę rachunek na- 
stępuiący:

Część 7.
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Takie iest zrównanie wypadkowe z iedną ilością nieznaną 
y; iego pierwiastkami, iak się łatwo przez podstawienie mo­
żna przekonać, są liczby i, 2, 3, 4. Kładąc koleią za y te 
pierwiastki w przedostatnią resztę porównaną z zerem czyli 
w zrównanie

(2/—5)x—5y24-5y+7=:o,

znaydziemy odpowiadające wartości na x, które będą 3, 5, 
5, 7. J dwa dane zrównania sprawdzą się przez cztćry u- 
kłady (y=i, x = 5), (l = 2, a —3), (y=+ x=5),
(y=4, x=ą).

Uwaga. Zdarzyć się może w szczególnych przykładach, 
źe reszta przedostatnia będzie co do x drugiego, trzeciego, 
itd, stopnia; wtedy ksźdey wartości na y otrzymanćy ze 
zrównania wypadkowego odpowiadać będą dwie, trzy, itd, 
wartości na x.

§ 5. Rozwiązanie zrównań liczebnych.

Poznaliśmy iak spółczynniki, toiest ilości wiadome 
w zrównaniu, składaią się z iego pierwiastków. Gdybyśmy 
doyśó mogli nawzaiem, iakim sposobem potrzeba z sobą łą­
czyć spółczynniki każdego zrównania aby pierwiastki o- 
trzyraać, mielibyśmy tern samem ogólną regułę na rozwią­
zanie wszystkich zrównań: ale od tey korzyści iesteśmy ie­
szcze niezmiernie dalecy. Zgłębienie powszechnych własno­
ści zrównań dało tylko pomoc usiłowaniom Geometrów do 
odkrycia prawideł na ocenienie bądź ścisłe bądź przybli­
żone pierwiastków w samych iedynie zrównaniach ze spół- 
czynnikami liczebnymi. Rozwiązanie zaś zrównań literal­
nych, wstrzymane .nieprzezwyciężonymi trudnościami, posu- 
nione iest tylko iak niźey obaczymy do stopnia trzeciego i 
czwartego: stopień piąty i dalsze oparły się wszystkim spo­
sobom i sztukom rachunku. Zatrzymamy się następnie nad 
wyciągnienieni reguł maiących przewodniczyć w szukaniu 
pierwiastków jakiegokolwiek zrównania liczebnego. To do­
ciekanie rozdzielimy na trzy części odnoszące się do troia- 
kiego gatunku pierwiastków lód wymiernych; sre niewy­
miernych; 5cż<? urojonych.
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I. fKynaydowame 
pierwiastków wy­
miernych.

Pierwiastki wymierne mogą bydź 
całkie lub ułamkowe. Lecz ieźeli po­
dług sposobu podanego w §Jie III//i 
przywiedziemy zrównanie dane do ta­

kiego wyrażenia, iżby wszystkie w niem spółczynniki były
całkie i razem n-aywyższa potęga ilości nieznaney miała 
spółczymiłkiem iedność; wtedy żaden pierwiastek wymierny 
nie może bydż ułamkiem, ale każdy iuż będzie całki. Dla 
przekonania o tey prawdzie weź my zrównanie

ac”* itd —J-JL/ar-=o,
w którem z/, B, C, . . . M, N, są liczbami całkiemi: gdy- 
by iego pierwiastkiem mógł bydź ułamek iakikolwiek —,

który daymy że iest przywiedziony do nayprostszego wyra­
żenia czyli że a I b nie maią żadnego spólnego dzielnika; 
wtenczas po włożeniu -y- na mieysce x powinnyby się wza­

jemnie zniszczyć wszystkie wyrazy zrównania
am , A’"-1 . f Ma

* £»ł—1 1 fom—2 1 b
co iest niepodobieństwem, bo pomnożywszy7 każdy termin 
przez bm~1f nadamy mu postać

itd 2-b Nbm~= o

która przedstawia dwie części nie mogące się zniszczyć, dru­
ga z nich bowiem iest całością a pierwsza koniecznie u- 
łamkiem. Dochodzenie przeto pierwiastków wymiernych 
przywodzi się doszukania samych tylko całkich.

Ponieważ termin ostatni zrównania iest wieloczynem 
ze wszystkich pierwiastków; przeto rozebrawszy go na mno­
żniki całkie, pomiędzy temi mnożnikami znaydować się po­
winny pierwiastki całkie zrównania. Dosyć więc za ilość 
nieznaną w zrównaniu podstawić każdy mnożnik całki, bio- 
rąc go raz ze znakiem drugi raz ze znakiem —; a któ­
ry z nich sprawdzi zrównanie, ten będzie pierwiastkiem. 
W zrównaniu np. a?3-f-^2—5x+9—o wyraz ostatni g mo­
że się rozdzielić przez liczby całkie i, 5, g; te więc liczby 
są Tego mnożnikami. Z nich iedan tylko 3 wzięty ze zna-
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kiem •— sprawdza zrównanie, bo po włożeniu za x prowa­
dzi do —274-94-94*9—° czyli o — o. Przeto w teraźniey— 
szym przykładzie ieden iest tylko pierwiastek wymierny —5; 
dwa inne muszą bydź niewymierne lub uroione. Lecz w pod­
stawianiu musiiny wynosić do potęgi i mnożyć: ten zatem 
sposób byłby zbyt długi i pracowity, zwłaszcza w zrówna- 
niach wysokiego stopnia, i kiedy ostatni termin zamyka wie­
le mnożników. Podamy zaraz inny wymagający tylko bar­
dzo prostego dzielenia i dodawania, który daleko predzey 
może okazać, które mnożniki są lub nie są pierwiastkami. 
Takowy sposób odkryie się z następujących uwag:

Weźmy iakiekolwiek zrównanie ze spółczynnikami cał- 
kiemi

x 44-P# 3 4~Q^ 2 4_^x“H?==o
i daymy że liczba całka a iest iednym z iego pierwiastków: 
podstawiwszy « za x, pierwsza strona stać się powinna 
zerem, toiest musi bydź

a 4-j-Pa 3 -4-Q cl 2 4-72«4-A:=o
zkąd

iS==—Ra—Qa2 4* Pa3—a4,
a następnie

= — R—Qa—Pa2— a3', a
Stu drugi członek, będąc liczbą całą, pokazuje że ---- iest

koniecznie całością. Przeniósłszy R na stronę pierwszą,, 
wypada

——J- R = —Qa—Pa2—a3;

czyniąc —--\-R=.Rr i dzieląc obie strony zrównania R' =

—Qa—Pa2—a3 przez a, będzie 
R'PL=^Q^Pa—a2",
a

ztąd wniesiemy że — musi bydz liczbą całą. Jeżeli prze- 
72'prowadzimy Q do członka pierwszego, nazwiemy —4-^= 

Qz i potem rozdzielimy obie strony przez a, znaydziemy
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?-=—P—n; 
a

Q'co nas uczy, źe —— powinno bydź całością. Naostatek prze- 

. 0'nosząc P na stronę pierwszą, nazywaiac ---- P = Pf i
dzieląc oba członki przez a, otrzymamy

P' J P' ,
—=—i, a zatem----- f-i=:o.a a

Zebrawszy razem wszystkie postrzeżenia dopiero uczynione,, 
widzimy że a będąc pierwiastkiem zrównania musi rozdzie­
lić zupełnie w^raz ostatni S-, i uczynić całkiemi wielorazy 
fg Q' P'
—} ----,---- •, z których końcowy powinien bydź równy

P'odiemney iedności, żeby summa----- f- i stała sie zerem*J J a
Ztąd wypada, że aby się upewnić czyli dzielnik którykol­
wiek a wyrazu ostatniego £ może bydź pierwiastkiem zró­
wnania; potrzeba \ód, rozdzielić ostatni termin przez a i 
do wielorazu dodadź spółćzynnik pierwszóy potęgi x. 2r<v 
rozdzielić tę summę przez a i do wielorazu dodać spółczyn- 
nik drugidy potęgi x. 3cie, tak daley otrzymywane sum­
my dzieląc przez a i do wielorazu dodaiąc spółczynniki 
terminów coraz bliższych początku, kiedy wreszcie przyda­
my spółćzynnik terminu pierwszego toiest iedność, wypadek 
powinien bydź zerem, ieśli a iest pierwiastkiem. Gdyby 
w zrównaniu brakowało iakiego terminu, należy za iego 
spółćzynnik brać zero. Przykład. Wyraz ostatni zrównania 
x4—gx3+25x2—2o.r+i5=o ma dzielniki i5, 5, 3, i, —i, 
—5, —5, —i5. Podług wskazanego teraz prawidła do­
świadczam dzielnika 3.*

5—20 _ K —5+25 _R 6—9__t 
-5---- ’ ~5------------- ’ ----- 3--------  ’~5~~ ’

--- 1 + 1 — o.
Więc 5 iest iednym z pierwiastków. Doświadczam ieszcze 
dzielnika 5:

15 „ 3—20 . v . •—— = o, — ---- = me całości;
5 5
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satćm 5 nie iest pierwiastkiem. Podobnie się można przeko­
nać, źe nie są pierwiastkami wszystkie dzielniki pozostałe. Te- 
raźnieysze przpto zrównanie ma tylko ieden pierwiastek wy­
mierny; trzy zaś inne bydź muszą niewymierne lub uroione. 
Zrównanie #3-{- 4 x2— 4 x —ś =o zawierające spółczyn­
niki ułamkowe może też mieć ułamkowe pierwiastki wy­
mierne. Takie zrównanie potrzeba naprzód przerobić na 
inne, któregoby pierwiastki wymierne były koniecznie cał- 
kie. Na ten koniec zakłada się x—+—‘, ztąd wypadnie zró­

wnanie y3-f-i6y2—5ooy—48oo~o. Z wielkiey liczby dziel­
ników iakie ma wyraz ostatni 48oo ieden tylko —16 po- 
każe się bydż pierwiastkiem; przeto y=.—16, a następnie

16 4 .x ■=--- -—=—-g-. Obaczymy nizey, iz są pewne granice

II. Pomocy 
w szukania 
pierwiastków 
niewymierny ch.

właściwe każdemu zrównaniu, między klóremi zawieraią się 
iego pierwiastki. Niektóre mnożniki wyrazu ostatniego mo­
gą za takowe granice występować: o nich więc będziemy za­
raz pewni, źe nie są pierwiastkami, nie potrzebuiąc doświad­
czać sposobem teraz podanym.

Dochodzenie pierwiastków niewymier­
nych wymaga pomocy prawd następują­
cych:

A). Jeżeli dwie liczby p i q podsta­
wione za x w zrównaniu liczebnem daią wypadki ze zna­
kami przeciwnemu, naówczas między p i q środkuie przy- 
nuymniey ieden rzetelny iego pierwiastek. Każde zrównanie 
po wyrażeniu zbioru wszystkich iego terminów dodatnych 
przez A, odiemnych przez —B, przyymie postać

A—B — o.
Daymy że p<A i źe p podstawione za x prowadzi do wy­
padku odiemnego, <7 do wypadku dodatnego; więc w pier­
wszym razie A<óB, w drugim A^B. Z natury fun- 
kcyy A i B, zamykaiących w swoim składzie potęgi x ce­
chowane wykładnikami całkiemi i dodatneini, wypada, źe 
obie te funkcye rosną w miarę powiększenia x\ tak dalece, 
że gdy x przeprowadzać będziemy przez nieznaczne stopnie
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wzrostu od p do q zakładając #=p, #=p+ o , #=p-{-2<5 , 
#=p+5o , . • . x=q‘, będą też funkcye A i B wzrastały 
stopniami nieznacznemu Lecz że podług założenia funkcya 
A będąc z razu mnieyszą od B staie się potem większą; 
przeto wzrost A musi bydź prędszy niżeli wzrost B, aby 
umnieyszaiąc zwolna przewyżkę B nad A sprawił naresz­
cie przewyżkę A nad B. W przeyściu od A<?B do A?>B 
musi bydź pośredni moment w którym A staie się równe 
B'. wartość x odpowiadaiąca tey okoliczności sprawdzając 
zrównanie A.—B=o będzie iego pierwiastkiem; takowa zas 
wartość oczywiście środkuie miedzy p i q. Uważaliśmy te­
raz liczby p i q za dodatne; więc i pierwiastek środkuiący 
między niemi iest dodatny. Łatwo ten sam dowód rością- 
gnąć do przypadku w którymby liczby p i q były odiemne 
lub iedna z nich zerem. Przykład. W zrównaniu xz—~x 
—3=o kładąc i i 4 za #, otrzymuiemy wypadki —4 i 
+5 odmienne co do znaku; zatem ieden pierwiastek środ­
kuie pomiędzy l i 4, i tym pierwiastkiem iest w samey rze­
czy liczba 5. Podobnie o i —2 prowadząc do wypadków 
—5 i +5 z różnym znakiem obeymuią między sobą pier­
wiastek odiemny i takim iest —i.

7?). Pokazaliśmy że między dwiema liczbami, które 
podstawione w zrównaniu na mieyscu # prowadzą do wy­
padków z odmiennym znakiem, środkuie przynaymniey ie­
den pierwiastek: ale ztąd nie mamy prawa wnosić, żeby 
te liczby nie obeymowały więcey pierwiastków nad ieden; 
owszem środkować ich może jakakolwiek liczba nieparzy­
sta, co wypada z następuiącego początku. Jeżeli dwie liczby 
p i q obeymuią nieparzystą iakąkolwiek liczbę pierwiastków 
rzetelnych, wypadki z ich podstawienia na mieyscu x są ko­
niecznie ze znakiem odmiennym’, ieżeli parzystą ze znakiem 
iednakowym. Zęby to założenie utwierdzić dowodem, oznacz­
my przez a, b, c, . . pierwiastki zrówńania X=o obięte mię­
dzy p i q, a przez Y wieloczyn z mnożników stopnia pier­
wszego odpowiadających pierwiastkom rzetelnym nie obję­
tym iuroionym. Pierwszy członek X zrównania może się 
wystawić pod postacią

(#—«)(#—&)(#—-c)............ \r=o.
Podstawmy teraz w X czyli w poprzedzający wieloczyn p ■ 
q za otrzymamy dwa wypadki
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( )
(p—a)(p—6)(p—c) . . . . XF 
(q—a)(q—b)(q—c) . . . «.XF' 

gdzie F, Y" wyraźaią to w co się zamienia F kiedy $v niem 
zastąpimy x przez p i q\ te dwie ilości F Y" są koniecznie 
co do znaku zgodne; bo inaczey na mocy pierwszego począt­
ku miałoby Y=o ieszcze ieden przynaymnićy pierwiastek 
obięty miedzy p i q co iest przeciw założeniu. Dla łatwiey- 
szego zadeterminowania znaków w powyższych dwóch wy­
padkach, rozdzielmy pierwszy z nich przez drugi; będzie 

(p—<?)(p—-6)(p—c) . . • . XF
6)(ę—c) . . . . XF

co się może tak napisać
p—-rz v p—6 y p~c F
ą—a q—b q—C................... Ay/z *

A ponieważ liczby 6, c . . . środkuią między p i za­
tem gdy p^a, P^b, p^c . . . musi bydż w tym samym

razie !?>«, . a ztąd p — a musi bydż

różnego znaku od q—a, p—b od q—b, p—c od q—c . . . ,
. i i P—a P—b P—c ’przeto wielorazy cząstkowe <----- , ---- - , ----- » ; . . są

q—a q—b q—c
Y' .wszystkie odiemne, lecz iest koniecznie dodatne, bo F,

Y" zgadzaią sie w znaku. Z czego widzimy źe wieloczyn 

.... Xq—a q—b q—c xn
będzie odiemny, ieźeli pierwiastki środkuiące a, 6, c ś . są 
w liczbie nieparzystóy, a dodatny, ieźeli w parzystey. Na­
reszcie dwa wypadki (p—a)(p—-ló)(p—c).................. XF,
(cj—</)(//——c) . ... \Y" będą znaków rożnych lub 
podobnych według tego iak liczba pierwiastków zawartych 
między p i q iest nieparzysta albo parzysta. Można więc 
powiedzieć w ogólności na odwrót, źe gdy dwie liczby pod­
stawione za x w zrównaniu daią wypadki ze znakami prze- 
ciwne/ni, wtedy obeymuia przynaymniey iedtn pierwiastek 
rzetelny, lecz mogą ich obeymować iakąkolwiek liczbę nie­
parzystą', ieźeli zaś daią wypadki co do znaku zgodne, na-

Cześć I. l8.*■ »
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tenczas albo ładen między niemi nie środkuie pierwiastek, 
albo środkuie liczba'ich parzysta.

U). Nazywa się granicą wyższą pierwiastków dodat- 
nych w zrównaniu wszelka liczba, która wartością przecho­
dzi nay większy dodńtny pierwiastek tego zrównania. W ka- 
żdem zrównaniu liczebnem można otrzymać takową grani­
ce z wielkości spółczynników. Widzimy z samego opisu, że 
granica może mieć nieskończone mnóstwo różnych warto­
ści, bo skoro iaka liczba zostanie uznana za przewyższaiącą 
naywiększy pierwiastek dodatny, każda liczba od niey wię­
ksza bedzie tem bardziey miała te same własność. Lecz 
starać się należy oznaczyć granicę w liczbie, ile bydź może, 
nayproslszey. Będziemy zaś pewni, żeśmy znaleźli takową 
granicę, ieżeli otrzymamy liczbę, któraby i sama i każda od 
niey większa podstawiona za a: w zrównaniu dawała wypa­
dek dodatny.

Jeżeli zrównanie ma wszystkie terminy idące po pier­
wszym odiemne, czyli kiedy iest wzoru

xm—Axm-X—Bxm-2—Cxm~z— itd —Mx—N=o,
wtedy granicą będzie oczywiście liczba, która i sama i każ­
da od niey większa podstawiona za x uczyni termin pierw­
szy większym od summy wszystkich pozostałych; toiest któ­
ra sprawdzi warunek

x* >^xM*-1-fiż?xw-24-CxWł“34- itd 4-Mx+2V. 
Naywiększy ze spółczynników nazwiymy K, i połóżmy go 
na miejscu wszystkich innych; warunek większości zamieni 
się na

xm ^>KxT,l~~1-j-Kx"t~‘2’-\-Kxm~itd 4"Kx-j-K: 
liczba, która podłożona za x uczyni zadosyć temu nowemu 
warunkowi, tem bardziey uczyni poprzedzaiąeemu. Ostatni 
warunek może bydź ieszcze wystawiony pod inną postacią, 
rozdzieliwszy obie strony przez x™, toiest

1 >T+^+ + ltd + ’X ' X'z £Ca ’ * Xw< 1
szukaną więc granicą będzie liczba, która wzięta za x uczy­
ni szereg *+*+4+itd+* + K~

X™

mnieyszym od iedności. Gdybyśmy założyli x=K} ten sze-
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Krsg zamieniłby się na czyli i z ciągiem ułamków do­

datnych, a przeto byłby większym od iedności; lecz gdy u- 
czynimy x=A-fri, wtedy wypadek składać się będzie z u- 
łamków właściwych uhywaiących
K K K__  . K , _A___

A+i (A+iJ^CA+i)3 “t” ~i~(A-H)w~1 ‘ ’
Ten wypadek uważany w porządku wstecznym iestto postęp 

K
leometryczny rosnący, który ma wyraz pierwszy ?

Awykładnik A-J-i, wyraz ostatni -------  ; summa wszystkich
A-f~i

isgo wyrazów podług arytmetyki równa sie 
A zrx A

a+. (A+,;-'7A+ćr v 1
' 7 - - czyli i---------------

<X+0A+ i
liczbie oczywiście mnieyszćy od iedności. Każda liczba więk­
sza od A+i użyta na mieyscu x uczyniłaby summę ułam-

A A
ków —h • • • • ieszcze mnieyszą. Ztąd poznaiemy,

że K-H czyli naywiekszy spód czynnik powiększony jedno­
ścią i każda liczba większa od K+i włożona za x w zrów­
nanie przyprowadzi do wypadku zawsze dodatnego, a no 
stąpnie iest granicą wyższą dodatnych pierwiastków. 
W zrównaniu np. x3—4x2—5x—2=0 granicą wyższą pier- 
wiastków dodatnych iest 5-J—1 czyli 6..

Jeżeli zrównanie ma prócz terminu pierwszego niektó­
re ieszcze inne dodatne; granica może bydź liczbą mniey-» 
szą odA-f-i. Weźmy zrównanie

Xm+Axm~J+Bxm-2-{- . . . ----Pxm~~n—,Qxm~n—\

—Rxm~~n~2 — . . . —7’x—Z7 = o
w którem początkowych terminów dodatnych iest liczba n 
a wszystkie dalsze począwszy od Pxin~~n są odiemne. W tym 
razie granicą będzie liczba, która podstawiona za x uczyni 
xm większem nie od wszystkich wyrazów pozostałych, ale tyl­
ko od summy wyrazów odiemnych,. toiest która sprawdzi 
warunek
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^>Pxm-n^_QxM-n-i .Ą.Jłxm—n-2 + jf-J -{-STr-}-ZZ.

Daymy że naywiększy ze spółczynników P, Q . . . iest S i 
połóżmy go, iak w przypadku poprzedzającym, na rnieysctt 
wszystkich innych; warunek większości zamieni się na

aot >Sxm“n-j-Sx,M~”_1 4-ó'xw—itd -}-<Sx-P^ 
czyli na

xu a”+l "T"" xn+2 * xm~1 aw*

Tu kładąc x" ~S czyli x=V'S, druga strona stanie się 
o

z szeregiem ułamków dodatnych; lecz gdy wcźmiemy
n n

x—^S-\-1 albo x~5'-f- i (uczyniwszy dla skrócenia Vo=5z, 
zkąd S—S'n ), będziemy mieli na drugiey stronie Szereg u- 
łam ków

<S'» S'* S'n S’*
(óv+i)» ^^4-,)«+t'+(54-i)«*2 ‘ ‘ +

6S'+0w‘ *(5'+i)wł *
który iesl postępem ieometrycznym maiącym wyraz pierw—

S'n . S'n
szy z73------- , wykładnik óM-i, wyraz ostatni -7------ r- .

(ó + i/z‘ ' J (S-H)"
Summa tych wszystkich ułamków równa się

óz" S'n
(S'+,)ds + ') —iiv1. A''-1 ^-„—1
— 6'+1_, • («'+!)»-’ (ó'+.)"

n
co iest. oczywiście mnieysze od iedności. Zatem czy­
li iedność powiększona pierwiastkiem potęgi oznaczoney 
liczbą terminów poprzedzaiących pierwszy termin odiemny 
wy ciągnionym z nctywiększego odiemnego spółczynnika iest 
granicą wyższą pierwiastków dodatnych w zrównaniu. 
Przykłady. W zrównaniu x4-}-iix2—2Óx—67=0 granicą.
iest bo to zrównanie ma początkowych terminów
dodatnych trzy; dwa wyraźne, a trzeci domyślny +ox3. Je­
żeli, iak w teraźnieys^ym przykładzie, pierwiastelc z nay wie-
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kszego odiemnego spółczynnika iest niewymierny; wtedy na 
iego mieyscu Bierze się liczba cała bezśrednie większa. 
Za V67 wziąwszy 5, będzie granicą 5+1 czyli 6. W zrów­
naniu x4—3x3-{-5x2—824-9=0 grania równa się 
=84-1=9. W niektórych przypadkach może bydż granica 
jeszcze prostsza, a osobliwie kiedy w zrównaniu po pierw­
szym terminie odiemnym znayduią się dodatne, iak iest 
w przykładzie drugim, który wystawiwszy pod kształtem 
x3f.r—3)4-#(5x—8)4"9 = 0 łatwo postrzegamy że granicą 
iest liczba 3, bo ozcywiście ta liczba i każda od niey więk­
sza da wypadek dodatny.

Na otrzymanie granicy nayprostszey wyrażoney przez 
liczbę całą Newton podaie sposób następuiący. Niech bę­
dzie zrównanie x3-—x2—7x4-7 = o; zakłada się x=u-\-z'> 
ztąd I w24-3z2 zz-f-z3 \

---1 I •—22' ---- Z2 /

+ 7 )
Z dwóch ilości u i z iedną iest dowolna; za taką uważać 
będziemy z', ilość zaś u pozostanie nieznaną. Na ilość do­
wolni} z dobieram wartości całkiey, któraby uczyniła wszyst­
kie spółczynniki ostatniego zrównania toiest lunkcye 3z—i, 
5z—2Z—7, 23—z2'—72+7, dodatnemi. Naprzód uważam, 
iaka liczba na mieyscu z wzięta czvni dodatnym spółczyn- 
nik pierwszego stopnia co do z czyli 32—i; taką iest ie­
dność i każda liczba od iedności większa. Jedność podsta­
wiona za z współczynnik drugiego stopnia czyli oz2 — 2Z—7 
prowadzi do wypadku odiemnego; ale liczba 2 i każda od 
niey większa czyni ten spółćzynnik dodatnym. Liczba 2 
podstawiona współczynniku trzeciego stopnia z3—z2—72+7 
daie wypadek odiemny; ale liczba 5 i każda od niey więk­
sza czyni ten spółćzynnik dodatnym, oraz dodatnemi spół­
czynniki poprzedzające. Wartość 2=5 będzie granicą żą­
dana, toiest przewyższy naywiększą wartość dódatną x. A- 
by się o tern przekonać, uwaźrny źe zrównanie na u, maiąc 
po włożeniu 5 za z wszystkie wyrazy dodatne, nie może 
bydź sprawdzone przez żadną wartość na u dodatną, gdyż 
wszystkie dodatne liczby od o do OO podstawiane za u przy­
prowadzą do wypadków dodatnych i nigdy w tych wypad-.

4?
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Łach nie będzie odmiany znaku. Skoro więc z=3, wtedy 
wszystkie wartości rzettlne na u są odiemne; założenie zas 
x=u-j-z czyli u=x—z pokazuie, że aby u było odiemne, 
powinno z przewyższać x. Dwie przeto okoliczności z=3 
i z?>x są spółczesne; toiest 3 przewyższa każdą wartość do- 
datną x, a następnie 5 iest granicą.

Pozostaie nam ieszcze oznaczyć granicę wyższą pier­
wiastków odiemnych; oraz granice niższe pierwiastków tak 
dodatnych iak odiemnych czyli liczby mnieysze od naymniey- 
szych z tych pierwiastków. Jeżeli w zrównaniu danera, któ­
re dla krótkości wyraźmy przez X=o, uczynimy x=—y, 
przerobimy ić na inne np. T=o, którego wszystkie pier­
wiastki dodatne wzięte ze znakiem — będą pierwiastkami 
odiemnćmi zrównania X=o.. Zatem oznaczywszy sposobami 
poprzedzaiącćmi granicę wyższą pierwiastków dodatnych 
w zrównaniu Y==o i położywszy przed nią znak —, będzie­
my mieli granicę wyższą pierwiastków odiemnych zrówna­
nia danego X=o. Przykład. Zrównanie .r3—ax2—5x4*4 
=o po założeniu x=—y bierze postać —y3—2yz-f-5y-j-4 
=o czyli y3-j-2ys—3y—4=o. Granicą wyższą pierwiast­
ków dodatnych ostatniego zrównania iest v444i=^; zatem 
—3 będzie granicą wyższą pierwiastków odiemnych w zró­
wnaniu danem.

Gdy w zrównaniu X=o pofożymy x=— , otrzyma­

my zrównanie Y— o; naywiekszy pierwiastek dodatny zró­
wnania Y=q odpowiada naymnieyszemu w X=o. Od­
krywszy więc granicę wyższą g pierwiastków dodatnycE 

w F==o, będzie —granicą niższą takicbże pierwiastków

w Jl=o. Przykład. W zrównaniu x3-j-7^2—5x—5=o u—
. 1 i , 7 5 _ ,. ,czyniwszy x =—mamy —“i—%------------3—o czyli i-J~y y y y

yy—5y2—oy3 =s o czyli ieszcze
Granicą wyższą pierwiastków dodatnych tego zrównania

fest 4 +1 albo V"-—4*1 albo ieszcze 4 4"1:=łi przeto 
9

granicą niższa takichże pierwiastków w zrównaniu danem 
będzie = Pospolicie zamiast granicy niźszey ułam-
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kowćy bierze się całka bezśredni# mniejsza: i taką tu bę­
dzie o.

Wziąwszy x—---- — przerobimy zrównanie dane X=o

na K=3Q, gdzie wartość naj większa y dodatna odpowiada 
naymnieyszey wartości x odiemney. Jeżeli przeto znaydzie- 
my granice wyższą g pierwiastków dodatnych w Y=o,

będzie — — granicą niższą pierwiastków odiemnych w X— o. 
o

Przykład. Zrównanie —x3—x2—x-j-8=o po założeniu 

x=. zamienia sie na —-4-—---------------- l-8=o czyli y*/ * y4 y3 y2 y J
— J y2+ I y-f" ł ==0* Granicą wyższą pierwiastków do­

datnych ostatniego zrównania iest +l czyli
+1—+1= i *, więc granicą niższą pierwiastków odie- 

innych zrównania daneuo bedzie —i:£ =—§ czyli o.
n). W każde ni zrównaniu iakiegokolwiek stopnia 

nie może bydź wiecey pierwiastków rzetelnych dodatnych 
iak przemian w znakach, ani wiecey odiemnych iak na­
stępstw czyli powtarzań raz po razu tego samego znaku.

To założenie będzie dowiedzione, ieżeli się okaże, iż 
w zrównaniu przy wiedzionern do zera pomnożywszy stronę 
pierwszą przez mnożnik x~ru odpowiadaiący pierwiastkowi 
odiemnemu nie przybywa żadna przemiana lecz przynay- 
mniey iedno następstwo; i że pomnożywszy przez mnożnik 
x—u odpowiadaiący pierwiastkowi dodatnemu nie przybywra 
żadne następstwo lecz przynay mniey iedna przemiana.

Niech będzie zrównanie
xm A-\-Bxm~~-—Cxm~s-f- . . . z=o;

po rozmnożeniu przez x-\-a otrzymuiemy
14-y/ I xm + B rcwi_1+ C | X"4-2-}-.. . 4- T I x 
+« i -j-sda Ą-Ba j i +^r<z=o»

Spółczynnik każdego wyrazu w tym wieloczynie równy iest 
spółczynnikowi terminu odpowiednego co do mieysca w zró­
wnaniu danein powiększonemu spółczynnikiem terminu po­
przedzającego rozmnożonym przez a. Ztąd widzimy że dla 
otrzymania znaków terminom wieloczynu pochodzącego 
z rozmnożenia przez trzeba napisać szereg znaków
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łnnożney i pod spodem takiź sam szereg ale zaczynając od 
drugiego mieysca. W mnogości przez x—a, szereg pierw­
szy składa się także ze znaków mnoźney, a drugi ze zna- 
hów przeciwnych, i podobnież o iedno mieysce w prawą 
posuniony.

Niech będzie szereg znaków mnoźney
4-4-4— 4------------ 1--------- 1------------- h 4- +?

wiec szereg znaków wieloczynu pochodzącego z rozmnoże­
nia przez x+<z wypadnie

4-4-4- —4--------- + —+--------- 4-4-4-
4-4-4-------- 1----------- 4--------- 1------------- I-4-4-

+ + + zz zz zz — ii n n n — n + + + 
gdzie n znaczy niepewność znaku wypadkowego, ieżeli nie 
przy wiązuiemy do spółczynnika źadney szczególney warto­
ści. Dopóki w mnoźney od pierwszego terminu ciągnie się 
następstwo znaków, poty trwa toż następstwo i w wielo­
czynie; lecz skoro się następstwo w mnoźney przerywa, znak 
wieloczynu wypada niepewny; i ta niepewność trwa poty, 
póki w mnoźney nie powróci następstwo, i podówczas znak 
wieloczynu staie się znowu oznaczony, i tak daley Liczba 
więc znaków niepewnych w wieloczynie będzie taka sama 
iaka iest przemian w mnoźney. Jeden znak niepewny nie
może środkować tylko między znakami różnemi 4---- albo
-----J-: ieżeli na mieyscu niepewnego weźmieray znak +,
będzie w pierwszym razie iedno następstwo + + i iedna
przemiana -j-----; ieżeli zaś niepewny znak zastąpimy przez
—, będzie iedna przemiana 4---- i iedno następstwo---------.
Toż samo znaydziemy kładąc + i — między dwoma zna­
kami — i +. Jeżeli przeto znak niepewny między dwoma 
pewnemi dadź tylko może iednę przemianę. Liczba niepa­
rzysta znaków niepewnych ciągle po sobie idących środku* 
ie miedzy dwoma znakemi różnemi, a parzysta między po* 
dobnemi: w pierwszym i drugim przypadku kładąc znaki od 
upodobania na mieyscu niepewnych, nie wypadnie nigdy 
więcey przemian iak iest znaków niepewnych albo, co na 
iedno wychodzi, iak iest przemian w mnoźney. Ponieważ 
zaś w wieloczynie iest iednym znakiem więcey niżeli w mno­
źney; wnieść należy, źe mnożnik wprowadził nay-
mniey iedno następstwo.
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Dowiedlibyśmy podobnćm rozumowaniem, że po roz­

mnożeniu przez mnożnik x—a odpowiadający pierwiastko­
wi dodatnemu, nie może w wieloczynie więcey wyniknąć 
następstw iak iest w mnoźney: lecz źe wieloczyn zamyka ie-^ 
dnym znakiem więcey niż mnożna, przeto do niego musi przy­
bywać przynayrnniey iedną przemiana.

Wniosek. Gdyby wszystkie pierwiastki były w (łanem 
zrównaniu rzetelne: wtedy liczba dodatnych byłaby dokład­
nie równa liczbie przemian, a odiemnych liczbie następstw. 
J tak niech m wyraża liczbę pierwiastków dodatnych, n od­
iemnych, m' liczbę przemian w znakach, Ti' następstw: po­
nieważ liczba wszystkich pierwiastków równa się stopniowi 
zrównania, tak iak i liczba wszystkich przemian i następstw 
razem wziętych; przeto

m+n — tzz'4-w'.
Lecz podług tego co się dopiero dowiodło, nie może bydź 
m^m', więc też nie iest a nie może bydź także rij>n't
zatem

n=n\ a następnie
Własność tu okazana zowie się od swoiego wynalazcy Re­
gułą Dekarta (Deseartes).

III. Wynajdowa­
nie pierwiastków 
rzetelnych niewy­
miernych.

Odkrywszy pierwiastki wymierne zró­
wnania, należy z nich uformować mno­
żniki stopnia pierwszego, i przez wielo­
czyn z tych mnożników rozdzielić zró­
wnanie: na wieloraz wypadnie zrówna­

nie stopnia o tyle iedności niższego, ile było pierwiastków 
wymiernych. To wypadkowe zrównanie zamykać tylko bę­
dzie same pierwiastki rzetelne niewymierne, albo uroione.

Każdy pierwiastek niewymierny da się ocenić przez 
przybliżenie w liczbie całey, która może bydź niekiedy te­
rem, połączoney z ułamkiem dziesiątnym ciągnącym się bez 
końca. Zatem prawidło na szukanie pierwiastków niewy­
miernych powinno mieć za cel \ód wynalelć część całką-, 
2re ocenić część ułamkową z żądanym stopniem przybliże­
nia.

Sposób na wyśledzenie pierwiastków rzetelnych niewy­
miernych, iaki się nam może naypierwey nastręczać, zależy 
na tem, aby za x podstawiać koleią wszystkie liczby cafe

Część Z. ig.
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zawarte między granicami wyższemi i niźszeini pierwiast­
ków tak dodatnycb iak odiemnycb. Gdy np. o iest granicą 
niższą dlaiednych i dla drugich, -J-i granica wyższą dla do- 
tlatnjch, *—3 dla odienmych; trzeba za x kłaść porządkiem 
liczby 4, 5, 2, 1, o, i, —2, *—3. Wtedy, podług pierw­
szego początku, ieżeli dwie liczby następnie po sobie idące 
daią wypadki ze znakiem przeciwnym; te liczby obeymuią 
przynaymniey ieden pierwiastek rzetelny; a przeto mniey- 
sza z nieb będzie częścią całką tego pierwiastku.

To ied na k postępowanie może nam czasem nie okazać 
wszystkich pierwiastków. Widzieliśmy bowiem w drugim 
początku, że dwie liczby, które daią wypadki ze znakiem 
przeciwnym, obeymuią nie tylko ieden pierwiastek, ale mo­
gą ich zawierać liczbę nieparzystą, i że dwie liczby prowa­
dzące do wypadków zgodnych w znaku mogą obeymować 
liczbę pierwiastków parzystą. Jdzie zatem że podstawuiąc 
za x szereg liczb całkicb po sobie następnych, ieżeli nie 
znaydziemy tyle przemian znaków w wypadkach ile iest ie­
dności w stopniu zrównania; będzie to mogło pochodzić al­
bo ztąd, że między pierwiastkami zrównania znayduią się u- 
Toione, albo że kilka pierwiastków niewymiernych rzetelnych 
Środkuie między liczbami całkiemi sobie przyległemu np. li­
czby nievvymierne YÓ2, ^5 środkuią między 1 i 2; liczby 
3 S. 4,
Vio, Vil, V2o środkuią między 2 i 3. Niektóre więc pier­
wiastki mogą się ukrywać przed ich śledzeniem prowadzo­
nym według poprzedzaiacego sposobu. Lecz usunęlibyśmy 
tę niedogodność gdybyśmy przed otrzymaniem pierwiast­
ków zrównania danego potrafili oznaczyć liczebnie ilość 
mnieyszą od naynmieyszey z różnic iakie pomiędzy niemi 
zachodzą. Przypuśćmy bowiem że ta ilość, którą wyraźmy 
przez 5 , iest wiadoma. Natenczas znalazłszy granicę niższą 
g i wyższą G; ieżeli za x kłaść będziemy g, g-f-5 , gH-2* ,

, ... , toiest liczby różniące sic o 3 , coraz większe, 
póki ostatnia niezrówna lub nie przewyższy G; odmiana zna­
ków w wypadkach sobie przyległych pokaźe nam niewąt­
pliwie ieden tylko pierwiastek środkujący między liczbami 
htóre do tych wypadków przywiodły, a tosamość znaków u- 
pewni że niemasz żadnego pierwiastku; bo inaczey pierwiast­
ki różniłyby się o ilość mnieyszą niż 5 .

Będziemy mogli ocenić 3 W kaźdćtn zrównaniu, ieżeli
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rozwiążemy zagadnienie następuiące: uformować zrówna* 
nie, któregoby pierwiastki były kwadratami z różnic za­
chodzących miedzy pierwiastkami zrównania danego. Niech, 
będzie zrównanie ogólne

#«+P.x’"”1+(2xm-'2+72xot-»+ itd + 7#+C/=o, 
którego pierwiastki nazwiyrny przez a, b, c, d . . .; pod­
stawuiąc w niem a-j-y za #, i rozwiiaiąc potęgi, znaydziemy

nOT+ nia,a~iy -4- am~^yz 4-.. +yw‘ I
7 i. 2 V

+Pa”-»+(w—. I 
+Qa"l-1+(;«—2)Qa»‘-ly4-^'”~2^'n~--4Qa”'-|l/!‘ 4-.. T _ 0_

J • 2 z

+Ra^+(m^3)Ra^4^'n^3)(?t~^am-ry^f . I 
1 • 2

+ itd. + itd. + itd.
+ Ta + fy I
-h U I
Ponieważ #=o+y czyli y=zzx-—a} przeto wartości na y w o- 
statnióm zrównaniu są to różnice między wartościami x i i- 
lością «, toiest y=a—a, y=b—a, y—c^a, itd. Jeden., pier-

' wiastek tego zrównania a—-a iest zerem; a następnie bydź 
musi zerem ostatni termin składaiący pierwszą kolumnę, 
czyli
fl^+P^^+ęo^+^-^jtd+Tar+Zy—o, .... (Q)t 
go zkąd-inąd iest oczywista, bo ta pierwsza kolumna niczem 
się nie różni od zrównania danego, tylko w mieyscu #< za­
myka a iednę z wartości na x. Opuściwszy tę kolumnę i, 
potem wyrazy pozostałe rozdzieliwszy przez y, otrzymamy

. , m(m—~ 1) .
ma1"-1 4—-------- - «»-3

1. 2
.Z ... n (m-^l)(m 2)Pnm^z

+(/n—P)Pam“~2 +-------—~ 1 a

+(w—2),Qa»-’ +------+-------’Qa"~'

/+..+y»“1=o..(P)i

+ itd +
+ T
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To zrównanie będzie miało za m—i swoich pierwiastków 

y=b—a, y=c—a, y=^d—a, itd . . . ( i }.
Jeżeli z niego wyrzucimy a za pomocą zrównania ( Q }; 
w zrównaniu wypadkowem, które nazwiymy //C—o, warto­
ści na y będą zawsze ( i}. Gdybyśmy w zrównaniu danóm 
wzięli byli bĄ-y za #■, przyszlibyśmy także do zrównań (Q) 
i (72}, tylko w nich na mieyscu a znaydowałoby się wte­
dy y w zrównaniu (72} miałoby wartości

y—a—b, y=c—b, y=d—b, itd, , (2).
Po wyrzuceniu b ze zrównań (Q) i (72}, zrównanie z elimi­
nacyi wynikłe byłoby oczywiście ZP==o| takie samo iak pier- 
wey bez źadney odmiany. Przeto wartościami nay w zrów­
naniu /Z7=0 nie tylko są ( 1 ), ale też (2}; toiest wartościa­
mi na y w zrównaniu wypadkowem z eliminacyi nie tylko 
są różnice między pierwiastkiem a i wszystkiemi pozostały­
mi b, c, d, . . ale też różnice między pierwiastkiem b 1 
wszystkiemi pozostałemi a, c, i łatwo iuż pozna-
iemy, że niemi będą także różnice między pierwiastkiem c 
i wszystkiemi pozostałemi; itd. Słowem wartości nay w zró­
wnaniu ^==0 wyrażać będą różnice między każdym z o- 
sobna i wszystkiemi innerai pierwiastkami zrównania dane­
go. Skoro zaś pierwiastkami zrównania fV=.ę> są wszystkie 
różnico

a—b, a—c, a—d, . . .
b—a, b~■c, b—d, . . .
c—~a, c—•b, c—d, . . .
d—a. d--b, d—c, . . .

a tych różnic iest liczba m(m—1), więc i stopień zrówna­
nia /F=o powinien bydź także m(m,'—<i). Ponieważ 
dwu wyrazy a—b i b—a, a—c i c—a, b—c i c—bi 
itd. nie różnią się iak tylko w znaku; poznaiemy ztąd oczy­
wiście, że każdy pierwiastek wypadkowego zrównania musi 
mieć drugi ierau równy ze znakiem przeciwnym: ieźeli np. 
/=a , powinno bydź także /=—“ ,• ieźeli y—$ , będzie 
też koniecznie y=—3 , itd. To więc zrównanie można u- 
waźać iako złożone z mnożników pierwszego stopnia maią- 
cych postać y—« , /+« , y—3 » /+£ > ńd, albo co iedno 
iest z mnożników stopnia drugiego y9— «x, yz— fi9, itd: 
do iego zatem wyrażenia wchodzie nie będą potęgi y iak
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tylko sanie parzjste; tak iź wzór tego zrównania niwsi b)d£ 
naitepuiący

3 -figy2n—ł -fi 4-z/s4-«-o,

:o;
gdzie uczyniwszy /2=rz, wypadnie

£" -j‘pza~"l-j-qzN~2~l- .... -j-tz-j-u:
tu ilości z, iako równey y2 wartościami będą kwadraty 
z rożnie zachodzących pomiędzy pierwiastkami w zrówna­
niu danem. Ztąd widzimy, że aby otrzymać zrównanie na 
kwadraty z różnic między pierwiastkami zrównania dane­
go, potrzeba w zrównaniu danem podstawić a-j-v za x; wy­
padek rozłożyć na dwa zrównania, z których iedno będzie 
to samo co dane po włołeniu a za x, drugie pozostałe roz­
dzieli się przez y i będzie stopnia niższego o iedność niz da­
ne. Z tych dwóch zrównań należy wyrzucić a i w zrówna­
niu wypadkowym uczynić y2=z.

Przykład. W zrównaniu x3—7x4-7=° kładąc x=a-j-y, 
znaydzieray

a3-f-5<22 y-j-5ay9-j-y3=:o 
—7a—7 
+7

To zrównanie rozbieram na dwa
«3—7a-j-7=o,

{3a2—7)y-fi3«y2-fiy3=:o czyli 3a9-j-3ay-{-y2—o, 
r, których trzeba eliminować a; co się może odbyć następu­
jącym sposobem: od drugiego pomnożonego przez a odcią­
gam pierwsze mnożone przez 5, zostanie

5a2y-j-a(p 4-fi/2)—21=0;
od tego ostatniego odeymuię drugie mnożone przez /, o- 
trzymam

y3—*,7v4—21<7(14—2/2)—2i-fi7/—y3=o, zkąd a=—~—JŁZ---- ;
2(7—Z2)

znalezioną wartość na a podstawiam w drugie: bedzie po u- 
wolnieniu wypadku od mianownika 
5Cr3—7/4-2 i)24-6/(/3—7/4-21) (7—/®)—4(7—y2)®=°*» 
odbywszy naznaczone działania i potem uproszczenie, znay- 
de naostatęk

y6—42/44"44 ’/2—4g=o 
albo czyniąc y2z=z

Z3---4i?XZ4'4412---49=0,
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zrównanie w którem wartości z są kwadratami z różnic mię­
dzy pierwiastkami zrównania x*—qx-j-y==o.

Użycie zrówna­
nia na kwadra­
ty z różnic.

Niech Z=o będzie zrównaniem na 
kwadraty z różnic między pierwiastkami 
zrównania JY==o: obaczmy iakie iest ie­
go użycie. Ponieważ w zrównaniu X=& 

mamy szukać samych tylko pierwiastków' rzetelnych; dosyć 
wiec na wartość 5 otrzymać ilość mnieysza niżeli naymniey- 
sza z różnic między pierwiastkami tego t\Iko gatunku. Ka­
żda takowa różnica iest oczywiście rzetelna; a z niey kwa­
drat dodatny: przeto kwadraty z różnic miedzy pierwiast­
kami rzetelnymi zrównania X=o są to pierwiastki rzetel­
ne dodatne zrównania Z=o; a następnie granica niższa 
pierwiastków dodatnych zrównania Z=o okaźe nam żąda­
ną wartość ilości 3 . Dla znalezienia tóy granicy uczynimy 
w zrównaniu Z=o, z=~; zkąd wypadnie zrównanie prze­

robione Zz=o. Oceniwszy granicę wyższą G pierwiastków 

dodatnych w tćm oStatnióm zrównaniu będzie granicą

niższą takichźe pierwiastków w zrównaniu Z—o, Zatem 

—iest mnieysza od kwadratu naymnieyszey z różnic mię­

dzy pierwiastkami zrównania X=o, a następnie mniey­

sza iest niżeli sama takowa różnica. J to iest wartość ilo­
ści 3 , którą brać należy za przedział między liczbami, ma­
jącymi się koleią podstawiać zamiast x w zrównaniu danem 
X=a. Jeżeli VG iest niewymierny, wtedy używa się liczba 
cała bezśrednie większa, którą wyraziwszy przez k, będzie-

wartością 3 • k

Przykład 
wynay dawania 
wartości rzetel­
nych niewy­
miernych.

Zęby dobrze poznać praktykę wyłożo­
nego dopiero sposobu na dochodzenie pier­
wiastków rzetelnych niewymiernych, u- 
żyymy go do szczególnego przykładu. We- 
źmv zrównanie

J

ar5—7x+7=o;
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zrównanie na kwadraty z różnic między iego pierwiastkami 
'znaleźliśmy następuiące

z3—422 2-|-44 iz—4g=o.
Granicą wyższą dla pierwiastków dodatnych zrównania da­
nego otrzymaną podług sposobu Newtona iest 4-2, dla odie- 
mnych —4; granicą niższą dla pierwszych 4"1j dla drugich 
— l. Zęby ocenić wartość na o stosowną do teraźnieyszego 
przykładu, załóżmy w zrównaniu na kwadraty z różnic 2=3 

uszykowawszy wypadek podług wykładników będzie

, 2 , 42 1<,3---OPZ4----- v — — =0.
49 49rn V . •» t 1 . 1 , ł _ ■» . •/ • łTu łatwo postrzegamy, że liczba 9 i każda od niey większa 

położona za v przyprowadzi do wypadku dodatnego; następ­
nie 9 iest granicą wyższą wartości na c, a zatem granicą 

niższą wartości 2 będzie Ztąd 3—Dla wyśle­

dzenia przeto pierwiastków rzetelnych zrównania danego, 
należy w tern zrównaniu podstawiać za x liczby między gra­
nicami zawarte a różniące się o |, toiest liczby 1, |, f, 2;
—T 1 , r- - 2* -t Q -1 „i. 1.

Można uniknąć podstawiania ułamków założywszy x=— ;

bo w zrównaniu z tego założenia wynikłem 
y3_63y4-189=0

ponieważ pierwiastki są trzy razy większe niżeli w danem, 
wiec i różnice są trzy razy większe; kie ly przeto naymniey- 
sza różnica pierwiastków w zrównaniu danem przewyższa­
ła $, zatem naymnieysza z różnic miedzy pierwiastkami 
w zrównaniu przerobionem będzie większa od czyli od
jedności: następnie o stosowne do zrównania przerobionego 
będzie iednością. Potrzeba wiec w zrównaniu ostatniem 
.podstawiać za y liczby różniące sie o iednośc zawarte mię­
dzy granicami. A ile razy powiększyły się pierwiastki, tyle 
razy powiększą się w ogólności i granice; i będą 5 i 6, —5 
i —12. Podstawuiąc za y w ostatniem zrównaniu liczby 
3, 4, 5, 6; —5, —4, —5, —6, —7, —8, —9, —iot
—11, —12;
postrzeżemy z odmiany znaków w wypadkach, że iedna war-
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tość na y środkriie między 4 i 5, druga między 5 i 6, trze­
cia między —9 i—10; a następnie wartości nax iako trzy 
razy mnieisze środkować będą, iedną między | i druga 
między | i §, trzecia między —i I3°: toiest trzy wartości 
na x przybliżane, mnieysze od prawdziwych, różniące się od 
nich mniey niż o j są f, j, —§ czyli —5.

Dochodzenie więc pierwiastków rzetelnych niewymier­
nych prowadzi się następuiącym porządkiem: potrzeba na­
przód uformować zrównanie Z—o na kwadraty z różnic 
między pierwiastkami zrównania danego X— o', powtóre o- 

znaczyć granicę niższą — pierwiastków dodatnych zrów­

nania Z=o, z tey granicy wyciągnąć pierwiastek kwadra­

towy toiest otrzymać j ieżeliby ułamek był niewy­

mierny, wziąć na iego mieysce wymierny bezśrednie mniey- 

szy -j-; potrzecie w zrównaniu danein założyć x—zkąd

wypadnie zrównanie przerobione K=o. Poczumrte podsta­
wiać za y w zrównaniu F==o liczby całkie różniące się o 
iedność zawarte między granicami wyższemi i niższemi pier­
wiastków tak dodatnych iak odiemnych zrównania Y=o. 
Odkrywszy części całkie pierwiastków niewymiernych zró­
wnania Y=o, pozostanie ieszcze ocenić części ich ułamko­
we z żądanym stopniem przybliżenia: to się naylepiey usku­
tecznia za pomocą ułamków ciągłych, których naukę i 11- 
życie do teraźniejszego celu wkrótce poznamy. Po otrzy­
maniu wartości przybliżonych na y, kiedy ie rozdzielimy 
przez 6, wypadną pierwiastki niewymierne przybliżone zró­
wnania danego JV=o.

IV. Wnioski z po­
czątków dowiedzio­
nych w teraźniey­
szy m §fie.

A). Każde zrównanie stopnia nie­
parzystego ze spół czynnikami rzetel- 
nemi ma przynayrnniey ieden pier­
wiastek rzetelny różniący się w znaku, 
z wyrazem ostatnim. Weź my na­

przód zrównanie
.... —U— o

Którego ostatni wyraz iest odiemny. Kładąc w tem zrów-
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naniu o za otrzymuiemy wypadek —U odieniny. Jeżeli 
wynaydziemy granicę wyższą G pierwiastków dodatnych i 

v podstawimy ią za x, przyydziemy do wypadku dodatnego.
W tern przeto zrównaniu musi bydź przynaymniey ieden 
pierwiastek rzetelny środkuiący między o i G: ten pierwia­
stek iest dodatny, a tern samem przeciwnego znaku z wyra­
zem ostatnim. Niech powtóre zrównanie dane

xmdrPxm—1+............ -lę-U-o
ma ostatni wyraz dodatny. Uczyniwszy rr=—y, będzie 
—ym źę-Pym—i , . . -J-U=o czyli ym ■—Py,n~1 . . —U=o: 
to ostatnie zrównanie należy do przypadku poprzedzaiącego, 
a zatem ma przynaymniey ieden pierwiastek rzetelny doda­
tny. Aże każda wartość nay poprzedzona znakiem — iest 
wartością odiemną na x; przeto zrównanie dane musi mieć 
przynaymniey ieden pierwiastek rzetelny odierany, a następ­
nie znaku różnego z wyrazem ostatnim.

jB). Każde zrównanie stopnia parzystego ze spół czyn­
nikami rzetelnymi, którego termin ostatni iest odiemny, mci 
przynaymniey^ dwa pierwiastki rzetelne, ieden dodatny a 
drugi odiemny Niech będzie zrównanie

x"‘-hPx’w-1.............—U=o:
tu dla podobney przyczyny iak w przypadku m nieparzyste- 

* 8° będzie przynaymniey ieden pierwiastek rzetelny dodatny
środkuiący między o i G. Uczyniwszy x=—y, wypadnie 

—Pyul 1 .... — Z7=o;
gdzie y dla ttz parzystego iest dodatne, następnie ostatni 
wyraz zachowa swóy znak odiemny. Musi więc bydź przy­
naymniey iedna wartość na y rzetelna dodatna; a ta poprze­
dzona znakiem — będzie pierwiastkiem rzetelnym odiemnyni 
zrównania danego.

C). Jeżeli zrównanie ze spółczynnikami rzetelnemu za­
myka pierwiastki uroione, liczba tych pierwiastków musi 
bydź koniecznie parzysta. Wiemy że każde zrównanie iest 
wieloczynem z różnic między ilością nieznaną a każdym z o- 
sobna iego pierwiastkiem. Jeżeli więc wystawimy sobie zró­
wnanie jakiekolwiek X=o rozdzielone przez wieloczyn z ró­
żnic miedzy ilością nieznaną a wszystkiemi pierwiastkami 
rzetelnemi; na wieloraz wypadnie mnogość z różnic między 
ilością nieznaną a samerni pierwiastkami uroionemi zrówna-

Część J, 20,
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nia X=o. Funkeya stanowiąca ten wieloraz musi mieć 
wszystkie spółczynniki rzetelne, bo wypadek zdzielenia wy­
rażeń rzetelnych nie może bydź uroionym; a iey stopień bę­
dzie oczy wiście’’równy liczbie pierwiastków uroionych w zró­
wnaniu _X=o: i ieżeli tę funkcyą porównamy z zerem, o- 
trzymarny zrównanie np. U=o zamykaiące same tylko pier­
wiastki uroione, które będą pierwiastkami uroionemi zrów­
nania A=o. Zrównanie ó/=o musi bylź stopnia parzyste­
go, bo inaczey podług wniosku A) miałoby ieden przynay- 
mniey pierwiastek rzetelny, nie zaś wszystkie uroione. A 
skoro stopień zrównania U=o iest koniecznie parzysty, 
przeto i wskazana przez ten stopień liczba pierwiastków u- 
roionych zrównania JXj=o musi bydź parzysta.

Zrównania których wszystkie pierwiastki są uro­
ione maią szczególną im wyłącznie służącą własność, że 
prowadzą zawsze do wypadku dodatnego, iakabykolwiek 
liczba bądź dodatna bądź odiemna była w nich podstawio­
na na mieyscu ilości nieznaney. Niech będzie zrównanie 
Ł/==o maiące wszystkie pierwiastki uroione. Nazwiymy nay­
większy iego spółezynnik przez K. Ten spółezynnik powięk­
szony jednością czyli X-}-i podstawiony za x w zrównaniu 
Z/=o da wypadek dódatny, iak wiemy z nauki o granicach 
pierwiastków. Gdyby Jakakolwiek liczba dodatna p przy­
prowadziła do wypadku odiemnego; wtedy zrównanie Ł/=o 
miałoby przynaymniey ieden pierwiastek rzetelny dódatny 
Środkujący między A-j-i i p, co się sprzeciwia założeniu. 
Dla tey samey przyczyny z podstawienia o na mieyscu x nie 
może wynikać wypadek odiemny, ale koniecznie dódatny: 
następnie i każda liczba odiemna musi prowadzić do wypad­
ku dodatnego; bo inaczey między tą liczbą i o środkował­
by ieden przynaymniey pierwiastek rzetelny odiemny, kie- 
'dy podług założenia wszystkie pierwiastki zrównania U=zo 
są uroione.

V. JKynaydo- Dochodzenie pierwiastków uroionych
wanie pierwiast zdaie się bydź daremne; dla tego że war- 
ków uroionych. tości uroione nie daią odpowiedzi zagad­

nieniu, chociaż sprawdzaią zrównanie. Ale 
użycie wyrażeń urcionych iest bardzo częste w rachunku, 
wyższym, i niekiedy prowadzi do wypadków wielkiey wagi.
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Z tey przyczyny szukano reguł na odkrycie pierwiastków u- 
roionych każdego zrównania.

Po otrzymaniu pierwiastków wymiernych mogliśmy 
przed szukaniem pozostałych ułatwić dalszy rachunek przez 
zniżenie stopnia zrównania. Osiągnienie takićy samey korzy­
ści po wynalezieniu pierwiastków niewymiernych iest niepo­
dobne; bo iak wartość pierwiastków niewymiernych iest tyl­
ko przybliżona, tak i mnożniki pierwszego stopnia uformo­
wane z tych pierwiastków będą także przybliżone; więc 
dzielenie zrównania przez wieloczyn z tych mnożników nie 
skończy się i nie da w zupełności na wieloraz zrównania o- 
garniaiącego same pierwiastki uroione. Zatem pierwiastków 
uroionjch dochodzić musimy z tego samego zrównania w ia- 
kiem szukaliśmy niewymiernych; upewniwszy się pierwey, 
że rozwiązywane zrównanie zamyka pierwiastki uroione: za­
myka zaś pewnie wtenczas, kiedy liczba odkrytych pierwiast­
ków wymiernych i niewymiernych iest mnieysza niż stopień 
danego zrównania.

Wszystkie wyrażenia uroione a zatem i uroione pier­
wiastki zrównań dadzą się przywieść, „ iak niżey obaczyrny, 
do wzoru —'br&Hzie p i q mogą bydź dodatne lub od­
iemne, wymierne lub niewymierne, ale koniecznie rzetelne. 

v Wzór pFZPto p-Ą-qK—i może nam wyobrażać każdy uroia- 
ny pierwiastek jakiegokolwiek, zrównania. Potrzeba tylko
mieć sposób na odkrycie wartości p i q stosownych do zró-. 
wnania danego. Tym końcem w zrównanie dane

xm «... -\-KxĄ-L=zc>
podstawia się p-f-gV—i za x, z czego wypadnie

i)w^24- . . .

tu rozwinąwszy naznaczone potęgi i nazwawszy przez M' 
zbiór wszystkich terminów rzetelnych, a przez N\ó—i zbiór 
wszystkich uroionych, będzie —1=0. A ponieważ
Wyrazy uroione nie mogą niszczyć rzetelnych, więc musi 
bydź osobno M=o, N—o. Te dwa zrównania zamykaią 
w sobie dwie ilości nieznane p i q. Używszy sposobów po- 
przedniczo wyłożonych, ocenimy wszystkie wartości rze­
telne na p i q. Każda wartość na p z odpowiadającą sobie 
na sprawdzi oba zrównania M=o> N=o: gdy wyśledzi-*.
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my wszystkie takowe układy wartości p i q i podstawimy 
ie koleią w wyrażeniu p-\-q\f—i, otrzymamy wszystkie pier­
wiastki uroione zrównani.! danego. Jeżeli np. ieden z ukła­
dów wartości na p i q iest p—z, </—5; będzie 2+o\/=7 
iednym z pierwiastków uroionyc.Jl zrównania danego. Pod­
stawiwszy bowiem w dan»'in zrównaniu z-j-3\/—i za x, o- 
trzymamy na wypadek —i gdzie M.' i jV' są tern
w co się zamieniają M i tV kiedy w nieb położone będą li­
czby 2 i 5 na mievscu p i q\ lecz M i A* nikną gdv z iest 
w mieyscu p a 5 w mieyscu q, przeto wypadek —i
przywodzi się do zera, a następnie z-^-3{l—i iest pierwiast­
kiem danego zrównania.

Wartości sobie odpowiadające na p i q dochodzą się 
takim porządkiem. Potrzeba z dwóch zrównań A/—o i 
B=o wyrzucić q przez szukanie spólnego dzielnika: a przy­
szedłszy do dwóch reszt, ostatniey bez q którą nazwiymy 
P, i przedostatniey którą nazwiymy Q, należy te reszty po­
równać z zerem; ze zrównania P=a wynaleźć wszystkie 
wartości rzetelne na te wartości wkładać koleią do zró­
wnania Q=o i z niego potem szukać wartości na q, które bę­
dą odpowiadaiąećmi podstawianym wartościom na p.

Uwaga. Jeżeli iednym z pierwiastków urojonych w zró­
wnaniu danem iest np. cz-f-ól/—l, będzie w niem koniecznie 
drugi pierwiastek a~bV—i.

Zęby się o tern przekonać, podstawmy oba te wyrażenia 
uroione za x w zrównaniu danem

a* +Axm~'+Bx'“-*Ą. . . . . 4-/<x4-Z>=o; 
otrzymamy dwa wypadki
(a-j-b^-—--1 )”* -\-A(a-\-b\/—i ą_ . . . -j-K(a-j-b\l— 
(a—bV~i)m-\-A(a—bV—i)m'-1-3r . . . bV— i)+A.
Rozwinąwszy wskazane potęgi postrzeżemy, że wyrazy rze­
telne w obu wypadkach będą jednakie i zgodne w znaku, a 
wyrazy uroione będą także jednakie ale ze znakami prze­
ciwnemu Jeżeli więc zbiór wyrazów rzetelnych nazwiemy 
przez R, uroionycb przez UV—i; dwa poprzedzaiące wy­
padki wezmą postać

7,’+ Vg—,; 7?_ vV'-gi ■
Założywszy że a-\-b\ó—j iest pierwiastkiem zrównania, wy­
padek ż?4”UV—i powinien zniknąć; co inaczey nastąpić nie
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może tylko bydz musi 72=o’, U—o: idzie zatem że i wy— 

v padek R U\f—i stanie się w tymże czasie zerem; a prze­
to wyrażenie a b\/—i, które podstawione za x przywiodło 
do tego wypadku, musi bydź także pierwiastkiem. Podobnie 
ieźeli c-f-r/y?—i iest pierwiastkiem, będzie też pierwiastkiem
c—dV-—i. itd.

Ztąd wypada, że każdey wartości na p wy doby tey ze 
zrównania P—o odpowiadaią dwie wartości na q sobie ró­
wne ze znakami przeciwnemi; przedostatnia więc reszta Q 
musi bydź stopnia drugiego co do q i nie zawierać drugie­
go terminu.

VI. Sposób ro- Pomiędzy pierwiastkami zrównania
zeznania pier- mogą bydź iedne drugim równe: np. zró- 
wiasików rów- wnanie (x—>)3—o czyli x5-J-x4
rtych w zrówna- —2x3—zx2-j-x-j-i =o ma dwa gatunki
nia. pierwiastków równych; iednego gatunku

iest ich dwa, drugiego trzy; każdy z pier­
wszych znaczy -j-i, każdy z drugich znaczy —i. Wyłożo­
ne prawidła nie mogą nam odkryć iak tylko ieden pierwia­
stek wymierny każdego gatunku. A gdyby w zrównaniu 
znaydowały się pierwiastki niewymierne równe, do ich war­
tości nawetbyśmy przyyśdź nie zawsze potrafili; bo wtedy 
ilość mnieysza od naymnieyszóy z różnic między pierwiast­
kami nazwana od nas przez $ byłaby zerem. Dla tego poda­
my teraz sposób na rozpoznanie, czyli pomiędzy pierwiastka­
mi danego zrównania są niektóre równe, wiele ich w każ­
dym gatunku, i iaką maią wartość?

Przyporaniymy sobie (III. terazn. $/), że gdy w zró­
wnaniu

xm~\-Pxm~ Ą- itd -f-7x-f-17=o

maiąc'ni a, b, c, d . . . ia s^oie pierwiastki, podstawimy 
«4"/ za x, wypadną dwa zrównania

itd +7'u4-17=o,
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ma"'~'+ — <*"-* )'+ • • +J'”-I'=°!
1. 2

- . —2) _ , t+(m_,)Pa»-’ +------ —------3 + ' •

. . (m—^(m—■”) „ , 4. .+(//,—2)Qa”-3 +----------- 2Qa»-4 f

(rn—5)(ztz—4) , -U . ..4_(w—5)7?«w—1 +------------ 272aw‘-5

’
pierwsze z nich wystawimy dla krótkości przez ^=0, dru­
gie przez
A 4- —77 - y 4- —y* + • • • +r =0 . . . . ( s>j 2 7 1. 2. O
uczyniwszy m
7na"«-i4-(/zz—j)F«w_2+('"--2)Q«w““S+ ...... + T—A
m(m— i)am-*+(rn— i)(zz«—2)PaOT“34-........................ — B

itd.

W zrównaniu X==o wszystkie wyrazy powinny się zniszczyć 
nawzaiem, dla tego źe iest zupełnie podobne do zrówna­
nia danego tylko w mieyscu x ma a toiest iednę z warto­
ści na x. Wartości na y w zrównaniu f ó' są y—b—cif, 
y=c—«, y—d—a, ...

Jeżeli zrównanie dane ma dwa pierwiastki równe, np. 
ieźeli a=b; iedna z wartości na y stanie się zerem: potrzeba 
więc aby zrównanie (ó') było sprawdzoue czyniąc w niem 
y=o. A ponieważ założenie J'—o znosi wszystkie terminy 
prócz A\ ten więc ostatni powinien zginąć sam przez się. 
Gdy zatem zrównanie dane ma dwa pierwiastki równe u; 
wtedy a powinno przywieść do zera nie tylko wyrażenie V 
ale i A, czyli powinno uczynić zadosyć dwóm zrówna- 
niom

7^=0, A=o.
Natenczas zrównanie {) straciwszy wyraz A zamieni się 
po rozdzieleniu urzez y na

B I C
~+ ?+--------
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i będzie miało za swoie pierwiastki y=c—a, y=d—a, . ; 
Jeżeliby w danćm zrównaniu były trzy pierwiastki równe, 

w np. a=ó=c; wtedy ieden pierwiastek c—a zrównania osta­
tniego stałby się zerem, a następnie m usiałoby bydź B=o.
W tym wiec przypadku a powinno przywieść do zera trzy 
wyrażenia 7/ A, i B, czyli uczynić zadosyć trzem zrówna— 
iiiom

7z=o, A—o, B=lq.
Jdąc ciągle za temi rozumowaniami przekonamy się, że gdy 
zrównanie dane ma cztery pierwiastki równe muszą bydź 
w zrównaniu (S) trzy wartości na y równe zero: przeto a 
musi sprawdzić razem cztery zrównania

R-=.ę>, A=m, B—o, C=zq.
Przykład. Niech będzie zrównanie x3—5x2+8x—4=o,

którego iednym pierwiastkiem iest 2. Zęby się dowiedzieć 
czy to zrównanie ma więcey pierwiastków równych 2, pod­
stawiam 2+7 za x; wypadnie

23+3.2® 7-|-3.2(72+73 =0.
---5.22--- 2.5.2 --- 5 J
+ 8.2+8 
—4

To, cośmy nazwali R, iest w’ teraźnieyszym przykładzie 2* 
—5.22+8.2—4; wyrażeniu A odpowiada 3.2® — 2.5.2+ 8; 

-------  znaczy 3.2—5, a samo B znaczy 2.3.2—2.5. Musi

bydź zawTsze 7Z równem zero, ho iest wypadkiem z podsta­
wienia iednego pierwiastku za x w zrównaniu danera: ia- 
koż 23 — 5.22+8.2—4 czyli 8—20+16—4=o. W tym przy­
kładzie ginie także A\ gdyż 3.2®—2.5.2+8 czyli 12—20+8 
=0. Lecz B nie iest zerem i zamienia się po uproszczeniu 
na 2. Dane przeto zrównanie ma dwa pierwiastki równe li­
czbie 2.

Nie tylko można tym sposobem upewnić sie czy pier­
wiastek znany « ma kilka sobie równych w zrównaniu po— 
danem; lecz nawet wpadamy ztąd na drogę dochodzenia 
czyli to zrównanie ma pierwiastki równe, których wartość 
iest niewiadoma. Na ten koniec uwaźrny, źe w przypadku 
kiedy A=. o czyli

/7jn”’~1+(z7i — i)PaM—2+(/?ł—2)Qg®*"’3+ . < +2==0>
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liczba a iest pierwiastkiem zrównania
mxm-A+(/n—i)PxM-^(m—2)Qxm~^ . . +7=o . . (i): 
podobnie kiedy 7/_=o, C—o, itd; liczba a iest pierwiastkiem <* 
zró w nań
m(m—i)aw-24-(w—t)(zzz—2)Pa®*—3 + . . =o ... (2) 
m(m—i)(zzj— 2)a;ot-3+(z72— i)(zzz—2)(z/i— 3)Fx"*-4-f-...=o.. (5)
• ••••••• • • • • • X. •• •••••
Ztąd wypada źe gdy w zrównaniu danem, które dla skró­
cenia wyraźmy przez X=o, są dwa pierwiastki równe licz­
bie a, ta liczba będzie pierwiastkiem spólnym dwóch zró­
wnań X=o i(i); czyli zrównania X=o 1(0 będą miały 
w swoim składzie mnożnik spoiny x—a. Dwuwyraz x—a 
będzie mnożnikiem spólnym trzech zrównań A=o, (1), 
(2), albo czterech A=o, (1), (2), albo itd; ieźeli
w zrównaniu danem są trzy pierwiastki równe a, albo czte­
ry, albo itd. Cośiny dopiero powiedzieli o pierwiastku a, sto­
suje się równie do każdego innego, któryby był kilkakrot­
nie między pierwiastkami danego zrównania powtórzony. J- 
dzie zatem, źe szukając dzielników spólnych zrównaniom

-X=o,. (1), (2),, (5), itd,
odkryjemy pierwiastki równe zrównania danego następują­
cym porządkiem:

Dzielniki spólne dwóm tylko pierwszym zrównaniom 
są mnożnikami dwukrotnemi zrównania danego; toiest gdy- 
byśmy na dzielnik spólny między A=o i (1) znaleźli wy­
rażenie np. O—aXx—3), ilość nieznana miałaby dwie war­
tości równe a i dwie równe (i, czyli dane zrównanie miało­
by miedzy swoierni mnożnikami te cztery
jr-a, x-«, x-j3, .r-3, albo co iedno iest te dwa
Dzielniki, które są razem spólne trzem pierwszym zrówna­
niom, pokazuią mnożniki trzykrotne zrównania danego; to­
iest ieźeli np. (*—»')(*■-&) iest spólnym dzielnikiem dla A=o, 
(1) i (2); zrównanie dane będzie miało trzy pierwiastki ró­
wne a i trzy równe 0, czyli będzie miało w swoim skła­
dzie mnożniki O-O3, (x—0)3. Łatwo iuź byłoby te uwagi 
i daley rościągnąć.

Zastanowiwszy się nad postacią zrównań (1), (2), (5), 
itd, postrzeżemy, że zrównanie (1) czjli
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l-j-(/7Z l)F.X’'"*_2+(/ZZ— 2)ęxw"“34- itd + 7=0

może bydź wyprowadzone ze zrównania danego
^w+P^”*"" ,+(2xm“2+7żxWł_“3+ itd + 7’x+f7=o, 

mnożąc każdy termin tpgo ostatniego przez wykładnik ilo­
ści x w tymże terminie i razem pnmnieyszaiąc wykładnik o 
iedność: w czem uważać należy, że ponieważ termin U zna­
czy iedno co Ux°, musi więc zginąć w tern działaniu, gdyż 
potrzebaby go ninoż\ć przez zero. Jak (i) wypada z A=o, 
takim samym sposobem otrfcyniuie się (2) z(i), (5) z (2), 
itd.

Zęby to wszystko obiaśnić przykładem, weźmy zrów­
nanie

.r5 — i«3x4+6yx8—17 i.r+2 i6x—108=0. 
Zrównanie (1) będzie w tym przypadku

5x4—52x3+2oix?—542X+216=0: 
iego dzielnik spoiny ze zrównaniem danem iest

X3_8X24-21X—18............ (*').
Ten dzielnik będąc stopnia trzeciego zawiera trzy mnożni­
ki stopnia pierwszego; potrzeba śledzić czy iaki z nich nie 
wchodzi do składu zrównania (2), toiest do

2ox3 — i56x2+4o2x—542=o..............C ** )•
Sznkaiąc spólnego dzielnika między (*) i (**) znaydziemy 
źe nim iest x—3. Zatem x—3 iest spólnym dzielnikiem dla 
zrównania danego dla (1) i dla (2); trzy więc są wartości 
x=5, a przeto zrównanie dane zawiera w liczbie swoich 
mnożników (x—5)3. Dzieląc (*) przez x—5 tyle razy ile 
można toiest diva, ostatni wieloraz będzie x—2. Ztąd dziel­
nik (*) zamyka mnożniki (x—2)(x—5)(x—5): z któr)ch 
x—2 iest tylko dzielnikiem spólnym między zrównaniem da­
nem i (1); a przeto dwa są pierwiastki równe 2, czyli zró­
wnanie dane ma w liczbie swoich mnożników- (x—2)2. Ła­
two się nareszcie przekonać, źe dane zrównanie znaczy ie­
dno co (x—2)2(x—5)3.

Uwaga. Maiąc rozwiązywać iakiekolwiek zrównanie li­
czebne, potrzeba w niem naprzód wyśledzić i ocenić pier­
wiastki równe sposobem dopiero wyłożonym: rozdzielić po­
tem dane zrównanie przez wieloczyn z mnożników stopnia 
pierwszego odpowiadaiących wszystkim tak odkrytym pier­
wiastkom; wieloraz porównać z zerem, i w zrównaniu ztąd

Część I. 21,
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otrzymanym dochodzić wartości pierwiastków' nierównych 
wymiernych, niewymiernych i uroionych.

$ 6. O Ułamkach ciągłych.

Dla dopełnienia nauki o rozwiązaniu zrównań liczeb­
nych należy nam ieszcze poznać, iak po otrzymaniu części 
całkiey pierwiastków niewymiernych, ocenić ich część ułam­
kową z zamierzonym stopniem przybliżenia. Do tego celu 
doprowadzi nas użycie ułamków ciągłych (fractions conti- 
nues), których znaczenie i własności teraz wyłożymy.

I. Zkąd pocho­
dzą ułamki cią­
głe i iak się two­
rzą?

Ułamkiem ciągłym nazywamy ten, 
którego mianownik składa się z całości i 
ułamku maiącego mianownik złożony 
znowu z całości i ułamku, itd. np.

a

g+itd.
Na takie ułamki trafiamy wtenczas, kiedy chcemy stopniami 
przybliżać się do ścisłego ocenienia ilości, których przez li­
czby całkie wyrazić nie można, toiest ilości ułamkowych i 
niewymiernych.

Niech będzie ilość « ułamkowa lub niewymierna, któ- 
jrą potrzeba ocenić. Naturalnie ieSt zacząć naprzód od wy­
nalezienia całości naybliźey przystepuiącey swoią wartością 

>do «. Niech ta całość bedzie a; zatem a—a<4, następnie 

—-----*>1. NazwiymY —"—= ’P: ponieważ P iest większea—a J J a Cl
od iedności, więc możemy znowu szukać liczby całkiey nay- 
blizszey .Pi daymy że taką iest ł>: przeto j3— ó<i, a zaś

1 ^>i. Położywszy —* fr i szukając liczby cał-

kićy naybliźszćy y, którą niech znaczy c‘, będziemy mieli 

y—c<i, ——>1. Nazwawszy —~—= 5, można będzie
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potem szukać liczby catćy d naybliższey 5, itd. Ponieważ

7=7= P> * 7=7= °'> itd; Praet0 —“=-p

P— &=— , y— c= ~ itd; ztąd «=a-p-A-, P=ć-f- 
y o p

, y=c-f—, itd: podstawuiąc następnie te wartości, 

będziemy mieli

i 1 r 1 , I • . T«=a+ =«+--------- - —«+---------- =5itd;
l>+—— ó+—-----------

y , i
C+—

Gdybyśmy zaniedbali całkiem ——, która iest różnicą miedzy 
P

« i a, byłoby «=tz; tym sposobem mielibyśmy pierwszą war­
tość a naymniey dokładną. Jeżeli zaś nie zaniedbamy zupeł-

i , . i , . inie —, lecz wziąwszy na ley mieyscu — opuścimy — , 

która iest różnicą miedzy |ł i ó, będziemy mieli wartość 

bliższą a = a-j—A ieźeli nawet nie całkiem opuścimy

lecz weźiniemy na iey mieyscu —— zaniedbując tyl- 

ko — która iest różnicą między y i c, otrzymamy ieszcze

bliższą wartość a = a-j---- ------ ; itd.
*+4-

Łatwo ztąd widzimy, że ułamek ciągły zamyka w sobie ró­
żne stopnie coraz większego zbliżenia do prawdziwey war­
tości a: i gdybyśmy daley przedłużali ułamek,, przyszliby- 
śmy albo do zupełnego wyczerpania oe, albo tak blizko przy­
stąpili do wartości dokładney, że różnica byłaby mnieyszą 
od wszełkiey wielkości naznaczyć się mogącey. O czem z pó- 
źnieyszych rozumowań ieszcze się oczywiściey przekonamy*.
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Przy- l Daymy lód że a iest ułamkiem, i niech np. a— 
kłady. Całością naybliźszą tego ułamku iest liczba

2, która się otrzymuie dzieląc licznik przez mianownik; więc
r, , i i5? i57—i36 21

2. Ztad «—a czyli -~=—------- 2 =--------------------- 77?; aJ /3 68 68 68
następnie = Całość naybliźsza ułamku wynikła 
z podzielenia licznika mianownikiem iest 5; przeto b = 5r

P—b cz\li —=££—o—-------- =—; zatem 7=-t-*. Ztad
; 7 “ 21 21 6

c=4, y—c czyli —---- 4=---- ---- = 3-; 5— 5> « —Q O O
Podłożywszy w ułamku ciągłym za «, b, c, d, liczby sto­
sowne do wziętego przykładu, będzie '

‘4z=3+ ■ ‘. •
68 T 1

5+-------—
4+—

Droga, iakąśray teraz przyszli do odkrycia liczb catkich 2, 3, 
4, 5 składających wyrażenie ułamku ciągłego, może się zam­
knąć w’ następnem prawidle.
Maiąc ułamek pospolity rozwinąć na ciągły, potrzeba roz­
dzielić licznik przez mianownik, potem mianownik przez o— 
trzymaną resztę, daley resztę pierwszą przez resztę dru­
gą, i tak poty postępować póki nie przyydziemy do reszty 
zero. Musi zaś koniecznie w ciągu rachunku wypaśdź re­
szta zero’, gdyż reszty są tu liczbami całkiemi, i coraz się 
zmnieyszaią. Pićrwszy wieloraz będzie całością poprzedza- 
iąca ułamek ciągły, a dalsze będą mianownikami w tym 
ułamku', wtzysłkie zaś liczniki są, iak widzimy, zawsze ie- 
dnością. Jeżeliby w danym ułamku licznik był mnieyszy od 
mianownika, wtedy dzieląc licznik przez mianownik otrzy­
malibyśmy na pierwszy całki wieloraz zero: mnogość z tego 
wielorazu przez dzielącą czyli mianownik równałaby się ze­
ro, a następnie pierwsza reszta wypadaiąca z odciągnienia 
mnogości od podzielriey czyli od licznika byłaby samym li­
cznikiem. W takim więc przypadku, nie szukaiąc pier wszego 
wielorazu który iest zerem, należy zacząć rachunek od wy-
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na*(dowania wielorazu drugiego, dzieląc mianownik przez 
pierwszą resztę czyli przez licznik ułamku danego; potem 
wypada tę pierwszą resztę dzielić przez drugą, itd. Znale­
zione wielorazy będą mianownikami w ułamku ciągłym,, 
którego żadna iuż całość nie poprzedzi. Podane teraz pra­
widło do rozwiiania ułamków pospolitych na ciągłe wypły­
wa także bardzo prostym sposobem z tey własności ułam­
ku, że iego wartość nie ulega odmianie kiedy licznik i mia­
nownik będzie rozdzielony przćz iednęż liczbę. Bo na mo-

3 3*3 1ey tey własności ułamek np. — -——— a znowuJ 7 7:5 i -j-1 ’

=^=—; następnie — =—----- • Łatwo wi-
a 5:2 2 + i -P 7 1+_L__

2+4~

dzimy że mianowniki i, 2, 2 tu są otrzymane przez też sa­
me dzielenia iakie powyższa reguła wskazuie. Można podo­
bnież na ułamek ciągły rozebrać i ułamki dziesiątne dawszy 
im pierwćy postać zwyczaynych.

Niech 2re a będzie ilością niewymierna, i daymy że-

np. 0—^2 czyli
«3 = 2 ..... (l).

Całością naybliższą « otrzymaną przez wyciąganie pier­

wiastku iest iedność, więc a=i. Ponieważ «—a—czy­

li a = przeto w terażnieyszym przkładzie a=i-f*

Podstawiwszy za a to wyrażenie w zrównaniu ( l )> 

przyydziemy do
P—3/S2—5p_i=o.............(2).

Rozwiązuiąc to liczebne zrównanie, znaydziemy że wartość

całka naybliższa (3 iest 3, zatem 6=3. Aże (3— 6=_L_ 
y

czyli /3 — 6-f- 2_y wiec teraz (3—Włożywszy za, 

P ł° wyrażenie w zrównaniu (2), otrzymamy,
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—£ ya ’ r tS—° • • • • (a);

zkąd na wartość całką naybliźszą y wypada i; przeto c=w 
Dla znalezienia d należy, iak łatwo iuź widzimy, w zrów­

naniu (5) za y podstawić i -f—— i ze zrównania ztąd wy-
<5

.nikaiącego szukać liczby całkiey naybliźszćy o. Podług o-
. “ Z

trzymanych wartości na a, b, c, będzie V2 =
2 _j---- ----- . Ułamki ciągłe pochodzące z liczb nie wy-

3+ itrt.
miernych nigdy się nie kończą. Z teraźnieyszego przykładu 
widoczne iest prawidło maiące przewodniczyć rozwiianiu 
każdćy liczby niewymierney na ułamek ciągły. Można tak­
że liczbę niewymierną naprzód przez wyciąganie pierwiast­
ku przybliżonego wyrazić w ułamku dziesiątnym i ten po- 
tćm na ciągły przerobić.

Uwaga wzglc- Według naszego przypuszczenia a, b, cr 
dem znaków. d, e, . . . są liczbami całkiemi naybliźsze- 

mi a, p, y, §, e, . . Takowe liczby nay- 
bliższe są, albo te które bezśrednie następuią po wartości 
prawdziwey i są od niey większe, albo te które tuż poprze­
dzają wartość prawdziwą i są od niey mnieysze. np. uła­

11
mek —- ma naybliźszą wartość całką mnieyszą 2, większą

5; liczby niewymierney V2o naybliższa Wartość całka mniey- 
sza iest 4, większa 5. Jeżeli n, c, d . . . są poprzedza­
jące i mnieysze od prawdziwych a, j3, y, 5, .... ; reszty 
pozostałe a—a, P—b, y—c .... są dodatne, a następnie

----— , —-—, . . . czyli 0, y} 8 * . . są dodatne
a—a p—b y— c

i wartości ich naybliźsze całkie b, c, d .. są także dodat­
ne. Jeżeli zaś wartości blizkie są większe od prawdziwych, 
toiest a>«, ó>P, c>y, ń>o, • • *, natenczas reszta «— a

a zatem i ilość ------- czyli p iest odiemna; skoro P iest«—a
odierane, musi bydż odiemne b, gdyż iest iednego znaku z i-
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lością P iako naybliższa ićy wartość; różnica P—b w tera- 
źnieyszym przypadku bierze postać — P —(—6) czyli —'P+6

* i iest ilością dodatną dla tego że podług przypuszczenia
który teraz ma kształtwięc i ułamek 6 J ■ — j3 + £

iest dodatny, toiest y a następnie i c iest dodatne: gdy y i c 
są dodatne, a c?>yj będzie —— czyli 3 odiemne; ztąd J

... ibędzie także odiemne. To pokazuie, że kiedy za naybliźsze 
całkie wartości weźmiemy liczby mnieysze od prawdziwych; 
te liczby będą wszystkie dodatne; ieżeli zaś większe; wten­
czas ich znaki póydą naprzemian. Gdjby niektóre z liczb 
a, b, c, d . t . były większe od wartości prawdziwych a,
P, y, S, .... a niektóre mnieysze; źadnegobyśmy stałego 

prawa w znakach nie mieli. Odtąd uważać będziemy liczby 
a, b, c, d . . . za mnieysze od ścisłych wartości, a tem sa- 
mćm za dodatne.

II. Zamiana Niech będzie ułamek ciągły
ułamków cią- , x 1 
głych na po- & ‘ 7~
spolite. M j—

c+---------7
e+itd.

Rozbieram go na części wystawuiące ten ułamek coraz da- 
ley stopniami przedłużany: takowe części będą

,i : itd:
«; “+-r'> -------- — ; --------7—

i+ _-------- *4—I--------
c , 1

c+~d—

każdą z tych części przerabiaymy na ułamek pospolity. O- 

trzymamy z części pierwszey ——-, toiest

«=

z drugiey —— y toiest
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1

a +T—r •
Eeby zamienić część trzecią na ułamek pospolity, dosyć iest 

w ostatniem zrównaniu zamiast b położyć b-{—- strona

pierwsza zamieni się na część następną ułamku ciągłego, a 

<lruga na CZyU na albo iszczę na

abc-{-c-\-a 
bc+r J przet0

a +---------- - — ----4----- •1 Z>c-+*i

W otrzymanem dopiero zrównaniu wziąwszy c-j- -. za c,CL
znaydziemy

1 abcd-}-cd~\-ad-}-ab-{-x
a 4------------- = -------- ---------------------  :

, , 1 bcd-^-d-yb
b-j--------- —

c+-ir~
tu znowu zamiast d położywszy przyszlibyśmy do

pospolitego ułamku na który się zamienia część następna u- 
łamku ciągłego; itd.

Przypatruiąc się składowi tych kilku ułamków pospo­
litych, równych coraz dłuższemu ułamkowa ciągłemu, po­
strzegamy, że każdy licznik równa się poprzedzaiącemu 
rozmnożonemu przez mianownik przybyły do ułamku cią­
głego i powiększonemu drugim licznikiem poprzedzaiącym'. 
i że każdy mianownik powstałe tym samym sposobem 
z dwóch poprzedzaiących mianowników. Będziemy pewni, 
że to prawo rościąga się na wszystkie dalsze ułamki pospo­
lite, ieżeli się okaże, iż skoro iest zachowane w trzech so­
bie przyległych a jakkolwiek od początku oddalonych, mu-
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si też służyć i bezśrednie po nich następującemu. Niech be- 

1 PQR,u dą trzy idące po sobie ułamki -7— , ~, z których o-

statni daymy że iest równy części ułamku ciągłego koń- 
czącey się mianownikiem r. Załóżmy iż między terai trze­
ma ułamkami zachodzi taki sam związek, iakiśmy dostrze­
gli w kilku ułamkach początkowych, toiest że =

otrzymać ułamek pospolity — równy części 

następney ułamku ciągłego przedłużonego o -2- , dosyć iak 

wiemy w wyrażeniu za r położyć r-f-'—- J znay­

dziemy

,S' <2(r+,) + P__ (Qr+p).,+Q _ R,,+Q
S' T ~~ ((i'r+P')s+Q! R's+Q! ’

Q'(r+—)+P' v T
£

wypadek utwierdzający ogólność prawa.
Nazwawszy przeto licznik pierwszego ułamku pospoli­

tego przez A, drugiego przez B\, dalszych przez C, D, E,.., 
a należące do nich mianowniki przez A', B'> C', D', E'y. .5 
będziemy mieli pomiędzy niemi zrównania
A—a A’— i

B'=.b
C=Bc+A C’=B'c+A' - (rn
D=Cd+B * • • JD'= C'd+B' ••••’• \u)>
E—De+C E'=zD'e+Cf

itd. itd.
z których łatwo wyciągnąć ułamki pospolite równaiące się 
coraz dłuższym częściom jakiegokolwiek ułamku ciągłego 
danego. Na ten koniec trzeba ułamek dany porównać z u-

łamkiem a-j------- -------- ; ztad poznamy, iakie liczby od-
___ -

c-j- itd

powiadaią ilościom a, b, c, te liczby podstawiwszy
Część I. 22.
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W zrównanlach (T) i (U) wynaydziemy wartości na A, A', 
B, B', stosowne do ułamku danego. Przykład. Niech
będzie ułamek 2-|---- !------- ; tu «=2, b=o, c=4, ćZ=5.

3+-J____
4+-f-

Więc y/=2, y/'=i; B=s]y B'z=5\ C=3o, <7=10; 2?= 
157, D'=68. Następnie ułamki pospolite równe coraz 
dłuższym częściom wziętego za przekład ułamku ciągłego 
be.la-L, -Ł, Jl., 1^7.

‘ * 1 5 ’ i3 ’ 68

III. Własno- A). Obie strony drugiego ze zrównan (Z) 
ó'ci ułamków rozdzieliwszy przez A, trzeciego przez B, 
ciągłych. czwartego przez <7, itd; i podobnież obie

strony drugiego ze zrównań (Z7) rozdzieliwszy
przez y/', trzeciego przez B', itd; otrzymamy
B -7 - 1 B'

C , A £ _
B ~c+ B B' + B'

~(T-—^4 q/

B , C &
D ~~e^ D D' "e+D'

itd. itd.
W tych zrównaniach drugie strony są większe od iedności; 
więc stronv pierwsze są ułamkami niewłaściwemi, toiest
w nich B>A, C>B, D>C, . . ., B^A', C'>B',...............
Ztąd się uczymy że liczniki i mianowniki idących po sobie 

ABC
ziłamków pospolitych — , , — ... są coraz większe.li
Dwa tjlko pierwsze mianowniki A' i B1 mogą bydź równe, 
a to wtenczas kiedy b iest iednością.

A B CB). Z ułamków — ? -^7, .. weźray trzy którekol-
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wiek sobie przylegle np. ■—7 , ’ ^7 * odciągniymy

piśrwszy z nich od drugiego, a drugi od trzeciego: pąmieta^ 
iąc źe R'=Q'r-j-P', z nay dziemy
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7?

77'
-£
c
D

Ą_
'A'
B

D'

B'

itd.

A'B'

"W W

C'D'

Te zrównania pokazuią, źe w szeregu ułamków pospolitych

j > C'”* ■ • • • z//i którekolwiek przyległe są

odlegleysze od początku, tćm ich różnica iest mniey sza\ 
dowiedliśmy bowiem że mianowniki A', B', C', . . . są co­
raz większe.

C). Uwolniwszy zrównania (JK) od mianowników o- 
trzymamy

A'B—B’A=x 
B'C—C'B——x 
CD—DC—i

itd.

Ztąd wypada, że ułamki pospolite , -py ... są w nay-

prostszćm swoićm wyrażeniu, toiest żaden licznik nie ma 
spólnego mnożnika ze swoim mianownikiem. Bo gdyby np. 
A i A' miały spoiny iakikolwiek mnożnik m, wtedy pierwsza 
strona w pierwszem zrównaniu dałaby się rozdzielić przez zzi; 
zatem druga musiałaby bydź nie iednością ale liczbą także 
przez m rozdzielną.

A B Ć
JD). Okażemy teraz, źe ułamki —p , -j— , , itd, są

naprzemian, iedne mnieysze, drugie większe niż prawdziwa 
wartość ilości a. Na ten koniec przypomniymy sobie, że

(X).

.1 . 1 ,1 __«=a-ł----- z=za-\------------ =a-1------------ - =
? 6+_J_ i+_L__

7 *+—
5I
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u ----- -------- =itd.

ó+—--------
c+—-----

Każdy z tych ułamków ciągłych wyraża zupełną wartose
«* Pierwszy z nich to samo znaczy co -—{—— cz\li 

J J A' '■i J
az+A' . ^+i , , „ 1V ,——— czyli leszcze gdyż A'~\ podług zrownan

(przeto

° = —5F-...............

Drugi ułamek ciągły różni się od a-j---- -----  tein iż ma
b+.__ L_

c

y na mieyscu c; gdy wiec n-f---- ------
ó-j-—-—

c
. i __By -f" A ,

(‘ + -+—=^7+^'’ toiest

Bzy+^z V 7

Łatwo iuż widzimy, że trzeci ułamek ciągły da się w'ysta-

wic przez c' 5 ’ czwarty przez £j\ +c' ’ltd; zate,n
CS+7?

a — (7s+#' • • •/ )

__Dta—£)'t +C' • • • ^4) 
itd.

W zrównaniach (i), (2), (5), (4), itd, dzieląc licznik przez 
mianownik i pamietaiąc na zrównania ( X) przyydziemy 
do
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B DSą mniejsze, a ułamki . . . są większe od praw-

dziwey wartości a.
JE). Ztąd wypada, źe wartość ilości a środkuie między 

AB Ckaźdemi dwoma przyległemi z ułamków ? ,

itd; zatem różnica między « a jakimkolwiek ułamkiem iest 
mnieyszą od różnicy między tymże ułamkiem a ułamkiem 
który bezśrednie po nim następnie. Lecz podług zrównań 
(W) różnice między ułamkami przyległemi coraz dalszeini 
Są coraz mnieysze, więc też różnica między a i jakimkol­
wiek ułamkiem pospolitym tern iest mnieyszą im kn uła­
mek iest dalszy, czyli im dłuższemu ułamkowi ciągłemu 

iest równy. Przeto w szeregu ułamków pospolitych •—, 
B C
~jy-’ > itd, mamy różne stopnie przybliżenia do warto­

ści dokładney a: każdy z tych ułamków wyrażony iest co­
raz większemi liczbami, ale bliżey przystępuie do ścisłey 
wartości a niż te które go poprzedzają. J podług potrzeby 
możemy brać za « albo ułamki prostsze co do wyrażenia, 
albo zawikleysze a daiące ściślejszą wartość.

A B C . .
jF). Każdy z ułamków ltl'» oznaczaiąc

coraz dokładniejszą wartość ilości a przystępuie do niey nie 
tylko bliżey niż ułamki poprzedzaiące, ale nawet bliżey niż 
ułamek jakikolwiek prostszego wyrażenia. Przypuśćmy bo-

www.rcin.org.pl



( 175 )
wiem że ułamek ™ znaczy ściślejsza wartość « niżeli np. 

n *
Ć7 , . . .a wyrażony iest prostszeini liczbami: musiałoby więcO

m , „ , . , C . D . D m— środkować między —y !--^y; następnie-^y —----- mu-

sialoby bydz mmeysze od—------— czyli----j-[y-----  <

i co iest niepodobieństwo: gdyż licznik nD—mD?

będąc całki nie może bydż mniejszy od iedności; mianow­
nik zaś nD' iest mniejszy niż CD', bo podług przypuszcze­
nia liczba n iest prostsza czyli mnieysza od C.

G). Stopień przybliżenia każdego z ułamków pospolitych 
—y, -^y, -y , ♦ • • do wartości a wskazany iest przez

ć?zrównania (F); z któpych widzimy, że biorąc np. y za

a popełniamy błąd wjtkniety W ułamku -------- -----------
r 1 J * C(CS+B')

Chcąc ten błąd ocenić, uważni y że 5 za blizką wartość ma 
liczbę całką d od którey się różni ułamkiem mnieyszym od 
iedności; wartość więc 5 zawarta iest między d i J-J-i-

przeto mianownik ułamku ■ zawarty iest międzyC (C ó \
C'(C'd+B') i C'[C'(d+i)+B'] czyli miedzy C’D' i CW'+C> 

CZatem odstąpienie ułamku -y od ścisłey wartości a obię—

. . , ..i. i .. _
te iest między granicami -jjjy 1 Cv(D'-t-C)’ 1 ieS^ W1?fcsze od

"C;(2Z4-Czj 3 mnie)sze od a tóm bardziey od * 

Podobnież różnica ułamku —y od « będzie większa od

d ^+d7) a ranieysza od ~we,' a t<?m bardzit'yod -^r *
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AB (’itd. Każdy więc z ułamków pospolitych — , -j— , ——,

Jj

itd. rdź/zi sie od a o ilość mnieyszą niż iedność podzieloną przez 
■wieloczyn z mianownika tego ułamku i z mianownika u- 
łamku następnego, a tem bardziey o ilość mnieyszą niż ie­
dność rozdzieloną przez kwadrat z mianownika tegoż u- 
łamku. Aźe mianowniki ułamków pospolitych są coraz 
większe, przeto różnice między temi ułamkami a ilością a 
coraz bardziey maleją; a następnie, przedłuźaiąc coraz da­
ley ułamek ciągły i ten przerabiaiąe na pospolity, przyy­
dziemy albo do zupełney wartości a, albo tak blizko do 
niey przystąpimy; iż nasze przybliżenie osiągnie stopień żą­
dany.

IV. TJżycie ułamków 
ciągłych do przybliże­
nia pierwiastków nie­
wymiernych w zrów­
naniu.

Widzieliśmy (§5. IV.) źe ma­
jąc zrównanie X=o oswobodzo­
ne od pierwiastków eałkieh, kiedy 
za pomocą zrównania Z = o na 
kwadraty z różnic wynaydziemy 

toiest ilość mniejszą od nay- 

TKnieyszey różnicy między wartościami x, i kiedy potem 

w zrównaniu danem X=o za x podstawimy wypada

zrównanie F=o w którem wartości nay różnią się mię­
dzy sobą o więcey niż iedność, a następnie żadna z nich nie 
może mieć części całkiey spólney z iakąkolwiek wartością 
drugą. Daymy że według sposobów wryźey podanych od­
kryte są części calkie wszystkich wartości rzetelnych na y 
tak dodatnycli iak i odiemnych: niech tpnii częściami będą 
liczby a, a', a", . . .; ——az, —a/z, . . Mamy te­
raz ocenić przez przybliżenie części ułamkowe. Zaczniymy 
od pierwiastku dodatnego mającego część caiką a: nazwa­

wszy iego cześć ułamkową przez — , gdzie u musi bydźLC

dodatne i większe od jedności, bedzie y=a-ł- — ; co pod- ‘ J u
stawuiąc w zrównaniu Y=o przyydziemy do zrównania U—o
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2 ilością nieznaną m, w którem iedna tylko wartość rzetelna 
na u może bydź większa od iedności; bo gdyby były np. 
dwie, m i zz, wtenczas wypadły by na y dwie wartości y=

?=za^r~~^ maiące część całką spoiną a; co iest

niepodobieństwo. Niech część całka tey wartości na u prze- 
wyższaiącey iedność, znaleziona ze zrównania t/=o wiado­
mą iuź drogą będzie ó: wiec u—b-^—r- gdzie t iest większe

od iedności. Kładąc ó-f-— za u w zrównaniu U—q wy-

padnie zrównanie T=o w którem znowu iedna tylko bę­
dzie rzetelna wartość na ł większa od iedności. Daymy że 

część całka tey wartości iest c; zatem Z=c-f- gdzie s

iest koniecznie większe od iedności. Wynaleźć potem nale­
ży część całką wartości na s ze zrównania iS=o które się 
otrzyrauie z podstawienia c-J—— za t w zrównaniu 2==o;

itd. Ponieważ y=a-j-— } u== b-j- — , Z=c+ —- , itd;Lb t S

' przeto y=a-j---- ------- . Tak wiec wartość na y będzie
6+-H-

c+_

wyrażona przez ułamek ciągły, który oczywiście możemy 
przedłużyć podług upodobania. Zamieniwszy ułamek ciągły 

na zwyczayny np. ~~ j ten ułamek będzie wartością przy­

bliżoną nay różniącą się od prawdziwey o mniey niż , 

a wartość przybliżona na x będzie —^^~r odstępuiąca od ści-

słey o mniey niż o Podobnie się rozwiia na uła­

mek ciągły i przez przybliżenie ocenia każdy pierwiastek 
dodatny zrównania Y=o, a następnie i zrównania X=o.

Cześć I, 25.
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Zęby ten rachunek zastosować do pierwiastków odiemnych, 
trzeba pierwey w zrównaniu Y=o położyć —y' za y; ztąd 
wypadnie zrównanie Kz=o, którego pierwiastki dodatne bę­
dą odiemnemi zrównania T==o; i ieżeli liczby —a, —a', 
— «zz,.... są częściami całkiemi pierwiastków odiemnych 
w zrównaniu Y=o, będą liczby «z? «'z, .... częściami 
całkiemi pierwiastków dodatnych w zrównaniu Y'=o. Gdy 
więc w tem ostatniem przez sposób dopiero wyłożony, do­
pełnimy każdą z części całkich a, a', azz, . . ułamkiem cią­
głym przedłużonym podług żądrinia, ten ułamek połączo­
ny z całością przerobimy na pospolity i wypadek poprzedzi­
my znakiem —, otrzymamy pierwiastki przybliżone odie­
mne zrównania Y=o; a te rozdzielone przez k dadzą pier­
wiastki odiemne zrównania X=o.

Przykład. Widzieliśmy że pomiędzy pierwiastkami zró­
wnania x3—7x4-7=° naymnieysza różnica iest większa od 

i źc położywszy x=-7r' wypada zrównanie y3—Góy-j-iSg

=o którego trzy pierwiastki maią za części całkie 4, 5, —9. 
Zęby otrzymać przybliżenie pierwszego pierwiastku, czynię 
y==44-JL; ztąd wyniknie zrównanie u3—i5u2-j-i2u-j-i=o

którego pierwiastek większy od iedności ma za część całką
l4. Wziąwszy u=i4-j—L— przyydziemy do zrównania t3— 

t
—ł—'^f===0 v/którem pierwiastku większego od

iedności część całka iest 6, cz>li Z=6-f-............... Zatem

y = 4 4----- ------- • Przerobiwszy ten ułamek ciągły na

pospolity, będziemy mieli wartość przybliżoną y równą
346 . r, , 546 r
-gy; a następnie wartość przybliżoną x równą czyn

ó 1 6 ... ... 1 . . y r • , 1 , •—— mniey się rozmącą od scisiey niz o czyli

—. Podobnie się poslępuie z pierwiastkiem drugim.
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Dla przybliżenia pierwiastku odiemnego, który ma za cześć 
całką —g, czynię y=—y'\ wypadnie zrównanie y'3—65y 
—189=0 zamykaiące pierwiastek óodatny z częścią całką
9. Kładę potem yr~9 4—, otrzymam zrównanie u3 — 

U

43- u1—u------- -=o w którem cześć całka pierwiastku do—
o 27 ‘ *

datnego większego od iedności iest 6, Biore w=6-{- —' iL
r. , . „ 720 „ 3o6 27 . ,trafiam nazrowname Z3 — —7—t — —-~o kto-811 811 811

rego pierwiastek większy od iedności środkuie między 1 i 2.

Założenie Z=i4----- prowadzi do zrównania s3—s2—
s 261

1704 811 .
~5~~ «—^57~° raaiąceg° s=4-}- ułamkiem mmeyszym

od iedności. Przeto y'=9-|---- --------- . Ztad 3LI bę-
6+—1------

3i 1dzie wartością przybliżoną na y'f — 7— będzie wartością 

3nprzybliżoną na y; nareszcie ułamek — będzie pier­

wiastkiem przybliżonym odiemnym zrównania danego x3 
—7x+7~°- Ten ułamek odstępuie od ścisłey wartości pier­
wiastku o ilość mnieysza niż  3—- czyli

J ‘ 542\3 J 3468

§7. O Fankcyach symetrycznych,

yiy. Zbiory pierwiastków zrównania podniesionych do ie~ 
dnakich potęg cechowanych wykładnikami całkiemi wyra- 
zaią się przez fankcye spół czy uników.

Funkcyą symetryczną ilukolwiek ilości iest takie zło-
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źone z nich wyrażenie, które się nie odmienia, gdy iednę ia- 
kąkolwiek z tych ilości położymy na mieyscu inney i nawza- 
iem. np. ab-j-ac-j-bc, a3+63+c3, n2ó2c+«2c2ó+ó2c2a są 
funkcyami symetrycznemi ilości a, b, c. Takiego rodzaiu 
funkcyą iest oczywiście summa ilukolwiek ilości; iest także 
Summa wszystkich wieloczynów z tych ilości branych na raz 
po dwie, po trzy, po cztery, itd: więc spółczynniki w zrów­
naniu wszelkiego stopnia są funkcyami symetrycznemi iego 
pierwiastków. Następnie poznamy, że każda funkeya syme­
tryczna wymierna pierwiastków zrównania da się wyrazić 
przez pewne połączenie iego spółezynników. Wyprowadzi­
my naprzód wzory, za pomocą których przez funkeye spół- 
czyńników zrównania oceniają się summy jednakich potęg 
z pierwiastków należące także do rzędu funkcyy symetry­
cznych.

Niech będzie zrównanie
xm +^xw-l+Axw“2+Cxw-“3+ . . . +Tx+K=o . . . (A') 
którego pierwiastki są a, b, c, <Z, . . . ; zatem

Axm~x + Bxm~2 + Cxm^i +............... + Tx + K =
(x—a)(x—ó)(x—c)(x—zZ) .... (■#').

Ostatnia równość ma mieysce na wszelką wartość x; mo­
żna więc położyć x+y za x, i. wypadnie 
(•T+v)w‘+^fx+y)’M-1+7?(x+y)wl“2+C(x+y)’«-3 + ; . +T 
=(x—a+y)(x—ó+y)(x—c+y?(r.— d+y) ....
W tćm zrównaniu iako tosamem spółczynniki przy jedna­
kich potęgach ilości y muszą bydź równe (*). Porównawszy 
z sobą spółczynniki pierwszey potęgi otrzymamy 
mxm~‘x-\-fri— —2)Z?xw~3-J- . . . 4-T=

-J-fx——c)(x—ćZ) ...
-j-(x—a)(x—c)(x—d) ...... (C").
+(x—^)(x~b)(x—d) .. ..
+ i t. d.

Tu druga strona iest summą wielorazów, iakie wynikaią 
dzieląc wieloczyn ze wszystkich mnożników x — a, x — b, 
x—c, . . . przez każdy z osobna. Rozdzielmy ( C') przez 
(By będzie
wi*"-1 + (m—i )Axm—2 + (m—2)Bxm—'i -f-................+T

+ 7yxM-2+C’x"‘-3 +................... + 7’x+Tr

(*). Tego dowód iest W przypisku do §fu I. Roz. I. Cz. II.

www.rcin.org.pl



( >8i )

www.rcin.org.pl



( >82 )
Sj
ó 2 4_z/ó’14~2BzzzzCi 
S3 +AS2+BS 2 4-3C=o ••(«)•

«Sm—\-j-ASm—‘2,-j-BSm-.,s-\-CSm.-i-j- . , . 4-(/7Z—i)7L_
Za pomocą zrównań ( « ), których skład podlega oczywi­
stemu prawu, przez funkcye spółczynników A, B, <?,... T 
dadzą się ocenić summy pierwiastków podniesionych do 
potęg cechowanych wykładnikami l, 2, 3, . . . m—i. Na 
summy potęg wyższych służące do tegoż celu wzory wy­
ciągniemy ze zrównania (D'\ uczyniwszy zerem spółczy n­
niki na drugiey stronie przy potęgach x_I, x~2, . . nie znay- 
duiących się w stronie pierwszey. Wypadnie
S„i -j-ASM—i~j~BS,n—2~j~CStn—34" • • • ~j~'PAj-j-KS0=o

i-fi^A,, -j-BS,n_i4"^»i—24“ • • • 4-^24-^i=° •• •( P X

gdzie za m iest położone <90, gdyż S0—at>-j-b°-j-c°-j' • • ■ ~ 
i4-i4- »+..♦ —m. Zrównania ( P ) mogą bydź zamknięte 
w iednym wzorze. Pomnóżmy zrównanie (A') przez xn , 
i w wypadku

x'»+n+Axm+n-1+Bxm+’1-2 4- . . ♦ -fi7?+14-/J" =0 
za ilość x podstawmy koleią iey wartości a, b, c : o- 
trzymamy

<?«+«4-^a«+»-i JrBam+n~2 -fi ... +Tan+X +Kan =0 
b»t+n-j.Ab,'t+n~1 -j-Bbm+n~2 4- • . . 4-Z'ó«*14-/z6a =0

. i................................................................... •

Dodawszy te zrównania, będzie według powyższych zna­
ków

fim+n-j-AS/H-łti—1 ~j~RSł/tj.n—2 -fi ... . 4~ ]-fi^ń^  °?
ztąd się wyciągną wszystkie zrównania (p ) czyniąc na­
stępnie 72=0, 1, 2,....

Odkryte wzory zastosuymy do przykładu szczególnego. 
Niech będzie zrównanie trzeciego stopnia

x3 2X—5=o,
w którem Az=o, B=z—2, C——5, D=o, itd* Zrównania 
(«) do teraźnieyszego przykładu odniesione dadzą ć?T=o, 
^a=4, S,=i5, S^—8, itd,

Gdy w zrównaniu (A') maiącem pierwiastki a, b, c,d}i
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uczynimy x=—y~, zkąd L-, przyydziemy do zrówna­

r T r óh + /h+2r==o .

r T r S f A r . i f
4~ 1 *‘J?jwł—24"*“4'j7"j i < j o~°

+ +/”-'+-++A +~yjt—

(?)

(’)•

We wzorach (y) i ( o ), które tern są względem zrówna­
nia (B) czem («) i(P) względem (A'), zawarty iest 
związek między spółczjnnikami zrównania {A') i zbiorami 
iego pierwiastków nacechowanych wykładnikami odiemnemi 
—,—2, . . . —m, —(ra-J-i), • • •; można więc te zbio­
ry ocenić przez funkcje spółczynników*
Używszy wzorów ( y) i ( S ) do branego wyżóy za przy-

nia
z“+-^-+ 7-2"-2 + y s“-’+........ +

y-£5 + -^ 2 +-^ — O................. (£')

którego pierwiastkami będą —— , — , ——, ... czv-
* a b c d J

li «_I, b~l, c-1, d”1, .... Nazwiymy summę tych pier­
wiastków przez Jjj summę ich kwadratów, toiest a-2 4~ 
ó~24-c“2 4“ • •■> przez itcl Zęby wzory za­
stosować do zrów nania (/?'), potrzeba w nich zamiast Slf

.. wziąć Id J z,-•> a na mieyscu spółczynników A, B,
J J TSR

C,.. położyć im odpowiedne spółczynniki —, — } ~}... 
Ztąd otrzymamy
f»+-£=° \
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kład zrównania x*—2x—5=o. w ktorem —
F —5 5 ’

•V o ii t • r 9
7^——5" ’ zna>dz,cmy J ,=—y-,

J_ £ r _ f__
2 25 ’ d 3 125 ’ 4 025 ’

B). Wszelkie funkcye symetryczne wymierne pier­
wiastków zrównania wyrażaią się przez pewne połączenia 
s pół czynników.

Każda funkcyą symetryczna wymierna pierwiastków 
«, ó, c, • . . I zrównania, po rozwinięciu na iednowyrazy, 
składać się będzie z terminów maiących kształt an lub 
aP bt cT . .. , gdzie wykładniki n, p, q, r •». są iednością 
lub jakąkolwiek liczba całka. Funkcyą np. symetryczna

(a2_6)24-(6‘2—«)2 . . . (7’z) 
pierwiastków a i 5, zrównania x2-ł-Ax-\-B=o rozwiniona 
ma postać «4—2a2 b-j-b2Ą-b4—2b2a-Ą-a2 czyli

a4-j-b4-j-a2-j-be—2(a2b~ł~b2a) . . . (G').
W tem wyrażeniu możemy rozróżnić trzy oddzielne części 
stanowiące trzy osobne funkcye symetryczne; toiest a4-J-ó4, 
a2Ą-b2, —2(a2b-\-b2d). Podług użytych w poprzedzającym 
§fie znaków cześć pierwsza wyraża się przez SĄ, druga przez 
ZS'2; summę a2b b2a oznaczymy dla skrócenia przez 
T(a2ti), co się czyta terminy maiące kształt a2b. Funkcyą 
wiec symetryczna (Gd wystawi sie przez

Ó’44A—*T(a2b\
Podobnego składu iak (F) funkcyą symetryczna trzech 

pierwiastków a, b, e, zrównania x3-^-Ax2-}-Bx-(-C=(y iest
(a2—^)2+(«2—c)’+(ó2—«)2+(Z,2—c)2+(c2—«)2 

+W-by
czyli po rozwinieniu a4—2a2b-j-b2-j-a4—2a2c-j-c2-j-b4 — 
2b2a-j-a2-}-fr4—2b2c-j-c2-j-c4—2cea-j-a2-j-cit—2c2b-\-b2 czy­
li ieszcze 2(a4-J-ó4+c4)-ł“2(a2'Fó2+c2)—2(a2b-(-a2c-{-bz a 
•yb2 c-\-c2 a-}-c2 bf
To wyrażenie może się znowu wystawić przez 

2^4+25^—2 T(a2ó).
W poprzedzającym przykładzie znak T(a2b) zastępował 
mieysce funkcyi symetryczney 'dwóch ilości a i b która 
miała dwa terminy; w teraźnieyszyni wyraża podobną fun-
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kcyą trzech ilości «, b, c zamykającą terminów sześć. 
Liczba terminów składaiąeych funkcyą T(a*b) zależy *od 
liczby ilości a, />, c,. . z których ta funkcya powstaie. Jle- 
bjkolwiek było ilości <z, 6, c, .. . ; dla uformowania wszyst­
kich terminów funkcyi trzeba napisać wszystkie
połączenia obeymuiące po dwie z tych ilości, i w kaźdem 
połączeniu dadź pierwszey z nich i drugiey takie wykładniki 
iakie są nad pierwszą i druga w 7’(u2ó). .leżelibyśmy które­
kolwiek połączenie opuścili- funkcya przestałaby bydź syme­
tryczną, toiest niezmienną gdy w niev jakakolwiek z ilości 
a, b, c . . . będzie położona na mieyscu innćy i nawzaiem.

Podobnie funkcya symetryczna ilukolwiek ilości, zło­
żona z terminów maiących kształt ap bi cr , toiest funkcya 
T(aP bi cr ) będzie zbiorem wszystkich połączeń z tych i- 
lości po trzy na raz branych; i w kaźdem połączeniu nad 
pierwszą ilością będzie wykładnik p, nad drugą q, nad 
trzecią r. Gdy np. funkcya symetryczna T(ap bq cr ) powstaie 
zc czterech ilości n, b, c, d; wtedy
T(ap bq cr )=ap bi cr +a? bi clr +«? ci br -\-ap ci dr 

+ctP di br d‘‘ cr +bP ai cr ai dr 
+bP ci ar +bP cq dr +bp dq ar +bp di cr 
■4-cp ai br +c? aq dr +cp bq ar +cp bq dr '* 
+cp di ar -f-cP dq br J^-dP ai br +dp ai cr 
+dP bi ar +dp bi cr Ą-dp ci ar +dp ci br .

Ogólnie, ieżeli wszystkich ilości «, ó, c, iest m,
i ieżeli każdy termin funkcyi symetryczney ma ich zz z wy­
kładnikami p, q, r, s, ......; do składu funkcyi sy­
metryczney T(a.Pbicr ds............. ) weydzie wyrazów
m(m— i)(zzz—2) • • * (zzz—zz-J-i), toiest tyle, ile powstać 
może różnych połączeń z ilości zzz branych na raz po n.

Gdyby wykładniki p i q były równe natenczas każdy
Wyraz w funkcyi złożoney ze wszystkich połączeń miałby 
drugi zupełnie z sobą iednaki. W funkcyi np. (//') wyraz 
aP bi cr niczemby się nie różnił od wyrazu bp ai cr ,ap bi dr 
od bp cii dr , itd. W ty m więc przypadku liczba terminów 
funkcyi symetryczney zmniejszyłaby się dwa razy. J ieżeli— 
byśmy formowali tę funkcyą tak iak się forniuie kiedy wy­
kładniki sa nierówne, toiest składaiąc ią ze wszystkich po­
łączeń; wypadek byłby funkcyą symetryczną podwoioną. 
W zrównaniu np. (//') położywszy p na mieyscu </; druga

Cześć I. 24.
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strona nie będzie wyrażała to samo co pierwsza T(af 6? cr ), 
lecz znaczyć będzie 2T(aP bP cr ). Gdyby trzy wykładniki
р, q, r były równe; w funkcyi złożoney ze wszystkich po­
łączeń każdy wyraz byłby sześć razy powtórzony: tak, iż 
w zrównaniu {Hr') wziąwszy p na mieyscu q i r, druga stro­
na wyrażać będzie 1.2 O.T(aP bp d’ ). W lunkcyi symetry- 
czney ilukolwiek ilości T ( aP bi cr ds el ) uczyniwszy 
p = q — 2, r z= s= i — v, ta funkeyą zamieni się na 
1.2.1.2.5.T(a962edey. mnożenie przez 1.2 pochodzi ztąd że 
dwa wykładniki nad a ib są równe, a mnożenie przez 1.2.3 
pochodzi z rów ności trzech wykładników nad c, d, e.

Wszelka funkeyą synietneziia ilukolwiek ilości a, b,
с, . . . rozwiniona, skoro zamyka termin an , musi zamy­
kać bn , cn , , toiest do iey składu wchodzić musi S„ ;
inaczey nie byłaby symetryczną. Jeżeli się w niey znayduie 
wyraz aP brj. . ; znaydować się powinny wszystkie wyrazy 
obięte w znaku T(aP Id ... Każdą więc funkeyą syme­
tryczna uważać możemy iako złożoną z funkcyy nazwanych 
ó„ , T(aP 6? . . . ). Widzieliśmy w §fie poprzedzającym, że 
funkeye S„ , toiest zbiory jednakich potęg z pierwiastków 
zrównania daią się wyrazić przez funkeye spółczynników. 
Potrafimy na funkeye spółczynników zamienić wszystkie 
funkeye symetryczne pierwiastków, ieźeli każdą funkeyą 
kształtu 'J\aP 6? .. .) ocenimy przez zbiory potęg: do tego
zaś celu przyydziemy następującym sposobem.

Mnożąc przez siebie dwie lunkcye 
b>p zzzzaP “ł~6^ 4” * • •, &<i 4*6^ -j-d 4* • • • :

otrzymamy
.rtP4?4-6r b9 4-cP c* 4- . . . . 4-£p ai +bP+?-j-bP d + ... 1

-j-cP ai 4-c7' 6? 4-cr+7 4" • • •
czyli
aP+ff-l-iP+yą-cP+yą. t . 4- aP Id 4-aP d 4- bP <d +6^ d 4- 
cP ai 4-cp 6? 4- ... .
Ten wieloczyn zamyka, iak widzimy, dwa gatunki wyrazów'; 
ieden składaiący funkeyą Sp+q, drugi funkeyą T(aP 6? ): 
zatem Sp . Sq z=Sp+qĄ-T(aP b<i ); ztąd

T(arbt)=Sr.S, — Sr+,
gdzie funkeyą T(aP Z-? ) iest wyrażona przez zbiory potęg. 
Dla ocenienia l'(a? Id d ) pomnożymy przez siebie funkeye
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iSr =«r +ór +-r + . . , T(ap Id )=aP Id +aP cf -j-bP <d 4-
ftp cq 4-f/» ai -f-cJ' /, / 4- e . . . i znaydziemy
Sr . T(ap bq )=aP' ró9 _j_u/»l-rc7 4.^7+''^ -\-bp c? ar 4-a?f-rcP

4-cP bfi ar + . . . +V&rap +a* o? br -pb^ad 
4-&p+rc? +cp br -\-b^rcP + . . . -\-aP Id cr

J-cMraP 4-^p cd cr -Ą-c^bP 4*^‘i''«7 •j-cP+rbq + .«
czyli

opfr Id +aP*rci -yiPdra‘i +bp±f <d 4-cP+r ad + fP+r bq + • • 
y-cd^ bP -J-a?-!-'- cp +Z»'/4-»- aP -}-Jd^r cP +c?4-r aP + c?+r Id +. ’ 
4- aP bq cr 4- aP ci br 4- cP a* 6’’ 4- JP «? cr 4- bp d ar 
4-cP bq ar 4- . . .

W ostatuiem wyrażeniu pierwsza liniia iest funkcyą 
r(aPAbq), druga funkcyą T ( artr Id ), trzecia funkcyą 
T(ap Id cr ): przeto
Sr . T(aP b'i )=T(a P+rbq }+T(aqkr bP )+T(ap Id cr ).. (A). 
Lecz na mocy wzoru ( c )> T ( cd Ld ) z= Sp . Sq — S^.j , 
T(aP+r b'< ) = Sp^r . Sq — Sp+q+r, T(cdkr bP ) = S9±r • Sp 
—Sp+qĄ.r; więc zrównanie (A) zamieni sie na
Sp . ó’y . ÓV --- ł'S,+ff* Sr =z Sp+r. 4" • Ą*
—SPi.q+r+T(aP bq cr ), zkąd
T(aP Id Cr )==Sp . Sq . Sr ——• SpĄ.q. Sr —Sp-^r. Sq —> Sq-frr -Sp 

-Ą-zSp-hg+r..................... (
Zęby przez summy potęg wyrazić funkcyą T(aP bq cr d* ); 
należy obie strony zrównania ( ę) rozmnożyć przez Sg , 
itd,

Wyprowadzając zrównania ( c ), i (C) uważaliśmy 
wykładniki p, q, r, . . za nierówne. Gdyby niektóre z nich 
były iednakie; natenczas, według powyższych uwag, trzeba 
funkcyoin T(ad bi ), T(aP bq cr . dadź spółczynnik
1.2 lub 1.2.3, itd, podług tego iak między wykładnikami 
p, q, r, . . . będą równe dwa lub trzy, itd.

Przykład I. Daymy źe przez spółczynniki zrównania 
x3-\'Axi -k-Bx-\-C=o

potrzeba wyrazić funkcyą symetryczną iego pierwiastków 
(a—6) 2 (a—c) 2 (b—c) 2.

Łatwo się przekonać iż ta mnogość po rozwinieniu może 
bydź wystawiona przez
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!,7'(n44c)+2 7’(a342c)—2jT(«34’)—Ga’/,2cl. 

Używaiac wzorów ( » ) i ( « ) znaydziemy że 
Tfa^y—S Sa — S6 = — 2A3Ć+A2B2+MdBC—2B3

—5C2
T(a4bc) czyli — CS* = A3C—5ABC+5C2 
T(a3b2ć) czyli -CT(a2b)—ABC—5C2 

T(a3b3y czyli = B3—5ABC+óC2:

wyraz «262c2 znaczy C2. Przeto
(a—6)2(a—c)2(6—c)2 = —MPC+A2B2+ 18 ABC—MB3 

—27 C2.
To wyrażenie iest ostatnim terminem zrównania na kwa­
draty z różnic miedzy pierwiastkami: gdyby więc w szcze­
gólnym przypadku stało się zerem, ostrzegłoby iż dane zró­
wnanie ma dwa pierwiastki równe.

Przykład II. Oznaczywszy przez a, b, c pierwiastki 
zrównania

x3 +Ax2 +Bx+C~o,
załóżmy sobie otrzymać zrównanie, któregoby pierwiastki 
były a+b, a+c, 6+c- Zrównanie więc żądane będzie

J2—(a+6)][z—(a+c)][z—(6+c)’J=o; 
iego postać iest symetryczna co do a, b, c, a następnie spół­
czynniki dadzą się ocenić przez funkcye spółczynników A, 
B, C. Trzeba oznaczyć wyrażenie tych funkcyy. Po wyko­
naniu mnożenia będzie
z3—2(a+b+c)z2 + (ft2+62 + c2+5ab + 5ac+5bc)z—(a26+
«62+a2c+ac2+62c+6c2)=o
czyli

2 3—2^ z 2 +[S2 +3 T(«6)]z— T(a 2 6)=o.
Lecz S.—yU—aB, T(ab)=(SI~S’ =

^~f+ZB=S, 7(rt5i)=.S’2.ó'1—6’3=—.//7J+3C; więc

szukane zrównanie przyymie postać
23+2 Az2 +(A2 +B)z+AB—5C=o.

C). Oceniaią się spółczynniki zrównania na kwadraty 
z różnic między pierwiastkami przez spółczynniki zrówna­
nia danego.
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Formowanie zrównania na kwadraty z różnic między 

pierwiastkami iest niekiedy bardzo pracowite, ieźeli się od­
bywa za użyciem eliminacyi w stopniach wyższych. A po­
nieważ na niem się opiera rozwiązanie zrównań liczebnych: 
wielką więc temu rachunkowi przyniosą pomoc wzory wy- 
rażaiące spółczynniki zrównania na kwadraty z różnic mię­
dzy pierwiastkami przez funkcyą spółczynników zrównania 
danego.

Niech będzie zrównanie
xm +Axm-'+Bxm-*+CxM-*+ . . . +7h:+F=o . . . (^') 
którego pierwiastki są a, /?, c, . . Wyraźmy przez A', B', 
C'f . . . spółczynniki zrównania na kwadraty z różnic

Z ~ o,
w którem pierwiastkami będą (a—b)2, (a—c)z, . . (b—c)*, 
(b—d)2, . . . , itd. Potrzeba ocenić B'} C'f . . . przez 
funkcvą .//, 2?, C, . . . .

Qtrzymalis'my dawniey wzory 
ó^+y/rzo \

5s,+z/51+a5=o f ,
5S+^+553+30=0 (................... ( “)

należące do zrównania (A!), w których iS*, 2, <S3,.* wy- 
raźaią summy , «2+^2~Fć’2 + «3+^34“cS4~ • •»
itd. Nazwiyray odpowiedne summy w zrównaniu Z=o przez

S2, Z3, . . . , toiest niech
SI=(o—Z»)2-f-(«—c)2+ • • • —c)2+(z>—d}2 4- .. . + itd.
22=(a—by+(a— c)4+ . .. 4“(^—c)4+f^~^)4 4- . •. + itd. 
Z3=(a—b)b+(a—c)«4- . . .4-(^—c)64-(ó—J)6 4- i. . 4- itd. 

• •••••«••••
Jeżeli we wzorach ( a ) za A, B, Ct . . . . weźrniemy A', 
B', C',... ; te wzory zostaną odniesione do zrównania Z=o, 
tak iż w nich razem trzeba za Sx, . położyć Sx, s2,”> 
wypadnie więc

T^A'=o
iz+A' zx+2B'=o ( v

z,+zf' s2+-S' ++3C'=o ................

zkąd można spółczynniki A', B', ocenie przez
funkeye zbiorów 2X, ~2, . Zęby zatem przedsięwzię-
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te zagadnienie rozwiązać, należy tylko 2biory Sx, za, S , 
wyrazić przez funkcye spófczynników zrównania danego A, 
B, C\ . . Do tego przyydziemy następuiącym rachunkiem.

Różnice między ilością x a iey wartościami a, b, c, .. 
podnieśmy do potęgi 2zz, i te potęgi z sobą dodaymy; będzie 
(r—a)2n-j-(x—Z»)2,/+G'V ~e)2"+............ = mx2n—2zz(a+^+

c+ . . . ) x2"—1 4~~~~—-\a2-f-£2+cI+ •• )x2n~2

—1^2"~3\<łs+634-e»+..)xa»-ł 4....+((i3»4-fc2»+

c2fl+
czyli

~mx2n—znS x2w—l —------ —5,,x2n~2 —
1. 2

zn(?.n—i)(m—2)_, _ , , , o— -------- ---------- JS'X2n~Z + . .. +ó,2w.t°.1. 2. O
Tu za x położywszy koleią a, b, c, ... i wypadki dodaw­
szy, otrzymamy
(a—b)2n-j-(a—c)2"4“ • • 4"(^——c)2z*4" • • 4~(6‘—<Ó2/I 
-j-(c—b)2,i 4" • • * “ m((t2tt-j~^2u ~i~ c2”+ . . . )— 2nSt.( a2,l~l 
J2.-I -j-c2«-l 4- ..)4- .3."^"T?d^g(ał.-ł +6.2»_3 + j

—...+&„(o?+*°+e’+ .. . ),
czyli

±=mS2n----- SnS-.Szn—l 4---- ----------- ‘S’2.ó’2«_2 ---

S3.S2ii_s +.. +lS2„x.
1. 2. 5

Stronę pierwszą składaią, iak widzimy, podniesione do po­
tęgi n i dodane z sobą kwadraty z różnic między pierwiast­
kami zrównania danego a, b, c, . . , , bo np. («—b)2n = 
[(a—Ą)2]” • Nadto potęga każdego kwadratu w tey stronie 
iest dwa razy powtórzona, gdyż np. (n—b)2n — (ó—a)2*. 
Strona więc pierwsza stanowi to, co według użytych po- 
wyżey znaków wyraża się przez 2s„ . Następnie

f, o o 2/zf2/2---e2S n =mSln---2/ZÓj N2n_i -f---------- ~---Oa .ó2n_3

2ZZ(2ZZ---l)(2ZZ--- 2) ,,— ---- -----------------------L 4- .. . Ą-mbin,
J, 2, 3
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gd/.ie m Jest wzięte za So. Ostatni szereg ' ma terminów 
2«-f-i, toicst tyle, ile ich zamyka potęga 2/z z dwu wyraz U. 
Łatwo iest widzieć, że termin pierwszy z końcowym oraz 
każde dwa równie od skraynych oddalone są iednakie co 
do wartości i zgodne w znaku. (*). A ponieważ liczba 
wszystkich terminów iest nieparzysta; znayduie się zatem 
ieden w samym środku szeregu, który nie ma sobie równe­
go. Wziąwszy połowę tego terminu i wszystkie poprzedza- 
iące będziemy mieli połowę całego szeregu czyli połow’ę 
wartości 22 „ a następnie wartość , Nazwawszy przeto 
wyraz środkowy przez P, będzie

=tnS-2n 4~--- ------- — S^.^20^2,1. 2
__ szzfazz—l)(27Z—2)o P

--------------- =------- o3 .Ó2«—3 -f- . • ZC---
J. 2. O 2

gdzie P leży na mievscu wskazanem liczbą /2+i czyli iest 
poprzedzony od wyrazów zz. Wchodzące więc do niego 
summy będą cechowane znakami S„ , S-m—n czyli S„ ; o- 
statni mnożnik w mianowniku spółczynnika będzie zz, w li­
czniku 2/z—(n—i) czyli zz-f-i. Zatem

P— l)(2Z2—2) .... (zz+l)
i. 2. 5............................ .... n

gdzie znak -J- należy do n parzy stego, — do nieparzystego. 
Ztąd wypada ostatecznie że

s. 4- gn(s"~Ó-^Ac_ł
1. 2

( * ). W potędze dwuwyrazu cechowaney wykładni­
kiem całkim i dodatnym spółczynniki terminów równie 
oddalonych od skraynych zawsze są równe. Oczeni można 
tak się przekonać. Rozwinąwszy dwie strony zrównania to- 
samego (x-|-1 )** ==(h; i spółczynniki, które w obu sze­
regach będą iednakie, nazwawszy ogólnie przez ^7, By

.. . S, 1\ Uy otrzymamy
«w+y/xw*-,+Pxwł-2-4Cxw-34-.........4-&v3 -h7x2+łZr+i =
i+47x+Kt24-C’x34- .............+ Sxm-zĄ-Txyi-'‘1-^Vxw~x-\-3im.
Równaiąc z sobą spółczynniki przy iednakich potęgach x, 
Wypada

A—Uy B=Ty C=S, . . . ,
* f
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_3n(2n-:^^3A„_s +.... 

i, a. 5
3zz(azł—i)(2zz—a) .... n-f-i )2 z A

— j. a. 3 .................n -2

Tu zakładając koleią rz=i, a, 3,.,., znaydzieray warto­
ści na s,, x2, s3, , . . wyrażone przez zbiory S2, St, 
S4, S6i S6, .. ,a gdy, podług zrównań ( « ) i ( p), za­
mienimy zbiory &2,... na funkcye spółczynników zró­
wnania danego A, B, 6’,..., otrzymamy vT, S3 • • o- 
cenione przez funkcye tychże spółczynników. Po czem za- 
pomocą wzorów ( *) ) przyydziemy do wyrażenia spółczynni­
ków A', B', C',,.. przez funkcye spółczynników A, ByCy..

Z rzędu ( n ) weydzie do rachunku zrównań —i),

bo takiego iest stopnia zrównanie na kwadraty z różnic. Ty­
leż ich wydobyć należy ze wzoru ( 0 ); a dwa razy tvle ze 
wzorów ( a ) i ( P ), gdyż w wyrażeniu S„ znayduie się 
summa S-2„ i każda summa cechowana liczbami mnieysze- 
nai od 272. Wszystkich wiec zrównań maiących się użyć

. .... 772(772—i4 , 7/2(772—1) , z .w tym rachunku będzie —---------'-y—------ / -J- m ( m — 1)
2 2

czyli 2/72(772—1).
Wyciągaiąc ze wzoru (0) wartość na 2X, S2, Z3,,. 

pamiętać należy iż zawsze wyrazem ostatnim, maiącym się 
dzielić przez 2, iest w kaźdey wartości ten który zamyka 
obie summy cechowane iednera znamieniem; np.

SJ=m5’6-651^5+.55!!.S4—.

Przykład. Niech będzie zrównanie 
X3---2X—5=0.

Znosząc ie ze zrównaniem (A'? widzimy źe
7/2=5, A—o, B=>—2, C=—5, D—o, itd.

Zrównanie na kwadraty z różnic ma w tym razie postać 
z3+^2+A^+C'=o: '

potrzeba w niem ocenić A', B', C'. Ze wzorów ( a ) i ( 
po włożeniu za m, A, B, C,... wartości stosownych do o- 
becnego przykładu, wyciągniemy

62=o, 62=4, 63=i5, 6*4=8, 65=5o, 66=gi.
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Za pomocą tych wartości, ze wzoru ( o ) otrzymamy 

2i = 12, £2=72, S3=—.1497.
Nakoniec wzory ( ) dadzą

A'-=z—12, B'=oG, ćJ/=643.
Ztąd szukane zrównanie na kwadraty z różnic będzie 

z3—i2z2+36z+645=o.

Cześć I. 25.
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ROZDZIAŁ CZWARTY.
Dopełnienie nauki o zbÓwnaniagh. Rozwiązanie 
ZRÓWNAŃ TJTEBALNYCH STOPNIA TRZECIEGO I CZWARTEGO, 
GRAZ NIEOZNACZONYCH STOPNIA PIERWSZEGO I DRUGIEGO.

$ i. Rozwiązanie zrównań stopnia trzeciego.

Rozwiązaliśmy stopień drugi przez dopełnienie drugiey 
potęgi w członku pierwszym zrównania. Doświadczmy czyli 
ten sposób nie posłuży stopniom dalszym. Na ten koniec 
weźmy zrównanie stopnia trzeciego x34-j?x2-f-<7x4-o:==o: po­
równawszy ie ze wzorem potęgi trzeciey x3-\-3ax2-j-5a2x-f- 
a3* mamy p=d>a* qz=.3a2, r—a3\ z tych zrównań pierw­
sze daie , drugie trzecie a~\^r. Co po-O O
kazuie że, aby z funkcyi składaiacey dane zrównanie trze­
ciego stopnia mógł bydź wyciągniony pierwiastek potęgi 
trzeciey, spółezynniki p, q, r powinny zachowywać taki 
między sobą stosunek, żeby było Vr.

Gdyby sam tylko termin r nie odpowiadał temu stosunkowi; 
możnaby go przenieść na stronę drugą, a potem w członku 
pierwszym dopełnić potęgi dodając po obu stronach sze­
ścian z trzeciey części spółczynnika p terminu drugiego: 
wtedy z pierwszego członka dałby się wyciągnąć pierwia­
stek potęgi trzeciey, i rozwiązalibyśmy zrównanie drogą po­
dobną iak w stopniu drugim. Lecz ponieważ w ogólności 
spółezynniki p i q mogą bydź jakiekolwiek, a zatem nie ko­
niecznie odpowiadać wskazanemu dopiero stosunkowi; na­
leży nam przeto szukać innego sposobu rozwiązania, który­
by służ\ł na wszystkie przjpadki zrównań trzeciego sto­
pnia, nie będąc zawisłym od żadney szczególney wartości 
ani od żadnego stosunku spółczynników p, q, r. Zebyśmy 
sobie takowe dociekanie ułatwili, wyrzućmy w zrównaniu

a;3-}-/7X24-ęa;+7—o termin drugi, kładąc x~y------- yc- : o-O
<irzy marny

4
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7?2 2/P \

+? - l=o;
+ r J

a nazwawszy dla skrócenia —’j-(J = a, ZlL.—EfL-yr—fr
J ó %rj '

będziemy mieli do rozwiązania zrównanie pod kształtem 
o, zkąd y3 =—ay—b.

Gdyby na stronie drngiey nie znaydowało się y, przyszli- 
byśmy do wartości na tę ilość wyciągaiąc z obu członków 
pierwiastek sześcienny. Starać się nam przeto należy wy­
rzucić y z drugiego członka; czego dokażemy przerobiwszy 
zrównanie na nieoznaczone przez wprowadzenie drugi óy i- 
lości np. z, która pozwoli nam założyć warunek, że część 
drugiego członka zawieraiąca y iest zerem. Jlość z potrze­
ba tak wprowadzać, żeby i związek nie był naruszony, i czło­
nek pierwszy nie przestał bydź potęgą trzecią dokładną. 
Obudwom tym warunkom stanie się zadosyć, kiedy fun- 
kcyą y-f-z podniesiemy do sześcianu i wsz\stkie iego ter­
miny prócz pierwszego .do kaźdey strony zrównania przy­
damy. Wypad nie

yi-j-Źzyz -]-5z2y-l-z3 = 3zy2-{-5z2y-ł-z3>—~ay—-b. 
Możemy teraz założyć że 5zy2-j-3z2}'—ąy=o czyli

5zy-j-3z2=a............ ( a' )i
pozostanie

(y+Z)3=^-i. . . . . (i');
W zrównaniu ( a' ) rozebrawszy stronę pierwszą na mno­
żnik 5z, mamy 3z(y+zy=zat ztąd y-j-z=~^~, następnie

«3—; znosząc ten wypadek ze zrównaniem (Zć)?

otrzymamy
Cl"3 a"3'z3— b =----- 7“ czyli 2 5—bz.3=—.27^3' J 27

Ostatnie zrównanie służące nam do ocenienia wprowadzo- 
ney ilości z, lubo iest stopnia szóstego, może bydź atoli 
rozwiązane podług reguł na stopień drugi, gdyż z znaydu-
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Tc się w dwóch t)lko terminach z wykładnikami które są 
w stosunku 2:1* Po rozwiązania znaydziemy
2 3 =— ±/( — + —); wiec z — &[— +V('~ +—)].

2 V 4 27 7 • L 2 4 27Z J
Wróciwszy się teraz do zrównania (£'), wydobędziemy z nie- 

3. s
go y-{-z—V(z3—fc), y = — z-f-V(23—Z»); kładąc za z i za 
23 odkryte dopiero wartości, otrzymamy

«ń- -Mv+gn+ń-|-± v'(4-+^-

Ponieważ w tćy wartości na y biorąc przed cechą pier­
wiastku potęgi drugiey znaki wyższe wypada to samo wy­
rażenie iak biorąc niższe, możemy zatem wziąć iedne z nich 
tylko, np, niższe, i będziemy mieli

Znaleźliśmy jeden pierwiastek zrównania stopnia trze­
ciego. Odciągnąwszy ten pierwiastek od ilości y, i tę ró­
żnicę porównawszy z zerpm, otrzymamy zrównanie stopnia 
pierwszego, które iest iednym z mnożników składających 
zrównanie stopnia trzeciego: a gdy przez ten mnożnik roz­
dzielimy stopień trzeci, wypadnie na wieloraz zrównanie 
stopnia drugiego złożone z dwóch mnożników pozostałych. 
Rozwiązawszy ten stopień drugi, przyydzierny do dwóch in­
nych pierwiastków, które razem z pierwiastkiem naypier- 
wey odkrytym stanowić będą trzy pierwiastki zrównania 
stopnia trzeciego. Zęby więc otrzymać dwa pozostałe pier­
wiastki, trzeba dane zrównanie rozdzielić przez
Z-ŹL-4

a że ilości niewymierne czyniłyby działanie bardzo zawikła- 
nćni, przeto dla uproszczenia wyrazów nazwiemy
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ztąd dzielnik przybierze postać y—g—h—o. Jeżeli wyra­
żenia (cz) przez siebie rozmnożymy, wypadnie---- (-^-~=ghr

O
zkąd a——~>gfa też same wyrażenia podniósłszy do potęgi 
trzeciey i dodawszy zna\dziemy ó=—g3—h*. Podstawiwszy 
za a i 1) takowe wartości w zrównanie trzeciego stopnia

°> otrzymamy
y 3 —g 3 —3 —o:

a to rozdzieliwszy przez y—g—/7=o, wypadnie zrównanie 
stopnia drugiego

y1+(g+fyy+g9 +h 2 —gh—% 
które po rozwiązaniu daie na dwa pozostałe pierwiastki

_(J?4-/z)+(ff_Zi)V_5 —(jr+A)—y = ------------_---------- , y=----------------------------

§ 2. Uwagi nad pierwiastkami zrównania stopnia trze­
ciego.

Przyszliśmy do trzech pierwiastków zrównania stopnia? 
trzeciego

y—g-M, x—- —<-------- ,
2

_ —(k+^>-
y —------- -------------------------------- ,

2
teraz roztrząśniemy, kiedy te pierwiastki są rzetelne lub u- 
roione, wiele z nich i które? Do składu pierwiastków 
wchodzą ilości g i h za.stepuiące mieysce funkcyy 
3/ b , /)2 zj3 3. A ,frZ a3

, Z-2 a3te ilości będą wtenczas rzetelne, kiedy iest y(—-J------- }

7 2 a 3 /;2
rzetelny, czyli kiedy —,_L---- iest dodatne. Wyraz------- —' ' J 4 “ 27 4
iest zawsze dodatny, czv w zrównaniu y3+<'<X+Z>=° ilość
b ma przed Sobą znak dodatny, czy też gdyby miała od-
• a ® .iemny: wyraz -— iest dodatny, kiedy a w zrównaniu iest
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dodatne. Jeżeli przeto zrównanie iest wzoru ^:==0r

ci,^
funkcya — ---- 1—~— iest dodatna, a tein samem g i h są
rzetelne: wtedy pierwszy pierwiastek y=g-\-h iest rzetelny^ 
a dwa drugie będą uroione dla tego ze maią w swoiem wy­
rażeniu \/—5. Lecz gdy zrównanie będzie wzoru y3—ay
±6 = o, w którein a iest odiemne; będzie też odiemne 

££ 3 #
------ : naówczas funkcya pod znakiem pierwiastkowym po-

27
/ b* a3tęgi drugióy weźmie postać y(—— “)> ’ ni°że bydź rze-

rzetelną lub uroioną podług względnych wielkości termi-
, b* .a3 _ , ,. b2 . a3 , . b2 a*now —7— 1---- . Jeżeli —~>-----, iunkeya ------— bę-4 27 4 27 J 4 27

dzie dodatna; wtenczas g i h są rzetelne, i iak w przypadku, 
poprzedzającym pierwszy pierwiastek będzie rzetelny, dwa

ct ćzdrugie uroione. Jeżeli —— =---- , funkcya ----------— ei-e 4 27 7 J 4 27
nie; ilości g i h staią się sobie równe; trzy pierwiastki bio- 
rą kształt y=2g-, y=—g> y=—g: wszystkie więc naów- 
czas są rzetelne, dwa równe między sobą, a trzeci podwóy- 
ny względem każdego z nich wziętego ze znakiem przeciw­

nym, Jeżeli nakoniec -----<C-— , funkcya — —— be-4 27 4 27 x
dzie odiemna,. a zatem g i /z są uroione: w takim wiec przy­
padku wszystkie trzy pierwiastki zawierać będą wyrażenia 
uroione; co się sprzeciwia ogólney prawdzić we własnościach 
zrównań dowiedzioney, że liczba pierwiastków uroionych 
jakiegokolwiek zrównania musi bydż parzysta, a tern samem 
że w stopniach nieparzystych iakim iest stopień trzeci mu­
si bydż przynaymniey ieden pierwiastek rzetelny, Jakoż' 
W ostatnim razie trzy pierwiastki zrównania stopnia trze­
ciego są tylko na pozór uroione, a w istocie wszystkie są. 
rzetelne nierówne; o czem nas przekonywa rachunek nastę­
pujący.

X
Kładąc dla skrócenia zzz na mieyscu----- — , anamiey-

sću funkcyi — |—) która w przypadku teraz uwa-
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żanym jest uroioną pi&ząc nV—i; będzie g— i)
h^= \\m—nV—i). Podstawuiąc te wyrażenia we trzech 
pierwiastkach nadamy im formę

(1) . , .

(2) . . .

(5) . . .

Rozwińmy dwie funkcye
będzie

Dodawszy te dwa szeregi; terminy uroione zginą, i wartość 
(i) na / wypadnie taka

Taż summa szeregów pomnożona przez' — f stanowi cześć 
pierwszą dwóch pozostałych wartości na /; zatem część 
pierwsza tych wartości iest rzetelna. Częścią ich drugą bę-

* V—3
dzie różnica szeregów pomnożona przez —-—. Odciąga­

jąc szeregi znaydziemy narożnice
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3

rozmnożywszy ten wypadek przez ' czyli przez 

.V—i, bedzie
2

3 z ,tiVo 5 Tl^Z 22 /iS\/5 . , .
~m “i? ------>«)

wyrażenie rzetelne. Zatem i dwie drugie wartości na y
r = -(.+5^—^ < -

__ 5_ 2£3 J__ 22 ZZ5 .k
8l ZA3 729 zzz5 lt()’

y ~~nfi n+|-4- - _ itd.)+wV5.(5 ~
J > 19 m* 240 m4 J i V3 z/ł

5 ZZ3 , 22 Z25 .xJs
— ----C +----  ---- S----- ltd)81 ZZZ3 729 ZZi5

są rzetelne. Ale widzimy że wszystkie trzy pierwiastki po­
zbywszy wyrażeń uroionych, stały się szeregami maiącemi 
nieskończoną liczbę terminów; a przeto ściśle ocenione bydź 
nie mogą. Mogą bydź tylko otrzymane ich wartości tern 
bardziey do prawdziwych przybliżone, im bardziey szeregi są 
ubywalące; toiest kiedy odległe terminy szeregów będąc co­
raz mniejsze staią się nareszcie tak nieznaczne mi, że ić 
można zaniedbać.

Kiedy więc zrównanie stopnia trzeciego iest wzoru 
Z/2 «3 .y3—i kiedy -7—, nie potrafimy iego ściśle

rozwiązać, gdyż przychodzimy do pierwiastków ciągnących 
się przez szeregi nieskończone. Ten przypadek nazywa się 
nieprzywiecllnyni (irreductible ), dla tego że w nim pier ­
wiastki zrównania, będąc rzetelne, nie daią się przywieśdź 
do wyrażenia, któreby było razem i rzetelne i złożone z o- 
graniczoney liczby terminów. Trafiamy na przy padek nie- 
przywiedlny zawsze, ilekroć pierwiastki zrównania stopnia 
trzeciego są rzetelne nierówne. W tym więc razie, wydo­
byty ogólny wzór pierwiastków staie się do praktycznego u- 
życia nieprzydatnym; bo z niego pierwiastki zrównań szcze­
gólnych trzeciego stopnia otrzymane bydż nie mogą. J tak 
np. gdyby dane było zrównanie y*—jy—6=0; porównaw-

www.rcin.org.pl



( 201 )
szy ie z y3-j-ay-j-b=o, będzie o=—7, b=—6: kładąc za 
a i b te liczby w funkcjach nazwanych powjźey przez g i 
h, wypada

g = ^[3+V( - ^)], *=3 -v/(- ~ )].

Jlości wiec g i h są uroione; a następnie trzy pierwiastki 
wziętego zrównania wyciągnione z ogólnego wzoru zamykać 
będą wyrażenia uroione, których pozbywszy rościągną się 
przez szeregi o nieskończoney liczbie terminów: chociaż te 
pierwiastki są całkie i równe liczbom —1, —2, -J-3, iak 
łatwo dóyśó można drogą wskazaną na wynaydowanie pier­
wiastków wymiernych zrównania liczebnego.

Sposób, który nas przywiódł do rozwiązania zrównań 
trzeciego stopnia, zawisł od ocenienia ilości z: ta była nam 
dana przez zrównanie stopnia szóstego. Zkąd możnaby ro­
zumieć, źe ponieważ takowe zrównanie powinno mieć 
sześć pierwiastków7 , toiest powinno wydać sześć 
wartości na 2; a iedna z nieb którakolwiek prowadzi do trzech 
wartości na y; więc ze wszystkich wypadnie nay ośmnaście 
pierwiastków. Rachunek atoli łatwoby nas przekonał, źe 
każda z sześciu wartości na z przywodzi do tych samjch 
wartości na y; tak, że z ośnmastu pierwiastków na y trzy 
tylko są różne, iakieśmy w poprzedzaiącym §fie znaleźli.

Weźmy ieszcze pod uwagę przypadki szczególne które 
zrównanie x34-px2 ° w sobie ogarnia. Przypuśćmy
że p=o, 7—0; zostanie a?3-f-r=o: to zrównanie ma ieden

/ • 7pierwiastek x=y—r czyli x=—yr. Dla znalezienia dwóch 
pierwiastków pozostałych trzeba zrównanie x34-r=o dzie-

lić przez x + ypołóżmy Vr=m, zkąd r=/n3. Wypadnie 
więc dzielić a3-|-772 3 = o przez = o; otrzymamy na
wieloraz zrównanie x2—mx-^-mz=o drugiego stopnia, które 
po rozwiązaniu daie

m . . ,.7Z22 m , 1,—OT^=±v/(^)— — m2)--=—+ V(—J—)

= "i-±21V/_3.
2 2

Przyszliśmy więc do trzech pierwiastków na X‘. ieden z nich 
iest rzetelny, a dwa uroione. Ocaliwszy p i 7, gdy załoźy-

Cześć L 26.
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my źe r=o; wypadnie ieden pierwiastek równy zero, i zró­
wnanie zniży się do stopnia drugiego.

Skończmy rozwiązanie zrównań trzeciego stopnia tą 
samą uwagą, którąśmy uczynili nad zrównaniem stopnia dru­
giego w §Jie 12 Rozdz II; toiest, że prawidła dopiero od­
kryte rościągaią się do zrównań wyższych stopni zawartych 
we wzorze x3,n -fi px2,,n -fi ęxw‘-fir = o: uczyniwszy bowiem 
xWł=y, zrównanie to zamieni się na ys-fi/?y2-fięy-fir=o ia­
kie nas teraz zatrudniało.

§ 5. Rozwiązanie zrównań stopnia czwartego.

Wszystkie zrównania czwartego stopnia wystawić «ię 
mogą w ogólnym wzorze x4-fi/?x3-fięa;2-fir.r*fi5—o. Zęby ie 
uprościć przez wyrzucenie terminu drugiego, trzeba zało­

żyć a?=y— wypadnie

-fi q I —lpq 
-fir

*

ttbp4y

—?Pr + *
= o.

Uczyńmy dla skrócenia wyrazów
—|p2-fig=a, — ^^p4+^Kq—ipr^-ca
będzie

y4-firty2+óy-fic=o> zkąd y4——ay2—by—c.

Podobnie iak w stopniu trzecim wciągnijmy do teraźniey- 
gzego zrównania nową ilość nieznaną z, tak, aby się przez 
to i związek nie zerwał i pierwszy członek nie przestał bydź 
potęgą dokładną. Na ten koniec podnieśmy yz-{-z do kwa­
dratu; będzie y4 -fi 2zy2 -fiz2: przydaymy w obu członkach 
terminy szye-fiz2; otrzymamy y4-}- 2zy2 -fi z2 = 2zy2 -fi z2 
—ay2—by—c albo

(y2-fiz)2=(2z—a)yz—by+(z2—c) . . . . (ćZ').
Jlość z pozwala założyć iakikolwiek warunek; przypuśćmy 
więc źe w zrównaniu (d') członek drugi iest potęgą dru­
gą zupełną. Ten warunek wymaga aby pierwiastek kwa­
dratowy z terminu pierwszego pomnożony przez takiź pier­
wiastek z terminu ostatniego był równy połowie terminu
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średniego, o czem wzór potęgi drugióy oca 4“ 2da? 4* «2 nas 
przekonywa. Poprzedzające zatćm przypuszczenie prowadzi 

do zrównania yV%z—a.^z2—c==—-~- czyli do

2^2z—"a . Vz2—c=—-6 . . . . . ( e' )

zkąd
4(22—«)(22 *—c)=62 *............ ( /z ):

z ostatniego zrównania wynajdzie się wartość na z. Pod­
stawuiąc w zrównaniu (ć?) za —b wyrażenie wzięte z za­
łożonego warunku (e') otrzymuiemy

(y2 *4-2)2=(22—a)y24- 2jV22—-a . Vz2—c-j-(z9—ć); 
wyciągnąwszy z obu stron pierwiastek kwadratowy, będzie

y2-j-z,==dź[y)/ 22—a4~Vz2—c].
To zrównanie podług znaków 4" i — poprzedzających dru­
gą stronę rozbierze się na dwa następne

y2—yV 22—a=—z-}-\^z2—c

y2 4-y V 2Z—a——z—zŁ—c> 
które po rozwiązaniu daią cztery wartości nay

y = aAEE +v,r=^) +v^=7j,

2 u e ' J
tu potrzeba ieszcze za ilość z podłożyć wartość wydobytą
ze zrównania (/'_) czyli z8z3—iaz2—8cz-^łiac=b2. To osta­
tnie zrównanie, będąc stopnia trzeciego, może się czasem
znaydować w przypadku nieprzywiedlnym; wtedy iak war­
tości z tak następnie i wartości y nie dałyby się ze ścisło­
ścią ocenić.

Uwaga. Widzieliśmy źe stopień trzeci zawisł w swo- 
iem rozwiązaniu od drugiego, czwarty od trzeciego. Liczne
dociekania przez Jeometrów przedsięwzięte dla odkrycia 
pierwiastków w zrównaniach stopnia, piątego i następnych
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zostały wstrzymane tą trudnością, iż przyprowadzały za­
wsze do stopni daleko wyższych, które pierwey wypadałoby 
rozwiązać, aby przyyść do celu zamierzonego. Lecz chociaż / 
ogólne rozwiązanie stopni dalszych zdaie się bydź na pozór 
bardzo ważne i pożądane; iest atoli podobieństwo, iżby nie 
przyniosło rzetelnych w rachunku korzyści. Bo kiedy ze 
wzorów na pierwiastki zrównań stopnia trzeciego i czwar­
tego nie zawsze można wyciągnąć wartości na ilość niezna­
ną w zrównaniach szczególnych; tern bardziey zapewne o- 
kazałyby się bez użytku wzory pierwiastków w zrównaniach 
stopni następnych. J zawsze potrzebaby się było uciekać do 
podanych wyźćy sposobów na rozwiązywanie zrównań li­
czebnych.

§ 4. Sposób rozeznania potęg zupełnych w funkcyach
częścią wy mierny ch a częścią niewymiernych.

Poznaliśmy na końcu drugiego rozdziału, źe zrównań 
trzywyrazowych należących do wzoru ac2'" + pa?" + 7 == d 
mogą bydź otrzymane dwa pierwiastki sposobem właści­
wym stopniowi drugiemu, i że te pierwiastki maią kształt

-p /?2
—?)]: teraz rozwiązanie zrównań sto­

1 b , \/(b* -ia* \ ' 6 ^-1*kpyy _ +V( —+—- )

pnia trzeciego i czwartego przywiodło nas do wyrażeń za­
makających także pod znakami pierwiastkowemi funkcye 
złożone z części wymiernych i z części niewymiernych. Te 
wyrażenia znacznieby się uprościły, gdyby z takowych fun- 
kcyy dał sie wyciągnąć pierwiastek: gdybyśmy np. z fun-

i -4—^” a
+ =)27

mogli otrzymać pierwiastek potęgi trzeciey, wtedy wartość1 
wydobyte ze stopnia trzeciego przńęłyby postać daleko mniey 
zawikłaną. Aże wyciąganie pierwiastków udaie się tylko na­
tenczas, kiedy funkeya iest potęgą zupełną; przygotuiemy za­
tem wielką pomoc do rachunku pierwiastków w zrówna­
niach stopni wyższych, ieżeli wyśledzimy cechy na rozpo­
znanie zupełnych potęg w funkcyach częścią wymiernych 
a częścią niewymiernych. Weźmiemy tu tylko pod uwagę 
funkeye wzoru a±^b.

www.rcin.org.pl



( 2o5 )
Wyciąganie Jeżeli funkcya AY:\/B iest zupełną po— 
pierwiastku tęgą drugą; iey pierwiastek musi bydź ta— 
kwadrato- kiego kształtu, aby do kwadratu podniesiony 
wego. wrócił wyrażenie AYlVB, toiest aby wydał

iednę część niewymierną mogącą odpowiadać 
terminowi VB, drugą wymierną mogącą odpowiadać termi­
nowo A. Takowy pierwiastek da się wystawić przez
Vp ± Vq; gdzie p i q są ilości nieznane, wymierne, które 
potrzeba ocenić stosownie do wartości A i B. Będzie zatem 

ztąd AV\?B =pzh2.VpqJrq> Ró- 
wnaiąc terminy wymierne z wymiernemi, a niewymierne
z nie wymiernemi, wypada

. . ^=p+</.............(>),
+yB=V2Ypq czyli B=Ąpq.............. (2).

Te zrównania dadzą wartości p i q wyrażone przez A i Bi 
/iJakoż z (2) mamy q=--~} co włożywszy w ( 1 ) otrzy-jćikoz 'L [2) mamy q=--^~, co wiozyws&y w ę i 7 uirsy- 

mamy

p*—ap+ —=°,

zkąd wyciagnipmy
A±. y/Ai—B ■ , , A:t\/a*—bp — —---- - ------ , przeto q=A—p= —3-------------- *

2 2 
Tu widzimy, że aby p i q były wymierne, a tern sarnim że­
by funkcya A zfc VB była zupełną potęgą drugą maiącą 
za pierwiastek Vp^.Vq, potrzeba aby Az—B było dokła­
dnym kwadratem. Jeżeli A i B spełniaią ten warunek, wte­
dy funkcya A + będzie miała za pierwiastek kwadra­
towy

tunkcyi zaś A—VB bedzie pierwiastkiem

Przykłady. Znaleźć pierwiastek kwadratowy funkcyi 
5a2—Z>2 ~t~ 4r/2 —2. Porównywaiąc tę funkcyą zewzo- 
remy/nzVB, mamy A—ba2—Z?2, —&2 czyli
j3=i6a4—i6ćz262. Ztąd
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F(3o2—ó2+4nV/^2^Z>2) = ±(2a+v4a—fr2), /(óa*—Z>2 
—óa\/a2—b^—AAgia—\/a2——b2). Podobnie znaydziemy, 
że /(aS+io/S) = 5+Vo.

TRVciąganie Gdy funkcyą A-RRB iest zupełną potęgą
pierwiastku trzecią; iey pierwiastek będzie miał taki 
sześciennego. kształt, któryby podniesiony do sześcianu nie 

wydał iak tylko ieden termin niewymierny, 
a inne wszystkie wymierne. Teraz więc postać pierwiastku 
nie może bydź VpR\/q, bo ta wyniesiona do potęgi trze­
ciey prowadzi do wszystkich wyrazów niewymiernych; ale 
może bydź p-RVq albowiem sześcian (p+VÓ/),3 czyli p3 +
3j2 V# + 3p</+ daie się zebrać w dwie części, iednę
p3 -Ri)pq wymierną, drugą (3p2 + ę)VÓ/ niewymierną ze 
znakiem pierwiastkowym potęgi drugiey. Uwaźrny ieszcze, 
że gdy A i RB maią spoiny mnożnik, toiest kiedy funkcyą. 
A-RRB da się przywieść do kształtu r(CR VD)', iey pier­

wiastek może bydź wzoru Vr.(p4-VÓ/). Weźmiemy tę o- 
statnią postać pierwiastku iako od pierwszćy ogólnieyszą.
Będzie zatem V/(y7+V/R)=V/r .(p+Y^^): potrzeba ocenić ilo­
ści p, q, r stosownie do zadania. Wynosząc obie strony o- 
statniego zrównania do potęgi trzeciey, wypada A-R\/B=z 
r(p3+5p9\/q + r5pqRqvq). Równaiąc z sobą wyrazy wy­
mierne i niewymierne, mamy

O) . . . 4=r(p* + 7>pq)
(4) . . . VÓ?=r(3pa+^)Vg

AŁ=r * (pG +6p4q+qp2q* )
B =rQ(yp4q+Sp2qz+qz), 

f2 — B = r2(p6 — 3p*q 4- 3£>2(jra następnie A1 
r\p2—q)3-,

zkąd

— q3) =
—(?) » przeto

) =

Ponieważ są do oznaczenia trzy ilości p, q, r, a na to wy­
padły tylko dwa zrównania (3) i (4), więc wartość na r 
zawisła od naszey woli. Nadto gdyp i q maią bydź wymierne, 
powinno zatem i p2 — q bydź wymierne, a tern samem 
(A2 — B)r powinno bydź dokładnym sześcianem. Ostatni 
warunek może bydź zawsze spełniony przez nadanie stoso-
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wney wartości na ilość dowolną r. Na ten koniec dosyć ńest 
za r wziąć (y/2—B)a: czasem wartość na r może bydź pro- 
ścieysza od (y/2-//)2. Przypuśćmy źe iuź iest dobrana przyzwo­
ita wartość dla r, i uczyńmy —— V{A'2-—B)r=c', będzie prze­

to c wymierne i znane. Ztąd p2—q—c, q=pit—cj co pod­
stawiwszy w zrównaniu (3 ) znaydziemy = r(pa-f-3p3 
—czyli

4rp3—3crp—^=o.............(5),

gdzie r, c, A są ilości znane. Jeżeli to zrównanie ma 
przynaymniey ieden pierwiastek wymierny; ten znaleziony, 
będzie żądaną wartością na p; a od iego kwadratu odiąwszy 
c otrzymamy wartość wymierną na q: tak przyszedłszy do 
wartości wymiernych na p i q, ocenimy teni samem wyra- 
żenie p+Vq> zatem i pierwiastek sześcienny z funkcyi A-{-VB, 
Jeżeli zaś zrównanie (5) nie ma źadney wartości wymierney 
na p; to nas ostrzeże, iż funkcyą A + nie iest potęgą 
trzecią zupełną.

Przykłady. I. Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z fun- 
keyi 148+461Ó1. Porównywaiąc przekład ze wzorem, bę­
dzie z/=i43, V/7?=46V/i 1=^25276, ztąd A2—7?=2igo4 
—20276=—1372=—343.4=—73.2z. Zęby ten wypadek 
był dokładnym sześcianem, trzeba go, iak widzimy, pomno­
żyć przez 2*, należy zatem uczynić r=2. Zkąd (A2—B)r

1 3/ 3/----------=—73,23, a następnie e= —— \(A2—B)r=v3.23=

—7. Wteraźnieyszym więc przykładzie zrównanie (5) bę­
dzie 8p3+42p—i48=o czyli 4p3+2ip—74=0. Postąpi­
wszy według reguły podaney na dochodzenie pierwiastków 
'Wymiernych w zrównaniu liczebnem, znaydziemy p = 2, 
przeto q=p2—0=4+7=11; V(i48+46v\ i)==V2.(2+v 11)

X*
II. V (7+5^2); A2—B=Ąg—5o=—1; więc potrzeba, 

założyć r=i; ztąd c=—1. Zrównanie (5) zamieni się na 
4p3+3p—7=0 i może się sprawdzić przez p=l; q = px 
—c= 1 + 1=2; V/(7+5V/2)=i+V2.
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JUyciąganie Wyłożony dopićro sposób na wyciąganie
pierwiastku pierwiastku sześciennego z funkeyi A + YÓ?
potęgi n, może bydź ze stosowną odmianą użyty do

szukania pierwiastku iakieykolwiek potęgi n 
z teyźe funkeyi. Takowy pierwiastek da się wystawić przez
n n
Vr,(p4-0y). Podniósłszy obie strony zrównania V(A-pVBy

n
s=z^r.(pĄ-Vq) d° Potęg’1 n * P°tćm równaiąc z sobą termi­
ny wymierne i niewymierne, otrzymamy

. ,n(n—ił . n(n—iYzz—ijn—5) , ,
^=^■+-777-?"-^+ a—1. 2. 3- 4 

+ itd]......................... (6),
V^=r[«n»-1^0+ OC'1—2) p»_3„v/<z;+ it,|] . . . (7).

1. 2. 3
Łatwo się przekonać, że szereg zamknięty nawiasami w zró­
wnaniu (6) iest równy i[(p+V/</)w+(p—Vqjn J » a szereg 
w zrównaniu ( 7 ) iest podobnież równy i [ ( p + V q )" 
—(p-—Vg)w ]; zatem

A=\r[(p+Va)n + (p—V^y)«],
\/B=: j — (p—Vq)n ] .

Te dwa zrównania wynosząc do kwadratu i potem odciąga­
jąc żnaydziemy po uproszczeniu
A2—B—rz(p2—q)n , zkądp2—q =/( z & )

__ 1 n,
-----

Th na ilość r potrzeba dobrać taką wartość aby (-V2—B)rn~2 
było zupełną potęgą n. Na ten koniec należy A2—B roz­
łożyć na dwa mnożniki, z którychby ieden był zupełną po­
tęgą w, a drugi jakikolwiek: jeżeli drugi iest dokładnym 
kwadratem, a tern samem kiedy .z/2 — B da się wystawić 
przez «wż>2; wtedy za r potrzeba wziąć b i wypadnie an l>n 
na mieyscu (Az—B)rn—'2: kiedy zaś drugi mnożnik nie bę­
dzie kwadratem, wtenczas dobranie stosowney wartości na 
r a następnie i zamierzone wyciąganie pierwiastku z A-\-\/B 
iest niepodobne do uskutecznienia. W pierwszym razie u- 

czyni wszy wartość wymierną funkcyi •—V{A*—B)rn-2z=.cy
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będzie p2—q—c, zkąd q=pz—c; co podstawiwszy w(6) 
otrzymamy zrównanie z samą ilością nieznaną p, które po­
kaźe sie bydź stopnia n. Z tego zrównania potrzeba szukać 
wartości wymierney na p i z nią daley postąpić iak w do­
chodzeniu pierwiastku sześciennego.

5
Przykład. 2284-152Y/Z3); y/—228, \/F=i32Vz5= 

^52272; A2—F = 5i984—62272=—288 = — 32.9 = 

—25.32; więc r=3, -i-Y^-^2—Z?)r3=JYz—25.35=—2;

przeto c=—2; q-=p-\-2. To podstawiwszy w zrównaniu 
(6), które stosownie do teraźnieyszego przykładu zamienia 
sie na 228= 5fp5 + iop3</4"ópę2)) będziemy mieli 228 = 
3(i6p54-4op3+2op) czyli 4p5+iop34-5p—19=0. Ztąd 
znaydziemy p=i; zatem q=p24-2=3, a następnie

^(228+1 32Vz5)=V'3 . (1+/3).

§ 5. Kaide wyraienie uroione daie się przywieść do wzo­
ru a +b/—i, w którym a i b są rzetelne.

.4 6 / 8/Wszystkie ilości uroione V—a, V—3, V—c, V—d, 
2« .k

itd, zamykaiąsię w ogólnym wzorze \/*-—U gdzie k i zz 
są całkie, i k nieparzyste. Ten wzór może się wystawić tak
2“ -k 2" k 2nk 2n k k
yU.y—1 czyli / U.V(y—1); lecz V—1 =—1 > 

2nk
przeto wzór ilości uroionych weźmie postać V U.V—1,

2n
albo Wy/—1 gdzie W zastępuie mieysce ilości rzetelney 
2”£ 2”
y/ U. Zaraz okaźemy, iż V—1 przywieść się może do wy­
rażenia zawieraiącego uroioną iedność potęgi tylko drugiey. 
Do tego nam posłuży zrównanie otrzymane w §/ze poprze* 
dzaiącym

Cześć /. 27.
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A-yA^Ey—-)+V/(
2j

tu za B położywszy —C2, wypadnie
/(^+c/_1)=v/(^±^S)+vz(^=^±^).. feO, 

2 2
A I y/y/2 -l-C2

Wyraz ----- ——) iest rzetelny, nazwiymy go dla
/ .A-—^aI'2'Ą-C2'

skrócenia przez Z?. Wyraz zaś V(-----------——— ) Jest uro-
Ib

iony, bo A < VA2 + C'z; dawszy mu kształt
^+^)V_1, i nazwawszy mnożnik rzetelny

I2r
./( V/-z/8+C2—ą_.) przez E, będzie

y/CY+cy—i)=i»+£/—i.............(A').
Podobnie

V/(Z>+Sv/— i)=F+GV/— 1 ..... (/), 
gdzie P i G tak są złożone z D i E iak D i E z A i C. 
Bedzie także

\^F+gV—i)~K+L\/—i . .... (to'), 
i tak daley. Wyciągaiąc z obu stron w zrównaniu (7i') pier­
wiastek kwadratowy, otrzymamy

22
y^+o/- i )=/(£»+£/—i), 

czyli na mocy zrównania (Jd)
22
/(yZ+C/—i)=F+GV/—i;

W tem ostatniem zrównaniu wyciągnąwszy znowu pierwia­
stek kwadratowy z obu stron, mamy

23
v/(^+cy'—o^i/ęr+G/—z)-, 

tu za drugą stronę wziąwszy iey wartość ze zrównania 
(m'), wypadnie

23
i)=jr+ZV<-i.

Ztąd iuź możemy wnieść ogólnie, że
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2»
V'(z/+cv/— ,)=p+Q\/— 1.............(«');

toie6t, pierwiastek potęgi cechowanóy wykładnikiem 1n 
wy ciągniony z funkcyi podpadaiacóy pod wzór a+b/—l 
należy także do tego wzoru.

Potakieni przygotowaniu załóżmy że A=-O, C= i; 
zrównanie (g'\ zamieni sie na

czyli
22
V—i=Vł+VłV—».............(/);

przeto 23
V—1=^1 + ViV— l),
2 4
v—iA(v'i+ViV—o-

itd.
Drnga strona zrównania ( p' ) należy do wzoru afb^—i, 
więc i wyciągnione z niey pierwiastki potęgi drugiey, czwar-

23
tey, ósmey, itd, będą tegoż wzoru: toiest wyrażenia \f—i, 
24 25 2”

—i, Y^—l,.............V—i mogą się zamienić na postać
a-}-by—i. Ztąd się pokazuie, źe wzór ilości uroionych

o»
TAY^—i daiąc się przerobić na —l ma kształt

—i. 1 iakiebykolwiek było wyrażenie, np. A+>J—B+

y—C-\- itd, zamykaiące funkcyą rzetelną A i funkcye uro­
ione rozmaitych poi eg: kiedy zamienimy iednę z funkcyy 
uroionych na p-\-qV—i, drugą na r-j-s\/—i, itd; wyraże­
nie dane przybierze postać (A-^-p-j-r-j- . . • • )V//—l
podległą wzorowi a-\-bV—i.

Jeżeli 7. wyrażeniami uroionemi przy wiedzionemi do 
kształtu a-\-bV—i wykonywać będziemy rozmaite działania 
algebraiczne; zawsze wypadek będzie miał postać a-\-bV—i. 

J tak
I. (ni+nV— i) + —i) = OM-p) + —i.
n. (/rc+rcY/—i) — (p+q^— i) == + ("—9IV7—i.
III. (mA-ri)/——i) = mp-prnqv— —i—riq

=(nq>-nq)+(mą+np)\/~^
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TV m'Yn^—1 (mĄ-nV— i —q\/— i j

P+ąV—1 i) p*+<22 '
r_zzp-^y )v/

p84-<Z2 y

V. (p+g/— 1? —V"‘ q*

1. 2. O
nazwawszy w rozwinieniu zbiór wyrazów rzetelnych przez 
r, uroionych przez uV — 1; wypadek przyymie kształt 
rĄ-uV—1.
VI. -------y------ mogąc się zamienić podług poprzedza-

(p+ąV— i)w

iącego przykładu na , a następnie na

_____ .___ ____ ______ czyli ------------ bierze nareszcie
(r-f-zz/—ij(r—«V—1) J r2+u*

postać -----------i podpadającą pod wzór
r2-f"w rz-J~w

—1.
VII. Pozostała nam Jeszcze do oznaczenia postać pierwiastku 
iakieykołwiek potęgi wyciągnionego z lunkcyi a-\-b\f—1. 
Wykładnik znaku pierwiastkowego może się wystawić nayo- 
gólniey przez 2” k gdzie k iest Jakąkolwiek liczbą nieparzy-

2”£
stą. Będziemy więc mieli do uwagi wyrażenie V/(«+^’V<—’)• 

k 2”
To wyrażenie znaczy iedno co Vf Y/(a-UV—1)]. A ponie­
waż, podług wyprowadzonego wyźey zrównania ( n' ), pier­
wiastek potęgi s* z funkcyi a-ł-bV—1 ma kształt a-}-by—1; 
możemy więc ten pierwiastek nazwać przez .zZ+Cy—~i, i

2nk k 2* k
będzie y/ —1)= V [V(a+l,V— 1)] = V(A-\-CV —1).
Cała przeto rzecz do tego się przywodzi, aby dowieść że 
z funkcyi AĄ-C\/—j wyciągniony pierwiastek iakieykołwiek 
potęgi nieparzystey należy do wzoru fz-j-óy/—1. Widzieliśmy 
w $/ ie poprzedzaiącym, że pierwiastek iakieykołwiek potęgi

n
n z funkcyi A-\^B może się wystawić przez 0\(p + VÓ/)*
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Połóżmy —C2 na mieyscu B: funkcyą A-\-VB zamieni się 
na A-\-CV—i. Okażemy następnie źe i funkcyi odmienio- 
nćy A + CV— i pierwiastek potęgi nieparzystey iakieykol-

n
wiek n będzie miał zawsze kształt V/r.(/74"Vq), toiest

tylko źe w tyra razie ę bydź musi koniecznie odiemne. Pod­
nosząc w oStatniem zrównaniu obie strony do potęgi zz, i po­
tem równaiąc terminy wymierne z sobą a pozostałe z sobą, 
otrzymamy

. r „ . —i) « . n(n—i)fzz—2)fzz—3) . „4=r[p« + 1. 2 q + 1 ~5.~ 4---- q
+ itd.J .....( q'\

CV—i—r[npn~yVq-}~r--——^pn^qVą-{- itd }.». (z*'). 
1 • 2« O

Z tych dwóch zrównań, podobnie iak w poprzedzaiącym, 
znaydziemy że

z/2—(C\f— i)2 czyli ^’+C2=r2(p’—2)» ; 
n, j4z-i-Czzkąd p2—<y—V (——): tu druga strona czasem bydz

może wymierną a czasem niewymierną, ale iest koniecznie 
rzetelną; nazwawszy ią przez c, będzie p2—q—C, Ą—P* 
—c. Kładąc za ą to ostatnie wyrażenie w zrównaniu (</'), 
otrzymamy zrównanie z samą ilością nieznaną p, które bę­
dzie stopnia zz. Ze zaś n iest z założenia nieparzyste; a do­
wiedliśmy w rozdziale trzecim, że każde zrównanie stopnia 
nieparzystego ze spółczynnikami rzetelnemi ma przynaymniey 
ieden pierwiastek rzetelny; musi bydź przeto iedna przy­
naymniey wartość na p rzetelna; tę wartość wyraźmy przez 
a. Ztąd qz=a2—c iest także rzetelne. Zrównanie (z*') wy­
stawione pod postacią

C\Z—i=r[z2pn""1+^^——z)pn—iq^. jy/g
1 • O

po wyniesieniu obu stron do potęgi drugiey daie

—6’2 ==r 2 [zzp«—i -p n^L—3<2~}- itd ] 2 cp. 
i- 2. 3

zatem
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( )
______________ —o_____________
or i . n(n—i)(/z—2) , , .r2[up"-J-j—-----pM-5q-j- itdp

Tu na drugiey stronie mianownik iest dodatny, iako kwa­
drat z wyrażenia do którego składu wchodzą same ilości 
rzetelne; licznik zaś iest odiemny. Przeto wartość na q iest 
odiemna: nazwiyniy ią przez —ó2. W zrównaniu
n n
y^yZ+Cy— i)=Vr.(p+Vq) położy wszy a za p, -—b* za 
q; będzie

O/— i)=Vr.(a+b V— i )=aVr+b Vr V— 1. 
Znosząc z sobą wszystkie wypadki w teraźnieyszym §fie o- 
trzymane, możemy iuż powziąć gruntowne przekonanie, że 
nie masz wyrażenia uroionego, któreby sie pod wzór 
a+iZ-i podciągnąć nie dało.

§ 6. Rozwiązanie pytań nieoznaczonych pierwszego i
drugiego stopnia.

Lubo w ogólności pytaniom nieoznaczonym, toiest do­
starczającym warunkami swoiemi mniey zrównań niżeli iest i- 
lości nieznanych, służy nieskończona liczba odpowiedzi; często­
kroć atoli się zdarza, iż gatunek ilości niewiadomych ogra­
nicza znacznie takową liczbę, gdyż dołącza pytaniu pewne 
szczególne warunki, które do osobnych zrównań nie prowa­
dzą, a którym iednak powinno także stać się zadosyć. Jeżeli 
np. ilości niewiadome oznaczaią liczbę ludzi, wtedy wartości 
tylko całkie i dodatne brane bydź powinny. Przy takim wa­
runku trafia się czasem, źe liczba odpowiedzi ieszcze będzie 
nieskończona; czasem się staie bardzo określoną; a niekiedy 
nawet niepodobna mieć ani iedney odpowiedzi zaspokaiaią- 
cey ten warunek.

I.
Przedmiotem rozwiązania zagadnień nieoznaczonych 

pierwszego stopnia iest wynalezienie wszystkich odpowiedzi 
wyrażonych przez liczby całkie i dodatne.

i), Weżmy naprzód pod uwagę pytania tego rodzaiu nay-
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prostsze, które zamykają dwie ilości nieznane pawiązane 
z sobą iednem zrównaniem. Każde takowe zrównanie za­
wiera się we wzorze

ax-$-by = c,
gdzie «, b, c są liczby całkie dodatne lub odiemne. Zęby 
ten wzór mógł wydać wartości na cc i na y całkie, potrze­
ba aby spółczynniki a i b albo żadnego spólnego dzielnika 
nie miały, albo źebv i wyraz c dał się przezeń bez reszty 
podzielić. Przypuściwszy bowiem źe a=km, b=kn', będzie

c
kmx-\-kny=c, zkąd ?njc-\-nyz=z~—: nie podobnaby wiec ilo­

ściom cc, y mieć wartości eałkieh, leżeliby c nie było roz­
dzielne przez k. Nayprościey rozwiązuie się zrównanie ax-f- 
by = c gdy ieden ze spółczynników a ib iest jednością: le­
żeli np, o=i, będzie

x — c — by,

tu liczbom całkim wziętym za y odpowiadają oczywiście 
wartości całkie na a?, a z pomiędzy nich łatwo iest wybrać 
same tylko dodatne. Gdy ani a ani b nie iest iednością; wte­
dy starać się należy uczynić rozwiązanie zrównania ax + 
by=c zawisłem od takiego, w któremby ieden ze spółczyn- 
ników był koniecznie równy iedności. Zęby iasno poiąć 
koley rachunku mającego się odbyć w tym celu, zaczniymy 
od zagadnienia szczególnego. Kupuie się pewna liczba koni 
i wołów za 1770 rubli', cena konia iest rubli 3i, wołu 
2i. Jlez kupiono wołów, a ile koni? Nazwawszy liczbę 
wołów przez rr, koni przez y, będzie summa rubli za wo­
ły 210*, za konie 5iy: z obu tych suinm powstaie rubli 
1770. Ztąd wynika zrównanie

2ix + = 1770.......................... (1)
Staraymy się naprzód wynaleźć wzory daiące wszystkie 
wartości na x i y całkie, z pomiędzy których będziemy po­
tem mogli odłączyć i pobrać same tylko dodatne. Wycią­
gając wartość na ilość a?, którey spółczynnik iest mnieyszy, 
mamy x^===~^— Uskuteczniwszy, ile można, dziele­

nie na spółczynniku y, wypada

21
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Tu widzimy że ac będzie całkie, jeżeli y będzie liczbą ca­
łą taką, aby uczyniła całością wyrażenie —ł77° ioy_ *

21
Niech p oznacza te całość; toiest niech *77° iop ___ .

21
zatem 1770—ioy=2ip czyli

io/+2ip == 1770.......................... (2J,
a wartość na oc staie się

= + . . . . . (*).
Wszelka wartość całka ilości p, która podstawiona w zró­
wnaniu (2) sprawi że wydobyta z tego zrównania wartość 
y będzie całka, uczjni tem samem całością ilość ac iak 
pokazuie zrównanie (*). Takiey wartości na p odpowia- 
daiące wartości a", y sprawdzą zrównanie (1), które oczy­
wiście wypada przez eliminacyą p z dwóch zrównań (2) i 
(*). Pytanie więc nasze zostaie przywiedzione do tego, że­
by rozwiązać w’ liczbach całych zrównanie ( 2 ) maiące 
dwie ilości nieznane y, p ze spółczynnikami prostszemi niż 
są w'zrównaniu (1). Postępując ze zrównaniem (2) po­
dobnie iak z(i) wydobedziemy naprzód

1770 — 2ip
.10

potćm wykonawszy w części dzielenie na spółczynniku ilo­
ści p, otrzymamy

1770—p ,y—---2p -j---- —-----— .
10

Ten wypadek pokaźnie, że każda wartość całka, która u-

czyni wyrażenie 12.7?—— całością, da na wartość y liczbę 
10

całą, a zatem będzie właśnie taka iakiey potrzebuiemy 

Połóżmy ztad 1770—p=iop' czyli

p+iop'=1770.....................(3)
, . y=—^p+p’ • • • • (**)•. .

Jak zrównanie (1) zawdsło w swoiem rozwiązaniu od (2), 
tak (2) zależy od (3). Zrównanie (5) maiąc spółczynnik 
przy p równy iedności, iest w takim przypadku o iakirn 
mówiliśmy na początku. W niem każda wartość całka p'
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daie wartość ratką na p. Te wartości podstawione w (**) 
uczynią y całością; następnie wartość na 33 wyrażona przez 
y ip w zrównaniu (*) będzie także całka. Jlości nieznane 
główne oc, /, oraz ilości p, p' które nazy waią się ilościami 
nieznanemi pośredriiemi są powiązane z sobą przez zrów­
nania (*), (**), (3). Za pomocą tych zrównań można ilości 
33, y wyrazić przez funkcye ostatniey ilości pośredniey p'. 
Jakoż z (3) mamy p=iyp)—iop'; co podstawiwszy w (**), 
wypada

y——2.1770+21P' czyli y=—354o+2ip' . . * (a).
Tę znowu wartość na y i poprzedzaiącą na p włożywszy 
w (*), otrz ynia m y

33=3.1770—3ip' czyli cc=53io—3ip' . . . ( p ). 
Wzory ( a ) i ( P ) ogarniają w sobie wszystkie układy war­
tości całkich as, y czyniące zadosyć zrównaniu ( 1 ). Dla 
ich otrzymania potrzeba za pf brać następnie wszystkie licz­
by całkie o, 1, 2, 3, . . . —1, —2, . . . ; takowych prze­
to układów iest mnóstwo nieskończone. Ale kiedy przyda­
my warunek, żeby cc, y były ieszcze i dodatne, czego ko­
niecznie gatunek tych ilości w teraźnieyszem ' zagadnieniu 
wymaga; wtedy należy takie tylko nadawać wartości nap', 
aby było

2ip'>354o p^-2222. p'>i68-f-|,
czyli 21 czyli ieszcze

5ip'<53io p'<_±22_
oi A

przeto p' może mieć tylko trzy wartości 169, 170 i 171. 
Pierwsza daie 50=71, 7=9; druga 5C=4o, y=3o; trzecia 
5C=g, y=5i. Pytaniu więc tcraźnieyszemu odpowiedzieć 
można troiakim sposobem przez trzy dopiero wskazane u- 
kłady wartości na 50, y. Gdybyśmy na mieyscu liczby 177° 
wzięli 3oo, znaleźlibyśmy że pytanie mogłoby mieć tylko 
iedne odpowiedź; byłoby więc zupełnie oznaczone. Wzią­
wszy liczbę 100; pytanie żadnegoby układu całkich i do- 
datnych wartości na o*, y przyiąć nie mogło, a zatem było­
by niepodobne.

2). Przenieśmy teraz sposoby i rozumowania użyte w roz­
wiązaniu poprzedzaiącego zagadnienia do ogólnego wzoru 

ax+by=c............. ( 1 ),
Część Ii 28.
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w którym załóżmy że a < 3: wydobywając wartość na a?, 

c—Z?vmamy a==----- — . Dajmy że z dzielenia 3 przez a otrzy-

mnie się wieloraz w i zostaie reszta r; zatem cc =—wyĄ-
C=2 'albo 

a
oc——wy+p............ ( * )

czyniąc----- _=p. Stosownie do powyższych uwag, roz­

wiązanie w liczbach cal kich zrównania (i) zawisło od po- 

dobnegoz rozwiązania zrównania----- ć=n czyli

r/4-np=c . . . .(2).
Z tego zrównania wypada y=-——. Nazwawszy w' wie­
loraz a r' resztę z podzielenia a przez r, będzie y——u>'p
+ ŹZŹł- albo 

r
yz=—w'p^p'

£ jA ją f
czyniąc -------==p'. Od rozwiązania w liczbach całych zró-

. c—rfp t 
wnama —=p czjb

rfp+rp'=c *.;.,(3)

zależy podobneż rozwiązanie zrównania (2), a od tego zno­
wu zależy odkrycie wartości całkicb na x, y czyli rozwią­
zanie zrównania (1). Zrównanie (3}, w którem r' iest 
mnieysze od r daie p—---- . Niech w" znaczy wielo­

raz a ru resztę z podzielenia r przez r'; będziemy mieli
c—r^ró

p=—w"p'-\----—----- albo

p=—w^p^p".............(***),
lr 1 c—r"P' // ni ' • c—r"Pf „kładąc ————p'. Od zrównania —-j-ł-z^p" czyb 

r'/p,+r'p,/=c.............( 4 )
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postępując ciągle tą samą drogą otrzymamy naprzód zró 
wnanie

r',,p//+r//p,"=c............ (5),
potem zrównanie

r///y//_j_r//y///_c............ (6),
itd;

a zawsze od rozwiązania w liczbach całych każdego z tych 
zrównań zależeć będzie rozwiązanie wszystkich poprzedza­
iących (i), (2), (3), itd.

Ponieważ r iest resztą z podzielenia b przez a, r' iest 
resztą z podzielenia a przez r, itd; więc te reszty są t> ż 
same przez iakie przechodzimy w szukaniu naywiększego 
dzielnika spólnego ilościom a i b. Lecz że ilości a i b ża­
dnego spólnego dzielnika mieć nie powinny; ostatnia przeto 
reszta musi bydź iednością. Jdzie zatem, źe musimy po­
między zrównaniami ( 1 ), ( 2 ), ( 5 ), . , . . trafić na takie 
w którem spółćzynnik przedostatniey ilości pośrednicy p 
z pewną liczbą kresek będzie iednością. Ka^da więc war­
tość całka ostatniego p wyda w tern zrównaniu wartość 
całką na p przedostatnie; to znowu wyda liczby całe na p 
poprzedzaiące, itd aż do p bez kresek, które będąc całkie 
wyda nareszcie podobneż wartości na cr, /. Za pomocą 
końcowego zrównania oraz zrównań (*), (**), (***}, • • • • 
przyydziemy do wyrażenia ilości x, y przez funkcye osta­
tniey ilości pośrednicy p. Poczem przypuszczając rozmaite 
wartości całkie na to p, otrzymamy podobneż na er, 
z których będziemy mogli wybrać sarnę dodatne, iakośmy 
w rozwiązanym przykładzie uczynili.

3). Daymy źe ieden z układów wartości całkich er, y 
sprawdzających zrównanie

aer+óy=c .....( 1 ) 
iest er= a, y= fi, gdzie « i fi są dodatne lub odiemne. Za­
tem aa -f- bfi =c: to odciągnąwszy od(i) będziemy mieli

«(ec—« )+b(y—fi )=o..................... (2),
zkąd

b(y—fi ) 
ax—«

Zęby wartość na er odpowiadająca wartości całkiey na y 

była sama całką, potrzeba, iak widzimy, aby b(y—fi ) by­
ło rozdzielne przez a; lecz b nie da się zupełnie rozdzielić

(5).
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przez a, gdyż a i b nie powinny mieć żadnego spólnego 
dzielnika; więc potrzeba aby y—p było wielokrotne wzglę­
dem a, toiest żeby było

y—0 =op .......................(4),
gdzie p wyraża iakąkolwiek liczbę całą; te wartość pod­
stawmy w (3); wypadnie

x—<*■ —■—bp ..... (5).
Ze (4) i (5) wyciągamy

r = i3 + «p|
ar— « — bp I * ' * * '

Gdybyśray ze zrównania (2) wydobyli y—P =— afrr —« ) 
b

i założyli x—a —bp, zkąd y—p =■—ap, przyszlibyśmy do 
as= « + bp I
y = P —ap | ♦ • • • * vy7*

Łatwo się przekonać że tak wartości (a) iak (3) podsta­
wione w zrównaniu (1) uczy nią mu zadosyó nie zależnie od 
p. Z podstawienia np. wartości (a) wypada aa -J- abp + P b 
— abp — c czyli aa -j-bp = c, co iest równością dokładną, 
gdyż podług założenia « i p stanowią iedno rozwiązanie 
zrównania danego. Przeto każdy ze wzorów (a) i (3) za- 
mykaiących w sobie ilość dowolną p obeymuie wszystkie 
układy wartości całkich na a2, y. Te układy wyciągniemy 
biorąc za p wszelkie liczby całe tak dodatne iak odiemne.

Tu ieszcze postrzegamy, że maiąc ieden układ wia­
domy oc—a , y—P ; dla otrzymania wzorów na wszystkie 
układy, potrzeba do wartości a2 toiest do a dołączyć ilość 
dowolną p ze spółczynnikiem iaki ma ilość y w zrównaniu 
danem, a do wartości y toiest do p dołączyć p ze spół­
czynnikiem ilości oc. Jeden z tych spółczynników powinien 
zachować swóy znak iaki ma w zrównaniu, drugi powinien 
bydź wzięty ze znakiem przeciwnym. Wiemy np. że zrów­
nanie

21024-317=1770
sprawdza się przez układ 02 = 71, y = 9. Wiec wzory na 
wszystkie układy będą

02=71—3 ipy 
y= 94-211?;

albo
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x=7i+3ip, 
y~9—2ip-

Każdy z tych wzorów przyprowadzi do wypadków jedna­
kich; bo oczywiście wartości na cc, y wydobyte z pierwsze­
go przez branie liczb dodatnych za p będą też same iakie 
wynikną ze wzoru drugiego kiedy za p weźmiemy takież li­
czby odiemne, Uźywaiąc np. wzoru (a), gdy uczynimy 
p=o, i, 2, 3, ... , —i, —2, —3, . . ., wypadnie
r=P, P+a> P+2«> P+3a,.., . /= j3—«, P—2«, /3—3c,,.z
X— a, a—l, a 2b, a—3b, , X— <*-j-b, <*+2Ó, a-fió/,, ..,
gdzie widzimy źe odpowiadające sobie wartości na cc, y, 
składaią dwa postępy arytmetyczne; w postępie złożonym 
z wartości y wykładnikiem iest spółczynnik ilości cc i na- 
wzaiem.

4). Ztąd wypada, że zupełne rozwiązanie zrównania 
aa>j-by=c przywodzi się do odkrycia iednego układu war­
tości całkich na cc, /; wszystkie bowiem inne można wy­
ciągnąć ze wzorów

cc= —bp, y=P + ap.
Jeden zas układ otrzymamy następującym sposobem. Uła­

mek ----  rozwińmy na ciągły, i części coraz dłuższe ułam­

ku ciągłego przeróbmy na ułamki pospolite. Ostatnim u- 

łamkiem pospolitym będzie : niech wyraża uła­

mek przedostatni. Wiemy , « m , ize -------- ------— —
b n bu gdzie -fi

służy wtenczas kiedy -y w szeregu ułamków pospolitych

iest na mieyscu parzystem, —kiedy na nieparzystein. Daymy 

że mieysce ułamku -y iest parzyste, a zatem że -y

--------- - --- ----- ; ztad an—bm~i- Tego “ostatni ego zrównania
n bu

obie strony pomnóżmy przez c; będzie acn— bcm=:c, co 
iest równością dokładną, a nie różni się od zrównania da­
nego aoc-j-by=c, tylko źe ma en na mieyscu cc, — cm na 
inieyscu /. Zrównanie wiec dane będzie sprawdzone kiedy

(. 221 )
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auczynimy x=cn, y=—cni. Gdyby było -U~-------—

—- czyli an—bm——i; wtedy obie strony w ostatniem
zrównaniu mnożą się przez —c, i wypada —acn+bcm^=.c, 
przeto ieden układ wartości na cc, y iest cc=—cn, y=.cm.

5). W zrównaniu ax+by=c gdy a i b są ze znakiem +, 
tegoż znaku musi bydź c; bo inaczćy zrównanie nie mogło­
by się sprawdzić przez żaden układ wartości na cc, y cał- 
kich i dodatnych, W tym razie ieden z układów otrzyma­
ny sposobem podanym w liczbie poprzedzaiącey iest cc = 
czz, y——cm, lub cc=—cn, y—cni podług tego iak różnica
~7~----- — czyli iest dodatna lub odiemna.6 ri J Zawsze

Wzór
ti - bn

wartości na cc, y tego układu różnią się w znaku, 
na wszystkie układy będzie

x = en — bp, lub cc=—cn+bp, 
y=—crn-\-ap, y= cm —ap',

gdzie widzimy że liczba rozwiązań całkich i dodatnych iest 
ograniczona, gd)ż za p nie mogą bydź brane tylko warto­
ści dodatne obiete między granicami i •crn— ,

J b a
Gdy a i b są znaku różnego, wtedy c może bydż od- 

iemne', lecz w takim razie zawsze zrównanie da się przy­
wieść do postaci acc — by = c maiącey c dodatne. Jeżeli

<z zzz . i ■ • icz)ń an—bm=i, a następnie acn—bcm

= c; iednym układem wartości na cc, y będzie cc. — en, 
yz=.cin. Wtedy ze wzoru na wszystkie układy

x—cnĄ-bp
y=.cm-\-ap

pokazuie się że liczba rozwiązań całkich i dodatnych iest
nieskończona; bo za p może bydż brana wszelka wartość
dodatna; a nawet odieinna byle nie przewyższaiąca mniey-

, ., , . cn . cm „ , a m iszey z ilości ------ i—■ . Gdy ------ ----- =—-— czyli
J ba 1 b a bn J

&n—bm——i; naówczas —acn-Ą-bcm=c: ztąd wypada ie- 
den układ x=—cn, y~—cmj i wzór na wszystkie układy
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er=—cn-Ą-bp 
y= —cm-\-ap

znowu pokaźnie że liczba rozwiązań cal kich i dodatnych 
iest nieskończona, albowiem za p może by dź wzięta wszel­
ka liczba dodatna byle przewyższaiąca większą z ilości
■—— j -c/yz—t Liczba wiec układów wartości na er. y cał- 

b a
kich i dodatnych iest określona dla zrównania aoc-j-by = c, 
a dla zrównania </er—by=.c iest nieskończona.

Przykład 1. Tf7pewney kompajiii zebrano na składkę 
złotych 100; każdy niczczyzna dał złotych 5, każda ko­
bieta złotych 3. Jluz było mężczyzn, a ile kobiet? Naz­
wawszy liczbę mężczyzn przez er, kobiet przez y, będzie 
zrównanie

5er+3j'=ioo.

Ułamek j rozwiia się na ciągły iH---- - . Ułamki pospo-
1 + a

lite równe coraz dłuższym iego częściom są |, ~, |. Ró­
żnica między ostatnim i poprzedzającym f—t ——L Ztąd 
5.1—3.2=—i, następnie —5.i00-f-3.200 = 100. Jdzie za­
tem źe ieden układ wartości eałkieh iest cr=—100, y = 
200. Wszystkie zaś inne układy obeymuia się we wzorze

cr=—ioo4-5p, y=2oo—5p.

Dla otrzymania wartości na cr, y nie tylko eałkieh ale ie­
szcze dodatnych, potrzeba za p brać liczby całkie zawarte 

między i czyli między 33+| i 4o, toiest liczby

34, 35, 36, 37, 38, 3g. 
na dane pytanie

cr=2, 5, 8, 11, i4, 17. 
y=3o, 25, 20, i5, 10, 5.

Ztąd wypadnie sześć odpowiedzi

Przykład 11. Wynaleźć liczbę, któraby rozdzielona 
przez 7 zostawiała na resztę 6, a rozdzielona przez 11 
dawała resztę g. Nazwawszy wieloraz z pierwszego dzie­
lenia przez cc, z drugiego przez y‘, liczba szukana wyrazi 
się dwoiako, raz przez 7x4-6, drugi raz przez ny+9. 
7cr-{-6=l iy+9 czyli

qx—1 iy=3.
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I I _ _ , I 1____ . I X 1 II. II__ 3 __ T .T --- li------- - 3 T» T, '£> 1 1 1 H»
,+^

11.2—7.3=1; 11.2.5—7.3.3=3 czyli—7.9+11.6=3. Przeto 
a?=—g; y=—6. We wzorze rr=—9+11/7* —6+7P,
czyniąc p=i, 2, 3, 4,... będzie

a?=2, i3, 24, 35, * . .
y=i, 8, i5, 22, . . ..

Wartości na ac podstawuiąc w wyrażeniu liczby szukaney 
7.'!'+6, lub wartości na y w wyrażeniu 1 ly-j-g, otrzyma­
my odpowiedzi nadane pytanie

20, 97, 174, 25l, . . .
których liczba będzie nieskończona.

6). Pod wyłożone teraz sposoby podpada rozwiązanie 
wszelkich zagadnień pierwszego stopnia, w których liczba 
zrównań iest tylko o iednośó mnieysza od liczby ilości nie­
wiadomych. Niech będą dwa zrównania 

aac-\-by-\-cz=claoc-yby-ycz—cl , .
jfa4-gr4-^*=* | • 1 • •

z trzema ilościami nieznanerai oc, y, z. Wyrzuciwszy z nich 
z przyydziemy do zrównania maiącego kształt

Ax-\-By = C.......................(2).
Rozwiązuiąc to zrównanie wskazaną powyzey 
trzymamy wzory

oc— a A-Bp

regułą o-

a 4-Bp .
y — p—Ap I • • * *

w których każda wartość całka na p wyda wartości całkie 
na cc, y czyniące zadosyć zrównaniu (2). Za ac, y pod­
stawiwszy ich wyrażenia (3) w którymkolwiek ze zrównań 
( 1 ) będziemy mieli na wypadek zrównanie z dwiema ilo­
ściami nieznanemi r, p, pod postacią

^,x4-JB,p=C/.
Znalazłszy stosowne do tego zrównania wzory 

*=«'4-^..................... (4)
y/'?, *

kiedy za p włożymy teraźniejszą wartość w f3) wypadnie 
ce==« 4-R Ry/'ę . . , . (5) 
y=P —P'+AA'q , . . , (6),
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W zrównaniacli (4), (5), (ó), ilości er, y, z są wyrażone 
przez funkeye całkie ilości dowolney cp biorąc za q wszyst­
kie wartości całkie tak dodatne iak odiemne, otrzymamy 
wszystkie układy wartości całkich na er, y, z czyniące za- 
dosyć zrównaniom dan\m (4), a z pomiędzy tych wartości 
wybierzemy same dodatne iak w zagadnieniach poprzedni- 
czych.

Łatwo iuż poznaiemy drogę rachunku, którą przebyć 
należy w rozwiązaniu pytań nieoznaczonych prowadzących 
swoiemi warunkami do iakieykolwiek liczby zrównali n 
pierwszego stopnia z liczbą n-f-i ilości nieznanych.

Przykład. Za pewną liczbę koni, wołów i owiec zapła­
cono rubli i53. Każdy koń kosztował rubli 19, wół i5, 
owca 2. Liczba koni trzy razy była mnieysza od podwóy- 
nćy liczby wołów i owiec razem. Jlez kupiono sztuk każ­
dego gatunku bydła? Nazwawszy liczbę koni przez er, 
wołów przez y, owiec przez z, będziemy mieli zrównania

1 ger+15y-j-2-=i 53
r „ ......................(1).ar =-“=----  czyli ox—gy—22=0 7

Po wyrzuceniu z otrzymamy 22er-j-i3y=i58 albo 
22er+ i5y—«

kładąc dla krótkości a na mieyscu i58.

2 2___ , 1_____ !_______ . 1 2 5 22. 2 2 __ 5 — 1__ .I 3 ——— i w I" ) j j 3 ? j 3 ) I 3 133}
o;

22.3—i3.5=i; 22.3a—i3.5a=a; er=3a, y=—5«. 
er— 5ćz •—i3p j ( .
y——5a+22p I * * • 4 k 2 ż*

Włożywszy te wartości w drugie ze zrównali ( 1 ), znay- 
dzieray 33p-{-2^=i9«.
-±=41+|; ± , «5; 83—2.4i=i;

2 1 2 7 2 1 2.1
83.190—2.41.1 ga= iga; p—ig«, 2=—4i.ig«.

' P==19a—2<?
z——4i.iga-f-83^............ (3)*

Z podstawienia tey wartości na p w (2) wypada 
Część I. ' 29.
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ac = 3a—i3.iga~l~io.2q czyli cc——244«+26</, 1 
/=—5«+22.ig«—22.2^ czyli / = 4i3«—44g; f 
do czego przyłączywszy zrównanie (3) czyli ? • •

*=—779« + 83ę)
będziemy mieli wzór na wszystkie układy wartości całkicli 
;r, /, z. Te układy wyciągniemy biorąc rozmaite wartości 
całkie na q. Lecz żeby ilości oc, /, z były nie tylko całkie, 
ale ieszcze i dodatne, czego istotnie gatunek tych ilości wy­
maga, powinno q uczynić zadosyć warunkom

s44« 4i3a . 77Q«
9 >^6“’

czyli
. , 5« . , ina , 32«

<Z>9a + 73> !?<9a + ^4> 9>9°+ •

Ponieważ ułamek §§ iest większy od T55, gdy się więc speł­
ni Warunek ostatni, iuź będzip tein samem zachowany i 
pierwszy. Musi więc ą zaspokoić dwa warunki

, i7<« , 52««<9a +47* 9>9«+-g3 >

•czyli po włożeniu wartości za a musi bydź
z 2686 z 5o56

q<i422 + 9>i422+-^-,
albo ę<i483-f-/^, ^>1482-1-2 j.
Przeto za q może tylko bydź wzięta liczba i483. Tę liczbę 
podstawiwszy we wzorze (4) otrzymamy

*7=6,. y—2, 2=7.
7). Jak się rozwiązuią zagadnienia, w których liczba i- 

lości nieznanych przewyższa liczbę zrównań o dwie jedno­
ści, trzy, itd, obaczymy w następujących przykładach.

Przklad I. TJrypłacić złotych 187 pieniędzmi troia- 
kiego gatunku: pięć złotówkami, talarami -w ar tulącemi po 
złotych sześć, i dukatami idące,ni po złotych dwadzieścia. 
Po ileż sztuk z każdego gatunku dać wypadnieł Liczbę 
pięćzłotówek wyraziwszy przez cr, talarów przez y, duka­
tów przez z, będzie

5^4-6/4-202=187.
czyli

5<r+6y=i87'—202................................(1).
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Uważaiąc ilość z na chwilę za wiadomą, i w mieyscu 
187—202 kładąc c, mamy

5cr+6y=c
iedno zrównanie z dwiema ilościami nieznanymi, które roz- 
wiąźemy podług wskazanych wyżey prawideł.
1=1+4; T? 6—5=1; —5c+6c=c; x=—c, y=c*

x——c-f-6p 
y—c—5/».

Ztąd po wróceniu funkcyi 187—202 za c otrzymuieiny 
x=—187+2024-67? | z
y = 187 202—óp I......................k2}-

Tu wszelkie liczby całkie wzięte za p i z wydadzą warto­
ści całkie na x* y. Obrawszy jakąkolwiek wartość całką na 
2 np. 2=1, a za p kładąc rozmaite liczby całkie np. o, 1, 
2, 3, . . ; wyciągniemy układy całkich wartości na x, y, z,

2= l l I 1
X——■167 —161 —155 —i4g
y== 167 162 167 l52

itd.

czyniące zadosyć zrównaniu danemu. Jeżeli znowu uczyni­
my 2=2, 77=0, 1,2,..; wypadnie inny szereg układów: itd. 
Zostaie nam ieszcze do rozeznania, iakie liczby całkie brane 
bydź iedynie powinny za p i z, żeby przyprowadziły dou- 
kładów złożonych z wartości nie tylko całkich ale ieszcze i 
dodatnych. Zrównanie (1) pokazuie, źe aby cr, y były do­
datne, musi bydź dodatną funkcyą 187 — 202; a następnie 
musi bydź 2<ŁAL czyli 2<g+AA przeto na 2 można tylko
przypuszczać wartości o, 1, 2; 3,... 9. Gdy 2=0; wtedy 
podług (2)

X——187+67? 
y—187—5p.

Ztąd dla otrzymania wartości dodatnych na x, y trzeba za 
p brać liczby zawarte między granicami i czyli
między 3i+| i 3y+|, toiest trzeba za p podstawiać koleią 
liczby 32, 33, 3i, 35. 36, 37. Tak przyydziemy do sześciu 
układów

2= 0 0. 0 0 0 0
X= 5 11 23 29 35
y—27 22 ’7 12 7 2

Podobniebyśmy znaleźli że układy, do których wchodzi 2=1, 
są
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JS= 1 1 1 1 1 1
x= 1 7 i3 *9 2 5 ry3i
7=27 22 *7 12 7 2

Takim sposobem przeszedłszy przez wsz^ stkie następne war-
tości z, toiest 2, 3, 4,. . . g, odkrylibyśmy wszystkie odpo­
wiedzi danemu pytaniu.

Przykład II. Płacąc konie po 10 czer. złł, woły pa 
5 czer. złł, krowy po 2 czer. złł, owce po czer. zł, wy­
dano 100 czer. złł. Zakupiono wszystkich sztuk' ogółem. 
100. Ileż ich było w każdym gatunku! Nazwawszy ilości 
sz uk ane przez cr, y, z, u, będą zrównania
iox+5y+22++z=1OO czyli 2Ox+io>y+4x+-M=2Ooj f .

a'+ y + 2 +/z=iooi
Po wyrzuceniu u otrzymuiemy

igai+gr+3z=ioo
Zrównanie z którem postąpić należy iak w zagadnieniu po- 
przedzaiącem. Przeniósłszy igąs na drugą stronę, mamy

9y+3.s=ioo—1907..................... (2).
Tu widzimy źe powinno bydź czyli oc < 5 +
Przeto za oc. można tylko brać 1, 2, 3, 4, 5. Nadto po­
nieważ w ostatniem zrównaniu spółczynniki przy y, z ma­
ią spoiny dzielnik 3, więc tez 100 — igcc powinno bydź 
rozdzielne przez 3, Temu warunkowi czynią zadosyć dwie 
lylko wartości na oc

oc—i, oc—4.
Zatem oprócz tych dwóch wartości oc żadna inna wzięta- 
bydź nie może.

Gdy cc=i; wtedy z (2)
£=27—3y . ... > (5).

Włożywszy to wyrażenie za z i razem iedność za cc w dru­
gie ze zrównań (1), otrzymamy

~ ZZ=72+2J ’ ’ , • • . • (4);
Zrównania (3) i (4) pokazuią że wzięte iakiekolwiek liczby 
całkie za y przyprowadzą do wartości na z, u także cał­
kich; lecz żeby te ostatnie były dodatne, potrzeba aby y 
nie przewyższało g. Można więc nay przypuszczać wartości 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Ztąd wypadnie dziesięć układów
CC— 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1
y— o i 2 3 4 5 6 7 8 9
£ = 27 24 21 18 i5 12 9 6 3 0
U =7 2 74 76 78 80 82 84 86 83 9°

4
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Jeżeli x~i; natenczas z (2)

z=Q—3/..................... ( >)■
Tę wartość za z i razem 4 za x podstawiwszy w drugieiw 
ze zrównań (1), znaydziemy

12=88+2/ ..... (6).
Dla otrzymania wartości całkich i dodatnych na z, u, ze 
zrównań (5) i (6), potrzeba za y brać liczby całkie i do­
datne mnieysze od + toiest liczby o, 1, 2, Wartość prze­
to cc=4 należy do trzech układów

x= 4 4 4
y= 0 1 2
2=8 5 2
b=83 9° 92

Teraźnieysze więc zagadnienie przyymuie trzynaście roz­
wiązań; lub też dziesięć, gdy wyłączymy wartości o.

II.
Jak rozwiązanie zagadnień nieoznaczonych stopnia pier­

wszego, tak równie stopnia drugiego i wyższych ma za cel 
wynalezienie wszystkich odpowiedzi wyrażonych przez licz­
by całkie. Lecz gdy z warunków pytania wypada np. zró­
wnanie stopnia drugiego z flwierna ilościami nieznanemi; 
wtedy w ogólności wartość na iednę ilość wyraża się przez 
funkcyą niewymierną ilości drugiey: zatem rozwiązanie takie­
go pytania wymaga, \ód żeby odkryć wartości wymierne na 
iednę ilość, któreby przyprowadziły do podobnychźe warto­
ści na ilość drugą; ire żeby pomiędzy wartościami wyraier- 
nemi ilości pierwszey wybrać same całkie, któreby wyda­
ły na ilość drugą wartości także całkie. W tern dociekaniu 
trafiaią się wielkie trudności, których pokonanie należy do 
teoryy głębszych w nauce, występuiących z obrębu iey czę­
ści początkowych. Tu przestaniemy na okazaniu, iak się roz­
wiązują przez liczby całkie zagadnienia z dwiema ilościami 
nieznanemi, niczamykaiące w swoich zrównaniach kwadra­
tów tych ilości, lecz tylko ich wieloczyn. Takowe zrówna­
nia są zawarte w ogólnym wzorze

z/zl'r/+«a?+ó/=e . . , . . (1)
gdzie m, a, b, c są całkie.

i). Zacząwszy od przypadku prostszego kiedy w zrówna­
niu (1) 172=1, wyciągniemy
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c—ax , ćz£>-ł-c

“J* r=-“+

Liczbę ab -J- c rozbierzmy na dwa jakiekolwiek mnożniki, i 
daymy np. że ab-\-c =fg\ zatem

y— —a 4- f.
7 x+b

Ztąd otrzymamy dwa układy wartości na cc, y: ieden, u- 
czyni wszy cc-j-Z> = f czyli

cc
a następnie

, y=£—
drugi, kiedy założymy że ,x-\-b=g czyli 

rr =g —
zkąd

y—
Jeżeli liezba ab-\-c ma wiele dzielników, wtedy też wielo­
rakim sposobem może bydź na dwa mnożniki rozebrana. 
Gdy np. ab-\~c znaczy liczbę 12 maiacą sześć dzielników 
i, 2, 3-, 4, 6, 12; każdy z mnożników / ig będzie miał 
trzy wartości: albo f=i, g=i2; albo f—2, g=6; albo 
f=3, g=4: a z każdey pary mnożników wypadną dwa ukła­
dy wartości na x, y. Więc układów będzie sześć, toiest 
tyle ile ma dzielników liczba 12. Wyciągniemy zaś te 
wszystkie układy porćwnywaiąc x + b koleią z każdym 
dzielnikiem.

Przykład. Ocenić w 1 liczbach całkich boki prostokąta 
zamykaiącego sążni kwadratowych w powierzchni cztery 
razy więeey niz liniiowych w obwodzie. Nazwawszy boki 
szukane prostokąta wyrażone w sążniach przez x, y, bę­
dziemy mieli zrównanie

64
cry=8y4~8x zkąd y= —czyli y=8+ —ó •

Dzielniki liczby 64 są i, 2, 4, 8, 16, 32, 64', porównywa- 
iąc ie następnie z x—8 znaydziemy siedm układów war­
tości na cc, y

x = g, 10, 12, 16, 24, 40,^72,
7=72,, 4o, s4, 16, 12, 10, 9.

Pićrwszy układ i ostatni daie tę sarnę odpowiedź pytaniu, 
j pokazuią że ieden z boków prostokąta powinien mieć są-
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źni 9, drugi 72. J każde dwa układy równie od skraynych 
oddalone stanowią iednaką odpowiedź; tak iż odpowiedzi 
różnych będzie t\lko cztery. Umnieyszenie liczby odpowie­
dzi pochodzi ztąd, że szeregi wartości na a?, y zawieraią 
też same liczby, tylko odwrotnym porządkiem po sobie i- 
dące. Jednostayność zaś szeregów wynika z symetrycznego 
składu zrównania xy=^>y-}-^x co do obu ilości.

2). Podobnym sposobem rozwiązuie się zrównanie (1) 
kiedy w niejn Wyciągnąwszy wartość na y, mamy

c—ax ,, mc—maac „ , ab4-mc
y=----—, albo my=.-----------— albo my=—a-j------- —- .mx-\-b y mxĄ-b riwc-yb
Daymy że iednym z dzielników liczby ab-\-mc iest d i że
wieloraz a^~^-=.w. Uczyniwszy będzie

d—b w—a
x = ------ , y=--------- •m rn

Tu widzimy że dla otrzymania wartości całkich na er, y, 
potrzeba z dzielników liczby wybrać tylko takie od
którychby odiąwszy b i razem od wielorazów im odpowia- 
dnich odiąwszy a zostawały reszty wielokrotne względem 
m. Zamiast tych reszt powinny bydź summy wielokrotne 
względem zzz, gdy liczby a i b są w zrównaniu odiemne.

Przykład. Maiąc dany bok a sześcianu wyrażony przez 
liczbę całą, ocenić w liczbach całkich bok podstawy i wy­
sokość równoległościanu prostokątnego stoiącego na pod­
stawie kwadratowey, a któregojry obiętość była do obięto- 
ści sześcianu w stosunku powierzchni tychże brył. Niech 
X będzie bokiem podstawy, y wysokością równoległościanu; 
więc cr2y i 2x2 + 4cry wystawią obiętość i powierzchnią 
tey bryły. Obiętość i powierzchnia sześcianu danego maią 
wyrażenie a3 i 6a2. Warunek zagadnienia wymaga aby było

czyli

ztąd y=—a-^-= “ + 2a° albo
ć>x— 2a o o{bx—2a)

„ . 20?
ay = a + '5^Z^.....................

Daymy że dzielnikami liczby 2a‘z są d, d'} d",.. .; a wie-
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łorazy im odpowiadające niech będą «■>', u-7/... Uczy­
niwszy 3cr—2o=cł, d', d",............ .. wypada

__ ć/+2« cZ/+2« d"-Ą-2a
3 ’ ’............. ’

a następnie z
w-\-a u>'-\-a w"~\-a

5~ ’ 3“ ’ 3 ’.............
W tych dwóch szeregach wartości na ar, y, wybrawszy sa­
me całkie otrzymamy układy odpowiadające pytaniu.

Niech będzie np. Zrównanie (*) stanie się
rz Ol 12S3^ = 8+3^=76 •

Dzielniki liczby 128 są
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128;

odpowiadaią im wielorazy
128, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1.

Wartości na er , y będą

__1+16 2+164+i6f8+i616-j-i6(32+161644-16’i284-16
3 ~3 3 3 3 ) o 3 ’

128+864+832+816+8 8+8 4+3 2+3 1+8
y~ 3 3 3(33 ”3~ 3 3 ’

z których wyłączywszy ułamkowe, zostanie 
x=6, 8, 16, 48,
y—2% 8, 4, 5.

Dane więc pytanie może bydź zaspokoione przez cztery 
różne odpowiedzi.
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