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VI Vorbemerkung.

Um die am Schlusse der Sammlung verzeichneten Resultate
herzuleiten, werden bei den leichteren Aufgaben die Fundamental-
sitze der Trigonometrie ausreichen; fir die ubrigen Aufgaben ist
die Losung entweder nur mit kurzen Worten angedeutet oder
ausfuhrlicher dargestellt worden. Die fehlenden Figuren sind
leicht zu erginzen. Zur Berechnung der Zahlenbeispiele sind
funfstellige Logarithmen vorausgesetzt.

Steglitz, im Juni 1879.
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Cap. L

Goniometrie.

A. Numerische Werthe der trigonometrischen
Funktionen und ihrer Logarithmen.

§ 1. Logarithmen der Funktionen.

a. Winkel im ersten Quadranten.
1. Aufsuchung der Logarithmen.
Zu bestimmen:
«. Ohne Interpolation.

1. log sin 43° 21'; log cos 24° 42'; log tg 18°9'; log ctg 35° 53'.
2. log sin 58° 46'; log cos 85° 19'; log tg 66° 36'; log ctg 72° 27",
3. log sin 85° 19'; log cos 34° 46'; log tg 74° 17'; log ctg 18° 3'.
4. log sin 36°2'; log cos 78°; log tg 4° 11'; log ctg 89°.

5. log sin 52° 14'; log cos 39°4"; log tg 84° 47'; log etg 2° 48'.

|

|

} B#. Mit Interpolation.

‘ 6. logsin 28°17,4'; log cos 34°27,3';
log tg 12°48,6"; log etg 39°7,7'.

9. logsin 52°5,2'; log cos 76° 54,3';
log tg 80°0,8';  log etg 64°40,6'".

8. logsin 12°17,5";  log cos 28°2,4';
log tg 48°47,8";  log ctg 76°28,7".

9. logsin 75°39,3'; logcos 1°16,4';
log tg 7°56,7";  log ctg 54° 7,8'.

10. logsin 2°3,4'; log cos 48°17,6';
log tg 0° 6,5'; log ctg 86° 54,8'.
Hermes, trigon. Aufgaben. 1
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Cap. L

Goniometrie.

§ 1.

11.
12.
13.
14.
15.

2. Aufsuchung der Winkel.
a. Ohne Interpolation.
Zu bestimmen den Winkel, wenn gegeben ist:

log sin @ = 9,36022;
log tg y.=—=9,89598;
log sin & = 9,98398 ;
log tg y = 10,18500;
log sin & = 9,66994 ;
log tg y = 9,93022;
log sin &« =9,95567;
log tg y = 8,63131;
log sin ¢ = 8,39310;
log tg y = 11,12723;

ﬂ. Mit Interpolation.

16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.

26 a.

b.

log sin & = 9,76768;
log tg y = 8,76763;
log sin ¢ = 9,98755;
log tg y = 11,86420;
log sin & = 8,88888;
log tg y = 10,33333;
log sin @ == 9,65432;
log tg y = 11,05878;
log sin & = 8,33057;
log tg y = 7,89187;

log cos §=19,88447;
log ctg 0 = 10,05014.
log cos 8 =28, 02002
logctg 0 =9, 50004.
logecos 8 =29, 39615;

log ctg d = 10, 80522.

log cos § =19, 99672;

log etg 0 =10, 03161.

log cos § =9, 91363;
log ctg d =9, 84442.

log cos §=19, 89798;

log ctg 0 =10, 22333.

log cos =8, 76533;
log ctg d =0, 02468.
log cos =19, 66666 ;
log etg 0 =8, 99999.
log cos § =19, 98569 ;

log etg d = 10, 00042.

log cos § =38, 77922;
log ctg 0 =8, 45728.

Bestimmung eines Winkels aus einem Funktionalwerth des-
selben.

siner—"<;
sine=0,9;
sin a=\/0—,75;
sina=1log2;
sine=tg 18°;

sina=',éV2—-V§;

tgr=V1—VT8_;

log sin ¢ = — %;

tigy= <1r05)“ 3

cosf=2%;

cosff=0,6; 4
cosf=V0,5; tgr=V%;
cosf=1logH;
cos f=rctg 72°; tgy==cos45°; ctgd==sin60°.

tgr="4;
tgy=0,4;

tgy=log8;

cos B =1

ctg d="4.
ctgd=0, 1.
ctgd=1Y2.
ctg d=1og 10.

V2 +V2;

tgd=7)1+4 Y038

log cos § = — V0,007 ;

ctg 0 =—
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Numerische Werthe

der Funktionen, 3

21.

28.

29.

30.

31.
32.
33.
34,

36.
37.
38.

39, sine=—3(;

oo a8 V0B 10,275
ey o B T T co § == roags
el oy v | __ (35)3
g re=08"" ctgd‘———ns'%.
P e s BOOT BBt
T 11,2345 TS5y 1A
V11,234 — 3 5 (03)0
tgy—=—"r—; ctg 0 =—-- !
0,271 £ Wﬁ
: V2,345 — 1 3—
sin & = —m—; cos f=V3 — V2;
1,212 P 1,05
tg;’—_——m—; Ctg =1'O5' B
Gin o 034 VOBIOL cos § — 2345
ol R T A = 5,432}
tg y = sin 4°*¥; wenn A= 500: w==i10°;
ctg & = sin 4°°%; wenn 4 =35° pn="53%

b. Winkel in spéteren Quadranten.

Den Werth zu bestimmen von:

sin 100°;  cos 200°;  tg 800°;  ctg 400°;
sin 250°  cos 350°; tg450°;  ctg 150°;
sin 320°;  cos 420°; tg120°;  ctg 220°;
sin 480°%;  cos 180°;  tg 280°;  ectg 380°;
sin 500°;  cos 600°;  tg 800°;  ctg 1000°;

Den Winkel zu bestimmen, wenn gegeben ist:

sin & = — cos 14°29,8';
tg y = — ctg 33°47,7';
sin e = ctg 17°7,7';
tg y==co08 55°.55,5';
log sin @ = 8,88888;
log tg y =10,33333;

cosf=—1%;

40. sin a=—\/0,_l; cos f= W;

coS ﬂ — — sin 780 9,4:’;
ctg d = — tg 80°0,8'.
cos f =tg 44° 44 4';
ctg 0 = sin 66° 6,6'.
log cos # = 9,66666 ;
log ctg d = 8,99999.
tgy=—>5; ctgd=—5%.
tgr=I(0,75"; ctgd=—1V0.1.
1*
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Cap. I. Goniometrie. §§ 2, 3.

§ 2. Darstellung von Funktionalwerthen ohne Anwendung

der Logarithmen-Tafeln.

Den Werth zu bestimmen von:

1. sin 30% sin 45°;  sin 60°; tg 60°.

2. cos 30°; cos 45°;  cos 60°;  ctg 45°

8. 8in. 120% - cos 150°%;  tg 135°%;  ctg 120°

4. sin 225°;  cos 240°;  tg 300°; ctg 315°

5. sin 300°; cos 330°;  tg 240°; ctg 360°.

6. sin 15°; cos 15°; tg 15°; ctg 15°.

7. 8in 22°80"; cos22°80'; tg22°30'; ctg 22° 30'.

8. sin 75°%; c08:67°30": - TimTH®; ctg 67° 30",

9. sin 105 cos 165°; tg 255°; ctg 285°.
10. sin 337°30"; cos247°30'; tg202°30'; “ectg 112°30'.
11. sin 18°; cos18°; tg18°%  ctg 18°.
12, sin 36°; cos 36°;  tg 36°;  ctg 36°.
13. sin 54°; cos 144°; tg 126°; ctg 234°.
14. sin 24°; sin 48°. 15. cos 48°; cos 12°.
16. sin 7°30; cos 33°45'. 17. cos 37°30'; sin 78°45'.
18. sin 6°. 19. cos 27°. 20. sin 27°.

21.
22.
23.
24,
25.

26.

31.
32.
33.
34.
35.
36.

(Vorausgesetzt die Fundamentalformeln.)
Den Werth zu bestimmen von:

sin 75° — cos 75°. 27. sin 54° — sin 18°.
sin 15° - cos 15°. 28. cos 36° - cos H4°.
tg 15° -+ tg 60°. 1

tg 75° — tg 60°. 29, tg 18° 4 cos 18° 180"
tg 15° 4 tg 75°. 80. cos 18°°} cos 54°°,
sin 54° . sin 18°.

tg 18°° o1 ctg 36° 37. sin 36°+ cos 18°.

tg 36°" 4+ otg 18" 38. tg9°+ ctg 9°.

tg 67°,30" — ctg 67° 30" 8in24° - cos 6°
sin 540" + sin 18%% 39. cos 36°
cos 9% cos 81°. (vgl.§ 18 Autg. 42). 0 8in 84°— cos 66°

O 3 (e] RS DA AR e DRI

cos 36° sin 18°. 40. Sin 54°
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Abhiingigkeit der Funktionen von einander.

§ 3. Abhiéingigkeit der Funktionen von einander,

Gegeben: Gesucht:
10 Sin o= %
2. =
3. o 2/.’3/_ cos a, tg e, ctg e, Winkel e.
4. =\
5. =
6. cosa=29,
12
70 o Té
8. =0,1 sin &, tge, ctg e, «.
9. =YJ24+1V3
10. =il
11, "o @ss —37
12. w3
13. =1 sin e, cos «, ctg «, «a.
14. =)5—2Y5
15. e
16. ctgae =3
17 =24
8. = ——_\/3 sin @, cos a, tg o, a.
19. =y2—1
20. w=d
21 sin D=1/
22. cos2a =14 il
23. cos2a=1%(1 —V5) ! sina, cosa, tga, ctga, a.
4. tg2«=——1
25, ctg2a=— VY%
26. cosef=——1Y
27, cosef=21
28. sine{=—1 sin @, cos @, tg e, ctg a.
2. g =1
30. cigy =17

www.rcin.org.pl



6 Cap. I. Goniometrie.

§§ 3, 4.

31. Gegeben sin «,

gesucht sin e.

B2 cos a, cos 3ex.

33. tg @, tg 3.

33a. ctg e, ctg 3ee.

34. sin @ und cos 2a, sin 3e.

35. cos & und cos 2e, cos e

36. Gegeben sin 3« und cos 2, gesucht sin c.

37. cos 3 und cos 2e, cos a.

38. sin o sin® fir = 180°
39. cos & cos % fir a=90°.
40. tg o tge; fir o= 45°

B. Algebraische Entwickelungen.

§ 4. Umformungen zur Vereinfachung logarithmischer

Rechnungen.

(Vorausgesetzt die Fundamentalformeln.)

1. sina 4 cos a; cos & — sin @.
2. tga- ctga; ctg @ — tg a.
1
% sin & o cose’ cose  sina’
4. cos a? — sin a?; ctg a® — tg .
1 1 1
5. tgo® — j — :
8% Tese’ sine®  cosal
6. 1+ cos «; 1 — cosa.
: S 1 -+ sin @; 1 — sin e.
i 1
b cosa_l; sina+1'
4 14 tg «?; 1 — ctg &
10 1+ coser 1—sina
4 1—cose’ 14sina’
11. 1+ tga; ctg ¢ — 1.
14-tge ctgae—1
12. " T
1—tge ctga—+1

www.rcin.org.pl



Algebraische Umformungen. 7

13. g Sines e —+ ctg e.
14. —tg a; —'coR a.
cos « cos @
15 2 cos @ — o : + cos a.
cose’ 2sine
16 sine sinee cos ¢
: 1—cose’ 1-+cose’ 1+4sine’
17 1+ cos 2a 1 — sin 2e 1 + sin 2«
. 2 : 2 : 2 :
18. 1 + cos 2a_ 1 — sin 2e sin 2a — cos 2«
1 — cos 2¢’ 1 -} sin 2e’ cos 2e -+ sin 2a

19. sin(60°+4 @) — sin(60°— ); cos(60°+ &)+ cos(60° — ).
20. sin(60°+ @) + sin(60°—a); sin(45°+ &)} cos(45°— ).
21. cos(45°+ @) + cos(45°—a); tg(45°+ ) — tg(45°— ).
292, sin (454 @) — sin(45°— a)?; tg(46°4 a)2— tg(45° — a".
23 tg (45° 4 a)* — 1 = sin (45° 4 &) — sin (45° — @)

" tg(45° 4 @)2 41 sin (45° 4 @) + sin (45° — @) "
24. cos @ + cos (e + 120°) 4 cos (& 4 240°).
25. cos e - cos (e 4 120°) 4 cos « - cos (« + 240°) 4

—+ cos (e 4 120°) - cos (e + 240°).

26. sin & - cos f; cos « — sin f.
27, tga-ttgf; ctg @ — ctg f.
28. tga -+ ctgf; ctg o — tg f.
9 sine—+sinf cosee— cosf3

sin(e—p) ’ sinl(a-l-ﬁ) y

1 1 1
30. — 3 - s
cosa cos f§ sine ' sin §
31. sin «® — sin #2; cos &> — cos 82,
32. sin a® — cos 2% tg a® — tg 7.

33. ctg a® — ctg % ctg «® — tg 2.

34. (sin & 4 cos B) (cos f — sin @); (sine - sinB)(cosa 4 cosf).
35. (sin @ — sin f) (cos @ — cos §); (sina~cosf)(cosee—sinf).
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3 Cap. I. Goniometrie. §§ 4. 5,
36 sina+-sinf cosa-cosf

" sine—sing’ coset—cosf3’
37 sine—sinf cos—cos f3

' cosa—cosf’ sine 4 sin 8’
38 tga4tgf tgee— tgf

" tga—tgp’ ctge — ctgf’
39 ctga—tgf tga -+ tg 8

" tgattgf’  cgattgf

1 1 1 1

40 sin « + sin g sin « =+ sin 8

7 1 | 1 + B

sin g T sine cos cos B8

41. ctg e + tg%; ctg % —ctg' .
42. sin e« (2 cos 2e¢ 4 1);  cos e (2 cos 2 — 1).
43 sin 3¢ cos3a sin 3a | cos 3«

* sine  cosa’ sine ' cosa’
44. cos 2« - sin 4 — sin - cos Hee.
45. sin 2« - sin 4a -+ cos « - cos He.
46. sin(a—+B)-sin(B~+ y)—sinf-sin (a4 B4 7). (Ve §32, Aufg. 10)
47, cos(a—p)-cos(f+ ¥) —cosB-cos (e —f+4 7).

48.
49.
50.

51.

52.
53.
54.
55.

56.

7.

58.

59.
60.

cos (e~ )08 (B+7) + sin 8-sin (a—+ B+ 7).
sin (e B)-sin (B — y)—cosfB-cos (e 7).
sin (¢ — B)-cos(8—y)+ sinf-cos(e— 4 7).

cos (e + 2P) « sin (2 4 48) — sin (a +- B) - cos (2& -} 5f)-
sin (« + 28) - sin (2¢ + 4p) + cos (& -+ B) - cos (2a 4 5f).
sin (e + 2p8) - sin (2a + 68) — sin (@ 4 B) - sin (2e 4 56).
sin @ - sin (8 — y) + sin @ - sin (y — @) + sin 7 - sin (& — f).
cos @+ sin (f — y) -+ cos B - sin (y — &) -} cos y- sin (& — ).

sin @ + cos ¢ — 1; cos ¢ — sin & -+ 1.

sin 4 sina - cos (@4 f) cosf—cose- cos(a-{—ﬁ)
sin (e - f8) : sin (¢4 f8)

cosf—sina - sin (¢4 ) sinf—cosa- sm(a—{-p’)
ws@tp) cos (& + )

sin (¢4 f)?— sina®*—sin f2;  cos(a -+ f)?— sina®— cos .

sin (e B)%— cosa® — cos 82

tg (e +f)—tg o —tgf.
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Algebraische Umformungen.

§ 5. Summen der trigonometrischen Funktionen der Winkel

eines Dreiecks.
Es seien «, 8, y die Winkel eines Dreiecks, d. h.

a4 p+y=

so sind, soweit es thunlich erscheint, in Produkte zu verwandeln

die Summen:

1. sin & - sin § + sin 7. 7. cos & -} cos 8 -+ cos y.
2. sin 2e -} sin 28 -} sin 2y. 8. cos 2a - cos 2ﬁ -+ cos2y.
3. sin—g——i—sin%—}—sin —;i 9. cos—+ cos— +cos—
4. sin a 4 sin § — sin y. 10. cosa+cosﬂ~cosr
5. sin 2a -+ sin 28 — sin 2y. 11. cos 2a 4 cos 2# — cos 2y.
6. sin 7 -} sin % — sin % 12. cos —2“— -+ cos - cos%—
13. tga +tg B+ tg 7.
14 tg 28( + tg Qﬂ + tg 27 18. Ctg + Ctg(VeQrgI—*; :’ItgAli)fg 32.)
1. 0= + tg -1 tg 19. ctg e + ctg B -+ ctg y.
20. ctgo +ctgf — ta y
16. g5 + tg 5 — gL ;12 otg 2¢ + ctg 28 — tg 2.
g 22. ctg B ctgy -+ ctg y ctg a -+
1. ghtgd+ig y'g2+tg_tg i 7 otg @ ctg B.
23. sin & - sin B - cos . 29. sin @® 4+ sin 2 - sin y2,
24. cos 2a ~+ cos Qﬂ -+ sin 2y. 30. sin a® 4 sin $2 — sin »2
9 « ; v 31. sin 2e? -} sin 282 — sin ‘2;’2.
g A + ues —}—.cos 27 32. cos a* -+ cos 2 - cos ;'
26. cosa —|— cos ﬂ — sin y. 83. cos az + cos 82 — cos 72,
27. cos 2a + cos 28 — sin 2. 82 ¥
T oy , 34 cos~—|— €08 5~ — €08 4.
28. sin - - sin - — cos 5-.
2 2 2
35. sin%z—-sin ﬁ;yz; cosﬂ_;yz-—cos%z.
36. cos ﬁ;y +sin%:l: V1 — cos 8 — cos y -+ cos f3 . cos 7.
87. cos L% + sin < == Y1 = cos 8 + cos y + cos § . cos 7.
38. cos ‘B:y —sm-— == V1 + cos § + cos 7 -+ cos . cos .
39. cosﬂ;y —smTZ- = V1 — cos § — cos y + cos f8 . cos 7.

www.rcin.org.pl



10 Cap. I. Goniometrie. §§ 5, 6.

40. sin @® 4 sin f2 — 2 sin e + sin B - cos 7.
41. cos & -+ cos f — 4 sin g - sin s -sin%—.

42, cos 2a -} cos 28 - 4 cos @ - cos B - cos y.

2 2
43. sin 5 +sin £ 4 2 sin 5. sin £ sin 2.,
e o fg? « B 7
44- sin —2——sm '—2— + 2005—2— COST + COS 7.

0 «—y

45. sin 8 -+ sin y — 4 cos %cosa2}g + 0B g

46. sin B -+ sin y + 4 cos %-sin%ccs 7;“.

sin e (cos #% — cos y%) -+ sin 8% (cos y* — cos a?)

4i. sin y?
48. sina-sin—;—-sin ﬁ;y +sinﬂ-sin—§--siny_2_” -
B L ol «— B
~+ sin y sin 5- - sin —5—.

49. sin &’ sin (8 — y) + sin §° sin (y — @) + sin »? sin (& — ).

sin -% sin % sin %
50. 5 2 -+ 3 & - % 5
€o8 -5+ €08 - €08 -+ co8 €08 -+ CoS 5
cos oA cos - sin —
2 2 2
51. TR « + Al S S YR 7T y
sin ? 'C-OS-§' sin TZUCOS? sin ?~ sm—?
sin —i-sinl sin -~ . sin — sin i-sin—ﬁ-
2 2 2 2 2 2
oA 1 e SRS s P Lt SRS L BT e 2
cos 9 CcOS T cos —2‘ = CO 2 coSs 9 CoS —2-
cos £ cos L cos-L- . sin — sin = .cos it
2 2 2 2 2 2
M ree S e e b
Sin —2— ¥ sm—2— sin T' CcoS —2~ CcoS B) *8Sin T
cos (§ — cos (y —a cos (¢ —
by, D2B=p)  enGr—w)  conle—h) |,
cos & cos f8 cos y
cos (8 — sin (y —a sin (ot —
55, 2B—7) | snGr—a) sin(@—f)
cos o sin 8 sin y
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Algebraische Umformungen. 18§

B B

56. l—cos—— g5 tg———cos— tg L 3 tg———cos— tg— : tg'g

2°

2 L o
51. cos—;- . ctg% . ctg% — sin % , ctg%’— S s

2
sin—g—-tg%-ctg%— 1
58. Vsina—l—sinﬂ—l—-siny X Y— sin @ + sin § 4 sin y X
X Vsin & — sin § - sin y X Ysin & 4 sin § — sin y.
59. Vsin 2a + sin 28} sin 2y X Y— sin 2a—+sin 28+ sin 2y X
¥ Vsin 20t — sin 288 -+ sin 2y X Vsin 20t sin 23 — sin 2y.

60. Vcos— -+ cos A—I-cos = XV—~—cos—+cos——- +cos—2—

o i Sy o 4 &, b St
XVcos g ——08 5 +cos 5 )(Vcos 3 —|—cos g — C08 5.

§ 6. Allgemeinere Summen gleichartiger Funktionen.
Aufg. 1—8. Es seien a, 8, 7, 0 die Winkel eines Vierecks

und demnach

a+B47r+d—4R,
(oder die Summe dieser Winkel gleich einem beliebigen Viel-
fachen von 4R), so sind, soweit es thunlich erscheint, in Pro-
dukte zu verwandeln die Summen:

1. sine+sinf+siny+4sind. 5. sina®-sinfB%+ sin y2 -+ sind?,
(Vergl. § 29, Aufg. 23 u. 34.)
6. cosa®+ cos B>+ cosy>-4-cosd?,
2. cosa+cosf-cosy -4 cosd. o i g A . g ]
\ ¢ - i . sin @} sin §%—sin y® —sind>
3. sine-sinf—siny —sind.
4

-3

8. cosa®4-cos 82— cos y2— cos 02,
. cose—cosf—cosy — cos . “eoaf #

Aufg. 9—16. Wenn « -+ 8+ 7+ 0=2R, in Produkte

zu verwandeln:

9. sine.sin 8 4 sin y -sin d. 12. cos « - cos 3 — sin y - sin d.
10. sine-cosf —siny-cosd. 13. tga+tgf +tgy +tg d
11. cos - cos 8 - cos y - cos 0. 14. ctg e+ ctg B+ ctg y +ctg d.
15. sm(“‘l‘ﬂ)+ sin(8+7) 4 sin(y 4 d) R sin (0 +-a)

cos e cos 3 cosf3 « cosy siny - sind sind - sine

16. sin &* -} sin % — sin y*> — sin d2

www.rcin.org.pl
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Cap. I. Goniometrie. §§ 6, 7.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.
29.
30.
31.
32.

33.
. cos (f —y) + cos (y — @) + cos (& — f8).
35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.
42,
43.

47.

48.

Fiir beliebige Winkel @, 8, y in Produkte zu verwandeln:
sin & + sin § - sin y -} sin (¢ + g — y).

sin & -+ sin # — sin y — sin (e 4 3 — 7).

cos @ - cos 8 -} cos y - cos (e 4 B — ).

cos & + cos § — cos y — cos (¢ + 8 — 7).

sin & - sin # + cos y — cos (e« + B + 7).

cos @ -+ cos f + sin y - sin (e 4 B + 7).

sin @ -+ sin # — cos y + cos (¢ + B + 7).

cos @ -+ cos f — sin y — sin (e 4+ B + 7).

tga+tgf+tg7. 27 tge +tgf —tgy.
ctg @ + ctg f + ctg 7. 28. ctga -+ ctg B — tgy.
sin e® 4 sin #% — sin y* — sin (e + B — )%

cos a? 4 cos 32— cos y* — cos (@ + B — y)~
sin a* -+ sin 2 4 2 sin e sin # cos (« + B).
cos a® -+ cos 2 — 2 cos @ cos B cos (e -+ f).

sin (8 — y) + sin (y — @) + sin (¢ — ).

sin (8 — y) + sin (y — @) — sin (@ — ).
08 (8 — 7) + cos ( — @) =+ sin (a — B).
tgB—7r)+ gy —a)+tg(e—B).
ctg (B — 7) + ctg (r — @) — tg (¢ — ).
sin (8 — 7)? + sin (y — @)* + sin (@ — B2,
sin (8 — »)* + sin (y — @)® — sin (e—§)>

Zu reduciren die Quotienten:

sin & sin2«¢— sin 3 44 sin 3a+-2sin2a +sina
sine—+sin2a - sin 3 ' sin3e—2sin2e}-sina
sin 3t} sin2¢— sine cos3a— 2cos2e - cos
sin 3« —sin2¢+sine " cos3a—+2cos2a - cos e’
sin 3 + sin 2 sine 46. cos3a — cos 2} cosa

sin3a¢—sin 2a¢+sine cos 3+ cos 2ef-coser
sin (¢ 4 B) — 2sin @ + sin (¢ — )

sin (e 4 B) + 2sin @ -+ sin (@ — )"

cos (& + B) + 2cos @ + cos (¢ — f8)

cos (& + B) — 2cos & + cos (& — f8)°
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Algebraische Umformungen. 13

49. sin 4e - sin 3a -} sin 2¢ - sin &
sin 4 — sin 3¢ — sin 2¢¢ -+ sin & °

50. sin 4& — sin 3¢ + sin 2¢ — sin @
sin 4e -} sin 3¢ — sin 2 — sin &

511 sin 4 -} sin 3a 4+ sin 2¢ + sin «

sin 4 - sin 3¢ — sin 2e¢ — sin @

o 08 4a — cos 3a + cos 2¢ — cos @
52. :
cos 4a - cos 3¢ — cos 2 — cos @

53 cos 3 - cos 2 — cos ¢ — 1
' cos 3¢— cos 2@+ cos @ — 1°

54 cos 3 — cos 2a + cos @ — 1
" cos 3 — cos 2a — cosa 4 1

55 sin (& 4 38) 4 sin (¢ 4 2f) — sin (¢ + B) — sine
" sin (¢4 3B) — sin (¢ 4 2B) + sin (@ 4+ f) —sin &’
56. <8 (e + 38) — cos (e + 28) + cos (¢ 4 B) — cos &
cos (@ -+ 3f) — cos (e 4 28) — cos (¢ + ) + cos &’

§ 7. Trigonometrische Reihen.

In ein Produkt zu verwandeln, soweit es thunlich erscheint:
1. sin @ 4 sin 2 < sin 3 + sin 4e.
2. sin @ + sin 2e + sin 3¢ 4 -+ - sin 8a, d. i. Esmka

16

3. sin @ + sin 2« 4 sin 3 + - -+ | sin 16e, d. i. = sin ke.*)
1

4. sin @ 4 sin (¢ 4 ) 4 sin (« 4 2) + sin (@ 4 3p).
4a. cos @ 4 cos (@ 4 f) 4 cos (& + 28) + cos (e + 38).

Zu summiren % Glieder der Reihe:
n
5. sin & + sin 2@ 4 sin 3a + -+, d.i. 3 sin ke.

h

*) Der Summationsindex ist lne1 und in den folgenden Summenausdriicken
k=n

k und statt = ist kurz geschrieben 2‘ (Vergl. die Sammlung von Aufgaben
k=1

aus der Algebra und niederen Analysns des Verfassers § 34.)
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Cap. 1. Goniometrie. e (4

. sin @ -} sin 3¢ - sin D 4 - - -, d. i gsin(?k—l)a.
1

. sina+ sin(a|-§)+sin(a-26) -+ 0 ‘?sin (@4 (k—1)B).

8. cos @ + cos 2a 4 cos 3a 4+ - -, d.i. = cos ke,

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.
22.
23.

1

. cos & - cos 3& 4 cos S | - -+, d. i acos(2k—l)a

cose - cos () -+ cos (a+28)+ -+ d i, acos(a-|-(k———l)ﬂ).

Zu summiren:
2n—1

sin ¢ — sin 2 -} sin 3& — sin 4 4 - -, I (— 1)*- sin ke.
3 8
2n
sin @ — sin 2& -+ sin 3¢ — sinde 4 -+, Z(— 1)1 sin ke.
" |
sin @ —sin (@4 ) +sin(a428) — .-, Z(— 1)* « sin(a4£kB).
0

2n—1

sin ¢ — sin 3@ + sin b — -+, I (— 1)* - sin (2k 4 1)e.
0
2n
sin @ — sin 3¢ -+ sin e — -+, I (—1)* sin (2k 4 1)
0
2n
cos & — cos 2a - cos 3a — - -, I (— 1)k cos ka.
3

2n+1
cos & — co8 2a -+ cos 3 — - -, E (—1)¥ cos ke.

211—

cos & — cos 3& -~ cos S — - -, 2 (— 1)¥ - cos (2k 4 1)ex.
cos @ — cos 3e -} cos ba — - (»-— 1)" cos (2k + 1)e.
cos @ — cos (@ )+ cos (¢4 25) 2‘ (—1)F « cos (e4kpB).

n
sin @ 4 sin 202 4 sin 3a® 4 -, Zsinka®.  (Vergl §87, Aufg. 6)
i L

n

cos @® 4 cos 2a® + cos 3a® 4+ -, = cos ka®,
1

sin 2 + sin 3&® 4 sin S -+, = sm (2k -|— l)a

. sin & 4 sin (e 4 3)*+ sin (@ + 2ﬂ)2 +-5 = sm (a + kp)2
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Trigonometrische Reihen. 15

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.

. cos a® 4 cos (@4 )%+ cos (e+28)% 4 - -, 'Elcos (e + KB)2.

0

sin @ -+ 2 sin 2e¢ + 3 sin 3a - - -, ;:ksinka.
A

cos @ + 2 cos 2a + 3 cos 3 4 - -, gkcoska.
b -

. sin (@ B)+2sin(e4-28) + 3sin (a+3p)+..,§ksin (e—+kB).
. cos (a4 )+ 2cos (« + 28) +- -, %kcos (e + kB).
« cos @ -+ 3cos 3a + Hcos D + -+, I (2k — 1) cos (2k —1)e.

2

=

n

sine-sin § 4 sin2¢-sin 28 -+ sin3e-sin 38+ -+, Zsinne -sinnf.
%
n

sina-cos @+ sin2e-cos2f 4 sin3e- cos 3+, Ssinna- cosnp.
g

n
cos ¢+ cos f- cos 2e- cos 234 cos e+ cos 3+ -, Zcosne-cosnf.
1

sin (&« — ) 4 sin(—y) | sin(y —0)
sin « - sin 8 sinfB-siny ' siny-sind’
sin (¢ — @) sin (8 — 7) sin (y — d)
p o 1 .
sa-cosfl ' cosf-cosy ' cosy-cosd
cos (a—f)  cos (8 —y) kT cos(y—d) cos(d—a)
cose-cos 3 cosfB-cosy ' cosy-cosd cos d - cos e’
4/ 1
sin e - sin 2e i sin 2« - sin 3« g 1 sinket - sin (k—+1)e
1 1 1 g
cos @ + cos a + cos 2 i cos 2@ * cos da b B 5okt
s 1
1 cos (k— 1)a - cos ke’
W 1 5 i
sin e sin @+ cos 2e cos 2¢ - sin 3« o

2", 1 g 1
1 (cos2(k-—l)a - 8in (2k—1)e sin(2k—1)e - cos2ka)'
1 1 & 1

— ity

cos e sin 2¢ sin 2« cos 3a cos 3¢ - sin 4«

3 i
1 ( cos (2k — 1) - sin 2k sin 2ke « cos (2k + 1) )
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16 Cap. I. Goniometrie. §§ 7, Ta, 8.

1 1
sin e - sin (a + B) +sin(a+ﬂ)-sin(oi+2,8)+“’
o R U ETICE
* 1 ..
il cos @ - cos (e« -+ f) j— cos(a+ﬂ)-coi(a+2(9)+ 3
: T ‘:: cos[a-}—_(k;l)p’]-cos(a—kkﬂ) :
Sin & sSin z¢¢ sSin oo
cos o + oS ¢ - coS 3 + cos 3t - cos §ak+“’
Tcosk—(lf—;—l)a-cosﬂzi—l)a‘
sin 8 sin 288 o
44 sina-sin(ﬂa-}-ﬂ)-l_ sin (a+ﬂ)'sinﬂ(a+3ﬂ) e

= .
' sin (a+ ﬂcé;l) ﬂ) sin (a+ ﬁgﬁ# ﬂ)

§ 7a. Umformung algebraischer Ausdriicke bei der
Rechnung mit Logarithmen.

Gegeben die Logarithmen von @ und b, @ > b, gesucht

1. log (¢ + b). 2. log (@ — b). 3. a_—_—_b.
a*—1 a’— b a+b
4. R 5. v g
6. Va2 + 0% 7. Y2 —0%. 8 Yatb+Ya—0.
9. Va®— 2ab - cos y + b2 10. Va® 4 2ab cos y + b2
Zu berechnen:
11. cose cosf-+sinasinfcosy.  12. sine cos — cosasin fcosy.

(In den Aufg. 9—12 sind e, £, y gegebene Winkel.)

*) Durch welche Substitution ldsst sich die Summe in Aufgabe 42 aus
der in Aufgabe 41 ableiten?
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Trigonometrische Gleichungen. 17

11.

13.
15.
.
*19.

21.

*23.
25.
21.

29.

31.
33.
35.
*37.
*39.

*41.

41a. ctg2z - ctga = tg a2,

C. Trigonometrische Gleichungen.

§ 8. Gleichungen von einfacher Form.

(Die mit einem * versehenen Aufgaben

fithren auf gemischte

quadratische Gleichungen).

8inl 2= 2 coB 2. 2.

tg # = 4 sin . 4.

sin & = ctg 2. “6.

3 sin 2 =— 2 ctg 2. *8.
3sina = 2(1 — cos ). 10.
sin —;— = ¢os' &. 12.
gin 2 =5 gin @, 14.
sin 22 = 1,6 cos «. *16.

cos 22 = ¥ cos . *18.
cos 22 = °{ sin @, 20.
tg 22 = 3 tg «. *22.
tg 22 = 6 sin 2. 24.
2ctg 20 = 3 tg 2. 26.
sin 22 — tg . f 28.

4

4tg 5

= 8sin @ *30.
2sin 32 = 3sin . 82:
sin 3z = V3 - sin z. 34.
tg 3o = 4tg . 36.
V2 - sin 3z = Y/3-sin2a. *38.
5cos b =3 cos 3z. *40.

cos # = 2sin @.
ctg # = 2 cos 2.
cos T = tg .

4 cos 2 =3 tg @,

cos # = Y3 (1 —sina).

sin 2 = cos .

sin 22 = V2 - sin .

cos 2= % cos .

cos 2a="/ sin .
cos 24— — sin @,
&
tg 2 == 2008 —=|
y 2
ctg 22 = — ctg .
tg 22 = 2 ctg .

ctg # = 2sin 2.

tgx-tg-g—r_cosx.

4 sin 32 = — 3sin .
3cos 32 = 2cos 2.
5 ctg 3w = ctg @.

8in 32 =— \/f_)- sin 2.

\/3—- sin 5z = /5 - sin 3z.
2

4sinz - sin3ax=1. *42. cos - cos '-z—?~=——0,1.

Hermes, trigon. Aufgaben.

42a. sin22 - cos 2 = asin 3.

2
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18 Cap. I. Goniometrie. §§ 8, 9.

43. cos3z=a-cosa-cos2a. 44, 2cos3x==cosx cos2z.
45. sin3z=—ea-sinz-cos2z. 46. sin 32 =4sin2- cos 2.
#*49, cosda=—c-cosz-cos3a. *48, cosda=—cosx-cos 3.

*49, sinbrx=c-cos2z-sin3z. *H0. cosa-sindrx=wsin Bz,

§ 9. Quadratische Gleichungen.*)

1. sin2®4sinz=7Y 2. Hcosa?+4 Bcosa=2.
3. 4dtga?+ 12tgax="1. 4. ctga®—DHetgaz=1.
5. 12sin 2% + Hsin 2 = 3. 6. 8cosa?— 2cos x =3.
7. 3tga®—4tgr=—4. 8. 18ctg #* — 3ctg 2 = 10.
9. 3sin2?— 6sinz=2. 10. 3Btga?—2iga=—4.
11. 4sin2?=1— 2cos 2. 12. 5 Z(;Zif + 4tg2=0.
13. sinz 4 si;.z:?v—g' 14. 2cos % 4 4cos@==3sin 2>
15, sin 2% — 2cos 22 = 4sin 2.
16. 7sin 2> — 8 sin @ - cos @ = 15cos 2.
17. 2cos #2 4 sin @® = 3 sin @ - cos .
18. ctg 2z — tg o = 3.
19. 3tg 2 — Sectg v = 4.
20 cosm—vg_ cos z — 10
2cos @ 2(cos @ 4 V5 ) ;
21. 4 sin @*> + 3 cos 2> = 6,5 sin 2.
22. 8 sin 2® 4 sin 22 = cos 22.
23. 4 cos «® — sin 2 = ¥ sin 2z,
. 1 ; e
24. sinz 4 cosx=— g 25. sinz + i —2cos.zr
P B8 Sin‘”z_fix_zzi
26. 2sin @? — cos 2> = 1. 27. 3 3 i
28. sin w2—|-%=sin.z'-cosw. 29. 1ggsin 22 = cos @ 4 3.

30. 2sin 22 — cos #%2 =1 — sin 2.

*) Die quadratischen Gleichungen lassen sich zum Theil bei der
Losung umgehen.
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Gleichungen mit einer Unbekannten.

31. asin 2% + bcos 2* = . 32. asin 2® + bsin 22 =«
33. acos 2% -} bsin 22 =«. 34. asin 2% 4 beos 22 = «.
35. acos @ 4 beos 20 = «.

36. 3sin 2> — 4sin & - cos 2+ 2cos 2% =3,

37. 2cos 22 — 3sin 22 = 5 cos 22 — sin 22,

1 1
" ek ¥ ESRIS Shapirag v M b B g
sin & cos & sin @& cos &
a b a
89. sin #? + sin & - cos @ % cos &2 e
PN O LG B
sin @2 sin 2 cos &2 i

41. 2sin 22 — 3 (sin # 4 cos ) = 0.
42. 2sin 22 + 3(sin 2 4 cos @) = 0.
43. sin 22 == «(sin @ 4 cos z) = 0.
44. 6(sin @ 4 cos @) -+ sin 22 = 0.
45. 6sin 22 =15 (sin # — cos @).

46. 6sin 22 = H(cos # — sin ).

479. sin 2z = % (sin 2 — cos @) = 1.

48. sin 2z == 4(sin @ + cos 2) = _g_

49. asin 22 4 b(sin # 4 cos @) = b.
50. asin 2 + b(sin # 4 cos ) =c.

51. 6sin 22 4 5 = 3(tg z 4 ctg 2).
52, 6sin 22 — b = 3 (tg # + ctg 2).
53. asin 22 — 2b = c(tg # -} ctg ).
54. 2tgx + 4 =23(ctg x — tg ).
55, 2tgx — 4 = 3 (ctg # — tg @).
56. 6tg 22 4 5 =3 (ctg z — tg 2).
b7. atg 2o + 2b = c(tg # — ctg ).
58. 2sin z 4 tg # = 2sin 2.

59. 32sin # 4 3 tg # = 24sin 22.
60. 4asin z 4 20 tg = sin 22.

61. cos%—cosw:l. 62. sin%-l—cos.z:l.
63. cos @ -} cos %:1. 64. sin%——cosw=1.
DA
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20 Cap. I. Goniometrie. §§ 9, 10,
65. cos 22 — sin x =4, 66. cos 22 4 cos z = 4.
: z 1 1
67. sinz 4 tg B 68. sinz -+ ctg =
; 2
69. 4sm.2:——2ctg.z_sinz. 70, cos.z:+3tg.z_ T
N. tgo + ctgz=c- sin22. 2. 4(tgr+ctgz)= tﬁ15- ”
gr—ctg®
3. a + bsin 22 = a(tg # + ctg 2).
a -+ bsin 22
“. e o(tg # — etg ).
L3 ek
5. e e 76. tg 22 4 tg # = %ctg .
W g2+ tgz=a-ctgae. 8. tg22 —tgo=a- ctg .
79. tg 22 — tg 2 = a (ctg # — ctg 22).
80. ctga.tg 22 — tgz - ctg 22 = 2.

§ 10. Gleichungen verschiedener Gattungen.

a. Die Form: asin 2 4 bcos z =c.

1. 3sinz 4 cos = 1. 2. sinz— 3cosz=23.
3. asinz - bcos 2 =10. 4. asinz -+ beos v =a.
5. ﬁ-cosx—sinw:: i 6. 2sin 2 — cos 2 = 0,4.
9. 8sin & — cos v = 4. 8. 3sin 2z — 4cosz = 1.
9. 3sin@ — 4cos a=%. 10. 9sin 2 4 10cos # = 11.
11. V3 sin w—cosx:%. 12. V2. sin .z—'\qf?rcos.z_—_%.

13. asine +beose=a. 14. asinz + acosz="0.
Zu Aufg. 13 und 14. Welches ist der grosste Werth von

@, wenn @ und b geg. sind?

sin sin
b. Die Form: } (z+a) =% o

fotm=—0

15. sin 2 — sin (@ — a) = sin —g—
16. sin (z + ) + sin 2 =cos #; @ =37°% B = 24"
17. cos (z + @) + cos (B — ) = sin (& + B).

18.
19.

cos & -+ cos # = cos (¢ — &); o= 50°
sin (# 4 a) — cos 2 =0,5; a=40°
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Gleichungen mit einer Unbekannten. 21

20.
21.

22.

23.
24,
25.
26.

217.
28.

29.

30.
31.
32,
33.
34.
35.

36.

37.
39.
41.

43.
45.
47.

49.

sin (2« 4 @) —cos (22 — f)=tgy; a=380° f=40° y==50°.
sin (¢ -+ @) — sin (¢ — @) == cos (8 + z) + cos (ﬂ — ).
sin (& + ) -+ sin # = cos (.z-—i ~+ cos ( 2“)

cos @ - sin & == tg @ (cos & — sin @).
cos & — sin @ = tg @ (cos & - sin ).

asin @ 4+ b cos = a sin 22 — b cos 2.
@ sin # — b cos # = a sin 2@ — b cos 2.
c. Die Form: ::)1;} (z+ «) - :::;} (z+B8) = d.
a2
sin @ . sin (#—a) = cos 3
sin ( 4+ @) - cos = cos (45°— %)“.
2
cos (z + &) - cos (2 — B) =cosw_g"g .

sin (2 + «) - cos (z 4 B) =10,25.

cos (z + @) - sin (8 — 2)=0,1; &= 78° B =—287°

cos & - cos (@ — &) =sin B; a=67° B =4°.

sin (# — @) - cos (z 4 B) =tgy; e=12° g=11°, y=10°.

sin (¢ + @) + sin # = — sin B; &= 56°, f=4°

sin (#} @) - sin (#— B)==sin (2e¢ 4 B+ @) - cos (e« + 28— x);
@ =20 B AU

sin & - cos (#—a)==sin (45° 4 — ) :sin(45° —); a=230°.

d. Die Form: sin 2" o= cos @” = «.
sinz* 4 cosat=3/ 38, sinat+cosz'=7%.
sinz*4cosat=2%. 40, sinz*- cosz*= a(Determination).
sina®4-cosa®=". 42, sina®}cosa®=1Y.

: 7 L
sin 2% 4~ cos %= 16 44. sin2® - cosa®=c(Determination).

sina®-4-cosa®=1%. 46. sina® 4 cosz®=1Y.

3 Vi LS
sin2® 4 cosa® = 35 48. sin2® 4 cos2®=a(Determination).
in 210 O, B0, skt o 17 .
sinz!+ cos 2!'=— —. . sin2'%4 cos2''=—_. AN\
8 32 A il
2 : -'\“,‘n‘"
« WAIE w
"“‘? U 1] )
“\“ A y

& :
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Cap. I. Goniometrie. A §§ 10, 11,

51.
53.
55.
56.

57.

58.
59.
60.
61.
62.
63.

64.
65.

66.

67.
68.
69.

0.

{
2.
3.
“.
.

sin@'%4-cosz’®=1. 52. sin2'4 cosz'®=a (Determ.).
sine+cose=1,1.  b54. sinz-cosa==« (Determ).
sinz —cosz=0,6. Hda. cosz—sinz=0,6.
sina*—cosat=3/

e. Erweiterung der Form d.

sin #* 4 cos @* = sin 22 — %-
aREW P, 1
sin #* 4 cos ! = sin 22 — T
sin 2% 4 cos 2% = 3,25 {1 — sin 22)".
sin &% - cos @® = sin #® 4 cos 2® — @ sin 22%; o= 352.

sin 21° 4 cos #!° = 2 sin 22> — 1.
sin #'° 4 cos ' = « (sin @* + cos #); = 16
sin 2% + cos @'° + sin 2® 4 cos 2® + sin 2® - cos 2® +

+ sin2* 4 cos at =a; a=1.

sin #® - cos #® = & (sin 2° 4 cos 2%); @ =3.

(sin 2® 4 cos2®) - (sin 2* 4 cos 2*)=e(sin 2° 4 cos 2°) ;&==0,9.
Ah g SRy

sin 2% -+ cos @ ok g (sin @ 4 cos @).
i o a4 __ ©os 2

sin 2* 4 cos @ p g

sin @® —cos @® =@ - (sinw — cos @); =73

2
sin @° -+ cos 2% = 3 (sin z - cos @).

sin % -+ cos #° = —;— (sin 2® -+ cos ).

sin @% 4 cos #° 4 sin @ 4 cos @* = sin & +- cos @.

sin 2° - cos #® — @sinz=cos 2° 4 cos 2* —acos z; a=1,75.
sin #* — cos #* = sin 2a.

sin % — cos 2®* = cos 22; ¢ = — %,
cos 28 — sin #® = e sin 42; a= 1.
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Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten. 23

76.
7.
8.
79.
80.
81.

82.

83.

B4,

“85.

86.
87.
88.

89.
90.

D00 NS P g0 10

f. Vermischte Aufgaben.

cos (& + ) - sin (y + @) = cos (& — @) - sin (y — ).
cos (& — &) - cos (B + y) = cos (& + @) - cos (8 — 7).

tg 22 = sin o® -+ cos #2; .= 54°18,5', B —18°54,5.
ctg 22 —sin a? |-'cos $2; &= 84°.56,7'; f=76°54,3".
sin @ — sin (# 4 ) 4 sin (22 + @) = 0.

cos (& + ) + cos a + cos (@ — @) = 0.

sin (e 4 22) + sin (¢ + z) + sin @ + sin (¢ — 2) +

~+ sin (¢ — 22) = 0.
cos (e~ 2x) 4 cos @+ cos (@¢— 22)=cos (e + 2) + cos (e —z).
sin (@ @) - sin (¢ —&) 4 % ==sine[sin (@ 4 z) 4 sin (e —2)].
cos (¢ — @) - cos & - cos @ - cos (@ + z) +

+ cos (@ + ) - cos (¢ — @) = — %.

S DR o
281n—2———1+2cos(45 -+ 4)-

sin @ (2 cos 22 + 1) — cos 3o =Y.

: sl :
cos 3& -+ cos & - cos 2@ =5 8in & - gin 2z.

cos # - cos 22 - cos 3x=% sin 22 - sin 3.

cos 32 == 3 cos 22 - cos & -} sin 22 - sin 2 - cos .

§ 11. Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten.

4 y=17°18"; sin@:siny=>5:4.
x—y=1°125"; sinx:siny=>5:4.
cos(2+y)=0; sinz:siny=2:3.

e Yy —x=1°19'; cos®:cosy=3:2.

#—y=30% cosz:cosy=tgpB; B=36°18'.

. @+ y=280% «cosm:cos y=>5:12,

sin(# 4 y)=1Y%; sinwz:cosy=1:2.
tg(.z;-{-y):\/g; tga:tgy=23:4.

. sin(z—y)=0,3; ctgz:ctgy=1:3.

10.

tg(z + y)=0,534; tgz:ctgy=1:20.

10a. ctg(® —y)=2; tgy:ctga=3.
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24 Cap. I. Goniometrie. £.11.

1 2 - y=170% sin 4 siny = 1.

12. @4y =100° sin 2 —siny=0,2.

13. 2—y="7°19"; cosa+4cosy=1,1.

14. 2+ y=100° cos # — cos y = 0,25.

15. 24 y=180°% sin - cosy =10,25.

16. z— y=16°; sin 2 - sin y = 0,25.

17, .z—y=10°% cos 2+ cos y =0,2.

18. z4y=100° tga+4tgy=25.

19. z—y=230% tg @ 4 tgy =2.

20. 2z — y=10% ctg y — ctg z = 1.

20a. 4+ y =60° tg x — tg y=21tg 10°

21. ot y="70% sin @2 - sin y>=10,5.

22,  @—y==10°% cos 22 4 cos y? = 1,25,

23. z — y =100 ,1 it ,1 =1 5,
sin @ sin y

P o s 8 i e

el T cos & cosy ¥

243.&2-—3/:6(; 1 el 1 == 40
cos & cos Y

Y

25, 4 + y=>540°  sina: cos-;—=v§: 1.

26. cos 2z - cos 2y = 0,25; sin@:siny==2:8,
27. sin (2 4 y) - cos (2 — y)=0,125; sinz:siny=2:3.
28. cos (@ + y) - cos (@ —y) =0,125; sina:siny=2:3.
29. tg & + tg y = %; cos & cosy =3 :4,
30. ctgz + tgy=2; sin @ - cos y = 0,25.
31. sina 4 siny = 5; cos & + cos Yy == — %,

31a.
32.
32a.
33.
34.
34a.

sin & - sin y = %;
sin £ — sin Y = —
sin # — sin iy = «;

sin @ - sin y = %;

sinz — siny = a;

sin # — sin y = 0,2;

cos & - cos y =¥,

cos z -4 cos y =% ; (— Y.
cos & - cos y = f.

cos z — cos y=0,2; (%).
cos & — cos y = — 0,25.
cos y — cos & = f.

% ()5
s
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Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten. 25

35

sin @ 4 eos y =%;

cos & 4~ sin y = 3.

36. tgz+ tgy=73 ctg 2 — etg y=1Y%.
37. sin(z+4 y)=esinz;  cos(z 4 y) =4 cos .
38. sin(z 4 y)=wacosa; cos(z+y)=4gFsina.
39. sinz:siny=—a:f; cos z:cosy=y:d.
39a. sinz:cosy=ue:f; cos:sin y=y:0.
40. sinz:siny=a:f; tgw:tgy=y:d.
40a. cosz:cos y=ua:f; tgaitgy=y:0.
40b. sinz:cosy=ue:f; tgrictgy=y:d.
41. @ (sin @ — sin y) = b (sin 22 — sin 2y);

42,

43.
44.
45.
46.

47, sin(z 4 y)=0; sinz:siny=a:b.

48. tg (z 4 y)=207; tgz:tgy=a:b.

49. ctg (z + y)=207; ctgzctgy=a:b.

50. tg(@+4y)=0d; sina:siny=1:@a; 0= — Ya'—1.
50a. tg(@ + y)=0; sinz:siny=1:¢; 6=—%V1—a2.
Sl. a4+ y+ 2=, (=180°; sinz:siny:sinz=a:b:c.
2. 24yt 2=4, (=90°; cosz:cosy:cosz=a:b:c.
83. e+ y+:2=4, (=180°; tgz:tgy:tgz=a:b:ec
4. t+y+2=4, (=90°; ctga:cigy:ctigz=—a:b:c.
8. e+ y—z2=4, (=0°; sin@:siny:sinz=a:b:ec.
56. # + y — 2 =180% sinz:siny:sinz=a:b:c
Bl.2a4+y—z2=ud, (=90°; cosax:cosy:cosz=a:b:c.
8. 24 y—z=4, (=0°; tgaitgy:tgz=—a:b:e.
89. e +y —2=90° ctga:etgy:ctgz=—a:b:c
60. 2 +y — 2:=0; sinz:siny:sinz=ua:b:c
61. 2-cosu=a; &+ sinu=~0,

62. #-sinu=aqa; x-tgu==>5

a (cos & — cos y) == b (cos 22— cos 2y); a=3, b=4.
sin 22 - sin 2y= & (sin # -} sin y);

cos 22 - cos2y==f (cos & + cos ¥);

a=3, f=1.

CO8 & == cos e - cos&—}sine - sin@ . cosy; sina - siny = sinf.

cos (# 4+ y) =0;
cos (# 4 y) =d;
sin (& 4 ) = J;

sin @ :
COB & :
sin @ :

sin Yy=—a: b. (Vergl. Aufg. 1—10)

cosy=a.:b.
cos y=uaib.
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26 Cap. I. Goniometrie. §§ 11, 12.

63. @ -sin (@4 u)=a; @-sin (B4 u)=0>0. (Versl §23, Aufg.57.)
64. 2-cos (@ u)=a; x-cos(f 4 u)=0h.

65. z-sin (a4 w)=a; @-cos(f+ u)==>. (Veral §22, Aufg.56.)
66. z-tg(atu)=a; x-tg(f4u)=0>b.  (Vergl § 22, Aute. 58)

67. z-sin (a4 u)=ua; a=0>-cos (B + u).
68. z (sinu--sinv)=u; 2(cosu--cosv)=b; x(sin2u-sin2v)=c.
69. 2 cosu—ysinu=a; xsinu- ycosu=>;
&% — 2ax + cos u = ¢® — a?.

69a. 2cosu-—ysinu=—a,

2 sinu + ycosu=20,

2% — 2ba sin u 4 b2 =d>.
70. & sin u — Yy cos u = a,

& cos u -+ y sinu =20,

y = tg (¢ — u).

D. Algebraische Gleichungen.

§ 12. Gleichungen der zweiten Grades mit einer Unbekannten.

a. Zu den trigonometrischen Entwickelungen.

2 2
2 Wl 2 A
1'w+1—sina' 2'x+1_cosa'
3. 1 —22=2z ctgea. 4. 2* — | =22 -tga.
5. 2Y1 — 2* = m;a. 6. 2Y1 —2*= co;a
2 Vw2—2=t—g$g. 8. \/.272—2=Ctg7a.
42z - sin (@ 4 ) - sin (¢ — )
2 L
i e sin 2e « sin 28 i
9a wz_1___4x-cos(a+ﬂ)-cos(a—ﬂ).

sin 2« - sin 23
10. 2. cos @ + 2 - cos a* 4 cos & =0-

10a. 22 . sin @« — 22 - sin 2 — sin 3¢ = 0.
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Algebraische Gleichungen. 27

b. Anwendung der Trigonometrie auf die Umformung der Wurzeln

11.

einer quadratischen Gleichung.
a. Die Form az®* 4+ bz + ¢=0, wo 6> > 4 ac.
z* <4 0,6789 - 2 4 0,08945 = 0.

11a. 2®> — 6,5432 - z 4 2,3456 = 0.

12.
13.
14.
15.

16
17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
21.
28.
29.
30.

3L
32.

0,14325 - 2® 4 1,2345 - 2 + 2,646 = 0.
22 \[(—),—2 |- .z'i/g—l— E=—0
22— 3z V3 +4+219=0.
2?4 2 V3 4 0,44949 = 0.
1
nx + g 5,6251.
2’ -tga— xsin § + 0,1 cos y =0,
wenn @ = 67°, §="T6° y=42°43'.
2* 4 @ cos @ + cos 20 =0; "die Werthe von @ zu bestim-
men fir e =42° und eine Grenze fir « anzugeben.
22° - sin & + 22 - sin 2c¢ + sin e =0; die Werthe von
zu bestimmen fiir & == 48° und eine Grenze fir e anzugeben.

o> W ¢ eEE + ctga=0.
B. Die Form aa®+ bz=c¢, ¢ > 0.
z? 40,1234 - 2 =9,3702.

a? — 2,4768 - z = 3,0165.

@* |3 — @ Y2 = 5,498.

na? 4 2 |2 = V5872.

na?—e- o= y2; e=2,7183.

nw? — « - log 2 = sin 40°.

22 . sin @ + 22 - cos « = sin &¢; @ ==50° (Vergl Aufg. 3).
2%+ cos & + & sin @ = tg a¢; o= 5H0°.

2% . cos &> — 2 - sin 2c¢ = sin 2.

7.¥) Die Wurzeln der Gleichung
_ az®* + bz +c=0
als die Tangenten zweier Winkel % und v darzustellen.
a*— 0,87705 - z 4+ 0,13541 = 0.
42?4+ 4,1 - 2 = 4,899.

*) Die Gleichungen mit imaginiiren Wurzeln siche § 14.
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28 Cap. I. Goniometrie. §§ 12, 13, 14.

33. 0,2468 - 2% } 2,468 - = 8,642.

34. 2,5981 - 2> — 0,61455 - ==5,1235.

35. 2%.sine + 2 - sin (¢ 4 B) + sin f=0; a=45°% f=15°
36. 22.tgx — 2 - cos (¢ — B)=ctg f; «=143° B=34°

§ 13. Quadratische Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten.

1. Man kennt von zwei Zahlen die Summe gleich 3,3985
und das Produkt=—2,7709: die Zahlen zu bestimmen.

2. 22— y=0,289; 3. 2 y=—"—;
2y — 11,9585. T ep o
xYy = tg a”.
4. # — y=sin 2e; 5. 22 +y{3=n.
&y == ctp oc*, 2?4 y?=4.
6. 22+ y*=a=3,6675; 7. 2®>+ y>=17,6543;
oy —b=—18171. o4y — 34567,
'Z.Z y2— 3 a;z y2— ¥
5 S Spnt bR e
ar + By =y. bz 4 6y =1"1.
9. 22 —y*=o0a— avy;

Al e i in == 3. b =— 81 o=t h
10. a2? — by? = ax® 4 By?;
a0y = c* + a* — y?
1. 24+ y=ea (1 —ay);
z—y=p8-V142*. V149 (B< 1)
12. Man kennt von zwei Winkeln die Summe glech e und
die Summe der reciproken Werthe der Sinus = f8; a==120°

g g

13. Man kennt von zwei Winkeln die Differeaz gleich
6° 52,2' und die Summe der reciproken Werthe dr Sinus
gleich 2%.
14. 2 —y=a (1 + ay);

Vida?— Vi+yP=p8; a=Y3, =2
15. w\/bz—y + yVa* — 2> =c?;

16. mvbz — yg ke ym= c?;
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Complexe Ausdriicke in trigonometrischer Form. 29

17, 2* 4 y* =d’, 18. 2* 4 y> =35,
u? -+ v? = b?, w2 =T",
v — yu = c?, av + yu = 3V3,
au — yo =d?>, au+ yv = 42,

§ 14. Complexe Ausdriicke in trigonometrischer Form.
Trigonometrische Reihen.

(Vergl. Algebraische Aufgaben §§ 40, 41.)

1. (Der Moivre’sche Satz.) In complexer Form dar-
zustellen das Resultat der Entwickelung von:

a. (cos & + isin &) « (cos 8 - isin B).
b. (cos e + isin e) : (cos # + isin ).
¢. (cos -} isin )", d. Vcos a -} i sin a.

2. Als complexe Ausdriicke in trigonometrischer Form dar-
zustellen:

PO TN Sl S SR NGG o J SLE R e
f.i g —i

3. Losung der (reinen) quadratischen Gleichung:

a. 2*=3 — 4. b, #?=—1—1.
¢ 22— 2ax + a*+ 1=0. d 224+ 2@+ 1) 2+ 2i=4.
e. a® — y2>—=4i; f. 2 4+ y2=6;

at 4 yt = — 8, 2t + yt= — 14.

4. Lésung der (gemischten) quadratischen Gleichung:
az* 4 bx + ¢=0, wenn ¢ > 0 und 4ac > b2
5. (Anschl.) Die Wurzeln zu bestimmen der Gleichung:
a. 12342* 4 23452 + 3456 = 0.
b. V7-2*— V5.24 Y3=0.
6. Gegeben die quadratische Gleichung:
22* — 32 4+ 4=0:
diejenige quadratische Gleichung darzustellen, deren Wurzeln die
Quadrate (beziiglich die Cuben) der Wurzeln der gegebenen
Gleichung sind.

7. (Anschl) Die Wurzeln der gesuchten Gleichung sollen
die funften (beziiglich die siebenten) Potenzen der Wurzeln der
gegebenen Gleichung sein.
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30 Cap. I. Goniometrie. §§ 14, 15.

8. Gegeben die Gleichung:
z2*2— ax + b=0:
diejenige quadratische Gleichung darzustellen, deren Wurzela die
vierten Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sird.

9. Zwei Zahlen zu bestimmen, von welchen die Summe
der Quadrate gleich ¢? und die Summe selbst gleich b gegeben
ist, (b < 2a). (Vergl. § 13, Aufg. 7).

10. Bestimmung der drei Wurzeln der Gleichung:

Aot =1, b. 2*=—1.
€. ol—=1t. d. 2=2 -} 2.

11. Darzustellen die Wurzeln der Gleichung:

a. 2t 4+ 1=0. b, e, c. zt="7- 24i.

12. Zu l6sen die Gleichung:

a. 2*—a241=0. b. z* 4 22y3 4+ 1=0.

13. (Anschl.) Als Produkt zweier reellen Faktoren des
zweiten Grades darzustellen:

a. a«t—a®41. b. 2t 4 2?Y3 4 1.

Anwendung der Trigonometrie auf die reciproken Gleichungen
des vierten Grades.

14. Zu 16sen die Gleichung:
z* + az® + ba® 4 ax + 1 =0.
18, 2% lar i B0P =P g T80 i in 20° S 1==0,
16. (2* 4 1)sine — (2° 4 2) cos g =2°; «=24° B =36°
17. 2*4+1— (2® + @) - sine4-2%- tgf=0; a="T0° f=062°

Trigonometrische Reihen.

18. Cosne und sin ne nach Potenzen von cos @ und sin &
zu entwickeln.

19. (Anschl) Entwickelung von cos 2e, cos 3w, cos4a,
cos Hee und von sin 2¢, sin 3e, sin 4e, sin b nach Potenzen von
cos ¢ und sin @.

20. Die 2nte und (27 -+ 1)te Potenz von cos ¢ und sin &
nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen von e« zu ent-
wickeln,

21. (Anschl) Entwickelung von cos&®, cosea’, cosa?,
cos ¢® und von sin 2 sinc?, sin ¢!, sin ¢® nach den Cosinus
und Sinus der Vielfachen von .

WWW.rcin.org.pl



Cubische Gleichungen. 31

22. Die Funktionen cos @ und sin 2, wo @ den zum Radius 1
gehorigen Bogen (arcus) bedeutet, nach Potenzen von & zu ent-
wickeln.

23. (Anschl.) Die Werthe der Cosinus und Sinus zu be-
rechnen, welche gehoren zu den Winkeln:
& 1% Salnsdots el B e 920 L R

24. Die Funktion e*’, wo e die Basis ist des natirlichen
Logarithmensystems, durch cos# und sin @ in complexer Form
darzustellen.

25. (Anschl.) Cosz und sinz durch e* und e~ aus-
zudricken.

26. Einen gegebenen Bogen (arcus) @ in eine Reihe nach
Potenzen seiner Tangenten zu entwickeln, wenn fgz < 1 ist.

27. (Anschl.) Die Zahl 7 durch eine unendliche Reihe
darzustellen und auf acht Decimalstellen zu berechnen.

§ 15. Cubische Gleichungen.

1. Die Werthe der Unbekannten aus den Gleichungen
z* 4 oyt = 20%, 2y = — a®
trigonometrisch darzustellen.

2. Trigonometrische Bestimmung zweier Zahlen, deren Pro-
dukt gleich @* und von denen die Summe der Cuben gleich 2b°
gegeben ist. (b > a).

3. (Anschl.) Es sei b <a vorausgesetzt und die Aufgabe,
die Summe der beiden gesuchten Zahlen zu bestimmen.

4. (Anschl. an 1—3). Die Gleichung

(1). w?—3zy - u— (2* + y*)=0
zu identificiren mit der Gleichung
(2). u+au+4 =0,

d. h. # und % so zu bestimmen, dass die Gleichung (1) in die
Form der Gleichung (2) tbergeht, oder weil Gleichung (1)
identisch erfiillt wird durch den Werth v =« -} 7, die Gleichung
(2) zu lésen.

5. Zu losen die cubische Gleichung:
a. z* — 222 = 84. b. 2* 4+ 32 — 5,25 = 0.
e. 2°+ a4+ 10=0. d. 24° — 9,32 =38.
e. 92° 4+ 26z 4+ 9=0.
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32 Cap. I. Goniometrie. §§ 15, 16.

6. Zu lésen dic Gleichung:

. 2t Jw==6. b. 92° — 282 4 16 = 0.
¢. 22— 3ax=2. d. 2° — 32=2cos c.
e. 92° — 46,84z —12. f. 2*—2,06x -+ 0,8=0.
7. Zu losen die Gleichung:
a. 2°—3x*— 222+ 90=0. b, #® — 2% — 20 =12.
e 2a° — bHa® + 18 =0. d. 2° 4 32* — 162 = 40.

e. 92°—6,7522— 162+12=0. f. 32°— 24,12*+ 90=0.

8. Den Winkel # zu bestimmen aus der Gleichung:
sin 3z — sin @ = Y.

9. sin @’ 4 cos 2’ =cos @ (¢ < 45°) Besondere Fille:
@454 a=—=380°.
10. sin2’ — cos 2’ =sinea. l
a= 45°.
108 din o cosd’— —sine }
11. sin 2® 4 cos @’ 4 Y4 sin 22 = 0.
11a. sin @® 4 cos &° — Y sin 22 = 0.
12. sin 2®* — cos 2* = 0,6 - sin 2.
12a. sin 2* — cos 2° = — 0,6 - sin 2.
13. 3 V1 4 sin 22 — Y1 — sin 62 =4 cos e
13a. 3 Y1 — sin 22 — Y1 + sin 62 =4 sin a.
Anwendungen der cubischen Gleichungen auf geometrische
Aufgaben finden sich in § 36.
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Trigonometrie. 33

Cap. IL

Trigonometrie,.

A. Rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke,
regelmissige Vielecke.

§ 16. Fundamentalaufgaben.
a. Rechtwinklige Dreiecke.

Bezeichnet werden durch @ und & die Katheten, durch
und # die entsprechenden Gegenwinkel, durch ¢ die Hypotenuse,
durch % die zu ¢ gehorige Hohe, durch fI der Inhalt des recht-
winkligen Dreiecks.

Die fehlenden Seiten und die Winkel zu bestimmen, wenn
gegeben sind:

1.a=5, l):G 2 a=8, c==9.
Aen s b=l a == =0
=16, bre=="G. b 652, 0 e 89 16.

3. a==50, b=40,302. ()14 '@ ==%46,543, c==123,45
a=219, =3 TR, a=—384,567, c==76,543.
a== 12,345, b= 13,5679. [)=€/?, C=V3—,

5. a=188,82, c¢=202,44.
a=—"009387 'e:—="0311E:
g==Xl 6ot ="}

Die fehlenden Seiten zu bestimmen, wenn gegeben sind:

6. a=1, a=—18°14". = Y7..¢c=68, a=69°54".
b=="17; e 297 R G d] B=51242 5:
b=8"4 Bi—34°44', Cie=8.647. i —— RG2S

8. a=504172,.8=—250°d479". 9. a=47: B =48°49'.
SSte T iy R RN e )

c==18, a=55°16,3'. b=117,342, «=280°0,8'".

Hermes. Trigon, Aufgaben. 3
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§ 16.

34 Cap. II. A. Rechtwinklige Dreiecke.
10. a=62,08, §=281°30".

HE=hH 897, e =—=59°004',

c—8,651, a=>5°45,9"

Die fehlenden Seiten und Winkel eines rechtwinkligen Drei-
eckes zu bestimmen, von welchem gegeben sind:

11, =60, a= 156. 12. A=23,4, a=12.
h=10,296, b =11. fi=158, a=10.
h=01 a=23°4526" A=18, a=S5.

=9,8765, § = 43°2,1". Ji=20, b=15,5885.

13. =28, «=47°39'. 14. h=4,8, tie= 10,
fi=100, oa=27°53, h=06,12, ¢=25.
A=12, a=29° h=12,34. ¢=56,78.
=87, B=42°184".

15. =230, ¢=13.

A=100, c¢=22.

fl= 25,76 = 12,18,
b. Gleichschenklige Dreiecke.

Bezeichnung: AB=c¢ die Grundlinie, CB = C4d=ua
die gleichen Seiten, y der Winkel an der Spitze, e=p die
Basiswinkel, 2 die Hdhe zur Basis.

Die fehlenden Seiten oder Winkel zu bestimmen, wenn ge-

geben sind:
16. a=13%, c=38. 17. a = 145, =644
a=5,2915, ¢ ="7,4688. a=100,51, y==100°51".
18. ¢=18,827, « =42°18,4'. 19. h=34,726, y=—46°17".
c == 32,662, y = 106°16". h=26,58, a=861°.
20. fi=12/88, ' «==19°33,5'. 21. =0,38," ¢=1,0208.
A=0,1, y = 89°59,8'. fi==0,38, a=1,0203.
c. Vermischte Beispiele.
Aufg. 22—25. Von einem rechtwinkligen Dreieck
gegeben:

22. Die Mittellinie auf die Hypotenuse und eine Kathete:
m=6,20; a=4,4; die Winkel und den Inhalt zu bestimmen.

23. Die Mittellinie und die Héhe auf die Hypotenuse:
m=6,5; h=6,3; die Winkel zu bestimmen.

24. Die Mittellinie auf die Hypotenuse und deren Winkel
mit der Hypotenuse: m==3, d==>50°; den Inhalt zu bestimmen.
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25. Die Mittellinie auf eine Kathete und deren Winkel
mit dieser Kathete: m, =65, §=67°22,8'; den Inhalt zu be-
stimmen.

25a. Den Inhalt eines Dreiecks zu bestimmen, von wel-
chem eine Seite @, die Verbindungslinie der Gegenecke mit
einem beliebigen Punkte A4, von a, A4, =d, und der Winkel J
dieser Linie mit a gegeben sind.

26. Welche trigonometrische Beziehung findet zwischen den
Winkeln & und &, statt, welche die von den Endpunkten der
Hypotenuse zu den Gegenkatheten gezogenen Mittellinien mit die-
sen bilden?

27. Von einem (beliebigen) Dreieck gegeben eine Seite a
und der gegeniberliegende Winkel «: den Radius des um-
schriebenen Kreises 7 zu berechnen; a=>5,8158; a=54°32,5'.

28. Von einem Dreieck gegeben der Radius des um-
schriebenen Kreises 7 und eine Seite a: den Gegenwinkel & zu
bestimmen; »r=28,08, a = 14,919.

29. Von einem Punkte P, dessen Entfernung vom Mittel-
punkte eines Kreises gleich d gegeben ist, sind Tangenten an
den Kreis gelegt: wie gross ist der Winkel derselben und die
Entfernung ihrer Beriuhrungspunkte, wenn 7 der Radius des
Kreises ist? (d=125, r= 44.)

30. Von einem Dreieck gegeben eine Hohe % und die
Winkel an der Grundlinie £ und y: die Grundlinie ¢ und den
Inhalt zu bestimmen. (h==17,25; §=44°4,4'; y = 70°16,8'.)
(Vergl. § 18, Aufg. 8).

d. Regelméssige Vielecke.
Bezeichnung: Die Seitenanzahl n, die Seite 4B = 2c,
180° 7

=r, CD (L AB)=y¢; der Umfang des Vielecks =28, der
Inhalt =fl.

der Centriwinkel ACB = 2y, also y =

Gegeben: Gesucht:
31.. “n=10, 2 = 1: 7, @ P
82 .. m=as8, o==ls r, A,
83. n=18, r=1: 0, 2c.
34. ==900, r=1: A, o*m.
88 Lo h w319, 28="T10: 20m, 2rm, o’m, fl, rm.

86. " n==28, 2¢=—1000: ' 207 %
3*
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Gegeben: Gesucht:
i a1l 25 =—88: o’m, fl, r*n.
8. e—T; L= o’n, r’n, 20m, 28, 2rn.
39.  me=11; A=120: o’m, rim.
40, m==27, on=27: 2rm, 2s.
£1.. REE1T, " 2en=12.34¢ " %5, %rm, o'n, R, rin.
425 ;=40 - =T 2s, 20m.
48." 2=25" Zrn==80: S, e’n.

44. »=11, @n=100: S, v’n, 28, 2rm,

AN, a==12  ¢we==3821:" ' f,"Vw

46. n=29, r’m=100: i, o*m.

4% ine=27, ) rin=05,23: 28/ 2em; 2rm:

48. Gegeben der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks
gleich 20: wie gross ist der Inhalt des inneren Beruhrungs-
kreises?

49. Der Inhalt eines Kreises ist gleich 10 gegeben: wie

gross ist der Inhalt eines isoperimetrischen regelmissigen
Zwolfecks?

50. Gegeben der Umfang des einem Kreise eingeschriebe-
nen regelmissigen 48-Ecks gleich 7: wie gross sind der Umfang
und der Inhalt des regelmiissigen Vielecks von doppelter Seiten-
anzahl in demselben Kreise?

51. Wie gross ist der Umfang des einem Kreise ein-
geschriebenen regelmissigen 25-Ecks, wenn die Seite des ein-
geschriebenen regelmissigen 18-Ecks gleich 1 gegeben ist?

52. Einem Kreise ist ein regelmissiges 16-Eck eingeschrie-
ben vom Inhalt 100: wie gross ist der Inhalt des demselben
Kreise eingeschriebenen regelmissigen 15-Ecks?

53. Einem Kreise, dessen Umfang gleich 1 gegeben ist,
ist ein regelmiissiges 12-Eck umgeschrieben, wie gross ist der
Umfang desselben ?

54. Den Inhalt eines regelmissigen 25-Ecks zu bestimmen,
welches einem Kreise vom Inhalt 8 umgeschrieben ist.

55. Den Inhalt des einem regelmissigen Fiinfeck ein-
geschriebenen Kreises zu bestimmen, wenn der Umfang des um-
geschriebenen Kreises gleich 24 gegeben ist.

56. Um wieviel ist ein eingeschriebenes regelmissiges
Zehneck kleiner als der Kreis, wenn der Radius des Kreises
gleich 8 gegeben ist?
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57. Der Inhalt eines Kreises ist gleich 100 gegeben: um
wieviel ist das eingeschriebene regelmissige Zwolfeck kleiner
als das umschriebene regelmassige Achteck?

58. Um wieviel unterscheiden sich die Umfinge eines
regelmissigen Finfecks und Sechsecks, welche beide gleichen
Inhalt, =— 12, haben?

59. Um wieviel unterscheiden sich die Inhalte eines regel-
massigen Achtecks und Neunecks, welche beide gleichen Um-
fang, = 16, haben?

60. Wie gross ist der Kreisring zwischen den einem regel-
missigen 25-Eck eingeschriebenen und umgeschriebenen Kreisen,
wenn der Inhalt des 25-Ecks gleich 40 gegeben ist?

61. Der Inhalt eines regelmissigen 17-Ecks ist gleich 3
gegeben: wie gross ist ein Segment des umgeschriebenen Kreises
uber einer Seite?

62. Von einem regelmissigen Fiinfeck sind die Diagonalen
gleich 12 gegeben: den Inhalt zu bestimmen.

63. Von einem Quadrat mit der Seite 1 sind die Ecken
abgeschnitten, so dass ein regelmissiges Achteck entsteht, wie
gross ist der Inhalt dieses Achtecks?

64. Wie Aufg. 63; jedoch soll an Stelle des Quadrates
ein regelmiissiges Finfeck treten und der Inhalt des entstehen-
den Zehnecks berechnet werden.

65. Den Umfang eines Kreises zu berechnen, welcher
gleich ist einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seiten gleich 7
gegeben sind.

66. Von einem regelmissigen 27-Eck gegeben die Ver-
bindungslinie eines Eckpunktes mit der Mitte der Gegenseite
gleich d: wie gross der Inhalt?

67. In einem regelmissigen 11-Eck unterscheidet sich der
Umfang von dem des umgeschriebenen Kreises um H: wie gross
ist der Inhalt des eingeschriebenen Kreises?

§ 17. Anwendung des rechtwinkligen Dreiecks.

a. Figuren im und am Kreise.

1. Welche Sehne gehort zu dem Centriwinkel @ in einem
Kreise mit dem Radius »?

Gegeben. a. r=1, o =455,
b. r=15, == 6708
6. r="12:456, ‘e = 194%5 6/,
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38 Cap. II. A. Rechtwinklige Dreiecke. § 17.

2. Welcher Centriwinkel gehort in einem Kreise mit dem
Radius 7 zur Sehne a?

Gegeben: a. r=0,3, a=0,45.

b. r=4,0506, a=6,0504.

3. Den Radius eines Kreises zu bestimmen, in welchem

zum Centriwinkel @ die Sehne a gehort.
Adstn===by a=—133°
b a=—=—15,54, Gr==BR 0

4. Welcher Kreisbogen gehort zu einer Sehne gleich 5
und dem Centriwinkel 46°29'.

5. Welcher Bogen gehort zu einer Sehne a in einem
Kreise mit dem Radius 7?

R L R i Do == b r =g

6. Welche Sehne gehort zu einem Kreisbogen gleich 8 und
dem Centriwinkel 73°?

7. Welche Sehne gehort zu einem Bogen gleich 5 in einem
Kreise, dessen Inhalt gleich 100 gegeben ist?

8. Von einem Kreisausschnitt gegeben der Bogen gleich
5 und der Radius gleich 3: den Centriwinkel und die zugehorige
Sehne zu berechnen.

9. Der Inhalt eines Kreisausschnittes ist 2,88, der Radius
2,16: wie gross die Sehne?

10. Der Inhalt eines Kreisausschnittes ist 29,748 und der
Centriwinkel 53° 12': wie gross die Sehne?

11. Den Inhalt eines Kreises zu berechnen, von welchem
eine Sehne gleich 5 und der Winkel der Tangenten an den
Endpunkten derselben gleich 18° 44,2" gegeben sind.

12. Den Inhalt eines Kreisabschnittes zu berechnen, von
welchem der Bogen b und der Radius r gegeben sind:

a. b=>5 r—6.; b. b=, r=5.. € b=17 r=4

13. Wie gross ist der Kreisabschnitt, welcher zu einem
Ausschnitt gleich 18 gehort, wenn der Bogen gleich 3 gegeben ist?

14. Bogen und Inhalt eines Kreissegments zu berechnen,
wenn die Tangenten an den Endpunkten des Bogens gleich 25
und ihr Winkel gleich 135° gegeben sind?

15. In welche Sticke wird ein Kreis, dessen Radius
gleich 6 gegeben ist, durch eine Sehne gleich 10 getheilt?

16. In einen Kreis, dessen Inhalt 240 betrigt, ist eine
Sehne gleich 7,5 eingetragen: wie gross ist der zugehdrige klei-
nere Abschnitt?
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17. Einem Halbkreise lassen sich der Reihe nach die
Sehnen 2, 7, 2 einzeichnen: wie gross ist das Segment tber der
mittelsten dieser Sehnen?

18. An einen Kreis mit dem Radius 5 sind von einem
Punkte ausserhalb zwei Tangenten gelegt unter dem Winkel
57°23': wie gross ist die Figur zwischen ihnen und dem Kreise?

19. Von einem Punkte ausserhalb eines Kreises, der vom
Mittelpunkte die Entfernung 3 hat, sind an den Kreis Tangenten
gelegt: wie gross ist die Figur zwischen ihnen und dem Kreise,
wenn der Radius des Kreises gleich 2 gegeben ist?

20. In zwei gegebenen Kreisen gehoren zu einer und
derselben Sehne die Centriwinkel 54°13,2' und 12°4,6': wie
gross ist der Radius des letzteren Kreises, wenn der des ersteren
gleich 5 gegeben ist?

21. Ueber den Katheten @ und b eines rechtwinkligen
Dreiecks sind nach Aussen, tber der Hypotenuse nach Innen
Halbkreise errichtet: wie gross sind die mondféormigen Figuren
uber den Katheten?

87 Gepéhenar=3,"0'=0" “pRtgio RS s By

22. Von einem Punkte der Peripherie eines Kreises mit
dem Radius 7==10 sind nach derselben Seite hin die Seiten
des regelmissigen Sechsecks und Funfecks eingetragen: wie
gross ist die ibre freien Endpunkte verbindende Sehne?

23. In einen Kreis mit dem Radius 7 sind zwei parallele
Sehnen von der Linge @ und b eingetragen: wie gross sind die
von ihnen abgeschnittenen Bogen und das zwischen ihnen liegende
Kreisatiuck P ¢ =4 3=l ERth Lo BT

24. Aus einem Kreise mit dem Radius 7 ist ein Sektor
ausgeschnitten, dessen Umfang gleich dem des Kreises ist: wie
gross ist das tubrig bleibende Stick des Kreises und die ihm
zugehorige Sehne?

24a. Ein Quadrat, dessen Seiten gleich ¢ gegeben sind,
wird durch einen concentrischen Kreis von gleichem Inhalt durch-
schnitten: wie gross sind die krummlinigen Dreiecke an den
Ecken des Quadrates und deren Seiten?

25. Welchen Winkel bilden die gemeinschaftlichen ausseren
(inneren) Tangenten zweier Kreise mit einander, wenn die
Radien 7;,=3 und 7, =2 und die Centrale =6 gegeben sind?

26. An zwei Kreise, deren Radien 7, =25, 7, =3 gegeben
sind, sind die gemeinschaftlichen #usseren Tangenten gelegt:
wie gross ist die Centrale, wenn diese Tangenten sich unter
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dem Winkel &= 20° schneiden? unter welchem Winkel schnei-
den sich die gemeinschaftlichen inneren Tangenten? wie lang
sind die &ausseren (die inneren) Tangenten zwischen den Be-
ruhrungspunkten?

27. An zwei Kreise, deren Centrale ¢ =20 gegeben ist,
sind die gemeinschaftlichen dusseren und inneren Tangenten ge-
legt und bilden die ersteren mit einander den Winkel = 18°,
die letzteren den Winkel $==281°: wie gross sind die Radien
der beiden Kreise?

28. Wie hoch ist ein Berg, den man im flachen Lande
100 km weit sieht, wenn die Erde als eine Kugel mit dem
Radius 6365,5km angenommen wird?

29. (Anschl.) Wie weit kann man von einem Berge aus
sehen, dessen Hohe 3000 m betragt?

30. (Anschl.) Wie hoch ist ein Berg, den man im flachen
Lande von einer HGhe von 2000m 200km weit sieht?

31. In welcher geographischen Breite betragt ein Grad des
zugehorigen Parallelkreises beziiglich 100, 90, 80km, wenn die
Erde ¢ine Kugel ist und der Umfang des Aequators 40069km
betragt ?

32. (Anschl.) Wie lang ist ein Grad des Parallelkreises
durch Berlin, wenn die geographische Breite dieses Ortes
52° 30,3’ betrigt?

33. (Anschl.) Die terrestrische Entfernung von London
und Leipzig zu bestimmen, welchen Orten dieselbe geographische
Breite 51°26’ zukommt, wahrend ihre geographische Lange be-
ziglich 5° 34' und 30°4' betragt.

b. Vierecke.

34. Von einem Rechteck gegeben die Seiten ¢=4,
b==>5: den Winkel der Diagonalen zu bestimmen.

35. Von einem Rechteck gegeben eine Seite @ und der
Winkel der beiden Diagonalen e: die andere Seite und den In-
halt zu bestimmen; a =25, a=—43°21".

36. Von einem Rechteck gegeben die Diagonalen d und
ihr Winkel «: die Seiten und den Inhalt des Rechtecks zu be-
stimmen; d=="17, =53

37. Von einem Rechteck gegeben der Inhalt a® und der
Winkel der Diagonalen «: die Seiten zu bestimmen; a=1;

a==66"45".
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38. Ein Rechteck, von welchem die Linge der Diagonalen
d und ihr Winkel @ gegeben sind, soll in ein zweites Rechteck
verwandelt werden, dessen Diagonalen halb so gross sind, als d:
welchen Winkel bilden die Diagonalen des zweiten Rechtecks?
Gegeben a=12°34,5". Welchen Grenzwerth e, darf ¢ nicht
uberschreiten?

39. Die Seiten und Winkel eines Rhombus zu bestimmen,
von welchem die beiden Diagonalen d und d, gegeben sind;
d=2,345, d, = 5,432.

40. Von einem Rhombus gegeben die Seiten & und ein
‘Winkel «: den Inhalt zu bestimmen und anzugeben, fir welchen
Winkel «, der Rhombus méglichst gross ist; a =15, «=67°8,9".

41. Von einem Rhombus gegeben der Inhalt a* und ein
Winkel «: wie gross die Seiten und die Diagonalen? Gegeben
A==y o =146%0.84

42. Einem Rhombus ist ein Rechteck in der Weise ein-
geschrieben, dass die Seiten des Rechtecks den Diagonalen des
Rhombus parallel sind. Die Seiten des Rechtecks zu bestimmen,
wenn der Inhalt desselben gleich R und vom Rhombus die Seiten

@ und ein Winkel « gegeben sind. Welches ist der grosste
Werth fir R?

43. Einem Rechteck, von welchem die Seiten gleich ¢ und &
gegeben sind, ist ein Rhombus in der Weise eingeschrieben, dass
die Diagonalen des letzteren mit den Seiten des ersteren den
Winkel « bilden: den Inhalt des Rhombus zu bestimmen. Fiur
welchen Werth ¢, von o ist der Rhombus mdéglichst klein?

44. Einem Quadrat mit der Seite @ ist ein zweites in der
Weise eingeschrieben, dass die Seiten des einen mit denen des
anderen die Winkel @ bilden (beziglich 90°— «): wie gross ist
der Inhalt des eingeschriebenen Quadrates? Fur welchen Winkel
«, ist das eingeschriebene Quadrat moglichst klein?

45. Durch den Mittelpunkt eines Quadrates ist zwischen
zwei Gegenseiten eine Linie von der Liange a gezogen, welche
mit diesen Seiten den Winkel e bildet: den Inhalt des Quadrates
zu bestimmen und anzugeben, in welchem Verhiltniss 4 : w durch
die Linie a die Gegenseiten getheilt werden.

46. Einem Quadrat mit der Seite @ ist ein gleichseitiges
Dreieck in der Weise eingezeichnet, dass beide Figuren einen
Eckpunkt gemeinschaftlich haben: den Inhalt des Dreiecks zu
bestimmen.
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47. Von einem convexen Viereck, welches durch
eine Diagonale ¢ in zwei gleichschenklige Dreiecke
mit den gleichen Seitenpaaren @ und b, beziiglich mit den ein-
eingeschlossenen Winkeln @ und @, getheilt wird, wahrend
die zweite Diagonale d sein mag, sind gegeben die Seiten ¢ und
die Winkel « und $: den Inhalt zu bestimmen.

48. (Anschl.) Den Inhalt zu bestimmen, wenn die Diagcnale
¢ und die Winkel « und f gegeben sind: welches ist alslann
der Ausdruck fur die andere Diagonale?

49. (Anschl.) Den Inhalt zu bestimmen, wenn die Diagenale
d und die Winkel @ und 8 gegeben sind.

50. Von einem Antiparallelogramm (gleichschenkligen
Trapez) gegeben die parallelen Seiten @ und b, (@ > b), uni die
Winkel an @ gleich @: die nicht parallelen Seiten und den Iahalt
zu bestimmen.

51. Gegeben der Inhalt eines Antiparallelogramms fI= 12
und die parallelen Seiten a=>5, b =3: den Winkel @ und die
nicht parallelen Seiten ¢ bestimmen.

52. (Anschl.) Den Inbalt, die parallelen Seiten und die
Winkel eines Antiparallelogramms zu bestimmen, wenn die Ab-
schnitte der beiden Diagonalen d; und d,, sowie ihr Winkel y
gegeben sind.

53. Von einem Trapez mit zwei rechten Winkeln
gegeben die parallelen Seiten ¢ und b, wo @ >0, und der
Winkel ¢ an @: den Inhalt zu bestimmen.

54. Von einem Trapez, in welchem drei Seiten ein-
ander gleich sind, gegeben die vierte Seite @ und die ihr an-
liegenden Winkel «: die gleichen Seiten und den Inhalt zu
bestimmen.

55. (Anschl.) Gegeben der Inhalt f/ und die Winkel a:
die Seiten zu bestimmen.

56. Einem Halbkreise mit dem Radius ¢ ist ein Trapez
eingezeichnet, von welchem die Winkel am Durchmesser gleich
« gegeben sind: die Seiten, die Diagonalen und den Inhalt zu
bestimmen.

c. Aufgaben aus der praktischen Geometrie.

57. Die Hohe eines Thurmes zu bestimmen, dessen Spitze
senkrecht tiber dem Fusspunkt A liegt, wenn eine horizontale
Standlinie AC gemessen werden kann und der Elevationswinkel y
der Spitze in C.

a. Gegeben die Standlinie = 135,7Tm, y=13°5,7.
b. o 3 ik = 105m,: 'y == 3958/
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b8. Wie Aufg. 57, jedoch ist die bis zum Fusse 4 zu messende
Standlinie 4C gegen den Horizont unter dem Winkel d geneigt
und zwar liege C hoher als A.
Gegeben & (AC=—13Tm, ., y=13% . 9=11225,8'
b. AC=144m,  y=14°4", 6 =4"14".
59. Wie Aufg. 58, jedoch liege der Standpunkt C tiefer
als der Fuss 4 des Thurmes.
Gegeben g AC=925m, " ¥ = 58045/ "d=25"27"
b AC="123 4m, y=—— 230 40" 0 =86
60. Von der Hohe % eines Leuchtthurmes beobachtet man
ein Schiff C unter dem Depressionswinkel d: welche Entfernung
hat C vom Fuss des Thurmes und dem Beobachtungspunkte?
Gegeben a. h=232,1m, dJ=—4°3,2".
B RGO 109G 5
61. Man beobachtet von einem Punkte aus, der in der-
selben Horizontalebene mit dem Fuss eines Berges und von
diesem 2345m entfernt liegt, eine auf dem Berge befindliche
Spitze, welche 24m hoch ist, und findet den Elevationswinkel des
hochsten Punktes derselben gleich 8°7,6": welches ist die Hohe
des Berges?
62. Aus der Schattenlinge ! einer 4 Meter hohen Stange
die Hohe der Sonne zu bestimmen.
63. Welche Linge hat der Schatten eines 87m hohen
Thurmes, wenn die Hohe der Sonne 65°43,2" betragt? (Vergl.
spiter angew. Trigon. § 38).

64. Die Flugbahn eines Geschosses werde als ein
Kreisbogen angesehen. Gegeben die Wurfweite @ = 400m und
die Steigehohe A ==20m: den Elevationswinkel & und den Radius
des Kreises zu bestimmen.

65. (Anschl.) Gegeben der Elevationswinkel e=4°56'
und die Wurfweite = 456m: die Steigehohe A~ und den Radius
der kreisformigen Flugbahn zu bestimmen.

66. (Anschl.) Gegeben der Elevationswinkel @ =25" und
die Steigehche h=50m: die Wurfweite und den Radius der
Flugbahn zu bestimmen.

67. (Anschl.) Die kreisformige Flugbahn soll durch die
Punkte 3 und C gehen, deren horizontaler Abstand vom Geschiitz
beziglich 300m und 320m und deren Hohe uber der Horizontal-
ebene beziglich 30m und 29m sein soll: den Elevationswinkel
a zu bestimmen.
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68. (Anschl.) Ein Geschoss wird unter dem Elevations-
winkel @ geworfen und geht auf seiner Bahn durch den Punkt
B, der in einer Hohe von 16m und in dem horizontalen Abstand
300m vom Geschiitz liegt: wie gross ist die Wurfweite?

Gegeben a=—06".

69. Unter welchem Sehwinkel erscheint eine Anhéhe 7
fur einen Punkt der Horizontalebene, dessen Entfernung das
50fache von A betrigt?

70. (Anschl.) Der Sehwinkel einer Anhohe & betrage 45':
das Wievielfache von % ist die Entfernung des Beobachtungs-
punktes ?

71. Unter welchem Sehwinkel @ erscheint eine AnhGhe von
h Meter in der Entfernung a Meter von einem Punkte aus, der
selbst h, Meter tber der Horizontalebene gelegen ist? Fir
welchen Werth von /A, wird der Sehwinkel moglichst gross?
Numer. Beisp. =34, a =567, h, =0.

72. Welche Dicke muss eine Nadel besitzen, die bis zu
einer Entfernung von 5m noch sichtbar sein soll, wenn man 40"
als Grenze des Sehwinkels annimmt?

73. (Anschl.) In welcher Entfernung vom Beobachter scheinen
die Schienen einer Eisenbahn, welche eine Entfernung von 1,47m
haben, zusammenzulaufen ?

74. Wie gross ist der wirkliche Durchmesser der Sonne,
wenn ihr scheinbarer Durchmesser 32 Minuten und ihre Ent-
fernung von der Erde 153 Million km betrigt?

5. (Anschl.) Unter welchem Winkel erscheint fir dieselbe An-
nahme wie in Aufg. 74, vom Mittelpunkt der Sonne aus gesehen, der
Halbmesser der Erde, wenn dieser gleich 6365,5km angenommen
wird: d. h. wie gross ist die Horizontalparallaxe der Sonne?

76. (Anschl.) Die Horizontalparallaxe des Mondes zu be-
stimmen, dessen mittlere Entfernung von der Erde das 59,965fache
des Erdradius betrigt.

77. (Anschl.) Wie gross ist der scheinbare Durchmesser
des Mondes, wenn sein wahrer Durchmesser 3481km betrigt?

78. Der mittlere scheinbare Durchmesser des Mondes ist
31' 5", der Durchmesser eines Finfpfennigstickes 1,85¢cm: in
welcher Entfernung vom Auge vermag das letztere den Mond
noch zu bedecken?
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79. Eine Eisenbahn soll in einem Kreisbogen aus der
Richtung 4B in die Richtung CD iibergefihrt werden: wie gross
der Radius und der Bogen BC, wenn die Entfernung der Punkte
B und C gleich 800m, Winkel (4B, CD)==135°45" und der
Winkel 4BC = BCD gegeben ist.

80. (Anschl.) Eine Eisenbahn verbindet in kreisformiger
Curve vom Radius 1000m die um 800m von einander entfernten
Punkte B und C zweier gradlinigen Strecken AB und CD:
welchen Winkel bilden diese mit einander, und wie lang ist die
Bahnstrecke (der Bogen) BC, wenn Winkel ABC = BCD?

81. Eine Eisenbahn soll zwei parallele Strecken AB und
CD vermittelst zweier Kreisbogen verbinden, von denen der eine
AB in B, der andere CD in C beruhren soll und die beide
durch den Mittelpunkt E der Verbindungsgeraden BC gehen
sollen. Gegeben ABC =165 und BC =600m. Die Linge
der Bahn BEC zu berechnen.

82. Wie Aufg. 81; jedoch soll die Lage des Punktes E
auf BC eine derartige sein, dass sich BE: EC =2 :3 verhalt.

B. Schiefwinklige Dreiecke.

§18. Die Fundamentalaufgaben.

Bezeichnet werden durch @, b, ¢ die Seiten eines
Dreiecks, durch e, 8, y die entsprechenden Gegenwinkel und
weitere den Seiten zugehorige Stucke durch die betreffende
Seite als Index.

a. Geegeben eine Seite und zwei Winkel.

1 Gegia— 15, f——=H79 g8

2. c=1005, a=78°19, A=54°27" it
3. b=13,57, B=13°57", y=51"13": die
4. g==1'C f=46°47,4", y=98°12,6": [ fchlenden
% b=34,567, [=34°56,7", a=76°54,3" Seiten.
6. ae 34567, JR==84"386, 1"} e=4p"07,8/;
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7. Von einem Dreieck gegeben eine Seite und die beiden
anliegenden Winkel: den Inhalt zu berechnen, algebraisch und
numerisch fur die Werthe:

e U e e o il e [ e
B gxe B Bu-507 30, ¥y 6O R
€ g =350 == 29081 7=2110°29’.

8. Von einem Dreieck gegeben die Hohe A, zur Seite a
und die Winkel an derselben Seite: die Seite @ zu bestimmen
algebraisch und numerisch fir die Werthe &, = 72, 8=47°50,5’,
y=>53°78". (Vergl. § 16, Aufg. 30).

9. Von einem Parallelogramm gegeben eine Diagonale
d und deren Winkel @ und f# mit den Seiten: die Seiten und den
Inhalt zu berechnen. Geg. d==11,237, e =19° 1', # =42° 54.

10. Von einem Trapez gegeben die beiden parallelen
Seiten @ und b und die Winkel ¢ und # an einer derselben:
die nicht parallelen Seiten und den Inhalt zu berechnen, alge-
braisch und numerisch fur die Werthe:

8 a— b b=l e =10 =40
R D e S S RN T

11. Von einem Trapez, in welchem die nicht parallelen
Seiten ¢ einander gleich sind (Antiparallelogramm), gegeben eine
Diagonale @ und die Winkel @ und f, welche sie an einem
Endpunkt beziliglich mit einer der parallelen Seiten @ und mit ¢
bildet: die Seiten und den Inhalt algebraisch darzustellen.

12. Von einem Viereck gegeben eine Diagonale d und die
ihr anliegenden Winkel «, und &,, £, und $,, wo «, und §,,
sowie @, und 8, verschiedenen Dreiecken angehéren: den Inhalt
zu berechnen.

Geg. d=>5, a,=—24°36", 0,=36°24', B,=—45°55', B, = 55°45.

13. Ueber einer Linie von gegebener Linge d ist ein
gleichseitiges Dreieck unter der Bedingung construirt, dass durch
d ein Winkel des Dreiecks im Verhiltniss von 2 : 3 getheilt wird:
die Seiten und den Inhalt des Dreiecks zu bestimmen.

14. In dem regelmissigen Vieleck ABCD . . . sind die
beiden Diagonalen AD und BD gezogen: die Seiten und den
Inhalt zu bestimmen, wenn ausser der Seitenanzahl # gegeben ist:

a. die Diagonale BD =d,. b. die Diagonale 4D =d,.
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b. Gegeben zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen.

15. Gegeben a =24, ¢=13, L 6

16. S g S he BN G e MG Gesucht
17. p b =17, ¢=186, 8 =300°9,9". die
18. e =390 =227 695, “e =2 TR 9 31 e Tehleniden
19. 2 a=—=2% 0-—34. ee=g0" 2B/ s Stucke.
20. 25 b=19, ¢==18, yi== 1549/

21. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten @ und b und
der Gegenwinkel der einen «: die Bedingungen darzustellen,
unter welchen die Aufgabe nur eine einzige, keine oder zwei
Losungen gestattet.

21a. Von einem Dreieck gegeben
@=— 105 0229, =0l 67 1516
um wieviel unterscheiden sich ihrem Inhalte nach die beiden
zugehorigen Dreiecke?

22. Von dem Viereck ABCD gegeben die in einer Ecke
zusammenstossenden Seiten und Diagonale und die beiden von
der Diagonale nicht durchschnittenen Winkel: den Inhalt zu be-
stimmen. (4B=2, AD=38, AC=4, ABC=110° AD(C=100°.)

23. Von einem Dreieck gegeben eine Seite, ein anliegender
Winkel und die Halbirungslinie des zweiten anliegenden
Winkels bis zur Gegenseite: die fehlenden Stiicke zu bestimmen.
(=840 == 80% f =42}

24. Von einem Dreieck gegeben zwei Mittellinien (Ver-
bindungslinien der Eckpunkte mit den Mitten der Gegenseiten)
und der Winkel, welchen eine derselben mit derjenigen Seite
bildet, von deren Endpunkten aus die Mittellinien gezogen sind:
diese Seite zu berechnen. (Determination).

Gegeben M= 2, m;= 3, L (m, a)=23°32"—= 8,9

25. Von einem Parallelogramm gegeben eine Seite a, eine
Diagonale d und der Winkel @, den diese Diagonale mit der
Seite & bildet: diese Seite, die Winkel und den Inhalt des
Parallelogramms zu berechnen.

Gegeben ¢ =10,3, d=12, e =21°14,4'.

26. Durch einen Punkt P im Innern eines Kreises mit
dem Radius 7==2, der vom Mittelpunkt die Entfernung 1 hat,
sind zwei Sehnen gelegt, welche einen Winkel von 56° 7,8’ mit
einander bilden und von denen die eine durch den Mittelpunkt
des Kreises geht: wie gross die Abschnitte der anderen Sehne?
(wie gross ist das aus ihnen gebildete Rechteck ?)
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27. Von einem Punkte P ausserhalb eines Kreises mit dem
Radius 1, der vom Mittelpunkte die Entfernung 2 hat, sind zwei
Secanten durch den Kreis gelegt, welche einen Winkel von
23°45,6' mit einander bilden und von denen die eine durch den
Mittelpunkt geht: wie gross sind die Abschnitte der anderen
Secante (und ihr Produkt)?

28. Durch einen Punkt P auf der Verlingerung eines
Kreisdurchmessers ist durch den Kreis eine Secante gelegt und
deren Schnittpunkte mit dem Kreise, 4 und B, sind mit dem
Mittelpunkte M verbunden: den Inhalt des Dreiecks AMB zu
berechnen, wenn MP=c¢c, der Radius » und der Winkel APM=0
gegeben sind. Fir welchen Werth von J wird dieses Dreieck
moglichst gross?

c. Gegeben die drei Seiten.

29. Gegeben a =1, =38, c=9.
5 P b==8, ¢ 10
5 @ 5D e B c=11.
30. s Q=i b =4 C.5=2
” (45— 6, b= 4’ — 3.
" a=—12; hi=—=:18. c= 14, Gesucht
31. 5 R 8 Y el o {7 4 D
i a=D567, b=—0678, c=="789. die
o a=3456, b=—4567, ¢=2345.
32. 5 a = V3, b — 2’ C = VR Winkel.

2 iz V5 b= V_G—’_ &= \/7

33. 5 g — 9,001 506002, ¢= {008,
3 s 37 493, b = 29,867, ¢ = 40,005.
5 4 =—="20,052, 0'==25 166, c= 54.561.

B4. Gegeben die Seiten eines Dreiecks gleich 6, 7, 8: die
Winkel zu bestimmen und den Umfang eines gleich grossen
Kreises.

35. Um wieviel andert sich der grosste Winkel des Dreiecks
mit den Seiten 5, 12, 13, jenachdem man die kleinste Seite um
1 verkleinert oder vergrossert? (Vergl. Aufg. 29).

36. Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie 12:23:34:
die Winkel zu bestimmen.

37. (Anschl.) Die Hohen eines Dreiecks A4 s, he sind
gleich 3, 4, 5 gegeben: den grossten Winkel zu bestimmen.

37a. (Anschl.) Welche Bezichung findet zwischen den Hohen
eines Dreiecks statt, wenn der Winkel y ein rechter sein soll?
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38. Die Halbirungslinien A4, und BB, zweier Winkel des
Dreiecks ABC theilen die Gegenseiten in gegebenem Verhiiltniss,
nimlich B4, : A,C=14,:4, und CB,: BlA=yp, : u,: den
Winkel C des Dreiecks zu bestimmen.

39. Von einem Parallelogramm sind die Seiten und
eine Diagonale gegeben: dic Winkel und den Inhalt des Paral-
lelogramms zu bestimmen.

40. Die Winkel und den Inhalt eines Trapezes zu
berechnen, von dem die vier Seiten gegeben sind. Gegeben
die parallelen Seiten a=16, 6=10 und die nicht parallelen
=2 d=—0.

41. Die Winkel eines Vierecks zu berechnen, von welchem
die vier Seiten und eine Diagonale gegeben sind. Gegeben
AB =412:9B0 === 14) (CD = 16,' Di4'==18; " AC =-13.

"~ 42. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, welches von
den Seiten des demselben Kreise eingeschriebenen regelmissigen
Finfecks, Sechsecks, Zehnecks gebildet wird.

43. Von einem Dreieck gegeben die drei Mittellinien m,,
my, m.: die Seiten und Winkel des Dreiecks zu berechnen.

d. Gegeben zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel.

44. Gegeben a =17, b=12, y== 5994 7".
a= 566, ¢ = 384, 8= 48°36'.
45. a=12,34, b=4321, y=34° 12",
== 4,667; b= 3,456, o ==3560.7; 80
46. b==1YV5, ¢ =¥8, a=35258'.
a = 34,56, b =.45.67, == 610 45L
47. @ == 8-3571 c— 2,468 8 =85%1
== 3:0:( D, ¢ = 1,2468, 8 =197%535
48. a=—189, b= 1415, y=107° 48'.

& —1129,19, b=1>598,46, Yi==49° 304"
49. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten gleich 5 und 6
und der eingeschlossene Winkel 55" 7,8': wie gross die dritte
Seite und der dber ihr liegende Bogen des umschriebenen Kreises?
50. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel « und die auf
die einschliessenden Seiten gefillten Hohen %, und h.: den In-
halt und die dritte Seite @ zu berechnen, algebraisch und nume-
risch fir die Werthe Zy =1, h.=—2, o= 76° 54,3'.
51. Die Verbindungslinien der Fusspunkte der Hohen eines
Dreiecks darzustellen, wenn man die Seiten und Winkel des-
selben als bekannt annimmt.

Hermes, trigon. Aufgaben.

4
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50 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 18.

' 52. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel o und die
Verbindungslinien des Mittelpunktes des inneren Beruhrungs-
kreises mit den Endpunkten der Gegenseite /, und /.: die Seite
a zu berechnen und den Radius des inneren Beruhrungskreises.

53. Von einem Parallelogramm gegeben die Seiten und
ein Winkel: die Diagonalen zu berechnen (und die Summe ihrer
Quadrate): algebraisch und numerisch fir die Werthe: a =15,
b=26, y=126°52,2".

54. Von einem Parallelogramm gegeben die beiden
Diagonalen d; und d, und der von ihnen eingeschlossene Winkel d:
die Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. Gegeben
d,—=35, d,=—16, 0=—19°18'".

55. Von einem Antiparallelogramm gegeben zwei an-
stossende Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel: die
dritte Seite, die Diagonale und den Inhalt zu bestimmen.

56. Von einem Trapez gegeben die beiden parallelen
Seiten @ und b, @ > b, eine der nicht parallelen Seiten ¢ und
der von a und ¢ eingeschlossene Winkel 0: die vierte Seite, die
Winkel und den Inhalt zu bestimmen.

Gegeben. 0.== 11,5, b.=8,5, ¢ 5=+4,:0:==89%

57. Von einem Vierseitim Kreise gegeben zwei Seiten @
und & und die Winkel y, und y,, welche @ und b beziglich mit
der durch ihren gemeinschaftlichen Eckpunkt gehenden Diagonale
bilden, die Diagonalen und den Inhalt zu bestimmen.

58. Von einem Vierseit im Kreise gegeben zwei Seiten
a und b, der eingeschlossene Winkel y und die anliegenden
Winkel als rechte Winkel: die beiden fehlenden Seiten und
den Inhalt zu bestimmen, algebraisch und numerisch fur die Werthe
o==23 Vhl==51 v — 81 9%

e. Vermischte Aufgaben.

59. In dem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC ist der
Eckpunkt 4 mit dem Punkte 4, der Gegenkathete verbunden,
so dass BA,;: A,C=12:p: wie gross die Theile des Winkels
4, wenn derselbe gleich & gegeben ist, algebraisch und numerisch

fiir| die Werthe @ =70% 4:u=2:1?

60. Von einem rechtwinkligen Dreieck gegeben ein Winkel
@ =="T8°46" und seine Halbirungslinie gleich 5: die Seiten und
den Inhalt zu bestimmen.
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61. In einem gleichschenkligen Dreieck ist der Winkel an
der Spitze (=47) in drei gleiche Theile getheilt, wie verhalten
sich die Abschnitte der Basis zu einander?

62. Der Centriwinkel (=64°25,4") eines Kreises ist durch
eine gerade Linie im Verhaltniss von 3: 4 getheilt: wie verhalten
sich die Abschnitte der zugehorigen Sehne?.

63. Die Seite BC des Dreiecks ABC ist durch den Punkt
A, so getheilt, dass sich BA4,: 4,0 =2:3 verhalt: wie gross
ist die Verbindungslinie A4A4,, wenn die Seiten ¢ =15, =37,
¢ =44 gegeben sind?

64. Der Winkel A des Dreiecks ABC ist durch die Linie
AA, so getheilt, dass sich BAA,: CAA, =—2:3 verhalt: wie
gross ist die Linie A4, wenn die Seiten ¢« = 15, 6 = 37, c=44
gegeben sind?

65. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten b, ¢ und der
eingeschlossene Winkel «: welches ist der Ausdruck fir die Mittel-
linie zur Seite a?

66. (Anschl.) Unter gleicher Voraussetzung wie in Aufg. 65
die Linie 4A, darzustellen, welche die Seite BC so theilt, dass
sich BA,: 4,0 =1 : w verhilt.

67. Den Inhalt eines Vierecks darzustellen, von
welchem die beiden Diagonalen e und f und ihr Winkel 6 ge-
geben sind.

68. Mit der Seite AB des Dreiecks 4BC als Radius wird
um A ein Kreis beschrieben, welcher die Seite BC im Punkte A,
durchschneidet: wie gross sind die Abschnitte von BC? Gegeben
Q=180 =9 e — 1D

69. Um die Punkte 4 und B, deren Entfernung ¢ = 40,8
betrigt, als Mittelpunkte sind Kreise beschrieben, beziglich mit
den Halbmessern 40,1 und 4,1: unter welchem Winkel schneiden
sich die beiden Kreise, und wie gross ist das beiden gemein-
schaftliche Segment?

70. Eine Secante wird von einer Tangente unter dem
Winkel @ so geschnitten, dass ihr dusserer Abschnitt gleich b,
der innere Abschnitt gleich ¢ wird: wie gross der Radius des
Kreises? Gegeben a. b=05, ¢=1, a=101°37".

b. 6=15,75, ¢= 6,525, = 54°31,3/.

71. Die Peripherie eines Kreises, dessen Radius r(= 1)
gegeben ist, ist durch die Punkte A, B, C in drei Theile getheilt,

4%
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59 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. §§ 18, 19.

so dass die Bogen AB:BC:CA=11:12:13: wie gross ist
das Dreieck ABC und das durch die Tangenten in 4, B, C
begrenzte Dreieck 4,B,C,?

72. Von einem Viereck im Kreise sind zwei anstossende
Seiten und die Winkel gegeben: die fehlenden Seiten und dem
Inhalt zu bestimmen. Gegeben a =13, b= 14, y = 67" 22,8/,
a==00% (Yergl: Avig. 58.)

73. Von einem Viereck gegeben die vier Seiten und ein
Winkel: den gegeniiberliegenden Winkel zu berechnen.

Gegeben a=3,38, b=10,673, ¢ ='15,7; d=28,106

A (ab) [ e B

74—176. Im Viereck ABCD seien bezeichnet die Seiten
AB = a, BO=0b, CD=c¢, DA=d, die Diagonalen AC =ce,
BD. = f. die. Winkel. (ABCi=8; BCD — g \iABDizsisfiy
CBR=—8,.:BOAd—vy., ACD— v,

74. Gegeben a, b, ¢, B, y: gesucht die Tangenten der
Winkel 8, 82, 74 72 ‘

5. Gegeben a, ¢, e, @, y,: gesucht f.

76. Gegeben e, f, a, CAB=u«,, §,: gesucht der Aus-
druck fir die Gegenseite ¢ von a.

§ 19. Unmittelbare Anwendung der Fundamentalaufgaben
vom schiefwinkligen Dreieck.

a. Dreiecksaufgaben.

Bezeichnet werden im Folgenden die Seiten des Dreiecks
ABC durch a, b, ¢, entsprechend den gegeniiberliegenden Ecken
A, B, O, die ihnen zugehérigen Hohen durch %,, %, k., die
Mittellinien durch m,, m, m., die Halbirungslinien der Innen-
winkel durch ¢,, 7,, #, der Radius des umschriebenen Kreises
durch 7, der des inneren Beruhrungskreises durch ¢, im
Uebrigen wie in § 18.

1. Von einem Dreieck gegeben zwei Winkel und ein unterer
Hohenabschnitt, (zwischen Hohenscbnittpunkt und Seite), namlich
Wikl e—=47%19', B =—52%54';
b. k.=24,36, #=24°36', y =386"24':
gesucht die Seiten des Dreiecks.

2. Gegeben die Halbirungslinie eines Winkels und die
beiden anderen Winkel: die Seiten und den Inhalt berechnen.
L. N B =\8 70 651y — 549897,
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3. Gegeben der Radius des umschriebenen Kreises und
zwei Winkel: die Seiten zu bestimmen.
& r=12, o==78% §==65"
b. r=1," 1a=86% B=x55" 44 41.

4. Gegeben der Radius dés inneren Beriihr'ungskreises und
zwei Winkel: die Seiten zu bestimmen.
8. ig=rd, e == 787 101, P ioy
b. 0=, a'==58%44', B =—46"98",

5. Gegeben eine Seite, die zugehorige Mittellinie und der
‘Winkel beider, gesucht die Seiten.
Gegeben a = 12, m, — 3,4, d="56°7,8".

6. Von einem Dreieck gegeben zwei Hohen und der von
ihnen eingeschlossene Winkel: den Inhalt zu bestimmen.
Gegeben hy =1, h, =38, d=145°33'. (§ 18, Aufg. 50.)

7. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, von welchem
eine Seite (@) und die Halbirunglinien der ihr anliegenden Winkel
bis zu ihrem Schnittpunkte (e und f) gegeben sind.

Gegeben a. a="17, e=4, f=4,.

b ae= 15ye =8 fo= 9.

8. Gegeben zwei Seiten eines Dreiecks und die Hohe auf
die dritte Seite: diese, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen.
Gegeben b =40,1, c=4,1, kh,= 4.

9. Gegeben die Halbirungslinien zweier Winkel éines Dreiecks
bis zu ihrer Durchschneidung (3,2 und 4,8) und der Radius des
inneren Bertuhrungskreises (1,7): die Seiten, die Winkel und den
Inhalt zu bestimmen.

10. Gegeben eine Seite eines Dreiecks und die Hohen auf
die beiden anderen Seiten: Winkel, Seiten und Inhalt zu be-
stimmen. Gegeben a =25, h, =24, h, = 20.

11. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel (110° 36,6')
und die bgiden ihn in drei gleiche Stiicke theilenden Linien
(5 und 4): die Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen.

12. Gegeben die Mittellinie und die Hohe auf eine Seite
eines Dreiecks und die grosste der beiden anderen Seiten: die
fehlenden Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen.

Gegeben a =18, h,= 15, m,=17.

13. (Anschl.) Wie gross ist der Inhalt des umschriebenen
Kreises und der des inneren Beruhrungskreises?
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14. Von einem Dreieck gegeben die Mittellinie und die
Hohe auf eine Seite und der grosste ihr anliegende Winkel:
den Radius des umschriebenen Kreises zu bestimmen.

Gegeben ity == %, imy== 9,1 =— 58° 19.;

15. Gegeben die Halbirungslinie eines Winkels eines Dreiecks
(6,5), die Hohe auf die Gegenseite (6,3) und der kleinste der
dieser anliegenden Winkel (32°30'): die Seiten und Winkel zu
bestimmen.

16. Von einem Dreieck gegeben die Halbirungslinie eines
Winkels (10,1), die Hohe auf die Gegenseite (9) und die kleinste
der beiden anderen Seiten (10); die Seiten und Winkel zu be-
stimmen.

17. Von einem Punkte D ausserhalb einer geraden Linie sind
nach drei Punkten derselben 4, B, C gerade Linien gezogen,
welche mit ihr gegebene kael biiden (DAB—===p7V 18,
DBC=f=68°19, BCD=y=100°45,5"): DC zu berechnen,
wenn AB=c gegeben ist.

18. Der Eckpunkt A des Dreiecks ABC ist mit dem
Punkte D der Gegenscite verbunden, so dass 4D =d= 14,23
A ADC=0=061°0,9": die Gegenseite @ zu berechnen, wenn
b=19,87 und ¢ =15 gegeben sind.

b. Vierecksaufgaben.

19. Von einem Trapez gegeben eine der parallelen Seiten
(b =6), die beiden nicht parallelen Seiten (¢=8, d=17) und
der von der letzteren und der zweiten nicht parallelen Seite
eingeschlossene Winkel (8==65"43,2"): die fehlenden Stiicke,
den Inhalt mit eingeschlossen, zu bestimmen.

20. Von einem Trapez gegeben die beiden parallelen
Seiten a =12, b =17, eine der nicht parallelen ¢=3 und der
Winkel (@, d)=15°48': die fehlenden Stiicke zu bestimmen.

21. Von einem Trapez gegeben die beiden nicht parallelen
Seiten ¢=3,7, d=2,6 und der Winkel, den sie verlingert
bilden, gleich 18°55,5', ferner die Mittellinie (Verbindungslinie
der Mittelpunkte der nicht parallelen Seiten) gleich 4.

22. Von einem Trapez gegeben die Hoéhe k=12, die
Mittellinie (Aufg. 21) = 24 und die Winkel an einer der paral-
lelen Seiten = 67° 22,8’ und 53°7,8': die Seiten und den Inhalt
zu bestimmen.
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23. Von einem Trapez gegeben eine Diagonale gleich e,
die Winkel, welche sie mit den parallelen Seiten bildet, —
und die parallelen Seiten selbst == @ und b: die andere Diagonale
zu berechnen, a =3,6, b=:1,7, e= 35,1, a=59%57 8%

24. Von einem Viereck im Kreise gegeben die vier
auf einander folgenden Seiten @, b, ¢, d: die Winkel und den
Inhalt zu bestimmen. (Vergl. Aufg. 40.)

Grefigbe 0 @23, 156 g iTg s BN o SRl

@ ==i10; b =2l 145 D0 IR )

25. Von einem Viereck im Kreise gegeben zwei Gegen-
seiten =05, ¢=23 und die beiden Diagonalen e =6, f=1T:
die fehlenden Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen.

26. Von einem Viereck im Kreise gegeben zwei Gegen-
seiten @ und ¢ und die Winkel J und &, welche dieselben mit
den Diagonalen bilden: das Verhaltniss der beiden Diagonalen
zu bestimmen. 35

27. Von einem Viereck gegeben zwei Gegenseitoi @ = 37,
¢=13 und die Winkel, (¢, ) === 107°856,7", (b, ¢)=f =
=67° 23,8/, (¢, d)= y=165"45': die Seiten und den Inhalt
zu bestimmen.

28. Von einem Viereck gegeben drei Seiten und zwei
Gegenwinkel: die vierte Seite, die fehlenden Winkel und den
Inhalt zu bestimmen. Gegeben @ =30, b = 13, c¢= 15,
A (a0 = A AT AT ok (0. 0) e i . 8 s

29. Von einem Viereck gegeben drei Seiten und die beiden
der in ihrer Anfeinanderfolge ersten von ihnen anliegenden
Winkel: a =29 0'=23, =29, (a, d)= 149H18;
(@, b)=46°23,8": Forderung wie in Aufg. 28.

30. (Zum Anschluss). Von einem Fiinfeck gegeben vier
Seiten a =1, =2, ¢=3, d =4 und die von ihnen ein-
geschlossenen Winkel (a,b) = «=85"16,5', (b,¢)=£=132°9,8',
(¢, d)=y==150°17,6": die finfte Seite e und den Inhalt zu
berechnen.

¢. Figuren im und am Kreise.

31. Einem Kreise mit dem Radius r==3 ist ein Dreieck
eingezeichnet mit den Seiten 4 und 5: wie gross sind die dritte
Seite, die ihr anliegenden Winkel und der Inhalt des Dreiecks?

b. Gegeben r=17, b=11,372, ¢=13,792.
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32. Einem Kreise mit dem Radius » ist ein Dreieck ein-
geschrieben, von welchem eine Seite und ein ihr anliegender
Winkel gegeben sind: die fehlenden Seiten und Winkel und den
Inhalt zu bestimmen.

Gegeben A. r=—10, a— 15, B=—="T52,

W Sn2=ipg “g L3 88 8 = 9893 5

33. Von einem Dreieck gegeben eine Seite und die beiden
anliegenden Winkel: um wieviel ist der Inhalt desselben kleiner
als der des umschriebenen Kreises?

Gegeben a=2,295, g =64°51,7', y=67°22,8'.

34. Einem Kreise mit dem Radius ¢ ist ein Dreieck um-
geschrieben, von welchem eine Seite ¢ und ein ihr anliegender
Winkel @ gegeben sind: den anderen anliegenden Winkel f zu

Gegeben o0759; ¢—19, =597
'nan des inneren Beruhrungs-

~

kreises {1 o» und der

Von e¢i Punkte angserhalb eines Kreises sind unter dem
Winkei w= " angente ¢==15 und eine Secante, deren
ausserer Abschnitt 6 = = ..

37. Wie Aufg. 36; jedoch ist statt ihres aus:
die ganze Secante gleich 7,5 gegeben, o= 30"8,2', ¢ = 4,u.

38. Durch einen Kreis sind von einem Punkte ausserhalb
unter dem Winkel ¢=9°31,6' zwei Secanten von der Linge
15 und 14,5 gezogen und zwar so, dass der dussere Abschnitt
der ersteren gleich 13,6 ist: den Radius des Kreises zu be-
rechnen.

39. Zwei Sehnen schneiden sich innerhalb eines Kreises
unter dem Winkel 60° so dass die Abschnitte der einen gleich
2 und 3 sind und der eine Abschnitt der andern gleich 1: wie
gross ist der Radins des Kreises?

40. Von einem Viereck im Kreise gegeben die vier
Seiten @, b, ¢, d: den Radius des umschriebenen Kreises zu
bestimmen. (Vergl. Aufg. 24.)

Gegeben a ==:197br== 48] e'==143'd = 15.

41. Dem Viereck im Kreise, dessen auf einander folgende
Seiten gleich 6, 5, 8, 9 gegeben sind, lisst sich zugleich ein
Kreis einschreiben: wie gross sind der Inhalt des Vierecks, der
des um- und der des eingeschriebenen Kreises?
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42. Die den auf einander folgenden Seiten a, b, ¢, d eines
Vierecks im Kreise zugehorigen Centriwinkel seien beziglich
2a, 28, 2y, 20 gegeben: den Radius des Kreises, die tbrigen
Seiten und den Inhalt des Vierecks zu bestimmen, wenn die
Seite @ gegeben ist. (s. § 29, Aufg. 23.)

43. Drei Kreise, deren Radien gleich 3, 4, 5 gegeben sind,
berithren sich zu zwei von Aussen: den Inhalt zu berechnen des
durch die Kreisbogen begrenzten dreieckigen Flachenstickes.

44. Zwei Kreise mit den Radien 1 und 2, welche sich von
Aussen beruhren, werden von einem dritten mit dem Radius 4
umhullt: wie gross ist das durch die drei kleinsten Bogen der
drei Kreise begrenzte Flachenstuck ?

45. Einem Winkel «==24"6,8' sind zwei Kreise einge-
schrieben mit den Radien o==5 und ¢,=12: wie gross ist die
Centrale und die gemeinschaftliche innere Tangente der Kreise?

46. Einem Kreisausschnitt mit dem Radius 7 =5 und dem
Centriwinkel «¢=="7°8,9" ist ein Kreis eingezeichnet: wie gross
ist der Radius desselben?

47. (Anschl.) Die analoge Aufgabe, nur soll an Stelle eines
einzigen eingezeichneten Kreises eine ganze Reihe von Kreisen
treten, welche sich auf einander folgend und die Radien des
gegebenen Ausschnittes berihren: die Summe von 10 dieser
Kreise und aller Kreise zu bestimmen.

48. Die Radien 7 eines Kreisausschnittes mit dem Centri-
winkel 2y sind uber die Peripherie hinaus verlingert und der
Kreis gezeichnet, welcher diese Verlingerungen und den Kreis
von Aussen beriihrt: den Radius dieses Kreises zu berechnen.

d. Aufgaben aus der praktischen Geometrie.

49. Die Hohe eines Thurmes AB zu bestimmen, wenn die
Standlinie AC=4d unter dem Winkel J gegen den Horizont
geneigt ist und C hoher als der Fusspunkt A liegt. Gegeben
d=183m, der Elevationswinkel der Spitze y=—=12°54', 0=11°22".

50. (Anschl.) Wie Aufg. 49; jedoch soll der Punkt C
tiefer als der Fuss A des Thurmes liegen.
Gegeben d= 38,2m, y=—65°42,3', d =11"34,5".

51. Die Hohe eines Thurmes zu bestimmen, dessen Spitze B
senkrecht iber dem Fusse 4 liegt, wenn die Standlinie CD =d

www.rcin.org.pl



58 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke.’ §19.

horizontal und in derselben Vertikalebene mit 4B angenommen

werden kann, aber nicht bis zum Fusse reicht.

Gegeb.: a. d=42,3m, y=12°18', d=14°7,5". } y==BCA,
b. d==10m; »y==04217";-8 =672 3;4". | 0= BDA.

52. (Anschl.) Die Standlinie CD= d liegt nur noch mit 4B in
derselben Vertikalebene und zwar C in derselben Horizontalebene
mit dem Fusse A. Gegeben d = 80m, Elevation der Spitze B
in C: y=234°25', in D; d="78°41', Elevation der Stand-
linie d, DCA — s =—28°55".

53. (Anschl.) Die Station C befinde sich in der Hohe
d=11Tm iber der Horizontalebene des Fusses A: der De-
pressionswinkel des Fusses A4 sei d=27°26' und der der
Spitze B des Thurmes ¢ =17 16",

54. Die Entfernung der Spitzen A und B zweier Berge
zu bestimmen, deren Erhebungen % und A, uber der durch den
Beobachtungspunkt C gelegten Horizontalebene man kennt, wenn
man in C die Hoéhenwinkel e und # von 4 und B beobachtet
und die Punkte 4, B und C in derselben Vertikalebene liegen,
und zwar C zwischen % und A,.

Gegeben A, =123m, h,=231m, a=24"56", #=12°10".

55. Die Erhebungen zweier Punkte A und B tuber der
Horizontalebene und ihre Entfernung zu bestimmen, wenn man
in dieser zwischen A4 und B und in derselben Vertikalebene mit AB
die beiden Beobachtungspunkte C' und D anzunehmen vermag.

Gegeben CD =4)5,63m, die Hohenwinkel von 4 in C und
D beziglich 24" und 16° 18,4’ und die Hohenwinkel von B in
C und D beziglich 14° und 22°18,4'.

56. Die Hohe AB zu bestimmen, wenn die Spitze B von
den Endpunkten ¢ und D der horizontalen, mit AB in der-
selben Vertikalebene liegenden Standlinie d beziglich unter den
Elevationswinkeln y und 0, der Fusspunkt 4 von C aus unter
dem Elevationswinkel & erscheint: wie gross ist der Elevations-
winkel 6 fir den Punkt 4 in D?

57. Den Abstand zweier Punkte 4 und B derselben Ebene
(auf dem Felde) zu ermitteln, von denen nur der erstere zu-
ginglich ist. Man misst die Entfernung eines seitwarts gelegenen
Punktes von 4, AC=154,7Tm und die Winkel BAC=47°58,
BOCA — 8299/

58. Die Breite eines Flusses zu bestimmen, dessen Ufer
unzugénglich, ~aber durch Punkte A und B, nach denen
hin man visiren kann, markirt sind. Man nimmt in der Ver-
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langerung von AB den Punkt C und seitwarts D an und misst
CD=d=43,5m, AD(=0,=54°12,3', BDC=4,=37°43,8/,
BCD — g =1110%

59. Um die Breite eines Flusses zu bestimmen, hat man
parallel der Richtung desselben und in der Entfernung d vom
diesseitigen Ufer die Standlinie AB==c¢ angenommen, von deren
Endpunkten aus ein Punkt C auf dem entgegengesetzten Ufer
beobachtet werden kann.

Gegeben d=12m, ¢=35m, CAB=46°8,2', CBA=64°2,8'.

60. Die Entfernung zweier Punkte A und B zu bestimmen,
welche fir einander unzuginglich und unsichtbar sind, jedoch von
einem seitwirts gelegenen Punkte O erreicht werden konnen.

Gegeben AC=—400m, BC= 300m, ACB = 50°.

61. Die Entfernung zweier unzuginglichen, jedoch visirbaren
Punkte 4 und B auf dem Felde zu bestimmen. Gemessen die
Standlinie CD und die Winkel, unter denen 4 und B von C und D
aus erscheinen.

Gegeben: a. CD = 300m, ACD=90°, BCD — 44° 24',

ADC =45°, BDC =120"16'.
b. CD=84m, ACD = 59° 40/,
BOD =45213', ADC—300 1221 BBC.=—=.72° 19,1%

62. Wie Aufg. 61; jedoch sollen die Beobachtungspunkte
C und B auf entgegengesetzten Seiten von AB liegen.

Gegeben CD =50m, ACD=117"52', BCD =— 39° 37,
ADCE=52% 3 BD G ==l 115

63. Die Entfernung zweier Punkte 4 und B zu bestimmen,
welche fir einander unzuginglich und unsichtbar sind, aber von
zwel seitwiarts gelegenen Stationen C und D erreicht werden
konnen.

Gemessen: a. CD=—=80m, 4D =100m, AC=60m,

BC =170m, BD = 150m.
b. CD=51,2m, AD =48,6m, AC =21m,
BC =51 2m, BD.7130,8m.

64. Man kennt die Entfernung zweier unzugénglichen, je-
doch visirbaren Punkte 4 und B und die Winkel der Visirlinien
nach ihnen hin' von zwei seitwirts gelegenen Punkten C und D
ans: die Entfernung dieser Punkte zu bestimmen.

Gegeben AB=54,321m, BCD=59°13,2', ACD=40%47',
ADC =72°15', BDC — 38" 17,5%
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65. Die Entfernung zweier Punkte 4 und B zu bestimmen,
fir deren einen man die Entfernung nach dem seitwirts gelegenen
Punkte C kennt, von dem aus jedoch der andere Punkt unsicht-
bar ist. Gegeben 4C=59,19Tm, CD=386m, ACD=120°19’,
ADPC—371948',' CDB — 63° 29'.

66. Die gegenseitigen Entfernungen dreier Punkte 4, B, C
zu bestimmen, wenn in der Verlingerung CA iber A4 hinaus
der Punkt D, in der Verlingerung von CB iiber B hinaus der
Punkt E als Stationen gegeben sind, und zwar DE =12,312,
ADB = 35% BDE = 54°, AEB = 25°, AED = 60".

67. Von drei Punkten einer geraden Linie D, E, F, deren
gegenseitige Entfernungen bekannt sind, beobachtet man drei
Punkte der Ebene 4, B, C, deren Verbindungslinien verlingert
durch D, E, F gehen: die gegenseitige Entfernung der Punkte
A, B, C zu bestimmen. Es gehe BC durch D, CA durch E,
AR durch F und sei gegeben DE=5, EF—=17, BDE—=dJd—25",
CEF=¢=105", AFD=0=35°. (s. § 33, Aufg. 42.)

e. Aufgaben iiber Projektionen.

68. Die Projektionen einer begrenzten geraden Linie auf
zwei einander senkrecht durchschneidende gerade Linien L, und
L, sind gleich a, und @, gegeben: die Lange @ der Linie und
ihre Winkel ¢; und @, mit L; und L, zu bestimmen.

69. (Anschl.) Man kennt die Projektionen der Seiten b
und ¢ des Dreiecks ABC auf zwei einander senkrecht durch-
schneidende Linien, beziiglich gleich b,, b, und ¢,, ¢,: den
eingeschlossenen Winkel des Dreiecks zu bestimmen.

70. Man kennt die Projektionen zweier Seiten eines gleich-
seitigen Dreiecks auf eine gerade Linie L, wie gross sind die
Seiten und ihre Winkel mit L?

71. Gegeben die Projektionen zweier Seiten eines Quadrates
auf eine gerade Linie L, gleich b und ¢, wie gross die Seiten
und der Winkel der ersteren mit L?

72. Gegeben die Projektionen zweier Seiten @ und b eines
Dreiecks auf eine gerade Linie L und deren Winkel mit L:
die Linge der dritten Seite und ihren Winkel mit L zu
bestimmen. (Zwei Fille).

Gegeben die Projektionen a,=15, b, =12, (a, L)=24"36',
(b, L)=136°24".
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73. (Anschl) a. Die Linie L, auf welche die Projektionen
a, und b, der Seiten @ und b des Dreiecks gebildet sind, sei
die Halbirungslinie des Winkels y. b. Die Linie L sei die
Halbirungslinie des Aussenwinkels von y: — Wie ist aus a,,
b, und y die Seite ¢ zu bestimmen?

74. Welche Beziehung findet zwischen den Seiten eines
Dreiecks a, b, ¢ und ihren Winkeln mit einer beliebigen Geraden
L statt?

75. Welches ist” die Beziehung zwischen den Seiten a, b,
¢ . . n eines beliebigen n-Ecks und ihren Winkeln mit einer
Geraden L?

76. Der eine Schenkel AB des Winkels BAC ist auf den
anderen AC durch das Loth BC,=I, projicirt, ferner 4C, auf
AB durch das Loth C,B,=m,, dann wieder AB, auf AC durch
das Loth B,Cy=1,, AC, auf AB durch das Loth C,B,=m,
u. s. w. Wie gross ist a. die Summe aller Lothe /? b. aller
Lothe m? ¢. aller Projektionen auf AC? d. aller Projektionen,
AB mit eingeschlossen, auf AB? Gegeben AB —c¢=5, BAC—=
=a=15"26,4". (Geometrische Darstellung der Resultate).

77. Der Mittelpunkt M des regelmassigen n-Ecks ABCD . .

. ist mit den Ecken verbunden und die Verbindungslinie MA

durch das Loth 4B =/, auf MB projicirt, ferner MB, auf MC

durch das Loth B,C,=1,, MC, auf MD durch das Loth

C,D,=1, u. s. w. Diese Lothe / und ihre Summe, sowie die

Linien MA, MB,, MC,, MD,, .. . und ihre Summe darzustellen,
wenn 7= 20 und MA=r gegeben sind?

78. Die auf einander folgenden Seiten 4B, BC, CD, . . .
des regelmissigen n-Ecks ABCD ... sind auf den Durchmesser
AM projicirt, wie gross sind die Projektionen AB,, B,C,, C,D,,

. und die Projektionslothe BB,, CC,, DD, ..., sowie deren
Summe, wenn AB—=g¢a und die zu den Seiten gehorigen halben
Centriw,\inkel gleich y gegeben sind.

79. (Anschl.) Wie Aufg. 78; jedoch sollen die simmtlichen
Seiten des Vielecks ABCD . . . auf die Seite AB selbst
projicirt werden.

80. Ueber dem Durchmesser eines Kreises sind gleiche
Sehnen in einen Halbkreis eingetragen, so dass ein halbes
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regelmissiges Vieleck entsteht, die Ecken desselben sind mit dem
einen Endpunkte des Durchmessers verbunden und die Ver-
bindungslinien auf den Durchmesser projicirt: wie gross sind diese
Projektionen und ibhre Summe? Gegeben der Radius 7 des

Kreises und der zu einer jeden Sehne gehorige halbe Centri-
0

winkel y, wo y= und 7= 2m ist.

Entwickelungsaufgaben

Dreiecksaufgaben.

§ 20. Auflisung von Dreiecken, zu deren Bestimmung zwei
Winkel gegeben sind.

(Vergl. § 16, Aufg. 11 und 13, § 19, Aufg. 1 — 5).

a. Rechtwinklige Dreiecke.

Aufg. 1 —15. Von einem rechtwinkligen Dreieck gegeben
die Winkel und
1. Die Summe der beiden Katheten, a - b.
a. Gegeben a4 b=19, «=53"42,5".
b. o a-+4b=10, «=37° 485'
2. Die Differenz der beiden Katheten, a — b.
a. Gegeben a —b =17, a=65°43,2".
b AL e S 1
c. i B— D= 07 B~— 44919 9
3. Die Summe der Hypotenuse und einer Kathete, ¢ -+ a.
Gegeben ¢ +a=1, a="75"31".
4. Die Differenz der Hypotenuse und einer Kathete, ¢ — a.
Gegeben ¢ —a=1, a=13"57'.
Der Umfang, a - b+ ¢ =2s.
a. Gegeben 2s =17, o= 36°49'.
b. s va 28==20y0= 68725

[} ]
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6. Der Uecberschuss der Summe der beiden Katheten uber
die Hypotenuse, @ + b — ¢ =2 (s — ¢), die Hypotenuse zu be-
stimmen. Gegeben 2 (s —¢)=2, a=34"19".

7. Der Ueberschuss der Hypotenuse tuber die Differenz der
beiden Katheten, ¢ — a -+ b =2 (s — a), die Hypotenuse zu be-
stimmen. Gegeben 2 (s —a)=1,7, & =17"17".

8. Die Differenz der Quadrate der beiden Katheten,
a® — b? = d?, die Hypotenuse zu bestimmen.
Gegeben d*=1,0305, «=50°30,1".

9. Die Summe der Hypotenuse und der doppelten zuge-
hérigen Hohe, ¢ + 2k —=d, die Hypotenuse zu bestimmen.

10. Die Summe einer Kathete und der Hohe auf die
Hypotenuse @ 4+ h=d, die zweite Kathete b zu bestimmen.

11. Die Differenz einer Kathete und der Hohe auf die
Hypotenuse @ — h=d, die zweite Kathete b zu bestimmen.

12. Die Halbirungslinie des Winkels BAC, #,, die Gegen-
kathete @ zn bestimmen.

13. Die Halbirungslinie des rechten Winkels, #., gesucht
die drei Seiten.

14. Gegeben ab — 2h* = d?, gesucht die Hypotenuse.
15. Gegeben ¢* — 2ab = d?, gesucht die Hypotenuse.

b. Schiefwinklige Dreiecke.

16. Von einem schiefwinkligen Dreieck gegeben die Winkel
und die Summe zweier Seiten, a-}-b.
a. a+b=1, «=>54° B=32011"
b. ¢ 4+ b=12, a =34", #=43°17,6'".
17. Die Differenz zweier Seiten, a — b.
a. a—b=1, a=45"34', B=134°45".
b. a —b=5,785, «=96°52', §=>57"18,7",
18. Der Umfang, 2s.
& 2318, e=34° g —=28° 394"
b.i28+= 21,87, a=:92°11,3; 8-==5020,5'.
e. 2s=23, a=234"5", P =067"8,9':gesuchtderInhalt.
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19. Der Ueberschuss der Summe zweier Seiten uber die
dritte, a b —c¢c=2 (s—¢).

8. 2 (s — o) = 1] '0="25" "B =120".

b. 2(s—¢)=5, «=60", §=7T71°49": gesucht der Inhalt.

20. Gegeben ¢ =2a+1, B ="76° y=181°40": die Seiten
zu bestimmen.

21. Gegeben 3a + 26 =14, «=22°20', $=49°27,5":
die Seiten zu bestimmen.

22. Gegeben 2c—=a-+ b+ 8,4, «=68°28', §=51°36:
die Seiten zu bestimmen.

23. a. Gegeben f1=100, a="76°, f=054"321": die
Seite @ zu bestimmen.

b. Gegeben fl=12, ¢ =60° g=40°35,2": den Radius
des inneren Beruhrungskreises zu bestimmen.

24. Gegeben die Mittellinie auf die Seite a
m, =5, §=167° y=54°3,2'.

25. Gegeben die Summe zweier Hohen, h, 4 by =25,
a="70° #=80": die dritte Seite ¢ zu bestimmen.

25a. Gegeben die Differenz zweier Héhen h, — hy =10,
B =97° y=46": die dritte Seite @ zu bestimmen.

26. Gegeben das Produkt zweier Seiten ab=d*=1, a=12°,
B =21": die drei Seiten zu bestimmen.

27. Gegeben die Differenz der Quadrate zweier Seiten d”:
gesucht die dritte Seite c.

28. Die Summe der Quadrate zweier Seiten ist um d?
grosser als das Quadrat der dritten Seite: den Inhalt und die

dritte Seite zu bestimmen.
Gegeben b2 4 ¢2 — a?=d’=12, a=35°17', §—=46"38,5'.

29. Gegeben die Differenz der durch die Hohe auf die
Seite @ auf dieser bestimmten Abschnitte gleich d: die Seite @
zu bestimmen.

30. Gegeben die Summe der Projektionen der Seite @ auf
die beiden Seiten & und ¢ gleich d: die Seite @ zu bestimmen.

31. Gegeben die Summe der Projektionen der Seiten b und ¢
auf einander gleich d: die Seite a zu bestimmen.
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§ 21. Zusammenhang zwischen Bestimmungsstiicken eines
Dreiecks, von welchem die Winkel gegeben sind.

1. Gegeben eine Seite @: darzustellen
die drei Hohen Ay, hy, h;
den Radius des umschriebenen Kreises 7;
die Radien der vier Beruhrungskrelse g, Qas by Oc;
. die oberen Hohenabschnitte k',, k',
die unteren Hohenabschnitte k., ks, k.;
den Inhalt f1;
. den halben Umfang s;
. die Seitenergiinzungen s —a, s — b, s —¢;
die Halbirungslinien der drei Winkel #,, 4, #;
. die Verbindungslinien der Fusspunkte der drei Hohen
@5 Day O3
die Winkel des durch sie gebildeten Dreiecks a,, £, 7,
(Vergl. § 26, Aufg. 24).
2. Gegeben der Radius des umschriebenen Kreises 7:
darzustellen: (Vergl. Aufg. 1).
die Seite @, die Hohe #%,, deren Abschnitte &'y, kg,
die Radien ¢ und g, den Inhalt fI, den halben Um-
fang s, die Seitenergiinzung s — a.

C’

RGO e T

—

3. Gegeben der Radius des inneren Berihrungs-
kreises g: darzustellen b, %y, fl, s, s —0, o).

4. Gegeben der Radius des die Seite & von Aussen be-
rihrenden Bertihrungskreises ¢,: darzustellen & und ¢, 7, fl, s,
$—a, s — b, o und g..

5. Gegeben der Inhalt des Dreiecks fl: darzustellen
e, Ty 0, 0cy S, 8—C.

6. Gegeben der Umfang des Dreiecks 2s: darzustellen
a, T, 0, 0 fl, s —a.

7. Gegeben eine Seitenerginzung s — a: darzustellen
a, b, s 05 Qas Qvy S, s_b7 ﬂ- 2

8. Gegeben eine Hohe %,: darzustellen a, c, fl, 7, o,
Ca 0oy 8, S —a, 8$—ec.

9. Gegeben die Summe zweier Seiten b 4 c: dar-
zustellen a, b, r, b —e¢, s, hy -+ he.

10. Gegeben die Differenz zweier Seiten b— ¢:
darzustellen b + ¢, a, b, 7.

Hermes, trigon. Aufgaben. o
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66 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 21.

11. Gegeben die Differenz der Quadrate zweier
Seiten b* — ¢*=d?: darzustellen @, b +¢, b —e¢, fL

"12. Gegeben die Summe der Quadrate zweier
Seiten 4% ¢*=d>: darzustellen 7.

13. Gegeben der Ueberschuss der Summe der Qua-
drate zweier Seiten uUber das Quadrat der dritten
b2 + ¢ — a* =d*: darzustellen fl und 7.

14. Gegeben die Halbirungslinie eines Dreiecks-
winkels Z,: darzustellen b, a, 7, h,, 0.

15. Gegeben die Summe zweier Hohen A, + h.=d:
darzustellen a, b -+ ¢, by, — h,.

16. Gegeben die Summe der reciproken Werthe
1 1
zweier Seiten —b—-}— 1?=_e—: darzustellen %——-?, [
17. Gegeben die Summe der Produkte zweier Seiten-
paare ab -+ ac = d*: darzustellen a, b+ ¢, ab — ac, ab, ac,
b2 —

18. Gegeben die Summe der reciproken Werthe

zweler Hohen —+ %: darzustellen k., b, 0, 0a

._+__

19. Gegeben die Differenz der reciproken Werthe zweier
1 1 1 1

Hohen — — — =——: darzustellen A,, — — —.

/lr, hc e 0c ()
20. Gegeben die Summe der reciproken Werthe der drei
k 1
o Repl 5.y — it 1 .
Haohen % - Y -+ g > darzustellen @, s —a, o

21. Gegeben die Differenz der Quadrate der reciproken
1 1 1
Werthe zweier Seiten U darzustellen %4, a, fl.
22. Gegeben die Differenz der Quadrate der reciproken

.. 1 1 1
Werthe zweier Hohen —— — ——>=-_: darzustellen &, und fl.
]l}," hCZ e?
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Gegeben die Winkel. 87

Aufg. 23—35. Gegeben die Winkel «, £, y eines
Dreiecks, darzustellen:

23. Das Verhiltniss der Halbirungslinien der Innenwinkel
zwischen Eckpunkt und Gegenseite. i

24. Das Verhiltniss der Abschnitte der Halbirungslinien der
Innenwinkel.

25. Das Verhiltniss der Seiten des Dreiecks, welches durch
die Halbirungslinien der Aussenwinkel gebildet wird.

26. (Ansehl.) Das Verhiltniss der durch die Eckpunkte des
gegebenen Dreiecks auf diesen Seiten bestimmten Abschnitte.

27. Das Verhiltniss der Seiten desjenigen Dreiecks, welches
durch die Halbirungslinien zweier Innenwinkel und des dritten
Aussenwinkels gebildet wird.

28. (Anschl.) Das Verhiltniss der durch die Eckpunkte des
gegebenen Dreiecks auf diesen Seiten bestimmten Abschnitte.

29. Das Verhiltniss der Dreiecke, welche durch die Ver-
bindungslinien der Schnittpunkte der Halbirungslinien der Innen-
winkel mit den Gegenseiten vom gegebenen Dreieck abgeschnitten
werden.

30. Das Verhiltniss der Radien der inneren und der
dusseren Beruhrungskreise.

31. Das Verhiltniss der Abschnitte der drei Hohen.

32. Das Verhiltniss der Dreiecke, welche durch die oberen
Hohenabschnitte und die Seiten gebildet werden.

33. Der vom Eckpunkt A4 aus gezogene Radius des
umschriebenen Kreises wird néthigenfalls bis zur Gegenseite
verlingert: wie verhalten sich die Abschnitte dieser Seite und
wie der Radius zu dem Abschnitt zwischen Mittelpunkt und
Gegenseite ?

34. Der Mittelpunkt des inneren Berihrungskreises (eines
der #usseren Beruhrungskreise) ist mit den Ecken des Dreiecks
verbunden: wie verhalten sich die entstehenden Dreiecke?

35. Wie verhalten sich die durch die Verbindungslinien der
Ecken eines Dreiecks mit den Beriuhrungspunkten des inneren
Berthrungskreises und der Seiten bis zu ihrer Durchschneidung

entstehenden Dreiecke ?
5*
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68 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 22.

§ 22. Construktion trigomometrischer Ausdriicke.

Bezeichnet sind durch @, b, ¢ Linien von gegebener
Liange, durch «, f§, y Winkel von gegebener Grosse.

a. Vermittelst des rechtwinkligen Dreiecks.
1. Welche geometrische Bedeutung haben die trigono-
metrischen Ausdricke:
rx=asine, y=—acosa, 2=atga, u=—actgea.

2. (Anschl.) Ebenso die Ausdricke:
& o 5 2 - u=atg a?
— | ——1 — ry }——4 o >
IR By iy sina.cosea’ g

3. (Anschl) Zu construiren die Ausdriicke:
@ cos &

i o? 2
z=asine?, y=acosa? r1=—, u=
o 4 sin o’ tg

4. Zu construiren das Resultat der Summation der unend-
lichen geometrischen Reihe:
@+ asine®+4 asina*+ . . . in inf. (Vergl. § 19, Aufg. 76).

5. (Anschl.) Wie ist geometrisch die Summe darzustellen
der geometrischen Reihe @ 4 @ cosa + acosa® 4 ... in inf.?

6. (Anschl.) Ebenso der geometrischen Reihe:
a—acosa—~+ acosa?— . .. in inf.

7. Geometrisch darzustellen die auf einanderfolgenden Glieder
und die Summe der geometrischen Reihe:

a+tatge®+atgat 4 ...in inf, a < 45°.

8. (Anschl.) Ebenso der geometrischen Reihe:
a-+ actge®+4 actga 4+ . . . in inf.,, a > 45°

9. Graphische Darstellung der Summe der dreigliedrigen
Reihe —— -+ a + a cos a®.

cos o2

10. (Anschl.) Ebenso der fiinfgliedrigen Reihe:
a a a a

A R

sin &

sin sin sin o®”
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Construktion trigonometrischer Ausdriicke. 69

Aufg. 11 — 17. Einen Winkel zu construiren aus seinem
Funktionalwerthe, namlich:

11. sinw=%, cosy:%—, tgz:%—_
12, sinw=l—%—, cosy=1—%, ctgz=l+%.
13. sinw2=%, cosy2=%, tgz2=-z—,
2 2 2
14. Sinx=—Z—2, ctgy:%, cogg:l_%.

15. sinz=cosa, cos y=tg B, tgz=siny.
16. sin 2z =sin @ sin B, cos y =sin @ - cos B, tgz=rcosa-cosf.

< sin & sin cos @
17.' 8In & =—=——7, COB Y= ——71r, e g
sin 8 sin B cos B

18. 2z=acosa-cosfB, y=asin & - cos §, z=—a sin - sin B.

i a cos &
19, s—acose igh y—asina: gh :m-00.
t
20. z=actga-1gf, ¥y aczsg;,z - @ ctg @ - sin .

b. Vermittelst des schiefwinkligen Dreiecks.

Einen Winkel zu construiren aus seinem Funktionalwerth,
namlich:

¢ asinff a cos 3 a cos 3
. Sinz=————" giny=———"—, cOBZ——>—.
s Rl B b
22 — 25. Zu construiren:
op jznd sin acosff  acosf (Vergl.
" %7 Tsine 'Y  sine '°  cosa - Aufgabe19).
a asin f8-sin asinf-cos acosfl-cos
93, g ZEBBesiny . ouingponti i Roeatscony
sin « sin e sin o
wenn « + f + y =2R.
asinf-sin asin f§-sin acosf-cos
24, @== ‘8 Y oy ‘8 7, 2= _B Y
sin & sin e sin @

wenn « -+ 8+ y=R.

25. (Anschl.) Unter gleicher Bedingung zu construiren:
acosf-cosy R acosf-siny Bl asinf-siny

2 b
cos x cos ¢ cos &
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70 Cap. TI.  B. Schiefwinklige Dreiecke. §§ 22, 23.

26. (Anschl.) Welche Bedeutung im Dreieck ABC haben
die Ausdrucke:
a

&L ==

. =@ cos e, 2=actgo?
sma’y / g

27. Ebenso #=asine, y= joB==q tra?

cos &

28. Zu construiren:
__atgf ek __actgf
tgx = 5 ,tgy-—-btgﬂ,ctgz_ e

29. Darzustellen @ =Y a* 4 b* +2ab - cos 7.
30. Zu construiren den Winkel aus dem Werthe des

8y p2 3 i pa
Cosinus: cos &z = a‘—z—;—, cosy = a—zu—c— :
31 —37. Zu construiren den Winkel «:
31. sin 2 = sin & - sin . 32. Ebenso cosa==sin ¢—sin f.
33. cos & = cos & -}~ cos f. 34. tg @ = tg & 4 tg .

35. ctg & = ctg &« — ctg f, wo 900>ﬂ o
35a. (Anschl) tga = 2 sin « - sin §

3 sin (@ — ) c
sin y 37 tgz= ;—+_S‘£nczs .

38 — 43. Den Winkel @ geometrisch darzustellen, welcher
entspricht der Gleichung:
38. sin 2 -} cosa=—tga, a >45° 39. sinz — cos z =tg a.
40. tg v + ctg @ = ctg 0. 41, ctgx — tg & = ctg d.
42. asin@ -+ b cos @ =d. 43. asin o — b cos ¢ = d.

36- tg X == m—.

44 — 55. Die Winkel # und y zu construiren, welche
bestimmt sind durch die Gleichungen:

44, 2+ y=0, sina:siny=a:b.

4. 2 —y=0, sinw:siny=a:b.
46. -+ y=20J, cosw:cosy=ua:b.
47, 2—y=4Jd, cosw:cosy=a:b.
48. @4 y=9d, tga:tg y=a:b.
49. z—y=0, ctigw:ctgy=ua:b.
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Gegeben ¢ine Seite und der Gegenwinkel. 71

50. 24 y=4d, acosx 4 bcosy=d.
5l. @4 y=4d, asin & 4 bsiny=d.
52. @+ y=0, acosx — bcosy=d.
53. o +y=4d, atga+t+btgy=1btgo.
4. a+y=4d, tgaftgy=2.
55. z —y=4d, cigx-4ctgy=tgd.
56. Construktion der Unbekannten aus den beiden Gleichungen:
i E‘; > Z; = (Vergl. § 11, Aufg. 65).
57. (Anschl.) Ebenso aus den Gleichungen:
ks %; T4 (Vergl. § 11, Aufg. 63).
58. Ebenso aus den Gleichungen:
z - tg (e 4 u) =a,
z g (f + w)=0.
59. Den Winkel % zu construiren aus der Relation:
(0% — ¢*) - sin a

sin U = 2 .

a

60. Durch den Eckpunkt 4 des Dreiecks ABC eine gerade
Linie zu ziehen, so dass durch die auf sie von den beiden anderen
Eckpunkten gefillten Lothe BB, und CC, die gleichen Dreiecke
ABB, und ACC, abgeschnitten werden.

§23. Auflosung und Construktion von Dreiecken, von welchen
eine Seite und die Summe oder Differenz der anliegenden
Winkel gegeben sind.

Gegeben:
1. a a b+ec.
8.a=—=82 o—"80"1800 I c=="1)38.
bra==1206;c==15245 . bt o= 109
2. a, f—y, b+c.
YR A b+4+c=15, B—y=12°
b. a=136, b + ¢=170, p — y = 96° 44'.
3. @ aybh—ec.
a.a=—2, b—c=1, a="T0%
boa=5, b—e=92, d=57°%
4. a, B —y, b—ec.
Baia =3 dyiv b Ca=dy B —y=234°19".
b. a=5,6, 6 — c=1,04, B—y=06217.
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Cap. II. Schiefwinklige Dreiecke. §§ 23, 24.

10.

11.

12.

13.

15.
16.
5 2

18.
19.

20.

21.

Gegeben:
a, a oder f§ — y, b — c2
8. a=—10; o = 3053, b —ct=117.
b. a=1, B —r=79871, 63— cli=S8.
a, e oder 8 —y, A,
& .a—D o =—Ab% hq==4. (Determination.)
bia=—4, 8 —y=21°21.6',; hs=35.
a, e« oder 3 —y, fl.

a a=14, a=14°1%, fl=24.
b. a =238, g —y="718°11,2, fl=456.
a, «, be.

a=23,094, bc =12, a=4758!;
a, e oder § — y, b* 4 ¢
a a—4, o—35°36' b? 4 2 =156.
h.la=3, 8 — y¥— 272> a0
a, & oder B —y, by h. =d.
& o=—2>, w =158 d=28.
b. a=D5, 8 —y=48%81 4" d=—2§.
a, @ oder y — 8, hy, — h,=d.
8. a= 8, w="54%19/, d=1.
b. a=15, 'y — 8 =2380°35, d==1.
a, a b:c.
B==0. o= A0"8.0F, b c=29: 3
@, e oder f—7y, cosfBicosy=~21:p.
a, @, o.
a, a ="T14, a=53°71,8', o=11. (Vgl. § 36, Aufg. 17.)
D == A6 = T8 0= 2:
a, &, p,. (Vgl. § 36, Aufg. 18.)
a=5,5, a=>57° 0,—4.
a, a, g
a==9.b, o — 1370, ==l
a, o, Mg.
a=401, 0 =—=36°1;1" M= 15.
a, @, tgf:tgy.
a B —y, ctgf:ctgy.
a, @ und die Summe d der Projektionen von @ auf die
Seiten & und c.

a, # — y und die Differenz d* der Quadrate der Projektio-
nen von @ auf die Seiten & und c.
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Gegeben eine Seite und der Gegenwinkel. 73

Gegeben:
22. a, @ und der Winkel d, welchen die Mittellinie m, mit
der Seite @ bildet.
23. a, @, l, (a="5, a=753° {,=23).
(Zum Anschluss.) Von den gegebenen Sticken a
und ¢ ist das eine durch 7 ersetzt.
24, a, rP g i
a. u==h g =89
b. @—"T5°45!,r=6.5,c=—12 = { 8encht.e ynd A,
25. b-+4c¢ a roderr, B—y, b4
b4 ¢=22b, e =17°37,7; r=>56,5.
26. b—c, r, ¢ oderr, —y, b—ec.
b—e==); re=rp==437 21",
271. 7, a b2 —¢® oder 7, B —y, b*—c2

Gegeben:
28. r, @, hb+hc=d° 29. T, ﬁ—)’, he — hy=d.
80, 1 ool 81. r, o A
9% By b e=4"n. 8 v
36 7. 8 g 3. 7, 0 a+b4c=2s

§ 24. Auflisung von Dreiecken, wenn unter den gegebenen
Stiicken ein Winkel oder die Differenz zweier Winkel vorkommt.

(Vergl. § 23).

Gegeben: Gegeben:
1. b, ¢, B —7y. 2o g bre=—d w
8o by, B =k s i e 4. fl,b:c=Ad:p, §—y.
5. at+b+4c=2s bic=2:p, a
6. a b+ec, B
a=1, brko==8; B=457°9
% a,b—g B

a=15,3, b —c=3,875, § =1817°14,8'".
8 r,b+4c¢, B oder r, b—c, B.

9. Durch die Halbirungslinie des Winkels A4 wird die
Gegenseite BC in die Sticke CA,=a, und BA,=a, getheilt:
die Halbirungslinie 44, und die Winkel f# und y zu berechnen,
wenn «, @, und a, gegeben sind.

Gegeben’s 8. @, =0} @6, p=—"18"9"

b a, =221 a0 g, o == 705,
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74 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 24.

10. (Anschl.) Gegeben a,=05, a, =6, y="T8°9': die
beiden anderen Winkel zu berechnen. ‘
11. Durch die Halbirungslinie des Aussenwinkels A4 wird
Jie Gegenseite in die Sticke CA4,==a, und BA,=a, getheilt:
die Halbirungslinie 44, und die ubrigen Winkel des Dreiecks
zu berethnen, wenn @, a; und a, gegeben sind.
Gegeben @y, =105, a,—6, &« ="T18°9".
Gegeben:
12. o, @, b+ c.
0=2, a=65% b4 ¢=230,14.
13. o, @ a—0.
14. o, @, a+ b4 c=2s.
0=l a— 230 81100,

15. o, @, [l
o=\, a— &4 fl= 1
Gegeben:
16.70; @; fia. s 0,10, 0
o=4, B=104°45 5, b==47,721.
18. 0., B, a. 19. ¢4, @, b.
20. o, B, k. 20, 7. a:b=4:m.
22. 0, @, 0, 28. 0, @, 0.
24. o a, @ 2b. @4 @, O-
26. 04, B, . 27, 04y B, a4 b+ c=2s.
28 0., B, L 29. b+ ¢, t,, .

bu- =12, t,— 24, 0=93%

30. Gegeben b — ¢, @ und die Halbirungslinie des Aussen-
winkels 4, A4, =¢,'.

Gegeben: Gegeben:
M e 32. b+c, My .
33. b+¢, Ay y- 84, b -1, ;= Ty, .

35. b—c, by + ke, c. 36. a U+ c, by B
3. b+c—a, by 7.

38, & pod-A:G=54: p. - (@i== 460k : pis=41:5.)
39 erand A re=l gl (e == 54% L p==415.)
40. a-++b+c, h,y e Gegeben:

41. a+ b — ¢, ha, e 42:-bc, hi,-c.
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Gegeben ein Winkel.

-
r

Gegeben:
43.%). hy=6, b4 c=14, a=159°29,4".
44.*) h,=5;1b~+¢=1; a==54°82;1".
20.2) he =17 - h: =1,6; «— 58",
46,%) h,=10, ky — b, =1, a==50°
47.*) h,=6, b —c=d=23,4811, 8 — y =61°40".
48. a. a4 b+ c=2s=—42, fl—84, a=56°.
b. s Tl —af L R
4. bt+c—a=2(s—a), fl, a.
50. b4 c—d, fli e
51, b—c=d, fl, o
52. B34 ct=—d2) fl, u,
53 Yl A e,
b2 =sigd =3 =B gl 10!
54, ‘o, 02— c2=a?, 8.
a==2 b‘—c2——1 SR a0
80 a=2, b¥— ¢ =='1,"y==40°
56. Der Fusspunkt des vom Eckpunkt 4 auf BC ge-
fallten Lothes, A,, sei A, und B4, =¢,, CA, =0b, gesetzt: das
Dreieck ABC aufzulosen, wenn gegeben sind:
(S s A
57. (Anschl) b,, ¢,, $—7.
58. (Anschl.) 4, b, —c¢,=d, a.
59. (Anschl) Ay b, — 2, =d, f—y.
Gegeben:
60. 4., mg, e
ha=4, m, =810 — 41°.
61. b4 c=d, m, «
62. a4+ b, a+tc¢, a. (Vergl. § 27, Aufg. 21).
63. a0, c—b, B
Gk hor BB o e il Hafito g5t
64. Der Winkel A des Dreiecks ABC ist durch eine
gerade Linie, welche die Gegenseite in die Sticke d und e

theilt, in die entsprechenden Stiicke J und & getheilt: das Dreieck
aufzulogens ‘Gegeben d="7, e=5,0=—=52212". 5=—27° 15"

*) Quadratische Probleme.
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76 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. 895,

§ 25. Auflésung von Dreiecken, unter deren Bestimmungs-
stiicken sich kein Winkel befindet.

Gegeben: Gegeben:
1. a, by, b+ c=d. 2. a hoc—b=ad.
a=25, hh=—=24, d—=103. a=101, h,=—20,d=49.
3. a, il BPade i, 4. a, h, b>— 2
50 a, hb, r. 6. a, hc, 0.
s Qa, hb, my. 8. a, hc, My
9. a, by, . 10. a, A, t.
11.%) a, ke, ma. . 12, a, hyibes
8=, ha=.6, bC=43,2l.
1S 0l 14. a, hq, 0.
a=1T, =20, 0=1.
;1 e TR 16. a, kg, oo.
17. a, hyy b+ c. 18..a, A, 6 —c.
19. a, hq, 0%+ 2 20: «, h,, 5> — A
B BT e e
29 a. b 'm;, 23. b, ¢, ‘m,
6=2; ¢c=38, m,=2,1.
ot Ll el Sy

& b=2,; =8 =21
b. 6=—12, ¢=1731, =35,

25. b, ¢, U4, wo U/, die Halbirungslinie ist des Nebenwinkels
von 4 bis zur Gegenseite.

26. b, ¢, hy + A Gegeben:

27. b, ¢, hy — hy. 28. 5, ¢, 7.

29. Gegeben die Seiten & und ¢ und die Summe der Pro-
jektionen der Seite @ auf b und ¢ gleich d.

30. Gegeben b, ¢ und die Differenz d der Projektionen b,
und ¢, der Seiten b und ¢ auf a.

31. Gegeben b, ¢ und das Verhiltniss der Projektionen
b, und c,.

*) Die Stiicke @ und %, in den Aufgaben 11—21 kinnen ersetzt werden
durch @ und fI oder durch A, und fI.

\\WW rein ore 1
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Gegeben kein Winkel. T

32. Gegeben b, ¢ und das Verhiltniss 4 :u der durch den
verlangerten Radius AM des umschriebenen Kreises auf a be-
stimmten Abschnitte.

33. Gegeben b, ¢ und das Verhiltniss 4:p der durch
den Berihrungspunkt des inneren Beruhrungskreises auf der
dritten Seite bestimmten Abschnitte.

34. Wie Aufgabe 33, jedoch soll das Verhiltniss der
durch den Bertuhrungspunkt des der Seite @ zukommenden

ausseren Beruhrungskreises auf a bestimmten Abschnitte ge-
geben sein.

Gegeben: Gegeben:
35. hy, hey b4 c=d¥). 36. M, he, b*— c*=d>
39. hy, A, fl. 38. &y, he, b2+ c2=d>

39. iy +he=d, b+ c=e,a 40. hy —hy=4d, b —c=¢, a.
41. hyy by + he=d, b+ c=ce.

42. a, my, m.. 43. a, my, b+ c=d.
44. a, m,, b — c=d. 45. my, m., b* 4 ¢?=d>
46. My hb, hc.

47*). hyy b+ c=d, r. 48*%). hyy b —c=d, r.
49**). hy, b* 4 c*=d?, 7. 50. ks bie=A:p, r

51. hyy a4+ b4 c=2s, 0. B2 by, b+c—a=2 (s—a), g..
ho=—24, 5=32, g=—225.

53. a, b+c=d, o 54. (Anschl.) a, b+ ¢ =d, fl.
85. a, b —c=d, o. 56. a, b — c=d, g..

57. a, b+ c=d, g

58. a, 90, Qa. 59.*’"‘) d, 0vs Qc.

60' o, 9a9b+c=d- 61- 0s O, b—c=d.

62. @, Qb Qc. 63. Qas Opy CQc.

0.=30, 0:=1,5, o.=—48.

*) Die Aufg. kg, hy, h, siche § 18 Aufg. 37.

*#%) 47—49 Gemischt- quadratlsche Probleme. 7 gA) b

**%) Die Aufg. a, 0, ¢, und @, g,, @, siche am Ende dieses Paxagupﬂen.
) \ A ¢
g_-_, lﬂ © ‘ ; ;':"“Q%'\‘ PV R e

;;;azso

»»»»»

ACY
11 ..u\
rawet]
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78 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. §§ 25, 26.

64. Gegeben die Summe zweier Seiten b+ ¢=d und
die durch die Halbirungslinie des eingeschlossenen Winkels auf
der Gegenseite bestimmten Abschnitte CA, =a, und B4, = a,.

65. (Anschl.) Gegeben: a,, a,, ?,, den Winkel d zu
bestimmen, welchen 7, mit a bildet.

66. Wie Aufg. 65; jedoch sind gegeben:

&, s D=1kl

Gegeben: Gegeben:
67. a, b + ¢, t,. 68. a, b — ¢, t',. (Aufg. 25).
O h, 1 o= o JOET I EE a

71. (Anschl.) @5, Qc, 'a-
2. @y 05 Ope 3. @y Qay Qb
4. 7y 0y b—c=d.

Anm. Aufgaben, in denen das Verhiltniss der drei Seiten eines
Dreiecks und eine anderweitige Bestimmung, wie &, £, m, 7, o
oder eine beliebige Verbindung dieser Stiicke gegeben sind,
kommen auf solche Aufgaben zurick, in denen die drei Winkel
gegeben sind, d. h. welche bereits in den §§ 20 und 21 be-
handelt sind.

§ 26. Bestimmung der Winkel eines Dreiecks aus Verhiilt-
nissen in ihm enthaltener Linien oder Flichenstiicke.

a. Rechtwinklige Dreiecke.

Aufg. 1 —24. Die Winkel eines rechtwinkligen
Dreiecks zu bestimmen, von welchem gegeben ist:

1. Das Verhiltniss 0 des Lothes auf die Hypotenuse zu
dieser.

2. Das Verhiltniss d der Projektionen der Katheten auf
die Hypotenuse.

3. Das Verhiltniss d des Lothes auf die Hypotenuse zur
Summe der beiden Katheten.

4. Das Verhiltniss d des Lothes auf die Hypotenuse zur
Differenz der beiden Katheten.

5. Das Verhiltniss 0 des Lothes auf die Hypotenuse zum
Umfange.

6. Das Verhiltniss —(1;,- der Hypotenuse zur Summe der
beiden Katheten.
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Gegeben Verhiltnisse von Linien im Dreieck. 79

gadt i s i
7. Das Verhaltniss 5 der Hypotenuse zur Differenz der

beiden Katheten.

i S e
8. Das Verhiltniss — einer Kathete zur Summe der Hy-

dJ

potenuse und der anderen Kathete.

Sy 1 1 2
9. Das Verhiltniss — einer Kathete zur Differenz der

)
Hypotenuse und der anderen Kathete.

10. Das Verhiltniss —(1;— der Hypotenuse zum Umfange.
11. Das Verhiltniss d der Hohe auf die Hypotenuse zum

Radius des inneren Beruhrungskreises.

12. Das Verhiltniss d der Hohe auf die Hypotenuse zum
Radius des die Hypotenuse von Aussen berihrenden Beriihrungs-
kreises.

13. Das Verhaltniss 0 der Differenz und der Summe der
beiden Katheten.

14. Das Verhiltniss der Differenz der beiden Katheten
zum Umfange.

15. Das Verhiltniss der Summen der Hypotenuse und je
einer Kathete.

16. Das Verhiltniss der Ueberschusse der Hypotenuse uber
je eine Kathete.

17. Das Verhiltniss 0 der Summe der beiden Katheten
zur Summe der Hypotenuse und der zugehorigen Hohe.

18. Das Verhiltniss d der Differenz der beiden Katheten
zur Summe der Hypotenuse und der zugehérigen Hohe. (d==0,6).

19. Das Verhiiltniss 0 einer Kathete zur Projektion der
anderen Kathete auf die Hypotenuse. (0 ==1).

20. Das Verhiltniss d der Halbirungslinie des rechten
Winkels zur Hypotenuse.

21. Das Verhiltniss d der Abschnitte der Halbirungslinie
des rechten Winkels durch den Mittelpunkt & des inneren
Beruhrungskreises.

22. (Anschl.)) Das Verhiltniss 0 der Abschnitte der
Halbirungslinie eines spitzen Winkels durch M.

www.rcin.org.pl



80 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 26.

23. Das Verhiltniss 0 der Abschnitte der Verbindungs-
linie der Mittelpunkte des inneren und eines dusseren Bertuhrungs-
kreises durch die dazwischen liegende Seite.

a. Wenn M, der Mittelpunkt des fusseren Beruhrungs-
kreises der Hypotenuse ist.

b. Wenn M, der Mittelpunkt des die Kathete a von
Aussen beruhrenden Kreises ist.

24. Das Verhiltniss 0 der Abschnitte der Verbindungs-
linie der Mittelpunkte zweier &dusseren Beruhrungskreise durch
den dazwischen liegenden Eckpunkt.

a. Fir die beiden die Katheten von Aussen berihrenden
Kreise.

b. Fir die die Hypotenuse und die Kathete ¢ von
Aussen berthrenden Kreise.

25. Von einem Rechteck gegeben das Verhaltniss 0 der
Seiten: den Winkel @ der Diagonalen zu bestimmen.

26. Von einem Rhombus gegeben das Verhiltniss 0 der
beiden Diagonalen: die Winkel zu bestimmen.

27. In einem Trapez sind drei Seiten einander gleich:
die Winkel zu bestimmen, wenn die vierte Seite sich zur Summe
der drei ersteren verhilt wie 0: 1.

28. Wie Aufgabe 27, jedoch ist das Verhiltniss 0 der
Diagonale zu den gleichen Seiten gegeben.

29. Wie Aufg. 27, jedoch ist das Verhiltniss 0 der Diagonale
zur ungleichen Seite gegeben.

30. Wie Aufg. 27, jedoch ist das Verhiltniss d der Ab-
schnitte der Diagonalen gegeben.

31. Die Winkel eines gleichschenkligen Dreiecks zu be-
stimmen, in welchem die Summe der Basis und der zugehdrigen
Hohe gleich ist der Summe der beiden gleichen Seiten.

3la. Wie Aufg. 31, jedoch soll die Summe der Basis und
Hohe sich zur Summe der beiden gleichen Seiten verhalten
wie 0: 1.

32. In einem gleichschenkligen Dreieck sollen die Diffe-
renzen jeder Seite und der zugehérigen Hohe einander gleich
sein: die Winkel zu bestimmen.

33. Den Winkel zu bestimmen an der Spitze eines gleich-
schenkligen Dreiecks, wenn das Verhaltniss der Hohenabschnitte
gleich J gegeben ist.

a. Fur die Hohe auf die Basis.
b. Fir die Héhe auf einen Schenkel.
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34. (Anschl.)) Die Verhaltnisse der Abschnitte der Hohe
auf die Basis und der Hohe auf die Schenkel sollen einander
gleich sein.

35. Von einem Rhombus ist das Verhiltniss 0 der Differenz
der beiden Diagonalen zum Umfange gegeben: die Winkel zu
bestimmen.

b. Schiefwinklige Dreiecke.

Aufgabe 36 — 62. Die Winkel eines Dreiecks zu
bestimmen, von welchem gegeben sind:

36. Die Verhiltnisse der drei Hohen: hy:hy: hy=24:p:».

37. Die Verhiltnisse der durch die Fusspunkte der Hohen
auf zwei Seiten bestimmten Abschnitte:

BA,=4-C4, uwnd A4B,=u CB,.
38. Die Verhiltnisse der Abschnitte zweier Hohen:
AP=J.AP und BE==p-B,P.

39. Die Verhiltnisse zweier Seiten zu den zugehdrigen
IIohen: h, = da, h, = ub.

40. Die drei Seiten und die Hohe auf die erste derselben
sollen eine geometrische Reihe bilden: a:b=b:c=c: h,.

41. Das Verhiltniss einer Seite zu ihrer Hohe gleich 8: 7
und das Verhiltniss der beiden anderen Seiten gleich 3 : 4.

41a. Das Verhiltniss ciner Seite zu ihrer Hohe gleich
4 und das der beiden anderen Seiten gleich w.

42, Die Verhiltnisse zweier Seiten zur Halbirungslinie
des eingeschlossenen Winkels: #, = A¢ = ub.

43. Die Verhiltnisse zweier Seiten zur Mittellinie nach
der dritten Seite: m, = Ac = ub.

44. Die Verhiltnisse der Radien der vier Berihrungskreise
<ines Dreiecks:

a. g, =4p und g, = po.
b. @, = Ag. und ¢, = peg..

45. Die Verhiltnisse zweier Hohen zum Radius des inneren
Berithrungskreises: &, = 4o, h, = po.

46. Die Verhiltnisse zweier Seiten zu den entgegengesetzten
Hohenabschnitten der dritten Seite: AC,=4a, BC, = ub.

47. Die Verhiltnisse einer Seite zur Summe und zur
Differenz der beiden anderen: a =24 (b 4 ¢) = (b — ¢).

48. Die Verhiltnisse zweier Seiten, je zur Summe der
beiden anderen: a =124 (b 4 ¢), b= (¢ + a).

Hermes, trigon. Aufgaben. 6
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89 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. §§ 26, 27.

49. Das Verhiltniss der Summe zweier Seiten zur dritten
Seite und das Verhiltniss dieser Seite zur zugehérigen Hohe:
b+ ¢ =1a, h, = pa.

50. Das Verhiltniss der Differenz zweier Seiten zur dritten
Seite, b — ¢ =4a, und das Verhaltniss dieser Seite zur zuge-
hérigen Hohe, ha = pa.

51. Die Verhiltnisse der Abschnitte, in welche zwei Seiten
durch die Beriihrungspunkte des inneren Beruhrungkreises getheilt
werden: CA;, =4 -BA4, und CB; = u- AB,.

52. Die Verhiltnisse der Abschnitte, in welche zwei ver-
lingerte Seiten durch die Berihrungspunkte eines #usseren
Beriihrungskreises getheilt werden:

CB,= u - AB, uwnd BC,=14-AC,.

53. Die Verhiltnisse der Verbindungslinien der Mittelpunkte
zweier Ausseren Berihrungskreise beziglich mit den Endpunkten
der ihnen zugehorigen Seite: AM.=A1 - BM. und AM,=—u - CM,.

5b4. (Anschl) Die Verhiltnisse der Abstinde der Mittel-
punkte zweier ausseren Beruhrungskreise je von dem Zwischen-
und Gegeneckpunkt des Dreiecks:

AMy =2+ BM, und AM,=—u - CM,.

55. Die Verhiltnisse der Verbindungslinien des Mittelpunktes

eines ausseren Berihrungskreises mit den Ecken:
AM,= A -BM,=—u - CM,.

56. Die Verhaltnisse der Dreiecke, welche durch die oberen
Abschnitte der Hohen und die Dreiecksseiten gebildet werden:
BPG: GPA : APB =%z mw 1.

57. Die Verhialtnisse der Dreiecke, welche durch die Ver-
bindungslinien des Mittelpunktes M des umschriebenen Kreises
mit den Ecken gebildet werden: BMC: CMA: AMB=12:pu:1.

58. In einem Dreieck sind die Winkel halbirt und die
Schnittpunkte der Halbirungslinien mit den Gegenseiten unter
einander verbunden, so dass drei Eckdreiecke entstehen. Es
seien gegeben die Verhiltnisse derjenigen Seiten von zwei dieser
Dreiecke, welche zugleich Seitenabschnitte im Fundamentaldreieck
sind: 4B, =4-4C, und BC,=p - BA,.

59. Die Verhiltnisse des Inhaltes zu den Rechtecken zweier
Radien der Berihrungskreise: fl =400, == wo@.

60. Die Verhiltnisse des Inhaltes zu den Quadraten der
Radien des inneren und eines dusseren Beruhrungskreises:

Sl =Ag* = pg’.
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61. Das Verhiltniss zweier Seiten und das Verhéltniss der
Halbirungslinie des eingeschlossenen Winkels zur dritten Seite:
b=c, l, = pa.

62. - Die Verhiltnisse der Halbirungslinie eines Winkels
zu den durch sie gebildeten Abschnitten der Gegenseite:
li— o — ug!

§ 27. Vermischte Dreiecks-Aufgaben.

1. Durch die Ecken eines Dreiecks wird der Umfang des
umschriebenen Kreises im Verhiltniss von 3:4:5 getheilt: die
Seiten zu berechnen, wenn der Radius des Kreises gleich 7
gegeben ist.

2. Von einem Dreieck gegeben die Lothe in den Mitten
der beiden Seiten @ und b bis zu ihrer Durchschneidung, be-
zuglich gleich 5 und 7,2 und der der ersteren Seite gegeniiber-
liegende Winkel gleich 72°41': die Seiten, die Winkel und den
Inhalt zu bestimmen.

3. Gegeben die Halbirungslinien zweier Winkel eines
Dreiecks bis zu ihrer Durchschneidung a, =5, b,==6 und der
dritte Winkel y = 56°: den Radius des eingeschriebenen Kreises
zu bestimmen.

4. Den Radius des inneren Beriihrungskreises zu bestimmen,
algebraisch und numerisch, wenn die Summe der Halbirungslinien
der Winkel bis zu ihrer Durchschneidung s, und die Winkel
gegeben sind.” 8,=1, ¢:f:y=7:8:09.

d. Gegeben die Summe der oberen Abschnitte der drei
Hohen eines Dreiecks gleich s, und die Winkel, welche die-
selben mit einander bilden 4, w, »: den Radius des umschriebenen
Kreises zu bestimmen.

6. Gegeben die Winkel eines Dreiecks «, £, y und die
Summe der Rechtecke der Abschnitte der drei Hohen gleich d*:
den Inhalt des umschriebenen Kreises zu bestimmen, algebraisch
und numerisch fir die Werthe = 50° g = 60° y= 70°.

7. Von einem Dreieck gegeben eine Seite @, die Summe der
beiden anderen Seiten d und der Winkel d, den die Halbirungs-
linie des von diesen Seiten eingeschlossenen Winkels mit a
bildet: den Winkel & zu bestimmen.

6*
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84 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 27

8. Gegeben der untere Abschnitt MA, = a, der Halbirungs-
linie des Winkels A eines Dreiecks und die Winkel, welche
derselbe mit den oberen Abschnitten der Halbirungslinien der
beiden anderen Winkel bildet BMA,=v», CMA, =pu: wie
gross ist die Seite @ und der obere Abschnitt der Halbirungs-
linie AM?

9. Wie Aufg. 8., jedoch soll statt des unteren Abschnittes
MA, der Halbirungslinie der obere Abschnitt MA = a, derselben
gegeben sein.

10. Gegeben eine Mittellinie m, und die Winkel, welche
sie mit den beiden anderen Mittellinien bildet: ASC=p,
ASB =v»: die Seite @ zu bestimmen.

11. Von einem Dreieck gegeben die Winkel: die Winkel
zu bestimmen, welche die Mittellinien mit den Gegenseiten bilden:
gegeben a:f:y=05:6:7.

11a. (Anschl.) Welche trigonometrische Beziehung besteht
zwischen den Winkeln, welche die drei Mittellinien eines Dreiecks
mit den entsprechenden Gegenseiten bilden?

12. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel § und der
Winkel «,, welchen die zu @ gehorige Mittellinie mit der Gegen-
seite b des gegebenen Winkels bildet: die ubrigen Winkel des
Dreiecks zu bestimmen. Gegeben §=40° «,=35°

13. Gegeben zwei Seiten und der Winkel d, den die zur
dritten Seite gehorige Mittellinie mit dieser bildet: den durch-
schnittenen Winkel und den Inhalt zu bestimmen.

14. Gegeben ein Winkel o und der Winkel 0, den die
zugehorige Mittellinie mit @ bildet: gesucht die Winkel $ und y.

15. Gegeben der Inhalt eines Dreiecks fI, eine Mittellinie
m, und die Summe der Quadrate der beiden anderen Mittellinien
my? ++ m,> =d?: den Winkel & zu bestimmen.

16. (Anschl.) Den Inhalt f/ zu bestimmen, wenn ein
Winkel @, die Mittellinie m, zur Gegenseite und die Summe der
Quadrate der beiden anderen Mittellinien d*> gegeben sind.

17. (Anschl.) Den Inhalt i zu bestimmen, wenn ein
Winkel @, die Gegenseite @ und die Summe der Quadrate der
den beiden anderen Seiten zugehorigen Mittellinien d? gegeben sind.

18. Gegeben eine Seite ¢, ein anliegender Winkel « und
der Radius des inneren Beruhrungskreises: die Seite a zu
bestimmen.
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19. Durch ein Dreieck ist eine gerade Linie gelegt, deren
Abschnitt innerhalb des Dreiecks gleich ist den unteren Ab-
schnitten der durchschnittenen Seiten: welchen Winkel bildet die
Linie mit der (verlingerten) dritten Seite? Gegeben die Winkel
des Dreiecks.

20. (Anschl.) Zwei Seiten eines Dreiecks sind tuber die
dritte hinaus verlidngert von einer Linie so durchschnitten, dass
die Verlingerungen gleich der dritten Seite sind: welchen Winkel
bildet die Linie mit der dritten Seite? Gegeben die Winkel des
Dreiecks.

21. (Anschl.) In einem Dreieck wird die eine Seite von
den beiden anderen beziglich um die Sticke 6 und 5 uber-
troffen, wihrend der ihr gegeniiberliegende Winkel gleich 43° 21’
gegeben ist: die Seiten und Winkel zu berechnen. (§ 24, Aufg. 62.)

22. Wenn man in dem Eckpunkt A des Dreiecks ABC
Lothe errichtet auf den zugehorigen Seiten A4, | b, 44, | ¢,
und das Loth A4, fillt auf die Gegenseite: wie verhalten sich
die Abschnitte dieser Seite?

23. Den Inhalt 4, eines Dreiecks zu bestimmen, welches
gebildet wird durch die in den aufeinanderfolgenden Ecken eines
Dreiecks # auf den aufeinanderfolgenden Seiten desselben er-
richteten Lothe: wenn ausser dem Inhalt # die Winkel des
Dreiecks gegeben sind.

24. Die Fusspunkte der Hohen eines Dreiecks ABC sind
die Eckpunkte eines neuen Dreiecks A B,C,: die Seiten und
Winkel dieses Dreiecks aus denen des gegebenen darzustellen;
ebenso den Inhalt 4, und den Umfang 2s, des Dreiecks 4,B,C,.

25. Von einem Dreieck gegeben der Radius des um-
schriebenen Kreises und die Winkel: die Linge zu bestimmen
der Tangenten in den Eckpunkten bis zu ihrer Durchschneidung
mit den Gegenseiten.

26. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den drei
Tangenten #,, ¢,, #;, wie sie in Aufg. 25 bestimmt sind, statt?

27. Von den Lothen, vom Mittelpunkt des umschriebenen
Kreises auf die Seiten eines Dreiecks gefillt, ist das eine «,
und die Summe der beiden anderen b, 4 ¢,, sowie der von
ihnen eingeschlossene Winkel d gegeben: die Seiten und Winkel
des Dreiecks zu bestimmen. Gegeben a,=4; b, + ¢;=25;
Jd=126°25'".

/
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28. (Anschl) Wie Aufg. 27; jedoch soll anstatt der Summe
die Differenz der Lothe b, und ¢ gegeben sein: a,=2;
by e =1 'd'=="193%3"

29. Das Dreieck ABC wird durch einen Kreisbogen hal-
birt, dessen Mittelpunkt der Eckpunkt A ist: wie gross ist die-
ser Bogen innerhalb des Dreiecks, wenn die Seiten des Dreiecks
a=13, b=14, ¢=15 gegeben sind?

30. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten a=4 und
b=D5 und der eingeschlossene Winkel y=28°: um welches
Stick hat man ¢ und b zu verlingern, damit bei gleichzeitiger
Verdoppelung des Winkels y das neue Dreieck doppelt so gross
ist als das gegebene?

B a0 U= T} 7y ==08"

31. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten a=9 und
b=>5: wie gross muss der eingeschlossene Winkel sein, damit,
wenn man die gegebenen Seiten um ein gleiches Stick ver-
lingert und den eingeschlossenen Winkel verdoppelt, das neue
Dreieck doppelt so gross ist als das gegebene und die dritte
Seite desselben durch den Endpunkt von & des ersten Drei-
ecks geht?

32. Innerhalb des Winkels &= 60° liegt ein Punkt P so,
dass er von dem einen Schenkel um &, = 10, von dem anderen
um ¢, == 15 entfernt ist. Wie wird der Winkel durch die Ver-
bindungslinie des Scheitelpunktes 4 mit P gethellt und wie lang
ist AP?

33. Wie Aufg. 32; jedoch soll Punkt P ausserhalb des
Winkels « liegen, @ = 76° gegeben sein, b, =15, ¢,=—4.

(Anschl.) Innerhalb des Winkels e liegt der Punkt P
S0, dass er von dem einen Schenkel um by, von dem anderen
um ¢, entfernt ist. Es soll durch P eine gerade Linie so ge-
legt werden, dass P in der Mitte ihrer Schnittpunkte B, und C,
mit den Schenkeln liegt: wie lang ist B,C, und welche Winkel
bildet diese Linie mit den Schenkeln des Winkels «? Gegeben:
G=="04"""0l-—§/4: ric= 4 h

35. Wie Aufg. 34; jedoch soll die durch P zu legende
Gerade B,C, in P 'so getheilt werden, dass sich verhilt
ByP:1 G P2 At i Gegeben: a==54% b,==5,4; ¢,=—405;
4ip=—19"':4
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36. Wie Aufg. 35; doch soll sich 4:u==c¢, : b, verhalten.

37. Wie Aufg. 34; jedoch soll B,C, durch P so gelegt
werden, dass C,P- B,P=d?* ist: Gegeben d=—=26. (Determi-
nation.)

38. Wie Aufg. 34; jedoch soll B,C, durch P so gelegt
werden, dass das Dreieck B,AC, eine gegebene Grosse d* hat.
Gegeben d=9. (Determination.)

39. Die Verbindungslinie eines Eckpunktes eines Dreiecks
mit der Mitte der Gegenseite ist gleich 15 gegeben und theilt
den zugehorigen Winkel in die Sticke 27° 18" und 39°54': die
beiden anderen Seiten zu berechnen. b. Gegeben: m, =5;
o =2D% Cad = ahe,

40. (Quadr. Probl.) Durch den Punkt P der Halbirungs-
linie des Winkels «, der von den Schenkeln desselben die
Entfernung b hat, ist die gerade Linie B,C, von der gegebenen
Linge d gelegt: welche Winkel bildet diese Linie mit den
Schenkeln des Winkels a? Gegeben a=154° b=4; d=09.

41. Wie Aufg. 40; jedoch soll P auf der Halbirungslinie
des Nebenwinkels von « liegen und B,C, =PB, — PC,=
==d =1 gegeben sein.

42. (Vergl. Aufg. 34.) Innerhalb des Winkels « liegt
der Punkt P so, dass er von dem einen Schenkel um b,, von
dem anderen um ¢, entfernt ist. Es soll durch P eine gerade
Linie B,C, so gelegt werden, dass die Summen der Radien der
den beiden abgeschnittenen Dreiecken APB, und APC, um-
schriebenen Kreise eine gegebene Grosse d hat. Gegeben
a=054% b,=—54; ¢,—45; d=14.

43. Durch den einen Schnittpunkt C zweier Kreise, deren
Radien 7, ¢ und Centrale ¢ gegeben sind, soll eine gerade Linie
gelegt werden, so dass das zwischen beiden Peripherien ent-
haltene Stuck eine gegebene Linge @ besitzt: welchen Winkel
bildet diese Gerade mit der Centrale und in welchem Verhilt-
niss wird sie selbst getheilt, die Abschnitte von C aus gerechnet?
Gegeben r=T50=63s"c ==4dyd= .

44. Ueber derselben Sehne AD sind zwei Kreise con-
struirt, von denen der eine den Peripheriewinkel §, der andere
den Winkel y fasst: es soll iiber AD das beiden Kreisen ein-
geschriebene Dreieck ABC construirt werden, so dass die durch
D gehende Seite BC die gegebene Linge @ hat. Die Theile
des Winkels BAC zu bestimmen, wenn 4D =d, # und y ge-
geben gind: de=4; a="T; f=237% y=46°.
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45. Wie Aufg. 44; jedoch soll die Differenz der Abschnitte
der Seite BC, namlich BD — DC=¢e gegeben sein.

46. Wie Aufg. 44; doch soll das Verhiltniss der Abschnitte
der Seite BC, namlich BD: CD=A4:pu gegeben sein. (A:p=—
=='5:3.)

47. Wie Aufg. 46; jedoch sollen die Abschnitte der Seite
BC einander gleich sein.

48. Wie Aufg. 44; jedoch soll das Rechteck der Ab-
schnitte der Seite BC einen gegebenen Werth haben, nimlich
BD.DC=¢*; e==3. (Determination).

49. Wie Aufg. 44; jedoch soll die Differenz der Quadrate
der Abschnitte von BC einen gegebenen Werth haben, namlich
BD? — CD? = ¢?,

50. Wie Aufg. 44; jedoch soll der Inhalt des Dreiecks.
ABC einen gegebenen Werth haben, fl= e

51. Wie Aufg. 44; jedoch soll der Umfang des Dreiecks
ABC einen gegebenen Werth haben, gleich e.

52. Wie Aufg. 44; jedoch soll AB 4 AC um e grosser
als BC sein.

53. Wie Aufg. 44; jedoch soll der Radius des dem Dreieck
ABC eingeschriebenen Kreises den gegebenen Werth ¢ haben.

54. Wie Aufg. 44; jedoch sollen die Umfiinge der beiden
Dreiecke ABD und ACD einander gleich sein.

55. Der Mittelpunkt M des inneren Berthrungskreises des
Dreiecks ABC ist mit den Ecken verbunden: die Verbindungs-
linien MA, MB, MC, sowie die Dreiecke MBC, MCA, MAB
zu bestimmen, algebraisch und numerisch, wenn gegeben sind
die drei Seiten a="T; b=206; ¢=23.

56. Wie Aufg. 55; jedoch soll an Stelle des Punktes M
der Mittelpunkt M, des die Seite @ von Aussen beriihrenden
Kreises treten.

57. (Anschl.) a. Welche Beziehung findet statt zwischen
den Abstinden einer Ecke eines Dreiecks von den Mittelpunkten
des inneren und des die Gegenseite von Aussen beruhrenden
Beruhrungskreises? — b. Welche Beziehung zwischen den Ab-
standen einer Ecke von den Mittelpunkten der die beiden ein-
schliessenden Seiten von Aussen berihrenden #dusseren Be-
rihrungskreise?

58. Einem Dreieck ist der innere Berihrungskreis ein-
geschrieben: wie gross sind die durch die Bogen desselben ab-
geschnittenen krummlinigen Dreiecke? Geg. a==T, b=6, c==3.
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59. Wie Aufg. 58; jedoch soll an Stelle des inneren Be-
rihrungskreises der die Seite @ von Aussen berihrende #ussere
Beruhrungskreis treten.

60. Um die Eckpunkte eines Dreiecks als Mittelpunkte
sind Kreise construirt, welche sich zu zwei von Aussen beruhren:
wie gross sind die innerhalb des Dreiecks liegenden Bogen und
das durch sie begrenzte Flichenstick? Gegeben a =17; b=26;
¢ =15.

61. (Anschl.) Dem gegebenen Dreieck sei zugleich der
innere Beriuhrungskreis eingezeichnet: wie gross sind die durch
die Bogen dieses Kreises und der in Aufg. 60 -construirten
Kreise begrenzten krummlinigen Figuren?

62. Um die Eckpunkte eines Dreiecks als Mittelpunkte
sind drei Kreise construirt, welche sich zu zwei von Aussen
berithren, und an diese Kreise die gemeinschaftlichen Husseren
Tangenten gelegt: welche Winkel bilden diese Tangenten mit
einander? Gegeben a=15; b=4; c=3.

63. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den Win-
keln eines Dreiecks statt, wenn von den gemeinschaftlichen
ausseren Tangenten in Aufg. 62 zwei parallel sein sollen?

64. (Anschl. an 62.) Die Seiten des durch die Tangenten
in Aufg. 62 gebildeten Dreiecks zu berechnen.

65. Drei gleich grosse Kreise beriihren einander zu zwei:
die Radien zu berechnen der beiden Kreise, deren einer sie
alle drei von Aussen, der andere sie alle drei von Innen
beriihrt. (Vergl. Aufg. 88).

66. Drei Kreise, deren Radien sich wie 1:1: 2 verhalten,
beruhren sich zu zwei von Aussen: die Winkel zu berechnen
des Dreiecks, welches durch die gemeinschaftlichen #Ausseren
Tangenten gebildet wird.

67. a. Fir welchen Werth von 4 sind von diesen Tangenten
zwei parallel? b. Fir welchen Werth von A ist der eine
Winkel der Tangenten ein gestreckter? €. Fir welchen Werth
von 4 wird dieser Winkel ein rechter? l

68. (Anschl.) An zwei sich berthrende gleiche Kreise
mit dem Radius 7 ist eine gemeinschaftliche #ussere Tangente
gelegt: den Radius desjenigen Kreises zu berechnen, der beide
Kreise und die Tangente beriihrt.

69. Drei Kreise, deren Radien sich wie A:u:v verhalten,
beriihren sich zu zwei von Aussen: die Winkel zu berechnen des
Dreiecks, welches durch die gemeinschaftlichen ausseren Tangenten
gebildet wird.

www.rcin.org.pl



90 Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke. § 27.

70. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen 4, u, v,
den Radien dreier sich zu zwei von Aussen beruhrenden Kreise
statt, wenn dieselben eine gemeinschaftliche aussere Tangente
haben sollen?

70a. An zwei Kreise mit den Radien 7, und 7,, die sich
von Aussen beriihren, ist eine gemeinschaftliche éussere Tangente
gelegt und dadurch ein krummliniges Dreieck gebildet: den
Radius @ zu bestimmen des diesem Dreieck eingeschriebenen

Kreises, wenn ;’—:l gegeben ist.
2

71. An drei sich zu zwei von Aussen berihrende Kreise
sind die gemeinschaftlichen dusseren Tangenten gelegt und es soll
ein Winkel dieser Tangenten gleich dem Winkel der zugehorigen
Centralen sein: den Radius @ des mittleren Kreises zu berechnen,
wenn die des grossten und kleinsten Kreises gleich 7, und 7,
gegeben sind.

2. Einem gleichschenkligen Dreieck, dessen Seiten (a, b, b)
und Winkel (e, 8, 8) gegeben sind, sind drei Kreise eingeschrieben,
welche einander zu zwei beriihren: die Radien zu berechnen.
Besonderer Fall: e« = 90°: wie verhalten sich alsdann die Radien ?

73. Einem gegebenen Winkel e ist ein Kreis mit dem
Radius 7 eingezeichnet: es soll der Radius eines zweiten Kreises
berechnet werden, welcher den ersteren und die Schenkel des
Winkels « berthrt.

74. (Anschl.) Einem gegebenen Winkel & ist eine Reihe
von Kreisen eingeschrieben, welche sich aufeinanderfolgend zu
zwei berihren: wie gross ist die Summe der Umfinge dieser
Kreise, vom Kreise mit dem Radius 7 anfangend bis zum Scheitel-
punkte hin?

75. Einem gegebenen Winkel « ist ein Kreis K mit dem
Radius » eingeschrieben, die Radien zu berechnen zweier gleich
grossen Kreise, welche einander, den Kreis K von Aussen und
je einen Schenkel des Winkels & berihren.

76. Wie Aufg. 75; jedoch sollen die gesuchten Kreise den
gegebenen von Innen berihren.

77. Einem gegebenen Winkel @ sind zwei gleich grosse
Kreise mit dem Radius » eingezeichnet, so dass sie einander
und je einen Schenkel des Winkels & und seine Halbirungslinie
beriihren: den Radius eines Kreises zu bestimmen, der zugleich
beide Kreise und beide Schenkel von e berihrt.
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98. Wie Aufg. 77; jedoch soll der gesuchte Kreis die
gegebenen Kreise umhillen.

79. Einem gegebenen Winkel e sind zwei gleich grosse
Kreise mit dem Radius 7 eingezeichnet, so dass sie einander
und je einen Schenkel des Winkels @ und seine Halbirungslinie
bertihren: den Radius eines Kreises zu bestimmen, der durch
den Scheitelpunkt 4 geht und fir den die ersten beiden Kreise
aussere Beruhrungskreise sind.

80. Wie Aufg. 79, jedoch soll der gesuchte Kreis die
beiden anderen Kreise umhullen.

81. Den Radius eines Kreises K zu bestimmen, der einem
Kreisausschnitt mit dem Radius 7 und dem Centriwinkel « ein-
geschrieben ist.

82. (Anschl.) Den Radius zu bestimmen eines Kreises,
welcher dem krummlinigen Eckdreieck, gebildet durch einen
Radius, den Bogen des Kreisausschnittes und einen Bogen des
Kreises K (Aufg. 81), eingeschrieben ist.

82a. (Anschl.) Einem Kreisquadranten ACB ist ein Kreis
eingeschrieben und einem der dadurch gebildeten Eckdreiecke
ein zweiter Kreis mit dem Mittelpunkt M: welchen Werth hat
die Tangente des Winkels MCA?

83. An einen Kreis K mit dem Radius 7 sind von einem
Punkte A aus Tangenten AE und AF gelegt, welche den Winkel &
mit einander bilden: der Winkel & wird durch die Linie 4B
durchschnitten, so dass die Winkel CAB =g, und FAB=«,
entstehen und @, + @, = @ ist; den Winkeln «, und «, sind
Kreise eingezeichnet, welche die Berihrungspunkte E und F mit
dem Kreise K gemeinschaftlich haben: die Radien 7 und r, dieser
Kreise zu bestimmen.

84. Wie Aufgz. 83, jedoch sollen die Winkel e, «;, @,
zusammen 360° betragen.

85. Die Beriihrungspunkte dreier Kreise, welche einander
zu zwei von Aussen beruhren, liegen auf einem Kreise mit dem
Radius 7 in der Weise, dass durch sie die Peripherie im Ver-
hiltniss von 5:6:7 getheilt wird: welches sind die Radien der
drei Kreise?

86. An drei Kreise, welche sich zu zwei von Aussen
beriihren, sind die gemeinschaftlichen inneren Tangenten gelegt:
wie gross sind die Winkel derselben, wenn die Radien 7y, 75, 7,
gegeben sind. . (r,= 1, ny==2, 2= 38).
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87. (Anschl.) Drei gerade Linien, welche auf einander
folgend die Winkel e,, ,, ¢, bilden, so dass &; -+ e, -+ «;=360°,
sind die gemeinschaftlichen inneren Tangenten dreier sich be-
rihrenden Kreise: die Radien derselben zu bestimmen, wenn ihre
Summe gleich @ gegeben ist.

88. Gegeben drei Kreise, welche sich zu zwei berithren,
mit den Radien /, m, n: den Radius « eines Kreises zu be-
stimmen, der alle drei Kreise zugleich beruhrt.

Zum Problem des Apollonius.

89. Einen Kreis zu construiren, von dem zwei Tangenten
und ein Punkt gegeben sind.

90. (Anschl.) Einen Kreis zu bestimmen, von welchem
zwei Tangenten und ein Kreis, welchen er berihren soll, ge-
geben sind.

91. Von dem zu bestimmenden Kreise sollen zwei Punkte
und ein Berihrungskreis gegeben sein.

92. Den Radius eines Kreises zu bestimmen, der durch
einen gegebenen Punkt gehen, eine gegebene gerade Linie und
einen gegebenen Kreis beruhren soll.

93. (Anschl.) Den Radius eines Kreises zu bestimmen,
der zwei gegebene Kreise, mit den Radien 7 und ¢, wo » > ¢,
und eine gegebene Linie beruhren soll.

93a. (Anschl.) Die gegenseitige Lage zweier Kreise 4 und
B und einer geraden Linie L ist dadurch bestimmt, dass die
Centrale AB = ¢ =10 gegeben ist und das von A auf L ge-
fallte Loth mit AB den Winkel == 60° bildet und die Linge
=28 besitzt. Es soll der Radius # eines Kreises berechnet
werden, der beide Kreise und die Linie L berthrt. Gegeben
die Radien der Kreise um A und B beziiglich =1 und r = 2.

94. Den Radius eines Kreises zu bestimmen, der durch
einen gegebenen Punkt gehen und zwei gegebene Kreise be-
ruhren soll.

95. (Anschl.) Den Radius eines Kreises zu bestimmen,
der drei ihrer Lage nach gegebene Kreise berihren soll.

95a. (Anschl.) Um die Eckpunkte .4, B, C eines Drei-
ecks sind Kreise construirt mit den Radien 1, 2, 3: den Radius
zu berechnen eines Kreises, der alle drei Kreise beruhrt. Ge-
geben @ — 13,0 =14, ¢ —1b,
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C. Vierecke.

§ 28, Parallelogramme, Trapeze.

a. Das Parallelogramm.

Von einem Parallelogramm gegeben:

1. Zwei Seiten und der Winkel der beiden Diagonalen,
den Inhalt zu bestimmen.

2. Gegeben die beiden Diagonalen und ein Winkel, den
Inhalt zu bestimmen. (Welche Beziehung besteht zwischen der
Differenz der Quadrate zweier Seiten eines Parallelogramms und
dem Rechteck seiner Diagonalen ?)

3. Gegeben die beiden Diagonalen und ihr Winkel: die
Winkel des Parallelogramms zu bestimmen.

4. Gegeben eine Diagonale d und die Winkel @, und e,,
welche die zweite Diagonale mit den Seiten bildet: den Inhalt
zu bestimmen. Gegeben a, =45°; «, = 35°.

5. Gegeben ein Winkel y, eine Diagonale d und der
Winkel beider Diagonalen J: die Winkel zn bestimmen der
Diagonale d mit den Seiten. Gegeben y = 70°; J = 40°.

6. Gegeben die Winkel, welche die Diagonalen mit den
Gegenseiten bilden, @ und #: den Winkel der beiden Diagonalen
zu bestimmen. Gegeben a=32°; §=43°

7. Gegeben das Verhiltniss zweier Seiten gleich 4 und das
Verhiltniss der beiden Diagonalen gleich w: die Winkel zu
bestimmen.

8. Gegeben die Verhiltnisse der beiden ungleichen Seiten,
je zu einer Diagonale: die Winkel zu bestimmen.

9. Gegeben das Verhaltniss der beiden ungleichen Seiten
gleich 4 und der Winkel 0 der beiden Diagonalen: die Winkel
zu bestimmen.

10. Gegeben das Verhiltniss der beiden Diagonalen gleich
4 und die Winkel des Parallelogramms: den Winkel der Diago-
nalen zu bestimmen.
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11. Gegeben ein Winkel y und der Winkel der Diagona-
len 0: das Verhiltniss der beiden Seiten # und das der beiden
Diagonalen y zu bestimmen.

12. (Anschl.) Gegeben der Umfang = 25, ein Winkel y

und der Winkel der Diagonalen 0: den Inhalt und die Seiten
zu bestimmen.

13. (Anschl. an 11.) Gegeben die Summe e der beiden
Diagonalen, ihr Winkel d und ein Winkel y des Parallelogramms:
den Inhalt und die Diagonalen zu bestimmen. (Welche Sitze
ergeben sich aus Aufg. 12 und 13 tuber den Zusammenhang von
Inhalt, Umfang, Summe der Diagonalen und Winkeln von
Parallelogrammen ?)

14. Gegeben die Differenz der Seiten gleich e, ein Winkel
y und der Winkel 0 der Diagonalen: die Seiten und den Inhalt
zu bestimmen.

15. Wie Aufg. 14; jedoch ist statt der Differenz der Seiten
die Differenz der beiden Diagonalen gleich e gegeben.

16. Gegeben die beiden Hohen %, und k;, und ein Win-
kel y: den Inhalt und den Winkel d der beiden Diagonalen
zu bestimmen.

17. Gegeben die beiden Hohen A, und %, und der Win-
kel 0 der Diagonalen: den Inhalt und die Winkel zu bestimmen.

18. (Anschl.) Gegeben das Verhiltniss der beiden Hchen
gleich 4 und ein Winkel y: den Winkel der beiden Diagonalen
zu bestimmen.

19. (Anschl.) Gegeben das Verhaltniss der beiden Hohen
gleich 4 und der Winkel d der Diagonalen: die Winkel des
Parallelogramms zu bestimmen. (Aus y und 0 das Verhiltniss 4
der Héhen zu finden.)

20. Gegeben die Summe der beiden Hchen gleich e, ein
Winkel y und der Winkel d der Diagonalen: den Inhalt zu
bestimmen.

b. Das Trapez.

21. Von einem Trapez gegeben die vier Seiten, namlich,
die parallelen Seiten ¢ und b und die nicht parallelen ¢ und d:
den Winkel & zu bestimmen, welchen die letzteren bei ihrer Ver-
langerung bilden.
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22. (Anschl.)) Gegeben die beiden nicht parallelen Seiten
¢ und d, der Winkel &, den sie bei hinreichender Verlingerung
mit einander bilden und die Grundlinie @: den Inhalt zu be-
stimmen.

23. Gegeben die Mittellinie (Verbindungslinie des Mittel-
punktes der nicht parallelen Seiten) gleich m, die nicht paral-
lelen Seiten ¢ und d und der Winkel &, den sie verlangert bilden:
welche Winkel bilden ¢ und @ mit der Mittellinie des Trapezes?

24. Wie Aufg. 23; jedoch sollen @ und & bestimmt werden.

25. (Anschl.) Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der
parallelen Seiten zu bestimmen; ferner diejenige Linie, durch
welche die parallelen Seiten im Verhiltniss der anstossenden
nicht parallelen Seiten getheilt werden.

26. (Anschl.) Gegeben die nicht parallelen Seiten ¢ und d,
und die Verbindungslinie e derjenigen beiden Punkte der paral-
lelen Seiten, durch welche diese im Verhiltniss der anstossen-
den Seiten ¢ und d getheilt werden: den Winkel ¢ zu bestimmen,
unter dem ¢ und d verlingert sich schneiden.

27. Unter welchem Winkel & schneiden sich die nicht
parallelen Seiten ¢ und @ eines Trapezes, welche als gegeben
zu betrachten sind, wenn ausserdem der Inhalt des Trapezes
fl=4 und die Mittellinie m gegeben sind? Welches ist der
grosste Werth von 4 und fir welchen Winkel &?

28. Den Inhalt eines Trapezes zu bestimmen, von welchem
die Mittellinie m, die Summe der nicht parallelen Seiten gleich g
und die Winkel an der Basis « und § gegeben sind.

29. (Anschl.) Gegeben der Inhalt o, die Mittellinie m,
die Summe der nicht parallelen Seiten ¢ und der Winkel &,
unter dem sich diese Seiten verlingert schneiden: die Winkel
des Trapezes zu bestimmen.

30. Ein Trapez ist einem Kreise mit dem Radius ¢ um-
schrieben: die Seiten zu berechnen, wenn die Winkel ¢ und g
gegeben sind.

31. (Anschl.) Von einem Trapez, welches einem Kreise
mit dem Radius ¢ umschrieben ist, sind ausser ¢ die beiden
nicht parallelen Seiten gegeben: den Inhalt und die Winkel zu
bestimmen.
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32. (Anschl) Von einem Trapez, welches sich einem Kreise

umschreiben lisst, sind gegeben das Verhiltniss der parallelen
c

Seiten—Z—:l und das der nicht parallelen Seiten7=y: die

Winkel zu bestimmen.

33. Von einem Trapez, dessen Diagonalen e und f und
parallele Seiten @ und & simmtlich Tangenten sind eines Kreises
mit dem Radius ¢, gegeben ¢ und die Winkel der Diagonalen
mit den parallelen Seiten 4 (a,e) =a, und 4 (of) =4g,: die
Diagonalen und die Seiten zu berechnen.

34. (Anschl.) Von einem Trapez wie in Aufg. 33 ge-

geben das Verhiltniss der parallelen Seiten —%— = A und das Ver-

haltniss der beiden Diagonalen.%:y’: die Winkel e, und g,
der Diagonalen mit den parallelen Seiten zu bestimmen.

35. Von einem Trapez, dem sich ein Kreis umschreiben
lasst, gegeben die parallelen Seiten und die Winkel: den Inhalt
und den Radius 7 zu bestimmen. Den Kreis zu construiren.

36. (Anschl.) Die Winkel eines Trapezes zu bestimmen,
welches sich einem Kreise mit dem Radius 7 einschreiben lasst,
und von welchem die parallelen Seiten @ und b gegeben sind.

37. (Anschl) Von einem Antiparallelogramm gegeben die
beiden parallelen Seiten @ und &: den Radius zu bestimmen des
kleinsten Kreises, welcher sich dem Trapez umschreiben lisst.

38. Die Winkel eines Trapezes zu bestimmen, in welchem
die nicht parallelen Seiten ¢ einander gleich sind und zu den
parallelen Seiten @ und & ein gegebenes Verhiltniss haben,
=20 — 30,

39. Die Winkel zu bestimmen, wenn die Verhiltnisse der
vier Seiten des Trapezes gegeben sind, d=141b, a=ub,
¢=wb, wo b parallel a.

40. Die Winkel zu bestimmen, wenn die Verhiltnisse der
parallelen Seiten @ und b und der beiden Diagonalen e und f
gegeben sind, a=4b, e =puf, a =ve.

41. Die Winkel zu bestimmen, wenn die Verhéltnisse der
nicht parallelen Seiten ¢ und @ und der beiden Diagonalen e
und f gegeben sind, ¢ =4d, e = pf, c =ve.
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42. Einem Kreise mit dem Radius » ist ein Trapez ein-
geschrieben, und zwar gehoren zu den parallelen Seiten @ und 6
desselben beziiglich die Centriwinkel 2« und 28: wie gross ist
der Inhalt des Trapezes und der zur mittleren Sehne (ver-
langerten Mittellinie) gehorige Centriwinkel?

43%). Einem Kreise sind drei aequidistante und parallele
Sehnen eingezeichnet, von denen die beiden Zusseren gleich a
und b und ihr Abstand & gegeben sind: die mittlere Sehne «
zu bestimmen.

44. (Verallgemeinert.) Einem Kreise sind drei parallele
Sehnen eingezeichnet, 2a, 2b, 2¢, deren Abstinde (abd): (be)
sich verhalten wie A:u. Wie gross ist der Abstand 2 der
beiden #usseren Sehnen 2 und 2¢?

§ 29. Das Viereck im Kreise und um den Kreis.

a. Das Sehnenviereck.

1. Gegeben von einem Viereck im Kreise eine Seite und
die Winkel, welche sie mit den anstossenden Seiten und mit
den beiden Diagonalen bildet: die Seiten und den Inhalt zu be-
stimmen.

2. Gegeben eine Diagonale und die Winkel, welche die
andere Diagonale mit den Seiten bildet: die Seiten, die andere
Diagonale, den Inhalt, den Radius des umschriebenen Kreises
zu bestimmen.

3. Gegeben der Inhalt und die Winkel, welche eine Seite
mit den beiden anstossenden Seiten und den Diagonalen bildet:
den Radius des umschriebenen Kreises zu bestimmen.

4. Von einem Vierseit im Kreise gegeben zwei Seiten «
und b, der eingeschlossene Winkel und die zugehérige Diago-
nale: die ubrigen Winkel zu bestimmen.

5. Gegeben zwei Gegenseiten und die Winkel: die beiden
anderen Seiten zu bestimmen. Gegeben a=05, ¢=3 und die
Winkel an ¢ gleich 100° und 53°.

6. Gegeben der Radius r des umschriebenen Kreises, eine
Seite und die beiden ibr anliegenden Winkel: die fehlenden
Seiten zu bestimmen.

7. (Anschl.) Von einem Sechnenviereck gegeben zwei
Gegenseiten und die Winkel an einer an derselben: den Radius
zu bestimmen, die beiden anderen Seiten und den Inhalt. Das
Viereck zu construiren.

*) Aufg. 43 dient zur Berechnung des Inhaltes eines Kugelabschnittes.
Hermes, trigon. Aufgaben. 7
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8. (Anschl.) Gegeben zwei Gegenseiten und die Winkel,
welche die Diagonalen mit einer derselben bilden: den Radius
des umschriebenen Kreises und die Diagonalen zu bestimmen.

9. (Anschl.) Gegeben die beiden Diagonalen und die
Winkel einer derselben mit zwei Gegenseiten.

10. Den Inhalt zu bestimmen eines Vierecks, von welchem
eine Diagonale e, deren Winkel mit den Seiten in einem Eck-
punkte ¢, und «, und der Radius 7 des umschriebénen Kreises
gegeben sind.

11. Gegeben drei Seiten eines Sehnenvierecks und der
Winkel, welchen die mittelste von ihnen (verlingert) mit der
vierten Seite bildet: die vierte Seite und die Winkel zu berech-
nen, Gegeben a=38; b=>5; ¢c=13; 4 (b,d)=5s=14°15'.

12. Gegeben zwei Gegenseiten, eine Diagonale und der
Winkel beider Diagonalen: gesucht die fehlenden Seiten und
Winkel des Vierecks. a=23; c=14; e=14,5; (e,f) =90°=0.

13. Den Winkel der beiden Diagonalen zu bestimmen,
wenn zwei Gegenseiten und die Winkel des Sehnenvierecks ge-
geben sind.

14. Die Winkel zu bestimmen eines Vierecks im Kreise,
von welchem die Verhaltnisse der vier Selten gegeben smd
Gegeben a:b:c:d=a:8:y:0.

15. Wie Aufg. 14; jedoch sollen die Verhiltnisse zweier
Gegenseiten und der Diagonalen gegeben sein, namlich
A0 se e may: 6.

16. (Anschl.) Wie Aufg, 14; jedoch sollen gegeben sein
die Verhiltnisse der Dreiecke, in welche das Viereck durch die
Diagonalen getheilt wird, und das zweier anstossenden Seiten:

Lol L8 ab a
namlich H——l’ ¥ g L Taal i

17. Gegeben der Winkel der beiden Diagonalen =4, die
Winkel der Gegenseitenpaare, g und », und der Radius » des
umschriebenen Kreises: die Seiten, die Diagonalen und den In-
halt zu bestimmen.

18. (Anschl.) Wie Aufg. 17; jedoch ist statt r eine Seite
des Vierecks gegeben.

19. (Anschl.) Wie Aufg. 17; jedoch ist statt » der Inhalt
des Vierecks gegeben.
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20. Von einem Vierseit im Kreise gegeben der Winkel
zweier Gegenseiten, die Summe der beiden anderen Gegenseiten
und der Winkel der beiden Diagonalen: den Radius zu bestimmen.

21. Gegeben die Winkel der beiden Gegenseitenpaare und
die Differenz der beiden Diagonalen: den Radius des umschriebenen
Kreises zu berechnen.

22. Wie Aufg. 21; jedoch sollen ausser den Winkeln der
Gegenseitenpaare die Winkel der beiden Diagonalen und die
Differenz der beiden Dreiecke gegeben sein, in welche das
Viereck durch eine Diagonale getheilt wird.

23. Gegeben der Radius 7 des umschriebenen Kreises
und die Winkel, welche die Radien nach den Ecken mit ein-
ander bilden, 2«, 28, 2y, 2d: den Inhalt zu bestimmeu durch
Summation der Bestimmungsdreiecke.

23a. (Anschl.)) Die Seiten eines convexen Vierecks sind
vier Diagonalen eines regelmassigen Vielecks, welche beziglich
eine, zwei, drei, vier Ecken desselben abschneiden: den Inhalt
zu bestimmen, wenn der Radius 7 des umschriebenen Kreises
gegeben ist.

24. Wie Aufg. 23; jedoch soll der Inhalt durch Summation
zweier durch eine Diagonale des Vierecks entstehenden Dreiecke
dargestellt werden. (Welche trigonometrische Formel ergiebt sich
durch Vergleichung der Resultate in Aufg. 23 und 247?)

25. Durch den trigonometrischen Zusammenhang zwischen
den zu den Seiten und Diagonalen eines Vierseits im Kreise
gehorigen Centriwinkeln die Richtigkeit nachzuweisen des Ptole-
miischen Satzes a-c+b-d=e-f.

26. Zu beweisen, dass in jedem Kreissehnenviereck das
Rechteck der beiden Diagonalen viermal so gross ist als die
Summe der Rechtecke der vom Mittelpunkt M des Kreises auf
die Gegenseiten gefallten Lothepaare.

26a. Ebenso, dass das Rechteck der Lothe von M auf zwei
Gegenseiten, vermindert um das Rechteck der Lothe auf die
Diagonalen, ein Viertel so gross ist als das Rechteck der Lothe
auf die beiden anderen Gegenseiten.

27. (Anschl.) Welche Eigenschaft des Kreissehnenvierecks
ergiebt sich aus der Entwickelung des Ausdrucks:

sin 2¢ -} sin 28 — sin 2y — sin 2d (§ 6, Aufg. 3),
wenn 2¢«, 28, 2y, 20 die zu den auf einander folgenden Seiten

a, b, ¢, d gehorigen Centriwinkel sind? W
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28. Wie Aufg. 27; jedoch soll die Formel:

sin y « cos @ — sin d « cos § = sin (@ 4 B) - cos (¥ + B)
der Darstellung zu Grunde liegen?

29. Wie Aufg. 27; geometrlsch darzustellen sei jedoch die
sich durch Entwickelung von sin (& -} y) = sin (8 4 d) ergebende
Formel.

b. Da.é Tangentenviereck.

30. Von einem Tangentenviereck gegeben der Radius ¢
und die Winkel: die Seiten zu bestimmen, die Summe der
Gegenseiten und den Inhalt. (Vergl. § 35, Aufg. 34).

30a. Geometrisch darzustellen die Richtigkeit der Be-
ziehung zwischen den Winkeln eines Vierecks

sina—;ﬂ + sin a-2|-y - 8in a—;-d

a B b% 0
te—4 olg's = —=
otg 5 t-ctg o + g5+ ctgg ot oo st @ re D
mn 2 - S1n 2 2 1 2

31. Gegeben eine Seite und die Winkel: den Radius ¢
und den Inhalt zu bestimmen.

32. Gegeben der Umfang 2s eines Tangentenvierecks und
die Winkel: ¢ und den Inhalt zu bestimmen.

33. Gegeben der Inhalt und die .Winkel: ¢ zu bestimmen.

34. Gegeben der Radius ¢ und die Winkel: die Beriihrungs-
sehnen zu bestimmen und den Inhalt des durch sie gebildeten
eingeschriebenen Vierecks.

35. (Anschl.) Aus dem Inhalt f/ und den Winkeln eines
Tangentenvierecks den Inhalt fI, des durch die Berihrungssehnen
gebildeten eingeschriebenen Vierecks zu bestimmen.

36. Geometrisch zu interpretiren die Gleichung

sin% sm—ﬂ--l-sm—g - sin g—sina_gd-sinﬂ_gd (§ 6, Aufg. 9)

wenn «, f, y, 0 die auf einander folgenden Winkel eines
Tangentenvierecks sind.

37. Ebenso unter derselben Voraussetzung die Gleichung
; i . dJ ()
sm%wmg——]—smg- -sin§=sina-‘gﬂ-sina—‘2_ {
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38. Von einem Tangentenviereck gegeben zwei Gegen-
seiten und die beiden der einen von ihnen anliegenden Winkel:
die beiden anderen Gegenseiten zu bestimmen.

Gegeben a=5, ¢=3, (d,®)=a="70° (a, b)=F=80°.

39. Gegeben zwei Gegenseiten und die einer dritten Seite
anliegenden Winkel: die beiden fehlenden Winkel zu bestimmen.
Gegeben a=35, ¢=3, (a, b)=F=80° (b, ¢)=y=120°.

40. (Quadratisches Problem). Gegeben zwei Seiten @ und b,
der eingeschlossene Winkel §# und der Gegenwinkel 0: gesucht
die Gegenseite von a.

41. (Anschl.) Zu beweisen, dass in einem Tangenten-
viereck die durch eine Diagonale sich ergebenden Theile des
Vierecks sich wie die Cotangenten der halben, nicht durch-
schnittenen Winkel verhalten.

42. Gegeben zwei Gegenwinkel und die einen dritten Winkel
einschliessenden Seiten: die fehlenden Seiten zu bestimmen.

43. Die Gegenwinkel « und y eines Vierecks werden
durch die Diagonale AC in die Sticke e, @, und y,, 7, getheilt,
wo a, und y,, sowie @, und y, beziiglich demselben Dreieck zu-
gehoren: welche Beziehung findet zwischen diesen Winkeln statt,
wenn das Viereck ein Tangentenviereck sein soll?

44. (Anschl.) Zu beweisen, dass wenn man den durch
eine Diagonale eines Tangentenvierecks bestimmten Theildreiecken
Kreise einzeichnet, diese auf der Diagonale denselben Beriihrungs-
punkt haben.

45. Aus dem Radius des eingeschriebenen Kreises und
zwei Gegenwinkeln die Differenzen zu bestimmen der die nicht
gegebenen Winkel einschliessenden Seiten.

46. Gegeben drei Seiten und ein Winkel: den Gegen-
winkel und @ zu bestimmen;

ao=4, b= 2 c=1:(d=38), (a, b)=a=48°

47. TIn einem Kreise mit dem Radius ¢ sind zwei parallele
Sehnen gezogen, zu denen die Centriwinkel 2¢ und 28 gehoren,
und in den Endpunkten derselben die Tangenten gezeichnet:
wie gross sind die Diagonalen und der Inhalt des durch diese
Tangenten bestimmten Vierecks?
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48. Die Tangenten in den Eckpunkten eines Kreissehnen-
vierecks sind die Seiten eines dem Kreise umschriebenen Vierecks,
die Seiten desselben zu bestimmen, wenn der Radius 7 und die
zu den Seiten des Vierecks gehorigen Centriwinkel 2e, 28, 2y, 20
gegeben sind.

49. (Anschl,) Die Summen der Gegenseitenpaare des um-
schriebenen Vierecks zu bestimmen.

50. (Anschl.) Den Inhalt des Tangentenvierecks 4,B,C,D,
vermittelst o darzustellen als Summe der Dreiecke 4 MB,, B,MC,,
C,MD,, D, MA,, wo M der Mittelpunkt des Kreises ist, und das
dadurch gewonnene Resultat mit dem von Aufgabe 30 zu ver-
gleichen. - (S. auch Aufg. 30a).

51. Den Inhalt zu bestimmen eines Vierecks, welchem
sich ein Kreis einschreiben und umschreiben lasst, wenn gegeben
sind der Radius ¢ des eingeschriebenen Kreises und zwei einer
Seite anliegende Winkel. (Vergl. § 35, Aufg. 32).

52. (Aunschl.) Wie Aufg. 51; jedoch soll 7, der Radius
des umschriebenen Kreises, bestimmt werden.

53. (Anschl.) Den Radius ¢ zu bestimmen, wenn 7 und
die Winkel gegeben sind.

54. (Anschl.) Einem Kreise mit dem Radius o ist ein
Viereck umgeschrieben, welches zugleich einem Kreise mit dem
Radius » eingeschrieben ist: die Winkel zu bestimmen, wenn zwei
Gegenseiten sich (verlangert) unter dem Winkel & durchschneiden.

55. (Anschl.) Einem Kreise mit dem Radius g soll ein
Kreissehnenviereck umschrieben werden, von welchem der Umfang
und der Winkel gegeben sind, unter dem zwei Gegenseiten sich
verlingert schneiden: die Winkel des Vierecks zu bestimmen.

Gegeben o =1, 8=6, e=30°

56. Von einem Viereck, welches centrisch ist in Beziehung
auf Seiten und Ecken, gegeben die Radien 7 und ¢ und ein
Winkel: die ubrigen Winkel und die Seiten zu berechnen.

Gegeben =10, 0 =7, & =84°. (Determination).

57. Sind d und 0 beziglich der Durchmesser des um-
schriebenen und der des eingeschriebenen Kreises eines Vierecks,
e und f seine Diagonalen: so soll bewiesen werden, dass

ef d*
92 ef

=1.
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58. (Anschl.) Von einem Viereck, welches centrisch ist
in Beziehung auf Seiten und Ecken, gegeben 7 und ¢, die Radien
des um- und eingeschriebenen Kreises, und der Winkel beider
Diagonalen: den Inhalt zu bestimmen.

5Y. (Anschl.) Wie Aufg. 58; jedoch sollen der Inhalt,
der Winkel der beiden Diagonalen und r gegeben sein: den
Radius ¢ zu bestimmen. 3

§ 30. Das allgemeine Viereck.

1. Von einem Viereck gegeben zwei anstossende Seiten
und die Winkel: die fehlenden Seiten und den Inhalt zu be-
stimmen. Gegeben a=10; 6=18; (d, a) == 120°20’;
(a,b) =g =285 (b,c) =y=110°

2. (Anschl.)) Gegeben der Inhalt eines Vierecks, zwei an-
stossende Seiten und die beiden ijhnen anliegenden Gegenwinkel:
fl="T0la=3; 0=4; o= U P BH:

2a. (Anschl.) Gegeben der Inhalt eines Vierecks, zwei
anstossende Seiten, der von ihnen eingeschlossene und der diesem
gegeniiberliegende Winkel. Gegeben fl=9; a=3; b=4;
S0 0 =—"100".

3. Von einem Viereck gegeben zwei anstossende Seiten
und die Winkel: die mit den ersteren in derselben Ecke zu-
sammenstossende Diagonale und den Winkel beider Diagonalen
zu bestimmen.

4. Gegeben zwei Gegenseiten und die Winkel: gesucht die
beiden anderen Seiten und den Inhalt.

. Seiten und Inhalt eines Vierecks zu bestimmen, in
welchem zwei Gegenseiten einander gleich sind und zugleich
mit den Winkeln gegeben sind.

6. Zwischen zwei Seiten eines gegebenen Dreiecks soll
durch eine Linie ¢ von gegebener Liange ein Viereck von ge-
gebener Grosse abgeschnitten werden: welche Winkel bildet ¢
mit den durchschnittenen Seiten?

7. Gegeben die beiden Diagonalen eines Vierecks und
die Winkel, welche dieselben mit zwei Gegenseiten bilden: diese
Seiten zu bestimmen.

8. Gegeben drei Seiten und die beiden von ihnen ein-
geschlossenen Winkel: die vierte Seite, die fehlenden Winkel
und den Inhalt zu bestimmen.
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9. Gegeben drei Seiten und die der vierten anliegenden
Winkel: gesucht die vierte Seite.

10. Gegeben zwei Gegenseiten, eine Diagonale und die
Winkel der zweiten Diagonale mit den gegebenen Seiten: ge-
sucht die zweite Diagonale.

11. Gegeben drei Seiten und zwei Gegenwinkel: gesucht
die vierte Seite und die fehlenden Winkel.

12. Gegeben drei Seiten und die beiden einer derselben,
und zwar einer der in ihrer Aufeinanderfolge #usseren, an-
liegenden Winkel: gesucht die vierte Seite und die fehlenden
Winkel.

13. Gegeben die vier Seiten und ein Winkel: gesucht der
Gegenwinkel und der Inbalt.

14. Gegeben die vier Seiten und der Winkel & zweier
Gegenseiten: gesucht die Winkel. Gegeben a=4; b=25;
c=725 d==3; (a; ys=p== 407;

15. (Anschl.) Gegeben zwei Gegenseiten, die beiden Dia-
gonalen und ihr Winkel: gesucht ein Winkel des Vierecks.
Gegeben a=106; ce=48; DB=fi—5; 4G —e~— 7.;.47=60°,

16. Welche Gleichung besteht zwischen den Seiten und
Diagonalen eines Vierecks?

17. (Anschl.) Von einem Viereck gegeben drei Seiten und
die Diagonalen: die vierte Seite zu bestimmen, algebraisch und
numerisch fir die Werthe a =2, b= 3, ¢c=05, e=86, f=4.

18. (Anschl.) Das Quadrat einer Vierecksseite auszu-
dricken durch Vermittelung der aus den drei anderen Seiten und
den beiden Diagonalen zu bildenden beiden Dreiecke.

19. (Anschl) Die vierte Seite eines Vierecks darzustellen,
wenn die aus den drei anderen Seiten und den beiden Diagona-
len gebildeten beiden Dreiecke einander gleich sind.

19a. (Anschl.) Welches ist der Ausdruck fiir die vierte
Seite eines Vierecks, wenn die Summe der Quadrate der beiden
Diagonalen gleich ist der Summe der Quadrate der beiden ge-
gebenen Gegenseiten?

20. Ueber derselben Seite BC==a sind zwei Dreiecke
BCA und BCA, errichtet, deren Winkel gegeben sind, namlich
ABC=g, ACB=y, A,BC=f,, A,CB=y,: wie verhilt sich
die Verbindungslinie der Spitzen A4, zu BC?

~rA A

AN ~1N
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21. (Anschl.) Wie Aufg. 20; jedoch soll das Verhiltniss
bestimmt werden von BA, zu CA, wenn A, der Schnittpunkt
ist von 44, mit BC. (Vergl. § 33, Aufg. 22.)

22. (Anschl.) Ein Viereck besteht aus den tber der
Diagonale BC construirten Dreiecken BCA und BCA,, deren
Winkel (vergl. Aufg. 20) bekannt seien: in welchem Verhilt-
niss werden durch die Verbindungslinie 44, die beiden Winkel
A und A, getheilt?

23. (Anschl.) Ueber derselben Basis BC sind zwei Drei-
ecke construirt, BCA und BCA,: den Winkel zu bestimmen,
welchen die Verbindungslinie A4, mit BC bildet.

Aufgaben aus der praktischen Geometrie.

24. Die Entfernung zu bestimmen zweier fiir einander un-
zuginglichen Punkte 4 und B auf dem Felde, deren Entfernun-
gen von zwei anderen Punkten, C und D, den Stationen, man
messen kann. Gegeben CD = 307m; C4A = 547Tm; CB=985m;
DA — 163ms DB =—={Ibm,

25. Die Entfernung zu bestimmen zweier unzuginglichen
Punkte 4 und B, welche sich von den beiden Stationspunkten
C und D aus beobachten lassen. Gegeben CD = 375m;
ACD=110° BCD==37°40'; ADC=—38°30'; BDC=117°30'.

26. (Das Pothenot’sche Problem). Man kennt die gegen-
seitige Lage dreier unzuginglichen Punkte 4, B, C auf dem
Felde: ihre Entfernung von einem vierten Punkte D zu be-
stimmen, von dem aus sich die Winkel der Visirlinien nach
den ersten Punkten hin messen lassen. Gegeben BC = a =
=-TH7,15 m; AT SRR G N BUMIE ¢ 89P0 540
A BDC=—a=40°95"; & ADC =— f—45°9,1"

27. Wie Aufg. 26; jedoch sollen die Winkel der Visir-
linien von D aus, BDC und ADC, einander gleich sein und CD
den Winkel ACB in zwei Stiicke theilen, welche sich wie 3:4
verhalten. Gegeben BC = 300m; (€4 =400m; y = 105°
(BCD = 45°).

28. Im Viereck ABCD mit den Seiten AB=—a, BC =2,
CD=c¢, DA=d mogen durch die Diagonalen AC =e und
BD =f die Winkel &, 8, y, 0 bezuglich in die Theile (d, ) = «,,
(e, a)=10,, (a,f)=8,, (f,0)=248,, (b, e)=r,, (e,¢)=rpa
(¢, [)=29,, (f,d)=0, zerlegt werden: nachzuweisen, dass

sin &, . sin 8, - sin y, - sin d;, = sin &, - sin f, - sin 7, - sin d,.%)

*) Die Losung der Aufgabe, aus den Winkeln «,, 8,, y,, J; die
ibrigen zu bestimmen, fiihrt auf eine Gleichung von einem hiheren Grade.
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29. Gegeben eine Seite und die vier an den Endpunkten
der Gegenseite liegenden Winkel des Vierecks: diese Gegen-
seite zu bestimmen. Gegeben (vergl. Aufgabe 28) ¢ = 118,
(b, &) =y, =16° (c, e)=y,=43° (e, f)=d,=32°
(dsf) =0y == 65°%

30. In dem durch die Diagonale AC (Aufg.28) vom Viereck
ABCD abgeschnittenen Dreieck 4BC seien die Winkel gegeben,
namlich @,, 8, y, und die Winkel am vierten Eckpunkt D, d,
und d,: die Winkel DAB=a und DCB =y zu bestimmen.

31. Von einem Viereck (Aufg. 28) gegeben die Winkel
a,, 8, y4» d. h. die Winkel eines durch zwei Seiten und eine
Diagonale gebildeten Dreiecks, die zweite Diagonale und die am
anderen Endpunkt D derselben liegenden Winkel d, und dy:
die erste Diagonale zu berechnen. Gegeben e,=50° g=80°,

(7,=380°), d, = 32°, d, = 28°, BD = f = 390.

32. (Anschl) Ausser den Winkeln des Dreiecks ABC,
namlich «,, 8, y;, seien gegeben die Winkel e, = (d, €) und
0,=—= (¢, [): gesucht die Winkel ACD =z und ADB —u.

33. (Anschl.) Ausser den Winkeln des Dreiecks ABC,
namlich «,, @, y,, seien gegeben die Winkel 3, = (a, f) und
0 = (¢, d): gesucht die Winkel (d, €)==v und (¢, €) = w.

34. (Anschl.) Vom Viereck ABCD, dessen Diagonalen
AC und BD sich rechtwinklig durchschneiden, sind gegeben die
Winkel des Dreiecks ABC, nimlich a,, 8, y, und der Winkel
(¢, d)==24: die ibrigen Winkel zu bestimmen.

35. Von einem Viereck ABCD gegeben die Winkel,
welche eine Seite AB mit den beiden anderen Seiten bildet,
DAB=¢ und CBA=f, und mit den beiden Diagonalen,
CAB=a, und DBA=g8,: die ibrigen Winkel der Seiten
und Diagonalen zu bestimmen. Gegeben «==120°, B =40°,
o == 100° 5 308,

36. (Anschl.) In welchem Verhiltniss durchschneiden sich
die beiden Diagonalen 4C und BD im Punkte L?

37. (Anschl.) In welchem Verhiltniss durchsechneiden sich
hinreichend verlingert die Gegenseitenpaare?

38. (Anschl.) Unter welchem Winkel schneiden sich die
Gegenseitenpaare ?
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39. Von einem Viereck gegeben das Verhiltniss von drei
auf einander folgenden Seiten @:b:c=~21:u:», die einge-
schlossenen Winkel (a, b)=f und (b, ¢)=y und der Inhalt
fl=g¢*: die Seiten zu bestimmen. (Vergl. Aufg. 8.)

Geg. A= 1, W=2, v==38, g=—207; f— 1008 uu=—LEN%

40. Gegeben das Verhaltniss von drei in einem Punkte D
zusammenstossenden Linien AD:BD:CD = Ad:p:v und der
Winkel d, unter welchem die beiden ausseren dieser Linien,
AD und CD, zusammentreffen: die Winkel zu bestimmen der
Linie BD mit AD und CD, wenn der Inhalt des Vierecks ABCD
so gross sein soll als das aus den Linien 4D, BD, CD zu
bildende Dreieck. Gegeben A:p:v=23:4:5; 0=120°

41. Wie Aufgabe 40; jedoch soll der Winkel ABC ein
rechter sein. Gegeben A:p:v=1:2:8; d=120°

42. Wie Aufg. 40; jedoch soll das Dreieck ABC gleich-
seitig sein. (Cubische Gleichung).

43. In einem Viereck sind zwei Gegenwinkel (8 und d)
einander gleich und wird die zugehorige Diagonale B durch
die andere AC halbirt: die Winkel zu bestimmen, wenn die
Verhiltnisse der Abschnitte der Diagonalen gegeben sind:

AE: BE?CL v DE==0" ws My

44. (Allgemeiner). Von einem Viereck gegeben die Ver-
hiltnisse der Abschnitte der beiden Diagonalen:

AL CL =84 Bh e Dl iz Al - BEE=4 %1
und zwei Gegenwinkel ABC = und ADC=4J von gleicher
Grosse: den Winkel der beiden Diagonalen zu bestimmen.
(Cubische Gleichung).

(Anhang zu Cap. II, C).

§ 31. Regelmissige Vielecke, Sternvielecke.
(Vergl. § 16.)

1. Von einem regelmissigen n-Eck gegeben die Verbindungs-
linie der Mittelpunkte zweier anstossenden Seiten gleich a: den
Inhalt zu bestimmen, algebraisch und numerisch fir a*=13
und = 32.

2. Von einem regelmissigen n-Eck gegeben die Verbindungs-
linie der Mittelpunkte einer ersten und dritten Seite (d. h. zweier
Seiten mit Uebergehung der dazwischenliegenden Seite) gleich a:
die Seite zu bestimmen.
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3. Aus der Seite eines regelmissigen n-Ecks die Ver-
bindungslinien zu bestimmen der Mittelpunkte einer ersten und
zweiten, einer ersten und dritten, einer ersten und vierten, . ..
einer ersten und kten Seite, so dass zuletzt (kK — 2) Seiten da-
zwischen liegen.

4. Die Summe zu bestimmen der simmtlichen Seiten und
Diagonalen eines regelmissigen Fiinfecks in einem Kreise mit
dem Radius 7.

5. Wie Aufg. 4; jedoch soll das regelmissige Funfeck
durch ein regelmissiges Elfeck ersetzt werden.

6. Die Summe zu bestimmen der von einem Eckpunkte
aus gezogenen Seiten und Diagonalen eines regelmissigen n-Ecks
in einem Kreise mit dem Radius 7.

7. (Anschl.) Die Summe zu bestimmen der simmtlichen
vom Mittelpunkte auf die von einem Eckpunkte aus gezogenen
Seiten und Diagonalen geféllten Lothe fiir ein regelmissiges n-Eck,
von welchem 7 gegeben ist.

8. Ein beliebiger Punkt P der Peripherie des einem
regelmissigen n-Eck umschriebenen Kreises ist mit den sdmmt-
lichen Ecken des 7z-Ecks verbunden: die Summe dieser Ver-
bindungslinien zu bestimmen, wenn 7 gegeben ist und durch P
der Bogen zwischen den zunichst gelegenen Ecken des Vielecks
im Verhéltniss von 4:u getheilt wird.

9. Die Lage dreier Punkte P, A und B auf der Peripherie
eines um C mit dem Radius 7. beschriebenen Kreises ist bestimmt
durch die zugehorigen Centriwinkel BCA=28 und PCA=2a:
die Lange des von P auf AB gefillten Lothes zu bestimmen.

10. (Anschl.) Von P aus sind auf die von 4, einem
Eckpunkte eines dem Kreise mit dem Radius 7 eingeschriebenen
regelmiissigen % - Ecks, aus gezogenen Seiten und Diagonalen
Lothe gefallt: die Summe dieser Lothe zu bestimmen, gegeben
der Centriwinkel PCA = 2e.

11. Von einem Eckpunkte eines regelmissigen Funfecks
sind Lothe auf die Seiten gefdllt: die Summe dieser Lothe zu
bestimmen, wenn der Radius des umschriebenen Kreises r ge-
geben ist.

12. Wie Aufg. 11; jedoch soll das regelmissige Fiinfeck
durch ein regelmassiges n-Eck ersetzt werden.
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13. Von einem Punkte P der Peripherie des umschriebenen
Kreises sind auf die Seiten eines regelmissigen n-Ecks Lothe
gefallt: die Summe dieser Lothe zu bestimmen, wenn r gegeben
ist und die Lage des Punktes P tber der Seite AB bestimmt
ist durch den zu AP gehorigen Centriwinkel 2e.

14. Durch zwei concentrische Kreise mit den Radien
r==25 und ¢=23 ist eine gerade Linie derartig hindurchgelegt,
dass sie durch die beiden Peripherien in drei gleiche T heile
getheilt ist, welche Centriwinkel gehoren zn den abgeschnittenen
Sehnen?

15. Wie Aufg. 14; jedoch sollen die Abschnitte der geraden
Linie sich wie 4:w:4 verhalten.

16. Gegeben der Inhalt eines regelmissigen n-Ecks gleich
Ay: den Inbalt A3, des regelmissigen 2n- Ecks in demselben
Kreise zu bestimmen.

17. (Anschl.) Gegeben der Inhalt eines regelmissigen
n-Kcks gleich A,: den Inhalt 4, des regelmissigen kn-Ecks
in demselben Kreise zu bestimmen. (Grenzfall fir k= o0.)

18. Gegeben der Inhalt eines regelmissigen Vielecks von
n Seiten gleich A,: den Inhalt des regelmissigen Vielecks von
doppelter Seitenanzahl zu berechnen, dessen Seiten halb so gross
sind als die des gegebenen.

19. Einem regelmissigen Vieleck ist ein Kreis eingeschrieben
und ein zweiter umgeschrieben: die Breite und den Inhalt des
Ringes zwischen beiden Kreisen zu berechnen, wenn die Seite
des Vielecks gleich ¢ und der zugehorige Centriwinkel 2y
gegeben sind.

20. Man kennt von einem regelmassigen 2n-Eck die
Seiten gleich @: die Seiten zu berechnen des regelmassigen
eingeschriebenen n - Ecks, wenn dieselben den abwechselnden
Seiten des ersteren parallel sein sollen.

21. (Anschl.) Einem regelmissigen n-Eck ist ein regel-
missiges 2n-Eck derartig umgezeichnet, dass die Seiten desselben
abwechselnd denen des ersten parallel sind: die Seiten des
letzteren zu berechnen aus denen des ersteren.
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22, Gegeben die Seite eines regelmassigen n-Ecks gleich a:
die erste*), zweite, dritte, u. s. w. Diagonale zu bestimmen.

23. Wenn man in den auf einander folgenden Ecken eines
regelmassigen n-Ecks die ersten Diagonalen, die zweiten, die
dritten u.s. w. (Aufg. 22) zieht, so schneiden sich die ersteren auf
einem Kreise mit dem Radius 7,, die zweiten auf einem Kreise
mit dem Radius 7, u. s. w.: diese Radien zu bestimmen, wenn
7 der Radius des umschriebenen Kreises gegeben ist.

24. Den Radius des einem regelmissigen Achteck ein-
geschriebenen Kreises zu bestimmen, wenn die ersten Diagonalen
desselben die Liange a haben.

25. Die Seite eines regelmissigen n-Ecks sei gleich a
gegeben: die Seiten zu bestimmen des durch die ersten Diagonalen
gebildeten Vielecks.

26. Wie Aufg. 25; jedoch sollen die Seiten der durch die
zweiten, durch die dritten u. s. w. Diagonalen gebildeten Viel-
ecke bestimmt werden.

27. Der Inhalt eines regelmissigen Siebenecks ist gleich
10 gegeben: wie gross ist der Inhalt des durch die ersten
Diagonalen desselben gebildeten Siebenecks?

28. Der Inhalt eines regelmassigen n-Ecks ist gleich 4, ge-
geben: wie gross ist der Inhalt #;, des durch zweiten Diagonalen
gebildeten n-Ecks?

29. Der Inhalt eines regelmissigen Elfecks ist gleich 20
gegeben: wie gross ist der Inhalt des Kreises, welcher dem
durch die dritten Diagonalens gebildeten regelmissigen Elfeck
eingeschrieben ist?

30. Den Inhalt zu berechnen eines Dreiecks, welches durch
eine Seite, eine erste und eine zweite Diagonale eines regel-
missigen n-Ecks gebildet wird (» > 5); gegeben 7.

31. Wie Aufg. 30; jedoch soll das Dreieck durch eine
erste, eine zweite und eine dritte Diagonale im n-Eck gebildet
sein: wie gross ist die Seitenzahl des Vielecks?

*) Als erste Diagonalen eines Vielecks werden solche be-
zeichnet, welche einen ersten und dritten Eckpunkt desselben (vergl. Aufg. 2)
verbinden, d. h. zwei Ecken des Vielecks, zwischen denen eine dritte liegt;
ebenso werden durch zweite Diagonalen Ecken verbunden, zwischen
denen zwei Ecken des Vielecks liegen u. s. w. Bei einem n-Eck ist also
eine kte Diagonale zugleich eine (n—%k — 2)te Diagonale.

www.rcin.org.pl



Regelmiissige Vielecke, Sternvielecke. k1

32. Wie Aufg. 30; jedoch soll das Dreieck eine Ate und
wte Diagonale zu Seiten haben: von welcher Ordnung ist die
dritte Seite, wenn n gegeben ist, und wie gross ist die Seiten-
anzahl, wenn die dritte Seite des Dreiecks eine »te Diagonale
sein soll?

33. (Anschl.) Den Inhalt eines Dreiecks zu bestimmen,
welches innerhalb eines regelmassigen n-Ecks, von welchem 7
gegeben ist, durch eine Ate, mwte und wte Diagonale gebildet
wird, wo A+ w4 v=mn—3 ist.

34. (Anschl) Den Inhalt eines Vierecks zu bestimmen,
welches innerhalb eines regelmassigen 7n-Ecks, von welchem
r gegeben ist, durch eine 4,te, 4,te, Aste, 4,te Diagonale gebildet
wird, wo 4, + 4, + 4,4+ 4, =n —4 ist.

35. Man kann jedes regelmissige n-Eck E, wenn n >4 ist,
ansehen als begrenzt durch die ersten Diagonalen eines zweiten
n-Ecks E|, dessen Ecken sich ergeben durch die Durchschneidung

der verlingerten abwechselnden Seiten des ersteren. Wenn die
]

3 1
Seite des Vielecks E gleich a gegeben ist und y = s

, so soll

die Seite @, des dusseren Vielecks JE, berechnet werden.

36. In einem regelmissigen n-Eck E (n > 6) verlingert
man die erste und vierte Seite bis zu ihrer Durchschneidung im
Punkte A, und ebenso die zweite und flnfte Seite bis zur
Durchschneidung in B und so allgemein jede kte und (k -4 3)te
Seite bis zur Durchschneidung, so ist AB=a, die Seite eines
neuen, dem ersten concentrischen n-Ecks E,, dessen zweite
Diagonalen durch die Seiten a des gegebenen n-Ecks E gebildet
werden. Die Lénge von @, zu bestimmen.

37. Die Seiten eines regelmissigen Sternpolygons*) bilden
durch ihre Durchschneidung im Innern regelmassige Sternpolygone
niederer Ordnungen: die Seiten der letzteren aus denen des
ersteren zu bexechnen.

*) Wenn man in einem regelmissigen Vieleck von ungerader Seiten-
zahl von einem beliebigen Eckpunkte A aus die auf einanderfolgenden
ersten Diagonalen zieht, so gelangt man nach einem zweimaligen Umgange
zum Anfangspunkte A zuriick und erhiilt ein sogenanntes Sternpolygon
erster Ordnung von derselben Seitenanzahl als das gegebene Vieleck.
Ebenso wird durch die aufeinanderfolgenden zweiten Diagonalen eines
regelméssigen Vielecks, dessen Seitenzahl = nicht durch 3 theilbar ist,
nach dreimaligem Umgange ein regelmiissiges Sternpolygon der
zweiten Ordnung von n Seiten gebildet u. s. w.

Durch die Diagonalen eines regelmiissigen Fiinfecks wird hochstens
ein Sternpolygon erster Ordnung gebildet, durch die des Siebenecks
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38. (Allgemein). Gegeben die Seite @ eines 7-seitigen
Sternpolygons der kten Ordnung: die Seiten der inneren Polygone
darzustellen.

39. Durch die kten Diagonalen eines regelmissigen n-Ecks
wird im innersten Cyklus ein regelmassiges n-Eck gebildet: aus
der Seite a dieses letzteren die Seiten der ausserdem gebildeten
Sternpolygone der verschiedenen Ordnungen zu bestimmen.

40. (Anschl.) Aus der Seite @ des durch die kten Diagonalen
eines regelmissigen n-Ecks E, gebildeten inneren n-Ecks E die
Seite @, des n-Ecks E, zu berechnen.

41. Die Seiten eines regelmissigen n-Ecks werden ver-
lingert bis zur Durchschneidung mit der Seite AB==a: die da-
durch entstehenden Abschnitte dieser Seite zu bestimmen.

42. Den Inhalt*) eines Sternpolygons erster Ordnung
darzustellen, wenn die Verbindungslinie a zweier auf einander

folgenden #usseren Ecken und der zu @ gehorige halbe Centri-
o}

winkel y = gegeben sind.

n
43. Wie Aufg. 42; jedoch soll der Inhalt eines Sternpolygons
der zweiten Ordnung dargestellt werden.

44. Wie Aufg. 42; jedoch soll der Inhalt eines Stern-
polygons der kten Ordnung dargestellt werden.

hochstens eines der zweiten Ordnung u. s. w,, allgemein wird durch die
Diagonalen eines regelmiissigen (2n + 1) Ecks hiochstens ein Sternvieleck
der (n— 1)ten Ordnung gebildet, und zwar durch seine Diagonalen der
(n — 1)ten Ordnung.

Ist die Seitenanzahl des gegebenen Vielecks eine zusammengesetzte
Zahl, z. B. n=1.m, so zerfillt das Sternpolygon der (! — 1)ten Ordnung
in /m-Ecke und ebenso das Sternpolygon der (m-1)ten Ordnung in m I-Ecke,
welche selbst wieder Sternpolygone von verschiedener Ordnung sein kinnen.
Beispielsweise werden bei einem regelmiissigen 15-Eck durch die ersten
Diagonalen ein Sternvieleck der ersten Ordnung,

durch die 2ten Diagonalen 3 Fiinfecke,

i , oten S ein Sternvieleck der 3ten Ordnung,
% 5 4ten o 5 Dreiecke,
b ,, Oten » 3 Sternfiinfecke,

,, 6ten <t ein Sternvieleck der 6ten Ordnung

gebildet.

#) Als Inhalt eines Sternpolygons soll diejenige sternférmige
Figur gelten, welche von dem #Husseren Umfange des Sternpolygons ein-
geschlossen ist, also bei einem m-seitigen Sternpolygon der kten Ordnung
diejenige 2n-seitige Figur, deren n dussere Ecken die Ecken des gege-
benen einfachen n-Ecks sind, deren Seiten ferner die kten Diagonalen sind
durch die auf einander folgenden Ecken dieses m-Ecks, je bis zu ihrer
Durchschneidung in den » inneren Ecken,
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45. Den Umfang zu bestimmen eines Sternpolygons, wie
es in Aufgabe 42 definirt ist, und zwar
a. eines Sternpolygons der ersten Ordnung,
b. der zweiten Ordnung,
¢. der kten Ordnung.

46. Den Radius zu bestimmen des die inneren Ecken
eines Sternpolygons der kten Ordnung (Aufg. 42) enthaltenden
Kreises.

47. Den Zusammenhang darzustellen zwischen dem Inhalt
fl und dem inneren Radius 7, (Aufg. 44) eines Sternpolygons,
dessen #ussere Spitzen die Ecken sind eines regelmissigen Viel-
ecks V, wihrend die inneren Ecken auf den Halbirungslinien
der zu den Seiten des ausseren Vielecks V gehorigen Centriwinkel
und auf einem concentrischen Kreise mit dem Radius 7, liegen.

48. Bei einem regelmiissigen n-Eck sind von den Ecken
gleichschenklige Dreiecke abgeschnitten, so dass ein regelmassiges
2n-Eeck entsteht: die Seite dieses 2n-Ecks zu bestimmen, wenn

. p p 180°
die des m-Ecks gleich @ gegeben ist und y = g

49. Die Ecken eines regelmiissigen n-Ecks seien durch
gleichschenklige Dreiecke in der Art abgestumpft, dass die ent-
stehende 2n-seitige Figur abwechselnd die Seiten @ und & hat:
den Inhalt und den Radius des umschriebenen Kreises dieses
halbregelmissigen 27 - Ecks zu bestimmen, wenn @, & und
ny = 180° gegeben sind.

50. Einem regelmissigen 3n-Eck ist ein (halbregelmissiges)
2n - Eck in der Weise eingeschrieben, dass die auf einander
folgenden Seiten des letzteren die Mitten zweier abwechselnden
und dann zweier auf einander folgenden Seiten des ersteren
verbinden. Den Inhalt des 2n-Ecks zu bestimmen, wenn die
Seiten des 3n-Ecks gleich @ gegeben sind und ny =60°.

51. Ueber der geraden Linie 4B als Sehne ist mit dem
Radius 7 ein Kreisbogen construirt, und dieser durch die Punkte
P, P,, P,...P, ; in n gleiche Theile getheilt AP,=—=P,P,—
=P,P,..= P, ;B. Es ist A mit P,_; verbunden: die auf
einander folgenden Sticke zu berechnen, in welche diese Ver-
bindungslinie durch die Verbindungssehnen des Punktes B mit
den Punkten P getheilt wird. Gegeben der zum nmten Theil des
Bogens AB gehorige Peripheriewinkel y.

Hermes, trigon. Aufgaben. 8
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52. Wie Aufg. 51; jedoch sollen die Abschnitte der Ver-
bindungslinie AP, , durch die von B aus gezogenen Sehnen
bestimmt werden.

53. (Verallgemeinert). Wie Aufg. 51; jedoch sollen die
Abschnitte der Verbindungslinie AP;. durch die von B aus ge-
zogenen Sehnen bestimmt werden.

b4. Wie Aufg. 53; jedoch sollen die Abschnitte von
AP; in der Auswahl bestimmt werden, dass die zwischen den
von B aus gezogenen Sehnen liegenden Bogen eine arith-
metische Reihe bilden, und zwar sei B verbunden mit P, P,,

h(h+41
Py s s . B, WO mz% ist.

55. (Anschl.) Geometrisch zu interpretiren die einzelnen
Summanden und die Summe der Reihe (vergl. § 7, Aufg. 34):
sin o sin (8—«) sin (y —p)

sinq;-sin(q)+a)+sin(<p+a)-sin((p-{—ﬁ) sin(gp+-p)+sin(gp-+-7) "

56. Ueber einer gewissen Basis 2a ist ein Funfeck con-
struirt, dessen tibrige Seiten einander gleich sind: den Inhalt
des Finfecks zu berechnen, wenn die Winkel desselben an der
Basis gleich e gegeben sind und die tubrigen Winkel einander
gleich sein sollen.

57. Wie Aufg. 56; jedoch soll das Finfeck durch ein
n-Eck ersetzt werden.

D. Zur Transversalentheorie.

§ 32. Doppelverhiltnisse,

1. Sind durch einen Punkt P gerade, nach beiden Seiten
hin unbegrenzte Linien gelegt, so werden durch die Schnittpunkte
von je zwei derselben mit einer geraden Linie L, A und B,
A und C, B und C, A und D u.s. w. geradlinige Strecken AB,
AC, BC, AD u. s. w. bestimmt. Bezeichnet man die Winkel
APB, APC, ... kurz durch (4B), (AC),... so sollen die Briiche

AB AC

sin (4B)’ sin (AC)’ " °
durch PA, PB, PC, .. . und das von P auf L gefallte Loth
h dargestellt werden.
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2. (Anschl) Nachzuweisen, dass bei Anwendung derselben
Bezeichnung wie in Aufg. 1, jede Beziehung zwischen Verhilt-
nissen von Produkten begrenzter Strecken einer geraden Linie L,
in deren Ausdricken dieselben Buchstaben in gleicher Anzahl
vorkommen, sich ungeindert auf die Sinus derjenigen Winkel
ubertragen lisst, unter denen von einem beliebigen Punkte P
aus die entsprechenden Strecken erscheinen, — und umgekehrt.
Im Besonderen also, dass folgende Beziehungen stattfinden:

AB - CD__ sin (4B) - sin (CD)
AC -+ BD ™ sin (AC) - sin (BD)’
AB.AC-DE _ sin (AB)-sin (AC) - sin (DE)
AD - AE- BC™ sin (AD) - sin (AE) - sin (BC)’
AB-CD+ AC-BD__ sin (AB)-sin(CD)+sin(AC) - sin (BD)
AD - BC b sin (4D) - sin (BC) 1

Vorbemerkung. Durch vier Punkte einer geraden Linie
4, B, C, D sind im Ganzen sechs begrenzte Strecken bestimmt;
aus diesen Strecken lassen sich drei Produkte zu zwei bilden,
welche keinen Eckpunkt gemeinschaftlich haben, und aus diesen
Produkten zu zwei ferner drei Quotienten, welche den ent-
sprechenden Quotienten der Produkte der Sinus der zugehorigen
Winkel, unter dem die Strecken von einem beliebigen Punkte P

der Ebene aus erscheinen, (Auafg. 2) gleich sind, namlich
AB-CD AB-.CD 'AC.BD
AD - BC’ AC-BD’ AD . BC
Jeder dieser Quotienten lasst sich ausserdem darstellen als Quotient
zweier einfachen Verhiltnisse von Paaren geradliniger Strecken,
welche je einen Endpunkt gemeinschaftlich haben, z. B. ist
AB-CD _AB CB
4D - BC™ AD 'CD
d. h. gleich dem Quotienten des Verhaltnisses der Abstinde des
Punktepaares 4 und C von dem Punktepaar B und D. Einen
solchen Quotienten der Abstinde zweier Punktepaare  einer
geraden Linie nennt man (nach Steiner) ein Doppelverhalt-
niss, [Doppelschnittsverhiltniss (M6bius), anharmonisches Ver-
hiltniss (Chasles)] und die Punkte eines jeden Paares, — in
dem gewahlten Beispiel die Punkte A4 und C, sowie B und D —
zugeordnete Punkte.

Die vier Punkte 4, B, C, D lassen sich dreimal zu zwei
Paaren zugeordneter Punkte zusammenstellen und gestatten dem-
nach die Bildung von drei Doppelverhiltnissen, welche sich
(Aufg. 2) unmittelbar auf die Sinus der zugehorigen Winkel
(4B), (4C) u. s. w. tubertragen lassen.

8*
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116 Cap. II. D. Transversalentheorie. § 32.

3. (Anschl) Die Gleichungen zwischen den Doppelver-
hiiltnissen der durch die Punkte A, B, C, D bestimmten gerad-
linigen Strecken und den Sinus der ihnen zugehorigen Winkel
darzustellen.

4. (Anschl.)) Durch einen beliebigen Punkt P seien nach
den vier Punkten A, B, C, D einer geraden Linie, welche con-
jugirt harmonisch seien, und zwar 4, B, sowie C, D als zu-
geordnete Punkte, gerade Linien gezogen: welche Bezichung
besteht zwischen den Sinus der Winkel, welche die Linien PA
und PB beziiglich mit PC und PD bilden?

. 5. (Anschl.) Welche Beziehung findet statt zwischen den -

Winkeln der Halbirungslinie des Winkels APB zweier har-
monischen Strahlen mit den Strahlen PA, PB, PC, PD eines
harmonischen Strahlenbiindels ?

6. Durch einen beliebigen Punkt P sind nach vier Punkten
A, B, C, D einer geraden Linie, von denen C in der Mitte von
A und B liegt, gerade Linien gezogen: das Verhiltniss von
AD : BD durch die Sinus der Winkel auszudricken, welche die
Linien PA und PB mit PC und PD bilden.

7. (Anschl.) Durch den beliebigen Punkt P sind nach
drei auf der geraden Linie L gegebenen Punkten 4, B, C
gerade Linien gezogen und PD parallel L: welche Bezichung
findet statt zwischen den Strecken AC, BC und den Winkeln,
welche P4 und PB mit PC und PD bilden?

8. (Anschl.)) Welche Beziehung findet zwischen den Winkeln
statt, welche die Seiten @ und b eines Dreiecks mit der Mittel-
linie d zur Seite ¢ und der durch C parallel zur Seite ¢ ge-
zogenen Linie ¢ bilden?

9. (Anschl.) Zu beweisen, dass die nicht parallelen Seiten
eines Parallelogramms und die Diagonalen ihren Richtungen nach
zugeordnet harmonisch sind.

10. Wenn von den vier Linien, durch welche der Punkt P
mit den Punkten A, B, C, D einer geraden Linie verbunden
wird, die eine, PC, mit PA und PB gleiche Winkel bildet:
welche Beziehung findet statt zwischen den Winkeln der Linie
PD mit PA und PB und den Entfernungen der Punkte 4 und B
beziiglich von € und D?

11. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Schenkel eines Winkels
und die Halbirungslinie desselben, sowie die des Nebenwinkels
zugeordnet harmonische Linien sind.
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12. Wenn von den Verbindungslinien eines Punktes P mit
den vier Punkten 4, B, C, D einer geraden Linie zwei auf ein-
ander senkrecht stehen, z. B. PC | PD: welche Beziehung findet
statt zwischen den Winkeln dieser Linien beziiglich mit P4
und PB und den Strecken AC und BC, AD und BD?

13. (Anschl.) Wenn von den Verbindungslinien des Punktes
P mit zwei conjugirten harmonischen Punktepaaren 4, B und
C, D einer geraden Linie L zwei zugeordnete auf einander senk-
recht stehen, z. B. PC | PD, so halbiren PC und PD den
Winkel APB und seinen Nebenwinkel.

14. Die durch vier auf einander folgende Punkte 4, B, C, D
einer Geraden bestimmten Strecken AB, BC, CD werden von
einem Punkte P aus unter demselben Winkel @ gesehen: wie
gross ist CD, wenn AB=a und BC =05 gegeben sind? (Spe-
zieller Fall a =10).

15. (Anschl.) Die durch fiinf auf einander folgende Punkte
A, B, C, D, E einer Geraden bestimmten Strecken AB, BC,
CD, DE werden von P aus unter demselben Winkel « gesehen:
wie gross ist DE, wenn AB = BC=a gegeben ist?

16. (Anschl.) Wie Aufg. 15; jedoch sollen AB=a und
BC =10 gegeben sein.

17. (Anschl.) In welchem Verhiltniss stehen die beiden
Y b
Strecken CD und DE in Aufg. 16 zu einander, wenn B, y)
gegeben ist?

18. Die auf einander folgenden Sticke AB=B(C=a
und CD einer geraden Linie werden von einem Punkte P aus
beziiglich unter den Winkeln e, 8, y gesehen: die Linge von
CD zu bestimmen.

19. (Anschl.) Wie Aufg. 18; jedoch sollen AB=a und
BC =10 gegeben sein.

20. Von vier dquidistanten Punkten 4, B, C, D einer
geraden Linie erscheinen von einem Punkte P ausserhalb die
Strecken AB und BC beziiglich unter den Winkeln « und f§:
unter welchem Winkel erscheint von P aus die Strecke CD?
(Spezielle Annahme a=).

21. Die Strecken AB, BC, CD einer geraden Linie er-
scheinen von einem Punkte P aus unter gleichen Winkeln e:
wie gross ist die mittelste dieser Strecken, wenn die beiden
dusseren gleich @ gegeben sind?
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22. Wie Aufg. 21; jedoch sollen die Winkel APB = e,
BPC=y, CPD = & gegeben sein.

23. Ein Winkel eines Dreiecks ist in drei gleiche Theile
getheilt und zwar derartig, dass die Gegenseite in die auf ein-
ander folgenden Abschnitte @, ¢, @ zerfillt: wie gross ist der
Winkel an der Spitze?

24. (Anschl.) Wie Aufg. 23; jedoch sollen die Abschnitte
der Gegenseite auf einanderfolgend gleich a, b, ¢ sein.

25. Auf einer geraden Linie L befinden sich der Reihe
nach die Punkte 4, B, C, D, so dass AB=— CD=a ist: die
Entfernung der beiden mittleren Punkte zu bestimmen, wenn die
‘Winkel gegeben sind, unter denen die Punkte von einem ausser-
halb L liegenden Punkte P aus erscheinen, namlich APB = «a;
BPC=}'; CPD:ﬂ. (Vergl. Aufg. 36).

26. (Anschl.) Wie Aufg. 25; jedoch sollen AB = a,
CD =10 gegeben sein. (Vergl. Aufg. 37).

27. Von einem Punkte P aus gesehen erscheinen von den
Strecken AB=—a, BC= ¢, CD=10 einer geraden Linie die
beiden #usseren AB und CD unter gleichen Winkeln e: unter
welchem Winkel erscheint von P aus die mittelste Strecke BC?

28. (Anschl.) Wie Aufg. 27; jedoch sind die Winkel
APB = «, CPD =8 gegeben.

29. Ueber den Strecken AB, BC, CD einer geraden Linie
sind zwei Systeme von drei Dreiecken construirt, welche je eine
gemeinschaftliche Spitze, P und Q, haben: welche Beziehung
besteht zwischen Winkeln APB = «, BPC=p8, CPD =y,
AQB=ea,, BQC=4,, CQD=y,?

30. (Anschl.) Von den sechs Winkeln e, 8, 7, @, B, 74
sollen die finf ersten gegeben sein: den sechsten zu bestimmen,

31. Ueber der Sehne BC eines Kreises sind nach ent-
gegengesetzten Seiten zwei Dreiecke BAC und BA4,C errichtet,
deren Ecken 4 und A4, auf der Peripherie liegen und mit den
auf der gemeinschaftlichen Seite BC liegenden Punkten D und E
verbunden sind: wenn nunmehr die ausseren Winkel BAD=—¢ und
EAC =y, sowie BA,D=«a, und EA,C=y, gegeben sind, die
inneren Winkel DAE und DA,E zu bestimmen.

32. Der Punkt P ist mit den vier Punkten 4, B, C, D
einer geraden Linie verbunden, so dass Winkel APB = «,
BPC =y, CPD={ und PB=1J4.PC gegeben sind: das Ver-
haltniss AB : CD zu bestimmen.
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33. (Anschl.) Wie Aufg. 32; jedoch ist ausser den Winkeln
@, B, y das Verhiltniss AB=u-CD gegeben und das Verhaltniss
PB: PC zu bestimmen.

34. Drei Linien AP, BP, CP schneiden sich unter den
Winkeln APB= 2., BPC=pu: es soll durch sie eine gerade
Linie ABC gelegt werden, so dass AB = BC ist: die Winkel
PAB=—¢, PBC=p, PCA=y zu bestimmen.

35. (Anschl.) Wie Aufg. 34; jedoch soll die Bedingung
AB=—20- BC erfullt werden, wo 0 =1 ist.

36. Vier Linien AP, BP, CP, DP schneiden sich der
Reihe nach unter den Winkeln APB=—«, BPC=—y, CPD=_:
welche Beziehung findet zwischen den Winkeln 4, B, C, D
statt, welche eine beliebige Gerade mit den vier Strahlen bildet,
wenn die #dusseren Abschnitte 4B und CD einander gleich sein
sollen? (Vergl. Aufg. 25).

37. (Anschl.)) Wie Aufg. 36; jedoch soll die Bedingung
AB=1-CD erfillt werden. (Vergl. Aufg. 26).

38. Wenn man von einem Punkte P aus vier gerade
Linien zieht PA, PB, PC, PD, so kann man ihre Winkel,
welche keinen Schenkel gemeinschaftlich haben, paarweise in
drei Gruppen zusammenstellen,

.(AB) und (CD), (AC) und (BD), (A4D) und (BC),
von welchen die Winkel der einen Gruppe theilweise in ein-
andergreifen: es seien dieselben (AC) und (BD), so ist zu beweisen,

dass sin (AC) - sin (BD) = sin(4B) - sin (CD)~+ sin (AD)+ sin (BC).

39. (Anschl.) Aus der in Aufg. 38 dargestellten Relation
die Formel fir
sin (e 4 ), cos (@ — f), sin (¢ — f8), cos (& -+ f)
zu entwickeln.
40. (Anschl.) Es seien «, §, 7 beliebige Winkel, so hat
man (Vergl. § 4, Aufg. 46—50)
a. sin(e-f)-sin(8—+y) — sinB-sin (¢4 B+ y)==sine-siny.
(Vergl. § 37, Aufg. 51).
b. cos(a—~+pB)-cos(B+y)—-cosB-cos (e~ B+ y)=sine- siny.
¢. cos(e—+ B)-cos(B+y) -+ sinf-sin(a~+ -4 ) =cose-cos y.
d. sin(a-p)-sin(B+y)+ cosB-cos (e -+ y)==cose-cosy.
41. (Anschl.) Welche andere Form gewinnt der Satz in
Aufg. 38, wenn man P als Punkt der Peripherie und PA, PB,
PC, PD als Sehnen eines Kreises annimmt? (Ptolemaischer
Satz).
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42. (Anschl.) Wenn man uber den Seiten und Diagonalen
eines Kreissehnenvierecks Dreiecke construirt, deren gemeinschaft-
liche Spitze ein beliebiger Punkt P der Ebene des Vierecks ist,
so ist das Produkt der beiden Dreiecke uber den Diagonalen
gleich der Summe der Produkte der Dreiecke uber den Gegen-
seitenpaaren.

43. Sind 4, B, C, D vier Punkte einer Kreisperipherie,
so haben fir einen beliebigen finften Punkt P des Kreises die
den vier Strahlen

PA, PB, PC, PD

zukommenden Doppelverhaltnisse einen constanten Werth.

§ 33. Transversalentheorie.

Vorbemerkung.

Wenn man die Seiten einer geradlinigen Figur beliebig
verlingert und durch dieselben eine unbegrenzte gerade Linie,
eine Transversale, legt, so wird jede Seite in einem be-
stimmten Punkte, der moglichen Falls im Unendlichen liegt,
durchschnitten und kommt demnach die Anzahl der Schnittpunkte
mit der der Seiten der Figur iberein. Man unterscheidet die
Schnittpunkte als innere oder dussere, jenachdem sie auf dem
Umfange der Figur selbst oder auf der Verlingerung einer
Seite liegen, und rechnet die Abschnitte einer Seite jedesmal
vom Schnittpunkt bis zu den auf der Seite liegenden Eckpunkten
der Figur, so dass also fur einen inneren Theilpunkt die Summe,
fiur einen #usseren die Differenz der zugehorigen Abschnitte
gleich der betreffenden Seite ist.

Die 2n Abschnitte der Seiten eines n-Ecks durch eine
Transversale lassen sich in zwei Systeme von je n unterscheiden,
so dass unter den Abschnitten eines jeden Systems ein Abschnitt
jeder einzelnen Seite vorkommt und keine zwei einen Endpunkt
gemeinschaftlich haben: die Abschnitte eines jeden so gebildeten
Systems heissen Wechselabschnitte. Eine gleiche Bedeutung
haben die Wechselabschnitte der Seiten einer Figur, wenn auf
jeder derselben ein beliebiger Theilungspunkt angenommen ist.
Sind die auf einander folgenden Seiten einer Figur 4B, BC,
CD, ... LM, MN, NA und die zugehorigen Schnittpunkte der
Transversalen oder die auf ihnen gegebenen Punkte 4,, B,,
Cy .. Ly, M,, Ny, so sind die beiden Systeme von Wechsel-
abschnitten

AA,, BB,, CC,...NN, und BA,, CB,, DC,, .. NM,, AN,.
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Anmerkung. Beim Dreieck bezeichnet man gern die den
einzelnen Seiten zugehorigen Theilpunkte durch denjenigen mit
einem Index versehenen Buchstaben, der mit dem am gegen-
iberliegenden Eckpunkt ibereinkommt. Ist also das Dreieck etwa
ABC, so wird die Transversale A,B,C;, wo A, auf BC, B,
auf CA, C, auf AB liegt, und die beiden Systeme von Wechsel-
abschnitten sind dann

AB,, BC,, CA, und AC,, BA,, CB,,
also dargestellt durch Buchstabencombinationen, welche sich je
aus der ersten durch cyklisches Permutiren ergeben. Ist
das Dreieck ABC und die Transversale PQR, wo P auf BC,
Q auf C4, R auf AB liegt, so sind die Wechselabschnitte 4Q,
BR, CP und AR, BP, CQ, woraus leicht ein schematisches Dar-
stellungsgesetz abzuleiten ist.

1. Wenn auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC
je ein Punkt 4,, B,, C, liegt und mit der zugehorigen Gegen-
ecke verbunden wird, zu beweisen, dass das Verhaltniss der
Produkte der Wechselabschnitte sich ersetzen lasst durch das
Verhaltniss der Produkte der Sinus der tber ihnen mit der
Gegenecke als Scheitelpunkt verzeichneten Winkel, d. h. dass

AB,- BC,-CA, _sin ABB, - sin BCC, - sin CA4,
AC,- BA,-CB,  sin ACC, - sin BAA, - sin CBB,’

2. Satz T &Mene]aus). Fur jede durch ein Dreieck
gelegte Transversale sind die Produkte der Wechselabschnitte
einander gleich

AB, - BC, . CA,= AC, - B4, - CB,.

3. Satz II (de Ceva und Bernoulli). Wenn man die
Eckpunkte eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte P der
Ebene verbindet, so werden durch die Verbindungslinien, beztg-
lich durch deren Verlingerungen, auf den Gegenseiten Theil-
punkte von der Art bestimmt, dass die Produkte der Wechsel-
abschnitte einander gleich sind.

4. Wenn man die Eckpunkte eines Dreiecks mit einem
beliebigen Punkte P seiner Ebene verbindet, so sind die Pro-
dukte der Sinus der Winkel, welche durch die Verbindungslinien
mit den auf einander folgenden Seiten gebildet werden, wenn
man diese in entgegengesetzten Cyklen verfolgt, einander gleich,
d. h. es ist fir das Dreieck ABC':

sin PBC - sin PCA . sin PAB = sin PCB - sin PBA - sin PAC.
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5. Satz III (Umkehrungssatz von I und II, Aufg. 2 md 3).
Wenn auf den Seiten eines Dreiecks oder auf deren Ver-
langerungen Punkte derartig bestimmt sind, dass die Pralukte
der Wechselabschnitte einander gleich sind, und es liegex von
den Punkten eine gerade Anzahl (0 oder 2) auf dem Umange,
so liegen die Punkte auf einer geraden Linie, — wenn abe: eine
ungerade Anzahl (1 oder 3) auf dem Umfange des Driecks
liegen, so gehen die Verbindungslinien der Punkte mi den
Gegenecken durch denselben Punkt.

6. (Anschl.) Durch trigonometrische Beziehungen der Winkel-
und Seitenabschnitte nachzuweisen, dass die drei Hohen eines
Dreiecks durch denselben Punkt gehen.

7. Ebenso nachzuweisen, dass

a. die Halbirungslinien der Innenwinkel eines Dieiecks
durch denselben Punkt gehen, ebenso

b. die Halbirungslinien je eines Innenwinkels unl der
beiden anderen Aussenwinkel; dass

¢. die Schnittpuhkte der Halbirungslinien je eines Aussen-
winkels und der beiden anderen Innenwinkel mit der ent-
sprechenden Gegenseiten auf einer geraden Linie liegen;

d. ebenso die Schnittpunkfe der Halbirungsliniea der
drei Aussenwinkel mit den Gegenseiten.

8. Nachzuweisen

a. dass die Verbindungslinien der Berihrungspunkie des
inneren Beruhrungskreises eines Dreiecks mit den Gegerecken
durch denselben Punkt gehen;

b. dass das Gleiche gilt fiir die Berihrungspunkte eines
jeden der drei ausseren Beruhrungskreise.

9. (Anschl.) Der Schnittpunkt der Tangenten in den End-
punkten einer Dreiecksseite an den umschriebenen Kreis ist mit
dem gegeniiberliegenden Eckpunkt verbunden: in welchem Ver-
hiltniss wird durch diese Verbindungslinie die Seite selbst
getheilt?

10. Von einem beliebigen Punkte P der Peripherie des
einem Dreieck umschriebenen Kreises sind auf die Seiten BC,
CA, AB desselben beziglich die Lothe PA,, PB,, PC, gefillt:
die Verhiltnisse zu bestimmen der durch die Fusspunkte 4, B,, C;
auf den Seiten bestimmten Abschnitte und darzuthun, dass die
Punkte A,, B,, C, auf einer geraden Linie liegen. Gegeben
die Winkel des Dreiecks e, £, 7.
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11. In der bekannten Figur zu einem Beweise des Pytha-
goreischen Satzes schneiden sich die Verbindungslinien der End-
punkte der Hypotenuse mit den Gegenecken der tuber den
Katheten construirten Quadrate und das Loth vom Scheitelpunkt
des rechten Winkels auf die Hypotenuse in demselben Punkte.

12. (Anschl.) Wenn man tber zwei Seiten eines Dreiecks
ABC als Grundlinien unter Benutzung ihrer Verlingerung Rhomben
construirt, ACDE und BCFG, und die Endpunkte der dritten
Seite mit den Gegenecken der uber den Gegenseiten construirten
Rhomben verbindet, so schneiden sich diese Linien AG und BE
im Punkte P: in welchem Verhiltniss wird durch die Verbindungs-
linie dieses Punktes P mit dem dritten Eckpunkt C der Winkel
ACB getheilt?

13. (Anschl.) Eine Seite eines Dreiecks im Verhiltniss
der Quadrate der anstossenden Seiten zu theilen. (Vergl. Aufg. 11).

14. Auf der Halbirungslinie eines Winkels (A4) eines
Dreiecks ABC ist ein beliebiger Punkt P mit den Endpunkten
(B und O) der Gegenseite verbunden: welche Beziehung findet
zwischen den Winkeln dieser Verbindungslinien mit den Dreiecks-
seiten statt?

15. (Anschl.) Wenn man das Dreieck ABC zum Parallelo~
gramm ABDC vervollstindigt und die Verbindungslinien BP und
CP bis zur Durchschneidung mit den Seiten DC und DB, beziig-
lich in B und F, verlingert: zu beweisen, dass KC = BF ist;
d. h. durch die Verbindungslinien eines beliecbigen Punktes P
der Halbirungslinie des Winkels A (oder eines Nebenwinkels
von A) eines Parallelogramms ABDC mitg den anliegenden
Ecken B und C werden von den in der Gegenecke D zusammen-
stossenden Seiten des Parallelogramms Stiucke abgeschnitten,
welche von B und C aus gerechnet einander gleich sind.

16. (Verallgemeinert). Wenn man auf den Seiten BD
und CD eines Parallelogramms ABCD oder auf deren Ver-
lingerungen von den Gegenecken B und C aus Sticke abtragt,
welche ein gegebenes Verhiltniss haben

BF:CE=4: p,
so schneiden sich die Verbindungslinien BE und CF in einem
Punkte P einer bestimmten durch den Eckpunkt 4 gehenden
Linie, welche den Winkel so theilt, dass
sin BAP: sin CAP=1: u;
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wenn BF und CE auf entgegengesetzten Seiten der Diagonale
BC liegen, so theilt AP den Nebenwinkel von BAC so, dass
sin BAP: sin CAP= 1 : p.

17. Einen gegebenen Winkel BAC so zu theilen, dass
sich sin PAB:sin PAC=1: u verhilt.

18. Wenn man durch ein Dreieck (ABC) eine Trans-
versale legt (4,B,C,), so durchschneiden sich die Verbindungs-
linien der Schnittpunkte zweier Seiten mit den Gegenecken
(4A4,, BB,) in einem neuen Punkte P, dessen Verbindungs-
linien mit dem dritten Eckpunkte C, nothigenfalls verlingert,
die dritte Seite 4B im Punkte C, durchschneiden mag, so ist
durch C, und C, als zugeordnete Punkte die Seite AB harmonisch
getheilt.

19. (Anschl.) Gegeben drei Punkte einer geraden Linie:
mit dem Lineal zu einem beliebigen derselben in Beziehung auf
die beiden anderen den conjugirten harmonischen Punkt zu
construiren.

20. (Anschl.)) Gegeben drei sich in demselben Punkte
schneidende Linien: mit dem Lineal zu einer beliebigen der-
selben in Beziehung auf die beiden anderen den zugeordneten
harmonischen Strahl zu construiren.

21. (Anschl.) In einem vollstindigen Vierseit®) wird jede
der drei Diagonalen durch die beiden anderen in Punkten
durchschnitten, welche zugeordnet harmonisch sind zu den auf der
betreffenden Diagonale liegenden Ecken des Vierseits.

22. TUeber derselben Seite BC sind zwei Dreiecke BCA,
und BCA, errichtet: in welchem Verhaltniss wird durch die
Verbindungslinie der beiden Spitzen 4; und 4, die gemein-
schaftliche Basis getheilt, wenn die Winkel der beiden Dreiecke
BCA, und BCA, gegeben sind? (Vergl. § 30, Aufg. 21).

23. (Anschl.)) TUeber einer und derselben Basis BC sind
drei Dreiecke BCA,, BCA,, BCA, errichtet, welche Beziehung
findet zwischen den Basiswinkeln #;, und y,, $, und y,, §; und 73
der Dreiecke statt, wenn die Spitzen A,, A,, A; auf derselben
geraden Linie liegen sollen?

#) Als vollstindiges Vierseit wird ein solches bezeichnet,
dessen Gegenseitenpaare bis zu ihrer Durchschneidung verlingert sind; die
Verbindungslinie dieser Schnittpunkte gilt ebenfalls als eine Diagonale.
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24. (Anschl.) Die Gegenseitenpaare eines Kreissehnen-
vierecks ABCD schneiden sich, AB und CD in E, AD und
BC in F, die inneren Diagonalen AC und BD in G. Legt
man in den Eckpunkten 4, B, €, D Tangenten an den Kreis,
so bilden diese ein dem Kreise umschriebenes Viereck 4,B8,C,D,,
dessen Ecken 4,, B, C,, D, beziglich uiber den Seiten AL,
BC, CD, DA liegen mogen. Es soll bewiesen werden, dass die
Diagonale B,D, des Tangentenvierecks durch die Punkte G und
E gehen.

25. (Anschl.) Die Linie B,D, ist der geometrische Ort
fir die zu F conjugirten harmonischen Punkte auf den durch F
gelegten Sekanten in Beziehung auf die Schnittpunkte dieser
Sekanten mit dem Kreise. B,D, heisst die Polare des
Punktes F in Beziechung auf den Kreis und F der Pol der
Linie B,D,.

26. (Anschl.) Die Tangente von einem Punkte ausserhalb
eines Kreises nur vermittelst des Lineals zu construiren.

27. (Anschl) Die Tangente an einen Punkt des Kreises
selbst vermittelst des Lineals zu construiren.

28. (Anschl.) Ebenso die Polare eines Punktes in Be-
ziebung auf den Kreis zu construiren.

29. (Anschl.) Ebenso den Pol einer Linie in Beziehung
auf den Kreis.

30. (Das Pascal’sche Sechseck). Gegeben ein Kreis mit
dem Radius 7 und ein Dreieck ABC, dessen Seiten BC, CA,
AB beziiglich den Kreis durchschneiden mogen in den Punkten
A, und 4,, B, und B,, C; und C,. Es migen zu A,4,, B,B,,
C,C, bezuglich die Centriwinkel 2e,, 28,, 2y, gehéren. Ferner
seien die Sehnen B,C,, U,4,, A,B, gezogen, beziiglich mit den
Centriwinkeln 2e,, 28,, 2y,, so wird durch die auf einander
folgenden Punkte 4,4,B,B,C,C, ein dem Kreise einge-
schriebenes Sechseck bestimmt. HEs soll bewiesen werden,
dass die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare

4,4, und B,C,, B,B, und C,A,, C,C, und 4,B,,
namlich 4,, B,, C,, auf derselben geraden Linie liegen, — und
zwar durch Bestimmung der Abschnitte der Seiten des Dreiecks
ABC durch den Kreis und die Punkte 4,, By, €, (Siehe die
Vorbemerkung.)

Anmerkung. Bestitigung der Siitze AB, - AB, = AC, - AC,
u. s. w. ferner fir die Transversalen 4,B,C,, B,C,4,, C,A,B,
und das Dreieck ABC (Satz I, Aufg. 2).
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31. Auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC sind
in den Punkten A4,, B,, C; Lothe errichtet: den Inhalt des von
diesen Lothen begrenzten Dreiecks zu bestimmen, wenn BC,=a,,
CA;= b, ABj==i¢ss OB ==la}, 'AC,=h;; BA =¢, ge-
geben sind.

32. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den durch
drei auf den Seiten eines Dreiecks liegenden Punkte bestimmten
Seitenabschnitten statt, wenn die in ihnen errichteten Lothe durch
denselben Punkt gehen sollen?

33. (Anschl) Die in den Mitten der Seiten eines Dreiecks
errichteten Lothe durchschneiden sich in demselben Punkte.

34. (Anschl.) Wenn sich drei Kreise zu zwei berihren,
so gehen die in den Beruhrungspunkten auf den zugehorigen
Centralen errichteten Lothe durch denselben Punkt: die Be-
rihrung mag von Aussen oder theilweise von Innen stattfinden.

35. (Anschl.) Um die Ecken eines Dreiecks als Mittel-
punkte sind Kreise mit beliebigen Radien construirt, welche sich
zu zwei durchschneiden: zu beweisen, dass die gemeinschaftlichen
Sehnen dieser Kreise durch denselben Punkt gehen. (Wenn
sich die Kreise nicht durchschneiden, so treten an Stelle der
gemeinschaftlichen Sehnen die Linien der gleichen Potenzen.)

36. Ueber den Seiten des Dreiecks ABC seien (nach
Aussen hin) die Dreiecke BAC, CBA, AC B errichtet, und
zwar so dass

Al el (s on s BUs e Bl h Ol e B s 0
ist: “es soll bewiesen werden, dass die von 4, B,, C, auf die
Seiten BC, CA, AB des gegebenen Dreiecks gefallten Lothe durch
denselben Punkt P, gehen. (Netz des Tetraeders, Fusspunkt
der Hohe.)

37. (Anschl.) Welche Lage hat der Punkt P,, wenn
ay® + a® =10, + b*=¢,* 4 ¢* ist?

38. (Anschl.) Welche Lage hat der Punkt P,, wenn die
ausseren Dreiecke (Aufg. 36) dem inneren congruent sind, und
T P B e S

39. Die Seiten BC, CA, AB des Dreiecks AB(C sind auf
einander folgend durch die Punkte A4,, B,, C, im Verhaltniss
von A:p getheilt und in den Theilpunkten sind Lothe errichtet:
wie verhalten sich die Seiten des durch diese Lothe gebildeten
Dreiecks zu den entsprechenden Seiten des gegebenen, wenn
die Winkel des Dreiecks ABC gegeben sind?
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40. Wie Aufg. 39; jedoch sollen die Theilungspunkte 4,,
B,, C, durch die ihnen conjugirt harmonischen Punkte 4,, B,, C,
auf den zugehorigen Seiten ersetzt werden.

41. Einem Dreieck ABC ist ein zweites 4,B,C, eingezeichnet,
dessen Seiten auf denen des ersteren senkrecht stehen: in welchem
Verhaltniss werden durch die Ecken 4,, B,, C, des letateren
die Seiten BC, CA, AB getheilt?

42. Durch drei Punkte einer geraden Linie L, M, N
sind drei gerade Linien gezogen, welche mit ihr bezuglich die
‘Winkel

(LB, LM)=1, (MC, MN) = u, (NA, NL)=y
bilden: ferner seien gegeben

MN=I!, NL=m, LM =mn,
l+m—+n=0:

durch I, m, m, A, p, v auszudricken die Seiten BC = a,
CA =0, AB=c des durch die drei Linien gebildeten Dreiecks,
sowie den Inhalt dieses Dreiecks.

43. (Anschl.) Welche geometrische Bedeutung hat in Aufg, 42
der Ausdruck

l-cos(u+v—2A)4m cos(w+4 4 —p)4n-cos(A+ p—»)?

44. (Anschl.)) Die Bedingung anzugeben dafir, dass die
drei durch L, M, N gezogenen Linien durch denselben Punkt
gehen.

45. Durch die Eckpunkte A, B, C eines Dreiecks sind die
geraden Linien A4,, BB, CC, gezogen, welche die Dreiecks-
winkel beziiglich in die Sticke e; und a,, $, und f,, y, und y,
theilen, so dass

e t+a=ua i+ B=248 rit+r.=r:
die Abschnitte der Seiten zu bestimmen.

46. (Anschl.) Wenn die Linien A4,, BB,, CC, bei ihrer
Durchschneidung das Dreieck 4 B C, bilden, wo 4, der Schnitt-
punkt ist von BB, und CC; u. s. w., so soll der Werth des
Verhiltnisses 4B, ; BC, - CA,

AC, - B4, - CB,
durch die Winkel e, @,, £, 85, 74 7, bestimmt werden.

47. (Anschl.) Wie Aufg. 46; jedoch soll der Werth des
Verhiltnisses i oA, By ByCyl~Ged,

4,C, B, CB,

so dass

bestimmt werden.
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48. (Anschl.) Die Seiten des Dreiecks 4,B,C, darzustellen.

49. (Anschl.) Welche geometrische Bedeutung kommt dem

Ausdruck zu:
cosA,-sin (8, yp) -+ cos By-sin (y,+a,) 4 cos Oy -sin (e, +8,)?

50. (Anschl. an Aufg. 45). Die Verhaltnisse darzustellen

der Dreiecke
AB1C'l el BC’IAl U CAlBl = 0

zu dem gegebenen Dreieck ABC =4 vermittelst der Winkel
Ay, By, Cp, ey By 715 @ By 7o

51. (Anschl.) Das Verhiltniss der beiden Dreiecke 4,B,C,—,
und ABC durch Vermittelung derselben Winkel darzustellen.

52. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den Winkeln
@y, Oy, 4. P, V15 7, statt, wenn die Schnittpunkte 4,, B,, C,
auf einer geraden Linie liegen sollen?

§ 34. Die besonderen Punkte des Dreiecks.

1. In welchem Verhiltniss werden durch die (verlingerten)
Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit dem Mittel-
punkte des umschriebenen Kreises die Gegenseiten getheilt?

2. (Anschl.) Sind 4,, B,, C, die Theilpunkte, so sollen
die Eckdreiecke B,AC,, C,BA,, A,CB, und das Mitteldreieck
A,B,C; durch das Dreieck ABC und die Winkel e, £, y be-
stimmt werden.

3. (Anschl.) In welchem Verhiltniss werden durch den
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises die Linien 44,, BB, CC,
getheilt?

4. (Anschl) Wie lang sind die Linien 44,, BB,, CC, und
ihre Verlingerung uber die Gegenseite bis zur Peripherie des
umschriebenen Kreises, und die Verbindungslinien der den Eck-
punkten A, B, C entgegengesetzten Endpunkte der Durchmesser
des umschriebenen Kreises mit den Eckpunkten?

5. Die Halbirungslinien der Innenwinkel eines Dreiecks
bis zur Gegenseite zu bestimmen, so wie das Verhaltniss ihrer
Abschnitte durch den inneren Beruhrungskreis, wenn 7 und die’
Winkel des Dreiecks gegeben sind. (Vergl.§37, Aufg. 31—33).

6. Wie Aufg. 5; jedoch sollen die Halbirungslinien der
Innenwinkel bis zu dem auf ihnen liegenden Mittelpunkte emes
dusseren Beruhrungskreises bestimmt werden.
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7. Wie Aufg. 5; jedoch sollen die Halbirungslinien der
Aussenwinkel bis zur Gegenseite, sowie das Verhiltniss ihrer
durch .die Mittelpunkte der dusseren Berihrungskreise bestimmten
Abschnitte dargestellt werden.

8. Wie Aufg. 5; jedoch sollen die Verbindungslinien der
Mittelpunkte N, N,, N,, N, der vier Berihrungskreise be-
stimmt werden,

9. (Anschl.) Die Radien zu bestimmen der vier Kreise,
welche den durch die Mittelpunkte der vier Beruhrungskreise
N, N,, Ny, N, als Eckpunkte bestimmten Dreiecken um-
schrieben sind.

10. (Anschl) Zu beweisen, dass die Radien der um-
schriebenen Kreise der drei durch je zwei obere Hohenabschnitte
und eine Seite gebildeten Dreiecke gleich sind dem Radius des
dem gegebenen Dreieck selbst umschriebenen Kreises und doppelt
so gross sind als der Radius des dem Fusspunktsdreieck um-
schriebenen Kreises,

11. (Anschl. an Aufg. 5.) Den Inhalt zu bestimmen des-
jenigen Dreiecks, dessen Ecken die Schnittpunkte sind der inneren
Halbirungslinien der Winkel des Dreiecks ABC mit den Gegen-
seiten A,, B,, C,.

12. (Anschl. an Aufg. 7.) Den Inhalt zu bestimmen des
Dreiecks 4,B,C,, dessen Ecken die Schnittpunkte sind der inneren
Halbirungslinie des Winkels A mit der Seite @ und der Halbirungs-
linien der Aussenwinkel B und € mit & und ec.

13. (Anschl) Die Inhalte zu bestimmen derjenigen Drei-
ecke, welche den Mittelpunkt eines der vier Beriihrungskreise
und zwei Ecken des Dreiecks zu Eckpunkten haben.

14. (Anschl.) Die Inhalte zu bestimmen derjenigen vier
Dreiecke, welche die Mittelpunkte der Berlihrungskreise zu
Eckpunkten haben: gegeben der Inhalt & und die Winkel des
Dreiecks.

15. Die Inhalte zu bestimmen derjenigen Dreiecke, welche
durch zwei Berthrungspunkte des inneren Beruhrungskreises und
einen Eckpunkt des gegebenen Dreiecks, beziiglich durch alle
drei Bertubrungspunkte als Eckpunkte bestimmt werden.

16. Die analoge Aufgabe fir einen der iHusseren Be-
rithrungskreise.

17. Das Verhiltniss darzustellen der Radien der vier

Beriihrungskreise eines Dreiecks zum Radius des umschriebenen
Kreises.

Hermes, trigon, Aufgaben. 9
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130 Cap. II. D. Transversalentheorie. § 34.

18. Zu beweisen, dass die Summe der Radien der drei
dusseren Beruhrungskreise gleich ist der Summe aus dem dop-
pelten Durchmesser des umschriebenen Kreises und dem -Radius
des inneren Bertihrungskreises.

19. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Summe der drei
Dreiecke, welche die Beruhrungspunkte der dusseren Beruhrungs-
kreise zu Eckpunkten haben (Aufg. 16), gleich ist der Summe
aus dem durch die Beruhrungspunkte des inneren Berthrungs-
kreises mit den Seiten als Ecken bestimmten Dreieck (Aufg. 15)
und dem doppelten Inhalt des Dreiecks selbst.

20. (Anschl.) Bei einem rechtwinkligen Dreieck ist das
Dreieck, dessen Ecken die Beruhrungspunkte sind des die
Hypotenuse von Aussen berihrenden Kreises, gleich der Summe
der drei Dreiecke, welche die Beriihrungspunkte der die Katheten
von Aussen beriihrenden Kreise und die des inneren Berihrungs-
kreises zu Ecken haben.

21. Der Mittelpunkt des inneren Beriihrungskreises IV sei mit
den Ecken des Dreiecks ABC verbunden: es sollen die Radien
Tay T3, 7o der den Dreiecken BCN, CAN, ABN umschricbenen
Kreise durch 7 und die Winkel des Dreiecks ABC bestimmt werden.

22. (Anschl.)) Das Produkt der Radien der drei den Drei-
ecken BCN, CAN, AB N umschriebenen Kreise durch die Radien
r und @ des Dreiecks selbst auszudricken.

23. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Produkte

AN - rq=BN + 1, = CN - r,=2rp.

24. Den Inhalt zu bestimmen derjenigen vier Dreiecke,
welche .durch die Fusspunkte der Hohen zu zwei und einen
Eckpunkt des gegebenen Dreiecks, sowie durch die drei Fuss-
punkte selbst als Eckpunkte bestimmt werden.

25. (Anschl.) Den Umfang $, zu bestimmen des Fuss-
punktsdreiecks; — zu beweisen, dass die Proportion stattfindet
8,:8==p:7; ebenso dass 8,4 =h,.h,-h,.

26. (Anschl) Den Radius g, des inneren Beriihrungs-
kreises des Fusspunktsdreiecks 4,B,C, durch » und die Winkel
des gegebenen Dreiecks auszudriicken.

27. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Summe der Quadrate
der Seiten eines Dreiecks gleich ist 4r (2r 4 o,), wo g, die in
Aufg. 26 angegebene Bedeutung hat.

27a. (Anschl.) Ebenso, dass die Summe der Quadrate
der Radien der vier Berihrungskreise eines Dreiecks gleich ist

4r (2r — o,)-
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Die besonderen Punkte des Dreiecks. 131

28. Ist H, der Schnittpunkt der drei Hohen eines Dreiecks,
so ist zu beweisen, dass

a. AH, + BH, + CH,=2 (r+}o).

b. AH?, + BH?, + CH? ;= 4r (r — o).

¢. AH,-A H,= BH,- B,H,= CH, - C,H,= 2r - g,.

d. 4H, - BH,- CHy= 4r* o,.

e. 4,H,-BH,.CH,=2r-9%, wo g, den Radius des
inneren Berihrungskreises des Fusspunktsdreiecks 4,B,C, be-
deutet (Aufg. 26).

29. Sind MAs =y MB, =y, Mmc, == p, die Lothe, vom
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises auf die Dreiecksseiten
und 7./, 7', 7.' die Radien der den Dreiecken BMC, CMA, AMB
beziiglich umschriebenen Kreise, so ist zu beweisen, dass
Pat 0o+ pe=7+ o
Pl Pt pli=r(r—og,) (Aufg. 26).

2o Poepo=1> g, (Vergl. Aufg. 28d.)

s
Ta’ -pa=7'b' -pb='rc' 'pc=§.
v VAH = ry\ \BH;=17," CH /=12 (Aufg, 2B).

S moeTs

30. Zu beweisen, dass zwischen der Centrale d des um-
schriebenen und des inneren Bertuhrungskreises und den Radien
r und @ dieser beiden Kreise die Beziehung stattfindet:

d* =r* — 2rp.

31. (Anschl.) Sind d,, d,, d, beziglich die Centralen der
drei dusseren Bertuhrungskreise und des umschriebenen Kreises,
zu beweisen, dass a. d,* =7% 4 2rg,, u. s. w.

b. & 4+ d,® + d? + d* = 12",

32. Wird durch H, der Hohenschnittpunkt, durch M der
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises, durch NV der des inneren
Berihrungskreises, durch g, der Radius des inneren Berithrungs-
kreises fir das Fusspunktsdreieck (Aufg. 26) bezeichnet, zu be-
weisen, dass & H N2=2¢%—29,r; b. HM?=1r>— 4¢,r.

33. Der Schwerpunkt (Durchschnittspunkt der drei Mittel-
linien) M, eines Dreiecks liegt auf der Verbindungslinie des
Mittelpunktes M des umschriebenen Kreises und des Hohen-
schnittpunktes und zwar so, dass MM,: M H,=1:2.

34. (Anschl.) Zu beweisen, dass

MN? =7 (2r + ¢) — e (2r — ))

*) Die Aufgaben 32 — 34 und die Mehrzahl der vorhergehenden
Aufgaben dieses Paragraphen riihren von Feuerbach (Eigenschaften
einiger merkwiirdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks u, s. w. 1822) her.

9*
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132 Cap. II. D. Transversalentheorie. §§ 34, 35.

35. Welche trigonometrische Beziehung findet zwischen den
Winkeln statt, welche die drei Mittellinien eines Dreiecks mit
den Gegenseiten bilden?

36. Die Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC sind im
Cyklus aufeinanderfolgend durch die Punkte 4,, B,, C; im Ver-
haltniss von B;:74, 71:@y, e,:f, getheilt: welche Beziehung
findet zwischen den Winkeln statt, welche die Verbindungslinien
AA,, BB,, CC, beziglich mit den Wechselabschnitten der Seiten
BC, CA, AB bilden?

37. Die Winkel des Dreiecks ABC sind durch die Linien
AA,, BB,, CC, derartig getheilt, dass die Sinus der Theilwinkel
der Reihe nach im Cyklus sich verhalten wie sin f, :siny,,
sin y, :sin e, sin e, :sin B,: den Inhalt des Dreiecks 4,B,C,
darzustellen.

! 88. (Satz von Gauss*) iiber die merkwiirdigen Punkte
eines Dreiecks.) Man nehme auf den Mittellinien 44,, BB, CC,
(yvorwirts oder ruckwirts verlingert, wenn es nothig ist“)
von A, B, C ab gezahlt Sticke A4,, BB,, CC,, welche jenen
respective proportional sind, so dass also
AAy=4-AA, B,B,=A-BB,, C,C,=4-CC,,

wo A negativ ist, wenn die Punkte 4,, B,, C, auf den iiber die
Gegenseite verlingerten Mittellinien liegen, so gehen die von
A;, B,, C, beziglich auf BC, CA, AB gefillten Lothe durch
denselben Punkt P,. (Welche Bedeutung hat dieser Punkt P, fiir
die besonderen Werthe A=1, A=1Y, 1=02)

39. (Verallgemeinerung). Der Gauss’sche Satz lasst sich,
wie folgt, aussprechen: Wenn man vom Mittelpunkt des
umschriebenen Kreises Lothe auf die Seiten eines Dreiecks
fallt und auf den Verbindungslinien 44,, BB,, CC, der Ecken mit
den Fusspunkten dieser Lothe die Sticke 44,, BB,, CC, annimmt
u. 8. w. Es soll der folgende allgemeinere Satz bewiesen werden:

Wenn man von einem beliebigen Punkte P, der Ebene
Lothe fillt auf die Seiten eines Dreiecks und die Fusspunkte
A,, B,, C, mit den Gegenecken A, B, C verbindet, ferner auf
AA,, BB,, CC, Punkte 4,, B,, C, bestimmt, so dass

AAy=A-44;, BB,=—4-BB,, C,C,=A- CC,,
so gehen die von 4,, B,, C, auf BC, CA, AB gefillten Lothe
durch denselben Punkt P,, welchen positiven oder negativen
(vergl. Aufg. 38) Werth 4 auch haben mag.
#) Mitgetheilt durch Schumacher 1810 in seiner Uebersetzung der

Géométrie de position von Carnot. Sieche auch C. Fr. Gauss Werke,
Bd. IV pag. 393—396.
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40. (Hilfsaufgabe.) Gegeben zwei beliebige begrenzte
gerade Linien 4,4,, B,B,: dieselben seien beziglich durch die
Punkte 4; und By in gleichem Verhiltniss getheilt, so dass also

4 Ay=— 254 A und ‘B By =44 B.B,,
so durchschneiden sich bei verschiedenen Werthen von 4 die in
den zugehorigen Punkten A; und By auf 4,4, und BB, errichteten
Lothe in Punkten einer geraden Linie. (An Stelle der in den
Punkten 4 und B errichteten Lothe konnen auch Systeme von
parallelen Linien treten.)

41. (Anschl. an Aufg. 39). Der Schnittpunkt P, der von
den Punkten 4,, B,, C, auf die Seiten BC, C4, AB gefillten
Lothe liegt auf der Verbindungslinie des Punktes P, mit dem
Hohenschnittpunkte P, oder H,.

Cap. IIL

Angewandte Aufgaben.

§ 35. Bestimmung grosster und kleinster Werthe.

1. Welches von allen Dreiecken, in denen zwei Seiten
gegebene Werthe haben, hat den grossten Inhalt?

2. (Anschl.) Von allen Parallelogrammen mit gegebenen Dia-
gonalen dasjenige zu bestimmen, welches den grossten Inhalt hat.

3. (Anschl.) Von allen Vierecken mit gegebenen Diagonalen
dasjenige zu bestimmen, dessen Inhalt moglichst gross ist.

4. Fir welchen Werth von # wird der Ausdruck sinz - cosz
ein Maximal-, beziglich ein Minimalwerth?

5. Von allen iber derselben Hypotenuse beschriebenen
Dreiecken dasjenige zu bestimmen, welches den grossten Um-
fang hat.

6. Einem Kreise mit gegebenem Radius ein méglichst
grosses Rechteck einzuschreiben.

7. Fir welchen Werth von # wird der Ausdruck sina” - cos 2"
moglichst gross?
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134 Cap. III. Angewandte Aufgaben. § 35.

8. Unter allen rechtwinkligen Dreiecken, welche dieselbe
Hohe (zur Hypotenuse) haben, dasjenige zu bestimmen, welches
die kleinste Kathetensumme, beziiglich den kleinsten Inhalt besitzt.

9. Einem Quadrat ein moglichst grosses gleichschenkliges
Dreieck in der Weise einzuzeichnen, dass die Spitze desselben
in einer Ecke des Quadrates, die Endpunkte der Basis auf den

Gegenseiten liegen.
10. Welches ist der grosste Werth des Ausdrucks
a sin  + b cos #?

11. (Anschl.) Durch den Scheitelpunkt des rechten Winkels
eines rechtwinkligen Dreiecks eine gerade Linie zu ziehen von
der Art, dass die Summe der Projektionen beider Katheten auf
sie moglichst gross wird.

12. (Allgemeiner.) Durch einen Eckpunkt eines Dreiecks
eine gerade Linie zu ziehen von der Art, dass die Summe der
Projektionen der beiden anderen Seiten auf sie moglichst
gross wird.

13. Fir welchen Werth von @ erhalt der Ausdruck

atge + betgx
seinen kleinsten Werth, und wie gross ist dieser?

14. (Anschl.) Durch einen Eckpunkt A eines Rechtecks
eine gerade Linie zu ziehen, welche von den Gegenseiten Sticke
abschneidet, die von den in A zusammenstossenden Seiten aus
gerechnet, eine moglichst kleine Summe ergeben.

15. Fir welchen Werth des Verhiltnisses
der Ausdruck

erreicht

asinz | bsiny

sin y X

sin @
seinen kleinsten Werth?

16. (Anschl.) Wie Aufgabe 14; jedoch soll das Rechteck
durch ein Parallelogramm ersetzt werden.

17. Fir welchen Werth von # wird der Ausdruck
v cos & — sin &
cos & + sin &
ein Maximum oder Minimum?

18. Fur welchen Werth von 2 wird der Ausdruck
sin 4 cos # 4 2 sin 22

ein Maximum ?
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19. (Anschl.) Ueber einer gegebenen geraden Linie ein
rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, in welchem die Summe der
beiden Katheten und des Lothes auf die Hypotenuse moglichst
gross ist.

20. Einen gegebenen Winkel @ in zwei Theile zu theilen,
fir welche die Summe der Sinus moglichst gross wird.

21. Einen gegebenen Winkel @ als Peripheriewinkel in
einen Kreis einzutragen, so dass die Summe der ihn einschliessenden
Sehnen moglichst gross wird.

22. Einen gegebenen Winkel & in zwei Theile zu theilen,
fur welche die Summe der Tangenten moglichst klein ist.

23. Wie Aufg. 22; jedoch soll das Produkt der Tangenten
der Theile des Winkels e moglichst gross sein.

24. (Anschl.)) Einem Kreise mit dem Radius ¢ ist ein
Dreieck umgeschrieben, von welchem ein Winkel gegeben ist:
wie gross mussen die beiden anderen Winkel sein, wenn das
Dreieck einen moglichst kleinen Umfang (und demnach auch
moglichst kleinen Inhalt) haben soll?

25. (Anschl.) Einem gegebenen Kreise ein moglichst kleines
Dreieck umzuschreiben.

26. Einem gegebenen Kreise ein mdglichst grosses Dreieck
einzuzeichnen.

27. Einem gegebenen Halbkreise ist ein Dreieck derartig
umzuschreiben, dass eine Seite desselben den Durchmesser ent-
hilt: die Winkel zu bestimmen, damit der Inhalt des Dreiecks
moglichst klein ist. (Vergl. Aufg. 46).

28. Fir welchen Werth von # wird der Ausdruck

cos 2% + a® - sin 22
moglichst gross?

29. Ein Sechseck besteht aus einem Rechteck mit den
Diagonalen d und zwei auf zwei Gegenseiten des letzteren als
Diagonalen aufgesetzten halben Quadraten: den Winkel der beiden
Diagonalen @ zu bestimmen, damit der Inhalt des Sechsecks
moglichst gross ist.

30. Den Winkel « in zwei Theile zu zerlegen, fir welche
die Summe der reciproken Werthe der Sinus ein Minimum wird.

31. (Anschl.)) Die Winkel eines Vierecks zu bestimmen,
welches centrisch ist in Beziehung auf Seiten und Winkel und
moglichst klein sein soll, wenn der Radius des eingeschriebenen
Kreises gegeben ist.

32. Einem Kreise mit dem Radius ¢ ist ein moglichst
kleines Viereck umzuschreiben, von welchem ein Winkel gleich «
gegeben ist und dem sich zugleich ein Kreis umschreiben lasst.
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136 Cap. III. Angewandte Aufgaben. §§ 35, 36.

33. (Anschl.)) Das umschriebene Viereck soll ein Maximum
werden, wenn der eingeschriebene Kreis mit dem Radius ¢ zwei
Seiten desselben von Aussen beruhrt.

34. Einem Kreise mit dem Radius g ist ein Viereck um-
geschrieben, von welchem zwei Winkel gleich @ und 8 gegeben
sind: die beiden fehlenden Winkel zu bestimmen, wenn das
Viereck moglichst klein sein soll.

35. Von einem Viereck, welches centrisch in Beziehung
auf Seiten und Ecken ist, und von welchem ein Winkel gleich e
gegeben ist: die tbrigen Winkel zu bestimmen, so dass das
Viereck bei gegebenem Umfange moglichst klein ist.

36. Unter welcher Bedingung hat ein Viereck, von welchem
die Seiten gegeben sind, einen moglichst grossen Inhalt?

37. Die nicht parallelen Seiten eines Trapezes, welches
einem Kreise mit dem Radius 7 eingeschrieben ist, durchschneiden
sich hinreichend verlingert unter dem Winkel 2¢: den zu den
nicht parallelen Seiten gehorigen Centriwinkel zu bestimmen,
wenn das Trapez moglichst gross sein soll, und den Inhalt dieses
Trapezes.

38. Wie Aufg. 37; jedoch soll der Umfang des Trapezes
moglichst gross sein und alsdann berechnet werden.

39. Einem Kreisausschnitt BAC, der zum Centriwinkel «
gehort, ist ein Rechteck einzuschreiben von moglichst grossem
Inhalt, von welchem ein Eckpunkt P auf dem Bogen BC liegen
soll: den zum Bogen BP gehérigen Centriwinkel zu bestimmen.

40. Wie Aufg. 39; jedoch soll der Umfang des Rechtecks
moglichst gross sein.

41. Wie Aufg. 39; jedoch sollen zwei Eckpunkte P und Q
des einzuschreibenden Rechtecks auf dem Bogen BC liegen.

42. Wie Aufg. 40 ; jedoch sollen zwei Eckpunkte P und Q
des einzuschreibenden Rechtecks auf dem Bogen BC liegen.

43. Einem Dreieck ABC ein zweites moglichst kleines
Dreieck A,B,C, einzuzeichnen, wenn die Lage des Eckpunktes
A, auf BC und der Winkel BA,C, gleich e; gegeben sind;
BA, = ¢, CAy=10,, wo b; + ¢;,=ua ist.

44. Auf einer von zwei sich durchschneidenden Linien
einen Punkt P derartig zu bestimmen, dass von ihm aus zwei
auf der zweiten Linie gegebene Punkte 4 und B maglichst entfernt
von einander erscheinen. (Vergl. § 37, Aufg. 69.)

45. TFir welchen Werth von @ wird der Ausdruck

a sin @ - b sin 22
moglichst gross?
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46. (Anschl) Einem Kreise vom Radius # ist ein Sechseck
eingeschrieben, welches aus einem Rechteck und zwei iber den
Gegenseiten construirten gleichschenkligen Dreiecken besteht:
unter welcher Bedingung ist das Sechseck moglichst gross?
(Vergl. Aufg. 27.)

47. Fir welchen Werth von # wird der Ausdruck

tg @ 4 ctg—';-
ein Minimum?

48. (Anschl.) Welches der einem Kreise umschriebenen
gleichschenkligen Dreiecke hat die kleinsten Schenkel?

49. Von einem Trapez, in welchem drei Seiten einander
gleich sind, ist die vierte Seite gleich @ gegeben: die ihr an-
liegenden Winkel derartig zu bestimmen, dass das Trapez mog-
lichst gross wird.

50. Von einem Trapez sind die kleinere der parallelen
Seiten gleich ¢ und die nicht parallelen Seiten gleich b gegeben:
unter welcher Bedingung ist das Trapez moglichst gross?

51. Fir welchen Werth von # wird der Ausdruck

sin e - cos @ -} sin §
sin @

moglichst klein?

52. (Anschl.) Durch einen innerhalb eines Winkels 4 von
gegebener Grosse @ gegebenen Punkt P eine gerade Linie BC
zu ziehen, so dass der Umfang des Dreiecks moglichst klein wird.

b3. Zwei verinderliche Winkel ¢ und £ sind unter ein-
ander und mit zwei anderen gegebenen Winkeln y und y, ver-
bunden durch die Gleichung

sin @® 4 2 sin @« sin § - cos y -} sin % = sin y,*:
welche weitere Beziehung muss zwischen « und @ statthaben,
wenn @ -+  moglichst klein sein soll? Vorausgesetzt ist noch,
das y und 7, kleiner als 90° sind und y < y,.

§ 36. Cubische Probleme.
(Vergl. § 15.)

1. Die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks zu bestimmen,
von welchem das Verhiltniss 4 des Lothes auf die Hypotenuse
zur Summe der Hypotenuse und der einen Kathete gegeben ist.
(Spezieller Fall 4=10,3.)

2. Von einem Dreieck gegeben die Verhiltnisse zweier
Seiten zum Radius des inneren Berihrungskreises: den von den
beiden Seiten eingeschlossenen Winkel zu bestimmen.
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3. Wie Aufg. 2; jedoch sollen die Verhaltnisse zweier
Seiten zu dem Radius des der Gegenseite zugehorigen dusseren
Beriihrungskreises gegeben sein.

4. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, von welchem
die Verhaltnisse zweier Seiten zu dem Radius des einer von
ihnen zugehorigen dusseren Beruhrungskreises gegeben sind.

5. Gegeben das Verhiltniss der Summe zweier Seiten eines
Dreiecks und das des Radius des inneren Berihrungskreises zum
Radius des umschriebenen Kreises: den von den beiden ersten
Seiten eingeschlossenen Winkel zu bestimmen.

6. Wie Aufg. 5; jedoch sind die Verhiltnisse der Differenz
zweier Seiten und des Radius des einer derselben zugehorigen
ausseren Beruhrungskreises zum Radius des umschriebenen Kreises
gegeben.

7. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, in welchem
die Verhaltnisse des Umfanges zum Radius des umschriebenen
Kreises und dem des inneren Beruhrungskreises gegeben sind.
(Spezieller Fall s:7:0=128:65:12.)

8. Wie Aufg. 7; jedoch sollen die Verhaltnisse einer
Seitenergiinzung (s—a) zum Radius des zugehdrigen Ausseren
Berithrungskreises (¢,) und zum Radius des umschriebenen Kreises
gegeben sein.

9. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, in welchem
die oberen Abschnitte der drei Hohen sich wie 4 : w : » verhalten.
(Spezieller Fall: A=1, p=2, »=3.)

10. (Anschl.) Von den vier Seiten eines Kreissehnenvierecks
sind drei gleich a, b, ¢ gegeben, wihrend die vierte ein Durch-
messer des Kreises sein soll: die letztere zu berechnen.

11. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, in welchem
das Verhaltniss der Sinus ihrer Hilften gegeben ist

sin—% :sing— :sin%:l:p:v.

12. Wie Aufg. 11; jedoch ist das Verhiltniss der Sinus
zweier Winkel zum Cosinus des dritten gegeben:

sin@:sinf:cosy=424:p:».

13. (Anschl.) TUeber dem Durchmesser eines Kreises als
Seite ist demselben ein Viereck einzuschreiben, von welchem
zwei Seiten @ und b und die Entfernung der dritten Seite vom
Mittelpunkt des Kreises ¢ gegeben sind.
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Cubische Probleme. 139

14. TUeber einer beliebig gegebenen Linie @ als Basis ist
ein gleichseitiges Fiunfeck gezeichnet, dessen an @ anliegende
Winkel als Basiswinkel bezeichnet werden mogen: die Basis-
winkel zu bestimmen, wenn die drei ubrigen Winkel des Finfecks
einander gleich sein sollen. (Vergl. § 37, Aufg. 44.)

15. Ein Dreieck zu bestimmen, in welchem die Seiten
a, b, ¢ und A, (Loth auf ¢) eine arithmetische Reihe bilden.

16. Gegeben ein Kreis, eine Tangente T' und eine gerade
Linie L: es soll eine zweite Tangente an den Kreis gelegt
werden, deren Abschnitt zwischen T und L eine gegebene
Lange o hat. Gegeben das Loth vom Mittelpunkt des Kreises
auf L gleich d, der Winkel (7', L)= a und der Radius 7.
(Spezielle Annahme r=1, a=3, a=230° d=2.)

17. Wie Aufg. 16; jedoch soll der Kreis durch die gesuchte
Tangente von Aussen berithrt werden.

18. (Anschl. an Aufg. 16.) Gegeben ein Kreis und zwei
Tangenten: es soll eine dritte Tangente an den Kreis gelegt
werden, welche ihn von Innen bertihrt und von gegebener Lange
ist; d. i. die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, von welchem
ein Winkel, die Gegenseite und der Radius des dieser Seite
zugehorigen dusseren Beruhrungskreises gegeben sind:

oy y Qa

19. Die Abschnitte der Diagonalen eines Vierecks im Kreise
verhalten sich wie 4:w:4,:u,;, wo 4 und 4, der einen, w und p,
der zweiten Diagonale zugehoren: den Winkel der beiden
Diagonalen zu bestimmen.

20. Von einem gleichschenkligen Dreieck gegeben das
Verhiltniss der Halbirungslinie eines Basiswinkels zur Gegen-
seite gleich A: zu bestimmen das Verhiltniss der Basis zu den
gleichen Seiten. (Besonderer Fall 4= 1.)

Zur Kreistheilung.

Anhang. Aufg. 21 — 24. (Die Winkel sind ersetzt durch
die zum Radius 1 gehorigen Bogen.)
7
5 T

22. Zurickfihrung der Berechnung von cos - auf eine
cubische Gleichung.

21. Bestimmung von cos — durch eine quadratische Gleichung.

23. Zuruckfihrung der Berechnung von cos % auf eine
cubische und quadratische Gleichungen.

24. Zurickfihrung der Berechnung von cos% auf qua-
dratische Gleichungen.
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§ 37. Vermischte Aufgaben.

1. Gegeben die Winkel & und §, einen Winkel & (beziiglich
y oder z) zu bestimmen, dessen Sinus (beziiglich Cosinus oder
Tangens) das arithmetische Mittel ist der Sinus (beziiglich der
Cosinus oder der Tangenten) der gegebenen Winkel. Gegeben
o ==0778,9'; §=7052°511".

2. Wie Aufg. 1; jedoch soll an Stelle des arithmetischen
Mittels das geometrische Mittel treten.

3. Wie Aufg. 1; jedoch soll an Stelle des arithmetischen
Mittels das harmonische Mittel (d. i. das arithmetische Mittel
der umgekehrten Werthe) treten.

4. Zwei Winkel @ und 8 sind bestimmt durch die Gleichungen

asin y b sin y ¥
acosy -+ b a-+ beosy’
wie gross ist der Winkel e 4 §?
H. (Anschl) Zwei Winkel @ und 8 sind bestimmt durch

die Gleichungen:
tg o=

tg = und tgf=

b—acosy
wie gross ist der Winkel § — a?

6. Welche Beziehung besteht zwischen den Cosinus der
Winkel 4, w, 7, welche die Verbindungslinien der Eckpunkte
eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte P der Ebene des-
selben mit einander bilden?

7. (Vergl. § 6, Aufg. 1.) Die Summe

sin 4 4 sin w - sin ¥ 4 sin @
unter der Voraussetzung, dass 4+ p + v+ o =27(=360°) ist, in
ein Produkt zu verwandeln und aus diesem durch besondere An-
nahmen fir die Winkel 4, w, ¥, @ abzuleiten die Produkt-
entwickelungen, soweit sich dieselben ausfihren lassen, fir die
Summen von Funktionen der Winkel @, f, y eines
Dreiecks

a. sin & -} sin B 4 sin y. b. sin 2¢ - sin 28 - sin 2y.
¢. sin —;— - sin g ~+ sin % d. sin @ -} sin § —sin y.

e. sin 2 -} sin 28 — sin 2p. f. sin —;— -} sin g -+ cos —)2:
g. cos & -+ cos B + cos y. h. cos 2¢ - cos 288 -} sin 2y.
- cos%+cos—2——cos—;—. k. cos @ 4 cos § — sin 7.
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L. sin &® + sin 2 4 sin 2. m. sin e -} sin 2 — sin y2
2 2 2
n. cos 2a® -+ cos 23* — sin 272, 0. cos % —+ cos % — cos Z2—

Aufg. 8—12 (Eliminationsaufgabe von Lagrange).
8. Die Summe darzustellen der Reihe ooy
sin @® -+ sin 2e® 4 sin 3e? . . . 4 sin (n — 1) a®> = = sin ka?,

mi E=%
fur den Werth &= (Vergl. § 7, Aufg. 21.)

9. Die Summe darzustellen der Reihe
sinpy - singy -+ sin 2py -sin2qy . . 4-sin(n — 1)py-sin(n—1) gy=
k=n—1
= X sin kpy - sin kqy.
k=1
wo p und g positive ganze Zahlen und y = 2, fur die beiden
Annahmen p=¢ und p=gq. »

10. (Anschl.)) Gegeben 7=§: die Werthe der Unbe-

kannten # und y zu bestimmen aus den Gleichungen:
Z+siny -+ y - sin 2y = a,
&+ sin 2y -+ y » sin 4y = 0.

11. (Anschl.) Gegeben y=%: die Werthe der Unbe-

kannten #, ¥, # zu bestimmen aus den Gleichungen:
+siny -+ y - sin 2y + 2 - sin 3y =a,
z sin2y -+ y-sindy 4 z-sin 6y =20,
@+ sin 3y + y - sin 6y -+ 2+ sin 9y =c.

12. (Anschl.) Die Werthe der Unbekannten z,, &y, &;... &,
zu bestimmen aus den Gleichungen:

&, - siny + &, + sin 2y 4+ @4 - sin3y + ...+ Xy -sin  (n—1)y=a,,

Zy+sin 2y + @, + sin 4y + @4 - sinby 4 ...+ 2,1 -8in 2(n—1)y=a,,

w,-sm 3y+.z2 sin 6y+w3 sm9;'-|— +w,,_1 s1n3( )7—a3,

&, sin (n— 1)7 -|- Zy o sm2 (n——-l)r —|-w3 sm3 (n—-l)r 1S

@ + @y -sin (n — 1) y = @y,

WO peSRar ist.
13. Durch einen Kreis vom Radius » werden drei ein-

ander gleiche Kreise umhiillt, welche einander zu zwei berihren:

die Radien der inneren Kreise zu bestimmen.
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142 Cap. III. Angewandte Aufgaben. § 37.

14. (Anschl.) Durch einen Kreis vom Radius » werden
n einander gleiche Kreise umhiillt, welche einander zu zwei
berthren: die Radien 2 dieser inneren Kreise zu berechnen und
den Radius y ihres inneren Berihrungskreises.

15. (Anschl.) Ein System von 7= gleich grossen Kreisen
mit den Radien g, welche sich aufeinanderfolgend zu zwei berthren,
wird von zwei concentrischen Kreisen berthrt: die Radien der-
selben zu bestimmen.

16. Ein Kreis vom Radius » wird durch drei einander
gleiche Kreise, welche sich zu zwei beruhren, von Aussen berthrt:
die Radien dieser Kreise zu bestimmen.

17. Wie Aufg. 16; jedoch sollen an Stelle der drei Be-
rithrungskreise deren n treten.

18. Die Seiten @ eines gleichseitigen Dreiecks werden zu
zwei innerhalb des Dreiecks durch drei Kreise mit den Radien b
berihrt: den Radius & desjenigen Kreises zu bestimmen, welchem
diese drei Kreise umschrieben sind. Wie gross muss b sein,
wenn die vier inneren Kreise einander gleich sein sollen?

19. (Anschl.) Die auf einanderfolgenden Seiten eines regel-
massigen n-Ecks, welches einem Kreise mit dem Radius r ein-
geschrieben ist, werden zu zwei im Inneren des Vielecks durch
gleich grosse Kreise mit dem Radius & berihrt: den Radius @
desjenigen Kreises zu bestimmen, welchem diese 7 Kreise
umschrieben sind.

20. Die (nicht verlingerten) Seiten eines gleichseitigen
Dreiecks mit den Seiten @ sind zu zwei Tangenten von drei gleich-
grossen Kreisen, welche sich zu zwei berihren: die Radien dieser
Kreise zu bestimmen.

21. (Anschl.)) Die Seiten eines regelmissigen n-Ecks sind
zu zwei Tangenten von » gleichgrossen Kreisen, welche sich zu
zwei beruhren: die Radien # dieser Kreise zu bestimmen.

22. (Anschl.) Dem System der n Kreise in Aufg. 21
ist ein neuer Kreis eingeschrieben: den Radius y dieses Kreises
zu bestimmen und anzugeben, fiur welchen Werth von = alle
(n 4 1) Kreise einander gleich sind.

23. Durch die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks, dessen
Seiten gleich ¢ gegeben sind, sind zu zwei gleichgrosse Kreise
mit dem Radius & gelegt: den Radius desjenigen Kreises zu
bestimmen, welcher die drei Kreise von Innen, beziglich von
Aussen berithrt. Welchen Werth hat b, wenn die Kreise durch
denselben Punkt gehen sollen?
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24. Wie Aufg. 23; jedoch soll das gleichseitige Dreieck
durch ein regelmassiges n-Eck ersetzt werden.

25. Gegeben ein Dreieck und ein dem umschriebenen Kreise
concentrischer Kreis K, mit dem Radius 7,: es soll der Radius
eines Kreises bestimmt werden, welcher K, und zwei Seiten des
Dreiecks beruhrt.

26. Wenn durch die Linie 4D der Winkel 4 des Dreiecks
ABC in die beiden Sticke @, und e, getheilt wird, zu beweisen
dass sin 8 « sin @, -} sin y - sin @, = sin @ - sin 0
ist, wo e, B, y die Winkel des Dreiecks, d ein Winkel an D
sind, ferner § und e,, sowie y und @, verschiedenen Dreiecken
angehoren.

27. Ein Winkel eines Dreiecks wird durch eine gerade
Linie so getheilt, dass sich die Sinus der Theile wie die an-
stossenden Seiten verhallen: den Winkel # zu bestimmen der
Theilungslinie mit der dritten Seite, wenn die Winkel des Dreiecks
gegeben sind. - Numerisches Beispiel: e =67°30', g = 60°.

28. Durch die beiden (die innere und aussere) Halbirungs-
linien eines Dreieckswinkels wird auf der Gegenseite ein Stuck
von bestimmter Lange abgegrenzt; dasselbe werde, entsprechend
der zugehorigen Seite, durch d,, d, oder d, bezeichnet: welche
Beziehung findet zwischen den drei Strecken d,, dy, d. statt?

29. Durch das Dreieck ABC, dessen Winkel gegeben seien,
ist eine beliebige Transversale G gelegt, welche mit den Seiten
BC, CA, AB beziiglich Winkel bildet, deren Sinus die Werthe
sin 4, sin w, sin » haben; ferner sind durch die Ecken des Dreiecks
Parallelen gelegt zu G, welche auf den jedesmaligen Gegenseiten
die Schnittpunkte 4,, B,, C, ergeben. Die Verhiltnisse zu be-
stimmen der Abschnitte BA,: CA, u. s. w. der Seiten.

30. (Anschl.) Nachzuweisen, dass wenn man durch die
Eckpunkte eines Dreiecks Linien zieht, welche conjugirt harmonisch
sind zu einer beliebigen Richtung, (zu den Linien A4,, BB,, CC,
von Aufg. 29) die Schnittpunkte dieser Linien mit den zugehorigen
Gegenseiten auf einer geraden Linie liegen.

31. Von einem Dreieck ABC gegeben die Seiten und die
Winkel: das Verhaltniss darzustellen des Produktes der drei
Verbindungslinien des Mittelpunktes N des inneren Berihrungs-
kreises mit den Ecken des Dreiecks zum Produkt der Seiten.
(Vergl. § 34, Aufg. 5.)
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32. (Anschl.) Das Produkt der drei Verbindungslinien
auszudricken durch die Radien des umschriebenen Kreises und
des inneren Beruhrungskreises.

33. (Anschl.) Nachzuweisen, dass die Summe der Quadrate
der drei Verbindungslinien, je mit dem Sinus des Gegenwinkels
des Dreiecks multiplicirt, dem doppelten Inhalt des Dreiecks
gleichkommt.

34. (Anschl.) Welches sind die den Aufg. 31—33 ent-
sprechenden Eigenschaften der Verbindungslinien des Mittel-
punktes IV, des die Seite @ von Aussen beriihrenden Berihrungs-
kreises mit den Ecken des Dreiecks?

35. (Anschl.) Geometrisch nachzuweisen die Richtigkeit
der Formel

[ [
ctg—2—+ctg%+ctg%:ctgé—-ctgg—-ctg-g—,
wenn e, 3, y die Winkel eines Dreiecks sind. (Vergl. § 5, Aufg. 18.)
35a. (Anschl.) Ebenso die der Formel

a b4 o
ctg?——tg—g;—tga-=ctg—2—-tg—g;-tg—g—.

36. Wenn man auf den Radien des einem Dreieck um-
schriebenen Kreises vom Mittelpunkte aus den Radius des inneren
Berithrungskreises abtriigt, so sind die Endpunkte dieser Sticke
die Eckpunkte eines neuen Dreiecks, welches mit dem Héhen-
Fusspunktsdreieck gleichen Umfang hat.

37. Die Ecken eines Dreiecks sind mit einem Punkt in
der Ebene desselben verbunden: den Inhalt des Dreiecks zu
berechnen, wenn die Verbindungslinien a;, b,, ¢, und die Winkel
des Dreiecks gegeben sind.

38. Die Seiten eines Dreiecks werden nach beiden Seiten
hin um ein gleiches Stick verlingert: wie lang muss dasselbe
sein, wenn das durch die Verbindung der Endpunkte der Ver-
lingerungen entstehende Sechseck doppelt so gross sein soll als
das gegebene Dreieck?

39. Einem Rechteck mit den Seiten ¢ und & ist ein
Rhombus eingeschrieben, so dass durch zwei Gegenecken die
Seiten b im Verhiltniss von 4:u getheilt werden: den Inhalt
und die Winkel des Rhombus zu bestimmen. Fur welchen
Werth von 4:p ist der Rhombus moglichst klein?

40. (Anschl.) Einem Rechteck, von dessen Seiten « und & das
Verhiltniss gegeben ist, b=a tg &, ist ein Rhombus eingeschrieben
von gegebenem Umfang (4c¢): den Inhalt desselben zu bestimmen.
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41. (Anschl.) Einem Rhombus, von dessen Diagonalen
das Verhiltniss gegeben ist, b =atgs, ist ein Rechteck um-
schrieben vom Inhalt ¢®: die Seiten desselben zu berechnen.

42. Zwei Griben, von beziiglich 15m Lénge und 12m Breite
durchschneiden sich unter dem Winkel 54°: wie gross sind die
beiden Diagonalen?

43. (Anschl) Unter welchem Winkel miissen sich die
Griben in Aufgz. 42 durchschneiden, wenn von den beiden
Diagonalen die eine doppelt so lang sein soll als die andere?

44. Ueber einer beliebig gegebenen Linie @ als Basis
ist ein gleichseitiges Funfeck gezeichnet, dessen an @ anliegende
Winkel die Basiswinkel heissen mogen., Diese Basiswinkel zu
bestimmen, wenn dieselben gleich dem Gegenwinkel der Basis
sein sollen. (Vergl. § 36, Aufg. 14.)

45. (Anschl.) Ueber der Basis ¢ ist ein Finfeck construirt,
in welchem vier Winkel einander gleich sind, und der finfte
‘Winkel, der Winkel an der Spitze, gleich e gegeben ist. Den
Inhalt des Fiunfecks und die Hohe zur Basis @ zu bestimmen,
wenn die unteren drei Seiten des Finfecks gleich @ gegeben sind.

46. Wie Aufgabe 45; jedoch sollen die beiden oberen
Seiten des Finfecks gleich der Basis a sein.

47. (Anschl.) Zu beweisen, dass sich dem Finfeck in
Aufg. 46 ein Kreis umschreiben lisst: den Radius dieses Kreises
zu bestimmen.

48. (Anschl) Den Inhalt eines Finfecks zu bestimmen,
in welchem vier Winkel einander gleich sind, und das durch drei
erste*) Diagonalen (=a) und zwei Seiten eines regelmissigen
Achtecks gebildet wird.

49. Den Inhalt zu bestimmen eines Finfecks, in welchem
vier Winkel einander gleich sind, und das durch drei Seiten
(=a) und zwei (k— 2)te*) Diagonalen eines regelmassigen
(2k 4+ 1 ==n)-Ecks gebildet wird. — Beispiele: n=>5; n="1.

50. Den Inhalt zu bestimmen eines Finfecks, in welchem
vier Winkel einander gleich sind, und das zu Seiten hat drei
erste Diagonalen (=a) und zwei (2k—4)te*) Diagonalen eines
4k-Ecks, wo 2k =n ist. — Beispiele: n=—=4; =—6; = 8.

5l. Von einem Finfeck sind die fiinf Dreiecke gegeben,
welche durch die Diagonalen vom Finfeck abgeschnitten werden,
gleich 4,, 4,, 4,, 4,, 4: den Inhalt des Fiinfecks zu bestimmen.

*) Siehe die Anm. zu § 31, Aufg. 22.

Hermes, trigon. Aufgaben. 10
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52. Durch die Eckpunkte des Dreiecks ABC sind die
Durchmesser des umschriebenen Kreises A4,, BB,, CC, gezogen:
den Inhalt des Sechsecks AB,CA,BC, zu bestimmen.

53. Der Winkel an der Spitze gleich e« eines gleichschenk-
ligen Dreiecks ist in drei gleiche Theile getheilt: wie verhalten
sich die Abschnitte der Basis zu einander und zur ganzen Basis?

54. Die Basis a eines gleichschenkligen Dreiecks ist in
drei gleiche Theile getheilt und die Theilpunkte sind mit der
Spitze verbunden: die Abschnitte #, 7, # des Winkels an der
Spitze e darzustellen. (Vergl. § 32, Aufg. 23.)

55. Die Seite @ des Dreiecks ABC ist durch die Punkte
D und E in drei gleiche Theile getheilt: wie gross ist der
Winkel DAE, wenn die Winkel #=50° und y = 60° gegeben sind?

56. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse
in drei gleiche Theile getheilt und sind die Theilpunkte mit dem
Scheitelpunkt des rechten Winkels verbunden; der innere Winkel
dieser Verbindungslinien sei gleich e: wie gross sind die beiden
dusseren Winkel? Spezieller Fall: e = 30°.

57. Ueber der geraden Linie BC, welche in drei gleiche
Theile getheilt ist, als Basis ist ein Dreieck construirt und die
Spitze A desselben mit den Theilpunkten verbunden. Den inneren
Winkel dieser Verbindungslinien zu bestimmen, wenn die Differenz
der dusseren dieser Winkel gleich 0 und BA € gleich a gegeben
sind. Spezielle Annahme @ = 60°, d=10°.

58. Der Winkel & des Dreiecks ABC ist in drei gleiche
Theile getheilt: wie verhilt sich der durch die beiden Theillinien
auf B C bestimmte Abschnitt DE zur Seite BC, wenn die Winkel
B =>50° und y =60° gegeben sind?

59. Wie Aufg. 58; jedoch soll nur der Winkel @ gegeben
sein und die Winkel § und y bestimmt werden fur die Veoraus-
setzung, dass BC =4 - D E gegeben sein soll. Spezielle Annahme:
A= 0=T70%

60. Auf der Seite BC des Dreiecks ABC sind zwei Punkte
D und E mit A verbunden und zwar ist BD : CE = AD : AE:
welche Beziehung besteht zwischen den Winkeln BAD = 2 und
EAC=2z, und welches ist der Ausdruck fir DE, wenn die
Seiten und Winkel des Dreiecks ABC und der Winkel BAD
gegeben sind?

61. Wie Aufg. 60; jedoch sollen die Winkel @ und 2
bestimmt werden, wenn der Winkel DA E=—ga, gegeben ist: als
bekannt sind wieder die Winkel des Dreiecks A B C vorausgesetzt.
Spezieller Fall: gegeben a=50° f= 60° «, = 20°
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62. Wie Aufg. 61; jedoch soll statt des Winkels e, die
Differenz der Winkel # und z gegeben sein. Spezieller Fall:
G—tpeidas 5% a.—='60%; 8 = 50°

63. Die Punkte 4, B, C eciner geraden Linie sind mit
einem ausserhalb gelegenen Punkte D) verbunden, so dass die
Verbindungslinien ein gegebenes Verhaltniss haben, némlich

AD: BD:: CD.—=}: wn;
die Winkel dieser Linien zu bestimmen, wenn AB=—¢, BC =a
gegeben sind.

64. In der Ebene eines Dreiecks, von dem die drei
Winkel e, £, y gegeben sind, einen Punkt P zu bestimmen,
dessen Verbindungslinien mit den Ecken Winkel bilden, deren
Sinus sich wie sin e :sin 8 : sin ¥ verhalten.

65. Wie Aufg. 64; jedoch sollen sich die Sinus der Winkel
der Verbindungslinien wie 4:p:» verhalten. Den Punkt P zu
construiren.

66. (Anschl.) Nachzuweisen, dass wenn man uber den
Seiten a, b, ¢ des Dreiecks ABC beziglich nach Aussen hin
die Dreiecke L,BC, AM,C, ABN, errichtet, welche siammtlich
einem beliebig gegebenen Dreieck LMN #hnlich sind und zwar
so, dass die Eckpunkte 4, B, C beziglich den Punkten L, M, N
entsprechen, sich die Verbindungslinien der Gegenecken AL,
BM,, CN; in demselben Punkte P durchschneiden.

67. (Anschl.) Die den Dreiecken BCL,, CAM,, ABN,
umschriebenen Kreise durchschneiden sich in demselben Punkte P
und umgekehrt: 2

Wenn man durch die Ecken eines Dreiecks ABC zu zwei
und einen beliebigen Punkt P Kreise construirt, so durchschneiden
die Verbindungslinien AP, BP, CP die uber den Gegenseiten
coustruirten Kreise in den neuen Punkten 4,, B,, €, und es
sind die Dreiecke ABC, AB,C, ABC, ¢inander ihnlich.

68. Auf dem einen Schenkel eines Winkels seien zwei
Punkte gegeben A und B, bestimmt durch ihre Entfernungen
vom Scheitelpunkt €, AC=10 und BC=a: welchen Winkel
u bilden die Verbindungslinien der Punkte 4 und B mit einem
Punkte P des anderen Schenkels, wenn PC=c¢ gegeben ist?

69. (Anschl.) Wenn umgekehrt der Winkel J gegeben
ist, welchen die Linien PA und PB mit einander bilden, so soll
die Entfernung 2 des Punktes P vom Scheitelpunkt € bestimmt
werden. Welches ist der grosste Werth des Winkels d7?
(Vergl. § 35, Aufg. 44.)

10*
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70. Gegeben die Verbindungslinien 7, und 7, zweier Punkie
P, und P, mit einem Punkte O (dem Anfangspunkte) und ihre
Winkel @, und @, mit einer durch O gezogenen Linie OA (der
Axe): die Entfernung 7 zu bestimmen eines beliebigen auf PP,
liegenden Punktes P von O, wenn OP mit OA den Winkel o
bildet und den Winkel ¢ der Linie PP, mit der Axe.

71. Wie Aufg. 70; jedoch soll die Linge OP=1r gegeben
sein und der Winkel POA = a bestimmt werden.

72. (Anschl.) Gegeben drei Punkte P,, P,, P, durch ihre
Entfernungen vom Anfangspunkte O (Aufg. 70) und die Winkel
ihrer Verbindungslinien OP,, OP,, OP; mit der Axe OA, (d. h.
ihre Polarcoordinaten)

Ty P15 Ty Po; T3 Pyt
den Inhalt des Dreiecks P,P,P, zu bestimmen.

73. (Anschl.) Die Beziehung darzustellen zwischen den
Polarcoordinaten 7y, 7,¢,, 7,¢, dreier Punkte, welche auf
einer geraden Linie liegen.

74. Einem gegebenen Kreise ein Dreieck einzuzeichnen,
dessen Seiten durch die Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks gehen.

75. (Anschl.) Auf dem Durchmesser eines Kreises mit
dem Radius 7 sind drei Punkte gegeben A, B, C durch ihre
Entfernungen vom Mittelpunkte O, OA=Ar, OB=pr, OC=yr:
ein Dreieck UVIV zu bestimmen, welches dem Kreise einge-
schrieben ist, und dessen Seiten VI, WU, UV beziiglich durch
A, B, C gehen. Numerisches Beispiel: A=1%, w =%, v=1.

76. Gegeben zwei- gerade Linien G, und G, ihrer Lage
nach, durchgihre Entfernungen p, und p, vom Anfangspunkte O
und die Winkel ¢, und ¢,, welche die Lothe p, und p, mit der
Axe OA4 bilden, d. h. durch die Polarcoordinaten der Fusspunkte
der von O aus auf sie gefillten Lothe: die Polarcoordinaten des
Schnittpunktes P der beiden Linien G; und G, zu bestimmen.

77. (Anschl.) Gegeben drei gerade Linien G, G,, G,
durch die Polarcoordinaten der Fusspunkte der von O aus auf-
sie gefallten Lothe (Vergl. Aufg. 76) p; und ¢y, p, und ¢,,
p; und @,: die Seiten und den Inhalt des durch die drei Linien
gebildeten Dreiecks zu bestimmen.

78. (Anschl) Die Bedingung anzugeben, dass die drei
geraden Linien G,, G,, G, durch denselben Punkt gehen.

79. Einem gegebenen Dreieck ein zweites einzuschreiben,
welches zugleich einem gegebenen Kreise umschrieben ist.

80. (Anschl.) Einem gegebenen Kreise ein Dreieck um-
zuschreiben, dessen Eckpunkte auf drei gegebemen parallelen
Linien liegen sollen.
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§ 38. Aufgaben aus der Physik.
a. Mechanik.

Aufg. 1 —4. Gleichférmige Bewegung.

1. Zwei Punkte A4 und B bewegen' sich auf concentrischen
Kreisen, deren Radien gleich @ und b, (a>>b), gegeben sind,
bezuglich mit der Winkelgeschwindigkeit @ und £, von einer
gegebenen Anfangslage aus: anzugeben ihre Entfernung nach
t Zeiteinheiten. Nach wieviel Zeiteinheiten (Sekunden) haben
die beiden Punkte ihre grosste, beziglich ihre kleinste Entfernung?

2. (Anschl.) Wenn hat der Punkt B, von A aus gesehen,
den grossten Abstand von €, d. h. nach Verlauf von wieviel
Zeiteinheiten ist Winkel CBA gleich einem Rechten?

3. (Anschl.) Bestimmung der Stillstandspunkte®): d. h.
nach welcher Zeit scheinen B und C, von 4 aus gesehen, dieselbe
Geschwindigkeit zu haben?

3a. (Anschl) Anwendung auf die Bewegung der Erde 4
und der Venus B. Gegeben e =1, §=1,625; a=1, b="%,.

4. Zwei Punkte 4 und B bewegen sich, beziiglich mit der
Geschwindigkeit « und f#, gleichférmig auf zwei sich durch-
schneidenden geraden Linien, von einer gegebenen Anfangslage
A, und B, aus: welchen Abstand haben sie nach ¢ Zeiteinheiten?
nach wieviel Sekunden haben sie ihren kleinsten Abstand und
wie gross ist derselbe? Der Schnittpunkt der Linien sei C, ihr
Winkel y, C4,=0b,, CB,=a, gegeben.

Aufg. 5—12. Die Flugbahn eines Geschosses.
5. Die Flugbahn eines schrig aufwirts geworfenen schweren

Punktes ist definirt durch die beiden Gleichungen: 2
& == cli+ CO8 & y=ct-sina—?,

wo 2 und ¥y beziglich die Abscisse und Ordinate sind fir den
Ort des Punktes, bezogen auf den Anfangspunkt 4 der Bewegung
und die Horizontale durch A als Abscissenaxe, nach Verlauf von
¢ Sekunden, ¢ die Anfangsgeschwindigkeit und « der Elevations-
winkel, g die Beschleunigung der Erdschwere: den Elevations-
winkel zu bestimmen, wenn #==&, und y==y, gegeben sein sollen.

6. Innerhalb welcher Grenzen ist bei gegebener Anfangs-
geschwindigkeit ein Punkt noch zu erreichen?

7. Welche horizontale Wurfweite w entspricht dem Ele-
vationswinkel a? fir welchen Werth e, von e ist die Wurfweite
m()gllchst gross"

#) Vergl. Elem. der Astronomie des Verfassers, § 30, oder Jochmann
Phys. § 376.
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8. Die Flugbahn soll durch einen Punkt P gehen, dessen
Verbindungslinie mit dem Anfangspunkte 4 der Bewegung den
Winkel # mit dem Horizont bildet: fiur welchen Werth «, des
Elevationswinkels e ist'die Entfernung P von A fiir ein gegebenes
¢ moglichst gross? fir welche Elevation @, kann man denselben
Punkt P erreichen als fir die Elevation e?

9. Den Elevationswinkel e zu bestimmen, wenn die Flug-
bahn durch zwei Punkte P, und P, gehen soll, deren Abscisse
und Ordinate beziiglich #, und y,, #, und y, sind. (Vergl. § 17,
Aufg. 67).

10. Den Winkel ¢ zu bestimmen, welchen die Verbindungs-
linie zweier Punkte P, und P, der Flugbahn, welche durch ihre
Coordinaten @,y, und Z,y, (Aufg. 9) bestimmt sind, mit der
Horizontalen, (der Abscissenaxe), bildet.

11. (Anschl.) Welchem Grenzwerth ¢, nihert sich der
Winkel ¢, wenn die beiden Punkte P, und P, zusammenfallen,
d. h. welchen Winkel bildet die Tangente in einem be-
liebigen Punkte P, der Flugbahn mit dem Horizont?

12. An welcher Stelle (in welcher horizontalen Entfernung
@, von A) erreicht der bewegte Punkt seine grosste Hohe, und
wie gross (y,) ist dieselbe?

Aufg. 13 — 32. Zusammensetzung von Kraften,
welche auf einen Punkt in der Ebene wirken.

13. Auf einen Punkt O wirken zwei Krifte P,=5 und
P, =17 unter einem rechten Winkel: Grosse und Richtung der
Resultante P, zu bestimmen. a. Gegeben P, =21, P, =20.

14. Eine Kraft P=—25 in zwei auf einander senkrechte
Seitenkrafte zu zerlegen, deren eine mit P den Winkel a=60°
bildet: die Seitenkrifte zu bestimmen. a. P—14; «=34°6,5".

15. Zwei Krifte P, und P,, welche den Winkel o« mit
einander bilden, wirken gleichzeitig auf denselben Punkt: Grosse
und Richtung der Resultante anzugeben.

4 ' Qepeben’ P, =—6,1;"F — 10,95 0¢~==113°0,6'.
b. b s SR Np, el e 509

16. Eine Kraft P soll in zwei Seitenkrifte P, und P,
zerlegt werden, welche mit ihr gegebene Winkel @ und 8 bilden:
P, und P, zu bestimmen. Gegeben P=40,8; a=—(PP,)==5°43,5';
B LA

17. Drei auf einen Punkt wirkende Krifte P;, P,, P; halten
sich das Gleichgewicht. Gegeben P,==5 und das Verhiltniss der
Winkel (P,P,) : (P,P,) : (P,P)=T7:8:9: P, und P, zu bestimmen.
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18. Drei auf einen Punkt wirkende Krifte von gegebener
Grosse halten einander im Gleichgewicht: welche Winkel bilden
die Krifte mit einander? Gegeben P,=15; P,=29; P, = 30.

19. Von drei auf einen Punkt wirkenden und sich das
Gleichgewicht haltenden Kraften ist das Verhéltniss gegeben:
P :P,:Py=0>51:52:53. Welche Winkel bilden die Krifte
mit einander?

20. Von drei auf einen Punkt wirkenden und sich das
Gleichgewicht haltenden Kriften gegeben die Summe und das
Verhiltniss ihrer Winkel: die Krafte zu bestimmen.

P, 4 P, 4 P, =100; (P,P,): (PyPy): (P,P)) =5:6:T7.

21. Man kennt von drei auf einen Punkt wirkenden und sich
das Gleichgewicht haltenden Kréften, und von denen die eine P,
das arithmetische Mittel der beiden anderen ist, den Winkel der
beiden letzteren: das Verhaltniss dieser Krifte und ihren Winkel
mit der ersten Kraft zu bestimmen. Gegeben (P,P;)=130°

22. Wie Aufg. 21; jedoch soll von den drei Kriften die
eine P, das geometrische Mittel der beiden anderen sein. Gegeben
(P,P,) — 130°.

23. Auf einen Punkt wirken in derselben Ebene drei
Krafte P, P,, P,, und zwar P, und P, auf entgegengesetzten
Seiten von P,: Grosse und Richtung der Resultante anzugeben,
wenn Pi==§, Py==6, Py==17, A 'PP=054% A PFi=40"
gegeben sind.

A ol S M Y e ) U e 6T

24. Auf den Mittelpunkt eines Kreises wirken vier Krifte,
der Grosse und Richtung nach dargestellt durch vier Radien,
welche die Peripherie im Verhiltniss von 3:5:9:7 theilen:
die Grosse und Richtung der Resultante zu bestimmen.

25. Vier Krifte, welche auf den Mittelpunkt eines Kreises
wirken und die Peripherie im Verhiltniss von 6:4:5:9 theilen,
halten sich das Gleichgewicht: die Krafte zu bestimmen, wenn

die erste und dritte, sowie die zweite und vierte dieselbe Summe
(100) haben.

26. Drei auf einen Punkt wirkende Krifte seien der Grosse
und Richtung nach dargestellt durch die Verbindungslinien dieses
Punktes als des Mittelpunktes eines Kreises mit den Ecken eines
ihm eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks: zu beweisen, dass
sich die Krafte das Gleichgewicht halten.
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27. (Anschl.) Wie Aufg. 263 jedoch soll der Angriffspunkt
der drei Krifte ein beliebiger Punkt des Kreises sein: die
Grosse und Richtung der Resultante zu bestimmen, wenn 7 der
Radius des Kreises ist.

28. Wie Aufg. 26; jedoch soll das gleichseitige Dreieck
durch ein regelmissiges m-Eck ersetzt werden und demnach =
die Anzahl der auf den Punkt wirkenden Krifte sein.

29. (Vergl. Aufg. 27.) Ein System von = auf einen Punkt
in der Ebene wirkenden Kriften sei der Grésse und Richtung
nach dargestellt durch die Verbindungslinien dieses Punktes mit
den Ecken eines regelmassigen n-Ecks: die Grosse und Richtung
der Resultante des Kriftesystems darzustellen.

30. Gegeben ein Dreieck: einen Punkt P in der Ebene
desselben zu bestimmen, fiur welchen als Angriffspunkt diejenigen
drei Krifte, welche ihrer Grosse und Richtung nach durch die
Verbindungslinien von P mit den Ecken des Dreiecks dargestellt
werden, sich das Gleichgewicht halten.

31. Wie Aufg. 30; jedoch soll der geometrische Ort aller
Punkte P gefunden werden, fir welche die drei Krifte eine
Resultante von gegebener Grosse haben.

32. Wie Aufg. 30; jedoch soll das Dreieck durch ein
Viereck und demnach die drei im Gleichgewicht stehenden Krifte
durch ein Gleichgewichtssystem von vier Kriften ersetzt werden.

Aufg. 33—47. Zusammensetzung paralleler Krifte;
Bestimmung des Schwerpunktes®).

33. Die Eckpunkte eines gewichtslosen Dreiecks sind mit
Gewichten belastet, welche den entsprechenden Gegenseiten pro-
portional sind: die Lage zu bestimmen des Unterstutzungspunktes.

34. Wie Aufg. 33; jedoch sollen die Ecken des Dreiecks
mit gleichen Gewichten belastet sein.

35. Mit welchen Gewichten hat man die Eckpunkte eines
gewichtslosen Dreiecks, von welchem die Winkel gegeben sind,
zu belasten, damit der Mittelpunkt des Druckes werde:

a. der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises;

b. der Hohenschnittpunkt;

¢. der Mittelpunkt des inneren Berthrungskreises;

d. der Mittelpunkt des die Seite @ von Aussen beruhrenden
Beriihrungskreises;

e. der Schnittpunkt der Verbindungslinien der Eckpunkte
mit den Bertihrungspunkten des inneren Beruhrungskreises?

*) Vergl. Aufg. a. d. Algebra u. niederen Analysis des Verfassers, § 47,
Aufg. 25— 34.
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36. Den Schwerpunkt zu bestimmen des Umfanges
eines Dreiecks, von welchem die Winkel und ¢, der Radius
des eingeschriebenen Kreises, gegeben sind.

37. In welcher Entfernung von der grossten Seite (dem
Durchmesser des umschriebenen Kreises), liegt der Schwerpunkt
des Umfanges der Halfte

a. eines regelmissigen Sechsecks;

b. eines regelmissigen Achtecks;

C. eines regelmassigen 2n-Ecks
in einem Kreise, dessen Radius gleich 7 gegeben ist?

38. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt des
Kreises hat der Schwerpunkt des Bogens eines Halbkreises mit
dem Radius 7?

39. Einem Kreissegment, von welchem der Radius 7 und
der zugehdrige Centriwinkel 2e gegeben sind, ist eine Reihe von
n gleichlangen Sehnen eingeschrieben, so dass ein (o 1)-Eck
entsteht: den Abstand # zu bestimmen des Schwerpunktes dieses
Systems von Sehnen vom Mittelpunkt des Kreises.

40. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt des
Kreises hat der Schwerpunkt eines Bogens, der zu einer Sehne
@ in einem Kreise mit dem Radius » gehort?

41. " Den Schwerpunkt zu bestimmen eines Trapezes, von
welchem die beiden parallelen Seiten @ und b und die Héhe %
gegeben sind. — Bes. Fall. Das Trapez ist ein halbes regel-
miissiges Sechseck in einem Kreise mit dem Radius 7.

42. Welche Entfernung von der Basis (dem Durchmesser
des umschriebenen Kreises) hat der Schwerpunkt eines halben
regelmassigen Achtecks in einem Kreise mit dem Radius r?

43. Wie Aufg.42; jedoch soll an Stelle des Achtecks ein
regelmissiges 2n-Eck treten.

44. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt hat
der Schwerpunkt eines Halbkreises mit dem Radius 7?

45. In einem Kreisausschnitt mit dem Radius r und der
Sehne @ sind dem zugehorigen (kleineren) Bogen n gleiche Sehnen
eingeschrieben: den Schwerpunkt des durch dieselben bestimmten
(n + 2)- Ecks zu bestimmen,

46. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt hat
der Schwerpunkt eines Kreisausschnittes, welcher zum Bogen b,
(der Sehne @) und dem Radius 7 gehort?
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47. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt des
zugehorigen Kreises hat der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes,
welcher zum Bogen b, (der Sehne a, dem Centriwinkel ) und
dem Radius 7 gehort?

Aufg. 48 —52. Zusammensetzung beliebiger Krifte
in der Ebene.

48. Auf die Eckpunkte 4, B, C des (gewichtslosen) recht-
winkligen Dreiecks ABC wirken in der Richtung der Seiten
AB, BC, CA drei Krifte, welche beziglich durch diese Seiten
selbst auch ihrer Intensitit nach dargestellt sind: welches ist
das Resultat ihrer gemeinschaftlichen Wirkung?

Gegeben die Katheten a =28 und b= 15.

49. Auf die Ecken 4, B, C des (gewichtslosen) Dreiecks
ABC wirken in der Richtung der Seiten AB, BC, CA beziglich
die Krafte P,, P,, P.: das Resultat ihrer Gesammtwirkung anzu-

geben, wenn die Seiten des Dreiecks bekannt sind: a =13,
b=14, ¢=15 und die Krifte P,— 13, P,=5, P,— 23.

50. Auf die abwechselnden Ecken A4, C, E des (gewichts-
losen) regelmissigen Sechsecks ABCDEF wirken in Richtung
der Seiten AB, CD, EF beziglich die Krafte P,, P,, P,: welches
ist das Resultat ihrer Gesammtwirkung,

a. wenn die Krifte P einander gleich sind?
b. wenn Py=—1, P,=2, P,=—3 gegeben sind?
Bekannt die Seiten des Sechsecks gleich 1.

51. Auf die Punkte A, B, C eines Kreises, durch welche
der Umfang desselben im Verhiltniss von 3:4:5 getheilt wird,
wirken in der Richtung der Tangenten und im Drehungssinne
ABC die Krifte P,—3, P,—4, P,=—>5: welches ist das Resultat
ihrer gemeinschaftlichen Wirkung, wenn der Kreis als gewichtslos
angesehen wird? Gegeben der Radius gleich 1.

52. Auf die Ecken 4 und B des gewichtslosen Dreiecks
ABC wirken nach Innen zwei Krifte, welche in ihrer Richtung
und Intensitit beziiglich durch die Hoéhe A in A und den Radius
des umschriebenen Kreises 7 in B dargestellt werden: welche
Kraft muss auf C wirken, damit die drei Krifte nur eine augen-
blickliche Drehung veranlassen, und wie gross ist das Dreh-
moment der drei Krifte? Gegeben ¢ = 36, b =29, ¢=25.
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b. Optik.
Aufg. 53 —62. Reflexion des Lichtes.

53. Zwei Punkte A und B auf derselben Seite eines
ebenen Spiegels, und von demselben beziglich um @ und b ent-
fernt, sind durch einen Lichtstrahl verbunden, der vom Spiegel
reflektirt wird: den Einfallswinkel zu bestimmen, wenn die Ent-
fernung AB gleich ¢ gegeben ist. (¢ =4, b=19, ¢=13.)

54. Zwei Punkte A und B, welche zwischen zwei auf
einander senkrechten Spiegeln, und zwar in einer zur gemein-
schaftlichen Kante senkrechten Ebene liegen, sind durch einen
Lichtstrahl verbunden, nachdem derselbe an beiden Spiegeln eine
Reflexion erlitten hat: die Einfallswinkel an beiden Spiegeln zu
bestimmen, wenn die von A und B auf die beiden Spiegel
gefillten Lothe beziiglich gleich @, @, und b, b, gegeben sind.

55. (Anschl.) Wie Aufgabe 54; jedoch sollen die beiden
Spiegel den Winkel y mit einander bilden.

56. Den Gang eines Lichtstrahls zu bestimmen, der von
einem Punkte P im Innern eines Quadrates ABCD, dessen
Seiten als spiegelnd gedacht werden, ausgehend nach dreimaliger
Reflexion an auf einanderfolgenden Seiten wieder zum Ausgangs-
punkte zurickkehrt: wie gross die einzelnen Einfallswinkel?
Gegeben die Quadratseite gleich ¢ und die Entfernung des Punktes
P von AB=1"0 und von 4D =c.

57. Von einem leuchtenden Punkte P zwischen zwei ebenen
Spiegeln, welche den Winkel y mit einander bilden, erscheinen
fir ein Auge O eine Reihe von Bildern, welche entweder aus
einer einmaligen Reflexion in dem einen oder in dem anderen
Spiegel, oder in beiden Spiegeln, oder aus einer zweimaligen
Reflexion in dem einen und einer einmaligen oder zweimaligen
Reflexion in dem anderen Spiegel u. s. w. herrihren: die Linge
des Lichtstrahls zwischen O und P zu bestimmen, welcher er-
fahren hat

a. eine einmalige

b. eine zweimalige ; Reflexion in beiden Spiegeln:

¢. eine kmalige
Vorausgesetzt sei, dass P und O gleiche Entfernung 7 von der
beiden Spiegeln gemeinschaftlichen Kante haben, in derselben
Neigungsebene ACB der beiden Spiegel liegen und dass PCA=e,
O CB=§ gegeben sind.
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58. Der Axenschnitt eines conischen Spiegels sei das
gleichschenklige Dreieck A BB,, auf der iber B hinaus verlingerten
Basis BB, befinde sich der leuchtende Punkt P: den Gang desjenigen
Lichtstrahls zu bestimmen, der von P ausgehend nach einmaliger
Reflexion in E an der Seite AB des Kegels parallel der Axe
AC reflektirt wird: im Besonderen den Punkt F zu bestimmen,
in welchem der reflektirte Strahl EO uber E ruckwirts ver-
langert die Basis CB trifft. Geg. CP=—a, CB—=r, A CAB—c.

59. (Anschl.) Wie Aufg. 58; jedoch soll der in E re-
flektirte Strahl den auf der verlingerten Axe liegenden Punkt O
erreichen, wenn €O =10 gegeben ist.

60. (Anschl) Zwei Punkte P und O, auf den iiber die
Hypotenuse hinaus verlingerten Katheten des bei € rechtwinkligen
Dreiecks ABC gelegen, sollen durch eine moglichst kurze,
gebrochene Linie verbunden werden, deren Brechungspunkt K
auf der Hypotenuse liegt, wenn gegeben sind die Katheten a=3,
b=—4, CP=a,—6, CO=0, =17: in welche Stiicke wird die
Hypotenuse durch E getheilt und wie gross ist der Einfalls-
winkel in E?

61. (Anschl.) Wie Aufg. 60; jedoch ist der Winkel ACB
gleich y gegeben: bekannt seien ausserdem die Seiten @ und b
and, CP==ay, CO=0b,

62. Den Gang eines Lichtstrahls zu bestimmen, welcher
von einem Punkte P ausserhalb eines spharischen Convex-
spiegels mit dem Mittelpunkte € ausgehend, senkrecht zur
Linie PC reflektirt wird. Gegeben CP=¢ und der Radius der
Kugel gleich 7: wie gross ist der Einfallswinkel?

Aufg. 63—74. Brechung des Lichtes durch ebene
Flachen.

63. Von einem leuchtenden Punkte D aus, der sich auf
der einen Seite der geraden Linie AB, durch welche zwei Theile
einer Ebene von verschiedenem optischen Brechungsvermogen
getrennt werden, befindet, werde durch einen Lichtstrahl ein
Punkt E auf der anderen Seite von AB erreicht auf dem
gebrochenen Wege DCE, wo C auf AB liegt; der Brechungs-
exponent vom ersten ins zweite Medium sei n»: die Zeit ¢ zu
bestimmen, welche zur Zurticklegung des Weges A CB erforderlich
ist, wenn auch die Geschwindigkeiten des Lichtes in den Raumen
DAB und EAB sich verhalten wie #z: 1, und ebenso die Zeit {,,
innerhalb deren der Lichtstrahl den geradlinigen Weg DE zurick-
legen wiirde. Gegeben DC=e¢, EC=d und der Einfallswinkel e:
ge—ihid=—i ‘e =61 n—1,5.
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64. (Anschl.) Zu beweisen, dass wenn die Geschwindig-
keiten des Lichtes oberhalb und unterhalb der Trennungslinie .AB
der beiden Medien sich wie sin e :sin 8 verhalten, wo a« (der
Einfallswinkel) grosser als § (der Brechungswinkel) ist, die
gebrochene Linie DCE in kurzerer Zeit vom Licht zurickgelegt
wird als die geradlinige Strecke DFE, wo F auf AB liegt.

65. Gang eines Lichtstrahles durch eine planparallele
Platte. Gegeben der Einfallswinkel e, der Brechungsexponent 7
und die Dicke d der Platte: welchen Abstand hat der nach
doppelter Brechung heraustretende Strahl von dem einfallenden
Lichtstrahl?

Beigpiel:te— HOLig="T Sq 15

66. Ein Prisma werde durch einen Lichtstrahl in einer
zur brechenden Kante senkrechten Ebene unter dem Einfalls-
winkel @ getroffen: wie gross ist der Ablenkungswinkel 0 nach
zweimaliger Brechung, wenn der Brechungsexponent » und der
brechende Winkel y gegeben sind?

Beispiel: a==20°% y==40%'n==15.

67. Der Querschnitt eines Prismas habe die Form eines
rechtwinkligen Dreiecks mit dem brechenden Winkel ¢, aof die
Kathetenfliche CA falle lothrecht ein Lichtstrahl DE, der die
Hypotenusenfliche AB im Punkte I verlisst; in der Verlingerung
von DEF sei senkrecht die Skala OM angebracht, so dass FO=d
ist; der gebrochene Strahl treffe diese Skala im Punkte H, so
ist HFO der Ablenkungswinkel 6: HO==F zu berechnen, wenn
der Brechungsexponent n gegeben ist. '

Beispigh:<a— 30°d==100, n =154

68. (Anschl.) Wie Aufg. 67; jedoch soll &==30 gegeben
sein und » berechnet werden.

69. An einer gewissen Stelle E, d. h. etwa in der Eut-
fernung f von der brechenden Kante C eines Prismas mit dem
brechenden Winkel y tritt ein Lichtstrahl in dasselbe ein und
verlisst das Prisma wieder in einem zweiten Punkte F, fir welchen
CF =e gegeben ist: wie gross ist der Einfallswinkel &, und der
Austrittswinkel 6, wenn n der Brechungsexponent ist?

B eIaphd s e == ViF2i) 75, [y S8 (75 et

70. (Anschl.) Welches ist fiir die speziellen Voraussetzungen
der Aufg. 69 der hochste Werth, den 7 erreichen kann?
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71. (Anschl.) Welches ist fir einen gegebenen Wertl von
n der kleinste Werth fir f, die Entfernung des Einfallspmktes
von der brechenden Kante, algebraisch und numerisch fur die
Werthe n=1,5, y = 60° und (zur Probe) wie gross ist aldann
der Einfallswinkel g,?

72. (Anschl.) Ein Lichtstrahl falle in das Prisma anter
dem Winkel g, = 60°: die Entfernung des Einfallspunktes I von
der brechenden Kante € d.i. CE=f zu bestimmen, wem der
gebrochene Strahl in F austreten soll und CF=—e gegebe1 ist.
Gegeben: n=1,5, y =160°% e=1,

73. Ein Lichtstrahl tritt unter dem Einfallswinkel s, in
ein Prisma ein und verlasst dasselbe unter dem Austrittswinkel
6, nach doppelter Brechung: welche Beziehung findet zwiichen
den Winkeln & und 6, statt, wenn y der brechende Winkd des
Prismas und » der Brechungsexponent gegeben sind? TUnter
welcher Bedingung ist der Ablenkungswinkel moglichst kein?
(Jochm. Phys. § 144.)

74. (Vergl. Aufg. 67.) In ein gleichschenklig-dreisdtiges
Prisma mit horizontaler Grundfiiche tritt ein Lichtstrahl senk-
recht zu einer Seitenfliche und erreicht nach der Brechung an der
zweiten Seitenfliiche eine vertikale Wand, welche um 100en von
dem Austrittspunkte entfernt ist: wie breit ist auf dieser Wand
das Spektrum, wenn der Brechungsexponent fir das #Ausserste
Roth 1,628 und fir das dusserste Violet 1,671 sind? Gegeben
der Brechungswinkel y == 30°.

Aufg. 75—89. Brechung des Lichtes durch eine
Kugelflache.

75. Von dem Punkte P, welcher um a vom Mittelpunkt €
einer Kugel mit dem Radius 7 entfernt ist, (@ > 7), gehen Licht-
strahlen aus, welche auf der convexen Kugelfliche eine ein-
malige Brechung erleiden: welchen Gang nimmt der Ausserste
der gebrochenen Strahlen, wenn 7 der Brechungsexponent gleich
1'4 gegeben ist?

a. Der gebrochene Strahl soll der Axe parallel sein, wie
gross ist @? b. Der einfallende Strahl soll der Axe parallel sein:
in welcher Entfernung & von C wird die Axe durch den ge-
brochenen Strahl getroffen? €. Es soll sich @ : b =4 : u verhalten:
welchen Winkel bildet das Einfallsloth mit der Axe?

76. (Aunschl.) Der von P ausgehende Lichtstrahl soll die
Kugel so treffen, dass er nach einmaliger Brechung der Axe PC
parallel ist: wie gross der Einfallswinkel, wenn das Verhiltniss
von 7 :a gleich 4 gegeben ist? Gegeben 4=0,5, n="14.
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Brechung des Lichtes durch eine Kugelfliche. 159

77. (Anschl.) Der unter dem Winkel e einfallende Strahl
soll parallel der Axe sein, den Schnittpunkt Q des gebrochenen
Strahles mit der Axe, d. h. b (Aufg. 7Hb) zu bestimmen.

%8. Den Einfallswinkel eines Lichtstrahls zu bestimmen
fur eine Glaskugel, der nach einmaliger Reflexion und doppelter
Brechung die Kugel parallel der anfinglichen Richtung verlassen
soll. Gegeben n=1,5.

79. (Anschl. an 77.) Die Lage des leuchtenden Punktes
P auf der Axe zu bestimmen, und zwar den Winkel, welchen
der einfallende Strahl mit der Axe bildet, fir den REinfalls-
winkel «, wenn

a. PC=QC; b. PC:QC=24: p sein soll.

80. Vom leuchtenden Punkte P aus treffe ein Lichtstrahl
einen brechenden Kreis, so dass das Einfallsloth mit der Axe
P(C den Winkel v bildet: den Punkt Q zu bestimmen, in welchem
der gebrochene Strahl die Axe trifft, d. h. den Werth von
QC=1"b, wenn PC=a gegeben ist. — Welches ist der Grenz-
werth von QC, wenn v sehr klein wird?

81. Vom Punkte P der Axe, welcher vom Mittelpunkte C
eines brechenden Kreises die Entfernung @ hat, ¢ > r, fillt
ein Lichtstrahl auf den Kreis unter dem brechenden Winkel «
und verlasst nach zweimaliger Brechung den Kreis: in
welchem Punkte Q der Axe durchschneidet er alsdann dieselbe?

82. (Apschl.) Den Winkel zu bestimmen, welchen der ein-
fallende Strahl mit der Axe bildet, wenn das Verhiltniss von
PC:QC=1:p gegeben ist.

83. Ein Lichtstrahl trete in einen brechenden Kreis unter
dem Einfallswinkel e und verlasse denselben nach zweimaliger
Brechung und einmaliger Reflexion: den Ablenkungswinkel d
zu bestimmen, wenn der Brechungsexponent n ist. (Vergl
Jochm. Phys. § 161.)

8. Gegeben ¢=230° n=1%; b. @=59°% n="%.

84. (Anschl.) Wie Aufg. 83; jedoch soll der Lichtstrahl
erst nach zweimaliger Reflexion im Innern des Kreises den-
selben verlassen.

a. Gegeben '@ =.80%, n = %;' b, eie= gt =10

85. (Anschl. an 84.) Fir welchen Einfallswinkel kehrt
nach doppelter Brechung und doppelter Reflexion der aus-
tretende Strahl parallel dem einfallenden zurtuck? (Cubische
Gleichung.)
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160 Cap. III. Angewandte Aufgaben. § 38.

86. (Anschl.) Fir welchen Einfallswinkel geht nach dop-
pelter Brechung und doppelter Reflexion der austretende Strahl
dem einfallenden parallel weiter?

87. Von einem leuchtenden Punkte A der Axe einer
halbkugelformigen Linse, der von der Linse die Ent-
fernung @ hat, wird dieselbe von einem Lichtstrahl getroffen,
der mit der Axe den Winkel « bildet: die Entfernung b von
der Linse zu bestimmen desjenigen Punktes /5 der Axe, welcher
nach doppelter Brechung an beiden Linsenflichen durch den Strahl
getroffen wird:

a. Wenn dem leuchtenden Punkte A die ebene Flache der
Linse zugewendet ist.
b. Wenn dem Punkte A die convexe Fliache der Linse zu-
gewendet ist.
Numerisches Beispiel:
Gegeben a=2, r=1, n=15, tga=0,25.

88. Wie Aufg. 87; jedoch soll die Linse nunmehr doppelt
convex sein, und zwar sollen die beiden Linsenflichen die Radien
7, und 7,, die Linse selbst aber die Dicke d haben.

Numerisches Beispiel:

Gegeben a==8, r,=4, r,=3, d=1, n==1,5, a=10%

89. Die gleiche Aufgabe (auch numerisch) fir eine doppelt-
concave Linse.
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CUIR N0 1O B

\D bk b b ek
SL WD

[}

':,,“ rl.“; Yo IV
"%'m.;,
1 5
Resultate.
Cap. L
§ L

juny
0. 00 sEGe S LD b

9,83661; 9,95833; 9,561563; 10,14060.

9,93200; 8,91195; 10,36377;  9,50004.

9,99855; 9,91460; 10,55067; 10,48694.

9,716957; 9,31788; 8,86417; 8,24192.

9,89791; .9,89009; 11,03953;  11,31062.

9,67572; 9,91623; 9,35675; 10,08964.

9,89704; 9,35520; 10,75427; 9,67504.

9,32815; 9,94577; 10,05773; 9,38108.

9,98624; 9,99989; 9,14477;  9,85919.

8,056495; 9,82444; 7,27664; 8,73179.

o =237 155" B=—3099H8!:" »=—nid= 300" 1.0 =41 T4

o =T42:39" " 18— 8OC D4t 'y ——HESHEY - Id =S THESTR

o==210:D3%: 1 8 =="15°30;  y==40220f 3 r.dr=—"EHdN

«=64°33"; f= T°2; y= 2°27'; Jd==42°55"

s= 1°25;. f=384°57 y==80°44; J==bi7 0

a=35°51,2"; B =587°453"; y=— 3°21,1'; d=30°52,7".

a="176°20,7'; #=86°39,6'; y=89°13'; Jd=83°575.

a= 4°26,4'; §=62°20,7'; y=—65°6,1"; J0=84°17,4".

e=26°49'; B=14%3771;7—85°045"; d—44° 58,8

a= 1°13,6'; §=86°33,1'; y— 0°26,8'; d=88°21,5'.
Hermes, trigon. Aufgaben. 11
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162 Resultate zu 8. 2 — 8. 4 der Aufg.

2l e300, g—4811,4'; y—36°62,2';
22 a=—164°9;5'; #=—58278. y=21°48,1';

28. «=60°; Be=45"1 =803
94 a—17°312'; B—45°39,3'; y—42°5,1';

26. «a=18°57,6'; §=T71°24; y=35°15,9';

26a. a=15°; B8==22°30% 7= 18%

26b. ¢ =—12°26,6'; #=34°25,4"; y =59°41,2';
97, ¢—=12°12.2'; B—64°518'; 7—23°17,5';

§§ 1, 2.
0=51°920 4%
d==84%17 3
d= 359159
d—=45°.
0=49°6,4".
di==36°.
0==44°26.2%
0=—58°49.5""

98, «=—14°16,7'; f=>58°56,8'; y=752°23,6'; —"73°16,3'.

99, a=— 8°33,5'; §=61°49,8'; y=49°40,4'; § —43°32".
30. a=—15°3,6'; §=64°255"; y=42°235'; 0=54°24,6'.
31. 4 0,98481; —0,93969; — 1,78205; - 1,19175.
32. —0,93969; - 0,98481; 00; — 1,73205.
83. —0,64279; +0,5; — 1,73205; -+ 1,19175.
34, 40,86603; — 1; — 5,67128; -+ 2,74748.
85. -+ 0,64279; — 0,5; + 5,67128; — 0,17633.
36. a=255°30,7"; f=168°9,4'; y=123°47,7"; 6=170°0,8".

37. «a=166°47,4'; $=352°17,5'; y=209°15,7"; 6=227°33,8'.

38. «=175°33,6"; §=297°39,3"; y=245°6;

0=264°17,4".

39. «=228°35,4"; §=143°7,8'; y=140°11,7'; 0=130°36,1".

40. «=198°26,1'; =3812°1,4"; y=219°16,2';
§ 2.
L3 YVZ Y3 V3 2 Y3 WVE i .
3. YVB; —%V3; —1; —%VB 4 —yV2; i —y3; —1.

5. —%V3; Y% V3; oo. 6. %(V6—12);

0=122°15'.

% (V6 + v2);

2—V3; 24+V3. T 4l2— V2 W2+ V2 V2—1; V241
8. 4V2+V3; u/2—V2; 24V V2—1
9. WW2 4 V3 —%)/2+V8 24V8; —24V3

10. — %2 —va; — 42—V V2a—1;

www.rcin.org.pl

—V2 + 1.



§§ 2, 3. Resultate zu 8. 4 und 8. 5 der Aufg. 163

1L
12.
13.
14.
15.

16.

i

18. ¥
20.
22.

28.
30.

K(W5—1); YV10+2V5; Vi—o4vs; V5+2Vs
Wio—2Vs; y(1+V5); Vs—2v5; Vi+04V5.
%(1 4+ V5); —z(1+\/*; —V1+04V5; V5—2V5.
%(V34V15 —110—2V5); %(—V34-Vi5+]/10-F2V5)
%(1—V5+)/30+6Y5)s %(—1-+V5+7/30+6y5)
yV2a—va—ve); )/ 2+12—Va.

V24 —V2+V6); zV2+Vz+vz
1(—1—V5H1/30—6Y5 ). 19.%(—V2+y10+-2)/54+V5 )
(V23— V10+2)/5+15). 21 %2 (sin 45°).

V6 TTE 28 EECA. TR ol e
Y V10F2V5="4ecos 18° 29. /14 0,4Yo=tg54°.

1525, 3. 2. 32, :10. 1 34075,

35. 4(V5— 1)=1sin 18°%  86. V5. 87 4%J/5 + 2V5.

38.

10.

1
2
3
4
5.
6
1
8
9

2V 1)— 8 cos 36°  39. V3. 40. V5—2V5. (Wird
sin 54° ersetzt durch cos 54°, so ergiebt sich 1).
§ 3.
. cos & = V3; tga=%\/3_; ctge=YV3; a=30°
R » e =0,15; ”=*3§ » == 36°52,2'.
7 ”=A\/_—’ D ”=0;4‘/5—5 2 n=015‘/5—§v=41°4811"
” n=l/2/‘/22—; 2 n=1; 2 n=l; ”=450-
S A AN C
Y ”=V1—3'2;” a,='T‘lL—-—; 9% a7=V1 g .
yi=22 A
csimeet oy o g o=18 - etga =94} | ‘0=61%85,6%
R e B ctga=—2,4;_a=157°22,8'.
et o (LI tg & = 3Y11; ctga=%; «=84°15,7".
gl 1,4(\/6—-——\/5), tga=2—v3_; ctga=2 —|—\/3_, (et i
1—22 A
2 = Y1—4% tga=v_/1—; ctg“_\/ﬁ
11¥
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164 Resultate zu S. 5 der Aufg. § 3.

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.
21.

22.
23.

24.

25.
26.

21.
28.
29.
30.

sin =085 cos o =—0,6: elor =—005; o= 53578
sy 9y = 0,4\/5_; cos @ =0,2Y5; ctga=0,5; «=63°26,1".
» »=V0,5; cosa=—1V0,5; ctga=—1; a=135.

ey l/10—2\/5 cogie =1/ 1-[-\/5)

ctg a-—/,,VZE) +10V5; o= 36°

y) 1
R T e cosa=——; ctg o =— —.
S e s VYiga o A
sina=0,1\/m; cos @ =0,3Y10; tgae=i ne=18°26,1",
s EE s eopmua W b fe @ e Yo e 229 87,2/,
»=0,5; cosa=—1%)3; tga———/\[_; a=150°,

sma—‘él/?—l— 23 cosa-él/?—ﬁ tga—1-|-\/§ =67°30'.

sino— ——

m cos ¢ = m tga_-—l—.
sintx=%l/2—v3-; cose=14})24V3; tge=2—V3;
ctge=2+V3; a=15°

sina=‘/1;]:' cosa=‘/1—ﬂ' a—‘/l—l

25”7 2 ot 1427

sina=%(\/_-|—1, cosa—‘/l/lO—-——2
tga——V5+2V—; ctga_Vs—Qv‘; o = 54°.

sina=l,ﬁl/2—|—\/2—; cos @ = éV? —, V2; tge=1-4Yy2;
ctga=)2—1; a=67°30".

sina=’,§\/3_; cosa=0,5; tga—\/—_; ctga=‘/3\/3—; a=060°.

sin e=—1{}/3; cosa=—0,5; tga=\/3; ctga="14}3; a=240°.

sine=24Y1—4% cosa=24%>—1; tga=2—;'2/71_£

sin @ =24 Y1—2%; cos a=1—242; tg a=2'11—‘/_1_§;—22

gin@== gs cos = _)’2‘ t ——21 e el ———-——1—12
e £ L RGP STy o FRR="57

X 22 2—1 22 A*—1

sing=

m?; cosa=m; tga=—ﬁ__—1; ctga=— 57 "
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§8 3, 4. Resultate zu 8. 6 und 8.7 der Aufg. 165

31. 3sine—4sinad. 32. 4cosa®— 3cose. 33. 3tg a—tgeal
1—3tge®’

ctga®—3ctg o
33a. & e, 34.siner(2cos2a+-1). 35. cosa(2cos2e—1).

sin 3a cos e -
36. st ¥ e W Y3, 89. V3.
£.2 295K 24y3).

§ 4

1. V2.sin 45° 4 @) =V2— cos (45° — &) =V1 -+ sin 2«;
V2 - sin (45° — @) =V2 -+ cos (45° + @) =V1 — sin 2e.

¢ . o L) | Ls Ol ___ARO
2 _ 2 L Botr 2. 8. sin4b sin (¢ — 45 ); sin45 sin (@—45 )
sin 2 sin 2e sin 2e
2 2
4. cos2e; ‘hftg—%. h. —1; é.c_tgk. 6. 2 cos E—- 9 bigy 5,
sin 2 sin 2¢ Pk %

O__a/\2
7. 2c03(45°—%)*; 2sin(45°—“4)2. 8. tger-tgey; 2 cos(45°—eg)*

sin &

RO _cos 2¢x 10. ctg tg(45°—“’) 1 sin (45° + @)

" cos @?’ sin " cos 4% cos a’
ﬁi_“(45o—‘“) o i o y
TR 12, tg(45 + a); tg(45°—a). 13. cosa-ctge; etged.

cos 2e  cos (45° — a)?

cos a’ sin e
16. ctgey; tgag; tg(45°—«). 17. cos e?; sin (45°-—a)?; cos (45°—a).
18. ctg &®; tg (45° — @)?; tg (2 — 45°). 19. sin @; cos a.
20. V3-cosa; 2cos (45°—a). 21. V2-cos @; 2 tg 2.
22, sin 2e; ‘_1__tg_2_§.
cos 2c

26. 2 sin (45° = _2_ ﬂ) sin (45° —+ 0%‘3;

2 sin (45° + 5 ; ﬂ) cos (45° - 0—#) :
927 sin (¢4p) sin (f—a) i (e¢—p) cos (x+p)

cosacos B’ sin e sin " cosa-sinf’ sinacosf

14. tg(45° — ¢); sine.tgea. 15.

23. sin 2et; tg. 24. 0. 25. — Y.

www.rcin.org.pl



166

29.

32.

Resultate zu S. 7 — 8. 9 der Aufg. §§ 4, 5.
sino‘—;tg sinﬂ;a 2sinatﬂsina;ﬂ
3 3 30. 2
sina;ﬁ cos“-lQ-ﬂ cos @ - cos 8
etf a8
oo e e g 31. sin (« + B) sin (¢ — B);
sin & sin 8 : — sin (& + §) sin (@ — ).
el R e b sin (e 4+ ﬁ) sin (¢ — ﬂ)

cos ® - cos f§*

sin (8 — @) sin (8 + a) cos ((x—p’) cos (e ,8)

o, sin o2 - sin B2 s ¥ o8

84. cos (- B) - cos (@ —B); 2 sin (& + B) cos = 2‘82.

85 == Z.sin (o + ) in Tt 2cos(tx—|—ﬂ)sin(45° ““Qﬁ)z.
36. tg “’;p -ctga_gﬁ; ctga+ﬂ -ctgﬁ;a.
s R i A ZZEZ”FQ St

80, dog a - clg (o o )32 zosszz(i'; 2}

40. tg -;—ﬂ ctg ;ﬂ, tg ';ﬂ s ctg @ ctg B. 41. 1

42.
45.
48.
51.
53.
56.
5.
59.
60.

e

sine’ sin @
sin 3e; cos 3. 43. 2; 4 cos 2a. 44. sin 3 - cos a.
cos3n-cosw. 46. sine-siny. 47 sin (e — 28) - sin y.
cos+cosy. 49. — cos (¢ + 28)+cosy. HO. sine - cosy.
sin (& 4 38) - cos B. B2, cos (a -+ 38) - cos S.

sin (3a + 78) -sin 8. 54. 0. 55. 0

45in 45°- sin ¢ - sin (45°— @4) ; 4 sin 45°. cos ¢ - sin (45° — &4).
cos ¢; sine. B8, cos @; — sine.

2sin - sin 8 cos (¢ + B); — 2sin - cos B« sin (e + B).

2 cos e+ cos 3 - cos (& + B); tg e tg -tz (a—+ f).

§ 5.
4cosg-cosfy-cosyg. 2. 4sine-sinf-siny.

. 14 4 sin (45°— &) - sin (45° — &) - sin (45°— 7).
. 4dsinef-sinfg-cosys. H. 4cose-cosf-siny.
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§ 5.

Resultate zu S. 9 und 8. 10 der Aufg. 167

12.
13.

15.

16.

19.
21.

23.
24.
25.

26.
27.
28.

30.
32.
34.

36.

38.

40.

44.

48.

53.

. — 14 4 cos (45° — &) - cos (45°— B)  sin (45°— 3{).

1+ 4singg-sinfg-sinyg. 8 —1—4cose- cosf-cosy.

. 4 cos (45° — ) . cos (45°— BY) - cos (45°— 7).
10.

— 1+ 4cosef-cosBy-sinyg. 11. 1 —4 sine-sin f§ cosy.
4 sin (45°— ) - sin (45°— B{) - cos (45° — %{).
tga-tgBtgy. 14. tg2a-tg 28 - tg 2.
1

8% e 87/ + COS ©/p - COSB/y» COSY /o
—tges tgBloctg v 17, 1. 18. ctges - ctg Bl - ctg? /o

1
ctg e« ctg B - ctg y + T
— ctg 2e - ctg 28 - tg 2y. 22. 1.
— 1 4 4 cos (45°— /) - cos (45°— B4) cos ¥V /.
— 4 cos (45° — ) - cos (45°— B) + cos y.
4 cos @« cos B{ - sin (45° — ¥{).
4 sin (45° — «/,) - sin (45°— B/,) « sin 7 /5.
— 4 sin (45°— «) - sin (45°— B) - cos 7.
4 sin ¢ - sin B} sin (45°—14). 29. 2 + 2 cos - cosfB:cosy.
2sine-sinf-cosy. 31. — 2 sin 2« - sin 2 + cos 2y.
1—2cosec-cosfB-cosy. 33. 1 — 2sine-sinf . cosy.
2 cos @/y - cos B/y - sin ¥/, 3. cos B - cos y.

20. —ctge-ctgf-tgy.

2 cos

7 Y oder 2sina/,. 81. 4 cos B/, - cos 7/, oder 0.
g

2 cos

5 oder — 2 sin ¢/,.  89. 4 sin B/, - sin ¥/,, oder 0.

v r
siny?.  41. 2sin 5 42, —2cosy®  43. cos 5

>
cos % 45 u. 46. 2 sin 3?“ -cos /,. 47. sin(w—p) - sin .

) At e
2sm-—~-sm£-sm-—-

0. 49.0. 50.2. 51.2. 52 NG
=y y—e coa—f
coSs * COS «COS
Gt B ¥ 2 2 2
Sln§—'0085—'c082
B—y . y—ea . a—f
coS 2 sin 2 « S1n 2
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168 Resultate zu 8. 10 — 8. 12 der Aufg. §§ 5, 6.

54 cos (8 — y)-cos (y — &) + cos (a—-—ﬂ)

It cos ¢ - cos 3 « cos y
e (B —y) »sin (@ — y) . sin (& — ﬂ)

; cos ¢+ sin 3+ sin y
56. 2 sin ¢/, - sin B/, - sin ¥/,. BY. 2 sin @/, . cos B/, - cos V/s.
58. 2sina-sinB-siny. 59. 2 sin 2« - sin 2 - sin 2y.
60. 2 cos ¢/ - cos B/ + cos ¥/,

§ 6.
1 4sinﬂ;-r i 7ta-sina—;ﬂ.

+ S1n

2.4cosﬁ-;7 7—;—a.cosa-2|-ﬁ.

* COS

3.4cosﬂ—;7- rta-sina;—ﬂ.

cos

: 4sinﬂg_7-sin"_}2—a-cosa—;p.
. 2—cos (B +y)-cos(y+ @ - cos (e + B).
. 24 cos (B + 7) - cos (r + @) - cos (@ + B).

4
5
6
7. — 2sin (B + 7) + sin (¥ + @) - cos (¢4 ).
8
9
1

. 2sin (B + y) - sin (y + «) - cos (e -+ fB).
. sin (@ 4 0)  sin (8 + ). 10. sin (8 + 0) - cos (a -+ 0).
. sin (¢ -+ 7) - sin (@ 4 d). 12. cos (& + 0) - cos (f + ).
13 sin (e + @) - sin (e - 7) - sin (e + d)
; cos & - cos 3 - cos y - cos 0
14 sin (e 4 @) - sin (& - y) - sin (e d)
: sin & - sin 8 - sin y - sin 0
15 2 sin (e - ) - sin (e - 7) - sin (e + d)
L cos @+ cos3-cosy-cosd
16. 2 sin (e + y) - sin (8 + 7) « cos (y + 9).
4. 4cos =L it a—{-—ﬂ.

Gy - b i ——

18. —4sin a;}’-sin ﬂ—;r.sin u—{2—,8.
e b S - e+ 8
19. 4 cos g 08— c08 —5—.
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§ 6. Resultate zu 8. 12 der Aufg. 169

20. 4 sin a;—y + sin ﬂ;r'cosa_gﬁ.

21. 4 cos (45°-—-—g—) . cos (45°—%)-sin a-|2—ﬁ.
22. 4 cos (45°——%) - cos (45°—%) .cos 2 42_ ﬂ.
23. 4 sin (45°— —;—) . sin (45° —%) L. -; ﬁ
24. 4sin (45°—%) - sin (45°—-%) . cos a-{2-,8.

25, tgee-tgB-tgy+ pin (b A )

cosa-cosfB-cosy’

26. cige-ogf-ogy — o ChIED,
29. —tga-tgf. tg2’+ czl:oflf:,_sf?-—toz)r'
sin (¢ + 3+ 7)

BB At 80 e s TR e

29. — 2sin (B — 7) « sin (¢ — 7) + cos (@ + B).
30. 2 sin (8 — ) - sin (¢ — y) - cos (¢ + B).

31.sin (e4-8)% 32.sin(a4)% 33.—4sin oot sin?—%.sin a—ﬁ.

2 % 2
S a QRN iy 0, R, e,
34, — 1+ 4cos g YBaN gl egs BLas
 Siowet 2 r—e . a—p
35. — 4 cos T PR (M s
ﬂ—q yi—d a—p
> Repetn, i Y. § Qb s St X N
36. 4 cos (45 3 cos (45 5 ) €08 —5—-

31 tg(B—r)-tg(r —a) - tg (@ — B).

38. —ctg(B —7)-ctg(r — @) - tg (@ — B).

39. 2—2cos (B —y)-cos (y — )+ cos (@ — f).

40. —2sin (8 —p) sin(y — @) -cos (e — B). 41. tga-tgc/,

6te  6C—c
2 2

4°—a 45}

44 o 5. —g(1°— 2). 6.1 .4
.—ctg?. i —-7) Se AR 89

42 tga.ctge/,. 43. tg %E - etg@/y = ectg
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170 Resultate zn S. 12 — 8. 14 der Aufg. §§ 6, 7.

2 2
41, —tg e) 48. —ctg%. 49. —ctga - ctg%. 50. ctgex + tg—g-.

5 e :
51. tg 5 cige b2. ctg e« tg %. 53. tg @ - ctg %.
54. tg%- ctgee. BH. tg B+ ctg —g— 56. ctg 8- tg (a + %)

§ 7.

{ sin 2¢ - sin 5 ¢
1. 4 cos ¢/, cos e - sin He/, — —————4
sin a/é

sin 4e + sin 9¢/,
2. 808 @/, cos &+ cos 2a - sin Y@/y = "2,
sin @/,

sin8e:sin 17¢/,
sin «/, q

3. 16cos @/, + cosa - cos2e  cos 4e - sin 17¢/,—

sin 28 - sin (e 3 ﬂ/,) £s sin 28 - cos («+3 ﬁ/,,)
sin B/, % sin A/,

[Zur Summation von Reihen gleichartiger Funktionen (Sinus
oder Cosinus) von Winkeln, welche eine arithmetische Reihe
bilden, multiplicire man die Reihe, jenachdem die Glieder der-
selben gleiche oder abwechselnde Vorzeichen haben, mit dem
doppelten Sinus oder Cosinus der halben Differenz der aufein-
anderfolgenden Winkel und zerlege dann jedes der entstehenden
Produkte in die zugehorige Differenz oder Summe.]

5 sin ne/, - sin (n 4 1) oz/2 ¢ iin ot
; sin @/, R
np (n—l)ﬁ) . na (n4-1)e
: sm-—Q— sm( 4+ i sin - c08-— o & 0
: sin Ay e sin @/, . 0 sing
Sin—n_ﬂ— cos ("‘+ (e §) ﬁ) sin na-cos@t_l)_“
0. —> A 0y, 2
p sin B/, oS @/,
R R ae (2_"42-;)“ 13. Wenn n emzﬁgerade(:il_]i)gt,
12’ o . sin (a-{—?) . cos_2_
co8 /) wird = :
cos B/,
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S Resultate zn 8. 14 und 8. 15 der Aufg. 171

n—1 n
wenn 7 eine ungerade Zahl ist, cos(a+( )ﬁ) <gm Tﬂ
wird § = — )
cos B/,
TR 15, Sn@nt2)e
2 cos e Faoh o
Sinn“'Sill'(Qn—-‘_'Qli coSs (n+1)a-cosm
2
16. .
: cos @/, COS @/,

cos(ee+ng)- cos(2n+1)

sin 27 o> 19 cos(2n—+ 1)e?

18. cos & ; Gag o 0. cos B/,
oy ok sin(2n+1) & l sin (2n+1)
21. 3 (27@+1—m—)- 22. ( +T)
n 1 sindne n_ cos [2¢ 4 (n — 1)8] - sin nﬂ
iy 2. -4 sin2’ h 2 2 sin 8
cos [2e + (n — 1)8] - sin nﬁ
2. 3 + 2 sin f :
sin nee — 2nm sin @/, « cos @ﬁ-+l) i
26- 4 sin “/22
7 8in @/, « sin @_nj—é_l_)_a — sin nag?
27. 2 sin "/2
28 (n + 1) sin (& + nf) — n - sin [@ + (= 4 1) B] —sma
3 4 sin B/,
29 cos @ 4 n - cos [e + (n 4 1)] — (n 4 1)« cos (@ + nf)
i ; 4 sin B/’ 3
30 (2n — 1)sin2 e sinna - sin (n — e
’ 2 sin & sin o
31 sin ne - sin (m 4 1) f — sin (n - 1) @ - sin nﬁ
4 sin + ﬂ ——E
2
32 sina—sin(n+1)a-cosn,8+smna-cos(n—|—I)ﬂ
4sina_gﬂ-sina-2—ﬁ

www.rcin.org.pl



172 Resultate zu 8. 15 und 8. 16 der Aufg. §§ 7, Ta.

cosmx-cos(n—}-l)ﬂ—cos(n+1)a'cosnﬂ__1_

33. :
4sina2‘8-sina;ﬂ A
¥t Gl (G L el ) R
sin e « sin 0 cos &+ cos 0

sin ne tg ne tg 2na

i sin o®-sin (n+1) &' " sine W cose
sin 2nea sin nf3

A T cos &* . cos (2n 4 1) &' 41 sin & -« sin § « sin (¢ 4 28)’
42, oo 43. tgn (n 4 1) ¢

cos e - sin 3 - cos (e + nf)
sinn (n 4 1) 4
sine+sin [@4n (n 4 1) 8]

§ 7a.
1. Es sei ¢ > b: man setze%
__b.cos (p—45°) a cos(p —45°)
" cosg-cos45°  sin - cos 45°
o b_b-sin((p—45°)
" cos¢-cos 45°
gleich ctg (p — 45°). 4. Gesetzt a =-ctg ¢, so wird der Aus-

=tg g, so wird a + b=

2. (Vergl. 1). Es wird

3. Fir tggp= %wird der Ausdruck

druck gleich cos 2 ¢. 5. Gesetzt%: ctg ¢: Resultat wie in

Aufg. 4. 6. Gesetzt—g—=tg @, so wird der Ausdruck gleich

b
1. Gesetzt;—:sin ¢, so wird der Ausdruck

oder —;
cos ¢ sin

b
gleich @ cos ¢. 8. Gesetzt — = cos ¢, so wird der Ausdruck

gleich 2a . cos (45°— 9/;). 9. Gesetzt tg ¢ =i¢:—b_'_s—1;7§,
wird der Ausdruck gleich v b. 10. Gesetzt tg g = 2‘/@. — 7’/2’
cos ¢ B>

a—5b

so wird der Ausdruck gleich o 11. Gesetzt tg e« cos y =

cos e+ sin (B - ¢)
sin ¢ :
12. Vergl. Aufg. 11; der Ausdruck ist etwa zu bringen auf die
Form S0 " sTn (¢ — ﬂ).
sin ¢

= ctg ¢, so wird der Ausdruck gleich
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§8 8, 9. Resultate zu 8. 17 — 8. 19 der Aufg. 173

§ 8.

17 630261, 2. 26983,9" " % PRI A L4 a0
5. 51°49,6. 6. 88°104% % ARCEBL 8 482501
9 '112°37,2% . 10.°30%: “df. 60°% 3. 30°- 18 41R98
14, 45°. 15. 53°7,8'. 16. 26°43,8'; 124°2,5'. 17. 115°10,5".
18. 32°20'; 249°12,2'. 19. 27°25,5'. 20. 90% 210°. 21. 30°.
22, 60° 180°. 23.37°18,8'; 141°2,9". 24. 60°. 25. 26° 33,9';
153°26,1'. 26. 35°15,9'; 144°44,1'. 27. 45% 135°. 28. 30
210P % 29 0; 70°81,7. " 80, 51°498"  §L 'BIEL Y
82. 75°31,3". 33. 34°158'. 34. 16°46,7. 85. 16°46,7".
36. 20°42,3'. 37. 26°48,7". 38. 23°26,3'. 39. 12°15,3';
48°9,3'. 40.16°47,7'. 41.18% 54° 4la. sin 2= )%- cos .

l—e 2
D) 09 M1, 0 ' ik s}
42,010622,7 136° 212", 4248, cos2z_2a 1(a> 3).

43. cos 22 = L 44. 24°5,7. 45. cos2z= —1—
2 —« o«—2
46. 30°. 47, cos 22% 4 3w ( )cos 2z =% 48. 60° od. 0°,

49. (5 —3a)cosat =2 (5 — 2«) sin * - cos #*— (1 — «) sin 2%
50. (10— 3a) cosz*==10(2 — a)sina? cos 2>+ 2 (1 — 2«) sin z*.

§ 9.

1.-:80°.% 2. 66°25:8% 180% % 8:426%.33,9': *105% 56,4"
4. 10°54,1'; 100°54,1". 5. 19°23,3"; 228°35,4". 6. 41°24,6;
120°. 7. 63% 261 1:-146° T86!. . "8 2502117 123 4T al
9. 196°551. 10. 56°552'; 139°15. 11. 130°38.9.
12, 55°54'; 145°54'. 13. 24°282"; 155°31,8". 14. 61°51".
157 2020 161859 G4° 59578 1T 458682 2610
18. 16°50,6; 106°50,6'. 19. 64°44,6'; 141°49,4'. 20. 60°.
21. 14°2,2/5:712.38,9'. 222.185% 18° 26;1': 1 23: 45°% 1042 2,2
24, 90°% 45°. 25. 31°43'; 121°43', 26. 54°44,1'; 125° 159",
27. 62°25,5'; 117°34,5'. 28. 18°18,5'; 26°41,5'. 29. 66°36'45";

/SUBLE
29°58,2". 30, 69°53,7'; 143°47,7. 8l tgad—— ——

L s
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174 Resultate zu 8. 19 und S. 20 der Aufg. §§ 9, 10

32. actga®?—2bectgz=—0a —a. 33. atgar®*—2btgr=—a—ec.

b—a a—2a
B it I [y te ) — — .2=
84 tr o’ — a——b——aOder cos?x—-a_% 35. ctga
b—cx 2“""“ o 1, 70 !
=—m oder cos 2.2} —-'a m- 36- 68 28,4 2 29,4.

2 —_—
37. 15°. 38. 109°52. 38a. - sin 2o == VI + @ — 1.

39. ¢sin 20 =0 Vb2 + dac. 40. 105°. 41 u. 42, 155° 42,3’
und 114°17,7". 43. 2 sin 20 = o2 == Vo' 42 44. 128°27,2.
45 und 46. 146° 15’ und 33°45'. 47. 45°% 63°19' und 26°41'.
48. 121° 22’ und 148°38'. 49. a®sin 22 = (2a + b) b.
50. 202 sin 20=2ac 4 b*==b Y4 a* + 4ac 4 b2 51, 20° 54,3
52. 110°54,3'. 53. asin2a=>= V> 2ac. 54 22°30;
54°18'. 55, 67°30; 35°47.  56. 16°50,7'; 73° 9,3\
57. atg2a® 4+ 2btga=—2c. BH8. 108°. 59. 41°246';
94°46,8'. 60. cos @* — 2acos #=1>. 61. 180°% 120°. 62. 0%
60°. 63. 77°20,4". 64.102°39,6'. 65. 18° 54°. 66. 41°24,6'.
67. 51°49,7'; 180°  68. 0°; 128°10,3. 69. 72°; 144°.
70. 22°27,3". 11. sin2:c“=%. 72. 63°26,1. 73. bsin2a?+

+asin22=2a. 4. (b — 2a)sin 22* 4 a sin 20 = — 2a.
75. 105°. 76.65°54,3'; 35°15,9". 77. tg 2* — (3 4 &) tga®+ a=0.
8. acos2a* 4 (a4 1)cos22=1. 9. tga*=
80. 67°30' oder 112°30"; 22° 30’ oder 157° 30'.

sl
e

§ 10.

a. Zur Losung einer Gleichung von der Form
asin @ + b cos # = ¢ fihre man im Allgemeinen statt @ und &

beziiglich @ cos ¢ und @ sin ¢ ein, d. h. g=YVa® 5 und
b % :
tang ¢ = o ergiebt sich fiur die Gleichung die Form

ceosqp csing

sin (x4 q:)=%(_—_-—b)

a

AR b o1 & _a o &\ b
L 148°7,8. 2 14378 8.1g 5 =" 4.tg(45 2)_ .
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§ 10. Resultate zu S. 20 — 8. 23 der Aufg. 175

802 6.236%52,252 196° 15,6/L L. 36252 258 157522-64,
8. 64° 405 221°35,6'. 9.162°43,4';7223°82,9/ -~ 10. 62 50,1';
9°8,4%.: 1£.58°7,8; 186° 52,1712, 54° 37,8 13: tgq):—Z—,
sin (2 +-¢) = {,i e VEF P 14 a < VE—a2

b. Man ersetze die linke Seite der Gleichung durch ein
Produkt.

15. 60°4 o, 16, 10°17,6'. 17 90°— . 18, 74°30,4"
19. 61°16".  20. 51°23. 21 tgo="2F

9 cos & 2 e
22. tg (z + ¢)) = < O o ipe 4RO
B4 4P —a B gh—— 6. g3e -2
20, 90°+ 2. 28 45'— 2. 29, f’—;—“. 30. 27° 49,2.

31. 6° 11,20 82 85°146,5  83.:240.30.6':s 3412929 2%
35. 65% 36,.15"; 195% 87 22° 30':467% 30%: 112° 30" ui s 3.
38. 15°u.s.w. 89.27°22';.. 40.1>ea>1Y 41.45%..
42 27°2%:.. 43 30% .. 44 15 a1 45, 33" 72% ..
46. 29°28,6";.. 41.22°30";.. 48. 1>a> 1 49. 36%..
50. 20°10";.. B1. 21°5.8". B2. 1> a > ¥%,. 68. 22=12°7,3'.
54. 1< <V2. 55. 70°6,2". bba. 19°53,8'. 56.69°17,7".
57. 45°. 58.30°16,6'; 59°43,4". 59. 15°%; 75° 60. 30°; 60°.
61, 34°57,2". 62. 1> a>Y; 20=—=4T°4T,4'; .. 63, 4> a>1%,;
40°34,2'; 49°25,8'. 64. 1> a> Y V2; 22=58°, .
65. 1> a>%(24V2); 36°42,7'; 20°2,6'.  66. 135"
67. sin22=2ctga-tgey; —2ctga-ctgey. 68.%>a>'4; 105°
69. 135°%; "¥5%50.27; 408, . W 198" Ah% ol %1350
27°58,1'; 62°1,9.. 72. 2> a>Y; 96°49,6'; 173°10,4".
3. 67° 30" 4 —1<e<—3%; 45° 22°30'; 67°30.
. —Y4<a<Y;45°13°21,3'; 76°38,7". 16. tga=tga-tgf-tgy.
7. tgr=ctge - tgf - tgy. 8. (Vergl. § Ta, Aufg. 1.) tg(p=coS £

. >
sin e sin @

tga=—— =>51°16,2". 79. 58°22". 80. 2=— «;
CcoS8 @
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176 Resultate zu 8. 23 — 8. 25 der Aufg. §§ 10, 11.

2=260° 81. 120°. 82. 49°21,3". 83. 36°. 84. x, = 60";
cos ¥, = 0,5 — cos 2.  85. 2,=120° cosa,=——0,5 — cos 2.
86. 108°. 87. 62=48°35,4'. 88.32°18,6". 89.33°12,6'; 42°7,9".
90. cos 22 = — ctg 202

§ 11.

1w =92369" 2 a=617"" "8 o=—33"414L
4, 2=—068°36,8'. 5. +=44°43,8". 6. 2=66°8,2'". 7. =30"
8. 2=—26"26,8". 0 i TN GR! 10. 2=20°28,5;
y="T°37,6" 10a. 2="71°33,9' oder = 135"; y =45 oder
=108°26,1'. 11."2—64°20,4', 12.58°57". 18. =60°12,9"
14. z=—40°36,5'. 15. 105°. 16. 2=33°10,8'. 17. 2=67°53,6'.
18. 57°58,5'. 19. z=—56°22,8'. 20. #=—30°11,8'. 20a. 27°29,4".
21. #=—=44°28'. 22. 2—42°38,8". 23. 158°4,6'. 24. z==80"

2
24a. sinw-‘;y + 2ectg g sina/g-sinw_;y

26. 110°42,3". 26. 2=31°154". 27, 2=18"26,1"; y==28°19".
28. 2=31°15,4"; y="51"8,2'. 29. 2=42"50,7"; y==12°9’,
30. 2=180"441"; 'y=70"44,1', , 81, 2= 162"58.4";
y=173°104'. 3la. 2=2341°44,9"; y=101°31,1".
32. z=—388°30,3' (406°27,2"); y—- 102° 14,7' (143°11,2").

32a. tgw—;y=%; cos .z—|—y V o'+ 62 33. 2=30°10,7'

(348" 28,9’)-y=48°21 5' (710449) 34. 2=060"33,1';
y=4277. 84a. agTEY L TV Ly
35. ©=101°31"; y = 108° 15'. 36. 2, =81°29,9;

.y, =100°25,1"; 23==29°17,2'; y,=—84°343".

= cos @4

g
3¥.0sihia? — :2 _%j; cos Yy = 1(){-:_":3_13.
S s
88 sinisi—= —Zt;g—; sin y == la _%8—‘
72 (82— a?) 9% (8% —a?)
39. cos 2= I’g?(f—z—d'é cos Y% = Bri—a2d,

39a. Wie Aufg. 39; nur ist cosy durch sin y zu ersetzen.
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§ 1L Resultate zu 8. 25 der Aufg. 177

10, "V _le—B)lad—By) o4y’ (@tf)-@d—py)
"7 2 (e4fled+By) ° 2 (a—pf)-(@d+By)
40a. Zuriickzufibren auf Aufg. 39 durch die Gleichung:
sin®:siny=way:f8d. 40b. Zurickzufihren auf 39a.

X—1, a
41. cos 2J=——%; @ =292°58,5'; y=67°1,5"
2 G,
42, tgw-zy =2 fﬂ; @=264°14,1'; y=155°459".
Eoloie Sopne 3 el _aY1—a
43. cos & = cos 5 cos f3; tgy—sin%. M.tgm-m,
bY1— ¢° a{1—¢? by1—¢*
tgy=l_+ﬁ' b ol s i d =g | %

1— ¢*
46. tgw:a—b‘/—z—&—; ctg y =

oY1 — o°
db gy

a

e 2 __.77‘
4:7. Ctg.Z':a_____M-}__.b; ctgy=b__— “d‘z_i__a.
da db
b)? + 40%ab — (a 4+ b
P e V(a+b) +26b (@+9b)
49. 2b.ctgz=4J (a + b) + V0% (a + b)* + 4 ad.
50, sinz=—. bH0a. sinz=1. b1. sin 2%+ siny®—sin2* =

«

= sin 42 — 2sin (4 — z) - sin (4—y) - cos (4 — 2),
’ 3 5 A it

folglich fir 4 = 180°: cos z B

Cosinussatz). H2. Es ist cos % 4 cos ¥ — cos 2* = cos 4% +

+ 2sin (4 — &) + sin(d — y) + cos (4 — 2); fir 4 = 90°:

u. 8. w. (der

2 2 e lnal
sinz=U%FJc u.s.w. D3, Esist tgo 4 tgy 4 tgz=
. J i
=tga-tgy. tg2z 4 i s fir A= 180%:

tg 22 =

€08 & - COS ¥ - €OS &
W—Q. b4. Es ist ctg @ 4 ectg y + etg 2=

cos A4

=ctgx.ctgy. ctgz —

; : ——, folglich fir #/=90°:
a (e b ) S Sin Y. sim

etg a?=— A u.s. w. HD. sin @® -+ sin y? — sin 2> =
¢
= sin 4% — 2 sin (4 — &) sin (4 — ¥) . cos (4 + 2), folglich
g
fur. 4 =0 cosz=——2ﬁ— u. 8. W.
Hermes, trigon. Aufgaben. 12
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178 Resultate zu 8. 25 und S. 26 der Aufg. § 11,

TR PRI
56. Fir 4 =180° ergiebt sich cosz=a_{_—c u. 8. Ww.

2ab
AR Y o fhkog o 3
57. sin z=-c—2gb—é—u. s.w. BS. tgzz=c—(f——a(z %) u. §. w.
AR a9

u. 8. w. 60. cos2?=—

“ab 4 (c® F ab)

+ B8, W

i tgu—-‘—; w_vm i cosu__ Vb_—::_ajz
63.9) tg (a+ﬂ+ ) a+’l’) tga—ﬁ; ot cos( 7;‘9-;-”):
io-arsb # i E:E;
hatgh mi(m( ) Al
a+B atb 3 2;’;“ a—;ﬁ.
65.%) ctg ( —45°+u ) ctg(45°+_2_);
w-cos(gjéje—_i_u_%o 2 a—+b

Fain (45°+ "‘—Eﬁ)
{ a+b .
sin (@ + B 4 2u) = a_b-sm(a—-p);
w22—(a-—b)- ctg (@ —p). 2 +ab=0.
sin (¢ + 8 4 2 0) = — sin (¢ — §);

2 2 92 ;
'%+%=%MW—m+mw—w

*) Um 2 zu bestimmen, wendet Gauss (theor. mot. § 78) folgende
Methode an: er multiplicirt die erste Gleichung mit sin(p — ), die zweite
mit sin (p — ), so ergiebt sich durch Subtraction
1 z .sin (@ + u). sin (¢ — p) = asin (¢ — p) — bsin (p — «),
ferner durch Multiplication beziiglich mit cos (¢ — g) und cos (¢ — «):

2. 2. cos (p + u).sin (¢ — g) =acos (p — ) — b cos (p — )
aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich nunmehr:
5 © 2?2, sin (¢ — B)2=a®+ > — 2ab . cos (@ — p).

Dieses Resultat ist ganz unabhiingig von ¢ und entspricht sowohl
der Aufgabe 63, weil fiir ¢ =« die Gleichungen (1) und (2) in die der
Aufg. 63 iibergehen, als auch der Aufg. 64, weil diese Aufgabe aus
Aufg. 63 herzuleiten ist, indem man statt ¢ und g beziiglich 74—« und
4 + B (Anm, zu Seite 181) einfiihrt, wobei @ — § ungeiindert bleibt.

Die Aufg. 65 ergiebt sich aus 63, indem man statt g einfiihrt 8 +- 714;
es ergiebt sich:

2. cos (¢ — )2 =a®+ b*— 2absin (e — f). (Vergl. § 22 Aufg. 57.)
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§§ 11, 12. Resultate zu 8. 26 und 8. 27 der Aufg. 179

uw—+v a a® 4 b?
68. tg —— g o cos(u—v)_—2—;2——1,
% ¢ (a® -+ b%) _0L2—|—b2
Bl < | by
: i A e
69. smu=W, z=acosu-+bsinu; y=—asinu- bcosu.
e
69a. cosu=-———; 2 und y wie in Aufg. 69.
‘/a2+b'l
acosa-bsina __¢9+ta S e
70 tg2 mna 0 eru-——2——, wenn tg(p— 5

2 und y wie in Aufg. 69.

§ 12.

1. tg @/y; ctg &/, 2. tg (45° — ¢fy); ctg (45° — &/,). 3. tg a/p;
—ctgal, 4. ctg (45" — @f); — tg(45° —f,). B, cos @/;

2
sin «/,, 6. sin (40° — @/); cos (45° — ¢/,). 1. #*= g—cc:%/-’;
__ 2sine/y? e 2-cos (45° —ef)®  2sin (45° — rtlz)2

cos e sin ¢ : sin «

9. tga-cigf; ctge-tgf.  9a. ciga-cigf; —tgea-tgf.
10. 2 sin (@ == 60°). 10, 2'sin ( — 30%); — 2 sin (@ - 30°).

a : 2 Yac .
Zur Form ¢: Man fuhre ein sin ¢ = _\lfac, so ergiebt
. c @P c
sich: a:,=—‘/;-tg?, Ly = — 7.ctg%.

112201789 fea. 04806 "I =4 LLU6615.
3
13. — 0,10091; — 2,2158. 14. 1,4423 (V3).

15. —1,4142, (— V2). 16. 1,7321 (Y3) 17. 0,1; 0,031187.

18. —05547, cos2a < % d. h.e«>40°33,6. 19. — 1,135;
— 0,55696; &> 45°.

20. ctg e vtg (45° — af); ctg a-tg (45° 4 ).

Zur Form f: Man fuhre ein tgq):Q\I/)ac,

sich xl=v% tg_gi, ‘”2=_V%'Ctg%'

so ergiebt

12%

www.rcin.org.pl



180 Resultate zu 8. 27 und 8. 28 der Aufg. 8§ 12, 13.

91, —3,1234, 922, —0,8947. 23. 2,2361 (VB): — 2,4588.
24. 2,089. 25. —2,632. 26. 1,1996; — 0,33431.
27. 0,50278; — 0,40695. 28. — 0,46631; 2,14451.
29. 0,8905; — 2,0821. 30. tg & - ctg 22°30"; — tg a-tg 22°30".

Zur Form y: Zur Bestimmung der Winkel # und v die-
nen die Gleichungen:
a—+c

tg (u 4 v) =a,_-_—bc; cos (u — v) = T (u 4 v)
-;: ¢ sin (u +v).
31. tg 34° 6’ =0,67705. 32. tg120°= — V3.
33. tg 70° = 2,7475; tg 94° 29' = — 12,754,
34. — 1,291 (— ¥ V15); 1,5275 (Y V21).
35. tg 144° 43,7 = — 0,7073; — 0,517.

36. tg62°12,4'= 1,8972; — 0,83854.

§ 13.
1. 2,0406, 1,3579. 2. 2—3,6056 (Y13), y = 3,3166 (Y11).
3. tga-tgel,; tga-ctgey, 4. x=-ctgea.ctg22°30,
y=ctga-tg22°30’. 5. Man setze 2 =2 cos %, y =2 sin u,
#,==0,19111,. y, =1,9909, z,=1,9867; 3 =0,23022,

6. 2=Va-cosu, y=Va-sinu; 1,2599 ({/-2"), 1,4422 G/g>
7.(Wie6.) 2,6448,0,8118. 8. 2=a cosu, y=asinu, Z—; =tg ¢,
sin (¢ + u)-— cosq)( ;%-sin (p). 8a. 2= — 0,758,

y=1,7983. 9. #=bcosu, y=>bsinu, 2=8,6603 (5y3),~
y=3,4641 (2y3). 10. 2=¢-cos¢, y=g-sing,

: __‘/a—a i -
B R O I e Y
1. a=tgu, y=tgv, tgu+4v)=e, sin(y—v)=74.
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§§ 13, 14. Resultate zu 8. 28 und 8. 29 der Aufg. 181

—y2 L
12. cos 2 22/ =t V%.cosw 5 Y—025, 2y =190" y,=30°,
@, = 166°46,3', y,=——46"46,3'. 13. sin 2=0,6, siny=0,5.

2
14. 4sin> 2” +25in“T+”=3, ”';'”_—_40°38,8'.

u—v yab u-+-v
R e 53
CZ
6_2_5,

17. z=asing, y=acosg,

2
. 3 ¢
15. z=asinu, y=bsinv, sm(u-l—v):(;z, cos

16. x=ua-sinw, y=>sinv; sin (u.4 v) =

B T 2
u="bsiny, v=>bcosy, absin(p—Y)=27c?

ab cos (¢ + @)= — d>. 18. ¢ 4y =161°26,3,
¢g—yw=17"15", a=V3, y=V2, u=V6, v=1.

§ 14
1. a. cos(a~+f)—+isin(e+p). b. cos(e—B)+isin(e—f).

o L SRR
¢. cos na—+isinna. d. cos — - ¢ sin s
n
L8 — e 0 b
2. a. g(cose-}isine), wo g =Va? 4 b, cos ¢ = 7 sin @ = —.
e

b Ve 154 i 45) oo VT (o2 0 2

e Y2 (cos%Tn + i sin %Tn) d. cos 0 - ¢sin O oder
+ . 2 oy TR
cos 2w 4 isin2n. e cosm+isinzm f. cos—2——|—zsm—-2-.
ST, St O
g. 008—2— +ZSIH7.

*) Zur leichteren Uebersicht ist hier und in der Folge fiir die aliquoten
Theile von 360° oder Vielfachen von 360° die Bezeichnung gewiihlt der
zugehiérigen Bogen oder Arcus fiir den Radius 1, sind also beziiglich statt
der aliquoten Theile von 360° oder Vielfachen von 360° eingefiihrt die
aliquoten Theile von 27 oder Vielfachen von 27z, so dass also z. B.

57

g ik 1

cos 45° = cos —Z— =—;—V§; sin% =s5in 90°=1; tg"300° = tg
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182 Resultate zu 8. 29 und S. 30 der Aufg. § 14,

3. & g=05, cose=1%, sine=-—1%¥, cose/,= \/ﬁ,
sin @/, = — Y0,2, folglich z === (2 — i).
b. z= :i:V?(cos 5?”4—1 sin%)::l:%(]/? \/2_——-2——i1/2 \/-Z_—I— 2).
6. z—=a=*ti d 2=1—i, —3—4i. e o= (1472),
==4(—1-+414). {f zodery==(i —2) oder == (i 4 2).
8 —b
4. =+ i : =V—c— deosgp— ——.
o (cos g sin @), wo @ P P 2 Ve
5. a. — 0,95002 == 1,3776 - i. b. 0,42258 ==0,68999 - i.
6. 422 4+ To + 16 = 0; (bezuglich 822 } 452 4+ 64 = 0).
7. 32a% 4 1232 4 1024 = 0; (bez. 22+ 15,7752+ 128=0).
8. 2*—(a*— 4a’b + 20%) @ + b*=0. 9. o (cos ¢ =i sin @),
27

wo 0=« und cosq)=2b—a. 10. a. —1; cos23 :I:zsmg

&L v i(1:;:v—-3). b =4 cos53—ﬂiisin53—nd. i.

{ T R 1lnw
?(1:;:\/— 3. ¢ i, cos?—l-zsm g o8 ———-l-
d.

—l(:l:\/?-l-z) d. \[2—(cos—4——{-‘isin§£)
Ay, v—( i 17“) a1 o [1—VE+(Y3+1)],
V2 (cosl—2+isin ﬁ) h S ?[1 +V3+(VB=1)il

11. a. VG (144), £V (1—i). b. Gesetat!{}/2+V2=e und
1,7/2 — V2—=B und a~-Bi—w, so sind die vierWurzeln =w, z=wi.
¢. Gesetzt Vg(l——?;i)zw, so sind die vier Wurzeln == w, == wi.
12, a. =Y (V3=x4d). b xYV2 [V3—1x£(341)il
13, a (@ —aV3 4 1)@+ aV3 + 1)

b. [+* — W(\/_—l)w+ 1] [« 4 V5 (V3 —-1) 2+ 1].

14. Man setze .2:+-x—= Yy, so ist zu lésen die quadratische
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§ 14. Resultate zu 8.30 und S. 31 der Aufg. 183

Gleichung %2+ ay 4+ b — 2=0: die Wurzeln dieser Gleichung

indhyy— \/b—2 tgu und y,=YVb —2-ctgu, wo
b—2

sin 2u = ————, weiter sei # =tg v, so hat man

2 2
sin 2v = ——tgu oder=——=ctg . Werden die Wurzelwerthe
Vo—2 V62

1. -
von 2 aus der Gleichung x+—;=y imaginér, d.h. ist y<2, so setze

man #,==cos @ -} sin ¢, &, == cos ¢—1isin ¢, d.h. 2 cos (p#g/
u. s. w. 15. — 1,4336, — 0,69753; 1,9641; 0,50913.

16. 0,95095 == 0,30943 - i, 0,27777; 3,6002.

17. 0,07566 == 0,99715 - ¢, 0,38422 ==0,91902 . 4.

18. cosne == (—1)* (n)s * cos &®—2* « sin a?*,
0
sin ne == (— 1)¥+ (n)ox 41 + cos a»—2%—1. gin g +1,
0

19. cos 2@ = cos &> — sin &%
cos 3a = cos &® — 3 cos « - sin &>
cos 4 ¢ = cos a* — 6 cos &® - sin @ | sin o
cos b a = cos &® — 10 cos &? - sin @* - 5 cos « - sin et
sin 2 = 2 cos « - sin a.
sin 3 = 3 cos &* - sin @ — sin a®.
sin 4« = 4 cos &® - sin ¢ — 4 cos e - sin &,
sin 5 =1>5 cos a* - sin & — 10 cos & - sin &? -} sin &°.
20. Vergl. Algebr. Aufg. § 40, Aufg. 12.
21. 2 cosa® =cos 2 -+ 1.
4 cos o = cos 3 -+ 3 cos .
8 cos a* =cos 4 + 4 cos 2 + 3.
16 cos @® =cos Her + 5 cos 3a - 10 cos a.
— 2 sin > = cos 2e¢ — 1.
— 4 sin @® = sin 3 — 3 sin «.
8 sin ' = cos 4ox — 4 cos 2 | 3.
16 sin @® = sin & — 5 sin 3@ + 10 sin .

22k+1

22. cos.z-—-Z( 1)*. @EEDT

(2/{)" Binv— 2( 1)*.
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184 Resultate zu 8. 31 und S. 32 der Aufg. §§ 14, 15.

23. a. cos1° =0,999848, sin1° = 0,017452.
b. cos 12°=0,978148, sin 12° =0,207912.
¢. cos 17°=0,956305, sin 17° = 0,292372.
d. cosd =0,915241, sind ==0,402906.

24. e*i= cos # -} i sin 2. 25. cos & =Y (€% 4 e—=);
sin' @ = % (e%i— e—=i). 26. Vergl. Algebr. Aufg. § 41, Aufg. 14:

® tg gtk 1 1
PO AP LT R R, il o
hadiior s ot 2% F1° k1

6\/— 2 k
oder = a2 (4k—3) @k —1) 35— 5 = 3,14159265.

tga<1. 21. 7t=°‘°(—1)" :
0

§ 15.
3
1. Gesetzt tg g = (%), so ergiebt sich
w,=a,i/ctg 97/,, Yy =—aV8tg /9y
Bge O 4
=, cos —|— i =;m » Ya=Yi\cos - —+ i sin ?>
4 ke v f) AR R
& = (cos oy ~+ i sin ?) R (cos Y ~+ i sin —3—)

3

2. Gesetzt sin g = (—Z—~) , so ergiebt sich: 2,=a f/tg P/,

po A LN 3
yiv=a chtg 9/y u.s. w. (Vergl. 1). 3. Gesetzt cos p = (-2—) , 80
s + .

ergiebt sich #; 4 y,=2a cos /3, 22 + y, = 2a cos *—
&y -+ Y3 = 2a. cos ip;gﬁ 4. Die Losung dieser Aufgabe ist
durch die Aufg. 1 — 3 zu erledigen. 5. a.6; —3 =) —b.
b. 1,1893; — 0,59465 == 1,9254i. e. —2; 1==2Y—1. d. 2,5;
—1,254+0,25Y—0,6. e. —Y; ¥(1==YyY—107). 6. a.3;
— 13 —2. b —2;%; % €2;—1;—1. d 2cose/;
2 cos i—_;ﬂ; 2 cos _“__'Zﬂ. e. 24; —12+%, \/1_9_9—

f.—1,6; 0,8+)/0,4 7. a.—5; 4=y—2. b.3; —1+)—3.
6 —15; BkY=~2 ‘W 4y =91 5,06 %; =¥ 1 75;
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§§ 15, 16.

Resultate zu 8. 32—34 der Aufg.

185

ééf ”52—@. 8. 30°; 18°; 234°.

2
so ergiebt sich y=2cos -ﬁ, = 2 cos

’

9. Gesetzt y =1 — sin 2,

2a-|3—27t, R,

>

s2a+4n
R

d. h. 2 =458 and for 0=30%»2==20°22,4';4 €106° 4,45

10. 135°.
12. 59°53'.

10a. 23°31,7'.

11. 122°17,5".

wenn man statt e einfuhrt 7/, — e.

11a. 147°42,5'.
12a. 30°7'. 13. Wie Aufg. 9. 13a. Wie Aufg. 13,

Cap. IL
§ 16.
1.¢=17,8102; «= 39°48,3". 2.56=—4,1231; o= 62"44'.
c=9434:" "a—51"D9,7. b=9283,495; e = 35" 533"
¢=—18,358; «=60°38,5'". @— 45,633 ‘&= 33"169"
8.6=64,22; «=51°78. 4 bh—96.857; o=—38°19/1%
¢==26,659; &=45°274". b=—68,292; a=26"50,8".
¢==18,352; a=42"165'. a=—1,1885; «=43"19,8',
5.b=13; a=068°51,8". 6.b=21249; ¢=22,372.
¢c=173,593; a=43"48'. a—6,6882; c=13,738.
b=—69,997: x==0"30,2', g == 12981 ci—1h 196
9. a=163,86; b=23,369. 8. ¢c=—7,9834; b— 6,1855,
o= 16,1290 =21,193. a == 19:398=""h = 1878,
a=10,5923; b=28,6216. a=14,793; b=10,255.
9.5=583,7119; ¢=71,377.. -10: b=415,38; c=420.
a=20.88;  b=—28,09. a=—6979: " ¢=—8,151.
o= 98,484 ; ¢ = 100. a=—0,869; b=28,6074.
11. 5=265; ¢=169; o =67° 228!
B=—=29.252: ¢==31.252; a="720"36,8".
a=0,10925; b=0,2482; ¢=0,27116.
&5=03a4,472; b=—13,612; c&£19,798:
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Resultate zu S. 34 und 8. 35 der Aufg.

186 § 16.
12. =65, == a==47°55 5",
=="11"6 ¢e="110.815, a—40745,8".
==7,2', ¢=28,766, a—34" 467",
a =ih b ¢c=9,0807, o =152° 1
188 e =9 838; b==7 1447, ¢ ==10.605"
a=10,23¢, b'=19,442, ¢ ==215995.
a=3,6473, b==6,58; c'=="1,5283.
a==13.827; b=12:584; ¢ — 18,696.
14 a—906; b==8, o= 36°52,2".
a'=—="21, bi—=T; a=—"73°44,4".
& =155 3bily b=12,659, a="717°17,7.
15 o—15_ b=—12, a=—22°37,2".
a=10,283, b=19,449, a=27"52'.
a=—42783, b= 12,043, a==19"335'.
16. @=70°31,7. 17. c=288, fl— 2448.
@=—45°6,7". ¢— 154,94, fl— 4961.
18. a=—19,3482, fi—43,5.
a=20,413, fl= 200.
19. ¢=29,683, 'a=—37,764.
W="0.0235, 0— (2946, f="24.
20. «a=26,3899, ¢==12:042.
a=—0,44721, ¢=0,63244.

21. «=>55"35,7", a=0,90286.
y,=46°584, ¢,—0,8119; y,=—133"6,6', ¢ =1,8723.

a—20"36,6", l=25,74. 23, sin 2e =—h"? ge=01"b2.5 .
m?. sin d=6,8944. 25. Ym,*. sin2s=m >singcose==1500.

22.
24.

ad sin 0 a
25a. S 26. s -te si=4.727. 7'—§—Sin—a—3,57.
28. sin a=%, a=67°24". 29. 41°13,2', 82,368.

h sin
30. m=24,ﬁ=207. a3l 7‘——-1,618, Q—1,5388,
Jfi=1,694: 32! r==1 0824, f=:3:8137. 33. 0=0,9848,
2¢ = 0,34729. 845 3,1416!=7l +8,14155. 35. 68,393,
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§§ 16, 17. Resultate zu 8. 35—41 der Aufg. 187

70,805, 372,23, 380,96, 398,95. 36. 995,82, 1002,1.
37. 583,03, 599,4, 633,3. 38. 6,5233, 8,0364, 9,054, 9,7156,
10,049. 39. 19,458, 21,131. 40. 27,184, 27,1225.
41. 12,483, 12,555, 12,118, 12,258, 12,541. 42. 69,928,
69,785. 43. 503,96, 501,3. 44. 102,81, 108,61, 36,444,
36,944. 45. 328,54, 344,05. 46. 92,072, 88,302.
47. 30,677, 30,539, 30,747. 48. 11,635. 49. 9,7706.
50. 3,9021. 51.18,044. 52. 99,641. 53. 1,0235. 54. 8,0423.
55. 30,001. 56. 1,297. 57. 9,9852. 58. Um 0,31.

59. Um 0,2239. 60. »2siny*.7x=0,635. 61. 0,004083.

62. 94,63. 63. 0,82843. 64.0,76953. 65.16,329(7)/aV3)

g s ’
66, 20. 25N 27 1836542 67, 10000.
8 cos 7/t

§ 17.

1. a. 0,16537, b. 2,7645, - e¢. 11,003. « “2:a5 97%10,8".
b. 96°38,2". 3..a 2,7261. b. 11,804. 4. 5,1399.
5. a. 6,4346. b. 5,9109. 6. 7,4698. 7. 4,8379. 8.95°29,5",
4,441. 9. 2,5004. 10. 7,1683. 11. 190,3. 12. a. 4,677.
b. 5,182. e¢. 6,1282. 13. 0,196. 14. 47,403 ; 142,6.
15. 18,87 und 94,23. 16. 4,27. 17. 10,27. 18. 18,928.
19. 1,1078. 20. 21,66. 21. a. L,=2,5124, L, — 3,4876.
b. 699,5; 720,5. 22. 2,0905. 23. Erster Fall: der Mittelpunkt
M des Kreises liegt zwischen den Sehnen @ und 6: so sind die
Bogen tuber a@: b,=4,3784, iber b: b, = 5,9107 und die
Zwischenbogen = 4,298 ; der Inhalt der Zwischenfigur = 21,4588.
Zweiter Kall: die Sehnen @ und b liegen auf derselben Seite
des Mittelpunktes M: so sind die Zwischenbogen = 0,76615
und der Inhalt der Zwischenfigur — 2,6248. 24. r% 1,683 r.
25. 19°10,9', (112°53,1"). 26. 11,516, 87°59,4', 11,343
(8,2858). 27. 6,4945, 4,9301. 28. 0,7km. 29. 210,36km.
30. 0,1km. 31. 63° 57,2, 53°57,5', 45°57,1'. 32. 88,31km.
33. 2727km. 34. 77°19,2'. 35. 12,58, 62,901. 36. 3,1243,
6,2641, 19,571. 37. 0,81163, 1,2321. 38. 60° 33,6,
o, =14°28,6. 39. 2,9583, 46°42‘. 40. a®.sin « = 23,038,
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188 Resultate zu 8. 41 — 8. 44 der Aufg. § 17.

fur 'a=90°" 41, D= b , b=2,6361; d, = 2,0606;

d,=—=4,8529. 42. Die Seiten sind: @ sin @/,==Ya’sin ¢’ — R - tg ¢/,

a? ab : a?
R, _?sma 43. 4—8_——, a,=90". 44. Ti- sin 8

o, =45°. 45. (asin a)?, F—-ctg (e — 45").
a+p
2

a?. sin ¢/, - sin

% (2 sin 15° ) Vs, 4. sin B/,
sin —+—§ gin Z v\ 49. d?. il N @y sm_fé'

ol A il S

4 sine/,-sin By 2 sin @/,.sin B/y B)

a—b a®— b2

" Qcosa’ 4

2f :
gy rrw gy LU L SCR R Yl 6
d, + d,

a==2d, - sin ¥/;, b= 2d,-sin 7/, tga=d e

a® — b2 a __asin¢/,
s tg .. 04, b= Sal,’ am grossten

1+ 2cosee  sin
fir =90 fl ==2b%sin & cos ¢/}’ =

48.

‘tga. b1, tga——a4ﬁb2, = 71339/

ctg ¥/s.

53.

@? sin o®

m. 55. s. b4.
56. Die nicht parallelen Seiten 2¢ cos «, die parallele — 2¢cos 2,
die Diagonalen 2¢ sin @; fl = 2¢? sin @*-sin 2. H7. a. 31,566 m,
b. 88,001m. 58. a. 58,14m, b. 46,613m. 59. a. 38,638m,
b. 40,914m. 60. a. 404,86m, bez. 406,14m. b. 257,4m,
bez. 259,4m. 61. 310,85m. 62. 62°14,7. - 63. 39,245m.
64. 11°25;8‘, 1010m: ' 6b6. h=9,8217Tm, r==2651,2m.
66. a=2290,4m, r=13139m. 67. Wird der Elevations-
winkel des Punktes B durch # bezeichnet, der des Punktes C
durch y und der Winkel, welchen BC mit der Horizontalen
bildet, durch d, so ist a=8 -+ y 4+ J; es wird a=13°45,1".
68. 610,84m. - 69. 1°8,6'. 70. Das 76,39 fache.

1. tga———__i:‘h—_*_h——z, moglichst gross fir &, ="/;; a=>54,6".

72. 0,09696cm. 73. 7,5802km. V4. 1424200km.

www.rcin.org.pl



§§ 17, 18. Resultate zu 8. 44 — 8. 47 der Aufg. 189

75. 8,582 Secunden. 76. 53,3 Minuten. ¥7{. 81 Minuten.
8. 2,1867Tm. 9. r=1062,05m, b= 820,22m.

80. 132°50,6‘, 823,04m. 81 und 82. 606,9m. (Die Linge
der Bahn ist unabhéngig von dem Verhiltniss von BE zu EC.)

§ 18.
1. 6=13,819, ¢==13,348. 2. 613413, 51114 1.
3. a=53276, ¢c=47,324. 4. b=21,602, ¢=29,335.
B. a==58,179, ¢=756,0101. 6. b=21542, e¢=—47,4179.
__@*sinf.siny : :
7.ﬂ——‘ma—~——, a. 84; b. 30,01, C. 406,85.
PN S, CEPIIER SR e
sin y - sin 8
(@a—0b)sine (a—2b)sinf (a®—b*)sinasinf

sin (¢4 B)’ sin(a4p)’ 2sin(c+4+0)

a. 8, 5,4722, 56,565 b. 10,765, 11,556, 89,504, 11, —252&
sin (@)
dsin 8 dsin Qe+ ) d* ‘ :
e g sy o G M -sin 2 . 12. 10,101.
d.sin 80" d?.sin 80°2 d, d, sin y

13. sin 60° ° 2 sin 60° " 2cosy B sin 3 y’ »
el U 15, y=129°24¢, b=15,415.

N i Dl 16. «=17°3,3', ¢=66,553.

17, y=167°52,8, a=28,5776. 18. #=43°55,3‘, ¢=233,682.
19. . =51"18,5/, 0,==48,098; B,=128"41.0", &y=10.093.

20. $,=—16"43,2, a,=385,52; [,=163°16,8', a,=1,0412.
21. Es muss sein bsin e <a: wenn also a_>b, so ist immer eine
und zwar nur eine einzige Losung moglich, weil 8 <e, also spitz
sein muss, ist <{b, so kann entweder b sin @ <a sein, fir welche
Annahme Winkel 8 spitz und stumpf sein kann, also zwei Dreiecke
statthaft sind, oder es ist b sin & =@, fur welchen Fall § = 90°
ist, das Dreieck also rechtwinklig, oder endlich b sin & > @, wo
kein Dreieck méglich ist. (Geometrische Deutung der verschiedenen
Fille). 21a. Um 420. 22. 5,8892. 23. «e=1°41,3’, b=101,47,
¢=101,69. 24. m, > m;.sin f;, a =—3,8943. 25. b, = 20,522

(oder 1,847), 4 (a,b)==24°57,9" (oder 155°2,1*), /i=89,215
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190 Resultate zu S. 47 — 8. 49 der Aufg. ‘ § 18.

(oder 8,0295). 26.2,3767, 1,2624. 27. 1,2383, 2,4227 (Pro-

3 &3
dukt = 3):"" ' 28, sinw= cm:",ﬁ-=7 81320‘

, ein Maximum

fir sin 0 = l,é-:—\/?_

29.0—48°11,4, 3—=58"24,7, 30.0=108"12,6%, y=—22°20/,
w=—36059 9 B0 a—117¢16.8" 7=—=26"23",
=943 9L /=1 1334 7. - "a==52"36,8","" f=59" 4.6/,

81.0=—=68"28!,  B=51"35,8 832.¢=47"52,2/, ' §==58°54,6,
o=—44240,8(8=—57%13,6" 0==b1253 2 vii==59"81 8"
a=—=47742:6'8=—10229.6/. 34.c=—=46"84', % if==57"54,6',

380 — a4 IS BTG R Umfang = 15,984.
o=—62°57, B—45°11,6, 38b. Er wichst um 5°22,8’
a=34°56,7', §=45°7,8. oder nimmt ab um 4°22,8".

36. 9° 50,5, 19°7. 87. cosa= ha' - h + hy* b — b Iy}

2 ]taz hb ,lc 3
! I ik P
0{=94°56,4. 378,, EE:};;—}—h—bﬂoder }TCE=F+F'
o llz‘uqz + lzeuzz__lle s %, az_l_ Vel
38. cos y= TR AR . 39. cos(a, b)_—W_’

fl=ab sin (a,b). 40. 41°24,6, 55°46,3%, fi = 42,993.

A1, A==127°881, B==59"2464 (==128° 33,7,

42, Das Dreieck ist rechtwinklig (vergl. § 2 Aufg. 34); der kleinste

Winkel desselben gleich 31°43". 43. a=2%Y2m,*+ 2m,’— m,?

Mgt My M
2 ?

u.8. w., ﬂ=4/3\/$—ma)(s—mb)(s—mc), WO §=

sin o = 2b—ﬂ 1L aris L Ad o = T8 o JIRE.
. “ a=—88" 41,5, b=424,68.

45. @ =11°52,1%, c=33,726; y= 76°29,7’, a = 3,8998.
46. a=1,313, B=—093"928,65 c=45,66, «= 44°28,2"
47. b=1,5664, a=230°6,5 b=2309481, A=2210L.
48. c=—249,3, @=—46"124%; c="54567, a=78°20,2"

49. 5,1669, 6,0596. 50, ﬁ=%}%=1,0267,

a? - sin @® = (h,® + h* — 2hyh; cos @), a==2,0773.
51. Bezeichnet man die Fusspunkte der Hohen auf die Seiten a,
b, ¢ beziiglich durch 4,, B,, C,, so ergiebt sich B,C;=acosc u. s. w.
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§§ 18, 19. Resultate zu 8. 50 — 8. 53 der Aufg. 191

52. o*= lb2+ l02+ 2111 4 lc « 8in “/2, 0 =M§L¢/2.

53. d*=0a? 4 b*> = 2ab cos y, d*> 4 dy*=2 (a*+b?), d,=37,
dy=— 20,809, fi==3812... b4. 2fi=4d,d,sind, ia=>5,0031,
b=2,3385, fl=11,37. 55. Ist o die grossere der parallelen
Seiten gegeben und ¢ die nicht parallele, so hat manb=a—2¢cosa,
fl = ac - sin @ — ¢%/, sin 2e. 56. d=4,9579, fl— 389,997,
(d, a) =53°46,3". 5H7. Gesetzt y, + y, =y, so ist

S LS (b S Al azsinn—{.—besiny,

. : j e sin y
Jl= (@ it vy Tlein 1s) .(a et (i 7’1). 58. Die fehlenden
2 s8in y
Seiten ¢ und @ sind bestimmt durch ¢siny=0 — acosy und

2

dsin y=a— b cosy und der Inhalt durch
Sl-siny=ab —{(a*+ b*)cosy, f1=6,0407, c=4, d=0,016261.
59. Sind 2z und y die Theile des Winkels &, so ergiebt sich

xmy__lcosa-—.w. S ¢
85 ) 7T tgef; @=21%30,9% 60. 19,458,

3,8645, 19,838, fl=237,6. 61. Wie 1:0,9257:1. 62. Wie
17:22. 63. 40,684. 64, 40,464. 65. 4m,2=—"b2 4 ¢+ 2bc cos c.
66. (A4 w)* - AA2=121¢c*+ p?b> + 24 pbc cos a.

61. L8510 68. CA,— 44, BA, =42 69, 96° 57,3,

Segment=23,16. 70.a.10,27. b. 5,0795. 71. 44BC=1,2859,
4 A, B, C, = 5,3044. 72. 5,6935, 11,859, fl=115,16.

« __ asinf __bsiny —asin(f+7)
8, 3 e b—acosf tgyz_bcosy—-acos(ﬁ-l-r)'
. fP=0a*>4 >+ e*—2aecosa,—2cecosy, +2accos(y; — e,).

6. *=a’4e*}[f*—2aecosa,—2afcosB,+ 2¢feos ;4 f,)

§ 19.

1. a. 1,7976, 1,9504, 2,4066. b. 29,113, 13,856, 19,7525.
2. a==6,5904, 6=10,607, c=8,6499, l=—28,467. 3.a. 23,475,
21,751, 14,443. b. 12,79, 11,571, 11,906. 4. a. 21,004,
18,53, 15,201. b. 18,187, 15,429, 20,532. 5. 4,9822, 8,3844.
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192 Resultate zu 8. 53 — 8, 55 der Aufg. § 19.

6. fl= ;”Ti =49,497. 7. a. B="73"54,6', y = 64° 362"

ind
B Sk 50 819, © p==59° 30,44 8. a=40,8, f—=281,6,
a=196°57,3, #="17°19,2. 9. Die halbirten Winkel sind
64° 10,8’ und 41°29,1/ und deren Gegenseiten beziiglich 6,7312
und 4,9534, die dritte Seite 7,2, f1=16,052. 10. Entweder
Be=88%7 80 =8 %4d 4/ b — 254 ¢:==80,fl =300, -odér
B—53"7,84 y==106"15;6% b==66,8175H; c=—68;18, fI—681,8.
11. a==14.986, b:='5, v—"16,1145, fl=—33429, «=53"78'.
125 — 16 f0e v —B8005  © 8= 65%90 6% o — 111"/58¢,
fl=129,245. 13. 295,86, 7,4147. 14. 10,065. 15. y =61°,
g.— 43 381 = 7 SDHY. e — T {25 16. Entweder
= OANIO D' 0R e TQUA) §4.0 g ——thd A8Ferie =— 50°98: oder
=148 B05¢ 8 —61° 51 7' i =— 0465844, ¢ — 10,206.
gy, otine map 41650 o 18, 83,858,

siny-sin(e—f) -

19. ¢ =18,704, (a,c) =52" 54,1, fl—=62,864. 20. Entweder
(@, €)=11°11,8’, d=2,1379, fl=>5,53, oder (a,c)==137°12,7,
d="1,4845, fl=19,36. 2l.(a,c)=34°12,3', (a,d)=126°52,2,
a=2,75, b =1,25, fl=28,32. 22. Die parallelen Seiten 31
und 17, die nicht parallelen 13 und 15, fl=288: 23. 5,2.
94 w8659 64 8T8, [I=—="18 974" N."89° 34,7 80°2,5",
fl=131. 25. 3,7807, 17,1414 (Y51), 55°56,14 75°7,5

fl— 19,488 26 @ sin & -} ¢ sin d

a
. ———————— und wenn man —=t,
asind -+ csine ¢ b

und o 6: tg ¥ einfuhrt: ok B £ (@ +¢) 20. b=11, ¢=29,

sin & cos (¢ — Y)
9 l_+azsinasind'—cz,sinﬂsiny fl=240. 928. d=—44
ek sin (e -+ 0) b Sl M

(6,¢) =156° 24/, fl=444. 29. (b,¢)=117°20,6°, d=117,
fl=420. 30.Ist ABCDE das Finfeck, AB=a, BC=bu.s.w.,
und schneiden sich 4B und DE verlangert in H, so ergiebt sich

csiny —bsin (84 7) .
A — 95,568, DH=— 28371,
sin (@ + £+ 7)
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§i19. Resultate zu 8.55 — 8. 60 der Aufg. 193

AE=¢=1,03, fl=11,281. 31.a. 59377, 56°26,6", 41°48,6",
f1—=9,8962. b. 10, 54°19, 45°35,1%. 32. a. b= 19,318,
¢ = 16,66, = 48° 35,4/, fl=120,69. b. b—16, c—35,776,

00 Pharsl it/
a="10° fl—268,95. 33. 4,3819.. 34.tg B, = P T
gesetzt —g- = tg ¢, SO Wird tgﬂ/2=81nq) : cosu/z’ ﬂ T 520 23171'

cos (g ;)
85. 2% =(b+ ¢ —a)tgaly, o=>5Y%. 36.26,406. B7.3,5905.
38.1,3021. 39. 3,6056 oder 4,0414. 40.9,5789. 41. fl=46,476,

81,057, 34,62, 7 Ag) pio- T Lty SR, Y 8BS
2 sin & sin
ab-}-cd)sin(a @iy p :
fl=( + d)21 ( +m=m—‘?slﬂ (a+ﬂ) + 81n (a +}') ¥ sm(a+ d)

43. 26,833 —24,434=2,399. 44. 9,8477—5,6301=4,2176.
45, c=—33,548, a=32,82. 46. 0,29341. 47. s,,—1,1233,

rsiny

8,=1,22406. 48. ———. 49. h=dLm(}i6)= 77,156 m.
B 7, cos y

2 sin

= ————d b (Y—i)- =14 27Tm. bl. A= —————d ?m e 6.
cos y sin (d —y)

.81 A B

260,058 b, 5T 40w 99, W SRR SRS o 60,783m.
sin (d—7)

53. h—_—fl'—s—‘ﬂ(i:i)=46,942m. 54. 1005,4m. 55. 203,99.

sin 0 - cos &

50. %

__d.sind-sin (y — ¢)
. cos &+ sin (0 —y) °
d-siny-sin (0, —dy)

58. — ol G 79,768m.  59. 11,965m.
60. 309,4m.  61. a. 799,22m. b. 50,528m.  62. 315,2m.
63. a. 120,42m (V14500). b.48,204m. 64.112,2m. 65.67,75m.
66. AB=12, BC = 102,62, CA=96,64. 67. BC=3,0469,

CA=14,1051, AB=4,6681. 68. a>=a,2+a,?, cosa, ="

9
a

- 5%7. 150m.

Coalte .3 69. cosa = bics e Bagi .
i \/bf i Cyt V622 + ¢
a* = (by —¢,)? + (b, — €,)% 2 fl==£ (b, ¢ — b, ¢y)

Hermes, trigon, Aufgaben. 13
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194 Resultate zu 8. 60 und S.61 der Aufg. § 19.

70. Sind die Projektionen der Seiten AC und 4B beziiglich
b und ¢, so ist die Seite @ des Dreiecks bestimmt durch die
Gleichung 3 a®> =4 (0> — bc + ¢*), und der Winkel f der
b
V3—-———— 1. Esist a?>=b*4-¢*
2Vb2 —be + ¢ =

und cos ¢=—. 72. Liegen die Projektionen von ihrem gemein-
a

Seite AC mit L: cos f(=———"—

schaftlichen Endpunkte aus nach derselben Seite hin, so hat man
¢=22,403, (¢, L) = 82° 18,3’; liegen die Projektionen nach
entgegengesetzten Seiten hin, so ist ¢ ==27,072, (¢, L)==4"11".

3. a. c-cosvpi=a2+ 02— 2a,b,cosy.
b. 2. siny/?=a® + b>—2a, b, cos y.

74. Die Projektion einer der Seiten auf L ist gleich der Summe
(oder Differenz) der Projektionen der anderen beiden Seiten,
also etwa a - cos (@, L) = b « cos (b, L) -} ¢ + cos (¢, L).

75. Sind die Projektionen der Ecken 4, B, C, .. . einer
geradlinigen Figur auf eine beliebige gerade Linie L durch
4,, B,, C,, . . . dargestellt, so ist jedesmal
448+ B,C,+ C,D,+ . .. + K, 4,=0,

wenn man feststellt, dass durch die Reihenfolge der Buchstaben
bei diesen Projektionen zugleich die Richtung der Projektionen
selbst angedeutet werden soll, so dass 4,B, = — B, 4,, oder
A,B, + B4, =0 ist. Dies vorausgesetzt, wird das Resultat:
AB - cos(4AB, L)+ BC-cos(BC, L)+ .. -+ KA.cos(K4, L) = 0.

L3
B8 A L IS RE L v N B v e = 18,103
; sin «
*
e ot TRV

* .
o BAdc—P . _agsus I BAP=
sin @
180°

n
B,C,=Uk="rcos2y-sin 2y, C,D;=1I;=1rcos 2y -sin2y,...

7. Bezeichnet sei % GER R ==y, 80 dst L AB =1l =r sin 2%,

Elk=rctg7 und MA=r, MB,=rcos2y, MC,=rcos2y? .
14

r ) i
Summe = YTy 8. AB,—asiny, B,C,=asin3y,. ..

#) Betreffs der Construktion s. § 22, Aufg, 1 —3.
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§§ 19, 20. Resultate zu 8.61 — S, 63 der Aufg. 195

a a (=4
Summe = oy Teiny - sin 2p,
(13 d a v
CG‘=2sinysm4y’ DD1=m - sin 6?', Al

a
Summe =
2 si

s [sin2y—-sindy+-sin6y+-...4sin2 (n—1) y]=0.
9. BC,=acos2y, C,D,=acosdy, D,E,—acosby . . .
und die Summe == a (cos 2y -}~ cos 4y cos 6y -+ ...cos 2ny)=0.
(Vergl. § 7, Aufg. 8 und Aufg. 75). 80. Die Projektionen sind
2rcos y2, 27 cos 2y%, 2rcos3y?, ... 2r-cos(m—1)y® und
b i SR 3). (§ 7, Aufg. 22).

ihre Summe ='r( .
SID)’

§ 20.
(a —+ b) sin 450

1. T a. c= 13,592, a = 10,955.
$08 Tt . . e, 12
. 0
& e So 0 SRl 8 c=1399, a=12752.

«—f

Sin —5— P, ¢==9,8247, a=8,653, .c=373,79.

3. b—(c 3 a) tg Bl,—0,12707, cw—c—ﬂ—050807

s B/,2
c —
4. b=(c—— a) ctg .8/2=1,2788, C=m‘ﬂ72§= 1,3176-
3 0
B. pes S840 4 7.0837,°0—12449. b.c—8704;
" cos @/p - cos By
_‘(s—c)sinddly _(s—a)sin‘]:S"_2 ;
6. 6—m5/2—5,2348 7 0—-—-——‘sin /3/2 e “/2 == ,051-
a® —b? d
8. Cz:si_n—(a——-ﬁj’ C=2,3236. 9. C—m.
10. b=£l__tg_“/_2 11 b= = ctgoc' 12. a=1,- tg e - cos @,.
cos € 2 sin @/p> :
l. - cos (a— 45°) 2, sin (@ — 450)
o AL cos e v 08 T sin 2e
3 r, dz oy d2
s v sin 2¢ - sin (@ — 45°)% e 2 sin (¢ — 45°)%°

13%
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196 Resultate zu S. 63 und S. 64 der Aufg. § 20

16. a. c_(_a_-lﬂm_g% 0,74295, a=-2D S E ¢ 6095y
2

b. a = 5,3901, ¢= 9,403.

(“_"b)ﬂ”/z a = 4,9565.
a—p

$in—5— b, a = 37,661, c¢= 16,96.

18. a. 'a—6,3859, b—3,7853. b. a= 13,138, c—8,05.
C. fle=3s%. tgal,  tgBl, - tg v/, = 22,088.

(s —¢)siny, a. a=0,59101, ¢=0,80211.

sin @/, « sin B/, b. fl=(s—c)*ctge/, - ctgbly - tg7/,=6,6848.

20.%) a=—1,6561, b=—42987."° 2L a=2, c=>5.

22, a=—1457, b—2385. 23. a. a= 17,706.

b, > =1l - tgly tgBly - tg¥,, ©=1,4585.
24, o — 56841, b.— 61075, ¢= 55915
%. hy + Iy d

0‘:———*—_;;—5:2,5981- 25&. a= '——W_IPZ,OS.

2c08¥/s+ COS —— 2 sin @/, sin—=-

2 2
sin - Yab

a—-—
cos 2¢08%/y* cos——

2

17 a c=

19. c=

26. a— 0761090 6=—1,8189, ¢—1,9953=—
sin e+ smﬂ
o (@ —0b%)siny vl B b =
27. c?= R TRy 28. 2fl=d? - tge, fl=2,1238, a—1,8457.
29, Bind(;“_"‘ . 30. g o 88 AN
7) 2sin «/, - cos ¥ cos - cosﬂ T

2 2

#) Sind von einem Dreieck, ausser einer beliebigen Linien- oder
Flichenbestimmung, die Winkel gegeben, so kann man zu seiner Auflgsung
ein ihm #hnliches Dreieck zu Grunde legen, in welchem irgend ein Stiick,
z. B. eine Seite, von gegebener Grosse ist. In diesem Dreieck berechnet
man sich die der gegebenen entsprechende Linien- oder Flichenverbindung
und erhiilt dann die einzelnen Stiicke des fraglichen Dreiecks selbst durch
Proportionen. Geht man z B. in Aufg. 20 von einem Dreieck 4, B, aus,
welches ausser den Winkeln g, —76° und y, —=81°40' die Seite o, =1
enthilt, so ergiebt sich ¢, — 2a, = 0,60383, und demnach

a0, =c—2a:¢ — 24, =1:0,60383 = 1,6561 u.s. w.
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§ 2L Resultate zu 8. 65 der Anufg. 197

. § 21.
asin sin a
§ S ha—-#, hhy=asiny. b r=———
sin & 2 sin «
o ® sin B/, - sin ¥/, __a-cosBly- cosy/y _@-sinfly. cosy/,
x cos ®, g cos ¢/, raqe sin @/,
a-cos - cos a?sinf . si
TN onge) o k=T 000 000 ¥l g g MELE AT
sin o 2 sin ¢
g a cos /f?/z-cos 7/2- b s_a___asin ;'9/, sin 7/2’
sin @/, sin @/,
@ - cos By« sin / i @ sin f sin @ sin
8 — b= RIS g i T IS %
cos @/, ; B—r y—o
sine - cos cos
2
kK. a;—=acosa. Il cosa,=—cos2¢e d.h.e,=180"—2e u. s. w.

2. a=2rsine, h,=2rsinf.siny, k' == 2r cos ¢,

ko == 2r.cos 8 .cos y*), ¢ == 4r-sin «/,.sin B/ sin 74,

0o = 4r.sin @/,.cos B/y.cos 7/, fl = 2r? sin e.sin @-sin y,
§=47r.cos ¢/,-cos B/y+ o8 ¥y, $—a=4r -cos @/y-sin B/;-sin ¥/,

- Sosg) 20-cos @/ . cos ¥/,
R b:__g_?_qs__ﬁ___ 5! “ g
b sin @y - sin 7/’ L. sin B/, :
e — 92 - ctg @/y. ctg Bly-ctg ¥/, § = 0 - ctg @/, . ctg Bly - ctg /s,
s—b:g-ctgﬂ/z,'szg.ctga/z.ctgy/g' i Bl Qb-cosﬂ/,

c08¢/y.co8¥/s

@:sinyy [ :
" sin B/, - cos @’ 4 cos o/, . sin B/ - cos v/a

fl= g tgaly.-ctgBi-tgvh, S=gp-ctghh, $— a==0y tg 7,
s—b=gy-tgess-ctghly-tg7h, 0=0v-tg%h 8%, Qe=0v-ctgP/i 18/
b. Vergl. Aufg. 1, f; Aufg. 2—4; s* = fl.ctg a/y.ctg b/s- ctg ¥/,
(s—c)?={l-tge/y - tgh/; - ctgyls. 6. Vergl. die Aufl. zuAufg. 1—5;
§ — a=s-1g f/,- tg 7/,. 1. Vergl. die Resultate zu den Aufg.1—6;

) hy - sin @
S —Cc=—= (8 — te ¢/, . ct > ¥ S b
c=(s—a)tge/y-ctgv>r. 8. a TR
h, hy2 - sin o A

T sing’ fl_?smﬂ sin 7’ r=2sin‘8.sin7’

*) Das Rechteck der Hohenabschnitte ist constant.
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198 Resultate zu 8. 65 und 8. 66 der Aufg. § 21.
__ hy-sin e/, __ hg-sine), ’__ h, - cos ¢/,
e '—'2 cos B/, - cos¥/s e o sin Bly-sinv/y 047035 oin Bly-cosv/y
Fg h, - cos @/, Lol k- cos ¢/, i hy - sin @/,
" 2sinply- siny/y " 2co8ply- cosy/s T 2cosPl- siny/,
9 a_(b+c) sin«/, ik (b4¢)-sin B S b+c
cos‘g; 3 S 2 cos e/, - cosﬂ;r 4cos“/2ccosﬂ;7
— 2 (b 3
b—o= (bt geh-rghl, o = 2O DM 00
S
Ty 4 he= (b 4 ¢) sinex. FR08

10. (b—C) ctga/,-ctgﬁ_;r, ok (b—";)_C-OS a/s,
sin 4
2
o (b—c)s:gn_ﬂ ko opai b-—clg— )
2 sin¢/, - sin 5 £. 4sine/,. sin 7 L4
(62 — ¢*) sin Ptk
. DI P S Y. £ S e R . .
1L do?= AT S =) d? . ctg a/; . ctg g
— d?.sin §-siny
BTG 8 e w5 L0 o AfbiarY A
(b C) tg(!2 tg 2 4 fl 2sin (‘B—j’)
a2
2. @nt= |
12.:.(2%)? I PO R 13. 4fl=d*tgx
P t,,~cosﬂ;-y
492 = . —. 14 b= RACE
2 cos e sin §. sin y sin y
{,-sin e - cos e la-cosﬂ_”
W= r— 4 ha=ta-cosﬁ—r,
“sinB.siny |’ 2 sin @ sin y’ 2
12 d
ta-sina/g-cosﬁ €715, d= )
4 2 2cosa/2-cosﬁ_—r
2 cos B/y- cos 7/ 9
S 8 Y=g
b+c_sina’ e Ll B bl | 2
i 8 e.cos a/z-cos'i——;—r
it i o
16. R Sy tg s - 1 Rt s sin 3+ sin y
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§ 21. Resultate zu S. 66 und S. 67 der Aufg. 199

AN dz. 3 T
e.sina-cosﬂ27 et S{;n ;i dz-cosp27
— B b-loP = .
¢ 2 cos Bly - cos ¥/, G pd sin @/,
Vg &
a(b——c)=d2-ctga/g-ctgﬂ 7, abi— gap 5
2 Nl i
2 cos @/, sin 5
b 4!
S d . 8In rﬂ s dz 7 Sin 18 2
A et o ol
2 cos @/, - sin 5 b c R
e-cosﬁ;r e-cosﬂ;’, e-cosﬂ—;’/
it o sinef b=sin @/y. sin 3’ =0 cos Bl, - cos 7ty
e-cos‘ggy ; 1 9 e'sinﬁgr
_————y —F — = hy=m———
G 2 sin By -sin vy @ o+ 0u e 19 cos @/,
l___l______?_ 9. a=_'_e cos a/z 21y g Lol gt il
0c o e sin ﬁ/g . sin 7/2

e*. sin & . sin (7— 1))

2 —¢2.5in - si Sy t=
21.58,2—=¢€2.8in @ ein (y =—8); .4 sin B2. sin y?

2

€’ .sine?. sin(y—f) o€ sin(f—y) 2. sin(f—7)
e 2sinf.siny B I sine '’ i 2smﬂ siny’
28. AA4,;:BB:CC = A 7 : - ;
sina-cosﬁ_r sinﬂ-cosr‘—a siny-cosa_ﬂ
2 2 2
oy
24 AM—COS * u. s, w
el Mol oA o liols
25. B,C,:CA,: A, B, = cos @/, : cos Bly : cos 74,
26 46s o SHRY's ﬂ/ w. 21.B,C,: B;M: C ,M=cos/;:sinp/,:sin¥/.
" AB, etg 7/2 &

BM e, CM . tgh}

A BB T etg ctg vy C C ctrr ctg ¢/,

p=r r—e a—p
cos — : cos ' cos —
sine/, ' sinfly = sinyh

30. 0u:0s: 0=tge/y : tghlys: tgvh, 0: 01t 0c=1g%/s: ctg¥/s: ctghls.

28. Vergl. Aufg. 26;

29. AB,C,:BC,A,;:CA B =
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200 Resultate zu S. 67 und 8. 68 der Aufg. §§ 21 22.

ki cos &

%.  cos B cosy
32. Ist P der Schnittpunkt der drei Hchen, so ergiebt sich
BPC:CPA: APB=tga:tgf:tgy. 33. Ist A4, der
(nOthigenfalls) verlingerte Radius, so verhilt sic —Cﬁ sinllgs

BA,  sin2f
o e i o 84. BMC:CMA: AM} —
MA1 cos o ;
= sin @ : sin B : sin y = BM,C : CM 4 : AM,B u. s. w.
35. Ist N der Schnittpunkt der Verbindungslinien, so ergebt
sich: BNC : CNA: ANB =tg/, : tg f/, : tg.7/.

31. Vergl. das Resultat zu Aufg. 2: u. s w.

§ 22.

1. 2 ist die Gegenkathete von « fiir die Hypotenuse @ und
analog die Interpretation von %, 2z und . 2. 2 und y sehr
einfach; z ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, von
welchem ein Winkel gleich ¢ und die Projektion der ihm an-
liegenden Kathete auf die Hypotenuse gleich @ sind; u die
Projektion einer Kathete auf die Hypotenuse, wenn ¢ der Gegen-
winkel und a die zweite Kathete. 3. @ die Projektion ener
Kathete auf die Hypotenuse @, « der Gegenwinkel; y amlog
mit @ darzustellen; 2 die Hypotenuse - eines rechtwinklgen.
Dreiecks, in welchem a die Projektion der dem Winkel & gegen-
uberliegenden EKathete ist; a Kathete, ¢ Gegenwinkel, % Pro-
jektion der zweiten Kathete auf die Hypotenuse. 4. Die Sunme
ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, in welchem
die Projektion einer Kathete gleich a und der anliegende Wiakel
gleich « ist; (leicht durch eine Figur zu bestatigen). 5. Die

Summe ist W; sie lasst sich theilen in die beiden Summen
s;=a -+ acos a2+acosa‘+ . und
8y =@ cos & -+ @ cos &® + @ cos &’ + . , “von denen die

erstere (vergl. Aufg. 4) die Hypotenuse AB ist des rechtwinkligen
Dreiecks ABC, Winkel A=q«, CD das Loth auf AB, DB=a,
die zweite s, die Kathete AC ist: darzustellen in einer Figur
wie in Aufg. 4. In der That ist

a a cos o a
i oy sin o2 + sin @ 2sin /% ’
6. Die Summe ist % R © S -+ 4. Die Summe ist
2 cos @/, .
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§ 22. Resultate zu 8. 68 und 8. 69 der Aufg. 201

@+ cos o

cos 2a in der Figur ist AB=a, BD=a.tga’, DF=a.tga,...

AE = a-cos ¢* und AS = A—E, wenn ES | AE. 8. Aehnlich
cos 2a

A
wie in Aufg. 7 lisst sich auch die Summe 2-50%  darstellen.
cos 2
9. Ueber AB=a¢ als Hypotenuse wird das rechtwinklige Dreieck
ABC construirt mit dem Winkel BAC=—¢a und zum recht-
winkligen Trapez ABCD vervollstindigt, ebenso wird unter
AB=—ga als Kathete das rechtwinklige Dreieck BAE construirt
mit dem Winkel ABE =« und vervollstindigt zum recht-
a
cos o’
die Linie GH aber als die gesuchte Summe zu erhalten durch
Vervollstindigung der Parallelogramme CAGD und EBHPF.
10. Analog ist die Construktion der einzelnen Summanden und
@ (1 — sin ')

winkligen Trapez ABFE, so ist CD=a - cos&® und EF—

der Summe —— 5. 11. Einfachste Beziehungen im
sin . cos « Y
rechtwinkligen Dreieck. 12. cos vers wz%oder Sing— —a—a,
! @ b—a b .
sin vers § == —- oder cosy = 3 ctgz=?——b—. 13. Fir

b als Hypotenuse und @ als Projektion der einen Kathete auf b
ist # der Gegenwinkel dieser Kathete,  der anliegende Winkel;
fir ¢ und & als Abschnitte der Hypotenuse durch die Hohe ist
# der an a liegende Winkel des rechtwinkligen Dreiecks.
2 2
14. Man stelle % etwa dar als —%, wo c=éa—, so ist @ der
Gegenwinkel der Kathete @ in einem rechtwinkligen Dreieck,
dessen Hypotenuse ¢ ist, ¢ selbst aber die Hypotenuse fir b als
Kathete und deren Projektion @ auf ¢; % ist das Complement
von #; auch z ist demnach leicht zu construiren. 15. @ ist der
Complementwinkel von @; — vom Winkel # wird durch ein
Loth auf dem einen Schenkel ¢ ein rechtwinkliges Dreieck ab-
geschnitten und alsdann uber ¢ als Hypotenuse ein zweites
rechtwinkliges Dreieck construirt, dessen anliegende Kathete gleich
der Gegenkathete von (3 ist, so ist ¥ der eingeschlossene Winkel;
— ahnlich die Construktion von Winkel 2. 16. Man ersetze
die Funktionen der gegebenen Winkel durch Quotienten, in denen
der Nenner des einen mit dem Zahler des anderen ubereinstimmt,

; a : b g o a
z. B. e S und sin §=—, so ist sin'#=="" . 8 ‘W
¢
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202 Resultate zu 8. 69 und 8. 70 der Aufg. § 22.

17. Aehnlich wie in Aufg. 16 setze man z. B. zur Construktion
des Winkels @ vermittelst zweier rechtwinkligen Dreiecke mit der
Hypotenuse ¢, also etwa in einem Kreise mit dem Durchmesser ¢,
Sln 0 — % und sinﬂ=—g-, woraus sin.x=—‘;— u. 8. W.

18. Die Winkel ABC=—« und CBD =—f seien an einander
angetragen, BD=a gemacht, DE_| BC, EG | AB, DF_| AB
gezogen, so ist GB=uz, EG=y, GF=z. 19. Die Winkel
ABC=¢« und CBD==f seien an einander angetragen, BD=a
gemacht, DE | BD bis zum Schenkel CB, ferner EF | AB und
DG | AB gezogen, so ist FG=a, DH=y, FB=z. 20. Man
construire das rechtwinklige Dreieck ABC aus der Kathete
BC=a und dem Gegenwinkel &, trage an AC den Winkel
DAC=p an, so dass BCD geradlinig ist, projicire CD auf AD
durch das' Loth CE, so ist: CD=2, AD=y, CE==.
21. In dem Dreieck, welches die Seiten @ und & und als
Gegenwinkel der letzteren f enthilt (Bedingung asin 8 < b),
ist # der Gegenwinkel von @ oder dessen Supplement; —
wird ebenso construirt, nur ist statt cos § einzufiihren sin (90°—g8)
d. h. statt § zu nehmen 90° — f#; — 2 ist der Complement-
winkel von #%. 22. Durch den Sinussatz zu erledigen. 23. Man
construire das Dreieck A BC aus der Seite a« = B C,
den Winkeln f=ABC und y=ACB, so ist & die Hihe
auf die Seite a@; % die Projektion der Seite AC auf BC;
2 der untere Abschnitt der Hohe auf die Seite a. 24. Im
Dreieck ABC mit der Seite BC==a und den Winkeln A=«,
B=p, C=y ist # die Seitenerginzung s—a (der Tangenten-
abschnitt an A des inneren Beruhrungskreises); y=g,, 2=s, (der
Tangentenabschnitt eines #usseren Beruhrungskreises bis zum
Gegeneckpunkt). 25. Bei derselben Voraussetzung wie in Aufg. 24
ist #=9,, y=8—0b, z=p. 26. 2=2r; y die Verbindungs-
linie der Fusspunkte der von B und C auf & und ¢ gefillten
Lothe (Hohen); z der obere Abschnitt der Hohe auf a. 27, a ist
das vom Eckpunkt B auf die an 4 gelegte Tangente des um-
schriebenen Kreises gefallte Loth; y die Summe der beiden an
B und C gelegten Tangenten des umschriebenen Kreises bis zu
ihrer Durchschneidung in 4, (B4, + C4,=2BA,); z das von
A, auf a gefillte Loth, verdoppelt. 28. Man verlingert AB =a
um BC==b, errichtet in B das Loth BD, wenn dann DAB=—F
ist, so ist' DCB = x; wihlt man DCB =2, so ist ADB=y;
ist endlich DAB=90° — B8, d. h. ADB=2_, so ist BDC=z.
29. Die Diagonale von C aus eines Parallelogramms, von
welchem zwei Seiten @, b und der eingeschlossene Winkel y (=C)

WWWw.rcin.org.pl



§ 22. Resultate zu 8. 70 der Aufg. 203

gegeben sind. 30. Man fihre 0>=c®—d? ein, so wird # der
Gegenwinkel von @ in dem Dreieck mit den Seiten @, ¢, d; —
man fihre b>=4d? — ¢? ein, so hat y dieselbe Bedeutung, wie
vorher 2. 31. Man multiplicire die ganze Gleichung mit 27, so
ist in dem einem Dreieck mit den Winkeln @ und # umschriebenen
Kreise @ der zur Sehne (¢ 4 b) gehorige Peripheriewinkel.
(Determination: @+ b < 27, d. h. sin ¢ 4 sin f<1).  32. Wie
Aufg. 31l; jedoch ersetze man cos 2 durch sin (90° — z).
33. Zurickzufihren auf 31, indem man cos &, ‘cos 8, cos @ durch
sin (90° — &), sin (90°— @), sin (90° — ) ersetzt. 34. Ueber
der Basis AB des Dreiecks ABC, dessen Héhe A, den Gegen-
winkel C in die Sticke @ und f# theilt, als Kathete errichtet
man (vielleicht nach Aussen hin) das bei A rechtwinklige Dreieck
BAE, in welchem AE = h, ist, so ist Winkel AEB=— a.
35. Ueber der Basis AB des Dreiecks ABC, an welcher die
Winkel CAB =« und CBA4 = 180°—f liegen und zu der die
Héhe %, gehéren mag, construire man das bei 4 rechtwinklige
Dreieck, dessen zweite Kathete AE==h, ist, so ist Winkel
ABE=2. 3ba. Es ergiebt sich ctgz=="1(ctgf — ctger): uber
der beliebig angenommenen Linie- AB als Basis construire man
das Dreieck ABC mit den gegebenen Winkeln A==« und B=§
und verbinde C mit dem Mittelpunkte C; von 4B, so ist >
vorausgesetzt Winkel CC,A=wo. Zum Bewelse falle man die
Hohe CC, u.s. w. 36. 2 ist der Winkel 8 desjenigen Dreiecks,
welches zu Seiten @ und b und den eingeschlossenen Winkel y
hat.  37. Im Dreieck ABC ist # der Winkel der Mittellinie m,
von C aus mit der Seite @, oder in einem Dreieck, construirt
aus den Seiten BC=¢q und C4=>b und dem Winkel C=180°—y,
der Gegenwinkel von 6. 38, In einem rechtwinkligen Dreieck
ABC mit dem Winkel BAC=ea construire man tber der Kathete
BC=a das Dreieck BCD mit dem Winkel CBD=—45° und
der Seite CD=AC, so ist Winkel DU B=a; zum Beweise fille man
DE_| BC u.s.w. Determination: tg e = V—' 39. Achnlich
wie Aufg. 38 zu construiren. 40. Es ist sin 22=21tg d; es
muss sein tg 0 <!%: Ueber der lingeren Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks mit dem Winkel d als Durchmesser construire
man den Halbkreis und trage in diesen die doppelte Gegen-
kathete von O als Sehne ein, so ist der dieser zugehorige
Peripheriewinkel gleich 22. 41. Es ist tg22=2tgd; Construktion
noch einfacher als in Aufg. 40. 42. Man construire aus den
Katheten @ und b das rechtwinklige Dreieck ABC, iuber der
Hypotenuse AB=c das rechtwinklige Dreieck ABD, in welchem
AB die Hypotenuse und d=AD die ¢ine Kathete, und ziehe
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204 Resultate zu 8. 70 und 8. 71 der Aufg. § 22.

durch C die Linie A, B, || 4B, so ist Winkel 4C4; ==z. Es
muss sein d*<a®4-4° 43. Wie Aufg. 40; jedoch wird durch
C die Linie 4,B, || 4D gezogen, durch welche der Winkel C
innerhalb getheilt wird. 44. Man construire das Dreieck ABC
aus den Seiten BC=—a, CA=0 und dem eingeschlossenen
Winkel ACB=180°—0, so sind die Winkel 4= und B=y.
Oder: Ueber der Summe BC (= a) -+ CA (=10b) als Basis con-
struire man das gleichschenklige Dreieck ABD mit dem Winkel
an der Spitze ADB=0 und verbinde D mit C, so sind « und y
die Theile des Winkels d. 45. Man construire das Dreieck
ACB, aus CB;=a, CA=0, B,CA=4J, verlingere, wenn
a> b, AB, iber A hinaus bis B, so dass OB = (B, so sind
die Winkel A und B des Dreiecks ABC beziglich gleich # und y.
46. In dem Dreieck ABC, construirt aus BC=a, CA=0b,
A ACB==0, theilt die Linie CD _| AB den Winkel d in die
Sticke ACD =& und BCD=y. 47. Aehnlich wie in Aufg. 46
zu construiren. 48. Ueber der Sehne BC -+ CA=a-b wird
der Kreis mit dem Peripheriewinkel ¢ construirt, in C das Loth
errichtet bis zur Durchschneidung mit dem Supplementarbogen
in D, so ist Winkel BDC =2, ADC=1y. 49. Construktion
ihnlich wie Aufg. 48. 50. Man construire das Dreieck ABC aus
denSeiten BC=a, CA=5b und dem Winkel C=180°.— d), so
a==0cosd
bsind

d. h. w = B ist: man trage also in den tiber A/ als Durchmesser
gezeichneten Kreis BE=—d als Sehne ein, so theilt die durch
C parallel zu BE gezogene Linie den Winkel J in die Sticke
2 und y. (Zwei Losungen). 51 und 52. Wie Aufg. 50 zu behandeln.

d
wird cos(z—wu) oder cos (u—w)=ﬁ, wo ctg u=

53. Es ergiebt sich tgy=a ——:—Tm Dreieck ABC, construirt aus

btgy
den Seiten CB—=a, C4A=>b und dem Winkel ACB=y, wo a_> b sein
mag, trigt man & von a ab =CA,, zieht 4,D senkrecht auf BC
und verbindet den Punkt D der Seite AC mit B, so ist £ BDA,=y.
b4. Es ergiebt sich cos (# — y) = sin d — cos d: Man construire
das rechtwinklige Dreieck BCA tber der Hypotenuse BC =a
(beliebig) und Winkel BCA=y, mache AD=AC, zeichne tuber
BC nach Aussen den Halbkreis, trage in diesen BE=— BD als
Sehne ein, so ist ECA=2x. 55. Es ergiebt sich sin(z+y-0)=
=sin 0 - cos y, vergl. Aufg. 16. 56. Aus den beiden Gleichungen

sin (e 4 u)

ergiebt sich —Z—:m, also eine Gleichung von der

Form des Sinussatzes: Stellt man sich demnach a und J als

www.rcin.org.pl



§ 22. Resultate zu 8. 71 der Aufg. 205

Seiten eines Dreiecks und e« - v=e, als Gegenwinkel der
ersteren @ vor, so wird f—u=—f; der Gegenwinkel von b sein
konnen: dieses Dreieck lasst sich in der That construiren,
weil der von a und b eingeschlossene Winkel alsdann gleich
180°— (e, + B;) = 180° — (&« + B) wird, also das Supplement
von (e -+ f), d. h. gegeben ist. Die Unbekannte # wird nun-
mehr der Durchmesser des diesem Dreieck umschriebenen Kreises,

O Va2+b2+2abcos (a-[—ﬂ)
sl sin (@ + B)
57. Zu behandeln wie Aufg 56; wollte man hier jedoch
a-+tu—a, und f#+u=4, als Gegenwinkel von @ und b wihlen,
so wirde sich fur den von @ und b eingeschlossenen Winkel
180° — (&, +B,) = 180° — (¢ -+ B + 2u) ergeben, welcher als
nicht gegeben zur Construktion des Dreiecks sich nicht ver-
werthen lasst. Wihlt man aber a 4 % als Gegenwinkel von o
und 180°— (84 ) als Gegenwinkel von &, so wird der dritte
Winkel des Dreiecks gleich 180°— (e+u-+180°—f—u)=pf—e«,
also von gegebener Grosse. Fur @ ergiebt sich alsdann
Va2 4 b* —2ab cos (f — a)
sin (§ — @) ;

tg(aty®) o i ;
T Es sei ¢>b; so kann man @ als die Summe
W@+ ) - :

also gleich

H8. Man erhilt sofort:

b als die Dlﬂ'erenz zweier Dreiecksseiten @, und b, ansehen,
denen beziiglich die Winkel «, und f#; gegeniberliegen, bestimmt

durch die Gleichungen ——'iﬂi = a + u und ——ﬁ— =8+ u

aus denen sich f,—a — ﬂ und “1 =a4f + 2u ergiebt;
a-+b

ebenso wird ¢, = 3 und b, = ; , und weil nach dem
Sinussatze @, :b,=sin«, :sin @, ist, erhilt man durch Einsetzen
ihr b —

ihrer Werthe it (6 LDy = (a+ )a smb(a ﬂ)

wie in § 11, Aufg. 66. Zur Construktion des Winkels % zeichne
man das Dreieck 4,B,C, aus den Seiten @ - b=a, und
@—b="5, und dem der letzteren gegeniiberliegenden Winkel
«—f=F, so ist &+ f -+ 2u der Gegenwinkel von a,. End-
lich ergiebt sich # als die Ordinate des dem Dreieck 4,B,C,
umschriebenen Kreises fiur einen solchen Punkt der Basis B,C;
als Axe, durch welchen B,C, in die Sticke @ und & getheilt wird.
d.sin e

59. Man verwandelt b2 — ¢% in a-d, so wird sinu= 5
a

www.rcin.org.pl



206 Resultate zu 8. 71 der Aufg. §§ 22, 23.

d. h. % der Gegenwinkel von d in einem Dreieck, welches ausser-
dem @ und « als Seite und Gegenwinkel enthélt. 60. Bezeichnet
man den Winkel, welchen die Linie B;AC; mit « bildet, durch
x, so ergiebt sich aus der Bedingung AB, - BB, = AC, . CC,,
weil BAB, =z + f und CAC, =z — y, die Gleichung

¢*sin 2 (# + ) =0%+sin 2 (# — y), woraus
b*+sin 2y 4 c*-sin 28 2sinf - siny
b2.cos 2y —c*.cos2f  sin(f—yp) ’
ctg 2o=14 (ctgy — ctgB); nach Aufg. 35a ist aber{(ctgf—ctgy)
gleich der Cotangente des Winkels, welchen die Mittellinie A4,
mit der Seite a bildet, folglich Winkel 44,8 = 22; wenn man
also den Schnittpunkt von B,C; mit BC durch A4, bezeichnet,
so ist das Dreieck 4,44, gleichschenklig und zwar A, A=4,4,,
woraus die Construktion sofort zu entnehmen.

§ 23,
1. Es ist a-cos g ; 7=(b—|—c) -sin¢/,. Construktion.
(Vergl. § 22, Aufg. 21.) Wenn man die eben gegebene Relation

gy

in der Form @ - sin (90o — —————) =+ c)v - sin ¢f darstellt,

oder

tg 20 =

2
so ergiebt sich, dass in dem aus den Seiten & = ¢ und ¢ und
dem Gegenwinkel der letateren ¢ construirten Dreieck der
Gegenwinkel von & + ¢ die Grosse 90° — ﬂ—g—*:, + @, hat:
wenn man demnach im Dreieck BCD, in welchem BC=—a,
BD =10 + ¢, Winkel D =« ist, und demnach £ BCD=y + ¢,
von diesem Winkel den Winkel ¢{=DCA abtrigt, so ist ABC
das verlangte Dreieck. a. 6==7,9034, $§="73°0,8". b. c=12,
B=2386°52,5'. 2. Vergl. die Losung von Aufg. 1; auch die
Construktion ist aus derselben herzuleiten. a. b= 7,913,
o=>55°18,3"." b. b=145,.8=106°15,6/ 3. Es ist
@ - sin 13”2“3’ = (b —¢)-cosef; zur Construktion darzustellen in
der Form a - sin ﬂ;—,/: (b — ¢) - sin (90° — ): ist also (vergl.

Aufg. 1) im Dreieck BCD die Seite BC=a, BD =56 —c und
A BDC=90° — ¢/, so ist BCD:ﬂ?;r=90°——%—;’, also
wenn man an CD den Winkel BDC antrigt, d. h. iber DC als
Basis das gleichschenklige Dreieck DCA errichtet, in welchem

BDG ein Basiswinkel ist, so ist ABC das verlangte Dreieck.
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§ 23. Resultate zu 8. 71 und 8. 72 der Aufg. 207

A& 0=2,0904, B==79°10,7'. b. b=590D; S 829 4 S
4. Vergl. die Losung von Aufg. 3, auch zur Construktion.
a b=—42432, p = 46° 36,6 b.e fh==T8° 4874,

5. Es ist a® - sin (8 — y) = (0> — ¢?) « sin @, zur Construktion

(0*—c*) -sine

a?

zu bringen auf die Form sin (8 — y) =

PRl oo ¥

folglich wenn man (vergl. § 22, Aufg. 59) statt ¢ einfhrt d,
g v d-sine . 7

so wird sin (§ —y)= g S ist also etwa wie folgt zu con-

struiren: In einen Kreis mit der Sehne @ und dem Gegenwinkel &
trigt man @ als Sehne ein gleich CE und ebenso €B=a und
errichtet in der Mitte I von EB das Loth FA bis zur Peripherie,
so ist ABC das verlangte Dreieck. a.$=59° 14,4’. b. 5=7,9153,
¢=1,3928, $="76°39,8'. 6. Es ist a[cos(f—y)+cosa]=2A-sine,
woraus §—y, folglich auch £ und y zu bestimmen. Zur Con-
struktion des Winkels # —y und demnach des Dreiecks*®) aus

. X N B . e Li
dieser Gleichung multiplicire man mit —=—=—
a sinea

Gleichung 27 - cos (8 — y) = 2h — 2r - cos «: folglich wenn man
iber CB=—a als Sehne den Kreis construirt mit dem Peripherie-
winkel @ und in B das Loth 24 = BD auf a errichtet, welches
den Kreis in E durchschneidet, so ist DE==27 - cos (8 — 7),
also wenn man EF=—EFED als Sehne eintragt, weil EC ein
Durchmesser des Kreises ist, wird Winkel FEC=f — 7, und
demnach FCB=FCE 4 ECB=2y. Wenn demnach CA4 die
Halbirungslinie ist des Winkels FCB, so ist ABC das verlangte
Dreieck. Determination h, < a4 ctg ¢, &. b=6,8753, ¢=4,0436,
r==235"4,6% b. a=42, b= 58786, c==50815.:" 7. Es'iss
a* . [cos (8 — 7) + cos @] =4[l - sin @. Construktion zuriick-
zofuhren” a@f Aufz, 6. 8.8 =112° 37 20" b =15, cie="13;
b. =45" 40, b=>51, ¢=25. 8. Es ist a*[cos(f—y )+ cose]=
=2bc-sin &*; b=3, y=>50"; die Construktion zuriuckzufihren
auf Aufg. 7. 9. Esist a* [cos (8—y)--cos a]=(b>~+c*—a*)sine. tgex.
a. 8 =113"55"4" b a'=49", b==389040% ee—"3 1201 dis
Construktion durch die Beziehung 0% 4 ¢ — @® = 2bc-cos @
B A

3 Eaid:
die Construktion zurickzufihren auf Aufg. 1, wenn man einfihrt

d
=b 4 c (§22, Aufg.2). a. f=84°50,3% b. @ =57°19".

sin o

, 8o wird die

zuriickzufiihren auf Aufg. 8. 10. Es ist 2. cos ¢4 - cos

*) Einfacher ist die Construktion des Dreiecks durch geometrische Oerter.
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208 Resultate zu 8. 72 und 8. 73 der Aufg. § 23.

11. Es ist 2a.sin & - sin ﬂ;},:d, durch ein Verfahren wie in

Aufg. 8 auf Aufg. 3 zuriickzufihren. a. b=8,0653, ¢=9,2962,
B=054"583". b. a=43"21', fl=14,58. 12. §=41"14,

be=51119, ¢=17,6678. 13. (A4 tg ‘8;7.ctg A

14. s —a=y¢-ctgeg, woraus s und b--c¢ sofort zu construiren.
8 b=30,.c==88, =18555."b."b=29,688, £=18,355,
B=119°24,7. 15. s=g, ctge{, b =16,4899, c=2,7442,
g—98"158. 16. s —b=g; tg%y, b=38,7123, c=17,1118,
g=61°17. 17. p="76°51,8". 18. A4 p)-sin (f —y)=
=@ —p)-sine. 19. A4 p)-sin(f — )= (w — A sine.

20. d = 2a sin ¢ - cos ‘8;7. 21. d? = a? (cos % — cos y?) =

= a%sinee-sin (y — B). 22. Ist A4, die Mittellinie und M der
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises, so sind im Dreieck MAA4,
a

bekannt M4 =r = B MA,=ctge und £ MA,A=90°-0

sine’
u. s. w. Es ergiebt sich sin MAA4, —cosd - cos @ u. s. w.
23. Ist A4, die Halbirungslinie #,, so ergiebt sich
. g 1 1
TR e ) ek LA (Sinﬂ "
1 * 8} A b 2
man —%:—:d‘setzt: cosﬂ 27 —0 - cos'B2 7=sin—o2‘—,
und wenn man (vergl. § 12, b, f) 381‘? %~=ctg(p einfuhrt:
ﬂ;y=sin%-ctg'c{- (B=105"1519). 24. a. o— 2,076,
fla=25/885.- ‘b0 ==2198, == 45625, 2biie=15, b==112,

), woraus, wenn

Ccos

B—r b+ ¢ . B—7r b=
— 90° L o
NS oo @ Ay . Eosal sfeinc 2  4r.sinaf
priiim
L 0 ‘ e : L N A R )
B=16°63", b=9,7075. 21 sin (8 —1)=— 5+ ——.
e - R d L d
28. cos . 29. sine/,=

47r-sine-sin

85y
2
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§§ 23, 24. Resultate zu 8. 73 und 8. 74 der Aufg. 209

30. cos (ﬂ—r):%——cosa. 31. cos(f —y)= g cos a.

72 sin e
g, b
L b gy VBt

5 c._.ga ctg ¢ fp—rsine. 3. 0, =8-tg ¢4 u. jetzt Aufg. 34.

§ 24,

§ I (e = +c - tg -2—7 2. siny=M—'s;~fi.

3 % %.:H_ _ctigas. 4. Wie Aufg. 1. 5. Die Winkel

£ und y werden wie in Aufg. 3 berechnet und alsdann @ gefunden

§ - sin @/ a
durch die Gleichung: a=m&7g 6.ctgy/ PR + + tgﬂ/z,

b4¢
%= 856"6.3 h==1,8723:. % ig 7/2—-a+T+ tg B/,
Y= 59" 10,9°.""5=27.686: 8. b=2r .sinf u. s. w.

PRI Y R v i ARl 32,92°.
1 g 9 a2+a,cg 2 ﬂ

b. 8=29"32,6, A4,+=1,7193. '10. 8 =154°38,7'. "11. Die
Winkel wie in Aufg. 9, a.; A4,=5,4207. 12. s—a=p ctgas,
a=9386, #—104°455. 13. c—:—%:b) — ¢ - ctg .

14. Vergl. Aufg. 12; o= 59893, '8 == 134" 88,9%

1. 00 - e==fl.m 8 w.; a5=11,93, B=12199;" s 5=2 28}
y=0iap, 16, o2 0% gy o Tel=g) vt
1. ¢—b=2¢ -ctghr— a, a=65°, b=>50,9117, fl=216.
18. b—c=20, tgBt— a. 19. a + ¢ = 29, - ctg @/ — b.

20. ¢:_—i a—b=2¢ . ctg Bh—c.

sin 8’
21 s—C=Q'Ctg7/l, tga 5 ﬁ=%+—‘: - ctg Y /a.
22. a=(0a—0) - ctg®h, b+ c=(0u+ 0)-ctg
23. b=p ctgei+ oy -tgth, ¢ —a=g- ctg ¢/ — @ - tg .
24, a= (oo + @) tg s, b—ec= (e — @) g %-
2b. c=g,-ctg @r— g - tg /s, @ + b= g, - ctg ¢ + @, - tg /..

26. b=2r.sinB, a—c=2p, tgh—>b. 2V. tges= e—:..

Hermes, trigon. Aufgaben. 14
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210 Resultate zu 8. 74 und 8. 75 der Aufg. § 24.

28. s —c=0, tg Bl s — az—ﬁ, b= (s—a)+ (s—o),

a

c—a=(s—a)—(s—c). 29 2bc.coseh=(b+c)- l,

b= 42,39, c = 29,61. 30. 2bc.sineh=(b—c) 1
81 o= si,;ba u.s. w. 32. Wie Aufg. 31. 33. Es ist @ zu finden.

34. h, — hy=(b—c) -sine u. s. w. 35. Esist b4 ¢ zu
h

fi ; R — . 8. W.

nden aus hy 4+ h, und «. 36. ¢ sin u. s. w

37. (Anscl;l.) Es ist b zu bestimmen u. s. w. 38. Gesetzt

A ’ sin (¢ — @) z
— 1 DO _— ——] ’.
3 Yetgg, so wird cos (B—y) G p=121° 46,3

39. cos (ﬂ—r):% —cosa, $=101°52,4'. 40. Man ver-

lingere im Dreieck ABC die Seite BC iber B hinaus um
BE=—¢ und iiber C hinaus um €D ==>b, so sind im Dreieck DAE
bekannt DE=a + b 4 ¢, die zugehorige Hohe % und der
Winkel DAE=90"}«/.. Vergl. § 23, Aufg. 6. 41. Durch ein
Verfahren, &hnlich wie in Aufg. 40, construire man auf der
Seite CB des Dreiecks ABC die Linge DE=0b-+4c¢ —a, so
sind im Dreieck DEA bekannt die Grundlinie DE, die Hohe & und
der Winkel DAE=—¢/, u.s. w. 42. bc - sine=a - h,, §23, Aufg. 6.

g—r? ha B
43. R e 2 b+ccosa/z - cos

d.tges

tg (p=—h———, so wird cos

gt sin @4°®, gesetat

3 ;7 = sin @/, - ctg #.  oder

= — sin ¢4 - tg 94. (Vergl. § 12, b, B.) Die Theile des Winkels «
sind 36°52,7' und 22°36,7/; b=7,5008. 44. E——QL’: == 9% 34 8¢
a=5,341, b=6,2475. 45. $=110"18,4'. 46. f=57"51".

417. sina,{’-{-%’-l sin ﬁ;‘)’ . 8in ¢4 = cos 13—2}", #==97° 414

a=26,1747, b=28,5032. 48. o= —g—, S—a=p - ctg %4 u.s.w.
a. a=18477, c=13,4, §=68°29'. b. a=17,9535, b=8,4862,
B=104"455'. 49. ga= —ﬂ—, 8§ == g, - ctg % u. s. w.

§—a

ﬂ . : .8— 72 / . 2
50. Gesetzt ‘—ﬁ=l, so ergiebt sich cos™— (1—44 - ctg@g)=sin %4".

www.rcin.org.pl



§§ 24, 25. Resultate zn S, 75 und S, 76 der Aufg. 211

51. Gesetztﬁ =, so wird sin §-~— - (14 4l tg @4)=—cos a,{’

d2
LR h s
52. bc—-sina,a__d + 41 - tg e4.
53. Es ist iz—— i w4

If1 T con (B 7) L nona b
so wird sin [(8 — y) — @] =sin ¢ - cos @, f — y=13"465"
—b?

54. tg y_“2 +bz+" -tgB, «=120"20,3, b=1,7751, ¢=0,3889.
55. Wie Aufg. 37; «=285°34‘, 6=1,6318, ¢ = 1,2894.

56. (b, +¢)sin (B — )= (b, —c,)sine. B7. Wie Aufg. 56.
58. 2h, sin (B—y)—d - cos(f— y)=d-cosee. 59. Wie Aufg. 58.
60. Man verlingere m,==AA, iber A, hinaus um sich selbst, so dass
AA,=A\E, so ergiebt sich zunichst 4 44, B=4d durch cosd‘:a—
und sind jetzt im Dreieck A BE bekannt A E=2m,, ABE=180°-—-aa,
und 0: siehe jetzt § 23, Aufg. 22; 0=177°19,2, a=23,124.
61. a?=d*— (d®> — 4m,?) ctg o’

2sin @ + cos —— 4
20 4+b4c 2 3
62. i ot ctg @ - o =14, folglich,
sin
el 8 #
wenn man 3 =& setzt: A - tg 4 - sin # — cos & = 2 sin @4

oder sin (# — @) = 2sin @4 sin ¢, wenn 1 - tg @4 = ctg @.

63. Gesetzt a +b=e, c — b=/, 7’33 ==a; so ergiebt sich,

wie bei Aufg. 62 die Gleichung:

sin z — +l;,ctgﬂ2-cosa,+2008ﬂ/4'—0 u.’ 8. w,

¥—o > i o sinf d-sing :
Mg 15°36,3; a=2. 64. siny_e-sind_tgw’
tg ﬂT=tg(45°—|—q>)-ctga,é, B=57°25,3', b=10,286, c=8,3445.

§ 2.

1—10. Durch eine Seite und eine anliegende Hohe ist
ein Winkel des Dreiecks bestimmt, und durch Bestimmung dieses
Winkels wird die Aufgabe auf eine Aufgabe des § 24 zurick-
gefihrt. (1. y ="73°44,4'; b=052. 2. #=11°25,3', b=29.)

14*
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212 Resultate zu 8. 76 und S. 77 der Aufg. § 25.

11. TIst 0 der spitze Winkel, welchen m, mit ¢ bildet, so ist
m, - sin 0 = h, und weiter &4 und ¢ aus m,, @, d zu bestimmen.
12. Durch Vermittelung des Inhalis ergiebt sich Winkel e u. s. w.;
e —48758:26, b="17,029, c=6,1471, B—y=18°49,5"

18, 2r-sin a=a. u. 5. W 14. Zu finden fl, s, b+ ¢,
s «=—=28°47,8‘. 15. Zu finden fl, s—a, s, %. 16. Zu finden
_at—(b—cp __(Fc)—a?
fl’ s_b’ b_c$ tgaA—W—- 17. ctg“/é————4ﬂ—.
(Vergl. § 24, Aufg. 50). 18. Vergl. Aufg. 16.
b 4e?—a? 42 —a?
19. ctga= ifi R ooty 20. Vergl. § 24,

Aufg. 53, oder, wenn b, und ¢, beziglich die Projektionen der
Seiten b und ¢ auf @ sind, so ergiebt sich b, 4 ¢, =a und
B—r
2
und weiter wie in § 23, Aufg. 6. 22. Ist A4, =m,, so ist
das Dreieck ACA, aufzulésen. 23. Man verlingert 44, =m,
iiber A, um sich selbst u. 8. w.; a=2,8913, a«a=67°152"
__(+9ta a a=25739, a=>57°54,6"
. cost=""9Fc " b a=138°22, f=24°84"

25. sin “,{=—(—b——2—_£—tla—. 26. %y + he = (b 4 ¢) sin a.

27. he— hy = (b — ¢) sin . 28. b=2r-sing.
29. 2(b+¢)-sineg?=—d. 30. Die Linien b, ¢, d bilden ein
Dreieck, dessen Winkel beziiglich sind 180°—g8, y, f— 7.

b2—c.? d. i. a(b;—e,)=0>—c*u.s.w. 21 l,cos == h,,

31. Esist b,:c,=tgf:tgyr==4:p; folglich cos  : cosr=% 2 —:;
undtgﬂ_r- ctg“A=Cl — b‘u'; andererseits tgu-—b_c ctg @4,

2 ch+bu 2 "~ b+
woraus Winkel . 32. Aus CA,: BA,=sin28:5in2y=121:p
ergiebt sich cos 8:cosy =1Ac¢:ub, folglich ist wie in Aufg. 31
ctg @4 zu erhalten. 33. Sind CA, und B4, die Abschnitte der
Seite a, so verhalt sich CA4,: BA,=—=s—c:s—b=ctg v4:ctgfs=271: u,
ferner ¢:b==siny : sin § = sin 74 - cos 74 : sin B4 - cos B4, woraus
sin B4 : sin 74=V2b : Yuc und cos B4 : cos 74 = Yub: Yic, und
demnach die Winkel # und y leicht zu bestimmen. (Vergl. § 11,
Aufg. 39). 34. Hier verhilt sich CA,: BA,=—tgv4: tghs u.s. w.
356. d.sine="h 4 2. 86. d? . sin a® = b2 — M2

3. 2fl -sine— My : hes 38. 2. sin a® = ? + A1
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§ 25. Resultate zu 8. 77 der Aufg. 213

39—41. e sine=d. 42. Sind BB, und CC, die Mittellinien
und Winkel B,BC = f,, so ergiebt sich
9a% 4+ 4my® — 4m?

cos =
12am;
43. Man hat a4 4m,2=2 (b>+c*)=2 (b4 c)>*—4bc=2d*—4b¢c;
31 e iy Gy irCEy .

folglich cos e = z +2cbc T = 5 d24—”-322 —-a4ma2 und daraus
Py it @+ 2m,) (d— 2m,) 44. Durch eine Ent-
g d+a) (d—a) wickelung wie in

@+ a) ( ) g
Aufg. 43 ergiebt sich ctg ¢4 = @ ?a_l-;— ‘2 g f&_—d—) d)

45. Durch doppelte Darstellung von cos §, (vergl. Aufg. 42)
aus den Dreiecken CBB,; und CBS, wo S der Schnittpunkt ist
der beiden Mlttellmien my und m,, ergiebt sich

b 4 : 3

s mcz-l——— m,> — a®, ein analoges Resultat ergiebt sich

2
vermittelst des cos C,CB fiir —2—, und aus beiden durch Addition

b4 c2=14 (m,, + m% — az), woraus jetzt a zu bestimmen.
46. h,

sm o

h
und c=sinba und weil 4m,? = b2 4 ¢® 4 2bc¢ : cos a ist, die

Gleichung 4m,? - sin &® = k%, ++ h* -+ 2hyh, cos @, woraus die
Construktion abzuleiten. (§ 22, Aufg. 29. Dreieck 4,B,C,
ans bi="hy, ¢; =M, und 7, ==m,. sodst ai=—="1808 g
47. Es ist b+ c=27 (sin B 4 siny); ha=27 -sinf - siny,
d, h. sinf und siny Wurzeln der quadratischen Gleichung

a2 — b+c 24 — 2 =0. 48 und 49. Zu behandeln wie Aufg. 47.
A-h a-h

. e a - . . 2 e 2 Saks a

50. sin g o und ahnlich siny? Bl. fl==s.p =

wosiow =80, thie== 5, le =129, o= 96244

B9, fiwlo—a) e =2 g iguicn SR G b Diaela

2
54. o - s=fl. Bb. (a—d)tghi=2p. 56. (a— d)ctgyi=2¢,.
57. (a + d) tg Bs = 20,. 8. a = (ea — o) ctg 43
s 59. a=(o» + 0.) tg % u. s. w.

Qa —
60. b+ c=(0+ 0.) ctg @b u.s. w. 61. b — c=(gs—0.) tg %4

$—a=p - ctgop=—
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214 Resultate zu S. 77 und S. 78 der Aufg. § 25.

1 1 1 1
62. Esist —=—+— 4+ — und fl=Vo-0u-0s-0:;
" ea+eb+gc fl=VYe-eu-@-e;
folglich s, s —a, ... zu bestimmen. 63. Wie Aufg. 62;
0 ==0 il =240 0 =3 i be=180 0 — 40 o == GO FLRL
d.a
o 4 £ 1 i
8=—18°Hh.%. 64 b= e v u. s. w. 65, Ist A4, die

Halbirungslinie des Innenwinkels 4, A4, die des Aussenwinkels 4,

4 \ 2a,a ‘ t, (¢, — a,)
so ergiebt sich A‘A2=ﬁ, folglich cosd=_2;1a—22.
La pa
66. Es ist (vergl. Aufg. 64 und 65) ¢, —=+—— und @y =— ~——,
glzg ry NG T t2b1+”’
folglich cos d = (—2;“,—‘?;“. 67. Es ist cos @4 = J%b_'c_ L ;
andererseits 4bc cos 44’ =0 (s — a) = (b + ¢)* — a®;  folglich
G R R G ol A R
nac imination von b¢ : cos ¢4 = TP Ry . Aehnlic
S : RN, Mom v Ly R
wie in Aufg. 67 ergiebt sich: sin “A—W;m.
v AL A o w5 e 8 ;
69. cos R ctg (%_l——y,tg £ 70. Sind M

und M, die Mittelpunkte, beziglich des inneren und des der
Seite @ zugehorigen #usseren Berihrungskreises und ist A4, die
Halbirungslinie #,, so wird A4, durch M und M, harmonisch
MA o M4,

M,A ™ o. MA°

getheilt, indem sich verhalt folglich er-

giebt sich fir MA=x und M A=y : 4 y==t, und @ : y=§“—i-—§,
folglich 22 = 9—'213? Mgy QY= 9"9;" .#, und demnach
; 4 2004 A o
gin @f =— Sli== \ 71. Durch eine Entwickelung,
2 e+ e e . g
dhnlich der fir Aufg. 70, ergiebt sich cos @4 = ..

(o0 — @) b

72, Es ist o= (s —a)tg % und @, = (s — a) ctg 74, folglich

tg 4 - tg V4 = —e—; ferner vermoge der beiden Gleichungen
O

s==g,-ctghs und s—a==g - ctges, @s-ctghs—e@ - ctgrs=—a,
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§§ 25, 26. Resultate zu S.78 und §.79 der Aufg. 215

und weil ctg B4 = tg a-;—r el :f +etg i , durch Elimi-
nation von tgy4 fur tg«4 die quadratische Gleichung:
o’ - 1% —a(e—0) g%+ =0.
3. Auf ihnliche Weise wie in Aufg. 72 ergiebt sich zur
Bestimmung des Winkels e:
0a” - oig %" — a (0a + @) - ctg % + @* = 0.
74. Gesucht sei die Seite a des Dreiecks: man hat

a 2 tg @4 B+r  ctgBi-ctgyi—1

i —_——= d tges=ct, =
e T i bwap T BATUE S e
s a—d a-td
= d =5
wo ctg B4 %0 und ctg 74 3¢
nach Einsetzung dieser Werthe ergiebt sich
2 el o4 sd
tg @b = o de , und demnach
4oa
sine@ = g . ~d2—492) Sga

2r (P F 4 —2d% (@ —4¢) + d¥
d. h. zur Bestimmung von @ die Gleichung:
(@ + 402 — 2d%(a® — 4 0% 4 d*= 1679 (a* — d* — 49?),

deren Losung keine Schwierigkeit macht.

§ 26.

1. sin2e¢=20. 2. tga=}d. 3. Gesetzt d =rctgi,
so wird sin 2a=2ctg 1-ctg*4. 4. Gesetzt 0 = ctgd, so wird
sin2@=2ctgd-tghs. H. sin2a=4d(14d), d.h. 20<Y2 —1.
6. sin2a=02—1, (1 <0 <V2). 7. sin22=1—02
8 ctgasg=4d. 9. tges=4d. 10. sin2a¢=0(—2), d. h.
1<d<14+Y2. 11. Wie in Aufg. 10. 12. sin 2a=0 (d+2),

d B Qe B ¥ 1 13. Gesetzt 0 =tg A% so wird
a=45°—1, 0 <L1. 14. Gesetzt =tg A, so wird
sin (2a + 4) = cos 42 15. Gesetzt i ende. A, so wird
sin (¢ —4)=2cos 45° - sin (A —45°). 16. Gesetzt z— g=tg A,

so wird sin (¢ — 1) = 2 cos 45° - sin (45° — 4).
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216 Resultate zu S. 79 — 8. 81 der Aufg. § 26.

cos 4

17. Gesetzt d = sin 4, so wird sin St coemy Ve 3 dt e oL

18. Gesetst = T sinld, so wird sin2e¢= —ct)ossl,};”
0<d<1; a=5838"
19. sina?+d-sina=1, @=38°10,3". 20. sin2a?—2J> sin2a=242.

M e J &
21. m:d, cos (45° — @) =7—2—; 1<0<L \/2'

AM

i 0
22, — AN =0 =ctg (45° — 84), 1 <.
M
23. a. CM =tgas-tgBs =0, tgey’*— (1—0) tges4 + =0,
T ety CM,  tgo
0 <3—2Y2. b. AiMa——tgﬁ,é—-d. 24. a. T ey TRt

tg s’ + (14 d) tgeg=2.
26. tgas=—20. 27. 2cosa=30—1. 28. cos @4 = J4.
29. Gesetzt 20 =tg qa, so wird cos ¢4 = } ctg 74.

30% —

oy a1 i — 5307 Qs
30. tges’= T3 6 , 02>%. 31 tg#s=0,5, «==>53°17,8"
31a. sin a4 2 cos a=20, 1<40%2<H. Fir d=4 ist «=90°;

fur 7}\/5_> 0> 1 ergeben sich jedesmal zwei verschiedene

Winkel «; fir d=%\/5_ nur ein einziger Winkel, namlich fir
welchen sine=1V0,2 d. i. «=27°10" 32. Das Dreieck

wird gleichseitig. 33. Ist a, 0="

D—A" so ergiebt sich

tg%’:f-%?’ und b. fur 6:=%% wird cos o = 0.

34. @ = 102° 39,6". 85. sin (45° — «f) = 4 V2.
7212 + lzluﬂ 5! M272
2 A2 uy
87. cosy=VA+2) (A +p), cigf=Aetgy, ctga=p ectgy.

38. cos 72=11;’.; cos & : cos f = Vi : Y,

d. h. cg ﬁ—l-‘v/; otg — 2.

36. cosa= u. 8. w. (Vergl. § 18, Aufg. 37.)
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§ 26. Resultate zu S8, 81 — S. 83 der Aufg. 217

39. sin 2= Aip, tga A \/V:+\/\/:

40. « = 90°, y = 38°10,4'. 41. a=>55° oder =4°294".
41a sma—|—-2coso¢—yl—|—— 42. cos“é——ﬂ—

43. Sind die Theile des Winkels & bezeichnet: BAA, = a,

CAA, =a,, so ergiebt sich: 4Ap®-cos @y =44%u* — 1*> 4 p?

und 42,2M-cosa2=‘ilgy,2+lz—-p2. 44. a. si;y,{2=m)—1v‘:—l—).
o L« AT N o

b. sm)&é—(}v FHGED 45. cosy = 5 A—1) (w—1).

‘/1—}— 2 ‘/1 A2
46. cosa=1 I—_I_—"Z—z, cos f=p —1——::_:72

At =0 P e
;e o

g o TG B R
sin@:sinf:siny=2Ap:4+p:p—A 48. Es ergiebt sich
sine:sinf:siny=40Q+4+w:p 1+ 24):1—24u, woraus
2Ap-cosy=(14+2) 1+ pu)—2; u.s. w. 49. tg“/4=—z’-"—

oder

A—1
G 1—A? X A 1
50. tges= : 51. sin % T A
i 1 3 Ap—1
s Cp —= — ———————
52. sin g g R TRy T b3. sin ¢4 Sl
MR e a__ig
54. sin @4 =1_-21—Z.M_M_ 5d. sin 74=%—M—; u. S. W.
56. tg7/4=l+”+1;u.s.w. 57.siny?= kg 134 p--1 )
Aw 4w
. (1 + 2 4 duy? |
b8. cosy= YT By oy R u. 8. w.
59. ctges=21; ctghsi=up. 60. ctges?=—Ap.

(et @R b
61. 4 cos #4? = g oder = it s b L 6'--~—l———

2 s
wnd =i (b 1. 62, 4cosogi=" i f})» oder = G4 — 5”35-
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218 Resultate zu S. 83 — 8. 85 der Aufg. § 21.

§ 21.
1. 9,8996,"12,124,118,523. 2. a=—32,073, b= 301354,
eE==122.7189 0 B1=="642317,2'; fl — 330,09:

3' tga_—ﬂ:tga 4 ﬂ=bl—a]:b]+a1, Q=2’8051.

4
4. s,=e( SRTOR T ) ¢ = 0,19836.
sineg ' sinfg ' siny4)’ :
5. s, =27 (1 + 4 cos %4 - cos M4 - cos ¥4).
L it —14,29.  (Die Rechtecke der Ab-
12 cos e - cos 8 - cos y @ :
schnitte der Hohen sind constant). Y. sin u,4=a i J.

8. a.cosw-cos¥=a,-sin(uw -+ ¥) - cos (u— »),
AM.cos(u+v)=—ay-cos(u—»). 9. 2acosu-cosy=—a,-sin2(u-4).
4 sinw - sin v - ctg (w + »)
10. 2= mat (1 S hecs )
11. Es ist, wenn Winkel 44,C = 2 gesetzt wird,
My : %4 = sin B : sin (¢ — B) ==sin y : sin (@ 3} y), folglich

sin (y — @) - tg = 2 sin B sin y; @ ==83°54,6', y="T6°38,2/,
2=282°32,6'. 11a. ctgz 4 ctgy + ctgz=0. 12. Ist e, der
Winkel, den A4, mit AB bildet, so ergiebt sich durch denselben
Ansatz wie in Aufg. 11, sin y . sin @, = sin § - sin e, folglich
08 (y —ay) = cos (f —et;) — 2cos(f+ e;) u.s. w., y=83° 12,2".
13. Man hat 2 fl = bc - sin @ =@ - m, - sin d und aus den Aus-
dricken fir ¢ und % durch a4, m, und d: ¢ — b2 = 2 a-m, cos 0,
folglich 2 b ¢ - sin &« = (¢*— b?) tgd=4fl. 14. Durch Um-
formung der Gleichung 2 & ¢ - sin @ = (¢® — b?) tg d (Aufg. 13)
ergiebt sich 2 sin & sin # sin y = (sin y?> — sin %) tg d u. s. w.,
endlich cos (8 — y | d) =cos d - cos (§ + y) = — cos 0 - cos a.
15und16. 9 fl-ciga =3 m,2— d*>. 17. 4fl= (4d*—5 a*) tg e.
18, Man hat fl —bo=9¢p (s — 1) =f?l (s—0), folgli(‘:h

=ﬂ (s ——b—) und weil fl = b—;f ist: § = h’ib(s_—?? )
man s_—;a+ octg @4, hy=csina, s—b=c—p ctg a4 einfihrt:

__c-sina (¢ — g ctg #4)
A e csine —2¢

d. h. wenn

19. Ist die gesuchte
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§ 27, Resultate zu S. 85 und §. 86 der Aufg. 219

Linie A,B,C, wnd B, =B, C,=CB=o, A A — v und

b > ¢, so ergiebt sich, wenn die Diagonale BB, gezogen ist,

BB, : z=sin (8 + u) : ﬂ+ —siny:sinﬂ;u, d.’-h.
Bie R

G sin y, woraus sin # = sin # — sin .

2 cos

20. sin u = sin § — sin y. (Vergl. Aufg. 19).
21. Die kleinste Seite wird 15,653 und ein Winkel 71°43,7".

29 _%_siny-cos B+r) CA, smﬂ cos(ﬂ—l—}')

e e &

N sin 8 LR sin y

BA; CA, cos(f+y) (1+cosa-cosﬁ~cosr>2

AlA A A, smﬂsmyusw B sine-sinf siny / 4

24. ayj=a-cosa,... 0;)=180°—2 &ty 4y=2 A-cos e-cos f-cos ¥,

Sg==2rsin e -sin B -sin y = h; - sin @. (Vergl. § 21, Aufg. 1.)

27 .s8inf-siny Dat R 1 1
25, = —— . 26. Bsist —4+ —+4+-—- =0
% sin (8 — y) Z, "\ L «p (7

(Vergl. § 4, Aufg. 49): d. h. der reciproke Werth der mittleren

Tangente ist gleich der Summe der reciproken Werthe der

B—7r_ (by+4c)cosa
QT S i Rl

B=—1071°48,5', a =10,844, b= 13351, c~— 66027,

28. Eine analoge Formel, wie in Aufg. 27 folgt aus der Be-

beiden dusseren. 27. a=180°—4d, cos

ziehung a,: by: ¢, = cos a: cos f:cos y fir sin ?’_;_ﬁ, B==522184°
aE=6389, b =—15.964. ¢ = T,071. 29. 8,8258.

.81 2
30. w2+<a+b)x=3?—b£—;‘ﬁ. a. 0,2855. b. 2,4165.
7, 4ab o ;
31. '27— COS(}J——m —54 14,3.

32. Sind die Theile des Winkels & durch # und y bezeichnet,

AR L AN e Oy
so hat man sin : siny=b, : ¢,, folglich tg i tg @4
e —26%:8b, 2" A R=—=—"9b/ 11 33. Bei derselben Be-

zeichnung wie in Aufg. 32 ergiebt sich #=119° 54,5', AP=5,681.
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220 Resultate zu S. 86 und 8. 87 der Aufg. § 27,

S a0 s P
34. Man hat tg =2 5 2 ol ctg a4, folglich B, = 5% 53',
— ﬂz lbl "MC‘
B,C,=11,286. 35. tg - Ky e el ctg 4,

b l-—l—,u/ ¢ Atp
— 41° 34/ i gl 1 R 3
, = 41° 34/, Bzcz—sinyz % smﬂz 7 = 12,208

36. Es wird 8,= y,= 90°— ¢4 und B,C,= 2 +~ﬁ= 11,112,
cos @4
2¢,b,
d2
entweder @, =83°10,2" oder =42°49,8' und demnach ent-
weder B,C,=12,4755 oder =12,058. Determination: Es

'is"" 2 = 5,5325. 88. Es ergicbt sich

C,AP=§,=29°39,1', B,AP=y, AP=e=10,915. Gesetat

AB,=2, AC,=1y, so hat man die Gleichungen
i + zsi o d yz Ra?
= -— Uun t——
y sin 8, in y, 5 y g,
folglich sind w=zsiny, und v=ysin B, die Wurzeln der

2d? d? si i
quadratischen Gleichung 2% — grait —- uw

37. Es ergiebt sich cos (8, — y,) = —cose, folglich

muss sein d>

sin & .
woraus #,=— 11,193, 2,==3,6489: folglich entweder z,=27,15,
y,="1,3757, 8,=14°39,1', B,C,=31,256, oder z,—8,8506,
¥y, == 22,026, “f, = 103° 89,0, B0, -—27,176. 39. 14,925,
20,874. b. 6,6231, 4,88. 40. Esmb( g=d )=du.s.w.

sinf ' siny
(vergl. § 13, Aufg. 12); die gesuchten Winkel sind 66° 12' und
59°48'. 41. Es ergeben sich die Winkel 74°56,1' und 51° 3,9'.
42. (Quadratisches Problem). Es ist AP=10,915 (Aufg. 38) =¢
und d=£( _1 + .1 ) W8 W50 == 86> 138

2 \sinf, ' siny,
48 CE—=—9,8117, 'CE: CD=108 : 53, L (¢, d) ='86° 25'.
44. Gesetzt A BAD= a2, CAD =y, so hat man
smﬂ @ sin § - sin y
SR A dsin B+ 7)
@==120Mb 1% oder 4=903°14,9'.

= sin (y + y); entweder
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§ 27. Resultate zu 8. 88 der Aufg. 221

45. Esiste=d (M — sx_ng) u. #-4-y=e, folgl. durch Elimination

sinf siny

von ¥: g_sggsmy = (sin ¥ -+ sinf cose) sinz—sinf - sine - cos,
d. h. wenn man setzt ctg 4—=—7—— o L O S ctg = ol + a)
smﬂ sin & sine - sinw’
% esiny - sing sinz A sin g
=9 e d LRt iy Es =—f
S S d-sin & B smy w sin y g%
also tgw_yr—tg (p — 45°) - tg @4, x=55°32".

47. tgy;—w=tgr;ﬂ Ctg g, a=42° 455

2 . 1 . 1
48. cos (¢ —y) = Ae s":lf o + cos @, @ = 82°45,6'

d? sin a4’
sin @ - siny’

oder 14°14,4', es muss sein e <

e g 2
v B el 1 =£,— rt+y=e, folglich

sin 2 sin y? a*

e 8% . : :
(d"‘ sin 8% sin y®+4-sin B2 cos @’ siny >~i—ﬂ=sma-cosa-sm Btsiny W,
81

o :
wo W?2=—sin “2"‘3’5 (sin B2 — sin y?) — aqslnﬂz-31nrz.

B0 i iy e ALV R Y o
Sin &«

sin 0 = i‘/é@ - il demntie i cose .L;?,
4 AT sin e - sin y
: oy s
e eVE T TR e Ll b P
sin ¢+ sin 8 o8 %

e sinp4siny4
(vergl. §21, Aufg. 8) d. h. sin (z4-8)=sin(y4y)= —"lcﬁ ;
52. Es ergiebt sich ahnlich wie in Aufg. 51:

T __ € cosBi.cos V4 ] _2pcos B4 - cos 74
sin (z + ) = e e 53. sm(.z—{—-ﬂ)_m—.

54, sin (z 4+ ﬁ/é)z sin (y + M), woraus

sin B4 sin 74

tg -'L?i”j;ff_‘:, B tg ’%9 - tg (45° + o2,
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292 Resultate zu S. 88 und 8. 89 der Aufg. § 217.

55. MA="—2_)/ be-(@—@)_ 9589, MB=—34023,
coS ®5 s

MC = 4,3205, 4 BM(;:ili%"—_‘f = 15,7153, CMA = 4,899,

AMB=4,0825. 56. g, =3Y6=1,3485, M‘,A=‘/sbj_sa = 11,619,

m,B=Y/ %) g 4802, M,C=7,9374, 4BCM,=225"5% 95 79,
s—a 4(s—a)

CAM,= 22,045, ABM,— 18,371. 57. a. Das Rechteck der
beiden Linien AM und AM, ist gleich dem Rechteck der beiden
den Winkel A einschliessenden Seiten 4 und c. b. Denselben
Werth hat das Rechteck aus A M, und AM,. 58. AB,C,=0,9031,
POy ="2.,0895, . CALB, ~'3 377. 59. AB,C, = 18,288,
BC,A,=—2,476, C4,B,=—1,115. 60. Bogen BC=2,7389,
CA=2,9909, AB=3,1008. Segment B,C,=0,7793, €,4,=0,7071,
A, B, = 0,6027, das krummlinige Dreieck 4,B,C, = 1,2701.
61. B,C, =1,8358, C,A4,=2,4468, A, B, = 2,8246.
OB A ==407 31 7" By ==134° 482! " (G, = 4° 40,

63. Die den Kreisen um A und C, sowie um B und € gemein-
schaftlichen Tangenten sind parallel, wenn

sinﬂ;erin a-}—sina;r sin f==cos @ - cos B4 - Vsiny.

64' AO BO =N ao/é + Ty tg ﬁo/é + 2 ‘/7',, Ty = 8;0027,

B,C,= 63,917, C,A,—69,791.  65. %rV3, 74 (2Y3+ 3).
66. Die Winkel des Centraldreiecks sind bestimmt durch die
Proportion sin :siny:sine=1+44:1-+44:2, woraus 4 > 1;
sind die Winkel des gesuchten Dreiecks «;, £,, o, so wird

kg 3 Vi—(G—1DVi@+4)
L g8
Werthe von 4 sind bestimmt durch die cubische Gleichung
23— 34 — 2==0, von deren Wurzeln 4=2 der Aufgabe ent-
spricht. b. Aus dem Werthe «,==180° ergiebt sich fir A der
Werth !/. ¢. Die Losung der Aufgabe fuhrt auf die Gleichung
des vierten Grades A*—124°+4344*—204+1=0, deren
linke Seite sich darstellen lasst als das Produkt der beiden Aus-
driicke 12-—61+3—l_—2\/§—(l——1), so dass die Wurzeln sind 0,7187,
8,1097, 0,0551, 3,1165. 68. 7{. 69. Die Winkel des durch

67. a. Die

www.rcin.org.pl



5§20 - Resultate zu 8. 90 der Aufg. 9223

die Centralen gebildeten Dreiecks ABC sind bestimmt durch die

Proportion sine:sinf:siny=wp+v:v+4+21:4+u Es sei

A< u<v, d. h. e>B>y. Die Winkel des Tangentendreiecks

seien e, (8, ¥, so ergiebt sich:

L Ypr—(p— D@ =4) - o=
A+ p) A+ 9)

70. Es sei‘alsdann @y = 2 R, so hat man

AAVuy — (u—A) (v —2)  pv—Ap—Av— 22
@+ w @A+ G+w@+» °

woraus 2 A Yuv=puv — Ay — Ay oder A = suab B, (Vergl.

o (VutVof

Algebr. Aufg. § 10, Aufg. 41). 70 a. Gesetzt YA = cos ¢, 8o

cos (g — &) =

— CO8 ¢ —

ergiebt sich z=ﬂc—os—(£ 71. Es muss sein 8, =@, d. h.
g o

2 cos 94
e &=, £
: S —2, woraus a2 =7, r,. 2. ‘Zar Bestimmung
rte  axtmn
der Radien 2 der der Basis anliegenden Kreise hat man

a sin 45°-sin 4
2 sin (45°+84) ’
dann zur Bestimmung des Radius y des dritten Kreises die
Gleichung: b=y ctg @4+ = ctg 4 +2Vzy. Fir a==90° ergiebt
: oy Ve e
sich 2=a4|2 — V2 Jund y = _( —V 24+ 2),
@ —VB)umty— (S V2 4
d.h. %—=0,7187. 13. r,=tg(45°— af)?.r, ry,=ctg (45°— a4)*.r.

a=2x (1 4 ctg B4), d. h. 2= und als-

P ) 2 o O as\2
“®. i C(TS(45 _"‘A) 5. @, cos u,{,'2=87‘-(sin45 : w8 ¥ ‘“) :
sin @4 2 2
o I
wz-cosa49=8r(cos o ;_a'( -sin ¥ 5 “A) . 6. z=r.ctges-tgod.
77. Man erhalt si:a,é =7 ctg @f =k V.z (# 4+ 27), und demnach
S 87'-ctga4( . 45°4-e 45°——-“4)2
&, ctg %5 = pusnps sin ) - co8 3 3
o Broctg “4( 45°4-f 45°—a,4)2
T, ctg % — ey cos 3 . sin 3 5
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92924 Resultate zu S. 91 und 8. 92 der Aufg. * &2

8. r=r-tgef.ctged 9. rectgf =2+ Yz (v + 2r);
7 sin @ . sin 45° 80. L sin @4 - sin 45°
4 sin(@5°Fed) O 4 sin(45° —ag)
7 - 8in @4
2 cos (45° — a4)?’
82. Ist ¢ der Radius des Kreises K (Aufg. 81), so ist

. O == —_— 1=Tﬁ_e.0tga4

2Voy + o+ ctg es=Vr (r — 2y), d.h.‘/e g

82 a. Es ergiebt sich tg MCA =14, woraus die Construktion sehr
einfach herzuleiten; ist weiter N der Mittelpunkt des dem Quadranten
eingeschriebenen Krejses, so ist tg MCN = 0,75, d. h. MCN
ist der kleinste Winkel des rechtwinkligen Dreiecks 3, 4, 5.
83. Es ist 7+ ctg 4 =1,- ctg @, =1, ctg 4. 84. Wie Aufg. 83.
85. 7 -tg 50°, 7.tg60° r-tg70°. 86. Es ergiebt sich
7Ty vy==1g @ 4 : tg G4 1 tg #4, und daraus tg @ 4t=— L;j‘:z'_f"'a)
W o 000 my == 196°59.9% 0 = 1AE TS,

87. r,=a-ctgmg-ctgugu s. w. 88. Die gemeinschaftlichen
Tangenten der drei gegebenen Kreise gehen durch denselben Punkt
und mogen die Winkel e, #, y mit einander bilden, so hat man
(vergl.§37,Aufg. 6) cosa®+ cos f2+ cosy?=1-+2cose-cosf-cosy,

—2mn X
ferner cos & = u. s. w., folglich, wenn noch

(m + @) (n + )

1 1 : A+ w4 E£V2(A24-p’4-v?)
A=, g—=—, py—— [~

L e gesetzt wird, @ (AoF oI 4 (b At Age)
89. Sind AB und AC die gegebenen Tangenten, D der Punkt
und M der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, so sind & BAM — «

und DAM = gegeben und gesucht ADM==xz. Es ergiebt sich

woraus & =

81. 2=(r — 2)sine4, d. h. 2=

sin & =§;—2—§, woraus die Construktion leicht (§ 22, Aufg. 17).

Es ergeben sich zwei Losungen, jenachdem @ < oder > 74 ist.
90. Sind » der Radius, D der Mittelpunkt des gegebenen Kreises,
so ziehe man durch einen Punkt 4 der Halbirungslinie des Winkels O,

der von den gegebenen Tangenten die Entfernung A0 = ginio; hat,

Parallelen zu den gegebenen Tangenten und legt dann an diese und
durch D nach Aufg. 89 den Kreis. 91. Gegeben die beiden
Punkte 4 und B und der Kreis um € mit dem Radius 7; es
sei M der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, D der Beriihrungs-
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§ 21. Resultate zu S. 92 der Aufg. 225

punkt, ferner BC =— a, AC=10: zu finden seien die Winkel
ACM = = und BCU=y. Man hat 4+ y = BCA = y. Ist
jetzt DE der zu O gehorige Durchmesser des gesuchten Kreises
und sind 4, und B, beziglich die Projektionen von A4 und B
DE, soh DE—DBZ—— i d. h. (I) DA,- DB>—=DB,- DA?
auf DE, so hat man —E:_D—A‘, . h. (I) DA,. ==DR

oder(bcosz— r)(a®+r2>—2ar cos y)=(acos y —7) (>4 r>—2 br cos @),
woraus (b cos & — 7) (a®> — r?) = (a cos y — 7r) (b* — r?), d. i.
(I1) DA,- t,> = DB, - t,% wenn ¢, und %, beziglich die von A
und B an den gegebenen Kreis gelegten Tangenten bezeichnen.
Aus den Gleichungen (I) und (II) ergiebt sich DA: DB={,:1,
and daraus leicht die Consiruktion. Ebenso ist die Bestimmung
der Winkel @ und y aus den dargestellten Gleichungen ohne
Schwierigkeit. 92. Gegeben der Punkt C, der Kreis um A mit
dem Radius 7, AC=20, und die Linie L, bestimmt durch ihre
Entfernung €CB=a von C und den Winkel ACB =y, der
Mittelpunkt des gesuchten Kreises sei M, der Radius desselben
MC — z, zu finden seien ausserdem die Winkel ACM = » und
BCM=v, deren algebraische Summe also gleich e gegeben
ist, vielleicht # + v ='e&: ferner hat man die Gleichungen

(r 4 &2 =102+ 2> — 2ba-cos u und cos v = ——= 4. h,

u. s. w. 93, Auf Aufg. 92 zuriickzufihren, in-

g @
Wb ~+ cosw
dem man den kleineren Kreis durch seinen Mittelpunkt, den
grosseren durch einen concentrischen Kreis mit dem Radius r — o,
endlich die gegebene Linie durch eine im Abstande g von ihr
parallel gezogene Linie ersetzt. 93 a. Es ergiebt sich durch
eine Entwickelung, ahnlich der von Aufg. 92:
2 2
W= v Sezrhd s sl , d. h. 20 cosu— 11 cos v=9
2 (r 4 ¢ cos u) 1+ coswv

und u4-v=60°, folglich u=25°26,9’, und demnach 2=3,9352.
94. Die Mittelpunkte der gegebenen Kreise seien 4 und B und
ihre Radien beziiglich » und g, ferner sei C der gegebene
Punkt AC=0, BC=a, £ BCA—y. Ist M der Mittelpunkt
des gesuchten Kreises, @ der Radius desselben und bezeichnet
man MCA = wu, MCB =—v, so habe man etwa u - v =y, ferner
ergiebt sich aus den beiden Dreiecken MCA und MCB beziglich
(r4 @)= b4 2°>—2b & cosu und (¢ + «)*= a*+ 2*— 2a xcosv,

2 a?— g2 :
d. h. 22 = = , 0. 8 w. 95, Auf die

r -+ b cos u ot acosv

Hermes, trigon. Aufgaben. 15
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226 Resultate zu 8. 92 — 8. 94 der Aufg. §§ 217, 28.

Losung von Aufg. 94 leicht zuriickzufiibren. 95 a. Der gesuchte
Kreis ist concentrisch demjenigen, welcher durch den Punkt 4
geht und Kreise berihrt, die um B und C beziiglich mit den
Radien 1 und 2 beschrieben sind. Zur Bestimmung von % und
v dienen jetzt (vergl. Aufg. 94) die Gleichungen v 4 v=153°7,8’
und 45 cos v — 49 cos u =14, woraus u=36° 52,2’ (es ist ab-
sichtlich hier nur eine einzige Losung durchgefuhrt) und demnach
wird der Radius eines der gesuchten Kreise gleich 6%;.

§ 28.

1. Sind @ und b die Seiten, 0 der Winkel der Diagonalen,
so wird 2 fl = (a®> — b%) tg d. 2. Sind die Diagonalen d, ¢ und y
der Winkel, so wird 4fl=(e*—d?) tgy. (Esista*—b>=d ecosd.)
2 de sin 0
3. tgy:—ez T
Winkel eines der durch die erste Diagonale abgeschnittenen
i, d? . sin 8 sin y
May Csiumey sin & g
o, + @, = a gesetzt ist u. s. w.; §=057°5', fl=0,58043 - d°
5. Sind die gesuchten Winkel « und f, so ergiebt sich
cos (@ — f -+ 0) = cos 0 - cos (& + ) (vergl. § 27, Aufg. 14); —
a=87°35,6'. 6. Es ergiebt sich sin (d—f) - sin (0} a)=sin« -sin 8
und daraus cos (20 4 a« — ) =2cos (e + ) — cos (¢ — fB),
S e 1 Lels @' +.D @ —1)
0'=54°.95.2'. ; 1. 2coss;f— i g
8. cosy= it o s -
2V —2p* (1 —22%) - (1 — 2p?)
9. 2siny=(@A—14)tg0. 10. 2sind = ("/1—4)ctgy.

4. Sind B und y die nicht gegebenen

sin  sine,

Dreiecke, so hat man wo

11. Es ergiebt sich @ —Vo=2" stlg% , folglich &=—ctg 94
sin y .
(=—1tg94), wenn ctg = BT ebenso wird y = ctg ¥4

in 0
(=—tg¥4), wenn ctgzp:% gesetzt ist. 12. In Aufg. 11

hat sich ergeben g=ctgt)p{, wo ctgq):ilﬂ war: demnach

b tg 0
aﬁ_ cos 74 b\/—Q—__ sin gy
s sin(g94+45%° s = sin (94 + 459°

wird jetzt
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§ 28. Resultate zu S. 94 und 8. 95 der Aufg. 297

e - sin 45° - cos ¥
sin (¥4 + 45%)
e - sin 45° - sin Yy sind
t = t;  fl=1¢ ctg'y.
TR T A e | oL g

Folgerung. Parallelogramme von gleichem Umfang und
Diagonalwinkel haben gleichen Inhalt; ebenso Parallelogramme,
welche in der Summe der Diagonalen und den Winkeln uber-
e - sin 45° - cos 74

sin (45° — gq4) ’
e - sin 45° - sin 94
l=—2¢e% . tg d. 1= 1,
7 T Jl=¢4 - tg 15. fil=¢% - ctgy.
h h2 Qh h2 siny 2h 2R, (
) (hy*—hy?)tgo

2fl=1s?.tgd. 13. Die Diagonalen werden

einstimmen. 14. (Vergl. Aufg. 12.) a=

8 fi= it en

Wifl= Aufg.16).

22.sm;/(

18. tgd = —tg?gp-sin d, wenn A=tgq gesetzt wird).

19. 22 sin y=(42>—1) tg 0, (A=ctg¥{, wenn siny-ctg d =ctg u

gesetzt ist). 20. ﬂ-——e—tg—d;z. 21. sine=?ﬂ o 2 oder

cd atb’

wenn man das durch die Seiten ¢ — b, ¢, d gebildete Dreieck

24 : b
durch 4 bezeichnet: sin T & £2. ‘Ml == :ib - ¢d sin s,

wo a—b=Yc*} d?>—2cd cos e. 23. y + 0=180° — ¢,

. —0
sin y : sin 0 =¢: d; folglich tg Zz—

c—d ;
—-m-ctg &oe 24. Es

Ay Gl
ergiebt sich @ — b= Vc?+ a* — 2cd cos s und 5 =m;

oder man berechnet zuerst y und 0, wie in Aufg. 23 und dann
nach dem Sinussatz ¢ — b u. s. w. 25. Die erstere ist

3Ve* 4+ d* + 2cd cos &, die letztere Eg—_‘;—?%ﬁ.
26. 2cd cosef=(c+d)e.
27. Es ist cdm?cos s = 4% -+ Y(c*m? — 42) (d* m® — A2):

der Inhalt ist moglichst gross, wenn 4 =—cm oder =—=dm ist,
fir welche Werthe beziiglich cos e= ¢/ oder =d/ ist.

gm +sin asmﬂ

J
28, fl== 29. Aus der Beziehung ———— i Lot =
sin & 4 sin sinatsinf gm
— Q2 i)
ergiebt sich cos s 5——8in&2=21 . cos & - cos . g U 8 W
15%*
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2928 Resultate zu 8. 95 und 8. 96 der Aufg. § 28.

o e il 509 __. 0-cosg
30. Es 18 == ooy d_—_siuﬁ’ a—m’

; 2
gl conl . 31, fl=(c+ad)o, sina=2—cg, sinﬂ:—dg.

g cos % - cos By

cos ;% cosef /4
32. Es =YVAiw und e S woraus « und §
leicht zu bestimmen. 33. e= ,2—9, — _2*9,
sin e, sin 8,
o.v e a_f-;_ff_: s i#_

sin @14 - cos 14 ’ i 4 - sin B g 34. Es ist

V)'—A“Z o COSﬂl,{ ‘/———w u. 8. W.

cos “,/é sin By 4

35. 4fl=(a*— b tga, 2rsin 2a = Ya* + b + 2ab cos 2a:
es ist demnach 7 der Radius des umschriebenen Kreises fur ein
Dreieck, welches @ und & zu Seiten und den Supplementwinkel
von 2e zum eingeschlossenen Winkel hat. Oder wenn man den
Winkel DAB = & eines gleichschenkligen Trapezes durch An-
tragen des Winkels DAE = « verdoppelt und E A tiber A hinaus
um b verlingert, so dass AF—0 wird, so ist F ein Punkt des
umschriebenen Kreises, und umgekehrt: ist F bei dieser Con-
struktion auf der Verlingerung von AE ein Punkt des um-

schriebenen Kreises, so ist AF = b.. 36. Es wird
472 cos 200 = — ab =t Y(47* —a?) (472 —b2). B7. Ist a>b
so ist der kleinste Radius 7 =¢{, alsdann ist cos 204———-—7,
_ Y e+ a+b LA
ge= | —7 38. cos(a,¢) = 5
_ A— (Ll—p)* 22—»?
39. cos (b,¢)= S T e cos (b, d)= N
g L Cigg 2
40. cos (e, f) = W +1)2 21:: # (1+l)

22 (w2 — 1)+ 2 (1 1)

2vip® (1 + 4) '
den Winkel (¢, f) durch @, den Winkel (d, €) durch y, so hat
man die Gleichungen ¢ 4 f>— 2¢f cos # =d* - e*— 2de cosy
und c¢fsina=desiny, in welche die Verhiltnisse 4, m, »

cos (e, @)= 41. Bezeichnet man
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§ 28, 29. Resultate zu 8. 97 der Aufg. 299

{1ty —p? (12497

einzufuhren sind: fuhrt man dann ein /=

21pv
so ergiebt sich 2u 4 - cos y =A% —Isﬂ — 4>
42. h=r (cos e==cos f8), m= %:27' Y ain a-é—ﬂ . cosa_;'_ﬁ’

2

fl=mh =27r%sin (e 4 f) cos i B ; ist 2u der zur mittleren

2
Sehne gehorige Centriwinkel, so ergiebt sich: 2cosp=cosfZ=cosa.

43. Esist #=2rsinw und 2 cosuy=cosa+} cos 8 (Aufg. 42), woraus
4sin p?=sina>+sin f°+2(1—cos e cos §)=2sin a2-|-25m ﬂz-l—{cosﬂ——cos (35

folglich, wenn mit 72 multiplicirt wird: 2*

44. Zu den Sehnen 2a, 20, 2¢ mogen bezughch die Centri-
winkel 2, 28, 2y gehoren, so hat man fir die Abstéinde

(@,b)=r(cos f—cos ), (b,¢c)==r(cosy—cos B), (a,c)=h==r(cos y—cos ).
Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich
(A 4 p) cos = A cos y + p cos &; ferner ist
h? =172 (cos y* - cos &> — 2 cos y cos @) und
2Ap cose cosy = (A+u)? cos 2 — A%cos y>—pu® cgse®; eingesetzt:
A+ hP=r?[ 2 cos y* +Ap cos a>— (A+-p)* cos 242 cos y2+4p? cos &?]
— 2 [ A — (b ) 22 2
— (Au—+22) sin y>— (Ap -+ p?) sin e®+ (A4 p)? - sin §2]
= (A 4+ ) 7?[(A 4 w) sin B2 — A sin y*> — w sin &?]
= A+ ) [A+ p) > — Ac* — pa’].

§ 29,
1. Gegeben die Seite AB—=a, ABC=p, BAD—=«, BAC=u,,
ABD = 8,, so ist &« + B, =8 + &, oder &« — =&, — f3,, und

a sin e
es ergiebt sich 27 sin (e —a, BC=b=2r ging,—————2_,
g ( +ﬂl) . ( ) 1 sin (a+‘8])
U0 e o B i T B ) i o e R e A
¢c=2rsin (¢ — a,) IO S G y U 8. W
2 . 1 . 1 . 1
ow Qo PRSP0 LALLM By, 2. Gegeben die Diagonale

2 sin (e + B.)°
AC=¢ und die von der zweiten Diagonale BD=={ und den
Seiten eingeschlossenen Winkel, bezeichnet durch diejenigen
griechischen Buchstaben, welche en Gegenseiten AB—a, BC==b,
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230 Resultate zu 8. 97 der Aufg. §:29,

CD = ¢, DA = d entsprechen, also (a, ) =d,, b, /)=y,
(e, f)=0Ps @, )= a;, wo a,+ B+ 71+ Jd,= 180°ist, s0 er-
e . sin i e
CTICE o 2 L e T Y O o <
[= e - sin (191:'*;71_) ﬂ R e? . sin (8, + 7’1) - sin (e + 1)
L 2 sin (e, + B,) .

giebt sich a =

sin (et + B1)

3. Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg. 1 ergiebt sich
fl

" 2sina-sinB-sin (o, 4 )
Gegeben a, b, 8, f= BD, so ist e2=a*+} 4> —2a b cos § und
(2 =) ks =~,L, wodurch Winkel e bestimmt ist u. s. w.
sin 8 sin ¢
5. Bezeichnung wie bei Aufg. 1. Man vervollstindige das
Parallelogramm ADCF und verbinde F mit B, so sei @ = 100°,
B=2>53° Es ist & DOCF= 8= DAF, folglich FAB=—a — §:
demnach sind im Dreieck ABF bekannt zwei Seiten und der
eingeschlossene Winkel u. s. w. b=15,5685, d— 2,288.
6. Das Viereck heisse ABB,A,, gegeben seien AB=c,
AAB=a, BBA=—f; AA, und BB, mogen sich verlingert
in C unter dem» Winkel y schneiden, so dass im Dreieck 4BC
e+ f + y =180 ferner sei f das vom Mittelpunkt des Kreises
auf AB gefillte Loth, so ergiebt sich 4A4,=c cos @ 4 2fsin &
und BB, =ccos 8 + 2fsin 8, oder durch Einfihrung des
Winkels AA,B— AB,B—y, wird tg rl=2if
AA,=2r sin(y,+a), BB,=2rsin (y,+48), AB=2rsin (y;—y).*)
7. Bezeichnung wie in Aufg. 6. Gegeben AB=¢, 4,B,=c¢,,
« und #: Nach Aufg. 6 ist durch die beiden Gegenseiten ¢ und ¢,
und die Summe der Winkel @ und £, d. i. den Winkel yp, der
Radius » bestimmt. Construirt man namlich den durch ¢ als
Sehne und y als Peripheriewinkel bestimmten Kreis und legt an
diesen, etwa in B, die Tangente und macht dieselbe BC, gleich
der Gegenseite 4,B,, so ist der dem Dreieck ABC, umschriebene
Kreis zugleich dem gesuchten Viereck umschrieben. Fur die

72

4. Bezeichnung wie in Aufg. 1.

und demnach

*) Weil der Ausdruck fiir die Gegenseite 4,B, von AB nur y, d. i.
(@ + ) enthilt, also von den Winkeln « und g im Einzelnen nnabhingig
ist, so hat man den Satz:

Wenn man iiber einer geraden Linie 4B als gemeinschaftlicher
Sehne zwei Kreise construirt und einen beliebigen Punkt C' des einen
mit 4 und B verbindet, so ist die zu den Verbindungslinien gehorige
Sehne A4, B, des zweiten Kreises von constanter Lange.
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§ 29. Resultate zu 8. 98 der Aufg. 231

Berechnung ergiebt sich AC2=c>+ ¢,>+ 2cc cos (@4 B)3

1
231n(a+ﬂ) Adise AC — A0 sin y

BB,= BC-B&‘:%(C sine—e¢,sinB), 2 fl-siny=(¢*~c¢,?)-sineesin f.

8. Gegeben die beiden Gegenseiten AB = ¢ und 4,B, =c¢,,
die Diagonalen seien BB, und AA4,, ihr Schnittpunkt C, und
die Winkel B,BA =, und 4,4B = &, gegeben. Es ergiebt
sich auch hier, dass wenn man tuber AB als Sehne einen Kreis
beschreibt mit dem Peripheriewinkel 180° — (&, + f8,) und an
ihn in B die Tangente legt BC, = A,B,, der dem Dreieck ABC,
umschriebene Kreis zugleich dem gesuchten Viereck umschrieben
ist. Es ergiebt sich AC>=¢*4} ¢,>— 2¢ ¢, cos (e, + f,) und

AC, ; 1 : )
m AA1=1ACo+AnCO= mro(csmﬂo—}-clsmao),
siny, (¢ sin e, + ¢, sin f,).

BB, = BC, + B,C,=
9. Bezeichnung wie in Aufg. 2. Gegeben e, f, #, und d,: fihrt
man ein DC; = Ve* 4 f*— 2¢ f cos (B, — 0,), so ist

F

(¢ sin § — ¢, sin @),

2 cos (B, — d,) ho
= Deoa(f,—3d) u. 8. W. 10. Ist & der zu e gehorige

Centriwinkel, also ¢ = 27sin &, und &, + &, = @, so ergiebt
sich fl=2re . sin @sin (¢ + «, — @,). 11. Nach dem Satze in
Aufg. 6 ergiebt sich, wenn man AC, = \/a2 +c2— 2accoss

einfihrt, r = : nennt man jetzt die zu den Seiten a, 0, ¢, d

2 sin &
gehorigen Centriwinkel beziiglich 2e,, 28,, 2y,, 20, so hat man

a i
sin @, = ——, s8in §, = ——, sin y, = ——, demnach
2 9y’ B2 9, 72 >

2r

d,=— 180° — (e, + B> + 7») und d =27 .sin d,. Es wird
AC, =32, r=16,5, y, = 90° (M Hegt auf, c),. fs— 22330,2¢

a, = 13° 20,5, d,= 54°2,3’, d =10,545, 4 (d, ¢)=35°07,T",

(65¢)=61°22,8". 12. Wie in Aufg 11 ergiebt sich

AC,= Ya® 4+ ¢® —2accos 0, r = Ty Rl b=2,2924,

d=4,4436, «a =163°9,5‘, $=99° 34,9". 13. Vergl. Aufg. 7.
Gegeben ¢, ¢,, a, f: gesetzt AC, = Y24 ¢, 4 2c¢, cos (a4 B),
AC, ef -sin @  (c>—c,?)sine-sinf

so wird T=mm undﬂ= ) == 9 sin (a-l—ﬂ) N
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232 Resultate zu 8. 98 der Aufg. § 29.

P
woraus sin = 47‘—2;—11(7014_—37. 14. Es ergiebt sich
AN geepe
cos (b, €) = — cos (a,d) = g ;F(;}’ —-aad) 2 u.s.w. 15. Es er-
: 5 o s a2 + 52 nink r2 RIS 02

giebt sich cos (@, €) = cos (¢, ) = S = 8. Wi
e L I i

16. Es ergiebt sich — ) ,—__ AR AP B v o 3 15 ol
rgi i = Viu; Ry deoas v 5

und dadurch kommt die Aufgabe auf 14 oder 15 zuruck.
17. Durch die Winkel 4, g, » sind die simmtlichen Winkel des
Vierecks bestimmt: In der That seien im Viereck ABCD mit
den Seiten AB=a, BC =058, CD =¢, DA =d bezeichnet die
Schnittpunkte (@, ¢) durch M, von (b, d) durch N, und von
AC =¢e und BD = durch L, und nunmehr Winkel BLA = 1,
DMA = u, BNA=v, ferner die den Seiten a, b, ¢, d beziiglich
zugehorigen Peripheriewinkel durch e, £,, y;, d;, endlich die
Winkel 4, B, C, D des Vierecks selbst durch e, 8, 7, d, so ergeben
sich zu deren Bestimmung die folgenden Gleichungen:

at+f+rv=atdtp=a+y=p+d=180

und daraus @ = 90° — L‘%’-’—C; y = 90° + —”—'2"_”;

d=190°— “’2"'; p=90°+ﬂ2_—”. Ferner ist e + y,— A
und @, —y,=w, d. h. al=1—'2|'-’i, n= 1;”, und endlich
d,+ B, =180°— 4 und &, — f,=p, d.h. pi=90°—5#,
g, — 90°——l———2———yi. Nunmehr hat man @ =2 sin a1=2r-sinl-;v,
b—2r.sin f, = 27 - cos "'*2"‘, u. 8. W., €= 2rsin (¢, f)=

=27 . cos MQ_V, f=2r.sin (e + 0,) =27 - cos p/—2l-v’
fl=27%. cos ‘w;'_v-cos -

—2—-1/ .sin 4. 18. Bezeichnung wie in

Aufg. 17: Gegeben a, 4, p, v: Esist r=———
2 sin

).-I—v
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§:29. Resultate zu 8. 98 und S. 99 der Aufg. 233

h4p

a . cos 3 a"’-cosu—;v-cos“;y-sinl
S e sl s RS
sin—g 5
/s
19. Es ist nach Aufg. 17 72 = vy f e 4
2 cos & g cos 5 .sin 4

20. Bezeichnung wie in Aufg. 17: Gegeben sei der Winkel
(a,¢)=p, b-+d=g und 4, so ergiebt sich b4d=2r (sin §,~}sind,)=

=2r(cosl~|2-”+cosl;”)=4r.cosl,4.cos.u,é=g.

21. Gegeben u, v, e —f=g. Wie in Aufg. 20 ergiebt sich
aus Aufg. 17: g=4r.sinussinvs. 22. Gegeben 1, u, ¥ und
ABC— ADC=J: unter Benutzung der in Aufg. 17 gewonnenen
& —2}_ Y cos ¥ ; =
23. Es ergiebt sich fl = 7% (sin 2e - sin 28 -} sin 2y -} sin 20)
=27%sin (B +y) -sin(y+ @) -sin (e B). (Vergl. § 6, Aufg. 1.)
23a. Das betreffende Vieleck ist ein regelmassiges 14-Eck:

Resultate ergiebt sich 4 =272 cos - cos 4.

O
wird & = 1—7;(=~7-) gesetzt, so ergiebt sich

fl=2r%.5in5y.sin 6y =27%.cos y cos 2.
24. Zieht man die Diagonale AC (€), so ergiebt sich
fl=ABC +4 ADC="1 (ab.sin B - cd.sin D)

=272 sin (¢ -+ @) (sin e - sin B 4 sin y - sin 0).
Durch Vergleichung dieses Resultates mit dem von Aufg. 23
ergiebt sich sin «-sin §-sin y.sin d==sin (84 7) -sin (¥} ),
wo a-f+y+40=180° (Vergl. § 6, Aufg. 9.) 25. Bei einer
Bezeichnung wie in Aufg. 23 ergiebt sich (sieche Aufg. 24)
sin - sin y 4 sin B - sin d = sin (& 4 ) - sin (¢ + J), multiplicirt
man diese Gleichung mit 27.27, so wird die Relation der
Ptolemidische Satz.  26. Der Satz folgt aus der Gleichung
cos e+ cos ¥ - cos f3 . cos 0=sin (e} f)-sin (¢4 0). (Vergl. § 6,
Aufg. 11). 26a. Folgt aus der Gleichung
cos e - cos y — sin f - sin 0 = cos (& -+ ) - cos (8 + 7).

27. Durch Multiplication mit 7 und wenn man den Mittelpunkt M
des umschriebenen Kreises mit den beiden Gegenecken A und C
verbindet und von M aus Lothe auf AB=—a und BC=25 fallt,
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934 Resultate zu 8. 100 der Aufg. § 29.

beziiglich M A, und MB,, ergiebt sich, dass ABCM — C D AM=
=4 A,MB,— ACD. 28, Bezeichnet man die vom Mittelpunkte M
auf die Seiten AB, BC, . . . gefillten Lothe durch Klammern,
also durch [AB], [BC], ..., so ergiebt sich durch Multiplication
mit 27%: CD .[AB] — AD .[BC]= AC.[BD] d. h. die Differenz
der beiden aus je einer von zwei anstossenden Seiten und dem
Lothe auf die Gegenseite gebildeten Rechtecke ist gleich dem
Rechteck aus derjenigen Diagonale, welche mit den zuerst ge-
wahlten Seiten ein Dreieck bildet, und dem Lothe auf die andere
Diagonale. 29. Hier ergiebt sich durch Multiplication mit
272: AB.[CD] 4 CD .[AB]= BC .[AD] + AD.[BC]: 4. h.
fir die Gegenseitenpaare sind die Summen der Rechtecke, gebildet
aus Seite und Loth auf die Gegenseite, einander gleich. 30. Sind
AB=—a, BC=0b, (D=—=c, DA=4d die Seiten und 4 —e,
B=2§, . . die Winkel des Vierecks, so ergiebt sich:

atp et atd

2

o-sin sn—— gl

e PRI : . ? : =b+d,
sin @4 - sin B4 sin “é' sin B4 - sin 74 - sin J4
fl=(a+c)g= u. s. w. 30a. Die Richtigkeit ergiebt sich,
nach Multiplication mit g2, aus der Summation der rechtwinkligen
Dreiecke, in welche das Viereck durch die Verbindungslinien des
Mittelpunktes M wmit den Eckpunkten und die Lothe von M aus
auf die Seiten zerfillt. (Vergl. Aufg. 50.)

- sin @4 . sin B
31. Gegeben a und die Winkel. Es ist o = il 8 R R

o - sin

u.8.W., ac=

sin'—&a_:‘;ﬂ
a® . sin @4 . sin B4 . sma_;—r . sini;
fi=
sin}',{-s',inl"/é-sma_glg
99 i § . sin @4 - sin B4 - sin 74 - sin J4
; i a+pf . ety . atd
TR T - sin —5
B, it ibgn o - tio fetneih 35 )M S8 et T

atf _aty _atd
2

- 8in - sin
2 2

C,, D, beziiglich die Beriithrungspunkte der Seiten a,b,¢,d, so ergiebt
sich A,B;=2¢cosB4, u.s.w. fl="04(sin e—+sinf+ siny--sind)=

= 2¢® . sin a—;ﬁ - sin a-;—r . sin a-;—d. (Vergl. § 6, Aufg. 1.)
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§ 29. Resultate zu 8. 100 und S. 101 der Aufg. 235

35. fl,=2fl . sine4 . sinBs . sin74 - sind4. 36. Multiplicirt
man die Gleichung mit o2 - sin Z# und dividirt durch

sin @4 . sin B4 . sin %4 - sin J4, so ergiebt sich
(AM . BM 4 CM. DM). 7+6._fl

4 AMB 4+ 4 CMD = Y fl oder = JBMC—{-JDMA,
oder weil alle diese Dreiecke gleiche Héhe (g) haben,
AB+4+ CD=BC+ AD. 37. Durch ein Verfahren

wie in Aufg. 36 ergiebt sich: AM.CM—+BM. DM — —-77“1;—':;.

sin

38. Indem man ¢ einmal durch a, e, §
und dann durch ¢, y, d ausdrickt, ergiebt sich ¢« sin ¥4 - sin J4

1. ¢4 (cos 7—2—6 — co8 r-%—d‘) = @ - sin @4 -+ sin B4 u. s. w.
o =1,9085, y =119°1,3", 6 =3,3982, d=14,6018. 39. Aus
, a __ siny4sindg
der Beziehung (Aufg. 38) YRR

ergiebt sich

sin ¢4 ¢ -siny4
sin J4 @ - sin B4

tgazd=tg (45° — @) -ctg%—r, ¢ = 38° 57,1,

6—;—0;:50 4,7, «=169°50,6'. 40. Wird die gesuchte Seite
durch @ bezeichnet, so ist die vierte Seite (¢ 4+ #—0b): nun-
mehr erhalt man durch die doppelte Darstellung der Diagonale
AC aus den Dreiecken ACB und ACD fir x die quadratische
Gleichung @2 4 (¢ — b) @ -« sin 94> = ab - sin $4*, und aus dieser

a—>b 2 Yab - sin 4

are—g -tg @ - tg ¥4, wenn man( a—b) s

41. Ist nur eine besondere Deutung der quadratischen Gleichung
in Aufg. 40. 42. Gegeben a, b, @, y: bezeichnet man die
Seiten D C und D A beziglich mit # und y, so hat man

x  asineg’
(Aufg. 41) P VY
die Gegenwinkel eines Tangentenvierecks einander gleich sind,
so zerfallt dasselbe durch die die beiden anderen Ecken ver-
bindende Diagonale in zwei congruente Dreiecke.)

“14 g ng Y14
tgag  tg g

[: = tg @ gesetzt:] u. 8. w., d. i.

= tg ¢ einfiihrt.

und y —&=a —b u. s. w. (Wenn

43. Es findet die Beziehung statt
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236 Resultate zu S, 101 und S. 102 der Aufg. § 29.

44. Eine unmittelbare Folgerung aus der Proportion in Aufg. 43.
b
45. Aus den Gleichungen ctg ¢4-}-ctg ﬂ,{=g und ctgBs-} ctgy,{:—e—

e
o 7_2_0‘ a—b
ergiebt sich ctg @4 — ctg 74, d. h b e : 1, ey
sin ¢4 “/H
46. Man bat (Aufg. 41) e R und (Aufg. 45)

0 _sina,é-siny,é
a=<=%%v. Ty—u

; es ergiebt sich y=170° 7', 0=0,9261.

sin H
2 20 - cos £ 5
47. Die Diagonalen sind e e g und
sin —
2
. 29-cosa;~ﬂ-cosa;ﬂ 20%-ctg —— +ﬂ - 08 2‘3
und der Inhalt
cos & - cos f3 cosa-cosﬂ
48. Die Seiten sind ﬂ(—‘ii——@ 0, £+ Wa

cos @ » cos f3

49. r(tg“+tgﬁ+tgr—|—tgd‘) e sin(e+-f) - sin(e4-7) - sm(a-|-d)

(§ 6, Aufg. 1 cos e - cos 3 cosy - cosd
50 ctga+ctgﬁ+ctg7+ctg§ sin (e+-) - sin (a+-7) - sm(a-|—6)
§ 6, Aufg. 14.) sl 9°sin PO Y st B
4 0% sin +ﬂ -cos & e i : .
5. fi= S Ao 8 N
: sma~smﬂ R sin &® - sin 2

etwa zu erhalten durch Umformung des Ausdrucks fiur eine
Diagonale. 53. Vergl. Aufg. 52. 54. Es ist « 4 §=180—¢
und sin @ - sin § aus Aufg. 52 bestimmbar. 55. Wenn 25 der
gegebene Umfang und & der Winkel der Gegenseiten ist, so

4. sina-é—ﬂ-cosa;‘s

ergiebt sich (Aufg. 51) so= e i g und

a-+ B =180°—¢, u s w. a=140°23" 56. Aus der
Beziehung zwischen 7, g, @, # in Aufg. 52 ergiebt sich §=282°47".
r%. sin

Es muss sein 02 < 57. Es ergiebt sich aus der

1—sine
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§§ 29, 30. Resultate zu S.103 der Aufg. 237

Gleichung in Aufg. 52, indem man statt sine und sinf beziglich

T‘Ze_r und —Q—f; einfihrt.  58. Zu erhalten durch Berechnung des

Werthes von ef vermittelst Aufg. 57 durch die Beziehung
ﬂ—ef ol 0. 59. Aus 57 und 58 leicht zu erhalten.

§ 30.

1. Bezeichnet seien die Seiten AB=a, BC =0, CD=c,
DA=d, die Diagonalen AC=e¢, BD={f; die Winkel 4, B, C, D
beziiglich durch «, 8, 7, 0. Gegeben seien a, b, a, £, y: so
sind zu bestimmen e und die Winkel (e, a)=p; und (e, b)=ua,,
folglich auch (d, €)=y, und (¢, €)=4d; und endlich ¢ und d.

e sin y, asma—bsm(a—l—ﬂ)

Es wird c¢= p = 5in 0
e sin d, bsm}’—asm(ﬂ+7’)
d=— —
sin 0 sin 0

welche Werthe sich auch durch Zerlegung des Vierecks in recht-
winklige Dreiecke herstellen lassen, und

2ab sin e sin y—b?sin e+ @) siny—a?sin(f+7)sin &
sin 0

Numerisch: e=—19,81, ¢==23,234, d=27,742, \fl — 816,21.

2. Man hat (Aufg. 1)

2l - sin (a+f+y)=a’sin asin (B+y)+b%sin y sin (e+3)—2absin asiny

und daraus

sin ,B[a,2ctg 7+b%ctg a—2fl.
d. i. fir die numerische Berechnung :
27,67 .cos § — 17,338 .sin § =24, woraus f# = 10°37,2'.

2a. Aus Aufg. 1 ergiebt sich

4fl.sin 0 = [2ab — (a®>+ b*) cos B] - [cos (& — y) — cos (& + y)]

—a?sin § [sin (¢~y) --sin(@—y)]—b?sin § [sin (@+7) — sin (¢ —)]

oder [2ab — (a®+b?)cosf].cos (a— y) — (a*— b?)sin 8 sin (e —y)=
= 4fl. sin d + 2ab cos (8+0J) — (a® 4 b?) - cos J.

Numerisch: 6,5778 - sin (¢ — y) -+ 15,449 cos (e—y) = 16,589,
woraus ¢ — y = 14°8,9' d. h. e =102°44".

2fl=adsin a+bcsiny =

M}cosp[a2+bz—2fl(ctga+Ctgi’)]=2“b’

sinesiny
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238 Resultate zu §. 103 der Aufg. § 30.

3. Gegeben a, b und die Winkel: gesucht f. Es ist

PP L0t Gn a®sin a2—|-2absin.asinycosd’+ bzsinyz.
sin 02

Direkte Herleitung: Man fille von A aus die Lothe AB, auf BC

und AD, auf DC, so ist AC Durchmesser des dem Dreieck 4B,D,

umschriebenen Kreises u. s. w. Ferner ist 2fl =e¢f. sin 4, wenn
A der Winkel der beiden Diagonalen ist, folglich-(vergl. Aufg. 1)

2ab sin e - sin y— a®sin (f-+y) - sin «—b? sin (@) - siny

- ef sin y
4. Gegeben @, ¢ und die Winkel: Es ist
a sin @ — ¢ sin d asinf} — csin y
g W iy Aol iR L 3 AR PN
b ey gy gy g welche Werthe

sich einzeln auch durch Zerlegung des Vierecks in rechtwinklige
Dreiecke darstellen lassen, und

a® . sin @ sin # — ¢? . sin y sin J
fl= A4 ABN — 4 CBN= .
5. Gegeben die gleichen Gegenseiten a,
at+d . a—0

2a cos sin
: 2 2 ey :
so wird b= s @B g ws
G sin Bt ) sin ()
ves 2 sin (@ + f8) 3

6. Gegeben das Dreieck A BN und zwar AB=a, «, f# und
ABCD={l. Es ergiebt sich (Aufg. 4), indem man
sin ysind="1 [cos (y—d)—cos (y+0)]="4 [cos(y—0)—cos(a+-£)]
einfiihrt, ¢?cos(y—0)=2a?sina sin f-}-c?cos(a+F)—4fl-sin (a+f).
7. Gegeben e, f, Winkel (a,€) = 8, (a,f) =0y, (¢, f) = Ba
(¢, )=0,: Man hat a - sin (d, — B,)=e - sind, — [ - sin f,.
und ¢ - sin (d, — ;) =/f - sind, — e - sin f,.
8. Gegeben a, b, ¢, 8, r:
Es ist d>=(asin § — ¢sin y)> + (b — @ cos f — c cos y)*, d. h.
d*=a*+4-b2+c*—2bc - cosy—+2ac - cos (B+y)—2ab - cosfl; ferner
d-sine="0-sinfi-—c . sin (8+y); d-sind==b - siny—a -sin (f+7);
woraus 2 fl=ab -sinf 4+ cd-sind=bc:siny | ad sine
=ab-sinf +be-siny — ac-sin (B + y).
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§ 30. Resultate zu 8. 104 der Aufg. 239

9. Gegeben @, b, ¢, @, d; Man projicire b auf d, so ergiebt sich
d=—acos @ + ccos 0 -+ b cos (b, d)
=—a cos @ + ¢ cos d 4 Vb2 — (c sin 0 — @ sin @)

10. Gegeben @, ¢, ¢, (a, f)=0,, (¢, f)=f: Man projicire € auf f,
so ergiebt sich f = a cos d; 4 ¢ cos f, — e cos (e, f)

=a cos ;¢ cos f,— Ve — (a sin d; + ¢ sin fy)".
11. Gegeben a, b, ¢, (a,d)=ua, (b,c)=y: es ergiebt sich
d=acosa\f*—(asina)?, wo [>=b>4c>—2bccosy u. s. w.
12. Gegeben a, b, ¢, (a,d) =&, (a,b) = f. Man projicire
b auf d, so ergiebt sich ¢sin 0 = a sin &« — b sin (¢ + ) und
d=acos @ + ccos d — b cos (@ + ). 13. Gegeben a, b, ¢, d,
(a, d)=@e: esist 2bccosy =b*+ c*— f2, wo fi=a’+d?*—2ad cosa;

d si
a ;1na+W,wo

16 W*=16 4*— 4a*d?sin &* 4 4ad (a*4 d*—b*— ¢*) - cos @ und
16 £*=—a*—b*—c*—d*+20% *+2¢2 0>+ 2a% b*+ 202 d>+ 202 d*+2c% .
14. Man construire das Parallelogramm AD CE und verbinde
B mit E, so sind im Dreieck BAE bekannt @, ¢ und BAE = p,
folglich BE und A AEB zu bestimmen, also im Dreieck BEC
die drei Seiten bekannt und demnach auch A BEC und AEC=4d _
u. s. w. Es ergiebt sich BE — 2,7827; AEB = 112° 29';
BEC =119°88,3'; ¢ =127°52,7'; '« ==92°7,3".'- 15. ‘Man
ziehe DG || und = @, so dass das Parallelogramm BDGA entsteht,
und ziehe GC, so sind im Dreieck CAG bekannt AC =e,
AG =), GAC =1, folglich zu bestimmen CG und A AGC,
ferner im Dreieck CDG bekannt die drei Seiten, woraus zu
bestimmen DGC u. s. w. Es ergiebt sich CG = 10,44;
AGC=24°30,2'; CGD =13°13'; DGA—ABD=—11°17,2'u.s. w.
16. Bezeichnet man die Theile des Winkels e durch @, und @,
so ergiebt sich zwischen den drei Winkeln «, e,, «, die Be-
zichung: cos &® 4 cos @,* 4 cos @,> =1 4 2 cos @ * cos &, cos @,
(§ 37, Aufg. 6) und demnach, durch Anwendung des Cosinussatzes:
a'& 02 (a2 + 02) + b?. d2 (b2 + d?) + erz (62 +f2)
a2 %6 52 2 f2 - o P e? + d aPf?
=a2b262+6202d2+c2d2a2+d2azb2+a202e2+a262f2+
+bzd2€2+b2d2f2+a2e2f2+?)Ze2f2+62e2f2+d282f2'
Auf der linken Seite dieser Gleichung kommen zunachst die
Gegenseitenpaare und die Diagonalen vor, dann alle diejenigen

ferner ist f1 =
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240 Resultate zu 8. 104 und 8. 105 der Aufg. § 20.

Combinationen, welche Seiten von Dreiecken sind; auf der
rechten Seite dagegen treten alle offenen Verbindungen ven
drei aufeinander folgenden Linien auf, so dass alle Combinationen
von drei in einer Ecke zusammentreffenden Linien ausgeschlossen
sind. 17. Aus der Gleichung in Aufg. 16 ist die quadratische
Gleichung, deren Wurzel d? ist, leicht herzustellen: numerisch

wird dieselbe 9d* — 780 d>=13530; d. h. @ =4,8972.
18. Ist d die betreffende Seite und sind # und 4, die beiden,
je aus einer Diagonale und zwei Seiten gebildeten Dreiecke, so
ergiebt sich: 4 0% d®> = 16 (4 — 4,))*> + (e* 4 f*— a* — ¢*>2
19. Es ergiebt sich == 2bd=e’+ f>—a>—c% 19a. ad===2(4—4,).

442  sinf®  sinf-sin ,8, sin /3,

¥ a®  sina? sm - sin a, RV ey sin e, *
o1 By joy BAs_Loth(B,AA) 4 ABA, _co,-sin(p—p,)_
e O O T Toti(0, Ad) | A ATH,  Bb,- WaGu—y).
_siny-sinr,-sin(ﬂ—ﬂ,) )
" sinf-sin B, sin (7, — )’
BCA und BCA, auf derselben Seite von BC liegen: wenn da-
gegen diese Dreiecke auf entgegengesetzten Seiten von BC liegen

und 4, zwischen B und C, so ergiebt sich

BA,- sin § - sin B, sin (y + y,) = CA4, - sin y - sin y,+ sin (8 4 8,).
sin BA4, siny,-sin(8+4B,) sin BA,A__siny sin(848,)
“sin CAA,  sinBysin(y+y,)° sin CA, A sinf.sin(y+7,)
oder wenn man tuber derselben Basis BC zwei Dreiecke er-
richtet BCA und BCA,, deren Spitzen 4 und A; mit ein-
ander verbindet und die Winkel 4,AB, 4,BC, A,CA beziglich
durch ey, 8, 7,, und 4, AC, A, BA, A,CB beziglich durch a,, £, 7,
bezeichnet, so hat man sin «,-sin f#,-sin y,==sin a,-sin #,- sin z,.
CA, BA, BA, CA
4). 23. R P Wy Blowssc P ccimd Wt
(Vergl. §33, Aufg.4). 23. Man hat identisc 7R T Tl WRETL

sin (y; — @,) sin (84 «,) __sin B + «,) i sin (y — a,)
sin 7, . sin 8 B sin 8, sin y

_s_in_ﬂ_s.m’é — 3 l d. 1

sin y - sin 8,

cos (2ay+f—y.)—cos(B+r.)_, . sin(B—y)—Asin(Bi—y)__

cos (2¢¢,+f,—y) — cos (y+f1) }.,und cos(8— 1) —Acos (B1—y) 8y:

cos (2, + @) __ cos (B + 1) — hcos (B + )

cos ¢ ~ cos(B—y) —Acos(Bi—7)

vorausgesetzt dass die Dreiecke

d. h.

folglich wenn man einfihrt:

so ergiebt sich
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§ 30. Resultate zu 8. 105 und S. 106 der Aufg. 241

24. AB = 1185 m. 25. AB = 181,4 m. 26. Man

bestimme die Winkel CAD=« und CBD=y, so hat man
Ve g e sine  asinff
@+ y=2360°— (¢+f+y)=10und TR A & —igg,
i tngy-sin((p—45°)
folglich tg B FEFEPE u. 8. w.

Numerisch:' o == 8729, 1y = 908° 7, AD=—8{0m, BD'— TH8m;
CD=1187Tm. 27. Bei derselben Bezeichnung wie in Aufg. 26
ist y — &=y, — 71, wenn y, = 60°% y,=45° die Theile sind

i b
des Winkels y, ferner o AEIRRRR EE  0 y=— O 8"
sinz @

2 ==3859,8', d=284°50,2', AD =23478%m, BD=213m,
CD=231,3m. 28. Die Relation ergiebt sich, wenn man den
Schnittpunkt der beiden Diagonalen durch L bezeichnet, aus der
AL-BL.CL-DL
BL-CL - DL - AL
des Sinussatzes. 29. Entweder: man denke sich tber
¢o=CyD, =1 ein shnliches Viereck 4,B,C/D, construirt und
dazu (wie in Aufg. 25) die Gegenseite @, = A D, berechnet, so
verhilt sich schliesslich die gesuchte Seite CD d. i. ¢:a==c,: a,.
Oder: man berechne die Winkel (@,¢) =«a, und (a,f) =8,
vermittelst der Gleichungen e, -+ ==y, -+ J; und

Identitat:

=1 durch wiederholte Anwendung

sin e, sin @, - sin y, - sin 0, ;
= 1. Aufg. 2 d endlich er-
sin 3, sin 8, - sin y, - sin d; Qo 0 40 . cnunh.a
: ; 1 : d.: ..sinf,
giebt sich durch doppelte Anwendung des Sinussatzes — = ———
@  sin 0,

und 2 = ffﬂf‘—, folglich A o= —M; Numerisch:

d sin p, a sin y, - sin 0,

o= 39°39', 8, =2385°21', % — 0,60169, ¢ =71. (In gleicher

Weise wird die Aufgabe behandelt, wenn eine Diagonale und
die an der anderen Diagonale liegenden vier Winkel gegeben
sind, diese Diagonale zu bestimmen).  30. (Vergl. Aufg. 26).

: R b __ sind;
Es ergiebt sich G e und g

b sine,  sina-sind, ! sine __ sina,-sin 0,

, folglich

a siny, sind,-siny  siny  siny-sind;’
ausserdem ist & -4 f=360°— (8 + J) u. 5. w.

Hermes, trigon, Aufgaben. 16
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242 Resultate zu S. 106 der Aufg. § 30.

31, Gesetzt DAB=w, DCB=y, so hat man (vergl. Aufg. 30)

sin 2 sin a, - sin d,

e LI S5 o) yra e S g eg v
sin ¥ " sin 71 sin 61—tgq” 53°37,1', =a=81°234,

y=—y=132°36,6', = — B D926k 0 h.e—hl.

f sin e - sin y;

sin ¢ ___sina, -sinu
sin (y; + 2)  siny, -sind,
24 u=2360°— (¢ + B — y, —0,), {folglich
2 sin (y; -+ 2) -sinu=cos (y + 2 — u) — cos (y; + 2 + %) oder

el A
cos (y +2—u) —cos (¢ f—0d,) = 2sine Sy - 8id 9
sSin &y

33. Wie in Aufg.32. ergiebt sich ausser v+w=360°—(8+d+e,+y.),
cos(W—w 4 a) —cos(8+d+y)  sin B,

cos (0 —w — y;) — cos (B + 0 + @) g B Sl
34. Der Schnittpunkt der beiden Diagonalen sei L, so ergiebt

DL _ tge, _ tg1,

S = d —_ Sl oo i
B s ey und e, 4 y, = 180°— 0 u. 5. w
35. Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg 28 ergiebt sich (vergl.

siny  sine- sin 3, sind, _ sind, - sinf, A
b

und

32. Man hat (Aufg. 30)

sich

Aufg. 30)

siny, sine, -sinf, sind  sin e, - sin
dem y—y,=y=180°—a,—f und 0—0d,=0,=180°—a—f, u. s. w.
Ble worden'sy &y m=40° - 0, == 300 RH==508 1:c B =109
,=20°, und durch trigonometrische Berechnung: y=120°0,1’,
Yo BT, B T90 599 4, ==49"59,9".

AL _ sinf, - siny, BL _ sina, - sind,

36° CL sinf, -sina, ° DL sinf, -sine,

37. Ist E der Schnittpunkt von AB und CD, F der Schnitt-
BE i . s

punkt von 4D und BC, so hat man: ———=w,
A sin § - sin y,

CE __ sinf:sind, AF _siny,.sind BF  sinea-singy,
DE ~— siny-sinf,” DF ~ sine,-siny’ CF sinf - sina,
Aus den Beziehungen in Aufg. 36 und 37 ergiebt sich:
AL-CF-BE____1und BL-DE-CF'_1 ;

CL - BF - AE DL . CE. BF =

38. Bezeichnet man die Winkel BEC=s,, CEF=¢,, BFA=6,,
AFE =6,, so hat man nach Aufg. 22 fur die beiden uber EF
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§ 80. Resultate zu S. 107 der Aufg. 9243

sin & - sin 6, - sin f3,
; 5 : =
sin & - sin 6, - sin §,

, und weil & - 6, = 100°,

errichteten Dreiecke EBF und EDF:

sing _ siné&-sinf, sin 10°
sin 6, sin@,-sin B, sin 30°
so ergiebt sich 6,=80°, &=20°, und demnach &=—40°%
6=100°, folglich endlich im Dreieck LMN, welches durch die
Diagonalen AC d.i. LN, BD d.i. LM und EF d. i. MN
gebildet ist, wird Winkel LMN=u=F; -} e=70° und Winkel
LNM=y=—0a,—&=60°. Endlich ist noch zu bemerken, dass
BM _ sinf-sind, AN __sin6,-siny, EM  sind, sin6,
DM~ sinB,-sin0, CN sina, -sin® FM sins sind,
EN  siny, -sin6
FN ~ sin & - 8in ¥,
eingefihrt werden, so ergiebt sich (vergl. Aufg. 8)

2f1={[up - sin y+4Ap - sin —Av - sin (@4 )] - 22, d. h. =97
und demnach =97, =194, ¢=291. 40. Bezeichnet man
die Theile des Winkels d BDC=a, ADB=y, so ergiebt sich

Aw - siny 4wy - sine=4v, und & 4 y = 120°, folglich
13 sine+3Y3-cos e =6, d. h. @=23°34,4', y=116°25,6".
41. Bei derselben Bezeichnung wie in Aufg. 40 ergiebt sich
\/3—- sin @ + 5 - cos @=2,5, woraus &= 80° 54,8', y = 39°5,2".
42. Bezeichnung wie in Aufg. 40: Man hat (§ 37, Aufg. 6)
cos e ~4cos y2+-cos 0%=1--2 cos & - cosy+cosd, folglich wenn man
2 2 2 2
AP—y —{;i:/v'cosa L d=l — w ti;:v cosa’
und 2uw - cos e durch z ersetzt: #® — (2u* 4 2% — 4%) 2* +
+ (A* 4 2p* 4 20* — 3422 — 34%% 4 uPH?) 2=
= (A2 — p?)? - p? 4 (A2 — 1) 02 — 4 2%
d.i. fir A: w:v=1:2:3 die Gleichung 23*—252%+41922=468,
von welcher zwei Wurzeln einander gleich sind, namlich gleich 6.
Diesen Wurzeln entspricht die Losung & = d = 60°, y = 120°.
(Die der Annahme A:w:v==3:4:5 entsprechende Gleichung
2% — T32% + 11362 = 7216 hat die reelle Wurzel 54,621,
welcher eine geometrische Losung nicht zugehort.) 43. Gesetat
Winkel ALB ==, so ergiebt sich durch Gleichsetzung der Aus-
dricke fir cos 8 und cosd:
(A+p’+2A0uw- cos z) « (A +w’—24u - cos @)« [*~Ah—p (A—4,) - cos z]*
= (A% +w'—24w .cos &) . (A +w’+2A,u- cos &) . [w'—AA+u(A—Ay) . cos @]’
16%

& 1

39. Wemn o=, b=px, c=uz

einfuhrt cosy=
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244 Resultate zu 8. 107 und 8. 108 der Aufg. §§ 30, 31.

Die beiden Seiten dieser Gleichung sind nur dadurch unter-
schieden, dass cos# mit entgegengesetzten Zeichen vorkommt:
es fallen darum bei der Reduktion die Glieder mit geraden
Potenzen von cos #, cos #° mit eingeschlossen, fort, wahrend
sich die Glieder mit ungeraden Potenzen von cos @ verdoppeln,
so dass sich ergiebt, abgesehen vom Faktor 4u:

4 uPldy (A—A) (u*—A4y) - cosa®+p? (A—2A)° (u* —A4,) - cosa?
— (A=A, (uP—2A4;) (A2+p?) (A2+p?) cosz+(A—4,) (u*—4A.)? - cosz=0.
Diese Gleichung wird erfillt, einmal wenn A=4, ist, d. h. wenn
das Viereck ein Parallelogramm wird, und dann fir w*—242,=0,
den Fall eines Vierecks im Kreise, sonst ergiebt sich cos z=0
d. h. 2=90°. 44. Durch Gleichsetzung der Werthe von cos 8
und cos d ergiebt sich hier, wenn man den Winkel ALB durch #
bezeichnet, ehe ein Faktor gehoben wird, die cubische Gleichung:

Bppy (4 — 4,) (b +- ) (pfsy — A4,) (4% + 4, - cos 2°
— 4 (2 — py?) (uPpy? — 222,%) (32 — Ady + 1) - cos a?
2 ) G2 [ (=22, 2, (14,7 cos o
WPpy?) (A A 2y (w2 — 22,5 = 0.
Hier hebt sich der Faktor pw, — A4, weg, der gleich Null
gesetzt die Bedingung dafur ist, dass das Vieréck ein Kreis-
sehnenviereck ist (cos # 4 cos 0 = 0); auch der Faktor w -+ u,
lasst sich heben, so dass die Gleichung wird:
Spy:l(l—l,) (A%—1,%). cos #3—4 (u—p,) (upy+Ady) (A2—Ad+4,*)- cos z®
—2 (A — A) [(B® — Ay) (P —2dy) = 2 piy (& + 2,)2] - cos @
o (u— y) @ + 22 (ups, + 443) =0.
Die Gleichung wird quadratisch, einmal wenn p=p, ist (Aufg. 43),
dann auch wenn uw -+ A4, verschwindet, in welchem Falle
ebenfalls cos 2 =0, d.i. #=90° geniigt. Fir diese Annahme
ergiebt sich ausserdem zur Bestimmung des Winkels der beiden
Diagonalen:

(W*—Ay) (10"~ A2y ) +2 puy (A+ }'1)2

b Hat, & (“"_M>
cos&’= Lup, P 1) d. h. cos 2z= QAL
§ 31.
az 180° | a-ctg y
l - » — . P = e
L= Ty wo ¥ —— st Y [A=1066,2;" 2 in2y

3 Gesetzt a-tgy=~=, so wird ¢;2 =0b-siny, ¢;3 =20 - sin 2y,

€14=0>0-8in3y, ... cp=>b-sin(k—1)y.

C ey ey 180° id 1
n 'n

wo n die Seitenanzahl des regelmissigen Vielecks ist, ferner » als Radius

des’ umschriebenen und ¢ als der des emgeschnebenen Kreises.

#) Die Bezeichnung ist hier dieselbe wie in § 16, niimlich y =
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§ 31. Resultate zu S. 108 und S. 109 der Aufg. 245

4. 207 - sin 54° - sin 18° = 15,389 .

b= =160218, s =007
6. s=2r@Giny+sin2y 4 sin3y4 ...+ sin(@—1)7y),
woraus sin 74 - $ =2 7 - sin (l%ﬂ - sin n2—y

7. s=2r(cosy+cos2y—+cos3y-+ ... cos (n— 1),
woraus sin)’,«é-s:?r-sin(—n—_;l—w cos 7% 8. Gesetztl_l_ =
so wird § =2r[sina+sin(e+7)+sin(e+2y)+ ...+ sin (e + (—1) y)],
(1—2—1)—’:) 9. Es er-
giebt sich /=27 - sin e+ sin (¢ - ) oder /= 27.sine-sin (§ — a),
jenachdem P auf dem kleineren oder grosseren Bogen ADB liegt.

10. s=2r-sina[sin (y—e)--sin (2y — &)+ ..+ sin((rn—1) y—a)],
@—%D—r~sin(7;—7—a). 11. Es ist
y="4=36°und =27 (sin y - sin 2y~ sin 2y - sin 8y} sin 3y - sind )=
=17 [4 cos y — (cos y + cos 8y + cos By -+ cos Tp)] =

(4 sin 72° 4 sin 18°) = 3,4989 7.

= 76,504 - 7.

. n 3
woraus sin 74+ 8=27 - sin ?7 sin (oc -

woraus sin 74+ 8§ = 2r-sin «-sin

N
T 28in 36°
12 5 2r(siny +8in2y—-sin2y+sin 3y 4. .- sin (n—2) y-sin (n—1) y)=
[(® — 1) sin 2y — sin 2 (n — 1) 7].

Zsmy
R P Bl S e
sin y
14. cosz:cosy=r:¢ und sinz:siny=r:3¢0 u. s w.;
Azi—= 06215 -2 =116 6,2'. 15. cosz:cosy =r: 03

Ay
sinz:siny=pur:(24+p) o u s w. 16. 45, = .

cos ¥
k- sin gkl 9
19. Apn—=————-4,. (Die Grenze von k- sin o -
sin 2y k
S Y
k = oo wird 2 -—2—71 d. h. 4y, alsdann = 1—————:7‘271')
v o a1l 2ein 2y :
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246 Resultate zu 8. 109 — 8. 112 der Aufg. § 31.

cos V4% 27y
18. JZn— cos 7 J"- 19 7'—9——04 tg}’é fl—T
20. 2a -cos 742 21. ——2 22. a1=isf—"ﬂ=2a-cos 7

08 V4 sin 7
@-sin 3y __a-sindy gL sm(k—l—l)y

R PR SR TR S i R sin y
93 7Hz___r-cos?;" ra:r'cos?)r, 0 mpicd 7 - cos (k - l)y.

cos y cos y cos y

a-cos 2y
26. -, &= M, ] b w8 w4 BT, 189,
cos y cos ¥

cos 22 i

28. 4y, =— cody? Ay 29.0,=7 -co8 3y, 0> = 3,6467.

30. fl=27r2.siny .sin 2y . sin 3.

31. 27% .sin2y . sin 3y - sin 4y =1,0962 72, n=9. 32. Es sei
4 <, so ist die dritte Seite eine »* Diagonale, wo entweder
v=n— (A 4+ w4 3) oder v=p — 4 — 1 ist, und andererseits
ist entweder » =4+ w -} » 4+ 3 oder unbestimmt > p 4 2.

33. 2r2.sin(A 4+ 1) y-sin(w+ 1)y sin(» + 1) 7.
84 29 . sin (A, A EDF b 10 By th A DT

Ly . &
9. \u; — —ﬂ. 36. a, =£——E(—)s—7—. 37. Fir ein Stern-
cos 2y cos 3y

polygon der ersten Ordnung von n Seiten, von welchem die
Seite gleich @ gegeben ist, ergiebt sich die Seite des inneren
n-Ecks gleich a-ctg 2y« tg y, fir ein n-seitiges Sternpolygon
der zweiten Ordnung jst dieselbe @ -ctg 3y -tgy. 38. Die Seite
des innersten Polygons ist & - ctg (k - 1) y » tg 7, des Sternpolygons
der ersten Ordnung a-ctg (k4 1) y-tg2y u. s.w., des Sternpolygons
der A*" Ordnung a@-ctg(k—+ 1)y -tghy. 39. Es ergiebt sich

fir das Polygon erster Ordnung @, =a-ctgy-tg2y,

» 9 ” zweiter i a,=a-ctgy- -tg3y, u. s. w.,
| T 99 Sl D) o =aqa-ctgy- tg (k + Dy.

40. o, = —E—os%)—}i-yl)—y' 41. Die Schnittpunkte iiber B hinaus
migen der Reihe nach bezeichnet werden durch B,, B,, ...,

die uber A hinaus durch 4,, 4,, . . ., so hat man
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§ 31. Resultate zu 8. 112 und S. 113 der Aufg. 9247

BB — a- sxn?y, RIE: a-s.in 27-sin3y:sin 2y
sin 4y siny-sin4dy-sinby
BB, e a-.sm 37.- sin47.-sin27 . ABl=a-co?r sin3y
sin y - sin 6y - sin 8y sin 4y
ABz_a-s.in?)r-. si’)n4r ABs=a-s.in4r-.sin5y
siny - sin 6y sin y - sin 8y

9

]

“ o

a sin2y @ - sin 3y
B = =
B, 2siny - cos3y Bills 2siny - cosdy’
BB, = e B .. AyB =—a-ctgy- -tg2y,

2 siny - cosdy’
4,B,=a - ctgy - tg8y, AyBy=a-cigy-tg4dy,...(Aufg. 39).
40 "% na® oy A na® - cos 3y m na® . cos (k-4 1) 2

B & 4 sin y + cos 2y " siny .cosky
TP ST R R
cos y cos 2y cos ky 2sin y « cosky

47. Bezeichnet man den Umfang des durch die dusseren Ecken
bestimmten Vielecks V¥ durch 2s, so ist fl=s.7,, oder wenn
man den Umfang des durch die inneren Ecken bestimmten
regelmissigen Vielecks durch 2s, und den Radius des durch die
dusseren Ecken gehenden Kreises durch 7 bezeichnet, so wird

auch fl—zs, - r. 48, aTthtyi/z 49. Es ergiebt sich
g = - ctg;' ( + G —|— bz) , wo y der halbe Centriwinkel

des regelmassxgen n-Ecks ist; dieser Ausdruck gestattet auch die

Umformung: | fl=A 4 — 2y 5 -+ B, wenn 4, beziiglich B den

cos y

Inhalt eines regelmissigen 7-Ecks mit den Seiten @, beziglich
b bedeutet. Fihrt man weiter ein ¢>=a® - 2ab cos y -+ 0%,
wo also ¢ eine erste Diagonale des halbregelmissigen 27-Ecks

ist, so ergiebt sich weiter = 50. n @%. ctgy® sin3 e cosex.

c

2siny’
AB = B0 LI *

51. Ist der zum Bogen —— gehérige Peripheriewinkel gleich y

und sind die Schnittpunkte der Linie AP,_; durch BP,, BP,..
¢-sin(n—1)y

bezeichnet durch C;, C,, .., so ergiebt sich AP, ;= pemg
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248 Resultate zu 8. 114 der Aufg. § 31.

dAC_c.sinr __ C-siny? __ C-siny?
= 7 sin2y” "t % gin2y-sin3y’ 2 ® sindy-sindy’ " "

R c.sin y? i i <
OB == T ey 52. Die Schnittpunkte seien
Dy Dy o i AP e SO | g g O SO
sin ny sin 3y
¢-sin y - sin 2y ¢.sin y - sin 2y
_—————— D _—
D.D, gin 3y .sin 4y ’ DD, sin 4y - sin 5y ’
¢-siny-sin 2y ¥ "
D,,_ ARG . . hnitt
1Pus S K v Wk T 1) 7 53. Die Schnittpunkte
.sin k
seien K;, K,, ... , 80 ist AP,= —(:—,Sl—nz und
sin ny
c-siny c-siny-sin(n—=Fk)y
K, K,=
ARy sin(n —k+4 1)y’ " sin(n—k+1)y - sin(n—k+2) 7’
KK — c.siny.sin(n—Kk)y
¥ 7 sin (n—k+-2) y - sin (n—k+43) y’
c.sinmy c-siny
. AK ST =
54 gl Ak sin(m—k—4 1)y’
KK, = c-sin2y-sin(n — k) y K K= ¢-sin 3y -sin (n — k) y

sin (n—k+1)y-sin (n—k+3)y’ sin (n—k+3)y-sin (n—k+6)y”
55. An PQ als gemeinschaftlichen Schenkel lege man die Winkel
APQ=ea, BPQ =8, CPQ=y, . . . wo etwa a <{<r<..
sein mag und in Q den Winkel ¢, auf dessen Schenkel als
Schnittpunkte mit AP, BP, CP, . . die Punkte 4,, B;, C,, .
gelten sollen, so sind, abgesehen vom Faktor PQ - sin ¢,
QA4,, AB,, B,(,, .. die Glieder der Reihe und ihre Summe

P
ist’ QD, = Smc()d:l:]d) , also wenn man auch hier vom Faktor
0
PQ . si i : : . 34.
Q . sin ¢ absieht, /e g (Vergl. § 7, Aufg. 34.)
2a? 2a 4a)
56. fl_;—_é_; (I—COST-COST.
8
2¢
—_— 2- 1
p- ﬂ_(n 1)a smn_2_a 5 (n—l)a
5 47 Gaa (n—1) e? LR —)
i n—2
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§ 32. Resultate zu 8. 114 — 8. 117 der Aufg. 249

§ 32.
1 4B - PAPB
L sl LAY R
4B, AC u. s. w. nur die Ausdricke aus Aufg. 1 einzusetzen.
3. Es ist
fur die Punktepaare 4, Bund C, D..

u. S. W. 2. Zum Beweise sind fir

AC BC sin(4C) sin(BC)
AD BD ~ sin(AD) sin(BDY
AB CB _sin(4B) sin(CB)
E AD’ CD " sin (4D) sin (CDY
, AB DB sin(4B) sin(DB)
sl n . chilmd B, C. 05 (AC) " sin(DCY
sin (AC) sin(BC) _ sin (AC) - sin (BD) S
" sin(4D) " sin (BD)  sin (AD) - sin (BC)
sin (AC) _ sin (BC)
sin (AD) sin (B D)
sin (AC) + sin (AD)  sin (BC) 4 sin (BD) . . X
sin (AC).—sin (4D)  sin (BO) -_I—— o7 Wi v o
Halbirungslinie des Winkels APB, so dass sich etwa ergiebt
Winkel (AC)= (AH)— (CH), (B(C)=(BH)+ (CH),

(4D) = (4H) + (DH), (BD)=(BH)— (DH), und
fahrt man statt der Summen und Differenzen der Sinus die
Produkte ein, so ergiebt sich, weil (AH)==(BH) ist:
tg (AH)? = tg (BH)* = sin (CH) — sin (DH). 6. Weil AC=BC
sin (AD)  sin (40)
sin (BD) ~ sin(BC)~
Y. Hier wird die Grenze von 49 =1, folglich (Aufg. 2)

99 99 29 A,Cund B,D..

5. Aus der Gleichung (Aufg. 4) ergiebt

sich

ist, so ergiebt sich (Aufg.2) AD:BD =

BD
in(AC) sin (BC) sin (ad) sin (bd)
40 e 2B : ; g :
iin (AD) s (HDy O A
die vier Linien @ und b, d und ¢ sind zugeordnet harmonisch.
i AC
9. Siche Aufg. 8. sin(Al e 20 2L
IS A 2 10. B0y~ 3D ' BC
Mo By B 40
BD ' BC AC  AD
12. tg (AC):tg (BC)= — tg (BD) : tg (4D) = BC ' B

13. Es wird tg (AC)===tg (BC) und tg (4D) === tg (BD).

P Ax

v MATEMATY 2

L ABINET M0~ g gaushiest
" Wl a..m.ia\‘ii%“ ud
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250 Resultate zu 8. 117 und S. 118 der Aufg. § 38

g b(a—+0b) ( AT )
1 ey a—b-42acos2e’ B Sk del
1 a 16. ab (a4 b)
" cos2a (2cos 2a— 1) " (2acos2a -+ a—b)-(2acos 20 —0b)
CD 2a sin @ - sin y
17. TE= 2c¢o8 20—24. 18, 2= R e B Sy

b(a—+Db)-sine-siny

1. 2= asinB-sin (e+pf—+y) —bsine-siny’

: 4 sin o __sip (8 — )
20. Gesetzt: et =ctgu, so wird ctgar= ~ sinf-sinu’

o

a - COoS ?

fur iy = B wird tg (2 +v) =2tge. 21. cos @5

2a-sin 74- cos (et -+ 74) e & IDC
99, e . 23. cos zf= gt (¢ > a).

24, 2cosx/§=v(a+bic(b+c); a—|—g+c <0;J_c'

o5, a4z Fe VSin (@ +7) - sin (8 + 7), 26. Gesetzt:

a sin @ * sin y
SR S T T
27 sin i‘:’n': @)y ‘/&?—j—?—i@__*—i). 28. Gesetzt:
(a__+___c(2§)b+ c). sin ¢-sin =4, so wird cos (a+p+22)=-cos (a—f)—

sin ¢ - sin ¥ sin e, - sin y,

s ST B pTO me e [ R YT T B

und zwei ahnliche Relationen.

0. sin (e, -+ B, ) - sin ﬂ, sin (¢ 4 B+ 7) - sin ﬂ

sin oy sin & sin e - sin ¥

$1. Selt min® DAR g750q DAE =y, so ergiebt sich
sihz  sine-siny A o o ,
Siny _Sina,-sinyi’ und m+y_180 (“+7+“1+71)'

39 AB=l~sina(lsin(ﬁ+r)—sinﬂ)
" CD sin # (sin (¢ 4+ y) — Asine)

u. 8. w.
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§ 32. Resultate zu . 119 und 8. 120 der Aufg. 9251

PB . g :
. 33. s e ist eine Wurzel der quadratischen Gleichung
2. sine-sin (8+y)—2(1—p) - sine « sinf=p - sin §-sin (e-7).
M. ctga=ctgd—2ctg (A4u); ctgy =rctgp — 2 ctg (A+ u);
2 ctg f = ctg A — ctg u: woraus 2 ctg f# = ctg @ — ctg 7.
35. ctga=0-ctgA—(d+1)-ctg(A+u), d-ctgy =ctgu—(0+1) ctg (A+u),
(0+1) ctgy=0J"-ctg A — ctg w; woraus zwischen den Winkeln
@, f8, y die Beziehung: ctgae=(d + 1) ctg f + J - ctg 7.
36 sin B= ‘ /sin e« sin(B+y)_ sin A= sina-sin(a—{—y)u §ild
“sin C sin 8 - sin(e¢-4y)’ sinD sin@-sin(f+y)
37. Es ergiebt sich: ctg B*+etg B[ctg y+ctg(8+y)+4 (ctgy—ctg (B+1)]
=ctga.ctgy — ctg y-ctg (8 + y) — A ctg @-ctg (8 + ), woraus
400 eediin g sin(8+2y) v siny-sin(e+5+
ke siny- sin(ﬂ-r;')'{ sin 8 gad g sin e -(sinﬂﬂ 7)}
38. Beweis (nach Steiner). s ist
AB + BC=AC und AD = AB -+ BD, woraus
durch Multiplication
AB . AD 4 BC.AD = AC. AB 4 AC.BD,
d. h. AB (4D — AC) 4 BC. AD — AC . BD,
weil AD — AC=CD, die zu erweisende Relation, vermittelst Aufg.2.
39. Man hat zu setzen:
(BD) = 4, (AB)— a, (BC) = f, beziiglich
(BD) =4, (AB) = a, (CD) =@, beziiglich
(AD) =4, (AC) =&, (AB) = f3, bezuglich
(AD) = 4, (AB) = a, (CD) = .
40. Man legt die Winkel &, f, y oder o -} 74, -+ 4, y 4 74
mit gemeinschaftlichem Scheitelpunkt als anstossende Winkel an

einander und eine gerade Linie durch ihr System, so folgt die
Richtigkeit der Beziehungen unmittelbar aus Aufg. 38.

41. Multiplicirt man die Gleichung in Aufg. 38 mit 472, so ergiebt
sich, weil 27 multiplicirt mit dem Sinus eines Peripheriewinkels
gleich der gegenuberliegenden Sehne ist:
AB.CD 4 AD .BC=AC.BD,

der Ptolemiische Satz.  42. Man multiplicirt die Gleichung in
Aufg. 38 mit %/ PA. PB . PC . PD u.s. w. 43. Die Richtigkeit ergiebt
sich unmittelbar aus der Gleichheit der Sinus der Peripheriewinkel
iiber demselben Bogen. Jedes der drei Doppelverhiltnisse (Aufg.3),
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252 Resultate zu 8. 120 — S, 122 der Aufg. §§ 32, 83.

BC AC * : SR : g
z.:/B. 3D AD’ lasst sich namlich unmittelbar schreiben
sin BPC  sin APC __ sin BP,C' sin AP.C
sin BPD ~ sin APD =~ sin BP,D " sin AP,D’

liebige Punkte sind der durch 4, B, C, D gehenden Peripherie.

wo P und P, be-

§ 33.

1. Man bilde die Verhiltnisse der Abschnitte der einzelnen
Dreiecksseiten: etwa wie folgt: BA,: A4, =sinBAA,:sinf
und AA, : CA;=siny : sinCAA,, woraus f,j:::i g:;lj: _' :11::;
u. 8. w.*), so ergiebt sich durch Multiplication die aufgestellte
Gleichung. 2. Es ergiebt sich fiir die von demselben Eckpunkte
AB, sin C,
AC, sin B,
3. Entweder durch doppelte Anwendung des Satzes I zu
erweisen, etwa wie folgt: Man hat

ausgehenden Seitenabschnitte oo i)

B L o v iV tine o Bt ol SN

4 BAA, transv. PCC,**), folglich b o ¥ e =1
CB . AB,. AP

A It (S S il 0 z

und CAA, transv. PBB,, folglich CB, . AP . AB —g |t

und hieraus durch Division die aufgestellte Gleichung: oder,
durch Vermittelung des Satzes in Aufg. 1, darzuthun als Folgerung
des Satzes in Aufg. 4. 4. Es ergiebt sich fir die in demselben

sin PAB __ PB
sin PAC ~— PC
5. Indirekt zu erweisen. 6. Sind 44,, BB,, CC, die Hohen des
BA,  ctgf
C4,  ‘cotgy
7. Man bezeichne durch 4,, B,, C, die Schnittpunkte der
Halbirungslinien der Innenwinkel, durch 4,, B,, C, die der

Eckpunkte gebildeten Winkel: u. 8 w.*)

Dreiecks ABC, so ergiebt sich s. w.

*) Die weiteren analogen Beziehungen erhidlt man durch cyklische
Permutation der Buchstaben 4, B, C.

#%) Dreieck und Transversale sind hier, und spiterhin in #@hnlichen
Fillen, so zusammengestellt, dass jeder Eckpunkt des ersteren und der
Schnittpunkt der letzteren mit der Gegenseite dieselbe Stelle einnehmen:
es liegt P auf 44, C auf 4, B, C; auf BA.
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§ 33. Resultate zu S.122 und S. 123 der Aufg. 253

Halbirungslinien der Aussenwinkel mit den Gegenseiten, so
ergiebt sich die Richtigkeit simmtlicher Behauptungen unmittel-
bar aus Aufg. 1. 8. Sind 4,, B,, C, die Berﬁhrungspunkte des

inneren Beruhrungskreises, so ergiebt sich

==L ultd i

AC
ahnlich die Losung von Aufg. 8b. 9. Ist 4, der Schnittpunkt
der Tangenten in den Punkten B, C, und A1 der Schnittpunkt
der Verbindungslinie 44, mit der Seite B C, so hat man
B4,  siny?
C4,  sin g2
des Satzes in Aufg. 9, bezogen auf das eingeschriebene Dreieck.
10. Liegt P etwa auf dem Bogen A C, so dass Winkel PAC=0,
PCA—=¢, also 0 + ¢=f ist, so ergiebt sich:
AB, cos 0 BC, _coss CA___ cos(y+e)
B coslat0) DA cond Gl T ek e
wo die oberen und die unteren Vorzeichen zusammengehoren
und - d+4y+e=180°, so dass die Produkte der Wechsel-
abschnitte einander gleich sind. 11. Ist AB die Hypotenuse
und C also der rechte Winkel, so ergiebt sich fir die Schnitt-
BA . sinve’  CB atnler R CL e 82
B,C: ——=——, ==, —————s
punkte Al’ : & Tl o | CAI aini ﬂ ’ AB1 o ﬁ ] BC1 st az’
woraus die Richtigkeit des Satzes nach Aufg. 5 folgt.
12. Sind 4,, B,, C, die Schnittpunkte von AG mit BC, BE mit CA

B G "
und CP mit AB, so ergiebt sich i g

o1 e ¥ in 3
CB CB
Ll e i , folglich nach Satz II (Aufg. 3)

AR AR sin 8

AC, _ sin B2 sin ACP  AC, .sine
BC 2, nunmehr hat man nBC’P= BC, sinf y
sfn ACP=S—I_[£. 13. Ist AB die zu theilende Seite des Dreiecks ABC,
sin BCP  sine

so errichtet man iiber AC und BC die Rhomben ACDE und BCFG,
in denen ein Winkel der Nebenwinkel von € ist, und verbinde
den Schnittpunkt P der Verbindungslinien AG und BE mit C, so
theilt PC die Seite AB in dem verlangten Verhaltniss (Aufg. 12).
sin PBC __ sin PCB

u. 8. w.; es folgt hieraus ein anderer Beweis

, ebenso

folglich

. E
14. Es ist = PB o POL (Folgerung aus Aufg. 3 und 1.)
.sin PBC a-sin PBC o -sin PCB
Mo ot OSSN T0E 93 oty ied
WMon bt KO own ™ i PEA A o)
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254 Resultate zu S. 123 und S. 124 der Aufg. § 33.

16. Fir EC und FB ergeben sich dieselben Ausdricke wie in
: uo P8 en PR sin PBA v

Aufg. 15, folglich wird S0 A P0h . G PRC an
sin PCB.sin PBA  sin PAB . :

nach Aufg. 3 o PCA sin PBC— s PAC ™% 17. Unmittel-

bare Folgerung aus Aufgabe 16. 18. Man hat, weil Dreieck

wo

AB, - BC,.CA ;
ABC transv. A,B,C, : —ZC:—'BZLCBQ—=1, und weil 44,, BB, CC,
AB, . BC, - CA, i
durch denselben Punkt gehen: ACW = 1, folglich ist
BC  BC, o
AT 19. Die Punkte seien L, M, N und der zu N

conjugirte harmonische Punkt zu bestimmen: Man ziehe durch L
und M zwei sich in P durchschneidende gerade Linien, ferner
durch N eine Transversale, welche LP in M, und MP in L,
durchschneiden mag, verbinde LL,; und MM, und deren Schnitt-
punkt P, mit P, so wird LMN durch PP, in dem zu N con-
jugirten Punkte XN, durchschnitten. 20. Die gegebenen Linien
seien PL, PM, PN und der zu PN conjugirte harmonische
Strahl zu construiren: man lege durch die gegebenen Linien die
Transversale LMN und verfahre wie in Aufg. 19, so ist PP,
der gesuchte Strahl. 21. Die Seiten des Vierseits seien ABE,
BCF, CDE, DAF und die drei Diagonalen ACLM, BDLN, EFMN,
so sind nach dem Satze in Aufg. 18 M und N conjugirt harmonisch
in Beziehung auf F und E, weil das Dreieck EAF durchschnitten
ist von der Transversale DNB und dann ED, FB und AM durch
denselben Punkt € gehen, ebenso sind L und M conjugirt harmonisch
in Beziehung auf 4 und C, weil das Dreieck ABC durchschnitten ist
von der Transversale FME und dann EC, FA und BL durch
denselben Punkt D gehen: und chenso ist der Beweis fur die
Punkte L,N und B,D zu fihren. 22. Man hat nach Satz II,
Aufg. 3, wenn 4, der Schnittpunkt ist der Linien 4,4, und BC,
B, der von BA, und C4,, C, der von CA, und B4,,

C,
Ié: éBB ABC , und wenn die Winkel an BC in den beiden

Dreieckeu BCA und BCA,, welche beide auf derselben Seite
von BC liegen mogen, durch 8,, 7, und @,, 7, bezeichnet werden,
A,B,  siny,-sin (8, — ) 4,0, i sin @8, - sin (y, — y,)
= 2 : und
CB, sin @, - sin @, BC sin @, - sin 7,
BA, siny, -sin y, - sin (8, — B,)
CA, sin @, - sin B « sin (y, — 1)
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§ 33. Resultate zu 8. 124 und S. 125 der Aufg. 255

23. Bei dhnlicher Bezeichnung wie in Aufg. 22 ergiebt sich

sin 8, - sin (8; — ) __siny,-sin (73— 7;)

YT e epa Y e il o i
sind die drei Dreiecke AED, AD,D und AGD errichtet, demnach
ist nach Aufg. 23 zu beweisen, dass
sin GAD -sin EAD, _ sin GDA - sin EDD,
sin EAD . sin GAD, ~ sin EDA . sin GDD
GAD = (CDC, =) EDD, =y EAD = GDD (= & - DAD,).
EAD,— (BAA, =) GDA =« """ GAD,=EDA (= y + ADD,).
25. Nach Aufg. 21 ist D, der Schnittpunkt der Seite ADF mit
der Diagonale EGB,D, (Aufg. 24), conjugirt harmonisch*) zu F
in Beziehung auf AD, also auf AD bei veriinderter Lage der
Secante FCB um F ein fester Punkt; ebenso ist die Lage von
D,, als Schnittpunkt der Tangenten in D und A, bestimmt durch
die einzige Secante FDA, folglich auch die Linie D,D, ihrer
Lage nach vollkommen bestimmt durch die eine Secante FD A4,
also unabhiingig von der Lage der zweiten Secante FCB um
F als festen Punkt, welche ebenfalls durch B,D, harmonisch
getheilt wird. Anmerkung. Wenn F ausserhalb des Kreises
liegt, so ist die Polare zugleich die Berihrungssehne. 26.**) Ist
von P aus die Tangente zu zeichnen, so zieht man durch P
zwei Secanten durch den Kreis PAB und PCD, so schneidet
die Verbindungslinie der Schnittpunkte (4D, BC) und (4AC, BD)
als Polare des Punktes P den Kreis in den Berihrungspunkten.
27.**) Ist P der Punkt des Kreises, so zieht man durch P eine
beliebige gerade Linie und construirt zu dieser nach Aufg. 29 denPol,
so ist dieser ein Punkt der gesuchten Tangente. 28.**) Construction
wie in Aufg. 26. 29.**) Der Pol einer Linie ist der Schnittpunkt der
Polaren zweier beliebigen Punkte der Linie. 3(. Es ergiebt sich:

2 __27' sin ey sin (7, e,) AC, _21' sin e, - sin (8,4 a5)
p sin (B, 4 74+ 2e,) ’ sin (B + 7, + 2ap) ’

In der That ist

*) Unmittelbarer Beweis dafiir, dass D, F' conjugirt harmonisch sind
zu D, A: Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg. 24 ergiebt sich

AD,  sinea.sin(y 4 d)

vy Al % alnls % B wo ADD, = DAD, = ' ist; und
AF _AF DF_sin ACF sin FCD _sine sin BCD _sine sin (e + d)
DF~ FC ‘FO~ sinCAF sin FDC siny y sin ADC™ siny sin(y +d)

##%) Die Construktion ist dieselbe, wenn an Stelle des Kreises ein
beliebiger Kegelschnitt tritt.
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256 Resultate zu 8. 125 und 8. 126 der Aufg. § 3&

27 sin B,-sin (e, 4 fgz) 27 - sin @, - sin (y, + B,)
(= B e )
B =t fet o8 sin (7, + @, + 2

27 -sin p,+ sin (8, —7,) __2r-sin z, - sin (@, — 7,)
= et A= T s h—7
Ve 27’ sin (8, + 74+ @) - sin (7, + a,) AB, _sin (8;+a,)
: sin (8, + 7, + 2¢) ACz - sin (4 )
BA =2 7 - sin (y, 4 oty Bs) - sin (e 4 ) .BC,=sin (r.+ B2
: sin (7, + &, + 2 ) ' B4, sin (e, )
B, — 27 - sin (@, 4B, — 7s) - sin (B;— 72) CA,___sin (g —7s)

o sin (e, + B, — 27,) > CB, sin(f,— 7,

Endlich

BA -sin 4,= BC, - sin (y,+a,), C4, sin A;= CB, - sin (§,+ a,),
CB,-sin By= CA, sin (a¢;+ ), AB,-sin By==AC, - sin (y,+ ),
AC,-sin C,== AB,+ sin (8, — y), BC,-sin C,= BA, - sin (a;— 7,),
woraus AB, - BC,- CA,=AC, - BA, - CB,.

31. Die Seciten des durch die Lothe begrenzten Dreiecks ver-
halten sich zu den entsprechenden Seiten des gegebenen Dreiecks
wie a2+ b2+ ¢,2— (2,2 + 0,>+ ¢,?) zu dem vierfachen Inhalt
des gegebenen Dreiecks. (Es ergiebt sich hieraus, dass das
durch die Lothe gebildete Dreieck sich weder in Form noch
Grosse verandert, wenn die durch die Fusspunkte der Lothe auf
den Seiten gebildeten Abschnitte auf jeder derselben mit ein-
ander vertauscht werden.) 32. Sind die Fusspunkte 4,, B,, C,,
s0 hat man BC.2+ CA2 4+ AB>= (B> AC.> 4 BA;?: ent-
weder darzustellen als unmlttelbare Folgegung zu Aufg. 31, oder
durch die Umformung: PB%*— P(?=c¢,? PC*— PA%=a,%~c?,
PA? — PB? =1b,> — a,* (vergl. Aufg. 31), wenn P der gemein-
schaftliche Punkt der drei Lothe ist.  33. Folgerung aus 32.
34. Folgerung aus 32, weil AB, = AC, u.s. w. 35. Bei der-
selben Bezeichnung wie in Aufg. 32 ergiebt sich, wenn die
Radien der um 4, B, C beschriebenen Kreise sind 7,, 75, 73
BA* — CAP? =r* —r?, OB — AB?=rny® — 1%,
AC? — BC?=r,>—r so dass die Bedingung von Aufg. 32
erfullt ist. 36. Sind die Fusspunkte der Lothe beziiglich
A, B, C, so hat man AC;?— BC?= a," — b,?, u. s. w.
(Durch die Figur ist das Netz eines Tetraeders dargestellt, und
der Schnittpunkt der von der gemeinschaftlichen Spitze D der
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§ 33. Resultate zu S. 126 und 8. 127 der Aufg. 957

drei Seitendreiecke auf die Grundkanten des Tetraeders gefallten
und weiterhin auf diesen innerhalb der Grundfliche errichteten
Lothe der Fusspunkt des von D auf die Grundfliche ABC des
Tetraeders gefallten Lothes, d. h. der Fusspunkt der zu D gehérigen
Héhe des Tetraeders). 37. P, wird der Schnittpunkt der Hohen
des Dreiecks ABC. Anmerkung. Nimmt man die der Aufg. 37
entsprechende Figur als Netz eines Tetraeders, so durchschneiden
sich die vier Hohen desselben in einem und demselben Punkte.
38. P, liegt auf derselben Geraden mit dem Mittelpunkt M, des
dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises und dem Hohenschnitt-
punkt H, dieses Dreiecks und zwar so dass M, sich in der

BC, wp—2
a w42 r
; werden bei der Theilung 4 und @

Mitte von P, und H, befindet*). 39.

14 cosc-cos 8-cosy
sin e - sin 3 - sin y
vertauscht, so andert sich die Grosse des Dreiecks 4,B,C, nicht.
(Vergl. Aufg. 31). 40. Nennt man die Eckpunkte des nunmehr
durch die Lothe gebildeten Dreiecks 4,!, B,!, C,', so ergiebt sich
B,C,-B,'C,'= [*.¢* wo [ dieselbe Bedeutung hat wie in Aufg. 39.
&f. A = ik ) S.l—.j; ks —bci;?—o—‘ i +——-022_ e u. 8. W
sin o a 2a
42. a=sind[l.ctgd+m ctg(A=p)4n-cig (A—»)] u. s. w.

oder wenn gesetzt wird
locos(p+4v—2A)+m. cos W A—p)+n-cos (A4 pu—r»)==
> b &
" sin(uw —4)-sin(w—4)"  sin (v — p) - sin.(4 —p)’
> ¢
“sin (A—»)-sin(u—»)’ ﬂ=2 sin(w—w) -sin(¥» —4)-sin (A — )’
43. Es ist = (Aufg. 42) zu ersetzen durch 2, sina=Ah, -sinf=h, -siny,
also gleich dem halben Umfange des Fusspunktsdreiecks fir das
Dreieck ABC. (Vergl. § 27, Aufg. 24). 44. =0 (Aufg. 42).
b - sin «, ¢ sin e
=——1! u g w, Bd=—"—"——2 0.8 W
45. CA,= A u. s. w., BA, T Tl
AB, - BC,- CA sin e, - sin §, - sin .
< E L t 0 0 0 SR 2 2 2 4
b AC,-BA,-CB, sina, - sinf, - siny,

wo f=

*) Es folgt daraus der Satz: Wenn die Gegenkanten eines
Tetraeders einander gleich sind, so ist der Mittelpunkt der
umschriebenen Kugel zugleich der Mittelpunkt des durch die .
vier Hohen des Tetraeders bestimmten Hyperboloids.

Hermes, trigon. Aufgaben. 1
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258 Resultate zu S. 127 und S. 128 der Aufg. §§ 33, 34.

( sin ¢y - sin 8, « sin y, )2 48. Gesetzt:
sin @, - sin 8, - sin y, 2 - ‘

cos A, +sin (8, 7,) + cos B, - sin (y,4e,) + cos C, - sin (e, 4,)=L
vl bk rL rL
sin B . sin C sin gy »sin 4, o sind, - sin B,

80 wird a, =

49. Es ist L_——rﬂ, wo =, der halbe Umfang ist des Fuss-

punktsdreiecks fir A;B,C, und 7 der Radius des dem Dreieck
4y sin By - sin p,

ABC umschriebenen Kreises.  50. —— 2% u, 5w
aq smB - sin O
51 4, L i sin e, - sin B, - sin y, - sin e, - sin B, - sin p,
4 sin 4, - sin B, « sin C|

®2. sine, -sin B, - siny, 4 sin e, - sin §, - sin y, = 0.

S 34,
1. BA;:CAj=ccosy.:bcosf=sin2y :5in28 u. s w.
! 184 cos B scosy - A
- BIACI = e (&—-—‘8) 08 (a_.;/) u. 8. w. ;
24
B = cos (B —y) - cos (y — @) + cos (¢ — ﬂ)’ w9 A dyr Tar
AM cos &

halt des Dreiecks ABC selbst ist. 3.

¢-sinf h

4. AA = == !
' s (B—y) cos(B—7)
% e, 2r-cosﬂ~cosy= A H, :
cos (8 —7) cos (8 —7)
schunittpunkt des Dreiecks 4BC ist, u.s.w. Es folgt hieraus die

AA, iy ¥ L il
i A H .. Ferner ist A,B==2r: cos y=DB,4A—CH,

*) Es wird durch diese Proportion eine Eigenschaft der Hohen eines
Dreiecks bestiitigt: némlich wenn man dieselben iiber die Gegenseiten
verlingert um ihren unteren Abschnitt, so liegen die Endpunkte auf der
Peripherie des umschriebenen Kreises: in der That ist eine Hohe AA?
iiber BC verlingert, so dass A'4''—= HA', so liegt A'! auf dem um-

A1M=cos B—7

W, 8, W.,

wo H, der Hohen-

Proportion

schriebenen Kreise und ist demnach Winkel 444, — %-, folglich

4 AAVA, 0O AA'A| und demmach AA4,: A4, — 44" : A4' und
A A AC S Do e At A AT
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§ 34. Resultate zu S. 128 und S. 129 der Aufg. 259

u. 8. w., d. h. die Verbindungslinien der Endpunkte einer Seite
mit den Endpunkten der zugehorigen Durchmesser des um-
schriebenen Kreises sind gleich dem oberen Abschnitt der Héohe
vom dritten Eckpunkt. 5. Die Halbirungslinien seien 44,, BB,, CC,

2r-sin - si h
und N der Mittelpunkt, so ist 44, = ! smﬂﬁ . ﬁ‘— . 8. W.
cos ——2 cos -7
By 2 2
AN %3
und AN T ws.w. 6. AN,=4r - cos g cos ¥4 u.s.w.,
47 - sineg - cos B4 - cos 74 ANy v £E0 ﬁ;"’
N TS , folglich —— %= 5. W.
s B—r AN, sineg
co

2

Es folgt hieraus (vergl. Aufg. 5), dass die Punkte N und N‘a con-
jugirt harmonisch sind in Beziehung auf die Punkte 4 und A4,.

27 - sin B - sin y

(Vergl. § 32, Aufg. 11). inAde=

sin‘f—}—-;;Z
7 ey gty e Asz=4r-cos%~;l—n-ﬁﬁ-cos%,
B—7 9 Ty ;
AN, sin )
folglich Aszb — cen AN, = 4r - cos B4 - siny ,
47 - cos @) - cos By + sin 74 AN, Sinﬁ;—r
Aol e/ . - sin 74 ) ¢
AN — : By , folglich N, Tonag also
sin—
auch hier %=2—N1\;—' 8. Es ist NN, =4r . sine,
24%h 24%¢

NN,=4r-sinff, NN,=4r.sinys;  NyN,==4r - cos %,
N.N,=4r - cosBf, N,N,=4r.cos7. 9. Die Radien aller
vier Kreise sind einander gleich, nimlich gleich dem Durch-
messer des dem Dreieck A BC selbst umschriebenen Kreises.
Zu erhalten aus Aufg. 8 durch den Ausdruck des Radius des
umschriebenen Kreises durch Seite und Gegenwinkel. 10. Nimmt
man das Fusspunktsdreieck als Fundamentaldreieck, so werden
der Hohenschnittpunkt und die Eckpunkte des gegebenen Drefecks
nunmehr die Mittelpunkte der vier Beruhrungskreise.

17%
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260 Resultate zu 8. 129 und S. 130 der Aufg. § 34

24 - sin ¢ - sin B - sin 74 TRPYE
rIn-

SR B o des
2 2 2

24 - sin ¢ ..cos By - cos V4
N

11. Es ist A1B101=

Dreiecks ABC. 12, A,B,C,=

COoS 2 sin 2 « S1ln 2
13. NBC=% i NaBC=—2~S?in%u.s.w.,
NaAC:?STZ% u. 8. W., NaAB=2 si?% u.s. w
14 NNN. = g co‘s’%' g
N.N,N, et g5 i -l Beirunge-

T Qsingg - sinfyg - sinyg
punkte 4!, B, C', so ergiebt sich AB'C'= .cos¢4* tg By tgy,
u.s. w., A'B'C'=24 . sin ¢ -sin B¢ sin 74*). 16. Die Beriihrungs-
punkte des Kreises um N,, d. h. des die Seite ¢ von Aussen
berithrenden Kreises seien 4,!, B,', C,', so ergiebt sich:
AB,C = A4 . cosceg? - ctg By - ctg 74,
BCo'A,'=4 - tgf - sinBg® . ctgyg, CAB,'=A -tgef. ctghy- sinyy?,
A,'B,'C,t = 24 - sin % - cos B - cos 14 **).
17. o=4r-sine{.sinBy - sinyg, @a=47-sin®.cosfy.cosygu.s. w.**).
18. Die Richtigkeit des Satzes ergiebt sich unmittelbar aus der

Beziehung der Tangenten der halben Winkel des Dreiecks § 5,
Aufg. 15 durch Multiplication mit s. 19. Man multiplicire die

Gleichung aus Aufg. 18 mit %, so ergiebt sich der behauptete Satz
unter Beriicksichtigung der Anmerkung zu Aufg. 17. 20. Der zu be-
weisende Satz ergiebt sich aus der Entwickelung fir tge4+tgBi—tg 4,
ahnlich der von § 5, Aufg. 15, durch das gleiche Verfahren wie
in Aufg. 18 und 19 und fir die Annahme y=7

*) Folgerung aus Aufg. 14 und 15: A'B'C': 4=4: N, N, N,.
*#%) Folgerung aus Aufg. 14 und 16: 4,'B,'C,': 4=4: NN,N,.
##¥) Folgerung aus Aufg. 15 und 17: A‘B‘C':%TA, und
L

" Byl T AalBaloalz%i.

r
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§ 34. Resultate zu 8. 130 und 8. 131 der Aufg. 261

BN-CN-a 0 Sl
4BCN =~ 2sinfg-sinys 2coseq
u. 8. w. 22. Ergiebt sich aus der Aufgabe 21. 23. Folgerung

21 Bristr.—

=2r-sinej,

aus den Aufgaben 5 und 21. 2457 ="edn e VS F;
4
Ay=2 4 - cos & - cos § - cos y.*) 25; ¥, == o

26. 0,=2r-cos «-cos f3- cosy. Folgerung aus Aufg.26: 4,: 4/=p,:7.
27. Folgerung aus Aufg. 27: a®4-02+c*4o’+ 0.+ 0,2+ 0.2 =16 72
28 und 29. Zum Theil Anwendung von Formeln aus § 5.
30. Man hat d? = (24 ctg &« — 0)® + (34 — (s — ¢))?

**M(ctga2+ 1) —ag-ctgea +¢*— a(s—¢) + (s — o)

_m 279 - cosa-l—g-——aés—b)(s—c)

=r2———2rg—|—g[4r - gin @42 — s~a]

=72— 270 + ¢ (47 - sin %> — a tg ¢4) = r> — 2 rp.

31. a. Aehnlich wie Aufg. 30 zu entwickeln. b. Kommt zuriick
! = 1

auf die Formel tg@s+tg Ba+tgyvs—tgestg s tgri= 8 Py ST

(§5, Aufg. 15). 32. a. H,N*=(2r cosf-cos y—4 rsin4sin B4sin y4)*

+ (27 cos B - sin y — 4 7 sin @4 cos B4 sin ¥4)*

=472 cos 3°2—167r2sin 4 cos B siny4- cos = ;

4 -+ 16 72 sin @4>-sin y4°

=472%[cos $%—4 sinwg cos B sin ¥4 cos ¢4 cos 74+4 sin @4 sin 74%(1—cos )]
== 47" [cos > — sin @ - cos f - sin y + 8 sin @4% . sin B4 - sin 747]
= 472 (8 sinw4? . sin 4% - sin 42 — cos @+ cos 8 - cosy) =2 0> — 270,.
(Vergl. Aufg. 26). b. Auf Zihnliche Weise zu entwickeln.
33. Folgt unmittelbar aus dem Ausdruck fir einen der oberen
Hohenabschnitte des Dreiecks, z. B. der Hohe A,, AH,=27 cose,
d. h. gleich der doppelten Ordinate des Punktes M uber der
Seite @, = 2 MA,, und weil ebenso AM, = 2 AM,, so ist
Dreieck AHM, oo AMM, u. s. w. 34. Im 4 MMN
ist M ,N*>= MN?*+ Y MH? — % MN . MH, - cos M, oder
wenn man kurz MN = ho, M= mjiNHj== m <setzt:
MN2=h,*+ Y n*>— % hy-n.cos M, uud im 4 MHN ergiebt sich
2 hyn - cos M==h,24n>— m? so dass M N*="1(6 h,>+ 3 m*—2n?),

*) Zur Vermittelung der Ausdriicke fiir die verschiedenen Dreiecke
kann auch die Gleichung dienen:

cos a2+ cos B2+ cos y?=1—2cosc - cos B+ cosy (§ 5, Aufg. 32).
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262 Resultate zu 8. 132 der Aufg. § 34.

wo noch fir %2 m? n> die Werthe aus Aufg. 30 und 32 ein-
zusetzen sind.  35. Sind A4, BB, CC, die drei Mittellinien
und die Winkel im Cyklus A4,B, BB,C, CC,A beziiglich durch
@y, By, 7o bezeichnet, so ergiebt sich ctg e, + ctg 8, -+ ctg y,=20,
sin (8 —7)
2 sin B-sin y
die Richtigkeit folgt vermittelst der Beziehung in § 4, Aufg. 49.
36. Es ergiebt sich, wenn man dieselbe Bezeichnung wie in

BA sin (¢, — B)-siny w
Aufg. 35, anwendet: CA: =i e gao a5 R und
demnach: (w + ») ctg ¢, = »-ctg # — p-ctg y, und ihnliche
Ausdricke fir (v 4 4).ctg 8, und (2 4 p) - ctg y,, folglich durch
Addition (u + »)ectge, + (v + 4)-etg B+ (4 4+ p) - ctg y, =0,

vergl. Aufg. 35. 37. Wenn man sin g singly, ain 7,

es ist namlich ctg oy = u. s. w., woraus sofort

sine sin§ * siny § iy
setzt, so ergiebt sich AB,C,: #/=122: (A +p) (A4 ) u.’s. w. und
4,B,C, 2Auv
4  (p+ne+2)A+w
B und f;, 7, und y, selbst cyklisch die Theile der Winkel e, 83, y,
so dass dsin e, =sin f,, d,sinf,=siny,, d,siny,=sine,,
und 0 sin @y = sin y,, J,sin f;=-sin &, d,siny, =siun §,,
so 4,B,C;
wird 4. Zsin @, sin B, sin 9, +sin ¢ sin g sin y
dd; dy(sin @, siny—-sineg sin B)-(sin 8, sin ¢—+-sin By sin y)-(sin y, sin f+-siny, sin )
oder nach Reduction des Nenners:

, sind der Reihe nach a, und e,,

-AxBrci_ 2 sin @, sin 3, sin y,
4 sin (8 + a,) - sin (y 4 8,) - sin (@ + y3)
' <__ 2 sin e sin 8, sin y, )
__sin (7 4 e3) - sin (e 4 B5) - sin (B + 7,)

38. Sind 4, und A4, Punkte der Seite BC, fir welche
A, 4,= A - 4,A, ist, wo A positiv oder negativ ist, jenachdem
A, und A, auf derselben oder auf entgegengesetzten Seiten von
A,, dem Mittelpunkte von BC liegen, so ist

BA,— CAy=[BAy+A A,— CAy+ AjA,=24,A,= 24 AgA, ] =4 (BA,— C4,).
Diese Beziehung also findet im Besonderen statt, wenn 4, und
A, beziiglich die Fusspunkte der von A4, und 4 auf BC ge-
fallten Lothe sind, weil

ey A A, - Ay

®
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§ 34. Resultate zu S, 132 und 8. 133 der Aufg. 263

ist; multiplicirt man auf beiden Seiten der gefundenen Gleichung
mit @ == B4, 4 CA,= B4, 4 CA4,, so ergiebt sich
B4} — CA’ =1 (B4 — CA}) =4 (¢ — b,
ebenso CB; — AB,)= A (¢ — ¢,
und 4G, — BCO? =4 (b* — o),
folglich durch Addition
BA}? — CA} + CB — AB}? 4+ AC? — BC? =0,
nach § 383, Aufg. 32 die Bedingung, dass die drei Lothe
A4,, B,B,, C,C, durch denselben Punkt P gehen. (Firi=1
ist P, der Schnittpufikt der drei Hohen, fir A=="1 der Schwer-
punkt, fir A==0 der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises).
39. Vorausgesetazt ist, dass BA,*~CA+CB,'—AB,*+AC*~BC,*=0.
Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg. 38 ergiebt sich hier, wo
A, als ein beliebiger Punkt auf BC in Betracht zu ziehen ist,
B4, — CA,=BA, — CAy+ 24,4, = BA — CA , + 21+ Ad;=
| S 1) (BAo T CAO) + A (BAs 1 CA::)
folglich bei einem Verfahren wie in Aufg. 38:
BA? — CA= (1 — 4) (B4, — CA,*) + 4 (BAs# — CA,)
— (1 — ) (BAS — CA) -4 (e~ )
und so, wie in Aufgabe 38, durch cyklische Permutation zwei
fernere Gleichungen, welche zur ersten addirt, vermoge der
Voraussetzung, die Summe Null ergeben, woraus derselbe Schluss
wie in Aufg. 38 zu ziehen ist. 40. Die beiden gegebenen
Linien 4,4, und B,B, mogen sich unter dem Winkel y in O
schneiden, und es seien die Punkte 4, und 4,, 3, und B, durch
ihre Entfernungen von O bestimmt, niamlich @, und @, b, und b,,
so sind die Punkte 4; und By beziglich bestimmt durch die Langen
Ody,=a,=0a,+ 4 (¢,—a,) und OBy =10, =b, + 4 (b,—1,);
nunmehr haben die Schnittpunkte P,, P,, P, der in 4, und B,
A, und B,, A4; und Bj errichteten Lothe beziiglich von der
Linie 4,4, die Entfernung:
bty
PA =1l =bsiny+ (bycosy,—a,) ctgy = il R e S

sin y S
Pdpi L LTI Sotyns e R Ol Ry

sin y : siny ‘
Wird jetzt der Winkel der Linie P,P; mit 40 durch ¢ bezeichnet,

so hat man tg ¢ = i’k:ic =(ag—al)zos_z_r:(b,———bl),
1 2 1

welcher Ausdruck unabhingig ist von 4, dem Faktor, durch
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264 Resultate zu 8. 133 und 8. 134 der Aufg. §§ 34, 35.

welchen die Lage des Punktes P; bestimmt wird, woraus sich
ergiebt, dass dieser Punkt auf einer bestimmten durch P, gehen-
den Linie liegt. Auf dieser Linie befindet sich auch der Punkt P,
mit welchem Punkte P, zusammenfallt fir A= 1. (Ganz analog
lasst sich der Beweis fuhren, wenn an Stelle der in den Punkten
A und B errichteten Lothe Systeme von parallelen Linien treten).
41. Eine unmittelbare Folgerung des Satzes in Aufg. 40, weil
4,4, B,B, C,C,
A4°%,° BB, 0,6,

: g : .o PoPy
=1 ist; zugleich ergiebt sich POHO_Z.

Cap. IIL
S 35.

1. Dasjenige, in welchem die gegebenen Seiten einen rechten
Winkel bilden. 2. Der Rhombus. 3. Dasjenige mit recht-
winkligen Diagonalen. - 4. Es ist sin 2+ cos 2= \/1 + sin 22,
also ein Maximum (V2) fir o= 45°, ein (positives) Minimum
(0) fir =135 ein negatives Maximum fir = 225° u. s. w.
5. Das halbe Quadrat. 6. Das Quadrat. 7. Fir z = 45°.
8. Das halbe Quadrat. 9. Es ist fl=a? (1 — —1-2—),

2 sin &
wenn « der Winkel ist, den die gleichen Seiten mit den Gegen-
seiten des Quadrates bilden: das Maximum entspricht dem Werthe
a=90° in welchem Falle das Dreieck das halbe Quadrat wird.

b
10. Man setze ;:tg ¢, so erhalt der Ausdruck die Form

a - sin (2 4 @)

Bonied sty Mies : —90°, d. i
s und wird ein Maximum fir « 4 ¢ =90°, d. i

tg a:=%; dasselbe ergiebt sich aus der Darstellung

a sin # + b'cos # = Ya® 4 82 — (a cos  — b sin z)?; der

Maximalwerth ist Va2 -+ 6°. 11. Die gesuchte Linie ist, wenn
sie das Dreieck nicht durchschneiden soll, parallel zur Hypotenuse,
und wenn sie innerhalb des Dreiecks zu ziehen ist, die Mittellinie
des Dreiecks, d. i. der Durchmesser des umschriebenen Kreises.




§ 35. Resultate zu S. 134 und §. 135 der Aufg. Y 9288

12. Die gesuchte Linie ist parallel der Gegenseite oder die
Mittellinie zu dieser hin; der Maximalwerth beziiglich eine der
beiden Diagonalen des zu einem Parallelogramm vervollstindigten

Dreiecks. 13. Esistatgz -+ betgz=2 \/:z—b-l—(\/a tgx— Vbetg )
also ein Minimum fir atge="bctgx, d. h. fir tg 2= vy,

und zwar alsdann gleich 2 Yab. 14. Das Rechteck sei ABCD,
wo AB=a, AD =15 gegeben sind, die gesuchte Linie AEF,
so dass DE -+ BF moglichst klein wird: bezeichnet man Winkel
FAB durch 2, so wird fir das Minimum BF=DE'=Va—I; und

FB ‘/T ¢
t _—= —_ , o H
ge=—p p: 15. Wie Aufg. 13 zu behandeﬁx das
Minimum (2 Vab) tritt ein fir den Werth sf“; =V%
sin |
16. Wie Aufg. 14. 17. Der Ausdruck gestattet die Form
cos 2z

: o Sjal Rl

gt Cands ist also ein Maximum (-4 1) fir 2= 180°, ein

Minimum (— 1) fir #=90°  18. Der Ausdruck gestattet die
Form: Y1 sin2z - a® sin 2 @, ist also moglichst gross fir 2=45°.
19. Das Dreieck ist zugleich gleichschenklig. 20, 23in“/{-cosw;y
ist moglichst gross fir 2z =uy. 21. Die Summe wird
=g

9 ? 4

&

& ; :
27 (cos & - cos y) == 47 cos ¢4 « cos also ein Maximum

2 sin e
cos @ 4 cos (@ — y)’
tgrttgy
tg e
Vergl. Aufg. 22. 24. Die beiden anderen Winkel des Dreiecks
miissen einander gleich sein. 25. Das Dreieck ist gleichseitig.
26. Das Dreieck muss gleichschenklig sein in Beziehung auf
jede Seite als Grandlinie, d. h. gleichseitig. 27. Ist r der
Radius des Kreises, e der Winkel beider Tangenten, ABC das
Dreieck, so ist 2fl=r? (2 ctg ¢4 -} ctg 8 -} ctg ), also wenn
man zunachst « als gegeben annimmt, ein Minimum, wenn
B =y =90° — a4 ist; fir diese Annahme wird nunmehr
272
=
4 sin &
also ein halbes Quadrat mit dem Inhalt 272, 28. Der Ausdruck

fir 2=y, 22. Es wird tg2 4 tgy=

ein Minimum fir 2=y. 23. tgo-tgy=1—

d. h. ein Minimum fir ¢ = 90°, das kleinste Dreieck
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266 Resultate zu S. 135 und S. 136 der Aufg. § 35.

gestattet die Form } - } cos 22 + «? - sin 2, wird folglich nach
Aufg. 10 ein Maximum fir tg 22 = 2a> 29. Es wird
fl=2d% (sin z + cos z,sz) ein Maximum fir @ == 63° 26,1.

30. B i (‘/ \/ ) 2
sm 7y sin sin ¥

\/sm & - sin y

also ein Minimum fir # =y=—¢{ und zwar alsdann gleich

neg’
31. Ist ¢ der Radius des eingeschriebenen Kreises, so wird
1
b= 2 2( —)
/ ¢ \sinz +sin y/’
und & + y=180° ein Maximum fir 2=y =90° d.h. wenn
das Viereck ein Quadrat ist. 32. 'Es ist (§ 29, Aufz. 51)
. ata a—ua
§in—— ~ cos
fl = 40?%- - - , wenn & ein zweiter Winkel des
sin ¢ - sin @

1
sin « +sin @
33. Auch hier miissen die beiden anderen Winkel rechte sein.
34. Es wird (vergl. § 29, Aufg. 30)
fl= @* (ctg &4 + ctg B4 + ctg =4 + ctgyq),
z + Yy g o sl o + ﬁ . s - \ a+ﬂ
wo e o 180 5 i i

wenn & und y zwei Winkel des Vierecks

Vierecks, = 292( ) , ein Minimum fir &= 90°.

, ein Minimum fir 2=y=180°

35. Ist der Umfang gleich 2s, so wird fl=13s o und
s = g (tg ¢4 ctg ¢+ tg 24+ ctg 24) ein Minimum fir tgzf=1,
d. h. wenn zwei Winkel des Vierecks rechte sind. 36. Wenn
sich dem Viereck ein Kreis umschreiben lésst; denn sind die
Seiten @, b, ¢, d und die von @ und b, beziglich von ¢ und d
eingeschlossenen Winkel @ und ¥, so ist 2fl=ab -sina - cd-siny,
ausserdem hat man @’ 62— 2ab - cosw=c*+d>—2cd - cosy,
2 2 2 2
Rl + b2 —¢*—d
2
und addirt: 4f> =k*= a?b® + c*d®> — 2abcd - cos (z + ¥), ein
Maximum fir # == 180°: alsdann ergiebt sich

2 PN PR L
4f12=(ab_cd)2—(“ o 5 - d)u. s.w. 31. Es ist
=% (sin 28 4 sin 2y + 2sin 2d), wenn # und y die zu den
parallelen, d die zu den nicht parallelen Seiten gehorigen
Peripheriewinkel sind, und es ist 8 4 0 =90° 4 @ und
y+0=90°—a; d. h. es wird fl=27%sin 20 - cos &*, ein

=ab - cos z—cd - cos y=k?, quadrirt
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§ 35. Resultate zu 8. 136 der Aufg. 267

Maximum (=272 - cosa?®) fir d=45° Die nicht parallelen Seiten
sind demnach gleich der Seite des eingeschriebenen Quadrates.

38. Es ist der halbe Umfang s = 27 . M‘J}_Z‘_‘P)_, WO
cos
tg @ = cos @, ein Maximum fir d 4+ ¢ = 90° und alsdann

=2r -Vl Fcose’. 39. Der Inhalt des Rechtecks lisst sich

. . T .
auf die Form bringen R [cos (& — 22) — cosec], wird also

ein Maximum fir #,=¢§ und alsdann =7% tgc 40. Der
in 2
[(1 — sm2 a) sin # }sine” - cos w] wird

halbe Umfang s=

sin &
2 1 —sin & - cos &
ein Maximum fur tga, = oy und alsdann
sin ¢
T Z : 2
= V1 — sin 2e  sin &®. Zur Darstellung dieses Werthes
sin e

fihrt der Ausdruck tg (¢ —#,)=1— ctg @, wenn man also
auf AB den senkrechten Radius AE errichtet, so ist fur den
Maximalwerth des Umfanges die Linge der in € an den Kreis
gelegten Tangente zwischen AE und AP gleich 7. Die Con-
struktion ist dadurch gegeben. 41. Bei derselben Bezeichnung
wie in Aufg. 39 ergiebt sich fir 2, =¢/ das Maximum des
Inhalts =17»?.tg e/, was sich auch als unmittelbare Folgerung
von Aufg. 39 darstellen lisst. 42, Der halbe Umfang wird

/1 :
s=-——— [(1—sine) sinz + 2sines® - cosz], also ein Maximum
sin &g
b3 1 —sine ” - o
fur tg -Z'O-_—-_‘ 2Tn“22— und dlsddnn—-mvl ol 2 sin & + 4 Slﬂa/é 5

Zur Construktion stelle man dar tg(e4—wa,)=2—ctges, d. h.
man halbire den Winkel BAC durch AD, erginze BAD zum
Quadranten’ BAE und construire in D die Tangente von der
Lange 27 zwischen AP und AE. 43. Es sei Winkel CB A=y,

BC A ==z, soist y4+2=180°— B+ r+ o) =d=0a-te,

bycy - sin B sin y sin & 1 A | "
und 4 = 1 ﬂ‘ 4 L. : ein Minimum fur
2 sin y sin 2
a—+ e, : ‘ -
Y= =— %:—5——, woraus die Construktion sehr einfach.

44. Man nehme den Winkel APB=—0 als gefunden an und
berechne die Entfernung # des Punktes P von C, dem Schnitt-
punkte der gegebenen Linien, aus CA=@¢ und CB=10, und
treffe dann die Bestimmung, dass die Wurzeln der sich ergebenden
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268 Resultate zu 8. 136 und 8. 137 der Aufg. § 35.

quadratischen Gleichung einander gleich werden. 45, Allge-
meinere Methode der Bestimmung eines Werthes der
Unbekannten @, fir welchen ein Ausdruck f (#) ein
Maximum oder Minimum wird: man suche zunichst die-
jenige zwischen zwei Werthen der Unbekannten z, etwa @, und
Z,, bestehende Beziehung, fur welche f (z,) und f (2,) einander
gleich sind, und setze dann 2, =&, =wx,. Hier ergiebt sich:
a (sin #, — sin @,) + b - (sin 22, — sin 22,) = 0

oder a-cosﬁ%——ﬁz—-l- 2b - cos (@ + @) - cos%: 0,

d. h. wenn man @, = @, =&, setzt: @ cos &, + 2b cos 22, = 0,
woraus &, zu bestimmen ist. 46. Bezeichnet man durch # den
Winkel, welchen die Diagonale mit einer Rechtecksseite bildet,
so ergiebt sich fl==r2(sin2x - 2sinz), folglich fiir den Maximal-
werth (Aufg. 45) cos 22, 4 cosz, =0, d. i. 2, = 60°, das
Sechseck ist also regelmissig. 47. Der Ausdruck gestattet die

ctgz4  Yl+4cosz
cosZ  cosax Y1—cosz

fir den Winkel «,, der bestimmt ist durch die Gleichung
cos 2,2 4 cosz, =1, d. b. 2, =051°45,6'. 48. Dasjenige, fir
welches die halbe Basis gleich ist dem grosseren Abschnitt der
nach dem goldenen Schnitt getheilten Schenkel. 49, Es ist
fl=2a*- sine + cos %> = a? (sin @} L sin2«), also ein Maximum
(Aufg. 45), wenn cos &, -} cos 2¢, =0 ist, d. h. fir e, = 60°,
also wenn das Trapez ein halbes regelmissiges Sechseck ist.
50. Ist # der Winkel, welchen die Seiten & mit der zweiten
parallelen Seite bilden, so ist fl==b(asinz 4 &sin2u), folglich
fir das Maximum (Aufg. 45) a@cos 2, -4 b cos 2u, = 0, woraus
sich die grossere der parallelen Seiten als ein Durchmesser des
dem Trapez umschriebenen Kreises ergiebt. 51. Nach der in
sin e
sin 8

oder auch: der Ausdruck gestattet die Umformung

sin e -} sin f - cos 2\?
VSinﬁz—-sinaz—}-(n s ol d el ),

sin @

Umformung in , wird also ein Minimum

Aufg. 45 dargestellten Methode, wenn cos @, = —

ist;

sin e
sin 8
dann der Werth des Ausdrucks Vsin (8 + &) - sin (8 — ).

52. Gegeben PA =17, Winkel PAC = @,, PAB = «,, wo
@, + @, =a, so wird der halbe Umfang des Dreiecks ABC:

wird also ein Minimum fir cos z, = — , und es wird als-
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§ 35. Resultate zu S. 137 der Aufg. 269

e ey
in
P4 2 2 r - oS &4 sin @
= = - wenn
. E—ay a+tea, | sin (2 4 d) — sineg’
sin cos ——
2 2
oy — 0y 2 v . A sin 0
=0 gesetzt wird, folglich fiir den Minimalwerth cos 2,=—
2 sin &
s cos ¢ N ; :
und 2= % Es lasst sich leicht nach-

r cos 0 — Vsin @, - sin @,
weisen, dass PB, + AB,= PC, + AC, ist, d. h. dass P der
Beriihrungspunkt ist desjenigen dem Dreieck AB C, einge-
schriebenen Kreises, der die Seite B C, von Aussen beriihrt.
(Geometrische Losung. Wenn durch B,C; und B,C, vom
Winkel 4 Dreiecke von gleichem Umfange abgeschnitten werden,
so sind nach einem bekannten Satze B,C; und B,C, Tangenten
desselben dem Winkel 4 eingeschriebenen Kreises: im Grenzfall,
wo B,C; und B,C, in B,C, zusammenfallen, wird B, C, diejenige
Tangente, {ir welche P selbst Berihrungspunkt ist.) 53. Multiplicirt
man die beiden Seiten der gegebenen Gleichung mit 472 und
fihrt an Stelle von 27 -sine, 27:sinf, 27 - siny, beziglich
a, b, ¢, ein, so wird die Gleichung

a’®+42ab - cosy + b2=¢c,
und aus dieser geht hervor, dass a, b, ¢, als Seiten ein Dreieck
bestimmen, in welchem der Gegenwinkel von ¢, das Supplement
ist von y. Dieses Dreieck ABC, kann dazu dienen, zu jedem
Werthe von @ den zugehorigen Werth von # zu construiren,
indem @ der zu b gehorige Peripheriewinkel in dem Kreise mit
dem Radius 7 ist. Trigt man in denselben Kreis y, und y als
Peripheriewinkel ein, so ist, weil y, >>y vorausgesetzt ist, auch
von den zugehorigen Sehnen ¢, > ¢ und demnach auch
a+pg2>7.
Nunmehr construire man tuber AB==c, als Seite ausser dem
Dreieck ABC, noch ein zweites beliebiges Dreieck 4 BC,, in
welchem zwei zusammengehorige Winkel e und 8, beziiglich gleich
C,AB und C,BA vorkommen, so ist Winkel C,=180°— (- )
und demnach, weil C = 180° — y ist:
G 22 G
Dagegen verhalt sich auch hier BC,:AC; = sin «:sin 8, und
weil ebenso BC : AC, =sin & :sin 8, so auch
BO: 4Gy == BC s ACs
demgemass liegen die Punkte C, und C, auf dem Kreise, der
die beiden Punkte D und E, durch welche die Basis AB in dem
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270 : Resultate zu S. 137 der Aufg. §§ 35, 36.

gleichen Verhiltniss sin e : sin 8 getheilt wird, zu Endpunkten

des Durchmessers hat, und zwar wenn E der dussere Theilungs-

punkt ist, liegt C; dem Punkte E niher als €, d. h. es ist
C,E < C,E.

Die Losung der gestellten Aufgabe ergiebt sich jetzt leicht aus

+ﬂ

einer passenden Darstellung des Werthes von sin :

o+f sine + sin
87— 9 a—f
nach Erweiterung mit 27: e B

_ 2rsina+42rsinf_ CB+CA
i —8 a—§
3 47 cos 3
Winkel C,AB und C BA beziglich durch e, und £,, wo also
@, + B,=yv ist, so ergiebt sich aus dem Dreieck ABC, durch eine

und

ergiebt sich aus der bekannten Formel: sin

Bezeichnet man die

o
47 cos

CB+ CA 2
AB T cos s

einfache Entwickelung (§ 23, Aufg. 1):
wo AB=2r-sin y, ist, so sin y, - cos
dass weiter: sin

atB_
¥ 2 cos ¥4 + cos —ﬂ

und weil endlich, der oben beschnebenen Figur entsprechend,
ot EC il

a°2ﬂ°=—fbﬂ und  cos —— = 5 i EDl’

EC,> EC, ergeben hat, cos a0—2—ﬂ0 > cos

g + ﬂ> sin y,,

2 cos 74

o, = ﬂo wird, fir die Annahme e=g erreicht also

ol
2

Werth, und zwar wird alsdann

sina—_é;é

CcoS8

folglich weil sich
=P
2

ist, so ist auch

, ausser wenn « =@ ist, weil alsdann auch

sin

und demnach auch a4 seinen kleinsten

sin y,

= (sin ¢ =sin § =) , phiy

S 36.

1. Esist A=cosz-tg %/, d.i. cosa®— eosaz®+4A*(cosz+1)=0
fir A =0,3 ergiebt sich: @, == 53%7,8!, #,=59°31,8';

cos z;=10,2 — V0,19 gehort zu keinem rechtwinkligen Dreieck.
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§ 36. Resultate zu S. 137 und S. 138 der Aufg. 271

2. Gegeben a=4¢ und b= pp, so ist ctgy4 = 2 eine Wurzel

der Gleichung 2t — A+ p) 2 4+ Ap+ 1) 2 =4+ p.

3. Gegeben a==1g. und b=pg., so ist etgy4= eine Wurzel
derselben Gleichung wie in Aufg. 2. 4. Gegeben = 4gq.
b= peo., so ergeben sich zur Bestimmung der Winkel die
Glelchungen

ctg &’ — (4 4 2u) ctg %’ + (Ap + p* 4 1) ctgef =12,
(g4 — (24 + ) g8+ (2 + Ap 1) tgh=
tg’— (A —p) tgn® —(Ap—1)tg=24—p. (Aufg. 2).
5. Gegeben b+ c=24r und g=p7r, so ergiebt sich
sin @® — 4 - sin & 4+ (¥ + 2w 4 w?) sin @ = Apu.
6. Gegeben b —c¢=A7 und g,=pm7r, so ergiebt sich
sin &® 4 A sin @ 4+ (¥ — 2pu 4 p*) sin e = Ap.
7. Gegeben s==Ar und g=pr, so sind die Sinus der Winkel
des Dreiecks die Wurzeln der Gleichung:

lz+l"+4u+u Ap .

=T’

fir den besonderen Fall werden die Winkel: 14°15', 53°7,8/,
112°37,2". 8. Gegeben s—a==4r und g,=ur, so ergiebt sich

sma’—l—-lsmaz-i-( 4:+”)sina=-;'_2‘ui,
9. Die oberen Hdhenabschnitte verhalten sich wie die Cosinus
der Winkel des Dreiecks; es sei @ cose=1, & cosf=up,
& cos y =, so wird die zu erfillende Gleichung

2t — (2% 4 p? - v?) 2 =2Auv.
Fur den speziellen Fall:
z® — 14z = 12, woraus o= 75°55,7", y = 43°10'.
10. Die Losung kommt mit der von Aufg. 9 uberein; fir a=1,
b=2, ¢=3 ergiebt sich 27r=4,1131.  11. Es sei z sin =4,
xsinff=m, xsinyg=v», so ergiebt sich wie in Aufg. 9:
— (A F p 4 v) 2z =2pv.
12. Es sei @sina=A, asinf=—p, xcosy=v, so ergiebt
sich aus der Gleichung sina?-}- sin 2+ cosy*=1 - 2sinesinfcos y:
— AP Fpr v e+ 24uvy=0.
13. Wird der Durchmesser durch # bezeichnet und sind @, §, y
die zu den Seiten a, b, ¢ gehorigen Peripheriewinkel, so ergiebt
sich wie in Aufg. 12:
2 — (a* + b* + *) x4 2abe =0.
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2792 Resultate zu S. 139 der Aufg. § 36.

14. Bezeichnet man die Basiswinkel durch 2, die ubrigen
Winkel durch y, so ergeben sich die Gleichungen:
3y + 22 =3m und sinyg =% — cos 7,
folglich } — cos@==cos %4, oder wenn man %4 durch u bezeichnet:
cos u® — } cosu =%, deren drei Wurzeln sind: u, = 36°
u, = 108°, u, = 120°, d. h. &, = 108°, #,=—324°, entsprechend
dem Sternfinfeck. 15. Das Loth sei # und die Differenz d,
so hat man a=2 -+ 3d, b=a2+2d, c=a2+d, h,—2 und
es ergiebt sich die Gleichung: 2°=24d%z -} 48d°, woraus
& =—h,=—5,6946d u. s. w. 16. Es ist
d—+7rcose=a-sin (& —a) -4 r-ctgz sin
und wenn man d - r cos @ =e setzt:
7sin e ctg4’—(e+ asina)- ctg4’+ (2a cos e+ 7 sin ) ctg24=€—asin a,
also fir den speziellen Fall:
otg 24> — (T +V3) - etg 24+ (6Y3 + 1) - ctg 24 =1 +V3,
gesetzt ctg 24 =1y -+ 2,9187, so wird y* — 13,976 y = 18,753,
und daraus y, = 4,2841, y,=—2,6014, y,=—1,6827 und
2==10° 495"} i 2, =—145° 87,8/, wg==78°18,8.
17. Es ergiebt sich, wenn man wieder d 4 7 cos @ = e setzt:
rsina-tgo4’+ (e —asin ) tg 24’ (2a cos @ —7sin @) tg24+ e+ asina=0.
Wird d=7r=0¢ d. h. e = 2pcos @4*, so wird die Gleichung
osina-tgz4°+ (20 cos s’ — asine) tg 4’ — (2acos e —psina) tg 24
+ 20 cos ¢? 4+ asine =0
und lésst sich der Faktor tg 4 -} ctg @ = 0 beseitigen, so dass

tbrig bleibt
tg24’ —afptg@h+ 1 4-ajtgas =0,

welche zugleich zur Losung der Aufgabe dient: das Dreieck
aufzulosen, von welchem a@, @, o gegeben sind. (Vergl. § 23,
Aufg. 14). 18. Es wird in Aufg. 16 d=r=¢, und demnach
e=29, cos @4, folglich ist die zur Bestimmung des Neben-
winkels von B dienende Gleichung:

Qasine -ctgz4®—(2 0, cos ¢4® + asin ) ctg 24+ 2 a cos @+, sin @) ctg 24

= 20, cos ®4* — a sin c.

Eine Wurzel dieser Gleichung ist ctg«4=—=ctg®4, d. h. z=a,
und nach deren Beseitigung ergiebt sich die quadratische Gleichung:

ctg%{’—g—- ctgzs -+ 1 —eitg ge—0,
(3 a
welche auch leicht direkt zu erhalten ist. (Vergl. § 23, Aufg. 15).
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§ 36. Resultate zu S. 139 der Aufg. 273

AB* + BC? — AC?
24B - BC
— Ay cos & + Ay, cos & — Al

V12+M.—2/1mcow Vi + g + 24, cos 2’
DC2 4 DA*— AC*
2DC - DA
p® — Ay cos & 4 Aw cos & — A,
\/lz—|—-y — 24,pcos @+ VA2 4 p? 4 24 cos @ !

und cos # 4 cosd =0; die sich daraus ergebende Gleichung
ist vom dritten Grade und zwar

2 ppy (A — 4y) cos 2° + (u — py) (Ady 4 ppy) cos a*
— 2 pp, (A — 4,) cos & — (w — p,) (Ady + pp,) =0,

und wenn noch der Faktor 1 — cos 2% gehoben wird:

(0w — w,) Gy + W:)

19. Es ist cosﬂ=

und cos 0 =

cos @ = —
2(2 — 29 ppoy
20. Ist d die Halbirungslinie, @ die Basis und b ein Schenkel,
so hat man A= sinf a_ 2coshy a X

? sm&% P T 4008%2-—1.T

L W_r‘/a+26

d. i. wenn man Z = 2 cos § = z einfuhrt:
A(z41)=aYz+42 oder 2*+ (2—2%)2*— 21222+ 1)=0;
also dient zur Bestimmung von & eine cubische Gleichung.

DA 3 : 2
Fir die besondere Annahme 4 =—1 ist a=—§, folglich ﬁ=7n,
wo 7t an Stelle von 2R gesetzt ist, also ist § der Centri-
winkel des regelmissigen Siebenecks (vergl. Aufg. 22):

wenn man statt 2 einfuhrt 2cos 8, so wird die cubische Gleichung:
8cos 4+ 4cos32—4cosf—1=0, deren Wurzeln sind

die Cosinus der Winkel ﬂ,—QTn, 32—47":’ ﬁ3_§’;_t’ i

cos 51°25,7', cos 102° 51,4, cos 154°17,1'. Anmerkung. Fir
& =% wird die Gleichung 4 cos 82+ 2 cos § — 1 =0, deren

Hermes, trigon. Aufgaben. 18
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7! Resultate zu S, 139 der Aufg. § 35.

2 4
Wurzeln sind ?n und _5_71:, die Centriwinkel des regelmassigen
Fiinfecks. (Vergl. Aufg. 21.) 21. Man hat fir ¢ =m
cos @ + cos 3¢ = } = — (cos 2¢ + cos 4 @)
und cos @ - cos 3¢ =14 (cos 4@ 4 cos 2¢) = — 1,

folglich sind cos ¢ und cos 3¢ die. Wurzeln der quadratischen
14 Vi

Gleichung »*>—}u— 1==0, und zwar cos 7,=co0s36° = _Z‘/

und cos 3?7t=c01-1 108°=1_TV0—. 22. Fir ¢ =74 hat mau:

1. cosgp-cos3g+cosdgp=4=—(cos2 @ cosdg-cosCy),
ferner: 2cos - cosdp=cos 6¢p | cosdgp=— 4 —cos2¢,
2cos @ -cos3p=cosdqp -+t cos2gp=—}—cosbg,
2cos 3¢ cosHp=cos 8¢ -4 cos2¢
=cos 6 4 cos 2= — L% — cos 4 ¢,
folglich durcb Addition und unter Benutzung von Gleichung 1:
2. cos@rcos3qp -4 cos3¢@-cosdy | cosHp-cosp=—1;
endlich 4cosg - cos3¢ - cosh g=—cos Hgp —2cos 6¢ - cos 5 ¢
=-—=co089¢p —cosllp —cosg
=-—c0895 @ — cos 3 —cos p=—1
diihy 3 cos @ - cos3¢-cosHp=—%

Vermoge der Gleichungen 1—3 stellen sich cos ¢, cos 3¢, cosdgp
als Wurzeln dar der cubischen Gleichung:

W —ju —ju+ §=0,

d. h. 0,90097 = cos 25° 428', 0,22252 = cos T7° 8¢',
— 0,62349 = cos 128° 342"
23. Fir ¢ =, hat man zunichst:
cos @ + cos 3¢ + cosHp 4 cos T + cos 9 4 cos 11g =

= — (cos2¢+cosd @+ cos6g—+cos8¢p+ cos 10g 4-cos12¢) ;
ferner setze man: cosg —coshgp =a=— (cos8¢@-+cosl2q),

cos 3 ¢ cos 11 p=y=—(cos2 ¢ 4 cos 10 ¢),

cosTp—4cos9p =z=— (cos4 g - cosbg),
so hat man x4+ y+z=1%; 1.
ferner ist:
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§ 36. Resultate zu S. 139 der Aufg. 275

22y=cosd@+cos2+cos8ep+cos 2¢+cos12¢+cos10¢+cos16gp+cosbep
=—14cos2¢-tcosl0p=—1%—y,

2e2=—1%+4cos8p—tcosl29pg=—1 —a,
2yz=—— 1%t cosbgtcosdgp =—1—z L
d, % 2y 4+ 2o+ yr=—1; 2.
endlich s
daye =4ay-z

=—(cos T+ cos g)-cos 9 4 cos Hp --cos llcp +cos T
i +cos17¢@ - cos3 ¢+ cos19g - cosg
d. h, zyz=—4%. 3.

Vermoge der Gleichungen 1—3 sind @, y, = (entsprechend den
Gaussischen Perioden) die Warzeln der cubischen Gleichung

o

v —tur—u— Lt =0. 4.
Die Wurzeln dieser Gleichung seien e, e,, e, also etwa
cosg —+cosbhy =—a =— (cos8 ¢+ cos 12 ¢),
cos 3¢+ cos 11 ¢ = &z, = — (cos 2 @ - cos 10 ¢p),

cos T+ cos9gp —az=— (cos4 ¢ -+ cos 6 ¢);

so dienen weiter zur Bestimmung der einzelnen Cosinus die
Gleichungen :

2 cos @ - cosbyp =cosby +cosdgp=——ay,
2c083¢@-cosllgp=cos14¢ -+ cos8p=cos12¢ 4 cos8 p=—ua,,
2co8Tqpecosgp =cos16¢ 4 cos2gp=cos10¢@ - cos2¢p=—a,.
Es sind also cos¢@ und cos 5, cos 3¢ und cos 11¢, cos 7
und cos 9¢ beziiglich die Wurzeln der quadratischen Gleichungen :

w—eau—ay =0, u*—ou—a /=0, u*—au—e/f=0.
Numerische Berechnung. Durch Lésung der Gleichung (4)
ergeben sich:

e, = 1,3255, o,=——0,1370, «;=0,6886,
folglich durch Auflésung der drei quadratischen Gleichungen:
cosgp =0,9709, cos3¢ = 0,7485, cos T ¢ =—0,1206,
cos b ¢ =0,3546, cos 11l ¢ = — 0,8855, cos 9 ¢ = — 0,5680.
24. Fir ¢ =7, hat man zunichst die Gleichungen:
cosgp Fcos3gptcoshyg4 ... Fcosldhyp=13
= —(cos2¢ +cosdp-+cosb6gp - ... coslbq).
Setzt man nunmehr:
cos g 4 cos9 @ cosl3 - cosldyp=uw
und cos 3¢ +cosH @ +cos T - cos 11 ¢ =y,
18*
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276 Resultate zu 8. 139 der Aufg. § 36.

so ergiebt sich o —4y=4 und durch Multiplication beider
Gleichungen

22y =14 (cos 2 ¢ + cos 4 ¢ + cos 6 ¢ ...+ cos 16 ¢),

3 )
folglich # y = — 1,
so dass # und y Wurzeln sind der quadratischen Gleichung:
w—tu—1=0. T3
Es seien ¢, und @, die Wurzeln dieser Gleichung, so theile
man weiter: .
cosgp -+ cosld3gp=s, cos 3¢+ coshgp=u,
cos 99+ cos 159 =12 "% cosT¢g 4 cosllg=1w,
so wird man etwa haben:
s+1=ea, und v+ w=a,;
ferner aber ergiebt sich zur Bestimmung der Werthe von s und ¢,
beziiglich von » und w durch Ausfihrung der Multiplication :

2st=cos 10 ¢ 4 cos 8¢ + cos 22 ¢ 4 cos 4 ¢

~+ cos 16 ¢ + cos14 ¢+ cos 28 ¢ + cos 2 ¢,
und weil cos 22 g =cos 12 ¢ und cos 28 ¢ = cos 6 ¢ ist:
2st=—21, d. h. st=—1,
und auf gleiche Weise vw=—1,
so dass § und Z, bezuglich v und w, Wurzeln sind der quadratischen
Gleichungen #*—ea 4 —3 =0 und #*—a,u—1=0. 2und 3.
Um endlich die Werthe der einzelnen Cosinus selbst zu be-

stimmen, hat man noch auszufiihren die Produkte cos¢ - cos13 ¢,
cos9q - cos1bg, cos3p - cosHg, cosTg - cosllg. Es ergiebt sich:
2cos@ - cos 13 p=cos 12 ¢-}cos 14 p=—(cos b ¢-{-cos 3¢)=—,
2c0s9¢ - cos 15 g=cos 24 ¢-+cos 6 g=— (cos Tg-+-cos 11 ¢)=—w,
ebenso 2 cos 3¢ cos = — ¢ und 2 cos T+ cos 11¢p =— s,
so dass, wenn man die Wurzeln der Gleichungen (2) und (3)
beziiglich durch #,, 8, und y,, y, bezeichnet:

cos ¢ und cos 13 ¢ Wurzeln sind der Gleichung: u>*—@,u—7:/,=0, 4.
cos9pundcoslbyp B dHan ! u?—Bu—y2/=0, 5.
cos3gundcosd @ s SRR = u?—y u—>p, /=0, 6.
cos Tpundeoslly -, -5 ¥ ut—yn—>p /=0, 7.
Demgemiss sind zur Darstellung der Werthe der Cosinus der ein-
zelnen Vielfachen von ¢ sieben quadratische Gleichungen
zu losen.
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§§ 36, 37. Resultate zu 8. 139 und S. 140 der Aufg. 22

Numerische Berechnung. Es ergeben sich die Werthe:

25 VIT o 2 B8078 | e R “7=1,28078,

Gy == 4
ﬂ,}_ +V2 yiz(yii—1) { 0,24396,
) — 1,02474,
71 } Lap ¥IT +V2 VT (V1T 4+1) { 1,45285,
Ye 0,17208,
und endlich
cosp = 0,98297, cos13 ¢=—0,73901,
cos 9 p=— 0,09227, cos 15 ¢ = — 0,93247,
cos3p= 0,85022, cosbgp = 0,60263,
cos Tgp=  0,27366, cosl1ll p=—0,44574.

§ 37.
L o2=0569%0472" 1y=—=60"154" " &=—=61"386"
Bra==582591": y=="61°200 hra=—= 60031 9t
3 e—58244 9 y— 612474 2==50°98 &
4. Man bilde tg (¢ -+ ), so ergiebt sich e + g =7.
5. (Anschl) Es wird § —a=y. 6. Es ist
cos A% 4 cos u® + cos ¥?=1 -+ 2 cos 4 - cos w - cos v,
fir den Beweis sind die Falle zu unterscheiden, ob P innerhalb

oder ausserhalb des Dreiecks liegt, d. h. ob von den Winkeln
A, w, v die Summe 4R (27) betrigt oder zwei zusammen-

genommen den dritten ergeben. 7. Es ergiebt sich
A y)
4sm‘u+ sin g_ - sin +M =4 sin _gm-sin‘u’-;w-sin V_;w.

a. Fir l——a, u=pB, v=y, @=m:...4cos 4 cos B4  cos V4.
b. %, =2, p=28, v=2y, w=07... 4 sin c.sin § . sin'y.

il A g ST AT LU L O L 4
e. ,, A=e4, u=44, V—}'A,m——?l—. .. 144 sin 4 -sin i .sin i
d. ,, i=e, p=B, v=n-+ty, @=0:...4sine4- sinf4- cos74.
e. ,, A=2a, u=28, v=n+2y, o=—mn:... 4cosa-cosf siny.
R O v=%_1, w=n:...4cos"A-cosﬂ4'sin”_
g 5 Ao, u=%—B,v=n4—y, w—3 .. 144 sines+sin B4 sinys.

2
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278 Resultate zu S. 140 und S. 141 der Aufg. § 37.

h. Fir A=74 —2¢, p=m—28, v=—=n—2y, 0=2n:...
— 4 cos ("4 —at) - cos (T4—p) - cos 7.
T—a T— 3nm—
3 9 ! 2(95 V=_2_;‘/
. n—a | a—f T—y
! 4 sin g ein— - cos 1
k A= —0o, y=m—8, v=2a—y, ©=0:...
71:——-206. . T—28

sin - sinYs.

4 4

ftd

A Y e

4 sin

. ,, i=m—20a, u=m— 2B, v=m4—2yp, m=é27—t:..

2+ 2cos e - cos B+ cos y.

m, =TT/4-—20¢, ‘U/=714—-2ﬂ, v=.3?n-—-2r, w=§2ir; b
2sin ¢ - sin 3 - cos y.
97
N ,, A=m4—4a, p=mn;—48, v=m4—4y, O=—g:...
14 2cos2a«cos2f-cos2y.
0.\ ="/é_a, M—'——”/é—ﬂ, V=§27—t—)’, OE=T4 ..

2 cos @4 « cos B4 - sin V4.

8. Die darzustellende Summe sei S, so ergiebt sich (§ 7, Aufg. 21)

S___?n— 1 sin(2n—1
gl 4 sin &

=1@2n—1—sin2ne - ctga+4cos2ne),
. e : m ] :
folglich wenn man fur o einsetzt o0 d. h. wenn ¢ ein Viel-

i i 3 7 5
faches von — ist, weil alsdann sin m7r= 0 wird und

2n
gerade,

cosmm=1, jenachdem m {
ungerade,

: n
so wird S=—, wenn m gerade,

2

n—1
D) 3 S=_§_
9. Es handle sich zunichst um die Summe:

S,=sina - sinf+sin2e-sin2f+ ... +sin(ln—1)e-sin(n —1)8

, wenn m ungerade.
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§ 37. Resultate zu 8, 141 der Aufg. 279

fir die Werthe a—% nd /f_—l”. Erster Fall. p=g.
Es ist.(sin a-sin §=|s ( ;! _l-ﬁ) (sin a;ﬂ)“’
__B\2
sin 2¢  sin 2/9—_-(5m2 +ﬁ) (sin? --a—-—> P
1. 2
A 2
sin(n—1)ec+sin(n—1)8= (sm(n 1)a+ﬁ) (sm\n I)Tﬂ> %

also weil sowohl

¢
Al ot L s P

Vielfache sind von 2 und zwar zugleich gerade oder ungerade

2n
Vielfache, so ist bei Ausfilhrung der Summe S, stets (Aufg. 6)
die Summe der Minuenden gleich der der Subtrahenden, folglich
8,=0. Zweiter Fall. p==g¢: alsdann sind auch « und
einander gleich. Es werden also in den Ausdricken (1) die
Subtrahenden gleich Null und, weil p—¢ nunmehr stets eine gerade
Zahl ist, nach Aufg. 6 die Summe der Minuenden gleich %:

mw
folglich ergiebt sich, wenn man 3 durch y bezeichnet:

2. sinpy-singy+sin2py-sin 2¢y+...+sin(n—1)py+sin(n—1)¢gr=0,
wenn p und ¢ verschiedene ganzzahlige Werthe haben, und

3. sinpyi4sin2py+ .. 4sin(e —1)pri=-

10. Man multiplicire die Gleichungen, um y zu eliminiren,
beziiglich mit siny und sin 2y, so ergiebt sich nach Aufg. 9
darch Addition: $2#=asiny -+ bsin2y, und wenn man die
erste Gleichung m]t sin 2y, die zweite mit sin 4y multiplicirt
und dann addirt: $y=asin2y + bsin4y. 11. Indem man
die Gleichungen mit siny, sin 2y, sin 3y, beziglich mit sin 2y,
sin4dy, sin 6y, beziglich mit sin 8y, sin 6y, sin 9y multiplicirt
und dann addirt, ergiebt sich (Aufg. 9):

2z=asiny 4 bsin 2y + csin 3y, 2y=asin 2y 4 bsindy -+ csinby,

2z=—asin 3y -+ bsin 6y + ¢sin 9.

12, Um den Werth von @; 2zu erhalten, multiplicire man die
gegebenen Gleichungen der Reihe nach mit sinky, sin2ky,
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280 Resultate zu S. 141 — S, 143 der Aufg. § 3.

sin3ky, ...sin(m—1)ky, so ergiebt sich nach Aufg. 7,
Gl. 2 und 3:

"y =a, - sinky + a, -sin 2ky 4 ...+ ay_1 -sin (k — 1) y,
wo fir k die Zahlen 1, 2, 3, .. 7% — 1 zu setzen sind. 13. Die
gesuchten Radien sind gleich dem Radius des inneren Berthrungs-
kreises fiur ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Héhe » und
dessen Basiswinkel gleich 30° sind, d. h. =27 . tg 15° - cos 30°.

-2 —2y?
14. Gesetzt y=—n72, so ist #=7r-tgy-tg —4—7, =ity 1 %
w—2 w—2

15. z=p . .ctgy - ctg 47, Yoo oy e #
16. REin jeder dieser Kreise lisst sich auffassen als iusserer
Beruhrungskreis an der Basis eines bestimmten gleichschenkligen
Dreiecks: die Radien werden 27 - ctg 15° - cos 30°. (Aufg. 13.)
T— 2y

i

18. 2 =17 — 3b; die Kreise werden einander gleich fir b = 2

2b . cos 1%* 7
19. Es wird w=r———74, wo y=—, und wenn
cos y n

T 5
17. Gesetzt y=o- S0 wird a=r-tgy-ctg

r.cosy
3y +2n 3y — 27

&=0=y werden soll, y=

16 cos 15 . c08 B
a sin 45° 7 .sin 2y « sin 74 7T
20. W =y L R A < hig 3 Dhadl St
2 cos ————
4
22. y=2r-sinﬂl~cosy-tgn_427 . sin”:2r, und wenn

y=w sein soll, sin y==14, d. h. n=6. 23. w——--a,{\/?:l:vbg-—a‘l-{-b,

@y = Y3 VbE—a{ —b, b=ua4 )3 =r

248, =X VP — oA+ b, v,—ox\V2E—a%4—0b, wo
V(7 a ¢

e=0%ctgy, y= *r b= T T 25. Der Radius des

die Seiten b und ¢ berihrenden Kreises sei @, so hat man:

& Ctge4- COSTL=="7C0S E;—r—l-r, sineg =Y (reos § -+ 1) (reosy 4 ry).

27. Ist @ der getheilte Winkel des Dreiecks und d der Winkel
der zugehorigen Mittellinie mit der Gegenseite, so erhalt man
cos& =cosa-cosd. Dem numerischen Beispiel entspricht 2=87°9,8'.
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§ 37. Resultate zu S. 143 und S. 144 der Aufg. 9281

2h 41l

28. Es sei b> c; balta da=s =

s sei ¢ > b> c¢; man erhi in(ﬂ—r) astlf—p
u. s. w., folglich

: + i +

C
wo d, einen negativen Werth hat, d. h. der umgekehrte Werth
der zur mittleren Seite gehorigen Strecke ist gleich der Summe
der umgekehrten Werthe der zur grossten und kleinsten Seite
gehorigen Strecken. — Sind zwei Seiten einander gleich, so wird
die zur dritten Seite gehorige Strecke unendlich gross, und sind
demnach die den beiden ersteren zugehdrigen Strecken einander

BA S e
gleich.  29. Man erhilt: el O i .14 < AP TR A
CA, sinf .sinp

30. Vergl. 33, Aufg. 5. 31. Sind die Verbindungslinien durch
a*;’ = tg <4 - tg B4 - tg V4.
82. Es: st ayz==4rg> 33. Folgt aus der Beziehung
‘az®4-by? 4 cz*=abe. 34. Man erhilt, wenn die Verbindungs-
linien durch @4, Y., 2, bezeichnet werden:

“—;ygc—“ztg - ctg B4 - etgVh, TaYar 2=4104>%, a2 — by, — cz2=abe.

2, y, z bezeichnet, so ergiebt sich

35 und 35a. Man dividire die Relation in Aufg. 33, beziglich
die letzte Gleichung in Aufg. 34, durch @yz, beziglich @4- Y4+ Za.
36. Ist ¢ der halbe Umfang des fraglichen Dreiecks, so ergiebt

so fi
sich ¢:p=¢s:7, d.h. 6_7— o ebenso ist der halbe Um-

fang des Fusspunktsdreiecks =% 37. Zwischen den Seiten

a, b, ¢ und denVerbindungslinien a,, b,, ¢, besteht die Gleichung:
a*at + 5%, + cc,t + a?b2e® = (6% + ¢* — a?) (b,%¢,* + a’a,?)
o (€ a2 —bY) (o2, 4 1%b,2) + (a2 4B —e?) (a2, + c%,?),
welche etwa zu erhalten ist aus der Gleichung zwischen den
Cosinus der Winkel, welche die Verbindungslinien irgend eines
Punktes der Ebene mit drei anderen Punkten derselben bilden
(vergl. Aufg. 6):
cos &, 4 cos §,2 + cos 7, =1 -+ 2 cos @, - cos f§; - cos ;.

Durch Einfihrung des Inhalts 4 des Dreiecks ergiebt sich als
umgeformte Gleichung:

atsina® 4+ b*sin f2 4 ¢ -sin py? + 4 42 =
2b,%c,® - cosee-sin B -siny + 2 c,*a®- cosf - siny - sine -
2a,%b,®  cosy -sinec.sinf+2 A (a,* - sin2 ¢+, - sin2 8+ ¢,%. sin2p);
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282 Resultate zu S, 144 und 8. 145 der Aufg. -§ 87.

folglich wenn man @, - sine=a,, b, -sin 3 =20,, ¢, -siny=c¢,
einfihrt und den Inhalt des durch die Linien a,, b,, ¢, als Seiten
gebildeten Dreiecks durch 4, bezeichnet:

4 4 =44, — (&’ ctg a -+ b,% - ctg B + ¢.® - ctg y).
38. Ist 4 der Inhalt des Dreiecks, so wird die Verlingerung
eine Wurzel der quadratischen Gleichung:

2* (sin & - sin B -+ sin ) + 2 (ho + s + ko) = 4.
) b a — )2 i ;

39. Es ist tg 7’,{_7 und ﬂ-——2——|— g ey Sy ein
Minimum fir A=py. 40. fl=c?.sin2¢. 41. Die Seiten sind
cYtg & und cYetg e. 42. 15,508 und 29,784. (Vergl § 28, Aufg. 16).
43. Unter dem Winkel 56°2,9'. 44. Zu erfiillen ist die
Gleichung 2 sin 24 =1 — 2 cos #, wenn 2 ein Basiswinkel, d. h.
&, =108° dem regelmissigen Finfeck und 2, = 36°, dem Stern-
funfeck entsprechend.

45. fl=12a®.sin %’ . cos =

oot 2
a-l—“l’(l—l—?cosg—?) . etg a4
h sin “,{=a(sm e + % cos “,{)

46. fl=0% (4sin®— 1) . ctg kit ~+ @ sin a.

h = aj ctg (m — o).

47. Der Radius ist 48. fl= % (3 +V?2).

a
co§ @4
49. ﬂ—— 2[3s1n27+25m2(k—1)7], w07=%.

Beispiel. Fir n =25 wird ﬂ=i4—ctgr; fir n="T wird

2
fl=a¥ctg y (3+4cos2y). 50. ;“1:2@1"]—27E [3 sin 4y + 2 sin (2% —3)2y].

Beispiel. Fir n=—4 wird fl=0% (3 +V2). (Vergl. Aufg. 48.)
Fir n = 6 wird fl=0% (33 + 4). Fir n=28 wird
A ﬂ/, (3 sin 74/ 4 2 sin 5?”) 51. Wird das Finfeck
durch X bezeichnet, ferner durch @, und a, zwei Seiten, sowie
durch d, und d, zwei Diagonalen, welche simmtlich in derselben
Ecke 3 des Finfecks zusammenstossen und hier die Winkel
o= (a,dy), B=(did;), y = (dst,) bilden, so hat man zwischen
diesen Winkeln die Beziehung (§ 32, Aufg. 40):

sin (e ) « sin (8 y) =sin & - sin y -+ sin B - sin (¢ 4+ B+ y):
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§ 37. Resultate zu S. 145 und 8. 146 der Aufg. 983

folglich wenn man mit @,a,d,d, multiplicirt, weil der Winkel
(¢ + B+ 7) dem Dreieck A, zugehort, und wenn die ab-
geschnittenen Dreiecke in der Reihe A, 4,, A,, 4,, 4, auf
einander folgen, abgesehen vom Faktor }:

(X—d,—d) (X—dy—4;) = 4y - 4y + (X —dy—4,) - 4,

und demnach:

X2 (4, + Ay + dy+ 4, + 4) X+ 4, 4, + 4,4, + 4y 4,+ 4y 4+ 4, 4, = 0.
52. Das Sechseck ist doppelt so gross als das Dreieck ABC.
53. Die Abschnitte seien, der dussere @, der innere ¥, so hat man
@:y=cos®:cos% und #:a==sin¢{:sin 4. H4. Man hat
tgusg=tg (% — 2) =" tg. 55. Werden die Winkel BAD,
DAE, EAC, beziglich durch @, y, 2 bezeichnet, so hat man

sin (B — @) 3siny 3
S R nepEr et b g t e A - BRI 2 il
entweder ctg g wo ctg @ P AP ist
1 {
und ahnlich ctg 2, oder auch —%ﬁ = ctg (u — 74), wenn
i t z
o) = 8 ?m L4 eingefiibrt ist, und d&hnlich M;
sin ¢ tg V4

z=19°51", z=28°59,7. 56. Bei derselben Bezeichnung

wie in Aufg. 55 sei Winkel DAE = & (= 30°) genannt, so

ergiebt sich (§ 32, Aufg. 2) ﬁg 11)475 Ssl;:l ((f;cl‘))) '.S;;((Zg ;

woraus cos (# — 2) =1 (4 cos 2a — cos 4 ), d.i. x=46°46,7',

2 o= T3NS EE teund 9 ==9h" 102" 57. Es ergiebt sich
cos d — cos (¢ — y) =% sin @ -siny und daraus

sin(y+ ¢) = cosasz ¥, wenn ctgg =% tge, y=21°2,2', f=43°4".
.DE_ Sinﬂ-sinr.sina/_{ S

58. L sin ¢ - sin (aA + Ig) . sin (%4 + J’) = 0,29387.

59. cos (ﬂ a }’)l—_.—' sin & - cos %4 — A -cos & - sin rtA ) e

A - sin @4 — sin
3 fir A=4 wird (8 ==842:32,5/.

sin(f+ )+ sin(y+2)
sin(B+)-sin(y+2)

tg (74
tg @

2>

60. sinz:sinz=b:c=sinf:siny, DE=a—c sina-
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284 Resultate zu S. 146 und 8. 147 der Aufg. § 37.

o —a

ot il == 1 O AT
¥ *7 2

61. Man hat tg z;m

62. x=20°48". 63. Fihrt man @« 4+ &6 4+ ¢ =0 ein und

entsprechend die Gegenwinkel BDC =2, BDA =z und y,

so dass @ 4+ y + 2=0, so ergiebt sich:

222 — p2b? 4 2%
2 Avac

64. Werden die Winkel der Verbindungslinien mit @, 7, = be-

zeichnet, so ergiebt sich cos# = — cose u. s. w., d. h. @, ¥y, 2

sind die Supplemente von @, f, y: der gesuchte Punkt P ist

w4 v —

Qp,v
u.s.w. Es mogen sich die Linien /, m, n verhalten wie 4: u:v
und das Dreieck LMN bilden: so errichte man, zur Construction
des Punktes P, iiber einer beliebigen Seite des Dreiecks ABC,
z. B. iber der Seite ¢, nach Aussen hin das Dreieck L,M,N,,
ahnlich dem Dreieck LMN, und zwar so, dass L, mit A und
M, mit B zusammenfallt, und verbinde N, mit C, so ist der
Schnittpunkt der Linie NV,C mit dem dem Dreieck ABN, (L,M,N,)
umschriebenen Kreise der gesuchte Punkt P. Beweis:

A APB = 180°— N,, & BPC = 180°— N,PB=180°—L, u. s. w.

66. Die Richtigkeit des Satzes folgt aus der Losung von
Aufg. 65, oder direkt aus den Verhiltnissen, in denen die
Seiten des Dreiecks ABC durch die Linien AL,, BM,, CN,
geschnitten werden: diese sind nach § 30, Aufg. 21, wenn man
der Kirze wegen bezeichnet:

sin #:sin y:sin 2= Aa: ub:vc und cos y = —

der Hohenschnittpunkt. 65, Man erhilt cos 2 —=—"—"-——

sina»sinl_a sin § - sin
st % sn@+w
B4, 7, CB,__ e« AC, ﬁo

2% u. s. w. 67. Der Beweis

sin y - sin »

ol ol r+»

=00’

C4, 8, 4B, 7," BC,
ergiebt sich aus der Losung von Aufg. 65. 68. Es wird
(@ —b)c.siny
ab — ¢ (a4 b) cos y -+ ¢’
giebt sich als Wurzel der Gleichung:
2? — [(a 4 b)cosy + (@ — b)siny.ctgd] -2+ ab=0,

aus welcher im Allgemeinen zwei Punkte P hervorgehen, ferner

tgu= 69. Die Entfernung z er-
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§ 3T. Resultate zu S. 147 und S. 148 der Aufg. 285

dass das Rechteck der Abstinde beider Punkte von C den
constanten Werth ab hat (jedes Punktepaar liegt demnach mit
A und B auf demselben Kreise). Die Punkte P fallen in einen
einzigen zusammen, wenn 0 seinen grossten Werth erreicht,
2Yab — (a 4-bFs
¥ho (o i 70. Sind
(e —0b) - siny
0Q, 0Q,, 0Q, bezuglich die Projektionen der Linien OP, OP,, OF,
auf 04, so hat man
PQ.0QQ,=PQ, -QQ,+ P,Q, - QQ, und daraus

7,7, sin (@, — @) 7, sin @, — 7, sin @,

==

di b fie Lot 0 =—

7, sin (@, — &) 47, sin (¢ — @)’

75 COS 0tg — Ty COS €ty
7.7 - sin (@ — o)

7 (7, Cos @, — 7y COS @)
Aufg. 70 bestimmt ist. 72. Man erhilt

== 2 A = 7y, sin (@, — @) + 757, sin (P5— ;) + 7475 sin (¢, — o).
3. 4=0, vergl. Aufg. 72. 74. (Losung nach Gauss).
Fir den Mittelpunkt O als Anfangspunkt und die beliebige
Axe OX seien die Eckpunkte des Dreiecks ABC bezuglich ge-
geben durch die Polarcoordinaten @ und &, b und f#, ¢ und y;
ist das eingeschriebene Dreieck UV, so mégen die Coordinaten
von U, V, W beziglich r und ¢,, 7 und ¢,, 7 und ¢, sein:
alsdann dienen zur Bestimmung der drei Winkel ¢, ¢, ¢, die
drei Gleichungen (Aufg. 73):

7 - sin (§y — @) + @ - sin (95 — @) 4 @ - sin (¢ — ¢,) =0,

7 . sin (@3 — @) + b - sin (¢, — B) 4 b - sin (8 — ¢,) =0,

r . sin (¢, — @) + ¢ - sin (¢, — 7) + ¢ - sin (y — ¢,) =0.
Diese Gleichungen gestatten eine wesentliche Umformung, die
nur an der ersten durchgefihrt zu werden braucht, weil aus ihr

die folgenden durch cyklische Perumtation hergeleitet werden
konnen.  Néamlich durch Zusammenfassen der beiden letzten

71. Bs ist sin (¢ + ¢) =

, Wo @ wie in

Glieder und Weglassen des Faktors 2 sin b i 43 ergiebt sich:

2
r. cosﬂ—;—23 = a - cos ((P—";_ ol a) und daraus
7 — acos
B — @ sin &
tg Prg = , folglich wenn man einfihrt:
r -+ acos a
—— - tg P4 —1
asin &
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286 Resultate zu 8. 148 der Aufg. § 37.

r—acosw r—bcosﬂ_ﬂ r—rcCO8y i
Bhnw o oL B gintg 0o Tl csiny v
7~ acos & r -+ b cos B r-ccosy
Baag M 3 Sk regy oY
so ergiebt SiCZ:
tg P3 tg P14 tg P28 — 7,
tgq”"’/é'_ tg’fs,é 1’ 5']’3,4 ﬂ th’,é 17 tg e /é Vs tg’f/{ ="
und aus dlesen Gleichungen tg 7.4, tg 724, tg 734 als Wurzeln
quadratischer Gleichungen. 75. Die drei zu erfiilllenden

Gleichungen werden hier, weil a=f=y=0 und o= ir,
b= ur, c=wr sind:

sin (¢, — @3) + 4 (sin gy — sin ) =0,

sin (@3 — @) + p (sin @y — sin ;) =0,

sin (¢ — @,) + » (sin ¢, — sin ¢,)=0, und hieraus
ooh P ; 93 P2 + 93

y)
oder tg P24 - tg Py = u. 8. W.

A1
D(p—1r—1)
folglich tg 7:4- tg 724 tg P34 = =& V(l—|—-1) (,u/-l-l)(v-{—l)
Numerisch. tg ¢/, -tg 72/, - tg 93/, ==& Vils = == 0,11952,
u,==26°53,3', v,= 61°43,6', w,=280°9,8',
u, = 333°6,7', v, = 298°16,4', w, =79°50,2,
die Losungen sind identisch, oder wenigstens symmetrisch zur Axe.
76. OP ist der Durchmesser des dem Viereck OPF,F, um-
schriebenen Kreises, wenn ¥, und F, die Fusspunkte sind der
von O auf G, und G, gefillten Lothe, und demnach ist

BN ;
Op_d_VP. + P1Ps - €08 (P, — @) h

sin (¢4 — @) g ;
man ¢, — ¢, durch d bezeichnet: cos POX="2 e 3)' ;i—npt;‘ ks

71. Ist ABC das durch die Linien G,G,G, gebildete Dreieck
und bezeichnet man
Py * sin (93— @3) + P, - sin (9 — @) + p; - sin (9, —g,) o I

sin (¢ — @) - sin (93 — @,) - sin (P — @5)
so werden die Seiten des Dreiecks

a=0L . sin (p,—¢q,), b=L . sin (p;—¢,), ¢=L - sin (¢, — ¢,)
und der Inhalt # desselben:
24 - sin (9, — @) - sin (93 —',) - sin (¢, — @p) = L.

=7 cos

und wenn
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§§ 37, 38. Resultate zu 8. 148 und S. 149 der Aufg. 287

9811 wilis= 0 (Aufg. T7): dv Bat
Py - sin (9 — @) + Py - sin (93 — @) + p, - sin (9, — ¢,) = 0.
79. Fir den Mittelpunkt O als Anfangspunkt und eine beliebige
Axe seien die drei Seiten des Dreiecks durch ihre Coordinaten
(wie in Aufg. 76 die Coordinaten der Fusspunkte der von O
auf sie gefillten Lothe) ¢ und @, b und 8, ¢ und y gegeben
und die Seiten des gesuchten Dreiecks seien bestimmt durch
7 und ¢,, 7 und ¢,, 7 und ¢, so hat man zur Bestimmung der
drei unbekannten Winkel ¢, ¢,, ¢, die Gleichungen (Aufg 78):

a - sin (@, — @) + 7 - sin (@, — &) + 7 - sin (@ — ¢,) =0,

b - sin (93 — ¢,) + 7 - sin (g, — ) + 7 - sin (8 — ¢3) =0,
¢-sin (@, — @p) + 7 -sin (9 — 7) + 7 - sin (y — ¢,) =0,
welche fast identisch sind mit denen, durch welche das Fundamental-
problem von Gauss (Aufg. 74) gelost ist: fihrt man auch hier ein

a— 7r-cosa a -+ 7r-cos e

=0, =0, U. 8. W.,

B £ vl BSOS
o, - tg 73/, —1

80. Nimmt man die Axe senkrecht zu den gegebenen Linien
an und den Mittelpunkt als Anfangspunkt, so ist e ==y =20

r 7 i
und ferner seien @ = b=—, A gegeben, so werden
w

die zu erfillenden Gleichungen dieselben wie in Aufg. 75, dem-
nach ist auch die Losung dieselbe. Dasselbe gilt fir das
numerische Beispiel, welches im Anschluss an Aufg. 75 ge-
rechnet worden ist.

7 . sin & r.sine

so ergiebt sich, wie in Aufg. 74: tg 724 = w.

§ 38,

1. Die Anfangslage sei auf dem Radius ABC, nach ¢ Se-
kunden habe 4 den Bogen AA,, B den Bogen BB, zurickgelegt,

soist 4, B> =a* + 0> — 2ab cos (¢ — f8) - il , ein Maximum,
(02, fir £ = — 1 4 (= Gl et ”), ein Minimum, (a-6)2, fiir

a—f
ST _2kn) g 180 ¢ _b
bisS piey (—a—ﬂ . 2. Es muss sein cos s (a—{})—2—a.
3. Gesetat %: m, %:n, Winkel ACB =, so ergiebt
: 14 mn y
sich cos = 8 hom - 3a. Der grosste Abstand (Aufg. 2)
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988 Resultate zu S. 149 — 8. 152 der Aufg. § 8.

ergiebt sich fur = 68°49,9" d. i. 1=1,9221; ein Stillstands-
punkt (Aufg. 3) fir ¥ =22°10,5' d. i. ¢= 0,62067.
4. Gesetzt ay>4-0,>—2 a b, cosy=c,* und a®>43>—2 ef- cos y=02,
so wird AB*=c¢;*— 2 (ab,+Ba,— (@a,~+Bb,)-cos y) i+ 9>,
ab, + Ba, — (aa, + Bb,) cos 7

3z

. b
die kirzeste Entfernung wird == L ﬁ o) smy.

c?
5. Gesetzt h=——, so wird tga= 2 o ‘/ M
29 z z2

1

6. Es muss sein 2> <4h(h—y,). 7. w= 2h sin 2¢;
moglichst gross fir ¢,=74. 8. 2a,=mi+ B, ay="4—(a—f).

9. Es wird tg o —ﬂ—{— J2 + 3/1 Iz . (Vergl. §17, Aufg.67).

Z4

ein  Minimum fur ¢, =

fuis 3/2 T .% 2y g A0
10. Es ist tg(p—-wz—x,' 11. g @ =18 & — 5o —s;
12. #,=h .sin 2, d. i. gleich der halben Wurfweite (Aufg. 7),

Y, = h - sin @2
13. P,=8,6023, (P,P,)=54°21,7'; a. P,=29, (P,P,)=43°36,2'".
14. P,—125, P,— 21,651; a P, = 11,592, P,—= 7,8506.
16. & Pi=10.2, (P P)=19°36.7, b. P,=6,3582, (P,P,)=28°48,7'.
10 Pi—A0 1 Po=ad 1. 1% B == O8R5 & P B D TRS,
18. (P,P,) — 170°28,4', (P,P,) — 106° 15,6'.
19. (P,P,) — 121° 534', (P,P,) — 120° 2,2".
20. P, — 34,73, P,— 39,493.
21. B: P,— 18362, (PP,)=—=282°418'
Rty s = 16990 PPy — 867 1.9
23. P, = 13,918, (P,P,)=3°44';

a. P,=0,9936, zwischen P, und P,;, (P,P,)=12°40,7".
24. P, = 1,126, zwischen P, und P,, (P,P,) = 32°38'.
25, P 11,744, P, = 33,145. 26. Vergl. Aufg. 28.

27. Die Resultante ist gleich 37 und hat die Richtung der
Verbindungslinie von P mit dem Mittelpunkt M des Kreises.
(Vergl. Aufg. 29.) 28. Nimmt man den Mittelpunkt des Vielecks
als Anfangspunkt und die Verbindungslinie desselben mit einem
Eckpunkte als 2z-Axe, so heben sich die y-Componenten zu zwei
auf; dasselbe gilt fur die - Componenten der Krifte, wenn 2
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§ 38. Resultate zu 8. 152 und 8. 153 der Aufg. 9289

eine gerade Zahl, ist 7 ungerade, so wird deren Summe gleich
Scos 2ky =0. (Vergl. § 7, Aufg. 8). 29. Bei Coordinaten
1

wie in Aufg. 28 seien @, y die Coordinaten des Angriffspunktes,
so werden die @-Componenten der Krafte: X, —a, X, — @, ..
X,—x, wo X;, X,,..X, die #-Componenten in Aufg. 28
sind, folglich ist ihre Summe gleich — 7 &, ebenso wird die
Summe der % - Componenten gleich —ny und demnach die
Resultante gleich nr u.s. w. wie in Aufg. 27. 30. P ist der
Schwerpunkt des Dreiecks. 31. Der Ort ist ein Kreis, dessen
Mittelpunkt der Schwerpunkt ist, und dessen Radius verdreifacht
gleich ist der die Resultante darstellenden Linie. 32. P ist der
Mittelpunkt der Verbindungslinie der Mitten zweier Gegenseiten.
33. Der gesuchte Punkt ist der Mittelpunkt des eingeschriebenen
Kreises. 34. Der Schwerpunkt. 35. a. sin 2, sin 28, sin 2y.
b. tge, tgf, tgy. € sine, sinf@, siny (vergl. Aufg. 33).
d. — sin e, sin @, siny. e. tg @4, tg B4, tgvs. 36. Der gesuchte
Schwerpunkt ist zugleich der Mittelpunkt des Druckes fir das
Dreieck A,B,C,, dessen Ecken die Mittelpunkte sind der Seiten
des gegebenen Dreiecks und mit Gewichten belastet, welche den
Gegenseiten proportional sind (Aufg. 833). Die Entfernung des

0 - cos B ; £
Punktes von der Seite a ist ——————— u. 8. w.
2 sin @4
: ok __cos 4 27 2r
37 g 7}5\/3. b, g 83”2' v we - 38. oy
cos <&

39. Ist y der zu den halben eingetragenen Sehnen ¢4 gehorige
Centriwinkel, so dass ny =« ist und =74 — & gesctzt, so
wird die Momentengleichung:,
ne.-x=r.c.-Isin[f 4+ (2k—1) 7],
1
r.sine & Sehne -

40,0 —

IO Bogen

2b
41. Entfernung von der Basis a: aa_:-b k4, 2rY3.
4, T_Q . _41 0 i i
42. v4etgmh. 43, 4 = 44. 3. 45. Losung wie bei
Aufg. 39; die Entfernung des Schwerpunktes vom Mittelpunkt

Sehne
Bogen E

(vergl. § 77, Anfg. T), dit. a=

nsiny’

. i a Z

des Kreises ist —————, wony—a. 46. —=3%.
3n sin y r

Hermes, trigon, Aufgaben. 19
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290 Resultate zu S. 154 — S. 156 der Aufg. § 38.

3
47. %ﬁ. 48. Die Krifte reduciren sich auf ein Kriftepaar
mit dem Drehmoment ab==120. 49. Fir die Seite & und die
Hohe zu b als Coordinatenaxen ergiebt sich P)=17, a,=—=28°4'21"'
und als Gleichung der Geraden, in welcher die Resultante wirkt,
82— 15y =284. 50. Nimmt man AB als z-Axe, 4 als
Anfangspunkt, so ergiebt sich a. das Kréiftepaar mit dem Dreh-

moment —g‘P\/?T; b. P,=YV7, cos a,,—\—[-,

Geraden, in welcher die Resultante wirkt: m—i\/_-y+4=0.
51. Fir den Mittelpunkt des Kreises als Anfangspunkt und den
Radius MA als Abscissenaxe wird die Resultante P,=—2,0048,
a,=41°33,9', und die Gleichung der Geraden, in welcher die
Resultante wirkt, 1,5y —1,382=12r. 52. P,=25,368, a,;=44°48'
(fir @ und h, als Coordinatenaxen); Drehmoment gleich 343,5.

b
53. 67°22,8'. 54 tgg=rcigg,=— o B 55. Die Einfalls-

Gleichung der

s
winkel sind die Complemente der Winkel 4, und B, eines
b,
Dreiecks 4,B,C,, in welchem die Seiten a,=— +b+27 COS}’
sin

a,+b,~+ 2acos y

by — -
sin y

gesuchten Winkel sind die eines rechtwinkligen Dreiecks mit

den Katheten 2¢ und 2@, oder 2(a—c¢) und 2a, oder 26 und 2a,

und Winkel C,=7y sind. 56. Die

oder 2 (¢c— &) und 2a. 57. a. 27‘-sin-————a+g+7;
b. 27 . sin +ﬂ+3y, 89 wuisin +ﬂ+;2k—l)r.

58. Der Einfallswinkel ist gleich 74 — @, und fé:cos 2e.

PB
FB__ 27 cosa® 4 b cos2a

. PB— b+ dcosa ;
60. AE=1,5428, BE=3,4572; Einfallswinkel gleich 65°27,7".
61. Ist F, wie in Aufg. 58, der Schnittpunkt des ruckwiirts

verlingerten reflektirten Strahles mit a,, so wird
CF _a;-siny—dcosa
b,  b,siny +dcosf

r==Yr? 4 8a

62. sin Poe ot ist » der Winkel, welchen der ein-

wo d=2 (a—r)cos a ist.

, wo d =2 (a, — a) - cos .
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§ 38. Resultate zu S. 156 — 8. 159 der Aufg. 291

fallende Strahl mit der Tangente am Einfallspunkte bildet, so
ist @.cos2u=r.cosu. 63. t=e-+nd, t,=DF-+n - EF,

e.cose d - cos 3 ; :
wo DF = SRy EF — ots S und sin ¢ =n sin f§;
t=11, t,=11,406. 64. (Vergl. Jochmann Phys. § 176.)
Man schneide von DC das Stick DG == DF ab, construire tber
GC als Sehne einen Kreis, welcher das Einfallsloth L, L, zur
Tangente hat, dessen Mittelpunkt M also auf AB liegt, verlingere
E(C rickwirts tiber € bis zur Peripherie in H, so liegt F ausser-
halb des Kreises um M, weil Winkel /GC =74 und demnach
GI Tangente ist des Kreises FG um D als Mittelpunkt; folglich
ist FHC > m4 und im Dreieck FHE die Seite FE > HE.
Nunmehr ist im Dreieck CGH Winkel G=HCL,=f und
H= GCL, = — a, folglich verhalt sich GC: HC==sin &:sin f§;
demnach wird eine Strecke = HC unterhalb 4B vom Licht
in derselben Zeit zuruckgelegt als GC oberhalb AB.
Weil nunmehr, wie eben bewiesen ist, FE > HE und HE=HC+CE,
so legt das Licht die Strecke FE im dichteren Medium in langerer
Zeit zurick, als die Strecke GC im diunneren und dann CE im
dichteren Medium. Im Uebrigen ist DG=DF, so dass der

_dsin@—F) 95615, 66.22934,9'.
os B8

67. Es ist sin (0 + @) =n-sin ¢ und A=d-tg6; 6= 11°48,6/,
h=20,467. 68. n=1,4555. 69. f.sing, 4} esin,=nc,
wo c=Ye? + > — 2efcosy, &=21°42,2", 6,=67°35,6'.
s =+ sin y Vn? —
0. w14 9 Dl =Desraearing o
e n?cos y2 — 1
= 0:78456; =a/==20055". {2 AF=0 RO Gigh - WA bist

sin &,2 4 2 sin &, - sin 6, - cos y -+ sin 6,2 = sin y,?,

Beweis gefihrt ist. 65. z

wo sin yo=mnsiny. Zur Construktion multiplicire man beide
Seiten etwa mit 472 und fuhre ein 27 sing,=e,, 2rsin,=f,,
2rsiny,=c¢,, so ergiebt sich e,2+ 2¢e,f,cosy + f3=c,* u.s. w.
Ein Minimum der Ablenkung tritt ein, wenn &,=6,, (§35, Aufg.53 .

74. RV=—06,608cm. 75. a. a=1,51197; b. 5=1,1339;

vy b-ctg o R D e
c. tox_—m, wo sinf,=3% ist. 76. cosa= S poppe
S e L R b=—7:—'—81—n§-, wo sin @ = n sin §.
sin(e—@)
19%
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292 Resultate zn 8. 159 und S. 160 der Aufg. § 38.

8. «=282°49'9". 79. a. tg(x a;ﬁ)=tga;ﬂ-:tga;_5,

wo sin e¢==n sin §; b. tg (m_a—ﬂ) =tg arf - ctg ((p — 4),

2 2
wsine ar - cos e

tgp= : 0. b=
ity g Asinf acosv (ncosf—cosa) —nr - cosf’
wo sin @ == sin ﬂ, — fir den Grenzwerth b, ergiebt sich
n—1

z ———I— = (Vergl. Jochmann Phys. § 155).
r sin & < : 5

81. CQ= ac (20;—2‘8—- ), WO @ sin =7 sin e ist.

tg (@ — 8 — wg) = l + - tg (e — B); verlangert man den

einfallenden und den austretenden Strahl bis zu ihrer Durch-
schneidung im Punkte O, so ist OC die Halbirungslinie des
Winkels POQ : woraus die Construktion sehr einfach.

83. 8. d=—28°5,8'; b. d=42°1,6". 84. a.d=107°51"15";
b. d =50°58,8". 85. Es wird 3etg 8°—4ectg f2—9 ctg f=4,
wo shoe=2Lan 8. 4.8 =28 2.9 . 88, «=59°235

87 —89. Es sei d der Einfallswinkel, & der Austrittswinkel,
b die Entfernung des Punktes B von der zweiten Linsenfliche,
jenachdem (a) die Kugelfliche mit dem Radius 7, dem Punkte 4
naher oder (b) ferner liegt als die Kugelfliche mit dem Radius 7,:

87. a. 0=14°2,2", £=—47°44,6', b= 3,799.
b. 6 =46°41,2', e=5°27,2", b= 5,0909.

88. a. d=15°94", &=120°47", b= 541716.
b. 6= 18°382', s= 16°59,1', b= 5,4658.

89. a. ¢=5° e=235°30,1', b= (—)2,2467.
b. 6=8°21,1", e=31°32", b= (—)2,4244.

.._J

(\
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Seite

2
2
4
9
10
10
10

21
21
24
24
47
52
52
T4
95

125
160
169
176
184
2117

Zeile 5 von

17 von
1 von
14 von
5 von
7 von
1 von

1 von
12 von
12 von
11 von

4 von

6 von

5 von
18 von

5 und

Druckfehler.

oben lies 8,89598 statt 9,89598.

oben lies 9,02468 statt 0,02468.

unten lies cos 54° statt sin H40.

oben lies Aufg. 35 statt Aufg. 32.

oben lies sin g4 statt cos g4.

oben lies — 4 cos g statt -+ 4 cos 4.

unten vertausche die Vorzeichen der beiden letzten
Glieder.

oben lies - cos (22 — B) statt — cos (22 — B).

oben fehlt: wenn « = 30°, g = 45°

oben lies 50° statt 70°,

unten lies sin (y — ) statt cos (z —y).

oben lies 100° statt 300°.

unten lies %, statt %,.

unten lies &, statt F,.

oben lies a statt b.

6 von oben lies der Mittelpunkte statt des Mittel-
punktes.

‘gehort Aufg. 27 hinter Aufg. 29.
Zeile 3 von

»

»

”

8 von
12 von
9 von
5 von

unten lies « =5° statt « = 10°.

oben lies sin (¢ + g — y) statt sin (¢ + 8 + 7).
oben in 20a lies 37° statt 27°,

unten lies z, statt z2.

unten lies tg y? statt tg y4.
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Verzeichniss
der

im Verlage von Winckelmann & Séhne, Berlin

erschienenen

Lehrmittel und Schulbiicher.

Neue Bilder fir den Anschauungs- und Sprachunter-
richt. 6 Bilder (71 cm. hoch, 84 cm. breit). Preis a Mk. 3,—.
~— — Auf Leinwand mit Rollen. Preis & Mk. 6.
No. 1. Frithling (der Mensch und die Hausthiere). No. 2. Der
Wald. No. 3. Sommer. No. 4. Herbst. No. 5. Winter.
No. 6. Menschenverkehr.

Stritbing, F., Sprachstoff zu den Bildern fiir den An-
schauungs- und Sprachunterricht. 3 Hefte. Fiir je
2 Bilder 1 Heft. Preis & Mk. —,50.

August, F., Dr. phil,, Oberlehrer. Die Elemente der Arith-
metik fir die Mittelklassen hoherer Schulen und zur Repe-
tition in den oberen Klassen zusammengestellt. Preis Mk. 1,—.

Hermes, Prof. Dr. O., Sammlung von Aufgaben. I. Theil
Elementaraufgaben aus der Algebra. Preis Mk. 1,60.

— Sammlung von Aufgaben. II. Theil. Sammlung von
Aufgaben aus der Algebra und niederen Analysis.
Preis Mk. 2,—.

Jochmann, E., Grundriss der Experimentalphysik.
Vermehrt um Elemente der Astronomie und mathematischen
Geographie von O. Hermes. Mit 340 Holzschnitten. Fiinfte
verbesserte Auflage. Preis Mk. 4,50.

Daraus in Separatausgabe:

Hermes, Prof. Dr. O., Elemente der Astronomie und
mathematischen Geographie. Mit 44 Holzschnitten.
Preis Mk. 1,—.

Kletke, E., Hiilfsmittel fiir Benutzung der Bilder fiir den An-
schauungs- und Sprachunterricht bei der franzosischen Con-
versation. Preis Mk. —,75.

Martius-Matzdorf, J., Die interessantesten Erscheinun-
gen der Stereoskopie in 36 Figuren mit erlduterndem
Text und 6 in den Text eingedruckten Holzschnitten popular
dargestellt. Preis Mk. 2,40.

— — Zwolf Darstellungen des stereoskopischen Glan-
zes an Krystallformen. In Etuis. Preis Mk. 3,—.

Natani, L., Methode der kleinsten Quadrate. Mit den
Hiilfssdtzen aus der Analysis und Wahrscheinlichkeitsrechnung
nebst einem Anhange iiber die ballistische Linie. Preis Mk. 1,—.

Quincke, G., Prof. in Heidelberg, Darstellung von Schwin-
gungen fir physikalische Vorlesungen mittelst eines strobos-
kopischen Cylinders. Preis Mk. 4,50.
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Strahlendorff, L., Grindliche Anweisung zur Erlernung
einer schonen und geldufigen Handschrift, in
24 Lectionen fiir den Schul- und Selbstunterricht. Vierte
Auflage mit 36 in Stein gravirten Tafeln. Preis Mk. 4,—
— Die Entwickelung der Schrift und des Schreibun-
terrichts in der neueren und neuesten Zeit. Preis Mk. 1,50.
Vogel, 0., K. Miilllenhoff u. ¥. Kienitz-Gerloff, Leitfaden
fir den Unterricht in der Botanik nach methodischen
Grundsitzen. Mit 5 Tafeln.
Heft I, (Cursas 1 w.:2), ticast.:. Ml ;20
agior IO ( (W SR T s B ol
e s AR 5 u. 6). & R Lo
— — Leitfaden fiir den Unterricht in der Zoologie
nach methodischen Grundsitzen.
Heft 1. 1Corsts 1 Wigle - GatheedMka 1;20.
SR [ BRSSO Tl | v Y b v 1580:
” III- ( ” 5 u. 6)' ” ” Fymee
Zettnow, Dr. E,, Anleitung zur qualitativen chemischen
Analyse ohne Anwendung von Schwefelwasserstoff und
Schwefelammonium. Mit Holzschnitten und einer Spectral-
tafel. Preis Mk. 2,40.

Vorlagen fiir den Zeichenunterricht.

Archiv fiir Ornamentale Kunst. Herausgegeben mit Unter-
stiitzung des Konigl. Preuss. Ministeriums fiir Handel, Gewerbe
und offentliche Arbeiten. Redigirt durch Martin Gropius,
Prof. u. Director an der Koénigl. Kunst- und Gewerk-Schule
in Berlin. In 12 Heften. - Preis 4 Mk. 3,—

Brauer, A., Vorlegeblitter fiir den Zeichenunterricht.
Herausgegeben mit Unterstitzung des Konigl. Preuss. Mini-
steriums der geistlichen, Unternchts- und Medicinal-Angelegen-
heiten. 40 Wandtafeln im Format von 63/87 cm. mit Text.
Preis Mk. 20,—

Jacobsthal, E., Die Grammatik der Ornamente. Nach
den Grundsitzen von K. Beetticher’s Tektonik der Hellenen
bearbeitet und herausgegeben mit Unterstiitzung des Konigl.
Preuss. Ministeriums fiir Handel, Gewerbe und offentliche
Arbeiten. 7 Hefte a 20 Blatt, mit Text. Preis a Mk. 9,—

‘Wandtafeln des Vereins zur Féorderung des Zeichen-
unterrichts. Mittelstufe. (10 Wandtafeln und 1 An-
schauungsblatt in Farbendruck, nebst illustrirtem Text.)
Preis Mk. 15,—.

Ausser obigen Vorlagen erschienen in unserm Verlage eine
grosse Reihe von Heften kleineren Formats mit Vorlagen fiir
Figuren-, Landschafts- und Thierzeichnen, so wie mit einfachen
und schwierigeren Gerithschaften u. s. w.
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