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Abschnitt IV.Grundlagen der Integralrechnung.Kapitel I. Das unbestimmte Integral.1. Der Begriff des unbestimmten Integrals. Ist die Punktion f‘(x) in einem abgeschlossenen Intervalle a ≤ x ≤ b eindeutig, stetig und diffe­renzierbar, so gibt es in jenem Intervalle eine eindeutig bestimmte Funk­tion φ(x), welche wir als die „abgeleitete Funktion“ oder die „Ableitung“ 
f'(x) von ∕(,τ) bezeichneten:(1) φ<>) = ΛO),und welche wir nach den I, 108*) ff. entwickelten Kegeln durch „Diffe­
rentiation der Funktion f(x)“ berechneten. Nach I, 107 konnten wir die Ableitung (1) auch als „Differentialquotienten der Funktion f(x)“:(2) ’ φW-∕∙'(ai)=^darstellen, eine Formel, welche auf der Erklärung des „Differentials der 
Funktion“:(3) df(x) = f'(x)dx = φ(x)dxberuhte (s. I, 106).Die Umkehrung der Differentiation einer Punktion f(x) führt auf folgende „Grundaufgabe der Integralrechnung“: Ist in einem endlichen 
abgeschlossenen Intervalle a≤x≤b eine eindeutige, stetige und abteilungs­
weise monotone Funktion φ(x) gegeben**), so soll in diesem Intervalle eine 
Funktion f(x) angegeben werden, von welcher φ(x) die Ableitung ist.Die Lösung dieser Aufgabe kann man in der Art einleiten, daß man aus der gegebenen Funktion φ(x) das zu einem beliebigen Argumente x des Intervalles und einem Differential dx gehörende „Differential df(x) 
der gesuchten Funktion f(x)“ berechnet, nämlich zufolge (3) in der Ge­stalt des Produktes df{x) = φ(x)dx. Dieses Differential der gesuchten*) I, 108 heißt „Band I, Seite 108“; Seitenangaben ohne Bandzahl beziehen sieh auf den vorliegenden Band.**) Die Ausdehnung des Intervalles bis + ∞ oder — ∞ bleibt Vorbehalten, ebenso die Zulassung von Unstetigkeiten der Funktion φ(rc) im Intervalle.Pricko, Differential- u. Integralrechnung. II. 1
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2 IV, 1. Das unbestimmte Integral [1
Funktion ist demnach eindeutig bestimmt. Die weiter zu lösende Aufgabe ist dann die, daß wir den Übergang vom Differential df(x) zur gesuchten 
Funktion fix) selbst finden.Welche Mittel wir haben, diesen Übergang wirklich zu vollziehen, ob überhaupt eine Funktion f(x) existiert, welche unserer Aufgabe ent­spricht, ob es vielleicht mehrere derartige Funktionen gibt, sind Fragen, welche die nachfolgenden Untersuchungen zu entscheiden haben werden. Vorbehaltlich derselben wollen wir aber schon hier folgende Bezeich­nungen einführen: Wir nennen den Übergang von df(x) zu f{x) „Inte­
gration des Differentials dflx)“ und bezeichnen fix) als „Integral des 
Differentials dflx)“; als symbolische Schreibweise eines Integrals aber be­nutzen wir ein langgezogenes S, dessen eigentlicher Sinn später aufge­klärt werden wird:(4) fl%) = f Iflw) rp(x) dx∙Diese Gleichung, welche aussagt, daß fix) ein Integral des Differentials 
tp(x)dx oder kurz ein „Integral von φlx)dxa sei, bedeutet also im Grunde nichts weiter als eine der Formeln (1), (2) oder (3); denn der Sinn der 
Formel (4) ist einzig der, daß fix) eine Funktion sein soll, deren Ablei­
tung die gegebene Funktion φ(x) ist.Das „Integralzeichen“ J und das „Differentialzeichen“ d erscheinen hiernach in der Art einander entgegengesetzt, daß sie, wo sie in einer Formel unmittelbar aufeinander folgen, sich gegenseitig aufheben. Wenn wir fix) differenzieren und hernach das Differential dflx), wie wir sagen wollen, „integrieren“, so gelangen wir zu fix) zurück; aber auch wenn wir umgekehrt dflx) integrieren und hernach das Integral fix) differenzieren, gelangen wir wieder zum Ausgangspunkte dflx) zurück, so daß sich beide Zeichen auch in der Anordnung d j aufheben. Es ist demnach sehr leicht, eine etwa vorliegende Formel (4) der Integralrechnung auf ihre Richtigkeit zu prüfen; man hat vor die rechte und linke Seite der Glei­chung (4) die Differentialzeichen zu setzen und muß unter Aufhebung der Zeichen d und J auf der rechten Seite der Gleichung zu einer rich­tigen Formel (3) der Differentialrechnung gelangen.Auf der anderen Seite ist einleuchtend, daß jede Formel (3) der Differentialrechnung, welche wir bereits als richtig erkannt haben, ein­fach durch Vorsetzen der Integralzeichen zu einer Formel (4) der Inte­gralrechnung wird, die eine Lösung unserer Grundaufgabe für die beson­dere Funktion φ(⅛) ergibt. Wir lesen demnach aus bekannten Regeln der Differentialrechnung hier sogleich folgendes wichtige Formelsystem der Integralrechnung ab:
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1] Bezeichnung eines Integrals. Die Grundintegrale 3

Die hier zusammen gestellten Integrale wollen wir als die achtzehn 
,,Grwndintegraleu bezeichnen und mit ihren angegebenen Nummern zitie­ren. Das Grundintegral 1) heißt auch das „Potenzintegral“; es gilt für jeden von — 1 verschiedenen Wert des konstanten Exponenten m. Ebenso nennt man die Grundintegrale 2), 13) und 14) auch wohl „Logarithmus­integral“ „arc sin-Integral“ und „arc tg-Integral“. Man wird die Richtig­keit der vorstehenden Formeln leicht aus den in Betracht kommenden Regeln von Bd. I bestätigen. Betreifs des doppelten Vorzeichens beim Grundintegral 16) erinnere man sich, daß die Funktion ‰ (£o3 x für alle der Ungleichung x > + 1 genügenden Argumente zweideutig ist. Den Darstellungen der letzten vier Grundintegrale durch den natürlichen Lo­garithmus liegen die Relationen (2) I, 75 zugrunde.Wir wenden uns nun zu der Frage, ob es für jede unserer Funktio­nen φ(x) auch wirklich ein Integral f(x) gibt, sowie weiter, oh vielleicht neben einem schon gefundenen Integrale /*(#) des Differentials y(xjdx noch ein zweites von f(χ} verschiedenes Integral g(x) des gleichen Diffe-1·

1) j xmdx == ~-_j_ j , (w=4= — 1), 2) ∣x~1dx- y^^ = ln∣aj∣,
3) J ex dx — er', 4) bxdx =≈ ,

5) J ein dx =— cos x, G) J cos x dx = sin x,7) j*<s>inx dx = &o8 x1 8) ∣ &o§ xdx== ©in x,

10'>f⅛ιh'-⅛x∙11' ∕ss⅛ “ - ii0'a x 12> ,∕⅛b - ⅛ «,
13) .∕⅛'⅛⅛"iu'c,'°λ ιwsuλ 1*> ∕γ⅛=mc⅛^

y* iZ £C , ---------= ‰ ©in x — ln (x -(- ↑∕l + ajiλyι + xiZ» Λ.,. _______16) I ——-r. = Sir ©Og x — ln (x + ∖,χ-— 1), (ic>-{-l),
J ±ΓiC2 - 1">∕r⅛-‰¾a=- 21"(l⅛)∙ <'≈l<1>∙ '

18) ,∕⅛ “ «’ “» * ~ ~2 1" (ϊί i) ’ < W > 1>
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4 IV, 1. Das unbestimmte Integral [1rentials φ(x)dx existieren kann. Die zweite Frage, welche wir zuerst behandeln, ist leicht mit Hilfe des in I, 134 aufgestellten „besonderen“ Mittelwertsatzes zu beantworten. Nehmen wir an, daß die beiden im In­tervalle a ≤ x ≤ b eindeutigen, differeuzierbaren und damit stetigen (s. I, 135) Funktionen f(x) und g(x) daselbst ein und dieselbe Funktion φ(⅛) zur Ableitung haben, so wird ihre Differenz:(5) F(x)≈g(x)-f(x)im Intervalle eindeutig, stetig und differenzierbar sein; und zwar wird, da 
f∖x')≈g'(xj==φ(x') ist, die Ableitung F'{x) der Funktion F(x} im ganzen Intervalle konstant gleich 0 sein. Die Gleichung (9) in I, 135 des Mittel­wertsatzes liefert demnach für irgend zwei dem Intervalle entnommene Argumente x und xx:(6) ,F(^1) — F{x) ≈ (⅛1 — α)F'(ic + ff(.τ1 — #)) = 0.Es gilt also F(xf) == F(x), so daß die Funktion F(a?) im ganzen Inter valle mit einer Konstanten, die wir C nennen wollen, identisch ist. Aus (5) ergibt sich somit, daß die zweite Funktion g(x), deren Existenz wir annahmen, aus dem Integral f(x) einfach durch Addition der Konstanten 
C entsteht:(7) 3,O) =“ /’(» + c-Andererseits ist einleuchtend, daß, wenn wir aus f(x) und einer willkür­lich gewählten „additiven“ Konstanten C nach (7) die Funktion g(x) her­steilen, diese Funktion g(x) dieselbe Ableitung wie f(x) hat. Die Ant­wort auf unsere Frage ist also diese: Gibt es überhaupt ein Integral f(x) 
cles Differentials φ(x)dx, so ist jede mit einer „willkürlichen Konstanten“ 
C aus f(x) hergestellte Funktion (f(x) + C) auch ein Integral von φ(x)dx, 
und hiermit erschöpfen wir zugleich die gesamten Integrale von φ(x)dx.Die -unsere Grundaufgabe lösende Funktion, das Integral f(x) von 
φ(x)dx, ist also insoweit „unbestimmte, als in dieser Funktion noch eine 
additive Konstante C, die sogenannte „Integrationskonstante“ willkürlich 
wählbar bleibt. Man spricht in diesem Sinne von einem „unbestimmten“ 
Integral und schreibt, um das gewonnene Ergebnis durch eine Gleichung zum Ausdruck zu bringen, an Stelle von (4) ausführlicher:(8) f(x) =J Ψ Gτ) dx+ C,wobei das im ersten Gliede rechts stehende Symbol eine speziell gewählte Funktion bedeutet, deren Ableitung gleich φ(x) ist.Die andere Frage, ob es überhaupt ein Integral f(x) des Differen­tials <p(x)dx im Intervalle gibt, beantworten wir sofort auf Grund der Ausführungen in 1,104ff. über die damals näher erklärte „Inhaltsfunktion“
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2] Existenz des unbestimmten Integrals 5
f(x). Die gegebene Funktion φ(⅛) sollte im Intervall a ≤ x ≤ b eindeu­tig, stetig und abteilungs weise monoton sein. Es bat demnach keine Schwierigkeit, für die Kurve der Funktion φ(x) die Inhalte der im Kur­sivsatz I, 104 näher bezeichneten ebenen Flächenstücke eindeutig zu er­klären, wobei, was die Vorzeichen der Maßzahlen der Flächeninhalte an­geht, an den damaligen Vorschriften festgehalten werden soll. Grenzen wir die auszumessende Fläche rechts und links durch zwei Ordinaten der Kurve ein, die zu einer im Intervalle beliebig, aber fest gewählten Ab­szisse xQ und zu einer ebenda variabelen Abszisse x gehören, so ist die Maßzahl der Fläche eine Funktion f(x) der veränderlichen Abszisse x, von der wir in I, 105 erkannten, daß sie differenzierbar ist und als Ablei­
tung unsere Funktion φ(x} liefert, ln dieser „Inhaltsfunktion“ f(x) haben 
wir demnach ein Integral von φ(x')dx tatsächlich gewonnen. Die Unbe­stimmtheit des Integrals kommt bei dieser Betrachtung dadurch zum Ausdruck, daß die konstante Abszisse xQ im Intervall willkürlich wähl­bar war; aus den Darlegungen von I, 104 ist nämlich einleuchtend, daß ein Wechsel in der Auswahl von xQ die Inhaltsfunktion f(χy) um eine additive Konstante ändert.2. Integration von Aggregaten und von Vielfachen eines Differen­tials. Den in I, 117 entwickelten Sätzen der Differentialrechnung stehen entsprechende Sätze der Integralrechnung gegenüber, die unmittelbare Folgen jener Sätze sind. Eine Summe oder Differenz (y>(x) + ψ(xf)dx 
zweier Differentiale φ(x')dx und ψ(x)dx wird integriert, indem man beide 
Glieder einzeln integriert und die Integrale addiert bzw. subtrahiert:(1) J(φ(x)+ ψ(x))dx =J}p(x)dx+J⅛(χ)dx.•Indem man nämlich die rechts stehende Funktion nach 1,117 „gliedweise“ differenziert, ergibt sich als ihre Ableitung φ(%)±ψ(x), wie es sein muß. Die Regel überträgt sich sofort auf irgend welche Aggregate von Differentialen, d. h. endlichgliedrige Summen oder Differenzen solcher. 
Ein Aggregat von Differentialen wird integriert, indem man jedes Glied 
im Aggregate durch sein Integral ersetzt, oder, indem man das Aggregat 
„gliedweise“ integriert.Das Produkt einer Konstanten c und eines Differentials φ(x)dx wollen wir der Kürze halber für den Augenblick auch dann ein „Viel­faches“ vom Differential cρ(x)dx nennen, wenn c keine positive ganze Zahl ist. Es besteht der Satz: Ein Vielfaches cφ{x)dx vom Differential 
φ(x)dx ivird integriert, indem man den konstanten Faktor mit dem Inte­
gral des Differentials cρ(xfflx multipliziert:(2) ) cφ(x)dx ≈ C ) φ (x) dx.
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6 IV, I. Das unbestimmte Integral [2Differenziert man nämlich die rechts stehende Funktion nach der Regel (3) in I, 117, so ergibt sich, wie es sein muß, als ihre Ableitung die Funktion cφ(x). Man kann den Satz auch so aussprechen: Folgt auf das 
Integralzeichen ein konstanter Faktor des zu intergrierenden Differentials, 
so darf derselbe als Faktor vor das Integralzeichen gesetzt werden.Durch Vereinigung beider Sätze und Heranziehung des „Potenz­integrals“ finden wir als Regel für eine ganze rationale Funktion φ(χ): (3) I (α0 + aix + a2x2 -+-------- h aaxn) dx = a0x + ~alx2 + ya2x*

+ ∙'∙ + j⅛l^m+1*)∙Auch sind wir imstande, irgend ein Aggregat, welches aus Differentialen der 18 Grundintegrale mit Hilfe irgendwelcher konstanter Koeffizienten zusammengesetzt ist, zu integrieren; ein Beispiel sei:
∕ (5ex-7rr64--⅛-------=L=Λito≈ 5e*-%7+atg%-&ln(#4-/i 4-a?).

J \ cos ⅛ l∕l+x2JAufgaben: Der Leser wolle die in den folgenden Gleichungen links stehen­den Integrale selbständig berechnen; die Ergebnisse sind rechts zur Kontrolle beigefügt. — 12 1/31) / (3 —a: + 2 a:2 —)/3a:s + 6ir5)diC = 3ic —γα2-f-yics-ic4 + aje.2) fl(-6 —4 + — 6 + a;10) dx = — + —8   5a: -7®11.
J ∖χ x ' x ' 2ic x x 11

.. /’s —5z, + αz∙-7«5. 3 5 , a , 7 ,4) J---- ⅛----- —r»-~s*+τ*--8-',∙5) /(»kr+^ - ⅛)<*<=+γΚ’ - ¥k?.
— 2a:7 4- 3 · 7® lj da: = 3 ln |a:| —— a;8 4- j"^7 ∙ 7'τ 4- χ∙

τ>f(τ + ^+au~ su5)du = ln w + + ~⅛m6∙

8) y ^5 cosa: — a sin χ-j- c~8— — ⅝b) dx = ö sin x-{-a gob x + cig x~-^x^x.

*) In Formeln dieser Art sehen wir der Kürze halber gewöhnlich von dei Hinzufügung einer Integrationskonstanten ab.
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3] Integration von Aggregaten 7
∕* 3 3 7 2 ∖( 2,5 Sin x — z .L----= 2,5 ∙ Soδ x — 3,3 arc sin x 4- 7,2 ¾ x. \ }/l-a;8 Gθδ2a√/ Z 7/? 7? \ 0'

ll,i.J V*’ - Sin’E + Γ+ιf) d” 'üä + ” “8” + » ”« ⅛ "·U), ∕ (√f⅛ + ⅛, + Ο dV ” 3 arC Si” y + 3 ln (⅛f) + 2≈,'121 ∕(⅛ + '' S‘+ S⅛) ',s - Hn (S + + E S 3'~m 6ot8 ’■

lS)J(8χ∙∙-^+-zl^.yx = -^χ'>+1-ilui⅛l^ + ,lu(aj + √ι+⅛). 
14) I — 3,5 · (£oä w + ∣- eω^ dw == “ ln | w | — 3,5 ©in w -f- -~ e,v∙15) ∕ Z2 t _i_ π cos t — ä-;>| dt = ~ ln 111 — ~ t2 4- π sin t 4- e cotg i.
J ∖ 5t sιnst∕ 5 1 1 10 13. Einführung einer neuen Variablen in ein Integral. Die „Ketten- 

regeliζ der Differentialrechnung (1,127 ff.) führt uns zu einer Methode, durch Einführung oder Substitution einer neuen Variablen in ein bereits be­rechnetes Integral zur Kenntnis eines neuen Integrals zu gelangen. Es sei bekannt, daß das Integral des Differentials φ(0)d0 gleich ∕∖tf) ist:(1) Jφ(0)d0≈ ∕,(^), f '(0) = φ (0).An Stelle von 0 werde eine neue Variable x eingeführt, welche mit 0 durch die Gleichung:(2) 0 = -ψ(x)Zusammenhänge. Hierdurch wird f(0) zu einer „zusammengesetzten Funk- t,on“vo„^: ∕W-∕W)),deren Ableitung in bezug auf x sich nach der Kettenregel so darstellt:"ίτ = = φθΦ))√O)∙Umgekehrt ist demnach ∕,(>) ≈ f(ψ(x')) das Integral des Differentials 
φ (ψ (#)) ,ψ'(x') dx:(3) , jφ(≠(tf)) ψ,(x)dx = ∕,(^(α)).
Aus der als bekannt geltenden Gleichung (1) folgt demnach durch Einfüh­
rung der mit 0 durch die Gleichung (2) 0usammenhängenden neuen Varia­
blen x die Gleichung (3), so daß aus dem bekannten Integrale (1) wegen 
der willkürlichen Wahl der Funktion ψ(rr) sofort unendlich viele weitere
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8 IV, 1. Das unbestimmte Integral
Integrale folgen. dadurch hervor, Wie man sieht, geht die Gleichung (3) aus (1) einfach 

daß man:(4) z = ψ(x), dz = ψ'(x)dx
in (1) einträgt.Um die Methode an einigen Beispielen zu erläutern, wollen wir für (1) der Reihe nach das 1., 2., 3., 5., 13., 14., 15., 16., 17. und 18. Grund­integral eintragen und gelangen auf diese Weise zu folgenden zehn An­sätzen: ,(5) p(^V(^ = -p¼)m+1, (m÷- 1),
(θ) =(7) J^,^ι{jr(ic)cιx =(8) jsin (ψ(jc')')ψ'(x)dx = — cos (^(#)),(9) = arc sin (^(aι)), ('≠(tf)∣ ≤ 1),

J yι~4∙(^)2(1°) ∕i⅛v⅛.-arc⅛*W>(ιr> ∕j⅛⅛X≈-=in <*<*>+vi+ψw>),(12) r = ln + (^(ir)≥l),∕i⅛w " i 1', G¾)∙ <∣*<*>∣ < 1,>
(’*) ∕^⅛-i1√>i⅛)- <l≠<*>l>1)∙Tragen wir z. B. in die Formeln (5) bis (8) für ψ(x) die lineare Funktion (ax + &) ein, so ergeben sich die vier Integrale:

C/ i 7.VftU (««-∣~ V)m+1 Γ dx 1 i i xi√ v y α(w + l) ’ Jax+b a

' f* 1 /* 1
I eax+bdx = ~eax+b, J sin (ax + fydx == — — cos (ax + δ).Für die Auswahl ≠(ir) = ~ liefern die Ansätze (9) bis (12):
/’ dx . / x\ (* dx 1 , (x\

γa*-x* \<*J’ Ja* + xs a o∖a},
f*-zix = ln(x + ]∕a2 + x2), C-γ----- = ln∣x + yfx2-a21.

” Jyχi-ai 1 r
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3] Einführung neuer Variablen in Integrale 9Weiter ergeben die Ansätze (9), (11) und (12) für ψ(x) —

/* dx 1 . /a\—... . ==-------arc sin {— I,ic]∕ic8 — a* a ∖x),

\n\ (* dx = _ 1. ln I g + Vg8+ α81| t∕ ic∣∕aιs+α8 « ' « Γ
/* dx 1 α 4^ ]∕α2 — x~ J

• »J — χi a xUnter a, b, c, d irgend vier Zahlen verstanden, die die Bedingung 
ad — bc ⅛ 0 befriedigen, setzen wir ferner:

ψ(0lΛ=ax+b bC
Wc' cx + d’ ψ W (etf + d)8und gewinnen aus den beiden Formeln (5) und (6):

f*(ax -J- V)mdx __  1 ∕ ax-∖-b \»»+i
J (c^ + d)wi+2 “ L∖T^1^∕ ’

Z* dx __ 1 j ax-\- b
. J (ax + δ)(ca5 -f^ d) ad — bc | eas -J- dLeicht beweisbare Spezialfälle der ersten Formel (18) sind:, ]_θ·) Z____dx_______.-t~l∕χ—t Z‘____dx __-∣∕aj∑j-i.

J (x + l)]∕ιcs — 1 V x + ΐ ’ J (# — 1) l⅛2 — 1 . r x — lSetzen wir in (6) für ψ(x) der Reihe nach cos x, sin x, &08 x, ©in x ein, so ergeben sich die Integrale:(20) y tg x dx = — ln cos x∖, / cotg x dx = In | sin # |,u⅛ x dx = ln (5o§ x, Ji^otQ x dx = ln [ ©in x |.Durch Addition der beiden ersten Gleichungen (20) mit Benutzung von (1) S. 5 ergibt sich:(21) / dx I 2dx in
I ------------= I = ln tg X i ,J sin «cos« J sin2# i ° 17und ebenso folgt durch Subtraktion der dritten Gleichung (20) von der vierten:

<22). £...Aus (21) ziehen wir noch die weiteren Folgerungen:∕A-ln∣tg⅜j, f⅛ = ln∣tg(⅜ + 4),J sin x | e, 2 !7 J cos x ! s \ 2 4 /(23)
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10 IV, 1. Das unbestimmte Integral [3Die erste Gleichung entsteht aus (21), wenn man x' ≈ 2x einführt und hernach den Index bei x’ fortläßt; die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch die Substitution # = #' -f- -^∙ ·Unter a und b zwei positive Zahlen verstanden, setze man:≠<*> - y,v ⅛ *, w - y⅜ s⅛⅛!die Quadratwurzeln sollen hier und in der sich anschließenden Rechnung durchweg positiv genommen werden. Die Eintragung der gewählten Funktion ψ(x) in den Ansatz (10) liefert:(24) ∕^ ∙s—^τ⅛----ϊ_ = -5== arc ⅛( ~\/~Γ ⅛ %) ·' e∕ αsιniic + b cosix y/ab °\r b ö /Weiter ziehe man (13) oder (14) heran, je nachdem ψ(#)| < 1 oder > 1 ist; die Ergebnisse lassen sich in den Ausdruck zusammenfassen:Z* dx _ 1 l ]∕ct sin x-↑∕b cos x !
Ja ein.8 x — b cos8 x~ 2 }∕ab ln ' )/ä sin x + ^/b cos x IAndere bemerkenswerte Gestalten dieser Gleichungen erhält man durch Benutzung der Beziehungen:2 sin2 x = 1 — cos 2x, 2 cos2 x = 1 + cos 2xund Übergang zu x' = 2x bei nachheriger Fortlassung des Index. Bei Umrechnung der Gleichung (24) benutze man die Abkürzungen a-∖-b = a, 

a — b = ß, so daß a und ß irgend zwei der Bedingung α > ß| genü­gende Zahlen sind; es ergibt sich:
(26) - y∕=f,ar0 ⅛(Vα→tg ι), >liSf)·Auf dieselbe Art findet man aus der Gleichung (25):
(27) f- -- - .JL= lnv 7 Ja — ßcoex j/ßs_ αs

∣∕∕J + asin J — j/ß — acos —
_____ /£» _____ Qß

Vß + a ein -- + yß — « cos- (∕3 > )«!)·
Die Methode der Substitution einer neuen Variablen kann man auch umgekehrt in der Art an wenden, daß man ein zu berechnendes In­tegral auf ein bereits bekanntes zurückzuführen sucht. Handelt es sich z. B. um das erste Integral (15), so hat man den Ausdruck (ax -f- &) als neue Variable einzuführen und demnach zu setzen:

z == ax -f- b, dz = d(ax + &) = a dx, dx = ~ dz.

www.rcin.org.pl



3] Integration durch Einführung einer neuen Variablen 11Das auszurechnende Integral geht hierbei über in das „Potenzintegral“:
f* 1 Γ ι √n+1J (»* + - √,∕ -ii+i'Indem man im Ergebnis z wieder durch (ax -J- b) ersetzt, gelangt man zur ersten Formel (15) zurück. Ist ferner z. B. das Integral:

(* ZidZ

J (α + δ*8)lzu berechnen, so führe man (α + bz3) als neue Variable u ein und hat zu setzen:w = a + bz3, du = d(a + bz3^) =? 3bz2dz, z2dz≈^du.Das Integral ergibt auf u umgerechnet:
Γ zidz 1 /* _2 , 1 _ 1

J (α + δss)* ~ 36 J U au ~ 3bu~ 3b(a + bza) 'Der Leser wolle die Gleichungen (15)ff. auf diesem Wege erneut bestätigen. In den folgenden Übungsaufgaben sind die Ergebnisse (wie auch späterhin stets geschehen wird) zur Kontrolle beigefügt; auch sind die zur Berechnung geeigneten neuen Variablen angegeben.Aufgaben:1) ∕(5 4^ Sxι),1xdx = ^-(5 -{- 3zri)8, (2 — 5 -}- 3asa).
Γ 3z2dz 12) J (7 + 5z8)s iθ(7r+Tiδp ’ (w — + s )■3) y65+⅛ = θA-.65+sa5, (s = δ + 3ff).

4) / cos (m -(- nv) dv = — sin (w nv), (# — m -j- nv).
vJ 'Yl

δ) f ⅜ -,rc⅛√⅛Y Λ-∙⅛V
J √3-ι∕s ∖V3∕ V Wo. Z* xdx 1 , ∕ΛJ∙*∖ ∕ aj2∖v-?)· ·

’> f '⅛⅛ + ⅛) <«* = ^ ∞c tg 0L) + ⅜ ln 13s + 21,(2 = --- bzw. t = 3x 4- 2 1 ' V 1/7 7
8) jtaιc-¼y (arc tg *’ = arc tg9) ∣∕aΞS-⅛lι ^a, _ JL (yarc s{n a∙)31 (g — arc sin x).
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12 IV, 1. Das unbestimmte Integral [»10) y eαχ2 + 2^+c (αtτ +6)rfic==-∣-eαir2 + 2i∙τ+c, (« = α«2 + 2&» + e).
11) = (s = α2-t,2√

√ y«s—2∕212) J ^]∕1 -∖- ds — ~ (j/l -p X!2)8, (t — 1 4~ £2).
15) ∕i⅞⅛ - ⅛ (Kι + ιi)4, ο -1+≈≈,).
ι√⅛=⅛(i)- (→)∙
lf,∙ι fτ=⅛τ, - - ∞⅛ (4) . (t=4) ·16) ∕ dx = — x—C'~—ln ! y + δex . Anleitung: Man setze:

j J y+δe* γ vS i r 8 i? <s*z = y -j- Sex, dz — ∂ex dx — (z — γ}dx, dx—------- ,s —- 7worauf sich das zu berechnende Integral in die Summe:
Λ + ^%,τ- β fd* + a f dZ 
J γ+δe* δj Z + J ^-Y)zerlegt. Das letzte Integral rechts ist nach der zweiten Formel (18) zu berechnen.17) * + ex dx — 2 ]/«2-)- ex -J- a ln —,L-l.~∑   , (z — ]∕ai-j-ex) .1 V α2+eA’4^ ii18) dx — V 1 — xi — lu -----^4) · Anleitung: Man erweitere

den Ausdruck unter dem Integralzeichen mit J/1 — a?2, worauf sich das Integral in die Differenz zweier bereits bekannter Integrale zerlegen läßt.
19) fä s⅛⅛+⅛ g,s⅛-y⅛mctg(y41(1 *)’ ('=y∣sβ≈≈).

. Z* dx 1 }7a <Sinx — yb(SoSx ( _l/a \
} Ja Qinsx- b u -∣∕^l <5in7+p^ &o3x I’ ∖ ∏ 0'√,Bemerkung: In den beiden letzten Aufgaben seien a und b zwei positive Zahlen; übrigens vgl. man die Gleichungen (24) und (25).ίγ(Ιιι®)”+1, (“<+—1∙ « — In«).32) ,∕⅛b^'ln<ln,cλ («-'»«)·
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Η Regel der partiellen Integration 13/'arcsin«? , 1 . . . . ∖23) ∕ —-------dv — — (arc sin ??)% (w = arc sin r).
j yι-r°- 224) f--------- =-------------------⅛== , ( « = arc tg f—■tJ (a2-j-x2) ^j∕a2-j-x2 a2yaa-j-xi ∖ ∖a∕∕

/* dx x / . /a?\\
J (a*— x2)f∕a2 — x2 α2∣∕α8— #2 ∖ ∖a∕∕I. Regel der partiellen Integration. Die „Rroduktregel“ der Diffe­rentialrechnung (I, 121) versieht uns mit einer Formel, welche in vielen Fällen die Zurückführung eines zu berechnenden Integrales auf ein schon bekanntes ermöglicht. Das Produkt der Funktion φ(#) und des Inte­grales vom Differential ψ(x}dx werde durch f(x} bezeichnet:(1) ∕'(⅛) = φ(%)J ψ(x) dx.Die Ableitung dieser Funktion ist nach der Produktregel durch: 

f'(x) =■ φ(x)ψ(x) + φz(rr) ∕ψ(x)dxgegeben: hieraus folgt umgekehrt:f(ir) = ∕ (φ(x)ψ(x) + φ,(x) ∕ ψ(x)dx} dx.Integriert man die Summe rechts „gliedweise“ und setzt den dadurch entstehenden Ausdruck von f(x) gleich dem in (.1) gegebenen, so folgt nach Transposition eines Gliedes:(2) ( φ(x)ψ(x)dx == φ(x) ∣ψ(x)dx~( (φ'(tf) ∕ ≠(ir) dx }dx.Die durch diese Gleichung gegebene Entwicklung des links stehenden Integrales wird als die Regel der „partiellen Integration“ bezeichnet. Die Benennung rührt daher, daß zur Berechnung der rechten Seite das Diffe­rential φ(x}ψ(x)dx zunächst nur „teilweise“ zu integrieren ist, indem erstlich [ψ(x)dx zu berechnen ist; der berechnete Ausdruck ist dann in (2) einzusetzen, wromit das erste Glied rechter Hand fertig berechnet ist, während im zweiten Gliede noch das „äußere“ Integral zu bestimmen bleibt.Als einfachste Beispiele für die Regel (2) mögen dienen:
fic ev dx = x f e? dx — ∕ ( ( ex dx} dx == xe? — ∕ eι dx,

(S) fx ex dx =≈ (x — 1) ef.

/ x cos x dx = xj cos x dx —J | / cos x dx} dx =≈ x sin x — sin x dx, (4) /x cos x dx = x sin x -j- cos x.
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14 IV, 1. Das unbestimmte Integral [4/ ln x dx = ln %fax —fax) dx = # ln x — / dx,(5) · fan x dx = x ln x — x.

farctg,τi⅛=arctg^ fdx—J*(∙j^5 J*dxfax==xa,rctgx-J*(6) Jarc tg x dx = x arc tg x —- ln (1 + #2).
/ arc sin x dx = arc sin x / dx — / f -A—_ ∕ dx∖dxJ J J∖]∕ι-χ∖J )

. /’ x dx= x arc sin x — / ,______ ,(7) j arc sin x dx = x arc sin x + ]/l — xl.In manchen Fällen gelangt man erst nach wiederholter Anwendung der partiellen Integration zum Ziele. Um z. B. die beiden Integrale:(8) f(x) =Jeax cos bxdx, g(x) =J eax sin bx dxzu berechnen, schreiben wir für f(x) unter Anwendung der Regel (2): 
f(x) =ea3*faos bx dx — aj (eax j cos bxdx^ dx,

f(χ) = yβαx sin bx — jjeax sin bxdx.Da das im letzten Gliede stehende Integral gleich g(x) ist, so folgt: 
bf{x) 4- ag(x) ≈ eax sin bx.Durch Anwendung der Regel (2) auf das Integral g(x) folgt entsprechend: 
af(x) — b g(x) == eax cos bx.Die Auflösung der beiden letzten Gleichungen nach /'(#) und g(x) liefert:

Ι
Γ Ί , „„ a cos bx + b sin bx
I eax cos bx dx = eax ~---- ' α¾ ∣ ύ----->

J a -r
Γ . ί i „„asin&a;— bcosbx 
I eax sin bx dx = eax------- dr+b*-------Ist n irgend eine positive ganze Zahl, so folgt durch partielle Integration:(10) faneκdx = xndc— nfan~iecdx.Wir haben hier ein erstes Beispiel einer ,,^Rekursionsformelii vor uns, welche uns gestattet, von dem links stehenden Integrale auf ein entspre-
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4j Beispiele zur Regel der partiellen Integration 15chend, jedoch einfacher gebautes Integral zurückzugehen, nämlich auf dasjenige des Differentials xn~1ec dx. Wenden wir auf dieses Integral die Rekursionsformel erneut an, so folgt:
fχndedx = xnec — nxn~1ex + w(w — V)J^xn~ ieedx.Entsprechend gelangt man durch w-malige Anwendung der Formel (10) zum Integra! von eedx, das gleich ev ist. Hiernach ist das Integral (10) 

für jeden positiven ganzen Exponenten n berechenbar.Ebenso findet man, n in der gleichen Bedeutung gebraucht:
∕ xn cos x dx == + xn sin x — nf xn~l sin x dx,(∏) 7 · 7 1
j xn sin x dx — — x" cos x -∖- nj xn 1 cos xdx,zwei weitere Rekursionsformeln, welche uns gestatten, die links stehenden 

Integrale für jeden positiven ganzen Exponenten n zu berechnen.Ist m irgend eine, von — 1 verschiedene Zahl, und wird n in der bisherigen Bedeutung gebraucht, so folgt mittels der Regel der partiellen Integration:
xm (ln x)'i dx τ= (ln χf' — m 1 ∕ (ln ir)'i ~1 dx.Die n-malige Anwendung dieser Rekursionsformel führt auf das Potenz­integral zurück, so daß auch das Integral (12) /wr irgend einen positiven 

ganzzahligen Exponenten n berechenbar ist*)Unter f(x) und g(x) die in (8) und (9) angegebenen Funktionen ver­standen, folgt durch die Regel (2):
I χneax cθg ]jχ gχ _ χnf(χ) — n;Jχn~l f(χ)dxund also, wenn wir im Integral rechter Hand für f(x) den Ausdruck (9) einsetzen:(13) ∕ xn eax cos bx dx

= xnf{x) — J xn~1eax cos bxdx — α-⅛q7 ∕ χn~x e∙ax sin bxdx.In ähnlicher Weise findet man weiter:(14) !xn eax sin bx dx

= xng(x) — fxn~1eax sin bx dx + αιq⅛ J xll~1eax cos bxdx.Durch wiederholte Anwendung dieses Paares von Rekursionsformeln ge-*) Für m ~ — 1 ist das Integral (12) bereits in Aufgabe 21) S. 12 gelöst.
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16 IV, 1. Das unbestimmte Integral L*lingt es, die in (13) und (14) Units stehenden Integrale für jeden positiven 
ganzen Exponenten n zu berechnen.Wir notieren ferner die beiden Gleichungen:

∕* ic,'i + 1 1 Γxm+1
x"‘ arc tg x dx = —arc tg x — —Γ— I —i—5 dx,

b m + 1 » m + 1 J 1 + r ’
μn∙' rm . , χm+ι . i r xm+ι j

/ χm a,re sin x dx = —j- arcsin#— , „ ⅜ ■ dx,V J m + 1 m 4- 1 J ∣∕ 1 _ a,s ’in denen wir unter m irgend eine von — 1 verschiedene ganze Zahl ver­
stehen wollen. Die rechts stehenden Integrale „algebraischer Differentiale1' kommen unten zur Behandlung.Gewöhnlich behandelt man an dieser Stelle auch das Integral des Differentials sin“ x cos” x dx, unter m und n irgend zwei ganze Zahlen verstanden. Durch Einführung der neuen Variablen z = sin x nimmt dieses Integral die Gestalt an:(16) / sin“ x cos" xdx = ∕ zm (]/1 — 32)". 1 dz.Wir gewinnen damit wieder das Integral eines „algebraischen Differen­
tials^ und könnten uns auf die Entwicklungen im übernächsten Para­graphen beziehen, wo diese Integrale allgemein behandelt werden. Um jedoch die Art, wie man die fraglichen Integrale der partiellen Integra­tion zugänglich macht, wenigstens an einem Beispiele zu erläutern, neh­men wir w? und n als nicht-negative ganze Zahlen an und wollen n ≥ 2 voraussetzen. Indem wir cos xdx = d sin x setzen, ergibt die Regel (2): / cos” -1 x sin“ x d sin x== cos” “1 xj sin“ # d sin x + / ((» — l) cos" “2 x sin x / sin“ x d sin #) dx, woraus sich leicht weiter berechnet:(w + Γ)Jsin“ x cos" x dx=sin“ +1 x cos” “ ’ x -f- (n—1)^ sin“ + 2#cos” ~ 2x dx.Unter dem letzten Integral spaltet man vom ersten Faktor den Bestand­teil sin2# = 1 — cos2# ab und findet, indem man „gliedweise“ integriert: (m -fl) / sin“# cos"# <7#= sin“ + 1#cosw~1#-4-(w —1) I sin“#cos*“2#d# —(w—1) /sin“# cos"# d#.Das letzte Integral ist wieder das zu berechnende, auf der linken Seite der Gleichung stehende Integral. Unter Zusammenfassung beider Glieder und Teilung der Gleichung durch den links auftretenden Faktor (m 4- ») folgt die erste der beiden Rekursionsformeln:
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Beispiele und Aufgaben zur Regel der partiellen Integration 17
i . m » ,7 ι Sin +1iCC09 1X η—1 Γ ■ m η 2 J

I 8inmxcosnxdx≈-{- , Η----- i— I sιn"*,r co9n~*xdx,J 1 m-∖-n m-∖-nJ

Γ ∙ m j sinw,-1icco8w+1ic . m—1 Γ . 2 jI SWmXCO8nxdx = - . Η----- 7--- I sm “χ COSwΛJ dx,∖ J m-∖- η m -)- nj ,deren zweite durch eine analoge Rechnung gewonnen wird. Die Expo­nenten werden hier immer um 2 Einheiten reduziert, so daß man durch wiederholte Anwendung auf eines der vier Integrale:
fdx≈x, f smxdx=-co8x, f cosx dx = s∖nx, fsinxcosxdx=^ainixgeführt wird; jedenfalls ist das Integral (16) /mV irgend zwei wicht-nega­
tive ganze Zahlen m und n durch wiederholte Anwendung der beiden Be- 
kursionsformeln (17) berechenbar.Bemerkenswerte Spezialfälle der Formeln (17) sind:/ sin”* x dx = — — sin”1-1 x cos x 4- -—1 / sin"1- 2 x dx,

m m .1
(’«) c . -ir

I cos"1 x dx = 4---- sin x coswi-1 x + ------ ιcosm~2xdx.. 7 m m , /Bereits ohne die partielle Integration kann man die Integrale der beiden Differentiale tg™ x dx und cotg™ x dx für alle ganzzahligen Expo­
nenten m berechnen, nämlich mittelst der Rekursionsformeln:
(19) Jtg™x dx = — j∖ξm~2x dx,

I cotg™ x dx = iw2∑1 — J*G<Agn~ix dx,die mau ohne Mühe bestätigen wird. Wir brauchen nur positive ganze Zahlen m zuzulassen und haben übrigens in den Gleichungen (19) m>l anzunehmen; für m=l und m==0 sind die Integrale bereits bekannt.Aufgaben: 1) J*xieβ dx —ex(xi — 2x2).

2) dz = d (zn — nzn~x 4- w(w — 1) zn~ 2---------H—1)m n!)·3) ∣ys cos y dy — (y3— Qy) sin y 4~ (3//2— 6) cos y.4) J (b 4- 8 a?) ln x dx — (bx -f- 4#2) ln x— 5x — 2xi.5) y tg3i> dv = γtg2t, 4- ln ∣cos t4.6) J cotg4# da: = — ~ cotg3# 4~ cotg #4" x∙Fr icke, Differential- u. Integralrechnung. II.
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18 IV, 1. Das unbestimmte Integral [4
C* 11. 17) i cos2 x sin, x dx — χ x — sin x cos x -j- -r- sin8,τ cos x.J 8 8 4
/* ,√n+1 √l + 18) Jsz ln,z<is,-⅛τi,nj,-
Γ . , COS (μ + v)X COS (μ — v)X „ .9) I sin μχ cos vx dx = — .---------~√------ · Bemerkung: Es gilt g=4= r.J ∙ 2(g-f-v) 2(g-v) ftDie Aufgabe ist am leichtesten auf Grund der Formel:2 sin μχ cos vx = sin (g-j-r)# + sin (fl— v)xzu lösen; man bestätige das Ergebnis, indem man die Aufgabe mittelst zwei­maliger partieller Integration löst.„ . , einig—v)x sin(g4-v)ic10) f S1B μχ sin vx dx = ct~----- (-------- a, , . ·J 2(g-v) 2(g + v)

Γ , sin(g- v)x 1 sin(g + v)aι11) f cos μχ cos vx dx = —f------4_ 4- - ; ' - ·√ 2(g —r) 2(g-j-v)
12) I cos3 y dy = sin ?/ — ~ sin8 ?/., ' . . , 3 3 1 . „13) ; sin4# dz = — z—--sιn2coss----- sin8 z cos s.,, 8 8 4
..ιwdw , , 1 .14) 0 ---- s- = w tg w 4- ln cos w .J cos2 w15) (ln x)6dx = x ((ln .τ)5—5 (ln a?)4-{- 20 (ln x)3—60 (Ina?)2-}- 120 ln x—120).
16) sin(6∙lnic)<Zic = --py2-(sinφ∙lna,) — b cos (& · ln zb)), ⅛ = ln,r).
17) J cos (& · ln ®) da; == ^ &2 (cos x^ sin
18) .e«-8l'c«in4 (s = arcsinic).

i* ex 1 t>x 1 /* ea519) j (M+1).

2°) Γ-.⅞- = -—--c°8√-r ÷⅛---- ι Λ⅛ , (^+l)∙ Anleitung: Man setze:
J sm x (n— 1) sin x n— 1J sin x

/—— = / —----- )- / cos x ~^n oc und wende auf das letzte Integral diesin x J sin“ x J θin7i.τpartielle Integration an.
21) f dx _ amx ∣^~2 Γ dx ∕ ∣ 1∖

tJ coβnx (n — Γ)coβn~1x n — coan~2χ,
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5] Beispiele zur Regel der partiellen Integration 19
9.9\ f dy _—-cob⅜∕ , t,ttλ ∕* i dz sin« l 2i

J sin8i∕ 2 sin’ ?/ ’ 2 g∖2∕J cos4« 8 cos8« 3 tg*'24) I xn ©tu x dx = xn ©öS x — n ∣ xn~1 (£oS x dx.26) f> Soä bx dx = e- a^-x~≥^c.
J a^—o~26) J %Qnx dx = -n~~⅜an-∖χ +j %Qn~2χ dx, (iι⅛l).

27) j ©otg8«d« =— CSotg2«-f-ln |<Sin«|.
5. Integration aller rationalen Differentiale. Während in der Dif­ferentialrechnung für jede elementare Funktion fix) eine gleichfalls ele­

mentare Funktion φlx) angegeben werden konnte, die die Ableitung von 
fix) war, ist, wie wir weiter unten noch ausführlicher darlegen werden, keineswegs jedes Integral f(x) = ∕ φ(x)dx, dessen Differential mit einer 
elementaren Funktion φ(x) aufgebaut ist, eine elementare Funktion fix), d. h. eine einfache oder zusammengesetzte Funktion der Art, wie wir sie in der Einleitung aus den bereits in der Elementarmathematik vorkom­menden Abhängigkeiten aufbauten. Es tritt demnach die wichtige Frage auf: Kann man vielleicht der unter dem Integralzeichen stehenden Funk­
tion φ(x) von vornherein ansehen, ob das Integral des Differentials φ(x)dx 
eine elementare Funktion ist oder nicht? Wir können diese Frage wenigstens insoweit bejahend beantworten, daß wir einige Gattungen von Funktionen 
φlx) anzugeben vermögen, für welche das Integral φ(x)dx unter allen Umständen eine elementare Funktion ist.Um einen ersten hierher gehörigen Satz aufzustellen, wollen wir, falls φlx) eine rationale Funktion Fix) von x ist (I, 80), das Differential 
Flx)dx als ein „rationales Differential“ bezeichnen. Es gilt dann der wichtige Satz: Das Integral jedes rationalen Differentials ist eine elemen­
tare Funktion. Entsprechend der Beschränkung unserer bisherigen Ent­wicklungen beziehen wir diesen Satz natürlich nur auf rationale Funk­tionen mit reellen Koeffizienten, obschon der Satz auch für rationale „komplexe Funktionen“ gültig bleibt.Die Möglichkeit, ein rationales Differential zu integrieren, beruht auf der Zerlegung der Funktion F(x) in Fartialbrüche*). Falls F{x) eine „unecht gebrochene“ Funktion ist, hat man sie zunächst nach (3) in I, 82

*) Es ist dem Leser zu empfehlen, hier zunächst die Entwicklungen inI, 77 ff, insbesondere diejenigen über Partialbruchzerlegung, zu wiederholen, ebensodie sich anschließenden Entwicklungen in 1,135 ff. 2
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20 IV, 1. Das unbestimmte Integral [5in die Summe einer ganzen Funktion G^(x) und einer „echt gebrochenen“ 'Funktion zu zerlegen. Da die Integration von G(x) dx durch die Glei­chung (3) S. 6 bereits geleistet ist, so bleibt nur noch die Integration des echt gebrochenen Bestandteils übrig. Die echt gebrochene Funktion zerlegen wir in ein Aggregat von Partialbrüchen, deren einzelner eine der beiden folgenden Gestalten hat:
Bx-∖-C

(x— a)n, (ica-(- βx4-γ)nDie hierbei auftretenden Partialnenner werden von der Faktorenzerle­gung (9) in I, 85 der im Nenner von jR(#) stehenden ganzen Funktion geliefert; (x — a) ist ein reeller „Linearfaktor“, die reelle Funktion zwei­ten Grades (⅛24- βx + γ) entspricht einem „Paare konjugiert komplexer Wurzeln“ der durch Nullsetzen des Nenners von R(x) entstehenden Glei­chung, so daß die Koeffizienten ß und γ die Bedingung:(1) 4y —∕32>Oerfüllen. Endlich ist der Exponent n eine positive gauze Zahl. Da die 
Λ, B, C konstante Größen sind, so besteht die noch zu leistende Auf­gabe in der Berechnung der drei folgenden Integrale:

C dx Γ xdx /' dx

Das erste Integral ist sofort berechnet; denn wir haben:(3) f—f—-n----- i------i-1, (»> 1).k ' J x — a 1 ’ J {x — af (« —l)(ic-α),i"17 v 'Das zweite Integral können wir so entwickeln:
/xdx _  1 Z* (2zc -f- β)dx ß /* dx

(x, + βχ + y)n 2J (xi+βx + y)n 2 J (xi + βx + y')nIndem wir uns zur Berechnung des ersten Gliedes rechter Hand der Variablen z = x2-}-βx + γ bedienen, folgt für n = 1:W Λ⅛‰)-⅜1"^ + ^ + >')-⅜∕^+⅛+7-während sich für η > 1 ergibt: —1 _ ß /* dx1) (^+p7+7)it-ι - 2 j ^(7r+ya.+yyn >so daß nur noch das dritte Integral (2) zu berechnen übrig bleibt.Wir formen dieses dritte Integral zunächst durch Einführung der neuen Variablen: a , o
- j∕4y-βi
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Integration aller rationalen Differentiale 21um, wobei wegen (1) die im Nenner stehende Wurzel reell ist und posi­tiv genommen werden mag. Die neue Gestalt des Integrales ist:
βλ Γ' dx _ ( 2 ∖2m-i ∕, dy

J ~ w→s∕ J(h⅞5λ*

Im niedersten Falle n≈ 1 haben wir rechts das arc tg-Integral. Ist dagegen n> 1, so führen wir nochmals eine neue Variable z ein, indem wir:
z = arc tg y, y = tg ssetzen; es folgt: j (ϊψ|τ βJ cos2n~2^dg>so daß wir Anschluß an die zweite ßekursionsformel (18) S. 17 gewinnen.Auf y umgerechnet lautet diese Formel:

z7× Z‘ dy = 1________ y _ , 2w —3 Z*____dy
- J (1 + /)” 2n~2 (l + ∕r^1 2n-2j (ι+V)"^1 ’Rechts steht im ersten Gliede eine in y und also auch in x rationale Funktion, während sich im zweiten Gliede ein mit dem links stehenden gleichgebautes Integral findet, bei dem jedoch der Exponent im Nenner um eine Einheit verringert ist. Somit gelangt man durch (w—l)-malige Anwendung dieser Rekursionsformel nach Abspaltung einer Anzahl ratio­naler Glieder zum arc tg-Integral zurück.Die Integrale (2) sind also durchweg durch „elementare“ Funktionen darstellbar, und wir haben den wichtigen Satz gewonnen: Das Integral jedes 

rationalen Differentials F{x)dx läßt sieh als elementare Funktion in der 
Gestalt:(8) I B,(x)dx = JR1(tf) +-1≥M∙ ln |ic— «j +^∣A, ln (a∙2 + fix + z)

+ SA" arc tg i Λμ∖l∕4y-β√
berechnen. Im Ausdrucke R1(x) haben wir alle im Laufe der Rechnung sich einstellenden rationalen Glieder zusammengefaßt; die logarithmischen Glieder der ersten Summe rühren von den linearen Partialbrüchen her, und die weiteren logarithmischen Glieder und die arc tg-Glieder können nur dann auftreten, wenn die durch Nullsetzen des Nenners von ll(x) zu gewinnende Gleichung Paare komplexer Lösungen besitzt.Ein Beispiel, bei dem nur lineare Partialbrüche auftreten werden, ist:

p2xi—6a?8-}- xi—7λj-}-8 7 
J 2xa—4xi—2x-∖-4 <XDie unter dem Integralzeichen stehende Funktion R(x) zerlegen wir zu­
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22 IV, 1. Das unbestimmte Integral [5nächst durch Division des Nenners in den Zähler in die Summe einer ganzen Funktion und einer echt gebrochenen Funktion:
(θ) -R (#) = #— 1 + 1 Ϊ 13 , P~2ιc -y* + 6

x3— 2xt— x -j- 2Wie in I, 82 möge die im Nenner der echt gebrochenen Funktion stehende ganze Funktion g(x) heißen und der Zähler mit ä(«) bezeichnet werden. Um die Faktorenzerlegung der im Nenner stehenden Funktion g(x) zu leisten, haben wir nach I, 77 ff. die Gleichung:
g{x) = x3— 2x2 — «4-2 = 0zu lösen; dieselbe hat die drei einfachen Wurzeln α1 = 1, «2 = — 1 und α3 = 2, so daß nach Gleichung (4) in I, 79 die Zerlegung gilt:(10) g(x) = «3 — 2«2 — x 4- 2 = («— 1) («4-1) (« — 2).Wir haben demnach die echt gebrochene Funktion in die Summe dreier linearer Partialbrüche von folgender Gestalt zu zerlegen:fll) fefo) = Λ . Λ , A

' g(x) χ—ϊ 1 x -f- 1 ' x — 2Für die Berechnung der konstanten Partialzähler haben wir drei Wege zur Verfügung. Erstlich können wir nach der allgemeinen Vor­schrift von I, 82 verfahren. Wir haben dann die Gleichung (10) in die Gestalt zu kleiden:
g(x^) = (« — 1) («2—«—2) = (« —1)^(«), gi(x) = «2- x — 2 und finden auf Grund der Gleichung (1) in I, 82:

a ≈ 2÷½l = Δ∩2 ~1 .' 1 <Zι(lj ^ —2 2 'Nach derselben Methode gewinnt man √f, = 2, Λs-- 3, so daß die Par­tialbruchzerlegung der echt gebrochenen Funktion geleistet ist durch:
(12) 1 . 13 , „ ∕1∖∑ιi∑∑ii! _ hL +<→

x3 — 2x2 — x -(- 2 rc — 1 ' a?-J-1 ' as — 2Ein zweiter Weg, unmittelbar zu diesem Ergebnis zu gelangen, wird durch die Gleichung (7) in 1, 170 eröffnet, nach welcher die fertige Par­tialbruchzerlegung im vorliegenden Falle lautet:fefo) = ⅞(ftl) 1 , ⅞(⅝)_____ 1 , ⅛(⅝) _ 1
#(«) ∕(α1) x— ax r g' (α2) # — o⅛ '√(or8) x-ai,(13)

www.rcin.org.pl



Beispiele zur Integration rationaler Differentiale 23unter g'(x) die Ableitung von g(x) verstanden. Da in unserem Falle:1 · 13 i«, , . — -~x~ — — x 4- 6Λ∙(aj) _ 2 2 ~/(«) 3a:8·—4a?— 1ist, so hat man hier der Reihe nach x = 1, — 1, 2 einzutragen und ge­langt so in der Tat zu den angegebenen Werten der Partialzähler zurück.Drittens kann man so verfahren, daß man die drei in (11) rechts stehenden Brüche wieder addiert:Λ . A_ ' Λ __ (A+A+A)ft8+(-A-3A)s+(-2A+2A-A) 
x— 1 ’ #4- 1 ”* x — 2 λjs— 2rc2— x 4- 2und die Forderung stellt, daß man auf diese Weise zu der in (11) links stehenden rationalen Funktion zurückgelangt. Da der Nenner bereits die Funktion g(x) ist, so muß die im Zähler stehende Funktion mit h(x) identisch sein. Es müssen also die √11, √12,'J3 so bestimmt werden, daß die im Zähler des letzten Bruches stehenden Klammerausdrücke bzw. mit1 13den Koeffizienten —6 von h(%) gleich werden:+ -^2 + yl3 = — γ ,Λ+3Λ = ⅛>

-2Λ÷2Λ-Λ= θ∙Wir erhalten also auf diese Weise ein System von drei linearen Glei­chungen für die drei zu berechnenden Größen A. Die Auflösung dieser Gleichungen führt auf die schon bekannten Werte der A zurück.Das Ergebnis der Integration ist endlich:iβ,→+⅞ lφ-l∣+21nk+l∣-31a∣*~2∣-Als zweites Beispiel diene die Berechnung des Integrales:
/* xs— 4ics-}-1 ,

, / X4— δxss^r2xs- 7x -j- 2Die hier unter dem Integralzeichen stehende Funktion R(%} ist bereits echt gebrochen. Da die durch Nullsetzen des Nenners entstehende Glei­chung die dreifache Wurzel 1 und die einfache Wurzel 2 hat, so gilt nach (3) in I, 83 der Ansatz://(ic) __  ass— 4ics-j- 1 __ Λ <13 A/<∕(ic) [x—l)8(<r-2) ix— l)s ' (a; —1) , x — 1 ' as — 2Um den Zähler des ersten Partialbruches zu berechnen, verfahren wir
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24 IV, 1. Das unbestimmte Integral [5nach I, 82, verstehen also unter <71(x) die Funktion (rc—2) und schrei­ben zunächst die identische Gleichung an:
. χ*- 4x2+ l _ Λ x8-4xi+1 — Λ01(x) .4' (x —l)8ir1(x) “ (x —l)8 + ’ (x— l)s<71(x)^Bestimmen wir nun A der Gleichung (1) in I, 82 entsprechend aus:H = -¾ zu A≈2,0id)so muß sich nach den Darlegungen von I, 82 der im letzten Gliede der Gleichung (14) stehende Bruch um den Faktor (x — 1) heben lassen; in der Tat ist:

xA — 4#24- 1 — 2(a; — 2) = (a; — 1) (x2—3x — 5),
so daß der erste Schritt der Partialbruchzerlegung zum Ergebnis führt:x8—4x2-j- 1   2 xi—3x—5(x—l)’(x —2) (x— l)8 4" (x— l)i(x-2)Die Anwendung des gleichen Verfahrens auf das weiter zu zerlegende zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung führt auf:x2—3x— 5   7 x— 9

(x — l)8 (x — 2) (x — l)8 ' (x — 1) (x — 2)Das zweite Glied rechter Hand ist nach einer der im ersten Beispiel benutzten Methoden in zwei lineare Partialbrüche zu zerlegen. Unter Zusammenfassung der Einzelergebnisse erhalten wir als fertige Zer­legung der vorliegenden Funktion:_1_ I 7 I 8__________I_(x — l)8 ' (x — l)8 ' x— 1 x —2’so daß sich das gesuchte Integral so darstellt:+ 8 b∣,-1∣ - 7Als drittes Beispiel betrachten wir das Integral:
C x8-j-3x + l ,J (x8-4x-{-δ)8Die quadratische Gleichung x2— 4# 4- 5 = θ hat die komplexe Lösung 

a — 2 4~ i, so daß die Partialbruchzerlegung nach der allgemeinen Vor­schrift von 1, 83 ff. zu geschehen hat. Unter Gebrauch der damaligen Be­zeichnungen haben wir, da die Funktiong1 (#) mit 1 identisch ist, zu setzen:∕⅛(α) = Z⅛(2 4- 0 = (2 4- i)3 4- 3(2 4-«) 4- 1 ≈ 2) 4- iE, woraus sich D = 9 und E = 14 berechnet. Die Koeffizienten B und C des ersten Partialzählers berechnen sich daraufhin aus (6) in I, 84 zu
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5J Beispiele und Aufgaben zur Integration rationaler Differentiale 25
B ≈ 14 und C = — 19. Für diese Werte muß demnach die Funktion 
Jι(χ)— (Bx-∖-(T) den Faktor —4#+ 5 bekommen; in der Tat ist:

/<(#) - (Bx + (?) = xi+ Sx + 1 — (14# — 19) = (#2— 4# 4-5) (#4-4).Wir haben damit folgende, dem allgemeinen Ansätze (8) in I, 84 ent­sprechende Partialbruchzerlegung· gewonnen:/ -i - ∖ ° ÷ θ ÷ 14 zu — 19 ( x —}- 4
' (x2—4a>∙ + δ)2 (#2—4zu-∣-5)2 1 x2— 4zuψoDas Integral des ersten Gliedes rechter Hand ist nach Vorschrift von S. 20 weiter so zu entwickeln:

i* 14#—19 , „ /* 2#— 4 , n dx
J (χi-½x+5)i X ζ∕ (#s—4#4-c)Ä 't^ 4 't∕ (#s —4#4~5)s 7
J (4ci-4aj4-5)⅛(lx — iiψ5 + * / (1 + 7/4*’Das rechts noch verbleibende Integral ist auf Grund der Formel (7) zu reduzieren. Durch entsprechende Behandlung des letzten Gliedes in (15) gelangt man zum Schlüsse. Unter Zusammenfassung der rationalen Glie­der sowie der beiden im Laufe der Rechnung sich einfindenden arc tg- Glieder ergibt sich:/’#s4-3#-j-l , 9# —32 l 1 z q . kλ 21 , , cr√ (#^-4#W 2(^s4#4;5) + 2 lu(∙τ ~4^ + °)+ 2-'arc⅛^-2>

Aufgaben: 1) f = yln «|+ *Jl∏∣α-7 .2) ∕ ,li , = Aln∣s-δ'--¼n!s∙-2i=≈⅛ln,√ Äs—7^4- 10 3 1 3 3 !£ —23) C-g—i--j-⅞∙ = — 3ln∣tt-l∣-f-ln w -j- 1 j 4~ 8 ln ! w — 2 .J m8— 2m2 — u -f-2

4> Jdx ≈ ί x'~ 3? - 3 ln k + 1! + 10 in |# + 2i.-x /* dy 1 , 1 . 2 1 1 3w
’ J 2y-Zy2 2 j j 3 2 3y- 2:... /*#4 —2#U4~  5# —1 , 1 Q , „ S I in I 1 I 1 I oool6) I ——±-  ----- dx — — #34- 3#*4- 42# 4- ln |#—1 4~ 288ln i#— 7l.
J x-— 8#4- 7 3

7λ / dv _ 1 i„ itj — 5e∕ Fs-8r^-4- 16 ~ 2 iF—3 ’8) f dx........ _ 1 =. 1„ ax + b-Vb’-a, ■t7 aχ--j- 2bx-j- c 2}∕bs—ac ax-j-b ∙j-↑∕b2—ac '
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26 IV, 1. Das unbestimmte Integral fe
i* dx 1 , / αχ -4- b \ ... . .9) (6 <Μ)· 1∖W⅛-⅛ (6!“Μ>·x Λκs-4x2-j-lj 6.τ’—30λj4-29 t 1*» J—3(i∑∑≠ +1" ∣*-2∣∙12) t∕'^∑Ξ¾F'ii-⅛ + T-2l°iii + 21°lf-3l∙13> ∕⅛ Γ - J ⅛> l∙+*l - { ⅛> ⅛∙*-*+*> + j⅛ ">⅛(ηζτ)■u) ∕τ4⅛=∣ι4⅛lι+⅜arctg'∙

,« f-⅛ 1ln!y-1∣ I 1 lnι,y∙-i, + ħ 1 mfa√iii, + r⅛
J y*— 1 θ 7∕ + 1+12 Wi+y + V 2]∕3 g∖ ^∣∕3 )‘ arctg('⅛=iY2p3 V f∕3 'l6> ∕s⊂⅛⅛⅛⅛dx~iln!*~s! +1 M*≈-s*+6) + ϊ·»⅛C∕1)∙

17) f -*- + 1- ⅜ = Α- a,c tg f'⅛' + Λ + Λ arc tg (2^Λ∖ .
J yi + y ÷1 ‘ ∣∕3 \ γ·ό J τ ι∕3 ^ ∖ ∣∕3 ∕18) f 6s8- 40 a∑^ + *22aj~-1Λ2 αχ = 3 ln (a?s — 4 χ + 5) — 2 arc tg(χ — 2)

- J χ*—10,τs-∣-42ic*—82a; 4-65+ 5 arc tg (--~) ∙
j k c α8-21 , 5x — 3 3 Λτ-1∖' t∕ (#*—2a5 + 6)* T== 2(aj8~2.τ4- 6) 2)∕5aic ° ∖ ∣∕5 ∕

λ fχ*+18x5~ 186xi+½iVx-Α36 ,j 2 7 13
2θ) J (a,s-5ic4-4)8 αx~(χ-rf χ-4 (α-i)8+α-iιι I ® 1 !4- ln ! ——τ ·∣ aj — 4 ,6. Integration einiger algebraischer Differentiale, ln I, 86 wurde im Anschluß an die damalige Gleichung (3) der Begriff einer algebraischen Funktion y — cp(x) erklärt; das aus einer solchen Funktion gebildete Differential φ(x)dx heiße ein „algebraisches Differential11. In der allge­meinen Theorie der algebraischen Funktionen wird dieser Ansatz insofern erweitert, daß sowohl das Argument x als „komplexe Variable“ voraus­gesetzt wird, als auch in der die Funktion erklärenden Gleichung (3) in
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6] Elementare und nicht-elementare Integrale algebraischer Differentiale 27I, 86 ganze Funktionen gfi(x), gl(x), · ■ ■ mit beliebigen komplexen Koef­fizienten zugelassen werden. Die genannte Theorie hat zu dem Ergebnis geführt , daß die Integrale der algebraischen Differentiale im allgemeinen (d. i. von besonderen Fällen abgesehen) Eigenschaften besitzen, welche bei den „elementaren“ Funktionen einer komplexen Variablen*) noch nicht Vorkommen können. Diese Integrale stellen also nicht mehr elemen­tare Funktionen dar; wir nennen sie deshalb ,,7m'Λere transzendente Funk­
tionen“ oder sprechen von einem „nicht-elementaren Integrale“.Diese Sachlage bleibt auch dann noch bestehen, wenn wir uns im Sinne von I, 86 auf „elementare“ algebraische Funktionen beschränken, d. h. auf Funktionen φ(ir), die aus x und gegebenen Konstanten durch eine Kette „algebraischer Rechnungen“, d. h. rationaler Rechnungen und Wurzelziehungen, berechenbar sind. Jedoch gibt es in diesem Gebiete besondere Fälle, in denen wir zu einem elementaren Integrale geführt werden. Jedenfalls ist das Integral des Differentials φ(x)dx stets dann 
elementar, wenn es gelingt, durch Einführung einer neuen Variablen z 
vermöge einer Gleichung x = ψ(z) das Differential auf ein in z rationales 
Differential umzurechnen:(1) φ(x)dx = φ(ψ(z))ψ'(z) dz == R(z)dz.Vier hierher gehörige Fälle sollen ausführlich betrachtet werden. Wir beschränken die Untersuchung dabei wieder ausschließlich auf reelle Werte der Variablen und Funktionen.I. Das Integral habe die Gestalt:(2) / R(x, y,ccx + ß)dx,d. h. die Funktion unter dem Integralzeichen sei aus x und der nten Wurzel 
der linearen Funktion (ax + β') durch eine Kette von rationalen Rech­
nungen berechenbar; n sei ganzzahlig und ≥ 2.Der Koeffizient u gilt als von 0 verschieden, da sonst in (2) das Integral eines rationalen Differentials vorliegen würde. Die Funktionß(ciiC + ∕3) hat bei i ——-- einen Nullpunkt; für x>ε hat sie das Vor­zeichen sgn (a), für #<« aber —sgn («). Ist n gerade, so ist x auf das­jenige Intervall zu beschränken, für welches (ax + ß) >0 ist; dabei werde das Vorzeichen der Wurzel beliebig gewählt. Für ungerades n tritt in­dessen keine Beschränkung von x ein.Die Transformation auf ein rationales Differential gelingt nun durch folgende Substitution:*) Vgl. über die Erweiterung unserer elementaren Funktionen auf solche einer komplexen Variablen die Ausführungen am Schlüsse des vorliegenden Bandes.
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28 IV, 1. Das unbestimmte Integral [6(3) z ==i]∕ax + ß, x≈-~zn-^, dx= ~ zn~xdιs', denn wir erhalten:(4) R{x,,]∕ax + β')dx = *w-1<**∙

Jedes Integral der Gestalt (2) ist somit elementar.II. Das Integral habe die Gestalt:(5) ./»(*> VWI) λ*>d. h. die Funktion unter dem Integralzeichen sei ausx und der nten Wurzel 
einer gebrochenen linearen Funktion von x durch eine Kette von rationalen 
Rechnungen berechenbar; n sei wieder ganzzahlig und ≥2.Die vier Koeffizienten u, ß, γ, d sind nicht völlig willkürlich wähl­bar. Zunächst ist einleuchtend, daß a und ß (und ebenso γ und d) nicht zugleich verschwinden dürfen. Auch a und γ dürfen nicht zugleich ver­schwinden, da sonst in (5) ein rationales Differential vorliegen würde. Wir dürfen aber sogar voraussetzen, daß weder a noch γ verschwindet, da, wenn einer dieser Koeffizienten gleich 0 sein würde, offenbar der schon erledigte Fall (2) Vorlage. Demnach sind:(θ) -y≈f2zwei endliche Zahlen, die die Nullpunkte des Zählers und Nenners der linearen Funktion festlegen, und mit deren Hilfe sich diese Funktion in die folgende Gestalt setzen läßt:
(7).

αaJ-F ß __ a x — ¾
γx-∖-∂ y x — «2Zufolge dieser Gleichung muß, damit die lineare Funktion nicht mit der Konstanten — identisch ist, die weitere Bedingung erfüllt sein:. _ f _ * _ 2 _ “Lzl? + 0.

1 2 y κ «yEs sind also «, ß. γ, ö irgend vier endliche Zahlen, die den Ungleichungen 
αγ =f= 0, αό —- β∕ + 0 genügen sollen.Im Innern des durch ε1 und £2 eingegrenzten Intervalles hat die lineare Funktion das Vorzeichen — sgn (αγ), außerhalb desselben aber -f- sgn (αγ). Ist n eine gerade Zahl, so ist hiernach x auf solche Werte zu beschränken, für welche die lineare Funktion positiv ist; das beim Aus­ziehen der Wurzel verfügbare Vorzeichen mag beliebig gewählt werden. Für ungerades n liegt eine solche Beschränkung der Werte x nicht vor.
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6] Elementar integτierbare algebraische Differentiale 29Die Umrechnung des Differentials (5) auf rationale Gestalt wird geleistet durch die Substitution:(8) z = 1∕^⅛λ ’ x== ι dx≈~—^nzn~1d8-,v 7 Γ γx-∖-S, -γzn∙∖-κ, , (α — γznydenn wir erhalten:(9)
Jedes Integral der Gestalt (5) ist somit elementar.III. Das Integral habe die Gestalt:(10) ∕R(x, ^]∕ax2+2bx + c) dx,d. h. die Punktion unter dem Integralzeichen sei aus x und der Quadrat­
wurzel einer rationalen ganzen Funktion zweiten Grades von x durch eine 
Kette rationaler Rechnungen berechenbar.Der Koeffizient a gilt als von 0 verschieden, damit nicht der Pall I vorliegt. Durch Nullsetzen der ganzen Funktion erhalten wir eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln und ε2 zunächst als reell vor­ausgesetzt werden mögen, was für b2- ac ≥ 0 eintritt. In diesem Falle können wir unter Benutzung der Zerlegung a(x — ε1) (x — i2) der ganzen Funktion die Quadratwurzel so schreiben:

^]∕ax2 + 2bx + c≈ {x-e2) ]∕ ¾E⅛1~und haben also in (10) für f1 = ε2 (d. h. für b2- αc = 0) ein rationales Differential, für f1=}=f2 (d. h. für b2αc>0) ein Differential der schon erledigten Gestalt (5).Wir haben demnach nur noch den Fall b2— ac < 0 zu betrachten. Aus:
ax2 + 2bx -∖- c = ~ ((α^ + δ)2 + (ac —&2))folgt jetzt, da der Ausdruck in der Klammer für alle Werte x größer als 0 ist: sgn (ax2 + 2bx + c') = sgn (a).Damit die Quadratwurzel reell ausfällt, ist somit a > 0 vorauszusetzen; 

x unterliegt keiner Beschränkung, und das Vorzeichen der Quadratwurzel mag beliebig gewählt sein.Die Umrechnung des Integrales (10) auf rationale Gestalt geschieht im vorliegenden Falle durch Einführung der Variablen:(11) z ≈ xyra+γαχ2 + 2bx + c,
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30 IV, 1. Das unbestimmte Integral [8wo rechter Hand das Vorzeichen von ^]∕ a beliebig gewählt sei. Aus (11) ergibt sich:(12) (# — xj∕a)2≈= αrc2∙+- 2lx -f- c, zi-2xz ^↑∕ a = 2bx -j- ύ.Durch Auflösung der letzten Gleichung nach x und Differentiation folgt weiter: _(13) dx = l̂ t^±^dι.
2(z]∕a -J- ö) 2(2↑∕a + &)“Andrerseits ergibt sich aus der ersten Gleichung (12) nach Eintragung des inzwischen berechneten Ausdrucks von x in z\(14) =

V 7 K 2(z↑∕a+b)Somit folgt für unser Differential:
k,r J ∙ W≠+⅛) 2⅛ya + b) I

2ä yα-p2 b,s-{-e }∕α τ
dasselbe ist also in z in der Tat rational geworden, so daß auch die Inte­
grale (10) in allen für uns in Betracht kommenden Fällen als elementar 
erkannt sind.IV. Das Integral habe endlich die Gestalt:(15) ( JR(x, ]∕ax + ß, γγx + d) dx,d. h. die Funktion unter dem Integralzeichen sei aus x und den Quadrat­
wurzeln zweier linearer ganzer Funktionen von x durch eine Kette ratio­
naler Rechnungen berechenbar.Die Koeffizienten a und γ haben als von 0 verschieden zu gelten. Wir schreiben dann, e1 und f2 wieder im Sinne von (6) gebraucht:(16) ]∕ax^j-ß =j∕a(x-ε1), ]∕γx+~∂ =y,γ(x-z2).Damit wir nicht auf den Fall I zurückkommen, haben wir die beiden Nullpunkte ε1 und ¾ der linearen Funktionen als voneinander verschieden vorauszusetzen und nehmen etwa an, daß e1< ε2 sei. Je nach den Vor­zeichen von a und γ ist alsdann x, wie man leicht feststellt, in folgender Art zu beschränken:

x ≥ ε2 für a > 0, γ > 0,≤ ≤ «2 fttr a > θ> Z < θ>
x ≤ «1 für « < 0, γ < 0.Die Annahme a < 0, γ > 0 ist auszuschließen, da dann für keinen *Wert x beide Wurzeln zugleich reell ausfallen. Die Vorzeichen der Wurzeln mögen beliebig gewählt sein.
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7] Elementar integrierbare algebraische Differentiale 31Mail führt nun die neue Variable z = ]∕rax + β ein und findet: *~j∕αs+∕j, dx≈~zdz, yγx+∂^y⅞2+as~^-v,so daß sich das Integral (15) auf die Gestalt:
j Β(χ,γ«χ+β,γγχ+0) dx=≈J*,'r(→*- %, z, ∣-*⅜und damit auf ein Integral der Gattung (10) umrechnet. Also haben wir 
auch das Integral (15) in allen für uns in Betracht kommenden Fällen als 
elementar erkannt.7. Zweite Integration smethode von Differentialen mit der Quadrat­wurzel einer ganzen Funktion zweiten Grades. Eine zweite Methode, ein Integral:(1) f R,(x, ^j∕ax2 +2bx + c)dxzu berechnen, behält die Quadratwurzel bei und sucht durch Zerlegung und wiederholte Einführung neuer Variablen zum Ziele zu kommen. Wir schreiben zur Abkürzung:(2) w ≈ ]∕axz -f- 2bx + cund denken R(x, w) in der normalen Gestalt des Quotienten zweier ganzer rationaler Funktionen von x und w dargestellt (vgl. I, 95). Da zufolge (2) jede gerade Potenz von w in x eine ganze rationale Funktion ist, jede ungerade Potenz von w aber das Produkt von w und einer ganzen ratio­nalen Funktion von x darstellt, so können wir jR(ir, w) in folgende Ge­stalt setzen:

R(xi w) β ¾⅛*0*) v j <Z2(ic) +w f∕s(ic),wo die g ganze rationale Funktionen von x sind. Erweitern wir den rechter Hand stehenden Bruch mit (g2-wg3), so folgt:
p∕λ, „,λ _ !Mi- ^sg1g3∖ , fffι9iw*-g0gawi∖ i Λi,¾ zv) - λ,-w,λ, ) + (, ft.-w⅛τ~7 ∙ ⅛ >wo in beiden Klammern rechter Hand rationale Funktionen jR1(ir) und 

R%(x) stehen. Auf diese Weise ist das Integral (1) dargestellt als Summe 
von zwei Integralen:

R(x, w) dx =J jR1(ir) dx 4-J ,

von denen das erste Integral eines rationalen Differentials hier als erledigt 
zu gelten hat, während das zweite der weiteren Entwicklung zu unter­
werfen ist.
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32 IV, 1. Das unbestimmte Integral L7Man zerlegt jetzt -R2(λ∕) in Partialbrüche und stellt auf diese Weise das noch zu berechnende Integral als ein Aggregat von Integralen der 
drei Typen dar:

γ Γxndx rr Γ dx ∣τy ∕* (Bx-∖-C')dx
J w , ' J (x—u)nw , ’ , ∕ (&"“'+ β%-∖~ γ)nw ’in I ist n eine nicht-negative ganze Zahl, in II und III eine positive ganze Zahl, die Koeffizienten ß und γ befriedigen die Bedingung:(3) · 4y > ß2.Indem wir die Behandlung des Typus I hinausschieben, reduzieren 

wir zunächst den Typus IIaufl. Dies gelingt leicht durch die Substitution:
(4) 1 1 . J dz

x — a’ z , ’ zi,

wz ==)∕(αα2+2δα + c)z2 + 2(aa + b)z + a = w1.Das Integral II geht hierbei in der Tat in die Gestalt:
Γ dx _ f*zn~1dz 

J (x — α)w w~ J w1über, welche dem Typus I angehört.
Auch der Typus 111 ist auf I reduzierbar, freilich durch eine weitumständlichere Rechnung. Wir üben zunächst die Substitution aus:(5) + 4 = dx=dx,^∖∕γ -und gelangen auf diese Weise zu einem Integrale der Gestalt:

C fB'x,-γc,') dx 
J (,x' ^4^lft}∕dx 2-f- 2b'x' + c' ’das wiederum den Typus III, aber mit der Vereinfachung ß = 0, γ = 1 besitzt.Ist δ'=⅛=0, so führen wir zu weiterer Vereinfachung die Substitution:

(7) x~~sz + l> äX (1"^2)(e0-J-l)8' 2-f^1 “ +aus, wobei wir uns die Auswahl von ε Vorbehalten. Man berechnet leicht, indem man der Kürze halber die oberen Indizes der Koeffizienten B', C, 
d, b', c fortläßt:

jr√+ c≈ (j8+cs)g= A* + fi.
^*^ εζ 4~ 1 εζ i 1(8)

w(εz-∖-Γ)=y (a+2bε Acεi)zi-2({a-c)εA(εi-l')b)8A(aεi-2bε+c)=w1.
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7] Integrale von Differentialen J5(ie, ]∕αic2 + 2bx -fi c) dx 33Abgesehen von dem vortretenden konstanten Faktor (1 -f-δ2)1~n nimmt das Integral (6) die neue Gestalt an:
' ’ J —<?+!)”. w1-------  di,-Die Auswahl von ε treffen wir so, daß:(α-c)δ + &(ε2— 1) = 0 und also « = -+]/(-~6')2+1wird, wobei wir von den beiden zur Verfügung stehenden reellen Werten 
ε einen beliebig wählen. Der Erfolg ist, daß im Radikanden von wl das 
lineare Glied ausfällt:(10) w1 = Y Λ z2 + J3.*■Die im Zähler von (9) stehende ganze Funktion (2n— l)tθn Grades schreiben wir unter Sonderung der geraden und ungeraden Potenzen von 
z in die Gestalt um:(B1 z + Cr1) (εz + l)2»-2 = 0r1 (^2) + 3gi(f).Wir haben dann in gi und g2 zwei ganze Funktionen (w— l)tθn Grades von £2, die wir unter Benutzung der Taylorschen Formel (I, 172 ff.) auch nach Potenzen von (024-1) anordnen können:6,ι(^2) ~ ⅜+ 1) + ∙ , ∙ + αw-ι(^24- l)w~S‰02) = δθ+ δ1(s2+l) 4------4- V1(^2+ l)s~1.Tragen wir diese Ausdrücke in (9) ein, so spaltet sich das Integral (9) in ein Aggregat von Integralen der beiden Gestalten:
(in f-__ '-de Γ ssdz__J (^4-ip.yA^+βJ5, J ^+l)n.↑∕Λ^+Bf

wo n die bisherige Bedeutung hat oder eine kleinere ganze Zahl ist. Beide Integrale (11) sind jetzt durch je eine weitere Substitutionauf den Typus I reduzierbar. Für das erste Integral setzen wir:(12) t> = ^4=, -Aτ-ι-e, d,------------ ‰=V*2+l z + 1 - (1— v2)pT- Viund finden:
Q3') Z*___ dz _  Γ (1 — vv)n~1dυ

J (^i4- lf.∣∕>F+ B J ↑∕(A-B)υ' + l3 ’Beim zweiten Integral bedienen wir uns der Substitution:
(14) m = ⅛- *,-1u~1' *d* = --⅛Ir icke, Differential- u. Integralrechnung. II. 3
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34 IV, 1. Das unbestimmte Integral [8und gewinnen:
1 du∕1Ft'⅛ Γ zdz — _ 1 Γ un~1 du' ' J (^ΓjΞ1)». i∕Λz2+B ~ 2 J y(JB-Λ)ui+Λu

Das letzte Integral hat unmittelbar den Typus I, aus (13) aber gewinnen wir 
nach Entwicklung des Zählers ein Aggregat von Integralen des Typus I.*)Es bleibt demnach jetzt nur noch die weitere Behandlung des Inte­grales I. Dieselbe gründet sich auf eine „Rekursionsformel“, welche man am kürzesten durch Differentiation des Produktes xn~l∙w gewinnt, w in der Bedeutung (2) gebraucht. Es ergibt sich nach einer einfachen Rech-
nUDg: d(√,"1w) Xn . , ∕4, A∖,χn~i

v ·,------ = na-----H (2w—l)o----------------- H (n—l)cdx w v 7 w v 7 wDurch Integration und Auflösung nach dem ersten rechts auftretenden Integrale folgt:Z-(P∖ Γxndx 1 „ 1 2n — 1 b Txn~idx η — 1 c Γxn~2dx
v 7 J w na n a J w n ajw

Mittelst dieser Rekursions formet führen wir jedes Integral des Typus I auf 
die beiden schließlich noch zu berechnenden Integrale zurück:

/‘xdx i* xdx f* dx  t‘ dx
w ~~ J yax2^,2bxA- c’ J w J Vaχi + 2bx + cFür das erste dieser Integrale folgt leicht:

..rιx Txdx 1 b Γ dx(18) J ,c =aW~ aj Ü’. .so daß letzten Endes nur noch das zweite Integral (18) zu berechnen bleibt; dasselbe wird sich unter den gleich zu betrachtenden Beispielen vorfinden.8. Beispiele und Aufgaben zur Integration algebraischer Differen­tiale. Zur Berechnung des eben noch übrig gebliebenen Integrals setzt man für a > 0:
z,n fi dx _ 1 dx________

J yax*+2bx + c ya J y,(^c~b

*) Übrigens kommt man für J3 = Λ in beiden Fällen einfach auf Potenz- integrale zurück. Das zweite Integral (11) läßt sich auch durch die Substitution 
m = z* auf ein Integral der in § 6 unter I behandelten Art zuräckführen.
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8] Beispiele zur Integration der Differentiale E(,x,↑∕axi-∖- 2bx-{- c) dx 35und gelangt vermittelst der Substitution x4- α̂== z, dx == dz zum dritten oder vierten Integrale (16) S. 8 zurück:
Γ-. Λί - ln , + τ/Γ»+7?ϊΞ5I.V “Bei Wiedereinführung von x folgt:£ + ^)∕02+ (~α⅞ & ) = a~(ax ÷ ÷ Ya}∕ax2 + 2bx + c).Für das Integral (1) ergibt sich dadurch bei Fortlassung des konstantenGliedes---- -Ιη«*):]∕α 7(2) ∕vw⅛Tc - ⅛ln ax+b+Va y∞a+2iv+^ f, <«> o).Für a < 0 haben wir &2 — ac > 0 vorauszusetzen (S. 29); wir schrei­ben dann: dχ ß dx ____

'7 J ]∕ax2-j- 2bx + c ^∖∕-a*J — ac^

wo alle drei Quadratwurzeln mit positivem Vorzeichen genommen sein mögen, und erreichen durch die soeben angewandte Substitution das erste Integral (16) S. 8:∕i ds . / z \√l∕(⅛c)-→∙ 11z⅛l7Rechts sei der Hauptwert der arc sin-Funktion genommen, und die im Nenner des Argumentes stehende Wurzel ist mit dem positiven Vorzeichen zu versehen. Man hat also, wenn auch ßb2— ac positiv genommen wird, wegen « < 0:
V a2 —azu setzen und findet bei Wiedereinführung von x:(4) C* — dx------- -  =------L=∑ arc sin f "aL⅛=LA, (a < 0).fJ j/ax2-j-2bx-j-c ]/— a ∖γb2- ac∕ V 7Bedienen wir uns wieder der Abkürzung γαχ2 -}- ∙2bx c = w, so ist

ß dX - j'yayy+^+i dx - af^ + 2bβ-^ + cf⅛,

*) Alle unsere Integrale sind nur bis auf die additive „Integrationskonstante1 bestimmt (s. S. 4). 3*
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36 IV, 1. Das unbestimmte Integral [8wie man durch Erweiterung mit w unter dem Integralzeichen leicht findet. Durch Heranziehung der Formeln (IG) und (18) S. 34 kann man das erste und zweite Integral rechter Hand auf das dritte zurückführen·, man gelangt auf diese Weise nach kurzer Rechnung zu:
Γ 1 . b bi- ac Cdx

J wdx^~xw + raw-------Das letzte rechts noch verbleibende Integral bestimmt sieb nach (2) bzw. (4). Es ergibt sich schließlich für a > 0:(5) /J/W+ 2b x + c dx= (qa + ⅛)VW + 2ħa-l-c _ &2 -«c ln ι aχ + & + y~ yaχ2 + 2bx+~C |, 2« 2α∣∕αworan sich für a < 0, b2— ac > 0 anschließt:
<,,7V,⅛31.+,λ-<∙∙±∙⅛±≈⅛∙÷-=z.-<"⅛>In dem Integral: z»(Ό J (xä+ l)y'Axi + Bsei die Quadratwurzel als reell und positiv vorausgesetzt. Ein besonders einfacher Weg zur Berechnung dieses Integrals beruht auf der Substitution: (8) ^]∕Λx2+B≈xz, x2(z2 — H) = B, x2 + 1 = z z*-~a ~ ‘Durch Differentiation der zweiten Gleichung folgt nach Forthebung von 2 x 

{z2 — Ä)dx + xz dz = 0und also durch Benutzung der ersten Gleichung (8):
dx " dz

j∕Axs+ B ~~~ Bi-ΛDas Integral (7) rechnet sich daraufhin in z auf das Integral eines ratio­nalen Differentials um:
i* dx __ Z* dz

J ~(xi+l)↑∕Axir+ B~ J(E~Λ) + ziNach früheren Entwicklungen ist das rechts stehende Integral gleich:-~≈==, arc tg (—===Λ oder —τ⊂L= ln 1 *~Jζ4∑Ξ∙g I, 
VB-A h∖]∕B-Aj 2↑∕A-B ∣z + ↑∕A≡b∖
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8] Aufgaben zur Integration von Differentialen R(,x, 2bx -f- c) dx 37je nachdem B — A> 0 oder < 0 ist*). Wir gelangen also zu dem Er-geto!S: L^U-arctg(E^), B>Λ),
fc∏ f dx = VB-Λ o ∖X]∕B-A∕,

J (^2+ '_____i in yZ^+B-x}∕A≡B \ (·Α>Βχ2|/Z—B‘ α γΑχ2 + Β-\-χγΑ — Β ’ 'Aufgaben: 1) Γ——5 = A—⅛⅛= — 3 arctg (j/a;—l).
J xityx- l)3 χγχ—1

Γ vxdx 3 /3 ∕^^∖2 3/- 6/-' I 6/-13) I —---- ⅞-= = y \y X) -J- 2 }∕x + 3 Ktf÷θ⅝E÷θlnιl-y«!·
*J \ x — y xBemerkung: Unter dem Integralzeichen steht eine rationale Punktion von 

Vx, so daß die Substitution x — z6 ein in z rationales Differential ergibt.4) f ⅛ f ≈ 3 V7+"l - θ K + 1 + 6 ln ί 1 + K+^li ·
J 1⅞ +1 + dw)

5) Γ ydy_____
J ^+i+∣z2,4-i-∣(½Ui)∙-4(K+i)+∣(Vi+i)'-⅛+i)+∣(Py+i),-∣(V^),

6) CVr2 — x2dx = --x}∕r2— x2 + -*-r2 arc sin θθ ·
7) J*∖∕χ2 -∖- a dx≈~ x ^ψx2 4-a + -^-αln∣iC-∣- y⅛2 + «| ·
8) /--------- — ==—yax2 4-2b-x 4-c-------I - —■  ι, ■tJ j∕αrc2 -f- 2bx -)- c a a J ↑∕ax2~y 2bx -f- c9) i*xj∕ax2^p2bx+~cdx-^(j∕ax2~y2bx-j-c)3- 4 ax2~y 2bx -4- ci/ar.

1,v, C dz . ∕z-r∖
J ]∕2rz- z2 \ r /11) C-a2-^^ dz = — α∣∕2r2-22 + (αr + V) arcsin Λ -ή.
J y,2rz — z2 . \ r t12) C—- —- = — (g-j- 3r) ]∕2rz-z2 + 3r2 arc sin (- —\ ·
J }∕2rz-z2 \ r /*) Der Fall B — A führt auf das in Aufgabe 24) S. 13 gelöste Integral (für α = 1) zurück.
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38 IV, 1. Das unbestimmte Integral [θ
13) ί.∕ 8√y^77 =]n b + γ + + y + 1! ∙J yy2 + y+ i· 214) Γ $ d^τ~, = l⅜ii + ?/ +1 ~ ⅛ln b + γ + tV + y +11 ·

J W +2/ + 1 2 215) J*]∕2rz —z2 dz = (z — r) ]∕2rz —z2 -j- r2 arc sin ·
λc∖ Γ üv 1 ∙ ∕5v + 2∖

J ]/l — 4v — 5v2 ∣∕5 \ 3 /17) / ---- --■■ « = ln I a; | — ln I 3x-f-1 4-l∕2zr2 4-6#-4-1 I.J χ-]∕2x2 + 6x + l
<θ. G dx 1' . ∕2ic— 3\18) / —..... — = -— arc sm I----- — ) ·

J x}∕χ2 -j- 4cχ — 3 y3 ∖ λj^∣∕7 /
.o, /’ z6 dz 1 ------ = / _ 1 5 3 . 15 \ , 519) J yr≡f. = ~ T 1λ “ 242 + T * + T2) + ∏aro 8ln *·20) ∕j^=÷1'τ+75(z'-⅜z)+⅜lnla+ιzι+^l∙

C dx 1 ∕δl∕α2— ic8∖
J (#2 + δ2)]∕α2 — α2 bj∕a2-j-b2 ∖χj∕a2 -j- b2/

f* dx 1 ιn b↑∕χ2—α2 4~ rc}∕α2-f-&2
J (ic2+ b2')}∕χ2 — a2 2bYa2-^b2 b↑∕χ2 — a2 — x]∕a2-∖-b2Bemerkung: In Aufgabe 21) und 22) führt die Substitution x = bz zum Integral (9).23) Λ------- ⅛., -≈21+lΞπ^21nil)⅛-ι + ⅝-⅛-2∣.
J (l — ]∕x - l) ↑∕χ — 2 ↑∕χ — 224) Γ a_~^ dx = 2a arc sin Vx— 2bl∕l — x.
J ]/x ]/l —x9. Notizen über niclit-elementare Integrale. Unter den algebraischen Differentialen, welche „nicht-elementare“ Integrale liefern, haben die ein­fachste Bauart die Differentiale R,(x, Yg(.x')) dx, wo g(x) eine ganze ratio­

nale Funktion dritten oder vierten Grades von x ist und das Symbol R im 
bisherigen Sinne gebraucht ist*). Zu einem Integrale dieser Gestalt:(1) J^R(x,Yg{x')) dx

*) Der Vollständigkeit halber möge bemerkt werden, daß sich auch solche Differentiale noch „in vereinzelten Fällen“ durch Einführung geeigneter neuer Variablen in rationale Differentiale transformieren lassen.
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9] Notizen über nicht-elementare Integrale 39werden wir unten bei der Ausmessung der Bogenlänge („Rektifikation“) der Ellipse geführt werden; auch die Ausmessung der Bogenlänge ande­rer elementarer Kurven, so der Hyperbel, der Lemniskate, der verkürzten und verlängerten Zykloide usw., führt auf Integrale der Gestalt (1), und man gelangt darüber hinaus bei der Behandlung vieler Aufgaben der Mechanik zu solchen Integralen. Wir werden hierauf bei Gelegenheit zurückkommen. Der Beziehung zur Rektifikation der Ellipse verdanken die fraglichen Integrale ihren Namen „elliptische Integrale“; ihre viel­seitig entwickelte Theorie ist in zahlreichen besonderen Lehrbüchern behandelt.Die bekanntesten nicht-elementaren Integrale, die elementaren „tran­szendenten Differentialen“ entsprechen, sind die folgenden vier:
(2) J^dx, J""xdx, f~dx, Je-^dx.Das erste dieser Integrale kann man durch die Substitution z = eτ auch in die Gestalt überführen:(3)Unter den vier „höheren transzendenten Funktionen“, welche durch die Integrale (2) erklärt werden, sind es namentlich die erste und die vierte, welche wichtige Anwendungen gefunden haben, jene innerhalb der Zahlen­theorie, diese innerhalb der Wahrscheinlichkeitsrechnung; wir kommen auf diese Funktionen unten nochmals zurück.Der Beweis, daß die vier Funktionen (2) „höhere transzendente Funk­
tionen“ sind*), ist im Jahre 1833 durch Liouville geführt**). Ein nähe­res Eingehen hierauf verbietet sich wegen der Umständlichkeit des frag­lichen Beweisverfahrens. Demgegenüber ist es sehr leicht, Fotenzreihen für 
die vier nicht-elementaren Funktionen (2) anzugeben; wir gewinnen für die zweite und vierte Funktion:(4)
(5)

*) Über den Begriff der „elementaren transzendenten Funktion“ vgl. man I, 87 ff. Die Aussage des Textes bedeutet, daß es' unmöglich ist, z. B. die erste Funktion (2) aus x durch eine endliche Anzahl von Schritten zu berechnen, deren einzelner eine rationale Rechnung oder eine Wurzelziehung oder die Berechnung einer elementaren transzendenten Funktion ist.**) S. dessen Abhandlung „Memoire sur l’integration d’une classe de fonc- tions transcendantes“ Journ. für Math. Bd. 13 (1835).

/ sin x __  xs. x'υ x1
J x ax x — 3ΤΓ3 + 5! . ö ~~ 7! · 7 ÷ ' '
∕

zy⅜3 zy»5 ∕γ>rl zy»9<≈-"^-≈-ι⅛+2⅛-3Fγ + i⅛-∙∙∙.
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40 IV, 1. Das unbestimmte Integral [10während wir an Stelle der ersten und dritten Funktion die mit ihnen nahe verwandten treten lassen:
_ 1 ∕Y>2 zy>3 /¥»4 ∕yjδ⅛*^-^ + 2!⅝ + 3⅛+4⅛ + ^6+ ∙∙>

ω/
1    p∏q ∕y> ∕p2 zy>4 zy>6 ∕γ>91 cosa7 r7r _ 3 _ x i x________ x i . . . *\

x ax 2! · 2 4!∙4 + 6! 6 8! - 8 + >'Die hier rechter Hand stehenden Reihen sind alle „unbeschränkt konver­gent“ (I, 221), wie man leicht auf Grund der Entwicklungen von I, 176 ff. feststellt. Sie stellen also in jedem endlichen Intervalle eindeutige, ste­tige und differenzierbare Funktionen dar; und zwar wird nach I, 228 in jedem Falle die Ableitung gewonnen, indem man die Reihe „glied­weise“ nach x differenziert. Hierbei ergehen sich dann eben in allen vier Fällen die bekannten Reihenentwicklungen der linker Hand unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen, woraus die Richtigkeit der Dar­stellungen (4) ff. ersichtlich wird. Soweit die Reihen (4) ff. „gut“ konver­gieren, was jedenfalls für absolut ausreichend kleine Werte von x zu­trifft, sind diese Reihen auch für „numerische Berechnungen“ unserer vier höheren transzendenten Funktionen brauchbar.10. Graphische nnd mechanische Integration. Fig. 1 erläutert eine Methode, ein Integral: ^(1) /'(#) = Jφ(x)dxangenähert auf graphischem Wege zu gewinnen. Wir nehmen an, daß die Variable x auf ein der Zeichnung auf dem Reißbrett zugängliches Intervall beschränkt sei, und daß auch die Funktionswerte φ(x) sich innerhalb eines Intervalles bewegen, so daß die Zeichnung der Kurve der Funktion φ(x) auf dem Reißbrett möglich ist.**) Wir wollen diese Kurve,*) Auf die Funktionen (4) und (5), deren erste „Integralsinus“ Si(ic) heißt, während die zweite, abgesehen von einem konstanten Faktor das „Gaußsche Fehler­integral“ ist, kommen wir in § 8 des dritten Kapitels zurück. Führt man in (6) eine neue Variable z durch die Substitution ic = ln# ein, so folgt:
∕V-ι 7 Λ* . ’ p* 1 .1 ,
/  # ^x~ J X = J Jn 2 — 6n Z) idie im ersten Gliede rechter Hand stehende Funktion heißt „Integrallogarithmus“ und wird durch li(s) bezeichnet. Endlich steht die Funktion (7) in naher Be­ziehung zum „Integralkosinus“ Ci (#).**) Diese Voraussetzungen hängen natürlich wesentlich von der Wahl der Längeneinheit ab. Übrigens mag man dabei, falls es für die Zeichnung zweck­mäßig erscheint, für die Ordinaten eine andere Einheit benutzen wie iür die Abszissen. Das läuft für die Rechnung offenbar darauf hinaus, daß man in (1) die Funktion φ(aj) durch μφ(x) ersetzt, wo μ ein geeignet gewählter konstanter Faktor ist; an Stelle von f(x) tritt dann einfach auch μf(x).
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10] Graphische Integration 41insofern sie vom gegebenen Differential φ(x)dx herrührt, als „Differen- 
tiolkurveii bezeichnen; die Kurve der gesuchten Funktion f(x) heiße ent­sprechend „Integralkurve11. In der Figur tragen diese beiden Kurven dem­nach die Be­zeichnungen 
D und J^.Da es sich in (1) um ein 
unbestimmtes Integral han­delt, so ist die Funktion f(x) nur erst bis auf eine willkür­lich wählbare additive Kon­stante be­stimmt. Es ist demnach er­laubt, etwa für den Punkt Q der x- Achse (s.Fig. 1*)), den wir nahe dem linken End­punkte der ge­zeichneten Differentialkurve D wählen, die Ordinate P Q der Integralkurve J willkürlich zu bestimmen. Durch die Auswahl dieser Ordinate PQ ist dann aber über die Integrationskonstante verfügt, so daß die durch den Punkt P hindurchlaufende Integralkurve J eindeutig bestimmt ist.Es sei nun x die Abszisse des Punktes Q, und es sei x1 > x, jedoch von x nur sehr wenig verschieden; dem Argumente x1 entspreche der Punkt P1 der Integralkurve. Aus der Gleichung (1) in I, 102 und dem Mittelwertsatze (9) in I, 135 folgt:(2) tg^ = ^∈2⅛=∕,'(ic-l-^(¾-ir)) = φ(aj-∣--a(¾-^)), (0<#<l),wo ß der Winkel zwischen der nach rechts gerichteten Sehne PPi der Kurve J und der positiven x-Achse ist. Als Näherungswert der rechten*) Zum richtigen Verständnis der Figur sei bemerkt, daß Q der Fußpunkt der Ordinate des Punktes P der Integralkurve J sein soll.
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42 IV, 1. Das unbestimmte Integral [10Seite der Gleichung (2) wählen wir nun denjenigen für ff = y und da­mit die Ordinate φ(⅜) der Differentialkurve D für den in der Figur mit 
Qo bezeichneten Mittelpunkt x0 = g — des durch x und xl eingegrenztenIntervalles. Diese Annäherung des Wertes φ(rrθ) an den Wert tg ß wird, die Stetigkeit der Funktion φ(ic) vorausgesetzt, im allgemeinen um so besser sein, je weniger x1 von x ab weicht.Die Konstruktion des Winkels ß und damit der Richtung der Sehne 
PP1 ist bei diesem Näherungsverfahren dann einfach da­durch zu bewerkstelligen, daß man den zu x0 gehörigen Punkt Po der Kurve D mit dem auf der x-Achse ge­legenen Punkte P der Abszisse (x0—1) verbindet* **)).Zu RP0 ist also von P aus- die Parallele PP1 bis zum Punkte Pl der Abszisse x1 zu ziehen, womit dann eben die Sehne PP1 der Integral-kurve Jgewonnen ist. Die Figur erläutertnäher, wie durch Fortsetzung dieses Ver­fahrens eine Sehnenkette der Integral ­kurve P zu konstruieren ist. Bereits diese gebrochene Linie gibtein Näherungsbild vom Ver- ∣laufe der Kurve Pτ so daßwir es unterlassenhaben,eine stetig gekrümm­te Kurve durch dieEcken der ge­brochenenLinie hin­durchzu­legen **)

*) In Fig. 1 ist als Einheit 1 cm gewählt.**) Man veranschauliche sich, daß die Kurve J Extremwerte ∕'te) an den bei­den Stellen liefert, wo 1) die x-Achse schneidet, und daß ein Wendepunkt der Kurve J dem höchsten Punkte der Kurve D entspricht.
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10] Beispiele graphischer Integrationen 43Nach diesem Verfahren ist in Fig. 2 die Integralkurve des Differen­tials 2xdx, in Fig. 3 diejenige des Differentials ]/l — χ* i dx gezeichnet. Als Längeneinheit (gemeinsam für x und y) ist beide Male 5 cm gewählt. Beide Zeichnungen beziehen sich auf das Intervall 0 ≤ x ≤ 1; für x = 0 ist als Funktionswert f(x) jedesmal 0 gewählt. Im ersten Falle gelangen wir einfach zur Parahel*):
y = J*2xdx = x2.Im zweiten Falle handelt es sich um die transzendente Kurve der Gleichung: 

y = j|/i — x2 dx = ^-x]∕l — x2 + γ arc sin x.Im übrigen sind die Figuren für sich verständlich.**)

*) Hier gilt für den in (2) gemeinten echten Bruch ⅛ stets -9,==⅜, so daß in Fig. 2 eine genaue Konstruktion der Sehnen der Parabel vorliegt.i**) Für x—1 ist y = * = 0,785 · · ·; die Zeichnung liefert etwa 0,778.
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44 IV, 1. Das unbestimmte Integral [10Wie schon bemerkt wurde, liefert die Sehnenkette ein um so ge­naueres Bild der Integralkurve J, je kleiner wir die Intervalle wählen, die der Konstruktion der einzelnen Sehne zugrunde gelegt werden. Die Integralkurve J wür­den wir demnach ge­nau erhalten, wenn die Intervalle sämt­lich verschwindend klein werden. Hier­bei gelangen wir zu folgendem,durch F ig. 4 näher erläuterten Bilde: Wir denken den Punkt P der Ko­ordinaten x, y etwa im Sinne wachsen­der# die Differential­kurve I) stetig durch­laufend. Dem Punkte P entspreche derPunkt Pl der Inte- gralkurve mit den Ko- ordinaten x1, y1∙, P1 hat dieselbe Abszisse wie P (d. h. es ist #x = #) und wird also die Integralkurve Jim Sinne wachsender x beschreiben. Dabei bewegt sich der Punkt Pl in jedem Augenblicke parallel zur Geraden PP, die wir (wie schon in Fig. 1 geschah und in Fig. 4 an drei Stellen ausgeführt wurde) als Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks PQR der Katheten PQ = \ y\ und QR = 1 zeichnen. Wir sind demnach zu dem Ergebnis gelangt: 
Der Punkt P1 beschreibt die Integralkurve J, wenn:1) seine Abszisse x1 stets gleich der Abszisse x von P ist, und wenn2) die Pewegungsrichtung von P1 in jedem Augenblicke parallel zur 
Hypotenuse RP des genannten Dreiecks ist.Der „Integraph,“ von Abdank-Abakanowicz liefert einen die Punkte P und P1 verbindenden Mechanismus, der bei Bewegung von P über die Kurve D den Punkt P1 den beiden eben genannten Bedingun­gen entsprechend mitbewegt, so daß also P1 die Integralkurve J von D beschreibt. Die schematische Figur 5 erläutert das Prinzip des Appa-
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Ιό] Mechanische Integration 45rates, Fig. 6 (S. 46) stellt die von Coradi (Zürich) ausgeführte Kon­struktion (älteren- Stiles) dar..Gegenüber Fig. 4 liegt hier der einzige Unterschied vor, daß die beiden Kurven D und J auf zwei verschiedene Koordinatensysteme mit parallelen Achsen bezogen sind. Einin Richtung der rc-Achse (der durchdie Punkte P und Q laufenden Ge­raden der Figur 5) fahrbares recht­eckiges Rahmengestell trägt zwei längsseiner großen Seiten verschiebbareWagen W und TU'; die vierkleinen Kreise des einzelnenWagens denke man als vierkleine Rädchen, welche inNuten längs der Seiten desRahmens eingelassen sind.
W trägt bei P eine Hülse,in welche der SchreibstiftderDiiferentialkurve eingesteckt wird,
W' bei Pi eine solche für den Schreib­stift der Integralkurve J. Der Ab­stand der y-Achsen der beiden Koordi­natensysteme für D und J ist alsogleich dem in Richtung der ir-Achse(Linie P Q^) geschätzten Abstande derbeiden Hülsenmitten. Es ist klar,daß bei jeder Bewegung des Appa­rates P und P1 in ihren Koordinaten- Fig. 5.Systemen beständig gleiche Abszissenbehalten, so daß der Bewegungsbedingung 1) des Punktes P1 genügt ist. Die Lage der zur rr-Achse parallelen rr1-Achse wird nicht weiter fixiert, was zur Folge hat, daß die Integrationskonstante unbestimmt bleibt.Die Forderung 2) erfüllen die übrigen Bestandteile des Apparates. Um einen in der Mitte des Wagens TU angebrachten Zapfen ist eine Schiene drehbar, welche mittelst eines Schlitzes auf einen etwa in der Mitte des Rahmengestells angebrachten Zapfen verschiebbar aufgesetzt ist. Der in Richtung der rr-Achse geschätzte Abstand der beiden Zapfen ist die Längeneinheit Sie tritt auch als Strecke PQ der Figur in die Erscheinung, und wii erkennen in PP und damit in der Schienenrich­tung die augenblickliche Bewegungsrichtung, welche der Punkt Pl haben muß. Die Nötigung, daß P1 parallel zur Schiene fortschreitet, ist nun
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46 IV, 1. Das unbestimmte Integral [10durch zwei weitere wesentliche Bestandteile des Mechanismus erzielt. Hierzu dient erstlich das Gelenkparallelogramm A, B, C, I) und zweitens ein am Wagen W' links angebrachtes scharfkantiges Rad B', das auf der Papierebene steht. Die Seite CD ist in ihrem Mittelpunkte um einen senkrecht über der Radmitte angebrachten Zapfen drehbar; die Gegen­seite AB läuft senkrecht zur Schiene und ist längs derselben mittelst

des Wagens W" verschiebbar. Die Achse des Rades B' läuft parallel zur Seite CD unterhalb derselben (Fig. 6 zeigt die Anordnung). Es ist hiernach einleuchtend, daß die Ebene des Rades parallel zu BP verläuft. Die Wirkung der scharfen Schneide des Radkranzes ist es nun, daß bei jeder Bewegung des Mechanismus B' nur in seiner Ebene fortrollen kann. Dadurch aber verläuft die Bewegung von P1 entsprechend der zweiten Bedingung, d. h. P1 schreitet in deι, Tat parallel zu BP fort.Der wirklich ausgeführte Apparat weicht von den Angaben der Fig. 5, die. nur das Grundprinzip dar legen soll, in mehrfacher Hinsicht ab, enthält auch noch eine Reihe von Einrichtungen (so z. B. eine solche
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10] Integraphen älterer und neuerer Konstruktion 47zur Veränderung der Längeneinheit), auf die wir nicht weiter einge- lien können. Übrigens wird die Konstruktion der Fig. 6 jetzt nicht mehr hergestellt, ist vielmehr durch die in Fig. 7 wiedergegebene Konstruktion ersetzt, die eine Reihe tech­nischer Vervollkomm­nungen besitzt. Wir haben die Einrichtung des Integraphen im engeren Anschluß an die ältere Konstruktion der Fig. 6 besprochen, weil in derselben die Rolle, welche das Ge- lenkparallelo gram m spielt, deutlicher her­vortritt. Neben dem in Fig. 7 abgebildeten Ap­parate wird noch eine kleinere Konstruktion mit einigen unwesent­lichen technischen Ab­änderungen gebaut. Der Apparat der Fig. 7 beherrscht in der nor­malen Größe eine Ordi- natendifferenz von 52 cm, der kleinere Apparat eine solche von 27 cm. Die Längeneinheit ist beim größeren Apparat zwischen 5 cm und 20 cm, beim kleineren zwi­schen 4cm und 121∕2 cmwählbar.
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48 IV, 2. Das bestimmte Integral [1
Kapitel II. Das bestimmte Integral.1. Begriff des bestimmten Integrals. In dem endlichen und abge­schlossenen Intervalle a ≤ x ≤ b sei eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion φ(#) gegeben. Wie Fig. 8 zeigt, sei das durch a und & eingegrenzte Intervall durch (n — 1)Werte xv x2, . . . xn~1, die der Größe nach angeordnet sind (irjt-1 < irÄ), in 

n Teilintervalle zerlegt, unter n irgendeine positive ganze Zahl verstanden. Die Länge des Zcten Teilintervalles ist durch die Differenz zZ¾ = xk — ¾.1 gegeben; der Gleichmäßigkeit wegen ist hierbei x0 für a und xn für b geschrieben.Ein beliebig aus dem ∕den Intervalle herausgegriffener Wert des Ar­gumentes sei xk', so daß also ¾-1 ≤ ¾' ≤ ¾ gilt. Man bilde alsdann die folgende Summe: n(1) φ (x1 ) (⅛1 Xq) -j- φ (X2 ) (x2 X-f) -f^ ∙∙∙ 4^<]P (^n) (A'j, %'n-l) I rP∖%k ) Λk) 
‘k = iwelche offenbar für jede Auswahl der Anzahl n, der Werte xk und der 

xk einen bestimmten endlichen Wert hat.Ist ε > 0 beliebig klein gewählt und sollen alle z∕¾ ≤ ε sein, d. h. soll keine Intervallänge die positive Zahl ε übertreffen, so muß die An­zahl n natürlich die Bedingung w ≥ (Ö — a) ∙ ε~1 erfüllen. Je kleiner ε gewählt wird, um so größer wird demnach diese für die Anzahl n gül­tige untere Schranke; und es ist einleuchtend, daß für lim ε = 0 die 
Schranke der Grenze ∞ zustrebt. Eine grundlegende Tatsache der Inte­gralrechnung ist nun, daß bei diesem Grcnzübergange lim ε = 0 unab­
hängig davon, wie wir beim einzelnen ε die zulässige Anzahl n, die Teil­
punkte xk und die den Teilintervallen angehörenden xk wählen mögen, die 
Summenwerte (1) einer bestimmten endlichen Grenze zustreben.Den Beweis dieser Tatsache gründen wir auf die Endlichkeit der Intervallänge (δ — a) und die gleichmäßige Stetigkeit von φ(x). Wählen wir d > 0 beliebig klein und berechnen d' aus d = (δ — α)d', so ist nach I, 17 eine positive Zahl λ angebbar, so daß∣φ(√) - φ(x)∖< d'für alle dem Intervalle entnommenen Wertepaare x, x erfüllt ist, die der Ungleichung \x' — x , ≤ λ genügen.Wir schreiben nun λ = 2ε und bestimmen, daß nur noch solche Summen (1) zugelassen werden, bei denen Axk ≤ ε ist. Irgend zwei dieser Summen, die n bzw. m Glieder haben, mögen kurz ∑n und ∑m
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1] Begriff des bestimmten Integrals 49heißen. Um dieselben zu vergleichen, knüpfen wir an ∑n an und nehmen für diese Summe die Darstellung (1) in Anspruch. Wir wollen nun zu der zugehörigen Einteilung des Intervalles durch die Punkte xi, x2, . . 
xn-i auθh noch die Teilpunkte der Summe ∑m eintragen, so daß beide Teilungen übereinander getragen erscheinen. Finden sich im Innern des durch ¾~1 und ¾ begrenzten Teilintervalles als neue, von links nach rechts aufeinander folgende Teilpunkte χM, χW, . . ., χ(i~1∖ so können wir das zugehörige Glied der Summe (1) so entwickeln:φ(V)(¾ ~ ¾-ι)= φ(⅞')(*ω-⅞-ι) + φ(⅜')(^sη-^υ) 4------------ H φ(O(¾-Λ≈ii^1,).Nehmen wir diese Entwicklung mit allen Gliedern von ∑n vor, so läßt sich, falls die übereinander getragenen Teilungen l Teilintervalle erzeugen, die Summe ∑n in die Gestalt kleiden;(2) Λ - <Kħ')(S1 - S„) + φ(⅛')(⅛ -«,) + ··· + φ(S,')(S,-fe.,). Hier sind also die ξ1, S2, . . . die in die richtige Anordnung gebrachten Teilpunkte beider Einteilungen, und es sind speziell £0 = a und ξl = ά; 
ζk' liegt aber nicht notwendig im Intervall ξjt-1 ≤ x ≤ ξΑ, wohl aber in demjenigen der ursprünglichen Teilintervalle von 2ζ, dem das neue Inter­vall ∣jfe-1 ≤ x ≤ |A angehört.Tn eine entsprechende Form:(3) Λ. - <HS1")⅛ - S„) + φ(⅛")(⅛ - l1) + ■ ■ ∙ + 9>(S,")(S,- S,.1) können wir die Summe ∑m kleiden und haben auf diese Weise erreicht, daß beide Summen sich auf dieselbe Einteilung beziehen. Dabei sind gA" und Punkte aus zwei Intervallen der ursprünglichen Einteilungen von ∑n und ∑m, welche ein endliches Stück (nämlich das von ξjt-1 und |A eingeschlossene Intervall) gemein haben, und welche demnach zusammen­genommen ein Intervall < 2 ε bilden. Somit gilt I ⅛'- VI < -i °^er 
ζf'' — ξ∕ [ < λ und also zufolge der gleichmäßigen Stetigkeit unserer Funktion:W M⅛")-φ(⅛')l<i'.Zur Vergleichung von ∑m und ∑tl bilden wir nun die Differenz:-2» — J2 = (φ (£,") — φ (ξ∕)) (ξ1 - ξ0) + (φ (ξ2") ~ Ψ (V>) (⅞ ~ VH------• · · + (φ(V')-φ(V))½-li-ι)und finden, da die (∣1 — ξ0), (ξ2 — ξ1), . . . alle positiv sind, mit Benut­zung der Ungleichung (4):X - 2,! < δ'(⅛ - s«) + (Ss - s1) + · · · + cs, - s,_,» - i,∙ (b - <t)Fricke, Differential- u. Integralrechnung II. 4
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50 IV, 2. Das bestimmte Integral [1oder, da die rechte Seite gleich ό ist:(°) · I 2n! < $·Hieraus folgt die Existenz der Grenze unserer Summenwerte für lim e = 0 auf Grund einer bekannten Schlußweise. Bei einem zunächst gewählten d sei ∑n eine speziell ausgesuchte zulässige Summe. Alle Summen ∑m, bei denen die Λxk kleiner als das zugehörige ε sind, liegen dann zufolge (5) in dem durch die beiden Zahlen (∑n + d) eingegrenzten Intervalle der Zahlenlinie von der Länge 2d. Bezeichnen wir die untere Grenze dieser Summen werte mit ∑n — ∂', die obere mit ∑n -f- d", so sind die beiden nicht-negativen Zahlen <T und d"≤ d, und dem Intervalle von 
Σ — d' bis ∑n + d" gehören alle noch zugelassenen Summen an.Bei Verkleinerung von ε werden nun stets Summen Σ ausgeschaltet, während keine neu hinzukommen. Das Intervall zwischen der unteren und der oberen Grenze der zugelassenen' Summenwerte wird sich also bei Ver­kleinerung von ε nicht ausdehnen können, sondern entweder unverändert bleiben oder sich zusammenziehen. Lassen wir also ε von dem eben vor­liegenden Anfangswerte aus irgend eine monoton abnehmende Reihe £, £l5 £2, . · · mit der Grenze 0 durchlaufen und bestimmen jedesmal das Intervall zwischen der unteren und der oberen Grenze der noch zuge­lassenen Summenwerte, so erhalten wir eine Reihe von Intervallen, von denen jedes folgende ganz dem vorhergehenden angehört. Die Längen dieser ineinander geschachtelten Intervalle bilden eine nicht zunehmende Reihe positiver Zahlen, die also eine Grenze haben. Letztere kann nicht von 0 verschieden sein, da wir einem beliebig kleinen d mit jedem aus­
reichend kleinen £ entsprechen. Die Intervalle ziehen sich somit auf einen bestimmten Punkt zusammen. Der gleiche Punkt ergibt sich aber bei jedem anderen Grenzübergange £, f1', ε2', > · ·, da das einem beliebigen fi' zugehörende Intervall stets im Intervalle von εk liegt, sobald εi' < εk ist. Der Grenzpunkt der Intervalle liefert die Grenze der Summen werte (1).Den eindeutig bestimmten endlichen Grenzwert der Summen (1) bezeichnen wir durch das Symbol:

n b(6) lim 2 φ (¾') Λxk =J φ (#) dx.A== 1 aHier hat also das Symbol J den Sinn eines Summenzeichens∖ es soll zum Ausdruck bringen, daß auf der linken Seite von (6) Summen von Glie­dern stehen, die einzeln genommen die Bauart eines Differentials φ(x)dx haben, insofern ja bei unserem Grenzübergange die z/x veränderlich sind und die Grenze 0 haben sollen. Man nennt den in (6) rechts stehenden Grenzwert das „bestimmte Integral“ des Differentials <ρ(x)dx mit den

www.rcin.org.pl



Begriff des bestimmten Integrals 512]
„Grenzen“ a undb∖ die letzteren sind am Integralzeichen unten und oben angebracht und werden als „untere“ und „obere Grenze“ des Integrals unterschieden. Das durch a und b' eingegrenzte Intervall heißt das „Inte­
grationsinter voll“, die der Gliederanordnung in (1) zugrunde liegende Richtung des Intervalls von der unteren Grenze a zur oberen b heißt die 
„Richtung der Integration“.2. Berechnung und Deutung des bestimmten Integrals. Die Be­rechnung des Grenzwertes (6) § 1 gründet sich auf eine Betrachtung, die eine enge Beziehung zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten Integrale aufdeckt und uns zum „Hauptsatze der Integralrechnung“ hin­führen wird. Es sei zunächst c ein endlicher, die Bedingung c > b be­friedigender Wert, und es sei φ(x) auch noch im abgeschlossenen Intervalle 
a ≤ x ≤ c eindeutig und stetig. Da uns bei der Bildung der endlichen Summe (1), S. 48, die Wahl der Teilpunkte xk und der Argumente xk im einzelnen Teilintervalle freisteht, so können wir bei einer aufwdas Intervall a ≤ x ≤ c bezogenen Summe den Punkt b stets als Teilpunkt benutzen. Die Summe läßt sich dann in jedem Falle in zwei Summen zerlegen, deren eine sich auf das Intervall a ≤ x ≤ b bezieht, während die andere zum Intervalle fr ≤ # ≤ e gehört. Vollziehen wir den Grenz­übergang, so folgt offenbar:c 6 ' c(1) Jφ(x)dx=≈fcp (x) dx 4- J φ (x) dx.

a a 6Wir wollen nun im Integrale (6) § 1 die obere Grenze b als veränder­lich denken und schreiben zu diesem Zwecke b = ir1*)j doch soll dabei 
xk ≥ a bleiben, und φ(x) soll in allen zu benutzenden Integrationsinter­vallen als eindeutig und stetig vorausgesetzt werden. Das bestimmte In­tegral (6)^§ 1 wird auf diese Weise zu einer eindeutigen Funktion seiner 
oberen Grenze x1 und werde als solche durch:«1(2) ∕ ∣φ(x)dx ≈= F(xi)

abezeichnet. Bilden wir diese Funktion für ein um den positiven Wert 
Ixi vergrößertes Argument (.τ1 + z∕×r1), so ergibt sich aus (1):

F(xk ff- z∕^1) = F(x1) -f- J φ(%) dx.
xl*) Es bedarf kaum der Hervorhebung, daß diese Variable .τ1 natürlich nichts mit dem oben durch oc1 bezeichneten Teilpunkte zu tun hat. 4
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52 IV, 2. Das bestimmte Integral L2Der Änderung dxi des Argumentes entspricht somit die Änderung:.r1 + Λ a∙1(3) ΛF(xl) ==J <p(x)dx»1der Funktion F(xl).Nach I, 18 ff. erreicht die im abgeschlossenen Intervalle a ≤ x ≤ δ gleichmäßig stetige Funktion φ(x) ihr Minimum in mindestens einem Punkte des Intervalles, der unter Benutzung einer in 1,134ff. viel benutzten Schreibweise durch (a +ff (& — «)) bezeichnet werde; das im Intervalle ein­tretende Maximum von φ(ir) aber finde im Punkte (a ff- ff'(& — »)) statt. Ersetzt man in (1), S. 48, alle Faktoren φ(Λ,i') durch φ(σ + ff(δ — α)), so wird die Summe auf der linken Seite jener Gleichung nicht vergrößert; schreibt man φ(a + ff'(& — «)) für alle Faktoren φ(%kr), so wird der Summenwert nicht verkleinert. Somit ist einleuchtend, daß die Unglei­chung gilt: 6(4) * tp(a + ff (6 — α)) · (6 — a) φ(#) dx ≤ qp(α + ff'(& — σ)) · (b — a),
a(0 1)·Wenden wir diese Ungleichung auf das in (3) stehende Integral an, so ergibt sich:

φ(xl + ff z∕tf1) ∙ Ax1 ≤ ∠∕jF(⅛1) ≤ Cp(xi + ff'z∕i¾) z∕X1 oder, da wir z∕rr1 > 0 annahmeu:φθ, + ff Axl) ≤ - ≤φ(¾ + ff' ^ι)∙Aus der Stetigkeit der Funktion <p(a?) folgt demnach, wenn wir jetzt den Grenzübergang lim Axl ≈ 0 vollziehen:(5)· lim j = φ(aJ1). z∕xl=0 jxι 1Die Betrachtung überträgt sich sehr leicht auf den Fall, daß Axi < 0 ist, und führt hier vrieder zur Gleichung (5). Wir haben demnach den Satz gewonnen: Die eindeutige Funktion F(x1) ist differenzierbar und 
also auch stetig (I, 135); ihre Ableitung ist cρ(xi)'(6) - i,'W - 9>(¾)∙Hierdurch ist ein naher Zusammenhang zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten Integrale des Differentials φ(x)dx aufgedeckt. Die nach den Methoden des vorigen Kapitels zu vollziehende unbestimmte
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2] Hauptsatz der Integralrechnung 53Integration des Differentials φ(x)dx führe bei beliebiger, aber fester Auswahl der Integrationskonstanten auf:
(7) Jφ(x)dx ≈f(x).Dann ist f'(x) = φ(x). Da aber auch F,(x) = φ(x) ist, so unterscheiden sich die beiden Funktionen F(x) und f(x) nur um eine Konstante (vgl. S.4):(8) F(tf) = f(x) -f- C.Die Berechnung dieser Konstanten C ist einfach dadurch zu voll­ziehen, daß man den zulässigen Wert x= a einträgt. Aus den Erklärungen in § 1 ist einleuchtend, daß, wenn sich das Integrationsintervall auf 0 zusammenzieht, der Wert des bestimmten Integrals selbst gleich 0 wird; also gilt: 0 = F(α) = f(α) + C, C = - ∕'(α),und die Formel (8) schreibt sich endgültig:(9) ∙ F(x) = f(x) - ∕*(α)*).Indem wir in (2) für die obere Grenze wieder b einsetzeu und den Ausdruck·(9) der Funktion JF benutzen, ergibt sich der „Hauptsatz der Integralrechnung“: Die Berechnung des bestimmten Integrals (6) § 1 
schieht auf Grund der Gleichung:6(10) J φ(x)dx ≈f (ff) - f(d),

wo f(x) durch iinbestimmte Integration des Differentials φ(x)dx bei will­
kürlicher Auswahl der Integrationskonstanten zu gewinnen ist.Man überträgt die Betrachtungen von §§ 1 und 2 sehr leicht aut den Fall, daß aff>b ist. Die Teilpunkte xi, xi, ■ ■ ∙, rcw-1 müssen dann eine Reihe abnehmender Zahlen darstellen (⅜.i>⅜), und die Summe (1), S. 48, bekommt lauter negative Faktoren Jxk. Es bedarf indessen nur eines Zeichenwechsels aller Axk, um eine Summe zu erhalten, auf welche die bisherige Entwicklung ohne weiteres paßt. Der Grenzwert der Summe:

η η
2 φ μ ■ (- = ~ 2φ dXkΑ· = 1 k = 1ist das bestimmte Integral des Differentials φ(x)dx mit der unteren Grenze b und der oberen Grenze «(>/>):*) Man beachte, daß der Wert der in (9) rechts stehenden Differenz unver­ändert bleibt, falls man die bei der Berechnung von /'(«) verfügbare Integrations­konetante in anderer Weise auswählt.
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54 IV, 2. Das bestimmte Integral [8
η λ- limj^φ(¾')∠∕⅞== ∕ Φ<>) dx ≈ /'(«) ~ f(δ)∙i = l 6Schreiben wir hierfür unter Zeichen Wechsel:

niin. J>,ψ (¾,) z∕¾ = f(6) - /'(«)*=1und wenden zur abgekürzten Bezeichnung des links stehenden Grenz­wertes nach wie vor die Gleichung (6), S. 50, an, so erhalten wir als eine unmittelbare Folge auch die Gleichung (10): Also ist auch für a>b nicht 
nur die Existenz des Grenzwertes unserer Summen (1), S. 48, evident, sondern 
auch der Hauptsatz (10) der Integralrechnung bleibt unverändert bestehen.Eine erste Deutung des bestimmten Integrals (der sich später noch viele andere anreihen werden) erhalten wir, wenn wir y = φ(%') schreiben und x und y als rechtwinklige Koordinaten ansehen. Wir erkennen sofort, daß die Entwicklungen von I, 23 ff. über den Inhalt der ebenen Fläche, 
die durch die Kurve der Gleichung y =≈ φ(%), die x-Achse und die Kurven- 
ordinaten bei x = a und x = b eingegrenzt ist, sich der am Anfang des vorigen Paragraphen durchgeführten allgemeinen Betrachtung einordnen. Pas bestimmte Integral, aufgefaßt als Funktion seiner etwa wieder als veränderlich gedachten oberen Grenze, stellt bei der vorliegenden Deutung der x und y genau im damaligen Sinne die „Inhaltsfunlition“ dar*); und wir kommen mit der Gleichung (6) auf die schon in I, 105 bewiesene und eben in (6) wieder erhaltene Tatsache zurück, daß die Inhaltefunktion 
differenzierbar ist und als Ableitung φ(x) ergibt.3. Sätze über bestimmte Integrale. Die nachfolgenden Sätze, von denen einige bereits im vorigen Paragraphen · gebraucht wurden, sind meist unmittelbar einleuchtend oder doch ohne Mühe beweisbar. Wie bis­her gelte die Voraussetzung, daß die unter den Integralzeichen auftreten­den Funktionen in den Integrationsintervallen eindeutig und stetig seien.1) Ein bestimmtes Integral, bei dem die obere Grenze gleich der unteren 
ist, hat den Wert 0.2) Austausch der Grenzen bei einem bestimmten Integral bewirkt einen 
Zeichenwechsel seines Wertes:

a b(1) ∕ φ(x) dx == — Pφ(x)dx.
b a*) Man vergegenwärtige sich noch, daß die in I, 104 angegebenen .Vorzeichen- regeln für die Maßzahlen der Inhalte hier selbstverständlich unverändert bestehen bleiben.
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3] Sätze über bestimmte Integrale 553) Ist c irgend eine innerhalb oder nicht innerhalb des zunächst ge­
brauchten Integrationsintervalles gelegene dritte Grenze, so gilt:

b c b(2) φ(x)dx ≈ ( φ(x) dx +J φ(x)dx.
a a c4) Die Ableitung des bestimmten Integrals vom Differential g>{x)dx 

nach der variabel gedachten oberen Grenze xx ist gleich φ(xl)∙'(3) j~rJ Ψ 0*0 dx = <f> (>1).1oDer Satz 3) wurde bereits oben in (1) S. 51 heran gezogen, der Satz4) ist die Grundlage der Betrachtung von S. 52ff.Die Variable x, welche unter dem Integralzeichen (10) S. 53 für den Aufbau des Differentials φ(x)dx benutzt wurde, wird als die „Inte­
grationsvariable“ bezeichnet. Da für die Berechnung der rechten Seite der genannten Gleichung x durch b bzw. a zu ersetzen ist, so ist es für den Wert (f(fi') - fiaf) des bestimmten Integrals gleichgültig, ob bei seiner Berechnung die Integrationsvariable x oder sonst irgendwie ge­nannt wurde. Es ist wegen späterer Verwendung nützlich, diesen an sich selbstverständlichen Satz doch besonders zu nennen:5) Bei der Berechnung eines bestimmten Integrales mit konstanten 
Grenzen kann ohne Änderung' des Integralwertes ein beliebiger Wechsel der 
Bezeichnung der Integrationsvariablen vorgenommen werden:

b b b(4) J φ(x)dx φ(y) dg ∕ cp(/) dt ≈ · - - .
a a aDie nachfolgenden Sätze, welche leicht aus der Erklärung des be­stimmten Integrals hervorgehen, entsprechen einigen oben (S. 5ff.) auf­gestellten Sätzen über unbestimmte Integrale und könnten auch aus diesen letzteren Sätzen auf Grund des Hauptsatzes (10) S. 53 gefolgert werden.6) Zwei Integrale mit gleichen Intervallen und gleichen Bichtungen 

der Integration lassen sich nach folgender Begel addieren oder subtrahieren:
b b b(5) ∣ φ(x) dx + ∣ ψ(x) dx = I (φ(,xj+ ψ(x))dx.

a a (i7) Bin konstanter Faktor c hinter dem Zeichen des bestimmten Inte­
grals darf als Faktor vor dasselbe gesetzt iverden:

b b(6) ( cφ(x)dx = c ( cp(x)dx.
a a , . ,,» i , .·
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56 IV, 2. Das bestimmte Integral [8Die Einführung einer neuen Variablen in ein bestimmtes Integral muß uns zu den entsprechenden Betrachtungen über unbestimmte Inte­grale (S. 7) zurückführen. Die neue Variable z möge mit x durch die Gleichung x = ψ(z) Zusammenhängen. Die Beziehung sei eine solche, daß das Integrationsintervall des gegebenen Integrales sich eindeutig und stetig auf das endliche durch die Werte z = a und z = ß begrenzte Inter­vall der Variablen z überträgt. Wir nehmen ferner an, daß die Funktion √(^) im neuen Intervalle überall differenzierbar sei. Sind 21, ⅞, · · ■ die den Teilpunkten xi, x2, · ■ · des ursprünglichen Intervalles entsprechen­den Teilpunkte des neuen, so finden wir unter Benutzung des Mittel­wertsatzes (8) in I, 135:
^k-^k-ι ≈ j (V¾-i) =≈ √(λ') (⅞-⅞-1),wo zf dem durch zk_x und zk eingegrenzten Intervalle an gehört. Wählen wir nun für den Aufbau des betreffenden Gliedes der Summe (1), S. 48, wie uns freisteht, den zu zf gehörenden Wert xf = ψ(zk,') als Argument der Funktion qp, so ist:

<pM (⅜-λ‰1) = φθ(√)) <∕(⅞') (¾-⅞-ι),woraus wir die Bauart des auf z umgerechneten Integrales ablesen. Es ergibt sich der Satz:8) Bei Einführung einer neuen Variablen z in ein bestimmtes Integral ver­
möge der Gleichung x=ψ (z) rechnet sich das Integral nach folgender Hegel um:

(Ό 6 ξ
J φ(x)dx=J φ(ψW)ψ'(z)dz,
a ec

wo α und ß die den Werten a und b entsprechenden Werte z sind.*)Den Übergang zu einer letzten Reihe von Sätzen vermittelt diefolgende Betrachtung: Von den beiden eindeutigen und stetigen Funk­tionen φ(ir) und ¼'(rr) gelte in jedem Punkte des Integrationsintervalles:(8) qp(>)≥^O)∙Ist α<6, so sind die in (1), S. 48, benutzten Λxk>W, dann folgt aus (8):φ⅛')A≥*(¾')¼während für a > b und also z√¾<0 in der letzten Formel das Zeichen ≥ in ≤ umzuschreiben ist. Man gelangt von hieraus leicht zu dem Satze:*) Vgl. die Entwicklungen von S. 7, wo jedoch die Bezeichnungen x und z ausgetauscht erscheinen.
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3] Sätze über bestimmte Integrale δ 79) Gilt im ganzen Intervalle der Integration die Bedingung (8)/ so ist 
für a <6 auch: b b
(θ) J φ(x)dxi≥J ψ(x)dx,

λ a

während für a~^>b das Zeichen ≥ in ≤ umzuwandeln ist.Ist m das Minimum der Funktion φ(x) im Intervall, so gilt die Be­dingung (8), falls wir ψ(x) konstant gleich m setzen. Da zufolge (6):
b b

mdx == m I dx = m(b-a')
a „■ist, so folgt aus (9):67 ?(«) dx ≥ m (b — a) bzw. ≤ m(b — d),

aje nachdem a < b oder a >> b ist. Aus beiden Angaben zieht man die gleiche Folgerung: 6(iθ) 6 2 a f cp(z) dx ≥ w·
aEbenso ergibt sich, wenn M das Maximum von φ(x) im Intervalle ist: 

b ·(11) >*<J φ (x) dx ≤ Jf.
aDen in (10). und (11) links stehenden Quotienten:

ö(12) φ==δ2α / φ(x)dx

anennt man den „mittleren Wert“ oder den „Mittelwert“ der Funktion φ ix) 
im Intervalle; zufolge der vorstehenden Betrachtung gilt für denselben:(13) m ≤ Φ≤J7.Aus der in die Gestalt: 6(¼) y φ(rr) dx = Φ · (b — a)W ((,umgeschriebenen Gleichung fl 2) folgern wir den „ersten Mittelwertsatz der 
Integralrechnung11:10) Der zwischen den Extremwerten m und M gelegene Mittelwert Φ 
der Funktion φ (F) hat die Bedeutung, daß das Integral unverändert seinen 
IKert behält, wenn man die Funktion φ(x) im ganzen Intervall durch ihren 
Mittelwert ersetzt.
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58 IV, 2. Das bestimmte Integral [3Da wir φ(x) als stetig voraussetzteri, so gibt es nach I, 19 im Inte- grationsintervalle mindestens einen Punkt (α + '9,(δ-α)), in dem φ(%) den zwischen den Extremwerten m und M liegenden Wert Φ annimmt:φ ≈ φ(α + tf(δ-α)), (θ≤^≤1)∙11) Bei unserer stetigen- Funktion φ(x) läßt sich mindestens ein dem
Intervalle 0 ≤ # ≤ 1 angehörender Zahlwert fr angeben, für welchen die 
Gleichung gilt: l(15) ∕ φ(x)dx = φ(α-f--9∙(6-α))∙ (b-a').

aBei der S. 54 besprochenen geometrischen Deutung des bestimmten Integrals liefert der Mittelwert Φ die „mittlere Ordinate“ der Kurve der Funktion φ(.τ) im Intervall der Integration; im Anschluß an (14) kann man diese mittlere Ordinate als „Höhe“ desjenigen Rechtecks über der „Basis“ (b — ai) auffassen, welches mit dem durch das Integral ausge­messenen Flächenstücke inhaltsgleich ist.Von weiteren Mittelwertsätzen nennen wir noch den folgenden, den wir als den „zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung“ bezeichnen:12) Ist ψ(x) im Integrationsintervalle entweder nirgends < 0 oder
nirgends > 0, so gibt es, m und M wie bisher als Extremwerte von φ(x) 
im Intervalle benutzt, wieder einen, im Intervalle m M gelegenen
Wert Φ', für welchen die Gleichung besteht:

b b(16) ∕ φ(x') ψ(x) dx = Φ'J rψ{x)dx,
a o

die wegen der Stetigkeit von φ(x) auch wieder in die Gestalt gekleidet 
werden kann : h b(17) ( φfκ)ψ(x)dx = φ(a-∖- 9∙'(b~aS)J ψ(x)dx.

fl! ∙ aIst ψ(x) im Intervall überall gleich 0, so gilt die Gleichung (16) für jeden Wert Φ'. Ist-die Gleichung für eine im Intervalle nirgends negative Funktion ≠(^) richtig, so zeigt der Zeichen Wechsel von ψ(#) links und rechts in (16) (welcher die Gleichung bestehen läßt), daß der Satz auch gilt, wenn ≠(rr) im Intervalle nirgends positiv ist. Ist die Gleichung (16) für a <b richtig, so zeigt der Austausch der Integralgrenzen in (16) links und rechts (wobei wiederum die Gleichung bestehen bleibt), daß der Satz auch für a>b richtig ist.Der Beweis ist also nur noch für den Fall zu führen, daß a<Zb gilt, und daß ψ(x) im Intervalle nirgends negativ und nicht überall gleich 0 ist. Unter diesen Umständen folgt aber aus:
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4] Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung 59m ≤ φ(¾,) ≤ M, Ψ(.xk') ≥ θ> Λχk > θ für jedes Glied der nach (1) S. 48 anzusetzenden Summen:
™ ≠(¾')Λxk ≤ φ(¾') V¼∙')Λxk ≤ Mψ(xk) Jχk.Für die Summen selbst und ihre Grenzwerte aber ergibt sich hieraus:6 6 6(18) mj ψ(x) dx <zj φ(x^) ∙ψ(x)dx ≤ M f ψ(x) dx.

a a aDas in den äußeren Seiten dieser Ungleichung stehende Integral ist jedenfalls nicht negativ. Es kann aber auch nicht verschwinden. Da nämlich im Intervalle nicht überall gleich 0 ist, so läßt sich zufolge der Stetigkeit von φ(∙Z,) ein endlich ausgedehntes Teilintervall angeben, in dem ≠(.r) überall > 0 ist, woraus die Behauptung sofort folgt. Dem­nach ist: j6 J φ(x)ψ (x) d x(19) J ψ(x) dx > 0 und also ~—b----------- = Φ'
a ∕ ιp(aj) dx

aein endlicher Zahlwert. Zufolge (18) genügt der Wert Φ' der Bedingung w≤ Φ'≤ M, worauf die zweite Gleichung (19) den zu beweisenden Satz (16) liefert.Der erste Mittelwertsatz erweist sich als eiu Spezialfall des zweiten und wird aus ihm gewonnen, indem man ψ(zr) konstant gleich 1 setzt. Übrigens er­kennt man auf Grund des „Hauptsatzes“ (10), S. 53 in den beiden aufgestellten Sätzen sofort die Mittelwertsätze der Differentialrechnung wieder, wie hier noch kurz unter der Annahme einer im Integrationsintervalle nirgends verschwindenden Funk­tion ι∣>(χ) ausgeführt werden möge. Findet man durch unbestimmte Integration:
∕ φ(x) ι∣>(x) dx ≈ f(x), I ι∣>(%) dx = g(x),so folgt unmittelbar:

f' (x)f (x) = φ(x)ψ(x)ι g'(x)=≈ι∣}(x), φ(a3)ts≈ 'l2.
9 (#)Als umgeschriebene Gestalt der Gleichung (17) ergibt sich nach Division durch den von 0 verschiedenen Wert (g(,b)—

fψl~ f∖a∖ ≈ f'S~ ÷ ® ~a^ 
g{b)-g{a) . ∕(α-}-«■'(& — «))’womit wir zur Gleichung (5) in I, 134 des „Mittelwertsatzes der Differentialrech­nung“ zurückgelangen. Ebenso leicht ergibt sich aus der Formel (15) des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung der besondere durch die Formel (8) in I, 135 zum Ausdruck kommende Mittelwertsatz der Differentialrechnung.4. Zulassung von Unstetigkeiteu der Funktion φ{x) und von un­endlichen Integrationsintervallen. Fragt man nach den Bedingungen,
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60 IV, 2. Das bestimmte Integral [4die eine eindeutige Funktion φ(rr) in einem durch die Punkte a und fe begrenzten Intervalle erfüllen muß, damit die nach (1) S. 48 anzusetzen­den Summen ∑ll einem bestimmten endlichen Grenzwerte zustreben, so wird die Formulierung dieser Bedingungen zum Begriffe der im frag­
lichen Intervalle „integrierbaren“ Funktion hinführen. Daß die stetigen Funktionen zu den integrierbaren gehören, hat die Entwicklung vonS. 48ff. gezeigt: es erschien für unsere Zwecke ausreichend, von der Auf- Stellung des allgemeinen Begriffs der integrierbaren Funktion abzusehen und die grundlegenden Betrachtungen über bestimmte Integrale sogleich an den Begriff der stetigen Funktion anzuknüpfen. Doch werden jetzt ein paar Erweiterungen nötig sein.Es sei erstlich c ein im Inneren des Integrationsintervalls gelegener Unstetigkeitspunkt von φ(af), in welchem der Funktionswert eine plötz­liche Wertänderung (einen Sprung) um einen endlichen, von 0 verschie­denen Betrag erfährt. In den beiden abgeschlossenen Teilintervallen, welche durch den Teilpunkt c aus dem Integrationsintervalle entstehen, sei jedoch φ(rr) gleichmäßig stetig; als Funktionswert φ(c) hat beim einzelnen dieser Intervalle natürlich der von dem Innern des Intervalles her erreichbare Grenzwert lim qp(#) zu gelten. Es wäre nicht schwer zu

x—czeigen, daß sich in diesem Falle die Konvergenzbetrachtung von S. 48 fi. ohne wesentliche Änderung durchführen läßt, und daß das Integral in die Gestalt gesetzt werden kann:
6 c 6(-l') ∕ φ(x)dx≈ I φ(x)dx + ∕ φ(x)dx.

a a cH z/· ziehen indessen vor, das linksstehende Integral einfach durch diese
Formel zu erklären, und können offenbar in entsprechender Weise verfahren, 
wenn φ(F) im Intervall irgend eine endliche Anzahl von Unstetigkeitspunkten 
hat oder (wie wir sagen können) daselbst „abteilungsweise“ stetig ist.Inwieweit die Sätze der vorigen Paragraphen für Integrale dieserArt eine Veränderung erleiden, wird man beim einzelnen Satze ohne Mühe feststellen. Ersetzt man z. B. die obere Grenze des eben betrach­teten Integrals (1) durch eine im Inneren des Intervalles variable Größe λ1, so ist das Integral zwar eine stetige und im allgemeinen differenzier­bare Funktion von xl. Jedoch existiert im Punkte c keine Ableitung, d. h. die beiden von rechts her und von links her zu bildenden Diff'eren- zenquotienten konvergieren hier nicht gegen denselben Grenzwert*), wie ja aus den Voraussetzungen über φ(x) selbstverständlich ist.·) S. die zweite der drei in I, 99 für die Existenz einer Ableitung formu­lierten Bedingungen.
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4] Uneigentliche Integrale mit endlichen Grenzen 61Wir nehmen zweitens an, daß die Funktion φ(x) an der oberen Grenze & des Integrals einen „Dnendlichkeitspunkt“ habe (s. I, 31); doch soll φ(x) in jedem durch a und xx begrenzten abgeschlossenen Intervalle gleichmäßig stetig sein, unter xx irgend einen Innenpunkt des Integrations- intjprvalles verstanden. Hier kann für die Grenzen α, ά der Integralbegriff auf Grund der Betrachtung von S. 48 ff. nicht entwickelt werden. Da nämlich nach Festlegung der Breite [& — xn_x\ des letzten Teilintervalles wegen lim φ(x) = ∞ der Punkt χή stets noch so ausgewählt werdenkann, daß das letzte Glied der Summe (1) S. 48 absolut genommen einen beliebig groß gewählten Wert übersteigt, während die übrigen Summen­glieder innerhalb angebbarer endlicher Schranken verbleiben, so ist Kon­vergenz der Summenwerte ∑n gegen eine bestimmte endliche Grenze jetzt ausgeschlossen. Man erklärt hier wenigstens in gewissen aus dem auf­zustellenden Satze hervorgehenden Fällen auf folgendem Wege den Be­griff des Integrales vom Differential φ(x)dx für die Grenzen a und &: Der Annahme gemäß besitzt das Integral:
(2) φ(x)dx

afür jeden zwischen a und b gelegenen Wert xx einen bestimmten end­lichen von xx abhängenden Wert. Sollte der Integralwert (2) für limrr1== b 
einer bestimmten endlichen Grenze zustreben, so wollen wir diesen Grenz­
wert als bestimmtes Integral des Differentials φ(x)dx mit den Grenzen a 
und b erklären: .b x1(i*) l tp(x) dx = lim ∕ φ(a,∙) dx.

χl=b*J '
a aMan spricht in diesem Falle von einem „uneigentlichen“ Integrale, insofern dasselbe nicht unmittelbar aus Summen der Gestalt (1) S. 48 durch den damals bezeichneten Grenzübergang herstellbar ist; man sagt auch, das Integral (3) sei im fraglichen Falle „konvergent“.Ist das unbestimmte Integral des Differentials φ(x)dx eine bereits bekannte Funktion f\x), so folgt aus dem „Hauptsatze“:'7
J φ(x)dx=≈f(χx) — f(a)f 
(1und man mag alsdann unmittelbar nachsehen, ob eine Grenze lim f(xx)≈f(b) 

xl = bexistiert oder nicht. Eine andere Überlegung, die hier noch kurz ange­deutet sein mag, zeigt uns durch direkte Rechnung, daß trotz der Vor-
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(52 IV, 2. Das bestimmte Integral [4aussetzung lim φ(x) = oo in gewissen Fällen die Integralwerte (2) für aτ = ft
lim ir1 = 6 tatsächlich einer endlichen Grenze zustreben. Es besteht nämlich folgender Satz: Läßt sich eine dem Intervalle 0 < v < 1 ange­
hörende Zahl v angeben, für welche das Produkt:(4) 9°ι(a0 — ir —δ∣1'∙φ(ir)
im Intervalle auch noch unter Einschluß des Endpunktes b stetig ist, so 
existiert der Grenzwert und damit das Integral (3)*). Transformieren wir nämlich das Integral (2) nach (7) S. 56 vermöge der Substitution:# = 1# —δ∣1-,,, dz = (1 —-√)∙sgn (a — b) ■ ∖x-b∖~vdx**),

so überträgt sich wegen 1 — v > 0 das Integrationsintervall auf das durch z = a ≈ \a — b∖1~v und z = 0 begrenzte Intervall von z. Zur Aus­führung der Umrechnung schreiben wir mit Benutzung von (4) zunächst:
X1 Λ,’ι

J φ (#) dx = 6) Jψl (%) · (1 — v) ∙ sgn (a — b) ∖x-b∖~v dx

a aund finden daraufhin, wenn wir φi(x) als Funktion von z durch ψ(z) und den xi entsprechenden Wert z durch z1 bezeichnen:
a aRechts steht auch für die obere Grenze z1 = 0 ein „eigentliches“ Inte­gral, da ψ(z) ≈ cPι(,%) im ganzen Intervalle unter Einschluß der oberen Grenze stetig ist. Damit ist auch für das links stehende Integral die Existenz der endlichen Grenze (3) einleuchtend.Da ein Austausch der Integralgrenzen nur einen Zeichenwechsel des Integral wertes bewirkt, so überträgt sich die vorstehende Betrachtung sofort auch auf den Fall, daß φ(.r) an der unteren Grenze des Integrals einen Unendlichkeitspunkt hat. Endlich können wir mit den bisherigen Mitteln auch den Fall behandeln, daß φ(α) im Innern des Intervalles einen oder auch mehrere Unendlichkeitspunkte hat. Kommt z. B. ein solcher Punkt bei x = c im Intervalle vor, so bilden wir für das Integral der Grenzen a und b den Ansatz:*) Die Voraussetzung des Textes ist erfüllt, wenn φ(aι) bei x — l) einen Un­endlichkeitspunkt „vtor Ordnung“ hat (s. I, 193) oder die Art des Unendlichwerdens schwächer ist als diejenige der vtθn Ordnung.**) Da x im Inneren des Integrationsintervalles zu denken ist, so gilt sgn (x — ft) = sgn (« — ft).
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4∣ Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen 63
beb

i φ(x)dx = ) φ(x)dx + ∕ φ(x)dx
ad cund wenden auf die beiden Summanden rechter Hand die bisherige Be­trachtung an.In den folgenden Beispielen wollen wir uns bei der Berechnung eines bestimmten Integrals auf Grund des „Hauptsatzes“ folgender Schreib­weise bedienen: ⅛(5) J φ (?) dx ≈ [∕ (⅛ = /■(&) - f(d),

ad. h. wir schreiben zunächst das Ergebnis der unbestimmten Integration in Klammern und merken an der rechts stehenden Klammer die Integral­grenzen an. In dem ersten der drei folgenden Beispiele ist η > 1 und ganzzahlig gedacht; in den beiden ersten Fällen wird die Funktion φ (x) an der oberen Grenze unendlich, im dritten Beispiel an der unteren Grenze:‘ Γ iηi

J Vl-x n-Λ '-, w —1o ' L Joα
∕1 dx Γ . x~∖a πI = arc sin — = —,

Jγa'-x* L ff'Jo 2 o 1
y ln xdx = [x ln x — afJJ = — Ι­

οDie Überlegung von S.49ff. beruht wesentlich auf der Endlichkeit der Differenz (& — «). Die auf diese Überlegung sich gründende Erklärung des Begriffs eines bestimmten Integrals versagt demnach auch in dem Falle, daß das Integrationsintervall unendlich ausgedehnt ist, d. h. daß eine der Grenzen + oo oder — oo ist, oder daß sich das Intervall von — oo bis + oo erstreckt. Wir betrachten etwa den Fall, daß a endlich und b = + oo ist. lUzr erklären, falls ein endlicher und bestimmter Grenzwert:*1lim 7 φ(ic) dx = lim (∕*(¾) — f(α))∙'i=+∞*√ = +oo
a

existieren sollte, diesen als das bestimmte Integral des Differentials φ(x)dx 
mit den Grenzen a und + oo;+ oo a,∙1(6) i*φ(rr) dx = lim Γφ(α)<to = lim (∕(ic1)-∕,(α)).

J ' a¾ = + ∞<√ as1 = +oo
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64 IV, 2. Das bestimmte IntegralAuch ein solches Integral bezeichnet man als ein „uneigenÜiches“; man sagt auch wieder (im Falle der Bestimmtheit und Endlichkeit von lim ∕(rr1))7
a⅛ = + oodas Integral von φ(x)dx mit der oberen Grenze + oo sei „konvergent“ *) Die Fälle, daß & = — oo oder « = + oo und b endlich ist, werden entsprechend behandelt. Ein Integial mit den Grenzen — oo und + ookann man durch Spaltung des Intervalles etwa in der Gestalt:

+ oo 0 4· oo

∕ φ (%) dx = I φ (x) dx + { φ (x) dx
— oo — oo 0als Summe zweier Integrale der eben erledigten Art erklären.Ein paar Beispiele hierher gehöriger uneigentlicher Integrale sind:

,∕¾-[m⅛ΛΓ=Z1- (»>b, .1 ÷oo,∕Γ⅛ = iarc ⅛ a⅛°° = 1“,
0

0

+ 00/ _T · , Γ „ sinax 4~ a cos ax~∖+∞ ale x sm axdx = ∖-e~x-------τ-J= , -i- ,,J L 1 J- «a Jo 1 + ai,o
+ oo

I 7 Γ ~ cos ax — a sin αic^]+∞ 1I e *cos axdx = — e~x - - .- ·„ == , ·
J L 1 + α2 Jo 1 ÷ a1oDie in den beiden letzten Fällen erforderlichen unbestimmten Integra­tionen sind in (9) S. 14 geleistet; Ein letztes Beispiel, das wir noch be­trachten wollen, wird später für die Untersuchung der „Eulerschen Inte-

*) Insbesondere heißt das Integral „unbedingt“ oder „bedingt“ konvergent, je nachdem auch noch ein endlicher Grenzwert:
xllim f∖φ(x)∖d%Λ?, = 00 9/aexistiert oder nicht; s. die Bezeichnungen der Reihentheorie in I, 209ff.
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Beispiele uneigentlicher Integrale 65Ugrale“ wichtig. Ist n eine positive ganze Zahl, so findet man durch par tielle Integration (s. S. 13) und Einsetzung der Grenzen 0 und xλ :.τ1 a∙∙i
i e~x xndx = — e-X'r1w + nj* e~x xn~idx. o 0Für lim xi = + ∞ nähert sich das erste Glied rechter· Hand der Grenze 0 (s. I, 194). Nähert sich also das rechts stehende Integral einem endlichen Grenzwerte, so gilt dasselbe vom links stehenden Integrale, und zwar erhalten wir die „Rekwrsionsformel“:

4- oo oo

f'e~x %n dx = n ∣ e~xxn~1 dx. δ oDurch wiederholte Anwendung dieser Formel und Heranziehung des dritten unter-den Beispielen von S. 64 (für a = 1) finden wir als für jede 
positive ganze Zahl n gültig:

00(7) e~xxndx = 1 · 2 · 3 · · · w = w! δIst das unbestimmte Integral von ψ(x)dx nicht elementar und uns demnach unzugänglich, so können wir auf Grund der Regel (6) nicht ent­scheiden, ob dem daselbst links stehenden Symbole eine Bedeutung, d. h. ein bestimmter endlicher Wert zukommt. Man muß dann auf anderem Wege zum Ziele zu kommen versuchen.Um z. B. zu untersuchen, ob dem Symbole:a ÷∞(8) y e~x~ dx oein bestimmter endlicher Wert zukommt, stelle man auf Grund der Regel(9) S. 57 die für jedes x1 > 1 gültige Ungleichung fest:Λ∙1 Λ∙1
∕ e~χ2dx<ZJ e~xdx.1 1Die beiden hier rechts und links stehenden Funktionen von xi sind stetig und wachsen mit wachsendem xl monoton. Dabei nähert sich die rechts stehende Funktion für lim xl = -f- oo der Grenze e~1, und also kann die links stehende Funktion bei ihrem Wachstume niemals den Betrag e~1 überschreiten. Es liegt demnach (vgl. z. B. die Betrachtung in I, 8 ff.) für lim x1 = + ∞ ein endlicher Grenzwert (8) tatsächlich vor.Fxicko, Differential- u. Integralrechnung. II. δ
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66 IV, 2. Das bestimmte Integral [4Daß das Integral:»1
I sin x dx = [— cos ic]θ1= 1 — cos xl bfür lim xi = + oo einer Grenze nicht zustrebt, ist einleuchtend. Dagegen läßt sich beweisen, daß:(9) ∕⅛0einen bestimmten endlichen Wert besitzt. Ist nämlich für irgend ein positives xi durch nit das größte, den Wert x1 nicht übertreffende Multiplum von x bezeichnet, so schreiben wir unter wiederholter An­wendung der Regel (2) S. 55:
xl n 2 Λ nn λ∙1∕⅛*√√+∙∙∙√√.

0 0 n (n-V)nnnwo rechts der Kürze halber der immer wiederkehrende Ausdruck unter dem Integralzeichen nicht hinzugesetzt wurde. Nun findet man durch Ein­führung einer neuen Variablen x vermöge der Substitution x == x'+ hx bei nachheriger Fortlassung des Index rechter Hand (vgl. <4) S. 55):
Ti n 0Das rechts stehende Integral ohne das vor demselben stehende Vorzeichen hat einen positiven Wert, der durch uk bezeichnet sein möge. Es gilt dann:«1(10) y sι^ dx ≈= u0-u1 + ‰-u,i -f-------F (_l)w~X-ι + (- 1)'Λ⅛0wo 0≤-i>zt< 1 ist, da xl zwar gleich ,nπ sein kann, aber notwendig ⅜< (w÷l)Jf ist.Nun folgt aus der lntegralgestalt von uk nach der Regel (9) S. 57, daß allgemein uk_1 > uk gilt; die u0, u1, u2, ■ · ■ bilden also eine Reihe 

positiver, monoton abnehmender Zahlen. Andrerseits folgt aus dem Mittel­wertsatze (15) S. 58: rt/ * sin x , sin π 1u, = I , dx = ^—i-— · % < ,o
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5] Beispiel eines uneigentlichen Integrals 67woraus sich lim an = O ergibt Aus (10) folgt demnach die Bestimmtheit
W = 00und Endlichkeit des Integrales (9) durch dieselbe Betrachtung, durch welche man die Konvergenz einer unendlichen Reihe mit alternierenden Zeichen und mit monoton gegen die Grenze 0 abnehmenden Gliedern be­weist (vgl. I, 238).Die wirklichen Werte der Integrale (8) und (9) werden wir im nächsten Kapitel berechnen können.

• ⅛'5. Angeuäherte Berechnung bestimmter Integrale. Die Verwendung des „Hauptsatzes“ zur Berechnung eines bestimmten Integrals versagt, wenn das unbestimmte Integral des in Betracht kommenden Differentials 
φ(%)dx entweder nicht elementar ist oder so kompliziert ausfällt, daß mit demselben schlecht zu rechnen ist. Man hilft sich dann mit Regeln zur Berechnung von Näherungswerten des Integrals und kann eine erste Klasse solcher Regeln dadurch gewinnen, daß man die Funktion φ(#) in geeignet gewählten TeilintervaUen des ganzen Integrationsintervalles je durch eine rationale ganze „Näherungsfuriktion“ ersetzt, deren Integration keine Schwierigkeit findet.In I, 169 ff. lernten wir zwei Ansätze kennen, für eine gegebene ein­deutige Funktion φ(ic) eine rationale ganze Näherungsfunktion aufzu­stellen, nämlich die Lagrangesche Interpolationsformel (6) in I, 170 und die 
Taylorsche Formel (8) in I, 174. Der erste dieser beiden Ansätze liefert uns Näherungsformeln für das Integral, die wegen ihrer einfachen Bauart besonders brauchbar sind. Uber den Grad der damit erzielten Annäherung werden wir dann aber durch Heranziehung des zweiten Ansatzes ent­scheiden können.Da bei Austausch der Grenzen a und b das Integral nur einen Zeichenwechsel erfährt, so wird es erlaubt sein, a < b als erfüllt anzu- sehen. Wir zerlegen, unter n irgend eine positive ganze Zahl verstanden, das Integrationsintervall zunächst in n gleich lange Teilintervalle. Um uns sodann für jedes dieser Teilintervalle nach der Lagrangeschen Inter­polationsformel eine besondere Näherungsfunktion zu verschaffen, zer­legen wir, unter v irgend eine zweite positive ganze Zahl verstanden, jedes Teilintervall seinerseits nochmals in v gleich lange Teilintervalle. Die Länge des einzelnen auf diese Weise erhaltenen kleinen Intervalles, also der (n∙v)tβ Teil von (& — a), werde h genannt; die Teilpunkte sind: 
⅜≈ a, x1=a + h, ¾ = iz + 2⅛, · ■ ∙, ^nι,-l = α-(-(wv-1)⅛, xnv = b die ihnen zugehörigen Werte der Funktion y = φ(x) mögen:. Λ≈φ(⅜), 2∕ι = φ(^ι), ⅜≈= φ(⅝)> · · ynv≈ φ(χnv)genannt werden. 5*
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68 IV, 2. Das bestimmte Integral [5Wir betrachten nun zunächst ausschließlich das durch die Punkte .τ0 und xv begrenzte Teilintervall und können für dasselbe eine rationale ganze Näherungsfunktion √en Grades ψ(rr) angeben, welche für die (r-f-1) Argumente xq, xk, ∙ ∙ ∙, xv die Werte τ∕0, y1, · · ·, t/,, annimmt. Diese Funk­tion ist freilich unter Gebrauch anderer Bezeichnungen in (8) I, 171 be­reits explizite dargestellt. Auf die hier gebrauchten Bezeichnungen um­gerechnet, nimmt die Funktion die folgende Gestalt an:(1) = -+(-1)^X(aj))7wobei g1,(x) diejenige Funktion vtθn Grades ist, welche aus:(2) (# — ⅜) («— a⅛) (x— a⅞) · · · (x — Λζ,)hei Fortlassung des Faktors (x~xk) hervorgeht.*)Ersetzen wir nun in dem durch die Punkte x0 und xv begrenztenIntervalle die Funktion φ(x) durch die Näherungsfunktion, so liefert dieses Intervall folgenden Beitrag zum Näherungswerte des Integrals:(3) f⅛)⅛-⅛2!»o A = 0 ’ a⅛ 7Um die rechts in den einzelnen Gliedern auf tretenden Integrale in eine einfachere Gestalt zu transformieren, führen wir eine neue Variable e durch die Substitution ein:
x = :r0+ vli · z, dx≈vh∙dz.Dabei ergibt sich:

x-xi^vh(z-~Yund den Integralgrenzen xQ und xv entsprechen die neuen Grenzen # = 0 and z = 1, Bei der Bedeutung von gk(x) erhält man:
gk{x)dx≈{vh'γ^ V V,K dz,

Xp 0*) Man wolle nicht unterlassen, die Richtigkeit der Gleichung (1) nochmals zu prüfen. Daß zunächst ιf>(x) in x eine ganze Funktion „höchstens“ . vtβn Grades ist, ist sofort einleuchtend. Da ferner alle Funktionen g0(x), <∕1(λj), ∙ ∙, gv(x), ab­gesehen von gk{x), für af==a⅛ verschwinden, so ist:
(—l)v+k ∕v∖während sich (vgl. den Ausdruck (2)) leicht:

9k{rk) = (— 1)v-a*! (* — *)≈ ∕d,ergibt. Aus beiden Gleichungen folgt dann unmittelbar <ψ(ajft)=s
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•5] Näherungsrechnungen mittelst der Lagrangeschen Interpolationsformel 69Bei Eintragung dieser neuen Ausdrücke der in Rede stehenden Integrale in die Gleichung (3) wollen wir uns der Abkürzung:
/ z-------

* v
0bedienen, worauf sich die Gleichung (3) in die einfachere Gestalt:

(5) f ψ(x) dx = Λ(A0ι∕0÷ A1ι∕1 + ∙ ∙ ∙ + Ari∕1,)
a⅛zusammenzieht. Die Ao, Ai, ∙ ∙ ∙, Av, die hier als Koeffizienten der Funk­tionswerte yk auftreten, sind zufolge (4) rationale, allein von der Anzahl 

v abhängende Zahlön. Sie befriedigen das Gesetz ∠lv-jt= Ak. Führt man nämlich im Integrale (4) die Substitution z = 1 — /, dz = — dz' aus, so transformiert sich dieses Integral in die Gestalt:
λ (»-1)→-* =_ (vi -ζ) · · ■ (i⅛2 de.

f k I v — k ,• z~-v J 1, Ύ*o 1Tauscht man rechter Hand die Integralgrenzen (unter Zeichen Wechsel des Integrals), läßt den Index an der Integrationsvariablen fort (s. (4) S. 55) und kehrt bei allen Linearfaktoren unter dem Integralzeichen die Vorzeichen um, so folgt nach Umordnung jener Linearfaktoren:l' ' ) 1
∕*3(z~ -)· · · (Z — 1) ∕%(,2--)∙∙∙(3-1)
/A v-k~ ¾ ^∙
∕ z-----  j s-------

V * V0 0• ~Hieraus ergibt sich mit Rücksicht auf das Gesetz (4) in 1, 142 der Bi­nomialkoeffizienten die behauptete Gleichheit H1,-i= Ak. Wir fassen die Ergebnisse vorläufig in folgendem Satze zusammen: Bei Benutzung der 
durch die Lagrangesche Interpolationsformel gelieferten rationalen ganzen 
Näherungsfuriktion ist der zunächst auf das Teilintervall von x0 bis xv be­
zogene Näherungswert unseres Integrals in der Gestalt (5) als mit h multi­
pliziertes lineares Aggregat der Funktionsiverte y0, y1, ∙ ∙ ∙, yr darstellbar, 
wobei die Koeffizienten Λo, A1, ■ ■ ∙, Av rationale, allein von der Anzahl v 
abhängende Zahlen sind, die der Belation Av_k= Ak genügen.
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70 IV, 2. Das bestimmte Integral [δDie Berechnung der Ak in den biedersten Fällen v == 1,2, 3, · · . ist auf Grund der Erklärung (4) leicht durchführbar. Man kann zu diesem Zwecke aber auch so Vorgehen: Man setze x0=Q, xv= 1 und wähle φ(X) == (v%)k, unter k eine der Zahlen 0, 1, 2, · · ·, v verstanden. Da eine ganze Funktion „höchstens“ vten Grades durch die Forderung, in den (v+1) Punkten £0 = 0, rr1 = *,···, = 1 die Werte der Funk­tion (vχy)k anzunehmen, eindeutig bestimmt ist (vgl. 1, 170), so ist hier die Näherungsfunktion ≠(λj) einfach mit der gegebenen Funktion (vx)k identisch. Da im vorliegenden Falle lι = * ist, so liefert die Formel (5)den Werten k = 0, 1, 2, · · ·, v entsprechend leicht die folgenden (v 4-1) Relationen:
A ÷ A ÷ A ⅛ A ^f* , Ά A - v >

A1 + 2 A + 3 Aä H-------(- v Av≈ -∣ v'2,

Λ1 + 2Ms + 3’JS + · ■ ■ + v1A, = — rs,(6) Λ + 2aAs + 3Ms + · ■ · + Λ1, - i vi,

4 + 2¼ + 3-Js+ ■ ∙ ∙ + v'Ar = -~-1 v∙ +*,durch deren Auflösung nach den Ao, A1, ∙ ∙ ∙, Av man die rationalen Zahlenwerte dieser Koeffizienten gewinnt. In den drei niedersten Fällen findet man:v = 1, Ao — 2 7 Ai — 2,
i7 — 2, A)=/g> A = “3’ A= 3·? «

o Λ 3 Λ 9 Λ 9 Λ 3
V = O) √±0 g ; g y g ? θ ·Tragen wir diese Werte der Koeffizienten Ak in (5) ein, so erhalten wir folgende drei Näherungsformeln für unser Integral, bezogen auf das erste der n Teilintervalle:

(?)
(8)

t∕<f>(x)dx = fe(⅛¾> + 2 ^),
∙ro

j φ(x) dx = h yQ + ∣ yi + ~ y2),
Xo
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5] Trapezregel, erste und zweite Simpsonsche Regel 71
(θ) J φ(x)dx = h y0 + θ t∕1 + ∣ ‰ + g ⅜) ·•«0Wir wollen nun zunächst die erste dieser Formeln auf alle n Teilinter­valle anwenden, wie sie in diesem Falle durch die Teilpunkte x1, x2,∙",xn.1 geliefert werden. Die Zusammenfügung der Teilergebnisse führt uns für das Gesamtintegral der Grenzen x0=a und icn= & zu der Näherungsformel:6(10) ( φ(x^) dx =-j A(i∕0-P 2i∕1-F 2i∕2-∣-------F 2‰,-ι ÷ *∕n)∙

aMit dieser Formel haben wir bereits in I, 33ff. eine Inhaltsbestimmung bei der gleichseitigen Hyperbel geleistet. Deuten wir nach. S. 54 das Integral als einen Flächeninhalt, so entspricht der Zerlegung des Inter­valles in die n Teilintervalle eine Zerschneidung der Fläche in n „Par­allelstreifen“ gleicher Breite. Die Näherungsformel (7) aber bedeutet, daß wir den einzelnen Streifen angenähert als ein Trapez ansehen, indem wir das den Streifen berandende Stück der Kurve y = φ(x) durch die zugehörige, die Ordinatenendpunkte (x0,y0) und (xvyi) verbindende Sehne ersetzen*). Im Anschluß hieran wollen wir die Näherungsformel (10) kurz als „Trapezregel“ bezeichnen.Für v = 2 leitet man aus (8) auf demselben Wege die Näherungs­formel:
b

(H∖fφ = 3 M⅛fo÷!⅞ »)+ 4 (i/rUM----- t^ ⅜ λ-i)÷ 2(y3-i-y<r∣----- Hthn-z))
aab, welche man als die „Simpsonsche Hegel“ bezeichnet. Endlich liefert der Ansatz (9) für v = 3 die Näherung formel:

(12) Jφ(x)dx = PΦo+‰) + 3Ψ1+⅜+‰÷⅜ + '→‰b-2 + ‰-i)÷ 2 (⅛ ÷ ÷ ^9 H----- Η Ϊ/ά n-3>)}die man „zweite Simpsonsche Hegel“ oder „Drei-Acht-Hegel“ nennt. Bis 
v = 11 hin sind die sich weiter anreihenden Regeln bekannt; doch gehen wir auf diese nicht ein.Die einzelne Formel (10) ff. ist natürlich nur dann brauchbar, wenn man für dieselbe eine „Fehlergrenze“ angeben kann, d. h. einen Betrag,

*) Im Falle v = 2 ist die der Gleichung (8) zugrunde liegende „Näherungs­kurve“ y = <ψ(aj) eine „Parabel zweiten Grades“ durch die drei Ordinatenendpunkte 
(⅜, Vo∖ 0κι*2Λ) un(i (⅞,2∕g)∙ Entsprechend hat man in (9) als Näherungskurve eine 
,,Parabel dritten Grades1·1· durch vier Ordinatenendpunkte.

\\
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T2 IV, 2. Das bestimmte Integral [5um welchen schlimmsten Falles der Näherungswert von dem wirklichen Werte des Integrals ab weichen kann*). Ist die Funktion <p(.r) analytisch gegeben, und hat sie im Integrationsintervall eindeutige und stetige Ab­leitungen (soweit dieselben gebraucht werden), so können wir uns mit­telst der Taylorschen Formel Fehlergrenzen verschaffen. Für irgend ein dem Integrationsintervalle angehörendes x liefert jene Formel:(13) V («) “ ,f (⅞) + <f '(¾) + '∣' "(⅞) + ■ "+ φ<'-1,(⅜) ⅞Ξ⅛-, + '∕>w(⅝ +■»<*- <⅛>) 04ri'∙
Durch Integration ergibt sich, wenn man auf das letzte Glied den Mittel- wertsatz (16) S. 58 an wendet:a⅛(14) f q>(x)dx = φ(¾)∙v⅛ + φ'(⅜)~p + ∙ ∙ ∙ + φii^υ(⅜)■To \ ·÷ Φw(⅝ + (Γ⅜Ip ’wo natürlich wieder 0 ≤ ff'≤ 1 gilt**).Mit diesem genauen Werte unseres auf das erste Teilintervall be­zogenen Integrales haben wir nun den Näherungswert (5), dem wir die Gestalt: ∙, r . 1'(15) J ψ(x)dx = h 2 fP (⅜ ÷

x0 k = 0verleihen, zu vergleichen. Zu diesem Zwecke entwickeln wir φ(x0 + kh) gleichfalls nach dem Taylorschen Lehrsätze:φ(⅜ + ⅛⅛) = φ(⅞) + φ'(¾)· klt + φ"(⅞) ■+------+ <Pl,-1,(⅞) f¾' + Vω(⅞ + W)

und finden durch Eintragung in (15) bei zweckmäßiger Anordnung:*) S. hierzu die Fehlerabschätzungen in I, 33 ff. bei Gebrauch der Trapezregel.**) In (13) ist ff· als von x abhängig anzusehen; dabei ist es nicht schwer, zu erkennen, daß φ^(rcθ-}-ff(iκ — icθ)) eine „stetige“ Funktion vAi x ist, so daß der Anwendung des Mittelwertsatzes nichts im Wege steht. Will man diese Betrach­tung vermeiden, so mag man das Integral (14) vorerst mit variabler oberer Grenze bilden und als Tunktion der oberen Grenze mit Benutzung der Regel (3) S. 55 nach dem Taylorschen Satze entwickeln. Die Eintragung der oberen Grenze x„ liefert dann die Formel (14).
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5] Herleitung von Fehlergrenzen für die Trapezregel usw. 73
xV 1’ V V(16) fψ (x}dx≈φ (⅜) Ak+ φ '(⅜) kAk+ φ "(x0) · VtfAk+ ■ . ∙

Xo ⅛ = 0 i = l ■ ⅛ = 1p v

+ A+ ^w(⅜ + ¾^⅛)½'Λ∙.
' ' k = 1 " fc = 1Die Werte der hier rechts in den einzelnen Gliedern auftretenden Summen sind bis zum Exponenten v der Faktoren k aus dem Formel­system (6) S. 70 abzulesen. Die Eintragung der Werte führt uns genau 

zu den (v -j- 1) ersten Gliedern der Entwicklung (14) zurück, so daß inso­
weit beide Darstellungen (14) und (16) übereinstimmen. Die Übereinstim­mung wird aber noch in weiter folgenden Gliedern bestehen, so lange die mit den Gleichungen (6) von S. 70 gleichgebauten Relationen:vv +i +1>^+∙Λ=ι+ι+i. i-1,2,3,·.·
zutreffen sollten. Hier zeigen nun die in den drei ersten Fällen v = 1, 2, 3 oben berechneten Werte Ά%, daß bei v = l und v = 3 die vorstehende 
Delation schon für i = 1 nicht mehr gilt, daß sie hingegen bei v = 2 noch 
für i = 1, aber nicht mehr für i = 2 besteht.Dieser Tatsache folgend, wählen wir zur Berechnung der Fehler­grenzen in den beiden Gleichungen (14) und (16) die ganze Zahl l = v-↑-1 für v = 1 und v = 3, dagegen 1 = 4 für v= 2. Wir erreichen hierdurch, 
daß die beiden Darstellungen (14) und (16) bis auf die Schlußglieder über­
einstimmen, und daß die in diesen auftretenden Potenzen von h tunlichst 
hoch sind. Durch Subtraktion des Näherungswertes (16) vom genauen Werte (14) finden wir als Differenz Dr beider Werte:Λ - (/+ 11>, {v'÷,φ'"⅛ + i>'r⅛) - (l + 1) + ¾i⅛)Zti j.A = 1Ist nun J∕j das Maximum der absoluten Beträge aller Werte der ∕ten Ableitung gfl)(x) im gesamten Integrationsintervalle von a bis b, so sind auch die in der letzten Formel auftretenden Werte der Ableitung φw im ersten Teilintervalle absolut nicht größer-als Ml, so daß die Un­gleichung: fl+ι<17) ΙΛI≤(⅛T)lJK,p+* + <7 + 1).∑*Αιzutrifft*).') Hier kommt in Betracht, daß die sämtlich positiv sind.
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74 IV, 2. Das bestimmte Integral [5In den übrigen (w — 1) Teilintervallen gilt diese Bedingung für die entsprechenden Differenzen sogleich mit. Nennen wir also die Überschüsse des genauen Integral wertes über die Näherungswerte (10) ff. etwa so ist [ Rr jedenfalls nicht größer als das w-fache der rechten Seite von (17). Da wir nun nv-h durch die Intervallänge (& — a) ersetzen können, so besteht für Rv die Bedingung:
V(18) -BJ≤⅛'⅛¾>,{∙'' + ,+ (i+l)i∑'⅛'Λ}∙.

Hiermit haben wir den allgemeinen Ausdruck der gesuchten Fehler­grenze gewonnen. Wir spezialisieren die Formel für die drei Fälle v= 1,2. 3 und gewinnen die Sätze: Schreiben wir die Trapezformel in der ge­
nauen Gestalt:6(19) Jrp(x)d% = -^hfyQ ÷ 2 (t∕1 + +· · · · + yn_p + yf) ÷ -R1,

a

so gilt für den Absolutwert von Rl die Schranke:(20) l¾∣≤i(δ-α)¾∙⅛>.Für v = 2 reiht sich hieran: Bei der genauen Gestalt:
b(21) fφ(x)dx≈~ M(‰ + ⅜J+ 4(‰ + 2∕3+ · * 1 + ‰-ι)÷ 2(⅜ + J∕4÷ ∙∙∙ ÷ ⅜i∣-i)!÷ Λ 

der Simpsonschen Regel besteht für R2 die Schranke:(22) l⅞!≤⅛95(δ-α)¾∙∕AEndlich gilt für v = 3 der Satz: Schreibt man an Stelle der Räherungs- 
gleichung (12) die genaue:

b(23) ) φ(x)dx = g⅛{(⅜÷⅜J÷3(i∕ι÷ι⅛÷‰÷⅜ H------ ⅛-2÷‰-1)
a ÷ 2(t∕8÷2∕64---------- H^3n-3)}÷ ¾7

so liegt für fis die Schranke vor:(24) l¾l≤^(6-≈)¾∙⅛*∙Bei gleicher Gesamtzahl nv der Teilintervalle und also bei gleichem 
h ist die einzelne Näherungsformel um so brauchbarer, je höher die Po­tenz von h im Ausdruck der Schranke von Rv [ (der Fehlergrenze) aus­
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Ö] Fehlergrenzen für die Trapezregel und die Simpsonschen Regeln 75fällt. In dieser Hinsicht sind wir zu dem bemerkenswerten Ergebnisse gelangt, daß die Simpsonsche Regel günstiger als die Trapezregel ist, daß 
indessen die Brei-Acht-Regel keine Steigerung der Genauigkeit gegenüber 
der Simpsonschen Regel bietet, vielmehr sogar hinter der letzteren Regel 
wegen des größeren numerischen Faktors auf der rechten Seite von (24) 
zurücksteht.Um die vorstehenden Regeln an einem leicht zugänglichen Beispiele zu erläutern, wählen wir das „Logarithmusintegral“ und zwar für die Grenzen a — 1 und b — 2,2. Dabei werde h = 1~θ genommen, eine Wahl,welche eine bequeme Prüfung der drei Naherungsformeln gestattet. Da wegen φ (#) = x~1 offenbar im Integrationsintervall J∕2 = 2 und JZ4 = 24 zutrifft und übrigens b — a = 1,2 ist, so berechnet man für die drei 7?, leicht die Schranken:∣R1∣≤0,01, j R21 ≤ 0,000784, R31 ≤ 0,003924.Mit Rücksicht darauf, daß diese Schranken wegen des Faktors Ml sicher sehr weitgegriffen sind, wollen wir die den irθ = 1; rr1 = 1,1; · · ·; ¾ = 2,2 zugehörigen Funktionswerte y0,y1,... mit sechsstelliger Ge­nauigkeit aus einer Reziprokentafel ablesen:‰ =1, y1 = 0,909091, y^ = 0,833333,

y8 ≈ 0,769231, yi = 0,714286,
yi = 0,666667, 
y1 = 0,588235, 
y$ = 0,526316, yn = 0,476190,

y6 = 0,625000, 
y8 = 0,555556, 

y10= 0,500000, ‰= 0,454545,wobei, wie üblich, ein Strich unter der letzten Stelle bedeutet, daß der angegebene Wert um weniger als die Hälfte einer Einheit der sechsten Stelle zu groß ist.Unsere Regeln liefern daraufhin folgende Näherungswerte:
2,2

f = 0,78912; = 0,78846; = 0,78846.ϊDie zweite und dritte Regel geben also denselben Näherungswert, wie nach der obigen allgemeinen Bemerkung verständlich ist. Da der auf fünf Stellen genaue Wert des Integrals 0,78845 ist, so gilt:
Rl = - 0,00067, T?2 = - 0,00001, Rs = - 0,00001,was die Vermutung, die obigen Fehlergrenzen seien sehr weit gegriffen, bestätigt.
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76 IV, 2. Das bestimmte Integral [66. Mechanische Auswertung bestimmter Integrale. Bei dem Nähe­rungsverfahren des vorigen Paragraphen hatten wir, geometrisch gespro­chen, durch (v 4- 1) Ordinatenendpunkte eine Näherungskurve vten Grades gelegt, gegeben durch eine ganze Funktion vtθn Grades y = ≠(ir), wobei 
v = 1, 2 und 3 genommen war. Gehen wir noch einen Schritt zurück und lassen auch v = 0 zu, so läuft dies darauf hinaus, daß wir als Nähe­rungskurven die zur x-Achse parallelen Geraden durch die Endpunkte der 
Ordinaten y0, yl,. . ., yn~1 benutzen, wobei der einzelne Parallelstreif an­genähert als ein Rechteck betrachtet wird. Dem würde für die Berech- nung eines Näherungswertes unseres Integrales die „Rechteckregel“:» ·
(I) Jφ(x')dx = h(y0 -p y1 ÷ ∙ ∙ ∙ ÷ yn_1)

aentsprechen. Daß auch die hier rechts stehende Summe für lim n = oo dem Integralwerte als Grenze zustrebt, folgt aus der allgemeinen Theorie (S.48ff.) und ist übrigens ausführlich durch die Entwicklungen in I, 24ff. bewiesen.Es ist nun sehr interessant, daß dieser Grenzübergang mittelst der 
bekannten „Linearplanimeter“ gewissermaßen mechanisch durchgeführt wer­

den kann, wie wir an einem hierher gehörigen Apparate näher ausführen wollen. Wir wählen zu diesem Zwecke das von Coradi hergestellte 
„Kugelrollplanimeter“, das in Fig. 9 abgebildet ist. Der mittelst zweier Walzen R' auf der Zeichnungsebene lagernde Wagen R sei in der Rieh-
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6] Beschreibung des Kugelrollplanimeters 77tung der «-Achse fahrbar, welche senkrecht zur Wagenachse genau in­mitten der beiden Walzen verlaufe; die positive Richtung der «-Achse weise nach vorn und also die positive y-Achse nach rechts. Der Fahr­arm F (mit dem vorn angebrachten Schreibstifte) ist um einen in der Wagenmitte vertikal verlaufenden Zapfen drehbar. Die Länge des Fahr­armes (Abstand des Schreibstiftes vom Zapfen) sei gleich l. Hat der Schreibstift die Ordinate y, und bildet der Fahrarm mit der x-Achse den Winkel k, so ist offenbar:(2) y = l · sin a,sofern wir der Maßzahl a dasselbe Vorzeichen wie y geben, ln Richtung der y-Achse ist der Spielraum des Schreibstiftes beiderseits symmetrisch zur x-Achse und unterliegt einer Schranke, die von der Fahrarmlänge und sonstigen Konstruktionsbedingungen abhängt; in Richtung der «-Achse aber liegt keine Beschränkung vor.Als weiterer wesentlicher Bestandteil des Apparates ist eine über der linken Wagenseite parallel zur Wagenachse angeordnete Achse zu nennen, die am rechten Ende ein genau geschliffenes Kugelsegment K trägt. Sie ist zugleich die Achse des Kugelsegmentes (der Mittelpunkt der Kugel K liegt auf jener Achse), so daß das Kugelsegment K bei Drehung der Achse in sich rotiert. Die Achse lagert mit einem Zahn­kranze auf der Rolle R' (in der Figur nicht sichtbar), welche ihrerseits am rechten Rande R einen Zahnkranz trägt. Vermöge dieser Verzahnung nimmt die Kugel K die Drehung der Walze R' auf und erfährt eine zu jener proportionale Drehung. Bewegt sich also der Apparat in Richtung der x-Achse um die Strecke A voran, so dreht sich K um einen mit h proportionalen Winkel ß = ch. . . .Endlich ist ein letzter wesentlicher Bestandteil des Apparates eine genau geschliffene zylindrische Rolle*), die über der Mitte des Wagens in einen am Fahrarme angebrachten Rahmen M derart eingelagert ist, daß die Rollenachse stets parallel zum Fahrarm ist und also gleichfalls mit der «-Achse den Winkel a bildet. Die Rolle ist unter Federdruck an das Kugelsegment K angelegt. Dabei berührt sie für κ = 0 das Seg­ment K in seinem Mittelpunkte, während bei Drehung des Fahrarmes die Berührungsstelle den horizontalen größten Kugelkreis von K be­schreibt. Zur Ablesung der Größe der Rollendrehung dient ein Zähl­werk, und zwar findet sich am vorderen Ende der Rolle eine Vorkehrung zur Ablesung der ganzen Umdrehungen, am anderen Ende eine solche zur Ablesung der Zehntel, Hundertstel und Tausendstel einer ganzen Umdrehung.!) Nach der Kugel und der Rolle ist das Planimeter benannt.
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78 IV, 2. Das bestimmte Integral fθMan überlege nun das Spiel des Apparates, wenn der Fahrstift die zur x-Achse parallele Strecke h der Ordinate y beschreibt. Der Ort der Berührungspunkte P von Kugel und Rolle ist sowohl auf der Kugel wie auf der Rolle je ein „Parallelkreis“ und zwar handelt es sich auf dem Kugelsegment K, wie Fig. 10 erläutert, um den Parallelkreis, der von der Segmentmitte den Bogenabstand a hat. Ist also r der Kugel­radius , so ist o = r sin a der Radius jenes Parallelkreises auf K. Bei Drehung von K um den Winkel ß ≈ cAkommt also das Bogenstück:(3) ρβ = r sin a ∙ ch = j ■ hydes Parallelkreises der Kugel zur Abwicklung auf den in Betracht kommenden Parallelkreis der Rolle*). Nennen wir also r0 den Rollen­radius, und ist die in ganzen Umdrehungen alsEinheit gemessene Drehungszahl der Rolle Ö, so hat sich die Rolle um den Winkel 2πδ gedreht, und also ist das Bogenstück 2πr0- Ö des Parallelkreises der Rolle zur Abwicklung gelangt. Setzen wir dasselbe gleich dem in (3) berechneten Bogen, so folgt:(4) - (- ) ■ ό = « · i, « ~ cr" ,
wo a eine durch die Abmessungen des Apparates gegebene Konstante ist. Es hat sich auf diese Weise ergeben: Durchläuft der Schreibstift die 
zur x-Achse parallele Strecke h der Ordinate y, so erfährt die Dolle eine 
zu hy proportionale Drehung δ = a~l ■ hy, und umgekehrt ist hy gleich 
dem Produkte der Konstanten a und der Dollendrehung Ö.Zur Bestimmung der Drehung ό liest man am Zählwerke die Stel­lung der Rolle am Anfang und am Schlüsse der Bewegung des Schreib­stiftes über die Strecke h ab. Der Überschuß der zweiten Ablesung über die erste ist dann die mit dem richtigen Vorzeichen versehene Maßzahl ό der Drehung. Der Apparat ist so eingerichtet, daß dieser Uberschuß das Vorzeichen von y hat, so daß die Konstante a positiv ist**). Eine bequeme Auswertung dieser Konstanten werden wir unten beschreiben.

*) Bei konstanter Stellung a des b'ahrarmes ist die Relativbewegung der Rolle gegen die Kugel ein ohne Gleitung vor sich gehendes Abrollen.**) Man veranschauliche sich, daß bei Berührung der Rolle im Mittelpunkte des Kugelsegmentes (y = 0) keine Rollendrehung eintritt, und daß zwei im Vor­zeichen entgegengesetzte Winkel a (Ordinaten y) entgegengesetzte Drehrichtnngen der Rolle liefern.
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θj Theorie des Kugelrollplanimeters 79In Fig. II sind zwei benachbarte Parallelstreifen und die an ihre Stelle tretenden, oberhalb durch PP/ und P1P2, begrenzten Rechtecke gezeichnet. Führen wir den Fahrstift über die Strecke PP1' der Länge 
h, so gibt die mit a multiplizierte Rollendrehung ό den Flächeninhalt des Rechtecks QPP1' Ql. Wir erhalten nun offen­bar dieselbe Rollendrehung, wenn wir den Fahr­stift vom Punkte Q beginnend über die Ordinate 
QP, dann über PP/ und endlich von P1' gerad­linig zum Punkte Q1 der# Achse führen; die durch die Strecke QP bewirkte Rollendrehung wird näm­lich durch die im entgegengesetzten Sinne durch­laufene Strecke P1'Q1 wieder aufgehoben*).Wollen wir die Inhalte der beiden neben­einander liegenden Rechtecke QPPl'Q1 und 
Q1P1P2'Q2 der Fig. 11 bestimmen, so reihen wir an die Durchlaufung der drei eben genanntenSeiten des ersten Rechtecks die Beschreibung der Seiten φ1P1,P1P2', 
P.) Q2 des zweiten an. Dieses Verfahren können wir nun offenbar in der Art kürzen, daß wir die zweimal in entgegengesetzten Richtungen durch­laufene Strecke P1'Q1 sparen, worauf die zu durchlaufenden Strecken 
QP, PPi', Pi'P1, PiP2', P'Q, sind.Man überblickt jetzt sofort, wie wir den Gesamtinhalt aller n Recht­ecke herstellen, die unserer Rechteckregel (1) zugrunde liegen. Wir ha­ben mit dem Schreibstifte im Punkte x = a der #-Achse beginnend zu­nächst die am linken Rande liegende Ordinate y„ zu beschreiben, sodann den treppenförmigen Rand des Rechtecksystems, der der #-Achse gegen­überliegt, zu durchlaufen und endlich längs der Ordinate yll zum Punkte 
x = b der x-Achse zurückzukehren.Bei wachsenden Werten n schmiegt sich nun der treppenförmige Rand enger und enger an das dem Integrationsintervalle angehörende Stück der Kurve der Funktion φ(#) an. Für lim n = <x> scheint demnach der mechanische Vorgang der Durchlaufung des treppenförmigen Randes einfach der Beschreibung jenes Kurvenstücks als „Grenze“ zuzustreben**).

*) Zufolge des stetig wechselnden Winkels a kann hier die Relativbewegung der Rolle gegen die Kugel aus einer Gleitung und einer Rollung zusammengesetzt sein; doch brauchen wir auf den Vorgang aus dem im Texte angegebenen Grunde nicht näher einzugehen.**) Die Kurve selbst ist als „Grenze“ der Sehnenkette aufzufassen, die wir bei der „Trapezregel“ als Rand benutzen. Um den im Texte sogleich mitzuteilenden Satz streng zu beweisen, hat man die Rollendrehung bei Beschreibung der Sehne PP, (s. Fig. 11) zu untersuchen. Dieser Vorgang ist komplizierter, da neben einer Rollung eine Gleitung der Rolle längs der Kugel K eintreten kann. Einleuch-
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80 IV, 2. Das bestimmte Integral [θIn der Tat besteht der Satz: Man gewinnt den Wert des Integrales (1) 
als die mit a multiplizierte Bollendrehung ό, falls man den Schreibstift vom 
Punkte x = a der x-Achse über die zugehörige Ordinate, sodann über das 
genannte Stück der Kurve der Funktion φ (#) und endlich über die zu x = b 
gehörende Ordinate zur x-Achse zurückführt.Der Umstand, daß bei der Deutung des Integrals durch einen Flächen­inhalt etwa unterhalb der rr-Achse gegebene Flächenstücke mit negativen Maßzahlen zu versehen sind, kommt an unserem Apparate dadurch zum Ausdruck, daß der Drehsinn für Kurventeile unterhalb der x-Achse ent­gegengesetzt demjenigen der oberhalb der x-Achse gelegenen Kurven­stücke ist. Auch der Satz über Vorzeichenwechsel des Integrals bei Aus­tausch der Grenzen ist aus dem Spiele des Apparates einleuchtend; denn bei Durchlaufung der beiden Ordinaten und des Kurvenstückes vom Punkte 
x — b der Achse aus in entgegengesetzter Richtung kehrt sich der ganze Be wegungs Vorgang einfach um.Für den Gebrauch des Apparates zur Ausmessung ebener Flächen­stücke kann man hieraus noch einen Vorteil ziehen. Will man z. B. das in Fig. 12 schraffierte Stück ausmessen, so wird man zunächst den Schreibstift vom Punkte x = a der x-Achse aus nach A, dann über die Kurve 

y≈φ1(x) bis B und von hier längs der Ordi­nate nach dem Punkte x=b der x-Achse führen. Dies ergibt den Inhalt des von jener Kurve,den beiden Ordinaten unxl der x- Achse been­deten Stückes. Beschreibt man sodann von x—b beginnend nochmals die Ordinate bis B, sodann die Kurve y = φ2(#) bis A und hierauf die Ordinate bis zum Punkte x = a der .τ-Achse, so kommen gerade die beiden überschüssigen Stücke der eben ausgemessenen Fläche in Abzug, und das unterhalb der rc-Achse gelegene schraffierte Stück kommt mit richtigem (positiven) Zeichen hinzu. Wir können nun offenbar noch die beiden Ordinaten (die je zweimal in entgegengesetzten Richtungen durch­laufen werden) einsparen und gelangen zu dem Satze: Umfahren wir mit 
dem Schreibstifte die schraffierte Fläche in der eben angegebenen Bichtung 
vom Punkte A (oder auch von irgend einem anderen Bandpunkte) be-

tend ist indessen sofort, daß die eintretende Rollendrehung· größer ist als die bei der Beschreibung von PPl', und zugleich kleiner als die bei der Beschreibung von P"Px (s. Fig. 11). Hiermit sind aber die Vorbedingungen für die Heran­ziehung der Grenzbetrachtung in I, 24ff. gegeben, und man gelangt, indem man die Kurve als Grenze ihrer Sehnenkette faßt, zu einem strengen Beweise des im Texte aufzustellenden Satzes.
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7] Flächenmessung mit dem Kugelrollplanimeter 81
ginnend einmal vollständig, so ergibt die mit a multiplizierte Rollendrehung 
d den Inhalt der umfahrenen Fläche.Dieses Ergebnis eröffnet uns zugleich die Möglichkeit, die Konstante 
a jetzt auf besonders einfachem Wege auszuwerten. Umfahren wir z. B. die Peripherie eines Kreises vom Radius 1 *), so möge die Ablesevorrich­tung der Rolle die zugehörige Rollendrehung όθ ergeben. Dann ist a ∙ dθ gleich dem Flächeninhalte des Kreises, d. h. gleich π, woraus nun ein­fach a = ~ folgt.

7. Gaußsche Methode zur angenäherten Berechnung bestimmter Integrale**). Der Näherungsformel (5) S.69· für ein bestimmtes Integral lag die Annahme zu­grunde, daß die y0,yl,y2, ■■· Funktionswerte φ(x) für äquidistante Argumente 
x0-a, iC1 = ff-(-Λ, a⅛ ≈ α-f-2Ä, · · · seien. In der ursprünglichen Summe (1) S. 48, welche uns das bestimmte Integral begründete, waren die Intervalle x1 — χ0. 
xi — ic1, · · · keineswegs notwendig einander gleich, auch konnten die ie1', a⅛', .. , den Teilintervallen beliebig entnommen werden. Es liegt demnach nahe zu prüfen, ob man Vorteile erzielen kann, wenn man die genannte, der Formel (5) S. 69 zu­grunde liegende Annahme aufgibt. Indem wir die Integralgrenzen statt χϋ und xv gleich wieder a und b nennen, stellen wir folgende Frage: Wie muß man die 
Fzmktionswerte yi,y2,ys> ∙ ∙ ∙yv in „vorgeschriebener Anzahl v“ dem Intervalle ent­
nehmen, um eine „möglichst günstige“, der Gleichung (5) S. 69 analog gebaute Nähe­
rungsformel: 6
(1) Jφ(x)dx= Blyl + Biyi + ∙'∙∙ + B,,yv

a

zu gewinnen, und welches sind die dabei zu benutzenden Werte der Koeffizienten Bk?Für eine fest ausgewählte Funktion φ(ic) ist diejenige Formel die günstigste, welche den am genauen Werte des Integrals nächst gelegenen Näherungswert er­gibt. Beziehen wir, wie geschehen soll, unsere Entwicklung auf eine noch nicht näher ausgewählte Funktion φ(aι), so ist zunächst zu erläutern, was wir unter einer „möglichst günstigen“ Annäherung verstehen wollen. Der Formel (5) S. 69 liegt eine rationale ganze Ersatzfunktion √en Grades***) zugrunde. Ist insbesondere die Funktion y(x) selbst eine ganze Funktion vte“ Grades, so liefert die Nähe­rungsformel den genauen Integralwert. Dies folgt z. B. aus den Entwicklungen von S. 73 in der Art, daß die daselbst mit JDv bezeichnete Differenz gleich 0 ist, falls <∕v + 1∖rc) mit 0 identisch ist und also φ(rc) infolge von (13) S. 72 eine ganze Funktion rten Grades ist. Allgemein können wir jene Entwicklungen und insbe­sondere die Formel (17) S. 73 durch folgende Aussage charakterisieren: I)ie An­*) Um dies bequem ausführen zu können, ist dem Apparat ein sogenanntes „Kontrollineal“ beigefügt. Dieses trägt an dem einen Ende eine Spitze, die in das Reißbrett eingesteckt wird und eine Drehung des Lineals um diese Spitze ge­stattet. Auf der oberen Seite des Lineals findet sich dann in der Entfernung 1 von der Spitze eine kleine Vertiefung zum Einsetzen des Schreibstiftes. Bei ein­maliger Umdrehung des Lineals um die fixierte Spitze wird dann eben die Peri­pherie des Kreises vom Radius 1 sehr bequem durch den Schreibstift zurückgelegt.**) Diese Methode ist von Gauß im Jahre 1814 in der Abhandlung „Metho- dus nova integralium valores per approximationem iuveniendi“ entwickelt, s. Gauß7 Werke, Bd. 3, S. 163.***) Hier wie oben ist dies so zu verstehen, daß der Grad die Zahl v nicht übersteigt.D r i c k e, Differential- u. Integralrechnung. II. 6
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82 IV, 2. Das bestimmte Integral [7
näherung der Formel (δ) $. 69 an den wirklichen Integralwert besitzt denselben 
Grad der Genauigkeit, wie die Annäherung der durch die ersten (v 1) Glieder 
der Taylorschen Reihe gegebenen ganzen Funktion t>ten Grades an die Funktion cp (#).Im Anschluß hieran können wir die Bedeutung der Gaußschen Theorie so bezeichnen: Bei gegebener Anzahl v ist es möglich, ein Koeffizientensystem Bk und 
eine Auswahl der Funktionswerte yk derart ausfindig zu machen, daß der Grad 
der Annäherung der Formel (1) an den genauen Integrälwert derselbe ist, wie der­
jenige der von den 2v ersten Gliedern der Taylorschen Reihe gegebenen „ganzen 
Funktion (2v—l)ten Grades“ an die Funktion cp(x). Speziell wird die Formel (1) den genauen Integralwert liefern, wenn φ(rc) selbst eine ganze Funktion (höch­stens) (2v— l)tβn Grades ist. Es ist also die Graderhöhung von v auf (2v— 1) der ganzen Funktion bei gleichbleibender Anzahl v der Glieder in (1), welche den Vorrang der Gaußschen Methode begründet. Dabei liegt die Annahme zugrunde, daß die Taylorsche Entwicklung konvergiere; dann nämlich haben wir im allge­meinen eine um so bessere Annäherung an die Funktion φ(rc) zu erwarten, je größer die Gliederanzahl der Taylorschen Formel genommen wird.Bei der Durchführung der Rechnung erzielt man eine Erleichterung durch Einführung einer neuen Variablen z vermöge der Substitution:

b — a , b 4- a , b — a ,(2) a; =-y-ü 4-, dx = -ι~dz,da hierdurch die Integralgrenzen in z = — 1 und z = 1 umgeformt werden.Zur Abkürzung schreiben wir:
, x . . [b — a . b 4- a\ 1 ,, .(3) <p(*) = φ (~r- « + -y-) = r∑τα ♦(«),wodurch das auszuwertende Integral, das wir kurz durch J bezeichnen wollen,die Gestalt annimmt: . ,,0 +1(4) J ≈J'φ(x) dx = ~ jψ(z) dz.

a —1Den Ansatz der Mac Laurinschen Formel (11) in I, 174 für w = 2ι> sehen wir bei der Funktion ψ(z) als zulässig an und schreiben abkürzend:(5) ιp(z) = a0-i-a1z-j-a2z2^-------- H ⅜r-ι2ir^1 + ¾v(^),wobei Rgv die Bedeutung hat:(6) ⅛==ψ(*^)^.Durch Eintragung des Ausdrucks (5) der Funktion ι∣>(z) in (4) und Integration folgt dann:(7) J = ü0 + y ⅝ + y ⅝ + γ ⅜ H--------H 2v-l + YJ dZ-
-1Sind nun zl, z2,..., zv die im neuen Integrationsintervalle auszuwählenden Argumente, die die Funktionswerte der Näherungsformel liefern, so haben wir dem Ansätze (1) folgend mit v noch zu bestimmenden konstanten Koeffizienten G den durch N zu bezeichnenden Näherungswert:(8) N≈ G1'ψ(z1) + Cgτ∣>(zi) -)—∙ + Cvι∣>(zv')zu bilden und diesen mit dem genauen Integralwerte zu vergleichen. "Zu diesem Zwecke schreiben wir wieder unter Heranziehung von (5):
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7] Gaußsche Näherungsmethode für bestimmte Integrale 83
N — ^k (⅜ 4^ aizk~Y a2zk~∖----------- 4“ ct2v-l 2a" 1 4" ¾v (⅛)

* = 1oder unter Zusammenfassung gleicher Potenzen der zk∙.
V V V(θ) N=a0 ^,C,⅞ + «i + «2 4-----⅛=1 ft=l A =1

V V■ · ■ + ¾,-> 2⅛ιΓ, + -2lQ¾,W∙
k = 1 k = 1Man beachte nun, daß unsere Entwicklung bestimmt zu wählende zk bei einer beliebigen Punktion if>(z) und also bei willkürlichen Koeffizienten αθ, α1,..., α2v-1 anstrebt. Sollen demnach j und N in jedem Falle bis auf die vom Pestglied e ∙K2v(0) der Entwicklung (5) herrührenden Bestandteile gleich sein, so ist hierzu notwendig und hinreichend, daß in (9) die als Faktoren der a auftretenden Sum­men den entsprechenden Koeffizienten der a in (7) gleich sind, d. h. daß die fol­genden 2v Gleichungen bestehen:

’ G1 4- G2 4* C3 4~ , ∙ ∙ 4- Gv = 1,

G121 4- C2z, -}- ¾ ⅞ 4~ ' —∖- Ct,zv- 0,
C1^18+C2^8-{-C8^i+∙∙. + Gv^ = -l,(10) dC1 z^→ + C2 Vv~2+ ¾ ⅞iv-3+ ∙ ∙ ∙ + cvzv^→ = -A-ι∙ ’. C1 z,*'→ 4- Ci ziiv~i 4- C3 z3**~1 4- ∙ ∙ ∙ + = 0.Diese 2v Gleichungen, welche mit der Funktion ι/φ), wie man sieht, nichts zu tun haben, sind nun als Bestimmungsgleichungen für die v Argumente zk und 

die v Koeffizienten Ck zu benutzen. Haben wir ein den Bedingungen ∣ zk j 1 genügendes Lösungssystem gewonnen, so gilt für den mit Hilfe desselben berech­
neten Näherungswert N und den genauen Integralwert J:

+ 1 v

<11) J=N+ {±y⅛s,,W⅛-^CiBi,⅛)j,-1 A=1womit unser obiger Satz über den Grad der Annäherung von N an J in der Tat bestätigt ist.Der niederste Fall, der praktische Bedeutung haben kann, ist 1> = 2, wo es sich um die Auflösung der vier Gleichungen handelt:
G1 4^ G2 = 1, 4" C2 ⅞ = θ)Gi ⅞8 4“ G2 ⅞2 = — , G1013 4~ Ci z2 3 = 0.Da man leicht einsieht, daß keine der Zahlen Ck , zk verschwindet und z2 von zi verschieden ist, so folgt aus der zweiten und vierten Gleichung z1 i — z9 2 und also 

zι ==■ — Z1. Die erste und dritte Gleichung liefern daraufhin:σ1¾1 + c,¾*-i1∙(o1 + o,)-¾∙=i, ¾ = -⅛, i∙,- + 4=,
3 ]∕3 γ3

6*
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84 IV, 2. Das bestimmte Integral [7sofern wir die zk nach wachsender Größe angeordnet denken. Aus C1 -j- Ci = 1 und C1 — C2 — 0 ergehen sich endlich die C. Für v = 2 haben wir somit das Lö­
sungssystem: 1 1(12) r = 2, Cl = Ci=-, *1 =-s2 = --.Im nächsten Falle v — 3 haben wir die Auflösung der sechs Gleichungen auszuführen: + C, ψ _ 1C,1 zl -j- C*2 zi + C3 z3 = 0,

C1z1i -j- C2zi2 -∣- Csz32 = —,(13) c1*18 + <W + <W==o,C,1 z14 -j- Ci z24 -j- C3 z3 4 = —,C1 21 δ -f^ C*2⅞6 4^ C3Z3', = θ∙Wir wollen gleich der Symmetrie Rechnung tragen, die beim Gleichungssystem(13) , wie allgemein bei (10), vorliegt und auch am Lösungssystem (12) hervortritt*), und setzen zu diesem Zwecke:C3 = C,1, z3 == zi1 z2 = θin (13) ein, wodurch die zweite, vierte und sechste Gleichung sofort erfüllt wer­den, während der Rest die Gestalt annimmt:2 C1 -{- Ci = 1, 2 Ol z12 = — , 2 C1 z14 = — ·Wir ordnen die zk wieder nach wachsender Größe und finden: Für v — 3 ist das 
Lösungssystem gegeben durch:(14) v = 3, C1=c8 = ^, c2=y, ^1=-«8 = —]/y = —0,77460, ¾ = 0.Auch im nächsten Falle v = 4 setzen wir der Symmetrie entsprechend:

C4 = C1, Cs = C2, z4 = — z1, ⅞ = — ⅞in das für v — 4 anzusetzende System (10) ein, wodurch vier unter den aufzulö­senden Gleichungen sofort erfüllt werden. Die übrigen vier ergeben:c. + σ1-⅜. ¾⅛,+ <¾⅛,-∣∙.
C, 2li ⅛ C, = Jq 1 ^izie ^i^ ^,2zia —Die Elimination von C1 aus je zwei aufeinander folgenden Gleichungen liefert:

ft („ ϊ „ 3gι8 1 P z S∕z i z S\ 5g1a 3 4 2  2 — 1Z1 5
½ (21 — ⅞ ) =------θ------ j ½ Zi (Zl — Z2 ) — 3θ , ^2Z2 {Z1 Z2 ) — 7θDemnach gilt weiter:

Szli~ 1 lz1i-5 ∕021i-3√ ρ6 ' 70 \ 30 /*) Die Symmetrie ist natürlich in der symmetrischen Anordnung des Inte- rations Intervalls um den Punkt z = 0 begründet. Übrigens ist die aufzustellende Lösung die einzige des Systems (13).
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7J Gaußsche Näherungsmethode für bestimmte Integrale 85oder nach leichter Umrechnung:il.-4,.+⅛=,,Auf entsprechendem Wege ergibt sich für zi dieselbe Gleichung. Wir ordnen die 
zk wieder nach steigender Größe an und bestimmen jetzt leicht auch noch C1 und C2. Für v = 4 haben wir damit das Lösungssystem gewonnen:

(15)
c*-c.=4(ι-∣]∕⅜)≈o,m98,
ο, = ο, - ~ (ΐ + ’ ]∕-0 - 0,82607, 

ν — 4 < ,________________ _
el≈-zi = ~y y (3 + 2 J/-0 = - 0,43057, 

ζι = — ⅞ = — ]∕y (3 — 2 j∕-0 = — 0,16999.

Natürlich gestalten sich die Lösungen des Systems (10) bei wachsendem v immer schwieriger. Indessen ist leicht zu übersehen, daß, wenn die Rechnung beim einzelnen v einmal durchgeführt ist, der Ansatz für alle Funktionen ψ(#), soweit sie konvergente Entwicklungen (5) gestatten, damit in fertiger Form her­gestellt ist.Um an einem einfachen Beispiele die Brauchbarkeit der entwickelten Re­geln zu erläutern, wollen wir das Integral:4(I6) ∕⅛-ln2 
2zunächst mit Hilfe der zu v = 3 gehörenden Näherungs formel berechnen. Hier ist zu setzen x = ^-∣-3, dx==dz, sowie:φw = ⅛ = iT3-τψw' ψ(2>-⅛∙Der Näherungswert N ist:

*=M-l4)+->>+⅛√l4)und also bei der Bedeutung der Funktion ψ(2):
'√.-ι-,√-+∕∙r) ·'"

jy = |5- 4- £ = 0,69312·.·.63 1 27 ’Der auf fünf Stellen genaue Wert ist ln 2 = 0,6931δ, so daß mit diesem geringen Rechenaufwande ein erst in der fünften Dezimalstelle um drei Einheiten abwei­chender Näherungswert erzielt ist.
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gθ IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [1Bei Anwendung der zu v — 4 gehörenden Regel auf das Integral (16) folgt:-=τ(-τl∕τ)j3-∑yTppp + -U 6 -H · ■
^±Λ_ι_±ι/Ρ> .............. 2______________4_______ ______ 2___________a 3r4-√κ→ι) -nww'

was sich sofort zusammenzieht zu:ln 2 = ⅛∣∣ = 0,6931464 · · ·Der auf acht Stellen genaue Wert aber ist 0,69314718, so daß der Näherungswert um weniger als eine Einheit der sechsten Stelle abweicht.
Kapitel III. Integrationen bei mehreren Variablen.1. Die Bogenlänge der Kurven und das Linienintegral. Eine ebene Kurve sei in rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichung y = f(x) gegeben. Die Funktion sei in einem abgeschlossenen Intervalle

a ≤ x ≤ b eindeutig und stetig und besitze daselbst eine gleichfalls ein­deutige und stetige*) erste Ableitung f\x). Es ist dann zunächst mög­lich, die „Bogenlänge“ des dem Intervalle angehörigen Bogenstücks der Kurve zu erklären**).Wie oben (S. 48) zerlegen wir das Intervall in n Teilintervalle durch die Teilpunkte x1, x2,. . . %n~1, die wir in der Richtung von a nach b und also nach steigender Größe angeordnet denken, und schreiben der Gleichmäßigkeit wegen a = x0, b = xn. Zur Abszisse xk gehöre die Kur­venordinate yk≈=f(x^∙ Die Endpunkte (¾~1, yk-1y), (xk, yk) zweier auf­einander folgender Ordinaten verbinden wir geradlinig durch eine Kurven­sehne, deren Länge wir durch 6k bezeichnen:(i) ⅞ = + Vz(¾- ⅜-ι)2 + (‰- ‰-ι)2∙Die den n Teilintervallen zugehörigen Sehnen bilden eine „Sehnenkette“, deren Gesamtlänge:
(2) J'..-Σ+½+(⅜¾)'⅛-..-,)⅛ = 1 ⅞=ι ⅛ i-Γgeschrieben werden kann.*) Die folgende Betrachtung überträgt sich leicht auch auf den Fall, daß f,(ic) im Intervalle „abteilungsweise“ stetig ist (s. S. 60).**) Dies geschah bereits in I, 30 und 109 auf Grund einer mechanischen Vor­stellung; der Integralbegriff macht diese Vorstellung jetzt überflüssig.
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1] Bogenintegral einer ebenen Kurve 87Nun ergibt sich aus dem Mittelwerte (9) in I, 135:
lk∑2i-ι _ ∕⅛)-∕⅞.1> _ ,, Ί
~ ____  rr .v ____  v ∕ ∖d'k )t
xk xk-ι xk xk-ι

Xk ~ ¾-l÷ ^k(Xk ⅞-l)>

wo also xk' ein dem ⅛ten Teilintervalle angehörender Punkt ist. Die Ge­samtlänge der Sehnenkette kann demnach auch so dargestellt werden:
n n∑⅛ + ∕ι+775*T ∙ (¾ - ¾-ι)∙

⅞=1 fc = lNach der Konvergenzbetrachtung von S. 48 ff. strebt diese Summe einem bestimmten endlichen Grenzwerte zu, wenn wir lim n = ∞ vor­schreiben und dabei natürlich jedes Teilintervall „unendlich klein“ wer­den lassen. Die Sehnenkette schmiegt sich dabei enger und enger an das dem Intervall a ≤ x ≤ b angehörende Kurvenstück an, und es entspricht demnach unserer Anschauung der Kurve, wenn wir den nach S. 50 durch:
b b_______________(3) s =t∕* V1 + f'(x)idx =j ]/1 + (⅛)2^

a a

zu bezeichnenden Grenzwert als die „Bogenlänge“ s jenes Kurvenstückes be­
zeichnen. Verstehen wir gleich allgemeiner unter s die von dem Anfangs­punkte des Intervalls bis zu einem beliebigen Punkte x desselben ge­messene Bogenlänge der Kurve, so hat dieser Wert s als Funktion von 
x nach (3) S. 55 die Ableitung:(4) ^-yr+τw,was uns in der Tat zu der Regel (2) in I, 112 zurückgeführt hat. Für das „Bogendifferential“ der Kurve erhalten wir die Daι‰llung (3) in I, 112 wieder; das Integral (3) heiße entsprechend das „Bogenintegral“ unserer Kurve.Ist übrigens die Kurve nach (1) in I, 274 durch ein Gleichungenpaar:(5) α = φ<Xb * 2∕ = ≠(0gegeben, und wollen wir t als unabhängige Variable in das Bogeninte­gral (3) einführen, so hat dies der Regel (7) S. 56 entsprechend zu ge­schehen, die natürlich auf die vorliegenden Bezeichnungen umzurechnen ist. Hierbei ist, wie schon in I, 285 ausgerechnet ist:∕"O)-∕-J⅜, ⅛ = ^-<∕i-φ'(i)Λ
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88 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [izu setzen, und wir erhalten als die der Kurvendarstelhing (5) entsprechende 
Darstellung des Dogenintegrals:(6) s=fyφ∖ty + -ψ∖t}idt,

a

wenn a und ß die den Werten a und b von x entsprechenden Werte von 
t sind*).Etwas umständlicher ist die Erklärung der Bogenlänge einer Raum­kurve. Wir stellen eine solche nach (5) in I, 321 durch die Gleichungen:(7) aj = φ(0> y = -Ψ(f)> *≈z(f)mittelst einer vierten unabhängigen Variablen t dar und nehmen an, daß die Funktionen φ(t), ≠(i), %(t) samt ihren ersten Ableitungen im end­lichen abgeschlossenen Intervalle α≤i≤β eindeutig und stetig seien**). Wie in I, 328 setzen wir ferner voraus, daß in keinem Punkte des Inter­valles die drei Ableitungen φ'(t), ψ'(t), χ'(t) gleichzeitig verschwinden; das zu betrachtende Kurvenstück hat dann in jedem Punkte eine be­stimmte Tangente (s. I, 325).Die senkrechte Projektion der Kurve auf die x, y-Ebene ist durch die beiden ersten Gleichungen (7) darstellbar. Sie besitzt eine Bogen­länge, die wir, vom Punkte t = a bis zu einem beliebigen Punkte t des Intervalles gemessen, durch s bezeichnen; zufolge (6) gilt alsdann:(8) ‰ = rW+Ψ'(<)i∙Wir können nun z als stetige Funktion dieser Bogenlänge s auffassen. Die erste Ableitung dieser Funktion z von s:

d z r /j\ d t
a-w- diist dann gleichfalls im ganzen Intervalle stetig, falls daselbst nirgends 

φ'(t) und ψ'(t) gleichzeitig verschwinden, oder (geometrisch gesprochen) wenn in keinem Punkte des Kurvenstücks die Tangente parallel zur 
z-Achse läuft***).*) Der Kürze halber ist als im Intervalle zutreffend angenommen.Übrigens vgl. man hier und weiterhin die Entwicklungen von I, 310 ff.**) Auch abteilungsweise stetige φ'(i)> lψ'(f)t X d) würden keine Schwierig­keiten machen.***) Sollte ein solcher Punkt Vorkommen, so wird man dessen Umgebung be­sonders betrachten, indem man daselbst nicht z, wie im Texte, sondern x oder y bevorzugt. Die Symmetrie des abzuleitenden Schlußergebnisses wird zeigen, daß die Annahme des Textes die allgemeine Gültigkeit jenes Ergebnisses nicht beein­trächtigt.
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1] Entwicklung des Bogenintegrals einer Raumkurve 89Jetzt teilen wir das Intervall durch (w — 1) nach wachsender Größe angeordnete Werte ti,t2, . . . tn_t in n Teilintervalle und schreiben wie üblich α = t0, ß = tn. Markieren wir die betreffenden Punkte (xk, yk, zk) auf dem Stücke der Raumkurve und verbinden je zwei aufeinander fol­gende Punkte geradlinig, so erhalten wir eine „Sehnenkette“ der Raum­kurve, und die Länge der 7ctθn unter diesen Sehnen ist:(θ) √(¾- ⅜-1)2+ (‰-⅛-ι)2÷ (⅞-⅞-1Γ2∙Die Projektion der fctθn Sehne auf die x, «/-Ebene ist die etwa wieder durch 
6k zu bezeichnende zugehörige Sehne:σ⅛ = ∕(¾ - ¾ _ ι)2 + (K - yk - Ο2der schon betrachteten ebenen Projektion unserer Raumkurve. Nennen wir das ihr entsprechende Bogenstück dieser ebenen Kurve Jsk und schreiben zur Abkürzung zk — zk_k = Azk, so können wir die Länge (9) der Zcten Sehne der Raumkurve auch so darstellen:(10) y√+ Jst ∙]∕'(ι + (≤⅛)) - fl -Nun gilt jedenfalls:ι+(⅛)2≥ι, θ≤ι-(⅛y≤ι-da die Sehne 6k keinesfalls größer als der Bogen Λsk ist. Sind aber A und B irgend zwei den Bedingungen:M≥l, 0≤B≤lgenügende Zahlen, so zeigt man ohne Mühe das Bestehen der Unglei- chungen:Die Anwendung auf die in (10) rechts stehende Wurzel lehrt nach Mul­tiplikation mit Ask:(11) Bst}∕ι +^-^^≤y^ + ^ιγ^styl +Weiter folgt aus 6k ≤ Ask sofort:(z∕si)2- 6k2 = (Ask + σ,)(z½ - 0k) ≤ 2z∕si(z∕¾- σi),
Ersetzen wir also in (11) links den Subtrahenden durch die nicht klei­nere Zahl 2(z∕si- σi), so folgt:

js> yι+(∑⅛y- 2(∙j¾- a-> ≤ τz⅛+w*≤ ∙j¾ -Vι+
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90 IV, 3. Integrationen bei mehreren VariablenHiernach können wir die Gesamtlänge der Sehnenkette der Raum­kurve in folgende Schranken einschließen:Σ√∙+(g)'⅛-'(-Σ∙j 
≤ >’ r¾i+7^¾y≤ 2Vl + (¾),∙ -¼-⅛=1 ⅛ = ι k

ηwo s = Λsk die Bogenlänge der Projektion unseres Raumkurvenstückes ⅛ = ιist. Beim Grenzübergange lim n = ∞ wird nun, wie bereits für die ebenen
nKurven festgestellt ist, lim '∑6l. =≈ s, und also folgt sofort:A = 1

n(12) lim j2,X(¾-¾-ι)2+ («/*—⅜-ι)2 + "(¾-¾-ι)2⅛ = ι-lim2∣∕l + (¾p⅝.
fc = l *Die rechts stehende Grenze ist (vgl. die an (2) angeschlossene Betrach­tung) das bestimmte Integral:(!3) yvr+W'ds>0unter der oberen Grenze s wieder die Länge der Projektion unseres Kurven­stücks verstanden. Beim Grenzübergange nähert sich also auch die Ge­

samtlänge der Sehnenkette unserer Raumkurve einer bestimmten durch (13) 
gegebenen endlichen Grenze, die wir als „Bogenlänge“ des fraglichen Kur­
venstücks erklären. Führen wir t wieder als unabhängige Variable ein, so transformiert sich das Integral (13) in:

0 a aHier schreiben wir endlich noch /(t) für ~ und ersetzen durch seinenAusdruck (8). Auf diese Weise erhalten wir die gleich selbst wieder durch 
s zu bezeichnende Bogenlänge des Baumkurvenstückes dar gestellt durch das 
„Bogenintegral“: i(i4) s = fyφ'(o2+^wi+%w dt∙

a
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1] Bogenintegral einer Raumkurve. Allgemeines Linienintegral 91Fassen wir bei einer im Intervalle variablen oberen Grenze t die Bogenlänge $ als Funktion von t, so gilt nach (3) S. 35 für deren Ab­leitung in bezug auf t,.

(15) s-ViW+ÖÄTzW,eine Gleichung, die wir bereits in I, 332 unter (1) gewonnen hatten. Das 
„Bogendifferential“ der Raumkurve ist dann weiter durch die in I, 332 unter (2) gegebene Gleichung dargestellt. Übrigens gewinnen wir, falls %Ü) und damit %'(£) konstant gleich 0 sind, die auf die ebenen Kurven bezogenen Gleichungen als Spezialfälle der vorstehenden Gleichungen.Eine für die Rechnungen besonders bequeme Darstellung der Raum­kurve erhalten wir, falls wir an Stelle der Variablen t direkt die von einem geeigneten Anfangspunkte (Nullpunkte) gemessene Bogenlänge s als unabhängige Variable einführen. Wir schreiben dann x(s), y(s∖ z(s) als Funktionen von s und haben übrigens von dieser Darstellung in 1,332 ff. bereits ausgedehnten Gebrauch gemacht.Es sei jetzt in einem abgeschlossenen räumlichen Bereiche, in dessen Innerem das betrachtete Stück unserer Raumkurve liegt, eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion f(x, y, z) gegeben (s. I, 94ff). Dann ist auch ∕∖⅛(s),i∕(s),^(s)) eine „längs des Kurvenstücks“ eindeutige und stetige Funktion von s. Sind also a und & zwei dem Kurvenstücke angehörige Werte von s, so ist es möglich, das Integral:

b b(16) ff(xt y, z) ds =ff(χ(sy), y(s), z(sf) ds
a azu bilden. Wir können dieses Integral unter Zugrundelegung der Raum­kurve (an Stelle der Zahlenlinie für x) auch als Grenzwert der Summen der Gestalt: n

f(xk)Vk) zk} ' {sk — sk-ι)

k=lfassen, wie man leicht verstehen wird. Analytisch hat sich, indem wir s als unabhängige Variable ansehen, hier gegenüber S. 48 ff. nichts geän­dert; der einzige Unterschied liegt in der geometrischen Deutung, inso­
fern wir jetzt s nicht auf der „Zahlenlinie“, sondern auf unserer JRaum- 
kurve deuten und entsprechend f(x, y, z) als eine auf der Kurve gegebene 
Funktion denken. Das so gedeutete Integral (16) bezeichnen wir als ein 
„Kurven-“ oder „Linienintegral“. Wollen wir übrigens zum Gebrauche der Variablen t zurückkehren, so wandelt sich das Linienintegral (16) in die folgende Gestalt um:

4
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92 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [2
(17) ≠(0, χ(f)'}~dt,

a aunter κ und ß die den Werten s = a und s = δ entsprechenden Werte von t verstanden.
2. Begriff und Deutung des Fläch enintegrals in der Ebene. In der #, i∕-Ebene sei ein von einer in sich zurücklaufenden Kurve herandeter, endlicher „abgeschlossener“ Bereich B gegeben (s. Fig. 13), dem ein be­stimmter Flächeninhalt zukommt; dieser Inhalt werde durch ω bezeichnet. Im Bereiche B sei ferner eine eindeutige und daselbst gleichmäßig stetige Funktion f(%, y) gegeben.Den Bereich B denken wir in n Teilbereiche zerlegt, unter n irgend eine positive ganze Zahl verstanden. Diese Zerlegung kann in mannig­fachster Weise geschehen. So ist z. B. in Fig. 13eine Zerlegung durch zwei einander überkreuzende Systeme von Kurven ausgeführt. In Fig. 14 ist links eine Einteilung durch regelmäßig ange­ordnete Kreise eines gegebenen Radius angedeutet, wobei die einzelnen Teilbereiche entweder Kreisflächen oder Flächen von Kreisbogendrei­ecken sind, und wobei natürlich am Rande von B Teile solcher Flächen auftreten. In Fig. 14 rechts ist eine Einteilung durch an­einander gebaute Rechtecke veranschaulicht. Doch kann jede andere Art der Einteilung ebenso gut zugrunde gelegt werden.Da die Anzahl n der Teilbereiche endlich sein sollte, so können wir diese Bereiche in einerbestimmten Reihe angeordnet denken. Wir nennen die Inhalte der Teil­bereiche bei der gewählten Anordnung Λωi, z∕ω2, .. ., z∕ωrt, so daß sich der Gesamtinhalt ω des Bereiches B als folgende Summe darstellen läßt:

n(1) ω
*= 1Für die Entfernungen irgend zweier Randpunkte des ∕cten Teilbe­reiches Λak existiere eine obere Grenze. Ist diese obere Grenze nicht größer als eine vorgeschriebene Zahl £, so ist die Fläche dak sicher kleiner als der Inhalt des Kreises vom Radius £. Gilt diese Annahme

⅛
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2] Ansatz zur Aufstellung des Flächenintegrals in der Ebene 93für alle n Teilbereiche, so ist die in (1) rechts stehende Summe < nπεi, d. h. wir folgern:(2) ω < nπε2, n > ·Nimmt demnach £ gegen die Grenze 0 ab, so ist einleuchtend, daß die 
in (2) angegebene untere Schranke für die Anzahl n der Grenze oo zustrebt.Wir verstehen nun unter (xli, yf) irgend einen Punkt des fcten Teil­bereiches, multiplizieren den daselbst stattfindenden Funktionswert ffxk,yf) mit dat und summieren die Produkte:

n(3) * = lHier haben wir einen Ansatz, der dem auf das Intervall a ≤ x ≤ b der Zahlenlinie bezogenen Ansätze (1) S. 48 genau nachgebildet ist. Dabei besteht auch hier die Tatsache, daß beim Grenzübergange lim ε = 0 un­
abhängig davon, wie wir beim einzelnen ε die Teilbereiche und die denselben 
angehörenden Punkte (¾, yk) wählen mögen, die Summenwerte (3) einer 
bestimmten endlichen Grenze zustreben.Den Beweis gründen wir wieder auf die Endlichkeit des Inhaltes ω vom Bereiche B und die gleichmäßige Stetigkeit der Funktion f(x, y) im Bereiche, und zwar erweist sich die Betrachtung von S. 48 ff. ohne jede grundsätzliche Änderung übertragbar. Wir wählen eine Zahl ό > 0 be­liebig klein und berechnen ö' aus ό = ω ∙ d,. Dann können wir nach I, 94 eine positive Zahl λ derart angeben, daß:I f(p', y') — f⅛, y}∖<^,zutrifft für je zwei dem Bereiche B angehörende Punkte (x, y) und {x',y'∖ deren Abstand nicht größer als λ ist:(α' - α)2+ (y, — y)2≤i λ2.Man berechne jetzt ε aus λ = 2ε und bestimme, daß nur noch solcheSummen (3) zugelassen werden, bei denen die Entfernungen irgendzweier Randpunkte jedes einzelnen Teilbereiches ≤ ε sind. Irgend zweihiernach noch zulässige Summen (3) mögen n und m Glieder haben undentsprechend durch ∑n bzw. ∑m bezeichnet werden. Zum Vergleiche derbeiden Summen lagere man die beiden zugehörigen Einteilungen von Bübereinander. Hierdurch entstehe eine neue Einteilung in l Teilbereicheder Inhalte A'ωk, A'ωi, . . ., A,c3i. Die beiden Summen ∑n, ∑m gestattendann die Darstellungen:o

i i
∑. - ^∑fW, s∙u ¾ -^∑f(⅛',

Λ = 1 i = 1
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94 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen L2welche sich auf dieselbe Zerlegung des Bereiches B beziehen. Auch folgt, da «, yk'), (xk, yk") Punkte aus zwei übereinander greifenden Bereichen der ursprünglichen Teilungen von ∑n und ∑m sind:
(⅜"- ¾')2+ W-y*Υ< 4f2 =so daß für die zugehörigen Funktionswerte:I y∩ - f(⅛>y^ I < <?'zutrifft. Der Schluß auf die Gültigkeit der Ungleichung:I 2? — Σ I < dist damit einleuchtend. Die Fortsetzung des Beweises gestaltet sich ge­nau wie S. 50.Den eindeutig bestimmten endlichen Grenzwert der Summen (3) be­zeichnet man durch das Symbol:Xi (5)U(4) lim > f(xk, yf)Zωk = / f(x, y) da*=θ⅛=ι t7und nennt ihn das „FlächenintegraV1 des Differentials f(x, y)dω für den 

„Integrationsbereich“ B.Indem wir uns Vorbehalten, auf die Berechnung der Flächenintegrale sogleich zurückzukommen, wollen wir zunächst eine erste geometrische Deutung dieser Integrale entwickeln. Wir führen zu diesem Zwecke recht­winklige Raumkoordinaten x, y, z ein und denken der bequemen Sprech­weise halber die x, «/-Ebene horizontal gestellt. Die Funktion z = f(x, y\ welche im abgeschlossenen Bereiche B eindeutig und gleichmäßig stetig sein sollte, haben wir dann nach I, 95 durch eine Fläche zu deuten, welche für jeden Bereichpunkt (x, y) einen Flächenpunkt (x, y, z) liefert und also den Bereich überspannt. Denken wir uns am Rande des Be­reiches einen Zylinder mit zur 0-Achse parallelen Mantellinien errichtet, so können wir uns die Fläche der Funktion f(x, y) in diesen Zylinder eingehängt denken.Die Deutung des Flächenintegrals ist dann durch folgenden Satz gegeben: Der Baumteil oder die Baumteile, welche durch die Fläche der 
Funhtionen z == f(x, y), die längs des Bandes von B errichtete Zylinder - 
fläche und die x, y-Fbene begrenzt werden, besitzen einen bestimmten Baum­
inhalt, dessen Maßzahl durch das Flächenintegral (4) gegeben ist. Dies entspricht genau der Deutung eines bestimmten Integrals durch einen Flächeninhalt (s. S. 54 und I, 104). Entsprechend der damaligen Vor­zeichenbestimmung sind hier die Maßzahlen der Raumteile mit positiven oder negativen Zeichen zu versehen, je nachdem diese Teile oberhalb oder unterhalb der x, «/-Ebene liegen. Durchdringt die Fläche die x, «/-Ebene,
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2] Das Flächenintegral in der Ebene 95und kommen also sicher mehrere Raumteile vor, so ist der gesamte Rauminhalt die Summe der mit ihren richtigen Vorzeichen versehenen Teilinhalte.Der Beweis unseres Satzes ist nach dem Vorbilde der Entwicklung von 1,24ff. zu führen. Der bequemen Sprechweise halber nehmen wir an, daß die Fläche der Funktion f(x, y) ganz oberhalb der x} y-Ebene liegt. Wir führen eine unserer Zerlegungen des Bereiches JB in n Teilbereiche ∠∕ω1, z∕ω2, . . ., z∕ωra ein. Der größte im „abgeschlossenen“ Teilbereiche z∕ωλ eintretende Funktionswert f(x, y) finde an der Stelle (¾, yk), der kleinste an der Stelle (xk', yk') statt. Uber z∕ωk steht nun von dem aus­zumessenden Raume ein etwa als eine „Säule“ zu bezeichnendes Stück, das oben durch das senkrecht über Bai liegende Stückchen unserer Fläche der Funktion f(x, y) und seitlich durch einen längs des Randes von Bak errichteten Zylindermantel begrenzt ist. Ersetzen wir das obere Flächenstückchen durch ein in der Höhe ∕0¾, ‰) zur x, y-Ebene parallel laufendes Ebenenstückchen, so wird dadurch eine jene Säule ganz um­fassende Säule des Inhaltes f(xk,yi')B<ak hergestellt. Wählen wir aber das zur x, «/-Ebene parallele Ebenenstückchen in der Höhe ∕(¾S ?//), so entsteht eine in der zuerst genannten Säule gänzlich enthaltene Säule des Inhaltes f(xk, yk}Λωk. ’ %Nun verfahre man genau nach I, 24ff. und bilde die Summen:
η n

(fy 2f(xk, yk) Λωk, '∑f(⅛, yC)Λ∞k,i = 1 Ä = 1von denen die erste den Inhalt eines Raumes dar stellt, der den auszu­messenden Raum als Teil enthält, während die zweite den Inhalt eines Raumes liefert, der im auszumessenden Raume als Teil enthalten ist. Für lim ε = 0 nähern sich beide Summen (5) ein und demselben Grenz­werte, nämlich dem Flächenintegrale (4). Diesen Grenzwert haben wir nun als Inhalt des auszumessenden Raumes zu erklären, und damit ge­langen wir in der Tat zu der ausgesprochenen Deutung des Flächeninte­grals (4).Wir stellen endlich noch einen dem ersten Mittelwertsatze (14) S. 57 entsprechenden Satz für das Flächenintegral (4) auf. Ist m der kleinste und JZ der größte Wert der Funktion f(x,y) im abgeschlossenen Bereiche ZZ, so folgt aus der Erklärung des Flächenintegrals leicht:
mω ≤ I f(x,y')dω <LMω.Das mit ω~1 multiplizierte Integral liefert somit einen Wert F, der dem Intervalle m ≤ F ≤ JZ angehört. Ziehen wir nun von dem Punkte hzw.
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96 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [3von einem der Punkte, wo f(x, y) sein Minimum annimmt, im Bereiche 
B eine Kurve nach einer Stelle, wo f(x, y) den Wert M annimmt, so tritt wegen der Stetigkeit der Funktion längs dieser Kurve mindestens ein Punkt (Aθ, y0) auf, in dem f(x, y) den Wert F annimmt: Man kann 
im Bereiche B (auf unbegrenzt viele Arten) einen Punkt (xü, y0) so ivählen, 
daß die Gleichung:(6) Jf(x,y)dω≈ ω f(xQ, y0)

besteht. Der Wert /(#0, y<ß ist als „Mittelwert11 oder „mittlerer Wert“ der Funktion f(x, y) im Bereiche B zu bezeichnen.3. Die Doppeliutegrale und die Berechnung der Flächenintegrale. Durch:(1) α ≤> ≤ δ, 0 ≤ y ≤ 1sei ein abgeschlossener endlicher Bereich der x,y-Ebene festgelegt, in dem eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion f(x, y) gegeben sei. Dann ist für irgend ein bestimmtes, dem Intervalle α ≤ # ≤ δ ange­hörendes x die Funktion f(x, y) im Intervalle 0 ≤ y ≤ 1 eindeutig und stetig. Das Integral: i .(2) ff(x,y)dy = F(x)0hat demnach einen bestimmten endlichen, durch das ausgewählte x be­dingten Wert und werde als Funktion von x durch F(x) bezeichnet.Diese Funktion F(x) ist im Intervalle α≤^≤δ gleichmäßig stetig. Ist nämlich d >- 0 beliebig klein gewählt, so ist nach I, 94 eine posi­tive Zahl λ angebbar, so daß:
(3) ∖f(∙⅛,y) -f(*ι,y)∖ <für je zwei Werte xl und x2 des Intervalles zutrifft, für welche {x2 — x1∣ ≤ λ gilt. Nun ist nach dem Satze (5) S. 55:

1J1(¾) — F(xl) =J↑f(x2, y) — f(xi, yf)dy,
0und also folgt aus (3): I F{xf) - F(x() I < d,sobald | xi — x11 ≤ λ ist. Damit ist die gleichmäßige Stetigkeit von F(x) erkannt.Statt der oberen Grenze 1 wollen wir jetzt eine mit x veränderliche obere Grenze g(x") einführen, indem wir g(x) im Intervall irgend­wie als eindeutige stetige Funktion von x gewählt denken. Auch jetzt ist:
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3] Ansatz des Doppelintegrals 97S,(*)(4) J 'f(x, y) dy = F(x)ofür jedes x des Intervalls eine bestimmte endliche, durch x bedingte Zahl, die als Funktion von x gleich wieder durch F(x) bezeichnet werde. Auch diese Funktion von x ist im Intervalle α ≤ rc ≤ δ gleichmäßig stetig. Führen wir nämlich beim einzelnen x statt y eine neue Integrationsvariable 
y' durch y = y' · g(x) ein, so entsprechen den Grenzen y = 0 und y = g(x) die neuen Grenzen y, = 0 und y' = 1, und es tritt an Stelle von (4):

1

'F{x} =ff(x, y'g{xf)g{x) dy',0woraus die Stetigkeit der Funktion F(x) ersichtlich ist.Wir führen nun einen endlichen abgeschlossenen Bereich B in derrc,i∕-Ebene ein, von dem wir vorerst annehmen wollen, daß sein Rand von keiner zur i∕-Achse parallelen Geraden in mehr als zwei Punkten ge­troffen wird (s. Fig. 15, S. 98). Die Abszissen der Bereichpunkte' mögen das Intervall a ≤ x ≤ b liefern. Der obere Rand des Bereiches sei, wie die Figur andeutet, die Kurve der Gleichung y = g2 (#), der untere die Kurve der Gleichung y = g-i(x). Da nach den Sätzen (1) und (2) S. 54 und 55:
6⅛O) .71(≈) 9ιO)

1∖χ)=J ffa y)dy=f f(p, y) <⅛ -ff(%> y} dy0ι(*) 0 0geschrieben werden kann, so ist auch die hierdurch erklärte Funktion 
F(x) im Intervalle a ≤ x < b eindeutig und gleichmäßig stetig. Dem­nach hat das Integral:

b b ffi(xy)(δ) J F(x) dx =J (j"f(x, y) dy^dx ·a ® ii (®)einen bestimmten endlichen Wert.Wir bezeichnen das in (5) rechts stehende Integral als ein „Doppel­
integral“ und können leicht den Satz beweisen: Das Doppelintegral (5) 
ist gleich dem auf den Bereich B bezogenen Flächenintegrale von f(x, y):

b <72(x)(6) f^jf{x,y}dy)dx = ^ff{x,y}dω,
α gx{x) ·

eine Gleichung, ivelche uns in den Stand setzt, die Berechnung des Flächen­
integrals durch die Berechnung zweier bestimmter Integrale zu leisten.Zerlegen wir nämlich das Intervall a ≤ x ≤ b in eine ausreichend große Anzahl n von Teilintervallen der Längen Λxi, z∕λ⅛, . .., Λxn, soTricks, Differential- u. Integralrechnung. II. 7
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98 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [3läßt sich entsprechend das Integral (5) in n auf diese Intervalle bezogene Teilintegrale zerlegen. Auf jedes dieser n Teilintegrale wenden wir den Mittelwertsatz (14) S. 57 an und können demnach n jenen Intervallen angehörende x1, x2, . . ., xn so wählen, daß6 » ⅛⅛) 
fF{x) dx = ^F(xk) Λxk, F(¾) =ff(xk, y) dy
a i = l !7ι¾)zutrifft. Auf das einzelne der rechts stehenden Integrale wenden wir eine entsprechende Zerlegung an, indem wir das Intervall <71(¾) ≤ y ≤ 9%(%k) in eine ausreichend große Anzahl nk von Teilintervallen z∕ι∕il, Λyk2, . . 

^Vk,nk zerlegen. Der Mittelwertsatz liefert dann eine Darstellung:
j = iund also erhalten wir für unser Doppelintegral den Ausdruck:

6 01(ir) »

w y) dy)dx = 2 (∑f(χu dx*∙
a ffi(x) k=l 1=1Die rechts stehende Summe läßt sich nun leicht zum Ansätze (4) S. 94 des Plächenintegrals in Beziehung setzen. Der einzelne Parallel­streifen der Breite z∕¾,, der unseren Bereich parallel zur «/-Achse durch­setzt, erscheint, wie Fig. 15 andeutet, mit einer Kette von nk Rechtecken be­legt, deren Inhalte Λxk∙ Λykl sind. Die Punkte (xk, ykl) sind dann immer in diesen Rechtecken gelegen. Jedoch liegt insofern ein Unterschied gegen den An­satz (4) S. 94 vor, als jeweils unten und oben im Streifen ein Rechteck oder auch mehrere über den Bereiche hinaus­greifen können oder hinter demselben Zurückbleiben mögen (s. Fig. 15). Ein fehlendes Flächenstückchen wollen wirals negativen Überschuß rechnen. Der Gesamtüberschuß an Flächeninhalt, der bei der Einteilung 4x1, dxi, .*. ., dxtl vorliegt, kann nun nach einer bekannten Betrachtung (s. „Rechteckregel·4, S. 76) bei hinreichend klein gewählten Λxk beliebig klein gemacht werden; und also wird, da wir die Funktion f(x,y) im Bereiche Έ als zwischen endlichen Schranken gelegen annehmen, auch die in (7) stehende Summe bei hinreichend klein gewähl-
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3J Umwandlung des Doppelintegrals in das Flächenintegral 99ten Bxk an die genau dem Ansätze (4) S. 94 sich unterordnende Summe, welche bei Korrektur der Randrechtecke entsteht, beliebig nahe heran ge­bracht werden. Da nun die letztere Summe bei ausreichend klein gewählten 
Λxk, Byla beliebig nahe an den Wert des Flächenintegrals herangebracht werden kann, so finden wir, daß bei richtiger Auswahl der Bxk, Byki die Differenz der in (7) rechts stehenden Summe und des Flächenintegrals, absolut genommen, kleiner als eine beliebig klein gewählte positive Zahl 0 ist. Nun hat aber jene Summe zufolge (7) einen festen Wert, nämlich den unseres Doppelintegrals. Ist der Unterschied dieses Wertes gegen den gleichfalls festen Wert des Flächenintegrals ab­solut kleiner als die beliebig klein gewählte Zahl ό, so kann jener konstante Unterschied nicht von 0 verschieden sein, und also ist die Glei­chung (6) bewiesen.Einige beschränkende Voraussetzungen über die Gestalt des Bereiches B sind nun hin­wegzuräumen. In Fig. 15 nahmen wir an, daß die obere und untere Randkurve bei x = a mit der gleichen Ordinate beginnen und bei b mit der gleichen enden. Dies ist keineswegs wesent­lich, da die Durchführung der vorstehenden Betrachtung auch, wenn z. B. die Ordinaten gl(b), g2(b) verschieden sind, nicht schwierig ist. Auch ist es statthaft, daß die Funktionen gl(x) und g2(x) an endlich vielen Stellen des Intervalles a ≤ x ≤ b durch endliche Sprünge unstetig werden, wie dies wenigstens an einer Stelle für die Funktion gi(χ) durch Fig. 16 an­gedeutet ist.Vor allem aber wollen wir die Beschränkung hinwegräumen, daß der Rand des Bereiches B von keiner zur ?/-Achse parallelen Geraden in mehr als zwei Punkten getroffen wer­den sollte. In Fig. 17 ist ein Bereich vorgelegt, dessen Rand von jeder zwi­schen x = c und x = d parallel zur i∕-Achse verlaufenden Geraden viermal getroffen wird. Wir können hier zu­nächst so verfahren, daß wir mittelst einer bei x = d zur ι∕-Achse parallel gezogenen Geraden den in der Figur mit Bi bezeichneten Teilbereich ab­trennen und alsdann die beiden Be­richte B1 und I52 gesondert betrachten.Verabredung: Vorzuziehen ist indessen folgende 

Wir wollen im vorliegenden Falle unter: 7
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100 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [4S⅛(*)
y) dy = -F(^)

ffl («)

für ein x des Intervalls c < .τ < einfach die Summe der beiden Integrale 
verstehen, welche sich auf die beiden in B1 und B2 gelegenen Strecken der 
zur y-Achse Parallelen der Abszisse x beziehen (s. Fig. 17); dann gilt un­
sere Formel (6) auch für diesen Bereich. Diese Verabredung überträgt sieb sofort auf alle Integrationsbereiche, welche der Forderung genügen, daß die Anzahlen der Schnittpunkte des Randes mit den Parallelen zur 
y-Achse durchweg unter einer endlichen Schranke liegen. Das aber wird bei allen für uns in Betracht kommenden Bereichen zutrelfen.Bei der Herstellung des Doppelintegrals (5) für den Bereich B und die Funktion f(x, y) haben wir zunächst nach y und dann nach x inte­griert. Es ist einleuchtend, daß man ein entsprechend gebautes Doppel­integral bei Voranstellung der Integration nach x in der Gestalt:d Λi {y)(8) f^ff{x,y}dx)dy

C *1 (</)erklären kann, wobei man die Bedeutung der Integralgrenzen bzw. die­jenige des inneren Integrals leicht verstehen wird.Nun gelangt man durch Übertragung der obigen Überlegung zu der Erkenntnis, daß auch dieses Doppelintegral mit dem Flächenintegral gleich ist. Eben daraus ergibt sich dann weiter die Gleichheit der bei­den Doppelintegrale (5) und (8):
d h1(y) b S½(3")(9) J∖ff(χ> y) dx) dy (ff(χ> y) dy)dχ∙

C Λ1(y) a gl{x)Man bringt dieses Ergebnis durch den Satz zum Ausdruck: Bei einem auf 
einen Bereich B bezogenen Doppelintegrale mit einer im Bereiche eindeuti­
gen und gleichmäßig stetigen Funktion f(x, y) ist Umordnung der Reihen­
folge der Integrationen ohne Änderung des Integralwertes statthaft.4. Einführung neuer Variablen in Doppelintegrale und Flächen­integrale. Die Variablen x und y mögen mit zwei neuen Variablen u und v durch die beiden Gleichungen:(1) x = φ(u, v), y = -ψ(u, v)verknüpft sein, die wir für den einzelnen Punkt (x, y) des bisherigen In­tegrationsbereiches B eindeutig nach u und v auflösbar annehmen. Wir deuten u und v in einer besonderen Ebene als rechtwinklige Koordinaten und nehmen an, daß die den Bereichpunkten (x, ?/) entsprechenden
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4] Umkehrung der Integrationsfolge bei Doppelintegralen 101Punkte (u, «) einen endlichen abgeschlossenen Bereich B' liefern, der nicht nur eindeutig, sondern auch stetig auf B bezogen ist. Wir setzen dementsprechend voraus, daß die Funktionen φ (u, v) zvnd ≠ (w, v) im Be­
reiche B' eindeutig und gleichmäßig stetig seien. Auch wollen wir anneh­men, daß sie daselbst Ableitungen erster Ordnung φή, φό, ψή, Ψ'υ besitzen, 
die in B' gleichfalls eindeutig und gleichmäßig stetig sind. Von diesen Ableitungen soll ferner angenommen werden, daß φΰ und φ'e in keinem 
Punkte des Bereiches B zugleich verschwinden,, und daß dasselbe für ψΰ 
und ∙ψv gilt. Wir kennzeichnen das gegenseitige Verhältnis der beiden Bereiche B und B' dadurch, daß wir jeden Bereich ein „Abbild“ des an­deren nennen.Um die Beziehung beider Bereiche aufeinander zu versinnlichen, denken wir den Bereich B, mit den beiden zu den Koordinatenachsen der u, r-Ebene parallelen Geradenscharenüberzogen. Einige Gerade aus jeder Schar sind in Fig. 18 gezeichnet; sie zerlegen den Bereich B' in ein Netz von Rechtecken.Längs der einzelnen zur ίί-Achse parallelen Geraden habe υ den konstanten Wert v0.Diese Gerade bildet sich demnach auf eine den Bereich B durchsetzende Kurve ab, die wir durch das Gleichungenpaar:(2) x≈φ(u,V0), y = 'Ψ(u,vf)mittelst der unabhängigen Variablen u darstellen; diese Kurve bezeichnen wir durch Kv und gebrauchen allgemein die Benennung Ko für die von den Parallelen zur u-Achse herrührenden Kur­ven des Bereiches B. Ebenso erklären wir im Bereiche B die Abbilder Ku, die den Parallelen zur v-Achse des Bereiches B, entsprechen. Der Bereich B erscheint nun überzogen mit zwei einander überkreuzenden Scharen von Kurven 
Ku und Kv, von denen in Fig. 19 diejenigen gezeichnet sein mögen, welche den Geraden der Fig. 18 entsprechen. Die Zuordnung der Rechtecke und der Kurvenvierecke in beiden Figuren gibt uns dann ein oberflächliches Bild der Beziehung beider Bereiche aufeinander*).Um diese Angaben zu belegen, stellen wir zunächst fest, daß zufolge*) Die dem einzelnen Punkte von B zukommenden Zahlenpaare w, v be­zeichnet man wohl auch als „krummlinige Koordinaten“ dieses Punktes.
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102 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen L4der über die Funktionen φ und ψ gemachten Voraussetzungen jede Kurve 
Kv in ihrem einzelnen „Punkte u“ eine bestimmte Tangente hat. Bildet die in der Richtung wachsender u genommene Tangente mit der posi­tiven rr-Achse den Winkel a, so gilt nach bekannten Regeln (s. I, 285):(3) φ'(u,v) · 'Ψuiu,v')cos α ≈ , 11 sm α = ,υr ■ ,√Φ^2 + K2 ∙ √Φu2+<2wo der Kürze halber im Nenner die Argumente fortgelassen wurden und übrigens die Wurzeln positiv zu nehmen sind. Erklärt man für die einzelne Kurve Ku im „Punkte υu den Winkel ß der Tangente gegen die positive 
x-Achse entsprechend, so gilt weiter:(4) a φ'Λu,v) . a ψ*(»,cos β = ,. ν . —, sιn β = , ■■ - ·∕<∙+fι*, √φi*+*.',Irgend eine andere den Bereich B' durchziehende Gerade, deren Glei­chung etwa v = μu + v sei, liefert als Abbild die durch:(5) x = φ(u, yu + ν'), y = ψ(u, yu + ν')dargestellte Kurve, die gleichfalls in jedem ihrer Punkte eine bestimmte Tangente hat. Es folgt dies aus der Existenz und Bestimmtheit der Ab­leitungen der in (5) rechts stehenden Funktionen in bezug auf u*).Wir können diese Darlegungen auch durch den Satz deuten, daß sich 
die gestreckten Winkel des Bereiches B’ auf Winkel der gleichen Größe in 
B übertragen. Abbildungen, bei denen sich jeder Winkel auf einen Winkel der gleichen Größe überträgt, heißen „winkeltreu“ oder „konform“ \ die „konformen Abbildungen“ sind besonders wichtig, doch sollen die vor­liegenden Betrachtungen keineswegs auf diesen besonderen Fall einge­schränkt sein. Es werden sich also z. B. die Winkel, welche in den ein­zelnen Punkten (m, v) durch die zu den positiven Achsen parallelen Ge­raden gebildet werden, nicht notwendig wieder auf rechte Winkel des Bereiches B übertragen, mögen hier vielmehr auch spitze oder stumpfe Winkel als Abbilder liefern. Übrigens können wir die Größe des Abbildes sofort aus (3) und (4) berechnen; denn offenbar ist die Größe dieses Winkels durch (∕3~α) gegeben und also sein Sinus durch:sin (ß - «) - - .Der hier im Zähler stehende Ausdruck heißt die „Funktionaldeter­
minante“ der Funktionen (1) und werde durch D(φ, -ψ) bezeichnet:*) Zunächst ist freilich noch ein gleichzeitiges Verschwinden der Ableitungen von x und y noch u möglich. Dieses gleichzeitige Verschwinden wird indessen dadurch ausgeschlossen, daß der im Texte unter (6) zu erklärende Ausdruck im Bereiche J5, nirgends verschwinden soll.
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4] Abbildung zweier Bereiche aufeinander 103(θ) D(φ, ψ) = φ'l ψ'v — φ'v ψl'l.Mit ihrer Hilfe schreibt sich die vorstehende Gleichung so:(?) sin (/? — «) — -P(y∣¾,)---- i
V∙⅛,+ K' l⅞,', + <,Diese Gleichung veranlaßt uns übrigens, den Funktionen φ(u,v) und 

ψ(u, v) noch ausdrücklich die Bedingung aufzuerlegen, daß die Funk­
tionaldeterminante (6) in keinem Punkte des Bereiches B' verschwindet. Nur dann trifft unsere obige Annahme zu, daß sich die Kurven Ku und Kv im Bereiche B überall unter Winkeln überkreuzen, welche von 0 und π verschieden sind*).Aus der Stetigkeit von D(φ, ≠) im Bereiche B' folgt übrigens jetzt noch weiter, daß daselbst entweder nur positive oder nur negative Werte D(φ, V>) Vorkommen. Diese Fallunterscheidung hat auch eine wichtige geometrische Bedeutung; denn im ersten Falle ist ß — α>0, im zweiten 
ß — a < 0. Bei der oben festgelegten Erklärung der Winkel a und ß ergibt sich hieraus der Satz: Der Drehungssinn der Schenkel unserer Winkel 
bleibt im Abbilde der gleiche wie im Original oder er wird entgegengesetzt, 
je nachdem D>0 oder D < 0 im Bereiche gilt. Man spricht im letzteren Falle von einer „Abbildung mit Umlegung der Winkel“.Den Übergang von B zu B' können wir nun in folgender Art in zwei Schritte zerlegen. Wir wollen zunächst x rtoch beibehalten, aber y durchs ersetzen. Zu diesem Zwecke lösen wir die erste Gleichung (1) nach u auf:(8) m = %(x, v)und tragen diesen Ausdruck in die zweite Gleichung (1) ein:(9) 2∕ = ^(zM,fl)∙Damit sich die einfachere Transformation den vorstehenden Sätzen fügt, nehmen wir an, daß sich im Bereiche B die Kurven Kg mit den zur y- Achse parallelen Geraden, den „Kurven Kxaf überall unter Winkeln über­kreuzen, die von 0 und λ verschieden sind. Zufolge (3) läuft dies einfach auf die Annahme hinaus, daß φή im Bereiche B, überall von 0 verschieden 
ist**). In unserem Falle zeigt Fig. 20, daß dieser Annahme entsprochen

*) Die Bedingung D (φ, ψ) =(= 0 ist auch für einige weitere oben für die Funk­tionen φ,ι∣> gemachte Annahme grundlegend; vgl. z. B. die vorige Note.**) Das abzuleitende Schlußresultat erleidet durch diese Annahme keine Be­schränkung. Die Umgebungen solcher Stellen des Bereiches B', in denen etwa 
tpu verschwindet, behandele man besonders, indem man durch Drehung unseres ursprünglichen Koordinatensystems der x, y daselbst der Forderung des Textes genügt.
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104 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen l>

ist. Schalten wir nun die x,v-Ebene ein, so ergibt sieb in ihr ein Ab­bild B" von B, in dem die Geraden- und die Kurvenschar der Fig. 20 die zu den Achsen parallelen Geraden liefern, wie dies Fig. 21 zur An­schauung bringt.Als zweiter mit dem ersten gleichartiger Schritt reiht sich nun der jbergang von den x, v zu den Variablen u, v an, so daß jetzt v erhalten bleibt. Dieser Übergang ist einfach durch die erste Gleichung (1) oder, was auf dasselbe hinausläuft, durch die Transformation (8) zu vollziehen. Die auf den Bereich B" übertragenen Kurven Ku liefern mit den „Ge­raden K“ ein brauchbares Netz; denn es handelt sich um Übertragung des in Fig. 19 angedeuteten Netzes auf den Bereich B". Eine neue ein­schränkende Bedingung kommt demnach nicht hinzu. Rechnerisch be­stätigt sich dies in der Weise, daß die Funktionaldeterminante der beiden Funktionen φ (w, v) und v einfach φΰ ist; der Annahme nach aber ist 
φή in B' von 0 verschieden. Der Fortgang von B" zum Bereiche B' be­wirkt nun, daß die „Geraden“ Kυ als solche erhalten bleiben, während an Stelle der Kurven Kll in B' gleichfalls Gerade treten.DieZerlegung derTransformation(l) in zwei Schritte wird nun wichtig bei der Umrechnung des auf den Bereich B bezogenen Doppelintegrals:6 6⅛(*)(10) f (fffay)dy)dx

a ff1 (x)auf die neuen Variablen w, v. Führen wir zunächst die Transformation (9) aus, so bleibt x erhalten, und die Rechnung läuft darauf hinaus, in dem einfachen Integrale: ^(a;)
J f(x, y} dy
OiWan Stelle der Variablen y die neue Variable v durch (9) einzuführen. Hierbei ergibt sich nach (7) S. 56:
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4] Transformation eines Doppelintegrals auf neue Variable 105
9Λχ'} y2(«)

ff(χ> y) dy Ψ(x(χ> v)) ∣f dυ>
ffι(x) Yι(χ)wo v = γi(x) und v = y2(a0 die Gleichungen der Teile des Randes von 

B" sind und übrigens das Integral rechter Hand ebenso wie das links stehende nötigenfalls als Symbol für eine Integralsumme zu gelten hat (s. S. 100). Für die Berechnung von ~ hat man zu beachten, daß v so­wohl im ersten wie im zweiten Argumente der in (9) rechts stehenden Funktion auftritt. Es folgt somit:∣f = V'u(z(*, «>), *0 ∣f + v), v).

Die partielle Ableitung von χ nach v ist aus (8) oder, was auf dasselbe hinausläuft, aus der ersten Gleichung (1) als Ableitung von u nach v bei konstantem x zu berechnen. Verfahren wir in letzterer Art, so folgt:0 = φά du 4- cp'vdv, — v'>'v'>
dv φ⅛ ψ„(Χ&,Ό),ν)’wo die im Nenner stehende Funktion voraussetzungsgemäß im ganzen Bereiche B" von 0 verschieden ist. Durch Eintragung dieses für ~ ge­wonnenen Ausdrucks in die voraufgehende Gleichung folgt bei Benutzung der Abkürzung (6):

πι× dy_ _ T) (φ(χ(x,v),v), ιl>(%(x, v),v))
' dυ Ψu(Bx,v),v)In der damit gewonnenen Gestalt unseres Doppelintegrales:

⅛ γi(x)

J∖Jf(χ> ^^x> ⅛ dv)dχ
a γ1 (z) 7wollen wir nunmehr nach der Regel (9) S. 100 Umkehrung der Integra­tionsfolge vornehmen; es ergibt sich:d' ¾(j,)

(12) j (ff(x, ψ(χ(x, v), v)) || dxj dv,
c’ »;,(»)wo nun der Rand von B" in richtiger Art durch %=η1(v) und %≈η2(v) dargestellt ist. In dem inneren einfachen Integrale, das bei konstantem v die einzige Variable x enthält, führen wir jetzt an Stelle von x die neue Variable u mittelst der Gleichung = %(x, v) oder x = φ(u, v) ein. Sind
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106 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [4die zu v gehörenden Integralgrenzen u = η1(v) und u = η<s(v), so finden wir für das innere Integral in (12) nach (7) S. 56:
Jfte«·,«>, Ψ⅛ ·» aU 35- <*“·
Vi (®)Nach (11), (8) und (1) aber folgt, da bei konstantem v zu berechnen ist:

dy dx__ D {cp (u, v), ψ (w, vj)
dv du q>Au,v')

ψu(u, ü) = D(φ, ^).Tragen wir diesen Ausdruck des links stehenden Produktes in unser Integra! ein, so gelangen wir zu folgendem Satze: Die Transformation 
des Doppelintegrales (10) auf die neuen Variablen u, v kann vollzogen wer­
den auf Grund der Gleichung:

b gi(x) d' η1(v)(13) J (J f(x,y)dy)dx≈J (J f(φ, if) - D(φ, ψ) du) dv,
a ij1(aτ) e' ηl(e)

wo im inneren Integrale die Funldionaldeterminante D(φ,ψ) als Faktor 
auf tritt; doch kann natürlich in (13) sowohl rechts als links Umordnung 
der Integrationsfolge vorgenommen werden.Setzen wir insbesondere f(xfy) konstant gleich 1, so liefert das Integral in (13) links den Inhalt ω des Bereiches D, so daß sich dieser Inhalt ω mittelst der neuen Variablen u und v so darstellt:

ä' »;»(»)(Η) ω =f(J D (gp, ψ) du) dv.

Wenden wir auf das rechts stehende Integral, das wir als Flächenintegral des Bereiches D' auffassen können, den Satz (6) S. 96 an, so folgt die Existenz eines Punktes (wθ, r0) in D', für welchen:
d' ηi (e)ω = D(φ(u0, v0), ψ(u0, r0)) J {Jdu) dv

C, ηl (»)zutrifit. Ist D > 0 (Abbildung ohne Umlegung der Winkel), so liefert das rechts stehende Integral den Inhalt ω' von D’, für D <0 (Abbildung mit Umlegung der Winkel) ist dagegen der Wert jenes Integrales gleich 
— ω'. In jedem Falle ist im Der eiche D' ein Funkt (u0, v0) der Art an­
gebbar, daß(15) ω = ω'∙ ∣D(φ(⅜, ⅞), V,(⅜, ⅜))∣
für die Inhalte ω und ω' zutrifft.
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Transformation eines Flächenintegrals auf neue Variable 1075] Hiermit sind wir dann auch im Stande, an Stelle von (13) eine auf die Transformation der Flächenintegrale bezogene Formel treten zu lassen. Unter Rückgang auf .die Entwicklung von S. 101 mögen wir den Teil­bereich z∕ωi auf den Teilbereich ∠∕ω∕ von B' abgebildet finden. Dann gibt es einen in A ωk' gelegenen Punkt (uk, ¾), für welchen:(16) Λωk= ∣D(φ(wλ, vk), ψ(uk, vk))∖-Aωk'gilt. Den entsprechenden Punkt (%k, yj) benutzen wir zum Aufbau der endlichen Summe (3) S. 93 und finden für das einzelne Glied dieser Summe:
∕,(¾> Vk) Λ ωk = f(<Pk’ Ψky) ∙ ∖D(<Pk> ≠*)lwo φk und ≠i zur Abkürzung für φ(uk, vf) und ψ(uk, vf) geschrieben ist. Indem wir summieren und den Grenzübergang vollziehen, ergibt sich: 

Bas Flächenintegral transformiert sich bei Einführung der neuen Variablen 
u und v gemäß folgender Hegel:

Wi* mp(17) J∕∙(^, τ∕)(∕ω ‰ V')∙∣∑>(φ, ≠)∣^ω'∙
5. Der Inhalt krummer Flächen und das allgemeine Flächenintegral.Bei der Deutung des Integrals (4) S. 94 war die im Bereiche B eindeutige und stetige Funktion z = f(x, y) durch eine Fläche versinnlicht, welche in den längs des Randes von B errichteten Zylindermantel eingespannt war. Es sei jetzt von f(x, y) weiter vorausgesetzt, daß diese Funktion in 

B eindeutige und gleichmäßig stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
∕,a,' und ff habe. Die im abgeschlossenen Bereichei? vorkommenden Werte dieser Ableitungen dürfen wir (vgl. etwa I, 20) innerhalb angebbarer end­licher Schranken gelegen annehmen. Die Voraussetzungen können wir dann nach I, 324 auch dahin aussprechen, daß das obige Flächenstück in 
jedem Punkte eine bestimmte Tangentialebene hat, deren Neigungswinkel 
gegen die x,y-Ebene von einem rechten Winkel mindestens um einen angeb­
baren positiven Betrag abweicht.Es ist nun möglich, für unser (bei variablen ff und ff) gekrümmtes Flächenstück einen „Flächeninhalt“ zu erklären, und zwar durch Über­tragung der bei der Bogenmessung der Raumkurven befolgten Maßregeln (S. 88 ff.). Wie wir uns damals der Kurve mit einer Reihe von Sehnen­ketten mehr und mehr annäherten, so werden wir uns hier dem Flächen­stücke mit einer Reihe von „Facettenflächen“, die aus ebenen geradlinigen Dreiecken zusammengesetzt sind, annähern.Wir zeichnen zunächst in den Rand von B eine den Bereich ganz
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108 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [5umlaufende Sehnenkette ein und bauen, wie Fig. 22 veranschaulichen mag, an diese Sehnenkette eine Zerlegung von B in geradlinige Dreiecke (Triangulation) an. Dabei dürfen die am Rande gelegenen Dreiecke ein wenig über B hinausgreifen oder gegen B Zurückbleiben; im ersteren Falle nehmen wir vorübergehend an, daß f(x, y) auch in den übergreifen­den Ebenenstückchen alle vorausgesetzten Eigenschaften bewahre. Be­nutzen wir diese Dreiecke bei der Raumausmessung (S. 94) als Teilbereiche Βω, so werden die damals be­trachteten auf den Teilbereichen errichteten Säulen zu ebenflächigen dreiseitigen Prismen. Das einzelne Prisma wird dem Bereiche Βω gegenüber durch ein Teilstück­chen unserer auszumessenden Fläche begrenzt, das durch drei von den Prismenflächen ausgeschnittene Kurven­stückchen berandet ist. ‘Wir wollen nun dieses Teilstückchen der Fläche durch das ebene geradlinige Dreieck ersetzen, das indie drei Ecken des Stückchens eingespannt ist; die Ecken dieses Dreiecks, dessen Inhalt wir B nennen, sind einfach die Schnittpunkte der Prismen­kanten mit der Fläche z = f(x, y), so daß die Dreiecksseiten in den Pris­menflächen liegen. Indem wir diese Konstruktion für alle Dreiecke des B überziehenden Netzes (Fig. 22), deren Anzahl n sei, ausführen, schließen sich die als Ersatz der Flächenstückchen gewählten ebenen Dreiecke längs ihrer Seiten aneinander. Sie liefern hierbei die schon angezeigte „Facettenfläche“, deren Gesamtinhalt gleich der Summe der Inhalte der n sie zusammensetzenden Dreiecke ist.Nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ε > 0 schreiben wir nun vor, daß die Umfänge der Teildreiecke Bωk durchweg ≤ ε sein sollen, wobei dann in bekannter Weise für die Anzahl n der Dreiecke eine untere Schranke auftritt, die sich für lim ε = 0 der Grenze ∞ nähert. Zum Unterschiede gegen die bisherigen Erfahrungen besteht hier folgender Satz: Schreiben wir für die Breiecke Bωk keine weitere Bedingung vor, 
als daß die Umfänge durchweg ≤ ε sein sollen, so nähern sich für lim ε = 0

n

die Inhalte S Bk aller zulässigen Facetten flächen keiner Grenze an. JedochA = 1
existiert eine solche Grenze, sobald wir folgende weitere Bedingung stellen: 
Nach Auswahl irgend einer festen Zahl g des Intervalles 0 < <7 < — soll

jedes Breieck Bωk mindestens einen Winkel γ besitzen, dessen Größe durch 
die Schranken eingeschlossen ist:(1) G ≤ γ ≤ n — G.Der geometrische Sinn dieser neuen Einschränkung ist leicht ver­
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5] Annäherung an eine krumme Fläche mittelst einer Facettenfläche 109ständlich*). Damit nämlich die Facettenflächen für unseren Zweck brauch­bar sind, müssen sie sich bei ausreichend kleinem ε hinreichend genau an die auszumessende Fläche der Gleichung z = f(x, y) anschmiegen, d. h. die Ebene der einzelnen ein Flächenstück ersetzenden Facette muß mehr und mehr parallel zu irgend einer auszuwählenden Tangentialebene jenes Flächenstückchens werden. Dem ist aber durch die Forderung, der Um­fang des Dreiecks z/co sei ≤ ε, allein gar nicht zu genügen. Können wir doch, wenn z. B. die Normale der Fläche z = f(x, y) an irgend einer Stelle nicht gerade parallel zur 0-Achse verläuft, sogar in einer zuge­hörigen Normalebene eine Facette von beliebig kleinem Umfange wählen**). Andrerseits ist folgendes einleuchtend: Nennen wir die Ecken einer Facette 
P', P1', P2', und ist der Winkel γ'≈^P1'P'P2' stets in einem Intervalle: 0 < 6' ≤ γ' ≤ λ — e'gelegen, so werden, wenn wir die Sehnen P'P1' und P'P2' der Fläche gegen die Grenze 0 abnehmen lassen, die Richtungen dieser Sehnen sich zwei verschiedenen Flächentangenten im Punkte P, annähern, so daß sich die Facette dann sicher der Tangentialebene im Punkte P' anschmiegt.Diese vorläufigen Betrachtungen werden die folgenden Rechnungen verständlich machen. Ein einzelnes Dreieck z∕ ω habe die Ecken P, P1, P2 der Koordinaten (xfy), (>;+z∕rr1, -f-z∕ι∕1), (x +z∕rc2, y + Λy2)- P sei alsScheitelpunkt eines Dreieckswinkels γ gewählt, der die Bedingung (1) be­friedigt. Dann ist nach „A. G.“ S. 19 und nach einer bekannten Elementar­formel die doppelte Dreiecksfläche 2 z/co gegeben durch:(2) 2Λω ≈=∖Λx1Λy2-Λx2Λy1∖ = PP1 ∙ PP2suι γ.Da nun ∖Nxi∖, ∖Nyi∖ die Projektionen der Strecke PPi auf die Achsen sind, so ist keines der vier Produkte Λxi-Λx2, dxi∙Λyi, Λyγ∙Λx2, 
Λy1∙4y2 absolut genommen, größer als PPl ∙ PP2. Mit Rücksicht auf (1) ergeben sich somit die vier Ungleichungen:(3) ∣zta1∙J¾∣, ∖ΛxcΛy2∖, ∖4yl∙Λxi∖, ∖Λyi∙Λy2∖ ≤ ≤⅛⅛'Die den P, P1,P2 entsprechenden Facettenecken P', P1', P2 haben die

*) Um tunlichst weiten Spielraum für die Auswahl der Dreiecke zu haben, wird man σ nahe bei 0 wählen. Es kommen dann nur diejenigen Dreiecke zum Ausschluß, bei denen ein Winkel }> n — e und zwei <≤ ff sind. Es ist einleuchtend, daß es keine Schwierigkeit hat, der Forderung des Textes zu genügen. Hätten wir nämlich einmal eine Teilung, in der unerlaubte Dreiecke Vorkommen, so wird jedes solche Dreieck durch Fällen einer Höhe in zwei zulässige Dreiecke zerlegt.**) Nur kann dann eben für limε = 0 die Bedingung (1) nicht eingehaltenwerden.
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110 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [5Koordinaten (x,y,z''), (x-∖-Λxv y+Λyi, (tffl-zfir2, y-∖-Λy2, z+Λz^)so daß sich nach „A. G.“ S. 110 die doppelte Facettenfläche 2D so darstellt:
Hierbei ist Λzi gegeben durch:∠∕*i = f(x + ∠∕¾, y + z∕⅜) - f(x, y).Die Funktionswerte f längs der Strecke PPi stellen wir mittelst einer im Intervalle 0 ≤ s ≤ 1 variablen Größe in der Gestalt:P(s) = ∕(z + s ∙Jxi, y + s∙ Jyl) dar, deren Ableitung nach s sich zufolge I, 158 so berechnet:

F'(s) = fx'(x+s∙Λxi, y+s∙Λyyjχi+fy'(x+s∙Jxi, y+s∙Jyt)-Λyi. Nach dem Mittelwertsatze ist dann:
Jzi^ F(l) - F(0) = F'(fi),so daß wir finden: Λzi=fx(xi, y^xi + fy(%i, yl)Λyi,wo (#., t∕i) ein der Strecke PPi angehörender Punkt ist. Benutzen wir die Abkürzung:(5) fx'(¾, ft) = Pi, fy Vl) =so folgt: Λzi=piΛxi + qiΛyi.Die unter der Wurzel (4) auftretenden Ausdrücke lassen sich darauf­hin nach kurzer Rechnung so entwickeln:

Λyi Jzi — Λyi Λz2 = (p1 + α) (J¾ Λy2- Jx2 Jyi),

Λxi Λz2 — Λx2 Λz1 = + /3) (z∕λ∙1 Jy2-~ Λx2 Λy1),wobei a und ß Abkürzungen für die Quotienten sind:a = , (A ~Pi) 4xi 4y1 + (g1 — ¾) Λyl Jyi α -I- Jχ1Λyi-ΛxiΛy1 ’ß = _ ~p^ jχ' jχ* ÷ (il ~-q^- jx' .
P JxxJyi- JxiJy1Die doppelte Facettenfläche selbst schreibt sich jetzt:

2D = + ]/l + (p1 + α)24^ (ft + ∕3)2 ∙ ∣zto1 Λy2 Λx2 Λy1 J,so daß wir für D finden:(7) i) = +/Γ + ⅛+«7+1ά+⅛1 ∙ ^<o∙
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δ] Der Flächeninhalt der einzelnen Facette 111Ehe wir diesen Ausdruck weiter untersuchen, lesen wir aus (6):∣o∣≤∣A-A∣ j¾~j + ∣ft-ft!∣%-∣, [P∣≤⅛-ft∣∣¾^∣+∣i,-⅛ι∣¾^∣ab und folgern also mit Benutzung von (3) weiter:(8) bl· bl ≤^√bι-p2∣ + ⅛-‰l)als eine für die Absolutwerte | a | und |/3| gültige Ungleichung.Wir beweisen nun zunächst folgenden Zwischensatz: Sind p, q, a, ß
irgend vier endliche Zahlen, so ist hei positiv genommenen Wurzeln:(9) ∣'∣∕l + (p+α)2 + (g' + ∕3)2-)∕l+l>2+⅛2∣ ≤ bl + bl·Zunächst gelten nämlich für je vier endliche Zahlen p, q, a, ß (die Wurzeln stets positiv genommen) die Ungleichungen:■j/l +p2+q2- ∣α∣ ≤ j/ΐ + (p + α)2+22≤)∕l +^2 + ⅛2 + ∣α∣,wie man durch Quadrieren der verglichenen Ausdrücke leicht feststellt. Es ist also:(10) ∣Vi + ⅛+α)i + p-Vι+i>2+s='∣≤H.Hieraus folgt weiter:| v,r+ ⅛+κp+⅛+pγ - ι∕r+(2,+√+3* | ≤! ß |.Die Regel (9) ergibt sich nun einfach, indem wir die in (9) links stehende Differenz als Summe:(]∕l + (p+α)2+⅛ + 0)2 — ]∕1+ 0> + α)2+<Z2)+ (V1 + (p+β≈)2+22 — ∕l + ^2+i2) schreiben und den Satz benutzen, daß der absolute Betrag einer Summe nicht größer als die Summe der absoluten Beträge der Summanden ist.Wenden wir nun die Regel (9) auf den Ausdruck (7) an, so folgt: ∣J9 — pΙ-⅛2 + g'12∙z∕ω ∣ ≤ (∣α∣ + ∖β[)∙Λωund also mit Benutzung von (8):∣Z>-Vl+l)12+il2∙zZω! ≤^-(∣∕)1-τ)2∣ + ∣01-‰∣)z∕ω.Nun waren die partiellen Ableitungen von /*(«,«/) als gleichmäßig stetig vorausgesetzt. Da σ eine von 0 verschiedene festgewählte Zahl des Inter­valles 0 < 6 < — ist und die pi, qi Werte der Ableitungen ∕*a,', f ' in zwei
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112 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [5Randpunkten des Dreiecks ζ/ω sind, so können wir nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl d ≥ 0 eine Zahl ε ≥ 0 so angeben, daß:÷⅛ + ∣2ι-‰l)<^zutrifft, falls der Umfang vom Dreieck ζ/ω nicht größer als ε ist. Dann aber folgt unmittelbar:(11) j D — ]∕l+p2+22z∕ω l < d∙z∕ω,wo wir p und q für jp1 und geschrieben haben und also unter p und g die Werte von fx' und f' in einem gewissen Punkte (nämlich einem Rand­punkte) des Dreiecks Jo zu verstehen haben.Für das 7ctθ Dreieck unseres den Bereich B bedeckenden Netzes wolle man die Ungleichung (11) in die besondere Gestalt:(12) Dk-Yl + pk2+ qk2 Bωk∖ <∂∙zlωkkleiden. Schreibt man alsdann:
η η nv Dk ~y yι+p∕+= y (λ-vi+ι√+‰2i=l * = 1 A = 1und benutzt wieder den Satz vom Absolutwerte einer Summe, so folgt mit Rücksicht auf (12):

(13) η n

vk ~∑ √l+A∙2 + 3⅛2 ∙ ω⅛
fc = l ä=1

n

< d ^2 dω*∙ 
k = ιHieraus geht hervor, daß sich für lim ε = 0 die Summen ∑Dk der 

Bk, d. h. die Inhalte der Facettenflächen derselben Grenze nähern, wie die Summen werte: n(14) j^yι+pi2+‰2^<¾∙i = lDa sich nämlich die Summe in (13) rechts für lim ε = 0 dem Werte ω des Inhaltes von B nähert und die Auswahl von d freisteht, so sind für alle ausreichend klein gewählten ε je zwei zur gleichen Teilung gehörende Werte (14) und ∑Dk beliebig wenig voneinander verschieden. Dies aber würde nicht zutreffen, falls die Werte ∑Dk einer anderen Grenze zustreben wie die Summen (14) oder sich überhaupt keiner .Grenze annähern.Die Grenze der Werte (14) und damit der Inhalte der Facetten­flächen ist nun das Integral:(B)∕i ________________(15) j Vi + f'2^-fy'2dω.
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5] Integral für den Inhalt einer krummen Fläche 113Indem wir den Grenzwert der Inhalte der Facettenflächen als „Inhalt“ des auszumessenden Stückes unserer krummen Fläche auffassen, sind wir zu dem Ergebnis gelangt: Unter den betreffs der Funktion f(x, y) ge­
machten Voraussetzungen hat das zum Bereiche B gehörende Stück der 
krummen Fläche der Gleichung z = f(x, y) einen Flächeninhalt, der berechen­
bar ist als Wert des auf B bezogenen Flächenintegrals (15) und also nach (6) S. 97 auch als Doppelintegral z. B. in der Gestalt darstellbar ist:

b g2{x)(lθ) f(f/1+77i+775 dy) dx.
a gl (x)In I, 323 war eine Darstellung der Fläche durch drei Gleichungen:(17) X≈φ(u,V), y = 'ψ(u,V~), 2 = χ(ufvy)mittelst zweier unabhängiger Variablen u,v besprochen. Der Bereich B werde durch die beiden ersten Gleichungen nach den Darlegungen von S. 101 ff. auf einen Bereich B' der w,v-Ebene abgebildet. In diesem Be­reiche B' mögen die φ(u, v), -ψ(u,v) und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung die S. 101 ff. aufgestellten Bedingungen befriedigen; insbe­sondere soll also die Funktionaldeterminante D(φ, ≠) in B' nicht ver­schwinden. Dann können wir das Integral (15) bzw. (16) leicht auf die Variablen u, v transformieren.Zunächst liefern die Differentiale du und dv die drei totalen Dif­ferentiale:

dx = (fidu + <p'vdv, dy = ψ{ldu + τ∣f,dv, dz = ‰du + χ'υdv, drei Gleichungen, aus denen man durch Elimination der du und dv findet:(18) Dfψ, χ) dx + D(χ, φ) dy + D(φ, ψ) dz = 0,unter D die Funktionaldeterminanten verstanden. Hieraus folgt für die bei konstantem y bzw. x zu berechnenden Differentiale dxz, dz:

Bfψ, %) dx + Z>(φ, ψ) dxz = 0, D(χ, φ) dy + Z>(φ, ι∣f) ∂yz = 0.Da D(qp, ≠) in B' nicht verschwindet, so berechnet man:/·' = = _ -p<⅛⅞) f' = =___ 7Vz- √ ) .
x dx B(φ,'ψ), ’y ∂y D(φ,rψ)Aus (17) S. 107 ergibt sich nun unmittelbar: Der zunächst durch das 

Integral (15) gegebene Flächeninhalt ist als Inhalt des dem Bereiche B' 
entsprechenden Stückes der krummen Fläche in den Variablen u, v dar­
stellbar durch:

iβ')∕', _ _____________________
(lθ) J V>)2+ Dfψ, χ)2+ D(%, φ)i∙de>,Pricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 8
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114 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [θ
ein Integral, das sich natürlich auch wieder als Doppelintegral, bezogen 
auf den Bereich B', darstellen läßt.Wir können endlich noch ohne jede wesentliche Änderung die Be­trachtung von S. 107 aus der Ebene auf unsere krumme Fläche über­tragen. Wir gehen dabei von einer auf der Fläche gegebenen eindeutigen und stetigen Funktion F(x, y, z) aus und gelangen zur Auffassung eines 
auf die hrumme Fläche bezogenen Flächenintegrals:(20) jF(x,y,z}γl+ff2 + ff2dω,das sich bei Gebrauch der u, v so darstellt:(21) J1F(φ, Ψ, χ) ]∕D(φ, ψ)2 + D(ψ, χ)2 + D(χ, φ)2 dω .

6. Raumintegrale und dreifache Integrale. Die Entwicklungen der 
§§ 2, 3 und 4 über Flächen- und Doppelintegrale sind auf „Bauminte­
grale“ und „dreifache Integrale“ übertragbar. Das rechtwinklige Koordi­natensystem sei im Raume so angeordnet, daß die x,«/-Ebene horizontal verläuft. Es sei ein endlicher und abgeschlossener räumlicher Bereich B vorgelegt und in diesem Bereiche eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion f(x, y, zf Man zerlege B in n Teilbereiche, deren Rauminhalte z∕r1, z∕τ2,’' '? ^τn sθieπ*)∙ Ein dem Bereiche z∕τ,. angehörender Punkt sei (λ⅛, yk, zk). Man bilde alsdann die Summe:

n(l) f(χk,yk,⅛)Λτk,
Jc = lwelche für jede Raumteilung und Auswahl der Punkte (xlc, yk, zk) einen bestimmten endlichen Wert hat. Schreiben wir jetzt nach Auswahl einer positiven Zahl ε vor, daß das Maximum der Entfernung zweier Rand­punkte in keinem Bereiche z∕τi größer als ε sein soll, so wiederholen sich für lim ε = 0 die Betrachtungen von S. 93ff., und wir finden, daß die Summen (1) für lim ε = 0 einer bestimmten endlichen Grenze zu­streben. Wir bezeichnen diese Grenze durch:

V)
n (B) ∕a

lim 2 Kx" y" = / ‰ y’ ^dτι=oii j*) Die Erklärung des Rauminhaltes ist oben (S. 94 ff.) nur erst für speziell ge­baute räumliche Bereiche durch Fläcbenintegrale gegeben, kann indessen leicht auch auf andere Gestalten der räumlichen Bereiche verallgemeinert werden (vgl. die S. 80 gegebene Entwicklung über den Inhalt ebener Bereiche).
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6] Ansatz der Raumintegrale und der dreifachen Integrale 115
und nennen sie das auf den Bereich B bezogene „Itaumintegral“ des Dif­
ferentials f(x, y, z) dτ.Zum Aufbau der dreifachen Integrale legen wir durch B eine Hori­zontalebene der Koordinate z, welche B in einem ebenen Bereiche Bz schnei­det. Für Bz bilde man nach S. 94ff. das Flächen- bzw. Doppelintegral:
(3) s½(* *) My,d

Jf(χ> y>z)dω ≈f (J*'f(χ, y, ⅛ d%) dy,
JiM λi(2∕,0wobei natürlich die Grenzen als von dem gewählten z abhängig anzu­sehen sind. Wenn, wie wir annehmen, die Funktionen gi(z) und hi(y, z) gleichmäßig stetig sind, so liegt in (3) eine stetige Funktion von z vor*). Sind die extremen ^-Koordinaten des Bereiches B durch z = a und 

z = b > a gegeben, so wolle man die stetige Funktion (3) zwischen diesen Grenzen integrieren und gelangt so zu dem auf unseren Bereich B be­
zogenen „dreifachen Integrale“:

(4) & r⅛(*) hι(y,^

j' (f(J∣'f(χ, y, ⅛ dχ} dy) dz.

a ?i(«) 4ι⅛,s)Durch Wiederholung der Überlegungen von S. 98 ergibt sich, daß 
der Wert des dreifachen Integrals (4) gleich dem des Baumintegrals (2) 
ist. Hieraus geht dann weiter leicht hervor, daß bei den vorliegenden Vor­
aussetzungen beliebige Abänderung der Integrationsfolge ohne Wertänderung 
des dreifachen Integrals statthaft ist.Die Einführung neuer Variablen u, v, w vermöge dreier Gleichungen:(5) x = φ(u, v, w), y = ψ(u,v,w), z = χ(u,v,w)in unsere Integrale ist weit umständlicher als die entsprechende Ent­wicklung von S. 101 ff. Wir deuten die u, v, w als rechtwinklige Koordi­*) Es gelte für zwei Bereiche B,^ und J3,* die Bedingung ∣⅞-s1∣≤λ. Manverstehe unter B' den Teil von B , der senkrecht über oder unter B, liegt und *1nenne den überragenden Teil B"; nach entsprechender Vorschrift zerlege man 
B in B' und B". Dann ist erstens zufolge der gleichmäßigen Stetigkeit von 
f(x,y,z) die Differenz:(B')∕i (B')Z,*1 / Λ*, V, Z1')dω- ** I f(x, y, Zi} dωdurch hinreichend kleines λ beliebig klein zu machen. Zweitens können wegen der Stetigkeit der in den Integralgrenzen stehenden Funktionen die Inhalte von 
B"i und B" durch hinreichend kleines λ gleichfalls beliebig klein gemacht wer­den. Daraus folgt dann die Behauptung des Textes.

8*
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116 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [6naten in einem besonderen Raume, in dem sich vermöge der Beziehungen(5) der Bereich B auf einen endlichen Bereich B' eindeutig und stetig abbilde. In B' werden dann cp, ψ, χ als eindeutige und gleichmäßig stetige 
Funktionen vorausgesetzt, die eindeutige und gleichmäßig stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung cρi'i, ψή, %u, ψΰ, · · · besitzen mögen. Wir neh­men weiter an, daß die drei positiv zu nehmenden Wurzeln:(6) Γ=]/φ„'2+^2+χΜ'2, F=)∕<3c√24-V√2+%Λ W=½p32+⅛√,2+χw'2
in B' nirgends verschwinden.Den drei Ebenenscharen, die parallel zu den Koordinatenebenen den Bereich B' durchsetzen, entsprechen drei Flächen scharen des Bereiches 
B, die wir durch die Symbole Fu, Fv, Fw bezeichnen. Die zu einem kon­stanten Werte u gehörende Fläche Fu wird dann durch die drei Glei­chungen (5) mit diesem u und mit variablen v, w dargestellt, eine An­gabe, die man leicht auf Fυ und Jτi0 überträgt. Zwei Flächen verschie­dener Scharen, etwa eine Fv und eine Fιv, schneiden sich in einer Kurve -δζw, die durch (5) mittels der Variablen u dargestellt wird und einer zui' w-Achse parallelen Geraden des Bereiches B' entspricht. Die drei durch den einzelnen Punkt (#, y, z) von B hindurchlaufenden Flächen 
Fu, Fv, Fw bilden drei vermittelst ihrer Tangentialebenen zu messende Neigungswinkel, die drei rechten Winkeln des Bereiches B' entsprechen. Wir setzen voraus, daß jene drei Neigungswinkel überall in B von 0 und n verschieden sind, und können diese Annahme auch dahin aus­sprechen, daß die drei durch den einzelnen Punkt (x, y, z) hindurchlaufen­
den Kurven Kv w, Kw u, Ku v daselbst Tangenten haben, die niemals (d. h. 
für keinen Punkt des Bereiches B) in einer und derselben Ebene liegen.Wie oben läßt sich diese Annahme durch das Nichtverschwinden eines Ausdrucks charakterisieren, den wir als „Funktionaldeterminante“ der φ, ≠, χ bezeichnen werden. Geben wir der Tangente der Kurve Kυw im Punkte (x, y, z) die Richtung wachsender u, so sind nach I, 325 die Richtungskosinus der Tangente ~~; entsprechend stellen sich dieRichtungskosinus der beiden anderen Tangenten dar. Tragen wir jetzt auf den Tangenten in den gewählten Richtungen drei Strecken bzw. der Längen U, V, W ab, so haben die Endpunkte dieser drei Strecken die Koordinaten (x + y + ⅛√, z + %„), (x + φβ',. . .), (x f(fi,.. .). Un­sere Annahme über die Tangentenrichtungen können wir dann dadurch zum Ausdruck bringen, daß wir fordern, das durch den Punkt (x, y, z) und jene drei Streckenendpunkte gebildete Tetraeder habe stets einen von 0 verschiedenen Inhalt. Nach „A. G.“ S. 110 berechnet sich aber der sechsfache Inhalt 627 des Tetraeders zu:
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θ] Abbildung zweier räumlicher Bereiche aufeinander 1176Γ= ± D(φ, χ),wo D(φ, ≠, χ) der folgende Ausdruck ist:
(ü B (SP}Ψ>%)~ φuψv %w~l· φv^Ψw %u ^f^ φwΨu%v φw Ψυ%u φvψu%w ψuΨw ‰und die „Funktionaldeterminante“ der drei Funktionen (5) genannt wird. Als eine weitere Eigenschaft der Funktionen (5) merken wir hiernach an, daß ihre Funktionaldeterminante in B' nirgends verschwindet.Um die Umrechnung des Integrals (4) zu vollziehen, zerlegen wir den Übergang von B zu B' in drei Schritte, indem wir zunächst von den x, y, z zu den Variablen u, y, z gehen, sodann zu den u, v, z und end­lich zu den u, ü, w. Hierbei kommen ähnlich wie S. 103 ff. noch zwei (so­gleich unter dem Texte zu nennende) Bedingungen betreffs der Funk­tionen (5) zur Benutzung, die jedoch ohne wesentliche Bedeutung sind*). Den beiden zur Vermittlung dienenden Systemen der Variablen entspre­chen zwei zwischen B und B' tretende Bereiche B" und B'" in den be­treffenden Räumen; diese beiden Bereiche sind nacheinander als Integra­tionsbereiche zu benutzen. Da es übrigens recht umständlich sein würde, für die Integralgrenzen stets besondere Bezeichnungen zu wählen, so wollen wir die Grenzen der Integrale bei den folgenden Rechnungen nicht mit anschreiben, beziehen uns vielmehr einfach darauf, daß die Integrationsbereiche die eben genannten B" und B'" sind.Zur Einführung von u statt x löst man die zweite und dritte Glei­chung (5) nach v und w:

v = Ψ (y, z, u), w = X (y, z, u)und trägt diese Ausdrücke für v und w in die erste Gleichung ein:(8) x = φ (u, Ψ (y, z,u), X (y, z, u)).Das innere Doppelintegral (4) nimmt bei Übergang zu u die Form an:(θ) yi(j7(φ(w, Ψ⅛∕,M), ×(y,z,uf), y,zy)~ιdu^dy.Aus (8) folgt dabei:
∕ιm dx , , ∂Ψ , ∂×Da aber die rechts stehenden partiellen Ableitungen von v = Ψ und 
w = X bei konstanten y und z zu berechnen sind, so ergibt sich aus der zweiten und dritten Gleichung (5):0 — ^u+ 2m + ψlυaω, θ Z«+ ‰ ÷ %w Su,

*) Sie können entsprechend wie oben durch Zerlegung von B und Änderung des Koordinatensystems der x, y, z umgangen werden.
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118 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [6woraus man folgende Ausdrücke der fraglichen partiellen Ableitungen bestimmt*):
= 'ΨωXu~'ΨuXw = — ,

cu du 'ψ,'χή—'ψήζ»Durch Eintragung in (10) folgt:
/11 λ ..
× du ⅛β'Zw — ^ΨwZi,,Wir nahmen nun in (9) Umkehrung der Integrationsfolge vor:(12) f(fγ(φ(u,v(y,s’u)’u^’y’*)d<⅛dy)du

und vollziehen den Übergang zu u, v, z. Zu diesem Zwecke berechnen wir w aus der dritten Gleichung (5):(13) w = Φ(w, v, z}und tragen, diesen Ausdruck in die zweite ein:(14) y≈ψ(u, v, Φ(w, v, £)).Der Bedeutung von (12) entspricht es dann, bei konstanten u und z die Variable y im inneren Integral durch v zu ersetzen, wodurch dieses In­tegral die Form:
Jf(φ(u, v, Φ), ψ(w, v, Φ), ^∙^dv

annimmt, unter Φ die in (13) rechts stehende Funktion verstanden. Da­bei folgt (wegen der konstanten u und z) aus (14):
dy l, . , ∂Φ
dv - + ‘ dv’und es berechnet sich die Ableitung von w = Φ nach v (wieder wegen der konstanten u, z) so**): 2Φ = _

dv χ'wθ — ‰ ^b Xw ∙ ßv >Unter Zusammenfassung finden wir:z1 f-λ dx dy = D(qp, ι∣>, %)
vi0> du ‘ dv

*) Der Nenner in den folgenden Quotienten gilt als von 0 verschieden.*·) Hier tritt als zweite Bedingung auf, daß r∕t^ in JB' nirgends verschwin­den soll.
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7] Transformation eines dreifachen Integrals auf neue Variable 119und unser dreifaches Integral nimmt unter nochmaliger Abänderung der Integrationsfolge die Gestalt an:(16) J"(J∖'J'f^(ψ(u> ν’ φ)> ≠(m> ν’ φ)> ‘ '^dz) dv^ du.Wir transformieren endlich das innere Integral von z auf w und gelangen leicht zum Schlüsse: Bei Transformation des dreifachen Inte­
grals (4) auf die neuen Variablen u, v, zv nimmt dasselbe die Gestalt an:

b' γMηi(u,v)(17) J(J (Jf(φ, ψ, χ) D(y, ψ, χ) dw) dv) du,α' Zi(“) ,∕ι(w>t,)so daß auch hier die Funktionaldeterminante im Integral als Faktor auf- 
tritt; das Integral bezieht sich auf den Bereich B', von dem also die in(17) wieder angeführten Integralgrenzen entsprechend dem oben beschrie­
benen Aufbau des Integrals (4) geliefert werden. Als Transformations- formel für das Raumintegral schließt sich an:

(5)Zi {B')Γt(18) Jf(x,y,z')dτ= jf(φ,Ψ,χ) ∙ ∖D(φ, Ψ, χ)∖dτ'.7. Flächendifferentiale und Raumdifferentiale. Für zwei einander entsprechende Teilbereiche z∕ω und Aω' derS. 101 ff. betrachteten ebenen Bereiche B und B' bestand die Relation:(1) ∠∕ω = ∣Γ(φ(w0, v0)), ψ(w0, vθ)∣∠∕ω',unter (u0, v0) einen geeignet gewählten Punkt von Aω' verstanden. Wir wählen jetzt insbesondere den Teilbereich Aω' als ein Rechteck, dessen Seiten zu den Achsen der u, -o-Ebene parallel sind. Die Ecken mögen bei (u, ν'), (u + Au, v), (u + Au, v + Av), (u, v + Av) liegen, die Au und Av mögen der Bequemlichkeit halber positiv gewählt sein. Auch wollen wir, was nötigenfalls durch Zeichen­wechsel einer der Variablen u, v erreichbar ist, die Funktionaldeterminante D(φ, ψ) inlFals positiv voraussetzen; bei der Ab­bildung- von B' auf B findet dann keine Umlegung der Winkel statt. An Stelle von(1) tritt als Gleichung zwischen den Inhal­ten einander entsprechender Teilbereiche:(2) Aω = Z)(φ{w0, v0), ^(wθ, vf))AuAv. ι⅛. 28.Dabei ist also Ao der Inhalt eines „Kurvenvierecks“ im Bereiche B, wel­ches durch die beiden Kurvenpaare Ku, Ku+du, Kv,KvJrJv begrenzt ist (s. Fig. 23). Die Koordinaten der Ecken dieses Vierecks sind:
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120 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen Γ7
x = φ (u, v), y = Ψ (w, v)
x + Λx1 = φ(w + du, v), y + Λy1 = ≠(w + Du, v), 
x + dxi = φ(u, v + Dv), y + z∕y2 = ψ(u, v + Dv),

Beim Grenzübergange, der zu den Flächenintegralen führt, haben wir nun die Größen du und Dv als variabel und gegen die Grenze 0 abnehmend uns vorzustellen. Wir schreiben dann statt z/m und Dv auch 
du und dv und bezeichnen diese Größen als „Differentiale“. Auch z∕g√ 
= du · dv ist eine variable gegen 0 abnehmende Größe, so daß wir neben der Bezeichnung Dω, auch dω, verwenden und mit Rücksicht auf die geometrische Bedeutung dω, als ein „Flächendifferential“ benennen.Ist ε als positive Zahl beliebig klein gewählt, und schreiben wir vor, daß die Diagonale des Rechteckes ζ/ω' nicht größer als ε sein soll, 
so nähert sich der Quotient wie der Differentialquotient einer diffe­

renzierbaren Funktion, für lim ε = 0 einem von der fest zu denkenden 
Stelle (u, v) abhängigen eindeutigen endlichen Grenzwerte, der zufolge (2) 
durch die Funktionaldeterminante:(4) lim -A = DQp (m, v), ψ (u, v}) 

f = o ω
im Funkte (u, v) gegeben ist. Entsprechend den grundlegenden Erklärun­gen der Differentialrechnung schließen wir hieran folgenden Satz: Das 
zur Stelle (u,v) und zum „unabhängigen“ Flächendifferentiale dω, = dudv 
gehörende „abhängige“ Flächendifferential dω sei gegeben durch das Produkt:(5) dω = D(φ(w, v), ψ(u, vf) du dv.Eine geometrische Deutung dieses Differentials dω erhalten wir durch Rückgang auf die Gleichung (7) S. 103, aus der sich ergibt:(6) dω = φή2ψΰ2 du) • (y<pi2+ Ψv2 dv) ■ sin (/3 — a).Die in den beiden ersten Klammern rechts stehenden Ausdrücke sind die Dogendif­

ferentiale dsu, dsυ der durch den Punkt 
(x,y) des Kurvenvierecks derFig.23 hin­durchlaufenden Kurven Kυ und Ku, die den Differentialen du und dv entsprechen (s. 1,285 ff.). Wir tragen diese Bogen­differentiale auf den Kurventangenten, die den Winkel (ß — a) miteinander bil­den, ab und ergänzen sie, wie Fig.24 zeigt,
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7] Das abhängige Flächendifferential da 121zu einem Parallelogramm. Dann ist das „abhängige“ Differential dω durch 
den Inhalt dieses Parallelogramms geometrisch gedeutet.Betreffs der Beziehung des Differentials dω zum Flächeninhalte des. Kurvenvierecks z∕ω findet man durch bekannte Schlußweise (s. I, 108 und 157) den Satz: Halten wir beim Grenzübergange an der Bestimmung 
fest, daß da und da sich stets auf das gleiche Pechteck der u,v-Ebene be­
ziehen, so nähert sich der Quotient des Flächeninhalts da und des Diffe­
rentials dω für lim ε = 0 dem Grenzwerte 1:(7) lim = 1.v 7 t=o dωDieses Ergebnis hat für den Aufbau der Flächenintegrale eine wich­tige Bedeutung. Wir stellen zunächst unter Rückgang auf den ursprüng­lichen Ansatz (3) S. 93 des Flächenintegrals folgenden Grundsatz auf: 
Ersetzen wir in der auf den Der eich D bezogenen Summe:

(8)
i = l

den Faktor Λat des einzelnen Gliedes durch eine mit Λak eindeutig be­
stimmte Zahl H'ωk, von der wir wissen, daß für jeden Index k die Glei­
chung zutrifft:(9) lim≤^ = l,V 7 e=0 jωk ’

so nähert sich für lim ε = 0 die Summe:
n

(ιθ)

⅛ = 1

derselben Grenze an, wie die Summe (8). Die Differenz der beiden Sum­men (10) und (8) kann man nämlich so schreiben:
η η n

f\Xk) dk) ωk f(.Xk> Vk)^ωk f(xk> Vk) ( j z^ωi,
k — 1 k — 1 k —- 1Der hier rechts stehende Wert kann aber, da D endlich ist und die Funktionswerte f als zwischen endlichen Schranken gelegen anzunehmen sind, zufolge (9) durch hinreichend kleines ε beliebig klein gemacht werden.Nach dem aufgestellten Satze ist es erlaubt, an Stelle der Inhalte 

Λak der Kurvenvierecke in der Summe (8) die zu diesen Vierecken gehö­
renden Flächendifferentiale dωk zu setzen, ohne daß die beim Grenzüber­
gange eintretende Gleichung:
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122 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [7” (γ(∏) lιm 4Z∕ A¾, Vk>dak≈ Jf(χ, v)dωs θ k — I
Einbuße erleidet*').Auch noch in anderer Art können wir brauchbare Ersatzgrößen z∕'ωi erklären. Wenn wir z. B. statt der Bogendifferentiale dsu, dsv die Bogenlängen Λsu, Λ sυ des Kurven Vierecks auf den Tangenten abtragen und wieder die Ergänzung zum Parallelogramm vornehmen, so ist dessen Inhalt:(12) z∕'ω = dsu ∙ dsυ ■ sin (ß — cd).Für dsu aber gilt:

u + U u
dsu =J*V φJ2 ÷ -ψu2du = Yψu(u + ff hu, √)2 + ψιi(u + ff du, V)2 du, 

uso daß der Quotient von dsu und dsu wegen des Nichtverschwindens von (φu,2+ ≠u2) und der Stetigkeit der Ableitungen die Bedingung:lim ≤⅛ = lim lz y“(W ÷ du' + + 9 du' ≈ 1
i = o dsu )Y(m,-i>)2+ψ,i(>,i>)sbefriedigt. Aus dieser und der entsprechenden Gleichung für dsυ und 

dsυ folgt, daß auch die durch (12) erklärten Größen die Gleichung (9) erfüllen: Mit Rücksicht auf den hinterher vorzunehmenden Grenzubergang 
ist es statthaft, im einzelnen Gliede der Summe (8) den Inhalt dω des 

Kurvenvierecks zu ersetzen durch den In­
halt eines geradlinigen Parallelogramms, 
das die Bogenlängen dsu und dsv der 
vom Punkte (x, y) ausziehenden Vierecks­
seiten zu Seiten und den Winkel (ß — a) 
an der Ecke (x, y) mit dem Kurvenviereck 
gemein hat.Eine andere Ersatzgröße d,ωle kön­nen wir so gewinnen: Wir verbinden die Ecke (x, y) des Kurvenvierecks gerad­linig sowohl mit der zweiten unter (3) genannten Ecke als mit der dritten und lassen längs der Diagonale des Kurvenvierecks die Ergänzung zum Parallelogramm eintreten (s. Fig. 25). Der Inhalt d,ω dieses Parallelo­gramms:*) Das rechts stehende da stellt in der vorliegenden Verbindung natürlich nicht das übrigens mit da bezeichnete Flächen differential dar, ist vielmehr nur im Verein mit dem Zeichen J ein Symbol für den Grenzwert der links stehen­den Summe.
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7] Abhängiges Differential auf einer krummen Fläche 123z∕'ω = dx1dy2 — dxidyi läßt sich zufolge (3) in die Gestalt kleiden:
. d'a = (cpü(u + ffz/w, v) ∙ ψl(u, v + &$dv)

— φi(u, v + -ff2z∕ι>) ∙Ψ⅛(m + ff1z∕ii, vf)da',die Zahlen & in der bekannten Bedeutung gebraucht. Hieraus folgt leicht, daß auch die auf dieser Grundlage zu gewinnenden z∕'ωi die Be­dingung (9) befriedigen: Mit Rücksicht auf den zu vollziehenden Grenz­
übergang ist es statthaft, im einzelnen Gliede der Summe (8) den Inhalt 
dak des Kurvenvierecks zu ersetzen durch den Inhalt des geradlinigen 
Parallelogramms, welches die drei genannten Ecken mit dem Kurvenviereck 
gemein hat.Die vorstehenden Entwicklungen übertragen sich leicht auf die S. 113ff. betrachtete Beziehung zwischen der u,∙υ-Ebene und der durch (17) S. 113 dargestellten krummen Fläche. Dem Bereiche B' der Ebene entspreche der Bereich B der krummen Fläche. Wir halten an den für 
B' bisher gebrauchten Bezeichnungen fest und haben als Inhalt z∕ω des krummflächigen Vierecks, das dem Rechtecke z∕ω' = du ■ dv entspricht, nach (19) S. 113: _________________________________________(13) da = VD(ψ0, χ0)2-f- D(χ0, φ0)2+^D(φθ, ψ0)2- da',wo sich die rechts stehenden Funktionaldeterminanten auf einen gewissen Punkt (u0, v0) des Rechtecks da' beziehen. Es existiert wieder ein 
Grenzwert:(14) lim = ]∕D(≠, χ)2 + D(χ, φ)2 + D(φ, ψ)2,f = 0 zjω
wo rechts der feste Eckpunkt (u, v} des Rechtecks die Argumente liefert, 
und mit diesem Grenzwerte erklären wir das zur Stelle (u, v) und zum 
„unabhängigen11 Differential da' = da' = dudv gehörende „abhängige“ 
Flächendifferential da durch:(15) da = ]∕i>(Vb χj2 + -D(χ, φ)2 + D(φ, ψfidudv,
wobei wie oben auf die Gültigkeit der Gleichung (7) geschlossen tvird.Die Richtungskosinus der Tangenten, welche die Seiten des krumm­flächigen Vierecks in dem zu (u,v) gehörenden Punkte (x, y, z) haben, sind:

Φu Ψu Xt W ⅛> ⅛ 
u ’ ü ’ U V ’ V ’ V ’

U und V im Sinne von (6) S. 116 gebraucht; die zu den du und dv ge­hörenden Bogendifferentiale der Randkurven sind dsu= U∙ du,dso = V∙ dv. 
Die geometrische Deutung des Flächendifferentials da durch den Inhalt 
eines ebenen Parallelogramms überträgt sich demnach Wort für Wort aus
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124 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [8
den vorauf gehenden Betrachtungen*'). In den endlichen Summen, die zum Ansatz der Flächenintegrale dienen, können die Inhalte Bωk der krumm- flächigen Vierecke natürlich wieder durch die Flächendifferentiale ersetzt werden. Auch können Ersatzfaktoren, die wir genau wie oben bei den ebenen krummlinigen Vierecken erklären, an Stelle der Bωk treten.Endlich ist die Übertragung auf den Raum und damit auf die Ent­wicklungen von S. 114ff. leicht vollzogen. Den räumlichen Bereich B' zerlegen wir durch Parallelebenen zu den Koordinatenebenen in recht­winklige Hexaeder, deren einzelnes den Inhalt dτ' = Bu · Bv ·dw hat. Der Bequemlichkeit halber nehmen wir die Funktionaldeterminante 2)(φ, ψ, χ) in B' als positiv an. Dann entsprechen den rechtwinkligen ebenflächigen Hexaedern krumm flächige Hexaeder in B, und für die In­halte zusammengehöriger Hexaeder besteht die Relation:(16) Bτ = D(φθ,≠0,χ0)z∕r'.Fassen wir z/u = du, Bv = dv, Bw = dw als „Differentiale“, so wird 
Bx' = dx' das „unabhängige Baumdifferential“, dem als „abhängiges Baum- 
differential“'.(17) dx = D(φ,ψ,χ)dx'in B entspricht; als Argumente in der Funktionaldeterminante gelten natürlich wieder die Koordinaten der festbleibenden Ecke (u, v, w) in B'. 
Geometrisch bedeutet das Barimdifferential dx den Inhalt eines ebenflächi­
gen Hexaeders, das mit dem vorgenannten krummflächigen die (w, v, w) 
entsprechende Ecke (x, y, z) gemein hat, die Kurventangenten des letzteren 
Hexaeders zu Kanten besitzt und als Kantenlängen die Bogendifferentiale 
dsu= Udu, dsυ= V dv, dst0≈ Wdw hat. Auch die übrigen Betrachtun­gen übertragen sich ohne Mühe.8. Zulassung von Unstetigkeiten der Funktion f und von unend­lichen Integrationsbereichen. An der Stelle P des ebenen Bereiches B habe die Funktion f(x, y) einen Unstetigkeitspunkt, und zwar soll, falls wir eine positive Zahl beliebig groß wählen, in der Umgebung von P stets noch eine Stelle angebbar sein, an der | f(x, y) j die gewählte Zahl übertrifft. Legen wir um den Punkt P irgend eine nicht durch diesen Punkt selbst hindurchlaufende Kurve K herum und schneiden die da­durch eingegrenzte Umgebung von P aus B heraus, so möge f(x, y) in dem abgeschlossenen Restbereiche gleichmäßig stetig sein. Es liegt also in diesem Falle an der Stelle P isoliert ein „Unendlichkeitspunkt“ der Funktion vor (vgl. I, 31 und I, 96).*) Die durchzuführende Rechnung kann man auf die Formel für den Sinua des von den Tangenten eingeschlossenen Winkels gründen (s. „A. G.“, S. 9ö).
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8] Uneigentliche Flächenintegrale 125Wie bei den einfachen Integralen (S. 61) überzeugen wir uns, daß es unmöglich ist, für die fragliche Funktion auf dem bisherigen Wege ein Integral: (b)∕*(1) f^,y)dωzu erklären. Gleichwohl gelingt es manchmal, ein „uneigentliches Inte­gral“ (1) auf einem Umwege zu gewinnen. Zu diesem Zwecke denken wir eine unbegrenzte Kette von Kurven K1, K2, K3, ..., von denen jede ganz innerhalb der voraufgehenden verläuft, um Pherum, aber nicht durch P hindurch, gelegt (Fig. 26).Ist irgend eine Kurve K gezeichnet, die gleichfalls um den Punkt P herum, aber nicht durch ihn hin­durchläuft, so soll es möglich sein, einen Index n so anzugeben, daß Kn und also auch alle folgenden Kurven Kn+1,... ganz innerhalb K verlaufen. Diese Vorschrift ist z. B. in der Art durchführbar, daß wir die Kurven als Kreise des Mittelpunktes P mit Radienwählen, die eine gegen die Grenze 0 abnehmende Zahlenreihe darstellen. Nach Herausschneiden des Inneren der Kurve Kn bleibt von B der ab­geschlossene Restbereich Bn, für den:(⅞)f(2) jf(x,y)dωeinen eindeutig bestimmten endlichen Wert hat. Kann man beweisen, 
daß unabhängig von der besonderen Ausivahl der Kurven K1, K2, .. . die 
Werte (2) für lim n = ∞ einer bestimmten endlichen Grenze zustreben, so 
bezeichnen wir diesen Grenzwert als ein „uneigentliches Integral“ und be­
halten für ein solches Integral die Schreibweise (1) bei:

(3)
(¾)f, WΓlim j f(%, y)dω = I f(x, y) dω.

n = ∞Man sagt in diesem Falle auch, das Integral sei „konvergent“. Übrigens findet die Übertragung der vorstehenden Betrachtung auf Raumintegrale keine Schwierigkeit.Kann man eine Umgebung von P eingrenzen, in der die Funktions­werte f(x,y) alle einerlei Vorzeichen haben, so sind die Verhältnisse beson­ders einfach: Bann genügt es, die Εxistenz der Grenze für eine einzige 
irgendivie gewählte Kurvenschar K1, K2,.. . festzustellen; jede andere Schar 
K1', K2',. . . liefert notwendig die gleiche Grenze. Entsprechen nämlich den Kurven Kl, K2,. . . die Restbereiche Bi, B2, . . ., den K1', K2',. . . aber Bf, Bf, . . ., so gilt folgende Überlegung: Wir wählen m beliebig groß, und zwar jedenfalls so groß, daß innerhalb Km nur noch Werte
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126 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [8
f(x, y) von gleichem, etwa positivem Vorzeichen auftreten. Man kann alsdann eine Zahl n derart angeben, daß K',l ganz innerhalb Km gelegen ist; weiter kann man eine Zahl A so wählen, daß Km+h wieder ganz inner­halb Κή liegt. Wegen der positiven Funktionswerte gilt dann:

(·ΒήΕ f λ 'VJf z λ ∖ f(x, y)dω < J f(x, y)dω< J f{xi y) dω,woraus dite Behauptung leicht hervorgeht. Auch die Übertragung dieser Betrachtung auf den Raum ist nicht schwer.Ist der Bereich B nicht endlich, so ist es gleichfalls unmöglich, ein zugehöriges Integral (1) auf dem gewöhnlichen Wege zu erklären. Doch gelingt es vielfach, durch einen ähnlichen Umweg wie soeben zur Er­klärung eines auf B bezogenen „uneigentlichen Integrales“ zu gelangen. Wir denken eine unbegrenzte Reihe von endlichen Teilbereichen B1, 
B2, . . . gebildet, von denen jeder ein Bestandteil des folgenden ist. Auch soll, wenn ein beliebiger endlicher Teilbereich B' von B gewählt ist, ein Index n derart angebbar sein, daß B, ein Teil von Bn und also auch von jedem folgenden Bereiche ist. Von f(x,y) gelte, daß diese Funktion in jedem Bereiche Bn eindeutig und gleichmäßig stetig ist, so daß für jedes 
n das Integral (2) einen bestimmten endlichen Wert hat. Existiert ein 
von der besonderen Auswald der Bereiche Bn unabhängiger Grenzwert (3) 
für lim n = oo, so erklären wir diesen Grenzwert als „uneigentliches Integral“ 
von f(x,y)dω für den nicht endlichen Integrationsbereich B. Auch hier ist wieder die Übertragung auf Raumintegrale leicht vollzogen. Übrigens sagt man im Falle der Existenz der Grenze (3) auch wieder, das Inte­gral (1) sei „konvergent“*).Kommen von irgend einem Bereiche Bm an im überschießenden Teile jedes weiteren Bereiches Bm+1, Bm + 2,. . . nur Funktionswerte von einerlei 
Vorzeichen vor, so genügt es wieder, eine speziell gewählte Kette von Be­
reichen zur Feststellung eines etwaigen Grenzwertes (3) heranzuziehen; jede 
andere Auswahl wird zu derselben Grenze führen. Der Beweis wird wie oben geführt. Auch ist die Übertragung dieses Satzes auf den Raum leicht zu vollziehen.Ein bekanntes Beispiel eines Integrales mit nur positiven Werten 
f(x, y) ist:(4) (S) P

I e~lfl~y2 dω,·) Insbesondere heißt das Integral (1) „unbedingt“ oder „bedingt“ konver­gent, je nachdem, eine endliche Grenze:
existiert oder nicht. {Bn)Γtlim I I f(x, y)∖dω 

n = ∞ J
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8] Uneigentliche Flächenintegrale mit unendlichen Bereichen 127wobei wir unter B den durch die beiden positiven Koordinatenachsen eingegrenzten Quadranten der #, y-Ebene verstehen wollen. Als Teilbe­reiche benutzen wir hier erstlich Rechtecke, die durch die Achsen und durch je zwei zu ihnen parallel laufende Gerade eingegrenzt werden. Das auf ein solches Rechteck bezogene Integral können wir dann als Doppel­integral:
J'e~χi~yi dy^ dx o oschreiben, wo durch die Gleichungen x = x1 und y = yi die den Achsen gegenüberliegenden Rechteckseiten dargestellt sind. Für das innere In­tegral findet man nun:ye-χi-y2 dy = e-*5J e~y^i dy, ό ound da das rechts als Faktor auftretende Integral unabhängig von x ist, so liefert die Eintragung in das Doppelintegral:»1 Vx yι xxI *e-χ2-y- dx = r^y'i dy^ e~x"l dx^, 

oo oowodurch dasselbe in das Produkt zweier einfacher Integrale mit gleich­gebauten Differentialen aufgelöst ist. Nach S. 65 haben die beiden rechts stehenden Integrale für lim x1 = + oo, lim yl = + ∞ eine und natür­lich dieselbe Grenze; also existiert das Integral (4) für den unbegrenzten 
Bereich B und hat den Wert:(5) J*e~χ2~v*dω = lim J*o~x^i doc^ .

x1= + ∞ θÜbrigens können wir durch eine andere Aus­wahl der Teilbereiche sogar den numerischen Wert des Integrals (5) angeben. Mit B ist in Fig. 27 der Quadrant eines Kreisringes bezeichnet, der durch zwei Kreisquadranten der Radien r0 und r1 > r0 und des Mittelpunktes 0, sowie durch zwe iStücke der Achsen begrenzt ist. In diesem Bereiche B wollen wir unser Integral als Doppelintegral mittelst Polarkoordinaten aufbauen. Die Transformationsformeln sind:
x = r cos ff, y = r sin ff,
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128 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [8wo also r und an Stelle der sonst mit u und v bezeichneten Größen treten. Die Funktionaldeterminante ist:
D(r cos fr r sin <9,) = r,verschwindet also im Pole; dieserhalb ist zunächst der Kreisbogen mit dem Radius rθ bei Herstellung des Bereiches R benutzt. Wir haben nun: 

do = D(r cos fr r sin fr) dr dfr = r dr dfrworaus sich für das anzusetzende Integral ergibt:
7t

2 rL

dω == J ( y*e^~r2 r dr) dfr

0 r0Das innere Integral ist elementar und liefert den von unabhängigen Wert:
rι

J'e~r*rdr = ~ (e-r°2- e-rι^), 
r°so daß wir finden:

(∙r)∕* 1∕ e~3ii-y'idω — -Λ(e~r°i— e^^rfr.Für lim r0 = 0 und lim r1 = + ∞ ergibt sich als Wert des Integrals (4):(*)f i(6) 7e~x'i~y'i dω = — Λ.Tragen wir diesen Wert in (5) ein, so folgt durch Quadratwurzelziehen: 
x1 +∞(7) lim /e-χ2 dx = ∕ e~χl dx = -∣- J/jt.¾=+0√ √Wir sind hiermit zu’der in (δ) S. 39 aufgestellten nicht-elementaren Funktion zurückgeführt, deren Wert für lim x — + ∞ wir erkannt haben. Die durch: x(8) φ(ic) = -~j'e-χidxoerklärte eindeutige Funktion von x trägt wegen ihrer Bedeutung für die Theorie der Fehlerausgleichung den Namen des „Gaußschen Fehlerinte­

grals“. Sie wächst bei einem von 0 bis + ∞ wachsenden Argumente x monoton von 0 bis 1. Ein paar Näherungswerte sind:Φ(0,5) = 0,5205, Φ(l) - 0,8427, Φ(l,δ) = 0,9661, Φ(2) = 0,9953
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8] Beispiele uneigentlicher Flächen- und Doppelintegrale 129aus denen hervorgeht, daß sich die Funktion sehr schnell ihrer oberen Grenze 1 annähert*).Erheblich umständlicher wird die Untersuchung uneigentlicher In­tegrale mit nicht-endlichen Bereichen B, falls die Funktion f(x, y) be­ständigen Zeichenwechseln unterworfen ist**). Ein Beispiel liefern uns die Funktion f(x, y) == e~xy sin x und der eben zugrunde gelegte Qua­drant B der x, y-Ebene. Die Funktion erfährt dann eben wegen ihres Faktors sin# bei wachsendem x beständig Zeichenwechsel. Wir wählen zunächst endliche und von 0 verschiedene Integralgrenzen xi > x0 > 0 und yl > y0 > 0 und benutzen den Satz von der Änderung der Integra­tionsfolge:& x1 y1 y1 .r1
Kl e~xy sin x dy^ dx = J*∖'e~xy sin x dx^ dy.

,j'O Vq VqFür das linke innere Integral gilt:
Vi Vi

J*'e~xy sin x dy = sin x Je~xy dy = (e~xy°- e~xyι').

Vo y0Für das rechts stehende innere Integral knüpfen wir an die zweite Formel (9) S. 14 an, in die wir a == — y und b = 1 eintragen:
fe~xy sin xdx = - e-χy 
J 1+2/8Wir gelangen auf diese Weise zu dem Ergebnis:

«1 Vi

e-»».)⅛ <"⅝+>⅛⅝,r⅞-⅛⅛) dy.
⅝ y0Die links unter dem Integralzeichen stehende Funktion von x ist für alle positiven x unter Einschluß von x = 0 stetig; das Integral ist also für alle χϋ ≥ 0 eine stetige Funktion seiner unteren Grenze #0. Das rechts stehende Integral ist nach den Sätzen von S. 96 ff. gleichfalls untSr Einschluß von x0 = 0 eine stetige Funktion von x0 (da die Funk­tion unter dem Integralzeichen für die fraglichen Werte x0 stetig ist). Wir dürfen demnach in der letzten, für alle a⅛>0 geltenden Gleichung

*) Eine Tabelle der Werte der Funktion Φ(#) und ihrer sechs ersten Ab­leitungen findet man bei Jahnke und Emde „Funktionentafeln mit Formeln und Kurven“, Leipzig 1909, S. 33.**) und insbesondere das Integral nur bedingt konvergent ist.Fr icke, Differential- u. Integralrechnung. II. 9
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130 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [8auch x0 = 0 eintragen und finden unter Zerlegung des links stehenden Integrals in eine Differenz:
iβ≥Ξe-χy0dχ- ('ŝ a→-χy>dx
J x J x
0 0

Vι != arc tg y1 — arc tg y0 - j*cos dy.

y»Da die Exponentialfaktoren links zwischen 0 und 1 liegen und mit wachsendem x ahnehmen, so nähern sich die links stehenden Integrale für lim x1 = + ∞ endlichen Grenzwerten (s. die Betrachtung von S. 66). Auf das letzte Integral rechts können wir, da der Exponentialfaktor im ganzen Integrationsintervalle positiv ist, den zweiten Mittelwertsatz (17) S. 58 anwenden. Mit Rücksicht auf die im ganzen Intervalle gültige Un­gleichung: I cos x i y g∣n x II—⅛k-Ι<1 + i'ιsowie die Gleichung: Vl
/’ t,-χiy<> fi-χιVι

e-χlvdy≈----------- -------icι
Voergibt der Mittelwertsatz:

! Jco8⅜+yi∏x, dy | < (1 + . .

«ToHieraus folgt, daß sich das fragliche Integral für lim x1 = + ∞ der Grenze 0 nähert:
+ 00 +00

Js-^ace~xy° dx — y ~~ e~xyι dx = arc tg yx — arc tg yQ. o oSchreiben wir diese Gleichung in die Gestalt um:
+ 00 +00

t∕⅛~e~ari,° dχ arc ⅛ ‰ = e~xyι dxaxc, tg y1,o oso ergibt sich als für jedes endliche y > 0 gültig:
+ 00(9) Jsl^- e~xy dx = G — arc tg y,Πunter C eine von y unabhängige Konstante verstanden.
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8] Beispiele uneigentlicher Flächen- und Doppelintegrale 131Wir untersuchen jetzt das Verhalten der Gleichung (9) nacheinander für die Grenzubergänge lim y = 0 und lim y = + oo. Da e~xv für ein fest gewähltes y > 0 mit wachsendem x abnimmt, so ist die auf der Teilung des Integration sintervalles durch die Punkte x = λ, 2 π, ⅜π,... beruhende Konvergenzbetrachtung von S. 66 auf das Integral (9) anwendbar. Der damaligen Formel (10) entsprechend findet man hier:
+ oo 2 v — 1 + b λ (2v + 1)λ(10) ('a^e-χydx + ft- Γsi"→-χ*dx

als für jede Anzahl v gültig, wobei ff eine von y und v abhängende Zahl des Intervalles 0<ff < 1 ist. Die Glieder der Summe, welche sich durch­weg auf endliche Integrationsintervalle beziehen, sind nach S. 96 für alle positiven y, unter Einschluß von y = 0, stetige Funktionen von y. Das letzte Glied kann durch ausreichend großes v dem Werte 0 beliebig nahe gebracht werden. Es folgt in bekannter Schlußweise (vgl. z. B. die Entwicklungen in I, 219 ff.) die Stetigkeit des Integrals (10) für alle endlichen positiven y unter Einschluß von y = 0. Da sich der in (9) rechts stehende Ausdruck für lim y = 0 dem Werte C als Grenze nähert, so finden wir: + 00(11) f’^dx-C.0Daß das links stehende Integral einen bestimmten endlichen Wert hat, wurde bereits S. 66ff. festgestellt.Für irgend ein x, das der Ungleichung #>#„>0 mit einem be­stimmt gewählten x0 genügt, ist weiter:lim e~χy= 0.
y = + ooFür lim y = + oo werden also bis auf das noch zu untersuchende erste Glied der Summe in (10) alle Bestandteile der rechten Seite dieser Glei­chung die Grenze 0 aufweisen. Für das erste Glied aber gilt, da sin(r≤az im ganzen Integrationsintervalle zutrifft:

rt n ·
O<f^e-∙>dx<fe-*∙dx-i=^-, 

j χ y0 0so daß sich auch dieses erste Glied für lim y = + ∞ der Grenze 0 nähert. Wir haben somit:
00lim =y = +oo√ x 9*
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132 IV, 8. Integrationen bei mehreren Variablen [θund die Formel (9) liefert also:0 = C — arc tg ∞ = G — C = ~ ·Die Eintragung in (11) ergibt das Resultat:(12) ∕⅛^-⅞∙
0Durch die Formel: X(13) Si(x) = / si^ dx

tJ x oerklärt man die unter dem Namen „Integralsinus“ bekannte nicht-elemen- tare Funktion (vgl. S. 40). Aus (12) folgt, daß diese Funktion Si(x') für lim x = + ∞ den endlichen Grenzwert γ hat*).
9. Integrale mit Parametern. Die Gammafanktion. Alle Punkte(rr, y), deren Koordinaten den endlichen Intervallen:α ≤ £ ≤ ά, c≤ι∕≤iZangehören, bilden einen abgeschlossenen endlichen Bereich B von dei' Ge­stalt eines Rechtecks. In diesem Bereiche sei ∕-(rc, y) eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion. Wie S. 96 bewiesen wurde, ist dann:

6(1) J f(x,y)dx = F(g)
aim Intervalle c ≤ y ≤ iZ eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion von y. Sieht man von der Deutung des y als Ordinate ab, so sagt man auch, in (1) liege ein Integral mit einem „Parameter“ y vor] dieses Integral ist dann, wie wir sahen, eine stetige Funktion dieses Parameters.Wir fragen nun, ob die Funktion F(y) im Intervalle c^,y<Ld auch differenzierbar ist. Dabei setzen wir voraus, daß f(xi y) im Bereiche B eine eindeutige und stetige partielle Ableitung fy(%, y) besitze. Dann können wir für irgend ein y1 des Intervalles c≤2∕1≤<Z bei stehendem % den Ansatz bilden: yi

J y} üy = f(χ, - f(x, c) ·
c*) Auch für die Werte dieser Funktion Si(x) gibt das S. 129 genannte Werk eine Tafel.
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9] Differentiation eines Integrals nach einem Parameter 133Durch Multiplikation mit dx und Integration zwischen den Grenzen a und δ folgt mit Rücksicht auf (1):& y1
J∖ffy(χ> dx = F^ ~ F^·
a cDa nun fy(x, y) in B gleichmäßig stetig sein sollte, so ist (s. S. 100) links Umordnung der Integrationsfolge statthaft; wir erhalten:ξι δ
∙¾) = F(c) +J ∖j fy(x, y} dx) dy.

c aJetzt steht unter dem äußeren Integralzeichen eine stetige Funktion von 
y. Differenzieren wir nach y1, so liefert die Regel (3) S. 55:

6

F'M =ffy∖x,yf) dx.
aDamit ist der Satz bewiesen: Das Integral (1), aufgefaßt als Funktion 

seines dem Intervalle c Ay ≤ cZ angehörenden Parameters y, ist unter der 
Voraussetzung der Existenz einer in B stetigen Ableitung fy'(x, y) nach dem 
Parameter differenzierbar, und zwar auf Grund der Pegel:(2) ⅛> - ∕>⅛> dx,

a

d. h. die Differentiation darf vor der Integration an der Funktion f(x, y) 
vollzogen werden oder die beiden in Bede stehenden Operationen dürfen in 
ihrer Reihenfolge ausgetauscht werden.Die Übertragung der Regel (2) auf uneigentliche Integrale erfordert natürlich stets eine Prüfung der Konvergenz der in Betracht kommenden Integrale. Ein bekanntes und wichtiges Beispiel ist:

4-°°(3) φn(^) ≈ y e~xxy~i (ln xfn dx,owo n irgend eine nicht-negative ganze Zahl sein soll und y einem be­liebig wählbaren endlichen Intervalle 0 < c ≤ y ≤ d angehören möge, dessen untere Schranke c zwischen 0 und 1 liege.An der unteren Grenze des Integrals bleibt xy~1(lnx)n nach I, 195 stetig, falls y > 1 ist, für n = 0 auch noch bei y = 1; dagegen hat diese Funktion den Punkt x = 0 zum Unendlichkeitspunkt, falls y ≤ 1 gilt (natürlich mit Ausschluß des Gleichheitszeichens im Falle w = 0). Nach der»Regel (4) S. 62 ist aber das Integral:
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134 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [θ
(4) aτ1

'βe~xxy~1 (ln x)n dx o(mit einstweilen endlichem rr1) konvergent, da für irgend eine dem Inter­valle 1 — c < v < 1 entnommene Zahl v das Produkt:v + c —1ΛJv(iCy^1(lniκ)n) = xy~c (x n Ιnx)nsich wegen y — c ≥ 0 und der Regel (11) in I, 195 für lim x = 0 der Grenze 0 nähert.Um zweitens das Verhalten des Integrales (4) für lim xx = + ∞ zu untersuchen, knüpfen wir an die in I, 195 bewiesene Gleichung an:(5) lim (⅛-0.
" + “ ∖χ">Hiernach können wir einen Wert rr0> 1 so wählen, daß der in (5) stehende Quotient für alle x > x0 zwischen 0 und 1 liegt. Da das für die Grenzen 0 und x0 berechnete Integral einen endlichen Wert hat, so bleibt nur noch:(6) Je~x xv~1(lnx')n dx = (e~xxv dx

a⅛ *o ∖xn /in seinem Verhalten bei lim x1 = + ∞ zu untersuchen. Da die unter dem Integralzeichen stehende Funktion im ganzen Intervalle positiv ist, so hat das Integral (6) einen positiven, mit wachsendem x1 stetig wachsenden Wert. Dabei gilt zufolge der Auswahl von x0:
≈,1 *1(7) J*e~xxy dx <J*e~xxydx..τ0 ' Xn ' aτ0Wir wählen nun irgend eine der Bedingung:(8) m — y'½>ιn-d>2genügende ganze Zahl m und stellen mit Hilfe der Exponentialreihe (1) in I, 230, der Ungleichung x ≥ rr0> 1 und der Bedingung (8) fest, daß folgende Ungleichungen gelten:∕n∖ r x'n -x m' -x υ m∙ m∙(9) . e>,√> e e χ,<^<T'∙Hieraus ergibt sich:(10) J e-*0dx<m!f%-ml(±-±)<%-

Xq Xq

www.rcin.org.pl



9] Untersuchung eines besonderen uueigentlichen Integrals 135Die hier rechts stehende Zahl ist also eine endliche obere Schranke für die mit wachsendem x1 beständig wachsende stetige Funktion (ß). Damit ist die Konvergenz unseres Integrals (3) bewiesen.Es ist nun auch leicht, die gleichmäßige Stetigkeit der Funktion (3) 
im Intervalle 0 <Zc<^y^d zu beweisen. Man zerlege zu diesem Zwecke das Integrationsintervall durch zwei Punkte x0 und rr1, die der Bedingung 0<⅝<l<¾ genügen sollen, und schreibe:

Xq xl +∞(11) Φn(t∕) = f+f+f e~xxy~1 (∖αx}u dx,0 Xq x±wobei das nur einmal ausgeschriebene Differential bei den beiden ersten Integralen zu ergänzen ist. Das erste Integral ist, absolut genommen, wegen zθ< 1 um so größer, je kleiner y ist. Zufolge der Konvergenz des Integrals können wir nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl d > 0 die Grenze x0 so nahe bei 0 wählen, daß:
Xq Xqi e~xxv~1 (inx^dx I ≤ ∖J e~xxc~1 (ln x")n dx ∣ < δ*0 0für alle y des Intervalles zutrifft. Das dritte Integral in (11), das stets positiv ist, wird wegen xl > 1 um so größer sein, je größer y ist. Wegen der Konvergenz können wir hier xl so groß wählen, daß:

+ 00 + 30θ<∕ e~x xy~x (ln#)” dx ≤e~xxd~1 (lnaf)rao⅛ < d 
xx x1wieder für alle y des Intervalles gilt. Endlich ist das mittlere Integral in (11) stetig, woraus dann nach bekannter Schlußweise die behauptete Stetigkeit von Φjt(t∕) folgt.Sind weiter yQ und yγ zwei der Bedingung c≤‰<2∕1 ≤iZ genügende Zahlen, so folgt aus (11):

Vi. Vl «O +» Vl *1
J ⅛n(y)dy (J +J )dy +J (J e~xxy~1 (lnx)ndx) dy
?/o ∑∕o θ xι Vq a’ound, da im dritten Integrale Umkehrung der Integrationsfolge statthaft ist, so ergibt sich weiter nach Ausführung einer Integration in bezug auf y:

J∕1 JZ1 x0 + oo xl(12) J Q>n(y)dy =J (f + dy +f e-χ(jryL-1-xy°~r) (hix)11-1 dx.
Po Vq 0 Λ,1 XqDas erste Integral rechts ist bei der obigen Auswahl der x0 und x1, ab­solut genommen, kleiner als 2d(iZ-c), kann also dem Werte 0 beliebig
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136 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [9nahe gebracht werden. Das letzte Integral in (12) konvergiert für lim x0 = 0 und lim x1 = + oo, und man findet:(13) j Φw(t∕)⅜ = Φn-1(2∕1)-Φn-1(‰)-
VoBei Differentiation nach der oberen Grenze y1 folgt:, λ dΦn-1(y1)<t>.ω - — iy--Lassen wir den Index bei yi fort und tragen (n+1) an Stelle von n in diese Formel ein, so ergibt sich: Die im Intervalle O<c≤t∕≤<Z durch(3) erklärte Funktion Φnfy) ist differenzierbar, und zwar ist:+ ∞cZΦ («) /‘(14) -~dy~ == ∕ e~xxy~1 (lnrr)w+1 dx,βo

so daß auch hier die Ausführung der Differentiation nach y an der unter 
dem Integralzeichen (3) stehenden Funktion vor der Integration statthaft ist.Die im niedersten Falle n = 0 eintretende Funktion Φo (t/) bezeichnet man durch Γ(ί/): +oo(15) Γ(y)= J e~xxy~^idxound nennt sie die „Gammafunktion“*'). Zur Aufstellung einer merk­würdigen Eigenschaft dieser Funktion folgern wir durch partielle Inte­gration (vgl. S. 13):

yJ e~x xy~1 dx = e~x xy + Je~xxydx.Tragen wir die Grenzen 0 und + oo ein, so verschwindet, da y zwischen den positiven Schranken c und d liegt, e~x xy sowohl an der unteren als an der oberen Grenze. Es folgt somit:
4- ∞ + ∞

e~xxydx = yj e~xxy~1dx, o oworin der nachfolgende Satz enthalten ist: Die für jedes Intervall 0 < c 
<½y ≤ cZ erklärte Funktion Γ fy) hat die Eigenschaft, daß Γ(ι∕-f-1) gleich 
dem Produkte y und Γ(t∕) «sZ;(16) Γ(2, + l) = rΓ(<,).*) Das Integral (15) beißt auch „Eulersches Integral zweiter Art“. Das Inte­gral (15) und einige verwandte Integrale betrachtete Euler in den „Institutiones calculi integralis“; der Name „Eulersches Integral“ und die Bezeichnung Γ rühren von Legendre her.
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10] Die Gammafunktion 137Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergibt sich weiter für jede positive ganze Zahl (m— 1):(17) Γ(ι∕ + m — 1) = (y + m - 2) (// + m - 3) · · · (?/ + l)y ∙ Γ(y).Da Γ(1) = 1 aus (15) durch Ausführung der Integration unmittelbar folgt, so ergibt sich, wenn man in (17) für y den Wert 1 einsetzt, das auch schon aus (7) S. 65 hervorgehende Resultat: Die Werte der Gammafunk­
tion für die positiven ganzzahligen Argumente sind:(18) . Γ(l)-1, Γ(2)-l!, Γ(3)-2!, Γ(4) = 3!, ■·, Γ(m)≈(∞-l)l,..∙. Da die zweite Ableitung Γ"(t∕) = Φ2(t∕) im ganzen Intervalle positivist, so ist Γ'(y) = Φ1 (y) eine mit wachsendem y beständig wachsende Funktion. Die Funktion Γ(?/) hat demnach für positive Argumente y nur 
ein einziges zwischen 1 und 2 (und übrigens nahe bei t∕==l,46) gelegenes 
Minimum*) und nähert sich, wie aus den Formeln (16) ff. leicht folgt, sowohl 
für lim y = 0 als für lim y = + ∞ der Grenze + oo. Die einfachsten Mittel zur ausführlichen Untersuchung der Gammafunktion liefert übrigens erst die Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Variablen.10. Die Integralsätze von Gauß und Stokes. Eine in der #,$/-Ebene gelegene Kurve K habe überall eine mit dem Berührungspunkte stetig veränderliche Tangente und damit eine Bogenlänge, deren Maßzahl wir s nennen; die Richtung, in welcher s längs der Kurve wächst, sei beliebig, aber fest gewählt. Fassen wir die Ko­ordinaten x, y der Kurvenpunkte alsFunktionen von s auf (vgl. 1,332), so gilt:

dx dy .~τ~ = cos a, j— = sm a,ds , ds ,wo α der Winkel der in der Richtungwachsender s genommenen Kurventan­gente gegen die positive rr-Achse ist(man veranschauliche sich die Verhält­nisse an Fig. 28). Mit dem Symbol v bezeichnen wir die Normale der Kurve im einzelnen Punkte und zwar in der Richtung, die durch Drehung der gewählten Tangentenrichtung um den Winkel + ~ ent­steht. Der durch (v, x^) zu bezeichnende Winkel dieser Normalen gegen die positive x-Achse ist dann:
(v, x) = a + -J ,*) S. die Tafel der Gammafunktion für das Intervall l<w<2 in dem S 129 genannten Werke S. 31.
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138 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [10und wir können die beiden oben angegebenen Gleichungen ersetzen durch:(1) ^y = sin(v, λ:), -∣∣ =----- cos (v, s).Es sei jetzt weiter in der x,«/-Ebene ein endlicher Bereich B vorge­legt, auf dessen Randkurve K wir die vorstehenden Bestimmungen be­ziehen wollen. Dabei soll statthaft sein, daß der Rand K von B aus mehr als einem geschlossenen Kur­venstücke besteht, wie z B.inFig.29 aus zweien. Man bezeichnet als 
positiven Umlaufssinn um den Be­reich denjenigen, bei dem man den Bereich selbst zur linken Hand hat. Für die beiden geschlossenen Kur­venstücke der Fig. 29 ist durch einige längs dieser Stücke ange­brachte Pfeile der positive Umlaufssinn an gedeutet. Wählen wir s als in dieser Richtung wachsend, so wird die oben vereinbarte Richtung der Nor­malen v nach dem Bereichinneren weisen.Wir verstehen nun unter 1ψ(x, y) eine im abgeschlossenen Bereiche B eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion, die daselbst eine ebensolche Ableitung Vχ(ic, y) besitzt. Das auf B bezogene Flächenintegral von 

ψx(x, y)dω wollen wir dann nach (8) S. 100 als Doppelintegral:
(2) d Λi(y)

i⅛(a>, y)dω =j* (f ψx(x, y) dx^ dy

c Λ1(jz)schreiben. Dabei haben wir das innere Integral der damaligen Verab­redung entsprechend nötigenfalls als ein Symbol für eine Integralsumme zu fassen. So ist z. B. für das in Fig. 29 eingezeichnete y als inneres Integral die Summe: χ, x„ x^
J ψxdx 4- J ψχdx +tf"'Ψχdx

Xχ Xieinzutragen. Da wir übrigens unter dem Integral die Ableitung von ≠(rr) nach x haben, so ist die Integration ausführbar, und wir finden, indem wir die vorstehende Betrachtung gleich allgemein fassen:
(3) j ψx(x,y)dω = ------- ------------------------------)⅜∙
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lθ] Umwandlung eines Flächenintegrals in ein Linienintegral 139In dem rechts stehenden Integrale, das sich auf lauter Punkte (#, y) der Kurve K bezieht, soll s als unabhängige Variable eingeführt werden. Dabei beachte man, daß an den Austrittsstellen (a⅛, y), (x2', y),∙∙∙ der zur 
x-Achse parallelen Geraden der Ordinate y aus B die Richtung wachsen­der s nach oben, d. h. in der Richtung wachsender y weist, nicht jedoch an den Eintrittsstellen (xl, y), (xi', y), ∙ ∙ , (s. Fig· 29). Wir kehren dem­nach für die negativen Glieder in (3) rechts die Integrationsrichtung, welche zunächst die Richtung wachsender y hat, um:

d c(4) ( Cι⅛dω = j∖^'ψ{x2,y) + ^^2∖y') + ∙∙∙}dy+j(Wu2∕)+V≤ 2∕)+∙∙∙) ⅜
c dHierdurch erreichen wir, daß bei Einführung von s als der Integrations­variablen in jedem Falle nach (1):(/?/ = ^ (Zs ■= — cos (v, x) dszu setzen ist. Dabei erschöpfen wir gerade die ganze rechte Seite von (4), 

indem wir das „Linienintegral“ (s. S. 91) von — ψ(x, y) cos (v, x) ds über 
den gesamten Band K von B im positiven Umlaufssinne hinführen:(5) i ψχ(x, y')dω == — I ψ(x, y) cos (v, x) ds.

Diese Gleichung wandelt unter der Voraussetzung eindeutiger und stetiger 
Funktionen ⅛>, ψl∙ das links stehende „Flächenintegral“ in ein „Linieninte­
gral“ um. An Stelle der Gleichung (5) schreibt man auch etwas kürzer:(B)∕∙ (K)f*(θ) J ψχ(%, y}dω= J ψ(x, y) dy,wobei natürlich unter dy das zur Stelle (x, y)der Kurve K und zum Differential ds der­selben gehörende Differential der Ordinatezu verstehen ist.*)Der gewonnene Satz bleibt auch dann gültig, wenn die Bandkurve K von B Fin­
knickungen in endlicher Anzahl besitzt. So liegen z. B. in Fig. 30 zwei Einknickungen vor, die K in die beiden Teile K' und K zerlegen. Das auf K bezogene Linienintegral f⅛∙ 3θ∙*) Für die hier auftretenden Linien- oder Kurvenintegrale benutzen wir, waa sofort verständlich sein wird, eine symbolische Bezeichnung ähnlich derjenigen der Flächenintegräle, indem wir die „Integrationskurve“ K als oberen Index an das Integralzeichen setzen.
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140 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [10ist dann einfach die Summe der beiden auf K' und K" bezogenen Inte­grale. Die beiden der x-Achse parallelen Geraden der Ordinaten y1 und y2 (s. Fig. 30) zerlegen B in drei Teilbereiche B1, B2, B3, für die einzeln die durch geführten Rechnungen in Kraft bleiben. Für die geradlinigen Randstücke dieser Teilbereiche liefert freilich die Formel (4) keine Be­standteile der Randintegrale, doch würden diese Bestandteile, wenn wir sie auf den rechten Seiten der Gleichungen:(¾)f, r ' (¾)∕1J -ψx(x, y) dω == — I -ψ(x, y) cos (v, χy) dshinzudenken, doch wegen (v, re) = verschwinden. Die Summe der dreivorstehenden Gleichungen liefert nun einfach den Satz (5) für unseren Bereich B.Benutzt man an Stelle von (2) das Doppelintegral, bei dem die Inte­gration nach y vorangestellt ist, so gelangt man für eine Funktion φ (re, y), 
die mit ihrer Ableitung φ'y(x, y) in B eindeutig und gleichmäßig stetig ist, 
zur Gleichung:

wΓ , wΓ
∕ cPy(%> y) dω = — I φ(x, y) sin (v, x) ds

oder in kürzerer Schreibweise:G) J φv(x, y)dω = — j φ(x, y) dx.Durch Subtraktion der Gleichung (7) von (6) stellen wir noch die bald zu benutzende Gleichung her:(W‘ X(8) j fψχ-φy)dω = I (φ(x,y)dx-fψ(x,y')dy).Der „Gaußsche Integralsatz“*) ist der dem Satze (5) entsprechende, auf räumliche Bereiche B bezogene Satz. Der Anschaulichkeit halber legen wir zunächst einen endlichen räumlichen Bereich B mit einer ovalen Oberfläche 0 zugrunde, welche überall eine bestimmte, mit dem Berührungspunkte stetig veränderliche Tangentialebene hat. Die Funk­tion φ(x,y,z') sei im abgeschlossenen Bereiche B eindeutig und gleich­mäßig stetig und besitze daselbst eine ebensolche Ableitung φx(x, y, z). Mit Benutzung des dreifachen Integrals (4) S. 115 schreiben wir dann:δ <72(js) Mi/,«)(9) (j φ'x(x, y, z^) dt = f φx(x,y, z')dx'}dy^dz.

a <71(i) hi(y,z}*) S. die Abhandlung „Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum etc.“ in Gauß’ Werken Bd. 5, S. 3.
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10] Umwandlung eines Raumintegrals in ein Flächenintegral 141Die Bedeutung der Integralgrenzen mache man sich an Fig. 31 klar. Die zur x-Achse parallelen Tangenten von 0 liefern einen 
B umschriebenen Zylinder, welcher in der ι∕,,s-Ebene die aus den beiden Teilkurven 
y = gx (#) und y ≈g2 (F) zusammengesetzte Kurve ausschneidet. Sie umgrenzt einen der i∕7^-Ebene angehörenden Bereich, der mit B' bezeichnet werden möge. Der Zylinder berührt die Oberfläche 0 längs einer Kurve K, welche 0 in zwei Teil­oberflächen O1 und O2 der Gleichungen xi = h1 (y, z^) und x2 = ⅛2 (y, z) zerlegt.Es ist nun erstlich das innere Integral (9) sofort ausführbar:My,*)J φx(x,y,z)dx = y(x2,y,z) — φ(⅜M),wo x2 = Ä2 (y, z) und x1 = Λ1 (y, z) zu setzen ist. Damit aber können wir das Integral (9) in die Differenz zweier auf B' bezogenen Flächeninte­grale um wandeln:(B)∕* z (ß')f (sγ(10) I φ'c(x,y,z)dτ = φ(x2,y,z) da — I φ(x1,y,z) da'.Da (%,i∕, #) θiu Punkt der Teiloberfläche 02 ist, so erscheint es am Platze, das erste Integral in (10) rechts in ein auf O2 bezogenes Flächenintegral zu transformieren. Um die Gleichung (15) S. 123 und die damaligen Voraussetzungen anwenden zu können, ziehen wir zunächst die Randkurve von B' ein wenig zusammen und bilden damit einen den Rand von B' nirgends erreichenden Teilbereich B' von B', der die Teiloberfläche O2 von O2 liefere*). Wir haben dann als Gleichungen (17) S. 113 von O2:

x = h2 (w, v), y = u> z = vin (15) S. 123 einzutragen und finden als dem „Ebenendifferential“ dω' 
== dudv = dy dz entsprechend das Flächendifferential dω von O2:(Π) d<a-]∕ι + (£)’ + (¾)2bra'=y 1 + (⅛)2 + (⅛)2bo'.Nun gilt aber, wenn wir die nacli dem Bereichinneren gerichtete*) Die Maßregel ist nötig, weil, wie wir sogleich sehen werden, der erste Faktor auf der rechten Seite von .(15) S. 123 gegen den Rand von B hin nicht endlich bleibt.

www.rcin.org.pl



142 ZV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [ioOberflächennormale durch das Symbol v und den Richtungswinkel von v gegen die positive Achse mit (v, x) bezeichnen, nach I, 327:cos (v, x) =------- , --1- — ·

½+(S)÷(⅛)Die Gleichung (11) kann also in die Gestalt gesetzt werden:
da' = — cos (v, x) da,und wir erhalten:(k,)∕i (o2)ziI φ (x2, y, z)da'= — I φ(x2, y, #) cos (v, x) da.Beide Integrale bleiben stetig, wenn wir B' jetzt wieder zu B' und ent­sprechend O2 zu O2 wachsen lassen, so daß die Gleichung besteht:

(B')fl r lojf∕ 95(⅜> Vι z)da, = — ∕ cρ(x2, y, z) cos (v, x)da.Auf demselben Wege findet man:(B')∕, (0ι)∕l∕ φ(z1, y, z)da = + I φ(xi, y, z) cos (v, x")da.Damit gewinnen wir aus Gleichung (10) den auf den räumlichen Bereich B 
mit der Oberfläche 0 bezogenen „Gaußschen Integralsatz“:

(B)f* (0)/»(12) I φtc(x, y, z) dτ = - J <p(x, y, z) cos (v, x) da,

der das links stehende „Baumintegral“ in ein „Flächenintegral“ umwandelt. Es ist nun die Frage, wie weit wir die Voraussetzungen über dieGestalt der Oberfläche 0 von B verallgemeinern dürfen. Wie bei ebenen Bereichen können wir auch die vorstehenden Rechnungen ohne Mühe in dem Falle durchführen, daß das innere Integral (9) als eine Integralsumme anzusehen ist. Die Oberfläche 0 des endlichen Bereiches B mag demnach 
irgendivie gestaltet sein, wenn sie nur überall eine mit dem Berührungspunkte 
stetig veränderliche Tangentialebene hat oder auch (wie wir sogleich hinzu­setzen) aus einer endlichen Anzahl von Teiloberflächen 0', 0", · · · besteht, 
die diese die Tangentialebenen betreffende Bedingung erfüllen. Es mag also 
0 ein „Polyeder“ mit einer endlichen Anzahl krummer Teilflächen sein. Das Flächenintegral (12) ist dann einfach die Summe der auf die Teil­flächen bezogenen Integrale. Den letzten Teil des ausgesprochenen Satzes wolle man sich durch Übertragung der an Fig. 30 angeschlossenen Be­trachtung veranschaulichen. Durch jeden Kantenpunkt des Polyeders 0 lege man die zur x-Achse parallele Gerade. Dadurch wird B in eine endliche Anzahl zylindrischer Teilbereiche Bi, B„, ·· · der Oberflächen 
O1,02,.. • zerlegt, für welche die Gleichungen:
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10] Gaußscher Integralsatz 143
{Bi)i* f χ (0iψ

l cp'x(x, y, z') dτ = — ∕ φ(x, y, z) cos (v, x) dωwie oben leicht beweisbar sind. Dabei mag rechter Hand in jedem Falle der auf den Zylindermantel bezogene Teil des Oberflächenintegrals, der ja wegen (r, x) = ~~ verschwindet, hinzugesetzt werden oder nicht. DieSumme der vorstehenden Formeln liefert den Satz (12) für unseren jetzigen Bereich B.Die Übertragung der Formel (5) aus der α,ι∕-Ebene auf eine krumme Fläche liefert den „Tntegralsatz von Stokes“*). Bei der Transformation kommen die Formeln (17)ff. S. 113 zur Verwendung. Zur Darstellung der krummen Fläche seien die Formeln (17) S. 113 mit den beiden unab­hängigen Variablen u und v zugrunde gelegt; doch wollen wir, um die Bezeichnungen φ, ψ, χ in anderem Sinne gebrauchen zu können, die Ko­ordinaten der Flächenpunkte (x, y, z) als Funktionen von u und v einfach 
x(u,v), y(u,v), z(u,v) schreiben. Auf der Fläche denken wir einen end­lichen abgeschlossenen Bereich B eingegrenzt, dessen Rand mit K be­zeichnet werde. Die Fläche soll zunächst in B überall eine bestimmte und mit dem Berührungspunkte stetig veränderliche Tangentialebene haben. Ebenso habe K überall eine bestimmte stetig veränderliche Tan­gente und damit eine Bogenlänge, oder es soll doch K aus endlich vielen Stücken bestehen, von denen dies gilt. In der w,v-Ebene entspreche dem Bereiche JB der endliche Bereich B' mit der Randkurve K'. Wir verab­reden einen positiven Umlaufssinn um B' genau wie oben (S. 138), indem wir x durch w und y durch v ersetzen**). Diesen positiven Umlaufssinn übertragen wir auf die Umlaufung von B und wollen alsdann sogleich in B die Normalen der krummen Fläche in der Richtung aufgepflanzt denken, daß der Umlauf um B im positiven Sinne mit der Verschiebung 
in Bichtung der auf gepflanzten Normalen eine „rechtsgängige“ Schrauben­
bewegung liefert***).*) Vgl. Stokes „Mathematical and physical papers“, Cambridge 1906, ßd. 5,S. 320. habe gegen die positive Achse der**) Die positive Achse der Ordinaten v Abszissen u die übliche Orientierung.***) Vgl. „A. G.“ S. 92. Bei der üblichen An­ordnung des räumlichen Koordinatensystems (positive rc-Achse nach rechts, positive ι∕-Achse vom Beschauer fort, positive z-Achse nach oben gerichtet) wird eine rechtsgängige Schrauben­bewegung zusammengesetzt aus einer Trans­lation in der Richtung der positiven z-Achse und einer Drehung um diese Achse, bei der die positive a>Achse nach der positiven y- Achse bewegt wird. S. Fig. 32.
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144 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [10Im Bereiche B soll nun eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion φ(x, y, z) gegeben sein, die in jedem Punkte {x,y,z} von B partielle Ableitungen φ'x, φ'ι,, φ'z besitzt*), welche in B gleichfalls ein­deutig und gleichmäßig stetig sind. Man bilde alsdann das auf die Kurve 
K in der Richtung des positiven Umlaufs bezogene Linienintegral:

mΓ wΓ dx
J ψ(%, y, dx =J φ(x, y, z) ds.Hierbei gilt, wenn wir u und v als unabhängige Variable einführen und mit s die Bogenlänge von K' bezeichnen:

dx __  /dx du dx dv∖ d   /dx du dx dv\ , ,
ITs c(s = \dd ~ds + FF ds) as = \dd d? + FF FF√ cls ’woraus für das angesetzte Linienintegral folgt:

''κ',Γ / \ f~κr,Γ( dx du dx dv∖ , ,
J φ(x, y, + ä7) dsoder in abgekürzter Schreibweise:
iy, ^dx== J^^τldu + rP^-dv) ■Das letzte Integral läßt sich nun auf Grund von (8) in ein auf B' bezogenes Flächenintegral umwandeln; wir erhalten:

'λ7 / \ 7 ψ( d ∕ dx∖ d / dx\\ -j ,
J <f(x, y, ι)dx = j (φ (φ g-)) dωoder bei Entwicklung der rechten Seite unter Benutzung der Regel (5) ’ Jφ⅛ y, ή dx '(«ί g) da/.Nun ist aber:

dφ rdx . rdy . , dz dφ , dx , dy . , dz
dd = dd + dd ÷ du’ d^^cfjχdv+cpι-'dv+φsd^>so daß sich, wenn wir unter D(x, y), · · · die Funktionaldeterminanten (S. 102) verstehen, die Gleichung:

mr (Β'Ψ
lφ(χ,y,z)dx = I (— <p'yD(x,y) +· φ'sD(p,x'f) da'findet. Endlich vermittelt wieder die Formel (15) S. 123, der wir hier die Gestalt zu geben haben:

dω = -[-yi)(y, z)2 + D(z, x)2+B{x, y)2dω',*) Dies setzt natürlich voraus, daß φ(x, y, z") auch in der räumlichen Nach­barschaft von JB gegeben ist.
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10] Entwicklung des Satzes von Stokes 145den Übergang zum krummflächigen Bereichei?, dessen Flächendifferential 
dω ist. Unser auf den Rand K von B bezogenes Linienintegral läßt sich also in ein auf B bezogenes Flächenintegral verwandeln:äs) __da.

Die Formel läßt sich noch ein wenig kürzer schreiben. Bezeichnen wir die vorhin im einzelnen Bereichpunkte (x, y, z} errichtete Flächen­normale symbolisch durch v, ihre Richtungswinkel gegen die positiven Achsen aber mit (y, x\ (y, y), (y, z\ so gilt nach (8) in I, 327:cos (y, x) : cos (y, y) : cos (y, z) = B (y, z) : D(z, x) : B(x, y).Indem wir die positiv genommene Wurzel im Nenner der rechten Seite von (13) mit W bezeichnen, gilt demnach:(14) cos (v,a) ≈± cos(v,y)≈±^⅛, cos (v,s) == ±wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen gelten. Die Vorzeichenbestimmung geschieht auf Grund einer Kontinuitätsbetrach­tung. Drehen wir das Achenkreuz stetig um den Nullpunkt, so gelten, da die drei Kosinus (14) nie zugleich verschwinden, beständig die glei­chen Vorzeichen. Man drehe nun so, daß die positive z-Achse parallel und gleichgerichtet mit der Flächennormale v im Punkte ix, y, z) wird, und daß die positive rc-Achse parallel und gleichgerichtet zur Tangente der durch (x, y, z) hindurchlaufenden Kurve Kυ (s. S. 123), in Richtung wachsender u genommen, ausfällt. Dann gilt an der betrachteten Stelle (vgl. 1, 327):
~>0, ⅛ = o, ⅛>0.
OU ’ du ,GV

Die letzte Ungleichung ist eine Folge unserer Vereinbarung über die Wahl 
der Richtung der Normalen v; die Richtungen der Kurven Kυ, Ku (ge­nommen nach Seiten wachsender u, v) und die Normale v bilden ein „Rechtssystem“ (s. „A. G“, S. 92), wie die positiven Achsen x, y, z. Da nun nach vollzogener Drehung cos (v, z) = + 1 wird, so gilt zufolge der 
Auswahl der Richtung der Flächennormalen v in der dritten Gleichung(14) rvnd also in allen dreien das „obere“ Vorzeichen.Die Gleichung (13) nimmt jetzt die Gestalt an:(15) J*φ(x, y, z) dx = J(—φy'cos (v, z) + φi'cos (y, yf) dω.Zwei weitere Funktionen ^(ir, y, zy), χ(x, y, z) mögen mit ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung im Bereiche B dieselben Bedingungen be-Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 10

www.rcin.org.pl



146 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [Hfriedigen wie φ(x,y,zj. Unter zyklischer Vertauschung der x, y, z haben wir dann die beiden (15) entsprechenden Gleichungen:
∕ ψ (x, y, z~)dy = J (— ι∣>,' cos {v, x) + ^a∕ cos (r, zf) da,

(K)P (Βψ
J % (?, y, zy)dz≈ J (— χx' cos (v, y") + χy cos (v, xf)dω.Durch Addition aller drei Gleichungen folgt als Ausdruck des „Stokesschen 

Satzes“:(16) J (epdx + ψdy + χdz) =(B)Zi
j {⅛'- Ocθs (M+(φ∕- %√)cθs <⅛)+(Ψ*'- fr>y")cos M1d a!

Diese Formel wandelt das links stehende auf die geschlossene Daumkurve 
K bezogene „Linienintegral“ in ein „Flächenintegral“ um, das sich auf 
einen in K eingespannten krummflächigen Bereich B bezieht; die Richtung 
der Normalen v bildet, um diese wichtige Voraussetzung zu wiederholen, mit 
der Umlaufsrichtung des Linienintegrals eine „Rechtsschraube“.Der Satz gilt übrigens auch dann, wenn B eine „Polyederfläche“ mit 
endlich vielen Teilflächen B1, B2, .. . der Randkurven Ki, Kf, . . . ist, so­
fern er nur für jede dieser Teilflächen gilt. Bei der Addition der auf die einzelnen Teilflächen bezogenen Formeln (16) heben sich nämlich je die beiden Linien integrale, welche zur einzelnen Polyederkante gehören, gegen­seitig fort, da jede Kante zweimal und zwar in entgegengesetzten Rich­tungen als Integrationshahn dient.11. Integration vollständiger Differentiale. Hat die in einem end­lichen Bereiche B der x,y-Ebene eindeutige Funktion f{x,y} daselbst partielle Ableitungen ff und ff, so heißt nach (7) in I, 151 die Summe:(1) df(x,y} = ff(x,y}dx + ff(x,y'}dydas zur Stelle (x, y) und zu den dx, dy gehörende „vollständige Differen­
tial“ von f(x, y). Existieren in B auch noch stetige Ableitungen ffe'y und 
ffx, so sind diese nach (5) in I, 163 miteinander identisch:(2) fχy(fc,yj = ffx{x,y).Die Umkehrung dieses Prozesses der Bildung eines vollständigen Differentials (1) führt zur Aufgabe der Lntegration vollständiger zweiglie­
driger Differentiale, die wir näher so zu bezeichnen haben: Es sei ein Differentialausdruck:(3) φ(sc, y)d% + ψ(x,y)dy
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11] Satz von Stokes. Integration vollständiger Differentiale 147mit Funktionen φ(x,y) und ≠(,r, y) vorgelegt, die in einem endlichen Bereiche B eindeutig und gleichmäßig stetig seien. Wir nehmen an, daß in B die Ableitungen φy'(x, y) und ψx'(x, y) existieren und stetig seien. 
Soll es alsdann eine Funktion f(x, y) geben, von der der Ausdruck (3) das 
vollständige Differential ist, so müssen der Gleichung (2) entsprechend jeden­
falls die Funktionen φy und ψx' identisch sein:(4) <(¾2∕) = V√(*,2∕)∙Wir können nun folgenden Satz beweisen: „Unter der Bedingung(4) existiert eine bis auf eine additive Konstante bestimmte, freilich nicht 
immer eindeutige Funktion f{x, y), von der der Ausdruck (3) das voll­
ständige Differential ist.Wir beweisen zunächst die behauptete Bestimmtheit der Funktion 
f(x, yj. Ist neben f(x, y) auch noch g(x, y) ein „Integral“ des Differentials(3), wie wir kurz sagen wollen, so stimmen die partiellen Ableitungen beider Funktionen in B überein, so daß F(x, y) = g(x, y) — f(x, y) da­selbst eine Funktion darstellt, deren partielle Ableitungen Ff(x, y) und 
Fy'(x, y) in B existieren und zwar überall verschwinden. Sind nun (x,yy) und (x + Ax, y) zwei Bereichpunkte, deren Verbindungsgerade ganz dem Bereiche angehört, so ist die zugehörige „Differenz der Funktion F(x, y)“:

AF(x, y) = Fx(x + Q∙Ax, y) Ax = 0.Entsprechendes gilt für einen zur y-Achse parallelen Weg des Bereiches Wir nehmen nun an, daß es möglich ist, 
durch „treppenförmige“ Wege (s. Fig. 33) 
mit endlich vielen abwechselnd zu den Achsen 
parallelen Geradenstücken von einem ersten 
Punkte P1 zu „jedem“ anderen Punkte P2 
des Bereiches B hin zu gelanyen. Dann ist einleuchtend, daß F{x, y) in allen Punk­ten von B gleiche Werte hat und also imganzen Bereiche konstant ist. Dies heißt aber, daß g(x, y) und f(x, y) nur um eine additive Konstante verschieden sind.Es sei weiter zunächst der Bereich B durch einen einzigen geschlosse­
nen Kurvenzug berandet. In einem ersten Bereichpunkte (a, b) schreiben wir den Funktionswert f(a, b) willkürlich vor und ziehen von diesem Punkte nach einem beliebigen anderen Bereichpunkte Qr1,t∕1) eine erste Kurve K1 mit einer Bogenlänge s. Wir bilden für die Integrationsrichtung von (a, &) nach (x, y) das Linienintegral des Differentials (φdx + ψdy) und fügen den gewählten Funktionswert ∕*(α, &) hinzu:(5) ∕,(α,δ)+c 1J(<p(x,y) dx + ψ{x,y) dyj = f(a,b) +( (φ⅛ + 1∣,t⅛y) ds.

io*
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148 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [11Es besteht dann der wichtige Satz, daß dieser Ausdruck für alle in B 
wählbaren Kurven zwischen (a, 6) und (x1,yf) einen und denselben, nur 
von {x1, yf) abhängigen Wert hat. Irgend eine zweite in der Richtung von (a, &) nach (rc1, yf) gezogene Kurve möge durch + K2 bezeichnet sein; soll sie indessen in umgekehrter Richtung durchlaufen werden, so möge sie durch das Symbol — K2 bezeichnet werden. Dann ist zunächst einleuchtend, daß:(-*2)∕, (-t∙*1)∕∙

l(cpdx + ψ dy) == — l(φdx + ψ dy)gilt. Nun bilden aber die Kurven + K1 und — K2den Rand eines Teilbereiches Bo von B, und zwar liegt bei der Anord­nung der Fig. 34 der positive Umlauf um J5θ vor*). Nach (8) S. 140 gilt also die Gleichung:
(B<,)Λ (+κl-κ2)('
J (ψχ — <Py')dω = J (φdx + ψ dy).Zufolge (4) verschwindet aber das links stehende Integral. Unter Zerlegung der rechten Seite folgt also mit Rücksicht auf die vorletzte Gleichung:

(*1)∕s (κ2ψ0= i (φ dx + ψ dy) — I (φ dxψ dy),woraus die Unabhängigkeit des Wertes (5) von der gewählten Kurve einleuchtet.Wir schreiben nun bei beliebig gewählter Kurve K:
2/i)(φ(α, y^) dx + ψ(x, yj)dy≈ f{x1, i∕1)

(«> b)
und haben damit bereits die nach Auswahl des Wertes f(a, &) in B ein­
deutig bestimmte Funktion f(x1, y1) gewonnen, deren Ableitungen:(7) = =
sind, deren vollständiges Differential also der vorgelegte Ausdruck (3) ist. Benutzen wir nämlich z. B. bei der Berechnung von f(xt + Ax, y1) zu­nächst dieselbe Kurve wie in (6) und sodann die Verbindungsgerade der Punkte (x1, yl) und (x1 + Ax, yi), so ist:

aτ1 + U x

f{xx + Ax, y1) - f(xl, y1) =§φ(x, y1) dx

*) Es kann natürlich auch der negative Umlauf vorliegen. Überkreuzen sich übrigens die Kurven Ki und Ki, so hat man die folgende Betrachtung aut mehrere Teilbereiche Bo zu beziehen.
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11] Integration zweigliedriger vollständiger Differentiale 149und also auf Grund des ersten,Mittelwertsatzes (S. 57):
‰ + Λx, i∕1) - f(x1, f∕1) = φ(¾ + # dx, y1) ∠Zx,woraus die Behauptung folgt. Daß aber die Funktion f(xx, y1) im Punkte (a, &) den Wert f(a, &), den wir vorschrieben, annimmt, ist unmittelbar aus (6) einleuchtend.Besitzt der Bereich B mehr als eine Randkurve oder ist er, wie man sagt, „mehrfach zusammenhängend“, so ist der Schluß auf die Eindeutig­keit der Funktion (6) nicht mehr mög­lich. Zwar werden z. B. im Falle der Fig. 35 die Kurven Kl, K2, von denen 

die zweite aus der ersten durch stetige 
Verschiebung im Inneren des Bereiches 
B gewinnbar ist, gleiche Integralwerte liefern, auch eine Funktion f(xx, yf) erklären, die den Gleichungen (7) ge­nügt. Ob aber z. B. die Kurve Kf, wel­che jenseits der durch den inneren Randeingeschlossenen Bereichlücke verläuft, denselben Wert f(xi,yf) liefert, bleibt unentschieden. Tatsächlich gelangt man hier in das Gebiet mehr­
deutiger Funktionen f(x, y), auf das wir jedoch nicht weiter eingehen können.Für die Berechnung des Integrals (6) bedient man sich zweckmäßig eines treppenförmigen Weges wie in Fig. 33, wobei dann längs jedes Geradenstückes eines der Argumente konstant ist und nach dem anderen allein zu integrieren ist. In besonders elementaren Fällen, wenn z. B. die 
φ(x,y), Ψ(∙xby) einfache, in der ganzen x, ι∕-Ebene erklärte Funktionen sind, kann man sich auch unbestimmtei* Integrale auf Grund folgender Schluß weise bedienen. Erstlich ist:

fφ{x,y') dx + %(?/),wo die Integration bei konstantem y auszuführen ist und χ(ι∕) irgend eine Funktion von y allein bedeutet, eine Funktion von x und y, deren partielle Ableitung nach x mit φ (x, y) identisch ist. Soll die Ableitung nach y mit φ (x, y) identisch sein:'φθ, 2Z) d% + %⅜) = y\so brauchen wir nur %(4∕) der Bedingung:
∂ c(8) %'(*/) = ψ(⅛, y) - φ (x, y) dx
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150 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [11entsprechend zu wählen. Man beachte dabei, daß rechts zwar in den ein zelnen Gliedern x auftritt, in der ausgerechneten Differenz aber x nicht mehr vorkommt. Die Ableitung der rechten Seite von (8) nach x ist nämlich (bei Umkehrung der Differentiationsfolge im zweiten Gliede, s. (5) in I, 163): J /.} f . X . , 8φ , , ,
und ist demnach zufolge (4) mit 0 identisch; der Wert der rechten Seite von (8) ist also von x unabhängig. Durch Integration des in (8) gege­benen Ausdrucks für χ'(i∕) in bezug auf y gewinnt man χ(τ∕) und damit die gesuchte Funktion f(x, y) in der Gestalt:(9) f(x, y) =Jφ(x, y)dx + J (φ(x, d*) dV +unter C eine Konstante verstanden.Ein paar Andeutungen über den nächst höheren Fall dreier unab­hängiger Variablen mögen sich hier noch anschließen. Es sei ein drei­gliedriger Differentialausdruck:(10) φ(x,y,z}dx + ψ(x,y,s}dy + χ(x,y,z}dzvorgelegt, gebildet mit Funktionen φ, χ, die in einem räumlichen Be­reiche B eindeutig und stetig seien. Soll derselbe das vollständige Diffe­rential einer Funktion f(x, y, z) sein, so müssen der Bedingung (4) ent­sprechend die partiellen Ableitungen der φ, ψ, χ, die wir als existierend annehmen, die Gleichungen befriedigen:(11) 9√=V0 ≠∕β√, ‰'β9√∙Zur Integration des Ausdrucks (10) bilde man den der Gleichung(6) entsprechenden Ansatz:

(χι) ⅛,ι > zι)(12) f(a, b,c)+J∖'(ydx + ≠dy + χdzj = f(x1, y1, zf),

(a, b, c)wo der Funktionswert f(a, b, c) im Punkte (a, b, c) willkürlich vorge­schrieben sei und das Integral längs einer von (a, b, c) im Innern des Bereiches B zum Punkte (¾, f∕1, ⅞) führenden Kurve K1 zu erstrecken ist. Hier besteht dann der Satz, daß der Integralwert jedenfalls immer 
dann von der Wahl der Kurve Kl unabhängig ist, wenn für „jede“ ge­
schlossene Kurve K des Bereiches B das Linienintegral:

Wi'(13) j (φdx + ψdy + χdz')

den Wert 0 hat. Wählen wir nämlich statt K1 eine andere von (a, b, c)
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11] Integration dreigliedriger vollständiger Differentiale 151nach (x1, y1, 01) laufende Kurve K2, so wird K = + K1 — Ki eine solche geschlossene Kurve liefern, und die weiteren Schlußfolgerungen sind dann einleuchtend. Auch erkennt man wieder in der nunmehr eindeuti­gen Funktion (12) das gesuchte Integral des Ausdrucks (10).Das Integral (13) wird aber stets dann verschwinden, wenn sich in 
die geschlossene Kurve K eine nur durch K herandete Fläche einspannen 
läßt, die ganz in B liegt. Wenden wir nämlich auf diese Fläche den Stokesschen Satz (16) S. 146 an, so verschwindet zufolge (11) die rechte Seite dieser Gleichung und damit das Integral (13). Hat z. B. der räum­liche Bereich eine einzige ovale Randfläche, so erscheint die Einspannung einer solchen Fläche in K stets möglich. Anders liegen z. B. die Ver­hältnisse bei einem Bereiche B, der eine ringförmig geschlossene Röhre darstellt. Hier erkennt man sofort die Existenz von geschlossenen Kur­ven K, in die sich keine nur durch K berandete ganz in B liegende Fläche einspannen läßt. Entsprechend hat man hier das Auftreten von mehrdeutigen Funktionen (12) zu erwarten.
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Abschnitt V.Anwendungen der Integralrechnung.
Kapitel I. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung.1. Die Bogenlängen der Kurven. Eine ebene Kurve sei in recht­winkligen Koordinaten durch eine Gleichung y = /*(#) gegeben. Ist f(x) im Intervalle x0 ≤ x ≤ x1 eindeutig und differenzierbar, so hat nach (3) S. 87 die Kurve zwischen den Punkten (x0, f(x0')) und (⅛1, f(x1)) ein Stück, 

dessen Bogenlänge sich durch das Integral darstellt:
xι(1) » = fyi+f(®)‘ dx -JyΓ+Yi dx*).

3-'θ *0Für eine auf ihre Hauptachsen 2 a und 2b als Koordinatenachsen bezogene Ellipse ist der Radikand unter dem Integralzeichen (1) bereits in I, 304 berechnet. Den damaligen Ausdruck von (1 + τ∕'2) in y formt man mit Hilfe der Ellipsengleichung leicht in x um:
1 ,2 _ e2 bi _ a4-e2x2 .

‘ a2 ' a2y2 a2(a2 — re2) ’hier bedeutet e = ]∕α2 — b2 die „lineare Exzentrizität“ der Ellipse. Die Bogenlänge eines Stückes der Ellipse ist demnach durch:
/ηλ 1 1 C a4-e2x2,
() s — aj r a2-x2 x aj j∕(a2 — χ2) (a4 — e2x2)a∙0 %ogegeben. Nach den Angaben von S. 38 haben wir hier ein nicht-ele- mentares Integral, das eben wegen seines Auftretens bei der Bogenmes­sung der Ellipse als „elliptisches Integral“ bezeichnet wird; genauer handelt es sich um ein „elliptisches Integral zweiter Gattung“. Elementar

*) Durch dieses Integral wird aleo in der Sprechweise von I, 51 und 109 die „Rektifikation“ der Kurve geleistet.
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1] Bogenintegrale bei der Ellipse und der Zykloide 153ist der besondere Fall e = 0, d. h. der Fall des Kreises; die Gleichung (2) liefert hier: Xl
C dx / . x1 . x0∖s = a I ..... = a arc sm -i — arc sin - ,

J-∖∕ai-x* \ a/’a⅛was leicht zu dem elementaren Gesetze hinführt, daß die Länge eines Kreisbogens gleich dem Produkte des Radius und des (in Bogenmaß ge­messenen) Zentriwinkels ist.Ist die Kurve durch ein Gleichungenpaar (5) S. 87 mittelst einer dritten Variablen t dargestellt, so ist nach (6) S. 88 an Stelle von (1) 
die Bogenlänge der Kurve für das fragliche Intervall durch das folgende 
Integral gegeben: t]L(8) s -j yφ∙(tγ+ψ'<tγdt,

t0unter t0 und t1 die den α,0, x1 entsprechenden Werte von t verstanden.Für die Bogenlänge einer (gemeinen, verkürzten oder verlängerten) Zykloide (s. Fig. 55 in I, 275) gewinnt man auf Grund der Darstellung (2) in I, 276 leicht: <1
(4) >-fy α2 + ά2 — 2ab cos t dt.*0Führt man y als neue Variable an Stelle von t in das Integral ein, so istzu setzen: dυ

b cos t == a — y, dt = y------
yV-(a-yfFür das Integral (4) berechnet sich hieraus:

Cj/a2 + &2 — 2ab cos t dt = C—~a 2.
J J Vφi-a*+2ayWi-ai+2ay-y')Da rechts unter dem Integralzeichen eine Funktion steht, die in y und der Quadratwurzel einer ganzen Funktion dritten Grades von y rational aufgebaut ist, so liegt nach S. 38 wieder ein elliptisches Integral vor. Elementar ist jetzt der Fall b = a, d. h. der der „gemeinen Zykloide“. Die letzte Gleichung nimmt dann die Gestalt an:

a ]/2 I |/l — cos t dt = 2a ∣ sin-⅛-dt == ]∕2aJ*y^y ,Die Ausführung der Integration in bezug auf t ergibt nach Eintragung der in (4) angegebenen Grenzen:
s = 4a (cos -y — cos ·Die besondere Wahl t0 = 0, tl = 2 π liefert als Bogenlänge der gemeinen
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15 4 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [1Zykloide zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen 8α, in Überein­stimmung mit dem in I, 313 erhaltenen Resultate.Man setze für t die Amplitude & in einem Polarkoordinatensystevne ein, dessen Pol der bisherige Nullpunkt 0 und dessen Achse die positive rc-Achse ist. In diesem Systeme sei die Kurve durch die Gleichung 
r = gegeben. Dann gilt:
x = φ(^∙) = r cos # = /■(#) cos y = V,(^) = r sin # = f(&) sin θ’,und man gewinnt für den Radikanden der in (3) stehenden Quadratwurzel: φ'({>)·= cos θ, — r sin ψ' (θ) = sin θ, + r cos -θ,? w+ψ w=r>- ∕∙'(⅛)2+λ«·)*,
so daß sich das Integral für die Bogenlänge in Polarkoordinaten so ausdrückt:(5) s~∕v (⅛)+Vfwrwd».

Man findet z. B. für die durch Pig. 60 in I, 279 dargestellte „Archi­medische Spirale“ der Gleichung r = afr:

s = aj yi + ft2 dft.

Das unbestimmte Integral ist in Aufg. 7, S. 37 berechnet und ergibt bei Gebrauch der in (5) S. 63 erklärten symbolischen Schreibweise des bestimmten Integrals:(6) s = ⅜ a [# j/1 -W2 + ln + ]∕Γ+Ι>¾ ·Zur Berechnung der Bogenlänge einer Baumkurve legt man am zweckmäßigsten eine Darstellung (7) S. 88 durch drei Gleichungen für die Kurve zugrunde. Die Bogenlänge der Baumkurve ist dann nach (14), S. 90 gegeben durch:(7) S=J ∕φ'(<f+<Z>'(i)s+zW<ft∙ioDie durch den Schnitt einer Schraubenfläche mit einem koachsialen Kreiskegel erzeugte „konische Schraubenlinie“ hat nach I, 330 (Aufg. 4) die Gleichungen der Gestalt:
x == t cos (&Q, y = t sin (&£), z = at.
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1] Bogenberechnung bei Polarkoordinaten 155Hier gewinnt das Integral (7) die Form:s = J"]∕(α2+l) +W dt,*0so daß sich die Bogenlänge der konischen Schraubenlinie zufolge (5)S. 36 so darstellt:s = A [δtfj∕α2+ 1 + b2t2 + (α2 + 1) ln (bt + √α2 + 1 + δ2¾.Zur Erklärung der Polarkoordinaten im Raume denken wir die po­sitive z-Achse des rechtwinkligen Systems vertikal nach oben gerichtet und legen um 0 eine Kugelfläche des Radius 1 (s. Fig. 36), für welche wir an die in der Erdbeschreibung übliche Ortsbestimmung anknüpfen. Zu dem Zwecke nennen wir denhöchsten und den tiefsten Punkt der Kugel (Schnittpunkte mit der 
z-Achse) „Nord-“ bzw. „Südpol“ und die die beiden Pole verbindenden Halbkreise „Meridiankreise“, deren einzelnem eine in die xr-Achse ein­gehängte „Meridianhalbebene“ ent­spricht. Als erste Polarkoordinate eines Raumpunktes P wählen wirden „Radius vektor“ r= OP von 0 zum Punkte P; natürlich gilt dann für die Werte r stets r ≥ 0. Als zweite Polarkoordinate von P werde die „Poldistanz“ θ = ^ZPOZ ge­wählt (s. Fig. 36), d. h. der Richtungs­winkel des Radius vektor r gegendie positive z-Achse; man erschöpft alle Poldistanzen, wenn man 0 das Intervall 0 ≤ 0 ≤ λ durchlaufen läßt. Die dritte Polarkoordinate werde durch die Meridianhalbebene des Punktes P geliefert und als „östliche 
Länge“ φ = ⅜, QOX gemessen(s. Fig. 36) die durch die positive rr-Achse laufende Meridianhalbebene bekommt also φ = 0, und im übrigen ist φ einfach die „Amplitude“ der Projektion OQ von r auf die x,y-Ebene (s. Fig. 36), welche zur Erschöpfung aller Meridianhalbebenen das Inter­vall 0 ≤ φ < 2Λ zu durchlaufen hat*).*) Doch können wir, wie dies bei einem gleich zu betrachtenden Beispiele der Fall sein wird, φ auch als unbeschränkte Variable ansehen, wo dann zwei
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156 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [1Die Beziehungen zwischen den rechtwinkligen und den Polarkoordi­
naten des einzelnen Punktes P sind leicht aus Fig. 36 abzulesen. Erst­lich hat man z = r cos Θ und 0 Q = r sin Θ. Da aber der Punkt Q die rechtwinkligen Koordinaten x, y von P hat und seine „Polarkoordinaten in der ir,?/-Ebene“ OQ und φ sind, so gilt:(8) x = r sin Θ cos φ, y = r sin 0 sin φ, z = r cos Θ.Nennen wir die Richtungswinkel des von. 0 nach P gerichteten Radius vektor r gegen die positiven Achsen ex, ß, γ, so ist unmittelbar γ = Θ, und übrigens zeigt der Vergleich der Formeln (8) mit den Gleichungen (1) in „A. G.“, S. 94:(9) cos a = sin Θ cos φ, cos ß = sin Θ sin cp, cos γ = cos Θ,wobei die beiden ersten Gleichungen einen bekannten Satz der sphäri­schen Trigonometrie zum Ausdruck bringen.Man zeichne gleich noch in der Meridianhalbebene von P mit dem Radius r den Halbkreis um 0 und an diesen im Punkte P die „nach oben“ gerichtete Tangente*). Der von 0 aus ihr parallel laufende Strahl hat die Koordinaten:0' = γ- Θ, cp' = cp + λ für O≤0<y,0' = 0 —y, cp' = cp für γ<0.≤Λ∙Für Θ = γ bleiben beide Gleichungen für 0' richtig, während cp' unbe­stimmt bleibt, da der von 0 ausziehende Strahl die positive £-Achse ist. In allen Fällen findet man als „Richtungskosinus“ jener Tangente:(10) cos a' = — cos Θ cos cp, cos ß' = — cos Θ sin φ, cos γ' = + sin Θ.Eine Raumkurve geben wir in Polarkoordinaten etwa durch zwei Gleichungen:(11) r = g(ff), φ=f(ty,die r und φ als Funktionen von 0 darstellen. Tragen wir diese Ausdrücke in (8) ein, so liefern uns diese drei Gleichungen, in denen wir jetzt Θ als Variable t auffassen, eine Darstellung der bisherigen Art für unsere Raumkurve. Werden die Ableitungen in bezug auf 0 durch Indizes an­gedeutet, so folgt aus (8):Werte φ, die um ein Multiplum von 2τt differieren, eine und dieselbe Meridian halbebene liefern.*) Ist P der Nordpol oder der Südpol, so möge sich die Tangentenrichtung stetig an die der übrigen Punkte des Meridians anschließen.
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1] Bogenintegral einer Raumkurve in Polarkoordinaten 157

ölαJ1/1 + sin2 Θ ■ ∕,'(0)2 dθ, 00

x' = r' sin 0 cos φ + r cos Θ cos φ — r sin 0 sin φ ∙ φ', 
y'r' sin 0 sin φ + r cos Θ sin cp -f- r sin Θ cos φ ∙ φ',
0' = r' cos 0 — r sin Θ.Indem man quadriert und addiert, folgt weiter:a√2 -f- y'2 + Z2 = r'2 -f- r2 + r2 sin2 Θ ■ φ'2.

Das Integral für die Bogenlänge einer Raumkurve bei Gebrauch von Po­
larkoordinaten ist also:

<h(12) s =^,γr'2 + r2 + r2 sin2 θ ∙ cp'2 dθ.

θ0Ist r konstant und etwa gleich a, so liegt die Kurve auf einer Kugelfläche des Radius a um 0 und heißt dann eine „sphärische Kurve“. In diesem Falle verschwindet r', so daß sich das Integral der Bogenlänge 
einer sphärischen Kurve in der Gestalt darbietet:

θl(13) s = a J*]∕l + sin2 θ ∙ φ, 2 dθ =

e»wobei cp = f(0) die Gleichung der Kurve ist.Auf der Kugelfläche des Radius 1 wird durch die Gleichung:(14) φ = c · ln tg -∣-eine als „Loxodrome“ bezeichnete Kurve dargestellt. Die Konstante c seivon 0 verschieden und werde als negativ vorausgesetzt. Für 0 = ~ gilt Φ = 0, so daß die Kurve durch den Schnitt­punkt der positiven x-Achse mit der Kugel­fläche hindurchläuft. Nimmt 0 von — bis 0ab, so wächst φ von 0 bis fl- 00; die Kurve läuft also auf der „nördlichen Halbkugel“ im Sinne zunehmender φ unendlich oft um den Pol herum, wie dies in Fig. 37 veranschau­licht ist. Lassen wir 0 von — bis jr zu­nehmen, so nimmt φ von 0 bis — ∞ ab; auf der „südlichen Halbkugel“ führt also die Loxodrome gegen den Pol hin unendlich 5 in Richtung abnehmender φ aus. viele Umläufe um denselben
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158 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [1Aus (14) ergibt sich sofort:(15) 9,' = ⅜cco⅛⅜'(1 + ⅛sτ)=S⅛so daß das Integral (13) die einfache Gestalt gewinnt:β1
s = ]∕ιψciJ dθ = ]∕ΓT7 (01 - 0o).Öo

Die Bogenlänge der Loxodrome zwischen zwei Punkten ist also dem „Breiten­
unterschiede“ dieser beiden Punkte proportional.Nach I, 332 sind die Richtungskosinus cos «, cos (3, cos γ der Tangente der Loxodrome im Punkte (0, φ) den x', y', z' proportional. Tragen wir den Wert (15) für φz und außerdem r—1 und r'==0 in die obigen Gleichungen für x', 
y', z' ein, so folgt:cos a : cos ß : cos γ = (cos 0 cos qp — c sin qp): (cos 0 sin qp -f- c cos φ): — sin 0.Wenn wir also der Tangente die Richtung nach oben geben, so gilt:cos 0 cos cp — c sin qp „ cos 0 sin φ 4- c cos φ sin 0cos a = —-----------≡=------ -  , cos ß  ------------T—■_------r cos γ = —·yι + c* yι+c2 yι + c2Ist demnach η der Winkel, unter dem die Loxodrome den Meridiankreis des Punktes (0, φ) schneidet, so gilt nach Formel (3) in „A. G.“, S. 95:cos η = cos a cos a' cos ß cos ß' + cos γ cos γ',
wo α’,β',γ' die in (10) dargestellten Richtungswinkel sind. Durch Ausrechnung der rechten Seite dieser Gleichung findet man:(1θ) c0',,-yr⅛,d. h. einen von der Stelle (0, φ) unabhängigen Wert: die Loxodrome schneidet 
alle Meridiankreise unter einem und demselben aus (16) hervorgehenden Winkel η.Projiziert man die eben benutzte Kugelfiäche des___p Radius 1 vom „Südpol“ aus auf die rc, ι∕-Ebene (soge-

'sindP'∖ nannte „stereographische Projektion“), so gehen die∕z // \ Meridianhalbkreise in die von 0 ausziehenden gerad-
∕ ι∏ \ linigen Strahlen über, und zwar liefert der Halbkreis

/ Θ/ Υ \ der „östlichen Länge“ φ den Strahl der „Amplitude“ φ.
I r______ ffP/ _____⅝ Die zu konstanten 0 gehörenden „Parallelkreise“ derί r P'~ f Kugelfläche liefern die konzentrischen Kreise der x,y-∖ / / Ebene um 0. Dabei ist der Radius r des zum ein-
P^ßtnff " ί / zelnen 0 gehörenden Kreises aus Fig. 38 leicht abzu-∖∖√ / / lesen. In dieser Figur sind zwei diametrale Meridian-

λ∖ ∖, ! . 7thalbebenen gezeichnet; rechts ist ein Punkt P mit 0 <≤ — Flg- ss' in den Punkt P' der x,y-Ebene projiziert, links einPunkt P mit 0 )> ~ · Man stellt sofort fest, daß beide Male:<17) ab=r⅛β∙ r=tgτ
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2 ] Loxodrome. Aufgaben über Bogenlängen 159gilt. Zufolge (14) ist die Gleichung der Projektion der Loxodrome:
. — 'Pφ = clnr, r = ec .

Bei der Stereo graphischen Projektion der Kugeljläche vom Südpol aus auf die 
x, y-Ebene geht die Loxodrome in eine logarithmische Spirale über (s. I, 251). Gegen­über der Fig. 63 in 1, 252 liegt hier übrigens wegen der Annahme c <≤ 0 der Unterschied vor, daß sich die Spirale in der Richtung „zunehmender“ Amplituden immer enger und enger um den Pol herumwindet.2. Aufgaben über Bogenlängen der Kurven. Man bestimme die Bogenlänge für folgende Kurven*): 1) Parabel xi==2py. —

xι _ __________s = f ]∕l + (j) dx^Tp [xVpi + xi + P2 ln 0» + v⅛2 +0^iXC*∙
xo2) Kettenlinie y — a (So» · —
s=fVι+si", (I)dx ,/ ®°ä (⅞)ix -a [sin (τ)ι∕

x0 xuDie vom Scheitelpunkte (0, a) bis zum Punkte (#, y') der Kettenlinie gemessene Bogenlänge ist demnach:s = α ©in = a y (Sos2 — 1 = ^∖∕yi — ai.Es ist somit leicht möglich, aus der Scheitelordinate a (s. Fig. G9 in I, 288) und der Endordinate y des gemessenen Bogens eine dem Bogen gleiche Gerade zu konstruieren. (In der oben genannten Figur ist der Bogen SP gleich der Ge­raden QC).3) Evolute der Parabel (s. Fig. 92 und Gleichung (1) in I, 313):8(a; — jp)s = 27 py2. —Man zeige die Beziehung 3j>(l y' 2) = 2x p und wird finden:«i« = -L il∕2 ic + p dx = J [(V2ΙzΓ+7)3]*1 W - 3^∣∕3j)
xo4) Die in I, 311 ff. besprochene Evolute der Ellipse:

(αx,)^3 + (by^)^ = es. —Das Integral für die Bogenlänge ist auf die Gestalt zu bringen:
. _ IIJV4√0= -)- l(P77i∑3)T∙

χ0Für einen Quadranten der Kurve bat man nach I, 304 einzutragen x0 == 0,*) Die im Einzelfalle zu benutzenden Variablen geben aus der Kurvenglei­chung hervor.
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160 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung L2
x1 = e2a~1∙ die sich ergebende Quadrantenlänge ——&— ist aus der Theorie derEvoluten und Evolventen (I, 312) zu bestätigen.5) Die durch Fig. 94 in I, 314 dargestellte Traktrix, welche eine Evolvente der Sog-Kurve ist, hatte die Gleichung:

rc = — ]/l — y2 + ‰ So§ (y) · —Man zeige unter Gebrauch von y als Integrationsvariable, daß cue von der Spitze der Kurve bis zum Punkte (x, y) derselben gemessene Bogenlänge gleich — ln y ist.6) Astroide der Gleichungen (s. (11) in I, 283):rc = αcos3i, y = a sin31. —Das Integral nimmt die Gestalt an:⅛
C. 3 r. is = 3 a I sin t cos t dt = a [sin2 f]j,1,*0woraus man für die Gesamtlänge der Astroide den Wert 6 a ablese (vgl. Aufg. 7 in I, 315).7) Beliebige Hypozykloide der Gleichungen (s. I, 278):

x = (a — &) cos # -j- fr cos tj , y = (fl-V) sin t — b sin · —Das Ergebnis ist: ü
Γ . ∕α ,\ ·, 4(α — b>b r ία ∖Ιhs _ 2 (α - f>J sin .,, f) dt =----- — [_ cos (-6 t)jfc.

Für t0 — 0 und t1 — - 1t-- erhält man als Länge eines zwischen zwei aufeinanderfolgenden Spitzen gelegenen Stückes der Kurve — —— ·8) Kardioide oder Herzkurve, nach I, 278 und 283 darstellbar durch:
x = 2 a cos t — a cos 2t, y — 2 a ein t — a sin 2 t. —Man beweise die Richtigkeit der Angabe:üs = 4 ajsin <Z f = 8 α — cos l; 

t0die Gesamtlänge der Herzkurve ist somit 16« (s. I, 315).9) Kreisevolvente (s. Fig. 93 in I, 314) von den Gleichungen:
x = a (cos t -j- t sin t), y = a (sin t — t cos i). —Das Integral für die Bogenlänge nimmt hier die besonders einfache Gestalt an:*1

= aj t dt = ~a{t1i- t0ι).

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



2] Aufgaben über Bogenlängen der Kurven 16110) Bei Gebrauch der „Polargleichung der Kegelschnitte“ (Gleichung (5) in1,279): pr Ϊ — c cos #führe man die Bogenmessung durch. — Das hier eintretende Bogenintegral:
_____________________

i* l/l+c* — 2ccosO,
s-pJ (l-cco.»)· d&wird, abgesehen vom Falle des Kreises (c —0), nur für die Parabel (c — 1) elemen­tar. Man zeige mit Benutzung von Aufg. 22 S. 19 für c= 1:Γ* Ό Vis-i'L-ι^^+τln∣⅛τ∣J√11) Für die logarithmische Spirale (s. Fig. 63 in I, 282) von der Gleichung r = eα'7 zeige man die sehr einfache Regel:

s = ^LaL±J >‰) . Vag+..1 (i∙ι _ rθ)

und erläutere das Ergebnis speziell für lim <θ∙θ = — ∞. ____12) Für die Lemniskate (Fig. 78 in I, 295) von der Gleichung r = α j/cos 2 <9· beweise man die Gleichung: θ,l
I* d& (* d&s = a I ■ — = a I - - ·

J ]∕cos 2 ∙9, J ]/l — 2 sin2Es handelt sich hier um ein „elliptisches Integral erster Gattung“, das man durch die Substitution sin 0· = u auf die algebraische Gestalt transformiert.13) Für die zylindrische Schraubenlinie (s. Fig. 100 in I, 322 und die Glei­chung (7) in I, 321) wird man ohne Mühe die Regel beweisen:s ==]Λs + (i1 - i0)∙14) Die in I, 330 besprochene sphärische Zykloide entsteht durch Abrollen eines geraden Kreiskegels auf einer Ebene in der daselbst näher bezeichneten Art. Man wähle die Mantellinie in — 1, den Radius des Grundkreises r — * , sodaß die Höhe h = ^y,3 wir^∙ Mjin zeige zunächst, daß die Gleichungen der Kurve sich in diesem Falle auf die Gestalt bringen lassen:
x — cos t ^1 -(- -~ sini , ι∕=ysin8il z = ]/3 sin2t.Als Bogenintegral wird man daraufhin finden:h

s = —* j/3 j|/3 -J- cos, t d cos t,^0Kr icke, Differential- u. Integralrechnung. II. 11
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^YQ2 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [3so daß sich die Bogenlänge elementar ausdrücken läßt (s. Aufg. 7, S. 37):s =---- j/3 [cos ι^∣∕3 + cos2 i -j- 3 ln ! cos t -j- j/3 -f- cos2 i |]£ ·Die Kurve schließt sich nach einem vollen Umlaufe des Kegels und besteht aus zwei bezüglich der x,z-Ebene symmetrischen Stücken, die in Spitzen Zusam­menhängen. Die Gesamtlänge der Kurve bestimme man zu:2 j/3 + y j/3 ln 3.
3. Die Inhalte ebener Bereiche. Der Inhalt eines ebenen Bereiches ist gleich dem über den Bereich erstreckten Flächenintegral ω des Diffe­rentials dco. Je nach der besonderen Darstellung, weiche wir für da be­vorzugen, gelangen wir zu verschiedenen Darstellungen für das Integral.Bei Gebrauch rechtivinkliger Koordinaten bietet sich zunächst die Darstellung von ω durch ein Doppelintegral dar*):aτi ∕1 {x}

ω =j (f dx,

xo fo (a0das wir im Sinne der Darlegungen von S. 97 ff. zu verstehen haben. Die unmittelbar mögliche Ausführung des inneren Integrals liefert weiter das „einfache“ Integral: a∙1(1) ω =J∖'(f1(%) — ∕,0(^)) dx.

χ0Am meisten benutzt man diese Formel für den Fall, daß der durch 
y = /„(#) dargestellte Rand des Bereiches die x- Achse ist. Dann ist 
f0{x^) == 0, und wir gelangen, wenn wir hei ∕*1(rr) den Index fortlassen, zu dem Satze: Der Inhalt desjenigen ebenen Bereiches, der durch die x-Achse, 
das dem Intervalle x0 x xi zugehörige Stück der Kurve y = /'(#) und 
die zu xQ und x1 gehörigen Kurvenordinaten begrenzt ist, wird dar gestellt 
durch: Xi Xl(2) co = *ff(xjdx =J*'ydx**).

Xq XqWir gelangen hier zu der einfachsten Deutung des bestimmten Integrals zurück (s. S. 54); man erinnere sich noch daran, daß bei dieser Dar­stellung von co die „unterhalb“ der x- Achse liegenden Flächenstücke „negative“ Maßzahlen ω bekommen.*) Die Bezeichnungen der Grenzen ist gegenüber S. 97 den gegenwärtigenZwecken angepaßt.**) Man sagt, dieses Integral leiste die „Quadratur“ der Kurve y = f(x) oder des im Texte beschriebenen Bereiches.
www.rcin.org.pl



3] Berechnung ebener Flächen 163Für die Ellipse gewinnen wir sofort:
y = — ]∕α2 eo = — / ]∕a2 — x2 dx

CI ctund also nach Aufg. 6, S. 37:
ω = Γa[x + «’ ™ (⅛)I^∙Ein Ellipsen quadrant wird gewonnen, wenn man xQ = 0 und χ1 = a setzt; man erhält -⅛-abπ und also für den ganzen von der Ellipse um­schlossenen Bereich abn, worin die Elementarformel für die Kreisfläche als Spezialfall enthalten ist.Ist die Kurve durch zwei Gleichungen x = φ(t), y = ψ(f) gegeben, so nimmt das Integral (2) für den Inhalt ω nach (7) S. 56 die Gestalt an:ξι(3) ω =J ψ(t) φ'(t) dt.

Ziehen wir als Beispiel wieder die Zykloide der Gleichungen (2) in 1,276 heran, so ergibt sich:⅛ω = J\a — b cos t)2dt ≈ y [(2α2 + &2)£ — 4a& sin t + δ2 sin t cos £]**· *0Hier ist also auch für b a das Integral elementar; insbesondere folgt für die gemeine Zykloide (b = a):
ω = γ α2 [3£ — 4 sin t + sin t cos $]£.Für t0 = 0 und ti = 2% folgt als Inhalt des Bereiches, den das zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen verlaufende Zykloidenstück und die 

x-Achse eingrenzen, der Betrag 3a2jr; dieser Bereich ist also dreimal so 
groß wie die Fläche des die Zykloide erzeugenden Kreises* **)).Führen wir statt der x, y neue Variable w, v durch die Gleichungen: 

x = φ(u υ), y = ≠(w, v)ein, so kann nach (14) S. 106 das Integral für den Flächeninhalt ω des 
Bereiches in den u, v als Doppelintegral**):*) Zeichnet inan inmitten des Bereiches (für den Berührungspunkt x = απ') den die Zykloide erzeugenden Kreis, so zerlegt dieser den Bereich in drei inhalts­gleiche Teilbereiche.**) Auch hier sind die Integralgrenzen anders als oben (S. 106) geschrieben.11*
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164 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [3
ί7ι(”)(4) ω ≈j'(J*D(φ,ψ') du)dv

v0 <Zo(f)geschrieben werden, wo D(cp,ψ') die Funktionaldeterminante ist (s. S. 102).Der wichtigste Fall ist der, daß u == r, υ = fr als „Polarhoordinaien“ in der Ebene gewählt werden. Die Funktionaldeterminänte bestimmtsich aus % = r cos -fr, y = r sin zu:r>, a. ∙ αΛ ∂χc∣y ∂χ∂yD(r cos 0, r am ⅛) - 57 - r,so daß für den Pol 0 die Funktionaldeterminante verschwindet. Wir nehmen demnach zunächst an, daß der Pol 0 dem Bereiche nicht ange­hört. Das Integral (4) nimmt dann für Polarkoordinaten die Gestalt an: 
co = / i / r drj d&,

K 9oWso daß auch hier das innere Integral sofort ausführbar wird:
(5) “ “ y (&<«■)*-λ«*) d*>-Man benutzt nun die Polarkoordinaten meist zur Ausmessung eines Bereiches der in Fig. 39 dargestellten Art, der also durch das einem Intervall θ∙θ ≤ θ ≤ -9,1 zuge­hörige Stück einer Kurve r = g(fr) und die beiden zu <θ,0 und {>1 gehörenden Radienvektoren begrenzt ist. Um den Ansatz (5) ungehindert an wenden zu können, schneide man, wie Fig. 39 andeutet, durcheinen kleinen Kreisbogen des Radius r0 einen am Pole liegenden kleinen Kreissektor des Inhaltes1 r02(b1- ltθ) ab. Formel (5) liefert:√>1 θiω == * * 12- fW)2- ⅞2) d® = ^J- ⅛⅞2(^ι ~ *>o), -^0und man erkennt durch Hinzunahme des Kreissektors, daß der auszu­messende Bereich sich durch das auf der rechten Seite der letzten Glei­chung verbleibende Integral darstellt: Der Inhalt eines Bereiches, der 
durch das dem Intervalle <9,θ = & ≤ angehörende Stück der Kurve
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3] Berechnung ebener Flächen in Polarkoordinaten 165
r = g (fi,) und durch die zu <fi0 und θ1 gehörenden Radien Vektoren begrenzt 
ist, wird vom Integral geliefert: θ∙1(6) ω = γj~7(^)2 dfr = γ fr2 dfr.

& 0 '‰Bei der Hyperbel der Halbachsen a, b (s. Fig. 40) haben wir zu setzen:

Erweitert man den rechts stehenden Bruch mit dem Zähler, so folgt mit Benutzung von (7) und durch Rückgang zu rechtwinkligen Koordinaten:6,-⅛αδln(√ + f)- -ra-τα61n(÷-f)'wobei sich die zweite Gleichung aus der ersten leicht auf Grund der Hy­perbelgleichung in x, y ergibt. Für x und y findet man umgekehrt:s-αGos(⅛), i∕-⅛Sin(^),was im Falle a = b = 1 zur ursprünglichen Erklärung der hyberboli- schen Funktionen (I, 69) zurückführt.Kombinieren wir die Polarkoordinaten mit einer Darstellung der Kurve in der Gestalt:(8) x = r cos ff == φ(7), y == r sin -fr = (f)mittelst einer Variablen t, so folgt zunächst durch Differentiation in be­zug auf ff:cos »- r sin «■ - sin » + »· cos «■ = φ'(f)½~∙

(7) r2 =________ _____________× ' δ8cos∖9'—α*sini'9∙und finden für den Inhalt ω eines durch die Polar­achse, den Radius vektor r des Hyperbelpunktes (r, fi·) und den zwischenliegenden Hyperhelbogen begrenzten Bereiches:
1 oto / d &ω = α o^j ∕ τ-i---- --------- ä · «ο.·2 J δ2cos2i>—α2sιn2θ

0Das Integral ist nach (25) S. 10 zu berechnen und liefert· 1 1, I δ cos & -4- a sin & Iω = — ab ln I i------ 5--l----- 7- „ ·4 I ö cos v — a sin ∙9, |
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166 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [3Vereinigt man diese Gleichungen mit den Gleichungen (8) zur Elimina- 
dτtion der Glieder mit so folgt unmittelbar:

r2d∂ = φ((tf)ψ'(i) — <p'(f)ψ(fi)dt.
Die durch das Integral (6) ausgemessene Fläche ω wird bei Benutzung der 
in den Kurvengleichungen (8) vorliegenden Variablen t durch das Integral:

(9) ",-⅛J ψ'(ί> ~ φ'(<) Ϋ®) dt
t0

gegeben. Anwendungen folgen sogleich.Aufgaben: Man berechne den Inhalt des zwischen der x-Achse, zwei Or-dinaten und der Kurve gelegenen Bereiches in folgenden Fällen:1) Parabel yi = 2px. —

<a=~↑∕2p lγxdx≈-f∕2p(xιyx1-x0j∕x0)≈-(x1y1-x0y0). *≈⅛Hier (und weiterhin) bedeuten yi,y0 die zu xl, x0 gehörenden Kurvenordinaten. 2Für x0 = 0 ergibt sich ω = — jc1 yl, so daß das Rechteck der Höhe y1 über derö
Grundlinie x1 durch den Parabelbogen in zwei Teilbereiche zerlegt wird, deren In­
halte sich wie 1: 2 verhalten.2) „Verallgemeinerte Parabel“ der Gleichung ym = 2pxn mit zwei positiven ganzzahligen Exponenten m und n. —

ω = h¾ CXmdx = _V2i) [∞w + l0 = m+~ (ajι2/i — ⅜2∕o)∙
J m + n m -p n
χ0Man deute das Ergebnis für x0 = 0 wieder geometrisch.3) Gleichseitige Hyperbel y-χ~1 oder xy≈l. Für die Integralgrenzen gelte 0<α⅛ <α1. —

∕dx 1 .— = ln x1 — ln x0.»0Man vgl. die Erklärung der Funktion ln x in I, 33 ff.4) „Verallgemeinerte Hyperbel“ der Gleichung χmyn= 1 mit positiven ganz­zahligen, und voneinander verschiedenen Exponenten m, n. Die Integralgrenzen mögen wieder der Bedingung 0 <≤ x0 <≤ rc1 genügen. —
z^1 m /n — m n—m\

ω== ∣χ~dX = U"~n~- ico ” / = ——- f-~τ------ '

*■· \< ” ¾ ” JIst n )> w, so konvergiert das Integral für limico = O; ist m^>n, so konvergiert es für lim x1 = -j-oo. Man erläutere diese Angaben durch Zeichnung einiger spe­zieller Kurven.
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3] Aufgaben über Berechnung ebener Flächen 1675) Kettenlinie y = a So3 f —· —«1
ω = aJ*~ a* ^®in (~) — @in '«0Für ic0 == 0 und rc1 = x folgt:

ω = ai ©in θθ = a ^∖∕yi — ai,so daß man an die Konstruktion der Bogenlänge s = }∕yi — ai (s. Aufg. 2 S. 159) leicht die Konstruktion eines dieser Fläche ω gleichen Rechtecks anschließt.6) Für die Sinuslinie folgt:
r‘ω = I sm x dx = cos x0 — cos x1.«0Auch dieses Ergebnis deute man geometrisch. —Unter Gebrauch von Polarkoordinaten ist der von zwei Radien Vektoren unddem zwischenliegenden Kurvenstücke begrenzte Bereich für folgende Kurven aus­zumessen:7) Kegelschnitte unter Benutzung der Polargleichung (5) in I, 279. — Für den gesuchten Flächeninhalt ω gilt der Ansatz:∕l ∙ ∕l

" - lfr' d& -¥ <f(l-fco8⅝)< · 

a) Im Falle der Parabel ist c == 1:ff, ff1 , ∕'9,∖
i ,r d» i w

shi√bV Λ sln |J7wo das Integral nach Aufgabe 20, S. 18, weiter zu behandeln ist.b) Bei der Ellipse führe man zur Integration den in Fig. 41 mit η bezeichneten Winkel ein. Es ist hier um den Mittelpunkt M der Ellipse mit der halben großen Achse a der Kreis beschrieben und die zum Punkte P der Koordinaten r, & gehörende Ellipsenordinate y zur Kreisordinate y' =f⅛-y ver­längert. Man liest aus der Figur leicht ab:(10) Ö Q» = r cos & = e -j- a cos η, PQ = r sin ff = b sin η.Durch Differentiation in bezug auf ff folgt:
dr . . dη dr . . . _ ∣ , dη_ cos ff — r sm ff = — a sm η -τ÷ , -s- sm ff + r cos ff = + o cos η -r⅛∙du du du duMan beweise durch zweckmäßige Vereinigung dieser Gleichungen mit den Glei­chungen (10) die Richtigkeit der Angabe:

ri <7 ff = J)(n 4- e. cos τΛ dri.
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168 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [3Die Integration ist nun sofort ausführbar:ω = |δ ∕ (α + e cos η) dη = — b[aη + e sin η]¾.
Kür ηθ __ o, ηι _ 2 n kommt als Inhalt des von der Ellipse umschlossenen Be­reiches αδσr.c) Bei der Hyperbel führe man eine Variable η entsprechend den Gleichun­gen (10) durch: rcθs^1= — e-f-agoä?], r sin & = b ©in ηein und deute zunächst η geometrisch als doppelte Sektorfläche einer gewissen gleichseitigen Hyperbel. Als neue Gestalt des Integrals muß man finden:

ω = γ 6 / (a — e (Sθδ η) dη = γ- δ [αη — e ©in η]^.
Man beachte bei der Durcharbeitung der Aufgabe, daß η mit wachsendem fl abnimmt.8) Lemniskate der Gleichung 
r — α)∕cos 2 fl (s. Fig. 78 in I, 295 und Aufgabe 12, S. 161). —fl1ω =2 α2^cos 2fl dfl

= -i- αi (sin 2fl1 — sin 2flθ).Man lese hieraus ab, daß die in Fig. 42 schraffierte Hälfte des von der ein­zelnen Schleife der Kurve umschlos­senen Bereiches inhaltsgleich mit einem Viertel des über der Halbachse ÜA — a errichteten Quadrates ist.9) Logarithmische Spirale r = ea —

ω≈4-Γe2a^ (e2a^1 — e2a9°) = ~ (r12 — r0i). —2,y 4α 4αfloBei den Hypozykloiden und Epizykloiden messe man den Bereich, der durch zwei vom Mittelpunkte des festen Kreises ausziehende Radien Vektoren und die Kurve eingegrenzt ist. Hierbei ist der Ansatz (9) heranzuziehen.10) Beliebige Hypozykloide der Gleichungen (s. I, 278):
x = (a — δ) cos t + δ cos , y = (α — δ) sin ί — δ sin . —Als Ergebnis muß man hier finden:ω≈i(α-δ) (a-2b)Jt(l - cos (∣ i)) dt = i(a-b)(a-2b) [i - sin /) J ·

io
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4] Aufgaben über Berechnung ebener Flächen 169Im Falle der Astroide (4 b — a) leite man für den Inhalt des ganzen von der 3Kurve umschlossenen Bereiches — aiτt ab, so daß dieser Bereich sich zur Fläche odes der Astroide umschriebenen Kreises wie 3 zu 8 verhält.11) Beliebige Epizykloide der Gleichungen (s. I, 278):
x — (a -f- ft) cos i — & cos > i/ = (« -f- &) sin £ — & sin ∙ —Die Rechnung führt zu:ω = γ(a + &)(« + 2&) [} — ysin (y J ·Bei der Kardioide (& = a) ist der Inhalt des von der Kurve umschlossenen Be­reiches 6α*jr, d. h. das Sechsfache der Kreisfläche des Radius a.12) Kreisevolvente (s. Fig. 93 in I, 314) der Gleichungen:

x — a (cos t fl-1 sin £), y = a (sin t — t cos f). —Die von den Radien Vektoren der Punkte t0 und t1 sowie der Kurve eingeschlossene Fläche hat den Inhalt: 1ω = y α2(V~ io3)∙4. Das Polarplanimeter. Wie das Kugelrollplanimeter (S. 76) eine mechanische Auswertung des auf rechtwinklige Koordinaten bezogenen bestimmten Integrals darstellt, so kann man mittelst des „Amslerschen Polarplanimeters“ das auf Polarkoordinaten bezogene Integral (5) S. 164 mechanisch aus werten. In Fig. 43 ist eine Abbildung eines neueren von

Coradi hergestellten Polarplanimeters gegeben. Das festliegende Gewicht 
b gibt im Mittelpunkte seiner Grundfläche den Pol 0 an, um welchen der „Polarm“ P parallel zur Papierebene drehbar ist. Am linken Ende von P ist mittelst eines Gelenkes über die Papierebene hin drehbar der „Fahrarm“ Ä angebracht, der am rechten Ende den „Fahrstift“ f trägt. Links am Fahrarm befindet sich die mit ihrem Rande auf der Papier­ebene lagernde „Rolle“ L, deren Achse parallel zum Fahrarm eingelagert
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170 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [4ist. Ein Zählwerk gestattet die vollen Umdrehungen der Rolle mit einer Genauigkeit von drei Dezimalstellen abzulesen.Es besteht hier die Grundtatsache, daß, wenn der Fahrstift f über irgend eine Kurve hingeführt wird, die Bewegung der Rolle L auf der Papierebene im allgemeinen aus einer Rollung und einer Gleitung zu­sammengesetzt ist. Das Gesetz, nach dem sich bei diesem Vorgänge die Rollendrehung regelt, ist zunächst festzustellen.In Fig. 44 denken wir die Rollenachse mit zwei Handhaben Gr und 
H versehen und führen die zur Papierebene parallele Achse derart ohne Änderung ihrer Richtung über die Papierebene hin, daß der Berührungs­punkt des Rollenrandes auf der Papier­ebene die gerade Strecke AB von A nach B beschreibt. Wir geben der Rol­lenachse die Richtung von H nach Gr und wollen die Umdrehungszahl U der Rollendrehung (in einer vollen Um­drehung als Einheit gemessen) positiv oder negativ rechnen, je nachdem die Drehung, vereint mit einer Translation in Richtung der Achse, eine Rechts­oder Linksschraube liefert*). Mit a werde der Uberschuß der Amplitude der (gerichteten) Rollenachse über die Amplitude der Bahnrichtung von 
A nach B (s. Fig. 44) in irgend einem zugrunde liegenden Polarkoordi­natensysteme bezeichnet. Im Falle der Fig. 44 ist a im Intervall 0 < a < ~gelegen; wenn man will, kann man statt etwaiger konvexer Winkel a auch konkave Winkel negativer Maßzahlen benutzen.Ist nun α = 0 oder = Λ, so liegt bei der vorgeschriebenen Bewe­gung der Rolle reine Gleitung derselben vor, so daß keine Achsendre­hung der Rolle auftritt. Ist hingegen a — , so liegt reine Rollungvor; und es ist einleuchtend, daß, wenn p der Rollenradius ist, die Um­drehungszahl U der Rolle mit der Streckenlänge s — AB durch die Be­ziehung verbunden ist: ∏ ττö AB = s = 2ρπ ■ ü.Ist hingegen a irgend ein Winkel des Intervalles 0 < a < wie inFig. 44, so ersetze man den Weg von A nach B durch den treppenför­migen in der Figur angedeuteten Weg, dessen Stücke abwechselnd par-*) Dementsprechend ist das Zählwerk am Planimeter eingerichtet, falls man als Richtung der Rollenachse diejenige des Fahrarmes vom Gelenk zum Fahrstift wählt.
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4] Bewegung der Bolle am Polarplanimeter 171allel und senkrecht zur Rollenachse verlaufen. Ersetzen die beiden eine Stufe der Treppe zusammensetzenden Stücke die Teilstrecke ∠∕si, so ent­nimmt man aus Fig. 44 sofort, daß die Hinführung der Rolle über dieStufe die Rollendrehung: .o .τ-r zis≈,∙sιnαζ/ίΛ. = —~--------k 2ρτrbewirkt. Die Hinführung über die ganze Treppe liefert also die Drehung:(1) U =J∑AUk = -∑Jsk = · s · sin a.v , ft 2τrρ * 2ρτrDieses Ergebnis besteht unabhängig von der Auswahl der Ask, bleibt also auch bestehen, wenn wir die Λ sk kleiner und kleiner wählen. Wir sehen nun den „kinematischen“ Satz als einleuchtend an, daß für lim Ask = 0 die Führung der Rolle über die Treppen sich einem Grenz- vorgange nähert, nämlich der Bewegung der Rolle über die Strecke AB. Das Ergebnis (1) aber heißt dann einfach, daß die Umdrehungszahl U 
der mit dem Sinus des Winkels a multiplizierten Streckenlänge s proportio­
nal ist.Auf sonstige Werte a überträgt man diese Betrachtung sofort, wo- 7Γ 3bei man nur für — < a < λ und für y je < a < 2 λ die Treppenstufen auf der anderen Seite von AB anzubringen hat. Die Formel (1) und der ausgesprochene Satz bleiben unverändert gültig; wie es sein muß, treten für a > π negative Maßzahlen U auf.Es sei jetzt irgend eine Kurve K mit einer Bogenlänge s gegeben, die wir im Sinne wachsender s mit unserer Rolle beschreiben. Dabei möge an der „Stelle s“ der Kurve der Winkel a der Rollenachse gegen die in Richtung wachsender s genommene Kurventangente wie oben be­stimmt sein. Ersetzen wir die Kurve durch eine Sehnenkette As1, 
Asi,..., so findet sich längs des zur Sehne Ask gehörenden Kurven­stückes mindestens ein Punkt, in dem die Kurventangente der Sehne parallel ist*). Hier liege der Winkel ak vor. Führen wir jetzt die Rolle über die Sehnenkette, indem wir längs Ask den Winkel ak konstant hal­ten, so erscheint am Schlüsse die Rollendrehung:H = sAs2sin κk , Λsk.Wir vollziehen jetzt wieder den Grenzübergang lim Ask = 0 und finden: 
Bei Hinführung der Bolle über die Kurve K tritt die Bollendrehung:(2) U = t~- i sin a ■ ds

*) Wir setzen voraus, daß sich die Tangente längs der Kurve stetig (oder doch wenigstens „abteilungsweise“ stetig) ändert.
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172 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [4
ein, so daß sich insbesondere, falls die Rollenachse gegen die Kurve kon­
stante Neigung a hat, die Formel (1) wieder ergibt.In Fig. 45 ist eine schematische Zeichnung des Polarplanimeters entworfen. Dabei sei der Polarm 0Ä == a, der Fahrarm vom Gelenk bis zum Fahrstift AF = b, der senkrechte Abstand des Gelenkes A von der Rollenebene AG = c, und endlich seien r und r' die Radien Vektoren von 

F und vom Auflagerpunkte der Rolle. Die Erklärung der Winkel ß und γ ent­nehme man aus der Figur. Es gilt nunoffenbar:r2 = «2 -f- b2 — 2ab cos γ,
AGA-BG c-4-r'cosß — cos v =----- !—— = —!,‘ a a ,so daß wir finden:(3) r2 = a2 + δ2 + 2bc + 2b · r' cos ß.Der Leser wolle sich eine der Lage des Planimeters in Fig. 43 entsprechende schematische Zeichnung entwerfen undwird an der Hand derselben leicht wieder zur Relation (3) gelangen.Wir führen jetzt den Fahrstift über einen Kreisbogen um 0 vom Radius r und Zentriwinkel z/ff hin. Da hierbei γ konstant ist, so bleibt die Figur mit sich kongruent, und der Auflagerpunkt der Rolle beschreibt seinerseits einen Kreisbogen um 0 vom Radius r' und Zentriwinkel z/ff, dessen Länge also r'-z/ff ist. Der Winkel a der Rollenachse gegen diesen Kreisbogen ist konstant und, wie die Figuren zeigen, einfach gleich 

((? + ~π) oder um 2 π kleiner*), so daß an Stelle von (3) nach Multipli­kation mit z/ff geschrieben werden kann:(4) r2z∕ff = (a2 ÷ b2 + 2bd) A& — 2b · r'z/ff sin «.Die bei der Bewegung eintretende Rollendrehung Z7istaber gegeben durch:
U = -1 r' z/ff sin a » 2ρπoder also zufolge (4) durch:W ^"I⅛(≈s + ts + 2i^-I⅛∙>∙s^∙Auf dieser Gleichung beruht die Beziehung des Polarplanimeters32*) In Fig. 45 ist u ≥ in der vom Leser zu entwerfenden Figur aber ≤ it.
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4] Theorie des Polarplanimeters 173zum Integrale (5) S. 164. Wir wollen den Fahrstift F über den Rand des in Fig. 46 gezeichneten Vierecks P1φ1φ0P0 hinführen, das von den Strahlen der Amplituden Q· und (<i> + z∕-9∙), sowie von zwei Kreisbogen der Radien OP1 = r1 und OPθ = rθ begrenzt ist.Die Beschreibung des Kreisbogens Pi Qi inder Richtung von P. nach Qi liefert die Rollendrehung:- ⅛ + ⅛> + 2δ,) - i⅛t · rlW.Die Durchlaufung von ⅛P0 in der Richtung von Qo auf Pθ liefert also — Po als Drehung. Die Durchlaufung von Ql nach Qo und die von Po nach P1 liefern kongruente, aber im entgegengesetzten Sinne erfolgende’ Bewegungen des Planimeters; die zugehörenden Drehungen heben sich also auf. Die Gesamtdrehung, die wirgleich mit zZ U bezeichnen wollen, ist also (U1 — Uo) und stellt sich demnach in der Gestalt dar:(6) ^p'--i⅛('∙ι8-*∙os)^∙Der Übergang zum Integral beruht nun auf einer bekannten Betrachtung.Wir überlagern den auszumessenden Be­reich, wie Fig. 47 andeutet, mit einerReihe von Vierecken der eben betrachteten Art, wobei der Inhalt des einzelnen Vierecks auf Grund der Gleichung:γ (rι2 — √) = -20{5τr∙z∕Pdurch die Umdrehung A U geliefert wird. Bei der Addition können wir die gemeinsamen geradlinigen Randstücke zweier benachbarter Vierecke, die je zweimal und zwar in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen werden, einsparen. Die Summe der Inhalte aller Vierecke ist dann einfach:
⅛j2 Λfr = - 2bρπ ■ U,wo jetzt U die Rollendrehung ist, die beim Beschreiben des treppenför­migen äußeren Randes des Viereckssystems ein tritt. Der Grenzübergang lim z∕∙9, = 0 führt zum Integral: Für den Bereichinlialt und damit für 

das Integral gilt die Darstellung:
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174 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [4
(7) ±J*(r12 - r*)d& =— Sbyx · U,

wo U die Bollendrehung des Planimeters ist, die bei einem vollen Umläufe 
des Fahrstiftes um den Bereich in der in Fig. 47 angedeuteten Pfeilrich­
tung erzielt wird*).Ist der auszumessende Bereich sehr groß, so kann man den Pol 0 auch in das Innere des Bereiches verlegen und auf Grund folgender Über­legung Vorgehen: Zufolge (5) tritt keine Rollendrehung ein, wenn der Fahrstift den Kreis des Radius r0 = ]∕a2 + b2 + 2bc um 0 beschreibt. In Fig. 48 ist dieser Kreis des Radius rθ anged⅜utet, seine Fläche möge aus dem Bereiche zunächst herausgeschnitten werden. Um dem ring­förmigen Restbereiche eine einzige Randkurve zu geben, fügen wir noch das Verbindungsstück PQ des äußeren und inneren Randes hinzu, das dann als Rand des Restbereiches zweimal in entgegenge­setzten Richtungen zu durchlaufen ist. Durch Führung des Fahrstiftes über den ganzen Rand des Restbereiches (in der Pfeilrichtung) wird auf Grund von (7) der Inhalt dieses Bereiches gewonnen. Da aberrig. 48. der innere Kreis keinen Beitrag zu U liefert und die beiden von PQ herrührenden Bei­träge sich auf heben, so folgt einfach: Führt man im Falle eines im Inneren 
des Bereiches liegenden Poles den Fahrstift über den Band des Bereiches, 
so liefert die Bollendrehung den um den Kreisinhalt (α2 4* b2 + 2bc)π ver­
minderten Bereichinhalt, so daß der gewünschte Inhalt erst durch Zusatz 
des Betrages (α2 + b2 + 2bc)π gewonnen wird.Einige beiläufige Entwicklungen über Beziehungen des Polarplanimeters zu früheren Sätzen mögen sich hier noch anschließen. Die Rollenachse ist parallel zum Fahrarm und in starrer Verbindung mit demselben angeordnet. Da aber der Faktor 2&ρ« in (7) allein vom Rollenradius ρ und der Fahra^mläng® & abhängt, so ist die Größe der Rollendrehung U unabhängig davon, wie die Rollenachse des näheren angebracht ist. Man darf demnach (wie dies tatsächlich auch bei älteren Apparaten ausgeführt wurde) die Rolle direkt auf dem Fahrarme oder senkrecht unter demselben anordnen; auch können wir uns vorstellen, daß die Holte direkt*) Bei der üblichen Anordnung des Zählwerkes liefert die Umlaufsrichtung des Textes negative Maßzahlen U. Will man lieber mit positiven U arbeiten, so hat man einfach die Umlaufsrichtung umzukehren. Kennt man die Konstanten & und ρ nicht genau, so umfährt man einmal eine bekannte Fläche, z. B. einen Kreis des Radius 1, und liest die zugehörige Umdrehung Z7o ab. Dann ist «== — 2&ρ«· [Zθ, und also folgt für —2l)ρτt, d. h. für den in (7) rechts stehen­den Faktor, der Wert n∙ C7y1.
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4] Kurven reiner Rollung und reiner Gleitung beim Polarplanimeter 175
an Stelle des Fahrstiftes angebracht ist, und daß mit dem Auflagerpunkte der Folie 
unmittelbar die Fandkurve K des auszumessenden Bereiches B beschrieben wird.An diese Vorstellung können wir folgende Theorie des Planimeters an­schließen: Da die Polarmlänge a in der Gleichung (7) gleichfalls nicht auftritt, so nehmen wir a — b und setzen zur Verein­fachung der Formeln a — b = 1. Die Scharder Kurven, längs deren „reine Rollung“beim Planimeter eintritt, wird nun von dengesamten Kreisen des Radius 1 geliefert,deren Mittelpunkte auf dem geometrischenOrte des Endpunktes vom Polarme liegen,d. h. also auf dem Kreise des Radius 1 um 0.Entsprechend der in Fig. 45 bevorzugtenAnordnung des Planimeters mit „konkavem“Winkel γ deuten wir in Fig. 49 nur dieSchar der „Halbkreise“ an, längs deren reineRollung eintritt. Ist die Amplitude deseinzelnen Kreismittelpunktes, so ist die Glei­chung des Halbkreises:(ic — cos m)2-∣- (y — sin u)2 = 1oder in Polarkoordinaten:(8) r = 2 cos — u),wo (∙9, — u) dem Intervalle 0 ≤ (-0 — w) ≤ — angehört und u als „Parameter“ der Schar zu gelten hat.Diese Schar wird nun allenthalben senkrecht überkreuzt von einer zweiten Kurvenschar, die in Fig. 49 gleichfalls angedeutet ist, und deren Gleichung mit dem Parameter v sich so schreibt:(θ) ■9· — r = arc cos — ~j∕½ — r2.Die Wurzel ist positiv zu Funktion arc cos gemeint. Rechnung:(10)

nehmen, und im ersten Gliede ist der „Hauptwert“ der Man bestätigt für die einzelne „Kurve Kτf nach kurzer
dfr _j/4—7γ 
dr r2Bei Abnahme des Wertes r von 2 bis 0 nimmt also auch ab, und zwar vom Werte &=v bis & — — <x>. Die einzelne der Kurven Kυ, die sämtlich kongruent sind und durch Drehung um 0 ineinander übergehen, windet sich also spiralig un­endlich oft um den Pol.Daß sich im einzelnen „Punkte (w,»)“ die beiden durch ihn hindurchlaufen­den Kurven Ku (d. i. der Kreis (8)) und Kv senkrecht schneiden, folgt sofort durch Heranziehung des in I, 290 erklärten Winkels ß zwischen der Kurventangente und dem Radius vektor, für welchen nach Formel (1) daselbst:

, a d& 
tgf-rd~rgilt. Für die Kurve Kυ hat man zufolge (10):
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176 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [4Aus (8) aber folgt durch kurze Rechnung:(11) ∙9∙ — u = arc cos (y r) , tg ‰ —-p==r ,woraus die Behauptung hervorgeht. Da nun bei jeder Lage des Planimeters der Fahrarm die Tangente der durch den Auflagerpunkt der Rolle hindurchlaufenden Kurve KB ist, so können wir zusammenfassend das Ergebnis aussprechen: Die 
durch (11) und (9) gegebenen Kurven Ku und KB sind die Kurven der „reinen 
Rollung“ und der „reinen Gleitung“ der Dlanimeterrolle.Wir führen nun unter Heranziehung der allgemeinen Entwicklungen von S. 101 ff. die w, v als neue „Variable“ oder als neue „krummlinige Koordinaten“ ein, wobei man als Darstellung der alten Koordinaten r, 0· in den neuen aus (9) und (11) leicht folgert: 2(12) r == - , Ό = u 4- arc tg (v — u}.

-∣∕l + (v-u)iDie partiellen Ableitungen der r, V nach den n, v sind:. . ,_______ 2(g—w)___  lV^Ξm)2
du ^t^ (j/f ’ du 1 + (»—«)*’
dr 2(t>— m) d&__  1
dv~~ (j∕Γψ(v-ttj2j8 ’ dv i + (v-u)iFür die Funktionaldeterminante D(r, ff) folgt hieraus:

n <r,dj d&_ 2(v-u)__
du dv dv du^~Sind also dω, da und da" == du · dv einander entsprechende Flächendifferentiale in der Ebene der Fig. 49, der nzγ9,-Ebeneu und der „w,v-Ebene“, so gilt (vgl. S. 107):, , , -r,. 4(v—u)dudv(15) dω = r dω = r∙ ∑>(r, du dv == -(1 -+ ’Hierbei ist da"= du ■ dv der Inhalt eines Rechteckes der w,v-Ebene, das sich auf ein Kurvenviereck der Fig. 49 überträgt.Der vom Punkte (u, v) nach (u,v-∖-dv) laufenden Seite dv dieses Rechtecks entspricht dabei ein Bogendifferential dsB der durch den „Punkt (u,v)u der Fig. 49 hindurchlaufenden Kurve Ku, für welches wir auf Grund des Ausdrucks (6) in I, 292 für ds aus (12) und (13) leicht berechnen:

ds∙ - V⅛)+r* 0* λ - r+^⅛∙ ·

Der gegenüberliegenden Seite, die von (u-}-du,v) nach (« -J- du, v -(- dv) führt, gehört demnach folgendes Bogendifferential der Kurve Ku + du zu:
, . d(ds.} , , , 4(v — u)dudv

du v (l + {v—uyyDer Vergleich mit (15) liefert die Beziehung:/ x , d(ds1d 7(16) dω = \ - du,
duwelche die Eigenart des Planimeters begründet. Wählen wir als Bereich erstlich ein Rechteck der w,t>-Ebene der Ecken (∙wθ, v0), (w1, vθ), (m1, v1), (tt0, v1), und wird
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4] Dritte Gestalt der Theorie des Polarplanimeters 177daa entsprechende krummlinige Viereck der Fig. 49 durch B bezeichnet, so folgt unmittelbar:
f,fdω ~JX fg⅛P ä“) ~f~ tis^'

»o «0 r0wo die rechts in der Klammer stehenden Ausdrücke die Bogendifferentiale der Kurven Kl und Ku sind. Es steht also rechts einfach der Überschuß der Seite 
vom Viereck B über die Seite K ; dieser Überschuß, wie er eben von der

PlanimcterroTle beim Umfahren von B auf genommen wird, ist also in der Tat dem 
Inhalte von B gleich. Der Übergang zu beliebigen Bereichen wird dann in be­kannter Weise durch immer kleiner zu wählende Vierecke der bisherigen Art vermittelt. —Für einen den Pol nicht enthaltenden Bereich B der Randkurve K gilt zufolge(2) und (7):1 ' (5Y∖ 7 WÜ ■ n(17) 1 da —— b I emads.Die Analogie dieser Gleichung zu den Formeln (ß) ff. S. 139, in denen gleichfalls Flächenintegrale durch Linienintegrale dargestellt werden, ist augenfällig; und es liegt daher der Wunsch nahe, von dendamaligen Entwicklungen aus das Plani­meter erneut verständlich zu machen. Diesgelingt sehr leicht unter Heranziehung desSatzes über Integration vollständiger Dif­ferentiale über geschlossene Kurven (S. 148).In Fig. 50 ist ß der schon vorhin ge­brauchte Winkel zwischen dem Radius vektor r und der Tangente von I\, wobeinach I, 290 und 292:

. rd& dr(18) >w∕i--3j , ∞>(5≈J-igilt. Der Winkel a der Rollenachse (des Fahrarmes) gegen die Kurve 7v ist kon­vex: endlich bedeutet γ den Winkel zwischen r und b, für welchen man aus dem Kosinussatze abliest:
zιn, r*+bi-ai . j∕4~δM- (rUfc’-a*)»

i 2b r z 2 b rmit positiv zu nehmender Wurzel. Zur Abkürzung schreiben wir:∣z40si∙8 — (ra -∣- bi — a2)i = Λ(r), sin ■Nun folgt aus Fig. 50 sofort:α = 2jτ-{-y — ß, — sin a ~ sin (/1 — y)und also weiter zufolge (18) und (19):(2θ) — b sin a ds = ~ (ridθ, + (bi— at) d& — drj .Der Leser wolle sich vorerst überzeugen, daß diese Relation für alle Lagen des Planimeters längs K richtig bleibt*)·*) Damit die Rechnung unverändert besteht, wolle man insofern von der in I, 290 gegebenen Erklärung des Winkels ß abweichen, daß jetzt ß der WinkelFricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 12
www.rcin.org.pl



178 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [5Wir kehren nun zu rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen:
r==γ,χa-j-yii, ff = arctgθθzurück und schreiben: ×* * **)7 . .JW-√tes,),wo nach Ausführung der Integration r durch x und y auszudrücken ist. Die Gleichung (20) gewinnt die Gestalt:— δ sin α ds = — όε dy — y dx-∖- (ö!— αs) d arc tg — d f(x, ,wo in den beiden letzten Gliedern vollständige Differentiale von Funktionen stehen, die in B eindeutige und stetige partielle Ableitungen haben*). Somit gilt nach S. 148 für die über die geschlossene Kurve K geführten Linienintegraie:(J^darctg θθ == 0, Jdf(p,ιj) = 0 ,und die letzte Gleichung führt zu:W/‘ ι(*)f 1(f)Z∙— δ i sin u ds = — I x dy---- — I y dx.Nun liefern aber die Gleichungen (6) S. 139 für ψ(x, y) x und (7) S. 140 fürT(a3, 2∕) = 2G (Ä)Z’ (ß)/’ (AT)/‘ (B)/’I xdy≈ da, — ydx= da,so daß wir in der Tat zur Grundgleichung (17) des Planimeters zurückgelangen.δ. Die Inhalte krummflächiger Bereiche. Durch die Gleichung £==/■(#, y) sei in rechtwinkligen Koordinaten eine krumme Fläche gegeben. Ist in einem Bereiche Ti der ay∕-Ebene die Funktion 

f(x, y) mit ihren Ableitungen ∕'τ' und ein­deutig und stetig, so hat das über dem Be­reiche li gelegene Stück der krummen Flächenach S. 112ff. den Inhalt:(1) ω = +f∕2÷ ∕j, 2In der bereits in 1,321 betrachteten Fig. 51 ist eine Kugel mit einem Zylinder, dargestellt durch die Gleichungen:f x2 + y2 + #2 — α2 = 0,{ #2 + y2 — « # = 0,zwischen r und der entgegen der Umlaufsrichtung von K gerichteten Kurven­tangente ist.*) Der Pol 0 sollte dem Bereiche B nicht angehören.**) Man sagt, dieses Integral leiste die „Koniplanation“ der krummen Fläche.
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Fläche von Viviani 179δ]zum Durchschnitt gebracht. Wir wollen als erstes Beispiel den in der Figur sichtbaren Teil des Kugeloktanten ausmessen. Im Innern des Zy­linders liegt oberhalb der rr,y-Ebene ein blattförmiges Stück der Kugel­fläche, das man als die „Fläche von Vivianiu bezeichnet. Dasselbe wird durch die #,£-Ebene in zwei symmetrische Hälften zerlegt, von denen wir zunächst das hinter der #,£-Ebene (nach Seiten der positiven ι∕-Achse) gelegene ausmessen wollen. Der unter dieser Fläche gelegene Bereich B der iC,i∕-Ebene ist durch die rr-Achse und den von der Grundfläche des Zylinders gelieferten Halbkreis y=-∖-}∕ax-x2 eingegrenzt; für die krumme Fläche aber berechnen wir aus der ersten Gleichung (2) leicht:
z - =Va2 ~x2-y2, ]∕1 + Λ∕2 + fy"i = ·

v ya2—x- — y2Der Ansatz (1) in Form eines Doppelintegrals liefert also als Inhalt der halben blattförmigen Fläche*):
a ↑∕ax-%2CT = fl / f ( ---—L^==Λ dx.

J V(a2-x2')-y2) 
o oDas innere, bei konstantem x auszuführende Integral liefert nach (16) S. 8:

γax-x2 _________ ■
Γ dy V · V ~lVax-x2 . ∕ xI ■■ - ■...■ ■---- - = arc sm —■===. = arc sm 1/ —i— ,

,J ]∕(a2— x2)— y2 j_ ya2-x2Jo * a +xoso daß für den auszurechnenden Inhalt folgt:
ω = a I arc sin "1/ —dx.J r a + xoDurch partielle Integration gewinnt man:/arc sin l/ -f dx = x arc sin l/—f-------irVa I

J r a -f- x r a-f-x 2 r J a + x ’wobei sich das hier noch verbleibende Integral nach einer bekannten Regel (S. 27) leicht bestimmt zu:
-2yi-2}∕a arc tg]∕⅛ ·

*) In der bei x — a gelegenen Spitze des Blattes wird zwar f,x unendlich, doch konvergiert das Integral. 12
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180 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [5Es ist demnach:
ω = a arc sin J∕ —(pr ~ Vax ÷ a arc ⅛ |/~ Jo= 1' a* *n ~ a*∙Da der Kugeloktant den Iuhalt hat, so ist der in Fig. öl sichtbare

Teil des Kugeloktanten, der außerhalb des Zylinders liegt, gleich ai, d. h. 
inhaltsgleich mit dem Quadrate über dem Kugelradius*').Stellt man die krumme Fläche mittelst zweier Variablen u, v durch drei Gleichungen(17)S. 113 dar, so wird der Inhalt ω nach(19) S.113 durch: (3) ω =='r, j γD(%,t∕)2+ D(y,χf)8+ D(^, %)2dω,geliefert, wo die D die Funktionaldeterminanten sind und ΙΪ das Abbild des auszumessenden Flächenstücks in der w,v-Ebene ist.Beim betrachteten Beispiele, wo es sich um das Stück einer Kugel­fläche handelt, wird man zweckmäßig die S. 155 eingeführten Polar­koordinaten Θ und φ heranziehen, in denen die Darstellung der Kugel­fläche des Radius a durch:

x — a sin 0 cos φ, y == a sin Θ sin φ, s = a cos Θgegeben ist. Man berechnet hier leicht:2) (#,«/) = α2 cos 0 sin 0, D (y,s) = α2sin2 Θ cos cp, D(^,^) = α2sin20 sin φ, so daß sich der Ansatz (3) in die einfache Form kleidet:
ω = α2 ( sin θ de/**).Schreiben wir, um die Hälfte des Viviauischen Blattes auszumessen, dies Integral als Doppel­integral, so ist bei konstantem Θ, d. i. längs eines „Parallelkreises“ (vom Radius a sin Θ)der Kugel von φ = 0 bis zum Zylindermantel zu integrieren. In der Ebene des Parallel­kreises sind die Verhältnisse durch Fig. 52 skizziert, aus der man sofort abliest, daß die obere Grenze φ das Komple­ment von 0 ist. Somit gilt:*) Von Viviani entdeckter und 1692 veröffentlichter Satz.**) Den Entwicklungen von S. 108ff. liegt die Annahme zugrunde, daß derWurzelausdruck unter dem Integrale (3) im Bereiche B' überall endlich und von 0 verschieden ist. Nun verschwindet aber α2 sin 0 in den beiden Schnittpunkten der 2-Achse mit der Kugelfläche des Radius a, auf der der Bereich B, des Textes liegt. Indessen folgt aus der Stetigkeit des Integrals bei 0 = 0 und 0 = π oder auch durch Übertragung der S. 127 ff. für die Umgebung des Poles r = 0 ausgeführten Überlegung, daß das oben für ω angegebene Integral seine Brauchbarkeit behält, falls B, einen oder beide Punkte 0 = 0 und 0 = n enthält.
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δ] Fläche von Viviani. Umdrehungsflächen 181
7t 71 7t¥ ¥ ^ 0 ¥ω = α3 ∣ ( ∣ sin θ dφ^ dθ = a2 j θ* — 0) sin θ dθ. 

ό ΐ) οDie Ausführung des Integrals bietet keine Schwierigkeit und führt zum schon bekannten Ergebnis zurück.Ganz besonders einfach gestaltet sich die Ausmessung von „Um- 
drehungsflächen“. Wir wählen die Achse einer solchen Fläche als a>Achse und denken die Fläche dadurch ent­standen, daß eine in dei· rr,y-Ebenegelegene, etwa durch y ≈ f(x') dar­gestellte Kurve im Raume um die x-Achse rotiert (s. Fig. 53). Der ein­zelne Punkt der Kurve erzeugt dabeieinen „Parallelkreis“ der Um drehungs­fläche, die verschiedenen Lagen derrotierenden Kurve aber heißen „Meri­diankurven“ der Fläche*).Für die Darstellung solcher Flä­chen eignen sich besonders sogenannte im Raume. Wir gelangen zu denselben, indem wir xbeibehalten und an Stelle von y und 3 nach Art der Polarkoordinaten in der i∕,^-Ebene zwei Koordinaten r, fl durch die bekannten Gleichungen: r = y⅛2 + s8, fl = arc tg (y)einführen; es ist also einfach r die Länge des Lotes vom Punkte (x, y, 3} auf die x-Achse und fl der richtig abgelesene Neigungswinkel dieses Lotes gegen die x.y-Ebene**). Natürlich gilt umgekehrt:

y = r cos fl, 3 = r sin fl.Die soeben betrachtete Umdrehungsfläche der Meridiankurve y = /'(.«)*) Die Bezeichnungen sind vom Erdsphäroid hergenommen.**) Der Name der Koordinaten gründet sich auf den Umstand, daß die Flächenkonstanter Werte r „Zylinder“ mit der x-Achse als Achse sind. Behalten wir statt x die Koordinate z bei und führen für re und y Polarkoordinaten r1 =}∕rcs-J- yi, fl1≈arctg ein, so ergibt der Vergleich mit den Formeln (8) S. 156 der dort eingeführten räumlichen Polarkoordinaten >∙, d, φ sofort:r1 — r sin Θ, fl1 = φ.Die Zylinderkoordinaten rl, fl1, z nennt man demnach auch „Semipolarkoordinaten“.
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182 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [5hat nun offenbar in Zylinderkoordinaten einfach die Gleichung r = f(x). Wollen wir sie durch drei Gleichungen (17) S. 113 mittelst zweier unab­hängiger Variablen u, v darstellen, so wählen wir u = ff und v = x, so daß die drei Gleichungen der Fläche lauten:
x = x, y = f(x~) cos &, z = f(x) sin ff.Die drei unter der Wurzel des Integrals (3) stehenden Funktionaldeter­minanten berechnen sich aus:
“ θ' ¾9~~ Si" - cθs f,'⅛ = 1> ⅛- ΛW∞s*, ½-fWsin*sofort in den Gestalten:Z>(<r,y)=√(ff)sinff, D(y,z) = -f(x}f'(x), D(z,x') = f(x) cos ff,so daß das Integral (3) die Form annimmt:(4) ω ==( f(x) }∕i -∖-f' (xf doa.Wollen wir insbesondere eine „Zone“ der Umdrehungsfläche aus­messen, die von zwei zu xQ und x1 > xQ gehörenden Parallelkreisen ein­gegrenzt ist (s. Fig. 53), so wird diese Zone in der ff,ir-Ebene auf ein Rechteck B' abgebildet, das von der x-Achse, der Geraden ff = 2π und den beiden zur ff-Achse parallelen Geraden der Gleichungen x = x0 und 

ac = xl begrenzt ist. Schreiben wir also (4) als Doppelintegral, so folgt:
»x 2 Λ(5) ω = ∕ (t∕,f{x) yi + f'(xy dfr) dx.a⅛ oDa das innere Integral bei konstantem x auszuführen ist, so folgt: Der 

Flächeninhalt ω einer Zone der in Zylinderkoordinaten durch r = f(x) ge­
gebenen Umdrehungs fläche wird durch das „einfache“ Integral geliefert:

x1(6) ω = 2 π f f(x~)γl + f'(x)2 dx*).a,o*) Kehren wir zur Gleichung y-f{χ) der Meridiankurve zurück, so ist 
j/l f’ (xj* dx == ds das zu dx gehörende Bogendifferential (die zur Stelle x und dem Differential dx gehörende Tangentenlänge). Aus (6) folgt:

dω = 2ny ds ≈ π(y -j- {y-∖-dyS) ds — π dy ds,wo im ersten Gliede rechts die Mantelfläche des vom Tangentenstückchen ds bei der Rotation beschriebenen abgestumpften Kegels steht. Die zugehörige rDif-
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5] . Berechnung von Umdrehungsflächen 183Für das Umdrehungsellipsoid gilt:= ÄO) = ⅜ Va2~x2, f H ~ -17^= ·
a a yai— x-Schreiben wir α2—δ2= + e2, je nachdem a ≥ 1) oder a < b ist, so finden wir nach kurzer Rechnung für den Zoneninhalt:*1(7) ω = J* YaijFe2x2dx.

xoFür die Kugel des Radius a, d. h. für b = a, e = 0, folgt:ω = 2jtα(rr1-#0)in Übereinstimmung mit einem Elementarsatze. Für a > b folgt unter Benutzung der Aufg. 6, S. 37:
ω = ]Λ⅛4— e2x2 -j- ai arc sin Q's)] \woraus man für die Gesamtoberfläche findet:(8) ω = 2 π (b2 + ~~ arc sin (-~)) ·Ist endlich a < b (Fall des sogenannten „Sphäroids“), so haben wir das Integral (7) nach Aufg. 7, S. 37 zu behandeln:ω = Λ∣∙ ^ex]∕ai-j- e2x2 + al ln (ex + V<ι4÷ e2aj2)Jrι∙Für die Gesamtoberfläche folgt jetzt:ra≈2jf(i>+^ιn(ψ)).Da man aus der Gleichung b2 — a2 = e2 sofort auf:/&-(-e\2__ (δ-J-e)i __ be∖ a ∕ bt—e- b — eschließt, so kann die eben für ω angegebene Gleichung auch so geschrieben werden:(9) a = 2π^+â  ln (( + '))■Der Leser wolle sowohl von der Gleichung (8) als von (9) aus durch Grenzübergang lim e = 0 die Elementarformel für den Inhalt der Kugel­fläche hersteilen.ferenz“ Λω ist der dem dx — dx entsprechende Zoneninhalt s. die schmale inFig. 53 angedeutete Zone). Für lim dx = 0 gilt lim ω = 1, woraus die Bauart 

Jωdes IntegraL (6) unmittelbar· geometrisch verständlich wird.
www.rcin.org.pl



184 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [5Ist die Meridiankurve durch ein Gleichungenpaar x = φ(t), V = Ψ(0 gegeben, so führt man auf Grund der Regel (7) S. 56 das Integral (6) für den Zoneninhalt leicht in die Gestalt über:
(10) ω = 2πJψ(f) ]∕φ'(i)2 + ψ'(t')2 dt.^0Für. die gemeine Zykloide als Meridiankurve hat man z. R. (vgl. die Rechnungen von S. 153):ü dω = 2πa2 f (1 — cos f) ]/2 — 2 cos tdt = 16xa2∕ sin3 d ^0 ·*0 toDas Integral ist nach bekannten Regeln berechenbar und liefert:

ω-161rα2[-*- cos’(1)-«« (DJ·Für den Gesamtinhalt der Fläche, die durch Rotation eines zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen gelegenen Stückes der Zykloide entsteht, ergibt sich ω = ~- πa2, d. h. diese Fläche verhält sich zur Fläche desdie Zykloide erzeugenden Kreises wie 64 zu 3.Aufgaben: Es sind die Zoneninhalte bei den Umdrehungsfläehen folgenderMeridiankurven zu berechnen:1) Parabel y2=2px (Umdrehungsparaboloid). —
ω = 2τt-]∕ 2p j ^j∕x + γdzc = y π^2P [(]∕ic + ^f^) ]t, ’#02) Hyperbel (zweiscbaliges Umdrehungshyperboloid).— Das Inte­gral muß bei Benutzung der Abkürzung e2=α2-j-b2 die Gestalt annehmen:•i’lω — %~jrfl∕ e2zc2 — ai dx.

XqMan nehme u<¾<ic1 an und wird nach Aufg. 7, S. 37 zu dem Ergebnis kommen:ω — Γex}∕e2x2— α4 — α4 ln (ex + j/e2#2— α4)^l ·zz e L --J∙u"o3) Hyperbel —i—= — 1 (einschaliges Umdrehungshyperboloid). —
ω — iex]∕esx2-j- a*-j- α4 lnx(eaf -j- }∕eix2 -j- α4)J 1∙
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5] Aufgaben zur Berechnung von Umdrehungsilächen 1854) Die auf ihre Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene gleichseitige Hyperbel y = χ~i für 0 <≤x0≤xx. — Das Integral für den Zoneninhalt:¾_______
o f ~i~ 7

ω — 2λ I ÷----- „— dx
J «a⅛■wird durch die Substitution z == x~- auf ein nach S. 32 leicht ausführbares Inte­gral gebracht. Das Ergebnis ist:

ω — π ∣^ln (asa-f- j∕ 1 + xi) — x~2}∕ 1 -j- re4J 1∙5) Kettenlinie y — a f-*θ · — Man muß zu folgendem Ergebnis gelangen:a?,ω = 2aτt J ©öS2 dx — an ∣^"rc -j- a ©in '
6) Astroide x = a cos:! t, y = αsin3∕. — Der Ansatz (10) führt leicht zu:^1ω = 6α2»I sini t cos t dt — -∣ α2τr £sine ij *·

Bei der Drehung der Astroide (s. Fig.65 in 1,282) um die x-Achse entsteht ein mit zwei Spitzen und einer scharfen Kante ausgestatteter Umdrehungskörper mit12der Oberfläche — »a2.57) Sinuslinie y — sin x. — Mit Benutzung der Aufg. 7, S. 37 muß man findenω = — ä | cos x J/ϊ -f- cos2ic -j- ln (cos x 4- l/l -j- coss ,τ)T1.
L Ja⅛Das Stück der Sinuskurve zwischen 0 und π erzeugt bei der Drehung einen spindelförmigen Körper der Ober­fläche 2jr(j∕2-J-In(l 4-V2)). —Eine ganz oberhalb der #-Achse*) gelegene ge­schlossene ovale Kurve möge zwei zur y-Achse parallele Tangenten haben mit den Berührungspunkten A, B, denen die Abszissen # = a und x-b^>a zukommen (Fig. 54). Durch A und B wird die Kurve in zwei Teil kurven 

,J == f0 (#) und y — f\ (x) zerlegt, von denen die zweite über der ersten liegt. Bei Drehung um die #-Achse entsteht eine „Ringfläche“, die durch die beiden von 
A und B beschriebenen „Parallelkreise“ in zwei Teil­flächen der Inhalte:

6

ωi=≈ 2 nj fi(x) |/T + /'/(#)8 dx, (i = 0,l) 
a*) d. i. auf Seiten der positiven i/-Achse; s. die Fig. 54, wo die #,,s-Ebene horizontal und die positive y-Achse vertikal nach oben weisend gedacht ist.
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186 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [5zerlegt wird. Nach der Regel (5) S. 55 können wir diese beiden auf dasselbe Inter­vall bezogenen Integrale addieren und erhalten als Flächeninhalt ω der Ringfläche:
6(11) ® = 2« Jl(∕∙0 (x) ]∕ι +70W + ΛW√ι+ΛW) dx.

a8) Man messe hiernach die Oberfläche eines Kreisrings vom Meridiankreise: ics-}-(3∕— c)2 = r2, i∕ = c + ∣∕r2— xtaus, wobei die Mittelpunkts Ordinate c)>r sei, damit der Kreis ganz oberhalb der rc-Achse liegt. — Hier folgt, wenn die oberen Zeichen für f1(χ) und die unteren für f0(x) gelten, aus ∕,i∙(rc) = c + ]∕rs—xi leicht:
fi' (rc) = + —, V1 ÷ fi (#)* = , r ,^∣∕r2-rcs -j/r2 —£C*so daß der Ansatz (11) ergibt:

. * —r — r(12) ω = 4crτr prc sin 0^+r=(2rπ)∙ (2cλ).Auf dieses Ergebnis kommen wir unten zurück.9) In Fig. 55 ist der den beiden Kreiszylindern der Gleichungen:(13) ict+2!2=αs, rc2+y2=α2gemeinsame Raumteil durch Schraffierung der Ober­fläche skizziert. Die Oberfläche setzt sich aus vier kongruenten haubenartigen Teilen zusammen, welche auf der x-Achse an den beiden Stellen x — + a mit je vier Ecken zusammenlaufen. Man zeige, daß die Gesamtoberfläche den Inhalt 16 α2 hat. —Der Inhalt der oberen Haube wird durch da3 Integral (1) geliefert, wenn man der ersten Glei­chung (13) entsprechend z = f(x, y) = ∖at — x2· setzt und der zweiten Gleichung (13) entsprechend als Be­reich J5 den Kreis des Radius a um 0 wählt.10) Man beweise, daß über dem Dreieck der rc,ι∕-Ebene mit den Ecken Ο, (1, 0), (0,1) ein Stück der durch 2(rc-∣-f∕)3—9jS2=0 gegebenen Fläche drittenGrades vom Inhalte jg (l + j/2) gelegen ist. — Die Lösung beruht auf der Be-rechnung des Integrals: 1 «ω= J ( f Vl + x + ydy) dx.0 011) Man stelle fest, welchen Flächeninhalt der im Kugelinnern der Fig. 51, S. 178 verlaufende Teil der Zylinderfläche hat. — Die in der Figur sichtbare Schnitt­kurve vierten Grades hat nach I, 322 die drei Gleichungen:
x = a cos2 (, y = a cos t sin #, z — a sin t,
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«] Aufgaben über Flächeninhalte krummer Flächen 187projiziert sich also in der Λ1,2-Ebene auf die Parabel der Gleichung zi= a (a—x\ Machen wir also der Bequemlichkeit halber die positive z-Achse zur positiven y-Achse und die negative y-Achse zur positiven z-Achse, so handelt es sich um die Ausmessung des in Fig. 56 skizzierten, oberhalbder x,y-Ebene gelegenen Zylinderstückes der Glei­chung z = }∕ic(α—x), das durch die iC,^-Ebene und den parabolischen Zylinder der Gleichung y = ]/«(«—χ) ausgeschnitten wird. Man gründe die Entwicklung auf den Ansatz (1) und zeige, daß die auszumessende Fläche den Inhalt ai hat, d. h. daß sie inhaltsgleich ist mit dem in Fig. 51 außerhalb des Zylinders sicht­baren Teile des Kugeloktanten.12) Nach I, 323 ist durch die drei Gleichungen
X = U COS V, y — u sin v, h

2πveine Schraubenfläche der „Ganghöhe“ h dargestellt.Durch zwei Kreiszylinder, welche die 2-Achse zur ge­meinsamen Achse und die Radien u0 und u1 j>w0 haben, wird auf der Schraubenfläche eine bandförmige Wendel­fläche ausgeschnitten. Man berechne den Inhalt des­jenigen Stückes dieser letzteren Fläche, welches zwischen den*beiden zu v0 undgehörenden Horizontalebenen liegt. — Der Ansatz (3) liefert für den In­halt das Integral:«1 »i ___________ _ “l ____________
ω-JXJ ∕⅛),+,,s ⅛¼→l-⅞)∕l∕(⅛)Wo ⅝ Wodas rechts stehende Integral ist weiter nach Aufg. 7, S. 37 zu behandeln.6. Die Inhalte räumlicher Bereiche. Der Inhalt r eines endlichen räumlichen Bereiches B ist das über diesen Bereich erstreckte Raum­integral des Differentials dt. Jenach der Darstellung desRaumdif- ferentials nimmt das den Inhalt r darstellende Integral besondere Ge­stalten an.Wählen wir zunächst recht­

winklige Koordinaten, so kann man das Raumintegral als dreifaches Integral(4) S. 115 auf bauen. Unter Abänderung der Integrationsfolge und der Bezeichnung der Grenzen schreiben wir:
≈⅛ s,ι(∙κ) fΛχ,y)(1) r dt = ( (J ( / dg) dg) dx,

#o 0,o(∙D ∕o(*,5')wobei die Bedeutung der Integralgrenzen durch Fig. 57 erläutert wird
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188 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung(s. auch S. 115ff.). Von dem in dieser Figur skizzierten ovalen räum­lichen Bereiche B ist durch das Integral (1) der durch die beiden Ebenen .r = x0 und x = x1 eingeschlossene Teil ausgemessen. In deι∙ rr,«/-Ebene projiziert sich der Bereich B auf einen ebenen Bereich B', dessen Rand­kurve vom „Umrißzylinder“ des räumlichen Bereiches herrührt. Die Be­rührungskurve dieses Zylinders zerlegt die Oberfläche von B in zwei Teilflächen, eine untere durch £==«/0 (#,«/) und eine obere durch z = fffx,y) dargestellte. Entsprechend wird die Randkurve von B' durch die beiden zur «/-Achse parallel laufenden Tangenten in zwei Teilkurven y = g9(x) und y = gi(χ) zerlegt. Diese Gebilde geben also die Grenzen im Inte­grale (1) ab.Das innere Integral in (1) ist unmittelbar ausführbar und liefert den 
Bauminhalt t in Gestalt eines Doppelintegrals*)·.

(2) ∙,'ι 9ι (?)

τ=J (J (f1(x, y) - f0(x, y})dy) dx.
x0 9o(x')Als ein auf den schraffierten Teil B' bezogenes Flächenintegral können wir an Stelle von (2):(3) r =(sy(∕,1 ix, y) - f0ix, yf) dω,schreiben. Das zum Flächendifferential dco' gehörende Differential dt**) von τ ist, wenn wir gleich noch dω' = dx dy setzen:(4) dτ≈(f1 tχf y) — f0{χ, y)) dω'=(fl ix, y) - ff ix, yf) dxdy,dasselbe gestattet folgende anschauliche Deutung: Das zu dco' = dx dy 

gehörende Differential dt ist der Bauminhalt eines über dem Rechtecke der 
Eckpunkte (x, y), (x + dx, y), (x 4- dx, y + cly), (x, y ff dy) stehenden vier­
seitigen Prismas, dessen untere und obere Grundfläche parallel zur x,y- 
Ebene durch die beiden Punkte {x,y,ffix,yf), {x,y,fχix,y}) der Bandfläche 
von B laufen (s. Fig. 57).Das in (2) vorliegende innere Integral:j'lW(5) ωθ) =J iffx, y) - ff(x, y}) dy

'Jot?)stellt nach S. 162 den Flächeninhalt desjenigen ebenen Bereiches Bx dar,*) Man sagt auch, daß durch dieses Integral (sowie die sonstigen Integrale für r) die ,,/uiöa/w“ des Bereiches B ausgeführt oder das „ Volumen“ von B be­rechnet werde.**) Wir vermeiden hier die Benennung „TRaumdifferential“, da dieses dτ den Charakter eines „Flächendifferentials“ hat.
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6] Integrale zur Ausmessung räumlicher Bereiche 189in welchem die an der Stelle x zur y, 0-Ebeae parallele Ebene den räum­lichen Bereich durchsetzt (s. die beiden in Pig. 57 angedeuteten Bereiche 
Bx und iζ,j). Mit Hilfe dieser von x allein abhängigen Größe ω(.τ) ver­wandelt sich das Integral (2) in ein einfaches Integral:f1(6) r = ∕

■r0das wir auch als ein längs der x- Achse zu erstreckendes Linienintegral auffassen können. Das zur Stelle x und zum Differential dx gehörende 
Differential dτ ≈ ω(x} dx*) ist geometrisch zti deuten als Inhalt einer 
zylindrischen Scheibe der Grundfläche ω(rr) und der Höhe dx.Ist fi(x, y) mit 0 identisch, so kommen wir mit (3) bzw. (2) auf das Integral:

O ar1 J,l(a!)(7) τ= Jf(x,y) dω' =J(Jf(x,y)dy^dx

¾ 9a (»)zurück, welches bereits S. 94 geometrisch gedeutet wurde. Hier ist der räumliche Bereich B von dem Inhalte r der schon a. a. 0. näher bezeich­nete Bereich, der durch die x, y-Ebene, die längs des Bandes von D' senk­
recht zur x, y-Ebene errichtete Zylinderfläche und die Fläche z = fix, y) 
eingegrenzt ist.Ein Beispiel schließen wir an den in Fig. 51 S. 178 dargestellten Kugeloktanten an, und zwar möge der Inhalt r desjenigen Raumstückes des Kugeloktanten**) ausgemessen werden, welches im Zylinderinneren liegt. Hm mit positiven y arbeiten zu können, messen wir lieber das be­züglich der x, »-Ebene symmetrische Stück aus und haben dem Doppel­integrale (7) entsprechend den Ansatz:

a γαχ — χζ
τ ==J [j∕α2 — x2— yi dy} dx.

0 0Das innere Integral liefert nach Aufg. 6, S. 37:
lax — x'1

jVa2-χ2-y2 dy = ±- ' ι∕]∕α2 

0 L-
#2—∕∕2÷ (ft2 - x'2) aι'c sin 1

*) das nun natürlich selbst den Charakter eines „Liniendifferentials“ (Bogen­differentials) besitzt.**) Hier ist natürlich unter „Kugeloktaut“ ein durch die Koordinatenebenen ausgeschnittenes Achtel vom „Kugelinneren“ gemeint.
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190 V, 1. Geometrische Anwendungen der IntegralrechnungDurch Eintragung der Grenzen für y findet sich: [G
a aτ = y ]∕αJ(a — x) }∕% dx '(a2 ~ χ2) arc s’n (j∕a X x ' ^x∙0 0Das erste Integral berechnet sich unmittelbar auf Grund des Potenzintegrals:αy γaJ*(a — x) V'x dx = — α3. oDas letzte Integral bringt man mittelst der partiellen Integration nach kurzer Rechnung auf die algebraische Gestalt:/ I(α2— #2) arc sin ^^ayjχdx/ „ 1 A · Ί / 1 -,∕~ ∏3α2 — tf2)p⅛ ,

-(«’»- y X-) arc sm l i, + ιe - f V»J , + β dx’so daß man durch Einsetzung der Grenzen und Multiplikation mit y erhält:
2 z≈) arc sin j/^ dx - ±πa°-o 0Endlich entwickeln wir das noch übrigbleibende Integral so:

∕ (3g8~a⅝ d z^2cι2 I]/_xdx _ Λ _ (y y- dχ 
J a + x J a-∖-x J κ ' rund berechnen das erste Integral rechts durch Vermittlung der neuen Variablen z = \es ergibt sich:f<3≤^∑V⅛^==2α2(2]∕^-2∙j∕αarctgy j)~Q xi^}∕x- ∣

a
1 Γ(Sai— %*)Vx j IG 3 1 3_l/a I >-- r dx = ta* —-πai.12 y J a X 45 12oUnter Zusammenfassung der Einzelergebnisse folgt:

1 3 2 3

τ = 67ta ~τa -Da im ersten Gliede der Inhalt des Kugeloktanten steht, so hat der in Fig. 51, S. 178 vor der Zylinderfläche gelegene Teil des Kugeloktanten den Rauminhalt ~α3. Bohrt man demnach aus der zur rechten Seite
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β] Raumintegral in Polarkoordinaten 191der y, ^-Ebene gelegenen Halbkugel das Zylinderinnere aus, so bleibt von der Halbkugel ein Stück des Inhaltes --α8 übrig.Führt man neue Variable u, v, w durch die Gleichungen (5) S. 115 ein, so transformiert sich das Integral für den Rauminhalt r nach (18) S. 119 in die Gestalt: (B')∕*(8) r= J D(x, y, z)dτ',bezogen auf das Abbild B' des Bereiches B im u, v, w-Raume. D(#, y, z) ist die nach (7) S. 117 zu berechnende Funktionaldeterminante. So gilt z. B. für räumliche Polarkoordinaten u = r, v ≈ θ, w = φ, wie aus den Transformationsformeln (8) S. 156 leicht folgt:
D(x, y, s) = r2 sin Θ.

Das Integral für clen Inhalt τ des räumlichen Bereiches B ist bei Gebrauch 
von Polarkoordinaten gegeben durch:

(B')i∙(9) r = I r2 sin θ dτ',

bezogen auf das Abbild B' des Bereiches B im r, Θ, <ρ-Baume.Unter den verschiedenen Darstellungen dieses Raumintegrals alseines mehrfachen oder einfachen Integrals stellen wir die sich an (1)anschließende Gestalt: ,. x, z,.O nA)fιM

<1°) '-JW r2 sin θ dφ} dθ^ dr,

ffi !>o(r) f0{r,θ}voran. Wir nehmen dabei der Anschaulichkeit halber zunächst an, daß 
B eine ovale Gestalt hat und den Pol nicht enthält. Die Deutung dieses und der weiteren Integrale würde sich im „r, Θ, φ-Raume“ gerade so ge­stalten, wie die Deutung der Integrale (1) ff. im x,y,z-Raume. Doch können wir die Deutung der Integrale (10) ff. auch gleich im letzteren bäume vornehmen, wobei dann die etwa durch JFr, Fθ, Fφ zu bezeich­nenden Flächen zur Benutzung kommen, längs deren r bzw. Θ, φ kon­stante Werte haben. Man mache sich vorab klar, daß die Fr die Kugel- 
fächen um 0, die Fo die Kegelmäntel mit der Spitze in 0 und mit der z- 
Achse als Achse und endlich dieFfp die Meridianhalbebenen des Baumes sind.Durch Ausführung der inneren Integration in (10) folgt: p. ⅛(OΤ (r2J ^*1 ~ ö Sin θ dθ^) dr''o !fo (>’)
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192 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [6Setzen wir demnach:
<Ji (r)(11) r*J'(fi<r, θ)-f0(r, 0)) sin 0 dθ≈ <x>(r),

!^lo(r)so stellt sich der Ranminhalt r als einfaches Integral dar:η
τ =J∖ω(r) dr.

Hier ist nun einfach ω (r) der Flächeninhalt desjenigen Teiles der Kugel­oberfläche vom Radius r um 0, der in B verläuft. Zufolge der zweiten Note S. 180 hat es übrigens keine Schwierigkeit, wenn dieses Flächenstück den Punkt 0 = 0 oder 0 = n enthält. Das Differential dτ = ω(p) dr ist 
nun der Inhalt einer auf dem fraglichen Flächenstücke aufgelagerten Kugel­
schale der Dicke dr, die so gestalten ist, daß sie von jeder Kugelfläche 
eines zwischen r und (r + dr) gelegenen Radius wieder in einem Stücke 
des Inhaltes ω(f) geschnitten ivird.Stellen wir die Integration nach r voran, so können wir: s' * 7u(<M)(12) r= 'J^smθJ'r2dr}dω'=~ J∖∖(Q,φ)* — ∖(θ,φ)*) μά θ d<o'

>∣0(θ,(p)schreiben. Hier dürfen wir (s. S. 180) sin 0 ∙ dω' als Flächendifferential auf der Kusel des Radius 1 um 0 fassen. Die Strahlen von 0 nach dem Rande dieses Differentials bohren aus dem Bereiche B ein an einen ab­gestumpften Kegel erinnerndes Raumstück heraus. Das zu dω' gehörende 
Differential. dτ ≈= ' (⅛1(0, φ)3 — Ao(0, φ)3) sin 0 dω'

bedeutet nun den Inkall eines Kegelstumpfes, dessen beide „Grundflächen“ 
von den Kugeln der Radien r0≈ h0(Θ, φ) und r1 = 7⅛1(0, φ) geliefert wer­
den. Übrigens ist wieder leicht einzusehen, daß in der vorstehenden Formel auch hQ (0, φ) mit 0 identisch sein darf, d. h. daß sich der Be­reich B an den Pol heranziehen mag.Die letzte Bemerkung ist um so wichtiger, als man die Polarkoor­dinaten besonders gern gerade in dem Falle zu Raumausmessungen ge­braucht, wenn der Bereich B den Pol rings umgibt. Als Beispiel be­rechnen wir vorerst nur den Inhalt einer Kugel vom Radius a um 0. Hier gilt einfach: a λ 2 λsin 0( dφ))dθ) dr, ο <* δworaus man leicht die bekannte Elementarformel τ = y πα3 abliest.
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β] Rauminhalt von Umdrehungskörpern 193Besonders einfach stellen sich die Inhalte von ümdrehungskörpern dar. Wählen wir die Achse eines solchen Körpers wieder als Achse, und ist y = f(x) die Gleichung der Meridiankurve der Oberfläche des Körpers, so möge der zwischen den beiden zu x0 und x1 gehörenden Kreisscheiben gelegene Teil des Körpers (s. Fig. 53 S. 181) ausgemessen werden. Wir können hier unmittelbar an die Darstellung von τ durch das einfache Integral (6) anknüpfen. Dabei bedeutet ω (x) den Inhalt der an der Stelle x senkrecht zur Achse aus dem Körper ausgeschnittenen Kreisscheibe. Da der Radius dieser Kreisscheibe y = f(x) ist, so ist ω(#) = Λf{xfi, und wir finden: Aus einem TJmdrehungsTcörper mit der 
x-Achse als Achse und der Meridiankurve y = f(x) wird durch die beiden 
zur x-Achse senkrechten Ebenen x = x0 und x = xxZ> %0 ein Raumstück 
des folgenden Inhaltes ausgeschnitten: .τ1(13) r = λ (x)2 dx.

χ0Für ein Umdrehungsellipsoid finden wir:a∙1Λ®) - τ -rf∙r - ΐ’ί'"’·'' - ä ⅛∕•ToSetzen wir x0 == 0, xx = a und multiplizieren mit 2, so kommt als Raum­inhalt des ganzen Ellipsoids r =≈~αδ2jr, was für b = a auf den Kugel­inhalt zurückführt.Ist die Meridiankurve durch ein Gleichungenpaar x = φ (t), y = ψ(f) gegeben, so tritt an Stelle von (13) das Integral:ζl(14) τ = Jtjψ(t)2 φ'(f) dt.^0So gilt z. B. im Falle der gemeinen Zykloide: hτ = jrα8y (1 — cos ff dt = τtα∙'iΓ-∣-Z - s’n (4 — — cos t — * sin2 ^J1∙
Für t0 = 0, i1 = 2je ergibt sich 5jr8α3 als Inhalt des ovalen Umdrehungs­körpers, der von einem zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen ver­laufenden Stücke der Zykloide geliefert wird.. _ Aufgaben: Es sind die Rauminhalte der Umdrehungskörper folgender Me­ndiankurven zu bestimmen:Vricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 13

www.rcin.org.pl



194 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung re1) Gerade der Gleichung y = ~ x für die Grenzen .rθ = 0 und xi — h (In­halt des geraden Kreiskegels der Höhe h und des Grundkreisradius r). —’ “ ’J i(⅛)*i dχss"" (τ) ⅛ *’]ο" ί 
02) Parabel yi = 2px (Umdrehungsparaboloid). —

>1

τ = 2p ä J χdx==pπ (x1i — x0s).

•roFür xit = 0 und x1 = x folgt:r — p ττxi ~ ~πx · 2px = — ity ■ x,wenn y die zu x gehörige Parabelordinate ist. Man leite aus den Ergebnissen der Aufg. 1 und 2 den Satz ab: Konstruiert man über der gleichen Kreisfläche einen Kreiskegel, ein Umdrehungsparaboloid und einen Kreiszylinder ein und der­selben Höhe, so verhalten sich deren Inhalte wie 2:3:6.3) Hyperbel ~ —- ∣i = 1 für a < x0 < x1 (zweischaliges Umdrehungshyper­boloid). — a,ι
τ = πJ ft ~ b2) dX = [a38 ~ '

svi 2 q∣ 2 β4) Hyperbel -s — < = — 1 (einschaliges Umdrehungshyperboloid). —
τ = 7tJ∖^ix* + b*)dx = λ ^iχ5+ 3a*x⅛i0'

x05) Die auf ihre Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene gleichseitige Hyperbel y = x~1 für 0 <≤ x0 -≤ x1. —

r~πt‰,,(λ-±∖
J xi ∖x0 xj *0Das Integral konvergiert für lim x1 = ∞ gegen die Grenze rt.rθ 1.6) Sinuslinie y = sin x. —

xλ
τ = τtCtsin* x dx = π [x — s^n χ cos χ]⅛10 ·«0Der in Aufg. 7, S. 185 beschriebene spindelförmige Umdrehungskörper hat denRauminhalt -- π 2.2
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6] Aufgaben tib⅛jr die Rauminhalte von Umdrehungskörpern 1957) Kettenlinie y — a (Sog —'Γ1r = α'2 jr J(Sog2 dx — ~ na“ pr ■+ a ©in θθ · (£og / ·
8) Astroide x — a cos3t, y = a sin3t. Den Grenzen x0 und x1, die die Un­gleichungen 0 ≤ x0 ≤ x1 ≤ a befriedigen, entsprechen hier zwei Grenzen t0 und t1 mit den Bedingungen ~ ≥ i0 )> ≥ 0. —

4a ⅜ιτ = — n∣ a2 sin6 t ∙ 3α cos21 sin tdt = — 3asπJ (1 — cos2 i)θ cos2t sin t dt.

i0 (0Setzt man cosi=w, so folgt:—y (1 — cos2 t)s cos21 sin i dt =y (1 — w2)3 ni du. *Man beweise, daß der in Aufg. 6, S. 185 beschriebene Umdrehungskörper den In­halt -~λu3 hat.
10o9) Der Rauminhalt des in Aufg. 8, S. 186 betrachteten Kreisrings (s. auch Fig. 54, S. 185) ist auszumessen. — Wir be­nutzen zunächst den oberen Halbkreis y = fi (ic) als Meridian­kurve und erhalten in: A+

τ1 = n J*f1 (x)2 dx

in Abzug zu bringen. Für den gesuchten Rauminhalt r finden wir hiernach unter Benutzung der Regel (5) S. 55:
+r +r + rr≈r1-ru = τr^ J fi («)2 d x — f0(x)2 dx} ≈ n j ∖f1(x')2 — f0(x)9) dx.

— r —r — rMan trage die Ausdrücke für /)(«) und ∕θ(ic) ein, führe die Integration aus und beweise die Richtigkeit der Angabe τ — {r2n) ∙ (2cπ), auf die wir unten zurück­kommen.10) Man berechne den Rauminhalt eines dreiachsigen Ellipsoids, dessen Ober­fläche durch: ’ , s
x*+y+r=1
a2 b2^ c2 13

den Inhalt des Umdrehungskörpers, der durch das auf der x- Achse aufstehende Ebenenstück CAEJBD der Fig. 58 bei der Umdrehung um die «-Achse beschrieben wird. Um den von der schraffierten Kreisfläche der Fig. 58 beschriebenen Kreisring übrig zu behalten, haben wir den vom Ebenenstück CAFBD drehungskörper des Inhaltes: +r
T° = 7tt∕,

— r

beschriebenen Um-
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196 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [6dargestellt ist. — Für einen Oktanten findet sich bei Benutzung des Ansatzes (7):
b ,----------

a _____________ _

r = y f (a* ~ χ*> ~ vi d y) dx∙0 0Das innere Integral, nach Aufg. 6, S. 37 berechnet, liefert:& .------—∣∕α2-ai a '

J*√⅛ («? — χ2> — yi dv = J p («8 — ic*)∙

0 4Für den Gesamtinhalt des Ellipsoids findet man — itabc.o• 11) Man löse die Aufgabe 10 mit Hilfe von Polarkoordinaten. — Die in dieGestalt r==h(θ, φ) gesetzte Gleichung des Ellipsoids ist:1
1 /sin2 0 cos2 φ , sin2 0 sin2 φ l cos2 0 
∖ ä» Γ δ2 + c2Der Ansatz (12) liefert also für den Gesamtinhalt des Ellipsoids:2rt Λ

τ = ,'3 sin θ dθ^ dφ.

ο όDas innere Integral kann durch Einführung der Variablen u — cos 0 in die fol­gende Gestalt gesetzt werden:
/· i* du 1 u

J √(∣∕A + Hu2)3 ^-]∕Λ + Buiwobei Λ und B Abkürzungen sind für:
COS2qp , sin2φ 1u4, —— ä τα 1 -*f 9 -ZI·α2 1 bi ciDie Einsetzung der Grenzen 0 = 0 und 0 = n oder also u = 1 und u — — 1 liefert:

7l
f* „ . „ 2 2α262c
J ΛYΛ + B α2sιn2φ-t-02 cos^φSchließlich ist noch in bezug auf φ zu integrieren, was unter Heranziehung der Gleichung (24) S. 10 zu geschehen hat:

2 Λt = —αtft2c ∕ -j--~j⅛----j— = 4 6tδcΓarctg (^Λ tgφ) I = ί πα.δc∙3 J ai sιn2 φ -)- fc2 cos2 φ 3 |_ \ b /Jo 3
0 ·12) Welches ist der Inhalt des in Fig. 55, S. 186 dargestellten und in Auf­gabe 9 daselbst beschriebenen Raumteiles, der den beiden Zylindern gemeinsam ist? — Der fragliche räumliche Bereich wird durch die Koordinatenebenen in acht teils symmetrische, teils kongruente Oktanten zerlegt. Für den Gesamtinhaltmuß man α8 finden.3
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1] Aufgaben über Kauminbalte. Masse und Dichte 197
Kapitel II. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung.1. Massen und Schwerpunkte. Der physikalische Begriff der „Masse“ eines materiellen Körpers K kann aus der Tatsache der Wägharkeit des Körpers abgeleitet werden. Nach Erklärung der Masseneinheit (1 Gramm) erhält K die positive Zahl μ als Masse, falls K mit μ Gramm die Wage hält. Die Physik hat darzulegen, unter welchen Voraussetzungen dem Körper K auf diese Weise eine eindeutig bestimmte Zahl μ als seine Masse zugewiesen ist, und in welcher Art diese Voraussetzungen in der physikalischen Praxis als erfüllt anzusehen sind. Auch hat die Physik die weiteren Eigenschaften dieses Begriffs zu entwickeln, z. B. den Satz darzulegen, daß bei irgend einer Zerlegung von K in Teilkörper die Summe der Teilmassen gleich der Gesamtmasse ist usw.Der Körper erfülle einen räumlichen Bereich, dessen Inhalt r nach den Methoden des vorigen Kapitels bestimmbar sei. Den Quotienten Tder Masse und des Inhaltes bezeichnet man als die „mittlere Dichte“ des Körpers K. Ein einzelner Punkt des Körpers K habe die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z. Ein diesen Punkt umgebender Teilbereich habe den Inhalt z/r und der daselbst befindliche Teil des Körpers K die Masse z∕μ. Dann ist die mittlere Dichte dieses Teiles. Hieran schließt sich einbekannter Grenzübergang: Es werde der den Punkt (x, y, z) enthaltende Teilbereich z/r kleiner und kleiner gewählt, und zwar in der Art, daß das Maximum der Entfernungen der Punkte des Teilbereiches vom Punkte 

(x, y, z) sich hierbei der Grenze 0 nähere. Wir nehmen an, daß, wie auch

dieser Grenzübergang coli zogen teer den möge, der Quotient ~ sich hierbei λS τ
einer bestimmten endlichen, allein von der Stelle (x, y, z) abhängenden Grenze:(1) lim =

a=ozjt

annähern möge, die wir als die „Dichte“ des Körpers K an der Stelle 
{x, y, z) bezeichnen.Die Werte dieser für den Bereich von K erklärten Funktion d(#, y,z} mögen zwischen den beiden Schranken d0 und d1 > d0 liegen. Wir zer­legen alsdann 2∏n bereits so kleine Teilbereiche der Inhalte z∕r1, z∕r2,..., daß für jeden dieser Teilbereiche:
(2) ∂0 < < ∂j, 0o · z/r < Λ μ < ∂'1 ∙ z/rgilt; dies ist deshalb möglich, weil zufolge (1) der hier eingeschlossene
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198 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [1Quotient für lim ∠∕r = 0 einer zwischen ό0 und d1 gelegenen Grenze zustrebt. Da nun die Summe aller Teilmassen z∕μ1, Λ μ2, ... die Gesamt­masse μ ist und JS*z∕τ = r gilt, so folgt aus (2) sofort:d0 ∙ τ < μ < d1 ∙ r, dθ < -^ < d1.Verstehen wir unter dθ und <S1 fortan den kleinsten und den größten Wert, den ∂(x, y, z) in K annimmt, so dürfen wir nur mehr die Folge­rung ziehen ∂0≤ μ ≤ d1, eine Ungleichung, die den Satz liefert: Die
mittlere Dichte des Körpers K ist ein Wert, der nicht Meiner als das Mi­
nimum dθ und nicht größer als das Maximum d1 iZer Dichte 8 (x, y, z) ist. Dieser Satz überträgt sich natürlich auch auf jeden Teil des Körpers.Wir nehmen nun weiter an, daß 8(x, y, z) im Der eiche K stetig sei, oder daß doch wenigstens dieser Bereich in eine endliche Anzahl von Teilbereichen zerfalle, in denen δ(x,y,z) stetig ist. Der Rückgang von 
8(x, y, z) zur Masse μ von K ist dann durch Integration zu vollziehen: 
Die Masse μ des Körpers K ist durch das auf K bezogene Daumintegral:

wr(3) . μ = I 8(%, y, z^)dτ

gegeben. Zerlegen wir nämlich K in Teilbereiche der Inhalte z∕r1, z∕r2, ...*), so mögen ihnen die Teilmassen z∕μ1, z∕lu2, . . . entsprechen. Die mittlere Dichte im Teilbereiche des Inhaltes Λτk liegt ihrem Werte nach nicht unter dem Minimum und nicht über dem Maximum der da­selbst auftretenden Werte d(,zr, ?/, #). Zufolge der Stetigkeit von 8(x,y,z) im Teilbereiche können wir also einen Punkt {xk, yk, zf) daselbst angeben, in dem der Wert δ(%k,yk,zk) gleich dem Werte der mittleren Dichte dieses Bereiches ist: "-M%‰⅞)∙
k tNun ist μ = j≥/1μk und also:

kDa hier rechts eine Summe steht, die beim Grenz Übergänge lim z/r = 0 das Integral (3) liefert, so ist die Gleichung (3) bewiesen. Übrigens steht nichts im Wege, bei der Integration statt rechtwinkliger Koordinaten*) Ist ∂ (x, y, s) nur „abteilungsweise“ stetig, so mögen die Trennfliichen der „Abteilungen“ bei der Herstellung der Teile dτ1,Jr,,... sämtlich mit herange­zogen werden, damit wir in den einzelnen Teilbereichen ∂'(a∙, y, z) als stetig vor­aussetzen dürfen.
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1] Flächendichte und Liniendichte. Materielle Punkte 199
x, 'yj z auch andere Koordinaten für die Punkte des Bereiches K zu be­nutzen.Stellt der Körper eine dünnwandige Schale dar, so kann man der Rechnung die Näherungs Vorstellung zugrunde legen, ihn als eine mit einer 
Masse μ „belegte“ ebene oder krumme Fläche F aufzufassen. In derselben Art bedient man sich, falls der Körper eine drahtförmige Gestalt hat, der Vorstellung einer geraden oder krummen, mit einer Masse μ belegten 
Linie L. Der Begriff der mittleren Dichte sowie der Dichte ό (x, y, z) an einer einzelnen Stelle von J1bzw. L ist dann mittelst des Flächeninhaltes ω von F und der Bogenlänge s von L genau wie oben zu entwickeln. Man spricht in diesen Fällen wohl auch von einer „Flächendichte“ und 
„Liniendichte“ der Massenbelegung. Daß wir die Gesamtmasse in beiden Fällen wieder in Gestalt von Integralen erhalten, ist wie oben zu be­weisen: wir schreiben diese Integrale:(4) μ = J ∂'(x, y, z) dω, μ = J ∂(x, y, z^) dsund behalten uns natürlich auch den Gebrauch anderer Koordinaten an Stelle der x, y, z vor.Ist die Dichte d konstant, so heißen der Körper K, die belegte Fläche 
F oder Linie Z „homogen“. In diesem Falle ist natürlich die Gesamt­masse einfach durch d ∙τ bzw. d ∙ω und d · s gegeben, r, ω und s in der Bedeutung des Rauminhaltes von Jf, des Flächeninhaltes von F und der Bogenlänge von L gebraucht.Ist endlich der Körper in jeder Richtung nur sehr wenig ausgedehnt, so benutzt man als Näherungsvorstellung die eines mit einer Masse μ be­
legten Punktes (x, y, z) und gelangt auf diese Weise zu dem in der Me­chanik grundlegenden Begriffe des materiellen Punktes der Masse μ.An die Vorstellung eines Systems endlich vieler materieller Punkte 
(*⅛, Vι, *1); 0⅞, Mt, ⅞), · · ·, (⅞, ‰ O der Massen μ1, μ2, . . ., μ„ knüpft der Begriff des „Schwerpunktes“ an. Wir nennen μ = μ1 ÷ μ2 ÷ ’ ’' ÷ μ,i die Gesamtmasse des Punktsystems und berechnen uns drei endliche Zahlen 
|, η, ξ aus den drei Gleichungen:

n n n(δ) μ⅛=^μkXk, μη≈∑WJk, μξ=^μkzk,
⅛ = 1 * = 1 i = 1die wir als Koordinaten eines Punktes (ξ, >j, £) im zugrunde liegenden Koordinatensysteme deuten. Dieser Punkt wird als „Massenmittelpunkt“ 

oder „Schwerpunkt“ des Systems der n materiellen Punkte bezeichnet. Die physikalische Bedeutung dieses Punktes ist hier nicht zu entwickeln. Dagegen haben wir zu zeigen, daß der Schwerpunkt unabhängig von dem
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200 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [1
zu seiner Erklärung benutzten Koordinatensysteme ein dem System mate­
rieller Punkte eigentümlicher, durch das System eindeutig bestimmter Punkt 
ist. Führen wir nämlich neue rechtwinklige Koordinaten x', y, z' ein, so bestehen nach „A. G." S. 99 drei lineare Beziehungen:
(θ) x ≈ aix' + c½y' + ⅝∙s, + «, 

y = b1x,+ b2y' + b3z' + b, 
3 = cix' + c2y' + c52' + czwischen den alten und neuen Koordinaten. Der aus (δ) berechnete Punkt (ξ, η, £) hat somit neue Koordinaten ξ', η', ζ', die mit den alten durch die Gleichungen:(7) ⅛ = ai⅛' + a2η' + a3ξ' + a, · · ·verbunden sind. Berechnen wir andererseits aus den neuen Koordinaten unserer n materiellen Punkte und ihren Massen entsprechend der Regel (5) den Punkt (£", η", £"):

n

μ⅜ = X?!lkxk > 
k = l k-1 k = lso finden wir durch Kombination dieser Gleichungen mit Benutzung der· Erklärung μ = ∑μk von μ: nlu(α1ξ"+ ¾√'+ a3ξ"+ a) =J>]μk(aixk + a2yk' + a3zk' + a),

k = l

Zufolge der Gleichungen (6) und (5) bestehen also die Relationen:
∖k.',ια(α1 £"+ a2η''+ a3ζ"+ α) =^> μkxk= μ⅛,

deren Vergleich mit (7) zeigt, daß tatsächlich die Punkte (∣', η', £') und (ξ", η"f ξ") identisch sind.Haben wir ein zweites System materieller Punkte (%,l+ι,ytt+i, zn+ι), 
■■■, (xn+m> Vn+m> zn+m) dθr Massen μn+1,..., μn+m und also der Gesamt­masse μ,'= μn+1 + ∙ ∙ ∙ p μn+m, so ist dessen Schwerpunkt (ξ', ri', ξ') zu berechnen aus:

n + m n + m n + m

μ s ~y rι ~y ⅛ ~ ×' y,,."k∙⅛ = n-t-l i = w + l i = » ÷ 1⅛ = n-t-l ⅛ = w + l i = » + 1
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2011] Begriff und Berechnung des SchwerpunktesDie Addition dieser Gleichungen zu den Gleichungen (5) liefert:
n+m n + m λ n + mitξ + i√ξ' μη + μ'η'=^μkyk, μξ + μ'ξ'= μkzk.
i=l *=1 £ = 1Die hier rechts stehenden Summen sind aber zufolge (5) gleich den mit 

(μ P μ') multiplizierten Koordinaten ⅞0,‰ξ0 des Schwerpunktes des aus beiden Systemen zusammengesetzten Systems materieller Punkte, so daß die Gleichungen gelten:(8) (μ + μ')⅛o=ψξ + μ'ξ', (μ + μ')η0=μη + μ'η', (μ+μ')ξ0≈μ ζ+μ'ζ'.Man wird diese Formeln leicht auf-die Zusammensetzung von mehr als zwei Punktsystemen übertragen und aus ihnen den folgenden Satz ablesen: Hat man v Systeme materieller Punkte zu einem größeren Systeme 
zusammengesetzt, so kann man dessen Schwerpunkt (∣θ, ηϋ, ξ,θ) auf folgen­
dem Wege gewinnen: Man ersetzt das einzelne System der Gesamtmasse μ 
durch seinen mit dieser Masse μ belegten Schwerpunkt (ξ, η, £); der Schwer­
punkt des Gesamtsystems ist dann identisch mit dem Schwerpunkte des 
Systems der v materiellen Punkte (ξ, η, ξ), (ξ', η', ζ'),. . . der Massen μ, 
μ', . . .. Es ist einleuchtend, daß wir diesen Satz zur Bestimmung des Schwerpunktes eines Punktsystems auch in der Weise anwenden können, daß wir das System in Teilsysteme zerlegen, für diese einzeln die Schwer­punkte bestimmen usw.Die Erklärung des Schwerpunktes für einen materiellen Körper oder lür eine mit Masse belegte Fläche oder Linie vollziehen wir jetzt durch sachgemäße Übertragung der Formeln (5). An Stelle der Summen treten Integrale, an Stelle des einzelnen Gliedes, z. B. des Produktes μkxk, tritt das Produkt des „Massendifferentials“ dμ und der Koordinate χ-, dμ aber ist gleich dem Produkte der an der Stelle (#, y, z) vorliegenden Dichte und des Raum- bzw. Flächen- oder Liniendifferentials. Per Schwerpunkt 
(1, η, £) eines materiellen Körpers K der Masse μ berechnet sich somit aus:

Wh* Wi*(9) ιuξ== j x∂(x,y,z)dτ, μη≈ J y ∂(x,y,z~) dτ, μξ = Ί zδ(x,y,z^) dτ,

und entsprechend sind die Erklärungen der Schwerpunkte einer mit Masse 
belegten Fläche F bzw. Linie L: Wz*(10) 1uξ== I x ∂(x,y, z')dω, - ∙ ∙, μξ = I x ö(x, y, z) ds, · · ·,

wo δ(x,y,z') die „Flächendichte“ bzw. die ,,Liniendichteii an der Stelle Üb y, P) ist.Zerlegen wir den Körper K in n „Teilkörper“ der Massen μi, μi,
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202 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [1
. ... μn und bestimmen für diese einzeln die Schwerpunkte (∣1, ^1, ξ1), . . ., so folgt durch Addition <jer Teilintegrale und Benutzung von (9):

n n n
^lh,rt∕, = hri, =

k=l *=1 k≈lwomit wir den Ansatz (5) wiedergewonnen haben. Durch Übertragung auf Gebilde F oder L ergibt sich der Satz: Zerlegt man einen materiellen 
Körper K oder eine mit Masse belegte Fläche F oder Linie L in n Teil­
gebilde, so kann der Schwerpunkt des Gesamtgebildes auf folgende Art ge­
wonnen werden: Man ersetze das Teilgebilde durch seinen Schwerpunkt, 
den man mit der Masse des Teilgebildes belegt; der Gesamtschwerpunkt ist 
dann einfach der Schwerpunkt des so gewonnenen Systems von n materiellen 
Punkten.Für homogene Gebilde, d. i. für Gebilde konstanter Dichte 8, lassen sich die Gleichungen (9) und (10), in denen jetzt μ = d ■ τ bzw. ό ∙ ω und d · s eingetragen werden kann, durch d heben und dadurch in die Gestalten setzen:(Λ')/· (FV‘ (Df(11) r∣ = jxdτ,∙∙∙, ω⅞= Jxdω,∙∙, s% = J x ds.Aus einer dieser Gleichungen ergibt sich leicht ein nach Guldin benannter Satz. F sei ein homogener in der rc,ι∕-Ebene „oberhalb“ der ,τ-Achse gelegener Bereich mit der Randkurve F (s. Fig. 59). Durch zwei zur y-Achse parallele Tan­genten der Abszissen x== a und x=≈b^> a werde 7? in zwei Teilkurven zerlegt, eine untere Fo durch 

y = f0 (x) un(t θinθ obere 721 durch y -f1 (x) dar­gestellte. Ist ω der Flächeninhalt von F, so folgt für die Ordinate η des der α,y-Ebene angehöreu- den Schwerpunktes von F aus (11):
ωη — I y da.Nach (7) S. 140 können wir dieses Flächenintegral in ein auf li bezogenes Linien­integral umwandeln, bei dem J? in der für den Bereich F „positiven“ Umlaufs­richtung (s. S. 138) zu durchlaufen ist:Wf , 1 W∕' , j∣ y dω = — -2 I y-dx-Das Linienintegral läßt sich in zwei auf 7ιθ und 7?, einzeln bezogene Integrale zerlegen und gestattet, wenn wir noch bei 7∣,1 die Integrationsrichtung umkehren, die Schreibweise:

( Ψy d ω = -~(Jf0 (x)i dx— ∣ fl {xfdx^ ■ 
a a
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1] Guldinsche RegelMultiplizieren wir mit 2«, so folgt weiter: 203
(13)
Das rechts stehende Integral hat eine in Aufg. 9, S. 195 dargelegte geometrische Bedeutung*); es liefert nämlich den Rauminhalt r desjenigen Umdrehungskörpers, der bei Rotation der Fläche F um die »-Achse entsteht. Aus (12) und (13) er­gibt sich sonach τ = ω∙2jrη und damit die „Guldinsche Regel“: Der Raumin­
halt τ des bei Drehung der Fläche F um die x-Achse entstehenden ringförmigen 
Umdrehungskörpers ist gleich dem Produkte des Flächeninhaltes ω von F und der 
Länge des vom Schwerpunkte dev Fläche F bei der Umdrehung beschriebenen Kreises (s. das Ergebnis der Aufg. 9, S. 195).Ein ähnlicher Satz besteht für den Inhalt der Ringfläche, welche bei der Umdrehung durch die Randkurve R geliefert wird. Denken wir diese Kurve ho- ⅛ogen mit Masse belegt, so ist die Ordinate η des natürlich wieder in der x,y- Ebene gelegenen Schwerpunktes der Kurve R gegeben durch:
wenn s die Gesamtlänge von B ist. Zerlegen wir das Integral wieder in die bei­den auf jK0 und Bl bezogenen Teile und beachten, daß längs Bt (s. Fig. 59) die Bogenlänge bei abnehmenden x wächst, und daß also hier zu setzen ist:

ds = — ]∕l-p ∕i (ic)a dx,folgt bei Umkehrung dev Tntegrationsrichtung längs Bi: &r (ä)/' / * Z». ________
' /yds == ∕ (∕0 j/1 + ∕√a+ f1 yi + fl'ηd.

Der Zusatz des Faktors 2 π liefert nach (11) S. 186 rechts den Inhalt der Ring­oberfläche ω, so daß nun s ■ 2τtη — oj und damit der Satz gilt: Der Inhalt ω der 
bei der Umdrehung von R beschriebenen Ringfläche ist gleich dem Produkte der 
Bogenlänge s von R und der Länge des vom Schwerpunkte der Linie R bei der 
Umdrehung beschriebenen Kreises (s. Aufg. 8, S. 186).Aufgaben: Soweit nichts weiter bemerkt ist, soll es sich im folgenden um homogene Gebilde handeln.1) Man bestimme den Schwerpunkt eines Ellipsenbogens. — Die Ellipse sei auf ihre Hauptachsen als Koordinatenachsen bezogen; der Bogen sei begrenzt durch die beiden Punkte der Abszissen χ0 und xl. Die Koordinaten £, η des Schwerpunktes bestimmen sich bei Benutzung des aus (2) S. 152 hervorgehenden Ausdrucks für das Bogendifferential ds durch:

¾ _____ ___ ; λ-,i
, 1 i 1 ∕ai—eix3 , δ Z‘ τ~—s⅞ = —f x 1/ —----- -9dx, sη =≈- I ↑7ai ~e3χi dx.aj F «-—x~ aiJ r

i*∙o #oBeide Integrale sind elementar: doch vergesse mau nicht, daß sich s in Gestalt eines elliptischen Integrals darstellt.*) Die damalige auf einen Kreis R bezogene Betrachtung überträgt man leicht auf die Kurve R des Testes.

(*,)f /*’
2n I y da = n I (fi (xf — f0 (ic)2) dx. 

a

wr
«η = / yds,
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204 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung ElIm Falle e=0, b = a, d. h. für den Kreis, zeige man die einfachen Regeln: sξ = -α(y1-y0), sη = a(x1-x0),wenn y0, yl die zu x0, x1 gehörenden Kreisordinaten sind. Für den „oberhalb“ der . 2 ci
x-Achse gelegenen Halbkreis leite man hieraus die Schwerpunktsordinate η = —ab, desgleichen für die aus dem Halbkreise und dem seine Endpunkte verbinden- 2 ctden Durchmesser bestehende geschlossene Kurve η= —i-s∙ Nach dem eben auf- n -j- ίgestellten Satze erzeugt diese Kurve der Länge s = aπ-∖-2a bei der Drehung um die rc-Achse eine Oberfläche des Inhaltes:. . „ 2 η , 9( Ct 7t -J— 2 €l) * 2 7t  j—- =— 4 ßi 7t .7t 2Dies ist in der Tat der Inhalt der Kugeloberfläche.2) Man bestimme den Schwerpunkt eines oberhalb der a:-Achse gelegenen Bogens der Parabel y'2 = 2px. — Die auttretenden Integrale sind sämtlich ele­mentar; man muß zum Ergebnis gelangen:32s∙⅞ = ^4(4iC + p)^∣∕iCi-}- ±-px-paln (ic + yi>÷ ^J∕ a'2÷ 2,x)Ja. ’3s.η = 2V2i[(]∕ir + ∣iι)

s = ∣j∕χ j∕χ + ip + ⅛Pln (Vχ + ^j∕χ + f i,)]1√

3) Es ist der Schwerpunkt eines Bogens der Kettenlinie zu bestimmen, deren Gleichung y = aQ,o§ ist. — Gehören zu den Bogenendpunkton (Λ50,J∕0), ⅛,2∕i)die Werte y0' und y1' der Ableitung ∕='(δtn (-~j ,so muß man zu folgenden Ergebnissen gelangen (s. auch die Aufgaben 2, S. 159 und 7, S. 195):
O/i i/o ) ⅛= xιih xoi/o 2Λ ~f“ 2/o,2(2∕ι'-2√) rl = Vt 1Jι'~ Vo 2Λ>'+ χl-χ0-Man leite hieraus die in Fig. 60 angegebene Kon­struktion des Schwerpunktes £ ab. Po und Pl sind die Bogenendpunkte, T der Schnittpunkt ihrer Tan­genten, dem die Abszisse £ zukommt, und N der Schnittpunkt der Normalen, der die Ordinate 2 η hat.4) Den Schwerpunkt eines Bogens der gemeinen Zykloide zu bestimmen. — Unter Benutzung der Va­riablen t muß man finden:

[°°8 (1)1?s -2o [sin G) -1 ic°, G) - ί 8in' (1)1?[cos (1)_ 2α β cos- (4) - cos (∣)]λFür deu Schwerpunkt des Stückes zwischen der Spitze iθ= 0 und dem höchsten Punkte i1 = 7t findet man das einfache Ergebnis ⅞ = η == f a.
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1] Aufgaben über Schwerpunkte von Kurven und ebenen Flächen 2055) Für den durch die positive a,-Achse und den Radius der Amplitude 9, be­grenzten Kreisausschnitt beim Kreise des Radius a um 0 sind die Koordinaten des Schwerpunktes zu berechnen. — Bei Gebrauch von Polarkoordinaten hat man:

θinθn Doppelkegel vom Rauminhalte τrri(Λ1-∣-A2), so daß sich die Schwerpunktsordinate η aus:2 (Λι + ^)»··2»η =g-zu η==4Γergibt. Man gelangt zu dem gleichen Ergebnis, wenn ein Winkel an der Grundliniedes Dreiecks ist. Teilen somit die Punkte A1, A2, Bl, Bi, C1, Ci (s. Fig. 61)die Dreiecksseiten je in drei gleiche Teile, so ist der Schnittpunkt S von A17Λ,, 
BiC2, ClAi der Schwerpunkt. Daß es sich hier um den Schnittpunkt der drei Mittellinien handelt, lehrt ein Blick auf Fig. 61.

7) Man zeige, daß der Schwerpunkt der von der ,τ-Achse, der Parabel der Gleichung yi==2px und der zu x gehörigen Ordinate y eingegrenzten ebenen3 3Fläche die Koordinaten £ =,.τ, η = --y hat, und leite daraus mittelst der Guldin- o osehen Regel den Inhalt des Umdrehungsparaboloids ab (s. Aufg. 1 , S. 166 und Aufg. 2, S, 194).8) Für das durch die zκ-Achse, die gemeine Zykloide und deren zu x0 und x1 gehörende Ordinaten eingegrenzte Ebenenstück sollen die Schwerpunktskoordinaten bestimmt werden. — Rechnet man den Ansatz:
∙r1 y .τ1 .τ1 y a∙1ωξ = j ( / a⅜)<Ztf = xydx, ω>∣ = ∣ ∣ydy^dx = * j 'y*dx

a⅛ 0 a⅛ a∙0 0 .τ0auf t als Integrationsvariable um, so gelangt man zu elementar ausführbaren Integralen. Man zeige insbesondere für fo = O und i1 = πι
<■ (λ i 8 \ 55-f'(ιT + 5π,'∙ η=βα.

Aus der für den Halbkreis eintretenden 4 üSchwerpunktsordinate η = — leite man 3 7Γmittelst der Guldinschen Regel die For­mel für den Kugelinhalt ab.6) Auf Grund der Guldinschen Regel ist der Schwerpunkt eines ebenen Drei­ecks zu ermitteln. — Benutzt man die Grundlinie (7i14-Λi) des Dreiecks der Höhe 
r (s. Fig. 61) als Umdrehungsachse, so be­
schreibt die Dreiecksfläche des Inhalts

θ a
. f‘i /* \ 2 sinω⅞= lxdω=ll I r cos <9, · r dr I d&, § = 3 a & ,0 0θ a

Wl* Γf Γ - 2 1 — cosωi]== ! y da> = I I I r sin fl· · r dr 1 d&, η = - - a------ &— ·η o
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206 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [1Für das zwischen der Spitze t—0 und der nächsten Spitze i==2τr verlaufendeFlächenstück folgt i∙ = aπ, η = ^-α, woraus nach dem Guldinscheu Satze alsRauminhalt des zugehörigen Umdrehungskörpers 5π2αs in Übereinstimmung mit der S. 193 durchgeführten Rechnung folgt.9) Ein Kreissektor des Radius o und des Zentriwinkels ff sei mit einer Masse belegt, deren Dichte der Entfernung vom Mittelpunkte proportional sei (<J,= c∙z). Man zeige, daß der Schwerpunkt auf der Halbierungslinie des Zentriwinkels im Abstande · sin i—vom Kreismittelpunkte liegt. — Bei Gebrauch von Polar- koorclinaten hat man für die Masse μ des Kreissektors:.9· a
μ — c J ( ∕ rtdrj dfr= cas&, o owährend für £ und η die Ansätze gelten:

9 a 9 a
μξ = c∣ ( y r3 cos & dr) d&; μri = c ∣ (' ∣ r3sin ff dr] d&,'ο ο ο odie leicht zu entwickeln sind.10) Man bestimme den Schwerpunkt eines geraden Kreiskegels. — Es werde der Nullpunkt zum Scheitelpunkte und die positive 2-Ackse zur Kegelachse ge­wählt. Die Höhe sei fe, die Mantellinien mögen mit der Achse den Winkel a bilden. Bei Gebrauch räumlicher Polarkoordinaten ist alsdann für die Berechnung der Raumintegrale bei stehenden 0, φ in bezug auf r zwischen den Grenzen 0und „ zu integrieren, hernach in bezug auf Θ zwischen den Grenzen 0 und a. cos 0 β 1 °sowie endlich in bezug auf φ zwischen den Grenzen 0 und 2τr. Für den auf der 

z-Achse gelegenen Schwerpunkt folgt somit, da z — r cos 0 gilt:Ä
2 Λ a cos 0

τζ≈f ( / (J r cos 0 ∙ rssin 0 dr) dθ) dq.. o o oDurch Ausführung der Integration nach r ergibt sich:
2 η n 0. 1 74 /7 Csin0<Z0∖ . 1 . ∕*dcos04 ∕ ∖,∕ coso0 J 2 J cos 0

0 i) aDurch Fortsetzung der Rechnung und Heranziehung des bekannten Wertes für
. 3 7r zeige man £= — /?.11) Man berechne den Schwerpunkt des Oktanten der Kugel des Radius a um 0, der dem Bereiche positiver Koordinaten angehört. — Da hier offenbar £ = £ = ?] güt, so genügt es, g zu berechnen, was man auf Grund des Ansatzes:

a )∕α*-.τ2 λj2-y2θ Λrts∙∣ = ∕ (∕ dv)dχ0 0 0
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2] Aufgaben über Schwerpunkte von Körpern 207ausiuhren kann. Nack Aufg. 6, S. 37 stellt man leickt:
V«2—∙Ι≈a

I J∕α2^— a?—yidy= *- (αs—xt) 
b 3fest und wird als Ergebnis ξ = η = ζ = --a gewinnen. Man bestätige das Ergeb- 8nie, indem man ζ mit Hilfe räumlicher Polarkoordinaten berechnet.12) Es ist für das durch zwei Punkte fθ und t1 begrenzte Stück der durch(7 in I, 321 gegebenen zylindrischen Schraubenlinie der Schwerpunkt zu berech­nen. — Da nach Aufg. 13, S. 161:

-iβ - V “*+ (⅛) ’ <ii- s - ]/“’+ (Ä) ’ · ι∙ - Vgilt, so wird man unter Benutzung des Ansatzes (11) die geometrisch leicht deut­baren Ergebnisse finden:sin t. — sin tn cos tn — cos #, t, h , .
s=°--i-t-∙ ι-o—,(⅛r-i∙2. Lineare und quadratische Momente. Die in den Formeln (ö) S. 199 rechts stehenden Ausdrücke sind besondere Fälle sogenannter 

„linearer Momente“ des Systems der n materiellen Punkte. Ist rk der Ab­stand des ktm Punktes von einer festen Ebene oder einer festen Geraden oder von einem festen Punkte des Raumes, so nennt man:
(1) nÄ = 1
das lineare' Moment des Punktsystems in bezug auf die Ebene, die Gerade 
oder den Punkt. Man unterscheidet die drei Fälle auch, indem man von einem „planaren“, einem „axialen“ oder einem „polaren Momente“ des Punktsystems spricht. Handelt es sich um einen materiellen Körper K oder eine mit einer Masse belegte Fläche F oder Linie L, so treten an Stelle von (1) die Erklärungen:(2) wfrδ∙dτ, ^frδ∙dω, ^r∂∙dsfür die linearen Momente.Hieran reiht sich die Erklärung der „quadratischen Momente? durch die Summe: n∕o∖ *SΣ~7 2(3) μkrk, 

k = lan deren Stelle im Falle eines Körpers K, einer Fläche F oder einer Linie L die Integrale treten:
(4) ^fr2∂∙dτ, 7y r2δ∙dω, ^fr2∂ds.
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208 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [2Man bezeichnet diese Momente auch als „Trägheitsmomente11 und unter­scheidet sie wieder als „planare“, „axiale“ und „polare“.Die axialen Momente kommen vornehmlich bei der Untersuchung der Drehungen um eine Achse zur Verwendung, die axialen Trägheits­momente ebener Flächen auch in der Elastizitätstheorie. Jedoch gehen wir hier weder diesen noch den sonstigen vielfältigen geometrischen und physikalischen Entwicklungen nach, die sich an die erklärten Begriffe anschließen. Das hier vorliegende Interesse erstreckt sich vielmehr nur auf die Durchführung der Integrationen (2) und (4). Da die linearen Momente bereits bei der Lehre vom Schwerpunkt zur Geltung kamen, so wenden wir uns sogleich zu den Trägheitsmomenten und zwar zum wichtigsten Falle der „axialen Momente“. Die Gebilde seien bei den folgen­den Aufgaben durchweg als homogen angenommen, so daß die Faktoren ό vor die Integrale gesetzt werden können.ö OAufgaben: 1) Man bestimme das Trägheitsmoment einer Geraden der Länge 
l und der Masse μ in bezug auf eine zu ihr senkrecht verlaufende Achse erstens durch einen Endpunkt, zweitens durch den Mittelpunkt der Geraden. Wählen wir die Gerade zur rr-Achse und den Nullpunkt im End- bzw. Mittelpunkte der­selben, so folgt mit Benutzung der Gleichung μ = δ · l:z +∣i1. ∂ P xidx=≈~ δ μl2, 2. <5 ∣ x2dx = ⅛ δ ∙ ^-ι9≈ ^μl2

für die Werte der gesuchten Momente. Diese Momente können übrigens auch als polare in bezug auf den Endpunkt bzw. Mittelpunkt der Geraden aufgefaßt wer­den, ja auch als planare Momente in bezug auf leicht näher angebbare Ebenen.2) Trägheitsmoment eines Kreises vom Radius a in bezug auf einen Durch­messer. — Wählen wir den Kreismittelpunkt zum Pole eines Polarkoordinaten­systems und lagern die Polarachse auf den fraglichen Durchmesser, so ist in das dritte Integral (4) einzutragen r=αsintt, und übrigens ist ds = ad∂, zu setzen. Das gesuchte Moment ist, da 2aπ·δ = μ die Masse des Kreises ist:
2 7t

a9δ f sin2-9, iZS, = α3d · π — * * μα*, o3) Trägheitsmoment eines ebenen Rechtecks der Seiten a und &, erstens in bezug auf eine Mittellinie, zweitens in bezug auf eine im Mittel­punkte auf dem Rechtecke senkrecht stehendeAchse. — Nehmen wir die Mittellinie a zur x- Achse, die Mittellinie b zur τ∕-Achse (s. Pig. 62), so ist z. B. das Trägheitsmoment des Rechtecke in bezug auf die letztere:
* 2 f' + 2 b

∂ I (" { xidy∖ d%≈=~δ ∙ asb==-μai, 
~2a ~ii
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2] Aufgaben über Trägheitsmomente von Flächen 209unter μ wie üblich die Masse des Rechtecks verstanden. Für die in der Recht­eckmitte senkrecht stehende Achse folgt das Trägheitsmoment:+ -∣α + -j∙⅛∕ ( dx = 1ζ^^3^÷ci08)i=/9ii(β2÷^2)∙*_ 1 „ ' 1,2 2b4) Man zeige folgenden für ebene Flächen allgemein bestehenden Satz: Sind 
M1 und M2 die Trägheitsmomente von F in bezug auf zwei in der Ebene von F 
gelegene, sich senkrecht schneidende Achsen, so ist das Trägheitsmoment Ms in bezug 
auf die zur Ebene von F im Schnittpunkte jener beiden Achsen senkrecht stehende 
Achse gleich (M1 -(- Jf2). — Wenn man nämlich die beiden ersten Achsen zur 
x- und t∕-Achse, die dritte zur ^-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems macht, so hat man einfach:

AI1 = *^ y2S ∙ dω, M2 xiδdω, ¾ —^Γ(x2-∖-'yi')S-dω,woraus der Satz unmittelbar hervorgeht. Man erläutere den Satz an den Ergeb­nissen der Aufg. 3.5) Trägheitsmoment einer Kreisscheibe des Radius a in bezug auf die im Mittelpunkte zu ihr senkrecht stehende Achse. — Das zweite Integral (4) ergibt für das gesuchte Moment:
2 Λ ad' y r3dω = <51 r’ib'j d& — μa2,

'0 0unter μ = d ∙ ain die Masse der Kreisscheibe verstanden. Man leite hieraus auf Grund des Satzes 4) als Trägheitsmoment der Kreisscheibe in bezug auf einen Durchmesser ⅛μa2 ab.6) Trägheitsmoment einer elliptischen Scheibe in bezug auf eine Hauptachse.— Für die auf der x-Achse gelegene Hauptachse ist r — y in das zweite Integral (4) einzutragen. Statt das Integral über die ganze Ellipsenfläche auszudehnen, kann man auch das Vierfache des über einen Ellipsenquadranten ausgedehnten Integrals benutzen. Das Trägheitsmoment der elliptischen Scheibe in bezug auf die Hauptachse 2« ist demnach gegeben durch:
,--~y'di-χ'ι

a a a

∕ ( ∕ y9 άν) dx = 4 (~^) ( (Vβ2- χi') dx =
'0 *0 '0Das Integral berechnet man am einfachsten, indem man es durch die Substitution aj = αcos2 auf die Aufg. 13, S. 18 zurückführt. Die Masse μ der elliptischen Scheibe ist durch μ = ∂∙abπ gegeben. Das Trägheitsmoment in bezug auf die kleine Achse ist ⅛μa2, dasjenige in bezug auf eine imMittelpunkte senkrecht zur Scheibe stehende Achse dem­nach μ(α2-}-δ2).7) Trägheitsmoment der in Fig. 63 dargestellten parabolischen Scheibe in bezug auf die Parabelachse. —Das Moment ist:

x ySpx x

2s f ( y 2∕2⅜)dtf = 3 d Z(γ2ρχΥ(Ιχ = * μy∖ 
oo owo μ = ∂∙⅛κy die Masse der Scheibe ist.

Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II.
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210 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [28) Trägheitsmoment des in Fig. 64 dargestellten Rechteckskörpers der Kanten­längen a, b, c in bezug auf eine Mittellinie. — Wählt man, wie Fig. 64 darlegt, die Mittellinien zu Koordin atenachsen, so ist das Trägheitsmoment in bezug auf die g-Achse:+ic +⅜α +⅛δ
dJ ( ∕ (χ2+y2'>d,y) dx)ds

-l· -l·-^+∣c
≈-1-δ ( (asb + abs)dz ~⅛c= y- ∂abc(a2 *-l-bi') = jo lu(α2-)-fc2).Das innere Doppelintegral war bereits in Aufg. 3 berechnet.9) Trägheitsmoment eines geraden Kreiskegels in bezug auf seine Achse. —Unter Benutzung der in Aufg. 10, S. 206 erklärten Bezeichnungen findet man für dieses Moment hei Gebrauch räumlicher Polarkoordinaten:Λ

2 n a cob ö ∙ζΛ “⅛J ( y ( sin2 θ ∙ ri sin θ dr} dθ )jφ =-* ħ6 *∂ j(J c0s6θrfθ)dφ' o o *o ooDie Integration nach 0 ergibt:
a

/sin8 0(20 /* „ a , . a 1 , 4-^--Jtg∙β<itge-4tg∙α.0 0Da h · tg a = a der Radius der Grundfläche des Kegels ist und die Masse μ des­selben sich in der Gestalt:
μ = — a2πh ■ S3 3darstellt, so ergibt sich für das gesuchte Moment— μa2.10) Man beweise folgenden Satz: Ist M das Trägheitsmoment eines Körpers 

K in bezug auf eine Achse A und Mo dasjenige von K in bezug auf eine durch 
den Schwerpunkt von K parallel zu Λ laufende Λehse Ao, so ffilt, falls 9 Ab- 
stand beider Achsen und μ die Masse von K ist:(5) M = A∕u+ (iρ∖
d, h. das Moment M in bezug auf A ist gleich dem Momente Mo in bezug auf die 
parallele Achse durch den Schwerpunkt, vermehrt um das Trägheitsmoment der ini 
Schiverpunkt konzentriert gedachten Masse μ von K in bezug auf A. Man wähle den Schwerpunkt zum Nullpunkte und die Achse Ao zur g-Achse; die paiallele Achse A habe die Gleichungen x = a, y == ß- Für M gilt dann:

Ji=(Ay ((x-a)i+ty-β)")δ-dτ.
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2] Aufgaben über Trägheitsmomente von Körpern 211Entwickelt man den Ausdruck unter dem Integralzeichen, so folgt:AΓ== y (x2-∖-y2') d∙dτ — 2a 'xS∙dτ — y d∙ dτ 4- (α2-f- ß2) d∙dτ.Das erste und das letzte Glied liefern Mo und ηρ2; die beiden anderen Glieder verschwinden, da die Koordinaten £, η des Schwerpunktes gleich 0 sind.11) Trägheitsmoment einer Kugel des Radius u in bezug auf einen Durch­messer. — Bei Gebrauch von PolarkoordiDaten tindet sich:
2ä n a

d ∣ ( J ( I ‘r4 sin3 θ dr^ dθ^ dφ = da5x — " μa2. o o oDas Trägheitsmoment der Kugel in bezug auf eine Tangente ist demnach + μa2.12) Aus einem Ellipsoid der Oberflächengleichung:
x2 , yi , z2 ^+⅜+c2=1

werde durch die beiden zur 1/,2-Ebene parallelen Ebenen der Gleichungen x = χ0 und x = ic1 )> «0 ein Stück K herausgeschnitten, dessen Trägheitsmoment in bezug auf die x-Achse zu bestimmen ist. — Das Integral für das Moment gestattet die Darstellung:
.r0wo sich das innere Flächenintegral auf eine elliptische Scheibe bezieht, die durch eine an der Stelle x zur «-Achse senkrechte Ebene aus K ausgeschnitten wird. Nach Aufg. 6 ist demnach:j( (2∕s + ^2) dω — ö·&'cπ(δ'24- <-''i),wo 6' und c die Halbachsen der Schnittellipse Fx sind:

b'= — ^}∕a2-«2, c'= C Fa2-x2.
a a *Nach Einsetzung dieser Ausdrücke ist die Integration leicht zu Ende zu führen. Man zeige, daß das Trägheitsmoment des Gesamtellipsoides in bezug auf die x- Achse ⅛μ(δs-f-c2) ist.13) Trägheitsmoment eines Kreiszylinders des Radius a und der Höhe h in bezug auf die Achse des Zylinders. — Man wähle den Schwerpunkt des Zylinders zum Nullpunkte und seine Achse zur «-Achse. Bei Gebrauch der S. 181 eino-e- tührten Zylinderkoordinaten «, r, fl- ist das Raumdifferential:

dτ = rdxdrd&und also das gesuchte Moment:+ ⅛a 2λ a

( J r& dr) ^x== ‘ 4 α*∙ — q ««*·-Ja *0 0 14
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212 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [314) Trägheitsmoment desselben Kreiszylinders in bezug auf die ^-Achse. — Bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten kann man dem Momente die Gestalt geben:+ λ ♦
I j d ' 7' *yi(a?2 4- y8) ω) ä >

— awo F. ein zur 2-Achse senkrechter Schnitt ist. Letzterer ist ein Rechteck der Seiten h und 2j∕as—z~. Da die jz-Achse senkrecht zum Rechteck durch seinen Mittelpunkt läuft, so ergibt sich aus Aufg. 3:ό *'2i^y (#2+ ∕∕2) dω = d · 2 7ipzα2— Zi (h2-}- 4(o2 — .r2)).Die Integration nach z (s. die obige Aufg. 6 und die Aufg. 6, S. 37) führt zum Ausdruck μ(Λ2 + 3α2) für das gesuchte Moment.
3. Integratoren. Für die in dei· Praxis vielfach zu bestimmenden linearen und quadratischen Momente Jf1 und Jf2 einer homogenen ebenen Fläche F in bezug auf eine Achse, die der Ebene von F angehört, hat man Apparate ersonnen, die diese Momente mechanisch auszuwerten ge­statten. Man bezeichnet solche Apparate als „Momentenplanimeter“ oder 

„Integratoren“,Der von Amsler (Schaffhausen) konstruierte Integrator ist in Fig. 65 abgebildet und in Fig. 66 schematisch erläutert. Der Apparat hat freie Beweglichkeit längs der in Fig. 66 punktiert angedeuteten ir-Achse, aut welche sich die Momente beziehen sollen. Um diese Beweglichkeit zu erzielen, legt man parallel zur x-Achse in richtigem Abstande (s. die beiden Halter in Fig. 65) eine mit einer Rille versehene Eisenschiene auf die Papierebene. In die Rille werden die beiden Räder li durch ein (nur in Fig. 65 sichtbares) Gewicht eingedrückt, so daß ein Herausspringen der Räder beim Arbeiten mit dem Instrumente vermieden wird. Der Apparat ruht außerdem auf der Papierebene mit den drei Planimeter­rollen J∕θ, JZ1, jR2. Letztere sind mit Zählwerken versehen, welche die Umdrehungen C7θ, Z71, iT2, je in einer ganzen Umdrehung als Einheit gemessen, auf drei Dezimalstellen abzulesen gestatten.Die Rolle Ro ist am Fahrarme mit einer zu diesem parallelen Achse angebracht. Am Ende des Fahrarms findet sich die Hülse H zum Ein­stecken des Fahrstiftes. Der auf der λ:-Achse befindliche Drehpunkt I) des Fahrarmes ist Mittelpunkt zweier konzentrischer Kreisbogen Ä2 und Tζ3, die mit dem Fahrarme in starrer Verbindung sind. Die Radien dieser Kreisbogen verhalten sich wie 2 zu 3; wir setzen sie gleich 2r und 3r. Endlich sind >$j und #2 zwei Kreisscheiben der Radien r, welche mit K.2 und Ks verzahnt sind. Die Achsen von S1 und S2 werden durch eine zur
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3] Monieutenplanimeter von Amsler 213
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214 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [3

rr-Achse senkrechte Stange gehalten und nehmen auf diese Weise an der Bewegung des Apparates in Richtung der #-Achse teil. Die Rollen B1 und B2 sind in die Scheiben eingebaut.Ist l die Fahrarmlänge vom Drehpunkte D bis zum Fahrstifte, und ist y die Ordinate des Fahrstiftes, so setzen wir y = l · sin a, so daß a der mit dem richtigen Vorzeichen (dem von y) versehene Winkel des Fahrarmes gegen die positive x-Achse ist. Die Rollenachse Bo, die wir nach dem Fahrstifte hin richten, bildet dann gegen die x-Achse gleich­falls den Winkel a. Die Rollenachsen ΒΎ und B2 mögen von den Schei­benmittelpunkten fort gerichtet sein. Der Apparat ist so gebaut, daß für w= 0, d. h. wenn der Fahrarm auf der rr-Achse liegt, die Winkel al und cc2 der Rollenachsen R1, B2 gegen die positive x- Achse — * kzw. 0sind (s. Fig. 66). Die Größe der Scheiben 51 und S2 sowie der Kreis­bogen K2 und K3 hat dann zur Folge, daß bei beliebigem Winkel a
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3] Theorie des Monientenplanimeters 215des Fahrarmes die Winkel α1 und α2 der Rollenachsen die folgen­den sind:(1) α1 = --| —2α, α2 = -3α,was man sich auch noch mit Fig. 67 deutlich machen wolle.Auf diesem einfachen Umstande beruht nun die Eigenart des Appa­rates. Beschreiben wir mit dem Fahr stifte den Rand der Fläche F (s. Fig. 6 7) im Drehungssinne des Uhrzeigers*) einmal vollständig, so messen 
die Rollendrehungen U0i
U1, U2 den Inhalt ω von 
F, das lineare Moment 
M1 (statische Moment) 
von F in bezug auf die 
x-Achse und in gleich 
noch anzugebender Art 
das quadratische Moment 
M2 (Trägheitsmoment) 

von F in bezug auf die­
selbe Achse.Den Beweis grün­den wir auf die Integral­sätze von S. 139 ff. DieAbszisse xk des Drehpunktes I) ist leicht in den Koordinaten x, y des Fahr­stiftes darstellbar; wir finden für xi und das bei gleichzeitiger Änderung von x und y eintretende vollständige Differential dxx von xi:(2) ir1 = £ - yι2 — y( dxl = dx + ^== ♦Ist ρλ der Radius der Rolle Rk, so gilt zufolge (2) S. 171 für das einem Differential dar1 entsprechende Differential dUk der Rollendrehung Uk:2ρλ,π, -dVk = sin ak ∙ dxk.Der volle Umlauf um den Rand L von F ergibt somit die Ilollen- drehungen:**)(3) 2ρkx- Uk=^"∣∖mak- dx1^ ^sin αi + ·

*) d. h. uacli den Festsetzungen von S. 138 im negativen Umlaufssinne.**) Beim Amslerschen Integrator ist ρl = (⅛ · In den Integralen (3) habenwir die Integrationsbahn — L genannt, insofern "es sich um den „negativen“ Um­laufssinn um F handelt. Der Winkel orθ ist natürlich der vorhin mit a bezeich­nete Winkel.
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216 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [3Mit Benutzung von (1) finden wir für die Sinus der Winkel «:sin α0 = sin cc = , sin α1 = — cos 2 a = 2 sin2 a — 1 = ~^y2 — 1,sin as = — sin 3α = 4 sin3 α — 3 sin a = * y5 — ~ y.Unter Trennung der drei Fälle haben‘wir also bei Umkehrung der Inte­grationsrichtung folgende Ergebnisse:
2^-Ua = -1l-Jydx-∖ lJ∕i>

2ρ1jr ∙ U1 = - * (y(2i∕2 -l2)dx-~ (/y dtJ ,

2ρ2π ∙U2≈- * tJi(4i∕3 - %l2y)dx - *- dV∙Die hier rechts stehenden Linienintegrale wandeln wir nun auf Grund der Formeln (6) und (7) S. 139 ff. in Flächenintegrale um, die sich auf den Bereich F beziehen. Zunächst verschwinden nach der Formel (6) alle drei an zweiter Stelle stehenden Integrale, da in ihnen x nicht auftritt. Weiter aber liefert die Formel (7) S. 140:
— ' ydx = ' yda, — {2y2 — lι)dx = 4 {F)j\ydco,

— l ^(4y",- 3l2y) dy = \2 y2 da> — 3Z2 (Nun aber haben wir für den Inhalt ω und die Momente J√1 und J∕2 die Erklärungen:
(J dω = ω, ( J y dω = * Mx, y2 dω = 1δ M2,unter ό die Dichte der Flächenbelegung verstanden. Aus den Umdrehun­

gen U bestimmen sich somit der Inhalt ω und die Momente M1 und M2 
nach der einfachen Regel:

ω = 2lρ0π ∙ Z70, M1 == 1 l2∂ρ1π ■ U1,
M2== θ Z'idρ2% ∙ ZT2 + 2 Z3∂ρθπ · ίθ.Die Ungleichmäßigkeiten der Papierfläche können den Gang der Rollen J7θ, JZ1,JZ2 ungünstig beeinflussen und dadurch die Genauigkeit der Ergebnisse beeinträchtigen. Diese Fehlerquelle wird bei dem in
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3] Integrator von Hele-Shaw 217Fig. 68 abgebildeten In­tegrator von Hele- Shaw, der durch Coradi hergestellt wird, vermie­den. Das Instrument ist auf dem S. 76 ff. ausführ­lich besprochenen Prin­zip des Kugelrollplani­meters aufgebaut; die Rollen i?0, R1, Iι% sind also nicht a.uf die Papier­ebene aufgelagert, son­dern auf Kugelflächen weiche genau wie beim Kugelrollplanimeter eine der Verschiebung des Apparates in der x- Richtung proportionaleDrehung erfahren.Die technischeDurchführung dieser Kugeldrehung ist aber gegenüber dem Kugel­rollplanimeter stark ab­geändert. Das in der Fi­gur sichtbare Rahmen­gestell ruht auf zwei Walzen, auf deren ge­meinsamer Achse unter den mit J, A und JF be­zeichneten Apparaten drei Ringe aufgelagert sind. Auf diesen Ringen ruhen drei gleich große matt geschliffene Glas­kugeln. JedeKugel wird in der Höhe ihres Mit­telpunktes durch drei Rollen gehalten, von de­nen jeweils die eine un­sere Planimeterrolle J?A
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218 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [4ist. Der Fahrarm muß in seiner Normalstellung (senkrecht zum Rahmen­gestell) genau auf die x-Achse aufgesetzt werden*); die gemeinsame Zentrale der Kugeln ist also zur ?/-Achse parallel. Man mache sich zunächst klar, daß, wenn der Apparat in Richtung der ic-Achse bewegt wird, die Walzendrehung von den auflagernden Kugeln aufgenommen wird, die demnach selbst eine der Verschiebung des Apparates propor­tionale Drehung um ihre gemeinsame Zentrale erfahren. Die Schnitt­punkte dieser Zentrale mit der einzelnen Kugelfläche sind also die „Pole“ Rer Kuo,eldrehung. Auf dem durch die Pole hindurchlaufenden größten Kugelkreise, längs dessen die Kugel durch die seitlichen Rollen gehalten wird, führen wir eine Winkelmessung eiiF, und zwar bekomme der rechts liegende Pol den Winkel 0, und die Winkel mögen nach hinten (s. Fig. 68) wachsend gerechnet werden.Die drei die einzelne Kugel umfassenden Rollen sind nun in ein ■Gestell eingebaut, das um eine vertikale, in den oberen Rahmen einge­lagerte Achse drehbar ist. Diese Drehungen aber werden von der Stel­lung des Fahrarmes gegen die x-Achse mittelst dreier'Zahnräder gere­gelt, die in der Figur unter dem oberen Rahmen sichtbar sind. Wenn nun der Falirarm den Winkel a gegen die ic-Achse bildet, so ist der Winkel zwischen der Berührungsstelle der mittleren Rolle und dem Pole eben auch gleich «, so daß diese Rolle die Drehung des hier hindurch­laufenden „Parallelkreises“ aufnimmt. Wir kommen hier einfach zu der Theorie des Kugelrollplanimeters zurück (S. 77 ff.) und erkennen, daß die Rollendrehung TJ0 den Flächeninhalt ω von F liefert. Die Einrichtung ist dann aber weiter die, daß bei einem Winkel a des Fahrarmes gegen die x- Achse die Berührungsstelle der rechts liegenden Rolle 771 den Winkel * — 2a) besitzt, diejenige der dritten Rolle _R2 aber denWinkel (3α — jr). Nach den Darlegungen von S. 77ff. gestaltet sich dann die weitere Entwicklung Wort für Wort genau so wie beim Amslerschen Integrator.4. Vektorentheorie. Bei der Betrachtung der Bewegungen von Punkten, Ebenen und Räumen in I, 364ff. haben wir uns der daselbstS. 365 erklärten „FeHorew“ bedient. Wir verstanden unter einem Vektor eine im Raume nach „Größe“ und „Richtung“ gegebene Strecke; zur Be­zeichnung der Vektoren bedienten wir uns der Frakturschrift. Ist ü ein solcher Vektor, dessen Größe oder „absoluter Betrag“ jb| und dessen Richtungswinkel gegen die positiven Achsen eines gewählten Koordi­
*) Man denke also die 'positive .τ-Achse in Fig. 68 nach vorn links weisend.
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4] Addition und Multiplikation der Vektoren 219natensystems a, ß, γ sind, so heißen die durch die Gleichungen (5) in I, 365 gegebenen Zahlgrößen:(1) tia, = ti cos a, tiy = j Ü cos ß, ti. = ti | cos γ,d. h. die mit den richtigen Vorzeichen versehenen Projektionen von n auf die Achsen, die nach den Achsen genommenen „Komponenten“ des Vektors 0. Die Größen | ti j, tia,, tiy, ti. haben wir nicht mehr als „Rich­tungsgrößen“ oder „Vektoren“ aufzufassen·, sie sind vielmehr Zahlen, die in dei· Längeneinheit benannt sind und mit einer in Längeneinheiten ein­geteilten „Skala“ gemessen werden können. Sie werden demnach im Gegensatz zu den Vektoren als „Skalare“ bezeichnet, eine Benennung, die wir auch auf andere Größen, die keine λrektoren sind, übertragen.Das Gesetz der „Addition zweier Vektoren“ ti und tu ist in I, 366 besprochen und durch Pig. 114 daselbst erläutert. Es kam auf das Ge­setz der „Streckenaddition“ und damit auf das „Parallelogrammgesetz“ der Mechanik hinaus. Die Operation der Subtraktion zweier Vektoren war damit zugleich gegeben.Ο ο σNeu zu erklären sind zwei Arten von Produkten zweier Vektoren ti und tu. Es sei der „nicht-konvexe“ Richtungsunterschied zwischen ü und lü durch (ti, tü) bezeichnet. Als „inneres“ oder „skalares“ Produkt 
ti · tü der beiden Vektoren ü und lü bezeichnet man dann den Skalar:(2) u · tu = ∣ U ∣ · tu ∣ · cos (u, tu),

d. h. das Produkt der absoluten Beträge | U und ] tu und des Kosinus vom 
Bichhingsunterscliiede (u, tu). Da die Richtungskosinus von ü aus (1) fol­gen und für tu die Kosinus sich entsprechend in tu darstellen, so ergibt sich cos (ü, tu) nach einer bekannten Kegel (s. (3) in „A. G.“ S. 95) in der Gestalt: z x lhllh + tkn∖∕ + 0-tυ- cos(U, tu) = x—k ’ 1 0 · tu

Das skalare Produkt läßt sich demnach aus den Komponenten der Fak­
toren nach folgender Pegel berechnen:(3) p.tυ = tii,.ιυ, + ti2z∙ttiiz÷tiriυ,.Hieran reiht sich folgende zweite Produktbildung, die wir zwar weiterhin nicht benutzen, aber der Vollständigkeit halber erwähnen: Als „äußeres“ oder „vek­
torielles“ Produkt [ti · tü] von ti und lü bezeichnet man einen Vektor, dessen abso­
luter Betrag:
(4) j [ü ■ tü] = Ü | · lü · sin (ti, lü)
ist, und der sowohl zu ti als zu tü in der Art senkrecht verläuft, daß drei von 0 aus 
laufende mit ü, lü, [ti · lu] gleichgerichtete Strahlen in dieser Anordnung ein „Rechts­
system“ bilden (s. „A. G.“, S. 92).Schreiben wir kurz [ti lü] = lt, so gilt, da der Richtungsunterschied von u sowohl gegen ti als gegen lü gleich ^ sein soll:
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220 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnungu· o - uar∙ b-τ + Usz· 0iz4- ltj. 0i = 0,U · h» = uτ∙ tbc4~ uy∙ %+ ⅝ ■ hb = 0.Hieraus ergibt sich:
ux ■ s:⅝ = lVA - W ■ ⅛A0χ - ■ tth> ■ ^ny - tbt0∙^so daß wir, unter σ einen Proportionalitätsfaktor verstanden, schreiben können: σua, = t>i,tb,-b,tbj,, . <∏ty = b,toa,-ba,tb,, = bxlbjz - b^.Zeichnen wir von 0 aus drei mit u, b, lb gleiche und gleichgerichtete Vektoren, so- liefern deren Endpunkte (Ua,, U2z, u.), ∙ ∙ .‘mit 0 die Ecken eines Tetraeders, dessen sechsfacher Inhalt 6 2’ nach (4) in „A. Gr.“, S. 110 und dem daselbst S. 111 auf­gestellten Satze:G27=ua,(b,,nb - b.lbj,) + ui,(K⅝- ba,tb2) + u0(üE% - by∖vx) ist. Hierfür können wir nach den voraufgehenden Gleichungen schreiben:6 2’ = σ(u* + ltj 4- u/) = βιt ∙u = β u 2oder, wenn wir einen Faktor |u nach (4) ersetzen:6T==c u|· t> · lnI · sin (t>, tt>).Da sich nun nach elementar-stereometrischer Betrachtung 6 2' in der Gestalt u · ü; · | tυ ∙.sin(h, tu) berechnet, so ist <? = 1. Die Komponenten des vektoriellen 

Produktes u = [ü · roj sind:

y'Wir gehen jetzt von der Annahme aus, daß in jedem Punkte (x, y, zj 
des Baumes oder eines Paumieiles ein bestimmter Vektor angebracht sei. Wir nennen dann den Baum bzw. den Raumteil ein „Vektorfeld“ und wollen einige wichtige analytische Entwicklungen über solche Vektorfelder hier ausführen. Wir können das Vektorfeld in der Art erklären, daß wir im Punkte (x,y,z} des Feldes die Komponenten t>j,(tf,y,0), V3(^,τ∕, zjdes daselbst angebrachten Vektors in Abhängigkeit von x, y, z angeben. 
Diese drei Funktionen denken wir im Vektorfelde als eindeutig und stetig*}, 
auch mögen sie ebensolche partielle Ableitungen erster Ordnung haben.Die Bezeichnungen der einzuiührenden Begriffe versteht man am besten, wenn man das Vektorfeld einer physikalischen Deutung unter­zieht. Wir denken uns das Feld von einer Flüssigkeit erfüllt, die sich in einem stationären, d. h. mit der Zeit nicht veränderlichen Bewegungszu­stande befindet. Die Strömung soll so sein, daß das zu irgend einer Zeit an der Stelle (x, y, z} befindliche Flüssigkeitsteilchen zu dieser Zeit eine durch den zugehörigen Vektor ö dargestellte Geschwindigkeit hat. Wie wir noch sehen werden, dürfen wir die Flüssigkeit nicht als inkompressibel an sehen; vielmehr müssen wir sie als unbeschränkt dehnbar oder zusam- mendrückbar uns vorstellen. Will man mit einer inkompressiblen Flüssig­oder doch wenigstens „abteilungsweise“ stetig.
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4] Einführung und Deutung der Vektorfelder 221keit arbeiten, so muß man die Möglichkeit zulassen, daß sich die Flüssig­keitsmenge im Felde beständig irgendwie vermehrt oder vermindert. Dieser Zustand ist dann natürlich auch stationär, d. h. im einzelnen Feldpunkte tritt entweder eine im Laufe der Zeit gleichbleibende Vermehrung oder Verminderung der Flüssigkeitsmenge ein. Man spricht dann an der einzelnen Stelle von einer „Quelle“ bzw. „Senke“ oder auch nur von einer „Quelle“, jedoch mit positiver bzw. „negativer“ Ergiebigkeit. Beide Vor­stellungen haben die Bezeichnungen beeinflußt, so daß wir uns für keine ausschließlich entscheiden; doch wollen wir, wenn nichts weiter gesagt ist, die Vorstellung der inkompressiblen Flüssigkeit als zugrunde liegend annehmen.Wir betrachten jetzt einen ganz im Felde liegenden räumlichen Be­reich B mit der Oberfläche 0 und wollen die Gesamtmenge der Flüssig­keit feststellen, welche in der Zeiteinheit über 0 aus dem Bereiche B aus- tritt. Im einzelnen Punkte von 0 tragen wir auf der nach „außen“ gerich­teten Normalen einen Vektor it des absoluten Betrages n| = 1 ab, einen sogenannten „Einheitsvektor“. Überdies möge im gleichen Oberflächen- punkte der zugehörige Vektor b errichtet sein, der mit n den Winkel 
(b, it) bildet. Man mache sich deutlich, daß für (b, n) < an der be­trachteten Stelle die Flüssigkeit aus B herausströmt, für (b, it) > * aber in B hineinfließt.Man denke nun um den gemeinsamen Fußpunkt der Vektoren b und n ein kleines Oberflächenteilchen dω gezeichnet und beachte, daß die in der Zeiteinheit über dco austretende Flüssigkeitsmen ge einen auf 
dco stehenden Zylinder füllen würde, welcher zu b parallele und mit |b gleiche Mantellinien hat. Der Zylinderinhalt, der gleich dem Produkte der Grundfläche dco und der Höhe |b · cos (b, tt) ist, gibt ein Maß für die Menge der in der Zeiteinheit über dco austretenden Flüssigkeit. Da ∏∣ = 1 ist, so können wir für diese Menge auch:
(6) ∣b∣ · |nj · cos (b, n) · dco = b · n · dcoschreiben, unter b ■ ll das skalare Produkt verstanden. Die über die Ge- samtoberttäche 0 in der Zeiteinheit austretende Menge ist demnach:(7) wfi∙n∙dω-sie kann positiv, gleich 0 oder negativ sein*).Die Menge (7) muß nun während der Zeiteinheit durch die B an­gehörenden Quellen ersetzt werden. Den Quotienten diesei’ Menge und*) Der Aufbau des Integrals (7) kann leicht mit Hilfe der früheren Mittel (Facettenfläche usw.) streng vollzogen werden.
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222 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [4des Rauminhaltes τ von B nennen wir die „mittlere Ergiebigkeit“ der Quellen in B. Eine andere Benennung dieser Größe hängt mit der Vor­stellung der elastischen Flüssigkeit zusammen.. Denken wir z. B. die Flüssigkeit über 0 allenthalben austretend, so scheint ein „Divergieren" der Flüssigkeit aus dem Innern von B stattzufinden. Wir bezeichnen demnach den mit r~1 multiplizierten Wert (7) als die „mittlere Divergenz“ des Vektorfeldes in B.Hier setzt dann wieder ein bekannter Grenzprozeß ein. Wir ziehen den Bereich' B mehr und mehr auf einen seiner inneren Punkte (x, y, z) zusammen und können beweisen, daß dabei die mittlere Divergenz einer 
bestimmten, allein von x, y, z abhängenden Grenze zustrebt; diese Grenze 
nennen wir die „Divergenz“ des Vektorfeldes an der Stelle (x, y, #) und be­
zeichnen sie durch div ü. Stellen wir nämlich das skalare Produkt ü · n auf Grund von (3) durch die Komponenten von ü und n dar, so folgt:(8) ∖).↑ι '∙dω=wJ (yi+Vyιty+D,n,)⅛.Ist demnach v die nach dem „Innern" von B gerichtete Flächennormale, so gilt unter Heranziehung des Gaußschen Satzes (12) S. 142:(0)f (0)P φt>r

J ⅛ · V dω = - J to*0G V, ■ cos M dω = J Jscdτ,sowie bei entsprechender Behandlung der beiden anderen Glieder in (8):(θ) (°)P δϋ \

Hieraus folgt sofort: Die mittlere Divergenz ist der Mittelwert der rechts 
in der Klammer stehenden Funktion der Koordinaten, die Divergenz an 
der Stelle (x, y, z) aber ist gegeben durch:(10) T κ idiv0~^ + ⅜ + dz 'Die Divergenz ist ein der Stelle zugeordneter Skalar. Denken wir die Zahlwerte div 0 in allen Punkten (x,y,z) des Vektorfeldes angetragen, so hat man damit ein „Skalarfeld“, welches als das zum Vektorfelde (je­
hörende „Quellenfeld“ bezeichnet wird. In der Tat ist ja nach den vorauf­gehenden Entwicklungen durch div ü die „für die Zeiteinheit und Kaum­einheit geschätzte“ Ergiebigkeit der an der Stelle (x, y, z} befindlichen Quelle gegeben. Ist insbesondere div ö konstant gleich 0, so heißt das Vektorfeld „quellenfrei“. Übrigens merken wir noch als neue Ausdrucks­form des Gaußschen Integralsatzes an:(11) t) ∙ n ∙ e∕ω =( y div V · i/r.
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4] Divergenz div 0 und Rotation rot b. Quellenfeld 223Es sei jetzt weiter irgend eine geschlossene Linie L im Vektorfelde gewählt und in diese eine Fläche F eingespannt, die gleichfalls ganz im Felde liegt. Für L sei eine Umlaufsrichtung ausgewählt, und auf F seien die Normalen der gewählten Umlaufsrichtung entsprechend nach Vor­schrift von S. 143 aufgetragen. Die der Längeneinheit gleich gewählte einzelne Normale fassen wir wieder als einen Einheitsvektor n auf. Andrer­seits tragen wir auf der einzelnen Tangente von L in der Umlaufsrichtung vom Berührungspunkte aus einen Einheitsvektor t ab. Zugleich denken wir im Berührungspunkte den zugehörigen Vektor 0 angebracht, der gegen t den Winkel (V, t) bilde. Die nach t genommene Komponente von Ü werde Vt genannt; sie ist gegeben durch:(12) υt = |» · cos (v, t) = |üj · |t| · cos (o, t) = v · t.Ist ds ein an der betrachteten Stelle von L gedachtes Bogendifferen­tial dieser Kurve, das die Richtung des Vektors t hat, so können wir, wenn wir dieses Differential selbst als einen Vektor auffassen wollen, dafür d§> schreiben; es ist dann eben d& ein mit t gleichgerichteter Vek­tor des Betrages d& = ds. Das skalare Produkt 0 · läßt sich hier­nach so entwickeln:V · (/§ = V .· t|· cos (ü, t) ∙ ds = Vt · ds.Man bilde nun das folgende auf L bezogene Linienintegral:
(13) {''ftyds = Lf*-dZund wandle dasselbe auf Grund des Stokesschen Satzes (16) S. 146 in ein auf die in L eingespannte Fläche F bezogenes Flächenintegral um. Zu diesem Zwecke beachte man, daß die Komponenten von d& einfach die in der genannten Formel links stehenden dx, dy, dz sind. Entwickelt man also das skalare Produkt V ∙d⅜ auf Grund der Gleichung (3), so folgt bei Einführung der auf F normal errichteten Einheitsvektoren n nach dem Stokesschen Satze:

(,'Ί . ds=uy ⅛e dx -f- v2, dy + 03 rfχr)(a')∕Ι√6 l,- ^oΛ ∕'2t>,. ∂t>Λ ∕¾ £ϋΛ i= J l(√“ aJπ- + (⅛7~a.τ)^ + (^^~ ⅜)nd dω∙
(14)

Der rechts unter dem Integralzeichen stehende Klammerausdruck ist das skalare Produkt des Vektors lt und eines Vektors der Komponenten:δb. ∂by ∂bt, ∂o. cby 2ba,
dy dz , dz dx , dx cy ,

welchen man den „Wirbel“ oder die „Rotation“ (auch den „Curl“) des Vektor­
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224 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [4
feldes im Punkte (x, y, z) nennt und durch rot ö (auch durch curl ü) be­
zeichnet. Der Stokessche Satz nimmt die neue Gestalt an:(15) w∣ ö ■ ίΖ§ =( ^ η · rot ü ∙ ^ω.Denken wir in jedem Punkte des Feldes den Vektor rot ü angetragen, so wird das so entstehende Vektorfeld als das „Wirbelfeld“ des gegebenen Feldes bezeichnet. Da man aus (10) und (14) sofort auf das Zutreffen der Gleichung:(16) div rot ü = 0schließt, so ist das Wirbelfeld eines gegebenen Vektorfeldes stets quellenfrei.Bei der Einführung des Vektors rot ΰ durch die Komponenten (14) sind zwar die Koordinaten benutzt. Jedoch ist leicht einzusehen, daß rot ö und damit das Wirbelfeld vom Koordinatensysteme unabhängig dem
Vektorfelde zugehört. Legt man nämlich um den Punkt (x,y,P) eine Kugel von sehr kleinem Radius r und benutzt die Diametralebenen dieser Kugel als Flächen JF, so gilt, wie man leicht sieht:lim (r21jr' iy υ · = n · rot 0,wo n der auf F senkrecht errichtete Einheitsvektor ist, dessen Richtung sich entsprechend dem bei L gewählten Umlaufssinne bestimmt. In der vorstehenden Formel sind nun die linke Seite sowie der Faktor n von der Auswahl des Koordinatensystems unabhängig; dasselbe gilt also auch von rot ö.Ein Vektorfeld, in dem rot ö konstant gleich 0 ist, heißt „wirbelfrei“. Nach S. 150 folgt aber aus:⅛ ⅛ ati∙ι = ⅝ = ^ϋ·ϋ·

Sy ^~' dz , cz Sx ’ Sx Sy ,daß der dreigliedrige Ausdruck:
⅛xdx + üydy + '∖)2dzdas vollständige Differential einer Funktion von x, y, z ist, die man bis auf eine additive Konstante durch das Linienintegral (12) S. 150 erklären kann. Indem wir uns die Auswahl der additiven Konstanten Vorbehalten, 

bezeichnen wir diese Funktion durch V(x,y,z} und nennen sie das zum 
wirbelfreien Felde gehörende „Potential“.*') Dann gelten jedenfalls die drei Gleichungen:∕17∖ 37 „37 κ _ dv(17) 0*-FäP *v ∂y, 0* ∂z,*) Gewöhnlich spricht man nur dann von einem Potentiale, wenn das Vektor­feld ein „Kraftfeld“ ist; bei einer wirbelfreien Flüssigkeitsströmung gebraucht man die genauere Bezeichnung „Geschwindigkeitspotential“.
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5] Wirbelfreie Vektorfelder und Potentiale 225und es erscheint möglich, das Vektorfeld durch die Angabe des Potentials 
V(x, y, z') zu erklären bzw. zu ersetzen. Umgekehrt ist natürlich jedes durch 
ein Potential V (x, y, z) erklärte Vektorfeld ivirbelfrei. Nach den Dar­legungen von S. 150 ff. ist V(x, y, z) übrigens nicht notwendig eine ein­deutige Funktion; doch werden wir in dem gleich zu besprechenden Falle der Gravitationsfelder, die wirbelfrei sind, mit eindeutigen Poten­tialen zu tun haben.Die wichtigste Anwendung der Vektorentheorie bezieht sich auf die Untersuchung der elektromagnetischen Felder. In einem solchen Felde liegt eine Vektorenverteilung @, die „elektrische Feldstärke“, vor und zugleich eine Verteilung 9Ji, die „magnetische Feldstärke“ darstellend. Die gesamte Theorie beruht auf zwei überaus einfachen Grundgesetzen o*der Grund­formeln, den beiden „Maxwellschen Gleichungen“. Bei Änderung von @ wird ein Feld 99t erregt, dessen Wirbelfeld rot 99? sich in einfachster Art aus @ und der „Änderungsgeschwindigkeit“ zusammensetzt*); bei Änderung von 91t wird ein Feld © erregt, dessen Wirbelfeld rot (S bis auf einen Faktor mit dem Felde der „Änderungsgeschwindigkeit“identisch ist. Die wirkliche Aufstellung und Verwendung der Maxwell- schen Gleichungen würde indessen zu weit führen.5. Schwerkraftfelder und Potentiale. Zwei materielle Punkte der Massen μ und m und der Entfernung r mögen aufeinander nach dem Gesetze der Schwerkraft oder Gravitation wirken. Jeder Punkt übt dann auf den anderen eine Anziehungskraft aus, welche nach dem anziehenden Punkte hin gerichtet ist und die Größe:(1) G ·hat; hierbei hat G einen bestimmten numerischen Wert und stellt die sogenannte Schwerkraftskonstante oder Gravitationskonstante dar. Da diese Konstante G in den zu entwickelnden Formeln überall nur als Faktor auftreten würde, so wollen wir der Bequemlichkeit halber von ihr absehen und die Größe der Schwerkraft durch den in (1) mit G multi­plizierten Quotienten darstellen. Wir wollen die Sachlage weiter so auf­fassen, daß wir den Punkt der Masse μ als fest und anziehend ansehen; dem anderen Punkte erteilen wir die Masse m = 1, sehen ihn als An­griffspunkt oder, wie man sagt, als „Aufpunkt“ der Anziehungskraft an und fassen ihn als im Raume beweglich auf. Die Koordinaten des an-*) S. die Entwicklungen über die Ableitung eines Vektors nach der Zeit in I, 366.Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 15
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226 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [5
teren wirkt alsdannziehenden Punktes seien ξ, i;, ξ, die des Aufpunktes x, y, z. Auf den letz- eine Kraft, die wir durch einen nach dem Punkte (ξ, i?, ξ) hin gerichteten Vektor ü des absoluten Be­trages :(2) t>∣-⅛darstellen können. Bei unbeschränkt variablem Punkte 

(x, y, z) entsteht ein über den ganzen Baum ausge­
dehntes Vektorfeld einfachster Art, das wir als ein

„Schwerkraftfeld“· oder „Gravitationsfeld“ bezeichnen. Da die Richtungs­kosinus von ü (s. Fig. 69):(3) ' cos α = aoseß = cos γ = ----sind, so sind die Komponenten tta,= |t>| -cos «, · · · des Vektors V:(4) *>.-⅛, "=<^⅛f.wo r als Funktion von x, y, z gegeben ist durch:(5) r =+y(⅛-xys+(η-y)2+(ζ-zfs.Wie man aus (4) erkennt, sind die hE, üy, Ü3 in jedem abgeschlossenen 
räumlichen Bereiche, der den anziehenden Punkt (⅞, η, £) nicht enthält, ein­
deutige, stetige und differenzierbare Funktionen der x, y, z.Liegen jetzt weiter n anziehende Punkte (∣1, τj1, ‰), (£2> £s)> * ’ >(ξa, ηn, £n) der Massen μ1, ,u8, ∙ ∙ ∙, μn vor, so setzen sich die zugehörigen 
n Vektoren im einzelnen Punkte (x, y, z^) nach dem Gesetze der Vektoren­addition zu einer Summe ti zusammen, deren nach den Achsen genom­mene Komponenten hr, ü , tζ sich auf Grund des durch die Gleichung (6) in I, 366 zum Ausdruck kommenden Gesetzes so darstellen:

η η n(θ) v*~Σil>Fri-' v>~y∣ "∙~2'lliil⅛s,i = 1 k - 1 λ = 1unter rk den Abstand:0) ri- +M-z)!+ (%-?)’+ ½→y,des Aufpunktes vom ∕cten anziehenden materiellen Punkte verstanden. 
Auch hier sind die 0x, Oy, D. in jedem abgeschlossenen räumlichen Bereiche, 
der keinen der n anziehenden Punkte enthält, eindeutig, stetig und diffe­
renzierbar. Hier sowie in dem gleich zu besprechenden, noch etwas all­gemeineren Falle halten wir natürlich an der Bezeichnung „Schwerkraft­
feld“ oder „Gravitationsfeld“ für das vorliegende Vektorfeld fest.
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5] Schwerkraftfelder 227An Stelle der Summen (6) treten Integrale, falls ein materieller Körper K oder eine mit Masse belegte Fläche F oder Linie L nach dem Gesetze der Schwerkraft anziehend wirken. Wir gehen nur auf die beiden Fälle eines Körpers K und einer Fläche F ein, da diese für die physi­kalischen Anwendungen die wichtigeren sind. Der Aufpunkt liege zu­nächst von K bzw. F entfernt.Zur Bestimmung der Anziehung eines Körpers K denken wir K in 
n kleine Teilkörper der Massen z∕g1, z∕iu2, ∙ ∙ ∙, Λμn zerlegt und gehen von der Annahme aus, daß das Teilchen der Masse Λ μk in seiner Wirkung auf den Punkt (#, y, F) ersetzt werden kann durch einen einzelnen mate­riellen Punkt der Masse z∕ μk, der sich an einem richtig gewählten Innen­punkte (£A, ¾, £a) des Teilchens befindet. Ist rk alsdann die Entfernung des Aufpunktes von diesem Punkte (∣i, ηk, £t), so werden sich die Kom­ponenten des Vektors der Anziehungskraft von K auf den Aufpunkt 
(x, y, z) genau wieder in der Gestalt (6) darstellen. Indem wir hieran einen bekannten Grenzübergang schließen und das „Differential der Masse“ 
dμ nach S. 197 als Produkt der Dichte d(ξ, η, 0 des Körpers K an der Stelle (ξf η, £) und des Raumdifferentials dτ ausdrücken, gewinnen wir für die Komponenten der Anziehungskraft im Punkte (x, y, z) die auf 
K bezogenen Raumintegrale:(8) t-,<p-5rfr,wo ⅛,η,ξ die „Integrations variablen“' sind und r natürlich durch den Ausdruck (5) gegeben ist. Die Koordinaten x, y, z des Aufpunktes sind im Sinne der Sprechweise von S. 132ff. als „Parameter“ in diesen Inte­gralen aufzufassen.Eine entsprechende Betrachtung gilt für die Anziehung einer mit einer Masse belegten Fläche F. Die Komponenten t>a,, ü„, Ü, stellen sich hier durch die auf F bezogenen Flächenintegrale:o o(9) 0tjys^tla,dar, wo ί = η, ζ) die „Flächendichte“ an der Stelle (ξ, η, £) von F ist. Hier wie in (8) nehmen wir d(ξ, η, ξ) als eine stetige*) Funktion auf F bzw. in K an.* Handelt es sich insbesondere um homogene Ge­bilde, so ist ό konstant und kann vor die Integralzeichen gesetzt werden.Es ergibt sich nun zunächst eine sehr einfache Theorie der Schwer­kraftfelder für solche Bereiche B, welche mit dem anziehenden Gebilde keinen Punkt gemein haben, ln einem räumlichen Bereiche B, der keinen*) oder doch wenigstens „abteilungsweise“ stetige. 15
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228 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [5
der anziehenden Punkte enthalt, ist das Sch/werkraftfeld quellenfrei und 
wirbelfrei und besitzt demnach ein Potential V(x, y, z"). Wir beweisen den letzten Teil dieses Satzes einfach durch Angabe des Potentials, welches im Falle von n anziehenden Punkten durch:

η

(10) η⅝*∙)'-^∙⅛=1in den beiden anderen betrachteten Fällen durch:
∕1,X TZ/ λ ∞A<*τ TZZ ∖ wPdω(11) V(x,v, - J-i,-, V(x,y,e)- J ---gegeben ist. Aus (5) folgt nämlich:Z12A ________

Sx ~ Sx raund entsprechend für die Ableitungen von r~1 nach y und z. Bei den Integralen (11) ist die Differentiation nach den Parametern x, y, z an den unter den Integralzeichen stehenden Funktionen statthaft (vgl. S. 133 ff.), woraus man in allen Fällen auf das Zutreffen der Gleichungen schließt:
(13) Sx ~ Sy Sz Ö*-Dies sind aber die für das Potential charakteristischen Relationen (17) S. 224. Weiter folgt aus (12) durch nochmalige Differentiation:

Si(r~l) ___ _£  .·, | — x Sr = _ 1 . o (g —a;)8
SX* rS θ r4 βχ r3 ' r5und wieder entsprechend für die Ableitungen nach y und «. Daraus er­gibt sich sofort:al(r-1) , Si(r~v) , δ2<r1) _ 3 » (⅞-*Γ+ (q-*/)»+ (E→), _ 0

Sx9 + Sy* ^f^ Sz* rs^t r°Nehmen wir also auch die zweite Differentiation bei den Integralen (11) „unter den Integralzeichen“ vor, so folgt:∩4x s*v4- 0’F=O
V14) Sxτ+Sy*+Sz* υ’eine Gleichung, die wir auch in die Gestalt kleiden können:
(15) p + ⅛ + ¾- = div » - 0.v 7 Sx Sy SzDie in (14) links stehende Summe der drei zweiten Ableitungen von F bezeichnet man durch das Symbol dV:
(Λ(∖∖ s,v S'V,S*V ∂*V(16) z,r “ »s5 + ⅛∙ + y?'
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ό] Potential eines Schwerkraftfeldes 229Es hat sich demnach ergeben: Das Potential V(x,y,zj befriedigt in jedem 
von anziehender Masse freien Felde B die nach Laplace benannte Glei­
chung z∕U=≈0, die in der Schreibweise der Vektorentheorie die Gestalt (15) 
annimmt und das Feld als quellenfrei erkennen läßt.Das zu einem wirbelfreien Felde gehörende Potential war S. 224 nur erst bis auf eine additive Konstante bestimmt. Die in (10) und (11) 
vorliegenden Potentiale sind endgültig bestimmt und zwar in der Art, daß 
V(x, g, zf verschwindet, wenn der Aufpunkt (x, y, z) auf irgend einem Wege 
in das Unendliche läuft; dabei nähert sich, falls ρ der Abstand des Punktes 
(x, y, z) vom Nullpunkte ist, für lim ρ = oo das Produkt ρ · V dem Werte 
μ der gesamten anziehenden Masse. Zum Beweise nehmen wir an, daß sich diese Masse im Innern einer Kugel des endlichen Radius a um 0 finde. Die Entfernung ρ des Aufpunktes von 0 sei > a. Es kann nun z. B. das erste Integral (11) so geschrieben werden:

wρ iτ=i (Ay f∕τ _ 7
e√ i , 0 ∙J *"owobei r0 ein gewisser mittlerer Wert der im Integrationsbereiche K ein­tretenden Werte r ist. Da für diese Werte r die Ungleichungen:ρ~α<z<ρd-αgelten, so wird auch r0 diesen Ungleichungen genügen, und es wird also eine im Intervalle — 1 < >;<-{- 1 gelegene Zahl geben, für die 

r0≈ Q + zutrifft. Hieraus folgt:f=J- i>.r=-L-,P÷√ s a,1 ÷η--ρworaus sich lim (ρ · F) = μ für unendlich werdendes ρ ergibt. Auf die anderen Fälle wird man diese Betrachtung leicht übertragen.Die Werte des Potentials V sind positiv und haben, wie wir soeben sahen, den Wert 0 zur unteren Grenze. Im Falle einzelner anziehender Punkte läßt sich für die Werte V keine obere Schranke angeben, da V bei Annäherung des Aufpunktes an einen anziehenden Punkt unendlich wird. Ob in einem Falle (11) eine endliche obere Schranke für V existie­ren mag, bleibe zunächst unentschieden. Kommen Punkte (x, y, zj vor, in denen V(x, y, z') einer vorgeschriebenen positiven Konstanten C gleich wird, so sagt man, daß alle diese Punkte eine durch die Gleichung 
V(χ, y, z~) — C == 0 dargestellte „Potentialniveaufläche“ oder kurz „Niveau- 
fläche“ bilden. Indem wir C als „Parameter“ der „Flächenschar“:(17) V(x,y,z')-C≈0auffassen, gelangen wir zu der Anschauung, daß das betrachtete Schwerkraft-
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230 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [0
feld schlicht von Niveauflächen erfüllt ist, von denen durch jeden Punkt
eine hindurchläuft. Die Normale der Niveaufläche im Punkte (x, y, 2}hat nach I, 327 drei der Proportion:

a SV SV svcos « : cos /S : cos y -genügende Richtungskosinus. Zufolge (13) fsf also der Kraftvektor im 
Punkte (x, y, z) senkrecht zur Niveaufläche gerichtet. Denken wir uns eine Kurve dargestellt, welche die Niveauflächen überall senkrecht durchdringt (eine sogenannte „orthogonale Trajektorie“ der Niveauflächenschar), so 
wird die Tangente dieser Kurve in jedem Punkte die Richtung des Kraft­
vektors angeben. Die Schar dieser Kurven, welche das Schwerkraftfeld gleichfalls schlicht erfüllen, liefert die sogenannten „Kraftlinien“ des Feldes. 'Rechnen wir die Bogenlänge s einer einzelnen Kraftlinie in der Rich­tung wachsender V und also in der Kraftrichtung wachsend, so folgt, falls wir F längs der Kraftlinie als Funktion von s auffassen:

dV _ SV dx SV dy , SV dz 
ds Sx ds ' Sy ds Sz ds,wo die Ableitungen von V durch die Vektorkomponenten ersetzt werden können und die Differentialquotienten ^∣, einfach die Richtungs­kosinus cos a, cos ß, cos γ des Vektors sind (vgl. I, 332):cos κ -r ö„ cos ß fl- ü, cos γ.Ersetzen wir die t)r, t) , tq durch ihre Ausdrücke (1) S. 219, so folgt bei Benutzung der Relation cos2 v. fl- cos2 ß fl- cos2 γ — 1:

(«*) d, -1” ·
Der absolute Betrag des Kraftvektors ü ist also die nach der Bogenlänge 
s der Kraftlinie genommene Ableitung des Potentials V.6. Greensche Sätze mit Anwendungen. Für die Aufstellung weiterer Eigenschaften des Potentials Tr(x, y, z), auch für die Berechnung beson­derer Potentiale sind einige von Green aufgestellte Formeln grundlegend. Wir können die „Greenschen Sätze“ sehr leicht als Folgerungen des Gauß­schen Integralsatzes (12) S. 142 darstellen. Es sei ein räumlicher Bereich 
B mit der Oberfläche 0 gegeben, und in demselben seien φ(x,y, z) und ^>(ir, y, z) zwei eindeutige und stetige Funktionen, die daselbst ebensolche partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitzen mögen. Bann
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6] Niveauflächen und Kraftlinien. Sätze von Green 231
^besieht folgende, einen ersten Greenschen Satz zum Ausdruck bringende 
Integralrelation:

wr ' ' ' ' , w(1) ∕ (φ*∙tf⅛ + + g⅛') + lφAψdτ

(0)i‘= — ∕ φ (ψ'x cos (v, x) + φ'j cos (y, y) + ψz c0s (y, zf) dω.Hierbeiist z∕⅛> der in (16) S. 228 erklärte Ausdruck, und v ist als Symbol für die nach dem „Bereichinneren“ gerichtete Normale von 0 benutzt (s. S. 141). Der Beweis geht aus (12) S. 142 und den beiden entsprechenden für y und z aufgebauten Formeln sofort hervor, falls man für φ in diese Formeln bzw. φ ■ ψ,x, φ ∙ ψ,,f φ ∙ ψ'z einträgt und:δ(φ∙⅛,ζ) _
— ff,xΨ.r ÷ φψ™, ■ ■ ■·berücksichtigt.Verstehen wir unter v genauer die vom Fußpunkte aus gemessene Normalenlänge, so können wir unter Wiederholung der zur Relation(18) S. 230 führenden Betrachtung:

dü = ≠∙r dH ÷ 7Ü, + dv = ≠λ'cθs W’ ÷ cθs <V’ W + cθ8 W’schreiben und erkennen demnach in dem Klammerausdrucke auf der rech­ten Seite' von (1) den „nach der Normalen v genommenen Differential­quotienten von ψ“. Der Greensche Satz (1) nimmt dann die noch etwas einfachere Gestalt an:(2) + + φ's,ψ'z)dτ +· JφAψdτ ≈ — Jφ^ dω.Das erste links stehende Integral ist in φ und V symmetrisch. Tau­schen wir demnach φ und ψ aus und ziehen die entstehende Formel von(2) ab, so ergibt sich als ein zweiter Greenscher Satz:(3) Ji(φAψ-'ΨAφ')dτ = - Jt[φd̂ ~-ψ^dω.Um die Brauchbarkeit dieser Sätze an einem einfachen Beispiele zu erläutern, wollen wir das Potential einer homogenen Kugelschale bestimmen, - d. h. eines von zwei konzentrischen Kugelflächen der Radien a und A∏>a begrenzten homogenen Körpers. Wir wählen den Mittelpunkt der Kugel­schale zum Nullpunkte und führen neben rechtwinkligen auch gleich Polarkoordinaten p, θ, φ ein, wobei der Radiusvektor, um Verwechslungen mit dem bisherigen r zu vermeiden, p genannt sei.Als Bereich B legen wir hier einen von zwei mit der Schale kon­zentrischen Kugelflächen Ol und 0., eingegrenzten Raum zugrunde. Die
www.rcin.org.pl



232 V, 2 Physikalische Anwendungen der Integralrechnung [6Radien von Oi und O2 seien ρ1 und ρ2 > ρ1; beide Radien müssen ent­weder > A oder < a sein, damit JB keinen Punkt der anziehenden Schale enthält. Es sei nun in der zu diesem Bereiche gehörenden Formel (3) die Funktion ψ mit 1 identisch gewählt, während φ das gesuchte Poten­tial V der Kugelschale bedeute. Dann gilt in JB bzw. auf 0:

z∕*-o, jt-jr-o, ⅛-o, *~r,so daß die Greensche Formel (3) lieferte(0>fdF
J dv

dω —
(0>ψdV 
J dv

dω + ^Γdv
J dv

dω = 0.Im vorliegenden Falle ist nun V eine Funktion von ρ allein, wie aus der Anordnung der anziehenden Masse hervorgeht. Da die Normalen­richtung längs O1 die des (wachsenden) Radiusvektor ρ ist, längs O2 aber dem Radiusvektor entgegen gerichtet ist, so sind die Ableitungen des Potentials nach der Normalen längs O1 und O2 einfach durch F,(ρ1) bzw. — F'(ρ2) gegeben. Die letzte Gleichung ergibt demnach:F'(ρ1) ∣dω — F'(ρ2) J dω = 4^(ρ12∙ V (ρ1) — ρ22∙ F'(ρ2)) = 0 .Hieraus geht hervor, daß ρ2F,(ρ) sowohl außerhalb der Kugelschale einen konstanten Wert c hat, als auch innerhalb derselben. Schreiben wir aber:V(ρ) - fso folgt durch Integration in bezug auf ρ:R(ρ) = δ-±,unter b eine zweite Konstante verstanden.Betrachten wir zunächst den Außenraum, so muß b gleich 0 sein,da V im Unendlichen verschwindet. Da ferner lim (ρ · F) = — c die Masse 1u der anziehenden Schale ist, so ist das Potential für den Außen- 
raum durch:(4) r⅛) - i
gegeben, d. h. die Schale wirkt nach außen genau in derselben Art anziehend, 
als wäre ihre Gesamtmasse im Mittelpunkte konzentriert. Für den Innen­raum muß c = 0 sein, da sonst F im Nullpunkte unendlich würde: Das 
Potential der Kugelschale im Innenraum ist konstant, so daß auf einen 
hier befindlichen Aufpunkt keine anziehende Kraft durch die homogene Kugel- 
schale ausgeübt wird. Den konstanten Wert von F im Innern bestimmt man am leichtesten für den Nullpunkt, wo nach Eintragung des Aus-
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6] Potential einer homogenen Kugelschale 233drucks p2 sin θ dρ dθ dtp für das Raumdifferential dτ und des Wertes p für r in das erste Integral (11) S. 228:
2rt rt A

θj ρdρ)dθj dtp
0 0 asic-li ergibt. Die Integration ist mühelos auszuführen und liefert:(δ) V = 2τrd(M*-α2).Das Potential einzelner anziehender Punkte hatte in jedem dieser Punkte einen Unendlichkeitspunkt. Gehört der Aufpunkt (x, y, F) dem anziehenden Körper K oder der anziehenden Fläche F an, so wird eben im Punkte (x, y, F) des Integrationsbereiches der unter dem Integralzeichen (11) S. 228 im Nenner stehende Wert r gleich 0. Gleichwohl konver­gieren die Integrale. Man kann, was hier jedoch nicht ausgeführt werden soll, auf Grund von Methoden, wie sie S. 62 bei einfachen Integralen ange­wandt wurden, folgenden Satz zeigen: Fine durch ein Integral (11) S. 228 

gegebene Funktion V(x, y, F) bleibt endlich und sogar stetig, falls der Punkt 
(x, y, F) in den Bereich des anziehenden Körpers K oder auf die anziehende 
Fläche F tritt; vom Potential eines anziehenden Körpers K bleiben auch 
noch die partiellen Ableitungen erster Ordnung beim Eintritt in K sowie 
innerhalb K durchweg stetig.Um daraufhin z. B. für eine homogene Vollkugel des Radius A das Potential für einen inneren Punkt des Abstandes p vom Mittelpunkte zu bestimmen, zerlege man die Kugel in eine innere Vollkugel des Radius p und eine Kugelschale, die von zwei Kugelflächen der Radien p und A > p eingegrenzt ist. Für die innere Vollkugel ist der Aufpunkt ein „äußerer" Punkt, so daß sich das Potential dieser Vollkugel nach (4) zu:

fi ≈ 4 ites∙ ö · 4 = 4 λ∂ · p2berechnet. Das Potential F2 der Kugelschale ist aber für den „inneren" Aufpunkt nach (5): _ 2πS(At- ρ°),so daß sich durch Addition von Vx und F2 als Gesamtpotential ergibt:(6) F(e)-⅜≈ti(3^-ρ2).Führen wir wieder x, y, z ein und nennen Va das Potential der Vollkugel für einen äußeren Punkt, Vi das für einen inneren Punkt, so gilt zufolge (4) und (6): 4πS Λ3

(7) ‰*>8wpffw
Fi(x, y,z)≈γ jrd(3A2- x2-y2-z3).
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234 V, 2. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung Γ6Aus diesen Formeln bestätigt man leicht, daß weder F noch die Ab­leitungen erster Ordnung beim Übergänge von dem Äußeren in das In­nere der Kugel eine Stetigkeitsunterbrechung erfahren, daß dagegen die 
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung beim Eintritt in die Kugel sich un­
stetig ändern. Speziell berechnet man für den Differentialausdruck z/F im Innern der Kugel:(8) z/F = — 4τrd,während außerhalb, wie wir bereits wissen, JV — 0 ist.Die vorstehende Betrachtung hat allgemeine Bedeutung für das Potential irgend eines räumlich ausgedehnten Körpers K. Ist (x, y, z) ein Innenpunkt von K, so denke man sich eine sehr kleine Vollkugel des Mittelpunktes (#, y, z) aus K ausgeschnitten und zerlege entsprechend das Oesamtpotential F in das Potential Fθ dieser Kugel und dasjenige F1 des Restes JF1 von K. Ist <5 in der Umgebung von (x, y, z) stetig, so können wir bei ausreichend klein gewählter Kugel 2f0 das Potential Fo unter der Annahme konstanter Dichte d(#, y, z) berechnen*). Dann aber gilt zufolge(8) , da für K1 der Punkt (x, y, z") ein „äußerer“ ist:z/F = z∕F0 + z∕F1 == z∕F0 = — 4jt d(⅛, y, zf Dehnen wir also im Falle eines anziehenden Körpers K das Schwerkraft­feld auf K aus, so gilt der Satz: Das Schwerhraftfeld bleibt auch in dem 
von K besetzten Bereiche wirbelfrei, aber nicht mehr quellenfrei, insofern:(9) div ö = z/F = — 4π∂(x, y, e)
gilt. Es ist dies die nach Poisson benannte Verallgemeinerung der Laplaceschen Gleichung (14) S. 228.Zufolge der Voraussetzung über die Stetigkeit von ∂(x,y, z) in K ist z/F, wenn auch nicht durchweg, so doch „abteilungs weise“ stetig. Bei der Stetigkeit der ersten Ableitungen kann man alsdann ohne Mühe zeigen, daß die Greenschen Formeln (1) und (2) auch in dem durch den Bereich K erweiterten Kraftfelde gültig bleiben, falls man für φ das Po­tential F einsetzt. Daraus ergibt sich z. B. noch folgender Satz: Ist 0 
irgend eine geschlossene Fläche, so hann man den innerhalb 0 befindlichen 
Teil gQ der anziehenden Masse so darstellen:

πm 1 WfdVn
<lθ) !'°"i,,!'lr'Die Gleichung (3) liefert nämlich für ⅛>≈1, φ = F mit Rücksicht auf (9):(s)f (δ)f (°)fdF ,— ∕ z/F dτ = 4jt Jddτ=Ι-^-dω.*) Die Schlußweise kann durch Anwendung der hei Stetigkeitsbetrachtungen üblichen Überlegungen streng gemacht werden.
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6] Die Laplace-Poissonsehe Gleichung. Aufgaben über Potentiale 235Aufgaben: 1) Man bestätige die Angaben (4) und (5) über das Potential der Kugelschale durch direkte Berechnung des Integrals (11) S. ‘228. — Für einen Punkt der positiven z-Achse gibt der Ansatz (11) S. 228 bei Gebrauch von Polar­koordinaten ρ, θ, φ:
r-tf( Π f'ι-J⅛⅛t***----)d∆dt.

J ∖J ∣∕ρ2—2ρZ COS θ 4^ Zi' '
α 0 0Für das innere bei konstanten ρ und φ zu berechnende Integral gilt:

n
ρ /* <Z(—2ρSCOS0) ρ Γ , -------------—--- f∖πI ,__ Ϊ y- ----—= — + Vi>2- 2 ρΖ COS Θ + Zs .

%2J j∕ρs-2ρ 3 COS 0 -j-Zs z L JO0Für Θ = « hat die Wurzel den Wert (ρ-}-#). Da sie positiv zu nehmen ist, so hat man bei 0 = 0 zu unterscheiden, ob z <≤ a oder z^>A ist; im ersten Falle hat die Wurzel für 0 = 0 den Wert (ρ—z), im zweiten (#— ρ). Unterscheiden wir wieder Vi und Va für einen inneren bzw. äußeren Aufpunkt, so gilt:
A Α 2Λ

) (f 2ρdφ^)dρ, Va = άJ (J ^-d^dρ,
« 0 α 0woraus man die Formel (5) und (4) wieder gewinnt.2) Man berechne das Potential einer homogenen Kreisscheibe vom Radius A für die Punkte der in der Mitte der Scheibe senkrecht errichteten Achse. — Wir wählen die'Achse zur z-Achse und die Scheibenmitte zum Nullpunkte. Dann sind die von den räumlichen Polarkoordinaten gelieferten ρ, φ die ebenen Polarkoordi­naten des einzelnen Scheibenpunktes in der ic,ι∕-Ebene. Im zweiten Integrale (11) S. 228 hat man einzusetzen:}· =}z ρ3-j-£3, dω = ρdρdφ∙Für das gesuchte Potential gilt:

’ rf,' “0 0 0Da die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, so folgt:[+ l∕ρM→2]i = + | | = + + Ϊ2 — 2 · sgn (z),unter sgn (z) das Vorzeichen von z verstanden. Für V ergibt sich:
V≈2π∂ (-[-j/z3-}- — z ∙ son (2')) ,woraus mau weiter sofort folgert:(H) = 0? = 2π0'(1∕iqΓ23 ”8gn W) 'Hieraus geht hervor, daß die erste Ableitung von V nach z beim Durchgänge durch die Scheibe eine unstetige Änderung erfährt. Bedienen wir uns für die bei Annäherung an den Nullpunkt eintretenden Grenzwerte der Bezeichnungen:Ha«) , Hm-F=(-) ··

i = +0 (>2 ∖^2'+0 ≈ = -0 Sz ∖c2J-o
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236 V, 3. Foυι,iersche Keihen und harmonische Analyse [ije nachdem die Annäherung von der positiven oder der negativen Seite vollzogen wird, so ergibt sich aus (11):a,—· α,0→2-∙
Den Sprung, den die fragliche Ableitung beim Durchgänge durch die Scheibe er­fährt, stellen wir somit fest zu:<“> 0+7(‰-4-∙

Kapitel III. Fouriersclie Reihen und harmonische Analyse.1. Ansatz der Fonriersclien Reihen. Die Funktionen cos x und sinx haben die Periode 2λ, d. h. sie bleiben unverändert, wenn man das Argu­ment x um 2 λ oder ein Vielfaches von 2 π ändert. Bildet man mit irgend einer positiven ganzen Zahl Ti die Funktionen cos lex und sin lex, so haben diese die Periode und also auch die Periode 2π. Aus diesentrigonometrischen Funktionen der Vielfachen von x setze man jetzt mit (2w-t-l) Konstanten a∣e, b,: das Aggregat zusammen:
n(1) - a0 + (α4 cos lex + bk sin kx),⅛=ιunter n irgend eine endliche positive ganze Zahl verstanden. Auch dieses Aggregat stellt offenbar eine Funktion von x mit der Periode 2 π dar.Man nehme nun in (1) die Zahl n gleich oo und erhält dadurch zu­nächst in rein formalem Ansätze eine unendliche „trigonometrische Reihe“. Wir werfen die Frage auf, ob es möglich ist, eine beliebig vorgegebene 

Funktion f(x) der Periode 2 π in eine konvergente trigonometrische Peihe zu 
cntivickeln, und welche Werte die dabei zu benutzenden Koeffizienten alt, bk 
haben müßten. Dabei mögen betreffs f(x) zunächst folgende Voraus­setzungen gelten: Die Funktion f(x) sei im Intervalle — jr ≤ # ≤ -j- τr 
eindeutig, endlich und abteilungsiveise stetig. Die letzte Bedingung besagt, daß die Funktion f(x) in einer endlichen Anzahl von Stellen des Inter­valles Stetigkeitsunterbrechungen erfahren darf. Ist x eine solche Stelle, so hat die Funktion daselbst zwei verschiedene Grenzwerte, je nachdem man sich der Stelle x von rechts oder von links her annähert; man be­zeichnet diese Grenzwerte symbolisch durch f(x-∖-O) und f(x—0). Wel­ches der Wert f(x) der Funktion an der einzelnen Unstetigkeitsstelle selbst ist, möge einstweilen Vorbehalten bleiben. In dem Intervalle 2T≤re≤3jt, -sowie in allen weiter sich nach rechts und links anschließen­den Intervallen der Länge 2π wiederholen sich zufolge der vorausge­
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1] Ansatz der trigonometrischen Reihen 237setzten Periodizität der Funktion dieselben Funktionswerte wie im ersten Intervalle — Jt ≤ & ≤ + jt .Wir nehmen nun unter Vorbehalt der Konvergenzuntersuchung und der näheren Untersuchung der Unstetigkeitsstellen die Möglichkeit der Entwicklung von f(x) in die konvergente Reihe:
00(2) f(x') = | «0 ÷ (⅜ cos + ⅛ sin &#)

⅛=ιan. Zur Bestimmung der Koeffizienten a multiplizieren wir die Glei­chung (2) mit cos mx dx, unter m eine nicht-negative ganze Zahl ver­standen, und integrieren die entstehende Gleichung zwischen den Gren­zen — π und + jt. Dabei nehmen wir als statthaft an, die rechts stehende unendliche Reihe gliedweise zu integrieren:
÷ 7t Ύ Tt(3) jf∖x) cq3 mxdx = * a0 ∕cos mxdx

-η -η» , + Ä +Λ+Σ ak I coskx cosmxdx + bk fsm kx cosmxdx∖. 
k=l × —η -η 'Bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion ∕7(ic) existiert das hier links stehende Integral für jedes m (vgl. S. 60).Es gilt nun erstlich für m = 0:

+ λ + n(4) jcoskx √.χ∙ = fy sin Ä:#J τ=θ, ßsinkx dx=^[- ~ cos½afj = 0,
— η — nso daß die Gleichung (3) die Gestalt anninimt:

~h 7t 4“ 7t(5) ∕ f(x) dx = -∣- a0J'dx = λ aQ.
— 7t — 7tIst m > 0, so verschwindet zufolge (4) das in (3) mit α0 multiplizierte Integral. Für die mit ak und bk multiplizierten Integrale folgt, wenn 

Ti 4= m ist, aus den Formeln (11) und (9) S. 18:4" τt
fsos kx cos w x dx = Γ-⅛pz⅛ic + s γ⅛--l ≈ 0,

J* L 2 (ft —i«) 2(ft-j-m) J—π ,— Tt

I sin kx cos mx dx = Γ— — c⅛fΦ⅛~Ι = q√ L 2(ft—w) 2(ft + wt) J_Ä >
— 7t
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238 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [1da Ti und m positive, voneinander verschiedene ganze Zahlen sind und also (⅛±w) von 0 verschiedene ganze Zahlen bedeuten. Ist aber Ti = m, so gilt:+ rt +rt
I cos2mx dx = ~J(1 + cos2mx')dx = λ,

— η — n+ rt + rtsin mx cos mx dx = "J sin 2 m# dx = 0,
— λ —nso daß sich für m > 0 die Gleichung (3) in die Gestalt kleidet:

+ «(6) J f(x) cos mx dx = xam.
— 7tZur Bestimmung der Koeffizienten bk reihen wir an die Gleichung (3) die folgende an:+ rt +rt//*(#) sin mx ^χ = y a0,f s^n mx ^X

— 7t — Λ

00 . + 7t + 1t, \4- ∖akiC0S ⅛x S^n mX ^X ÷ fiin lix sin mx dx),
k=l × -Λ — Λ 'unter m eine positive ganze Zahl verstanden. Indem wir auch die Glei­chung (10) S. 18 heranziehen, ergibt sich wie soeben, daß nur das mit bm multiplizierte Integral einen von 0 verschiedenen Wert hat, und zwar ist:

+ n + Λ

jsin2 mx dx = ⅛J (1 — cos 2mx) dx = π,

— τι -nso daß die letzte Gleichung die Gestalt gewinnt:+ rt(7) f(x) sinmx dx = πbm.
— 7tDie Integrationsvariable in (5), (6) und (7) werde zur Unterscheidung vom Argumente x der Funktion /(#) durch t bezeichnet. Statt des In­dex m schreiben wir wieder Je. Es gilt dann der Satz: Für die vorgelegte 

Funktion f(x) der Periode 2λ berechnen sich die Koeffizienten der ange­
setzten trigonometrischen Peihe (2) unter der Voraussetzung, daß diese Peihe 
konvergiert und gliedweise integrierbar ist, als bestimmte Integrale in der 
Gestalt: +rt +«(8) ⅞-∣∕ f(f) cos kt dt, bk = sin kt dt.

— 7t —7t
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2] Darstellung der Koeffizienten der Fourierschen Reihen 239Die mit diesen Koeffizienten ausgestattete Reihe bezeichnen wir als eine „Fouriersehe Reihe“.2. Konvei’genz (1er Fourierschen Reihen. Zur Beantwortung der Frage der Konvergenz der Fourierschen Reihen kehren wir die eben gegebene Entwicklung um. Wir berechnen unter Festhaltung der Voraussetzungen über die Eigenschaften der Funktion f(x) die für jedes k existierenden Integrale (8), bilden mit den sich ergebenden Werten ak, δλ. die endliche Summe:
(1) 7ί

S/t = --- Cf0 + (⅝ COS kx + 6Ä ein kx)
k — 1und untersuchen, ob eine Grenze lim Sn existiert, und wcdchen Wert diese Grenze hat. Eine erste Konvergenzbedingung ist nach (7) in I, 207:lim } ak cos kx 4- δfc sin kx | — 0,Ä = 00und da diese Bedingung für jedes x des Intervalles —%<re<4-π gelten muß, so ist zu fordern:(2) lim αfc = 0, lim bl. = 0.k = ∞ k≈∞Zur Prüfung dieser Bedingung knüpfen wir an die für jedes n gültige Ungleichung an:

+ Λ + Λ η(3) f (f(x)-Sn)idx≈ I (f(x)— -all- (alt cos kx -j- bk sin kx)) dx>0,
-n -n /.· = ιderen Richtigkeit aus dem Umstande hervorgeht, daß die unter dem Integralzeichen stehende Funktion für kein x einen negativen Wert hat. Entwickeln wir das Quadrat des unter dem zweiten Integrale stehenden Trinoms, so folgt:

+ Λ n

J {∕,(^)s÷ 4 «0 + ((fik cos kx 4- bk sin A∙.r)^*— a0 f(x)
— 7t k=l

η n— 2 (¾Λχ) cθs 4^ ⅛Λic) sin &a>) + ⅝ ''5,ι (¾cos½a3 4-δ⅛sin⅛.'c)! dx >0.⅛ = 1 ⅛=1Die Integrale der einzelnen rechts stehenden Glieder lassen sich wesentlich ver­einfachen. Wir finden zunächst, da das Integral der letzten Summe wegen (4) S. 237 verschwindet:
+ 7t , + Λ tt Jr7l

I f{x)2dx 4- 2 Jt ÷ ∕ ( x∖ cθs jcx ÷ δ'∙ sin kx'>) (ix ~ ao ∕ f <x')dx 
— n — π k = i —η

n +n + τt-*Σ(- y f(x) cos kx dx -J- bk I f(x) sin kxdx∖>0,
Λ' = 1 — 7t —7tsowie hieraus weiter mit Benutzung der Formeln (δ), (6) und (7), S. 237ff.:

■+· rf, + τι- u /1(4) y∕^(tf)sdiC-∙ o-σr<^4∙ I ( (ak cos kx -|- b, sin ⅞∙,τ) j dx —2 π (g'- 4- b-) > 0.
— η -rtk=l ⅛ =1
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240 V, 3. FourierscheReihen und harmonische Analyse [2Das Quadrat der unter dem zweiten Integral stehenden Summe ist so zu entwickeln: (δ) Σ {(ak cos kx ⅛ sin ⅛ic)s}A
{{ak cos kx &fc sin kx) {am cos mx -{- bm sin mx)},

A, m ’Swo in der ersten Summe k die Werte 1, 2,...,« durchläuft und die zweite Summe sich auf alle Kombinationen zweier verschiedener ganzer Zahlen k, m der Reihe 1,2,...,« bezieht. Demnach verschwindet zufolge der Rechnungen in § 1 das In­tegral der zweiten Summe (5), während das Integral der ersten Summe ergibt:
η +Λ +Λ +Λ n

p>0Bikx dx 4- J 3inikxdx-{-akbk ∣sin 2kx dx j — n 2 (α*+fy2),

A = 1 — Λ —Ä — n i = lwie man wieder mit Hilfe der Rechnungen in § 1 feetstellt. Hiernach gewinnt die Ungleichung (4) die einfache Gestalt:
11 + Λ

^2^ αθ (α* &*) = jy{x)idx.
*=1 — ΛDa rechts ein fester endlicher Zahlwert steht und diese Ungleichung für jede ganze Zahl n gilt, so entsteht aus der linken Seite für n-∞ notwendig eine konver­gente Reihe, und also sind die Bedingungen (2) tatsächlich erfüllt.Wir haben damit einen Satz gewonnen, der eine wesentliche Grundlage unserer Konvergenzbetrachtung ist: Ist f(x') im Intervalle —τt ≤ aj ≤ -J- jt eindeutig, end­

lich und abteilungsweise stetig, so nähern sich die Integrale:+ rt + Λ(6) ffW cos kx d x, I f(x) sin kxdx
— η — λ

für lim k = ∞ der Grenze 0.Ist durch — ττ<ia<x<b ≤ -)- n irgend ein Teilintervall festgelegt, so wollen wir unter f(x) in diesem Teilintervalle die bisherige Funktion verstehen, im Reste des Gesamtintervalles aber setzen wir f(x) mit 0 identisch. Auch die so abge­änderte Funktion erfüllt die Bedingungen des Satzes (6); die zugehörigen Inte­grale (6) aber können in die Gestalt:⅜ 6(7) J f(x)coβkxdx, I f(x)Binkx dx
a agesetzt werden. Es gilt demnach auch folgender noch allgemeinere Satz: Ist f(x) 

im Intervalle —Λ≤α≤aj≤δ≤-J-3t eindeutig, endlich und abteilungsweise stetig, 
so nähern sich die Integrale (7) für lim k = ∞ dem Grenzwerte 0.Als einen weiteren Satz notieren wir: Gehört a dem Intervalle 0 <≤ α ≤ λ 
an, so besteht die Gleichung:

(8) " lim f dx=∑
n≈∞J x 2

o
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2412] Hilfssätze zum Konvergenzbeweise der Fourierscheu ReihenSchreiben wir nämlich nx = x', so folgt:
a , na

∕sin nx , ∕*sin x Ί ,-------- oLτ = / —, dx.
x J x0 0Für lim n — ∞ gelangen wir zur Formel (12) S. 132, welche die Richtigkeit der Regel (8) erkennen läßt.Das eben betrachtete Integral verallgemeinern wir jetzt zu:

(θ) a
Γ sinnx :

Jrn= I fW dx0und fragen, ob auch hier für limw = ∞ eine Grenze vorliegt. Zu diesem Zwecke verstehen wir unter d eine positive, dem Werte 0 beliebig nahe gewählte Zahl, die jedenfalls so klein sei, daß fix) im Intervalle O≤zc≤<J, stetig ist. Wir machen weiter die wesentliche Voraussetzung, daß fix) im Intervalle O≤aj≤tf monoton ist 
und also daselbst bei wachsendem x entweder nirgends zunimmt oder nirgends abnimmt. Unter Spaltung des Integrationsintervalles entwickeln wir die Gleichung (9) so:
(10) «A - y Λθ) = J(Λ*) -∕W -y- dx- (f(0)-f(δ))J sil∣nx dX

0 0
ό a

∕π Γ sin nx , \ , I*.. . sin nx Ί• -∕w(τ-∕ i dx)+if^ χ ⅛.
*0 όEs sei nun erstlich /’(ic) im Intervalle 0 ≤ x < ό eine mit wachsendem x nicht zunehmende Funktion, so daß daselbst (f(ic)— f{δ)) eine der Bedingung:(11) Λθ)-Λ^≥Λ^)-∕W≥θgenügende, mit wachsendem x nicht zunehmende Funktion ist. Setzen wir dann im eisten Integrale (10) wieder nx = x', so folgt:.

(5 ηό„x C,„ t,, sin nx , f( J x'\ .. «A sin X , ,(12) I (/(«) — f(δ)) χ - dx = y [f∖-n) - zw j x∙dχ-o %Bei diesem Integrale führen wir dieselbe Zerlegung des Intervalles aus, die wir S. 66 auf das den Integralsinus erklärende Integral ausübten (s. auch S. 131), d. h. wir zerlegen das Intervall durch die Punkte x »= π, 2 π, ..., soweit sie dem­selben angehören, in Teilintervalle. Das Integral zerlegt sich entsprechend wieder wie in (10) S. 66 in ein endlichgliedriges Aggregat mit alternierenden Vorzeichen. Die Absolutwerte der Glieder nehmen, da )—f(δ)^ bei wachsendem x'nicht zunimmt, wie damals monoton ab, und man erkennt aus der Eigenart sol­cher alternierender Reihen unter Bevorzugung des Anfangsgliedes, daß das Inte­gral (12) der Ungleichung:
<13> θ≤0 0 Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 16
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242 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [2genügt*). Auf das letzte Integral können wir den zweiten Mittelwertsatz (S. 58) anwenden und finden mit Benutzung von (11):
ff (») -rw) 'i,>zdx'~9”W)-lp'"'' dx''

o 0unter fr'n eine Zahl des Intervalles 0 < θi( < 1 verstanden. Das hier verbleibende Integral hat nach S. 132 den endlichen positiven Wert Si («). Durch Rückgang auf (13) und (12) findet sich somit:
- ∕,(d)) dx = &n ∙ (∕,(0) - ∕-(d)) · Si (π),υ .wo auch ft·, dem Intervalle 0≤∙9∙,,<l angehört. Der Wert Si (π) liegt zwischen 1,8 und 1,9, ist also < 2. Das erste Glied in (10) rechts genügt also der Ungleichung:tS(14) 0 < l (fW - f(d)) 81^ dx < 2 (Λ0) - ∕,(d)).

J xoDas zweite Glied auf der rechten Seite von (10) nähgrt sich zufolge (8) für linaw = ∞ der Grenze — f(δ')') < 2(∕f*(0) — f(δf), während sich die beidenletzten Glieder· der Grenze 0 nähern. Es gibt demnach eine von der Auswahl des 0 abhängende ganze Zahl m derart, daß für alle n^>m jedes der drei letzten Glieder in (10), absolut genommen, < 2(∕∖O)-∕'(tf)) ist. Dann aber gilt für alle Indizes n>mt 
Jn- γΛθ)j<8(Λ0)-Λi))∙Da nun fix) in der rechtsseitigen Umgebung des Nullpunktes stetig sein sollte, so gibt es nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl δ, )> 0 stets ein zugehöriges δ, für welches 8(∕'(0) — f(∂f) < δ' ist, und also auch eine zugehörige Zahl m derart, daß für alle n> m die Ungleichung gilt:

k- ∣∕(θ)!<^∙Wir sind so zu dem Ergebnis gelangt:
(15) Hm If(x)SU1"Xdx=~ f(0).tt = OO f JC “0Die Voraussetzung, daß fix) bei einem von 0 wachsenden x zunächst nicht zunehme, kann ersetzt werden durch die Forderung, daß sich ∕(af) daselbst mono­ton ändere. Falls nämlich /’(«) zunächst nicht abnimmt, brauchen wir die Glei­chung (15) nur für — ∕,(rc) anzusetzen und erkennen nach Zeichenwechsel ihre un­veränderte Gültigkeit. Befriedigt die Funktion f{x) außer den bisherigen 1 oraus- 
setzungen die Forderung, in einem wenn auch kleinen, so doch endlich ausgedehnten*) Ist η δ < π, so ist natürlich noch nicht von einer Zerlegung des Intervalle die Rede; die Richtigkeit der Ungleichung (13) ist dann aber unmittelbar ein­leuchtend.
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2] Hilfssätze zum Konvergenzbeweise der Fourierschen Reihen 243
Intervalle, das sich rechts an den Nullpunkt anschließt, monoton zu sein, so besteht 
für jede dem Intervalle 0 <≤ « <( » angehörende obere Grenze a beim Grenzübergange lim n = ∞ die Gleichung (15).Man gebe der Gleichung (15) die Gestalt:
(16) lim lf(x)-- siΞnx dx = ~f^

n=∞tJ x sm .c 2ound schreibe zur Abkürzung:Λ*) ∙ x = φ (*), Λ*) = φ (tf) · * .
«u sin lgIst φ(x) eine dicht beim Nullpunkte mit wachsendem x zunächst nicht abnehmende Funktion, so gilt dasselbe von f(x). Im übrigen kommen der Funktion φ(#) im Integrationsintervalle betreffs der Eindeutigkeit und Stetigkeit dieselben Eigen­schaften zu wie f{x}, und umgekehrt folgen dieselben für fix), wenn sie für φ(#) gelten. Da ∕,(0) = φ(0) ist, so können wir die Gleichung (16) auch so schreiben:

a
1. Γ . . sin na? Ί π

ΟDaß diese Gleichung auch dann gültig bleibt, wenn cρ(x) in der Umgebung des Nullpunktes bei wachsendem x zunächst nicht zunimmt, erkennen wir wie vorhin durch Einführung von —ψ(aj) und Zeichen Wechsel. Das Ergebnis kleiden wir so­gleich in die folgende, betreffs der Voraussetzungen ein wenig erweiterte Gestalt, bei der wir zugleich mit Rücksicht auf die fernere Verwendung die integrations­variable durch u statt durch x bezeichnen und an Stelle einer beliebigen ganzen Zahl n sogleich eine ungerade Zahl (2w + l) treten lassen: Ist die Funktion φ(u) 
im Intervalle 0 <Z u≤i a eindeutig und endlich, sowie abteilungsweise monoton und 
stetig, so ist: a
nr,∖ v C , x sin(2w-)-l)w , π , , „(17) lim / φ(w)----- -τ—- — du = — φ(+0).

n=<χ>] fein tt- &0Wir haben rechter Hand genauer φ(-J-θ) geschrieben, um anzudeuten, daß es sich um den Wert handelt, der sich von rechts her stetig an die Funktionswerte im Innern des lntervalles anschließt. Dies wird von Bedeutung, falls φ(u) auch in der linksseitigen Umgebung des Nullpunktes erklärt ist und vielleicht gerade im Nullpunkte eine Unstetigkeit vorliegt.Erfüllt φ(w) die genannten Bedingungen im Intervalle 0≤m<jγ, so ist es jetzt auch leicht, den Grenzwert unseres Integrals mit der oberen Grenze π fest­zustellen. Wir schreiben, unter a irgend einen zwischen 0 und π gelegenen Wert verstanden:
n a a/* sin (2w -(- 1)« /* sin (2w -}- 1)m , f* . . sin (2w -j- 1)« ,I φ(tt)----4—-------du≈=fφ(tt)—κ . τ ‘ du — I y(⅜)----- > . --1—j du.

J smu J sm u J sm u0 0 ΛSetzen wir im letzten Integrale w = sr — u' und lassen nach der Umrechnung gleich wieder den Index bei ι√ fort, so folgt:
λ . a n—a ·f.ωsin(2w + 1)tt j.. Γ ∕..χsin(2w÷ 1)li 7 , C , x sin(2ra + l)w ,

J ein m J sm u J sin«0 o o 16’
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244 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [2Aus (17) ergibt sich also: Gelten die für die Funktion φ(zt) genannten Bedingringen 
im Intervalle 0 <«·<%, so ist:

η
,. Γ . . sin (2 w 4-1) w 7 η . .(18) lim I φ(u) — - dv,= q (φ (+0) + φ (ä — 0)).
γι — οο / S111 —0Die in (1) angegebene endlichgliedrige Summe S„ läßt sich nun leicht in einen Ausdruck zusammenziehen, dessen Verhalten bei lim n = oo mit Hilfe der Formeln (17) und (18) feststellbar ist. Man bilde zunächst die Gleichung:sin ((2∕r + l)ii) — sin ((2⅛-1)«) = 2 sin u · cos 2k u für ⅛ = 1,2,...,« und addiere alle n Formeln. Bei Division des Ergebnisses durch sin« folgt: nχ~η , sin (2n + l)tf(19) 1 + 2 y coa 2ku =-----------------------' ' 1 x .■ sin«

i = iTrägt man jetzt in den Ausdruck (1) von Sn für die αλ , ihre Integrale (8) S. 238 ein, so folgt, wenn man die Addition der (2« + l) Glieder der Summe vor der Integration in bezug auf t vollzieht:
+n 71 (cos kt cos kx + sin kt sin kx) j dt

— rt k = loder bei Anwendung des Additionstheorems:
+ η. n= / AO { 1 + cθs Λ (i~a0 } dt

— n k=lDie Anwendung der Formel (19) liefert uns somit:i — x+ λ sin (2«+ 1) ——1 Λ» k l , 2sm-τ-Um die Formeln (17) und (18) verwenden zu können, setzen wir voraus, daß 
f{x) neben den S. 236 genannten Bedingungen auch noch die Eigenschaft hat, im Intervalle —π<03< + τt abteilungsweise monoton zu sein. Um für ein einzelnes 
x den Grenzwert lim S„ festzustellen, zerlegen wir -das Integrationsintervall durch

n = ∞diesen Punkt x:
t — x . . . t — x+ ^ sin(2n+l)-—- ~n sιn(2w+l)-—

x sin — — x sin ——and führen im ersten Integrale statt t die Variable «, im zweiten die λ ariable v durch die Substitutionen i = a? + 2«, t = x — ein :(20) ⅛ _± Ä+ 2„) 8i" <’» + + i f /(«-«»> ∙in++1>t Λ.«t∕ sin u kJ ■111 v0 0
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3] Konvergenzsatz der Fouriersclien Reihen 245Gilt —τt < x <Z + π, so folgt bei Anwendung deι, Regel (17) auf beide Integrale sofort:(21) lim Sn = — (∕⅛ + θ) 4" fix— 0)),
n = ooso daß insbesondere, falls die Funktion an der Stelle x stetig ist:(22) lim Sn =

n = oogilt. Ist x=-∖~π oder = — π, so fällt eines der Integrale (20) aus, und das andere gestattet Anwendung der Regel (19). Man findet in beiden Fällen:(23) lim Sn = -ι (∕,(jτ — 0) + /’(— π + 0)) .
n = ∞ ½Hieraus folgt dei· von Dirichlet entdeckte Satz: Ist die Funktion fix) 

der Periode e2,τt in einem Intervalle der Länge 2 π eindeutig und endlich, sowie ab­
teilungsweise stetig und monoton, so ist die mit den Koeffizienten (8) S. 238 ange- 
setzte Fouriersche Leihe für jedes endliche x konvergent; ihr Summenwert ist an 
einer Stelle x, an der fix) stetig ist, gleich fix), an einer Unstetigkeitsstelle x aber 
gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzιeerte f(x-∖-0) und fix — 0).3. Weitere Gestalten und Beispiele Fourierscher Reihen. Man trage in die Formeln (2) S. 237 und (8) S. 238 ein:rw-∕-(πfι)=A⅛), t=↑,,unter l irgend eine positive Größe verstanden, und lasse nach Ausführung der Umrechnung die Indizes 1 überall wieder fort. Es ergibt sich so: 
Eine Funktion f(%) der Periode 21, die im Intervalle — l x + l ein­
deutig, endlich, abteilungsweise monoton und abteilungsweise stetig ist, läßt 
sich in die konvergente Fouriersche Reihe:

(1) f{χ) = | a0 +2 ∣f∣kcoskπ1'r + ⅞sin^)
k= 1

enüvickeln, deren Koeffizienten gegeben sind durch:
4* l i(2) ¾=γj⅛∞½⅛ j JW) dt.

-I - lIst die Funktion gerade, d. h. ist /'(—t) = f(+t), so verschwinden alle Koeffizienten bk. Man kann nämlich schreiben:
/ , -1(3) lbk = / f\f) sin ⅛^t dt — J f(t) sin Ä dtό όund findet, indem man im zweiten Integrale t’ = — t als neue Integra­tionsvariable einführt:
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246 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [3
Jf(f) sin ly- dt =j*'f{t'} sin dt’.o oDas zweite Integral in (3) rechts ist also gleich dem ersten, so daß 

bk = 0 folgt. Dieselbe Behandlung des ersten Integrals (2) zeigt, daß dieses auch gleich dem mit 2 multiplizierten Integrale der Grenzen 0 und l geschrieben werden kann. Man wird diese Betrachtung leicht auf den Fall einer ungeraden Funktion übertragen: Eine „gerade“ Funktion 
f(x) der Periode 21 mit den erforderlichen Eigenschaften läßt sich in eine 
„reine Kosinusreihe“·.(4) f(xf = γ a0 + a1 cos -~l + α2cos ; 4------
entwickeln, deren Koeffizienten gegeben sind durch:

l(5) ak = 2fJf (tf) cos λ πjt d t ■o
entsprechend haben wir für eine „ungerade“ Funktion der Periode 21 die 
Entwicklung in eine „reine Sinusreihe“:(6) f(x) = b1 sin -y + &2 sin l + b3 sin l + · · ·
mit dem Koeffizientengesetze:

l(7) hk= ∖Jf(fi sin 'πltdt.
0Die nachfolgenden Beispiele betreffen solche reine Sinus- und Ko­sinusreihen und zwar wieder für den einfachsten Fall l = n.Ist f(x) im Intervalle von 0 bis π konstant gleich * und im Inter­valle von — n bis 0 konstant gleich — , im übrigen aber mit der Periode

2π behaftet, so handelt es sich um eine ungerade Funktion, welche an den Stellen x = 0, + ft, ± 2ft, ■ · · Stetigkeitssprünge erfährt Diese Funktion ist in eine reine Sinusreihe mit den Koeffizienten entwickelbar:
71

bk=12- I sin ktdt = J [-jcos (1 - (-1/·);oalso verschwinden alle bk mit geradem Index, während die bk mit ungera­dem Index gleich k~1 sind. Hiernach gilt z. B. im Intervalle 0 < x <C π:
7t 1 . 1 . -·(8) 4 = sin x 4- 3 sin ⅜x + . sm ox + · · ·.
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3] Beispiel einer Fourierschen Reihe 247Für % = ™ werden wir zur Gleichung (9) in I, 239 zurückgeführt:π = 1 — 1 -j- — — 1 4- 1---- 1 4------- .4 3 ‘ 5 7*9 11'Da für die vorliegende Funktion ∕(÷ 0) = + ist, so ist das arithme­tische Mittel zwischen den beiden Grenzwerten ∕,(4ς 0) gleich 0; in der Tat ist der Summen wert der Reihe (8) für % = 0 selbst gleich 0.Fig. 70 erläutert die Schnelligkeit der Konvergenz der Reihe (8) durch Zeichnung der Kurven der vier ersten Näherungsfunktionen y = Si (%),

y = S3(%), ' ∙ ∙, y = S1(%). Die „Kurve“ der Funktion y = f(x) ist stark ausgezogen; sie besteht aus geraden Strecken der Länge π, die parallel zur rc-Achse laufen und abwechselnd oberhalb und unterhalb derselben
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248 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [3liegen; die arithmetischen Mittel zwischen den Grenzwerten an den Un- stetigkeitsstellen sind durch Punkte markiert. In der obersten Zeichnung liegt die einfache Sinuslinie y = S1 (%) vor. In der zweiten Zeichnung ist diese Linie punktiert angedeutet, desgleichen die dem zweiten Gliede der Reihe (8) entsprechende Kurve der Gleichung 3y = sin 3« (eine Sinus­kurve, die nach einem auf 1∕3 verjüngten Maßstabe gezeichnet ist). Durch Addition der Ordinaten dieser beiden Kurven für jede einzelne Stelle x entsteht die in der zweiten Zeichnung ausgezogene Kurve der Näherungs­funktion y = &,(#). In der dritten Zeichnung ist diese Kurve entspre­chend mit der „auf 1∕5 verjüngten“ Sinuskurve der Gleichung öy = sin 5x zur Kurve der Näherungsfunktion y = S3(x) vereint, und entsprechend wird man die letzte Zeichnung für y = S1(χ) verstehen. Be­treffs der Annäherung an die„Kurve“ y==f(x) sprechen dieZeichnungen für sich selbst.Aufgaben: 1) Man zeige, daß die im Intervalle — π ∙≤ x ≤ -(- π durch f{x)== * .r gegebene un­gerade Funktion folgende Entwicklung gestattet:(9) — x = sin x— sin2iC-)~ o sin 3#— sin 4rc-{-··· ·2) Für 0 < a: < ^- gelte ∕,(rc) = ic, für < x < π aber f(x) = n — £C; überdiessei /'(—x) = — f(x), d. h. f(x) Bei ungerade (s. den in Fig. 71 angegebenen Ver­lauf der Funktion). Man zeige:(10) ∕(.<c) = — fsin x — 1 sin 3 a: ∙p ~ sin 5 a; — 1 sin 7a: J- · ■ · ) , 
woraus für x = hervorgeht:⅞=1÷ 32+ 51S+ 712+∙∙∙∙3) Man entwickele die im Intervalle —τc <x<L-∖- π durch f{x} = cos ax mit einer nicht ganzzahligen Konstanten μ gegebene Funktion in eine reine Kosinus­reihe — Mit Benutzung von 11) S. 18 folgt:π2 ∕ι 1 Γsin(μ-&)i. sin (μ-f-½)i^lπ7u =— I cos u,t cos kt dt = —----- ——~—h — -

λ√ λL fl — k μ-(-Zυ∙ Jo0 , 2μsinμπ (—l7 
* π (iz-kiEs ergibt sich:

π cobiix 1 cos x cos 2 a; cos 3 a;2μsinμπ = 2μ2 3 ~μ2-1 ÷ μ2 — 2z “μ2—32 ^* *
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4] Aufgaben über Fouriersche Reihen 249Die nach der Regel f(x -(- 2 st) = f(x) fortgesetzte Funktion hat bei x = π keine Unstetigkeit; mithin gilt für χ = π:⅞c0tgftπ = ⅛- + pi 1 +·■··
4. Harmonische Analyse. Entwicklungen von Funktionen f(x) in Fouriersche Reihen werden in der physikalischen und technischen Praxis vielfach benutzt. Man bezeichnet daselbst die Herstellung einer solchen Entwicklung als „harmonische Analyse“ der Funktion /*(#).*) In der Praxis ist nun f(x) gewöhnlich nicht durch einen geschlossenen analy­tischen Ausdruck, sondern entweder durch eine Tabelle zusammensehöri- ger Werte x, y oder graphisch durch eine Kurve dargestellt.Zur Berechnung einer Anzahl von Anfangsgliedern der als ,,gutα konvergent vorausgesetzten Reihe:

(1) /·/ ≠ 1 , ^∖∏ ∕ kτtx , 7 . kπ%∖M= 2 ⅜ + (¾ cθs r + \ sm 1 )
l- — 1kann man dann zunächst ein numerisches Verfahren Einschlagen, welches darauf beruht, die Integrale (2) S. 245, die wir auch in die Gestalt setzen können: ,, „(2) ¾-4^//'(») ∞s ⅛i- i -ff(x) sin f-'tiz,

0 0nach einer der Regeln von S. 67 ff. angenähert zu berechnen Bevorzugtman etwa die „Trapezregel“ (10) S. 71, so wird man sich nach Auswahlder jener Regel zugrunde liegenden Zahl n zunächst die drei Wertereihen:,. ∕>∕2rZ∖ 2v n . . 2 vπ
tv-∣∖ B cos = cos , sid1 , = sin---- ·.für r = 0,1,2, · · ·, n tabellarisch zusammenstellen. Da der Faktor h der 

- . .21.Formel (10) S. 71 hier gleich — ist, so folgen die Näherungsdarstellungen: 
(,k = ⅛ <Z> + 2Λ ■ co¾ + 2Λ cθs2i ÷ ■ ∙ ∙ + 2Λ-ι ∙ cθ¾-1)i + ΛΒ

⅛ ≈-⅛(fι' si⅝ + /2 ∙ sin2i + fs ■ sin3⅛ H---------+ /»—1 ’ sin(n-i)t)>wo die Indizes der cos und sin immer auf ihre bei Division durch n ein­tretenden kleinsten Reste zu reduzieren sind.*) Als eine harmonische Bewegung eines materiellen Punktes etwa auf der iC-Achse bezeichnet man eine solche, bei der die Abszisse x des Punktes von der Zeit t nach einem „Sinusgesetze“ x = a ■ sin (bt -f- c) abhängt. Die hier rechts­stehende Funktion wird dann auch wohl selbst eine „harmonische Funktion“ ge­nannt, wodurch die Bezeichnung des Textes verständlich wird.
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250 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [4Ist die Funktion graphisch durch ihre Kurve y = f(x} gegeben, so kann man auf mechanischem Wege eine Anzahl Anfangskoeffizienten der Entwicklung (1) auswerten. Das erste Integral (2) für h = 0 ist ein­fach von der Kurve aus mittelst eines Planimeters bestimmbar (s. S. 76ff. oder S. 169 if.). Zur Gewinnung einer Anzahl weiterer Koeffizienten sind Apparate konstruiert, die als „har­
monische Analysatoren“ oder kurz 
„Analysatoren“ bezeichnet werden.Ein solcher Apparat, der nach Angaben von Henrici und Sharp von Coradi hergestellt ist, findet sich in Fig. 72 abgebildet. Ein parallelepipedisches Rahmengestell ruht mit drei Walzen auf der Zeich­nungsebene und ist auf diesen Walzen in Richtung der ι∕-Achse frei fahrbar. Auf der vorderen Seite des Gestells findet sich ein den Fahr­stift tragender Wagen, der längs der beiden vorderen Leisten des Ge­stells, also in Richtung der ^-Achse verschiebbar ist. Zwei rechts und links angebrachte Anschläge geben dem Fahrstifte in Richtung der x- Achse einen Spielraum von 36 cm Länge. Diese Länge gilt als „Basis­
länge“ 21 der Kurve, so daß die Kurve, 
wenn ihre „Basis“ 21 eine von 36 cm 
verschiedene Länge hat, zunächst auf 
die Basislänge 21 = 36 proportional 
umzuzeichnen ist.Die Achse der beiden zurücklie­genden Walzen ist in der Mitte zwi- sehen den Walzen von einer nicht ganz bis zur Papierebene reichenden Rolle umfaßt, auf der eine mattgeschlilfene Kugel ruht (vgl. den Inte­grator von Hele-Shaw, S. 217). Bewegt sich das Bahmengestell in der
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4] Analysator von Henrici und Sharp 251
Richtung der y-Achse um die Strecke Ay voran, so erfährt die Kugel eine 
Drehung um ihren zur x-Achse parallelen Durchmesser, und zwar um einen 
zu Ay proportionalen Winkel. Diesen Kugeldurchmesser nennen wir die „Achse“ der Kugel und führen entsprechend „Parallel-“ und „Meridian­kreise“ auf der Kugelfläche ein.Seitlich wird die Kugel in der Höhe ihres horizontalen Meridian­vollkreises durch drei Rollen gehalten. Zwei von ihnen, die den Winkel­abstand 90° voneinander haben, stellen wie bei den Planimetern und Inte­gratoren „Meßrädchen“ dar und sind mit Zählwerken versehen; die dritte Rolle dient nur dem Halte der Kugel. Diese drei Rollen sind nun in ein Gestell eingebaut, das senkrecht über der Kugelmitte in eine Querleiste des oberen Rahmenbaues eingehängt ist und um seine Vertikalachse ge­dreht werden kann. Bei dieser Drehung beschreiben die Berührungs­stellen der Meßrädchen den horizontalen Meridiankreis der Kugel.Die Stellung des Rollenapparates wird vom Schreibstift fler durch ein in der Figur oben sichtbares Drahtgetriebe geregelt. Zu diesem Zwecke ist auf die Achse des Rollenapparates oben eine Scheibe aufgesetzt, um welche der Draht herumläuft. Befindet sich der Fahrstiftwagen am linken Anschlag, so möge der Fahrstift auf der y-Achse liegen. Der Rollenapparat sei dann so eingestellt, daß das eine Meßrädchen die Kugel in dem zur Rechten liegenden „Pole“ berühre. Die Scheibe des Rollen­
apparates sei so groß gewählt, daß dieser Apparat genau k Male um die Kugel 
herumgeführt wird, wenn der Fahrstift vom linken zum rechten Anschläge 
hingeführt wird. Beim Arbeiten mit dem Apparate hat man der Reihe nach für & = 1, 2, · · · die richtigen Scheiben auf­zusetzen.*)Die Größe der Drehung des Rollenapparates aus seiner in der Figur angedeuteten Anfangslage ist zur Abszisse x des Fahrstiftes proportional.Die Lage des anfangs im Pole berührenden Meß­rädchens Ri nach einer Verschiebung des Fahr­stiftes bis zur Abszisse x sei in Fig. 73 dargestellt.Die „Poldistanz“ ff der Berührungsstelle messenwir in der angedeuteten Richtung wachsend rings um den Meridianvoll­kreis herum von-fl = 0 bis 2kπ, wenn die Scheibe aufgesetzt ist. Haben wir die Abszisse x erreicht, so liegt bei Rl der Winkel fl = vor, für die andere Rolle R.i aber der Winkel _ 2θ*) In der Figur sind zwei Scheiben auf die Achse des Rollenapparates auf­gesetzt und je zwei weitere Scheiben (zur Veranschaulichung ihrer Größe) rechts und links angedeutet. Neuere Apparate werden mit neun Scheiben ausgestattet und gestatten die Bestimmung der Koeffizienten bis α9 und b(t.
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252 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [4Beschreibt nun bei stehendem x der Fabrstift die Strecke By (der die Kugeldrehung proportional ist), so nehmen die beiden Rollen Bl und die Drehungen ihrer Parallelkreise auf und erfahren also selbst zwei Drehungen der· Größen:
— c sin & ■ By = — c sin Ä πx ∙ By,(3)v ' ∙ ∕^ τr∖ . , κτtx .— c sin (fi —— 1 ∙ Λy = + c cos f ■ Jy,wo c eine vom Bau des Apparates abhängende Konstante ist.*)Verschieben wir den Fahrstift bei stehendem y um das Stück dx nach rechts, so erfahren die Rollen keine Drehung um ihre Achsen; da­gegen nimmt der um einen entsprechenden Winkel ∠∕fr sich drehende Rollenapparat die Kugel, welche sich auf ihrem Auflagerpunkt leicht um ihre vertikalen Durchmesser drehen läßt, einfach mit.Denken wir uns nun die Kurve y = ∕∖⅛) in bekannter Weise (vgl. z. B. S. 79) durch einen treppenförmigen Weg ersetzt, dessen einzelne Stück­chen abwechselnd zur x- Achse und zur //-Achse parallel sind, und wählen wir nach und nach die Stufen immer kleiner, so ergibt sich in gewohn­ter Betrachtung: Bei Hinführung des Fahrstiftes über die Kurve y =~- f(x) 

von x = 0 bis x = 2Z erfahren die Bollen B1 und B2 Umdrehungen thf> 
und der Größen:
(4) ∕''∕')=-c j^x.^dx,, Up≈ + cjcθ3k*x ∙ddvχdχ.o 0Man setzt nun == f, (x) und findet durch partielle Integration:

J siu - πx f'(x) dx = f(x) sin k πx — i jJ*i'f(%) cθs * ”X dx,

I cosZ 7tx f'(x) dx = f(x) cos ~x +-γ^JΛv) sin ~jt^dx,sowie bei Einsetzung der Grenzen und Multiplikation mit + c:
21 21

Z* . Jiτtx d η 7 ckπ i λ Tcnx j~c∣sm-r∙^dx= lJ f(x) cos j dx,
0 021 2*1

+ c fcoa ; j*> - c(∕∖2t, - ∕'(0>) + 'fj ∕∙(α-) sin k*x dx.0 o*) Die Rollen lf und l(i gelten als gleich groß. Ist c positiv, so ist durch die Vorzeichenwahl in (3) links sowohl für R1 als für Jι,2 ein positiver Drehsinn festgelegt, dem die Einrichtung des Zählwerkes entsprechen muß.
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4J Theorie des Analysators von Henrici und Sharp 253
Die gesuchten Koeffizienten ak und bk 
werden som it von den Idollendrehungen 
Uf> und UF in der Gestalt geliefert:k=--∙⅛w,∙

a c π k 17(5^)1∣⅛-i>-i>WW
Der in der zweiten Formel rechts auftretende Subtrahend kann übrigens dadurch vermieden werden, 

daß man am Schlüsse der Bahn den 
Fahrstift parallel zur g-Achse von 
y = f(2Γ) zu dem mit der Anfangs­
ordinate in gleicher Höhe befindlichen 
Funkte y = f(B) fuhrt. Die Rolle Bi nimmt hierbei keine Drehung auf, die Rolle J?2 dagegen gerade noch die zusätzliche Drehung

c(Λθ) - /W·Übrigens sind die Konstanten des Apparates so abgeglichen, daß cτt = l zutrifft. Nach Anhängung des ge­raden Bahnstückes längs der End­ordinate (im F alle /(0) 4= f (2 /)) haben wir also die einfachen Regeln:<6) ⅞=ipl∣*, ⅛=⅜¾<i>,
so daß die durch 1c geteilten Um­
drehungszahlen UfW, U2^ unmittel­
bar die Koeffizienten ak und bk lie­
fern. In Fig. 74 ist ein mit fünf Kugeln und Rollenapparaten aus­gestatteter Analysator abgebildet, welcher durch eine einzige Beschrei­bung der zu analysierenden Kurve die fünf ersten Koeffizientenpaare ak, bk abzulesen gestattet.Mit Anlehnung an Ideen von Clifford und Yule hat Mader einen
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254 V, 3. Fouriersehe Reihen und harmonische Analyse [4Analysator konstruiert*), der in Fig. 75 schematisch abgebildet ist.**) Ein dreieckiges Grundgestell ruht mit einem Rade C auf der Papierebene, während zwei andere Rädchen in die Rille einer parallel zur «/-Achse lagernden Laufschiene AB eingelassen sind. Dieses Grundge­stell ist somit selbst parallel zur «/-Achse fahrbar. Im Gelenke 
G ist ein rechtwinkliger Hebel FGZ drehbar angebracht, der am einen Ende einen Zapfen Z trägt, am andern Arme den 
verschiebbar angebrachten Fahrstift F. Der Stab DF lagert auf dem Grundgestell und zwar gegen das letztere in Richtung der y-Achse frei verschiebbar. Die Abschie­bung wird geregelt durch die inmitten des Stabes rechter Hand angebrachte, mit einer Nute versehenen Stange. In diese Nute greift der Zapfen Z des Winkelhebels ein' und regelt nach einem gleich festzustellen­den Gesetze bei Verschiebung des Fahr­stiftes in der rr-Richtung die Bewegung des Stabes DE. Der Stab DE trägt an seinem linken Rande eine Verzahnung, in welche die gleichfalls mit einem Zahnkranze ver­sehene auf dem Grundgestell aufgesetzte und um drehbare Kreisscheibe K eingreift.Als „Grundstellung“ des Apparates be­zeichnen wir die, bei welcher FG || AB und also parallel zur «/-Achse und damit 

GZ parallel zur x-Achse läuft. Die Schiene 
AB ist derart zu lagern, daß der Fahrarm bei der Grundstellung die Abszisse x = l hat. Für den Arm GZ sind zwei (in der Figur nicht sichtbare) Anschläge vorhan­den, welche dem Arme GZ einen zu seiner Grundstellung symmetrischen Spielraum gestatten. Wir führen F nach links, bis GZ den einen Anschlag erreicht, und bezeichnen die dann erreichte Lage des Apparates als „Anfangs­stellung“. Der Fahrstift F ist jetzt längs des Fahrarmes so zu verschie­ben, daß er bei der Anfangsstellung auf der «/-Achse liegt; hierdurch ist 

der Apparat auf die „Basis“ 21 der zu analysierenden Kurve eingestellt***)
*) Ausgeführt von der Firma Gebr. Stärzl in München.**) Die technische Durchführung weicht von der Figui· mehrfach ab.***) Es ist also kein Umzeichnen der Kurve auf eine ein für allemal festliegendeBasis erforderlich.
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4] Analysator von Mader 255Drehen wir den Winkelhebel bis zum anderen Anschläge, so hat der Fahrstift die Abszisse x = 21 erreicht, und der Stab DE ist aus seiner einen Extremlage in die andere geführt. Der Radius der Kreisscheibe K 
ist so gewählt, daß sie hierbei genau Tc volle Umläufe um ihren Mittelpunkt M 
ausführt. Dem Apparate sind neun Scheiben bei­gefügt, die nacheinander aufzusetzen sind und die Bestimmung der neun ersten Koeffizientenpaare gestatten.Die Wirkung des Apparates beruht nun auf den beiden Tatsachen: Bei Verschiebung des Fahr- 
stiftes parallel zur y-Achse um einen Betrag Ay 
erfährt der ganze Apparat eine einfache Trans­
lation um Ay, insbesondere ohne Drehung der Scheibe 
K; die Größe der Scheibendrehung von der Anfang s- 
stellung an hängt allein von der Abszisse x des Fahr­
stiftes F ab. Das Gesetz dieser Abhängigkeit soll jetzt festgestellt werden.Hat sich der Winkelhebel aus seiner Anfangs­stellung FqGZq in die Lage FGZ gedreht, soerkennt man aus der leicht verständlichen Figur 76 (in welcher FGF^H und ZGZqJ zwei ähnliche Vierecke sind), daß die Verschiebung JZ des Zapfens in Richtung der «/-Achse und damit die Verschiebung des Stabes 
DE zu FlF= x proportional ist. Also ist auch der Drehungswinkel φ der Scheibe zu x proportional, und wir gewinnen sofort:(7) <p‘.x = 2kx:2l, <p = kπx -Es sind nun auf der Scheibe zwei Vertiefungen P1 und P2 in glei­chem Zentralabstande r = MP1= MP2 angebracht, in welche hernach der Fahrstift eines gewöhnlichen Planimeters eingesetzt werden soll. Bei der Anfangsstellung sei MPl parallel und gleichgerichtet zur posi­tiven «/-Achse, MP2 zur negativen ^-Achse. Von der Anfangsstellung 
MP2 aus rechnen wir den Winkel cp von 0 an im Sinne der Uhrzeiger­drehung wachsend. Der Stellung x des Fahrstiftes entsprechen dann die Winkel
∕ Q \ / \ /* 7t OC . 7t / \ A 7t OCW = 9½0) = ider Punkte P1 und P2. Sind x1 und x2 die Abszissen von P1 und Pp so sind die Änderungen Ax1 und Ax2, die einer Änderung Ax von x entsprechen, leicht feststellbar, nämlich in den Gestalten:
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256 V, 3. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse |4
Ax1 = — r(cos φ1(ic + z∕√r) — cos φ1(zc)), z∕a⅛= — r(cos φ2(x + Af — cos φ2(τ)).Mit Rücksicht auf (8) rechnet man diese Größen auf Grund bekannterRegeln leicht um auf:

. rkπ kπ(x Q·, /x) .Λxi = 7 cos —i—lγ-⅛---- - · /ix,
(9)

. rkπ . kn(x 4- Λx)∕Jx^≈ -- sm - -- - ■ /Ix,wυ tt, und {t2 zwei Zahlen des Intervalles 0 < fi <f 1 sind.Man beobachte nun, welche Wege P1 und P2 beschreiben, wenn wir mit dem Fahrstifte F das in Fig. 77 schraffierte Viereck der Grund­linie Ax und der Höhe y = f(x), mit der linken Ordinate beginnend, in der ange­gebenen Richtung umlaufen. Den beiden Ordinaten entsprechen gleich lange und mit der Fahrstiftrichtung gleichgerichtete Wege jedes Punktes jP, wobei die Differenz der Abszissen des zweiten und des ersten Weges bei Pi durch die eben berechnete Größe Axi gegeben ist. Den beiden Wegen Ax desFahrstiftes oben und unten am schraffierten Viereck entsprechen kon­gruente Wege von Pi, von denen der eine durch Translation um die Strecke y in den andern überführbar ist. Wir finden: Pi umläuft einen 
viereckigen Bereich des Inhaltes y ∙dxi, und zwar ist dieser Inhalt von posi­
tiver oder negativer Maßzahl y ∙ Axj, je nachdem Pi im Uhrzeigersinne den 
Bereich umläuft oder im entgegengesetzten Sinne. Diesen Inhalt yAxi 
= f(x) Axi messen wir mittelst eines Planimeters, dessen Fahrstift wir in die Vertiefung Pi der Scheibe einsetzen.Die Fortsetzung der Betrachtung regelt sich nun einfach genau so wie beim Kugelrollplanimeter S.79ff. (Einteilung des von der Kurve i∕=f(,r), der rr-Achse und den beiden Ordinaten bei x = 0 und x = 21 eingegrenzten Bereiches in Parallelstreifen d er Breite Ax, Grenzübergang lim zλr = 0 usw.). Wir gelangen zu dem Ergebnis: Wandert der Fahrstift F des Analysators 
vom Nullpunkte 0 längs der y-Achse zur Kurve y = f(P), sodann längs der 
Kurve hin, weiter längs der Endordinate zur x-Achse zurück und längs der 
letzteren wieder nach 0, so liefert das Planimeter, falls der Planimeter­
stift von Pl geführt wird, den Wert des Integrals:

2Z
»’ Z,∙ n / λ kn x , ,1 I f{x) cos -γ- dx = rkn ■ ak,o
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4] Analysator von Mader 257
und wenn er von P2 geführt wird, den Wert des Integrals:

217 k7t i X \ · k Tt X η ,1 I ∕(rc) sin -γ - dx = rkπ ∙ bk. oDie den verschiedenen k zugehörigen Scheibenradien müssen mit k~l proportional sein. Wählen wir auch die zugehörigen Radien r = MPι mit k~1 proportional, so hat rk · n == c einen für alle Scheiben konstan­ten Wert. Die Planimeterumdrehungen geben dann, mit dieser Kon­stanten c multipliziert, unmittelbar die Werte ak und ^bk.

Vricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 17
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Abschnitt VI.Lösung von Differentialgleichungen.Kapitel I. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung.1. Ansätze über Differentialgleichungen und ihre Lösungen, ln den Elementen der Integralrechnung ist folgende Aufgabe gelöst: Gegeben ist eine Funktion φ(x), gesucht eine Funktion y = f{χ), deren Ableitung y = = f(χ) die Funktion φ(x) ist. Es soll also, wenn wir y = f(x)in die Gleichung y' ≈ φ(x) ein setzen, die Gleichung f,(x) = φ(x) iden­tisch, d. h. für alle Werte x eines geeignet gewählten Intervalles gelten.Diese Aufgabe soll jetzt in folgender Art erweitert werden: Zivischen 
der Variablen x, einer von x abhängig gedachten Variablen y und ihrer Ab­
leitung y, = nach x ist eine Gleichung:(1) ∕=φO,2O
vorgeschrieben, in welcher rechts eine gegebene Funktion der Argumente x, y 
steht; es soll y als Funktion y = f(x) so bestimmt werden, daß die Ein­
tragung dieser Funktion in (1) eine identische, d. h. für alle Werte x eines 
geeignet geivählten Infervalles gültige Gleichung:(2) = Λ«))
liefert. Man sagt, in (1) sei eine „gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung“ zwischen zwei Variablen vorgelegt. Der Zusatz „gewöhnlich“ bezieht sich darauf, daß nur eine unabhängige Variable x vorliegt; im Kapitel III reihen sich bei mehr als einer unabhängigen Variablen die „partiellen Differentialgleichungen“ an. Die Differentialgleichung heißt von der „ersten Ordnung“, weil der Differentialquotient erster Ordnung y, aber keiner von höherei* Ordnung auftritt. Eine die Differentialgleichung befriedigende Funktion f(x) heißt eine „Lösung“ oder ein „Integral“ der­selben, insofern sich in vielen Fällen die Lösungen durch Integrale dar­stellen lassen.*)*) Z. B. in dem einfachsten und nicht auszuschließenden Falle, daß in (1) rechts y nicht auftritt: wir kommen dann auf die genannte Grundaufgabe der Integralrechnung zurück.
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1] Einleitendes über Differentialgleichungen 259Deuten wir eine die Differentialgleichung (1) lösende Funktion 
y ≈ f(x^) durch ihre Kurve, so wird diese als eine ,,lntegralkurveiι der Differentialgleichung (1) bezeichnet. Im Anschluß an diese geometrische Vorstellung kann man auch eine geometrische Bedeutung der Differential­gleichung (1) selbst entwickeln. Die Funktion /(#) muß differenzierbar sein, d. h. die Integralkurve hat in ihrem einzelnen Punkte (#, y) eine Tangente. Für den nach I, 102 abzulesenden Winkel « dieser Tangente gegen die a>Achse gilt:(3) tgα = f(α)*=y'=φ(a!,y), a = arctg φ(x,y).

Die Differentialgleichung ζl) bzw. die auf ihrer rechten Seite stehende Funk­
tion bestimmt also in jedem Funkte (x, y) einer Integralkurve auf Grund 
der zweiten Gleichung (3) die Tangentenrichtung dieser Kurve.Hieran schließt sich umgekehrt eine vorläufige Entwicklung über die Lösung der Differentialgleichung (1). Eine Umgehung TT eines Punktes 
(d, &) der x,«/-Ebene sei durch die Ungleichungen erklärt:(4) a-u<ιx<^a-∖-ci, b — ß ft∣ ≤ δ + ß,in denen ä, ß zwei positive Zahlen sind. In U' sei φ(x, y) eindeutig und stetig. Eine positive Zahl Λ wählen wir derart, daß in U' allenthalben die Ungleichung gilt:(5) ∖φ(x,y)∖<Λ.Ist d«'> ß, so ist der durch « zu bezeichnende Quotient:(6) JL = « < ä.In diesem Falle ist die durch die Ungleichungen:(7) a — a ≤ x < a + a, b — ß < y <Zb ff ßerklärte Umgebung U von (a, δ) ein Teil von U'. Ist indessen Au≤ ß, so verstehen wir unter a die bisher mit ä bezeichnete Zahl und unter U die bisher U' genannte Umgebung der Stelle (d, δ).Man wähle nun eine ganze positive Zahl n, teile die beiden Inter­valle a — a ≤ x ≤ d, d≤ir<d + α der x-Achse je in n gleiche Teilinter­valle und lege durch die Teilpunkte (auch durch den Punkt x = d) Par­allele zur y-Achse, welche die Umgebung TJ in 2w Parallelstreifen zer­legen. Die Breite der Streifen heiße Ax, wobei natürlich n · Ax = a ist. Wir konstruieren nun in folgender Art ein Näherungsbild einer durch den Punkt (d, δ) hindurchlaufenden Integralkurve: Vom Punkte (d, δ) ziehen wir unter dem Winkel α0= arctg φ(a, ff) gegen die rc-Achse nach rechts eine Gerade bis zu der im Punkte x1 = a + Ax zur y-Achse parallel ge-17*
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260 VI, 1∙ Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [1zogenen Geraden. Sie erreicht diese Gerade im Punkte der Ordinate 
y1 = b 4- Ayx, der jedenfalls in TJ gelegen ist, da:(8) ∣z∕t∕1) = ∣φ(α,δ) z∕ΛJ∣<gilt. Vom Endpunkte der gezeichneten geraden Strecke ziehenwir wieder nach rechts unter dem Winkel α1 = arc tg φ (<r1, yf) gegen die #-Achse eine zweite Gerade bis zur nächsten Parallelen, die von der neuen Strecke im Punkte x2 = a + 2Λx, y<i=b + Jyi + Ay2 erreicht wird. Auch dieser Punkt gehört dem Bereiche U an, da man wie in (8) die Ungleichung ∣ z∕t∕2I < '~^^ ß beweist. In dieser Art fahre man mit der An­hängung von (w — 2) weiteren geraden Strecken fort, die alle dem Be­reiche TJ angehören und deren letzte den Rand von U in einem Punkte der diesen Bereich rechts begrenzenden Geraden erreicht. In gleicher Weise kann man auch von (a, b) nach links hin eine Kette von n ge­raden Strecken der Richtungen:αθ≈ arctg φ(α, δ), α,1=≈ arctg φ{x~v, y_f), ■ · ·in sofort verständlicher Art konstruieren, deren letzte die links den Be­reich begrenzende Gerade erreicht.Diese Konstruktion liefert uns für jede positive ganze Zahl n eine den Bereich TJ vom linken zum rechten Rande durchsetzende gebrochene Linie, die insofern ein Näherungsbild einer Integralkurve ist, als bei hin­reichend großem n (wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von φ(x, yf) die Richtung der Näherungskurve in jedem ihrer Punkte beliebig nahe an die Richtung einer Integralkurve herangebracht werden kann. Wir ver­
muten, daß diese Näherungsbilder für lim n = ∞ einer Grenze zustreben, 
welche eine gleichfalls dem Bereiche TJ angehörende Integralkurve der Dif­
ferentialgleichung ist. Hierbei handelt cs sich freilich um einen Grenz­übergang neuer Art. Es liegt nicht eine unbegrenzte Reihe von Zahlen Λ1, β⅛, ∙ ∙ ∙ vθr (wiθ Hüher), sondern wir haben, indem wir die durch die gebrochene Linie dargestellte Funktion mit fn(x') bezeichnen, mit einer unbegrenzten Reihe von Funktionen f1{x), f%(j*f), · · · zu tun, und wir ver­muten die Existenz einer „Grenzfunktion“ f(x) = lim fn(x), welche dilferen-

π = oozierbar sein müßte und unsere Differentialgleichung befriedigen soll. Diese Sachlage erfordert eine besondere Untersuchung, die wir in § 2 durch­führen. φZiemlich einfach ist der Beweis des folgenden Satzes, den wir gleich vorwegnehmen: Hat die Funktion φ(x,y) im Bereiche TJ eine stetige partielle 
Ableitung φy'(x, y), so gibt es jedenfalls nicht mehr als eine dem Bereiche TJ 
angehörende Integralkurve, die durch den Punkt (a, b) hindurchläuft. Man
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2611] Bestimmtheit der Lösung einer Differentialgleichung y'≈φ{x, y)beweist diesen Satz nach ,C. Jordan indirekt und geht also von der Existenz zweier Lösungen f(x) und g(x) der Gleichung (1) aus, die beide für x = a den Wert 6 annehinen:(9) f(a) ≈g(a) = 6.Für /(#) und g(x) als Lösungen von (1) bestehen die Gleichungen: dfθ) = <p(x, f(x))dx, dg(x) = φ(χ, g(x))dx.Durch Integration zwischen der unteren Grenze a und einer im Intervalle 
a — α≤ξ≤tt + α gewählten oberen Grenze folgt: ·| (∕W~ M =Jφ(x,f(x))dx, g(ξ) - g(a) ≈J φ(x,g(x))dx,

a aund weiter durch Subtraktion dieser Gleichungen mit Rücksicht auf (9):έ(10) g(ξ) - /’(£) ≈ J (φ(ip, g(χ)) — φ (χ, ∕*(λ∙))) dx.
aFür die obere Grenze £ möge noch eine neue Beschränkung eintreten. Die positive Zahl B sei so groß gewählt, daß in U allenthalben:

(lt) ∖φ9'(x,y)∖<Bzutrifft. Wir wollen dann £ auf das Intervall beschränken:(12) o-2⅛≤S≤β + ⅛,was freilich nur dann gegenüber der bisherigen Festsetzung eine Beschrän­kung ist, wenn 2aB > 1 ist.Zufolge der Existenz und Stetigkeit der Ableitung φιj' können wil­den unter dem Integrale (10) stehenden Klammerausdruck nach dem Mittel­wertsatze so entwickeln:
<p(x, gtö) ~ <v(χ, Λ*)) = <py'(χ, f@) + - /W) · (gW - fW),wo θ ≤ ≤ 1 isk Da die beiden Punkte (x, g(tf)) und (x, ∕'(rc)) dem Be­reiche U angehören, so gilt dasselbe vom Punkte (x, fix) + t>a,(<7(τ) — /‘(a:))j, und also folgt aus der letzten Gleichung mit Rücksicht auf (11):(13) | φ(χ, g(χ~)) — φ(x, f∖x')') ∖≤B ∙∖g(x) — f@) J.Es muß hier auch das Gleichheitszeichen als möglich zugelassen werden, da die Gleichung f(x) = g(x) nicht ausgeschlossen ist.Es sei nun M das Maximum der absoluten Werte der stetigen Funk­tion (<7(ξ) — ∕,(ξ)) im Intervalle (12); Wir folgern dann aus (13) für alle 

x des Integrationsintervalls (10):
| φ(x, g(x')') — φ(x, ∕,(z)) | ≤ BM
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262 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [1und ziehen aus der Gleichung (10) selbst für jedes dem Intervalle (12) angehörige £ die Folgerung:$∖g(ξ) — f(⅛)∖≤J | φ(χ, g(tff) ~ψ(χ, Λ^)) i ∙I dx, ≤BM- 1⅛ — a ∣ ≤ y Bl.
aIst ⅞ insbesondere ein Wert, für den \g(£) — /*(£) = BI wird, so folgt 

M < 2- M. Die einzige nicht-negative Zahl BI, welche diese Bedingungbefriedigt, ist BI = 0. Es sind also jedenfalls im Intervalle (12) die beiden 
Funktionen f(x) und g(x) identisch.Erschöpft das Intervall (12) noch nicht den Bereich U, so kann man z. B. für den Punkt:

aι = a ÷ 2B ’ ∖ ≈ / (» ÷ 2Ji) = g{a+ 2 b)an Stelle des Punktes (a, lf) eine entsprechende Betrachtung wiederholen, sowie nötigenfalls in gleicher Art weitergehen. Man gelangt zu dem Ziele, daß f(x) und g(x) im ganzen Bereiche U identisch sind.Halten wir a fest, während 6 veränderlich gedacht wird, so beschreibt der Punkt (a, &) die zur «/-Achse parallele Gerade z = a. Insoweit sich um die verschiedenen Punkte (α, &) Umgebungen U eingrenzen lassen, in denen die Funktion φ(x,yj und ihre Ableitung φy(%fy) eindeutig und stetig sind, können wir immer wieder die vorstehende Betrachtung durch­führen. Wir würden auf diese Weise sogar zu einer „einfach unendlichen“ 
Schar von Integralkurven gelangen, von denen eine einzelne durch eine be­
stimmte Auswahl der Zahl b charakterisierbar ist.Die vorstehende Entwicklung ist auf den Fall von mehr als einer ab­hängigen Variablen übertragbar. Der Bequemlichkeit halber beschränken wir uns zunächst auf den Fall zweier abhängiger Variablen yr und «/s, legen die Betrachtung aber gleich so an, daß ihre Verallgemeinerung auf n abhängige Variable ohne Mühe ausführbar ist. Zwischen der Variablen x, 
zwei von x abhängigen Variablen y1 undy2 sowie ihren Ableitungen y-ι 
y2, = se^etl zwe* Gleichungen:(14) 3∕ι'= y% ≈ <f>Aχ,yχ,yzl
vorgeschrieben, in denen rechts gegebene Funldionen der drei Argumente 
x,yi,y2 stehen; es sollen y1 und y2 als Funktionen yl = f1(x), y2 = f>(χ) 
von x so bestimmt werden, daß die Eintragung dieser Funktionen in die 
Gleichungen (14) zwei identische, d. h. für alle x eines geeignet gewählten 
Intervalls gültige Gleichungen liefert:(15) ff{x) = φl(x, fdxfGSxf), fi'(χ) ≈
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1] Verallgemeinerung auf Systeme gewöhnlicher Differentialgl. erster Ordn. 263Man sagt, in (14) liege ein „System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
erster Ordnung“ vor; der Anzahl der abhängigen Variablen entspricht die Anzahl der vorgelegten Gleichungen. Zwei die Differentialgleichungen im angegebenen Sinne befriedigende Funktionen yi == fj(x), y = f2(ic) stellen ein „System von Lösungen“ oder „Integralen“ des Systems (14) dar.Dem Systeme der Lösungen yl = ∕1(rr), y2 = ∕2(^) entspricht in der 
x, «/-Ebene ein „System von Integralkurven“ *)’ je zwei zu gleicher Abszisse gehörende Punkte dieser Kurven ordnen wir einander zu. Die im Falle einer abhängigen Variablen gefundenen geometrischen Sätze übertragen sich dann leicht: Die Tangenten der Integralkurven in zwei zugeordneten Punkten (x, yf) und (x, y,2) bilden gegen die x-Achse Winkel α1 und α2 für welche:(16) tg¾=4,(^) = ‰' = φk(x, yi,yf), uk≈ arctg φk(x, yl, yi),(⅛ = 1,2)gilt. Die Differentialgleichungen (14) bzw. die auf ihren rechten Seiten 
stehenden Funktionen bestimmen also in jedem Punktepaare (x, yf), (x, yf) 
der Integralkurven auf Grund der zweiten Gleichung (16) die Tangenten- 
riclitungen dieser Kurven.Hieran schließt sich wieder eine vorläufige Entwicklung über die Lö­sungen der Gleichungen (14). Eine „Umgebung“ TJ' des Punktepaares (a, bf) und (a, bf) sei gebildet durch alle Paare von Punkten (xi yf) und (rc, yf) gleicher Abszissen x, deren Koordinaten die Bedingungen erfüllen:(17) rt-α'≤aj≤α+α, t>k~ ß ≤yk≤bk + ß,unter a' und ß zwei positive Zahlen verstanden. In U' seien die Funk­tionen <pk(%, y1, yf) eindeutig und stetig, und es sei A eine bestimmte positive Zahl, die derart gewählt ist, daß in D' überall die Ungleichung:(18) I ψk(x, Vι,yf)∖< Λgilt. Die Zahl a wird daun wie oben (in (6) S. 259) erklärt und nötigen­falls eine Verkleinerung von U' zur „Umgebung“ U des Punktepaares (α, bf) entsprechend den Ungleichungen:(19) a — cc≤x<a + cc, bk~ β<yk ≤ \ + ßvorgenommen.Alles Weitere entwickelt sich wie oben. Die die Umgebung zusam­mensetzenden Punktepaare (x, yf) erfüllen zwei Rechtecke, die zwischen*) Im Falle zweier abhängiger Variablen yi, yi würde man besser χ, yi, yi als rechtwinklige Raumkoordinaten deuten, wo alsdann durch das Gleichungen­paar y1=∕i(ic), yt=ft(x') eine einzige im Raume gelegene Integralkurve dar­gestellt wäre. Indessen wäre diese Auffassung für mehr als zwei abhängige Va­riable nicht verallgemeinerungsfähig.
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264 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnungden beiden zur y-Achse parallelen Geraden x = a ± a liegen. Wir zer­legen die Rechtecke in je 2n Parallelstreifen gleicher Breite Ax und be­ginnen vom Punktepaare (α, bk) die Konstruktion zweier Näherungsbilder von Integralkurven, die für jedes n die beiden Rechtecke von zwei Punk­ten der linken Seiten zu zweien der rechten Seiten durchziehen. Wir 
vermuten, daß diese Näherungsbilder für lim n = ∞ einer Grenze zustreben, 
ein System von Integralkurven darstellend, die die Umgebung U gleichfalls 
von den Seiten x == a — a zu den gegenüberliegenden Seiten durchziehen.Auch hier besteht der Satz: Haben die Funktionen φ⅞(a,, yi,y2) 
Bereiche U stetige partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf yl 
und y2, so gibt es jedenfalls nicht mehr als ein dem Bereiche U angehören­
des System von Integralkurven, die bzw. durch die Punkte (a, δ1) und (a, b2} 
hindurchziehen.Der indirekte Beweis von S. 261 überträgt sich ohne Mühe. Hätten wir neben ∕*1(rc), ∕2(α) noch ein zweites System von Lösungen g1(P), g2(x), so ziehen wir wie oben leicht die Folgerung:ς(20) ‰(i)-Λ(S)=J (ψk^,fJP^,gΛ^ -

aDie positive Zahl B sei so groß gewählt, daß in U überall die Unglei­chungen gelten:
! | < B, ∖ ∖<B, (Jfc = 1, 2),
I ⅜ι I I cy* iund ξ sei auf das gegenüber (19) vielleicht verkleinerte Intervall:(21) α-⅛≤5≤<∙ + 1⅛beschränkt.Den unter dem Integralzeichen (20) stehenden Ausdruck entwickeln wir so:

und schätzen die beiden hier addierten Klammerausdrücke, absolut ge­nommen, vermöge des Mittelwertsatzes ab:∣ φi (*, Sh CD , <∕2CD) - φi(#, f1 W, fs CD) | < BIgl (x) -1∖ {x) I + B ■ g2 (x) - ∕2 (x) |.Es sei wieder AI das Maximum, welches die Absolutwerte ∖gl(x) — fS%) I und ∖g2(x) — ∕2(∙τ) im Intervalle (21) erreichen; dann gilt jedenfalls:
ψk(χ, shW, 9Art) - φk(χ> Zι CD, AM I ≤Wir beziehen nun die Gleichung (20) auf diejenige der beiden Funktionen
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2] Bestimmtheit der Lösungen bei Systemen von Differentialgleichungen 265(<7A(#) ~ /*(£)), welche das Maximum AI erreicht, und folgern übrigens aus (20) ganz entsprechend wie oben aus (12):lftβ)-Λ(9l≤2Mr.∣J-β∣≤∙IjΓ,woraus dann wieder der Schluß auf AI = 0 gezogen wird. Hieraus ist die Behauptung der eindeutigen Bestimmtheit der Integralkurven ein­leuchtend.Halten wir a fest, während bi, b2 als voneinander unabhängig ver­änderlich gedacht werden, so würden wir, insoweit die benutzten Voraus­setzungen über die Funktionen φk(x,yi, y.f} zutreffen, zu einer „ziveifach 
unendlichen“ Schar von Lösungssystemen f1(ic)> ∕2Or) gelangen, von denen 
wir ein einzelnes durch eine bestimmte Auswahl der bl, b2 herausgreifen 
können.Der Erweiterung der Betrachtung auf Systeme von n gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung:

(22) yi =<Pι(χ>yi,y2,∙∙-,yn∖ ···, y't≈φll(χ,yi,y2,-∙-,yn')steht, wie man gesehen haben wird, nichts im Wege. Wir vermuten hier unter den erforderlichen Voraussetzungen die Existenz und Bestimmtheit 
einer „n-fach unendlichen“ Schar von Lösungssystemen yι≈ f1(x), · ’ ·, 
yn^fn^)t unter denen zvir ein einzelnes System dadurch herausgreifen, daß 
wir für ein vorab festgewähltes Argument x = a die n zugehörigen Funk- 
tionswerte b1≈ f1(a'), · ■ ∙, bn = fn(a) willkürlich vorschreiben.

2. Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Lösung der Differentialgleichung (ιl) S. 258 vollziehen wir nach E. Picard durch einen Grenzübergang, der von dem S. 260 angedeuteten verschieden ist. Unter Beibehaltung aller Bezeichnungen und Voraussetzungen von § 1 bilden wir eine erste Funk­tion ∕-1 (£) vermöge des Integrals: s(1) Z'1(i) = 6+ fif>(x,b)dx, ■
awo ξ dem Intervalle angehören soll:(2) « — a ≤ ξ, ≤ a + a.In der Funktion unter dem Integralzeichen ist also das zweite Argument konstant gleich b gesetzt. Für jedes die Bedingung (2) befriedigende ξ gilt alsdann:(3) ) Λ(έ) - b ∣≤ J. | a - a ∖<Λa, ∣ f1 (g) - b | < P)Die Kurve der Funktion y = fl (χ) durchzieht also den Bereich U von der linken zur rechten Randgeraden.

*) Das erste Gleichheitszeichen in (3) gilt nur für ∣ = <ι, das zweite nur für die beiden Extremwerte £.
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266 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [2Mit Hilfe der Funktion f1(x) erklären wir eine zweite Funktion: ξ<<) A (£) = & +/φ(®, fι w)dχ,
awo jetzt also das zweite Argument der Funktion φ die Funktion f1(x) ist. Wir finden dann zunächst, da alle „Punkte“ (#, ∕,1(λj)) dem Bereiche U angehören und also im ganzen Integrationsintervalle ∣ φ(ic, fi(xj) | < A ist:(5) ∣Z,i(a)-δ∣≤^∣ξ-α∣≤^α, | W “ & I < Γ),so daß auch die dieser zweiten eindeutigen und stetigen Funktion y ≈ fi (#) zu­gehörige Kurve den Bereich U von der linken zur rechten Randgeraden durchzieht:Die Differenz der beiden erklärten Funktionen stellen wir so dar:S<6) ∕,1(ξ)-∕,1(ξ)=y (φ(λ≈, Ai«)) —φ(^,δ))<iα∙

aUm ihren Absolutwert abzuschätzen, folgern wir aus dem Mittelwertsatze unter Benutzung von (3):∣φ(aj,A(ic))-φ(zc,δ)∣≤B∣A(Λ!)-fe ≤AB x — a\.Aus (6) folgt somit: ξ(7) ∣Λ(I)-Λ(I)I<^f'∖x-a∖∖dx∖, iA(ξ)-A(l)∣<^ ⅛f-∙
aDer eingeleitete Prozeß wird nun in gleicher Weise fortgesetzt und durch den Schluß der vollständigen Induktion gesichert. Wir erklären die Funktionen

fi(x), ∙ ∙ ’» fw(a0 durch die Integrale:’ · <.£ ⅛
(8) fa(.ξ)≈b+ ∣φ{x,ft(x)')dx, ···, 4® = ⅛ ÷ ∕φ(Λ∙,∕,w-ιGτ))dΛ∙,

a anehmen an, daß ∕,,t-1(a-*) die Bedingung:(θ) IΛ-ι(i)-δl≤Λ∣a-α∣≤^α, IA-ι(0-N<Perfüllt, und daß die beiden Funktionen fn-ι(x) und fn~i(x) die Ungleichung: (10) 1
befriedigen. Dann folgt aus der letzten Gleichung (8), da zufolge (9) für das ganze Integrationsintervall die „Punkte“ (x, fn~1(x)') dem Bereiche U angehören:
(11) ∖fn(g)-b∖<A]t-a∖≤Aa, ∖fn(ξ)-b∖<β.Weiter aber reiht sich die Gleichung au:s(12) /»(£) —Λ-i(ö = J — ψ(x,fn-iW))dxi

a*) S. hier und weiterhin an den entsprechenden Stellen die vorige Note.
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2] Existeuzbeweis einer Lösuug der Gleichung y' — φ (<c, y) 267die sich wie die Gleichung (6) behandeln läßt. Der Mittelwertsatz lehrt:I φ(*u Λ-ι(α)) — <p(«.I ≤BI Z'n-ι(∞) — Λ-s(^) I ≤ab',~1 - ■■,und also folgt aus (12): ξ∖fn(ξ}-fl-^}∖≤AB>>→ px~a∖n~tdx 
J (« — 1)!
aund damit nach Ausführung der Integration:

Das bisherige Ergebnis fassen wir so zusammen: Durch die Kette der Glei­
chungen (1), (4), (8) ist für jedes n eine im Intervalle a — α ≤ rc ≤ α 4~ α eindeutige, 
stetige und differenzierbare Funktion fn (x) erklärt, deren Kurve den Bereich U von 
der linken zur rechten Bandgeraden durchzieht; die Ableitung der Funktion fn(x) ist: (13) d^→^) = Φ(*√rf-1w),
und je zwei aufeinander folgende Funktionen erfüllen die Bedingung:(11) ∣∕)i(^)-4-ι(^l≤^^i-1⅛--,t,
ihre Ableitungen aber befriedigen die Ungleichung:(i·5) !/«(*) —Λ,i-ι(^) ί = I qp(^,4-ι(^)) — v ^,fn^A^}∖< ·Diese Vorbereitungen setzen uns nun leicht in den Stand, die Existenz und Beschaffenheit einer „Grenzfunktion“ f(x} = lim fn(x} aufzuweisen. Wir bilden die

f? = 00Reihe der Funktionen:(16) Ul(x} = fl(x}, nn{x}≈fn{x}-fn^1(x}, (♦»>!)und stellen aus ihnen die unendliche Reihe her:(17) «i («) + «i («) + «.(») 4----- ·Zufolge der bei allen «)>1 gültigen Ungleichung (14) für j ult(x) | konvergiert die Reihe (17) im Intervalle a — α≤ rc≤α -f- a nicht schlechter als die beständig kon­vergente Potenzreihe der Exponentialfunktion AB~i ∙ eβ x~a '. Die Reihe (17) 
konvergiert somit im fraglichen Intervalle gleichmäßig und stellt also daselbst eine 
eindeutige und „stetige“ Funktion f(x) dar. Für den Einzelwert x kann man den Funktionswert f(x} als Grenzwert der Summe der n ersten Glieder der Reihe (17) beim Grenzübergange lim n — oo berechnen. Mit Rücksicht auf (16) folgt hieraus:(18) f(χ) = lim (u1 (x) + ui {x} + ------ H un (x)) = lim fti (x).

n = ao n = oc

Die Funktionenreihe fi(x}, fi(x), · · · besitzt also tatsächlich eine eindeutige stetige 
Grenzfunktion fix}, und die Kurve derselben wird den Bereich U gleichfalls von 
der linken zur rechten Randgeraden durchziehen, kann dabei aber auch beiderseits 
in einer Ecke des Bereiches U endigen.Auch die zur Reihe (17) gehörende „abgeleitete“ Reihe:(19) ux' lx} + ut' {x} + 1√ Ix} 4-----ist im fraglichen Intervalle zufolge (Γ5) gleichmäßig konvergent, und ihre Summe
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268 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [2stellt demnach daselbst gleichfalls eine eindeutige und stetige Funktion ψ(#) dar. Dabei gilt für jeden Einzelwert x des Intervalles:ψ(®) = lim (u1'(x) + u2'(x) ∏-------- 1- <(α)) = lim ⅛(x) = lim φ(ac, fn-1(z)),
n = ∞ n-∞ n = ∞und da wir lim fn-1(x} = fix) bereits feststellten, so besteht für jeden Wert xdes Intervalles die Gleichung:(20) ψ(x) = φ(rc√Gr)).Zufolge der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (19) können wir setzen:

ψ (X) ≈Ul'(X) + Us'(x)-∖-------- H <(⅛) + ∙rλ(λ≈)und dabei n so groß wählen, daß I Rn(x) | im ganzen Intervalle beliebig klein bleibt. Durch Integration folgt alsdann:I «(21) ⅛(x)dx≈u1(g) + it2(ξ) H--------(-wn(ξ)+Jz¾(ar)da∙,
a &da für die untere Grenze die Gleichungen ul{a}-b, w2(α) = 0, ws(α) = 0, ι<zj(α) = 0 gelten. Da auch das im letzten Gliede von (21) stehende Integral für ausreichend großes n beliebig klein gemacht werden kann, so folgt mit Benutzung von (18):

b + -φ {x)dx≈≈f{ξ). 
aHieraus lesen wir ab, daß ∕,(rc) im Intervalle α-α<aj<α + α eine differenzier­bare Funktion ist, und daß die Ableitung f (re) mit ψ(rr) identisch ist. Die Glei­chung (20) führt demnach auf:(22) f (re)== φ(α,Λrc)),

so daß wir in der Funktion fix) tatsächlich die Lösung unserer Differentialglei­
chung geivonnen haben.Die Entwicklung ist leicht auf den Fall von mehr als einer abhängigen Va­riablen übertragbar, wie am nächst höheren-Falle zweier abhängiger Variablen er­läutert werden soll. Die Erklärungen und Bezeichnungen von § 1 sollen hierbei wieder alle gültig bleiben.Wir erklären unter Vorbehalt der gleich folgenden näheren Erläuterung zwei Reihen eindeutiger und stetiger Funktionen durch die Integrale:

, i
∕V,(⅛) = ⅛ + ∕ Φ*(ab bι i ⅞W,

a
ξ

(-23) t f^^ = bk-∖-jφk(x,f[v(X),f!i1∖x))dx1 (⅞=1,2)
a

Z

$“’($) = &*+ y φ*(icι fi',~lιw, f^n~1∖χ)')dx.

Da für das erste Funktionenpaar in bekannter Weise folgt:I ∕∑υ⅛) ~bk∖<Α∖ξ-a∖<Λa, I ∕Γ> (ξ) - bk∖ < ß,
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3] Existenzbeweis der Lösungen bei Systemen von Differentialgleichungen 269so steht dem Ansätze des zweiten Funktionenpaars nichts im Wege. In dieser Weise fortschließend finden wir für jedes n ein Paar eindeutiger und stetiger Funktionen ∕∙^υ(ξ), für welche bei allen dem Intervalle (2) angehörigen Argumen­ten £ die Ungleichungen:
(24) ∖f^(ξ)-bk[≤A∖ξ-a∖≤A<x, ∖f^^-bk∖<βgelten. Die beiden Kurven y = fj>n>(χ') durchziehen somit die beiden den Bereich U zusammensetzenden Rechtecke von den linken zu den gegenüberliegenden Seiten.Auch der Vergleich je zweier aufeinander folgender Funktionen der beiden Reihen (23) kann wie oben vollzogen werden. Für die Abschätzung des absoluten Wertes der Differenz:

<Pk(χ,fin 1Ux),fin 1∖x')')-cpk(.x,f[n~v(.x),f^~v(x}') können wir die Rechnung von S. 264 wiederholen und finden:
≤ B | /?« -(x) -ft"-*) (x) | + B | /·<" ~ υ (a) — fp~2, (ic) |.Indem wir ∕"λ!0i(ic) mit bk identisch nehmen, folgt zunächst aus den beiden ersten Gleichungen (23): I Λ∞(i) - fi<1>(ξ) I ≤ 2ABsodann weiter durch den Schluß der vollständigen Induktion allgemein:(25) ∣Z'Γi(ξ)-∕'^-υ(⅞)∣≤2il-1 -ΛB"→ l⅛-·Übrigens sind die für jedes n im Intervalle (2) erklärten beiden Funktionen 

fj™(£) daselbst differenzierbar. Ihre Ableitungen sind:(26) -^¾p- = φ⅛(B,Λtzt~υ⅛),^"-υ(i)),für dieselben gelten die Ungleichungen:(2,) I ⅛j"l-(S-⅛-1,⅛) ∣<y-, -1¾.-.∣⅜-g∣',^1Auch die weiter mit den Gleichungen (16) beginnende Betrachtung wird mau leicht übertragen, wobei natürlich jedesmal an Stelle einer einzelnen gleichmäßig konvergenten Reihe ein solches Reihenpaar zu betrachten ist. TΓi'r gelangen zur 
Existenz zιveier „Grenzfunktionen“:(28) ft(tf) = lim $«>(*),» = oo
welche im Bereiche a — α<x≤α-(-α die gewünschten Lösungen des Systemes (14)
S. 262 darstellen, und deren Kurven y ~ fk{x) die den Bereich U zusammensetzenden 
Rechtecke von den linken Bandgeraden (vielleicht von einem Endpunkte derselben} 
zur rechten durchziehen.3. Methode (1er Trennung der Variablen. Es gibt eine Reihe ein­fach gebauter Differentialgleichungen, bei denen man zur Gewinnung der Losung nicht auf die entwickelten allgemeinen Methoden zurückzugehen braucht, sondern durch geeignete Umgestaltung der Differentialgleichung und Berechnung eines oder einiger Integrale die Lösungen gewinnt.
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270 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster OrdnungMan nehme zunächst an, daß die auf der rechten Seite einer zu lösenden Differentialgleichung' i∕'= φ(rr, t/) stehende Funktion sich als Quotient einer Funktion — Φ(rr) von x allein und einer Funktion ΨQ∕) von y allein schreiben lasse:(i) ∕-⅛-i,(rr>^)=-w∙Man setzt die Differentialgleichung dann auch wohl in die Gestalt:(2) Φ (λ-) d# + Ψ (;?/) d y = 0und sagt, insofern in dem mit dx multiplizierten Gliede nur x und in dem mit dem Faktor dy behafteten Gliede nur y auftritt, es habe sich die 
„Trennung der Variablen“ ermöglichen lassen.Zur Gewinnung der Lösung y = f(x) berechnen wir zunächst das unbestimmte Integral:(3) Jψ(2∕)⅜ = X(*/)uuter willkürlicher Auswahl der Integrationskonstanten. Wir haben dann in XQ/) eine Funktion von x, für deren Ableitung man nach der „Ketten­regel“ und der Gleichung (1) findet:

dX(y) = dX(y) . dy = ψ , . dy = _ φ 
dx dy dx dx ' ''Durch Integration in bezug auf x fcdgt hieraus:X(y) = — y fb{χ}dx + C,unter C die Integrationskonstante verstanden. Ersetzen wir jetzt X(y) durch das Integral (3), so ergibt sich: Hat sich bei der gegebenen Diffe­

rentialgleichung unter Trennung der Variablen die Gestalt (2) erreichen 
lassen, so gewinnt man die Lösung y = f(x) in der einstweilen „unentwickel­
ten“ Gestalt:(4) ∕ Φ(x)dx +J xV(y)dy = C.Eine Gleichung dieser Art, welche ein Integral der Gleichung (1) unentwickelt darstellt, heißt eine „Integralgleichung“ der vorgelegten Dif­ferentialgleichung. Da C willkürlich wählbar ist, so gewinnen wir bei der geometrischen Deutung eine „einfach unendliche“ Schar von „Integral­
kurven“, was mit den Ergebnissen von S. 262 in t bereinstimmung ist. Denken wir in der Gleichung (4) die Konstante C noch unbestimmt, so sagen wir, die Gleichung stelle das „allgemeine Integral“ oder die „allge­
meine Lösung“ der Differentialgleichung dar. Jede Einzelauswahl von G, der also eine besondere Integralkurve entspricht, liefert ein sogenanntes 
partikuläres Integral“ oder eine „partikuläre Lösung“. Diese Bezeich-
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3] Methode der Trennung der Variablen 271nungen werden wir auch bei anderen Differentialgleichungen in Anwen­dung bringen.Statt der in (4) benutzten unbestimmten Integrale können wir uns auch deι, bestimmten Integrale bedienen; wir schreiben dann:
(5) .h y1∕ φ(ξ)rf⅛ +∕ψ⅛)d, - ΰ,

(I ftwo t und η als Integrationsvariable benutzt siηd und die unteren Grenzen in geeigneter Weise fest gewählt seien. Insofern man die Berechnung eines bestimmten Integrals nach S. 54 und 162 in einfachster Art durch die „Quadratur“ einer ebenen Kurve veranschaulichen kann, bezeichnet man auch wohl kurz die Berechnung eines bestimmten Integrals, ja auch diejenige eines unbestimmten Integrals als eine „Quadratur“. In diesem 
Sinne ist die Aussage zu verstehen, daß die Differentialgleichung (2) mit 
getrennten Variablen durch „zwei Quadraturen“ lösbar sei. Auch diese Sprechweise wollen wir in den späteren Fällen beibehalten.Aufgaben: Man löse die folgenden Differentialgleichungen:1. y’\x — S)≈y — 7. — Man findet durch Trennung der Variablen und Inte­gration : da: Rw λ , tx— 3∖----- „------ ^ = θ, M----- J = c,x — 3 y — 7 \y — 7/sowie durch Übergang vom Logarithmus zum Numerus:

~~^ = ec' = C, <c-3-C(2,-7) = O.Die Schar der Integralkurven ist also hieι, einfach das Geradenbüschel durch den Punkt (3, 7).2. {xi — 3)y' — 2)/ 3 · y — 0. — Durch Trennung der Variablen und Partial­bruchzerlegung folgt:(-1-7=---------‘ )⅛J≈'.j,.\a?4--|/3 x-↑%J yDie allgemeine Lösung ist:ln (a; + |/3) — ln (x — |/3) -j- ln y = C' und kann leicht umgerechnet werden in die Gestalt: 
xy — Cx -{-j/liy -J- C↑∕ 3 = 0.Die Integralkurven stellen hier eine Schar gleichsei­tiger Hyperbeln dar, die in Fig. 78 angedeutet ist. Die zum Parameter C gehörende Hyperbel hat den Mittel­punkt (—1/3, Ü), durch den die Asymptoten parallelzu den Koordinatenachsen laufen. Während durch jeden endlichen Punkt mit ! *1 + √3 nur eine Integralkurve hindurchläuft, ziehen durch den Punkt (]∕3,0) «Re Kurven hindurch und durch den Punkt (—j∕r3, 0) deren zwei, falls man die 1,eiden Geraden, in welche die zu C — 0 gehörende Hyperbel zerfällt, als je eine
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272 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [3Integralkurve auffaßt. Man vergleiche das Ergebnis mit der allgemeinen Theorie {S. 261 ff.) durch Betrachtung der hier vorliegenden Funktionen:, x 2l∕3ι, , 2 }z3
3. (a? — l)y' -{- yt = 0. — Die allgemeine Lösung ist:

y(C + ln (ic— 1)) = 1.4. Man untersuche, ob es ebene Kurven gibt, bei denen in jedem Punkte 
(x,y') die in I, 287 dargestellte Strecke T der Tangente zwischen dem Berührungs­punkte (a?,y) und der rc-Achse die konstante Länge 1 hat. — Nach (8) in I, 287 muß also für alle Werte x die Gleichung gelten:

'yj∕ι + √li = ι „■_ + t .
√ I ’ j k'ι-y,Wir kleiden sie unter Trennung der Variablen in die Gestalt:

dx -j- —---- — dy = 02/und finden durch Integration:+ rc = ∣∕l-y2 -(-In?/ —ln(l 4-∣∕l-ι∕s) + C.Wir gelangen zu einer Schar kongruenter Kurven, die auseinander durch Trans­lation in Richtung der rc-Achse hervorgehen. Es gibt also im wesentlichen nur eine Kurve der geforderten Art, nämlich die in I, 314 betrachtete und daselbst in Fig. 94 abgebildete „Traktrix“.5. Man bestimme alle ebenen Kurven, bei denen die Polarsubtangente in bezug auf ein fest gewähltes Polarkoordinatensystem für alle Kurvenpunkte den konstanten positiven Wert a hat. — Nach der dritten Gleichung (3) in I, 291 drückt sich die geforderte Eigenschaft in den Polarkoordinaten r, ff so aus:r, = α · | r'|,wo r die Ableitung von r in bezug auf ff ist. Nehmen wir r als eine mit wachsen­dem ff abnehmende Funktion an, so gilt:
t∕~-)-rs=0, a^-↑-d∂∙ = 0.dff r- 1Durch Integration findet man r(ff — C) = a. Für G = 0 gelangen wir zu der durch Fig. 61, in I. 280 dargestellten „hyperbolischen Spirale“. Die zu sonstigen Werten G gehörenden Kurven gehen aus der eben genannten Kurve durch Drehung um den Pol 0 hervor; die geforderte Eigenschaft besitzt also nur die hyperbolische Spirale.6. Eine vertikal herabhängende Stange von kreisförmigem Querschnitt trägt an ihrem unteren Ende ein Gewicht P. In welcher Weise muß der Stangenquer- schnitt nach oben zunehmen, wenn das Stangenmaterial in allen Querschnitten gleiche Beanspruchung auf Zug erfahren soll? —Es gilt als selbstverständlich, daß die Stange eine geradlinige Achse hat, in bezug auf welche sie dann einen „Umdrehungskörper“ darstellt. Wir betrachten einen Querschnitt in der Höhe x über dem unteren Ende und bezeichnen den dor­tigen Querschnittradius mit y. Wir können dann auch die Frage dahin stellen, wie y von x abhängen muß, oder welches die „Meridiankurve“ für die vorliegende Umdrehungsfläche sein muß.In der Höhe x wirkt neben dem Gewichte P auch noch das Gewicht des
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4] Aufgaben zur Methode der Trennung der Variablen 273darunter befindlichen Teiles der Stange. Der Rauminhalt dieses Teiles ist nach (13) S. 193:
it ∣y'dx.

όBezeichnen wir somit das spezifische Gewicht des Stangenmaterials mit σ, so wirkt im Querschnitt der Höhe x die Zugkraft:
X

P βη I y'dx.
oDiese Kraft verteilt sich gleichmäßig auf die Querschnittfläche, deren Inhalt πy' ist. Soll demnach in allen Höhen x die gleiche Beanspruchung des Materials auf Zug vorliegen, so muß die eben berechnete Zugkraft zu τty' proportional sein, d. h. es ist y als Funktion von x so zu bestimmen, daß:

X

P-∖-tsπ I y'dx — τπy^
9/0gilt, unter r einen konstanten Faktor verstanden.Differenzieren wir diese Gleichung in bezug auf x, so folgt:

Diese Differentialgleichung ist durch Trennung der Variablen leicht lösbar und liefert, wenn am unteren Ende x = 0 der Stange der Radius y0 vorliegt:σ
2rin l~) = ox, y = Vac'iτ ,

× 2r<> /so daß der Querschnittradius nach einem „Exponentialgesetze“ zuuehmen muß.4. Differentialgleichungen mit homogenen Funktionen. Multipli­ziert man die Differentialgleichung ∕=φ(α, mit Vfa y)dx, unter Ψ(λ,, y) eine geeignet gewählte Funktion von x und // verstanden, und setzt man zur Abkürzung:(1) - φ(xt y) V(x, y) = Φ(tf, y),so nimmt die Differentialgleichung die Gestalt an:(2) Φ(⅛, y)dx + Ψ(⅛, y)dy = 0,welche die Gleichung (2) S. 270 als Spezialfall enthält und in vielen Fällen nützlich verwendet wird. Die beiden Funktionen Φ(x, y) und xV(%, y) sind 
hierbei natürlich nur insoweit bestimmt, daß ihr negativer Quotient gleich 
der Funktion φ(xf y) ist.Eine Funktion F(x, y) der Argumente x, y heiße „homogen von der 
Dimension 8ii, wenn sie der Bedingung genügt:0) F(tx, ty) =-= t0 ■ F(x, y).Fricke, Differential- u. Integralrechnung II. 18

www.rcin.org.pl



274 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [4So ist z. B. die Funktion F(x, y) ≈ 3#3 — 2xy2 + ys homogen von der Dimension 3 oder die Funktion:,) - ⅛ ln (⅛*) + ⅛ ecs (⅜)homogen von der Dimension — 1. Zwei homogene Funktionen der Di­mensionen d1 und ό2 liefern offenbar einen Quotienten, der homogen von der Dimension (d1 — d2) isf·Es gilt nun folgender Satz: Falls in der Differentialgleichung (2) die 
Funktionen Φ(rr, y) und Ψ(#, y) homogen von gleicher Dimension sind und 
also die Funktion φ(x, y) homogen von der Dimension d = 0 ist, so ist die 
Differentialgleichung nach Einführung einer sogleich zu erklärenden, neuen 
abhängigen Variablen z an Stelle von y nach der Methode der Trennung 
der Variablen lösbar. Führen wir nämlich an Stelle der Funktion y von x die Funktion z = y ∙ x~1 ein, so gilt:(4) y = xz, y = xz + z,und die Gleichung τ∕'<= φ(x, y) liefert die folgende Differentialgleichung zwischen x und z: C

XZ + Z =■ φ(x, xz) = X°‘ φ(l, z) = φ(l, z) = ψ(z).Man sagt im vorliegenden Falle auch wohl, die Funktion φ(x, y) hänge 
nur vom Quotienten y : x ab. Die Trennung der Variablen x und z ist so­fort vollziehbar: , ,dx . dz __ θ

x ' z — ιp(js) ,und man erhält als „allgemeine Integralgleichung“:(δ) 1d∣*∣+∕r≡⅛)-c'
wo nach Ausführung der Integration z wieder durch y∙x~l ersetzt wer­den mag.Aufgaben: 1. (2a: + y)dx + x dy = 0. — Man wird als allgemeine Lösung 
x* -∖- χy= C finden, die Schar der Hyperbeln darstellend, welche die y- Achse und die Gerade x -(- y ≈ 0 zu gemeinsamen Asymptoten haben.2. 2xy dx — (.τ2 — yi)dy == 0. — Man wird hier zu der Gleichung gelangen:ln∣*ι+t∕⅛⅛,,2-^'∙
Das Integral berechnet sich am einfachsten durch Substitution einer neuen ∖aria- blen & vermöge der Gleichung z==tg∂. Man findet:

J*!L_J ds=≈ I (tg # — cotg &') d& ≈ — ln sin # · cos # | = ln-jy* »
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4] Differentialgleichungen mit homogenen Funktionen 275

der Fläche auffallenden Licht-

worauf die allgemeine Integralgleichung die Form annimmt:1.∣*<l + ,V.b,⅛U(r 1*1 \y\oder auch, wenn wir ec = C setzen:.τ2 + 2∕2-C2∕ = O.Die Schar der Integralkurven besteht aus allen Kreisen, die die x- Achse im Null­punkte berühren.3. Ein Hohlspiegel habe die Gestalt einer Umdrehungsfläche. Wie muß die­selbe gewählt werden, wenn die parallel zur Achse strahlen nach einem und demselben Punkte der Achse zurückgeworfen werden sollen? — Man wähle die Achse der Fläche zur x-Achse und das gemein­same Konvergenzzentrum der Strahlen zum Null­punkte 0. Die Meridiankurve habe die zu suchende Gleichung y — f(x). Ein parallel zur x-Achse auf­fallender Strahl treffe die Meridiankurve im Punkte 
P der Koordinaten x, y (s. Fig. 79). Da nach dem Reflexionsgesetze der „Reflexionswinkel“ OPP gleich dem „Einfallswinkel“ ist und letzterer gleich dem Winkel ΟPP ist, so gilt OP= OP. Nun istaber OP-∖-x die Subtangente PQ, für welche wir nach (8) in I, 287 den Aus­druck y.y besitzen. Da andrerseits OP = OP = ↑∕xr-j- yi ist, so folgt:

x -f- ]∕ x'i -|- y* = ~ oder auch nach kurzer Umrechnung:

h

<6) y = -χ+yχ,±ylmit positiv genommener Quadratwurzel.Die der Vorschrift entsprechende Behandlung dieser Differentialgleichungführt, wenn wir auf die Möglichkeit negativer x Rücksicht nehmen, auf:ln⅛j + C__·*·. ... ,C.
J ι + 2s- ∣∕ι+^2Um die Integration zu erleichtern, führen wir den Winkel 9 der Fig. 79, die „Amplitude“ des Punktes (#, y), als neue Variable ein, indem wir z — tg 9 setzen. Es folgt:Z* z dz /4 tg 9 d9 Zi d cos 9 1 . oa , ,

J l-)-Zi__ j/l _j_ 2* J 1 — cos ff 1 cosff— COS-ff 1 1Setzen wir demnach, um endgültig Polarkoordinaten einzuführen, auch noch Λ3 = rcosff, so ergibt sich:ln (r · | cos ff |) -f- ln (1 — cos ff) — ln | cos ff | == C.Führen wir endlich ec— p als neue Konstante ein, so nimmt das Ergebnis die Ge­stalt an:(” '~Γ∑⅛Pwomit wir die Polargleichung der Parabel gewonnen haben (vgl. „A. G.“ S. 64) Der Hohlspiegel muß also die Gestalt eines „Umdrehungsparaboloids“ haben.
18*
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276 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [δ4. Fig. 80 soll einen achsialen Schnitt einer Glaslinse darstellen, die auf der konkaven Seite kugelförmig geschliffen ist und auf der konvexen Seite eine Um­drehungsfläche hat, deren Achse durch die Kugelmitte läuft. Wie hat man die Umdrehungsfläche zu wählen, wenn parallel zur Achse auf die konvexe Fläche fallende Strahlen einfarbigen Lichtes senkrecht zur konkaven Fläche gebrochen werden sollen, so daß sie nach Aus­tritt aus der Linse nach dem Mittelpunkte der Kugelfläche konvergieren? — Man wähle, wie Fig. 81 anzeigt, den Kugelmittelpunkt zum Null­punkte 0 und die Linsenachse zur as-Achse. Ein einzelner Strahl treffe die Linse im Punkte P der Koordinaten x, y, in welchem PB die Nor­male der Meridiankurve y — f(x) ist. Der ab­gelenkte Strahl soll dann also PO sein. Diebeiden in der Figur mit ρ' und y bezeichneten Winkel heißen in der Optik „Ein­fallswinkel“ und „Brechungswinkel“; nach dem Brechungsgesetze ist der Quotient sin ß: sin y konstant und liefert den „Brechungsindex“ w.*) Der reziproke Wert von n heiße c, so daß:
(8) sin y — c sin /?gilt und übrigens c < 1 ist. Da im vorliegenden Falle y < 0 ist, so ist die Sub­normale PQ nach der Gleichung (8) in I, 287 durch — yy gegeben, so daß die Strecke ÖP==x 4- yy ist. Da übrigens sin S = sin ß ist, so folgt aus dem Sinussatze:

OP : (TP= (x + yy'): 4-∣∕^s + i∕s = ain Y : sin ß = <0woraus die Differentialgleichung hervorgeht:
(θ) , — #4-eVa^~4-

■»/ ≈=-------------------------
yDiese Gleichung gestattet dieselbe Behandlung wie die Gleichung (6). Die Einführung der Polar­koordinaten führt zum Ergebnis:,· =_____ ·1 — c cos ffDie Meridiankurve ist also eine „Ellipse“, für welche 

0 der „links liegende“ Brennpunkt ist und c die „numerische Exzentrizität“ darstellt.Der Leser formuliere und löse eine entspre­chende Aufgabe für eine plankonvexe Glaslinse an der Hand der Fig. 81.5. Lineare Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung der Gestalt:(l) ^' +φ(%== ≠(X>,die in der gesuchten Funktion y und ihrer Ableitung y' vom „ersten”
!) Für die Natriumlinie und Flintglas ist n=≈ 1,63 ■ · ·; s. übrigens I, 363.

www.rcin.org.pl



5] Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 277Grade oder „linear“ ist, wird selbst als eine „lineare Differentialgleichung“ bezeichnet. Die von y und y freien Glieder sind auf der rechten Seite der Gleichung (1) in den Ausdruck ≠(⅛) zusammengezogen. Ist ψ(x) mit 0 identisch, so heißt die lineare Differentialgleichung „homogen“, andernfalls „nicht-homogen“.Die Funktionen φ(#) und ·ψ(χ) mögen entweder für alle endlichen x oder doch in einem begrenzten Intervalle als eindeutig und stetig voraus­gesetzt werden. Wir können dann in diesem Intervalle die Gleichung (1) leicht durch „Quadraturen“ lösen. Zunächst gestattet die homogene Gleichung:(2) √+φ(>)y = 0, + φ(af)iLr = 0,wie man sieht, die Anwendung der „Methode der Trennung der Varia­blen“. Die Integration liefert:ln j y ! + I φ(x)dx = ln ∙ z C ) = C.'oder, wenn wir + cc = C als neue Konstante einführen:
zq\ r» -J'<pMdx(3) y =≈ Ge

In (3) haben wir das allgemeine Integral der homogenen linearen Differen­
tialgleichung (2) vor uns, ivobei also die willkürliche Konstante C (der 
„Parameter“ der Schar der Integralkurven) „multiplikativ“ auftritt. Die bei der Berechnung des Integrals von φ(x')dx verfügbare Konstante denken wir beliebig, aber bestimmt gewählt. Änderung des Integrales um die „additive“ Konstante c bewirkt Änderung der rechten Seite um den „Fak­tor“ ec, läuft also einfach auf eine Änderung der „multiplikativen“ Kon­stanten hinaus.Weiter kann man die Lösung der nicht-homogenen Gleichung (1) nach der „Methode der Variation der Konstanten“ von Lagrange auf die Lösung der „zugehörigen“ homogenen Gleichung zurückführen. Als „zu­gehörig“ zu (1) bezeichnen wir die homogene Gleichung:(4) rf + φ(x)η = 0,in welcher φ(x) dieselbe Funktion wie in (1) bedeutet, die rechte Seite identisch gleich 0 gesetzt ist und übrigens zum Unterschiede gegen die Lösung y der Gleichung (1) die abhängige Variable durch η bezeichnet wurde. Als partikuläres Integral von (4) benutzen wir die Exponen­tialfunktion des Integrales von — φ(x)dx. Dann ist die „allgemeine“ Lösung von (4) einfach η =≈ Cη0. Die genannte Methode besteht nun darin, daß man im Produkte Cη0 an Stelle der Konstanten C eine von x
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278 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [δ
abhängige Funktion z treten läßt und dieselbe so zu bestimmen sucht, daß 
das abgeänderte Produkt zηfi≈y die Gleichung (1) befriedigt. Tragen wir aber:(5) 2∕==*‰ √=M0 + *‰'in (1) ein, so folgt:

z'Vo + zVo + φOΦ ¾ = z' Vo + 2(Vo + ψWr∣o) ≈ Ψ(?)·Da nun der hier mit 2 multiplizierte Ausdruck in der Klammer zufolge (4) identisch verschwindet, so ergibt sich, wenn wir für ιω noch seinen Exponentialausdruck eintragen:
∕n∖ dz , r ∖ fψ^dx(β)Hieraus findet sich z durch eine einfache Integration:

e-G+f^x)efφ^']dx.Die erste Gleichung (5) liefert also das Ergebnis: Die allgemeine Lösung 
der linearen Differentialgleichung (1) ist durch „zwei Quadraturen“ in der 
Gestalt zu gewinnen:(7) Es könnte scheinen, daß den zwei Quadraturen entsprechend in der allgemeinen Lösung (7) zwei willkürliche Konstanten enthalten sind. Dies ist indessen nicht der Fall. Eine Änderung des Integrals von φ(P)dx um die additive Konstante c bewirkt nämlich das Auftreten des Faktors ec im zweiten Gliede der Klammer in (7) und dasjenige des Faktors e~c vor der Klammer. Indem wir also den letzteren Faktor in die Klammer hineinmultiplizieren, resultiert nur eine Änderung der Konstanten C, näm­lich zu Ce~c.Beiläufig sei bemerkt, daß die als „Bernoullische Differentialglei­chung“ bezeichnete Gleichung:(8) y'+ φQv)y = ψ(χ)y"

ileicht auf eine lineare Differentialgleichung zurückführbar ist. Für n ≈ 0 und w = 1 liegt unmittelbar eine solche vor. Für andere Werte n führen wir eine neue abhängige Variable z so ein:(9) z ≈ y1~nf / - (1 - w)y~n y, (1 - ri) y~ = * .Die Gleichung (8) kleidet sich in die Gestalt:(10) / + (1 — η) φ(x)z = (1 — w)^(tf),womit wir für z eine „lineare Differentialgleichung“ erhalten haben.
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Lösung linearer Differentialgleichungen. Aufgaben 279Aufgaben: 1. (1 -j- x2)y' = xy -j- 1. — Lösung: y = x -J- C}1 -(- #’·2. (a? + 1) y — 2y — (a? + l)4 = 0. — Lösung: i, = C(α + l)2 + y (x + l)4.3. (1 4- Xt) y + y — a — 0. — Lösung : y = aC ■ e *rc ⅛ ∙r.4. √ — y cos x — a sin 2a\ — Lösung: y ≈ C ∙ eaιnx— 2α (1-j-sin a?).5. Eine lineare Differentialgleichung tritt bei der Untersuchung elektrischer Ströme wechselnder Stärke infolge der Selbstinduktion der Ströme auf. In den beiden Endpunkten A und B eines linearen Stromleiters werden durch geeignete Vorkehrungen Spannungszustände unterhalten, und zwar sei V der Überschuß der Spannung in A über diejenige in B, wobei übrigens V auch einen negativen Wert oder den Wert 0 haben darf. Ist B der Gesamtwiderstand des Leiters, so wird bei konstantem V zufolge des Ohmschen Gesetzes ein von A nach B laufen­der Strom der Stärke J=V∙B~1 erregt; die Bedeutung negativer Vorzeichen von V und J ist dabei einfach die, daß der Strom von B nach A fließt.Ist nun V und damit auch J mit der Zeit veränderlich, so schreiben wir F(i) und J^(i) als Funktionen der Zeit t. Es tritt dann durch „Selbstinduktion“ im Leiter eine „elektromotorische Gegenkraft“ auf, welche der durch F(i) gemesse­nen elektromotorischen Kraft entgegenwirkt. Diese Gegenkraft ist proportional der „Geschwindigkeit“ des Anwachsens von J^(i), d. i. gleich Z · ^ , wo L eineKonstante, nämlich der sogenannte „Selbstinduktionskoeffizient11 des Stromleiters ist. An Stelle von V in der Gleichung des einfachen Ohmschen Gesetzes V = JR ■ J hat also die Differenz (F—L∙J,') einzutreten, so daß das Gesetz zwischen der Spannung F(i) und der Stromstärke Jr(i) die Gestalt einer linearen Differential­gleichung annimmt:
dJ . R τ 1 rr,j,

(11) dt + ϊ/=ΐΓ(ί)·Man nehme an, daß die Spannung „sinusartig“ wechsle:F(t) — Fθ · sin ⅛i,unter Fo und q Konstante verstanden, und bestimme für diesen Fall das Gesetz der Stromstärke J(f). — Man findet zunächst:
J(f)≈e L \C -↑~ i ain qt ■ e l dt].Das Integral berechnet sich nach (9) S. 14 und führt auf:_ ß ( > '

J<fi≈C∙e l -∖-(R aia qt — qL coa qt).Schreiben wir zur Abkürzung:
, qL R . qLarc tg = s, cos ε = — -------- , sin ε = --. j∑, —- ,

R ↑∕Ri+q'L2 yR2 + q2Lieo nimmt die Formel für J(t) die Gestalt an:__ß(121 J(t),= C -e L -]-----r *° — sin (qt — ε).
γRi + qiL2Der Wert der Konstanten C ist dadurch zu bestimmen, daß mau etwa zur Zeit
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280 VI, 1. Gewöhnliche Diffeι,entialgleichungen erster Ordnung [6
t — 0 den Wert √(0) der Stromstärke vorschreibt. Übrigens hat K: L in der Praxis einen großen Wert, so daß das erste Glied in (12) rechts schnell gegen 0 abnimmt. Die Stromstärke verläuft also alsbald angenähert auch „sinusartig“; durch den Wert s wird die „Phasenverschiebung“ oder „Nacheilung“ des Stromes hinter der Spannung gemessen.Ist die Spannung zwar, eine periodische Funktion von t mit der bisherigen . 2%Periode —, ohne indessen einem einfachen Sinusgesetze zu folgen, so hat mansich zur Berechnung der Stromstärke der Fouriersehen Reihen zu bedienen. Man untersuche z. B. den Fall, daß F(t) in der ersten Hälfte der Zeitperiode konstant gleich Fo, in der zweiten Hälfte gleich — Vo ist. — Man hat an die „reine Sinus­reihe“ (8) S. 246 anzuknüpfen und wird als Entwicklung von F(t) finden:

™ _ 4Fg V 8in (2w+l)⅛i 
( 2n + l

n = 0Für die Stromstärke ergibt sich der Ausdruck:.∕<G = G · / —0 . V sin((2w+l)gf —π i⅛ι(2n+l)∣∕-Bl + (2w⅛l)Vιi,wo s,i die folgende Bedeutung hat:...„ctg W«*

6. Methode des integrierenden Faktors. Es werde die S. 273 ein­geführte Gestalt:(1) Φ(iP, y)dx + Ψ(tf, y)dy = 0der Differentialgleichung zugrunde gelegt, und es gelte die Voraussetzung, daß in einem der Betrachtung zugrunde zu legenden Bereiche B der 
x, y-Ebene die beiden Funktionen Φ(x, y) und Ψ(rr, y) eindeutig und stetig seien und ebensolche partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Von der ursprünglichen Gestalt (1) S. 258 der Differentialgleichung aus sind die Funktionen Φ und Ψ nur erst insoweit bestimmt, daß ihr negativ genommener Quotient mit der auf der rechten Seite der Gleichung (1)S. 258 stehenden Funktion identisch ist. Wir können demnach bei einer und derselben Gleichung (1) S. 258 noch unbegrenzt viele Gestalten (1) erzielen, deren einzelne wir aus einer zunächst gewählten Gestalt (1) dadurch her­steilen, daß wir die letztere mit irgend einer Funktion μ(x, y) von x und y multiplizieren. Um die an die Funktionen Φ und Ψ gestellten Forde­rungen beständig zu befriedigen, werden wir natürlich solche Funktionen 
μ(x, y) wählen, die in B eindeutig und stetig sind und daselbst eben­solche Ableitungen μ∕, μv' haben.Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Eine Funktion μ(x, y) soll
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6] Begriff des integrierenden Faktors 281
ein „integrierender Faktor“*) der Gleichung (1) heißen, wenn die mit μ 
multiplizierte linke Seite der Gleichung:(2) /*(«, *∕)Φ(a½ + μ(x, y)xV{x, y)dy

bei unabhängig gedachten Variablen x,y ein „vollständiges Differential“ dar­
stellt (s. I, 151). Hierzu ist, wenn wir uns der Abkürzungen:(3) μ(χ,y)Φ(gc,y) = φ(χ,y)**), μ(χ,y)V(χ,y) = Ψ(χ,y)bedienen, nach (4) S. 147 hinreichend und notwendig, daß im Bereiche B 
die folgende Gleichung identisch besteht:
(4) y) = y)·Der Name „integrierender Faktor“ rechtfertigt sich dadurch, daß wir 
die Differentialgleichung unmittelbar zu integrieren imstande sind, falls wir 
auf irgend einem Wege die Kenntnis eines Faktors μ (x, y) gewonnen haben. Wir können nämlich das vollständige Differential:(5) φ(t,y)dx + ψ(x,y)dynach den S. 146 ff. entwickelten Regeln im Bereiche B integrieren, sei es durch das daselbst unter (6) angegebene bestimmte Integral***) oder auch entsprechend der Regel (9) S. 150, die wir hier in der Gestalt:(6) f∖χ,y)=J φ(χ,y')dx +J ∣≠(tf, ff) — 0, ff)dx∖dywiederholen. Für die so gewonnene Funktion gilt dann:
(7) f'Λχ, y) = φ(χ,y), fj'(χ,y) = -ψ(χ,y),und es ist leicht einzusehen, daß wir in(8) f(χ, y) = c oder f(x, y) — c = 0
eine Darstellung für das allgemeine Integral von (1) vor uns haben. Be­rechnen wir nämlich für die durch (8) gegebene unentwickelte Funktion y von x nach der Regel (6) in I, 159 die Ableitung, so folgt:

√ = _ ι*(χ,yi = _ v(χ>y) = _ φ(χ>y) 
y ffΛχ,y) ιΙdχ,y}so daß diese Funktion y von x die Differentialgleichung wirklich be­friedigt.*) oder „Eulerscher Multiplikator“.**) Es bedarf kaum eines Hinweises, daß die hiermit eingeführte Funktion φ(tf,y) natürlich nicht die auf der rechten Seite von (1) S. 258 stehende Funktion φ(α, y) ist.***) Zur Vermeidung von Umständlichkeiten denken wir dann B als von einer geschlossenen Randkurve begrenzt.
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282 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [6In der Annahme, daß ein erster integrierender Faktor μ(x, y) bereits gewonnen sei, schließen wir an die eben beendete Rechnung gleich noch folgende Betrachtung: Für die im Bereiche B auftretenden Integralkur­ven (8) wird der „Parameter“ c Werte eines gewissen endlichen Intervalles zu durchlaufen haben. Wir verstehen unter χ(c) eine in diesem Intervalle eindeutige und differenzierbare, im übrigen aber „ivillkürlich gewählte“ 
Funktion. Es besteht dann der Satz: TFz’e auch im übrigen die Funktion 
χ gewählt sein mag, stets ist mit μ(x, y) auch:(θ) M (x, y) = χ (f(x, y)) μ (x, y)
ein integrierender Faktor. Setzen wir nämlich:φ(ir, y) = M(tf, y}<b(x, y) = ySf(x, yι)φ(x, y), 

ψ(x, y) = M(tf, 2∕)Ψ(λj, y) = %(ffr, y^{x, y),so folgt für die Ableitungen nach y bzw. x:

φy'(χ, y) = z(∕¼ 2∕)) φy(χ, y} + z'(∕K yl) fy,(χ> y) φ(χ> y)> 
ψ*(χ, y) = %(f(χ, yf> Ψχ(χ, y) + z',(f⅛, y)) fx(χ> y)Ψ(χ, y)> die zufolge (4) und (7) sich in B als identisch erweisen. Das Kennzei­chen (4) eines vollständigen Differentials ist also auch bei (iφdx -ff tydy)erfüllt.Ist andrerseits M (#,!/) irgend ein zweiter integrierender Faktor, so möge derselbe durch das Integrationsverfahren zur Darstellung F(x,y)≈C des allgemeinen Integrals führen. Dann ergibt sich aus:
Fj(χ, y) = m(λ½ y) ψ(ab y)> fv,(χ> y) = y(χ> y) ψ0*> y)die folgende, in B identisch bestehende Gleichung:(10) M(#,y) = Fy(x,y) 

y(%,y'> fy(χ,y} 'Es ist nun leicht einzusehen, daß die hier rechts (und also auch links) 
stehende Funktion von x und y längs der einzelnen Integralkurve konstant 
ist. Tragen wir nämlich in (10) eine durch eine einzelne Gleichung (8) gegebene Funktion y von x ein, so ergibt sich aus (10) eine Funktion von x allein, deren Ableitung nach x mit 0 identisch ist, woraus die Be­hauptung hervorgeht. In der Tat berechnet sich die Ableitung jener Funktion von x als ein Quotient, dessen Zähler (bei Fortlassung der Argumente) die Gestalt annimmt:(ii) r∕(n+¾∙y)-i,∕½+zi∙y')-∕∙∕¾+ftκ-f>"-^iv, wie man mit Rücksicht auf die identischen Gleichungen:

> ≈ _ ∕⅛m) = _ f*(m)
y fy(p,y} F{j{x,y')
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6] Bildung aller integrierenden Faktoren aus eiuem 283leicht feststellt*) Andrerseits folgt, indem man die in B identisch be­stehende Gleichung:∕,∕0*b y) ?/) - ∕^∕C*b ?/) ⅞'0*b y) = opartiell nach y differenziert:
fv'F''y + fy', F' - f'Fr'y - f'y Fyr≈Q.Der Ausdruck (11) ist also tatsächlich mit 0 identisch, so daß unsere Be­hauptung über die Funktion (10) zu Recht besteht.Hiernach gehört zu jeder Kurve (8) und also zu jedem Werte des Parameters c ein bestimmter Wert des Quotienten (10). Wir wollen diese eindeutige Abhängigkeit des Wertes (10) als Funktion von c durch das Symbol χ(c) bezeichnen. Für irgend einen Punkt (#,i/) von B berechnen wir demnach den Wert (10), indem wir zunächst den Wert c = f(x, y) für diesen Punkt ausrechnen und diesen Wert als Argument in χ(c) ein­tragen, d. h. es gilt:(12) ⅛⅛-z(Λ≈,<∕>).Übrigens ist die Differenzierbarkeit von χ eine Folge derjenigen von u, M und f. Wir sind damit zu dem Ergebnis gelangt, daß jeder integrierende 

Faktor N∖(x, y) der Differentialgleichung (1) durch den ersten Faktor μ(x, y) 
und die zugehörige Funktion f(x,y) in der Gestalt (9) darstellbar ist.Die Möglichkeit, daß die Funktion χ mit einer Konstanten identisch ist, schließen wir nicht aus. Liegt sie vor, so unterscheiden sich die bei­den Funktionen M(#, y) und μ(x,y) eben selbst nur um einen konstan­ten Faktor. Kommen aber dem Quotienten (10) Werte zu, die nur längs der einzelnen Kurve konstant sind, jedoch von Kurve zu Kurve wechseln, so kommt der einzelne dieser Werte C eben nur einer Kurve zu. Unter 
diesen Umständen erkennen wir in der Gleichung:(13) M(z, yf — Cμ(x, y) = 0
eine aus den beiden integrierenden Faktoren aufgebaute neue Darstellungs­
art des allgemeinen Integrals unsrer Gleichung (1).Umständlicher ist der Beweis der Existenz eines ersten Faktors 
μ(x,y). Man pflegt denselben auf den Existenzbeweis der allgemeinen Lösung der Differentialgleichung zurückzuführen. Wir haben oben (S.262) von den verschiedenen Punkten (cz, c) einer zur z∕-Achse parallelen Ge­raden x = a aus eine Schar von Integralkurven konstruiert.**) Bei der*) Man beachte, daß aus den Voraussetzungen betreffs Φ, Ψ, μ, M die Existenz der zweiten Ableitungen von f und F folgt.**) Für die Ordinate des Punktes (a, c) ist hier zum besseren Anschluß an die vorliegenden Entwicklungen statt & die Bezeichnung c gebraucht.
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284 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [6einzelnen Kurve ist die zur Abszisse x gehörende Ordinate y neben die­sem x von der Anfangsordinate c abhängig; in diesem Sinne werde y als Funktion zweier Argumente x, c so geschrieben:(14) y ≈g(χ, <=)·Durch diese Gleichung können wir c unentwickelt als Funktion von xund y erklärt denken. Schreiben wir diese Funktion in entwickelter Ge­stalt c == f(x, ff), so gelte die Annahme, daß wir dabei zu einer Funktion /(#, ff) gelangen, die im Bereiche D eindeutig und stetig ist und eben­solche Ableitungen der ersten und zweiten Ordnung besitzt.*) Dann gilt, da wir in f(x, ff) — c ≈ 0 eine Darstellung des allgemeinen Integrals haben: , _ ∕⅞foι y) β___ φ <>,?/)
y ^~ fy{χ,y') W)als identische Gleichung, und wir haben in:
u(r 1,∖- ⅛(x'rtφ(aj,y) Ψ(α,y)einen ersten integrierenden Faktor gewonnen.Zur wirklichen Berechnung eines integrierenden Faktors μ(x, y) für eine gegebene Gleichung (1) kann man so Vorgehen, daß man für die beiden Funktionen cp = 1uΦ, ⅛=1uΨ das hinreichende und notwendige Kennzeichen (4) eines vollständigen Differentials ansetzt. Dies führt nach kurzer Zwischenrechnung zu der Relation:(15) Ψ(x, ff) - Φ(x, ff) + g (Ψ⅛, ff) - <bfyOc, y)) = 0,welche die beiden „unabhängigen Variablen“ x, y, die „abhängige Varia­ble“ μ und die partiellen Ableitungen erster Ordnung von μ nach x und 

y verbindet. Der bisherigen Bezeichnung entspricht es, wenn wir die Gleichung (15) eine „homogene lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung“ nennen. Indem wir auch den Begriff der „Lösung“ auf diese Gleichung anwenden, ist nach dem Bisherigen folgender Satz einleuchtend: 
Jeder integrierende Faktor μ{x, y) der Gleichung (1) ist eine Lösung der 
partiellen Differentialgleichung (15), und umgekehrt ist jede solche Lösung 
auch ein integrierender Faktor von (1).Der Wert dieses Ergebnisses erscheint zunächst insofern illusorisch, als die Auflösung der partiellen Differentialgleichung (15) im allgemeinen ein weit schwierigeres Problem als diejenige der gewöhnlichen Differential­gleichung (1) ist. In besonderen Fällen kann aber die Gleichung (15)*) Die allgemeine Prüfung der Berechtigung dieser Annahme auf Grundlage der Entwicklungen in § 2 (S. 265 ff.) würde uns hier zu weit führen.
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6] Partielle Differentialgleichung für den integrierenden Faktor 285zugänglicher sein als die Gleichung (1). Wir wollen, unter z = ω(ir, y) eine geeignet gewählte Funktion von x und y verstanden, die Annahme machen, es seien Φ und Ψ speziell so gebaut, daß sich der Quotient:(16) ----ψ*-~ -φ^__  = X (s∖ψ∙<⅛-φ∙<4
als eine Funktion X(^) von z = ω(x, y) allein schreiben läßt. Dann gibt 
es einen bis auf eine multiplikative Konstante bestimmten Faktor μ, der 
gleichfalls von z allein abhängt und durch eine Quadratur in der Gestalt:(17) ku(ω(^,//)) = e,Z χi'' '
berechenbar ist. Für dieses u gilt nämlich:k σ

Sμ du ,, d ln u , κu, / \ I0~ = 7 ∞r = Μ'-5  βi-r — UΛ(*) ω„ ,3« dz x dz x 1 v 7 x ’
∂u du , d ln μ , ∖, ∕ ∖ /~ = , ω,, = it , ω„ = »„ ;Ο II dz ν ‘ dz y t~ ∖ J y 1

μ(ω(φ,yf) befriedigt also, wie man mit Hilfe von (16) feststellt, tat­sächlich die Gleichung (15). Die beiden wichtigsten Spezialfälle dieses Ergebnisses sind die, daß ω(x, y) entweder mit x oder mit y identisch ist. Sie ergeben den Satz: Fällt aus dem Quotienten (Ψ/ — Φ,∕): Ψ die 
Variable y heraus, so daß eine Funktion von x allein restiert, so ist:

(18)
ein integrierender 
allein, so ist:(lθ)

μ(%) = e J ψ

Faktor; ist aber (Ψr' — Φ ') : Φ eine Funktion von y+Γ⅛φi<v
μ (y) = e J Φ j

ein integrierender Faktor von (1).Aufgaben: 1) (2xzy -j- 2y -J- ö) dx -}- (2ic8 -(- 2a?) dy = 0. — Es existiert ein von x allein abhängender integrierender Faktor; die allgemeine Lösung ist:
2xy -j- 5 arc tg x = C.2) (2xyz— 3ι∕θ) da?(7 — 3icy2) dy = 0. — Es existiert ein von x freier Faktor; als allgemeine Lösung w⅛d man finden xiy — 3ic(∕2 -(- Cy — 7 = 0.3) {x-∖-y)dx— (x— y)dy≈0. — Es gibt einen allein von der Funktion 

ω[χ) = χi y* abhängenden Faktor u; Lösung: ln (ar -{- yi) -|“ 2 arc tg — = C.
y4) Für die „lineare“ Differentialgleichung:

lyφ{x) — ψ(x')')dx dy — 0existiert ein von x allein abhängender Faktor. — Man führe die Integration durch und muß zur Gleichung (7) S. 278 zurückgelangeu.
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286 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [77. Hauptsätze der Wärmelehre. Die Begriffe des vollständigen Differentiale und des integrierenden Faktors finden Verwendung bei der Entwicklung der „Haupt­sätze“ der „mechanischen Wärmetheorie“. Der Zustand eines in einem Behälter eingeschlossenen homogenen Gases, dessen Gewicht gleich der Gewichtseinheit (1 kg) sei, wird durch drei Größen bestimmt, den Rauminhalt oder das Volumen v des vom Gase angefüllten Behälters, den Druck p des Gases etwa auf die Flächenein­heit der Umwandung und die in der „absoluten“ Skala gemessene Temperatur T des Gases. Diese drei „Zustandsgrößen“ sind in der Art aneinander gebunden, daß durch willkürliche Auswahl zweier unter ihnen die dritte Größe eindeutig mit­bestimmt ist. Als Näherungsformel für die hierbei vorliegende Abhängigkeit be­nutzte man früher ausschließlich:(1) p∙v = RT,wo 7? eine für das Gas charakteristische Konstante ist. Diese Formel ist indessen nur brauchbar bei kleinen Werten p und entsprechend großen Werten v. In der neueren Thermodynamik hat die Untersuchung εtark komprimierter Gase, bei denen übrigens der früher als grundsätzlich erachtete Unterschied zwischen dem gasför­migen und dem flüssigen Aggregatzustande mehr und mehr hinweggeräumt wurde, zur Unbrauchbarkeit des Gesetzes (1) bei großen Werten p und entsprechend kleinen Werten v geführt. An Stelle von (1) ist als Näherungsgesetz jetzt die sogenannte „Zustandsgleichung“ von van der Waals getreten:(2) ^ + ^(i,-δ) = 72∙Γ,in welcher a und δ zwei Weitere für das Gas charakteristische Konstante sind.*) Diese Gleichung ist die Grundlage der neueren Thermodynamik geworden. Übri­gens sei zunächst nur die Existenz einer Zustandsgleichung ohne eine besondere Annahme über ihre Gestalt vorausgesetzt; weiter unten mag jedoch die Gleichung (1) als hinreichend genau gelten.Wärmemengen bezeichnen wir, in der mechanischen Einheit gemessen, all­gemein durch Q, sehr kleine Wärmemengen durch dQ. Führen wir dem Gase ohne Änderung des Volumens v eine Wärmemenge zu, so steigt die Temperatur nach einem gewissen Gesetze, das wir zunächst als durch den vorliegenden und konstant gedachten Wert v mitbedingt anzunehmen haben. Den reziproken Wert der Ableitung dieser Funktion T von Q in bezug auf Q bezeichnet man durch cv und nennt ihn die „spezifische Wärme“ des Gases bei konstantem Volumen. Die Bedeutung der Benennung leuchtet ein, insofern wir bei einer sehr kleinen Wärme­zufuhr d Q zwischen ihr und der zugehörigen Temperaturerhöhung d T die Näherungs­gleichung finden:(3) d Q = c0 · d T,so daß bei konstant gedachtem cυ dieser Wert c.e die Wärmemenge sein würde, die eine Erhöhung der Gastemperatur um einen Grad bewirken würde. Wrir dachten eben ce als eine durch v mitbedingte Funktion von Q, können indessen wegen der gerade besprochenen Beziehung zwischen Q und T die Größe cB auch als Funk­tion von v und T und damit überhaupt als Funktion irgend zweier unter den drei 
Zustandsgrößen p, v und T auffassen.Gibt die Wandung des Gefäßes dem Drucke p in der Weise nach, daß eine Vergrößerung des Volumens um den sehr kleinen Betrag dv eintritt, so leistet hierbei das Gas eine durch das Produkt p ■ dv gemessene „Arbeit“ und verliert dementsprechend an „innerer Energie“. Dieser Verlust tritt als Verminderung der Temperatur um einen bestimmten Betrag d T in die Erscheinung und kann dem­nach durch Zuführung einer bestimmten Wärmemenge dQ wieder ersetzt werden. Es läuft dies darauf hinaus, daß wir bei Zufuhr einer sehr kleinen Wärmemenge dQ') Für sehr große Werte von v kommt die Gleichung (2) auf (1) zurück.
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7] Zustandsgleichung. Spezifische Wärme 287eine Volumenvermehrung um einen bestimmten sehr kleinen Betrag dv bei kon­stanter Temperatur T erzeugen können. Der „Differentialquotient“ dQ:dv wird dabei durch den Änfangszustand bedingt sein; wenn wir also an die Gleichung (3) die weitere Gleichung:(4) dQ — l · dvanreihen, so haben wir auch hier den Faktor l als eine Funktion irgend zweier 
unter den drei Zustandsgrößen aufzufassen.Es werde jetzt ein erster Teil dQi einer sehr kleinen Wärmemenge dQ zur Erhöhung der Temperatur bei konstantem Volumen v zugeführt, während der Rest 
dQi = dQ — dQ. zur Vergrößerung von v um dv bei konstanter Temperatur ver­wandt werde. Dann gilt dQ1 ==cvdT, wo als Argumente von c„ die anfänglichen Zustandsgrößen gelten, während in dQi = ldv als Argumente von l nur das ur­sprünglicher, aber der um d T vergrößerte ursprüngliche Wert T eintritt. Sind in­dessen d Q1 und damit d T außerordentlich klein, so können wir angenähert auch in l als Argumente die ursprünglichen Zustandsgrößen denken. Dann aber haben wir das Ergebnis: Wird unter Zuführung einer sehr kleinen Wärmemenge dQ eine 
Zustandsänderung des Gases bewirkt, bei der T und v sich gleichzeitig um d T und 
dv ändern, so ist:(5) dQ≈cvdT + ldv,
wo cβ und l die beiden besprochenen Funktionen der Zustandsgrößen sind und die 
ursprünglichen Werte dieser Größen als Argumente gelten. Die beiden Teilmengen 
dQl und dQi sind bei der vorstehenden Überlegung nur der Einfachheit wegen positiv gedacht; die Betrachtung überträgt sich sofort auch auf negative und ver­schwindende Werte dieser Wτarmemengen.Ehe wir die Relation (5) weiter verfolgen, bemerken wir, daß der rechts­stehende zweigliedrige Ausdruck zufolge der Zustandsgleichung noch in zwei andre Gestalten gesetzt werden kann. Der gleichzeitigen Änderung zweier unter den drei Zustandsgrößen entspricht auf Grund jener Gleichung eine Änderung der dritten Größe, die wir nach der Regel der „vollständigen Differentiale“ berechnen können. Hiernach gilt erstlich für T und p als unabhängige Variable:

, ∂v ,∂vj,γ, dv = ξ- dp 4- 7-777 d Τ.cp ' ∂TTragen wir diesen Ausdruck in (5) ein, so folgt:rf⅛=(⅛ + !⅛)<iΓ+ig⅛,eine Gleichung, der wir unter Gebrauch der Abkürzungen:(θ) <∖,+ ⅛≈⅜, ⅛ = i die folgende Gestalt verleihen:(7) d Q — cp d T -(- L dp.Die hier durch cp bezeichnete Funktion der Zustandsgrößen heißt „spezifische Wärme“ des Gases bei konstantem Drucke.*) Endlich hat man für p und v al» unabhängige Variable:
ST , ST , d T = -5-- dp -j- -5- dv.Sp Sv*) Wegen Begründung dieser Benennung vgl. man die an (3) angeschlossene Bemerkung.
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288 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [7Hieraus ziehen wir unter Benutzung der Abkürzungen:<'8') c^-P ∕ + c^-F(8) C° ∂p ' l + c°∂v~ydie an (5) und (7) sieh anschließende Relation:(9) dQ == Pdp -∖-Vdv.Auch durch die Eintragung des eben benutzten Ausdrucks von dl in (7) muß man zur Relation (9) gelangen. Man erkennt auf diesem Wege, daß sich die bei­
den Funktionen P und V der Zustandsgrößen durch die beiden „spezifischen War­
men“ ce und cp 'vermittelst der Zustandsgleichung so darstellen:zιω P-c^ F_CLT'lθ^ p °tip, pdv'Wir gelangen nun zu den Hauptsätzen der Wärmelehre, indem wir auf die in (ö), (7) und (9) rechts stehenden Summen die Begriffe des „integrierenden Fak­tors“, des ^vollständigen Differentials“ und der „Integration“ eines solchen an­wenden. Sehen wir in (9) P und V als Funktionen der beiden Zustandsgrößen p und v an, so sagt der „erste Hauptsatz“: Es ist zwar nicht (Pdp -∖-Vdv), wohl 
aber die Differenz:(11) dU—dQ — pdv≈Pdp-∖-(V— p)dv

ein „vollständiges Differential“, oder mit anderen Worten, es gilt· die Relation:

dP ≈ Ö(V—P) = ^Z_ 1 
dv dp dpNach S. 146 if. gewinnt man also durch Integration des Differentials (11) eine nur von der oberen Grenze des Integrals abhängende eindeutige Funktion U des Gas­

zustandes, die als „Energie“ desselben bezeichnet wird und hier natürlich nur erst bis auf eine additive Kon­stante bestimmt ist.Deuten wir v als Abszisse und p als Ordinate eines rechtwinkligen Systems, so legt der einzelne „Punkt“ 
(v, p) einen bestimmten Gaszustand fest. Führen wil­den Punkt (v,p) von einer Anfangsstelle (a, ft) über die in Fig. 82 gezeichnete Kurve K in der angegebenen Pfeilrichtung zum Punkte (a, 6) zurück, so ist hierdurch eine geschlossene Veränderung des Gaszustandes vomAnfangszustande zu ihm zurück festgelegt. Die Physik bezeichnet solche Ver­änderungen als „Kreisprozesse“. Nach den Sätzen von S. 148 ist das über die ge­schlossene Kurve ausgedehnte Integral des vollständigen Differentials d U gleich 0. Wir erhalten also:(13) (KJdU= w(↑dQ-pdv)≈ {K>fdQ — w{pdv = 2.Das Integral von dQ ist die gesamte während des Kreisprozesses dem Gase zu­geführte Wärmemenge; das Integral von p · dv aber stellt die vom Gase geleistete 

„Arbeit“ dar, deren Größe übrigens durch den in Fig. 82 schraffierten, von K um­
schlossenen Flächeninhalt dargestellt wird.*) Die vom Gase während des Kreispro­
zesses geleistete Arbeit ist also gleich der zugeführten Wärmemenge.

*) S. die Entwicklungen von S. 162 ff. über Ausmessung ebener Flächen.
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η Hauptsätze der mechanischen Wärmetheorie 289

(17)

(18)

Schließen wir die Aussage des ersten Hauptsatzes an die Darstellung (5) von dQ, so kleidet sich diese Aussage in die Gestalt der folgenden Gleichung:(14) __ ⅜
Sv ST ST’Diese Gleichung ist für den „zweiten Hauptsatz“ wichtig, welcher an die Annahme von T und v als unabhängige Variable angeschlossen werden mag und folgendes aussagt: Das in (b) rechts stehende Differential hat einen von T allein abhängenden 

integrierenden Faktor, nämlich T~1. Die Integration des Differentials:(15) dS≈d⅛ = ⅜dl + ~dvliefert also eine zweite, hier wieder nur erst bis auf eine additive Konstante be­stimmte, eindeutige Funktion S des Gaszustandes, die man als die „Entropie“ des Gases bezeichnet. Die Bedingung (4) S. 281 kleidet sich für das vollständige Dif­ferential (15) nach kurzer Rechnung in die Gestalt:Hθ∖ __  dZ____£
’ Sv ST Tund kann demnach auf Grund des ersten Hauptsatzes (14) auch so geschrieben werden:(17) ⅛. = 1

ST T ’Die entwickelten Formeln nehmen sehr einfache Gestalten an, falls sich die Zustandsgrößen in einem Gebiete bewegen, in dem wir die Gleichung (1) als hin­reichend genau ansehen dürfen. Aus ihr und der Gleichung (17) folgt:
τ, T l Sp R , τtT p = R , 7-=^≤τ = -, l=H--=1).

v T ST v vWeiter folgt aus (1) und der zweiten Gleichung (6):
τ, T So τt, T Tv = R , L ~l x—= — RI -v =— R~, L = — v.p dp p pDie Funktion ce, als solche von v und T angesehen, genügt der Gleichung (14). Da l=≈p ist, so ist die partielle Ableitung von cg nach v mit 0 identisch, so d^ ci, eine Funktion von T allein ist. Mit Hilfe der ersten Gleichung (6) finden wir endlich: o τ,

. 7 So , R IT,⅛ = Ci, + Z^y = C0+p∙--, Cj0=Ci,4-7i.
Darf die Gleichung (1) als Zustandsgleichung für hinreichend genau gelten, so ist 
cB eine Funktion von T allein, und die drei Gleichungen für d Q nehmen die Ge­
stalten an:

'dQ = Cg dT + p dv,,∙18∙j d^ = (ci, + B)dΓ-iJdjp,
7Λ1 7 , P(Cg-∖-RS ,= ⅛ + rγ ----- dv.Die Differentiale dU und dS schreiben sich jetzt so:

dU=CgdT, dS≈-c° dT + R — .
i, T vS,ricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 19
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290 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [8so daß wir bis auf zwei additive Konstante C und C' die Energie und Entropie dargestellt finden durch:
U=J'c0dT+C, S=J½rdT+Rlnv + C'.Die einzige hier noch vorkommende unbekannte Funktion cυ von T allein darf nun gar noch als konstant gelten, wie die Versuche gezeigt haben. Daraus aber 

ergeben sich folgende einfache Ausdrücke für die Energie und die Entropie des 
Gases:(19) U≈cυT+C, S = cpln T+KΛnv+C,.8. Differentialgleichungen höheren Grades und singuläre Lösungen.Es sei eine Differentialgleichung der Gestalt:(1) y'2 + y'φ(%,y} + ,Ψ(v,y)-®vorgelegt, in welcher φ(x, y) und ≠(⅛, y) in einem der Betrachtung zu­grunde zu legenden Bereiche B der x, i∕-Ebene eindeutige und stetige Funktionen seien und ebensolche Ableitungen in bezug auf y haben. In­sofern die Gleichung (1) in y vom zweiten Grade ist, nennen wir sie eine 
Differentialgleichung „zweiten Grades“.Löst man die Gleichung (1) nach y auf, so nimmt sie die folgende Gestalt an:(2) ∕= -~<p(χ,y}Durch Nullsetzen des Radikanden:(3) φ(x, yf —4ψ(α, yj = 0werde eine B durchziehende Kurve dargestellt, die wir als „Diskrimi­
nantenkurve“ von (1) bezeichnen. Indem wir annehmen, daß beim Über­schreiten dieser Kurve K die Werte des Radikanden Vorzeichenwechsel erfahren, dürfen wir entsprechend diesem Vorzeichen einen Teilbereich B+ mit positivem Vorzeichen des Radikanden und einen solchen B_ mit nega­tivem unterscheiden, die dann durch die Kurve K getrennt sind. Inner­halb B+ gewinnen wir in (2) für jedes der beiden Vorzeichen eine Diffe­rentialgleichung, die den Vorbedingungen der Entwicklung von S. 265 ff. genügt. Für einen Punkt (x, y) von K selbst aber sind diese Vorbedingungen nicht mehr erfüllt, da hier die partielle Ableitung von (2) in bezug auf y unendlich werden kann. Ebenso bestehen die Vorbedingungen nicht mehr in J?_, insofern hier y' nicht mehr reell ist. Es folgt: Durch einen Punkt 
(x, y) im Innern von B+ ziehen je zwei Integralkurven der Gleichung (1) 
hindurch, das Innere von B_ ist frei von Integralkurven.Nähert sich ein Punkt (x, y) in B+ einem Punkte (%0,y0) der Kurve K. an, so nähern sich die beiden zu (x, y) gehörenden Werte y' stetig dem gemeinsamen Grenzwerte---- φ (jc0, yf). Der Verlauf der Integralkurven
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8] Singuläre Lösung einer Differentialgleichung 291kann demnach so sein, daß jeder Punkt von K eine „Spitze“ oder ein 
„Rückkehrpunkt“ für eine in JB+ verlaufende Integralkurve ist, wie dies Fig. 83 skizziert (s. I, 317). Wir können auch sagen, daß jetzt von jedem Punkte der Kurve K zwei Integralkur­ven ausziehen, die sich in jenem Punkteberühren, und die natürlich den beidenDifferentialgleichungen (2) zugehören.insbesondere kann aber auch - der inFig. 84 angedeutete Fall vorliegen, daß
die Kurve K im Sinne von I, 3o⅛ff.
eine „Hüllkurve“ der Schar der Integral­
kurven darstellt. In diesem Falle fin­den wir nach I, 361 aus der Gleichung
f(x, y,C) = O der Schar der Integralkurven (der „allgemeinen Lösung“ von (1)) die Gleichung der Diskriminantenkurve K, indem wir zwischen 
den beiden Gleichungen:
(4) f(x, y, G) - 0, _ 0

den „Parameter“ C eliminieren. Da jetzt die Kurve K in jedem Punkte (⅜> v0u einer partikulären Integralkurve berührt wird, so hat das für die Kurve K berechnete y in jedem Punkte dieser Kurve den daselbst für eine Integralkurve charakteristischen, d. h. durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Wert. Es ist somit, falls die Schar der Integralkurven 
eine Hüllkurve besitzt, diese letztere selbst eine Integralkurve der Differen­
tialgleichung (1) und ergibt demnach eine Lösung dieser Gleichung. Inso­fern diese Lösung nicht aus dem allgemeinen Integrale (4) vermöge be­sonderer Auswahl von C ableitbar ist, wird sie als eine „besondere“ oder 
„singuläre Lösung“ oder als ein „singuläres Integral“ der Differential­gleichung bezeichnet.Die vorstehenden Betrachtungen wiederholen sich in einer algebraisch entsprechend umständlicheren Gestalt auch bei Differentialgleichungen höheren als zweiten Grades. Eine „Differentialgleichung nten Grades“ sei gegeben durch:
(5) tfn + y'n~1φ1(x, y) + yn-'iφi(x,y) + ∙∙∙ + φn(xf y) = 0.Berechnen sich für die Umgebung einer Stelle (x, y) durch Lösung dieser algebraischen Gleichung wtβn Grades für y' im ganzen v verschiedene reelle Funktionen, während (w — v) Lösungen komplex ausfallen, so werden unter den erforderlichen Voraussetzungen über jene Funktionen durch jenen Punkt v Integralkurven hindurchlaufen. Die zugehörige „Diskri- uiin antenkurve“ ist der Ort der Punkte (x,y), für welche die algebraische

19*
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292 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [8Gleichung wteu Grades (5) eine mindestens zweifache Wurzel hat. An diese Kurve schließen sich dann die weiteren Betrachtungen entsprechend dem ausführlich besprochenen Palle n = 2 an.Mit der vorstehenden Betrachtung nahe verwandt ist die Theorie der sogenannten „Clairautschen Differentialgleichung“:(6) 3∕≈ay+φ(√),in welcher wir φ(y') in einem geeigneten Intervalle als eine eindeutige und differenzierbare Funktion voraussetzen. Diese Differentialgleichung hat die Besonderheit, daß ihre Lösung durch „Differentiation“ ungebahnt 
werden kann. Differenzieren wir nämlich die Gleichung (6) nach x, so folgt:
(7) θ ≈ y,∖χ + φ'ΨΪ),und also muß notwendig eine der beiden Gleichungen zutreffen:(I) √'= 0, (II) X + φ'(y,) = 0.Gilt die Gleichung (I), d. h. ist y" mit 0 identisch, so ist y mit einer Konstanten G identisch. Tragen wir aber, um der Gleichung (6) zu genügen, y,≈ C in dieselbe ein, so folgt:(8) y = Gx + φ(C)als die Funktion, deren Ableitung konstant gleich C ist, und die für jedes C die Gleichung (6) zu einer in x identisch bestehenden macht. In (8) 
haben wir also das „allgemeine“ Integral der Differentialgleichung (6) vor 
uns und erkennen, daß die Integralkurven (8) eine „Geradenschar“ bilden.Gilt die Gleichung (II), so können wir aus ihr und der Gleichung (6) durch Elimination von y eine Gleichung y = g(x) gewinnen, tvelche im 
vorliegenden Falle die „singuläre Lösung“ dar stellt. Wir erhalten nämlich dasselbe Eliminationsresultat, wenn wir entsprechend der allgemeinen Vorschrift (4) aus:

Gx — y + φ(C) = 0, x -j- <p'(G) = 0 den Parameter G eliminieren.Die besprochenen Verhältnisse haben die einfache geometrische Be­deutung, daß die Integralkurven (8) die „Schar der Tangenten“ dej· singu­lären Integralkurve y=≈g(xy) darstellen (vgl. Aufg. 1 in I, 362). Schreiben wir für den einzelnen Punkt der singulären Integralkuιwe y' = tga, wo 
a in der bekannten Bedeutung gebraucht ist, und fassen wir (8) als die Gleichung der Tangente dieses Punktes auf:

y ≈xtga + φ(tgα),so ist die Ordinate y0 des Schnittpunktes dieser Tangente mit der y-Achse: 7∕0∙== φ(tg a).
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8] Clairautsche Differentialgleichung 293Man kann also der Clairautschen Differentialgleichung im Anschluß an die singuläre Integralkurve die Bedeutung unterlegen, daß sie für die 
Ordinate y0 des Schnittpunktes jeder Tangente der Integralkurve mit der 
x-Achse eine durch φ(tgα) zum Ausdruck kommende Abhängigkeit von der 
Tangentenrichtung vorschreibt. Einleuchtend ist, daß die einzelne Tangente immer auch selbst eine „Kurve“ ist, deren „sämtliche Tangenten“ die gestellte Forderung befriedigen.Aufgaben: 1) Welche Kurven haben die Eigenschaft, daß die Tangente mit den Koordinatenachsen stets ein Dreieck vorgeschriebenen Inhaltes — a einschließt?— Bedient man sich der Anordnung und der Bezeichnungen der Fig. 85, so gilt 
y0 — — x0y' und also der Vorschrift entsprechend:

Vn2 /---------------- 7α = Λ∙θy0 = -y0=V-ay,so daß die gesuchten Kurven die folgende ClairautscheGleichung befriedigen:2∕ = α√ + γ-ay'.Das allgemeine Integral ergibt sich durch die Substitu­tion y' — — C:
Cx y — γαθ.Die singuläre Integralkurve ist die Hyperbel ixy — a. Man setze die Differential­gleichung in die Gestalt (1) und zeige, daß die Diskriminantenkurve die eben ge­wonnene Hyperbel ist.2) Bei welchen Kurven wird auf jeder Tangente durch die Achsen eine Strecke der konstanten Länge a abgeschnitten? — Bedienen wir uns wieder der Fig. 85, so hat man den Ansatz:⅝, + iΛ2=⅛ + 2√ = αs, y0 =------i∕ lzι ÷ yes handelt sich also um die Clairautsche Gleichung:

, ay'y — xy-------■■■ ,i/i+rderen allgemeines Integral das folgende ist:
y = Cx------ .

yι + C*Zur Berechnung der singulären Lösung setze man C = tg a und benutze cc als ^Parameter“ der Schar:W X tg a — y — a sin a — 0.Durch partielle Differentiation nach a folgt leicht:(10) x = acossaund durch Eintragung dieses Wertes x in (9) ebenso leicht:(11) y — — «sin3«.Die Elimination von a aus (10) und (11) führt auf die Gleichung der Astroide x s H- y8 = «3, die also die singuläre Lösung gibt.
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294 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [83) Für welche Kurven ist das Produkt je der beiden Lote von zwei festen Punkten auf die einzelne Tangente einer gegebenen Konstanten δ2 gleich? — Man lege die a>Achse durch die beiden festen Punkte und wähle den Nullpunkt. 0 in der Mitte zwischen ihnen; sie mögen die Abszissen + e haben. Setzen wir die Gleichung der Tangente in die Normalgestalt*):
χy'-y + y0 0

Vι^∖- y'2so sind die beiden Lote durch Einträgen der Koordinaten +e>θ ⅛ die linke Gleichungsseite als absolute Werte der beiden Ausdrücke:
y0±ey'
Vi^Vy'~zu gewinnen. Die Vorzeichen dieser Ausdrücke sind gleich oder entgegengesetzt, je nachdem die beiden Punkte (+e,0) auf gleicher Seite oder auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen. Nehmen wir als Eeispiel den ersten Fall, so gilt hiernach der Vorschrift entsprechend:

~yVι⅛*~=bi' y°=^2+ a*y'e,1 + ywo zur Abkürzung δ2 -}- e2 = ai gesetzt ist. Die gesuchten Kurven sind also die Integralkurveif der Clairautschen Gleichung:
y = xy'-∖-]∕b2+ ao-y, i.Um aus dem allgemeinen Integrale:

(12) y == Cx-∖-}∕bi-∖-atCsdie singuläre Lösung zu finden, stellen wir durch Differentiation nach C aus dieser Gleichung die folgende her:
(13) « =-------a!° —j∕δ2-∣-α2Ciund tragen diesen Wert von x in (12) ein:δ2
(14) y ≈ -------->.

yb2 + aiCiAus (13) und (14) folgt sofort: _1α2"+^δ2 ’so daß die „Ellipse der Halbachsen a und δ“, die die beiden festen Punkte (+ β, θ) zu „Brennpunkten“ hat, die singuläre Integralkurve ist. Falls die Tangente zwi­schen den beiden Punkten (+e,0) verläuft, gelangt man entsprechend zur Hy­perbel (s. „A. G.“ S. 56 und 58).4) yy'2 — 2xy -{-y = 0. — Die nach y’ gelöste Gleichung ist der in § 4 (S.273 ff.) entwickelten Methode zugänglich. Die allgemeine Lösung y2—2 Cx-j- C1~0 stellt eine Schar von Parabeln dar; die Diskriminantenkurve von der Gleichung 
xs — yt = 0 gibt die singuläre Lösung. Man kann die Gleichung auch durch „Differentiation“ lösen. Indem man sie nach 2x auf löst und sodann nach x dif­ferenziert, folgt nämlich leicht:(y',-i)(∕, + θ")=-sθ, (/2 —1) —= θ·*) S. die in „A. G.“ S. 15 unter IV genannte Normalgleichung und die Sätze von S. 17 daselbst.
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9] Aufgaben über singuläre Lösungen. Isogonale Trajektorien 295Durch Nullsetzen des ersten Faktors gelangt man zum singulären Integrale. Das Verschwinden des zweiten Faktors liefert yy' — C, so daß die mit y multiplizierte gegebene Gleichung nach Substitution von yy — C zum angegebenen allgemeinen Integrale führt.9. Isogonale Trajektorien. Ein Bereich B der rc,y-Ebene sei von einer gegebenen Kurvenschar in der Art bedeckt, daß durch jeden Punkt von B eine und nur eine Kurve hindurchläuft. Die Gleichung der Kurven­schar habe die Gestalt:(1) f(%, y}-C=O,die Funktion f(x, y) sei in B eindeutig und stetig und habe daselbst ebensolche Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Dann gilt folgender Satz: Durch jeden Punkt von B läuft eine und nur eine Kurve hindurch, 
welche die Kurven der Schar (1) überall unter einem beliebig vorgeschrie­
benen Winkel ε überkreuzt. Eine solche Kurve beißt eine „gleichwinklige“ oder „isogonale Trajektorie“ der Schar (1). Ist ε speziell ein rechter Winkel, so spricht man von einer „orthogonalen Trajektorie“.Bezeichnet man nämlich, wie üblich, mit u den Winkel der Tangente der durch den Punkt (x, g) hindurchlaufenden Kurve (1) gegen die posi­tive x-Achse, so gilt: χ ∕‰<∕)
Für die Trajektorie des Winkels ε müßte an dieser Stelle (x, y):√ = tσ-U λΊ = ⅛+⅛A = /gsin.-^coB». j 1 —tgαtgε fi sin ε + f⅛ cos εgelten, und andrerseits ist jede Integralkurve dieser Differentialgleichung eine isogonale Trajektorie vom Winkel ε für die Schar (1). Man gewinnt 
somit aus der Funktion f(x, y) in der Gestalt:(2) (X∕cθs £ — fy smε}dx + (f/sinf + fy cos ε}dy = 0
die Differentialgleichung der Trajektorien des Winkels ε und erkennt bei 
den über f(x,y) gemachten Voraussetzungen die Existenz und Bestimmtheit 
der Trajektorien aus den Entwicklungen von S. 265ff. Speziell für die ortho­
gonalen Trajektorien gilt die Differentialgleichung:(3) fy(x, y) dx - fx'(x, y)dy = O.Aufgaben: 1) Man zeige, daß die Schar der Parabeln a:2—Cy = 0 die Ellipsen deχ∙ Gleichungen x2 -j- 2y2 — C' zu orthogonalen Trajektorien hat.2) Man zeige, daß zur Schar der gleichseitigen Hyperbeln x2— y2 = C die mit ihr kongruente Schar xy = C' die orthogonalen Trajektorien ergibt.

3) In „A. G.“ S. 29ff. sind die Paare einander „konjugierter“ Kreisscharen betrachtet und durch Figuren erläutert, die hier als Fig. 86 und 87 wiederholt sind. Als Gleichungen der beiden Scharen sind a. a. 0. bei geeigneter Auswahl des Koordinatensystems gefunden:
x2 -f- y2 — 2Cx -j- u = 0, x2 -j- y2 — 2Cy — a = 0;
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296 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung ‘ ^ [9zum besonderen Falle α = 0 gehören die Scharen der Fig. 87. Man zeige, daß die orthogonalen Trajektorien jeder Kreisschar von der konjugierten Schar geliefert werden. — Als gegeben be­trachte man die Schar der Gleichung:
oder λj8+2∕8— 2Cx-∖- a — 0 i±⅛,-c-ι.

2xDie Differentialgleichung der orthogo­nalen Schar ist dann:
2xy dx -f- (a — ^2 + y2) dy = 0 .Diese Gleichung hat einen von y allein abhängenden integrierenden Faktor; man bestimme denselben und berechne die allgemeine Lösung auf Grund der Regel (6) S. 281. Als Gleichung der orthogonalen Schar wird man finden: ics 2 C,'τ∕ — α = 0,womit in der Tat die konjugierte Kreis­schar gewonnen ist.4) In Fig. 88 ist eine Schar kon- fokaler Kegelschnitte dargestellt, d. h. eine Schar von Ellipsen und Hyperbeln, die sämtlich dasselbe Brennpunktepaar haben. Hat eine unter den Ellipsen die Halbachsen a und & <≤ a, so ist die Gesamtschar mittelst eines Parameters 

C darstellbar durch:(4) -^s- +J______1 = 0.
a2+C^ bi+COffenbar haben nämlich alle durch (4) gelieferten Kegelschnitte, die sämtlich 0 zum Mittelpunkt und die Koordinatenachsen zu Hauptachsen haben, die gleiche „lineare“ Exzentrizität e = ]∕a2— bi. Man mache sich deutlich, daß für C≥ — bi in (4) Ellipsen dargestellt sind und für —α2<≤C<≤-fc5 Hyperbeln; die Werte 

C < — as geben keine reelle Kurven. Die Schar (4) hat nun die Eigenschaft, 
sich selbst in der Art orthogonal zu sein, daß die 
Hyperbeln die orthogonalen Trajektorien der Ellip­
sen darstellen. Wenn man also nach Vorschrift von (3) für die Schar (4) die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien berechnet, so muß deren allgemeines Integral eben wieder die Glei­chung (4) sein. Dies ist näher zu prüfen. — Die Auflösung der Gleichung (4) nach G ist umständ­lich. Wir berechnen uns demnach für die durch einen gewählten Punkt (ic, y) hindurchlaufende Kurve der gegebenen Schar (4) vermittelst der Differentiation nach x bei konstantem C zunächst:« , r⅛a_0

α*φC"r'δ8+C' ’
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9] Aufgaben über orthogonale Trajektorien 297unter u, wie üblich, den Winkel der Tangente gegen die a>Achse verstanden. Für das y der orthogonalen Kurve gilt nun:2∕' = tg(α÷ = — cotgα, tg α = —so daß wir durch Eintragung dieses Wertes von tga in die voraufgehende Glei­chung die folgende gewinnen:(5) χy'_____y________n
at+C bi+CHier ist C derjenige Wert des Parameters, der für den gewählten Punkt (x,y) durch Auflösung der Gleichung (4) nach C zu gewinnen ist. Diesen Wert be­rechnen und in (5) eintragen, heißt aber soviel, wie C zwischen den Gleichungen (4) und (6) eliminieren. Dieser Prozeß kann indessen geschickter angefaßt werden als auf dem eben bezeichneten Wege durch Auflösung von (4) nach C. Man addiert zunächst die mit y multiplizierte Gleichung (6) zur Gleichung (4) und erhält:(θ) xi + xyy, = α2-∣- C.Man subtrahiert ferner die mit xy'~l multiplizierte Gleichung (5) von (4) und gewinnt: 1,24-iCi∕∕-1 = δi+C.Die Subtraktion dieser Gleichung von (6) liefert als Differentialgleichung zweiten 

Grades für die zu (4) orthogonalen Trajektorien:

(7) xy (y, - = c2-xi + y∖Ihre allgemeine Integralgleichung ist nun in der Tat wieder die Gleichung (4) selbst. Für die Ableitung y der durch (4) erklärten unentwickelten Funktion 
y von x findet man nämlich:

,__ ___ bi + C- x 1 __ α2-)-C' y
y ~~~ai+ C' ^y^,woraus weiter sofort hervorgeht:*2'(i'' - Λ) = («ä+ C) - -0 (δ2+ C)oder, indem man in der ersten Klammer rechts (δ2-j-e2) für o2 setzt und in der zweiten Klammer (α2 — e2) für b2:*t> (»' - y) “ e' t⅛+⅛⅛) ~χt+≈,'

Trägt man für den Ausdruck in der Klammer rechts noch den aus (4) hervor- gehenden Wert 1 ein, so erkennt man, daß die aus (4) folgende Funktion y tat­sächlich die Gleichung (7) befriedigt.5) Man zeige, daß die zur Geradenschar y — Cx — 0 gehörenden isogonaleu Trajektorien des Winkels s kongruente logarithmische Spiralen sind. — Die Glei­chung (2) liefert hier:sin ε (x dx 4- y dy) = cos ε (x dy — y dx},~ sin ε ∙ d (aj2-j- y2} = cos ε · x“ d θθ ·
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298 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [1Führen wir durch die Substitution x = r cos &, y — r sin ff Polarkoordinaten r, ff ein, so'folgt nach Division der entstehenden Gleichung durch r*:
drsin ε · — = cos s · uff. 
rHier liegt eine Differentialgleichung zwischen r und ff mit getrennten Variablenvor. Die Lösung ist: cotgt (tf-tfo)i — e ,unter ff0 die Integrationskonstante verstanden.

Kapitel II. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung.1. Ansatz der Gleichungen und Existenz ihrer Lösungen. Die S. 258 entwickelte. Aufgabe soll jetzt in folgender Art verallgemeinert werden. Zwischen der Variablen x, einer von x abhängigen Variablen y 
und ihren n ersten Ableitungen:viJ y dx’y dxi, > j dxn

ist eine Gleichung der Gestalt vorgeschrieben:(2) 2/(w) = φ(χ, y,y',∙∙ -,t∕n~y,
in welcher φ eine gegebene Funktion der (n + 1) Argumente x, y, y', ∙ ∙ ∙, yln ~ υ 

es soll y als Funktion y = f(x) so bestimmt werden, daß die Eintragung 
dieser Funktion in (2) eine identische, d. h. für alle Werte x eines geeignet
gewählten Intervalles gültige Gleichung:(3) fW(x) = φ(x, f(X), f'{X^}, ∙ ∙ ∙, f^n~1∖xf)
liefert. Man sagt, in (2) sei eine „gewöhnliche Differentialgleichung nter Ord­
nung“ zwischen zwei Variablen vorgelegt, eine Benennung, die nach den Darlegungen von S. 258 von selbst verständlich ist. Eine die Differen­tialgleichung im angegebenen Sinne befriedigende Funktion y = f(x) heißt eine „Lösung“ oder ein „Integral“ derselben; ist eine solche Funktion noch unentwickelt durch eine Gleichung fix, y) = 0 gegeben, so nennen wir diese eine „Integralgleichung“ der Differentialgleichung (2).Die „Existenz“ und „Bestimmtheit“ der Lösungen unserer Differen­tialgleichung (2) kann aus den allgemeinen Sätzen von S. 268 ff. gefolgert werden. In der Tat können wir die Aufgabe, die Gleichung (2) zu lösen, 
leicht umkleiden in die Aufgabe der Lösung eines Systems von n gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung der Gestalt (22) S. 265 mit der einen 
unabhängigen Variablen x und n abhängigen Variablen y, y1, · · ·, yn_i- Wir verstehen zu diesem Zwecke unter yl, y2, ■ ∙ -, i∕w-1 die Ableitungen 
y', V") ' ’ ’) y{n~1} von y, so daß die n Gleichungen bestehen:(4) y'=y1, yi'=y2,∙ ∙∙,y^2 = yn-D y,'~1 = φ(%)y,yi, · ■; yn-ι')∙
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1] Allgemeines über gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung 299Damit haben wir bereits ein System (22) S. 265 von spezieller Bauart vor uns und erkennen umgekehrt, daß jede Lösung y = f(x) dieses Systems eine Lösung der Gleichung (2) liefert. Die Sätze von S. 268 ff. gestatten nun folgende Schlußweise: Für ein vorab festgesetztes Argument x = a schreiben wir n Funktionswerte y = b, yl = b1, ∙ ∙ ∙, yn_i = bn_1 will­kürlich vor. In der „Umgebung der Stelle“ (a,b,bl, ■ ■ ·, bn_f) im Ge­biete der (w + l) Variablen x,y,∙∙ ∙, yn~1 sei die Funktion cp eindeutig und stetig und habe daselbst ebensolche partielle Ableitungen erster Ord­nung in bezug auf y, yt, ■ ■ ·, yn_1- Dann läuft durch jene Stelle im Gebiete der (w + 1) Variablen eine und nur eine „Integralkurve“ des Systems (4) hindurch.Auf die Differentialgleichung (2) übertragen, lautet dieses Ergebnis so: 
Schreiben wir für ein vorab bestimmtes Argument x≈a den Funktionswert 
y = b sowie die Werte y = 51, y" = b2, ∙ ∙ ∙, y(n~1'> = bn~1 der (w — 1) ersten 
Ableitungen willkürlich vor, so gibt es unter den nötigen Voraussetsungen 
über Eindeutigkeit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion cp in der 
Umgebung der Stelle x = a eine und nur eine Lösung y = f(x) der Dif­
ferentialgleichung (2), die mit ihren Ableitungen bis f^n~i∖x') hin für x = a 
die vorgeschriebenen Werte b, b1, · · ·, bn_t annimmt.Wir wollen gleich wieder einen Bezeichnungswechsel vornehmen, indem wir b = Cl, bl== C2, · · ·, bn_1= Gn setzen. Insofern diese Werte die Lösung y = f(x) mitbestimmen, schreiben wir dieselbe:(5) «Z - f(*, C1, C3, · · ·, C„)und erkennen also, daß in dieser Lösung n willkürliche Konstante ent­
halten sind*}. Entsprechend dem früheren Brauche sprechen wir vom „all­
gemeinen Integrale“, falls die Konstanten noch unbestimmt gedacht sind; eine besondere Wahl derselben liefert ein „partikuläres Integral“.Auch die Übertragung dieser Entwicklung auf „Systeme gewöhn­licher Differentialgleichungen“ mit mehr als einer abhängigen Variablen hat keine Schwierigkeit, wie der Fall zweier abhängiger Variablen dar­legen mag. Zwischen x, zwei von x abhängenden Variablen y und z und 
deren Ableitungen bis zur mten bzw. nten Ordnung hin seien die beiden Glei­
chungen. y[m} = √"-D),l s(n) = V-(λ', y, y, · · ·, 2, 2, ∙ ∙ ∙, √n"1>)

vorgeschrieben; es sollen y und z als Funktionen y => f(%}, z = g(x} von x*) Die willkürliche Auswahl des oben mit a bezeichneten Argumentes x be­dingt nicht etwa das Auftreten einer (w-∣-l)tβn willkürlichen Konstanten in der Lösung. Wir treffen nämlich dieselbe Lösung, falls wir für ein verändertes Argu­ment x=a, die Konstanten b', bf - ·-,b't_, in richtiger Art wählen.
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300 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [2
so bestimmt werden, daß die Eintragung dieser Funktionen in (6) zwei 
identische, d. h. für alle x eines geeignet geivählten Intervalles gültige Glei­
chungen liefert:

(f(m)(x) ≈ φ(x, f(^), f'(x),' · ■, f(m~ 1∖χ), g(x), g'(x), ■ ■ ∙, g<n~1>(x)), ί ≠0(>) = ψQc,M,f'Q0, ∙∙-,fim~1∖x),g^, g∖x'), ∙ ∙ ∙, √ft-¾)).Es ist nämlich in diesem Falle sofort wieder die Zurückführbarkeit auf ein System von (m + n) Differentialgleichungen erster Ordnung möglich. Man setzt zu diesem Zwecke y⅛e> = yμ, z^ = zv und gelangt in der Tat zu folgendem Systeme von (w + w) Differentialgleichungen:ς\ I y — Uv Vi =y»"') ym-2~ym~ij Vm-\ = (k (10y> yv" ^dJm-v ⅞ ^n~ι)>' l =zx,zf =zi,~·, <_2 = zn_ 1, <_ 1 = ψ0,y,y1,∙∙∙,ym-1,e,s»∙∙∙,zn_i) mit einer unabhängigen Variablen und den (m-f-w) abhängigen Variablen y, y1, ∙ ∙ ∙> ‰-ι, e>ev ,">sn-v Die Lösungen dieses Systems liefernuns zugleich diejenigen von (6).2. Beispiele leicht lösbarer Differentialgleichungen. Es sollen zu­nächst drei einfache Beispiele solcher Differentialgleichungen höherer Ord­nung besprochen werden, die durch Quadraturen lösbar sind.I. Es gilt folgender Satz: Eine Differentialgleichung zweiter Ord­
nung der Gestalt:(1) y"≈ (f){x},
in der also neben der zweiten Ableitung von y nach x nur noch die unab­
hängige Variable x (aber weder y noch y,) auftritt, ist durch zwei Quadra­
turen lösbar und hat als allgemeines Integral:(2) y ≈J (Jφ(x) dx} dx + (\x + C%,

wobei die willkürlichen Konstanten als Koeffizienten einer ganzen Funktion 
ersten Grades von x auftreten. Das zur Gleichung (1) gehörige System (4) S. 298 ist nämlich: , ,

d∕x-yi, (und führt sofort zur Lösung (2) hin.Für das in (2) rechts stehende Integral benutzen wir die symbolischeSchreibweise: C*l Γt \ {*
f ( ∕ φ(af) dx) dx =-L· φ(rc) dx2und schreiben entsprechend das Ergebnis w-maliger Differentiation. Dann gilt der ebenso beweisbare allgemeine Satz: Eine Differentialgleichung 

nter Ordnung der Gestalt:(3) ^n>=φO),
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2] Differentialgleichungen der Gestalten y<∙n^ =. tp (x) und t∕0*,== φ(y0i-υ) 301
in der also neben der ntea Ableitung von y mir noch x allein auftritt, ist 
durch n Quadraturen lösbar und hat das allgemeine Integral:(4) y ≈fwI>W dχn + C1rrκ~1 + C2xn~2-\-------- H Gn.II. Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung der Gestalt:(5) √'=9>(√)besitzt als System (4) S. 298:w l⅞-9,ω∙Die zweite Gleichung ist durch Trennung der Variablen lösbar und führt zur allgemeinen Integralgleichung:
Nach Berechnung des linksseitigen Integrals denken wir die Gleichung in bezug auf yl aufgelöst: = ψ(χ + C1)und tragen das Ergebnis in die erste Gleichung (6) ein. Die entstehende Differentialgleichung ist unmittelbar lösbar und ergibt:(Ό y Ψ (% + Cf) dx + Cγ2.
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (5), in der neben y" nur noch 
die erste Ableitung y, (nicht jedoch x und y) auftritt, ist gleichfalls durch 
zwei Quadraturenflösbar und hat das allgemeine Integral (7).An (5) reihen wir die Differentialgleichung ntθr Ordnung:(8) ;,<»>_ φ(j,(.-1>),der das folgende System von Differentialgleichungen erster Ordnung entspricht:(9Ί ⅛' = i∕ ⅛'1≈i,. ... ⅛J=w ‰A==σ√w λ\ / dx vn yjx J27 i ^x y>ι-∖ι cjx fP∖y∣ι-ι,Die letzte dieser Gleichungen gestattet dieselbe Behandlung wie die zweite Gleichung (6) und führe auf:

26,-1 = =→f>+C1),womit wir für y eine Differentialgleichung (w—l)tβr Ordnung der unter I behandelten Art gewonnen haben. Entsprechend der Gleichung (4) ist also: (10) yt=J^ι i^(x + C1')dxn-l+ C2xn~2 ÷ C3λjm-8 4-------- ∖- Cn.
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302 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [2
Auch eine Differentialgleichung nter Ordnung (8), die neben der nten Ab­
leitung von y nur noch die (n-l~)te Ableitung (aber keine weitere und auch 
nicht x) enthält, ist durch n Quadraturen lösbar und hat das allgemeine 
Integral (10).III. Zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung der Gestalt:(11) √'=950∕)gehört das System:
(12) ⅛-λ> ⅛ = *,(≈')∙Betrachten wir y1 als Funktion von y und damit (indem y Funktion von 
x ist) als „zusammengesetzte“ Funktion von x, so folgt nach der „Ketten-regel“: ⅛ = ⅜ . ⅛ = w = α,(V)

dx dy dx dyDamit haben wir zwischen y und yr eine durch Trennung der Variablen lösbare Differentialgleichung erster Ordnung:Λ ¾ -gewonnen. Die Integration ergibt:
y*= 2'fφ(y) + ⅛, + ⅛-Auch die hier rechts noch verbleibende Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y ist durch Trennung der Variablen lösbar und ergibt:(13) f . dy ,= ≈x + C2.

J Ϋ2 f fAA+cι

Dine Differentialgleichung zweiter Ordnung (11), die neben y" nur noch y 
(aber weder y noch x) enthält, ist durch zwei Quadraturen lösbar und ergibt 
die allgemeine Integralgleichung (13).Endlich können wir die Gleichung (11) noch verallgemeinern zu:(14) 2∕(n)= φ(y("-2)).Aus ihr berechnet sich zwischen yzi_2 = unc^ x w*θ soeben:

I' ιiy"- = -x + C,.
J V*f <f>(yn-()dyn-i + c1Wenn man diese Gleichung nach Berechnung des Integrals in bezug auf 

yn_2 auf löst, so folgt:(15) ‰-2 = ^⅛ = ^(^+^2,c,ι)∙
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2] Differentialgleichungen der Gestalt yθθ = φ (yθι 2)). Aufgaben 303Damit haben wir wieder eine Differentialgleichung von der unter I be­handelten Art gewonnen und finden nun sofort:(16) y =j^ψ(x+Cs, Cl)dxn~,+ Gsx-s + Clx"~i + ■ ■ ■ + G„.

Auch eine Differentialgleichung nter Ordnung (14), die neben der nten Ab­
leitung von y nur noch die (w —2)te (aber weder eine weitere noch auch x)· 
enthält, ist durch n Quadraturen lösbar zind liefert das allgemeine Inte­
gral (16),Aufgaben: 1) y"=ay'.— y = c1eax-∖-ci.2) 8y"∕=9. — 2∕ = (aj + c1p' + ci.

3) y''=V^y' — θ∙ — 2/ = y «+ (z + Ci)3+c2∙
4) Man zeige, daß der Kreis die einzige ebene Kurve ist, für welche der Krümmungsradius ρ längs der Kurve konstant ist. — Zufolge (3) in I, 303 gilt,, falls ρ konstant gleich r sein soll:

ry" = (y1 + y'2 )3·Nach der an (6) angeschlossenen Rechnung folgt:
Γ dy'r ■ I . t ■ ----cr = x — «,

J (V1 + y ^)unter a eine erste Integrationskonstante verstanden. Zur Berechnung des Integraler führe man an Stelle von y, als neue Variable den Winkel a durch die Gleichung ι∕'=tgα ein; man wird finden:(17) r / cos a d a — r sin a = x — a.Mit Benutzung dieses Ergebnisses folgt weiter:
dy dy da 1 d yo α qJ cιa rcQ&a daund damit, unter b die zweite Integrationskonstante verstanden:

rsmada≈dy, —r cos a — y — b.Quadrieren wir die letzte Gleichung sowie die Gleichung (17), so folgt durch Addition: ■ (tf —α)2+β∕-δ)i=rs,also in der Tat die Gleichung eines Kreises vom Radius r.5) Für welche ebenen Kurven ist der Krümmungsradius ρ stets gleich derdritten Potenz der Normalen 2V? — Da:
w=M)∕r+]rgilt, so befriedigen die gesuchten Kurven die Differentialgleichung:y'V—±1.deren Lösung aus (13) hervorgeht. Da in der Gleichung (13) die Änderung von ar
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304 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [3um eine additive Konstante geometrisch nur eine Translation der Kurve in Rich­tung der «-Achse bedeutet, so ist es ausreichend, Ci = 0 zu setzen und nur die Konstante C1 = c beizubehalten. Man findet:
Χ=Γ d\.:_ Γ _ > vcyτ 1.√ Vc±2∕>r,⅜ J V≈<∕'+1 cMau gelangt (dein Doppelzeichen entsprechend) zu zwei Scharen von Kegelschnitten : c8ic* i— cτ∕2 + 1 = 0,deren Lage und Gestalt man näher feststellen wolle.3. Beispiele aus der Mechanik. Die in § 2 behandelten Differential­gleichungen treten oft in der Mechanik auf, wie durch einige Beispiele belegt werden möge.1) Das Problem der Gestalt des Drahtseiles einet’ Hängebrücke führt auf eine Differentialgleichung der unter I behandelten Art. Die y-Achse der f⅛∙ 89 sei vertikal nach oben gerichtet. Zwischen den beiden festen Punkten Ao und A hänge ein biegsames Seil, das neben dem Eigenge­wichte durch Lasten, die in kurzen Zwischenräumen angebracht sind, ge­spannt wird. Wir bilden uns folgende Näherungs vor Stellung, welche auf der Annahme beruht, daß die Belastung stetig über das ganze Seil verteilt sei: Die im Intervalle zwischen x0 und x, d. i. längs des Seilstücks PθP, nach unten ziehenden Schwerkräfte (s. Fig. 89) mögen eine Re­sultante liefern, die bei festem χύ und ver­änderlichem x „stetig“ und „differenzier­bar“ von# abhänge. Den mit —1 multipli­zierten Wert der Ableitung dieser Funktion von x bezeichnen wir mit <jp(#) und nennen die in Fig. 89 angedeutete Kurve der Gleichung η≈=φ(x) die „Belastungs­kurve“. Die in der Figur schraffierte Fläche, die „Belastnngsfläche“ für das Stück P0P, gibt uns dann in ihrem Inhalte den Wert der Resultante

R der längs P0P wirkenden Schwerkräfte:
X(1) P == — y φ(x)dx.

χ<,Das Seilstück P0P wird nun durch R sowie zwei in den Endpunk­ten Po und P tangential zum Seile wirkende Zugkräfte So und $ imGleichgewichte gehalten (s. Fig. 89). Fassen wir die Zugkräfte mit Rück­sicht auf ihre Richtungen als „Vektoren“ <3θ und © sowie die Resultanteder Schwerkräfte als Vektor 91, so besagt ein bekannter Grundsatz der
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3] Drahtseil einer Hängebrücke 305Mechanik, daß zwischen den drei Kräften nur dann Gleichgewicht be­stehen „kann“, wenn die Summe jener drei Vektoren gleich 0 ist:91 + @o+@ = O.Hieraus folgt aber (s. I, 366), daß sowohl die Summe der drei nach der «-Axe genommenen Vektorkomponenten verschwindet, als auch diejenige der drei nach der y-Achse genommenen Komponenten. Da die „«-Kom­ponente“ von 9t verschwindet, so liefern die beiden «-Komponenten von ©0 und @, nämlich:(2) — Ηϋ = — So cos α0, H=S∙cosa, die Summe 0, d. h. es ist:(3) Ho == H, So cos α0 = S cos a.Man bezeichnet H als „Horizontalzug“ im Punkte P; wir finden also, 
daß der Horizontalzug über das ganze Seil hin konstant ist, so daß insbe­sondere auch in den beiden festen Punkten Ao und A zwei gleiche (und natürlich entgegengesetzt gerichtete) Horizontalzüge H wirken.Die „^-Komponenten“ unserer drei Vektoren sind:— P, —∙ Vo = — Sθ sin α0, V = S sin a,von denen die beiden letzten als die „Vertikalzüge“ in Pθ und P be­zeichnet werden. Da auch die Summe dieser drei Komponenten ver­schwindet, so folgt: c ∙ c ∙ τ>, ° ό sin u — o0 sm α0 = P.Hieraus ergibt sich endlich mit Benutzung von (1), (2) und (3):

X

H(tgcc- tg α0) = -J φ(x)dx.

Sehen wir nun x als variabel an und verstehen unter y die Ordinate der „Seilkurve“, so nimmt die letzte Gleichung die Gestalt an:
X(4) H∙(y'-y^ = -j φ(x')dx.a⅛Durch Differentiation nach x finden wir als „Differentialgleichung der 

Seilkurve“:
(δ) Hy" = -φ(x),die in der Tat die Gestalt I hat. Ihr „allgemeines Integral“:

Hy — φ («) dxi + C1x + C2ergibt den Ansatz für die Gleichung der Seilkurve. Die Konstanten sind durch die Forderung zu bestimmen, daß die Kurve durch die beiden festenFricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 20
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306 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [3Punkte Ao und A, deren Koordinaten als gegeben gelten, hindurchläuft. Ist z. B., wie es bei einer Hängebrücke angenähert zutrifft, die Belastung gleichmäßig und also φ(#) konstant, etwa gleich — 2C0, so folgt:LD∕ = Cθrc2 Η- Qx -Hd. h. die Seilkurve ist eine Parabel mit vertikaler Achse.2) Ist das eben betrachtete Seil homogen und nur dem Eigenge­wichte unterworfen, so bezeichnet man die Seilkurve als ,,Kettenlinieiζ. Ist 
γ das Gewicht der Längeneinheit des Seiles und s die nach rechts wachsende Bogenlänge, so ist (s. Fig. 89) offenbar P == y(s —sθ). Die Gleichung (4) nimmt daraufhin die Gestalt an:

H∖y-y^ = y(s-s0),ihre Differentiation liefert mit Benutzung von (3) in I, 112 als „Dif­
ferentialgleichung der Kettenlinie“:(6) H,j"-r-Vι+yr2-Diese Differentialgleichung gehört der unter II behandelten Art an. Indem wir y" dx = dy setzen, folgt durch Trennung der Variablen y und x und Integration:

Ή. f-J⅛= = jffln(∕ ÷]∕l+√2) = γ(x + C1).
J-vι + yiNach (2) in I, 75 kann man bei Einführung der Hyperbelfunktionen und Gebrauch der Abkürzung Η: γ = a hierfür schreiben:

a · 5lr ©in y' = x + C1, y' = ©in X+aCl ·Die zweite Integration liefert als Gleichung der Kettenlinie:(7) y = a (So§ -1 ÷ C2,womit der öfters ausgesprochene Satz, die (5o3-Kurve sei eine Ketten­linie, bewiesen ist.3) Als Beispiel für eine Gleichung der Art III betrachten wir erst­lich das einfache Pendel. Ein materieller Punkt P der Masse m sei an einen festen Punkt 0 mittelst einer Stange OP gebunden, die in einer Vertikalebene um 0 drehbar ist. Die Länge der Stange OP = l heißt die „Pendellänge“; die Masse der Stange sei im Vergleich zur Masse des materiellen Punktes P so klein, daß sie gleich 0 gesetzt werden mag. In der vertikalen Ebene des Pendels wählen wir 0 als Pol eines Polarkoordi­natensystems und die von 0 nach unten gerichtete Gerade als Achse. Der Punkt P kann sich nur auf der Peripherie eines Kreises vom Radius l um 0 bewegen Unsere Aufgabe ist, festzustellen, wie sich der Punkt P
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3] Kettenlinie. Einfaches Pendel 307unter der eben bezeichneten Beschränkung der Beweglichkeit bβλvegen wird, falls auf ihn als beschleunigende Kraft einzig die Schwerkraft wirkt.Bei freier Beweglichkeit würde die Schwerkraft dem Punkte eine Beschleunigung erteilen, deren Vektor die Richtung der Polarachse und den absoluten Betrag g = 9,81 ... hat. Da der Punkt durch die Stange an 0 gebunden ist, so übt er bei seiner Bewegung auf die Stange einen Zug oder einen Druck aus und erfährt demnach selbst von der Stange einen gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten Zug bzw. Druck. Die wirklich eintretende Bewegung ist das Ergebnis dieser letzteren Kraft, deren Vektor auf der durch 0 und P laufenden Geraden liegt, und der Schwerkraft.Es sind nun bereits in I, 369 Aufg. 4) die Gleichungen für die Ge­schwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes in Polarkoordinaten ausgedrückt. Speziell unter (3) daselbst finden sich für die Komponente 
br der Beschleunigung in der Richtung von 0 nach jP, sowie für die Kom­ponente senkrecht zu OP nach Seiten wachsender die Darstellungen:(8) hr == r — rfi·2, b9, = 2 r-fi + r&,wo die Ableitungen nach der Zeit t durch Punkte an­gedeutet sind. Zur Komponente f)θ, liefert die Schwer­kraft, wie in Fig. 90 für zwei Lagen von P näher erläutertist, den Beitrag — g sin die Zug- oder Druckkraft,deren Vektor auf der durch 0 und P laufenden Gera­den liegt, kann eben wegen dieser Lage keinen Beitragfür h3, ergeben. Für i>r liefert die Schwerkraft denBeitrag g cos -fr; die durch die Stange auf P ausgeübte Kraft habe in Richtung wachsender r die Größe p*), sie würde dem frei beweglichen Punkte die Beschleunigung ·— erteilen. Es gilt somit:K = £ cos #, i>5∙= — (/sin <fi,.Da nun r konstant gleich Z ist, so erhalten wir aus (8) als „Pifferential- 
gl&ichungen des einfachen Pendels“:(9) — Zfi2 = ~ -}- g cos fi, Z = — <7 sin fi,.Die zweite dieser Gleichungen dient zur Berechnung von als Funk­tion der Zeit Z; sie ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung der unter III behandelten Art, deren allgemeine Integralgleichung nach (13) S. 302 die folgende ist:*) Ist p<≤0, so liegt eine „Zugkraft“ vor. 20
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308 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [3(10) ∣' -'is -ι∕y∙<+⅞.
Statt der in (13) S. 302 mit C1 und C2 bezeichneten Konstanten sind hier die folgenden gebraucht:
Die erste Quadratur war sofort ausführbar; das in (10) noch verbleibende Integral ist indessen ein „elliptisches“*). Die Theorie des einfachen Pen­
dels ist also nur mit Hilfe der elliptischen Funktionen endgültig zu be­
handeln.Indessen können wir doch in einem gleich näher zu bezeichnenden Spezialfalle eine „Näherungsrechnung“ mit „elementaren“ Funktionen durchführen. Wir berechnen aus (10) die „Winkelgeschwindigkeit“:(11) ff = j∕2y- ]∕cl+ cos ff**).Zur Zeit t = 0 möge nun ff = 0 zutreffen und die Winkelgeschwindigkeit 
einen sehr kleinen positiven Betrag haben. Dann hat die Konstante c1 einen Wert, der — 1 nur um sehr wenig übertrifft. Erklären wir demnach einen sehr kleinen positiven Winkel a durch die Festsetzung c1 = — cos a, sofolgt aus (26): . -----------------ff = 1/ -y j/cos ff — cos «,woraus hervorgeht, daß fi beständig dem Intervalle — a ≤ θ ≤ fi- α an­gehören muß und also selbst stets sehr klein beibt. Unter diesen Um­ständen können wir auf Grund der „Kosinusreihe“ angenähert:cos = 1 — 4 fi2, cos a = 1 — 4- α2, 2 (cos # — cos a) = ce2—#2schreiben und finden, da für t — 0 auch = 0 sein sollte:, ί / g ∕, d& . -9,
Umgekehrt ergibt sich für ff hieraus:(12) ff = α sin ,

*) Man vgl. S. 38. Setzt man cos ff = 2, so rechnet sich das Integral inalgebraische Gestalt um und hat dann die Quadratwurzel aus einer ganzen Funk­tion dritten Grades unter dem Integralzeichen.**) Die Eintragung dieses Ausdrucks in (9) gestattet die Berechnung von p als Funktion von ff.
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Pendel mit kleinem Ausschlagswinkel 309
so daß sich & in Abhängigkeit von der Zeit t nach einem „Sinusgesetze“ 
ändert. Wir erkennen sofort in a den „Ausschlagswinkel“ des Pendels, d. i. in +« die Extremwerte von ff, und in:(13) τ-illz7die „Schwingungsdauer“, d. i. die Zeit, die das Pendel gebraucht, um aus der einen Extremlage in die andere zu gelangen.4. Zentralbewegiuigen. Eine bemerkenswerte Verwendung finden die Differentialgleichungen der Art III bei der Untersuchung gewisser „Zentralbewegungen“. Ein frei beweglicher materieller Punkt P werde von einem festen Punkte 0 mit einer Kraft angezogen oder abgestoßen, 
die allein von der Entfernung OP = r abhängt. Der Vektor 6 der Be­schleunigung hat demnach die Richtung von P nach 0 (Anziehung) oder die entgegengesetzte Richtung (Abstoßung), während der Betrag J 6 J eine Funktion des Radius vektor r allein ist. Die Komponente br der Be­schleunigung ist hiernach gleich — |b| im Falle der Anziehung und gleich . |6| im Falle der Abstoßung. Schreiben wir br = ψ(r), so wird durch das Vorzeichen der Funktions werte ψ(f) bestimmt, ob Anziehung oder Ab­stoßung vorliegt.Es sei nun ψ(r) gegeben und die Aufgabe gestellt, die Bewegung des Puuktes zu untersuchen. Die Aufgabe ist erst dann eine bestimmte, wenn zu irgend einer fest gewählten Zeit t0 der Ort PQ des Punktes und der Vektor 0θ der Geschwindigkeit vorgeschrieben sind. Ist t>θ mit dem augenblicklichen Beschleunigungsvektor, d. h. mit der Richtung P0O, gleich oder entgegengesetzt gerichtet, so wird P stets auf der Geraden 
OPo verbleiben, und wir haben mit einer geradlinigen Bewegung zu tun. Liegt dieser Fall nicht vor, so wird durch t)θ und 0 eine Ebene festgelegt, in welcher P beständig verbleibt, und wir haben eine „ebene Zentralbe­
wegung“, deren Grundformeln in I, 369 entwickelt sind. Dieser Fall liege vor.Für die beiden Komponenten br und f>5 der Beschleunigung haben wir nach (3) in I, 369 und der vorstehenden Überlegung:(1) br= r — rff2= ≠(r), h5, = 2r& + rff = 0.Die zweite Gleichung führte a. a. 0. zur Gleichung:
(2) r2ff = α, adt==r2dfr,

wo a (damals a genannt) eine Konstante war; hieraus entsprang der an
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310 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [4die Gleichung (8) in 1,370 angeschlossene „Flächensatz“. Tragen wir den aus (2) folgenden Wert für ff in die erste Gleichung (1) ein, so folgt:(3) r = α2r~8 + ≠(r).Damit haben wir zur Berechnung von r als Funktion von t eine Differen­tialgleichung zweiter Ordnung der unter III behandelten Art gewonnen. Die Lösung kleiden wir nach (13) S. 302 in die Gestalt:
(4) f~, ~=,

yc — usr 2-j-2y⅛(f)drwo C und t0 die Integrationskonstanten sind. Differenzieren wir die Glei­chung ( 4), so folgt nach Zusatz des konstanten Faktors a mit Rücksicht
adt =≈ r-dv = a - - ....----- ■

y C — ccsr~i -j- 2 / ψ (r) d»'Diese Differentialgleichung zwischen r und ff ist sofort durch Trennung der Variablen lösbar und liefert:(5) ff — ff0 = α i-d-- ... .

J r∖Cri- u2-∖-2r2∣ψ(f)dr

In (5) haben wir die Gleichung der „Bahnkurve“ des Punktes P; Glei­
chung (4) liefert r als Funktion von t und (5) damit auch ff als Funktion 
von t. Die gestellte Aufgabe ist demnach durch Quadraturen vollständig lösbar.Die den f>r und i>ι9, entsprechenden Komponenten ör und 0ι, des Ge­schwindigkeitsvektors ü (s. I, 369) berechnen sich so:(6) vr= r =^,∕c,-α2r"2+2∕≠(r)<∕r, v9≈rff≈y, woraus für den Betrag v = ! ü | der Geschwindigkeit sich ergibt:(7) v = -f-∕r2 + r2ff2 = +^∣∕θ + 2 ∣ψ(r)dr.Die Bestimmung der Integrationskonstanten behalten wir uns für die weiter zu betrachtenden Beispiele vor.Wir wählen nun ψ(r) mit einer Potenz von r proportional und finden alsdann drei Fälle, in denen die Integrale (4) und (5) elementar werden; dies tritt ein, wenn ≠(r) mit r, r~i oder r~3 proportional ist. Wir be­handeln diese drei Fälle, indem wir uns jedesmal auf eine „Anziehungs­kraft“ beschränken.
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4] Zentralbewegung. Allgemeine Lösung 3111) Ist √>(r) == — ytr, 80 ist das Integral von 2ψ(r)dr gleich — ιu2r2, und die Gleichungen (4) und (5) nehmen nach kurzer Umrechnung die Gestalt an; /» zj∕1,a∖2(i-iθ) = + ∕ *g‰=x
k 07 J V—α2÷ Crt- ii,ir*,2(# - «·„)------/ lι-r--L _∕-,∕-⅛+-⅞r-=-r→Beide Integrale berechnen sich nach (4) S. 35; es findet sieh:2μ2r2 = C 4- }∕C2- 4α2p2 sin 2μ(t — t0),

2a2r~2 = C - ]∕C2 ≡~4^⅛2 sin 2(fr - #„).Über die Auswahl des Zeitnullpunktes sowie auch über die Richtung der Polarachse können wir noch willkürlich verfügen. Dies läuft darauf hinaus, daß wir t0 und -fr0 frei wählen dürfen; wir setzen:(8) <o--⅛ »o--4und finden dann: ( 2p2r2 = C + yC2- 4 α2μ2 cos 2μt,∖2a2r~2 = C — yC2 — 4a'2μ2 cos 2fr.Die Konstante C muß offenbar positiv sein. Für r haben wir eine periodische Funktion derZeit gewonnen, die, falls wir die Wurzel in (9) positiv nehmen, für t = 0 ihr durch a zu bezeichnendes Maximum undfür t = ~ ihr Minimum ά erreicht. Für diese Extremwerte a und b 2 μvon r gilt dann:2μ2 α2 = C + yC2-4a2μ2, 2μ2b2≈C- yCr-4^μ2,woraus wir leicht die drei folgenden Gleichungen entwickeln:
C = μ2 (a2 + b2}, yC2-4a2μ2= μ2 (a2 - b2), «2 - μ2 a2b2.Tragen wir diese Werte in (9) ein und schreiben überdies:cos 2μt = cos2 μt — sin2pi, cos 2fr = cos2 fr — sin2 fr, so ergibt die Rechnung:(10) r2 = α2cos2pi + δ-sιn2μ√, -—-i--------1--------- ^r-= 1.Durch Einführung rechtwinkliger Koordinaten rr = rcosfr, p=≈rsinfr und Auflösung der beiden Gleichungen (10) nach x und y folgt:(11) ⅛+^5-≈l, rr = + αcosμi, p = ±bsinpA
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312 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [4Damit haben wir folgendes Ergebnis gewonnen: Wird der Punkt P vom 
Zentrum 0 mit einer der Entfernung proportionalen Kraft angesogen, so 
beschreibt er eine Ellipse des Mittelpunktes 0, und die Koordinaten ändern 
sich mit dar Zeit t nach „Sinusgesetzen“*)2) Die Annahme ^(r) = — μ2r~2 für die Beschleunigung ist beim „Gravitationsgesetze“ erfüllt, und also finden sich Beispiele für die zu untersuchenden Vorgänge in den Bewegungen der Planeten. Ist m die Masse des angezogenen Punktes P und M diejenige des anziehenden Punktes 0, so ist die Anziehungskraft K einmal nach einem allgemeinen Grundsätze der Mechanik gleich dem Produkte der Masse m und der Be schleunigung '-ψ(r')∖,, andrerseits gilt für K das Gravitationsgesetz in seiner bekannten Form K = κ2 · Mm ∙ r~2, unter κ2 die sogenannte „Gra­
vitationskonstante“ verstanden. Hieraus findet sich:(12) K = m ∙ ∖ψ(f)∖ = μ2m ∙ r~2 = κ2Mm ∙ r~2, μ2=κ2M,

so daß μ2 das Produkt der Konstanten κ2 und der Masse M des anziehen­
den Punktes ist.Für die jetzt vorliegende Funktion ≠(r) folgt aus (5):

% = Γ a dr________ f*___________ d(r~1)_________
» y ,∙vcct+w “ j p'Z7V⅞7-η√Γ ’Das Integral berechnet sich wieder nach (4) S. 35 und zwar in der Gestalt:

= arc sm I —i |vι^+⅛ymit positiv genommener Wurzel. Wie beim vorigen Beispiele können wir über {f0 verfügen und setzen fi,θ= — y. Dann folgt:-r-l + ⅛>-j∕ξ+⅛C0βO.• α, r α, αzZur Abkürzung führen wir zwei positive Konstante p und c durch:<i3)
*) Vgl. Aufg. 1) in I, 368. Übrigens rührt das erste Doppelzeichen in (11) da­her, daß die Festsetzungen des Textes noch offen lassen, ob dem Werte t = 0 der Wert 9 = 0 oder 9 = π entsprechen soll. Wegen des zweiten Doppelzeichens be­achte man, daß zwar cci durch μ, a und b eindeutig bestimmt ist, aber noch nicht a selbst.
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4] Bewegung der Planeten und Kometen 313·ein. Dann ist: _ r-x + j,-. = ιψ-.cosfi∙,woraus sich als einfachste Gleichung der Bahnkurve von P ergibt:fl 4) r =------ —------ .k j i — c cos öDamit ist das „erste Keplersche Gesetz“ in erweiterter Gestalt gewonnen:: 
Der Punkt P beschreibt einen Kegelschnitt, für welchen 0 ein Brennpunkt 
ist (s. „A. G.ii, S. 64), und zwar liegt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
cor, je nachdem 0 ≤ c < 1, c = 1 oder c > 1 ist oder, wie man zufolge (13) auch sagen kann, je nachdem — μia,~2 ≤ 0 < 0, C = 0 oder C> 0 ist.Das „zweite Keplersche Gesetz“ ist der schon in I, 370 allgemein für Zentralbewegungen bewiesene „Flächensatz“; das „dritte“ aber bezieht sich nur auf elliptische Bahnkurven und kann aus (4) oder auf folgende Art entwickelt werden: Aus dem zweiten Gesetze r2ft = ce folgt, wenn wir α = μ]∕p setzen und für r den Ausdruck (14) eintragen:

p dft = a μ(f ~ to) = P γp i -
(1 — c cos -θ')2 ’ f× o∕ r r ∙rt∕ (1 — ccos∙9)8Das hier rechts stehende Integral ist in Aufg. 7b) S. 167 bereits berechnet und zwar mit Hilfe des in Fig. 41 daselbst dargestellten Winkels η∙ es ergibt sich: δ

μ(t - t0) = — (aη + e sin η),wenn mit a, b die Halbachsen und mit e die lineare Exzentrizität der Ellipse bezeichnet werden. Nach „A. G.“ S. 60 ff. stellen sich die Halb­achsen a, b im „Halbparameter“ p und der „numerischen Exzentrizität“ c- 
so dar: • α = √ «, b = ■■■ .∣∕i-c2Mit Rücksicht hierauf läßt sich die zwischen t und η bestehende Bezie­hung auch so schreiben:(15) μ(t — t0) — ]∕a (αη + e sin η).Bei positiv genommener Wurzel*) wird η mit wachsender Zeit t gleich­falls wachsen. Der Zunahme von η um 2 π entspricht eine Zunahme von t um die „Umlaufszeit“ T. Für T folgt demnach aus (15) und (12):(16) T = — a"γa = —^=-α]∕α.r κ-∣∕M rWird nun noch ein zweiter Punkt P' vom Punkte 0 der Masse M nach

‘) Es gelte a > 0 und also <9, > 0.
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314 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnungdem Gravitationsgesetze angezogen und ist die Bahnkurve dieses Punktes eine Ellipse der großen Halbachse a, so gilt:(17) Γ=-⅛α'V< T2: r2 = α3∙.α8.
v ' ×∖HDie zweite Gleichung bringt das ,,dri^θ Keplersche Gesetz“ zum Aus­druck: Die Quadrate der leiden Umlaufszeiten verhalten sich wie die Kuben 
der großen Halbachsen.3) Im dritten Palle ≠(r) = — μ2r~3 einer dem Kuhu3 der Entfernung indirekt proportionalen Anziehungskraft werden die Integrale (4) und (δ) besonders einfach; dagegen gestalten sich die möglichen Bewegungsvor­gänge sehr verschiedenartig und kompliziert. Zunächst ergibt sich für die Komponenten der Geschwindigkeit:(18) ür = yü-7α2~7>z2, = ar-1und für den Betrag der Geschwindigkeit:(19) v≈+ycTpiF2.Die Gleichungen (4) und (5) nehmen die Gestalt an:(20) Z-⅛,-J-=^==, 4>-^--κJp==i===
Es gelte α>0, so daß sich P im Sinne wachsender Werte & bewegt; auch μ möge positiv sein.Ist nun erstlich α>μ, so ist G>0. Das erste Integral (20) liefert, falls wir t0== 0 setzen, folgende Darstellung von r als Funktion von £:(21) r ≈YW + 7, ε = +]∕α⅛-i > θ∙Wir erkennen in der damit eingeführten Zahl ε die zur Zeit t = 0 ein­tretende Ideinste Entfernung des Punktes P von 0; zwecks Bestimmung der Integrationskonstanten gilt die Zahl ε als gegeben. Wächst die Zeit t von 0 bis oo, so wächst r von ε bis oo; überdies treten in je zwei Zeit­punkten + l gleiche Werte r auf. Die Geschwindigkeit v hat zur Zeit 
t == 0 ihr Maximum erreicht und nimmt sowohl für lim t = + oo als für lim t = — oo gegen den Grenzwert + ]/C ab; für 0r insbesondere gilt:(22) Or == sgn (£) )/(?]/1 — ε2r~2.Zur Zeit t = 0 verschwindet ür. Indem wir also für £ = 0 die Geschwin­digkeit gegeben denken, läuft dies darauf hinaus, daß a gegeben ist. Der Grenzwert der Geschwindigkeit ]∕C, bestimmt sich dann aus μ, u und ε auf Grund von Γ21).
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Zentralbeweguug bei einer mit r^s proportionalen Kraft 315Das zweite Integral (20) ergibt:ff — ffn =----- -7=∙ are sin (—).
0 s]∕C \r/Soll, wie wir vorschreiben wollen, zur Zeit t = 0 und also für r = ε auch ff = 0 zutreffen, so folgt, indem wir arc sin 1 = -^ eintragen:

an° + 28j∕c' .Zur Kürzung der Formeln führen wir noch eine Zahl ß durch:.-⅛-÷lΛΞg
ein; sie gehört dem Intervalle .0 < ß < 1 an. Betreffs der Konstanten können wir uns auf den Standpunkt stellen, κ und ε als positive Zahlen 
willkürlich und ß aus dem Intervalle 0 < ß < 1 willkürlich zu wählen, Zoo­
mit dann über μ in folgender Art verfügt ist:μ = + κyr=ψ.
Als Gleichung der Bahnkurve ergibt sich nun leicht:(23) r cos (ßff) = ε,

wobei ff, während t von — ∞ bis + oo läuft, als wachsende Variable das 
Intervall durchläuft:(24) - ⅞ ≤ » ≤ + ⅞∙Die Beziehung zwischen ff und t ergibt sich leicht durch Elimination von 
r aus (21) und (23).Man wolle sich die Gestalt der gewonnenen Bahnkurve klar machen. Die beiden in (24) für ff vorgeschriebenen Grenzen sind, absolut genom­men, stets > —; sie werden um so größer, je kleiner ß ist, und es bestehtfür sie, da ß dem Werte 0 beliebig nahe gewählt werden kann, keine obere Schranke. Man stellt ferner für die Bahnkurve leicht zwei Asym­ptoten fest. Gleichung (23) kann nämlich in die Gestalt:

r sin (γ + ßff^ = «gekleidet werden, wo das Argument von sin für das obere Zeichen an der unteren Grenze (24), für das untere Zeichen aber an der oberen Grenze verschwindet. Da für einen sehr kleinen Winkel ffθ angenähert
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316 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnungsin ∕3f>θ = ß · sin <9∙θ gesetzt werden kann, so finden wir gegen die beiden Grenzen hin als Näherungsgleichungen der Bahnkurve:
r sin (Λ ± ») _ ,· (sin cos » + cos ~ sin #) - oder bei Einführung rechtwinkliger Koordinaten x = rcosfr, y = r sin#: (25) αsin^±ycoβ^-∣.Diese Gleichungen stellen die beiden Asymptoten der Kurve dar.Hieraus ergibt sich, wenn wir ß nahe an 0 wählen, folgendes Bildder Bewegung: Der Punkt P kommt von der einen Asymptote aus dem Un­

endlichen, beschreibt spiralig eine durch ß bestimmte Anzahl von Umläufen 
um 0, bis er zur Zeit t = 0 die kleinste 
Entfernung von 0 im Punkte r = ε, i>=0 
erreicht; der weitere Verlauf ist dem bis­
herigen symmetrisch, P windet sich wie­
der nach außen und zieht gegen die zweite 
Asymptote hin ins Unendliche. Fig. 91 gibt die Gestalt der Bahnkurve wieder, die bei ß = —' eintritt, die beiden Asym­ptoten setzen hier die Gerade der Glei­chung x = 9ε zusammen.Der Fall a = μ ist rechnerisch be­sonders elementar, insofern die Glei­chung (3) die Gestalt r = 0 annimmt und also r konstant ist. Wir setzen r = + ^∣∕Cγ und haben dann die Fallunterscheidung (7 = 0 und 

C > 0 zu treffen. Für C = 0 ist r konstant, etwa gleich p, und aus For­mel (19) folgt dann, daß sich der Punkt P mit konstanter Geschwindig­
keit μρ~1 auf der Peripherie des Kreises vom Padius ρ bewegt. Ist (7>0, so folgt, wenn wir ^]∕C positiv nehmen und über t0 und <9∙θ zweckmäßig verfügen:(26) r = sgn (i) γC ∙ t, r# = - sgn(i)^, # = -
Jetzt besteht also die Bahnkurve aus zivei zur Polarachse symmetrischen 
„hyperbolischen“ Spiralen (s. I, 280); der Punkt P läuft im Augenblick (= 0 durch das anziehende Zentrum 0 hindurch, wobei die Winkelgeschwin­
digkeit für lim t = + 0 gegen die Grenze + ∞ wächst.*)*) Die für C = 0 gefundene Kreisbahn liefert ein Beispiel einer sogenannten 
„instabilen“ Bewegung; jedes noch so kleine Wachstum von C liefert eine vom Kreise total verschiedene Bewegungsform, nämlich die eines Paares hyperbolischer Spiralen. .
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4] Zentralbewegung bei einer mit r 3 proportionalen Kraft 317Ist endlich « < ku, so werden die Verhältnisse noch mannigfaltiger, da man jetzt zu unterscheiden hat, ob C > 0, =0 oder < 0 ist. Wir betrachten nui' den Fall C < 0 und finden, falls ε wie in (21) erkläi-t und £0= 0 gesetzt wird, aus der ersten Gleichung (20) wie oben leicht: (27) r=Hieraus geht das Resultat hervor, daß sich der Bewegungsvorgang auf das 
„endliche“ Zeitintervall:

~ γ≡ρ - t - Y—c

erstreckt, da nur für die diesem Intervalle angehörenden t reelle r aus (27) folgen. Zur Zeit t == 0 gewinnt P jetzt seine größte Entfernung ε von 0; für die Geschwindigkeitskomponente ür=z findet man:.(29) Ür = — sgn (i) ]/— C Ϋ— 1 + ε2r~2mit positiv genommenen Wurzeln. Das zweite Integral (20) führt jetzt auf die Funktion 5Ir indem man zur Zeit t = 0 auch == 0 vor­schreibt, findet man leicht:fr = - “ Sir GoSyιt∙-o> ∖>∙∕Zur Abkürzung der Bezeichnungen führen wir noch die positive Zahl:
ein und können uns auch auf den Standpunkt stellen, daß a, ε und ß als 
positive Zahlen willkürlich geivählt sind, wobei dann über g so verfügt ist:

μ = a j/l + β2.Da Gθδ eine gerade Funktion ist, wird die Gleichung der Bahnkurve: (30) r (∕3fi∙) = £,
wobei fr, während t das endliche Zeitintervall (28) durch 
läuft, von — oo bis + oo wächst.Wir gewinnen also folgendes Bild der Bewegung:
Die zur Polarachse symmetrische Bahnkurve windet sich 
gegen die Zeitschranken (28) hin beiderseits unendlich 
oft um O; während der ersten Hälfte des Zeitintervalls 
entfernt sich der Punkt von 0 auf der einen Hälfte der 
Doppelspirale mit abnehmender Geschwindigkeit bis zum Maximum ε der 
Entfernung von O, worauf in der zweiten Hälfte des Zeitintervalls der 
symmetrische Bewegungszustand wieder gegen O hin eintritt. Gegen die Zeitschranken hin wird sowohl r| als auch die Winkelgeschwindigkeit unendlich; man vgl. die in Fig. 92 beigefügte Skizze.
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318 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [5Aufgaben: 1) Man untersuche die Zentralbewegung für -ψ(r) ≈ -(- ∕i*r> <h h· hei Wirkung einer der Entfernung proportionalen Abstoßungskraft. — Als Bahn­kurve wird man eine Hyperbel finden, deren Mittelpunkt der abstoßende Punkt 0 ist. An Stelle der Gleichungen (11) tritt:ic = et μί, y = b (Sin μt.2) Wie bewegt sich der Punkt P, falls er von 0 mit einer dem Quadrate der · Entfernung indirekt proportionalen Kraft abgestoßen wird? — In der an (12) sich anschließenden Entwicklung hat — μs an Stelle von -j- ∕*2 zu treten. Es ist not­wendig C,)>0. Als Gleichung der Bahnkurve muß man finden:r==-______ *________ .c cos — 1
P bewegt sich auf einem Hyperbelzweige, dessen auf der konvexen Seite gelegener Brennpunkt 0 ist (vgl. „A. G.“ S. 65).3) Man untersuche die für ιf>(r) =≈ — μir~s, a <≤ μ und C=0 eintretende Zentralbewegung. — Man wird zu folgenden Gleichungen gelangen:r2 = 2∣i∣∣∕^Vατ=2α∕3∣i , r =so daß dem gesamten Zeitverlaufe eine aus zwei symmetrischen „logarithmischen“ Spiralen zusammengesetzte Kurve entspricht.5. Lineare homogene Differentialgleichungen. Eine Differential­gleichung zweiter Ordnung der Gestalt:(1) y" -1- φ(√) y' + ψ(x)y ≈ χ(x)heißt eine „lineare Differentialgleichung“, da sie in y, y, und y" linear ge­baut ist. Die Funktionen φ(⅛), V>(ic) und χ(ir) von x allein, die „Koeffi­zienten“ der Gleichung (1), seien in einem geeignet begrenzten Intervalle eindeutig und stetig. Ist insbesondere die Funktion χ(aQ mit 0 identisch, so heißt die Differentialgleichung „homogen“ (s. S. 277); eine solche Gleichung:(2) y" + φ(x)y' + Ψ(x)y = 0sei zunächst zur Behandlung vorgelegt.Die Gleichung (2) wird befriedigt, wenn man y mit 0 identisch nimmt.Ist noch irgend ein von dieser Lösung verschiedenes partikuläres Integral 
y, bekannt*), so kann man die allgemeine Lösung durch eine Quadratur und die Lösung einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung (s. S. 277), mithin insgesamt durch zwei Quadraturen finden. Führt man nämlich statt y eine neue abhängige Variable z durch:(3) „ _ ⅛p⅛

ax*) Die Existenz einer solchen Lösung folgt aus den allgemeinen Sätzen von S. 298 ff.
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δ] Lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung 31&ein, so ist für y und die Ableitungen von y in (2) einzusetzen:
(4) , y = «// (J*zd% + <71) + y1z,

. y" = y” (fzdx + C1) + 2yfz + t∕1√,unter C1 eine erste Konstante verstanden. Da die Gleichung (2) für yt identisch erfüllt ist, so ergibt sich für z die „lineare homogene Differen­tialgleichung erster Ordnung“:∕ + (φOO + 2⅛)* = θ>die nach S. 277 durch Trennung der Variablen zu integrieren ist*); es findet sich als allgemeine Lösung:r, _2z = C2y12 · eDurch Eintragung dieses Ausdrucks von z in die erste Gleichung (4) er­hält man als allgemeine Lösung der Gleichung (2):(5) y-C1y1+ G2y1f(yfie dx.

Kennt man ein erstes, nicht identisch verschwindendes Integral y1 der homo­
genen linearen Differentialgleichung (2), so ist die allgemeine Lösung durch 
zivei Quadraturen in der Gestalt (5) zu berechnen, wo Cf und C2 willkür­
liche Konstanten sind.Schreiben wir zur Abkürzung:(6)so nimmt das allgemeine Integral (5) die Gestalt an:(i) y = <⅛ ÷ c,2⅜∙Diese Bauart des allgemeinen Integrals ist übrigens leicht aus derjenigen der Gleichung (2) verständlich. Trägt man nämlich den Ausdruck (7) für y in (2) ein, so folgt bei Fortlassung des Arguments χ∙.

. y', ÷ yy + Ψy = Gi (yι" ÷ 9,y∕÷ Wι) ÷ G2(y2" ÷ yy% ÷ Vψ2)∙Sind aber yi und y2 partikuläre Integrale, so verschwinden die beiden Klammerausdrücke rechts in % identisch, so daß auch y, wie auch die beiden Konstanten gewählt sein mögen, die Gleichung (2) befriedigt.Wir nahmen an, daß yl irgend ein nicht mit 0 identisches partiku-*) Das Intervall der unabhängigen Variablen x denken wir hier und weiter­hin nötigenfalls so beschränkt, daß y1 in demselben nicht verschwindet.
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320 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [5läres Integral sei. Es sei jetzt ferner yi irgend ein weiteres Integral, jedoch so gewählt, daß y% : yγ nicht mit einer Konstanten identisch ist.*) Dann können wir yi als Integral von (2) in der Form:
y-2 = ci2∕l -f^ c2⅜darstellen, und zwar ist dabei c2 notwendig von 0 verschieden, da eben sonst : y1 mit c1 identisch wäre. Dieserhalb kann man schreiben:⅜ ~ “ ξ & + ξ ‰ ·Tragen wir aber diesen Ausdruck von y% in (7) ein, so folgt:

(8) <z-ς⅛ + c⅛ c1'-°λ-°λ, c;-%.t2Schreiben wir statt y2 wieder yi, so folgt: Sind y1, y2 irgend zwei nicht 
identisch verschwindende partikuläre Integrale der homogenen linearen Dif­
ferentialgleichung (2), und ist der Quotient y1 : y2 nicht mit einer Konstan­
ten identisch, so ist das allgemeine Integral von (2) in der Gestalt (7) ge­
wonnen, wo Ci und C2 zwei willkürliche Konstante sind.Um diesen Satz verallgemeinern zu können, nennen wir zwei Funk­tionen yl,y2 der Variablen x ,,linear-abhängig“, falls eine Gleichung:<9) c1½ + ¾⅜ = θmit konstanten und nicht zugleich verschwindenden Koeffizienten c1, c2 in x identisch besteht; gibt es indessen keine solche Relation zwischen i∕1 und y2, so heißen diese beiden Funktionen „linear-unabhängig“. Ist min­destens eine der Funktionen, z. B. yl, mit 0 identisch, so liegt lineare Ab­hängigkeit vor, da die Gleichung (9) für c1 =J= 0, c2 = 0 identisch gilt. Ist keine der beiden Funktionen mit 0 identisch, so könnte eine Glei­chung (9) nur dann gelten, wenn c1 und c.2 beide von 0 verschieden sind; dann aber erweist sich der Quotient yi : y2 als mit einer Konstanten iden­tisch. Andrerseits gilt, wenn das letztere zutrifft, immer auch eine Glei­chung (9). Wir können demnach den letzten über die Lösungen von (2) ausgesprochenen Satz in die einfachere Form kleiden: Sind yt,yi irgend 

zwei linear-unabhängige Lösungen von (2), so ist die allgemeine Lösung in 
der Gestalt (7) mit willkürlichen Konstanten C,, C2 gewonnen.Es sei nun eine lineare homogene Di ff erentialgleichung dritter Ordnung:(10) ∕" + φ(x)y"+ ψ(x)y + χ(χ)y = 0 „vorgelegt mit „Koeffizienten“ φ(x), ≠(V) und χ(x), die in einem geeig­net begrenzten Intervalle eindeutig und stetig sind. Wir nehmen wieder!) Es gibt sicher derartige Integrale; denn z. B. das obige yi ist ein solches.
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5] Linear-unabhängige Lösungen linearer homogener Differentialgl. 321an, es sei irgend ein erstes, nicht identisch verschwindendes partikuläres Integral y1 bereits bekannt. Führen wir auch hier als neue abhängige Variable das in (3) gegebene z ein, so ist an die Gleichungen (4) noch die weitere zu reihen:
?/"' = y1'''(J zdx + cQ 4- 3yι'z + 3yf z' + Viz"∙Aus (10) folgt dann für z die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:(11) /'+ (φ(z) + 3∣')∕+ (*(≈) + 2φ(z)¾' + 0.Nach dem schon bewiesenen Satze stellen wir das allgemeine Integral z dieser Gleichung in zwei partikulären, linear-unabhängigen Lösungen 

<⅞, z3 mittelst zweier willkürlicher Konstanten C2 und C3 in der Gestalt:£ = C,2 ⅞ ff- C3 z3«dar. Dann aber folgt aus der ersten Gleichung (4) für das allgemeine Inte­
gral y von (10) sofort:(12) y ≈ Clyl + C2y2 + C⅛ι∕3,
wo y^j V3 zwe^ weiteren partikulären Integrale sind:(13) y2 = yifzi dx, y3 = y1 fz3 dx.Indem wir den Begriff der linearen Abhängigkeit bzw. Unabhängig­keit von zwei auf mehr als zwei Funktionen von x übertragen, erkennen wir leicht, daß die drei gewonnenen Lösungen yi, y2,y3 linear-unabhängig 
sind. Bestände nämlich eine Relation:(14) <∖yl + c2yl + c3y3 = y1(c1+ c2fz2dx + c3fz3dx') =0mit nicht durchweg verschwindenden c identisch, so könnten jedenfalls c2 und c3 nicht zugleich verschwinden; denn in diesem Falle wäre auch 
c1 = 0, da y1 nicht mit 0 identisch ist. Aus dem gleichen Grunde (des nicht identisch verschwindenden yf) würde sich ergeben, daß notwendig: 

c1 + c2J^z2 dx 4- c3 jz3dx = 0identisch bestände, woraus durch Differentiation:h ⅞⅞ = 0als identische Gleichung folgen würde. Da aber z2 und z3 linear-unab­hängig sind, so folgt die Unmöglichkeit einer identischen Gleichung (14) mit nicht durchweg verschwindenden c.Nach der Voraussetzung war yl irgend eine nicht identisch ver- Fricke, Differential·- u. Integralrechnung. II. 21
www.rcin.org.pl



322 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnungschwindende Partikularlösung von (10). Es seien jetzt y1,y%,yz irgend drei linear-unabhängige partikuläre Integrale dieser Gleichung; dann sind:∕ιpi∖ s∙ _^(ί/71·^) y d⅛,→∙‰)
, ⅛~ dxzwei Integrale der Gleichung (11), die gleichfalls linear-unabhängig sind. Bestände nämlich eine Relation:

c z + c z - c + c s= 0-t- ⅞⅞ — ¾ dχ + « dχmit nicht zugleich verschwindenden c2, c3 identisch, so würde durch Inte­gration und Multiplikation mit yγ eine Relation:Mi + Ma + M3 = θfolgen, deren Existenz wir ausschlossen. Nach dem über die Gleichungen zweiter Ordnung bereits bewiesenen Satze können wir nun i2, z3, als linear-unabhängig, der Darstellung aller Lösungen der Gleichung (11)» also auch der obigen Lösungen ⅞, ⅞, ⅛grunde legen:⅞ = ov⅞ ÷ o3,^3, ⅞ = o2"⅞ + c3',⅞∙Man trägt diese Ausdrücke in (13) ein und findet:(lθ) dz ~ Q. Vx 4^ ^2 y3 -f- C3 t∕s, t∕3 = C1 yi -f- C,2 yi + C3 ys.Wenn wir demnach zunächst das allgemeine Integral y durch die yi, y<i, y3 in der Gestalt (12) darstellten, so können zufolge der Gleichungen (16) zu diesem Zwecke an Stelle der yi, ‰ ys auch die yi,yi, y3 benutzt wer­den. Damit aber haben wir den Satz gewonnen: Das allgemeine Integral 
der linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung (10) ist in 
irgend drei partikulären Lösungen y1,y%,y%, die linear-unabhängig sind, 
mittelst dreier willkürlicher Konstanten in der Gestalt (12) darstellbar.Die Überlegung ist so angelegt, daß ihrer Verallgemeinerung auf Grund des Schlusses der „vollständigen Induktion“ nichts im Wege steht. Es sei eine lineare homogene Differentialgleichung ater Ordnung:(17) 2/(ra) ÷ Φι (α) √w - υ + φg (®) y°l - s) 4-------h φn («) y = 0,vorgelegt, deren „Koeffizienten“ φ1(ic), φ2(aj), ∙∙∙, φw(aj) in einem geeignet ge­wählten Intervalle eindeutig und stetig seien. Dann gibt es n partikuläre, linear- 
unabhängige Integrale y1,y2, ∙.∙,yn, und die allgemeine Lösung ist in irgend einem 
solchen Jntegralsysieme in der Gestalt:
(18) y = O1y1-∖- Ciy2-∖- · · ■ -∖~ Gnyn
mit n willkürlichen Konstanten C1, C2, ∙∙∙, Gn darstellbar.6. Lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koef­fizienten. Die Entwicklungen; in § 5 gründeten sich auf die Annahme, daß ein erstes partikuläres Integral y1, das nicht identisch verschwindet,

[6
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6] Allgemeiner Satz über Lösung linearer homogener Differentialgl. 323bereits bekannt sei. Nun gebt zwar die Existenz eines Integrals y = f{χ), für welches man z. B. im Falle einer Differentialgleichung zweiter Ord­nung in einem Punkte xQ des Intervalles sogar die Werte f(⅛θ) und f'(⅛0) nach Belieben vorschreiben mag, aus dem Satze von S. 299 hervor. Da­gegen kann man schon im Falle einer Gleichung zweiter Ordnung keines­wegs immer eine gewünschte Lösung y1 durch Quadraturen gewinnen.Es gibt indessen einen wichtigen Spezialfall, in dem man die Lösung der Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Hilfe von Quadraturen er­halten kann. Sind die Funktionen φ{xy) und ^(#) mit Konstanten «, & identisch, handelt es sich also um die Lösung einer „linearen homogenen 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten“:(1) i∕"+α∕+&«/= 0, ’so gelingt die Angabe des allgemeinen Integrals auf folgendem Wege:Ist erstlich a = 0, so liegt eine Differentialgleichung der Art (11) S. 302 vor, und wir gelangen nach (13) S. 302 zur allgemeinen Lösung:(2) f, dy -x + Cs.

JVo,-ty, ’Bei Berechnung des Integrals ist zu unterscheiden, ob b < 0, =0 oder > 0 ist; im ersten und dritten Falle kommen die Formeln (2) und (4) S. 35 zur Verwendung:vi-lln ft +LCjι - ⅛⅛, ∖ = χ + Ci, l· < o, 
y = xycι + c,yc~1, 1,-0,V16arcsin(⅞s) = al+c- ft>θ∙

Die erste dieser Gleichungen gibt bei Übergang zur Exponential­funktion die erste der folgenden Gleichungen:
y^-b F ycι - by2∖ = ec>V~b ■ ex*-b, 
yY^-b - y~C1- W∖ = l<λ ∖-e~c^~e-χy~b,während die zweite eine einfache Folge der ersten ist. Durch Addition der beiden Werte yY~ & + ^∣∕C1 — by2 gelangt man zu «/; man setzt zurAbkürzung: __ ,___, e⅛V-b ce-ci↑χ∑rbH----- 7≈ = c1, H---- ι____  == c,~ “ 2J/-&und findet als allgemeine Lösung der Gleichung (1) für a =0, &<0:(3) y = cleχV~b + c2e~x^~b, 21
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324 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [6die man nach der zwischen der Exponentialfunktion und den hyperboli­schen Funktionen bestehenden Beziehung auch so schreiben kann:(4) = c1'δo3 (#]/—&) ÷ √ ©in (&']/—&) ·Hieran reiht sich der selbstverständliche Satz: Die allgemeine Lösung der 
Gleichung (1) für a = 0, b = 0 ΑΆ(5) y = c1α + c2.Endlich gelangen wir für b > 0 von der obigen vorläufigen Form der Lösung durch Übergang zu den trigonometrischen Funktionen zu: √⅞-sin (C2]∕b + xj/b) == sin (C2]∕6) • cos G>y⅛) 4- cos(C2yT>) • sin (W Schreiben wir zur Abkürzung:]∕^sin (C2]∕δ) = c1, j∕c6- cos (C2]∕b) = c2,so ergibt sich: Die allgemeine Lösung der Gleichung (1) ∕^fi'r a = 0, b > 0 ist:(6) 2/ = cι cθs (%Vb) ÷ ¾ sin (%Yb)·Eine Gleichung (1) mit a ⅛ 0 ist auf den eben erledigten Fall leichtzurückführbar. Führt man nämlich an Stelle von y eine neue abhängige 

1Variable z durch die Substitution y≈e 2 z ein, so geht die Gleichung nach Forthebung des Exponentialfaktors über in:-f- (b — -*- α2) z = 0,womit eine Gleichung der eben behandelten Art gewonnen ist. Die all­gemeine Lösung z berechnet sich nach (3) ff., und man erhält daraus für ?/:-yaaY x]∕∣α2-4. -a∙]∕2-α1-Λy = e ∖c1e +c2e J,L÷'fei + ⅛)
y≈e 2 (c1 cos (zj/b — * α2 ) + c2 sin (z]/b — * α2)),

je nachdem α2 - 4& > 0, =0 oder < 0 ist.Um dieses Ergebnis in seine einfachste Form zu kleiden, führen wirdie algebraische Gleichung zweiten Grades:(8) λ2+aλ + b≈0mit der Unbekannten λ und den Koeffizienten a, b der Differentialglei-
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6] Lineare homogene Differentialgl. mit konstanten Koeffizienten 325chung (1) ein. Diese Gleichung heißt die „charakteristische Gleichung“ der Differentialgleichung. Ihre Wurzeln:• - Ia + «2 - &,bezeichnen wir durch 2i, 22, falls sie reell und verschieden sind, durch 2, falls sie gleich, durch 2 + ig, 2 — zu, falls sie nicht reell sind. Dies sind gerade die drei bei (7) unterschiedenen Fälle; wir finden: Die all­
gemeine Lösring der linearen homogenen Differentialgleichung (1) mit kon­
stanten Koeffizienten ist:

(9)
y = c1 eλ'x + c2eλ*x, 
y = ez*(⅛ + c2),
y = cog yχ g∙n

je nachdem die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (8) reell und ver­
schieden, zusammenfallend oder nicht reell sind.Ist der Gebrauch komplexer Größen gestattet (s. darüber den Anhang), so kann man die dritte Gleichung (9) als Spezialfall der ersten fassen und den Satz aussprechen: Hat die charakteristische Gleichung (8) zwei „verschiedene“ (reelle oder 
nichtreelle) Wurzeln X1 und k,,, so ist das allgemeine Integral:(10) y = c1eλ'x-f caeλ*x.Gilt nämlich λ1 = λ -f iμ, λ2 = λ— iμ, so ist (s. §4 des Anhangs):

c — λ = e · e— · = e (cos μχ + τ 8inund (10) liefert, wenn wir c1 -)-c2 ==ct', i(e1 — c2) = c2' schreiben:
λx f r , .y — e^ (c, cos μx -}^^ c2 sin Uxf d. h. das dritte Integral (9).Auch bei der Verallgemeinerung auf eine lineare homogene Differentialglei­

chung nteτ Ordnung mit konstanten Koeffizienten:(11) y(n>)4* «iy'n 1∙, -J- aiy^-n 4- ∙ ∙ ∙ any — 0vermeiden wir Umständlichkeiten durch Einführung der komplexen Größen. Die zugehörige „charakteristische Gleichung“:(12) Γ + α1λ"-1 + αμw-2+ · · · + αw = 0,deren linke Seite wir als ganze Funktion wten Grades von l mit g(λ) bezeichnen wollen, möge die m-fache reelle oder komplexe Wurzel l haben. Wir führen dann die neue abhängige Variable z = e~λxy in (11) ein und finden zunächst unter Heranziehung der Regel (2) in I, 142 für y und die Ableitungen von y:

y = e z,

yr ≈=keλxz + eλxz',

y" = χ*eλxz 4- 2keλxz, + eλxz",

y" ≈ kseλxz + 3λ*eλxz' + 3λeλxz'' + ezV",
√")= kneλxz + ^λn~1eλxz' 4- (^kn~2eλxz" + ∙ ∙ ∙ + eλxz(n∖
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326 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [7Tragen wir diese Ausdrücke in (11) ein und heben den Exponentialfaktor fort, so nimmt, die entstehende Gleichung bei Gebrauch der Ableitungen /(1), <f'(X), ··· der ganzen Punktion g(λ) die einfache Gestalt an:z{n} + + ∙ ∙ ∙ + ⅛F*" + ⅛ry + g^z=0 ■Ist nun X eine m-fache (nicht jedoch eine (m -f- l)-fache) Wurzel der Glei­chung (12), so gilt (s. I, 79ff.):p(λ)≈O, √(λ) = 0, ..., ∕w-1>(λ) = 0, √w>(X)⅛0.Die Differentialgleichung für z hat also die Gestalt:j(rt) I 1) i __ i_ £ )ffl „(w) _ θ' (« — 1)! ' ml 'und ist demnach erfüllt, wenn z^m) mit 0 identisch ist, d. h. wenn z eine ganze Punktion (m — l)ten Grades von x mit willkürlichen Koeffizienten ist. Hieraus be­rechnet sich für y.(13) y-e%⅛χ∙"∙-1 + <⅛√∙-i+.∙∙ + ⅛,).Offenbar können wir wegen der Willkür der c auch sagen, daß der /«-fachen Wur­zel λ der Gleichung (12) entsprechend die m partikulären Integrale:(14) . eix, ∖χeλx, x3eλx, ■ ■xm~leλxgewonnen sind.Ist λ komplex, so schreiben wir besser (X -J- iμ) für X und benutzen den Satz, daß die Gleichung (12) auch die konjugierte Zahl (X — iμ) zur »i-fachen Wurzel hat (s. I, 77ff.). Wir haben also dann die 2 m partikulären Lösungen:(15) xveixeiμx^ xvelxe~iμx, r = 0,1, 2, ···,/«-1.Statt des beim einzelnen v eintretenden Lösungenpaars (15) können wir aber auch (e. den Schlußsatz von § 5) das folgende Paar benutzen:
1' Z X c' T c V Z Xx e --------'---------- = xe cosμx,2

iμx -iμxv J.xz, Ό v λχ ∙χ e --------—------- — xe sin μχ.2tAuf diese Weise gewinnt das Schlußergebnis wieder reelle Gestalt: Einer reellen 
m-fachen Wurzel X der Gleichung (12) entsprechen die m partikulären Integrale ·.
n o\ J-x „2 2a; m-12aι(16) e , xe , x e , . . x e ,
einem Paare m-facher komplexer Wurzeln die 2m partikulären Integrale:

1e*xcoβμx, xelx coβμx, ∙∙∙, xm~1eλx cosμx,
λχ · λ X · 771 — 1 Z X ·

e βιnμx, xc Binμx, ∙*∙,x e aπιμx.7. Lineare nicht-homogene Differentialgleichungen. Die Lösung einer linearen Differentialgleichung:(l) √'+φ(^)∕+4>0⅜ = %(>)wird nach der „Methode der Variation der Konstanten“ von Lagrange bewerkstelligt, die für die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung
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Lineare nicht-homogene Differentialgleichungen' 327S. 277ff. entwickelt wurde. Sie geht von der Voraussetzung aus, daß die zu (1) „gehörende“ homogene Gleichung:(2) r{' + φ(ff)√ + ψ(x^)η = 0bereits gelöst sei; es seien ¾,¾ irgend zwei linear-unabhängige Lösungen, so daß die „allgemeine Lösung“ von (2) in der Gestalt (C1η1 + (⅛V2) dar­stellbar ist. Die Methode besteht nun darin, daß wir an Stelle der Kon­
stanten Ci, C2 zwei neue von x abhängige Variable zl, z.2 einführen und 
versuchen, mit dem so abgeänderten Ausdrucke:(3) <∕≈M1+M2
die Differentialgleichung (1) zu befriedigen.In dieser Form würde freilich der Aufgabe noch eine Unbestimmt­heit anhaften, da an Stelle einer jetzt zwei abhängige Variable z1, z2 eingeführt sind. Wir heben diese Unbestimmtheit in einer Art, die für die durchzuführende Rechnung grundlegend ist, indem wir für die beiden von x abhängigen Variablen zl, z2 die Relation:
(4) z1'η1 + z2'ηi = 0vorschreiben. Aus derselben können wir folgern:

⅞ = - Jzf dxund würden auf diese Weise unsere Aufgabe so fassen, daß wir an Stelle von y eine neue Variable zi in (1) einzuführen haben, welche mit y durch die folgende Gleichung zusammenhängt:
= j ⅛~ςdx∙Versuchen wir nun, die Gleichung (1) mit dem in (3) angesetzten y zu befriedigen, so haben wir in (1) für y, y, y" einzutragen:

(δ) y =· *1% + ¾‰
y — z1r∣1 + z2y2 i

y" = Mi" + Ms" + 2ird + √%'Hierbei ist es eine Folge der ausgewählten Delation (4), daß der Ausdruck 
für y' nur zweigliedrig ausfällt, da eben die Summe der bei der Differen­tiation zunächst noch auftretenden Glieder zf η1, z2'η2 verschwindet. Tragen wir nun die Ausdrücke (5) in (1) ein, so soll eine in x identisch bestehende Gleichung folgen, und umgekehrt wird, wenn das letztere zutrifft, in y die Lösung von (1) gewonnen sein. Es soll demnach:
*i ½"+⅜ η2''+2ιVι + √√ + <p 0*0 (*ι7h'+⅞ ¾') + ≠ 00 (Mi ÷ ⅛ Vi) = z 0)
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328 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung Din x identisch bestehen. Ordnen wir nach zi, ⅞ an und berücksichtigen, daß η1 und % Lösungen von (2) sind, so nimmt die letzte Gleichung die einfache Form an:(6) √¾'+⅞'%'=z(4Sie dient uns im Verein mit der Gleichung (4) zur Berechnung der Ablei­
tungen erster Ordnung z(, zζ als Funktionen Φ1(⅛), Φ2(^) von x:(7) s'=φ(iz,) =------- 7, √=Φ2(^)-+ V0‰.

} 1 1 v- j n1ni — ri21h 2 27 ηi ¾ — % 7hDer hier beide Male im Nenner auftretende Ausdruck heißt die 
„Determinante“ D des zur Berechnung der z^, zζ dienenden Systemes linearer Gleichungen (4), (6) und wird symbolisch durch Zusammen­stellung der „Koeffizienten“ der Gleichungen in der Gestalt:

η-i, vs i
(θ) = V1h2'- h2V1'= ' J

'/1 > ‘12 Ibezeichnet. Die Möglichkeit der Lösung (7) unserer beiden Gleichungen setzt voraus, daß die Determinante D(x) nicht mit 0 identisch ist*) Dieser Forderung aber ist offenbar zufolge der Gleichung:®(») _ . ½ - ⅛ _ _Wgenügt, da weder ¾ mit 0, noch der Quotient ¾ : 1∕1 unserer „linear­unabhängigen“ Lösungen ηi, η2 von (2) mit einer Konstanten identisch ist.Aus den berechneten Funktionen Φ1(ff), Φ2O) finden wir nun zi, z% selbst durch zwei Quadraturen:(9) *1 =J Φ10) dx + Cl, ¾≈J⅛2 0) dx + G2.Durch Eintragung dieser Ausdrücke in (3) gelangen wir zur „allgemeinen Lösung“:(10) y = ιη1JΦ10) dx + ί?2J⅛0) dx + C1η1 ÷ C2¾der gegebenen Gleichung (1). Es besteht demnach der Satz: Die nicht­
homogene Gleichring (1) ist mittelst zweier Quadraturen (9) allgemein lös­
bar, wenn man zwei linear-unabhängige Integrale und damit die allgemeine 
Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung (2) kennt.Die vorstehende Entwicklung ist leicht auf Differentialgleichungen höherer Ordnung zu verallgemeinern, wie der nächste Fall einer Gleichung dritter Ordnung:(11) ∕"4-φ(θ7)√,+ ψ(^)2∕'+ =*) Vereinzelte Nullpunkte der Funktion D(x) kann man durch Verkleinerung des zugrunde liegenden Intervalles ausschalten.
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7] Methode der Variation der Konstanten 329darlegen möge. Für die „zugehörige“ homogene Gleichung:(12) √" + φ(a>) √' ÷ψ(3!)η' + Ζ(«)η = θdenken wir ein System linear-unabhänger Lösungen η1, ηi, η3 und damit die „all­gemeine Lösung“ (C1η1 + C2% 4^ (⅛¾) bekannt gegeben. Unter „Variation“ der Konstanten bilden wir dann für die.Lösung y von (11) den Ansatz:(13) y = #i Vi 4~ ⅞ ¾ 4* ⅞ ¾ >wobei wir etwa zl als neue abhängige Variable denken und zi, z3 an z1 mittelst der gegebenen Funktionen η1, η2, η3 durch die folgenden Relationen ketten*):
(2ι ¾ 4^⅞ ¾^t^⅞ ii3 ~ θ,UiV ÷√¾' + √¾' = θ∙Damit wir in (13) eine Lösung von (11) haben, ist nun wieder hinreichend und notwendig, daß die Eintragung von

V = ^ιVι + Ms + ¾‰ 
y = ¾ ¾' + ¾ ¾'÷¾¾'.
y — i2ι 4~ ⅞ 7b ^^t~ ~s τ3s 1

y ~ 7i1 4^ ⅞ % ^τ^ ⅞ % ^t^ ⅞ ¾ + 2i Vs ^^H Vs in (11) eine in x identisch bestehende Gleichung gibt:15) √¾"÷√¾" + ⅞%" = fi>(2)∙Die Gleichungen (14) und (15) stellen uns jetzt ein System dreier linearer Glei­
chungen für die drei Unbekannten z1', z2', z3' dar.Indem man die Auflösung dieser Gleichungen nach elementaren Regeln voll­zieht, ergeben sich für die zl', z2', z3' drei Quotienten mit dem gemeinsamen Nenner:
(16) Z>(tf) = η1ηs' ηs" + V2Vs'V1" ÷ VsV1'V2" — VsV2'V1" ~ V1V3'V2" ~ V2V1'V3",den man wieder die „Determinante“ des Gleichungssystems nennt und ent­sprechend (8) durch das Symbol bezeichnet:

rh, T]i, ηs j Z>(ΛJ)= η1', ηi', ηs' .
Th", ηi'', ηa',

Die Möglichkeit der Auflösung der Gleichungen (14) und (15) setzt wieder voraus, 
daß die Determinante D(x) als Funktion von x nicht mit 0 identisch ist.Es besteht nun in dieser Hinsicht der Satz, daß die Determinante D(x) stets 
und mir dann nicht identisch mit 0 ist, wenn ‰ ‰ % linear-unabhängig sind. Leicht einzusehen ist die Tatsache, daß D(x) identisch mit 0 ist, falls eine Delation:(17) C1η1 + Csη2 + C3η3 = 0
mit nicht durchweg verschwindenden c identisch besteht, und daß demnach umgekehrt, 
wenn D(x) nicht identisch mit 0 ist, sicher auch die Vι>Vs>Vs linear-unabhängig 
sind. Durch Differentiation nach x finden wir nämlich aus (17) die beiden weite­ren Gleichungen:(18) U >i1'÷c3¾'÷ cs%' = θ, c1V1" + ⅛Vs" + ⅛Vs" = θ∙*) Diese beiden Gleichungen sind nach zi', z3' lösbar, da die „Determinante“
VsV· —VsVi — I r∣s wegen der linearen Unabhängigkeit der beiden Funk- 

Vi', Vs' itιonen η2, η3 nicht mit 0 identisch ist.
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330 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [7Ist nun etwa c1 =4=0, so multipliziere man die Gleichungen (17) und (18) der Reihe nach mit (ηfη8" — ηi'ηi"), (η2"ηs — %"¾), (η2η8'— η3η2') addiere sie. Man erhält als Ergebnis: c · D (a?) = 0mit c =⅛=0 als identisch bestehend, so daß D(af) = 0 identisch gilt. Der Beweis der Ergänzung, daß für linear-unabhängige ηl, ηi, ηs die Determinante D (ac) nicht mit 0 
identisch sein kann, hat indessen die Kenntnis einiger Sätze der Determinanten­theorie zur Voraussetzung. Wir begnügen uns mit der Angabe eines besonderen Systems η1, jj2, ηs, bei dem D(x) sicher nicht identisch mit 0 ist.Nach S. 299 gibt es drei eindeutig bestimmte Integrale η1, ιj2, η3, die für einen Punkt x0 des Intervalles den Gleichungen:
(19) η1(⅜) = 0, η1'(aJo)==O, η1"(⅜)==7ι,% (a'o) ~ θ» ¾ (ajo) = P2 ’ ¾ (*®o) = 7a ’ 

rls (¾) = βs∣ iJs (∙⅞) = ßa, % (∙⅞) = 7sgenügen, in denen die a, ß, γ vorgeschriebene Konstante und die αs, βi, γ1 von 0 verschieden sind. Man rechnet sich für diese η sofort D{xf)-— β⅛Aa7ι aus> 80 daß Z)(zrθ)=4=θ ist und also (wegen der Stetigkeit der η) in einem ic0 umgebenden Intervalle D(x) von 0 verschieden bleibt. Diese η1(ac), η2(ac), ηs(ic) sind also sicher linear-unabhängig und ermöglichen, in die Gleichungen (14) und (15) eingesetzt, die Berechnung dreier Funktionen:2ι' = Φι(aj), ^'≈φi(a∙)7 ^'^φ3(a∙).Durch Integration finden wir wie in (9) die z selbst und in:
(20) 2∕==¾JΦ1 (®)da;-{-%J Φ2(ac)<ta + ηs ∣ Φ3(λj) dx + C1η1 + C,2ηi + Csηsdie „allgemeine Lösung“ von (11). Nach Lösung der homogenen Gleichung (12) 
ist also die allgemeine Lösung der nicht-homogenen Gleichung (11) durch drei Qua­
draturen berechenbar.Bei beliebigem n wolle man sogleich mit einem Integralsysteme η1, ¾, .. ., ηrt der „homogenen“ Gleichung arbeiten, das den entsprechend (19) anzuBβtzenden Be­dingungen genügt. Die Durchführung der Betrachtung begegnet dann keinen Schwierigkeiten und führt zu dem Satze, daß nach Lösung der homogenen Glei­
chung die nicht-homogene Gleichung durch n Quadraturen gelöst werden kann.Die folgenden Aufgaben beziehen sich zugleich auf die Paragraphen 6 und 6.1) 2xiy" -\- xy'—2/ = 0. Aus der partikulären Lösung y = x ist die allge-c.meine zu berechnen. — Allgemeine Lösung: y = c1 x -1—— ·pa:2) (1 — ic2 3 4 5 6 7 8) y" — xy' -j- * y = θ∙ Aus der partikulären Lösung y ===γl -j- xberechne man die allgemeine. — Lösung: y = c1j∕lx-j-ci]∕l—x. ■3) y" — 3y' -{- 2y = 0. — Lösung: y — c1ex-∖-. cieiχ.4) y" -j- 13p 4" i2y — 0. — Lösung: y — c1e~6χ-∖-cie~,,χ.5) y" -j— 2y -f- 5y — 0. — Lösung: y ~ e~x (c1 cos 2a: -∣- ca siii 2 a;).6) y" — 2y + y ≈ 0. — Lösung: y = ex (c1 x -f- c2) .7) y", — 5y" -j- 8y, — ±y — 0. — Lösung: y ==c1ee -∖- eix (cix + cs).8) Man zeige, daß eine Differentialgleichung der Gestalt:n0x't∙yw + α1 ajw~1 p"~1>4------- h^t-1xy' + any = 0
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8] Methode der Variation der Konstanten 331durch Einführung der neuen unabhängigen Variablen x1 = ln x auf eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zurückgeführt wird. — Man stellt nämlich leicht die folgenden Beziehungen fest:~√=⅛i ^√,= ⅛--2z- xsll"' day vdiy ∣2 ⅜
dxl' dic1s dre1, da,,1s dx1i' dx1,9) y"— 3y' 2y = i(x— 1). — Lösung: y = 1 2x + c1ex -}- cie2x.10) Man löse die Differentialgleichung y"' = φ(χ) nach der Methode der Va­riation der Konstanten. — Die zugehörige homogene Gleichung hat die Integrale 

χi, x, 1. Die Lösung kleidet sich in die Form:
y — * xi I ■■φ dx — x J*xφ dx -j- ~ ∣ x2φ dx 4- c1 x2 ~j- c2x + cs.Man zeige die Identität dieser Lösung mit der aus (4) S. 301 folgenden.8. Schwiiigungsvorgänge. Ein materieller Punkt sei auf der rc-Achse beweglich und habe im Nullpunkte 0 seine Gleichgewichtslage. Wird er aus der letzteren entfernt, so möge eine „elastische Zugkraft“ nach dem Punkte 0 zurück auftreten, die der Entfernung des Punktes von 0 propor­

tional ist. Unter dieser Voraussetzung wird die Bewegung des Punktes, wie gleich gezeigt wird, durch Lösung einer linearen homogenen Diffe­rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten festgestellt und erfolgt nach einem einfachen „Sinusgesetze“. Es findet also eine „periodische“ Bewegung statt, oder es tritt, wie wir sagen wollen, ein 
„Schzvingungsvorgang“ ein, der des näheren von der Masse des Punktes, der Größe der anziehenden Kraft und den „Anfangsbedingungen“ abhängt.Übt das den Punkt umgebende Medium, etwa die Luft, eine „brem­sende Kraft“ aus, so gelte das Gesetz, daß diese Kraft der Geschwindig­
keit des Punktes proportional ist. Auch dann wird, wie wir zeigen werden, die Bewegung des Punktes durch Lösung einer linearen homogenen Dif­ferentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fest­gestellt. Der Bewegungsvorgang kann jetzt zwar insofern noch ein „periodischer“ sein, als wechselnde Hin- und Hergänge, also „Schwin­gungen“ stattfinden; es kann aber auch, wie wir finden werden, eine „aperio­
dische Bewegung“ eintreten. Gleichwohl sagt man in beiden Pallen, der Punkt führe „gedämpfte Schwingungen“ aus, wogegen man beim Fehlen einer bremsenden Kraft von „freien“ oder „natürlichen“ Schwingungen oder auch von den „Eigenschwingungen“ des Punktes spricht, die er eben allein vermöge seiner Masse und der ihm zukommenden elastischen Zugkraft vollführt.Ein häufig vorkommender Fall ist nun der, daß auf den materiellen Punkt außer der elastischen Zugkraft noch eine „äußere“ allein von der Zeit abhängende Kraft wirkt. Durch diese tritt dann eine „Störung“ des Schwingungs Vorganges ein, und man nennt dieserhalb die Funktion,
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332 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [8welche die Abhängigkeit der durch die äußere Kraft hervorgerufenen Be­schleunigung von der Zeit darstellt, die „Störungsfunktion“. Ist die letz­tere selbst eine periodische Funktion der Zeit, so zwingt sie dem mate­riellen Punkte eine neue Schwingungsbewegung auf, und man spricht dann von „erzwungenen Schwingungen“, die der materielle Punkt (mit oder ohne Dämpfung) ausführt. Hier werden wir zu einer nicht-homo- genen Differentialgleichung zweiter Ordnung geführt werden.Der geradlinig schwingende Punkt ist nur ein einfachstes Beispiel für zahlreiche, nach den gleichen Gesetzen erfolgende Schwingungsvor­gänge bei mechanischen Vorrichtungen oder auch bei elektrischen Strö­men. Eine an einer Spiralfeder hängende Last, bei der die „Störung“ durch eine schwankende Vertikalbewegung des Aufhängepunktes bewirkt wird, eine Hängebrücke mit rhythmischen Stößen der Fußgänger, ein aufrecht stehender Mast mit periodisch erfolgenden Windstößen, eine Torsionsschwingungen ausführende Schiffswelle mit rhythmisch vor sich gehenden Antrieben einer Kolbenmaschine sind naheliegende mechanische Beispiele. Für alle diese Schwingungsvorgänge sind die Ergebnisse der folgenden Rechnung grundlegend.Wir kehren zu dem auf der a>Achse beweglichen materiellen Punkte zurück, nennen m seine Masse und x seine Abszisse zur Zeit t und gewin­nen in den beiden ersten Ableitungen von x nach t die in Richtung der positiven x-Achse gemessene Geschwindigkeit x und Beschleunigung x des Punktes zur Zeit t. Die in der gleichen Richtung wirkende Kraft, die gleich dem Produkte mx ist, setzt sich im allgemeinsten Falle zusammen erstens aus der „elastischen“ Zugkraft — a2x gegen 0, zweitens aus der mit x proportionalen „bremsenden“ oder „dämpfenden“ Kraft — δx, drittens aus der von t allein abhängenden „störenden“ Kraft mχ(f), wo χ(∕) die „Störungsfunktion“ im obigen Sinne ist. Hierbei ist d ein positiver Fak­tor, der als „Dämpfungsfaktor“ benannt werden möge und den Absolut­wert der dämpfenden Kraft im Falle der Geschwindigkeit 1 darstellt; wegen des Vorzeichens von — dx beachte man, daß die dämpfende Kraft die Richtung der positiven oder negativen x- Achse hat, je nachdem ⅛<0 oder x > 0 ist. Durch Zusammenfügung der drei Teilkräfte erhalten wir die Gesamtkraft, die zur Zeit t auf den Punkt wirkt:
mx =■ — a2x — δx +Als Differentialgleichung der allgemeinen Schwingungsbewegung entsteht:(1) £-)-— #-j-— # = %(<).Ist χ(i) mit 0 identisch und ö = 0, so liegt der Fall der freien Schwin­gungen oder der Eigenschwingungen vor; ist χ(i) mit 0 identisch und
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8] Allgemeine Differentialgleichung der Schwingungabewegung 333$ > 0, so haben wir gedämpfte Schwingungen; ist aber eine nicht identisch verschwindende periodische Funktion der Zeit, so haben wir erzwungene Schwingungen, und zwar mit oder ohne Dämpfung, je nach­dem d > 0 oder = 0 ist.I. Freie Schwingungen. Die allgemeine Lösung der Differential­gleichung (1) für ö == 0 und eine mit 0 identische Funktion % (£) ist nach S. 324:∕f>∖ αί . . αί(2; x = c1 cos —= + c2 sin —,
ym ymunter c1 und c2 die beiden Integrationskonstanten verstanden. An Stelle derselben können wir auch zwei Konstante c0 und /3 einführen, die mit ihnen durch die Relationen:(3) co = + VV+i⅛2> c0sin∕3 = c1, c0 cos ß = c2verbunden sind; die Gleichung (2) nimmt dann die Gestalt an:(4) x = cθ sin (gi + fi), μ = .

ym
Die freie Schwingung erfolgt also nach einem einfachen „Sinusgesetze“, und 
sie hat die „Periode“:∕c∖ 21 =^2π= 2π^Vm' ' ft a ’
d.h. nach Verlauf der Zeit T ist der Bewegungszustand jedesmal der gleiche. Die Zahl cQ, die „Amplitude“ oder der „Ausschlag“ der Schwingung, gibt die größte vom Punkte erreichte Entfernung von der Gleichgewichts­lage 0 au.II. Gedämpfte Schwingungen. Für die jetzt vorliegende Glei­chung (1) mit identisch verschwindendem χ(f), aber d>0, ist nach S. 325 zu unterscheiden, ob die zugehörige „charakteristische Gleichung“:(6) λ2 + i λ + -- = 0
v 7 m mkomplexe, reelle und verschiedene oder zusammenfallende Wurzeln hat. Hierauf bezieht sich die folgende Fallunterscheidung:1) Fall schwacher Dämpfung. Derselbe ist durch d<2α]∕wz charakterisiert und liefert komplexe Wurzeln von (6), die wir durch:. . d , . ∣∕i aim — Si

λ -f- ⅜ U = — ~—∙ -h ί  ö-------------------bezeichnen; für die damit erklärten reellen Zahlen λ und g gilt also:
∕-,λ d n -hlz4αsm-d*(i) λ == — — < 0, a ≈≈  ------ -———.x 7 2m 7 2m
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334 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [8Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung ist jetzt:(8) x = eλt(ci cos gt + c2 sin luf)oder, wenn wir c0 und ß wieder durch (3) erklären:(9) x = c0e*i sin (gt + /3).
Der Punkt führt hiernach Schwingungen aus, die alle die gleiche „Periode?:(10) rj, 2 π 4znσrfi )Ζϊα*»ϊ — 53
haben und dieserhalb „isochron“ heißen; indessen nehmen die „Ausschläge“, 
da λ < 0 ist, mit wachsender Zeit ab, und zwar, wie man sieht, nach einem 
„Exponentialgesetze“. Sind allgemein x0==x(f) und x1≈x(t+P) die Werte von x in zwei durch die Periode T getrennten Augenblicken, so gilt:(11) x0 : x1 = e~λτ, ln α,θ — ln xx = — λT = r∑r-.k 7 θ 1 ’ θ 1 j∕4α2m-d3Es ist also die Differenz der Logarithmen von x0 und x1 konstant; sie wird als das „logarithmische Dekrement“ der gedämpften Schwingung be­zeichnet.Deuten wir in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme die „Zeit“ t als Abszisse und den „Weg“ x als Ordinate, so entspricht der Bewegungs­gleichung (9) als sogenannte „Zeitwegkurve“ die durch Fig. 25 in I, 90 dargestellte Kurve, welche zwischen zwei bezüglich der a>Achse symme­trischen und nach rechts hin sich dieser Achse asymptotisch nähernden Exponentialkurven eingeschlossen ist.2) Fall starker Dämpfung. Ist ό>2α]/»?, so sind die Wurzeln:(12) . — ό + V ό'2 — 4 uimλn ⅞= 2,wder Gleichung (6) reell und verschieden; dabei genügen sie der Bedingung: Z2< A1< 0.Das allgemeine Integral der Differentialgleichung ist nach (9) S. 325: (13) x = cie^t + c2e7*tund lehrt, daß der Punkt eine „aperiodische“ Bewegung ausführt, und zwar 
mit der Geschwindigkeit: ⅛ = c χ e⅛t + c2λ2e^tSind c1 und c2 nicht von verschiedenem Vorzeichen, so nähert sich der Punkt mit wachsendem t „asymptotisch“ dem Punkte 0, ohne ihn in end­licher Zeit zu erreichen. Sind c1 und c2 von verschiedenem Zeichen, so berechnet man die beiden Werte:

⅛-r⅛ln∣H ⅛-⅛ + r⅛ilnrΛ∣ ---  Λ∙g I 4 ! λI λ2 λ1
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8] Gedämpfte Schwingungen. Erzwungene Schwingungen 335und wird leicht feststellen, daß der Punkt einmal, nämlich zur Zeit iθ, die Gleichgewichtslage 0 durchläuft, zur späteren Zeit f eine Extremlage ge­winnt, um sich fortan „asymptotisch“ dem Punkte 0 zu nähern.l3) Ubergangsfall. Ist d = 2cc^γm, so hat die Gleichung (6) zu-Asammenfallende Wurzeln λ = — . Die allgemeine Lösung der Diffe­rentialgleichung:(14) x ≈ c2i(c√+ c2)führt zu einer „aperiodischen“ Bewegung, die einen ähnlichen Charakter besitzt, wie die zuletzt beschriebene.IIT. Erzwungene Schwingungen ohne Dämpfung. Die Stö­rungsfunktion %(£), die als periodisch angenommen wird, werde in eine Fouriersche Reihe (s. S. 245) entwickelt:(15) χ(i) = a0+(a1 cos κt + b1 sinκZ) + (α2 cos 2κt + &2 sin 2κf) -j-----;die „Periode“ r der Störungsfunktion ist alsdann durch r = 2∕r gegeben. Die Integration der Differentialgleichung:(16) x + a-x = χ(f)ist nach der „Methode der Variation der Konstanten“ durchzuführen.Als Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichung benutzen wir;∣ι = cos gt, |2 = sin gt, g =
ytnworaus sich für die S. 328 mit Φ1 und Φ2 bezeichneten Funktionen der unabhängigen Variablen die Ausdrücke berechnen:φι(0 = — ~ sin t*t · %(*), φ2(*) = +-J- cos μU z(0∙Wir nehmen an, daß nach Eintragung des Ausdrucks (15) für χ(t) die entstehenden Reihen gliedweise integrierbar seien, und haben die Ansätze:

J⅛1(f)dt≈- i∑M sin gt cos nκt dt + bn J*sifl gt sin nκtdtn = 0* 00∕ Φ8(0<Z∕ = ÷ ~ {ajlJ cos cθs ÷ ⅛lJ cθs M sin nκtdt ∣.

Es gelte nun erstlich die Voraussetzung, daß für leinen Index n die 
Qieichung nκ=≈g zutrifft. Dann berechnen sich alle Integrale auf Grund der bekannten Formeln in Aufg. 9, 10 und 11, S. 18. Die Ergebnisse sind wιθ in Aufgabe 3, S. 248 zusammenzufassen und liefern nach einer kurzen
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336 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [9Zwischenrechnung als allgemeine Lösung von (IG) den übersichtlichen Ausdruck: ∞z-∣rτ∖ , , · . , V? ⅜ cos n×t + bn sin n×t(17) z = c1 cos lιU + c2 sin gi + _ ^χ⅛-------- .
n = 0

Die Bewegung setzt sich hiernach zusammen aus den „Eigenschwingungen“ 
des Punktes und den „erzwungenen Schwingungen“, die letzteren liefern 
einen rein periodischen Schwingungsvorgang von der Periode τ der Störungs­
funktion.Besonderes Interesse (wegen der praktischen Bedeutung) erweckt nun aber der Spezialfall, daß es einen Index n gibt, für den nκ = p wird. Für die Perioden T und τ folgt dann nT= r: es liegt der „Pall der Reso­
nanz“ vor, bei dem die Periode τ der Störungsfunktion irgend ein Vielfaches 
der Periode'T der Eigenschwingungen ist. Die zum fraglichen n gehörenden Integrale sind besonders leicht zu berechnen, liefern aber im Ausdrucke von x zwei nicht rein periodische Glieder der Gestalt:

t sin ut — t cos ut.2 μ 1 2 μ 1Da hier beide Male t als Faktor auftritt, so liefern diese Glieder Bewegungen 
von der Periode der Eigenschivingungen mit Ausschlägen, die bei wachsen­
der Zeit t über alle Grenzen wachsen. Es handelt sich um den für elastische Bauwerke gefürchteten „Fall der Resonanz“, der bei gefährlichem An­wachsen der Ausschläge die Zerstörung der Bauwerke zur Folge hat.Der Fall erzwungener Schwingungen mit Dämpfung, auf den wir nicht mehr eingehen, ist etwas umständlicher durchzurechnen, da stets noch Exponentialfaktoren auftreten und übrigens auch die drei Fälle der gedämpften Schwingungen zu unterscheiden sind.9. Lösung linearer Differentialgleichungen durch Reihen. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Lösung linearer Differentialgleichungen bilden die Potenzreihen. Es sei eine homogene Gleichung zweiter Ordnung:(1) φ (tf)√' + ≠ (#) y + % (<) y = 0vorgelegt, deren Koeffizienten φ(rc), ≠(^), %(#) in der Umgebung von 
x=0 in drei als gegeben anzusehende konvergente Potenzreihen entwickel­bar seien. Wir tragen für y den Ausdruck:(2) y = xv(a0 + alx + a2x2 H------)ein, wo v ein konstanter Exponent sei, dessen Auswahl Vorbehalten bleibe; auch die Potenzreihe (2) sei in der Umgebung von x == 0 konvergent.
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θ] Legendresche Differenti algleichung 337Nach den in I, 213 ff entwickelten Regeln über das Rechnen mit Potenzreihen ist dann die linke Seite der Gleichung (1) nach Forthebung des Faktors icv~2 in eine in der Umgebung von x — 0 gleichfalls kon­vergente Reihe entwicklungsfähig, deren Koeffizienten sich aus den noch 
unbestimmten Koeffizienten a0, a1, . . . des Ansatzes (2) linear auf bauen. Soll nun (2) eine Lösung von (1) sein, so ist hierzu hinreichend und not­wendig, daß die linke Seite von (1) nach Eintragung des Ausdrucks (2) eine mit 0 identische Funktion von x darstellt. Dies ist aber nach I, 229 stets und nur dann der Fall, wenn die eben erwähnte Potenzreihe, deren 
Koeffizienten in den a0, a1, . . . linear sind, durchweg verschwindende Ko­
effizienten hat. So gelangen wir zu Gleichungen für die Berechnung der 
a0, a1,... und müssen natürlich, falls die Berechnung vollständig geglückt sein sollte, hinterher noch die Frage entscheiden, ob die gewonnene Reihe(2) zum mindesten in der Umgebung von x = 0 auch wirklich konvergent ist.Dieser Ansatz werde an einigen Beispielen erläutert.I. Legendresche Differentialgleichung. Als solche bezeichnet man die Differentialgleichung zweiter Ordnung:(3) (1 — x2)y" — 2xy'A n(n+ l)y = 0,in der n eine nicht-negative ganze Zahl sei. Kleiden wir die Gleichung durch Division mit (1 — x2) in die Gestalt (2) S. 318, so sind die „Koeffi­zienten“ von y' und y in der Umgebung von x = 0 eindeutige, stetige und differenzierbare Funktionen. Sonach gibt es (S. 299) ein eindeutig bestimmtes partikuläres Integral y(x), für welches die beiden Werte «/(0), ι∕,(0) willkürlich vorgeschrieben werden können. Wir wählen ein erstes Integral mit ?/(0) = 1, y' (0) = 0, ein zweites mit z/(0) = 0, y'(J)) = 1 und versuchen demnach die Gleichung (3) durch die Reihe:(4) y = «0+ a1x + a2x2-∖------zu befriedigen, indem wir einmal a0= 1, a1 = 0, das andere Mal a0 = 0, 
a1 = 1 vorschreiben.Die Eintragung der Reihe (4) in (3) liefert nun, wie man sich leicht ausrechnet, für die linke Seite von (3) die Potenzreihe:

00 ((⅛ + 2) (Je + 1) ak+2 + (« + ⅛⅛l)(w- ∕c) ak} xfi.
k = 0Es muß somit für jedes k die Gleichung gelten:(5) (Je + 2)(7v + 1) ak+2 = — (w + & + 1) (w — ½) ak,womit eine „Rekursionsformel“ für die Berechnung aller Koeffizienten Fr icke, Differential- u. Integralrechnung. II. 22
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338 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [9aus den beiden ersten a0, a1 gewonnen ist. Es ergibt sich für geraden Index:(2Z)!i∕2i = (-l)z(n + l)(n + 3)∙∙∙(n4-2Z-l)∙w⅛-2)∙∙∙(w-2Z + 2)∙α0, während man für Je = 21 + 1 findet:(2Z+l)!α21+1=(-l)z(w + 2)(w+4)∙∙∙(⅜H-2Z)∙(⅜-l)(w-3)∙∙∙(n-2Z+l)∙α1.Somit gelangen wir für die beiden vorhin ausgesuchten partikulären Inte­grale vorbehaltlich der Konvergenzuntersuchung zu den Darstellungen:1 («+1> zv,2 , (w + l)(w + 3)w(w-2) 4
Vl — 1 äl X "t^ 4!(w + 1) (η + 3) (w + 5)w (w — 2) (w — 4) ~6 i(6) ~ +J) (n ~ 1) zr3 i (w ÷ 2)(w + 4) (w — 1Hw, —⅜ ·'*' 3; ·' ^f^ g,

(n + 2)(« + 4) (« 4 6)(»- 1) (« — 3) (n — 5) l 
------------------------------------------------_ - x+--∙.Die Konvergenz ist nur bei einem y zu untersuchen, da eine der 

beiden vorstehenden Entwicklungen bei der Potenz yn abbricht, nämlich für gerades n die erste Entwicklung, für ungerades die zweite. Um beide Fälle abbrechender Reihen zusammenzufassen, beginnen wir die Entwick­lung mit anxn und ordnen nach absteigenden Potenzen bis αθ bzw. a1 x. Wir erkennen somit die Tatsache, daß die Legendresche Differentialglei­
chung durch eine rationale ganze Funktion nten Grades:

y = anxn 4- an~ixn~ 2 + an_ixn~i 4-------

befriedigt werden kann, die übrigens bis auf einen konstanten I'aktor ein­
deutig bestimmt ist (s. S. 320). Die Berechnung der Koeffizienten können wir entweder von den Formeln (6) aus oder auch direkt durch die Re­kursionsformel leisten:

~k(k — 1)∩ ,, , __  _________ 2_______________  Π
uk-2 (w_j_fc_i)(w_fc_|_2)Setzen wir zur Bestimmung des noch disponiblen Faktors:1 · 3 · 5 · · · (2w — 1) ·

=---------- n!----------- >
so gelangen wir zu folgender, durch Pn(%) zu bezeichnenden rationalen 
ganzen Lösung der Differentialgleichung (3):

, w(w — 1) (w — 2) (n — 3) _4_ n(n— l)(n —2)Q— 3)(w-4)(w-5) n _ 6 , 1‘ 2∙4(2w-l)(2w-3)^ 2∙4-6(2w-l)(2n-3)(2n-5) ' "r J’
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9] Legendresche Kugelfαnktionen. Besselsche Differentialgleichung 339Man bezeichnet diese Funktion aus einem später ersichtlichen Grunde als eine „Kugelfunktion“ und zwar genauer als die „Legendresche Kugel­
funktion erster Art riter Ordnung“.Die andere Entwicklung (6) stellt eine unendliche Leihe mit dem 
Konvergenzintervalle — 1 < x < + 1 dar und liefert also in diesem Inter­valle eine zweite Lösung der Differentialgleichung. Für den Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder der Reihe gilt nämlich:(1+~t*) (1~τ)~ (1+>+l)so daß sich dieser Quotient für lim k = ∞ der Grenze x ∣2 nähert (vgl. hierzu I, 217). Die Lösung liefert, abgesehen von einem konstanten, hier nicht näher zu betrachtenden Faktor, „die Kugelfunktion zweiter Art nter 
Ordnung Qn(%fi, für welche man auf Grund der allgemeinen Regel (6) S. 319 auch die Darstellung:(8) QM -in der zugehörigen Funktion erster Art hat.II. Besselsche Differentialgleichung. Mit diesem Namen be­zeichnet man die Gleichung:(9) x2y'' + xy' -f∙ (rr2- m2}y = 0,in der wir unter m zunächst irgend eine nicht-negative ganze Zahl ver­stehen wollen. Hier führt der Ansatz (2) zur Kenntnis einer ersten Lö­sung, falls man v = m setzt. Die linke Seite von (9) liefert nach Ein­tragung des Ausdrucks (2) und Forthebung des überflüssigen Faktors icm + 1 die Reihe:

00(2w + l)α, + A. ((/ί -f- 2) (2 m -j- k -f- 2) ak+2 4^ ¾) 1∙Indem man alle Koeffizienten dieser Reihe gleich 0 setzt, folgt:
(10) α1==0, α*+2 = ~ $_j_ 2)(2ro* + fc + 2)’ Ä = °, l,2,∙.∙.Es sind also alle ak mit ungeradem Index gleich 0, während sich für α2j ergibt: a = IV__________________ ß°_____-____________2, v 7 22LZ!(wι + l)(τw+2).∙ +Die entstehende Reihe erkennt man leicht als „beständig konvergent“. Der 22*
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340 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung ' [9Wert a0 ist frei wählbar; unter Verfügung über denselben gelangt man zur folgenden Lösung der Gleichung (9):
∕11∖ T f~\ χΤη t 1 χi I sc*
v ) mW 2m∙ml ∖ 28(w-}-l)^r^ 21∙ 2! (wi1) (m2)__________________ _________________+ ..Λ

26∙ 3! (zn 4- 1) (w + 2) (zzi + 3) τ / ’wobei für den niedersten Pall m = 0 unter 0! der Wert 1 verstanden sein soll. Man bezeichnet die hiermit gewonnene Funktion von x als die „Zylinderfunktion“ oder „Besselsche Funktion erster Art mter Ordnung“.Ein zweites Integral findet man nach der Regel (6) S. 319 hier in der Gestalt: „<i2) -∕=⅛V⅛∙Ist m eine nicht-ganze, positive Zahl, so gilt die vorstehende Rechnung ohne wesentliche Änderung. Man wolle dann nur im Nenner des aus­gewählten konstanten Faktors m\ durch die Gammafunktion F(m-)-l) ersetzen (vgl. S. 137).III. Gaußsche Differentialgleichung. Als „Gaußsche“ oder „hypergeometrische Differentialgleichung“ bezeichnet man:(13) (λj2- F)∕, + ((« 4- ß + Γ)x — γ}y 4- aßy = 0,wo a, ß, γ drei reelle Konstante sein mögen. Diese viel betrachtete Glei­chung kann, falls γ weder gleich 0 noch gleich einer negativen ganzen Zahl 
ist, durch eine Reihe (2) mit v = 0 und α0=l befriedigt werden. Durch Einträgen der Reihe (2) in (13) und Anordnung nach ansteigenden Po­tenzen von x geht nämlich die linke Seite der Gleichung (13) über in:

00

((« + ⅛) (β + ⅛)⅞ — (1 4^ &) (7 + 7c) ⅜+ι)i = 0so daß wir zur Rekursionsformel gelangen:(1 + ½) (7 Ι-^)⅜+ι = (α + ^) (ß + fc = 0, l, 2, · · ·.Vermöge derselben berechnet man sieb die a1, α2, · · · leicht aus a0 = 1. Die entstehende, symbolisch durch Jτ(α, ß, 7; %) bezeichnete Reihe:(14) F(a,β,rix)-l + ^x+a-<^^x>

I <*(tt+l)(<* + 2W+W + 2) „8 . .
1 · 2 - 3 y(y + l)(y + 2)heißt „hypergeometrische Reihe“:, sie ist, wie man aus:
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1] Besselsehe Funktionen. Gaußsche Differentialgleichung 341
αt+1α*+1j (1 + ⅜)(1∙+τ) ,1 - ΗΗ ' 'l

erkennt, im Intervalle — 1 < x < + 1 konvergent. Ist γ weder gleich 0, 
noch gleich einer negativen ganzen Zahl, so haben wir in der Reihe F(a,β,γ-, %) 
für die Umgebung von x = 0 eine erste Lösung der Gaußschen Gleichung (13) gewonnen. Eine zweite Lösung kann natürlich wieder mittelst des Ansatzes (6) S. 319 hergestellt werden.Aufgaben: 1) Man zeige (durch Rückgang auf die „Logarithmusreihe“, I, 231), daß die Funktion ln(l-j-rc) in folgender Art durch die hypergeometrischeReihe darstellbar ist: 1 ,. , . 77,z, . _ .ln (1 + rc) — x- 1(1, 1, 2; ic).2) Desgleichen zeige man das ZutrefFen der Gleichungen:(1 + x)m = F(— m, 1, 1; — □?), arc sin x = x F (y, y > y ;durch Heranziehung der „Binomialreihe“ (1,233) und der „arc sin-Reihe“ (1,239).

Kapitel III. Partielle Differentialgleichungen*).1. Saitenschwingnugen. Die Bewegungsvorgänge bei einer elastischen, homogenen und fest eingespannten Saite irgend eines Musikinstrumentes gestatten eine Näherungsdarstellung, die auf der Lösung einer Differen­tialgleichung zweiter Ordnung beruht. Nehmen wir als Beispiel eine Klaviersaite in nicht zu tiefer Tonlage, so entfernt sich die Saite beim Anschlägen aus ihrer als geradlinig angenommenen Gleichgewichtslage so wenig, daß die Schwingungen mit unbewaffnetem Auge kaum wahr­nehmbar sind. Wir wollen dementsprechend allgemein annehmen, daß 
die Saite bei ihren Schivingungen nur ganz wenig von der Gleichgewichts­
lage abweicht. Auch soll die Voraussetzung gelten, daß die Tangenten­
richtung der Saite in irgend einem ihrer Punkte zu jeder Zeit nur sehr 
wenig von der Richtung der Gleichgewichtslage verschieden ist. Hieraus folgt, daß die Länge der Saite, die in der Gleichgewichtslage gleich l sei, während der Schwingung sich nur in einem sehr kleinen Intervalle der unteren Grenze l ändert. Wir dürfen dann aber auch die Spannung der Saite als eine nur in einem ganz kleinen Intervalle variable Größe ansehen. 
Für die Rechnung möge sogar die Spannung durch einen „konstanten“ mitt­*) Das Ziel der folgenden Darstellung ist die Besprechung einiger Beispiele der in der Physik auftretenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; von allgemeinen Entwicklungen über die Lösung partieller Differentialgleichungen wird abgesehen.
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342 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [1
leren Wert p ersetzt werden. Die Schwingungen der Saite mögen ferner in einer bestimmten Ebene erfolgen, wie dies z. B. bei der Klaviersaite gleichfalls zutrifft. Auch nehmen wir an, daß es sich um reine Transver- 
salschwingungen handelt, bei denen also die einzelnen Punkte der Saite geradlinig und senkrecht zur Gleichgewichtslage der Saite schwingen.Es werde nun die Ebene der Schwingung zur «/-Ebene eines recht­winkligen Koordinatensystems gemacht, die ß-Achse durch die beiden festen Endpunkte der Saite gelegt und der eine Saitenendpunkt zum Null­punkt gewählt, während der andere Endpunkt die „positive“ Abszisse 
x = l hat. Der einzelne Punkt der Saite, der in der Gleichgewichtslage die Abszisse x habe, hat dann, auch wenn sich die Saite in einem Schwin­gungszustande befindet, beständig die gleiche Abszisse x und eine Ordi­nate y, die von der gewählten Stelle x und von der Zeit t abhängig ist und dieserhalb als Funktion der beiden unabhängigen Variablen x und t durch f(x,i) bezeichnet werde. Den Bewegungszustand der Saite bei gegebenen Bedingungen festzustellen, läuft dann darauf hinaus, die Funk­tion f(x, t) in der Art zu bestimmen, daß einmal den allgemein hier vor­liegenden mechanischen Voraussetzungen genügt wird, und daß zweitens die besonderen, etwa für den Augenblick t = 0 vorgeschriebenen „An­fangsbedingungen“ befriedigt werden.In ersterer Hinsicht gilt folgende Betrachtung: In Fig. 93 sei die Gestalt der Saite zur Zeit t der Deutlichkeit halber mit stark ver­größerten Ordinaten dargestellt; die Kurve hat für diesen Zeitpunkt tdie Gleichung y = f(x,t), wo als­dann t den fraglichen konstanten Wert hat. Der kreisförmig gedachte Querschnitt der Saite habe den Flächeninhalt q, und die Dichte des Materials sei ό. Dann hat das in der Gleichgewichtslage von den beiden Punkten xundx1=x-∖-dx'>x einge-schlossene Saitenteilchen die Masse dm = qδ∙dx. In seiner Lage zur Zeit t ist das Stückchen dm den beiden Zugkräften p ausgesetzt, die, wie die Figur näher darlegt, tangential zur augenblicklichen Kurve y≈f(xit} wirken. Sind a und α1 die in üblicher Art abgelesenen Winkel der beiden fraglichen Kurventangenten gegen die rc-Achse, so hat die links wirkende Zugkraft in Richtung der „positiven“ y-Achse die Komponente —p sin af die rechts wirkende aber +jpsinα1. Da die Winkel κ sehr klein sind, so können wir ihre Sinus durch ihre Tangens ersetzen. Dann aber liefern die beiden eben berechneten Komponenten die in Richtung der positiven «/-Achse wirkende Resultante:

www.rcin.org.pl



1] Differentialgleichung der schwingenden Saite 343
— p tgα -+-p tgαt = p(J⅛Pι, 0 -fχ{x, 0) = P∕e<X(∙^ + '9'' 0 dx,wo ff eine Zahl des Intervalles 0 < & < 1 ist.Indem wir dx außerordentlich klein wählen, denken wir das Teil­chen dm der Saite als einen „materiellen Punkt“ der Masse dm und der Abszisse #0= x -{-ff · dx, der alsdann unter Wirkung der eben berechneten Kraft nach einem bekannten Grundsätze der Mechanik die Beschleunigung:A'Z(⅝, 0 = ⅛ ∙PΛ"(⅜> 0dx = pr j‰ 0erfährt. Wenn wir den rechts auftretenden Faktor als positive Zahl durch 

μ? bezeichnen, so gilt unter Fortlassung des Index bei x0:

f∣'t'(χ, 0 = μ2fχ'v(χ, 0·Wir haben also das Ergebnis gewonnen: Die Funktion y = f(x, t) be­
friedigt die als „Differentialgleichung der schwingenden Saite“ bezeichnete 
Relation: .—

a‰u2i⅜ u=l∕-p-at2 l ∂xi, μ V qS’(1)
die, insofern hier die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von y auf- 
treten, als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung bezeichnet wird. Unter Gebrauch der Sprechweise von S. 284 haben wir diese Gleichung als linear und homogen zu bezeichnen, was für die Herstellung von Lö­sungen wichtig ist.Man versuche nun erstlich, eine Lösung in der Gestalt y =g(x") - h(D) anzusetzen, d. h. als Produkt eines nur von x und eines nur von t ab­hängenden Faktors. Dann folgt aus (1):X<(f) = f⅛WM> ⅛w = 2⅞'Da t und x unabhängig variabel sind, so kann die letzte Gleichung nur bestehen, wenn die hier einander gleich gesetzten Quotienten mit einer Konstanten a identisch sind:

g"(x) = ag(x), h "(t') = cΦ2 ^(0∙Hiermit haben wir zwei'„gewöhnliche“ Differentialgleichungen gewonnen, deren Lösung oben (S. 323) gelehrt wurde und je nach dem Werte von cc nach der Regel (4), (5) oder (6) S. 324 anzusetzen ist. Nun muß aber, da die Saitenendpunkte fest sind, f(x,t} sowohl für x = 0 als für # = Z unabhängig von t verschwinden, d. h. also es muß <∕(0)==0 und ∕∕(Z)=0 sein. Dieserhalb sind die beiden Lösungen (4) und (5) S. 324 unbrauch­bar, da jede derselben keinenfalls mehr als einen Nullpunkt hat. Somit muß a < 0 sein, und die Funktion g(x) ist entsprechend der Regel (6)
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344 VT, 3. Partielle Differentialgleichungen LiS. 324 anzusetzen. Da übrigens #(0) = 0 sein soll, so fällt das cos-Glied aus, und wir setzen demnach:
g (#) = sin (x ]/ — ct).Da ferner g(h) = 0 sein muß, so ist 7"∣∕- α ein λ helfaches ηπ von π,woraus sich ]/— a berechnet und g(x) in der Gestalt ergibt:

∕ λ . nnx g (x) = sin —j— ·Trägt man den berechneten Wert von a in die Gleichung für Λ (7) ein, so folgt als deren allgemeine Lösung:
7 ∕,λ nnμt , 7 . nnμt
h[t) = a cos —γ- 4- b sin —y~ ·

Als Lösung der partiellen Differentialgleichung (1) gewinnen wir damit:
zλx / nnμt , 7 . nnμt∖ . nnx(2) y = I a cos + b sin —y-1 sin -y-,
wo n irgend eine positive ganze Zahl ist und a, b willkürliche Konstanten 
sind; statt ihrer können wir wie in (3) S. 333 auch zwei Konstante c und ß 
einführen, mit denen sich die Lösung (2) in die Form kleidet:
zoλ . ∕nnμt z,∖ . nnx(3) y = c sin (—f- + ß) -sin — ·Die hierdurch für die verschiedenen Werte n= 1, 2, 3, · · · darge­stellten Schwingungsvorgänge der Saite sind leicht zu beschreiben. Die Saite hat in jedem Augenblicke die Gestalt einer Sinuslinie, welche die ir-Achse in den (w— 1) Punkten y 2y, · · ·, (η— 1) y schneidet; dieseheißen die Knotenpunkte der Schwingung. Jeder Punkt x der Saite schwingt dabei senkrecht zur x-Achse selbst nach einem Sinusgesetze zwischen den Extremlagen + c sin hin und her; nsan kann auch sagen, daß der Wert:(4) eβ⅛(5yi + ∕s),der der Ausschlag der Sinuslinie (3) der Zeit t heißen mag, im Laufe der Zeit nach einem Sinusgesetze wechselt. So oft der Sinus in (4) verschwindet, geht die Saite durch ihre Gleichgewichtslage hindurch. Der Schwingungs­
vorgang ist ein periodischer, insofern allemal nach Verlauf der Zeit:(5) τ≈ - = 211∕-^η μ η V ρdie Gestalt der Saite wieder dieselbe ist. Dieser Wert T heißt die 
Schwingungsdauer, der reziproke Wert von T die Schwingungszahl, welche
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1] Grundton und Obertöne der schwingenden Saite * 345die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit angibt. Nach bekannten Sätzen der Akustik entspricht im Klange der Saite dem Werte n = 1 der „Grundton“; die Werte n == 2, 3, 4, · · · aber liefern die „Obertöne“, näm­lich die „Oktave“, „Quinte“, „Quarte“ usw.Eine zweite Art der Lösung der- Gleichung (1) gründet sich auf folgende einfache Tatsache. Ist g(x) eine eindeutige und stetige Funk­tion der einen Variablen x, deren beide erste Ablesungen g'(x), g"(%} existieren und gleichfalls eindeutig und stetig sind, so haben wir in y = <∕(⅛ + μθ für jedes der beiden Zeichen eine Lösung von (1), wie auch im übrigen die Funktion g gewählt sein mag. Wir können von hieraus eine Funktion f{xjf} konstruieren, die erstlich für x = 0 und 
x = Z beständig gleich 0 ist, und die zweitens den nun allgemein zu formulierenden „Anfangsbedingungen“ genügt. In dieser Hinsicht soll 
zur Zeit t = 0 die Gestalt und der Geschwindigkeitszustand der Saite durch die Festsetzungen:(6) f(x, 0) = φ(tf), ft(x, 0) = ψ(z)vorgeschrieben sein; hierbei sind φ(rr) und ψ(⅛) zwei im Intervalle 0 ≤ x ≤ Z willkürlich gewählte eindeutige und stetige Funktionen, die in den Endpunkten des Intervalles verschwinden und, soweit erforder­lich, differenzierbar sein müssen.Wir wollen diese Funktionen gleich auch über das fragliche Inter­vall hinaus fortsetzen und zwar durch die Vorschriften:(7) φ(-ic) = -φ(x), ψ(-x)=-ψ(x), φ(tf + 2Z) = φ(⅛), ψ(x + 2Γ)==-ψ(x). Sie sind so für alle möglichen Argumente erklärt, und zwar als ungerade, periodische Funktionen mit der Periode 2 Z.Wir versuchen nun, eine Lösung von (1), die wir in der Gestalt:(8) y = f(x, Z) = gx(x + luZ) + <⅛(tf- μZ)ansetzen, den fraglichen Bedingungen anzupassen. Es müßte demnach entsprechend den Gleichungen (6):ZZiO) + 92W = <p(x∖ 99i&) ~ = ≠O)gelten. Durch Integration der zweiten Gleichung folgt:

X

9ι(%) — 92(%) = ±-J ψ(x)dx + 2C,
0und wir gewinnen aus dieser und der ersten der beiden voraufgehenden Gleichungen sofort:

X X

9ι(*)==i <?&>+ ψ(x)dx + C, gs(x)≈±φ(x)-~ιJ ψ(x)dx-C. 0 ' 0
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346 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen Ei
Hiermit erhalten wir die alle Bedingungen befriedigende Lösung (8) in der 
Gestalt: x+μt(9) y = ∣(φ(⅛μU + φ(^-μty + ~ jψ(x)dx.

' x — μtEs ist nun sehr leicht, einen Zusammenhang zwischen dieser Lösung unserer Aufgabe und den besonderen Integralen (2) der Differentialglei­chung herzustellen. Nach S. 245 ff. lassen sich die ungeraden Funktionen φ(rr) und ψ(#) der Periode 21 in konvergente Fouriersche Sinusreihen entwickeln:(10) φ (tf) =2a>t sin ’ ≠O) Bin ,
η = 1 η = 1deren Koeffizienten nach der Regel (7) S. 246 berechenbar sind. Aus den Koeffizienten αή der zweiten Reihe berechnen wir für n = 1, 2, 3, · · ·:(11)× 7 n τtμ n ,so daß wir durch Integration:
7 J ≠W dx = ⅞ ~j2 bn cosfinden, unter b0 die Integrationskonstante verstanden. Mit Benutzung der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen stellt man dann sofort die Gleichungen her:

001 z ..... . jλ∖ '∖1 nπμt . n«xy (φ(tf + gU + φθ — μD) an COS -y- sm —l
n = l

x + μt ∞1 f* , x , "∖√ 7 . nπuΛ, . nitxdX Sm ~T~ δln T~ \
' x—μ t η=1

Damit aber erhalten wir für die Lösung (9) die folgende Fouriersche Reihe: 
00

Χ7Ί ∕ nπμt , τ . nπμt∖ . nitx(12) y =2j ∖an cθs —γl + bn sιn -f-) Sln f >
n=l

wobei die Koeffizienten an und bn auf Grund von (10) und (11) aus den 
Entwicklungen der vorgegebenen Funktionen φ(rr) und ψ(%) hervorgehen.Da die Differentialgleichung (1) „linear“ und „homogen“ ist, so ist einleuchtend, daß aus einer Anzahl von Lösungen ‰ ‰ ‰ · · · immer in deren Summe (t∕1 + ι∕2÷ 2∕s÷ ’ ’ ,) e*ne weitere Lösung gewonnen wird. 
Von hieraus ist das Auftreten einer Lösung y in Gestalt einer Summe von 
Lösungen der Gestalt (2) oder (3) verständlich. Umgekehrt erkennen wir
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1J Analyse des Klangs der schwingenden Saite 347aber aus (12) den Satz, daß die den willkürlich angenommenen Anfangs­
bedingungen genügende Lösung (9) in Lösungen der Gestalt (2), die den 
einzelnen ganzen Zahlen n zugeordnet sind, aufgelöst werden kann. Wir haben hier die bekannte Tatsache der Akustik vor uns, daß der durch eine schwingende Saite hervorgerufene Klang zusammengesetzt ist aus dem Grundton der Saite und ihren Obertönen. Dabei ist für die Stärke, mit der der wte Oberton im Klange auf-tritt, die Größe von cn = + ]∕αj2t+ &2 maßgeblich.Um diese allgemeinen Entwick­lungen wenigstens an einem Bei­spiele auszuführen, betrachten wirdie Schwingungen einer gezzipften Saite, wie sie z. B. bei einer Laute oder Harfe auftreten. Die Saite sei an der Stelle x = a um die Strecke y — b aus der Gleichgewichtslage entfernt und habe damit zur Zeit i = 0 die in Fig. 94 zwischen x = 0 und x=A mit übertrieben großen Ordinaten gezeichnete Gestalt der Gleichung:&- x, O<^x<^,a,(13) y = φ(⅛) =

b,— ', α < χ < I.Die Fortsetzung der Funktion φ(&) über das Intervall 0 ≤ x ≤ l hinaus geschehe nach der obigen, durch die Gleichungen (7) gegebenen Vorschrift. Wird nun zur Zeit t = 0 die Saite losgelassen, so beginnt sie ihre Be­wegung an allen Stellen x mit der Anfangsgeschwindigkeit 0, so daß also 
ψ(x) konstant gleich 0 ist. Dieserhalb fällt das Integral in (9) aus, und wir erhalten als Darstellung der vorliegenden Schwingung:(14) y = -∣- (φ(^ + gi) + φ(£ — gθ),unter φ(ic) die in (13) bzw. durch Fig. 94 dargestellte und nach Vorschrift fortgesetzte Funktion verstanden.In (14) haben wir eine höchst einfache Regel gewonnen, um den SchwingungsVor­gang zeichnerisch zu verfolgen: Om die Ge­
stalt der Saite zur Zeit t zu gewinnen, zeichne 
man die „Kurve“ der Funktion y = ∖ψ(x), 
d. h. man verkleinere die Ordinaten der „Kurve“ 
der Fig. 94 auf die Hälften, verschiebe die neue 
Kurve einmal nach rechts um die Strecke μ t,
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348 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [1
sodann nach links um die gleiche Strecke und füge die beiden so erhaltenen 
Kurven durch Addition der Ordinaten bei der einzelnen Abszisse x zusam­
men. In Fig. 95 sind für die erste Hälfte der Periode einige Gestalten der Saite aufgezeichnet.Die Koeffizienten der Fourierschen Sinusreihe (10) der vorliegenden Funktion φ (#) sind nach der Regel (7) S. 246 durch:

a l2 Γ b . nnx 7 . 2 / b /7 s . nxx 7=r r I — % sm --7- dx A -i- I 1 (l — X) sm —r- dxn l J a l * 1J l— a × 7 <0 agegeben. Die Integrale sind leicht ausgewertet und ergeben:
2bl /1 , 1 ∖ . nπa

CI' = ~2—2 (------ Γ 7------------) ----- 7---- 7n n2τt2 \ a l— a] lso daß die Darstellung (12) des Schwingungsvorgangs die folgende ist:
00z.~λ 2&Z/1 , 1 ∖ \Ί 1 . nna nnμt . nnx

(1°) »- «> h + vA) 2 sm ~rcos — sιn — ·
η = 1

Wir lesen hieraus Angaben über das Auftreten und die Stärke des Grund­
tones und der Obertöne im Klange der gezupften Saite ab. Die Verhält­nisse hängen, wenn wir etwa b konstant nehmen, wesentlich von der Stelle x = a ab, an welcher gezupft wird. Man sieht zunächst, daß der izte Oberton ausfällt, wenn die Saite in einem der Knotenpunkte « = y,2 ^-, · · ·, (w—1)~ der betreffenden Schwingung gezupft wird. Ist die Stelle a nicht weit von der Mitte -∣J gelegen, so ist der Klammerfaktorin (15) nur wenig größer als sein Minimalwert -y, und wir folgern, dadas „Quadrat“ von n im Nennei· des nteu Gliedes steht und sin ≤ 1 I i Iist, daß mit steigendem n die Stärke der Obertöne schnell abnimmt. Ist indessen a nahe an einem Saitenende, vielleicht dicht bei x = 0 gelegen, so dürfen wir hei nicht zu großem n angenähert sin -y- durch er­setzen und finden dann wenigstens für die Anfangsglieder:2&Z χη 1 nπμt . nnxg = -7-.----- ? > — cos —sm - ·, ■π(ί — a) : n l lHier steht nur noch die „erste“ Potenz von n im Nenner, so daß jetzt die Obertöne mit nicht zu großem n weit stärker hervortreten.
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2] Klang der gezupften Saite. Elastische Membran 3492. Membraiiscliwiilginigeii. Wir betrachten auch noch die ein wenig­schwieriger zu untersuchenden Schwingungen einer elastischen Membran, die in eine ebene Randkurve eingespannt sein möge. Zur Erleichterung der Rechnung werden ähnlich wie in § 1 verschiedene beschränkende Annahmen über die Schwingungen gemacht. Die Membran soll sich aus ihrer als eben angenommenen Gleichgewichtslage bei den Schwingungen 
überall mir ganz wenig entfernen, auch sollen die Tangentialebenen der Membran während der Schwingung allenthalben von der Gleichgewichts- 
ebene der Membran nur sehr wenig abweichen. Die Spannung*) der Mem­bran sei über die ganze Fläche derselben hin konstant gleich p und möge auch während eines Schwingungszustandes nur so wenig von diesem Werte ab weichen, daß wir sie auch dann konstant gleich p setzen dürfen. Endlich soll es sich wieder um reine Transversalsclewingiingen der Mem­bran handeln.Es möge nun die Gleichgewichtsebene der Membran die rr,i∕-Ebene rechtwinkliger Raumkoordinaten liefern, in welcher die nicht-schwingende Membran einen in die geschlossene Randkurve R, eingespannten Bereich bedeckt. Der Membranpunkt (x, y) der Gleichgewichtslage wird dann bei den Schwingungen beständig die Koordinaten x, y bewahren, während die dritte Koordinate z als Funktion der Zeit t und der Stelle (x, y) an­zusehen ist:(1) * = Λ>,2∕√)inatürlich muß die rechts stehende Funktion zu jeder Zeit t in dem durch 
R eingeschlossenen Bereiche eindeutig und stetig sein und am Rande R des Bereiches verschwinden. Durch (1) ist in jedem Augenblicke t die Gestalt der Membran als eine in R eingespannte Fläche gegeben. Nach den über die Schwingung gemachten Voraussetzungen sind die Koordi­naten z der Flächenpunkte beständig sehr klein, und die Normale der Fläche im einzelnen Punkte (x, y, z) weicht nur sehr wenig von der z- Achse ab. Geben wir der Normalen die mit der „positiven“ z-Achse nahe- hin zusammenfallende Richtung und bezeichnen die Richtungswinkel der so gerichteten Normalen gegen die positiven Achsen wie oben (S. 142) durch (v, x), (v, y), (v, z), so folgt für die „Richtungskosinus“ nach (4) in 1,325: cos (v,x) =----- . x —, cos (v, y) =----- ------- ----- —,+Vι+∕r+∕r v +]∕ι+∕,r÷∕'√COS (v, z) = -----;---- — ·+ ∣∕ι+ZT+4'2

*) Über deren Erklärung vergleiche die unten folgende Betrachtung.
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350 VI, 3. Partielle DifferentialgleichungenDa nun die Normale nur ganz wenig von der ^-Achse abweichen soll, so werden die Werte ∕∕, f7' beständig sehr nahe an 0 liegen. Indem wir dem­nach die Quadrate/·/2 * * * * *, f'8 neben dem Werte 1 vernachlässigen, haben wir:(2) cos (y, tf) = — f*, cos (y, y) = - ή/.Es gilt nun erstlich die Funktion (1) so zu bestimmen, daß den all­gemeinen mechanischen Voraussetzungen, die hier vorliegen, genügt wird.Wir denken uns zur Zeit t aus der Fläche (1) einen kleinen Bereich B mit der Rand­kurve K herausgeschnitten (s. Fig. 96) und wollen die auf das Stückchen B der Mem­bran wirkenden Kräfte betrachten. Die Bogenlänge s von K denken wir uns in derin Fig. 96 angedeuteten Richtung wachsend gemessen. Auf ein sehr kleines Bogenstück­chen ds von K. wirkt dann tangential zurFläche (1) und zugleich senkrecht zum Randstückchen ds von B nach „außen“ die durch die Spannungp gelieferte Zugkraft^) · ds. In der Figur ist diese Zugkraft durch den Vektor p angedeutet, dessen Betrag ∣p∣=p ist, und dessen „Richtungskosinus“ wir abgekürzt:α1 = —, b 1 = —, c1 = —1 p , * 1 p , 1 pnennen, unter pa,, p„, p2, wie üblich, die Komponenten von p verstanden('s. S. 219). Die weiter in der Figur angedeuteten Vektoren t und n seien „Einheitsvektoren“ tangential zu K in der vorgeschriebenen Umlaufsrich­tung von B bzw. normal zur Fläche (1) nach „oben“ gerichtet. Unter Benutzung von I, 332 finden wir für die Ricbtungskosinus ¾, δ2, c2 von t und as, bs, c3 von II:
b^dJsr = as = c°fi(.v>x')> δ3 = cos(v,2∕), c3 = cos(v,s).Die drei Vektoren bilden ein „Rechtssystem“, so daß wir die im An­schluß an (2) in I, 388 entwickelten Regeln über die neun Richtungs­kosinus al, ∙ ∙ ∙, cs' anwenden können. Insbesondere folgt aus der dritten Gleichung (6) daselbst (unter zyklischer Vertauschung der Indizes) 

ci = a2b3 — a3b2, was hier:-cos(r,!∕)⅛-cθs(r,^)⅛liefert. Die auf das Stückchen ds in Richtung der „positiven“ z-Achse wirkende Komponente der Zugkraft ist somit:
pt ds = p (cos (v, y) dx — cos (v, #) dy).
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2] Differentialgleichung der Membranschwingungen 351Durch Integration über K und Benutzung von (2) finden wir, daß das aus der Fläche (1) mittelst K herausgeschnittene Stückchen in Richtung der positiven 2-Achse zur Zeit t der Gesamtkraft ausgesetzt ist:
(3) = p wJ (- fy dx + f∕⅜).Das rechts stehende Linienintegral können wir auch auf die Pro­jektion AΓθ von K auf die ic,i∕-Ehene beziehen, wobei in dieser Ebene durch 
Ko die Projektion JB0 des Flächenstückchens 13 umrandet wird. Wandeln wir nun die rechte Seite von (3) auf Grund des Integralsatzes (8) S. 140 in ein auf j5θ bezogenes Flächen integral um, so folgt für die berechnete Kraft:

= P ∙ i7i,7 (∕** + fyy} dω ·Ist endlich JB0 selbst außerordentlich klein und vom Inhalte dω, so können wir {fχχ~irfyy) durch einen mittleren Wert dieses Ausdrucks in A*o er­setzen und finden die Kraft:(4) j Vjs ≈p(f⅛+fw)dω = +Es sei nun die „Flächendichte“ der homogen gedachten Membran gleich <5; dann ersetzen wir das in Rede stehende Membranstückchen durch einen materiellen Punkt der Masse ∂ dω, der an jener Stelle von 
130 gelegen ist, auf die sich der eben genannte Mittelwert bezieht. Die zur Zeit t in Richtung der positiven 2-Achse eintretende Beschleunigung

n ∂2zist dann ft't' = g--g und muß, mit der Masse ό da multipliziert, der vor­stehend berechneten Kraft gleich sein:d dω∙ftt = p(f*x 4- fy'y} dω.Heben wir den gemeinsamen Faktor dω fort und setzen den Quotienten 
p:d als positive Zahl gleich μ2, so ergibt sich als Differentialgleichung 
der Memlransehwingungen“:

(^\ <*iZ 2 ι'∂'iZ &Z\ -l/jp
w ‘““KrDie allgemeine Theorie dieser Gleichung erfordert längere Entwick­lungen, auf die wir nicht ein gehen können. Einfach und seit längerem bekannt sind indessen zwei Spezialfälle, nämlich die beiden Fälle, daß der Rand 72 der Membran entweder ein BechtecTi oder ein Kreis ist. In beiden Fällen gelingt es, nach dem in § 1 an erster Stelle benutzten. Grundsätze besondere Lösungen aufzustellen, indem man z als Produkt dreier Faktoren ansetzt, deren einzelner nur von je einer der drei unab­hängigen Variablen abhängt.
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352 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [2Ist die Membran ein Rechteck der Seiten a, ß, so mögen die Koordi­natenachsen und die Geraden x = a, y = ß das Rechteck eingrenzen. Dann gelingt es sehr leicht, mittelst trigonometrischer Funktionen Lösungen von (5) zu finden. In der Tat erkennt man sofort in:(6) z = (a cos λπ,t-∖- b sm λπt) sm —— sin @
eine die „Randbedingungen“ befriedigende Lösung von (5), wo m und n 
irgend ein Paar positiver ganzer Zahlen sind, λ aus:(7) +
zu berechnen ist und a, b willkürliche Konstanten bedeuten. Es ist nämlich 
z, wie es sein muß, längs R konstant gleich 0, und die Forderung, daß die Differentialgleichung befriedigt wird, führt einfach auf die Gleichung(7). In bekannter Art kann übrigens die Gleichung (6) auch in die Gestalt:(8) z = c sm (λ λ t + γ) · sm sm —λ—gesetzt werden.Der entsprechende Schwingungsvorgang ist sehr anschaulich. Die zu den Rechteckseiten parallelen Geraden der Gleichungen:

. X = 2 m’ ' '', = ^V> 2 ' ''> ~nbleiben beständig in der Gleichgewichtslage, sie liefern die „Knotenlinien“ der Schwingung. Durch dieselben wird die ganze Membran in m · n kon­gruente Rechtecke zerlegt, die einzeln hin und her schwingen. Der ganze Vorgang ist periodisch und hat die „Schwingungsdauer“:(9) 2'--y⅞=⅛∙
μ V P÷ ß>Der Auswahl m = n = 1 entspricht der „Grundton“ der Membran, die übrigen Zahlenkombinationen liefern zweifach unendlich viele „Obertöne“.Ein wesentlicher Unterschied gegenüber den Saitenschwingungen besteht darin, daß je zwei Obertöne im allgemeinen nicht „harmonisch“ sind; 

sie sind nur dann harmonisch, wenn die beiden zugehörigen Werte T in einem 
rationalen Verhältnisse stehen. Nehmen wir die „quadratische“ Membran (β = α) als Beispiel und fragen nach etwaigen zum Grundtone harmonischen Obertönen, so sind nur diejenigen ganzen Zahlen m und n zulässig, für wrelche (∕n8-f-w2) das Doppelte einer Quadratzahl Z2 wird:2Z2 = m2 + n2.Die gesamten Lösungen dieser Gleichung in positiven ganzen Zahlen au-
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2] Schwingungen einer rechteckigen Membran 353zugeben, ist eine Aufgabe der Zablentbeorie. Einleuchtend ist natürlich die Lösung l = m = w; wir begnügen uns damit, noch die weiteren Lö­sungen zu nennen Z = 5, m = l, w = 7; Z = 29, m = 1, n = 41; Z == 17, m = 7, n = 23 .usw.Da die Differentialgleichung (5) wieder linear und homogen ist, so können wir aus verschiedenen Lösungen der Gestalt (8) durch Addition 
neue Lösungen gewinnen. Ein Hauptinteresse bezieht sich dabei auf das Auftreten von „Knotenlinien“, d. h. also von Kurven der Membran', die dauernd in der Gleichgewichtslage verbleiben. Wir wählen als Beispiel wieder eine quadratische Membran, setzen der Einfachheit wegen a = ß = 1 und untersuchen den Fall zweigliedriger Lösungen:(10) z = cl sin (21jγZ -(-ßfj sin mixx sin nlπy+ c2 sin (λ2τtZ + ß2) sin ∕n2jraj sin n2πy.Gerade, die zugleich Knotenlinien der beiden Teilschwingungen sind, stellen sich natürlich auch als solche der zusammengesetzten Schwingung ein. Allgemein bleibt ein Punkt (#, y) auf einer Knotenlinie der einen Teilschwiugung stets und nur dann beständig in Ruhe, wenn er zugleich einer Knotenlinie der zweiten Teilschwingung angehört. Soll demnach noch ein weiterer Punkt (x, y) in Ruhe bleiben, so werden für ihn die in (10) auftretenden, von den x, y abhängenden Sinus sämtlich von 0 verschieden sein; also muß, da für diesen Punkt (x, y) der Wert z be­ständig gleich 0 sein soll:sin (Z2jrZ -f- β2) = C- sin (λ1 λ t -j- β1)mit einer Konstanten C in t identisch gelten. Hieraus folgt sofort, daß die Perioden der beiden Teilschwingungen gleich sein müssen:(11) λ1 = Z2, T1 = T2, m12 + n12 =-w22 + w22.Weiter ergibt sich C = + 1 und β2 = βl + 2κτt oder = βl + (2κ + 1)jγ, je nachdem C = + 1 oder = — 1 ist, so daß wir die Lösung (10) in die Gestalt*):(12) z = sin (λτtZ + /3) (c1 sin mlπx sin nlπy -f-c2 sinm2πx sinn2πy)kleiden können. Haben wir demnach ein die dritte Gleichung (11) befrie­
digendes System ganzer Zahlen m1, nl, m2, n2 gewonnen, so liefert:(13) c1 sin m1ιtx sin ntπy + c2 sin m2 πx sin n2πy = 0
für jede Auswahl der Koeffizienten c eine Knotenlinie der zugehörigen 
Schwingung (12). Die hierbei sich ergebenden Kurven bezeichnet man als 
„Klangfiguren“ der quadratischen Membran.*) Für C — — 1 ist ci durch — c, ersetzt. Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 23

www.rcin.org.pl



354 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen 12Eine sehr einfache Lösung der dritten Gleichung (11) ist m1 = 1, 
= n, mi = n, = 1. Schreiben wir noch c2 : c1 = — c, so haben wirfür jede Zahl n eine Schar möglicher Knotenlinien:(14) sin nx sin nity = c sin nnx sin ny.Für n = 2 folgt nach Forthebung des Faktors 2 sin nx sin ny die Glei­chung:(15) cos ny = c cos nx,

welche für jeden endlichen Wert c eine bestimmte, von einer Quadratseite 
durch den Mittelpunkt des Quadrates zur gegenüberliegenden Seite ziehende 

Knotenlinie liefert. Fig. 97 veranschaulicht die Gestalt der Kurven für die dem Intervalle 0 ≤ c ≤ 1 an­gehörenden Werte c, wobei
c = 0 die Mittellinie und c = 1 die Diagonale des Quadrates liefert. Die den Werten c≥ 1 und den negativen c entsprechenden Kurven gehen aus den eben betrachteten durch Spiegelung an der Diagonale bzw. der Mittellinie des Quadrats hervor.Weit mannigfaltiger sind die Klangfiguren schon für n = 3, wo man die Gleichung (14) leicht in die Gestalt setzt:(16) cos2 ny — = c (cos2 nx —0 ·
Hier entspricht jedem endlichen Werte c eine bestimmte Kurve, die die beiden 
Mittellinien des Quadrates zu Symmetrielinien hat und jedenfalls durch die 
vier Punkte (y, ⅜), (y, y) , (p y) > (y> ⅜) hindurchläuft. Da zweireziproke Werte c zwei Kurven liefern, die durch Vertauschung von x und y ineinander übergehen, so lernt man bereits alle Gestalten der hiereintretenden Klangfiguren kennen, wenn man c auf das Intervall— 1 ≤c≤-f-l 1 2beschränkt. Für c = 0 artet die Kurve in das Geradenpaar y = y = yaus, für c == 1 in das Diagonalenpaar des Quadrates. Für—l≤c<- *ist die Knotenlinie eine im Quadratinnern verlaufende geschlossene Kurve. In Fig. 98 sind die Klangfiguren für einige Werte c gezeichnet; die in zwei Gerade zerfallende Figur für c = 0 steht an vierter Stelle, der Fall des Diago­nalenpaars (e = 1) schließt sich als die letzte Figuran.
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3] Klangfiguren der quadratischen Membran 355Im Falle einer kreisförmigen Membran führt man an Stelle von x, y Polarkoordinaten r, ff ein und hat die rechte Seite der Gleichung (5) auf 
r und 9, als unabhängige Variable zu transformieren, eine Entwicklung, auf die wir erst später eingehen. Setzt man dann 0 = f(t)∙ g(fr') ∙ ħ(r) als Produkt dreier je nur von einer der unabhängigen Variablen abhängigen Faktoren an, so gelingt es, die partielle Differentialgleichung in drei ge­wöhnliche für die Funktionen /'(£), g(&) und 7⅛(z) zu spalten, von denen die beiden ersten durch trigonometrische Funktionen lösbar sind, während sich die dritte durch eine sehr einfache Substitution auf die Besselsche Differentialgleichung (9) S. 339 zurückführen läßt. Man kann also hier besondere Lösungen mit Hilfe trigonometrischer und Besselscher Funk­tionen herstellen.3. Wärmeleitung. Ein ungleichmäßig erwärmter homogener Körper 
K der Randfläche B habe zur Zeit t an der Stelle der rechtwinkligen Ko­ordinaten x, y, 0 die etwa in Celsiusgraden gemessene Temperatur:(1) u ≈ f(x, y, 0, t).Die hier rechts stehende Funktion sei im Bereiche K während des der Betrachtung unterworfenen Zeitintervalles eindeutig und stetig und habe ebensolche Ableitungen, soweit wir dieselben zu benutzen haben. Setzen wir zu irgend einer Zeit t die linke Seite der Gleichung (1) einer Kon­stanten Uq gleich und deuten die Gleichung in variablen Raumkoordi­naten x, y, 0, so stellt sie eine Fläche dar, die wir, soweit sie dem Kör­per K angehört, als eine „isothermische Fläche“ oder „Isotherme“ des Körpers bezeichnen. Den verschiedenen zur Zeit t auftretenden Werten u0 entspricht dabei eine ganze „Schar von Isothermen“, die den Körper aus­füllen.Mittels der Funktion m statten wir jetzt den Bereich K zu einem mit der Zeit veränderlichen Vektorfelde aus, indem wir dem Punkte (x, y, 0) zur Zeit t den Vektor ü der drei Komponenten:∕f)∖ CW /. / d U z. r S U p r(2) - ~ - - i3y~~Sy~~fy>< ä? = “zuerteilen. Nach I, 325 steht dieser Vektor senkrecht zur Isotherme. Wir bezeichnen mit v die Länge einer Normalen zur Isotherme, vom Fuß­punkte (x,y,a) ab gemessen, und rechnen die ’Maßzahl v positiv nach der Seite abfallender Werte der Temperatur u. Sind (v, x∖ (v, y), (v, 0) die Richtungswinkel der so gerichteten Normalen gegen die positiven Achsen, so gilt für den „nach der Normalen v genommenen Differential­quotienten“ von u (s. I, 155ff.):

du du z λ , du .f × . du , .äV = cθs ^v> + ⅜cθs cθs *)·23*
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356 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [3Da u bei wachsendem v abnimmt, so ist dieser Differentialquotient ne­gativ; mit Benutzung von (2) finden wir somit:— ∣7 = 0a≈ c°s (v> x) + i∖ C0S (v> V) + tb C0S (P> *0 > θ'Nun gilt weiter:va, = ± M cos (v, x), t>y = + ∣V∣ cos (v, t∕), ü,= + |ü| cos (y, z),wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem der Vektor V die gewählte Normalenrichtung hat oder ihr entgegengerichtet ist. Tragen wir diese Ausdrücke der 0λ*, Üy, t)i in die voraufgehende Gleichung ein, so folgt: Q
ÜV — 11so daß das obere Zeichen gilt: Der im Punkte (%, y, z) zur Zeit t ange­

tragene Vektor, der als „Temperaturgradient“ oder „Temperaturgef alle“ be­
zeichnet wird, verläuft senkrecht zur Isotherme und hat die Dichtung ab­
fallender Temperatur; sein Betrag ist gegeben durch:(8) W--frErfahrungsgemäß tritt nun im Laufe der Zeit im Körper K in der Art ein Wärmevorgang auf, daß Teile höherer Temperatur Wärme an benachbarte kältere Teile des Körpers abgeben. Man beschreibt diesen Vorgang am besten dadurch, daß man sich im Innern von K ein sehr kleines Flächenstückchen des Inhaltes da vorstellt und die „Wärme­menge“ dQ (vgl. S. 286) angibt, welche während der sehr kleinen Zeit dt durch das Stückchen da „hindurchfließt“. Um dies ausführen zu können, errichten wir auf da einmal den Vektor ö, andererseits einen „Einheits­vektor“ n (s. S.221) in einer der beiden Normalenrichtungen. Wir tragen ferner der Erfahrungstatsache Rechnung, daß verschiedene Substanzen ungleich durchlässig für die Wärme sind. Indem wir den Körper als „homogen“ und „isotrop“ ansehen, nehmen wir damit an, daß für ihn die „Wärmeleitfähigkeit“ an allen Stellen und für alle Richtungen die.gleiche sei; auch möge dieselbe nicht etwa noch mit wechselnder Temperatur sich ändern.*) Um die Wärmeleitfähigkeit rechnerisch zu erklären, denken wir für den Augenblick die Wärme als eine den Körper durchströmende Flüssigkeit, wobei die Geschwindigkeit an der Stelle (%, y, z) zur Zeit t gleich k-O, d. h. dem oben erklärten Vektor proportional und gleich ge­

*) Inwieweit diese Voraussetzungen in der Praxis zutreffen, bleibe hier un­erörtert.
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3] Wärmefluß in homogenen Körpern 357richtet sein soll. Hier ist dann eben der positive Faktor Ti die „Wärme­leitfähigkeit" der Substanz des Körpers W.*)Ist die Dichte der gedachten Flüssigkeit an der betrachteten Stelle gleich 1, so würde, wie man durch wörtliche Wiederholung der Über­legung von S. 221 findet, während des sehr kleinen Zeitteilchens dt durch das Flächenstück dω die Wärmemenge:(4) dQ = Tt · (ü ∙ n) dω dtnach der Seite der aufgepflanzten Normale n hindurchfließen, wo ti∙n das „skalare Produkt" der beiden Vektoren ist.**) Die Analogie mit einer strömenden Flüssigkeit soll hier dazu dienen, um das Gesetz (4), das in der Tat für die Wärmeabgabe über das Flächenteilchen dω besteht, ver­ständlich zu machen.Von hieraus gewinnt man sehr leicht für den Wärmefluß im Inneren von K eine Differentialgleichung. Ist B ein räumlicher Bereich innerhalb 
K und 0 die Oberfläche von B, so tritt während der sehr kleinen Zeit dt über 0 aus dem Bereiche B die gesamte Wärmemenge:

Ti (' · n · dω) dtheraus, wenn wir die Einheitsvektoren n nach außen senkrecht auf 0 er­richten. Der gewonnene Ausdruck kann nach dem Gaußschen Satze (11) S. 222 auch in die Form gekleidet werden:
i (jfdiv # . ,/t) dt = ⅛( J(½ + ∣⅛ + ¾) dr) dt.Denken wir den Bereich B außerordentlich klein und vom Rauminhalte 

dt, so dürfen wir div ü durch einen zugehörigen Mittelwert ersetzen und finden mit Benutzung von (2), daß dieses Teilchen des Körpers K während der Zeit dt die folgende Wärmemenge an die Umgebung abgibt:(δ) dQ = Tc div V ∙ dτ · dt = - Ti + dτ · dt.Es sei nun ö die Dichte des Körpers K und damit ö · dt die Masse des eben betrachteten Raumteilchens. Soll dieses Raumteilchen eine Ände­rung der Temperatur w um du erfahren, so ist hierzu die Zuführung einer Wärmemenge c∙∂dτ∙du erforderlich; dabei ist c die der Substanz des Körpers zugehörende „spezifische Wärme" (vgl. S. 286), die wir wieder*) Die Leitfähigkeit ist für verschiedene Substanzen bekanntlich sehr ver­schieden; so verhält sich z. B. die Leitfähigkeit des Silbers zu der des Bleies wie 83 zu 7.**) Ein negatives Vorzeichen von dQ bedeutet natürlich, daß der „Wärme- fluß“ über doa entgegen der Richtung von n stattfindet.
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358 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [Sals eine Konstante voraussetzen. Nun wird aber dem betrachteten Teil­chen des Körpers K während der Zeit dt die Wärmemenge — dQ „zu­geführt“; für die neben dieser Zuführung einhergehende Temperaturände­rung du haben wir also die Gleichung:
— dQ = c∙ ό dτ · du ≈ c∙ 8 dτ~ dt.Durch Elimination von dQ aus dieser und der Gleichung (5) folgt nach Forthebung überflüssiger Faktoren als „Differentialgleichung der Wärme­

leitung“ im Innern des Körpers K:

,nx ‘ du ⅛ldiu , d'-u . d'iu∖ | ‘ k(6) ä« “ <^ w+⅜i+ä?'b fl ” I i»'Diese Gleichung hat eine sehr vielseitig entwickelte Theorie, von der hier nur ein paar einfachste Proben gegeben werden können. Es soll sich dabei um Fälle handeln, hei denen die Temperatur u eine Funktion 
von t und x allein ist, sich also bei partieller Änderung von y und z nicht ändert. In diesem Falle sind die partiellen Ableitungen u,,j und uz mit 0 identisch, und die Differentialgleichung (6) für die Funktion u = f(x, f) nimmt die Gestalt an:
∕rγ∖ du o diu(7'l 8i=∙'u⅛>∙Um diesen Fall zu verwirklichen, denken wir uns z. B. den Körper 
K als den ganzen rechts von der y,z-Ebene gelegenen Raum ausfüllend, wobei alsdann in der Randebene JR, d. i. in der i∕,0-Ebene, sowie in jeder einzelnen zu ihr parallel laufenden Ebene in einem einzelneu Augen­blicke t die Temperatur überall gleich sein soll. Es genügt in diesem Falle, die Temperaturverteilung längs der positiven x-Achse zu untersuchen. Wir können uns die Verhältnisse auch so vorstellen, daß es sich um die Tem­peraturverteilung in einem dünnen, die positive ß-Achse vorstellenden Stabe handelt, der also nach rechts ins Unendliche läuft; der Stab gilt dabei seitlich als von einem für die Wärme undurchlässigen Medium um­geben. Ein zweites sehr einfaches Beispiel wird geliefert, wenn wir K als den gesamten zwischen der y, ^-Ebene und einer ihr parallelen Ebene 
x = l gelegenen Raum füllend ansehen, wobei dann wieder in der ein­zelnen Ebene x = a des Körpers K zur Zeit t überall dieselbe Tempe­ratur herrschen soll. Dieses zweite Beispiel kann man auch auffassen als dasjenige des Wärmeflusses in einem Stabe der endlichen Länge l, wenn der Stab wieder seitlich von einem für Wärme undurchlässigen Medium umgeben ist.Versuchen wir nun, die Gleichung (7) nach dem Grundsätze zu lösen, daß wir u in das Produkt zweier Funktionen g(x) und h(f) spalten, so
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3] Differentialgleichung der Wärmeleitung 359zerlegt sich (s. die betreffende Überlegung von S. 343) die Gleichung (7) in die beiden „gewöhnlichen Differentialgleichungen“:√'O) = ~2 0,(aj), h'(.t') =
wo a eine noch zu wählende Konstante ist. Beide Gleichungen führen auf Exponentialfunktionen, und wir gewinnen als Lösung u der Gleichung (7):(θ) m = g(%)h(t) = e^x+a *'.Es sei nun gestattet, für a auch komplexe Werte einzutragen, wobei für die Umrechnung der zugehörigen Lösungen in reelle Gestalt von den im Anhänge (§ 4) zwischen der Exponentialfunktion und den trigonometri­schen Funktionen aufzustellenden Beziehungen Gebrauch zu machen ist. Wir setzen erstlich α = -ff(l+i), unter a eine positive reelle Zahl ver­standen. Dieser Auswahl entsprechen die beiden Lösungen:α .« α \----x ----x)e fl ∙ e v 7,aus deren halber Summe wir für die „lineare“ und „homogene“ Gleichung (7) die reelle Lösung gewinnen:

a

e v · cos (2a21 —Wir dürfen auch noch eine multiplikative Konstante A und eine additive 
JB hinzufügen und erhalten so die Lösung:

a

u = A∙e f4-x∙ cos fl- JB.Der dieser Gleichung entsprechende Vorgang ist in bezug auf die Zeit ein periodischer, insofern jedesmal nach Verlauf der Periode T = —die Temperaturverteilung dieselbe ist. Führen wir an Stelle von ce die Periode T ein, so gewinnt unsere Lösung die Gestalt:
(9) _ M = +Wir wenden diese Gleichung auf den rechts von der y,z-Ebene ge­legenen „Halbraum“ K an und erkennen aus ihr den Wärmefluß im Halb­*) Will man den Gebrauch komplexer Zahlen meiden, so bestätigt man leicht direkt, daß dieser Ausdruck eine Lösung von (7) darstellt.
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3θ0 Vf, 3. Partielle Differentialgleichungen [3raume, falls die Randebene # = 0 durch Abgabe bzw. Zufuhr von Wärme 
einer nach dem „Sinusgesetze“:(10) u = A cos + B

der „Amplitude“ A vor sich gehenden Temperaturschwanhung um einen 
mittleren Wert B unterworfen ist und für sehr große Werte x die Tempe­
ratur näherungsweise „konstant“ gleich B ist. In irgend einer Entfernung x von der Randebene B erfolgt dann die Temperaturschwankung im Laufe der Zeit gleichfalls nach einem Sinusgesetze um den Mittelwert B. Aber die „Amplituden“ dieser Schwankungen nehmen mit wachsendem x nach einem „Exponentialgesetze“ ab, es ist nämlich die Amplitude Ax in der Entfernung x vom Rande B gegeben durch:_Al/Ä(11) * Ax = A∙e * y τ.Dabei erleiden diese Schwankungen insofern eine „Phasenverschiebung“, als die Extremwerte der Temperatur um so später auftreten, je größer x ist. Es tritt von der Randebene B eine „Wärmewelle“ in das Innere vonJT ein, wobei der Gipfel des Wellenberges die Entfernung# vom Rande zur Zeit: 

t ≈ x ΐ/1ϊ1 2 μ 1 πerreicht; dieWärmewelle schreitet also mit der konstanten Geschwindigkeit:(12) ⅛-2WIin der Richtung der x- Achse fort.Die Oberfläche der Erde ist einmal einer täglichen Temperatur­schwankung unterworfen, zweitens einer jährlichen.*) Wird als Zeitein­heit 1 Tag und als Längeneinheit 1 m genommen, so findet man fiir die Geschwindigkeit der Fortpflanzung der von der täglichen Periode her­rührenden Wärmewelle in das Erdinnere ziemlich genau den Wert 1. Aus der Gleichung (12) folgt damit als Wert von g:

μ-Α^-0’28· 2y®Eine Kontrolle dieses Wertes ergab die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der von der jährlichen Periode herrührenden Wärmewelle; für diese Geschwin­digkeit hat man den Wert 0,0464 beobachtet. Derselbe liefert in (12) eingesetzt:*) Diese Schwankungen erfolgen selbstverständlich nur angenähert nach Sinusgesetzen.
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3] Wärmewellen in einem geraden Wärmeleiter 3610,04M.y866,a5- 
‘ 2∣∕λin guter Übereinstimmung mit dem vorberechneten Werte. Für die Am­plitude der Temperaturschwankung bei der jährlichen Periode in der Tiefe x unter dem Erdboden liefert alsdann die Gleichung (11):

Ax = A · e~ θ>s7'x.Für eine Tiefe von 8 m unter der Erdoberfläche findet man:√i8 = 0,05 · A,d. h. die in dieser Tiefe vorliegende Amplitude ist bereits auf den 20. Teil der Oberflächenamplitude herabgesunken. Die Beobachtungen haben ge­zeigt, daß schon in einer Tiefe von 20 m unter dem Erdboden Schwan­kungen der Temperatur nicht mehr wahrnehmbar sind.Eine weitere bemerkenswerte Lösung von (7), die wir gleichfalls auf den Halbraum mit x ≥ 0 beziehen wollen, erzielen wir, indem wir:
u-f^ *=⅛in (7) eintragen. Wir gewinnen dadurch:-f(,)-5- = i,γ"(,) ‘

2tyt y t ’eine Gleichung, die man leicht in die folgende Gestalt umsetzt: dlπ∕,,(^)__ z
dz 2 ft*Durch wiederholte Integration findet man die Lösung:

X

* V‘ z2z(ι⅛) “ ~Jr 0 0oder wenn wir statt z eine neue Integrationsvariable ξ durch z = 2u| einführen: x2f<)∕f√⅛)-2',A.t∙^∙0Setzen wir wieder eine multiplikative Konstante Λ —— und eine additive 
μ∣∕τr

B hinzu, so folgt als Lösung von (7):
X(13) ∕ e~*(½ + B.

VnJo
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362 [3VI, 3. Partielle DifferentialgleichungenDas liier auftretende Integral haben wir S. 128 das „Gaußsche Fehler­integral“ genannt und näher betrachtet. Benutzen wir für dasselbe die S. 128 eingeführte Bezeichnung Φ(x), so schreibt sich die Gleichung (13): (Μ) ""^φ(2⅛) + 7i∙
Die Funktion Φ(rr) wächst bei einem von 0 bis ∞ wachsenden Argu­mente x selbst monoton von 0 bis 1. Für ,/ = 4-0“ ist also u im ganzen Halbraume konstant gleich (A + 2?). Sobald t > 0 wird, findet in der ganzen Randebene x = 0 eine plötzliche Änderung der Temperatur auf 
u(0, t) = B statt. Wir nehmen etwa H>0 an. Bann stellt unsere Lösung(13) oder (14) den Wärmevorgang im Halbraume dar, wenn in dem Augen­
blicke t = 0 die Bandebene des Halbraumes, der bis dahin die überall kon­
stante Temperatur (A + B) besaß, eine plötzliche Abkühlung auf die Tempe­
ratur B erfährt.Auch die Gleichung (13) gestattet eine Anwendung auf die Wärme­verhältnisse der Erde. Solange sich dieselbe im flüssigen Zustande be­fand, erhielt sich die Temperatur infolge der Strömungen, die beim Unter­sinken gekühlter Oberflächenteile entstanden, durch den ganzen Erdkörper auf gleicher Höhe, die infolge der Ausstrahlung mit der Zeit langsam zurückging. Sobald einmal die Oberfläche erstarrte, was bei etwa 4000° Celsius stattfand, trat weiterhin eine rapide Kühlung der äußersten Schicht bis auf einen Stand ein, der von dem gegenwärtigen Temperaturmittel nicht weit entfernt war. Rechnen wir t von dieser Zeit an, setzen das frag­liche Mittel gleich 0° und tragen ftr A den schon erwähnten Wert 4000,für u aber den oben berechneten —ζ= ein, so ist das Gesetz für den wei- 

2]/nteren Kühlungsprozeß der Erde:
(15) u = ^ fe-^d⅛.

Vπ J
0Bemerkenswert ist, daß diese Gleichung einen Schluß auf die Zeit­dauer gestattet, die von der Zeit der Entstehung der Erdkruste bis zur Gegenwart verflossen ist. Wir berechnen aus (15) leicht:

du 8000 —~t—∣∕jr (^u∖ 8000
-]∕n' β ' t ’ ∖∂aΛ = o^- j∕j^ 7wo in der zweiten Gleichung links der Wert der Ableitung von u nach x für x = 0 gemeint ist. Nun weiß man aber, daß gegenwärtig dicht au
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3] Erkaltungsprozeß der Erde 363der Erdoberfläche die Temperatur auf je 25 m um 1 Grad Celsius steigt; daraus folgt: ⅛-÷÷, )/?= 200000.25 j/i 7 VDa wir als Zeiteinheit 1 Tag wählten, so ist die fragliche Zeitdauer etwa gleich 100 Millionen Jahre.Während in den betrachteten Beispielen die Lösung der Gleichung (7) vorangestellt wurde und die Anfangs- und Randbedingungen nach­träglich der Lösung angepaßt wurden, soll bei der Untersuchung des Wärmeflusses in einem Stabe endlicher Länge Z umgekehrt verfahren werden. Wir schreiben vor, daß zur Zeit t = 0 die Temperaturverteilung durch u = φ(ic) gegeben sei. Im Augenblicke t == 0 möge alsdann das Stabende x = 0 auf die Temperatur u = α und das Ende x = Z auf u = ß gebracht und fortan durch Zu- oder Abführung von Wärme dauernd auf diesen Temperaturen gehalten werden.Um in diesem Falle den Wärmefluß für Z>0 festzustellen, entnehmen wir aus dem Ansätze (8), indem wir a gleich den rein imaginären Zahlen 
+ iaμ mit reellem positiven a setzen, die Lösungen:e-αι,∕(1i . e±iax g-α2χt2Z (cOS aχ _j_ j gj∩ aχ^deren durch 2i geteilte Differenz uns die reelle Lösung:

u — e~a'i^t ■ sin axliefert *) Diese Lösung verschwindet für x ≈ 0. Soll sie auch am anderen Stabende x = Z verschwinden, so muß aZ ein Vielfaches nn von n sein; wir setzen demnach a = — , unter n irgend eine positive ganze Zahl ver­standen. Fügen wir noch eine multiplikative Konstante bn hinzu, so er­halten wir den Werten n = 1, 2, 3, · · · entsprechend die Lösungen:TO2lU2 Λ27 ----n—t ■ nnxbne 1 sm — ·Auch eine Summe solcher Lösungen, sowie eine unendliche Reihe:
00 m2m2λ2z,. 7 ---- Λ~t ■ nnx(16) z≥',∙.,' sιn~> w = 1sofern sie konvergent und gliedweise differenzierbar ist, stellt eine Lösung von (7) dar, die in den beiden Stabenden beständig gleich 0 ist.

*) Man beweist auch sofort direkt, daß dieser Ausdruck die Gleichung (7 befriedigt.
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364 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [3Auf der anderen Seite haben wir in dem von t unabhängigen linearen Ausdrucke:(17) I ß — aa + —— xeine die Differentialgleichung (7) befriedigende Funktion, welche die für uns vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt. In der Summe der Aus­drücke (16) und (17):
∞ n2ii2n2z<∩∖ , ß — U Vl.------n~~t ·(18) M=α + iiy- x + ?:bne 1 sin —w= 1haben wir demnach eine Lösung, die jedenfalls die Randbedingungen be­friedigt und die wir nun noch den „Anfangsbedingungen“ anzupassen haben. Dies läuft darauf hinaus, die bn so zu bestimmen, daß der Aus­druck (18) für t = 0 die im Intervalle 0 ≤ x ≤ l willkürlich vorgeschrie­bene Funktion φ(rc) darstellt, d. h. daß:

00∖Ι 7 . nitx / x ß — a0n sm —≈ φ(X) — cc-------x
n = lgilt. Wir haben also hier links einfach die „reine Sinusreihe“ der rechts stehenden Funktion von x und finden nach der Regel (7) S. 246:

⅛ = 4/(«>«) - « - lF0 
0

i

in - t/v® sin 'iΓ 1,''i'-

0Durch Eintragung dieses Ausdrucks von bn in (18) ergibt sich als die so­wohl die Rand- als die Anfangsbedingungen befriedigende Lösung unserer Aufgabe:
° n 00 m2,k2λ2

∕√ ∕∙χ∖ | ß ------ & 2 7 1 ∕ ∕ 5∖nZ5∖ 72 ’ Η <Zz(19) M = α + 'jτ- x~~<2j ^∙(α~(-l) β)e ∙ sιn-Γ
n = l

00 n2μ2Λ2 z»i ί n * nxx ∕ ∕i*∖ ∙ zj1+ T^(e p sm—J φ(ξ)sm-<2ξj∙
n = l 0Es ist die Wirkung der hier auftretenden Exponentialfaktoren, daß die Werte der einzelnen Reihenglieder mit wachsender Zeit schnell gegen 0 abnehmen. Der Wärmefluß strebt also mit wachsender Zeit der durch:

I ß — a« = α -f- — — x
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4] Wärmefluß in einem endlichen Stabe 365dar gestellten, gleichförmig ansteigenden oder abfallenden oder auch kon­stanten Temperaturverteilung zwischen den beiden Randtemperaturen zu.’ 4. Laplacesche Differentialgleichung. Nach einem S. 227 aufgestell­ten Satze ist ein Schwerkraftfeld oder irgend ein anderes Kraftfeld mit entsprechendem Kraftgesetze außerhalb der anziehenden Massen sowohl wirbelfrei als quellenfrei. Für ein Vektorfeld ö dieser Art gilt rot ü = 0 und div ü = 0. Aus der ersten Gleichung folgte (s. S. 224), daß nach Aus­wahl eines beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystems sich eine als zu­gehöriges „Potential“ bezeichnete Funktion F(#, y, z) bilden läßt, deren drei partielle Ableitungen erster Ordnung die Vektorkomponenten sind. Aus div ö = 0 folgt (s. (14), S. 228), daß unabhängig von der Auswahl des 
Koordinatensystems*) für die Funktion V(x,yiz) die nach Laplace be­
nannte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung besteht:

Cjty Q2j7∙ S2T/

(1) j v ≈ Sχi ÷ ∂y> ÷ aF = °7wobei für die Summe der drei zweiten Ableitungen die a. a. 0. eingeführte Abkürzung AV wieder herangezogen wurde. Statt der gravitierend wir­kenden Massen können, wie schon angedeutet ist, auch elektrische oder magnetische vorliegen, bei denen das Anziehungsgesetz dem Gravitations­gesetz gleich ist. Auch bei einem sogenannten „stationären“ Wärmeflusse, bei dem die Temperatur u an der einzelnen Stelle (x, y, z) sich im Laufe der Zeit nicht ändert und also konstant gleich 0 ist, genügt zufolge(6) S. 358 die Funktion u der Gleichung Au = Q, so daß die Differential­gleichung (1) vielseitige Verwendung findet.Neben (1) sind die Gestalten der Laplaceschen Gleichung in „Zylin­derkoordinaten“ sowie in „Polarkoordinaten“ viel gebraucht. Diese Ge­stalten sollen zunächst aufgestellt werden. Nach S. 181 führen wir Zylinder- 
hoordinaten ein, indem wir die dritte Koordinate z bei behalten**) und x, y nach Art der Polarkoordinaten in der Ebene durch ρ und φ ersetzen, die mit x und y durch:(2) ir = ρcosφ, i∕ = ρsinφ, ρ = 4-]/#2 + y2, φ = arctg~zusammenhängen. Die Flächen ρ = konst. sind dann eben „Zylinder“ mit der z-Achse als Achse. Für die partiellen Ableitungen von ρ und φ nach x und y findet man aus den Gleichungen (2):,θx $<? ' S(J ∙ Sφ sin φ ϋ φ cos φ
(3) √- = COSφ, √- = Sinφ, ∙0÷ s=------------, 3z-= —y -, cx Sy dx Q Sy q*) S. die unten folgende Aufgabe 1).**) A. a. 0. wurde x beibehalten und statt y, z führten wir Polarkoordinaten ein.
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366 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [*Demgemäß drücken sich die ersten Ableitungen von V nach x und y in den neuen Variablen so aus:
ar_ svsρ ara? = ar _ ∂Fs⅛φ 
Sx ~ Sρ Sx' S<f>Sx Sρ c°s Sφ ρ ’

sv svsρ . svsφ sv . . avcosφx-= x- α5- ÷ Q— ⅛ = ö— Sin φ + ̂ ---------   ·aj∕ Sρ Sy SφSy Sρ Sφ ρPrSetzt man in die erste Gleichung an Stelle von V und in die zweite >T für V ein, so folgt:82F ∂ l∂V 8Fsinφ∖ 8 ∕8F 8Fsinφ∖sinφ
∂ X2 ∂ρ ∖∂ρ r ∂φ & J oφ ∖Cρ Ύ 8φ ρ ∕ ρ82F ∂ ∕∂V . , 8Fco3φ∖ . . 8 ∕8F . 8Fcosφ∖cosφ
Sy2 ∂ρ ∖dρ ∂φ ρ J cφ∖∂ρ ' ∂φρ∕ρBei Weiterentwicklung der rechten Seite und Addition beider Gleichungen fassen sich entsprechende Glieder teils sehr einfach zusammen, teils heben sie sich gegenseitig auf:

OiV ∣ _ LT 8V 1 82F £8iC2 + ∂y* 8ρ2 + 8ρ ' ρ + 8φi ' ρ2 *
Hiernach lautet die' Laplacesche Differentialgleichung in Zylinderkoordina­
ten z, ρ, φ:v j 8s2 8ρ2 ρ2 8φ2 ρ 8ρDer Übergang von den Zylinderkoordinaten („Semipolarkoordinaten“) zu den räumlichen Polarkoordinaten r, Θ, cp vollzieht sich dadurch, daß wir unter Beibehaltung von φ die Koordinaten z, ρ durch r, Θ auf Grund der Gleichungen:

z = r cos 0, ρ = r sin 0, r = + ]Λs2 £- ρ2, Θ = arc tg ~ersetzen. Es handelt sich hier um genau dieselbe Transformation, die uns vorhin von x, y zu ρ, φ hinführte. Aus den obigen Rechnungen folgern wir demnach sofort: 8F 8F . z, 8Fcos0sm θ ÷ χ∙z------- ,8ρ er ∂θ r ’82f 82f == 82f , i 8f 1 LT 
∂zi 8ρ2 8r2 ' r ∂r ' ri ∂θi ‘Die Umrechnung der Gleichung (4) wird daraufhin leicht vollzogen. Die 

Laplacesche Differentialgleichung hat in Polarkoordinaten r, θ, φ die Gestalt:∕v> I o SV . ^2F , 1 δ2F . , zi8F n(θ∕ * ‰2 + 2r -χ— -j--- AUff η---- :—077 7ζ—ä "¼ Cθt<ξ 0 -^-jr — 0.
v z drz Sr 1 ∂θi , sιn2θ cφ2 σ ∂θ

www.rcin.org.pl



4] Laplaeesche Differentialgleichung in Polarkoordinaten 367
die sich auch noch etwas kürzer so zusammenfassen läßt:z~λ . 1 ∕ ■ n SV∖ 1 8sV n(6) r —÷-γl + -.,, ^-. sin θ -^7, ÷ 5-i = 0.
v 7 eri 9in0<7θ \ ∂Θ∕ sιn20 ∂φ*Führt man an Stelle von Θ die Variable ξ = cos Θ ein, so ist: δF ∂V∂ξ _ ∂V . a . „0F Z1 .2λ ∂F

∂θ 8ξ∂β cζsιn θ, s1nθa0 (1si∏0 ∂θ (sin θ ∂θ) ~ ∂ξ V1 ) ∂ζ} ·Die Gleichung (6) geht damit über in:m ra8(rF) I d i(l f2√η , l a2FC' ,^ip^ +⅜v1'^ε⅝∕ + r∑ρ^-υ∙Um wenigstens ein Beispiel zu den vorstehenden Entwicklungen auszuführen, denken wir an der Stelle r = 1, 0 = 0, d. h. also im „Nord­pole“ der Kugel des Radius 1 um 0 (s. S. 155), ein gravitierend wirken­des Massenteilchen der Masse 1 oder auch (was für die Rechnung auf’ dasselbe hinausläuft) ein nach dem Coulombschen Gesetze wirkendes elektrisches Massenteilchen der Masse — 1. Es befinde sich nun an der Stelle (r, 0, <p) ein angezogenes Massenteilchen der Masse 1. Sehen wir alsdann der Kürze halber von der „Gravitationskonstanten“ bzw. der ent­sprechenden im Coulombschen Gesetze auftretenden Konstanten ab, so haben wir nach S. 228, da die Entfernung des Punktes (r, θ, <p) vom Nordpole der fraglichen Kugel ]/l — 2r cos 0 + r2 ist, als zugehöriges Potential:(8) V(r, 0, φ) = 1. , ζ = cos 0,yi — 2r^-∣-ridas natürlich von cp unabhängig ist.Ist ∖2rζ— r2j< 1, so läßt sich die rechte Seite von (8) nach der Binomialreihe (I, 233) so darstellen:Γ≈ (1 - (2rξ - ri))^ U 1 + 2k ϊ · V ' ∙ W ,·’)»
w = 1Man entwickele hier (2rζ— r2fl nach dem binomischen Lehrsätze und ordne das Ergebnis nach ansteigenden Potenzen von r. Von der ent­stehenden Reihe können wir im Anhänge leicht zeigen, daß sie für r < 1 

konvergent ist, was wir hier bereits benutzen wollen. Als Koeffizient von 
rn bei n > 0 aber findet sich eine rationale ganze Funktion nten Grades 6rw(ξ) von ξf von der wenigstens das höchste Glied unmittelbar feststell­bar ist:(θ) |... ⅛=2.2»f + · · · - 1∙3'li→"→r+...,
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[1368 VI, 3. Partielle DifferentialgleichungenSetzen wir der Gleichförmigkeit wegen 6rθ(ξ) = 1, so folgt:
00(io) r - , 1 , , - VGn(g) >■”.

k 7 Vl -2rξ+riτ w = 0Die Glw(0 lassen sich nun sehr leicht vollständig angeben. Tragen wir nämlich die Reihe (10) in die Differentialgleichung (7) ein, so folgt:
00^(»l» + 1) G„ - 2g G'„ + (1 - g2) G'O r’ =.0.

n = 0Die rationale ganze Funktion wtβn Grades G^n befriedigt also die Legendre­sche Differentialgleichung (3) S. 337. Nach der damaligen Entwicklung und dem unter (9) angegebenen Anfangsgliede erweist sich somit Grn(ζ) als mit der unter (7) S. 338 aufgestellten Funktion Pn(Jf) identisch. Die 
für r < 1 konvergente Entwicklung des Potentials (8) nach ansteigenden 
Potenzen von r ist:(∏) F-J f r-, - P°® + r + P,(0>∙1+---,

yi — 2r ξ + ri

wo Pn{ζ) die „Legendresche Kugelfunktion erster Art nier Ordnung“ ist. Die Auswahl des Faktors vor der Klammer in (7) S. 338 findet hier ihre Begründung.Aufgaben: 1) Man beweise die Unveränderlichkeit des Ausdrucks z/F bei einer Drehung des Achsenkreuzes um 0 durch direkte Rechnung. — Nach „A. G.“ S. 98 ff. stellen sich die alten Koordinaten in den neuen x, y', s' durch drei Glei­chungen :
x = al x -f- α, y + ass', y ≈b1x -jr · ■ ·, Fz — c1 x + · · ·dar, wo die Koeffizienten die sechs Relationen erfüllen:,12. | βιi÷¾i + ⅝, = 1> VH— = 1> V4—= 1>∖ b1c1 bici -∖- bscs = 0, c1 u1 -(-∙∙∙== θ λ α1 b1 -f- ∙ ∙ ∙ ≈ θ ·Man wird finden:= ff√ F" + bi 8 Vfy + c18 F" + 2 bl cl Vy', 4- 2 c1 α1 F" + 2 a1 b1 V⅛, g^F ßtysowie zwei entsprechende Gleichungen für g47ι' ^iβ Addition ergibt mitRücksicht auf (12):

38F , ∂iV , ∂iV _a2F , g2F , ∂^V 
∂x'i + ⅜', + ∂zi ∂x't'∂yttW2) Man beweise durch direkte Rechnung, daß das Potential (8) ein Integral der Gleichung (7) ist.
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5] Legendresche Kugelfunktionen erster Art 3695. Kugelfunktioneii. Um wenigstens eine besonders einfache Klasse von Integralen der Laplaceschen Differentialgleichung ausführlicher zu untersuchen, versuchen wir diese Gleichung durch eine „rationale ganze homogene Funktion wten Grades“ von x, y, z zu befriedigen. Es soll also 
V ein Aggregat der Gestalt sein:(1) V(x,y, 3} = ^C3ιtxty3-t3n~s, O≤t≤s≤n,

s, two sich die Summe auf alle der zugefügten Ungleichung genügenden Paare ganzer Zahlen t, s bezieht und die C konstante Koeffizienten sind. Das Aggregat (1) hat + 1) (n + 2) Glieder. Da nun durch Eintragungdes Ausdrucks (1) von V in die linke Seite der Differentialgleichung für zZ V(x, y, 3} eine rationale ganze homogene Funktion (w — 2)tθn Grades gewonnen wird, die mit 0 identisch sein soll, so erhalten wir durch Null­setzen der j(w —l)w Koeffizienten dieser letzteren Funktion ~ (w—l)woffenbar lineare Gleichungen für die Ct t. Wir ziehen den vorläufigenSchluß, daß: 1 12 (n + 1) (n + 2) — - (« — l)w = 2n + 1unter jenen Koeffizienten willkürlich wählbar sind, während sich die übrigen aus den gewählten Koeffizienten linear berechnen.Zur genaueren Untersuchung tragen wir unter Einführung von Polarkoordinaten:(2) x = r sin Θ cos φ, y = r sin Θ sin φ, 3 = r cos Θin (1) ein und schreiben nach Absonderung des gemeinsamen Faktors rn:(8) Γ(*,f,i)-⅛(<,f),wo der nur noch von Θ und φ abhängige zweite Faktor:(4) XM(0, <P) = t aosn~sθ sinsθ cos,tφ sins-zφ
5, tist. Durch Einsetzung des Ausdrucks (3) von V in die Gleichung (6) § 4 ergibt sich für Xn(0, φ) die Gleichung:(5) w(w+l)Xw+J-5 ⅛(sin0¾) + -U π = 0∙v ' v 1 j n 1 sιnθ ∂θ ∖ Sθ∕ am-θ cφiDie drei Argumente sin Θ cos φ, sin Θ sin φ, cos Θ der Funktion (4) können wir als die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte der um den Nullpunkt beschriebenen Kugel des Radius 1 auffassen, oder wir können noch etwas kürzer die Argumente θ, φ selbst von Xn(0, φ) als KoordinatenFricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 21
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370 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [5auf dieser Kugelfläche deui⅛m (s. S. 155). Auf diese Weise wird Xn(Θ,φ) 
eine die partielle Differentialgleichung (5) befriedigende „Funktion auf der 
Kugelfläche“, die wir auch kurz als eine „Kugelflächenfunktion“ oder „Kugel­
funktion“ nter Ordnung bezeichnen. Die Gleichung (5) heißt entsprechend die „Differentialgleichung der Kugelfunktionen wter Ordnung“. Gehen wir vermöge (3) auf V(%,y,z) zurück, so erhalten wir diejenigen Integrale der Laplaceschen Gleichung, welche als „räumliche Kugelfunktionen“ be­zeichnet werden.Es soll nun gezeigt werden, daß die wirkliche Herstellung der frag­lichen Kugelfunktionen Xn(θ, <p) geleistet werden kann, indem man eine 
gewisse Anzahl gewöhnlicher linearer homogener Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung durch rationale ganze Funktionen löst. Zu diesem Zwecke formen wir zunächst den Ausdruck (4) ein wenig um. Sind l und m irgend zwei nicht-negative ganze Zahlen, so gilt:co.√φsin"iφ = α0cos(Z + m)φ⅛<∕1cos(Z + m-2)φ-∣-α2 cos (∕÷w-4)φ+···♦, falls m gerade ist, und:coszφ sinmφ = δθ sin (l-∖-m) cp + δ1sin(Z + m — 2)φ + δ2sin(Z + w-4)φ-i—,falls m ungerade ist; hier sind die a, b von φ unabhängige Koeffizienten, und die Reihen sind so lange fortzusetzen, als noch nicht-negative Mul- tipla von φ als Argumente von cos bzw. sin auftreten. Im Falle l + m = 2 hat man die bekannten Elementarformeln:cos2 φ = i cos 2 φ + *, sin2 φ = — cos 2<p +-∣,‘ cos φ sin φ = | sin 2φ;die allgemeine Richtigkeit der Angaben beweist man von hieraus etwa durch den Schluß der vollständigen Induktion mittelst Zusatzes von Fak­toren cos φ bzw. sin cp unter Benutzung der Relationen:sin hcp cos φ, cos hcp sin φ = ~ sin (A + l)φ + * s^n Ql ~ tyfP> cos hcp cos cp, sin hcp sin φ = cθs — l)φ + t cθs + 1)9,∙ Hiernach können wir cosiφ sins-iφ durch den Ausdruck:

ak cos (s — 2k) φ bzw. bk sin (s — 2 k) cp
k kersetzen; zugleich wollen wir für cosw~*0 sin’ö entsprechend:sin4~2*0{(l — cos20)* cosn-s0}
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5] Differentialgleichung und Begriff einer Kugelfunktion wter Ordnung 371schreiben. Es ergibt sich damit die Möglichkeit, den Ausdruck in (4) rechts nach cos und sin der Vielfachen von φ anzuordnen:(θ) xΛθ> cP) = φo(0) + φι(0) cosΦ + φ2(0) cos2φ 4----- HΦn(0)cos¾φ+ Ψι (#) sin φ ÷ Ψ2 (0) sin 2 φ -|------ (- Ψs (Θ) sin η φ,wobei die Φj, und Ψr, jedenfalls die Gestalten haben:zr,. fΦv(0) = sinr0(JLθ cosn~rθ + Λ1 cosn~v~aΘ + A2 cos'i^,'~40 + ···)?ι%,(0) = sinr0(Bo cosn-,'0 + Bl cos"~,'-20 + B2 cosn~v~4θ + · · ·)mit rationalen ganzen Funktionen von cos 0 in den Klammern.Die Darstellung (6) unserer Funktion Xn(θ, φ) erweist sich nun derDifferentialgleichung (5) besonders leicht zugänglich. Tragen wir den Ausdruck (6) von Xn in (5) ein, so liefert die Forderung, daß die Dif­ferentialgleichung erfüllt ist, die in Θ und φ identische Gleichung:
η(8) J>7(Φv(0) cos vcρ + Ψr(0) sin vφ) = 0,

v = 0wobei Φ1,(0) und Ψr(0) Abkürzungen für folgende Ausdrücke sind:Φ. = («(» + 1) - √K) Φ,, + e ± (sin Θ ||) , Ψ, _ +1) - a⅛) V,+ (sin 0||) .Nun liegt aber in (8) für jedes speziell gewählte Θ die „Fouriersche Reihe" der mit 0 identischen Funktion von φ vor. Die Theorie der Fourierschen Reihen lehrt also, daß die Φv(0), Ψt,(0) für alle Θ verschwinden müssen. Andrerseits folgt auch sofort, daß, wenn dies der Fall ist, in (6) ein Inte­gral der Gleichung (5) vorliegt. Wir erhalten also die gesuchten Kugel- 
funktionen nter Ordnung, falls wir in (6) irgend welche Funktionen Φv(0), Ψ,,(0) der Gestalt (7) eintragen, die Integrale der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung sind:(9) (⅛ + i)-^)jζ+^∣(sinβ∣∣) = o.Schreiben wir noch im Anschluß an die Gleichungen (7):

Fv(θ) = smvθ ■ ∕∣(cos θ')und ziehen die Abkürzung cos Θ = ζ wieder heran, so ist fv(ξ) eine ratio­nale ganze Funktion der Gestalt:
(10) fv(ξ) = C0ζn~v + Ciζn~v~2+ C2ξ"-*'~4+ · · ·.Die Differentialgleichung (9) aber liefert nach kurzer Umrechnung für24 *

www.rcin.org.pl



312 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [5die Funktion ft,(ξ) die gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnu ng:(11) (1 - c2) ff - + 1) §/*/ + (n(w + 1) - v(v + 1)) fv = 0,womit unsre obige Behauptung über die Herstellung der gesamten Kugel­funktionen Xn(θ, cp) eingelöst ist.Hier kommt nun die S. 337 ff. eingeübte Methode der Lösung von Diffe­rentialgleichungen durch Reihen zur Geltung. Für v=0 haben wir in (11) unmittelbar die Legendresche Differentialgleichung (3) S. 337 vor uns, so daß das „allgemeine“ Integral der Gestalt (10) für die Gleichung (11) im Falle v ≈ 0 die mit einer willkürlichen Konstanten Λo multiplizierte Funktion Pn(ζ) ist, die in (7) S. 338 dargestellt wurde und damals als „Legendresche Kugelfunktion erster Art nter Ordnung“ bezeichnet wurde.*) Indem wir aber für beliebiges v die ganze rationale Funktion (10) in (11) eintragen, finden wir nach der fraglichen Methode als „allgemeine“ Lö­sung der Gestalt (10) für die Gleichung (11) die Funktion:f r (½-y)(⅜⅜-v —1) ^_v_2
∕Λ⅛)-go(⅛ 2(2«-1) ζ(« — p) (« — r — 1) (« — r — 2) (« — 1/ — 3) \"l 2-4(2«—1) (2« —3) fe Γwo Co willkürlich wählbar bleibt. Wir schreiben unter Auswahl einer besonderen Konstanten Co und unter Zusatz des Faktors sin1 Θ:

(12) ί P (cos θ) = -~-,—3~ττz----- w sin* # fcosn 1 Θ
| jl n ∖wo ”) 2”(« + v)! (« — r)! \

_ ("-→>(≈-γ→ cos”-’-’« + ···) l 2(2« — 1) /und haben dann das Ergebnis, daß die Funktionen Φ1,(0) u∏d θ^n'fach in der Gestalt:Φ.(β) - v«(cos ö), ψ.(β) - b,?« (cos o)mittelst zweier willkürlicher Konstanten Λv, Bv darstellbar sind. Durch 
Eintragung in (6) erhalten wir als die gewünschte Darstellung der Kugel- 
funktionen nter Ordnung:

n(13) X„(0, φ) - AaP,(ms θ) + ^(Armsvφ + JS,sin vφ) ιU(ωf),
r = 1*) Der Name „Kugelfunktion für erscheint durch die Entwicklung desTestes gerechtfertigt. Wir erwähnen bei dieser Gelegenheit, daß sich an die Lö­sung der Laplaceschen Gleichung in Zylinderkoordinaten (4) S. 366 eine dem Texte ähnliche Theorie der „Zylinderfunktionen“ anschließt, bei der sich die oben be­trachteten „Zylinderfunktionen“ Jm(x) einfinden.
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6] Darstellung aller Kugelfunktionen riler Ordnung 373
ico in Übereinstimmung mit unserer vorläufigen Abzählung in der Tat 
(2n + 1) willkürlich wählbare Koeffizienten A, B auftreten. Die Legendre­schen Kugelfunktionen Pji(cos ff) ordnen sieh hier einfach in der Weise ein, daß wir Ao = 1 und alle übrigen A, B gleich 0 nehmen.6. Weiteres über Kugelfnnktionen. Nach S. 369ff. ist das Produkt:
(1) K>(x,V>0) = rnXn(θ,φ}eine „räumliche“ Kugelfunktion, die als solche der Laplaceschen Differen­tialgleichung genügt. Wir wollen den Greenschen Satz (3) S. 231 auf zwei solche Funktionen Vm und Vn der Ordnungen m und n an wenden, die wir für die damaligen Funktionen φ und ψ eintragen. Die Fläche 0 sei die Kugelfläche des Radius 1 um den Nullpunkt und also der Be­reich Έ das Kugelinnere. Da die nach Innen gerichtete Normale der Fläche 0 die Richtung abnehmender r hat, so folgt:7(r-⅞r- r∙∙ ⅞τ) =Nun sind aber die beiden Ausdrücke AVm und AVn mit 0 identisch, und übrigens ist:

.¾ = nrn~1Xn(θ, φ), = rnr"t~1Xm(θ, φ).Der Greensche Satz liefert also, wenn wir noch der Oberfläche 0 ent­sprechend r = 1 eintragen:(w - m) (jf⅛w,(0, φ) ∙ Xn(θ, φ)dω≈ 0.So oft m =4= n ist, muß also das Integral verschwinden. Dieses Ergebnis wird als „erster Integralsatz“ der Kugelfunktionen bezeichnet: Sind 
χm{β, <p) und Xn(Θ, φ) irgend zwei Kugelfunktionen verschiedener Ord- 
nutogen m und n, so verschwindet das über die Kugelfläche des Badius 1 
um den Nullpunkt ausgedehnte Integral von XnιXndω.,(2) (Jxm(θ, <P) xΛθ, φ)dω, m=∖=n.Für zwei Legendresche Kugelfunktionen läßt sich diese Formel in folgender Weise weiter entwickeln: Wir setzen (s. S. 180) das Flächen­differential dω = sin θdθdφ und verwandeln das Flächenintegral (2) in ein Doppelintegral:

λ 2 n
,↑l rm(cos 0) P„(cos 6) dω =J (p„ (cos 0) Pλ(cos 0) sin θf*dφ} dθ = 0, o owobei die von φ unabhängigen Faktoren Pm, Pn und sin Θ vor das innere
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374 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen ΓθIntegral gesetzt werden durften. Nach Ausführung des inneren Integrals, Fortlassung des Faktors 2τr und Einführung der Variablen ξ = cos Θ er­gibt sich als besonderer Fall des ersten Integralsatzes:
+ 1+ 1(3) fpn(i)P,(i)dξ = O, m + n.- 1Im Anschluß hieran stellen wir gleich noch den Wert dieses Inte­grals für m = n fest. Ist r < 1, so folgt aus (11) S. 368:

— 1 — 1 n = 0Das links stehende Integral ist unmittelbar durch die Funktion ln aus­führbar. Die rechts stehende konvergente Summe multiplizieren wir unter Benutzung von I, 214 ff. mit sich selbst und finden, daß beim Inte­grieren alle die Glieder, die zwei Faktoren P verschiedener Ordnungen enthalten, wegen (3) das Ergebnis 0 liefern. Es ergibt sich:
η = 0 — 1Nun ist aber die Reihenentwicklung der links stehenden Funktion von r:“7 ln (bp) = 2 (l + I r2+ I r*+ 7 λθ + · · ·) ·Der Vergleich mit der in der vorletzten Gleichung rechts stehenden Reihe ergibt: +i(4) ∕λ(08^ = ⅛∙- 1Mit Benutzung dieser Formel können wir jetzt weiter das über 0 erstreckte Integral des Differentials Xn(θ, φ) Pn (cos 0) dω berechnen. Wir entwickeln dieses Flächenintegral wieder in ein Doppelintegral:

η 2π(ΎXn Pn dω≈ J (Pn (cos Θ) sin θjXn{θ, cp) dφ)dθ 
’ ’o ound tragen für Xn den Ausdruck (13) S. 372 ein. Bei dem inneren, für stehendes 0 in bezug auf cp auszuführenden Integrale liefern alle Glieder mit v > 0 das Ergebnis 0, und wir finden:2rt 2 Λ

fxn{θ, cp)dcp ≈fA9Pn(cos Θ)dcp = 2λM0Pλ(cos Θ). ί) ο
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6] Integralsätze der Kugelfunktionen 375Somit gilt:
n

( ^Xn(θ, cp) Pn(cos 0) 6?ca = 2 λ Λ0J Pn (cos Θ)- sin θ dθ ,0wofür wir unter Einführung der Variablen ξ = cos Θ auch schreiben können: +11°JX(0, φ)P,(cos ff)dω - 2πA0fPn(^dζ.- 1Mit Benutzung von (4) ergibt sich demnach:(5) (JX«(Ö^)P»(COS = 27⅛ι^4>∙Zur Weiterentwicklung dei· rechten Seite dieser Gleichung trage man in die Gleichung (11) S. 368 den für 0 == 0 eintretenden Wert ξ== 1 ein; sie nimmt dabei die Gestalt an:
rV-r0(i) + p1(i)r + Λ(i)1∙'+...,aus der wir den Schluß Pm(l) = 1 ziehen. Hiernach kann, da die Funk­tionen Pni',)(cos Θ) für v> 0 alle den Faktor sin Θ enthalten, Ao nach (13) S. 372 als Wert Xn(0, φ) der Kugelfunktion Xn(0, φ) im „Nordpole“ der Kugel, d. i. im Punkte 0 = 0, angesehen werden:(6) l°fxn(θ, φ) P,,(eos θ) dω - Xn(0, φ).

Wir nehmen jetzt eine beliebige Drehung des Achsenkreuzes vor. Der neue „Nordpol“ rücke an den im bisherigen Systeme durch (0θ, φ0) zu bezeichnenden Punkt; an Stelle von Θ und cp mögen als neue „Pol­distanz“ η und als „östliche Länge“ ≠ treten. Zufolge der Unveränder­lichkeit der Laplaceschen Gleichung gegenüber der fraglichen Transfor­mation der Koordinaten formt sich Xn(θ, cp) wieder in eine Kugelfunktion wter Ordnung der Argumente η, ψ um:
(Ό xΛθ,<P)≈ γn(rh,Ψ)-Für diese gilt zufolge (6):7 V,⅛ <-) r.(« i) <?<» = i⅛τ y-'"’ ■Diese Gleichung möge nun noch auf die ursprünglichen Koordinaten um­gerechnet werden. Die Gleichung (7) ergibt für den neuen Nordpol:r„(o, ψ) - x,(¾, φ0).
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376 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [6Die „Poldistanz“ η ist im alten Systeme einfach der Winkel zwischen den Radien nach den beiden Punkten (d, φ) und (θ0, cp0). Zufolge (9) S. 156 und der bekannten Regel (3) in „A. G.“ S. 95 findet sich also: cos η =“ sin Θ cos cp sin θ0 cos φθ + sin Θ sin cp sin θ0 sin φ0 -f- cos Θ cos θ9 oder unter Benutzung des Additionstheorems der Funktion cos:(8) cos η = cos Θ cos 0θ + sin Θ sin θ0 cos(φ — φθ).Wir gelangen auf diesem Wege zum „zweiten Integralsatze“ der Kugel­funktionen: Für die beiden Kugelfunktionen Xn(θ, cp) und Pw(cos Θ) glei­
cher Ordnung n, von denen die erste Xn(θ, cp) beliebig wählbar ist, gilt die 
Regel:(θ) rip"(cos γl)dω = inψτXn(¾, <p0),

wo cos η die in (8) angegebene Bedeutung hat.An die vorstehenden Integralsätze schließt sich eine Theorie der
Barstedung einer willkürlich auf der Kugelfläche gegebenen Funktion f(θ,cp) 
in eine nach· Kugelfunktionen steigender Ordnungen entwickelte unendliche 
Reihe. Diese mit der Lehre von den Fourierschen Reihen analoge Theorie möge hier ohne Darlegung der zur Vollständigkeit erforderlichen Kon­vergenzbetrachtung kurz angedeutet werden. Die Funktion f(Θ, cp) sei auf der ganzen Kugelfläche eindeutig und gestatte eine Entwicklung in eine daselbst gleichmäßig konvergente Reihe:
(10) f{θ, ψ) - Χ„(θ, φ) + X1(0, φ) + ¾(fl, φ) + ■ · ;deren Glieder Kugelfunktionen steigender Ordnung sind. Dann gelingt es auf folgendem Wege, die Bedeutung der einzelnen Reihenglieder fest­zustellen. Es sei (Θ, cp) irgend ein fest gewählter Punkt der Kugelfläche, (0', cp') ein variabler; für den Winkel η zwischen den Radien dieser beiden Punkte gilt dann:(11) cos η = cos θ' cos Θ + sin Θ' sin Θ cos (cp' — cp).Multiplizieren wir die für (Θ', cp') gebildete Gleichung (10) mit P,t(cos rf)dcF und integrieren über die Kugelfläche, so folgt:

eo

i°ff(θ', cp,) PJcos v)dω' = JP wfxn(θ,, cp') Pn(cos η) den.
m = 0Nach dem ersten Integralsatze (2) verschwinden rechts alle Glieder mit w =p w; das einzige nicht verschwindende Glied berechnet sich auf Grund des zweiten Integralsatzes (9). Man findet als Ergebnis: Die einzelnen
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7] Entwicklung einer willkürlichen Funktion f(θ,φ) nach Kugelfunktionen 377
Glieder der Reihenentwicklung (10) der auf der Kugelfläche willkürlich ge­
wählten Funktion f(Θ, cp) berechnen sich auf Grund der Regel:(!2) Xn(θ, cp) = Jf(θ', cp') Pra(cos η) da,

wo die Argumente Θ, cp der links stehenden Funktion rechter Hand der 
Formel (11) entsprechend in cos η enthalten sind.

Ί. Elektrizitätsverteilung auf einer leitenden Kugel. Eine gewisse Elektrizitätsmenge sei in irgend welcher Verteilung auf einem aus einem oder mehreren Stücken bestehenden im Raume ruhenden „Isolator“ J festgehalten. Hierdurch wird ein Kraftfeld erzeugt, in dem sich gleich­falls ruhend eine außer Berührung mit dem Isolator J befindliche leitende Kugel des Radius 1 finde. Diesem „Konduktor“ K sei vorab Elektrizität in der Gesamtmenge g mitgeteilt. Dieselbe sammelt sich bekanntlich nur an der Oberfläche 0 von K an und zwar nach einem Verteilungs­gesetze, das durch die Menge g und das durch J hervorgerufene Kraft­feld bestimmt ist. Dieses Verteilungsgesetz soll festgestellt werden.Nach Einführung des Konduktors K in das Feld und Eintritt der Ver­teilung an seiner Oberfläche 0 liegt ein Kraftfeld des Potentials V vor, das einmal von der elektrischen Ladung des Isolators Jr, dann aber auch von der Ladung der Oberfläche 0 herrührt. Nennen wir Vj und V die beiden entsprechenden Bestandteile des Gesamtpotentials V, so ist einfach
V ≈ VjF Fs,. Dabei ist ^Vj mit dem Isolator und seiner Ladung als ge­geben anzusehen; ein Ausdruck von V soll sogleich entwickelt werden. Da nun nach Eintritt der Verteilung auf 0 im Innern von K keine wei­tere Strömung von Elektrizität auftritt, so ist daselbst V konstant, etwa
V = C; im Kugelinneren gilt also Vχ= C — Vj. Von hieraus werden wir mit Rücksicht auf die gegebene Menge g einen Schluß auf die 
Flächendichte der auf 0 lagernden Elektrizität zu ziehen imstande sein.Für die Rechnung führen wir ein System von Polarkoordinaten 
r, Θ, cp mit dem Nullpunkte im Kugelmittelpunkte ein. Da J außerhalb K liegt, so ist für einen einzelnen Punkt (∕, θ', cp') von J sicher />1. Ist daselbst F die Dichte der Ladung und dτ' ein sehr kleines Raumteilchen von J, das demnach die Elektrizitätsmenge F ■ dτ' enthält, so liefert diese Menge als Beitrag für das Potential J7j im Punkte (r, Θ, cp) von K:

S' ∙ dτ]/r2 — 2rr cos η -j- r'a ,wo cos η sich wie in (11) S. 376 aus den Koordinaten der beiden Punkte berechnet. Das Potential Vj ist demnach einfach:
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378 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen
, s τr ∕ n x (∕)Z, <5' ∙ dτ'(1) r∕r, 0, φ) = J ^=====,wo das Integral über den vom Isolator J besetzten Bereich auszudehnen ist. Wir schreiben diese Gleichung in die Gestalt um:W,v)≈ ⅛. ;-------Λ—777

,/ ]∕i-27c°∙Ι+ (/)und können, da r< / ist, die konvergente Reihenentwicklung (11) S. 368 heranziehen:(2) r,(»·, »,?>)= 2 (r*T√⅛ p"(cos ^dτ'∖
Bezeichnet man das hier mit rM multiplizierte Integral in seiner Abhängig­keit von Θ und cp durch Xn(θ, cp), so gelangt man zu einer für r < 1 sicher konvergenten Darstellung:

00(3) V/r, θ, φ) = ^rnXn(θ, φ),
74 = 0in welcher man in den Xn(β, φ), sei es aus (2) oder, weil die Funktion (3) der Laplaceschen Gleichung (6) S. 367 genügt, eine Kugelfunktion nter Ordnung erkennt. Da J mit seiner Ladung gegeben ist, so gelten die 

hier auf tretenden Kugel funktionen Xn(β, cp) als bekannt.Um zweitens das Potential Uλ, des Konduktors K zu berechnen, be­zeichnen wir mit f(θ', cp') die gesuchte Flächendichte der elektrischen Verteilung an der Stelle (θ', cp') der Oberfläche 0. In einem sehr kleinen daselbst gelegenen Fläcffenteilchen dω' findet sich somit die Elektrizitäts­menge f(θ',cp)dω, und damit erhalten wir als Wert des Potentials UA im Innenpunkte (r, Θ, cp) der Kugel:Γjc(7, 6, φ) - Ύ- ,
A J pl — 2 r cos η -f- riwo cos η wieder durch (11) S. 376 gegeben ist. Vollziehen wir auch hier die Entwicklung nach ansteigenden Potenzen von r auf Grund von (11) S. 368, so folgt:

Vχ(r, θ, φ) = wff{β', √) pn(cos '7H∞)∙
- n = 0Man entwickle jetzt nach dem Schlußsätze von § 6 die noch unbekannte Funktion f(θ, cp) in eine Reihe nach Kugelfunktionen:(4) f(β, - r„(ö, φ) + r1 (Ö, φ) + r2(0, φ) + ■ · ·
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7] Elektrizitätsverteilung auf einer leitenden Kugel 379und findet dann unter Benutzung der beiden Integralsätze von § 6:
(p) jYm(β∖φ')Pn(∞sri)dω'm = 0-⅛y.(0<'r)>so daß die Entwicklung von Vχ für r < 1 die Gestalt gewinnt:

00

(θ) VAr’ θ> 9>) = Yn(θ, φ).
n = 0Nun benutzen wir, daß im Innern von K die Gleichung Vκ = C — Vj mit einer Konstanten C identisch gilt. Der Vergleich von (3) und (6) liefert uns also für alle n > 0:

2n + 1 Y« (θ>cti = - XrSß ><fi, n > θxso daß sich die Kugelfunktionen I71, T2, . . . aus den als gegeben gelten­den X1, X2, . . . einfach nach der Regel berechnen:(7) rιι(0,φ) = -¾iχ,(9,φ), »>0.Das noch fehlende Glied Yo bestimmt man aus (5) unmittelbar, indem man n = 0 und entsprechend P0(cos η) = 1 einträgt:
( / f(β'> cp') da ≈ 4# ∑θ.Da das Integral linker Hand die Gesamtmenge u der der Kugel mit­geteilten Elektriziät ist, so folgt:v _ Jh θ ~ 4»'Als Antwort auf die gestellte Frage gewinnen wir demnach: Die durch 

Influenz auf dem Konduktor eintretende Verteilung ist eine solche, daß im 
Punkte (θ, φ) der Konduktoroberfläche die folgende Flächendichte eintritt:

∞(8) Mφ) = ⅛(i'-2,(2∙i + 1)x,(β.φ))∙
η = 1Besteht z. B. der Isolator J nur aus einem einzigen Punkte der Elek­trizitätsmenge + 1 in der Entfernung p >1 vom Kugelmittelpunkte, so legen wir die positive z-Achse durch J hindurch und finden:
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380 VI, 3. Partielle Differentialgleichungen [7
y (r o φ∖ =----- --- ---1______ _____ =Λ > ’ cP) ∣∕ρi-2ρrcosθ + r2 Hn*'' V V 1 71 = 0als besondere Gestalt der Entwicklung (3). Die Dichte ∕(0, φ) ist also jetzt einfach: 00(θ) Wφ) = ⅛(∕*-2(2w+1)^s)∙n= 1Der Summenwert der rechts stehenden Reihe ist übrigens leicht an­gebbar. Differenziert man nämlich die Gleichung:

CO= 5V Pn(cos 0)11—2r cos 0-f r2y 1 Ti = onach r und multipliziert das Ergebnis mit 2r, so folgt:
002rcosθ-2ri ∖∖1 n τ> / n\

- fl Γ-1Ί3 = 2j 2nr p"<cθs 0)∙(1/1—2rcos0-4-P) ■j1 ' 71=0Die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert:
00

(2n + 1) rn P„(cos 0) = . 1 ———λ3k 7 7 (l∕l-2rcosθ + r8)3 ’woraus wir sofort weiter finden:
00∖‰ l 1∖ pπ(c°sθ) = _ 1 4_____ g8—1 _____________gw + 1 g ()∕ρ2-2ρCO8 0+l)3 ’71 = 1Die Gleichung (9) nimmt damit die Gestalt an:(10) f(θ, φ) = -i- (μ + - - . z -- g2~,1=,-.V 7 , k ,τ7 4jΓ∖1 ρ ()∕ρ*-2ρ COS0 4-l)3√Ist z. B. μ == 0, so sind die Dichten in dem dem Isolator J zugewandten Nordpole und im abgewandten Südpole:3ρ-l , , 3ρ + 14πρ(ρ— l)2 ZW' 4τtρ(ρ-{-l)2'Die behandelten partiellen Differentialgleichungen sind nur wenige Beispiele der in der Physik und Technik auftretenden Gleichungen dieser Art. Unter den zahlreichen weiteren wichtigen Gleichungen stehen ins­besondere die beiden Maxwellschen Gleichungen (s. S. 225) voran. Jede dieser Gleichungen liefert in Koordinatendarstellung ein System dreier
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7] Elektrizitätsverteilung auf einer leitenden Kugel 381partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, denen in einem elektro­magnetischen Felde die drei Komponenten der magnetischen Feldstärke und die drei der elektrischen Feldstärke in bezug auf die Zeit t und die drei Koordinaten x, y, z genügen. Eines der nächstliegenden hierbei ein­tretenden Probleme ist die Untersuchung ebener elektrischer Wellen in einem absorbierenden Medium, wobei es sich um die Lösung einer Diffe­rentialgleichung zweiter Ordnung mit den beiden unabhängigen Varia­blen x und t handelt:
c,∂iu diU . . , du

C ~ „ = εμ -χ-.- + 4jγ λu ∙3-,dx ' dt“ ' dt’die die beiden oben behandelten Differentialgleichungen (1) S. 343 und (7) S. 358 als Spezialfälle umfaßt. Doch würde bereits eine verständ­liche Darlegung der physikalischen Bedeutung der hier auftretenden Fak­toren c, ε, Z, μ bei weitem den hier zur Verfügung stehenden Raum übersteigen.
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Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen.1. Komplexe Zahlen. Bei der Erklärung der komplexen Zahlen und der auf sie auszuübenden Rechnungen können wir den in I, 3 bei der Einführung der irrationalen Zahlen befolgten Gedankengang wieder be­nutzen. Wir wurden dort zur Gesamtheit aller endlichen reellen (ratio­nalen und irrationalen) Zahlen von den gesamten Punkten einer beider­seits unbegrenzten Geraden aus geführt und hatten die zunächst nur für die rationalen Zahlen arithmetisch erklärten rationalen Rechnungsarten durch eine geometrische Überlegung auf die irrationalen Zahlen übertragen. Die fragliche Gerade fassen wir jetzt als Abszissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems in der Ebene und gehen über zur Betrachtung aller 
endlichen Punkte dieser Ebene, die vermöge der Koordinatendarstellung in bekannter Art umkehrbar eindeutig auf alle Paare endlicher reeller Zahlen a, b bezogen sind.Einem Punkte der Abszissenachse und also einem Zahlenpaare a, 0 entsprach bei der bisherigen Auffassung nur eine einzige (reelle) Zahl. Wir übertragen diese Auffassung auch auf die übrigen Punkte der Ebene und lassen jedem einzelnen Punkte der Ebene auch nur eine durch ihn dar­gestellte „Zahl“ entsprechen, die wir unter Benutzung der rechtwinkligen Koordinaten des Punktes einstweilen durch (α, &) bezeichnen. Zu den bisherigen reellen Zahlen kommen alsdann neu alle Zahlen (a, 6) mit 
b + 0 hinzu, die wir „komplexe Zahlen“ nennen. Benutzen wir Polar­koordinaten r, θ, in der Ebene mit dem bisherigen Nullpunkte als Pol und der positiven iC-Achse als Achse, so möge die einzelne komplexe Zahl einstweilen durch das Symbol [r, θj bezeichnet sein; hierbei gilt dann in bekannter Weise:(1) a = r cos θ, b = r sin θ.Wenn man von dem Gesamtsystem aller komplexen Zahlen (a, 6) spricht, ist es zweckmäßig, die reellen Zahlen (a, 6) mit b = 0 als in dem Systeme mit enthalten anzusehen. Die „Polardarstellung“ [r, θ] der Zah­len betreffend haben wir dann nur darauf aufmerksam zu machen, daß für die reelle Zahl 0 der Radiusvektor r = 0 ist, während θ unbestimmt bleibt. Im übrigen kann man natürlich für die Veränderlichkeit von r und θ die
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1] Einführung der komplexen Zahlen 383den Polarkoordinaten eigentümlichen Schranken vorschreiben. Den Ra­diusvektor r nennen wir auch den „absoluten Betrag“ der komplexen Zahl; wir bezeichnen denselben durch (a, bj j und haben also die Darstellung:(2) r = | (a, 5) | = + pαr+T2∙Zwei Zahlen (a, &) und (a, — &) oder [r,ff] und [r, 2π- ff], deren Bild­punkte also bezüglich der Abszissenachse, der „Achse der reellen Zahlen“ oder kurz der „reellen Achse“, einander symmetrisch liegen, heißen „kon­
jugiert komplexe Zahlen“·, jede reelle Zahl ist sich selbst konjugiert.Es gilt nun zunächst, die rationalen Rechnungen der Addition, Subtrak­tion usw. für die komplexen Zahlen in zweckmäßiger Art und zwar natür­lich so zu erklären, daß die bekannten Regeln der rationalen Rechnungen bei den reellen Zahlen durch die Erklärungen mit umfaßt werden. Die 
„Summe“ der beiden komplexen Zahlen (α1, 61) und (σ2, δ2) soll die Zahl (α1 + α2, b1 + δ2) sein:(3) (α1, δ1) + (a2, b2) = (a1 + σ2, b1 -f- δ2).Die Vorschrift steht in engster Beziehung zu der in I, 366 erklärten Ad­dition der Vektoren. Deuten wir die Zahl (a, &) an Stelle ihres Bild­punktes durch den vom Nullpunkte 0 nach diesem Bildpunkte hingezo- genen Vektor, so gewinnt man den Vektor der Summe (3) einfach durch Addition der beiden zu den Summanden gehörenden Vektoren, wie die­selbe in I, 366 erklärt und in Fig. 114 daselbst erläutert ist. Hieraus folgt sofort: Der absolute Betrag der Summe (3) ist nicht größer als die 
Summe der absoluten Beträge der Summanden:(4) I(ihΛ) + («2, M ≤ l(⅜, δι)l ÷ l(⅜Λ)l∙Die „Differenz“ mit dem Minuenden (α1, b1j und dem Subtrahenden (α2, δ2) ist einfach als die Summe von (α1, blj und (— a2, — b2) zu er­klären :(5) («i, bij — (α2, δ2) = (α1- α2, b1 — b2)und kommt auf die in I, 366 besprochene „Subtraktion“ der zu (α1, bl) und (α2, b2) gehörenden Vektoren hinaus. An (4) reiht sich dabei der Satz an: Der absolute Betrag der Differenz (5) ist nicht kleiner als die 
Differenz der absoluten Beträge von Minuend und Subtrahend:(θ) I (»n ∖) - (⅜> δa) I ≥ I («1 Λ) I “ I («2, δa) ! ·Die Erklärung des „Produktes“ zweier komplexer Zahlen weicht von den Produktbildungen der Vektorentheorie (s. S. 219) ab. Das „Pro­
dukt“ der beiden komplexen Zahlen [η, ff1] und [η,ff2] S()d die Zahl [η∙r2, ÷ ^2] se^n∙'(Ό Γη, #i] ∙ [η, ff2] = lλ∙r2, ff1 + ff2],
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∖384 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [1
deren absoluter Betrag das „Produkt“ der beiden absoluten Beträge r1, r2 und 
deren Amplitude die „Summe“ der beiden Amplituden der Faktoren ist. Die Multiplikationsregel reeller Zahlen mit ihrer Vorzeichen Vorschrift ist hierin in der Tat als spezieller Fall enthalten. Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen [r, <9,], [r, 2π — t>] ist nach (7) die reelle, nicht-negative Zahl r2; man kann auch schreiben:(8) (a, ά) · (α, — &) = a2 + b2.Bei der „Division“ zweier komplexer Zahlen [r1, -9,1], [r2, <i>2] muß der Divisor von 0 verschieden sein und also r2>0 gelten. Die Divisions­regel ist dann einfach:(9)da hier in der Tat das Produkt des Quotienten und des Divisors [ri, i>2] gleich dem Dividenden [r1, -θ,1] ist.Der Herstellung der Summen von mehr als zwei Summanden oder der Produkte von mehr als zwei Faktoten steht keine Schwierigkeit ent­gegen. Insbesondere folgt aus (7): Die nie Potenz einer komplexen Zahl [r, -fr], unter n irgend eine positive ganze Zahl verstanden, ist:(10) [r, fr]"= [rw, nfr],
hat also als absoluten Betrag die nte Potenz von r und als Amplitude 
die n-fache Amplitude fr. Liegt nfr nicht mehr im Intervalle 0 ≤ nfr < 2 π, so darf man durch Abzug eines Multiplums von 2% natürlich die Ampli­tude der Potenz in dieses Intervall zurückverlegen.Wir benutzen die Regel (10), um nunmehr aus ihr die allgemein übliche Darstellung der komplexen Zahlen zu entwickeln. Die Zahl ' 1, —J oder (0, 1), deren Bildpunkt also auf der positiven Ordinaten-achse in der Entfernung 1 vom Nullpunkte liegt, gibt, zur zweiten Po­tenz erhoben, die Zahl ∣1, τrj oder (— 1, 0), d. h. die reelle Zahl — 1:(0, !)»_(-l,0)--l.Zur Bezeichnung der Zahl (0, 1) gebraucht man nun bekanntlich das Symb ol i und nennt sie eine „imaginäre“ Zahl, genauer die „positive ima­
ginäre Einheit“.*} Indem wir uns Vorbehalten, sogleich auf die Radi- zierung zurückzukommen, folgern wir aus i2 = — 1 als Darstellung der

*) Vom Standpunkte der hier gewählten Einführung der komplexen Zahlen ist die Benennung „imaginär“ („eingebildet“) im Gegensätze zu „reell“ natürlich ebenso unberechtigt, wie die Benennung „irrational“ im Gegensätze zu „rational" (s. I, 3).
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1] Die rationalen Rechnungen mit komplexen Zahlen 385Zahl i auch i = ]/— 1 oder genauer i = + ]/— 1. Für das Produkt der Zahl i und irgend einer komplexen Zahl [r, ff] findet sich aus (7):⅛. [r, ff] = . [r, ff] = [r, ff + yj.Ist der zweite Faktor insbesondere eine reelle Zahl (δ, 0) = ö, so gilt 
i b = (0, 1) · (δ, 0) = (0, δ). Durchläuft b die reellen Zahlen, so erhal­ten wir hier die gesamten komplexen Zahlen, deren Bildpunkte die 
y-Achse füllen; wir nennen sie zusammenfassend „die imaginären Zählen“., bezeichnen die Ordinatenachse demnach auch als die „imaginäre Achse“' und unterscheiden je nach dem Vorzeichen von b „positive“ und „nega­tive“ imaginäre Zahlen, sowie eine „positive“ und eine „negative“ imagi­näre Achse; die Zahl (0, — 1) = — i heißt entsprechend die „negative imaginäre Einheit“.Zufolge (3) läßt sich nun jede komplexe Zahl (a, δ) als Summe der reellen Zahl (a, 0) und der imaginären (0, δ) darstellen. Indem wir 
(a, 0) = a und (0, δ) == ib eintragen, ergibt sich die übliche Darstellung 
der komplexen Zahl:(11) (α, δ) = a + ib

mittelst ihres „reellen Bestandteiles“ a und ihres „imaginären Bestandteiles“ i b. Als zugehörige Polardarstellung schließen wir noch an:(12) (α, δ) = r(cos fl -f- i sin ff).Man wird die Formeln (3) ff. leicht auf die neue Darstellung unserer Zahlen umschreiben. Für die Addition und Subtraktion zweier komplexer Zahlen finden wir die neue Ausdrucksform:(13) (ai + 7δ1) + (a2 -f- ib2) = (α1 + ‰) + i(bl + δ2),so daß wir den links stehenden Ausdruck einfach unter Beibehaltung des „kommutativen“ und des „assoziativen“ Gesetzes aus den Elementen der Algebra reeller Größen in den rechts stehenden umwandeln dürfen. Ebenso kleidet sich das Multiplikationsgesetz (7) in die Gestalt:(14) (α1 + iδ1) («2 -f- ib2) = (a1 a2 — b1 δ2) -f- 7(α1 δ2 -f- δ1 a2),so daß wir auch hier die rechte Seite einfach unter Beibehaltuno· des „distributiven“ Gesetzes der Algebra der reellen Größen aus der linkeu Seite entwickeln können, wobei im Verlaufe der Rechnung 72 = — 1 zu setzen ist. Es ist nämlich, wenn wir auf Grund von (1) zu den Polar­darstellungen übergehen:α1α2 — δ1δ2 = r1r2(cos ff1 cos ff2 — sin ff1 sin ff2) = r1 r2 cos (ff1 -f- ff2),α1δ2 + δ1α2 = r1r2(cos ff1 sin ffa + sin ff1 cos t>2) = r1r2 sin (ff1 -J- ff2), Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 25
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386 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [1womit wir auf das Gesetz (7) zurückkommen. Als Spezialfall von (14) haben wir der Gleichung (8) entsprechend:(15) (α + ϊ&) (a — ib) = er + b2.Wir merken endlich noch als neue Schreibweise der Formel (9) an:
∕-∣ r>∖ aι 4~ ibi  a1 ai -⅜~ ¾ ∣ ∙ ⅜ c⅛ aι bi1 j ⅞ + ifei ¾8+V ^t^ <V + V ’wobei αs2 + δg2 > 0 gelten muß; die rechte Seite führt bei Benutzung der Polardarstellung in der Tat auf (9) zurück. Auch hier können wir den rechts stehenden Ausdruck aus dem auf der linken Seite nach den Ele­mentarregeln der reellen Algebra entwickeln, indem wir mit (α2 — fδ2) erweitern usw., wobei natürlich wieder i2 = — 1 zu setzen ist.Auch die wiederholte Anwendung rationaler Rechnungen auf kom­plexe Zahlen führt, wenn wir nur stets die Division durch 0 vermeiden, immer wieder zu einer eindeutig bestimmten komplexen Zahl als Ergeb­nis; dabei ist i2 stets durch — 1 zu ersetzen und für die höheren Potenzen von i entsprechend zu schreiben i3 = — i, ii == + 1, ⅛δ = i, · · ·. Wie in den bisher besprochenen Einzelfallen bleiben wieder alle genannten Ele­mentarregeln der Algebra der reellen Größen unverändert erhalten.*)Falls man in einer dei· Gleichungen (13), (14) oder (16) alle in der Gleichung enthaltenen komplexen Zahlen zugleich durch ihre konjugiert komplexen Zahlen ersetzt, erscheint als Ergebnis wieder eine zutreffende Gleichung. Dieses Gesetz bleibt auch bei wiederholten rationalen Rech­nungen erhalten: Kleidet man das Ergebnis einer auf komplexe Zahlen an­
gewandten rationalen Rechnung in die Gestalt einer Gleichung, so bleibt 
diese Gleichung richtig, falls man alle in ihr auftretenden komplexen Zahlen 
durch ihre konjugierten Zahlen ersetzt. Dieser Satz wurde bereits in I, 77 benutzt.Einen bekannten Satz folgern wir aus Gleichung (10) für r = 1, wo sie in der neuen Darstellung der komplexen Zahlen die Gestalt annimmt:(17) (cos θ + i sin = cos wθ -f- i sin n&.

Kiese Gleichung bringt den „Moivreschen Satz“ für irgend einen positiven 
ganzzahligen Exponenten n zum Ausdruck. Da es statthaft ist, die linke Seite von (17) nach dem binomischen Satze zu entwickeln, so findet man, wenn man den hierbei zu gewinnenden reellen Bestandteil der linken*) Die Darlegungen des Textes haben nur mehr die Bedeutung einer Wieder­holung des gewöhnlich schon in der Elementarmathematik behandelten Lehr­stoffes über komplexe Zahlen, so daß ein genaueres Eingehen auf Einzelheiten an dieser Stelle vermieden wird.
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Moivrescher Satz. Einheitswurzeln 387Seite gleich cos n& und den vom Faktor i befreiten imaginären Bestand­teil gleich sin nfr setzt:
(18) cos n∂ = cos”# Q) cos“-2'^' sin3# 4- Q^cos”“4# sin4# — · · ·, • sin n# = Qij cos”-1# sin # — ( cos"“3# sin3#

4- Q) cos”“5# sin5# — ···,.zwei Gleichungen, die man mit Hilfe der Regel (3) in I, 142 leicht auch durch vollständige Induktion aus den Additionstheoremen entnimmt. Be­halten wir für komplexe Basen die Erklärungen der Potenzlehre:(« + zδ)θ= 1, (« + «&)“"= +1—Ähei, so zeigt sich leicht, daß der Moivresche Satz (17) für alle ganzzahli­
gen Exponenten gilt.Setzen wir in (17) für # eine der n Amplituden 0, —, 2”, 32*, ..
z 1 \ 2λ · q. 2vπ . p η ,(n — 1) —, sagen wir # =----- , ein, so folgt:∕ 2ι>π , . . 2vτt∖ncos ----- 4- t sm ----- ) = 1.\ η n /

Oie n komplexen Zahlen:(19) £„ = cos-- + zsm- v=≈0, 1,2, ...,w-l,
deren Bildpunkte auf dem Kreise des Radius 1 um den Nullpunkt, dem 
sogenannten „Einheitskreise“, in gleichen Intervallen, beginnend mit dem 
Punkte (1, 0), aufeinander folgen und solcherart die Ecken eines jenem 
Kreise eingeschriebenen regulären n-Ecks bilden, haben also die Eigenschaft, 
daß ihre nten Potenzen einander gleich und gleich 1 sind. Die n Zahlen £0, ¾,..∙, heißen demnach „Wurzeln ntcn Grades der Einheit“ oder kurz ,,nte Einheitswurzeln“. Soll andrerseits irgend eine Zahl [r, #] eine nte Einheitswurzel sein und also in die nte Potenz erhoben das Resultat 1 liefern, so folgt aus (10):r,i=l, cosw# = l, sin n& = 0,so daß r = 1 und w# = 2μτr sein muß, unter μ irgendeine ganze Zahl verstanden. Da wir aber & auf das Intervall 0 ≤ # < 2% einschränken dürfen, so erhalten wir bereits alle nten Wurzeln der Einheit, wenn wir μ auf die Werte 0, 1, 2, . . ., (η — 1) einschränken. Damit aber kommen wir zu den Zahlen (19) zurück. Aus (17) folgt übrigens die Darstellbar-25*
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388 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [2keit «,,== aller Zahlen (19) als Potenzen der besonderen Zahl Es 
gibt im Gebiete unserer komplexen Zahlen genau n verschiedene nte Wur­
zeln der Einheit εv, die sich in einer unter ihnen, ε1, in der Gestalt εt, = εlv 
für y = 0,l,...,(w-1) dar stellen lassen.Fast ebenso leicht erledigt sich allgemein die „Radizierung“ der kom­plexen Zahlen. Soll [r0, Ι>o], in die ntθ Potenz erhoben, eine gegebene komplexe Zahl [r, <9∙] liefern, so folgt aus (10):[⅞, *o? = Üo"> wθ-o^J = [*,, >so daß zunächst rθn= r ist und somit r0 = γr sich als nicht-negative reelle Zahl eindeutig berechnet. Ist r = 0, so ist rθ = 0, so daß die nte Wurzel 
aus 0 eindeutig und selbst gleich 0 ist. Ist r > 0, so haben wir zufolge der letzten Gleichung <9,0 so zu berechnen, daß:cos wh0 = cos -9,, sin nhθ == sin & wird. Diese beiden Gleichungen sind aber gleichwertig mit der einen:m-9∙0 = h -H 2vjt, hθ = — + “-π-,υ · ? Ό η n 7unter v zunächst irgend eine ganze Zahl verstanden. Da aber zwei um ein Vielfaches von n verschiedene Zahlen v ein und dieselbe Wurzel lie­fern, die n Werte v = Ο, 1, 2, . . (η — 1) jedoch lauter verschiedene Wurzeln ergeben, so dürfen wir v wieder auf diese Zahlen einschränkeu. Übrigens gilt zufolge (7):
Im Gebiete der komplexen Zahlen gibt es für einen von 0 verschiedenen 
Radikanden [r, immer genau n verschiedene Wurzeln ntea Grades, die 
aus einer ersten unter ihnen, ^j∕r, durch Multiplikation mit den n Wur­

zeln der Einheit εv hervorgehen.2. Komplexe Reihen. Es sei eine unbegrenzte Reihe komplexer Zahlen:(1) a>ι + ibi, a2 + ib2, aä + ibs, . . .vorgelegt. Man sagt alsdann, daß sich die Zahlen dieser Reihe einer be­stimmten endlichen komplexen Zahl (g -f- ih) als ihrer „Grenze“:(2) lim (αn+ ibn) = g + ih
n = ∞annähern, falls nach Auswahl einer beliebig kleinen positiven Zahl d stets 

ein Index m derart angegeben werden kann, daß:(3) ∙^4-7Λ-αzt-7δJ<d
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2] Radizierung komplexer Zahlen. Komplexe Reihen 389
für alle Indizes nZ>m gilt. Da der absolute Betrag:∖∖g + ih-an-ibn∖ = + y(g - αj2 + (λ - ξl)2 offenbar ≥ g — cιn sowie auch ≥ h — bn ∣ ist, so folgt aus (3):
(4)für alle Indizes n≥m. Die Zahlen der beiden reellen Reihen a1, a2,as,... und b1,b.2,b3, . . . nähern sich somit den Grenzen:(5) limαn=<∕, limδw=⅛.

n-∞ n=∞Besitzen umgekehrt diese beiden reellen Reihen bestimmte endliche Gren­zen, so folgt daraus wieder die Existenz einer Grenze (2). Wenn näm­lich nach Auswahl von ό für alle n ≥ m die Ungleichungen (4) gelten, so folgt bei Benutzung der Regel (4) S. 383:
\g + ih - an-ibn∖ ≤>∖g — an∖ + ∖h-bn∖ <28, n≥m.

Die Reihe (1) hat demnach stets und nur dann eine bestimmte endliche 
Grenze (g-↑-ihy), falls die beiden Reihen reeller Zahlen ai, a2, a3, . . . und 
b1, ⅛> ⅛> · · ‘ bestimmte endliche Grenzen g und h haben.Es sollen nun die Entwicklungen in 1,205 ff. über „unendliche Reihen“ aus reellen Gliedern auf solche aus komplexen Gliedern übertragen wer­den. Wir denken eine unbegrenzte Anzahl zunächst konstanter komplexer Größen (wθ + ⅛0∙), (ux + ⅛l), (w2 ∙+∙ ⅛2), ... vorgelegt und bilden aus ihnen in dieser Anordnung einstweilen in formalem Ansätze» die „unendliche 
Reihe mit komplexen Gliedern“-.(θ) («o + ivo) + Oh + wi) + (u2 + ⅛2) + · · ·.Die wirkliche Durchführung der Addition ist für jede Anzahl von „Anfangs­gliedern“ möglich, d. h. wir können für jeden Index n die komplexe Zahl:(7) Sn+iTn = (u0 + iv0) + (m1 + ⅛1) +------H (ww_! +wn.1)berechnen, wobei die beiden reellen Zahlen Sn und Tn gegeben sind durch:
(8) Sn==u0+u1-∖---------H ⅝.1, 27rt=⅞+Vιi-------- k‰-ι∙Gibt es nun eine bestimmte endliche Grenze:lim (Sn + iTn) = S + iT,

n = ooso heißt die unendliche Reihe (6) „konvergent“ und (& + irΓ) ihr „Summen­
wert“ oder ihre „Summe“man sagt auch, durch (6) werde der Wert 
(S-∖-iT') in Gestalt einer unendlichen Reihe dargestellt. Existiert eine solche Grenze nicht, so heißt die Reihe „divergente. Nach den vorausge­
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390 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [2schickten Betrachtungen ist einleuchtend, daß die "komplexe Heike (6) stets 
und nur dann konvergent ist, wenn die beiden reellen Heiken·.(9) uq + ul -f- u2 -f- ∙ ∙ ∙, v0 4- v1 -j- v2 + · · ·
konvergent sind.Man nennt die Reihe (6) „absolut konvergent“, wenn die „zugehörige Reihe der absoluten Beträge“:(10) | u0 + ⅛0∣ + ∣w1 + ivi1 + | u2 + iv21 + · · ·konvergent ist. Ferner heißt die Reihe (6) „unbedingt konvergent“, wenn sie konvergent ist und nach jeder „Gliederumordnung“ (s. 1,208) die Kon­vergenz und der gleiche Summenwert bestehen bleiben. Dann gilt der Satz: Eine absolut konvergente Heike ist stets auch unbedingt konvergent. Da nämlich die Werte∣⅝∣ + H + ∙∙∙ + k-ιl uud H+Nh-----nicht größer als ∣⅝ + ⅛⅞∣ 4~ jw1 + wi∣ + ∙ ∙ ∙ + ∣mλ-1+∙⅛b-1∣ sind, so folgt im Falle der Konvergenz von (10) nach I, 209 ff. die absolute und also auch die unbedingte Konvergenz der reellen Reihen (9) und damit auch die unbedingte Konvergenz der Reihe (6).Auch die Sätze von 1,213 ff über Addition, Subtraktion und Multipli­kation zweier Reihen übertragen sich leicht auf die komplexen Reihen. Ist neben (6) eine zweite Reihe:(11) (⅜, + *^o,) + (wι -∣-i"t,ι,) Ί-(⅜, + -f-' ‘gegeben, so heißt die Reihe, deren Glieder:(12) < + = K + ± « + *<)sind, die „Summe“ bzw. die „Differenz“ der beiden gegebenen Reihen. 
Sind die beiden gegebenen Heiken konvergent, und haben sie die Summen 
(S + iT), (S' + iT'y), so stellt auch ihre „Summe“ bzw. „Differenz“ eine 
konvergente Heike dar, und es ist deren Summe:

S" + i T" ≈ (S + i T) ± (£' + i Τ').Der Beweis regelt sich wie in I, 213. Da übrigens:K + ivn I ≤ K + *XI + K + ivn∖ist, so erweist sich die Heike der Glieder (12) auch als „absolut konvergente, 
falls es die beiden gegebenen Heiken sind. Die Übertragung dieser Sätze auf die Addition und Subtraktion von mehr als zwei gegebenen Reihen wird leicht vollzogen.Wir nehmen jetzt an, daß die Reihen (6) und (11) absolut konver­gent sind. Dasselbe gilt dann von den vier reellen Reihen:(13) ⅝ + w1 + ∙ ∙ ∙, v0 + v1 -f- ∙ ∙ ∙, uq -f- u1' + · · ·, v0' + vl + · · ·,
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2] Addition, Subtraktion und Multiplikation komplexer Reihen 391deren Summen S, T, S', T' sind. Auf diese Reihen wenden wir den Satz von 1, 214 über das „Produkt“ zweier absolut konvergenter Reihen an. Wir bilden insbesondere die vier Reihen, deren Glieder nach den Gesetzen gebildet sind:(⅜< + wi<-ι + · ’ ∙ + ⅝⅝), (⅞< + *,ι<-ι + ∙ ∙ ∙ +(⅜< + mi<-i + · * ∙ + «Λ (⅞< + ^ι<-ι + ∙ ∙ ∙ + vw⅝)∙Nach dem genannten Satze sind diese vier Reihen wieder absolut kon­vergent und haben die Summen SS', TT', ST', TS'. Man wolle nun in der zweiten dieser Reihen alle Glieder mit — 1, in der dritten und vierten alle Glieder mit i multiplizieren. Nach den voraufgehenden Sätzen ent­steht durch Addition der so gewonnenen vier Reihen wieder eine absolut konvergente Reihe der Summe:(14) SS' - TT' + iST' + iTS' = (S + iT) (S' + iT').Man kann das Ergebnis auch so aussprechen: Man bilde aus den beiden Reihen (6) und (11) die Reihe der Glieder:
(15) < + iv''t = (wθ + ⅛0)« + iv'n) + (m1 + ⅛1) + z<,1) + · ·• · + + w„) (⅝ + *⅞)und bezeichne diese Reihe als „Produkt“ der beiden gegebenen Reihen. Dann gilt der Satz: Sind die beiden gegebenen Reihen absolut konvergent, 
und haben sie die Summen (S + iT) und (S' + iΤ'), so ist auch ihr „Pro­
dukt absolut konvergent und hat als Summe das Produkt (S 4- iT') (S' -∖-i Τ') 
der Summen der beiden gegebenen Reihen.Eine komplexe Variable bezeichnen wir durch (x + iy), wobei x und 
y als voneinander unabhängige reelle Variable anzusehen sind. Zur Ab­kürzung schreiben wir für (x + iy) den einzigen Buchstaben z und wollen auch sogleich komplexe konstante Größen (a 4^ ib) kurz durch einen Buchstaben c bezeichnen. Es soll jetzt die Reihe (6) mit folgenden Glie­dern gebildet werden:(16) un + ivn = (an + i bn) (x 4- iy)n = cnzt';die entstehende Reihe: .(17) c0 4-c1s + Μ2 + M3 4------bezeichnen wir im Anschluß an 1,221 als eine „komplexe Potenzreihe“. Ist in der Polardarstellung z = r(cosι>4- i sin fr), so ist r = \z\ der absolute Betrag von z, so daß zur Reihe (17) als „Reihe der absoluten Beträge“ die folgende reelle Potenzreihe zugehört:(18) ∣c0J + ∖ci∖r + ∣c8 r2 4- ∣c3∣rs 4------ .Ist für ein einzelnes z des absoluten Betrages r die Reihe (18) konver­
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392 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [Sgent, so ist die Reihe (17) für dieses z „absolut“ und damit „unbedingt“ konvergent. Die Konvergenzsätze der reellen Reibe (18) sind in 1,221 ff. entwickelt. Wir merken sogleich das Ergebnis an: Hat die Reihe (18) ein 
„Konvergenzintervall“, das durch die beiden endlichen und von 0 verschiedenen 
Zahlen — g und + g eingegrenzt ist, so ist die Reihe (17) jedenfalls für alle 
z mit ∖z∖<g konvergent; die zugehörigen Punkte z = x -\- iy der Zahlen­
ebene bilden die Innenpunkte des Kreises vom Radius g um den Nullpunkt, 
den man den „Konvergenzkreis“ der Reihe (17) nennt. Ist aber die Reihe (18) 
„unbeschränkt“ konvergent, so wollen wir auch die Reihe (17) so nennen; 
sie hat dann für jedes endliche z einen bestimmten endlichen Summenwert. Andere Sätze über komplexe Potenzreihen kommen weiterhin nicht zur Anwendung.3. Elementare komplexe Funktionen. Ohne zunächst grundsätzlich auf den Begriff der Funktion einer komplexen Variablen einzugehen, fragen wir, wie wir die in I, 75ff. besprochenen elementaren Funktionen einer reellen Veränderlichen auf entsprechende Funktionen einer kom­plexen variablen Größe z = x + iy verallgemeinern können. In dieser Hinsicht bieten zunächst die rationalen Funktionen keine Schwierigkeit: 
Hängt die komplexe Variable w = u + iυ von der „unabhängigen“ Varia­
blen z = x + iy in der Art ab, daß der zum einzelnen Werte z gehörende 
Wert w aus z und gegebenen komplexen Konstanten durch eine Kette end­

lich vieler rationaler Rechnungen berechenbar ist, so nennen icir w eine „ra­
tionale Funktion“ von z. Man wird sofort verstehen, wenn wir als „Nor­malgestalt“ insbesondere einer ,,rαtwwα∕ew ganzen Funktion nten Grades“:

g{z} = c0 + cλz + cizi H-------- 1- ςlswanschreiben, unter den c komplexe Konstante verstanden, und wenn wir den Satz anmerken, daß sich irgend eine „gebrochene rationale Funktion“ stets als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen darstellen läßt.Ebenso leicht ergibt sich die folgende Erklärung: Eine Variable w 
heißt eine „elementare algebraische Funktion“ der komplexen Variablen z, 
falls sich für jeden einzelnen Wert z der zugehörige Wert w aus z und ge­
gebenen komplexen Konstanten durch eine Kette endlich vieler rationaler 
Rechnungen und Wurzelziehungen berechnen läßt.Die früher ausschließlich betrachteten reellen Funktionen des reellen Argumentes x erweitern sich hierbei unmittelbar zu „komplexen Funk­tionen“ der angegebenen Arten, wenn wir an Stelle von x die komplexe Variable z = x + iy treten lassen. Bei jenen reellen Funktionen handelt es sich dann einfach um die Werte dieser komplexen Funktionen längs der „reellen Achse“.
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3] Konvergenzkreis einer Potenzreihe. Komplexe Funktionen 393Wie aber soll man die transzendenten Funktionen der Elementar­mathematik, z. B. die Funktionen eκ, sin x, cos x, zu komplexen Funk­tionen verallgemeinern? Die ursprünglichen Erklärungen dieser Funk­tionen, z. B. diejenigen von sin x und cos x aus dem rechtwinkligen Drei­ecke, arbeiten mit geometrischen Vorstellungen, die sich nicht unmittel­bar, wie z. B. die rationalen Rechnungen, auf komplexe Größen über­tragen lassen. Unter den verschiedenen Möglichkeiten, die fragliche Ver­allgemeinerung zunächst der drei Funktionen e®, sin x und cos x vorzu­nehmen, liegt uns diejenige am nächsten, welche an die „Potenzreihen“ dieser Funktionen (s. 1,230) anknüpft, von denen wir damals feststellten7 daß sie „beständig“ konvergent sind. Wir erklären die natürliche Exponen­
tialfunktion e* und die Funktionen sin z, cos z durch die Reihen:

. z zi zi zie2 = 1 + π + — + 3; + 4, 4------7(1) · sin — -y + -—— + ·· ·,
jS2 Zi Z6^COS2 _ 1 - - + - - θτ + · · ·,

für welche aus dem Schlußsätze des vorigen Paragraphen folgt, daß sie gleich­
falls beständig konvergent sind. Auf diese Art sind die fraglichen Funk­tionen für jeden endlichen Wert von z eindeutig durch die Summen werte der drei Reihen (1) erklärt, und zwar in der Art, daß längs der reellen Achse unsere alten Funktionen e®, sin x und cos x in den „komplexen Funktionen“ er, sin z und cos z wieder enthalten sind. In entsprechender 
Weise erklären wir die „hyperbolischen Funktionen“ ©in z, Go§ z eines 
komplexen Argumentes durch die beständig konvergenten Reihen:(2) Sini-i + 32' + ≤ + ... goäi_l + (’ + -'‘+....Auch für die übrigen „einfachen“ transzendenten Funktionen tg #7 cotg z, SEg z, Gotg z, arc sin z usw. könnten wir entsprechend Vorgehen. Da indessen die betreffenden Reihen nicht unbeschränkt konvergent sein würden, so ziehen wir vor, zunächst die vier Funktionen tg z, . .., Gotg z unter Beibehaltung der für reelle Argumente bestehenden Relationen durch die Gleichungen:,o\ , sin z , cos £ ©in 2 rt, , (£o3 z
v j s cos z , o sin z, a z, *j ©tn zzu erklären. Zu den übrigen einfachen transzendenten Funktionen ln z, ... gelangen wir dann durch Übertragung der „Inversion“ oder „Umkehrung“ der Funktionen (s. I, 29) auf ei, . . .. Wir behalten uns vor, hierauf noch näher zurückzukommen.
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394 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [4Endlich steht nichts im Wege, auch „zusammengesetzte Funktionen“ aus den bisherigen einfachen zu bilden und auf diese Weise zu einem allgemeinen Begriffe der „elementaren komplexen Funktionen“ aufzusteigen.4. Eulersclie Formeln nebst Folgerungen. Durch Addition der bei­den unbedingt konvergenten Reihen (2) § 3 ergibt sich die Reihe für ez. Mit Rücksicht auf die aus (2) § 3 folgenden Regeln ©in (-"-#) = — ©in z,
(— z) ≈ (£o§ z merken wir somit die Gleichungen an:(1) ßo§ z + ©in z = ez, z — ©in z = e~·',aus denen umgekehrt folgt:(2) (So§ z = g*+≤, ©in z = ■Diese für die reellen Funktionen in I, 70 aufgestellten Relationen bleiben somit nach der Erweiterung auf komplexe Funktionen in Kraft.Trägt man iz an Stelle von z in die Reihen (2) § 3 ein, so liefert die ßoio-Reihe unmittelbar diejenige für cos z, die ©tn-Reihe aber die mit 

i multiplizierte Reihe für sin z\(3) cos z = ßo§ (⅛), i sin z = @in (⅛).Die gewählte Erweiterung unserer Funktionen ist also in der Art ge­troffen, daß die trigonometrischen Funktionen cos z und sin z im wesent­lichen (d. h. abgesehen vom Faktor i in der zweiten Gleichung (3)) iden­tisch sind mit den entsprechenden hyperbolischen Funktionen für iz. Die Gleichungen (2) und (1) ergeben nunmehr, wenn man iz für z einträgt und die zweite Formel (2) durch i teilt, die sogenannten „Eulerschen 
Formeln“-.
... eis+e~iz . ciz-e~iz(4) . coss =----- - -----, sιn^ = ¾⅞' " 7(5) = cos z + i sin z, e~iz = cos z — i sin z,welche einen nahen Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen cos z und sin z einerseits und der Exponentialfunktion des Argumentes iz andrerseits herstellen.Zufolge der entwickelten Formeln kann man die Eigenschaften der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen aus denjenigen der Exponentialfunktion ez ableiten. Es soll dies ein wenig weiter für die 
„Additionstlieoreme“ ausgeführt werden. Nach dem S. 391 ausgesprochenen Satze über Multiplikation unendlicher Reihen ist das Produkt der beiden Reihen:(6) = 1 + ½ + < + · · , et* = 1 + · · ·
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4] Eulβrschβ Formeln. Additionstheoreme 395die unendliche Reihe des Summenwertes ez' ■ ez∙i und des zum Index n gehörenden Gliedes:
„n „n—1 „ _n—2 . „2 „nWn + ^m = ", +(w_i)i Tj +(^=2jr 2^! + ∙,'+nΓ∙Der rechts steinende Ausdruck läßt sich auf Grund des binomischen Lehr­satzes so zusammenfassen:«. + ·». - + (ι)⅛^1⅞ + (”) *rM + ··· + «;)-so daß man das Ergebnis der Multiplikation der Reihen (6) so schreiben kannr e-l . _ 1 + (⅞+⅞) + (⅞+⅞), + (⅝ + ⅝)* + . . ..

Da nun die rechts stehende Reihe zufolge (1) § 3 die Summe ezi + ~ι hat, so gilt die Regel:(7) e*ι+-ι = e¾ . e⅜ ?die das „Additionstheorem der Exponentialfunktion“ genannt wird.Die „Additionstheoreme der trigonometrischen und hyperbolischenFunktionen“ sind einfache Folgen dieser Regel (7). So folgt z. B. aus (5): cos (^1 -f-⅞) ± i sin (^1 + ⅞) = e±i'(zι + ^ = e±i'^ι ∙ e±’-»= (cos zl + ?' sin 21) (cos ⅞ + i sin ⅞) = (cos zl cos z.2 — sin zx sin ⅞)
+ i (sin z1 cos z2 + cos z1 sin ⅞).Bei Addition dieser beiden Formeln und Teilung durch 2 folgt:(8) cos (z1 + 02) = cos zr coszi — sin zl sinz2,bei Subtraktion und Teilung durch 2i ergibt sich:(9) sin (z1 + z2) — sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2.Indem man ähnlich bei den hyperbolischen Funktionen verfährt, gelangt man zu der Erkenntnis, daß die für die reellen Funktionen gültigen Ad­

ditionstheoreme unverändert auch nach der Enveiterung auf die komplexen 
Funktionen bestehen bleiben.Setzt man in (8) und (9) für z2 den Wert 2π ein und schreibt z sta'tt s1, so folgt, da cos 2π = 1 und sin 2π = 0 ist:(10) cos (# + 2π) = cos z, sin (z + 2π) = sin z.

Auch die komplexen Funktionen cos z, sin z sind „periodisch“, da sie bei 
Änderung des Argumentes z um ein Vielfaches von 2 π unverändert bleiben. Weiter liefert die erste Formel (5):ei(-- + 2π) = cθs 2π∙) 4- i sin (s -j- 2jt) = cos z -J- i sin z = eiz.
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396 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [δLösen wir links im Exponenten die Klammer und schreiben z statt iz, so folgt:(11) e-^ + 2^=e∙∖
Auch die Exponentialfunktion und mit ihr die hyperbolischen Funktionen 
eines komplexen Argumentes sind „periodisch“; ihre Periode ist imaginär, 
nämlich gleich 2in.Aus (7) ziehen wir den Schluß:

ez ∙ e~z — ez ~z = eθ = 1.Bei Zeichenwechsel von z geht also die Exponentialfunktion in ihren reziproken Wert über. Daraufhin liefern die Formeln (5) und (1):(12) cos2 z -b sin2 0=1, Gθδ2 z — ©in2 z = 1.Auch das Fortbestehen anderer Elementarformeln wird man leicht zeigen, wie z. B. die Gleichungen:cos (z + st) = — cos z, sin (z + %) = — sin z, sin — z} = cos z, . . ..Sehr leicht ist jetzt der Beweis des „Moivreschen Lehrsatzes“ für belie­biges komplexes z. Aus (7) schließt man ohne Mühe auf:
(eil)n = ein:.Mit Hilfe der ersten Gleichung (δ) schreibt sich diese Formel:(13) (cos z -f- i sin zfl = cos nz + i sin nz.Für die „Polardarstellung“ haben wir als neue kürzere Schreibweise:(14) r (cos b + i sin fr) == rd LAuch merken wir noch für die S. 387 unter (19) dargestellten w Wurzeln wtθn Grades der Einheit die neue Schreibweise an:2-iA o2i7S*o = 1, G = e n > ⅛ = e “ , . . Li-ι = e"δ. Inversion der Funktionen e3 usw. Die Eulerschen Formeln ge­statten uns nun auch, ausführlicher die Inversion der Funktionen e: usw. zu behandeln. Unter dem zu einem Werte z = re9i gehörenden „natür­lichen Logarithmus“ w == ln z haben wir einen Wert w = u fr iv zu ver­stehen, für den:

ew = z, eu+iv = eu (cos v + i sin r) = r(cos h + i sin F) gilt. Hieraus ziehen wir sofort die beiden Gleichungen:(1) e“ cos v = r cos fr, eu sin v = r sin ir,
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3975] Die komplexen Funktionen ln z, arc sin z usw.aus denen durch. Quadrieren und Addieren:(2) e2“ = r2, 2u = ln (r2) = 2ln r, u = ln rhervorgeht. Demnach ist für jedes r>0 der Wert u = ln r als endlicher reeller Wert eindeutig bestimmt, während für lim r = 0 der Wert u der Grenze — ∞ zustrebt. Mit Benutzung dieses Ergebnisses folgt aus (1) weι^eι" cos v = cos sin z; ≈ sinDie Gesamtheit der Lösungen v dieser Gleichung ist durch w=t> + 2v^ gegeben, wo v alle ganzen Zahlen za durchlaufen hat. Damit haben wir das Ergebnis gewonnen: Der natürliche Logarithmus w = ln z ist für jedes 
endliche und von 0 verschiedene z = re9'i eine unendlich vieldeutige Funktion:(3) w = u + iv = ln r + &i + 2vκi, v ≈ 0, + l, + 2, + 3, · · ·,
deren reeller Bestandteil u = ln r eindeutig ist, während der imaginäre Be­
standteil allen ganzen Zahlen v entsprechend unendlich vieldeutig ist. Der zu v = 0 gehörende Wert (3) heißt der „Hauptwert“ der Funktion ln z\ indem wir an der Annahme 0≤-9,<≤2τr festhalten, ist der Hauptwert ln z = u + iv durch das Kennzeichen 0 ≤ v <≤ 2 π ausgezeichnet.Die Logarithmen der reellen positiven Zahlen x liefern in ihren Hauptwerten die bisher einzig betrachtete reelle Funktion Ina;; die Haupt­werte der Logarithmen der reellen negativen Zahlen haben den konstan­ten imaginären Bestandteil ni, so ist z. B. ln (— 1) = in. Wir notieren noch, daß dem Additionstheoreme (7) S. 395 der Exponentialfunktion die leicht daraus herleitbare Logarithmenregel entspricht:(4) ln (z1 ■ z2) = ln zγ + ln z2.Unter w = arcsin# haben wir für irgend ein gegebenes komplexes zjeden der Gleichung: ,∙w _iw

z = sin w == e....~..e-----
2tgenügenden Wert w zu verstehen. Man berechnet hieraus leicht:«#= β"iw), j∕Γ~-U^2= * (eiw + e-iw)und findet durch Addition dieser beiden Gleichungen und Auflösung nach w = arc sin z die erste der beiden Gleichungen:( arc sin z = — i ln (iz + ]∕l -zi),1 arccos# = — z ln (# + j/#2 — l),während die zweite auf ähnlichem Wege gewonnen wird. Mittels der aus (3) S. 394 hervorgehenden Relationen:(6) ‰ ©tu # = z arc sin (— i z), 2lr Uo3 # = i arc cos #
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398 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [5folgt aus (5) für die Hyperbelfunktionen:
I Sir ©in z = ln (z + ]/l + z2), l Sir <So§ s = ln (s + Vzr-l),so daß die in I, 75 gegebenen Darstellungen der Funktionen 5ir <2in x, 

x durch den Logarithmus auch bei komplexen Argumenten be­stehen bleiben.Ein zu gegebenem z gehörender Funktionswert U' = arctg z ist ein der Gleichung z = tg w genügender Wert. Wir entwickeln diese Glei­chung so: . . 2iw < ∣ ·s · ·, i sin w e t — 1 2i,,, 1 + izIZ = z tg W =--------  = ------- , eiili = —l-·® cos w ea1 w ’ 1 — izund finden durch Logarithmierung und Teilung mit 2i die erste der beiden folgenden Formeln:arc tg z = ~ ln (* ie},(8) & 2* u —»*/’|arccotg«-i.ln(^j),deren zweite wieder auf entsprechendem Wege gewonnen wird. Da man aus den Formeln (3) S. 394 leicht die Beziehungen:(9) Sir £g z = i arctg (— iz}, Str(Sotg z = i arc cotg (iz} ableitet, so ergibt sich aus (8) weiter für die Hyperbelfunktionen:(10) Sir Xg z = | ln (⅛∣) , Sirßotg z=∖ in (⅛∣) ,welche für reelle Argumente bereits in I, 75 aufgestellt wurden.Die vorstehenden Formeln gestatten uns, die Eigenschaften der zyklo-
metrisclien Funktionen und der Hyperbelfunktienen aus denen des Logarith­
mus abzulesen. Um dies wenigstens an einem Beispiele ein wenig näher auszuführen, knüpfen wir an die erste Formel (5) und bemerken zunächst, daß j/l — z2 für z = ÷ 1 eindeutig und gleich 0 ist, für alle anderen end­lichen z aber zweideutig ist. Trennen wir die beiden Werte der Wurzeln ausdrücklich durch die Schreibweise:w = — i ln (iz-j-j/l — z2}, w' = — i ln (iz — j/1 — z2}, so folgt durch Addition und Benutzung der Regel (4):

w + w' = — i ln ((iz -f- ]/T — z2} · (iz — j/l — z2}} = — i ln (— 1). Wählen wir den „Hauptwert“ ln (— 1) = πi, so folgt:(11) w-∖-w'=π, tv'=π-w.

CO
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6] Darstellung von arc sin z, Sr ©in z usw. durch ln z 399An jeden der beiden Werte w und (jr—w) unserer Funktion arc sin z aber schließt sich nun der Vieldeutigkeit des Logarithmus in (5) rechts entsprechend eine unendliche Reihe von Funktionswerten an:
w-∖-2vλ, w' + 2vn == — w + (2v + l)π, v = o, + l, + 2, · · ■.Wir brauchen kaum zu bemerken, daß wir hiermit eine in I, 62 ent­wickelte Haupteigenschaft der arc sin-Funktion wieder gewonnen haben.6. Geometrische Deutung der komplexen Funktionen. Ist irgendeine elementare komplexe Funktion iv — f(zy) vorgelegt, so schreiben wir unter Trennung des Reellen und Imaginären:Ö Ö

w = w + ⅛ = f(x + iy) = φ(x, y) + iψ(x, y) und können unter Gleichsetzung der beiderseitigen Bestandteile:(1) u = φ(aj,i∕), v≈-ψ(x,y)setzen. Hier sind dann φ(xf y) und ψ(x,y) reelle Funktionen der beiden „reellen“, von einander „unabhängigen“ Variablen x und y. Zur geometri­schen Deutung der beiden Gleichungen (1) und damit der Funktion 
w = /'(#) ziehen wir die S. 101 entwickelten Vorstellungen wieder heran: Neben der rr,ι∕-Ebene, der „Zahlenebene“ der komplexen Variablen 
z = x + iy, gebrauchen wir eine zweite „Zahlenebene“ für die komplexen Werte w = u -p iv mit einem rechtwinkligen Koordinatensysteme u, v; wir nennen diese beiden Ebenen die „2-Ebene“ und die „w-Ebene“. Durch(1) und also durch die Funktion w = f(z) ist dann (wie S. 101) eine „Ab­
bildung“ der z-Ebene auf die w-Ebene festgelegt, und umgekehrt können wir 
mittels dieser Abbildung eine geometrische Versinnlichung der Funktion er­
zielen.Zur unmittelbaren Veranschaulichung der Abbildung im Einzelfalle bedienen wir uns der Maßregeln von S. 101. Wir denken in der w-Ebene die beiden Geradenscharen der Gleichungen u = u0, v = v0 gezeichnet; die erste Schar besteht aus allen zur v-Achse parallelen Geraden, die zweite aus allen zur ti-Achse parallelen. Sie übertragen sich rückwärts in die ^-Ebene auf zwei „Kurvenscharen“ der Gleichungen:
(2) ψ(%, y) — ‰ == o, ψ(x, y) - ⅝ == omit den „Parametern“ tt0, r0. Die Brauchbarkeit dieser Maßregel möge sogleich an ein paar Beispielen erläutert werden.Die Funktion w = z* liefert:

u = xi-yi, v==2xy,(3)
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400 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [6so daß die beiden Rurvenscliaren (2) in diesem Falle die beiden schon in Aufg. 2) S. 295 betrachteten, zueinander „orthogonalen“ Scharen von gleichseitigen Hyperbeln sind. In Fig. 99 sind in der w-Ebene die den ganzzahligen Parameterwerten wθ, r0 entsprechenden Geraden gezeichnet,

deren Abbilder die links gezeichneten Hyperbeln sind. Die mit Nummern versehenen Quadrate der w-Ebene finden ihre mit den gleichen Nummern versehenen Abbilder der 0-Ebene in den von Hyperbelbogen eingegrenz­ten Vierecken. Da w = zi eine eindeutige Funktion ist, so entspricht jedem Punkte der #-Ebene ein Punkt der w-Ebene. Umgekehrt ist z = für jedes von 0 verschiedene endliche w zweideutig-, jedes der Quadrate 1, 2,... liefert demnach links zwei Abbilder, die bezüglich des Nullpunktes dia­metral sind.Die Haupteigenschaft der hier vorliegenden Abbildung ist, daß sie 
abgesehen vom Punkte z — 0 „winkeltreu“ oder „konform“ ist (s. S. 102). Für einen vom Nullpunkte verschiedenen Punkt wollen wir ein „Bogen­differential“ ds in der Richtung der „Amplitude“ a gegen die positive rc-Achse zeichnen. Die Projektionen von ds auf die Achsen sind dann 
dx = ds· cos a, dy — <Zs∙sin a. Diese Differentiale liefern die „vollstän­digen Differentiale“ (s. I, 151 ff.):if/u = ÷ dy = 2xdx — 2ydy,dx Sy

dv = ^'χdx + °~dy = 2ydx + 2xdyder Funktionen (3). Entspricht dem Differentiale ds in der w-Ebene das am Punkte (w, u) anzubringende Differential do der „Amplitude“ ß gegen die positive u-Achse, so gilt, wenn wir noch für z die Polardarstellung einführen, zufolge (4):
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Konforme Abbildung durch w == z2 und w — e3 401
du = de ■ cos ß = 2r ds (cos a cos d — sin a sin -θ'), 
dv = dö ■ sin ß = 2ri7s(sin a cos ff + cosa sin 11),so daß wir für cos ß und sin ß finden:cos ß = ~ cos (a + &), sm ß = -rf- sm (α + ff).Diese beiden Gleichungen lassen sich sofort umgestalten in die beiden neuen:(5) dβ = 2rds, ß ≈ a -j-von denen die zweite den behaupteten Charakter unserer Abbildung dar­tut. Zeichnen wir nämlich vom fraglichen Punkte (x, y) zwei verschie­dene Differentiale ds und ds' der Amplituden u und u, und haben die entsprechenden da, de' die Amplituden ß, β'f so gilt ß' — ß = a — a, so ■daß bei der Abbildung die Winkel erhalten bleiben. Übrigens liefert die erste Gleichung (5): dJ .ds∙ „ dβ∙ds _ 2r,

so daß alle an der Stelle (x, y) zu zeichnenden Bogendifferentiale nach einem 
nur von dieser Stelle abhängenden, aber von der Richtung der Differentiale 
unabhängigen Verhältnis vergrößert oder verkleinert werden. Man nennt dieses Verhältnis (im vorliegenden Falle 2r) den „Modul“ oder das „Ver- 
größerungsverhältnis“ der Abbildung.Die gewonnenen Ergebnisse sind charakteristisch für alle bei den bisher betrachteten Funktionen eintretenden Abbildungen. Es möge dies noch am Beispiele der Exponentialfunktion:

w = eτ, u -p iv = ec+ιy = V (cos y + i sin y) erläutert werden, wo die beiden Gleichungen (1) die Gestalt annehmen:(6) . u = ec cos y, v = dc sin y.Wir zeichnen hier durch die beiden Punkte y ≈ + π der ?/-Achse zwei zur x-Achse parallele Gerade und grenzen damit einen nach rechts und links ins Unendliche laufenden „Streifen“ der #-Ebene ein. Verschieben wir diesen Streifen in Richtung der y- Achse nach oben und nach unten um den Betrag 2n, so lagern sich an den ersten Streifen zwei „Parallel­streifen“ glatt an, und wir können durch Wiederholung dieser Operation die ganze z-Ebene glatt mit Parallelstreifen dieser Art überlagern. Es gilt nun zunächst einzusehen, daß die Funktion w = er in allen diesen 
Streifen die gleiche Werteverteilung besitzt. Homologe Punkte dieser Streifen liefern nämlich Werte z, die um Vielfache von 2iτr differieren, so daß wegen der Periodizität (11) S. 396 der Funktion er in allen diesen Punkten gleiche Funktionswerte w auftreten.i1ricke, Differential- u. Integralrechnung. II 26
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402 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen L®Somit genügt es, den ersten, symmetrisch um die λ:-Achse angeord­neten Streifen auf die w-Ebene abzubilden. Zur Veranschaulichung ist in Fig. 100 der Streifen mit einem Quadratnetze überzogen von der Seiten­lange -i-5C des einzelnen Quadrates. Die zur x- Achse parallelen Geraden 
y = yQ liefern in der w-Ebene*) die vom Nullpunkte ausstrahlenden

„Halbgeraden“ der Gleichungen u sin y0 — v cos y0 = 0, wobei man sich deutlich mache, daß für lim x = — ∞ der Nullpunkt die Grenze der Ab­bildung ist, während für lim x = + ∞ die Abbilder ins Unendliche laufen. Die den Streifen durchsetzenden Strecken der Länge 2 π und der Glei­chungen ic = iτθ schließen sich in der w-Ebene gerade genau zu den „Voll­kreisen“ der Gleichungen u2 ->v2 = e2x° zusammen, die die w-Ebene voll­ständig überspannen. Das in Betracht kommende Stück der y-Achse liefert den „Einheitskreis“ der w-Ebene. Die in der Figur zugesetzten Nummern einzelner Quadrate und ihrer Abbilder mögen die Zuordnung noch besser veranschaulichen.Die Kreise und die Geraden der w-Ebene bilden zwei orthogonale Scharen, so daß sich die rechten Winkel der Quadrate der #-Ebene wieder auf Winkel gleicher Größe übertragen. Es ist aber auch leicht allgemein*) Die Längeneinheiten beider Ebenen sind nicht genau gleich gewählt.
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η Konforme Abbildung durch w = ez 403zu sehen, daß tvir hier wieder mit einer „winkeltreuen11 Abbildung zu tun 
haben. Unter Benutzung der oben eingeführten Bezeichnungen ds, de,· ■· findet man aus (6):

du = ^^dx dy = u dx — υ dy,

dv = —c dx + dy == v dx + u dy,woraus man leicht weiter berechnet:
da cos ß = ds-ec cos (a + y), de sin ß = ds-e? sin (a-j-«/). Diese beiden Gleichungen können aber ersetzt werden durch:

de = ex ds, ß = a fi- y.Die zweite Gleichung zeigt, daß es sich um eine „winkeltreue“ Abbildung handelt, die erste liefert e∙τ als „Vergrößerungsverhältnis“ an der Stelle z.

Ί. Analytische Funktionen. Ein paar allgemeinere Ausführungen über Funktionen einer komplexen Variablen knüpfen wir an die Ent­wicklungen von S. 101 ff. In einem endlichen Bereiche B der ic,?/-Ebene, der der Einfachheit halber von einer einzigen geschlossenen Kurve be- randet sein möge, seien zwei eindeutige und stetige Funktionen:
(1) u = φ(χ,y}, v = ψ(x,y')der beiden unabhängigen reellen Variablen x, y gegeben. Diese Funktionen mögen in B partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, die daselbst gleichfalls eindeutig und stetig sind; auch sei die nach (6) S. 103 zu bildende „Funktionaldeterminante“ von 0 verschieden und etwa positiv:(2) JD(<p, ≠) = φ'≠' — φyψ,x > 0.Wir nehmen wie S. 101 an, daß der Bereich B durch (1) umkehrbar ein­deutig auf einen Bereich B' der w,z>-Ebene abgebildet werde, und erinnern daran, daß die zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden der w,v-Ebene auf zwei Kurvenscharen der Gleichungen:(3) φ(x, y) — u0 = 0, -ψ(x, i/) — ⅞ = 0mit den „Parametern“ m0, vq übertragen werden.Wir setzen nun χ + iy = z, u -ir iυ == w, so daß jedem Punkte z von B eindeutig der komplexe Wert:(4) w = u + iv = rp(x, y) ff- iψ(χ, y)zugeordnet ist und damit w als eine „komplexe Funktion“ w = f(z) von z aufgefaßt werden kann. Aus der Gesamtheit der so gedachten Funktionen 
sondert sich nun als eine wichtige spezielle Gattung diejenige der „analy-26*
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404 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [7
tischen Funktionen“ aus, zu denen insbesondere alle „elementaren Funktionen“ 
non z gehören. Man kann den Charakter einer analytischen Funktion f(z) an den Begriff der „Differenzierbarkeit“ anschließen, wie hier kurz ange­deutet werden soll.Gebrauchen wir für die Bogendifferentiale wieder die in § 6 be­nutzten Bezeichnungen ds, d<5, · · ■, so finden wir zunächst für ein am Punkte (x, y) gezeichnetes Differential ds der Amplitude a die Differen­tiale dx = ds- cos a, dy = ds - sin a der Argumente x, y und ihnen ent­sprechend die „vollständigen“ Differentiale:
(5) du = de cos ß = dx + —dy = g⅛ dx + g¼ dy, 

dv = de sin ß = dx + f dy = ∙ψ'xdx + ψ'ydyder beiden reellen Funktionen (1). Für die zugehörige komplexe Funktion 
w = ∕^(^) und ihr Argument gilt dabei:∖ds∖ = ∖dx-∖-idy∖ = ds, ∖dw∖ == ∖du + idv∖ = de.Tragen wir in (5) für die dx, dy ihre Produkte (Zs-cos cc, ds-dm a ein, so ergibt sich nach kurzer Rechnung:
zπx ! dw! I de(θ) ⅛i~[⅛∣
--= ~rVi<Pτ2 ÷ V42) cθs2 a + 2 (yp,x φ'y + ψ'x ψ'y) cos u sin u + (cρ'y2 + V,y2) sin2 α∙Der absolute Betrag des Differentialquotienten erscheint hiernach imallgemeinen von der Amplitude a oder, wie man sagt, von der „Richtung der Differentiation“ abhängig. Demgegenüber geht aus (6) hervor, daß der 
Betrag ∣^∣ stets und (wie leicht gezeigt wird) auch nur dann von der 
Pachtung a der Differentiation unabhängig ist, wenn die beiden Gleichungen: (7) φ'x fffy + 'Ψx'Ψy = 0; φ'v2 + ≠7 = ψ'y2 + V,7
identisch bestehen. Hieran schließt sich die Erklärung: Die besonderen 
Funktionen (4), bei denen die Gleichungen (7) gelten, heißen „analytische“ 
Funktionen.Wir können zunächst die Bedingungen (7) noch etwas vereinfachen. Zufolge (2) können die Funktionen cρ'x und ψ'x nie zugleich verschwinden. Ist <ρ,x für eine betrachtete Stelle (x, y) nicht 0*), so schreibe man 
∙ψ'y = μ∙φx, wo μ für diese Stelle einen bestimmten endlichen Wert hat.*) Falls g∕, = 0 ist, gelangt man unter Anknüpfung an den nicht verschwin­denden Wert ιf>'t, zu demselben Schlußergebnis.
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7] Analytische Funktionen. Cauehy-Riemannsche Differentialgleichungen 405Aus der ersten Gleichung (7) folgt dann φ'y-— μψ'x, und aus den beiden letzten Gleichungen und der zweiten Gleichung ^7) ergibt sich weiter:
ψ'y* ÷ ψ'y2 = ^2(φ^2 + ^2) ≈= φi2 + ψ'x2.Da nun die Summe (φ^2 + ψ'x2) nicht verschwindet, so ist g2 = + 1 und also μ = + 1. Wir haben somit φ'x = + ψ'y, = + ψ'x. Setzen wir aber diese Ausdrücke der <px, φ'y in (2) ein, so folgt:

+ (V,ι∕2 *F ≠χ2) ≥ 0,so daß die oberen Zeichen gelten. Offenbar ziehen die beiden Gleichungen 
φx = Ψy, rp'y = — Ψχ umgekehrt die Relation (7) nach sich. Unteι, Rück­kehr zu den Bezeichnungen u,v können wir den Satz aussprechen: Die 
Funktion w = f(z) der komplexen Variablen z heißt eine „analytische“ Funk­
tion, wenn der reelle Bestandteil u (#, y) und der vom Faktor i befreite 
imaginäre Bestandteil v (x, y) den partiellen Differentialgleichungen:
∕∩∙x du dv du √ dv
'∙ ' dx dy, dy dx

genügen. Man bezeichnet diese Gleichungen als die „Cauchy-Riemann­
schen Differentialgleichungen“.Für eine analytische Funktion kann man die Gleichungen (5) so schreiben: <7 w = φ'. + φydy, dv = — φ,ydx + φ,x dyund folgert aus ihnen für die Differentiale dw, dz die Beziehung:

dw = du i dv = (<φ,x — i φ,y) (dx + i dy) = (φx— i φ'y) dz.Für den Differentialquotienten berechnet man daraus:(θ) dw , . ,
y,z ~ fPχ 'i cPy'ι

derselbe hängt, wie man sieht, nur noch von der Stelle s = xf iy, aber 
nicht mehr von der „Bdchtung“ der Differentiation ab. In Abhängigkeit von z bezeichnet man den gewonnenen Wert des Differentialquotienten durch f'(z) und nennt diese Funktion die „Ableitung“ von f(z). Zufolge der durchlaufenen Entwicklung kann man den Charakter der Funktion 
f(z) als einer „analytischen Funktion“ auch dahin kennzeichnen, daß eine 
analytische Funktion f(z) eine „Ableitung“ f'(z) besitzt.Wir gehen nochmals auf die Relationen (5) zurück und setzen sie für unsere analytische Funktion in die Gestalt:(10) de cos ß =ds(φ'xcosα—t/4sina), desinβ = ds(ψxcosa-fφxsina).Aus (2) folgt für die abgekürzt durch D zu bezeichnende Funktional- determinante: J = B⅛ «,; = φ’,> + ψ'<A
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406 Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen [7Erklären wir also für die Stelle (#, y) einen Winkel η durch die Glei­chungen: , -,∕ψξ ∕nΛ-Fv ∙cρx = yD cos η, ψx = y 1) sin ηmit positiv genommener Wurzel, so kleiden sich die Gleichungen (10) in die Gestalt:
d<5 cos ß = dsYD cos (α-}-¾), de sin ß = ds^}∕D sin (α + τj), die wir wegen f/JO > 0 auch ersetzen können durch:

Wir lesen hieraus ab: Die Abbildung des Bereiches B auf den Bereich B 
cburch die analytische Funktion w = f(z} ist „winkeltreu“ und hat an der 
Stelle (x, y) das „ Vergrößerungsverhältnis“ ^]∕D (cp, ψ) ■Es bleibt schließlich nur noch übrig, die Frage deι, „Integration“ einer komplexen Funktion kurz zu berühren. Wir ziehen im Bereiche B von einer Stelle z0= x0-∖- iy0 nach einer zweiten Stelle z1 = x1 + iy1 eine Kurve, die eine Bogenlänge hat, und erklären das längs dieser Kurve auszudehnende Integral des Differentials f(z)dz durch:¾ Oι,2∕ι) (a⅛>J,ι) (¾,J∕ι)(11) pf(z)dz = j(u+iυ) (dx+idy) = J(udx-vdy) + i J'(ydx+udy),∙≈o (¾,τ∕0) (⅝.2⅛) (,Xq,Vo)wo wir rechter Hand mit reellen „Linienintegralen“ der S. 147 ff. betrach­teten Art zu tun haben. Nun ist (u-dx— v-dy) zufolge der zweiten Glei­chung (8) ein „vollständiges“ Differential und (y-dx + u-dy) zufolge der ersten Gleichung (8). Danach können wir ohne weiteres das auf solche Linienintegrale bezogene Theorem von S. 148 anwenden: Da der Bereich 
B mir von „einer“ Bandkurve begrenzt sein sollte, also im Sinne von S. 149 
„einfach zusammenhängend“ ist, so sind die Werte der Linienintegrale (11) 
und damit das Integral (11) links für eine „analytische“ Funktion f(y) 
allein von den Grenzen s0, z1, aber nicht von der gewählten Integrationsbahn 
abhängig.Der weitere Ausbau aller dieser Sätze gehört indessen in eine aus­führliche Theorie der analytischen Funktionen. Ein einführendes Lehr­buch über Differential- und Integralrechnung kann nur bis an die Tore dieses weiten Gebietes führen.
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Vollständige Induktion I, 9.Vollständiges Differential 1,151 ff.— — höherer Ordnung 1,167.Wärmeleitfähigkeit II, 356.Wärmeleitung, Differential gl. II, 358. Wärmewelle II, 360.Wechselkreis I, 377.Wendekreis I, 377.Wendepol 1,379.Wendepunkt I, 297.Wendetangente 1,297.Winkeltreue Abbildung II, 102, 406. Wirbelfeld II, 224.Wirbelfreies Feld II, 224.Wirbel im Vektorfelde 11,223.Wurzel einer komplexen Zahl II, 388.— — Gleichung I, 77.Zahlenebene I, 93.Zahlenlinie I, 3.Zahlenraum I, 97.Zentralbewegungen 1,369; 11,309. Zentripetalbeschleunigung I, 368; Zusammengesetzte transzendente Funk­tionen I, 88.Zustandsgleichung II, 286.Zykloide 1,275.Zykloidenbewegung I, 383, 393. Zyklometrische Funktionen I, 54, 60. Zylinderfunktionen II, 340. Zylinderkoordinaten II, 181.Zylindrische Schraubenlinie 1,321.
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Von demselben Verfasser sind ferner erschienen:
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihre Anwen­
dungen. Bd. I. Differentialrechnung. Mit 129 Figuren, einer Sammlung von 
253 Aufgaben und einer Formeltafel. [XII u. 399 S.] gr. 8. 1918. Geh. 
M. 14.—, geb. M. 15.—
Kurzgefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete der höheren 
Mathematik mit Berücksichtigung der Anwendungen. 2 Teile.
I. Teil: Analytisch-funktionentheoretischer Teil. Mit 102 in den Text ge­
druckten Figüren. [IXu. 520S.] gr. 8. 1900. Geb. M. 14.— II. Teil: Algebra 
und Geometrie. [In Vorb.]
Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. In 3 Teilen.
I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Grundlagen. Geh. 
M. 22.—, geb. M. 24.—
Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funktionen.
Von R. Fricke und F. Klein. In 2 Bänden. Mit vielen Figuren, gr. 8. Geh. 
I. Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. [XIV u. 634 S.] 1897.
M. 22.— II. Band: Die funktionentheoretischen Ausführungen und die An­
wendungen. [XIV u. 668 S.] 1912. M. 28.— Auch in 3 Lieferungen:
1. Engere Theorie der automorphen Funktionen. [282 S.j 1901. M. 10.— 
II. Kontinuitätsbetrachtungen im Gebiete der Hauptkreisgruppen. [155 S.]
1911. M. 7.— III. Direkte Beweismethoden der Fundamentaltheoreme und 
Anhang. [229 S.] 1912. M. n.—
Analytische Geometrie. Mit 96 Figuren im Text. [VI u. 135 S.] 8. 
1915. Geb. M. 2.80.
Höhere Analysis für Ingenieure. Von Dr. J. Perry F. R. S., Prof, am 
Royal College of Science zu London. Autorisierte deutsche Bearbeitung von 
R. Fricke u. F. Siichting, Prof, an der Bergakademie in Klausthal im Harz.
2. Aufl. Mit 106 Figuren. [X u. 464 S.] gr. 8. 1910. Geb. M. 13.—

Über angewandte Mathematik und Physik in ihrer Bedeutung 
für den Unterricht an den höheren Schulen. Nebst Erläuterung 
der bezüglichen Göttinger Universitätseinrichtungen. Vorträge, gehalten 
in Göttingen Ostern 1900 bei Gelegenheit des Ferienkurses für Oberlehrer 
der Mathematik und Physik. Gesammelt von Geh. Regierungsrat Dr. 
F. Klein, Prof, an der Universität Göttingen, und Geh. Regierungsrat Dr. 
E. Riecke, Prof, an der Universität Göttingen. Mit einem Wiederabdruck 
verschiedener einschlägiger Aufsätze von F. Klein. Mit 84 Textfiguren. 
[VI u. 252 S.] gr. 8. 1900. Geb. M. 6.—
Die mathematische Ausbildung der Architekten, Chemiker und 
Ingenieure an den deutschen Technischen Hochschulen. Von
Geh.-Rat Dr. P. Stäckel, Professor an der Univ. Heidelberg. [XIII u. 198 S.] 
gr. 8. 1915. (IMUK B. IV. Band. Heft 9.) Steif geh. M. 6.80. 
Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. Unter Mitwirkung 
namhafter Fach genossen herausg. von Hofrat Dr. F. Auerbach, Prof, in Jena, 
und Dr. R. Rothe, Prof, in Berlin. I. Jahrg. 1909. Mit Bildnis Lord Kelvins. 
[XLIV u. 450 S., unbedruckt 12 S.] 8. Geb. M. 6.— II. Jahrg. 1911. Mit Bildnis 
H. Minkowskis. [IX u. 567 S.] 8. Geb. M. 7.— III. Jahrg. 1913. Mit Bildnis 
Fr. Kohlrauschs. [X u. 463 S.] 8. Geb. M. 6,— IV. Jahrg. [In Vorb.]
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Vorlesungen über numerisches Rechnen. Von Geh. Reg.-Rat Dr. 
J. Lüroth, weil. Prof. a. d. Univ. Freiburg i. B. Mit 14 Fig. [VI u. 194 S.] gr. 8. 
1900. Geh. M. 8.—
Lehrbuch der Differenzenrechnung. Von Dr. D. Seliwanoff, Prof. a. d. 
Univ. St. Petersburg. [VI u. 92 S.] gr. 8. 1904. (TS 13.) Geb. M. 4.— 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprünglich 
Übersetzung des Lehrbuches von J. A. Serret, seit der 3. Aufl. gänzlich 
neu bearbeitet von Geh. Reg.-Rat Dr. G. ScheJJers, Prof, an der Techn. 
Hochschule zu Berlin, gr. 8. I. Band: Differentialrechnung. Mit 70 Fig. 
[XVI u. 670S.] 1915. Geh. M. 13.—, geh. M. 14.— II. Band: Integralrechnung. 
4. u. 5. Aufl. Mit 108 Fig. [XIV u. 639 S.] 1911. Geb. M. 13.— III. Band: 
Differentialgleichungen und Variationsrechnungen. 4. u. 5. Aufl. Mit 64 Fig. 
[XIV u. 735 S.] 1914. Geh. M. 13.—, geb. M. 14.—
Vorlesungen über Differential- u. Integralrechnung. VonHofratDr. 
E. Czuber, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Wien. gr. 8. I. Bd. 3., sorgfältig 
durchges. Aufl. Mit 125 Fig. [XIV u. 605 S.j 1912. II. Band. 3., sorgfältig 
durchges. Aufl. Mit 103 Fig. [X u. 590 S.] 1912. Geb. je M. 12.— 
Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dingeldey, Prof. a. d. Techn. 
Hochsch. Darmstadt. I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Differential­
rechnung. Mit 99 Fig. [V u. 202 S.] gr. 8. 1910. Geh. M. 6.—, geb. M. 7.— 
II.Teil: Aufgaben zur Anwend. der Integralrechnung. Mit96Fig. [IVu.382S.] 
gr. 8. 1913. Geh. M. 12.—, geb. M. 13.—
Theorie der elliptischen Funktionen. Von Geh.-Rat Dr. M. Krause, 
Prof, an der Techn. Hochsch. Dresden. Mit 25 Figuren. [VI u. 186 S.] 8.
1912. (SMPL 13.) Geh. M. 3.60, geb. M. 4.—

Die Theorie der Besselschen Funktioaen. Von Realgymn.-Prof. Dr. 
P. Schafheitlin in Berlin. Mit 1 Figurentafel. [V u. 128 S.] 8. 1908. (SMPL 4.) 
Kart. M. 2.80, geb. M. 3.20.
Konforme Abbildung. Von L. Lewent, weil. Oberl. in Berlin. Mit 40 Fig. 
[VI u. 118S.] 8. 1912. (SMPL 14.) Geh. M. 2.80, geb. M. 3.20. 
Vorlesungen über die Vektorenrechnung. Mit Anwendung, auf Geo­
metrie, Mechanik u. math. Physik. Von Geh. Bergrat Dr. E.Jahnke, Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. Berlin. Mit 32 Fig. [XII u. 235 S.] gr. 8. 1905. Geb. M. 5.60. 

Einführung in die Vektoranalysis. Von Prof. Dr. R. Gans, Direktor 
der Physik. Hochschule La Plata. 3. Aufl. Mit 36 Fig. [VIII u. 131 S.] 
gr. 8. 1913. Geh. M. 3.40, geb. M. 4.—

Die Vektoranalysis u. ihre Anwendung, i. d. theoretischen Physik·
Von Dr. W. v. Ignatorwsky in Paris. I. Die Vektoranalysis. Mit 27 Fig. 
[VIII u. 112 S.j 8. 1909. Geh. M. 2.60, geb. M. 3.— II. Anwendung der 
Vektoranalysis in der theoretischen Physik. Mit 14 Fig. [IV u. 123 S.] 8. 
1910. (SMPL 6.) Geh. M. 2.60, geb. M. 3.—
Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E.Jahnke, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Berlin, u. Dr. F. Emde, Prof. a. d. Techn. 
Hochsch. Stuttgart. Mit 53Fig. [XIIu. 176S.j gr.8. 1909. (SMPL5.) Geb.M.6.— 

Analytische Geometrie der Ebene. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, 
Prof, an der Univ. Göttingen. Mit 7 5 Fig. [IVu.ι98S.] gr.8. 1908. Geb.M.6.— 
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Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein 
geometrischer Darstellung. Von Dr. W. Schell, weil. Prof, am Polytechn. 
Karlsruhe. 3. Aufl. von Dr. E. Salkowski, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Berlin. 
Mit 66 Fig. [XI u. 196 S.] gr. 8. 1914. Geh. M. 8.-
Lehrbuch der darstellenden Geometrie für Technische Hochschulen. 
Von Hofrat Dr. E. Müller, Prof. a. d. k. k. Techn. Hochsch. Wien. I. Bd.
2. Aufl. Mit Fig. u. Tafeln, gr. 8. 1918. Geh. ca. M. 15.—, geb. ca. M. 16.— 
II. Bd. Mit 328 Fig. [Xu. 361 S.] 19x6. Geh. M. 12.80, geh. M. 14.— II. Band 
auch in 2 Heften erhältlich: 1. Heft. Mit 140 Fig. [VII u. 128 S.] 1912. Geh. 
M. 4.40. 2. Heft. Mit 188 Fig. [VII u. 232 S.] 1916. Geh. M. 8.40.

Über die Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbes. üb. 
die Photogrammetrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Schilling, Prof. a. d. Techn. 
Hochsch. Danzig. Mit 151 Fig. u. 5 Doppeltaf. [VI u. 196 S.] gr. 8.1904. Geb. M. 5.—

Darstellende Geometrie des Geländes. Von Dr. R. Rothe, Prof. a. d. 
Techn.Hochsch. Berlin. Mit 82 Fig. [IV u. 67 S.] 8. x914. (MPB 14.) Steifgeh.M. 1 .—

Das militärische Aufnehmen. Von B. Schulze, Generalmajor u. Chef 
der Topogr. Abtlg. der Landesaufnahme, Gr.-Lichterfelde. Mit 129 Abb. 
[XIII u. 305 S.] gr. 8. 1903. Geb. M. 8.—

Lehrbuch der Vermessungskunde. Von Geh. Reg.-Rat Dr. A. Baule1 
Prof, an der Kgl. Forstakademie Hann.-Münden. 2., erw. u. umg. Aufl. Mit 
280 Fig. [VIII u. 471 S.] gr. 8. 1901. Geb. M. 8.80.

Geodäsie. Eine Anleitung zu geodätischen Messungen für Anfänger mit 
Grundzügen der direkten Zeit- und Ortsbestimmung. Von Dr. Et. Hohenner, 
Prof, an der Techn. Hochschule Darmstadt. Mit 216 Abb. [XII u. 347 S.] 
gr. 8. 1910. Geb. M. 12.—
Grundzüge der Geodäsie mit Einschluß der Ausgleichungsrechnung. 
Von Dr. M. Näbauer, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Braunschweig. Mit 277 Fig. 
[XVIu.420S.] 8. 1915. (H,andb.d.ang.Math. Bd.3.) Geh.M.9.—, geb. M.9.60.

Leitfaden zum graphischen Rechnen. Von Dr. R. Mehmke. Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. Stuttgart. Mit 121 Fig. und 1 Additions- und Subtraktions­
kurve als Beilage. [VIIIu. 152S.] 8. 1917. (SMPL19.) Geh.M.4.80, geb. M. 5.40.

Graphische Methoden. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, Prof. a. d.Univ. 
Göttingen. Mit94Fig. [IVu. 142S.] 8. 1915. (SMPL 18.) Geh.M.4.40,geb.M.5.—

Die graphische Darstellung. Von Hofrat Dr. F. Auerbach, Prof. a. d. 
Univ. Jena. Mit 100Fig. [VIu.97S.] 8.1914∣((ANuG437.) Geh.M. 1.20, geb. M. 1.50. 
Praktische Analysis. Von Dr. 77. z∕. 0⅛∕z<⅛∕z, Priv.-Doz. a.d.Univ.Göttingen. 
Mit30Fig. [XIX u. 185 S.] 8. 1914. (Handb. d. ang.Math., Bd. I.) Geh.M.3.60, 
geb. M. 4.20.
Die mathematischen Instrumente. Von Geh. Reg.-Rat Dr. A. Galle, 
Prof, am Kgl. Geodät. Inst, in Potsdam. Mit 86 Abb. u. Fig. [VI u. 187 S.] 
8. 1912. (SMPL 15.) Steif geh. M. 4.40, geb. M. 4.80.

Lehrbuch d. elementaren prakt. Geometrie (Vermessungskunde).
Bd. I: Feldmessen und Nivellieren. Von Dr. E. Hammer, Prof. a. d. Kgl. 
Techn. Ffochsch. Stuttgart. Mit 500 Fig. [XX u. 766 S.] gr. 8. 1911. Geh. 
M. 22.—, geb. M. 24.— [Band II in Vorb.]
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