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Vorwort.

Diese Vorlesungen (ber Vektorrechnung unterscheiden sich
nicht nur im Aufbau und Inhalt, sondern vor allem in der grund-
satzlichen Auffassung Uber das Wesen und die Ziele der Vektor-
rechnung erheblich von der Mehrzahl der Blicher, die sich mit Vek-
toren beschaftigen. Der Vektorbegriff wird geometrisch anschaulich
eingefihrt, dann aber mit Methoden, die der Anschauung nahe-
stehen, schrittweise vertieft und erweitert; so wird der Leser nicht
nur mit der elementaren VVektorrechnung und Feldertheorie und mit
der Dyadenrechnung vertraut gemacht, sondern es wird auch ein
Zugang zu der Tensoranalysis gewonnen, die durch die Erfolge der
Relativitatstheorie aktuell geworden ist und heute ausgedehnte Ge-
biete der Mathematik und mathematischen Physik beherrscht.

Die Vektorrechnung ist in den letzten Jahrzehnten weiten Krei-
sen bekannt und geléufig geworden, und hat sich in physikalischen
und technischen Lehrbiichern und Zeitschriften eingebirgert. Aber
ausgebreitet hat sie sich dabei nur wenig. In ihrer Anwendung bleibt
sie in der Hauptsache auf einzelne Gebiete, wie analytische und
technische Mechanik, Hydrodynamik, Elektrodynamik beschrankt.
In die Elastizitatstheorie z. B. ist sie kaum eingedrungen; zwar ist
in modernen Darstellungen viel von Verzerrungs- und Spannungs-
dyade die Rede, aber es wird selten mit diesen Dyaden selbst ope-
riert; vielmehr herrscht in der Elastizitatstheorie noch die Darstel-
lung in Koordinaten fast unbeschrénkt. Dieses Beispiel ist typisch;
Uberall, wo man mit den einfachsten Operationen der Vektorrech-
nung ausreicht, wird die dadurch erreichte Freiheit von einem will-
karlichen Koordinatensystem als schatzenswerter Gewinn begrift,
aber das Operieren mit Dyaden und Tensoren hdherer Stufe wird
vermieden; wo die Einflhrung des Begriffs der Dyade unvermeidlich
wird, vermeidet man es wenigstens, sie als ein Ding, eine Grofe,
eine Zahl aufzufassen und durch ein Symbol zu bezeichnen. Statt
auf das Geb&ude der elementaren Vektorrechnung noch ein Stock-
werk aufzusetzen, kehrt man zur Koordinatenrechnung zuriick. Ge-
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rade die formale Dyadenrechnung aber ist der Schlissel, der mit
leichtester Miihe und auf kiirzestem Wege alle die Probleme zugang-
lich macht, bei deren Untersuchung zwei Felder auftreten, die durch
affine Abbildung oder eine lineare Vektorfunktion in Beziehung ge-
setzt sind.

Gegen die Dyadenrechnung werden nicht selten die gleichen
Grunde ins Feld gefiihrt wie vor ein paar Jahrzehnten gegen die
Vektorrechnung Uberhaupt; hierauf einzugehen erubrigt sich. Die
wirklichen Ursachen der Widerstande gegen die Dyadenrechnung
sind andere. Die Begriundung der Dyadenrechnung ist abstrakt; sie
zu erlernen, bedarf es Ausdauer und Glauben an den Erfolg- der auf-
gewendeten Mihe. Wer die Vektorrechnung als Hilfswissenschaft
betrachtet und von jeder neuen Operation moglichst sofort Anwen-
dungsmdglichkeiten sehen mdochte, fuhlt sich abgestoffen. In den
meisten Lehrbichern der Vektorrechnung wird iberdies die Dyaden-
rechnung erst gegen Ende gebracht; der schon etwas ermidete und
durch die plétzlich beginnende abstrakte Darstellung erschreckte
Leser erwartet nichts mehr von grundsatzlicher Wichtigkeit. Ich
habe deshalb die Grundzlige der Dyadenrechnung bereits im ersten,
der elementaren Vektoralgebra gewidmeten Kapitel gebracht; ihre
Wichtigkeit kann nicht frih genug und nicht stark genug betont
werden. Die genauere Theorie der Dyaden mit ihren geometrischen
Anwendungen ist einem spéateren Kapitel vorbehalten, an das sich
ein besonderes Kapitel Uber die wichtigsten Dyaden der Me-
chanik, Tragheits-, Verzerrungs- und Spannungsdyade und das
Hookesche Gesetz schliefit.

Ein weiterer Grund, der die Einblrgerung der Dyadenrechnung
bisher erschwert hat, scheint mir in der Frage der Bezeichnung zu
liegen. Von den Festsetzungen Uber die Bezeichnung der einfach-
sten Vektoroperationen wird man verlangen mussen, dal sie der
Weiterentwicklung der Vektorrechnung keine Schwierigkeiten in
den Weg legen. Das in Deutschland meist gebrauchte System der
Bezeichnungen des Ausschusses fir Einheiten und Formelzeichen
1Rt sich aber, so bequem es fur die einfachsten Operationen sein
mag, auf die Operationen der Tensorrechnung ohne ziemlich kunst-
liche Zuséatze nicht erweitern: es erschwert deshalb die Aushildung
und Ausbreitung dieser Rechnungsart. An folgerichtigen Systemen
der Bezeichnungen ist kein Mangel; ich verwende in meinen Vor-
lesungen das von Gibbs angewendete System, das ich zwar nicht
fur das bestmogliche, aber doch fir das beste unter den bestehenden
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Systemen halte. Auf Einzelheiten Uber diese viel diskutierte Frage
einzugehen, mdochte ich an dieser Stelle vermeiden.

Dem Streben nach Anschaulichkeit bei der Einfiihrung des Vek-
torbegriffs und beim Aufbau der Theorie entspricht es, dall geo-
metrische Betrachtungen nicht nur zur Ableitung von Satzen, son-
dern auch zu Anwendungen der abgeleiteten Theorien herangezogen
werden. Beides ist oft kaum zu trennen. Im Ubrigen erfordert die
Auswahl der Anwendungsgebiete! Beschrankung. Durch die ge-
samte vektorielle Behandlung der Differentialgeometrie zieht sich
ein kinematischer Gedanke; es liegt nahe, das zwangslaufig herein-
kommende kinematische Anwendungs- oder besser Anschauungs-
gebiet zum Gebiet der Mechanik mit Einschlul der Mechanik der
Kontinua und der Potentialtheorie zu erweitern. Damit glaubte ich
aber ausreichen zu kénnen. Die Wahl von Beispielen aus den ver-
schiedensten Teilen der theoretischen Physik scheint mir neben der
Gefahr der Zersplitterung noch eine weitere Gefahr zu bergen: man
setzt sich leicht dem Vorwurf aus, aus einem unermeRlich weiten
Gebiet verhaltnismaRig wenige, besonders gunstige Beispiele her-
ausgegriffen zu haben, die damit ihre Beweiskraft fir die Anwen-
dungsfahigkeit der vorgetragenen Theorien verlieren.

Was insbesondere die Geometrie betrifft, so gehort sie zu den-
jenigen Gebieten, in die die formale Vektorrechnung nur langsam
eindringt. Ich bin deshalb langer bei der vektoriellen Behandlung
der Differentialgeometrie verweilt, als es in deutschen Lehrbulchern
der Vektorrechnung Ublich ist, und habe einige Abschnitte dem
Aufbau einer natlrlichen Geometrie gewidmet, die sich in ihren
Ergebnissen mit der natiirlichen Geometrie Cesaros deckt, wah-
rend sie sich methodisch erheblich davon unterscheidet. Die Geo-
metrie gibt aber auch die Mittel an die Hand, die Transformations-
theorie der Vektoren anschaulich zu begriinden und dadurch zu
einer Verscharfung des Vektorbegriffs zu kommen, der schlieflich
noch eine Erweiterung erfahrt durch die Untersuchung der Vek-
toren in mehrdimensionalen und Riemann sehen Rdumen. Diese
letzten Untersuchungen haben Beziehung zur Relativitatstheorie,
gehen aber Uber deren Erfordernisse weit hinaus; sie dirfen neben
mannigfacher praktischer Anwendbarkeit der Ergebnisse auch ein
rein mathematisches Interesse beanspruchen. Die Vektoren der Re-
lativitétstheorie und der Riemannschen R&ume einerseits und
die der euklidischen Geometrie und Mechanik anderseits sind auf
den ersten Blick nicht als Dinge gleicher Natur zu erkennen; hier
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klafft eine Lucke im wesentlichen methodischer Art, die ich zu lber-
briicken bestrebt war. Dieser Versuch bedeutet ein Wagnis, nicht
nur mit Rucksicht auf die Abneigung weiter Kreise gegen die Ver-
wendung formaler Vektoroperationen in der Relativitatstheorie.
Auch wer fir die Verwendung der Vektoren und Tensoren selbst
an Stelle ihrer Malzahlen eintritt, wird zugeben missen, dal3 die
Maglichkeit, sich bei Untersuchungen allgemeiner Art vom Bezugs-
system vollstandig frei zu machen, auf Raume mit euklidischer
Metrik beschrankt ist; Untersuchungen in hoheren Rdumen sind
vielmehr methodisch denjenigen Untersuchungen im euklidischen
Raum gleichzustellen, bei denen ein allgemeines Bezugssytsem von
3 Scharen von Parameterkurven zugrunde gelegt ist. Diesem
Nachteil steht eine Reihe erheblicher Vorziige gegentuiber, von
denen ich einige hervorheben mdchte. Zuné&chst sei auf die Ein-
fihrung der absoluten Differentiation und linearen Ubertragung
hingewiesen; sie wird durch Verwendung des Vektors selbst an
Stelle seiner Malizahlen der euklidischen Anschauung néher ge-
bracht als durch jede andere Art der Begriindung, und die Formeln
erhalten einen unmittelbar greifbaren Sinn bei Spezialisierung auf
den euklidischen Raum. Ahnlich erhélt der Kriimmungstensor eine
anschauliche geometrische Bedeutung im engsten Zusammenhang
mit dem KrimmungsmaR einer Flache. Von prinzipiell tieferer Be-
deutung ist ein weiterer Vorzug. Wegen des Invariantencharakters
eines als komplexe Zahl hdherer Stufe definierten Tensors eriibrigt
sich fur jede derartige als invariant erkannte Form der Nachweis
der Tensoreigenschaft, die bei alleiniger Verwendung der Tensor-
maRzahlen aus ihrem Verhalten gegeniiber den Transformationen
des Koordinatensystems erwiesen werden mifte.

Das Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit
einer Reihe von Jahren an den Technischen Hochschulen Minchen
und Dresden vor Studierenden der Ingenieurwissenschaften, der
Physik und der Mathematik gehalten habe. Sein Inhalt verteilt sich
auf drei Stufen. Wahrend in einer EinfUhrungsvorlesung Uber
héhere Mathematik nur die einfachsten Grundtatsachen der VVektor-
rechnung zur Sprache kommen, bietet eine VVorlesung Uber Vektor-
rechnung Raum fir Feldertheorie undDyadenrechnung. Schwierigere
sowie mehr ins einzelne gehende Theorien habe ich gelegentlich in
Spezialvorlesungen vor einem engen Kreis und in Seminarien be-
handelt. Einer derartigen Gelegenheit verdankt auch der letzte,
anhangsweise zugefiigte Abschnitt Gber héhere komplexe Zahlen
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seine Entstehung; dieser fallt zwar methodisch vollstandig aus dem
Rahmen des Buches heraus, doch liegt gerade darin seine Bedeu-
tung, da er die Mdoglichkeit erkennen lafit, die Vektorrechnung auch
nach ganz anderen Gesichtspunkten aufzubauen; Uberdies ergibt
sich dabei eine Gelegenheit, auch die Hamilton sehen Quater-
nionen und die Vektoren der Gaul3schen Zahlenebene, sowie die
neuerdings wichtig gewordenen dualen Vektoren und M is es sehen
Motoren zur Sprache zu bringen.

Die Darstellung bedient sich der Freiheiten, welche Vorlesungen
gegenuber dem methodisch straffen Aufbau eines Lehrbuchs bieten.
Die Entwicklung ist vielfach durch Anwendungen unterbrochen
oder durch Ableitung von Hilfssatzen aufgehalten; bei der Wieder-
aufnahme des Fadens werden Wiederholungen nicht gescheut. Das
Buch ist in erster Linie zum Gebrauch neben der VVorlesung gedacht;
da das Studium der Vektorrechnung, wenn sie zum lebendigen
mathematischen Werkzeug werden soll, gar nicht frilh genug be-
gonnen werden kann, stellen die ersten Kapitel an die mathema-
tischen Kenntnisse des Lesers nur auflerordentlich bescheidene An-
forderungen. Mit dem Fortschreiten seiner mathematischen Bil-
dung mag der Studierende auch in der Lektire des Buches fort-
schreiten; die letzten Abschnitte sind fast ausschliel3lich fur Mathe-
matiker bestimmt und werden Studierende der Natur- und In-
genieurwissenschaften nur bei besonderer theoretischer Veran-
lagung interessieren.

Bei der Niederschrift des Buches hat mich mein friherer Horer
und Assistent, Herr Dr. Fritz Muller, Dresden, unermudlich
unterstiitzt und beraten; er hat auch die Figuren gezeichnet und mir
bei der Korrektur geholfen. Fir seine treue Mitarbeit méchte ich ihm
auch an dieser Stelle herzlichen Dank aussprechen. Fur wertvolle
Ratschlage bei der Korrektur bin ich mehreren Fachgenossen zu
Dank verpflichtet, besonders den Herren E. Hilb, W. Krull und
nicht zuletzt meinem Freund und Lehrer S. Finsterwalder,
der auch noch in anderer Weise an dem Zustandekommen dieses
Buches beteiligt ist, namlich als der erste, der mich selbst in die
Vektorrechnung eingefiihrt und mein Interesse daftir geweckt hat.

Dresden, im Januar 1928. Lagally.
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Kapitel 1. Elementare Vektor-Algebra.

§ 1. Begriff des Vektors; Summe von Vektoren.

1. Translation. Eine Bewegung- des Raumes, bei der samtliche
Punkte gleichlange und gleichgerichtete Strecken zu-
ricklegen, heillt Translation. Die Kenntnis einer beliebigen
dieser Strecken geniigt zur vollstdéndigen Bestimmung der Trans-
lation. In diesem Sinn sind die von sadmtlichen Punkten des
Raumes zurtickgelegten Strecken gleichwertig, ihr Ausgangspunkt
ist unwesentlich. Wenn man zur Kennzeichnung der Translation
ein Zeichen b verwendet, so kennzeichnet dieses Zeichen auch das
geometrische Bild der Translation, die gerichtete Strecke.

Fig. 1. Fig. 2.

Durch Aufeinanderfolge zweier Translationen bl und b? entsteht
eine resultierende Translation b. Das geometrische Bild fur
die Zusammensetzung zweier Translationen ist die Zusammen-
setzung zweier gerichteter Strecken in der Art, dal3 die Strecke b?
vom Endpunkt von bl aus angetragen wird, b ist dann die SchluB3-
seite des entstehenden Dreiecks, durchlaufen vom Anfangspunkt
von bl bis zum Endpunkt von b2 Die Zusammensetzung wird
unter Verwendung des Pluszeichens durch

vV =vl+V2. (1)
ausgedrickt, weil sie den Charakter einer Summation

besitzt. Namlich:
Lagally. Vektorrechnung 1
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Wenn bl und b? gleichgerichtet sind, geht die Bildung der resul-
tierenden Translation in eine gewdhnliche Summation Uber. Auch
im allgemeinen Falle gilt das kommutative Gesetz:

vl +v2= v2+ vl,

das die Unabhangigkeit der Resultante von der Reihenfolge zum
Ausdruck bringt, in der die Komponenten, d.i. die Trans-
lationen vl und v2 zusammengesetzt werden (Parallelogramm
der Bewegungen) (Fig. 1).
Ferner gilt das assoziative Gesetz:
(V1 + V2) + V3= Vi+ (V2+ V3),

das die Eindeutigkeit der Resultante von mehr als zwei Kompo-
nenten ausdrickt (Fig.2). Es ist also zuléssig, die Summe von
mehr als zwei Summanden ohne Klammer zu schreiben:

(V1+ V2) + V3 = V1+ V2 + V3.

Wie die Summe zweier Translationen ihr Bild in der Diagonalen
des Parallelogramms der Bewegungen findet, so wird die Summe
von drei nicht zu einer Ebene parallelen Translationen durch die

Diagonale des Parallelepipedes der
Bewegungen dargestellt. Umgekehrt
laist sich jede Translation eindeutig
in Komponenten nach drei be-
liebig vorgegebenen, nicht zu einer
Ebene parallelen Richtungen zer-
legen (Fig. 3):
V=VL+ V2 +V3 (2)
Jetzt ist auch die Summe von
n Translationen
V14 V2. . .+ Vn
eindeutig bestimmt. lhr geometri-
sches Bild ist die SchluRseite eines Streckenzuges, der
durch Aneinandersetzen von ngerichteten Strecken bl bis b,, ent-
steht; die Schluf3seite ist zu durchlaufen vom Anfangspunkt von vl
bis zum Endpunkt von vn. Ist der Streckenzug geschlossen, so ist
die Summe Null.

Die Translation, die v rickgéngig macht, ist mit —\/ zu be-
zeichnen, da die Summe beider Translationen Null ist. Die Bilder
der Translationen v und —\ fallen in dieselbe Gerade; eine Ge-
rade soll eine Richtung im Raum besitzen, sie kann aber in

Fig. 3.
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zweierlei Richtungssinn durchlaufen werden, wovon will-
klrlich der eine als positiver Richtungssinn festgesetzt und dann
oft kurz als positive Richtung bezeichnet wird. Es ist also
— v eine Translation von entgegengesetztem Richtunngssinn (oder
klrzer entgegengesetzter Richtung) wie b. Damit ist die Diffe-
renz vl— v zweier Translationen auf die Summe vi+ (—\2) zu-
rickgefuhrt. —

Die durch w-malige Wiederholung der Translation b entstehende
Translation wird mit nb oder bw bezeichnet. Diese zunéchst fir
ganzzahlige n eingefuhrte Bezeichnung laRt sich so verallgemei-
nern, daB sie fir jedes positive oder negative n einen Sinn besitzt;
man kann dann alle Translationen einer Richtung durch eine
von ihnen b und eine positive oder negative Maf zahl n in der
Form wb darstellen.

Fir diese VVervielfachung einer Translation gilt das di-
stributive Gesetz in den beiden Formen

(m+n)v = mv + ny,

n (vi+v2) = nvl + nv2,
ferner das assoziative Gesetz

m (nv) = (mn) v = mnv.

Der Beweis ist geometrisch einfach.

2. Vektoren. Die zur Veranschaulichung einer Translation ein-
gefuhrte gerichtete Strecke mit freizuwahlendem
Anfangspunkt wird in der Regel als Vektor bezeichnet.
Eine derartige Einfihrung des Begriffes VVektor ist aber nicht ganz
gentigend.

Das Zeichen b, das bisher dazu gedient hat, die Translation
und ihr geometrisches Bild, die gerichtete Strecke, zu kennzeichnen,
soll von nun an zur Bezeichnung eines noch ge-
nauer zu definierenden Gedankendinges, einer
»Zahl* von hoherer Art dienen, die geeignet ist,
die Translation eindeutig zu bestimmen. Diese
»Zahl“ heif3t VVektor.

Diese Einfuhrung des Vektors schliel3t die For-
derung in sich, da3 die Zusammensetzung zweier
Translationendurchdie AdditionzweierVektoren
zum Ausdruck gebracht wird. Es beziehen sich also die
bisherigen, fir Translationen aufgestellten Formeln auf das Rech-
nen mit Vektoren.

1*
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Der Vektor ist eine arithmetische GrolRe, keine
geometrische. Es ist also unzuldssig oder mindestens unzu-
langlich, den Vektor als gerichtete Strecke zu definieren,
und zwar auch dann, wenn man das Gesetz der Addition mit in die
Definition hineinnimmt. Schon Gral3mann war sich dartber Klar,
»dal es einen Zweig der Mathemathik geben misse, der in rein ab-
strakter Weise dhnliche Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geo-
metrie an den Raum gebunden erscheinen.” Die Vektoren sind eine
besondere Art derjenigen ,,Zahlen®, welche man als komplexe
Zahlen hdherer Art oder als extensive Zahlen bezeichnet.

Geometrische oder physikalische GréRen, die durch Angabe eines
Vektors bestimmt sind, heilen wvektorielle GroRen oder
V ektorg rofRen. Solche sind neben der Translation und
der gerichteten Strecke alle Arten von GrofRen, die den
Translationen eindeutig zugeordnet werden kdénnen und fir deren
Zusammensetzung dieselben Gesetze gelten wie fur die der Trans-
lationen, z. B. Geschwindigkeit und Beschleunigung.
Auch die Kraft ist nach den Elementen der Statik eine Vektor-
groRe, doch sagt der sie bestimmende Vektor nur Uber Gréfze und
Richtung der Kraft, nicht aber Uber ihre Angriffslinie etwas aus,
1ast also ein wesentliches mechanisches Element unbestimmt.
Dall die Winkelgeschwindigkeit eine VektorgroRe ist, be-
darf eines Beweises, der den Summencharakter der Resultierenden
zweier Winkelgeschwindigkeiten klarstellt; gleiches gilt vom
Drehmoment (Ziff. 13). Dagegen sind z.B. endliche Dre-
hungen keine Vektorgrof3en, denn, obwohl die endlichen
Drehungen den gerichteten Strecken eindeutig zugeordnet werden
kénnen, entspricht die Resultierende zweier Drehungen nicht der
geometrischen Summe der gerichteten Strecken.

VektorgroBen werden haufig in ungenauer Weise selbst als Vek-
toren bezeichnet, z. B. Verschiebungsvektor, Kraftvektor. Nament-
lich gilt das, wie schon eingangs erwahnt, fir das geometrische
Bild eines Vektors, die gerichtete Strecke; auch im folgenden ist
der Gebrauch des Wortes Vektor in diesem Sinn zugelassen. Uber-
haupt wird, nachdem einmal die eindeutige Beziehung zwischen
dem Vektor als Gedankending und seinem geometrischen Bild er-
kannt ist, wenigstens im ersten Teil des Buches von der geometri-
schen Anschauung in weitgehendem Mal Gebrauch gemacht und
der gréRte Teil der Theorie der Vektoren aus ihrem geometrischen
Bild entwickelt.
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Oft ist es nltzlich, VektorgréBen durch gerichtete Strecken dar-
zustellen, die von einem fest gewdahlten Anfangspunkt, etwa vom
Ursprung eines Koordinatensystems ausgehen. Eine solche ge-
richtete Strecke heift Ortsvektor; sie charakterisiert die Lage
ihres Endpunktes. Anderseits wird vielfach, z. B. in Kraftfeldern,
jedem Raumpunkt ein Vektor zugewiesen und als ,,gebundener”
Vektor durch eine von dem Punkt ausgehende gerichtete Strecke
dargestellt. Ein solcher Vektor heifit Feldvektor.

Der Gegensatz zwischen freiem und gebundenem Vektor,
wie er schon in dem Unterschied zwischen Verschiebungs- und
Kraftvektor zutage getreten ist, liegt in der Natur der Begriffe, zu
deren Beschreibung die Vektoren dienen, und bezieht sich nicht
auf die Vektoren selbst.

3. Skalare. Malzahlen und Komponenten. Die Gesamtheit
aller der Malizahl nach verschiedenen Translationen in einer
Richtung ist durch die Gesamtheit aller positiven und negativen
Zahlen bestimmt. Da diese Malfizahlen den Punkten einer Skala
(Zahlengerade), etwa den Endlagen eines beliebig angenommenen
Ausgangspunktes bei allen Translationen in der gewahlten Rich-
tung eindeutig zugeordnet werden kdnnen, heiflen sie skalare
Zahlen oder Skalare.

Geometrische oder physikalische GrolRen, die durch Angabe des
numerischen Wertes eines Skalars bestimmt sind, heien skalare
GrofRen; z.B. auBer der Gesamtheit der MaRzahlen der Trans-
lationen in einer Richtung folgende: Teilungsverhéltnis, Winkel,
Zeit, Temperatur, Masse, Potential.

Alle Vektoren b einer Richtung lassen sich mit Hilfe eines
von ihnen,desGrundvektorse,
und einer skalaren (positiven
oder negativen) Mal3zahl x
in der Form

vV = Xe (3)
Ci[]i"6b6n.

Nach (2) laRt sich jeder Vek-
tor b nach drei beliebig vorgegebe-
nen, nicht zu einer Ebene parallelen
Richtungen in Komponenten b1, b.2,
b3 zerlegen (Fig. 4). Bei Einfih-
rung dreier in diese Richtungen

Fig. 4. fallender Grundvektoren a, b, c,
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der ,,Basis erhélt nach (2) und (3) der VVektor die Form
b =xa + yb + zc; (4)

dabei treten drei MaBzahlen x,y, z auf, die oft auch als Koor-
dinaten des Vektors bezeichnet werden. Man denkt dabei etwa
den Vektor b als Ortsvektor aufgetragen; dann sind x, y, z die (im
allgemeinen schiefwinkligen) Koordinaten seines Endpunkts in
dem durch die drei vorgegebenen Richtungen bestimmten Koordi-
natensysteme, wobei als Malistdbe in diesen Richtungen die L&ngen
der Grundvektoren zu gelten haben.

Zum Unterschied von den Malzahlen oder Koordinaten des
Vektors sind die drei Vektoren xa,yb,zc die Komponenten
des Vektorsl). —

Ein Vektor ist durch Angabe dreier Skalare bestimmt, wenn die
Basis als bekannt vorausgesetzt wird.

Ein Vektor ist Null, wenn seine Malzahlen bei Einfihrung
irgendeiner Basis Null sind.

Zwei Vektoren sind gleich, wenn ihre entsprechenden Mal3zahlen,
bei Verwendung derselben Basis, paarweise gleich sind.

Eine Vektorgleichung ist drei skalaren Gleichungen gleichwertig.

4. Lineare Beziehung. Aus der Zerlegbarkeit jedes Vektors
nach drei Grundvektoren folgt, dal zwischen irgend vier
Vektoren vi, v2, v3, vl eine lineare Beziehung von der
Form (4)

vi = nlvi + N2v2+nN3vi

besteht; symmetrisch geschrieben

plvl + p2v2 + p3v3 + pivi= 0
oder
Spvw=0 (v—= 12,3 4).

Haufig kann man diese Beziehung in folgender Weise aufstellen:
Zerlegt man die vier Vektoren w((v=1, 2, 3, 4) nach drei
Grundvektoren a, b, ¢ in der Form (4)

w=xva + yvb + zvc (v=I,2, 3, 4),

1) Vielfach werden die MaRzahlen der Komponenten, also die Koordi-
naten, selbst als Komponenten bezeichnet. Dieses Schwanken der Bezeich-
nung und ihre Verwendung fiir zwei verschiedene Begriffe ist in den folgen-
den Ausfuhrungen vermieden. Nur in Kap. 5 ist bei einigen mechanischen
Begriffen (z. B. den Wirbel,,komponenten“) mit Riicksicht auf den herrschen-
den Gebrauch eine Aushahme gemacht.
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wobei xv, yv, zv die Koordinaten von bp sind, so ergibt sich durch
Elimination von a, b, ¢ die gesuchte Beziehung

vi Xt y1 Z!

22
V2 x2 Y2 —0 5)
V3 x3 y3 23
vi x4 v z4

Sind drei Vektoren vl, v2, v3 einer Ebene parallel (kompla-
nare Vektoren), so besteht zwischen ihnen eine lineare Be-
ziehung. Man kann dann namlich v3 in Komponenten zerlegen in
Richtung vl und v,:

v3= nlvl + n2vl

oder in symmetrischer Schreibweise:
Spvw=0 (v=I,2, 3). (6)

Sind die drei Vektoren br wie oben auf eine beliebige Basis a, b. ¢
bezogen, so zerfallt (6) in drei skalare Gleichungen

>pvxv =0; Spw=0 >pvzv=0.

Aus diesen folgt, wenn die pv von Null verschieden sind, die Ver-
traglichkeits-Bedingung

Xt y1 2
x.2 y2 2 =0 (7)
X3 y3 3

als Kennzeichen dafur, daB vi, v2, v komplanar sind. —

Dal ebenso zwischen zwei Vektoren gleicher Richtung (kolli-
neare Vektoren) eine lineare Beziehung besteht, ist schon der
Inhalt der Gleichung (3).

§ 2. Skalares Produkt.

5. Betrag eines Vektors; Einheitsvektor. Um zu Produktbil-
dungen von Vektoren zu gelangen, kann man sich des geometri-
schen Bildes der Vektoren, der gerichteten Strecken, bedienen.

Die 3 Skalare, welche eine gerichtete Strecke bestimmen, kénnen
in verschiedener Weise gewahlt werden. Z.B. lait sich die ge-
richtete Strecke durch die rechtwinkligen Koordinaten ihres End-
punkts in einem Koordinatensystem bestimmen, dessen Scheitel in
den Anfangspunkt der Strecke fallt. Oder die gerichtete Strecke
kann durch Angabe zweier Winkel, welche ihre Richtung und ihren
Richtungssinn bestimmen, etwa geographische Lénge und Breite,
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und durch Angabe ihrer stets positiv genommenen Lange, ihres
Betrags, festgelegt werden, wie das zur Bestimmung der magne-
tischen Feldstarke im Erdfeld durch Deklination, Inklination und
Intensitat gebrauchlich ist.

Ein VVektor vom Betrag Eins heilit Einheitsvektor.
Jeder Vektor laRt sich als Produkt aus seinem Betrag und einem
Einheitsvektor darstellen, der mit dem Vektor nach Richtung und
Richtungssinn dbereinstimmt. Vielfach ist es gebrduchlich, jedoch
nicht allgemein durchfuihrbar, einen allgemeinen Vektor mit gro-
Rem, den zugehorigen Einheitsvektor mit dem entsprechenden
kleinen deutschen Buchstaben zu bezeichnen (51 und a); den Be-
trag mit |U| oder mit lateinischem Buchstaben (a). Dann wird die
Produktdarstellung

U=|U| a
oder
A= aa (8)

Diese Gleichung (8) reicht weniger weit als die ahnlich gebaute
Gleichung (3), insofern als Grundvektor in (8) ein Einheitsvektor
auftritt und als Mal3zahl der stets positive Betrag.

6. Einfuhrung des skalaren Produkts. Bezeichnet man die
Lénge zweier Vektoren Aund B mit a und b und ihren Winkel mit
9 (Fig. 5), so heifdt

A B = abcosd 9)

das skalare Produkt der beiden Vektoren; gelesen: 2t Punkt 23.

Fig- 5. Fig. 6.

Das so definierte skalare Produkt zweier VVektoren ist das Pro-
dukt aus der Lange des einen Vektors und der Projektion des an-
dern auf ihn. Ist der eine der Faktoren ein Einheitsvektor a, so ist

a-B =bcos&
die Projektion des zweiten Vektors auf die durch den Einheits-
vektor bestimmte Richtung (Fig. 6).

Der heuristisch eingefiihrte Ausdruck (9) ist von der Basis un-

abhangig, also inwvariant gegeniber einem Wechsel der Basis,
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und besitzt dhnliche Eigenschaften wie das Produkt zweier skalarer
Zahlen.

Es gilt nach (9) das kommutative Gesetz
UuB=B-U
und das assoziative Gesetz in Verbindung mit der Multiplikation

mit einem Skalar:
(nU)-B =«(A B)=nA B;

ferner folgt aus dem Projektionssatz die Giiltigkeit des distri-
butiven Gesetzes:

UB+C)=UB+UC

Anderseits bestehen zwischen den Gesetzen der skalaren Multi-
plikation der Vektoren und der gewdhnlichen Multiplikation ska-
larer Zahlen tiefgreifende Unterschiede: Es existiert kein skalares
Produkt von mehr als zwei Faktoren, also kommt ein assoziatives
Gesetz fur die skalare Multiplikation selbst nicht in Frage. Ferner
genugt die Kenntnis des Produktes und des einen Faktors nicht
zur eindeutigen Bestimmung des anderen; es gibt keine Divi-
sion als Umkehrung der skalaren Multiplikation. Ist ein skalares
Produkt Null, so folgt daraus nicht mit Notwendigkeit das Ver-
schwinden des einen Faktors; es kann ein skalares Produkt auch
dadurch Null werden, dal? cosd =0 ist, also die beiden Vektoren
aufeinander senkrecht stehen.

Die Bedingungdes Senkrechtstehens zweier Vektoren
Aund B, deren Betrdge von Null verschieden sind, ist

U B=0 (10)
Wenn 21 und 53 gleiche Richtung und gleichen Richtungssinn
haben, reduziert sich das skalare Produkt der Vektoren auf das

Produkt ihrer Betrage
U-B = ab.
Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist das Qua-
drat seines Betragsl)
U-A= a2 (11)
also der Betrag
(11)
1) Die vielfach gebrauchte Bezeichnung A- A= U2 wollen wir vermeiden,

weil eine Erweiterung dieser Bezeichnung fiir hohere Potenzen von Anach
der Definition des skalaren Produkts unmdglich ist.
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Fur das skalare Produkt zweier Einheitsvektoren, bzw. eines
Einheitsvektors mit sich selbst gilt [vgl. (9), (11)]

a-b = cosd (12)
a4 =1 (13)

Die EinfUihrung des skalaren Produktes kann als Ausgangspunkt
fur die Einfuhrung der metrischen Beziehung in die
Rechnung und fir die Mdglichkeit der Langenvergleichung von
Strecken verschiedener Richtung dienen.

7. Auftreten des skalaren Produkts in der Mechanik. Wie
schon in Ziff. 2 erwéhnt, ist die Kraft eine VektorgroRe.

Wenn der Angriffspunkt einer Kraft K (vom Betrag K) in Rich-
tung eines Einheitsvektors s, der mit der Kraftrichtung den Winkel &
bildet, um eine Strecke s verschoben wird, so ist

Kcosd =K:s
die MaRzahl der in die Richtung s
fallenden Komponente von K und
A=Kscosd= KC (14
die Arbeit der Kraft auf dem Wege
C =ss (Fig. 7).

Fig. 7. Fig. 8.

8. Ein Dreibein als Basis. Es soll jetzt das skalare Produkt
zweier Vektoren bestimmt werden, wenn ihre MaRzahlen (Koordi-
naten) in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gegeben sind.
Dieses soll ein Rechtssystem sein (Fig.8): Denkt man sich
die positive z-Achse auf dem kirzesten Wege, d. h. Gber den
Winkel von 90° in die positive y-Achse gedreht, so soll die positive
z-Achse nach der Seite hin verlaufen, von der aus die Drehung
positiv, d. h. der Uhrzeigerbewegung entgegengesetzt erscheint.
Die Drehung der x- gegen die y-Achse und die Fortschreitung in
Richtung der z-Achse bestimmen zusammen eine Rechtsschraube.

Als Grundvektoren werden drei Einheitsvektoren i, j, f
in Richtung der positiven X, y, z-Achse gewéhlt. Ein System von
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drei, paarweise auf einander senkrechten Einheitsvektoren heil3t
Dreibein.

Fiar die skalaren Produkte je zweier Einheitsvektoren eines
Dreibeins gilt [nach (10), (13)]
(15)
Wird ein Vektor in die Form
gesetzt, so sind die Mal3zahlen X, y, z die rechtwinkligen Koordina-

ten seines Endpunktes, wenn r als Ortsvektor aufgetragen wird.
Das skalare Produkt zweier VVektoren

nimmt nach (15) unter Beniitzung des assoziativen Gesetzes folgen-
den Wert an:

(16)
Die Bedingung dafir, da Aund B auf einander senkrecht stehen,
ISt albl + a2b2 + a3h3 = 0. (17)

Das skalare Produkt des Vektors Amit sich selbst, also das
Quadrat seines Betrages, ist

A A= ta22+a32,
der Betrag selbst ist
(18)
In dieser Formel liegt der pythagoraische Lehrsatz. —

Der Winkel zweier Vektoren Aund B bestimmt sich nach (9) unter
Benitzung von (16) und (18) aus

(18)

Diese Formeln sollen jetzt fur Einheitsvektoren spezialisiert
werden. Die Koordinaten eines Einheitsvektors sind nichts anderes
als .seine Richtungscosinus. Sind also

zwei Einheitsvektoren, so ist
a-b = cos9 = cos al cos Bl + cos a2 cos 32 + cos a3 cos R3. (19)
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Das skalare Produkt eines Einheitsvektors a mit sich selbst ist
a-a = 1 = cos2al + cos2al + cos2a3. (20)

Diese Gleichung driickt den bekannten Satz aus, dafl die Summe
der Quadrate der drei Richtungscosinus einer Geraden gleich 1
ist. —

Aus einem beliebigen Vektor AlaRt sich nach (18) der Einheits-
vektor seiner Richtung abspalten durch Division mit seinem Betrag

9. Formeln fiir Drehung des Koordinaten-Systems und Spie-
gelung. Zwischen den Achsen zweier rechtwinkliger Koordinaten-
systeme X, y. z mit den Einheits-
vektoren und mit den
Einheitsvektorer (mit gemein-
samem Anfangspunkt) treten 9 Win-
kel auf, deren Cosinus die skalaren
Produkte je zweier Einheitsvektoren
sind. Es heifle (in der Figur 9 nur
zum Teil eingetragen)

Fig. 9. (21)

Zwischen diesen 9 Richtungscosinus bestehen [nach (19), (20)]
4 Gruppen von je 3 Gleichungen von der Form

cos2al =+ cos2a, + cos2a,= 1.
cos2al + cos2Bl + cosyl = 1, (22)
cos al cos i + cosa2cos B2+ cosa3cos B3 = O,

cos al cos a2 + cos Bl cos B2 + cos yl cos y2— O,

von denen die ersten als Einheitsvektoren charakteri-
sieren und die Hetzten die beiden Koordinatensysteme als recht-
winklig.

Von den 9 Winkeln wirden 3 gentigen, um die Lage der beiden
Systeme gegeneinander zu bestimmen; es mussen also 6 Gleichun-
gen zwischen den 9 Winkeln bestehen. Von den 12 Gleichungen
(22) sind infolgedessen (hdchstens) 6 voneinander unabhéngig und
die andern 6 eine Folge von ihnen. —

Da die MaRzahlen eines Einheitsvektors seine Richtungscosinus
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sind, lassen sich die Transformationsformeln fur die
Einheitsvektoren sofort hinschreiben: (23a)

Um auch die Transformationsformeln fur die Ko-
ordinaten zu erhalten, bemerkt man, daf} ein beliebiger Orts-
vektor r in der doppelten Form

geschrieben werden kann. Multipliziert man diese Gleichung skalar
nacheinander mit dann mit so erhalt man ein System
von Gleichungen, die genau so gebaut sind wie die
Transformationsformeln (23a) fuar die Einheits-
vektoren: (23h)

Damit sind samtliche Transformationsformeln gewonnen ohne
Benutzung der aus der Determinantentheorie bekannten Eigen-
schaften der orthogonalen Transformation.

Die Transformationsdeterminante

COSal COSa2 COS O3
D= cospl cosf? cosp?
cosyl cosy? cosys3

ist Ubrigens leicht zu berechnen. Man bildet zunédchst nach dem
Laplaceschen Multiplikationssatz der Determinanten unter Be-
nutzung- von (22) ihr Quadrat:
1 0
D2= 0 0 =1.

0 1

Also ist

o= e

D= =+ I. (24)

Beide Falle treten ein; die orthogonalen Transformationen zer-
fallen in 2 Arten. Fir die der ersten Art ist P =+ I; sie bilden
eine Gruppe. Jede von ihnen kann durch kontinuierlichen Uber-
gang; aus der ldentitat erhalten werden, die
ebenfalls die Determinante D = + 1 besitzt und also zur Gruppe
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gehort. Geometrisch stellen sie die D re hungen des Koordinaten-
systems dar.

Fir die orthogonalen Transformationen der zweiten Art ist
D = —1; die Aufeinanderfolge zweier von ihnen gibt eine Trans-
formation mit der Determinante + 1; sie bilden also fir sich allein
keine Gruppe, sondern nur mit der Gruppe der Drehungen zu-
sammen. Ein Beispiel 143t die geometrische Bedeutung erkennen:

gibt die Spiegelung des Koordinaten-
svstems an der x, w-Ebene; das Rechtssystem X, y, z geht dabei in
ein Linkssystem Uber. So kann jede Transformation der
zweiten Art durch Umkehrung einer Achsenrichtung des Koordi-
natensystems in eine Drehung und eine Spiegelung an einer Ko-
ordinatenebene zerlegt werden.

Jede Transformation der zweiten Art fUhrt ein Rechtssystem in
em Linkssystem uber, wahrend jede Transformation der ersten Art
den Charakter des Koordinatensystems aufrecht erhéalt.

10. Invarianz des skalaren Produkts. Wie bereits Ziff. 6 her-
vorgehoben wurde, ist das skalare Produkt A B zweier VVektoren 21
und 23 seiner geometrischen Definition zufolge eine vom Ko-
ordinatensystem unabhangige, invariante Grofe.

Daruber hinaus zeigt auch der analytische Ausdruck fir das ska-
lare Produkt einen vom Koordinatensystem unabhan-
gigen Aufbau aus den Malzahlen von Aund B, wenigstens
wenn man sich wie bisher auf rechtwinklige Koordinatensysteme
beschrankt und als Basis je ein mit dem Koordinatensystem ver-
bundenes Dreibein verwendet.

Die beiden Vektoren Awund B seien bezogen auf zwei recht-
winklige, also durch Drehung oder Spiegelung ineinander
Uberfuhrbare Koordinatensysteme;

Dann ist das skalare Produkt, fur beide Koordinatensysteme ge-
bildet,

(25)
bei der Berechnung hat man die skalaren Produkte je zweier Ein-
heitsvektoren ebenso nach (15) zu bilden wie die von

Anderseits kann die Invarianz des Ausdrucks albl+ a2b2 + a2b.,
auch als unmittelbare Folge der orthogonalen Transformation be-
trachtet werden. Setzt man nach (23b)
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und ebenso

so erkennt man im Hinblick auf (23a) und (23b), dafll der Aufbau
des Ausdrucks axb! + a2b2+ a3b3 durch die orthogonale Transfor-
mation ebensowenig- gedndert wird wie der des Ausdrucks

da die Einheitsvek.toren durch dieselben
Gleichungen transformiert werden wie die Koordi-
naten.

Aus der Invarianz des skalaren Produkts folgt die Invarianz
der Ladngen und Winkel, da diese durch skalare Produkte
ausdruckbar sind.

11. Die Eulerschen Winkel. Der Ubelstand, daR sich unter den
9 Richtungscosinus der Winkel, welche von den Achsen zweier
rechtwinkliger Koordinatensysteme gebildet werden, 6 Uberzéhlige
befinden, l&Rt sich in verschiedener Weise beseitigen. Eine von
Cayley angegebene Methode, die Bedingungsgleichungen (22),
die zwischen den 9 Ko-
effizienten einer orthogo-
nalen Transformation be-
stehen, durch rationale
Funktionen dreier Para-
meter zu erfullen, kommt
spater (ziff. 152) zur
Sprache. Jetzt soll ein
von Euler angegebener
Weg begangen werden,
die beiden Koordinaten-
systeme durch drei geeig-
net gewahlte Winkel ge-
geneinander festzulegen
(Fig. 10).

Die beiden Koordina-
tensysteme seien wie bis-
her mit x, y, z und die zugehdrigen Einheitsvektoren mit
bzw. bezeichnet. Die Ebenen x. y und mogen sich in der
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»Knotenlinie* K, deren positiver Richtung ein Einheitsvektor t! zu-
gehoren soll, unter dem Winkel 8 schneiden. Der Winkel der x-Achse
mit der Knotenlinie sei @, der der Knotenlinie mit der  Achse .
Die gegenseitige Lage der beiden Koordinatensysteme ist durch die
3 Eulerschen Winkel ¢, bestimmt.

Um die Bestimmung eindeutig zu machen, muf’ die Definition der
3 Eulerschen Winkel verschéarft werden. Beide Systeme sind als
Rechtssysteme vorausgesetzt. Der Winkel @ ist positiv zu rechnen,
wenn die Drehung der x-Achse in die Knotenlinie von einem Punkt
der positiven x-Achse aus positiv erscheint: der Winkel X ist posi-

tiv, wenn die Drehung der Knotenlinie in die von einem
Punkt der positiven aus positiv erscheint: der Winkel 9
ist positiv, wenn die Drehung der z-Achse in die von einem

Punkt der positiven Knotenlinie aus positiv erscheint.

Man bemerkt, daR sich die Drehung des Systems X, y. z mit dem
Dreibein in das System mit dem Dreibein durcl
eine Aufeinanderfolge dreier einfach zu beschreiben-
der Drehungen bewerkstelligen laRt.

1. Eine Drehung mit dem Winkel @ um die z-Achse fuhrt das
Dreibein in ein Dreibein Uber, wo tl, wie erwahnt,
der Einheitsvektor der Knotenlinie ist, t2 in der  x-Ebene auf
der Knotenlinie senkrecht steht. Die zugehérigen Transformations-
formeln sind:

tt—=icos@ + jsing
t2—=-1sing@ + | cosq

2. Eine Drehung mit dem Winkel 8 um die Knotenlinie fuhrt das
Dreibein in ein Dreibein tber, wo t3 in der Ebene
aut der Knotelinie senkrecht stellt. Die zugehdrigen Transforma-

tionsformeln sind:
t1=tl

3. Eine Drehung mit dem Winkel ¢ um die 2-Achse fihrt dat
Dreibein in das Dreibein Uber. Die zugehdrigen Trans-
formationsformeln sind:
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Durch Elimination von tl, t2, t3 aus den Transformationsformeln
erhalt man sofort die Transformationsformeln fir die Einheits-
vektoren beider Koordinatensysteme:

(26)

Aus diesen Gleichungen laRt sich durch Vergleich mit (23a) das
Schema der 9 Richtungscosinus ablesen; man kann also auch durch
Transposition die inversen, d. h. nach i, j, f aufgelésten Formeln
und nach (23b) die ebenso gebauten Formeln fir die Transforma-
tion der Koordinaten sofort erhalten.

Von allen diesen Formeln sei nur eine, die spater gebraucht
wird, als Beispiel angeschrieben:

(26"

8 3. Vektorprodukt.

12.  Einfihrung des Vektorprodukts. Unter dem Vektor-
produkt zweier Vektoren Aund B versteht man den Vektor,
dessen Betrag zahlenméfig gleich dem Flacheninhalt des durch die
beiden Vektoren bestimmten Parallelogramms ist und der auf der
Ebene des Parallelogramms in der Weise senkrecht steht, dal von
seiner Spitze aus die kiirzeste Drehung von Anach B im positiven
Sinn erscheint; d. h. A B und der Produktvektor sollen ein Rechts-
system bilden. Ist ¢ ein Ein-
heitsvektor in der angegebenen
Richtung, so ist das Vektor-
produkt

C = Ax B =absin3c. (27)

Vielfach bezeichnet man das
durch Aund 23 bestimmte orien-
tierte Parallelogramm als Plan -
grof3e, den Vektor C als ihre
Erganzung (Fig. 11).

Die vektorielle Multiplika-
tion, die ebenso wie die skalare heuristisch eingefuhrt ist, kann als

eine Erweiterung der Berechnung des Flacheninhalts eines Rechtecks
Lagally, Vektorrechnung. 2

Fig. 11.
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aus seinen Seiten angesehen werden. Fur das Vektorprodukt gilt
[nach (27)] das assoziative Gesetz in Verbindung mit der Multi-
plikation mit einem Skalar:

(NU) < B = n(Ax 23) = nU x 23,

Ferner gilt das distributive
Gesetz (28)

AA\B+C)=AB+AC.

Der Beweis soll geometrisch ge-
fahrt werden (Fig. 12). Wir den-
ken uns von einem Punkt O aus-
gehend drei Vektoren A B, C, die
ein Parallelepiped bestimmen. Die
Seitenflache B, C soll als Grund-
flache betrachtet werden; durch
ihre von 0 ausgehende Diagonale
B + C und durch Aist eine Dia-
gonalebene des Parallelepipeds
bestimmt.

Wir denken uns weiter das Par-
allelepiped durch eine Lotebene
zu Ageschnitten. Die Schnittfigur
ist ein Parallelogramm, dessen
Seiten mit B' und C' bezeichnet
werden sollen; dann sind die Lan-
gen der Seiten B' und C' und der
Diagonale B'+ C' den Flachen-
inhalten der Seitenflaichen A B
und AC und der Diagonalebene
A\(B X C) desParallelepipeds pro-
portional.

Jetzt betrachten wir die drei
Vektorprodukte Ax B, AxC
und AX (B + C); die sie dar-
stellenden Vektoren stehen auf
den Seitenflachen A B und A C
und der Diagonalebene A (B + C)
bei gleichem Drehsinn senkrecht; ihre Langen sind den Flachen-
inhalten proportional. Mithin bestimmen AX> B und AXx C ein
Parallelogramm, das der Schnittfigur B', C' dhnlich ist und dessen

Fig-. 12a.

Fig. 12b.
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Diagonale A(B + C) ist. Damit ist das distributive Gesetz (28)
bewiesen, da die Diagonale des Parallelogramms die Summe zweier
Seiten ist.

Die wichtigsten Unterschiede, welche zwischen den Gesetzen der
vektoriellen Multiplikation der Vektoren und der gewdhnlichen
Multiplikation skalarer Zahlen bestehen, sind folgende:

An Stelle des kommutativen Gesetzes tritt das alternative
Gesetz:

AxB=-B x A (29)

weil sich bei Vertauschung der Faktoren Aund 23 die Richtung des
Produktvektors umkehrt.

Die Kenntnis des Produktes und des einen Faktors (eines auf
dem Produktvektor senkrechten Vektors) gentgt nicht zur eindeu-
tigen Bestimmung des anderen; es gibt keine Division als
Umkehrung der vektoriellen Multiplikation. Insbesondere kann
auch ein Vektorprodukt verschwinden, ohne daR ein Faktor ver-
schwindet. Das ist der Fall, wenn sind =0 ist, die beiden Vek-
toren also parallel (kollinear) sind. Die Bedingung des
Parallelismus zweier Vektoren mit von Null verschiedenem
Betrag ist also

AB=0.

Das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet:
AA=0. (299

Es ist noch zu bemerken, dal} dreifache Vektorprodukte existie-
ren, dal3 aber fur sie das assoziative Gesetz nicht gilt; d.h.

AA(BxG) % (AB)>=C.

Man Uberzeugt sich hiervon am einfachsten an einem Beispiel.
Setzt man B = A so verschwindet die rechte Seite der Un-
gleichung, wahrend die linke von Null verschieden ist, wenn nicht
auch C zu Akollinear ist.

13. Mechanische Anwendungen, a) Moment einer Kraft.
Wenn von einem starren Koérper ein Punkt O festgehalten wird
und in einem Punkt P mit dem von O ausgehenden Ortsvektor r
eine Kraft K unter dem Winkel 9 gegen r angreift, so entsteht ein
Drehmoment vom Betrag rKsind, dessen Achse auf der Ebene
von r und K senkrecht steht und dessen Drehsinn mit dem posi-
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tiven Sinn des Winkels 9 Ubereinstimmt. Es liegt daher nahe, das
Drehmoment durch einen Vektor (Fig. 13)

M=RxK (30)

zu reprasentieren, dessen Richtung in die Drehachse fallt und mit
dem Drehsinn des Moments eine Rechtsschraube bildet. Die Be-
rechtigung flir diese Darstellung ergibt sich daraus
dall die Zusammensetzung zweier Momente durch

Addition der sie darstellenden Vektoren geschieht.
Zum Beweis bemerken wir, dal man, um ein ge-
gebenes Moment hervorzubringen, den Angriffspunkt
in der auf der Achse des Moments
senkrechten Ebene durch O be-
liebig wahlen kann; die Kraft ist
damit bestimmt. Man kann also
zwei Momente M! und M2 um
verschiedene Achsen dadurch
hervorrufen, dal man geeignete
Krafte khd K2 an einem und
Fig. 13 demselben Punkt r der Geraden
angreifen 1aRt, welche auf den

Achsen beider Momente senkrecht steht. Sind

M1l=rx K1 M2 =r x K2
die Momente der beiden Krafte und K1, so ist
M1l =rx (K1+K2)

das Moment ihrer Resultierenden. Nach dem distributiven Gesetz

(28) ist dann
M = M1+ M2

womit der Nachweis fur den Vektorcharakter des Moments er-
bracht ist.

b) Tangentialgeschwindigkeit. Eine Winkelge-
schwindigkeit soll versuchsweise durch einen Vektor u in
Richtung der Drehachse dargestellt werden, dessen Betrag u gleich
dem Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist und der mit der Um-
laufsrichtung zusammen eine Rechtsschraube bestimmt. Dann be-
sitzt irgendein Punkt mit dem Ortsvektor r, gemessen von einem
beliebigen Punkt der Drehachse aus, eine Tangentialgeschwindig-
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keit vom Betrag ursin(u, r) und die Tangentialgeschwindigkeit
als Vektor wird (Fig. 14)
V=UuXxr. (31;

Die Berechtigung fur die Einfuhrung des Vektors u wird nach-
gewiesen, indem man wieder unter Verwendung des distributiven
Gesetzes (28) zeigt, dal
die Zusammensetzung
zweier Winkelgeschwin-
digkeiten durch die Addi-
tion der sie darstellenden
Vektoren geleistet wird.

Ein Beispiel fiur den
Vektorcharakter der Win-
kelgeschwindigkeitbietet
die kinematische Theorie
des Foucaultschen
Pendels (Fig. 15), die
trotz ihrer mechanischen
Unzulénglichkeit sehr in-
struktiv ist. rig. 14.

Die Drehgeschwindigkeit der Erde
ist durch einen Vektor u gegeben, der
die Richtung der Erdachse SN besitzt
und dessen Betrag

ist

In einem Punkt P der Erdober-
flache mitder geographischen Breite @
&Rt sich u in zwei Komponenten in
Richtung des Erdradius und der Me-
ridiantangente zerlegen, deren MaR-
zahlen using und ucosg sind. Ein
in Pbefindlicher Beobachter bemerkt
vonderDrehung eines starren Korpers Fig. 15.
in der Umgebung von P, der mit der
Erde fest verbunden ist, nichts. Wenn sich in der Umgebung von
P ein Pendel befindet, so bewegt sich seine Schwingungsebene nicht
wie ein mit der Erde fest verbundener Korper; sie ist vielmehr
nicht gezwungen, die Drehung um den Erdradius mitzumachen.
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Der Beobachter in P bemerkt eine (scheinbare) Drehung um den
Erdradius vom Betrag

in entgegengesetzter Richtung. Die Umlaufszeit des Foucault-
schen Pendels ist

14. Geometrische Anwendung. PlangroRe. Bei der Bildung
des Vektorprodukts zweier Vektoren Aund B wurde der Begriff
der Plangro3e eingefiihrt. Unter PlangréRe soll in etwas all-
gemeinerer Weise ein ebenes Flachenstick verstanden werden,
dessen Berandung ein bestimmter Umlaufssinn zugewiesen wird.
Ihm wird als Ergédnzung ein Vektor zugeordnet, dessen Betrag
gleich dem Inhalt des Flachensticks ist und dessen Richtung in
diejenige Normalenrichtung des Flachenstiicks fallt, die mit dem
Umlaufssinn eine Rechtsschraube bestimmt. Damit ist auch fir
den eingangs angefuhrten Fall des Parallelogramms der Umlaufs-
sinn festgelegt.

Alle PlangroRen gelten als gleich, welche in parallelen Ebenen
liegen, gleichen Flacheninhalt und gleichen Umlaufssinn besitzen.
Bei Umkehrung des Umlaufssinns andert sich das Zeichen der
PlangroRe.

Um den Vektorcharakter der Plangré3en nachzu-
weisen, mufl3 gezeigt werden, daR als Summe zweier PlangréfRen

F1 und F2 diejenige

PlangrolRe F aufzufas-

sen ist, deren Ergén-

zung die Summe der Er-

ganzungen vonEF und

B5t. Hierzu formt man

die PlangrollenE und

 um, dal sie die

Gestalt zweier Recht-

ecke annehmen, die in

der Schnittlinie ihrer

beiden Ebenen in einer

Fig. 16. Kante von der Lange 1

aneinanderstollen (Fig. 16). Die Lange der beiden anderen Recht-
ecksseiten stimmt dann zahlenmaBig mit dem Inhalt der Rechtecke
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Uberein. Dann erkennt man sofort, daf} die dritte Seite des durch
die beiden Rechtecke bestimmten geraden Prismas die Summe der
beiden Plangréen F! und B5st, denn das von den Ergdnzungen
der drei Prismenseiten gebildete Dreieck ist kongruent zu dem
Querschnitt des Prismas und geht
durch eine Drehung um 90° daraus
hervor. —

Satz uber die Oberflache
eines Polyeders: Drei Vekto-
ren A B, C, die von einem Punkt
0 ausgehen, bestimmen ein allge-
meines Tetraeder. Die vier Sei-
tenflachen sollen als PlangréRen
aufgefallt und so orientiert wer-
den, dal ihre Normalen nach
auBen gehen. Dann ist die Summe
der drei in O zusammenstolRenden Plangroen (Fig. 17):

Fig. 17.

“L(AB +B><C + Cx>xU)
die vierte Plangrofie ist
»A—-B) x (C—U) =%(AxC—-B xC + B xU).

Also ist die Summe aller vier Plangrdf3en, oder die orientierte
Oberflache des Tetraeders Null.

Ebenso ist die orientierte Oberflache eines jeden
geschlossenen Polyeders Null. Um den Satz fur ein kon-
vexes Polyeder zu beweisen, zerlegt man es von einem inneren
Punkt aus in dreiseitige Pyramiden. Die Summe der Oberflachen
aller dieser Tetraeder ist Null. Aus der Summe fallen alle nicht der
Oberflache des Polyeders angehdrenden Seitenflachen heraus, weil
jede von ihnen zweimal und zwar in beiden Orientierungen vor-
kommt.

Far ein nicht konvexes Polyeder bedarf der Beweis nur einer
geringfiigigen Anderung.

Dieser Satz 1aRt eine einfache mechanische Deutung zu.
Ein Polyeder soll in eine Flissigkeit getaucht und an seiner Ober-
flache Uberall dem gleichen spezifischen Druck ausgesetzt sein.
Dann wird der Druck auf jede Seitenfliche durch die Erganzung
der PlangrofRe gemessen: der resultierende Druck auf die gesamte
Oberflache ist also Null.
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Zerlegung einer Plangrof3e in Komponenten:
Wenn man in einem beliebigen Tetraeder die Seitenflachen derart
orientiert, da drei Normalen nach innen gehen, die vierte nach
auflen, so ist die vierte Plangroe die Summe der drei anderen.
Damit ist eine PlangréRe in Komponenten nach drei vorgegebenen
Ebenen zerlegt.

Betrachtet man ein Tetraeder mit einer rechtwinkligen Ecke und
nimmt die aufeinander senkrechten Kanten als Achsen eines Ko-
ordinatensystems, so sind die in die Koordinatenebenen fallenden
Seitenflachen die Komponenten der vierten Seitenflache.

Jede Plangréfle wird also in Komponenten nach drei aufeinander
senkrechten Koordinatenebenen zerlegt, indem man sie in diese
Ebenen projiziert, wahrend gleichzeitig ihre Erganzung durch Pro-
jektion auf die drei Koordinatenachsen in die entsprechenden
Komponenten zerlegt wird.

15. Volumen eines Zylinders. Ist die Grundflache eines (schie-
fen) Zylinders (oder Prismas) durch die Plangrofie &tne Mantel-

linie durch den VVektor C
gegeben, so gibt das ska-
lare Produkt

o (32)
das Volumen des Zy-
linders (oder Prismas)
(Fig. 18).

Um das zu beweisen,
tragen wir die Ergén-
zung der PlangroRe F
als Vektor auf; dann ist

‘= - C=cosO.

wenn F den (positiven)
Flacheninhalt der Grundflache, s die Lange einer Mantellinie, 9 den
Winkel zwischen der Erganzung und einer Mantellinie © bedeuten.
Sei ferner h die Hohe des Zylinders, so ist

scosd = +h,
‘F.C== ==Fh.
Die rechte Seite ist der aus den Elementen bekannte Ausdruck

fur das Volumen eines Zylinders, und zwar mit positivem oder
negativem Vorzeichen, je nachdem die Ergdnzung F mit der Mantel-

Fig. 18.

also
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linie einen spitzen oder stumpfen Winkel einschlief3t, je nachdem
also der Umlaufssinn der PlangroRe F mit dem Richtungssinn des
Vektors S eine Rechts- oder Linksschraube bestimmt.

16. Ein Dreibein als Basis. Sind die Einheitsvektoren
eines Dreibeins in Richtung der x, y, z-Achse des als Rechtssystem
vorausgesetzten rechtwinkligen Koordinatensvstems, so haben die
Vektorprodukte je zweier dieser Einheits-
vektoren folgende Werte [nach (29" (27)]:

(33a)
(33b)

Man erhalt die Formeln (33b) nach einer
einfachen Gedachtnisregel: Bezeichnet man
3 Punkte eines Kreises, die in positiver
Umlaufsrichtung aufeinanderfolgen, mit so ist aas Vektor-
Produkt zweier Einheitsvektoren gleich dem dritten oder entgegen-
gesetzt gleich dem dritten, je nachdem die beiden in positiver odei
negativer Richtung aufeinanderfolgen (Fig. 19).

Das Vektorprodukt zweier Vektoren

Fig. 19.

ist
oder .
o
AB = a a & (34)
b1 b2 b3

Ersetzt man Aund B durch zwei Einheitsvektoren

so wird nach (27)
[

a>xb=sindc= cosal cosa2 cos 3 (34)
cosPBl cosR2 cos 33
folglich
. cos a2 coso3 cosal os a3 cosal cosa2
Sin29 =

cosR2 o0sB3 ° T cos Bl cosR3 2+ cosfBl cosR2
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FUr die Quadratsumme der Determinanten einer Matrix schre.bt
man hdufig- abkirzend das Quadrat der Matrix selbst; also
cosal cosa2 cos o3 L

sin29 = cospl cosf? cCosps3 (347)

Zwischen dieser Formel und Gleichung (19)
cos 9 = cos al cos Bl + cos a2 cos 2 + cos a3 cos B3

besteht ein einfacher Zusammenhang, der durch die Legendre-
sche Identitat hergestellt wird. Nach dieser berechnet sich
das Quadrat einer Matrix von 6 Elementen al, a2, a3, bl, b2, b3 fol-
gendermalien:

o2 8 HeRg, albl +a2h2 +a3h3

bl p2 b3 b al a2 bi2 S

Zufolge dieser ldentitat geht (34"), wenn man ai- durch coscai,
bi durch cos Bi ersetzt, unter Verwendung von (19) und (22) tber in

1 cos 3

in29 =
sin cosd 1

17. EinfUhrung eines neuen Dreibeins als Basis. Von Interesse
ist das Verhalten des Vektorprodukts bei Einfihrung eines neuen
rechtwinkligen Koordinatensystems. Unter leichter Anderung der
Bezeichnung, indem man i, j, f durch il, i2, i3 ersetzt, kann man

setzen. Dann wird

i1 i i3
A\ B al a2 g3 (35)
bl b2 b3
dabei ist an Stelle von (33)
il X iu=0; iy x ip+1=ip+2 (36)

zu setzen, wobei Indizes, die gréRer als 3 sind, nach dem Modul 3
zu reduzieren sind.

Nun sollen auch die Formeln (23a, b) fir die orthogonale Trans-
formation zusammenfassend geschrieben werden. Setzt man (fir
p=1, 2, 3)

cos Oof = cul, cosPu=cp2, COSYM=CU3,
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so werden diese Formeln

@7

Fuhrt man nun die Transformation in (35) sowohl in beiden
Faktoren des Vektorprodukts als in dem Produktvektor selbst aus,
so folgt:

Die rechte Seite 1aRt sich nach dem Multiplikationssatz als Pro-
dukt zweier Determinanten

¢ll c12 c13
21 ¢22 23
¢31 ¢32 ¢33
schreiben, deren erste
cll ¢ cl3
D= 1 2 23
c3l ¢32 ¢33

die Transformationsdeterminante der orthogonalen Transformation
(37) ist, also den Wert —+1 hat, je nachdem die Koordinatentrans-
formation eine reine Drehung oder mit einer Spiegelung verbunden
ist. Mithin wird (35)

Nur gegenuber reinen Drehungen ist also die
rechte Seite von (35) invariant. Bei Spiegelungen andert
sie ihr Vorzeichen; dann ist das Multiplikationsgesetz (36) durch

(39)
zu ersetzen, das fur Linkssysteme gilt

§ 4. Mehrfache Produkte.

18. Gemischtes Produkt. Das Volumen eines Parallel-
epipeds, das durch drei von einer Ecke O ausgehende Vektoren
A B, C bestimmt ist, 14R3t sich in folgender Weise berechnen. Das
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durch A B bestimmte Parallelogramm soll als Grundflache be-
trachtet werden; dann gibt
F=AB
die Grundflache als Plangrof3e, also nach Inhalt und Stellung im
Raum (Fig. 20).
Dann ist

(Ax B)-C=V (40)
nach (32) das VVolumen des Parallelepipeds; das Volu-
men ergibt sich positiv oder negativ,
je nachdem die Ergédnzung der Grund-
flache mit der dritten Kante C einen
spitzen oder stumpfen Winkel ein-
schlieBt, je nachdem also die 3 Vek-
toren A B, C ein Rechtssystem oder
Linkssystem bilden.

Der Ausdruck (A>= B)-C wird als
ein gemischtes Produkt der 3 Vekto-
ren A B,C bezeichnet; aus seiner geo-
metrischen Bedeutung folgt, dal} samt-
liche gemischte Produkte, die man aus
3 Vektoren bilden kann, bis auf das Vorzeichen einander gleich
sein mussen

Insbesondere ist

(AB)-C=(B><C)-U= (C>=<U)-B, (41)
da bei zyklischer Vertauschung dreier Vektoren
der Charakter des Rechts- bzw. Linkssystems er-
halten bleibt.

Vertauscht man ferner in dem mittleren Ausdruck die Faktoren
des skalaren Produkts, so erhdlt man

(AB)-C=U-(B><C(C) (41"
und erkennt, dal} bei gleicher Reihenfolge der Faktoren die skalare
und vektorielle Multiplikation vertauschbar sind.

Der Inhalt dieser beiden Aussagen wird in der Regel als VVer-
tauschungssatz zusammengefallt. —

Fiahrt man fir das gemischte Produkt eine besondere Bezeich-
nung ein und setzt

rig. 20.

(AB)-C =[2"\],
so gilt fur nicht zyklische Vertauschungen
[#42\] =—[BUC]. 41"
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Das gemischte Produkt dreier Vektoren mit von Null verschiede-
nen Betrdgen verschwindet dann und nur dann, wenn die 3 Vek-
toren komplanar sind.

Drei nicht komplanare Vektoren A B, C bestimmen ein T etra-
eder vom Volumen

Vo= [A]=
Bezeichnet man die Betrdge von A B, C mit a, b, ¢, ihre Einheits-
vektoren mit a, b, ¢, so wird

VO= abclabc]. (42)
[abc] ist der von Staudtsche Eckensinus; diese Bezeichnung

verdankt ihre Berechtigung der Analogie der Formel (42) mit der
fur den Inhalt eines ebenen Dreiecks (F, = l2absiny).

19. Einfuhrung von Koordinaten. Setzt man. bezogen auf ein
Rechtssystem

so wird
mithin
a a2 a3
LAAlI= b b2 1 (43)
¢l ¢2 c3

Insbesondere wird das gemischte Produkt der Einheitsvektoren
eines Rechtssystems selbst
(44)
Aus den Eigenschaften der Determinante (43) folgt wieder der
Vertauschungssatz und die Bedingung fur das Verschwinden eines
gemischten Produkts. —
Unter Verwendung des gemischten Produkts laBt sich auch
Identitat (5)
vioXtoyop
V2X2 oy 2
B X3 y3 23
vi X4y 74

=0



30 Kapitel 1. Elementare Vektor-Algebra.

in eine neue, vom Koordinatensystem unabhangige Form bringen.
Die Entwicklung nach Elementen der ersten Spalte ergibt:

v1[v2v3vd] — v2[v3vavl] + v3[vavivZ] — v4[viv2vi] = 0. (45)

20. Gramsche Determinante. Das gemischte Produkt dreier
Vektoren A B, C ist in (43) mittels der rechtwinkligen Koordina-
ten dieser 3 Vektoren berechnet worden. Man kann sich vom Ko-
ordinatensystem frei machen, wenn man beide Seiten von (43)
quadriert, die rechte Seite unter Verwendung des Laplaceschen
Multiplikationssatzes (in den folgenden Summen sind die Indizes
weggelassen).

>al >ab Sac
[A]l2= Yba >b2 3bc
>ca >cb  >c?

Die Elemente der Determinante sind die skalaren Produkte der
Vektoren A B, C,; also ist
uuyu uUB U-C
[A]l2= B.U BB B:-C (46)
CuU CB C-C
Die hier auftretende Determinante heilt die Gram sehe Deter-
minante der 3 Vektoren A B, C. Sie bleibt bei Vertauschung zweier
Vektoren ungedndert-, dagegen besitzt [ A\] als Quadratwurzel
der Gramschen Determinante doppeltes Zeichen.
Eine ahnliche, etwas allgemeinere! Determinante kann man fir das
Produkt zweier gemischter Vektorprodukte erhalten. Ist nach (43)

al' bl ¢1
[UB'Cl= a2 h2 c2
a3' b3 3

das gemischte Produkt dreier Vektoren A B, C so ist nach dem
Laplaceschen Multiplikationssatz
al g2 a3 al' a2 g
[A][UBC]= b b2 b3 bl b2 b3
¢l 2 ¢ ¢l @
>aa, Yab' >Yac
Sba' Ybb' Sbc
>ca' Scb' Scc
uu upB UcC
[Al[UBC]= BU BB B-C (46"
cu CB' c.c

oder
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Die Gram sehe Determinante tritt z. B. in der Aufgabe auf, einen
Vektor r aus 3skalarenProdukten zu berechnen. Es sei
r-A=u, rrB=v, r.C=w, (47)
wo A B, C gegebene nicht komplare Vektoren, u, v, w gegebene
Skalare sind. Dann kann man r linear durch A B, C darstellen:
r=xU+yB zC
Um die unbekannten Parameter X, y, z zu bestimmen, multipli-
ziert man diese Gleichung skalar mit 21, 23, © und erhalt
u=xU-A+yU-B zU-C;
v=xB-A+yB-B + zB-C
w=xC-A+yC:-B + zC.C.
Nun lassen sich x, y, z eliminieren:
r U B C
u UU uUB U-C
v B-.U B-B B-C
w CU CB C.C
Daraus folgt nach (46)

— 0. (48)

U B c 0
Uu uUB UC u
B.U B-B B-C v
Cu CB cCC w

womit die Aufgabe, die algebraisch auf die Auflésung eines Systems
von 3 linearen Gleichungen hinauskommt, in einer vom Grund-
system unabhéngigen Form geldst ist. Die Einschrankung, dal die
Vektoren A B, C nicht komplanar sind, also ihr gemischtes Pro-
dukt von Null verschieden ist, erweist sich als notwendige und hin-
reichende Bedingung fir die Existenz
einer eindeutigen L&sung.
21. Dreifaches Vektorprodukt. Die
vektorielle Multiplikation erlaubt die Bil-
dung von Produkten aus mehr als zwei
Faktoren. Der Vektor Ax (B x C) steht
senkrecht auf Aund B x C), liegt also in
der Ebene B, C und laRt sich in die Form
Ax (B xC)=AB+ uC) (49)
bringen (Fig. U). A p sind zwei skalare

Faktoren, deren Bestimmung unerwartet
milhsam ist. Fig. 21.

(48)
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In dem speziellen Fall A= B lassen sich A und p durch geo-
metrische Anschauung bestimmen. Der Vektor B =< (B < C) liegt
in der Ebene B, C, steht senkrecht auf 23 und hat den Absolutbet'ag
B2Csind (Fig. 22a). Die Langen seiner Komponenten in Richtung
C und -C sind B2Ccosd und B2C (Fig. 22b), also ist

B x (B xC)=(B-C)B3 —(B:B)C.
Ebenso ergibt sich
Cx(BxC)=(C-C)B — (BC)C

Fig. 22a.

Fig. 22h.

Mit Hilfe dieser beiden Formeln lassen sich A und p auch im
allgemeinen Fall bestimmen. Hierzu multipliziert man die Glei-
chung (49) skalar mit 23 und mit ®. Im ersten Fall ergibt sich

AMB B)+puB -C)=Ax B xC)'B
= A (B x C) x B [Vertauschungssatz (41")]

=uU-(B-B)C-(B-0)B},
also

2(B:-B)+ (B C)=(AC)B B)— (A B)B:C)
ebenso wird im zweiten Fall

2(B-C) + p(C- C) = (A C)(B - C) —(U-B)(C-C).



§ 4. Mehrfache Produkte. 33

Diese beiden Gleichungen kénnen nur bestehen, wenn
A=AC, z=—U-B
ist. Damit ergibt sich der Entwicklunerssatz:
A\B =< C)=(U-C)B— (U-B)C. (50)
Zwischen den verschiedenen dreifachen Vektorprodukten, die

sich aus drei Vektoren bei verschiedener Anordnung der Faktoren
bilden lassen, besteht die Beziehung

Ax (BxC)+ B x (CxU)+Cx (Ax B)=0, (51)
die sich mit Hilfe des Entwicklungssatzes sofort bestatigen laft.

Diese Gleichung hat folgende geometrische Bedeutung. Jeder
der drei Summanden der linken Seite ist ein Vektor, der in einer
Seitenflache des Dreikants A B, C liegt und auf der dritten Kante
senkrecht steht. Diese drei Vektoren, die fur das folgende mit
A B, C bezeichnet werden sollen, liegen in einer Ebene E.
Denkt man sich jetzt um den Scheitel des Dreikants als Mittel-
punkt eine Kugel gelegt, so liegen die drei Hohen des durch A B, C
bestimmten sphéarischen Dreiecks in den drei groRten Kreisen, deren
Pole durch U', B', C' bestimmt sind. Die drei Hohen schneiden sich
in einem Punkt, ndmlich dem Pol der Ebene E.

Der Entwicklungssatz 143t sich auch, und zwar kirzer als durch
die hier gegebene geometrische Ableitung, dadurch beweisen, daf
man den Vektor Ax (B > C) auf ein Dreibein i, j, f bezieht und
seine MaRzahlen berechnet.

22. Vierfache Produkte. Vierfache Produkte lassen sich mit Hilfe
des Vertauschunb;s- und des Entwicklungssatzes berechnen. So ist

(Ax B)-(CxD)=U-{B x (C x D)} = U-{(B-D)C— (B-C)D}
oder (52)
U-C B-C
(A=< B) (CxD)=Ul-C)(B-D)—(A'D)(B C)= U.D B-D
Ein vierfaches Vektorprodukt (Ax B) > (C < D) kann als drei-
faches Vektorprodukt aus den Faktoren Ax B, C, D aufgefal3t und
nach dem Entwicklungssatz berechnet werden:
(A= U) x (C < D) =[(Ax B) - D]G—[(Ax B)-C]D
= UBD]C —[.A\]D.
Eine zweite Mdglichkeit der Berechnung ergibt sich, wenn man das
vierfache Produkt als dreifaches Vektorprodukt aus den Faktoren
A B, C x< D auffalt. Man erhalt dann
(Ax U) x (C x D) = [UCD]B — [BCD] U. (53b)
agally, Vektorrechnung. 3

(53a)
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Die Gleichsetzung der rechten Seiten ergibt die Identitat (45) zwi-
schen vier Vektoren.

23. Anwendungen auf die Geometrie der Geraden und Ebene.
Die analytische Geometrie der Geraden und Ebene laBt sich mit
den bisher behandelten Methoden
der Vektoralgebra vollstéandig
durchfiihren, wenn man einen
jeden Punkt statt durch seine
kartesischen Koordinaten durch
seinenOrtsvektorfestlegt.
Es soll indessen nur auf weniges
hingewiesen werden.

a) Sind Aund B die Ortsvek-
toren zweier Punkte A und B im
Raum, so ist der Ortsvektor r eines
Punktes P der Geraden AB durch die Bedingung (Fig. 23)

r=A=2B —U)
bestimmt, wobei / einen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Folglicl ist
r=({( —\)A + B
die Paranieterdarstellung
der Geraden AB. Sie kann
in die Form
r=au+ bB
mit der Nebenbedingung
a+hbh=1
gesetzt werden, oder auch in
die Form

Fig. 23.

wobei das Verhaltnis ist, in

dem der Punkt Pdie Strecke AB
teilt. Dieser Ausdruck kann
auch mechanisch gedeutet wer-
den; Pist der Schwerpunkt
zweier Massen p und q in A
und B. —

b) Sind A, B, C die Ortsvektoren dreier Punkte A, B, C, so ist
der Ortsvektor r eines Punktes der Ebene ABC durch die Be-
dingung (Fig. 24)

Fig. 24.
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r—-A=2B-A+ (C—A)

bestimmt, wenn A und p zwei Parameter bedeuten. Die Para-
meterdarstellung der Ebene durch drei Punkte A, B,C
wird dann

r=(0—-A—pA+2AB +uC
oder auch

r=aA+ bB + cC
mit der Nebenbedinigung
a+b+c=1
Die Bedingung, dall die Endpunkte von vier Ortsvektoren
21, 23, ®, 2) in einer Ebene liegen, ist
oA+ fctB +cC+dD =0
mit der Nebenbedingung-
a+b+c+d=0
Ohne Verwendung von Parametern lalit sich die Gleichung

der Ebem e durch dreFPunkte
A, B, Cin die Form

r—A B-A C-A]=0

oder
[rBC] + [rCA] + [rAB]
= [ABC]
bringen.

¢) Um die Hessesche Nor -
mal form der Gleichung einer
Ebene aufzustellen, bezeichnet
man mit n den Einheitsvektor
der Normalen der Ebene nach
der Seite hin, auf der der An-
fangspunkt nicht liegt, mit p
den Abstand der Ebene vom
Anfangspunkt. Ist r der Ortsvektor eines Punktes P der Ebene, so
ist (Fig. 25) die Projektion von r auf n gerade p, also

rrn—p=20
die Gleichung der Ebene. Ist r der Ortsvektor eines der Ebene nicht
angehorenden Punktes Q, so gibt

Fig. 25.

r-n—p=d
den Abstand des Punktes Q von der Ebene.
3*
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d) Pluckersche Gleich ungeinerGeradenl): Fur alle
Punkte einer Geraden, die die Richtung- eines Vektors 21 hat, ist
das Vektorprodukt aus dem Ortsvektor r und
21 dasselbe (Fig. 26); folglich ist

r<A=23
die Gleichung einer Geraden, wenn 21 und 23
zwei durch die Bedingung

A 2=0
verknupfte, im Ubrigen beliebige Vektoren
sind. Die Malizahlen von 21 und 23 sind die
Pluckerschen Linienkoordinaten der Ge-
raden; sie sind homogen und enthalten einen willkurlichen Pro-
portionalitatsfaktor. Zu einer Festsetzung dieses Faktors kommt
man, wenn man etwa 21 als Einheitsvektor voraussetzt.

e) Die Hesse sehe Normalform fur die Gleichung einer Ebene 1&M3t
geometrisch erkennen, da die Aufgabe, einen Faktor r eines ska-
laren Produktes zu bestimmen, dessen Wert gegeben ist. oco? Lésun-
gen besitzt. Ebenso erkennt man aus der Pluckerschen Gleichung
einer Geraden geometrisch, daR die Bestimmung eines Faktors eines
Vektorprodukts auf ool Weisen mdéglich ist. Der algebraischen Auf-
gabe, die beiden Gleichungen

r<A=B (A-B=0)
r-rA=P
nach r aufzuldsen, a3t sich der geometrische Sinn unterlegen, den
Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu bestimmen.

Die Auflésung geschieht am einfachsten dadurch, dall man die

erste Gleichung vektoriell mit R multipliziert:

A x(rx A =AxB.
Nach dem Entwicklungssatz ergibt sich
rA-R—AP=R x B

Fig. 26.

oder

f) Eine &hnliche Aufgabe, ndmlich die Bestimmung eines Vek-
tors r aus 3 skalaren Produkten

rA=u, r-B=v, r- C=w

1) Vergl. L. Schrutka, Elemente der héheren Mathematik. 1921. S. 496.
W Blaschke, Vorlesungen tber Differentialgeometrie 1. 1921, S. 191.
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ist bereits Ziff. 20 im Anschlul} an die Gramsche Determinante
geldst worden. Ihr geometrischer Sinn ist die Bestimmung des
Schnittpunktes dreier Ebenen. Die fir die eindeutige Lo&sung als
notwendig und hinreichend erkannte Bedingung [ABC] # 0 sagt
aus, daR die Normalenrichtungen der 3 Ebenen nicht komplanar,
die Ebenen selbst also nicht einer Geraden parallel sein durfen.

24. Reziproke Grundsysteme. Zwei Grundsysteme von je 3 Vek-
toren a, b, ¢ und a* b* c* heilen reziprok, .wenn die Kanten des
von den einen gebildeten Dreikants auf den Seiten des von den
anderen gebildeten Dreikants senkrecht stehen — eine bekanntlich
gegenseitige Eigenschaft — und wenn aulRerdem zwischen den Rich-
tungssinnen und zwischen den Betrédgen der beiden Tripel von Vek-
toren geeignete Beziehungen festgesetzt sind.

Die Bedingungen fir das Senkrechtstehen je eines Vektors der
zweiten Basis a*, b*, ¢c* auf je zwei Vektoren der ersten Basis
a, b, csind

a*h=0;, b*a=0, c¢*~a=0

a*»c=0;, b*-c=0; c*b=0 (542)

sie lassen durch Umordnung erkennen, dal3, wie oben bemerkt, auch
jeder Vektor der ersten Basis auf je zweien der zweiten senkrecht
steht:

a*b=0; b*»a=0; c¢*a=0:

a*-c=0; b*c=0; c*b=0. (54b)

Die Vektoren jedes der beiden Systeme sind also den Vektor-
produkten je zweier Vektoren des andern Systems proportional.
Zur Bestimmung der skalaren Proportionalitatsfaktoren, die, wenn
das eine System gegeben ist, Richtungssinn und Betrag der Vek-
toren des anderen Systems charakterisieren, werden folgende Be-
ziehungen festgesetzt:

aa*=1, b -b*=1; c.o*=1. (55)

Nun lassen sich die Grundvektoren der zweiten Basis nach (54a)
und (55) durch die der ersten in folgender Weise ausdriicken:

(56 a)

entsprechend die Grundvektoren der ersten Basis durch die der
Zweiten:

(56 a)
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Dal} diese Formeln (56 a, b) den Gleichungen (54) und (55) ge-
ndgen, 1aRt sich mit Hilfe der Eigenschaften der gemischten Pro-
dukte sofort bestatigen, indem man etwa die erste der Gleichungen
(56 a) mit a, dann mit b und ¢ skalar multipliziert. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daB zu einer Basis eine eindeitig
bestimmte reziproke existiert, ist die, dall das gemischte Produkt
der Grundvektoren der gegebenen Basis von Null verschieden ist,
diese Grundvektoren also nicht komplanar sind.

Die Festsetzungen (55) haben einen einfachen geometrischen
Sinn, der etwa an der Glei-
chung c-¢*= 1 gezeigt werden
soll. Bezeichnet man mit cund
c¢* die Betrage von ¢ und c*, mit
y ihren Winkel (Fig. 27), so folgt

cc*cosy = I:

die Vektoren ¢ und c* bilden

also einen spitzen Winkel. Da-

mit ist. wenn das System a. b, ¢

als gegeben vorausgesetzt wird,

der Richtungssinn von c* fest-

Ei gelegt; analog der von a*und b*.

ig. 27. . .

Bezeichnet man ferner mit

A = ccosy die zu c* parallele Hohe des von a, b, ¢ bestimmten
Parallelepipeds, soist

c*h = 1;

damit sind auch die Betrage der Vektoren a*, b*, ¢* bestimmt: sie

sind die reziproken Werte der zu ihnen parallelen Héhen im Par-

allelepiped a, b, ¢. Eine analoge Beziehung gilt bei Vertauschung
der beiden Systeme.

Auch zwischen den Rauminhalten

V = [abc] und V* = [a*b*c*]
der von beiden Grundsystemen bestimmten Parallelepipede be-
steht ein einfacher Zusammenhang. Formt man
[a*b*c*] = a*. (b* < C*)
mittels der beiden letzten Gleichungen (56a) und (53a) um:

so folgt nach (55) sofort
[abc] [a*b*c*] = 1
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oder

VV* = 1. (57)
Man macht nach (57) nebenbei die nicht unwichtige Bemerkung,
dal die beiden reziproken Grundsysteme entweder beide Rechts-
oder beide Linkssysteme sind.

Die einzigen Grundsysteme, die zu sich selbst reziprok sind, sind
die Dreibeine.

25. Eine Anwendung der reziproken Systeme. Um eine erste
Anwendung der reziproken Systeme zu geben, soll die schon wie-
derholt behandelte Aufgabe wieder aufgenommen werden, einen
Vektor r auf eine Basis a, b, ¢ zu beziehen, d. h. ihn linear durch
a, b, ¢ darzustellen [vgl. (4)]:

r=xa+ yb + zc (58)

Die Malizahlen x, y, z sind in folgender Weise zu erhalten: multi-
pliziert man (58) skalar mit den Grundvektoren a* b* c* der rezi-
proken Basis, so folgt
r-a*=x; r-b*=y; r-c*=z, (59)
Die zurBasis a, b,¢c gehdrigenMalzahleneinesVek-
tors r sind also die skalaren Produkte des Vek-
tors r mit den reziproken Grundvektoren a*, b*, c*
Mithin ergibt sich folgende Identitat:
r=(r-a*)a + (r-b*)b + (r-c*)c, (604a)
oder unter Weglassung der Klammern
r=r-a*a + r-b*b + r-c*c
dafur kann auch
r = aa*-r + bb*.r + cc*-r (60b)
geschrieben werden.

§ 5. Unbestimmtes Produkt.

26. Affine Abbildung. Eine allgemeine (nicht ausgeartete)
affine Abbildung des Raumes kann in der Weise hergestellt wer-
den, dal man jedem auf eine Basis a, b, ¢ mit dem Scheitel O be-
zogenen Ortsvektor

r=xa+yb + zc (61)
denjenigen auf die Basis a', b, ¢’ mit dem Scheitel O bezogenen
Ortsvektor r' zuordnet, der die gleichen Malizahlen besitzt, also
den Vektor

r=xa' + yb' + zc' (62)
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Nach (59) sind die zur Basis a, b, ¢ gehérigen MaRzahlen x, y, z
von r die skalaren Produkte von r mit den reziproken Grundvek-
toren a*, b*, c*; also
X=r-a* v=r-b* z=r.c*
Mithin wird
r=r-a*a%r-b*b' +r.c*c, (63a)
woflr auch

r'=a'a*-r + b'b*.r Ys c'c*-r (63b)

geschrieben werden kann.

Man bemerkt, dal3 speziell den Werten a, b, ¢ von r die Werte
a', b', ¢' von r' zugeordnet sind, und erkennt in (63a, b) vom Be-
zugssystem unabhangige Formeln fur diejenige affine
Abbildung, welche 4 gegebenen Punkten, ndmlich O und den End-
punkten von a, b,c 4 gegebene Punkte, namlich O' und die End-
punkte von a', b', ¢', zuordnet.

Bei der affinen Abbildung ist jedem im Endlichen gelegenen
Punkt ein im Endlichen gelegener Punkt zugeordnet, jedem un-
endlich fernen ein unendlich ferner. Da bei der Abbildung die Maf-
zahlen eines Punktes ungeandert bleiben, bleibt auch die Gleichung
jeder Flache ungeadndert; insbesondere geht eine Ebene durch die
affine Abbildung in eine Ebene Uber, die im zweiten System die-
selbe Gleichung besitzt wie die Ausgangsebene im ersten. Die un-
endlich ferne Ebene geht in sich selbst Gber.

27. Ubergang zu Koordinaten. Wenn man die sich entsprechen-
den Punkte O' und O zusammenlegt, kann man den Bildvektor r'
auf die urspringliche Basis a, b, ¢ beziehen. Bezeichnet man seine
zu dieser Basis gehdrigen MalRzahlen mit x', y', 2, so hat man

r=x'a+yb+z'c (64)
zu setzen.
Die Berechnung von X', y,, z, 1aBt sich durchfiihren, wenn man
vor allem die Grundvektoren o', b', ¢' bezogen auf die Ausgangs-
basis ci, b, ¢ kennt. Es sei

a'= alla + al2b + al3c,
b'= a2la+ a22b + a23c, (65)
c'= a3la+ a32b + a33c,

die 9 MaBzahlen sind beliebig bis auf die Beschrankung, dafl3
ihre Determinante von Null verschieden sein muB, da a', b', ¢' nicht
komplanar sein durfen:
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all 312 a13
D= a1 a2 a3 *0. (66)
a3l a32 a3l

Damit wird nach (62)

r'=x(alla + al2b + al3c) + y(a2la + a22b,+ a23c)
+ z(a3la + a32b + a33c)

r'=x(allx + al2y + al3z)a + y(a21x + a22y,+ a23z)b
+z(a3lx+a32y+a33z)c

Diese Gleichung gibt den Bildvektor ' auf die urspringliche Basis
bezogen: durch Vergleich mit (64) erhalt man seine Malizahlen:

oder
(67)

X'= allx + a2lx + a3lz;
y'= al2x + a22x + a32z; (68)
z = al3x + a23x + a33z;

Damit sind die Transformationsgleichungen fir die Koordinaten
eines Punktes bei der allgemeinen (nicht ausgearteten) affinen
Abbildung unter Zugrundelegung eines festen Koordinatensystems
gewonnen. Aus den Koordinaten x, y, z eines Punktes P werden
die Koordinaten X,y,Z seines Bildpunktes P' durch eine all-
gemeine homogene lineare Transformation gewon-
nen mit 9 Koeffizienten, deren Determinante nicht
verschwindet.

28. Lineare Vektorfnnktion. Die Gleichungen (63a, b) ordnen
einem veranderlich gedachten Ortsvektor r als Bild einen ver-
anderlichen Ortsvektor r' zu. r' heilt eine VVektorfunktion
von r

r'=f(r),
und zwar eine lineare Vektorfunktion wegen folgender,
aus (63a. b) unmittelbar ersichtlichen Eigenschaften:

a) Sind

r'=f(r), s=1(s)
die Bildvektoren zweier Vektoren r und  so gilt
r'+ & f(r+ s).

b) Bedeutet k einen beliebigen Skalar, so ist

kr' = f(kr).

Diese Eigenschaften folgen auch aus der in (68) gegebenen Dar-
stellung der Koordinaten des Bildvektors r' als lineare homogene
Funktionen der Koordinaten des Vektors r.
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Die skalaren Formeln (68) sind den vektoriellen (63) gleich-
wertig; man kann aus ihnen unter Einfihrung einer beliebigen
Basis a, b, ¢ zu den vektoriellen Formeln zurtickkehren, indem man
den beim Ubergang zu den skalaren Formeln gemachten Weg
schrittweise in entgegengesetzter Richtung durchlauft. Da die
homogene lineare Transformation fiir nicht mehr als 9 Koeffizien-
ten Raum bietet, ist mit der vektoriellen Darstellung (63) die all-
gemeinste lineare Vektorfunktion bereits gewonnen.

Indessen treten lineare Vektorfunktionen haufig in anderen For-
men auf. So ist die Funktion

r—=uxr, (60)
wo u em konstanter Vektor ist, sicher eine lineare Vektortunktion
von r, da sie die Eigenschaften a) und b) besitzt. Der Ubergang
zur Form (63) ist mit den bisherigen Hilfsmitteln etwa in folgender
Weise moglich: Man setzt, was auf unendlichviele Weise mdglich,
u selbst in die Form eines Vektorprodukts:

u= AxB,;
dann erhalt man fir

r=(AxB)xr
nach dem Entwicklungssatz
r=r.AB - r.AB. (70)

Das ist eine spezielle lineare Vektorfunktion von der Form (63a).
Die zugehorige affine Abbildung (69) ist ausgeartet; allen
Ortsvektoren r, die von O nach den Punkten des Raumes fihren,
sind nur die Ortsvektoren r' der Punkte einer Ebene zugeordnet,
die auf u senkrecht steht. Uber derartige ausgeartete affine Ab-
bildungen wird noch zu sprechen sein.

Eine weitere sehr einfache lineare Vektorfunktion ist

r'=pr, (71)
wo p eine skalare Konstante ist. Unter Einfilhrung zweier beliebi-

ger reziproker Grundsysteme laRt sie sich etwa zufolge der lden-
titdt (60b) in die Form (63b) setzen:

r*=—paa*-r + pbb*.r + pcc*-r.

Die zugehorige affine Abbildung ist eine &hnliche Abbildung mit
dem MafBstab p. Die ldentitaten (60) selbst entsprechen der iden-
tischen affinen Abbildung r'= r, die jeden Punkt in sich selbst
Uberfuhrt.
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Die lineare Vektorfunktion, die geometrisch durch die affine
Abbildung versinnbildlicht werden kann, ist nicht nur von Wert
fur die analytische Behandlung dieser geometrischen Aufgabe;
ihre Hauptbedeutung liegt vielmehr auf dem Ge-
biet der Mechanik und allgemeiner der theoreti-
schen Physik. Der Zusammenhang zwischen zwei bei einem
physikalischen Zustand oder VVorgang in einem Punkt physikalisch
oder geometrisch definierten Vektorgroflen ist sehr héaufig durch
eine lineare Vektorfunktion gegeben; die zugehédrige affine Ab-
bildung kann dann zur geometrischen Veranschaulichung dieses
Zusammenhangs herangezogen werden. In Kap. 5 werden mecha-
nische Anwendungen der linearen Vektorfunktion behandelt.

29. Reduktion einer linearen Vektorfunktion. Sind A1LAZ2,
A3--An; B1, B2, B3---Bn zwei Reihen von beliebigen Vektoren,
SO ist

r'=r-AlBl+ r-A2B2 + r-A3B3+---r-An,Bn (723)
oder
r=B1AIl-r+ B2A2.-r + B3A3:r+---BnAn-r (72 b)

eine lineare Vektorfunktion, da sie den Bedingungen a) und b)
Ziff. 28 geniigt. Da aber diese lineare Vektorfunktion nicht von
groRerer Allgemeinheit sein kann als die lineare Vektorfunktion
(63a, b), mull es moglich sein, eine w-gliedrige Summe von Sum-
manden der Form r-AiBi oder AiBi-r auf eine dreigliedrige Summe
von Summanden der gleichen Form zu reduzieren.

Um diese Reduktion durchzufuhren, hat man folgende einfachen
Rechengesetze bereitzustellen, deren Richtigkeit offensichtlich ist,
sobald man die skalaren Produkte in Klammern setzt:

rrABl+r-AB2—r-A(Bl+ B2); (73a)
rAlB-+r-A2B = r-(A1+A2)B; (73b)

nebst entsprechenden Gesetzen fiir rechtsstehenden Ortsvektor.

Wenn man nun in (72a) die n Vektoren Al, A2---An auf eine
beliebige Basis al, a2. a3 bezieht, und nach (73 a, b) die entstehenden
3n Summanden von der Form r-a,Bk(i=1, 2, 3; k=1, 2, 3 -:n)
nach r-al, r-a2, r-a3 ordnet, so ist die Reduktion auf eine drei-
gliedrige Summe durchgefihrt.

Wenn man statt dessen die n Vektoren B1, B2,----Bn auf eine be-
liebige Basis bl, b2, b3 bezieht, so ergibt sich ein zweiter Weg fir
die Reduktion.
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In der gleichen Weise kann man die Form (72b) der linearen
Vektorfunktion reduzieren.

Man erkennt auf diese Weise neuerdings, dal} eine dreigliedrige
Summe von der Form

r'= r-AlBl+r-A2B2+r-A3B3 (74a)
oder

r=B1lAl-r+ B2A2-r + B3A3-r (74b)

wie sie in (63a, b) bereits mit etwas anderer Bezeichnung aufge-
treten ist, die allgemeinste lineare Vektorfunktion
ist.

In speziellen Fallen laf3t sich die dreigliedrige Summe auf eine
zweigliedrige reduzieren, namlich dann, wenn die Vektoren U1, U2
U3 oder die Vektoren Bl, B2, B3 komplanar sind. Die typischen
Formen fiur eine derart ausgeartete lineare Vektorfunktion sind

r=r-AlBl+r-A2B2 (75a)
oder
r=B1Al-r+ B2A2-r (75b)

Eine letzte Reduktion ist moglich, wenn die Vektoren SIi, SI2, $I3
oder B1, B2, B3 kollinear sind; dann ergibt die Reduktion die Form

r'=rAB (76 a)
oder
r=BA-r (76b)

Wahrend die allgemeine nicht ausgeartete lineare Vektorfunk-
tion (74) eine nicht ausgeartete affine Abbildung vermittelt
und allen Punkten des Raumes r alle Punkte des Raumes r' zu-
ordnet, vermittelt die ausgeartete lineare Vektorfunktion (75) eine
ausgeartete affine Abbildung und ordnet den Punkten
des Raumes r nur die Punkte der durch die beiden Vektoren B, B!
bestimmten Ebene des Raumes r' zu; die letzte Ausartung (76b)
der linearen Vektorfunktion vermittelt eine letzte Ausartung
der affinen Abbildung und ordnet allen Punkten des Rau-
mes r nur die Punkte derjenigen Geraden des Raumes r' zu, welche
in Richtung des VektorsB durch den Anfangspunkt geht.

30. Dyadisches Produkt und Dyade. Fr eine lineare Vektor-
funktion in der typischen Form (72a, b) oder speziell (74a, b,
75a,b, 76a,b) kann eine abgekirzte Schreibweise eingefihrt wer-
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den, indem der gemeinsame Faktor r der in allen Summanden auf-
tretenden skalaren Produkte in formaler Weise ausgehoben wird:

r'=r-AlB1+ r-A2B2 + r-A35B3+---r-An,Bn

= r-(AIB1+ A2B2 + A35B3+---An,Bn); (77a)

ebenso
r'=(B1Al+ B2A2+ B3A3r+---BnAn)-r (77b)

Der in der Klammer stehende Ausdruck, zu dessen abgekiirzter Be-

zeichnung griechische Buchstaben @ bez. ® Verwendung finden
sollen:

® = AIB1+ A2B2 + A35B3+-AnBn (n>1) (78a)
d= B1Al+ B2A2+ B3A3r+--BnAn, (78b)

besitzt zunachst keine reale Existenz, sondern nur symbolische Be-
deutung, und gewinnt erst Leben in Verbindung mit einem Vek-
tor x, dem er nach Festsetzung den in (72a, b) ausfuhrlich ange-
schriebenen Vektor x' zuordnet:, dafir kann also abgekurzt

r=r-o (794)

oder
(79Db)
geschrieben werden. In diesen Gleichungen kann der symbo-
lische Faktor @ bzw. als Operator aufgefal3t wer-
den, welcher die affine Abbildung des Raumes r in
den Raum r' vermittelt, oder — ohne Zuhilfenahme geo-
metrischer Vorstellungen — dem Vektor x eine lineare Vektor-

funktion r' = f(r) zuordnet.

Man kann indessen durch eine geeignete Festsetzung erreichen,
daR der symbolisch als Operator definierte Ausdruck ® bzw. ® eine
selbstéandige Existenz besitzt. Hierzu betrachtet man zunéchst nach
(76a) einen eingliedrigen Ausdruck r-UB,; die genauere Schreib-
weise mit Klammern (x-21)23 a3t erkennen, dal} ein Produkt aus
3 Faktoren r, U, B in der Weise zu bilden ist, dal? zuerst die Vek-
toren r und U skalar multipliziert werden, und mit dem erhaltenen
Skalar r-U der Vektor B in gewohnlicher Weise vervielfacht wird.
Demgegenuber fuhrt die Tatsache, daR es zuldssig ist, die Klam-
mern wegzulassen, zu folgender Auffassung: Die angegebene
Reihenfolge der Produktbildungen ist nicht die einzig mdogliche, es
ist vielmehr ebenso richtig, zuerst ein ,,unbestimmtes” Pro-
dukt UB zu bilden und dieses dann in geeigneter Weise skalar
mit r zu multiplizieren. Die unbestimmte Multiplikation
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zweier VVektoren ist geradezu dadurch definiert, dal3
sie mit der skalaren assoziativ ist:

(r-A)B =r-AB = r-(AB), (80a)
23(A-r) = BA -r = (BA)-r. (80b)

Das unbestimmte Produkt UB zweier Vektoren wird oft auch
unter Bezug' auf die Zweizahl der Faktoren als dyadisches Pro-
dukt bezeichnet; die in (78a, b) definierten Operatoren ® und ¢
haben die Form einer Summe von n dvadischen Produkten und
sollen Dyaden heil3en.

Dyadische Produkte und Dyaden sind weder Skalare noch Vek-
toren, sondern GréfRen hoherer Art, denen eine unmittelbare geo-
metrische Bedeutung nicht beizulegen ist. Fafllt man, wie das in
Ziff. 2 angedeutet wurde und spater genauer ausgefihrt werden
wird, die Vektoren als extensive Grofien auf, so wird man die Dy-
aden als extensive Grollen 2. Stufe bezeichnen kdnnen.

Fur Leser, welche abstrakten Untersuchungen abgeneigt sind
und den Wert der Vektorrechnung in ihrer Anwendbarkeit auf
theoretische Physik und Mechanik sehen, sei ausdriicklich hervor-
gehoben, dal} die EinfuhrungderDyade als Grol3e, ihre
Bezeichnung durch ein Symbol, und das formale
Rechnen mit Dyaden in erster Linie einem prakti-
schen Bedurfnis entspricht. Einer der Hauptvorziige der
Vektorrechnung ist die Mdglichkeit, mit geometrischen und physi-
kalischen GroRen selbst zu rechnen statt mit irgendwelchen Bestim-
mungsstiicken dieser GroéRen bei Einfuhrung eines willkirlichen
und deshalb unwesentlichen Bezugssystems; will man nicht in den
zahlreichen Féllen, in denen zwischen zwei Vektorgrolien ein line-
arer Zusammenhang besteht, auf diesen Vorzug wieder verzichten
und in die Koordinatenrechnung zurickfallen, so ist die Einflh-
rung der formalen Dyadenrechnung eine Notwendigkeit. Man lasse
sich also durch die Nichternheit und scheinbare Unfruchtbarkeit
der Dyadenrechnung nicht abschrecken; ihr Wert wird klar, wenn
man sich die Mihe genommen hat, sie kennenzulernen. — Im Ubri-
gen handelt es sich bei den folgenden Ziffern (31 bis 38) haupt-
sachlich um eine vorlaufige Kenntnisnahme; das meiste, was sie
enthalten, erscheint spater nochmals von einem hdheren Gesichts-
punkt aus.

31. Gesetze der dyadiseben Multiplikation. Da r- AB fiir be-
liebiges r nicht verschwindet, ohne dall A oder B Null ist, ver-

ahnlich
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schwindet auch das dyadische Produkt AB nicht,
ohne dal3 ein Faktor Null ist.

Da ferner r- AB ein Vektor in Richtung von 23 ist, wahrend r - 2321
in die Richtung von 21 fallt, ist im allgemeinen

rr-AB #zr BA

es sind also die Operatoren 2UB und BA verschieden. D. h. fur
dyadische Produkte gilt das kommutative Gesetz
nicht; es ist

AB #= BU. (81)

Dagegen gilt das distributive Gesetz zufolge (73a,b)):
U(B! + B?) = UBI + U.B2, (824a)
(Ul +U)B = UlB + U2B. (82D)

Was Uber die Reduktion der linearen Vektorfunktion gesagt
wurde, gilt nach (82a,b) auch fir die als Operator auftretende
Dyade. Jede n-gliedrige Dyade laf3t sich auf eine dreigliedrige
Dyade mit vorgegebenen, nicht komplanaren Linksfaktoren
Ul, U2, U3 oder vorgegebenen, nicht komplanaren Rechtsfak-
toren Bl B2 B3 vom Tvpus

® = AIBl + A2B2 + A3BS (83)

reduzieren; diese heilt vollstandige Dyade, wenn sie nicht
weiter reduzierbar ist. Ergeben sich bei einer Reduktion entweder
die Linksfaktoren Al, A2, A3 oder die Rechtsfaktoren B1, B2, B3 als
komplanar, so ist die Reduktion auf eine zweigliedrige planare
Dyade vom Typus

® = AlB1+A2B2 (83)
mdglich; sind sie kollinear, so gibt es eine Reduktion auf ein dy-
adisches Produkt oder eine lineare Dyade:

o= AB. (83")

Das skalare Produkt eines Ortsvektors mit einer

Dyade ist eine lineare VVektorfunktion, und zwar so-

wohl, wenn die Dyade rechts, als auch wenn sie links vom Vektor
steht:

r=r o, r'=d-r, (84)

doch sind im allgemeinen diese beiden Vektorfunktionen verschie-
den, denn da
rAB = BA-r+ AB-r
ist, ist auch
r-o =z d-r. (85)
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Aus
rrO=mM-r (86)
folgt allgemeiner

r-(AIB1+ A2B2 + A35B3+--An,Bn) = (B1Al+ B2U2+ B3A3r+-BnAn)-r. (86')

Zwei Dvaden
o = AIAl+ A2B2 + --- An,Bn

in denen die Rechts- und Linksfaktoren vertauscht sind, werden
als zueinander konjugiert bezeichnet; damit wird (86"

(86")

In einem skalaren Produkt aus einem Vektor und
einer Dyade kann man die Reihenfolge der Fak-
toren vertauschen, wenn man gleichzeitig die Dy-
ade durch ihre konjugierte ersetzt.

Geometrisch kann die vollstandige Dyade als Opera-
tor einer nicht ausgearteten affinen Abbildung be-
trachtet werden; diese wird durch die Gleichungen

r=r-@=r.(AIBl+ A2B2 + A35B3) (87a)
oder
(87b)
vermittelt.
Die planare Dyade ist der Operator einer ausge-
arteten affinen Abbildung in der Form

r'=r-@=r - (AIB1l+ A2B2c) (882a)
oder
(88b)

Die lineare Dyade ist der Operator der letzten Ausartung
der affinen Abbildung in der Form

r=r-AB oder r=BA-r (89)

32. Neunerform der Dyade. Neben der typischen Form (83) bzw.
(83" (83") einer Dyade ist, namentlich wenn der Ubergang zu Ko-
ordinaten in Frage kommt, noch eine andere Form von Wichtigkeit.
Bezieht man in einer Dyade alle Vektoren, die als Links- und
Rechtsfaktoren auftreten, auf dasselbe Dreibein i, j, f als Basis, so
treten bei Ausfihrung der dyadischen Multiplikation nach (82) die
dyadischen Produkte je zweier Grundvektoren auf.
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Die Dyade erscheint in der ,,Neunerform*

(90)

Die Summanden all ii, al2ij, - - - a33kk heilen die Komponenten
der Dyade, die Skalare all, al?, ,---a33 ihre Mal} zahlen.

Fiur die lineare Vektorfunktion und affine Abbil-
dung (79a) Fer.
erhalt man, wenn auch die Ortsvektoren r und r' auf das Dreibein
i, j, k bezogen werden, folgenden Ausdruck:

B yj+z'k= (xi+yj +zk)- (a1l ii, al2ij, + al3ik
+a2lji, a22jj, + a23jk  (91)
+ a3l ji, a32jj, + a33jk.
Um das auf der rechten Seite stehende Produkt zu berechnen, hat
man zunachst mit den Komponenten von r die Linksfaktoren der
Dyade zu multiplizieren; auf diese Weise entsteht ein Aggregat von
27 Summanden, von denen nur diejenigen 9 von Null verschieden
sind, in denen die skalaren Produkte gleicher Einheitsvektoren
vorkommen:
X'i+ y'j + z'k = allxi, al2xj, + al3xk
+ a2l yi, a22yj, + a23yk (92;
+ a31 zi, a32zj, + a33zk.
Aus dieser Gleichung lassen sich die Transformations-
formeln fur die Koordinaten ablesen:
X'= allx a2lx, +-a3lx
y'=al2 x, a22x, + - a32x (93)
z = al3d x, a23x, + - a33x,

sie stimmen formal mit den Gleichungen (68) Uberein, sind aber
doch weniger allgemein, weil in der Verwendung eines Dreibeins als
Basis eine freiwillige Einschrankung liegt.

Von dieser Einschrankung kann man sich leicht frei machen.
Bezieht man die Rechtsfaktoren der Dyade @ auf eine beliebige
Basis a, b, ¢, die Linksfaktoren auf die reziproke Basis a*, b*, c*,
so nimmt die Dyade ® folgende Gestalt an:

® = all a*a, al2a*b + - al3a*c
+a2l b*a, a22b*b + - a23b*c (94)
+a31 c*a, a32c*b + - a33c*c

Lagally, Vektorrechnung. 4
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dabei sind die numerischen Werte der MaRzahlen all, al?2---a33 von
der Wahl der Basis a, b, ¢ abhangig.

Nun sollen die Ortsvektoren r und r' ebenfalls auf die Basis a, b, ¢
bezogen werden; ihre Malizahlen seien x, y, z bzw. X', y’, z. Dann
geht die Gleichung

. r=r o
Uber in
X'a+ 3" = (xa + yb + zc) -(all a*a, al2a*b + - al3a*c
+a21 b*a, a22b*b + - a23b*c
+a31 c*a, a32c*b + - a33c*c.)

Bei der Berechnung des auf der rechten Seite stehenden Produktes
treten der Definition (54), (55) der reziproken Systeme zufolge
wieder unter 27 Summanden nur 9 von Null verschiedene auf; es
ergibt sich
X'a+y'b + z'c =all xa, al2xb + - al3xa
+a21 yb, a22yb+ - a23yb (95)
+a3l zb, a32zb+ - a33zb
woraus wieder die skalaren Gleichungen (93) folgen, diesmal ohne
Beschrankung auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem.

33. Symmetrische Dyaden. Eine Dyade, welche sich bei Ver-
tauschung der Links- und Rechtsfaktoren nicht &ndert, also mit
ihrer konjugierten identisch ist, heiBt symmetrisch. In der
Neunerform a3t sich die allgemeine symmetrische Dyade sofort
ansetzen: (96)
® = allii+ al2jj + al3kk + al2(ij + ji) + al3(ik +ki) + a23 (jk + kj)-
Es wird spéater gezeigt werden, dal die einfacher aussehende sym-
metrische Dyade

® = ail, bjj, + ckk
in Wirklichkeit nicht spezieller ist, daR vielmehr jede symmetrische
Dyade durch die Wahl eines geeigneten Dreibeins als Basis auf
diese Form gebracht werden kann. Die durch sie vermittelte affine
Abbildung
r'= r-(aii, bjj, + ckk),

in Koordinaten

X'=ax, y'=by, z'=cz,

ist eine Dehnung, die aus drei einfachen Dehnungen in Rich-
tung der Achsen des Koordinatensystems mit den Malistdben a, b, ¢
zusammengesetzt ist.
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Von besonderer Wichtigkeit unter den symmetrischen Dyaden
ist die Dyade
1=ii+ jj, + kk (97)
Hier sind die MaRstébe a=b=c=1. Sie vermittelt die identische
Abbildung
r'=r- (ii+ jj, + kk) =r
und wird als Dyade ,,Eins* bezeichnet. Aus der ldentitat (60a)
a3t sich ablesen, dafl die Dvade ,,Eins” in die allgemeinere Form

1= a*a + b*b + c*c 97
unter Verwendung einer beliebigen Basis a, b, ¢ und der reziproken
Basis a*, b*, ¢* gebracht werden kann.

34. Antisymmetrische Dyaden. Eine Dyade, die bei Vertau-
schung der Links- und Rechtsfaktoren ihr VVorzeichen andert, heif3t

antisymmetrisch. In der Neunerform laf3t sich die allgemeine
antisymmetrische Dyade sofort ansetzen:

(98)
Spéter, Ziff. 140, wird gezeigt, dal} die einfacher aussehende Dyade
¢ = al2(ij—ji)
oder auch etwas allgemeiner
= AB—BA (98

nicht spezieller ist, daR vielmehr jede antisymmetrische Dyade
durch geeignete Wahl der Basis in diese Form gebracht werden kann.
Die Dyade (98" ist als zweigliedrige Dyade planar. Mit ihrer
Hilfe lant sich der Entwicklungssatz (50) fur dreifache
Vektorprodukte in eine neue Form bringen [vgl. (70)]:

(AxB)xr=r-(AB—BA) = (BA-AB)-r  (99)

Betrachtet man r als Ortsvektor, A und B als feste Vektoren, so
sagt diese Gleichung neuerdings aus, dal} séamtliche Ortsvektoren r
des Raumes durch vektorielle Multiplikation mit einem festen Vek-
tor u = A x B in die Vektoren einer Ebene A, B Ubergefuhrt werden.

In dieser Weise kann Uberhaupt jede vektorielle Multi-
plikation mit einem YVektor durch eine skalare
Multiplikation mit einer antisymmetrischen
Dyade ersetzt werden. Es gilt z. B.

kxr=(@gi—ij)-r (100a)
r x k= r-gi-—ij). o (100b)
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Setzt man namlich k = i><j, so folgt die Behauptung aus (99).
Dabei ist zu bemerken, daR k einen beliebigen Einheitsvektor be-
deuten kann, i und j zwei zugehOrige Einheitsvektoren eines
Rechtssystems.

Hieraus ist ersichtlich, da die drei bisher eingeflihrten Arten
der Multiplikation zweier Vektoren, namlich die skalare, vektorielle
und dyadische, nicht voneinander unabhéngig sind, dal? vielmehr
eine von ihnen, namlich die vektorielle, durch eine Verbindung der
beiden andern ersetzt werden kann. Dabei kommt man Uberdies zu
einer neuen Darstellung der Plangrof3e durch eine antisym-
metrische Dyade (98"), welche der Darstellung durch ein Vektor-
produkt Uberlegen ist. Trotzdem wird man auf letzteres nicht vollig
verzichten wollen.

35. Skalares Produkt zweier Dyaden. Fuhrt man 2 affine Ab-
bildungen mittels der Dyaden @ und W nacheinander aus:

r=r.o,
r=r. e=(r-9)- ¥,
so kann das Ergebnis auch durch eine einzige affine Abbildung
r'=r'-Xx
erhalten werden. Man hat zur Bestimmung der sie vermittelnden
Dyade X die Gleichung

(re)¥=r-X (102)
Ist

so wird

Damit ist nach (101)

Die rechte Seite kann als ein skalares Produkt der beiden
Dyaden @ und W aufgefal3t werden, nach folgenden Regeln aus-
gefuhrt:
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a) Das skalare Produkt zweier dyadischer Produkte wird ge-
bildet, indem man die mittleren Faktoren skalar, die randlichen
dyadisch miteinander multipliziert [vgl. (804, b)l:

(AB) (CD)=AB -CD = A(B - CD. (102)
b) Es gilt das distributive Gesetz in den beiden Formen:
AB (CIDl+ C2D2) =AB-ClDl1+ AB -C2D2; (103a)

(AlBl+ A2B2) CD = A1B!l-CD + A2B2- CD. (103b)
Somit wird

und aus'(101) folgt fur die resultierende affine Abbildung
r'=r.o)-Y=r-(e-¥), (104)

Diese Gleichung kann als Ausdruck eines assoziativen Ge-
setzes fur Produkte aus einem Vektor und 2 Dyaden gelten; die
Klammern sind entbehrlich.

3B. Vektorprodukt einer Dyade mit einem Vektor. Die Erkennt-
nis, dal die skalare Multiplikation eines Vektors mit einer anti-
symmetrischen Dyade der vektoriellen Multiplikation mit einem
geeigneten Vektor gleichwertig ist, fuhrt nach (102) und (103a)
zur Definition des VVektorprodukts aus Dyade und
Vektor:

(AB) x u = A(B x u) (105)

Die Klammern sind entbehrlich.

Nach (103b) gilt das distributive Gesetz:

(A1Bl + A2B2) x u= AlB1 x u + A2B2 x u, (106)

Das Vektorprodukt d>>=d& aus einer Dyade und einem Vektor
ist selbst eine Dyade; bei der Ausfihrung des Produkts bleiben die
Linksfaktoren von @ unberiihrt. Hieraus folgt die Madglichkeit
einer Erweiterung des VVertauschungssatzes fir gemischte
Produkte:

(P >=<C)-D = d-(C><QC). (107)
Auf der rechten Seite der Gleichung kann die Klammer nicht ohne
Gefahr eines MiRverstandnisses weggelassen werden.

37. Doppeltskalares Produkt. Da das skalare Produkt aus einem

Vektor und einer Dyade ein Vektor ist, ist eine nochmalige skalare
Multiplikation mit einem Vektor moglich. Und zwar ist
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Derselbe Ausdruck ergibt sich fur r-(d-g). Es gilt also das asso-
ziative Gesetz in der Form

ro)s=r(ds)=r-o s (108)
(r ®).-s=s-(r- o),
die erste skalare Multiplikation (mit r) stellt eine Verknipfung mit
den Linksfaktoren von ® her, die zweite (mit s) eine Verknipfung
mit den Rechtsfaktoren: es liegt nahe,

s (rr®)y=sr- 0 (109)
zu schreiben. Fur dieses doppeltskalare Produkt gilt nach
(108) das kommutative Gesetz:

Sr--d=d--sr. (HO)
Schreibt man abkirzend (dhnlich wie Ziff. 30 bei Einfuhrung der
Dyaden);

Anderseits ist

(110Y)

so ist damit das doppeltskalare Produkt zweier Dy-
aden ¢ .. Y definiert

Auch fir dieses Produkt gilt nach (110) das kommutative Gesetz:
(110"

38. Der Tensorbegriff. Der Umstand, daB sich unter den affinen
Abbildungen die Dehnung befindet, hat dazu gefuhrt, den diese
Dehnung vermittelnden Operator, die symmetrische Dyade, als
Tensor zu bezeichnen. Heute gebraucht man das Wort Tensor in
viel allgemeinerem Sinn; man versteht unter einem Ten-
sor eine homogene Summe von unbestimmten Pro-
dukten aus beliebig vielen Faktoren, deren Anzahl
Stufe des Tensors genannt wird. Damit ist also die Dyade als
Tensor 2. Stufe zu bezeichnen, wahrend der Vektor als
Tensor 1. Stufe zu gelten hat; auch die gelegentliche Bezeich-
nung eines Skalars als Tensor nullter Stufe besitzt Be-
rechtigung.

Der Tensor rcter Stufe ist also eine homogene
Form nten Grades, aus VVektoren in formaler Weise
aufgebaut.

Ein Tensor 3. Stufe z. B. kann folgendermaRen aussehen:

r = AIBIC1 + A2B2C2  + --AnBnCn | (111)
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wobei ohne Beweis erwahnt werden soll, dal der allgemeine Tensor
3. Stufe 9 Summanden enthalt; bei Beziehung samtlicher Vektoren
auf ein Dreibein entsteht folgender Ausdruck von 27 Summanden:
T = allliii + all2iij + all3iik

—+ al2liji -+ al22ijj + al23ijk+ . . . a333kkk
Dabei gelten fir das unbestimmte Produkt von mehr als 2 Faktoren
folgende formalen Gesetze:

a) das assoziative Gesetz:

A(BC) = (AB)C = ABC; (112)
b) das distributive Gesetz, z. B. fir den ersten Faktor:
(Al + A2)5BC= Al1BC + A2BC

Man kann diese Gesetze in ahnlicher Weise begriinden wie das
distributive Gesetz (82) fur dyadische Produkte, und sie schritt-
weise flr beliebig viele Faktoren erweitern, wenn man sich damit
begnugt, die Tensoren hdherer als zweiter Stufe ahnlich wie die
Dyaden als Operatoren zu betrachten; schreibt man jedoch den
Tensoren als GroRen hoherer Art eine selbstdndige Existenz zu,
so tut man am besten, die beiden Gesetze zu postulieren
und sich auf ihre Widerspruchsfreiheit zuberufen.

Das distributive Gesetz findet seine erste Verwendung bei der
Reduktion eines Tensors auf seine typische Form von mdglichst
wenig Summanden, oder bei Einflihrung einer Basis, z. B. eines
Dreibeins als Bezugssystem.

(111)



Kapitel 2.
Von skalaren Parametern abhangige Vektoren.
§ 1. Differentiation eines Vektors nach einem Parameter,

39. Erklarung der Differentiation eines Vektors. Wenn die auf
eine feste Basis bezogenen Koordinaten eines Vektors Funktionen
eines Parameters u sind, so wird der Vektor selbst als eine Funktion

r=r(u) €))

dieses Parameters betrachtet. Das geometrische Bild eines derart
verénderlichen Vektors ist eine Raumkurve, deren Punkte den
Werten des Parameters u zugeordnet sind,
wobei der Ortsvektor eines jeden Punktes
der seinem Parameterwert entsprechende

Vektor r(u) ist.
Aus diesem Vektor r(u) erhalt man einen

neuen Vektoi durch Differentiation nach u
nach folgender Definition:

@

ist ein Vektor in Richtung der Tangente
der Raumkurve; dieser Tangenten vektor
Fig. 28. entsteht durch Grenziibergang aus hier

ist Ar eine Sehne der Raumkurve (Fig. 28). Der infinitesimale
Vektor dr wird alsgerichtetesBogen - oder Linienelement,
sein Betrag |dr|] kurz als Linienelement bezeichnet. Die Aus-
fuhrung der Differentiation geschieht bei Zugrundelegung eines
Dreibeins in folgender Weise:

3)
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Entsprechend bei allgemeiner Basis a, b, ¢

r=ax + by + cz;

(3)

Die Ausfuhrung hohererDifferentiationen, ebenso die der
Integration eines Vektors nach einem Parameter
erklart sich in derselben Weise:

3
Verwendet man an Stelle des beliebigen Parameters u die Zeit

so ist die Geschwindigkeit, mit der sich ein Punkt auf der

Raumkurve bewegt; und die Beschleunigung dieser Be-
wegung.
Beispiel: Wird der Vektor
r=acosu-+bsinu

als Ortsvektor aufgetragen, so beschreibt sein Endpunkt eine
Ellipse mit der Parameterdarstellung

X =acosty, y= bsintu,

wenn a und b die Betrdge von a und b bezeichnen. Dabei sind a
und b, wenn sie aufeinander senkrecht stehen, Vektoren von der
Lange und Richtung der Halbachsen, andernfalls zweier konju-
gierter Halbmesser.

Zu 2 Punkten der Ellipse mit den Parameterw erten u und

gehoren die Ortsvektoren
rl=acosu+ bsinw,

rP= —asinu+ b cosu;

die zugehérigen Differentialquotienten sind

sie lassen erkennen, daf? die Tangenten in den Endpunkten der
beiden Halbmesser rl und r2 parallel zu r2, bzw. —r! sind, rl und r2
sind konjugierte Halbmesser.
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Setzt man u = wt, wo t die Zeit bedeutet, so ist

die Geschwindigkeit,

die Beschleunigung der Bewegung; die Beschleunigung fallt
in die Richtung des Ortsvektors, ist ihm dem Betrag nach propor-
tional und auf den Mittelpunkt zu gerichtet. Die Bewegung kann
als eine elastische Schwingung aufgefalt werden, die unter
dem Einflul? einer nach dem Hookeschen Gesetz der Entfernung
proportionalen Zentralkraft vor sich geht.

40. Differentiation eines Produkts. AB (ohne Multiplikations-
zeichen) moge fir den Augenblick irgendein Produkt zweier Vek-
toren A und B bedeuten, die Funktionen eines Parameters u sein
sollen. Dann ist

Fiagt man im Zahler A(u)B(u+Au) mit negativem und positivem
Zeichen hinzu, so wird, bei Ausfuhrung des Grenziibergangs in be-
kannter Weise,

4

Diese Formel gilt fur skalare, vektorielle und dyadische Multipli-
kation; in den beiden letzten Fallen hat man darauf zu achten,
daR die Faktoren in den Summanden der rechten Seite nicht ver-
tauscht werden dirfen.

In &hnlicher Weise werden mehrfache Produkte differentiiert, z. B.

(4)
Geometrische Anwendung: Die Gleichung
rr-r=al (5)
kann, wenn r von einem Parameter u abhangt, als Gleichung eines
Kreises vom Radius a aufgefaflt werden. Die durch Differentiation
entstehende Gleichung
®)
ist der Ausdruck der Tatsache, daB die Kreistangente auf dem nach
ihrem Berihrungspunkt fihrenden Radius senkrecht steht.
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Die Berechnung von selbst ist in den fir die Ellipse aufge-

stellten Formeln (Ziff. 39) als Spezialfall enthalten.
Die Gleichung eines Einheitskreises hat die Form
e-e =1, (6)
wenn e der in einen Radius fallende Einheitsvektor ist. Sind e und
e + de zwei benachbarte Einheitsvektoren (Fig.29), so ist dz das
ihre Endpunkte verbindende gerichtete Linienelement des Einheits-
kreises; es hat die Richtung eines
Einheitsvektors el der Tangente im
Endpunkt von e. Der Betrag von dz
ist das Linienelement des Kreises, das
mit ds bezeichnet werden soll und
gleich dem zugehérigen Zentriwin-
kel de, im Bogenmall gemessen, ist.
Also ist der Differentialquotient eines
Einheitsvektors

oder _
de =elds’, de=elde. (6 Fig. 29.

41. Drehung eines Dreibeins. Die durch eine Winkel-
geschwindigkeit u in einem Punkt mit dem Ortsvektor r
hervorgebrachte Tangentialgeschwindigkeit v ist nach
Ziff. 13 (31)

V=Uu X,

druckt man b durch aus, so folgt

7)

Es soll jetzt u auf ein Dreibein i, j, k als Basis bezogen wer-
den, die als Rechtssystem vorausgesetzt sei:

@)
Fir die Geschwindigkeiten der Endpunkte der drei Beine
ergibt sich

©)
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Die 3 Vektoren gehen aus den Vektoren j j k durch eine

ausgeartete affine Abbildung hervor, deren Determinante
antisymmetrisch ist und verschwindet [vgl. Ziff. 27]

0 a3 —a?
a3 0 al =0.
a —al 0

Die affine Abbildung kann durch die antisymmetrische Dyade

vermittelt werden [vgl. Ziff. 34]; die Gleichung (7) wird dann durch
(12)

ersetzt. Von dieser Darstellung wird indessen hier kein Gebrauch

gemacht; erst viel spater (Ziff. 243, 260), erlangt sie Wichtigkeit.
Die Koeffizienten al, o2, <k lassen sich durch skalare Multipli-

kation der Gleichungen (9) mit j j k bestimmen; so ist z. B.

(13)

Wollte man als Basis ein Linkssystem voraussetzen, eine Vor-
zeichenanderung der rechten Seite von (9) aber vermeiden, so
miBRte man in (8) die Vorzeichen der MaRzahlen al, a2, a8 von u
andern.

§ 2. Naturliche Geometrie der Raumkurven.

42. Frenetsche Formeln. Fihrt man fur eine Raum kurve
an Stelle eines beliebigen Parameters u die von einem festen An-
fangspunkt auf der Kurve gemessene Bogenlange s ein, so ist

der Vektor

weil das Bogen eie ment ds der
Betrag des infinitesimalen Vek-
tors dx ist.

(14)

hat die Richtung der Kurventangente
Fig. 30. im Sinne der wachsenden Bogen-

lange (Fig. 30).
Man denkt sich mit der Kurve in jedem Punkt ein begleitendes
Dreibein verbunden, dessen Beine in folgender Weise festgelegt
werden: Das erste Bein soll der Tangentenvektor k sein.
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Die Tangentenvektoren t und t + dt in zwei benachbarten Kurven-
punkten bestimmen die zum Bogenelement ds gehdrige Schmie-
gungsebene der Kurve. Das zweite Bein soll der Einheits-
vektor n bilden, der die Richtung von dt hat. Dieser Haupt-
normalenvektor n liegt in der Schmiegungsebene, und steht
auf t senkrecht. Das dritte Bein ist der Binormalenvektor
b=t > nDas begleitende Dreibein ist damit als Rechts-
System vorausgesetzt.

Das begleitende Dreibein soll sich langs der Kurve fortbewegen,
und zwar soll sein Scheitel, der Kurvenpunkt, die Geschwindig-

keit haben. AuBer der hierdurch bestimmten translatorischen
Bewegung fihrt, das Dreibein eine Drehung ans: dabei sind die

Tangentialgeschwindigkeiten der Endpunkte von t, n, b mit

zu bezeichnen. Der Vektor (8), der die Drehgeschwindigkeit nach
Betrag und Achsenrichtung bestimmt, heit Darbouxscher Vek-
tor und soll mit d bezeichnet werden:

d =alt= a2n + a3b. (15)

Fir das begleitende Dreibein nehmen die Gleichungen (9) folgende
Gestalt an:

(16)

al, a2, a3 ergeben sich durch Bildung der skalaren Produkte von
der Form (13). Weil b auf der
Schmiegungsebene, also auf
zwei benachbarten Tangenten'!
und t + dt senkrecht steht, ist

also
a2=0.

Damit reduziert sich der Dar-
b o ux sehe Vektor auf (Fig. 31)

d = alt + a3b;

er ist komplanar zu t und b; die
Bewegung der Endpunkte von Fig. 31
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t und b erfolgt normal zur Ebene (t, b), und zwar sind, der Defini-
tion von n zufolge, dt und n gleichsinnig, wahrend db und n gleich-
sinnig oder gegensinnig sein kdnnen. Also wird

Geometrisch ist |dfj: de der Kontingenzwinkel, d. h. der
Winkel der Tangenten, db| = dn der Torsionswinkel, d. h.
der Winkel der Binormalen in zwei benachbarten Kurvenpunkten.

Man bezeichnet

der Raumkurve; @ und T als ihren Krimmungs- und Torsionsradius.
Dabei ist das Vorzeichen der Torsion dann als positiv festgesetzt,
wenn db und n gegensinnig sind, wenn also die Bewegung der
Binormalen beim Fortschreiten des Kurvenpunktes in Richtung t
eine Rechtsschraubung um t als Achse ist. Somit wird

a7
also der Darbouxsche Vektor
(18)
Aus (16) ergeben sich die Frenetschen Formeln:
oder
19)
Gerade so wie als erste und zweite Krim-

mung einer Raumkurve eingefuhrt wurden, 1&8t sich mit Hilfe des
Winkels benachbarter Normalen eine dritte Krimmung definieren.

die Totalkrimmung Die Berechtigung der Bezeich-
nung Totalkrimmung ergibt sich aus dem LancretschenSat z:

(20)
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der aus der zweiten Frenetschen Formel folgt, und die dritte
Krimmung durch die beiden ersten ausdrickt. Man bemerkt, dal3

nach (18) den Betrag des Darbouxschen Vektors gibt.

Wollte man ein Linkssystem t, n, b einfiihren, dabei aber wie
bisher die einer Rechtsschraubung entsprechende Torsion als posi-
tiv bezeichnen, so hatte man, abweichend von (17)

zu setzen.
43. Formeln fur erste Krimmung und Torsion. Um die
Krimmung und die Torsion selbst zu berechnen, denkt

man sich den Ortsvektor eines Punktes der Raumkurve als Funk-
tion der Bogenléange s gegeben. Dann ist

r =t
der Tangentenvektor, und

dabei bedeuten die Striche Differentiationen nach s. Dann folgt
aus der ersten Frenetschen Formel (19) durch skalare Multipli-
kation jeder Seite mit sich selbst das Quadrat der ersten Krim-
mung:

(21a)

Das Vorzeichen der ersten Krimmung bleibt willkirlich. Die Tor-
sion ergibt sich aus der dritten Fren etsehen Formel (19) durch
skalare Multiplikation mit n:

In dieser Gleichung sind m und b durch die hdheren Differential-
quotienten von r auszudricken; aus der ersten Frenetschen For-

mel folgt
n=or"
dann ist
b=txn=grx>r"
also

Bei der Ausfihrung der Differentiation treten drei gemischte Pro-
dukte auf, von denen zwei verschwinden; die Torsion wird

(21b)
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Bezieht man den Ortsvektor auf eine feste Basis

so folgt aus (21a) und (21b) fir erste Krimmung und
Torsion:

(22a)

(22b)

Bei der Anwendung der Formeln (21a, b) und (22a, b) fur Krim-
mung und Torsion einer Raumkurve darf man nicht vergessen,
dal in diesen Formeln als Parameter die Bogenlange
eingefihrt ist. In den meisten praktischen Fallen besteht diese
Spezialisierung des Parameters nicht von vornherein; man muf
dann entweder, um die Formeln anwenden zu kénnen, durch eine
geeignete Substitution die Bogenladnge als Parameter einfiihren,
oder aber die Formeln (21), (22) fur einen allgemeinen
Parameter umrechnen. Um das in Kirze durchfilhren zu
kdnnen, sei wie bisher die Differentiation nach der Bogenlédnge s
durch einen Strich ('), dagegen die nach einem beliebigen Para-
meter u durch einen Punkt (') bezeichnet; dann wird

oder

ferner

endlich

wo die Koeffizienten p und g im folgenden nicht gebraucht werden.
Die Krummung erhalt man nach (21a) aus

(23a)
die Torsion wird nach (21h)

(23D)
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Die Umrechnung in Koordinaten ist jetzt sehr einfach und bleibe
dem Leser Uberlassen.

44. Die rektifizierende Flache. Die Freuetschen Formeln
beherrschen die ganze Theorie der Raumkurven. Um ein
Beispiel fur die Verwendbarkeit der Fr en etsehen Formeln zu
geben, soll die durch Tangente und Binormale einer Raumkurve

r=r(s
bestimmte Ebene, ihre rektifizierende Ebene, aufgestellt,
und deren Hullflache, die rektifizierende Flache, unter-
sucht werden.

Ist X der Ortsvektor eines Punktes der rektifizierenden Ebene,

SO ist
X-r)-n=0 (24 a)

ihre Gleichung. Um die Hullflache der rektifizierenden Ebene zu
bestimmen, hat man zu der Gleichung (24a) noch die Gleichung
hinzuzunehmen, die aus ihr durch Differentiation nach dem Para-
meter s entsteht:

sie wird unter Beniitzung- der Frenetsehen Formeln
(24 )

Die Gleichungen (24a, b) bestimmen fir jeden Wert des Para-
meters s eine Erzeugende der Hullflache, eine rektifizierende
Gerade; ein Vektor (X - r), der einer rektifizierenden Geraden

angehort, steht nach (24a, b) senkrecht auf n und auf
hat also die Richtung von [vgl. (18)]

Der Darbouxsche Vektor einer Raumkurve bestimmt also in
jedem Punkt die Richtung der Erzeugenden derjenigen abwickel-
baren Flache, die von den rektifizierenden Ebenen umhillt wird,
der rektifizierenden Flache.

Die rektifizierende Flache verdankt ihren Namen der
Eigenschaft, dal3 bei ihrer Abwicklung in eine
Ebene die auf ihr liegende Raum kurve in eine Ge-
rade ausgestreckt wird.

Lagalljr, Vektorrechnung. 5
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Um das zu beweisen, berechnen wir den Winkel de zweier be-
nachbarter Darboux scher Vektoren d und d-+dd. Hierzu zer-
legen wir zunachst den Vektor

in das Produkt aus Betrag | und
Einheitsvektor e:
d= d e= || (tcosa —+ bsina),

wo a den Winkel bezeichnet, den
b mit dem Tangentenvektor t
bildet (Fig. 32a, b); hier ist [nach

(18). (20)]
Fig. 32a.
(25)
Der Einheitsvektor in Richtung b wird
also .
e=tcosa + bsina. (26)
Fig. 32h.

Bildet man nun das Differential dz be-
nachbarter Einheitsvektoren ¢ und e + de, so ergibt sich nach (6')

de = elde, 27

wo de der gesuchte Winkel ist, el ein auf z senkrechter Einheits-
vektor, der sich aus der Figur 32b ablesen lafit:

el = tsina — b cos a;

er wird sich sofort auch durch Rechnung ergeben, zusammen mit de:
Nach (26) ist
de = dt cosa + dbsin a — (tsin a — b cos a)da.

Nach den Fr en et sehen Formeln (19) und (25) wird
mithin de = —elda.
Der Vergleich dieser Formel mit (27) ergibt

de = — da. (28)

Damit ist der gesuchte Winkel berechnet.
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Um das Resultat geometrisch zu deuten, denkt man sich die rekti-
fizierende Fléche in eine Ebene abgewickelt; gilt dann der zu be-
weisende Satz, dall die Raumkurve in eine Gerade ausgestreckt
wird, so missen jedenfalls zwei benachbarte Tane-entenvektoren t
und t + dt zusammen in diese Ge-
rade fallen. Hierzu ist notwendig
und hinreichend, dalR a Aulen-
winkel eines Dreiecks ist, in dem
die gegenlberliegenden Winkel
a + da und de sind (Fig. 33). Es
muf? also

a=a+ da+ de
oder
de = — da
sein. Das ist gerade die errech-
nete Bedingung (28), womit der
Satz bewiesen ist. Fig. 33.

§ 3. Natirliche Geometrie der Kurven auf einer Flache.

45. Begleitendes Dreibein einer Kurve auf einer Flachel).
Einer auf einer Flache F gelegenen Kurve C kann man ein beglei-
tendes Dreibein in der Weise zuordnen, dal in jedem Punkt das
erste Bein ein Einheitsvektor t in Richtung der Tangente von C im
Sinn der wachsenden Parameterwerte ist, das zweite Bein ein Ein-
heitsvektor senkrekt auf t in der Tangentialebene, das dritte Bein
ein Einheitsvektor R in Richtung der Flachennormalen in dem Sinne,
dafi ein Rechtssystem bilden, also ist.

Beim Ubergang zu einem Nachbarpunkt fuhrt das begleitende
Dreibein, abgesehen von einer Translation, eine Drehung aus,
die bei Verwendung der Bogenlange s als Parameter nach (9) durch
Gleichungen von der Form

(29)

gegeben werden kann, wenn der die Drehung vermittelnde Vektor

1) Bei Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, spielt das
«triedre mobile» eine fundamentale Rolle.
5*
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in der Form

(30)
angesetzt wird. Den MaRzahlen al, a2 kann ein geometrischer
Sinn beigelegt werden. Es ist nach (29)

a2 ist die Krimmung der Projektion von C in die Ebene (t, 91),
den Normalschnitt der Flache durch t,
und wird Normalkrimmung N ge-
nannt; die Vorzeichenfestsetzung ist
durch einen ZweckmaRigkeitsgrund be-
dingt (Ziff. 50). a3 ist die Krimmung
der Projektion von C in die Tangential-
ebene (t, t) und wird geodéatische
Kruommung G genannt. Fuhrt man
noch die Hauptnormale n der Kurve C
ein. so ist nach der ersten Frenet-

schen Formel (19) also wird

Fig. 34. (31)

wird der Winkel der Schmiegungsebene von C mit der Tangential-
ebene ¢ genannt (Fig. 34), so wird

(32)

Damit sind normale und geodatische Krimmung der
Flachenkurve Cdurch den Radius g ihrer ersten Kriim-
mung (Flexion) und die Lage der
Schmiegungsebene bestimmt. Die
erste der beiden Gleichungen (32)
gibt einen Zusammenhang zwi-
schen der Krimmung eines Nor-
malschnittes und eines dagegen

um den Winkel geneigten Schnittes und wird als Meus-

nierscher Satz bezeichnet.
a? und a3, die jetzt geometrisch gedeutet sind, bestimmen zu-
sammen die Komponente des Drehvektors u, die auf t senkrecht

Fig. 35.
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steht, und mithin die Lagednderung von t selbst gibt. Es fehlt
noch die in Richtung von t selbst fallende Komponente alt, die die
Drehung des Dreibeins um t beim Fortschreiten seines Scheitels
langs t bestimmt. Fig. 35 zeigt die bei dieser Komponente der
Drehung eintretenden Anderungen von t und (dR) von R
Um al geometrisch zu deuten, entnimmt man al aus (29) und setzt

(33)
T heildt geodéatische Torsion der Kurve C auf F; sie ist der
auf die Bogenlange Eins bezogene Drehwinkel um t als Achse.

Mit der gewohnlichen Torsion  hangt die geodéatische Torsion T

der Flachenkurve einfach zusammen. Aus den Frenetschen For-
meln folgt

entnimmt man zur Berechnung dieses skalaren Produkts aus der
Figur 34:

also

und bildet unter Bezugnahme auf (29):

so erhalt man

oder nach (38)
(34)

eine Gleichung, deren geometrischer Sinn klar ist: Die Drehung der
Tangentialebene setzt sich additiv zusammen aus der Drehung der
Schmiegungsebene und der Anderung des Winkels zwischen beiden
Ebenen.

Die Gleichungen (29) und (30), die die Bewegung des be-
gleitenden Dreibeins bestimmen, nehmen folgende endgul-
tige Form an:

(35)

(36)
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Fir die B e wegung eines mitdem Dreibeinstarrver -
bundenem VVektors v (mit konstanten Malizahlen in bezug auf
die Basis t, t, 91) gilt nach (35)

Der Vergleich der Formeln (31) und (33) lait einen bemerkens-
werten Unterschied der 3 Krimmungen einer Flachenkurve

(37)

erkennen. Die Wahl der positiven Richtung R der Flachennormalen
ist willkirlich und kann im allgemeinen nur in begrenzten Gebieten
eindeutig durchgefihrt werden: mit der Umkehrung der Normalen-
richtung kehrt sich auch die Richtung um, wenn nach wie vor
ein Rechtssvstem bilden sollen. Es sind also die Normal-
krimmung W und geodétische Krimmung G nur bis auf das Vor-
zeichen, die geodatische Torsion T aber eindeutig bestimmt.
Anderseits andern G und T ihre Vorzeichen, wenn man ohne die
Richtung von 91 zu &ndern, die Richtung von umkehrt, also von
einem Rechts- zu einem Linkssystem i(bergeht. Das ist fir G,
das die Abweichung einer Kurve der Ebene von der Geraden t
n der Lotrichtung miRt, geometrisch klar. Fir T jedoch, das
das eindeutig bestimmte MaR einer Schraubung ist, ist der Vor-
zeichenwechsel eine Folge des Umstands, dal jede Schraubung in
einem Linkssystem mit entgegengesetztem Vorzeichen erscheint wie
in einem Rechtssystem; dieser Vorzeichenwechsel ist dadurch auf-
zuheben, dafl man, wie das auch bei den Fre netsehen Formeln
geschehen ist, das \VVorzeichen der Torsion bei Links-
systemen anders festsetzt als bei Rechtssystemen, dal mar
also, von (33) abweichend

setzt.

In den Gleichungen (35) und (36) treten nur geometrisch
definierte GrolRen auf ohne VVerwendung eines will-
kurlichen Bezugssystems. Man bezeichnet diese Art der
Behandlung der Geometrie als naturliche Geometrie. Die
Gleichungen (35) (36) beherrschen die ganze Geometrie einer Flachen-
kurve; fur die Geometrie der Flache selbst reichen sie nur aus zu
Untersuchungen in der Umgebung der Kurve.

46. Geodatische Linien. Wir wollen die Variation der Bogenlange
einer Flachenkurve C untersuchen, d. h. die Anderung, die die
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Bogenlange erleidet, wenn die Kurvenpunkte eine kleine Verschie-

bung senkrecht zur Kurve in der Flache erfahrenl); Anfangs- und

Endpunkt des betrachteten Kurvenbogens denken wir festgehalten.
Ein gerichtetes Linienelement ds von C

gehe in ds' Uber; es modge sich dabei um die

Variation &ds andern, so daB (Fig. 36)

ds'= ds + dds

ist. Dann ist die Bogenlange der urspriing-
lichen Kurve C

die Bogenlange der variierten Kurve

. . . Fig. 36.
beide Integrale sind ebenso wie alle folgen-

den zwischen zwei festgehaltenen Punkten der Kurve C gedacht.

Unter Vernachlassigung von Gliedern 2. und héherer Ordnung in
ods erhélt man durch Bildung des skalaren Produkts unter der
Wourzel, dann durch Anwendung des binomischen Satzes

Mithin ist die \VVariation der Bogenlange s von C

5s = [tads, (38)
dieser Ausdruck ist letzt zu berechnen.
Hierzu sei die Verschiebung eines Punktes P von C mit be-

zeichnet, wo  die Richtung, dn die MaRzahl dieser Verschiebung
gibt, on ist ebenso wie eine Funktion von s. Der Endpunkt Q
eines von P ausgehenden Linienelements ds von C wird also um

verschoben, wo das Zeichen d die Bildung eines Diffe-
rentials verlangt, das der Anderung von s um ds entspricht. Mithin
geht das Linienelement s Uber in seine Variation ist

Somit wird nach (38) die Variation der Bogenlédnge, wenn man die
Beziehung bericksichtigt:

1) Vgl. W. Blaschke, Differentialgeometrie | (1921), S. 89.
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oder nach (37)
0s = — ]Génds.

Die geodatische Krummung G einer Flachenkurve
ist fur die Variation der Bogenlange bei vorge-
gebenerVerschiebung dn der Kurvenpunktein der-
selben WeisemalRgebendwiebeiebenenKurvendie
gewohnliche Krummung; im Hinblick auf die geometrische
Definition der geodatischen Krimmung ist das nicht Uberraschend.

Von besonderer Wichtigkeit sind diejenigen Linien, fir die die
Variation der Bogenldnge fir jede mogliche Verschiebung on ver-
schwindet, die Bogenldnge selbst also ein Extremum, im all-
gemeinen ein Minimum wird beim Vergleich mit allen be-
nachbarten Kurven. Diese ,,kUrzesten“ Linien heilen geo-
datische Linien. Wegen des Verschwindens von s fir jedes
on mufl G =0 sein; und da hieraus umgekehrt wieder das Ver-
schwinden von ds folgt, ist diese Bedingung charakteristisch. Die
geodatischen Linien sind die Kurven mit der geo-
datischen Krummung Null.

Nach (32) ist fur geodatische Linien cosc =0, also

Die Hauptnormale fallt also mit der Flachennor-
m al en zusammen, infolgedessen auch die rektifizierende Ebene
mit der Tangentialebene der Flache. Die von den Tangentialebenen
in den Punkten einer geodatischen Linie gebildete abwickelbare
Flache ist ihre rektifizierende Flache, durch deren Ab-
wicklung die geodatische Linie in eine Gerade ausgestreckt wird.
Weiter wird nach (32) und (34)

Normalkrummung und geodatische Torsion einer
geodatischen Linie fallen mit der gewohnlichen
ersten Krummung und Torsion zusammen.

Dem Versuch, die naturliche Geometrie der Flachenkurven und
ihrer Umgebung zu einer natirlichen Geometrie der Flachen zu
erweitern, stehen Schwierigkeiten entgegen, die es angezeigt er-
scheinen lassen, zuerst eine andere Methode zur Behandlung der
Geometrie der Flachen kennen zu lernen, die sich eines willkir-
lichen Bezugssystems bedient, und dann erst zur natirlichen Geo-
metrie zuriickzukehren.
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§ 4. Gaullsche Parameter auf einer Flache.

47. Einfihrung Gaulischer Parameter; Parameterkurven. Um
einen Punkt P auf einer Flache festzulegen, bedient man sich nach
dem Vorgang von Gauld zweier Parameter u, v und macht die
(rechtwinkligen oder allgemeinen) radumlichen Koordinaten des
Punktes P, bzw. seinen Ortsvektor, von ihnen abhangig. Z. B.:

X=X V),
y =yl oder r=r(u, V). (40)
z=12z(u, V),

Jedem Wertepaar w, v entspricht dann ein Flachen-
punkt; die Zuordnung ist bei entsprechender Abgrenzung des
betrachteten Gebietes eindeutig.

Die beiden Kurvenscharen V= const, w= const werden als u-
Kurven, bzw. v-Kurven auf der Flache bezeichnet; diese Gaul3-
schen Parameterkurven bil-
den ein die Flache Uberdeckendes
Netz, ein Koordinatensystem auf
der Flache (Fig. 37).

Es ist hier nicht beabsichtigt, auf
diesem viel begangenen Weg in die
Flachentheorie tiefer einzudringen
als notwendig ist, um die Methode
zu zeigen und um die Grundlagen
fur spatere allgemeinere Unter-
suchungen zu schaffen; auflerdem
soll der Zusammenhang dieser
Gauf3sschen Methode mit der
in den vorhergehenden Ziffern verwendeten und bald (§ 5) wieder
aufzunehmenden Methode der naturlichenGeometrie klar-
gestellt werden. (Fir diesen letzteren Zweck genigt allenfalls die
Kenntnis des nachsten Abschnitts [Ziff. 48].)

48. Metrische Fundamentalform. Durch partielle Differentia-
tion des Ortsvektors r nach u bzw. v erhalt man nun Vektoren

Fig. 37.

und die die Richtung der Tangenten der u- bzw. r-Kurve im
Punkt P haben.

Der infinitesimale Unterschied dr des Ortsvektors zweier benach-
barter Kurvenpunkte P und P, ist ein infinitesimaler, in der Flache
gelegener Vektor; er wird als gerichtetes Linienelement
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bezeichnet und ds genannt. In Abhangigkeit von den Gaul} sehen
Parametern u, v in P und u + du, v + dv in P' wird

(41)

Als (skalares) Linienelement-Quadrat der Flache wird
ds2= dr-dr = ru-rudu2+ 2ru- rvdudv + rvrudvl  (42a)

eingefiihrt und kirzer
ds2= Edu2 +2Fdudv + Gdv? (42b)

geschrieben, ds? ist eine definite quadratische Differen-
tial form, die als erste Fundamentalform, auch me -
frische Fundamentalform der Flache bezeichnet wird.
Die MaRzahlen der metrischen Fundamentalform (erste Fun-
damentalgrofen) sind
E=ru-ru F=ru-rv, G=rv-rv (43)
ihre Diskriminante ist
EG — F2=(ru- ru)(rv- rv) — (ru-rv-)2=|ru > rv|2= 0. (43)
In Richtung der Parameterkurven wird das gerichtete Linienelement

(449)

wenn die zu den w-Kurven gehérigen GréRen durch den Index 1,
die zu den v-Kurven gehdrigen durch 2 bezeichnet werden. Der
Betrag des Linienelements der beiden Scharen von Para-
meterkurven ist
dsl = VEdu; ds?= v/Gdu. (44b)

Diese Gleichungen lassen die geometrische Bedeutung der Gréfien
E und G erkennen 1).

Der Winkel w der Parameterkurven hangt aul’er von E und G
noch von F ab; er ergibt sich aus

(45)

Wenn F Uberall Null ist, bilden die Parameterkurven ein Ortho-
gonalsystem.

Der Winkel § zweier von P ausgehender Linienelemente, die mit
ds =rudu + rvdy,
09 =rudu + rvdv

1) Man beachte den Unterschied in der Bezeichnung d1y und dsl. Unter
dls ist das in Richtung der Kurven (1) gebildete Differential eines Vek-
tors zu verstehen; dsl ist der Betrag des Linienelements ds langs der
Kurven (1).
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bezeichnet werden sollen, ergibt sich aus
(45)

Der Winkel ist ebenso wie das Linienelement durch
die MalRzahlen der ersten Fundamentalform be-
stimmt, die somit fur die Metrik in der Flache mal-
gebend ist.

Der Flacheninhalt eines infinitesimalen Parallelogramms,
das von Parameterkurven w, u + du, v, v + dv begrenzt wird, ist

dF = dsds sin w,
oder nach (44) (45)

(46)
Etwas allgemeiner erhélt man fir den Flacheninhalt eines durch

zwei von P ausgehende Linienelemente ds undg bestimmten
Parallelogramms

Berechnet man ndmlich das Parallelogramm zuerst als Plangrofe
dF, so ergibt sich

dF =ds x ds = (rux rv)(dudu — duou)

und hieraus nach (43") sofort der Flacheninhalt dF als Betrag
von dF.

Die erste Fundamentalform ist hinreichend fir den Aufbau der
Geometrie in der Flache, wenn diese als selbstandiges zwei-
dimensionales Gebilde betrachtet wird.

Von der Gestalt der Flache im Raum und den moglichen Ande-
rungen dieser Gestalt durch VVerbiegungen, d. h. solche Defor-
mationen, bei denen der infinitesimale Abstand benachbarter Punkte
ungeandert bleibt, wird bei dieser Auffassung vollstdndig abgesehen.
Die metrische Fundamentalform ds? = ds- ds ist nicht
nur eineskalarelnvariantedesgerichtetenLinien-
elements und als solche vom Koordinatensystem im Raum und
auf der Flache unabhéngig, sondern sie bleibt auch bei Verbiegun-
gen ungeéandert, sie ist biegungsinvariant.

Biegungsinvariant sind auch die Minimalkurven der Flache,
die durch das Verschwinden der metrischen Fundamentalform cha-
rakterisiert sind:

dds =0

ds2= Edu2+ 2 Fdudv + Gdv2=0 (47)

oder
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und die geodatischen Linien als diejenigen Kurven auf der
Flache, fur welche die Bogenldnge zwischen zwei Flachenpunkten
einen extremen Wert besitzt. (Vgl. Ziff. 46.)

49. Geodatische Krimmung. Die geodatische Krum-
mung (37)

(48)

4Bt sich wenigstens fur die Parameter kurv en leicht berech-
nen, wenn diese ein Orthogonalsystem bilden, also ru- rv = F=0 ist.

Fir die w-Kurven (22 = konst.) soll die geodatische Krimmung
mit G1, das Linienelement mit dsl bezeichnet werden; entsprechend
fur die r-Kurven mit G1 bzw. ds2

Zunachst soll fur die Berechnung von Gl t der Tangentenvektor
einer w-Kurve in Richtung des wachsenden Parameters u und t der
Tangentenvektor einer v-Kurve in Richtung des wachsenden Para-
meters v sein. Dann ist:

Somit wird nach (48)
(49)

wenn man bemerkt, daid
ru-rv-= =0

ist. Um ruu- rv zu berechnen, bildet man aus der letzten Gleichung
und aus ru-ru=E durch Differentiieren:

ruw-rv +ru-ruv = Fu 6,
ru-ruv =%Ev
mithin
ruu- rv=%Ev
Dann wird

oder
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Fur die Berechnung von G2 soll jetzt t der Tangentenvektor einer
«-Kurve in Richtung des wachsenden der Tangentenvektor einer
««-Kurve in Richtung des wachsenden u sein. Dann ist

(50b)

Die Beschrankung der Berechnung von G auf die Parameterlinien
ist nicht sachlicher, sondern rechnerischer Art und kann durch eine
Transformation der Parameter beseitigt werden. Mit solchen Trans-
formationen haben wir uns spéater zu beschéaftigen. Bei den ge-
troffenen Festsetzungen wird es zunéchst auffallen, daR beim Uber-
gang von den u- zu den v-Kurven die Vektoren t und t vertauscht
sind; die Formel (50b) ist also aus (50a) nicht durch eine Drehung
des Koordinaten-Systems ableitbar. Das ist auch gar nicht win-
schenswert. Man erkennt aus (50a, b), da die geodatische
Krimmung einer Flach en kurve nur von der metrischen
Fundamentalform abhangt, also biegungsinvariantist. Mit-
hin muB es moglich sein, die geodatische Krimmung ohne Verwen-
dung der Normalenrichtung eindeutig zu definieren; die Festsetzung
eines Drehsinns auf der Flache ware aber gleichbedeutend mit der
Festsetzung einer positiven Normalen. Den getroffenen Festsetzun-
gen liegt vielmehr folgende allgemeine Festsetzung zugrunde: Ist
W(u, v) = const die Gleichung der Kurvenschar, fur die die geo-
datische Krimmung zu berechnen ist, so soll der Vektor in (48)
senkrecht zu einer Kurve Y = const im Sinn des wachsenden Para-
meterwertes i gerichtet sein.

50. Zweite Fundamentalform. Um die mdglichen Gestalten einer
durch ihre metrische Fundamentalform gegebenen Flache zu bestim-
men, hat man die (hier nicht weiter zu verfolgende) Aufgabe zu
16sen, diejenigen Ortsvektoren r =r (u, v) zu bestimmen, fur die das
skalare Produkt ihrer infinitesimalen Anderung mit sich selbst der
gegebenen metrischen Fundamentalform gleich ist:

ds-dr =ds2

Ist e i n Ortsvektor gefunden, der dieser Bedingung geniigt, so ist
die durch ihn bestimmte Gestalt der Flache ein Objekt
der Geometrie des Raumes. Die von einem Punkt P der
Flache ausgehenden infinitesimalen Ortsvektoren

ds =dr =rudu + rvdv

sind komplanar fur samtliche MaRzahlen du, dv und bestimmen
die Tangentialebene der Flache in P. Der Einheitsvektor
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(51)

bestimmt die Normale in P nach Richtung und Richtungssinn;
er ist geometrisch invariant, also vom Gauf3 sehen Koordinaten-
system unabhangig.

Bildet man den infinitesimalen Unterschied dR des Normalen-
Einheitsvektors R in den benachbarten Punkten P und P',
und sodann das skalare Produkt drdR, so gelangt man zu einer
quadratischen Differentialform, die vom Koordinaten-System un-
abhangig, aber nur fur die vorliegende Gestalt der
Flache invariant, und nicht biegungsinvariant ist.
Es ist gebréauchlich, das negative skalare Produkt (52a)

= —dr-dR= — [ru- Rudul+ (ru:- Rv + rv- Ru)dudu +rv:- Rv dv]
als zweite Fundamentalform einzufihren und kirzer

= — dr-dR = Ddu2+ 2D'dudv + D"dv2 (52h)

zu schreiben.
Um die zweiten FundamentalgréRen D, D', D" zu be-
rechnen, setzt man am besten ¢ in eine andere Form. Aus der

Gleichung
dr-R=0
oder
ruR=0; rnn-R=0, (53)

die aus (51) folgt und das Senkrechtstehen der Normale auf der
Tangentialebene zum Ausdruck bringt, folgt durch Differentiieren
dr-dR + d2r-R=0
ru-Ru+ ruu- R = O,
ru-Rv+ruwv- R =0,
rv- Ru+ ruv- R = O,
rv- Rv+ rw--R =0,.
Also ist nach (52a) die zweite Fundamentalform
¢ = d2r-R =ruu-Ru2 +ruv - Rdudv + rvw-Rdv?
und die zweiten FundamentalgréRen sind

oder

-r7u-Ru=ruu- R
Ri=-nRi = ruv- R (54)
V- Rv=rw- R;

D
D
D

oder nach (51)
(54)
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Die zweite Fundamentalform besitzt eine einfache geometrische

Bedeutung. Da nach (37) die Normalkrimmung
einer Flachenkurve ist, ist nach (52b)

(55)

die Normalkrummung jeder Fladchenkurve, die

durch einen Punkt u, v in der durch bestimmten

Richtung geht, oder die gewdhnliche Krimmung des durch
diese Richtung gehenden Normalschnittes der Flache. Fur die Ein-
heitskugel wird, wenn R = + r vorausgesetzt wird, die zweite Fun-
damentalform mit der ersten bis auf das VVorzeichen tbereinstimmen.
Dann besitzt nach (55) jeder Normalschnitt der Einheitskugel die
Normalkrimmung + 1.

51. Haupttangentenkurven. Durch das Verschwinden der zwei-
ten Fundamentalform
dr.dR =0 (56 a)

Ddu2+ 2D'dudv + D"dv2=—0 (56 b)

ist ein die Flache doppelt Uberdeckendes System von Kurven defi-
niert, die als Haupttangenten kurven der Flache bezeichnet
werden. Die zweite Fundamentalform kann definit oder in-
definit sein; im ersteren Fall sind die Haupttangentenkurven
imaginar, im zweiten reell. Die Entscheidung wird durch das
Vorzeichen der Diskriminante von (56b)

DD"—D'2 0

oder

geliefert. Fur den Ubergangsfall DD"—D"2=0 fallen beide Scha-
ren von Haupttangentenkurven zusammen.

Eine geometrische Eigenschaft der Haupttangentenkurven lafit
sich aus (56a) ablesen. Beim Fortschreiten eines Fla-
chenpunktes langs einer Haupttangenten kurve
dreht sich die Tangentialebene um die Kurventan-
gente. Weiter erkennt man aus (55), dall dasVVerschwinden
der Normalkrummung fur die Haupttangenten-
kurven charakteristisch ist.

52. Sphérisches Bild einer Flache. Tragt man die Einheits-
vektoren R der Normalen einer Flache von einem Punkt O aus auf,
so erfullen ihre Endpunkte eine Einheitskugel und ordnen deren
Punkte den Flachenpunkten zu; bei geeigneter Abgrenzung eines
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Gebietes auf der Flache wird die Zuordnung ein-eindeutig. Diese Zu-
ordnung wird als spharische Abbildung der Flache be-
zeichnet (Fig. 38).
Zwei Nachbarpunkten r und r + dr der Flache entsprechen zwei
Nachbarpunkte R und R + dR der Bildkugel. Das Bild eines Linien-
elements dr der Flache ist das
Linienelement dR der Einheits-
kugel.

Die fur Haupttangentenkurven
gultige Gleichung (56a) dr - dR =0
last sich so deuten: Jedes

Linienelement einer
Haupttangentenkurve
stehtaufseinemspha-
rischen Bild senk-
recht.

Um dR allgemein zu be-
rechnen, bemerkt man, daf}
die Flache und ihre Bild-

Fig. 38. kugel in entsprechenden

Punkten parallele Tangen-

tialebenen besitzen. Es sind also samtliche Linienelemente dR. die

samtlichen von einem Punkt der Flache ausgehenden Linienelemen-

ten dr entsprechen, zu diesen und untereinander komplanar. Folg-
lich kann

dR=pru+ grv (57)

mit unbestimmten (infinitesimalen) Mal3zahlen p, g angesetzt wer-
den; dabei ist
dR = Rudu +-Rvdu.

Um p und gq zu berechnen, multipliziert man (57) skalar mit riM und rt,
und erhalt nach (54) und (43)

— D du — D' dv= pE + gF,
— D'du — D"dv =pF,r ¢G.

Aus diesen beiden Gleichungen und (57) lassen sich p, g eliminieren;
man erhélt
ru rv
—Ddu—D'dv E F =o. (58)
—D,du—-D"dv F G
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Diese Gleichung gilt fur alle Werte du, dv, zerfallt also in zwei
Gleichungen, die das spharische Bild dR von dr
vollstandig bestimmen (Weingartensche Gleichungen):

(58)

53. Krimmungslinien. Da ein Linienelement dr und sein sphéa-
risches Bild dR der Tangentialebene parallel sind, ist das Vektor-
produkt dR > dr ein in die Richtung der Normalen fallender VVektor

dR x dr =Rt (59)
o = [RdAdIr] ist eine nach (58) im allgemeinen nicht verschwin-
dende Malizahl; ein Linienelement und sein sphérisches Bild sind
im allgemeinen nicht parallel; die Normalen in benachbar-
te n Punkten r und r + dr einer Flache schneiden sich
im allgemeinen nicht.

Die Bedingung des Schneidens benachbarter Normalen
oder des Parallelismus eines Linienelements mit
seinem sphéarischen Bild ist

dR x dr=0; (60 a)
diese Bedingung ist, da die Richtung des Produktvektors nach (59)
bereits bekannt ist, einer einzigen skalaren Bedingung aquivalent,
namlich dem Verschwinden der MaRzahl o:

[R&tRdr] =0. (60 b)

Diese Differential-Gleichung2. Grades definiert eine die
Flache doppelt Gberdeckende Kurvenschar, ihre Krimmungs-
linien.

Man bemerkt, daB fur die Kriummungslinien das Ver-
schwinden der geodatischen Torsion charakteri-
stisch ist, da die Bedingung [vgl. (33)]

(60¢)
mit (60b) gleichwertig ist.

54. Geodatische Torsion. Um die geodatische Torsion T einer
beliebigen Flachenkurve mittels Gaul3scher Parameter zu berech-
nen, setzt man (33)

in die Form

Lagally, Vektorrechnung. 6
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oder nach dem Entwicklungssatz

Ausfiihrung der skalaren Produkte gibt nach (43), (57)
61)

Damit ist die geodatische Torsion allgemein be-
rechnet. Die geodatische Torsion einer Kurve in einem Flachen-

punkt (u, f) héngt nur von dem Quotient ab, der die Richtung

der Flachenkurve im Punkt (U, v) bestimmt; die Gleichung der
Kurve tritt in T nicht auf. Es haben also alle Flachenkurven, die
in einem Punkt die gleiche Tangente besitzen, dort die gleiche geo-
détische Torsion. Da fiir geodétische Linien geodatische und ge-
wohnliche Torsion identisch sind, erkennt man: Die geoda-
tische Torsion einer Flachenkurve ist in jedem
Punkt gleich der Torsion der sie dort berihrenden
geodatischen Linie.

Ein wichtiger Satz gilt fur die geodatische Torsion sich senkrecht
schneidender Kurven. Wir beziehen die Flache auf ein Orthogonal-
system (F=0) und berechnen die geodéatische Torsion Tl der
u-Kurven (v = const) und T2 der v-Kurven (u = const).

Sich senkrecht schneidende Kurven besitzen im
Schnittpunkt entgegengesetzt gleiche geodatische
Torsion:

T1+T2=0. (62)
Im folgenden soll unter Weglassung der Indices die Bezeichnung
T1=—-T2=T (62)

verwendet werden.
Aus der Bedingung des Verschwindens der geodatischen Torsion
fur die Krimmungslinien folgt die Differentialgleichung

der Krummungslinien fur Gaufl sehe Parameter:
Edu + Fdv Fdu + Gdv (63)

Ddu + D'dv D'du + D"dt =0
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55. Eigenschaften der Kriimmungslinien. Der Vollstandigkeit
halber mégen einige weitere, mit der Theorie der Krimmungslinien
in Beziehung stehende Séatze Erwahnung finden.

Nach (55) gibt

(NE + D)du2+ 2(NF + D)dudv + (NG + D")dv2=0 (64)

den Zusammenhang zwischen einer Richtung und der Krim

mung jV des zugehdrigen Normalschnitts; jeder vorgegebene Wert N
der Normalkrimmung gehért umgekehrt zu zwei Richtungen.

N nimmt einen extremen Wert an, wenn gleichzeitig mit (64)
auch die beiden Gleichungen bestehen, die aus (64) durch Differen-

tiieren nach oder hervorgehen:

(N-E + D)du + (NF + D")dv =0,

(NF+ D")du + (NG + D")dv=0.
Durch Elimination von N erhélt man hieraus die Differentialglei-
chung (63) der Krummungslinien als der Kurven, in
denen die Normalkrimmung einen Extremwert an-
nimmt. Diese Extremwerte heifen Hauptkrimmungen und
sollen mit N1 und N2 bezeichnet werden. Sie sind die Wurzeln der
quadratischen Gleichung, die aus (65) durch Elimination von
hervorgeht

(65)

NE+D NF+D'
NF+D' NGA-D"
oder

N2(EG- F2) + N(ED" —2FD'+ GD) + (DD"-D") = 0. (66)

Aus dieser Gleichung lassen sich die symmetrischen Funktionen der
Hauptkrimmungen ablesen; man bezeichnet als Gaul3sche
Kriummung K der Flache das Produkt, als mittlere Krim-
mung H der Flache das arithmetische Mittel der Hauptkrimmun-
gen, und erhalt

(67 a)

(67D)

Namentlich die Gaul3sche Krimmung ist von fundamentaler Be-
deutung und wird uns spéater noch vielfach beschéftigen.

Endlich sei noch gezeigt, daf3 die Krimmungslinien, die,
wie erwahnt, die Flache doppelt tberdecken, ein Orthogonal-
system bilden. Betrachtet man die beiden Scharen von Kriim-
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mungslinien selbst als Paranieterkurven u = const, v = const, so
mul} die Differentialgleichung (63) durch u = const und v = const,
also du=0 und dv=20Q erfullt sein. Hiernach ist

[E)['): =0 und Eg =0.
Schlielst man den nur fur ganz spezielle Flachen (Kugel und Ebeie)
geltenden Fall aus, daB die beiden Fundamentalformen proportioial
sind, also jedes Linienelement seinem sphérischen Bild parallel ist
und benachbarte Normalen sich immer schneiden, so sind diese
beiden Gleichungen nur erfullt, wenn gleichzeitig

F=0 und D =0

ist. Die erste dieser Bedingungen ist in der Tat die Orthogonalitats-
bedingung, wahrend auf die geometrische Bedeutung der zweiten
nicht eingegangen werden soll.

8§ 5. Naturliche Geometrie der Flachen.

56. Ruckkehr zur natlrlichen Geometrie. Die natirliche Geo-
metrie einer Raumkurve, gleichgiltig ob diese frei im Raum oder
als Kurve einer Flache betrachtet wurde, war auf der Einfiihrung
der Bogenlange als Parameter aufgebaut. Um zu einer nattrlichen
Geometrie einer Flache zu kommen, liegt der Versuch nahe, zwei
geeignet zu wahlende Bogenlangen als natirliche Parameter zur
Festlegung eines Punktes einzufthren.

Bei einem vorgelegten System von Parameterkurven u, v hat man
zu unterscheiden zwischen der Gesamtheit der beiden Kurven-
scharen, welche allen kontinuierlich veranderlichen Werten von u
und v entsprechen, und einem der Anschauung dienenden Netz von
Kurven, welche diskreten Werten von u und v mit gleichen Para-
meterdifferenzen & und Av entsprechen, z. B. den ganzzahligen
Parameterwerten; dieses Netz 1&Bt sich nachher durch gleichartige
Unterteilung der Parameterdifferenzen beliebig verdichten, bleibt
aber gleichwohl von der Gesamtheit der Kurven begrifflich ver-
schieden. Das Kurvennetz besitzt z. B. ein bestimmtes Netz von
Diagonalkurven, die Kurvengesamtheit aber nicht.

Durch Einfuhrung neuer Parameter U=7T(u), V=g(y)i welche
nur von je einem der alten Parameter abhéngen, wird weder die
einzelne Parameterkurve noch ihre Gesamtheit, wohl aber ihre An-
ordnung zu einem Netz gedndert.
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In dem Netz sind die Linienelemente (Fig. 39)
dsl = VEdu, ds2= vV Gdv (68)

die Maschenléngen der durch 2 Nachbarpunkte P und Q bestimmten
Netzmasche. Da E und G im allgemeinen von u und v gleichzeitig
abhangen, sind ds! und ds? keine integrablen Differen-
tiale ; es existieren in dem Netz keine als Bogenlangen zu deuten-
den Parameter sl und s2. die Funktionen von w. bzw. v allein sind.

Fig. 39. Fig. 40.

Geometrisch ist das klar. Die zwischen zwei Parameterkurven wl
und ui auf den Kurven v = const gemessene Bogenlange

ist eine Funktion des Parameters v, und bleibt das auch, wenn
die Anordnung der Kurven u = const geandert wird. Wollte man
wie in Fig. 40 versuchen, sl und s? dadurch zu Funktionen von u,
bzw. v allein zu machen, daR man sie auf festen Parameterkurven
miBt, so hatte man zwar zwei einen Punkt P der Flache bestim-
mende, als Bogenléangen zu deutende Parameter, aber diese Bogen-
langen wiirden nicht im Punkt P enden und die Differentiale dsl,
ds? nicht die Maschenlangen in der durch P und einen Nachbar-
punkt Q definierten Netzmasche sein. Eine Ausnahme von dieser Be-
trachtung machen nur die als G ew e b e bezeichneten Netze, die aus
Rhomben von gleicher Maschenlange bestehen: solche gibt es auf
jeder Fléache, doch bereitet die Bestimmung des Maschenwinkels
Schwierigkeiten (Tschebycheffsches Problem). Quadratische
Gewebe gibt es nur in der Ebene und auf den darauf abwickelbaren
Flachen.

Fur den Aufbau der naturlichen Geometrie einer Flache legt man
am besten zwei orthogonale Kurvenscharen u, v mit
F=0 zugrunde, da bereits in der natirlichen Geometrie einer
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Flachenkurve in jedem Punkt die Senkrechte auf der Kurve auf-
tritt. Neben den tatsichlich stets vorhandenen und fur die Berech-
nung geometrischer Gréfien als Ortsfunktionen auf der Fléache un-
vermeidlichen, aber selten in Erscheinung tretenden Urparametnn
u, v verwendet man zur Berechnung der Anderungen geometr iscier
GréRen die nicht integrablen Bogen-Differentitle
dsl, ds? nach (68).

Im folgenden werden alle auf die u-Kurven (v =const) und v-
Kurven (u=const) sich beziehenden Grofien durch die Indices 1,
bzw. 2 bezeichnet; so insbesondere die 3 Krimmungen jeder ler
beiden Kurven mit

N1, G1, T1 bzw. N2,G2, T2

57. Richtungsdiflerentialquotienten und Integrabilitatsbe-
dingung. Unter dem Richtungsdifferentialquotient einer skalaren
oder vektoriellen Ortsfunktion f=f(u, v) auf der Flache in R.cli-
tung einer Kurve der ersten Schar wird der Grenzwert

verstanden und mit bezeichnet.
Also:

ebenso (69)

Der Begriff des Richtungsdifferentialquotienten deckt sich mit
dem des gewohnlichen Differentialquotienten, wenn dsl bzw. ds?
ein integrables Differential, also s! bzw. sl ein Parameter ist; fur
nicht integrable Differentiale stellt er eine V erallgemeine-
rung dieses Begriffes dar. Man wird also auch nicht erwarten, dal
samtliche Gesetze der gewdhnlichen Differentialrechnung fir Rich-
tungsdifferentialquotienten gelten. Insbesondere gilt folgender Satz:

In hoheren Richtungsdifferential quotienten
nach verschiedenen Richtungen ist die Reihen-
folge der Differentiationen nicht vertauschbar.

Um ihn zu beweisen, geht man von der Vertauschbarkeit der
Differentiationen in der gewoéhnlichen Differentialrechnung aus. Man
bildet
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Wegen der Gleichheit der linken Seiten der beiden letzten Gleichun-
gen gilt die Gleichheit der rechten Seiten:

Bei der Ausfiihrung der Differentiation ist zu bemerken, dal} die
Differentiation eines Produkt wie gewdhnlich erfolgt; das ist nach
(69) einzusehen. Fur die dann auftretenden 2. Differentialquotien-
ten wird festgesetzt, dal3

geschrieben werden soll, da also die rechtsstehende Operation zu-
erst ausgefihrt werden soll. Dann gilt

also
(708)

Da die rechte Seite dieser Gleichung nicht verschwindet, ist der
Satz bewiesen.

Die Koeffizienten der ersten Differentialquotienten in (70a) sind
die geodéatischen Krimmungen der Parameterkurven; das kann
nach (50a, b) als bekannt Gbernommen werden, wird aber unten
auch unabhangig bewiesen; also

(70b)

Diese Gleichung wird haufig nur fir die Operationssymbole ange-
schrieben)):

(70¢)
Sie findet stets Verwendung, wenn dieAufstellungder Inte-
grabilitats-Bedingung eines simultanen Systems

von Differentialgleichungen notwendig wird; sie soll selbst als
Integrabilitats-Bedingung bezeichnet werden.

1) Cesaro-Kowalewski, Natirliche Geometrie. (1901.) S. 199.
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Zunéchst soll also in einer von der Methode der Gaulf3 sehen Para-
meter unabhangigen Weise gezeigt werden, dal Gl und G2 die geo-
datischen Krimmungen der Kurven beider Scharen sind. Setzt man

fur f den Ortsvektor r ein, also so wird (70b)

(1)
Durch skalare Multiplikation mit t! bzw. t2 folgt, dal3 in der Tat

in Ubereinstimmung mit (37) die beiden geodatischen Kriimmungen
sind.
Multipliziert man weiter (71) skalar mit §0 folgt

(72)

Bildet t1, t2,  ein Rechtssystem, mithin t2, t1, R ein Linkssystem,
so ist nach (33) und zufolge der Bemerkung Uber das Vorzeichen
der Torsion bei Verwendung von Linkssystemen [Ziff. 42, letzter Satz]:

(73)

Somit folgt nach (72) die bereits bekannte Relation (62)

T1+T9=0, (73)
die also auch nicht aus der Theorie der Gaulischen Parameter
Ubernommen zu werden braucht.

58. Geometrische Deutung der Integrabilitdtsbedingung. Der
Integrabilitatsbedingung kann ein geometrischer
Sinn beigelegt werden; hierzu bringt man sie am besten in eine
andere Form. Wir nehmen auf einer Flache zwei Kurvenscharen u
und v und bezeichnen die Anderung einer Funktion f= f(u,,v).

wenn u um du wachst, mit ihre Anderung, wenn v um

dv wachst, mit Der Funktionswert in dem Punkt
(u + du, v—+dv), der dem Ausgangspunkt (u, V) in einer Masche
des Kurvennetzes gegenuberliegt, kann auf zweierlei Wegen berech-
net werden. Auf dem ersten Weg lalt man zuerst u um du wach-
sen und erhalt (Fig. 41)

f(u + du, v) =F+ dif,
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sodann v um dv und erhéalt
f(u —du, v + dv) = f+ dIif + d2(F+ d1f)
= f+ dif + d2f + d2dif.

Auf dem zweiten Weg lalit man zuerst v, dann u sich andern und

erhélt f(u + du, v + dv) = f+ d2f + d2F+ d1d2f.

Ist(u,v) eine eindeutige Funktion in der Umgebung von
(u, v) auf der Flache, so sind die bei-
den erhaltenen Werte gleich, also

d2dl ¥ - d1d2f=0. (74)

Um nun die linke Seite dieser Ein-
deutigkeitsbedingung zu be-
rechnen. bildet man

Fig. 41.
oder nach (69)

Damit geht die Eindeutigkeitsbedingung (74) in die
Integrabilitatsbedingung (70b)

(75)
Uber

Die Bedingung (71), in der f durch den Ortsvektor r ersetzt ist,
wird als die Schliel3ungsbe-
dingung fur ein von zwei Kur-
venpaaren beider Scharen be-
stimmtes Viereck erkannt; nach
(74) erhalt man

d2dir -didr=0;, (74)

diese Gleichung laBt sich auch
durch die Anschauung aus Fig. 42
ablesen.
Wir bemerken, dal zwei Kur-
venscharen im Raum nur dann auf
einer Flache liegen, wenn zwi-
schen ihren Richtungen und ihren
Richtungséanderungen eine ganz Fig. 42.
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bestimmte lineare Beziehung von der Form (71) besteht, und cal}
dann die MaRzahlen Gl und G2, die in dieser Beziehung auftreten,
die geodéatischen Krimmungen der Kurven auf der Flache sind.
Die allgemeine Eindeutigkeitsbedingung(74)sagt aus,daf
eine eindeutig definierte skalare oder vektorielle Funktion f auf
der Flache beimUmlauf des Funktionsortes um ein ge-
schlossenes Viereck wieder ihren Ausgangswert annimnt.

59. Fundamentalformeln der Flachentheorie. Jetzt ist es leichit,
die naturliche Geometrie einer Flache aufzubauen, indem
man die Formeln (35) und (36) fir die Bewegungdesbegleiten-
den Dreibeins einer Flachenkurve auf die beiden Scharen von
sich orthogonal schneidenden Parameterkurven anwendet.

Fur die Kurven der ersten Schar hat man durch tl, t2 91
fur die zweite durch t2, tl, R zu ersetzen. Nimmt man ti, t2, R als
Rechtssystem, also t2, tl, 91 als Linkssystem an, so sind fir die eiste
Kurvenschar N, G, T durch NI, Gl, Ti, fir die zweite durch
N2,B zu ersetzen; dabei kann man wieder nach (73 und
(62) T1= — T2= T setzen. Endlich hat man von den beiden D.ir-
bouxsehen Vektoren ul, u2 den ersten wie in (36), den zweiten mit
umgekehrten Vorzeichen anzusetzen. [Vgl. Ziff. 41, letzter Sa;z.]

Somit ergeben sich folgende Fundamentalformelnl):

(76 a)

(77a)

(76b)

(77b)

1) Diese Formeln sind den Unbeweglichkeitsbedingungengleichwertig,
die sich bei Cesaro -Kowalewski, Natirliche Geometrie (1901), S.201 finden.
Die vektoriellen Formeln finden sich bei Burali Forti, Fondamenti per la
geometria differentiale col metodo vettoriale generale. Rendiconti di Palermo 33,
1912, S. 1ff., in der hier angegebenen Form und Bezeichnung bei Lagally,
Uber Spannung und elastische Deformation von unebenen Membranen, Zeit-
schrift fur angewandte Mathematik und Mechanik 4, 1924, S. 377 ff.
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Durch skalare Multiplikation von (76a, b) mit tl, 2, R kann man
nachtraglich die Richtigkeit der auftretenden MaRzahlen NI, N2,
Gl, G2, T bestétigen. Fur die Bewegung eines mit dem Dreibein
starr verbundenen Vektors b gilt nach (7)

(78)

60. Formeln von GauR und Codazzi. Die in den Fundamental-
formeln auftretenden Werte der Paare von Differentialquotienten
je eines der 3 Vektoren tl, t2, R werden nur dann miteinander ver-
traglich sein, wenn sie der Integrabilitdtsbedingung geniigen, die
fur jeden der 3 Vektoren gesondert aufzustellen ist.

Man kann diese 3 Integrabilitdtsbedingungen aber durch eine
einzige ersetzen, die einen einfachen geometrischen Sinn besitzt.
Wir denken uns auf der Flache ein von je zwei Kurven jeder der
beiden orthogonalen Scharen gebildetes Viereck, und weiter einen
Vektor b, der mit dem begleitenden Dreibein einer dieser Kurven
starr verbunden ist. Dieses Dreibein kann man um das Viereck be-
wegen; in jeder Ecke tritt eine Vertauschung der Kurventangente
mit der Kurvennormalen ein, die Flachennormale bleibt erhalten. Der
mit dem Dreibein starr verbundene Vektor v éndert
sich aber auch in den Ecken stetig, kommt nach dem Um-
laufen des Vierecks mit dem ursprunglichen Be-
trag und der ursprunglichen Richtung im Aus-
gangspunkt wieder an, ist Gberhaupt in der Umgebung des
Ausgangspunktes eindeutig.

Der Vektor v genlgt also der Integrabilitatsbedingung (70c)

oder nach (78)

Differentiation der Vektorprodukte und nochmalige Anwendung
von (78) liefert

Jetzt kann man nach Ziff. 21 (51) die Differenz der beiden dreifachen
Vektorprodukte durch das dreifache Vektorprodukt (ul><u2)><v
ersetzen; weil dann sédmtliche Glieder der Gleichung den Faktor b
enthalten und die Gleichung fir jeden Wert von b gilt, kann man
diesen Faktor weglassen. Es ergibt sich

(79)
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als Integrabilitatsbedingung. Dieser Bedingung
muissen die zu beiden Kurvenscharen gehdrigen
Darbouxschen Vektoren genugen, damit eine ein-
deutige Bewegung eines begleitenden Dreibeins
um ein Kurvenviereck moglich ist.

Die Gleichung (79) ist 3 skalaren Gleichungen gleichwertig. Nach
(77a, b) erhélt man:

(80)
tt 2 R
T NI Gl + GI(Ttl+ Ni2+ GIR) + G2 (Tt2+ N2tl + G2R).
T N G

Ersetzt man nun die Richtungsdifferentialquotienten nach (76a, b)
durch die Einheitsvektoren tl, t2, 97 und ordnet nach diesen, so zer-
fallt (80) in 3 Gleichungenl) zwischen JN1, N2, G1, G2, T:

(81a)
(81b)

(81c)

Die wichtigste von diesen 3 Gleichungen ist die dritte, die Gaul3-
sche Gleichung; die beiden ersten
pflegt man als Codazzische Gleichun-
gen zu bezeichnen.

61. GauBsche und mittlere Krim-
mung. In einem von zwei Paaren der
orthogonalen Parameterkurven auf der
Flache gebildeten Viereck bezeichnen
wir die vom Punkt u, v ausgehende Diago-
nale mit ds\ sie bilde mit den Seiten ds! und ds! die Winkel a und

so daB (Fig. 43)

Fig. 43.

(82)
ist. Dann wollen wir den Richtungsdifferentialquotient

einer Ortsfunktion f bilden.

1) Vgl. Cesaro-Kowalewski, Natirliche Geometrie (1901), S. 202.
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Die Anderung der Funktion f beim Ubergang des Funktionsortes
in die gegenuberliegende Ecke des Vierecks ist

anderseits ist

somit nach (82)

Jetzt wollen wir weiter die Normalkrummung N' und geo-
datische Torsion T' fur die Richtung der Diagonale ds be-
rechnen. Hierzu bezeichnen wir wie bisher die Richtung von dsi
und ds? mit tl und t2; dann legen wir in die Richtung von ds einen
Einheitsvektor

t=tlcosa+tlsina (84)

und setzen auBerdem noch einen darauf senkrechten Einheitsvektor
(84

derart fest, da ein Rechtssystem bilden, wenn tl, t2, R das tun.

Endlich multiplizieren wir den Richtungsdifferentialquotient
von 9L

skalar mit t und Nach (84), (84") ergibt sich

oder mit Rucksicht auf (37)

N*= N1 cos2a — 2 Tsina cosa + N2 sin2 a; (85a)
T'= (Nl — Ni)sinacosa + T(cos2a —sin2a) (85h)

Damit sind die Werte von Nund Tfur eine beliebige
Richtung auf die fur zwei aufeinander senkrechte
Richtungen zuruckgefuhrt. Besonders einfach wird (85a),
wenn die Krimmungslinien als Parameterkurven verwendet wer-
den, also T Null ist; man erhélt den Eulerschen Satz:

N'= Nlos2a + NllIsin2a. (86)
Die Normalkrimmung fir eine beliebige Richtung ist linear

durch die beiden Hauptnormalkrimmungen NI und NIl aus-
driickbar.
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Bildet man nach (85a) noch die Normalkrimmung N" fur die

Richtung also den Winkel

N" = Nl sin2a + 2Tsina cosa + N2 coslq,
so kann man die Gultigkeit folgender zwei Gleichungen erkennen:

N'+N"=N1+N2; (87 a)
N'N" — T2=NI1N2 — T2 (87Db)

Damit sind zwei Invarianten gefunden, deren Bedeutung schon
aus der Theorie der GaufRRschen Parameter bekannt ist; nimmt
man als eines der Orthogonalsysteme die Krimmungslinien, so er-
kennt man nach (67a, b) in
K =NINII=N1N2— T2 (884a)
und
H=% (NI+ NII) =% (N1 + N2) (88h)

die Gauf3sche und mittlere Krummung der Flache wieder.
Von Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. Die Gaul3sche
Gleichung (81c) laRt sich jetzt in die Form:

(89)

setzen. Da die linke Seite nur vom Linienelement der Flache ab-
héngt, also biegungsinvariant ist (vgl. Zziff. 48), gilt das
gleiche von der rechten Seite; die Gauf3sche Krimmung K
ist eine Biegungsinvariante. Hierin liegt die grundsatz-
liche Bedeutung der Gaulf3 sehen Gleichung.

62. Dreifache Orthogonalsysteme. Ein besonders interessantes
Objekt der rdumlichen Geometrie bilden die Systeme von drei sich
gegenseitig rechtwinklig schneidenden Flachenscharen.

In jedem Schnittpunkt dreier Flachen schneiden sich die drei
Schnittkurven von je zweien paarweise senkrecht. Die Einheits-
vektoren der Tangenten dieser drei Kurven bilden ein Dreibein
und sollen t1, t2, t3 heillen. Je zwei von den drei Einheitsvektoren
bestimmen die Tangentialebene einer der drei Flachen; der dritte
gibt dann die Richtung ihrer Normalen und der Schnittlinie der
beiden anderen Flachen.

Wenn sich das begleitende Dreibein tl, t2, t3 langs einer der drei
Schnittkurven bewegt, 143t sich der zugehérige Darbouxsche
Drehvektor jedesmal in zwei verschiedenen Gestalten ansetzen;
denn seine MaRzahlen sind die Krimmungen der Schnittkurve,
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wenn diese als Flachenkurve auf einer der beiden sich in ihr schnei-
denden Fléchen aufgefalit wird.

Gibt man den Krimmungen N und G je zwei Indizes, deren erster
die Tangentenrichtung der Flachenkurve, deren zweiter die Nor-
malenrichtung der Flache bezeichnet, auf der die Kurve liegt, und
der Krimmung T nur den letzteren Index, so erhalt man fir die
zu tl, t2, ©3 gehorigen Drehvektoren ul, u2, u3 folgende Ausdriicke:

Durch Vergleich erhdlt man zunachst
ITF = T1=-T3 T FH=—7
Tl =T2=T3=0. (90)
Hierin liegt der Dupinsehe Satz. Die Schnittkurven der
Flachen eines dreifachen Orthogonalsystems sind

auf jeder der Flachen die Krummungslinien.
Ferner gibt der Vergleich:

also

N13= — GI12 usw., allgemein
Nik= — Gil (1 Zk#1) (i,kI=1,2,3).

Die Normalkrummung einer Schnittkurve zweier
Flachen fur eine dieser Flachen ist (bis auf das Vor-
zeichen) die geodatische Krummung fur die andere.

Damit erhalt man fir die Drehvektoren folgende endgultige Aus-

dricke:
ul = NG 833,

2= -N23 + N21t3, (92)
u3= N32t1 - N3lt2

Daraus folgen fir die Richtungsdifferentialquotienten von tl, t., t3,
nach (7) und (76a, b)

(91)

(i,k=1,2, 3) (93)

die folgenden Ausdriicke:
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Diese Gleichungen bestimmen die Richtungsdnderungen
der Schnittkurven des dreifachen Orthogonalsystems und damit
die Bewegung eines begleitenden Dreibeins durch die
6 Normalkrimmungen der Schnittkurven. Sie lassen sich
auch geometrisch einfach deuten mit Hilfe der spharischen Abbildung.
Fur die 3 Paare von Richtungsdifferentiationen bestehen 3 In-
tegrabilitatsbedingungen; sie werden nach (70c¢) und (91)

nebst zwei ahnlichen Gleichungen; ihre Anwendung auf (94) gibt
ein System von 9 Gleichungen, das man auch unmittelbar aus den
Gaul-Codazzisehen Gleichungen (81) herleiten kann. Es be-
steht aus 6 Gleichungen von der Forml):

(95a)
und 3 Gleichungen von der Form:
(95b)

Dieses Gleichungssystem ist von Lame aufgestellt worden.

63. Linienelement des Raumes. Sind dsl, ds2, ds3 drei Linien-
elemente der Schnittkurven dreier Flachen eines dreifach ortho-
gonalen Systems, so berechnet sich das Linienelement ds des

Raumes aus ds2= ds12+ ds22+ds32

dabei darf nicht Uibersehen werden, dal? dsl, ds?, ds3 nicht integrable
Differentiale sind.

Ist anderseits r = r (u, v, w) der Ortsvektor eines Punktes im
Raum, so geben u = const, v = const, w = const 3 Flachenscharen,
Auf jeder Flache sind die beiden veranderlich gelassenen Para-
meter als Gaul3sche Parameter zur Kennzeichnung der Flachen-
punkte geeignet. Je zwei Flachen verschiedener Scharen schneiden
sich in einer Kurve, auf der 2 Parameter konstant sind und nur
einer veranderlich ist.

Das gerichtete Linienelement im Raum ist dann

dr = ru.du + rv.dv + w,dw;

diese Darstellung gibt die Zerlegung in Komponenten in Richtung der
Schnittkurven. Das Linienelement ds des Raumes ergibt sich dann aus

ds2=dr-dr.

1) Vgl. G. Darboux, Lecons sur les systemes orthogonaux 1910, S. 192.
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Wir beschranken uns jetzt auf den Fall, dal die 3 Flachen-
scharen ein Orthogonalsystem bilden, mithin die Schnittkurven auf-
einander senkrecht stehen. Dann ist

ru- rv =mwm= ru-rw= 0.
Setzt man dann abkulrzend
ru-ru= U2 r-rn=y¥ w-rw = W2,
wo U— U(u, v, w), V= V(u, v, w), W= W(u, v, w) Funktionen
von u, v, w sind, so wird das Linienelement des Raumes
ds2= U2du2 + Vadv2+ W2dw2 (96)

Es soll nun unter Verwendung dieses auf Gauf3 sehe Parameter
bezogenen Linienelementes die Bewegung eines begleitenden Drei-
beins untersucht werden. Dabei handelt es sich im wesentlichen
um eine Umformung des mit den Methoden der natirlichen Geo-
metrie gewonnenen Gleichungssystems (94).

Zunéchst lassen sich die 6 Normalkrummungen nach (91) als
geodatische Krimmungen, also mittels des Linienelementes je einer
der orthogonalen Flachen berechnen; z. B. ist auf einer Flache
w = const. dw =0

ds2= U2du?+ V2dv?,
mithin nach (91) und (50a):

(97)

Ferner ist usw. Damit lassen sich die Gleichungen (94)

fur die Bewegung des Dreibeins sofort fur Gaul3sche
Parameter umschreiben : (98)

Die Integrabilitatsbedingungen dieses Gleichungssystems brauchen
nicht neu aufgestellt werden, sondern lassen sich durch Umschrei-
ben des Systems (95) erhalten. Dabei tritt noch insofern eine Ver-
einfachung ein, als bei Einfuhrung der Koeffizienten des Linien-
elements (96) je zwei der Gleichungen (95a) Ubereinstimmen. Man
erhalt demnach nur 3 Gleichungen von der Forml):

1) Bianchi, Vorlesungen uber Differentialgeometrie. 1. Aufl., S. 485.
Lagallv, Vektorrechnung. 7



08 Kapitel 2. Von skalaren Parametern abhangige Vektoren.

(99a)

und 3 Gleichungen von der Form:
(99b)

Nur wenn U, V, W diesen 6 Bedingungen genugen,
existiert ein dreifaches Orthogonalsystem mit
dem vorgegebenen Linien eie ment:

ds2= U2du2+ V2dv2+ W2dw?2.

Bei einzelnen in den Anwendungen auftretenden, besonders ein-
fachen Fallen, wie Zylinder-, Kugel-, elliptischen Koordinaten sind
die rechtwinkligen Koordinaten als Funktionen der Parameter w,
Vv, w gegeben, mithin auch die Koeffizienten U, V, W. Dann siud
die Integrabilitatsbedingungen (99) identisch erfullt, also ent-
behrlich.

§ 6. Anwendungen auf Mechanik.

64. Freie Bewegung eines Massenpunktes. Wenn die freie Be-
wegung eines einzelnen Massenpunktes unter dem Einflul einer
Kraft zu untersuchen ist, fuhrt man die Zeit t als den Parameter
ein, von dem der Ortsvektor r eines Punktes der Bahnkurve
des Massenpunktes abhangt. Man setzt also:

r=r(;

dann wird die Geschwindigkeit i des Massenpunktes nach

Ziff. 39 der Vekter
(100)

und seine Beschleunigung der Vektor
(101)

Dall auch die wirkende Kraft K eine VektorgréRe ist, wurde
friher (Ziff. 2) unter der Annahme, daf} der Satz vom Parallelo-
gramm der Kréfte eine Erfahrungstatsache sei, aus den Elementen
der Statik gefolgert. Das gleiche folgt aus Newtons Dynami-
schem Grundgesetz, das die Proportionalitat zwischen Kraft
und Beschleunigung ausdriickt und wonach die Addition der Kréfte
demselben Gesetz folgt wie die Addition der Beschleunigungen.
Man ist also berechtigt, das dynamische Grundgesetz in
der vektoriellen Form:

K = mb (102)
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zu schreiben, wobei m die Masse bedeutet und der Kraftvektor K
die Kraft nach Betrag K und Richtung beschreibt, ihre Angriffslinie
aber nicht bestimmt.

Durch Einfihrung der Bewegungsgrofiie

F=mv (103)
nimmt das dynamische Grundgesetz die Form an:

(104)

hieraus folgt durch Integration zwischen zwei Zeiten tl und 2 in
der Zziff. 39 (3") erklarten Weise der Immpulssatz:

(104"
hiernach ist die Zunahme der BewegungsgroRRe in dem Zeitintervall

t1-t2 gleich dem Impuls der Kraft in dieser Zeit: Dieses

Integral eines VVektors nach einem Parameter ist als
Grenzwert einer Summe aufzufassen. — Vielfach wird die Be-
wegungsgroRe F selbst als Impuls bezeichnet; das soll auch im fol-
genden zugelassen werden.

Als Elementar ar beit der Kraft bei Bewegung des Massen-
punktes um das gerichtete Linienelement dr ist das skalare Pro-
dukt K-dr aufzufassen. Dann ist die Arbeit, die die Kraft bei
Bewegung des Massenpunktes zwischen zwei Punkten rl und r2 der
Bahn leistet:

(105)

Dieses Linienintegral ist das Integral eines skalaren Diffe-
rentials, das im allgemeinen aber kein exaktes Differential ist. Das
Integral ist also nicht nur von den Grenzen abhéngig, sondern auch
von dem Weg, auf dem die Integration zwischen den Grenzen zu
erstrecken ist, und erfordert also zu seiner Berechnung im allge-
meinen die Kenntnis der Bahnkurve. Durch Einfiihrung eines zur
Darstellung der Bahnkurve geeigneten Parameters entsteht ein ge-
wohnliches Integral einer Funktion einer Verénderlichen.

Fuhrt man insbesondere die Zeit als Parameter ein, so wird unter
Verwendung des dynamischen Grundgesetzes (102) und von (100)
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durch Ausfihrung- der Integration ergibt sich der Satz von der
lebendigen Kraft;

A =%mv22— Yomvl2= T(t2) — T(tl), (106)

wenn
= mv2 (107)

als lebendige Kraft (oder Bewegungsenergie) des bewegten
Massenpunktes eingefiihrt und hier als Funktion der Zeit betrachtet
wird. Die Zunahme der lebendigen Kraft ist gleich der von der wir-
kenden Kraft geleisteten Arbeit.

Schon friher (Ziff. 13) ist das Moment der Kraft:

M = r>K (108)
eingefuhrt worden. Ebenso soll das Moment des Impulses:
L=r><I (109)

gebildet und als Drehimpuls oder Drall bezeichnet werden.
Durch Differentiation von (109) nach der Zeit entsteht

hier verschwindet der erste Summand der rechten Seite, weil
I=mv  zu parallel ist. Nach (104) und (108) folgt die Gleichung:

oft als verallgemeinerterFlachensatz bezeichnet. Seine
geometrische Bedeutung ergibt sich, wenn inan nach (109) und (103)

setzt. Die von dem Ortsvektor r in der Zeit dt Uber-
strichene Flache ist, als Plangréfle aufgefalit,

dF =%r x dr; (111)
mithin ist die Flachengeschwindigkeit des Ortsvektors:
unr

und die Flachenbeschleunigung:
(1117
Der verallgemeinerte Flachensatz 1aRt sich also in die Form:

(112)
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setzen und erscheint somit als ein Seitenstiick zum dynamischen
Grundgesetz, indem er die doppelte Flachenbeschleunigung zum
Moment der Kraft in dieselbe Beziehung setzt wie dieses die Punkt-
beschleunigung zur Kraft.

Fur verschwindendes Moment M =0 erscheint der
spezielle Flachensatz; nach (110) wird der Drall L=C
ein konstanter Vektor; nach (UI") ergibt sich eine nach Betrag und
Stellung im Raum konstanteFlachengeschwindigkeit:

(113)

65. Dynamik des Punkthaufens. Bei der Untersuchung der Be-
wegung eines Systems von n Massenpunkten (Punkthaufen) mit
den Ortsvektoren r,, und den Massen (v=1, 2, - n) spielt der
Schwerpunkt oder Massenmittelpunkt des Systems eine
wichtige Rolle. Sein Ortsvektor ist

(114)
WO
M=>m,

die Summe der Massen aller n Massenpunkte ist.
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunktes:
und

erhélt man durch Differentiieren von (114), ausgedriickt durch die
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

und
der Punkte des Systems:

(115)

Die letztere Gleichung, am besten in der Gestalt
Mb0= 2mvhbv (110)

geschrieben, besitzt eine dynamische Bedeutung:
Die Bewegung eines einzelnen Punktes des Systems folgt nach

dem dynamischen Grundgesetz der Gleichung:

Kv= mvby; (117)
dabei bedeutetik die Resultante aller an dem vten Massenpunkt
angreifenden Kréafte. Jede der Krafte Kv setzt sich aus auReren

Kraften zusammen, die von auBen her auf die Systempunkte ein-
wirken, und inneren Kraften, welche die Systempunkte aufein-
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ander ausiiben. Beides konnen eingepragte Krafte oder Reakthns-
krafte sein. Von den inneren Kraften wird jedoch vorausgesetzt,
daR sie paarweise in die Verbindungslinien je zweier Massenpunkte
fallen und sich nach dem Gegenwirkungsprinzip gegenseitig Auf-
heben. Setzt man also
YKv=K;

so ist diese Summe aller Krafte identisch mit cer
Summe der auf3eren Krafte allein.

Summiert man jetzt alle Gleichungen (117) (fur v=1, 2 ---n), so

folgt nach (116): K MO, (118)

Diese Gleichung drickt den Schwerpunktssatz aus: Der
Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten bewegt sich so, als
ob alle Massen in ihm vereinigt wéren und die Resultante aller
auBeren Kréafte in ihm angreifen wirde.

Fuhrt man als Impuls des Systems die Summe der Impulse
der Systempunkte ein:

= > 1=>mvw

so nimmt der Schwerpunktssatz nach (115) folgende Gestalt an:

(119)

Als Impulsmoment (Drall) des Systems wird die
Summe der Impulsmomente aller Systempunkte eingefihrt:

Aus dieser Gleichung folgt durch Differentiieren und nach (117):

oder wenn mit
Mv= rvx Ky

das Moment der Resultierenden =l, bezeichnet wird,

Die auf der rechten Seite stehende Summe der Momente aller
Krafte setzt sich zusammen aus der Summe der Momente der
auReren und der der inneren Krafte. Die letztere Summe ist Null,
da die inneren Kréfte paarweise in die gleiche Angriffslinie fallen
und entgegengesetzt gleich sind. Setzt man also
> Mv= M,

so ist diese Summe der Momente aller Krafte identisch mit der
Summe der Momente der auf3eren Krafte allein.
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Damit ergibt sich
(120)

diese Gleichung drickt den allgemeinen Flachensatz fir
Punktsysteme aus. Fihrt man namlich mit

die Flachengeschwindigkeiten der Ortsvektoren der einzelnen
Massenpunkte ein und definiert durch die Gleichung

eine resultierende Flachengeschwindigkeit so folgt
aus (120)
(121)

als Zusammenhang zwischen der doppelten resultierenden Flachen-
beschleunigung und dem resultierenden Moment der duReren Kréfte.

Fur verschwindendes Moment der &uReren Kréafte
erhélt man den speziellen Flachensatz fur den Punkt-
haufen. Nach (120) ist in diesem Fall das Impulsmoment des
Systems konstant L = C; somit ist auch die resultierende
Flachengeschwindigkeit konstant nach Betrag und
Stellung im Raum,

(122)

Die Ebene der resultierenden Flachengeschwindigkeit wird als in-
variable Ebene bezeichnet. Projiziert man die Bewegung senk-
recht in eine beliebige Ebene, so ist auch die in diese Ebene fallende
Komponente der Flachengeschwindigkeit konstant, aber von ge-
ringerem Betrag als die resultierende Flachengeschwindigkeit in
der invariablen Ebene.

Die schon vielfach hervorgetretene Analogie der Dynamik des
Punkthaufens zu der des einzelnen Massenpunktes laf3t sich noch
weiter ausbauen durch Aufstellung des Satzes von der le-
bendigen Kraft fir den Punkthaufen. Bezeichnet man die
Elementararbeit samtlicher innerer und &auf3erer
Krafte in einem Zeitelement dt mit

dA — XdAv= > Kv-drr (123)
und definiert man die lebendige Kraft T des Systems durch

T— X Tv=%3mvuv2, (124)
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so erhdlt man fir die zwischen zwei Zeitpunkten t! und K, ge-
leistete Arbeit nach (117):

oder

A=T(t2)—T(t1) (125)
Der Zuwachs der lebendigen Kraft ist hier der von samtlichen
Kraften geleisteten Arbeit gleich; es ist vielleicht nicht Gberflussig,
darauf aufmerksam zu machen, dal? auch die inneren Krafte Arbeit

leisten
66. Der Schwerpunkt als Bezugspunkt. Die besondere Wichtig-
keit, die der Schwerpunkt in der Dynamik des Punkthaufens be-
sitzt, lalt es nutzlich erscheinen, neben dem bisher verwendeten
»festen* Bezugssystem ein zweites, bewegliches Bezugssystem mit
dem Schwerpunkt als Anfangspunkt einzufiihren. Sind wie bisher
r, die von dem festen Anfangspunkt O
ausgehenden Ortsvektoren der n Massen-
punkte Pv und r0 der Ortsvektor ihres
Schwerpunkts A, und bezeichnet man
mit € die vom Schwerpunkt ausgehen-
den Ortsvektoren der Massenpunkte, so

Fig. 44. ist (Fig. 44)
9 ' =rv—r0, (1262)
Die relative Geschwindigkeit der Massenpunkte g,egeniiber
dem Schwerpunkt ist
VW = w— V0. (126b)
Zufolge der Definition des Schwerpunktes (114) ist
S mvr'v=0 (127a)
hieraus folgt durch Differentiieren oder nach (115)
> mvv'v=0. (127b)

Es sollen jetzt das resultierende Moment der auf3eren Krafte und
das Impulsmoment fir den Schwerpunkt als Momentenpunkt be-
rechnet werden. Das Moment M der aufReren Krafte ist:

M=73r>x Kv=3(r0+rv) x Kv
oder
M = MO+ M', (128)
wenn pNMo=—r0x K das Moment der im Schwerpunkt angreifend
gedachten resultierenden der &auferen Kréafte, bezogen auf den



§0. Anwendungen auf Mechanik. 105

festen Anfangspunkt 0, und M= JrvxKv das resultierende Mo-
ment der in den Massenpunkten Pv angreifenden Krafte, bezogen
auf den Schwerpunkt als Momentenpunkt, ist. Letzteres ist damit
nach (128) bestimmt.
Ahnlich wird das Impulsmoment des Systems:
L=2>rvx mvvr
nach (126a, b):
L =3[+ 1y) x mv(0+\)

=rOx MvO+rOx zmw'v' + Zmvr'v x vO+ Yrv x mw'.

Von den 4 Summanden der rechten Seite verschwinden die beiden
mittleren nach (127a, b); es ergibt sich:

L =LO+L, (129)
wenn LO0=r0 x MvO das Impulsmoment des Schwerpunkts, bezogen
auf den festen Momentenpunkt O, und L'=-%r'v x mwh\. das relative
Impulsmoment des Punkthaufens, bezogen auf den Schwerpunkt
als Momentenpunkt, bedeutet.

Nach (128) und (129) geht der allgemeine Flachensatz
(120):

Uber in
(130)

Nun sagt aber der Schwerpunktsatz (119) aus, daB sich der Schwer-
punkt nach denselben Gesetzen wie ein materieller Punkt bewegt;
fur ihn gilt also der Fléachensatz in der Form:

(131)
mithin ist nach (130) auch

(132)

Der allgemeine Flachensatz fur den Punkthaufen
gilt also nach (132) auch, wenn als Momentenpunkt
der bewegte Schwerpunkt eingefiuhrt wird.

Die eben durchgefiihrte Zerlegung des Flachensatzes gewinnt an
geometrischer Klarheit, wenn man die Impulsmomente durch
Flachengeschwindigkeiten ersetzt. Bezeichnet man
wie bisher die resultierende Flachengeschwindigkeit des Punkt-
haufens, bezogen auf 0, mit:
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ferner die Flachengeschwindigkeit des Schwerpunkts mit:

endlich die resultierende Flachengeschwindigkeit des Punkthaufens,
bezogen auf den Schwerpunkt, mit:

so ist nach (129)

(133)
Dann 1403t sich der allgemeine Fléchensatz (120):
nach (131) und (132) zerlegen in:

(134)
und

(135)

Es wird also die Flachenbeschleunigung des Schwerpunkts und die
Flachenbeschleunigung der Bewegung um den Schwerpunkt herum
hervorgebracht durch das Moment MO0 der am Schwerpunkt an-
greifenden Resultierenden bzw. durch das resultierende Moment der
an den Massenpunkten angreifenden Krafte fir den Schwerpunkt
als Momentenpunkt.

Als Anwendung soll noch der spezielle Flachensatz fur
den bewegten Schwerpunkt als Momentenpunkt be-
handelt werden. Wenn das resultierende Moment  verschwindet,
ist das Impulsmoment L = C konstant oder nach (129)

LO+L'=C (136)
konstant. Besonders interessant ist der Fall, daR auch die &uf3eren
Krafte oder mindestens ihre Resultierende verschwindet, was
zum Verschwinden von  keineswegs notwendig ist. Fir ein solches
freies System sagt der Schwerpunktsatz (118) aus, dal} sich der
Schwerpunkt mit konstanter Geschwindigkeit in gerader Bahn be-
wegt, dal also H = a -+ ot
der Ortsvektor des Schwerpunkts ist, wenn a seinen Ortsvektor
zur Zeit t=0 und w0 seine konstante Geschwindigkeit bedeutet.
Fur den Schwerpunkt gilt dann selbst der spezielle Flachensatz in

der Form:
LO=rO>=<MvO=ax JMvO0.
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Nach (136) wird also
L=C—ax MW (137)
das Impulsmoment des Systems fiir den Schwerpunkt als Mo-
mentenpunkt; es ist ebenfalls konstant, unterscheidet sich aber
nach GroRe und Richtung von dem Impulsmoment fir den festen
Momentenpunkt O.
Fihrt man nun in (133) neben der konstanten resultierenden

Flachengeschwindigkeit (122) des Punkthaufens um O als Mo-
mentenpunkt:

die ebenfalls konstante Flachengeschwindigkeit des Schwerpunkts
ein:

so folgt, daRR die resultierende Flachengeschwindigkeit des Punkt-
haufens um den Schwerpunkt als Momentenpunkt ebenfalls kon-
stant ist:

(138)
Es gibt also auch im bewegten System eine inva-
riable Ebene, die aber eine andere Stellung im Raum besitzt
als die im festen System; man wird ihr wegen ihrer Beziehung
zu dem mit dem Punkthaufen invariant verbundenen Schwerpunkt
eine groRere Bedeutung beilegen als der invariablen Ebene fir
einen beliebig gewahlten festen Momentenpunkt. —
In ganz &hnlicher Weise wie der allgemeine Flachensatz lafit
sich der Satz von der lebendigen Kraft (125):
A=THD-T(tY (139)
umformen, wenn man den bewegten Schwerpunkt zum Ausgangs-
punkt der Ortsvektoren nimmt.
Fuhrt man nach (126b)
V= vO—+vy
in die lebendige Kraft T ein, so wird

T = Hh-Zmw'v - w
=%-2mwO0 | —— Zmwv'v vO + %2 ZmvVv'v - v

Auf der rechten Seite verschwindet der mittlere Summand nach
(127b). Der erste Summand:

(140)
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ist die lebendige Kraft der im Schwerpunkt vereinigt gedachten
Masse. Der letzte Summand:

(141)

ist die lebendige Kraft des Systems in seiner Bewegung relativ
zum Schwerpunkt. Damit wird die lebendige Kraft zer-
legt: T=Ti+T" (142)
In der gleichen Weise 1Bt sich die Elementar arbeit zer-

legen:
dA = Y Kv-drv=) Kv-(drO+ dr'v).

Fuhrt man mit
dA0=> Kv-dr0= K-dr0 (143)

die Arbeit der im Schwerpunkt angreifenden Resultierenden bei
einer Bewegung des Schwerpunkts, ferner mit

dA'=3> Kv-dry (144)
die Arbeit der an den Massenpunkten angreifenden Kréafte bei

einer relativen Bewegung gegeniiber dem Schwerpunkt ein, so er-
halt man die Zerlegung der Elementararbeit:

dA = dAl + dA". (145)

Nun gilt fur die Schwerpunktsbewegung, die sich
in keiner Weise von der Bewegung eines einzelnen Massenpunktes
unterscheidet, der Satz von der lebendigen Kraft. Es
ist ndmlich

hieraus folgt durch Integration:
A=TO(t2) —TO(t1).

Dann gilt nach (139) der Satz von der lebendigen Kraft
auch far die Beweeune, um den Schwerpunkt herum:

A=T'(t2)-T'(t1). (147)

Die ganze Behandlung der Bewegung eines Punkthaufens durch
Zerlegung in die Bewegung des Schwerpunkts und
die Bewegung um den Schwerpunkt herum ist von be-
sonderer Bedeutung fur die Untersuchung der Bewegung eines
starren Korpers. Dieser kann durch Grenziibergang aus dem
Punkthaufen abgeleitet werden, dessen einzelne Punkte paarweise
feste Entfernung besitzen und in dieser festen Entfernung durch
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innere Kréfte gehalten werden, die man als Reaktionskréfte in
Staben von fester Lange einflhrt, welche die Punkte paarweise
verbinden. Die Bewegung des starren Korpers wird spater be-
handelt (Kap. 5, § 1).

67. Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kaumkurve. Bei
der Untersuchung der Bewegung eines einzelnen Massenpunktes
in Ziff. 64 wurde vorausgesetzt, da seine Bewegungsfreiheit im
Raum durch keine Bedingungen eingeschrankt sei; dagegen war
bereits bei der Untersuchung der Bewegung eines Punkthaufens
die Mdglichkeit zugelassen, dal3 sich unter den wirkenden Kréaften
Reaktionskréfte befinden, welche die Lage der einzelnen Punkte
in jedem Zeitpunkt an eine geometrische Bedingung knupfen und
also ihre Bewegungsfreiheit einschranken.

Wir kehren nun zur Bewegung eines einzelnen Massenpunktes
zurtck und lassen beide Mdoglichkeiten offen, dal? die Raumkurve,
die er beschreibt, eine freie oder eine erzwungene Bahn sei. In
letzterem Fall hindert die vorgeschriebene Bahn den Punkt, die-
jenige Bewegung auszufihren, die er unter dem EinfluB der auf ihn
wirkenden &uReren Kraft K allein ausfihren wiirde; sie hindert
ihn dadurch, daR bei der Bewegung auf der vorgeschriebenen Bahn
eine Zusatzkraft 3 auftritt, welche so bemessen ist, dal3 sie ihn
gerade zum Durchlaufen der vorgeschriebenen Bahn zwingt. Man
kann also die Bewegung dadurch zu einer freien machen, dafl man
die Zusatzkraft 3 zu K hinzufugt. Ist die Bewegung auf der Bahn
reibungslos, so kann man f3 als normal zur Bahntangente annehmen.

Aus dem Ortsvektor eines Bahnpunktes r = r(t) erhalt man die
Geschwindigkeit:

(148)
dabei bedeutet t wie friher den Einheitsvektor der Tangente,

ds das Bogenelement der Kurve; den Betrag der Geschwindig-
keit. Die Beschleunigung1!) wird

Dabei ist unter Verwendung der ersten F re netsehen Formel (19)

1) Der Vektor der Beschleunigung B ist in dieser und der n&chsten Ziffer
grof3 geschrieben, um Verwechslungen mit dem Binormalenvektor b zu ver-
meiden.
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also:
(149)

Damit ist die Beschleunigung in zwei Komponenten zerlegt, in die

Bahnbeschleunigung in Richtung der Tangente und die

Zentripetalbeschleunigung in Richtung der Haupt-
normalen gegen den Krimmungsmittelpunkt zu. Eine Komponente
in Richtung der Binormalen existiert nicht; der VVektor B der Be-
schleunigung fallt in die Schmiegungsebene. Der Betrag b der Be-
schleunigung folgt aus

(1497

Wir untersuchen nun die erzwungene Bewegung auf einer
vorgegebenen Raumkurve unter dem EinfluR einer wirkenden
Kraft K; dann gilt unter Hinzufligen einer Zusatzkraft 3 nach dem
dynamischen Grundgesetz die Bewegungsgleichung:

Die MaRzahlen der Komponenten von K in Richtung t, n, b mdgen
Kt, Kn, Kb heiRen, die von 3 ebenso Pt, Pn, Pb. Unter Voraus-
setzung reibungsloser Bewegung ist Pt=0. Der bewegte Punkt
bt selbst nach dem Reaktionsprinzip eine Reaktionskraft RRB8
auf die Bahn aus, die zwei von Null verschiedene Komponenten
besitzt mit den Malzahlen:

Rn= — Pn, Rb= — Pb
Jetzt ergeben sich die skalaren Bewegungsgleichungen:

(150)

0=Kb - Rb,
sie reichen aus, um in jedem Punkt der Bahn bei vorgegebener

Geschwindigkeit v die Bahnbeschleunigung und die Reaktions-
kraft zu berechnen.

In Richtung der Binormalen ist die vorhandene Komponente
der auBeren Kraft zufolge Rb= Kb gleich der Reaktionskraft; in
Richtung der Hauptnormalen tritt nach
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zur auleren Kraft noch eine vom Mittelpunkt der ersten Krim-

mung weggerichtete Kraft hinzu, die als Zentrifugal-
kraft bezeichnet wird.

68. Bewegung auf einer Flache. In ganz ahnlicher Weise laRt
sich die erzwungene Bewegung auf einer Flache behandeln. Die
Bewegung erfolgt in einer auf der Flache liegenden, zunédchst un-
bestimmten Raumkurve; fiir die Beschleunigung gilt also:

Nun hat man den Vektor n der Hauptnormalen wie friher (Ziff. 45)
in Richtung der Flachennormalen R und der auf der Kurve senk-
rechten Flachentangente zu zerlegen, wenn o der Winkel der
Schmiegungsebene mit der Tangentialebene ist:

Dann wird
(152)

woflr noch

geschrieben werden kann, wenn man nach dem Meusnier sehen

Satz die Normalkriiinmung (32) einfuihrt. Setzt man wieder
nach dem dynamischen Grundgesetz
mB =K+ 3

und bezeichnet die MaRzahlen der Komponenten von K und 3 in
Richtung durch die Indizes 1, 2, 3, so ist zunachst unter Vor-
aussetzung reibungsloser Bewegung Pl = P! = 0. Der bewegte
Punkt Ubt auf die Flache in Richtung der Normalen eine Reaktions-
kraft mit der MalRzahl R = —P3 aus. Dann erhalt man in Koordi-
naten die Bewegungsgleichungen:

mutN cotg 0 = K9, (153)
—mv-N= K\—R.

Diese Gleichungen genligen, um in jedem Punkt der Bahn bei vor-

gegebener Geschwindigkeit v die Bahnbeschleunigung die Nei-

gung ¢ der Schmiegungsebene der Bahn gegen die Tangentialebene
und die Reaktionskraft R in Richtung der Normalen zu berechnen.

Letztere ist: R = K3+ mv2N. (154)
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Zur auBeren Kraft in dieser Richtung tritt die Zentrifugal-
kraft mvIN, der Vorzeichenunterschied gegeniber (151) ist nur
scheinbar, da definitionsgemal bei einer positiv gekrimmten Flache
der Einheitsvektor der Flachennormalen vom Krimmungsmittel-
punkt des Hauptschnitts weggerichtet ist.

Von Interesse ist die kraftefreie Bewegung auf der Flache. Aus

den beiden ersten Gleichungen (153) folgt in diesem Fall =0

cotgo = 0. Die letztere Bedingung sagt aus, da3 die Schmiegungs-
ebene der Bahn auf der Tangentialebene senkrecht steht, die Bahn
also eine geodatische Linie ist. Auf dieser bewegt sich
der Punkt der ersten Bedingung zufolge mit konstanter Ge-
schwindigkeit.

69. Relativbewegung. Gegeniber einem als fest bezeichneten
Raum, dessen Punkte auf ein Koordinatensystem O(xyz) bezogen
sind, bewege sich ein zweiter Raum mit einem Koordinatensystem
O' (x'y'z"). Dieser bewegliche Raum, den man sich an einen starren
Korper gebunden denken mag, soll das ,,Fahrzeug“ genannt wer-
den; und seine Bewegung
gegenuiber dem festen
Raum, also die ,,Fiihrung*
des Fahrzeugs, soll be-
kannt sein. Die Bewegung
eines Massenpunktes ge-
geniber dem beweglichen
Raum, die ein auf dem
Fahrzeug befindlicher Be-
obachter feststellen kann,
heiBt ,relative Bewe-
gungi. Ein Beobachter
im festen Raum wird die
»-absolute Bewegung“ des
Punktes gegeniiber dem
festen Raum feststellen
kdnnen.

Wenn die Fihrung be-
kannt ist, laBt sich aus der relativen Bewegung die absolute Bewegung
herleiten und umgekehrt. Fir die Herleitung dieses Zusammenhangs
sind die eingefuihrten Koordinatensysteme unwesentlich; sie sind zur
Unterstiitzung der Vorstellung eingefuhrt (Fig. 45).

Fig. 45.
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Ein Punkt P wird durch die Ortsvektoren r und r' im festen
Raum bzw. im Fahrzeug festgelegt. Die Bewegung eines gerade
in P befindlichen Massenpunktes hangt nun in doppelter Weise
von der Zeit ab:

1. dadurch, dafl der Punkt P selbst, als Punkt des Fahrzeugs
betrachtet, gegeniiber dem festen Raum eine von der Fihrung des
Fahrzeugs abhéngige FiUhrungsbewegung ausfuhrt,

2. dadurch, dal? der gerade in P befindliche Massenpunkt gegen-
Uber dem Fahrzeug eine relative Bewegung ausfihrt.

Die zweite Bewegung, die Relativbewegung, beobachtet der Be-
obachter auf dem Fahrzeug als Funktion der Zeit t', die er auf einer
auf dem Fahrzeug befindlichen Uhr abliest. Hingegen kann der
Beobachter im festen Raum an der Hand einer Uhr, auf der er die
Zeit t abliest, zweierlei beobachten, ndmlich die Bewegung des
Fahrzeugs als Ganzes, und die Absolutbewegung des Massen-
punktes.

Zwischen den gleichzeitigen Angaben beider Uhren besteht,
wenn sie nicht ohnehin gleich gehen, ein gesetzméaRiger Zusammen-
hang. Reduziert man die Angaben der bewegten Uhr auf die der
festen, so ist t' als Funktion von t aufzufassen. Dann kann die
totale zeitliche Anderung irgendeiner mit der Absolutbewegung
zusammenhangenden GroRe als Summe der partiellen Anderungen
aufgefalit werden, wenn sie als abhéngig von der Relativbewe-
gung gegeniiber dem Fahrzeug und von der Fihrung des Fahr-
zeugs betrachtet wird:

Setzt man dann beide Uhren als gleichgehend voraus, so ist zu

setzen, und t' nach Ausfuhrung der Differentiation durch t zu er-
setzen. Also
(155)

Es sollen jetzt die Geschwindigkeiten untersucht werden, die bei
der Bewegung des Punktes P auftreten:
die Absolutgeschwindigkeit ist

(156)
fur die Relativgeschwindigkeit ergibt sich vorlaufig

(157)

Lagally, Vektorrechnung. 8
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Um die Fihrungsgeschwindigkeit des Punktes P aufzustellen, soll
festgesetzt werden, in welcher Weise sich das Fahrzeug bewert.

Ist s der Ortsvektor von Q' im festen System, so ist die Ge-
schwindigkeit, mit der sich 0' dem festen System gegenlber be-
wegt. Das ganze Fahrzeug besitzt diese Translationsgeschwindig-
keit Gleichzeitig soll das Fahrzeug gegeniber dem festen
System eine Winkelgeschwindigkeit u besitzen, infolge deren der
Punkt P des Fahrzeugs die Tangentialgeschwindigkeit
hat. Aus der Translations- und Tangentialgeschwindigkeit setzt
sich die Fihrungsgeschwindigkeit des Punktes P zusammen
(158)

Nun laRt sich auch die Relativgeschwindigkeit noch umformen.
Da der Ortsvektor im festen System:

r=s+r
ist, und s von t' nicht abhangt, ist damit wird die Relativ-
geschwindigkeit (157)
(159)
Wendet man jetzt die Operation (155) auf r an, so folgt
(160)

oder nach (156) (158) und (159)
va= vt (1*11)

Die Absolutgeschwindigkeit ist gleich der
Summe aus Fuhrungsgeschwindigkeit und Rela-
tivgeschwindigkeit. Dieser Zusammenhang lief}e sich auch
leicht durch eine geometrische Betrachtung erkennen, die aber zur
Untersuchung des Zusammenhangs der Beschleunigungen wenig
durchsichtig wird und deshalb nicht verwendet werden soll.

Von den bei der Bewegung des Punktes P auftretenden Be-
schleunigungen sind die am nachsten liegenden:
die Absolutbeschleunigung

(162)
die Relativbeschleunigung
(163)
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die Fuhrungsbeschleunigung
(164)
Wendet man die Operation (155) auf (160) an, so folgt:

Die Absolutbeschleunigung ist also nicht gleich
der Summe aus Fuhrungs- und Relativbeschleuni-
gung; vielmehr tritt noch ein Zusatzglied auf,

(165)

das als Coriolisbeschleunigung bezeichnet wird. Damit
ergibt sich ba= bf + bc+ br. (166)

Es sollen jetzt bf und bc genauer berechnet werden. Die Fihrungs-
geschwindigkeit ist nach (158) bereits bekannt:

(167)
hieraus ergibt sich:

(168)

Der erste Summand ist die Translationsbeschleunigung;

der zweite Summand héngt von der Winkelbeschleu-

nigung des Fahrzeugs ab; der dritte Summand ist die von der
Winkelgeschwindigkeitu herriihrende Zen-
tripetalbeschleunigung. Es ist nam-
lich

(169)

Bei konstanter Winkelgeschwindigkeit u
beschreibt P einen Kreis um u als Achse
(Fig. 46); die Tangentialgeschwindigkeit ist
vt=u x r';
ihr Betrag ist vt= up, wenn u der Betrag
der Winkelgeschwindigkeit u und o der Ra-
dius des Kreises ist. Dann ist u < (u x r')
ein Vektor, der von Pnach dem Mittelpunkt

des Kreises zu gerichtet ist; sein Betrag ist Fig. 46.

u2p oder Damit ist der dritte Summand als Zentripetalbeschleu-

nigung erkannt.
8*
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Die Coriolisbeschleunigung ist:
(170)

Sie verschwindet nur in drei Fallen: 1. fiur Punkte
ohne Relativgeschwindigkeit, 2. bei reiner Translationsbewegung
des Fahrzeugs, 3. fur Punkte, deren Relativgeschwindigkeit der
momentanen Drehachse parallel ist.

70. Die Scheinkrafte. Fur einen Beobachter im bewegten
System hat das Vorhandensein von Beschleunigungen, die sich
seiner Beobachtung entziehen, namlich der Fihrungs- und der
Coriolisbeschleunigung, das Auftreten von Scheinkraften
zur Folge. IstK die (im ruhenden System gegebene und gemessene)
Kraft, die die Bewegung des Massenpunktes P bewirkt, so ist nach
dem Dynamischen Grundgesetz

mba= K (171)
Der Beobachter im bewegten System erkennt nur die Relativ-
beschleunigung br=ba—br —c
fur ihn bewegt sich der Massenpunkt nach (171) so, wie die Glei-

chung mbr= — mbf - mhc

bestimmt. Das Dynamische Grundgesetz bleibt also fur das be-
wegte System nur erhalten, wenn man

- mbf = Kf und - mbc =k (172)

als zwei Zusatzkréfte betrachtet, die von der Bewegung des
Systems herriihren; diese beiden Scheinkréfte werden als Fuh-
rungskraft und Corioliskraft bezeichnet. Dann wird die
Bewegungsgleichung im bewegten System:

mbr= K+ Kf+ K¢ (173)
mbr= Kr (273)

wobei die fir das bewegte System korrigierte Kraft Str aus der im
festen System gegebenen Kraft durch Hinzufiigung der Fuhrungs-
und Corioliskraft entsteht.

Die Fuhrungskraft ist nach (168) und (169):

oder kurzer

(174)

ihr wichtigster Bestandteil ist die Zentrifugalkraft:
Kz=—mu x (u < r'), (174"
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die nach GroRe und Richtung vollstandig mit der friiheren ebenso
bezeichneten Reaktionskraft Gbereinstimmt [vgl. Ziff. 67, 68], sich
aber begrifflich nicht damit deckt. Die Corioliskraft ist:
Kc= — 2mu x vr. (175)
71. Lotabweichung eines fallenden Korpers. Als Fahrzeug
soll die rotierende Erde betrachtet werden. Sieht man von
ihrer fortschreitenden Bewegung ab, so kann als z-Achse des
festen Koordinatensystems die Rotationsachse genommen werden
und als x- und y-Achse 2 Gerade des festen Raumes in der Aquator-
ebene. Das Koordinatensystem x', y*, z' des Fahrzeugs soll in
einem bestimmten Moment mit dem absoluten zusammenfallen. Die
N-Achse des bewegten Systems fallt dauernd in die z-Achse. In
die Achsenrichtungen des bewegten Systems werden die Einheits-
vektoren | gelegt.

Bei dieser Festsetzung beider Koordinatensysteme ist
. s=0 und r=r’
ferner ist
w0 die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde ist.

Fahrt man im bewegten System Kugelkoordinaten r, A, @ ein, so

wird rr=r(icoshcos@ + jsm2cos@ + ksin @).

Es soll sich nun ein in der Meridianebene 2 = 0 befindlicher Massen-
punkt mit der Geschwindigkeit ur auf den Erdmittelpunkt zu be-
wegen; seine Relativgeschwindigkeit ist

seine Fuhrungsbeschleunigung ist die Zentripetalbeschleunigung
bf = ux<(ux r) =— iu2rcos;
seine Coriolisbeschleunigung
bc= 2u x vr= — 2juvrcosq

die Coriolisbeschleunigung ist nach Westen gerichtet.

Ein Beobachter auf der Erde beobachtetdie Relativbeschleunigung

br=ba—bf - bc;

er findet die aus der Gravitation folgende Schwere des fallenden

Korpers verandert durch die nach auf3en wirkende Zen-

trifugalkraft ..
— mbf = iiu2rcosg

und die nach Osten gerichtete Corioliskraft
— mbe= 2juvrcos®.
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§ 1. Elemente der Theorie der Felder.

72. Definition des Begriffes: Feld. Ein unbegrenzter oder be-
grenzter Raum, dessen Punkten Zahlwerte gesetzmafRig zugeordnet
sind, heilt ein skalares Feld. Ein Raum, dessen Punkten ein
gesetzmaBRig veranderlicher Vektor zugeordnet ist, heildt ein
Vektorfeld. Die entsprechende Definition gilt fir ein Tensor-
feld zweiter oder héherer Stufe.

Die die gesetzméallige Zuordnung bestimmende Funktion heif3t
Feldfunktion. Sie wird in der Umgebung eines Punktes im all-
gemeinen als eindeutig, stetig und differentiierbar vorausgesetzt.

Physikalische Beispiele fur skalare Felder sind die Verteilung
einer Temperatur oder eines Potentials im Raum, fir Vektorfelder
die Kraft- und Stromungsfelder, fir Tensorfelder 2. Stufe die De-
formations- und Spannungsfelder.

Ein Punkt des Feldes wird Auf punkt genannt und oft einfach
durch Angabe seines Ortsvektors bezeichnet.

73. Skalares Feld. Unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems soll die Feldfunktion mit V (x, y, z) bezeichnet
werden. Alle Punkte, fur die die Feldfunktion einen festen Wert c
besitzt, erfillen eine Flache

V(X Y,2) =cC. )
Gibt man c verschiedene Werte, so entsteht eine Flachenschar, die
Schar der Niveauflachen des skalaren Feldes. Beispiele sind
die Isothermenflachen einer Temperatur-Verteilung oder die Po-
tentialflachen.

Beim Fortschreiten von einem Aufpunkt P (X, y, z) zu einem be-
nachbarten Punkt P'(x + dx.y + dy, z + dz) der gleichen Niveau-
flache ist die Anderung der Feldfunktion Null. Es soll nun allge-
meiner die Anderung dV der Feldfunktion V untersucht werden,
wenn man von einem Aufnunkt P mit dem Ortsvektor

r=ix—+ jy +kz
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zu einem beliebigen benachbarten Aufpunkt P’ mit dem Ortsvektor
r'=r +dr =i(x—+dx) + j(y + dy) + k(z + dz)
iibprp-eht. Dann ist

2

im allgemeinen von Null verschieden. dV kann in die form eines
skalaren Produkts gesetzt werden:

(©)
dessen zweiter Faktor ist der infinitesimale Vektor
dx = m dx + jdy + kdz,
der von P nach P' fuhrt. Der erste Faktor ist nur vom Ort P ab-
hangig, nicht von einem bestimmten Nachbarpunkt P', und heif3t
der Gradient des Feldes im Punkt P.
Man schreibt
4)

also
dv=grad V- dr.

Fur das Rechnen ist die von Hamilton eingefilhrte Bezeichnung

®)

zweckmaliger. Setzt man

so ist  (gelesen Nab!la) das Symbol furden Lickenausdruck

Dieser Ausdruck ist ein formaler Vektor, der zugleich die
Ausfihrung einer Differentiation an einer nachfolgenden Funktion
verlangt. Unter Einfuhrung dieser Bezeichnung wird

dv= V.dr=dr V (6)
die gesuchte Anderung: der Feldfunktion.

74. Gradient. Der GradientV ist jedem Punkt des skala-
ren Feldes eindeutig zugeordnet und bestimmt ein \VVektorfeld.
Fir jede in die Niveauflache fallende infinitesimale Fortschreitung
dr verschwindet dV. Also ist nach (6) der Gradient \/ Vek-
tor, der in die Normalenrichtung der Niveauflache fallt. Schreitet
man von einem Punkt einer Flache mit dem Feldwert V in Rich-
tung der Normalen um dx zu einer Flache hdheren Niveaus V+ dV
fort, setzt also dVV= 0, so muB nach (6) V V dr gleichsinnig sein.
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Der Gradient geht also in Richtung der Normalen
von einer Flache niedrigeren 2zu einer Flache
hdéheren Niveaus und unterscheidet sich dem Richtungssinn
nach von dem in der Physik vielfach gebrauchten Gefalle.

Bezeichnet man mit n den Einheitsvektor der Normalen in Rich-
tung der wachsenden V und setzt

. dr=ndn,
so wird nach (6):
dvV=n- Vdn=] V]dn. )

Der Betrag des Gradienten ist

®)

Denkt man sich das Feld erfiillt von Niveauflachen von gleicher
infinitesimaler Niveaudifferenz dV, so ist der Betrag des Gradien-
ten an jeder Stelle des Feldes dem Abstand dn benachbarter Ni-
veauflachen umgekehrt proportional und ein MaR fur die Dichtig-
keit der Niveauflachen des Feldes.

Aus dem geometrischen Sinn des Gradienten folgt seine Unab-
hangigkeit vom Koordinatensystem. Der Gradient ist eine
Invariante. Auch der Luckenausdruck (5) besitzt
infolgedessen Invariantencharakter. Ein formaler
Beweis hierfiur wird spéater nachgebracht. (Kap. 6, Ziff. 225.)

Die Orthogonaltrajektorien der Niveaufldchen bezeichnet man
als Feldlinien. Die Tangente einer Feldlinie fallt an jeder Stelle
in die Richtung des Gradienten. Die Bestimmung der Feldlinien
héngt von der Integration der Gleichung

dr x V=0 9)
ab, die durch das simultane System

ersetzt werden kann.

75. Richtungsdifferentialquotient einer skalaren Feldfunk-
tion. Bei einer Verschiebung des Aufpunkts um dr erfahrt die Feld-
funktion V nach (6) eine Anderung

dv=dr- V.
Nach Einfuhrung des formalen Vektors V kann man das formale
skalare Produkt (dr-\/) als ein Symbol auttassen, das die Ausfiih-
rung einer skalaren Differential-Operation verlangt, und
dv=(dr- )V (10)
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schreiben. Setzt inan dt =dst als Produkt aus Betrag und Ein-
heitsvektor an. so wird

dv=ds(t- )V
Man bezeichnet

(11)

als Richtunefsdifferentialquotient von V.
Uni eine Richtungsdifferentiation in rechtwinkligen Koordinaten
auszufuhren, setzen wir (nach Ziff. 8)

Dann wird

also
12)

In Richtung der Normalen der Niveauflachen ergibt sich der Héchst-
betrag fur den Richtungsdifferentialquotienten:

(13)

wenn (nx)--- den Winkel der positiven Normalen gegen die X---
Achse bezeichnet.

Wenn Richtungsdifferentialquotienten nach verschiedenen Rich-
tungen auseinander zu halten sind, empfiehlt sich die Verwendung
der Zeichen fur partielle Differentiation:

Von einem gewohnlichen Differentialquotient unterscheidet sich
ein Richtungsdifferentialquotient dadurch, daR ds eine lineare Diffe-
rentialform, nicht aber das Differential einer Funktion s ist. Eine

solche existiert nicht, insofern als Grenzwert einer Summe be-

trachtet nicht allein von den Endpunkten P! und P2, sondern auch
von dem von P! nach P2 filhrenden Weg abhéngt. Die in der natir-
lichen Geometrie der Kurven (Ziff. 42) auftretenden Differential-
quotienten einer Ortsfunktion auf der Kurve nach der Bogenlange
der Kurve sind noch gewdhnliche Differentialquotienten; dagegen
sind die in der naturlichen Geometrie der Flachen
(ziff. 57) vorkommenden Differentialquotienten nach den Bogen-
langen zweier Scharen von Parameterkurven als Richtungs-
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differentialquotienten anzusprechen, da diese Bogenlan-
gen nur auf je einer Einzelkurve, nicht aber allgemein auf der
Flache als Funktion der Endpunkte definierbar sind.

76. Vektorfeld. Eine vektorielle Feldfunktion kann in der Gestalt
vV(X,¥,2) = iu(x,y,z) +jv(x,y, 2) +kw(x,y, 2) (14)

mittels dreier skalarer Feldfunktionen w, v, w aufgebaut werden.
Als einfaches Beispiel einer vektoriellen Feldfunktion ist der Gra-
dient einer skalaren Feldfunktion bereits aufgetreten (4)

Wie im Gradientenfeld bezeichnet man in jedem Vektorfeld als
Feldlinien diejenigen Kurven, deren Richtung in jedem ihrer
Punkte mit der Richtung des Feldvektors zusammenfallt. Sie ge-

nigen der Gleichung d 0 (15)
rxv=20,

die dem simultanen System

) o dx:. dy:d2=u:v:w (15"
gleichwertig ist.

77. Riehtungsdifterentialquotient einer vektoriellen Feld-
funktion. Die AnderungdesFeldvektorsvbeimFortschreiten
von einem Aufpunkt P mit dem Ortsvektoi zu
einem benachbarten Aufpunkt P' mit dem Ortsvektor r + dr ist

dv kann unter Verwendung des infinitesimalen Vektors dx in fol-
gender Weise geschrieben werden:

dv=dr:- wv==(dr- )wv (16)

Die Anderung einer vektoriellen FeldgréRe bei einer Verschiebung

des Aufpunktes ergibt sich wie die Anderung einer skalaren Feld-

groRe durch Anwendung des skalaren Operators dr-V-
Schreibt man jedoch [vgl. Ziff. 30, (80)]

dv=dr-( V), (16")

so erscheint die Anderung der vektoriellen FeldgroRe als skalares
Produkt aus der Anderung des Ortsvektors und einem nur vom Ort,
nicht von der Richtung abhangigen Faktor, der lokalenDyade v
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Als Richtungsdifferentialquotient der vektoriellen
Feldfunktion b wird

(10
bezeichnet, wenn wieder dr = dst gesetzt wird.

78. Tensorfelder. In der gleichen Weise, wie sich die Richtungs-
differentiation einer skalaren FeldgroRe und einer vektoriellen
FeldgroRe herleiten lieB, kann man die Richtungsdifferentiation
einer tensoriellen Feldgrée beliebig hoher Stufe erhalten. Ent-
sprechend (16) und (17) erhéalt man fir das Richtungsdiffe-
rential und den Richtungsdifferentialquotient einer

Feldprofiie o: 4o =dr- o (182)
(18b)

Dabei kann man in letzterer Formel die rechte Seite wieder ent-
standen denken durch Anwendung des skalaren Operators (t: V)
auf die Feldfunktion; oder aber man kann die rechte Seite auf-
fassen als skalares Produkt des Einheitsvektors t der Differentiations-
richtung mit einem lokalen Tensor '®& néchst hoherer Stufe.

79. Invarianten eines Vektorfeldes: Divergenz und Rotation.
Da der formale Vektor ebenso wie ein wirklicher Vektor In-
variantencharakter hat, besitzen alle aus und einem Vektor ge-
bildeten Produkte ebenso wie die Produkte zweier wirklicher Vek-
toren einen vom Koordinatensystem unabhangigen Sinn.

Neben der bereits eingefiihrten lokalen Dy ade eines Vektor-
feldes b (<,yz) lassen sich weitere Invarianten durch Produkt-
bildungen herstellen, deren wichtigste als Divergenz und Ro -
tation bezeichnet werden.

Divergenz von v nennt man das skalare Produkt von mit
der Feldfunktion v

(19)
oder
(19)

Als Rotation von b bezeichnet man das Vektorprodukt von
mit der Feldfunktion b:

(20)
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Ebenso wie das Vektorprodukt zweier Vektoren kann auch
> v in die Form einer Determinante gesetzt werden:

(21)

Bei der Berechnung dieser Determinante sind die formalen Produkte
der Elemente der zweiten und dritten Zeile durch Differential-
quotienten zu ersetzen.

§ 2. Formale -Rechnung.

80. Differentiation von Summen und Produkten. Fir das

Operationssymbol gilt wegen seines linearen Aufbaus das distri-
butive Gesetz: es ist also:

uU+v)= u+ v
u+v)= U+ v, )
><Uu+vVv)= xu + <V,

oder unter Verwendung der Bezeichnungen grad, div, rot:

grad (u +v) =gradu + grad v.
div (u + v) = divu + div v,
rot (u +- v) =rotu + rot v.

Wenn das Operationssymbol mit irgendeiner vorgeschriebenen
Art der Multiplikation auf ein Produkt von zwei (skalaren oder
extensiven) Faktoren angewendet werden soll, so mul3 es, was die
Differentiation betrifft, auf jeden Faktor des Produktes zur An-
wendung kommen. Es gilt zunachst also fir jede Art der Multi-
plikation

Hier kennzeichnen die Pfeile voribergehend die Faktoren, die diffe-
rentiiert werden sollen. Es ist dann in jedem Falle jedes der ent-
standenen Produkte daraufhin zu untersuchen, in welcher Weise
die Faktoren vertauscht werden durfen, damit neben den Faktor
zu stehen kommt, der zu differentiieren ist.

Ein skalarer Faktor, der zwischen und dem zu differen-
tilerenden Faktor steht, kann auf die andere Seite von gestellt
werden:
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Er kann auch auf die andere Seite eines etwa vorhandenen Multi-
plikationszeichens gestellt werden; z.B.

Um die Verwendung von Klammern und Pfeilen mdglichst zu
beschréanken, wird folgende Festsetzung getroffen: die durch V
vorgeschriebene Differentiation erstreckt sich im allgemeinenl) auf
alle rechts von  stehenden Faktoren, auch wenn diese nicht durch
eine Klammer zusammengefalt sind. Soll nur ein Teil der Faktoren
und zwar die  zuné&chst stehenden differentiiert werden, so werden
diese Faktoren mit  durch eine Klammer zusammengeschlossen.

So ist z. B.

also
1
oder (n
()
In dhnlicher Weise ergibt sich:
uv=( u):v+u v, (i

XUV ={( U)>X\/ +uU Xy,
oder

(1D

Bei der Differentiation eines Produktes von vektoriellen
Faktoren darf ein vektorieller Faktor im allgemeinen weder auf
die andere Seite von , noch auf die andere Seite des Multiplika-
tionszeichens gestellt werden. Dagegen kann der zu differentiierende
Faktor mit dem fest bleibenden Faktor vertauscht werden, wenn
es die Gesetze der verwendeten Multiplikation zulassen.

So ist

(V)

Die rechte Seite 143t eine bemerkenswerte Umformung zu, durch
die die lokalen Dyaden v u und \7b vermieden werden koénnen.
Nach dem Entwicklungssatz gilt die Identitat

oder
V):u=u- v4+ux < V),
Ebenso: (v ( )
(W-v=v- u-vx( xu.

1) Von dieser Festsetzung wird spater manchmal abgewichen, wenn kein
Irrtum entstellen kann,
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Damit wird (1V)
grad (U-v) =u- wv—+-v- u+uxrotv+bxrotv, (V)

Die beiden ersten Summanden u- v und v- u sind im wesent-
lichen Richtungsdifferentialquotienten.
Durch ahnliche Umformungen findet man

-(Uuxv) =Vv- >xXuUu—u- v, V)
><(UXV) =V- U—u: /i Vv—V  u;
oder
div (uxv) =v.rotu — u-rotv
rot (uxv) =v:- u—u v+ udivv —vdivu

Zu ahnlichen Formeln geben die mehrfachen Produkte Ver-
anlassung.

Eine Gleichung, die spater gebraucht wird, soll noch angegeben
werden. Ersetzt man in dem vierfachen Produkt:

_ A C AD _

(A>=<B)-(C>=D) = B.C B.D =A-CD-B-B-CD-A
den dritten Faktor C durch und differentiiert nur den vierten
Faktor, der an Stelle von ® mit b bezeichnet werden soll, so folgt

(AxB)-( xVW=A-( V)-B-B-( V)-A (VI

81. Doppel- - Bei zweimaliger Anwendung des Operators
auf eine Feldfunktion gelten eine Reihe von bemerkenswerten Be-
ziehungen.

Wir bilden

divgrad V= - V
und bemerken, dall - als Symbol einer skalaren Operation auf-

gefalBt werden kann. Man setzt

und bezeichnet A als Laplaceschen Operator. Er ist auf
vektorielle und tensorielle FeldgréRen ebenso anwendbar wie auf
skalare: also

V=divgrad V=AV

(v
vV = Av, - 0= AP
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Die Anwendung von A auf ein Produkt zweier skalarer Faktoren
gibt nach (II) und (I11)
A(UV)= UAV + 2 u- v™+ VAU (VI
Bildet man in ahnlicher Weise

so kann grad divv = v= 2V, (V1)

als eine formale Dyade aufgefalRt werden, die die Ausfiihrung einer
Differentiation zweiter Ordnung an einer nachfolgenden Feldfunk-
tion verlangt.

Von besonderer Wichtigkeit sind folgende Identitaten :

rotgrad V= x V= =0 (ix)

divrotv= =< v= =0 X)

Endlich ist nach dem Entwicklungssatz

<( >xv)= “V— -\
oder ) (Xi)
rotrotv =grad divv — Av.

82. Formeln fur den Ortsvektor. Eine Reihe von Formeln, die
sich durch Anwendung von auf den Ortsvektor r, der vom
Anfangspunkt O nach einen Aufpunkt P fuhrt, und seinen Betrag r
ergeben, sind wegen ihres haufigen Auftretens von Wichtigkeit.
Unter Verwendung rechtwinkliger Koordinaten, die wegen der
Invarianz von ohne Beschrankung der Allgemeinheit zuléssig
ist. ist

Durch Differentiation von

r2=x2+ y2+ 7}

nach x erhalt man
or X

dx r’
entsprechend fir y undz
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Dann wird nach (4), (5)
(22)

Dabei ist ¢ der in die Richtung des Ortsvektors fallende, vom An-
fangspunkt O gegen den Aufpunkt P zu
gerichtete Einheitsvektor (Fig. 47). Ahn-
lich wird (fur beliebigen Exponent k)

(23)
insbesondere

Fig. 47. (23)

Ferner wird
Wi divr= .r=3 (249)
rotr= xr=0 (24 b)

Weiter ist:

Vr=1 (24¢)

die Einheitsdyade (zZiff. 33); infolgedessen ist jeder Richtungsdiffe-
rentialquotient von r dem Einheitsvektor der Richtung selbst gleich
[vgl. (17)1:

(24 4d)

Endlich ist, bei Anwendung von Doppel-V, noch eine Gleichung
von groRer Wichtigkeit. Es ist nach (23" fur nicht verschwinden-
des r

Nach (I11) ist

also nach (23) und (24 a)

Mithin genugt — der Gleichung
Fig. 48- (25!

(Laplacesche Gleichung) in allen Punkten des
Raumes auf3er im Anfangspunktr = 0.

Wenn der Vektor r nicht vom Anfangspunkt 0, sondern von einem
beliebigen Raumpunkt Q(&, n, ¢) aus nach einem Aufpunkt P(x, Y, z)
fuhrt (Fig. 48), lassen sich alle Differentialformeln fir r unver-
andert Gbertragen, wenn Q fest und P veranderlich gedacht wird.
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also die Differentiationen im Punkt P ausgefiihrt werden. Es ist
namlich dann

also
(26)

(27)

Es ist jedoch nicht zu Ubersehen, dal? auch der Punkt Q(§, n, Q)
veranderlich gedacht werden kann; fihrt man die Differentiationen
in Q aus, so ist

Usw.;

es andern alle ersten Differentialquotienten das Vorzeichen. Man
muf3, um Verwechslungen zu vermeiden, den Punkt, in dem diffe-
rentiiert wird, bezeichnen, etwa durch bzw. Dann wird

USW. (28)

Nur wenn keine Verwechslung mdglich ist, soll bei Differentiation
im Aufnunkt das Weirlassen der Bezeichnung <restattet sein, also
V fur gesetzt werden Konnen.

§ 3. Divergenz.

83. Quelldichte. Der Feldvektor v = iu + jv + kw soll als Ge-
schwindigkeit einer strémenden FlUssigkeit von unverander-
licher Dichte g (inkompressible Flussigkeit) gedeutet werden.

Eine Stelle in der Stromung, an der Flissigkeit neu hinzutritt,
heiBt Quelle; eine Stelle, an der Flissigkeit verschwindet, wird
als Senke oder negative Quelle bezeichnet. Quellen kénnen punkt-
formig oder kontinuierlich ausgebreitet sein. Als Ergiebigkeit
einer Quelle bezeichnet man die Flussigkeitsmenge, die sie in der
Zeiteinheit liefert. Sind Quellen kontinuierlich ausgebreitet, so
wird die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit als Dichte
der Ergiebigkeit oder kurz Quel ldichte bezeichnet; sie stellt
fur eine endliche Volumeinheit nur einen Mittelwert dar; durch
Grenziubergang gelangt man zur Quelldichtete e in einem
Punkt des Feldes. —

Lagally, Vektorrechnung. 9
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Die Gesamtergiebigkeit der in einem endlichen Gebiet enthalte-
nen Quellen ist gleich dem UberschuR der durch die Begrenzung
austretenden tiber die eintretende
Flissigkeitsmenge. Diese physi-
kalische Tatsache soll zunéchst
fur ein Elementarvolumen

dt=dxdydz
analytisch formuliertwerden. Die
Komponente der Geschwindig-
keit v in Richtung der x-Achse
liefert in der Zeit dt einen Uber-
schuf} an ausstromender tber ein-

Fig. 49. . - -
stromende Flussigkeit (Fig. 49):

Dieser Ausdruck mit den UberschuR demVolumennach,
und wenn die konstante Dichte
o=1
gesetzt wird, auch der Masse nach.
Der von der gesamten Geschwindigkeit gelieferte Uberschuf3 ist

dann
(29)

Dieser UberschuR? ist gleich der Fliissigkeitsmenge edtdt, welche
die in dem Volumelement enthaltenen Quellen in der Zeit dt liefern;
mithin ist die Quelldichte (fur ¢ = 1)

e = divwv. (30)
Damit ist eine mechanische Deutung fiir die Divergenz eines Feldes
gefunden, dessen Feldvektor als Geschwindigkeit einer inkompres-
siblen Flussigkeit gedeutet wurde. Unabhangig von diesem hydro-
dynamischen Sinn wird das durch (30) definierte skalare Feld
e =divv als das zu dem Vektorfeld v gehérige Quellenfeld
bezeichnet.

84. Gauflscher Integralsatz. Geht man zu einem beliebig be-
grenzten endlichen Gebiet Uber, so ist die Gesamtergiebigkeit der
eingeschlossenen Quellen

Jedt = [div vdr,

wobei die Integration Uber das eingeschlossene Volumen zu er-
strecken ist.
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Um die durch eine Flache in der Zeiteinheit stromende Flissig-
keitsmenge zu berechnen, zerlegt man die Flache in Elemente do
und bezeichnet mit dv das orientierte Flachenelement bzw. seine
Erganzung, den in Richtung der Normalen fallenden Vektor vom
Betrag do. Bei geschlossenen Flachen soll als positive Nor-
malenrichtung stets die Richtung der auf3eren Normalen
gewahlt werden.

Das Volumen der durch ein Flachenstick in der Zeiteinheit stro-
menden Flussigkeitsmenge wird als Flufld bezeichnet. Der FluRl
durch ein Fléchenelement do ist v-do; der FIuR durch ein end-

liches Flachenstiick ist fv-do, wobei die Integration Uber das
Flachenstick zu erstrecken ist.

Fur eine geschlossene Flache ist fv-do der UberschuB der aus-

stromenden Uber die einstrémende Flussigkeit, also gleich der Ge-
samtergiebigkeit der eingeschlossenen Quellen. Mithin ist

Jdiv vdr =Jv -do, (31)
oder unter Verwendung des Operationssymbols
J vdr=Jv-.do (319

In Koordinaten geschrieben erhalt man: (31")

[Wegen der Bezeichnung vgl. etwa (13).]

Dieser Satz heilit der Gaul3dsche Integralsatz. Er ver-
wandelt ein Raum integral in ein Hullenintegral,
d. h. ein Uber eine geschlossene Flache erstrecktes Oberflachen-
integral. Er gilt unabhangig von der zur Ableitung verwendeten
Deutung des Vektors v fir jeden in einem endlichen Gebiet ein-
deutigen, stetigen und differentiierbaren Feldvektor b und kann
auch ohne Zuhilfenahme physikalischer Vorstellungen bewiesen
werden. Der Ausdruck fv-do wird unabhéngig von der physika-
lischen Deutung von b als VVektorflufld bezeichnet. Ist b eine
Feldstéarke, so spricht man von Kraftflul3.

Die Feldlinien, die durch eine kleine, geschlossene Kurve gehen,
bilden eine Rohre; diese wird, wenn b die Stromungsgeschwindig-
keit einer Flussigkeit ist, als Stromrohre bezeichnet; sonst

spricht man von Kraftrohre, Wirbelrohre usw.
9*
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Wir betrachten nun ein Gebiet, das von einem Stick einer Réhre
und zwei Querschnitten Q! und Q2 derselben begrenzt ist; im Inneren
dieses Gebietes setzen wir Quellenfreiheit voraus. Dann ist

Jv-do =0,
das Integral genommen (ber die Begrenzung des Gebietes. Auf
dem Mantel der Rohre ist an jeder Stelle v.-do =0, weil die beiden
Vektoren b und do = ndo aufeinander senkrecht stehen. Der In-
tegrationsbereich reduziert sich infolgedessen auf die beiden Quer-
schnitte; die Normale ist an beiden Querschnitten nach aufl’en ge-
richtet. Kehrt man am Eintrittsquerschnitt die Normalenrichtung
um, so folgt (32)

Der Gaulf} sehe Integralsatz sagt dann einfach aus, dal3 der FluR
durch jeden Querschnitt der Réhre denselben Wert hat. —

Eine spezielle Form des Gauf3schen Integralsatzes (31) erhalt
man, wenn b ein Gradient ist. Setzt man in (31"

b=V,
so kommt
J - Vvdr=f V.do;

dabei ist nach (13)

unter Verwendung- von (VII) erhalt man die wichtige Gleichung
(33)

85. Ergiebigkeit einer punktférmigen Quelle. Wenn sich eine
einfach zusammenhéngende, geschlossene Flache gegen einen im
Inneren gelegenen Punkt zusammenzieht, folgt aus dem Gaul3-
sehen Integralsatz (31)

(34)

Dieser Grenzwert kann als Definition der Divergenz des Vektors v
benutzt werden. Die Gleichung (34) sagt neuerdings aus, dal der
FIluR durch die Begrenzung der Volumeinheit und damit die Quell-
dichte durch die Divergenz des Feldvektors gemessen wird.
Befindet sich in einem sonst quellenfreien Feld eine punkt-
formige Quelle von endlicher Ergiebigkeit E, so hat auch der
FluR durch jede den Quellpunkt einschliefende Flé&che, z. B. durch
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jede Kugel um den Quellpunkt als Mittelpunkt denselben Wert E.
Fur eine Kugel vom Radius r wird der Flu

‘v.do=4r2n v = E.

Der Betrag der Geschwindigkeit nimmt also mit dem Quadrat der
Entfernung vom Quellpunkt ab. Die Divergenz im Quellpunkt wird
nach (34)

also unendlich grof. Die Ergiebigkeit einer punktférmigen Quelle
kann also nicht durch die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors,
sondern nur durch den FluR durch eine geschlossene Flache um
den Quellpunkt gemessen werden.

86. Mit dem Gaufiseben Satz verwandte Satze. Ersetzt man in
dem Gaul? sehen Integralsatz

I -vdt = wv-do
den Vektor b durch V¢, wo V eine skalare Feldfunktion, e einen
konstanten Vektor bedeutet, so erhalt man nach ziff. 80 (I1I)
fe- V-do = IVe-do.

Der Faktor e kann beiderseits vor das Integral gezogen werden;
und da e ein willkirlicher konstanter Faktor ist, folgt aus der
Gleichheit der beiden skalaren Produkte die Gleichheit der zweiten
Faktoren:

Jv vdr = vdo (35)
oder:

J grad Vdi== IVdo, (359

Ersetzt man in dem Gaul3schen Integralsatz b durch b Xe:
IV-(V x e)dt = I(v x g)-do.

so erhalt man durch Ausfuhrung der Differentiation nach (V) und
Anwendung des Vertauschungssatzes:

_f <y -edTZIdo X V-e
Hieraus folgt wie oben:

_[ x vdt =Id0 x v (36)
oder.
Irotvdr = Ido X V. (36")
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Eine einfache Anwendung des Satzes (35) erhalt man, wenn
man V — 1 setzt. Dann ergibt sich:

Jdo=o0. (37)

Diese Gleichung enthalt die Verallgemeinerung des bereits be-
kannten Satzes (zZiff. 14), dall die orientierte Oberflache eines
geschlossenen Polyeders Null ist, auf gekrimmte geschlossene
Flachen. Zerlegt man (37) in Komponenten, so erhélt man:

[ cos (nx)do = 0 @37)

und zwei ebenso gebaute Gleichungen. Diese drei Gleichungen
sagen aus, dal3 die Projektion einer geschlossenen Flache auf jede
Koordinatenebene und damit Uberhaupt auf jede Ebene Null ist.
Bei der Projektion entsteht namlich eine doppelte (oder in Teil-
gebieten 2/>-fache) Uberdeckung mit entgegengesetzten Vorzeichen.
87. Erweiterung des Gaulischen Satzes fur Tensorintegrale.
Eine Felddyade kann in eine dreigliedrige Summe von dyadischen
Produkten zerlegt werden, deren rechte Faktoren vorgeschriebene
konstante Vektoren, etwa i, j, f, sind (vgl. Ziff. 31):

® =ai + bj + ck;
a, b, ¢ sind dann drei durch @ und die Wahl von i, j, k eindeutig
bestimmte Feldvektoren.

Dann 1af3t sich das Hullenintegral _fdo-(b nach dem GaufRschen
Integralsatz in der folgenden Weise umformen:

Jdo - ® =fdo-(ai + bj + ck)
=fJ -adti+ -bdtj+ -cdtk
= - ai + bj + ck)drt.

Damit ergibt sich folgende Erweiterung des Gaulfl sehen Integral-

satzes:
.®dt = [do-.. (38)

Sie hat dieselbe Form wie der urspriingliche Gaul3sche Integral-
satz fur Vektoren. Durch Wiederholung desselben Verfahrens lafit
sich zeigen, dafl die Gleichung (38) auch fiir Tensoren beliebig
hoher Stufe gilt.

88. Zusammenstellung. Die bisher gefundenen Integralsatze
lassen sich in folgender Weise zusammenstellen:
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Jiefiv-,

_fd‘l:-v = _fdo-v,
Id'r xXVv = Ido x vV,
Idr 0= Ido - .

(39)

Die Umwandlung eines Raumintegrals in ein Hullenintegral kann
also mechanisch dadurch ausgefiihrt werden, dafd man durch
do ersetzt.

In dhnlicher Weise, wie sich mit Hilfe des Gaul} sehen Integral-
satzes div b durch einen Grenzwert (34) darstellen lieR, lassen sich
nach (39) samtliche mit Hilfe des Operationssymbols gebildeten
Invarianten als Grenzwerte auffassen:

(40)

S 4. Rotation.

89. Mechanische Deutung der Rotation. Dreht sich ein starrer
Korper, von dem ein Punkt O festgehalten wird, mit der Winkel-
geschwindigkeitl)

u=1i&+jn+kg (41)
um eine durch O gehende Achse, so ist die Geschwindigkeit eines
Punktes P des Korpers

V=uXr,

x ist der von O nach P fithrende Ortsvektor.

1) In weiten Gebieten der mathematischen Physik ist es Ublich, die MaB-
zahlen einer Winkelgeschwindigkeit 8, { zu nennen. Aus diesem Grund
ist hier von dem Gebrauch abgewichen, die Malzahlen eines Vektors mit
lateinischen Buchstaben zu bezeichnen.
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Es soll die Rotation der Geschwindigkeit v berechnet
werden:
gk
rotv=rot(uxr)=V x ¢ n
X y z
Der letzte Ausdruck nimmt nach (21) die folgende Gestalt an:
i j k
rotv=
nz-¢y {x- & &y-nx
= 2i¢ + 2jn + 2k,
roth = 2u. (42)
Die Rotation der Geschwindigkeit b eines beliebigen Punktes
eines starren Korpers ist gleich der doppelten Winkelgeschwindig-
keit des starren Korpers. Der Satz bleibt giltig, wenn sich der
starre Korper nicht, wie oben angenommen, um einen festen Punkt
dreht, sondern auRer der Drehung eine beliebige Translations-
bewegung ausfihrt.
Es ist also die Winkelgeschwindigkeit

u = ¥Zrot u, (42)
wenn b der Feldvektor der Geschwindigkeit eines Punktes des

starren Korpers ist.
90. Linienintegral eines Vektors [vergl. Ziff. 64 (Arbeit einer

Kraft)]. Das Linienintegral eines Feldvektors b, berechnet

zwischen zwei Punkten P! und P? langs irgendeiner von P! nach P?
fuhrenden Kurve C, ist im allgemeinen nicht nur von den Grenzen
des Integrationswegs, sondern von diesem selbst abhangig. Soll
das Linienintegral vom Weg unabhéngig sein, so muB v-dr ein
totales Differential dV einer skalaren Funktion V des Ortes sein,
wobei dV selbst die einer Verschiebung des Aufpunkts um dt ent-
sprechende Anderung von V ist. Also muf

v-dr=dV=dr V
sein fiir jede Anderung ar, also

v= V. (43)
dann wird

(44)
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Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Unabhan-

gigkeit des Linienintegrals vom Weg ist also

die, dall b ein Gradient ist. Dann ist das Linienintegral bei
festgehaltenem Anfangspunkt eine eindeutige Funktion des End-
punktes des Integrationswegs, solange der Integrationsweg auf ein
Gebiet beschrankt ist, in dem V eine eindeutige Funktion des Ortes
ist. DarUber hinaus hat in einem solchen Gebiet das Linienintegral
denselben Wert V2-\/1 fur alle Integrationswege, welche
von irgendeinem Punkt der Niveauflache mit dem Feldwert F! nach
irgendeinem Punkt der Niveauflache mit dem Feldwert 172 fihren.
Wird ein Integrationsweg in umgekehr-
ter Richtung durchlaufen, so dndert das
Linieninte2rral sein VVorzeichen.

(45)

Diese Gleichung gilt fir einen beliebigen
Vektorv,wenn der Riickweg auf derselben
Kurve genommenwird; sie gilt, wenn v der
Gradient einer skalaren Ortsfunktion V ist, auch fiir jeden anderen
Rickweg innerhalb eines Gebietes, in dem V eindeutig ist. Infolge-
dessen ist das Linienintegral des Gradienten einer eindeutigen
Funktion Uber eine geschlossene Kurve (Randintegral) Null:

Fig. 50.

dr- V=0 (46)

Dabei ist eine wichtige Bemerkung nicht zu tbersehen. Aus der
Eindeutigkeit des Gradienten T kann inan die Eindeutigkeit von
V selbst mit Sicherheit nur in einfach zusammenhéngenden Ge-
bieten folgern, nicht aber in mehrfach zusammenhangenden, etwa
ringférmigen Gebieten. Es ist moglich, dal V in jedem einfach
zusammenhédngenden Gebiet eines Ringgebiets eindeutig ist, in dem
Ringgebiet selbst aber nicht. Dann besitzt das Randintegral Uber
alle geschlossenen Kurven des Ringgebiets, die in dem Ringgebiet
stetig ineinander Ubergefihrt, aber nicht auf einen Punkt zu-
sammengezogen werden kdnnen, einen festen Wert I".

dr- v=r. (@7)

Um das zu zeigen, verbindet man zwei geschlossene Kurven dieser
Art durch einen Querschnitt (Fig. 50). Dadurch entsteht ein einfach
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zusammenhéngendes Gebiet von der Form eines aufgeschnittenen

Ringes, Uber dessen Begrenzung das Randintegral dr- V  Null
ist. Dabei werden die beiden geschlossenen Kurven mit entgegen-
gesetztem Umlaufssinn und der Querschnitt zweimal in verschie-
denem Sinn durchlaufen. Daher hat das Randintegral Uber jede
der beiden geschlossenen Kurven bei gleichem Umlaufssinn den
gleichen Wert I'.

Auf einem nicht geschlossenen Weg in dem Ringgebiet ist

keine eindeutige Funktion, da V selbst keine eindeutige Funktion
des Ortes ist, sondern sich bei jedesmaligem Umlauf um I &ndert.
Eine solche Funktion heiflt zyklisch. Man kann sie dadurch
eindeutig machen, dall man das ringférmige Gebiet durch einen
Querschnitt einfach zusammenhangend macht. Dann besitzt die
Feldfunktion an jeder Stelle des Querschnitts auf dessen beiden
Ufern Werte, die sich um I unterscheiden.

91. Konservative Krafte. Ein Beispiel fur ein nicht exaktes
Differential ist (vgl. Ziff. 64) im allgemeinen die Elementararbeit
einer Kraft dA = dr-K. (48)
Sie wird nur dann zu einem exakten Differential, wenn sie das
Differential einer skalaren Feldfunktion ist. Hierzu ist notwendig
und hinreichend, dal die Kraft M konservativ ist, d. h. dal3
eine skalare Feldfunktion, die Kraftefunktion U, existiert,
deren Gradient die Kraft M ist:

K= V. (49)
Dann ist die Elementararbeit
dA=dr- U=dU, (50)

und die Arbeit zwischen Pl und P? ist die Differenz der Werte der
Kréftefunktion in diesen Punkten, also vom Weg unabhéngig:
(507)

Physikalisch wichtiger als die- Kraftefunktion U ist die po-

tentielle Energie
V=- U

des bewegten Massenpunktes. Bei Verwendung dieser Funktion V
erscheint die Kraft als Potential gefalle:

K-V (51)
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Die Arbeit zwischen zwei Punkten wird
(51)

Bemerkt man anderseits, da nach dem Satz von der lebendigen
Kraft (Ziif. 64)

ist, so erhélt man den Energiesatz fur die Bewegung eines
Massenpunktes unter dem EinfluB einer konservativen Kraft:

T-T1=V1-\/2 (52)

Die Summe aus lebendiger Kraft und potentieller Energie besitzt
in jedem Punkt der Bahn denselben Wert; es ist

T+ V=E, (52)

wo E eine Konstante, ndmlich die Gesamtenergie des be-
wegten Massenpunktes ist.

Kraftefunktion und potentielle Energie kdnnen eindeutig oder
zyklisch sein; ersteres ist der Fall bei den Anziehungskréften gra-
vitierender oder elektrischer Massen; letzteres bei den durch einen
geschlossenen elektrischen Strom hervorgerufenen magnetischen
Kraften. In letzterem Fall erfordert die Bewegung eines Poles auf
jedem geschlossenen Weg um den Leiter herum die gleiche Arbeit.

92. Stokesscher Integralsatz. Das Linienintegral langs einer
geschlossenen Kurve C

v-dr
1Bt sich in ein Flachenintegral tber eine von C berandete Flache F
verwandeln, wenn es mdglich ist, in C eine Flache F derart einzu-
spannen, daB in allen Punkten dieser
Flache v endlich, eindeutig, stetig und
differentiierbar ist.

Um das zu beweisen, teilt man die
Flache F durch zwei Kurvenscharen in
kleine Teiltlachen, die mit Ausnahme
der an Cgelegenen Reststiicke parallelo-
grammartig sind (Fig. 51 a). Dann kann
man das Randintegral langs C ersetzen Fig. 51a
durch die Summe der Randintegrale um ' '
samtliche Teilflachen; denn beim Umlaufen der Teilflachen werden
samtliche Linien, welche die Teilung von F bewerkstelligen, zwei-
mal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen mit alleiniger Aus-
nahme des Randes C. Der Flache soll in jedem Punkt eine Nor-
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malenrichtung zugewiesen werden, die mit der Umlaufsrichtung
zusammen eine Rechtsschraube bildet.
Es soll jetzt das Randintegral v-dr um eine Teilflache be-

rechnet werden. Wir bezeichnen (vgl. Fig. 51b) die Seite des Vier-
ecks, die von einer Ecke
aus in Richtung des Uni-
laufssinnes ausgeht, mit
dir, und die Seite, die dem
Umlaufssinn entgegen
von derselben Ecke aus-
geht, mit d2r. Allgemein
sollen dl und d2 als Sym-
bole furDifferentiale einer
FeldgroRe verwendet
werden, wenn der Aufpunkt um dlr bzw. d2r. verschoben wird. Es
verandern sich dabei insbesondere die Seiten d2r. um d1d2r und dir
um d2d1lr. Mithin sind die noch fehlenden Vierecksseiten mit

dlr + d2d1ir und d2r + d1d2r

Fig. 51b.

zu bezeichnen; dann ist, wie bereits bekannt [Ziff. 58 (74")]
d2dlr — did2r =0 (53)

die SchlieBungsbedingung fir das Viereck.

Es sind ferner die Differenzen von O-dr an zwei gegeniberliegen-
den Vierecksseiten fir das eine Seitenpaar d2(v-dir), fur das
andere Seitenpaar d1(v-d2r.) Dann nahert sich das Randintegral
um das Viereck fur abnehmende Seitenldangen dem Wert:

v-dr =d1(v-d2r) —d2 (v - d1r),
oder mit Rucksicht auf (53):
v.dr =d1v- v-dr — d2r - vdlir
Durch Ausfihrung der Richtungsdifferentiationen erhalt man:
v.dr=dlr- v-d2r-d2r v -dlr,
und wegen der Identitat ziff. 80 (VI)

v.dr = (d1r < d2r) - (  xv)
oder
v.dr =do rotv. (53)
ddlr x d2r =do ist der orientierte Inhalt eines infinitesimalen Par-
allelogramms und unterscheidet sich um ein Differential 3. Ordnung
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vom Inhalt des parallelogrammartigen Vierecks. LaRt man die
Teilung dicht werden und integriert Uber die Randkurve C, so ver-
schwindet dieser Unterschied ebenso wie der Inhalt der an C ge-
legenen nicht parallelogrammartigen Reststicke.

Damit ist die Umwandlung des Randintegrals langs C in ein
Flachenintegral tber F gefunden:

v.dr = [ rot v- do. (54)

Diese Gleichung wird als Stokesscher Integralsatz be-
zeichnet. In Koordinaten lautet er:

e vdy + wdz) = I do. (54

Der Stokessehe Integralsatz sagt aus, dal das Randintegral
eines Vektors b um eine geschlossene Kurve gleich dem Flufl3 des
Vektors rotb durch eine in die Kurve eingespannte Flache ist.
Diese Flache ist bei festgehaltenem Rand C in einem Gebiet will-
kdrlich, in dem die Bedingungen der Endlichkeit, Stetigkeit, Ein-
deutigkeit und Differentiierbarkeit von b erfullt sind.

Far eine in diesem Gebiet liegende geschlossene Flache
ist daher
I rotv-do = 0.

Der WirbelfluR durch eine geschlossene Flache ist Null; begreif-
licherweise; denn nach dem Gaul3schen Integralsatz mufte er
gleich der Ergiebigkeit der eingeschlossenen Quellen des Vektors
rotb sein, und zufolge der Identitat ziff. 81 (X)

div rrotv: =0

ist jeder Wirbelvektor quellenfrei. —
Aus (53,) laBt sich, wenn mit n der Einheitsvektor der Normalen
der PlangréRe do bezeichnet wird, die Gleichung

herleiten, die den Gleichungen (40) verwandt ist. Sie sagtaus, daR das
Linienintegral eines VVektors um die Berandung der Flacheneinheit
gleich der Projektion seiner Rotation auf die zugehérige Normale ist.

93. Eine Anwendung des Stokesschen Integralsatzes. Nach
dem Stokesschen Integralsatz (54)

J'rotv' do= wv.dr
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wird flr einen im Integrationsbereich wirbelfreien Vektor b, fir

den also
rotv=20

ist,
v.dr = 0.

Dieses Linienintegral ist Uber eine beliebige geschlossene Kurve
des Gebiets zu erstrecken, in dem rotb =0 ist. Dann ist nach
Ziff. 90 b ein Gradient:
v= V-
Diese Integration der Gleichung rotbh =0 kann als Umkehrung
der ldentitat Ziff. 81 (I1X)

rotgrad V=10
aufgefal3t werden.

94. Mit dem Stokesschen Integralsatz verwandte Satze. Der
Stokessche Integralsatz (54) laf3t sich in folgende Gestalt bringen:

v.dr= fdo- xv=[do x -wv.

Hieraus lassen sich wie bei der Umwandlung des Gaul? sehen In-
tegralsatzes (ziff. 86, 87, 88) eine Reihe von neuen Gleichungen
gewinnen.

Ersetzt man z.B. b durch einen Vektor von fester Richtung

b = Ve,
so kann man den konstanten Vektor ¢ aus den Integralen heraus-
ziehen; dann sind, weil ¢ beliebig ist, die zweiten Faktoren gleich
drvfdox V. (55)

Ersetzt man b durch v x e, so erhalt man eine Umformung des
Linienintegrals drxv; endlich kann man den Stokesschen
Integralsatz fiir Tensorintegrale erweitern.

95. Zusammenstellung.

drxv= [do >< -v= [do-rotv;
drv=[do < V= [do x grad V;
56
dr xv=[(do < )x=<v (56)
dr- ®= f(dox )-®d=[do- x O.
Die Umwandlung eines Randintegrals in ein Flachenintegral

kann formal dadurch ausgefihrt werden, dal} dr durch do ><
ersetzt wird.
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5. Anwendungen auf Hydrodynamik.

96. Vorbemerkungen. Die Geschwindig'keitsverteilung in einer
stromenden Flassigkeit bildet ein zeitlich veranderliches Vektor-
feld. Die Feldlinien in einem festen Zeitpunkt werden als
Stromlinien bezeichnet. Sie sind nicht zu verwechseln mit den
Bahnkurven, in denen sich die einzelnen Flissigkeitsteilchen
bewegen, und mit denen sie nur bei stationarer Bewegung
identisch sind.

Es sollen die Gesetze der Bewegung einer idealen Flussigkeit
aufgestellt werden. Unter einer idealen Flussigkeit wird eine
FlUssigkeit verstanden, in welcher der Druck an jeder Stelle kon-
stant ist; d. h. auf die Flacheneinheit samtlicher Flachenelemente,
die man durch einen Punkt im Inneren der Flussigkeit legen kann,
wirkt derselbe spezifischeDruckyp und zwar in Richtung der
Normalen. Das soll nicht nur im Zustand der Ruhe, sondern auch
im Zustand der Bewegung gelten. Von den Scherkréften, welche
bei der Bewegung einer wirklichen Flussigkeit auftreten, wird ab-
gesehen.

Die Dichte p der Flussigkeit soll entweder konstant sein — in
diesem Fall heil3t die Flissigkeit inkompressibel —, oder sie
soll eine Funktion des Druckes p allein sein.

97. Kontinuitatsgleichung. Fur die stetige Bewegung einer
FlUssigkeit muf3 in erster Linie eine kinematische Bedingung er-
fullt sein, die aussagt, dal die FlUssigkeit den von ihr eingenom-
menen Raum dauernd lickenlos erfiillt. Diese Bedingung gilt
Ubrigens fur nichtideale Flissigkeiten genau so wie fur ideale.

Es soll ein ganz im Innern der Flissigkeit gelegenes endliches
Gebiet betrachtet werden, in dem eine kontinuierliche Verteilung
von Quellen von der Quell dichte e zugelassen ist (Ziff. 83).
Dann wird die von diesen Quellen in der Zeiteinheit gelieferte
Flussigkeitsmenge einerseits dazu dienen kénnen, dal die inner-
halb der Begrenzung befindliche Flussigkeitsmenge infolge Zu-
nahme der Dichte vermehrt wird, andrerseits dazu, daB ein Uber-
schull der Menge der durch die Begrenzung ausstromenden Uber die
Menge der einstromenden Flussigkeit besteht.

Die Gesamtergiebigkeit der eingeschlossenen Quellen bezogen

auf die Zeiteinheit ist fedt. Ist die Gesamtmenge der eingeschlosse-
nen Flussigkeit fodt, so ist ihr Zuwachs infolge VergréRerung der

Dichte bezogen auf die Zeiteinheit
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Nach dem GauRschen Integralsatz ist der UberschuR der aus-
strdmenden Uber die einstromende Menge, wenn b wie immer die
Geschwindigkeit bedeutet, der Masse hach

fgv-do = Idiv (ov))dr.
Infolgedessen gilt die Gleichung:

sie gilt nicht nur fir die urspringlich ins Auge gefal3te Begrenzung,
sondern flr jede Begrenzung in einem Gebiet, in dem die Funktio-
nen p und b eindeutig, endlich, stetig und differentiierbar sind. Also
gilt

(57)

Insbesondere bezeichnet man die fur quellenfreie Gebiete

geltende Gleichung:
(57a)

als Kontinuitatsgleichung. Sie reduziert sich fur inkom-
pressible Flussigkeiten auf
divh = 0. (57b)

98. Substantielle Anderung einer FeldgroRe. Um die zeitliche
Anderung einer an ein substantielles Teilchen gebundenen GroRe,
z. B. der Dichte p oder der Geschwindigkeit b des Teilchens, zu
finden, mul? man beachten, daR in der Funktion f(xyzt) welche
diese GroRe gibt, x, y, z selbst Funktionen von t sind. Also ist

oder
(58)

Darnach setzt sich die substantielle Anderung aus zwei
Teilen zusammen:

1. aus der lokalen Anderung d. h. der Anderung der

Feldgrofie f am Ort, die bei stationdren Strémungen Null ist;

2. aus der konvektiven Anderung v- > die durch den
Transport des Flussigkeitsteilchens an eine Stelle mit einem ande-
ren Werte der GroRRe f verursacht ist und auch bei stationdren
Stromungen nicht verschwindet.
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Mit Hilfe des Begriffs der substantiellen Anderung laRt sich die
Kontinuitatsgleichung umformen. Zundchst folgt aus (57a) nach
Ziff. 80 (I11):

Also ist nach (58)

oder
(59)

Diese Gleichung, die divb in die Form der substantiellen Anderung
einer Funktion der Dichte bringt, drickt nichts anderes aus als
die Unverédnderlichkeit der Masse eines Teilchens bei der Bewe-
gung. Denn wenn sich dabei ein Volumenelement 61 in der Zeit dt

um ddt &ndert, gibt den entstehenden VVolumenzuwachs bezogen
auf die VVolumeinheit; es ist also nach (30)

dot = div vdtdr.
Mithin ist nach (59)

also 01 = const, (60)

womit die Unverénderlichkeit der Masse ausgedrickt ist.

99. Eulersche Gleichung der Bewegung. Die Bewegung eines
Flussigkeitsteilchens gentigt dem Grundgesetz der Dynamik, das
nach Zziff. 64 (103) in der Form

(61)
geschrieben werden kann. Hier ist

i =_rgbdr
der Impuls des Flussigkeitsteilchens, R die Resultierende der auf
das Teilchen wirkenden Kréfte. Diese setzt sich zusammen aus
der Resultierenden Ra der auf das Teilchen wirkenden Massen-
kréafte — im allgemeinen kommt nur die Schwere in Betracht —
und aus der Resultierenden der auf die Begrenzung des Teilchens
von aufBen wirkenden Druckkrafte. Erstere ist

Ra =JfQKdT,
wenn mit M die auf die Masseneinheit bezogene Massenkraft be-
7.piehnpt wird: letztere ist
r3=-fpdo,
Lagally, Vektorrechnung. 10
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wenn p den spezifischen Druck bedeutet. Nach dem Gauf3schen
Integralsatz (35) wird
R = —J- pdrt.

Damit wird die Bewegungsgleichung (61) des Teilchens

Bemerkt man, dafl links wegen der Konstanz der Masse (60) die
Differentiation nur an b auszufihren ist, so hat man

und weil diese Gleichung fur (mit gewissen Beschréankungen) be-
liebige Begrenzung gilt,

(62)

Die hier auftretende Geschwindigkeit ist die substantielle, d. h.
an die bewegte Masse gebundene Anderung der Geschwindigkeit,
also nach (58)

Damit erhélt man die Eulersche Gleichung fur die Be-
wegung einer Flussigkeit:

Sie genuigt zusammen mit der Kontinuitatsbedingung zur Beschrei-
bung der Bewegung der Flissigkeit bei gegebenen Anfangs- und
Grenzbedingungen.

)ie duBere Kraft K ist im allgemeinen konservativ, kann also
unter Einfuhrung der potentiellen Energie V der Masseneinheit in
die Form Vv

gesetzt werden.

100. Integrale der Eulerschen Gleichung. Die Eulersehe
Gleichung (63) lal3t eine wichtige Umformung zu. Ersetzt man in
der Identitat ziff. 80 (V') beide Faktoren u und v durch die Ge-
schwindigkeit b, und bezeichnet ihren Betrag || mit g, so wird (IV")

Hhgradg2=v: VvV +vxrotv (64)

Damit wird die Euler sehe Gleichung, wenn man noch die duf3eren
Krafte konservativ v(‘'raussetzt, in folgende Form gebracht:

(65)
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Die Bedeutung von rotb, das jetzt in der Euler sehen Glei-
chung auftritt, ist folgende: Nach (42a) ist

U=-=%rotv (66)

die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich ein starrer Kor-
per dreht, wenn b der Feldvektor seiner Geschwindigkeit ist. In
der komplizierten Bewegung, die ein Flussigkeitsteilchen unter
gleichzeitiger Formanderung in jedem Zeitelement ausfihrt, be-
findet sich also als Komponente eine Drehung um eine Momentan-
achse, wobei sich das Flassigkeitsteilchen wie ein starrer Korper
verhélt. Diese Drehbewegung wird als Wirbelbewegung be-
zeichnet und durch (66) gemessen.

Stromungen, die ohne Drehung der Flussigkeitsteilchen ver-
laufen, heiBen wirbelfrei. Sie sind durch

rotv=20 (67)
gekennzeichnet. Dann ist b nach Ziff. 93 ein Gradient. Man setzt
v=gradg = ¢ (68)
und nennt g das Geschwindigkeitspotential derwirbelfreien
Stromung, die auch Potentialstromung genannt wird. (Die
Bezeichnung durch den griechischen Buchstaben ¢ entspricht dem
Gebrauch in der Hydrodynamik.)
Ist die Flussigkeit inkompressibel, so wird die Kontinuitats-
gleichung (57b)
divv=divgrado =A¢@==0. (694a)
Das Geschwindigkeitspotential genligt der Laplacesehen Glei-
chung.
An Stellen, an denen die Kontinuitatsgleichung nicht erfillt, viel-

mehr eine Quelldichte e vorhanden ist, tritt an ihre Stelle nach (57)
die Poissonsehe Gleichung:

(69 b)

Die Euler sehe Gleichung selbst wird bei wirbelfreier Bewegung

sie ergibt durch Integration die gewdhnlich als Bernoullische
Gleichung bezeichnete Druckgleichung:

10*
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F (t) ist eine willkurliche Funktion. Beschréankt man sich auf sta-
tionare Stromungen einer inkompressiblen Flus-
sigkeit. so wird einfacher

(70)
wo C eine Konstante ist. Hier bedeuten die lebendige Kraft, V

die Feldenergie, die Druckenergie der Masseneinheit; also C
die Gesamtenergie der Masseneinheit. Diese ist
zeitlich unveranderlich und besitzt im ganzen
Feld denselben Wert.

Ein ganz ahnliches Integral laRt sich fir jede stationare
Strémung gewinnen, auch wenn die Bewegung nicht wirbelfrei ist.
Multipliziert man die Eulersche Gleichung (65) fir stationare
Stromung

skalar mit dem Linienelementd einer Stromlinie, so folgt wegen
dr xv=0

(71)
oder

wobei die einzelnen Glieder Richtungsdifferentiale in Richtung einer
Stromlinie sind. Fur konstante Dichte erhalt man durch Integration

(72)

Diese Gleichung stimmt formal mit (70) Uberein. C' ist die Ge-
samtenergie der Masseneinheit; doch ist diese jetzt nur
langs einer Stromlinie konstant und von Strom-
linie zu Stromlinie verschieden. Innerhalb einer Strom-
rohre stréomt die FliUssigkeit wie im Innern einer Réhre mit festen
Wénden.

101. Wirbelbewegung. Als Wirbelbewegung einer FlUssigkeit
bezeichnet man (zZiff. 100) die Drehbewegung der Flussigkeits-
teilchen. Die in jedem Punkte des Stromungsfeldes definierte Dreh-
geschwindigkeit des dort befindlichen Teilchens (66)

u=~>%rotv

definiert das Wirbelfeld. Als Wirbellinien werden die
Feldlinien dieses Feldes bezeichnet. Die Richtung der Wirbellinien



§ ». Anwendungen auf Hydrodynamik 149

ist in jedem Punkt die Richtung der Drehachse des dort befind-
lichen Teilchens. Die Wirbellinien, die durch eine kleine geschlos-
sene Kurve gehen, bilden eine Wirbelrdhre. Ihr Inhalt heifdt
Wirbelfaden.

Die Gleichung (66) lautet in Koordinaten:

Es ist gebrauchlich, folgende Bezeichnung einzufiuhren (vgl. Ful3-
note Ziff. 89):

(73)

& n, C sind die Werte der Komponenten der Drehgeschwindigkeit
eines Teilchens um die X, Yy, z-Achse. Sie werden kurz Wirbel-
komponenten genannt. Dieser Brauch soll beibehalten werden,
obwohl nach den im ersten Kapitel getroffenen Festsetzungen der
Gebrauch des Wortes Komponenten fur skalare Grof3en unzuléssig
ist.

Der Betrag der Drehgeschwindigkeit ist

(73)
Mit der Wirbelbewegung steht im engsten Zusammenhang der

Begriff der Zirkulation. Man versteht darunter das Uber eine
geschlossene Kurve C genommene Linienintegral

M= v.ds (74)
Nach dem Stokes sehen Integralsatz ist
M= v dsz_[rotv -do. (74)

Das Integral der rechten Seite ist Uber eine beliebige Flache zu
erstrecken, die von der Kurve C berandet ist und ganz in einem
Gebiet verlauft, in dem die VVoraussetzungen fir die Gultigkeit des
Stokes sehen Satzes erfullt sind. Die Zirkulation ist ein
Mal3 fur den Wirbelfluf3, oder wie auch gebrduchlich ist, fir
das Wirbelmoment der Wirbellinien, welche eine in die
Kurve C eingespannte Flache durchschneiden, also von der Kurve C
umschlossen werden.

Far einen Wirbelfaden von so kleinem Querschnitt o, dall roty
in allen Punkten eines Querschnitts als konstant betrachtet werden
kann, wird das Wirbelmoment

== foty o.
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Dabei gilt das positive oder negative Zeichen, je nachdem die ¢
zugeordnete Normale mit der Richtung von rotb Ubereinstimmt
oder ihr entgegengesetzt ist. Nach (73") wird

M=+ 2wo. (75)

Man kann hiernach die Drehgeschwindigkeit

bestimmen, wenn der Querschnitt eines Wirbelfadens und die Zir-
kulation um ihn bekannt sind.

102. Helmholtzsche Wirbelsatze. Aus den Eigenschaften der
Zirkulation lassen sich leicht die von Helmholtz gefundenen
Gesetze der Wirbelbewegung ableiten.

Die Zirkulation um eine geschlossene Kurve, die auf einer Wirbel-
réhre liegt, ist nach dem Stokesschen Integralsatz und (74") Null,

weil in jedem Punkt einer Wirbelréhre die
Richtung von rot b auf der Normalen der
Wirbelréhre senkrecht steht.
Dieser Satz soll angewendet werden auf
ein Stick einer Wirbelréhre, das von zwei
Querschnitten begrenzt und der Lé&nge
nach aufgeschnitten ist (Fig. 52). Das
Linienintegral Uber den Rand der so er-
haltenen einfach zusammenhéangenden
Flache setzt sich zusammen aus den
Linienintegralen Uber die beiden Quer-
schnitte, genommen in verschiedenem Um-
laufssinn,und denLinienintegralen Gber den
Langsschnitt in beiden Richtungen. Da sich die letzteren aufheben,
hat die Zirkulation um jeden Querschnitt den gleichen Wert, wenn
man gleiche Umlaufsrichtung voraussetzt. Es hat also das
Wirbelmoment I' eines Wirbe | fadens an jedem Quer-
schnitt denselben Wert. Wirbellinien kénnen deshalb im
Innern der Flussigkeit nicht beginnen und nicht endigen; sie sind
geschlossene Kurven oder verlaufen ins Unendliche.

Dieser Satz gilt unabhangig von der hydrodyna-
mischen Deutung der Wirbellinien.

Weiter 1aBt sich zeigen, dal? das Wirbelmoment eines Wirbel-
fadens zeitlich konstant ist. Hierzu hat man zu zeigen, daR sich die
Zirkulation um eine geschlossene Linie, die sich mit der FlUssigkeit
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fortbewegt, also dauernd von denselben Flissigkeitsteilchen ge-
bildet wird, mit der Zeit nicht &ndert.

Bezeichnet man das gerichtete Linienelement einer derartigen
flussigen Linie mit <5, so ist die substantielle Anderung der
Zirkulation

(76)

In dem zweiten Summanden wird durch Vertauschung der Diffe-
rentiationen, die hier nichts anderes aussagt als die Gultigkeit des
SchlieBungssatzes [Ziff. 58 (74")] in dem von zwei zeitlich benach-
barten Lagen eines Linienelementes dr bestimmten Viereck,

also ist

Das letzte Integral verschwindet, weil die Geschwindigkeit eine
einwertige Funktion des Ortes ist.

Um zu zeigen, daB der erste Summand in (76) ebenfalls ver-
schwindet, formt man ihn mit dem Stokes sehen Integralsatz um:

Die Euler sehe Gleichung fir die Bewegung einer Flissigkeit
unter dem Einflul konservativer auBerer Krafte ist:

Ihre rechte Seite ist unter der stets gemachten VVoraussetzung, daf
die Dichte o eine Funktion des Druckes p ist, ein Gradient, also
ist nach Ziff. 81 (IX)

Damit ist erkannt, daR auch der erste Summand verschwindet und

infolgedessen die Zirkulation um eine flissige Linie von der
Zeit unabhangig ist.

Also ist das Moment eines Wirbelfadens von der
Zeit unabhangig. Wirbel kdénnen in einer idealen
Flussigkeit weder entstehen noch vergehen.

Als eine weitere Eigenschaft der Wirbelbewegung lal3t sich zei-
gen, dal? ein Wirbelfaden dauernd von denselben Teilchen gebildet
wird.
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Die Zirkulation um ein Oberflachenelement einer Wirbelrdhre ist
Null. Sie bleibt dauernd Null, wenn die Begrenzung des Ober-
flachenelements als eine fllssige Linie betrachtet wird. Das Ober-
flachenelement bleibt also dauernd Oberflachenelement einer Wirbel-
réhre; eine Wirbelréhre wird dauernd von denselben Flussigkeits-
teilchen gebildet. Da eine Wirbellinie als teilweiser Schnitt zweier
Wirbelréhren angesehen werden kann, wird auch jedeWirbel-
linie dauernd von denselben Teilchen gebildet.

§ 6. Satze aus der Potentialtheorie.
103. Greensche Formeln. Im GauRschen Integralsatz (31)
J ,vdi=fv -do
v=U V

gesetzt werden, wo U und V zwei skalare Feldfunktionen bedeuten.
Es ist nach ziff. 80 (Il1l) unter Benutzung von (VII):

v= (U WV)=( V)- V+U V
Der Gaul3sche Integralsatz ergibt dann:

soll

(77)

Wenn man in dieser Gleichung U mit V vertauscht und die so ent-
stehende Gleichung von (77) subtrahiert, erhalt man:

(78a)
Setzt man in der Gleichung (77) V= U, so erhéalt man:
(78b)

Die beiden Gleichungen (78a, b) werden als Green sehe Formeln
bezeichnet. Sie gelten wie der Gaul sehe Integralsatz in dieser
Form unter der Voraussetzung, dall die Normale nach
aufRen gerichtet ist. Die beiden Funktionen U und V missen
eindeutig und mit ihren ersten Ableitungen stetig sein.

Fir Gebiete, die ins Unendliche reichen, bleiben die Green-
schen Formeln (78a) und (78b) giltig, wenn die Funktionen U
und V im Unendlichen von erster Ordnung und ihre ersten Ab-
leitungen von zweiter Ordnung verschwinden. Man betrachtet
an Stelle des ins Unendliche reichenden Gebietes zunéchst ein
Gebiet, das auflen von einer Kugel von so groRem Radius R be-
grenzt ist, dal? alle etwaigen anderen Begrenzungsflachen in ihrem
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Inneren liegen. Dann ist das Hullenintegral auf der rechten Seite
von (78a) und (78b) auch Uber diese Kugel zu erstrecken; fihrt
man den zu einem Oberflachenelement do gehdérigen rdumlichen
Zentriwinkel de ein, setzt also do = R2dg, und lalt den Radius R
Uber alle Grenzen wachsen, so erkennt man, daf die Hullenintegrale
Uber die Kugel gegen Null konvergieren.

104. Eindeutigkeitssatz. Als erste Anwendung der Green-
schen Formeln soll folgender Satz bewiesen werden:

Ein Vektor b ist in einem endlichen einfach zusammenhén-
genden Gebiet T eindeutig bestimmt, wenn
in jedem Punkt im Innern dieses Gebietes
div b = und rot v=w bekannt ist und wenn
in iedem Punkt der Begrenzung F des Ge-
biets die Normalkomponente von  be-
kannt ist. (Durch Uberstreichen sollen die
Werte an der Begrenzung gekennzeichnet*
werden.) (Fig. 53.) )

Um diesen Satz zu beweisen, nimmt man Fig. 53.
an, es gabe zwei verschiedene Vektoren b und b, die allen an-
gegebenen Bedingungen geniigen. Dann wirde ihre Differenz

®=h—b
folgende drei Gleichungen erfillen:
(a) divD =0, (b) rotD =0, (c)

Es 1aRt sich zeigen, dal nur der Vektor D = 0 diese drei Gleichun-

gen erfullt. Aus (b) folgt nach Zziff. 93, dal D ein Gradient ist,

also etwa D=gradH= H.
Dann ist nach (a) ]

divgrad H= AH-0O
und nach (c)

Ersetzt man in der Greenschen Formel (78b) U durch H und
berucksichtigt die beiden letzten Gleichungen, so bleibt nur der
erste Summand der linken Seite stehen:

fl Hjdt=o.

Hieraus folgt, daR H im ganzen Gebiet T verschwindet; denn
fur jeden von Null verschiedenen Wert von H ware das Integral
positiv. Damit ist das Verschwinden von D und die ldentitét von
b und b' nachgewiesen. Es gibt also in dem Gebiet T wenn Uber-
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haupt einen, jedenfalls nur einen Vektor b, dessen Divergenz
und Rotation in jedem Punkt des Gebietes die vorgeschriebenen
Werte annehmen und der die vorgeschriebene Grenzbedingung er-
fallt.

Fur ein ins Unendliche reichendes Gebiet ist der Beweis gliltig,

wenn H im Unendlichen wie  verschwindet, wobei r den Betrag
des Ortsvektors eines ins Unendliche riickenden Punktes bezeichnet.
Unter dieser Voraussetzung ist der Greensche Satz auf unend-
lieche Gebiete anwendbar. Dann mufl aber D = H wie  ver-
schwinden; die Bedingung (c) allein genugt nicht. Setzt man vor-

aus, da b selbst im Unendlichen wie verschwinden soll, dann

gilt das gleiche von D und der Beweis fur die Eindeutigkeit von b
bleibt richtig.

105. Laplacesches Feld. Wenn ein Vektor b in einem end-
lichen Gebiet T gleichzeitig quellen- und wirbelfrei ist, wenn
alsoin T

a) divv=0,
B) rotv=0

gilt, so ist b der Gradient eines skalaren Feldes, also
v=grad U= U
und die skalare Feldfunktion c/genigt der Laplaceschen Gleichung
AU=0.

Ein derartiges skalares Feld U wird als Laplacesches Feld
bezeichnet.

Die Bestimmung eines Laplaceschen Feldes aus solchen
Angaben Uber das Verhalten der Funktion Uan der Begrenzung, die
die Aufgabe eindeutig machen, fuhrt auf die Randwertauf-
gaben der Potentialtheorie.

Ais erste Randwertaufgabe bezeichnet man die Aufgabe, ein
Laplaceschen Feld U zu bestimmen, wenn an der Begrenzung
von T die Werte  von U selbst gegeben sind; als zweite Rand-
wertaufgabe die Aufgabe, ein Laplacesches Feld zu bestimmen.

wenn an der Begrenzung von T die Werte gegeben sind. Die

Eindeutigkeit der zweiten Randwertaufgabe fur den Vektor
b= U nicht fur U selbst, folgt aus dem allgemeinen Eindeutig-



§ g Satze aus der Potentialtheorie. 155

keitssatz. Der Beweis fur die Eindeutigkeit der ersten Randwert-
aufgabe lalt sich auf dem gleichen Wege flhrenl).

Wenn das Gebiet T in den ganzen unendlich ausgedehnten
Raum R dbergeht und von der Funktion U vorausgesetzt wird.

daB sie im Unendlichen wie verschwandet, so ist
Uu=20

die einzige L6sung der Laplaceschen Gleichung.

106. Folgerungen aus den Greenschen Formeln. Aus der
Green sehen Formel

(79)

ergeben sich wichtige Folgerungen, wenn man U durch ersetzt,
wo r die Entfernung eines veradnderlichen Aufpunkts Q von einem
festen Punkt P, dem Pol, bedeutet. Dabei sind zwei Falle aus-
einanderzuhalten, je nachdem der Pol P dem Integra-
tionsgebiet T angehort oder nicht.

Der einfachereFallistderzweite:P sei ein aul3erer
Punkt (Fig-. 54): dann ist r fir alle Punkte Q
von T von Null verschieden, alsc

mithin wird nach (79) (80)

Fig. 54.

Dabei ist mit F die Begrenzung des Ge-
bietes T bezeichnet.

Der wichtigere Fall ist der erste:
P sei ein innerer Punkt (Fig. 55); wenn
dann Q mit P zusammenfallt, wird r Null,

unbestimmt. Um den Greenschen

Satz (79) anwenden zu kénnen, der die End-
lichkeit und Stetigkeit von U und V er-
fordert, schneidet man aus T eine kleine
Kugel vom Radius a um P als Mittelpunkt Fig. 55.

1) Die Methoden zur Losung der Randwertaufgaben sowie die Frage der
Existenz einer Losung gehdren der Potentialtheorie an und sollen hier nicht
behandelt werden.
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aus. Fur das Restgebiet T' gilt dann die Greensche Formel,
wobei das Oberflachenintegral Gber die urspringliche Begrenzung
F und dber die Kugel K zu erstrecken ist. An der Kugelflache ist
die duBere Normale des Gebietes T' auf P zu gerichtet. Also

(81)

Far das Oberflachenelement der Kugel setzt man
do = a2ds,

wo de den raumlichen Zentriwinkel bedeutet. Dann wird das
Hullenintegral Uber die Kugel:

LaRt man den Radius a der Kugel gegen Null konvergieren, so
verschwindet auf der rechten Seite der erste Summand, wéhrend
der zweite gegen 41tVp geht, wo VVpder Wert von Vim Punkt Pist.

(Genigt Uberdies Vin T der Lap!lacesehen Gleichung, so ist

vom Kugelradius unabhangig; die Gleichung wird als

Satz vom arithmetischen Mittel bezeichnet.)
Das Raumintegral auf der linken Seite von (81) reduziert sich

aul da in allen Punkten von T' verschwindet.
Wenn der Kugelradius gegen Null konvergiert, besitzt T' das ur-

springliche Gebiet T als Grenzwert, erreicht aber den Grenzwert
nicht; der Punkt P bleibt immer ausgeschlossen. Trotzdem ist

Um das zu zeigen, weist man nach, daf Uber den Inhalt

der ausgeschlossenen Kugel den Grenzwert Null besitzt. Bei Ein-
fuhrung raumlicher Polarkoordinaten wird

und dieses Integral konvergiert fir endlichesX gegen Null, wenn
der Kugelradius a gegen Null geht.
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Damit folgt aus (81):

(82)

Wendet man diese Formel (82) auf den ganzen unendlichen
Raum R an und setzt voraus, dal} die Funktion V im Unendlichen

wie  verschwindet, so verschwindet das Obertlachenintegral Gber

die ins Unendliche rickende Begrenzung F. Also wird fir jeden
Raumpunkt P:

(82a)

Aus dieser Gleichung wird im weiteren Verlauf eine Folgerung
gezogen fir den Fall, daB V das Newtonsche Potential einer
’Massenverteilung ist.

107. Gravitationspotential. Das Potentialfeld einer Mas-
senverteilung, ihr ,,Gravitationsfeld”, wird in der Weise er-
halten, dall man jedem Punkt des Raumes die potentielle Energie
zuordnet, die dort eine Masse Eins unter dem EinfluR der An-
ziehung nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz besitzen
wiurde. Gleichzeitig mit diesem skalaren Feld ist das Feld des zu-
gehorigen Gradienten zu betrachten. Da die Nlewtonsche An-
ziehungskraft, die an der Masse Eins angreift, nach (51) gleich dem
Potentialgefalle ist, ist das Feld dieser Kraft mit dem Gradienten-
feld im wesentlichen, d.h. bis auf den Richtungssinn identisch.

Es soll zuerst das Feld eines einzel-
nen Massepunktes Q mit der Masse m
untersucht werden. In einem Aufpunkt P,
in dem die Masse Eins gedacht wird, greift
eine Kraft

(83)
an. Dabei bedeutet r die Entfernung QP, Fig. 56.
r den von Q nach dem Aufpunkt P fih-

renden Vektor; len Einheitsvektor dieser Richtung, f die

Konstante der allgemeinen Gravitation (Fig. 56).
Es mul jetzt das Potential der Kraft $ aufgestellt werden. Nach
(27) ist
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man kann also K nach (83) in die Form bringen:

nimmt also in der Tat die Form eines Potentialgefélles an:

wenn
(84)

gesetzt wird. V ist das Newtonsche Potential der Masse m.
Das Potential einer kontinuierlichen Masseverteilung ist

Dabei ist die Integration Uber das masseerfilllte Gebiet zu er-
strecken, das nicht ins Unendliche reichen soll, dm ist die im Raum-
element dt enthaltene Masse. Bezeichnet man mit g ihre Dichte, so
istdm = pdt. Damit wird

(84 a)
Fir die Newtonsche Anziehungskraft ergibt sich:
(85)

Damit ist das Kraftfeld berechnet.
Vielfach wird unter Weglassung des Faktors —f die Funktion

(86)

selbst studiert und als Newtonsches Potential bezeichnet.
Wie hier nicht gezeigt werden soll, ist das Newtonsche Potential
einer Massenverteilung, deren Dichte Gberall endlich ist, im ganzen
Raum eindeutig, endlich, und samt seinen ersten Ableitungen stetig.
In allen Punkten, die auf3erhalb der Massen liegen, d.h. in allen
Punkten, in denen die Massendichte o =0 ist, genlgt es der
Laplaceschen Gleichung:
AV=0.
In der Tat! Berechnet man

fur einen derartigen Punkt, so verschwindet nach (25) im ganzen
Integrationsbereich, ndmlich dem von Massen erfillten Gebiet, weil
der Punkt r — 0 selbst dem Integrationsbereich nicht angehort.
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Fur Punkte, die innerhalb der Massen liegen, d. h. an denen @ Y 0
ist, gilt die Laplacesche Gleichung nicht; sie wird dort durch
die Poissonsche Gleichung ersetzt.

108. Poissonsche Gleichung. Um AV fir Punkte zu berechnen,
die innerhalb der Massen liegen, geht man von der Gleichung (82a)
aus:

Dabei soll V das Newtonsche Potential der im Raum R verteilten
Massen sein:

Diese Massen werden durch eine beliebige geschlossene Flache F,
die den Punkt P umschlieBt und den Raum R in zwei Gebiete, ein
inneres T' und ein &uBeres T", zerlegt, in zwei
Teile geteilt (Fig. 57); ihre Potentiale in P sollen
entsprechend mit V und V" bezeichnet werden.
Fur das Potential der inneren Massen gilt jedenfalls.

Fig. 57.

Die rechte Seite kann durch ersetzt werden, weil AV

in T" verschwindet; sie kann dann auch durch ersetzt

werden, weil AV" in T' verschwindet; also

Nun ist aber

als Potential der inneren Massen; also gilt

fur jedes Gebiet T", das den, Ubrigens beliebigen, Punkt P enthalt.
Hieraus folgt, daR die zu integrierende Funktion identisch Null sein

muR; folglich ist AV= —amg (87)

Diese Gleichung heildt die Poissonsche Gleichung.
In Punkten, in denen @ =0 ist, geht die Poissonsche Glei-
chung von selbst in die Laplacesche Gleichung uber.
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Ist umgekehrt eine P oissonsehe Gleichung
AV = —A4T110 (874a)
gegeben, so besitzt sie ein Integral:

(87h)

Dieses Integral besitzt die Form eines Newton sehen Potentials,
ist also im ganzen Raum R endlich, eindeutig und mit seinen ersten

Ableitungen stetig und verschwindet im Unendlichen wie Nach

dem Eindeutigkeitssatz ist es das einzige Integral der Poisson-
sehen Gleichung, welches diese Eigenschaften besitzt; denn wenn ein
zweites Integral V' mit denselben Eigenschaften existieren wirde,
so hétte auch die Differenz V—V die gleichen Eigenschaften,
wirde aber im ganzen Raum der Lap!lacesehen Gleichung ge-
nigen. Nach Zziff. 105 miBRte V— V' im ganzen Raum Null sein.

S 7. Berechnung eines Vektorfeldes aus seinem Ouellen-

und Wirbelfeld.

109. Vorbemerkung: Ziel der Untersuchung. Nach dem Ein-
deutigkeitssatz (ziff. 104) ist ein Vektorfeld durch Angabe seiner
Quellen und Wirbel im wesentlichen bestimmt. Erstreckt sich das
Vektorfeld ins Unendliche, so ist die Bestimmung eindeutig, wenn
Uber das Verhalten des Feldvektors im Unendlichen die Voraus-

Setzung gemacht wird, daB er wie  verschwindet. Ist das Vektor-
feld durch eine oder mehrere geschlossene Flachen begrenzt, so sind
zur Eindeutigkeit noch Angaben Uber den Vektor auf der Begren-
zung notwendig.

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Entwicklung von Me-
thoden zur Berechnung des Feldvektors aus den
Quellen und Wirbeln des Feldes.

110. Reines Quellenfeld von unendlicher Ausdehnung. Es soll
ein Vektorfeld berechnet werden, das im ganzen unendlich
ausgedehnten Raum R wirbelfrei ist und dessen Diver-
genz e in jedem Punkt gegeben ist; dabei soll e Uberall endlich
sein; im Unendlichen sollen keine Quellen liegen. Nach dem Ein-
deutigkeitssatz ist der Feldvektor v aus den Gleichungen:

o) divv=cg,
R) rotv=20
eindeutig bestimmt. Ein wirbelfreier VVektor ist stets ein Gradient
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(ziff. 93); also kann
v==grad U
gesetzt werden. Dann wird a)
divgrad U= AU=e.

Diese Gleichung hat die Form einer Poissonschen Gleichung.
Also ist nach (874, b)

und mithin
(88)

U besitzt die Eindeutigkeits- und Stetigkeitseigenschaften eines
Newton sehen Potentials. Infolgedessen ist auch b im ganzen
Raum eindeutig und stetig und verschwindet im Unendlichen
wie

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist also b der gesuchte Feld-
vektor.

Das Feld einer isolierten, punktférmigen Quelle von endlicher
Ergiebigkeit E hat den Feldvektor

(89)
das Feld besitzt ein Potential

(89 a)

111. Reines Wirbelfeld von unendlicher Ausdehnung. Es soll
ein Vektorfeld berechnet werden, das im ganzen, unendlich
ausgedehnten Raum R quellenfrei ist und dessen Ro-
tation 1 in jedem Punkt gegeben ist; im Unendlichen soll in Null
sein. Der Feldvektor v soll den beiden Gleichungen

o) divv =0,

B) rotv=1lu
genlgen. Es ist nicht zu Ubersehen, dal3 in nicht als beliebiger
Vektor gegeben werden kann, sondern dal? wegen Ziff. 81 (X)

y) divw =20
sein muB.

Man setzt versuchsweise
b =rotW

Durch diesen Ansatz wird die Gleichung (o) identisch erfillt. Wenn

es gelingt, W so zu bestimmen, daf auch die zweite Gleichung be-

friedigt ist, so ist nach dem Eindeutigkeitssatz die einzige Ldsung
Lagally, Vektorrechnung. 11
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des Problems gefunden. Die Gleichung (B) gibt zur Bestimmung
von 20 die Bedingung-:

oder nach (XI):

rotrotW =w

graddiv. —AW=w. (91)
Wenn es einen Vektor gibt, der diese Bedingung, also auch (B) er-
fullt, so gibt es unendlich viele Vektoren, die sie erfillen; denn 2B
ist durch den Ansatz (90) nur bis auf einen additiven Gradienten
bestimmt. Man kann also versuchen, den Vektor 28 noch einer
weiteren Bedingung zu unterwerfen; und zwar soll

—AW =w (92)
sein. Hieraus folgt wegen (y):

A divw = 0.
Da diese Gleichung im ganzen Raum erfullt sein soll, ist div 25 im
ganzen Raum konstant, und zwar Null, wenn im Unendlichen

verschwindet.

Die Bedingung (92) widerspricht also der Bedingung (91) nicht.
Die L6sung der Aufgabe ist auf die Integration von (92) zurtickgefuhrt.

Diese Gleichung stimmt der Form nach mit der Poissonschen
Gleichung Uberein und geht fur die MaRzahlen fir  und In in die
Poissonschen Gleichung fir skalare Funktionen Gber. Ein Vektor,
der einer Poissonschen Gleichung genugt, heiflt ein \Vektor-
potential.

Das Integral der Poissonschen Gleichung (92) wird, wenn die
Malzahlen von in den fur die Integration der Poissonschen Glei-
chung erforderlichen Bedingungen genligen,

(93)
mithin ist nach (90)

(94)
der gesuchte leldvektor.

112. Berechnung eines unendlich ausgedehnten leides aus
seinen Quellen und Wirbeln. Es soll jetzt ein Vektorfeld b be-
rechnet werden, das den ganzen Raum R erfillt und dessen Diver-
genz e und Rotation in in jedem Punkt Q gegeben ist; es soll also:

a) divb=e oder
B) rotb—th oder

sein, wobei in der Bedingung
y) divw =0
geniigen muR.
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Man zerlegt hierzu b in eine wirbelfreie Komponente v!i und eine
quellenfreie Komponente v2; es soll also

v=vl+
gesetzt werden, wobei bl und b2 den Bedingungen gentigen:
divvli=ce¢, divv2 =0,
rot vl = 0; rot vz = w.

Dann ist nach (88) und (94)

also der gesuchte Feldvektor in einem Aufpunkt P

(95)
oder

(95)

Damit ist die Berechnung eines den ganzen Raum
erfullenden Feldes aus seinen Quellen und Wir-
beln durchgefuhrt.

113. Begrenztes Feld. Die Angabe der Divergenz e und der Ro-
tation in eines Feldvektors b in einem begrenzten Gebiet T,
das etwa den Innenraum einer geschlossenen Flache F erfillt, ge-
nugt nicht zur eindeutigen Bestimmung von b. Die Aufgabe wird
erst eindeutig, wenn noch an der Begrenzung F die Normalkompo-
nente  von v vorsreschrieben wird.

Um zuné&chst einen Vektor b' zu finden, der ohne Ricksicht auf
die Grenzbedingung die vorgeschriebene Divergenz und Rotation
in T besitzt, gentigt es, auch im Aullenraum T' von F Divergenz
und Rotation in beliebiger Weise vorzuschreiben und den Feld-
vektor V' in dem unendlich ausgedehnten Feld T + T' nach der
Methode von Ziff. 112 zu berechnen. Dieser Feldvektor b' wird die
vorgeschriebene Grenzbedingung nicht erfullen, vielmehr eine Nor-
malkomponente besitzen, die von verschieden ist.

Um auch die Grenzbedingung zu erfillen, hat man zu b einen
Vektor v" hinzuzuftgen, der in T verschwindende Divergenz und
Rotation besitzt und dessen Normalkomponente an F

ist. Dieser Vektor b" ist in T der Gradient eines Laplaceschen
11*
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Feldes, und seine Bestimmung erfordert die L&sung einer zweiten
Randwertaufgabe der Potentialtheorie [vgl. Ziff. 105].
114. Feld eines einzelnen Wirbelfadens. Wenn der Feldvektor
v im ganzen unendlichen Raum quellenfrei ist und seine Rotation
rotv=w
an jeder Stelle Q des Feldes gegeben ist, so hat der Feldvektor b
nach (94) die Form:

Ist nur eine einzige dunne W.irbelréhre vorhanden, so ist ihr
Raumelement:
dt =do-ds,
wo do einen orientierten Querschnitt und ds
ein gerichtetes Linienelement einer mittleren
Wirbellinie bedeutet (Fig. 58).
Die Zirkulation
Fr=rotv do=w-do
besitzt an jedem Querschnitt denselben Wert,
und zwar unabhéngig davon, ob man b als
Fig. 58. Geschwindigkeit der Strdmung einer idealen
FlUssigkeit deuten will oder nicht.
Nach Einfihrung von do undds wird

Bemerkt man, dal w und gleichgerichtete Vektoren sind, so
kann man dafir schreiben:

oder unter Einfihrung der Zirkulation 7'
(96)

Da in dieser Gleichung der Querschnitt der Wirbelréhre nicht mehr
vorkommt, kann man b auch als den Feldvektor des Feldes einer
isolierten Wirbellinie von endlicher Starke auffassen.
Nach der Ableitung in Ziff. 111 missen die Wirbellinien geschlossen
sein; man kann indessen durch einen in der Potentialtheorie ge-
brauchlichen Grenzibergang zeigen, dal die Gleichung (96) auch
fur einen geradlinigen, beiderseits ins Unendliche gehenden Wirbel-
faden gilt und einen Feldvektor von endlichem Betrag ergibt.
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Bei weiteren Umformungen der Gleichung (96) kommen wieder-
holt Anwendungen des Operators  auf r oder auf eine Funktion
von r vor. Die Differentiationen sind teils in einem Punkt Q der
Wirbellinie, teils im Aufpunkt P auszufiihren. Es ist also not-
wendig, den Differentiationsort zu bezeichnen. Auch mu3 man sich
erinnern, dal? ein Wechsel des Differentiationsortes einen Vor-
zeichenwechsel des ersten Differentialquotienten zur Folge hat
[ziff. 82 (28)].

Nach (96) ist

97)

Die Ausfiihrung der Differentiation nach (27) ergibt:
(98)

Dabei bedeutet ¢ den Einheitsvektor in Richtung von r.
Zu v liefert jedes Ele-

ment ds der Wirbellinie

einen Beitrag:

Bezeichnet man mit t den
Einheitsvektor in Richtung
ds > e und mit a den Winkel
zwischen und r, so nimmt
dieser Beitrag die Form an
(Fig. 59):

die aus dem Biot-Savart- Fig. 59.
schenGesetz derElek-
trodynamik bekannt ist. Man erkennt, dal} das Biot-Savart-
sche Gesetz von sehr viel groRRerer Allgemeinheit ist. Es bestimmt
den Feldvektor eines den ganzen Raum erfiillenden Feldes, das
aulBer einer Wirbellinie keine Singularitaten enthalt.

Der in (97) gefundene Ausdruck fir v &Rt sich mit Hilfe des
Stokes sehen Integralsatzes umformen. Denkt man sich in die
Wirbellinie eine Flache eingespannt, so wird nach (56)
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Die Differentiation ist in den Punkten Q der eingespanmen

Flache auszufiihren, (ber die die Integration zu erstrecken ist.
Durch Anwendung des Entwicklungssatzes auf das dreifache
Vektorprodukt ergibt sich:

(09)

Das letzte Integral verschwindet, denn es ist

fur jeden Aufpunkt P, der der Flache nicht angehért. Dann wird

und mithin
(100)

Der Vektor v stellt sich als Gradient dar:

v = grad @,
wo

(100 a)

ist [vgl. Ziff. 75 (11)].

Das von einer einzelnen Wirbellinie erzeugte
Feld besitzt also ein Potential in allen Punkten,
welche der Wirbel linie nicht angehdren. Man kénnte
daran denken, daR auch in den Punkten der eingespannten Flache

kein Potential existiert, weil fur einen der Flache ange-

horigen Aufpunkt Q nicht verschwindet. Indessen liefert do zu

dem zweiten Integral von (99) keinen endlichen Beitrag, wie man
am einfachsten daraus ersieht, dal die eingespannte Flache will-
kirlich ist, also so verandert werden kann, daR sie diesen Auf-
punkt Q nicht enthélt.

115. Raumlicher Sehwinkel. Das Potential einer Wir-
bellinie (100a) in einem Aufpunkt P lal3t eine geometrische
Deutung zu; es ist namlich bis auf einen konstanten
Faktor gleich dem raumlichen Sehwinkel, unter dem
die Wirbellinie von P aus erscheint (Fig. 60).

Es soll mit de der Sehwinkel bezeichnet werden, unter dem ein
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Flachenelement do=ndo am Orte Q von P aus erscheint. Pro-
jiziert man das Flachenelement auf die Normalebene zu r in Q,
so ist die GroRe der Projek-

tion einerseits andrer-

seits unter Benutzung des

Sehwinkels r2ds. Durch die

Gleichung:

wird festgesetzt, dal? der Seh- -
winkel dann positiv zu rech-
nen ist, wenn die positive Nor-
male in Q und der nach dem
Aufpunkt P fihrende Vektor
einen spitzen Winkel bilden.
Damit wird nach (27) mit Rucksicht auf (28):

Fig. 60.

und der Sehwinkel ¢, unter dem die Wirbellinie erscheint,

(101)

Wenn die Zirkulation I'=—4m ist, so ist nach (100a) das
[otential des von der Wirbellinie erzeugten Feldes dem Sehwinkel
gleich; allgemein hangt das Potential mit dem Sehwinkel durch die
Gleichung

(102)
Zusammen.

Bewegt sich der Aufpunkt auf einer geschlossenen Linie, welche
die eingespannte Flache durchsetzt, um die Wirbellinie herum, so
andert sich der rdumliche Sehwinkel um =471 (je nach der Um-
laufsrichtung). Infolgedessen ist das Potential einer Wirbellinie
zyklisch, d.h. es &ndert sich bei einem vollen Umlauf des Auf-
punkts um die Wirbellinie auf einem beliebigen Weg um den festen
Wert =I" je nach dem Umlaufssinn.

116. Doppelquellen. Die Gleichung (100a) besitzt einen hydro-
dynamischen Sinn, den man erkennt, wenn man den Begriff der
Doppelquelle einfihrt.

Eine Quelle von der Ergiebigkeit E und eine ebenso starke
Senke bilden ein Quellpaar. Lalt man sich die Quelle der Senke
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unbegrenzt ndhern und gleichzeitig die Ergiebigkeit so zunehmen,
daR das Produkt aus der Ergiebigkeit und dem Abstand der beiden
Punkte beim Grenziubergang einen endlichen Grenzwert m besitzt,
so entsteht eine Doppelquelle; m heilt das Moment der
Doppelquelle.

Das Feld einer Doppelquelle besitzt ein Potential, das man in
folgender Weise erhélt (Fig. 61). Eine
einfache Quelle Q von der Ergiebig-
keit E erregt ein Feld mit dem Potential

Fig. 6L. Verschiebt man die Quelle um ds nach Q'
und bringt in Q eine ebenso starke
Senke an, so besitzt dieses Quellpaar ein Potential

Nun ersetzt man ds durch tds, wo t den Einheitsvektor der von
der Senke zur Quelle fihrenden Richtung bedeutet und setzt fest,
dal dsE den Grenzwert m besitzen soll. Dann wird das Poten-
tial des vonder Doppelquelle vom Moment m erregten
Feldes:

(103)

Schreibt man nun das Potential des von einer einzelnen Wirbel-
linie erzeugten Feldes (100a) in der Form:

so erkennt man, dall man die Wirbellinie durch eine VVer-
teilung von Doppelquellen auf einer beliebigen
eingespannten Flache ersetzen kann, deren Achsen
die Richtung der positiven Normalen besitzen und deren Moment
eine konstante Flachendichte I hat, die gleich der Zirkulation ist.

117. Wirbelschichten. Eine allgemeine Verteilung von Doppel-
quellen auf einer einfach zusammenhangenden Flache,
deren Achsen die Richtung der positiven Normalen besitzen und
deren Moment eine von Ort zu Ort veranderliche Flachendichte p
hat, erregt ein Potential:

(105)
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Eine solche Verteilung von Doppelquellen kann ersetzt
werden durch eine Wirbelschicht, d. h. eine Verteilung
von Wirbellinien, die auf der Flache liegen.

Um das zu zeigen, setzt man das Potential in die Forml):

(105"
Das innere Integral fihrt man Uber eine Kalotte der Flache bis zu

einer geschlossenen Kurve, auf der die Dichte des Moments p einen
konstanten Wert besitzt. Dann kann

aufgefaldt werden als Potential einer Wirbellinie von der Zirkula-
tion dI" = dp. welche in die Grenzlinie der Kalotte féallt. Damit wird @
nach (105) das Potential einer Folge von Wirbellinien, welche auf der
Flache in die Kurven py = constfallenund deren Zirkulation gleich dem
Unterschied du des Parameters g zweier benachbarter Kurven ist. —

Wenn eine Wirbelschicht eine mehrfach zusammenhangende
Flache, z. B. einen Torus bildet, so kann man jede einzelne Wirbel-
linie durch eine Doppelquellenschicht ersetzen, die in die Wirbel-
linie eingespannt wird. Die in die Wirbellinie eingespannte Flache
kann aber nicht so gewahlt werden, dal} sie auf dem Torus selbst
liegt, sondern sie bildet einen Querschnitt, die den Innenraum (oder
den AuBenraum) des Torus in einen einfach zusammenhangenden
Raum verwandelt.

§ 8. Richtungsdifferentialquotienten héherer Ordnung.

118. Taylorsche Entwicklung einer Feldfunktion. Eine skalare
oder auf eine feste Basis i, j, k bezogene extensive Feldfunktion
sei im Punkt P mit dem Ortsvektor r=ix + jy + kz in der Form
F(X,y,z) gegeben. Sie 1aRt sich in einer gewissen Umgebung vonP
in einem Punkt Q mit dem Ortsvektor

r+s=(ix + jy + kz) + (ih + jk + ki)
mittels der Taylorschen Reihe berechnen:

(106)
1) Maxwvell, Elektricity and Magnetism. § 652.
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Jedes von Differentialquotienten gleich hoher Ordnung n 1 ge-
bildete Polynom entsteht durch M-malige Anwendung des skalaren
Operators in dem man das skalare Produkt

erkennt. Die Taylorsche Entwicklung lautet also in vektorieller
Form (107 a)

Setzt man
s =st

als Produkt aus Betrag s und Einheitsvektor t an, so wird (107Db)

oder wenn man

als Operator einer Richtungsdifferentiation erkennt:
(107 ¢)

Die Entwicklung (107b) lafit sich noch uniformen, wenn man mehr-
fach skalare Produktbildungen einfuhrt (zZiff. 37); dann wird, weil
t ein konstanter Vektor ist:

(t-\V)2=tt-- 2=t2-- 2

wenn mit tn ein unbestimmtes Produkt von n Faktoren t bezeichnet
wird. Die Taylorsche Entwicklung nimmt dann folgende Form an:

(107 d)

Diese Form laflit erkennen, daR das Polynom flter Ordnung (n=I)
bis auf den Faktor ein Produkt zweier Tensoren flter Stufe ist,

deren Malizahlen n-gliedrige Produkte des Richtungskosinus von t
bzw. Differentialquotienten wter Ordnung von F sind. Der durch
n-malige Richtungsdifferentiation der Funktion F nach einer
festen Richtung t entstehende Ausdruck hat folgenden Aufbau:
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119. Differentiation nach verschiedenen Richtungen. Die Diffe-
rentiation der Funktion F nach zwei verschiedenen Richtungen tl
und t2 ergibt:

Fahrt man zwei Richtungsdifferentiationen nacheinander aus,
so ergeben sich Ausdriicke folgender Form:

(109)

dabei soll wie bisher vorausgesetzt werden, dal die beiden
Vektoren tl und t2 konstante Vektoren sind, nicht
von Ort zu Ort veranderliche Feldvektoren. Dann wird, wenn man

etwa genauer berechnen will, der skalare Operator t2-  nur

auf  F zur Anwendung zu bringen sein, weil (t2- t)l=0 ist.
Mithin wird

ebenso

Wegen der Symmetrie von 2 ist

tLt2-- 22=t2t1-- 2 (110)
oder

(111)

Die Reihenfolge der Richtungsdifferentiationen nach festen Rich-
tungen ist also vertauschbar.

Fur einen Richtungsdifferentialquotienten nter Ordnung nach
n verschiedenen festen Richtungen ergibt sich ebenso:

(112)

wobei die Reihenfolge ohne Einfluf ist. Der Operator einer Rich-
tungsdifferentiation nter Ordnung ist ein ft-fach skalares Produkt
zweier Tensoren n ter Stufe, deren erster das unbestimmte Produkt
der Einheitsvektoren der n Differentiationsrichtungen und deren
zweiter die nte Potenz des vektoriellen Operators V7 ist.

120. Kugelfunktionen. Ein schones Anwendungsgebiet fur die
Richtungsdifferentialquotienten hoéherer Ordnung ist die Theorie
der Kugelfunktionen.
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Eine homogene Funktion nten Grades Un(x, y. z) oder Un(r), die
der Laplacesehen Gleichung:

AU=0 (113)
gentgt, heilt eine Kugelfunktion nter Ordnung. Dabei
kann n positiv oder negativ sein.

Setzt man r = re, so kann man die homogene Funktion Un{l) in
die Form: Un(r) = rnSn(e) (114a)
bringen. Sn(e) ist homogen vom nullten Grad, hangt, in Koordi-
naten geschrieben, nur von den 3 Richtungscosinus von e ab und
heilt Kugelflachenfunktion nterOrdnung.

Die Kugelflachenfunktionen negativer Ordnung unterscheiden
sich nicht von denen positiver Ordnung, und zwar ist

S-n-1(e) = Sn(e); (114b)
es reduziert sich also die Untersuchung aller Kugelfunktionen auf

die der Kugelflachenfunktionen positiver Ordnung: eine Kugel-
funktion negativer Ordnung hat die Form:

(114c)

Zum Beweis dieses Satzes transformiert man in der Regel
die Laplacesche Gleichung (113) auf Kugelkoordinaten. Um
einen kurzen Beweis mit den Methoden der Vektorrechnung zu er-
bringen, setzen wir die Laplacesche Gleichung fir Un an:

AUN=ArnSn =20
und erhalten zunédchst nach Ziff. 81 (VIF):
(AmsSn+2 m-VSn+mASh=0. (115)
Hier ist nach Zziff. 82 (23)
m=nrn—1 r =nrn-2r
An= - m=nnh—2)m-3rm-1 r-r + nrn-2 -r
oder nach (24a), (26):
Arn=n(n + 1)rn-2

Setzt man diese Werte in (115) ein, so verschwindet das mittlere
Glied. Denn die Niveauflachen der nur von der Richtung des Orts-
vektors abhéngigen skalaren Feldfunktion SH sind Kegel: ihr Gra-
dient steht auf dem Ortsvektor senkrecht: also ist r- Sn=0. Be-
merkt man noch, dall ASn homogen vom Grad —2 ist, so erhélt
man nach Abspaltung des Faktors m-2 gie folgende Differen-
tialgleichung fur die Kugelflachenfunktion Sn:

n(n + 1) Sn+ r2ASn = 0. (116)
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Diese Gleichung bleibt ungeandert, wenn man n
durch —n -1 ersetzt. Damit ist der Beweis erbracht.

Fur das folgende wird noch die Hoéchstzahl der willklrlichen
Konstanten gebraucht, die eine Kugelfunktion nter Ordnung Un(r)
(fir positives n) enthalten kann. Eine homogene ganze Funktion

nten Grades Un in x, y, z enthalt ¥2(0 + 1) (0 + 2) konstante. Der
Laplace sehe Ausdruck A Un ist vom (n — 2)ten Grad und enthélt
% (n —I)n Konstante, die, wenn A Un verschwinden soll, ebenso-

viele Bedingungen fur die Konstanten von Un ergeben. Es bleiben
also in Un noch (2n + 1) Konstante frei; das ist die Hochst-
zahl der Konstanten einer Kugelfunktion nter und eben-
so (—n- Dter Ordnung.

121. Der Maxwellsche Ansatz. Aus jedem Integral U der La-
place sehen Gleichung gewinnt man ein neues, indem man den
noch mit einer willkirlichen Konstanten C multiplizierten Rich-
tungsdifferentialquotient nach einer beliebigen Richtung bildet:

In der Tat ist

Geht man von dem Fundamentalintegral der Laplacesehen
Gleichung aus, so erhalt man durch n-fache Richtungsdifferentiation
ein Integral, das von (—n—1Iter Ordnung homogen ist, also eine
Kugelfunktion (—n — Dter Ordnung:

(117 a)

Hieraus ergibt sich eine Kugelflachenfunktion nter Ordnung nach

(114c¢):
(117b)

und eine Kugelfunktion nter Ordnung (fiur positives n) nach

(114a):
(117¢)

Da jeder Einheitsvektor 2 wesentliche Konstante enthélt, sind die
gefundenen Funktionen von (2n + 1) willkirlichen Konstanten ab-
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hangig. Damit sind die allgemeinen Kugelfuik-
tionen gefundenl).

Jede Kugelfunktion und jede Kugelflachin-
funktion ist ein ft-fach skalares Produkt zweier
Tensoren nter Stufe. Der erste Faktor ist bis auf einen
konstanten willkirlichen Faktor das unbestimmte Produkt von
n willkdrlichen Einheitsvektoren und gibt die n ,,Pole” der Kugel-
funktion; der zweite Faktor ist eine Differentialinvariante des von
den Ortsvektoren gebildeten Vektorfeldes bzw. des von ihren Ein-
heitsvektoren gebildeten Bundels und héangt nur von der Ordnung
der Kugelfunktion ab, nicht von ihrer speziellen Wahl.

Durch ~-malige Differentiation nach der gleichen Richtung er-
hélt man die einfachen (Legendreschen) Kugelfunktionen:

(118a)

(118Db)

Maxwell?) hat die Herleitung der Kugelfunktionen durch
Richtungsdifferentiation angegeben und die Kugelfunktionen me-
chanisch gedeutet. Eine Kugelfunktion negativer Ordnung lant
sich auffassen als Potential eines im Anfangspunkt des Koordi-
natensystems liegenden Multipols, z. B. als Geschwindig-
keitspotential einer vielfachen Quelle. Die Kugel-
funktionen positiver Ordnung lassen dieselbe Deutung zu, wenn
man den Pol im Unendlichen annimmt.

122. Aufstellung allgemeiner Kugelfunktionen. Um die allge-
meinen Kugelflachenfunktionen (117b) und Kugelfunktionen fur die
niedrigsten Ordnungen schrittweise zu berechnen, braucht man im
wesentlichen nur den Operator t-  wiederholt auf Funktionen des
Ortsvektors r zur Anwendung zu bringen. Dazu braucht man fol-
gende Formeln (vgl. Ziff. 82):

r=1, (t- =t
(t- r=t-e

1) Einen exakten Beweis fir die Allgemeinheit der gefundenen Kugel-
funktionen gibt A. Ostrowski, Die Maxwellsche Erzeugung der Kugel-
funktionen. Jahresber. deutsch. Math. Ver. Bd. 33, 1924. Vgl. Courant-

Hilbert, Methoden der Math. Physik I. S. 423—430.
2) Maxwell, Elektricity and Magnetism Kap. IX.
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Dann ergeben sich folgende allgemeine Kugelfunktionen negativer
Ordnung:

(119)

usw. Die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke sind die
Kugelflachenfunktionen S1(e), S2(e), S3(e). Von der
gewohnlichen Darstellung unterscheidet sich die
hier abgeleitete Form dadurch, dal3 die ,,Pole” in
Erscheinung treten.

Aus den allgemeinen (Laplaceschen) Kugelfunktionen kann
man die einfachen (Legendreschen) Kugelfunktionen dadurch
herleiten, daR man die samtlichen Differentiationsrichtungen zu-
sammenfallen 1&3t. Setzt man noch t-e = cos 9, so erhalt man fol-
gende Kugelflachenfunktionen:

KO(e) = 1; (120)
K1(e) = — (t-e) = — cos I,
K2() =— 1 + 3t-e)2= —1 + 3 cos2Y,

K3(€) = 9(t-e) —15(t-e)3=9 cos§ — 15 cos39; usw.

von ihnen unterscheiden sich die gebrduchlichen Legendre-
scen Polynome P0 (cosd), PL(cosd), P2 (cosd), P3(cosd) nur durch
je einen Zahlenfaktor C, der so bestimmt wird, da samtliche Poly-
nome fur 3 =0 den Wert 1 annehmen.

Die fur alle Kugelfunktionen gleicher Ordnung charakteristi-

schen Tensoren missen sich nach (117a) aus den Formeln

(119) fur die Funktionen U-n-1 entnehmen lassen; aus U-2 und
U-3 kann man ablesen:

(121)

aber bereits die Entnahme des Tensors aus U-4 istumstandlich.
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123. Differentiation in Richtung der Feldlinien eines Vektor-
feldes. Bisher war stets vorausgesetzt, daR die Differentiations-
richtungen feste, im ganzen Raum gleiche Richtungen sind. L&Rt
man diese Voraussetzung fallen und definiert die Differentiations-
richtung in jedem Aufpunkt durch die Richtung t der Feldlinien
eines Vektorfeldes, so bleiben die bisherigen Formeln nur fir die
ersten Differentialquotienten, nicht aber fur die héherer Ordnung
in Gultigkeit.

Der erste Differentialquotient einer Feldfunktion f ist:

bei der Bildung des 2. Differentialquotienten in der gleichen Rich-
tung ist zu bemerken, dal t selbst eine Feldfunktion ist; also ist

oder:
(122)

Differentiiert man nach zwei verschiedenen Richtungen, so
werden die ersten Differentialquotienten

und die gemischten zweiten Differentialquotienten

Sie sind voneinander verschieden; wegen der Sym-
metrie von  2f wird

(123)

In einem speziellen Fall, ndmlich wenn sich die Feldlinien der
beiden Vektorfelder mit den Richtungen t! und t2 zu Flachen an-
ordnen lassen, und wenn Uberdies t! und t2 aufeinander senkrecht
stehen, fuhrt (123) auf eine bekannte Formel zuriick. Dann ist
namlich nach [zZiff. 59 (76)]

mithin, wie bekannt [Ziff. 57 (70 b)]
(124)
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Im allgemeinen aber, wenn die beiden Scharen von Feldlinien keine
geschlossenen Vierecke bilden, kann man linear durch drei

nicht komplanare Feldvektoren darstellen, als deren zwei man tl
und t2 nehmen wird:

al, a2, a3 sind dabei skalare Feldfunktionen. Dann wird

oder
(125)

Diese Gleichung tritt an Stelle der Vertauschbarkeit der Reihen-
folge gewohnlicher Differentiationen, gibt also die Integrabili-
tatsbedingung simultaner Systeme von Differentialgleichungen
erster Ordnung in Richtungsdifferentialquotienten.

124. Geometrie der Vektorfelder. Die folgenden Ziffern sind
der Untersuchung geometrischer Eigenschaften der Vektorfelder
und skalaren Felder gewidmet.

Ist der Einheitsvektor der Feldlinien eines Vektorfeldes t als
Feldfunktion gegeben, so kann man die fir eine Kurve geltenden
Frenetschen Formeln [Ziff. 42 (19)] so umschreiben, daR sie fur
die Kongruenz der Feldlinien gelten, wenn man die Differentiation
nach der Bogenléange durch eine Richtungsdifferentiation ersetzt:

t- t= KOn
t- n=-KOt + TOb (126)
t- b= — TO0n

Die erste dieser Gleichungen 143t sich unter Verwendung der aus
Ziff. 80 (IV') folgenden ldentitat

Y-grad(t-t =t- t—+t x rott

umformen. In dieser ldentitat verschwindet, weil t ein Einheits-
vektor. also t-t konstant ist, die linke Seite: also wird

t- t= —txrott (127)
Damit wird die erste Frenetsche Formel (126) 1)
t < rott + K0On = 0. (128)

1) R. Rothe, Anwendungen der Vektoranalysis auf Geometrie. Jahres-
bericht d. deutsch. Math. Ver. 1912, XXI. S. 249—274.

Lagally, Vektorrechnung. 12
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Sie gibt die erste Krimmung& und die Hauptnormalenrichtungn
als Feldfunktionen und laf3t erkennen, dafll der VVektor rott der
rektifizierenden Ebene angehdort. Durch skalare Multi-
plikation mit n folgt aus (128) die Krimmung

KO=Db-rott (129)

als Malizahl der Projektion des Vektors rott auf die Binornule.

n und b kénnen aus (126) mittels Richtungsdifferentialquotienten
von t berechnet werden; das soll nicht ndher ausgefiihrt werden,
dagegen seien unter Verwendung der aus den Frenetschen
Formeln folgenden Formeln [Ziff. 43 (21a, b)] Krimmung und
Torsion der Feldlinien angegeben:

KO=|t- t|

125. Flachennormale Felder. Sollen die Feldlinien eines Vek-
torfeldes Orthogonaltrajektorien einer Flachenschar U=c sein,
so muB der Einheitsvektor t dem Gradient des skalaren Feldes V
parallel sein; also

V=pt,
wo p ein skalarer Faktor ist, der ohne wesentliche Einschrankung
positiv vorausgesetzt werden kann.

Um die Feldfunktion V zu eliminieren, bildet man ihre Rotation,
deren Verschwinden fir einen Gradient charakteristisch ist:

x V= pxt+p xt=0.
Um auch p zu eliminieren, multipliziert man die erhaltene Glei-
chung skalar mit t; es ergibt sich

t xt=0 oder t-rott=0 (130)
als notwendige und hinreichende Bedingung fur
die ExXxistenz einer zu den Feldlinien orthogona-
len Flachenschar.

Aus den Gleichungen (128) und (130) laf3t sich jetzt der Vektor
rott eindeutig berechnen; man bestatigt sofort die Richtigkeit der

Losung rott = KO0b. (131)

Die Feldlinien des Vektors rott gehéren den Or-
thogonalflachen des Vektors t an; der Betrag
von rott gibt die erste Krummung derFeldlinien:

Fott = KO. (132)
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126. Mittlere Krimmung der Orthogonalflachen. Wenn die
Feldlinien des Vektors t eine Schar von Orthogonalflaichen V=c¢
besitzen, so existiert auf diesen ein System von zwei sich senkrecht
schneidenden Kurvenscharen, deren Tangenten die Haupt- und
Binorinalen der Feldlinien sind. Fir dieses System setzen wir die
beiden ersten Gleichungen von (76 a, b) Zziff. 59 an:

(133)

n, b, t tritt dabei an die Stelle von t}, t2, R; ds! und ds? sind die
Linienelemente in Richtung der Haupt- und Binormalen. Dabei ist

wenn man zur Umformung wie bei (127) die Identitat (IV') heran-
zieht. Aus (133) folgt jetzt
Nl = [tn rotn] = b rotn,
N2=[tb rotb)j=- n-rotbh.
Bezeichnet man mit H die mittlere Krimmung einer Orthogonal-
flache, so wird
2H=NI+N2="1b roth — n-rotb
oder nach Zziff. 80 (V")
2H =div(n %< b),
2H=divt (134)
Die Divergenz von t ist gleich der doppelten
mittleren Krummung der Orthogonalflachen)).
Auf ein nicht so einfaches Ergebnis fuihrt die in ahnlicher Weise
mdgliche Berechnung der Gaul3schen Kriimmung.

127. Aquidistanzflachen. Ausgehend von den Orthogonalflachen
V=c erhéalt man den Einheitsvektor der Feldlinien in der Form

also

Der Richtungsdifferentialquotient der FeldgroRe V in Richtung

der Feldlinien gibt den Betrag des Gradienten und soll mit q be-
zeichnet werden:

1) Der hier gegebene Beweis des bekannten Satzes folgt im wesentlichen
dem Gedankengang von J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung,
2. Aufl.. S. 179.

12*
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q ist ein MalR fur die Dichtigkeit der Niveauflachen F=c; es ist
der reziproke Wert des Abstands zweier benachbarter Niveau-
flachen mit der Potentialdifferenz Eins. Auf jeder Fldche q=c¢
ist dieser Abstand eine konstante GroRe. Die Flachen g =c wer-
den deshalb als Aquidistanzflachen bezeichnet. Sie
sind in der Hydrodynamik, wenn V ein Geschwindigkeitspotential
bedeutet, Flachen konstanten Betrags der Geschwindigkeit.

Wir bilden aus die Rotation nach ziff. 80 (lII") unter Be-
ricksichticung- von ziff. 81 (I1X):

(135)

Anderseits ist nach (131)
rott = KOb;
also
(136)

Diese Gleichung sagt aus, daB die Schnittlinien der Aquidistanz-

flachen mit den Niveauflachen, also die Aquidistanzkur ven

auf den Niveauflachen diejenigen Kurven sind,

die die Binormalen der Feldlinien zu Tangenten
habenl!) (Fig. 62). Durch skalare
Multiplikation von (136) mit b er-
hélt man

oder
(137)

Die Krimmung K0b der Feldlinien
ist gleich dem Richtungsdifferen-
tialquotient von Igq in Richtung
der Hauptnormalen.
Auch der Ausdruck fir die mitt-
lere Krimmung 1aBt sich bei Einfiihrung der Aquidistanzflachen
umformen. Nach (134) ist

also nach (IlI)
(138)

1) M. Lagally, Dynamische und geometrische Eigenschaften der raum-
lichen Potentialstromung. Zeitschr. f. Math. u. Phys. (53, 1915, S. 360—380.
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Eine besondere Vereinfachung tritt fir Laplacesche Felder

ein, fur welche
NAV=0
ist; dann wird

(139)

Die mittlere Kriummung der Niveauflachen ist also in diesem Fall
durch den Richtungsdifferentialquotient von lgq in Richtung der
Hauptnormalen ausdriickbar.

Endlich sei noch der Vollstdndigkeit halber bemerkt, dal der
Differentialquotient von Ig q in Richtung der Binormalen in jedem
flachennormalen Feld Null ist. Das folgt aus der Definition der
Aquidistanzkurven. Durch skalare Multiplikation von (136) mit

3 erhdltman b- q =0 oder

(140)

128. Laplacesche Felder. In einem Laplaceschen Feld lait
sich aus den beiden Gleichungen (136) und (139)

t x lgg = KOb;

t- lgg= —2H
der Vektor Igq (nach Ziff. 23, e) eindeutig berechnen. Man erhalt
lgg = —2Ht+KO0n. (141)

Dieser Vektor fallt in die Normale der Aquidistanz-
flache. Um den Winkel ¢, unter dem eine Niveauflache
von einer Aquidistanzflache geschnitten wird,
zu berechnen, dividiert man am besten die beiden Gleichungen
(136) und (139) und zieht die geometrische Deutung des Vektor-
produkts und skalaren Produkts heran; dann ist

also
(142)

Eine weitere interessante Beziehung erhalt man, wenn man die
Integrabilitatsbedingung der Gleichungen (137) und (139)

K'0=n- Igq;
-2H=t- Igq;



182 Kapitel 3. Theorie der Felder.

aufstellt. Zunachst ergeben sich durch nochmalige Richtungsdiffe-

rentiation t- KO=(t- n)- lgg+ nt-- 2lgq;

—2n- H=(n- t)- lgqg+tn-- 2lgq;
hieraus folgt nach ziff. 123 die Integrabilitdtsbedingung
t- KO+ 2n- H=- n —n- t)- Igg  (143)

Um die rechte Seite zu berechnen, bemerkt man, dal nach den
Frenetschen Formeln (126)

t- n=—KO0Ot+ TO0b

ist. Ahnlich erhalt man aus der dritten Gleichung (76a) von Ziff. 59
durch Anderung der Bezeichnung

Nn- t=N1ln - Tb;
t- N—n- t= —KOt—N1n+ (TO+ T)b
Damit wird (143) nach (141)

also

bemerkt man, daB 2 H= N1 + N2 ist, so folgt die gesuchte
Beziehung))
(144)

N2 ist die Normalkrummung einer Niveauflache in Richtung einer
Aquidistanzkurve.

Weitere Eigenschaften der Laplaceschen Felder kommen
Ziff. 132 u. 133 zur Sprache.

§ 9. Allgemeine Koordinaten im Raum.

129. Einfihrung von Parameterflachen. Um einen Punkt P
einer Flache festzulegen, bedient man sich (Ziff. 47) zweier Scharen
von Gaul sehen Parameterkurven u =const, v = const, die ein
die Flache Uberdeckendes Netz bilden. Der Punkt P ist dann durch
die Parameterwerte u und v der durch ihn hindurchgehenden Para-
meterkurven bestimmt und in einem geeignet begrenzten Gebiet
ist die Zuordnung eines Wertepaares u, v zu einem Punkt ein-
eindeutig.

Diese Methode 4Bt sich verallgemeinern, um einen Punkt des
Raumes festzulegen. Wahlt man drei Scharen von Parameter-

1) J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl., S. 184.
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flachen u(x, y, z) = const, v(X, y, z) = const, w(X, Yy, Z) — const,
so besteht in einem geeignet begrenzten Gebiet eine eineindeutige
Zuordnung eines Wertetripels x, y, z zu einem Wertetripel u, v w.
Ein Punkt P ist also durch seine allgemeinen Kordinaten
u, v w bestimmt, mithin auch sein Ortsvektor r Auch eine skalare
oder vektorielle FeldgréRe kann von den allgemeinen Koordinaten
des Aufpunkts P abhangig gemacht werden.

Die drei Scharen von Parameterflachen schneiden sich in drei
Kurvenscharen. Langs der Schnittlinie einer Flache v = const mit
einer Flache w = const andert sich nur der Parameter w; man wird
eine solche Kurve als w-Kurve bezeichnen und ebenso jede Kurve
der anderen Scharen nach dem Parameter benennen, der sich langs
derselben &ndert.

130. Reziproke Systeme von Grundvektoren. Wahrend bei Ver-
wendung der rechtwinkligen Koordinaten X, y, z eine gemeinsame
Basis i, j, k fur den ganzen Raum genlgt, ist es bei Verwendung
allgemeiner Koordinaten oft zweckmaRig, in jedem Aufpunkt P eine
besondere, von uvw; w abhéngige Basis zu definieren und die vekto-
riellen Feldgrof3en in P auf sie zu beziehen. Fir die Einfuhrung einer
von Ort zu Ort veranderlichen Basis gibt es zwei naheliegende Wege:

1. Man waéhlt als Grundvektoren drei Vektoren in Richtung der

durch P gehenden u-, v-, w-Kurven; am einfachsten ab-
gekirzt geschrieben ru, rv, rw.

2. Man wahlt als Grundvektoren drei Vektoren, die auf den
durch P gehenden Parameterflachen u = const, v— const, w = const
senkrecht stehen, am einfachsten grad zz, grad v. grad w, anders ge-
schrieben u, v, w

Die beiden so gewéahlten Systeme von Grundvek-
toren sind zueinander reziprok [vgl. Ziff. 24]. Zum Be-
weise bemerkt man zunéchst, dal jeder der Grundvektoren des
einen Systems auf zwei Vektoren des andern senkrecht steht, z. B.
\7 zz auf rt, und rw; es ist also

v- v=0  w- u=0
Es bleibt nur noch zu zeigen, daf}
ru- u=1
ist. Schreitet man langs einer w-Kurve um ein Wegelement dr fort,
so andert sich der Parameterwert u um
du=dr- u=rudu- wu
Hieraus folgt die behauptete Gleichung.
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Als Grundvektoren reziproker Systeme sind ru, rv,rw und u,
v, w mittels folgender Gleichungen durcheinander ausdriickbar:

(145a)

(145 b)

Dabei ist
[rurvyw] [ u, v, wl=1 (146)
131. Berechnung von V fir eine veranderliche Basis. Zur Aus-
fuhrung von Differentialoperationen ist es bei Verwendung all-
gemeiner Koordinaten u, v, w notwendig, durch diese Koordi-
naten und die zugehdrigen Grundvektoren auszudricken. Ist V
eine skalare Feldgrofie, so ist

Die rechte Seite kann als skalares Produkt zweier Vektoren ge-
schrieben werden, von denen je einer auf eines der beiden rezi-
proken Systeme bezogen ist:

Der erste Faktor der rechten Seite ist die infinitesimale Ande-
rung dr des Ortsvektors, zu der die Anderung dV der FeldgroRe V
gehort und mit der sie durch die Gleichung (6)

dv=dr-, V

zusammenhangt. Durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen

erhalt man:
(247)

Bei Ubergang zur reziproken Basis wird
(148)

Mit Hilfe der gewonnenen Formeln kann man den Gradienten
eines skalaren Feldes, Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes
usw. fir allgemeine Koordinaten berechnen, von denen Kugel- und
Zylinderkoordinaten fir die Praxis am wichtigsten sind. Diese Be-
rechnungen sollen an dieser Stelle unterbleiben. Auf die inva-
rianten Ausdriicke selbst wird spater (Ziff. 226 und 254) von einem
allgemeineren Gesichtspunkt aus zurtickzukommen sein.
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132. Potentlalflachen und Stromflachen. Um ein Beispiel fir die
Anwendung allgemeiner Koordinaten im Raum zu erhalten, be-
trachten wir die Niveauflachen u(xyz) = const eines Laplace-
schen Feldes und fassen die Feldlinien zu zwei weiteren Fléchen-
scharen wv(xyz) =const und w(xyz) = const zusammen. Diese
Flachen sollen als Stromflachen bezeichnet werden; dabei liegt die
Vorstellung zugrunde, dal u das Geschwindigkeitspotential der
Stromung einer inkompressiblen Flussigkeit ist.

Da die Stromflachen auf den Niveauflachen senkrecht stehen,
steht auch die Normale einer Niveauflache senkrecht auf der Ebene,
die von den Normalen zweier durch den Aufpunkt gehenden Strom-
flachen gebildet wird; also ist

Uu=p ux w, (149)
wo @ von den Koordinaten u, v, w des Aufpunkts abhéngt. Soll u
der Laplacesehen Gleichung geniigen, so muf

= -u= -(@ vV x w)=0 (150)

sein. Durch Ausrechnen des formalen Produktes erhalt man nach
Ziff. 80 (I1):

(@ v w= @- vx w+g (Vvx w=0
dabei ist nach (V) und (IX)
(Vv W= wW- X V— V- X WwW=Q

weil die Rotation eines Gradienten verschwindet. Also gibt (150)
als Bedingung fir g

[ @ v w=0
Diese Bedingung ist, in Koordinaten geschrieben, das Verschwin-
den der Jakobi sehen Determinante von p, v, w und sagt aus,
dafl g eine Funktion von v und w allein, aber von u unabhéngig

ist. Also ist u=og((\,w) Vvx w 151)

die Bedingung dafiur, dal3 v und w zwei Scharen von
Stromflachen eines Laplaceschen Feldes mit den
Niveauflachen u sind.

Diese Gleichung 1&Bt sich noch vereinfachen durch passende
Wahl der Stromflachen. Man kann (151) in die Form:

u= vx Ig(v, w)dw
setzen; halt man also die eine Schar von Stromflachen v fest und
ersetzt die andere Schar w durch die Schar IQ(V, W) = Ww', so ist

u= vx w
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geworden. Auf der rechten Seite tritt neben dem Vektorprodukt
zweier Gradienten kein skalarer Faktor mehr auf. Zwei solche
Scharen von Stromfldchen sollen als ein normiertes System be-
zeichnet werden. Bei Ruckkehr zur alten Bezeichnung gilt fur
ein normiertes System von Stromflachen eines La-
placeschen Feldes:

u= Vvx Ww, (152)

Geht man zur reziproken Basis Uber, deren Grundvektoren in die
Schnittlinien der Flachen w, v, w fallen, so folgt aus (152) nach
(145a) und (145b):

oder nach (146):

U= xrw. (153)
Diese Gleichung ersetzt (152) vollstandig und ist ebenso wie
diese fur ein Laplacesches Feld bei Wahl normierte r
Stromflachen charakteristischl).

133. Zerlegung eines Stromungsfeldes in Zellen. Die drei
Flachenscharen u, v, w teilen das ganze Stromungsfeld in Zellen
von der Gestalt eines geraden Prismas mit parallelogrammartigem
Querschnitt. Mit ds = |ru| du soll die H6he eines solchen Prismas
bezeichnet werden, mit dsl=|rv|dv und ds2= |rw|dw die andern
Kanten; der Winkel der letztem sei a; der Querschnitt der Zelle dF.

Dann folgt aus (153), wenn man beiderseits den Betrag bildet:

oder
(154)

Greift man zur Herstellung der Zellenteilung aus den kontinuier-
lichen Scharen u, v, w diskrete Scharen heraus, welche festen Para-
meter-Differenzen du, dv, dw entsprechen, so ist die rechte Seite
von (154) konstant. In allen Zellen eines raumlichen
Laplaceschen Stromungsfeldes ist also derQuotient
aus Querschnitt und Ho6éhe konstant. Dieser Satz ist
eine Erweiterung der Quadratteilung eines ebenen Laplace-
sehen Feldes durch Potential- und Stromkurven.

1) M. Lagally, Systeme von Potentialtlachen und Stromtlachen. Ber. d.
bayr. Akad. d. Wiss. 1914, S. 157—190.
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Die Zellteilung besitzt auch hydrodynamische Wichtigkeit. Zu-
néachst wird der Betrag q der Geschwindigkeit der Strémung durch
den Betrag des Gradienten von u gegeben:

dann folgt aus (154): qdF — dvdw. (155)
DerFlul3 durch alle Rohren hat einen festen Wert;
das ist der mechanische Sinn der normierten Systeme von
Stromfléchen.

Bildet man weiter die lebendige Kraft dT der in einer Zelle ent-
haltenen Flussigkeit, so ist unter Voraussetzung der Dichte Eins
der Flussigkeit:

oder:
(156)

Die Bewegungsenergie der Stromung hat in allen
Zellen den gleichen Wert.
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§ 1. Elemente der Dyadenrechnung.
134. Lineare Vektorfunktion und affine Abbildung Ein sehr
einfaches und fir die Anwendung wichtiges Vektorfeld entsteht
dadurch, da man dem Aufpunkt mit dem Ortsvektor r einen Feld-

vektor
v=r-o (1)

zuordnet, wo @ eine Dyade bedeutet. Zur Untersuchung der Eigen-
schaften dieses Feldes ist es zweckmaRig, b als neuen Ortsvektor r'
von einem Anfangspunkt aus aufzutragen. Die Gleichung
rr=r ¢ (1)
ist bereits (Ziff. 30) aufgetreten und als Ausdruck einer affinen
Abbildung des Raumes r auf den Raum r' gedeutet worden.
Die Transformationsformeln fur die Koordinaten (Ziff. 27) sind
homogene lineare Gleichungen; die vektorielle Feldfunktion r' des
Ortsvektors r ist eine lineare Vektorfunktion, das Feld
b ein lineares Vektorfeld.
Verwendet man fir die Dyade © die dreigliedrige Form
® = AlBl + A2B2+A3B3, 2)
so erkennt man, dal3 der Ortsvektor
r=r-(AlB1l+ A2B2+A3B3)
die drei Werte B1, B2, B3 annimmt, wenn r mit den zu Al, A2, A3
reziproken Vektoren Al* A2* A3* zusammenféllt (Ziff. 24). Damit
ist die Aufgabe gel6st, diejenige lineare Vektorfunktion zu be-
stimmen, die drei nicht komplanaren Vektoren des Raumes r drei
nicht komplanare Vektoren des Raumes r' zuordnet.

Man kann also — unter Abé&nderung der Bezeichnung — die-
jenige Dyade @, welche bei der affinen Abbildung
r=r-o

den drei Vektoren u, b, in die drei Vektoren u', v', w' durch die
Gleichungen

u=u- o, vi=vd, w=w-9o (3)
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zuordnet, sofort angeben. Sie ist
O = u*u" vV + wrw', (4)
wenn mit u', b* In* die zu u, b, in reziproken Vektoren bezeichnet

werden. [Vgl. Ziff. 26 (63 a).]

Ordnet man dem Aufpunkt mit dem Ortsvektor r einen Feld-
vektor

w=W-r (5)
zu, so entsteht ebenfalls ein lineares Vektorfeld, das bei geeigneter
Wahl der Dyade W — wie (Ziff. 137) gezeigt werden wird — von
dem Feld (1) nicht verschieden ist. Tragt man In als neuen Orts-
vektor r" auf, so ist die Gleichung

r=w.r (59
wieder der Ausdruck einer affinen Abbildung.

Dall bei Verwendung reduzierbarer (planarer oder linearer) Dy-
aden die affine Abbildung ausartet, wurde (Ziff. 29) bereits erwahnt.
135. Produkt zweier Dyaden. Die Dyade in der neungliedrigen
Form (Ziff. 32) B B )
® = allii + al2ij + al3ik (6)
a2lii + a22ij + a23ik
a3lii + a32ij + a33ik

soll abgekirzt .
d =3 aliAiy

geschrieben werden, wobei wie fruher (Ziff. 17) il, i2, i3 for i, j, |
gesetzt sind und die Summation Uber beide Indizes zu erstrecken ist.

Es soll mit o
W="2Xhgoigio (6"

eine zweite Dyade bezeichnet und das skalare Produkt der beiden
Dvaden (ziff. 35) gebildet werden:
P -W=>aAyiAiy ->boaipic @)

Von den 92 skalaren Produkten zweier dyadischer Produkte, die
bei der Multiplikation auftreten, verschwinden nur die nicht, fir
die p = ist. Also ist

d-WYW= > alubya Ao
Das skalare Produkt der beiden Dvaden ist eine neue Dyade X

D-W=X= Y cAai)io (8)
Die Determinante ihrer MaRzahlen

(8)
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ist das Produkt der Determinanten der MaRzahlen aApvon @ und
boovon W:
all alz al3 b1l bl2 13 il cl2 13
a2l ax apy bl b2 0B 1 2 B 9)
a3l a2 a3 b3 b2 b33 3l e ¢33

Dabei sind die cho in der Weise gebildet, dal die Zeilen der Deter-
minante der al\y mit den Spalten der Determinante der bgo kompo-
niert sind. Ist eine der Dyaden @, W die Dyade 7, so gibt (8)
1-Y=¥ o I=D. (10)
Wenn einer der Faktoren ®. W in (8) eine ausgeartete Dyade
ist, verschwindet die Determinante ihrer MaRzahlen (Ziff.27). Dann
verschwindet auch die Produktdeterminante und X ist ebenfalls
eine ausgeartete Dyade.
Far die Multiplikation der Dyaden gilt das assoziative

Gesetz:
(P-W)-X=P-(W-X) = O-Y-X. (11)

Skalare Produkte von gleichen Dyaden werden als Potenzen ge-

schrieben, z.B.:
P2= . ®

P3=QPLP = .. (12)
usw. fiir ganze positive Exponenten.
Fur skalare Produkte aus Dyaden und Vektoren gilt das assozia-
tive Gesetz in den Formen:
(P-¥V) r=d' W N=>-Wr,

(rr-¥).s=r((¥- -s)=r¥-s, (13)

die bereits (ziff. 35,37) bekannt sind.
136. Quotient zweier Dyaden. Als reziproke Dyade ¢-1
von @ bezeichnet man die Dvade

die der Bedingung
d-Pp-1=1

genligt. Die Bestimmung der reziproken Dyade fihrt auf ein Sy-
stem von linearen Gleichungen:
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Dieses Gleichungssystem ist leicht aufzulésen, wenn man die
Eigenschaften der Minoren einer Determinante heranzieht. Es sei

all a12 a3
a2l a2 a3
a3l a2 a3

die Determinante der MaRzahlen der Dyade ®; mit Aph werde der
Minor von al\J bezeichnet, d. h. die zu dem Element a\y gehdorige
Unterdeterminante von D, versehen mit dem Vorzeichen, mit wel-
chen sie in der Entwicklung von D als Faktor von al auftritt.
Dann gelten folgende beiden Satze:

a) Die Summe der Produkte der Elemente einer Reihe und der
zugehorigen Minoren ist gleich der Determinante.

b) Die Summe der Produkte der Elemente einer Reihe und der
Minoren der Elemente einer Parallelreihe ist Null.

Es gelten also die Gleichunger

Diese 9 Gleichungen gehen in das Gleichungssystem (16) Uber,
wenn man

setzt.

Man erkennt, dal? jede Malzahl ags der reduzierte, d. h. durch
die Determinante selbst dividierte Minor von age in der Deter-
minante der Malizahlen der Dyade @ ist. Die Auflésung wird un-
moglich, wenn diese Determinante Null ist, also fir ausgeartete
Dyaden.

Eine Eigenschaft der reziproken Dyade ist, dal3 neben (15) auch
die Gleichung

d-1-b =1 (10
besteht.
Schreibt man Potenzen von ®-1 in der Gestalt
(®P-1)n= d-n,
so gilt die Gleichun
gt d iehung dm-dPn=Pm-+n (18)

fur alle ganzen, positiven oder negativen Exponenten m und n:
insbesondere ist

®0,= 1. (19

Die Gleichungen (15), (17) definieren die Division durch eine

Dyade fir den speziellen Fall, daf der Dividend die Dyade 1 ist.
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Allgemein ist die Aufgabe der Division durch eine Dyade
die, aus einer Gleichung von der Form

d-P=X

einen der Faktoren ® oder W zu bestimmen, wenn der andere und
X gegeben sind. Nach (17) folgt unter Benutzung des assoziativen
Gesetzes die Bestimmung des zweiten Faktors W durch Multi-

plikation von (20) mit @®-1 von links:
P-1.d-W=b-1-X
W=db-1-X,
wenn der erste Faktor @ eine nicht ausgeartete Dyade ist; ebenso

die Bestimmung des ersten Faktors ® durch Multiplikation von (20)
mit W-1 von rechts:

(21a)

DY Y 1=X-W-1
o= X-Y-1
fur nicht ausgeartete Dyaden Y.
Mit Benutzung des reziproken Wertes einer Dyade kann man
eine nicht ausgeartete lineare Vektorfunktion 1°)

r=r-o
nach dem unabhangigen Ortsvektor r auflésen. Durch Multipli-
kation mit ®-1 von rechts folgt
r-o-1=r-eo-e-1
r=r.o-1, (22)
Ahnlich ergibt sich aus (5"
r=w.r

(21b)

oder

der unabhangige Ortsvektor
r=w-1.r" (23)

Diese Auflosung bedeutet geometrisch die Bestimmung der zu
einer gegebenen affinen Transformation inversen (reziproken)
Transformation.

137. Konjugierte Dyade. Vertauscht man in samtlichen dyadi-
schen Produkten einer Dyade @ die beiden Faktoren, so geht @ in
die zu ® konjugierte Dvade uber, die durch Uberstreichen
von ®. also mit  bezeichnet wird tZilf. 31).

Die konjugierte Dvade zu  ist wieder ®.

Ein Paar von konjugierten Dyaden ist z. B.:

D =A1B! + A2B2+A3B3 (24)
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Ein weiteres Paar ist:

® = ZaAyiAip (24)

Es wurde bereits (ziff. 31) erwahnt, dal} fur die skalare Multipli-
kation einer Dyade mit einem Vektor das kommutative Gesetz im
allgemeinen nicht gilt. Es wird bei Benutzung der konjugierten
Dyade durch die Gleichung

(25)
ersetzt. (Diese Gleichung zeigt die Gleichwertigkeit der Darstel-
lungen (1) und (5) fur ein lineares Vektorfeld.)

Das kommutative Gesetz gilt also nur fir Dyaden, die mit ihrer
konjugierten identisch, also durch die Gleichung:

gekennzeichnet sind. Es sind das die (Ziff. 33) bereits erwahnten
symmetrischen Dyaden, die bei Vertauschung der Fak-
toren der dyadischen Produkte ungeédndert bleiben.

Als antisymmetrische Dyaden wurden (Ziff. 34) die Dy-
aden bezeichnet, die bei Vertauschung der Faktoren der dyadischen
Produkte ihr Zeichen &ndern, also durch

gekennzeichnet sind.

138. Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Teil.
Jede Dyade lafit sich in eine Summe aus einer symmetrischen und
einer antisymmetrischen Dyade zerlegen. Diese Zerlegung einer
Dyade ® wird durch die identische Gleichung

(2G)
geleistet. Dabei ist

der symmetrische, (273)

der antisymmetrische Teil. (27 b)
Zerlegt man somit die Dyade @ in der Form
o= ¢ (282)
in ihren symmetrischen und antisymmetrischen Teil, so ist die ent-
sprechende Zerlegung der konjugierten Dyade

(28b)
Lagally, Vektorrechnung. 13
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Far die neungliedrige Form einer Dyade
& = allii + al2ij + al3ik
a2lii + a22ij + a23ik
a3lii + a32ij + a33ik

alzji + a22jj + a33jk
al3ki + a23kj + a33kk
nehmen ®' und ¢" folgende Form an:
®, = allii+ a22jj+ a33kk

F2 (12 +a21) (2 +ji) + Y2 (a23 + a32) (jk + Kj)
+ 15 (a3l + al3) (ki +ik), (294)

o' =, (al2- a21)(ij — ji) + % (a23— a32) (k — k)
+ 15 (a31— al3) (ki - ik). (29 b)

139. Einfachste Invarianten einer Dyade. Die Dyade ist eine
vom Koordinatensystem unabhangige extensive GroRe. Diese
Eigenschaft wird vorausgesetzt, wenn man — wie das bereits
wiederholt geschehen ist — die Dyade auf eine vorgegebene Basis
bezieht oder so umformt, dal? die linken Faktoren gegebene Vek-
toren sind.

Ersetzt man in allen dyadischen Produkten einer Dyade die un-
bestimmte Multiplikation der Vektoren durch die skalare oder vek-
torielle, so entstehen GrofRen, die ebenso wie die Dyade
selbst vom Koordinatensystem unabhangig sind
und infolgedessen als Inwvarianten bezeichnet werden mussen.
Diese beiden Invarianten werden als erster Skalar o1 und VVek-
tor ®x der Dvade @ bezeichnet.

Fur die dreigliedrige Form

® = AlBl + A2B2+ A3B3

Ij:d ol= Al-Bl1 + A2-B2+ A3-B3 (304a)
dx= AlxB1 + A2xB2+ A3xB3 (30b)

fur die neungliedrige Form

ist ® = ZahyiAiy

und ®1=all + a22 + a33 (31a)

dx= (a8 —32)i + (a31- a13)j + (al2 - a21)k. (31b)
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Als Beispiel seien die Invarianten der lokalen Dyade (Ziff. 77)

b= v
angegeben:
ol= - v=divy, (322a)
Px =V x v=rotV, (32b)

deren Invariantencharakter bereits bekannt ist. —

Der Wert des ersten Skalars einer Dyade héangt nur von ihrem
symmetrischen Teil, der ihres Vektors nur von ihrem antisymme-
trischen Teil ab. Um das einzusehen, bemerkt man zuerst, daR
nach (3la) der erste Skalar einer antisymmetrischen
Dyade ®" und nach (3lb)derVektoreinersymmetrischen
Dyade @' verschwinden:

d"1=0, (33a)

O'x=0 (33b)
Ferner bemerkt man, dall der erste Skalar der Summe zweier

Dyaden (® + W} gleich der Summe der ersten Skalaren von ¢ und

Y jst, also:
(P+PV)I=DI+VI. (344a)

Ebenso:
(P + W)x= dx+WYx, (34b)

Wendet man diese Satze auf die in ihren symmetrischen und
antisymmetrischen Teil zerlegte Dyade

o= +¢
an, so folgt:
dl=0, (359)

Dx=0p"x, (35b)
Fir die Invarianten der konjugierten Dyade:

erhalt man:
(362a)

(36b)
Fur die Dyade Eins
I=ii + jj + kk
sind der erste Skalar und der Vektor:

I1=3: |x=0- (37)
13
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140. Der Vektor ®x. Eine antisymmetrische Dyade ®" nimmt
bei Zugrundelegung eines beliebigen Dreibeins i, j, f die Form

O"=I(jk—Kkj) + m(ki —ik) + n(ij—ji) (38)
an. Dann wird:

Ox=2[li +mj+k (39)
Z, m, n hangen von der speziellen Wahl des Dreibeins ab. Man
kann das Dreibein so wahlen, dal} der Einheitsvektor f in die Rich-

tung von ®x fallt; dann sind =0, m =0, also
¢"=n(ij-ji); (40)
®x = 2nk (4i;

Damit ist gezeigt, daR man jede antisymmetrische Dyade in eine
Normalform setzen kann, in der nur eine einzige Differenz
zweier konjugierter dyadischer Produkte auftritt (deren Faktoren
hier obendrein als zwei aufeinander senkrechte Vektoren gewahlit
sind). Der Vektor &x steht auf der durch die anti-
symmetrische Dyade " definierten Plangrof3e senk-
recht: nach (40. 41) ist

" dx= 0. (42)

Bildet man unter Verwendung der Normalform (40)
r- 0" =nr-(ij-ji),

so folgt bei Einfihrung eines dreifachen Vektorprodukts nach
Ziff. 34 (99):

r-o"=7nr < (j xi)= —nr xk
Somit wird nach (41)
r-@"=—-—-%1rx ®x (43a)
ahnlich
Q"-r=-L2Mx<Xr=%Yor <Px, (43b)

Diese Gleichungen gelten trotz der bei der Ableitung verwen-
deten speziellen Basis wegen der Invarianz der vorkommenden
GroRen allgemein. Sie ersetzen die vektorielle Multi-
plikation mit einem Vektor durch eine skalare
Multiplikation mit einer antisymmetrischen Dy-
ade. (Vgl. ziff. 34.) Zugleich lassen sie erkennen, wie diese Dyade
zu wéhlen ist, da die zu einem Vektor ®x gehdrige Dyade ®" nach
(38) vollstandig bestimmt ist.
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141. Kinematische Deutung. Eine antisymmetrische Dyade ©"

ordnet durch die lineare Vektorfunktion

r=aq".r
nach (43b) jedem Ortsvektor r des Raumes einen Vektor r' der zu
®x senkrechten Ebene zu, der zugleich auf dem Ortsvektor r senk-
recht steht.

Die Zuordnung zwischen r und r' ist dieselbe, die durch eine
Drehgeschwindigkeit u zwischen einem Ortsvektor r des Raumes
und der Tangentialgeschwindigkeit v seines Endpunkts hergestellt
wird. Setzt man namlich in (43b)

—Y20x=u, (44)
so folgt aus:

V= u><r
die behauptete Beziehung .

o"-r=y (45)

Es ist jetzt auch leicht, die antisymmetrische Dyade ®" aufzustellen
die die Drehgeschwindigkeit

u=2¢&i+nj+k (46)
ersetzt. Schreibt man nédmlich die Gleichung (44) ausfihrlich:

Yo x= Ei + nj + Ik,
so ist nach (38) und (39)
"= — &(k — kj) —n(ki - ik) — {(ij — ji) (47)
die gesuchte antisymmetrische Dyade.

8 2. Reine Dehnung.

142. Tensorflachen zweiter Ordnung. Jeder Dyade (Tensor

zweiter Stufe) . .. .
® = allii + al2ij + al3ik

+a2lji + a22jj + a23jk
a31lki + a32kj + a33kk
1al3t sich durch zweimalige Multiplikation mit dem Ortsvektor
r=xi—+yj+ zk
eine skalare quadratische Form:
2F=r-®-r (48)
= allx2 +al2xy +al3xz
+ a2lxy + a22y2 + a23yz
+ a3lxz +032yz + a33z2
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zuordnen. Diese Zuordnung ist jedoch nicht eineindeutig, weil
bei der Zusammenfassung der gemischtquadratischen Glieder, z. B.
(al2 + a2l)xy, je zwei MaRzahlen der Dyade nur als Summe ver-
bunden vorkommen.

Zerlegt man die Dyade @ in ihren symmetrischen und antisym-
metrischen Teil: O = + O

so wird
réo.r=ro-r+r -o"r
Der zweite Summand verschwindet identisch, wie man aus der Um-

formung (433)
r-o"r=-3%r-dxxr=20

erkennt.

Also ist die quadratische Form 2F fur alle Dyaden dieselbe, die
denselben symmetrischen Teil besitzen. Die Zuordnung zwischen
Dyade und Form wird eineindeutig, wenn man sich auf symmetrische
Dyaden beschrankt, also a\y = ap) setzt. Diese Beschrankung
wird bei der folgenden geometrischen Deutung vor-
ausgesetzt, also unter ® eine symmetrische Dyade ver-
standen.

Die Gleichung SE—r.-®-r = const

oder
allx2+ a22y? + a33z2+ 2al2xy + 2a23yz + 2al3xz = const  (49)

stellt eine Schar von &hnlichen und &hnlich gelegenen Mittel-
punktsflachen zweiter Ordnung, die Tensorflachen, dar.

Aus dem System der Tensorflachen wird héufig eine einzelne
besonders normierte Flache, in der Regel

2F=r-®-r=1 (499

als Reprasentant der ganzen Schar herausgegriffen. Als Tensor-
flachen kénnen ebensowohl ein- und zweischalige Hyperboloide wie
Ellipsoide auftreten; fir planare symmetrische Dyaden findet ein
Ausarten in Zylinderflachen statt.

Bildet man den Gradient des Feldes, dessen Niveauflachen die
Tensorflachen

2F= const

r'=gradF, (50)
so zeigt sich, daR r gerade die Vektorfunktion ist, die dem Orts-
vektor r durch die Gleichung

r=r-o (51)

sind, und setzt
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zugeordnet ist. Setzt man zum Beweis in (50)
rr=x'i+yj+z'k
so ergibt sich

(52)

Dieselben Ausdriicke fur ¥', z' erhalt man aus der Gleichung (51)
bei Ausfihrung der skalaren Multiplikation. [Vgl. Ziff. 32 (93) bei
Voraussetzung einer symmetrischen Dyade.J

Der Vektor r', der dem Ortsfektor r durch die Vektorfunk-
tion (51) r'=r-® zugeordnet ist, hat die Richtung der Nor-
malen derjenigen Tensor flache, die durch den
Endpunktvon r geht. Sein Betrag ist fur alle Punkte dieser
Flache dem Abstand von einer benachbarten umgekehrt propor-
tional.

143. Reziproke Tensorflachen. Zufolge (51) ist

2F==r'"-r = const. (53)

Fur alle Punkte einer Tensorflache besitzt also
das skalare Produkt aus dem Ortsvektor r und dem
zugeordneten Vektor r' einen konstanten Wert.
Aus der Symmetrie von (53) in r und r folgt, dal} die VVektoren r,
die den Ortsvektoren r irgendeiner Flache der Schar zugeordnet
sind, ebenfalls eine Flache zweiter Ordnung beschreiben, wenn
man sie als Ortsvektoren auftragt. In der Tat! Eliminiert man r
aus (53) mit Hilfe der aus (51) folgenden Gleichung
r=r-o-1,

so folgt

r'-d-1-r'= const. (54)
Diese Gleichung gibt die Tensorflachen der reziproken Dyade ®-1,
die reziproken Tensorflachen.

Die Beziehung zwischen den urspriinglichen und den reziproken
Tensorfléachen ist eine gegenseitige; d. h. letzteren sind als rezi-
proke Tensorflachen wieder die urspringlichen zugeordnet.

Zwischen einer Tensorflache und der zugehdrigen reziproken
besteht eine wichtige geometrische Beziehung. Jeder der beiden
Ortsvektoren r und r' steht auf der Tangentialebene im Endpunkt
des anderen senkrecht.
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Setzt man die Gleichung der Tensorflache und der reziproken
Tensorflache mit
) r&r=1 und r.d-1.r=1 (55)
an, so ist
r-r=1 (55"

Tragt man die Ortsvektoren r und r' vom gleichen Anfangspunkt
0 aus auf (Fig. 63), so fallen die Lote p und p' von O auf die Tan-
gentialebenen in die Richtung
von r' und r. Bezeichnet man
deren Betrdge mit r' und r, so

wird nach (55"
rp’=1 rp=1 (56)
Aus diesen beiden Gleichun-
gen ist ersichtlich, daR die
Punkte einer jeden der bei-
den Tensorflachen (55) und
die Fulpunkte der Lote auf
Fig. 63. die Tangentialebenen der an-
deren invers bezlglich der
Einheitskugel sind. Infolgedessen sind die Tangentialebenen
jeder der beiden Flachen die Polarebenen der Punkte der anderen;
jede der beiden Tensorflachen kann als Hullfliche der
Polarebenen der Punkte der anderen betrachtet werden, ist also
die Polarflache der anderen in bezug auf die Einheits-
kugel. Dagegen ist der geometrische Ort der FuBpunkte der Lote
auf die Tangentialebenen einer Tensorflache, ithre FulRpunkt-
flache, die inverse Flache zur reziproken Ten-

sorflache.
Die Gleichung der Ful3punktflache der Tensorflache

réor=1
geht aus der Gleichung der reziproken Tensorflache
r'-d-1.r=1

dadurch hervor, daR man mittels der die Inversion vermittelnden
Gleichung
also (57)

die Ortsvektoren der FuBpunkte der Lote einfiihrt:
(58)
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Ahnliche Beziehungen gelten fiir zwei Tensorflachen
ré.r =C und r-d-1.r=C
fur beliebige Konstante C hinsichtlich einer Kugel vom Radius
144. Tangentialebene und Normale der Mittelpunktsflachen

zweiter Ordnung. Die Gleichung jeder Mittelpunktsflache zweiter
Ordnung kann in der Form

réor=1\
geschrieben werden, wo @ eine symmetrische Dyade ist. Schreitet
man von einem Punkt r der Flache zu einem Nachbarpunkt der
Flache um dr fort, so gilt die Gleichung
dr-®-r + r-d-dr =0
oder wegen der Symmetrie von @
dr-®.r = 0. (59)

Hieraus erhélt man die Gleichung der Tangentialebene im
Punkte r, wenn man dr durch einen endlichen Vektor s —r er-
setzt. wo s der Ortsvektor eines Punktes der Tangentialebene ist:
(s—n o r=0

s.-or=1 (59"

In (59) hat der Vektor &-r die Richtung der Normalen der
Flache, weil er auf samtlichen Fortschreitungen dr senkrecht steht,

die in der Flache von einem Punkt ausgehen. Es ist also der Ein-
heitsvektor R der Normalen

R =0®-r, (60)
wo Q ein Proportionalitatsfaktor ist. Um diesen zu bestimmen,
multipliziert man (60) skalar mit r; es ergibt sich

R:-r=or-o®-r

oder

oder
o=R:-r=p.

Hier ist p der Abstand der Tangentialebene vom Mittelpunkt. Folg-
lich ist der Einheitsvektor der Normalen

R =p®d-r. (60

145. Die reine Dehnung. Nimmt man die Hauptachsen der

Tensorflachen zu Achsen des Koordinatensystems, so vereinfacht
sich ihre Gleichung zu

2F= ax2 + by? + cz2 — const. (61)
Die Dyade selbst wird dann
® = aii + bjj + ckk (61"
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Diese Form wird als Normalformm der symmetrischen
Dyade bezeichnet. Sie laBt sich als Produkt dreier sym-
metrischer Dyaden von speziellerem Charakter in folgender Form
schreiben:
® = (aii + jj + kk)-(ii + bjj + kk)-(ii + jj + ckk);

dabei kann die Reihenfolge der Faktoren noch vertauscht werden.

Jeder dieser Faktoren ist eine Dyade, die eine ganz spezielle
Affinitat, namlich eine einfache Dehnung in Richtung einer
der 3 Achsen vermittelt; so ist die durch die erste Dyade

ol =aii + jj + kk
vermittelte Abbildung
rl=r-dl
durch die Gleichungen
X1=ax, yl=y, z1=z

gegeben; ®1 vermittelt eine einfache Dehnung in Richtung der
x-Achse. Der MaRstab der Dehnung ist a; er kann positiv oder
negativ sein; im letzteren Fall ist die Dehnung mit einer
Spiegelung an der yz-Ebene verbunden. Das Wort Deh-
nung ist also in einem etwas allgemeineren Sinn verwendet, als
dem gewdhnlichen Gebrauch entspricht, der den MaRstab der Deh-
nung positiv voraussetzt.

Die durch die allgemeine symmetrische Dyade @ (61" vermittelte

Affinita
initat F=r-0

setzt sich aus drei einfachen Dehnungen in drei zu-
einander senkrechten Richtungen zusammen, deren
Reihenfolge ohne EinfluR auf das Ergebnis der Abbildung ist; in
Koordinaten 1aRt sich diese Abbildung durch die 3 Gleichungen
X'=ax, y=bhby, z'=cz
geben. Auch eine derartige zusammengesetzte Dehnung wird noch
als reine Dehnung bezeichnet ebenso wie jede der einfachen
Dehnungen, aus dem sie zusammengesetzt ist und die ihre
Hauptdehnungen heilen.
Die inverse Abbildung
r=r.o-l
oder

wird durch die Dyade
(62)
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vermittelt. Die Gleichung der zugehodrigen reziproken Ten-
sorflachen ist

(62)
146. Das MafRellipsoid. Die Einheitskugel
rr=1

wird durch die lineare Vektorfunktion
r=r-o, r=r.do-1,

wo @ wieder eine symmetrische Dyade bedeutet, in ein Ellipsoid
r-o-1-(r'-d-1) =1
r-do-2-rr=1 (63a)
Ubergefihrt. Nimmt man die Dyade @ in der Normalform (61"
® = aii + bjj + ckk
an, so wird die Gleichung des Ellipsoids

oder

Das Ellipsoid geht aus der Einheitskugel durch eine reine
Dehnung hervor, deren Hauptdehnungen die MaRstédbe a, b, ¢
besitzen. Aus seinen Halbachsen a, b, ¢ kann das Ellipsoid und
seine punktweise Zuordnung zur Einheitskugel durch eine Kon-
struktion erhalten werden, die eine raumliche Verallgemeinerung
der bekannten Konstruktion der Ellipse mittels der Kreise uber
den Achsen als Durchmesser ist. Die den Radien r der Einheits-
kugel zugeordneten Ortsvektoren r' des Ellipsoids kdnnen als
Mal3stabe der Abbildungen beliebiger Vektoren r in r' betrach-
tet werden. Deswegen soll das Ellipsoid (63a) als MalRellip-
soid der Dehnung

r=r-o

bezeichnet werden.
Die inverse Dehnung r=rd-1

fuhrt die Einheitskugel |

r-r'=
in das reziproke Maliellipsoid

r-d2-r=1 (63b)
oder
an2+ b2y2+ c2z2=1

uber.

Das reziproke MaRellipsoid (63b) kann als eine zur Dyade ®!
gehorige Tensorflache aufgefalit werden und das MalRellipsoid
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(63a) als zugehorige reziproke Tensorflache. Infolgedessen be-
steht zwischen dem Paar von Maliellipsoiden die geometrische Be-
ziehung, die fur Paare von Tensorflaichen charakteristisch ist.
147. Eine Beziehung zwischen Einheitskugel und Mafellipsoid.
Einem Punkt rl der Einheitskugel ist auf dem MaRellipsoid ein Punkt

ri=rl-o

zugeordnet. Der Einheitsvektor der Normalen des MaRellipsoids
im Punkt P ist nach (60"

R1=pl®-2-rl

pl bedeutet den Abstand
der Tangentialebene des
MaRellipsoids im Punkt
r vom Mittelpunkt.

Nun wird ein zweiter
Punkt der Einheitskugel
ins Auge gefaldt, dessen
Ortsvektor r der Nor-
malen R1 parallel ist
(Fig. 64):

r=R1

Der Ortsvektor des zu-

gehorigen Punktes r' des
MafRellipsoids ist

r'= R1-®d=pld-1-rl

Fig. 64.

oder
r'—plD-:

Also ist T dem ersten Ortsvektor parallel und sein Betrag ist
r'=plt (64)

Somit ordnet die Dyade ¢ jedem Einheitsvektor r
einen Vektor r' zu, dessen Betrag gleich dem Mittel-
punktsabstand derjenigen Tangentialebene des Maf
ellipsoids ist, die auf r senkrecht steht.

§ 3. Drehung des Raumes.

148. Der Versor als Operator der Drehung. Durch eine lineare

Vektorfunktion
r=r.®, r=r"-o-1, (65)
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wo @ jetzt eine beliebige vollstandige, nicht notwendig sym-
metrische Dyade bezeichnet, wird die Einheitskugel

r-r=1
ebenfalls in ein Ellipsoid, das Malfellipsoid der durch & ver-
mittelten Affinitat, Ubergefuhrt, dessen Gleichung zunéchst in der
Form (r.®-1).(r'-®-1) = | (60)
erscheint.

Die linke Seite dieser Gleichung ist bei Einfuhrung von Koor-
dinaten sicher eine homogene quadratische Form zweiten Grades.
Da die Vektorfunktion (65) jedem endlichen r ein endliches r' zu-
ordnet, kann die durch (66) dargestellte Flache nur ein Ellipsoid
sein.

Zur Umformung der Gleichung (66) sind einige Uberlegungen
Uber das Rechnen mit konjugierten Dyaden not-
wendig.

Sind @ und W zwei vollstandige Dyaden, so berechnet sich die
konjugierte ihres Produkts M=d-W nach der Formel:

Denn die beiden Dyaden ®-W und ®-® unterscheiden sich (nach
Ausfiihrung der skalaren Multiplikation) nur durch die Reihen-
folge der Faktoren in den dyadischen Produkten; sie sind also kon-
jugiert.

Speziell ist hiernach

also ist nach der Definition der reziproken Dvade (15)

(67)

wofur inan unter Weglassung der Klammer setzen kann.
Jetzt kann (66) unter Anwendung des assoziativen Gesetzes in
die Form

(68)
oder .
r-x<-rr=I1
gesetzt werden, wenn zur Abkurzung fur geschrieben
wird.

Die lineare Vektorfunktion (65) fuhrt jedes Dreibein von auf-
einander senkrechten Halbmessern der Kugel in ein Tripel konju-
gierter Halbmesser des MaRellipsoids Uber. Als charakterisierende
Eigenschaft eines Tripels konjugierter Halbmesser ist dabei die
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aufzufassen, daR die Tangentialebene im Endpunkt eines jeden von
ihnen der Ebene der beiden anderen parallel ist. Diese Eigenschaft
bleibt bei jeder affinen Abbildung erhalten.

Die Achsen des Ellipsoids kénnen ebenfalls nur aus drei zuein-
ander senkrechten Durchmessern der Kugel hervorgegangen sein.
Es gibt also bei jeder Abbildung durch eine lineare
vektor funktion drei zueinander senkrechte
Richtungen, die in drei zueinander senkrechte
Richtungen ubergehen.

Daraus ergibt sich, dal jede vollstandige Dyade in die

Normalform:
® = aii' + bjj' + ckk' (69)

gesetzt werden kann, wo i, j, k und i', j, k' zwei Dreibeine und
a, b, ¢ reelle Konstante sind. Die lineare Vektorfunktion

r=r-o

&Rt den Einheitsvektoren i, j, f die zueinander senkrechten Vek-
toren ai', bj', ck' entsprechen.

Die Normalform (69) kann in zweierlei Weise zerspalten werden:

® = (aii + bjj + ckk) - (ii' + jj' + Kk,
O =(ii' + jj' + KK') -(ai'i' + bj'j’ + ck'k"). (70)
Die Dyade .
Q=ii"+jj' + kk' (71)
vermittelt eine reine Drehung. Durch die lineare Vektor-
funktion r'=r-(ii' + jj' + kk') wird das Dreibein i, j, k in das Drei-
bein i, j', k' Ubergefuhrt. Der andere Faktor von @ in (70) vermit-
telt eine reine Dehnung, die vor oder nach der Drehung in Rich-
tung derjenigen Achsen ausgefihrt wird, deren Orthogonalitat
durch die affine Abbildung nicht zerstdért wird. Die affine
Abbildung ist damit in die Aufeinanderfolge
einer reinen Dehnung und einer reinen Drehung
zerlegt.

Jede Dyade, welche eine reine Drehung vermittelt, heilst Ver -
sor. Die in (71) angeschriebene Form der Dyade Q wird als Nor-
malform des Versors bezeichnet.

Jeder Versor Q vermittelt zwei verschiedene Drehungen durch
die linearen Vektorfunktionen

r=r-Q

und
rr=Q-r=r-Q.
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Dabei ist zu bemerken, dal3

oder (72)
ist, daB also die zweite Drehung die erste rtickgangig macht.

149. Aufstellung eines Versors. Um den Versor Q vollstandig
aufzustellen, der das Dreibein i, j, k in das Dreibein i', J', k' Uber-
fuhrt, hat man in (71) i',j', k' mittels der 9 Richtungskosinus oder
unter Einfuhrung der Euler sehen Winkel (ziff. 11) durch i, j, k
auszudrticken.

Far die Anwendungen wichtiger ist die Aufstellung eines Ver-
sors, der zu einer Drehung mit vorgegebener Drehachse und vor-
gegebenem Drehwinkel q gehért. Die Drehachse sei zunachst die
z-Achse des Koordinatensystems. Dann wird das Dreibein i, j, k
in ein Dreibein i, j', k' Gbergefihrt, das durch die Transformations-

formeln o .
i'=icosq-+jsing; (73)

j = — 1sin# + j cosq;

bestimmt ist. K=k

Schreibt man die lineare Vektorfunktion, welche die Drehung
vermittelt, in der Form
r=r-Q, (74)
in der der Versor Q als zweiter Faktor auftritt, so wird:
Q = ii"+jj +kk
nach (73) . L
Q = (ii + jj) cosq + (ij — ji)sing + kk (75)
In dieser Formel ist k der Einheitsvektor der Dreh-
achse, wéhrend i und j bis zu einem gewissen Grad willkirlich
sind. Durch eine einfache Umformung kann man i und j elimi-
nieren. FUhrt man die Dyade | in der Form
. 1= ii+jj+kk
ein und bemerkt, dal3

k><l=kx>x<(i+jj+kk)

=ij - ji
ist, so nimmt der Versor die Form
Q= (01— kk) cosq — (k < Z) sin q + Kk (76)

an.

Der Versor Q ist jetzt eindeutig bestimmt durch
den Einheitsvektor f der Drehachse und den Dreh-
winkel q, der positiv oder negativ sein kann. Der Einheits-
vektor k in dessen Richtung zunachst die z-Achse des Koordi-
natensystems gelegt war, ist ein beliebiger Einheitsvektor des
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Raumes; die Beziehung zu einem Koordinatensystem ist in (76)
verschwunden.

Der Ortsvektor r', der durch die Drehung aus einem Ortsvektor r
hervorgeht, wird dann, ausfuhrlich geschrieben:

r'=r-[(0— kk) cosqg — (f < I)sinqg —+ k. (77)

Hierfir kann man eine geometrische Deutung angeben. Fihrt man
namlich die skalare Multiplikation aus, so zerfallt r' in drei Kom-
ponenten:

r-(I- kk) cosq = (r — r-kk) cos q,

—r-kx Ising=- r x k- Ising, =k xrsinq,

r-kk.

Die Komponente r-kk fallt in die Drehachse, ihr Betrag ist
gleich der Projektion von r auf k (Fig. 65).

Der Vektor r -r-kk liegt in der
Ebene (r, f) und steht senkrecht auf k

Der Vektor k < r steht auf beiden
senkrecht.

Die beiden letztenVVektoren haben den-
selben Betrag rsin (r, k); das ist der Ra-
dius des Kreises, den die Spitze des Orts-
vektors r bei der Drehung beschreibt.
Die Komponenten (r — r-kk) cosq und
k x r sin q geben also die Zerlegung der-
jenigen Komponente von r', die in die
Ebene des Kreises fallt, wahrend die in
die Achse fallende Komponente von r' dieselbe ist wie die Kom-
ponente r-kk von r.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Drehung um q=m, die
Uinklappung. Die Dyade Y. die die Umklappung vermittelt,
geht durch Spezialisierung aus (76) hervor:

W=2kk-1. (78)

Sie ist nicht nur mit ihrer konjugierten Dyade sondern auch

mit ihrer reziproken W-1 identisch. Infolgedessen sind die beiden

Vektorfunktionen r-W und W-r identisch. Die Umklappung
ist eine involutorische Transformation

150. Zusammensetzung zweier Umklappungen. Zwei Umklap-

pungen um zwei sich schneidende Achsen mit den Einheitsvek-
toren a und b werden durch die Dyaden:

Fig. 65.
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Yl =2aa-I:

¥2=2bb— 1 (79)

vermittelt.

Klappt man zuerstum a, dann um b um, so resultiert eine Drehung
um eine Achse, die auf o und b senkrecht steht. Die Richtung der
Drehung ist dieselbe wie die der Drehung von a nach b; der Dreh-

winkel q ist doppelt so gro3 wie der Winkel (a, b), der also mit
Zu bezeichnen ist.

Die lineare Vektorfunktion, die die aus den beiden Umklappun-
gen zusammengesetzte Drehung vermittelt, ist

r'=ry1i1y2 (80)
oder
r=r-Q,
wenn
Q= VYlLyY2—=(2aa- 1)-(2bb-1) (81)
gesetzt ist

Zwei Einheitsvektoren a und b bestimmen die Achsen zweier
Umklappungen und damit eindeutig einen Versor, wenn die Reihen-
folge der Umklappungen festgesetzt ist. Andrerseits sind, wenn
ein Versor gegeben ist, a und b nicht eindeutig bestimmt, weil die
Drehung auf unendlich viele Weisen aus zwei Umklappungen auf-
gebaut werden kann.

151. Vektor der Drehung. Wenn a und b gegeben sind, kann
man daraus einen Vektor w ableiten, der den Versor Q eindeutig
bestimmt und als VVektor der Drehung bezeichnet werden soll.

Es ist

(82)

wenn, wie friher, f den Einheitsvektor der Drehachse bedeutet,
Dann ist
(83)

ein Vektor, der die Drehung eindeutig bestimmt (wahrend der

oben bereits aufgetretene Vektor a < b =ksin  zwei Drehwinkel
bestimmen wiirde).

Der Vektor in laRt sich mit Hilfe der beiden In-
varianten QI und Qx von Q ausdrucken. Eine derartige
Darstellung ist deswegen von Wichtigkeit, weil sie den Vektor m
auch dann liefert, wenn der Versor in einer anderen Form als durch

zwei Umklappungen gegeben ist.
Lagally, Vektorrechnung. 14
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Aus (81) folgt:
Q= 4aa-bb-2aa-2bb-+1,

also ist

q Ql=4(a-b)2—2 —2 + 3 =4(a-b)2—!
un

e Qx=4(a-b)a x b.
Mithin wird

(84)

Diese Formel lafit sich leicht verifizieren, wenn der Versor in
der Form (75) gegeben ist.
Es soll jetzt der Vektor tu der Drehung, der den Versor Q ein-
deutig bestimmt, in (76)
Q= (01— Kkk) cosq— (k =< 1)sinq + Kk
eingefuhrt werden. Zu diesem Zweck wird abkirzend:

W = wk
gesetzt. Dann wird:

mithin:

Eine einfache Umformung ergibt:
(85)

Damit ist der VVersor Q allein durch den Vektor tu der
Drehung ausgedrickt.

152. Cayleysche Formeln. Wenn man den Vektor tu auf ein
Dreibein i, J, k bezieht und in der Form

w =ai + bj + ck
einfuhrt, so gibt die Transformation
r=r-Q,

die durch den Versor Q vermittelt wird, beim Ubergang zu Ko-
ordinaten die berlhmten Cayleyschen Formeln.

Bringt man den Nenner von (85) auf die linke Seite, so wird
(1+a2+h2+c)Q

= (I-a2-b2-c2) (ii + jj + kk

+ 2[a2ii + b2jj + c2kk + ab(ij + ji) + ac(ik + ki) + bc(jk—+ kj)]

— 2[a(kj—jk) + b(ik—ki) =c(ji— ij)]

= (1 + a2— bh2— c2)ii + 2(ab + ¢)ij + 2(ac — b)ik

+ 2(ab- )il + (1 — a2+ b —c2)jj + 2(bc+a)jk

+ 2(ac + d)ki + 2(bc — a)kj + (1 — a2 - b- + c)kk.
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In Koordinaten ergeben sich hieraus die Transformationsformeln
fur die Drehung: (86)
(I+a2+b2+c2)x' = I+a2-b2-c2)x + 2(ab-c)y + 2(ac+b)z;
(I+a2+b2+c2)y'=2(ab + c)x + (1 —a2 + b2 - )y + 2(bc — a)z;
(I+a2+b2+c2)z'=2(ac — b)x + 2(bc + a)y + (1 —a2— b2 + c2)z.

X', ¥, z, sind linear durch x, y, z dargestellt mit Koeffizienten, die
rationale Funktionen dreier Parameter sind.

153. Zusammensetzung zweier Drehungen. Durch Zusammen-
setzung zweier Drehungen (um zwei durch denselben Punkt
gehende Achsen) entsteht eine neue Drehung
(um eine durch denselben Punkt gehende
Achse).

Wird die erste Drehung durch die lineare
Vektorfunktion

r=r-Q1
die zweite durch

r=r=-Q
vermittelt, wo QI und Q2 zwei Versoren be*
deuten, so wird die resultierende Drehung

durch
r'=r-Ql-Q2
gegeben. Der Versor der resultierenden
Drehung Q=0I1.02 Fig. 66.

(87)
und damit die resultierende Drehung selbst hangt von
der Reihenfolge ab, in der die beiden urspring-
lichen Drehungen aufeinander folgen.

Um den Versor Q der resultierenden Drehung zu berechnen, ist
es nicht glnstig, QI und Q2 nach (76) oder (85) mittels der zu-
gehorigen Vektoren der Drehung aufzustellen; vielmehr empfiehlt
sich ein Aufbau jeder Drehung aus zwei passend gewahlten Um-
klappungen (Fig. 66).

Jede Drehung 1aRt sich aus zwei Umklappungen aufbauen, deren
Achsen den halben Winkel der Drehung einschlieBen und in der
Ebene senkrecht zur Drehachse durch den Anfangspunkt liegen,
in dieser aber nicht weiter festgelegt sind. Will man zwei Drehun-
gen zusammensetzen, so kann man zundchst jede von ihnen derart
in zwei Umklappungen zerlegen, dall die Umklappung um
das gemeinsame Lot auf beiden Drehachsen in der Zerlegung

14*
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jeder der beiden Drehungen vorkommt. Man setzt die Versoren Ql
und Q2, der beiden Drehungen in die Form

Ql=WYaWh, Q2= Wh-Wc (88)

wo Wb die Umklappung um das gemeinsame Lot b bedeutet; die
Achsen a und ¢ der beiden Umklappungen Wa und WYc sind damit
bestimmt.

Der bei der Multiplikation zweier Versoren Q1 und Q2 entstehende
Versor

Q=0Q1-Q2
wird dann, da
) Yh-Wh=1
Ist,
Q=Wa-Wc. (88

Die durch Zusammensetzung der beiden Drehungen entstehende
Drehung erscheint selbst aus den beiden Umklappungen Wa und Yc
aufgebaut.

154. Konstruktion der resultierenden Drehung. Es gibt Kon-
struktionen auf der Einheitskugel, die die resultierende Drehung
finden lassen.

In dem sphérischen Dreieck, das durch die Endpunkte der Vek-
toren a, b, ¢ bestimmt ist, sind die Langen der drei Seiten (Fig. 67)

wenn ql, g2, q die zu den Versoren Ql, Q2 Q gehoérigen Dreh-

winkel sind. Wenn man auf der Kugel durch eine Verschiebung

auf einem grofiten Kreis nach Betrag

und Richtungssinn einen gerichte-

ten Bogen definiert, so kann man die

Seite (a, ¢) als eine geometrische, nicht

kommutative Summe der Seiten (a, b)

und (b, ¢) auffassen. Reprasentiert man

eine endliche Drehung durch einen ge-

Fig. 67. richteten Bogen, der in dem auf der

Drehachse senkrechten grofiten Kreis

liegt, dessen Richtungssinn mit dem Richtungssinn der Drehachse

eine Rechtsschraube bildet und dessen Betrag gleich dem Betrag

des halben Drehwinkels ist, so ist (a, ¢) das Bild derjenigen

Drehung, die durch Aufeinanderfolge der durch (a, b)
und (b, ¢) dargestellten Drehungen entsteht.
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Kehrt man den Richtungssinn der Seite (a,c) um, setzt also
so reprasentieren die gerichteten Bogen (a, b), (b, ¢) und

(c, a) drei Drehungen, deren Aufeinanderfolge die Identitat ergibt.
Die zugehotrigen Drehachsen bestimmen das Polardreieck des

Dreiecks (a, b, ¢). Seine AuBenwinkel sind Also ergibt

die Aufeinanderfolge dreier Drehungen, deren Achsen durch die
Ecken eines spharischen Dreiecks gehen, um die doppelten Auflen-
winkel die ldentitat. Die Drehungen um die doppelten Aufen-
winkel kénnen auch durch Drehungen um die doppelten Dreiecks-
winkel selbst mit entgegengesetztem Drehsinn ersetzt werden.

155, Der Vektor der resultierenden Drehung. Da die Zusam-
mensetzung zweier Drehungen nach Ziff. 153 nicht kommutativ ist,
kann es auf keine Weise mdglich sein, jeder Drehung einen Vektor
so zuzuordnen, daB der resultierenden Drehung die Summe der
den urspriinglichen Drehungen zugeordneten. VVektoren zuzuordnen
wére. So gilt insbesondere fur die Ziff. 151 definierten VVek-
toren der Drehung ein weniger einfaches Gesetz der Zu-
sammensetzung, das in Kiirze abgeleitet werden soll.

Die zu den Versoren: Q1, Q2 und Q = Q1 - Q2 gehdrigen Vektoren
der Drehung sollen mit wl, w2, in bezeichnet werden; wegen des
Aufbaus der drei Drehungen aus je zwei Umklappungen um zwei
durch die Einheitsvektoren q, b, ¢ bestimmte Richtungen ist nach (83)

Um eine Beziehung zwischen in,, iv2 und in herzustellen, soll zu-
erst ein auf wl und w2 senkrechter, also in Richtung von v fal-
lender Vektor [vgl. Ziff. 22]

(@ < b) < (b x< ¢) = [abc]b
in Komponenten in Richtung von wl. w2, in zerlegt werden. Hierzu
setzt man mit unbestimmten Koeffizienten Mo

(@xb) x (bxc)=p(@axb) +q(b xc)+r(@xcq

und bestimmt p, g, r durch skalare Multiplikation dieser Gleichung

mit a, b, p=b-c, g=a-b, r=—1

damit wird
(@axb)yx(bxc) =b-c(axb)+a-b(bxc)-axj
oder
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Hier stort noch der Koeffizient von w; er laRt sich durch das
skalare Produkt von w!l und w? ausdriicken. Es ist namlich

also:
wl x w2=wl +w2+ (w1l w2- Dw.

Damit ist der Vektor w der resultierenden Dre-
hung durch die Vektoren w! und in, der ursprang-
lichen Drehungen ausgedruckt; also:

(89)

§ 4. Invarianten einer Dyade.
156. Dritter Skalar Als erster Skalar einer Dvade

wurde die in den Mal3zahlen von ® lineare skalare Invariante
Pl=> MNli=all+a22+a33
bezeichnet und (Ziff.139) untersucht. Neben ihr gibt es noch eine
Anzahl weiterer voneinander unabhéngiger Invarianten, die von
héherem als erstem Grad sind.
Zu einer Invariante dritten Grades, dem dritten Skalar oll|,

kommt man durch eine geometrische Betrachtung. Eine affine Ab-
bildung

r=r-o
ordnet einem Parallelepiped, dessen Kanten drei beliebige VVektoren
ii, 6, v sind, ein Parallelepiped mit den Kanten:
uU=ud. Vv'=v-d, W=w-@
zu. Dann ist der Quotient aus dem Volumen V des transformierten
und dem Volumen V des urspringlichen Parallelepipeds unab-
hangig von der Wahl des urspringlichen Parallelepipeds.

Dieser Satz gilt ohne weiteres fiir die einfache Dehnung und fir
die aus einfachen Dehnungen zusammengesetzte reine Dehnung;
auBerdem fir die reine Drehung, da bei der Drehung jedes Vo-
lumen ungeédndert bleibt. Da sich jede Affinitat aus einer reinen
Dehnung und einer Drehung zusammensetzen 1aR3t, gilt er allgemein.

Der Quotient der beiden VVolumina V und V hangt
also nur von der verwendeten affinen Abbildung oder von der sie
vermittelnden Dyade @ ab; er ist eine Invariante von o,

Nimmt man @ in der Normalform

® = ai’+bjj"~+ckk', (90)
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so lafit sich der Quotient der beiden Volumina bei geeigneter Wahl
von u, ©, in leicht berechnen. Setzt man

u=i, V:j, w =K,
so sind die entsprechenden Vektoren

uU=u-® =ai’' V'=v-db= bj" w'=w-d = ck.

Der Quotient der beiden Volumina ist

Er ist eine Invariante 3. Grades in den Mafizahlen von ® und wird
als dritter Skalar ®lll von @ bezeichnet:

(91)
Fur die Normalform (90) von @ wird
@Il =abc. (92)
Ist die Dyade @ in der neungliedrigen Form gegeben:
® = allii + al2ij + al3ik
+a2lji + a22jj + a23jk

+ a31ki + a32kj + a33kk
und setzt man wieder

u=i, v= j, W= K,
u'—u-® = alli + al2j + al3k;
V =v.® =a2li+ a22j + a23k;
w'=w -® = a3li + a32j + a33k.
Dann ist wegen V=I:
olI=V'=[uv'w

so wird

oder (ZifT. 19)

all al2 al3d
Oll= a21 g2 8& (93)
a3l a32 a3l

Diese Determinante ist schon wiederholt aufgetreten. ZifT. 27
wurde bemerkt, daB sie fiir ausgeartete Affinitaten verschwindet.
Da eine ausgeartete (planare oder lineare) Dyade jedem Vo-
lumen V ein verschwindendes Volumen V zuordnet, ist das
V ersehwinden von olll fur ausgeartete Dyaden cha-
rakteristisch.

Infolgedessen verschwindet der dritte Skalar fur
jede antisymmetrische Dyade ¢":

®I1=0. (94)
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Noch einige Satze verdienen bemerkt zu werden:
Der dritte Skalar eines Versors
Q= ii"+jj"+kk
ist Eins nach (92)
Qlll=1. (95)

Diese Gleichung ist der Ausdruck der oben erwahnten Volumtreue
der Drehung.
Bildet man das skalare Produkt zweier Dyaden [Ziff. 135 (8)]

d.W=X,

so laikt sich die Gleichung (9) jetzt in die Form

OYIT = XTI
oder

(@-W)Il=0llY (96)
setzen.

Endlich kann man den dritten Skalar ®lll der konjugierten

Dyade @ bilden, indem man in der Determinante (93) die ersten
und zweiten Indizes vertauscht; dann werden Zeilen und Spalten
vertauscht, der Wert der Determinante aber nicht geéndert. Folg-
lich ist

(97)

157. Zweiter Skalar. Um zu einer weiteren Invariante von ®
zu gelangen, bilden wir zunachst den ersten Skalar der zu © rezi-
proken Dyade (14)

® ist als vollstandige Dyade vorausgesetzt.
ae, bedeutet wie friher den reduzierten Minor von agp in ®lll.
Bezeichnen wir den Minor von agg selbst mit Agg, so ist

Dann wird der erste Skalar von ®-!

Die so gefundene Invariante ist vom (—I)ten Grad; aus ihr lait
sich durch Multiplikation mit o®lll eine Invariante zweiten
Grades erhalten, die als zweiter Skalar ¢lll von ® bezeichnet
wird.

oIl = ollI(P-1)I=All + A22 + A33 (98)
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oIl ist die Summe der Diagonalminoren von &m; ausfihrlich ge-
schrieben wird
Ol = a2z a23 + all al3 + all al2

98'
a3 a33 a3l a33 2l a22 (%8)

oder
®ll=alla22 +a22a33 + alla33 - al2a2l - a23a32- al3a3l (98")

Bei Vertauschung der ersten und zweiten Indizes andert sich die
rechte Seite von (98" nicht; damit ist auch der zweite Skalar der
konjugierten Dyade  gefunden:

(99)

158. Neue Herleitung des zweiten Skalars. Bei der Ableitung
des Ausdrucks (98) fir @Il ist vorausgesetzt, dall & eine vollstan-
dige Dyade ist, also ®lll nicht verschwindet. Der Ausdruck &[]
hat aber auch fir ausgeartete Dyaden einen bestimmten endlichen
Wert, dessen Invariantencharakter sich nachweisen laft.

Hierzu bildet man den dritten Skalar der Dyade ® — Al, wo A
einen Parameter bedeutet, und entwickelt ihn nach Potenzen von 2:

all- A al2 al3 (100)
(P - A= 4 a22-1 aX = DOHI-ADI + A\ DI-A3-
a3l a32 a33

Da die linke Seite fiir jeden Wert von 2 eine Invariante ist, missen
die Koeffizienten der kubischen Form auf der rechten Seite: i,
®ll, olll Invarianten sein.

@1, @ll, olll stimmen mit den friher so bezeichneten GréRen (31 a),
(98", (93) Uberein.

159. Verwendung des Vektors ®x zur Bildung skalarer In-
varianten. Da der Vektor ®x eine vektorielle Invariante der
Dyade @ ist, erhalt man eine skalare Invariante, wenn man seinen
Betrag |®x| oder besser das skalare Produkt ®x- ®x bildet. Nach
(31b) ist

dx- dx (al2 -a0)2+ (a23 -a)? + (al3-a3l)2: (101)

Weitere skalare Invarianten ergeben sich, wenn man die Dyade @
selbst oder eine Potenz ®n von ® zweimal nacheinander mit Vek-
toren ®x skalar multipliziert; solche Invarianten sind

DOx-P-Dx, Ox-P2.0x ... Dx-Pn-Px,

Unter ihnen wird nur eine beschrankte Zahl voneinander unab-
héngig sein. [Vgl. ziff. 160.]
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Die so gefundenen Invarianten kénnen zur Bildung der zweiten
und dritten Skalare des symmetrischen Teils ®' und antisymme-
trischen Teils @" einer Dyade ® Verwendung finden. Ist ® wie
bisher in der Neunerform gegeben, so folgen aus den in (29) ange-
gebenen Ausdricken fur @' und @" die beiden zweiten Skalare

®'ll=alla2 il + al11la33
4 (al2 + a21)2 4 (a23+ a32)) 4 (al3 a31)2

"= Y (al2 - a21)2 + Y% (a23 - a32)2 + ¥ (al3- a3l)2

Zieht man noch den Ausdruck (98") fur oIl heran, so erkennt man

Ol =Pl + ¢l (102)
Ferner folgt nach (101):
OII=Yadx-Ox, (103a)
folglich ist:
Oll= DI -Ya Px-Px. (103b)

In ahnlicher Weise kann der dritte Skalar einer Dyade ® mit
dem dritten Skalar ihres symmetrischen Teiles ®' in Beziehung
gesetzt werden. Um die Rechnung in einfacher Weise zu fihren,
denken wir uns die Achsen des Koordinatensystems in die Haupt-
achsen der Tensorflaichen von @' gelegt. Dann erscheint @' in der
Normalform .. .

d'=—aii+ bjj+ ckk
und @ selbst in der Form

® = aii+ bjj+ ckk + I(jk—kj) + m(ki —ik) + n(ij — ji). (104)
Dann sind die dritten Skalare:

d'lll= abc
a n —m
olll= —n b I =abc + (I2a + m-b + n2c). (105)
m —I c
Weiter ist

Ox— 2(li + mj—+ nk).

Man bemerkt, daB sich ®lll und ®'lll um ein Polynom unterschei-
den, das in den Malzahlen von @' linear, in denen von ®x vom
zweiten Grad ist. Um dieses Polynom in eine invariante Form zu
bringen, berechnen wir versuchsweise ®x-®'- ®x:

Ox-P' dx= 4(12a 4- m2b +nN2c).



§ 4. Invarianten einer Dyade. 219
Mithin ist
Ol =P'lll + Vabx-P'-Px,

In dein letzten Summand kann @' durch ® ersetzt werden, da
nach (42)
P"Px =0

ist; also gilt die Beziehung:
o'l = PI-Yapx-P'-Px- (106a)
Der Vollstéandigkeit halber mag man sich erinnern, daR der
Iritte Skalar der ausgearteten Dyade ®" Null ist, also
o"lllI= 0. (106b)
160. Vollstandiges System von Invarianten. Nimmt man wieder
eine symmetrische Dyade @' in der Normalform an:
d'=aii+ bjj+ ckk
so werden ihre drei Skalare
P'lI=a+b+c
®'ll=ab + bc + ac, (107)
P'lll=abc
Sind die drei Skalare gegeben, so kann man aus ihnen die drei
Hauptdehnungen a, b, ¢ als Wurzeln einer kubischen Gleichung
berechnen; damit ist ®' bis auf eine Drehung bestimmt.
Ist ® eine nicht symmetrische Dyade (104)
® = aaii+ bjj+ ckk + I(jk — kj) + m(ki — ik) + n(ij - ji),
so kann man die drei Skalare ihres symmetrischen Teiles @ nach
(35a), (103b), (106a) aus @I, ®ll, dlll, dx und & selbst aufbauen:
o'l=0l,
o'l = ol — Y4 dx- dx; (108)
O'l=DIIlI- Vo Dx-D'-Dx,

Die Kenntnis von @'l, ®'ll, ®'lll gentigt nach obigem zur Berechnung
von a, b, ¢, wahrend man I, m, n aus ®x. entnehmen kann.

Mit den 5 Invarianten @I, ®ll, PII, dx- Px, Px-P'-Px, die beim
Aufbau von @I, ®'ll, @'lll auftreten, ist aber die Anzahl der unab-
hangigen skalaren Invarianten von ® noch nicht erschopft. Es gibt
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vielmehr noch eine sechste Invariante, fir die etwa ®x-®2-dx ge-
wahlt werden kann. Die drei Gleichungen

Yabx- dx =12+ m2+n2
Yadpx-P-dx = [2a + m2b + n2c; (109)

Vabx-p2-dx= [2a2 + m2b2 + n2c2

liefern, wenn die links stehenden Invarianten gegeben sind, die
Werte I, m, n, die den antisymmetrischen Teil der Dyade @, be-
zogen auf das System der Hauptachsen bestimmen, bis auf die Vor-
zeichen. Damit ist die Dyade ® bis auf eine Drehung
bestimmt, wenn auch nicht eindeutig.

Die angefiihrten 6 Invarianten bilden ein vollstandiges
Systein. Jede weitere Invariante von ¢ laRdt sich nach
Elimination von a, b, ¢, I, m, n mittels dieser 6 Invarian-
ten darstellen.

161. Doppeltskalares Produkt zweier Dyaden. Fur die Bil-
dung weiterer skalarer invarianter Ausdricke ist das ziff. 37
durch die Definitionsgleichung

S.(r.®) =sr--®=®--sr

eingefuhrte doppeltskalare Produkt brauchbar. Da in Verbindung
mit der Addition nach Ziff. 37 das distributive Gesetz gilt, ist auch
das doppeltskalare Produkt zweier Dyaden @--W ein eindeutig
definierter skalarer Ausdruck. Fuhrt man die beiden Multiplikatio-
nen nacheinander aus, so erkennt man, da das doppeltskalare
Produkt @--W die erste Invariante der Dyade &- W ist; also

®-P=(P.Y)I, (110)

Bei der Bildung des doppeltskalaren Produktes liefern, wenn
® und W auf dasselbe Dreibein bezogen sind, nur diejenigen Paare
von Komponenten von ® und W einen Beitrag, die die ndmlichen
Grundvektoren in umgekehrter Reihenfolge enthalten; so sind tj-- ji
oder kk--kk von Null verschieden.

Daraus folgt, daB das doppeltskalare Produkt aus einer symmetri-
schen Dyade ®'und einer antisymmetrischen Dyade W" verschwindet:

o' Pr=Q. (111)
Denn wenn man @' auf das Dreibein in Richtung der Hauptachsen
bezieht, treten in @' nur dyadische Produkte von gleichen Einheits-
vektoren auf, wahrend in W" nur solche von ungleichen Einheits-
vektoren vorkommen.
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In dhnlicher Weise bestatigt man leicht durch Ausrechnen, dal
das doppeltskalare Produkt zweier antisymmetrischer Dyaden ®"
und W" folgenden Wert besitzt:

PP = —1LDx %, (112)

Es ist ndmlich nach (110), (43 b) und dem Vertauschungssatz
P YPr'=(P"- W) = Lo(dx x Y= -Lodx-Px,

162. Beispiel fur die Reduktion einer Invariante. Jetzt kann
die Aufgabe in Angriff genommen werden, das doppeltskalare
Produkt einer Dyade ® mit sich selbst zu berechnen, d. h. auf die
fundamentalen Invarianten von @ zurickzufiihren. Zerlegt man @
in symmetrischen und antisymmetrischen Teil, so wird

DD = (P +DP")-- (P + D)
— QP+ PO H+P P+ DD

Nach (110), (111), (112) ergibt sich hieraus
PP = (D)1= (D) — Yo Dx: Dx. (113)
Zur Berechnung von (®"2)1 soll @' in die Normalform
d'=aii+ bjj+ ckk
gesetzt werden; dann ist
d'2=a2ii+ b2jj+ c2kk

und
(P2)I = a2—+2—+c2.

Aus (107) ist jetzt ersichtlich, dal3
(P2)I=(P')2—20¢'ll (114)
ist; mithin wird nach (113)
(P2)I=(P')2- 2Dl —¥2 Dx- DX,

Mittels (108) kann man an Stelle von @' und @'ll die Invarianten von
® selbst einflhren; es ergibt sich
DD = (D)1= (01)2-2PII. (115;

Damit ist die Reduktion von ®--® oder (P2)1 auf die fundamentalen
Invarianten von ® durchgefuhrt und im Ubrigen die Gultigkeit der
fur symmetrische Dyaden ziemlich trivialen Relation (114) fur be-
liebige Dyaden nachgewiesen.

163. ldentitdten. Mit Hilfe des doppeltskalaren Produktes laRt
sich ein Ausdruck fir die Divergenz eines Vektors v-® bilden,
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wenn b ein Feldvektor, ® eine konstante Dyade ist. Nach der
Definition des doppeltskalaren Produktes ist

. (116a)
Ahnlich ist

(116b)

Etwas allgemeinere Formeln ergeben sich, wenn ® eine Felddyade
ist, und sich die Differentiation auch auf ® erstreckt, dann wird

(117)

Von Interesse ist ein spezieller Fall von (116b); ersetzt man b
durch den Ortsvektor r, so kommt
(118)
Bei dieser Gelegenheit mag eine dhnliche ldentitat

(119)

Erwéhnung finden, die allerdings mit den bisherigen Mitteln an-
scheinend nicht in invarianter Form abgeleitet werden kann. Um
sie zu beweisen, setzt man

und bemerkt, dal jeder Summand des ersten Faktors bei der Dif-
ferentiation nur auf den einen Summand des dritten Faktors
EinfluR hat, fur welchen 0 =p ist, wahrend er bei der skalaren
Multiplikation nur mit den Summanden des zweiten Faktors ver-
bunden wird, fur welche A = p ist. Also wird

164. Die drei Skalare einer Dyade als Quotienten je zweier
Volumina. Wenn durch die affine Abbildung

r=r-o
drei beliebigen Vektoren u, b, fr drei Vektoren

U'=ud, v=v-d W=wo

zugeordnet werden, lakt sich der dritte Skalar von ® nach (91)

in die Form
(120)
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setzen. Ahnliche Ausdriicke gelten auch fir den ersten und zwei-
ten Skalar, und zwar ist

(121a)

(121b)

Jeder der drei Skalare erscheint dann als Quotient zweier Volumina.
Die Formel (121a) laRt sich folgendermaBen beweisen: Die
Dyade ®, die die oben festgelegte Abbildung vermittelt, kann nach
Ziff. 134 (4) in der Form
®=u*u'+ v*V'+ wrw (122)
angegeben werden, wo u*, v*, w* die zu u, v, w reziproken Vek-
toren sind:
(123)
Dann ist der erste Skalar von @
dll=u*-u'+ v*.v' + w*.w'
fahrt man hierin fur u*, v* w* die Ausdricke (123) ein, so ergibt
sich (121a).
Um die Formel (121 b) zu beweisen, erinnert man sich, daf3 nach (98)
®ll= ollI(P-1)I

ist. (®-1)I geht aus @l dadurch hervor, daB in (121a) u, v, w mit
u', v', w' vertauscht werden; also

durch Multiplikation mit ®lll entsteht in der Tat der in (121b) fur
O[] angegebene Ausdruck.
Die Gleichungen (121a), (121b), (120) gestatten die Berechnung
der Invarianten einer Dyade, die in der Form
® = aa*a +bb*bh + cc*c (124)
gegeben ist, wo & , it , * das System der zu a, b, ¢ reziproken Vek-
toren bilden. Diese Dvade ordnet durch die lineare Vektorfunktion
r'r=r-o

den drei Vektoren a, b, ¢ drei gleichgerichtete VVektoren aa, bb,cc

zu. Mithin wird ®dl=a + b +c,

®ll= bc + ac + ab (125)
o1l = abc.



224 Kapitel 4. Dyaden.

Diese Darstellung der drei Skalare ist wichtig, weil, wie spater
(siehe Ziff. 167) bemerkt wird, jede Dyade (mit gewissen Ein-
schrankungen) in die Form (124) gesetzt werden kann.

165. Die duale Dyade. Da bei einer affinen Abbildung die Or-
thogonalitat zweier Richtungen im allgemeinen zerstort wird,
geht die Erganzung v x in der von zwei Vektoren b und In gebil-
deten PlangréRe nicht in die Erganzung v' < w' der von den Bild-
vektoren v' und w' gebildeten PlangréRBe Uber, Wenn also die
lineare Vektorfunktion r—r® (126)

den Vektoren r eines Raumes die Vektoren r' eines Bildraumes
zuordnet, so ordnet diese lineare Vektorfunktion den (durch ihre
Ergadnzung gegebenen) PlangrofRen des ersten Raumes nicht die
PlangroBen des zweiten zu. Es gibt indessen eine andere lineare
Vektorfunktion, die diese Zuordnung leistet; sie kann folgender-
malen erhalten werden.

Aus der Definition (91) des dritten Skalars

folgt
u-(v x w)elll=u"-(v'< w') = u-d-(v'x w');

da die Gleichheit der links und rechts stehenden Ausdriicke fir
jeden Vektor U gilt, ist
Vv x W)Oll=d-(v'<x w')
oder
(127a)

Damit ist die lineare Vektorfunktion gefunden, die
die PlangrofRen transformiert.

Diese Gleichung kann, wenn man O[]t unter Hinzunahme eines
dritten Vektors u als Quotient zweier Volumina schreibt, in die Form

(127b)
gesetzt werden. Fihrt man die zu u, v, w und u', V', w' reziproken

Systeme u*, v*, w* und (u)*, (v)*, (w)* ein, so folgt

Damit ist eine zweite affine Abbildung gefunden, die als zu der
gegebenen Abbildung dual bezeichnet wird. Sie ordnet die zu
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zwei sich bei der gegebenen Affinitat entsprechenden Grund-

systemen reziproken Grundsysteme einander zu. heifRRt die zu
® duale Dyade; die duale Beziehung ist gegenseitig.

Wenn es sich nur darum handelt, die durch (127c) definierte
duale Abbildung herzustellen, braucht man die duale Dyade selbst
gar nicht zu verwenden: man kann sich von dem Gebrauch der

koniuR'ierten Dvadt  wieder frei machen und (127c¢) in die Form
(u)y*=dpi-u* (127d)

setzen. Zur volligen Klarheit Uber die Beziehungen zwischen den

beiden Abbildungen und den zugehdrigen Transformationen

kommt man, wenn man (126) und (127 d) fur zwei Paare ent-

sprechender Vektoren samt den inversen Formeln (vgl. Ziff. 136)
zusammenstellt:

u'=u-o u=u'-eP-1, (1284)

(U)*=®-1-u*  *= p.(u)*. (128b)

Die Transformationen (128 a) und (128 b) werden als zueinander
kontragredient bezeichnet; wir werden uns in etwas anderer
Form noch viel damit beschéftigen (Kap. 6).

166. Cayley-Hamiltonsche Gleichung. Zur Bestimmung einer
vollstdndigen Dyade sind neun Konstante notwendig. Daher be-
steht zwischen hdchstens zehn Dyaden stets eine lineare Beziehung.
In besonderen Fallen kann eine lineare Beziehung zwischen weni-
ger als zehn Dyaden bestehen. So gilt bereits zwischen vier auf-
einanderfolgenden Potenzen einer Dyade eine lineare Gleichung,
die als Cayley - Hamil lonsche Gleichung bezeichnet wird.
Es erweist sich namlich als mdoglich, aus den drei Gleichungen
(121a), (121b). (120), welche die drei Invarianten ®I. ®ll, @Il durch
drei Vektoren u, v, w und deren Bilder u', v', w' ausdricken, mit
Hilfe der Dyade @ die Vektoren zu eliminieren.

Zu diesem Zweck beseitigt man in (121a), (121b) einen der drei
Vektoren in analoger Weise, wie bei Einfihrung der dualen Dyade
in (127a) der Vektor u aus olll entfernt wurde.

Zunachst bringt man die Gleichung (121a)

[uvw]®l — [u-Pvw] + [uv:-®w] + [uvw - @]
in die Form

u-v X wol=u-{®d-(v xw) + v-® x w + v x (w -®)}.
Lagally, Vektorrechnung. 15
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Da diese Gleichung fir jeden Vektor u besteht, gilt bei Weglas-
sung des Faktors u die Gleichung
PI(vxw) — & (vxw) =v:-d xw + v x (w:d) (129a)
In derselben Weise bringt man die Gleichung (121b)
[uw]®lI= [uv -® W -®] + [u-® vw -®] + [u-D v -D-w]|
in dieF~orm
u-vx woll=u-{(v-®) x (w -®) + ®-(v x [w -®]) + ®-(v-® x w)}
und erhdlt hieraus wie oben
Pl xwW)—(v-P) x (W-P) = O-{v-® x w+ Vv x (w-P)}. (129b)
Die rechte Seite von (129a) tritt in der rechten Seite von (129b)
als Faktor von @ auf; durch Elimination folgt:
PV xw)-(V-P) x (W-P) = DID: (Vv x W) - P2 (v xw). (130)
Diese Gleichung verbindet man mit (127a)
(V@) x (W -D)==0IlIP-1-(v xw)
und erhalt nach Weglassung des Faktors v xw.
DII-PIDP-1= PIP — P2

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit ® folgt die Cayley-
Hamiltonsche Gleichung:

3 — PLP2 + DI — Ol 1 =0 (131)

als lineare Beziehung zwischen ®0= 1 ®, ®2,93

Durch Multiplikation mit ®n (fir positive oder negative n) er-
gibt sich aus (131) eine lineare Beziehung zwischen vier aufeinan-
derfolgenden Potenzen von ®. Damit kann man jede Potenz von
® linear durch ®2, ®, I ausdricken. Hieraus folgt z. B., dal jede
Invariante von @, die die Form ®x.®n-®x besitzt, linear durch die
drei in Ziffer 160 genannten Invarianten ®x-®2-®x, ®x.-d-Ox,
®x-®x aussredrickt werden kann.

167. Die Wurzeln der Cayley-Haniiltonschen Gleichung. Die
Cayley-Hamil lonsehe Gleichung (131) dient nicht zur Be-
stimmung der Dyade @ durch Auflésung im Sinne der gewohn-
lichen Algebra. Dagegen kann man aus den Wurzeln der ebenso
gebildeten skalaren Gleichung [vgl. (100)]

AN — PN+ Ol — DII=0

Schlusse auf die Eigenschaften der Dyaden @ ziehen, die der
Cayleysehen Gleichung (131) geniigen.
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Man kann auf die Gleichung (132) durch die Aufgaben kommen,
die Richtungen zu bestimmen, welche bei der durch eine Dyade @
vermittelten affinen Abbildung

rr—=r-o
ungeéndert bleiben. Fur diese Richtungen eilt
r'=r-d =Ar, (133)

wo der skalare Faktor A den MaRstab der Dehnung in einer dieser
Richtungen gibt. Bei Einfihrung von Koordinaten wird (133)

X = allx + a2ly + a3lz = Ax:

y,—al2x +a22y+a32z = Ay- (134)

z = al3x+a23y+a33z = Az.

Hieraus folgt durch Elimination von X, y, z fur A die Bedingung

all — N 21 a3l
A2 a22 — A a32 = 0.
cil3 az3 a3 A

Das ist die Gleichung (132).

Zu jeder der drei Wurzeln z dieser Gleichung ergeben die Glei-
chungen (134) eine der drei festen Richtungen. Ist ® eine sym-
metrische Dyade, so fallen diese drei Richtungen in die Haupt-
achsen der Tensorflachen. In diesem Fall ist die Bestimmung der
invarianten Richtungen identisch mit dem Hauptachsenpro-
blem der Flachen zweiten Grades.

Fur die allgemeine Dyade stehen die drei festen Richtungen
nicht aufeinander senkrecht.

Eine Dyade ®, die die drei Vektoren r = a, b. ¢ durch die lineare

Transformation \
r=r-o

in die drei gleichgerichteten Vektoren r*=—aa, bb, cc uber-
fuhrt, kann in der Form (124)

® = aa*a + bb*b + cc*c (135)
geschrieben werden, wo a* b* c* das System der zu a, b, ¢ rezipro-

ken Vektoren bilden. Man kann @ in drei etwas einfacher gebildete
Faktoren von gleicher Art zerlegen: (136)

® = (aa*a + b*b + c*c)-(a*a + bb*b +c*c)-(a*a + b*bh +cc*c).

Die durch den ersten Faktor aa*a + b*b + c*c vermittelte Affini-
tat 1ant die Ebene (b, ¢) ungeandert und fuhrt den Vektor a in aa

Uber. Diese sonst als schiefe ATffinitat bezeichnete Trans-
15*
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formation soll hier als einfache Streckung bezeichnet wer-
den. Der Raum wird von der Ebene (b. c) aus in der Richtung a im
Malistab a gestreckt.

Ein besonderer Fall der einfachen Streckung, in welchem die
Streckungsrichtung a auf der Ebene (b.c) senkrecht steht, wurde
friher als einfache Dehnung bezeichnet (Ziff. 145). Die ein-
fache Dehnung wird durch eine spezielle symmetrische Dyade
vermittelt. Die durch eine allgemeine symmetrische Dyade ver-
mittelte Affinitat, die reine Dehnung, laRt sich aus drei einfachen
Dehnungen nach drei zueinander senkrechten Richtungen zusdm-
mensetzen.

Ebenso ladtsich die durch eine allgemeine Dyade
vermittelte Affinitat aus drei einfachen Strek-
kungen nach drei im allgemeinen nicht zueinan-
der senkrechten Richtungen zerlegen.

Es darf nicht Ubersehen werden, daf3 nicht notwendig alle drei
Streckungsrichtungen reell sein mussen. Wenn zwei Wurzeln
der Cayleysehen Gleichung konjugiert komplex sind, bleibt nur
eine Streckungsrichtung reell. Ein Beispiel hierfir ist die Dre-
hung um eine Achse. Die Achsenrichtung selbst ist die einzige
reelle Streckungsrichtung; der Malistab der Streckung (in diesem
einfachen Fall einer Dehnung) ist Eins.

Das Auftreten einer Doppelwurzel der Cayley-Hamilton-
schen Gleichung drickt im allgemeinen nicht das Zusammenfallen
zweier invarianter Richtungen aus, sondern die Gleichheit des
Malstabes in zwei invarianten Richtungen und damit in der gan-
zen, durch diese Richtungen bestimmten Ebene. Zu diesen Trans-
formationen gehort die einfache Streckung von einer Ebene aus,
ferner die Scherung langs einer Ebene; bei letzterer be-
sitzt die Cayleysehe Gleichung eine dreifache Wurzel. Das
gleiche gilt fiir die Streckung von einem Punkt aus (Ahnlich-
keit) und fir die ldentitat.

168. Ausartungen der Cayley-Hamiltonschen Gleichung. Far
planare Dyaden, die durch das Verschwinden von ®lll charakteri-
siert sind, reduziert sich die Cayley-Hamil lonsche Glei-
chung auf ®3- Dl + Ol = O,
sie besitzt eine Wurzel Null, kann aber nicht auf eine Gleichung
2. Grades reduziert werden, da die planare Dyade keinen rezi-
proken Wert besitzt, also eine Division ausgeschlossen ist.
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Far lineare Dyaden verschwinden ®Ill und oIl gleichzeitig;
die Cayley-Hamiltonsche Gleichung besitzt dann eine Dop-
pelwurzel Null.

Endlich kann es Vorkommen, da3 die Cay ley-Hamil ton sehe
Gleichung reduzibel ist, also eine Dyade einer Gleichung zweiten
oder ersten Grades geniligt. So gentigt die Umklappung [ZifT. 149 (78)]

W=2kk —— I=ii- jj + kk
offenbar der Gleichung

Y2 —1=0.
Die Invarianten von W sind:
Wi=-1 Yl=—1, Y=+ I,

die zugehorige Cayley-Hamiltonsehe Gleichung
W3I+WY2+W-1=0
kann in
(w2-D.(w+1N)=0
zerlegt werden; die Umklappung W gentigt bereits der durch Null-
setzen des ersten Faktors entstehenden Gleichung.
Die Malistabe der festen Richtungen ergeben sich aus der Glei-
chung 3. Grades
A +M—)—1=0.
Die einfache Wurzel A= + 1 entspricht der Umklappungsachse,
die Doppelwurzel A= — 1 jeder darauf senkrechten Richtung.



Kapitel 5. Die wichtigsten Dyaden der Mechanik.
§ 1. Tragheitsdyade und Kreiselbewegung.

169. Bewegung eines starren Kodrpers. Um die Bewegung eines
starren Korpers zu untersuchen, denkt man sich den starren Kor-
per ersetzt durch ein System von Massenpunkten, deren gegensei-
tige Abstédnde unveranderlich sind. In einem solchen Punkthaufen
werden innere Kréafte auftreten, die in die Verbindungslinien je
zweier Punkte fallen; und zwar treten nach dem Reaktions-
gesetz in jeder Verbindungslinie zwei entgegengesetzt gleiche
Krafte auf. Es verschwindet die Summe aller inneren Kréfte und
die Summe ihrer Momente; also treffen die fur die Bewegung eines
Punkthaufens (Ziff. 65, 66) gemachten Voraussetzungen zu.

Fir die Bewegung eines derartigen starren Punkthaufens
gilt der Schwerpunktssatz:

(C:Y)
und der allgemeine Fléchensatz
(Ib)

letzerer sowohl fir einen beliebigen festen Momentenpunkt als auch
fur den bewegten Schwerpunkt als Momentenpunkt.

In (Ia), (Ib) bedeuten:

K die Resultierende der &duReren Krafte,

M das resultierende Moment der duBeren Kréfte,

J den Impuls des Systems von Massenpunkten,

L das Impulsmoment oder den Drall des Systems.

Zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers,
der aus"dem starren Punkthaufen durch Grenzibergang erhalten
wird, geniigt es, die Bewegung eines Punktes des starren Kor-
pers und die relative Drehung des starren Kdrpers um diesen
Punkt zu beschreiben.
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Wenn von dem starren Korper ein Punkt festgehalten wird, so
fallt der erste Teil der Aufgabe weg. Ist der starre Korper da-
gegen frei beweglich, so untersucht man die Bewegung seines
Schwerpunkts und die Drehung um den Schwerpunkt. Die Be-
wegung des Schwerpunkts ergibt sich durch Integration der Glei-
chung (la), die bei Einfliihrung des Ortsvektors r0 des Schwer-
punkts und der Masse M des starren Korpers die Form

annimmt. Die Integration dieser Gleichung ist ein Problem der
Dynamik eines Massenpunktes (Ziff. 64). Es bleibt also noch
die Drehung um einen Punkt zu untersuchen, wozu
die Gleichung (Ib) genigt, wie Ziff. 175 bis 178 genauer gezeigt
wird. Dasselbe ergibt schon jetzt eine vorlaufige Uberlegung: Ein
frei beweglicher starrer Korper besitzt 6 Freiheitsgrade; das Glei-
chungssystem (1a,b) ist 6 skalaren Gleichungen gleichwertig und
infolgedessen ausreichend zur Beschreibung der Bewegung eines
Systems von 6 Freiheitsgraden.

Die Drehung eines starren Korpers um einen
festen Punkt wird als Kreiselbewegung bezeichnet

170. Tragheitsmoment und Tragheitsdyade. Wenn sich ein
starrer Korper um einen festen Punkt O dreht, ist seine Momentan-
bewegung eine Drehung um eine durch O gehende Achse. Die
Drehgeschwindigkeit ist nach Betrag und Richtung durch den
Vektor u=e (u=u § =1)
gegeben. Ein Punkt P des starren Korpers ist durch den von O
nach P fihrenden Ortsvektor r bestimmt. (Vgl. Fig. 14, S. 21.)

Die Geschwindigkeit des Punktes P zufolge der momentanen

Drehung ist _
V= u><r.

Die lebendige Kraft des starren Korpers ist
T=ysmvz (M=), )
wo das Summenzeichen S eine Summation Uber eine kontinuier-
liche Massenverteilung andeutet.

Bezeichnet man mit ¢ den Abstand des Punktes P von der Dreh-

achse, so ist _
vV=up

T=%2u2Smg2 2)

und
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Man bezeichnet
Smp2=0 (3)
als das Tragheitsmoment des starren Korpers um die
Momentanachse und erhalt bei seiner Verwendung-

Um die Abhéngigkeit des Trégheitsmoments von der Richtung

der Drehachse zu finden, formen wir zunéchst den Ausdruck (2)
fur die lebendige Kraft um:

T = %Smv-v ==% Sm(u * r)-(u < r).
Die Entwicklung des vierfachen Produkts gibt (Ziff. 22)

T=%Sm(u-ur-r— u-rr-u)
oder, wenn man
u-u=u-nI-u
setzt;

T==%u-Sm(r21 — rr)-u.
Man bezeichnet die massengeometrische Grofle
sSm@r21 -rr) =@ (5)
als Tragheitsdyade des starren Korpers und erhélt
fur die lebendige Kraft:

T=2%u-®-u=7%u2e -P: ¢ (6)

also nach (4) fur das Tragheitsmoment:
O=e-P-e (7

Damit ist die gesuchte Abhangigkeit des Trag-
heitsmoments von der Richtung der Drehachse ge-
funden.

171. Einfihrung von Koordinaten. Bei Zugrundelegung eines
Dreibeins als Basis wird die Tragheitsdyade (5)

© = Sm [(X2 + y2 + z2) (ii + jj + kk) — (xi + yj + zK) (xi + yj + zK)]
= Sm(y2 + z2)ii +SMm(X2 + z22)jj + SMm(x2 + y2)kk
— Smyz(jk, + kj) — Smxz(ik + ki) — Smxy(ij + ji)
oder kurzer geschrieben
® = Oxii + Oyjj + Ozkk
— Oyz(jk, + kj)Oxz(ik + ki) —Oxy(ij + ji).  (8)
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Ox, Oy, Oz sind die Tragheitsmomente um die Achsen des
Koordinatensystems; ©yz, ©xz, Oxy heilen die Deviations-
momente.

Das Tragheitsmoment © um eine beliebige Achse, die durch den
Einheitsvektor ihrer Richtung

g=icosa+jcosB + kcosy
bestimmt ist, wird nun nach (7) in folgender Weise ausgedriickt:

© = Oxcos20 + Qycos2p +- @zcos2y
— 20yzcosp cosy — 2[3xzcosa cosy — 20xycosacos3

Die Tragheitsdyade ist nach (5) oder (8) eine symmetrische
Dyade; es gibt also ein ausgezeichnetes Dreibein, auf das bezogen
sie die Form ® = Olii + 02jj ©)
annimmt. ©l, 02, ©3 heilen die Haupttragheitsmomente;
die zugehdrigen Deviationsmomente verschwinden. Die Richtun-
gen des Dreibeins i, k heilen die Haupttragheitsachsen.

172. Tragheitsellipsoid. Tragt man die Drehgeschwindigkeit u
als Ortsvektor auf, so gibt die Gleichung (5)

2T=u-®-u (10)

fur konstante Werte von T die Schar der Tensorflachen der Trag-
heitsdyade; sie sind Ellipsoide und werden als Tragheits-
ellipsoide bezeichnet. Eines von ihnen, das dem Wert 2T =1
zugehort, heilt das Cauchy-Poinsotsche Tragheits-
ellipsoid: Udu=1 (10)
Jeder Halbmesser dieses Ellipsoids bestimmt nach (4) das Tréag-
heitsmoment um die in seine Richtung fallende Achse:

Bezogen auf ein Dreibein als Basis soll der Vektor der Dreh

sreschwindiffkeit . .
U = uXi = uyj = uzk

gesetzt werden. Fuhrt man das ausgezeichnete Dreibein ein, so
wird das Cauchy-Poinsotsche Tragheitsellipsoid nach (9)
Olux2+ Q2uy2+03uz2=1; (12a)

seine Halbachsen sind vO1, V02, V©3. Man bezeichnet als Haupt-
drehgeschwindigkeiten ul, u2, ul die Geschwindigkeiten, mit denen
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sich der starre Korper bei der lebendigen Kraft 2T =1 um eine
der Haupttragheitsachsen dreht; sie ergeben sich aus

mit ihrer Hilfe 143t sich das Cauchy-Poinsotsehe Tragheits-
ellipsoid durch die Gleichung

(12b)
geben
173. Drall und Drallellipsoid. Der Drall eines starren Kor-

ist
pers 15 L=Sr>mv=Smr x (u x r).

Nach dem Entwicklungssatz erhélt man
L=Sm(r2u — rr -u) = Sm(r2l — rr) -u

oder unter Einfihrung der Bezeichnung ® fir die Tragheits-
dyade (5 L=d-u=u-o (13)

Der Drall ist eine lineare Vektorfunktion der
Drehgeschwindigkeit. Er féllt nach Zziff. 142 in die Nor-
malenrichtung des Tragheitsellipsoids im Endpunkt von u. Nach
Betrag und Richtung ist er durch den Gradienten des Feldes der
Tensorflachen der Tragheitsdyade bestimmt:

L=grad T. (14)
Zwischen der Drehgeschwindigkeit und dem Drall besteht wegen
der Gleichung (10) der Trégheitsellipsoide
u-®u=2T
nach (13) die Beziehung
L-u=2T. (15)
Tragt man die zu den Ortsvektoren 1l eines Tragheitsellipsoids ge-

hoérigen Drallvektoren L als Ortsvektoren auf, so erfiillen ihre
Endpunkte das reziproke Tensorellipsoid oder Drallellipsoid:

L®d-1-L=2T. (16)

Eines von den Drallellipsoiden, das der lebendigen Kraft 2T =1
zugehort, wird als Mac Cullaghsches Drallellipsoid be-
zeichnet: L-d-1.L = I (16)

Bei Einflihrung eines Koordinatensystems zerfallt der Drall in

Komponenten: ) )
L = Lxi+ Lyj + L2k
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legt man das ausgezeichnete Koordinatensystem der Haupttrag-
heitsachsen zugrunde, so wird nach (13)

Lx=0lux, Ly=0luy Lz=03u:. a7)
Dann wird die Gleichung des MacCul lagh chen Drallellipsoids

(18a)

Bei einer Drehung um eine der Hauptachsen fallt der Drall in die
Achse der Drehung. Man bezeichnet die zugehorigen Werte des
Dralls als seine Hauptwerte L1, L2, L3. Mit ihrer Hilfe 1aBt sich
die Gleichung des Drallellipsoids in die Form

(18b)
bringen.

174. Kraftefreier Kreisel. Bei der Bewegung eines krafte-
freien Kreisels, d. h. bei der kraftefreien Drehung eines
starren Koérpers um einen festen Punkt (z.B. bei der Drehung eines
schweren Korpers um seinen Schwerpunkt), bleibt die lebendige
Kraft konstant. Infolgedessen bewegt sich der Endpunkt des Vek-
tors u dauernd auf einem Tragheitsellipsoid (10)

u-d-u=2T.

Aus dem allgemeinen Fléchensatz (1b)

folgt fur die kraftefreie Bewegung, also fir M =0, daB L ein nach
Betrag und Richtung im Raum konstanter Vektor ist. Im bewegten
Korper kann sein Endpunkt nur auf einer Kugel liegen, deren Ra-
dius der Betrag L = |L| des Dralls ist. Der Schnitt dieser Kugel

L-L=1L2 (19)
mit dem Drallellipsoid (16)
L-&-1-LL=2T

gibt die Bahn, die der Endpunkt des Drallvektors im Korper bei
der Drehung durchlauft.

Die Bahn des Endpunkts des Geschwindigkeitsvektors im Kor-
per (Polhodie) liegt auBer auf dem Tréagheitsellipsoid (10) noch
auf dem reziproken Maliellinsoid

u-®2-u= L2 (20)
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in welches die Kugel des konstanten Dralls (19) durch die lineare
Vektorfunktion U= ®-1-L

Ubergefuhrt wird. Die im Korper feste Polkurve ist die
Raumkurve 4. Ordnung, in der sich das Tragheitsellipsoid (10) und
das reziproke MaRellipsoid (20) schneiden. Der zugehorige Pol -
kegel, dessen Mantellinien der Drehvektor u durchlauft, ist
ein Kegel zweiter Ordnung.

Das Tragheitsellipsoid, der Ort des Endpunktes des Vektors u,
und das Drallellipsoid, der Ort des Endpunktes des Vektors £,
sind reziproke Tensorellipsoide (vgl. Ziff. 143). Daher steht die
Tangentialebene an das Tragheitsellipsoid im Endpunkt von u
dauernd auf dem zugehoérigen Drall £ senkrecht. Da L eine feste
Richtung im Raum besitzt, hat auch die Tangentialebene eine feste
Stellung im Raum.

Da L auch einen konstanten Betrag L besitzt, folgt aus

Lu=2T,
dal? der Abstand der Tangentialebene des Tragheitsellipsoids vom
Mittelpunkt konstant ist.

Das Tragheitsellipsoid beriihrt also dauernd eine feste Ebene, die
invariable Ebene. Dabei dreht es sich um eine Gerade, die
durch den Berthrpunkt geht; d. h. es rollt bei festgehaltenem
Mittelpunkt auf der invariablen Ebene. Damit ist die kréaftefreie
Drehung eines starren Korpers um einen festen Punkt kinematisch
auf die Rollbewegung eines Ellipsoids, dessen Mittel-
punkt festgehalten wird, auf einer festen Ebene zurick-
gefuhrt (Poinsot-Bewegung).

175. Hauptgleichung der Kreiselbewegung. Fir die Drehung
eines starren Korpers um einen festen Punkt, die Kreisel-
bewegung, gilt, wenn die auBeren Krafte ein Moment TQ be-
sitzen, die Gleichung (Ib)

(21)
Wegen (13)
ist
(22)
Die Dyade @ ist eine im Korper feste Dyade. Jede im Korper
feste Dvade kann in die Form
®=3AvBv (v=1,2, 3)
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gesetzt werden, wo Av, Bv im Korper feste Vektoren bedeuten.
Dann ist

Die Anderung der Vektoren Av, Bv im Raum ist durch die Drehung
des Korpers bedingt; es ist fur jeden im Korper festen Vektor v

also

oder
(23)

Somit wird nach (22), wenn man bemerkt, dafl u-u x & ver-
schwindet:

Die Bewegungsgleichung des Kreisels (21) wird
(24)

Diese Gleichung soll als Hauptgleichung der Kreisel-
bewegung bezeichnet werden.

176. Moment der Zentrifugalkraft. Die in der Hauptgleichung
(24) der Kreiselbewegung auftretenden Glieder lassen eine ein-
fache Deutung zu, wenn man die Theorie der Relativbewe-
gung heranzieht (Ziff. 69, 70). Schreibt man die Hauptgleichung
in der Form

SO ist
der Differentialquotient des Dralls bei festgehaltenem O,

also seine Anderung im bewegten System,

M das Moment der auBeren Kréfte,

u-d><u das Moment der Zentrifugalkraft, wie zu be-
weisen sein wird:

Die Zentripetalbeschleunigung eines Punktes des bewegten Koér-
pers ist u x (u x r), das resultierende Moment der Zentrifugal-
kraft ist also

Mz=—Smr x [u x (u % r)].
Nach dem Entwicklungssatz erhalt man:

Mz=—=-Smu-rr x u.
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Anderseits ist
u-dxu =5Smu- (r21 —rr) x u=-Smu-rr < u
u-dxu = Mz, (25)
womit der Beweis erbracht ist.

Man kann also die Hauptgleichung im bewegten Sy-
stem auf die Form

oder

(26)

bringen, wobei unter der Differentialquotient des Dralls im be-

wegten System verstanden ist und sich das Moment 2R' aus dem
Moment der dufReren Krafte und dem Moment der Zentrifugalkraft
zusammensetzt.

177. Eulersche Gleichungen der Kreiselbewegung. Um aus der
Hauptgleichung ein System von skalaren Bewegungs-
gleichungen abzuleiten, kann man ein im Raum festes oder
ein im Korper festes Koordinatensystem zugrunde legen. Beides
kann Vorteile haben. Denn die Tragheitsdyade ® ist eine im be-
wegten Korper konstante und gegebene Grolle; dagegen ist das
Moment M im allgemeinen im festen Raum gegeben. Jedenfalls
enthalten die Groen ® und M, die in der Hauptgleichung zur
Bestimmung von u dienen, noch die Winkel, von denen die Lage
des bewegten Systems gegeniiber dem festen abhangt.

Im folgenden soll ein im Korper festes Koordinaten-
system X, y, z mit dem zugehdrigen Dreibein i, j, k zugrunde ge-
legt werden. Legt man speziell die Achsen des Koordinaten-
systems in die Haupttrdgheitsachsen, so erh&lt man die ,,Euler-
schen Gleichungen” der Kreiselbewegung in der ge-
wohnlichen Form:

(27)

Dazu hat man nur in der vektoriellen Hauptgleichung (24)
® = O1ii + 02jj + 03Kk,
U =uxi + uyj—+ uzk
M = Mxi + Myj + Mzk

ZU setzen.
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Wahlt man em beliebiges, im Koérper festes Koordinatensystem
mit dem Scheitel im Drehpunkt, so hat man fir ® den allgemeinen
Ausdruck (8) einzusetzen, in dem aul’er den Tragheitsmomenten
auch die Deviationsmomente auftreten. Von den Bewegungsglei-
chungen wird die erste:

@7)
+(2 42 )Oyz - uxuyOxz + uxuzOxy= Mx’
daraus folgen die zweite und dritte durch zyklische Vertauschung.

178. Einfuhrung der Eulerschen Winkel. In den Euler sehen
Gleichungen (27) bzw. (27') kann die Abhéngigkeit der Grolien Mx,
My, Mz von der augenblicklichen Lage des bewegten Systems gegen-
Uber dem festen, etwa durch die drei Eulerschen Winkel S o, Y
(ZifT. 11) bestimmt werden, die selbst als Funktionen der Zeit zu be-
trachten sind. Nur bei kraftefreier Bewegung, also fir

Mx=My=Mz=20

bilden die Euler sehen Gleichungen ein fir sich integrables Sy-
stem. Aber auch in diesem einfachsten Fall geniigen sie nur zur
Bestimmung des Vektors u der Drehgeschwindigkeit im bewegten
System, also des Polhodiekegels. Um die Bewegung des Kreisels
vollstdndig beschreiben zu kdnnen, braucht man noch die Be-
wegung des bewegten Systems gegeniiber dem festen; dann kann
man die Bewegung des Vektors u gegeniiber dem festen System,
also den Herpolhodiekegel, bestimmen.

)as Koordinatensystem im festen System soll mit x0, y0, z0, das
zugehorige Dreibein mit i0, jO, k0 bezeichnet wrerden (Fig. 68). Die
x//-Ebene des bewegten Systems schneide die x0y0,-Ebene des festen
unter dem Neigungswinkel 8 in der ,,Knotenlinie* k mit dem Einheits-
vektor t; die Knotenlinie bilde mit der x0-Achse den Winkel ¢ die
a-Achse mit der Knotenlinie den Winkel y. Bei Drehungen um
die Achsen k, z0, z mit den Einheitsvektoren t, fu, t &ndern sich je-
weils nur die Winkel 9 @, Y ; die MaRzahlen der zugehotrigen Dreh-

geschwindigkeiten seien Durch Zusammensetzung dreier

derartiger Drehgeschwindigkeiten erhalt man eine allgemeine Dreh-
geschwindigkeit; und umgekehrt 1403t sich jede Drehgeschwindig-
keit u in Komponenten nach den Achsen t, k0, k zerlegen:

(28)
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Anderseits ist im bewegten System
u=iux + juy + kuz

Durch Vergleich mit (28) kann man ux, uy, uz durch die Bestim-
mungsstiicke der Drehung beider Systeme gegeneinander aus-

Fig. 68.

dricken, wenn es gelingt, an Stelle von t, k0, k in (28) i, j, k ein-
zufuhren. Nun ist aber (vgl. Fig. 68)

t=icosy —jsiny;
auRerdem nach Ziff. 11 (26" mit leichter Anderung der Bezeich-

nung kO==isin ¢ sind +j cos Y sin & + k cosd;

also

Hieraus folgt fir die MalRzahlen von u im bewegten Sy

stem:
ux=

(29)
uz=

Das System (28) bildet zusammen mit (27) oder (27) ein simul-
tanes System von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit den
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6 von t abhangigen Veranderlichen ux, uy, uz, 8, ¢, . Sie be-
stimmen diese 6 Veranderlichen durch ihre Anfangswerte; oder
sie bestimmen, bei Elimination von drei Verénderlichen, die drei
anderen durch ihre Anfangswerte und die Anfangswerte der zu-
gehdrigen Geschwindigkeiten.

179. Feld der Tragheitsdyade. Bisher wurde die Tragheits-
dyade einer Massenverteilung stets fiir einen zwar beliebigen, aber
festen Punkt berechnet. Wenn man die Tragheitsdyade fur
beliebigen Aufpunkt als Funktion des
Ortes betrachtet, so bildet die Gesamtheit ihrer
den Punkten des Raumes zugeordneten Werte
das Feld der Tragheitsdyade.

Die Tragheitsdyade @ fir einen beliebigen Auf-
punkt O drickt sich am einfachsten aus, wenn
man die Tragheitsdyade ®' fiir den Schwerpunkt S
einfuhrt. Der Ortsvektor eines Massenpunktes P
fur den Anfangspunkt O soll mit r, fir den An-
fangspunkt S mit r' bezeichnet werden. Der Ortsvektor des Schwer-
punkts fir den Anfangspunkt O sei r0. Dann ist (Fig. 69)

r=r0—+r

Smr'=0. (30)
Die Tragheitsdyade @ wird
®=Sm(r2l -rr)
=Sm(r021 — r0r0) + SO r'Z— r0r'—r'r0) + Sm(r'21 — r'r").
Wegen (30) verschwindet die mittlere Summe. Es wird
® = o0+, (31)

@' =Sm(r21- r'r’)

und

wo

die Tragheitsdyade fir den Schwerpunkt als Aufpunkt ist,
®0=M(r021-rOro0)

die Tragheitsdyade der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse M
fur den Punkt O als Aufpunkt oder auch die Tragheitsdyade der in
O vereinigt gedachten Masse M fiir den Schwerpunkt als Aufpunkt.

Bezieht man @ auf ein Dreibein, das in die Haupttragheits-
achsen im Schwerpunkt fallt, und bezeichnet mit 01, 02', 03 die
Tragheitsmomente fir diese Achsen, so wird

® = 01'ii + O2jj + 03'kk

+ M[(y2+ zDii + (X2+ z2)jj + (x2 +y2)kk (319
— yz(jk + kj) it — >y + D
Lagally, Vektorrechnung. 16
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a,, y, z sind dabei die Koordinaten des variablen Aufpunkts O,
fur den die Tragheitsdyade ¢ als Feldgrof3e berechnet ist.

Cu sdmtlichen mdglichen Massenverteilungen im Raum gehdren,
abgesehen von der Lage, nur oo4-Tragheitsdyadenfelder; denn die
vier Groflen M. ©1', ©2, 03 einer Massenverteilung bestimmen das
Feld der Tragheitsdyade.

Das Tragheitsmoment fir eine beliebige durch O gehende Achse

mit der Richtung e ist (nach 7)
e-d-e=e-P0-e+e-d'-¢

0 =00+0". (32)
Das Tragheitsmoment © um die durch O gehende Achse setzt sich
also additiv zusammen aus dem Tragheitsmoment ©, um die par-
allele Achse durch den Schwerpunkt und dem Tragheitsmoment Qo
der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse M um die Achse
durch O (Steinerscher Satz).

180. Der Komplex der Haupttragheitsachsen. In jedem
Punkt O des Tragheitsdyadenfeldes gibt es drei Haupttréagheits-
achsen, die dadurch charakterisiert werden kénnen, dal? der Drall
in die Richtung der zugehdrigen Drehachse féllt. Die Bedingung
dafur ist Lxu=0

u-®>xu=0. (33)
Bezeichnet man mit r statt mit —r0 den vom Schwerpunkt aus-
gehenden Ortsvektor 0, so ist nach (31)
® =o'+ M(@2-1 — rr).
Damit nimmt die Bestimmungsgleichung (33) der Haupl lrag -
heitsachsen folgende Form an:
u-[ @' -Mrr] ><u=020. (33)
Um diese Gleichung geometrisch zu deuten, soll eine Schar
von konfokalen Flachen zweiten Grades betrachtet
werden. Zu diesen kann man auf folgende Weise kommen: Sind
Wund X zwei symmetrische Dyaden, so ist
r-(d—AX)-r=1
ein Buschel von Flachen zweiten Grades, der normierten Ten-
sorflachen der Dyaden “#?1X. Die reziproken Tensorflachen
r-(W+Ax)i r-=I
sind die Polarflachen der Flachen des Biuschels beziglich der Ein-
heitskugel und bilden eine Schar von Flachen zweiten Grades.

oder

oder
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Geht man speziell von dem Biischel
r-(W+Al)-r=1
aus, das eine Nullkugel enthélt, so wird die Schar der Polarflachen
r-(W+AaD-1-r=I (34)

als Schar von konfokalen Flachen zweiten Grades be-
zeichnet. Durch Ubergang zu Koordinaten kommt man zur Glei-
chung
(34)
wenn
. W = aii + bjj + ckk
gesetzt wird.

Man kann die Gleichung (34) bzw. (34" als eine Gleichung dritten
Grades auffassen, die jedem Punkt O mit dem Ortsvektor r die drei
Parameterwerte A derjenigen Flachen der Schar zuordnet, die durch
ihn hindurchgehen. Der Einheitsvektor der Normalen einer dieser
Flachen ist nach Zziff. 144 (60"

R = pr-(W+Al)-1, (35)
wo p der Abstand der langentialebene vom Mittelpunkt ist. Will
man die Normalenrichtungen der drei durch einen Punkt gehenden
konfokalen Flachen als Funktion des Ortsvektors ausdriicken, so
hat man aus (34) und (35) die GroRen p und A zu eliminieren.
Dazu leitet man aus ihnen zwei neue Gleichungen her:

R.-r=p
R(W+AlD)=pr,
R-(W+Al-rr) =0

und durch vektorielle Multiplikation mit R die gesuchte, von p
und X freie Gleichung

und

aus ihnen folgt:

R-(Yz— rm)><R =0, (36)

welche die Normalenrichtung im Punkt r bestimmt.

Durch Vergleich von (33) mit (36) erkennt man, dal die
Haupttragheitsachsen die Normalen einer Schar
von konfokalen Flachen zweiten Grades sind, die

man erhalt, wenn man in (34) durch¥ ersetzt. Eine von diesen

Flachen, die dem Parameterwert A = 0 entspricht:

oder
16*
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ist ein besonders normiertes Drallellipsoid; es be-
stimmt das ganze konfokale System und damit den Komplex der
Haupttragheitsachsen.

8 2. Infinitesimale Verzerrungen.l)

181. Verruckung und Verzerrung. Wir betrachten eine Um-
gebung eines Punktes P(r) und bezeichnen mit Q(r + dr) einen be-
liebigen Punkt dieser Umgebung; dann ist dx der von P aus-
gehende (relative) Ortsvektor eines Punktes Q (Fig. 70).

Wird der Punkt P durch eine Verruckung b nach P', ein
Punkt Q durch eine Verriickung v + dv nach Q' gebracht, so ist

der von P' ausgehende
Ortsvektor von Q'
dr'=dr + dv.
Wird so die Umgebung
von P in die Umgebung
von P' Ubergefihrt, so er-
fahrt sie dabei eine VVer-
zerrung. Das Mal} die-
ser Verzerrung nach Be-
trag und Richtung ist
der Vektor dv, der in
gleicher Weise als Unterschied der Verrickung eines Punktes der
Umgebung von P gegeniber der Verrickung von P selbst, wie als
Anderung des (relativen) Ortsvektors eines Punktes seiner Um-
gebung aufgefalst werden kann.

Ist die Verrickung b als eine in der Umgebung von P stetige
vektorielle Ortsfunktion gegeben, so wird die Verzerrung db
durch gerichtete Differentiation erhalten (Ziff. 77):

dv=dr w. (37)

Die Umgebung des Punktes P wird in die Umgebung von P' athn
abgebildet; der Bildvektor eines Ortsvektors dr ist

dr'=dr +dr- v=dr-(1+ V). (38)

Die Verzerrung der Umgebung von P ist vollig bestimmt durch
die lokale Dyade v, die Verzerrungsdy ade. Sie ist eine
tensorielle Ortsfunktion und abhangig von dem Vektorfeld der
Verrickung v, doch wird sie wenigstens in den néchsten Ziffern
nur in der Umgebung eines festen Aufpunktes untersucht. —

1) 88 2, 3, 4. Vgl. Marcolongo, Theoretische Mechanik II.
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Die bisherigen Betrachtungen und die Gleichungen (37) und (38)
gelten fir endliche Verrickungen ebenso wie fir infinitesimale;
fur die Mehrzahl der folgenden Formeln ist jedoch die Giltigkeit
auf infinitesimale Verruckungen beschrankt, fur alle
diejenigen namlich, bei deren Ableitung Glieder héherer Ordnung
in dv vernachlassigt werden.

182. Dilatation. Ein fur die Analyse der Verzerrung sehr wich-
tiger Begriff ist die lineare Dilatation, d. h.
die auf die Lé&ngeneinheit bezogene L&ngen-
anderung eines Ortsvektors dr=e|dr]|
von beliebiger Richtung e (Fig. 71), also die GroRe

Bei infinitesimalen Verriickungen unterscheidet
sich die Lange des Vektors dr' von der Lange
seiner Projektion auf e nur um eine GroRe zwei-
ter Ordnung in dv; also ist bei Vernachlassigung
dieser GroRe

[drf =dr'e—dt-(I1+ Vv)-e=|dr|(1 +e- v-e); (39)

Fig. 71.

mithin ist die Dilatation in Richtung ¢
ge=e- v-e (40)

Jetzt ist es leicht, auch die Richtungsidnderung zu be-
stimmen, die ein Vektor bei der Verzerrung erleidet; setzt man
dr'=¢'|dr'|,
so kann (38) in die Form
e'|dr'| =e [dr]|- (I + V)

gebracht werden; nach (39) und (40) ergibt sich der Einheitsvek-
tor der transformierten Richtung aus

(I +e&)e'=e-(1 + V) (41)

183. Ausweitung. Es seien jetzt el und e zwei Einheitsvek-
toren, el' und e2' die nach (41) zu berechnenden transformierten
Einheitsvektoren; ferner sei der Winkel (el, £,) mit ¢, der Winkel
(el', €2") mit @ — 2y bezeichnet. 2y gibt dann die Winkelver-
zerrung; sie wird haufig als Ausweitung des Winkels ¢ be-
zeichnet. Um die Ausweitung zu berechnen, bildet man nach (41)
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oder

+el- v-(e2- V).
Hieraus folgt (bis auf GréfRen héherer Ordnung):
(42)
Damit ist die Ausweitung eines Winkels bestimmt.

Speziell ergibt sich fir die Ausweitung eines rechten

Winkels
2y =el-  wv-e2+e2- wv-el (43)

La4Rt man in (42) beide Richtungen el, e2 zusammenfallen, so
wird man wieder auf die Gleichung (40) gefiihrt, welche die Dila-
tation in dieser Richtung gibt.

184. Reine Deformation. Aus der Form der Gleichungen (40)
und (42) bzw. (43) ist ersichtlich, da Dilatation und Ausweitung
nur von dem symmetrischen Teil der Verzerrungsdyade abhangen,
wahrend der antisymmetrische Teil bei der Bildung von ¢t und y
hinausfalit.

Die Verzerrungsdyade kann in einen symmetrischen und einen
antisymmetrischen Teil zerlegt werden:

(44)

wobei sich in der zu v koniusfierten Dvade das Differentia-
tionssymbol auf den vorhergehenden Faktor bezieht. Der sym-
metrische Teil soll abkiirzend

(45)

gesetzt werden. Dann nehmen (37) und (38) folgende Form an
(nach ziff. 140):
dv=dr-g - Y2dr x (X V); (46)

dr=dr-(1+¢) - ¥2dr x ( x V); (47)

Nach (47) wird die durch die infinitesimale Verriickung hervorge-
brachte affine Abbildung der Umgebung von P in die von P' in
eine reine Dehnung und eine Drehung zerlegt. Nach (46) zerfallt
die zugehorige Verzerrung in die zu der reinen Dehnung gehdrige
Verzerrung und in die Drehung selbst.

Die Drehung als einen Teil der Verzerrung aufzufassen, wider-
spricht einigermaflen dem Sprachgebrauch, da bei einer Drehung
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Langen und Winkel ungeédndert bleiben. Um das auch analytisch
einzusehen, ersetzt man in (40) und (42) v, durch seinen anti-
symmetrischen Teil dann verschwinden € und y.

Vielmehr ist die ganze Dilatation und die ganze Ausweitung auf
Rechnung der mit der reinen Dehnung verbundenen Verzerrung
zu setzen; diese soll deshalb als reine Deformation bezeichnet
werden, und die zugehérige Dyade

(48)
als Deformations-Dyade. Ersetzt man in (40) und (42) V&

durch so bleiben € und y ungeandert. Mithin ist die

Dil i
tatation ge=¢ & e (49)

die halbe Ausweitung y eines Winkels ¢ folgt aus
(50)
speziell die eines rechten Winkels aus
y —el-g-e2 (51)
185. Die Verzerrungskoeffizienten fur rechtwinklige Koordi-
naten. Auf ein Dreibein i, j, k bezogen, soll die Verriickung durch
V=1u-+ jv + kw
gegeben sein, wo u, v, w stetige Funktionen der Koordinaten
X, ¥, z sind. Dann wird die Deformationsdyade (48)

(53)

Hieraus lassen sich die Dilatationen ¢x, ¢y, €&z in Richtung der Haupt-
achsen und die halben Ausweitungen yyz, yxz, yxy der von je zwei
Koordinatenachsen gebildeten rechten Winkel berechnen:l)

(54)

1) Vielfach werden die hier mit y bezeichneten GrdfRen in der Literatur
genannt; also die Ausweitungen nicht mit 2y, sondern mit y bezeichnet.
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Diese 6 GroRen heillen die VVerzerrungskoeffizienten. Mit
ihrer Hilfe 143t sich die Deformationsdyade in die Form
€ = iiex + jjey + kkez

&y K - o
bringen. + (k+ Kyyz + (i + iy + (@ +Mpy  (55)

186. Dilatationsflachen. Die Tensorflachen der Deformations-
dyade: 2F=dr-e-dr = const, (56)
oder in rechtwinkligen Koordinaten:

2F=exdx2 + g),dy2+ ezdz?
+ 2yxydxdy + 2yxzdxdz + yyzdydz= const  (56')

werden als Dilatationsflachen bezeichnet. Den allge-
meinen Eigenschaften der Tensorflachen zufolge (Ziff. 142) ist

gradF=dr-g, (57)

dt-€ ist nach (46) die als Folge der reinen Dehnung eintretende
Verzerrung, die reine Deformation. Diese ist also der Gra-
dient des Feldes, dessen Niveauflachen die Dilatationsflachen sind;
sie steht in jedem Punkt Q der Umgebung von P auf der hindurch-
gehenden Dilatationsflache senkrecht, und ihr Betrag ist in allen
Punkten einer Dilatationsflache umgekehrt proportional dem Ab-
stand von einer beliebig aber fest gewdahlten benachbarten Dila-
tationsflache.
Nach (49) wird die Dilatation fur eine Richtung e

(58)

Die Dilatation in einer beliebigen Richtung ist also umgekehrt
proportional dem Quadrat des in diese Richtung fallenden Halb-
messers einer beliebig aber fest gewéhlten Dilatationsflache. —

Unter den Dilatationsflachen befindet sich ein Kegel

dr-e-dr =0;

er ist reell, wenn die Dilatationsflachen Hyperboloide sind, und
bildet den Ubergang von den zweischaligen Hyperboloiden zu den
einschaligen.

Auf dem Kegelmantel ist F=0, zu beiden Seiten hat F ver-
schiedenes Vorzeichen. Da nach (58) das Vorzeichen von ¢l das-
selbe ist wie das von F, trennt der Kegel ein Gebiet, in dem die
Dilatation positiv ist, also alle Ortsvektoren verldngert werden,
von einem Gebiet negativer Dilatation, in dem alle Ortsvektoren
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verkirzt werden. Auf der einen Seite des Kegels bildet die Ver-
zerrung dr - ¢ mit dem Ortsvektor dx einen spitzen, auf der andern
einen stumpfen Winkel. Fir die Ortsvektoren, die dem Kegelman-
tel angehoren, ist die Dilatation Null.

187. Hauptdilatationen. Bezieht man die Dilatationsflachen
auf die Hauptachsen, so nimmt ihre Gleichung die Form an:

2F=¢eldx2 + €2dy2 + €3dz2= const (59)

Die 3 GroRen yxy, yxz, yyz, verschwinden, weil fir die Hauptachsen
die Richtung der Deformation mit der Richtung des Ortsvektors
zusammenfallt, €1, €2, €3 sind die Dilatationen in Richtung der Haupt-
achsen, die Hauptdilatationen.

188. Malellipsoid der Deformation. Eine Einheitskugel

dr -dr=1
wird durch die lineare Vektorfunktion
dv =dr -¢
in ein Ellipsoid dv -£—2-dv = 1 (00)

Ubergefiihrt. Da die lineare Vektorfunktion nach (46) jedem Kugel-
radius die bei der reinen Dehnung eintretende Verzerrung, also
die reine Deformation zuordnet, ist das Ellipsoid (60) das Mal3-
ellipsoid der Deformation. Seine Halbmesser sind die
Deformationen der Radien der Einheitskugel.

Das Malellipsoid hat dieselben Hauptachsen wie die Dilata-
tionsflachen; auf diese Achsen bezogen hat es die Gleichung

(60")

189. Volumdilatation. Bei der Verzerrung des Raumes bleibt
ein infinitesimales Volumen im allgemeinen nicht ungeéandert. Der
Quotient aus der Volumanderung und dem urspringlichen Vo-
lumen heifdt Volumdilatation und soll mit e bezeichnet werden.

Wenn ein Parallelepiped mit den Kanten dlr, d2r, d3r in ein Paral-
lelepiped mit den Kanten dlr, d2r', d3r' verzerrt wird, ist seine
Volumdilatation

Nach (38) ergibt sich bis auf GroRen hdherer Ordnung
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Der Quotient auf der rechten Seite ist aber nach Ziffer 164 nichts
anderes als die erste Invariante von v, also ist

(61)

die bei der Verzerrung eintretende, von dem urspringlichen VVolumen
unabhangige VVolumdilatation.

Fur volum treue Verzerrungen ist divb = 0; die fir inkom-
pressible Flussigkeiten geltende Kontinuitatsgleichung hat also
eine weiter reichende Bedeutung. —

Da die erste Invariante einer Dyade mit der ihres symmetrischen
Teils zusammenfallt, ist die VVolumdilatation auch

e=¢cl=ex+ey+ez (62)
speziell unter Einfihrung der Hauptdilatationen:
e=¢l+ &+ €3 (627

190. Abspaltung einer volumtreuen Verzerrung. Jede infini-
tesimale Verzerrung kann in zwei Teile zerlegt werden, deren
erster volumtreu ist und deren zweiter eine Ahnlichkeitstransfor-
mation ist. Man hat, um diese Zerlegung auszufihren, v in der

Form
0 v =a +pl

anzusetzen, wobei a eine Dyade bedeutet, deren erster Skalar Null
ist, und p einen skalaren Faktor.
Eine derartige Zerlegung ist fur jede Dyade ® mdglich. Setzt

man o=a+pl

und verlangt, dal3
al=o0
sein soll, so ist _
®l=3p, also P="%®I

dann ist
a= d>-dll

der gesuchte erste Summand, dessen erster Skalar verschwindet.
Wendet man diese Zerlegung auf eine Verzerrungsdyade b
an, so erhalt man

v=( v—"%divvl)+ %divbl,; (63)
der erste Summand bewirkt eine volumtreue

Verzerrung, der zweite Summand YzdivbZ entspricht einer
Ahnlichkeitstransformation.
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191. Kompatibiiitatsbedingungen.  Bisher wurden die Ver-
zerrungs- und Deformationsdyade stets nur in der Umgebung
eines Punktes betrachtet, nicht als tensorielle Feldfunktionen.

Untersucht man das Feld der Deformationsdyade, so
bemerkt man, dafl nicht jede als Funktion des Ortsvektors ge-
gebene symmetrische Dyade als Deformationsdyade aufgefafit
werden kann. Die Bedingungen, welchen die 6 Malizahlen einer
Deformationsdyade genligen mussen, werden als Kompatibili-
tatsbedingungen bezeichnet.

Soll eine symmetrische Dyade eine Deformationsdyade sein, so
muf3 sie in die Form:

e=v( v+vVv )

gesetzt werden koénnen. Die Bedingung, der ¢ geniigen muf3, er-
halt man, indem man aus dieser Gleichung b eliminiert, d. h. eine
Invariante von ¢ bildet, die fur die rechte Seite der Gleichung
identisch verschwindet. Das ist der Fall, wenn man

><gx>x =% >x( v+vVv )x
bildet. Denn in X Vv X und X Vv X gut das asso-

Ziative Gesetz; es ist aber x v=0und v X =0 [vergl.
Ziff. 81 (IX)]. Also ist

<xEx =0 (64)
die vektorielleFormderKompatibilitatsbedingungen.
><gXx ist eine symmetrische Dyade, deren 6 Mal-

zahlen verschwinden missen. Durch Ubergang zu rechtwinkligen
Koordinaten erhalt man etwas muhsam 2 Gruppen von je 3 Glei-
chungen, von denen je eine angefihrt sei:

Aus diesen Gleichungen gehen die ubrigen durch zyklische Ver-
tauschung hervor.

Die beiden Teile, in welche in Ziff. 190 eine Verzerrungsdyade
zerlegt wurde, geniigen jeder fur sich den Kompatibilitéatsbedin-
gungen nicht; sie kdnnen nicht als Felddyaden einer Verzerrung
aufgefaldit werden.

192. Von der Zeit abhangige Verrickungen. Vielfach treten
namentlich in der Hydrodynamik und Elektrodynamik die Ver-
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rickungen b und die zugehdérigen Verzerrungen db als Funktionen
der Zeit auf.

Wir betrachten in einer kontinuierlichen Massenverteilung einen
Punkt P(r) und die Punkte Q(r + dr) einer Umgebung von P. Es
sei v die auf die Zeiteinheit bezogene Verrickung des Massen-
punktes P, also seine Geschwindigkeit; v + dv die Ge-
schwindigkeit eines Punktes Q seiner Umgebung. Dann ist nach (46)

v+dv=v +dr- v=v-+dre—>%2drx( >xv). (g5)

Falt man die die Umgebung von P erfiillende Masse als ein Ganzes
ins Auge, so zerféllt also ihre Bewegung in drei Teile:

a) bewegt sich die Masse translatorisch wie ein starrer Korper
mit der Geschwindigkeit v;

b) erleidet sie eine reine Deformation, die mit der Geschwindig-

c) dreht sie sich wie ein starrer Kérper mit der Wmkelgeschwin-

digkeit , —,, rotb, wobei jeder Massenpunkt die Tangentialge-

schwindigkeit 15 Lax( ><v) = ux dr

besitzt.

Fuhrt man Koordinaten em, so erhalt man die infolge der reinen
Deformation b) eintretenden Geschwindigkeitsunterschiede eines
Punktes Q der Umgebung gegentber dem Bezugspunkt P, indem
man die unter (53) in Komponenten zerlegte Dyade der Deforma-
tionsgeschwindigkeit mit dem Ortsvektor dr = idx + jdy + kdz
skalar multipliziert:

(662a)

Ebenso ergibt sich fir die Tangentialgeschwindigkeit der Drehung c):
du— —dy—+ndz
dv=  Zdx —¢&dz (66b)

wo dw = — ndx + &dy

die Malzahlen der Winkelgeschwindigkeit, also die schon vielfach
verwendeten ,,Wirbelkomponenten* sind.
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Der Geschwindigkeitsunterschied (65)
dv=dr- v =dr-¢—%idr>xrotv

zweier Nachbarpunkte fihrt zum Begriff der Geschwindigkeits-
anderung eines Massenpunktes, also zur konvektiven Be-
schleunigung, wenn man als Ortsvektor dr den von dem
Massenpunkt in der infinitesimalen Zeit dt selbst durchlaufenen
Weg- einfiihrt, also dr =wvdt setzt. Dann wird

(67)

Dieser Ausdruck kann auf den friher gefundenen Ausdruck fir
die konvektive Beschleunigung [Ziff. 100 (65)]

mittels der Anwendung des Entwicklungssatzes auf v < (% v)
und der Identitat [Ziff. 80 (V)]

zurtckgefihrt werden.

§ 3. Spannungszustand.

193. Reduzierte Spannung. Wenn in einer Massenverteilung
ein Spannungszustand herrscht, so wirken auf ein beliebiges in-
neres Flachenelement nach dem Reaktionsprinzip von beiden
Seiten her entgegengesetzt gleiche Krafte. Denkt man sich aus der
Massenverteilung einen Teil herausgeschnitten, so wird ein ur-
sprunglich bestehendes Gleichgewicht gestdrt. Um es wiederherzu-
stellen, hat man an den Oberflachenelementen des herausgeschnit-
tenen Teiles Ersatzkrafte anzubringen, die den urspringlich von
dem weggenommenen Teil ausgehenden Kraften gleich sind. Die
auf ein Flachenelement wirkende Kraft heilt Spannung; die
auf die Flacheneinheit bezogene Spannung wird reduzierte
Spannung genannt und mit b bezeichnet.

194. Gleichgewicht eines Spanmingszustandes. Auf einen be-
liebig herausgeschnittenen Koérper wirken die Spannungen nur an
der Oberflache. Im Innern verschwinden sie nach dem Reaktions-
prinzip; ebenso soll ihr Moment verschwinden. Aufer den Span-
nungen konnen Massenkrafte vorhanden sein, die, bezogen
auf die Masseneinheit, mit K bezeichnet werden. Die Dichte des
Korpers sei 0. Dann sind die Gleichgewichtsbedingungen:

Jpdo + foKdt = 6 (Schwerpunktsatz) (684a)
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und:
Ir x pdo +_fgr x Kdt = 0 (Flachensatz). (68b)

Dividiert man die Gleichung (68a) durch die Oberflache _fdo

des herausgeschnittenen Korpers und laRt hierauf Volumen und
Oberflache des Korpers gegen Null konvergieren, so erhalt man:

Der zweite Grenzwert verschwindet identisch, da der Zahler von
héherer Ordnung Null wird als der Nenner, vorausgesetzt, dal oK
im Integrationsbereich endlich ist. Folglich muB

sein; es mulR der Zahler von hoherer Ordnung verschwinden als
der Nenner. Sein Verschwinden rihrt also nicht allein von dem
Verschwinden der Oberflache her, sondern auch davon, daR die
an einem genugend kleinen Korper angreifenden
Spannungen ein Gleichgewichtssystem bilden.

Der analoge SchluR 1aRt sich fur die Momente der Spannungen
aus (68b) herleiten.

195. Gleichgewicht am Tetraeder. Um die Gleichgewichtsbe-
dingungen in der Umgebung eines Punktes zu finden, soll ein
kleines Tetraeder abgegrenzt werden, von dem drei Seitenflachen
in die Ebenen eines rechtwinkligen Koordinatensystems fallen und
die vierte Seite im ersten Oktanten liegt. Dann sind die Span-
nungen, die an den vier Tetraederseiten von auf’en angreifen, im
Gleichgewicht. Oder: die an der vierten Seite angreifende Span-
nung ist die Resultierende der drei Ersatzkrafte, die nach Weg-
nahme des Tetraeders an den Koordinatenebenen angreifen:

pndo = pido cosa + pjdo cos B -+ pkiodo cos y. (69)

Mit do ist der Flacheninhalt der vierten Seite bezeichnet; do cosq,
do cosB, do cosy sind die Flacheninhalte der drei anderen Seiten,
wenn a, B, y die Richtungswinkel der &uferen Normalen tt der
vierten Seite bedeuten. pn ist die reduzierte Spannung, die von
auBen her an der vierten Seite des Tetraeders angreift; pi, pj, pk
sind die reduzierten Spannungen, die nach Wegnahme des Tetra-
eders an den Koordinatenebenen angebracht werden muissen. Bei
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allen vier Spannungen gibt der Index n,i, |, k die Richtung der-
jenigen Normalen an, die nach dem jedesmal weggenommenen
Teil weist.

Die aus (69) folgende Gleichung

pn = pi cos o + pjcos B + pk cosy (70)

gibt, wenn das Volumen des Tetraeders gegen Null geht, eine Be-
ziehung zwischen den reduzierten Spannungen an den Koordi-
natenebenen und an einer beliebigen vierten Ebene durch den Ko-
ordinatenanfang. (70) kann in die Form:

pn=(icosa + jcosl + kcosy)-(ipi+ jpj+ kpk) (71)
gesetzt werden. Auf der rechten Seite ist der erste Faktor
iicosa + jcosB + kcosy =n (72)

der Einheitsvektor der Normalen der beliebig gewahlten Ebene.
Der zweite Faktor
ipi+ jpj+ kpk =0 (73)
ist eine Dyade und soll als Spannungsdyade bezeichnet
werden. Mithin wird die an einer beliebigen Ebene an-
greifende reduzierte Spannung
pn= n-a. (74)
Die Beziehung zwischen der Stellung einer Ebene
und der an ihr angreifenden reduzierten Span-
nung wird durch eine lineare Vektorfunktion ver-
mittel t.
196. Gleicligewichtsbedingungen im Spannungsfeld. Bei Ein-
fuhrung der Spannungsdyade folgt aus (68a):

Jokdt + [dv-o=0

Hierbei bedeutet ¢ eine von Punkt zu Punkt verdnderliche Span-
nungsdyade. Anwendung des Gauld sehen Integralsatzes auf das
zweite Integral ergibt:

IQKdHI -adt = 0.
Da diese Gleichung fiur beliebig begrenzte Volumina gilt, ist
oK+ -o=0. (75)

Das ist die Gleichgewichtsbedingung zwischen den
auBeren Kraften und den inneren Spannungen in
irgendeinem Punkt eines Spannungsfeldes.
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FiOhrt man die Spannungsdyade auch in (68b) ein, so folgt

Igrx Kdt + er(do-c) =0
oder
Igrx Kdt — Ido- (xr=o0.

Nach dem Gauf3schen Satz [Ziff. 84 (3I')] wird
fgrx Kdt - f ‘(0 ><r)dt=0.
Aus dieser Gleichung folgt wie oben:
or x K— - (oxr=0. (76)
Das ist die Gleichgewichtsbedingung zwischen den Momenten der
auBeren Krafte und der inneren Spannungen. In dem zweiten

Glied dieser Gleichung bezieht sich die Differentiation auf beide
Faktoren. Es wird

Nach (75) reduziert sich diese Gleichung auf

oder nach [Ziff. 163 (119)]

ox =10 )
Das ist aber nach ziff. 139 die Bedingung dafiir, dal} die Span-
nungsdyade ¢ symmetrisch ist.

Die zweite Gleichgewichtsbedingung (76) reduziert sich also auf
die Bedingung der Symmetrie der Spannungsdyade und ist keine
Bedingung zwischen den &uBeren Kréaften und inneren Spannun-
gen, wenn die erste Gleichgewichtsbedingung erfullt ist.

197. Formeln fur rechtwinklige Koordinaten. Die Spannungs-
dvade o soll, bezogen auf ein Dreibein, in der Form

o = iiox + jjoy + kkoz
+ jktyz + kjzy + kitzx+ iktxz+ ijixy + jityx  (78)
angesetzt werden. Wegen (77) ist
TYZ=Tyz TZX=XZ Xy =TyX

Um die Bedeutung der Spannungskoeffizienten, d. h.
der Mal3zahlen der Spannungsdyade o, zu erkennen, bildet man die
reduzierten Spannungen fur Flachenelemente, die den Koordir.aten-
ebenen angehdren. Nach (73) und (78) ist:

Pl —1-0 =iox +jiy +ku
pj =j-o iy +joy + ktyz (79)
pk—=Kk-o = itzx,+jtzy + koz
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Jede dieser drei reduzierten Spannungen ist in drei Komponenten
zerlegt, von denen eine normal und zwei tangential sind, ox, gy, 0z
sind die reduzierten Normalspannungen (Zug oder Druck)
zu den Ebenen des Koordinatensystems. Die sechs Grolen tyz, tzy,
zX, ™XZ, XY, TyX, sind reduzierte Schubspannungen; sie liegen
in einer Ebene, deren Stellung durch den ersten Index gekenn-
zeichnet ist, wahrend der zweite Index ihre Richtung gibt. Aller-
dings ist wegen der Symmetrie der Spannungsdyade und der dar-
aus folgenden Gleichheit je zweier Schubspannungskoeffizienten
die Reihenfolge der Indizes unwesentlich.

Es soll jetzt die zu einer beliebig gerichteten Ebene gehdrige
reduzierte Spannung (74)

p=n-g (80)
in Komponenten in Richtung der drei Koordinatenachsen zerlegt
werden in der Form:

p=ipXx +jpy + kpz
Aus (78) liest man folgende Formeln ab:
pX = n-.g-i = 0X COS 0 + TyX COSR + Tzx cosy;
py=n-0j =1Xy cosd + oy cos R + 1zy COS Y, (81)
pz =n-o-k=1mz cosa + Tyz cosi + 0z cos y.
Diese Gleichungen (81) werden als Cauchysche Gleichun-
gen bezeichnet.

Aus diesen Gleichungen ergeben sich auch sofort die Grenz-
bedingungen. An der Grenze des von der Massenverteilung
erfullten Gebietes wird die Spannung p durch eine &uRRere Flachen-
kraft 3 ersetzt.

Die Gleichgewichtsbedingung (75) zwischen den Mas-
senkraften und den Spannungen in einem inneren Punkt zerfallt
in folgende drei skalare Gleichungen:

(82)

198. Spannungsflachen. Die Tensorflachen der Spannungsdyade ¢
2F=r.0-r = const (83)
oder in rechtwinkligen Koordinaten

2F= 0xx2 + oyy2 + 0zz2 + 21xy,Xyv + 21XzZXZ + 21yzyz = const
Lagally, Vektorrechnung. 17
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werden als Spannungsflachen bezeichnet. Nach den Eigen-
schaften der Tensorflachen ist
gradF=rg¢
oder wenn man den Einheitsvektor des Ortsvektors mit n be-
zeichnet, also r = rn setzt:
gradi'"=rn-0c=rp. (84)

Greift man aus den Spannungsflachen eine beliebige heraus, so
gibt ihre Normalenrichtung in jedem Punkt die Richtung der
Spannung, die an einem Flachenelement angreift, das auf dem zu-
gehorigen Ortsvektor senkrecht steht. Die Normalkomponente
dieser Spannung ist

also umgekehrt proportional dem Quadrat des Betrags des Ortsvektors
Schneidet man das Feld der Spannungsflachen durch eine Ein
heitskugel vom selben Mittelpunkt, so ist in den Punkten diesei

Kugel nach (84) grad F= p.

Der Gradient des Feldes in einem Punkt der Einheitskugel ist also
gleich der Spannung, die an einer Ebene angreift, welche auf dem
Ortsvektor senkrecht steht. —
Die Spannungsfldche einer isotropen Spannung, wie sie z.B. als
isotroper Druck bei idealen Flissigkeiten auftritt, ist eine Kugel.
199. Hauptspannungen. Bezieht man die Spannungsflachen au
ihre Hauptachsen, so wird ihre Gleichung

2F=01x2 +02y2+03z2= const;

0l, 62, 03 heillen die Hauptspannungen. Die zu den Koordi-

natenebenen gehodrigen Schubspannungen verschwinden. Es gibt

also drei ausgezeichnete, zueinander senkrechte

Stellungen eines Flachenelements, fur die die re-

duzierte Spannung eine reine Normalspannung

wird.

200. Lamésches Spannnngsellipsoid. Die zu allen Stellungen

eines Flachenelements gehdrigen reduzierten Spannungen
p=n-c

sind die Ortsvektoren des Malellipsoids der Spannungsdyade.

Dieses wird L.amésches Spannungsellipsoid genannt. Aus
n=p-o0—I

und
n-n=1
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folgt als Gleichung des Lame sehen Ellipsoids:
p .0-2: p==1 (85)

Nach einer (Ziff. 147) aufgestellten Beziehung zwischen Einheits-
kugel und MaRellipsoid entspricht einem Einheitsvektor n eine
Spannung p, deren Betrag gleich dem Mittelpunktsabstand der-
jenigen Tangentialebene des Lame sehen Ellipsoids ist, die auf n
senkrecht steht; oder: der Betrag der reduzierten Span-
nung, die an einem Flachenelement angreift, ist
gleich der Lange des
Lotes auf die par-
allele Tangential-
ebene desLam eschen
Ellipsoids (Fig. 72).

201. Spannung8richt-
flachen. Die reziproken
Tensorflachen der Span-
nungsdyade ¢ heil3en
Spannungsrichtfla-
chen. Setzt man

r-c=rp=p, (86)
so wird ihre Gleichung

2F=p"'-o-1-p'=const. .
) Fig. 72.
Der Ortsvektor p' hat die

Richtung der Spannung p, unterscheidet sich im allgemeinen aber
durch den Betrag. Der Gradient des Feldes der Spannungsricht-
flachen ist

! grad F=p"o-1=r,
gibt also die Stellung des Flachenelements, an dem die Spannung
angreift.

Die Richtung der Spannung, die an einem zu einer Tangential-
ebene einer Spannungsrichtflache parallelen Flachenelement an-
greift, wird durch den nach dem Berthrpunkt fihrenden Orts-
vektor bestimmt.

202. Cauehysches Spannungsellipsoid. Das reziproke MaR
ellipsoid der Spannungsdyade ¢ wird erhalten, indem man die Ein
heitskugel

p'-p'=l
r2p-p=1 (87)
17*

oder
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mittels (86) transformiert. Seine Gleichung ist

r-o2r=1, (88)
es wird als Cauchysches Spannungsellipsoid be-
zeichnet. Nach (87) ist der Betrag der Spannung, die an einem
Flachenelement angreift, umgekehrt proportional dem Betrag des-
jenigen Ortsvektors des Cauchyschen Spannungsellipsoids, der
auf dem Flachenelement senkrecht steht.

84 Elastische Spannungen.

203. Hookesches Gesetz.  Wenn ein Volumenelement eine
elastische Deformation erféhrt, bestehen zwischen den Koeffizienten
der Deformationsdyade ¢ und den Koeffizienten der Spannungs-
dyade o lineare Beziehungen. Das ist die Aussage des Hooke-
schen Gesetzes in allgemeinster Form.

Es soll nun ein isotropes Medium vorausgesetzt werden. In
einem solchen fallen die Hauptdehnungsrichtungen mit den Haupt-
spannungsrichtungen zusammen, und die durch gleich grof3e redu-
zierte Spannungen hervorgebrachten Verzerrungen sind gleich groR3.

Eine reduzierte Hauptspannung ov (v=1, 2, 3) bringt eine redu-

zierte Dehnung von der GroRe hervor. E ist eine von der Rich-

tung unabhdngige Materialkonstante und heilit Elastizitats-
modul. Die Dehnung ist begleitet von einer Querkontraktion,
d. i. einer negativen Dehnung in jeder zur Hauptrichtung senk-
rechten Richtung von der GroRe hier ist ¥ das Verhéltnis
der Querkontraktion zur Dehnung und heifit Poissonsche Kon-
stante.

Es soll nun ein Quader betrachtet werden, der in Richtung der
Hauptspannungen orientiert ist. Die Einheitsvektoren in Richtung
der Hauptspannungen sollen i1, i2, i3 heillen. Die reduzierte Haupt-
spannung ¢! bringt in den Richtungen i1,i2,i3 die reduzierten Deh-
nungen

hervor. Ahnlich die beiden anderen Hauptspannungen.

In der Richtung i, treten neben der Dehnung die Querkon-

traktionen und auf. lhre Summe gibt die Haupt-
dilatation €l in Richtung tlt
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oder:

Ahnlich € und &3,
Bei Zugrundelegung des eingefuhrten Koordinatensystems ist
die Deformationsdyade

e= ¢lilil, + €2i2i2 + €3i3i3
die Spannungsdyade

o= olilil, + 62i2i2 + 03i3i3
Ihre ersten Invarianten sind:

el=¢l +e2 + €3,

ol =0l +02 + 03,
Mithin wird

(89)

und zwischen den beiden Dyaden € und ¢ besteht der Zusammenhang
(90)

Diese Gleichung gibt das Hookesche Gesetz fiur isotrope
Medien in der eingangs formulierten Auffassung.

Aus (90) folgt ein linearer Zusammenhang zwischen den ersten
Invarianten ¢! und ol

(91)

Die Gleichung (90) &Rt sich also in die Form

bringen und nach ¢ auflésen; man erhalt dann das Hookesehe
Gesetz in der Form:

oder kurzer:
0 = 2pe + 2¢lA, (92)

wenn man die Lameéschen Konstanten

einfahrt.
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204. Hookesches Gesetz fur rechtwinklige Koordinaten. Be-
zieht man in einem elastischen Spannungsfeld die Umgebung
eines Punktes P auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinaten-
system mit dem Scheitel in P, so besteht zwischen den Spannungs-
und den Deformationskoeffizienten nach dem Hookeschen Ge-
setz (90) bzw. (92) folgender Zusammenhang:

(933)

OX= 2ueX + A(ex + &y + €2);

(93b)
TXY-= 2JyXy USW.

205. Virtuelle Forméanderungsarbeit. Die Punkte einer kon-
tinuierlichen Massenverteilung im Gleichgewichtszustand sollen
durch einen Ortsvektor r festgelegt werden. Erfahrt jeder Punkt
der Massenverteilung unter der Wirkung auBerer Krafte eine Ver-
rickung P, so tritt eine Deformation ein, die vom Auftreten eines
Spannungszustandes begleitet ist. Die auftretenden Spannungen
halten den &uReren Kréaften das Gleichgewicht. Wird der Span-
nungszustand als elastisch vorausgesetzt, so gilt das Hookesche
Gesetz.

Es soll nun eine zweite virtuelle Verrickung 0b vorgenommen
werden und die Arbeit der duBeren Krafte, also der Massen-
krafte oK und der auf die Begrenzung wirkenden Oberflachen-
krafte B=p unter der Voraussetzung berechnet werden, daf3
die Spannungen ungeéndert bleiben. Diese Arbeit ist

OA= j@K-évé + Ip - dvdo.
Das zweite Integral wird bei Einfihrung der Spannungsdyade o
Ip-évdo = fn -0+ dvdo =Id0 0 OV.

FiOhrt man das Oberflachenintegral mittels des Gauf3 sehen Inte-
gralsatzes in ein Raumintegral Uber, so erhadlt man fir die Arbeit
den Ausdruck

3A= JooK-dvdT+ [~ (0-8v)dt

und durch Ausfiihrung- der Differentiation
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Nach ziff. 196 (75) verschwindet die Summe der beiden ersten Inte-
grale. In dem letzten Integral wird nach ziff. 163 (116)

gesetzt. Mithin wird

An Stelle der Verzerrungsdyade v kann ihr symmetrischer Teil,
die Deformationsdyade ¢, eingefiihrt werden, weil das doppelte
skalare Produkt aus einer symmetrischen und einer antisymme-
trischen Dvade identisch verschwindet [Ziff. 161 (11)1. Also wird

3A = [3¢ .- adt (94)
oder

5A =3 Je-- odt (95)
die bei der virtuellen Verrickung < geleisteten
Formanderungsarbeit. Dabei ist ¢ als konstant zu betrachten.

206. Wirkliche Formanderungsarbeit bei elastischem Span-

nungszustand. Die bei einer wirklichen Verriickung von den
auBeren Kraften geleistete Forméanderungsarbeit unterscheidet
sich von der virtuellen Formanderungsarbeit dadurch, daR die
Spannungen wéahrend der Verrickung nicht konstant bleiben, son-
dern Funktionen der eintretenden Verzerrungen sind. Es ist also
bei wirklichen Verriickungen nicht zulassig, in (94)

5A = [o¢ - - odt

das Variationszeichen 6 vor das Integral zu setzen, wie das bei
konstantem ¢ erlaubt ist.
Nach dem Ho o k e sehen Gesetz (92) wird

SA= [5¢. {2pe- -Aell}dt.
Um das Integral umzuformen, bemerkt man, dafi
0t £e=%0( ¢
und
ist. Damit wird

o€-- 1= (0¢)l= del

oder

Bisher wurde nur die Formanderungsarbeit dA bei einer kleinen
Verzerrung betrachtet. Die gesamte von den duBeren Kréaften ge-
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leistete Forménderungsarbeit, ausgehend vom spannungslosen Zu-
stand bis zum betrachteten Spannungszustand, also die ganze in
dem Korper aufgehdufte Spannungsenergie ist

(96 a)

Dieser in ¢ quadratische Ausdruck kann mit Hilfe des Hooke-
sehen Gesetzes umgeformt werden, und zwar in doppelter Weise.
Ersetzt man nur einen Faktor ¢ durch ¢, indem man nach dem
Hookeschen Gesetz (92)

einfuhrt, so kommt

oder (man bemerke das Auftreten des Faktors % im Gegensatz
zu (94)!
GHh A=Y[c-gdr. (96)

Ersetzt man auch den zwreiten Faktor ¢ durch g, so ergibt sich

oder
(96 b)

In (96a) und (96b) lassen sich noch die Invarianten nach Ziff. 162
(115) auf die Fundamentalinvarianten reduzieren; dann ergeben
sich folgende Ausdricke fir die Spannungsenergie :

A J e+ 2p) el2— 2pen)dT, (97 a)

(97b)

207. Elastisches Potential. Die nach (96" in der Volumeinheit
enthaltene Spannungsenergie

M= %0o--¢ (98)

wird als elastisches Potential bezeichnet. Da bei elasti-
schem Spannungszustand das Hookesche Gesetz gilt, kann das
elastische Potential entweder als Funktion der
Snannunersdvade allein oder als Funktion der De-
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formationsdyade allein aufgefal3t werden; nach
(96b) bzw. (96a) wird

(99 a)
(99 b)

Bei einer Variation des elastischen Spannungszustandes tritt eine
Anderung des elastischen Potentials ein:

olN=%-[dc--e+ac--d¢].

Man kann zeigen, daB die beiden auf der rechten Seite auftreten-
den Summanden einander gleich sind. In der Tat ist nach dem
Hookeschen Gesetz (92)

also o0--€=0-- 0L
Infolgedessen gelten fiir die Anderung des elastischen Potentials
fole-ende beiden Ausdrucke:
oM =¢g--o0; (100a)
dM=g¢- d¢ (100b)
Wird das elastische Potential als Funktion der
Spannungsdyade betrachtet, so erlaubt (100a) die Berech-
nung der zugehoérigen Deform ationsdyade durch einen
Differentiationsprozef3. Ebenso erhdlt man nach (100b),
wenn das elastische Potential als Funktion der De-
form ationsdyade betrachtet wird, die zugehorige Span-
nungsdyade durch einen Differentiationsprozel3.
208. Elastisches Potential fr rechtwinklige Koordinaten. Be-
zieht man Spannungs- und Deformationsdyade auf ein Dreibein, so
nehmen die Ausdricke (98) und (99a, b) fir das elastische Po-
tential folgende Gestalt an:

M= % [oxex+ oyey + 0zez + 2TXYyxXy + 21xzyxz + 2tyzyyz], (101)

(101a)

(101b)



Fur die Berechnung der reduzierten Spannungen
bzw. der Dilatationen und Ausweitungen ergeben sich
nach (100a, b) aus (101a, b) die Formeln:

(102 a)
(102b)

Diese Gleichungen stimmen nach Ausfuhrung der Differentiationen
mit (934, b) Uberein.



Kapitel 6. Transformationstheorie.

§ 1. Transformation der Basis und der Mafzahlen.

209. Ziel der Untersuchung. Bei den bisherigen Untersuchungen
stand die gerichtete Strecke als Bild des Vektors im Mittelpunkt;
unbeschadet der Erkenntnis, dal} ein tiefer liegender Begriff, ndm-
lich der Vektor als Gedankending, als Zahl héherer Art dahinter
steht, und dal} die in der Vektorrechnung auftretenden Verknup-
fungen gerichteter Strecken nur die geometrischen Bilder von
Operationen mit Zahlen héherer Art sind. Diese geometrische Auf-
fassung erwies sich in allen behandelten Fallen als hinreichend
fur die Entscheidung dariiber, ob eine geometrische oder physika-
lische GrolRe Vektorcharakter besitzt oder nicht.

Die Zerlegung eines Vektors in Komponenten wurde verwendet
einerseits zum Ubergang von der formalen Vektorrechnung zur
skalaren Rechnung in Koordinaten, anderseits gelegentlich zur
Fihrung von Beweisen von Satzen der Vektorrechnung mittels ska-
larer Operationen. Die Definition der gerichteten Strecke als geo-
metrisches Objekt und ihre Unabhéngigkeit vom Koordinaten-
system liel} es angezeigt erscheinen, letzteres moglichst einfach zu
wahlen, d. h. entweder unter Benltzung von Strecken und Rich-
tungen der Figur selbst, oder als rechtwinkliges Koordinaten-
system von gleichen MaRstédben. Trotz der Erkenntnis der Mog-
lichkeit, jeden Vektor auf eine beliebige Basis zu beziehen, wurde
von dieser Mdglichkeit kaum je Gebrauch gemacht.

In diesem Kapitel werden nun die Vektoren grundsétzlich auf
eine beliebige Basis bezogen und das Verhalten der Malzahlen
beim Ubergang zu einer anderen Basis untersucht. Diese Unter-
suchung erweist sich als &ullerst fruchtbar; sie fuhrt zu einer
endgultigen analytischen Klarstellung des Vek-
torbegriffs. Zwischen einer gegebenen Transfor-
mation der Basis und der hierdurch bedingten
Transformation der Mal3zahlen eines Vektors
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wird ein Zusammenhang erkannt, der fur die Vek-
toren charakteristisch ist.

Die Transformationstheorie der Vektoren fuhrt Uberdies zu der
Mdoglichkeit einer Erweiterung des Vektorbegriffs
und zur Definition von Vektoren, die im Raum unserer Anschau-
ung, dem Euklidischen Raum, im allgemeinen kein geo-
metrisches Bild besitzen. Von dieser Mdglichkeit einer Erweite-
rung ist im folgenden nur in ziemlich engen Grenzen Gebrauch
gemacht; im nachsten Kapitel wird der Vektorbegriff und die Vek-
torrechnung fir krumme Flachen und Riemannsche
Raume entwickelt, jene gedachten R&ume, welche zwar in der
Umgebung eines jeden Punktes, aber nicht in endlichen Gebieten
eine Euklidische Metrik besitzen.

210. Einfuhrung einer neuen Basis. Ein Vektor r, den man sich
etwa als Ortsvektor vorstellen mag, sei auf eine Basis mit den Grund-
vektoren el, €2, e3 bezogen. Seine Mafzahlen seien x1,x2,x3; dabei sind
1,2,3 Indizes, die aus Grinden, die wir spéter (Ziff. 221) angeben, als
obere Indizes geschrieben werden. Der Vektor r hat also die Gestalt

1)

Nun soll eine neue Basis eingefuhrt werden; der Vektor
nimmt dann die Gestalt

2

an; sind die neuen Koordinaten seines End-
punktes und sollen, wenn gegeben sind, berech-
net werden.

Da nicht komnlanar sein durfen, lassen sich zunéchst
die alten Grundvektoren e1, e2, e3 linear durch sie ausdricken
unter Verwendung von 9 Koeffizienten cik, die mit einem unteren
und einem oberen Index (i, k= 1,2,3) geschrieben werden sollen:

®3)

Die Koeffizienten e* sind die Koordinaten der Endpunkte der
Vektoren e, in dem neuen System; ihre Determinante
w U3
c= & @2
VA B
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ist von Null verschieden, da ihr Verschwinden eine lineare Be-
ziehung zwischen el, €2, €3 zur Folge hatte.
Durch Einfuhren von (3) in (1) nimmt r folgende Gestalt an:

somit wird nach (2)

(i, k) = (1, 2, 3). (4)

Die neuen Koordinaten gehen aus den urspriinglichen durch
eine lineare Transformation (4) hervor; die Transformation (4)
heildt zur Transformation (3) transponiert; im Schema der
Koeffizienten sind Zeilen und Spalten vertauscht.

Da die Transformationsdeterminante ¢ nicht verschwindet, sind
die Gleichungen (3) und (4) nach el,e2,e3 bzw. x1, x28 aufltsbar.
Bezeichnet man (vgl. Ziff. 136) den reduzierten, d. h. mitder Deter-
minante ¢ selbst dividierten Minor eines Elements ci in ¢ mitckij
also etwa

usw.,

so gelten nach bekannten Satzen Uber adjungierte Determinanten
folgende Beziehungen

Usw.,
allgemein:

(i K). ©)

Die Determinante der reduzierten Minoren soll mit ¢ bezeichnet
werden:

aus (5) folgt sofort nach dem Multiplikationssatz der Determi-
nanten:

(6)

O O
o — O
— O O
I
-
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Jetzt 1aRt sich die Auflésung der Gleichungen (3) sofort aus-
fuhren; multipliziert man sie der Reihe nach mit unc
summiert, so ergibt sich

adhnlich  und Die Auflésung von (3) geschieht durch die zu (3)
inverse Transformation:

(i, k)= (1,2, 3). (7)

Ebenso geschieht die Auflésung von (4) durch die zu (4) inverse
und zu (7) transponierte Transformation:

(i,k)=(1,2, 3). (8)

211. Kogredienz und Kontragredienz. Die Zusammenstellung
der Transformationsformeln ergibt

(9a)
(9b)

Man bezeichnet die Transformation (9b), welche die Ko-
ordinaten ineinander Uberfuhrt, als kontragredient zu der
Transformation (9a), welche die Grundvektoren ineinander Uber-
fihrt. Die zu einer gegebenen Transformation kontragrediente ist
also invers zur transponierten Transformation. Man nennt auch
die GrofRensysteme der Koordinaten und der Grundvektoren
selbst zueinander kontragredient.

Allgemein nennt man jedes GroéRensystem, das durch dieselben
Formeln wie die Grundvektoren transformiert wird, zu ihnen ko-
gredient, wahrend jedes GroRensystem, das wie die Koordina-
ten transformiert wird, zu den Koordinaten kogredient und zu
den Einheitsvektoren kontragredient heilst. Kontragredienz
ist eine gegenseitige Eigenschaft; Kogredienz und Kontragredienz
sind Begriffe, die erst bei Angabe eines Bezugssystems Sinn erhalten.

Um nicht immer ein Bezugssystem angeben zu missen, bezeich-
net man zu den Grundvektoren kogrediente GrolRen kurz als ko-
variant, zu den Grundvektoren kontragrediente GrofRen kurz
als kontravariant.
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Es ist gebrauchlich, kogrediente GroRen durch gleiche Stellung
der Indizes zu kennzeichnen, kontragrediente durch entgegenge-
setzte Stellung der Indizes; und zwar Grundvektoren
und kovariante GrofRen durch untere Indizes, Ko-
ordinaten und kontravariante GrdRRen durch obere
Indizes.

Diese Regel hat bereits Anwendung gefunden bei Einfiihrung der
Grundvektoren el, €2, 3 und der MaRzahlen xl, x2, x3. Man bemerkt,
daR der Vektor r in der Gestalt (1)

als eine Summe von Produkten entsprechender Ele-
mente zweier zueinander kontragredienter Grof3en-
systeme erscheint.

Was die Stellung der Indizes in den GroRen c* betrifft, so mag,
vorbehaltlich genauerer Begriindung, folgende Bemerkung gentigen:
in allen bisher aufgetretenen Summen kommt der (variable) Sum-
mationsindex in jedem der zu summierenden Glieder in zwei Fak-
toren vor, und zwar einmal an unterer, einmal an oberer Stelle.

212. Koordinatentransformation und affine Abbildung. Die
den Transformationsformeln (9a) und (9b) zugrundeliegende Auf-
fassung soll noch einmal ausgesprochen werden. Der Raum, in dem
die durch ihre Koordinaten gegebenen Punkte liegen, ist starr, und
die gegebenen Punkte sind feste Punkte des Raumes. lhre Lage
wird durch die Koordinatentransformation nicht gedndert; die
Ortsvektoren sind geometrisch invariante Groéf3en.

Geéandert wird das Koordinatensystem und zwar sowohl bezig-
lich der Richtung der Achsen als auch der Malstdbe auf den Ach-
sen. Dabei andern sich die Koordinaten von (im allgemeinen)
samtlichen im Endlichen gelegenen Punkten mit Ausnahme des fest-
bleibenden Anfangspunktes. Aus den Transformationsformeln ist
ersichtlich, daB es (mit gewissen Einschréankungen) mdglich ist,
die Koordinaten dreier beliebig gewéahlter Punkte im neuen System
beliebig vorzuschreiben. Dann bestimmen sich die cic durch Auf-
16sung von 9 unhomogenen linearen Gleichungen, und damit die
neue Basis.

Die geometrisch invarianten Ortsvektoren werden
durch analytisch invariante Ausdrucke dargestellt:
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(1. h. durch Ausdriicke, deren Aufbau durch die Transformation
nicht zerstort wird, wéhrend die in ihnen auftretenden GroRen sich
in der durch die Transformation bestimmten Weise dndern.

Wenn man sich auf die Transformationsformeln (9b) fur die Ko-
ordinaten beschrankt und die transformierten Koordinaten in dem
urspringlichen Koordinatensystem auftrdgt, so erhalt man eine
affine Abbildung des Raumes. Jetzt kann man drei gegebenen
Punkten drei beliebig gewahlte Bildpunkte zuordnen, wahrend der
Anfangspunkt fest bleibt. Geometrische Beziehungen zwischen
Punkten, welche durch affine Abbildungen nicht zerstért werden,
also affininvariant sind, finden ihren Ausdruck in (skalaren)
Gleichungen, deren Aufbau durch die Transformation (9b) der Ko-
ordinaten nicht zerstért wird. — Auch die Transformationsformeln
(9a) fur die Grundvektoren allein fiihren, wenn man die Koordi-
naten festhalt, zur affinen Abbildung, und zwar in einer Form, die
der Darstellung mittels Dyaden eng verwandt ist.

Die Gesamtheit der Koordinatentransformationen und ebenso die
der affinen Abbildungen des Raumes bilden eine Gruppe.

213. Gruppe der Drehungen und Spiegelungen. In der Gruppe
der Koordinatentransformationen nimmt die Untergruppe der
Drehungen und Spiegelungen des Koordinaten-
systems eine ausgezeichnete Stellung ein; sie ist unter der
einschrankenden Voraussetzung rechtwinkliger Ko-
ordinatensysteme mit gleichen Mal3staben fur alle
3 Achsen in ziff. 9 bereits untersucht worden. Die Koordinaten
werden in diesem Fall durch dieselben Formeln transformiert wie
die Einheitsvektoren, und zwar durch eine orthogonale Trans-
formation. In unserer jetzigen Bezeichnung ist

der Unterschied zwischen Kogredienz und Kontra-
gredienz ist verschwunden.

Aus den Formeln ziff. 211 (9a, b) gehen die spezielleren Formeln
Ziff. 9 (23 a, b) fur Drehung und Spiegelung des Koordinatensystems
hervor. Bezeichnet man mit

einen Vektor, bezogen auf 2 Dreibeine i1, i2, i3und und mit
apt die 9 Richtungswinkel der Achsen der beiden Dreibeine gegen-
einander, so lassen sich diese Formeln folgendermaflen zusammen-
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fassen:

Zwischen einer Koordinatentransformation und der nach der
vorigen Ziffer zugeordneten affinen Abbildung besteht fir die
Gruppe der Drehungen und Spiegelungen ein einfacher geometri-
scher Zusammenhang. Bei einer Drehung des Koordinatensystems
bestimmt zunéchst jeder feste Punkt des Raumes in jedem der
beiden Koordinatensysteme ein Prisma, dessen Kanten die MaR-
zahlen X1, x2, x3 bzw. haben. Will man nun die Uber-
strichenen Koordinaten in das urspriingliche System eintragen, so
kann das in der Weise geschehen, dafl man die Drehung des Ko-
ordinatensystems riickgangig macht, dabei aber das zweite Prisma
und den ganzen Raum mitnimmt. Die Gleichungen (9b) vermitteln
dann eine Drehung des Raumes als Sonderfall der
affinen Abbildung. Ahnlich kann man aus einer Spiegelung
des Koordinatensystems eine Spiegelung des Raumes als
Sonderfall der affinen Abbildung herleiten.

Drehung und Spiegelung des Raumes wird bei Ver-
wendung eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit gleichen
Malistdben durch eine orthogonale Transformation geleistet unter
Aufhebung des Unterschieds zwischen Kogredienz und Kontra-
gredienz. Dieser Satz begriindet die bevorzugte Stellung der recht-
winkligen Koordinatensysteme und die Einfachheit des Rechnens
mit ihnen in der metrischen Geometrie.

§ 2. Bildung von Invarianten.

214. Einfiihrung: der reziproken Basis. Die Transformations-
theorie der Vektoren zeitigt weittragende Ergebnisse, wenn man
neben der gegebenen (kovarianten) Basis el, €2, €3 noch die rezi-
proke Basis el, e2, e} einfuhrt. Die Bezeichnung der reziproken
Grundvektoren durch obere Indizes findet ihre Berechtigung in
dem fundamentalen Satz: Die Grundvektoren der rezi-
proken Basis sind zu denen der gegebenen Basis
kontragredient; sie bilden also ein kontravariantes GrofRen-
system. Dieser Satz wird in der nachsten Ziffer bewiesen.

Zunéchst sollen auf Grund der Ergebnisse von Ziff. 24, in wel-
cher die Eigenschaften reziproker Grundsysteme studiert wurden,

Lagally, Vektorrechnung. 18
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die wichtigsten Formeln fiir die reziproken Grundsysteme el, €2, e3
und el, e2,e3 in dieser neuen Bezeichnung- ang-efihrt werden.
Die Bedingung der Reziprozitat ist

gi--ek=0 fur (K (i,k=1 2, 3); (10a)

ei-ei=1 (i=1,2, 3). (10b)
Die Grundvektoren des einen Systems lassen sich aus denen des
anderen berechnen mittels der Formeln:

(Ha)
und
(Hb)

Zwischen den gemischten Produkten besteht die Beziehung
[ele2e3] [ele2e3] = 1. (12)
— Jeder auf die urspringliche Basis bezogene Vektor

mit den kontravarianten MaRzahlen x1,x2, x3 kann nun auf die
reziproke Basis bezogen werden. Setzt man den Satz von der Kon-
travarianz der reziproken Grundvektoren el, e2,e3 als bewiesen
voraus, so bilden die zugehdrigen MaRzahlen, als zu den reziproken
Grundvektoren kontragredient, ein kovariantes GrolRensystem; man
ist also berechtigt, sie durch untere Indizes zu kennzeichnen und
den Vektor r in die neue Gestalt

Zu setzenl).

215. Transformation reziproker Systeme. Es sollen jetzt die
beiden reziproken Systeme von Grundvektoren ei und ei durch ge-
eignete Transformationen in zwei neue Systeme von Grundvek-
toren und transformiert werden, die wieder zueinander reziprok

sind. Der Vektor
(13)

soll durch diese Transformationen in die Formen

1) Vielfach werden kontravariante und kovariante VVektoren unterschieden.
Diese Bezeichnung und Unterscheidung ist irrefiihrend. Jeder Vektor kann
nach Wahl so geschrieben werden, dall seine Malzahlen kontravariant
oder kovariant sind. Siehe Hessenberg, 1 c. S. 307.
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Ubergefuhrt werden. Die Transformation fir die ei soll wie in (9)
durch

(14)
gegeben sein. Hieraus ergeben sich nach (9) die inverse Trans-
formation und die Transformation fiir die Koordinaten Xi.

Dann erhélt man die Transformationsformeln fir das reziproke
System ei, xi in folgender Weise. Multipliziert man den Vektor

skalar mit ei, so folgt
Xi==r-gi-. (15a)

(15b)

Ebenso ist

(15a) wird nach (14)

hieraus ergibt sich nach (15b) die endgultige Transformations-
formel

(16)

Es sind also in der Tat die Koordinaten xi- zu den Grundvek-
toren ei kogredient.

Aus (16) folgen in bekannter Weise die inverse Transforma-
tion und die Transformation fir die Grundvektoren ei, die also zu
den ¢, kontragredient sind.

Das vollstandige System der Transformations-
formeln, die in (9) bereits fur die Transformation eines Grund-
systems aufgestellt sind, ist also fir zwei reziproke Grundsysteme:

(17 a)

(17b)

In diesen Formeln sind die kovarianten, d.h. zu den Grund-
vektoren ei kogredienten GroéfRen durch untere Indizes be-
zeichnet, die ko ntravarianten, d. h. zu den e kontragre-
dienten GroRen durch obere Indizes.

Damit ist der fundamentale Satz Uber die Transformation rezi-
proker Grundsysteme vollstdndig bewiesen,

216. Ubergang von einer Basis zur reziproken. Zur wirklichen

Berechnung- der Grundvektoren der reziproken Basis sind die For-
18*
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mein (11a) ziemlich unbrauchbar; ebenso fehlen uns noch For-
meln, welche die kovarianten Malzahlen eines mit kontravarian-
ten Malizahlen gegebenen Vektors zu berechnen erlauben.

Wenn die Grundvektoren el, €2, e3 die Langen (Betrage) el, e2, e
haben und die Winkel 912, 813, 823 miteinander bilden, sind ihre
skalaren Produkte

ei-ei =ei2; ei- ek = eiek cosdik
de sollen abkirzend mit

ei- =gik=gki (i, k=, 2, 3) (18a)
bezeichnet werden. Die GroRen gii, gik bestimmen ihrerseits die
Gestalt des von den Grundvektoren gebildeten Dreikants. Damit
ist auch die Gestalt des Polardreikants bestimmt; man erkennt
also, daB die skalaren Produkte der reziproken Grundvektoren
durch die a/k bestimmt sind. Sie sollen mit

ei- ek =gik=gki i, k=lI, 2, 3) (18b)

bezeichnet werden; der Zusammenhang zwischen den GroéRen-
systemen gik und gik wird sich in Kirze ergeben.
Um die Gleichung
(19)

nach beiden Reihen von Mafzahlen aufzulésen, multipliziert man
sie skalar mit ek bzw. et und erhalt
(20a)

(20b)

Das System (20b) kann auch aus (20a) durch Auflésung nach den
Xi abgeleitet werden; man erkennt, dal} die gik die reduzierten
Minoren der Determinante der gik sind und umgekehrt. Es gelten
also die Beziehungen (vgl. Ziff. 136)

(fir % # 2);
(21)

Die gikund gik stehen in der gleichen Beziehung wie die ci und

in (5).

Durch Einsetzen von (20a, b) in (19) erhalt man auch den Zu-
sammenhang zwischen beiden Reihen von Grundvektoren in der
Form: (222)

(22b)
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Diese Formeln ersetzen die unter Verwendung von Vektorpro-
dukten geschriebenen Formeln (11) und sind fur die Anwendungen
geeigneter als jene. Die fur skalare und vektorielle GréfRen ganz
gleich gebauten Formelgruppen (20a, b) und (22a, b) erlauben
ganz allgemein den Ubergang von kovarianten GroRen
zu kontravarianten und umgekehrt oder, wie man
haufig unter Betonung einer zwar unwesentlichen, aber charakte-
ristischen AuRerlichkeit sagt, das Heben und Senken eines
Index.

217. Metrische Fundamentalform. Die Einfuhrung der GroRen
gik und gik erlaubt, skalare Produkte von Vektoren bei Zugrunde-
legung einer allgemeinen Basis und der reziproken Basis zu be-
rechnen, und zwar in verschiedenen Gestalten.

Zunéchst soll das skalare Produkt eines Vektors

mit sich selbst berechnet werden. Mit kontravarianten MaRzahlen
erhalt man
r-r= > xiei- -y xk ek

= gli( X+ 2012( x2)2 + 2922( x2)2+ 2913 x1x3-+ LB 4!
oder

(23a)
Ebenso ist mit kovarianten Malizahlen

(23b)

Endlich erhalt man eine wichtige Gestalt des skalaren Produkts,
wenn man den einen Faktor mit kontravarianten, den andern mit
kovarianten Malizahlen ansetzt:

|
8
B

» zy>2 7y» I zy»3 7y>
e 1 Rt Xz!/vﬁ

oder
(23c)

Man bezeichnet die fur das skalare Produkt r-r =r? erhaltene
quadratische Form als metrische Fundamentalform; sie
ist in (23a, b, ¢) unter 3 verschiedenen Gestalten berechnet; gik
und gik heiBen ihre Koeffizienten oder die metrischen Funda-
mentalgrofilen.
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Bildet man jetzt das skalare Produkt zweier Vektoren

r ==5 Xxial,
s = yiei =3 vyiei,
so fuhrt der Ansatz

auf

(24a)
Ebenso erhélt man

(24b)
und

(24¢)

Fir r-s ergibt sich eine bilineare Form, die Polarform der
metrischen Fundamentalform, in 3 verschiedenen Ge-
stalten (24a, b, c).

Bezeichnet man den Winkel der beiden Vektoren r und § mit

J, SO ist
r-s=|r |s cos3d,
also

Waéhrend eine Lange durch die metrische Fundamentalform
selbst gegeben ist, erfordert die Berechnung eines Winkels noch
die Hinzunahme ihrer Polarform.

Alle Ausdrucke, die mittels der metrischen Fundamentalform
und ihrer Polarform gebildet werden konnen, sind metrische
Invarianten.

Man darf nicht Ubersehen, dall bei einer allgemeinen Trans-
formation des Koordinatensystems die gik, ihre Werte andern; das ist
geometrisch selbstversténdlich und der analytische Ausdruck der
Tatsache, dal3 das skalare Produkt nicht affin invariant ist. Nur
bei Drehungen und Spiegelungen des Koordinatensystems bleiben
die gik, unverandert. — Bei allgemeinen Transformationen
macht die gleichzeitige VVerwendung zweier rezipro-
ker Grundsysteme, also die Anwendung der Formeln (23c) und
(24c), von den gut frei.

218. Invarianter Ausdruck fur die Arbeit einer Kraft. Die ein-
fachste mechanische Anwendung des skalaren Produkts ist bekannt-
lich (ziff. 7) die Berechnung der Arbeit einer Kraft. Setzt man
den Vektor der Verschiebung des Angriffspunkts
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mit kontravarianten Mafzahlen, den Vektor der Kraft

mit kovarianten MafRzahlen an, so erhalt man fir die Arbeit den in-

varianten Ausdruck
(26)

Geometrisch kommt die Verwendung der reziproken Grundsysteme
auf eine Zerlegung der Kraft in drei Komponenten hinaus, deren
jede (z. B. ylel) auf zwei Verschiebungskomponenten (x2e2 und
z3e3) senkrecht steht, also nur bei Verschiebung in Richtung der
dritten Komponente (xlel) Arbeit leistet.

219. Invarianten. Die gemeinsame Behandlung der Transfor-
mation zweier reziproker Grundsysteme zeigt ganz allgemein den
Weg zur Aufstellung invarianter Ausdricke.

Bilden 3 Gr6fR3en ai ein kontravariantes, 3 GroRen R3i ein kovarian-
tes System, ganz gleichgiltig, ob von Skalaren oder Vektoren oder
auch extensiven GroRen hoherer Art, so ist eine In-

variante. Nach den Transformationsformeln (17)

ist namlich

oder wegen der Definition der  als reduzierte Minoren der Deter-
minante der ck [Ziff. 210 (5)]

(27)

— So wurde das skalare Produkt zweier Vektoren
r-s= >xiyi= > xiyi (28)

als Invariante erkannt: auch der Vektor selbst
r= > xiei= = xiti (29)

ist definitionsgemaR eine vom Koordinatensystem unabhéngige,
also invariante Grole.

220. Metrische Fundamentaldyade. In derselben Weise wie die
skalare Invariante (28) und die vektorielle Invariante (29) lassen
sich dvadische Invarianten bilden. So ist

oder auch (30)

nichts anderes als die Dyade ,,Eins*
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In der Tat unterscheiden sich die Ausdriicke (30) von dem in
Ziff. 33 gefundenen Ausdruck

I—a*a + b*h + c*c
nur durch die Bezeichnung.
Fahrt man in (30) beide Reihen von Faktoren auf die gleiche
Basis zuriick mittels der Formeln (22a, b), so erhalt man fir die

Dyade 1 die Ausdriicke
(31a)

(31b)

Die gefundenen Gestalten der Dyade 1 entsprechen durchaus
den 3 Gestalten (23a, b, c) der metrischen Fundamentalform. Sie
enthalten die metrischen FundamentalgroRen als Malizahlen; die
Koordinaten sind durch Vektoren ersetzt. Wegen dieser Beziehung
wird die Dyade Eins als metrische Fundamentaldyade
bezeichnet.

221. GroRen mit mehreren Indizes. Die Erkenntnis, daB jeder
Ausdruck von der Form eine Invariante ist, ermdglicht es,
die Regel Uber die Stellung der Indizes in GrofRen mit mehreren
Indizes endgultig zu begrinden. Bisherwurde die Ziff. 211 aufgestellte
Richtlinie eingehalten, dal? bei der Bildung aller Summen, in deren
samtlichen Gliedern der Summationsindex zweimal auftritt, dieser
Index einmal an oberer, einmal an unterer Stelle stehen soll. Es
ist leicht einzusehen, daR diese Richtlinie eine Folge der Fest-
setzung ist, die Uber die Unterscheidung kovarianter und kontra-
varianter Gréfen getroffen wurde.

So kann, um das an einem typischen Beispiel zu zeigen, jede
Dyade in die Form

gesetzt werden, wenn als Rechtsfaktoren die kovarianten Grund-
vektoren ek gewahlt werden; die Linksfaktoren Ak sind dann wegen
der Invariantennatur der Dyade kontravariant. Bezogen auf die
kovariante Basis kann man jeden der drei Vektoren Ak in die Form

(k=l, 2, 3)
setzen. In jedem dieser Vektoren haben die MaRzahlen aik einen

festen Index k, wéhrend sie bezuglich des Summations-
index i kontragredient zu den e, also kontravariant
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sind. Wenn also die Dyade in der Gestalt
(323)

geschrieben wird, so transformieren sich die MaRzahlen aik fir i
als variablen Index bei irgendeiner Transformation der linken
Faktoren ei kontragredient zu diesen, wéhrend das gleiche fir k
als variablen Index bei einer Transformation der rechten Faktoren
ek gilt.

Diese Betrachtungen lassen sich auf Dyaden von anderer Ge-
stalt, etwa (32b)

oder
(32¢)

sowie auf Tensoren hoherer als 2. Stufe mit MalRzahlen mit mehr
als 2 Indizes sinngemaR Ubertragen. Die Malizahlen der Dyade
(32c) werden als gemischtvariant bezeichnet.

222. Verschiedene Gestalten einer Dyade. Eine Dyade mit ge-
mischtvarianten Mafzahlen

(33)

kann, wie das im besonderen Fall der Dyade Eins bereits gezeigt
wurde, vollstéandig auf die kovariante oder kontravariante Basis
bezogen werden. Im ersten Fall ist zufolge (22a) nach einer An-
derung der Bezeichnung der Indizes

Setzt man dafiur abkirzend

(33a)
S0 ist

Durch diese Gleichung wird der unterelndexvonaj gehoben.
Die MaRzahlen aik sind zweifach kontravariant. Beim Vergleich
von (33) und (33a) erkennt man, dal der Index i in MaRzahl und
Vektor seine Stellung geédndert hat.
Im zweiten Fall ist nach (22b)
> = Y aikeiek, (33b)
wo

ist; durch diese Gleichung wird der oberelndex von  gesenkt.
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Geht man von der Dyade (32a)

mit zweifach kontravarianten Malzahlen aus, so kann man zwei
verschiedene gemischtvariante Gestalten herstellen, je nachdem
man mit den Linksfaktoren ei oder mit den Rechtsfaktoren ek zur
kontravarianten Basis Ubergeht, also den ersten oder zweiten In-
dex von aik senkt:

(34a)
(34b)

Diese beiden Gestalten missen im allgemeinen auseinander gehal-
ten werden; nur fir eine symmetrische Dyade ® ist

Eine Dyade ist durch ihre Malzahlen nur dann eindeutig be-
stimmt, wenn man festsetzt, dall die Grundvektoren in der Reihen-
folge aufeinander folgen, die durch die Indizes der Malzahlen fest-
gelegt ist; bei gemischtvarianten Malizahlen ist diese Reihenfolge
nur dadurch mit Sicherheit festzulegen, daR man den oberen In-
dizes Lucken in der unteren Reihe gegentberstellt und umgekehrt.
Aus diesem Grunde ist eine Dyade (allgemeiner ein Tensor
nter Stufe) durch ihre Malzahlen nur unvollstandig
bestimmt, wahrend sie durch Angabe einer in den
Grundvektoren homogenen Form eindeutig be-
stimmt ist.

223. Transformation einer Dyade. Die Transformation einer
Dyade auf eine neue Basis soll nun fir das Beispiel (32a) wirklich
durchgefiihrt und die Grundvektoren el, e2, €3 in beiden Reihen
von Faktoren mittels der Formeln (9)

durch ersetzt werden. Dann wird

setzt man hierfur abkirzend

so kann man die Transformationsformeln fir die Malzahlen der

Dyade ablesen:
(35)
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Ist die Dyade @ auf ein Dreibein il, i2, i3 bezogen und geht
man durch Drehung oder Spiegelung zu einem neuen Drei-
bein Uber, so erhalt man Transformationsformeln fir die Mag-
zahlen, die aus den eben abgeleiteten durch Spezialisierung er-
halten werden konnen; dabei verschwindet der Unterschied zwi-
schen Ko- und Kontragredienz.

Die Formeln fir die Transformation der Einheitsvektoren kénnen
[ziff. 213] folgendermafRen zusammengefallt werden:

wenn mit apt die 9 Richtungswinkel der Achsen der beiden Drei-
beine gegeneinander bezeichnet sind; dann geht die Dyade

(36)
uber in

und wenn man abkirzend die transformierte Dyade

schreibt, werden die Transformationsformeln fur die MalRzahlen
(37)

Diese Gleichungen sind von manchen Autoren zur Definition der
Dvaden verwendet worden.

224. Transformation der Vektorprodukte. Die Transforma-
tionstheorie erlaubt, Uber den Invariantencharakter des Vektor-
produkts, dessen merkwirdiges Verhalten bei einer Spiegelung
des rechtwinkligen Koordinatensystems bereits (Ziff. 17) bespro-
chen wurde, vollstandigen Aufschluf? zu erhalten.

Gegeben seien, bezogen auf eine kovariante Basis, drei Vektoren

A =Jyiel, B =>vyiei, C =>ziei,
Das Vektorprodukt der beiden letzteren ist
B < C =)ykekx>zlel = > (ykzl— ylzk)ek x el

oder bei Einfihrung kontragredienter Grundvektoren
nach (11):
(11) el e el
29 < (5=[ele2ed] yI y2 3 (38)
zl 22 Z}
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Das gemischte Produkt der 3 Vektoren A, B, C ist

xl x2 X3
[ABC] = [ele2e3] yI yI V3 (39)
zl z2 3

Die Determinante der Koordinaten gibt also im allgemeinen nicht
das Volumen des von A, B, C bestimmten Prismas, sondern sie ist
die Malizahl dieses Volumens, gemessen durch das Prisma der
Grundvektoren. Speziell ist bei Einfihrung einer neuen Basis

nach (7)

(40)
und also nach (39)
X1 x2 x3
yl y2 y3 (41)
2l 2 3

wie auch aus (8) direkt erkannt werden kann.

Um in ahnlicher Weise das in (38) berechnete Vektorprodukt
B x C auf beide Grundsysteme el, €2, e3 und beziehen zu
koénnen, sollen abkiirzend die Minoren der Matrix:

yl y2 y3
zZl 2 3
mit X[i], X[2], X[3j bezeichnet werden, und entsprechend fir das lber-
strichene System.
Dann ist

es werden also, da die et kontravariant sind, die Grofen [ele2e3] X[i]
durch die kovariante Transformation in die Ubergefiihrt.
Die X[i] selbst sind nicht kovariant: aus diesem Grunde wurden die
Indizes von vornherein in Klammern gesetzt. Zufolge der Glei-

chungen (40) und (41) sind jedoch die Grofer bzw wieder

kovariant, wenn D und D die Determinanten der kontravarianten
MaRzahlen dreier beliebiger Vektoren in beiden Systemen sind.
Vielfach werden, namentlich bei Verwendung rechtwinkliger
Koordinatensysteme, Vektoren, die bei der Bildung eines Vektor-
produkts auftreten, deren Koordinaten also die zweireihigen Deter-
minanten aus den Koordinaten zweier Vektoren sind, als ,,axiale"
Vektoren bezeichnet und von den urspringlichen ,,polaren*
Vektoren unterschieden, weil sie sich beim Ubergang zu einem
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Linkssystem anders verhalten (vgl. Ziff. 17). Die Ursache ist jetzt
bei Verwendung einer allgemeinen Basis vollig klar geworden. Nur
die mit [ele2e3] (das fiir ein Dreibein den Wert & 1 hat und bei
einer Spiegelung sein Zeichen wechselt), multiplizierten Determi-
nanten der kontravarianten Malizahlen zweier VVektoren sind kova-
riante MaRzahlen eines Vektors. Ein axialer Vektor mit
derart reduzierten Koordinaten unterscheidet
sich in keiner Weise von einem polaren Vektor,
wahrend ein axialer Vektor mit nicht reduzier-
ten Koordinaten auf die Bezeichnung Vektor
transformationstechnisch uUberhaupt keinen AnN-
spruch hat.

— Die dem Vektorprodukt B x C anhaftenden Schwierigkeiten
entfallen fur die antisymmetrische Dyade CB - BC, die, wie be-
reits (Ziff. 34 u. 140) auseinandergesetzt, zur Darstellung der von den
Vektoren B und C bestimmten PlangroRe ebenso verwendet wer-
den kann wie das Vektorprodukt.

8 3. Die einfachsten Differentialinvarianten.

225. Invarianz von Bei Einfihrung einer allgemeinen Basis
von kovarianten Grundvektoren el, €2, 3 und kontravarianter MaR-
zahlen dxi, dx2, dx3 nimmt der infinitesimale Ortsvektor die Gestalt

dr = eldx! + e2dx2 + e3dx3

an. Dann kann die Anderung einer skalaren Feldfunktion V bei
einer Verschiebung des Aufpunkts um dr, namlich

unter Benutzung auch der reziproken Basis el,€2,e3 wie bei Ver-
wendung rechtwinkliger Koordinaten als skalares Produkt ge-
schrieben werden (vgl. Ziff. 73):

Der erste Faktor

ist der Gradient von V. Es sind also seine ko-
varianten Mafzahlen; dann erscheint

(424a)
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als formaler Vektor mit formalen kovarianten
MalRzahlen

Es transformieren sich die Differentiationssvmbole

kontragredient zu den Differentialen dxl, dx2, dx3. Das Auftreten
einer Reihe von oberen Indizes im Nenner ist also transformations-
technisch gleichbedeutend mit dem Auftreten einer Reihe von un-
teren Indizes im Zahler. Entsprechendes gilt, wenn man von vorn-
herein obere und untere Indizes vertauscht und in die Gestalt

(42Db)
bringt.
Es fihrt eine als kovariant bezeichnete Transformation

e, in dxi in in
Uber, wahrend die kontravariante Transformation
ei in dxi in in

Uberfuhrt. Bei diesen Transformationen bewahrt \/ seine Gestalt:

bzw.
Aus der Kovarianz der Symbole und der Kontravarianz der
Symbole folgt, daR beim Ubergang von einer Basis zur rezipro-

ken fur die Transformation dieser Symbole folgende Gleichungen
gelten [vgl. Ziff. 216 (20)]

(43)

Bei VVerwendung rechtwinkliger Koordinaten
und einer Basis von drei zueinander senkrechten Einheitsvektoren
transformieren sich die Differentiationssymbole
wie die Differentiale. In diesem Fall wird
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226. Divergenz und Rotation bezogen auf eine beliebige Basis
Die Transformation von auf eine beliebige Basis erlaubt, aucl
die Differentialinvarianten eines Vektors

vor allem div b und rot b, fir eine beliebige Basis zu berechnen.

Je nachdem man dabei  in der Gestalt (42 a) oder (42 b) nimmt, er-
halt man auch fir die Differentialinvarianten verschiedene Gestalten.
So ist

(44 3)
oder
44b)
Fir rotv soll nur eine Gestalt angegeben werden:
(45)

Bei der Ausfiihrung der Differentiationen ist vorausgesetzt, dal3 die
Basis fir alle Vektoren des ganzen Feldes gelten soll. Die Mdg-
lichkeit, dal3 die Grundvektoren selbst fiir jeden Aufpunkt andere
sind, also ein Feld bilden, und daf? der Feldvektor und alle anderen
FeldgroBen in jedem Aufpunkt auf die zu dem Aufpunkt gehérige
Basis bezogen werden missen, besteht (vgl. ziff. 130, 131) und wird
spater allgemein behandelt (Kap. 7). Als eine veranderliche Basis
konnte bereits das System der drei Einheitsvektoren im begleiten-
den Dreibein aufgefal3t werden (Ziff. 62, 63).

§ 4. Mechanische Anwendungen.

227. Vorbemerkung. Zu denjenigen Gebieten der Mechanik, in
denen die Verwendung schiefwinkliger Koordinatensysteme oft
naturgemall und kaum vermeidbar ist, gehort die Theorie der in-
finitesimalen Verzerrungen und der zugehérigen elastischen Span-
nungszustande.

Wenn etwa aus einem deformierbaren Medium ein nicht recht-
winkliges Parallelepiped herausgeschnitten und bei irgendeiner
Untersuchung tber Verzerrungs- oder Spannungszustdnde zugrunde
gelegt wird, liegt es nahe, zwei verschiedene Koordinatensysteme
zu verwenden; eines, dessen Achsen in die Kanten des Parallel-
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epipeds fallen, und ein zweites, dessen Kanten auf den Seiten-
flachen des Parallelepipeds senkrecht stehen. Bei geeigneter Wahl
der Malstdbe wird man hierdurch zu reziproken Grundsystemen
gefuhrt. Die verschiedenen geometrischen und mechanischen Gro-
Ren, welche in der Theorie der elastischen Verzerrungen eine Rolle
spielen, verteilen sich ganz von selbst auf die beiden Koordinaten-
systeme, wenn man bestrebt ist, moglichst einfache Ausdriicke zu
erhalten und die Einfihrung der metrischen FundamentalgréRen
gik zu vermeiden. —

Die folgenden Untersuchungen schlieBen an Kap. 5 § 2, 3 und
4 an.

228. Die Verzerrungskoeffizienten. In einem deformierbaren
Medium soll die Umgebung eines Punktes auf eine beliebige
Basis el, €2, e3 bezogen werden, deren Grundvektoren nur der Be-
dingung gentigen, dal sie Einheitsvektoren sind. Hierin
liegt keine erhebliche Beschriankung; jede Basis kann durch eine
einfache Anderung des MaRstabes dieser Bedingung unterworfen
werden. Die reziproke Basis el, €2, e3 wird dann nicht von Einheits-
vektoren gebildet.

Der infinitesimale Ortsvektor wird auf die Basis el, €2, €3 bezogen

die Deformationsdyade soll, bezogen auf die reziproke Basis, mit
(46)

angesetzt werden. Dann wird die Deformation, auf die reziproke
Basis bezogen

die Maf3zahlen von dti sind kovariant; setzt man S0 ist

Um die Bedeutung der eik zu erkennen, multipliziert man (46)
skalar mit zwei gleichen oder verschiedenen Einheitsvektoren ei, ek;

es ergibt sich
gii=ei-¢-&
gik=eki=¢ci-¢-ei (i ZK).
Nach Ziff. 184 (49) sind ¢ii die Dilatationen in Richtung der

Einheitsvektoren ei;; nach Zziff. 184 (50) ergeben sich aus cic die
Ausweitungen der Winkel (gi, ek).
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229. Die Spannungskomponenten. Bezogen auf die Basis el
e2, e3, die wieder der Bedingung gentigen soll, daB el, €2, e} Einheits-
vektoren sind, und auf die reziproke Basis el, €2, €3, soll der Ein-
heitsvektor der Normalen eines Flachenelements mit

und die Spannungsdyade mit

(47)
angesetzt werden. Dann wird die zur Richtung m gehoérige redu-
zierte Spannung

die MaRzahlen von

sind kovariant; es war schon friiher (Ziff. 218) davon die Rede, dal3
diese Darstellungsweise fur Kréafte von Vorteil ist.

Um die Bedeutung der cik zu erkennen, berechnet man die Span-
nungen, die an den Ebenen des Dreikants der kontravarianten
Basis angreifen; d. h. an den Ebenen, die auf den Grund- (Einheits-)
Vektoren el, 2, €3 der kovarianten Basis senkrecht stehen:

(48)
Diese Spannungen pe erscheinen zerlegt in Komponenten in Rich-
tung der Grundvektoren der kontravarianten Basis; oije sind ihre
MaRzahlen. Von den Komponenten agikek einer Spannung pe fallen

zwei (k # i) in die auf ei senkrechte Angriffsebene, sind also Schub-
spannungen, wahrend jedoch die dritte aiiei keine Normalspannung
ist. Durch skalare Multiplikation von (48) mit ¢ erhalt man die
oikselbst:

sie sind die Projektionen der Spannungen pe auf die Richtungen ¢k
der kovarianten Basis. —

Um die Gleichgewichtsbedingung [Zziff. 196 (75)] in ein-
facher skalarer Form zu erhalten, bezieht man die Kraft ® ebenso
wie ¢ auf die kontravariante Basis:

und ' 7 auf die kovariante Basis:

Lagally, Vektorrechnung. 19
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dann wird die Gleichgewichtsbedingung:

oder
(49)

sie zerfallt in 3 skalare Geichungen, die genau so ge-
bildet sind wie die Gleichungen [Ziff. 197 (82)] fur recht-
winklige Koordinaten:

(49)

230. Hookesclies Gesetz. Als Ausdruck des allgemeinen Hooke-
schen Gesetzes wurde [Ziff. 203 (92)] die Gleichung

gefunden. Setzt man unter Verwendung einer allgemeinen Basis
el, €2, e3 wie in Ziff. 228 (46) und 229 (47)

und

so zerfallt das Ho o k e sehe Gesetz in die 6 skalaren Gleichungen
oik= 2ueik-+ Aelgik (i, k=1,2, 3); (50)
dabei ist zu bemerken, dal

ist.

Etwas einfachere Gleichungen erhalt man, wenn inan unter Ver-
wendung gemischtvarianter MaRzahlen ol und ik, die allerdings
keinen ganz so einfachen Sinn haben wie gik und €ik, die Dyaden
in der Gestalt

ansetzt. Dann zerfallt das Hook e sehe Gesetz in die skalaren
Gleichungen gii=2eii + kel

ok = 2ueik (i = k); 1)
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dabei ist
(52)

Die fur gemischtvariante MalRzahlen gebildeten
Gleichungen (51) und (52) sind genau so aufgebaut
wie die fur rechtwinklige Koordinaten.
231. Elastisches Potential. Als elastisches Potential wurde
Ziff. 207 (98) der Ausdruck
MN="%g0 --¢

gefunden. Setzt man beide Dyaden ¢ und ¢ mit kovarianten MaR-
zahlen an [(47) und (46)]:

so wird
(53a)

gunstigere Ausdricke erhalt man, wenn man eine der beiden Dy-
aden mit kontravarianten oder beide mit gemischtvarianten MaB-
zahlen ansetzt. Diese Ausdricke kdnnen auch direkt aus (53a)
durch zweimaliges Heben eines Index abgeleitet werden:

(53hb)
oder

(53c¢)



Kapitel 7. Vektoren im Riemannschen Raum.

§ i. Vektoren In einem Punkt eines Riemannschen Raumes.

232. Vektoren in einer Flache. Geometrische GroRen, die in
einem Punkt einer Flache definiert sind, kénnen dann als Vek-
toren in der Flache oder als Vektoren der Flache be-
zeichnet werden, wenn fir ihre Zusammensetzung dieselben Gesetze
gelten wie fir die Addition der Vektoren im gewohnlichen (,,Eu-
klidischen*) dreidimensionalen Raum. Jedenfalls kann man die ge-
richteten Linienelemente, die in einer Flache von einem Punkt P
ausgehen und die infinitesimale Vektoren des Uberlagerten drei-
dimensionalen Euklidischen Raumes sind, als infinitesimale Vek-
toren in der Flache einfiihren. Fur ihre Zusammensetzung gelten in
einer kleinen, als eben zu betrachtenden Umgebung von P die Ge-
setze der Addition der Vektoren. Man kann daher jeden von einem
Punkt P ausgehenden infinitesimalen Vektor ds der Flache in
Komponenten nach zwei vorgegebenen Richtungen in der Flache
zerlegen: ds= dls + d2s )

FUhrt man in der Flache zwei Scharen von Gaufl3schen Para-
meterkurven u(l)= const, u(2)= const ein, so laRt sich der Vektor ds
als Anderung eines Ortsvektors im Raum in die Form

(2
bringen. Dann sind
die infinitesimalen Komponenten von d8.
und sind endliche Vektoren der Mache, die aus

dls und d2s durch Ubergang vom Differential zum Differential-
guotienten entstehen. Fuhrt man

und
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als Grundvektoren einer Basis ein, so nimmt ds die Gestalt

ds = eldul+ e2du2 ©))
an. Die Basis ¢l, 2 gilt nur far die Vektoren, die
von einem Punkt Paus gehen. Es ist jedenfalls nicht mog-
lich, die sémtlichen Vektoren eines endlichen Gebietes einer Flache
auf ein und dieselbe Basis in der Flache zu beziehen.

Um einen endlichen Vektor der Flache zu versinnbildlichen, kann
man etwa auf der geodétischen Linie, die durch P in Richtung des
zugehdrigen infinitesimalen Vektors geht, eine Strecke abtragen,
deren Lé&nge gleich dem Betrag des Vektors ist, wie es sich fur
Vektoren der Kugel bereits (Ziff. 154) brauchbar erwiesen hat. Es
mul} aber hervorgehoben werden, dal} es sich nur um eine
geometrische Versinnbildlichung der Vektoren
der Flache handelt, nicht um eine Darstellung,
die der Darstellung der YVektoren im Eukli-
dischen Raum durch gerichtete Strecken oder
Translationen gleichwertig ware. Denn die Addition
von Vektoren der Flache laf3t sich nicht durch die Zusammen-
setzung geodatischer Strecken darstellen, da diese Zusammensetzung
nicht kommutativ ist.

233. Transformation der Vektoren einer Flache. Um neue
Grundvektoren einzufihren, hat man em neues System vor
GaulRschen Parameterkurven nétig, deren Richtungen im PunktP
die Richtungen der neuen Grundvektoren geben. Die alten Para-
meter u(l) u(2) sind dann Funktionen der neuen Parameter
und umgekehrt. Dann ist

(42)

Diese Gleichungen geben die Transformation der Malizahlen dul,
du? bzw des Vektors (3).
Ebenso erhélt man

und die inversen Formeln. Da
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die beiden Paare von Grundvektoren sind, gelten fir deren Trans-
formation die Formeln:

(4b)

Die Transformationen (4a) und (4b) sind kontragredient; damit
ist der VVektorcharakter des in der Flache definierten Vektors

(5)
endgultig erkannt. Jede GroRRe
v = elvl+ e2v2

auf der Flache, deren Mal3zahlen vl, v2 sich wie dul,
du? transformieren, also kontravariant sind, soll
ein VVektor der Flache heil3en.

Die Parameter u(l), u2) selbst transformieren sich nicht wie ihre
Differentiale, im allgemeinen Uberhaupt nicht linear; sie sind des-
halb durch eingeklammerte obere Indizes bezeichnet.

234. Metrik einer Flache. Das skalare Produkt zweier in einem
Punkt P der Fléche definierter Vektoren ist durch die Zuriickfuh-
rung dieser Vektoren auf infinitesimale Vektoren des Raumes er-
klart. So gibt insbesondere das skalare Produkt eines Vektors d%
mit sich selbst

ds -ds = ds? (6)
das Quadrat des Linienelements der Flache, wéahrend das
skalare Produkt irgend zweier von P ausgehender infinitesimaler
Vektoren ds und der Flache (die nicht etwa in die Richtung
der Parameterkurven fallen sollen), zur Bestimmung ihres Win-
kels?d dient

ds-ds = dsd's cos 9. 7)

Fahrt man fir die skalaren Produkte der Grundvektoren el, el

die friher gebrauchten Bezeichnungen ein (Ziff. 216):

el-el=gl1l el-e2=gl12=g21 e2-e2=Q22

so erhalt man tur das Quadrat des Linienelements die metrische
Fundamentalform

ds2= g1 (du)? + 2glduldu2+g22(du2)2, (8)

fir das skalare Produkt zweier verschiedener Vektoren ihre Po-
larform. Unter Verwendung- der friher (Ziff. 48) verwendeten
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Bezeichnungen E,F,G fir die metrischen FundamentalgrofRen wird
ds2= E(dul,)2 + 2Fduldu2+G(du2)2 (8)

Man kann versuchen, das Quadrat des Linienelements (8,) wie
ein Euklidisches Linienelement auf die Summe zweier Qua-

drate ds2=dx? ey

zu bringen. In der Umgebung jedes Punktes P ist das ohne weiteres
moglich. Hierzu hat man, anstelle der allgemeinen Parameterkur-
ven u(l)= const, ut(2)= const, zwei Systeme von Parameterkurven
u=const, v=const zu wéhlen, die in P aufeinander senkrecht
stehen. Dann nimmt das Quadrat des Linienelements die Form

ds2=Edu2+ Gdv2
an. Setzt man hierin

dx = VEdu, dy=+VGdv (9)

so hat man die gewiinschte Euklidische Form.

Die Metrik einer beliebigen Flache ist also in der
Umgebung eines jeden Punktes euklidisch, aber
im allgemeinen nicht fur die ganze Flache. Denn
da E und G Funktionen von u und v sind, sind dx und dy nicht die
Differentiale zweier unabhangiger Veranderlicher x und y. Nur fir
besondere Flachen ist es mdglich, die Parameter u und v als Funk-
tionen von u(l) und w@2) so zu wéhlen, dal3 die Gleichungen (9) inte-
grabel werden. Die Kriterien fir die Mdoglichkeit einer solchen
Wahl, also fir die Existenz einer Euklidischen Metrik fir die
ganze Flache, kdnnen an dieser Stelle noch nicht aufgestellt wer-
den (Ziff. 265).

235. Mehrdimensionale Raume. Ein Wertepaar zweier unab-
hangiger Veranderlicher u(l), u(2) definiert einen Punkt einer Flache.
Ein Punkt des gewdhnlichen (Euklidischen) Raumes ist durch ein
Wertetripel dreier unabhangiger VVerénderlicher (rechtwinklige oder
allgemeine Koordinaten) bestimmt.

In Verallgemeinerung dieser Ausdrucksweise sagt man, daR ein
Wertesystem von n unabhéngigen Veranderlichen u(1), u(), --- u(n)
einen Punkt eines n-dimensionalen Raumes Rn bestimmt. u(l),
u(2), --- u(n) heiBen die Koordinaten des Punktes.

Sind P(u(1), u(2), --- u(n)) und P*(u(l) + dul, u@2) + du, - - - u(n) + dun)
zwei benachbarte Punkte im Rn so sollen dul, du?, --- dun als MaR -
zahleneinesinfinitesimalen, von P nach P’ fihrenden Orts-
vektors im Rn aufgefalst werden. Fir den infinitesimalen Orts-
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vektor soll eine Bezeichnung eingefihrt werden, die sich auf die
gebrauchten Bezeichnungen reduziert, wenn der Raum Rn eine
Flache oder ein gewdhnlicher dreidimensionaler Raum wird.

Hierzu fuhrt man fur den Ortsvektor, derds genannt werden
soll, eine extensive Grolle

ds = > eidui (10)

ein. Die n GréRen ei(i = 1, 2, ---n) werden als Grundvektoren
im Punkt P von Rn bezeichnet, ihre Gesamtheit als die Basis, auf
die der infinitesimale Ortsvektor  bezogen ist. Flhrt man an Stelle
der Parameter u(i)(i =1, 2, - - - n) neue Parameter
als Funktionen der u(i) ein, so mulR gefordert werden, dafl die Basis
der ei derart durch eine neue Basis  ersetzt werden kann, dafl der
Ausdruck (10) invariant bleibt, dal? also

ist. 11)

Die Transformation der Differentiale der Pa-
rameter wird entsprechend (4a) durch

(124a)
gegeben.
Fir die Transformation der Basis erhdlt man, wenn
man etwa (12a) in (11) einsetzt und nachher die Indizes i und k
vertauscht

also
(12b)

Die Transformation der Grundvektoren (12b) ist
kontragredient zur Transformation der Para-
meterdifferentiale (12a). Erstere sollen als kovariant,
letztere als kontravariant bezeichnet werden.

Eine extensive Grol3e

G=l, 2, -+ n) (13)

soll ein VVektor im Rn heiRen, wenn das GréfRensystem
der vi kontravariant ist.

236. Metrik im Rn. Das skalare Produkt zweier Vektoren

kann in folgender Weise eingefiihrt werden. Zunachst definiert
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man die skalaren Produkte der Grundvektoren dadurch, dal man
ihnen skalare Zahlwerte zuschreibt:

eei = gii ei-ek,= ek-ei = gik=gki (14)
dann fordert man allgemein die Gultigkeit des distributiven
Gesetzes, indem man

(15)
oder

ansetzt. Fiar dieses Produkt gilt auch das kommutative Ge-
setz; es folgt aus der Gultigkeit des kommutativen Gesetzes fur
die skalaren Produkte der Grundvektoren (14).

Das skalare Produkt kann zur Einfuhrung einer Metrik
Verwendet werden. Einem gerichteten Linienelement

wird eine Lange (Betrag) ds zugeschrieben, die durch

definiert ist. Zwei Linienelemente dls und d2s sollen einen Win-
kel 9 bilden, der durch

A7)
definiert ist.

Die quadratische Form (16) wird als metrische Funda-
mentalform bezeichnet, die bilineare Form (17) ist ihre Polar-
form; die GroRen gik heilen die metrischen Fundamental-
grofl3en.

Die metrische Fundamentalform wird in der Regell) als positiv
definit?) vorausgesetzt, d. h. ds? als stets positiv. Dann ist jeden-

1) In der Relativitatstheorie nicht.

2) Die Kriterien dafiir, da eine quadratische Form positiv definit
ist, sollen ohne Beweis angefuihrt werden. Wir betrachten die quadratische
Form

und setzen voraus, dal sie sich nicht durch eine lineare Transformation auf
eine Form von weniger als n Verdnderlichen zurtickfihren [&4Rt. Dann darf
die Determinante

all al2 a3 aln
a2l a2 a3 aln
Dn a3 a3 a3 an

al an2 an3 ann
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falls . .
giigkk>=g'ik

fur alle Paare verschiedener Werte i, k. Dann ist aber auch
> gik(7lu'dl uk = gikd2uid2 uk >(<Zgtkd! uid? uk)?
|cosd| =1,
der Winkel 9 also stets reell. Das Gleichheitszeichen gilt nur fur
gleichgerichtete Linienelemente (dlui proportional d2ui).

Das Linienelementquadrat (16) kann in der Umgebung eines
jeden Punktes auf die Form

ds2= >dxt (i==1,2---n)

gebracht werden. Die dxi sind aber, wie schon beim Beispiel der
Flache (ziff. 234) bemerkt wurde, im allgemeinen nicht integrable
Differentiale. Der Raum Rn besitzt also in einer infinitesimalen
Umgebung eines jeden Punktes eine ,,Euklidische” Metrik, im
allgemeinen aber nicht in einem endlichen Gebiet. Gilt die Eu-
klidische Metrik in einem endlichen Gebiet, so heilt der Raum ein
Euklidischer Raum, andernfalls wird er als Riemann-
scher Raum bezeichnet.

237. Reziproke Systeme. Neben der Basis ¢ (t=1, 2, --- n)
wird eine zweite, zu ihr reziproke Basis €' durch die Bedingungen
eek =0 furi=zk (i, k=1, 2---n)

ei-eil =1

oder

definiert.
Die skalaren Produkte zweier Grundvektoren derselben Basis
sollen wie friher bezeichnet werden:

ei-ek= gik= gki
ei-ek= gik= gki (19)

nicht Null sein. Sodann bilden wir die Folge der Determinanten

all a2 ai3
Di=all D2= aﬁ al ot an an bis Dn.
all - an al al a®
Wir setzen voraus, daB keine dieser Determinanten verschwindet; das laRt
sich nétigenfalls durch eine Hilfstransformation erreichen.
Sind nun samtliche Determinanten D1, D2, D3 - - - Dn positiv, so ist die
Form f positiv definit. Sie 1aBt sich durch eine lineare Transformation in
die Gestalt

bringen, in der nur rein quadratische Glieder auftreten, und zwar mit po-
sitiven Koeffizienten.
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Bezieht man einen Vektor v auf die beiden Grundsysteme:
vV = >viel,
bzw. o (20)
Vv = >viei-
so ergeben sich die Transformationsformeln der Malizahlen durch
skalare Multiplikation von (20) mit ek bzw. ek :

und (21 a)

Durch Einsetzen von (21a) in (20) erhalt man die Formeln fur die
Transformation der Grundvektoren

und (21b)

Aus (21a) und (21b) folgt wie im gewdhnlichen dreidimensionalen
Euklidischen Raum (zZiff. 215), dall die Grund Vektoren
zweier reziproker Systeme zueinander kontra-
gredient sind und ebenso die Malzahlen, wah-
rend die Grundvektoren des einen Systems zu
den MalRzahlen des andern kogredient sind.

Fuhrt man einen infinitesimalen Vektor

ds = > eidui
auf die kontravariante reziproke Basis Uber:
ds = > eidui,

so bestehen zwischen den Differentialen dui und dui die Be-
ziehungen (21a). Dabei ist zu bemerken, daf3 die infinitesi-
malenkovarianten Maf3zahlen dui,i mallgemeinenkeine
integrablen Differentiale sind. Die Beschréankung auf inte-
grable Differentiale dui bei der urspriinglichen Basis ware sachlich
nicht notwendig gewesen; sie vereinfacht indessen manche Rech-
nungen. Die urspringliche Gestalt von ds ist aus diesem Grunde
fur manche Zwecke vorzuziehen. —

Multipliziert man (21b) skalar mit e?, bzw. ez, so folgen die Be-
ziehungen (k=)

(22)

Die gik sind also die reduzierten Minoren der Determinante der gik
und umgekehrt
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238. Invarianten im RN  Wie im dreidimensionalen Eu-
klid ischen Raum ist auch im Riemannsehen jeder Ausdruck
vonderForm Jaifli eine Invariante, wenn mit ai ein kontra-
variantes, mit Bi ein kovariantes GrofRensystem bezeichnet wird.
Der Beweis unterscheidet sich nicht von dem Ziff. 219 gefuhrten.

Man erkennt nun sofort, dal das skalare Produkt zweier
Vektoren eine Invariante ist. Bezieht man zwei Vek-
toren v und w je auf die kovariante und kontravariante Basis

v = >eivi= >eivi
w = >eiwi= >eiwi
so kann man fir ihr skalares Produkt folgende 4 Gestalten er-

halten: vow = Sgikviwk

=> viwi = > viwi (23)
= > gikviwk
Davon haben die beiden mittleren die fir Invarianten charakte-
ristische Form, womit der Beweis erbracht ist; die erste und letzte
gehen aus ihnen durch Heben, bzw. Senken je eines Index hervor.
Insbesondere kann die metrische Fundamentalform in folgenden
Gestalten auftreten:
ds2= ds-ds = > gikduiduk
= > duidui (24)
= > gikduiduk
Als einfachste, nicht skalare invariante GroRe kann jeder Ve k -
tord in folgende Gestalten gesetzt werden:
v = >eivi
= > eigikvk
= > eigikuk
= > eivi
Ebenso a3t sich, wenn ein unbestimmtes (dyadisches) Produkt
zweier Vektoren durch dieselben Forderungen wie im dreidimen-
sionalen Euklid ischen Raum definiert ist, eine extensive Inva-
riante 2. Stufe in folgenden Gestalten ansetzen:
1= > ciei
= > eiekgik (26)
= Yeiekgik
= X eiel
Man bemerkt, da die Dy ade I im Riemannschen Raum die-
selbe Eigenschaft besitzt wie die Dyade ,,Eins* im Euklid ischen

(25)
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Raum: Jeder Vektor bleibt bei Multiplikation mit I
ungeandert; nur seine Gestalt kann sich &ndern. So ist z.B.:
1-v=> ciei- > ekuk= >eivi=v;
I-v =5 eiei- > ekvk=3> eigikuk=v.
Der Ubergang zu einer anderen Gestalt von b, der bisher durch
Ubergang zur reziproken Basis (fur die Grundvektoren oder fur die
Mallzahlen) erreicht wurde, also das Heben oder Senken eines
Index, lalt sich auch durch eine formale Multiplikation mit I er-
zielen.

Der Zusammenhang der metrischen Fundamentalform mit der
Dyade I ist durch die Gleichung-

ds2= d&> - 1-d%

gegeben; die Dyade 1 kann als (metrische) Fundamental-
dy ade bezeichnet werden.

239. Reziproke Systeme auf einer Flache. Der einzige (nicht
ausgeartete) Riemann sehe Raum, der unserer Anschauung zu-
ganglich ist, ist der zweidimensionale, die Flache. Fihrt man auf
einer Flache in jedem Punkt neben der Basis el, el die reziproke
nach (18) ein, so erhalt man fir das Linienelement die beiden Aus-
dricke

ds = eldul + e2du2= eldul + e2du2.
Die Grundvektoren stehen nach (18) paarweise aufeinander senk-
recht (el-e2—=0 e2-e1=0); die beiden Scharen von Parameter-
kurven, die zur kovarianten Basis gehdren, bilden also mit je einer
der beiden Scharen von Parameterkurven, die zur kontravarianten
Basis gehoren, ein Orthogonalsystem. Sind erstere durch die Glei-
chungen u(l)=const, u(2)=const gegeben, so sind dul und du?
integrable Differentiale; dul und du? aber, die hieraus nach (21a)

dul =glldul+ gl2du2; du2=g2ldul+ g22du2

zu berechnen sind, sind das im allgemeinen nicht. Man kann also
nicht von Parameterkurven u(l)=const, u(2)=const sprechen; sie
sind vielmehr nur durch die Differentialgleichungen dul =0,
du2 = 0 charakterisiert.

Fur das Linienelement erhdlt man die drei Ausdriicke:

ds2=g11(dul)2+ 2gl2dul du2 + g22(du?)?
= duldul + du2du? (27)
= g11(dul)2+ 2g12dul du2 + g22(du2)2
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Die GroRen gik haben als reduzierte Minoren der Determinante der
gik die Werte

(28)

Bei Einfuhrung der gebrauchlichen Bezeichnung E, F, G fir die
FundamentalgrofRen erhadlt man fur das Linienelement die Aus-

dricke:
ds2= E(dul)2+ 2 Fduldu2 + G(du2)2

(29)

240. Tensoren. Ein Vektor war als in den Grundvektoren lineare
Form definiert, die gegeniber einer linearen Transformation der
Grundvektoren invariant ist:

Die Transformation der Grundvektoren bestimmt die (kontra-
grediente) Transformation der Malzahlen.

Als Tensor nter Stufe wird eine in den Grundvektoren homo-
gene Form nten Grades definiert, die gegeniber einer linearen

Transformation der Grundvektoren invariant ist. Der Tensor
2. Stufe

heiit Dyade. Ein Tensor 3. Stufe hat die Gestalt

Die Maflizahlen eines Tensors nter Stufe haben n In-
dizes und sind beziiglich eines jeden kontragredient zu den
durch den gleichen Index gekennzeichneten Grundvektoren.
Diese Eigenschaft der Mal3zahlen ist notwendig
und hinreichend fur den Tensorcharakter einer
Form.

241. Ubergang von einer Basis zur reziproken. Die Dar-
stellung- eines jeden Tensors kann dadurch veradndert werden, daR
die verwendeten Grundvektoren ganz oder teilweise durch andere,
z. B. die der reziproken Basis ersetzt werden. Jeder ganz oder teil-
weise auf die kovariante Basis bezogene Tensor ist eine Invariante
von der Form wenn nur em Index i herausgehoben wird.

Dabei sind die ai extensive Grofien, von denen einzelne den Index i
nicht enthaltende Faktoren rechts von ei stehen kdnnen. Diese
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Invariante kann in die Form gebracht werden; dabei werden
die ei und die a, durch folgende Formeln transformiert:

und (30)

Es ist nur darauf zu achten, dal? die Reihenfolge der extensiven
Faktoren von ai beim Ubergang zu ai nicht gedndert werden darf.
So kann der Tensor dritter Stufe:

in die Gestalt

gesetzt werden. Dabei ist

242. Produktbildungen von Tensoren und Verjlingungen. 1. Die
unbestimmte Multiplikation zweier Tensoren geht aus
der unbestimmten Multiplikation der Vektoren durch Anwendung
des assoziativen und distributiven Gesetzes hervor. Das unbe-
stimmte Produkt zweier Tensoren /Her und <Aer Stufe ist ein
(spezieller) Tensor (p + q)ter Stufe.

Beispiel: Aus zwei Tensoren

® = Yaiei-ek; W= Sbmlnel-emen
lassen sich zwei unbestimmte Produkte bilden:
DW= 3akibmlnei-ek'el-emen;
WY =3 akibminel-emenei-ek

2. Das skalare Produkt zweier Tensoren entsteht aus dem
unbestimmten Produkt durch skalare Multiplikation der zusammen-
tretenden Vektoren beider Faktoren. Das skalare Produkt zweier
Tensoren jAer und 7ter Stufe ist ein Tensor (p + g— 2)ter Stufe,

Beispiel:

& . W= > akibmknei-emen
W.®d = Yokibminginel-emen

3. Als Verjungung eines lensors pter Stute bezeichnet man
die Bildung eines Tensors (p — 2) ter Stufe durch skalare Multipli-
kation zweier in sémtlichen Komponenten des Tensors gleichstehen-
der Reihen von vektoriellen Faktoren.

So lassen sich aus dem Tensor 3. Stufe W durch Verjungung
3 verschiedene Tensoren 1. Stufe (Vektoren) bilden, indem man
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die ersten und zweiten, oder ersten und dritten, oder zweiten und
dritten Faktoren skalar miteinander multipliziert:

>bllnen  splinglnen  Sbllnenl

Ein bereits bekannter Fall der Verjingung ist die Bildung des
ersten Skalars (Tensor nullter Stufe) einer Dyade: ®1=— Yakk

4. Das skalare Produkt zweier Tensoren kann als Verjingung
eines unbestimmten Produkts derselben betrachtet werden. Diese
Auffassung fuhrt zur Bildung von skalaren Produkten zweier Ten-
soren durch skalare Multiplikation zweier beliebiger gleichstehender
Reihen von vektoriellen Faktoren.

So kann man aus ® und W durch skalare Multiplikation der Vek-
toren mit den Indizes k und m den Tensor > albmingkmeielen bilden.
Denselben Tensor erhélt man, wenn man ® mit einem aus W durch
eine Vertauschung zweier Reihen von Vektoren entstehenden

Tensor in der urspringlichen unter 2. definierten
Weise skalar multipliziert:

Die zu einer Dyade konjugierte Dyade ist bereits friiher in dieser
W