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Torsion d'un cylindre elastofragile: stabilite de l'equilibre 

B. FEDELICH (NOISY) et P. BEREST (PALAISEAU) 

ON CONSIDERE Ie probleme de Ia torsion d'un cylindre elastofragile: Iorsque le cisaillement 
atteint une valeur maximale donnee, Ia resistance du materiau est ulterieurement reduite a zero. 
On donne les equations locales d'evolution de Ia section Iorsqu'on fait croitre !'angle de torsion, 
puis on etablit, par Ie calcul de I'energie potentielle du systeme, que I'equilibre est instable; 
enfin, on montre que cette instabilite peut passer inaper9ue dans un traitement numerique 
approche des equations du probleme. 

Rozwtiono zagadnienie skr~ia cylindra spr~zysto-kruchego w przypadku, gdy scinanie 
osi(lga dan(l wartosc maksymaln(l. Wytrzymalosc materialu jest uprzednio zredukowana do zera. 
Podano r6wnania lokalne ewolucji przekroju w przypadku, gdy zwi~ksza si~ k(lt skr~nia, 
nast~pnie ustala si~. poprzez obliczenie energii potencjalnej ukladu, :ie r6wnowagajest niestabilna; 
wreszcie pokazuje si~. :ie ta niestabilnosc moze bye niezauwaZalna w przybli:ionych obliczeniach 
numerycznych problemu. 

PaccMoTpeHa 3~aqa C!<pyqHBamm ynpyro-xpym<aro ~a: a cnyqae, RorAa CABHI' AOC­
ruraeT ~aHHoe MaKcHMa.m>Hoe 3HaqeiD{e, npo~oCTb MaTepuan:a paHDme caeAeHa I< aymo. 
ilpHBeAeHbi JIOI<aJibHbie ypaBHeHIDI 3BOJUO~ CetleWUI B cnyqae, ROrAa YBeJIHtDIB8eTC.R 
yroJI RpyqeiDl.R, 3aTeM yCTaHaBJIHBaeTC.ff, nyTeM pacqeTa noTeHqllaJibHOH 3HeprHH CHCTeMbi, 
liTO paBHOBCCHe HeCTa6HJibHO, HaRoHe~ noRa3biBaeTC.R, liTO 3Ta HeCTa6HJibHOCTb MO>KeT 6biTb 
He:JaMelleHHoH a npH6JIH>KeHHhiX liHCJieHHbiX pact~eTax 3aAaliH. 

1. Introduction 

ON CONSIDERE le probleme de l'equilibre isotherme d'un cylindre de hauteur/, de generatrice 
parallele a Oz, de section courante S simplement connexe, sous Ies conditions suivantes: 

Les composantes du deplacement dans le repere cartesien sont notees ~. 'YJ, C et le tenseur 
des contraintes est note u. 

La surface laterale est non chargee. 
La section inferieure est soumise aux conditions: 

(1.1)1 ~ = 0, 'Y} = 0, (]%% = 0. 

La section superieure est soumise aux conditions: 

(1.1)2 ~ = - rxly, 'YJ = rxlx, Uzz = 0, 
rxl est Ia rotation de Ia sectionS, supposee petite, par rapport a Ia section S0 ; on suppose 
rx > 0; ex sera le parametre de chargement de Ia structure. 

11 s'agit du probleme classique de Ia torsion d'un cylindre; comme il est usuel [7], 
on cherche dans toute Ia suite une solution dans laquelle les seules composantes non nulles 
du tenseur des contraintes sont Uxz et u.,z. So us cette hypothese, Ies solutions statiquement 
admissibles peuvent etre definies au moyen d'une fonction inconnue unique soit 'P(x, y), 
telle que: 

11 Arch. Mech. Stos. 5--6/88 
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(1.1h 

I 

a'l' 
(]%X=--ay 
'1' = 0 sur 

a 'I' 
(]:ry = ---dans S ax 

as. 
Le comportement du materiau est elastique fragile: le materiau est homogene, isotrope, 

elastique lineaire tant que le cisaillement maximal I -rl est inferieur a une certaine constante 
C caracteristique du materiau. 

Lorsque Ia condition I -rl = C est atteinte, Ia resistance du materiau au cisaillement 
sera ulterieurement reduite a zero, et Ia loi de comportement deviendra I -rl = 0. 

Pour le probleme particulier considere et sous !'hypothese faite au sujet de Ia forme du 
tenseur des contraintes, Ie critere propose pour Ie cisaillement, 1 -rl < c, equivaut a un 

critere energetique: si Ia densite d'energie elastique ~ e Le reste inferieure a une constante. 

We = C2 f2p,, p, coefficient elastique de Lame, le materiau est sain; si le critere est atteint 

we = _!__ eLe, !'element de materiau est detruit. Sous cette derniere forme, le materiau est 
2 

a endommagement brutal au sens defini par H. D. Bm et A. EHRLACHER [1, 2, 3]. 
On va aborder ce probleme par deux approches successives: 
La premiere, de nature locale, utilise les equations de champ et les conditions aux 

limites, eventuellement transportees dans revolution du front d'endommagement. 
La seconde, globale, utilise un principe de minimum portant sur Ia variable interne 

"forme de Ia zone saine" decrite par une transformation conforme. Elle s'inscrit dans 
le cadre de Ia theorie des materiaux a dissipation simple [4], qui permet de traiter les proble­
mes de stabilite et bifurcation rencontres lors de Ia resolution des equations locales; cette 
methode est a rapprocher de celle proppsee par N. Q. SoN [5-6], [9] pour les materiaux 
standards. 

2. Solution elementaire 

2.1. Probleme elastique 

Notons F Ia fonctionnelle energie complementaire pour les champs 
statiquement admissibles definis plus haut: 

I f _2 F(S, '1'*, a)= 2 (grad'l'*-4ap,'l'*)dS. 
ft s 

de contraintes 

Pour une section S du cylindre et une rotation a fixes, Ia solution '1' du probleme elastique 
minimise cette fonctionnelle sur !'ensemble des fonctions '1'* statiquement admissibles, 
i.e. telles que '1'* = 0 sur as. Un cal cui classique fournit les equations locales: 

dans 
(2.1)2 

sur 

s, 
as. 

On notera 'l'(S, a) Ia solution de ce probleme de Dirichlet et F Ia valeur correspondante 
de l'energie complementaire: 

F(S, a)= F (S, 'P(S, a), a). 
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2.2. Probleme elastofragile 

La solution precedente convient tant que Ie cisaillement maximal reste inferieur a C, 
soit 1 -rl < C. Le cisaillement maximal n'est autre que: 

(2.2)1 1-rl = y ui:+ui: = lgradY'j. 
_2 

La fonction grad Yl etant sous harmonique, atteint sa plus grande valeur sur le contour 
as oil 

~ - aYJ !gradY'!= -gradY'· n = -----gn. 

n designant Ia normale exterieure au contour as. 
La solution du probleme elastofragile, si elle existe, est done caracterisee par le systeme: 

(2.2)3 I
L1Y' + 2pa. = 0 
Y'=O 
aYJ 

-a,z+C ~ 0 

2.3. Evolution du front d'endommagement 

dans 
sur 

sur 

s, 
as, 

as. 

Au cours d'une evolution dans Iaquelle a. croit depuis Ia valeur zero, un front d'endom­
magement separant une partie saine de Ia section, S = S(t), d'une partie endommagee 
(detruite), soit S(O)-S(t), peut apparaitre et se developper. On note cp = <pD Ia vitesse 
normale de ce front; cp satisfait a Ia condition d'irreversibilite de l'endommagement si 
cp ~ 0. 

Sur ce front Ia finction de contrainte satisfait Ia condition Yl = 0 et eventuellement 
sur une partie du front Ia condition aYJjan+ C = 0; sur cette partie, Ia oil elle est mobile, 
les conditions de transport de ces relations s'ecrivent: 

II y a toutefois decharge si aYJjan+ C = 0 et a2YJjan at > 0; on a alors cp = 0. 
II est commode d'ecrire les conditions de transport en remarquant que sur Ia frontiere 

as !'equation de champ L1Y'+2,ua. = 0 peut etre ecrite comme suit: 

a2Y' 1 aYJ 
(2.3)2 an2 + 7i an + 2,ua. = o, 

oil R est le rayon de courbure de as au point considere. 
L'ensemble des relations permettant, en principe, de resoudre le probleme en vitesses 

s'ecrit alors: 

(2.3)3 a) L1Y' + 2pa. = 0 dans S; Yl = 0 sur as; 

b) 

11* 

A aYJ 2 . 
LJ --+ ,ua. = 0 at dans S; et sur as: 

aYJ 
--+C ~ 0 sur as; 

an 
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1a. m1 

la oil 

aP 
an+c > o, 

aP 
an+C=O, 

. aP o . a2P o 
SOUS reserve que af = Sl on ot > . 

aP 
eta!= 0, 

B. FEDELICH ET P. BEREsT 

La partie du front sur laquelle il y a decharge { !~~ > 0) n'est Cvidemment pas 

connue a priori, de sorte que le systeme precedent definit un probleme pour lequell'existence 
ou l'unicite des solutions ne sont pas acquises a priori. 

2.4. Cas du cercle 

On considere le cas d'un cylindre dont Ia section S dans l'etat actuel est un cercle 
de rayon R; on adopte les coordonnees polaire r, () dont l'origine est au centre du cercle. 
On a alors: 

Le critere d'endommagement est atteint si a atteint Ia valeur definie par p,aR = C. 
L'equation de champ indique que oPfot a Ia forme suivante: 

On cherche une solution dans laquelle aucun point du contour n'est en decharge, c'est­
a-dire qu'en tout point du contour on ait: 

o2 P "'a aP (2.4)3 =--. 
onot c ot 

II vient alors: 

oP = _ p,il. (r 2 - R 2 ) + 1-' ii.Rr(/31 cos()+ y 1 sin 0). 
at 2 

La condition d'irreversibilite q; ~ 0 implique que {31 et y 1 doivent etre choisis tels que 
;Ji + yi ~ 1. A cette reserve pres, {31 et y 1 restent in determines, ce qui etablit la possibilite 
d'une bifurcation. On notera que la solution en vitesse obtenue coincide a !'instant consi­
dere avec celle d'une evolution conservant Ia symetrie circulaire avec translation du centre 
du cercle composee avec une homotethie de rapport superieur a 1 ; on ne peut en conclure 
que telle sera Ia solution effective du probleme. 

3. Approche globale 

Dans cette partie, le probleme de Ia torsion d'un cylindre elastofragile sera considere 
du point de vue de Ia theorie des materiaux a dissipation simple. 
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3.1. Systemes a dissipation simple 

Un systeme pour lequell'energie totale dissipee pour conduire a l'etat actuel ne depend 
que des valeurs des variables d'etat a !'instant considere et a !'instant initial sera appele 
"a dissipation simple". Dans le probleme de Ia torsion envisage precedemment, le processus 

d'endommagement fait passer Ia densite locale d'energie elastique ~ eLe de Ia valeur 

w = C2 /2t-t a Ia valeur zero ; l'energie dissipee dans le processue d'endommagement ne 
depend done que des valeurs, initiale et actuelle, de Ia section du cylindre: 

D =/we {J dS-J dS} = D(S). 
So S 

3.2. Principe d'extremum pour ('evolution des systemes a dissipation simple 

On designera par A.le parametre de chargement, par Q une variable d'etat caracterisant 
l'etat global, ou local, du systeme, par u le champ de deplacement; dans le probleme 
particulier de Ia torsion, A. = rx et Q = S. On notera E(A., Q, u) Ia fonctionnelle energie 
potentielle totale du systeme pour un etat (Q, u) et pour le c~~rgement A.. C'est Ia somme 
de l'energie elastique et du potentiel des efforts exterieurs. Soit U(!J) !'ensemble des deplace­
ments cinematiquement admissibles (dans le probleme de Ia torsion, tels que lJf = 0 sur 
o!J) et K0 (Q) !'ensemble des etats admissibles pour Ia variable Q (dans le probleme de Ia 
torsion, !'ensemble des sections S' telles que S' c S). 

3.3. Fonctionnelle "energie totale" 

L'equilibre elastique de la structure est obtenu pour le champ de deplacement u qui 
minimise Ia fonctionnelle energie potentielle totale E parmi les champs u* cinematiquement 
admissibles: 

(3.3)1 E(!J,u,A.)= min E(!J,u*,A.). 
u*eU(D) 

Dans le cas ou l'equilibre elastique est stable (i.e., si Ia forme quadratique v · E~:a · v 
est definie positive), cette condition definit au moins implicitement u en fonction des 
variables Q et du chargement A.; on notera E(Q, A.) Ia valeur de E a l'equilibre elastique 

E(Q, A.)= E(!J, u(!J, A.), A.). 

On sait que I' approche en contraintes conduit, symetriquement, a minimiser Ia fonction­
nelle energie complementaire dont Ia valeur a l'equilibre elastique, notee F(Q, A.), est 
egale a I' oppose de E(Q, A.); cette approche est parfois plus commode, par exemple dans 
le probleme de Ia torsion; 

On introduit alors Ia fonctionnelle "energie totale" f/J, somme de l'energie potentielle 
totale et de l'energie dissipee dans l'endommagement 

(3.3h f/J(Q, A.) = E(Q, A.)+ D(Q) = - F(Q, A.)+ D(!J). 

Un equilibre !J, A. sera stable si une evolution spontanee est impossible, i.e. si en I' absence 
de modification de A., so it Ll A. = 0, on a LJQ = 0 (LI designe ici un ecart entre deux valeurs 
du parametre, sans ambiguite avec l'operateur laplacien). Un bilan energetique montre 
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[4] que, ,t etant fixe, l'etat (!J, A.) est stable au moins si Q realise un minimum strict local 
de tP sur !'ensemble des etats K0 {!J) admissibles. De plus, si on impose une modification 
L1l du chargement, I' evolution L1Q du systeme satisfait a: 

tP(!J+L1!J, A.+L1A.) = min tP(!J+L1!J*, 1+L1A.) . 
.0+ LtD•eKo(.O) 

3.4. Calcul des Yitesses d'evolution 

En particulier, si on impose a partir de l'etat (!J, T) un chargement .A('r) sous Ia forme 
d'un developpement en serie a droite de T = 0 [6] 

. 1 .. 
(3.4)1 .A(T) = 1+ AT+y AT2 + .... 

L'evolution !J(T), caracterisee par le developpement: 
. 1 .• 

(3.4)2 !J('r) = Q + !JT + 2 !JT2 + ... 

satisfait a Ia relation: 

tP[!J('r), A.(T)] = min tP[!J*(T), A.{t)] . 
.O•(T)eK0(.0) 

Avec: 
. 1 •. 

!J*(T) = !J*+!J*T+T!J*T2 + .... 

En developpant tP au voisinage de T = 0 au premier ordre, on trouve une condition 
necessaire de stabilite: 

K1 (.Q) etant le cone tangent a K0 (!J) au point !J. 
Au minimum, on a necessairement tPiJ · Q = 0 puisque le vecteur nul appartient 

a K1 (!J). Si H(!J, A.) est l'hyperplan de normale tPlJ, le critere d'evolution de l'endommage­
ment sera atteint pour Ia premiere valeur Ac du changement telle que: 

La minimisation du terme du second ordre en T 2 permet en generalle calcul des vitesses 
en resolvant un probleme d'optimisation quadratique avec contraintes: 

(3.4)6 tP;;2i.F + 2tP;;,.D). = min [tP;;2.Qu + 2tP.a,.D* i] . 
.o•eHnKt 

Si Ia forme quadratique tP;;2 est definie positive sur H(Q, Ac), il y a existence et unicite 
d'une solution; si elle est simplement definie positive sur HnK1 , il y a existence de solution 
sans qu'on soit assure de leur unicite: c'est une condition suffisante de stabilite. 

3.5. Solution elastique do probleme de Ia torsion 

On associe a asIa transformation conforme w(t) qui applique l'interieur C du cercle 
unite ac sur l'interieur S de Ia zone saine: · 

z = w(t, C), C e , z e S. 
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La fonction de contraintes 'P solution du probleme se met so us Ia forme: 

(3.5)1 'P = ReX(C)- ~a. lw(C)I 2 

oil X(C) est une fonction holomorphe de C dans C et verifiant sur oC: 

A l'aide d'integrale de Cauchy, on peut calculer X(C) ([8]): 

X( C) = f'a.. f lw(a)ll da- pa.. r _lw(a)lz da. 
2nl ac 0'-c 4nl ac 0' 

On obtient ainsi Ia solution explicite 'P = 'P(w, a.) du probleme elastique, ce qui permet 
de calculer Ia valeur de Ia fonctionnelle energie complementaire F(w, a.) a l'equilibre: 

I f _1 f F(S, a.) =2 (grad'l'-4a.p'l')dS = -Ia. 'PdS. I' s s 

En utilisant Ia transformation conforme w, on explicite t/J sous forme d'integrales portant 
sur l'interieur du disque unite, soit: 

(3.5)5 <J>(ro, a) = Ia f [ReX (C)- ~a lro(C)I'] lro' (C)I 2ds- We If lw (C) 12 ds. 

3.6. I.e probleme d'evolution 

La forme quadratique t/J;il se particularise ici en: 

(3.6)1 t/J~l &o2 = Ia. J Re(XC::l <5w2
- !Ja.&odw)lw'l2 ds-

c 

+4/a. J Re(X~<5w-!Ja.&ow)Re(&o'w')ds­
c 

+2/a. J ReX- I'; lwl 2 l&o'l 2dr-wcl&ol 2as. 
c 

La discussion du caractere defini positif de cette forme est diffi.cile dans le cas general. 
On peut developper w en serie entiere dans le cercle unite: 

( co 

lw(t, C)=~ a,.(t)C", 

t 
n•l 

00. = ~ IJa. c·. 

a,= a~ +ia~', 

da,. = da~ +ida~'. 
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3.7. Exemple du cercle 

Dans le cas d'une geometric initialement circulaire, Ia forme quadratique 1>;;2 &.o2 

s'ecrit (lorsque le critere est atteint): 
00 

4>~~<5a~ = 2nwcl{21<5a11 2 + ~ (2-n)j<5anl 2
}. 

n=2 

Le cone tangent K1 (w) est ici defini par: 
00 

q; ~ 0<:> ~ <5a~cos(i--1)0_.;<5a~'sin(i-I)O ~ 0 VO. 
i=l 

La forme quadratique q,;l <5a; n'admet pas de minimum sur K1 (w) (considerer par 
n 

00 

exemple les vecteurs 6ro = A(~+ C5); A < 0 ou &o = A .r C"; A < 0, ce dernier vecteur 
. n=l · 

correspond a un champ de vitesses normales nul partout sur as, sauf en un point C = 1). 

L'equilibre est done instable des que · le critere est atteint. 
On verifie sur ce cas particulier que !'existence de solutions en vitesses trouvees par 

le calcul elementaire ne garantit pas la stabilite de l'equilibre. Le resultat, qui semble 
paradoxa!, plaide en faveur d'une approche de type energetique par rapport a une approche 
loeale. Dans le cas general d'une geometric non circuhiire, on va decrire un mode operatoire 
pour simuler numeriquement une evolution approchee de Ia zone endomagee. 

4. Le probleme approche 

4.1. Principe d'approximation 

Considerons les troncatures a l'ordre N du developpement en serie de w: 
N 

ro ~ w = ~ an(t)Cn; 
i= 1 

on introduit Ia fonction ~ correspondante: 

i>(an, ex)= (})(w, ex). 

L'ensemble K1 (an) des vitesses d'evolution autorisees par la condition d'irreversibilite 
est un cone convexe de sommet r ·origine, defini par: 

(4.Ih 

ou: 

N 

Kl(an) ={an,~ a;A,(O)+a;' Ai+N(O) ~ 0 vo} 
i=l 

N-1 

A1(0) = ~ j(ajcos(i-j) 0 + aj' sin(i- j) 0), 
i=l 
N-1 

At+N(O) = ~ j(aj' cos(i-j)O-a}sin(i-j)O). 
i=l 
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La minimisation de il>(a +a-: 't) au premier ordre en t' sur kl (a,.) conduit a: 
(4.1)4 a,.EH(a,.,r:t.) oil H(a,.,r:t.)= {a:,<P!,.a:=O}. 

La premiere valeur de r:t. donnant lieu a H nK =/: {0} definit ainsi un nouveau critere 
d'evolution dit "global", car portant sur des grandeurs caracterisant Ia forme de Ia section 
dans son ensemble, par opposition au critere precedent qui faisant intervenir Ia densite 
locale d'energie elastique. Le calcul explicite des vitesses se fait identiquement en minimi­
sant sur if nK Ie terme du second ordre: 

(4.1)5 
I il' . * 2 (]>'' • * . T a~a,. + a,.a.an IX. 

Pour apprecier Ia difference entre les deux lois d'endommagement et les consequences 
d'une discretisation de point de vue de Ia stabilite, on va etudier completement un cas 
a deux parametres. 

4.2. Exemple d'evolution approchee dans un espace a deux parametres 

On considere des geometries a deux parametes reels, symetriques par rapport a l'axe 
x'ox. 

w = a1C+a2C2, 

a1 et a1 sont niels et 12":.1 < I car w' # 0 dans C. 

Le cone K1 (a1, a2) est alors defini par: 

La fonction iP se particularise ici en: 

- [rx2 
!/>(at, a2, rx) = 2 J(a1, a2)-nlwc(ai + 2aD, 

FIG. 1. Trajet du point representatif de (a1, a2) (cit, ci2), (- ~~1 , 4>~1) respectivement lorsqu'on fait croitre 
le chargement (X par a2 (t = 0) ;;::;: 0. 
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La minimisation du terme du premier ordre en -r de ~ au voisinage de (a1 , a2) conduit 
a: 

On fait crottre, a partir de 0, l'angle de rotation impose a. L'endommagement du 
cylindre survient lorsque a = ac tel que: 

~~1 = (p~3 (cf. igs. 1, 2 et 3). 

FIG. 2. Trajet du point representatif de (at, a2Hat, a2), (- «P~,, ;p~2) respectivement lorsqu'on fait croitre 
le chargement rt pur a1 (t = 0) ;;2!:: 0. 

-·· ., 

FtG. 3. Trajet du point representatif de (at, a2Hat, a2), ( -4>~ 1 , $~3) respectivement lorsqu'on fait croitre 
le chargement rt pur a1 (t = 0) ;;2!:: 0. 

Deux solutions sont possibles: 
1) a2 =F 0 
Le cone des evolutions possibles se restreint a Ia demi-droite: 

(4.2)5 

Ia minimisation au second ordre permet le calcul effectif des vitesses: 

iJ = -(~a:a.-~~:a.)a 
f$" + rP" - 2~" 

Q~ Q~ 11102 

~ 0. 
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Ceci jusqu'a perte de stabilite obtenue lorsque 

(4.2), 

Remarquons qu'on tend vers Ia formation d'une cardioide, ce qui correspond a l'initia­
tion d'une quasi-fissure (voir Fig. 4). Numeriquement, on observe que l'instabilite survient 
lorsque Ia courbure change de signe. 

FIG. 4. Evolution de Ia frontiere dans Ia solution approchee. 

2) a2 = 0 
C'est le cas du cercle, dans ce cas: 

(4.2)s 

lorsque le critere est atteint: toutes les evolutions du cone K1 {a1 , a2 ) restent possibles 
au premier ordre et Ia minimisation au second ordre conduit a: 

(4.2)9 

a2 reste indetermine: il y a stabilite, mais non unicite en vitesses (cf. Ia solution elemen­
taire). 

En developpant ~ au quatrieme ordre en -r et en minimisant les termes successifs 
obtenus, on peut effectivement calculer Ia valeur de a2 = ±a1 iJ.ja: i1 y a reellement bifurca­
tion et l'etude du cas a2 =/: 0 montre que ce champ de vitesses entraine une perte de Ia 
symetrie circulaire du probleme. -

REMARQUES 

Dans l'espace de ce qu'on pourrait appeler des "forces thermodynamiques generalise­
es"- l/>~ = -E!J-D~, on peut toujours definir un cone convexe A(.Q) dual de K1 {D) 
par Ia relation: 

A(.Q) = {V, v . .Q• ~ 0 VD* E Kl (!J)} 

en notant G = -l/>~, Ia condition iJ E K 1nH se reecrit: 

(4.2)10 (G- V). n ~ o v v E A(D). 
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On retrouve done un cas particulier de loi de comportement type materiau standard 
avec un convexe correspondant au domaine des forces thermodynamiques generalisees 
admissibles. 

Une evolution decrite dans un espace a un parametre a =fi 0, c'est-a-dire supposant 
Ia conservation de la symetrie circulaire de Ia geometrie, conduit a un retrecissement 
du rayon du cylindre jusqu'a destruction totale sans instabilite, puisque <P~2 (a2 = 0) > 0. 

1 

Conclusion 

La demarche qui a ete suivie iciest generalisable a plusieurs types de problemes d'endom­
magement brutal; le probleme analogue du decollement d'une membrane [I 0], delaminage, 
croissance de cavites, fissuration. De meme que !'approche par l'exterieur, classique en 
calcul a la rupture, la methode precedente conduit toujours a des estimations optimistes 
du chargement, que ce soit en ce qui concerne le critere ou !'apparition d'instabilite. Une 
discretisation abusive du probleme physique peut ainsi conduire a ignorer les mecanismes 
reels de ruine de la structure. 

Bibliographie 

1. H. D. BUI, A. EHRLACHER, Propagation dynamique d'une zone endommagee dans un so/ide e/astique­
fragi/e en mode Ill et en regime permanent, C.R. Acad. Sci., t. 29Q, serie I, 273-276, 1980. 

2. A. EHRLACHER, Vitesse de propagation d 'une zone endommagee dans un so/ide elastique-fragile en mode 
Ill, C.R. Acad. Sci., t. 293, serie II, 95-98, 1981. 

3. H. D. BUI, K. DANG VAN, C. STOLZ, Formulations variationnelles du prob/eme en vitesse pour le so/ide 
elastique-fragile avec zone endommagee, C.R. Acad. Sci., t. 292, serie II, 251-254, 1981. 

4. A. EHRLACHER, 7eme Congres Fran9<lls de Mecanique, Bordeaux, Septembre, 1985, A4B. 
5. N. Q. SoN, Stabilite et bifurcation en rupture et en plasticite, C.R. Acad. Sci., t. 292, serie II, 817-820, 

1981. 
6. N. Q. SoN, Bifurcation et analyse post-critique en rupture fragile et en plasticite. C.R. Acad. Sci., t. 300, 

sene II, 158-161, 1981. 
7. J. MANDEL, Cours de mecanique des milieux continus, tome II, 519-521, 1966. 
8. N.J. MusKELISHVILI, Some basic problems of the mathematical theory of elasticity, Groningen 1933. 
9. N. Q. SoN, J. de Mecanique Theorique et Appliquee, 3, 1, 41-61, 1984. 

10. P. BEREST, Stabilite d'un systeme a comportement irreversible (decollement d'une membrane), C.R. Acad. 
Sci., t. 305, serie II, 747-750, 1987. 

CENTRE D'ENSEIGNEMENT ET DE RECHERCHE EN ANALYSE DES MATERIAUX 
ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES, NOISY LEGRAND 
et 
LABORATOIRE DE MECANIQUE DES SOLIDES 
ECOLE POLYTECHNIQUE, PALAISEAU, FRANCE. 

Received March 24, 1988. 

http://rcin.org.pl




