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Ecrouissages — Schémas thermomécaniques et a variables internes:
Méthode de définition utilisant le concept d’hystérésis pure

Notations

o*

D. FAVIER, P. GUELIN, A. TOURABI, B. WACK (GRENOBLE)
et P. PEGON (ISPRA)

ON MONTRE comment le schéma de comportement d’hystérésis pure, par défnition dénué d’écroui-
ssage, peut néanmouis étre utile pour poser des principes, choisir des méthodes et obtenir des
résultats en matiére de théorie phénoménologique de I’écrouissage. L’idéalisation d’hystérésis
pure isotrope monotherme est tout d’abord étendue au cas a température variable. Le nouveau
schéma thermomécanique est ensuite utilisé pour aborder le cas d’une dépendance des propriétés
vis-a-vis de paramétres qui sont des fonctions et/ou des fonctionnelles soit de variables “externes™
usuelles du continu, soit de variables de structures internes spécifiques; le premier de ces deux
cas retient spécialement I’attention, en liaison avec des résultats expérimentaux.

Pokazano w jaki sposob schemat konstytutywny z czysta histereza, ktory z definicji jest pozba-
wiony wzmocnienia, moze by¢ uzyteczny w celu ustalenia zasad, wyboru metod i otrzymania
wynikéw w zakresie fenomenologicznej teorii wzmocnienia. Idealizacja czystej izotropowej
histerezy izotermicznej jest rozszerzona najpierw na przypadek zmiennej temperatury. Nowy
schemat termomechaniczny jest nastgpnie uzyty w celu otrzymania przypadku zaleznosci wias-
noéci wzglegdem parametrow, ktore sa funkcjami i (lub) funkcjonalami lub tez zmiennymi ,,ze-
wngtrznymi’ osrodka ciaglego, lub tez zmiennymi wlasciwej struktury wewnetrznej. Zwrécono
szczegblng uwage na pierwszy z tych przypadkow, w powiazaniu z wynikami doswiadczalnymi.

TTokxasano KakumM 00pa30M OHpENEeNsIIONIas CXeMa C UMCTHIM THCTEPE3HCOM, KOTopas Mo onpe-
JIEeJICHHIO He COHEPYKUT YIPOUHEHHS, MOYKET GBITh MOJIE3HOi C NEJBI0 YCTAHOBIIEHHA TPHHIH-
IoB, BbIGOpa METOMOB M MOJYUEHHS pe3yJIbTaToB B o6jacTH (heHOMEHOJIOTHUYECKOH TeopHH
ynpounennsi. Mgeanusanusa YMCTOro M30TPOITHOTO H30TEPMHYECKOro TMCTEPE3HCa pacIIMpeHa
CHayasna Ha CIyuail mepeMeHHol Temnepatypsl. HoBas TepMmoMexaHHUecKas CXeMa 3aTeM HCIIOJb-
3YETCA C LEeNbI0 MOJMYUEHUA 3aBHCHUMOCTH CBOMCTB IO OTHOLIEHHIO K IIapaMeTpaM, KOTOpkhIe
ABsmoTca GyHKUuAMY ¥ (WIKH) QYHKIMOHANAMH HIIH TOXKE ,,BHCLIHHMH’® II€DEMEHHBIMH
CIUTOIIHOM Cpennbl MIM YK€ INepEMEHHBIMK IPaBMIBHON BHYTPeHHEH CTPYKTyphl. OOpamieHo
0coDeHHOe BHHMaHKE Ha IEPBbI H3 3THX CJIy4aeB B CBA3H C 3KCIEPHMEHTAIBHBIMH PE3yJIb-
TaTaMH.

(0, e,) repére absolu orthonormé (x = 1,2, 3),
t temps absolu,
° ou d/ot dérivation partielle par rapport a ¢,
M particule matérielle,
OP(M,0) vecteur position de M, dans (0,¢e,), 2 t =0,
Op(M, t) vecteur position de M, dans (0,e,), a ¢t > 0,
Z%(M,0) composantes de OP dans (0, ¢),
z%(M,t) composantes de Op dans (0, e%),
X X az% d0p
V(M,t) vecteur vitesse de M, défini dans (0, e,l)(V“eu = vy ey = 5 ),
x' coordonnées matérielles entrainées (pour M donné, les x' sont constants),
Gi,g: vecteurs de base initiaux (¢ = 0) et actuels (¢ > 0) du champ des repéres
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entrainés notés (M, g:, g5) ou (M, g',g”%)

% tenseur métrique,
gy composantes covariantes de ¢ (dans (M, g', g’)),
g déterminant des g:; = g:- g; (le point note ici le produit scalaire),
@/ox' dérivation partielle par rapport a x',
V. symbole de la dérivation covariante,
Lyt Loer, Lo, Lyt symboles de dérivation de Lie dans la direction ¥,
»', v, composantes de V exprimé dans (M, g;,g;) ou (M, g',¢”’),
1% tenseur de Cauchy transporté de 7g a f,
Ape tenseur d’Almansi-Euler des variations de & sur Jtx, t],
D tenseur vitesse de déformation Z..dke = 1/2(V;o,+Viv)e® g;,
¢ tenseur relatif de Cauchy de poids 1,
k6 tenseur de contrainte de Cauchy transporté de 7z a ¢,
Age tenseur fondamental des variations de o sur Jig, 7],
o masse spécifique (% = o)/ g = cste),
Pint, P, pime puissance des efforts intérieurs par unité d’étendue, de volume, de masse:
#=PVg=0orVe
II, Prey, prev  puissance reversible,
@ dissipation intrinseéque (—Pq—1I),
&, E,e énergie interne (& = EVg = pe}g; poids de & = 1),
2,0,q chaleur,
Fa, 1, 1. dissipation intrinséque sous forme non calorifique relative a I’hystérésis pure,
oA, K,k énergie cinétique, (F = Pexi+ Pt = P+ 2—6),
A, n scalaires relatifs associés aux parametres de Lamé 7 et it par
r=iVein=ive,
So scalaire relatif associé 4 une limite en cisaillement S, par S, = S, ]/E,
9,1 symbole de Kronecker, tenseur unité,
*T égalité de définition,
sym/

égalité symbolique (correspondance fonctionnelle),

Rémarques introductives

i) ON RESUME ici des recherches récentes qui constituent une introduction a de futurs
efforts de développements théoriques et expérimentaux, concernant le comportement
thermomécanique des solides réels. Bien qu’elle soit loin d’étre achevée, I’étude trouve
une place naturelle dans un symposium dont la tradition, a I'origine, n’incitait pas au
discours définitif [1].

ii) Dans cet esprit, il semble utile, & I'aide de quelques remarques, de situer le travail
présenté dans le domaine de la mécanique du continu ou se tiennent les questions de
thermoplasticité. Ceci doit étre fait aussi bien sur le plan des méthodes qu’au niveau des
principes et des ruptures conceptuelles. Les éléments d’un tel repérage, éparpillés dans
nombre de publications, sont donc regroupés dans une courte annexe qui assure i la
présente rédaction une relative autonomie (cf. annexe 1 et [2] & [32]).

iii) 11 est également possible de se situer & 1’aide d’une description imagée et intuitive,
dont le principal avantage est de bien faire ressortir le réle important joué par la notion
de mémoire discréte. Cette description prend comme point de départ le phénoméne de
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mémoire de forme (cf. annexe 2 et [33, 34, 35]). Soient H et HP les courbes symbolisant
respectivement une évolution hyperélastique et une évolution d’hystérésis pure dans les
espaces associés a (g, 0,o) €t A (g, 0,) (cf. Fig. 1). A la superposition:

G = Gy 10,

correspond une courbe MF de I’espace associé & (¢, o), courbe qui symbolise des évolutions
du genre de celles observées.

oo 4
U&

FiG. 1. Graphe symbolique (MF) du schéma monotherme d’élastohystérésis pure obtenu par superposition
de contrainte hyperélastique (H) et d’hystérésis pure (HP).

Cette représentation suffit pour suggérer 'importance du rdle joué par la notion de
mémoire discréte (trajet 2, 3, 4 par exemple). Les schémas associés & H et HP seront donc
rappelés bricvement (§ 1). Mais on imagine facilement qu’il est possible d’obtenir, a 'aide
de “variations” simples des proportions relatives et des formes de H et HP, des allures

o

‘n 1 1‘;LLLLLA. &

F1G. 2. Aspect de graphes MF (cf. Fig. 1) souvent observés & température “froide” (/), intermédiaire (2)
ou “chaude” (3), en matiére d’effet de mémoire de forme.

de MF vraiment tout 3 fait semblables a celles observées a froid et & chaud (cf. Fig. 2 ot
les graphes 1, 2, 3 correspondent & des températures croissantes).

Dés lors, le probleme est de définir un schéma HP capable de prendre en compte la
dépendance des propriétés vis a vis d’un paramétre 7 continu, borné, tel que la tempéra-
ture; bien entendu, une extension a plusieurs parametres devra étre envisagée dans le cas
de I’écrouissage des matériaux réels. En conséquence, il faut ajouter aux deux schémas
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essentiels évoqués ci-dessus (les schémas associés & H et HP), un ingrédient complémentaire
généralisant la notion d’hystérésis pure au cas de la dépendance vis & vis de T (§ 2 et 3).
La construction est symbolisée par la Figure 3: on peut dire que, par produit direct de T
et de I’espace associé a une représentation de référence (E, X) de type HP, on introduit

FiG. 3. Schéma illustrant la correspondance entre I’espace réel AP et 'espace de référence R ainsi que
la projection de I'espace de référence.

d’abord une représentation R feuilletée par dT = 0; il s’agit ensuite de définir un difféomor-
phisme de R & HP. Cette construction peut é&tre immédiatement appliquée au cas de I’écrouis-
sage isotherme (§ 4). Dans cette étude préliminaire, des hypothéses simplicatrices ont
bien entendu été mises en oeuvre. L'expérience montre qu’elles ne sont cependant pas
excessivement restrictives (§ 5). Trois remarques sont faites en guise de conclusion (§ 6).

1. Rappel des idéalisations d’hyperélasticité et d’hystérésis pure

1.1. Un champ de tenseur de déformation entre I'instant de référence fz et I'instant actuel
t > tg est défini par:

a.n e €, 1) . ()~ k)8 (, @, 1)

définition qui exprime la comparaison de la métrique actuelle covariante avec I’information

métrique concernant ’état 4 ¢, laquelle est mémorisée & ?; et transportée intacte de fg
at,
déf
Lov8i; =0, &= &i(tx) ¥x*
lors de I’évolution a la vitesse D.
Sitg = 0, ¢% est le tenseur de déformation de Cauchy usuel et 4e le tenseur d’Almansi

usuel. La variation /gze du tenseur relatif de contrainte de Cauchy, de poids 1, peut étre
défini de méme par:

deéf symb symb
(1‘2) A};G~ic(t)_1}{u9 ,Sf’uk’u—O, ;{3_—

a(tp).

Les égalités symboliques refletent le fait qu’il reste encore a choisir 'un des trois types
de transports possibles (mixte, co- ou contravariant).
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1.2. U’hyperélasticité est définie a partir d’un état initial neutre de sorte que 7z = 0 et
que 'on considére Ay e et A4 [25, 36 et 37]. La conservation de I’énergie s’exprime par:

de
(1'3) —‘E‘ = A(;Urevij i
De plus, il est utile de rendre e et donc & (puissque o g est constant par conservation
de la masse) fonction non pas des invariants classiques mais du jeu:

(1.4) V= V%, Qs =1/2105, qJ‘,E:%arcosl

3y6 15
[

avec:
2ﬁzﬁ = Zglj Z_‘éji, 3 iﬁﬁ = Z‘;‘_ij A_ej,, Ekl.
Par identification on obtient d’une part une définition tensorielle:
A5 Grei'y = 0 8%+ ay AL 6+ ay A e Ab £,

1.5 . V
( ) IA;3=7~2A&Eika‘,
faisant intervenir une équation différentielle scalaire portant sur la trace de Aje. On
obtient d’autre part, par contraction de (1.5), une correspondance entre trajets dans

I’espace des invariants de déformation et de contrainte:
o o8
W_2QAE ma
28\ e o¢ o& e o¢ \’
(M)Q%—e( ) * ——4-2(7—L
400 . aQAa QAS ana 39’7_4: Qze a(PAs

_14- 3 . ag 3 _ f:l ag : 36
l/g QA;GCOS3¢P46'—f0( aQAc) 3 O ( anB) ( 39045)

(5 ) ) + 6 )
Qie 00 4. 0P 4e Qge 34’4;

Les fonctions scalaires g, o, a3, €9, €1, €3, fo,/1,/2, /3 peuvent dépendre de V, Q,,
@4, et de 1,,. Par exemple:

Lo =3V

o & ( 3+21, )
a, = C +C, , Co=|—7"7"/,
.7 ' ° 0Q 4 ¥ 0@ . 304
' 3 2\ e O o A
CoQiesin 3, = Qe0083¢4 1+ 3| + 16 = —4]/6—9—+21/6 s
D’autre part, si J note 1— 2245 , on a les formules remarquables:

eo = J?+20%/3 —4JQ4co830 /) 6; e, = 8JQ4sin3p./)/6,
e, = J2+203%,/3 +4JQ4,c0830,[)/ 6 ,

(L.8) Jo = J3c083¢,/Y 6 — Q4 J* +2032,Jc0s 30,/ 6 —203%.c0569,/9,
fi = J3sin3@,/y/6 +203.Jsin3¢,/3 Y6 —203.5in6¢,/9,
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l(lﬂ fo = J3c083@, [ 6 + 0407 [3—20%Jcos3¢,./3 6 —2053.c0s6¢,/9,
fs = J3sin3q. /)6 —203% Jsin3g, /) 6 —203sin6¢,/9.

Les formes (1.5), (1.7) et (1.6), (1.8) sont toutes les deux utiles mais la premiére est
utilisée systématiquement, sous forme différentielle, pour obtenir les schémas de super-
élasticité (élasto-hystérésis pure) et de mémoire de forme selon le processus de super-
position de contrainte (cf. Fig. 1):

(19) G = 0,10,y

ol o, note la contribution d’hystérésis pure dont la structure va maintenant étre décrite.

1.3. Le schéma d’hystérésis pure (HP) est défini par branches (ou arcs de branches) successi-
ves des graphes d’hystérésis de sorte que ’on doit considérer ¢z > 0, utiliser les fonction-
nelles tensorielles A% o et faire jouer un role essentiel aux affixes remarquables tels que R
(cf. Fig. 1). Ce rdle est déterminé par un processus de mémorisation discréte défini par
critére et algorithme thermomécaniques (cf. par exemple [17]). Les schémas constitutifs
sont donc formés par la réunion (syndéomie) de plusieurs (cinq) types de définitions
qu’il est commode de rappeler briévement.

Puisque 1’on utilise (1.1) et (1.2) avec #z = 0, il est naturel d’envisager des définitions
du taux de contrainte de type de Zaremba:

symb

PAra+ Ao == L Aye + Aye.

Mais on a vu, a propos de (1.2), que ’essentiel est alors de choisir la variance du trans-
port. Celle mixte s’avére la plus intéressante lors de ’étude de schémas ol le terme en Age
est supprimé (cf. [24]). En conséquence, la syndéomie rassemble d’abord les définitions
de mémoire discrete: =

(1.10) Lo iG =0, Lo, =0, L.oli=0.

. .. 1 1 2 .,
Elle rassemble ensuite les définitions du taux de ¢ = T(O’-{-O’) et des taux associés

a ’hystérésis pure I1,,, ‘@2 (interne intrinséque), é, S j = — 2 + @) en fonction des taux
fondamentaux D, #;, @, et %:
|
dot: 1. 1 2
aatJ = aod'+a, D+ a,dxo’y, o'y =0,
(1.11) 2
do! J i s 2q
Fra ay 6/ +a, D/ +a, Ao/,
(-1 -1 0]
1 1
1, 0 =% wlre
(1.12) ~2ul _ Lo 2.
8 -1 —— —1lz
f w w ¢
0 w—1 i
L w w _
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avec, par exemple:
—Vend. —
Veiln _,

1.13 = _EDE,-, a, =2 '—", =
( ) 0 I/g 1 Ve i 2 (cu}/g S0)2

EN
;e.

et:

(L18) B, — B+b— Ayo',Di+h, @ — Ac,Ad, HW;’%%‘@) .
As

Elle rassemble enfin la définition du critére d’inversion (basé sur @,,), celle de I’al gorithme
(basé sur I'intégration par branche de @,,) et celle d’une condition initiale non restrictive
(cf. par exemple [17]).

On a noté qu’il reste a préciser b dans (1.14). Le définition de ce terme fait intervenir
les caractéristiques du milieu continu et peut étre effectuée en suivant une méthode déja
décrite dans le cas particulier d’un milieu dont la limite de plasticité est du genre de Mises
[25]. Cette méthode se généralise au cas d’une limite de plasticité de type de Coulomb
[38].

Les évolutions irrotationnelles sont alors décrites, du point de vue déviatoire, par des
équations différentielles a retard de la forme:

o' _I_I = ﬁ7 —_ — =
(115) gtj —b4ccotg3(p:47 ('2-_[_;’:) = -éil_it) AO'lj =a, Di,-+b4¢mdo"j,
s Ao Ao
= [XR 1
¥
A \

0

3

F1G. 4. Définition de la différence de phase « au point actuel A de la branche RA.

F1a. 5. Correspondance déviatoire contrainte-déformation dans le cas de Mises et de “Coulomb généralisé”.
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2tgally; . N -
avec ¢ = gZ—IA", si a note I'orientation de phase (g4, —@x) dans le plan déviatoire
1
(cf. Fig. 4 et [25, 38]). Les propriétés du schéma de Zaremba “orienté” ainsi obtenu ont
déja été illustrées en particulier par des études de correspondances entre trajets cycliques
de contraintes imposées et trajets de déformation (cf. Fig. 5 pour les cas du genre de Mises

et de Coulomb).

2. Du schéma d’hystérésis pure aux schémas d’écrounissages

On se propose de suggérer comment la notion d’hystérésis pure peut jouer un role
heuristique pour obtenir la définition d’une direction de recherche qui sera explorée
au paragraphe suivant.

2.1. Compte tenu de la forme & retard des équations (1.15), il est tout d’abord utile de
noter que les méthodes utilisées en matiére de fluide [39] & propriétés dépendantes d’un
parameétre (tel que la température), ne peuvent sans doute pas étre transposées au cas
étudié ici. Cette remarque est valable pour le schéma HP et donc aussi pour les schémas
basés sur la superposition (1.9).

2.2. Les modeles symboliques a ressorts et frotteurs jouent un réle heuristique remarquable
en vue de la définition du schéma HP monotherme. On peut donc étre tenté de définir
une sorte de généralisation de ces modeles au cas ou les propriétés de leurs constituants
dépendraient d’'un paramétre. Malheureusement, il n’est pas possible de généraliser
efficacement la notion de frotteur. Cette difficulté est une expression physique de la difficulté
mathématique précédente (point 2.1).

2.3. 11 reste 4 envisager I’étude de schémas scalaires élastoplastiques trés simples et trés
particuliers du genre de Prager, par exemple:

e Somth( 2 Bl D)

&o(T) u(T)

schémas qui sont suggérés par les résultats expérimentaux obtenus dans des conditions ou
I’on provoque de fortes variations des propriétés mécaniques en contrdlant un parameétre,
typiquement la température. Puisque ’on recherche un schéma a mémoire discréte, un
soin particulier doit présider aux définitions des fonctions y et x et de leurs taux.

Durant un “premier” chargement, effectué¢ a partir d’'un état initial supposé neutre,
on a:

©.1) Mo=g_lo, ioc—a(0)=0.

D’autre part, on peut convenir de noter (1.1):

), &o(T) =

2.2) tesme—de, de=e(0)

ou les scalaires e et e ont des roles qui ne peuvent étre assimilés, sans prudence, 4 ceux
des tenseurs 1/2% et 1/25% respectivement. Nous allons voir que ces roles sont cependant
heuristiques d’une fagon qui va étre précisée au terme de I’étude du taux de Adge.
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En supposant qu’il soit possible de définir une inversion, on doit s’attendre & introduire:
2.3) ko =oc—4o, AdAhe=e—je

pour traiter I’évolution postérieure a cette inversion.
Posons alors:

D=2, el mE=F ¥
5 5o
2.4)
e RE
E=—, (E=%* ME-E—jE
o €o

et introduisons la condition de mémoire discréte sous la forme:

@.5) _(‘;7 ;2%%;13: 0.
Lors de la premiere charge:
X =(1-2%E
et postérieurement a l'inversion:
(2.6) Eiii(l— A(:'fz) E.

D’autre part, si go et ge sont fonctions de ¢ par I'intermédiaire de T exclusivement,
on a:

t £
15 3 IR0 o 36 Ore

R0=—p T w= 7

T.
Alors (2.5) entraine:
1 S, . d

_3_150'2_1;0, ‘{ez 1 t an

(27) aT So W‘ﬁ ’ aT To RE '—a—]_;- .

Le produit scalaire 4%% - E permet de définir les instants d’inversion de 1’évolution
“réduite”, parcourue dans ’espace (X, E) ol s’appliquent toutes les évolutions “réelles”
de méme suite discréte “réduite”.

Enfin, le taux de E est une somme de deux taux:

D 1 380

E=—" — T
€0 5(2) aT %

de sorte qu’en tenant compte de (2.3) et (2.2) on a:

bt _ D __1_.. 360 > t it

E= o . WT(ARE'FRS)
ou bien:

E=L 1 %% g,y

& g OT
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Ces formules scalaires peuvent étre heuristiques pour effectuer I’extension tensorielle si
elles sont interprétées avec prudence. On note d’abord que si plusieurs types de paramétres
interviennent, I’'usage de la premiere formule doit certainement conduire a des difficultés
inextricables puisque deux fonctionnelles interviennent. Pour aborder sur des bases assez
simples I’étude de cas aussi typique que celui de I’écrouissage & température variable, on
est donc amené a considérer la seconde forme:

T4 e+ &e).

2.8 E=— —
( ) & 8(2) T

D’autre part, si ’on envisage des schémas dont la partie isotrope est réversible, I’analyse
s’applique essentiellement a la partie déviatoire et §& doit étre considéré comme nul, de
sorte que la forme scalaire heuristique est:

g D 1 ey -
(2.9) P _;% TA4%

&o &0

ou les notations “déviatoires” sont symboliques.

Le schéma thermomécanique esquissé ci-dessus suggére immédiatement ceux & plusieurs
variables “externes” et ceux a variables de structures internes spécifiques. Dans le premier
cas, les fonctions So(T) et u(T) sont remplacées par des fonctions So(T, “D”, “n™) de
variables du genre “externes”: température 7, invariants “D” de vitesse de déformation,

66, 9

invariants “»” associés a la contrainte et a la déformation. Dans les deux cas, on a encore
(2.6) et les relations (2.7) prennent la forme:

;30' 1 3S0 "

da; ~ S, o X7

2.10)
( ;;«f:‘_ 1 dey

t .
orE_ 1 %0 e 0<ig<n,
90& €g aai K Sl

si dg, &, ... notent ’ensemble des variables externes et internes. Notons de plus que le
taux réduit Q(R) défini dans (X, E) par:

.11 —wQ(R) = AYTE—ZAYE
est relié de fagon simple au taux de chaleur interne intrinséque dégagé:
(2.12) ~w£‘.2u = A% 0€/i.0—0lzm0dk e = —w Q(R) S, &0
c’est-a-dire qu’il s’exprime sous la forme monotherme et a I’aide de taux partiels éliminant
ceux diis & la dépendance des variables d’écrouissage [29].
L’évolution dans I’espace (X, E) étant du genre d’hystérésis pure, il est a présent clair

que ce schéma monotherme dénué d’écrouissage, joue un rdle important pour définir
ceux incluant des effets d’écrouissage et de température.

Dans le cadre de cette étude introductive, nous allons examiner un cas a trois variables
T, ny, 5, et consacrer relativement plus de place & I’examen de situations monothermes.
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3. Du modéle symbolique scalaire aux schémas tensoriels thermomécaniques avec écrouissage

3.1. Bien que les fonctions S, et g, soient scalaires, [’extension tensorielle de (2. 4) n’est
pas immédiate puisqu’il est nécessaire de faire jouer un role essentiel aux taux YetE
(cf. (2.5), (2.8) ou (2.9)). 1l faut donc préciser les reperes de définition. Cela ne peut étre
fait, soit en ignorant les différences de nature entre champs cinématiques et champs de
contrainte, soit indépendamment du choix des repéres de définition des contributions
essentielles o, et o, (cf. (1.9)).

On pose en principe que I’extension recherchée est de nature constitutive et doit privi-
légier au mieux le role du schéma d’hystérésis pure qu’elle est destinée a compléter.

Pour pouvoir distinguer ultérieurement les effets du choix des repéres privilégiés de
définition de o, (ce qui aide & discriminer les ingrédients de la théorie), on suppose provisoi-
rement que le repeére privilégié est simplement le repére fixe (repére ol sera donc exprimé,
si nécessaire, le taux de o, sachant que o,.,, est défini dans (M, g;, g;)). La condition
(2.5) devient:

Grlap _ 1 | OROup _L ﬁ‘.’-d foas| 20
bt S, | e TS, FEA R '

déf T
D’autre part, le taux de 23— ;ﬁ est de la forme:

0o

o G 1 95 .y
Zaﬂ o So So ( - 30(,- =

En conséquence, on envisage la relation opératoire:

\
(3.1) % (2 —aai—" 6(,-) .
=0 !

ou bien une forme déviatoire analogue.
En ce qui concerne les taux E et D, il est naturel de considérer dans (M, g;, g/):

o 4 i 1\ de .
(32) Eug':l)———( v .. mi) 68"1'.

T\ o,

A ce choix est associée la seconde condition de mémoire discréte:
1

GE, 1 [°zREu 2"380- Lo, |2,
at g ot rm - ba, 1) 2 REU|T

qui se réduit a I'invariance de £g;; dans le cas monotherme sans écrouissage. Le taux Emﬂ
est déduit de (3.2) par simple changement de coordonnées. Enfin, pour que (3.1), (3.2)
et une équation:

(33) Z:aﬁ = Auﬁyo E) 3
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de type différentielle a retard (analogue a (1.15)), constituent la base d’un schéma opératoire,
il suffit de préciser les variables a; et les fonctions S, et &,. Notons cependant, dés mainten-
ant, que dans le cas trés particulier associé aux idélisations de Mises et Prager, (3.3) ne
contient (presque) plus de paramétres spécifiques d’un continu particulier, car on peut
supposer, par exemple, que dans I’espace de projection (2, E), 3442u est nul et que u
et S, valent I'unité; en revanche, ces parameétres figurent, comme prévu, dans (3.1) et
et (3.2). On note alors que, comme prévu, la méthode fait bien ressortir I’essentiel du
schéma d’hystérésis pure, a savoir la notion de mémoire discréte, concrétisée par les affixes
privilégiées: dans I’espace (X, E) la forme du trajet monotone entre deux affixes n’a (pres-
que) plus d’importance. 1l est bien évident que ces indications ne doivent pas étre considé-
rées comme ’amorce d’une orientation visant a placer la totalité des aspects constitutifs
dans la définition du difféomorphisme entre R et HP.

3.2. On s’intéresse 4 présent a la définition des variables scalaires « du genre “externe”
(écrouissage strict).

i) On pose d’abord en principe que les variables d’écrouissage sont définies a partir
de variables de I’espace R.

ii) On restreint ensuite 1’étude en convenant de négliger les phénomenes du genre
vieillissement et/ou endommagement dont la description risque d’exiger la définition
précise d’un processus de création du continu, I'introduction associée d’un instant initial
“absolu” et I'usage d’un “temps” absolu. Pour cela, on s’intéresse seulement aux phéno-
meénes d’écrouissage pouvant étre effacés par cyclage fondamental, au moins au premier
ordre (écrouissage élémentaire).

L’évolution d’un continu doté de cette propriété d’écrouissage “élémentaire strict”
peut donc étre considérée comme la suite indéfinie, mais bornée, de séquences sollicitation-
cyclage fondamental. L’étude essentielle concerne une séquence et Ion peut convenir
de prendre son début comme origine du “temps”.

iii) Un des choix les plus simples est le suivant. On utilise deux variables #, et 7,
ayant la forme de variations 4%. Si I’on note:

@) = —5 Bydt; By = So(1, M2, T)trace(43ED)

o
-
o
—-

—_—

o _
v

O _ e
t

] 2,3 2|2 I: m Edﬁ
0 // e 3,4 of1 I;dﬁ + I:ai'l J;dﬁ + I;dﬁ
2

w 1. 4 .
4,5 1|2
" I:d'\ Jod’l*‘jad"l

F1G. 6. Définition des fonctionnelles go, w, 1, et 7,.
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on introduit les variations par branche:

(3.4) 4

ni = f(branche de rang i) d": e

Lé schéma est ainsi intimement 1ié & celui d’hystérésis pure. D’une part, la premiére variable
1, caractérise I’avancement depuis la création de la branche support actuelle. D’autre
part, 7, est la variation sur les arcs de support algorithmique antérieur (si w = 2) ou
actuel (si @ = 1) (cf. Figure 6 illustrative de cette regle). La conséquence opératoire de
cette régle est:

(3.5) T =1z = s et dny = dn, = dij si w=1,
) nm=Adng, n=Adn_, e dy=4dj, dy,=0 si w=2.

Si les variables sont T, 7, et 7,, il suffit donc de définir les dérivées partielles relativement
a Tet.

3.3. Soient, par exemple, deux fonctions scalaires décroissantes de la température Syo(7)
et Sog(T) affines (Soo = £Sy,) et de la forme:

v ~ T- Tc
(3.6) Soo(T) = kLSOg = SOm_ASOth S A #T ¢
A48,
On pose:
3.7 So(M15 M2, T) = Soo(T) + Sog(T) Xog(11, M2, T)
avec:

0 xp, <1,
xOy(O: Os T) =0 VT;
jimxog(m =N =7T=cte)=1 (0=1),
(3.8) now
N2
N20(T) |’

ou la derniére condition concerne bien entendu un cyclage “fixe” (& w = 2). Les taux
partiels sont définis par des équations a retard:

limxo,(7,, n, = cte, T = cte) = l—exp(—

ox. X o tim b
a;f = ao;u th(b; 7,)+ 9—;' (xOgllm_qu)nl(l —th?(b, 171))’

(3.9 3 p

X X 0g1im

a;;g = g%” th(b; 1) + b1 (Xog1im — Xo4) (1 —th?(b, 771)),
avec:

_ N2

(3.10) Xoglim = I‘CXP(“ m) .

Dans les études préliminaires telles que celle-ci, il est important de se restreindre au

cas ou les paramétres b; et 7,, ne varient pas avec la température:
b,

_ N30 .
(3.11) ST = ar =0
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On note enfin que, dans le cas monotherme, I’évolution de S, est trés semblable a celle
proposée antérieurement pour décrire I’écrouissage de deux alliages particuliers [40].
La description d’un phénomeéne de durcissement seul dans un cas et de la combinaison
d’un durcissement et d’un adoucissement dans ’autre cas avait déja mis en évidence la
nécessité d’utiliser une schématisation a propriétés discretes, liées au schéma d’hystérésis
pure, pour décrire des situations réelles variées.

Le choix effectué ici de régler I’évolution de S, vers son “attracteur” par une équation
différentielle a retard, dont la forme est assez intuitive si I’on part des choix de #, et de #,,
a permis de simplifier les définitions, en supprimant en particulier I'introduction de certaines
variables d’origine. Il ne faut cependant pas considérer ce choix simple comme définitif,
celui-ci devant évoluer au vu de résultats expérimentaux variés.

4. Illustration des propriétés du schéma d’écrouissage dans le cas monotherme

4.1. L’étude est faite en cinématique homogeéne associée a la transformation:
"= (1+k,)2Z", n=1ou3,
?=(1+k)Z2+272% n=2

Le schéma d’hystérésis pure est purement déviatoire du genre Prager ou étendu a des cas
plus réalistes en envisageant une extension de (1.13) selon:

4.1

4.2) ——Y

—C

(w Vg Sof iz,

Le schéma classique de Prager est obtenu pour ¢ = 2 [30]. Le schéma d’hystérésis pure
est complété conformément a (1.9) par une contribution réversible associé au potentiel
élastique:

4.3) &=Eyg, E=-- k. In2V + s, In (ch ZQQ“’“' )+uwQﬁe
or

6 2u,

avec k, = 100000 MPa.

200

S163

F1G. 7. Effet d’écrouissage de “reptation” obtenue en traction simple pour des cycles effectués entre une
force nulle et une force F
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La fonction S, est défini par (3.6) a (3.11) avec:
T=T,; Som=065MPa; k=1 (So, = Soo).

On étudie par exemple le cas ou u = cte = 12 500 MPa et I’on considére tout d’abord
une cinématique irrotationnelle du genre traction cyclique controlée en force axiale entre
0 et une force F constante (cf. Fig. 7). On envisage une contribution d’hystérésis du type
Prager généralisée (c = 0.5), a vitesse d’écrouissage importante (b, = 107 Pa™!, 5, =
= 10 MPa) et une partie réversible complétée par:

Qo =25 MPa, 4, = 12500 MPa, ., = 550 MPa

Ce choix permet d’obtenir, lors des cycles entre O et F, des boucles d’hystérésis relativement
ouvertes, s’accompagnant d’une reptation qui tend pour un nombre de cycles plus important
(de I'ordre de 10 ici) a s’annuler; on obtient alors une boucle d’hystérésis stable entre
ky = 1.45% et k; = 2.8%.

4.2. La seconde série d’étude concerne le cas ol le schéma d’hystérésis est du type de
Prager purement déviatoire (¢ = 2), a vitesse d’écrouissage plus faible (b, = 2- 10~ Pa~?,
720 = 1 MPa). Il est complété par une partie réversible isotrope (Qor = t, = 0). On
considere des évolutions cycliques a contraintes latérales nulles, irrotationelles controlées
en déformation axiale variable (cf. Fig. 8) ou rotationnelles controlées en déformation
de cisaillement 7 variable sous contrainte axiale constante (cf. Fig. 9).

200

SIG3

erl]lVll]IlYT‘[

-200

FiG. 8. Effet d'écrouissage sous déformation cyclique imposée en traction simple.

La derniére série d’illustration est relative 4 un cas “hors-phase”, proche des conditions
expérimentales assez souvent mises en oeuvre ces derniéres années [42]. Aprés une traction
simple controlée en déformation axiale, on impose un trajet circulaire dans I’espace “ciné-
matique” (k3, 7), sous contraintes latérales nulles. On s’intéresse alors a la réponse associée
dans les représentations des composantes axiales (k3 noté K3, o33 noté $3), ou de cisaille-
ment (z noté TO, 0,3 noté S4) (cf. Fig. 10).

10 Arch. Mech. Stos. 5—6/88
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Fic. 9. Effet d’écrouissage sous déformation cyclique imposée en “torsion”: déformation angulaire
variable sous contraintes latérales nulles et contrainte axiale constante: effets principaux (70 = r, §IG4 =

0033

= d33), (TO = 1, mdd = ) et effect du second ordre de rochet axial.

T

100 {""""""

T0

FiG. 10. Effet d’écrouissage sous déformation imposée en traction simple puis circulaire dans l'espace
(K3 = ki, TO = 1) sous contraintes latérales nulles: effet de durcissement dans ’espace (SIG3 = 0,3,
SIG4 = 0,3), et représentation (K3, SIG3), (70, SIG4).

[626]
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5. Résultats expérimentaux

Des résultats expérimentaux obtenus avec plusieurs alliages indiquent que la notion
d’écrouissage élémentaire, c’est-a-dire effagable dans nos conditions expérimentales, est
une notion trés réaliste, tout en n’étant pas évidemment une propriété absolue.

Un bon exemple est celui représenté par un laiton du commerce dont les composants
chimiques principaux sont: Cu(x 58%), Zn(=x 39%), Pb(x 3%). Des essais cycliques
et symétriques de traction-compression et de torsion alternée ont été effectués avec des
éprouvettes tubulaires.

L’essai de torsion simple a été effectué avec trois amplitudes de déformation croissantes
(+0,8; +1,2 et +1,6%) (Fig. 11), puis décroissantes (+1,2 et +0,8%) (Fig. 12); il s’est
terminé par de grands cycles & +1,6% suivi d’un cyclage fondamental et d’une recharge
a +1,6%. Au cours de cette sollicitation, I'évolution de I’écrouissage peut se caractériser

0.300E03

sigtz

(MPa) /

-0.300E03
-0.200E-01 0.200E-01
epstz

Fi1c. 11. Essai de torsion alternée. Amplitudes croissantes. Laiton.

0.300£03
sigtx /7]
(MPa) / /
-0.300€E03
-0.200E-01 0.200E-01

epatz

FiG. 12. Essai de torsion alternée. Amplitudes décroissantes. Laiton.
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par la variation de la contrainte S; en fin de branche en fonction du nombre de branches
N (Fig. 13). On vérifie bien que pour chaque amplitude de déformation, le nombre de
cycles effectué est suffisant pour définir I’état de saturation correspondant & une précision
relative meilleure que 194, alors que I’écrouissage total est de 55 MPa, représentant environ

0.210€03

Sy
(MPa)
16! CFE 16 !
0. 14003 -
0 0, 200€03

N

FiG. 13. Essai de torsion alternée. Evolution de la contrainte a I'inversion. Laiton.

35% de la valeur initiale. On constate, pour les amplitudes de déformation de +0,8%
et de +1,2%, que le niveau de contrainte atteint est le méme indépendamment de I'ordre
croissant ou décroissant des déformations. Par contre, pour amplitude +1,6%, il existe
un décalage entre les trois niveaux atteints, les deuxiéme et troisiéme niveaux étant res-
pectivement inférieurs de 3,5 et de 5,6 MPa.

L’essai de traction-compression simple a été effectué avec un nombre de cycles limité
en raison du risque d’instabilités dues a la déformation circonférentielle non négligeable
propre a ce type d’essai. Deux amplitudes de déformation ont été effectuées a +1,0 et

+1,5% (Fig. 14), valeurs qui correspondent approximativement aux deux premiéres

0.400E03

sigzz

(MPa)

-0. 400E03 it
~0. 150E-01 0.150£-01

Fic. 14. Essai de traction-compression. Amplitudes croissantes. Laiton.
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amplitudes de ’essai de torsion. La diagramme S; — N indique que le niveau de saturation
en contrainte pour 'amplitude de +19% est défini avec une moins bonne précision; malgré
tout on constate, de méme que précédemment, que le niveau de contrainte de saturation,
atteint pour les deux amplitudes de déformation, est indépendant de I’ordre des cycles de
déformation (Fig. 15).

0.380€03
St
(MPa)
! ? P
10 i 15 SR B K-
! ' S
0250603 Lo o o i
0 0. 15003
N

FiG. 15. Essai de traction-compression. Evolution de la contrainte a I’inversion en fonction du nombre
de beanches. Laiton.

La comparaison des deux types de résultats indique une petite anisotropie du matériau
due trés probablement au procédé d’extrusion utilisé pour obtenir la barre dans laquelle
ont été usinées les éprouvettes. Les résistances en traction et compression apres saturation
notées .. ont la méme valeur (Fig. 14) & une précision relative de ordre de +1,2%,
alors que la résistance équivalente en torsion au sens de Mises notée S, est inférieure

E;‘zz Jvisﬂz
(MPa)
400}
- L
ﬂ’+'
-7 - _ -8z
.t I e
300} P
_1"70 Eg, (%)
.
200 L L —
0.5 1.0 15 Ez7(%)

Fic. 16. Comparaison des contraintes a saturation. Mise en évidence d’une petite anisotropie. Laiton.
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d’environ 13% (Fig. 16). Ces résultats s’integrent mieux avec les propriétés d’un matériau
anisotrope qu’avec les propriétés d’'un matériau isotrope a seuil de trace non circulaire
dans le plan déviatoire.

La réalité de la notion d’écrouissage effagable est confirmée par le cyclage fondamental
constitué de cycles quasi symétriques, d’amplitude légerement décroissantes, effectués
a partir du plus grand cycle atteint au cours des sollicitations antérieures (Fig. 17): le

82

100MPa

FiG. 17. Cycle fondamental en torsion alternée. Laiton.

cyclage fondamental permet d’effacer la mémoire discréte des instants d’inversion et de
retrouver ’état neutre des solides a hystérésis. Dans le cas d’un comportement d’hystérésis
pure, les branches du cyclage forndamental sont une partiec du début de 'homothétique
de rapport deux de la courbe de premiére charge. Pour le laiton, on constate que les
branches sont bien, au début du cyclage fondamental, une partie de la courbe de saturation,
mais au fur et & mesure qu’elles diminuent de longueur, les branches s’éloignent de la courbe
de saturation pour se rapprocher de 'homothétique de la courbe de premiére charge
avant écrouissage. Le cyclage fondamental a donc aussi tendance & effacer ’écrouissage
antérieur.

L’essai de torsion a lieu a force axiale nulle; il montre I’existence d’un allongement
axial (Fig. 18). Pour les cycles d’amplitude +0,8%, ce rochet semble s’arréter apres une
vingtaine de cycles, par contre, pour les autres amplitudes, le rochet par cycle apres avoir
diminué, se stabilise 4 un taux constant (figure 19). La valeur du rochet axial par cycle
rapportée a 'amplitude de déformation de cisaillement, est de 1,2+ 1073 pour les cycles
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0.400E-02

epszz

-0.200E-01 0.200E-01
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Fic. 18. Déformation axiale (ou rochet) accompagnant la torsion a force axiale nulle. Laiton.

0.500E-02
MFMM
epszZZ
L6l CE 16
0 . : J :
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Fi1G. 19. Rochet axial de la torsion a force axiale nulle. Evolution en fonction du nombre de branches.
Laiton.

+1,2% et de 2,4- 1072 pour les cycles +1,6%. Lorsque ’amplitude des cycles diminue,
le rochet axial s’arréte. Une augmentation ultérieure de ’amplitude produit & nouveau
un rochet axial positif, mais de valeur plus faible (Fig. 19).

Des résultats expérimentaux obtenus précédemment avec ’acier inoxydable 17-12 SPH
[40, 41, 43] indiquent que I’écrouissage n’est pas entiérement effacable pour ce matériau:
il apparait qu’environ 50% de I’écrouissage est acquis définitivement quelle que soit ’ampli-
tude de déformation des cycles ultérieurs. Des résultats récents obtenus avec un duralu-
minium du commerce semblent aussi indiquer que le durcissement, obtenu au cours d’une
sollicitation par cycles d’amplitude de déformation croissante, s’efface en grande partie
pour les cycles ultérieurs d’amplitude décroissante [44]. Comme pour ’acier inoxydable,
il apparait que pour le duraluminium, I’effacement n’est pas total.



632 D. Favier, P. GUELIN, A. ToUurABI, B. WACK ET P. PEGON

En résumé, il apparait que I’écrouissage des métaux est effagable par diminution de
I’amplitude de la sollicitation; suivant le type de métal ou d’alliage, I’effacement peut
étre total ou partiel.

6. Remarques finales

6.1. Les variables d’écrouissage 7, et 7, sont des fonctionnelles: comme celui d’hystérésis
pure, le schéma est & mémoire discréte. Ce schéma simple est donné a titre d’illustration
et doit étre encore étudié en tenant compte de résultats théoriques et expérimentaux qui
sont sur le point d’étre obtenus. Il s’agit, d’une part, de résultats concernant les problémes
de définition des repéres privilégiés d’hystérésis pure et de couplage isotrope-déviatoire,
d’autre part de résultats expérimentaux concernant les effets du second ordre.

6.2. L’étude introductive du cas particulier de I’écrouissage élémentaire strict a deux
variables est donc largement incompléte. Elle est également affectée par des restrictions
que Pon peut ranger en deux catégories. D’une part la forme scalaire de Prager utilisée
comme origine heuristique est trés particuliére. D’autre part la nature des variables 7,
et 17, l’est aussi en ce sens que des variables telles que les invariants de déformation et de
vitesse de déformation sont écartées de cette étude préliminaire. Cependant, les principes
et les définitions mises en oeuvre ainsi que les résultats immédiatement obtenus dans
le cas monotherme (§ 4) et & température variable (cf. annexe 2) suggérent I’étendue de la
classe de schémas a variables externes qui peut &tre explorés en tenant compte de résultats
expérimentaux fins et en consacrant une attention particuliére a des problémes fondament-
aux a peine évoqués ici (tel celui de la définition d’une configuration de référence lors
d’une évolution a température variable).

6.3. Parallelement, un développement continu, organisé et bien fondé des schémas a variables
internes dépend largement de résultats synthétiques obtenus aux termes d’études expéri-
mentales délicates menées & plusieurs échelles. De telles études, déja peu commodes [1]
dans les situations ou sont réputés opératoires les concepts de potentiel et de diffusion,
doivent en effet porter ici sur des phénomeénes marqués d’un “caractére hystérétique
violent” [45)]. Le risque existe alors d’étre renvoyé aux difficultés conceptuelles associées
[46] et de devoir, en conséquence, afficher le degré d’objectivité [47] que I'on accorde
a la notion de mémoire discréete.

Annexe 1. L’hystérésis mécanique: principes, méthodes et résultats [36].

i) L’hystérésis est un phénoméne universel, et peut donc, en tant que tel, susciter la
mise en jeu d’éléments conceptuels importants. Le phénoméne d’hystérésis [2] est observé
dans des domaines trés variés de la physique: les temps caractéristiques des hystérésis
de filtration et des hystérésis par bi-stabilité optique sont, respectivement, de ’ordre de
10 s et de 101! 5. En mécanique des continus, ’hystérésis s’observe non seulement pour
des solides tels que les alliages métalliques, mais aussi pour des corps tels que les graisses
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et les matériaux pulvérulents. En résumé, les résultats obtenus depuis deux décennies
a I'aide des moyens expérimentaux modernes, suggeérent que la notion de transformation
irréversible renversable [2], lorsqu’elle est reconnue comme irréductible [3], doit jouer,
en matiére de schématisation du réel, un réle d’une importance comparable aux roles
tenus par le concept d’onde, la notion de potentiel et les irréversibilités du genre de diffusion.

ii) En matiére d’hystérésis mécanique, la situation ne se présente pas favorablement,
qu’il s’agisse des principes, des méthodes ou des résultats. Quelques études combinent
des techniques de statistique, de discontinuité et de réversibilité pour suggérer la possibilité
de réduire les schémas de I’hystérésis aux schémas dynamiques classiques [4, 5]: la situation
conceptuelle n’est pas simple et évoque celle apparue naguere en théorie des systémes
a la VaN DEr PoL [3, 6]. Quelques études apportent des contributions spécifiques bien
fondées [2, 3, 7, 8]. Pour se présenter sous forme thermomécanique, la plupart des travaux
se poursuivent en utilisant un formalisme thermodynamique classique bien qu’il soit
parfaitement connu que ni I’équation fondamentale de Gibbs, ni le principe associé dit
“de I’équilibre local”, ni I'inégalité associée de CLAuUsIUS-DUHEM [9] ne sont adaptés au
traitement des irréversibilités d’hystérésis. La situation, en quelque sorte étonnante sur
le plan conceptuel, tient bien entendu au fait que, dans son état actuel, la théorie des
milieux continus n’est pas indépendante des positions positivistes adoptées en Physique
sur la base de la doctrine hamiltonienne [10]: les nombreux modéles proposés recélent
des difficultés de fond et la situation actuelle de la mécanique du continu reléve encore
de la célebre analyse de RivLiN [11]. Cette situation nécessite aussi le rappel [12] de I'im-
portance, trop longtemps oubliée, de la géométrie différentielle et des conditions générales
d’invariance des théories [13]. Elle pousse ODEN et BATHE [14] a formuler des observations
critiques en matiere d’applications: les aspects opératoires sont soulignés au dépend de
I’analyse des concepts qui en constituent les bases. Il n’est donc pas surprenant qu’il soit
encore possible d’adopter actuellement un point de vue présenté en 1972 par ZIEGLER
[15] en matiére de résultats pratiques: 1’essentiel des résultats fiables obtenus en plasticité
appliquée, est basé sur I’analyse limite mise en oeuvre dans des conditions de chargement
monotone (de sorte que le concept de base, qui est celui de potentiel, est, en la circonstance,
et par définition, d’un usage sans intérét conceptuel et que les succés évoqués indiquent
seulement I’éventuelle pertinence de la notion de plasticité).

iii) Le calcul des structures ainsi que les recherches expérimentales macroscopiques
et microscopiques font apparaitre des questions essentielles qui mettent en cause le bien
fondé des modeles existants alors méme qu’il est devenu peu commode non seulement
d’améliorer ces modeéles, mais aussi d’en changer. D’une part, des résultats pratiques
doivent étre obtenus sous sollicitations cycliques. D’autre part, les moyens d’essais permet-
tent de déceler des effets secondaires et des processus microstructuraux difficiles & décrire
et qui mettent en cause les bases des modéles existants. Enfin, les recherches menées durant
les trois derniéres décennies en vue d’améliorer les modeles intégraux et 4 variables internes
procurent des succes limités au prix d’efforts considérables.

iv) Cette situation bloquée peut étre analysée dans le cadre de la théorie des systémes
dynamiques. Classiquement, il est postulé qu’il n’existe pas de systémes dont la description
n’est possible que si ’on connait déja toute ’évolution. Ce déterminisme strict est conforme
par excés a 'esprit du déterminisme au sens large que représente le principe de détermina-
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tion [3] et qui implique “seulement” I'idée du progres indéfini des prévisions “responsables”
[16]. 11 conduit & poser que les seuls schémas “a priori” admissibles appartiennent nécessaire-
ment 2 la classe des systémes dynamiques classiques ou conduisent a des systémes de cette
classe. En conséquence, tout usage de la notion de mémoire ne peut étre envisagé autrement
que sous la forme d’un artifice provisoire reflétant le caractére incomplet du choix des
variables d’état. Enfin, tout schéma irréductible est a rejeter définitivement comme non
déterministe au sens strict. Les schémas possibles sont donc contenus dans des limites
précises qui peuvent nous apparaitre aujourd’hui comme excessivement étroites. Mais
il ne faut pas perdre de vue I’extraordinaire capacité opératoire des schémas dynamiques
classiques et se souvenir de la raison essentielle pour laquelle un principe aussi strict a pu
étre longtemps tenu pour indispensable. Il a en effet pour rdle, d’écarter du champ de la
physique le concept de mémoire. Ce concept devait étre écarté dans la mesure ol il semblait
impliquer définitivement P’intervention d’actions a distance instantanées et équivalait
donc a une négation du caractere opératoire du principe de causalité. Bien entendu, I’argu-
ment des actions instantanées a aujourd’hui perdu toute force du fait des résultats d’observa-
tions a échelle fine, observations qui font apparaitre comment la matiére peut étre envisagée
comme support de mémoire.

v) Cette premiére analyse explique les raisons de I'intense effort de développement
des théories a variables internes, théories fondées sur I’hypothése selon laquelle les lois
véritablement importantes sont celles dites “simples”, c’est-a-dire hamiltoniennes, mises
en jeu a échelle fine. C’est la considération de ces échelles qui permet de décréter une
simplicité du réel, qui n’est pas impliquée dans I'idée du déterminisme au sens large:
si les échelles intéressantes ne peuvent étre considérées, I’ensemble conceptuel devient
non falsifiable et sort donc du champ scientifique [16]. Le fait est qu’il a été procédé a la
mise en oeuvre d’un nombre fini de variables scalaires puis tensorielles. Les problémes
ont alors été ceux d’objectivité, de nature physique et de nombres des variables (2 au
moins, en cyclique, selon les idées actuelles). On a enfin constaté qu’il était délicat de
mesurer les variables internes et ce sont ces derniéres difficultés, lourdes de conséquences
sur le plan opératoire, qui ont suscité d’intenses recherches interdisciplinaires finalement
fructueuses pour la raison suivante: I'importance des notions de configurations de disloca-
tions et d’immobilisation de dislocations a été reconnue. La doctrine relative aux échelles
fines essentielles est donc en cause.

vi) L’état des affaires peut aussi étre étudié du point de vue thermomécanique. Les
limites de validité de I’équation de Gibbs ont été précisées par Gibbs lui-méme. Elles
touchent a des questions microstructurales d’une extréme importance en ce sens qu’elles
garantissent la compatibilité de I’équation de Gibbs avec la doctrine des lois “simples”
a échelle fine, doctrine déja évoquée au point v): en d’autres termes, I'équation de Gibbs
et le principe associé dit de I’équilibre local valent lorsqu’il s’agit de schématiser les irrévers-
ibilités par “forces retardatrices”. Les théories & variables internes sont donc d’autant
plus efficaces que la température relative est plus élevée, que les immobilisations de disloca-
tions jouent un role décroissant, que les irréversibilités, mises en jeu a I’échelle de ’élément,
sont du genre de viscosité ou de diffusion. Inversement, on doit s’attendre & rencontrer
des difficultés, lorsque des “forces inhibitrices” sont prépondérantes: Gibbs donne d’ailleurs
la plasticité comme exemple. Dans de tels cas, glissement et frottement sont les processus
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a échelle fine (10 um par exemple) qui font des agrégats solides des continus trés différents
des fluides. Cette distinction marquée par Gibbs a été également soulignée par FErR [2]
en 1970. Malgré cela, 'amalgame des deux genres d’irréversibilités se poursuit en mécanique
a travers un nombre considérable de “modéles viscoplastiques”.

vii) Enfin, lorsqu’il s’agit d’examiner I’état des principes et des méthodes sous I’angle
mathématique du formalisme tensoriel, le cadre naturel est celui de la géométrie différen-
tielle. La notion essentielle est celle de transport, notion mise en jeu pour définir la notion
de déformation de Cauchy et seulement interprétable en faisant intervenir le concept de
mémoire discrete dont on a vu l'incompatibilité avec le point de vue le plus classique
(cf. [17] & [25]). Compte tenu des exigences d’invariance générale et d’objectivité naturelle,
on est conduit & envisager I'usage de la méthode de Van Dantzig, une définition abstraite
du tenseur contrainte de Cauchy et I'usage d’un tenseur de contrainte transporté (“con-
trainte de référence”) jouant un role analogue au tenseur de déformation (transporté)
de Cauchy et permettant d’obtenir une équation analogue a celle de Gibbs mais valable
pour I’hystérésis.

viii) Les trois analyses (systtmes dynamiques, thermodynamiques, mathématiques)
sont convergentes. Renoncer a 'usage des schémas irréductibles ne permet pas d’aller
au-dela des limites indiquées par Gibbs alors que les résultats d’observations microstruc-
turales incitent a les dépasser, que la géometrie différentielle en procure les moyens, que,
de toute fagon, la notion de déformation implique déja une rupture radicale entre mécanique
du continu et dynamique classique et qu’enfin les notions de transport et de mémoire
discréte qui sont & I'origine de cette rupture méritent & présent une attention particuliére
compte tenu des observations a échelle fine. Les origines des choix théoriques proposés
peuvent donc étre résumées ainsi: abandon de la doctrine des lois simples aux échelles
accessibles dans le cadre des descriptions continues et recours éventuel aux schémas irréduc-
tibles a mémoire discréte; abandon des tentatives a variables internes aussi longtemps
que I'étude des schémas a variable externes: déformation, contrainte, densité de masse,
n’est pas trés approfondie au sens du programme ci-dessous; abandon de la mise en oeuvre
de I’inégalité de Clausius Duhem et recherche d’une extension de Gibbs, éventuellement
a mémoire discréte; abandon des tentatives de schématisation relatives aux cas ot se
trouvent amalgamées les diverses irréversibilités (théories de viscoplasticité) mais examen
prioritaire du phénomene d’hystérésis pure; abandon des invariances et objectivité par
rotation mais formulation respectant I'invariance générale et I’objectivité naturelle par
I'usage de coordonnées entrainées; abandon des tentatives de décomposition du seul
tenseur (cinématique) bien défini, a savoir le tenseur vitesse de déformation, mais introduc-
tion du formalisme de transport pour la déformation et la contrainte, ce qui revient a
admettre ['usage du concept de mémoire discréte et le recours aux schémas irréductibles.
Le programme des travaux prioritaires peut donc étre résumé en disant qu’il s’agit d’abord
de proposer des schémas; compatibles avec 1’ensemble des phénomeénes d’hystérésis;
prenant en compte les situations ou le role de la mémoire discréte est essentiel; décrivant
les aspects thermomécaniques et non simplement mécaniques; n’incluant pas nécessairement
I'usage de la notion de reversibilité; permettant 1’extension au cas non monotherme, au
cas non isotrope et aux divers cas d’écrouissages; permettant de définir les liens entre le
concept de mémoire, I’hystérésis et la notion de stabilité.
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ix) Le seul point de départ intésessant est constitué par des modeles symboliques
a ressorts et frotteurs [17 a 20] et [26 a 32]. Ces mode¢les essentiellement unidimensionnels
n’indiquent pas immédiatement la voie d’une extension tensorielle unique. Mais ils peuvent
devenir heuristiques au terme d’études unidimensionnelles complétes car il respectent
les choix indiqués a savoir: pas de simplicité a échelle fine (frottement); pas de variables
internes (la force dans chaque élément et la position de son frotteur peuvent étre calculées
4 chaque stade de I’évolution); pas de recours a la notion d’entropie (frottement mis en
jeu immédiatement); pas d’amalgame de divers types d’irréversibilités (frottement de
Coulomb); pas d’usage nécessaire de la notion de domaine élastique (loi de distribution
du frottement); pas de restriction nécessaire aux aspects purement mécaniques en ce sens
qu’il est possible d’étudier les taux de chaleur (dis au frottement).

Annexe 2. Illustration du schéma dans le cas de la température variable: application aux
alliages a2 mémoire de forme

i) Les alliages a mémoire de forme sont des matériaux présentant une évolution tres
rapide de leurs comportements mécaniques isothermes pour une gamme de température
de I'ordre de quelques dizaines de Kelvin. Cette dépendance est associée a une transforma-
tion structurale thermoélastique de type martensitique [33 & 35]. On a vu (cf introduction)
que les différents comportements isothermes pouvaient étre schématisés en envisageant
une forte variation des formes et des proportions relatives des deux contributions @, et
o, €n fonction de la température. De plus, ce schéma permet de rendre compte de ’acquisi-
tion des proportiés de mémoire de forme en température aprés un traitement thermomécani-
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F1G. 20. Effet de mémoire de forme en traction simple en I’abscence d’écrouissage. Evolution dans les
espaces (K3 = k;, SIG3 = 0633), (K3, SA3 = X33), (K1, K3) lors de 1’éducation (“training”), et effet de
mémoire de forme en température (K3, T) sous différentes charges.
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que convenable, appelé “training”. On s’intéresse ici a un training particulier, en traction
simple, que I'on peut décomposer en six étapes (cf. Fig. 20a): O4AB — i température
“froide” Ty, cyclages entre les charges 0 et Fy..; BC — sous charge nulle, élévation de la
température jusqu’a la température “chaude” 7,; CD — a température T,, cyclage entre
0 et F,.,; DE — sous charge constante F,,, chite de la température de 7, 4 T,; EF—
décharge a température T; FG — sous charge nulle, élévation de la température de T,
a T,

Aprés ce training, sous différenres charges constantes, appliquées a la température T,,
on simule les variations de I’allongement axial lors de cycles en température, mettant
ainsi en évidence I’acquisition des propriétés de mémoire de forme réversible “two ways”.

ii) Un premier schéma idéalisé ou les contributions o, et o,., dépendent du seul para-
metre T est envisagé. La contribution réversible est définie par un potentiel de la forme
(4.3), celle d’hystérésis par (1.11) & (1.15) et (4.2), avec ici ¢ = 0.5. La dépendance en
fonction de la température est donnée par les simples variations:

Qo, = 150+ 145 th (I—1§45

) apa)

S, =35-30th (l‘léﬁ) (MPa).

T TYTTTTTT T TTT
TR
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m" i RO

250 T I I I I
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230 b b vl b,

1 .5
K3

FiG. 21. Effet de mémoire de forme (K3, T), aprés le “training” de la Fig. 20.
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On envisage un schéma d’hystérésis pure & e, = S,/u constant = 0.28. Dans ce cas parti-
culier, la “déformation” E de ’espace de référence est reliée de fagon simple a la déformation
réelle A4e par E = A4e/ey. La donnée du potentiel & est complétée par u,, = 550 MPa;
de plus, les coefficients k, et p, sont tels qu’a toute température, les coefficients élastiques
tangents a l’origine sont constants (module d’Young E = 30000 MPa, coefficient de
Poisson » = 1/3). Enfin, le coefficient de dilatation thermique linéaire o est considéré
comme constant sur cette gamme de température de quelques dizaines de Kelvin et égal
a 18-10-¢ K-1.

On représente les évolutions dans les espaces (A§es3, 033) (Fig. 20a), (Ahes;, XZ53)
(Fig. 20b), (45e33, Abeyq) (Fig. 20c), et les évolutions, aprés training, sous charge 0
Foax/4, Frax/2, 3Fnax/4 et F... dans Iespace (d4ess, T). Enfin, on envisage toujours
aprés le training initial, une histoire de température sous charge constant F,,,/4 (Fig. 21).

iil) En fait, 'acquisition des propriétés de mémoire de forme nécessite plusieurs cycles
de training avant I’apparition de propriétés stables. Le schéma a 3 paramétres 7, u,, 7,
du paragraphe 3 est envisagé. La contribution réversible est de la méme forme qu’au
paragraphe précédent avec:

Qor = 150+ 145 th (I;lg_‘t;-) (MPa);  p,, = 550 MPa,

k, = 100000 MPa, u, = 12500 MPa, « = 18 107°K~".
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FiG. 22. Reprise de la Fig. 20 avec effet d’écrouissage.
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La contribution d’hystétésis est donnée par:

T—-255

Soo = 45—20th( -

) = S,, (MPa).

On envisage un schéma ou 4 = constante = 12 500 MPa, et les parameétres caractéristi-

ques de I’écrouissage sont 1,, = 10 MPa et b, = 10~ Pa~1,

L’acquisition des propriétés est alors progressive lors des trainings sucessifs (cf. Fig. 22)

mais conduit & un effet de mémoire de forme qualitativement semblable a celui du para-
graphe précédent.
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