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Ecrouissages - Schemas thermomecaniques et a variables internes: 
Methode de definition utilisant le concept d'hysteresis pure 

Notations 

9* 

D. FAVIER, P. GUELIN, A. TOURABI, B. WACK (GRENOBLE) 

et P. PEGON (ISPRA) 

ON MONTRE comment le schema de comportement d'hysteresis pure, par defnition denue d'ecroui­
ssage, peut neanmouis etre utile pour poser des principes, choic;ir des methodes et obtenir des 
resultats en matiere de tbeorie pbenomenologique de l'ecrouissage. L'idea1isation d'hysten!sis 
pure isotrope monotherme est tout d'abord etendue au cas a temperature variable. Le nouveau 
schema thermomecanique est ensuite utilise pour aborder le cas d'une dependance des proprietes 
vis-a-vis de parametres qui sont des fonctions et/ou des fonctionnelles soit de variables "externes" 
usuelles du continu, so it de variables de structures internes specifiques; Je premier de ces deux 
cas retient specialement !'attention, en liaison avec des resuJtats experimentaux. 

Pokazano w jaki spos6b schemat konstytutywny z czyst'l histereZ'l, kt6ry z definicji jest pozba­
wiony wzmocnienia, moze bye uzyteczny w celu ustalenia zasad, wyboru metod i otrzymania 
wynik6w w zakresie fenomenoJogicznej teorii wzmocnienia. Idealizacja czystej izotropowej 
histerezy izotermicznej jest rozszerzona najpierw na przypadek zmiennej temperatury. Nowy 
schemat termomechaniczny jest nast~pnie uzyty w celu otrzymania przypadku za1einosci wlas­
nosci wzgl~dem parametr6w, kt6re S'l funkcjami i (lub) funkcjonalami Jub tez zmiennymi ,ze­
wn~trznymi" osrodka ci'lglego, lub tez zmiennymi wlasciwej struktury wewn~trznej. Zwrccono 
szczeg61n'l uwag~ na pierwszy z tych przypadk6w, w powi'lzaniu z wynikami doswiadczalnymi. 

Tioi<a3aHo I<aKHM o6pa3oM onpe~emnoma.a cxeMa c lffi'CTbiM rucrepe3HcoM, I<OTopa.a no onpe­
~e.n:eHHIO He co~ep)KHT ynpo'1HeHH.a, MO)KeT 6hiTL noJie3Hoii c ~eJibro yCTaHOBJiemrn np~­
noa, Bbi6opa MeTO~OB I{ noJiytieHIDI pe3yJibTaTOB B o6JiaCT:H <l>eHOMeHOJIOrutJ:eCI<OH TeopHH 
ynpo'1HeHHH. H~eaJIH3aiUfH tm'cToro H3oTponHoro H3oTepM:HtieCI<oro r:Hcrepe3:Hca pacw:HpeHa 
cHatiana Ha CJIY'tlaH nepeMeHHoH: TeMnepaTYPhi. Hoaa.a repMoMeXaHHtieci<a.a cxeMa 3aTeM HcnoJib-
3yeTc.a c ~eJibiO noJIYtieHHH 3aBHCHMoCT:H caoH:cra no ornoweHHIO I< napaMeTpaM, I<oTopbie 
HBIDIIOTCH <l>YHI<~H H (HJIH) <l>YHJ<~OHaJiaMH HJIH TQ)Ke ,BHeWHHMH" nepeMeHHbiMH 
CnJIOWHOH cpe~hl I{JIH )Ke nepeMeHHbiMH npaBHJibHOH BHYTpeHHeH CTpYJ<TYPbi. 06p~eHo 
oco6eHHoe BHHMaH:He Ha nepBbiH 1{3 3THX CJIYtiaeB B CBH3H C 3I<cnepRMeHTaJibHbiMH pe3yJib­
TaTaMH. 

(0, ea.) 
t 

o ou ofot 
M 

OP(M,O) 
Op(M, t) 
za.(M, O) 
z!¥-(M, t) 

V(M, t) 

x' 
G,,g, 

repere absolu orthonorme (ex = 1, 2, 3), 
temps absolu, 
derivation partielle par rapport a t, 
particule materielle, 
vecteur position de M, dans (0, ea.), a t = 0, 
vecteur position de M, dans (0, ea.), a t > 0, 
composantes de 0 P dans (0, ea.), 
composantes de Op dans (0, ea.), 

vecteur vitesse de M, defini dans (0, ea.) (va.ea. = aza. ea. = oOp), 
ar ar 

coordonnees materielles entrainees (pour M donne, les x' sont constants), 
vecteurs de base initiaux (t = 0) et actuels (t > 0) du champ des reperes 
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entraines notes (M, Ct, g1) ou (M, g 1
, g1) 

C.§ tenseur metrique, 
CtJ composantes covariantes de C.§ (dans (M, g 1, gl)), 

g determinant des CtJ = Kt · g1 (le point note ici le produit scalaire), 
a 1 ox' derivation partie lie par rapport a x', 

V k symbole de Ia derivation covariante, 
!l'~·, !l' v••, !l'~., !l' v· • symboles de derivation de Lie dans Ia direction V, 

v 1,v, composantes de Vexprime dans (M,g1 ,g1) ou (M,g 1,g1), 

iC§ tenseur de Cauchy transporte de fR a f, 

Ll~£ tenseur d'Almansi-Euler des variations de C.§ sur ]tR, t], 

D tenseur vitesse de deformation !l'v .. LI~e = 1/2(V1v 1+V1v1)g1®gh 

a tenseur relatif de Cauchy de poids 1, 
~a tenseur de contrainte de Cauchy transporte de tR a t, 

Llha tenseur fondamental des variations de a sur ]tR, t], 

e masse specifique (&t = e yg = cste), 
&lot, P1ot, Plot puissance des efforts interieurs par unite d'etendue, de volume, de masse: 

& = Pyi = ePv'c. 
II, Prev, Prev puissance reversible, 

<P dissipation intrinseque ( - &lot-Il), 

<!, E, e energie interne (g = EVg = eeJig; poids de cf = 1), 
!2, Q, q chaleur, 

.Fa, I a, ia dissipation intrinseque so us forme non calorifique relative a I 'hysteresis pure, 
f,K,k energie cinetique, (% = &'ut+&'lot = &'ut+.f2-J), 

A, p scalaires relatifs associes aux parametres de Lame J: et f1 par 

A = ;: vi; "' = P vi. 
So scalaire relatif associe a une limite en cisaillement So par So = So vi, 

o, 1 symbole de Kronecker, tenseur unite, 
dH 

egalite de definition, 
symb 

egalite symbolique (correspondance fonctionnelle), 

Remarques introductives 

i) ON RESUME ici des recherches recentes qui constituent une introduction a de futurs 
efforts de developpements theoriques et experimentaux, concernant le comportement 
thermomecanique des solides reels. Bien qu'elle soit loin d'etre achevee, l'etude trouve 
une place naturelle dans un symposium dont Ia tradition, a l'origine, n'incitait pas au 
discours definitif [1]. 

ii) Dans cet esprit, il semble utile, a l'aide de quelques remarques, de situer le travail 
presente dans le domaine de Ia mecanique du continu ou se tiennent les questions de 
thermoplasticite. Ceci doit etre fait aussi bien sur le plan des methodes qu'au niveau des 
principes et des ruptures conceptuelles. Les elements d'un tel reperage, eparpilles dans 
nombre de publications, sont done regroupes dans une courte annexe qui assure a Ia 
presente redaction une relative autonomie (cf. annexe I et [2] a [32]). 

iii) II est egalement possible de se situer a l'aide d'une description imagee et intuitive, 
dont le principal avantage est de bien faire ressortir le role important joue par Ia notion 
de memoire discrete. Cette description prend comme point de depart le phenomene de 
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ECROUISSAGES - SCHEME THERMOMECANIQUES ET A VARIABLES INTERNES 613 

memoire de forme (cf. annexe 2 et [33, 34, 35]). Soient H et HP les courbes symbolisant 
respectivement une evolution hyperelastique et une evolution d'hysteresis pure dans les 
espaces associes a (e, O'rev) et a (e, O'a) (cf. Fig. 1). A la superposition: 

correspond une courbe MF de l'espace associe a (e, 0'), courbe qui symbolise des evolutions 
du genre de celles observees. 

FIG. 1. Graphe symbolique (MF) du schema monotherme d'elastobysteresis pure obtenu par superposition 
de contrainte hyperelastique (H) et d'hysteresis pure (HP). 

Cette representation suffit pour suggerer !'importance du role joue par Ia notion de 
memoire discrete (trajet 2, 3, 4 par exemple). Les schemas associes a H et HP seront done 
rappeles brievement (§ 1). Mais on imagine facilement qu'il est possible d'obtenir, a l'aide 
de "variations" simples des proportions relatives et des formes de H et HP, des allures 

FIG. 2. Aspect de graphes MF (cf. Fig. 1) souvent observes a temperature "froide" (J), intermediaire (2) 
ou "chaude" (3), en matiere d'effet de memoire de forme. 

de MF vraiment tout a fait semblables a celles observees a froid eta chaud (cf. Fig. 2 ou 
les graphes I, 2, 3 correspondent a des temperatures croissantes). 

Des lors, le probleme est de definir un schema H P capable de prendre en compte Ia 
dependance des proprietes vis a vis d'un parametre T continu, borne, tel que Ia tempera­
ture; bien entendu, une extension a plusieurs parametres devra etre envisagee dans le cas 
de I'ecrouissage des materiaux reels. En consequence, il faut ajouter aux deux schemas 
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614 D. FAVIER, P. GUELIN, A. TOURABI, B. WACK ET P. PEGON 

essentiels evoques ci-dessus (les schemas associes a H et HP), un ingredient complementaire 
generalisant la notion d'hysteresis pure au cas de Ia dependance vis a vis de T (§ 2 et 3). 
La construction est symbolisee par la Figure 3: on peut dire que, par produit direct de T 
et de l'espace associe a une representation de reference (£,E) de type HP, on introduit 

FIG. 3. Schema illustrant Ia correspondance entre l'espace reel HP et l'espace de reference R ainsi que 
Ia projection de l'espace de reference. 

d'abord une representation R feuilletee par dT = 0; il s'agit ensuite de definir un diffeomor­
phisme de R a HP. Cette construction peut etre immediatement appliquee au cas de l'ecrouis­
sage isotherme (§ 4). Dans cette etude preliminaire, des hypotheses simplicatrices ont 
bien entendu ete mises en oeuvre. L'experience montre qu'elles ne sont cependant pas 
excessivement restrictives (§ 5). Trois remarques sont faites en guise de conclusion (§ 6). 

1. Rappel des idealisations d'hyperelasticite et d'hysteresis pure 

1.1. Un champ de tenseur de deformation entre !'instant de reference tR et !'instant actuel 
t > tR est defini par: 

(1.1) 

definition qui exprime la comparaison de la metrique actuelle covariante avec !'information 
metrique COnCernant }'etat a tR, }aquelJe est memorisee a (R et transportee intacte de tR 

a r, 

fi'v•• ~gij = 0, 

lors de !'evolution a la vitesse D. 
Si tR = 0, Jt§ est le tenseur de deformation de Cauchy usuel et LIJ£ le tenseur d'Almansi 

usuel. La variation Ll ~a du tenseur relatif de contrainte de Cauchy, de poids I, peut etre 
defini de meme par: 

(1.2) 

Les egalites symboliques reftetent le fait qu'il reste encore a choisir l'un des trois types 
de transports possibles (mixte, co- ou contravariant). 
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&ROUISSAGES - SCHEME THERMOMECANIQUES ET A VARIABLES INTERNES 615 

1.2. L'hyperelasticite est definie a partir d'un etat initial neutre de sorte que tR = 0 et 
que I'on considere L1~ E et L1~a [25, 36 et 37]. La conservation de l'energie s'exprime par: 

(1.3) dtff At i nl dt = LJO (Jrev JLr i· 

De plus, il est utile de rendre e et done 8 (puissque (! v'i est constant par conservation 
de Ja masse) fonction non pas des invariants classiques mais du jeu: 

(1.4) yg .. ;-==- 1 l3y·6~ I 
V = y g(O) , QL1e = V 2 ll:14, fP-1e = T arcos Q~e 

avec: 

2 ll:1e = L1 e 1
1 L1 eli, 3 lll:1e = L1 ei1 L1 e1k L1 ek1• 

Par identification on obtient d'une part une definition tensorielle: 

L1~ (JreviJ = CXo biJ + cx1 L1~ e
1
J + cx2 L1~ eikj~ ekb 

(1.5) • V I k 
l-1~e = V -2L1~e kD, 

faisant intervenir une equation differentielle scalaire portant sur Ia trace de Ll~e. On 
obtient d'autre part, par contraction de (1.5), une correspondance entre trajets dans 
l'espace des invariants de deformation et de contrainte: 

a£ a8 
l-1!a = 3 V av - 2QL1e aQL1e , 

(1.6) Q2, =eo (_J!_)2 + ~ _J!_ _at! + ~ (~)2 
L1of1 aQL1B Q-:je aQL1e aqy Lie Q~e aqy ,.1B ' 

:6 Q!;.cos39'•a=!o( a~ .. r -3 ~ •• ( :~.r ( ::.. ) 
- 3 (__h_) (~) (~)2 + __h_ (_J!__)3 

Q~e aQL1e aqy Lie Q~e aqy Lie . 

Les fonctions scalaires cx0 , cx1 , cx2 , e0 , e1 , e2 ,f0 ,f1 ,/2 ,/3 peuvent dependre de V, QL1e' 
cp Lie, et de /Lie. Par exemple: 

a1 = cQ aaQt~ +C'P aacr , c = ( 3+2IL1s) 
Lie fPL1e Q 3QL1e ' 

C Q3 · 3 ( 2/Lie ) .. ; - Q~e .. !- ~~~~ 2 .. ; -6 ]Lie 
rp L1eSID fPL1e = Q,&COS3fPL1e 1 + -

3
- + f 6-

3
--4 J1 6 9 + f -3-. 

(1.7) 

D'autre part, si J note 1-
2~L1e , on a les formules remarquables: 

eo= l2 +2Q~f3-4JQL1ecoS3qJ.jy'6; e1 = SJQL1esin3lfJe!V6, 

e2 = l2 +2Q~ef3 +4lQL1,cos3qysfY6, 

(1.8) 
fo = l 3cos3qyefY6 -QL1,l2 +2Q~,Jcos3lfJ8/V6 -2Q~,cos6qy,f9, 
it = J 3sin3qJ8 /V6 + 2Q~.Jsin3<p./3 y6- 2Q~,sin6«p6/9, 
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/ 3 = J 3sin3cps/JI6 -2Q3sJsin3cps/J!6 -2Q~ssin6cps/9. 

Les formes (1.5), (I. 7) et (1.6), (1.8) sont toutes les deux utiles mais Ia premiere est 
utilisee systematiquement, sous forme differentielle, pour obtenir les schemas de super­
elasticite (elasto-hysteresis pure) et de inemoire de forme selon le processus de Super­
position de contrainte ( cf. Fig. 1): 

(1.9) a= aa+arev 

ou aa note Ia contribution d'hysteresis pure dont Ia structure va maintenant etre decrite. 

1.3. Le schema d'hysteresis pure (HP) est defini par branches (ou arcs de branches) successi­
ves des graphes d'hysteresis de sorte que l'on doit considerer tR ~ 0, utiliser les fonction­
nelles tensorielles L1~ a et faire jouer un role essen tiel aux affixes remarquables tels que R 
(cf. Fig. 1). Ce role est determine par un processus de memorisation discrete defini par 
critere et algorithme thermomecaniques ( cf. par exemple [17]). Les schemas constitutifs 
sont done formes par Ia reunion (syndeomie) de plusieurs (cinq) types de definitions 
qu'il est commode de rappeler brievement. 

Puisque l'on utilise (1.1) et (1.2) avec tR ~ 0, il est naturel d'envisager des definitions 
du taux de contrainte de type de Zaremba: 

symb 
.P Ll~a+Ll~a = .P L1~e+L1~E. 

Mais on a vu, a propos de (1.2), que l'essentiel est alors de choisir Ia variance du trans­
port. Celie mixte s'avere Ia plus interessante lors de l'etude de schemas ou le terme en L1~ E 
est supprime (cf. [24]). En consequence, Ia syndeomie rassemble d'abord les definitions 
de memoire discrete: I 

1 . 2 . 
(1.10) 2v·· j_<'§ = 0, .P~.a'j = 0, .P;.aJi = 0. 

Elle rassemble ensuite les definitions du taux de a = ~ ( ~ + ~) et des taux associes 

a !'hysteresis pure lim, !lii (interne intrinseque), 8, j(j = - !iii+ if>) en fonction des taux 
fondamentaux D, &Ji, ij)m et ii: 

1 . 

aa'i l i Lit 1i 
~ = a0 bJ+a1D 1 +a2 Ra b 

11 2 . 
a i =a/, 

2j 
aal . j Ltt 2 J -----at = a0 fll + a1 Dt + a2 R ai , 

(1.11) 

-1 - 1 0 

( 1.12) [ -j~] 0 
1 
w w 

[;~] -1 
1 
w w 

0 
w-1 

w w 
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ECROUISSAGES - SCHEME THERMOMECANIQUES ET A VARIABLES INTERNES 617 

avec, par exemple: 

(1.13) 

et: 

(1.14) 

Elle rassemble enfin Ia definition du critere d'inversion (base sur (/>m), celle de l'algorithme 
(base sur !'integration par branche de iPm) et celle d'une condition initiate non restrictive 
(cf. par exemple [17]). 

On a note qu'il reste a preciser b dans (1.14). Le definition de ce terme fait intervenir 
les caracteristiques du milieu continu et peut etre effectuee en suivant une methode deja 
decrite dans le cas particulier d'un milieu dont Ia limite de plasticite est du genre de MisEs 
[25]. Cette methode se generalise au cas d'une limite de plasticite de type de Coulomb 
[38]. 

Les evolutions irrotationnelles sont alors decrites, du point de vue deviatoire, par des 
equations differentielles a retard de Ia forme: 

(1.15) 

A 

2 
3 

FIG. 4. Definition de Ia difference de phase a. au po;nt actuel A de Ia branche RA. 

Fio. 5. Correspondance deviatoire contrainte-deformati·on dans le cas deMises et de "Coulomb generalise'\ 
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2tgcx1IM 
avec c = , si ex note 1' orientation de phase ( q; LJa- q;R) dans le plan deviatoire 

a1 
(cf. Fig. 4 et [25, 38]). Les proprietes du schema de Zaremba "oriente" ainsi obtenu ont 
deja ete illustrees en particulier par des etudes de correspondances entre trajets cycliques 
de contraintes imposees et trajets de deformation (cf. Fig. 5 pour les cas du genre deMises 
et de Coulomb). 

2. Du schema d'hysteresis pure aux schemas d'ecrouissages 

On se propose de suggerer comment Ia notion d'hysteresis pure peut jouer un role 
heuristique pour obtenir Ia definition d'une direction de recherche qui sera exploree 
au paragraphe suivant. 

2.1. Compte tenu de Ia forme a retard des equations (1.15), il est tout d'abord utile de 
noter que les methodes utilisees en matiere de fluide [39] a proprietes dependantes d'un 
parametre (tel que Ia temperature), ne peuvent sans doute pas etre transposees au cas 
etudie ici. Cette remarque est valable pour le schema HP et done aussi pour les schemas 
bases sur Ia superposition (1.9). 

2.2. Les modeles symboliques a ressorts et frotteurs jouent un role heuristique remarquable 
en vue de Ia definition du schema HP monotherme. On peut done etre tente de definir 
une sorte de generalisation de ces modeles au cas ou les proprietes de leurs constituants 
dependraient d'un parametre. Malheureusement, il n'est pas possible de generaliser 
efficacement Ia notion de frotteur. Cette difficulte est une expression physique de Ia difficulte 
mathematique precedente (point 2.1 ). 

2.3. II reste a envisager l'etude de schemas scalaires elastoplastiques tres simples et tres 
particuliers du genre de Prager, par exemple: 

So(n 
e0 (T) = p(T) 

schemas qui sont suggeres par les resultats experimentaux obtenus dans des conditions ou 
I' on provoque de fortes variations des proprietes mecaniques en controlant un parametre, 
typiquement Ia temperature. Puisque l'on recherche un schema a memoire discrete, un 
soin particulier doit presider aux definitions des fonctions y et x et de leurs taux. 

Durant un "premier" chargement, effectue a partir d'un etat initial suppose neutre, 
on a: 

(2.1) At def r 
LJR (J = (J- oU, Ju = u(O) = 0. 

D'autre part, on peut convenir de noter (1.1): 

(2.2) 
A def r 
LJ~e=e- 0e, Je = e(O) 

ou les scalaires e et Je ont des roles qui ne peuvent etre assimiles, sans prudence, a ceux 
des tenseurs 1/2<§ et 1f2J<§ respectivement. Nous allons voir que ces roles sont cependant 
heuristiques d'une fa~on qui va etre precisee au terme de !'etude du taux de L1~e. 
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En supposant qu'il so it possible de definir une inversion, on doit s'attendre a introduire: 

(2.3) 

pour traiter !'evolution posterieure a cette inversion. 
Posons alors: 

(] t 

E =So' 
tL _ R(] 

L1~E = E-~E, 
(2.4) 

R -So' 

e 
t 

tE- Re L1~E = E-~E E=-, R --, 
Eo Eo 

et introduisons Ia condition de me moire discrete so us Ia forme: 

(2.5) _d_ tE def ___!!_ tE = 0. 
dt R dt R 

Lors de Ia premiere charge: 

et posterieurement a !'inversion: 

(2.6) .p def ( L1~E2) • """ - 1---2 - E. 
(.() 

D'autre part, si ~a et ~e sont fonctions de t par l'intermediaire de T exclusivement, 
on a: 

Alors (2.5) entraine: 

(2.7) o 'a = 1 t oS0 • 
oT R So R(]~, 

Le produit scalaire LI~E · i permet de definir les instants d'inversion de I' evolution 
"reduite", parcourue dans l'espace (E, E) oil s'appliquent toutes les evolutions "reelles" 
de meme suite discrete "reduite". 

En fin, le taux de E est une somme de deux taux: 

· D 1 Oc0 • 
E=-----Te 

co E5 oT 
de sorte qu'en tenant compte de (2.3) et (2.2) on a: 

• D 1 Oe0 • E = - - - 2 -- T(L1~ c+~e) 
co e0 oT 

ou bien: 

· D 1 Oe0 • 
E=- --2 --T(L1~e+JE). Eo eo oT 

http://rcin.org.pl



620 D. FAVIER, P. GUELIN, A. TOURABT, B. WACK ET P. ,PEGON 

Ces formules scalaires peuvent etre heuristiques pour effectuer !'extension tensorielle si 
elles sont interpretees avec prudence. On note d'abord que si plusieurs types de parametres 
interviennent, l'usage de Ia premiere formule doit certainement conduire a des difficultes 
inextricables puisque deux fonctionnelles interviennent. Pour aborder sur des bases assez 
simples l'etude de cas aussi typique que celui de l'ecrouissage a temperature variable, on 
est done amene a considerer Ia seconde forme: 

(2.8) E. def D 1 Eho ,.j..(· At t ) 
---- 2--- .z.'LJoE+oE. 

Eo Eo oT 
D'autre part, si I' on envisage des schemas dont la partie isotrope est reversible, !'analyse 

s'applique essentiellement a Ia partie deviatoire et JE doit etre considere comme nul, de 
sorte que Ia forme scalaire heuristique est: 

(2.9) 

oil les notations "deviatoires" sont symboliques. 

Le schema thermomecanique esquisse ci-dessus suggere immediatement ceux a plusieurs 
variables "externes" et ceux a variables de structures internes specifiques. Dans le premier 
cas, les fonctions S0 (T) et p,(T) sont remplacees par des fonctions S0 (T, "D", "rj") de 
variables du genre "externes": temperature T, invariants "D" de vitesse de deformation , 
invariants "rj" associes a Ia contrainte et a Ia deformation. Dans les deux cas, on a encore 
(2.6) et les relations (2. 7) prennent Ia forme: 

(2.10) 

ok a 1 oS0 t -- = ---- R(J oa1 S0 oa1 ' 

ok E 1 OEo t - - = - - - - RE, 0 ~ i ~ n, oai Eo O(Xi 

si a0 , a1 , ••• notent !'ensemble des variables externes et internes. Notons de plus que le 
taux reduit Q(R) defini dans (1:, E) par: 

(2.11) 

est relie de fa~on simple au taux de chaleur interne intrinseque degage: 

(2.12) 

c'est-a-dire qu'il s'exprime sous Ia forme monotherme et a l'aide de taux partiels eliminant 
ceux dus a Ia dependance des variables d'ecrouissage [29]. 

L'evolution dans l'espace (E, E) etant du genre d'hysteresis pure, il est a present clair 
que ce schema monotherme denue d'ecrouissage, joue un role important pour definir 
ceux incluant des effets d'ecrouissage et de temperature. 

Dans le cadre de cette etude introductive, nous allons examiner un cas a trois variables 
T, 'fJ 1 , 'YJz et consacrer relativement plus de place a l'examen de situations monothermes. 
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3. Du modele symbolique scalaire aux schemas tensoriels thermomecaniques avec ecrouissage 

3.1. Bien que les fonctions S0 et e0 soient scalaires, !'extension tensorielle de (2.4) n'est 
pas immediate puisqu'il est necessaire de faire jouer un role essentiel aux taux t et E 
( cf. (2.5), (2.8) ou (2.9)). 11 faut done preciser les reperes de definition. Cela ne peut etre 
fait, soit en ignorant les differences de nature entre champs cinematiques et champs de 
contrainte, soit independamment du choix des reperes de definition des contributions 
essentielles aa et arev (cf. (1.9)). 

On pose en principe que !'extension recherchee est de nature constitutive et doit privi­
legier au mieux le role du schema d'hysteresis pure qu'elle est destinee a completer. 

Pour pouvoir distinguer ulterieurement les effets du choix des reperes privilegies de 
definition de a a (ce qui aide a discriminer les ingredients de Ia theorie), on suppose provisoi­
rement que le repere privilegie est simplement le repere fixe (repere ou sera done exprime, 
si necessaire, le taux de a rev, sachant que a rev, est defini dans ( M, gi, gi)). La condition 
(2. 5) devien t: 

def Grx{J 
D'autre part, le taux de l:rxf3 = So est de Ia forme: 

En consequence, on envisage la relation operatoire: 
n 

(3.1) • def S .p ( ~ oS0 • ) '"" 
Grx{J = O.:;..,rx{J + ~ ~ CX.t '-rx{J 

i=O l 

ou bien une forme deviatoire analogue. 
En ce qui concerne les taux E et D, il est nature! de considerer dans (M, gi, gi): 

(3.2) 

A ce choix est associee Ia seconde condition de me moire discrete: 

qui se reduit a l'invariance de j_gii dans le cas monotherme sans ecrouissage. Le taux ErxfJ 

est deduit de (3.2) par simple changement de coordonnees. Enfin, pour que (3.1), (3.2) 
et une equation: 

. . 
(3.3) E'XJ{J = Arx{Jy~ Eye) 
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de type differentielle a retard (analogue a (1.15)), constituent Ia base d'un schema operatoire, 
il suffit de preciser les variables ex; et les fonctions S0 et e0 • Notons cependant, des main ten­
ant, que dans le cas tres particulier associe aux idelisations de Mises et Prager, (3.3) ne 
contient (presque) plus de parametres specifiques d'un continu particulier, car on peut 
supposer, par exemple, que dans l'espace de projection (E, E), 3A.+2,u est nul et que ,u 
et S0 valent l'unite; en revanche, ces parametres figurent, comme prevu, dans (3.1) et 
et (3.2). On note alors que, comme prevu, Ia methode fait bien ressortir l'essentiel du 
schema d'hysteresis pure, a savoir Ia notion de memoire discrete, concretisee par les affixes 
privilegiees: dans l'espace (E, E) Ia forme du trajet monotone entre deux affixes n'a (pres­
que) plus d'importance. 11 est bien evident que ces indications ne doivent pas etre conside­
rees comme l'amorce d'une orientation visant a placer Ia totalite des aspects constitutifs 
dans Ia definition du diffeomorphisme entre R et H P. 

3.2. On s'interesse a present a Ia definition des variables scalaires ex du genre "externe" 
( ecrouissage strict). 

i) On pose d'abord en principe que les variables d'ecrouissage sont definies a partir 
de variables de l'espace R. 

ii) On restreint ensuite !'etude en convenant de negliger les phenomenes du genre 
vieillissement etjou endommagement dont Ia description risque d'exiger Ia definition 
precise d'un processus de creation du continu, !'introduction associee d'un instant initia1 
"absolu" et l'usage d'un "temps" absolu. Pour cela, on s'interesse seulement aux pheno­
menes d'ecrouissage pouvant etre effaces par cyclage fondamental, au moins au premier 
ordre (ecrouissage elementaire). 

L'evolution d'un continu dote de cette propriete d'ecrouissage "elementaire strict" 
peut done etre consideree comme Ia suite indefinie, mais bornee, de sequences sollicitation­
cyclage fondamental. L'etude essentielle concerne une sequence et l'on peut convenir 
de prendre son debut comme origine du "temps". 

iii) Un des choix les plus simples est le suivant. On utilise deux variables 171 et 'YJz 
ayant Ia forme de variations LhJ. Si l'on note: 

t e ) , ] 'cr "' "· 'I, I 

cr 
0,1 0 1 r-od:rt J:tbi 
1,2 1 2 r-td:rt r-0df1 

2,3 2 2 r-2d:rt ~tb) 
3,4 0 1 r- r-od:rt + 3d:rt r- r-od:rt + 3d:rt 

2. -1,5 " 2 f.tbi r- r-d:rt+ d:rt 
0 3 

FIG. 6. Definition des fonctionnelles ja, w, 111 et 112. 
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on introduit les variations par branche: 

(3.4) L1'Yl· = J dr:. '1 1 (branche de rang I) I 

Le schema est ainsi intimement lie a celui d'hysteresis pure. D'une part, Ia premiere variable 
r;1 caracterise l'avancement depuis Ia creation de Ia branche support actuelle. D'autre 
part, r; 2 est Ia variation sur les arcs de support algorithmique anterieur (si w = 2) ou 
actuel (si w = I) (cf. Figure 6 illustrative de cette regie). La consequence operatoire de 
cette regie est : 

'YJ1 = 'Y/2 = .L1r;1 et dr;1 = dr;2 = dij si w = 1. 

'YJ1 = L1r;k, 'YJ2 = L1r;k-1 et dr;1 = dij, dr; 2 = 0 si w = 2. 
(3.5) 

Si les variables sont T, r;1 et 'Y} 2 , il suffit done de definir les derivees partielles relativement 
a T et ij. 

3.3. Soient, par exemple, deux fonctions scalaires decroissantes de Ia temperature S00(T) 
et S09(T) affines (S00 = kS09) et de Ia forme: 

(3.6) Soo( T) = kSo9 = Som- L1So th ( ~~~c !Lr) . 
On pose: 

(3.7) 

avec: 

(3.8) 

0 ~ x 09 ~ I, 

x09(0, 0, T) = 0 VT, 

!im X 09 ('Y} 1 = ij, 'Y} 2 = ij, T = cte) = I (w = I), 
f]-+ <t) 

limx0.('71 , '72 = cte, T = cte) = 1-exp (- '1
2
:(n ). 

ou Ia derniere condition conceme bien entendu un cyclage "fixe" (a w = 2). Les taux 
partiels sont definis par des equations a retard: 

axog axog lim h(b ) ab1 ) ( h2(b )) aT = aT t 1 'YJ1 + aT (Xoglim-Xo9 'YJ1 1-t 1 'YJ1 , 
(3.9) 

avec: 

(3.10) 

Dans les etudes preliminaires telles que celle-ci, il est important de se restreindre au 
cas ou les parametres b1 et r;20 ne varient pas avec Ia temperature: 

(3.1I) 
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On note enfin que, dans le cas monotherme, !'evolution de S0 est tres semblable a celle 
proposee anterieurement pour decrire l'ecrouissage de deux alliages particuliers [40]. 
La description d'un phenomene de durcissement seul dans un cas et de la combinaison 
d'un durcissement et d'un adoucissement dans l'autre cas avait deja mis en evidence la 
necessite d'utiliser une schematisation a proprietes discretes, liees au schema d'hysten!sis 
pure, pour decrire des situations reelles variees. 

Le choix effectue ici de regler !'evolution de S0 vers son "attracteur" par une equation 
differentielle a retard, dont la forme est assez intuitive si I' on part des choix de 'fJ 1 et de 'fJ 2 , 

a permis de simplifier les definitions, en supprimant en particulier !'introduction de certaines 
variables d'origine. Il ne faut cependant pas considerer ce choix simple comme definitif, 
celui-ci devant evoluer au vu de resultats experimentaux varies. 

4. illustration des proprietes do schema d'ecrouissage dans le cas monotherme 

4.1. L'etude est faite en cinematique homogene associee a la transformation: 

z" = (1 +k,)Z", n = 1 ou 3, 

z2 = (1+k2)Z2 +2rZ3
, n = 2. 

(4.1) 

Le schema d'hysteresis pure est purement deviatoire du genre Prager ou etendu a des cas 
plus realistes en envisageant une extension de (1.13) selon: 

(4.2) -vi ~;pm 
a2 = - --------:;::2-- -c -

(w Jig Sof IILfua - 2
-

Le schema classique de Prager est obtenu pour c = 2 [30]. Le schema d'hysteresis pure 
est complete conformement a (1.9) par une contribution reversible associe au potentiel 
elastique: 

(4.3) E = ~ ln 2 V + Q6, In (ch 2QLfsflr ) + fl00 Q~e 6 2p,, Qor 

avec k, = 100 000 MPa. 

K3 

FIG. 7. Effet d'ecrouissage de "reptation" obtenue en traction simple pour des cycles effectues entre une 
force nulle et une force F 
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La fonction S0 est defini par (3.6) a (3.11) avec: 

T = Tc; Som = 65MPa; k = 1 

On etudie par exemple le cas ou 11- = cte = 12 500 MPa et I' on considere tout d'abord 
une cinematique irrotationnelle du genre traction cyclique controlee en force axiale entre 
0 et une force F constante (cf. Fig. 7). On envisage une contribution d'hysteresis du type 
Prager generalisee (c = 0.5), a vitesse d'ecrouissage importante (b1 = I0- 6 Pa- 1

, 'YJ 2 o = 
= 10 MPa) et une partie reversible completee par: 

Qor = 25 MPa, flr = 12500 MPa, ftoo = 550 MPa 

Ce choix permet d'obtenir, Iors des cycles entre 0 et F, des boucles d'hysteresis relativement 
ouvertes, s'accompagnant d'une reptation qui tend pour un nombre de cycles plus important 
(de l'ordre de 10 ici) a s'annuler; on obtient alors une boucle d'hysteresis stable entre 
k 3 = 1.45% et k 3 = 2.8%. 

4.2. La seconde serie d'etude concerne Ie cas ou le schema d'hysteresis est du type de 
Prager purement deviatoire (c = 2), a vitesse d'ecrouissage plus faible (b1 = 2 · 10-s Pa-l, 
?}20 = 1 MPa). II est complete par une partie reversible isotrope (Qor = #oo = 0). On 
considere des evolutions cycliques a contraintes laterales nulles, irrotationelles controlees 
en deformation axiale variable (cf. Fig. 8) ou rotationnelles controlees en deformation 
de cisaillement r variable sous contrainte axiale constante (cf. Fig. 9). 

200 

SIG3 

-200 

-1 2 
K3 

FIG. 8. Effet d'ecrouissage sous deformation cyclique imposee en traction simple. 

La derniere serie d'illustration est relative a un cas "hors-phase", proche des conditions 
experimentales assez souvent mises en oeuvre ces dernieres annees [42]. Apres une traction 
simple controlee en deformation axiale, on impose un trajet circulaire dans l'espace "cine­
matique" (k3 , r), sous contraintes laterales nulles. On s'interesse alors ala reponse associee 
dans les representations des composantes axiales (k3 note K3, <133 note S3), ou de cisaille­
ment (r note TO, <123 note S4) (cf. Fig. 10). 

10 Arch. Mech . Stos. 5-6/88 

http://rcin.org.pl



IJI4 ~ 

E 
' 

-10 Lt_,_j___.__.__._ _ __t_:_, __ _ 

1000 
TO UM 

' ~ 
oca J 

J 
--; 

~ 
~ - · - -- · .~J . 

TD 

FIG. 9. Effet d'ecrouissage sous deformation cyclique imposee en "torsion": deformation angulaire r 
variable sous contraintes laterales nulles et contrainte axiale constante: effets principaux (TO = r, SIG4 = 

( 
0(123) . = a23), TO = r, md4 = ----;;:;- et effect du second ordre de rochet ax1al. 
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FIG. 10. Effet d'ecrouissage sous deformation imposee en traction simple puis circulaire dans l'espace 
(K3 = k 3 , TO= r) sous contraintes laterales nulles: effet de durcissement dans l'espace (S/G3 = a33, 

SIG4 = a 23), et representation (K3, SIG3), (TO, SIG4). 

[626] 
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5. Resultats experimentaux 

Des n!sultats experimentaux obtenus avec plusieurs alliages indiquent que Ia notion 
d'ecrouissage elementaire, c'est-a-dire effa~able dans nos conditions experimentales, est 
une notion tres realiste, tout en n'etant pas evidemment une propriete absolue. 

Un bon exemple est celui represente par un laiton du commerce dont les composants 
chimiques principaux sont: Cu( ~ 58%), Zn( ~ 39%), Pb( ~ 3%). Des essais cycliques 
et symetriques de traction-compression et de torsion alternee ont ete effectues avec des 
eprouvettes tubulaires. 

L'essai de torsion simple a ete effectue avec trois amplitudes de deformation croissantes 
(±0,8; ± 1,2 et ± 1,6%) (Fig. 11), puis decroissantes (± 1,2 et ±0,8%) (Fig. 12); il s'est 
termine par de grands cycles a ± 1,6% suivi d'un cyclage fondamental et d'une recharge 
a ± 1,6%. Au cours de cette sollicitation, !'evolution de l'ecrouissage peut se caracteriser 

10* 

0 . 300E03 

tllgtz: 

(MPa) 

FIG . 11. Essai de torsion alternee. Amplitudes croissantes. Laiton. 

o. 300E03 

sigt.:: 

(MPal 

0 . 200E-01 
epst.z: 

FIG. 12. Essai de torsion alternee. Amplitudes decroissantes. Laiton. 
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par la variation de la contrainte Si en fin de branche en fonction du nombre de branches 
N (Fig. 13). On verifie bien que pour chaque amplitude de deformation, le nombre de 
cycles effectue est suffisant pour definir l'etat de saturation correspondant a une precision 
relative meilleure que 1%, alors que l'ecrouissage total est de 55 MPa, representant environ 

0.210E03 

Si 

!MPal 

0.140E03 
0 

0.8 1.2 16 

N 

1.2 0.8 1.6 C. F. 1.6 

0. 200E03 

FIG. 13. Essai de torsion alternee. Evolution de Ia contrainte a !'inversion. Laiton. 

35% de Ia valeur initiale. On constate, pour les amplitudes de deformation de ±0,8% 
et de ± 1,2%, que le niveau de contrainte atteint est le meme independamment de l'ordre 
croissant ou decroissant des deformations. Par contre, pour !'amplitude ± 1,6%, il existe 
un decalage entre les trois niveaux atteints, les deuxieme et troisieme niveaux etant res­
pectivement inferieurs de 3,5 et de 5,6 MPa. 

L'essai de traction-compression simple a ete effectue avec un nombre de cycles limite 
en raison du risque d'instabilites dues a la deformation circonferentielle non negligeable 
propre a ce type d'essai. Deux amplitudes de deformation ont ete effectuees a ± 1,0 et 
± 1,5% (Fig. 14), valeurs qui correspondent approximativement aux deux premieres 

0. 400£03 

sigzz 

( MPal 

FIG. 14. Essai de traction-compression. Amplitudes croissantes. Laiton. 
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amplitudes de l'essai de torsion. La diagramme Si-N indique que le niveau de saturation 
en contrainte pour !'amplitude de ±I% est defini avec une moins bonne precision; malgre 
tout on constate, de meme que precedemment, que le niveau de contrainte de saturation, 
atteint pour les deux amplitudes de deformation, est independant de l'ordre des cycles de 
deformation (Fig. 15). 

0.380£03 

Si 
tMPal 

0. 250E03 
0 0.150£03 

N 

FIG. 15. Essai de traction-compression. Evolution de Ia contrainte a l'inversion en fonction du nombre 
de beanches. Laiton. 

La comparaison des deux types de resultats indique une petite anisotropie du materiau 
due tres probablement au procede d'extrusion utilise pour obtenir la barre dans laquelle 
ont ete ?sinees les eprouvettes. Les resistances en traction et compression apres saturation 
notees Szz ont Ia meme valeur (Fig. 14) a une precision relative de l'ordre de ± 1,2%, 
alors que Ia resistance equivalente en torsion au sens de Mises notee Soz est inferieure 

400 

-·- , 

~ez 

300 

V3 E (%) 
1•.) ez 

200L-----------L-----------~----~----~ 
0.5 1.0 1.5 Ezz(%) 

Fro. j 6. Comparaison des contraintes a saturation. Mise en evidence d'une petite anisotropie. Laiton. 
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d'environ 13% (Fig. 16). Ces resultats s'integrent mieux avec les proprietes d'un materiau 
anisotrope qu'avec les proprietes d'un materiau isotrope a seuil de trace non circulaire 
dans Ie plan deviatoire. 

La realite de Ia notion d'ecrouissage effa~able est confirmee par le cyclage fondamental 
constitue de cycles quasi symetriques, d'amplitude legerement decroissantes, effectues 
a partir du plus grand cycle atteint au cours des sollicitations anterieures (Fig. 17): Ie 

FIG. 17. Cycle fondamental en torsion alternee. Laiton. 

cyclage fondamental permet d'effacer la memoire discrete des instants d'inversion et de 
retrouver l'etat neutre des solides a hysteresis. Dans le cas d'un comportement d'hysteresis 
pure, les branches du cyclage forndamental sont une partie du debut de l'homothetique 
de rapport deux de la courbe de premiere charge. Pour le laiton, on constate que les 
branches sont bien, au debut du cyclage fondamental , une partie de la courbe de saturation , 
mais au fur eta mesure qu'elles diminuent de longueur, les branches s'eloignent de la courbe 
de saturation pour se rapprocher de l'homothetique de la courbe de premiere charge 
avant ecrouissage. Le cyclage fondamental a done aussi tendance a effacer l'ecrouissage 
anterieur. 

L'essai de torsion a lieu a force axiale nulle ; il montre !'existence d'un allongement 
axial (Fig. 18). Pour les cycles d'amplitude ±0,8%, ce rochet semble s'arreter apres une 
vingtaine de cycles, par contre, pour les autres amplitudes, le rochet par cycle apres avoir 
diminue, se stabilise a un taux constant (figure 19). La valeur du rochet axial par cycle 
rapportee a !'amplitude de deformation de cisaillement, est de 1,2 · I0- 3 pour les cycles 
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-0 . 200E-01 0 . 200E - Ot 

FIG . 18. Deformation axiale (ou rochet) accompagnant Ia torsion a force axiale nulle. Laiton. 

C. F. 1.6 

0.200£03 
N 

FIG. 19. Rochet axial de Ia torsion a force axiale nulle. Evolution en fonction du nombre de branches. 
Laiton. 

± 1,2% et de 2,4 · 10- 3 pour les cycles ± 1,6%. Lorsque !'amplitude des cycles diminue, 
le rochet axial s'arrete. Une augmentation ulterieure de !'amplitude produit a nouveau 
un rochet axial positif, mais de valeur plus faible (Fig. 19). 

Des resultats experimentaux obtenus precedemment avec l'acier inoxydable 17-12 SPH 
[40, 41 , 43] indiquent que l'ecrouissage n'est pas entierement effac;able pour ce materiau: 
il apparait qu'environ 50~;;; de l'ecrouissage est acquis definitivement quelle que soit I' ampli­
tude de deformation des cycles ulterieurs. Des resultats recents obtenus avec un duralu­
minium du commerce semblent aussi indiquer que le durcissement, obtenu au cours d'une 
sollicitation par cycles d'amplitude de deformation croissante, s'efface en grande partie 
pour les cycles ulterieurs d'amplitude decroissante [44]. Comme pour l'acier inoxydable, 
il apparait que pour le duraluminium, !'effacement n'est pas total. 
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En resume, il apparait que l'ecrouissage des metaux est effa~able par diminution de 
!'amplitude de Ia sollicitation; suivant Ie type de metal ou d'alliage, !'effacement peut 
etre total ou partie!. 

6. Remarques finales 

6.1. Les variables d'ecrouissage 17 1 et 17 2 sont des fonctionnelles: comme celui d'hysteresis 
pure, le schema est a memoire discrete. Ce schema simple est donne a titre d'illustration 
et doit etre encore etudie en tenant compte de resultats theoriques et experimentaux qui 
sont sur le point d'etre obtenus. 11 s'agit, d'une part, de resultats concernant les problemes 
de definition des reperes privilegies d'hysteresis pure et de couplage isotrope-deviatoire, 
d'autre part de resultats experimentaux concernant les effets du second ordre. 

6.2. L'etude introductive du cas particulier de l'ecrouissage elementaire strict a deux 
variables est done largement incomplete. Elle est egalement affectee par des restrictions 
que l'on peut ranger en deux categories. D'une part Ia forme scalaire de Prager utilisee 
comme origine heuristique est tres particuliere. D'autre part Ia nature des variables 17 1 

et rJ 2 l'est aussi en ce sens que des variables telles que les invariants de deformation et de 
vitesse de deformation sont ecartees de cette etude preliminaire. Cependant, les principes 
et les definitions mises en oeuvre ainsi que les resultats immediatement obtenus dans 
le cas monotherme (§ 4) eta temperature variable (cf. annexe 2) suggerent l'etendue de la 
classe de schemas a variables externes qui peut etre explores en tenant compte de resultats 
experimentaux fins et en consacrant une attention particuliere a des problemes fondament­
aux a peine evoques ici (tel celui de Ia definition d'une configuration de reference lors 
d'une evolution a temperature variable). 

6.3. Parallelement, un developpement continu, organise et bien fonde des schemas a variables 
internes depend largement de resultats synthetiques obtenus aux termes d'etudes experi­
mentales delicates menees a plusieurs echelles. De telles etudes, deja peu commodes [1] 
dans les situations ou sont reputes operatoires les concepts de potentiel et de diffusion, 
doivent en effet porter ici sur des phenomenes marques d'un "caractere hysteretique 
violent" [45]. Le risque existe alors d'etre renvoye aux difficultes conceptuelles associees 
[46] et de devoir, en consequence, afficher le degre d'objectivite [47] que l'on accorde 
a Ia notion de memoire discrete. 

Annexe 1. L'hysteresis mecanique: principes, methodes et resultats [36]. 

i) L'hysteresis est un phenomene universe!, et peut done, en tant que tel, susciter Ia 
mise en jeu d'elements conceptuels importants. Le phenomene d'hysteresis [2] est observe 
dans des domaines tres varies de Ia physique: les temps caracteristiques des hysteresis 
de filtration et des hysteresis par bi-stabilite optique sont, respectivement, de 1' ordre de 
103 set de I0-11 s. En mecanique des continus, !'hysteresis s'observe non seulement pour 
des solides tels que les alliages metalliques, mais aussi pour des corps tels que les graisses 
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et les materiaux pulverulents. En resume, les resultats obtenus depuis deux decennies 
a l'aide des moyens experimentaux modernes, suggerent que la notion de transformation 
irreversible renversable [2], lorsqu'elle est reconnue comme irreductible [3], doit jouer, 
en matiere de schematisation du reel, un role d'une importance comparable aux roles 
tenus par le concept d'onde, Ia notion de potentiel et les irreversibilites du genre de diffusion. 

ii) En matiere d'hysteresis mecanique, la situation ne se presente pas favorablement, 
qu'il s'agisse des principes, des methodes ou des resultats. Quelques etudes combinent 
des techniques de statistique, de discontinuite et de reversibilite pour suggerer la possibilite 
de reduire les schemas de !'hysteresis aux schemas dynamiques classiques [4, 5]: la situation 
conceptuelle n'est pas simple et evoque celle apparue naguere en theorie des systemes 
a Ia VAN DER POL [3, 6]. Quelques etudes apportent des contributions specifiques bien 
fondees [2, 3, 7, 8]. Pour se presenter sous forme thermomecanique, la plupart des travaux 
se poursuivent en utilisant un formalisme thermodynamique classique bien qu'il soit 
parfaitement connu que ni !'equation fondamentale de Gibbs, ni le principe associe dit 
"de l'equilibre local", ni l'inegalite associee de CLAUSius-DuHEM [9] ne sont adaptes au 
traitement des irreversibilites d'hysteresis. La situation, en quelque sorte etonnante sur 
le plan conceptuel, tient bien entendu au fait que, dans son etat actuel, Ia theorie des 
milieux continus n'est pas independante des positions positivistes adoptees en Physique 
sur la base de Ia doctrine hamiltonienne [10]: les nombreux modeles proposes recelent 
des difficultes de fond et la situation actuelle de Ia mecanique du continu releve encore 
de Ia celebre analyse de RIVLIN [11]. Cette situation necessite aussi le rappel [12] de !'im­
portance, trop longtemps oubliee, de la geometrie differentielle et des conditions generales 
d'invariance des theories [13]. Eile pousse 0DEN et BATHE [14] a formuler des observations 
critiques en matiere d'applications: les aspects operatoires sont soulignes au depend de 
!'analyse des concepts qui en constituent les bases. 11 n'est done pas surprenant qu'il soit 
encore possible d'adopter actuellement un point de vue presente en 1972 par ZIEGLER 
[15] en matiere de resultats pratiques: l'essentiel des resultats fiables obtenus en plasticite 
appliquee, est base sur !'analyse limite mise en oeuvre dans des conditions de chargement 
monotone (de sorte que Ie concept de base, qui est celui de potentiel, est, en la circonstance, 
et par definition, d'un usage sans interet conceptuel et que les succes evoques indiquent 
seulement l'eventuelle pertinence de Ia notion de plasticite). 

iii) Le calcul des structures ainsi que les recherches experimentales macroscopiques 
et microscopiques font apparaitre des questions essentielles qui mettent en cause le bien 
fonde des modeles existants alors meme qu'il est devenu peu commode non seulement 
d'ameliorer ces modeles, mais aussi d'en changer. D'une part, des resultats pratiques 
doivent etre obtenus sous sollicitations cycliques. D'autre part, les moyens d'essais permet­
tent de deceler des effets secondaires et des processus microstructuraux difficiles a decrire 
et qui mettent en cause les bases des modeles existants. Enfin, les recherches menees durant 
les trois dernieres decennies en vue d'ameliorer les modeles integraux eta variables internes 
procurent des succes limites au prix d'efforts considerables. 

iv) Cette situation bloquee peut etre analysee dans le cadre de Ia theorie des systemes 
dynamiques. Classiquement, il est postule qu'il n'existe pas de systemes dont Ia description 
n'est possible que si I' on connait deja toute !'evolution. Ce determinisme strict est conforme 
par exces a !'esprit du determinisme au sens large que represente le principe de determina-
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tion [3] et qui implique "seulement" l'idee du progres indefini des previsions "responsables" 
[16]. II conduit a poser que les seuls schemas "a priori" admissibles appartiennent necessaire­
ment a la classe des systemes dynamiques classiques ou conduisent a des systemes de cette 
classe. En consequence, tout usage de Ia notion de memoire ne peut etre envisage autrement 
que sous la forme d'un artifice provisoire refietant le caractere incomplet du choix des 
variables d'etat. Enfin, tout schema irreductible est a rejeter definitivement comme non 
deterministe au sens strict. Les schemas possibles sont done contenus dans des limites 
precises qui peuvent nous apparaitre aujourd'hui comme excessivement etroites. Mais 
il ne faut pas perdre de vue l'extraordinaire capacite operatoire des schemas dynamiques 
classiques et se souvenir de la raison essentielle pour laquelle un principe aussi strict a pu 
etre Iongtemps tenu pour indispensable. II a en effet pour role, d'ecarter du champ de la 
physique le concept de memoire. Ce concept devait etre ecarte dans la mesure oil il semblait 
impliquer definitivement !'intervention d'actions a distance instantanees et equivalait 
done a une negation du caractere operatoire du principe de causalite. Bien entendu, !'argu­
ment des actions instantanees a aujourd'hui perdu toute force du fait des resultats d'observa­
tions a echelle fine, observations qui font apparaitre comment la matiere peut etre envisagee 
comme support de memoire. 

v) Cette premiere analyse explique les raisons de !'intense effort de developpement 
des theories a variables internes, theories fondees sur !'hypothese selon laquelle les lois 
veritablement importantes sont celles dites "simples", c'est-a-dire hamiltoniennes, mises 
en jeu a echelle fine. C'est la consideration de ces echelles qui permet de decreter une 
simplicite du reel, qui n'est pas impliquee dans I' idee du determinisme au sens large: 
si les echelles interessantes ne peuvent etre considerees, !'ensemble conceptuel devient 
non falsifiable et sort done du champ scientifique [I 6]. Le fait est qu'il a ete procede a Ia 
mise en oeuvre d'un nombre fini de variables scalaires puis tensorielles. Les problemes 
ont alors ete ceux d'objectivite, de nature physique et de nombres des variables (2 au 
moins, en cyclique, selon les idees actuelles). On a enfin constate qu'il etait delicat de 
mesurer les variables internes et ce sont ces dernieres difficultes, lourdes de consequences 
sur le plan operatoire, qui ont suscite d'intenses recherches interdisciplinaires finalement 
fructueuses pour la raison suivante: !'importance des notions de configurations de disloca­
tions et d'immobilisation de dislocations a ete reconnue. La doctrine relative aux echelles 
fines essentielles est done en cause. 

vi) L'etat des affaires peut aussi etre etudie du point de vue thermomecanique. Les 
limites de validite de !'equation de Gibbs ont ete precisees par Gibbs lui-meme. Elles 
touchent a des questions microstructurales d'une extreme importance en ce sens qu'elles 
garantissent Ia compatibilite de !'equation de Gibbs avec la doctrine des lois "simples" 
a echelle fine, doctrine deja evoquee au point v): en d'autres termes, !'equation de Gibbs 
et Ie principe associe dit de l'equilibre local valent lorsqu'il s'agit de schematiser les irrevers­
ibilites par "forces retardatrices". Les theories a variables internes sont done d'autant 
plus efficaces que Ia temperature relative est plus elevee, que les immobilisations de disloca­
tions jouent un role decroissant, que les irreversibilites, mises en jeu a l'echelle de !'element, 
sont du genre de viscosite ou de diffusion. Inversement, on doit s'attendre a rencontrer 
des difficultes, lorsque des "forces inhibitrices" sont preponderantes: Gibbs donne d'ailleurs 
la plasticite comme exemple. Dans de tels cas, glissement et frottement sont les processus 
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a echelle fine (10 fLm par exemple) qui font des agregats solides des continus tres differents 
des fluides. Cette distinction marquee par Gibbs a ete egalement soulignee par FER [2] 
en 1970. Malgre cela, l'amalgame des deux genres d'irreversibilites se poursuit en mecanique 
a travers un nombre considerable de "modeles viscoplastiques". 

vii) Enfin, lorsqu'il s'agit d'examiner l'etat des principes et des methodes sous l'angle 
mathematique du formalisme tensoriel, le cadre naturel est celui de Ia geometrie differen­
tielle. La notion essentielle est celle de transport, notion mise en jeu pour definir Ia notion 
de deformation de Cauchy et seulement interpretable en faisant intervenir le concept de 
memoire discrete dont on a vu l'incompatibilite avec le point de vue le plus classique 
(cf. [17] a [25]). Compte tenu des exigences d'invariance generate et d'objectivite naturelle, 
on est conduit a envisager l'usage de la methode de Van Dantzig, une definition abstraite 
du tenseur contrainte de Cauchy et l'usage d'un tenseur de contrainte transporte ("con­
trainte de reference") jouant un role analogue au tenseur de deformation (transporte) 
de Cauchy et permettant d'obtenir une equation analogue a celle de Gibbs mais valable 
pour !'hysteresis. 

viii) Les trois analyses (systemes dynamiques, thermodynamiques, mathematiques) 
sont convergentes. Renoncer a l'usage des schemas irreductibles ne permet pas d'aller 
au-dela des limites indiquees par Gibbs alors que les resultats d'observations microstruc­
turales incitent a les depasser, que Ia geometrie differentielle en procure les moyens, que, 
de toute fa9on, Ia notion de deformation implique deja une rupture radicale entre mecanique 
du continu et dynamique classique et qu'enfin les notions de transport et de memoire 
discrete qui sont a l'origine de cette rupture meritent a present une attention particuliere 
compte tenu des observations a echelle fine. Les origines des choix theoriques proposes 
peuvent done etre resumees ainsi: abandon de la doctrine des lois simples aux echelles 
accessibles dans Je cadre des descriptions continues et recours eventuel aux schemas irreduc­
tibles a memoire discrete; abandon des tentatives a variables internes aussi longtemps 
que l'etude des schemas a variable externes: deformation, contrainte, densite de masse, 
n'est pas tres approfondie au sens du programme ci-dessous; abandon de la mise en oeuvre 
de l'inegalite de Clausius Duhem et recherche d'une extension de Gibbs, eventuellement 
a memo ire discrete; abandon des tentatives de schematisation relatives aux cas ou se 
trouvent amalgamees les diverses irreversibilites (theories de viscoplasticite) mais examen 
prioritaire du phenomene d'hysteresis pure; abandon des in variances et objectivite par 
rotation mais formulation respectant l'invariance generate et l'objectivite naturelle par 
l'usage de coordonnees entrainees; abandon des tentatives de decomposition du seul 
tenseur (cinematique) bien defini, a savoir le tenseur vitesse de deformation, mais introduc­
tion du formalisme de transport pour la deformation et Ia contrainte, ce qui revient a 
admettre l'usage du concept de memoire discrete et le recours aux schemas irreductibles. 
Le programme des travaux prioritaires peut done etre resume en disant qu'il s'agit d'abord 
de proposer des schemas; compatibles avec !'ensemble des phenomenes d'hysteresis; 
prenant en compte les situations ou le role de Ia memo ire discrete est essen tiel; decrivant 
les aspects thermomecaniques et non simplement mecaniques; n'incluant pas necessairement 
I' usage de la notion de reversibilite; permettant !'extension au cas non monotherme, au 
cas non isotrope et aux divers cas d'ecrouissages; permettant de definir Ies liens entre le 
concept de memoire, !'hysteresis et la notion de stabilite. 
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ix) Le seul point de depart intesessant est constitue par des modeles symboliq ues 
a ressorts et frotteurs [17 a 20] et [26 a 32]. Ces modeles essentiellement unidimensionnels 
n'indiquent pas immediatement Ia voie d'une extension tensorielle unique. Mais ils peuvent 
devenir heuristiques au terme d'etudes unidimensionnelles completes car il respectent 
les choix indiques a sa voir: pas de simplicite a echelle fine (frottement) ; pas de variables 
internes (la force dans chaque element et Ia position de son frotteur peuvent etre calculees 
a chaque stade de I' evolution); pas de recours a la notion d'entropie (frottement mis en 
jeu immediatement); pas d'amalgame de divers types d'irreversibilites (frottement de 
Coulomb); pas d'usage necessaire de Ia notion de domaine elastique (loi de distribution 
du frottement) ; pas de restriction necessaire aux aspects purement mecaniques en ce sens 
qu'il est possible d'etudier les taux de chaleur ( dus au frottement) . 

Annexe 2. illustration du schema dans Ie cas de Ia temperature variable: application aux 
alliages a memoire de forme 

i) Les alliages a memoire de forme sont des materiaux presentant une evolution tres 
rapide de leurs comportements mecaniques isothermes pour une gamme de temperature 
de l'ordre de quelques dizaines de Kelvin . Cette dependance est associee a une transforma­
tion structurale thermoelastique de type martensitique [33 a 35]. On a vu (cf introduction) 
que les differents comportements isothermes pouvaient etre schematises en envisageant 
une forte variation des formes et des proportions relatives des deux contributions aa et 
Grev en fonction de Ia temperature. De plus, ce schema permet de rendre compte de I' acquisi­
tion des properties de memoire de forme en temperature apres un traitement thermomecani-

FIG. 20. Effet de memoire de forme en traction simple en l'abscence d'ecrouissage. Evolution dans les 
espaces (K3 = k 3 , SIG3 = a 33), (K3, SA3 = L'33) , (Kl, K3) lors de !'education ("training"), et effet de 

memoire de forme en temperature (K3, T) sous differentes charges. 
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que convenable, appele "training". On s'interesse ici a un training particulier, en traction 
simple, que l'on peut decomposer en six etapes (cf. Fig. 20a): OAB- a temperature 
"froide" T1 , cyclages entre les charges 0 et Fmax; BC- sous charge nulle, elevation de Ia 
temperature jusqu'a Ia temperature "chaude" T2 ; CD -a temperature T2 , cyclage entre 
0 et F max; DE- so us charge constante F max, chute de la temperature de T2 a T1 ; EF­
decharge a temperature T1 ; FG - sous charge nulle, elevation de la temperature de T1 

a T2 • 

A pres ce training, so us differenres charges constantes, appliquees a Ia temperature T2 , 

on simule les variations de l'allongement axial lors de cycles en temperature, mettant 
ainsi en evidence !'acquisition des proprietes de memoire de forme reversible "two ways". 

ii) U n premier schema idealise ou les contributions a a et a rev dependent du seul para~ 
metre T est envisage. La contribution reversible est definie par un potentiel de Ia forme 
(4.3), celle d'hysteresis par (1.11) a (1.15) et (4.2), avec ici c = 0.5. La dependance en 
fonction de la temperature est donnee par les simples variations: 

( 
T-245) Q0 r= 150+145th 

10 
(MPa), 

( 
T-245) S0 = 35-30 th 

10 
(MPa). 

K3 

FIG. 21. Effet de memoire de forme (K3, T), apres le "training" de Ia Fig. 20. 
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On envisage un schema d'hysteresis pure a e0 = S0 / p, constant = 0.28. Dans ce cas parti­
culier, la "deformation" E de l'espace de reference est reliee de fat;on simple ala deformation 
reelle Ll~e parE= L1befe0 • La donnee du potentiellff est completee par p,~ = 550 MPa ; 
de plus, les coefficients kr et p,, sont tels qu'a toute temperature, les coefficients elastiques 
tangents a l'origine sont constants (module d'Young E = 30 000 MPa, coefficient de 
Poisson v = 1 /3). Enfin, le coefficient de dilatation thermique lineaire a est considere 
comme constant sur cette gamme de temperature de quelques dizaines de Kelvin et egal 
a 18 · 10- 6 K- 1 . 

On represente les evolutions dans les espaces (LJ~ e33 , cr33) (Fig. 20a), (LJ~ s33 , 2:'33) 

(Fig. 20b), (LJ~ e33 , LJ~ e11) (Fig. 20c), et les evolutions, a pres training, sous charge 0 
Fmax/4, Fmax/2, 3Fmax/4 et Fmax dans l'espace (LJ~ e33 , T). Enfin, on envisage toujours 
apres le training initial, une histoire de temperature sous charge constant Fmax/4 (Fig. 21). 

iii) En fait, !'acquisition des proprietes de memoire de forme necessite plusieurs cycles 
de training avant I' apparition de proprietes stables. Le schema a 3 parametres T, 1] 1 , 'YJ 2 

du paragraphe 3 est envisage. La contribution reversible est de la meme forme qu'au 
paragraphe precedent avec: 

( 
T-245) Qor = 150+145 th 

10 
(MPa); p,~ = 550 MPa, 

kr = 100000 MPa, P,r = 12500 MPa, a = 18 10- 6 K- 1
. 

KCJ KCJ 

shape memory effect 

0 2 
KC3 

FIG. 22. Reprise de Ia Fig. 20 avec effet d'ecrouissage. 
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La contribution d'hystetesis est don nee par: 

( 
T-255) S00 = 45-20 th 

10 
= S09 (MPa). 

On envisage un schema ou p, = constante = 12 500 MPa, et les parametres caracteristi­
ques de l'ecrouissage sont rJ 20 = 10 MPa et b1 = 10-s Pa- 1 . 

L'acquisition des proprietes est alors progressive lors des trainings sucessifs (cf. Fig. 22) 
mais conduit a un effet de memoire de forme qualitativement semblable a celui du para­
graphe precedent. 
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