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Nauka stanowiąca treść niniejszej książki nie jest by
najmniej nową. Niektóre jej zasady znajdują się już w geo
metrycznych dziełach Euklidesa (285 lat przed Nar. Chr.), 
później zaś, pomijając już kilku starożytnych uczonych, pra
cowali w tym kierunku : Pascal, de la Hire, Newton, Maclau- 
rin, Lambert, — lecz dopiero Carnot, Brianchon, Poncelet, 
Mobius, Steiner, Chasles, Staudt i t. d. zaczęli naukę tę wy
łączać z ogólnej nauki geometryi i nadawać jej różne nazwy. 
W końcu przyjęto prawie ogólnie nazwę: Geometrie de posi- 
tion, Geometrie der Lagę, czyli tłómacząc dosłownie: „Geo- 
metryja położenia". Ciż sami jednak autorowie, którzy uży
wają tej nazwy przyznają, że nauka ta nie jest właściwie 
geometryją, gdyż nie zajmuje się bynajmniej mierzeniem, 
owszem, miara jest z niej zupełnie wyłączona i występuje 
dopiero w jej zastosowaniach do geometryi lub do „statyki 
wykreślnej “.

Oprócz powyższych nazw, nadawano dziełom w tym 
przedmiocie pisanym inne jeszcze nazwy; tak n. p. Steiner 
nazwał swoje dzieło: „Systematische Entwickelung der Ab- 
hangigkeit geometrischer Gestalten von einander" (Berlin 
1832); — Poncelet zaś dał swemu dziełu tytuł: „Traite des 
proprietes projectives des figures" (Paris 1822 i 1865); te 
dwa tytuły dają dosyć jasne pojęcie o zadaniu tej nauki, 
którą zresztą nazywano także geometryją nową, rzutową, syn
tetyczną i t. p.

PRZEDMOWA.
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Ponieważ wszystkie te określenia są albo zbyt długie, 
a ztąd niewygodne do użycia, albo też niezgodne z treścią 
nauki, która nie zajmuje się mierzeniem, przeto zda
wało mi się rzeczą stosowną nadać jej nazwę zupełnie nową, 
a mianowicie nazwę „Składni wykreslnej", sądząc, że ta na
zwa wyda się zupełnie stosowną na oznaczenie nauki prze
ważnie syntetycznej i wykreślnej, a więc niejako „Syntezy 
wykreśnej", przyczem wyraz „synteza" zastąpiłem wyrazem 
„składnia"

Jak już wspomniałem, nauka o której mowa nie może 
się nazwać zupełnie nową, owszem, zajmowano się nią od 
dawna, lecz dopiero od czasu gdy Culmann oparł na niej 
swoją „Statykę wykreślną", nabrała znaczenia praktycznego, 
i odtąd też zaczęto się nią zajmować więcej ogólnie *),  a były 
docent Politechniki Curychskiej T. Reye, wydał pod tytułem: 
„Geometrie der Lagę", swoje wykłady szczególnie jako przy
gotowanie do Statyki wykreślnej opracowane, które to dzieł
ko przyjąłem za podstawę do niniejszej pracy.

*) Co do historycznych dat, krytycznego poglądu na ważność tych nauk, oraz co do ich literatury ob. „Ueber die graphische Statik" v. J. Weyrauch, Leipzig 1874 i „Elements de Geometrie projective" p. Cremona (tłóm, z włoskiego E. Dewulf).

Oddając tę pracę na użytek publiczny, mam tylko za
miar, zrobić pierwszy krok na tej nowej u nas drodze, za
chęcić do pracy w tym kierunku, pracy bez wątpienia bar
dzo wdzięcznej, bo i wiele jest jeszcze na tern polu do zro
bienia — i zdolności nasze do tego właśnie rodzaju nauk, 
są też podobno znakomite.

Zajmując się tym przedmiotem tylko jako amator, 
w chwilach wolnych od zajęć na innem zupełnie polu, mało 
z nim wspólnego mającem, nie miałem bynajmniej pretensyi 
zrobienia czegoś nowego dla samej nauki; — chodziło mi 
powtarzam, tylko o zwrócenie uwagi na ten przedmiot i za
chęcenie innych do pracy na tern polu, — o wprowadzenie tej 
nauki do naszej literatury, tak jak wprowadziłem ją do Aka
demii technicznej we Lwowie, gdzie tylko dla tego obok 
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moich właściwych wykładów — wykłady „Składni wykreśl- 
nej“ przez lat dwa (w semestrach zimowych) podejmowałem, 
— iż wprowadzenie tych wykładów na Wydziale Inżynieryi 
uważałem prawie za niezbędne, a innego prelegenta wów
czas nie było.

Słownictwo, jakiego używam w tej książce, jest zupeł
nie nowem — tak jak nowym u nas jest sam przedmiot. — 
Wprawdzie znajdują się w Geometryi Niewęgłowskiego nie
które wyrażenia odnoszące się do tego przedmiotu, lecz tych 
nie mogłem użyć (przynajmniej nie w tern samem znaczeniu), 
a to z różnych powodów.

Tak n. p. wyrażenie: „jednokreślność" musiałem 
zostawić dla oznaczenia tego co francuzi nazywają „colline- 
ation", — zamiast „inwolucyjność“ używam: „dwu- 
wtórność" (tam gdzie u. p. dwa punkta odpowiadają so
bie dwojako, czyli „dwojako sobie wtórzą)" i t. d., a w ogó
le starałem się dobierać wyrażeń o ile możności jak najwy
raźniej przedstawiających pojęcie o które chodzi.

Trzymając się co do rzeczy samej prawie ściśle wybor
nego dzieła Reye'go, starałem się jednak w niektórych miej
scach dopełniać i wyjaśniać co uważałem za potrzebne, a ża
łuję mocno że inne zajęcia nie pozwoliły mi więcej w tej 
mierze uczynić.

Kraków dnia 29. listopada 1876.

Stanisław Ziembiński.
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Zasady ogólne.

Punkt, prosta (linija prosta) i płaszczyzna są pier
wiastkami wykreślnemi, z których powstąją zestawy wy- 
kreślne.

Punkt jest niepodzielną cząstką przestrzeni.
Każdy z nas ma pojęcie linii prostej. Dwie proste mogą 

się przeciąć najwięcej w jednym punkcie, a każda linija, o któ
rej wiemy że z dowolną prostą może się przeciąć w jednym 
tylko punkcie, musi być prostą.

Płaszczyzna, jestto powierzchnia przecinająca się z każdą 
dowolną prostą w jednym tylko punkcie. Dwie płaszczyzny 
mogą się przeciąć w jednej tylko prostej, a każda powierzchnia, 
o której wiemy, że z dowolną płaszczyzną może się przeciąć 
w jednej tylko prostej, musi być płaszczyzną.

Prostą i płaszczyznę uważać będziemy zawsze za nie
ograniczone.

Własnością prostej jest jej kierunek, własnością pła
szczyzny— jej położenie. Prosta i płaszczyzna mogą się 
przesuwać w przestrzeni t. j. mogą zmieniać swoje stanowi
sko, bez zmiany kierunku lub położenia. (To odróżnienie „sta
nowiska" od „położenia" jest koniecznem; w dalszym ciągu 
będziemy używali tych wyrażeń tylko w powyższem znaczeniu).

Wymienione pierwiastki wykreślne, mogą się znajdować 
w skończonej albo w nieskończenie wielkiej odległości. Ponie
waż nieskończoność leży po za granicami naszego pojęcia, przeto

i
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pierwiastki nieskończenie odległe nazywać będziemy do mnie
manemi, pierwiastki zaś w skończonej przestrzeni zawarte, 
rzeczywistemi pierwiastkami.

Dwie proste leżące w jednej płaszczyźnie, przecinają się 
zawsze w jednym punkcie — rzeczywistym albo domniemanym 
(nieskończenie odległym). W tym ostatnim przypadku mówi się 
zwykle, że proste są równoległe.

Jak w rachunku dla każdej ilości zmiennej jedną tylko 
możemy przyjąć wartość nieskończenie wielką i nie mamy ża
dnego przejścia od ilości skończonych do nieskończonych, tak 
też i w składni wykreślnej, nie mamy żadnego przejścia od 
prostych nachylonych do równoległych, od rzeczywistych do nie
skończenie odległych punktów ich przecięcia, i jeden tylko (do
mniemany) punkt przecięcia dwóch (lub ilukolwiek) prostych 
równoległych przyjąć możemy.

Zdawałoby się na pozór, iż przyjmując, że dwie proste 
równoległe przecinają w P∞ (punkcie nieskończenie odległym), 
powinnibyśmy również przyjąć że istnieją dwa takie P oo, a 
mianowicie, w każdem przedłużeniu tych prostych (do nieskoń
czoności), jeden P∞; aby lepiej tę rzecz wyrozumieć, uważmy 
co następuje:

Niech będzie dowolna prosta a (fig. 1) i zewnątrz niej 
leżący punkt A. Poprowadźmy przez ten punkt inną prostą p} 
przecinającą prostą a w punkcie P i obracajmy ją około punktu 
A (w płaszczyznie wyznaczonej przez prostą a i punkt A). 
Punkt przecięcia P będzie się przesuwał po prostej a coraz 
dalej, a gdy prosta p przyjmie kierunek p' równoległy wzglę
dem a, to punkt ten stanie się P∞. Jeżeli dalej jeszcze obracać 
będziemy prostą p, to punkt przecięcia zjawi się w drugiem 
przedłużeniu prostej a i przy dalszym obrocie zbliżać się będzie 
do pierwotnego swego stanowiska, aż w końcu do niego po
wróci. Prosta więc a może być uważana jako utworzona bie
giem punktu P, który opisuje ją całą, raz tylko przecho
dząc przez nieskończoność. Każde stanowisko ruchomego 
punktu P wyznacza jeden kierunek ruchomej prostej p. P ∞ 
w prostej a, wyznacza kierunek p’, równoległy do a. Jeden
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jest tylko kierunek p' a więc dla nas istnieje jeden tylko P∞
w prostej a i w tym punkcie przecinają się także wszystkie 
proste mające ten kierunek p' t. j. do a równoległe.

Biorąc rzeczy w tem znaczeniu, możemy powiedzieć 
że: Każda prosta ma tylko jeden punkt nieskoń
czenie odległy, w którym się zchodzą oba j ej prze- 
dłużenia, a więc jest liniją zamkniętą.

Dla usunięcia wszelkiej wątpliwości nadmienić wypada, że 
ponieważ ów P∞, służyć nam może tylko, jak w powyższym 
przykładzie, tak i we wszystkich dalszych roztrząsaniach, do 
wyznaczenia kierunków równoległych, przeto powyższe pojęcie 
prostej, nie może nigdy doprowadzić do błędnych wypadków. 
Jednak z drugiej strony, powyższe określenie należy uważać 
tylko za umowę matematyczną, za pomocą której prze
kraczamy granicę dzielącą nas od nieskończoności, i która zno
sząc niejako różnicę między prostemi równoległemi i nachylo- 
nemi, między punktami w skończonej i w nieskończenie wielkiej 
odległości leżącemi, pozwala nam otrzymywać wypadki daleko 
ogólniejsze i prostszej postaci.

Dalszym ciągiem powyższej umowy są następujące wnioski:
Ponieważ w każdej prostej danego kierunku znajduje się 

jeden P∞, (w którym się przecinają wszystkie proste mające 
ten kierunek), przeto każdy kierunek wyznacza jeden P∞ i 
odwrotnie, każdy P∞, wyznacza jeden kierunek.

Wszystkie P∞ jednej płaszczyzny, możemy sobie wy
obrazić jako leżące w jednej (domniemanej) linii, która ponie
waż z dowolną prostą może się przeciąć tylko w jednym punk
cie, a więc jest linią prostą. W każdej więc płaszczyźnie znaj - 
duje się jedna prosta nieskończenie odległa (domniemana).

Do tego samego wniosku dojdziemy za pomocą następu
jącego roztrząsania:

Dowolne dwie płaszczyzny przecinają się zawsze w jednej 
prostej, rzeczywistej lub nieskończenie odległej.

W tym ostatnim przypadku mówi się zwykle, że pła
szczyzny są równoległe, lub że mają jedno położenie.

1*
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Dla tych samych przyczyn, dla jakich przyjęliśmy, że 
proste równoległe przecinają się w jednym tylko P∞, i że 
każda prosta danego kierunku ma tylko jeden P∞, musimy 
również przyjąć że płaszczyzny równoległe przecinają się w jednej 
tylko prostej nieskończenie odległej, i że każda płaszczyzna za
wiera tylko jedną prostą nieskończenie odległą.

Każde więc położenie wyznacza jedną prostą nieskończe
nie odległą i odwrotnie, każda prosta nieskończenie odległa wy
znacza jedno położenie.

Nakoniec wszystkie P∞ w przestrzeni możemy sobie 
wyobrazić jako leżące w jednej (domniemanej) powierzchni, 
która, ponieważ z dowolną prostą może się przeciąć w jednym 
tylko punkcie, a z dowolną płaszczyzną w jednej tylko prostej, 
a więc jest płaszczyzną.

Cały ten szereg wniosków, polegających na wspomnianej 
umowie i stanowiących tylko dalszy jej ciąg, da się uspra
wiedliwić podobnie jak jej początek. Pojęcia w nich wyrażone, 
nazwano dla odróżniania ich od zwykłych geometrycznych 
perspektywicznemi, gdyż podobnie jak nauka perspek
tywy, polegają na zasadach rzutów środkowych (centralnych), 
które tu po krotce rozbierzemy, wprowadzajac w ten rozbiór, 
pierwiastki nieskończenie odległe.

O rzutach środkowych.

Jeżeli jakikolwiek zestaw wykreślny rzucamy z pewnego 
punktu stałego (środka rzutów), to każdy punkt tego zestawu 
rzucany jest przez jedną prostą (promień), a każda prosta przez 
jedną płaszczyznę.

Wszystkie punkta leżące w jednej prostej, rzucane są przez 
promienie leżące w jednej płaszczyźnie. (Możemy także rzucać 
zestaw punktów z danej prostej, wtedy każdy punkt rzucany 
jest przez jedną płaszczyznę, przechodzącą przez ten punkt 
i przez prostą daną).

www.rcin.org.pl



5

Zbiór pierwiastków, rzucających dany zestaw s, z punktu 
stałego P. nazywać będziemy rzutnią zestawu s, a punkt P 
(środek rzutów) środkiem rzutni.

Przecięcie rzutni zestawu s z płaszczyzną a lub prostą a, 
daje rzut zestawu s (na płaszczyźnie a lub prostej a).

Jeżeli środek rzutów jest punktem nieskończenie odległym, 
to rzutnia składa się z pierwiastków równoległych, tak jak 
w zwykłej geometryi wykreślnej.

Jeżeli środek rzutni jest punktem rzeczywistym, to wszyst
kie pierwiastki rzutni są rzeczywiste ; punkta i proste nieskoń
czenie odległe, rzucane są przez promienie i płaszczyzny rze
czywiste. Rzuty zaś pierwiastków rzeczywistych mogą być 
domniemane i odwrotnie — rzuty pierwiastków domniemanych 
mogą być rzeczywiste. N. p. wyobraźmy sobie dwie płaszczyzny 
a i a’ przecinające się z sobą w prostej rzeczywistej (nie ró
wnoległe). Rzucając z punktu stałego P, zewnątrz tych pła
szczyzn leżącego, punkta nieskończenie odległe płaszczyzny a 
na płaszczyznę a' (za pomocą promieni równoległych do pła- 
szcyzny a), otrzymujemy rzeczywiste przecięcia tych promieni 
z płaszczyzną a' czyli rzuty rzeczywiste, wszystkie zaś rzeczy
wiste punkta płaszczyzny a, leżące w promieniach równoległych 
do n, przecinają się z tą płaszczyzną w lj∞, a więc dają 
rzuty domniemane.

Zestawy zasadnicze 1. rzędu.

Szereg punktów leżących w jednej prostej nazwijmy ze
stawem prostym, a tę prostą tłem zastawu prostego.

Zbiór prostych (promieni) przechodzących przez jeden punkt 
R i leżących w jednej płaszczyźnie nazywać będziemy roz
toczą promieni. Za tło roztoczy promieni możemy uważać 
płaszczyznę v i punkt R (środek roztoczy).

Zbiór płaszczyzn przechodzących przez jedną prostą a 
nazywać będziemy roztoczą płaszczyzn, prostą zaś a, tlem 
albo osią tej roztoczy.
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Zestaw prosty, roztocz promieni i roztocz płaszczyzn, są 
zestawami zasadnicze mi 1. rzędu *).  Pierwiastki two
rzące te zestawy, będziemy zawsze uważali jako ułożone w pe
wnym stałym porządku, który się nie zmienia, chociażby zestaw 
został w przestrzeni przesunięty.

*) Z powodu, że każdy z tych zestawów składa się z pierwiastków jednego tylko rodzaju, przeto nazywają, także te zestawy jednolitemi zestawami zasadniczemi.

Części promienia rozchodzące się od środka roztoczy, na 
obie strony, nazywać będziemy pół promieniami, części zaś 
płaszczyzny rozchodzące się na obie strony od osi roztoczy 
płaszczyzn, półpłaszczyznami. W pewnych szczególnych 
przypadkach, uważać będziemy roztocze, jako utworzone przez 
półpromienie i półpłaszczyzny.

Jeżeli środek albo oś roztoczy są nieskończenie odległe, 
to pierwiastki je tworzące (promienie albo płaszczyzny) są 
równoległe.

Zestawy zasadnicze 1. rzędu mogą powstawać jeden z dru
giego, za pomocą rzutów albo przecięć. I tak: zestaw prosty 
możemy otrzymać przecinając roztocz promieni prostą lub pła
szczyzną nie przechodzącą przez środek tej roztoczy, albo prze
cinając roztocz płaszczyzn prostą nie przecinającą osi. Roztocz 
promieni możemy otrzymać, przecinając roztocz płaszczyzn, 
płaszczyzną nie przechodzącą przez oś, albo rzucając zestaw 
prosty z punktu zewnątrz niego leżącego. Roztocz płaszczyzn 
otrzymujemy, rzucając roztocz promieni z punktu nie leżącego 
z nią w jednej płaszczyźnie (przyczem każdy promień rzuca 
się przez jedną płaszczyznę, a wszystkie płaszczyzny rzucające 
przechodzą przez prostą, łączącą środek roztoczy promieni ze 
śrzodkiem rzutów); albo rzucając zestaw prosty z prostej nie 
przecinającej zestawu prostego (czyli raczej jego tła).

Część zestawu prostego (jako ciągłego, nieprzerwanego 
szeregu punktów, tworzącego prostą) ograniczona dwoma 
punktami danemi, nazywa się odcinkiem prostym. Dwa 
punkta rzeczywiste jednej prostej dzielą ją na dwa odcinki, 
jeden rzeczywisty, drugi przechodzący przez P<×>. Jeżeli jeden 
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z tych punktów jest nieskończenie odległy, to oba odcinki są 
jednakowe, mające jeden koniec rzeczywisty, drugi domniemany). 
Każdy z takich dwóch odcinków nazywa się dopełnieniem 
drugiego.

Między czterema punktami jednej prostej (zestawu pro
stego) znajdują się tylko dwie pary punktów przedzielonych. 
To znaccy, że jeżeli mamy 4 po sobie następujące punkta M, 
jB, C, D jednej prostej, to tylko M, i C są przedzielone przez 
B i D; punkta zaś A i D nie są przedzielone przez żaden 
z pozostałych punktów, gdyż można przejść od A do D prze
chodząc przez nieskończoność, a nie przechodząc przez B lub C.

Część roztoczy promieni, ograniczona dwoma jej promie
niami nazywa się kątem płaskim zupełnym; część za
warta między dwoma różnemi półpromieniami, kątem płaskim 
niezupełnym albo półkątem. Każdy zatem kąt zupełny 
składa się z dwóch kątów niezupełnych (wierzchołkiem prze
ciwległych).

Każde dwa promienie jednej roztoczy, dzielą tę roztocz 
na dwa zupełne kąty płaskie przyległe, z których każdy nazywa 
się dopełnieniem drugiego.

Część roztoczy płaszczyzn, ograniczona dwiema jej pła
szczyznami, nazywa się zupełnym kątem dwu ściennym. 
Część zaś ograniczona dwoma półpłaszczyznami, niezupełnym 
kątem dwuściennym. Każde dwie płaszczyzny roztoczy dzielą 
ją na dwa zupełne kąty dwuścienne przyległe, z których jeden 
jest dopełnieniem drugiego; każdy kąt zupełny składa się z dwóch 
niezupełnych.

Między czterema pierwiastkami roztoczy, znajdują się dwie 
pary pierwiastków przedzielonych.

Zestawy zasadnicze 2. rzędu.

Zbiór prostych (promieni) i płaszczyzn prechodzących przez 
jeden punkt w przestrzeni nazywa się wiązką (promieni i 
płaszczyzn), zbiór zaś prostych i puntów, leżących w jednej 
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płaszczyźnie, zestawem płaskim. Wiązka i zestaw płaski 
są zestawami zasadniczemi drugiego rzędu.

Tłem wiązki jest punkt, przez który przechodzą wszystkie 
promienie i płaszczyzny (środek wiązki), tłem zestawu płaskiego, 
płaszczyzna, w której leżą wszystkie proste i pukta.

W każdym zestawie zasadniczym drugiego rzędu, zawierać 
się może nieskończenie wiele zestawów pierwszego rzędu, gdyż 
w zestawie płaskim każdy szereg punktów jednej prostej jest ze
stawem prostym, a każdy układ prostych przechodzących przez 
jeden punkt, roztoczą promieni. W w7iazce zawierać się może 
nieskończenie wiele roztoczy płaszczyzn i roztoczy promieni.

Zestawy zasadnicze drugiego rzędu mogą być utworzone 
jeden z drugiego, gdyż rzucając zestaw płaski z punktu nie 
leżącego w jego płaszczyźnie otrzymujemy wiązkę, przyczem 
każdy punkt zestawu płaskiego zostaje rzucany przez jeden 
promień, każda prosta przez jedną płaszczyznę wiązki; odwrotnie 
przecinając wiązkę płaszczyzną nie przechodzącą przez jej śro
dek otrzymujemy zestaw płaski.

Zestawy zespolone.

Jeżeli między dwoma jakiemikolwiek zestawami zachodzi 
tego rodzaju zależność, że każdemu pierwiastkowi jednego z nich, 
odpowiada jeden stale oznaczony pierwiastek drugiego, to mówimy 
że te dwa zestawy są ze sobą zespolone. Każde dwa pier
wiastki, z których jeden drugiemu odpowiada nazywają się od
powiednie mi.

Dwa zestawy, z których każdy jest zespolony z trzecim, 
są względem siebie zespolone.

Rodzajów zespolenia może być bardzo wiele. Jeżeli jeden 
z zestawów jest przecięciem albo rzutnią drugiego, zespolenie 
ich jest najbardziej widocznem. Tak n. p. jeżeli powiemy, że 
zestaw prosty u (A B C D....) (fig. 2) jest przecięciem roztoczy 
promieni R (a b c d....), to znaczy, że punktowi A odpowiada 
promień a, punktowi B promień b, i t. d., a tym sposobem 
każdemu punktowi zestawu u odpowiada jeden stale wyznaczony 

www.rcin.org.pl



9

promień roztoczy R i zestaw u jest zespolony z roztocza R. 
Dwa jednoimienne zestawy są zespolone, jeżeli są przecięciami 
lub rzutniami jakiegokolwiek trzeciego zestawu. N. p. Dwa ze
stawy proste: u (A, B, C, D....) i w1 (A1, B1, C1, D1....), są 
zespolone (fig. 2). W ogóle dwa zestawy są zespolone, gdy ich 
pierwiastki są ułożone wedle jakiegolwiek prawa, ściśle wyzna
czającego pary odpowiednich pierwiastków. Jeżeli dwa pier
wiastki odpowiednie zlewają się w jeden, to ten nazywa się 
odpowiednio wspólnym, jak n. p. punkt E czyli E, 
w powyższych dwóch zestawach u i ux (fig. 2).

Prawo odwrotności.

Już w zwykłej geometryi daje się często spostrzegać, że 
w przestrzeni punkt i płaszczyzna, w płaszczyźnie zaś punkt i 
prosta, występują jako pierwiastki odwrotnych własności, tak, 
często zamieniwszy w jakiemś twierdzeniu geometryi płaskiej 
wyraz punkt, na wyraz: prosta, i odwrotnie; w twierdzeniach 
zaś odnoszących się do przestrzeni, zamieniwszy punkt na pła
szczyznę i odwrotnie, otrzymujemy nowe twierdzenia, niejako 
odwrotne, będące dopełnieniem twierdzeń pierwotnych. W składni 
wykreślnej; oswobodzonej z wielu więzów krępujących geome- 
tryję, prawo to występuje daleko ogólniej i wyraźniej, tak, że 
każde niemal twierdzenie znajduje dopełnienie w twierdzeniu, 
odwrotne m. W przestrzeni są pojęciami odwrotnemi: punkt 
i płaszczyzna, a ztąd: zestaw prosty i roztocz płaszczyzn, od
cinek linijny i kąt dwuścienny i t. d. Prosta jest odwrotnością 
względem siebie samej. I tak n. p.:

Dwa punkta A i B wyzna
czają prostą AB, która jest ich 
wspólnem tłem (t. j. w której 
leżą).

Prosta a i nieleżący w niej 
punkt B, wyznaczają płaszczy
znę aB.

Dwie płaszczyzny a i β , wy
znaczają prostą aβ , która jest 
jest ich wspólnem tłem (t. j. 
w której się przecinają).

Prosta a i nie przechodząca 
przez nią płaszczyzna β, wy
znaczają punkt aβ .
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Trzy punkta A, B. C, nie 
leżące w jednej prostej, wyzna
czają płaszczyznę ABC.

Dwie proste a i b mając je
den punkt wspólny, leżą w je
dnej płaszczyźnie ab.

i t. d.

Trzy płaszczyzny a, β. δ, nie 
przechodzące przez jedną pro
stą, wyznaczają punkt (a β δ).

Dwie proste a i b leżące 
w jednej płaszczyźnie, mają 
jeden punkt wspólny (ab)

i t. d.

W płaszczyźnie są względem siebie odwrotne: punkt i 
prosta, zestaw prosty i roztocz promieni, odcinek linijny i kąt 
linijny, etc. n. p.

Dwa punkta jednej płaszczy
zny, wyznaczają jedną prostą.

Dwie proste jednej płaszczy
zny, wyznaczają jeden punkt.

Zestaw płaski i wiązka, są również względem siebie od- 
wrotnemi, gdyż ich tła (płaszczyzna i punkt) oraz ich pier
wiastki, są odwrotnemi, a mianowicie:

w zestawie płaskim: w wiązce:
Punkt, zestaw prosty, promień Płaszczyzna, roztocz pła- 

jako połączenie punktów etc. szczyzn, promień jako przecięcie 
płaszczyzn etc.

Następujące twierdzenia, dają przykład odwrotności w tych 
zestawach: 

Jeżeli dwa zestawy płaskie 
są z sobą zespolone w skutek 
tego, że są uważane za prze
cięcia jednej wiązki, to każde 
dwa pierwiastki odpowiednie 
(proste lub punkta) leżą na 
jednym pierwiastku wiązki (pła
szczyźnie albo promieniu). Pro
sta w której się oba zestawy pła
skie przecinają, odpowiada sama 
sobie, czyli jest odpowiednio 
wspólną. Toż samo można 
powiedzieć o każdym punkcie 
w niej leżącym. Oba więc ze-

Jeżeli dwie wiązki są ze sobą 
zespolone w skutek tego, że są 
uważane za rzutnie jednego ze
stawu płaskiego, to każde dwa 
pierwiastki, odpowiednie (pro
mienie lub płaszczyzny) rzucają 
jeden pierwiastek zestawu pła
skiego (punkt albo prostą). Pro
mień łączący środki wiązek jest 
od powiednio-ws polnym; 
toż samo da się powiedzieć o 
każdej płaszczyźnie przez niego 
przechodzącej. Obie więc wiązki 
mają jedną roztocz płaszczyzn
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stawy mają jeden zestaw pro-1 odpowiednio wspólną, 
sty odpowiednio wspólny.

W wiązce są w odwrotności: promień i płaszczyzna, roz
tocz promieni i roztocz płaszczyzn, etc. N. p.

Każde dwa promienie wiązki 
wyznaczają jedną płaszczyznę. 
Powierzchia stożkowa może być 
utworzoną przez wszystkie w niej 
leżące promienie.

Każde dwie płaszczyzny wiąz
ki wyznaczają jeden promień. 
Powierzchnia stożkowa może 
być utworzoną przez wszystkie 
otaczające ją płaszczyzny (sty
czne).

Temu ostatniemu twierdzeniu opowiada twierdzenie o ze
stawach płaskich.

Jakakolwiek krzywa płaska może być utworzoną: 
przez wszystkie w niej leżące przez wszystkie otaczające ją 
punkta. proste (styczne).

Z każdych prawie dwóch twierdzeń odwrotnych odnoszą- 
nych się do wiązki, możemy, jak powyższy przykład okazuje, 
wyprowadzić dwa twierdzenia odwrotne odnoszące się do zesta
wów płaskich, wystawiwszy sobie, że te zestawy są przecięciami 
wiązek. Również wystawiwszy sobie, że dwie wiązki są rzutnia
mi zestawów płaskich, możemy z twierdzeń, odnoszących się do 
tychże zestawów, wyprowadzać twierdzenia odnoszące się do 
wiązek.

O wielokątach i wielobokach płaskich, 
wielogranach i wielościanach wiązkowych i t. d.

W geometryi, trójkąt, czworokąt, pięciokąt i w ogóle 
n-kąt; czyli trójbok, czworobok, pięciobok i w ogóle n-bok, ozna
cza część płaszczyzny ograniczoną przez 3, 4, 5 albo w ogóle 
przez n boków, przecinających się w n wierzchołkach.

W składni wykreślnej rzecz się ma nieco inaczej. I tak: 
n i e z u p e ł n ym n-kątem płaskim nazywamy zestaw n punk
tów jednej płaszczyzny i n nieograniczonych prostych (boków), 
z których każda łączy dwa po sobie następujące punkta (wierz
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chołki), przyczem przyjmuje się, że te punkta nastąpują po 
sobie w pewnym oznaczonym porządku, i że żadne trzy po 
sobie następujące, nie leżą w jednej prostej.

Niezupełny n-bok płaski jest to zestaw n prostych 
jednej płaszczyzny i n punktów (wierzchołków), w których 
przecinają się po dwa boki po sobie następujące (N. B. boki 
nieograniczone). Jakkolwiek taki n-bok i n-kąt nie różnią 
się w niczem od siebie, to jednak są względem siebie odwrotne, 
gdyż boki pierwszego są w odwrotności do wierzchołków drugiego, 
równie jak wierzchołki pierwszego do boków drugiego i punkta 
przecięcia boków po sobie nie następujących pierwszego, do 
prostych łączących wierzchołki po sobie nie następujących 
drugiego.

Zupełnym n-kątem płaskim, nazywamy zestaw n 
punktów wraz ze wszystkiemi prostemi łączącemi te punkta po 
dwa, czyli n-kąt niezupełny wraz ze wszystkiemi przekątnemi. 
Przytem przyjmuje się, żadne 3 wierzchołki n-kąta nie leżą 
w jednej prostej.

Zupełnym n-bokiem płaskim nazywamy zestaw n 
prostych jednej płaszczyzny, wraz ze wszystkiemi punktami 
przecięcia się tych prostych, czyli n-bok niezupełny wraz ze 
wszystkiemi punktami przecięcia się boków po sobie nie nastę
pujących. Przy tern przyjmuje się, że żadne trzy proste (boki) 
nie zchodzą się w jednym punkcie. W zupełnym n-kącie 
wszystkie proste łączące n wierzchołków nazywają się bokami. 
W zupełnym zaś n boku, wszystkie przecięcia n boków nazy
wają się wierzchołkami.

W każdym wierzchołku zu
pełnego n-kąta płaskiego, 
przecina się n-1 boków; wierz
chołków jest n, każde dwa 
wierzchołki łączy jeden bok, a 
więc liczba boków jest n(n-1)/2

W każdym boku zupełnego 
n-boku płaskiego, leży n-1 
wierzchołków; boków jest n 
każde dwa boki przecinają się 
w jednym wierzchołku, a więc 

11 , . n(n—1)
liczba wierzchołków jest---- -—

Jeżeli n jest większe od trzech, to n-kąt lub n-bok zu
pełny składa się z wielu n kątów lub n-boków niezupełnych.

www.rcin.org.pl



13

Zupełny czworokąt płaski 
ABCD zawiera 6 boków. Każde 
dwa boki nie przechodzące 
przez jeden wierzchołek 
nazwijmy przeciwległemi 
Otrzymamy 3 pary boków prze
ciwległych: AB i CD, AC i 
BD, AD i BC. Każde dwie 
pary boków przeciwległych dają 
nam jeden czworokąt niezupełny. 
Zupełny zatem czworokąt za
wiera 3 czworokąty niezupełne: 
ABCD, ACDB i ADBC.

Zupełny czworobok płaski 
abcd zawiera 6 wierzchołków. 
Każde dwa wierzchołki nie le
żące w jednym boku na
zwijmy przeciwległemu 
Otrzymamy 3 pary wierzchoł
ków przeciwległych (αb) i (cd), 
(ac) i (bd), (ad) i (bc). Każde 
dwie pary wierzchołków prze
ciwległych dają nam jeden czwo
robok niezupełny. Zupełny za
tem czworobok zawiera 3 czwo
roboki niezupełne: abcd, acbd 
i adbc.

Rzucając n kąt i n-bok z punktów nie leżących w ich 
płaszczyznach, otrzymujemy odpowiednie im zestawy w wiązce 
(zestawy wiązkowe) n-gran i n- ścian wiązkowy.

Zupełny n-gran wiązkowy, 
jestto zestaw n promieni wiązki 
(n-krawędzi), ze wszystkiemi pła
szczyznami łączącemi te pro
mienie (ścianami). Przytem 
przyjmuje się, że żadne 3 pro
mienie nie leżą w jednej pła
szczyźnie.

Zupełny n - ś c i a n wiązkowy 
jestto zestaw n płaszczyzn 
wiązki (ścian), ze wszystkiemi 
ich przecięciami (krawędziami). 
Przytem przyjmuje się, że żadne 
3 ściany nie przecinają się w je
dnej krawędzi.

Liczba krawędzi i ścian jest taka, 
zestawach płaskich liczba wierzchołków i

jak w odpowiednich 
boków.

W przestrzeni mamy również dwa zestawy odpowiednie 
powyżej wymienionym zestawom płaskim i wiązkowym.

Zupełny n-kąt przestrzenny 
składa się z n punktów (wierz
chołków), z których żadne 4 
nie leżą w jednej płaszczyźnie , 
wraz ze wszystkiemi prostemi 
(krawędziami), z których każda 
łączy dwa wierzchołki i z wszy-

Zupełny n-ścian przestrzen
ny składa się z n płaszczyzn, 
z których żadne 4 nie przecho
dzą przez jeden punkt, wraz ze 
wszystkiemi ich przecięciami 
(wierzchołkami i krawędziami).
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stkich płaszczyzn (ścian), z któ
rych każda łączy 3 wierzchołki.

W każdym z n wierzchołków 
zchodzi się n—1 krawędzi, ka
żda krawędź łączy 2 wierzchołki 
a więc liczba krawędzi jest 
n(n—1)

2
W każdej z tych n (n-1)/2 kra

wędzi zchodzi się n—2 ścian, 
każda ściana łączy 3 krawędzie, 
a więc liczba ścian jest: 
n(n—l)(n—2)

2*3

Liczba krawędzi jest: 
n(n-l)

2

Liczba wierzchołków jest: 
n(n—l)(n—2)

2-3

Jak w płaszczyźnie trójbok nie różni się od trójkąta, tak 
w przestrzeni nie różni się: 4° ścian i 4° kąt, ale występują 
jako zestawy odwrotne n. p.:

4 wierzchołki i 6 krawędzi 
czworokąta przestrzennego, zo- 
stają rzucane z każdego punktu 
nie leżącego w żadnej ze ścian, 
przez 4 krawędzie i 6 ścian 
zupełnego 4° granu wiązkowego.

4 ściany i 6 krawędzi czworo
ścianu przestrzennego przecinają 
się z każdą płaszczyzną nie prze
chodzącą przez żaden z wierz
chołków, w 4 bokach i 6 wierz
chołkach, zupełnego 4° boku 
płaskiego.

Tutaj możemy zauważyć, że w przestrzeni, zupełny czwo- 
rogran wiązkowy i zupełny czworobok płaski są zestawami od- 
wrotnemi, tak jak ich tła (punkt i płaszczyzna) oraz ich pier
wiastki (4 krawędzie i 6 ścian z jednej strony, a 4 boki i 6 
wierzchołków z drugiej strony) są odwrotnemi. Toż samo sto
suje się w ogóle do n-granów i n-boków, równie jak do n-ścia- 
nów wiązkowych i n-kątów płaskich, jak tego zaraz * będziemy 
mieli przykład:

Jeżeli dwa trójkąty leżące Jeżeli dwa trój ściany wiązko- 
w różnych płaszczyznach, są we nie mające wspólnego śród-

www.rcin.org.pl



15

w ten sposób ułożone, że każdy 
z boków jednego trójkąta prze
cina się (w linii przecięcia się 
obu płaszczyzn) z jednym bokiem 
drugiego trójkąta, to te dwa 
trójkąty są przecięciami jednego 
trójgranu wiązkowego.

Każde bowiem dwa boki prze
cinające się z sobą (nazwijmy 
je odpowiedniemi) leżą w jednej 
płaszczyźnie (ponieważ się prze
cinają). Trzy płaszczyzny łączą
ce 3 pary boków odpowiednich 
muszą się przeciąć w jednym 
punkcie, a więc wyznaczają trój- 
gran, którego te trójkąty są 
przecięciami i którego krawędzie 
łączą wierzchołki odpowiednie, 
(tj. te, w których się zchodzą 
boki odpowiednie) obu trójką
tów.

Jeżeli dwa zupełne czworokąty 
płaskie: A B C D i A1 B1 C1 D1 
(fig. 3), leżą w dwóch różnych 
płaszczyznach, których przecięcie 
(prosta n) nie przechodzi przez 
żaden z wierzchołków, a pięć par 
boków odpowiednich *)  α i α1, 
b i δ1, c i c1, d i d1, e i e1, prze
cinają się w jednej prostej 
(w prostej w), to te dwa czwo
rokąty są przecięciami jednego 

*) Pierwiastki oznaczona jednakowemi głoskami nazwijmy odpowiedniemi. Wierzchołki odpowiednie będą: A i A1, B i B1, itd. Boki odpowiednie muszą łączyć odpowiednie wierzchołki, jeżeli n. p. bok a łączy A z B, to odpowiedni mu bok at łączy A1 z B1. itd.

ka, są w ten sposób ułożone, 
że każda krawędź jednego z nich 
przecina się z jedną krawędzią 
drugiego (nazwijmy takie dwie 
krawędzie odpowiedniemi), to 
oba trójściany są rzutniami je
dnego trójboku płaskiego.

Każda bowiem para krawędzi 
odpowiednich przecinając się, 
wyznacza jeden punkt. Trzy 
punkta w ten sposób wyznaczo
ne muszą leżeć w jednej pła
szczyźnie i wyznaczają trójbok, 
którego oba trójgrany są rzutnia
mi i w którego każdym boku, 
przecinają się ściany odpowied
nie (tj. te, w których leżą boki 
odpowiednie obu trójgranów.

Jeżeli dwa zupełne czworościa
ny wiązkowe mają różne środki, 
których połączenie (prosta a) nie 
leży w żadnej ze ścian, a pięć 
par krawędzi odpowiednich prze
cina się w punktach leżących 
w jednej płaszczyźnie, to te dwa 
czworościany są rzutniami je
dnego zupełnego czworoboku, a 
więc i szósta para krawędzi 
odpowiednich musi się przeci- 
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zupełnego czworogranu, a więc 
i szósta para boków odpowied
nich: f i f1 przecina się 
(w prostej n).

W czworokątach bowiem da
nych, znajdziemy zawsze dwie 
pary trójkątów które podług po
przedzającego twierdzenia, mu
szą być przecięciami jednego 
trójgranu. Na fig. 3 są to trój
kąty A B D i At Bl D1 oraz 
B D C i B1 D1 C1 ; ztąd wypada, 
że proste AA1 BB1 i DD1,oraz 
proste BB1, DD1, i CC,, spotykają 
się w jednym punkcie, czyli, że 
proste AA1 i CCl, przecinają się, 
a więc proste f i f1, leżące w pła
szczyźnie wyznaczonej przez 
AA1 i CC1, muszą się także prze
ciąć (oczywiście w prostej n).

nać w płaszczyźnie czworo
boku.

W czworościanach bowiem 
danych, znajdziemy zawsze 
dwie pary trójścianów, które 
podług poprzedzającego twier
dzenia muszą być rzutniami 
jednego trójkąta. Dwa trój
kąty w ten sposób wyznaczone, 
będą miały po dwa boki leżące 
w jednej płaszczyźnie; ztąd 
wypada, że oba trójkąty, a więc 
i ich trzecie boki leżą w jednej 
płaszczyźnie, i przecinają się, 
w punkcie przecięcia szóstej 
pary krawędzi odpowiednich, da
nych czworościanów.

Zestawy harmoniczne.

Z powyższych twierdzeń, przytoczonych jako przykłady 
odwrotności i jako ćwiczenia, ważnem jest dla nas ostatnie 
prawo z lewej strony. Stanowi ono ogólnie:

Jeżeli pięć par boków odpowiednich, dwóch 
zupełnych czworokątów płaskich, przecina się 
w jednej linii prostej w, to i szósta para boków 
także się w tej prostej przecina.

Wprawdzie, dowiedliśmy tego twierdzenia dla dwóch czwo
rokątów leżących w różnych płaszczyznach, lecz oczywistą jest 
rzeczą, że stosuje się ono również do czworokątów leżących 
w jednej płaszczyźnie, bo obracając jeden z tych czworokątów 
około linii w, otrzymujemy czworokąty leżące w różnych pła
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szczyznach, nie zmieniając stanowiska punktów przecięcia z pro
stą która pozostaje stałą.

(Jeżeli prosta u jest nieskończenie odległą, to prawo po
wyższe może być także i w następujący sposób wyrażone:

Jeżeli dwa zupełne czworokąty (płaskie), mają pięć par 
boków odpowiednich równoległych, to i szósta para musi być 
także równoległą).

Uważmy teraz następujące wykreślenie:
Niech będą A. B, C, (fig. 4) trzy punkta jednej prostej 

u; wykreślmy dowolny czworokąt K L M N w ten sposób, aby 
dwa jego boki przeciwległe *)  przechodziły przez A, jedna 
przekątna przez B, a dwa drugie boki przeciwległe przez C. 
Druga przekątna wyznaczy nam w prostej u punkt D. Łatwo 
jest dowieść, że jakkolwiek byśmy wykreślili czworokąt KLMN, 
czyli innemi słowy, ilekolwiek byśmy nowych czworokątów K, 
L, M, N, wykreślili, otrzymamy zawsze ten sam punkt D. Każdy 
bowiem z czworokątów wykreślonych w ten sposób jak pierw
szy, t. j. że dwa boki przeciwległe przechodzą przez A, dwa 
drugie przez C, a piąty przez B, będzie podlegał względem 
pierwszego powyżej dowiedzionemu prawu: pięć par boków od
powiednich tych dwóch czworokątów przecina się w prostej u, 
a więc i szósta para w tejże prostej musi się przecinać (oczy
wiście w punkcie D).

*) Należy pamiętać, że kształt czworokąta jest zupełnie dowolny. Bokami przeciwległemi czworokąta są te, które się nie schodzą w jednym wierzchołku. Przekątne niezupełnego 4° kąta KLMN, są piątym i szóstym bokiem zupełnego czworokąta.

W powyższy sposób, za pomocą dowolnego czworokąta, 
wyznaczony punkt D, ma zatem względem punktów, A, B, C, 
pewne stałe i niezmienne stanowisko. Punkt ten nazywamy 
4tym harmonicznym względem punktów A, B, C, — punkta 
zaś A, B, C, D,— czterema punktami harmonicznemu

Punkta BiDleżącena przekątnych, są zawsze 
przez dwa drugie A iC przedzielone (harmonicznie 
przedzielone).

2
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Rzucając powyższy zestaw płaski (czworokąt wraz z wy- 
znaczonemi przez niego czterema punktami harmonicznemi) 
z punktu nie leżącego w jego płaszczyźnie, otrzymujemy czwo- 
rogran i cztery promienie harmoniczne (rzucające punkta 
harmoniczne), mające tę własność, że każda płaszczyzna nie 
przechodząca przez ich środek, przecina je w czterech punktach 
harmonicznych A1, B1, C1 i D1. Gdyż ta płaszczyzna przeci
nając jednocześnie rzucający czworogran, daje czworokąt, któ
rego dwa boki przeciwległe przechodzą przez punkt A1 , jedna 
przekątna przez B1, drugie dwa boki przeciwległe przez C1, a 
druga przekątna przez I)1.

Rzucając cztery harmoniczne punkta z prostej nie leżącej 
z niemi w jednej płaszczyźnie, otrzymujemy cztery harmo
niczne płaszczyzny, które z każdą płaszczyzną zawie
rającą te cztery punkta harmoniczne, przecinają się według 
czterech promieni harmonicznych. Toż samo stosuje się i do 
każdej innej płaszczyzny nie przechodzącej przez oś roztoczy 
płaszczyzn. Każda bowiem taka płaszczyzna, przecina pierwsze 
cztery promienie w czterech punktach harmonicznych, przez 
które przechodzą promienie będące jej przecięciem z czterema 
harmonicznemi płaszczyznami, a więc te promienie zą harmo
niczne. Ztąd wypływa: że cztery płaszczyzny harmoniczne prze
cinają się z każdą prostą nie przechodzącą przez jej oś, w czte
rech punktach harmonicznych, i że każde cztery harmoniczne 
promienie zostają rzucane z punktu nie leżącego w ich pła
szczyźnie, przez cztery harmoniczne płaszczyzny.

Ogólne zatem prawa co do zestawów harmonicznych są: 
Cztery punkta harmoniczne

(jednej prostej) są rzucane 
z każdej prostej przez 4 har
moniczne płaszczyzny, z każdego 
zaś punktu, przez 4 harmoniczne 
promienie.

Cztery harmoniczne promienie są:
z każdego punktu rzucane 

przez cztery karmoniczne pła- cinane w czterech harmonicz- 
szczyzny.

Cztery płaszczyzny harmo
niczne (jednej roztoczy) prze
cinają się z każdą prostą w czte
rech harmonicznych punktach, 
z każdą płaszczyzną w czterech 
harmonicznych promieniach.

przez każdą płaszczyznę prze-

nych punktach.
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Jeżeli trzy punkta A, B, C 
jednego zestawu prostego rzu
camy z ilukolwiek osi, i przez 
każda z tych osi przeprowadzimy 
do trzech rzucających czwartą 
harmoniczną płaszczyznę prze
dzieloną od B *).  to te wszyst
kie płaszczyzny przechodzą przez 
jeden punt (czwarty harmonicz
ny do trzech danych).

*) t. j. od punktu przecięcia się z płaszczyzną β.

Trzy pierwiastki harmoniczne wyznaczają zatem jeden 
czwarty, jeżeli oprócz tego jest wiadomo, do której pary prze
dzielonych ten czwarty należy.

Zagadnienie. Mając dane trzy pierwiastki jakiegokol- 
kolwiek zestawu zasadniczego pierwszego rzędu, znaleść czwarty 
pierwiastek harmoniczny.

Z powyższych praw wynika:
Jeżeli trzy płaszczyzny  

ó', jednej roztoczy, przetniemy 
przez ilekolwiek prostych i wy
znaczymy na każdej prostej do 
trzech punktów przecięcia czwar
ty harmoniczny przedzielony od 
β *),  to te wszystkie czwarte 
punkta leżą w jednej płaszczy
źnie (czwartej harmonicznej 
względem trzech danych'.

Twierdzeniom tym odpowiadają w płaszczyźnie twierdze
nia o roztoczy promieni, w wiązce zaś promieni mamy również 
dwa twierdzenia odpowiednie.

Jeżeli mówimy, że cztery punkta A, B, C, D są harmo
niczne gdy przez pierwszy i trzeci przechodzą po dwa boki 
przeciwległe zupełnego czworokąta KLMN. a przez drugi i 
czwarty przechodzą przekątne tegoż czworokąta, to oczywiście 
możemy również powiedzieć, że punkta CBAD, również jak 
ADCB i CD AB są również harmoniczne. To znaczy, że dwa 
pierwiastki jednej pary mogą być między sobą zamienione. 
Oprócz tego możemy łatwo dowieść, że znaczenie punktów, przez 
które przechodzą po dwa boki czworokąta, jest zupełnie takie 
same, jak punktów, przez które przechodzą przekątne. Uważmy 
bowiem : jeżeli punkt Q, w którym przecinają się przekątne, po
łączymy z A i C, to wyznaczymy punkta S, T, U, W fig. 5)∙ 
Proste 7’C i SW, jako drugie przekątne czworokątów QTLU 
i OSAHK muszą przechodzić przez punkt D, a proste zaś TS

*) t. j. od płaszczyzny rzucającej punkt B.
2*
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i UW przez punkt B jako przekątne czworokątów QTKS i 
QUMW. Że zaś proste TU i SW równie jak TS i UW są 
bokami przeciwległemi czworokąta TUWS i przechodzą przez 
B i D, przekątne zaś tego czworokąta przechodzą przez punkta 
A i C, więc widzimy, że znaczenie punktów A i C nie różni 
się od znaczenia punktów B i D. Możemy więc nietylko pier
wiastki jednej pary punktów harmonicznych przemieniać między 
sobą, ale i same pary między sobą zamienić. Jeżeli więc punkta 
A, B, C, D, są harmoniczne, to nietylko C, B, A D; A, D, C, B; 
ale i B, C, D, A; B, A, D, C; D, A, B, C i D, C, B, A są 
również harmoniczne.

Toż samo stosuje się do każdych czterech pierwiastków 
harmonicznych jednego zestawu. Pierwiastki te można dowolnie 
przestawiać, byleby tylko pary pierwiastków przedzielonych po
zostały przedzielonemi.

Każda para pierwiastków przedzielonych jednego zestawu, 
mówimy, jest przez drugą parę tegoż zestawu, harmonicznie 
przedzielona. Przez skrócenie będziemy mówili, że dwa pier
wiastki jednego zestawu są harmonicznie przedzielone przez dwa 
inne pierwiastki, do tego zestawu nie należące, jeżeli te dwa 
inne pierwiastki wyznaczają w pierwszym zestawie dwa pier
wiastki od pierwszych harmonicznie przedzielone.

Takim sposobem
Dwie proste i jeden zewnątrz 

nich leżący punkt wyznaczają 
trzecią prostą, przechodzącą 
przez punkt przecięcia dwóch 
pierwszych i zawierającą punkt 
harmonicznie podzielony od 
punktu danego przez dwie pro
ste dane.

W zupełnym czworokącie 
KLMN, każde dwa boki prze
ciwległe (n. p. KM i LN) są 
harmonicznie przedzielone przez 
dwa wierzchołki A i Cγ, w któ-

możemy powiedzieć, że:
Dwa punkta i nie przecho

dząca przez nie prosta wyzna
czają trzeci punkt, leżący w pro-
stej łączącej dwa pierwsze, i 
w prostej harmonicznie prze
dzielonej od prostej danej przez 
dwa punkta dane.

W zupełnym czworoboku 
klmn, każde dwa wierzchołki 
przeciwległe n. p. A i C są 
harmonicznie przedzielone przez 
dwa boki o i p łączące po dwa
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rych przecinają się po dwa po
zostałe boki przeciwległe (fig. 5).

wierzchołki przeciwległe (fig. 5).

Zagadnienia. I. Mając dane dwie proste przecinające
się w punkcie niedostępnym i punkt zewnątrz nich leżący, po
prowadzić przez ten punkt prostą przechodzącą przez punkt 
przecięcia dwóch pierwszych.

II. Poprowadzić równoległą do niedostępnej prostej, któ
rej tylko dwa punkta są widzialne lecz również niedostępne. 
(Pierwsze zagadnienie można rozwiązać bez pomocy miary i 
linij równoległych. Dla rozwiązania drugiego trzeba użyć pro
wadzenia równoległych do prostych dostępnych).

Dodatek.

Stosunki metryczne zestawów harmonicznych.Jeżeli dwa punkta A i C  l e ż ą w równej odległości od punktu B, to czwarty harmoniczny jest nieskończenie odległy.Jeżeli bowiem w jednej płaszczyźnie z ABC (fig 6.) obierzemy dwa punkta nieskończenie odległe K i M i połączymy te punkta z punktami A i C, to w czworokącie KLMN przekątna KM jest nieskończenie odległą, przecina więc prostą AC w punkcie Doo. Druga zaś przekątna LN dzieli AC na dwie części równe, gdyż AC i LN są przekątne równoległoboku ALCN.Ponieważ promienie rzucające cztery punkta harmoniczne są również harmonicznemi, a więc jeżeli przez wierzchołek S dowolnego trójkąta ASC (fig. 7) poprowadzimy równoległą do jego podstawy i prostą dzielącą podstawę na dwie części równe, to te dwie proste harmonicznie podzielone przez ramiona trójkąta a i c.Jeżeli trójkąt ASC jest równoramienny to b jest prostopadła do 
AC a więc i do d Promienie b i d dzielą kąty przyległe utworzone przez a i c na dwie części równe. Ztąd wypada:Dwusieczne dwóch kątów przyległych (utworzonych przez dwa nieograniczone promienie), są harmonicznie przedzielone przez ramiona tych kątów.Jeżeli z czterech harmonicznych promieni, dwa przedzielone są do siebie prostopadłe, to dzielą kąty przyległe utworzone przez dwa drugie, na dwie części równe.Jeżeli cztery harmoniczne promienie abcd przetniemy jakąkolwiek równoległą do jednego z promieni, to trzy pozostałe promienie 
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wyznaczają na tej równoległej dwa odcinki równe (wyznaczają trzy punkta harmoniczne z czwartym nieskończenie odległym).Podobne prawa istnieją dla harmonicznych płaszczyzn.Za pomocą powyższych wyników możemy łatwiej niż za pomocą zupełnego czworokąta rozwiązywać zadanie:Mając dane trzy punkta albo promienie, znaleść czwarty harmoniczny, jeżeli tylko możemy użyć prostych równoległych lub równych dcinków. Mając bowiem trzy promienie a, b, c (flg. 8) poprowadźmy sieczną u równoległą do α i odetnijmy CD=BC a prosta d będzie czwartym promieniem harmonicznym względem a, b, c. Jeżeli mamy dane trzy punkta A, B, C, (fig. 9), to aby wynaleźć czwarty harmoniczny od B przedzielony poprowadźmy przez punkt B dowolną prostą 
u, odetnijmy od punktu B : BAi=BCi połączmy A z A1, i C z C1 a z punktu S przecięcia się tych dwóch prostych, poprowadźmy równoległą do u, a ta wyznaczy czwarty harmoniczny punkt DJeżeli jest dany odcinek linijny AG (fig. 10) i jego środek B, możemy przez każdy punkt dany K poprowadzić równoległą do prostej 
AC za pomocą linijnego wykreślenia:Połączmy punkt K z A i C Dowolny punkt 8 prostej AK połączmy z B i C a następnie punkt przecięcia T prostej SB z prostą 
KC połączmy z punktem A i przedłużmy do spotkania z SC, przez ich punkt spotkania i przez punkt K poprowadźmy prostą, która będzie równoległą do AC.Odwrotnie, mając dane dwie równoległe, można za pomocą wykreślenia linijnego podzielić odcinek AC jednej z nich, na dwie części równe. Z dowolnego punktu S (fig. 10) poprowadźmy proste SA i SC, 
a przez punkt T, w którym się przecinają AU i CK, poprowadźmy prostą ST, która dzieli AC na dwie części równe.Wielkości odcinków prostych rzeczywistych, ograniczonych przez cztery punkta harmoniczne, zostają w pewnej stałej proporcyi, której zawdzięczają swoją nazwę:Uważmy bowiem cztery punkta harmoniczne A; B, C, D (fig. 9). Rzucając te punkta z dowolnego punktu S, otrzymamy cztery harmoniczne promienie a, b, c, d. Poprowadźmy przez B równoległą do d, to podług poprzedzającego musi być A1 B=C1 B. Trójkąty AAl B i ASD oraz CCiB i SCD są podobne, a więc:AB _ AB . CB C,B AD~^ SD 1 CD-^SlΓ
a ponieważ A1 B=∑∑C1B więc: AB_CB AD-CD
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Używając tej proporcyi w rachunku wykreśłnym, trzeba zwrócić uwagę na to, że jeżeli długości AB, AD, CD, przyjmujemy za dodatnie, to długość CB, jako mająca odwrotny niejako kierunek, musimy uważać za odjemną, a więc musimy napisać : AB_   CB cz H AB _ _ AB AD— CD CZy CB “ CD • • (I)w którym to kształcie, najczęściej się tej formuły używa.AB BCProporcyję; = możemy napisać inaczej :AB _ AC—ABAD — AD-^ACczyli, że długości odcinków: AB, AC i AD wydają zawsze proporcyję: tak się ma pierwsza do trzeciej, jak różnica dwóch pierwszych, do różnicy dwóch ostatnich.Od tej to proporcyi, otrzymały swoją nazwę punkta harmoniczne gdyż proporcyję tej postaci nazwali Grecy harmonicznemi z następującej przyczyny: Jeżeli długości trzech jednakowych i jednakowo napiętych strun, mają się do siebie jak 1 : *∕ s: 2∕3, i gdy pierwsza wprawiona w drganie wydaje ton c, to druga i trzecia wydają tony: e i g należące do akordu harmonicznego. Trzy zaś liczby 1, *∕ 5 i 2∣3 dają proporcyję 1: ’/, = 1 - */.:  */,-%.AB CBProporcyja: = θp pokazuje, że jeżeli AB CB to iAD CD, czyli że punkt 1) leży na zewnątrz po stronie punkta C, jeżeli zaś przeciwnie AB CB, to i AD CD, czyli że punkt D leży po stronie punktu A.Dla trzech kątów ograniczonych przez cztery harmoniczne promienie albo płaszczyzny, można wyprowadzić taką samą proporcyję, jak dla odcinków ograniczonych przez cztery harmoniczne punkta.
Zestawy jednolite rzutowo zespolone.

Jakiekolwiek zestawy zostające z sobą w takim związku, 
że zawsze jednemu pierwiastkowi jednego z nich, odpowiada 
stale jeden pierwiastek drugiego, nazwaliśmy ogólnie zespolonemi. 
Jednym z najprostszych sposobów zespolenia dwóch zestawów 
zasadniczych jest, uważać jeden z nich za przecięcie lub rzutnię 
drugiego, lub oba za przecięcia lub rzutnie trzeciego jakiegoś 
zestawu.

W ten sposób są zestawami zespolonemi:
1. Roztocz (promieni lub płaszczyzn) i zestaw prosty bę

dący jej przecięciem, przyczem każdemu punktowi zestawu pro-

www.rcin.org.pl



24

stego odpowiada promień lub płaszczyzna przez ten punkt 
przechodząca.

2. Zestawy proste będące przecięciami jednej roztoczy 
promieni.

3. Dwie roztocze promieni będące rzutniami jednego ze
stawu prostego albo przecięciami jednej roztoczy płaszczyzn.

4. Dwie roztocze płaszczyzn będące rzutniami jednej roz
toczy promieni.

Zestawy zespolone w jeden z powyższych sposobów na
zywają się zespolone perspektywicznie albo też mówimy, 
że leżą perspektywicznie, albo nareszcie, że są per
spektywiczne względem siebie.

Dwa zestawy, z których każdy jest perspektywicznym 
względem trzeciego zestawu, są względem siebie zespolonemi 
ale najczęściej nie leżą perspektywicznie i wtedy mówimy, że 
leżą ukośnie. Takie ukośne położenie możemy otrzymać po 
prostu w ten sposób, że jeden z perspektywicznych zestawów 
przesuwamy, nie zmieniając układu zawartych w nim pierwiast
ków i ich odpowiedniości względem pierwiastków drugiego ze
stawu. Takie dwa zestawy nazywają się zespolonemi rzu
towo, albo krótko: rzutowe mi względem siebie.

Oczywistą jest rzeczą, że w zestawach zespolonych 
perspektywicznie lub rzutowo, czterem pierwiast
kom harmonicznym jednego z nich, odpowiadają 
zawsze cztery pierwiastki harmoniczne drugiego, 
gdyż są to rzuty lub przecięcia zestawów harmonicznych.

Dwa zatem rzutowo zespolone zestawy mogą być dane 
przez trzy pary pierwiastków odpowiednich, wszystkie zaś inne 
pary mogą być wyznaczone; n. p. jeżeli dane są trzy punkta 
A, B. C„ zestawu prostego u i trzy punkta odpowiednie A1, 
B1, C1 zestawu prostego u1, to wynajdując w zestawie w czwarty 
harmoniczny punkt D, a w zestawie w1, czwarty harmoniczny 
punkt D1, otrzymamy czwartą parę punktów odpowiednich 
D i Dx. Wyznaczając następnie do którychkolwiek trzech 
punktów, n. p. do B, C, D, i do B1, C1, D1, czwarte punkta 
harmoniczne, otrzymamy nową parę punktów odpowiednich E 
i E1 i t. d. aż do nieskończoności, a w ten sposób moglibyśmy 

www.rcin.org.pl



25

wszystkie punkta zestawu u zespolić z punktami zestawu ut. 
Ten sposób jednak zespolenia byłby niedogodny, i jak się dalej 
przekonamy, możemy zawsze do dowolnie obranych trzech par 
pierwiastków odpowiednich, wyznaczyć ilekolwiek nowych par 
za pomocą rzutów.

Zestawy perspektywiczne, różnią się od rzutowych tylko 
tern, że mają pewne szczególne położenie względem siebie.

Pod nazwą zestawów rzutowych będziemy rozumieli tylko 
takie, które nie mają tego szczególnego położenia względem siebie. 

Z określenia zestawów rzutowych wypływa, że:
Jeżeli dwa zestawy są rzutowemi względem trzeciego, to 

są także względem siebie rzutowemi (mogą być także w szcze
gólnych wypadkach perspektywicznemi).

Dwa jednoimienne zestawy rzutowe, mogą leżeć jeden 
w drugim (w jednem wspólnem tle). Tak n. p. dwa zestawy 
proste mogą leżeć w jednej prostej, dwie roztocze płaszczyzn 
mogą mieć wspólną oś, dwie roztocze promieni wspólny środek 
(współśrodkowe) i leżeć w jednej płaszczyźnie.

Ważną jest rzeczą zbadać, ile pierwiastków odpowie
dnio wspólnych mogą mieć dwa zestawy rzutowo zespolone, 
leżące jeden w drugim; t. j. ile pierwiastków, które wraz ze 
swoim odpowiednim, zchodzą się razem w jeden pierwiastek? 
Uważmy więc naprzód :

Jeżeli dwie roztocze promieni 
R1 i R2 (fig. 11) będące rzu
tniami jednego zestawu proste
go u (a więc perspektywiczne) 
przetniemy prostą w, to otrzy
mamy w tej prostej, dwa rzu
towo zespolone zestawy proste 
ul i u2, mające dwa punkta 
(przecięcia w z u i z R1 R2) 
odpowiednio wspólne. Te dwa 
punkta schodzą się w jeden, 
jeżeli R1 R2 przechodzi przez 
punkt (uw).

Jeżeli dwa zestawy proste u1 
i u2 (fig. 12) będące przecię
ciami jednej roztoczy promieni 
R (a więc perspektywiczne), 
rzucimy z punktu T w tejże 
płaszczyźnie leżącego, to otrzy
mamy dwie rzutowo zespolone 
roztocze promieni, których wspól
nym środkiem będzie punkt T, 
mające dwa promienie (łączące 
T z Ił i z (u1 u2) odpowiednio- 
wspólne. Te dwa promienie 
zchodzą się w jeden, jeżeli 
(u1 u2) leży na R T.
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Zdarza się też, jak to później zobaczymy, że dwa zestawy 
rzutowo zespolone nie mają żadnego pierwiastku odpowiednio 
wspólnego.

Co się tyczy większej liczby pierwiastków odpowiednio 
wspólnych, to widoczną jest rzeczą, że:

Jeżeli dwa zestawy rzutowo zespolone, jeden 
w drugim leżące, mają trzy pierwiastki odpowie
dnio wspólne, to i wszystkie inne pierwiastki są 
odpowiednio wspólne, czyli, że takie dwa zestawy 
są identyczne.

Albowiem szukając do trzech danych pierwiastków (od
powiednio wspólnych) czwartego harmonicznego, otrzymujemy 
w obu zestawach jeden i ten sam punkt (a więc czwarty od
powiednio wspólny). Szukając coraz więcej czwartych harmo
nicznych, do którychkolwiek trzech już wiadomych, otrzymamy 
coraz więcej punktów odpowiednio wspólnych.

A więc dwazestawyrzutowo zespolone, jeżeli 
nie są identyczne, mogą mieć najwięcej dwa pier
wiastki odpowiednio wspólne. Ztąd także wypada, że 
jeżeli zestaw prosty jest rzutowo wspólny z rozto
czą promieni (albo roztocz promieni z roztoczą 
płaszczyzn), i trzy pierwiastki jednego leżą 
w trzech odpowiednich pierwiastkach drugiego, 
to pierwszy jest przecięciem drugiego. Albowiem 
z przecięciem tym, ma trzy pierwiastki odpowiednio wspólne, a 
więc jest identyczny z tern przecięciem.

Jeżeli dwie rzutowo zespolo
ne roztocze promieni R i Ri 
(fig. 13), leżące w jednej pła
szczyźnie ale n'e współśrodko- 
wo, mają promień łączący ich 
środki, odpowiednio wspólny 
(a czyli α1), to są one rzutniami 
jednego zestawu prostego w, a 
więc leżą perspektywicznie. Gdyż 
jeżeli dwa punkta Bi C, w któ
rych promienie b i c jednej

Jeżeli dwa rzutowo zespolone 
zestawy proste u i u1 (fig. 14) 
przecinające się lecz nie leżące 
jeden w drugim, mają punkt 
przecięcia się odpowiednio wspól
ny (A czyli A1), to są one 
przecięciami jednej roztoczy pro
mieni R a więc leżą perspek
tywicznie. Gdyż jeżeli wyzna
czymy punkt R w którym się 
spotykają promienie b i c łączą-
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roztoczy przecinają się z odpo
wiednimi promieniami δ1 i c1, 
drugiej roztoczy, połączymy pro
stą BC czyli w, to przecięciami 
tej prostej z roztoczami B, i Bi 
będą dwa zestawy proste rzu
towo zespolone i mające trzy 
punkta A, B, C, odpowiednio 
wspólne (identyczne); a więc 
każde dwa promienie odpowie
dnie przecinają się w jednym 
punkcie prostej w, czyli, że obie 
roztocze są rzutniami jednego 
zestawu prostego w, a więc leżą 
perspektywicznie względem sie
bie.

ce punkta B i C, jednego ze
stawu z punktami B{ i Ci dru
giego zestawu, to rzutniami tych 
dwóch zestawów z punktu B 
będą dwie rzutowo zespolone 
roztocze promieni, mające trzy 
promienie <z, ó, c, odpowiednio 
wspólne (identyczne), a więc 
każde dwa punkta odpowiednie 
leżą na jednym promieniu roz
toczy R, czyli, są jej przecię
ciami.

Tym twierdzeniom odpowiadają twierdzenia dla wiązki 
promieni.

Jeżeli dwie rzutowo zespolone 
roztocze płaszczyzn, których 
osie się przecinają, mają pła
szczyznę łączącą te osie, odpo
wiednio wspólną, to te dwie 
roztocze są rzutniami jednej 
roztoczy promieni. Gdyż jeżeli 
położymy płaszczyznę przez dwa 
którekolwiek promienie, w któ
rych się przecinają płaszczyzny 
odpowiednie, to przecięcie tej 
płaszczyzny z obiema roztocza
mi płaszczyzn wyda dwie rzu
towo zespolone roztocze pro
mieni mające trzy pierwiastki 
odpowiednio wspólne, a więc 
identyczne.

W podobny sposób

Jeżeli dwie rzutowo zespolone 
roztocze promieni (nie w jednej 
płaszczyźnie), mające wspólny 
środek, mają promień, w któ
rym się przecinają ich płaszczy
zny, odpowiednio wspólny, to 
są one przecięciami jednej roz
toczy płaszczyzn. Albowiem rzu
cając obie roztocze promieni 
z prostej w której się przecinają 
dwie jakiekolwiek płaszczyzny 
łączące po dwa promienie od
powiednie, otrzymamy dwie rzu - 
towo zespolone roztocze pła
szczyzn, mające trzy pierwiastki 
odpowiednio wspólne, a więc 
identyczne.

otrzymujemy twierdzenia:
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Jeżeli dwie rzutowo zespolone 
roztocze promieni B∖ Ri, mają 
różne środki, i trzy promienie 
α, ó, c jednej roztoczy przeci
nają się z trzema promieniami 
al, δ1, c1 , drugiej roztoczy 
w trzech punktach A, B, C 
jednej prostej, to te dwie roz
tocze są rzutniami jednego ze
stawu prostego u, a więc leżą 
perspektywicznie i wszystkie 
punkta przecięcia promieni od
powiednich leżą w tejże prostej 
u. Gdyż zestawy proste będące 
przecięciami prostej u z rozto
czami Bi B∣ mają trzy punkta 
A, B. C, odpowiednio wspólne, 
a więc identyczne.

Z powyższego wypada, że jeżeli dwie rzutowo zespolone 
roztocze promieni leża w jednej płaszczyźnie ale nie perspek
tywicznie, to punkta przecięcia się promieni odpowiednich two
rzą szereg punktów, który z dowolną prostą może mieć najwy
żej dwa punkta wspólne. Ten szereg punktów nazywamy li ni ją 
krzywą drugiego stopnia.

Jeżeli dwa rzutowo zespolone zestawy proste leżą w jednej 
płaszczyźnie ale nie perspektywicznie, to promienie łączące ich 
punkta odpowiednie, tworzą zestaw promieni w którym przez 
jeden punkt przechodzi najwięcej dwa promienie. Zestaw ten 
nazywa się roztoczą promieni drugiego stopnia dla 
odróżnienia go od zwykłej roztoczy promieni nazywanej także 
roztoczą pierwszego stopnia.

Określenie więc krzywych i roztoczy promieni drugiego 
stopnia jest:

Dwie rzutowe ale nie per
spektywiczne roztocze promieni 
przecinają się w krzywej 
drugiego stopnia, to jest, że

Jeżeli dwa rzutowo zespolone 
zestawy proste u i wl, leżą 
w różnych prostych i trzy pro
mienie α, δ, c łączące punkta 
A, B, C jednej roztoczy z od
powiednimi punktami A,, Bt Cl, 
drugiej roztoczy spotykają się 
w jednym punkcie S, to te dwa 
zestawy są przecięciami jednej 
roztoczy promieni, a więc leżą 
perspektywicznie i wszystkie 
promienie łączące punkta odpo
wiednie przechodzą przez punkt
S. Gdyż roztocze rzucające ze
stawy u i w, z punktu S mają 
trzy promienie a, ó, c, odpo
wiednio wspólne, a więc iden
tyczne.

Dwa rzutowe ale nie pers
pektywiczne zestawy proste są 
rzucane przez roztocz pro
mieni drugiego stopnia, to jest
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że każdy promień tej roztoczy 
rzuca dwa punkta odpowiednie 
tych zestawów (fig. 16).

W żadnym punkcie roztoczy 
drugiego stopnia nie zchodzi się 
więcej jak dwa promienie.

w każdym punkcie tej krzywej 
przecinają się dwa promienie od
powiednie tych roztoczy (fig. 15).

Żadna prosta nie przecina 
krzywej drugiego stopnia więcej 
jak w dwóch punktach.

Ze krzywe i roztocze promieni drugiego stopnia są zesta
wami ciągłemi, t. j. nie mającemi przerw, to zobaczymy z na
stępujących badań:

Jeżeli dwa zestawy proste u i ul przecinające się, chcemy 
zespolić rzutowo w ten sposób, aby ich punkt przecięcia się A 
czyli A, był odpowiednio wspólnym i aby punktom C, je
dnego, odpowiadały punkta Bi, Ct, drugiego, to jeden zestawτ 
musi być rzutem drugiego z punktu B, w którym się przeci
nają proste BBl i CCl. Każdemu czwartemu punktowi D 
w jednym zestawie odpowiada w drugim zestawie punkt D1, 
leżący w promieniu BD.

Jeżeli dwa zestawy proste u i u, leżące w jednej pła
szczyźnie chcemy zespolić rzutowo w ten sposób, aby dowolne 
punkta A, B, C, jednego, odpowiadały punktom A1, Bl, Cx 
drugiego, to obieramy na którejkolwiek prostej łączącej dwa 
punkta odpowiednie, n. p. na √1A1 punkt B i prowadzimy przez 
punkt Ax dowolną prostą u2 przecinającą prostą u. Rzucając 
z punktu B zestaw u na w2, otrzymamy punkta A2, J52, C2, 
a tym sposobem zagadnienie sprowadzonem zostanie do poprze
dzającego, gdyż potrzebujemy tylko zespolić A, B, C, z A2 B2, C2 
(gdzie A czyli A,i jest odpowiednio wspólne). Zestawy u i w1, 
są więc rzutami zestawu U2 z punktów B i Bi. Aby dla jakie
gokolwiek punktu D zestawu w wynaleźć odpowiedni punkt Dl 
zestawu w1, potrzeba najprzód odrzucić z punktu B punkt D 
na w2, a otrzymany punkt T)2 odrzucić z punktu B{ na wl.

Jeżeli nakoniec dwa zestawy proste u i ux leżące w je
dnej prostej mamy zespolić rzutowo w ten sposób, aby punktom 
A, B, C, jednego, odpowiadały punkta A1, Bl, Ci, drugiego, 
to sprowadzamy to zagadnienie do poprzedzającego odrzucając 
jeden z zestawów z dowolnego punktu na dowolną prostą u2. 
Jeżeli którykolwiek z danych punktów A. B. C, upada razem 
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ze swoim odpowiednim, to przeprowadzimy prosta u2 przez ten 
punkt, sprowadzamy zagadnienie, od razu, do pierwszego przy
padku.

Z tego się pokazuje, że jakiekolwiek dwa jednolite zesta
wy zasadnicze (gdyż to samo cośmy mówili o zestawie prostym, 
da się zastosować do innych zestawów) zespolone rzutowo, mogą 
być uważane jako pierwszy i ostatni w szeregu zestawów, 
z których drugi jest rzutem pierwszego, trzeci drugiego i t. d. 
aż do ostatniego. Każde dwa zestawy w tym szeregu obok siebie 
stojące, leżą perspektywicznie, pierwszy i ostatni zaś zowią się 
dlatego właśnie zespolonemi rzutowo, że można je otrzymać 
za pomocą rzutów.

Ponieważ zaś zestawy rzutowo zespolone otrzymują się za 
pomocą rzutów, a więc nieprzerwanemu szeregowi pierwiastków 
jednego zestawu musi odpowiadać nieprzerwany szereg pierwiast
ków drugiego. Ponieważ zaś każde dwa pierwiastki odpowiednie 
wyznaczają jeden nowy pierwiastek, przeto i ten szereg nowo 
wyznaczonych pierwiastków musi być nieprzerwanym czyli cią
głym i tworzy jak to powyżej powiedziano, linije krzywe lub 
roztocze ciągłe.

Jeżeli w zestawie prostym u, punkt P posuwa się w pe
wnym toku, to odpowiedni ma punkt Pl zestawu rzutowo 
zespolonego u1 także się w pewnym toku posuwa *).  Jeżeli dwa 
zestawy proste rzutowo zespolone leżą w jednej prostej, to po
suwanie się punktów odpowiednich może nastąpić w jednym 
i tym samym lub w odwrotnych tokach, w pierwszym razie 
nazywamy te dwa zestawy jednotocznie, w drugim różu o- 
tocznie rzutowo zespolonemi.

*) To znaczy, że bierzemy pod uwagę następstwo punktów n. p. A, B, C,.......  które uważamy za chwilowe stanowiska punktu P, i punktówA1, B,, Cl,.... które uważamy za chwilowe stanowiska punktu P1.

Podobnież rozróżniamy dwie współśrodkowe roztocze pro
mieni : jednotocznie lub przeciwtocznie rzutowe, stosownie do tego, 
czy roztocze opisane są w jednym toku lub w różnych tokach.

Oczywistą jest rzeczą, że zestawy różno tocznie rzu
towo zespolone, muszą mieć dwa pierwiastki o d- 
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powie(łnio wspólne, przez które każde dwa inne 
odpowiednie są przedzielone. Jednotoczne rzutowe ze
stawy mają tylko wtenczas dwa pierwiastki odpowiednio wspólne, 
gdy jakaś część jednego (odcinek albo kąt) objętą jest odpowiednią 
częścią drugiego.

Albowiem jeżeli np. w danej prostej, dwa punkta P i Pl 
(fig. 17), opisują dwa zestawy proste u i ul posuwając się w tokach 
przeciwnych, to w odcinku rzeczywistym PPi musi nastąpić 
jedno przejście tych punktów przez siebie, a drugie przejście 
w dopełnieniu tego odcinka; podobuież w dwóch roztoczach 
współśrodkowych jednotocznych, P i lli (fig. 18) gdy promień 
a, obraca się aż do ó, promień α1 obraca się do bi, a więc 
w kącie T następuje jedno przejście promienia al przez a. a 
podczas gdy promień b obraca się aż do a, promień δ1 obraca 
się do α1 a więc w kącie II następuje przejście promienia b 
przez b. Jeżeli ten warunek nie jest dopełniony, to mają takie 
zestawy tylko jeden albo nie mają żadnego pierwiastka odpo
wiednio wspólnego.

Z powyższych ogólnych badań o zestawach rzutowych, 
rzutowych, możemy wyprowadzić wiele nowych wniosków, 
jako to:

Jeżeli boki a1,a2,.. an zmien
nego niezupełnego n-boku, 
obracają się, każdy około jednego 
ze stałych punktów: 7?,, T?2 ... 
7Zn, a n—1 wierzchołków: (a1 aj 
(a2 aj.... (a11-1 an ), posuwa się
każdy po jednej ze stałych n—1 
prostych: w1, w2... w„_i to ostatni 
wierzchołek ćzb al i każdy inny 
punkt przecięcia boków w- kąta, 
opisuje krzywą drugiego stopnia 
albo liniję prostą. Liniję prostą 
np. wtedy, gdy punkta 7ζ,77j...

leżą w jednej prostej. A to 
dla tego, że boki a1, a2.... a n, 
obracając się około stałych pun

Jeżeli wierzchołki A1, A,.... 
A11 zmiennego niezupełnego 
n - k ą t a posuwają się każdy 
w jednej zn prostych w1, wa... 
un a n - 7 boków: A1 Aa, A2 A3... 
An-ιA11 obraca się, każdy koło 
jednego z n—1 punktów sta
łych 7?,, T?2.,.. 7?„_ i, to ostatni 
bok An Aj opisuje roztocz pro
mieni drugiego lub pierwszego 
stopnia (obraca się koło stałego 
punktu). Pierwszego stopnia 
wtedy, gdy proste ul ui... ull 
zchodzą się w jednym punkcie. 
Albowiem wierzchołki: A1, Aa... 
A„ opisują zestawy proste, z któ-
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Dodatek.
Stosunki geometryczne zestawów rzutowo zespolonych.

Ponieważ powierzchnia trójkąta równa sią połowie iloczynu z dwóch boków, pomnożonemu przez wstawę kąta między niemi zawartego, przeto z pierwszej proporcyi otrzymamy:

U ważmy dowolną roztocz promieni R (a, b, c, d,. ..) i perspekty- czny z nią zestaw prosty u (A, B, C, D,....) (fig. 2).Trójkąty utworzone przez dwa dowolne promienie i prostą u, mają wspólny wierzchołek R, czyli jednakową wysokość ; ich powierzchie przeto, mają się do siebie jak ich podstawy, n. p.:
Ponieważ powierzchnia trojkąta równa sią połowie iloczynu z dwóch boków, pomnożonemu przez wstawę kąta między niemi zawartego, przeto z pierwszej proporcyi otrzymamy:

któw opisują roztocze promieni, rych każdy jest perspektywi- 
z których każda jest perspek- cznym względem następnego 
tywiczną względem następnej jako przecięcie jednej i tej sa- 
jako rzutnie jednego i tego sa- mej roztoczy promieni. Wszy- 
mego zestawu prostego. Wszy- stkie te zestawy są zatem rzu- 
stkie więc te roztocze są rzu- towo zespolone, a więc i pierw- 
towo zespolone, a więc i pierw- szy i ostatni, które są rzucane 
sza i ostatnia, których przecięcie przez roztocz promieni drugiego 
daje krzywą drugiego stopnia, stopnia jeżeli nie leżą perspek- 
jeżeli nie leżą perspektywicznie, tywicznie, co następuje wten- 
co następuje wtenczas gdy Rl czas np., gdy te zestawy prze- 
B1.... Rn leżą w jednej prostej, cinają się wszystkie w jednym 
gdyż przy obrocie n-ką ta wszy- punkcie P, gdyż przy posuwaniu 
stkie boki zchodzą się, raz jeden się wierzchołków A1,A2....An 
w tej prostej R1Rn i dają jeden wszystkie one zchodzą się raz 
promień odpowiednio wspólny jeden w tym punkcie i ten punkt 
wszystkim roztoczom, a więc jest przeto odpowiednio wspólny 
roztocze leżą perspektywicznie, wszystkim zestawom, a więc 

zestawy leżą perspektywicznie.

Na tej zasadzie możemy wyznaczyć ilekolwiek punktów 
krzywej drugiego stopnia, albo promieni, roztoczy drugiego sto
pnia. Wykreślenie jest oczywiście najłatwiejsze, jeżeli n=3 t. j. 
za pomocą trójkąta.

www.rcin.org.pl



33

czyli:
5 AR • RB Sin (ab)   AB | AR ■ RD Sin (ad) ADRB Sin ab)   ABRD Sin (ad) -A-Dpodobnież z 2. proporcyi: RB Sin (cb)   CBRD Siu (cd) CDPodzieliwszy pierwszą proporcyję przez drugą otrzymamy: Sin (ab) . Sin (cb)   AB . CB ,.Sin (ad) • Sin (cd) AD • CD ' 'Każda strona tego równania jest stosunkiem dwóch stosunków czyli stosunkiem p o d w ój n y m, między wielkościami jednego i tegoż samego zestawu. W obu stronach widoczną jest stała sym°tryja, tak, że dla dowolnych czterech promieni i odpowiednich im odcinków, możemy takie zrównanie napisać, np.:Sin (ac) . Sin (bc)   AC . BC *Sin (af j • Sin (bf) AF • BFWidzimy więc, że pomiędzy wielkościami odpowiednich kątów i odcinków, zachodzi w powyższych zestawach perspektywicznych charakterystyczna zależność. Bardzo łatwo zaś możemy dowieść tej zależno-, ści w zestawach rzutowych Jakoż, oczywistą jest rzeczą, że jeżeli powyższą roztocz R przetniemy prostą ui. to dowolny stosuuek podwójny w tym zestaw e, b.dzie równy odpowiedniemu stosunkowi w rozt. R, np.:A1B∣ . C1B1   Sin (ab) . Sin (cb)A,D1 ∙ C1l>, Sin (ad) • Sin (cd)z tego, i z równania II, wypada :A,B1 . C1B, _ AB . CBA,I), C1l>l~^AD CDJeżeli teraz którykolwiek z zestawów prostych, np. u1, rzucimy za pomocą dowolnej roztoczy R1 (a,, b,, c1, d1....), to oczywiście będzie: A∣B, ∙ CjBt _ Sin (a1b1) Sin (c,h,)A1D, ∙ ClD1 Sin (a1d1) • Sin (c1d1)z tego i z poprzedniego zrównania:AB . CB ___ Sin (a,bl) . Sin (c,b1)AD • CD — Sm^GζdJ • Sin (c.dj

Z tego już widzimy, że stosunek podwójny między czterema do- wolnemi pierwiastkami jednego z dwóch rzutowych zestawów jest równym odpowiedniemu stosunkowi podwójnemu w drugim zestawie. Widoczną zaś jest rzeczą że to cośmy tu dowiedli dla zestawu prostego i roztoczy promieni stosować się musi i do dowolnych dwóch zestawów jednolitych rzutowo zespolonych
3
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gdzie a, b, c, d, są czterema promieniami harmonicznemi.
Wykreślanie krzywych i roztoczy promieni 

drugiego stopnia.
Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni możemy otrzymać 

rzucając np. z dwóch dowolnych punktów R1 i R2 (fig. 15) 
dwa zestawy proste u1 i u2 będące przecięciami jednej i tej 
samej roztoczy R. (Roztocze R1 i R2, byłyby jak wiemy wtedy 
tylko perspektywicznemi, gdyby środki Rt i R2 leżały w jednej 
prostej z punktem u1 u2). Każdy promień roztoczy R wyzna
cza w zestawach prostych u1 i u2 dwa punkta odpowiednie, 
a te, rzucane z punktów R1 i R2 dają dwa odpowiednie promie
nie, których przecięcie jest punktem krzywej drugiego stopnia.

Również otrzymać można dwie rzutowo zespolone rozto
cze promieni jeżeli zestaw prosty u rzucimy z dwóch dowol
nych punktów R1 i R2, i przesuniemy jedną z otrzymanych 
dwóch perspektywicznych roztoczy w ten sposób, aby promień 
łączący ich środki nie był odpowiednio wspólnym.

• Dwa rzutowo zespolone zestawy proste możemy otrzymać 
rzucając jeden zestaw prosty u (fig. 16) z dwóch różnych puktów’ 
R1 i R2 i przecinając utworzone w ten sposób dwie perspekty
wiczne roztocze Ri i R2 dwiema prostemi ul i u2. (Zestawy 
u1 i u2 byłyby jak wiemy wtedy tylko perspektywicznemi, gdyby 
ich punkt przecięcia upadł na promień odpowiednio wspólny 
Rl R2). Każdy punkt P prostej w, wyznacza dwa promienie 
odpowiednie p1 i p2 roztoczy R1 i R2, a te promienie wyzna
czają w zestawach u1 i u2, dwa punkta odpowiednie P1 i P2, 
przez które przechodzi jeden promień roztoczy drugiego stopnia.

Również otrzymać możemy dwa rzutowo zespolone zesta
wy proste, przecinając jedną roztocz promieni R, dwiema pro-

34

Z równania II, możemy tu jeszcze wyprowadzić zależność zachodzącą między kątami utworzonemi przez 4 promienie harmoniczne. Wiemy bowiem, że jeżeli 4 punkta: A, B, C, D, są harmoniczne, to:
a więc w równaniu II musi być:
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stemi u1 i u2 i przesuwając w płaszczyźnie jeden z utworzo- 
rzonych perspektywicznych zestawów prostych w ten sposób, 
aby ich punkt przecięcia nie był odpowiednio wspólnym.

Powierzchnie stożkowe i roztocze płaszczyzn 
drugiego stopnia.

Znaleźliśmy, że w płaszczyźnie:
Dwie rzutowo zespolone roz

tocze promieni (nie współśrod- 
kowe i nieperspektywiczne) prze
cinają się w krzywej drugiego 
stopnia, która z dowolną pro
stą ma najwięcej dwa punkta 
wspólne.

Dwa rzutowo zespolone ze
stawy proste (nie leżące w je
dnej prostej i nie perspekty
wiczne), rzucane są przez roz
tocz promieni drugiego stopnia, 
która z dowolną roztoczą pierw
szego stopnia ma najwięcej dwa 
promienie wspólne

Wystawmy sobie teraz, że zestawy o których mowa w tych 
twierdzeniach, rzucamy z punktu R, zewnątrz płaszczyzny obra
nego, to łatwo dostrzeżemy, źe

Jeżeli dwie rzutowe roztocze 
płaszczyzn, których osie się 
przecinają nie leżą perspekty
wicznie, to przecięcia płaszczyzn 
odpowiednich tworzą powierz 
chnię stożkową drugiego 
stopnia, która z dowolną 
płaszczyzną może mieć najwię
cej dwa promienie wspólne. 
Punkt przecięcia obu osi, przez 
które przechodzą wszystkie pro
mienie tworzące tę powierzchnię 
nazywa się środkiem tej po
wierzchni stożkowej drugiego 
stopnia.

Jeżeli dwie rzutowe roztocze 
promieni, których płaszczyzny 
się przecinają, mają wspólny 
środek ale nie leżą perspekty
wicznie, to płaszczyzny łączące 
promienie odpowiednie tworzą 
roztoczpłasczyzndrugie- 
go stopnia, która z dowolną 
roztoczą płaszczyzn pierwszego 
stopnia może mieć najwięcej 
dwie płaszczyzny wspólne. 
Wspólny środek obu roztoczy 
promieni, przez który przecho
dzą wszystkie płaszczyzny, roz
toczy płaszczyzn drugiego sto
pnia, nazywa się środkiem roz
toczy płaszczyzn drugiego sto
pnia.
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Powierzchnię bowiem stożkową drugiego stopnia i roztocz 
płaszczyzn drugiego stopnia otrzymujemy, rzucając z dowolnego 
punktu R krzywą drugiego stopnia i roztocz promieni drugiego, 
stopnia. Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni tworzące 
krzywą drugiego stopnia, są rzucane z tego samego punktu R 
przez dwie rzutowo zespolone roztocze płaszczyzn, których osie 
przecinają się w tymże punkcie. Dwa rzutowo zespolone zesta
wy proste, tworzące roztocz promieni drugiego stopnia, są rzu
cane przez dwie rzutowo zespolone roztocze promieni mające 
wspólny środek R. Własności powierzchni stożkowej i roztoczy 
płaszczyzn drugiego stopnia łatwo wyprowadzić, porównywając 
je z zestawami, których są rzutami. Możemy powiedzieć ogólnie: 

Rzutnią krzywej lub roztoczy 
promieni, drugiego stopnia jest 
powierzchnia stożkowa albo roz
tocz płaszczyzn drugiego stopnia.

Przecięciem powierzchni stoż
kowej lub roztoczy płaszczyzn, 
drugiego stopnia, jest krzywa 
lub roztocz promieni drugiego 
stopnia.

Uwagi nad wykreśleniami krzywych i roz
toczy promieni drugiego stopnia.

Krzywa k (fig. 15) drugiego 
stopnia, utworzona przez dwie 
rzutowo zespolone roztocze pro
mieni R1 i R2, przechodzi przez 
środki R1 i R2. Albowiem ponie
waż te roztocze nie leżą perspek
tywicznie, czyli, że prom. Rl R2 
nie jest odpowiednio wspólnym, 
więc promieniowi R1 R2 czyli 
p1 roztoczy R1 odpowiada inny 
promień (p2) roztoczy R2 (nie 
przechodzący przez punkt R1) 
i przecinający się z promieniem 
p1 w punkcie R2. Promieniowi 
zaś R1 R2 czyli q2, roztoczy 
R2, odpowiada inny jakiś pro-

Roztocz promieni k (fig. 16) 
drugiego stopnia utworzona 
przez dwa rzutowo zespolone 
zestawy proste ul i u2 zawiera 
także i te dwie proste ui i u2. 
Albowiem ponieważ te zestawy 
nie leżą perspektywicznie, przeto 
ich punkt przecięcia (u1 u2) nie 
jest odpowiednio wspólnym, a 
więc punktowi ul u2 czyli P1 
zestawu ui odpowiada w zesta
wie u2 inny jakiś punkt P2 po
łączony z nim przez prostą u2. 
Punktowi zaś u1 u2 czyli Q2 
zestawu u2 odpowiada w zesta
wie u1 inny jakiś punkt
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połączony z nim przez prostą w1. 
A więc proste w1 i u2, jako łą
czące punkta odpowiednie, na
leżą do roztoczy k.

że wspomniany w twierdzeniu

mień qx roztoczy Rx (nie prze
chodzący przez punkt T?2) i prze
cinający promień 72 w punk
cie Bx. A więc punkta Bx i 7t2 
są przecięciami promieni odpo
wiednich i tern samem należą 
do krzywej.

Możemy łatwo zauważyć,
z lewej strony promień ∕)2 ma tylko jeden punkt (J?2) wspólny 
z krzywą, jest przeto stycznym do krzywej. Każdy inny 
promień roztoczy _Z?2 ma z krzywą dwa punkta wspólne. Po
dobnież w twierdzeniu z prawej strony, punkt P2 jest jedynym 
punktem zestawu m2 , przez który przechodzi tylko jeden pro
mień roztoczy k. Punkt ten nazywamy punktem sty
czności tej roztoczy w promieniu ?<2. A więc:

Wspólnemu punktowi dwóch 
rzutowo zespolonych zestawów 
prostych, odpowiada w każdym 
zestawie, jeden punkt styczno
ści, roztoczy drugiego stopnia, 
utworzonej przez te zestawy.

Wspólnemu promieniowi 
dwóch rzutowo zespolonych roz
toczy promieni, odpowiada w 
każdej roztoczy jeden promień 
styczny do krzywej 
stopnia, utworzonej 
roztocze.

drugiego 
przez te

Wiemy, że dwa rzutowo zespolone zestawy są w zupeł
ności wyznaczone , jeżeli dane są trzy pary pierwiastków od
powiednich. Mając więc dwie rzutowo zespolone roztocze pro
mieni Bx i T?2 i trzy punkta √1, J9, C’, przecięcia promieni 
odpowiednich , a więc i trzy pary promieni odpowiednich, mo
żemy wykreślić ilekolwiek nowych par promieni odpowiednich 
i ilekolwiek nowych punktów krzywej k, która musi przecho
dzić przez punkta √1, B, C, Bx i J?2.

Jeżeli jeden z danych punktów A, B, C. upada w punk
cie Rx (lub jR2), to aby krzywa K była wyznaczoną, musi 
być dany promień styczny do krzywej w punkcie R1 (lub R2).

Podobnież, jeżeli są dane dwa rzutowo zespolone zestawy 
proste ux i w2 i trzy promienie (roztoczy 2go stopnia) α, δ, c, 
łączące punkta odpowiednie (a więc i trzy pary punktów odpo
wiednich), to te zestawy są wyznaczone i możemy wyznaczyć 
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ilekolwiek nowych par punktów odpowiednich i ilekolwiek no
wych promieni roztoczy. Jeżeli jeden z promieni a, b, c, upa
da w prostą w1, (lub wa), to aby roztocz była wy znaczoną, 
musi być dany w tej prostej punkt styczności roztoczy w pro
mieniu u1, (lub wa).

Zadania więc:
Mając dane w płaszczyźnie: 

pięć punktów, albo cztery punk
ta i styczną w jednym z nich, 
albo trzy punkta i dwie styczne 
w dwóch z pomiędzy nich, wy
kreślić krzywą drugiego stopnia,

Mając dane w płaszczyźnie: 
pięć promieni, albo cztery pro
mienie i jeden punkt styczno
ści w jednym z nich, albo trzy 
promienie i dwa punkta w dwóch 
z pomiędzy nich, wykreślić roz
tocz promieni drugiego stopnia,

Mając dane trzy pary punk
tów odpowiednich dwóch rzu
towo zespolonych zestawów pro
stych ui i wa, wykreślić te ze
stawy i ich wzajemną rzutnię.

Sprowadzają się do zagadnień:
Mając dane trzy pary -pro

mieni odpowiednich dwóch rzu
towo zespolonych roztoczy pro
mieni Bi i Bi , wykreślić te 
roztocze i ich przecięcie.

Te zaś ostatnie zagadnienia możemy bez trudności roz
wiązać podanymi powyżej sposobami , a mianowicie :

Przez którykolwiek punkt 
przecięcia (a1 aa) (Fig. 15.) 
dwóch promieni odpowiednich 
ai i αa , wykreślmy dwie do
wolne proste ui i wa. Prosta ui 
przetnie roztocz Bl w zestawie 
prostym wj f√l1 , B1, Cl.. ) , 
prosta zaś ua roztocz 7?a w ze
stawie prostym wa (Aa, Ba, C3...) 
Oba zestawy proste, jako prze
cięcia zestawowr rzutowo zespo
lonych, są rzutowo zespolone a 
nawet leżą perspektywicznie, 
ponieważ ich punkt przecięcia 
jest odpowiednio wspólnym, są 
więc przecięciami jednej rozto-

W którejkolwiek prostej 
√41 Aa (Fig. 16.) łączącej dwa 
punkta odpowiednie Ai i Λa, 
obierzmy dwa punkta Bi i Bi 
jako środki dwóch roztoczy 
promieni. Rzutnią 
z punktu Bi jest 
(a1 , b∣ , c1 ,....) 
stawu wa z punktu
tocz Ra (aa , ba, c,, 
roztocze, rzucające zestawy rzu
towo zespolone , są rzutowo ze
spolone a nawet leżą perspekty
wicznie, gdyż mają promień 
al lub αa łączący ich środki 
Bl i Bi odpowiednio wspólny,

zestawu ui 
roztocz J?, 
rzutnią ze- 
Z?a — roz- 

.). Obie
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czy promieni 7?, której środek 
leży na przecięciu promieni 
Bi B2 i ClC2. Prowadząc z R 
ilekolwiek nowych promieni, o- 
trzymujemy tyleż nowych par 
punktów odpowiednich zesta
wów ul i w2 tyleż nowych par 
promieni roztoczy J71 i T?2 i 
tyleż nowych punktów krzywej 
drugiego stopnia.

a więc są rzutniami jednego ze
stawu prostego <z, który prze
chodzi przez punta przecięcia 
promieni odpowiednich (bl ó2) i 
(r1 c2). Rzucając ilekolwiek no
wych punktów zestawu u ze 
środków Ri i T?2, otrzymuje
my tyleż nowych par promieni 
odpowiednich roztoczy Rl i -Ra, 
tyleż nowych par punktów od
powiednich zestawów w1 i ui 
i tyleż nowych promieni rozto
czy drugiego stopnia.

Tem samem rozwiązane są następujące zagadnienia:
Na dowolnym promieniu je

dnej z dwóch rzutowo zespolo
nych roztoczy Rt (lub Z?2), 
znaleść drugi (nie Ri lub T?2) 
jego punkt przecięcia się z krzy
wą drugiego stopnia.

Przez środki dwóch rzutowo 
zespolonych roztoczy Rl i R2, 
poprowadzić styczne do krzy
wej Z. Styczne szukane są pro
mieniami odpowiedniemi, wspól
nemu promieniowi, Rl R2.

Przez dowolny punkt jednego 
z dwóch rzutowo zespolonych 
zestawów prostych ul (lub u2), 
poprowadzić drugi (nie ul lub 
lub w2) promień roztoczy dru
giego stopnia.

W dwóch rzutowo zespolo
nych zestawach prostych ui i 
u2, wyznaczyć pnnkta styczno
ści roztoczy k. Punkta szuka
ne są punktami odpowiedniemi, 
wspólnemu punktowi (ul u3).

Uważamy teraz, że jeżeli w wykreśleniu Fig. 15. popro
wadzimy promień Rl R roztoczy Rl , przecinający ul i w2 
w punktach Jf1 i JT2, to temu promieniowi odpowiada w roz
toczy R2 promień R2 M2 — a więc punkt Jf2 , jest drugim 
punktem przecięcia prostej w2 z krzywą k. — Tak samo też, 
drugi punkt przecięcia prostej w, z krzywą k leży na promie
niu R R2. Ponieważ proste w1 i u2 obraliśmy zupełnie do
wolnie, z tym tylko warunkiem, aby się przecinały w punkcie 
A lub Al należącym do krzywej, przeto uwagi te posłużą nam 
do znalezienia drugiego punktu przecięcia dowolnej prostej prze
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chodzącej przez dany punkt krzywej drugiego stopnia danej 
przez 5 punktów naprzykład.

W wykreśleniu Fig. I6. uważamy co następuje:
Jeżeli połączymy punkt u ui czyli M1 z punktem R2 pro

stą M1 R2, to na tej prostej leży punkt M2 zestawu odpo
wiadający punktowi M1 zestawu u1 , a więc M1 Ra jest dru
gim promieniem roztoczy K przechodzącym przez R2. Podo
bnież prosta R1 L2 łącząca R1 z u2 u jest drugim promieniem 
roztoczy K przechodzącym przez R1.— Środki R2 i Rl obra
liśmy dowolnie na jednym z promieni roztoczy K. To nam daje
możność rozwiązania drugiego 
przednio wymienionemu.

Zagadnienia te są:
Na danej prostej u, przeci

nającej krzywą drugiego sto
pnia w punkcie danym A, zna- 
leść drugi punkt przecięcia z 
krzywą (daną przez 5 jej pier
wiastków).

zagadnienia odpowiedniego po-

Przez dany punkt R, leżący 
na promieniu a roztoczy pro
mieni drugiego stopnia (danej 
przez 5 jej pierwiastków) po
prowadzić drugi promień prze
chodzący przez R.

Prawa Pascal'a i Brianchon'a.
Na podstawie praw powyżej dowiedzionych, możemy te

raz dowieść następujących:
Boki przeciwległe sześciokąta 

wpisanego w krzywą drugiego 
stopnia przecinają się w trzech 
punktach jednej prostej.

Główne przekątne sześciobo- 
ku utworzonego przez sześć 
promieni roztoczy promieni dru
giego stopnia przecinają się w 
jednym punkcie *).

*) Prawa te znane są w geometryi pod nazwą praw Pascal'a i Brian- chon’a; to drugie jednak inaczej tu jest wyrażone, i <'opiero wtenczas będziemy je mogli wypowiedzieć tak jak ono jest wypowiedziane w geometryi, gdy dowiedziemy że roztocz promieni drugiego stopnia jest zbiorem stycznych do krzywej drugiego stopnia.

Dla dowiedzenia tych praw, przypuśćmy że obrawszy do
wolnych pięć punktów krzywej drugiego stopnia, R1 R2 A 
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Lx M2 (Fig. 15.), wyznaczamy jakikolwiek szósty punkt tej 
krzywej, sposobem powyżej podanym, z tą tylko różnicą że 
proste ux i w2 , prowadzimy przez A, Lx \ A, JHi∖ wyzna
czywszy następnie środek roztoczy i?, sposobem powyżej poda
nym, poprowadźmy dowolny promień dający punkta odpowie
dnie Di i I)2, przez które poprowadźmy promienie odpowie
dnie dχ i rf2, których przecięcie wyda szósty punkt krzywej , 
D. Ponieważ w tern wykreśleniu punkta Dx , Di i R (leżące 
w jednej prostej) są przecięciami boków przeciwległych sześcio- 
kąta A Lx R2 D Rx Mx, wpisanego w krzywą 2 stp. (Z)1 = 
przecięcie ALi z Rx D , D2 = przecięcie A M2 z DRi, R — 
przecięcie Lx Rx z Jf2 Rx) i ponieważ w ten sposób nieskoń
czoną liczbę sześciokątów wpisanych wykreślić by można, prze
to twierdzenie PascaΓa byłoby dowiedzionem; ale ponieważ 
w powyższem wykreśleniu wierzchołki Rx i T?2 były zarazem 
środkami roztoczy tworzących krzywą, przeto musimy jeszcze 
dowieść, że pomimo to, punkta te nie grają tu żadnej szcze
gólnej roli — i że którekolwiek z punktów √4, Lx, M2 mogły 
być wzięte za środki roztoczy.

Aby tego dowieść, przypuśćmy, że punkta Rx D Ri 
i L1 są stałe, a punkt A posuwa się po krzywej. Prosta ALx 
(czyli ux) obraca się około punktu Lx, prosta zaś AM2 czyli w2 
około punktu Jf2, przyczem, tak jak w pierwszem wykreśle
niu, punkt T)2 (przecięcie T?2 D czyli <72 z w2) i punkt Di 
(przecięcie Rx D czyli dx z w1) muszą leżeć w jednej prostej 
z R (przecięcie Rx M2 z _R2 £,). Ale ponieważ proste dx i 
d2 są stałe, więc punkta Dx i Z)2 posuwają się po nich i 
opisują dwa zestawy proste dx i d2, które, ponieważ mogą być 
uważane za przecięcia roztoczy R, przeto są perspektywiczne. 
Proste zaś ux i u2 obracają się około punktów Lx i Jf2 , opi
sują dwie roztocze promieni , które możemy uważać za rzutnie 
zestawów dx i rf2, a więc za zestawy rzutowe względem siebie. 
Ruchomy punkt A opisujący krzywą k jest przecięciem pro
mieni odpowiednich tych roztoczy — a więc ta krzywa k może 
być uważana jako przecięcie tych roztoczy Lx i M2 , przyczem 
punkta Rx i J?2 mają tylko takie znaczenie, jak każdy inny 
punkt krzywej k.
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Aby dowieść twierdzenia z prawej strony, przypuśćmy, że 
mając danych 5 promieni roztoczy drugiego stopnia, u1, u2, a, 
lt, m2 (fig. 16.), wyznaczamy jakikolwiek szósty promień, spo
sobem powyżej podanym, z tą tylko różnicą, że punkta R1 i R1 
obieramy na przecięciu a z 11 i a z m2; wyznaczywszy nastę
pnie prostą u sposobem powyżej podanym, poprowadźmy przez 
dowolny jej punkt D, promienie d1 i d2, które wyznaczą punk
ta D1 i D2, przez które przechodzi szósty promień roztoczy, d. 
Ponieważ w tern wykreśleniu proste u, dx i d2 (zchodzące się 
w jednym punkcie) są głównemi przekątnemi sześcioboku 
u1 m2 a ll u2 d, utworzonego przez 6 promieni roztoczy 2. st., 
i ponieważ w ten sposób, nieskończoną liczbę sześcioboków wy
kreślić by można, przeto twτierdzenie Brianchon,a byłoby do- 
wiedzionem, — ale ponieważ w powyższem wykreśleniu, pro
mienie w1 i w2 były zarazem tłami zestawów prostych tworzą
cych roztocz 2. stop., przeto musimy jeszcze dowieść, że pomi
mo to, promienie te nie grają tu żadnej szczególnej roli — i 
że którekolwiek z promieni: a, 11, m2 , mogły być wzięte za 
tła zestawów prostych.

Aby tego dowieść, przypuśćmy że promienie u1, u2, 11, m2, 
są stałe, a promień Bx B1 zmienia miejsce nie przestając na
leżeć do roztoczy k. — Punkt J?2 posuwa się po promieniu Z?J/2 
czyli w2 ; punkt Bx po promieniu Bx Lx czyli 71. Proste Bx Dx 
i B2Dx przecinają się zawsze w prostej w, tworząc zestaw pro
sty w, względem którego oba zestawy 71 i w2 są perspektywi
czne (jako przecięcia roztoczy D1 i D, , perspektywicznych 
względem u), a więc względem siebie są rzutowe. Roztocz 
więc k może być utworzoną za pomocą dwóch zestawów pro
stych lx i w2, zupełnie dowolnie obranych.

Ponieważ z powyższych roztrząsali okazuje się, że dowol
ne dwa punkta krzywej drugiego stopnia, mogą być obrane za 
środki dwóch rzutowo zespolonych roztoczy, których przecięcie 
(t. j. przecięcie promieni odpowiednich) tworzy krzywą drugie
go stopnia, — a więc, innemi słowy powiedziawszy, rzucając 
wszystkie punkta tej krzywej z dwóch dowolnych jej punktów, 
i przyjmując w tak utworzonych roztoczach promienie rzucające 
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jeden i ten sam punkt krzywej za odpowiednie, — otrzymamy 
dwie roztocze rzutowo zespolone.

Ponieważ dalej, każde dwa promienie roztoczy drugiego 
stopnia mogą być obrane za tła dwóch rzutowo zespolonych ze
stawów prostych tworzących roztocz, (przyczem punktami odpo- 
wiedniemi są te, przez które przechodzi jeden i tenże sam pro
mień roztoczy), przeto innemi słowy powiedziawszy, przecina
jąc roztocz drugiego stopnia dwoma dowolnemi jej promieniami, 
i nazywając w tak utworzonych zestawach prostych punktami 
odpowiedniemi te, które są przecięciami jednego promienia, —
otrzymamy dwa zestawy proste 

A więc dowiedliśmy, że: 
Krzywa drugiego sto

pnia, zostaje z każdych 
dwóch punktów na niej 
leżących, rzucaną przez 
dwie rzutowo zespolone 
roztocze promieni, w któ
rych promienie odpowie
dnie rzucają jeden i ten
że sam punkt.

rzutowo zespolone.

Roztocz promieni dru
giego stopnia, zostaje 
przeciętą przez każde 
dwa promienie do niej 
należące, w dwóch rzu 
towo zespolonych zesta
wach prostych, w któ
rych punkta odpowie- 
dnie leżą w jednym i 
tymże samym promieniu.

Z tego wypada że :

Dwie krzywe 2. st. zlewają 
się w’ jedną, jeżeli mają 5 
punktów wspólnych, albo 4 
punkta i jedną styczną, albo 
3 punkta i 2 styczne w dwóch 
z pomiędzy tych punktów — 
wspólne.

Albowiem przyjąwszy które
kolwiek dwa dane punkta za 
środki dwóch rzutowo zespolo
nych roztoczy promieni two-

Dwie roztocze promieni 2 st. 
zlewają się w jedną, jeżeli ma
ją 5 promieni wspólnych, albo 
4 promienie i w jednym z nich 
jeden punkt styczności, albo 3 
promienie i w dwóch z pomię
dzy nich, 2 punkta styczno
ści — wspólne.

Albowiem przyjąwszy które
kolwiek dwa promienie za tła 
dwóch rzutowro zespolonych ze
stawów prostych tworzących
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rżących tę krzywą, pozostałe 
dane wyznaczają trzy pary pro
mieni odpowiednich, a więc i 
obie roztocze będą zupełnie wy
znaczone przez te trzy pary. 
Mogą być tylko dwie roztocze 
mające trzy pary dane — a 
więc tylko jedna krzywa.

roztocz drugiego stopnia, pozo
stałe dane wyznaczą w tych 
promieniach trzy pary punktów 
odpowiednich a więc i oba ze
stawy będą całkowicie wyzna
czone; — ale dwa tylko zesta
wy są możebne a więc jedna 
roztocz przez nie utworzona.

Z przedostatniego twierdzenia wypływa:

Jeżeli 4 punkta A, B, C, D, 
krzywej drugiego stopnia rzu
cane są z jakiegokolwiek 5go 
punktu krzywej przez 4 pro
mienie harmoniczne, to z każ- 
degcrdowolnego punktu krzywej 
będą rzucane również przez 
4 harmoniczne promienie.

Takie 4 punkta nazywamy 
4ma punktami h a r m o n i- 
c z nenii krzywej 2. st.

Oczywistą jest rzeczą że:

Trzy punkta jednej krzywej drugiego 
promienie jednej roztoczy drugiego stopnia 
czwarty harmoniczny, jeżeli tylko wiadomo, 
dzielonych, ten czwarty należy.

Jeżeli 4 promienie a, b, c, d, 
roztoczy 2. st. przecinają się z 
jakimkolwiek piątym promie
niem tej roztoczy w 4ch punk
tach harmonicznych, to z każ
dym dowolnym promieniem tej
że roztoczy będą się przecinały 
również w 4ch punktach har
monicznych.

Takie 4 promienie nazywa
my 4ma promieniami har- 
monicznemi roztoczy 2.st.

stopnia, lub trzy 
wyznaczają jeden

do której pary prze-

Wiemy, że każde dwa punkta krzywej drugiego stopnia 
mogą być obrane za środki dwóch rzutowo zespolonych rozto
czy promieni tworzących tę krzywą i w każdej roztoczy, pro
mień odpowiadający wspólnemu promieniowi jest styczny do 
krzywej; — z drugiej strony zaś wiemy, że każde dwa pro
mienie roztoczy drugiego stopnia mogą być obrane za tła dwóch 
rzutowo zespolonych zestawów prostych tworzących roztocz, a 
w każdym zestawie, punktowi ich wspólnemu odpowiada jeden 
punkt styczności, przeto :
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W każdym punkcie krzywej 
drugiego stopnia można popro
wadzić jedne styczną.

W każdym promieniu roz
toczy drugiego stopnia, można 
wyznaczyć jeden punkt sty
czności.

Zbiór stycznych, otaczających krzywą drugiego stopnia 
stanowi, jak się później przekonamy, roztocz promieni dru
giego stopnia; — zbiór zaś punktów styczności roztoczy pro
mieni drugiego stopnia, stanowi krzywą drugiego stopnia.

Uogólnienie praw Pascal'a i Brianchon'a.

Prawa te dadzą się bardzo łatwo rozciągnąć na pięcio
kąty, czworokąty i trójkąty. W tym celu uważmy naprzód co 
następuje :

Jeżeli dowolna prosta u, przecinająca krzywą drugiego sto
pnia w dwóch punktach, obracać się będzie około jednego 
z punktów przecięcia tak, aby drugi punkt ciągle się zbliżał do 
pierwszego, to nareszcie oba te punkta zleją się w jeden, a pro
sta u (sieczna), stanie się styczną. — Jak wiemy, w każdym 
punkcie krzywej 2 st. można poprowadzić jedną tylko styczną,— 
styczna więc, jest granicą do której zbliża się sieczna, podczas 
gdy oba punkta przecięcia nieskończenie się do siebie zbliżają.

Podobnież, w roztoczy promieni drugiego stopnia, nazwa
liśmy punktem styczności w danym promieniu, taki punkt, 
przez który jeden tylko promień przechodzi. Jeżeli jeden 
z dwóch dowolnych promieni posuwa się w ten sposób że się 
ciągle zbliża do drugiego , to nareszcie oba promienie zleją się 
razem, a ich punkt przecięcia P stanie się punktem styczności. 
W każdym promieniu może być , jak wiadomo z powyższego, 
tylko jeden punkt styczności i jest on granicą do której się 
zbliża punkt przecięcia dwóch dowolnych promieni zbliżających 
się do siebie nieskończenie.

Jeżeli więc dwa wierzchołki sześciokąta wpisanego w krzy
wą drugiego stopnia zbliżają się do siebie nieskończenie, to osta
tecznie bok łączący te dwa wierzchołki staje się styczną, nie 
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przestając podlegać prawom pierwotnym, chociaż sześciobok 
zmienia się na pięciokąt.

Jeżeli w sześciokącie utworzonym przez sześć promieni 
jednej roztoczy drugiego stopnia, dwa promienie nieskończenie 
się do siebie zbliżają, to nareszcie wierzchołek w którym się 
przecinały te dwa promienie, zamienia się na punkt styczności, 
nie przestając podlegać prawom pierwotnym, chociaż sześciobok 
zamienia się na pięciobok.

Jeżeli w podobny sposób zlewa się w jedno, druga i 
trzecia para kątów lub boków pierwotnego sześciokąta lub sze- 
ścioboku, to otrzymujemy czworokąt lub trójkąt wraz ze sty- 
cznemi lub punktami styczności przy zlaniu się kątów lub bo
ków powstałemi.

Oczywistą więc jest rzeczą , że :

Dwie pary po sobie niena- 
stępujących boków pięciokąta 
wpisanego w krzywą drugiego 
stopnia, przecinają się w dwóch 
punktach linii prostej przecho
dzącej przez punkt przecięcia, 
pozostałego boku ze styczną w 
wierzchołku jemu przeciwległym 
poprowadzoną.

Przekątne łączące dwie pary 
wierzchołków po sobie nie na
stępujących pięcioboku utworzo
nego przez pięć promieni roz
toczy drugiego stopnia, przeci
nają się w jednym punkcie przez 
który przechodzi prosta łącząca 
pozostały wierzchołek z punktem 
styczności boku przeciwległego.

Na zasadzie tych praw możemy rozwiązać następujące za
gadnienie za pomocą wykreśleń prostolinijnych.

Mając danych pięć punktów 
krzywej drugiego stopnia, wy
kreślić w tych punktach styczne 
do tej krzywej.

Mając danych pięć promieni 
roztoczy drugiego stopnia, wy
znaczyć w nich punkta sty
czności.

Dla czworoktąta i trójkąta otrzymamy następujące prawa:
Boki przeciwległe czworoką

ta wpisanego w krzywą dru
giego stopnia i styczne w wierz
chołkach przeciwległych wy-

Przekątne czworoboku utwo
rzonego przez cztery promienie 
roztoczy drugiego stopnia oraz 
proste łączące punkta styczno-
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kreślone, przecinają się w czte
rech punktach jednej prostej.

Boki trójkąta wpisanego w 
krzywą drugiego stopnia, spo
tykają się ze stycznemi, w wierz
chołkach przeciwległych wykre- 
ślonemi, w trzech punktach je
dnej prostej.

ści promieni przeciwległych, 
spotykają się w jednym punkcie.

Proste łączące wierzchołki 
trójkąta utworzonego przez trzy 
promienie roztoczy drugiego 
stopnia z punktami styczności 
promieni przeciwległych, prze - 
cinają się w jednym punkcie.

Prawa o czworokątach możemy wyprowadzić bezpośrednio 
z pierwotnych wykreśleń, za pomocą których, mając danych 
pięć pierwiastków, otrzymaliśmy krzywą i roztocz promieni dru
giego stopnia.

Uważmy bowiem naprzód w pierwszym wykreśleniu:
Aby w dwóch rzutowo zespolonych roztoczach promieni 

R1 i R2 (fig. 15.) danych przez trzy pary promieni odpowie
dnich, wynaleść w jednej z nich, promień odpowiedni które- 
mukolwiek czwartemu promieniowi drugiej roztoczy, użyliśmy 
trzeciej roztoczy promieni leżącej perspektywicznie względem 
każdej z dwóch pierwszych. — Roztocz tę wyznaczyliśmy w ten 
sposób, że przeciąwszy R1 i R2 dwoma prostemi u1 i u2, prze- 
chodzącemi przez przecięcie A jednej pary promieni odpowie
dnich ai i a2, otrzymaliśmy dwa zestawy proste w1 i w2. Po
nieważ otrzymane w ten sposób zestawy proste ux i u2 leżą 
perspektywicznie, przeto łatwo jest wynaleść roztocz 77, której 
oba zestawy proste są przecięciami. Ponieważ proste ux i w2, 
mogą być dowolnie przez punkt A poprowadzone, a więc mo
żemy je poprowadzić w ten sposób, że ux zlewa się z α2, 
w2 zaś z ax (fig. 19.) W tym razie punkta α1 ó2 i α2 ⅛t 
(czyli Bx i T?2) równie jak alc2 i a2cx (czyli Cx i C2) i t. d., 
t. j. punkta, w których promienie odpowiednie α1 i α2 przeci
nają naprze mian (naprzemian, znaczy: że ax przecina δ2 — 
a α2 przecina bx) promienie bx i b2 albo c1 i c2 i t. d. — le
żą zawsze w jednej prostej z punktem stałym 7?. Jeżeli więc 
poprowadzimy przez Ii dowolną prostą 7)1 D2, przecinającą pro
ste α2 i ax w punktach D1 i D2, to promienie 7ι1 Dx i B2 D2 
będą promieniami odpowiedniemu Jeżeli Dx upada w Ii2 , to 
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punkt Z>a upada w Q2, promień zatem R2D2 upada na R2R 
czyli q2. Ponieważ promień q2 odpowiada promieniowi ql 
czyli RlR2 , a więc jest stycznym do krzywej w punkcie P2, 
Podobnież RRl czyli jest styczną w punkcie P1. A więc 
R leży na przecięciu stycznych w Ri i R2 t. j. tych promieni 
roztoczy tworzących krzywą, które odpowiadają wspólnemu 
promieniowi RlR2. Oczywiście więc otrzymaliśmy ten sam 
punkt R gdybyśmy za tła zestawów w1 i u2 obrali którekol
wiek inne dwa promienie odpowiednie, (δ1 i b2 , lub cl i c1). 
A więc: Każda prosta łącząca punkta, w których 
się przecinają naprzemian promienie dwóch par 
odpowiednich promieni n. p. b i bl , c i c1, prze
chodzi przez R.

Podobneż uwagi możemy poczynić nad wykresem odno
szącym się do roztoczy promieni drugiego stopnia:

Aby w zestawach prostych w1 i u2 danych przez trzy 
pary punktów odpowiednich, do każdego czwartego punktu je
dnego z nich wyznaczyć odpowiedni mu czwarty punkt w dru
gim, wyznaczyliśmy trzeci zestaw prosty w, leżący perspekty
wicznie względem każdego z nich, — a to w ten sposób . że 
obrawszy na prostej łączącej dwa punkta odpowiednie danych 
zestawów, środki Rx i R2 (fig. 16.) dwóch roztoczy rzucających 
te zestawy, otrzymaliśmy dwie roztocze mające promień RxR2 
odpowiednio wspólny (perspektywiczne), a więc łatwo wyzna
czyć zestaw u, którego są rzutniami i w którym przecinają się 
proste łączące punkta odpowiednie √41 i Aj , Bi i B2 , 
Ci i C2 i t. d. — Ponieważ środki Rl i R2 mogą być do
wolnie obrane, przeto obierzmy je w punktach Ai i A2 (fig. 20.), 
wyznaczmy zestaw u i promień Dx I)2. — Jeżeli zwrócimy 
uwagę, jak punkta odpowiednie P, P1 i P2 posuwają się w ze
stawach u, w1 i u2, to łatwo spostrzeżemy, że przecięcia pro
stej u z w1 i u2 odpowiadają wspólnemu punktowi prostych w1 
i u2, a więc prosta u przechodzi przez punkta styczności pro
mieni w1 i u2. Te samą prostą musielibyśmy zatem otrzymać, 
gdybyśmy nie ∠41 i A2 ale inne dowolne punkta odpowiednie, 
n. p. Bi i B.1 obrali za środki roztoczy Rl i R2. Ztąd wi
dzimy że:
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Każde przecięcie dwóch promieni łączących 
na przemian dwie pary punktów odpowiednich z e- 
stawów wr i w2, leży w prostej u.

Tym sposobem otrzymujemy następujące prawa:

Dwa punkta przecięcia α1 ó2 
i 01 α2 , w których się przeci
nają naprzemian dowolne dwie 
pary promieni, dwóch rzutowo 
zespolonych roztoczy promieni, 
leżą w jednej prostej z prze
cięciem tych promieni obu roz
toczy , które odpowiadają ich 
promieniowi wspólnemu.

Dwa promienie √t1B2 i ∠42B1 
łączące naprzemian dowolne 
dwie pary punktów odpowie
dnich, dwóch rzutowo zespolo
nych zestawów prostych, prze
cinają się w jednym punkcie 
z prostą łączącą te punkta obu 
zestawów, które odpowiadają 
ich punktowi wspólnemu.

Jeżeli teraz zauważymy, że :

λV krzywej drugiego stopnia 
utworzonej przez przecięcie 
dwóch rzutowo zespolonych roz
toczy promieni Bl i J?2 punk
ta 7?, , α1α2, B2 i blb2 stano
wią wierzchołki czworokąta wpi
sanego , którego bokami prze- 
ciwległemi są α1 i b2 , bl iσ2, 
— Bi i B2 zaś są wierzchołka
mi przeciwległemi, w których 
poprowadzone styczne przecina
ją się w punkcie u,

W roztoczy drugiego stopnia, 
utworzonej przez dwa rzutowτo 
zespolone zestawy proste wl i 
u2 , promienie wl , Λ.1Λ.2, w2 i 
Bi B2 stanowią boki czworoką
ta, którego wierzchołkami prze
ciwległemi są: Ai i B2 — 
A2 i Bi , w1 i u2 zaś, są bo
kami przeciwległemi, których 
punkta styczności leżą w pro
stej w,

to spostrzeżemy, że prawa powyższe są twierdzeniami o czworo
kącie w krzywej lub w roztoczy drugiego stopnia *).

*) NB. W wykreśleniu, które nas doprowadziło do twierdzenia z lewej strony, obrawszy za środki roztoczy punkta A i B (zamiast R1 i R2), możemy udowodnić, że otrzymane w tych punktach styczne, przecinają się także w jednym punkcie z prostą 
BiB2. W prostej więc Łączącej punkta przecięcia boków prze

4
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Za pomocą dwóch przedostatnich praw, najłatwiej jest 
wyznaczać w dwóch rzutowo zespolonych jednorodnych zesta
wach zasadniczych — pary odpowiednich pierwiastków — al
bowiem, jeżeli n. p. są dane trzy pary odpowiednich punktów, 
dwóch zestawów prostych ui i u2 , to bardzo łatwo jest wy
znaczyć pomocniczy zestaw w a następnie i dowolna liczbę par 
odpowiednich pierwiastków.

Powyżej udowodnione prawa o czworobokach mogą hyc 
wypowiedziane daleko ogólniej jak następuje:

Jeżeli cztery punkta K, L, 
M, N, krzywej drugiego sto
pnia s, stanowią wierzchołki 
zupełnego czworokąta, a cztery 
styczne w tych punktach &, Z, 
wj, w, stanowią boki zupełnego 
czworoboku , to w każdej z 
trzech prostych łączących punk
ta X, Y, Z, w których prze
cinają się boki przeciwległe 
czworokąta, leżą po dwa wierz
chołki przeciwległe czworo
boku. (fig. 21.)

Jeżeli cztery promienie k, l, 
m, n roztoczy drugiego sto
pnia S, stanowią boki zupełne
go czworoboku, a ich punkta 
styczności Z, Af, iV, stano
wią wierzchołki zupełnego czwo
rokąta, to w każdej z trzech 
prostych łączących dwa wierz
chołki przeciwległe czworoboku 
leżą po dwa z trzech punk
tów X, Y. Z, w których się 
przecinają po dwa boki prze
ciwległe czworokąta, (fig. 21.)

Albowiem zupełny czworokąt lub czworobok składa się 
z trzech niezupełnych, a do każdego z tych ostatnich stosują 
się powyżej wyprowadzone prawa.

W dwóch ostatnich twierdzeniach, trójkąt XYZ. którego 
boki łączą wierzchołki przeciwległe czworoboku zupełnego, jest 
identyczny z trójkątem XYZ , w którego wierzchołkach prze
cinają się po dwa boki, przeciwległe zupełnego czworokąta. — 

ciwległych, leżą, dwa punkta przecięcia się stycznych, w wierzchołkach przeciwległych poprowadzonych.Podobnież w twierdzeniu z lewej strony, dwie przekątne czworoboku zchodzą się w jednym punkcie z dwiema prostemi łączącemi punkta styczności boków przeciwległych.
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Jeżeli więc dowolny czworokąt i dowolny czworobok zupełny 
znajdują się w powyżej wymienionym związku, to za pomocą 
nich, możemy otrzymać zarówno krzywą drugiego stopnia s 
styczną do k, 1, m, n, w punktach K, L, M, N, jak i roztocz 
promieni drugiego stopnia $, która w promieniach ∕t∙, 7, wi, w, 
ma punkta styczności K. L, J/, N. Albowiem każdy nowy 
punkt krzywej s i styczna w nim poprowadzona dadzą nowy 
punkt styczności i promień roztoczy S, albo odwrotnie, każdy 
nowy promień roztoczy 5 i jego punkt styczności, dadzą sty
czną i jeden punkt krzywej s. Krzywa więc drugiego stopnia 
przechodząca przez trzy punkta styczności K, Z, JZ, roztoczy 
drugiego stopnia i mająca za styczne dwa promienie k i 7 
w punktach K i L przechodzi przez każdy czwarty punkt sty
czności N roztoczy i ma za styczną w tym punkcie promień 
roztoczy n.

Odwrotnie, roztocz promieni drugiego stopnia zawierająca 
trzy styczne krzywej drugiego stopnia i dwa jej punkta za 
punkta styczności, zawiera także każdą czwartą styczną tej 
krzywej.

Tym sposobem przychodzimy do następujących praw :
Zbiór stycznych do krzywej 

drugiego stopnia, tworzy roz
tocz promieni drugiego stopnia, 
otaczającą tę krzywą.

Zbiór punktów styczności, 
roztoczy promieni drugiego sto
pnia, tworzy krzywą drugiego 
stopnia, otoczoną przez tę roz
tocz.

Tych samych praw dowieść możemy w inny jeszcze spo 
sób, poznając przy tern nowe własności krzywych drugiego 
stopnia :

Przypuśćmy, że w powyższym czworokącie wpisanym 
w krzywą drugiego stopnia, wierzchołek K posuwa się wraz 
z odpowiednią mu styczną Z:, po krzywej, — a pozostałe wierz
chołki Z, Jf, A7, wraz ze stycznemi 7, m, n, pozostają w miej
scu. Przecięcia A i E stycznej k ze stycznemi 7 i n posuwają 
się w tych ostatnich tworząc dwa zestawy proste 7 i n. — 
Te zestawy są rzutowo zespolone gdyż promienie EB i AD,

4⅛ 
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jako przekątne czworoboku 7c Z m w, przecinają zawsze w rucho
mym punkcie I7, prostej LN, opisując około punktów B i D 
dwie perspektywiczne roztocze promieni, których zestawy pro
ste n i Z są przecięciami. A że styczna k w ciągu całego ru
chu, łączy zawsze dwa punkta odpowiednie tych zestawów pro
stych, a więc tworzy roztocz promieni drugiego stopnia. W ten 
sposób dowiedliśmy twierdzenia z lewej strony i w podobny 
zupełnie sposób moglibyśmy dowieść twierdzenia z prawej 
strony.

Musimy jeszcze zauważyć, że podczas ruchu punktu TT, 
prosta M K przechodzi zawsze przez ruchomy punkt Y opisu
jąc na około punktu M roztocz promieni, która leży perspekty
wicznie względem roztoczy utworzonej ruchem prostej EB 
(przechodzącej także przez ruchomy punkt Γ), na około punk
tu B ; — a więc ta roztocz M jest rzutowo zespoloną z ze
stawem prostym n utworzonym przez przesuwanie się punktu E. 
Jeżeli więc K przebiega wszystkie punkta krzywej , to otrzy
mamy prawo :

Jeżeli dany j est dowolny punkt stały J/ krzy
wej drugiego stopnia idowolna jej styczna stała n, 
i jeżeli każdemu promieniowi roztoczy M, rzuca
jącemu dowolny punkt K należący do krzywej, 
przyznamy za odpowiedni ten punkt stycznej n 
w którym ją przecina styczna k w punkcie K, — 
to roztocz M i zestaw n będą rzutowo zespolone.

Z tąd wynika:
Styczne w czterech punktach harmonicznych 

krzywej drugiego stopnia poprowadzone, przeci
nają się z każdą piątą styczną w czterech punk
tach harmonicznych (czyli, stanowią 4 promie
nie harm. roztoczy drugiego stopnia).

Owe bowiem 4 punkta przecięcia z piątą styczną z jednej 
strony, a 4 prom, rzucające punkta styczności z dowolnego 
punktu Krzywej — z drugiej strony, należą do dwóch rzutowo 
zespolonych zestawów; a ponieważ te ostatnie są czterema 
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prom, harmonicznemi, więc owe 4 punkta przecięcia, musza być 
również czterema punktami harmonicznemi.

Z tego powodu, cztery styczne powyższe, nazywamy 
stycznemi harm onicznenii.

Niektóre z dawniej wyprowadzonych praw możemy teraz 
wyrazić nieco odmiennie, a mianowicie :

Zestaw stycznych otaczających krzywą drugiego stopnia, 
przecina się z dwoma dowolnemi jej stycznemi, w dwóch 
rzutowo zespolonych zestawach prostych.

Prawo B r i a n c h o n’ a. Główne przekątne sześcio- 
kąta opisanego na krzywej drugiego stopnia, przecinają się 
w jednym punkcie.

Powyżej wprowadzone prawa, odnoszące się do zestawów
płaskich, możemy przenieść na

Zbiór płaszczyzn , stycznych 
do powierzchni stożkowej dru
giego stopnia, tworzy roztocz 
płaszczyzn drugiego stopnia.

Wszystkie promienie powierz - 
chni stożkowej są rzucane z 
dowolnych dwóch jej promieni 
przez dwie rzutowo zespolone 
roztocze płaszczyzn.

Cztery promienie powierzchni 
stożkowej drugiego stopnia na
zywają się harmonicznemi, je
żeli z dowolnego promienia tej 
powierzchni a zatem z k a ż d e- 
go promienia powierzchni stoż
kowej , są rzucane przez czte
ry harmoniczne płaszczyzny.

Ściany przeciwległe sześcio- 
granu wpisanego w powierz-

rzutnie tych zestawów :
Zbiór promieni styczności, 

roztoczy płaszczyzn drugiego 
stopnia, tworzy powierzchnię 
stożkową drugiego stopnia.

Wszystkie płaszczyzny roz
toczy płaszczyzn drugiego sto
pnia przecinają się z dowolne
mi dwiema jej płaszczyznami 
w dwóch rzutowo zespolonych 
roztoczach promieni.

Cztery płaszczyzny styczne 
do powierzchni stożkowej dru
giego stopnia nazywają się har
monicznemi, jeżeli z dowolną 
piątą płaszczyzną styczną, a za
tem z każdą płaszczyzną do 
niej styczną , przecinają się w 
czterech promieniach harmo
nicznych.

Główne przekątne sześcianu 
wiązkowego, opisanego na po-

www.rcin.org.pl



54

chnię stożkowa drugiego sto
pnia, przecinają się w trzech 
promieniach jednej płaszczyzny.

wierzchni stożkowej drugiego 
stopnia, przecinają się w je
dnej prostej.

Różne rodzaje krzywych i powierzchni 
stożkowych drugiego stopnia.

Wiemy, że krzywa drugiego stopnia może mieć z dowol
ną prostą najwięcej dwa punkta wspólne. Z prostą nieskończe
nie odległą może mieć taka krzywa jeden punkt wspólny (w któ
rym się z nią styka), albo dwa punkta wspólne (w których się 
z nią przecina), albo nareszcie, może nie mieć żadnego punktu 
wspólnego, czyli że wszystkie jej punkta i styczne są rzeczy- 
wistemi punktami i stycznemi. W pierwszym razie, dwie od
nogi krzywej idą w nieskończoność, dążąc do P∞ w którym 
krzywa się styka z Pr∞ i nazywa się parabolą. — W dru
gim razie krzywa składa się z dwóch połów, z których każda 
ma dwie odnogi dążące do dwóch P∞ w których się przecina 
z Pr∞, Obie połowy krzywej łączą się w tych dwóch P∞ tak 
że krzywa ta jest także liniją zamkniętą i nazywa się hyper- 
bolą Ponieważ (jedyna w płaszczyźnie krzywej) Pr∞ , prze
cina hyperbolę , więc wszystkie styczne są prostemi rzeczywi- 
stemi, a więc i styczne w dwóch w dwóch P∞ są także rze- 
czywistemi. Te styczne, do których hyperbola ciągle się zbli
ża i w PP∞ dotyka, nazywają się asymptotami.

W trzecim razie nakoniec, linija krzywa leży cała w skoń
czonej odległości i nazywa się elipsą.

Te same trzy rodzaje krzywych, możemy otrzymać przez 
przecięcie powierzchni stożkowej drugiego stopnia której środek 
nie jest P∞ , płaszczyzną nie przechodzącą przez jej środek.

Płaszczyzna a, przechodząca przez środek powierzchni 
stożkowej ma z nią albo tylko ten jeden punkt wspólny, albo 
styka się z nią w promieniu s, albo przecina ją w dwóch pro
mieniach p i q. Każda płaszczyzna α1 , równoległa do płaszczy
zny a, przecina w pierwszym razie wszystkie promienie po
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wierzchni stożkowej w punktach rzeczywistych — a powierz
chnię stożkową w elipsie. — W drugim razie krzywa jest pa
rabolą , ponieważ promień s przecina płaszczyznę α1, w P∞, 
a Pr∞ w której się przecinają α i α1 , jest nieskończenie od
ległą styczną paraboli. — W trzecim razie nakoniec, krzywa 
jest hyperbolą ; promienie p i q przecinają się z nią w punk
tach nieskończenie odległych. — Płaszczyzny styczne do po
wierzchni stożkowej w promieniach p i ą przecinają płaszczy
znę α1 , w asymptotach hyperboli, a hyperbolą składa się 
z dwóch połów, bo obie połowy powierzchni stożkowej przeci
nają się z płaszczyzną α1.

Dwie rzutowo zespolone roztocze promieni leżące w je
dnej płaszczyźnie tworzą elipsę, parabolę albo hyperbolę sto
sownie do tego, czy żadna para promieni odpowiednich nie jest 
równoległą, albo jedna para, albo nakoniec dwie pary są równo
ległe. Jeżeli te roztocze przesuniemy w płaszczyźnie w ten 
sposób, że kierunek ich promieni nie zmieni się a środki ich 
zleją zię z sobą , to albo żadna para promieni, albo jedna, albo 
dwie pary zlewają się w jeden lub dwa promienie, czyli, że 
roztocze te niemają żadnego, albo mają jeden lub dwa promie
nie odpowiednio wspólne.

Ostatni wypadek następuje mianowicie wtenczas, jeżeli 
roztocze są różnotoczne. Jeżeli roztocze są jednotoczne, to jak 
wiemy, każdy z tych przypadków jest możliwy; zwykle jednak 
następuje pierwszy lub trzeci, co zwykle daje się rozpoznać 
według tego co wyżej (str. 31) o tern powiedziano. Roztocze 
odpowiadające drugie mu przypadkowi (wydające parabolę), 
można otrzymać wykreśliwszy dwie roztocze współśrodkowe 
mające jeden promień odpowiednio wspólny (str. 25) i rozsu
nąwszy je bez zmiany kierunku promieni. — Inny sposób, 
przy pomocy miary, podamy w zamieszczonych poniżej za
stosowaniach geometrycznych.

Ponieważ, jak się później przekonamy, mając danych pięć 
punktów krzywej 2 st., możemy znaleźć jej punkta wspólne 
z dowolną prostą, przeto stosując to do prostej nieskończenie 
odległej, możemy oznaczyć rodzaj krzywej, znajdując, że dana
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przez 5 punktów krzywa ma jeden, dwa, lub też niema ża
dnego punktu wspólnego z prosta nieskończenie odległa.

Trudniejszem jest to rozpoznanie, jeżeli krzywa dana jest 
przez pięć stycznych, albo przez dwa rzutowo zespolone zesta 
wy proste. Jednakże możemy łatwo dostrzedz, że tylko wten
czas dwa rzutowo zespolone zestawy proste jednotoczne wy
daja roztocz otaczająca parabolę, jeżeli ich PP∞ odpowiadają 
sobie, gdyż tylko wtedy Pr∞ jest styczną krzywej otoczonej 
przez roztocz.

Dwa rzutowo zespolone zestawy proste, których PP∞ są 
odpowiedniemi, nazywają się rzutowo podobne. Jeżeli 
dwa takie zestawy przesuniemy w ten sposób, aby którekolwiek 
dwa punkta odpowiednie A i A1 zlały się z sobą, czyli gdy 
je uczyniemy perspektywicznie podobnemi, to przed
stawią się one jako przecięcie jednej roztoczy promieni równo
ległych, albowiem środek roztoczy rzucającej te zestawy, leżący 
w promieniu nieskończenie odległym, musi być P∞.

Możemy teraz łatwo wyprowadzić następujące wnioski:

I. Jeżeli wierzchołki A, A1 , A2 , (fig. 22.) dowolnego 
trójkąta (zmiennego), posuwają się po trzech prostych w, u1 , u2, 
leżących w jego płaszczyźnie, przyczem dwa boki ai i a2 nie 
zmieniają swego kierunku, to trzeci bok a, opisuje roztocz 
promieni równoległych albo roztocz otaczającą parabolę. Albo
wiem za pomocą dwóch roztoczy promieni równoległych utwo
rzonych przez boki α1 i α2, powstają w prostych u2 i u1 dwa 
zestawy proste perspektywiczne podobnie względem zestawu 
prostego u, a więc rzutowo podobne względem siebie. (Co do 
wspomnianej roztoczy promieni równoległych obacz str. 31).

II. Jeżeli zestaw prosty u i roztocz promieni R leżą 
w jednej płaszczyźnie i są rzutowo zespolone , i przez każdy 
punkt zestawu prostego przeprowadzimy równoległą do pro
mienia odpowiedniego temu punktowi, to te równoległe przeci
nają się w jednym punkcie albo otaczają parabolę. Albowiem 
jeżeli roztocz R przetniemy przez prostą nieskończenie odległą, 
to otrzymamy zestaw prosty u∞ rzutowo zespolony z zesta- 
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woni u. Jeżeli zestaw u∞ nie leży perspektywicznie wzglę
dem u to tworzy z nim roztocz promieni drugiego stopnia za
wierająca także promień u∞ a więc otaczająca parabolę; per
spektywicznie zaś oczywiście leży u∞ względem u , jeżeli pro
mień roztoczy R, odpowiedni punktowi nieskończenie odległe
mu zestawu u, jest do u równoległy.

Powierzchnie stożkowe, których środek jest 
P∞ zowią się powierzchniami walcowemi.

Rzutnią krzywej drugiego stopnia z P∞ jest powierzchnia 
walcowa drugiego stopnia (szczególny rodzaj powierzchni stoż
kowej). Dwie rzutowo zespolone roztocze płaszczyzn, których 
osie są równolegle, przecinają się w roztoczy promieni równo
ległych albo w powierzchni walcowej drugiego stopnia. Odróż
niamy powierzchnie walcowe eliptyczne, paraboliczne i hyper- 
boliczne, stosownie do tego, jakiego rodzaju krzywą daje prze
cięcie powierzchni z płaszczyzną nie przechodzącą przez jej 
nieskończenie odległy środek — i czy powierzchnia walcowa 
niema żadnego lub ma jeden albo dwa promienie nieskończe
nie odległe.

Zastosowania geometryczne.Widzieliśmy, że przecięcie dwóch różnotocznych roztoczy promieni daje hyperbolę. Jednotoczne roztocze mogą wydać parabolę, elipsę, albo kolo, które w czystej składni nie może być odróżnione od elipsy, ponieważ jego określenie zawiera pojęcie miary. Jeżeli jednak przejdziemy na pole geometryi, to łatwo spostrzeżemy, że dwie roztocze promieni R1 i R2 wtedy tylko wydają koło, jeżeli ich promienie odpowiednie przecinają się pod jednakowym kątem, gdyż ramiona kąta utworzonego przez każde dwa promienie odpowiednie, przechodzą przez stałe dwa punkta R1 i R2, które jak wiemy należą do koła, a wierzchołek jest także punktem koła, a więc jest to kąt wpisany w koło i obejmujący stały łuk koła między punktami R1 i R2 (trzeba tu zważać na kąty i łuki spełniające się).Dwie takie rzutowo zespolone roztocze promieni możemy otrzymać w ten sposób, że wykreśliwszy dwie zupełnie jednakowe roztocze, t. j., którychby promienie odpowiednie miały jednakowy kierunek, czyli dwie roztocze rzucające prostą nieskończenie odległą, wykręcimy jedną z tych roztoczy o pewien kąt.
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Wyznaczanie dowolnej liczby punktów krzywych drugiego stopnia za pomocą składni wykreślnej daje się doskonale zastosować w praktyce przy wykreśleniu sklepień i łuków na drogach żelaznych (obacz: Rom- berg's Zeitschrift fur praktische Baukunst" 1874, 2 i 3 zeszyt).Niech R1 i R1 (fig. 23) będą punktami podpory a punkt A szczytem sklepienia. Obierzmy R1 i R2 za środki roztoczy, których przecięciem ma być krzywa sklepienia. — a2 i at są promienie odpowiednie które obieramy za tła dwóch zestawów prostych perspektywicznych u1 i u2 Te dwa zestawy perspektywiczne mają dopiero jeden punkt odpowiednio wspólny A wyznaczony. Środek zatem roztoczy R, której oba zestawy mają być przecięciami moglibyśmy obrać dowolnie, i prowadząc ilekol- wiek promieni z tego punktu, wyznaczać pary punktów odpowiednich 
B1, B2 — C1, C2, i t. d a następnie prowadząc przez te punkta promienie odpowiednie bl, b2 — ci, c2, i t. d. otrzymalibyśmy w ich przecięciu punkta krzywej drugiego stopnia przechodzącej jak wiadomo przez 
Ri, R2 i A, przyczem proste RRl i RR2 są jak wiemy stycznemi w punktach Rl i R2. Jeżeli zaś te styczne naprzód już są dane, punkt 
R nie może być dowolnie obrany, gdyż styczne go wyznaczają. Kierunek tych stycznych albo jest dany, a wtedy linija sklepienia wyznaczona przez trzy punkta i dwie styczne będzie zwykle elipsą, a tylko w szczególnych przypadkach parabolą lub kołem, albo też postawiony jest warunek, że linija sklepienia ma być parabolą lub kołem a wtedy te styczne albo bezpośrednio punkt R, trzeba odpowiednio wyznaczyć.Przyjmując, że sklepienie ma być symetryczne i na oporach równej wysokości oparte, wiemy, że styczne w R1 i R2 przetną się w linii 
AS, prostopadłej ze środka Rl R1 wyprowadzonej. Jeżeli sklepienie ma być paraboliczne, to A będzie wierzchołkiem paraboli, a styczne w Rl i 
R2 przetną prostą √1>S w odległości AR=AS.Jeżeli sklepienie ma być łukiem koła, to wtedy najłatwiej wyznaczyć punkt R w ten sposób: Poprowadźmy przez Rl i R2 (fig. 24) proste <?, i e2, prostopadłe do al i a2. Oczywistą jest rzeczą, że proste et i e2 przetną się w czwartym punkcie koła przechodzącego przez R1 i R, i to w punkcie diametralnym względem A. A zatem proste e1 i e2, będące promieniami odpowiedniemi roztoczy R1 i R2 przechodzą przez punkta odpowiednie E, i E2 zestawów u, i u2. W prostej El i E2 musi leżeć środek R, a ponieważ ma on leżeć i w prostej AS, a więc leży w punkcie ich przecięcia. Jeżeli dany jest środek koła O, to łatwiej można wyznaczyć punkt R prowadząc w punktach Ri i R2 styczne prostopadłe do promieni Ri 0 i R2 0. Nie mogąc tu dłużej zajmować się tym przedmiotem, odsyłam czytelnika po bliższe szczegóły do powyżej wzmiankowanego źródła.

4

www.rcin.org.pl



59

Bieguny i (linije) biegunowe.

Wiemy, że jeżeli dowolny czworokąt niezupełny jest wpi
sany w krzywa 2go stopnia, to przecięcia boków jego przeciw
ległych i przecięcia stycznych w wierzchołkach przeciwległych 
poprowadzonych, leżą w jednej prostej.

Jeżeli więc obierzemy w płaszczyźnie, dowolną krzywą 
2go stopnia i dowolny punkt U (fig. 25 i 26), nie leżący na 
krzywej, — poprowadzimy przez U dwie sieczne AC i BD, 
a przyjąwszy je za przekątne, wykreślimy czworokąt niezupełny 
ABCD to przecięcia boków AB i CD, AD i CB, i stycznych 
(w wierzchołkach przeciwległych) a i c oraz b i d, muszą le- 
żyć w jednej prostej u. — Łatwo zauważyć, że punkta prze
cięcia tej prostej z siecznemi AC i BD, t. j. punkta X i Z, są 
harmonicznie przedzielone od punktu U, przez punkta krzywej, 
a mianowicie punkt X przez punkta A i C, punkt zaś Z, przez 
punkta B i D, gdyż n. p. w punktach A i C, przecinają się 
po dwa boki przeciwległe czworokąta PBQD, — a przez punkta 
U i X przechodzą jego przekątne. Widoczną jest więc rzeczą, 
że prostą u możemy wyznaczyć zapomocą jednej tylko sie
cznej, np. AC, — a to: wyznaczywszy w tej siecznej punkt X, 
harmonicznie przedzielony od punktu U przez punkta A i C — 
i poprowadziwszy styczne a i c przecinające się w punkcie T. 
Punkta X i T wyznaczą stale prostą w.

Jakkolwiek więc poprowadzilibyśmy drugą sieczną BD, 
zawsze punkt przecięcia stycznych b i d, oraz punkt Z (czwarty 
harmoniczny względem D, U, B) muszą się znaleźć w tej pro
stej. W tejże prostej muszą się także spotykać boki przeciw
ległe niezupełnego czworokąta ABCD.

W ten sposób , za pomocą jakiejkolwiek lub ilukolwiek 
dowolnych siecznych stale wyznaczona prosta u nazywa się 
biegunową punktu U (względem krzywej danej); punkt U 
zaś, nazywa się biegunem prostej u.

Mając dane w płaszczyźnie: krzywą k i dowolną pro
stą u, możemy wyznaczyć jej biegun U. W tym celu, popro
wadźmy z dowolnych dwóch jej punktów, dwie pary stycznych 
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do k, n. p. z punktów T i R, (fig. 25 i 26) styczne a i e, 
oraz b i d. Według prawa o czworobokach opisanych na krzy
wej drugiego stopnia, przekątne czworoboku a b c d, oraz pro 
ste AC i BD, łączące punkta styczności boków odpowiednich, 
przecinają się w jednym punkcie U. Łatwo zauważyć, że pro 
sta BU jest harmonicznie przedzielona od prostej u przez sty
czne b i d, a prosta TU przez styczne a i c, gdyż punkt U 
jest harmonicznie przedzielony od X przez punkta A i C, a 
od Z przez punkta B i D.

Punkt U zatem, możemy stale wyznaczyć za pomocą je
dnego tylko punktu prostej u, — a za pomocą każdego innego 
punktu tej prostej (z którego możemy poprowadzić dwie styczne 
do krzywej k) musimy dojść tą samą drogą do tego samego 
punktu U.

Jeżeli biegunowa u przecina krzywą k, to proste prze
chodzące przez biegun U i przez punkta przecięcia, są sty
czne do krzywej. Gdyż wszelka sieczna BD przecina krzywą k 
w dwóch punktach B i D, harmonicznie przedzielonych przez 
punkta U i X, a gdy sieczna zbliża się do stycznej, punkta 
B, X, D, zbliżają się do siebie coraz bardziej, aż nareszcie zle 
wają się w jeden punkt — styczności. To może nam posłużyć 
do wyznaczania biegunów i biegunowych.

Powyżej dowiedzione prawa dadza się streścić w następu
jących dwóch twierdzeniach :

Jeżeli przez dowolny punkt U, 
w płaszczyźnie danej krzywej 
2go stop. ale nie na krzywej 
leżący, poprowadzimy ilekolwiek 
dowolnych siecznych i wyzna
czymy :

1) przecięcia boków prze
ciwległych w każdym czworo
kącie wpisanym w krzywą, 
którego przekątnemi są które
kolwiek dwie sieczne,

Jeżeli z ilukolwiek dowolnych 
punktów dowolnej prostej u, 
leżącej w płaszczyźnie danej 
krzywej 2go stop, ale nie sty
cznej, poprowadzimy z każdego 
po dwie styczne i wyznaczymy:

1) przekątne w każdym 
czworoboku utworzonym przez 
dowolne dwie pary stycznych 
stanowiących boki przeciw
ległe ,
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2) na każdej siecznej punkt 
harmonicznie przedzielony od U, 
przez przecięcia siecznej z 
krzywa,

3) punkta przecięcia sty
cznych , poprowadzonych przez 
punkta wyznaczone w krzywej 
przez każdą sieczną,

4) punkta styczności, sty
cznych z punktu U poprowa
dzonych (jeżeli te są możliwe), 
— to wszystkie te punkta leżą 
w jednej prostej u , która się 
nazywa biegunową punktu U 
(względem tej danej krzywej).

2) dla każdego punktu pro
stej u, przez który poprowa
dzono dwie styczne, prostą har
monicznie przedzieloną przez 
te styczne od prostej u,

3) proste łączące punkta sty
czności każdej pary stycznych,

4) styczne w punktach prze
cięcia się prostej u z krzywą 
(jeżeli u przecina krzywą) , 
— to wszystkie te proste prze
chodzą przez jeden punkt U, 
który nazywa się biegunem pro
stej u (względem danej krzywej).

Ponieważ krzywe 2go stopnia są linijami zamkniętemi, a 
zatem każda z nich dzieli płaszczyznę w której leży, na dwie 
części: jedną wewnątrz, drugą zewnątrz krzywej. Każdy punkt 
który nie leży na krzywej, musi leżeć zewnątrz lub we
wnątrz krzywej. Punkta leżące zewnątrz, są od punktów le
żących wewnątrz krzywej, przez krzywą przedzielone. Je
żeli prosta łącząca dwa punkta A i B przecina się z krzywą 
w dwóch punktach harmonicznie przez dwa pierwsze przedzie
lonych, to mówimy przez skrócenie, że punkta A i B są przez 
krzywą harmonicznie przedzielone. Tak samo, jeżeli się mówi, 
że pewien punkt A, jest przez krzywą harmonicznie przedzie
lony od pewnej prostej, — to znaczy, że ta prosta przechodzi 
przez wszystkie punkta harmonicznie przedzielone przez krzy
wą od punktu A — (czyli że jest biegunową punktu A). —

Jeżeli biegun leży wewnątrz krzywej, to jego biegunowa 
leży zewnątrz krzywej, i każdy jej punkt jest od bieguna har
monicznie przedzielony przez krzywą. Jeżeli zaś biegun leży 
zewnątrz krzywej, to jego biegunowa krzywą przecina, a więc 
w tym razie tylko część tej biegunowej, zawarta w krzywej, 
jest przez krzywą , od bieguna harmonicznie przedzielona. Je-
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żeli biegun leży na krzywej, to jego biegunowa, jak to ła
two spostrzedz, będzie styczna w tym punkcie do krzywej; 
a więc przechodzi przez swój biegun.

Teoryja biegunowości opiera się głównie na nastę.puja- 
cem prawie:

Biegunowe wszystkich 
punktów jednej prostej 
u, przechodzą przez bie
gun U tejże prostej.

Albowiem, każdy punkt tej 
prostej, leżący wewnątrz krzy
wej, jest przez krzywą harmo
nicznie przedzielony od U, a 
więc jego biegunowa musi prze
chodzić przez U. Biegunowa 
każdego punktu leżącego ze
wnątrz krzywej, jest prostą 
łączącą punkta styczności, sty
cznych z tego punktu poprowa
dzonych — a więc musi prze
chodzić przez U; nakoniec je
żeli punkt leży na krzywej, to 
jego biegunowa jest styczną 
w tym punkcie i przechodzi 
również przez U.

Bieguny wszystkich 
promieni jednego punk
tu U leżą w biegunów e j 
u tegoż punktu.

Albowiem, jeżeli dany pro
mień przecina krzywą, to jego 
biegun leży na przecięciu sty
cznych w punktach przecięcia 
poprowadzonych, a więc w pro
stej u; jeżeli dany promień 
krzywej nie przecina, to jego 
biegun wewnątrz krzywej leżą
cy, musi być harmonicznie 
przedzielony przez krzywą , od 
każdego punktu tegoż promie
nia a więc i od U, a zatem 
musi leżeć w prostej w zawie
rającej wszystkie punkta od U 
przez krzywą harmonicznie prze
dzielone. Jeżeli nakoniec pro
mień jest styczny do krzywej, 
to jego biegun jest punktem sty
czności , który musi leżeć w 
prostej u.

(Biegun prostej, przechodzącej przez dwa punkta dane, 
leży na przecięciu biegunowych tych punktów, a biegunowa p. 
przecięcia dwóch prostych danych, jest prostą łączącą bieguny 
prostych danych).

Za pomocą teoryi biegunowości możemy już z zupełną 
dokładnością stosować prawo odwrotności, szczególniej dla 
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twierdzeń odnoszących się do zestawów płaskich , gdyż za po
mocą dowolnej krzywej 2go stopnia możemy każdy zestaw pla
ski zamienić na inny, biegunowy względem pierwszego, 
w którym zamiast punktów występują proste, zamiast prostych 
— punkta etc. a własności tego nowego zestawu dadzą się wy
prowadzić z własności pierwszego. Tak n. p. Brianchon wy
prowadził swoje prawo z prawa PascaΓa, uważając że: styczne 
w wierzchołkach sześciokąta wpisanego w krzywą 2go stop., 
(stanowiące boki Gcio-kąta opisanego na krzywej), są bieguno- 
wemi tychże wierzchołków: punkta przecięcia tych stycznych, 
są biegunami odpowiednich boków; — główne przekątne tego 
Gcio-kąta są biegunowemi punktów przecięcia boków przeciwle
głych Gcio-kąta wpisanego; a ponieważ podług prawa PascaΓa, 
przecięcia tych boków przeciwległych leżą w jednej prostej w, 
przeto przekątne 6cio-kata opisanego, jako ich biegunowe, mu
szą się przecinać w jednym punkcie, a mianowicie w biegunie 
prostej w.

Dowiedliśmy powyżej, że biegunowe wszystkich punktów 
jednej prostej u przechodzą przez jej biegun U. A zatem ze
stawowi prostemu u , odpowiada roztocz promieni U. Łatwo 
dowieść, że te dwa zestawy są względem siebie rzutowemi, 
gdy każdemu punktowi odpowiada jego biegunowa. Jeżeli bo
wiem cztery punkta: A, B, C, D, tej prostej, są czterema p nk- 
tami liarmonicznemi to ich biegunowe a, δ, c, d, muszą być 
4ma promieniami liarmonicznemi , gdyż wykreśliwszy czworo
kąt KLMN, którego dwa boki przeciwległe przechodzą przez A, 
dwa drugie przez 0 , jedna przekątna przez B, a druga przez 
I), to temu czworokątowi odpowiada czworobok k 1 m n, które
go dwa wierzchołki przeciwległe upadną w a, dwa dru
gie w c, jedno przecięcie boków przeciwległych w ó, a drugie 
w d, a więc te cztery promienie są harmoniczne, a to na za
sadzie dowiedzionego wyżej prawa , że proste łączące po dwa 
wierzchołki przeciwległe czworoboku , są harmonicznie przedzie
lone przez przecięcia się boków przeciwległych czworoboku 
(czyli przez 5ty i Gty wierzchołek czworoboku zupełnego).

Dowiedliśmy więc , że :
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Jeżeli dowolny punkt P opisuje zestaw pro
sty w, to jego biegunowa p opisuje roztocz pro
mieni U, rzutowa względem u.

To prawo, określa bliżej zależność zestawów biegu
nów y c li. Z tegoż prawa wyprowadzamy następujące :

Jeżeli dane są w płaszczyźnie, dwie krzywe 
2go stop. — i wyznaczymy dla każdego punktu 
jednej z nich, biegunową względem drugiej, to 
wszystkie te biegunowe otaczają trzecią krzywą 
2go stop, (stanowią roztocz 2go stop.)

Gdyż jeżeli wyobrazimy sobie pierwszą krzywą, jako 
utworzoną przez dwie rzutowo zespolone roztocze promieni R1 
i R,, to tym roztoczom, odpowiadają w zestawie biegunowym, 
dwa rzutowo zespolone zestawy proste r1 i r2 , a punktom 
krzywej, czyli punktom przecięcia się promieni odpowiednich, 
roztoczy R1 i R2 , odpowiadają promienie łączące punkta odpo
wiednie zestawów r1 i r2 , które jak wiemy stanowią roz
tocz 2go stop.

W każdej płaszczyźnie, za pomocą danej krzywej 2go st. 
możemy dla każdego punktu wyznaczyć odpowiednią mu bie
gunową a dla każdej prostej odpowiedni jej biegun.

Tu wprowadzimy następujące określenie :

Dwa punkta jednej płaszczy 
zny nazywają się s p r z ę ż o- 
n e m i, jeżeli jeden leży w bie
gunowej drugiego.

Dwie proste nazywają się 
s p r z ę ż o n e m i , jeżeli je
dna przechodzi przez biegun 
drugiej.

Dowolny więc punkt jest sprzężonym z każdym punktem 
jego biegunowej, — a dowolna prosta jest sprzężoną z każdą 
prostą przechodzącą przez jej biegun.

Każdy punkt krzywej , jest sam z sobą sprężonym, gdyż 
leży na swojej biegunowej — a każda styczna jest sama z so
bą sprzężoną, gdyż przechodzi przez swój biegun.

Jeżeli prosta łącząca dwa 
punkta sprzężone: A i B, prze
cina krzywą, to punkta prze-

Jeżeli z punktu przecięcia 
dwóch prostych sprzężonych: 
a i ó, można poprowadzić dwie
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cięcia są harmonicznie przedzie
lone przez A i B.

Gdyż biegunowa punktu A 
przechodzi przez B i zawiera 
wszystkie punkta, od A przez 
krzywa harmonicznie przedzie
lone ; a wiec i punkt B leżący 
w biegunowej jest harmonicznie 
przedzielony.

styczne do krzywej, to te są har
monicznie przedzielone przez 
a i b.

Gdyż biegun prostej a leży 
na b i przez niego przechodzą 
wszystkie proste, od b przez 
dwie styczne krzywej, harmo
nicznie przedzielone; a więc i 
prosta b, przechodząca przez 
biegun, jest harmonicznie prze
dzielona.

Z określenia prostych i punktów sprzężonych wypływa:

Jeżeli każdy z dwóch punk
tów A i B jest sprzężonym z 
trzecim C , to prosta AB jest 
biegunową punktu C , — gdyż 
ta biegunowa musi przechodzić 
przez A i przez B.

Jeżeli każda z dwóch pro
stych a i b jest sprzężoną z 
trzecią c, to ich punkt prze
cięcia ab , jest biegunem pro
stej <?, — gdyż ten biegun musi 
leżeć na a i na b.

Z pierwszego ogólnego twierdzenia określającego własno
ści biegunów i biegunowych wypływa :

Jeżeli dowolny czworokąt zu
pełny, wpisanym jest w krzy
wą 2go stop, to z trzech punk
tów w których się przecinają 
boki przeciwległe, każde dwa 
są z sobą sprzężone.

Jeżeli dowolny czworobok zu
pełny , jest opisanym na krzy
wej 2go stop., to z trzech pro
stych łączących wierzchołki 
przeciwległe, każde dwie są 
z sobą sprzężone.

Jeżeli u i w są dwie proste leżące w płaszczyźnie danej 
krzywej , nie sprzężone, a zespolone z sobą w ten sposób , że 
każdemu punktowi P, prostej u , ma odpowiadać w prostej w 
punkt P1 , z nim sprzężony, to utworzone przez to dwa zesta
wy proste u i iv są zespolone rzutowo. Albowiem zestaw w 
jest przecięciem prostej iv i roztoczą promieni U, utworzoną 
przez wszystkie biegunowe punktów zestawu u, i z tym ze
stawem rzutowo zespolonej (ob. wyżej). Wszystkie promienie

5
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zatem , łączące punkta odpowiednie zestawów u iw, należą do 
jednej roztoczy, Igo albo 2go stop., wedle tego, czy punkt ww 
jest odpowiedniowspólny lub nie, t. j. czy jest sam z sobą sprzę
żonym (leży na danej krzywej) lub nie.

Ponieważ każdy punkt P jest sprzężony z punktami P1 i 
U, a więc prosta P1 U jest biegunową punktu P, a prosta P1P, 
jest sprzężoną z P1U.

Powyższą zatem roztocz promieni, Igo lub 2go stop, mo
żemy otrzymać prowadząc przez każdy punkt P1 , prostą sprzę
żoną z P1 U. To samo można wyrazić w inny jeszcze sposób, 
a mianowicie: Jeżeli dowolną roztocz prom. U, przetniemy do
wolną , ale nie biegunową punktu U, prostą w, iw każdym 
punkcie przecięcia, wykreślimy sprzężoną z promieniem przez 
ten punkt przechodzącym to wszystkie te sprzężone będą pro
mieniami jednej roztoczy Igo lub 2go stopnia, stosownie do 
tego, czy biegunowa punktu U, przecina daną krzywą w tym 
samym punkcie co i prosta w, lub nie.

Jeżeli dwa punkta U i W, niesprzężone, leżące w jednej 
płaszczyźnie z daną krzywą 2go stopnia, obierzemy za środki 
dwóch roztoczy promieni. zespolonych z sobą w ten sposób, 
że każdemu promieniowi ∕>1 , roztoczy W, ma odpowiadać pro
mień z nim sprzężony p , roztoczy U, to te dwie roztocze bę
dą zespolone rzutowo. Albowiem roztocz U, jest rzutnią zesta
wu prostego w, utworzonego przez bieguny wszystkich promieni 
roztoczy W, i rzutowo zespolonego z tą roztoczą W. Przecięcia 
zatem promieni odpowiednich, roztoczy U i W, leżą w jednym 
zestawie prostym albo krzywej 2go stopnia, stosownie do tego 
czy promień U W jest odpowiedniowspólnym czy nie, t. j., czy 
jest sam z sobą sprzężony (styczny do danej krzywej) czy nie.

Ponieważ każdy promień pi jest sprzężonym z p iw, 
przeto punkt p w, jest biegunem prostej p1, a punkt p1 p, jest 
sprzężonym z punktem p w. Powyższy więc zestaw prosty lub 
krzywą 2go stopnia możemy otrzymać, wyznaczając w każdym 
promieniu p , punkt sprzężony z punktem p w.

To samo można wyrazić w następujący sposób: Jeżeli do
wolny zestaw prosty w, rzucamy z dowolnego punktu U, (który
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nie jest jej biegunem) i w każdym promieniu rzucającym, wy
znaczymy punkt sprzężony z punktem rzucanym, to wszystkie 
te punkta sprzężone utworzą zestaw prosty lub krzywą 2go st., 
stosownie do tego, czy biegun prostej w leży ze środkiem roz
toczy U, w jednej stycznej do danej krzywej, — czy nie.

Otrzymujemy zatem następujące prawa:

Jeżeli w płaszczyźnie danej krzywej 2go stop, dany jest 
dowolny punkt U, i dowolna, ale nie przechodząca przez nie
go, ani też jego biegunowa, prosta w,
— i w każdym promieniu roz
toczy U , wyznaczymy punkt 
sprzężony z punktem przecięcia 
tego promienia z prostą w, to 
wszystkie te punkta leżą w je
dnej krzywej 2go stopnia.

Krzywa ta musi przechodzić 
przez biegun W , prostej w, 
przez punkt U, i przez punkta 
styczności dwóch stycznych z U 
do danej krzywej poprowa
dzone (jeżeli te styczne są mo
żliwe) — gdyż każdy z tych 
punktów jest sprzężony w punk
tem przecięcia stycznej z pro
stą w.

Tylko wtedy zamiast krzywej 
2go stopnia otrzymujemy pro
stą, gdy prosta w, przechodzi 
przez jeden z tych punktów 
styczności, t j gdy prosta UW 
jest styczną do danej krzywej.

(Jeżeli prosta w przechodzi 
przez taki punkt styczności, to 
jej biegun leży w stycznej — 
w tej samej co i punkt U, po
wyżej zaś dowiedziono, że je-

— i w każdym punkcie pro
stej w, wykreślimy prostą sprzę
żoną z promieniem roztoczy Z7, 
przez ten punkt przechodzącym, 
to wszystkie te proste należą 
do jednej roztoczy 2go stop.

Roztocz ta zawiera bieguno
wą u, punktu U, prostą iv , i 
dwie styczne w punktach prze
cięcia prostej w z krzywą d a- 
n ą (jeżeli to przecięcie ma miej
sce) , — gdyż każda z tych 
stycznjch jest sprzężoną z pro
mieniem roztoczy U przecho
dzącym przez ten punkt prze
cięcia.

Tylko wtenczas zamiast roz
toczy 2go stopnia otrzymujemy 
roztocz Igo stopnia, gdy punkt 
U leży na jednej z tych sty
cznych, t. j. gdy punkt u w le
ży na krzywej.

(Jeżeli punkt U leży na je
dnej z tych stycznych, to jego 
biegunowa przechodzi przez 
punkt styczności, — przez ten 
sam , przez który przechodzi

5*

www.rcin.org.pl



68

żeli prosta UW jest styczną, 
to otrzymujemy zamiast krzy
wej liniję prostą *).

*) Szczególnym przypadkiem tego twierdzenia jest: Środki wszystkich cięciw danej krzywej 2go stopnia zchodzących się w jednym punkcie, leżą w innej krzywej 2go stopnia.W tym przypadku, prosta w jest nieskończenie odległą. Jej punkta są od środków cięciw przez krzywą harmonicznie przedzielone, a więc z niemi sprzężone.

prosta w. Powyżej zaś dowie
dziono, że jeżeli punkt uw leży 
na krzywej, to otrzymujemy 
roztocz Igo stop.).

Jeżeli więc w płaszczyźnie danej krzywej 2go stopnia za
trzymamy tylko stały punkt U, to dla każdego punktu tej pła
szczyzny możemy wyznaczyć jeden tylko punkt, z nim sprzę
żony i leżący w jednym promieniu punktu U. Nazwawszy każde 
takie dwa punkta sprzężone — odpowiedniemi, otrzymamy no
wy rodzaj zespolenia, nazwany zespoleniem drugiego 
stopnia. W tym zespoleniu, odpowiada dalej: każdej pro
stej , — jedna krzywa 2go stopnia (w niektórych tylko przy
padkach prosta).

Zespolenia 2go stopnia dokonywamy także, jeżeli w pła
szczyźnie danej krzywej 2go stopnia, obieramy tylko stałą pro
stą w, nazywając promieniem odpowiednim dowolnej prostej,— 
promień sprzężony z tą prostą, przecinający się z nią w je
dnym punkcie prostej w. Każdej roztoczy promieni Igo stopnia 
odpowiada tu w ogóle roztocz 2go stop, (w niektórych tylko 
przypadkach roztocz Igo stopnia).

Na podstawie dowiedzionych powyżej praw, o zestawach 
rzutowo zespolonych, utworzonych z elementów sprzężonych, 
dowieść możemy co następuje:

Jeżeli trójkąt AMB1, jest 
wpisanym w krzywą 2go stop , 
to każda prosta, sprzężona z 
jednym z jego boków przecina 
dwa drugie w dwóch punktach 
sprzężonych.

Jeżeli trójkąt UTW, jest opi
sanym na krzywej 2go stop., 
to każdy punkt sprzężony z je
dnym z jego wierzchołków, rzu
canym jest z dwóch drugich, 
przez dwa promienie sprzężone.
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Albowiem, w twierdzeniu z lewej strony : (fig. 27).
Zestawy proste AM czyli u i B1M czyli w1 będą zespo

lone perspektywicznie, jeżeli każdemu punktowi jednego zesta
wu, przyznamy za odpowiedni, punkt z nim sprzężony w dru
gim zestawie. Oba więc zestawy muszą być przecięciami jednej 
roztoczy promieni, której środek leży na przecięciu którychkol- 
wiek dwóch promieni łączących po dwa punkta odpowiednie. 
Punktowi A odpowiada punkt A1 (leżący w biegunowej punk
tu A t. j. w stycznej a), punktowi zaś B1 odpowiada punkt B 
(leżący w stycznej ó).

Wszystkie inne promienie, łączące po dwa punkta odpo
wiednie zestawów w i m1 , muszą przechodzić przez punkt H, 
w którym się przecinają promienie a i b ; a że punkt R jest 
biegunem boku AB1, a więc wszystkie promienie sprzężone 
z bokiem AB1 przechodzą przez ten punkt R i każdy z nich 
przecina dwa drugie boki w dwóch punktach sprzężonych.

Uważmy teraz w twierdzeniu z prawej strony : (fig. 28). 
Jeżeli każdemu promieniowi punktu U, przyznamy za od

powiedni, sprzężony z nim promień punktu T, to otrzymamy 
dwie perspektywiczne roztocze promieni: U i T. Obie te roz
tocze muszą być rzutniami jednego zestawu prostego, który 
wyznaczymy, łącząc którekolwiek dwa przecięcia promieni odpo
wiednich (sprzężonych). Takiemi promieniami odpowiedniemi 
są a i a1 , równie jak b i bl, prosta więc w, będzie tłem ze
stawu prostego, którego każdy punkt musi być przecięciem 
dwóch promieni odpowiednich, roztoczy U i T. Ze zaś pro
sta w, jest biegunową punktu W, —- a więc każdy jej punkt 
jest z punktem W sprzężonym, a jak dowiedziono jest rzuca
nym z punktów U i T, przez dwa promienie sprzężone p i pγ.

Jeżeli dowolną krzywą 2go 
stopnia przetniemy dwoma pro
mieniami sprzężonemi: AC i 
BI) (fig. 29), to punkta A, B, C I), 
będą czterema punktami harmo
nicznemi, a więc i styczne a, b, 
c, d, czterema stycznemi harmo
nicznemi.

Jeżeli z dwóch punktów sprzę
żonych poprowadzimy do krzy
wej 2 stop, styczne a i c, oraz 
b i (Z, to te cztery styczne bę
dą harmonicznemi , a więc i 
punkta styczności, — czterema 
punktami harmonicznemi.
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Albowiem, uważmy w twierdzeniu z lewej strony : 

Ponieważ promień AC jest sprzężonym z BD, więc bie
gun promienie BD leży na AC, w punkcie przecięcia się sty
cznych b i d, t. j. w punkcie S. Podobnież , biegunem pro
mienia AC jest punkt R. Punkta R, B, P, D, są jak wiadomo 
harmonicznemi, a więc promienie c, CB, CP, CD, są również 
harmonicznemi. Punkta więc C, B, A, D, są rzucane z punk
tu C, a więc i z każdego innego punktu krzywej, przez 4 pro
mienie harmoniczne — czyli, że same są harmoniczne, (Pro
mieniem rzucającym punkt C, z tegoż samego punktu C , jest 
styczna c.) — Twierdzenie z prawej strony dowodzi się zupeł
nie podobnie — a zresztą, wypływa z prawa odwrotności.

Wszystkie powyżej dowiedzione prawa o krzywych 2 st., 
dadzą się przenieść na powierzchnie stożkowe 2go stop, za po
mocą rzutów. Biegun zamienia się na promień bieg u- 
n o w y, — biegunowa , na płaszczyznę biegunową.

To zastosowanie teoryi biegunowości, do powierzchni stoż
kowych i w ogóle do wiązki, zbyt jest łatwem aby je tutaj 
rozwijać. —

Własności metryczne krzywych 2 g° stopnia
i zestawów rzutowo podobnych.

Z teoryi biegunowości możemy łatwo wyprowadzić cały szereg praw znanych zkąd inąd w geometryi. A mianowicie:Środki cięciw równoległych krzywej 2go stopnia leżą, w jednej prostej, którą nazywamy średnicą tej krzywej. Albowiem środki te, są przez krzywą harmonicznie przedzielone od P∞ a więc leżą wszystkie w biegunowej tego punktu. Możemy więc również powiedzieć że:Biegunowe punktów nieskończenie odległych są średnicami krzywej 2go stopnia.Na średnicy leżą punkta styczności stycznych równoległych do cięciw, które średnica dzieli na dwie części równe, — gdyż są to styczne przechodzące przez biegun tej średnicy.Styczne w końcach którejkolwiek z tych cięciw poprowadzone, przecinają się na średnicy.
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Każda z tych cięciw jest sprzężony z średnicą dzielącą ją na dwie części równe.Ponieważ biegunowe punktów leżących w jednej prostej, przecinają się w jednym punkcie, przeto :Wszystkie średnice przecinają się w jednym punkcie.Punkt ten jest biegunem prostej nieskończenie odległej i nazywa się środkiem krzywej..Tylko elipsa i hyperbola mają rzeczywisty środek, ponieważ nie są styczne do prostej niesk. odl.Każda cięciwa przechodząca przez środek jest średnicą i zostaje przez niego podzielona na dwie części równe. — gdyż środek jest harmonicznie przedzielony przez krzywą od P∞ leżącego w kierunku średnicy.Jeżeli dwie cięciwy przecinając się , dzielą się na dwie części równe, to punkt ich przecięcia jest biegunem prostej nieskończenie odległym czyli środkiem, cięciwy zaś są średnicami.Parabola jest styczną do prostej niesk. odległej, a więc biegunem tej prostej jest jej punkt styczności (niesk. odległy). Parabola więc niema środka rzeczywistego. Wszystkie średnice paraboli są równoległe gdyż przecinają się w biegunie prostej nieskończenie odległej, który jest Poo ; nie możemy jednak tego punktu nazwać środkiem, ponieważ średnice nie dzielą się w nim na dwie równe części.Ponieważ styczne w końcach biegunowej poprowadzone, przecinają się w biegunie, przeto :W środku hyperboli przecinają się asymptoty.Widocznem jest, że środek hyperboli leży zewnątrz, środek elipsy — wewnątrz krzywej.Dla każdej średnicy elipsy lub hyperboli, istnieje średnica sprzężona, tak że każda z tych dwóch średnic, przechodzi przez nieskończenie odległy biegun drugiej. Każda z nich, dzieli cięciwy równoległe do drugiej, na dwie części równe.Jeżeli jedna z dwóch średnic sprzężonych przecina krzywą , to styczne w jej końcach poprowadzone, są do drugiej równoległe ; ztąd :Przekątne równoległoboku wpisanego lub opisanego na krzywej 2go stopnia są średnicami sprzężonemi. Albowiem, przecięcie tych przekątnych jest biegunem prostej przechodzącej przez punkta przecięcia boków przeciwległych, która to prosta jest w tym razie nieskończenie odległą. Przecięcie to jest więc środkiem, a przekątne średnicami; łatwo zaś dostrzedz, że każda z nich przechodzi przez biegun drugiej, są więc średnicami sprzężonemi.
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Z ostatniego twierdzenia wypływa:Cięciwy łączące dowolny punkt krzywej z końcami dowolnej średnicy, są równoległe do dwóch średnic sprzężonych.Jeżeli dane są dwie pary średnic sprzężonych, środek i jeden punkt krzywej 2go stopnia , to krzywa jest wyznaczoną ; — albowiem poprowadziwszy przez punkt dany P, średnicę i wyznaczywszy drugi na niej leżący punkt krzywej, Q (za pomocą tego prawa, że PQ podzielone jest przez środek na dwie części równe) i wykreśliwszy na PQ jako na przekątnej, dwa równoległoboki, prowadząc boki równolegle do każdej pary danych średnic sprzężonych , otrzymamy w wierzchołkach tych równoległoboków, 6 punktów krzywej.Podobnież, krzywa 2go stop, jest wyznaczoną przez dwie pary średnic sprzężonych i jedną styczną.Jeżeli krzywa ma dwie pary średnic sprzężonych prostopadłych, to jest kołem; gdyż wykreślając powyższe równoległoboki otrzymamy prostokąty, których wszystkie przekątne (średnice tej krzywej) są równe, co ma miejsce tylko w kole. — A więc :Krzywa mająca więcej jak jedną parę średnic sprzężonych prostopadłych jest kołem.Średnice sprzężone prostopadłe do siebie nazywamy osiami, a ich przecięcia z krzywą wierzchołkami.W kole każda para średnic sprzężonych jest parą osi. Elipsa ma jedną parę osi i cztery wierzchołki; hyperbola, — jedną parę osi i dwa wierzchołki; parabola, —jedną tylko oś rzeczywistą (dzielącą cięciwy do niej prostopadłe, na dwie części równe) — i jeden tylko wierzchołek rzeczywisty.Wiemy że dwie proste sprzężone są harmonicznie przedzielone przez styczne z punktu ich przecięcia do krzywej poprowadzone, — a więc :Dwie średnice sprzężone hyperboli są harmonicznie przedzielone przez jej asymptoty, — a zatem z dwóch jej średnic sprzężonych, jedna średnica przecina hyperbolę , druga jej nie przecina.Osie hyperboli dzielą kąty utworzone przez asymptoty, — na dwie części równe (ob. str. 21).Na każdej prostej równoległej do jednej ze śre lnic sprzężonych hyperboli, wyznaczają asymptoty odcinek rzeczywisty, którego środek leży na drugiej średnicy; a ponieważ środek odcinka tejże prostej równoległej, wyznaczony przez krzywą (t. j. środek cięciwy), także się w tej drugiej średnicy, t. j. w tym samym punkcie znajduje, przeto :Części dowolnej siecznej, zawarte między krzywą i asymptotami, są sobie równe i : części stycznej między punktem styczności i asymptotami są sobie równe.
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Opierając się na pierwszej części ostatniego prawa, możemy z wielką łatwością, wyznaczyć dowolną liczbę punktów hyperboli, mając dane asymptoty i jeden punkt do niej należący, a to , prowadząc przez pankt dany dowolną liczbę siecznych i wyznaczając w każdej z nich , drugi punkt do krzywej należący.Hyperbola nazywa się równoramienną , jeżeli jej asymptoty są prostopadłe. Wtedy, kąty utworzone przez dowolne dwie średnice sprzężone, są przez asymptoty podzielone na dwie części równe (str. 21). Jeżeli więc jedna ze średnic sprzężonych obraca się na około środka, to druga obraca się w przeciwnym toku o ten sam kąt, tak że powstają dwie jednakowe lecz w przeciwnych tokach opisane roztocze. Roztocze (rzutowo zespolone) rzucające hyperbolę równoramienną z końców jej osi (z wierzchołków), są również jednakowe (i przeciwtoczne), gdyż każde dwa promienie odpowiednie, t. j. rzucające jeden punkt hyperboli, są równoległe do dwóch średnic sprzężonych (str. 72), które jakeśmy dopiero co widzieli tworzą roztocze jednakowe. (Dawniej dowiedziono, że dwie jednakowe i jednotoczne roztocze wydają koło). W paraboli, prosta łącząca środek C, dowolnej cięciwy AB , z punktem D, przecięcia się stycznych w A i B poprowadzonych , jest średnicą paraboli, — gdyż jej biegunem jest P∞∞ prostej AB. — Ponieważ zaś punkt D jest biegunem prostej AB, a więc powinien być od punktu C, przez krzywą harmonicznie przedzielony, a że drugi punkt przecięcia średnicy DC z krzywą jest P∞, przeto parabola dzieli CD na dwie części równe, czyli że :Odcinek prosty, łączący punkt przecięcia dwóch stycznych paraboli, ze środkiem cięciwy łączącej punkta styczności, zostaje podzielony przez parabolę na dwie części równe.Wiele jeszcze własności krzywych 2go stopnia możemy wyprowadzić ze sposobu ich powstawania. W tym celu zauważmy najprzód:Jeżeli u (ABCD....) i u1 (A1 B1 C1 D1....) są zestawami rzutowe- mi, to jak wiadomo:AB CB
(I)Jeżeli jeden z uważanych tu punktów n. p. C, jest nieskończenie odległy, to stosunek zawierający C, równa się jedności

gdyż: CB CD — BDCD = CD BP CD
a ponieważ : CD = ∞ , przeto : θp 1 — 0 = 1Tak samo , jeżeli C1 jest nieskończenie odległem , to ;

¼ D,
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Jeżeli C i C1 są nieskończenie odległe to powyższe zestawy są rzutowo podobne, a równanie I, zamieni się na:
A B   ∙^1 B, ∕ττ×AD - Al D1.......................................................... μ ’czyli w ogóle: Dwa odcinki jednego zestawu, s ą propor- cyjonalne do odpowiednich odcinków drugiego zestawu. *)

*) Z przyczyny tej to własności nazwano takie dwa zestawy proste podobnemi (rzutowo).

Przejdźmy teraz do krzywych 2go stopnia:Wiemy, że dowolne dwie styczcne u i ul, przecinają wszystkie inne w dwóch rzutowych zestawach pr. — i że punktowi przecięcia tych stycznych u i w1 odpowiada w każdej z nich punkt styczności.Zastosujmy to do hyperboli: Nazwijmy: C i A1 dwa nieskończenie odległe punkta styczności assymptot u i w1. Punkt przecięcia assymp- tot będzie punktem C1 czyli A. Jeżeli poprowadzimy dowolne dwie styczne b i d, przecinające u i u, w punktach B , D i Bt, D1, to, pamiętając o tem, że C i A1 są nieskończenie odległe, będziemy mieli według I: =I: ⅛⅞ czyli: ab∙0' b> = ad∙c∙ d∙ pomnożywszy obie strony równania przez wstawę kąta zawartego między asymptotami, otrzymamy z jednej strony powierzchnię trójkątów utworzonych przez asymptoty i styczne b (z jednej strony) i d (z drugiej strony). A więc:Powierzchnie trójkątów utworzonych przez dwie asymptoty hyperboli i dowolne styczne, są równoważne.Jeżeli P jest punktem styczności stycznej B B1, to tak wiemy: BP == B1 P. Poprowadziwszy przez P prostą P Q, równoległą do ul i gdy Q oznacza punkt przecięcia się tej prostej P Q z prostą u, wtedy będzie:
PQ = ⅛ C1 B1 i AQ = | AB, jeżeli asymptoty przyjmiemy za osie współrzędnych to możemy napisać dla punktu P:

y = 5 Bi i x= J AB,a ponieważ, jak dowiedziono, AB × C1 B1 jest ilością stałą, więc też dla każdego dowolnego punktu P otrzymamy:
xy = Constt. j. równanie hyporboli, odniesionej do asymptot.
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Jeżeli u i ul sa dwie równoległe styczne elipsy lub hyperboli (dla paraboli jest to niemożliwem). a A i C1 ich punkta styczności, to (uważając jak poprzednio) ich nieskończenie odległy punkt przecięcia będzie punktem A, czyli C. Poprowadziwszy styczne B B1 i D D1 , będziemy mieli : C B /CD=1  i  A1 B1//A/=1 D1=CD — 1 1 ai I)1 - 1 a Ztąd:
AB.C1B1 = AD.C1D1

czyli: AB:AD =C1D1.∙C1B1Oba ostatnie równania łatwo wyrazić słowami.
Roztocze i powierzchnie skośne.

Zapomocą jednorodnych zestawów zasadniczych, rzutowo 
zespolonych, lężących w jednej płaszczyźnie lub w jednej wiąz
ce, otrzymaliśmy krzywe, roztocze i powierzchnie stożkowe 
2go stopnia. Zobaczmy teraz, czy zestawy zasadnicze, dowol
nie w przestrzeni leżące, nie wydają innych jeszcze zestawów 
2go stopnia.

Najprzód możemy zauważyć, że:

Roztocz promieni R i rzuto
wo z nią zespolony zestaw pro
sty w, — wydają tę samą roz
tocz płaszczyzn Igo lub 2go 
stopnia, która by została utwo
rzoną przez roztocz R i roz
tocz R1 , rzucająca zestaw u ze 
środka R. Gdyż każde dwa pro
mienie odpowiednie roztoczy R 
i R1, są rzucane przez tę samą 
płaszczyznę, która rzuca odpo
wiednie pierwiastki roztoczy R 
i zestawu u.

Dwie rzutowo zespolone
nie w przestrzeni, nie dają zwykle

Roztocz promieni R i rzuto 
wo z nią zespolona roztocz 
płaszczyzn w, — wydają tę sa
mą prostą lub krzywą 2go sto
pnia, któraby została utworzoną 
przez roztocz R i roztocz R1 , 
będącą przecięciem roztoczy u 
rL płaszczyzną roztoczy R. Gdyż 
każde dwa promienie odpowie
dnie roztoczy R i Rl przecina
ją się w tym samym punkcie, 
w którym się przecinają odpo
wiednie pierwiastki roztoczy R 
i roztoczy u.

roztocze promieni, leżące dowol- 
(przynajmniej bezpośrednio) 
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żadnego nowego zestawu, gdyż odpowiednie promienie nie prze
cinając się, nie wyznaczają żadnego pierwiastku. Tak samo 
też, roztocz płaszczyzn i rzutowo z nią zespolony zestaw pro
sty, nie dają nowych zestawów.

Tylko dwa rzutowo zespolone zestawy proste lub dwie 
roztocze płaszczyzn, dowolnie w przestrzeni leżące, mogą wy
dać nowe zestawy. A mianowicie :

Łącząc punkta odpowiednie dwóch rzutowo zespolonych 
zestawów prostych, nie leżących w jednej płaszczyźnie, otrzy
mujemy roztocz skośną (promieni). Powierzchnia wy
pełniona przez promienie roztoczy skośnej, nazywa się p o- 
wierzchnią skośną. Przez skrócenie mówić będziemy, 
że oba powyższe zestawy proste, są rzucane przez roztocz 
skośną — (której każdy promień rzuca dwa punkta odpowie
dnie). Powierzchnia skośna jest tłem roztoczy skośnej.

Widocznem jest, że żadne dwa promienie jednej roztoczy 
skośnej, nie leżą w jednej płaszczyźnie.

Powierzchnia skośna wypełniona przez roz
tocz skośną U, jest także wypełnioną przez drugą 
roztocz skośną W, której każdy promień przecina 
wszystkie promienie pierwszej roztoczy U, a nie 
przecina żadnego — w tej samej roztoczy W.

Uważmy bowiem: Niech będą u, u1 u2 trzy dowolne 
promienie pierwszej roztoczy, z których każdy łączy dwa punkta 
odpowiednie zestawów prostych w i wl (rzutowo zespolonych). 
Możemy zawsze poprowadzić prostą w2 , która przecina wszystkie 
trzy promienie : u, u1 u2. Rzucając z prostej w2, zeztawy pro
ste w i w1 , otrzymujemy dwie rzutowo zespolone roztocze 
płaszczyzn, mające trzy płaszczyzny : w2 u, w2 u1 , w2 u2 , od
powiednio wspólne, a więc i wszystkie płaszczyzny odpo- 
wiednio-wspólne, to znaczy, że każde dwa punkta odpowiednie 
zestawów w i w1 , leżą w jednej płaszczyźnie z prostą w2 , a 
ztąd, prosta w2, przecina się z każdym promieniem roztoczy U. 
Tożsamo stosuje się do każdej prostej, przecinającej trzy pro
mienie roztoczy U, a więc :
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Roztocz W składa się z wszystkich promieni, 
przecinających trzy dowolne (a więc i wszystkie) 
promienie roztoczy U. Odwrotnie zaś, roztocz U 
składa się z wszystkich promieni przecinających 
trzy dowolne (a więc i wszystkie) promienie roz
toczy W.

Każdy promień jednej z tych dwóch roztoczy nazywa 
się kierującym promienie m drugiej roztoczy; każda 
z tych dwóch roztoczy nazywa się kierującą drugiej roz
toczy.

Powierzchnia skośna może być zatem utworzona w dwo
jaki sposób, posuwaniem się prostej , po trzech stałych prostych 
z których żadne dwie nie leżą w jednej płaszczyźnie. Trzy 
proste stałe, są promieniami kierującemi roztoczy skośnej , opi
sanej przez prostą ruchomą.

Przez każdy punkt promienia kierującego przechodzi raz 
jeden , prosta ruchoma. Prosta ruchoma upada raz jeden 
w każdą dowolną płaszczyznę poprowadzoną przez promień kie- 
rujący, gdyż każda taka płaszczyzna przecina dwa inne promie
nie kierujące, a prosta ruchoma przechodzi przez te punkta 
przecięcia. Ztąd wypada:

Każdy punkt leżący w jednym 
promieniu jednej roztoczy, leży 
także w jednym promieniu dru
giej roztoczy, tworzącej tę sa 
mą powierzchnię skośną.

Każda płaszczyzna przecho
dząca przez jeden promień je
dnej roztoczy, przechodzi także 
przez jeden promień drugiej 
roztoczy, tworzącej tę samą po
wierzchnię skośną.

Roztocze skośne, tworzą się także przy przecięciu się 
dwóch rzutowo zespolonych roztoczy płaszczyzn, których osie 
się nie przecinają — ale roztocz skośna, utworzona przez prze
cięcie roztoczy płaszczyzn u i jest tą samą roztoczą jaką 
otrzymujemy, łącząc punkta odpowiednie zestawów prostych u 
i u1, powstałych przez przecięcie osi u z roztoczą płaszczyzn ut 
i osi u1 z roztoczą płaszczyzn u. Każdy bowiem promień łą
czący dwa punkta odpowiednie tych zestawów, jest zarazem
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przecięciem dwóch płaszczyzn odpowiednich, roztoczy pła
szczyzn u i ui.

Przecięcia roztoczy skośnej 
przez dowolne dwa promienie 
kierujące, stanowią dwa zesta
wy proste rzutowo zespolone.

Rzutnie roztoczy skośnej z 
dowolnych dwóch promieni kie
rujących, stanowią dwie rozto
cze płaszczyzn Igo stopnia rzu
towo zespolone.

Jeżeli bowiem w, w1 , w2, są dowolne trzy promienie kie
rujące roztoczy U, to wszystkie promienie tej roztoczy, może
my wyznaczyć; prowadząc przez w2 dowolne płaszczyzny, wy
najdując punkta przecięcia tych płaszczyzn z w i w1 i łącząc 
każde dwa punkta jednym promieniem, — a wtedy każde dwa 
punkta odpowiednie zestawów w i w1 leżą w jednej płaszczyźnie 
roztoczy płaszczyzn w2 , — czyli że zestawy w i w1 są per
spektywiczne względem roztoczy w2, a rzutowe względem sie
bie ; każde zaś dwa punkta odpowiednie są przecięciami jedne
go i tego samego promienia roztoczy U z prostemi w i ιwi ; — 
albo też możemy wyznaczyć wszystkie promienie roztoczy U; 
rzucając dowolne punkta prostej w2 , z prostych w i w’, a 
przecięcie każdych dwóch płaszczyzn rzucających, da jeden pro
mień roztoczy U. — Wszystkie zaś płaszczyzny rzucające, 
utworzą dwie roztocze płaszczyzn, perspektywiczne względem 
zestawu w2 a więc rzutowe wzglądem siebie; — każde zaś dwie 
płaszczyzny odpowiednie będą rzucały jeden i ten sam promień 
roztoczy U.

Cztery promienie roztoczy skośnej, przecinające się z do
wolnym (a więc i z każdym) promieniem kierującym w 4ch 
punktach harmonicznych, — nazywamy promieniami ha r- 
monicznemi roztoczy skośnej. Takie cztery pro
mienie, rzucane są z każdego promienia kierującego, przez 
4 płaszczyzny harmoniczne, — gdyż te cztery płaszczyzny prze
chodzą przez cztery punkta harmoniczne wyznaczone przez inny 
dowolny promień kierujący w owych 4ch promieniach.

Trzy dowolne promienie: a, b, c, z których żadne dwa 
nie leżą w jednej płaszczyźnie, wyznaczają stale , jeden 4ty 
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promień d, harmonicznie od jednego z nich np. od b, prze
dzielony.

Jeżeli mianowicie, w każdej prostej, przecinającej trzy dane 
promienie, wyznaczymy do trzech punktów przecięcia: A, B,C, — 
czwarty harmoniczny — od B przedzielony, to każdy taki czwarty 
punkt będzie należał do owego czwartego harmonicznego pro
mienia d, należącego do jednej roztoczy skośnej z promienia
mi a, b, i c.

Prosta mająca z roztoczą skośną więcej jak dwa punkta 
wspólne, leży całkowicie w powierzchni skośnej, gdyż przeci
nając więcej jak dwa promienie tej roztoczy, przecina wszystkie, 
a więc jest jednym z promieni kierujących.

Płaszczyzna przechodząca przez dowolny promień rozto
czy skośnej — przechodzić musi jak wiemy, również i przez 
jeden promień kierujący, ale po za temi promieniami u i w 
nie może mieć żadnego punktu wspólnego z powierzchnią 
skośną. Gdyby bowiem istniał taki punkt wspólny P, to wszel
ka prosta płaszczyzny, przez ten punkt przechodząca a przeci
nająca promienie u iw, miałaby z powierzchnią skośną 3 punk
ta wspólne, a więc całkowicie by w niej leżała— czyli że po
wierzchnia skośna byłaby płaską, co być nie może,

Każda więc inna prosta płaszczyzny przechodzącej przez 
dwa promienie w i w, ma z powierzchnią skośną jeden tylko 
punkt uw wspólny — dlatego, każdą taką prostą nazywamy 
styczną do powierzchni skośnej, — a także płaszczyznę prze
chodzącą przez dwa promienie u i w, płaszczyzną sty
czną w punkcie przecięcia się tych promieni.

Każda prosta, musi mieć z powierzchnią skośną tyle punk
tów wspólnych, ile płaszczyzn stycznych przez nią do tejże po
wierzchni można poprowadzić.

Każda bowiem taka płaszczyzna styczna , zawiera jeden 
promień jednej roztoczy skośnej wypełniającej powierzchnię 
skośną. Wspomniona zaś prosta, znajdując się z takim pro
mieniem w jednej płaszczyźnie, musi mieć z nim , a zatem i 
z powierzchnią jeden punkt wspólny. Żadne dwa takie punkta 
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wspólne nie mogą się zlać w jeden, gdyż żadne dwa promienie 
jednej roztoczy skośnej , nie leżą w jednej płaszczyźnie. — 
(W każdej płaszczyźnie stycznej znajduje się oprócz tego, jeden 
promień drugiej roztoczy wypełniającej tę samą powierzchnię 
skośną. Jeżeli ten promień przecina się z powyższą prostą, 
w tym samym punkcie co i pierwszy promień, to przez tę pro
stą jedną tylko można poprowadzić styczną płaszczyznę — 
w przeciwnym zaś razie, prosta ma ten drugi punkt przecię
cia wspólny z powierzchnią i dwie płaszczyzny styczne są 
możliwe).

Z powyższego wypada, że każda prosta wτ któ
rej się z c h o d z i więcej jak 2 płaszczyzn sty
cznych, należy całko wτicie do roztoczy sko
śnej — gdyż ma więcej jak dwa punkta wspólne z powierz
chnią skośną.

Roztocz skośna przecina się 
z każdą płaszczyzną nie zawie
rającą żadnego jej promienia, 
w krzywej 2go stopnia K.

Roztocz skośna jest rzucaną 
z każdego punktu nie leżącego 
w żadnym jej promieniu, przez 
roztocz płaszczyzn 2go stopnia li.

Aby dowieść twierdzenia z lewej strony, wyobraźmy so
bie roztocz skośną utworzoną przez dwie roztocze płaszczyzn 
(rzutowo zespolone); płaszczyzna przecinająca roztocz skośną, 
przecina roztocze płasczyzn w dwóch rzutowo zespolonych roz
toczach promieni, których promienie odpowiednie przecinają się 
w tych samych punktach w których promienie roztoczy skośnej 
przecinają się z ich płaszczyzną — te więc ostatnie punkta 
przecięcia stanowią krzywą drugiego stopnia.

Aby dowieść twierdzenia z prawej strony, wyobraźmy so
bie roztocz skośną jako utworzoną za pomocą dwóch zestawów 
prostych (rzutowo zespolonych). Rzucając te dwa zestawy z do
wolnego punktu S. otrzymujemy dwie współśrodkowe i rzutowo 
zespolone roztocze promieni a każda płaszczyzna łącząca dwa 
promienie odpowiednie (t. j. należąca do roztoczy płaszczyzn 
2go stopnia), zawiera jeden promień roztoczy skośnej, a więc 
rzucając wszystkie promienie roztoczy skośnej z punktu S (ze
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wnątrz roztoczy leżącego), otrzymujemy roztocz płaszczyzn 
2go stopnia.

Uważmy teraz co następuje :

Jeżeli w dowolnych trzech punktach krzywej K (twier
dzenie z lewej strony) poprowadzimy trzy płaszczyzny styczne 
do powierzchni skośnej, to te przetną płaszczyznę krzywej K 
av trzech promieniach stycznych do K, gdyż każdy z tych pro
mieni, leżąc w płaszczyźnie stycznej i przechodząc przez punkt 
styczności, ma tylko ten jeden punkt wspólny z powierzchnią 
skośną — a Avięc i z krzywą K.

Z punktu przecięcia się trzech powyższych płaszczyzn 
stycznych, poprowadźmy wszystkie płaszczyzny styczne do po
wierzchni skośnej. Przez każdy promień roztoczy skośnej prze
chodzi jedna płaszczyzna styczna, a więc ten zbiór płaszczyzn, 
rzucający roztocz skośną z punktu zewnątrz leżącego, stanowić 
będzie roztocz płaszczyzn 2go stopnia, która się przetnie z pła
szczyzną krzywej K, w roztoczy promieni 2go stopnia. Ta 
ostatnia roztocz jest identyczną z roztoczą otaczającą krzy
wą K, gdyż ma z nią 3 promienie i 3 punkta styczności wspól
ne. Każda więc płaszczyzna powyższej roztoczy płaszczyzn 
2go stopnia, będzie tak samo jak trzy pierwsze płaszczyzny 
styczne, — styczną do powierzchni skośnej, w jednym punkcie 
krzywej K.

Podobnież, jeżeli przez trzy dowolne punkta, w których 
trzy płaszczyzny roztoczy k (w twierdzeniu z prawej strony) 
stykają się z powierzchnią skośną, poprowadzimy płaszczyznę a, 
to ta przetnie roztocz k w roztoczy promieni 2go stopnia ota
czającej krzywą 2go stopnia, przechodzącą przez trzy powyższe 
punkta i mającą za styczne w tych punktach, trzy proste 
w których trzy powyższe płaszczyzny przecinają płaszczyznę a, 
przechodzącą przez ich trzy punkta styczności. Ale ta krzywa 
jest identyczną z krzywą w której płaszczyzna a przecina po
wierzchnię skośną, gdyż ma z nią trzy punkta i trzy styczne 
wspólne. Każde więc przecięcie płaszczyzny a z jedną 
płaszczyzną roztoczy k, będzie styczną do krzywej przecięcia —

6 
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czyli wszystkie punkta styczności płaszczyzn roztoczy 7;, będą 
równie jak trzy pierwsze, należały do krzywej 2go stopnia.

Z tych roztrząsali otrzymujemy następujące dopełnienie 
dwóch ostatnich twierdzeń :

Wszystkie płaszczyzny sty
czne do powierzchni skośnej 
w punktach krzywej ^k, stano
wią roztocz płaszczyzn 2go 
stopnia.

Wszystkie punkta, w których 
płaszczyzny roztoczy 7r, styka
ją się z powierzchnią skośną, 
należą do jednej krzywej 2go 
stopnia.

Powierzchnia skośna nie zawierająca żadnej prostej nie
skończenie odległej, nazywa się hyperbolojdą skośną.

Ponieważ płaszczyzna nieskończenie odległa nie zawiera 
żadnego jej promienia, przeto przecina ją w krzywej 2go sto
pnia. — Jeżeli zaś powierzchnia skośna przecina się z pła
szczyzną nieskończenie odległą w jednym promieniu jednej roz
toczy, — a zatem i w jednym promieniu drugiej roztoczy wy
pełniającej tę powierzchnię skośną, to wtedy nazywamy ją hy- 
perboliczną parabolojdą. Każda z roztoczy skośnych 
tej powierzchni, przecina się z dwoma dowolnemi promieniami 
kierującemi w dwócłi zestawach prostych rzutowo - podobnych 
(t. j. których punkta nieskończenie odległe odpowiadają sobie).

Parabolojda hyperboliczna, może być także otrzymana 
przez posuwanie się prostej po dwóch prostych stałych, — 
równolegle od stałej płaszczyzny nie zawierającej kierunku ża
dnej z dwóch prostych stałych; albowiem, prosta ruchoma prze
cina ciągle, nietylko dwie dane proste stałe, ale i nieskończe 
nie odległą prostą danej płaszczyzny. Tworzy więc powierz
chnię skośną, mającą jeden (a zatem i drugi) promień nieskoń
czenie odległy, — a więc jestto parabolojda hyperboliczna. Ta 
powierzchnia przecina się z każdą płaszczyzną nie zawierającą 
żadnego jej promienia w hyperboli, — a tylko przy pewnym 
szczególnym położeniu płaszczyzny siecznej , — w paraboli. 
Płaszczyzna bowiem sieczna przecina dwa nieskończenie odle
głe promienie tej powierzchni w dwóch punktach nieskończe
nie odległych , które tylko wtedy zchodzą się w jeden, gdy 
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płaszczyzna sieczna przechodzi przez punkt przecięcia się, pro
mieni nieskończenie odległych.

Hyperbolojdy skośnej, płaszczyzna nieskończenie odległa 
nie dotyka ale ją przecina w krzywej 2go stopnia.

Wszystkie płaszczyzny styczne do hyperbolojdy w punk
tach tej nieskończenie odległej krzywej 2go stopnia przecinają 
się w jednym punkcie, tworząc roztocz płaszczyzn 2go stopnia 
otaczającą powierzchnię stożkową. Ta powierzchnia stożkowa 
styka się z hyperbolojdą w krzywej nieskończenie odległej i na
zywa się stożkiem asymptotycznym hyperbo- 
1 o j d y.

Każdy jego promień jest równoległy do jednego promie
nia każdej roztoczy wypełniającej hyperbolojdę, gdyż przez 
każdy punkt nieskończenie odległy w którym promień stożka 
styka się z parabolojdą, przechodzą dwa promienie (po jednym 
z każdej z dwóch roztoczy skośnych).

Dowolna płaszczyzna nie zawierająca żadnego promienia 
hyperbolojdy, przecina ją w hyperboli, paraboli albo elipsie, po
dług tego, czy ta płaszczyzna przecina nieskończenie odległą 
krzywą hyperbolojdy, — w dwóch, w jednym lub w żadnym 
punkcie jej nie przecina. To znaczy, czy jest równoległą do 
dwóch promieni stożka asymptotycznego, do jednego, lub do 
żadnego nie jest równoległą.

Z powyższego, wypływa następujący wniosek:
Jeżeli do każdego promienia roztoczy skośnej, przez do

wolny punkt stały (zewnątrz roztoczy znajdujący się) — popro
wadzimy promień równoległy, to wszystkie te promienie równo
ległe, utworzą jedną płaszczyznę— lub powierzchnię stożkową, 
stosownie do tego, czy roztocz skośna należy do hyperbolicznej 
parabolojdy lub do hyperbolojdy — t.j. czy te promienie rzu
cają nieskończenie odległą prostą lub krzywą 2go stopnia w któ
rej powierzchnia skośna przecina płaszczyznę nieskończenie 
odległą.

6*
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Zestawy pierwotne rzutowo zespolone.

Zestawy zasadnicze Igo rzędu, jakoto: zestaw prosty, roz 
tocz promieni (Igo stopnia) i roztocz płaszczyzn (Igo stopnia∖ 
oraz zestawy przez nie utworzone, a mianowicie :

Roztocz promieni 2go stop., roztocz płaszczyzn 2go stop., 
krzywa 2go stop., powierzchnia stożkowa 2go stopnia i roztocz 
skośna (promieni) nazywają się ogólnie zestawami pier- 
wotnemi.

Zestawy pierwotne możemy zespalać rzutowo jedne z dru- 
giemi, tak jak zestawy zasadnicze, przez co otrzymamy nowe 
zestawy i wyprowadzimy nowe prawa dla zestawów 2go stopnia.

Cecha zespolenia rzutowego jest: 4m pierw, harm. jedne
go zestawu , odpowiadają 4 harm. pierw. drugiego zestawu.

Dla przypomnienia, co nazywamy 4ma pierw, harm. ze
stawów drugiego stopnia przytoczymy następujące dawniej do
wiedzione twierdzenia :

Cztery punkta harmoniczne 
krzywej 2go stopnia, są rzuca
ne z każdego punktu tejże krzy
wej przez cztery promienie har
moniczne

Cztery harmoniczne promie 
nie powierzchni stożkowej 2go 
stopnia, są rzucane z każdego 
promienia tejże powierzchni, 
przez 4ry harmoniczne pła

Cztery harmoniczne płaszczy
zny roztoczy płaszczyzn 2go st. 
przecinają się z każdą płaszczy
zną tejże roztoczy w 4ch pro
mieniach harmonicznych, 

Cztery promienie harmoni 
czne jednej roztoczy 2go stop, 
przecinają się z każdym pro
mieniem tejże roztoczy, w czte
rech harmonicznych punktach.

roztoczy skośnej, 
przez cztery har- 

promieniem 
Określenia

dla zestawów 
zestawów

szczyzny.
Cztery harmoniczne promienie jednej 

są rzucane z każdego promienia kierującego 
moniczne płaszczyzny, a przecinają się z każdym
kierującym w czterech harmonicznych punktach — 
rzutowości i perspektywiczności, jakie przyjęliśmy 
zasadniczych, możemy także zastosować do wszystkich 
pierwotnych ; a mianowicie :
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Dwa zestawy pierwotne są zespolone rzutowo, jeżeli czte
rem harmonicznym pierwiastkom jednego, — odpowiadają cztery 
pierwiastki harmoniczne drugiego zestawu.

Dwa zestawy pierwotne z których każdy jest rzutowym 
względem trzeciego , — są względem siebie rzutowe.

Dwa zestawy pierwotne są względem siebie perspektywi- 
cznemi, jeżeli pierwiastki jednego, leżą w odpowiednich pier 
wiastkach drugiego zestawu.

Krzywa 2go stopnia naprzyklad, jest perspektywiczną 
względem przechodzącej przez nią powierzchni stożkowej, jeżeli 
każdemu punktowi krzywej, odpowiada promień powierzchni 
przez niego przechodzący.

Krzywa 2go stopnia jest również perspektywiczną wzglę
dem roztoczy promieni rzucającej ją z jednego jej punktu.

Tak samo też, są względem siebie perspektywicznemi:
Roztocz promieni 2go stopnia i zestaw prosty utworzony 

przez przecięcie jej przez którykolwiek z promieni; — roztocz 
skośna i zestaw prosty utworzony przez przecięcie jej przez 
którykolwiek promień kierujący; — krzywa 2go stopnia i roz
tocz promieni ją otaczająca. (W każdym jednak razie, przyjmu
jąc, że pierwiastki jednego zeztawu odpowiadają tym pierwiast
kom drugiego zestawu, przez które przechodzą, jak n. p. w o- 
statnich dwóch zestawach, jeżeli przyjmiemy że każdy pro
mień roztoczy 2go stopnia odpowiada punktowi krzywej w któ
rym się z nią styka).

Dwie krzywe 2go stopnia będą zespolone rzutowo , jeżeli 
otaczające je roztocze promieni 2go stopnia zostaną rzutowo 
zespolone.

Dwa zestawy 2go stopnia możemy zespolić rzutowo, ze
spalając rzutowo dwa zestawy zasadnicze Igo rzędu, z których 
każdy jest perspektywicznym względem jednego z dwóch da
nych zestawów 2go stopnia.

Tak n. p. zespoliwszy rzutowo dwie roztocze promieni, 
rzucające dwie krzywe 2go stopnia (każdą krzywą z jednego jej 
punktu), — dokonamy zespolenia rzutowego tychże krzywych.
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— Dwa zatem rzutowe zestawy pierwotne, mogą byc uważane 
jako pierwszy i ostatni w szeregu zespolonych zestawów, w któ
rym każde dwa po sobie następujące są względem siebie per
spektywicznemu

Jeżeli dane są trzy pary pierwiastków odpowiednich, 
dwóch rzutowych zestawów pierwotnych, to dla każdego nowe
go pierwiastku jednego zestawu, wyznaczyć możemy jeden sta
le oznaczony pierwiastek drugiego. W tern znaczeniu, mówi
my, że mając dane 3 pary pierwiastków odpowiednich , może
my tylko w jeden sposób zespolić dwa zestawy 
rzutowo.

Ponieważ dwa zestawy pierwotne, rzutowo zespolone, ma
jące trzy pierwiastki odpowiedniowspólne, muszą mieć także 
każdy czwarty harmoniczny pierwiastek odpowiednio - wspólny,
przeto :

Jeżeli dwa rzutów 
n. p. d w7 i e krzywe 2go s 
g i m, to mają n a j w i ę c e 
stkie pierwiastki odp

Dwie krzywe 2go stopnia, 
leżące w jednej płaszczyźnie i 
mające jeden punkt S wspólny, 
będą rzutowo zespolone , jeżeli 
przyjmiemy za odpowiednie 
każde ich dwa punkta, leżące 
w jednym promieniu z pun
ktem S.; — gdyż każda z tych 
dwóch krzywych, będzie per
spektywiczną z roztoczą pro
mieni S.

Z wyjątkiem punktu S, każ
dy inny punkt wspólny będzie 
odpowiednio-wspólnym ; punkt 
S zaś będzie odpowiednio- 
wspólnym tylko wtenczas, je-

■ e zestawy pierwotne, 
top. leżą jeden w dru- 
j dwa, albo też wszy- 
o w7 i e d n i o w s p ó 1 n e.

Dwie krzywe 2go stopnia le
żące w jednej płaszczyźnie i 
mające jedną wspólną styczną s, 
będą rzutowe zespolone, jeżeli 
przyjmiemy za odpowiednie, 
każde dwa ich punkta, w któ
rych styczne przecinają się w 
jednym punkcie stycznej .<?, — 
gdyż każda z roztoczy otacza
jących krzywe, będzie per
spektywiczną względem zesta
wu prostego s.

Z wyjątkiem stycznej <s∙, ka
żda inna styczna wspólna bę
dzie odpowiednio wspólną ; sty
czna zaś s będzie odpowiednio- 
wspólną tylko wtenczas, jeżeli
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żeli obie krzywe maja wnim 
jedną wspólną styczną, t. j. 
jeżeli krzywe stykają się w tym 
punkcie z sobą.

dotyka obu krzywych w jednym 
i tym samym punkcie (wspól
nym) t. j. gdy krzywe stykają 
się w tym punkcie.

Dwie krzywe 2go stopnia, zespolone rzutowo w sposób 
podany w twierdzeniu z lewej strony, mogą mieć najwięcej 
3 punkta odpowiedniowspólne, jeżeli nie są identyczne. Gdyby 
bowiem miały 4 punkta odpowiedniowspólne, to punkt S byłby 
piątym wspólnym, a więc obie krzywe zlałyby się w jedną. 
W tym szczególnym wypadku, gdy obie krzywe mają w punk
cie S, jedną wspólną styczną , — mogą one mieć najwięcej 
2 punkta odpowiednio wspólne — ponieważ oprócz tych dwóch 
punktów wspólnych, mają jeszcze jeden punkt i jedną styczną 
wspólną.

Podobnież, dwie krzywe w twierdzeniu z prawej strony 
mogą mieć najwięcej 3 (w przypadku szczególnym zaś, naj
więcej dwie) styczne odpowiednio wspólne, jeżeli nie są iden
tyczne.

Dwie krzywe 2go stopnia 
rzutowo-zespolone, mające czte
ry punkta : A, B, C, S, odpo- 
wiednio-wspólne są w każdym 
razie identyczne.

Dwie krzywe 2go stopnia 
rzutowo zespolone, mające czte
ry styczne : a, b, c, s, odpo- 
wiednio-wspólne, są w każdym 
razie identyczne.

Aby dowieść twierdzenia z lewej strony, uważmy:

Dwie krzywe 2go stopnia mogą być tylko w jeden 
s p o s ó b, tak zespolone rzutowo, aby punktom A, B, C, jednej, 
odpowiadały punkta A, B, C, drugiej krzywej. To zespolenie 
ma miejsce, jeżeli obie krzywe zespolemy perspektywicznie 
z roztoczą promieni S Ponieważ zaś punkt S, ma być także 
odpowiedniowspólnym, przeto obie krzywe muszą w tym punk
cie mieć jedną wspólną styczną — a zatem, muszą być 
identyczne.

Twierdzenia z prawej strony dowieść można w podobny 
zupełnie sposób—a zresztą, wypływa ono bezpośrednio z pra
wa odwrotności.
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Rzucając powyższe krzywe z dowolnych punktów zewnątrz 
ich płaszczyzny leżących, otrzymujemy powierzchnie stożkowe, 
do których dają się zastosować prawa odpowiadające zupełnie 
powyższym. W następstwie otrzymujemy nowe prawa:

Jeżeli dowolna krzywa 2go stopnia jest rzutowo zespolo
ną z powierzchnią stożkową albo roztoczą skośną , a dowolne 
4 jej punkta leżą w promieniach odpowiednich, to ta krzywa 
jest perspektywiczną względem powierzchni lub roztoczy, gdyż 
ma z ich przecięciami 4 punkta odpowiedniowspólne, jest więc 
z temi przecięciami identyczną.

Podobnież, roztocz płaszczyzn 2go stopnia jest perspekty
wiczną względem roztoczy promieni 2go stopnia lub roztoczy 
skośnej, jeżeli λviecej jak 3 jej płaszczyzn, przechodzi przez od
powiednie promienie.

Dwie powierzchnie stożkowe 
2go stopnia niewspółśrodkowe, 
styczne w prostej s (łączącej 
ich środki), do jednej wspólnej 
płaszczyzny, przecinają się w 
krzywej 2go stopnia.

Jeżeli bowiem obie te po
wierzchnie zespolimy perspekty
wicznie z roztoczą płaszczyzn s, 
a więc rzutowo względem sie
bie, to promień s będzie odpo- 
wiedniowspólnym, a każde dwa 
promienie odpowiednie, jako le
żące w jednej płaszczyźnie, bę
dą miały jeden punkt wspólny.

Płaszczyzna poprowadzona 
przez którekolwiek trzy takie 
punkta wspólne, przecina obie 
powierzchnie stożkowe w krzy-

Dwie krzywe 2go stopnia le
żące w różnych płaszczyznach, 
styczne do prostej s (przecięcia 
się tych płaszczyzn), w jednym 
i tym samym punkcie, są prze
cięciami jednej powierzchni stoż
kowej 2go stopnia.

Jeżeli. bowiem obie roztocze 
promieni 2go stopnia, otaczają
ce te krzywe, zespolimy per
spektywicznie z zestawem pro
stym s, a więc rzutowo wzglę
dem siebie, to promień s bę
dzie odpowiedniowspólnym , a 
każde dwa promienie odpowie
dnie, jako przecinające się w 
jednym punkcie zestawu s bę
dą leżały w jednej płaszczyźnie.

Z punktu przecięcia się do
wolnych trzech takich pła
szczyzn rzucając obie roztocze 
promieni 2go stopnia otrzyma-
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wych 2go stopnia, które jednak 
zlewaja się w jedną, ponieważ 
mają oprócz owych trzech punk 
tów odpowiedniowspólnych, tak
że i punkt przecięcia ich pła 
szczyzny z prostą s, — odpo- 
wiedniowspólny.

my roztocze płaszczyzn 2go st., 
które jednak są identyczne, po
nieważ mają oprócz owych 
trzech płaszczyzn odpowiednio
wspólnych, — także i płaszczy
znę rzucającą promień s, — od- 
powiedniowspólną

Twierdzenia z lewej strony, można dowieść jeszcze łatwiej 
w ten sposób :

Płaszczyzna a, poprowadzona przez dowolne 3 punkta 
wspólne obu powierzchni , przecina każdą z nich w krzywej 
2go stopnia. Te krzywe są identyczne, gdyż mają owe trzy 
punkta wspólne, a oprocz tego, jeden punkt i jedną styczną 
wspólną, — a mianowicie, punkt i prostą, w których płaszczy
zna «, przecina wspólny obu powierzchniom promień s i wspól
ną ich płaszczyznę styczną.

W podobnyż sposob można dowieść i twierdzenia z pra
wej strony.

Twierdzenie z prawej strony, pokazuje także, iż krzywe 
2go stopnia, któreśmy poznali, są rzeczywiście niczem innem, 
jak tylko znanemi w geometryi — przecięciami stożka mającego 
za podstawę koło. Jakoż, kołu i dowolnej krzywej 2go stopnia 
możemy nadać nieskończenie wiele takich położeń, aby się sty
kały ze sobą w jednym punkcie — a w skutek tego, aby le
żały w jednej powierzchni stożkowej 2go stopnia.

Jeżeli roztocz promieni S i 
krzywa 2go stopnia s , leżą w 
jednej płaszczyźnie i są rzuto
wo ale nie perspektywicznie 
zespolone, to najmniej jeden a 
najwięcej 3 punkta krzywej, są 
rzucane z punktu S przez od
powiedni promień roztoczy. — 
(Punkt S leży we wszystkich 
promieniach, ale przez jeden 
tylko (styczny) jest rzucany;.

Jeżeli zestaw prosty i roztocz 
promieni 2go stopnia leżą w 
jednej płaszczyźnie i są rzuto
wo ale nie perspektywicznie 
zespolone, to niemniej jeden, a 
najwięcej 3 punkta zestawu 
prostego, leżą w promieniach 
odpowiednich roztoczy.
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Każda bowiem roztocz promieni S1 , perspektywiczna 
względem krzywej s, a więc rzutowa względem roztoczy S , 
tworzy z tą ostatnią , drugą krzywą drugiego stopnia sl , (która 
przechodząc przez punkt S1 , ma już ten punkt wspólny 
z krzywą s).

Każdy punkt krzywej s, leżący na swoim promieniu od
powiednim roztoczy S, musi być także punktem wspólnym obu 
krzywych; gdyby więc takich punktów było więcej jak 3, to 
obie krzywe, mając oprócz S1, cztery punkta wspólne, byłyby 
identyczne, czyli że roztocz S byłaby względem krzywej s, 
perspektywiczną. Krzywe s i s1 mogą mieć albo tylko jeden 
punkt S1 wspólny, t. j. są styczne, albo przecinają się naj
mniej w jednym jeszcze punkcie P. W pierwszym wypadku, 
promieniowi SS1 , odpowiada (wspólna) styczna w punkcie S1, 
t. j. że punkt S1 , krzywej s, rzucanym jest przez odpowiedni 
promień SS1. — W drugim razie, promieniami odpowiedniemi 
są SP i S1P, — a więc także jeden punkt (P) leży na odpo
wiednim mu promieniu (SP). *)

*) Może tu wprawdzie nastąpić ten wypadek, że roztocz S i S1, będą względem siebie perspektywiczne — i wydadzą nie krzywą 2go stopnia, ale liniję prostą — ale i wtedy, jak to łatwo dostrzedz, da się w każdym razie dowieść tego twierdzenia. — (Promień SS1 jeet wtedy odpowiednio wspólnym, nazwijmy go p vel p1. — p, odpowiada P, p, odpowiada p — a więc p odpowiada P. Prosta przecina krzywą najwięcej w dwóch punktach — te tylko punkta leżą w promieniach odpowiednich roztoczy S).

Twierdzenie z prawej strony jest bezpośrednim wynikiem 
twierdzenia z lewej strony, a to na mocy prawa odwrotności, 
gdyż roztocz promieni S i krzywa s zamieniają się na zestawy 
biegunowe : zestaw prosty i roztocz promieni 2go stopnia.

Odpowiednie powyższym, prawa istnieją dla zestawów 
Igo i 2go stopnia, w wiązce. Z tego wypada że :

Jeżeli zestaw zasadniczy Igo rzędu jest rzu
towym względem zestawu 2go stopnia i więcej jak 
3 pierwiastki jednego z nich, przechodzą przez 
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pierwiastki odpowiednie, drugiego zestawu, to te 
dwa zestawy są perspektywiczne, czyli że każdy 
pierwiastek przechodzi przez swój odpowiedni.

Jeżeli powyższy zestaw 2go stopnia, jest roztoczą skośną 
— a więc zestaw Igo stopnia zestawem prostym lub roztoczą 
płaszczyzn Igo stopnia, — to wtedy już możemy poznać, że 
położenie jest perspektywiczne, skoro 3 pierwiastki przechodzą 
przez swoje odpowiednie, gdyż w takim razie, tło zestawu pro
stego lub oś roztoczy płaszczyzn jest jednym z promieni kie
rujących. **)

**) Podobnież krzywa 2go stopnia i roztocz promieni Igo stopnia są, jak wiemy, perspektywicznemi, gdy 3 punkta krzywej, leżą w 3ch odpowiednich promieniach roztoczy.

Ważność powyższego prawa okaże się z następującego :

Jeżeli zestaw prosty u i rzu
towa względem niego krzywa 
2go stopnia k, leżą w jednej 
płaszczyźnie, ale nie są persp. 
względem jedn. R. prom Igo 
stopnia, to zbiór promieni łą
czących punkta odpowiednie, 
stanowi roztocz promieni 
3go stopnia, mający z każdą 
roztoczą promieni Igo stopnia, 
tejże płaszczyzny, najmniej je
den, a najwięcej 3 promienie 
wspólne, jeżeli ta roztocz Igo 
stopnia nie stanowi części roz
toczy 3go stopnia.

Jeżeli roztocz promieni Igo 
stopnia i rzutowa względem niej 
roztocz promieni 2go stopnia 
leżą w jednej płaszczyźnie, to 
szereg punktów. przecięcia się 
promieni odpowiednich, stano
wi krzywą 3go stopnia, ma
jącą z każdą prostą tejże pła
szczyzny, najmniej jeden, a naj
więcej 3 punkta wspólne, jeżeli 
ta prosta nie stanowi części 
krzywej 3go stopnia.

Jeżeli bowiem dowolną roztocz promieni Igo stopnia S, 
uważać będziemy za perspektywiczną względem zestawu u 
(w twierdzeniu z lewej strony) — a więc rzutową względem 
krzywej Z:, to najwięcej 3, a najmniej jeden promień rozto
czy S, przechodzi przez odpowiedni mu punkt krzywej Z;, je
żeli roztocz S, nie jest względem krzywej Z;, perspektywiczną.
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Jeżeli krzywa k i zestaw u, maja jeden punkt odpowie- 
dniowspólny, to każda prosta, przechodząca przez ten punkt, 
może być uważana za promień łączący dwa punkta odpowie
dnie (które się zlały w jeden) — a więc roztocz 3go stopnia, 
zawiera w tym razie roztocz Igo stopnia.

W twierdzeniu z prawej strony, krzywa 3go stopnia jest 
zestawem biegunowym roztoczy promieni 3go stopnia — i 
twierdzenie to wypływa z prawa odwrotności.

Następujące twierdzenie jest tylko szczególnym przypad
kiem powyższego :

Jeżeli zestaw prosty u i rzu
towa względem niego krzywa 
2go stopnia Ą mają dwa punk
ta A i B odpowiedniowspólne, 
— to wydają roztocz promieni 
Igo stopnia.

Jeżeli roztocz promieni Igo 
stopnia i rzutowa względem niej 
roztocz promieni 2go stopnia, 
mają dwa promienie odpowie
dniowspólne, to wydają zestaw 
prosty.

Jeżeli bowiem obierzemy dowolne dwa punkta odpowie
dnie CiC1, (w twierdzeniu z lewej strony) zestawu u i krzy
wej k i poprowadzimy promień CC1 przecinający krzywą w dru
gim punkcie S , to z roztoczą S, możemy zespolić perspekty
wicznie krzywą k i zestaw u. Tym sposobem, te dwa ostatnie 
zestawy będą zespolone rzutowo tak, że punktom A, B, C, ze
stawu prostego będą odpowiadały punkta A, B, C1 , krzywej. 
Rzucając z punktu S , wszystkie inne punkta krzywej , i prze
cinając roztocz S, prostą u otrzymamy zestaw prosty identyczny 
z danym zestawem prostym u gdyż ma z nim 3 punkta A, B, 0, 
odpowiedniowspólne; a więc każdy promień roztoczy S, łączy dwa 
punkta odpowiednie, danego zestawu u i krzywej k.

Oczywistą jest rzeczą, że i wtedy zestaw w i krzywa 7c, 
wydają roztocz Igo stopnia, kiedy niemając nawet żadnego 
punktu odpowiedniowspólnego, są perspektywiczne względem 
jednej roztoczy promieni Igo stopnia — gdyż wyznaczają tę 
gamą właśnie roztocz.

*
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Krzywa 2go stopnia i dwie 
proste a i b , z których każda 
ma z krzywą jeden punkt 
wspólny, ale żadna nie leży z 
drugą, ani też z krzywą w je
dnej płaszczyźnie, wyznaczają 
roztocz skośną, perspektywiczną 
względem krzywej i mającą pro
mienie a i b za kierujące; —
a mianowicie, roztocz skośną , 
utworzoną przez dwie roztocze 
płaszczyzn, a i ó, perspektywi
czne względem krzywej.

Roztocz płaszczyzn 2go sto
pnia i dwie proste a i b, z 
których każda leży w jednej 
płaszczyźnie roztoczy, ale nie 
przechodzi przez jej środek i 
z drugą prostą się nie przecina, 
wyznaczają roztocz skośną, 
perspektywiczną względem roz
toczy płaszczyzn i mającą pro
mienie a i b za kierujące; — 
a mianowicie, roztocz skośną, 
utworzoną przez dwa zestawy 
proste a i b, perspektywiczne 
względem roztoczy płaszczyzn.

Roztocz kierująca powyższej roztoczy skośnej , zawiera 
promienie a i b i jest również perspektywiczną względem krzy
wej (albo roztoczy płaszczyzn 2go stopnia).

Jeżeli krzywa 2go stopnia i 
zestaw prosty są rzutowe i ma
ją jeden punkt A odpowiednio- 
wspólny, ale nie leżą w jednej 
płaszczyźnie, to wyznaczają roz
tocz skośną, względem nich 
perspektywiczną.

Jeżeli bowiem, punktom krzy
wej: A, B, C, odpowiadają punk- 
ta zestawu prostego: A, B1 , 
C1 , — to roztocz skośna, per
spektywiczna względem krzy
wej, zawierająca promienie BB1 
i CCj będzie także perspekty
wiczną względem zestawu pro
stego , gdyż 3 promienie prze
chodzą przez punkta odpo
wiednie.

Jeżeli roztocz płaszczyzn 2go 
i roztocz płaszczyzn Igo stopnia 
są rzutowe i mają jedną pła
szczyznę odpowiednio-w spoiną 
ale oś ostatniej zoztoczy nie 
przechodzi przez środek pierw
szej, to wyznaczają one roztocz 
skośną, względem nich per
spektywiczną.

Dowodzenie tego twierdzenia, 
zupełnie podobne do dowodze
nia z lewej strony.
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Wiemy że rzucając krzywą 2go stopnia z punktu zewnątrz 
jej płaszczyzny leżącego, otrzymujemy powierzchnię stożkową 
2go stopnia, a rzucając roztocz skośną z dowolnego punktu; 
otrzymujemy roztocz płaszczyzn Igo lub 2 go stopnia, stosownie 
do tego, czy ten dowolny punkt leży na jednym z promieni, 
roztoczy skośnej , — czy nie; — wiemy także, że roztocz 
płaszczyzn 2go stopnia, przecina się z płaszczyzną nie przecho
dzącą przez jej środek, w roztoczy promieni 2go stopnia, — 
roztocz skośna zaś, przecina się z dowolną płaszczyzną w ze
stawie prostym lub krzywej 5go stopnia. — Wprowadzając do 
powyższych dwóch twierdzeń odpowiednie rzutnie lub przecię
cia, otrzymamy twierdzenia następujące :

Jeżeli zestaw prosty i po
wierzchnia stożkowa 2go sto
pnia są rzutowe i jeden punkt 
zestawu leży w promieniu od
powiednim powierzchni, — to 
wyznaczają one roztocz pła
szczyzn 2go lub Igo stopnia, 
względem nich perspektywiczną.

że krzywa 2go stopnia może być 
wierzchni stożkowej 2go stopnia :

Ztad zaś wypływa bezpośrednio,

Jeżeli roztocz płaszczyzn Igo 
stopnia i roztocz promieni 2go 
stopnia są rzutowe i jeden pro
mień leży w odpowiedniej mu 
płaszczyźnie, to wyznaczają one 
krzywą 2go stopnia względem 
nich perspektywiczną lub per
spektywiczny zestaw prosty.

skoro tylko zauważymy,
uważana za przecięcie po-

Jeżeli zestaw prosty i krzy
wa 2go stopnia , leżące w je
dnej płaszczyźnie, są rzutowo 
zespolone i mają jeden punkt 
odpowiedniowspólny, — to wy
znaczają roztocz promieni Igo 
lub 2go stopnia, względem nich 
perspektywiczną.

Jeżeli roztocz promieni Igo 
stopnia i roztocz promieni 2go 
stopnia, leżące w jednej pła
szczyźnie, są rzutowo zespolo
ne i mają jeden promień odpo
wiedniowspólny , — to wyzna
czają perspektywiczny wzglę
dem nich zestaw prosty lub 
perspektywiczną krzywą 2go st.

Dwie rzutowe roztocze skośne, z których jedna jest kie
rującą względem drugiej (leżące w jednej powierzchi skośnej), 
wyznaczają perspektywiczną względem nich krzywą 2go stopnia 
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i równocześnie, perspektywiczna względem nich roztocz pła-- 
szczyzn 2go stopnia.

Jeżeli bowiem a, Z», c, i ai , 7∕1 , c1 , są promienie od
powiednie powyższych roztoczy skośnych , to te roztocze mogą 
być tylko raz jeden, a to n. p. w ten sposób ze sobą zespolo
ne rzutowo, że przyjiniemy za odpowiednie każde dwa promie
nie przecinające w jednym punkcie, płaszczyznę a, przecho
dzącą przez 3 punkta przecięcia : aal , Z√>1 , cc1 , — albo też, 
przyjmując za odpowiednie, każde dwa promienie, rzucane przez 
jedną płaszczyznę z punktu S, przecięcia się trzech płaszczyzn: 
aax , 6Z>1, cci . W pierwszym razie, płaszczyzna « , przecina 
powierzchnię skośną w jednej krzywej 2go stopnia, a więc 
każde dwa promienie odpowiednie przecinające się w jednym 
punkcie płaszczyzny «, przecinają się właściwie w jednym 
punkcie owej krzywej , która tym sposobem jest perspektywi
czną względem obu roztoczy skośnych. — W drugim razie, 
płaszczyzny rzucające z punktu S, po dwa promienie odpowie
dnie, jako płaszczyzny styczne do powierzchni skośnej; two
rzą jak wiemy roztocz płaszczyzn 2go stopnia, która oczy
wiście jest perspektywiczną względem obu roztoczy skośnych.

Dwie rzutowe krzywe 2go 
stopnia, leżące jedna na dru
giej , wyznaczają perspektywi
czną względem nich roztocz 
promieni 2go stopnia, albo też 
proste łączące punkta odpowie
dnie , zchodzą się wszystkie 
w jednym punkcie (nie leżą
cym na krzywych'.

Dwie rzutowe roztocze pro
mieni 2go stopnia leżące jedna 
na drugiej, wyznaczają per
spektywiczną względem nich 
krzywą 2go stopnia, albo punk
ta przecięcia się promieni odpo
wiednich, leżą wszystkie w je
dnej prostej (nie należącej do 
roztoczy).

Jeżeli bowiem wyobrazimy sobie obie krzywe, jako leżą
ce w jednej powierzchni skośnej, to jedną z roztoczy skośnych 
wypełniających tę powierzchnią, możemy przyjąć za perspek
tywiczną względem jednej krzywej, drugą — względem dru
giej ; — obie roztocze skośne wyznaczają roztocz płaszczyzn 
2go stopnia, perspektywiczną względem obu roztoczy i obu 
krzywych. Stosownie do tego, czy środek tej roztoczy pła
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szczyzn leży na płaszczyźnie krzywych lub nie, następuje dru
gi lub pierwszy przypadek wymieniony w twierdzeniu z lewej 
strony.

Jeżeli 3 proste łączące punkta odpowiednie powyższych 
krzywych, zchodzą się w jednym punkcie, to i wszystkie inne
w tym punkcie się zchodzą

Dwie rzutowe krzywe 2go 
stopnia, ABCD i ABCt D, , 
mające dwa punkta odpowie- 
dniowspólne, ale nie leżące 
w jednej płaszczyźnie, wyzna
czają perspektywiczną wzglę
dem nich roztocz skośną albo 
perspektywiczną powierzchnię 
stożkową 2go stopnia.

Dwie rzutowe roztocze pła
szczyzn 2go stopnia mające 
dwie płaszczyzny odpowiednio- 
wspólne ale nie współśrodko- 
we, wyznaczają perspektywiczną 
względem nich roztocz skośną 
albo perspektywiczną roztocz 
promieni 2go stopnia

Iłoztocz bowiem skośna, albo powierzchnia stożkowa, per
spektywiczna względem krzywej ABCD i zawierająca dwa pro
mienie : CC, i DD, , jest perspektywiczną względem drugiej 
krzywej: ABC1D1 , gdyż cztery punkta tej ostatniej leżą w pro
mieniach odpowiednich.

Powyższe krzywe wyznaczają powierzchnię stożkową wte
dy, gdy styczne w punktach odpowiednich C i C1 , przecinają 
prostą AB w jednym punkcie; gdybyśmy bowiem przypuścili, 
że w tym ostatnim razie powstaje roztocz skośna, to płaszczy
zna poprowadzona przez powyższe dwie styczne, a więc zawie
rająca jeden promień roztoczy skośnej, CC1 , musiałaby także 
zawierać jeden promień roztoczy kierującej, i tern samem przy
najmniej jeden jeszcze punkt, jednej przynajmniej krzywej , a 
mianowicie, punkt krzywej znajdujący się w tym promieniu 
kierującym, — co być nie może, gdyż ta płaszczyzna, przecho 
dząc przez obie styczne do krzywych, może mieć z każdą z nich 
tylko jeden punkt wspólny. — (Obie styczne już dla tego nie 
mogą być promieniami kierującemi że się przecinają).

Dwie powyższe krzywe, możemy w każdym razie zespo
lić rzutowo, za pomocą roztoczy płaszczyzn , perspektywicznej 
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względem każdej z krzywych, której oś stanowi promień da
ny, CC1. Jeżeli, jak to powyżej nadmieniono, styczne w C 
i C1 , przecinają się w jednym punkcie prostej AB , to pła
szczyzna przez nie poprowadzona jest styczną do wyznaczonej 
przez obie krzywe powierzchni stożkowej. Każda inna pła
szczyzna styczna do powierzchni stożkowej, (w promieniu prze 
chodzącym przez dwa punkta odpowiednie obu krzywych), 
przecina płaszczyzny krzywych, w prostych, stycznych do krzy
wych, które oczywiście przecinają się w jednym punkcie pro
stej AB.

U ważmy teraz , że dwie krzywe s i s1 leżące w różnych 
płaszczyznach, a obejmujące jeden i ten sam odcinek AB, pro
stej w której się przecinają ich płaszczyzny, są przez tę pro
stą podzielone , każda na dwie części, które oznaczymy przez 
I i II. Otóż te dwie krzywe mogą być za pomocą stycznych 
przecinających się w punktach prostej AB , w dwojaki sposób 
zespolone rzutowo, a mianowicie: możemy zespolić część I. 
krzywej s, z częścią II. albo z częścią 1. krzywej s1 a każde 
zespolenie wyznaczy jeden stożek. W twierdzeniu z prawej 
strony możemy podobne poczynić uwagi.

Otrzymamy więc :
Jeżeli dwie krzywe 2go sto

pnia leżą w różnych płaszczy
znach i obie obejmują jeden 
odcinek prostej w której się 
przecinają ich płaszczyzny, to 
wyznaczają dwie powierzchnie 
stożkowe, przez nie przecho
dzące.

Jeżeli dwie powierzchnie 
stożkowe 2go stopnia niewspół- 
środkowe, są wpisane w jeden 
kąt dwuścienny, to przecinają 
się w dwóch krzywych 2go 
stopnia.

Możemy teraz dowieść następującego twierdzenia :

Jeżeli krzywa 2go stopnia i roztocz (promieni 
lub płaszczyzn) 2go st., albo powierzchnia stożko
wa 2go st. i roztocz płaszczyzn 2go st., — są rzuto
wo zespolone, a pięć pierwiastków jednego zesta
wu, przechodzi przez odpowiednie pięć p i e r w i a s t-

7 

www.rcin.org.pl



98

ków drugiego zestawu, — to te zestawy są per
spektywiczne.

Przypuśćmy, że dana jest krzywa drugiego stopnia w, 
i roztocz płaszczyzn drugiego stopnia S. (do tego przypadku 
dadzą się inne, powyżej wymienione, w każdym razie spro
wadzić).

Potrzebujemy tylko dowieść, że możemy zawsze wyzna
czyć taki zestaw promieni, który będzie perspektywicznym 
względem krzywej i względem roztoczy płaszczyzn, gdyż tern 
samem dowiedziemy, że każdy punkt krzywej leży na odpo
wiedniej mu płaszczyźnie. — Niech będą punkta krzywej: 
A, B, C, D, E, leżące w płaszczyznach odpowiednich «, /?, /, fi, f, 
roztoczy płaszczyzn S. — Jeżeli płaszczyzna π, krzywej 2go 
stopnia należy do roztoczy, to przecina tę roztocz w roztoczy 
promieni π (<tβγ∂ε) (środek w punkcie S), perspektywicznej 
względem krzywej, gdyż więcej jak 3 jej promienie, przecho
dzą przez odpowiednie punkta krzywej, — środek zatem obu 
roztoczy, leży na krzywej. — Jeżeli odwrotnie, środek S, roz
toczy płaszczyzn, leży na danej krzywej, to rzucając z tego 
punktu krzywą, otrzymamy roztocz promieni: S (ABCDE), 
perspektywiczną względem roztoczy płaszczyzn S (a^/óA), 
gdyż więcej jak 3 promienie leżą w płaszczyznach odpowie
dnich, — płaszczyzna zatem π należy do roztoczy płaszczyzn — 
(gdyż w niej leży roztocz promieni S, perspektywiczna wzglę
dem roztoczy płaszczyn S).

Jeżeli nakoniec, środek S, nie leży na krzywej, a tern 
samem, płaszczyzna krzywej nie należy do roztoczy S, to 
uważray: Niech będzie A1, punkt krzywej w którym ją prze
cina drugi raz płaszczyzna a, przechodząca przez punkt A (je
żeli a jest styczną w A, to A1 zlewa się z A). Poprowa
dziwszy przez punkt A, , w płaszczyźnie «, dowolną prostą .7, 
nie leżącą w płaszczyźnie π, rzucajmy z tej prostej krzywą u. 
Otrzymamy roztocz płaszczyzn Igo stopnia: g (ABCDE) per
spektywiczną względem krzywej, a rzutową względem roztoczy 
płaszczyzn S, i mającą z tą ostatnią, płaszczyznę cc odpowie- 
dniowspólną. Roztocze płaszczyzn: S i g, tworzą jak wiemy
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perspektywiczna względem nich roztocz skośną, która musi być 
także perspektywiczną względem krzywej w, gdyż cztery jej 
promienie przechodzą przez odpowiednie cztery punkta krzywej.

Jeżeli krzywa 2go stopnia: 
ABCDE i roztocz skośna abcde, 
są względem siebie rzutowe ale 
nie perspektywiczne i dwa 
punkta krzywej A i B leżą 
w promieniach odpowiednich 
a i b, to te dwa zestawy wy
znaczają perspektywiczną wzglę 
dem nich roztocz płaszczyzn 
Igo lub 2go stopnia.

Jeżeli roztocz płaszczyzn 2go 
stopnia i roztocz skośna, są 
względem siebie rzutowe ale 
nie perspektywiczne i dwie 
płaszczyzny pierwszej roztoczy, 
przechodzą przez odpowiednie 
im, dwa promienie drugiej roz
toczy, — to te dwie roztocze 
cze wyznaczają perspektywi
czny względem nich zestaw pro
sty lub perspektywiczną krzy
wą 2go stopnia.

Trzy bowiem płaszczyzny: Cc, Dd, Ee, łączące punkta 
krzywej z odpowiedniemi promieniami roztoczy skośnej, prze
cinają się w jednej prostej (t. j. w promieniu roztoczy skośnej) 
albo w jednym punkcie; roztocz zaś płaszczyzn, rzucająca 
wszystkie promienie roztoczy skośnej, z owej prostej lub owe
go punktu przecięcia, jest zarazem perspektywiczną względem 
krzywej ABCDE.

Dwie rzutowe krzywe 2go 
stopnia leżące w jednej pła
szczyźnie i mające dwa punkta 
odpowiedniowspólne, wyznacza
ją perspektywiczną względem 
nich roztocz promieni Igo lub 
2go stopnia, — albo też, wszy
stkie promienie łączące punkta 
odpowiednie przecinają się w 
jednym punkcie, nie leżącym 
na żadnej z krzywych danych.

Dwie rzutowe roztocze pro
mieni 2go stopnia, mające dwa 
promienie odpowiedniowspólne, 
wyznaczają perspektywiczny 
względem nich zestaw prosty 
lub perspektywiczną krzywą 
2go stopnia, — albo też wszy
stkie punkta przecięcia się pro 
mieni odpowiednich, leżą w je
dnej prostej nie należącej do 
żadnej z roztoczy danych.

Każda bowiem roztocz skośna, perspektywiczna względem 
jednej krzywej, wyznacza z drugą, roztocz płaszczyzn Igo lub 
2go stopnia, która się przecina z płaszczyzną krzywych w roz- 
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toczy promieni Igo lub 2go stopnia, a tylko w tedy gdy śro
dek tej ostatniej roztoczy 2go stopnia leży w płaszczyźnie 
krzywych, — następuje ten ostatni wypadek, w twierdzeniu 
z lewej strony wspomniany.

Jeżeli dwie rzutowe krzywe 2go stopnia leżące w jednej 
płaszczyźnie, nie mają punktów odpowiedniowspólnych, to wy
znaczają roztocz promieni wyższego stopnia, w której przez 
każdy punkt przechodzą więcej jak dwa promienie, — a w ogóle 
najwyżej 4 promienie. Mogą się w nich jednakże zawierać 
pojedyncze punkta, przez które przechodzi więcej jak 4 pro
mienie ale zarazem nieskończenie wiele promieni tejże samej 
roztoczy; jeżeli bowiem roztocz płaszczyzn 2go stopnia ma za 
środek taki punkt przecięcia się pięciu promieni, (przechodzą
cych przez punkta odpowiednie obu krzywych) i jest perspekty
wiczną względem jednej krzywej (n. p. jest rzutnią roztoczy 
skośnej perspektywicznej względem tej krzywej), — to jest za
razem perspektywiczną względem drugiej krzywej (której 
5 punktów leży w odpowiednich płaszczyznach). — Podobnież, 
dwie rzutowe roztocze promieni 2 stopnia wyznaczają krzywą 
wyższego stopnia, która z dowolną prostą niema zwykle wię
cej jak 4 punkta wspólne. — Później zajmiemy się zbadaniem 
tych nowych zestawów wyższego stopnia.

Zestawy dwuwtórne (inwolucyjne).

Jeżeli dwa jednorodne zestawy pierwotne u i u1, są rzu
towo zespolone i leżą jeden na drugim (n. p. dwa zestawy pro
ste w jednej prostej), to każdy pierwiastek P, może być uwa
żany jako należący do jednego lub do drugiego zestawu, może 
być zatem brany dwukrotnie i mieć dwa odpowiednie mu pier
wiastki. Tak n. p. w dwóch zestawach prostych u i w1 (fig. 30.), 
gdzie punktom P, Q, R, odpowiadają punkta P1, Ql , R1, 
punktowi P (czyli Q1) odpowiadają punkta P1 i Q.

Te dwa ostatnie punkta mogą się zlać w jeden jak n. p. 
w zestawach na fig. 31. gdzie punkta Q i P1 stanowią jeden
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punkt, tak że punkta P i P1 odpowiadają sobie w dwo
jaki sposób.

Jeżeli dwa rzutowe zestawy pierwotne u i u1 nie mają 
wszystkich pierwiastków odpowiedniowspólnych, ale każdy piec 
wiastek ich, odpowiada drugiemu w dwojaki sposób, to mówi
my że te zestawy są zespolone dwuwtórnie albo że są 
w inwolucyi, — są inwolucyjne, — są położone 
in wolucyj nie).

Dwa niejednorodne zestawy nazywają się tak
że dwuwtórnie zespolonemi, jeżeli jeden z nich 
jest zespolonym dwuwtórnie, z rzutem lub prze
cięciem drugiego zestawu.

Tak n. p. zestaw prosty u i roztocz promieni Igo sto
pnia U, będą zespolone dwuwtórnie, jeżeli: podczas gdy dowol
nemu punktowi P , zestawu u, odpowiada promień roztoczy 
przechodzący przez punkt P1, to jednocześnie punktowi P1 od
powiada promień, przechodzący przez punkt P. Wtedy bowiem, 
przecięcie roztoczy U, prostą u daje zestaw prosty w1 , zespo
lony dwuwtórnie z zestawem w.

Dwie rzutowe krzywe 2go stopnia, leżące jedna na dru
giej , są zespolone dwuwtórnie, jeżeli trzy, a zatem i wszystkie 
(str. 95) promienie łączące punkta odpowiednie, zchodzą się 
w jednym punkcie (fig. 32 i 33). Jeżeli zaś te krzywe wy
znaczają perspektywiczną względem nich roztocz promieni 2go 
stopnia, to nie są dwuwtórnie zespolone.

Dwie rzutowe krzywe 2go stopnia, leżące je
dna na drugiej , są zespolone dwuwtórnie, jeżeli 
jeden dowolny ich punkt A odpowiada drugiemu: 
A1 , w dwój aki sposób.

Niech będą B i B1, (fig. 32 i 33) dowolne dwa inne 
punkta odpowiednie obu krzywych, tak, że punktom A, A1, B, 
jednej krzywej, odpowiadają punkta A1 , A, B1 , drugiej krzy
wej. Wyznaczmy biegunową w, punktu U, w którym się prze
cinają proste AA1 i BBl. Roztocze promieni: B1 (AA1B...) 
i B (A1AB1...) rzucające obie krzywe z punktów Bl i B, są 
względem siebie rzutowe ale zarazem i perspektywiczne, gdyż 
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promień łączący ich środki jest odpowiedniowspólnym; obie 
więc roztocze muszą być rzutniami jednego zestawu prostego, 
w którym się przecinają promienie odpowiednie B1A1 i BA, 
oraz B1A i BA1 , — a tym zestawem jest właśnie zestaw w, 
leżący w biegunowej punktu U. Każde więc dwa punkta krzy
wych, leżące w jednej prostej z punktem U, muszą podobnie 
jak punkta A i A1 , odpowiadać sobie podwójnie, gdyż przez 
nie przechodzą dwukrotnie, promienie odpowiednie roztoczy 
B i Bl, a zatem, obie krzywe są zespolone dwuwtórnie.

Widzimy więc, że jeżeli dwie krzywe 2go stopnia zespo
lone są dwuwtórnie, to proste łączące punkta odpowiednie 
zchodzą się w jednym punkcie ¢7, a styczne w punktach od
powiednich, przecinają się w punktach jednej prostej u, biegu
nowej punktu U.

Punkt U nazywa się środkiem dwuwtórności 
(środkiem inwolucyi), prosta zaś u, osią dwuwtórności, obu 
krzywych.

Roztocze promieni 2go stopnia otaczające dwie dwuwtórne 
krzywe, są także zespolone dwuwtórnie, gdyż styczne w odpo
wiednich punktach dwojako sobie odpowiadają. Takie dwie roz
tocze, przecinają się z każdym do nich należącym promieniem 
w dwóch zestawach prostych dwuwtórnie zespolonych.

Dwie dwuwtórnie zespolone krzywe 2go stopnia są rzu
cane z każdego ich punktu przez dwie dwuwtórnie zespolone 
roztocze promieni, a z każdego punktu leżącego zewnątrz ich 
płaszczyzny, przez dwie dwuwtórnie zespolone powierzchnie 
stożkowe. Roztocz skośna perspektywiczna względem jednej 
krzywej, — jest względem drugiej zespoloną dwuwtórnie; — 
toż samo stosuje się do roztoczy płaszczyzn i t. d.

W ogóle, możemy zatem powiedzieć:
Dwa rzutowe zestawy pierwotne jednoro

dne, są zespolone dwuwtórnie, jeżeli leżą jeden 
na drugim i jakiekolwiek ich dwa pierwiastki, 
odpowiadają sobie dwukrotnie.

Jeżeli bowiem temi zestawami są zestawy promieni, to 
możemy wyznaczyć dwie rzutowe, na sobie leżące, krzywe 2go 
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stopnia, perspektywiczne względem nich i mające dwa punkta 
odpowiadające sobie dwukrotnie — a więc zespolone dwuwtór- 
nie, co dowodzi, że i oba zestawy promieni muszą być zespo
lone dwuwtórnie. Jeżeli zaś te zestawy są roztoczami pła
szczyzn, lub zestawami prostemi, to możemy wyznaczyć dwa 
perspektywiczne względem nich zestawy promieni, leżące jeden 
na drugim i mające jedną parę promieni odpowiadających sobie 
dwukrotnie, a zatem podług powyższego, zespolone dwu
wtórnie.

Dwa zestawy dwuwtórnie zespolone, mogą być uważane 
jako jeden zestaw, którego pierwiastki są ułożone w pary 
dwu wtórne, czyli ułożone dwuwtórnie (inwolucyjnie). Taki 
zestaw będziemy nazywali dwuwtórnym.

I tak możemy powiedzeć:
W dwuwtórnej krzywej 2go 

stopnia, każda para punktów 
leży w jednej prostej z punk
tem stałym U, nie leżącym na 
krzywej, a każda para sty
cznych przecina się w jednym 
punkcie biegunowej w, punk
tu U, — (względem tejże krzy
wej).

W dwuwtórnej powierzchni 
stożkowej 2go stopnia każda 
para promieni, leży w jednej 
płaszczyźnie ze stałym promie
niem p, nie leżącym w po
wierzchni , a każda para pła
szczyzn stycznych przecina się 
w jednym promieniu płaszczy
zny biegunowej promienia p,— 
(względem tejże powierzchni).

Twierdzenia z lewej strony dowiedliśmy już powyżej, 
twierdzenie zaś z prawej strony otrzymujemy bezpośrednio, 
skoro uwzględnimy, że w nim występuje tylko rzutnia zestawu 
o którym mowa w twierdzeniu z lewej strony.

Chcąc ułożyć dwuwtórnie, dowolny zestaw 
pierwotny, można dwie pary pierwiastków A, A1, 
i B, B1 , obrać dowolnie, wszystkie inne pary są 
przez to stale wyznaczone.

Każdy bowiem zestaw dwuwtórny, składa się właściwie 
z dwóch zestawów rzutowych, których trzy pary pierwiastków: 
AA1, A1A, BB1 , mogą być obrane dowolnie, a przez to inne 
są stale wyznaczone.

www.rcin.org.pl



104

Jeżeli mamy ułożyć dwuwtórnie, punkta danej krzywej 
2go stopnia, to możemy to uskuteczić albo za pomocą środka 
dwuwtórności U, (w którym się przecinają promienie AA, i 
BB1), a to prowadząc przez U dowolne promienie CC, , DD, 
i t. d., — albo też za pomocą osi dwuwtórności u, (bieguno
wej punktu U), prowadząc z dowolnych punktów tej osi, po 
dwie styczne do krzywej a punkta styczności będą stanowiły 
pary dwuwtórne.

Podobnież ma się rzecz z powierzchnią stożkową.
Jeżeli mamy ułożyć dwuwtórnie, promienie danej rozto

czy skośnej, to potrzebujemy tylko uczynić to z dowolną krzy
wą, stanowiącą przecięcie roztoczy skośnej. Promienie rozto
czy 1go stopnia możemy również ułożyć dwuwtórnie za pomo
cą perspektywicznej względem niej krzywej 2go stopnia, n. p. 
za pomocą koła przechodzącego przez środek tej roztoczy.

Pierwiastki jakiegokolwiek zestawu zasadniczego, mogą 
być zresztą ułożone dwuwtórnie, bez pomocy zestawów 2go 
stopnia a to w ten sposób, że uważając taki zestaw za złożo
ny z dwóch rzutowych, zespalamy te dwa ostatnie podług zwy
kłych prawideł.

Dwa jednorodne zestawy rzutowe, składające zestaw dwu- 
wtórny, n. p. dwie krzywe 2go stopnia AA1B i A1AB1 (fig. 32 
i 33), mogą być jednotoczne albo różnotoczne. W pierwszym 
przypadku dwa pierwiastki jednej pary: AA, są zawsze przez 
piewiastki każdej innej pary przedzielone, i nie mogą się nigdy 
zlać w jeden pierwiastek. W drugim razie, pierwiastki jednej 
pary nie są nigdy przez pierwiastki drugiej pary przedzielone, 
a posuwając się w odwrotnych tokach, muszą się zlać z sobą 
dwa razy i tworzą dwa pierwiastki odpowiednio- 
wspólne obu zestawów rzutowych. Te dwa pierwiastki 
nazwiemy rdzennemi, gdyż każdy z nich stanowi niejako 
środek, albo rdzeń, po obu stronach którego, ułożone są w pary 
dwu wtórne, wszystkie pierwiastki zestawu.

Z powyższego wypada:
Dwuwtórny zestaw pierwotny, ma dwa pier

wiastki rdzenne albo niema żadnego, stosownie 
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do tego, czy dwa pierwiastki jednej pary, nie są 
przedzielone przez pierwiastki drugiej pary, lub 
są przedzielone. Każdy pierwiastek rdzenny, po- 
wstaje przez zlanie się w jeden, dwóch pierwiast
ko w j ednej pary.

Jeżeli środek dwuwtórności, dowolnej krzywej 2go stopnia 
leży zewnątrz krzywej, to ta krzywa ma dwa punkta rdzenne, 
w których się z nią stykają dwa promienie punktu U, i w któ
rych ją przecina oś dwuwtórności, u.

Pierwiastki rdzenne, M i N, dowolnego ze
stawu, są harmonicznie przedzielone przez każde 
dwa pierwiastki jednej pary, A i A1.

Potrzebujemy dowieść tego twierdzenia tylko dla krzywej 
2go stopnia, gdyż każdy inny przypadek da się do tego spro
wadzić.

Wiemy że w krzywej 2go stopnia, mającej dwa punkta 
rdzenne M i N, (fig. 32), każde dwa punkta jednej pary, n. p. 
A i A1 , leżą na promieniu, przechodzącym przez biegun U, 
prostej MN, czyli że proste AA, , i MN są sprężone, powyżej 
zaś dowiedliśmy, że dwie proste sprężone (AA, i MN) wyzna
czają w krzywej cztery punkta harmoniczne AMA,N.

Aby więc ułożyć dwuwtórnie. pierwiastki dowolnego ze
stawu pierwotnego, możemy obrać dowolnie dwa pierwiastki 
rdzenne M i N, albo jeden pierwiastek rdzenny M, i jedną 
parę dwuwtórną AA, , — przez co wszystkie inne pary będą 
stale wyznaczone. W pierwszym bowiem przypadku, każde 
dwa pierwiastki harmonicznie przez M i N przedzielone, będą 
stanowiły jedną parę, a w drugim przypadku, drugi pierwia
stek rdzenny N, może być łatwo wyznaczony, ponieważ jest 
przez A i A, od M harmonicznie przedzielony.

Powyższych praw o zestawach dwuwtórnych możemy do
wieść innym jeszcze sposobem, więcej elementarnym, przyczem 
będziemy mogli wyprowadzić niektóre nowe prawa.

Wprowadźmy najprzód następujące określenie:
Dowolne dwie grupy pierwiastków: A, B. C, D, E,.... i 

A1, B1, C1, D1, E1,.... należących do dwóch zestawów pierwo
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tnych u i u1, będziemy nazywali r z u t o w e m i, jeżeli zesta
wy u i w1 mogą być zespolone rzutowo w ten sposób, że pier
wiastkom A, B, C, D,. . jednego, odpowiadać będą pierwiastki 
A1, B1, C1, D1,.... drugiego zestawu*).

*) Do takich grup rzutowych stosuj¾ się wyżej wyprowadzone prawa co do stosunków metrycznych. N. p. jeżeli to s¾ zestawy proste to: AB C B   A1B1 C1B1AD ' CD _ A1D5 ’ CξD1 ***) Znak rz. wyraża: „jest rzutowe względem:"

Jeżeli n. p u i u1 są zestawami prostemi leżącemi w je
dnej płaszczyźnie lecz nie w jednej prostej, to grupy powyższe 
tylko wtedy mogą być rzutowemi, gdy proste AA1, BB1, CC1,.... 
zchodzą się w jednym punkcie albo też, gdy są stycznemi do 
jednej krzywej 2go stopnia, przyczem u i u1, są także styczne 
do tejże krzywej.

Grupa ABCD — czterech pierwiastków jednego zestawu 
pierwotnego jest rzutową względem każdej permutacyi z tychże 
pierwiastków ułożonej, byleby pierwiastki przedzielone (A i C, 
albo B i D), pozostały przedzielonemi, czyli:

ABCD rz.**)  BADC rz. CDAB rz. DCBA....

Dowiedziemy tego dla zestawów prostych, gdyż do tego 
przypadku dadzą się inne sprowadzić.

Przypuśćmy że mamy dowieść iż ABCD jest rz. wzglę
dem CDAB. Odrzućmy ABCD z dowolnego punktu R (fig. 34) 
na dowolną prostą przechodzącą przez A. Na tej prostej otrzy
mamy rzuty: A, E, F, G. Nazwijmy głoską T punkt przecię- 
eia, ED z RC i uważmy:

AEFG jest rzutem ABCD z punktu R 
CTFR „ „ AEFG „ D
CDAB „ „ CTFR „ E

a więc ABCD rz. CDAB, co było do okazania.
W podobny sposób moglibyśmy dowieść rzutowości in

nych permutacyj.
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Z powyższego wypada, że:
Jeżeli abcd rz. ABCD, to i abcd rz. BADC rz. CDAB 

rz. DCBA....
Ztąd też wynika wyżej dowiedzione prawo, że dwa rzu

towe zestawy pierwotne, leżące jeden na drugim są zespolone 
dwuwtórnie, jeżeli dowolne dwa ich pierwiastki A i A1 odpo
wiadają. sobie dwukrotnie. Gdyż jakiekolwiek będą dwa inne 
pierwiastki odpowiednie B i B,, tak że pierwiastkom A, A1,B, 
jednego zestawu odpowiadają pierw. Al , A, B1, drugiego ze
stawu, możemy podług powyższego, uważając AA1BB, za gru
pę należącą do jednego zestawu, — napisać:

AA1BB1 rz. A1AB,B,
co dowodzi, że B i B1 odpowiadają sobie dwukrotnie , a co 
także stosuje się do każdych innych dwóch pierwiastków od 
powiednich.

Z prawa któreśmy dopiero co powtórnie dowiedli wynika:
Zestaw prosty u i rzutowo z nim zespolona roztocz pro

mieni R, są zespolone dwuwtórnie, jeżeli środek zoztoczy leży 
zewnątrz w i z dwóch punktów P i P1, zestawu w, każdy leży 
w promieniu odpowiednim drugiemu. — Zestaw bowiem u, 
musi być zespolonym dwuwtórnie z przecięciem roztoczy R 
przez prostą w, jako mający z tym przecięciem dwa punkta 
P i P1, odpowiadające sobie dwukrotnie. (W podobnyż sposób 
można poznać, kiedy roztocz płaszczyzn jest zespoloną dwu
wtórnie z zestawem prostym lub roztoczą promieni).

Jeżeli w płaszczyźnie danej krzywej 2go stopnia obierze- 
my dowolną prostą w, nie styczną do krzywej, i dla każdego 
jej punktu wyznaczymy biegunową, to te biegunowe utworzą 
roztocz prom. U, zespoloną dwuwtórnie z zestawem u. Jeżeli 
więc w zestawie u każde dwa punkta sprzężone — a w rozto
czy każde dwa sprzężone promienie nazwiemy jedną parą, to 
zestaw u i roztocz U będą ułożone w pary dwuwtórne.

W szczególności , wszystkie pary średnie sprzężonych 
krzywej 2go stopnia — tworzą dwuwtórną roztocz promieni.

Prawo, że w zestawach dwuwtórnych, każde dwa pier
wiastki jednej pary, AA1, są harmonicznie przedzielone przez 
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pierwiastki rdzenne M i N (jeżeli te istnieją) może być również 
dowiedzione sposobem elementarnym : Przypuśćmy, że te cztery 
pierwiastki: A, A1, M, N, są punktami zestawu prostego 
(fig. 35), który powstał z dwóch rzutowych zestawów, ułożo
nych dwówtórnie. W tych zestawach, punktom MANA1, jedne
go zestawu odpowiadają punkta MA1NA, drugiego zestawu 
(gdyż M i N są odpowiednio wspólne).

Mamy więc: MANA1 rz. MA1NA. Rzucając MANA1 
z dowolnego punktu S na prostą przechodzącą przez M, otrzy
mamy: MRKT rz. MANA1, a więc i MA1NA rz. MRKT; ale 
ponieważ te zestawy mają punkt przecięcia odpowiedniowspól- 
ny (M), przeto muszą być perspektywiczne, t. j. że linije A1R, 
NK i AT muszą się przeciąć w jednym punkcie (0). Tym 
sposobem otrzymujemy czworokąt OTSR, wyznaczający 4 punkta, 
harmoniczne MANA1.

Grupę trzech par pierwiastków AA1, BB1 , CC1, jednego 
zestawu dwuwtórnego będziemy nazywali i n w o 1 u c y j ą lub 
dwuszóstką *).

*) Zamiast obcego wyrazu „inwolucvja“ wolę używać swojskiej Da- zwy „d w u s z ó s t k a“ (sześć pierwiastków dwuwtórnych).

Pierwiastki jednej dwuszóstki, jako należące do zestawu 
dwuwtórnego, muszą być w pewnej zależności, — a mianowi
cie musi być: AA1BC rz. A1AB1C1 , ABCCj rz. A1B1C1C,.... 
i w ogóle każde dwie grupy symetryczne z tych sześciu pier
wiastków ułożone, muszą być rzutowemi względem siebie.

Odwrotnie, jeżeli np. AAtBC rz. A1 AB1C1, to AA1,BB1,CC1 
tworzą dwuszóstkę, gdyż A i A1 odpowiadają sobie podwójnie 
a więc i B i B1, C i C1.... muszą sobie podwójnie odpowiadać.

Dwie pary pierwiastków jednej dwuszóstki mogą być 
oczywiście obrane dowolnie, a dwa pierwiastki pozostałe muszą 
być odpowiednio wyznaczone.

Pierwiastek rdzenny zestawu dwuwtórnego, może w dwu- 
szóstce zastąpić miejsce jednej pary. Np. M,AA1BB1 jest
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dwuszóstką, jeżeli tylko: MAA1B rz. MA1ABj. Również 
M,N,AA1 jest dwuszóstką jeżeli MANA, jest zestawem har
monicznym , a więc rzutowym względem harmonicznemu 
zestawu MA1,NA.

Sześć boków zupełnego czwo-1 
rokąta płaskiego O R S T, prze- 
cina się z każda prostą leżącą 
w jego płaszczyźnie, lecz nie 
przechodzącą przez żaden z jego 
wierzchołków — w sześciu pun
ktach tworzących dwuszóstkę, 
przyczem każde dwa boki prze
ciwległe wyznaczają jedną parę 
dwu wtórna.

Sześć wierzchołków zupełnego 
czworoboku płaskiego, są rzu
cane z każdego punktu leżącego 
w jego płaszczyźnie. lecz nie 
leżącego w żadnym z jego bo
ków — przez sześć promieni sta
nowiących dwuszóstkę, przyczem 
każde dwa wierzchołki przeciw
ległe wyznaczają jedną parę 
dwuwtórną.

Dostatecznem będzie dowieść twierdzenia z lewej strony. 
W tym celu u ważmy: AT PR (fig. 3G) jest rzutem ACA1 B1 
z punktu O, a rzutem A B A1 C1 z punktu S, a więc: ACA1B1 
rz. ATPR rz. ABΛ1 Cl, a ponieważ (str. 106): A B A1 Ct rz. 
A1 C, AB, a więc: ACAl B1 rz. A1 C1 AB, to znaczy, że 
AAl BB1∙CC1 stanowi dwuszóstkę. gdyż A i A1 odpowiadają 
sobie podwójnie, a B i C odpowiadają B1 i C, (przyczem mu
szą sobie odpowiadać podwójnie), a zatem AA1, BB1, CC1, 
stanowią trzy pary zestawu dwuwtórnego.

Mając dane dwie pary pierwiastków: AA1 i BB1 jednego 
dwuwtórnego zestawu prostego u. możemy dla każdego piątego 
punktu C wyznaczyć punkt odpowiedni, wykreślając czworokąt, 
którego dwa boki przeciwległe przechodzą przez punkta jednej 
pary, jedna przekątna przez C, a dwa drugie boki przeciwległe 
przez punkta drugiej pary. Druga przekątna wyznaczy punkt 
C1, odpowiedni punktowi C. Stanowisko punktu C, względem 
pięciu punktów danych, jest stałe i niezmienne, gdyż ilekolwiek 
byśmy wykreślili czworokątów, zawsze szóste boki przecinają 
się z prostą u w tym samym punkcie (str. IG).

(Oczywistą jest rzeczą, że jeżeli zamiast jednej lub dwóch 
par punktów dane są jeden lub dwa punkta rdzenne, to wykre

www.rcin.org.pl



110

ślając czworokąt, prowadzimy przez te punkta po dwa boki 
przeciwległe czworokąta).

Jeżeli dwa punkta M i N prostej u są harmonicznie prze
dzielone przez A i A1 oraz przez B i B1, czyli przez dwie 
pary boków przeciwległych dowolnego czworokąta (str. 20), to 
są one punktami rdzennemi, a więc muszą być także harmo
nicznie przedzielone i przez C i C1, czyli przez przekątne tegoż 
czworokąta.

Jeżeli czworokąt niezupełny KLMN (fig. 37) wpisany jest 
w krzywą 2° st. to punkta przecięcia boków tego czworokąta 
i krzywej — z dowolną prostą u, nie przechodzącą przez żaden 
z 4ch wierzchołków dają dwuszóstkę AA1, BB,∙ PP1, w której 
punkta jednej pary są przecięciami boków przeciwległych lub 
przecięciami krzywej z prostą u

Albowiem, rzucając punkta krzywej P, L, Pl, N, z pun
któw K i M i przecinając promienie rzucające prostą u, otrzy
mamy: PBP1A rz. PAlP1B1j a ponieważ PA1P1Bl rz P1B1PA, 
(str. 106) więc; PB P1 A rz. P2B1 PA1, czyli ζePP1. AA1. BBl 
stanowi dwuszóstkę.

(Podobne do powyższego prawo odwrotne, możemy wypro
wadzić dla czworokąta opisanego na krzywej 2π st.).

Ponieważ każda krzywa 2° st. opisana na powyższym 
czworokącie KLMN, przecina prostą u w dwóch punktach sta
nowiących z punktami A, A1, i B. B1 — dwuszóstkę, a te 
ostatnie 4 punkta (dwie pary) wyznaczają w zupełności zestaw 
dwuwtórny w, przeto każda krzywa opisana na czworokącie 
KLMN, przecina u w dwócb punktach należących do jednej 
pary dwuwtórnej. Jeżeli te dwa punkta zchodzą się w jeden 
czyli, jeżeli krzywa jest styczną do w, to otrzymujemy punkt 
rdzenny.

Podobne uwagi możemy porobić co do nadmienionego po
wyżej prawa (odwrotowego) o czworokącie opisanym na krzy
wej. Ztąd wypada:
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Wszystkie krzywe 20 st. opi
sane na jednym czworokącie 
(płaskim) przecinają się z do
wolną prostą u nie przechodzącą 
przez żaden wierzchołek czworo
kąta w zestawie dwuwtórnym, 
przyczem każda krzywa wyzna
cza jedną parę dwuwtórną albo 
punkt rdzenny (jeżeli jest sty
czną do u).

Ponieważ każdy zestaw dwuwtórny 
rdzenne, albo niema żadnego, przeto do 
możemy zrobić dodatki:

Wszystkie krzywe 2° st. wpi
sane w jeden czworobok, wy
dają z dowolnym punktem U, 
nie leżącym w żadnym z bo
ków czworoboku, dwuwtórną 
roztocz promieni — jeżeli do 
każdej krzywej poprowadzimy 
z U dwie styczne i przyj mierny 
je za promienie jednej pary 
dwuwtórnej. Jeżeli krzywa prze
chodzi przez U, to styczna do 
niej w tym punkcie stanowi 
promień rdzenny.

ma dwa pierwiastki 
powyższych twierdzeń

Mogą być dwie krzywe sty- Mogą być dwie krzywe prze- 
czne do u albo niema żadnej, chodzące przez U albo niema 

żadnej.

Który zaś z tych dwóch przypadków następuje łatwo 
rozpoznać jeszcze przed wykreśleniem krzywych. Pierwszy 
przypadek następuje wtedy gdy n. p. A i A1 (w twierdz, z le
wej strony) nie są przez B i B1 przedzielone—drugi zaś przy
padek, jeżeli są przedzielone (str. 104).

Wynalazłszy pierwiastki rdzenne zestawów u i U, wspo
mnianych w ostatnich dwóch prawach, możemy łatwo wykreślić 
krzywe w dodatku do tych praw wspomniane, t. j. krzywe 
przechodzące przez 5 punktów danych, (twierdz, z lewej strony) 
albo styczne do 5 danych prostych (tw. z prawej str.). O wy
znaczeniu pierwiastków rdzennych będzie mowa w późniejszym 
rozdziale.

Do twierdzenia z lewej strony możemy jeszcze następu
jący zrobić dodatek, przyjmując że u jest prostą nieskończenie 
odległą:

Przez 4 punkta dane w płaszczyźnie można poprowadzić 
dwie parabole albo nie można poprowadzić żadnej.
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Stosunki metryczne w zestawach dwuwtórnych.
Ogniska krzywych 2go stopnia.

Jeżeli AA1, BBl , CC1, są trzy pary dwuwtórnego zestawu ρro∙ stego, to jak wiemy :
a zatem:
czyli :

Znosząc mianowniki i wspólny czynnik A A, otrzymamy:AB, BC, CA, = AC, BA1∙CB, . . I.Tak samo ponieważ AA,BC rz. A,AB,C, przeto:ΛB,∙BC∙C,A, = AC∙BA,C,B, . . . Ia.I w ten sposób możemy układać inne podobne równania, zamieniając między sobą dowolne dwa punkta do jednej pary należące.(Podobne równanie możemy także układać dla wstaw kątów utworzonych przez promienie dwuwtórnej roztoczy Igo stopnia).Jeżeli jeden z sześciu punktów powyższych , n. p. C, , staje się nieskończenie odległym, to jak wiadomo, stosunki zawierające C, — stają się — 1 , n. p.: B C,AC, CAC,B, i t. d.,

a w skutek tego równania I i la zamienia się na równania :AB,-CA, — BA,- CB, AB,∙BC = AC - BA,Punkt C (odpowiedni punktowi Poo) nazywa się środkiem dwuwtórnego zestawu prostego. Oznaczmy go głoską O i podzielmy przez siebie ostatnie dwa równania, a otrzymamy:
%) Wprawdzie AA, = — A,A, CA, = — A,C etc. (str. 23). lecz oczywiście : AA, A, AC A, = A, C
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O A,B O O B, A Oczyli: OA ∙ OA, — OB ∙ OB,............................................................II.To znaczy że :Iloczyn z odcinków zawartych pomiędzy środkiem i dwoma dowol- nemi punktami odpowiedniemi, dwuwtórnego zestawu prostego u, jest ilością, stałą.Jeżeli zestaw u ma dwa punkta rdzenne M i N, (powstałe przez zlanie się dwóch punktów jednej pary), to oczywiście:OA ∙ OA1 = (OM), = (ON)1 .... III.Ztąd wypada, że środek O dzieli na dwie równe części odcinek MN (między punktami rdzennemi).Jeżeli zestaw u ma dwa punkta rdzenne, to O i C, nie są przez żadne dwa punkta jednej pary przedzielone (str. 104) a więc np A i A, leżą po jednej stronie punktu O, a iloczyn OAOA, jest dodatni (musi być zresztą dodatnym jako równy kwadratowi z OM i z ON). Jeżeli zaś zestaw u niema punktów rdzennych, to A i A, leżą po obu stronach punktu O , a więc iloczyn OA • OA, jest odjemny.Stosownie więc do tego, czy iloczyn z dowolnych dwóch odcinków wyznaczonych przez punkta jednej pary ma wartość dodatnią lub od- jemną, zestaw u ma dwa punkta rdzenne lub niema żadnego.Jeżeli na każdym z odcinków AA,, BB,, CC,, etc, dwuwtórnego zestawu prostego u (fig. 38 i 39) wykreślimy koła mające za średnicę ten odcinek, jeżeli oznaczymy przez r promień któregokolwiek z tych kół (n. p. koła opisanego na AA,), a przez s odległość środka tego koła od punktu O (środka zestawu u), to otrzymamy:
OA1 = OK + KA1 = s + r
OA = OK — AK = s — rztąd: OA'OA1=(s—r) (s—|—r) = s2 — r2 — Const. VI.Jeżelż zestaw u ma punkta rdzenne M i N, (fig. 39), to O leży zewnątrz koła, a s1 — r1 oznacza kwadrat z i, t. j. ze stycznej z punktu O do tego koła poprowadzonej, gdyż t jest ramieniem kąta prostego w trójkącie prostokątnym, którego przeciwprostokątną stanowi s, ar — drugie ramie kąta prostego. Długość tej stycznej t jest jak to pokazuje równanie VI — ilością stałą, a jak pokazuje równanie III,— równą połowie MN. Jeżeli więc z punktu O zakreślimy koło przechodzące przez M i N, to to koło będzie przecinało prostopadle wszystkie powyżej wspomniane koła, opisane na odcinkach ograniczonych przez

8 
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punkta jednej pary. Łatwo też można dowieść , że wszystkie te koła przecinają się prostopadle z każdym kołem przechodzącem przez M i N.Jeżeli zestaw u niema żadnego punktu rdzennego (fig 38), to punkt O leży wewnątrz koła opisanego na AA1, a s1 — r2 jest ujemne (równie jak 0A , OA1) Jeżeli wykreślimy cięciwę tego koła, przechodzącą przez O i prostopadłą do u, to:
s2 4- (OP)j = r2 
s2 — r2 = — (OP)a = — (OQ)aPonieważ zaś długości OP i 0Q są według równania VI ilościami stałemi dla wszystkich odcinków AA1, BB,, a więc i dla wszystkich kół opisanych na tych odcinkach, — przeto wszystkie te koła muszą przechodzić przez P i Q. Kąty więc APA1 , BPB1, CPC1 etc. są kątami prostemi, a zatem,:Jeżeli dwuwtórny zestaw prosty u niema punktów rdzennych, to w każdej płaszczyźnie przez u przechodzącej znajdują się dwa punkta P i Q, z których ten zestaw jest rzucany przez dwie dwuwtórne roztocze prostokątne, (t. j. roztocze, w których każde dwa promienie jednej pary są do siebie prostopadłe).Że wszystkie koła opisane na wiadomych odcinkach muszą przechodzić przez punkta przecięcia się dwóch takich kół, — możemy to wnieść i z następującego prawa:Jeżeli w dwuwtórnej roztoczy promieni, promienie dwóch par: α, ai i b, bi są do siebie prostopadłe, to każde dwa promienie odpowiednie (należące do jednej pary) są do siebie prostopadłe.Prawdziwość zaś tego ostatniego prawa wypływa ztąd,— że promienie tej roztoczy mogą być tylko w jeden sposób tak ułożone w pary dwuwtórne, aby promienie a i al, oraz b i bl odpowiadały sobie (tworzyły pary), a to mianowicie w ten sposób, że przyjmujemy za odpowiednie każde dwa promienie prostopadłe do siebie (tak jak w roztoczy dwuwtórnej utworzonej przez wszystkie średnice sprzężone koła).Jeżeli w krzywą 2go stopnia wpiszemy ilekolwiek trójkątów prostokątnych tak, aby wierzchołek kąta prostego był dla wszystkich λvspol- ny, to przeciwprostokątne przetną się w jednym punkcie.Albowiem dwuwtórna roztocz, utworzona przez ramiona kąta prostego, wyznacza w krzywej dwuwtórne pary punktów, — proste zaś łączące punkta pojedynczych par, zchodzą się jak wiemy w jednym punkcie (środku dwuwtórności).Jeżeli w płaszczyźnie danej krzywej 2go stopnia obierzemy dowolną roztocz promieni i nazwiemy odpowiedniemi każde dwa promienie sprzężone, to ta roztocz będzie jak wiemy ułożoną dwuwtórnie.
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Jeżeli ta dwuwtórna roztocz jest prostokątną, to jej środek F ma pewne szczególne znaczenie i nazywa się ogniskiem krzywej.Każde zatem ognisko krzywej 2go stopnia jest to punkt , którego każde dwa promienie do siebie prostopadłe są sprzężonemi względem tejże krzywej.Ognisko nie może leżeć zewnątrz krzywej, gdyż roztocz promieni, której ognisko jest środkiem, miałaby w takim razie dwa promienie rdzenne (styczne do krzywej) a więc nie mogła by być prostokątną.Średnica przechodząca przez ognisko jest osią — gdyż jest prostopadła do cięciwy z nią sprzężonej.Każde więc ognisko leży na osi.Prosta przechodząca przez dwa ogniska F i F,, jest osią krzy. wej, gdy£ jftho sprzężona z dwoma cięciwami do niej prostopadłemi jest biegunową nieskończenie odległego punktu (przecięcia się tych dwóch cięciw), jest średnicą — a zarazem i osią, bo jest prostopadła do cięciw z nią sprzężonych.W kole, — środek może być uważany za ognisko, gdyż przecinające się w tym środku proste sprzężone (średnice) są do siebie jak wiemy prostopadłe.Że oprócz środka niema koło innego ogniska , to pokazuje się ztąd, że dwa promienie sprzężone względem koła są tylko wtedy do siebie prostopadłe jeżeli oba są średnicami, albo przynajmniej jeden z nich jest średnicą.W płaszczyźnie danej krzywej 2go stopnia, możemy dla każdej danej prostej p (fig. 40), wyznaczyć jedną prostą p, prostopadłą do p i z nią sprzężoną (t. j. prostopadłą do p z jej bieguna poprowadzoną). Jeżeli więc a jest osią krzywej 2go stopnia, którą przecinają proste p i pl w punktach P i P1 i jeżeli będziemy uważali roztocze promieni P i P1 w których każdemu promieniowi roztoczy P, odpowiada promień z nim sprzężony roztoczy P, , — to najprzód, roztocze P i Pt będą zespolone rzutowo (str. 66), a powtóre, każde dwa promienie odpowiednie będą do siebie prostopadłe, gdyż : oznaczywszy przez A nieskończenie odległy biegun prostej a, możemy zauważyć, że promienie a , PA i p, roztoczy P, muszą być prostopadłe do promieni PA, a i p1, roztoczy P1, a więc roztocze P i P, tworzą widocznie koło, którego średnicą jest odcinek PP1.Z powyższego wypływa pierwsza część następującego prawa:W każdej osi a, krzywej 2go stopnia można dla każdego jej punktu P, wyznaczyć taki punkt P1 , że każde dwa promienie sprzężone przez te dwa punkta przechodzące, będą do siebie prostopadłe. Przy- jąwszy każde takie dwa punkta za odpowiednie, otrzymamy w osi a zestaw dwuwtórny.
8*
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Druga część tego prawa okazuje się z następujących uwag :Jeżeli zespolimy rzutowo dwie roztocze promieni równoległych (t. j. roztocze których środki są nieskończenie odległe), z których jedna ma kierunek prostej p, a druga kierunek prostej px , — a to w ten sposób , że promienie sprzężone przyjmiemy za odpowiednie (str. 66), to prosta a przetnie się z temi roztoczami w dwóch zestawach prostych rzutowo zespolonych, a zarazem dwuwtórnych, gdyż każde dwa punkta odpowiednie, muszą, równie jak P i P,, odpowiadać sobie dwukrotnie.Jeżeli ten dwuwtórny zestaw a ma dwa punkta rdzenne, to te są ogniskami krzywej, w przeciwnym zaś razie, każdy z dwóch punktów z których zestaw a jest rzucany przez dwie roztocze prostokątne (str. 114), — jest ogniskiem. (Albowiem, każde dwa promienie rzucające są sprzężone).W tym ostatnim przypadku, ogniska leżą w drugiej osi tejże krzywej i stanowią punkta rdzenne zestawu w powyżej opisany sposób utworzonego.Żadna krzywa 2go stopnia niema więcej jak dwa ogniska; gdyż, ponieważ każda prosta łącząca ogniska jest osią, przeto gdyby ognisk było więcej jak 2, to musiałaby krzywa mieć więcej jak dwie osie *),  a tylko koło (o którym już wiemy że nie może mieć więcej jak jedno ognisko) — ma więcej jak dwie osie.

*) W jednej osi mogą leżeć najwięcej dwa ogniska, bo ogniska są jakeśmy dopiero co widzieli punktami rdzennemi.

Oś elipsy albo hyperboli na której leżą ogniska nazywa się osią główną.Osią główną hyperboli jest ta, która ją przecina, — ogniska bowiem, które muszą leżeć wewnątrz krzywej, nie mogą się znajdować na osi która hyperboli nie przecina.Ogniska elipsy i hyperboli są równo oddalone od środka krzywej, gdyż w powyżej wspomnianym zestawie dwuwtórnym a, w którym ogniska są punktami rdzennemi, środkowi krzywej odpowiada P∞, (bo druga oś jest sprzężoną ze wszystkiemi prostopadłemi do niej prostemi).Ogniska są harmonicznie przedzielone przez każde dwie proste sprzężone i prostopadłe.Jeżeli krzywa 2go stopnia jest parabolą, to wspomniane powyżej dwie roztocze promieni równoległych mają prostą nieskończenie odległą — odpowiedniowspólną, gdyż ta prosta jako styczna do paraboli jest sama z sobą sprzężona; — przeto w zestawie dwuwtórnym a, jeden z punktów rdzennych jest punktem nieskończenie odległym, który tym sposobem może być uważany za ognisko paraboli.
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Parabola więc, ma tylko jedno ognisko rzeczywiste, które dzieli odcinek między dowolnemi dwoma punktami odpowiedniemi (n. p. P i P,, ob. wyżej) na dwie części równe, gdyż każde dwa punkta odpowiednie są harmonicznie przedzielone przez punkta rdzenne, z których jeden jest nieskończenie odległy.Uważmy teraz co następuje:Niech będą F i F1 dwa ogniska krzywej 2go stopnia (z których jedno jest nieskończenie odległe — jeżeli krzywa jest parabolą). Każde dwie proste sprzężone SP i SP, (fig. 40) są przez te punkta — a więc i przez proste SF i SFt — harmonicznie przedzielone i dzielą kąty między temi ostatniemi zawarte na dwie części równe (str. 21). Jeżeli S, jest punktem krzywej, a jedna z prostych SP i SP, styczną (druga zaś normalną) w tym punkcie, to oczywiście ta styczna (i normalna) tworzy z prostemi SF i SF, kąty równe; — jeżeli zaś S leży zewnątrz krzywej, to SF i SFl dzielą na równe części kąty utworzone przez dwie styczne z tego punktu do krzywej poprowadzone, gdyż te dwie styczne są również przez SF i SF1 harmonicznie przedzielone (str. 64 i 65). — A więc :Każda styczna krzywej 2go stopnia tworzy kąty równe z prostemi łączącemi punkt styczności z ogniskami.Jeżeli punkt przecięcia się dwóch stycznych do krzywej 2go stopnia połączymy z ogniskami, to kąt utworzony przez jedną z tych linij łączących, z jedną styczną, jest równy kątowi utworzonemu przez drugą liniję z drugą styczną.Nazwijmy biegunową f, ogniska F, — kierownicą krzywej 2go stopnia:Odcinek dowolnej stycznej, zawarty między punktem styczności a kierownicą jest rzucany z ogniska F przez promienie do siebie prostopadłe ; — gdyż te promienie są sprzężone, bo biegunową punktu przecięcia stycznej z kierownicą, jest prosta łącząca punkt styczności z ogniskiem F (str. 65).Jeżeli TA i TB są dowolne dwie styczne krzywej 2go stopnia (fig. 41) a punkt T biegunem prostej AB, to punkt P, przecięcia AB z fi — jest biegunem prostej TF, a TF i PF są prostopadłe, jako sprzężone promienie punktu F; FA i FB są harmonicznie przedzielone przez FT i FP, (gdyż P jest biegunem prostej FT, a więc PACB są czterema punktami harmonicznemi); a zatem FT i FP dzielą kąty utworzone przez FA i FB na dwie części równe ; — przeto :Prosta łącząca rzeczywiste ognisko krzywej 2go stopnia z punktem przecięcia się dwóch dowolnych stycznych, — dzieli na dwie części równe kąt utworzony przez proste łączące ognisko z punktami styczności.Jeżeli przez A i B poprowadzimy dwie równoległe do FT, prze- 
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cinaj¾ce kierownicę w punktach A1 i B, , to te punkta będą harmonicznie przedzielone przez P i FT (bo punkta PA1C∙1Bl są rzutami punktów ΓACB). Proste przeto FT i FP dzielą kąty między FA1 i FB1 na dwie części równe, trójkąty więc AA,F i BB1F mają po trzy kąty równe i są podobne, a ztąd :
FA : AA1 = FB : BB1 poprowadziwszy z A i B prostopadłe do kierownicy otrzymamy trójkąty podobne AA1A, i BB,B,, w których:
AA1 : AA2 = BB1 : BB2z tych dwóch proporcyi wynika:
FA : AA2 = FB : BBj = Const.czyli: Stosunek odległości dowolnego punktu krzywej 2go stopnia od ogniska i kierownicy, odpowiedniej temu ognisku — jest ilością stałą.Dla paraboli wartość tego stosunku równa się jedności, gdyż wierzchołek paraboli jest równo oddalony od ogniska i od kierownicy jako przez nie harmonicznie przedzielony od punktu nieskończenie odległego paraboli.Dla elipsy i hyperboli wartość tego stosunku jest różna od jedności, ale jest stałą dla wszystkich punktów krzywej i to względem każdego z dwóch ognisk i odpowiedniej kierownicy. — Krzywe te są zatem symetryczne względem obu osi. — Jeżeli nazwiemy przez r i r1 , odległości dowolnego punktu A od ognisk, a przez d i dl odległości od odpowiednich kierownic, to :r r.— = — == Const. d d1a ztąd: r + r. r ~------ = — = Const. 

d+d1------ dPonieważ elipsa leży między dwiema (równoległemi) kierownicami, każda zaś połowa hyperboli po jednej stronie obu kierownic, przeto oczywiście, dla elipsy jest d -f- dl, dla hyperboli zaś d — dl — ilością stałą (równą odległości między kierownicami), a więc musi być także:dla elipsy: r r1 = const.dla hyperboli: r — r1 = const.co wyraża znajome z geometryi definicyje elipsy i hyperboli, przyczem widoczną jest rzeczą że ta stała suma lub różnica jest równą długości osi głównej — i że oś główna (wielka) elipsy jest dłuższą od drugiej osi (malej).Spodki prostopadłych spuszczonych z dowolnego ogniska na sty
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czne krzywej 2go stopnia, leżą, na okręgu koła którego średnicą, jest oś główna.Aby dowieść tego twierdzenia uważmy najprzód elipsę, której ogniska są F i F, i AA, dowolna średnica (fig. 42). Czworokąt AFA1F1 jest równoległobokiem gdyż jego przekątne przechodząc przez środek elipsy dzielą się wzajemnie na dwie równe części; boki AF i AF1 tworzą ze styczną w punkcie A kąty równe (str. 117); jeżeli więc N oznacza spodek prostopadłej do tej stycznej z F, poprowadzonej, a K punkt przecięcia stycznej z A1F, , — to trójkąt AF1K jest równoramienny, a punkt N dzieli jego podstawę na dwie równe części. A ponieważ punkt M dzieli AA, na dwie równe części, przeto MN musi być równoległe do A,K, a więc MN = ^A,K∙, — że zaś F,K = AF, = A,F, więc A,K ≡ A,F A,F, ÷ i MN = ∣ (A,F ÷ A,F,). — A więc odległość punktu N od środka elipsy jest stałą i, jak łatwo spostrzedz, równą połowie osi głównej, — co należało dowieść.Dowodzenie dla hyperboli jest podobne jak powyższe.Dla paraboli, koło którego średnicą jest oś główna, zamienia się na styczną w wierzchołku poprowadzoną. — Twierdzenie więc powyższe wyrazi się dokładniej :Spodki prostopadłych poprowadzonych z ogniska paraboli do jej stycznych, leżą na stycznej w wierzchołku.Aby tego dowieść uważmy punkt N (fig. 43) przecięcia dowolnej stycznej paraboli ze styczną w wierzchołku ; — poprowadziwszy z tego punktu równoległą do osi głównej i połączywszy go z ogniskiem F, otrzymamy (str. 117.) kąty równe: FNA i F1NS — (gdyż NF, łączy N z drugiem, nieskończenie odległem ogniskiem paraboli) — a że kąt F1NS jest kątem prostym, więc kąt FNA jest także prostym, czyli że N jest spodkiem prostopadłej z F na styczną spuszczonej.Na podstawie powyższych praw, możemy wyznaczać ogniska krzywych 2go stopnia. — Dla elipsy i hyperboli możemy także następującym sposobem wyznaczyć ogniska :Wykreśla się dwie styczne w wierzchołkach i trzecią styczną dowolną , która przecina dwie pierwsze w punktach P i Q , rzucane z każdego punktu osi głównej przez dwa promienie sprzężone (str. 68). Aby znaleźć ogniska, (w których te promienie są do siebie prostopadłe), zakreślamy koło, którego średnicą jest PQ , i którego punk ta przecięcia z osią główną, dadzą żądane ogniska.Jeżeli dwie dowolne styczne TA i TB, krzywej 2go stopnia, przecinają się z trzecią styczną w punktach A, i B, (fig. 44) to promienie rzucające z ogniska — punkta styczności i punkta przecięcia A, i B1 tworzą kąty (str. 117):
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B1FC = BFB1 = 1/2 BFC,
CFA1 = A1FA = A CFA, przeto:

B1FC + CFA1 = 1/2  (BFC + CFA) czyli:
B1FA1 = BFT = TFA.Jeżeli więc dwie pierwsze styczne pozostają stale, a trzecia toczy się po krzywej, to kąt rzucający z ogniska odcinek tej stycznej zawarty między punktami jej przecięcia się ze stycznemi stałemi jest stały i niezmienny ; ztąd wynika :Zestawy proste powstające przez przecięcie wszystkich stycznych krzywej drugiego stopnia przez dowolne dwie styczne, są rzucane z ogniska krzywej przez dwie jednakowe i jednotoczne, rzutowo zespolone roztocze promieni.Praw’0 to, stosuje się także do paraboli i nieskończenie odległego jej ogniska, oraz do koła i jego środkaKrzywa 2go stopnia jest przeto wyznaczoną, skoro dane są trzy styczne i jedno ognisko tej krzywej.

Zagadnienia 2go stopnia.

Zagadnienia które maja zwykle dwa rozwiązania i które 
trzeba zwykle rozwiązywać przy pomocy zestawów 2go stopnia, 
nazywają się zagadnieniami 2go stopnia.
Do takich zagadnień należą między innemi:

„Znaleźć punkta odpowiednio wspólne dwóch rzutowych ze
stawów prostych, leżących w jednej linii prostej.“
„Znaleźć pierwiastki rdzenne zestawu dwuwtórnego “ i t p.
Zagadnienia w tym rodzaju dają się sprowadzić do nastę

pującego :
„Znaleźć punkta odpowiedniowspólne dwóch rzutowych 
krzywych 2go stopnia k i k1, leżących jedna na drugiej.“ 
To ostatnie zagadnienie rozwiązujemy w następujący 

sposób :
Obie krzywe mogą być dane przez trzy pary punktów 

odpowiednich t. j. przez punkta A, B, C, krzywej k, i A1, B1, 
C1, krzywej k1 (fig. 45).
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Rzucając A1, B1, C1, z punktu A, —a A, B, C, z punktu 
A1, wyznaczymy dwie rzutowe zespolone roztocze promieni (rzu
cające obie rzutowe krzywe k i k1), — a do tego perspektywi
czne, gdyż promień AA1 jest odpowiedniowspólny. Obie więc 
roztocze są rzutniami zestawu prostego, przechodzącego przez 
punkta przecięcia promieni odpowiednich : AB1 z A1B i AC1, 
z A1C, t. j. zestawu u. Oczywistą jest rzeczą, że punkta 
przecięcia prostej u z krzywą są punktami odpowiedniowspólne- 
mi krzywych k i k1. Tych punktów jest dwa, jeden, albo 
niema żadnego, gdy prosta u przecina krzywą, jest do niej 
styczną lub niema z nią żadnego punktu wspólnego.

Na mocy prawa Pascala, w prostej u leży także przecię
cie promieni BC1 i B1C (jako trzeciej pary boków przeciwle
głych sześciokąta AB1 C A1 B C1).

Tęż samą zatem prostą u możemy otrzymać rzucając k i 
k1 z punktów B i B1, lub w ogóle, z dowolnych dwóch punk
tów odpowiednich. Jeżeli krzywe k i k1 leżą dwuwtórnie, to 
u jest osią dwuwtórności a punkta jej przecięcia z krzywą, — 
punktami rdzennemi. W tym przypadku , potrzebujemy jak 
wiadomo, znać tylko dwie pary punktów odpowiednich A, A, 
i B, B, — aby wyznaczyć prostą u, — gdyż poprowadziwszy 
AA1, i BB1 a z punktu ich przecięcia styczne do krzywej, 
otrzymamy punkta rdzenne przez które przechodzi u; z resztą 
u przechodzi przez punkta przecięcia AB, z A,B i AB z A1B1.

Do powyższego zagadnienia dadzą się sprowadzić różne 
przypadki ogólnego zagadnienia :

„Znaleźć pierwiastki odpowiedniowspólne dwóch rzutowych 
zestawów pierwotnych, leżących jeden na drugim “.
I tak: Jeżeli dane są dwie powierzchnie stożkowe albo 

dwie roztocze skośne, to przeciąwszy je płaszczyzną możemy 
zawsze otrzymać dwie (rzutowe) krzywe 2go stopnia, z któremi 
postępujemy jak powyżej, — a znalazłszy punkta odpowiednio
wspólne tych ostatnich, otrzymamy zarazem szukane pierwiastki 
pierwszych. — Jeżeli dane są roztocze promieni 2go stopnia, 
to bierzemy pod uwagę krzywe 2go stopnia przez nie otoczo
ne ; — jeżeli są dane dwie wspólśrodkowe roztocze promieni, 
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to przecinając je krzywa 2go stopnia przechodzącą przez ich 
wspólny środek, otrzymamy w tej krzywej pary punktów, 
należących jak wyżej, do dwóch rzutowych krzywych k i k1, 
przez których punkta odpowiedniowspólne przechodzą promienie 
odpowiedniowspólne danych roztoczy.

Jeżeli dane są dwa zestawy proste , to sprowadzamy ten 
przypadek do poprzedzającego, rzucając te zestawy z dowolne
go punktu zewnątrz nich leżącego; — tak n. p. p i p1 (fig. 
46) są dane dwa zestawy proste; — obieramy dowolny punkt 
S — i wykreślamy w płaszczyźnie pS, przechodzącą przez nie
go dowolną krzywą 2go stopnia (n. p. koło); — na tę krzywą 
rzucamy dowolne trzy pary punktów odpowiednich, zestawów 
p i p1, n. p. punkta A, B, C i A1, B1, C1 i otrzymujemy 
punkta A’, B,, C’ i A,1 , B,1, C,1, które uważamy za należą
ce do dwóch rzutowych krzywych k i k1; — poprowadziwszy 
przez punkta przecięcia A1B z B1A i C1B z B1C prostą u 
otrzymamy w punktach przecięcia się tej prostej z krzywą, 
punkta odpowiedniowspólne krzywych k i ; — promienie 
rzucające te punkta z punktu S, wyznaczają w prostej p punk
ta odpowiedniowspólne zestawów p i p1 ;— (gdyby prosta u 
była styczną do krzywej k lub gdyby nie miała z nią żadnego 
punktu wspólnego, to zestawy p i p1 miałyby jeden lub nie- 
miałyby żadnego punktu odpowńedniowspólnego.

Na podstawie poprzedzających, możemy rozwiązywać na
stępujące zagadnienia:

Znaleźć punkta wspólne da
nej prostej u, z krzywą 2go 
stopnia której tylko 5 punktów 
A, B, C, D, E, jest wiadomych.

Poprowadzić styczne z danego 
punktu U, do krzywej 2go sto
pnia, której 5 innych stycznych 
jest danych.

Roztocze promieni A (CDE ...) i B (CDE...) są rzutowo 
zespolone; prosta u przecina te roztocze w dwóch rzutowo ze
spolonych zestawach, których punkta odpowiedniowspólne są 
punktami wspólnemi danej prostej z krzywą; — dowolne dwie 
z pięciu danych stycznych (zagadn. z prawej strony), przecinają 
trzy pozostałe w trzech parach punktów odpowiednich, należą
cych do dwóch zestawów rzutowych, — te punkta rzucane 
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z danego punktu U dają trzy pary promieni odpowiednich 
dwóch rzutowych roztoczy, których promienie odpowiednio- 
wspólne są stycznemi do krzywej.

Przyjmując w zagadnieniu z lewej strony, że prosta u 
jest nieskończenie odległą, możemy rozwiązać następujące za
gadnienie :

„Rozpoznać, czy dana przez pięć punktów krzywa 2go st. 
jest hyperbolą, parabolą lub elipsą" (str. 54).
„W płaszczyźnie, dane są dwa n-kąty niezupełne, — wy
kreślić trzeci n kąt opisany na jednym a wpisany w drugi 
z danych n-kątów. Albo, inaczej mówiąc: wykreślić n-kąt 
któregoby wierzchołki leżały na n danych prostych : u1 , 
u2, u3... un, a boki przechodziły przez n danych punk
tów : R1, Ra, R3, ... Rn. “
Trzy dowolne punkta prostej u1 rzucamy z R1 na ua, — 

otrzymane rzuty, rzucamy z punktu Ra na u3 i t. d. aż na 
reszcie otrzymamy w prostej u1 , oprócz obranych, trzy punkta 
powstałe przez kolejne ich odrzucanie, — czyli trzy pary punk
tów odpowiednich, dwóch rzutowych zestawów prostych; każdy 
punkt odpowiedniowspólny tych zestawów jest jednym z wierz
chołków szukanego h kąta — który następnie łatwo jest wy
kreślić.

W ogóle, zagadnienie to ma najwięcej dwa rozwiązania, 
lecz może się zdarzyć wypadek, że powyższe dwa zestawy pro
ste (w1) mają więcej jak dwa punkta odpowiedniowspólne, ale 
wtedy mają wszystkie punkta odpowiednio wspólne i dają nie
skończenie wiele rozwiązań.

Należy tu zauważyć, że w powyższem zagadnieniu, n-kąty 
mogą nie być płaskie ale owszem mogą to być tak zwane 
spaczone n-kąty, byleby tylko wspomniane rzuty były możli
we, t. j. byleby u1 i ua leżały w jednej płaszczyźnie z R1,— 
ua i u3 w jednej płaszczyźnie z Ra i t. d.

„Znaleźć prostą przecinającą 4 proste dane α, ó, c, d, 
z których żadne dwie nie leżą w jednej płaszczyźnie." 
Obrawszy na jednej z danych prostych, n. p na c, trzy 

dowolne punkta, rzucamy je z prostych a i b ; — otrzymamy 
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3 pary płaszczyzn odpowiednich, rzutowych roztoczy a i b; te 
płaszczyzny przecinają prostą d w 3ch parach punktów odpo
wiednich, dwóch rzutowych zestawów prostych (d); przez każdy 
punkt odpowiedniowspólny tych dwóch zestawów przechodzi 
jedna prosta będąca przecięciem dwóch płaszczyzn odpowiednich 
roztoczy a i b t. j. płaszczyzn rzucających jeden punkt pro
stej c, a więc prosta przecinająca a,b, c i d.

Gdyby 4 dane proste należały do jednej roztoczy skośnej, 
to zagadnienie miałoby nieskończenie wiele rozwiązań, zwykle 
jednak ma najwięcej dwa rozwiązania.

Za pomocą poprzedzającego, możemy rozwiązać następu
jące zagadnienie:

„Mając dane 3 promienie jednej roztoczy skośnej, znaleźć 
punkta przecięcia powierzchni przez tę roztocz utworzonej 
z dowolną prostą daną d.“
Wyznaczywszy bowiem proste przecinające powyższe czte

ry proste, otrzymamy w punktach ich przecięcia z prostą d, 
punkta żądane.

Do najważniejszych zagadnień 2go stopnia należy na 
stępujące:

„Dane są dwa zestawy dwuwtórne (każdy złożony z dwóch 
dwuwtórnie zespolonych), leżące jeden na drugim, — wy
naleźć pierwiastki które tak w jednym jak w drugim ze
stawie tworzą jedną parę dwuwtórną".
Każde zagadnienie tego rodzaju możemy sprowadzić do 

zagadnienia w którem występują dwie krzywe 2go stopnia, — 
rozwiążemy więc ten ostatni tylko przypadek. Niech więc będą 
X, X1, i Y, Y1, (fig. 47), dwie pary należące do jednej krzy
wej , a A, Aj i B, B1 pary należące do drugiej krzywej dwu- 
wtórnej. — Wyznaczywszy środki dwuwtórności U i W, po
prowadźmy prostą UW, a punkta Z i Z1 przecięcia się jej 
z krzywą będą tworzyły jedną parę tak w jednej jak w drugiej 
krzywej. — Jeżeli prosta UW jest styczną do krzywej, to za
miast szukanej pary otrzymujemy punkt rdzenny; jeżeli UW 
niema z krzywą żadnego punktu wspólnego, to widać że krzy
we nie maią żadnej wspólnej pary. Ostatnie dwa wypadki mo
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gą oczywiście nastąpić tylko wtedy, jeżeli oba środki dwuwtór- 
ności leżą zewnątrz krzywej, t. j. gdy obie krzywe mają po 
dwa punkta rdzenne. — Punkta rdzenne jednej krzywej mu
szą być przez takież punkta drugiej krzywej przedzielone, gdyż 
biegunowe punktów U i W wyznaczające te punkta, muszą się 
przecinać wewnątrz krzywej (w biegunie prostej UW).

Powyższe uwagi stosują się i do innych zestawów pier
wotnych ; — możemy więc powiedzieć ogólnie :

Jeżeli dwa dwuwtórne zestawy pierwotne leżą jeden na 
drugim, to muszą mieć jedną parą wspólną, chyba że każdy 
z nich jest różnotoczny (ob. str. 104) t. j. mający dwa 
pierwiastki rdzenne; — w tym ostatnim przypadku mogą 
mieć jedną parę, albo jeden pierwiastek rdzenny, albo nie ma
ją ani jednego ani drugiego.

To nam posłuży do natępujących uwag geometrycznych: 
Jeżeli mamy dowolną dwuwtórną roztocz prom. Igo st, 

to możemy zawsze wykreślić współśrodkową roztocz prostoką
tną (dwuwtórną) (ob. str. 115) leżącą w tejże płaszczyźnie. Ta 
druga roztocz (jako prostokątna) nie może mieć promieni rdzen
nych, musi więc mieć z pierwszą, — jedną parę wspólną, a więc 
ta druga musi mieć jedną parę promieni prostopadłych , czyli:

Każda dwuwtórną roztocz prom. Igo stopnia ma dwa pro
mienie odpowiednie prostopadłe do siebie.

To dowodzi, że hyperbola i elipsa muszą mieć po dwie 
średnice do siebie prostopadłe czyli osie (str. 72).

Przy tej sposobności, rozwiążemy tu zagadnienie ge
ometryczne :

„Mając dane dwie pary średnic sprzężonych krzywej 2go 
stopnia, wyznaczyć jej osie.*

Wykreślamy dowolne koło (fig. 48), przechodzące przez środek 
krzywej S, a przecinające jedną parę danych średnic, sprzężo
nych w punktach A i A1, — drugą parę w punktach B i B1. 
Te cztery punkta stanowią dwie pary zestawu dwuwtórnego 
w którym koło przecina roztocz utworzoną przez wszystkie 
pary średnic sprzężonych danej krzywej; środek dwuwtórności 
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leży na przecięciu AA1 z BB1 , w punkcie U. — Połączywszy 
U ze środkiem koła (C) otrzymamy dwa punkta odpowiednie 
X i X1 rzucane z S przez dwie średnice sprzężone, które oczy
wiście są do siebie prostopadłe a więc są szukanemi osiami.

Jeżeli U leży zewnątrz koła, to to koło ma dwa punkta 
rdzenne M i N, przedzielające harmonicznie każde dwa punkta 
jednej pary dwuwtórnej; — promienie rzucające z S te dwa 
punkta M i N są harmonicznie przedzielone przez każdą parę 
średnic sprzężonych danej krzywej, a więc ta dana krzywa jest 
w tym razie hyperbolą, a proste SM i SN, — jej asympto- 
tami (str. 72).

„W dwuwtórnej roztoczy promieni Igo stopnia, wyznaczyć 
parę promieni harmonicznie przedzielonych przez dwa dane 
punkta tejże płaszczyzny."

(Zagadnienie to możemy rozwiązać wtedy, gdy dwa dane 
punkta M i N, nie leżą w jednej prostej ze środkiem R danej 
roztoczy i gdy żaden z promieni rdzennych tej roztoczy nie 
przechodzi przez punkt M lub N).

Wyznaczywszy dwuwtórny zestaw prosty, którego punk
tami rdzennemi są punkta M i N, rzucamy go ze środka S, 
para wspólna otrzymanej w ten sposób roztoczy i roztoczy da
nej jest parą szukaną

Zagadnienie powyższe, możemy rozciągnąć i na inne ze
stawy pierwotne; n. p. zamiast roztoczy S, może być dany 
dwuwtórny zestaw prosty leżący w prostej MN; a gdy przy- 
tem jeden z punktów M i N, — n. p. N jest nieskończenie 
odległy, to zagadnienie brzmi:

„W danym zestawie prostym dwuwtórnym, wyznaczyć 
parę punktów równoodległych od danego w tejże prostej 
punktu M “

Dane są w jednej płaszczy
źnie : trójkąt ABC i dwówtórna 
roztocz promieni F , której ża
den promień rdzenny nie prze
chodzi przez żaden z wierzchoł-

Dane są w jednej płaszczy
źnie : trójkąt i dwuwtórny ze
staw prosty, którego żaden punkt 
rdzenny nie leży w żadnym bo
ku trójkąta, — wpisać w ten
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ków trójkąta, opisać na tym 
trójkącie taka krzywą 2go st., 
aby względem niej każde dwa 
promienie odpowiednie roztoczy, 
były z sobą sprzężone

trójkąt taką krzywą 2go st., 
aby względem niej każde dwa 
punkta odpowiednie zestawu pro
stego, były z sobą sprzężone.

Zagadnienie z lewej strony możemy rozwiązać, jeżeli ża
den z wierzchołków trójkąta nie jest jednocześnie środkiem F, 
t. j. gdy przynajmniej dwa boki trójkąta n. p. AB i AC, przez 
ten punkt nie przechodzą (fig. 49); w każdym z tych boków, 
musi istnieć przynajmniej jeden punkt, którego biegunowa 
względem szukanej krzywej (jeżeli ta istnieje), przechodzi przez 
punkt F, a że ton punkt musi być przez krzywą od bieguno
wej harmonicznie przedzielony — i ponieważ każde dwa pro
mienie odpowiednie roztoczy F są sprzężone względem szuka
nej krzywej, — przeto wyznaczymy go następującym sposobem : 
Wyznaczamy dwa promienie odpowiednie p i px , roztoczy F, 
harmonicznie przedzielone przez A i B, a dwa drugie q i qx, 
harmonicznie przedzielone przez A i C; (jeżeli się okaże że te 
dwie pary promieni nie istnieją (ob. wyżej) co następuje wte
dy gdy roztocz F ma dwa promienie rdzenne przez A i B albo 
A i C przedzielone (str. 125), to nie istnieje również szukana 
krzywa) Oznaczywszy przez P i P, punkta przecięcia się AB 
z p i px, — a przez Q i Q( punkta przecięcia się AC z q i 
qx, musimy przypuścić że:

albo : P i Q są biegunami px i
albo : P i Q1 n n Px i 7,
albo : P1 i Q „ n P i 7i
albo : P, iQ. , Λ P i 7-

Każde z tych czterech przypuszczeń prowadzi do jednego 
rozwiązania, powyższego zagadnienia.

Przyjąwszy pierwsze przypuszczenie jako możliwe, szuka
my na prostej PC punktu C,, harmonicznie przedzielonego od C, 
przez P i px, a na prostej QB — punktu B’, harmonicznie 
przedzielonego od B, przez Q i qx. — Krzywa 2go st. wyzna
czona przez punkta ABCB'C, jest krzywą szukaną, gdyż jest opi
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sana na danym trójkącie a dwie pary punktów A, B i C, C’ są 
harmonicznie przedzielone przez P i px, więc P jest biegunem 
p1 , a promień p jest sprzężony z pl; tak samo promień q jest 
zprzężony z qγ , i każde dwa promienie odpowiednie roztoczy 
F są względem tej krzywej z sobą sprzężone

Jeżeli roztocz F ma dwa promienie rdzenne, które muszą 
być styczne do wyznaczonej krzywej, to zagadnienie powyższe
możemy wyrazić w następujący

Na danym trójkącie, opisać 
krzywą 2go stopnia styczną do 
dwóch prostych danych w tej
że płaszczyźnie.

sposób :
W dany trójkąt wpisać krzy

wą 2go stopnia przechodzącą 
przez dwa punkta dane w tejże 
płaszczyźnie *).

*) Tak to, jak i poprzedzające zagadnienie z prawej strony może być łatwo rozwi¾zane na podstawie prawa odwrotności.

Powyższe wykreślenia okazują, iż to zagadnienie ma tyl
ko wtedy 4 rozwiązania, jeżeli (z lewej strony) dwie dane pro
ste nie przechodzą przez wierzchołki, — lub (z prawej strony) 
dwa dane punkta nie leżą na bokach danego trójkąta; — ina
czej , zagadnienie niema żadnego rozwiązania.

Jeżeli roztocz F niema promieni rdzennych , to poprze
dzające zagadnienie ma 4 rozwiązania; tak n. p. jeżeli roz
tocz F jest prostokątną, — a więc F ogniskiem krzywej to 
to zagadnienie zamienia się na następujące :

„Wyznaczyć 4 krzywe 2go stopnia, opisane na danym 
trójkącie i mające punkt dany za ognisko."

Na zakończenie, rozwiażemy tu jeszcze’jedno zagadnienie
pokrewne poprzedzającym:

Dane są w jednej płaszczy
źnie: dwuwtórny zestaw pro
sty u, i trójkąt ABC, którego 
żaden bok nie przechodzi przez 
punkt rdzenny zestawu i któ 
rego żaden wierzchołek nie le 
ży na prostej w, — opisać na

Dane są w jednej płaszczy
źnie: dwuwtórna roztocz pro
mieni R i trójkąt, którego ża
den wierzchołek nie leży w pro 
mieniu rdzennym roztoczy i któ
rego żaden bok nie przechodzi 
przez środek R, — wpisać w ten
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tym trójkącie taką krzywą 2go trójkąt taką krzywą 2go stopnia, 
stopnia , aby względem niej aby względem niej każde dwa 
każde dwa punkta odpowiednie promienie odpowiednie rozto-
zestawu u były z sobą sprzę
żone.

czy R były z sobą sprzę
żone.

Niech, będą punkta K i M, (fig. 50) w których AB i BC 
przecinają u; — K1 i M1 ich punkta odpowiednie; Ka, punkt 
prostej AB, harmonicznie przedzielony od K przez punkta A i B 
(należące do szukanej krzywej); M2, punkt prostej BC, harmo
nicznie przedzielony od M1 przez punkta B i C (szukanej krzy
wej). — Prosta K1K2 jest względem szukanej krzywej biegu
nową punktu K, gdyż K1 i K2 są sprzężone z K ; tak samo 
M1 M, jest biegunową punktu M. — Jeżeli więc C’ jest punk
tem harmonicznie przedzielonym od C przez K i K1K2, a A’ 
punkt harmonicznie przedzielony od A przez M i M1M2, to 
punkta ABCA,C, wyznaczają szukaną krzywą.

Jeżeli zestaw u ma dwa punkta rdzenne, to przez nie 
musi przechodzić szukana krzywa a więc wyznaczywszy te 
punkta mamy krzywą odrazu przez 5 punktów wyznaczoną.

W każdym razie, zagadnienie 'to może mieć tylko je
dno rozwiązanie, nie należy więc właściwie do zagadnień 
2go stopnia.

9
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Ważniejsze pomyłki w druku.
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