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Equation de Boltzmann stationnaire sur la droite et sur la demi­
droite 

CH. RIGOLOT-TURBAT (REIMS) 

ON CONSIDÈRE l'équation stationnaire de Boltzmann sur la droite et sur la demi-droite. Dans 
le cas de la demi-droite on tient compte des conditions de réflexion a la paroi. La th6orèlt\e 
d'existence et d'unicité est démontré pour la solution de l'équation de Boltzmann stationnaire 
dans les deux cas. On donne la solution dans laquelle une composante mise dans le sous-espaCe 
5-dimensionel engendré par les invariants de collisions est distinguée. 

W pracy rozpatruje siç stacjoname r6wnanie Boltzmanna na prostej ina p61prostej. W przy­
padku p61prostej uwzglçdnia siç warunki odbicia na éciance. W obu przypadkach dowodzi siç 
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoéci rozwi~a stacjonamego r6wnania Boltzmanna. 
Podana jest postaé roZ\VÙlZaDÏa z wyr6Znieniem skladowej poloi:onej w plçciowymiarowej 
podprzestrzeni rozrnçtej przez niezmienniki zdeizen. 

B pa6oTe pacc.MilTpHBaeTC.R c:T'aQHOHapuoe ypasHeiiBe Bom.~ Ha up.RMoA Ir ua DOJIYIIP.RMOI. 
B c.nyqae DOJIYIIP.RMOH ~aiOTc.R ycnosa OTpa>KeHJr.R Ha crem<e. B o6oHX CJI}"WIX 
~OK83LmaeTCJI Teope.Ma C}'mecTBOBaHir.R H e,nHHCTBeHHOCTH pemeHJr.R CTaiUIOHapHOro ypG­
HeHH.R Bom.~a.Ha. ,llaeTC.R Blm pemeiiB.R c BLI,Z:teJieiiBeM cOCT&Bmno~eA pacuono>ICCBI!riA 
B 5-MepHOM ttOJIYIIpocTpaHCTBe paCWITOM Ha HHBapHaH.TâX CTOJIKHOBemd. 

Introduction 

LA FONCTION de distribution F(x, ;, t) d'un gaz est régie par l'équation de Boltzmann, qui, 
en l'absence de forces extérieures, a la forme: 

aF Tt +; · V xF = q(F, F), soit, dans le cas stationnaire 

; · VxF = q(F, F), 

où l'expression q(F, F) est quadratique, et représente la variation de F due aux interactions. 
entre les particules (pour un gaz raréfié, seules, les collisions d'ordre deux sont en effet 
à prendre en considération). 

Une solution triviale de l'équation de Boltzmann est la répartition "maxwellienne", 
qui, pour un gaz de densité e0 , de vitesse moyenne nulle, et à la température T0 s'écrit: 

eo { 1;1 2
} 

FM = (2nRT
0

) 312 exp - 2RTo · 

En variables sans dimension, les échelles pour x et ; étant respectivement ToY RT0 et 
Jt1 RT0 , où T0 est le temps moyen de collision, la répartition maxwellienne prend la forme: 

1 { 1;12 
} 

w = (2n)Jf2 exp - -2- ' 
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et après avoir effectué la linéarisation suivante: 

F = FM(l +4>), 

f = w1f2(/>, 

l'équation de Boltzmann s'écrit, dans le cas non stationnaire: 

ôf Tt +'F, • Vxf+Lf = J(f,f). 

CH. R.IGOLOT-TURBAT 

Lest l'opérateur de collision linéarisé, et J(J,f) l'opérateur quadratique, la forme de ces 
deux opérateurs dépend de manière essentielle de la nature des particules en présence, 
et leurs expressions, fonctions des cas physiques, servent uniquement à établir les pro­
priétés que nous rappelons ici, et qui seules seront utilisées, ces propriétés étant valables 
pour des classes de molécules. 

L'espace fonctionnel classique dans l'étude notamment de l'opérateur Lest H = 2'~, 
espace des fonctions de F, mesurables, de carré sommable, où la norme et le produit sca­
laire valent: 

(/, g)H = f f ('F,)g('F,)d'F, • 
Rl 

Le fait que, au cours de la collision, la masse, la quantité de mouvement, et l'énergie sont 
conservées permet de montrer que l'opérateur L admet zéro comme valeur propre d'ordre 
cinq, le sous espace 9 H de H, noyau de L, est engendré par cinq fonctions, dites "inva­
riants des rencontres", qui, après orthonormalisation, sont: 

'Po = w1f2 

'Pi = w1
'
2 Eh ,i = 1, 2, 3, où F, = (Et, E2, E3), 

_ 112 IF,1 2
- 3 

'/)4- w ;-
1 6 ' 

si bien qu'un élémentf(x, F,, t) de H admet la décomposition sur 9H et f2H son supplé­
mentaire orthogonal: 

4 

/(x, F,, t) = 9f+!2f = tp(x, F,, t)+ x(x, F,, t) = ~ a1(x, t)tpi('F,)+ x(x, F,, t). 
1=0 

L'opérateur L est symétrique, et non négatif, et, à condition d'introduire une "coupure" 
dans le domaine d'interact:ion entre deux particules, soit radiale, soit angulaire, confor­
mément aux hypothèses de CERCIGNANI [1] et GRAD [4], L peut être considéré comme 
somme de deux opérateurs: 

On notera par ailleurs 
Lf = v(l'F,l)f-Af 

L'f =; ôf +Lf, 
ô x 

où v(I'F,I) est une fonction positive de IF,I, et A un opérateur intégral. 
Pour une classe d'interactions intermoléculaires, dites "potentiels durs", cf GRAD 

[3], qui inclut d'ailleurs les sphères rigides de Carleman et la force radiale en puissance 
d'exposant inférieur à- 5, les propriétés suivantes ont lieu: 
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EQUATION DE BoLTZMANN STATIONNAIRE SUR LA DROITE ET SUR LA DEMI-DROITE 469 

P(I~D est borné inférieurement par, (101), et il existe deux nombres positifs, a et b tels 
que: 

a(l + I~D < P(I~D < b(l + I~D . 
. L'opérateur A, auto adjoint dans H, a pour noyau K, différence de deux noyaux po· 

sitifs K1 et K2: 

Af(~) = J (Kt -K2) (~-n)f(n)dn, 
Rl 

et les noyaux K1 (v) et K2 (v) sont intégrables, et de carrés intégrables, dans R3
. 

A est borné et compact dans H et vérifie: 

IIAfllH < k II!IIH' 

Max IA/1 < kollfllH, 
~eR3 

r - 1 

r ~ 1: Max {(1 + I~I 2)'12 1Afl} ~ k,_t Max (1 + l~l 2f2 1/l. 
~~ ~~ 

Il existe une constante p, telle que 

(Lf,f)H ~ ~tll~fllfi · 
Le noyau quadratique J(f,f), ainsi que la forme bilinéaire associée J(f, g) sont ortho· 
gonaux aux invariants des rencontres dans H. 

Le problème considéré ici est stationnaire, et ne dépend que de la composante x de x: 

/(x,~)= f(x, ~). 

Nous noterons 2 2 (R, H) ( resp . .P2 (R+, H) ), l'espace des fonctions de x et ~ mesu­
rables dans R x R3 (resp. R+ x R3), telles que x~ llf(x, ~)118 soit de carré sommable 
dans R (resp. R+), et cet espace sera normé par: 

+oo 

{ f . }1/2 
1 llflll~l(R,H) = llfllfidx , 

-oo 

+oo 

((f, g))~l(R,H) = f {f, g)HdX, 
-oo 

0 

(resp. III!IIL~2<R+,H) = { f llf/lfidxf
12

), 

00 

00 

(resp: ((/, g))~z<R+,H) = J (f, g)Hdx). 
0 

Et ~22{R, H) ( resp. fi .P2 (R +, H)) désigne le sous espace de 2 2 (R, H) (resp. 2 2 (R+, H)) 
des éléments orthogonaux à tpœ{~). 

Le premier problème considéré concerne l'équation de Boltzmann à une seule variable 
d'espace, en domaine infini, ou le second membre est, de même que J(f,f), orthogonal 
aux invariants des rencontres. Ce problème avait été traité jusqu'ici non pas avec l'opé~ 
rateur linéairisé de Boltzmann, mais à l'aide d'un modèle, rendant compte des propriétés 
physiques (DARROZES (2], SIROVICH (7]). 

Nous démontrerons le théorème d'existence suivant: 
THÉORÈME A: 
Soit g(x, ~) un élément de ~22 {R, H) à symétrie cylindrique en ~, d'axe ~' il existe 

un élément et un seul dans 2 2 {R, H) 

f(x' ~) = a0 (x)tpo(~) + a4(x)tp4(~) +x( x' ~)' 
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satisfaisant, dans ~2(R, Il), au sens fort: 

E :~ +JJ(I~D/-A/= g. 

Notre deuxième résultat est relatif à l'existence d'une solution du même problème, mais 
dans le demi espace x ~ 0, la solution devant vérifier à la paroi x = 0 des conditions de 
réflexion du type: 

J+ Bf = tJJ-Bf, 

où Bf(x, ~) = /(0, ;), 

J*f(O, ~) = /(0, ;) si E ~ o, 
=0 si ; ~ 0; 

l'axe des ~ étant la direction normale à la paroi, orientée positivement vers l'extérieur. 
J+ Bf est la répartition des molécules émises par la paroi, alors que J- Bf est la répartition 
des molécules incidents; l'opérateur t'§ est fonction de la nature de la paroi, et nous ferons 
sur t'§ les hypothèses classiques [5] que nous rappellerons ultérieurement (§B et § 84). 
Il convient, pour tenir compte du phénomène à la paroi, d'introduire les espaces il~>' 
e(;) étant strictement positive, Îl = ÎIQ(FJ si e(;) = 1. 

fiQ(FJ est l'espace des éléments f(x, ~) tels que lele(;)IB/12 soit une fonction mesurable 
de ;, la norme et le produit scalaire sont donnés par: 

if,g)ifQ(FJ = f lele(;)Bf(x, ~)Bg(z, ;)d;. 
Rl 

Ce problème a été traité dans le cas d'un domaine borné par Guiraud [8, 9]. 
T~REME B 
Supposant que l'opérateur ~ de réflexion vérifie les hypothèses (!) à (7), données §B4 il 

existe un élément f(x, ;) de la forme 

4 

f(x' ;) = 2: d'(x)1pcx(;) +x( x' ;) 
cx=O 

tel que 

appartiennent à~ 2 (R + , H), 

Brox et Btf(x)'l'cx(;), ex =F o 

appartiennent à fiP(I~I>' ~ if(x), ex = 0, ... , 4 appartiennent à Jt- 1 (0, oo ), dual de 

· Jf'1(0, oo), et vérifiant, pourvu que fP soit un élément de ~~2(R+, H) 

at e ax +JJ(I;I)x-Ax = fP dans !i' 2 (R+, H), 

J+ Brof = tJJ-Brof dans H.c.IF.D' 

où l'opérateur w· désigne la projection sur le sous espace de .Hl•IF.IJ-• orthogonal à 1p0(;). 
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1. Equation de Boltzmann sur la droite 

Afin d'étudier l'existence d'un élément f(x, ;) vérifiant 

(1) 

dans !l'2 (R, H),g(x, ;) appartenant à ~!l'2(R, H) et possédant une symétrie de révo­
lution en; d'axe~' nous sommes amenés à traiter le problème intermédiaire suivant 

1.1. Résoludon du problème lntennédJalre 

Notons .Il = ~ a~ +P(I;I), et .K* son adjoint, afin d'étudier le problème 

~ :~ +P(;I)f = qJ(X' ;). 

L'étude du cas où f(x, ;) est régulière, à support compact met en évidence l'opérateur 
d/1 réalisant dans l'espace A de telles fonctions 

d/1.1( qJ = .1( d/1 qJ ' 

soit 

où 

8(x, ~ = tY(ex)Ç-'exp {- •(~l) x}, t = ± 1 si n~ 0, 

et Y(x) est la fonction d'Heaviside. 
L'opérateur d/1, réalisant l'inversion de .K dans ce cas particulier va devoir être étendu 

à l'espace .!l'2(R, H), l'espace A est en effet dense dans !l'2 (R, H), et d'autre part : 
LEMME 1.1. 
L'opérateur d/1 est borné dans !l'2 (R, H) par P(0)-1 , 

ad// 
~ ax est borné dans !l'(R, H) par 2, 

P(l;l)aj/ est borné dans !l'2(R, H) par 1. 
(Il en est de même pour d/1* du~l de 'f/J. 

Ceci provient du fait que dllqJ a la forme d'un produit de convolution. 
D'autre part, le domaine "Y de .K dans !l'2 (R, H) est l'ensemble des éléments pour 

lesquels l'expression suivante existe (et sera prise pour norme dans "Y) 

lflr = {III.A/111 2 +111/111 2
}

112
, 

et "Y* le domaine de .K* (on remarque qu'alors "Y = "Y*). Nous noterons "Y' l'espace 
dual. 

Il est classique d'établir 
PROPOSITION 1.1. 
Les opérateurs .A et .A* peuvent être étendus à !l'2 (R, H). Leurs extensions, encore 

notées .Il et .Il* sont des éléments de !l' (!l' 2 (R, H), "Y'). 
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472 CH. R.IGOLOT-TURBAT 

Les opérateurs tf1 et ~* peuvent être étendus à "Y', et sont alors éléments de 
!l'("!/', !l' 2 (R, H) ). 

Dans !l'2 (R, H) .ltd/1 = d/IJI = Id., 

Dans f' 
Dans f 

.lt*tft* = tfi* JI = Id, 
Jld/1 = Id, Jl*tft* = Id, 
d/1..11 = Id, tfi* JI* = Id. 

II est maintenant naturel d'associer au problème (1.1) sa forme intégrale (1.2) 

(2) 

et d'en faire l'êtude dans !l'2 (R, H), toute solution de (2) dans !l'2 (R, H) est un élément 
de "!/, donc une solution forte de (1) dans !l'2 (R, H), et réciproquement. 

LEMME 1.2. 
L'équation f-d//Af = 0 n'a dans !l'2 (R, .H) que la solution nulle. 
La démonstration est tout à fait analogue, (et un peu plus simple) que celle du lemme 

2.1 auquel nous nous reporterons. 
Le problème serait alors bien simple si l'opérateur d/IA était compact dans !l'2 (R, H). 

Mais, bien que A soit compact dans H, d/IA ne l'est pas dans !l'7(R, H), le produit de 
convolution qui figure dans l'opérateur d/1 fait en effet intervenir les valeurs infinies de x. 

Dans un premier temps, nous allons, de ce fait, considérer un problème tronqué, 
pour lequel nous obtiendrons un résultat, dont il faudra déduire la conclusion pour l'équa­
tion (2). 

1.2. Equation intégrale modifiée 

Il s'agit d'éliminer les valeur infinies de x, en introduisant une coupure à lxi = N: 
Soit 

PNf=f si lxi< N, QN = 1-PN. 

= 0 si lxi~ N. 

Ceci permet de considérer l'opérateur LN de Boltzmann partiellement tronqué: 

LN = v(i~l)- APN. 

JI est immédiat de montrer la majoration: 

(LNf,f)H ~ fldl~/1/k, ftt = sup{p, v(O) ). 

Notons IN la solution de l'équation (lN) 

ÔfN 
(IN) ~ ÔX +LNfN = g, 

dont la forme intégrale équivalente est 
(2N) fN-tftAPNfN = tftg · 
LEMME 1.3. 
Dans !l'2 (R, H), l'équation (2N) ne peut avoir qu'une solution. 
Toute solution de f = tftAPNf appartient à d/1, et vérifie alors 

ar 
~ Ô.X +LNf = 0, 
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soit encore: 

Posons 4J = APNJ, et cherchons à quelles conditions on a: 

f=dii4J, 

473 

4Je étant une suite d'éléments réguliers à support compact, approchant 4J, dans .2'2 (R, H), 
les éléments J, définis par: 

sont tels que 

(( l: ôô'hxe '"·)) s- 1 .. converge vers 

ceci étant une conséquence de l'Annexe a.1. 
Toute solution def = d/JAPNfvérifie donc: 

((LNf,f)) = 0. 

Il est alors trivial de montrer quefest nul dans .2'2 (R, H), il suffit de montrer successive­
ment: PN!l.f = 0, et PNfJ! =O. 

Etudions l'opérateur d/JAPN, de la manière suivante: 
l'opérateur d/1 est singulier en ; = 0, singularité que nous allons provisoirement éli­

miner en introduisant l58 fonction caractéristique de 1;1 > O. Nous montrerons que 
l'opérateur l58d/JAPN est compact, et la compacité de d/JAPN sera alors conséquence du 
lemme suivant: 

LEMME 1.4. 

l58o/JAPN converge uniformément vers d/JAPN quand ()-+ 0, dans l'espace 2 2 (R, H). 
Compte tenu des propriétés de A, on peut en effet établir: 

LEMME 1.5. 

llll5(Jd/JAPNf-o/JAPNflll 2 ~ kiiAIIIII/111 2 
{ J P(l;l)- 4ti;} 112

• 

1~1<6 

L'opérateur l5liJAPN est compact dans .2'2 (R, H). 
Pour exploiter le fait que A est compact dans H, N fini, nous allons montrer que l'adjoint 

APNl58d/J* est compact dans .2'2 (R, H). 
Montrons que si une suite fn converge faiblement vers f dans 2 2 (R, H), pour tout x 

fixé, l58d/J*fn converge faiblement dans H vers l58 o/J*f: prenons un élément h de H. 

{ f5(Jo/J* (f,. - f) ' h) H = { ({, - f,'qJ x)) 
où 

. 
Il est aisé d'établir que q>x est dans .!l'2 (R, H), en effet: 

lllqJx(y, ;)lW < 
20

:(0) 11h11.&, et il apparaît ici pourquoi l'introduction de l58 est fonda­

mentale. 
On peut de ce fait conclure: 
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PllOPOSITION 1.2. 
L'équation JIIN-APNIN = g admet une solution unique dans .!l'2 (R, H) solution 

forte du problème dans .!l'2 (R, H). 
Il faut maintenant savoir si IN a une limite quand N tend vers l'infini, et si cette limite 

est solution du problème. 
Nous noterons 

IN= !J.IN+9IN = XN+VJN 

= XN(X, ~) + J; a1(x)VJ,(~). 
1 

1.3. Coavergenœ de /N quaad N tend vers l'lofinl 

Dans ce paragraphe, il est fondamental de supposer que g(x, ;) est un élément de 
!l.!l'2(R, H), c'est-à-dire est dans .!l'2(R, H) orthogonal aux invariants des rencontres 
a1(x) V'l(;). C'est en effet cette propriété qui permet les majorations conduisant aux con­
vergences faibles. 

LEMME 1.6. 
Si g appartient à !l.!l'2(R, H), !liN reste borné dans .!l'2(R, H), et il existe une 

suite de réels, notée encore N, telle que !liN converge dans .!l'2 (R, H) vers un 
élément x de ~.!l' 2 (R, H). La convergence de y(I;I)1

' 2XN a alors lieu vers 11(1;1)112x, et 
QJN et QNf!JIN conv~rgent, pour une sous suite convenable, vers zéro dans .!l'2 (R, H). 

D'après (2N), la forme de IN est telle que, d'après l'annexe a: 

(EIN,fN)n-+ 0 quand lxi -+ oo, 
soit: 

La majoration indiquée pour ((LNI,f)) permet d'obtenir: 

IIIXNIII ~ l.r 1 111KIII 
D'autre part, la suite extraite de la suite XN, qui converge faiblement dans ~2(R, H) a pour 
limite faible un élément de !l.!l' 2 (R, H) 

Mettons LNIN sous la forme: 

LNIN = PNLIN+11(I;DQNfN, 
il vient alors : 

((LNfN,IN));?; ,uii!PNXNIII2 + III11(1;1)112QN/NIW, 
d'où nous déduirons en particulier 

IIIQN!Nlll ~ CtiiiKIII' 
c'est-à-dire, pour tout f/J de ~2(R;H), 

((QNfN, f/J)) = (({N, QN(/J)) 

~ CtiiiKIII IIIQNf/JIII 
ce qui établit la convergence vers zéro de QNIN· 
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Le résultat annoncé pour QNVJN est trivial. 
En ce qui concerne 'V(I;I)112 XN' il suffit de rappeler que les opérateurs QN et A commu­

tent: 

111,(1;1)•12XNIW = ((AxN, XN) )+ ((g, XN) )+ ((AQNfN, QNfN)) 

~ Clllglll 2
• 

Rappelons que nous noterons encore N la sous suite d'entiers pour laquelle les conver­
gences faibles précédentes ont lieu. 

LEMME 1.7. 
La suite L;XN = JtxN-APNXN converge dans "Y' vers L'x= Jtx-Ax. 

La suite~ aJ: converge faiblement dans "Y' vers g-L'x. 

Montrons tout d'abord que l'élément L'x, où x est la limite faible de XN' est un élé­
ment de "Y': L'*= Jt~-A. 

Soit un élément lP de "Y. L'application cf> -+ ((x, L'* cf>)) est une forme linéaire con­
tinue sur "Y en effet: 

((x,L'*lP))l ~ (l+IIAIDIIIxlllllPir. 

Il existe donc un élément de "Y', que l'on notera L'x, tel que pour tous cf> de "Y, on ait 

<L'x, cf> >r = ((x, L'*lP)). 

Il faut maintenant établir la convergence de L;XN vers cet élément c'est-à-dire la con­
vergence vers zéro de <L;xN-L'x, lP>r en effet: 

expression qui converge vers zéro quand N-+ oo. 

L'affirmation concernant ~ ~""; est alors immédiate, il s'agit dans un dernier temps de 

chercher à préciser vers quel élément de "Y' converge ~ a;; , ceci afin d'étudier VJN(x, ;) = 
4 

= ,I a~(x)VJ1(;). 
1=0 

LEMME 1.8. 
Les éléments de !l'2 (R, H) de la forme qJ(;)O(x), où q1(;), 'V(I;I)qJ(;) sont dans H, 

et O(x) est dans Jf'1(R), appartiennent à "Y. 
LEMME 1.9. 
da1 (x) 
~x converge dans .~- 1 (R) vers un élément .911(x). 

Rappelons que Jt1-•(Rn) est le dual de ~"(R"), et que les éléments de ;r-•(Rn) sont 
des sommes finies de dérjvées d'ordre~ s de fonctions de !l'2 (Rn) (TRÈVES [8] p. 52). 

Prenons un élément de "Y de la forme: 

cf>p(x, ;) = ~VJp(;)O(x), où O(x) appartient à .7f1{R). 

http://rcin.org.pl



476 CH. R.IGOI.OT-TultBAT 

L'expression suivante converge quand N tend vers l'infini: 

<.lt'I'N• <Pp)-r = - ( ( 'I'N• Ça~))+ (('I'N• •(i~I)<Pp)) 
si bien que 

(où da.p = (e'f'p(;), e'f'œ{;) )H converge quand N tend vers l'infini, pour tout élément O(x) 

de ~1 (R); et il en est de même de chaque terme(~; (x), O(x))x-t<R> d'où le résultat. 

On peut établir aisément que: 

ô 4 ô e :: converge dans "Y' vers ko e'f'cx(;)dcx(x) et l'on posera par définition e ô~ = 
4 

2 etf (;)dcx(x). 
cx=O 

LEMME 1.10. 

Les éléments P(l;l)x, ete ~~ + e ~; de "Y' appartiennent à !l'2(R, H). 

Tenant compte du dernier résultat, on peut écrire dans !l'2(R, H): 

x= ~(Az+g)-~(ç ~~). 
Afin de montrer que P(I;D x est dans !l'2 (R, H), nous montrons qu'il en est ainsi 

de •0~1)~ { Ç ~~ ) et ~ résultat concernant Ç ~= + Ç :; est immédiat. 

Il est intéressant de pouvoir préciser les éléments dcx(x) de Jr- 1 (R) et notamment de 

déterminer les propriétés de gr et rr, où 

dcx(x) = r(x)+rr(x) OÙ dr(x) et rccx(x) appartiennent à !l'2 (R). 

L'élément ( Ç ~~ , '1'.), appartient à Jf'-'(R) et pour tout élément b" de ~2(R), on a: 

0 = .L) (e'f'cx, 'f'p)H(~P, bcx)1P2<R>-(.L) (e'f'cx, 'f'p)Hf~P+(ex, 'f'cx)H, 
p p 

Donnant à ex les valeurs successives 0 ... 4, nous obtenons les résultats suivants, consé­

quence du calcul de L1cxp = (e'f'cx, 'f'p)H: 
d 0 (x) etd4(x) sont dérivées de fonctions de !l'2(R), a0 (x) et a4 (x). 
D'autre part, d 1(x) est nul, c'est-à-dire: 

e ~~ = e'f'o(;) d~;x) + e1f'4(;) d~;x) . 
Notonsf(x, ;) l'élément de !l'2 (R, H) défini par; 

f(X, ;) = a0(X)1f'o(;) + a4(X)1f'4(;) +X( X, ;) , 

http://rcin.org.pl



EQUATION DB BoLTZMANN STATIONNAIRE SUR. LA DROITE ET SUR. LA DEMI-DROITE 477 

élément qui vérifie dans "Y' 

ôf 
E a x +,<l;nr-AJ = g. 

Appliquons l'opérateur '11 pour montrer que fest solution dans ~2(R, H): f = '1/Af+d/tg, 
et fest solution forte du problème posé. 

THÉORÈME A 
Soit g(x, ;) un élément de ~~2(R, H) à symétrie cylindrique en ; d'axe E, il existe un 

élément 
f(x, ;) = a0(x)tp0(;) + a4(x)tp4(;) +x.( x, ;) 

satisfaisant au sens fort dans ~2(RJ-..H) 

ôf Eax +,(l;l)f-Af= g, 

tel que 'V(I;I) x soit dans ~2(R, H). 
Cette solution est unique dans ~2(R, H). 

2. Equation de Boltzmann sur la demi-droite, avec conditions de réflexion à la paroi 

Les conditions à la paroi, x= 0, sont du type suivant: J+ Bf = f'§J- Bf+tP+, où cp+ 
est un terme de source, élément de H, à symétrie cxlindrique en ; d'axe Ç. 

Nous nous ramènerons ici à des consitions de réflexion homogènes, il suffira en effet 
de modifier, pour en tenir compte, le second membre de l'équation vérifiée pour x > 0: 
Pour résoudre 

(Jt.-A)f = qJ, x> 0, 
J+Bf= ~J-Bf+tJ>+, x= 0, 

il suffit de chercher f sous la forme 

/1 étant solution de 

(JI -A)ft = qJ+AEtJ>+, x > 0, 

J+Bft = ~J-Bft, x= O. 

Nous utiliserons les sous espaces J± H de H, la norme et le produit scalaire étant notés 

11/IIH± et (/, g)H±• 
Les hypothèses suivantes sur ~ sont fournies par des impératifs physiques: 
1) La paroi est localement un thermostat: 

J+w1f2 = ~J-w1f2. 

2) La paroi est non absorbante: 

. j Ç(J-Bf+rJJ-Bj)d; = 0 
Rl 

et nous supposerons de plus que: 

3 Arch. Mecb. Stos. nr 4n9 
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3) rJ est donné par un noyau: 

tJJ-Bf = f F(~, ;l)J-Bf(~~)d~~, 
Rl 

r§ étant non négatif, F(;, ~1) est non ~égatif, et on en déduit 

f EB/2(~)d~ ~O. 
RJ 

4) L'opérateur r§ admet un ajoint t'§* au sens suivant: 

CH •. RIOOLOT-'l'uuAT 

f ~~-1[-tJ*h+d~ = f IE-IR~J-Riz+ fi;, où /* = J*Bf, 
IV RJ 

RJ(E, TJ, q>) = f( -~, TJ, rp), 
et r§* vérifie 

J-wt_l2 = ~· J+wl/2. 

Sif+ = tJf-, eth- = f§*h+ alors on a identiquement: 

f ~BfBhd; =O. 
RJ 

5) Sur f§ et t'§* faisons les hypothèses suivantes, pour des raisons mathématiques qui 
apparaitront au cours du développement cf [5]. 

Notons ÎI = .HP(I~I>-s, et désignons par w et n les opérateurs de projection sur le 
sous espace de Îl orthogonal à w(;)1

'
2 et le sous-espace engendré par w(~)1 12 respecti­

vement: 
Bf= wBf+nBf. 

Nous supposerons alors qu'il existe une constante C1 > 0 telle que 

C1IIJ-wBflli ~ -(EBf, Bf)H· 

6) Nous supposerons aussi que f§ et t'§* sont bornés de IÎ dans Ili'(I~D. Une septième 
hypothèse est donnée §.B4. 

2.1. Riloludoa du problème IDtennédJalre 

JI/= q>, x> 0, 

J+Bj= f§J-Bf, x= O. 

Introduisons l'opérateur ti défini par: 

'Pig = d/lg, 
= i( . ' ~ * g(.' ~)' où g(x, ~) = g(x, ~) 

=0 

Une démonstration analogue au cas A permet d'établir: 
LEMME 2.1. 

pour 
pour 

x~ 0, 
x< o. 

- - a-
Les opérateurs dJJ, J~(I~I)'PI et ~ô x 'Pl sont des éléments de ~( ~2(R ±, H), ~2(R+, H) ), 

et l'operateur d/1 vérifie dans ~2(R+, H) la relation Jld/1 = Id. 
L'étude en x= 0 est résumé par: 

http://rcin.org.pl



EQUA110N DE BoLTZMANN .STATIONNAIRE SUR LA &R.OITE ET SUR. LA DEMI-DROITE 479. 

LEMME 2.2. 

L'opérateur Bdfl est un élément de 1!(~2(R+, H), IÏP(I~I>), dont la norme est bornée 

par 
1
1
_ . On a d'autre part: 

J 2 
J+ Bd//= O. 

Le problème 

Jlf= "'' x> 0, 
J+Bf=f+, x= 0 

où J+ est une fonction donnée de ~ pour ~ > 0 a pour solution 

f = dflq;+Ef+, 

Ef+ = exp {- •(~~/) x} Y(xlf+ (~. 

L'introduction de IÎ = IÏI'(I~>- • permet de montrer que E appartient à 1l.{IÎ, ~2(R+, H)). 
Il est utile de définir les opérateurs tf/* et E*, résolvant le problème adjoint, et pos­

sédanrt les mêmes propriétés que d/1 etE: 

Jl*f= q;, 

J+BJ=J-, 

x> 0, 

x= o. 
La solution de 

Jlf= q;, x> 0, 

J+Bf= f§J-Bf, x= 0, 
est : 

f = ~+E~J-Bdflq;, 
ce qui nous amène à poser: 

PROPOSITION 2.1. 

L'opérateur W= dfi+Ef§J-Bd/1 est tel que 

JIWq;=q; 

J+ BWq; = ~~-BWq; 

dans 

dans 

~2(R+, H), 

H•<IEI>t 

en outre: 

W est élément de ~(~2(R+, H), ~2(R+, H), 
BW est élément de ~(~2(R+, H), IÏ,<1e1>), 

W possède des propriétés régularisantes (comme il en était de d/1) que nous allons étudier 
pour montrer dans quel sens il résoud le problème. 

Introduisons l'espace F des fonctions de ~2(R+, H), appartenant au domaine de 

JI, et qui, de plus, pour x = 0 appartiennent à IÏP(I~I>: 

lfli = lllç :~Ill' +lll•(l~l)fiii2 +11Bfll~o(~~~~· 
Il est alors aisé de montrer le lemme suivant: 

3·· 
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LEMME 2.3. 
L'opérateur W est borné de ~2(R+, H) dans F pourvu que t'§ soit borné dans .ii,<l~l>' 

il en est de même de W* et f§*. 
Il suffit de reprendre les propriétés de fi déduites de celle de tl!. Rappelons les rela­

tions entre JI et JI*: 
Si f et g appartiennent à F: 

((~llf, g) )+ (~Bf, Bg)H = ((J, Jl*g)). 

En vue d'étendre l'opérateur W, définissons les espaces et opérateurs suivants: Soit f/J un 
élément de ~2(R,+ H), dont la trace à x = 0 est dans ii: nous noterons l'élément f/J: 

f/J = [cp+' Bcp]' cp+ E ~2(R+' H)' 

Bf/J E IÎ, 

'cp'Zl(R+, H)X H = lllcp+lll + IIBcpllii· 

Soit r(R+, H) x H(/ l'espace des éléments cp = [cf>+, B, cp], où f!J+ est la restriction à R+ 

d'un élément cp de r, dotnaine de JI dans ~2(R, H), et où Bf/J est dans Hp. 

1f/J11'"(R+, H)x.ÎÎP = jcp+ 11'"(R+, H) + IIBcpiiHp 

où 

lcp+I1'"<R+,H) = infi<Ï>I1'"' 

f!J+ = <P presque partout dans R+. 
Nous pouvons alors établir que le dual de cet espace est r~(R+, H) x fi(/_,, espace des 

éléments cp = [cp+, pcp] où cp+ est un élément du dual ji"' de r dont le support est dans 

x ~ 0, et Bcp dans fi(/_, . 
Introduisons les notations suivantes 

LEMME 2.4. 

[JI, J+][f!J+, Bcp] = [Jtf/J+, J+ Bcp], 

[JI*, J-][cp+, Bf/J] = [Jt*cp+, J-B(,f>], 

[tfi, E][cp+, Bcp] = [~1>+ +EJ+ Bcp, B tjjcp+ +J+ Bcp], 

[aU* E*][cp+, B(J)] = [aU* fi>++ E* J-Bcp, Bdi*f!>+ +J-Bcp]. 

La relation entre JI et A* se formule de la manière suivante: 

Il est alors aisé d'en déduire les deux extensions suivantes: 

LEMME 2.5. 
L'opérateur [.H, J+] peut être étendu à l'espace ~2(R+, H) x ii cet élément encore 

noté [A, J+] appartient à !!(!l'2 (R+, H) x ii, j!"'(R+, H) x J+ ii,_ 1). 

L'opérateur [ii, E] peut être étendu à ji"'(R+, H) x J+ ii, son extension encore notée 

[o/ï, E] est élément de 1l"(r'(R+, H) x J+ H, 2 2 (R+, H) x ii,_ 1) de même pour les adjoints. 
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PROPûSITION 2.2. 
a) Sur !l'2 (R+, ll) x J+ ii, 
b) Sur 'f"(R+, ll) x ii.,, 
c) Sur · ~2(R+, ll) x ii.,, 

[.A, J+] o [tf/, E] = Iq, 
[ifi, E] o [.A, J+] = Id, 

[t:Fi, E] o [.A, J+] = Id. 

Des résultats analogues ont lieu pour les adjoints. 
a) Pour un élément [tJ>+, B4>] de ~2(R+, H) x J+ ii.,: 
[tJ>+, B4>] l<~',EJ_ [GfitJ>+ +EJ+ B4>, BitP+J+tJ>] 

481 

[..K,J+J .... [..l{.(t:fitJ>+ +EJ+ BtP),J+ BcW4>+J+ B4>]. 

tfi(l)+ est un élément de 'f"(R +, H}, soit .Aci4>+ = 4)+. 

D'autre part, JtE = 0, J+ Bdk4> = 0, et J+ B4> = B4>, d'où le résultat. 
La méthode de démonstration pour b) est la même, sachant que si · cp+ est dans 

'f"(R+, H) : 

COROLLAIRE 2.1. 
L'opérateur W peut être étendu à 1"'' (R +, H), son extension est un élément de 

.2" ('f"'(R+, H), !l'2 (R+, ll) x H'I(I~D-•). 
W tel qu'on l'a défini, se formule ainsi, pour un élément tp+ de !l'2 (R+, H): 

Wtp+ = (tfi, E)(tp+, BtJtltp+ +f§J-Btfitp+), 

expression qui garde un sens pour tp+ = Jt(l)+. 

2.2. Equation Intégrale associée au probleme posé 

Le paragraphe précédent nous assure l'équivalene entre 

(2.1) 

et 

(2.2) 

Jtf = Af+q;, x > 0, 
J+Bf=fiJ-Bf, x=O, 

f= WAf+Wq;. 

Toute solution de l'équation intégrale dans !l'2 (R+, H) est un élément de F tel que J+ Bf = 
= f§J- Bf; c'est une solution forte dans !l'1(R+, H) du problème posé. 

Ici encore, l'opérateur W A n'étant pas compact, nous nous ramènerons à un opéra­
teur compact, WAPN, où ~ est l'opérateur de troncature à x > N. 

2.3. Equation modifiée 

Soit le problème: 

JtfN-APNfN = q;, x> 0, 

J+ BfN :c: f§J- BfN, x= 0, 

équivalent à 
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LN est défini par LN = ,(1~1)-APN. 
LEMME 2.6. 
L'équation (2N) ne peut avoir dans ~2(R+, H) plus d'une solution. 
Pour la démonstration, on se reportera à la partie A: 
L'hypothèse (3) permet de conclure que Bf = 0 dans ii et f = 0 dans ~2(R+, H). 

Etudions alors la compacité de l'opérateur WAPN dans ~2(R+, H), qui conduira à l'exis­
tence, d'une solution de (2N) unique dans ~2(R+, H), solution dont il s'agira d'étudier 
la convergence pour N infini. 

LEMME 2.7. 
L'opérateur WAPN est compact dans ~2(R+, H). 
La démonstration se déroule de manière analogue à celle du paragraphe 1, l'introduc­

tion de l'opérateur t56 est ici encore indispensable, ce qui définit 

W6 = t56CW + Et§J- B~edfl. 

L'opérateur W6A converge uniformément en norme dans ~2(R+, H) vers W, si 0-+ 0; 
(il suffit alors de démontrer la compacité de· W6), en effet, on peut établir les deux ma­
jorations: 

lldifiA/-CWA/11<.2'l(R+,H) ~ c yOIIIfiii~<R+,H)' 

IllEt§]- BdliJAf-Et§J-MIA/111.2'l<R+,H) ~ K ylflllflll~<R+,H>, 

en utilisant le fait que E est borné de Îl dans ~2(R+, H), et t§ de ÎI dans lui-même, on 
est ramené à établir que J-Et56CWA converge en norme dans ÎI vers J-mt A. 

La compacité de W6APN est obtenue par passage à l'adjoint, notamment 

(J- BdliJAPN)* - ~A(J-BdotW)* 

et on est ramené à montrer que pour tout x, J- t56J~(I~I)- 1 E*(h,.-h) converge faiblement 
vers zéro dans H, dès que h,.-h converge vers zéro dans ~2(R+, H). Il suffit pour cela 

de montrer que pour tout x, si !1>(~ appartient à H alors Y(O-Ç)v(l~-•!l>(li) exp{Y(~lil) x} 
est élément de Îl, comme le prouve le calcul de sa norme, et nous pouvons énoncer: 

PRorosmoN 2.3. 
L'équation/= WAPNf+'WqJ a une slution unique dans ..2'2 (R+, H) pourvu que qJ 

soit dans ~2(R+, H). La solution fN de (2N) est solution forte· dans ..2'2 (R+, H) du prob­
lème (IN): 

ôi"N --
E -"-1 + LN!N = qJ dans ~2(R+, H), 

ô x 

J+ BfN = t§J- BfN dans Îl. 

Nous écrirons IN sous la forme 

fN(x, ~) · = 'PN(x, ~) + XN(x, ~) 

4 

= l, tf(x)tpcx(~) + XN(x, ~). 
cx.-o . 
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2.4 •. Convergence de IN( x, ;) quaad N-+ oo 

LEMME 2.8. 
Si cp appartient à ~!l'2 (R+, H), 

1 
IIIXNIII ~ -lllcplll 

/Jl 

llwBfNII~ ~ - 1
-lllcplll 2 

f1/Jl 

- 1 
IIIQNVJNIII ~ ,(O)pl lllcplll où QN = 1-PN. 

Comme au paragraphe 1 : 

( (~~'IN))+ ((lNf..,f~)) = ((JN, rp)). 

L'annexe a pour conséquence: 

-(~BfN, BfN)H+ ((LNfN,fN)) = ((fN, cp)) 

d'où les inégalités indiquées compte tenu de l'hypothèse (5). 

433 

Nous pouvons conclure aux convergences faibles suivantes, ceci pour une sous suite 
d'entiers, que nous noterons encore N: 

PROPOSITION 2. 7. 
Pour une suite d'entiers N, XN converge faiblement dans !l'2 (R+, H) vers un élément 

de ~9'2(R+, H) noté x, "(1;1)1
'
2XN converge alors faiblement vers ,(1;1)1

'
2x, et QN'f'N vers 

zéro dans !l'2 (R+, H). wBfN converge faiblement dans ii vers un élément que l'on 
notera wBf. 

La première partie est . analogue au paragraphe précédent, la seconde est conséquence 
de l'inégalité: . 

llwBfNlli ~ - 1
-lllcpiW 

f1/Jt 

et du fait que f§ est borné de lÎ dans lui-même. 
Afin d'étudier avec plus de précision le phénomène à la paroi, formulons une nouvelle 

de 5 hypothèse: 
H y p o t h è s e 7. A tout opérateur de réflexion f§, on peut associer un système 

fonctions ~œ(;}, ex = 0, ... 4, telles que 

(i) ~«, ;~ex appartiennent à H, 
(ii) J-~ex = G*J+~œ, 

(iii) (~~ex, 'f'p)H = ~a.fJ si ex et {J non tous deux nuls, 
= 0 si {J = ex = 0. 

LEMME 2.9. 

~ lift converge dans .Tt'- 1 (0, . oo ), et, pour ex ::p 0, lJdi une limite Oœ(O) quand N tend 

vers l'infini. 
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Etant donné la structure particulière de IN: IN = WhN, pour un élément particulier de 

'f"'(R+, H) x .iir<l~l>: 

h(x, ;) = (/>cx(;)O(x) 

où O(x) = [O+(x), 8(0)], O+(x) appartient à Jf'1 (R+), on a, compte tenu de la définition de 
(/>ex(;): 

La relation AIN-Ali;,IN = q; ayant lieu pour tout-N, les convergences établies précé­

demment permettent d'affirmer que: ( ( 'I'N• ~ :x <ll.(zyi+ (x))) a un sens et converge quand 

N tend vers l'infini, pour tout O+(x) de Jf'1 (R+). 
Il existe donc un élément BVJN de ..HII(I~I>-1 défini (partiellement) par la relation: 

Par passage à la limite, les valeurs successives de ex, ex =1= 0 puis ex = 0 donnent les ré­
sultats suivants: 

Pour ex =1= 0, 
d 
dx ~(x) converge faibleJDent dans Jt?- 1 (0, 00) vers 

B~ a une limite, fi%(0) quand N tend vers l'infini. 

Pour ex= 0, 
d . 
dx a~(x) converge vers A0 dans Jt?- 1(0, oo). 

On ne peut obtenir aucun renseignement concernant a0 (0), ceci est du à la particularité 
que présente l'invariant d'ordre zéro, pour l'opérateur de réflexion. 

COROLLAIRE 2.2. 
Pour une sous suite d'entiers N, wB'PN et wBxN convergent dans H<,l~l>-1. 

E Ôô'PN converge dans ( 'f"'(IR +, H) x 0 )' vers 2 EAcx(x)'Pcx(;). 
X ex 

Il suffit de reprendre la démonstration du paragraphe 1. 
Il reste à étudier la convergence de ,(;)XN dans .!l'2 (R+, H): 
PROPOSITION 2.8. 
Si ~ est borné de ..Hr<l(>>-1 dans HP(f~l>. r<l(i>XN converge dans .!l'2 (R+, H) faiblement 

vers l'élément ,(l;l)x de .!l'2 (R+, H). 
Dans 'f"''(R+, H) on a: 

ô~ - -
E ax +AxN = APNxN-,(I;DQN1f'N+q;. 

Les propriétés de l'opérateur W montrent que l'expression suivante converge en projection 
dans .!l'2 (R+, H) faiblement: 
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Utilisant la forme de la limite de a:: et le fait que v(I~I)E(J+BxN-~J-BxN) converge 

faiblement dans ~2(R+, H), on en déduit la convergence faible de v(l~DXN dans 
~2(R+, H). 

PRoPOSITION 2.9. 
Il existe une suite d'entiers N pour laquelle 
XN converge faiblement dans ~~(R+, H) vers x, 
v(l~DXN converge faiblement dans ~2(R+, H) vers v(l~l)x, 
QN'PN converge faiblement vers zëro dans ~2(R+, H), 

~ aa"': converge vers ~Acx(x)tpcx(~) où Acx(x) E ;t'-1(R+), 

tels que ~ a~ x+ Acxtpcx(~) appartienne à ~2(R+, H) et soit la limite faible dans ~2(R+, H) 

de~ f;. 
Bwx et &f(x)tpcx(~, ex :F 0, appartiennent à JÏP(I~I>· 

THÉORÈME B 
Supposons que ~ et ~· vérifient les hypothèses 1) à 7). Il existe un élément f(x, ~) de ·la 

forme 
4 

t(x, ~) = L tt(x)tpcx(~) +x< x, ~> tel que 
cz..,.o 

x( x, ;), v(l;l)x(x, ;) appartiennent à ~2(R+, H), 
Bwx et Btf(x)tpcx(;), ex :F 0, appartiennent à JÏI'(I~I>' 
d 
dx ct'( x) ex = 0, ... 4, appartiennent à ;t'-1(0, oo), 

vérifiant, pourvu que rp appartienne à ~~2(R+, H) 

~ :~ +v(l;l)x-Ax = rp dans ~2(R+, H), 

J+wBf = ~J-wBf dans Jii'( 1~D. 

Annexe 

Annexe a 

THÉORÈME a -1. 
Si rp(x, ;) appartient à ~2(R+, H), la quantité (~"1191, d/191) 8 tend vers zéro quand x tend 

vers l'infini. 

f 1 [fx ( v(I~D ) ·]
2 

(~tf/91, "1191)B = d; T exp - -~- (x- y) rp (y; ~)dy 
E>O 0 

f 1 [ foo ( v(l;l) ) ]2 + d;- T exp --E-x- y rp{y, ;)dy . 
E<O x 
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Considérons l'intervalle [0, oo] comme la réunion de [0, A] et [A, oo ]. Les majorations 
suivante~ ont alors li~u: 

A .· --

E > 0: 1 J "C>Xp (- •(~Ill) (x-y)) qJ(y, ~dy,.,. 119'11z'(••> V 2•glll) exp ( - •(~Ill) (x- A)), 
0 

If exp(- •(~lll)(x-y))9'(y, ~y~.:; (f 9''(y, ~dy)"' v 2•~1;1)' 
A A 

E < 0: IÏ exp(- •(~Ill) (k y))9J(y, ~dyl.:; (Ï 9''(y, l;)dy)"' v 2•~1;1)' 
x x 

Si bien que, pour x> 2A, étant donnée la majoration "(1~1) > aE: 

00 

~~ (E<l'., '~~•)B .:; •(~) {Il 19'111' exp (-2aA) + J 119J(y, ~llhdy 
A 

expression qui tend bien vers zéro quand A tend vers l'infini, pourvu que qJ(x, ~) appar­
tienne à ~2(R+, H). 

THÉORÈME a-2. 
Si qJ(x, ~) appartient à ~2(R+, H) l'expression (E'llcp, 'llcp)H tend vers zéro quand x tend 

vers l'infini. 
Il suffit de reprendre la démonstration précédente, et de limiter les intégrations et 

majorations à x ~ O. 
THÉORÈME a- 3. 
Si qJ(x, ~) appartient à ~2(R+, H), l'expression (EE~J-JJdllcp, Ef§J- B'llcp)H converge 

vers zéro quand x tend vers l'infini. 

(EEtJJ-JJdllcp, Ef§J-B'llcp)B = f d~E exp (- 2"(1~1) x) (tJJ- Bflicp)2
• 

E>O E 

Pour le potentiel intermoléculaire choisi: "(~~1) > a > 0 on peut conclure que: 

-- -- y2 . 2 
max (EEf§J JldiJcp, Ef§J Btflcp)B ~ 

2 
(O) exp( -2ax)lllqJ(x, ~)Ill . 

~~ " 

Annexe b 

l. Calcul du déterminant A«P = (E1J'cx(~, 1J1p(~ )H 
1J'o(~) = rol/2, 

11'1 (~) = Ero112, 11'2(~) = E2ro112
, 11'3 = E3ro112, 

'l'•(~ = (llil'-3) ~"''''· 
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L1ot = Ao4 = 0, 

L1oo = 1, 

L1,. =v~ . 
2. Calcul du déterminant <5iJ = (Oi(;), 81(;) )B 

i = 0, ... '4, 

OJ = E"Ptt i = l, ... , 4, j = 5, ... , 8. 

Le calcul effectif du déterminant montre qu'il est non nul. 
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