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Equation de Boltzmann stationnaire sur la droite et sur la demi-
droite

CH. RIGOLOT-TURBAT (REIMS)

ON CONSIDERE 1'équation stationnaire de Boltzmann sur la droite et sur la demi-droite. Dans
le cas de la demi-droite on tient compte des conditions de réflexion a la paroi. La théoréme
d’existence et d’unicité est démontré pour la solution de I’équation de Boltzmann stationnaire
dans les deux cas. On donne la solution dans laquelle une composante mise dans le sous-espace
5-dimensionel engendré par les invariants de collisions est distinguée.

W pracy rozpatruje si¢ staqoname rébwnanie Boltzmanna na prostej i na polprostej. W przy-
padku polprostej uwzglednia si¢ warunki odbicia na $ciance. W obu przypadkach dowodzi si¢
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania stacjonarnego réwnania Boltzmanna.
Podana jest posta¢ rozwigzania z wyrOznieniem skladowej polozonej w pieciowymiarowej
podprzestrzeni rozpigtej przez niezmienniki zderzed.

B pabore paccMaTpHBAaeTCA CTAIMOHAPHOE ypaBHeHne Bonblmana Ha mpamMoli B Ha moaynpsamMol.
B ciyvyae momynpsAmoit YUMTHLIBAIOTCA YCJIOBHA OTPAXKEHMA Ha cTeHKe. B obomx cnydasx
[OKASBLIBAETCA TeOpeMa CYLLCCTBOBAHHA H €IHHCTBEHHOCTH PellleHHA CTAHOHAPHOTO YpPaB-
HemwAa Bonbimama. JlaeTcA BHA pellleHHA C BBUIGNCHHEM COCTABIIAIOMEH PAaCIIONMOMKEHEOH
B 5-MepPHOM IOJIYIPOCTPAHCTBE PAaclATOM HA HWHBADHAHTAX CTOJIKHOBEHHIA,

Introduction

LA FoNcTION de distribution F(x, E, t) d’un gaz est régie par I’équation de Boltzmann, qui,
en l'absence de forces extérieures, a la forme:

3F +E ViF = q(F, F), soit, dans le cas stationnaire

ou I'expression g(F, F) est quadratique, et représente la variation de F due aux interactions
entre les particules (pour un gaz raréfié, seules, les collisions d’ordre deux sont en effet
a prendre en considération).

Une solution triviale de I'équation de Boltzmann est la répartition “maxwellienne”,
qui, pour un gaz de densité g,, de vitesse moyenne nulle, et 4 la température T, s’écrit:

Qo &I
Fu = GrrTym °"p{ 2RT, |
En variables sans dimension, les échelles pour x et § étant respectivement 7o)/ RT, et
V' RT,, ol 7, est le temps moyen de collision, la répartition maxwellienne prend la forme:

we L ol 18 }
(27:)3;2 €Xp 2 ’
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et aprés avoir effectué la linéarisation suivante:

F=Fyu(l+9),
=00,
I’équation de Boltzmann s’écrit, dans le cas non stationnaire:

%+§' Vof+Lf = J(f, ).
L est I'opérateur de collision linéarisé, et J(f; f) I'opérateur quadratique, la forme de ces
deux opérateurs dépend de maniére essentielle de la nature des particules en présence,
et leurs expressions, fonctions des cas physiques, servent uniquement a établir les pro-
priétés que nous rappelons ici, et qui seules seront utilisées, ces propriétés étant valables
pour des classes de molécules.

L’espace fonctionnel classique dans I'étude notamment de 'opérateur L est H = %%,
espace des fonctions de § mesurables, de carré sommable, ol la norme et le produit sca-
laire valent:

lflla = {J e, (eow= : [ 7 ®e()E.

Le fait que, au cours de la collision, la masse, la quantité de mouvement, et ’énergie sont
conservées permet de montrer que 1'opérateur L admet zéro comme valeur propre d’ordre
cing, le sous espace H de H, noyau de L, est engendré par cinq fonctions, dites “inva-
riants des rencontres”, qui, aprés orthonormalisation, sont:

Yo = 0'/?
Y= w”th .i = ls 2; 39 Oﬁ E = (51: '52: ES)!
[g*-3
= mli2 _
Yao=0 'fﬁ ,

si bien qu’un élément f(x, E, ) de H admet la décomposition sur ZH et 2H son supplé-

mentaire orthogonal:
4

S, 1) = PF+9f = p(x, 8, D+2(%, &, 1) = D, a'(x, Dpi(®)+1(x, &, 1).
i=0
L’opérateur L est symétrique, et non négatif, et, 3 condition d’introduire une “coupure”
dans le domaine d’interaction entre deux particules, soit radiale, soit angulaire, confor-
mément aux hypothéses de CERCIGNANI [1] et GRAD [4], L peut étre considéré comme
somme de deux opérateurs:
Lf = »([g))f—Af.
On notera par ailleurs

Lr=gZ iy,

ol #(|E|) est une fonction positive de |§|, et 4 un opérateur intégral.

Pour une classe d’interactions intermoléculaires, dites “potentiels durs”, cf GRAD
[3], qui inclut d’ailleurs les sphéres rigides de Carleman et la force radiale en puissance
d’exposant inférieur 3 — 5, les propriétés suivantes ont lieu:
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»(|E|) est borné inférieurement par » (|0]), et il existe deux nombres positifs, a et b tels

que:
a(1+[g]) < »(|§]) < b(1+]g]).

L’opérateur A, auto adjoint dans H, a pour noyau K, différence de deux noyaux po-

sitifs K, et K;:
A1) = [ (Ki—Ky) (E—n) fln)dn,
R3

et les noyaux K, (v) et K,(v) sont intégrables, et de carrés intégrables, dans R3.

A est borné et compact dans H et vérifie:

14f1l < K 11,
Max|47] < kolfll

r—1

r>1:  Max{(1+[E2724f]} < k,— Max (1+[€%) 2 |f].
EeR? EeR?

11 existe une constante u telle que
(Lf, f)u = pl|2fE.

Le noyau quadratique J(f,f), ainsi que la forme bilinéaire associée J(f, g) sont ortho-
gonaux aux invariants des rencontres dans H.
Le probléme considéré ici est stationnaire, et ne dépend que de la composante x de x:

f(x,8) = f(x, ).
Nous noterons £2(R, H) (resp. #*(R*, H)), I'espace des fonctions de x et & mesu-
rables dans RxR?® (resp. R* xR?), telles que x — ||f(x, E)||s soit de carré sommable
dans R (resp. R*), et cet espace sera normé par:

+00 0 5
i = { [ ilhas}"™,  (resp. Wflllenmes = { [ 11} ),

(f:)zam= [ (fromds, (resp: (f, )z =.,f (f, &udx).

Et 22%(R, H) (resp. 2 #2(R*, H)) désigne le sous espace de £2(R, H) (resp. Z*(R*, H))
des éléments orthogonaux 2 y,(§).

Le premier probléme considéré concerne I'équation de Boltzmann & une seule variable
d’espace, en domaine infini, ou le second membre est, de méme que J(f,f), orthogonal
aux invariants des rencontres. Ce probléme avait été traité jusqu’ici non pas avec I'opé-
rateur linéairisé de Boltzmann, mais A I'aide d’'un modéle, rendant compte des propriétés
physiques (DARROZES [2], SIROVICH [7]).

Nous démontrerons le théoréme d’existence suivant:

THEOREME A:

Soit g(x, ) un élément de 2% (R, H) a symétrie cylindrique en &, d’axe &, il existe
un élément et un seul dans ¥* R, H)

f(x, ) = a®(X)po(8) +a*(x)pa(E) + x(x, E),
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satisfaisant, dans ¥*(R, H), au sens fort:

L toEs-4r=g.

Notre deuxiéme résultat est relatif a 1’existence d’une solution du méme probléme, mais
dans le demi espace x = 0, la solution devant vérifier 4 la paroi x = 0 des conditions de
réflexion du type:

J*Bf = 4J-Bf,

ol Bf(x,%) = (0, %),
JE(0,8) = f(0,5) si £20,
=0 si E20;

I'axe des E étant la direction normale & la paroi, orientée positivement vers I'extérieur.
J* Bf est la répartition des molécules émises par la paroi, alors que J~ Bf est la répartition
des molécules incidents; I'opérateur % est fonction de la nature de la paroi, et nous ferons
sur ¥ les hypothéses classiques [5] que nous rappellerons ultérieurement (§B et § B4).
Il convient, pour tenir compte du phénoméne & la paroi, d'introduire les espaces ﬁ;m,
() étant strictement positive, H= f{m si o(§) = 1.

ﬁm est I’espace des éléments f(x, E) tels que |£|o(§)|Bf|? soit une fonction mesurable
de &, la norme et le produit scalaire sont donnés par:

s = | 161e(®BS(x, ©)Bg(z, §)dE.
R3

Ce probléme a été traité dans le cas d’un domaine borné par Guiraud [8, 9].

THEOREME B

Supposant que I’opérateur § de réflexion vérifie les hypothéses (1) @ (7), données §B4 il
existe un élément f(x, §) de la forme

f(x,®) Ea“(x)%(EHx(x )

a=0

tel que
1(x,8), »(E)x(x,¥)
appartiennent a £*(R*, H),
By et Ba*(x)y.(8), «#0

appartiennent a ﬁ'(ISIJs ‘g—r &(x), «=0,...,4 appartiennent ¢ H# (0, ), dual de
K10, ), et vérifiant, pourvu que @ soit un élément de 2£*(R*, H)
of 2(p+
§55 PYEDx—Axy =9 dans ZXR*,H),

J*Baf = 9J-Baf dans  Hygy,

o lopérateur w désigne la projection sur le sous espace de I‘}Mg“—l orthogonal @ w,(E).
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1. Equation de Boltzmann sur la droite

Afin d’étudier P'existence d’un élément f(x, §) vérifiant
/)
L (8- Af = g,

ox
dans #* (R, H), g(x, §) appartenant & 29%(R, H) et possédant une symétric de révo-
lution en § d’axe &, nous sommes amenés a traiter le probléme intermédiaire suivant

M 3

1.1. Résolution du probléme intermédiaire

Notons .# = ¢ _33? +»(|g]), et #* son adjoint, afin d’étudier le probléme

£ L 1o(E = o(x, 9

L’étude du cas ol f(x, E) est réguliére, & support compact met en évidence I'opérateur
% réalisant dans I'espace 4 de telles fonctions
YMp = HUp,
soit
%¢('! E) = ‘g(s E)‘?('! ﬁ},

ol

&(x,E) = eY(ex)E"exp{— "(lfl) x}, e=4+1 si £20,
et Y(x) est la fonction d’Heaviside.

L’opérateur %, réalisant I'inversion de .# dans ce cas particulier va devoir étre étendu
a l’espace £%(R, H), 'espace 4 est en effet dense dans #2(R, H), et d’autre part :

LemMME 1.1.

L’opérateur % est borné dans ¥?(R, H) par »(0)~?,

5% est borné dans £ (R, H) par 2,

v(|E])% est borné dans ¥2(R, H) par 1.
(Il en est de méme pour ¥* dual de %).

Ceci provient du fait que % a la forme d’un produit de convolution.

D’autre part, le domaine ¥~ de .# dans (R, H) est I'ensemble des éléments pour
lesquels I'expression suivante existe (et sera prise pour norme dans ¥7)

[ £l = {lAf1IZ+f11232,

et ¥"* le domaine de .#* (on remarque qu’alors ¥ = ¥"*). Nous noterons ¥ I'espace
dual.

Il est classique d’établir

ProrosITION 1.1.

Les opérateurs 4 et * peuvent étre étendus 3 #2(R, H). Leurs extensions, encore
notées 4 et .4 * sont des éléments de & (£*RR, H), ¥").
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Les opérateurs % et #* peuvent étre étendus & ¥”, et sont alors éléments de
Lo, 2 ®.H))
Dans %2R, H) MU =UM = Id.,
MU = Y*H = Id,

Dans ¥~ MU =1d, M*U* =1,

Dans ¥ UM =1d, U*M* = Id
Il est maintenant naturel d’associer au probléme (1.1) sa forme intégrale (1.2)
@ S-UAf = Ug,

et d’en faire I’étude dans Z2(R, H), toute solution de (2) dans £?(R, H) est un élément
de ¥, donc une solution forte de (1) dans #*(R, H), et réciproquement.

LemMMmE 1.2.

L’équation f— % Af = 0 n’a dans #%(R, H) que la solution nulle.

La démonstration est tout a fait analogue, (et un peu plus simple) que celle du lemme
2.1 auquel nous nous reporterons.

Le probléme serait alors bien simple si 'opérateur %A était compact dans #2(R, H).
Mais, bien que A4 soit compact dans H, %A ne I'est pas dans #?(R, H), le produit de
convolution qui figure dans 'opérateur % fait en effet intervenir les valeurs infinies de x.

Dans un premier temps, nous allons, de ce fait, considérer un probléme tronqué,
pour lequel nous obtiendrons un résultat, dont il faudra déduire la conclusion pour I'équa-
tion (2).

1.2, Equation intégrale modifiée

1l s’agit d’éliminer les valeur infinies de x, en introduisant une coupure a |x| = N:
Soit
Pyf=f si |x] <N, Qy=1-Py.
=0 si |x]=N.
Ceci permet de considérer I'opérateur Ly de Boltzmann partiellement tronqué:
Ly = v({§])— APy.
Il est immédiat de montrer la majoration:

(LNf:f)H = ;u”-@f”}h uy = sup(u, "(0))-
Notons fy la solution de I'équation (1y)

1D &gy =g,
dont la forme intégrale équivalente est
(2y) Sn—UAPyfy = Ug.
LemMmE 1.3.
Dans #?(R, H), I’équation (2y) ne peut avoir qu’une solution.
Toute solution de f = APy f appartient & %, et vérifie alors

of _
E'a_x +L.N'f - 0$
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soit encore:
((5 ,f))+((Lnff)) 0.

Posons ¢ = APyf, et cherchons & quelles conditions on a:
f=aup,
¢¢ étant une suite d’éléments réguliers A support compact, approchant ¢, dans Z2(R, H),

les éléments f, définis par:
fo = U,

((5 % f)) converge vers ((E%f))

ceci étant une conséquence de I’Annexe a.l.
Toute solution de f = % APyf vérifie donc:
(@nf.1)) = 0.
11 est alors trivial de montrer que f est nul dans Z2(R, H), il suffit de montrer successive-
ment: Py2f =0, et Py?f=0.

Etudions I'opérateur % A Py, de la maniére suivante:

Popérateur % est singulier en € = 0, singularité que nous allons provisoirement éli-
miner en introduisant &, fonction caractéristique de |§| > 6. Nous montrerons que
Popérateur J,% APy est compact, et la compacité de APy sera alors conséquence du
lemme suivant:

LemMME 1.4.

G APy converge uniformément vers # APy quand 6 — 0, dans I'espace #2(R, H).

Compte tenu des propriétés de 4, on peut en effet établir:

18 AP~ APS||I* < KAl 17112 [ "(151)""5}”2
|E| <8

sont tels que

LEMME 1.5.

L’opérateur 8,%APy est compact dans Z2(R, H).

Pour exploiter le fait que A4 est compact dans H, N fini, nous allons montrer que ’adjoint
APy6,U* est compact dans Z2(R, H).

Montrons que si une suite f, converge faiblement vers f dans #2(R, H), pour tout x
fixé, 8,%*f, converge faiblement dans H vers dy #*f: prenons un élément h de H.

Go2*(fu=1)s h)u = ((a—1>'PY))
ol
Du(y, §) = O6h(§)8(x—y, §).
11 est aisé d’établir que &5, est dans £2(R, H), en effet:

4 1
9.0, B < 55
mentale.

On peut de ce fait conclure:

|1h]|#, et il apparait ici pourquoi I'introduction de d est fonda-
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PROPOSITION 1.2.
L’équation .#fy—APyfy = g admet une solution unique dans #%*(R, H) solution
forte du probléme dans #2(R, H).
1l faut maintenant savoir si fy a une limite quand N tend vers I'infini, et si cette limite
est solution du probléme.
Nous noterons
So=2fu+Pfy=tntyn

= (%, B)+ ;‘ ah(i®).-

1.3. Convergence de fy quand N tend vers I’infini

Dans ce paragraphe, il est fondamental de supposer que g(x, E) est un élément de
2%, H), c’est-a-dire est dans £*(R, H) orthogonal aux invariants des rencontres
a'(x) yi(E). Clest en effet cette propriété qui permet les majorations conduisant aux con-
vergences faibles.

LemME 1.6.

Si g appartient 3 2%%(R, H), 9fy reste borné dans #2(R, H), et il existe une
suite de réels, notée encore N, telle que 2fy converge dans #2(R,H) vers un
élément y de 22%(R, H). La convergence de y(||)!/?xzy a alors lieu vers »(|E[)"/?y, et
Oxfx et OyPfy convergent, pour une sous suite convenable, vers zéro dans £*(R, H).

D’aprés (2y), la forme de fy est telle que, d’aprés 'annexe a:

&fv,f)s =0 quand |x| - o0,

(%)

La majoration indiquée pour ((Lyf,f)) permet d’obtenir:

il < =Ml

D’autre part, la suite extraite de la suite yy, qui converge faiblement dans (R, H) a pour
limite faible un élément de 22%(R, H)
Mettons Lyfy sous la forme:

Lyfy = PyLfy+v(I8)Qnfv,

soit:

il vient alors:
(@nfas 1)) = wll|Prgw I+ 128D sl
d’oll nous déduirons en particulier
Nonfrlll < Cilllglll,
c’est-a-dire, pour tout ¢ de ¥R, H),
((Qarfm ?’)) = ((fm QN?’))
< Cilllglll HQwelll

ce qui établit la convergence vers zéro de Qyfy.
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Le résultat annoncé pour Qywy est trivial.
En ce qui concerne »(|€|)!/? y, il suffit de rappeler que les opérateurs Qy et 4 commu-
tent:

(BN 2 xwlll? = (A, xw))+ (&5 2w) )+ ((AQn S OnS)
< Clllglli>.

Rappelons que nous noterons encore N la sous suite d’entiers pour laquelle les conver-
gences faibles précédentes ont lieu.

LemMe 1.7.

La suite Lyyy = # yn— APyyn converge dans ¥ vers L'y = M y—Ay.

r

X

Montrons tout d’abord que I'élément L'y, ol y est la limite faible de yy, est un élé-
ment de ¥": L'* = #5—A.

Soit un élément @ de ¥". L'application ® — ((y, L'* P)) est une forme linéaire con-
tinue sur ¥~ en effet:

La suite § % converge faiblement dans ¥ vers g— L

(x> D))l < (A+]14IDNIZ 1Dl
11 existe donc un élément de ¥, que I'on notera L'y, tel que pour tous @ de ¥, on ait
< L’x, D >y = ((x, L'*@)).

Il faut maintenant établir la convergence de Lyyy vers cet élément c’est-a-dire la con-
vergence vers zéro de <Ly yy—L'y, @> 5 en effet:

((AZN"'AP NAN» ¢’)) = ((QNAZNv Qh‘d))),
expression qui converge vers zéro quand N — co.

L’affirmation concernant E% est alors immédiate, il s’agit dans un dernier temps de

chercher a préciser vers quel élément de ¥’ converge £ %"‘;i, ceci afin d’étudier yy(x, §) =

4
= g,; ay(x) pi(E).

LemME 1.8.
Les éléments de #?*(R, H) de la forme ¢(E)0(x), ou ¢(E),»(|g))®(§) sont dans H,
et 0(x) est dans J#'(R), appartiennent & ¥ .

LemME 1.9.
i
%{)— converge dans #-!(R) vers un élément of*(x).

Rappelons que S#°~*(R") est le dual de #*(R"), et que les éléments de 5 ~*(R") sont
des sommes finies de dérivées d’ordre < s de fonctions de #2(R") (TREVES [8] p. 52).
Prenons un élément de ¥ de la forme:

Dy(x, €) = £ps(8)0(x), o0 B(x) appartient 3 #'(R).
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L’expression suivante converge quand N tend vers I'infini:

<~#‘Pnrs ¢'§> y=— ((‘}’m E%}) + ((yw, ([N DPp))

2 dep\—7— T ﬂ(x)> HI(R)

(ou dys = (Etpg(’é}, E%(E))H converge quand N tend vers 'infini, pour tout élément 6(x)

si bien que

de #'(R); et il en est de méme de chaque terme (% (x), 00x)) 10 A0 e résultat.
On peut établir aisément que:

4
E%— converge dans ¥ vers ), fy,(E)#%(x) et 'on posera par définition 5% =
a=0

4
PRIJOELO
LemMmE 1.10.
Les éléments »([E]) x, et E + E de ¥ appartiennent 3 #*(R, H).

Tenant compte du dermer résultat, on peut écrire dans Z*(R, H):
_ aw)
z= W(Ax+g)~%’(5-e,—}c~ A
Afin de montrer que »(|§])x est dans Z2(R, H), nous montrons qu’il en est ainsi
oy ap ax . .
de »(|E)% (E E) et le résultat concernant E?; +§—5; est immédiat.

Il est intéressant de pouvoir préciser les éléments o#*(x) de #~*(R) et notamment de
déterminer les propriétés de #* et €%, ol

A(x) = B(x)+€%(x) ou B*(x) et ¥*(x) appartiennent 3 L*(R).

L’élément (5 g—i ; %) appartient 3 ##~1(R) et pour tout élément b* de £*(R), on a:
H

#IR)

hl db*
0 = ;1 (E'Pcn 'Pﬁ)ﬂ' (Qﬂ ’ b“)-?z{ﬂ] e <; (E?’a: wﬁ).ﬂ@p + (5x) vu)ﬂ' ] E>

Donnant 3 « les valeurs successives 0 ... 4, nous obtenons les résultats suivants, consé-
quence du calcul de 4,5 = (éyu, Yp)u:

&°(x) et f*(x) sont dérivées de fonctions de Z2(R), a°(x) et a*(x).

D’autre part, &/*(x) est nul, c’est-a-dire:

E— o o(g)da (x)

Notons f(x, E) 'élément de #2(R, H) défini par:
f(x, §) = a°(x)ypo(B)+a* (x)ya(8) + 1(x, 8),

G 4(5)"““(").
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élément qui vérifie dans ¥
/)
'3 ...i

ox

+([E -4/ =¢g.

Appliquons 'opérateur % pour montrer que f est solution dans (R, H): f = ¥Af+%g,
et f est solution forte du probléme posé.
THEOREME A
Soit g(x, €) un élément de 2.¥*(R, H) a symétrie cylindrique en § d’axe &, il existe un
élément
f(x, §) = a®(x)yo(8) +a* (x)ys(E) + x(x. B)
satisfaisant au sens fort dans £*(R ,_H)

E—% +v([E)f—-Af =g,

tel que v(|E|) x soit dans £*(R, H).
Cette solution est unique dans £*(R, H).

2. Equation de Boltzmann sur la demi-droite, avec conditions de réflexion a la paroi

Les conditions 2 la paroi, x = 0, sont du type suivant: J*Bf = 4J-Bf+®*, ou &+
est un terme de source, élément de H, & symétrie cylindrique en § d’axe &.
Nous nous raménerons ici & des consitions de réflexion homogenes, il suffira en effet
de modifier, pour en tenir compte, le second membre de I’équation vérifiée pour x > 0:
Pour résoudre
(M-Af =9, x>0,
J*Bf = 4J-Bf+®*, x=0,
il suffit de chercher f sous la forme
f = f 1 + E¢+ ]
Jf1 étant solution de
(A —A)f, = p+AED*, x>0,
J*Bf, = 9J°Bf,, x=0.
Nous utiliserons les sous espaces J*H de H, la norme et le produit scalaire étant notés

Ifllax et (f, 8.
Les hypothéses suivantes sur ¢ sont fournies par des impératifs physiques:
1) La paroi est localement un thermostat:

Jto'l? = 4]-0'2,
2) La paroi est non absorbante:

[ &u-Bf+9I-BdE =0
R3

et nous supposerons de plus que:

3 Arch. Mech. Stos. nr 4/79
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3) 4 est donné par un noyau:
95-Bf = [ I'5,%)J-Bf(E)dE,,
R3

@ étant non négatif, I'(§, §,) est non négatif, et on en déduit
[ eBrrpae<o
R3
4) L’opérateur ¥ admet un ajoint ¥* au sens suivant:
[1&-1f-9*h*de = [|&-|RGf-Rh*dE, ob f* = JBf,
R3 R}
Rj-(E’ 7, ‘P) = ﬂ_f’ s 9’):

J 0'l? = g*J*+e'2,
Sif*t = 9f-, et h~ = ¥*h* alors on a identiquement:

| éBfBhaz = 0.
R

et ¥* vérifie

5) Sur ¥ et ¥* faisons les hypothéses suivantes, pour des raisons mathématiques qui
apparaitront au cours du développement cf [5].

Notons H = H.ﬂ;,,-l, et désignons par @ et & les opérateurs de projection sur le
sous espace de H orthogonal 2 w(E)"/? et le sous-espace engendré par w(E)!/? respecti-
vement:

Bf = wBf+nBf.
Nous supposerons alors qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
ollJ-wBf |l < —(¢Bf, Bf)a.

6) Nous supposerons aussi que ¥ et ¥* sont bornés de H dans ﬁ,(m, . Une septiéme
hypothése est donnée §.B4.

2.1. Résolution du probléme Intermédiaire

Mf =g, x>0, M= E—(%H(IEI),
J*Bf=9JBf, x=0.
Introduisons 'opérateur # défini par:
Wg = Uz,
=8(-,5%2(-,5, ou g(x,®)=g(x,E pour x>0,
=0 pour x<0.

Une démonstration analogue au cas A permet d’établir:
Lemme 2.1

Les opérateurs #, »(|E[)¥ et E;;—c % sont des éléments de Z(L2*R%, H), £*(R*, H)),

et 'operateur % vérifie dans #2(R*, H) la relation 4% = Id.
L'étude en x =0 est résumé par:
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LemME 2.2.
L’opérateur B# est un élément de 2Z(¥2(R*, H), Hy)), dont la norme est bornée
par l_ On a d’autre part:
V2
J*BU = 0.
Le probléme
M=, x>0,
J*Bf=f*+*, x=0
ol f* est une fonction donnée de E pour £ > 0 a pour solution
f=%Up+Ef*,

Eft = exp{ - i(-lg-ll x} Y(x)f*(¥).

L’introduction de H = Hyg)- permet de > montrer que E appartient 4 S{ﬁ, Z2(R*, H)).
11 est utile de définir les opérateurs #* et E*, résolvant le probléme adjoint, et pos-
sédanrt les mémes propriétés que ¥ et E:
M =9, x>0,
J*Bf=f-, x=0.
La solution de
Mf =@, x>0,
J*Bf=%J"Bf, x=0,
est:
[ =, +E$J-BUgp,
ce qui nous améne 4 poser:
W =% +F9]-B¥.
ProposITION 2.1.
L'opérateur W = & +E4J-BU est tel que
MAWep =g dans Z?*(R*, H),
J*BWg = 4J-BWp dans  H,q,
en outre:
W  est élément de 2 (ZL*(R*, H), £*(R*, H),
BW st éément de 2 (ZL2R*, H), Hqp),
W posséde des propriétés régularisantes (comme il en était de %) que nous allons étudier

pour montrer dans quel sens il résoud le probléme.
Introduisons I'espace F des fonctions de #Z(R*, H), appartenant au domaine de

4, et qui, de plus, pour x = 0 appartiennent a I},u;p:

3f 2 2 2
E52 | I QEDAUR +11Bf1I7ey, -

IfIF =

Il est alors aisé de montrer le lemme suivant:

3.
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LEMME 2.3.

L’opérateur W est borné de #2(R*, H) dans F pourvu que % soit borné dans I?.(J;I,,
il en est de méme de W* et ¥*.

11 suffit de reprendre les propriétés de % déduites de celle de %. Rappelons les rela-
tions entre . et #*:

Si f et g appartiennent a F:

((‘df; g))+ (EBf! Bg)H = ((f» v#*g))

En vue d’étendre I'opérateur W, définissons les espaces et opérateurs suivants: Soit @ un
élément de #%(R,* H), dont la trace & x = 0 est dans H: nous noterons 1'élément @:

® =[O+, BP], Dre L2(R*,H),
Bd e ﬁ,
1Pl gans, y it = NNPHII+11BD |5
Soit ¥"(R*, H) xl?e I'espace des éléments @ = [¢*, B, @], oi D* est la restriction a R
d’'unélément @ de ¥, domaine de # dans Z%(R, H), et o BP est dans ff,.
|¢iﬂg+lmx§p = I¢+lr(nt_m+ ”M”ﬁ’
ol
I¢+|‘!’(Il‘.}l) = l]]fl@”,,

@+ = & presque partout dans R*.

Nous pouvons alors établir que le dual de cet espace est ¥/(R*, H) x H,-,, espace des
éléments @ = [@*, pP] ou D+ est un élément du dual ¥~ de ¥ dont le support est dans

x>0, et B® dans ﬁ‘,-x-
Introduisons les notations suivantes
[#,T*)[®*, BD] = [#D*,]*BD],
[#*,J-1[®*, BD] = [#*D*,J"BD],
(%, E][®*, BD] = [4D* + EJ*BD, B UD* +J* BD),
[#* E*|[®*, BD] = [U*D+ + E*J-BD, BU*®+ +J-BD).
LEMME 2.4,
La relation entre .# et .#* se formule de la maniére suivante:

([-’#s J*1®, '}’).?:(m,ﬂ)xﬁ = (dj’ [#*, J_]w)-?‘(ﬂ‘sﬂ)xﬁ'

Il est alors aisé d’en déduire les deux extensions suivantes:

LeMME 2.5.
L’opérateur [.#,J*] peut étre étendu a I'espace FP2(R*, H)x H cet élément encore

noté [#,J+] appartient 3 2 (ZL2R*, H)x H, ¥"'(R*, H)xJ*H,_,).
L’opérateur [%, E] peut étre étendu 2 ¥'(R*, H)x J*H, son extension encore notée
[%, E] est élément de Z(¥ ‘(R*, H) x J+H, ZL*(R*, H) x H,_ 1) de méme pour les adjoints.
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PROPOSITION 2.2.
a) Sur Z2R*,H)xJ*H,, [#,J*][%, E]=1H,
b) Sur ¥R*,H)xH,,  [%E][#,J) =1,
¢) Sur  Z2(R*,H)x H,, (%, E] - [#,]*] = Id.
Des résultats analogues ont lieu pour les adjoints. 5
a) Pour un élément [P+, BP] de L2(R*, H)xJ* H,:
@+, BO)XEL, [P+ + EJ* B, BUD +J* D)
LT, [ M(UD* + EJ* BD), J* BUD+J* BD).
#UD+ est un élément de ¥ (R*, H), soit MUD+ = D+,
D’autre part, #E = 0, J*B¥® = 0, et J*BD = B, d’o le résultat.
La méthode de démonstration pour b) est la méme, sachant que si $* est dans
YR, H) :
UMD +EJ*BD = D+
COROLLAIRE 2.1.
L’opérateur W peut étrf étendu & ¥"'(R*, H), son extension est un élément de
Z (V' R*, H), L*R*, H)x Hyg)-1).
W tel qu'on I'a défini, se formule ainsi, pour un élément yp* de L*(R*, H):
Wyt = (%, E)(p*, By +9J- Bily*),
expression qui garde un sens pour yp* = AP,

2.2. Equation intégrale associée au probleme posé

Le paragraphe précédent nous assure I’équivalene entre
Mf= Af+p, x>0,

(2.1) J+Bf= ';'!J"Bf; X = 0,
et
(2.2) f= WAf+ Wq?.

Toute solution de I'équation intégrale dans #Z(R*, H) est un élément de F tel que J* Bf =
= 9J-Bf; c’est une solution forte dans #*(R*, H) du probléme posé.

Ici encore, 'opérateur WA n’étant pas compact, nous nous raménerons a un opéra-
teur compact, WAPy, ou Py est I'opérateur de troncature & x > N.

2.3. Equation modifiée

Soit le probléme:
(1y) Mfy—APyfy =@, x>0,
J*Bfy = 9J"Bfy, x=0,
équivalent a

(2v) Iu— WAFNJ’N = Wy,
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Ly est défini par Ly = »(JE|)— APy.

Lemme 2.6.

L’équation (2y) ne peut avoir dans £*(R*, H) plus d’une solution.

Pour la démonstration, on se reportera a la partie A:

L’hypothése (3) permet de conclure que Bf = 0 dans H et f = 0 dans £2(R*, H)
Etudions alors la compacité de Popérateur WAP, dans #2(R*, H), qui conduira 2 I'exis-
tence, d'une solution de (2,) unique dans #2(R*, H), solution dont il s’agira d’étudier
la convergence pour N infini.

LemmMe 2.7.

L’opérateur WAP, est compact dans #2(R*, H).

La démonstration se déroule de maniére analogue 2 celle du paragraphe 1, I'introduc-
tion de I'opérateur dy est ici encore indispensable, ce qui définit

Wy = 8% +E4J-Bo 4.
L’opérateur WA converge uniformément en norme dans #*(R*, H) vers W, si 6 — 0;

(il suffit alors de démontrer la compacité de W;), en effet, on peut établir les deux ma-
jorations:

186%AS~UAf | e, 11y < ¢ VOIS e, 11>
|\ESJ-BSU Af— EST~ BUAS || g, g1y < K yBUS W irane, 1y,

en utilisant le fait que E est borné de H dans 22(R*, H), et 4 de H dans lui-méme, on
est ramené A établir que J‘EJ,‘WA converge en norme dans H vers J-B¥A.
La compacité de WpAPy est obtenue par passage A I'adjoint, notamment

(J=B8HUAPy)* = PyA(J~ BS;U)*
et on est ramené 4 montrer que pour tout x, J~dg»(|§])~* E*(h,—h) converge faiblement
vers zéro dans H, dés que h,—h converge vers zéro dans Z#?(R+, H). 1l suffit pour cela

de montrer que pour tout x, si $(E) appartient A H alors Y(0—&EW(|E)~P(E) exp {?_(J;Qx}

est élément de fl, comme le prouve le calcul de sa norme, et nous pouvons énoncer:

ProposITION 2.3. _

L’équation /= WAPyf+ We a une slution unique dans £*(R*, H) pourvu que ¢
soit dans #2(R*, H). La solution fi; de (2y) est solution forte dans #2(R*, H) du prob-
IRme (1y):

3f~ 2R+
+fo~ =¢ dans 2R, H),
J+Bf,, = 4J-Bfy dans H.
Nous écrirons fy sous la forme

fN(xv E) = VN(xs E)"'?N(xﬂ g)

4
= D (x)pa(®)+1n(x:5)

a=0
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2.4. Convergence de fy(x, E) quand N — 0

LeEMME 2.8.
Si @ appartient 3 292(R*, H),

1
<—
izl < - llell

IGBAHIE < ?:; gl

ok

O lllglll o Oy =1—Py.

Illfz"wnlfl <

Comme au paragraphe 1:

(("t%fxl’ f”)) +(Lafw f) = (e 9))-
L’annexe a pour conséquence:

—(&Bfy, Bfwu+ (Lnfvs ) = (v 9))
d’oll les inégalités indiquées compte tenu de I'hypothése (5).

Nous pouvons conclure aux convergences faibles suivantes, ceci pour une sous suite
d’entiers, que nous noterons encore N:

PROPOSITION 2.7.

Pour une suite d’entiers N, yy converge faiblement dans #*(R*, H) vers un élément
de 222(R*, H) noté y, »(|€)!/*gy converge alors faiblement vers »([€])"/*y, et Qnyy vers
zéro dans Z%(R*, H). wBfy converge faiblement dans H vers un élément que l'on
notera wBf.

La premiére partie est.analogue au paragraphe précédent, la seconde est conséquence
de I'inégalité:

- 2 1
(ﬂﬂj 7 L. 2

et du fait que ¢ est borné de H dans lui-méme.

Afin d’étudier avec plus de précision le phénoméne 2 la paroi, formulons une nouvelle
de 5 hypothése:

Hypothése 7. A tout opérateur de réflexion ¥, on peut associer un systéme
fonctions D,(E), « = 0, ... 4, telles que

(i) ., €D, appartiennent 3 H,

(i) JD,=G*+P,,

(i) (Ds,ys)n =0 si aetf non tous deux nuls,

=0 si f=a=0.

LemmE 2.9.
d
Zx dy converge dans #~'(0, c0), et, pour « # 0, Bay une limite a,(0) quand N tend
vers P'infini.
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Etant donné la structure particuliére de fy: fy = Why, pour un élément particulier de
¥ (R*, H)x Hyg):
h(x, E) = Dy (E)(x)
ol B(x) = [0*(x), #(0)], 6* (x) appartient & ' (R*), on a, compte tenu de la définition de
Dq(8):

((Afu—APxfy, D(B()) = ((frr (A* — APY)B:(8)0())).
La relation .#fy—APyfy = @ ayant lieu pour tout N, les convergences établies précé-

demment permettent d’affirmer que: ((Tpm & :_x D,(E)0 (x))) a un sens et converge quand

N tend vers Iinfini, pour tout 6*(x) de #"'(R*).
Il existe donc un élément Byy de H)-+ défini (partiellement) par la relation:

2 : d
(¢ g o0 0u@0°09) -+ (EBpn, 2.LIO)s = ~ ((w, £ (0" (x))).

Par passage 4 la limite, les valeurs successives de o, o # 0 puis & = 0 donnent les ré-
sultats suivants:

Pour a # 0, —;—x-d;(x) converge faiblement dans H#-1(0,0) vers A%

Bay  a une limite, 4*(0) quand N tend vers linfini.
Pour & =0, %aﬁ(x) converge vers A° dans #~(0, o).
On ne peut obtenir aucun renseignement concernant a°(0), ceci est du 2 la particularité
que présente I'invariant d’ordre zéro, pour I'opérateur de réflexion.
COROLLAIRE 2.2,
Pour une sous suite d’entiers N, @Byy et @Byy convergent dans H,g))-1.

e converge dans (¥ (R*, H)x0)' vers 2 EA*(X)yu(E).

II suffit de reprendre la démonstration du paragraphe 1.

I reste & étudier la convergence de »(E)yy dans Z*(R*, H):

PrOPOSITION 2.8.

Si @ est borné de Hygy)-+ dans Hyg, qepty converge dans £2(R*, H) faiblement
vers I'élément »([€])y de Z*(R*, H).

Dans ¥”(R*, H) on a:

gore 3"”” + My = APyyy—
xn = APyxn (IE)Oxyn+9.

Les propriétés de l‘opératzur W montrent que I'expression suivante converge en projection
dans #?(R*, H) faiblement:

ED W S 4o () W .
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Utilisant la forme de la limite de a;l’ N et le fait que »(|§|)E(J*Byy—%J~ Byy) converge

faiblement dans £?(R*, H), on en déduit la convergence faible de »(|E[)yy dans
LR, H).

PROPOSITION 2.9.

Il existe une suite d’entiers N pour laquelle

yn converge faiblement dans £%(R*, H) vers g,

»(|E])xy converge faiblement dans Z*(R*, H) vers »(|§|)y,

éﬁn converge faiblement vers zéro dans ¥Z(R*, H),

5 convcrge vers £A*(x)y.(E) ou A*(x) e #~'(R*),
tels que EE 1 + A%y,(E) appartienne & £L?(R*, H) et soit la limite faible dans £L*(R*, H)
Ww
de E '—a"x— )
Bwy et Bd'(x)y«(§), «# 0, appartiennent da Hyy).

THEOREME B
Supposons que 4 et 9* vérifient les hypothéses 1) & 7). Il existe un élément f(x, E) de la
forme

4
65,8 = X, (D +2(x®)  tel que

2(x, 8), »([EDx(x, §)  appartiennent @ L*(R*, H),
Bwy et Ba*(x)ya.(E), a # 0, appartiennent @ Hyg),

gx_ d*(x)a =0,...4, appartiennent @ #-'(0, 0),

vérifiant, pourvu que @ appartienne @ 2¥*(R*, H)
E-g—xf; +v(|E)x—Ax = ¢ dans L*(R*, H),
J*@Bf = $J-@Bf dans Hypy).

Annexe

Annexe a

THEOREME a—1.
Si ¢(x, E) appartient @ L*(R*, H), la quantité (§%,, U )a tend vers zéro quand x tend
vers I'infini.

2 e = )fo de%[ of exp( "D - y))qo(y a)dy]

_|.J;d§— %[I exp(—ﬂ'—:—llx—}')‘?@: E)ﬁ')’] .
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Considérons I'intervalle [0, co] comme la réunion de [0, A] et [4, o0]. Les majorations
suivantes ont alors lieu:

§>0: f exp(—f-(?(x—y))ﬂy,ﬁ)dylsllwllz«m]/z w(E)SP ( (Iﬁ!)(x A))
0
[ow (- )00, v < ([ #0.90)" Vs

£<0; f exp(—’—‘%@(x—y))quu,a)dyls( f v0.98) V50

Si bien que, pour x > 24, étant donnée la majoration »(|E|) > aé:

max (%, %) < (0){|t|¢|||2exp(—2aA)+ | o0 Byt
A

expression qui tend bien vers zéro quand A4 tend vers I'infini, pourvu que ¢(x, §) appar-
tienne & Z2(R*, H).

THEOREME a—2.

Si @(x, §) appartient @ £*(R*, H) Pexpression (E@w '”_?lw,)u tend vers zéro quand x tend
vers infini.

Il suffit de reprendre la démonstration précédente, et de limiter les intégrations et
majorations a x > 0.

THEOREME a—3.

Si @(x,E) appartient @ L*R*, H), Iexpression (EE4J-BA,, E@J‘B‘?_!;)n converge
vers zéro quand x tend vers Dinfini.

(EE9J-B%,, ESJ-BU,)g = f dzgexp(_ %’_(Lﬂx) (9J-BE)?.
>0

(I‘f‘.l)

Pour le potentiel intermoléculaire choisi: > a > 0 on peut conclure que:

max (EE4J-BU,, E4J-BU ) < = a5 (0) exp (—2ax)|lle(x, B>
X>Xg
Annexe b

1. Calcul du déterminant Aus = (£y(E), ¥5(8))x
¥o(®) = @',
vi(®) = b0'?, 9,8 = H0'?, 9 = L'

- 2_ _L 1/2
v4(8) = (&>-3) ‘/Ew ,
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R g
w(E) = W“P e
Am == Aou =0,

AOO o ls

2. Calcul du déterminant &;; = (6,(8), 0;(€) )z
BI='P1, i=0""!4i
0, =&y, i=1,..,4 j=S5..8.

Le calcul effectif du déterminant montre qu'il est non nul.
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