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Seit mehr als 30 Jahren ist in Deutschland und Frankreich
kein Buch iiber Variationsrechnung erschienen; von den in
anderen Theilen der wissenschaftlichen Welt verdffentlichten
Darstellungen diirfte keine geeignet sein, das verdienstvolle und
noch heute lehrreiche Werk von Moigno und Lindeldf zu
ersetzen oder zu iibertreffen. Es diirfte daher zeitgemiiss sein,
eine Darstellung der Variationsrechnung zu versuchen, bei welcher
die in den letzten 30 Jahren gewonnenen neuen Einsichten
benutzt, und die Beweise mit derjenigen Strenge gefiihrt werden,
welche hauptsichlich unter dem Einfluss von Weierstrass in
immer weiteren Kreisen der Mathematiker als nothwendig an-
gesehen wird.

Veranlasst wurde ich zu eingehender Beschiftigung mit der
Variationsrechnung hauptsiichlich dadurch, dass ich durch die
an der Universitit Dorpat hergebrachte Vertheilung der Vor-
lesungen ziemlich oft in die Lage kam, iiber Variationsrechnung
zu lesen und die fiir den Studenten sehr anregenden Aufgaben,
welche dieser Disciplin zuginglich sind, in praktischen Uebungen
zu verwerthen. Nachdem ich auf diese Weise mit den pida-
gogischen und sachlichen Schwierigkeiten des Gegenstandes ver-
traut geworden war, iibernahm ich gern die Aufgabe, fiir die
Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften ein Referat
itber die Entwickelung der Variationsrechnung auszuarbeiten,
wodurch ich zu eingehendem Studium ihrer interessanten Geeschichte
und Literatur veranlasst wurde. Endlich erwuchs aus einem
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VI Vorwort.

zuniichst' nach anderer Richtung gehenden Vorschlage der Firma
Friedr. Vieweg u. Sohn der Plan des Werkes, welches ich
hiermit der mathematischen Welt vorlege.

Eine besondere Bemerkung erfordert die Stellung meiner
Arbeit zu den Untersuchungen von Weierstrass, der, wie in
anderen Gebieten, so auch in der Variationsrechnung nicht bloss
als Kritiker gewirkt, sondern in positiver, schopferischer Thitig-
keit neue Bahnen gebrochen hat. Bekanntlich liegen seine For-
schungen nicht in einer systematischen Darstellung vor; als
ergiebigste Quellen dienten mir die Dissertation von Zermelo
(Berlin 1894) und eine Abhandlung von Kobb (Acta mathe-
matica, Bd. 16 und 17). Diese Arbeiten sind zwar in erster
Linie den eigenen Untersuchungen der Verfasser gewidmet,
enthalten aber auch in modificirter und verallgemeinerter
Form alle wesentlichen, auf unseren Gegenstand beziiglichen
Ideen von Weierstrass. Den weit verbreiteten, im mathe-
matischen Verein der Universitit Berlin hergestellten Aus-
arbeitungen von Vorlesungen habe ich grundsiitzlich nichts ent-
nommen, was nicht schon durch den Druck allgemein zuginglich
gemacht wire, Diese Beschrinkung brachte indessen keine
wesentlichen Nachtheile mit sich; bei der reichen Ausbeute,
welche die genannten Abhandlungen sowie einige weitere Disser-
tationen gewihren, konnten die Ideen von Weierstrass in aus-
giebigster Weise benutzt werden. Dabei konnte ich allerdings
in keiner Weise anstreben, die urspriingliche Darstellungsweise
des grossen Forschers festzuhalten, da dies wegen des Zusammen-
hanges mit den von ihm nicht behandelten Theilen der Varia-
tionsrechnung nicht angebracht erschien.

Bei der Auswahl des Stoffes glaubte ich auf den Beifall der
Leser rechnen zu diirfen, wenn ich leere Allgemeinheiten ver-
mied und in jedem Abschnitt eine Anzahl specieller Aufgaben
genau durchrechnete, welche, vielleicht mit Ausnahme des durch
seine Geschichte ehrwiirdigen Problems der Brachistochrone, eine
selbstindige geometrische oder mechanische Bedeutung haben,
und nicht bloss erfunden sind, um die Fruchtbarkeit der Methode
zu zeigen. Auf eingehende historische Angaben und die Erorte-
rung von Priorititsfragen glaubte ich verzichten zu diirfen, da
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Vorwort. VII

die referirenden Werke von Todhunter (History of the cal-
culus of variations, 1861) und Pascal (Variationsrechnung, 1899),
sowie der erwihnte Abschnitt der Encyklopiddie, welcher dem-
nachst erscheinen wird, es leicht machen, sich iiber die Herkunft
der wichtigsten Sitze zu unterrichten. In das Literaturverzeichniss
habe ich daher nur diejenigen Arbeiten aufgenommen, die mir
am besten geeignet schienen, den Leser iiber den Rahmen meiner
Darstellung hinaus sachlich zu informiren.

Gern erwihne ich, dass ich mich bei der Vollendung dieses
Werkes der Mitarbeit zweier ehemaligen Zuhorer zu erfreuen
hatte. Herr Heinrich Karstens hat mich in aufopfernder
und verstidndnissvoller Weise bei der Correctur simmtlicher Druck-
bogen unterstiitzt; mit Herrn Erhard Schmidt habe ich einen
Theil des Manuscripts bei der letzten Redaction durchgearbeitet.
Beide Herren haben mir durch formale und sachliche Abénderungs-
vorschlige werthvolle Dienste geleistet, und ich spreche ihnen
dafiir meinen herzlichen Dank aus.

December 1899.
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Erster Abschnitt.

Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung.

Sl

In der Differentialrechnung sieht man die abhingigen Va-
riablen als bestimmt an, sobald die Werthe gewisser Argumente
gegeben sind; Differential ist der Zuwachs, den die Function bei
kleinen Abinderungen der Argumente erfihrt, Die Variations-
rechnung dagegen behandelt Grossen, welche von veridnderlichen
functionalen Verhéltnissen abhiingen; der Zuwachs, den eine
kleine Abénderung dieser Verhéltnisse hervorruft, heisst Variation,
und wird durch du bezeichnet, wenn u die betrachtete Grosse
selbst ist.

Ist z. B. y = ¢ (z) die Gleichung einer gegebenen Curve,
so ist die Grosse

dy = ¢ (z - dz) — 9 (2),
wenn dz klein ist, das Differential von y. Sieht man dagegen
die Curve als veriinderlich an und ersetzt sie durch die von ihr
nur wenig verschiedene
1= 9@ + ¥ (@),
so ist die bei festgehaltenem z gebildete Differenz
n—y=20y=19(@)

die Variation von y, welche durch die eingetretene Abdnderung
des Abhingigkeitsverhiltnisses der beiden Variablen verursacht
wird. Bildet man ferner

J = jb(p(x)dx,

Kneser, Variationsrechnung. ) b
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92 Erster Abschnitt. § 1.

so ist diese Grosse bei der ersten Auffassung von ¢ (z) allein
von ¢ und b abhingig und ihr Differential ist

dJ = f(b)db — f(a)da.
Sieht man dagegen das durch ¢ bezeichnete functionale Verhéltniss
als verinderlich an, so hingt J von der Gestaltung desselben in
dem ganzen Intervall von a bis & ab; erhilt die Function ¢ ()
den kleinen Zuwachs v (), so vermehrt sich J um die Variation

Ouf = fw(x)dx :faydx.

Fir die Bezeichnung werde Folgendes festgesetzt. Punkte
und Werthsysteme von verfigharen Variablen mogen durch die

Ziffern 0, 1, ... bezeichnet werden; sind z, ¢, ... irgend welche
abhiingige oder unabhingige Variable, so seien ihre Werthe in
Punkten 0, 1, ... immer z,, 2, ... ty, ¢, ... Wir benutzen sodann

ein Substitutionszeichen, indem wir setzen

0 1

Xy — X ,xl-—xo-—._-xo,
und wenn @ eine Function von z ist,
xy 1
D) — D) =0@) [* =@ |!;

dabei beziehe sich das Substitutionszeichen auf alle vorher-
gehenden Glieder bis zum niichst vorhergehenden Substitutions-
oder Gleichheitszeichen, oder, wenn kein solches Zeichen vorher-
geht, auf den ganzen Ausdruck, an dessen Ende es steht, so

dass z. B.

O@t) + ¥(@) |° = D(t) + P (to)

O '+ 2t)+ @ I|°= 0t) + @) + F(h)
zu setzen ist. :
Wir bezeichnen ferner, wenn % eine nicht negative ganze
Zahl ist, durch
fit el

eine Potenzreihe der eingeklammerten Argumente, welche nur
Glieder von mindestens Fkter Dimension enthidlt und fiir alle
Argumentwerthe convergirt, deren absoluter Betrag eine gewisse
positive Grosse nicht iibersteigt. Ist eine Function der Grossen
U, v, ... in der Form

f@, v ..)=[u—a v—>b..]
darstellbar, d. h. in die Taylor’sche Reihe entwickelbar, so
nennen wir sie, wie iiblich, reguléir an der Stelle (a, b, ...); eine
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§ 2 Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 3

Cwve nennen wir regulir in der Umgebung einer Stelle, wenn
sie eine der Coordinaten als regulire Function der anderen
deinirt.

Fiir die partiellen Differentialquotienten werden wir hiufig
die abgekiirzte Bezeichnung

R V)
e

gerrauchen, bei welcher hinter dem Zeichen f, die speciellen Argu-
matwerthe angegeben werden konnen, z. B.

<§f—(u_é%;.)>u:a,u:bw' o L R T

§ 2.

Es seien z, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes
de Ebene, B ein Bogen, dessen Endpunkte 0 und 1 sind; lings
desselben seien x und: y stetige, mit stetigen ersten Ableitungen
versehene Functionen einer Variablen #. Die Ableitungen nach
disser mogen stets durch Accente bezeichnet werden; die Grossen
2 und y' mgen auf dem Bogen® niemals zugleich verschwinden. |
Da Endpunkten entsprechen bei der festgesetzten Bezeichnungs-
wdse die Argumente ¢, f,; man kann, indem man nothigenfalls
t turch —¢ ersetzt, annehmen, es sei

tl = to:
so dass die Variable ¢ lings des Bogens B in der Richtung von
0 nach 1 hin bestindig wichst.

In dem Intervall von ¢, bis #, seien ferner dz, 0y stetige,
mi stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen von ¢;
durchlauft letztere Grosse jenes Intervall, so beschreibt der Punkt
(z+ 0w, y -+ 0y) einen Bogen B, der die von dem Bogen B
verllangten Stetigkeitseigenschaften ebenfalls besitzt und als Va-
riction des letzteren angesehen werde. Die Punkte beider Bogen
sitrd durch die Werthe von ¢ einander eindeutig zugeordnet.
Ist w irgend eine fiir einen Punkt des Bogens B gebildete
Giosse, so sei u + Adu die fiir den entsprechenden, d. h. zu
denselben Werthe von ¢ gehorigen Punkt des Bogens B analog
goildete Grosse. Dieselbe Bezeichnung gelte, wenn w nicht von
eilem Punkte, sondern von dem ganzen Bogen ¥ abhingt, z. B.
di: Linge desselben ist; auch dann erhalte w den Zuwachs A4 u,
wain man®B durch B0 ersetzt. Sieht man 0z, 9y und ihre ersten

1%*
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4 Erster Abschnitt. § 2.

Ableitungen als kleine Grossen an und macht die entsprechen-
den Vernachldssigungen, so gehe A4« in du iiber, welch letztere
| Grosse die Variation von « heissen moge; dass sie einen be-
stimmten Werth hat, muss natiirlich in jedem Falle nachgewiesen
. werden.
: Offenbar ist, da entsprechende Punkte dieselben Werthe
von t ergeben,

A= d0=—"0,
Die Grossen 2/, y' gehen beim Uebergang von B zu B0 in

d(z +0z) d(y + 0y)
* TIPS dt

iiber; daraus folgt

ddx doy
TR N e N " B £
Ax_Bx_——dt, Ay_ay_-—dt
Setzen wir ferner
205 L
p xl7 q a4 yI7

wobei jeder dieser Ausdriicke nur da betrachtet werde, wo sein

Nenner nicht verschwindet, so ist

y+0y y 2oy —ydd 1

A A e 1+ éxa’c’
oder, wenn man den letzten Bruch nach Potenzen von 02’ ent-
wickelt,

/ ! i -
L Sl T 20
Vernachlidssigt man hier die Glieder, welche d%', dy in min-
destens zweiter Dimension enthalten, so geht 4p in dp iiber und
man erhalt
e 0y —y'dd’ 1 doy __p diz

z'? e 2t sl
An einer Stelle, fiir welche 2’ nicht verschwindet, kann t als
eindeutige Function von z angesehen und letztere Grisse als un-
abhiingige Variable eingefiihrt werden; man hat also

__ddy ddz dxddy — dyddx
D dz Y dz = d z? ]
und analog, wo ¢’ nicht verschwindet,
__doz doy
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S 2 Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. H

Allgemeiner sei I' (z, y, #, y') eine Function, die in der Um-
gebung jedes durch ein Element des Bogens B definirten Werth-
sysems (z, y, #',y") reguldr ist. Dadurch ist nicht ausgeschlossen,
dass fiir 2 — 9’ = 0 eine Singularitit auftritt, da dieses Werth-
sytem auf dem Bogen B nicht vorkommt. Man hat dann nach
der Definition des Zeichens A

AF (2, y, 2, y)
=F (x4 da,y + 0y, & + 02,y + 0y) — F (z, 4y, 2, v'),
odr, da F' reguldr ist, in den Bezeichnungen des § 2
AF (2,9, 7, y)
=F,0x + F,0y + Fo02 + F,0y + [0x, 0y, 02, 0],
Disser Ausdruck geht in die Variation 0 F' iiber, wenn man das
letzte Glied rechts vernachlédssigt, so dass man erhilt
0F = F,0z + Fy02' + F,0y + F,0y'.

Endlich setze man
t
J=[F (2,9 ) dt,
to

wooei man sich nach dem oben Bemerkten auf solche Integrale
beschrinken kann, fiir welche ¢ — ¢, positiv ist; dann ergiebt
sich sofort:

A= fAth,
to

unl da 4 F bei den mehrfach bezeichneten Vernachldssigungen
in 0 F iibergeht,

t t
0 = [0Fdt, 4T =98]+ [[dx, 0y, da', 0y'), dt.
to to

Bei der Berechnung der Ausdriicke fir dp, 0 I, dJ gilt da-
he: die Operationsregel, dass man mit dem Zeichen 0 operiren
kawn, wie mit dem Zeichen der Differentiation nach einem von
t mabhiingigen Parameter; im Besonderen ist das Zeichen 0 mit
den der Differentiation und Integration nach ¢ vertauschbar.

Das wichtigste Beispiel einer Variation der betrachteten
Ar liefert der Fall, dass durch die Gleichungen

(1) E’:g(faa’ b, ...), y_‘———’l(’,a,b,---)
eire Curvenschar definirt wird, welcher die Curve B angehort;
letztere werde durch die speciellen Gleichungen

7 i) A *’J’*ZNY

% aisiawshiegs

AR A

= A BINIEY
CSARING
(sAL
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6 Erster Abschnitt. § 3.

r = g (t Ao, bOv -")1 y = ’1 (t a01 b01 )
dargestellt, und die Functionen ¢ (¢, a, b ) n (t, a, b, ...) seien
regulir an der Stelle (¢, ag, by, -..), wenn t in dem Intervall von
to bis £, liegt. Als Variation des Bogens® in dem definirten Sinne
kann dann die durch die Gleichungen (1) dargestellte Curve
gelten, wenn 7 ein Intervall von 7, bis 7; durchliuft und die
Grossen

fg—to———'at(), 'Fs—‘tl:atl, az'——ao':aa,...

dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind. Definirt
man nimlich z als Function von ¢ durch die Gleichung:
|t —t ‘
: Bto to | O
ot 4, 1|

so durchliuft = das Intervall von 7, bis 7,, wenn ¢ alle Werthe
zwischen ¢, und ¢, annimmt; der Bogen ¥ ist damit in umkehr-
bar eindeutiger Weise auf den variirten Bogen (1) oder

I=x+ax:§(t’ a0+6aa-")1 y:?/ + 6?/ = (t,a0+6a, -")
bezogen. Da nun z — ¢ ein in Bezug auf 0%, und 0¢, linearer
Ausdruck ist, dessen Coéfficienten sehr einfache reguldre Func-
tionen von ¢ sind, so hat man

0x =¢((x—t+t ay+da,...)—E(tay...) = [0,0t,0a,...],
ebenso

DY =05, 0% 0.0, 05
und die Coéfficienten dieser Potenzreihen sind ebenfalls zwischen
t, und ¢, regulire Functionen von ¢{. Die Griéssen dz, 0y haben
daher die verlangten Eigenschaften, sobald |dt,|, |0¢,], [0al, ...
hinreichend kleine Grissen sind.

§ 3.

Bei weitem die wichtigsten sind diejenigen Integrale
welche allein durch die Curve B und die Integrationsrichtung
lings derselben ,bestimmt sind, nicht aber von der speciellen
Wahl des Parameters ¢ abhidngen, d. h. welche, wenn x und y
lings der Curve B auch als Functionen des neuen Parameters s
dargestellt werden konnen und die Richtungen wachsender s
und ¢ iibereinstimmen, die Gleichung .
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§ 3 Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. g

t 3300 8
b de d
_‘.F(xayaxy)dt:jF<x,yad_s',E%>ds
ty S0

ergeben, sobald die oberen Grenzen demselben Punkte des Bogens
B zugehoren. Diese Gleichung liefert differenzirt das Resultat
¥ (z,y,7,y)dt=F (x, Y, d—j, %) ds=F (x, 7, %, %) s'dt,
wobei s’ an jeder einzelnen Stelle der Curve B einen willkiir-
lichen positiven Werth annehmen kann. Ist also o eine beliebige
positive Constante, so hat man die Identitit

(2 F (2,9, a2, ay) = o F @y 2, Yy)
und wenn man dieselbe nach 2/ und ¥ differenzirt,
(3) F. (.’1.7, Y, OC-T’, “y’) = Fy (x7 Y x'7 y’)v
Fy (2, y, a2, ay’) = Fy (2, 4, @, ¥).
Die Gleichung (2) ist charakteristisch fiir die Functionen, welche
in Bezug auf 2/, ¥’ homogen von der ersten Dimension sind; ist
' von Null verschieden, so kann man
7
s
setzen und erhiilt dann

1
ey, o5y) = o 1 <x, THa %,) =2 f (", D)

A e —
&
Das Element des Integrals J kann, da dt positiv ist, ge-
schrieben werden
F (z,y, 2, ¥) dt = F (x,'y, do, dy) = dzf (x, y, p)
und ist im Allgemeinen nicht durch die Grossen z, y, p, sondern
erst durch eins der Systeme

@, y, da, dy; x,y, p, dz
bestimmt, da da = 2'dt sowohl positiv, wie negativ sein kann;
denn im Allgemeinen miissen zwei zusammenliegende, aber ent-
gegengesetzt gerichtete Linienelemente unterschieden werden;
die Elemente der Curve werden gewissermaassen als unendlich
kleine Vectoren aufgefasst. Der Werth F (z, y, 2/, 9/) ist, wie
die Gleichung (2) zeigt, durch das Linienelement selbst noch nicht
bestimmt, wird es aber z. B., wenn wir die Relation
Fr14yr=1

ansetzen, die durch passende Wahl des Parameters { an jeder
einzelnen Stelle zu erzielen ist. Man kann dann setzen
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8 Erster Abschnitt. § 3.

Tl =03 A ] e SIN (s

dreht sich eine Halbgerade aus der -} z-Axe heraus in solchem
Sinne, dass sie nach einer Drehung um 90° in die - y-Axe iiber-
geht, so hat sie den Winkel ¢ beschrieben, wenn sie dem be-
trachteten Element gleichgerichtet worden ist. Die Grisse
F (z, y, cos, sing) ist daher eine stetige Function der Lage
und Richtung des betrachteten Elementes und offenbar in Bezug
auf z, y, @ regulir, wenn F' in dem das betrachtete Element
darstellenden Werthsystem (2, y, 2/, y') regulér ist.

Bei den homogenen Functionen sind nun zwei Fille zu
unterscheiden: die Gleichungen (2), (3) bleiben entweder auch
fiir negative Werthe von o giiltig oder nicht. Der erste Fall
tritt z. B. ein, wenn F' eine rationale Function der Argumente
2,y ist; dann gilt dasselbe von f beziiglich des Arguments p.
Den zweiten Fall liefert z. B. die Annahme:

F=yos+ ¢,
wobei die Quadratwurzel positiv sei. Dann ist F' eine im Reellen
iiberall eindeutige Function, da die Zweideutigkeit der Wurzel erst
bei analytischer Fortsetzung durch das complexe Werthgebiet
zur Erscheinung kommt; F ist ferner iiberall regulir mit Aus-

nahme der Stelle

/

ZE=—=E),

Dagegen ist
f@yp="E82Y) T

keine eindeutige Function von p, sondern die Quadratwurzel hat
das Zeichen der Grosse 2/, und man hat fiir negative « nlcht die
Gleichungen (2), (3), sondern

F (2, 9,002, 0y) = — o F (z, 4, @, y'),

F. (2,9, 02, ay) = — Fp (2, 9, &, ¥').
In anderen Fillen besteht nicht diese, sondern eine complicir-
tere Gleichung zwischen F' (z,y, w2, ay’) und F (z, y, 2, v),
z. B. wenn

F=yz + Vo F g,
hat man fiir <0
F (z,y, 002, 0y) + oF (x, 9, 2, y) = 20y
In den beiden unterschiedenen Fillen zeigt das Integral
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§ 3. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 9

ty
o= | F (%, 9, 2, ) dt
to
verschiedenes Verhalten bei Umkehrung der Integrationsrichtung.
Im ersten Falle hat man

—F@y —2,—y)=F (v, y, 2, ¥);
das Differential dJ — Fdt hat also fiir zwei Bogenelemente,

welche der Lage nach zusammenfallen, aber entgegengesetzt ge-
richtet sind, entgegengesetzte Werthe. Setzt man also

— be=8; . 8y =i — b5« Sy = — i,
so dass s,>s;, so hat man
S dz d 3 de d
JIO T j‘ dSF(.Z', Y, d—s, d—g> = — j th <xa Y, E;’ 'd_g;)

8 t
¢

o R dez dy\

—j th<x7 Y, %1 _d—8>_ < J'Ol'

to
Im zweiten Falle braucht diese Beziehung nicht stattzufinden.
Z. B. hat man fiir das Langenintegral

Jo =+ J; F(z, 92, y)dt =F (z,y, —a, —¥) dt.
Bei anderen zu diesem Falle gehorigen IntegralenJ kann der Zu-
sammenhang zwischen /;; und J;, complicirter sein. Die Unter-
scheidung dieser beiden Fille ist bei den der Variationsrechnung
zugénglichen Extremumsaufgaben sehr wichtig.

Die definirte Bedeutung des mit zwei Suffixen behafteten

Zeichens o wollen wir festhalten, auch wenn zwischen anderen
Punkten als 0 und 1 integrirt wird, z. B.

ts
Jyy = jF (w9 oyt
ty
auch werden wir die Integrationsgrenzen oft nur durch die

Zeichen der Punkte, zwischen denen integrirt wird, bezeichnen,
7 B.

Jyy = det,
2

da numerische Werthe der Integrationsgrenzen nur in Beispielen
vorkommen.
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10 Erster Abschnitt. § 4

§ 4.
Nach § 2 gilt die Formel

3 dox dd
8Jn = | dt (anx + By + B 5+ By G
0

integrirt man die letzten Glieder theilweise, so ergiebt sich
8

Wy B e T8 - Fydy |‘ +jdt (Pdz - Qdy),
0
0
wobei gesetzt ist

.P=‘F,;—Fx’/, QIFy—F;,r
Diese Grossen enthalten 2, %”; damit unter dem Integralzeichen
der Formel (4) keine die Integration gefihrdenden Singulari-
taten auftreten, setzen wir von jetzt an voraus, dass auch z', y”
liings des Bogens B stetige Functionen von ¢ seien.
Differenzirt man ferner die Gleichung (2) nach e und beriick-
sichtigt die Beziehungen (3), so folgt
F=dFotyFy,

also, wenn man nach ¢ differenzirt,

F — g ET, + quy’ _|__ z' F;' + y; Fy'v
Andererseits ist offenbar

F'=F, 2 + F,y + Fpa'" + Fpy";
subtrahirt man diese Gleichung von der vorigen, so ergiebt sich
die Identitit
(5) Pa' 4 QY =0
und man kann den obigen Ausdruck d¢;, in folgende Formen
setzen:

3

, % :Fw,éx—i—Fy,&y‘l 4 [at.Q 0y — poa)
0
(6) S
g 57 P Fy,ay| + [at. P (92— qdy)
0
0

Erstes Beispiel. Die Variation der Bogenldnge zu be-
stimmen.

Die Lidnge des Bogens B wird durch die mit positiver
Quadratwurzel gebildete Formel

www.rcin.org.pl



§ 4. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 11

1
Jp = jdt ya't -y’
0

gegeben; man hat daher
1

4
P 5
g j at 0\ I y* — jdt x‘/%y

0

_x6x+y
Va'? 4y

J'dt [690 % <%Tx_’,__7j‘2)+6ydd_—t(‘/7’f%yﬂ>]

dt< x’2+y’2> Q——dt <VJL'0 _*_’y'z)

Ist nun der positive Drehungssinn derjenige, in welchem
eine Halbgerade bei einer Drehung um 90° aus der - z-Axe in
die - y-Axe iibergeht, und § der Winkel, um welchen eine Halb-
gerade im positiven Sinne gedreht werden muss, um aus der
~+2-Axe in die Bewegungsrichtung eines die Curve 01 von 0
nach 1 hin durchlaufenden Punktes zu gelangen, so hat man

4 r
co0S 0—: /ﬁl‘;?’ 210 e ’-—. "y -
V2'2 | y'2 . Yz 2+y2

mit dieser Bezeichnung kann die obige Formel geschrieben werden

1
0y, = 0z cosl) + dy sin(}‘l - jd(/ [Bx cos(O —+ g)
0
0

+ dy sin(() -4 g)]

Der Factor von d@, welcher d» heisse, ist die Componente des vom
Punkte (z, y) zum Punkte (z-0x, y -} 0'y) weisenden Vectors nach
derjenigen Normale der Curve, welche gegen die im Sinne wachsen-
der ¢ gerichtete Tangente um 90° im positiven Sinne gedreht
ist; unter dem Substitutionszeichen steht die Componente jenes
Vectors nach der bezeichneten Richtung der Tangente. Hat d6
ein festes Vorzeichen, z. B. das positive, so liegt die concave
Seite der Curve nach der definirten Richtung der Normale hin;
hat man daher

Ol 0 =0 |1 ="0 9| % r="0mi[1i—10
und ist dn von festem Vorzeichen, so hat dJ,,; das diesem ent-
gegengesetzte Zeichen. Letzteres ist also positiv oder negativ,
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12 Erster Abschnitt. § 5.

je nachdem B° ganz auf der convexen oder auf der concaven
Seite von B verliuft. Nur wenn d§ = 0, die Curve B also eine
Gerade ist, verschwindet 0/ stets.

Zweites Beispiel. Das Integral
1
J = jydx:jyx'dt
0

stellt die Flidche dar, welche von der Ordinate eines den Bogen
01 durchlaufenden Punktes iiberstrichen wird, wenn jedes Ele-
ment dieser Fliche mit dem Vorzeichen von ydz in Anrechnung
gebracht wird. Hat man eine geschlossene Linie, ldngs deren
die Richtung wachsender ¢ zur inneren Normale so liegt, wie die
~+y-Axe zur }z-Axe, so stellt das Integral den positiv ge-
nommenen Inhalt der umschlossenen Fliche dar. Dabei ist
1

0 [<x6y+ d‘”’) at,
:

I

— ydz |‘ £, J @0y — yz) dt
0

0
1

=iy 0w Il —+ j (dzdy — dydz)
0
0

oder, wenn ds das Bogenelement ist,
1

y -+ j. dson,

. 0

woran eine dhnliche Discussion wie im vorigen Beispiel gekniipft
werden kann. Von den Fillen des § 3 liegt hier offenbar der
erste vor.

0] =yox

§ 5.

Will man die Integrale J ohne Benutzung des Parameters
¢t allein durch die Grossen z, y und ihre Differentiale ausdriicken,
so hat man von der Gleichung

'
l{-‘ (xv Y, xl’ ?/') T .’E'f <.Z, Y, %) = .Z"f (Z, Yy p)

als Definition der Function f auszugehen. Diese ist, wie wir
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§ 5. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 13

zeigen wollen, an irgend einer Stelle (z, y, p,) regulir, wenn das-
selbe von F fiir die Stelle (z,y, zi, ;) gilt, 2, von Null ver-
schieden ist und
— %
Pors= ‘K
gesetzt wird. Definirt man dann neue Variable durch die
Gleichungen

ol —rcosp, Y =rSinQ, T =005 Qs ' Y, =100 P
so kann man entwickeln

g — @y = (r — 1o+ 1) €05 (p — P + Po) — 70 €05 Po

e [T S liny P qJO]lv
und erhilt eben solchen Ausdruck fir % — #,; da nun nach
Voraussetzung, wenn z, y als constant angesehen werden, eine
Gleichung ‘
F(z,y, @, y) = [2 — 5, 4y — ¥

besteht, so hat man auch

F z, Y, &,
@) = 5ol D o — gl =l — 109 — g

Diese Grosse hangt ebenso wie p von r nicht ah, es folgt also

@y, p)=[9 — Polo
Andererseits kann man, da p, eine endliche Grosse ist, die
Gleichung

P—00=14 (P — P+ P) — P = q’cosg 24 (o — ol

nach ¢ — ¢, auflosen, und erhilt

g bl ® — @ =[p — i
somit ergiebt sich

f @y, p) = [p — polo-

Da nun f von z, y ebenso wie I abhiingt, so ist hiermit die Be-
hauptung bewiesen.

Hieraus folgt, dass man an jeder Stelle des Bogens ¥, in
welcher 2’ nicht verschwindet, entwickeln kann

af (@, y, p) = fo0z + f, 0y + f, 0p + [0z, dy, dpl
= fu0x 4 f,0y + fp0p + [z, 0y, 02, Y'],,

Of = fodz + fy 0y + f,0p
eine bestimmte Grosse ist; wenn daher z’ lings des Bogens 23
nicht verschwindet, kann man das Integral J in die Form

und dass
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14 Erster Abschnitt. § 5.

Iy = | (fa') dt
2

setzen und erhilt
3 3

(7) - 0y = [ 0 (f2) dt = [ («/OF + f) dt.
2 2

Die Operationen mit dieser und #hnlichen Formeln werden durch
folgende allgemeine Bezeichnungsweise erleichtert. Sind u, »
irgend welche zwischen ¢, und ¢, stetige und differenzirbare Func-
tionen von ¢, so sei die Gleichung
1 t
(8) J udv = j wv' dt,
0 to
die Definition ihrer linken Seite auch dann, wenn » nicht fiir
die ganze Strecke 01 als unabhéingige Variable eingefiihrt werden
kann; die Gleichung fiir die partielle Integration wird dann
1 25
Judv:uv 1———jvdu.
0

0 0

In dieser Bezeichnung gelten die Formeln

J = [fdz, 0J=[(dxdf+ fddu),
welch letztere die Formel (7) umfasst, auch fiir einen Bogen,
auf welchem 2’ und damit dz das Vorzeichen wechselt, und ver-
sagen nur an den Stellen, fiir welche 2’ verschwindet. In diesen
Ausnahmestellen ist f nicht definirt und muss die analog gebildete
Function

F (2,9, 2, ') —.( x’) -

T e e %, Y )= Z, Y,

- &y 5)=r@y 9

herangezogen werden; fiir sie bestehen die Gleichungen:

J = [ fdy, 8J = [ (dydf + Fdoy),

deren letztere nach der Definition (8) die genaue Bedeutung
" j(y’ﬁ? +F dffty) dt

hat. Die erhaltenen Ausdriicke fiir 0/ zeigen, dass das Zeichen
0 mit d und dem Zeichen der Integration, wenn man von der
Definition (8) ausgeht, vertauschbar ist, z. B.
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§ 5. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 15

dodx — %(St_x dt — 0zl udt —=i0i(ekdl) =0 dx.

Dagegen ist 0 mit dem Zeichen der Differentiation nach z im
Allgemeinen nicht vertauschbar, da offenbar

dy doy dox
6<%> ‘=T T U
nur wenn 0z identisch verschwindet, hat man
dy _ d
1% dz ~ dz ay.

Um nun f und £ in die Formeln des § 4 einzufiihren, diffe-
renzire man die Identitit

el ?£ is op ‘El .
F—ﬂff(ﬂf,y,x,)—yf(r,y,y,),

dann ergiebt sich

Fo=yfo Fy=3fy Fo=fo=f— pfos Fp=fo =F — tfo
und hieraus folgt

; gl - 2adls B T @ e ey
Fo=y dy—-?/ dy’ v by ¢

=y (- fho=r(h—F)1-F—(-%)
also nach (4), (6)

0 = (f—pf)da-+£0u|. + jdw(f—i) 0y — pda)

=ﬁ6x+(f—qf")6y{ jdy ; aE d, ) 0z—aq0y)

Die hier auftretende Grosse
0y = 0y — pox

hat eine leicht angebbare Bedeutung. Ist ndmlich 2z’ von Null
verschieden und sind die Variationen hinreichend klein, so de-
finiren in der Umgebung der betrachteten Stelle beide Curven B
und B° die Grosse y als eindeutige Function von z, welche eine
stetige Ableitung besitzt, so dass man setzen kann

y=o9@), y+0y= @+ dx)
Vernachlassigt man alle Grossen, die gegen 0z verschwinden,
so hat man
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16 Erster Abschnitt. § 5.

¢ (z+ 02) =y + pdz = B (¢ + 02) — dy + pos,
0y =0y — pox— @ (z + d2) — ¢ (x + d=2).
Die Grisse d,y misst also in der Richtung der y-Axe den Ab-
stand der Curven B und B°; man nennt sie bisweilen die ab-
gestumpfte (tronquée) Variation von y. Setzt man allgemein

du
Og = Ou — o 0z,

so findet man

doyu __ dou du ddx d2u —6<d“> d2u

e e e saragte ok A 1 1A Gl Pl

oder
8 (d_u Rl d60u_
: dw>_ dx

Das Zeichen 0, ist also mit dem der Differentiation nach =z
vertauschbar, Ist lings des Bogens ¥ iiberall 2’ von Null ver-
schieden, so kann man z — ¢ setzen und die Operation 0, ist
mit 0 identisch, da 0z = 8t = 0.

Erstes Beispiel des § 4. Man hat offenbar
1 1
Jn=[de 1+ p=[dyV1+g f=11+p
0 0
F=vV1+4¢,

wobei die Quadratwurzeln das Zeichen des neben ihnen stehen-
den Differentials haben. Operiren wir an der ersten Formel mit
dem Zeichen 0 nach der obigen Regel, so erhalten wir

1
0o = [(@dz. Y1+ p* + dad Y1+ p?)
01
~ (e e
14
0
Nun ist nach § 2
S __ddy doz
== dax =P Wa
also
1

ldx dd
5. __J ¢ paody
Sl tirTs
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§ 6. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 17

und wenn man partiell integrirt:
1

g ﬁiwﬂfﬁ%ﬁ“aﬂa xd(ﬁﬁ)ﬂyd(v_ﬁ?ﬂ

1

01

=y i) 9 )

0

was natiirlich mit dem in § 4 erhaltenen Resultat iibereinstimmt.

§ 6' .

Die durchgefiihrten allgemeinen Entwickelungen konnen ohne
Schwierigkeit auf den Fall ausgedehnt werden, dass anstatt
einer ebenen Curve eine einfache Mannigfaltigkeit im Gebiete
beliebig vieler Variablen z, y, 2z, ..., w betrachtet wird; eine
solche sei dadurch definirt, dass alle diese Grossen stetigen
Functionen eines Parameters ¢ gleichgesetzt werden, deren erste
und zweite Ableitungen ebenfalls stetig sind. Der Begriff der
Variation iibertrigt sich unmittelbar, indem man den Grossen
z+ 0w,y + 0y, # + 0z, ... als Functionen von ¢ dieselben
Stetigkeitseigenschaften beilegt, wie den Grossen z, y, 2, ... selbst,

und man hat
O (Lo, 25 iRyl L L )

= F,0x 4 F,dz' 4 F, 0y + F,0y + --- + Fow'.
Setzt man ferner

P=F,—1l, Q=8—F¥, R=F—F,,..,
so erhilt die Formel (4) des § 4 die erweiterte Form

o0J = aledt
0

1

:Fx,(?x—}—Fy,&y—{—---—{—Fw'(?w,;—}-‘[dt(Péx—}— Qdy - Rz +4---)
0
und es gilt die genaue Gleichung

: 1
AT = 8J + [at [dw, 8/, 8y, 8y, ..., du'ls,
0

wenn 4 den Zuwachs beim Uebergange von der einfachen Mannig-
faltigkeit (2,4, 2, ...) zu der variirten (z 402,y + 0y, ..., w4 0w)
bedeutet.

Kneser, Variationsrechnung. 9
1 ATE A ATYC

D s BUKINOED
WWW NGirkefg . pl

~ o\ 1Y
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18 Erster Abschnitt. § 6.

Der wichtigste Fall ist auch hier der, dass man setzen kann
(e sy S R b =" () i) 6 e @) d T,
wobei z' von Null verschieden und
d b dz 4
T o
gesetzt sei. Man erhdlt dann genau wie in § 5
P 4 Qy + =0,
Fo=f—afi—tfi— - —ofe, Fp=fy, Fo=f;...

0J = Foox + F,oy + --- 0‘

1
+ [ de {QOy — nd2) 4 R(32 — §dx) 4 -}
0
filhrt man noch die Bezeichnungen
0,y = 0y — nox, 02 =0z — §dz,.., Oow=0w — wdz
ein, so kann die letzte Gleichung geschrieben werden

0T = fox -+ f,00y + fi0pz + - :

1

+ [ @0y + Royz + ) da.

Drittes Beispiel. Es sei die Variation des einen Para-
meter ¢ enthaltenden Integrals

1
Jor—= j F(zy 2,9, c)di
0

zu bilden, indem man ¢ durch ¢ + d¢ ersetzt. Man kann ¢ als
Function von ¢ ansehen, fiir welche
ddc
R c'——dt — 11
wendet man die obige Formel an, indem man z = ¢ setzt, so

erhilt man

; 1
0T = Fuda + Fyoy|! + j dt (P - Qdy) + d¢ j F, dt.

0 0

Viertes Beispiel. Die Bogenlinge einer Raumcurve 01
hat den Ausdruck

i 1
J=[atVadr +y2 42 = | Yda + dyr + d2,
0 0
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§ 6. DBegriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 19

in welchem die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Operirt
man mit dem Zeichen & wie mit einem Differentialzeichen und
setzt

Vda? + dy? + dz2 = ds,
so ergiebt sich
5
PR ay ;. da . o
5 — J(% a0z + 3L avy + 3 dbz)

0
1

__dz dy dz 1 dw dy
== oz -+ i oy + - 62’0 — J[&xd %)—{—Byd(%)

0

s (8]

Nun ist die positive Grosse

o= T+ (05 + ()

der Contingenzwinkel und

1 dz it dy Il dz
Wd(%>’ d_(id(%’ Wd<%>

sind die Richtungscosinus der Hauptnormale in der Richtung

nach dem Kriimmungscentrum hin; ist also d0» die nach dieser

Richtung genommene Componente des vom Punkte (z, y, #) zum

Punkte (z 4+ dx, y + 0y, 2 + d2) weisenden Vectors, so folgt
B

dz !
07 =255 4 ... l - j a6om.

1
0

0
Haben daher die urspriingliche und die variirte Curve dieselben
Endpunkte, und 67 ein festes Vorzeichen, so hat dJ das diesem
entgegengesetzte Vorzeichen. Nur wenn iiberall d§ — 0, d. h.
die Curve gerade ist, kann 0 J nicht auf diese Weise verschiedene
Vorzeichen erhalten.
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Zweiter Abschnitt.

Die einfachste der Variationsrechnung zugéngliche
Extremumsaufgabe.

ST

Wie die Aufgabe, den grossten oder kleinsten Werth einer
gegebenen Function zu finden, einen starken Antrieb zur Aus-
bildung der Differentialrechnung gegeben hat, so verdankt die
Variationsrechnung einer analogen Aufgabe des Maximums oder
Minimums, des Extremums, wie wir sagen wollen, ihre Ent-
stehung. Eine Grisse, deren Werth durch einen verfiigbaren
functionalen Zusammenhang (§ 1) bestimmt wird, z. B. ein Inte-
gral J von der betrachteten Form, sei durch passende Wahl
jenes Zusammenhanges, also der Curve ¥ oder ihrer Verall-
gemeinerung in einer héheren Mannigfaltigkeit, zu einem Extre-
mum zu machen, in dem Sinne, dass sie, mit der Curve B ge-
bildet, stets einen grosseren oder stets einen kleineren Werth
erhilt, als wenn man die Curve B durch eine benachbarte B ersetzt.
Dabei kinnen der gesuchten Curve Beschrinkungen verschiedener
Art auferlegt sein. Im Falle des Maximums muss bei der ein-
gefiihrten Bezeichnung stets die Ungleichung

IS J+ ad, 4F<0
bestehen, wihrend das Minimum erfordert, dass 4 stets positiv
sei. Der Dienst, den die Variationsrechnung leistet, beruht zu-
nichst darauf, dass man aus dem Vorzeichen der Grisse o auf
das der Grisse 4 schliessen kann, sobald die Curven B und B¢
hinreichend wenig von einander abweichen; ist dJ von Null
verschieden, so wird sich zeigen, dass im Allgemeinen 4. sowohl
positiv wie negativ werden kann, ein Extremum also ausgeschlossen
ist; man erhilt so die Gleichung
Qelb=0
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§ 7. Nothwendige Bedingungen des Extremums. 21

als nothwendige Bedingung des Extremums, ganz #hnlich, wie bei
den Extremumsaufgaben der Differentialrechnung das Differential
der untersuchten Function gleich Null gesetzt wird.

Auf den Zusammenhang zwischen den Vorzeichen von &
und 4 fithrt folgende allgemeine Bemerkung. FEine reelle Potenz-
reihe irgend welcher Argumente ¢, &, ..., welche diese auch in
linearen Gliedern enthdlt und zugleich mit allen Argumenten
verschwindet, kann positiv und negativ werden, wenn die abso-
luten Betréige der Grossen & unterhalb einer beliebig kleinen
positiven Constante verbleiben. Lédsst man némlich alle Argu-
mente bis auf eins, welches linear vorkommt, verschwinden, und
ist z. B. & das nicht verschwindende Argument, so reducirt sich
die Potenzreihe auf die Form

a& + [&]s = & (a + [a]),

wobel @ von Null verschieden ist. Die Klammer auf der rechten
Seite hat, da [&]; mit & zugleich unendlich abnimmt, das Vor-
zeichen der Grisse a, sobald |&| hinreichend klein geworden
ist; alsdann hat die ganze rechte Seite das Vorzeichen von ag,
kann also sowohl positiv wie negativ werden.

Sind ferner die Grossen &, deren Anzahl m sei, den =»
Gleichungen

9 0=au& + Gasts + - + Gumém + [&1, & -+ -]
©) (Q'="1 2 n)
S ol )  RRE ]
unterworfen, wobei m > n und eine aus dem Schema der mn
Grossen a gebildete Determinante, z. B.
o s o ffls L N

von Null verschieden sei, so kann eine Potenzreihe

;’B P blfl + bﬂe‘l + + bmem + {517 525 --']2
durch die Grossen &,4q, &40 .., &n allein ausgedriickt werden,
und die linearen Glieder sind dieselben, wie wenn die Glieder
zweiter und hoherer Dimension nicht vorhanden wiren. Die
linearen Glieder der umgeformten Reihe P verschwinden also
dann und nur dann, wenn aus den Gleichungen
a1 Uy + Qa2 Uy + + AamUm — 0
immer die Gleichung

byuy + byug + -+ + bpu, = 0
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99 Zweiter Abschnitt. § 8.

folgt, d. h. wenn alle Determinanten (n - 1)t* Ordnung der
Matrix

Qa1 Aoy <o o Aam

binatibisn kbt
verschwinden. Nur in diesem Falle kann P, nach dem soeben
erhaltenen Resultate, ein festes Vorzeichen haben fiir alle Grossen
¢, die den Bedingungen (9) unterworfen sind und dem absoluten
Betrage nach unter einer gewissen positiven Constante liegen.
Im Falle m = 2, n = 1 z. B. kann P immer dann fiir beliebig
kleine Werthe von |¢,| und |&,| sowohl positiv wie negativ werden,
wenn nicht die Gleichung

Q1 Qg | _

R
besteht.

ter

Es sei zunichst die Aufgabe gestellt, eine ebene Curve 01
zwischen den gegebenen Punkten 0 und 1 so zu ziehen, dass das
langs derselben gebildete Integral

: & 1
J=[f(@upp)de=|F(ayy)dl
0 0

in welchem f eine gegebene Function ist, ein Extremum werde.
Wir nihern uns der Losung dieser Aufgabe schrittweise, indem
wir zunichst fragen: welche Eigenschaften muss eine Curve 01
von den fiir den Bogen B in §§ 2 und 4 vorausgesetzten Stetig-
keitseigenschaften haben, damit das bezeichnete Extremum mog-
lich sei? Wir vergleichen die Curve 01 mit einer zwischen
denselben Endpunkten verlaufenden Curve B° von denselben
Stetigkeitseigenschaften, welche von dem Punkte (z -0z, y 4 0y)
durchlaufen wird und dem Integral j f (z, y, p) dz den Werth

J -+ AJ giebt; dann ist nach § 2
b
(10) A4J = 8J + | dt [0z, 0y, 84!, 0y'),.
0
Betrachten wir nun noch, wenn & eine beliebig kleine Constante
bedeutet, die Curve, welche vom Punkte (z -+ &dz, y -+ €dy)

durchlaufen wird, und dem betrachteten Integral den Werth
J -+ 4.J gebe, so kann auch diese Curve fiir B° genommen
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§ 8. Nothwendige Bedingungen des Extremums. 23

werden, und man hat
Ao = €0 -+ [¢],.

Ist also dJ von Null verschieden, so kann diese Grésse fiir be-
liebig kleine Werthe von || nach § 7 sowohl positiv wie negativ
werden, es giebt dann der Curve 01 beliebig nahe liegende
Curven mit denselben Stetigkeitseigenschaften und Endpunkten,
welche das Integral J sowohl grisser wie auch kleiner machen,
als die urspriingliche Curve 01. Als nothwendige Bedingung des
Extremums ergiebt sich also
(11) d:Ji—A0
wobei 0z, 0y, d2', 0y nur innerhalb solcher Grenzen zu liegen
brauchen, dass die Potenzreihe in der Formel (10) convergirt.
Angewandt auf das erste Beispiel des § 4, lehrt dieses Resultat,
dass die kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten, wenn sie die
Eigenschaften des Bogens B haben soll, keine andere als die
Gerade sein kann.

Allgemein sei nun 23 eine Strecke des Bogens B und es
sei lings dieser Strecke

0z =0, dy=1¢(@ — )% (&z — 1)}
ausserhalb derselben aber iiberall
dai—0n =0

Dann sind dz und dy lings des ganzen Intervalls von ¢, bis ¢,
nebst ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig; der
variirte Bogen B° hat also die Stetigkeitseigenschaften von B.
Ist ferner & eine hinreichend kleine Constante, so ist die Formel

(10) anwendbar; da nach § 4
3

BB s Tl Fylé‘ylg—}—jdtQae,
2

also, da 0z und 0y an den Stellen 2, 3 vgerschwinden,
3 3
8y = [ dt Qoy = & [ dt.Q (t — t)? (s — ty°
2 2

gesetzt werden kann, und offenbar die Gleichung
6:7: 6(701 == ang
besteht, so ergiebt die Gleichung (11)

3

(12) [at. @t —typ @ —tp=0

2
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24 Zweiter Abschnitt. § 8.

Nun ist ¢ — F, — I}, bei den eingefiihrten Voraussetzungen
eine stetige Function von ¢ lings des Bogens 01; wenn also @
nicht iiberall verschwindet, so kann das Intervall 23 so gewihlt
werden, dass in seinem Inneren die Grisse @ stets ein festes
Vorzeichen besitzt und nicht verschwindet. Dann ist aber die
linke Seite der Gleichung (12) sicher von Null verschieden, da
t — t, und t; — ¢ im Inneren des bezeichneten Intervalls positiv
sind. Die Gleichung (12) ergiebt also, dass

Q=0;
ebenso folgt aus einer analogen Entwickelung die Gleichung
Bt ),

welche sich aus der vorigen vermdge der Identitdt (5) des § 4
ergiebt, wenn 2z’ von Null verschieden ist. Gilt dies auch von v/,
so kann man nach § 5 beide Gleichungen durch die von ¢ freien,
mit einander gleichwerthigen Differentialgleichungen
O _o 7 %a__
fy_%'—‘ov fx_i =0
ersetzen, welche im Allgemeinen von der zweiten Ordnung sind.

Eine den Gleichungen P — @ — 0 geniigende ebene Curve
nennen wir eine Extremale des Integrals J; es ist dann be-
wiesen, dass ein Bogen 01 mit den Eigenschaften der Curve B
das Integral J nur dann zu einem Extremum machen kann im
Vergleich zu allen hinreichend nahe liegenden Curven von den-
selben Endpunkten und Stetigkeitseigenschaften, wenn 01 ein
Stiick einer Extremale ist. Die Eigenschaft einer Curve, Extre-
male zu sein, ist, wie die in § 5 fiir P und @ gegebenen Aus-
driicke lehren, von der Wahl des Parameters ¢ unabhingig.

Ein erstes Integral der erhaltenen Differentialgleichung kann
in zwei Fillen sofort angegeben werden. Ist f von y frei, so
hat man

afy

dx
ist f, mithin auch ' von z frei, so hat man
=005 W == i ) — cansts

Diese Integrale werden in den meisten der bis jetzt unter-
suchten Beispiele benutzt; sie fithren, da sie ausser dem Diffe-
rentialquotienten nur eine der Grossen z, y enthalten, vermittelst
einer Quadratur zur allgemeinen endlichen Gleichung der Extre-
malen.

=.0," fo'= consi.;
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§ 9. Nothwendige Bedingungen des Extremums. 25

Die Integrationsconstanten sollen fortan immer durch a, b,
¢, ... bezeichnet werden.

8100
Aufgabe I. In der Ebene die kiirzeste Linie zwischen zwei
gegebenen Punkten zu finden.
Man hat k
J = j Va'2 4 y'2 dt;
da F von z und y frei ist, hat man die ersten Integrale
/

e LT i " T const., F, — const.,
ya't + y'2
also p — const.; die Extremalen sind Gerade.

Aufgabe II. Zwischen zwei gegebenen Punkten in der
Ebene eine Curve zu ziehen, welche, um eine gegebene Axe ge-
dreht, die kleinste Rotationsfliche erzeugt.

Die Rotationsaxe sei die z-Axe; ist ds ein Bogenelement der
gesuchten Linie, so erzeugt dasselbe ein von zwei Kreisen be-
grenztes Element der Rotationsfliche, dessen Oberfliche 2zyds
ist. Man hat also das Integral

J:jyds :j yV1 +p?da :ij:&c’?—f—y’2 dt
zu einem Minimum zu machen. Der Integrand ist von z frei;
fiir die Extremalen gilt somit die erste Integralgleichung

o) TP AR . R
f = pfp = consty g VT — e =,

oder

~ wobei die Quadratwurzel das Vorzeichen von p hat; hieraus

folgt:
z—Db T T
MRy - ¥y
e A -k ‘/<a> 18
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26 Zweiter Abschnitt. 8 9.

Geht man zum reciproken Werth beider Seiten dieser Gleichung
iiber, so erhilt man

Bk g PR @ 2=t _a=b
e 2i= g JUGN 8 splasit o B ),

Die Extremalen sind also Kettenlinien mit der z-Axe als Basis.

Aufgabe III. Eine Curve von gegebener Linge zu ziehen,
welche von einem gegebenen Punkte 0 ausgeht, auf einer festen,
durch diesen gehenden Geraden endigt, ohne dass die Lage des
Endpunktes vorgeschrieben wire, und welche mit der Geraden
einen moglichst grossen Flichenraum einschliesst.

Es seien fiir den Augenblick u, y rechtwinkelige Coordinaten,
« sei die von 0 aus gemessene Linge der gesuchten Curve, y=0
die feste Gerade, ! die vorgeschriebene Bogenlinge. Sind z, y
rechtwinkelige Coordinaten in einer zweiten Ebene, so entspricht
einem Bogen B in der ersten Ebene ein ebensolcher B’ in der
zweiten Ebene. Letzterer ist so zu wihlen, dass das Integral

el j ydu
ein Extremum wird. Nun ist offenbar
du\? dyt
(13) ) =1— (@) =1-»

man kann also setzen
J:J'yVI—Zﬂdx.

Von ¥B' sind in der zweiten Ebene die Endpunkte gegeben;
denn dem Punkte O entspricht das Werthsystem z = 0, y = 0;
dem Endpunkte des Bogens B das System z — I, y = 0; in der
zweiten Ebene hat man also eine Extremumsaufgabe der bis-
her betrachteten Art zu l6sen.

Der Integrand von o in der neuen Form ist nun von z frei;
man hat also das erste Integral

Bori=if — pfp — const.

f=yVl—p, F=yYya'? —ys,

NE o

V@ —yi 11—p
Hieraus schliesst man leicht

und, da

ergiebt sich
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§ 9. Nothwendige Bedingungen des Extremums. a7

T — ——é%, Yy = asm _,_i“b

Va‘.’ — y?
d. h. in der zweiten Ebene sind die Extremalen Sinuslinien.
Weiter ergiebt die Gleichung (13)

<C—lﬁ>2=sini"'z)—i—b, w — ¢ = + acos x—a{—b,

dzx
v+ (e — op = a

In der ersten Ebene erhdlt man somit als Curven B, welche
moglicherweise das gesuchte Extremum liefern, die Halbkreise,
deren Mittelpunkte auf der festen Geraden y — 0 liegen.

Aufgabe IV. Einen Rotationskérper von gegebener Ober-
fliche und grosstmoglichem Volumen zu construiren, dessen Ober-
fliche der Rotationsaxe genau zweimal begegnet.

Sind u, y rechtwinkelige Coordinaten in der Meridianebene,
y — 0 die Rotationsaxe, so hat man auf dieser die Punkte 0, 1
so zu bestimmen, dass das Integral

p &
[y Vdy + aw
0

einen vorgeschriebenen Werth @ hat, und
1
Jhe= j y2du
0
ein Extremum wird. Wir setzen

o e

indem bis zu einem verinderlichen Punkte des Bogens 01 inte-
grirt wird; dann hat man

dz? = o (du2 - dy?), du = V_ dy -+ (‘%”)2

bl 9 1 _dy
J.?/ ‘/?ﬁ——}ﬂdx,p g

Deutet man wieder # und y als rechtwinkelige Coordinaten in
einer zweiten Ebene, so entsprechen den Punkten O und 1 der
ersten die Punkte

(14)
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28 Zweiter Abschnitt. 8§ 9.

r=y =0, =,y =0,
welche gegeben sind. In der zweiten Ebene ist also zwischen
gegebenen Punkten die Curve zu finden, welche das transformirte
Integral J zu einem Extremum macht. Da der Integrand von
x frei ist, findet man sofort die Integralgleichung

yVT—pyp+ L& —g=__ Y

V1 — pryp2 4= y2p?

P A i> :
dx a a it

a2y Vl i, <2>2’

@
Die Extremalen in der zweiten Ebene sind also gewisse, leicht
zu charakterisirende Ellipsen. Fiir diejenigen, welche durch den
Punkt 2 = y — 0 gehen, erhilt man 42 = 1. Da nun offenbar
20 e

a2 a® a?

und y im Punkte # — y =— 0 mit 2 wichst, so folgt b — - 1.

Nach (14) hat man ferner

ydy?” y? (dus + dy), ——2=L__ = adu,

b
a
I
Vl i <a> g 7 R
Diese Gleichung stellt einen Kreis dar, dessen Centrum auf der
Rotationsaxe liegt. Der gesuchte Korper kann daher, wenn er

iiberhaupt existirt, und sein Meridian die Eigenschaften des
Bogens B hat, nur die Kugel sein.

Aufgabe V. Aus einem gegebenen Quantum homogener,
nach dem Newton’schen Gesetze anziehender Materie einen Ro-
tationskorper zu bilden, der auf einen Punkt, in welchem seine
Oberfliche und Axe sich schneiden, eine moglichst grosse An-
ziehung ausiibt.

Sind 6, ¢ auf der Erdkugel der angulare Abstand vom
Nordpol und die geographische Linge, so ist das Oberflichen-
element einer mit der Erde concentrischen Kugel vom Radius #

bekanntlich
r2sinfl df deg,
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§ 9. Nothwendige Bedingungen des Extremums. 29

das Volumenelement
r2drsinfdide;

das Volumen eines unendlich diinnen Kegels mit der Spitze » — 0
ist also Lr3sinfldfde. Lisst man daher § constant und integrirt
nach @ von 0 bis 27, so erhilt man Zwr3sinfdf als Volumen
des von zwei coaxialen benachbarten Kegeln § — const. begrenz- -
ten Raumes ». Die Newton’sche Anziehung des Volumen-
elementes auf den Punkt » — 0 ist, wenn die Dichtigkeit Eins
ist, drsinfdfd g, ihre Componente nach der Axe § = 0 also
drsinf cosfdlde. Die nach eben dieser Richtung genommene
Componente der Anziehung des Raumes v ist daher

27 'r
jdrsz'n()cos()dl)dq; = 2mrsinlcosldo.
P=0 =0
Nun gehe der Meridian der gesuchten Rotationsfliche im
Punkte » =— 0 von der Axe f — 0 aus, und » — 0 sei auch der
Punkt, in welchem wir die Anziehung mdéglichst gross zu machen
suchen. Durchlduft ein Punkt der‘l Meridian von seinem zweiten
Schnittpunkte mit der Axe bis zum Punkte r =— 0 hin, so gehe
0 von O bhis fl,p. Dann ist das lings des Meridians gebildete
Integral
0,
J = [ rsinfcosdo
0
zu einem Extremum zu machen, wihrend der Werth
0,
j risimldl = o
0
gegeben ist. Um diese Aufgabe auf den unseren Methoden zu-
ginglichen Typus zu bringen, setzen wir
7]
J'ﬂsmﬁ a0 =y, ‘cosl =, 0030, = @y,
0

e
J———J‘V—%'xdﬂ?,
g |

und in der zy-Ebene wird eine Curve gesucht, deren Endpunkte,
den Werthen ) = 0 und § = ¢, entsprechend, die Coordi-
naten

dann hat man

2= 0,y =20, D= B == O
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30 Zweiter Abschnitt. § 10.

haben, also gegeben sind, wenn iiber (), eine bestimmte Ver-
fiigung getroffen wird.
Als Extremalen dieser Aufgabe
3
0 j Vprder =0
-erhélt man ohne Weiteres die Curven

= dy b
S sud
y —az® + b, e e,

3
2.

aus der letzten Gleichung ergiebt sich

3/ 3~ BT 8/ T
e ay _ . S SR e
r—= — %_-‘/?ax = s Veos 0,

womit der Meridian der gesuchten Rotationsfliche, welcher den
Extremalen der zy-Ebene entspricht, in Polarcoordinaten aus-
gedriickt ist.

§ 10.

Allgemeiner als die bisher behandelte ist die Aufgabe,
unter allen ebenen Curven 01, deren Endpunktscoordinaten den
Gleichungen
(15) 9o (@05 Yor T2y 1) = 0
unterworfen sind, diejenige zu finden, welche das Integral J zu
einem Extremum macht. Die Zahl dieser Gleichungen wird,
wenn wir nicht auf die frithere Aufgabe zuriickkommen wollen,
nicht grosser als drei sein diirfen; der wichtigste Specialfall ist
der, dass z, und y, gegeben sind, zwischen z; und y; aber eine
gegebene Gleichung besteht. Geometrisch gesprochen, liegt dann
die Aufgabe vor, von einem gegebenen Punkte nach einer ge-
gebenen Curve hin die Curve zu ziehen, welche einen extremen
Werth von J ergiebt.

Zunichst muss man J auch im Falle der allgemeinsten
Gleichungen (15) durch die Curve 01 zu einem Extremum machen
im Vergleich zu den benachbarten Curven, welche dieselben
Endpunkte haben; denn hilt man diese, deren Coordinaten den
Gleichungen (15) geniigen, fest, so bleiben letztere erfiillt. Die
gesuchte Curve muss also nothwendig, wenn sie die Eigenschaften
des Bogens B hat, ein Stiick einer Extremale des Integrals sein,

Aber die Bedingungsgleichungen ergeben noch nihere Bestim-
mungen fiir den Bogen 01. Es seien die Functionen g, in der
Umgebung des betrachteten Werthsystems z, v, #;, ¥, reguldr,
die Grossen 0, 0z, 0y 0y, den Gleichungen:
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§ 10. Nothwendige Bedingungen des Extremums. 31

(16) 9a (@ + 02y, Yo + 040y, @, + 02y, y; + 0y,)) = O

munterworfen. Man variire am Anfang des Bogens 01 ein Stiick 02
und am Ende ein Stiick 31 in folgender Weise. Fiir ersteres sei

N = t—1y\3
el > o ki (;;::),

fiir letzteres

t—1t t—13\3

fiir den mittleren Theil 23 sei
dx:—10y =—:0;
Die so fiir den ganzen Bogen 01 definirten Grossen 0z, dy
sind nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige
Functionen von ¢, so dass die vom Punkte (z 4 0z, y + dv)
beschriebene Curve B ebenfalls die Stetigkeitseigenschaften des
Bogens B besitzt. Da nun ferner
Ozl = 0z, Oy|o = 8y, Oz| = Oz, Oy|t =0y,
der variirte Bogen B° also nach (16) ebenfalls den Grenzbedin-
gungen geniigt, so gehort derselbe zu den Curven, denen gegen-
iiber die Curve 01 das Integral J zum Extremum machen soll.
Die mit den bezeichneten Variationen dz, dy gebildete Grosse
AJ muss also ein festes Vorzeichen haben, wie immer die Grossen
0z, 01, 0z, 0y, den Voraussetzungen (16) gemiss angenommen
werden.
Nun hat man nach § 4

1
8J = F, 0z + F, oy ': + [ (Poz + Qoy)d,
0

also, da fiir die Extremale 01 die Gleichungen:

=) ==31)
bestehen,

0J = F oz + Fy,ayjj)

und weiter
i

dJ =0J + j[&x, oy, 0/, 0y']ydt,
0
also bei den eingefiihrten Werthen von dz, dy

AT = Fyda + Fydy|, + [0, 0y, da1, 0y
Dieser Ausdruck kann aber bei beliebigen, den Gleichungen (16)
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unterworfenen Grossen dz,, 0y,, 0z;, 0y, nach § 7 nur dann
ein festes Vorzeichen besitzen, wenn stets aus den Gleichungen:

~

0% oY
die weitere
— Fol'uy — Fy|'vy 4 Fp|lu, + Fylio, =0
folgt; oder, wie man gewohnlich sagt, wenn fiir alle den
Gleichungen:

0 9. 09. 09a O
= %o + v+§371ul+5-@fvl_0

dg, =0
geniigenden unendlich kleinen Variationen die Gleichung
F,oz + Fylayl; —0

besteht. Hierin besteht eine neue nothwendige Bedingung des
Extremums bei der vorliegenden Aufgabe.

Ist speciell der Anfangspunkt O vorgeschrieben, so dass 0z,
= 0y, =— 0, und der Endpunkt an eine gegebene Curve

g(@, ) =0
gebunden, so lehrt das erhaltene Resultat, dass die Gleichungen
Fpdx + Fpoy|' =f — pfo|' 021 + fp[*dy, = 0,

0g L iy s

axl 6‘%'1 +ay1 6?/1 A O
zusammen bestehen. Fiir die hierdurch definirte besondere Lage
der Extremale zu der Curve g =— 0 wollen wir die Bezeichnung
transversal einfithren. Haben iiberhaupt zwei von einem Punkte
ausgehende Bogenelemente 4, w nach den Coordinatenaxen die
Componenten 0z, dy und dz, pdz, und gilt die Gleichung:

Foox + Fyoy = (f — pfp)0x + 0y =0,

so sagen wir, u liege transversal zum Element A, und jede
letzteres enthaltende Curve werde von jeder w enthaltenden
transversal geschnitten. In dieser Bezeichnung konnen wir folgen-
des Resultat der durchgefiihrten Entwickelung aussprechen. Eine
Extremale 01 kann das Integral J nur dann unter allen den
Punkt 0 mit der gegebenen, den Punkt 1 enthaltenden Curve
g = 0 verbindenden Curven zu einem Extremum machen, wenn
die gegebene Curve im Punkte 1 von der Extremale transversal
geschnitten wird. Dies gilt auch dann, wenn man die Extremale
nur mit Curven vergleicht, welche die Eigenschaften des Bogens
B besitzen.
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§ 11
Bei der Aufgabe I (§ 9) hat man
e e

die transversale Lage erfordert die Gleichung:

veotyty=011pB=0,

und fallt mit der senkrechten zusammen. Die kiirzeste von
einem Punkte nach einer Curve gezogene Linie kann also, wenn
sie die Stetigkeitseigenschaften des Bogens $ hat, nichts Anderes
sein, als eine Normale der Curve.

Aehnliches ergiebt sich bei der AufgabeII (§9); man hat hier

PREIET s e R T AU (B0 LI T4
f_y‘l_’_l)’f pfll ‘/l_i_anfp ma

also als Bedingung fiir transversale Lage
0z + poy = 0,
ebenso wie in der Aufgabe L

Aufgabe VI. Die Rotationsfliche zu finden, welche mit fest
liegender Figuraxe in einer Fliissigkeit fortschreitend in der
Richtung der Axe den kleinsten Widerstand erleidet, wenn jedes
Flichenelement einen Normalwiderstand erfihrt, welcher der
Grosse des Elementes und dem Quadrat der normalen Geschwindig-
keitscomponente proportional ist.

Ist die z-Axe die Rotationsaxe, ds ein Element des Meridians
der gesuchten Fliche, so ist 2xyds der Inhalt einer von zwei
Breitenkreisen begrenzten Zone derselben. Ist ferner ¢ die Nei-
gung einer Normale der Fliche gegen die z-Axe, so hat man

ay __ .
Ty = ¢os 0

vcos( ist die nach dieser Normale genommene Componente der Ge-
schwindigkeit, und der normale Widerstand, den die definirte
Zone erleidet, ist der Grosse
zﬂycls(glﬁ)2 = yds(vcos0)?
ds
seine Componente nach der z-Axe der Grisse

Kneser, Variationsrechnung. 3
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v?yds<dy>3

proportional. Bei gegebenem Werth von » handelt es sich also
darum, das Integral

o s (ypidx
J_jyds<ds> —jl—#p?

zum Extremum zu machen. Da der Integrand von z frei ist, hat
man die Integralgleichung:

a7 f—phy=—ay="0 P

Hieraus folgt
an  e= [ =1+ 5(E+ 5+ Wp),
und man kann die fir 2z und y erhaltenen Gleichungen als
Parameterdarstellung der gesuchten Curve ansehen. Der Aus-
druck fir z zeigt, dass p im Endlichen weder verschwinden, noch
unendlich werden kann. Lésst man p alle positiven Werthe
durchlaufen, so erhidlt man eine Curve, die, wie die Gleichungen
N SR b gt ). gt h R )
dp 2p° g 2pt

zeigen, fir p = \/3 einen Riickkehrpunkt besitzt, sonst aber
iiberall y als regulire Function von z definirt. Da ferner aus
der letzten Gleichung leicht gefunden wird

dyy 2 p3

dz2 — a( + p)(p* —3)’
s0 kehrt die Curve, wenn @ und damit y positiv ist, der z-Axe die
concave oder convexe Seite zu, je nachdem p < V3 oder p> V3 ist.

Als Bedingung fiir die transversale Lage findet man, da

i) PPrNT N S Saky yp*(p® + 3)
AT R T <1 2>" Txeyr "= afpy

— 2pdzx + (p? + 3)0y = 0.
Setzt man daher

die Gleichung

01
P=1g9, 52 =159,
so dass ¢ die Neigung der gegebenen Curve, ¢ die Neigung der
sie transversal schneidenden Extremale in irgend einem Punkte
gegen die z-Axe bedeutet, so hat man
2(9p  sin 2@

WY =g e G 0.
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Die transversale Lage hat also hier einen geometrisch weniger
einfachen Charakter als in den Aufgaben I und II. Liegt eine
Richtung transversal zu einer zweiten, so liegt diese im Allge-
meinen nicht transversal zur ersten, was bei den erwdhnten Auf-
gaben der Fall war.

Da ¢ nur von ¥ allein abhéngt, so ist klar, dass eine Gerade
von allen zu ihr transversal liegenden Extremalen unter dem-
selben Winkel geschnitten wird.

Aufgabe VIL. Die kiirzeste Linie auf einer gegebenen Ober-
fliche in krummlinigen Coordinaten darzustellen.

Léngs der Fliche seien z, y, z reguldre Functionen der
Gauss’schen Coordinaten ¢, ¥; man setze

E=z}+ v} + 4,
F = zy2y + Ypyy + 292y, G = 2§ + ¥} + 23,
dann stehen zwei Linienelemente der Fliche, deren Componenten
die Werthe
dz = zydo+ayd¥, dy = yyd@ + yydy, dz = 2,d g 4 2,dy
0x = 2,09 + 2409, 0y = yy0¢9 + yy 09, 02 = 2,00+ 2,00
haben, auf einander senkrecht, wenn
dzdzx + dydy + dz0z =0

Edgigp + F(dedy + dydg) + Gdyoy = 0.

Setzt man ferner mit positiver Quadratwurzel

(9, ¥, dg, dv) = VEdg* + 2 Fdgdy + Gdy?,

so ist das Léngenintegral
J =/ O(o, ¥, ¢, ¥)dt

zum Minimum zu machen. Die Bedingung der transversalen
Lage ist
Do g+ ydy = 0, (B¢’ +F')d g + (Fg' + G)dw =0,
fallt also, wenn man mit d¢ multiplicirt, mit der Bedingung des
senkrechten Schnittes zusammen. Die Gleichungen der Extremalen,
d. h. der geoditischen Linien, sind leicht zu bilden.

oder

§ 12,

Die Argumentation des § 10 liefert auch nothwendige Be-
dingungen des Extremums in dem Falle, dass der Integrand von
den Integrationsgrenzen abhiingt, dass also das Integral

3%
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1
J = j F(z, y, o, Y, %oy Yor L1, y)dt
0

zu einem Extremum gemacht werden soll bei den Bedingungs-
gleichungen

(19) 9a(Zoy Yoy 215 Y1) = 03
dabei nehmen wir an, dass F' auch in Bezug auf die letzten

vier Argumente an den betrachteten Stellen ebenso wie g, regulir

sel. Dann ist offenbar
J+ dJ

&
= [ F(a+8a,y+0y, o' 482,y 40y, 2+ 030, ..., 4y +99)dt;
U\

variirt man zunéchst so, dass die Endpunkte festbleiben, so er-
hélt man wie in § 10 das Resultat, dass die gesuchte Curve
eine Extremale des Integrals J sein muss, wenn in diesem z,
und ¥, #; und y, als Constante betrachtet werden. Dann folgt
aus den Gleichungen der Extremalen

;!
[at(F.da + F,0y + F.o2' + F,0y) = Fooz + F,dy
0

1
01
und der obige Ausdruck fiir 4¢J wird

1 4
7 B P Fyrﬁyll + 02, [ Fodt 4 - 4 0y, [ Fydt
0 0 0

1
ot j dt[dz, ... 0y, 0y, ... Oy,
0
Bestimmt man also speciell 0z, 0y so wie in § 10, so ergiebt sich
1 3
4T = F,0z 4 F,dy |1 + 0z, [ Fudt + o + 8y, | F,dt
0
0 0

+ [02g, -0y 0y ]o
Soll diese Grosse bei allen mit den Gleichungen (19) ver-
triaglichen Werthsystemen 0z,, ..., 0y, ein festes Vorzeichen
haben, so lehrt der allgemeine Satz des § 7, dass bei den Vor-
aussetzungen ,

a\l aﬂ
02+ 5ot 0% + 5ot 021 +

die Gleichung

0

agﬂ Ya e
Sy 0y —10

(o113
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\

1
F,dxz + F,dy ‘:—}—S.xoj——dt—i— +611J,?f dt =20
0
bestehen muss.

Aufgabe VIII. In einer verticalen Ebene die Brachistochrone
zu finden, d. h. die Curve, welche ein schwerer Punkt, wenn er
auf ihr zu bleiben gezwungen ist, in der kiirzesten Zeit durch-
lauft. Die Endpunkte der Curve seien gegeben oder auf ge-
gebenen Curven beweglich.

Bei der Bewegung eines schweren Punktes von der Masse
Eins auf einer vorgeschriebenen Curve, welche als glatt voraus-
gesetzt wird, gilt die Gleichung der lebendigen Kraft in der Form

2

% = gx -+ const.,
wenn v die Geschwindigkeit, g die Constante der Schwerkraft
und die + z-Axe vertical abwirts gerichtet ist. Hat man also
im Anfangspunkte 0 die Geschwindigkeit v,, so ist

UH v? v"

?" = gz, -+ const., g = 9@ — ) + =
oder

TR e e v
v=1V2g9(x — @), & =z, — ﬁ,

und die Fallzeit hat, wenn ds das Bogenelement der gesuchten
Curve ist, den Ausdruck

J Jm“rdw Jdtv 22 4 1 j”"
V29 — o ) V29 — a)
Fiir die Extremalen dieses Integrals ist, da F' von y frei ist,
o . 0y 1 i P, ) P z— o
eV ivly =y Yo 2T s T Y S
und die erste Gleichung zeigt, dass die Grosse ¢2(z— o) zwischen
0 und 1 liegt, Man kann daher setzen

c? (x—ct)—sm2 z—o=a(l —cosu), 2ac?—=1;

2 b
dann werden die Gleichungen (20) durch die Annahme
. /1 — cosu
dy = asinu l T30 du — a(l — cosu)du,

=b a(u — sinu
erfillt. 3 o )
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Die Extremalen sind also Cykloiden, welche durch das Rollen
eines Kreises von beliebigem Radius auf der festen Horizontalen
x = o erzeugt werden.

Jetzt sei die Aufgabe genauer dahin pricisirt, dass die
Gleichungen

9(Zo, Yo) = 0, h(zy, y;) =0

festgesetzt werden, d. h. der Punkt soll von einer gegebenen
Curve nach einer anderen fallen, ohne dass die Endpunkte vor-
geschrieben sind. Die Anfangsgeschwindigkeit v, und damit o
sei irgend wie als Function von z,, y, gegeben; der natiirliche
Specialfall wird offenbar sein

(21) Wg =5 00 = Ty

Die allgemeine Theorie lehrt dann, dass bei den Voraussetzungen
0 oh

(22) ax day 4 960:0,, ‘+a dy, = 0

die Gleichung

e | .. A%
o V2’2 4y \’fv—w+ Vo't +y'2 Vo — o

) i

+aon : <W+y -dt—{—d‘yOJ g <‘_x—’—-‘/—> at
0 Yo
0

¢ oz Yy’ oy |1

0

oz, Yz — o Vr — o

besteht, da F von z; und y, frei ist. Setzt man zunichst
0y — 0y, = 0, was mit den Gleichungen (22) vereinbar ist, so
ergiebt sich

20z 4+ ydy|t = 0,

d. h. die Curve h = 0, auf welcher der Endpunkt 1 liegen soll,
muss von der Extremale senkrecht geschnitten werden.

Weiter ist
1 ot a8 o0 A 1 Ut et 0T S
sy AR o
axo ( ‘rx == : 8.’1)‘0 2 (‘/‘m)3

0
1

Z_P_"‘JL< 7ty AR
ox, O Vx—“

0

Da nun fiir die Extremalen die Gleichung
P=F—F=0 T a=a(%)

www.rcin.org.pl



§ 13. Nothwendige Bedingungen des Extremums. 39

besteht, so kann der erhaltene Ausdruck geschrieben werden
1 Do
ox,

oo xz 1 —

O A ek T ek
und die Gleichung (23) nimmt mit Riicksicht auf die entsprechende
fiir den Factor von 0y, durchzufiihrende Rechnung folgende

! @

Form an:
1
A k) : | (ﬂaxﬁ@"fayo):o
Vx"’—{—y’2 }zr—a \/x'24,—y’2 Vo -— ol \0% Yo
Bei der speciellen Annahme (21) erhédlt man hieraus:

/

4 1

x 1 Yoy

V2't 4 o2 1’90—“1 S x°)+w’x’2+y'?\’x—uo -
Nun giebt die erste Gleichung (20)

y Ly
lso folgt Vo -yt Ve —al
also fo g

,ll

ot K e e G L

Setzt man daher, was den Gleichungen (22) nicht widerspricht,
0z, — 0y, — 0, so ergiebt sich
4 1 Y
RO R e TR RS Sl
e AR
d. h. die Tangente der Extremale im Punkte 1 und die im
Punkte 0 beriihrende Tangente der Curve g =— 0, d. h. des Ortes

der Anfangspunkte, schneiden sich unter rechtem Winkel.

Die Annahme
=20, v, = V292

wiirde dagegen ergeben, dass die Extremale auf beiden Curven
g = 0, h = 0 senkrecht steht.

1
a9y — 0,

§ 13.
Die Entwickelung des § 8 ist ohne Weiteres auf den Fall zu
iibertragen, dass das Integral
S dy dz HE / (B R
_j-f(x, .4 iy e )dr = jF\x, Ui B sleln ) at:

dessen Integrand beliebig viele, etwa m — 1 unbekannte Functionen
von z enthiilt, durch passende Bestimmung derselben zu einem
Extremum gemacht werden soll. Analog den fritheren Voraus-
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setzungen iiber die Natur der gesuchten Curve nehmen wir hier
an, dass lings der gesuchten einfachen Mannigfaltigkeit im Ge-
biet der Grossen z, y, z, ..., w diese simmtlich als stetige, mit
stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehene Functionen
von ¢ darstellbar seien. Dann braucht die in § 8 gebrauchte,
specielle Variation nur in der Form

0x=0z2—=--=0w=—20,0y = &(ty — )3 (t — 1)}
geschrieben zu werden, und in der Bezeichnung des § 6 erhilt
man, wenn man nach einander z, ¢, ..., w an Stelle von y treten
lasst, die Gleichungen

P—=0—=R=...=W=0.

Eine Modification dieser Betrachtung wird nothig, wenn
zwischen z, ¥, 2, ..., w eine Anzahl von endlichen Bedingungs-
gleichungen bestehen, etwa
(24) e (@ e 2, an p) E=10, 00 =20 R
deren linke Seiten in der. Umgebung aller in Betracht gezogenen
Werthsysteme regulidr sind. Dann hat man fiir die m Variationen
die » Relationen

go(x + 02y ..y w + dw) = 0,

ot aJ“ 0z + o 22 29 s [02, .. duly = O,

aus denen man, wie wir annehmen wollen, »n Variationen als
Potenzreihen der iibrigen m — n ausdriicken kann; erstere nennen
wir die abhiingigen, letztere die unabhfingigen Variationen. Sind
letztere mit ihren ersten beiden Ableitungen stetige Functionen
von t, und enthalten sie einen constanten Factor &, so haben
auch die abhiingigen Variationen die Form [¢],. Nun kann man,
indem man unter I, beliebige Grossen versteht, aus den Glei-
chungen (25) schliessen

jdt [lﬂ<ag“ da g aw>+ 0. A 6w]2] L
also nach § 6
i §
e Fobg . —J,—Fw,éw‘ +jdt oz P+\ . 6{;)+...

0

4 8w (W O ! gfg +jdt[6x 8, ... 010, Ow'ly;
A 0
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bestimmen wir die Gréossen [, so, dass unter dem ersten Integral-
zeichen rechts alle abhingigen Variationen verschwinden, so
erhalten wir fiir die » Unbekannten [, ebenso viele lineare
Gleichungen, deren Determinante zufolge den iiber die Gleichungen
(24) gemachten Voraussetzungen nicht verschwindet. Gehoren
0z, 0y zu der unabhingigen Variationen, so variire man y nach
§ 8, indem man die iibrigen unabhéingigen Variationen ver-
schwinden ldsst; dann erhilt man bei der angegebenen Wahl der

Grossen [,
3

s ej (Q 2k Wﬂ & )(t )t — 08 =+ [s]s,

und, wenn diese Grosse ein festes Vorzeichen haben soll,

0
@+ Slg, =0
Die analogen Gleichungen erhalt man fiir alle diejenigen der
Grossen z, ¥, ..., w, deren Variationen unabhingig sind; fiir die

iibrigen hat man diese Gleichungen schon zur Bestimmung der
Grossen 1, angesetzt.

Eine nothwendige Bedingung dafiir, dass der betrachtete Zu-
sammenhang der Grossen z, ¥y, ..., w bei den Bedingungen (24)
das Integral J zu einem Extremum mache, besteht also darin,
dass Grossen [, existiren, fiir welche die Gleichungen

agd O ag\\ ey ag«l
P_{_‘ 25— (?.{.\ % — 0 W+\ — 0
.Tl.ln ox v Ay .\.;Zﬂ R ow B

gelten.

Aufgabe VII(§11). Die Gleichung der gegebenen Fliche sei

(26) 9(z, 9, 2) = 0;
dann ist das Bogenintegral
1

1
= j'v/da:'! ~+ dy? + dz? =jds,
0 0

und nach § 4 hat man

i &
AT =87 + [ [32, 0y, 05, 02", 8/, 8t
0

1

__dzx dy dz
_d_sax+%ay+%a
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L
o= (35) + 2 (30) +-0(35) b
+‘fl6x o) oy (GY) +oe () + 1w, 04 at
0
Andererseits giebt die Gleichung (26)

1
g e o9 g \ \
O_jlax ax—J{—Cy 6y+az 62+[6m,6y,6z]2lldt,

0
also allgemein

sr=tgoe o [afos (g 12

+ay[< >+z ]+a [( >+z"9] [650,...,65’]2}.

Nimmt man daher dz als abhiingige Variation, und bestimmt [

durch die Gleichung
dz\' 0g
<%> Hhas

so ergeben sich die weiteren Gleichungen

dy\' 0g dx o9
(F)+15 =0, (35 +152 =0

Ist v die Hauptnormale der gesuchten Curve, n die Normale der
Flache (26), so sind die ersten Glieder auf der linken Seite dieser
drei Gleichungen den Gréssen cos (vz), cos (vy), cos (vz), die
zweiten Glieder den Grissen cos (nx), cos (ny), cos (nz) pro-
portional; die Geraden » und v fallen also zusammen.
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Dritter Abschnitt.

Hinreichende Bedingungen des Extremums bei der
einfachsten Aufgabe.

§ 14.
Durch die Gleichungen

(27) z=E£( a) y = n(t a)
werde eine Schar von Extremalen des Integrals

dJ == j'F(:v, y, &, y)dt = jf(x, Y, p)dx
dargestellt; gehort das Argumentsystem (Z, a) einem Gebiete ()
an, welches durch die Ungleichungen
t=t=T|la—al=7y
definirt sei, so seien die Functionen £, n regulir, die Grosse

224 yr = + o}
von Null verschieden, und die Function F' in den durch die
simmtlichen Elemente der Curven (27) definirten Stellen (z, v,
«' ') reguldr. Speciell werde durch die Gleichungen

€ = g(ta “0)7 == ﬂ(t, ao),
wenn man ¢ von 7 bis 7' laufen lidsst, ein sich selbst nicht
schneidendes regulires Stiick einer bestimmten Extremale €
definirt, welches durch B bezeichnet werden soll; lings desselben
gehoren dann zu verschiedenen Werthen von ¢ verschiedene
Punkte, zu jedem Punkte also ein eindeutig bestimmtes System

(@, a).
Fiihren wir die weitere Voraussetzung ein, dass die Grosse
__ o0& _
S| &n — Eume

im Gebiete () von Null verschieden sei, so bilden, wie wir sagen
wollen, die Gesammtheit der diesem Gebiete entsprechenden Stiicke
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44 Dritter Abschnitt. § 14.

der Curven (27) ein Feld des Bogens B, und heissen die Extre-
malen des Feldes. Ist dann (¢, @,) irgend eine Stelle im Inneren
von (A), und setzt man

xr, = g(tn ar), y1 = n(t, al)a

so konnen die Gleichungen (27) in die Form
(28) z—zm=[t—tha—aly—yp=[»F—1t a—al
gebracht und, da 4 (t,, a,) die Determinante der rechts auftreten-
den linearen Glieder ist, nach { — ¢, und @ — a, aufgeldst wer-
den; man erhdlt dabei Ausdriicke
(29) t—t=—ay,y—yae—a=[r—u,y—
Setzt man speciell a, = a,, so ist #,, wie bemerkt, durch den
Punkt (x,, y,) eindeutig bestimmt; dasselbe gilt daher von den
Entwickelungen (28) und ihren Auflosungen (29). Letztere definiren
in der Umgebung des Punktes (z,, y,) die Gréssen ¢, a als
reguliire Functionen der Coordinaten; dieselben sind daher auch
regulir und eindeutig bestimmt innerhalb eines gewissen, den
Bogen B umfassenden Gebietes, z. B. der Fliche &, welche ein
Kreis von hinreichend kleinem, constantem Radius g iiberstreicht,
wenn sein Mittelpunkt den Bogen B durchliduft. Ist in diesem
Gebiet & die obere Grenze der durch die Gleichungen (29) definirten
Grossen |t — ¢, | und |@ — ag|, so wird & mit ¢ zugleich unend-
lich klein, kann also jedenfalls kleiner als y angenommen werden.
Macht man sodann, die Ausdehnung des Feldes beschrinkend,
y = & und ersetzt das Intervall von 7z bis 7’ durch das von 7 —¢
bis 7' -} &, wodurch, wenn & hinreichend klein ist, die Eigen-
schaften des Gebietes () nicht beeintrichtigt werden, so wird
das Gebiet & von den durch die Gleichungen (29) dargestellten
Extremalen des Feldes genau einfach bedeckt. Wir werden bis-
weilen die Fliche & als Feld des Bogens B bezeichnen, obwohl
sie streng genommen von verschiedenen durch Gleichungen (27)
definirten Feldern bedeckt sein kann.

Jetzt sei €, eine im Inneren des Feldes regulire, vom Punkte
0 durchlaufene Curve und ihre Gleichung sei

9 (@, Yo) = 0.
Dann liegt der Punkt 0 in jeder seiner Lagen innerhalb des
Feldes auf einer bestimmten Extremale desselben, und bestimmt
daher in eindeutiger Weise ein Werthepaar %,, a, fiir welches die
Gleichungen
zo = E(to, @)y Yo = 7 (to, @),
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§. 14. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 45

mithin auch

9l&(te, @), n(ty )] =0
bestehen. Dem Schnittpunkte der Curven € und @, entspreche das
Werthsystem ¢y, a,, so dass

g€ (oo, @o)y M(too, @0)] = 0;

dann kann die vorige Gleichung, da ¢, £, n regulire Functionen
ihrer Argumente sind, geschrieben werden

[to — tooy @ — ag], =0
und es ergiebt sich aus ihr fiir die Umgebung des Werthe-
paars %y,, a,:

ty — too = [@ — ao,
sobald die Ableitung der linken Seite nach ¢, fiix {, = {yq,
@ = a, nicht verschwindet. Diese Ableitung ist aber

a |0 0
sp et @), n(t )] | = gab 4 gume|,
kann also nur verschwinden, wenn eine der Gleichungen

& 9’ Nt Ya
besteht, d. h. wenn die Curve ¢, im Punkte 0 von der durch
diesen gehenden Extremale des Feldes beriihrt wird. Schliessen
wir dies aus, so ist die Grisse #, eine regulire Function von «;

daher ist das Integral

t
L .‘ F(gv n, gta ’h)dt
ty
eine auf dem Felde iiberall regulire Function von ¢ und a. Be-
zeichnen wir den Punkt (£, @) durch 1, so ist nach unserer Be-

zeichnungsweise
1

u=[Fdt=dy;
0
durch den Strich iiber J werde fortan angedeutet, dass lings
einer Extremale des Feldes integrirt ist.
Differenzirt man u, so ergiebt sich, da die untere Grenze ¢,
von a abhéngt,

0 ;
98— P m, b0 = B 4 nE,

30 §

O su_ ppan  foFEabw g,
2 da ca

to
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46 Dritter Abschnitt. § 15.

t
dt i S
T J (Fxga—*'—Fyna_}_Fx'g“t_'—Fy'n“t)dt

to

+ Fz’ga + Fy 7](;

_—F‘

(30) 0 dto

t
- J [((Fe — Fp)éa + (Fy — Fy)ma]dt.
to
Hier verschwindet das Integral, da man, wenn z = &, y — g
gesetzt wird, eine Extremale erhdlt; es ergiebt sich also
schliesslich

0 odt
(31) o= —F[ et Fle t Fon,
oder, da F:x'F,—}—yFy,
ou

W Rt + Fona| — B (b + 652) — By (ma + 252"
Setzt man:

B e Y. gtdt‘)

dto Fa

da, Dy =1n. + ne

so sind diese Grossen die dem Fortgange auf der Curve Gy ent-
sprechenden Differentiale, und man erhilt

(82) 2%da=Fot.+ Fyn| da — FuDw — Fy Dy l".

In allen diesen Formeln sind natiirlich & 7, &, n; die Argumente

der Functionen F, F,., F,.

§ 15.

Da jede im Felde regulire Function von ¢ und @ auch als
regulire Function von z und y dargestellt werden kann, so gilt
dies auch von den Grissen

Fu (& n &6 me)y Fy (G ny &6 me)5
verschwinden dieselben nicht beide, so definirt die Gleichung

(33) f;c’(gv 0y gta nt)Dx + Fy’(g’ uB gh m)D.l/ c=)
entweder Dy: Dz oder den reciproken Werth als regulire Function
von z und y; man erhdlt daher in dem betrachteten Punkte ein
regulires Curvenstiick G,, welches von den Extremalen des Feldes
transversal geschnitten wird. Die Grossen I, und F,, verschwin-
den aber, der Identitit

x'Fx: —+— y’Fyl —
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§ 15. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 47

zufolge, nur da gleichzeitig, wo auch die Griosse F' verschwindet;
ist dieselbe lings der Curve € iiberall, was wir voraussetzen
wollen, von Null verschieden, so kann die Curve @, von einem
beliebigen Punkte des Bogens B aus gezogen werden. Beschrinkt
man die Curve @, und das Feld nothigenfalls, so kann man, da
a und ¢ regulire Functionen der Coordinaten sind, erreichen,
dass jede Extremale des Feldes der Curve G, ein einziges Mal
begegnet. Offenbar findet dann auch keine Beriihrung zwischen
den Extremalen und @, statt, da bei einer solchen die Gleichung

&Dy — Dz =0
bestehen, also der Gleichung (33) zufolge wiederum die Grosse
F(&, n, &, m) verschwinden miisste, was bei hinreichender Be-
chriinkung des Feldes auf keiner Extremale desselben -eintritt.

,\“ST ¥\ Die Formel (32) wird jetzt einfach

PA
A ou 1
‘a_a‘—Fx’ga+ Fy"}u

udl hieraus folgt nach (30):

(34) du = Fy(&dt + E.da) + Fy(pdt + n.da)

= Fpdz + Fydy,
wobei unter den Functionszeichen F,, I, wie oben, die Argu-
mente & 7, &, n: eingesetzt zu denken sind.

Diese Gleichung gilt auch unter gewissen Voraussetzungen
noch, wenn die Curve €, sich in einen Punkt 0 zusammenzieht,
durch welchen alle Extremalen des Feldes hindurchgehen. Dann
hat man die Gleichungen

Xy — g(tm (1), Yo — n(tOw a)a
wobei der Werth von f, fiir die verschiedenen Extremalen des
Feldes verschieden sein kann. Ist er z. B. ¢, fiir die Curve ¢ und
sind die Functionen £,  an der Stelle (¢,0, @,) regulir, die
Grosse & -+ m# aber auch hier von Null verschieden, so kann
aus einer der letzten beiden Gleichungen ¢, als regulire Function
von a berechnet werden, fiir welche die Gleichungen
(35) ilte @) 92+ &t @) = O, 1ultey &) 92+ ma(tyy @) = 0
bestehen. Aus diesen folgt offenbar

A(ty, a) = 0,

so dass der Punkt O selbst dem Felde nicht mehr angehort, und
der Bogen B nur beliebig nahe an denselben heranreichen kann,
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48 Dritter Abschnitt. § 15.

ohne dass die durch ihn gehenden Extremalen aufhéren, das
Feld des Bogens B im Sinne der obigen Definition zu bilden.
Setzt man nun

t
U = J. F(ga 711 gta nt)dt

und nimmt an, dass F auch in den vom Punkte 0 ausgehenden
Elementen der Extremalen regulir sei, so erhdlt man genau wie
oben die Formel (31), und die Formeln (35) ergeben wiederum
den Ausdruck (34) fiir du. Dieser bleibt in manchen Problemen,
wie specielle Betrachtungen zeigen, richtig, auch wenn die soeben
fiir den Punkt 0 eingefiihrten Voraussetzungen ungiiltig werden,
z. B. F' und die Extremalen in diesem Punkte singuldr sind; nur
muss natiirlich das Integral « seinen Sinn und endlichen Werth
behalten. Die Giiltigkeit der Formel (34) werde im Folgenden
immer als nachweisbhar vorausgesetzt, wenn wir €, in einen Punkt
zusammenziehen,

Da die Curve €, von jedem Punkte des Bogens B ausgehen
kann, so definirt die Gleichung

du = Fydx + F,dy = 0, u = const.,
an jeder Stelle des Feldes eine Curve €, von derselben Be-
schaffenheit wie @,, welche im verinderlichen Punkte 1 von den
Extremalen des Feldes transversal geschnitten wird; dabei ist die
Grosse Jp;, wenn 0 und 1 derselben Extremale des Feldes an-
Fig. 1. gehoren, und ersterer Punkt die Curve

@, durchlduft, constant. Grenzt man
also auf den die Curve ¢, transversal
schneidenden Extremalen des Feldes
solche Bigen 01 ab, dass die Integrale
J,, denselben Werth haben, so ist der
Ort der Punkte 1 wiederum eine re-
gulidre Curve, welche von den Extre-
malen des Feldes transversal geschnitten
wird. (Vergl. Fig. 1, in welcher, wie
auch bei den meisten spiteren Figuren, die Extremalen als
Gerade erscheinen, die transversale Lage durch rechtwinkeligen
Schnitt angedeutet ist.)

Man erkennt in dem erhaltenen Resultat die Verallgemeine-
rung des bekannten Satzes von G auss, dass eine Schar gleich
langer geodiitischer Bogen, welche auf der ihre Anfangspunkte
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§ 16. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 49

enthaltenden Linie senkrecht stehen, auch den Ort ihrer End-
punkte unter rechtem Winkel schneiden; denn (§ 11) bei den
geoditischen Linien fillt die transversale mit der senkrechten
Lage zusammen.

§ 16.

Der Integrand F(z, y, «', y') sei reguldr und von Null ver-
schieden, etwa positiv, entweder a) in allen der Richtung wachsen-
der ¢ entsprechenden Elementen des Bogens B, oder b) in allen
von Punkten desselben nach beliebigen Richtungen ausgehenden
Linienelementen. Diese Eigenschaften behilt die Function F' im
Falle a) fiir alle Elemente, welche von Punkten des Feldes aus-
gehen und gegen die bezeichneten Elemente des Bogens B hin-
reichend wenig geneigt sind, im Falle b) fiir alle von Punkten
des Feldes ausgehenden Elemente, vorausgesetzt, dass das Feld
hinreichend beschréinkt wird. Denn nach § 3 kann man fiir jedes
einzelne Linienelement annehmen

22t y2=1, o = cosg, y = sing;
dann ist ¢ die im positiven Drehungssinne (§ 4) gemessene Neigung
des Elements gegen die -} z-Axe, und I’ eine regulidre Function
von z, y, ¢, wenn I'(xz, y, 2/, y') in dem durch z, y, ¢ charakteri-
sirten Linienelement regulédr ist. Hieraus folgt die ausgesprochene
Behauptung, da eine an einer Stelle regulire Function diese
Eigenschaft fiir eine gewisse Umgebung der Stelle behilt.
Bei der engeren, wie der weiteren Voraussetzung ist nun

aa*’: = F(ga N, gt, "]t)
innerhalb des Feldes von Null verschieden; fiir jedes diesem an-
gehorige Werthsystem (f, @) kann man daher, wenn die Curve @,
wie bisher von den Extremalen des Feldes transversal geschnitten
wird, aus der Gleichung

t

W= j. F(gv 7y gta nt)dt

to
die Grosse ¢ und damit auch z und y als reguldre Functionen von
w und @ berechnen; da die Functionaldeterminante

o, a) 1 ou
o(w, @) 0t
von Null verschieden ist, so gilt dasselbe von
Kneser, Variationsrechnung. 4
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50 Dritter Abschnitt. § 16.

o 2@y _oEn) oke) _ gou 4

o(u, a) o, a) o(u, a) Ot (& 1, &)
Denkt man sich die Ausdriicke von z und y durch % und @ in
die Function F(z, y, da, dy) eingefiihrt, und setat

dv
V=a, d—uzs’

so ergebe sich
F(z, y, dz, dy) = G (u, v, du, dv) = g(u, v, s)du,
J = J G (uy v, o', V') dt;
dann ist G und nach § 5 auch, so lange du nicht verschwindet,
g(u, v, s) in denselben Linienelementen wie F' regulir.
Lings der Extremalen des Feldes ist nun
V= a=‘const; 8 =290,
und da F positiv ist, so wichst « in der Richtung wachsender ¢;
man hat also

1 :
I j' G (u, v, du, 0) = ’f g (u, v, 0) du,
0 0

wobei die Function g einem positiven Werth von du entsprechend
zu bilden ist. Differenzirt man nach » und bedenkt, dass 0 als
Schnitt der Curve €, und einer Linie » = const. von « unab-
hingig ist, so folgt die Identitit
1 —:g.(u; 0,-0),
oder fiir du > 0
G(u, v, du, 0) = du.

Eine weitere Bestimmung der Function g ergiebt sich, wenn
die Thatsache, dass nach § 15 alle Linien u — const. von den
Extremalen » — const. transversal geschnitten werden, in den
Variablen u, v ausgedriickt wird. Stellen ndmlich die Werth-
systeme

z, Y, @ Y5 w0, W, 0,
in welchen die Ableitungen nach einem beliebigen Parameter ge-
nommen sind, dasselbe Linienelement dar, so gelten die Identitiiten

F(z, y, 2, ¥) = G(u, v, ¢, v),
z — .’L‘,,,’M/' + .’L'v?)’, yl il yuu’ + Yo U’,
W = u. ' + uyy', v = v, 2’ 4+ v,y
und man kann die erste derselben nach ', ¢ differenziren; es
ergiebt sich dann
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§ 16. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 51

o
o
Andererseits hat man fiir den Fortgang in beliebiger Richtung

Dr = 2,Du + z,Dv, Dy = y,Du -+ y, Do,
also folgt die Identitét

FoDx + F,Dy
= {Gu (el + UyYu) + Gv (V22w + vyy0) | Du + -,
oder, da offenbar
% — R Sl T T g—z — Wity + Yyl =0,
und noch zwei dhnliche Gleichungen bestehen, die Identitit
F.Dx + FyDy —= GuwDu -+ GyDo.

Diese Grosse verschwindet nach § 15, wenn D den Fortgang
lings der Curve w — const. bedeutet, die Ableitungen aber sich
auf die Extremalen des Feldes beziehen; es muss also die Gleichung

GyDu + GyDv = (9 — sgs) Du + g; Dv =10
durch die Annahme s = 0, Du = 0 erfiillt werden, und es er-
giebt sich

Fu= Gyt + Gull =G+ 0.Gey Fy =1ty G40, G

gs(u, v, 0) = 0.

Die Taylor’sche Entwickelung der Function g erhilt also, dem
gefundenen Werth ¢ (u, v, 0) zufolge, wenn 6 der Strecke von 0
bis -+ 1 angehort, die Form

(37) y(“? U, S) - 1 + 8_22;988(’“/, ’U, 63).

Diese Gleichung gilt bei der Voraussetzung a), so lange |s| eine
gewisse positive Grosse nicht iibersteigt, bei der Voraussetzung b)
aber fiir jeden endlichen Werth von s. Fig. 2.
Offenbar bleibt die bisherige Entwicke-
lung giiltig, wenn €, in einen Punkt de-
generirt.

Es sei nun (Fig. 2) 12 irgend ein
dem Felde angehoriger Bogen B, 0 wie
bisher der Schnittpunkt der ihn ent-
haltenden Extremale € mit G, 3 ein
fester Punkt der letzteren Curve, welcher
mit 2 durch eine Curve £ verbunden sei. Diese verlasse das Feld
nicht; lings ihrer seien x, y solche Functionen eines in der In-
tegrationsrichtung wachsenden Parameters z, dass das Integral

4%

www.rcin.org.pl



59 Dritter Abschnitt. § 16.

z. 7,

L : dz dy B 5 g du dv
J32 i j‘ F<xa Yy %1 cﬂ) T — J‘ G’(’M, v, %, d—t>dr

T3 T3
einen bestimmten endlichen Werth hat, und die Gleichung

X ngu s
(38) [ > dv=wu

besteht. Alsdann ist offenbar
2

i i du dv du
(39) Jyg — Jos =J[G(“, v, > e zn) = Cﬁ]dﬂ
3

2
= U

2

3 0

sobald Z—: positiv ist, kann der Integrand nach (37) geschrieben

werden

(40) %gss(u, v, 05) %;
ist g—g negativ oder Null, so ist der Integrand, ebenso wie G,
positiv.

Um iiber das Vorzeichen dieses Integrals zu entscheiden,
braucht man die Function ¢ nicht zu bilden, was oft schwierig
wire, sondern kann von den obigen linearen Beziehungen zwischen
'y y, w, v ausgehen; die zweimalige Anwendung derselben
ergiebt

026G

ov'?
Nun folgt aus der Identitiit
° F=aFy+ y F,,
indem man nach 2z’ und y' differenzirt,

O Fpw + Y Foy =2 Fypw + yFypy = 0;
bedenkt man, dass 2’ und #' nicht beide verschwinden, so folgt,
dass eine der Grossen
Fow:y'?, FEppial?

einen endlichen Werth F,(z, y, 2', ¢') hat, fiur welchen die
Gleichungen

Fow =Ry Foy =— 2y F, Fpy =2 F, Fidt = fp;ﬁia

= Gv'v' == Fr’.r'xg _+“ 2 F‘r’y’xvyu + Fy'y’yg-

bestehen. Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck G,
so ergiebt sich
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Gv’v’ - F1 (Ivy’ = yvx,)ga
und da

,U’
G —='ug (u, v, —-,),
w
so folgt fiir nicht verschwindende u’'

gss (U, v, 8) , :
TR
oder nach den zwischen #’, % und w', »' bestehenden linearen
Gleichungen

g Ay By (oY — 20 9yy)2u'?,

und die rechts erscheinende Klammer ist nach (36) von Null
verschieden.

Es werde nun fiir jeden der Fille a) und b) vorausgesetzt,
dass F) ein constantes Vorzeichen habe und nicht verschwinde in
eben den Linienelementen, fiir welche in jedem dieser Fille F
regulidr ist. Eine Betrachtung, wie die am Anfang dieses Para-
graphen durchgefiihrte, zeigt, dass die angegebene Eigenschaft
von F| im Falle a) nur fiir die Elemente des Bogens B, im
Fall b) nur fir die von seinen Punkten ausgehenden Elemente
vorausgesetzt zu werden braucht. Léngs dieses Bogens ist s = 0;
iibersteigt also |s| lings der Curve L eine gewisse Constante
nicht, so haben bei der Voraussetzung a) die Grossen

2
Jss (U, 0, 05), js_j gss (U, v, Os)du

dasselbe Vorzeichen wie I, und «' bleibt stets positiv; die Grosse
du dv du

(41) G</Ll/, v, (F’ El_'[> —%

ist stets in der Form (40) darstellbar und hat ebenfalls das Vor-

zeichen mit F; gemein. Sobald dagegen Z—Z stellenweise aufhort,
positiv zu sein, werde die Voraussetzung b) eingefiihrt; dann gilt

fiir ' > 0 die Gleichung
2 /2
G(u, vy w, V') — uw = §2— Gss (U, v, 08) 46 = ;—u, gss(u, v, 05).

Dreht sich daher das Linienelement (u, v, ', +') um einen festen
Punkt und convergirt «' von der positiven Seite her gegen Null,
so niihert sich die linke Seite der Grenze G (u, v, 0, v) an,
withrend die rechte das Vorzeichen von F, hat; letzteres muss
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also mit dem des Integranden G oder F, welchen wir als positiv
voraussetzen, iibereinstimmen, d. h. auch F) ist positiv. Die

Grosse (41) ist also bei positiven Werthen Z—i—t positiv und ver-
schwindet nur fiir s = 0; bei negativen oder verschwindenden
Werthen % ist sie offenbar positiv. Dasselbe gilt daher von der
Differenz J;, — Jy,, sobald die Gleichung (38) richtig ist und

die Integraldarstellung (39) einen Sinn hat.

§ 17.

Der Begrift des Extremums muss genauer bestimmt werden
durch Angaben iiber die Gesammtheit aller derjenigen Curven,
welche man zum Vergleich heranziehen will. Die allgemeine
Vorstellung eines Extremums bringt es mit sich, dass man zunachst
benachbarte Curven verglelcht fiir die Nachbarschaft fithren wir
folgende Definitionen ein. Ist 12 1rgend ein ebener Bogen, und
liegt der Bogen € ganz im Inneren derjenigen Fliche, welche
von einem Kreise mit constantem Radius ¢ bedeckt wird, dessen
Mittelpunkt den Bogen 12 durchliduft, so sagen wir, alle Curven
&, fiir welche die zugehorigen Grossen g eine gewisse Constante
nicht iibersteigen, gehoren einer weiteren Nachbarschaft des Bogens
12 an. Giebt es noch eine positive e Constante 0, von der Beschaffen-
heit, dass jede Tangente des Bogens ¢ mit mindestens einer des
Bogens 12, deren Beriihrungspunkt von dem der ersteren um
weniger als ¢ entfernt ist, einen Winkel bildet, der kleiner als
o, ist, so sagen wir, der Bogen ¢ liege in engerer Nachbarschaft
des Bogens 12, sobald ¢ und g, unterhalb gewisser Constanten
verbleiben. Diese Definitionen konnen offenbar auf Raumcurven
sofort iibertragen werden. Ist ferner die Differenz der lidngs
beider Bogen gebildeten Integrale J von constantem Vorzeichen,
sobald £ in einer weiteren Nachbarschaft des Bogens 12 liegt, so
sagen wir, der Bogen 12 ergebe ein starkes Extremum des
Integrals J. Hat dagegen jene Differenz ein festes Vorzeichen
nur dann, wenn & in einer engeren Nachbarschaft von 12 liegt,
so sagen wir, es finde ein schwaches Extremum statt. Im
letzteren Falle ist zum Vergleich mit dem Bogen 12 offenbar ein
engeres Gebiet von Curven € herangezogen worden, als im ersten.

Um aber ein Extremum nachweisen zu konnen, miissen wir
fir die Curven { gewisse Stetigkeitseigenschaften voraussetzen,
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die im Wesentlichen darauf hinauslaufen, dass lings dieser Curven
Integrale von der Form o gebildet und nach den gewGhnlichen
Operationsregeln der Infinitesimalrechnung behandelt werden
konnen. Um solche Eigenschaften genau formuliren zu konnen,
betrachten wir im Allgemeinen eine Kunction ¢ (z), welche in
einem beliebig begrenzten Intervall J folgende Eigenschaften hat.
Sie sei stetig und der Quotient

p(r+¢ — 9@
&

nihere sich, wenn & positiv ist und unendlich abnimmt, fiir jeden
Werth von 7 einer bestimmten endlichen Grenze ¢'(r). Dabei
braucht nicht ausgeschlossen zu werden, dass der Quotient

p(r — &) — ()
— &

sich einer anderen oder gar keiner Grenze annihert. Die Grosse
¢'(r) nennen wir, wie es bisweilen geschehen ist, die vordere
Ableitung. Es gilt auch fiir sie, ebenso wie fiir den gewohnlichen
Begriff der Ableitung der Satz, dass die stetige Function ¢(7) in
dem Intervall von 7, bis 7, constant sein muss, wenn die vordere
Ableitung in dieser Strecke iiberall den bestimmten Werth Null
hat; denn setzt man

V(1) = @) + ot — %), 0@) =9F) — el —1)
und versteht unter « eine positive Constante, so hat ¢ () die
vordere Ableitung o, @(z) die vordere Ableitung — e, erstere
Function wichst daher, letztere nimmt ab zwischen z, und z,, so
dass, wenn 7, > 7, ist, die Ungleichungen

w(tl) > 1P(‘Fo), 0(171) < 0(’0):

9 (1) + a(m — 1) > 9(%), ¢@m) — «(m — %) < ¢(%),
a(r — %) > @(%) — @(7) > — a(r, — 7)
bestehen. Die letzte von ihnen ergiebt, da o beliebig klein sein

kann, ¢(r,) = ¢(7,), womit die Behauptung bewiesen ist.

Von diesem Specialfalle abgesehen, habe nun die Function ¢’ ()
folgende Eigenschaft. Ihre Schwankung in irgend einem Inter-
vall sei die obere Grenze der absolut genommenen Differenzen
irgend zweier in diesem Intervall erreichter Werthe der Function;
die Gesammtlinge aller Theile des Intervalls g, innerhalb deren
die Schwankung von ¢'(r) eine positive Constante iibersteigt,
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konne stets unendlich klein gemacht werden. Alsdann ist nach

Riemann die Function ¢’(z) integrabel, und das Integral
T

D7) — j ¢ (z)d,
%o
dessen Integrationsintervall einen Theil von J bilde, ist eine end-
liche, stetige Function von 7. Weiter setzen wir voraus, es sei,
wenn & positiv ist
lim ¢ (x + &) = ¢'();
e=0
dadurch werden die Unstetigkeiten der Function ¢'(z) in gewisser
Weise beschriinkt, es ist aber z B. immer noch mdglich, dass in
beliebiger Nihe einer Unstetigkeitsstelle unendlich viele andere
liegen. Bei dieser Voraussetzung ist die Grosse ¢'(z) ldngs einer
endlichen Strecke positiv, wenn dies fiir eine einzige Stelle gilt.
Man erhilt ferner fir ¢ > 0
7+ &
D(v + &) — (1) = J ¢ (v)dv = M,
T
wobei M zwischen der oberen und unteren Grenze der Werthe
liegt, welche ¢'(r) zwischen z und z -} ¢ annimmt; nach der
vorigen Gleichung convergirt M gegen ¢'(z), wenn & ver-
schwindet. Die Grosse @(z) hat also die vordere Ableitung
P'(r) = ¢'(v),
die Differenz @ (r) — ¢ (7) ist constant, und da @ (z,) verschwindet,
ergiebt sich

4

P(r) = 9(r) — ¢(n) = j ¢'(v)dx.
%
Es gilt somit die gewodhnliche Fundamentalbeziehung zwischen
Differentiation und Integration, wenn man erstere Operation auf
die vorderen Ableitungen bezieht.

Jetzt seien 2 und y lings der Curve € Functionen des Para-
meters 7, welche die Eigenschaften der Function ¢ (z) haben, also
integrirbare, vordere Ableitungen besitzen, die wir durch die ge-
wohnlichen Differentialsymbole bezeichnen; dabei liege die Summe

dx\? dy\2

Folglcs
stets oberhalb einer positiven Constante. Hiermit ist, da ¢'(r)
nicht stetig zu sein braucht, keineswegs ausgeschlossen, dass die
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Curve ¢ Ecken in endlicher oder unendlicher Menge besitzt; sie
hat aber in jedem Punkte eine bestimmte, den wachsenden
Werthen von z entsprechende Richtung. Liegt £ in einer hin-
reichend begrenzten, engeren oder weiteren Nachbarschaft des
Bogens B, je nachdem die Voraussetzung a) oder b) des vorigen
Paragraphen gilt, so weicht im ersten Falle jedes Werthsystem

AR
Element der Curve € darstellt; im zweiten Falle ist F fiir be- -
liebig gerichtete, von Punkten des Feldes ausgehende Linien-
elemente regulir; in beiden Fillen gilt dies daher fiir jedes
durch die Curve ¢ definirte Werthsystem <x, Ys z—f, Z—i), und
die einem verénderlichen Intervall des Arguments z entsprechende

Schwankung der Grosse F' (z, v, g—f, d_y) wird mit der in dem-

> beliebig wenig von einem solchen ab, welches ein

dr
o) dz dy

selben Intervall vorhandenen Schwankung der Gréssen Y5
unendlich klein. Setzen wir ferner

dx dy

F(x, Y, E’E_, Zl—'é == @('L’),
so ist offenbar, wenn & > 0,
O(r) =limO(t + ¢),
y= 40

; . . dx dy
da eine solche Gleichung fiir o= und T

oben vorausgesetzten Eigenschaften von ¢'(7), ist integrirbar und
ergiebt die Gleichung

gilt; @ (r) hat also alle

T

d R do dy\ dz dy
s j 0@ds = 7o | F(z » 50 3) = F (= v 35 T2
welche den gewdhnlichen Regeln der Integralrechnung entspricht.
Dieselben Eigenschaften wie F' hat, wenn @ (z, y) eine lings
der Curve ¥ regulire Function der Coordinaten ist, die Grosse
1. ey
dr Lo 8
wendet man diese Bemerkungen auf die Grossen u, v an, welche
regulidre Functionen der Coordinaten sind, so folgt, dass auch die
Grossen

dx
®, 22+ @
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G <u g, % dv\ du dv
tVar dr)thde” dr
die Eigenschaften von ¢'(r) haben und speciell die Differenz
der ersten beiden Grossen lings einer endlichen Strecke positiv
ist, wenn dies fiir eine einzige Stelle eintritt. Ferner folgt, dass
die Gleichungen (38), (39) bei den eingefiihrten Voraussetzungen
richtig sind, wenn wir das Zeichen der Differentiation nach 7 stets
auf die vorderen Ableitungen beziehen. Das ist bei der Bildung
von J;, ganz naturgemiiss, da in der Richtung wachsender 7 in-
tegrirt wird.
Auf Grund dieser Entwickelungen ist jetzt streng zu er-
weisen, dass die Grosse

2
— du dv du
Sy, — Joo = [[G <“a ity d_z> S d_r_] dr
3

das Vorzeichen mit F; gemein hat und nur dann verschwindet,
wenn die Curven € und B vollig zusammenfallen. Dies ist im
Falle a) ohne Weiteres klar, da der Integrand lings des ganzen
Integrationsintervalls durch

, ‘
(42) % Jss (uv v, 0 S) j—@:
ersetzt werden kann, die Grisse g, dw aber nach Voraussetzung
nicht verschwindet. Im Falle b) ist der Integrand ebenfalls nie
negativ, und kann, wenn J;, — o,, verschwinden soll, die Grosse
dv

b jedenfalls da nicht von Null verschieden sein, wo % positiv

ist; denn in diesem Falle ist der Intergrand wiederum in der
Form (42) darstellbar, also positiv. Wird aber Z—: an einer Stelle
negativ, so ist der Integrand des obigen Integrals wiederum
positiv; da derselbe nun, wie oben bemerkt, lings einer end-
lichen Strecke positiv bleibt, wenn dies an einer einzigen Stelle
eintritt, so kann das Integral J;, — oJ,, sicher nur verschwinden,
wenn o lings der Curve ¢ constant ist, letztere also mit B zu-
sammenfallt.

Damit ist der Nachweis des Extremums vollendet, gleich-
viel, ob man den Bogen 02 mit allen Bogen, welche dieselben
Endpunkte haben, oder mit allen von der Curve €, nach dem
Punkte 2 gehenden, vergleicht. Zieht sich jedoch die Curve G, in
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den Punkt 0 zusammen, so dass durch ihn alle Extremalen des
Feldes gehen, so muss fiir die Curve € noch besonders voraus-
Fig. 3. Fig. 4.

gesetzt werden, dass sie inner-
halb des von den Extremalen des
Feldes einfach bedeckten Gebietes verbleibe (Fig. 3). Dies
erreicht man z. B. dadurch, dass man alle Curven € ein beliebig
kleines, constantes Stiick 01 mit der Curve € gemein haben
lasst (Fig. 4); dann ist
Jyo — Joo = Jyg — Jog = Ji, + Jia — Jog = 1y — Jpa

und fiir den Bogen 12 ist das Extremum gegeniiber allen Bégen
mit denselben Endpunkten im unbeschrinkten Sinne der obigen
Definitionen gesichert. Dies gilt auch, wenn die Extremalen im
Punkte O singulidr werden, dabei aber die in § 15 fiir diesen
Fall ausgesprochenen Voraussetzungen gelten. Endlich iibersieht
man leicht, dass die Argumentation nicht geéindert wird, wenn
der Punkt 2 als Endpunkt des Bogens ¥ auf einer Curve G,,
welche die Extremalen des Feldes transversal schneiden, ver-
anderlich gelassen wird, wihrend 0 festgehalten wird, so dass
die Integrationsrichtung, entgegen der bisherigen Annahme, vom
festen Punkte zur festen Curve hinfiihrt.

Die Ausdehnung des Feldes, innerhalb dessen die Curven &
verlaufen miissen, haben wir in § 16 so beschriinkt, dass die Vor-
aussetzungen a), b) von Punkten oder Elementen des Bogens €
auf alle Extremalen des Feldes iibertragen werden konnen,
ebenso in § 15, um zu erreichen, dass die Curven u — const.
regulér bleiben und jede der Extremalen ‘des Feldes nur einmal
schneiden. Wenn diese durch Beschrinkung des Feldes stets zu
erreichenden Eigenschaften in einer speciellen Aufgabe fiir ein
bestimmtes Feld von endlicher Ausdehnung nachweisbar sind, so
gilt unsere Argumentation fiir jede in diesem Felde verlaufende
Curve €, und liefert dann mehr als den Nachweis des Extre-
mums; denn letzteres ist schon gesichert, wenn nur ein Feld von
beliebig kleiner Ausdehnung construirt ist.

0
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Die wichtigsten der erhaltenen Resultate fassen wir in fol-
gender Weise zusammen. 1. Jacobi’sche Bedingung. Ein nir-
gends singulidres Stiick einer Extremale mit den Endpunkten 0, 2
sei mit einem Felde umgeben. 2. Legendre’sche Bedingung.
Entweder a) in allen Elementen des Bogens 02, der in der Rich-
tung von 0 nach 2 hin durchlaufen werde, oder b) in allen von
Punkten desselben ausgehenden Linienelementen habe die Grosse
F, oder f,,dz ein festes Vorzeichen, ohne zu verschwinden, und
sei F' reguldr und von Null verschieden. Dann liefert der Bogen
02 ein Extremum des Integrals o, sowohl im Vergleich zu
allen Curven ¢ mit denselben Endpunkten, als auch zu allen,
welche die vom Punkte 0 ausgehende, von den Extremalen des
Feldes transversal durchschnittene Curve @, mit dem Punkte 2
verbinden. Das starke oder schwache Extremum ist gesichert,
je nachdem die Voraussetzung b) oder a) gemacht wird; ein
Maximum oder Minimum tritt ein, je nachdem F; negativ oder
positiv ist.

§ 18.

Beispiele. Aufgabe I (§ 9). Man hat hier
Fat = Va2 + y'2dt,
die Quadratwurzel ist positiv, also

!

’ a ¥ ¢4 1/’2
!/ ‘.’Fl e d Fz'ac’ = <f*—,> _,/777 -
9\t fyt) . ()t

1 3
= ()
LS &

mit ebenfalls positiver Quadratwurzel. Ferner ist

Fat=fdz, f=V1+p% fop= <V1+p>

wobei die Quadratwurzel das Vorzeichen von dz hat, so dass fiir
jedes Bogenelement f,,dz ebenso wie F; positiv ist. Die Le-
gendre’sche Vorzeichenbedingung des starken Minimums ist
also erfiillt.

Um zu untersuchen, ob eine gerade Strecke 12 die kiirzeste
Linie zwischen 1 und 2 liefert, nehmen wir an (Fig. 5), € sei
irgend eine Linie 12 von den in § 17 angegebenen Stetigkeits-
eigenschaften, welche das Bogenintegral o/;, ergiebt; die Linge
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der Strecke 12 ist J;,. Es sei ferner 0 ein Punkt der Geraden
12, der nicht der Linie 2 angehort und ausserhalb der Strecke 12
liegt; man nehme ihn
zum Anfangspunkt der
rechtwinkeligen und der
Polarcoordinaten, indem
man setzt

Fig. 5.

1=

z = ticosy, Y — bsiny
und wihle die Constan-
ten «, B so, dass

v=const d<s < ﬁ
und die Curve ¢ ganz
im Inneren der Ring-
fliche zwischen den Krei-
sen £ = o, t = B verliuft. Diese Fliche, welche von den
Extremalen v — const. genau einfach bedeckt wird, kann als
Feld der geraden Strecke 12 betrachtet werden, da in ihr die
Grisse

O(®y) | cosv sinv
0 (t, v) | —tsinv tcosv

von Null verschieden ist. Den Curven @, der allgemeinen Theorie
entsprechen die Kreise ¢ — const., deren jeder die Extremalen
des Feldes in je einem Punkte schneidet; w ist die Liinge einer
Geraden v = const. vom Kreise ¢ =— o« an gemessen, somit folgt

u+oa=t Fdt=qt L trdv: = {Vdu + @ + «)?de?
= G (u, v, du, dv),
9 (v, 8) = V1 + (u—+ a)ps
wobei auch die letzte Quadratwurzel positiv ist, da der Ausdruck
g nur fiir den Fall du > 0 gebildet wird. In der Differenz

Z,

2
CL2_'TI2:“A[G<M701%1 %)“‘g—z]dt

ist der Integrand von selbst positiv, sobald % negativ ist oder
verschwindet, was die Theile der Curve ¢ charakterisirt, in

welchen der Radius ¢ abnimmt. Ist Z—z positiv, so kann der Inte-

grand geschrieben werden
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V14 (u+ a)2s? —1,
ist also ebenfalls nicht negativ und verschwindet nur fiir s = 0.
Wiire an irgend einer Stelle s von Null verschieden oder der
Integrand positiv, so wiirde nach § 17 dasselbe fiir eine endliche
Strecke der Curve ¢ gelten, die Differenz J,, — J;, konnte

also nur verschwinden, wenn iiberall du positiv und s = 0
wire. Von diesem Falle abgesehen, hat man offenbar
9712 > ’7;l2s

womit das starke Minimum nachgewiesen ist, und noch mehr.

Weiter sei @, irgend eine vom Punkte 1 durchlaufene Curve,
so dass z;, y, regulire Functionen eines Parameters v sind, n
die Richtung der Normale, welche zur Richtung wachsender v
so liegt, wie die }y-Axe zur - z-Axe; setzen wir dann

z2=£§(v) == 4 tcos (nz), y = n (t, v) = y, + tcos (ny),
s0 ist v = comst. eine Normale der Curve €,, und man hat

dz, d cos (nx)
2 (& 1) cos (n ) = +t A A .
0 (¢, v) d cos (n 1)

d
cos (ny) Tj?]‘—i-t e

Ist speciell » die Bogenlinge auf der Curve ©,, so hat man

cos (nr) = — %%’, cos (ny) = Cf;i‘ :
i dxz, d?y, dy, d?z,
A—_1+t<mdv2_%dv2>

t
:—l—}—;,

wobei r den Kriimmungsradius im Punkte 1 bedeutet, positiv
oder negativ genommen, je nachdem der Kriimmungsmittelpunkt
nach der Richtung » oder der entgegengesetzten hin liegt.

Nun stimme auf irgend einer Normalen » =— const. die Rich-
tung von 1 nach dem Punkte 2 hin mit » iiberein, so dass ¢,
positiv ist; dann ldsst sich die gerade Strecke 12, deren Liénge
t, ist, mit einem Felde umgeben, in welchem 4 nicht ver-
schwindet, wenn entweder » negativ ist oder die Ungleichung

0.ty <17
besteht, d. h. immer, wenn die Strecke 12 den Kriimmungs-
mittelpunkt des Punktes 1 nicht enthilt (Fig. 6). Die Extre-
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malen des Feldes sind die Normalen » = const., welche die
Curve G, transversal schneiden. Die allgemeine Theorie ergiebt
also, dass die gerade Strecke Fig. 6.

12 ein starkes Minimum

der Entfernung zwischen G, 9

und dem Punkte 2 liefert,
und kiirzer ist als jede im
Felde verlaufende Linie ¢
von den oben angegebenen
Stetigkeitseigenschaften,
welche von der Curve €,
zum Punkte 2 fiihrt. Die
Grosse « ist der normale
Abstand von der Curve G,;
" und man erhdlt leicht die

. Formel

Vda2 + dy? = Vdu? + (u — r)? dv? = G (u, v, du, dv),

an welche sich dieselben Schliisse kniipfen lassen wie an die
frithere Transformation des Bogenelementes.

Aufgabe IIT (§ 9). Ist in der wy-Ebene  irgend eine
vom Punkte 0 in der Halbebene y > 0 zur w-Axe gezogene
Linie von der Lénge 1, lings deren w, y als Functionen eines
Parameters z die Eigenschaften von ¢ (z) (§ 17) haben, so ist
nachzuweisen, dass das Fldchenintegral kleiner ist als die Fliche
des Halbkreises von der Linge I. Wenn ((l[_b: streckenweise
negativ ist, so betrachten wir die Curve 0, welche durch die
Gleichungen

T T
__(dy _ (|dw
y_jmdt, w_jd—t'dr

definirt ist; diese hat, wenn z dasselbe Intervall wie auf der
Curve € durchliuft, ebenfalls die Linge ! und dieselben Stetig-
keitseigenschaften, da, wie man leicht sieht, |¢ (z)| die in § 17
fiir ¢ (7) geforderten Eigenschaften ebenfalls besitzt. Das Flichen-
integral der Curve L0 ist endlich und besteht nur aus positiven
Elementen; man hat offenbar
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] dw : dw
jy g oy deJ‘yd—t—dfa

d. h. die von der Curve £° mit der w-Axe begrenzte Fliche ist
nicht kleiner als die von der Curve £ begrenzte. Ks braucht
also nur gezeigt zu werden, dass erstere kleiner ist als die Fliche
des oben -bezeichneten Halbkreises; dabei haben wir jetzt den
Vortheil, dass in dem Integral

J:j'yyl—zﬂdxzjydw

die Quadratwurzel stets positiv zu nehmen ist. Der Curve {°
entspricht in der zy-Ebene eine Curve €, lings deren, da 2 der
Bogen der Curve {0 ist, iiberall

dx d
W) FZ>0—1=g=+1:¢>00=5y=0

es ist also gar nicht nothig, in der zy-Ebene ein starkes Extre-
mum nachzuweisen, sondern nur die durch diese Ungleichungen
+y Fig. 7. charakterisirten Curven sind
zum Vergleich heranzuziehen.
Die Legendre’sche Bedin-
gung des Maximums ist fiir
alle in Betracht kommenden
Curven &, insofern erfiillt, als
fiir diese die Grosse
—ydz

P P it i
i (Y1 —p2)?

+ X . o
0 3 negativ 1st.

Derjenige Octant der xy-Ebene (Fig. 7), in welchem nach
den letzten Ungleichungen (43) die Curve €, liegt, wird nun von
den Extremalen

sihs 7
Y = men a>0,p:cosa,

auf deren jeder man
(44) 0

IA
QIR
IA

b1

annimmt, genau einfach bedeckt; denn hilt man z fest, so ist
oy Sng o z
e St = 008 s
oa a a a
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wegen der fiir = geltenden Ungleichung (44) stets positiv. Fiir a=—10
hat man y = 0, fiir a = » dagegen y = z; der Punkt (z, y)
durchliuft also alle jenem Octanten angehorigen Punkte der

Geraden z — const. und jeden einmal, wenn a alle positiven
Werthe durchlduft. Man kann ferner 2 — ¢ setzen und hat
dann

_ 0@y oy

o0 [l Y g
welche Grosse, wie bemerkt, positiv ist, so lange y nicht ver-
schwindet oder — z wird. Entsprechen den Werthen 2z = 0
und 2 — a=x die Punkte 0, 3, so ist jeder Theil des Extre-

malenbogens 03, der keinen der Endpuunkte enthilt, mit einem
Felde umgeben; die Endpunkte selbst erfordern insofern beson-
dere Betrachtung, als in ihnen p — 4 1, die Function F' also
singuldar wird.

Setzen wir gemiss der allgemeinen Theorie im Falle, dass
sich die Curve ¢, in den Punkt 0 zusammenzieht,

a:

x
e ax a? € T
— /1 — p2dx — a | sin? —dx—————szn—cos—
Jy‘ 1 « 2 0 T
0

0y

0
wobei das positive Vorzeichen der Quadratwurzel benutzt ist, so
verificirt man leicht mittelst der Ausdriicke

Fey{@i—yt, Fo=—3% . Fyee_ W
‘xn_yiz "/.23’2—‘1/"-’

die Gleichungen

ou ox n 0Y
a—a:Fx,%—}—Fy,;&;,
Dieses Differential du kann nun auf keiner Curve ¢, zwischen 0
und 3 verschwinden oder negativ werden; denn bezieht sich d auf
den Fortgang lings der Curve ¢, dagegen z', o/, p auf die Extre-
-male des Feldes, so wiirde sich, da dx positiv ist, und fiir die
Extremale x =— ¢ gesetzt, also F,. als positiv angesehen werden
kann, ergeben

F+,,d<0.

du = Fydx + F,dy.

F d?’<0 8y - 4

= d.;—'__

was nach der zweiten Unglelchung (43) und dem oben an-
gegebenen Werthe von p nur fiir p — + 1, also in den Punkten
der z-Axe eintreten kann. Die Grosse du:drt ist daher zwischen

Kneser, Variationsrechnung. 5
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den Punkten 0 und 3 stets positiv, so dass man iiberall setzen
kann

ddy, = du [1 —}— gss (u, 2, Gs)]

woraus bei der oben erkannten Beschaffenheit des Ausdrucks

Jopdz folgt
d (Joo — u)

et

=< 0.

Die Transformation des Differentials d.J;, in die Variablen
w, v wird unméglich, wenn
droi—=10 v idir —dy,
da dann der Integrand F' singulir ist. Trotzdem bleibt an
solchen Stellen, wie die urspriingliche Definition

J:quwd

lehrt, JJ,, eine Function ¢ (z) im Sinne des § 17. Dabei ver-
schwindet offenbar dJ;,:dr, und fiir du« findet man

du —=dz (Fp + Fy) = adx (1 + cos 2),

so dass d(u — J,5) auch jetzt positiv bleibt. Die Grosse u —J,
wichst also, wenn der Punkt 2 lings der Curve £, von 0 nach
3 hin lduft. '

Nihere Untersuchung erfordert wegen der Singularitit des
Punktes 0 der Anfangswerth von «. Derselbe ist zunichst offen-
bar Null, wenn die Ungleichung

dy dx\|°

(ke i =
besteht; dann bleibt nimlich die Griosse a, da sie nur fir z — y
unendlich wird, bei der Anniherung an den Punkt 0 lings der
Curve ¢, unter einer eéndlichen Grenze; der Ausdruck fiir «

zeigt daher unmittelbar, dass w mit z gegen die Grenze Null
convergirt. Hat man dagegen die Gleichungen

dy dxo\|® el

<dt dt) el 1127:(] SR
so lehrt die zur Definition von @ dienende Gleichung, d. h. wenn
man setzt

sinz

o) = =",

Z
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die Gleichung
Y 7
a1 : ¥ (a)’

{oll

==
Nun ist die Grisse ¢ (2) negativ, so lange z zwischen 0 und =
liegt; hieraus folgt, da die Ungleichung (44) besteht, dass

dass man haben muss

@ <2—6> nur dann verschwindet, wenn die Gleichung

=0

a
besteht, welche somit fiir den Punkt 0 bewiesen ist. Dies gilt
offenbar auch dann, wenn die Curve &, ein endliches Stiick mit
der Geraden y — x gemein hat und 0 den Punkt bedeutet,

in welchem sich die Gerade und die Curve trennen. Substituirt

man den erhaltenen V\"erth";—c in die Gleichung

Ligle, el L0003 . G ey

TR % 4| 3! a 5! a

so sieht man, dass auch in diesem Falle die Grosse w als Func-
tion von z mit dem Werthe O an der Stelle 0 beginnt. Da nun
dasselbe von ., offenbar gilt, so hat man auch
W s J;)? |t° e 05
die Differenz w — J;, ist also, da sie wichst, positiv, sobald der
Punkt 2 den Bogen ¢, entlang laufend die Gerade y — z ver-
lassen hat; ebenso ist auch der Grenzwerth
uld — Jys = Jos — Jos

positiv. Die Linien € und £° umschliessen also mit der w-Axe
eine kleinere Fliche als der Halbkreis von derselben Linge.

Der Satz, dass eine geschlossene Curve stets eine kleinere
Flache umschliesst, als ein Kreis von derselben Lénge, folgt aus
dem erhaltenen Resultate unmittelbar, wenn die Curve durch zwei
ihrer Punkte 1 und 2 so in zwei gleich lange Stiicke zerlegt
werden kann, dass die gerade Strecke 12 ganz im Inneren ver-
lauft; dieselbe kann dann mit der w-Axe identificirt werden.

Aufgabe VI (§ 11). Jedes Stiick einer Extremale, welches
den Riickkehrpunkt nicht enthélt, kann man mit einem Felde
H*
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umgeben, indem man z B. in den Gleichungen (17) die Grisse
a constant setzt und & allein variiren ldsst. Die Extremalen des
Feldes sind dann Curven, die eine aus der anderen durch Ver-
schiebung parallel der z-Axe hervorgehen; man hat daher, in-
dem man t — p setzt, die Gleichungen

DipEi

=
und 4 kann nach (18) nur im Riickkehrpunkte verschwinden.
Man findet ferner

L _8'_3/:0, d=— ==;

2yp (p2 — 3
Jopdz = — ?/(]1 _%1)2)3 :
Diese Grosse nimmt in Bogenelementen entgegengesetzter Rich-
tung auch entgegengesetzte Werthe an, da der erste Fall des
§ 3 vorliegt. Die Legendre’sche Vorzeichenbedingung fiir das
starke Extremum ist also nicht erfiillt, wohl aber die fiir das
schwache Extremum, da p? — 3 nur im Riickkehrpunkte das
Zeichen wechselt. Ein Stiick der Extremale, welches diesen nicht
enthilt, liefert daher ein schwaches Maximum oder Minimum, je
nachdem es der einen oder anderen der Hilften angehort, in
welche die Curve durch den Riickkehrpunkt zerlegt wird. Hat
man p? < 3, so ist das gesuchte Minimum vorhanden.

dz.

Aufgabe VII (3 11). Bei Einfithrung neuer Variablen u, »
hat man eine Transformation von der Form

Ed g2 2Fdepdy + Gdy? = VEdu?+2Fdudv+ Godv?
|

=duyE°+ 2Fs 4 G°s?;
die Gleichungen
g0, 0y ==k =0, (M, 05 0) =10
ergeben daher

0 == Op ()
Dabei folgt aus dem Zusammenhange zwischen F, E° F, ... und
den Ableitungen der rechtwinkeligen Coordinaten nach ¢, ¥, u, v
die Gleichung
EG) — FoFo — (EG — F9) (Ml)g
o (u, v)
oder, wenn
G = m?

gesetzt wird,

YRR I G n

T o) YEG — F*
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Die in § 17 betrachtete besondere Form des Integranden ist also
die Gauss’sche Form des Linienelementes
Vdur - m2do?,

und die zu einer gegebenen Linie senkrechten geodétischen
Linien bilden in der Umgebung einer von ihnen ein Feld, so
lange m endlich und von Null verschieden ist.

Die Legendre’sche Bedingung des starken Minimums ist
erfillt, da in der Bezeichnung des § 11

PR B AR HO L O B

tep':T @ s D3
und diese Grosse stets positiv ist.

§ 19.
Die rechten Seiten der fiir » geltenden Gleichungen
ou
oz =T oy
héingen nur von dem Verhiltniss 3’ : 2’ ab; eliminirt man das-
selbe, so ergiebt sich eine partielle Differentialgleichung erster
Ordnung fiir «, die wir als die Jacobi-Hamilton’sche be-
zeichnen wollen. Ist U irgend eine Losung derselben, so kann
man von den Gleichungen
oU oU
B e By P
die erste ansetzen und zur Bestimmung des Werthes 3’ : 2’ be-
nutzen; die zweite ist dann von selbst erfiillt. Die erste Gleichung
kann, indem man U als gegeben ansieht, als gewohnliche Diffe-
rentialgleichung zwischen 2 und y aufgefasst werden, deren
Integral
(46) qQ (2 a)=10
sei und durch eine einfach unendliche Schar von Curven § dar-
gestellt wird. Bezeichnet ) den Fortgang lings einer Curve
U = const., so hat man

oU Bl - o
7z Do+ 5, Dy="0, FeDo+ FyDy=0;

ou ¥
=,

(45)

die Curven & liegen also transversal zu den Curven U = const,
Fithrt man ferner die Werthe einer beliebigen Function

(47) t =¥ (2 9)

www.rcin.org.pl



70 Dritter Abschnitt. & 39,

langs einer bestimmten Curve & als Parameter ein, durch dessen
Werthe 2 und y bestimmt sind, so ist
Al oy

R ir 7] y = P
wobei man sich # und y aus den Gleichungen (46) und (47) als
Functionen von « und ¢ berechnet zu denken hat. Offenbar kann
man auf Grund eben dieser Gleichungen auch ¢ und @ und da-
mit #' und y' als Functionen von z und y betrachten; bezieht
man das Zeichen ¢ auf diese Auffassung, wihrend die Bezeich-
nung der Ableitungen durch Suffixe ihren bisherigen Sinn behiilt,
so bestehen die Gleichungen

% AR
ol . r
oF, 8?
o = Tr+sz'?—+ « 7 /
(49)
oF, ox' oy’
PR S )

Weiter folgt, wie in § 16 bemerkt ist, aus der Homogeneitiit der
Functionen F,., F,

(50) Fowd' 4 Foyy = 0, Fyoa' + Fyyy =0,

und hieraus auf Grund der Gleichungen (49), sowie der analogen,
in denen nach y differenzirt ist

'aaF.,;l"ﬂl—yaF —sz’r_'_yFyx_“P
rapr' 16171/’___ Y

Der Gleichung (48) zu Folge kann man aber den letzten
Gleichungen auch folgende Form geben:

T e oFy o B p d,li'
b i T @
S ¥ AR &0
s iR T G daa

womit erhellt, dass die Curven § Extremalen des Integrals J
sind. Ist also V7 irgend eine Lisung der durch Elimination von
#' :y' aus den Gleichungen (45) entstehenden partiellen Diffe-
rentialgleichung, so werden die Curven V — const. von einer
Schar von Extremalen des Integrals o/ transversal geschnitten.
Dabei ist offenbar, wenn man lings einer Curve & fortgeht,
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819 Hinreichende Bedingungen des Extremums. 71

AV = (Fp2' + Fpy') dt = Fdt,
man kann also setzen
V= Fat,
wobei lings einer Extremale der Schar integrirt ist.

Enthillt die Function 7V eine Constante ¢, so besagt die
Jacobi-Hamilton’sche Gleichung, dass p als Function von z
und ¢ so bestimmt werden kann, dass die Identititen (45) be-
stehen. Differenzirt man dieselben nach ¢, so erhilt man

0*V. _ oF,op oV ' 9F, op
oroc  0p 0c¢' oyoc  op cc.
Nun kann man setzen

Fo=¥ @—) = ¢ (p)

also folgt
1 ’ O 1 ?’F’r’
Foy =5 (P)—y‘al—)
und Aehnliches gilt fiir F,; man erhilt also
b A gp 0¥ op
9woe — 7 17 9" Gyge — 21V e
und da die Gleichungen (50) gelten
, 02V eV

¥ ozoc +9 cyoce
Lings jeder einzelnen Curve & besteht also eine Gleichung
oV

¢ Tiset
ist ihre linke Seite nicht constant, so stellt sie die Gesammtheit
der Extremalen dar, so dass diese bekannt sind, wenn eine Func-
tion ¥ von den angegebenen Eigenschaften gefunden ist.

Die Verallgemeinerung dieser Theorie liegt nahe und mige
fir den Fall dreier Variablen angedeutet werden. Die Function
F (z, y, 2, @, y', &') sei beziiglich der letzten drei Argumente
homogen und von erster Dimension, so dass die Ableitungen
F,, Fy, F, nur von z, 4, z und den Verhiltnissen

! !

et B4 s
p—xl’ q—x,

abhiingen. Gelten dann fiir eine Function 7 die Gleichungen
oV Gl i e

(51) 'a—x:Fz’, W‘-‘Fy” 22 2y
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sowie die hieraus durch Elimination von p und ¢ folgende
Jacobi-Hamilton’sche Differentialgleichung, so hat man, indem
man die Differentiation ¢ dhnlich wie oben versteht,

R AR A Y R

vl N el T YR T i
hieraus folg
an’ ,+ Yy ,+an' ’ 8F¢' ‘1‘, ,—*_EFL: ’

ox
nebst zwei analogen Gleichungen; dieselben ergeben, verbunden
mit den Gleichungen, welche den unter (49) und (50) angefithrten
entsprechen,

dF, aF, aF,
et v Fy__d‘t—“o’ L i

Fasst man daher zwei der Gleichungen (51) als gewdhnliche

Differentialgleichungen zwischen z, %, # auf, so sind die ihre

Integrale darstellenden Curven Extremalen des Integrals jF dt.

Enthilt ferner V zwei Constante ¢, ¢,, so ergeben die Gleichun-

gen (51)

2V _oF, 0 oF» ¢ 0

aeos = o o9, + og 75 =% (Fre 5t + B 53)

nebst zwei dhnlichen Gleichungen, aus welchen sich nach den

analogen der Gleichungen (50) ergiebt
] A 0V » oV

AR AR 20 —0,0=12
0xoc, Tty oy oc, u% 020¢, : :
Die Gleichungen
oV oV
~ = b], _— = bg
0C 0Cy

stellen also die Extremalen des Integrals J Fdt dar. Enthalt
dasselbe n -+ 1 Grossen z, y, 2, ..., so muss ¥V mit » willkiir-
lichen Constanten behaftet sein, damit es zur Darstellung aller
Extremalen dienen konne,

Beispiel. Ist z die Zeit, y, #, ... die unabhéingigen Para-
meter eines Massensystems, und setzt man
__dy _dz
g eV S nde <
so ist das Hamilton’sche Princip meistens eine Gleichung von
der Form
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) j Hilwry o 55 1 QiR d =10

wobei zwischen zwei gegebenen Werthsystemen (z, ¥, z,...) zu
integriren ist; H heisst nach Helmholtz das kinetische Potential.
Will man das Integral auf die Form

j'th
bringen, so hat man zu setzen
Yy 2 ;
p:%, 11:7,, F:.LH(J,.,p‘q),

so dass

ocH oH s cH
e Ly 5 RS st v SRRSO Y Nt R L
E e op 159 » Fy op’ oq’

Die Jacobi-Hamilton’sche Gleichung entsteht daher durch
Ilimination von p, ¢, ..., aus den Gleichungen
oV ocH oH oV oH
(52 e TIER ¢ G o N e SRR gD L A
£9) ox p op 1 oq oy op
Kommt die Zeit x# in H nicht explicit vor, so besteht fir die
Extremalen die Gleichung

L ot oH oH e
(53) F. = const., p %5 +q 13 + .+ — H= T,

und % ist die verallgemeinerte Constante der lebendigen Kraft.
Da sich nun auch in den Gleichungen (52) die Grossen p, g, ...
auf die Extremalen bezielhien, so hat man

oV
H—h, V—hz+ W,

]

wobei W die Zeit nicht explicit enthélt, und den Gleichungen
oW  .olf] oW 8H
oy - op’' o0&  og'
geniigt, Ist » -+ 1 die Anzahl der Grissen z, ¥, ..., so dass das
System n Grade der Bewegungsfreiheit hat, und sind n — 1
Constante ¢, ¢, ..., ¢,—1 in W enthalten, so werden die Be-
wegungen des Systemes durch die folgenden Gleichungen dar-
gestellt:
oV ow ol ol (114 2 ow
oe; :a_q:b“ E: W: by, - a_h=x+a_h=’”°’
in welchen rechts willkiirliche Constante stehen.
Diese Betrachtung ist von der Form der Function H un-
abhéngig. Hat man speciell
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—H=T+UT
und ist 7 eine quadratische Form der Grdssen p, q, ..., U aber
von diesen frei, so geht die Gleichung (53), da jetzt
: o e

2T—2) 'Cp + q Eq + ey
in die gewohnliche Gleichung der lebendigen Kraft iiber:
T=U-+ h
§ 20.

Wie in § 14, dessen Voraussetzungen jetzt allein festgehalten
werden sollen, sei €, eine- beliebige regulire Curve (Fig. 8)
welche, von € ausgehend, den Extremalen des Feldes unter einem

Fig. 8, nicht  verschwindenden

i : Winkel begegnet und vom

“  Punkte 0 durchlaufen

wird; 12 sei irgend ein

¢ den Punkt O nicht ent-

1 haltendes Stiick der Curve

ud 6. Die Punkte 1 und 2

seien durch eine weitere

G, dem Felde angehorige

Curve € verbunden, lings

deren der Punkt 3 von 1 nach 2 laufe. Diese Curve habe die Eigen-

schaften der in § 17 ebenso bezeichneten, so dass z, ¥, Functionen

eines Parameters = sind, welche zu den dort untersuchten ¢ (7)

gehoren; der Parameter r wachse in der Richtung von 1 nach 2

hin.  Durch jede Lage des Punktes 3 geht dann eine bestimmte

Extremale des Feldes, deren Parameter a ebenso wie das auf ihr

dem Punkte 3 entsprechende Argument ¢ nach § 14 reguliire

Functionen von z;, y, sind. Diese Extremale schneidet auf der

Curve @, einen Punkt O aus, dessen Coordinaten ebenso wie das

ihr zugehorige Argument ¢, nach § 14 reguldre Functionen von

a und bei hinreichender Beschrinkung des Feldes, sowie des

Curvenstiickes @, eindeutig bestimmt sind. Setzt man daher

0

ra(a,) — F(gv 7y gt, nt) ?Z% + Fw'(ga 98 3 nt) §a+Fy’(§’ s nl)nu )

so ist dieser Ausdruck eine regulire Function von a@; wenn
wiederum

u = Jos
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§ 20. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 75

gesetzt wird, lehrt die Formel (31)

ouw __ 0d, : LR
Y ng—w(f‘)‘FFx’(g:---v’?t) &,—}——Fy (5""’ Nt) Na | ,

06 - oo
und wenn der Punkt 3 auf einer bestimmten Extremale 03 be-
weglich gedacht wird, ergiebt sich unmittelbar

M = P ten)|

Nun sind a, ¢t ebenso wie z,, y; Functionen von z, welche zu
den in § 17 durch ¢ (r) bezeichneten gehoren; bezieht sich da-
her jede Differentiation nach r stets auf vordere Ableitungen,
so ergeben die letzten beiden Gleichungen

ddJ, - da dz
d.ﬁa:_m(a)za‘+Fz’(§7~ 1171‘)d +F (g 5,'2‘)
Ferner geniigt das ldngs der Curve ¢ gebildete Integral J;,,

welches als Function von 7 ebenfalls den Charakter von ¢ (r)
hat, der Gleichung

(lr

ddg, dz dy
== F(angnag)|
man erhdlt daher, indem man &, %, durch #/, 4’ ersetzt,
d(Jys + Jy g da
ST P peel ()(I + Fo (=9, 2, Y) o7

gy BF a . dl d._y 4
+‘Fy'(x’ywxvy)ﬁ_r<layvdradr>
Die Summe der letzten drei Glieder heisse & oder genauer
o dr dy
& (x ¥, 2 ¥ dr’ dr)

Liegt nun der Punkt 3 speciell in seiner Anfangslage 1 und
seiner Endlage 2, so sind die entsprechenden Werthe der Summe
Jos + Jss e i s o

Jo1 + Jisy Joy = Jo1 o 1o
somit folgt fiir die Differenz beider

Ty

i g e [(Z(JOAS—F Is2) 4o { (a)‘_l_“d +j@d,_

J
% 71 %

Der erste Summand rechts verschwindet aber; denn setzt man

jm(a) da = &(a),
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so ist ¢ ebenfalls eine fiir « — @, regulire Function, und man
hat

gl 5 LT T 2 R
jw(a) 3 0T — [—dT dt = §{(a) 3
diese Grosse hat aber den Werth 0, da @ in den Punkten 1 und
2 denselben Werth @, hat. Somit folgt

(54) Jig — Jyg = _jé; (r’ R Zx’ dy> e

dr

und die linke Seite hat ein festes Vorzeichen, wenn dasselbe
von & gilt.

Will man in dem Falle, dass alle Extremalen des Feldes im
Punkte 0 zusammenlaufen, gerade den Extremalenbogen 02
priifen, so ersetzt man nur die Curve G, durch den festen
Punkt 0; die Formel

(55) ddy; = du = Fpdx 4 F,dy,
die wir nothigenfalls durch specielle Betrachtungen bewiesen

haben miissen, ergiebt sofort
T2

(’36) d (Joqdj“ J32) J02 — j;” £ e j 6tlt,

so lange nur die zum Vergleich herangezogene Curve € inner-
halb der Fliche bleibt, welche die vom Punkte 0 ausgehenden
Extremalen einfach bedecken.

Die einfache Formel (55) fiir du bleibt nach § 15 auch dann
giiltig, wenn die Curve @, von den Extremalen des Feldes trans-
versal geschnitten wird (Fig. 9); dann verschwindet @ (a) identisch.

Fig. 9. Hiervon machen wir Gebrauch, um
mittelst des Ausdruckes & auch fiir
das Extremum mit einer variablen
Grenze ein Kriterium herzuleiten. Der
Punkt 4 liege auf der Curve G,, 2 wie
bisher auf der Curve €; beide seien
durch eine im Felde verbleibende Curve
¢ verbunden, welche vom Punkte 3
in der Richtung von 4 nach 2 hin durchlaufen wird. Dann sind
Anfangs- und Endwerth der Summe .J;, -+ .J;, die Grissen

J4 21 JO 29

(O
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und man hat wie bisher

L1 dx Ay Ay, dz dy
dz I"d_ + By & AN R F<x, Y a7 %>’

also

(57) A ,Z,Z:—j'édr.

%4

§ 21.

Die Grosse &, durch deren Untersuchung hiernach die Frage
nach dem Eintreten des Extremums entschieden werden kann,
hingt offenbar von dem Punkte 2 (z, y) und den beiden von
ihm ausgehenden Linienelementen ab, welche auf der Extremale
des Feldes und der Curve € durch den Sinn wachsender Para-
meter ¢ und 7 bestimmt werden. Sind beide Grossen 2’ und

dz :
—— von Null verschieden, so dass man setzen kann

dr
dx _dy S S 30
I Jie— 77 diz: Dy = T7 dv = pDz, dy = pda,

¥ (z, y, o', y)dt = f(z, y, p)dz,
F (o, 3 35 ) dv = f (@ v, ) De,

so ergiebt sich
(38) &dr = { f(=y,p) + (p — ) fo(2,y,p) — f(2,4,p)} Dz

Zwar kommen die das erstere Linienelement charakterisirenden
Grossen 2’ und ¢’ nur in F, und F, vor, welche Ausdriicke
nur von z':y' abhéngen. Daraus kann aber nicht geschlossen
werden, dass & denselben Werth behilt, wenn man das Element
der Extremale durch sein entgegengesetztes ersetzt; denn wenn
auch F eine eindeutige Function von 2’ und #' ist, so brauchen
(§ 3) doch F, und F, nicht eindeutige Functionen von z':y' zu
sein. Die Grissen

dz dy , : ; , dz dy
6(1,J,.’I‘ '/,d 1_>1 é’<x»ya—1’_ ’dt d‘l.')
brauchen also nicht gleich, ebenso wenig die Grissen
dx dy st dx dy
6 x./avn./ydad 6(95,?/7%,?/,—3;,—%)

entgegengesetzt zu sein (Beispiele unten).
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Die beiden Linienelemente, von denen & abhingt, fallen
dann und nur dann zusammen, wenn eine positive Grisse o
existirt, welche den Gleichungen

dx dy
e il
g wNailed % g~ o
geniigt. In diesem Falle hat man
dz dy
Fo(z 9 o', y) = F. <x R ,dt),
dz dy\.
Fy(z y, @, y) = F, <x % g zz>*
da nun immer
dx < dz dy
v\ Y ar @
d_j dx dy dz dg/> ol
F( ’d ’dt>_F<x’y’d_r’J;—0’
S0 folgt
S

Wir sagen dann, & verschwinde in ordentlicher Weise. Nimmt
& den Werth Null an, ohne dass die Gleichungen (59) mit einem
positiven Werthe oo bestehen, so nennen wir das Verschwinden
ausserordentlich.
Geometrisch kann die Bedeutung der Grisse & gekenn-
zeichnet werden, wenn wir vorausnehmen, was wir spiter (§ 30)
Fig. 10. beweisen, sonst aber jetzt nicht ge-
brauchen, dass jedes hinreichend
kleine Stiick einer Extremale im
Allgemeinen mit einem Felde um-
geben werden kann. Es seien 78
und 79 die Linienelemente (Fig. 10),
welche zu den Werthsystemen (z, y,
dz, dy), (z,y, Dx, Dy) gehoren;
dann ziehe man in der Richtung
78 eine Extremale, und umgebe sie
in der Nidhe des Punktes 7 mit
einem Felde, dessen Extremalen die durch den Punkt 7 gehende
Curve (°, sowie eine Curve 89 transversal schneiden mogen.
Erstere werde im Punkte O von der durch 9 gehenden Extremale
des Feldes geschnitten; dann kann J,, oder ;4 als Differential
der von der Curve G° ab gerechneten Grisse w im Sinne des
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§ 15 angesehen werden und man hat nach der Formel (34)

Jos = Jrs = Fu (z, y, dx, dy) Dz + Fy (x, y, da, dy) Dy.
Schneiden sich die Extremalen 78 und 09 in einem Punkte 1,
der von 7 aus nach der entgegengesetzten Seite wie 8 liegt, so
ist nach § 15

Jiw =y, 8dr = ;5 — Jig = Jyg — Iy — Jqo.

Man sieht hieraus, dass die Grosse 8dz vom Coordinatensystem
unabhiingig ist, was auch durch die in § 16 entwickelte Identitéit
Fy(z, y, du,dy) Dz + Fy(z,y, da, dy) Dy
= Gw(u, v, du, dvyDu + Gy (u, v, du, dv) Dv

ersichtlich wird.

Speciell kann man daher das Coordinatensystem so gedreht
denken, dass fiir die zwei Elemente 78 und 79 das Differential
dx dasselbe Vorzeichen hat, d. h. dass beide Elemente nach der-
selben Seite einer Parallele zur y-Axe hinweisen. Dann sind

p:Z—‘Z, = %:Z—‘f:Dy:Dx
endliche Grossen, und die Elemente definirt durch die Werth-
systeme (z, y, p, d), (z, y, p, dz). Ist nun F fiir alle vom Punkte
(z, y) ausgehenden Bogenelemente regulir, so gilt nach § 5
dasselbe von

F

fiir alle Elemente, welche in den von den Richtungen 78 und
79 gebildeten concaven Winkel fallen, da fiir sie 2’ von Null
verschieden ist; f ist also fiir das Intervall von p bis p regulir,
und man kann, wenn () ein echter Bruch ist, nach (58) setzen
f @y p)=f (9 p)+ @ —p) S (@9 Dp)
+: (@ =Sy p+ 00 —D)
(60) &dt=— 3@ — 0o %9 p+ 0 (P — p)]dx
Die Grosse ¢ hat das feste Vorzeichen von — F) und ver-
schwindet nur in ordentlicher Weise, wenn die Legendre’sche
Bedingung des starken Extremums erfiillt ist; denn das Product
Joo (% 9,0 40 (P — p)l dz :
ist identisch mit der Grosse F (xz, y, dz, dy) dz*, welche zu dem
durch den Punkt (z, ) gehenden Bogenelemente gehort, dessen

Componenten j
dz, [p+0(p—p)lde=dy 0
[\ K‘ﬁ\\k i\
oI MR 8.,
F"\gﬂ ,‘m“‘-@‘\i‘@
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sind, womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Wenn
jedoch nur die Legendre’sche Bedingung des schwachen Extre-
mums als erfiillt vorausgesetzt wird, hat & die bezeichneten
beiden Eigenschaften nur, so lange die beiden bestimmenden
Elemente 78, 79 von einem in der Integrationsrichtung ge-
nommenen Element der Curve € nach Lage und Richtung hin-
reichend wenig abweichen. Umgekehrt wird man nicht in gleicher
Weise vom Zeichen der Grosse & auf das der Grosse F); schliessen
konnen.

§ 22.

Allgemein hat man, wenn ¢ und a sich auf den Punkt 3
beziehen, der die Curve € durchliuft,

&= Ei(l, @) y:n(ta)
‘dx - -, di da dy da
FiaiLl Pl ol Al L dr+n“dr
' ! ek gh ?/' = N
Wenn nun lings der ganzen Curve ¢ die Grisse & in allen

Punkten ordentlich verschwéinde, so wiirden sich die Gleichungen
(59) ergeben und damit

e [ da |
“L dt W & g"ci1."___ —d—a—~0
Ly o da | T g
]‘/ dt ‘ L™ |

Da nun 4 von Null verschieden ist, so folgt fiir ein endliches
Intervall des Arguments z:
da
g =
Hieraus folgt, da @ als Function von z die Eigenschaften der in
§ 17 definirten Function ¢ (7z) hat, dass @ lings der ganzen
Curve € constant und seinem Anfangswerth @, gleich sein muss.
Fillt also die Curve € mit € nicht vollkommen zusammen,
ist ferner ein ausserordentliches Verschwinden der Grosse & ent-
weder iiberhaupt oder durch Beschrinkungen der Curven £ aus-
geschlossen, und findet beim ordentlichen Verschwinden léngs
der Curve ¢ kein Zeichenwechsel statt, so sind die rechten Seiten
der Gleichungen (54), (56), (57) in § 20 von Null verschieden und

s
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§ 22. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 81

festen Vorzeichens. Die Extremalen 12, 02 ergeben also gegen-
iiber den in der angegebenen Weise beschrinkten Curven € in
der That ein Extremum des Integrals o, und zwar ein Maximum
oder Minimum, je nachdem & positiv oder negativ ist.

Liegt speciell die Curve £ in einer engeren, durch ¢ und g,
nach § 17 definirten Nachbarschaft des Bogens 12 der Curve G, so
liegt der Winkel einer im Sinne wachsender ¢ gezogenen Tangente
des letzteren mit einer ebensolchen Tangente einer Extremale des
Feldes, deren Berithrungspunkt von dem der ersteren um weniger
als o entfernt ist, unter einer Grenze g,, welche mit ¢ un-
beschrinkt abnimmt. Nun giebt es zu jeder Tangente der Curve
¢ eine entsprechende des Bogens 12, deren Beriithrungspunkt von
dem ihren auch um weniger als ¢ absteht und mit ihr einen
Winkel bildet, der g, nicht iibersteigt; der Winkel der Tan-
“gente der Curve ¢ mit der durch ihren Beriihrungspunkt gehen-
den Extremale ist also kleiner als ¢, -+ ¢, und wird bei hin-
reichender Begrenzung der Nachbarschaft beliebig klein. Um
das schwache Extremum zu sichern, braucht also & nur fiir den
Fall, dass die beiden seinen Werth bestimmenden Linienelemente
gegen einander und gegen ein in der Integrationsrichtung ge-
nommenes Element der Curve € beliebig wenig geneigt sind, ein
festes Vorzeichen zu haben, und nur in ordentlicher Weise zu
verschwinden. Diese Festsetzung kann im Falle a) des § 17
an Stelle der auf F, beziiglichen treten, aus welcher sie nach
§ 21 folgt.

Um ferner aus den Gleichungen (54), (56), (57) des § 20
auf das starke Extremum schliessen zu konnen, muss erstens
der Integrand fiir beliebig gerichtete Linienelemente des Feldes
regulir sein, sodann aber die Grisse &(z, y, «, y', Dx,Dy) die
oben bezeichneten Eigenschaften haben, wenn (Dz, Dy) ein be-
liebiges, vom Punkte (z, y) ausgehendes Linienelement ist, 2, 3’
sich aber auf die durch diesen Punkt gehende Extremale des
Feldes beziehen. In den frither (§ 17) aufgestellten Kriterien des
starken Extremums kann daher die Legendre’sche Bedingung
im Falle b) durch die weniger fordernde Weierstrass’sche
ersetzt werden, dass die Grosse & (z, v, 2/, ¥, Dz, Dy) in allen
Punkten eines gewissen, den Bogen 02 umfassenden Gebietes
ein festes Vorzeichen besitze und nur verschwinde, wenn die
Linienelemente (2/, 4') und (D, Dy) zusammenfallen.

In beiden Fillen a) und b) kann ferner die in § 16 und 17

Kneser, Variationsrechnung. 6
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892 Dritter Abschnitt. § 23.

wesentlich benutzte Forderung, dass der Integrand F nicht ver-
schwinde, fallen gelassen werden, da die gegenwirtige Entwicke-
lung offenbar von dieser Voraussetzung unabhingig ist.

§ 23.

Beispiele. Aufgabe I (§9). Man setzt hier mit posi-
tiver Quadratwurzel

H— V;c’2 +T
et z *@ Yy (lx da/
—_VW dt +]/ '2_+_J'2 (lt

T V dr _> { cos (ds, Ds) — 1},

wobei ds, Ds die den positiven Differentialen dt, dz entsprechen-
den Bogenelemente sind. Die Grosse & ist also niemals positiv,
und verschwindet nur, wenn ds und s zusammenfallen, Dasselbe
ergiebt die Formel (58) des § 21, wenn man setzt

Fdt = Y1 + p? dx, <x, (ix’ (3—J> dtr = Y1 + p? Du,

wobei die Quadratwurzeln das Zeichen des neben ihnen stehen-
den Differentials haben miissen' man erhilt

8drv —{\/ p2+ ”)p A1 P }Dx
l pp+1 __1},

— 11 2D e L
sl Al e gy

und auch dieser Ausdruck ist nie positiv, da

V142 Dz
positiv, die danebenstehende Klammer aber negativ oder Null ist
infolge der Ungleichung

(I +ppr=Q0+p)Q1Q+P?)
Geometrisch bedeutet dieses Resultat nach § 21, dass in einem

Dreieck 179, in welchem die Seite 79 im Verhiltniss zu den
anderen klein ist, die Ungleichung

(61) dis — Jir — iy <O
gilt, d. h. die Summe der Seiten 17, 79 ist grosser als 19. Der
mittelst des Ausdruckes & gefithrte Beweis fiir das Eintreten des
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Extremums lisst sich in dieser Aufgabe vGllig elementar geo-
metrisch deuten. Sind 145 drei Punkte (Fig. 11) einer Geraden,
7. 9 zwei Lagen des Punktes 2, Fig. 11.

der eine beliebige Curve 45
von 4 nach 5 hin durchlduft, so %{
hat man nach (61), indem man .
Lingen gerader Strecken durch ! '
J bezeichnet

iz 4 Jrs > Jiy + Juss
die Grisse J;, -~ J;; nimmt also ab, und hat zu Anfang einen
grosseren Werth als zu Ende der Bewegung des Punktes 2.

Aufgabe II (§ 9). Die Grosse & unterscheidet sich von der
fiir die Aufgabe I erhaltenen nur um den positiven Factor y, die
Weierstrass’sche Bedingung des starken Minimums ist also
erfiillt.

Fithren wir die hyperbolischen Functionen ein und setzen

t4 w—f 2z — .
¢ 1 hE e —e 1 Sinz
+ Sin z — igz:@tgz:@o—jz,

Coj 2 = 3 ) ko gt
wobei die Gleichungen
Cof22 — Sin2z =1, dCojz = Ginzdz, dGinz = Cojzdz,

. o L __—dz
dIgz_@D]—IZ, (Z@,th——g-lT‘%
bestehen, so gelten fiir die Extremalen die Gleichungen
(62) o B RN, S S B

a
Wir fassen speciell diejenigen Extremalen ins Auge, welche
die gegebene Curve €, transversal, d. h. rechtwinkelig (§ 11)
schneiden. Die Gleichung dieser Curve sei

Yo = S (20);
dann sind die Constanten der senkrecht schneidenden Extre-
malen den Gleichungen

zy — b
o =abo] 2=, 1+ pyf (@) =0
unterworfen, oder, wenn
S SR e SR et
g W LSRART

gesetzt wird,
6*
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(63) f(@) = aCofug, 1+ f'(2) Sinug = 0.
Differenzirt man hier und in der ersten Gleichung (62) nach
z, 4 a, b, so.ergiebt sich
dy = Sinudz + 0.dx,+ (Coju —uSinu) da — Sinud b,
0 = [Cinuy — f' ()] dao + (Cojuy, — uo Sinuy) da
— Sinuydb,

Y = [ﬂ“"—) 6oj -+ () @it | 22y —L Gt

— f—((j—o) Cofu, db.

Die Determinante der mit da, db behafteten Glieder in den letzten
beiden Gleichungen ist

. S’ (20) Coju, | Cojuy —uy Sinug —Sinug | __ 1'(20) Coi2u,

7 i TG BB, Fody it

also von Null verschieden, wenn, was wir voraussefzen wollen,
die Curve G, an der betrachteten Stelle nicht der z-Axe parallel
lauft. Man kann daher ¢ und 4 als regulire Functionen von z,
aus den Gleichungen (63) bestimmt denken, und erhélt y durch «
und z, ausgedriickt. Da ferner y lings jeder Kettenlinie eine
eindeutige Function von z ist, kann man ¢{ — 2 setzen; fiir die
Extremalenschar, welche @, senkrecht schneidet, erhdlt man daher
= Z((f:% — CC—;JO—, dy = pdx + Addx,.
Aus den Gleichungen (64) ergiebt sich aber, indem man da und
db durch eine elementare Rechnung eliminirt,
Mdy = MGinudz + dz, (...),

wobei der Factor von dxz, die Determinante der Coéfficienten
von dxz,, da, db in den citirten Gleichungen ist; man hat daher

0 Coju —u Sinu — Ginwu
Sinuy — f' () Cojuy — uo Sinu, — Sinwy,

MA=} » 4 1 -
f Efo) Gofjutp - £ (25) Sinu, _f—(f"—)uo Gof u, —f—(;@ Coju,

So lange dieser Ausdruck nicht verschwindet, liefert der im Punkte
0 die Linie G, senkrecht schneidende Extremalenbogen 02 ein
starkes Minimum der Rotationsfliche, verglichen mit allen Curven,
die @, mit dem Punkte 2 verbinden.

Beriicksichtigt man ferner die zweite Gleichung (63) und setzt
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f" (.’I}O) f” (1‘0) " =y 1
e — 3 — (7)) Iy = =,
TIFr e Gt emuyi | H®=5

so ist |r| der Kriimmungsradius der Curve ¢, und man kann
schreiben

L RN Coj*uy | Coju —u Sinu  Sinw

rSin2u, | Cof uy—u, Sinu, Sinwu,
Gofdu, (Soju, —u @'inu —@i_nu I
—. Cojuy Ctgu, Cojuy — u, Sinuy — Sinug |.
Yo Sin u, s i 4

Geht @, in einen unendlich kleinen Kreis iiber, so wird » = 0,
und die Gleichung 4 = 0 erfordert
Coju —u Sinu  Sinwu
Coj uy — uo Sinu, Sinwu,
oder

=0, Ctgu — u = Ctguy — u,

L _o=%_ 4z

b Do
diese Gleichung driickt aus, dass die Tangenten der Extremale
in den Punkten 0 und (z, y) sich auf der z-Axe schneiden. So
lange dies also fiir keine zwei Tangenten des Bogens 02 eintritt,
bilden die durch den Punkt 0 gehenden Extremalen ein Feld
jedes Bogens 12, der ein Theil von 02 ist. Da nun die Punkte
0 und 1 einander beliebig nahe riicken konnen, so folgt, dass
jeder Bogen der Extremale, von dessen Tangenten keine zwei
sich auf der z-Axe schneiden, ein Extremum bei festen End-
punkten liefert.

Im allgemeinen Falle einer endlichen Kriimmung der Curve
@, hat die Gleichung 4 — 0 die Form
A (Coju — uSinu) + BGSinu — 0,

wobei 4 und B allein von uy, 7, und 1:7 abhingen, und in
Bezug auf die letzte Grosse linear sind. Ist 4 von Null ver-
schieden, so kann man die Gleichung schreiben

(65) @tgu—u+§=o;
die linke Seite hat dann die Ableitung
WA e
Sin2u ’

nimmt also bei wachsenden Werthen von w bestindig ab. Nun
findet man leicht
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86 Dritter Abschnitt. § 23,

Gty (T =) = F 1, Otg (k0) =+ o,
die Gleichung (65) hat also eine einzige endliche Wurzel, wenn
| B| > [4],

anderenfalls hat sie keine Wurzel. Fixirt man ferner w, und y,,
d. h. hilt man den Punkt 0 und die Richtung der Curve €, fest,
so kann iiber die Kriimmung dieser Curve so verfiigt werden,
dass B: A einen gegebenen Werth erhélt; man kann also durch
passende Wahl von 7 immer erreichen, dass die zur Curve (,
senkrechte Extremale in einem gegebenen Punkte 2 aufhort, mit
Sicherheit ein Minimum im Vergleich zu den die Curve €, mit
dem Punkte 2 verbindenden Curven zu liefern.

Aufgabe IV (§ 9). Ist € eine beliebige, in der wy-Ebene
vom Punkte w = y = 0 aus durch die Halbebene y > 0 zur
Linie y wieder herabsteigende Linie mit den Stetigkeitseigen-
schaften der ebenso bezeichneten in § 17, und hat der Para-
meter 7z im Coordinatenanfangspunkte den Werth z,, so ist, in-
dem w fiir das Zeichen u des § 9 gesetzt wird,

IR (RO

%o
mit positiver Quadratwurzel, also sicher

(67) xg'-yg—?:dt,xzy—?-

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn zwischen 7, und 7

immer
dw

AT
ist. Die entsprechende Curve £, in der zy-Ebene liegt also im
ersten Quadranten (z > 0, ¥ > 0) und im Inneren, d. h. auf
der concaven Seite der Parabel
(68) y? = 22.
Das Innere dieser Parabel wird durch die vom Punkte 0 (z =y =0)
ausgehenden Extremalen

(69) 1_%21/1_(%)2’ ol Sk O

0

a a?
genau einfach bedeckt, da sich aus diesen Gleichungen ein ein-
ziger positiver Werth von a2 ergiebt, wenn z, y gegeben sind und
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2x — y? positiv ist. Geht die Curve ¢ zuerst ein Stiick weit
parallel der y-Axe, so hat die Curve &, ein entsprechendes
Stiick 01 mit der Parabel (68) gemein, welches fiir J den Bei-
trag Null ergiebt; ist daher 3 der Endpunkt der Curve g,, also
Y3 = 0, so hat man lings derselben

(70) Jog = Jis.

Hat die Curve &, die Parabel einmal verlassen, so kann sie die-
selbe nicht wieder erreichen, da dann dw:dz wenigstens strecken-
weise von Null verschieden ist, in der Relation (67) also das
Gleichheitszeichen nicht mehr gelten kann.

Die Ellipsen (69) bilden ein Feld innerhalb derjenigen Hélfte
der Parabel (68), fiir welche ¥ > 0; denn hier ist

£\ 2
x:§:t7y:’7: 2t—-<—>,

a
woraus sich ergiebt

ZC(&??) _t—2,<2t t2> ]5’
o a) a’
ein Werth, der offenbar von Null verschieden ist. Man findet

ferner, wenn a und die Quadratwurzel positiv, und 2 irgend ein
Punkt des betrachteten Gebietes ist:

x

(M) w = Jos =Jy Vl—y“pi’dx=j
0

0

x? x3
Ar = — — —
a 3a’

2%

und verificirt leicht, indem man dy mittelst der Gleichung (69)
durch dz und da ausdriickt, und 2/, %/, p auf die Extremalen
des Feldes bezieht, die Gleichungen

F,=a, Fy——ay’p, du — Fydz + F,dy;
daraus folgt, wenn der Punkt 2 lings der Curve ¥, von 1 bis 3

lduft: b
d (J02 + J23) o gdf,

und man hat nach der Formel (58), wenn Dz und p sich auf
die Linie ¢,, p auf die Extremale bezieht,
1 —ypp PR T |
6dr=yI — V1 — y2p?| Dg,
V1 — o2p? J
wobei die Quadratwurzel im Nenner positiv ist. Nun liegt fiir
jede in Betracht kommende Richtung die Grésse
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B g
dz Vdy* 4+ dw?

zwischen den Grenzen + 1 und erreicht diese selbst auf der
Extremale des Feldes nur fiir ¥y = 0; so lange also y nicht ver-
schwindet, ist #2pp ein echter Bruch und die Grosse 1 — y2pp
positiv. Dasselbe gilt, da y und Dz positiv sind, von 8dr offen-
bar, wenn \/1 — y2p? negativ ist; hat diese Grisse einen posi-
tiven Werth, so folgt aus der allgemeinen Ungleichung

(I —app= (1 —a)(1—p),
dass 8dr nie negativ ist und nur verschwindet, wenn p — p,
d. h. nur in ordentlicher Weise, da das auf die Extremale be-
ziigliche Differential dz ebenso wie Dz positiv ist. Besteht die
Gleichung
1 —y2p? =0,

so ist zwar der in z, y ausgedriickte Integrand des Integrals J
singulidr; die urspriingliche Definition

lehrt aber, dass J,; trotzdem eine Function ¢(z) im Sinne des
§ 17 bleibt. Die Grosse deJ,, verschwindet in diesem Falle; du
hat den Ausdruck

du = a (1 — y2pp) da,

bleibt also positiv. Wenn daher & auf der Curve &, nicht
itberall ordentlich verschwindet, d. h. wenn diese Curve nicht
mit einer der Extremalen (69) zusammenfillt, so wichst die
Grosse oy, —~+ Jy5 bestiindig, so lange der Punkt 2 zwischen 1 und
3 liegt; in diesen Punkten selbst gelten freilich unsere Be-
trachtungen nicht mehr. Nihert sich der Punkt 2 den Lagen
1 und 3, so convergirt jene Grosse gegen die Grenzwerthe
Jy; und Jy;; denn wenn der Punkt 2 sich einer bestimmten
Stelle der Parabel anniihert, ergeben die Formeln (69), (71)

limf_—.o, lim w = lim <]_02:0.
a

Aus dem Verhalten der Grisse & ergiebt sich also mit Be-
riicksichtigung der Relation (70), wenn &, nicht eine der Curven
(69) ist,
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9703 — J137 ‘703 £ J0137
d. h. die Kugel hat grdsseres Volumen als der durch Rotation
der Curve ¥ entstandene Korper von derselben Oberfliche.

§ 24.

Geht man die Curve 6 vom Punkte 0 aus in der Richtung
wachsender ¢ entlang, so sei 6 der erste Punkt, in welchem,
nachdem man 0 verlassen hat, die Grosse 4 verschwindet. Wir
setzen voraus, dass dies eher eintrete, als die Functionen £ und 7
ihre vorausgesetzten Eigenschaften ldngs der Curve € verlieren,
so dass 6 noch ein regulirer Punkt dieser Curve ist, in dessen
Umgebung durch Ungleichungen

[t —t | <sg|la—a | <<e&
fir die Grossen ¢, a ein Gebiet &’ definirt wird, innerhalb dessen
die Functionen £, u, I (&, 7, &, n¢) regulir bleiben und die Grosse
& -+ m¢ von Null verschieden ist. Die entsprechenden Punkte
(z, y), welche durch die Gleichungen
ng(taa’)a y—"—':??(t,a)

bestimmt werden, gehoren dem Felde eines Theils der Curve €
nicht mehr an, da sie im Allgemeinen gewisse Gebiete der
Ebene doppelt bedecken. Nimmt, wie frither, im Punkte 0 die
Curve G, ihren Anfang, welche von den Extremalen des Feldes
transversal geschnitten wird, so nennen wir 6 den extremalen
Brennpunkt der Curve €, auf der Extremale ©; zieht die
Curve @, sich in den Punkt 0 zusammen, durch welchen dann
auch alle Extremalen des Feldes gehen, so heissen 0 und 6
conjugirte Punkte oder ausfiihrlicher extremal con-
jugirte Punkte. Z. B. sind nach § 23 bei der Aufgabe II
conjugirte Punkte dadurch charakterisirt, dass ihre Tangenten
sich auf der z-Axe schneiden; der extremale Brennpunkt einer
beliebigen Curve @, wird durch die leicht discutirbare Gleichung
(65) definirt.

Wichtige Eigenschaften der conjugirten und Brennpunkte
beruhen darauf, dass die Grosse 4 einer linearen Differential-
gleichung geniigt, welche allein durch die Extremale € bestimmt
wird. Zu dieser Gleichung fiihrt die geometrische Bedeutung der
Grosse 4, welche aus folgender Betrachtung erkannt wird. Es
seien
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e r=§(ta)yy =1t a)
T=¢§(a—+0a),y=1n(a -+ da)

zwei benachbarte Extremalen des Feldes und liege der Punkt

(#, y) auf der Normalen der ersten Curve im Punkte (z, y). Die

Richtungscosinus dieser Geraden sind

(e f’// o '

Tl
nimmt man die Quadratwurzeln positiv, so beziehen sich diese
Grossen auf diejenige Richtung, welche zur Richtung wachsender
t so liegt, wie die 4 y-Axe zur 4 z-Axe, Die Gleichung der
Normale ist

@—x)a+G—yy=0;
die Gleichungen (72) kann man schreiben
Z—x— {& (@ —1t)+ &da 4 [r — ¢ 0a],} =0,
I—y— {m@—1t+nda+[z—1da)} =0,
wobei die Grossen &, &, ... fir das Argumentsystem #, @ zu
nehmen sind. Die Functionaldeterminante der linken Seiten

dieser drei Gleichungen nach Z, 7, v ist, wenn fiir diese z, y, ¢
gesetzt wird:

Ll Lyl 0|
1 0 e ég ‘ = z'? —+— le,
0 1 =i

also von Null verschieden; man kann daher die Grossen z — z,
y — y, v — t nach da entwickeln, wobei die linearen Glieder
dieselben sind, wie wenn die Gleichungen jene drei Differenzen
nur streng linear enthielten; somit folgt

— i dda &doa

Z—x= W + [0aly, §¥—y= 3 + [0 al,,
oder, wenn :
(73) 7 e —?fj ____L_
Vé: + w?

gesetzt wird,

T—2= Xw -+ [0a], ¥ —y= Yo | [da];
o ist also der Normalabstand der beiden Extremalen, wenn d«
unendlich klein wird, positiv oder negativ genommen, je nachdem

die Richtung zum Punkte (Z, 7) hin mit der oben definirten
Normalrichtung iibereinstimmt oder nicht,
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Nun beschreibt der durch die Gleichungen (72) definirte
Punkt (7, y) bei willkiirlich festgelegtem Werth von da eine
Extremale; sind wie in § 4 die Gleichungen einer solchen

'P:()’ Q:()?

so kann man in ihnen z, ¥y fiir z, y substituiren und nach da

differenziren; setzt man sodann da = 0, so ergiebt z. B. die
erste Gleichung

P oc oP o7 aP oz’ ol ‘o

e e R M s —_—— =y T cee =

0z 00a ' 9o’ 00a & 0z" 0da ' oy o0da v iy

Dies Resultat kann auch in folgender Weise ausgedriickt werden:
es gelten die Gleichungen

LR ==10: L= are) =l
wenn man setzt
(74) O =" X, g mb X
letztere Gleichungen definiren, wie wir sagen wollen, eine Normal -
variation. Da nidmlich offenbar bis auf Glieder [da], die
Gleichungen

da C"L = gneXs 6a8—y—_—wY
0da cda

gelten, so kann man die Operationen
0
B 084 coa
bei der Voraussetzung (74) als identisch betrachten. Um die
angedeuteten Rechnungen durchzufiihren, gehen wir von den
Identitéten

dF, AETRT dd F,
aus; letztere ergiebt leicht

Sale BB TN
P <I o T) o 4 <Fx,y — = >6y

l /
ok c;—t (Frwda' + Foydy) + (Foy — Fyo) 0y

und analog findet man

0 == <Fy, B dg;y) oz + (F,y — %;"f)(iy

d e ’
— (Fywdd + Fyydy) + (Fyo — Foy) 02"

www.rcin.org.pl



99 Dritter Abschnitt. § 24.

Jetzt werde die in § 16 definirte Grosse F; eingefithrt und be-
riicksichtigt, dass fiir die Normalvariation (74)

yor — z'0y = — o Y22 F ¢’y
setzt man noch

Fi=F (& 4y

jing ai s (ZFI'y d E,v,,
F2_<Fm— )Xz (2FI,,—T_ L) XY

S (Fyy (ley> B o (o e (T ¥ X

so ergiebt sich aus den hingeschriebenen Werthen von 0P
und 0 @

X0P 4+ ¥Y3Q=Foo — X o (P Xa)— Y & (P Yo);

mit Beriicksichtigung der Identititen
XaLa Pee— fat XXl oV —d)
folgt hieraus

v Cid do
(75) X0P + Y0Q = Fyo dt n dt)

und dies ist, was wir spiater benutzen, eine reine Identitdt bei
der Voraussetzung (74) und beliebigen Werthen von w.
Nimmt man fir @ den Werth (73), so ergiebt sich

d do
X0P+ ¥0Q=0, Fo— (Fld—t =5
Wenn daher lings des betrachteten Stiickes der Extremale
x==E&({ a)y y=n( a),
etwa ldngs des Bogens 06 die Grisse I} von Null verschieden

ist, so geniigt ® einer linearen Differentialgleichung, deren
Coéfficienten, wenn man sie in der Form

o'+ Mo + No—=0
schreibt, von ¢, bis {¢; regulire Functionen von ¢ sind. Die
Grosse @ kann daher, wenn sie nicht identisch verschwindet,

nicht zugleich mit ihrer Ableitung nach ¢ verschwinden und der
Gleichung (73) zufolge gilt dasselbe von 4, so dass jedenfalls

4y (tg, ag) = 0.
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§ 25.

Die erhaltene Ungleichung zeigt, dass man die Gleichung
(76) 4 @ a) =0,
der das Werthsystem f;, @, geniigt, in der Umgebung desselben
nach ¢ auflosen kann; schreibt man diese Gleichung in der Form

d; (b, 1) @ —1t;) + Ao (b a0) (@ —ao) + [@ — ao, t—1t5]y = 0,
so ist klar, dass man aus ihr erhilt

4,0 :
t — t,; = — -A—t' (a = ao) + [(L e aojg.
Substituirt man diesen Werth in die Entwickelungen von & und

n fir die Umgebung der Stelle 6, so wird durch die Gleichungen

7 z="E(, a) = zs'+ [a — |
y=mn( a) = ys + [@a — a];
eine Curve definirt, welche den Punkt 6 enthilt und durch €
bezeichnet werde (Fig. 12). Sie ist in allen Punkten, welche
hinreichend kleinen, nicht ver- Fig. 12.
schwindenden Werthen von |a—a,|
entsprechen, regulir; im Punkte .
6 selbst kann sie einen Riick-
kehrpunkt darbieten oder auch
speciell sich ganz in diesen Punkt
zusammenziehen. Letzteres ge-
schieht in dem Falle, dass die Po-
tenzreihen [a — ], in den Glei-
chungen (77) identisch verschwin-
den. Die Incremente der Coordi-
naten beim Fortgang lings dieser
Curve haben folgenden Ausdruck

ax dt glda i gadt
Dx_% da = <§a o ‘ft'(m> da = R R da,
i dy e dt AT ntda v nadt :
Dy——%da— <77a —{—nt%) da-— Ny d_t‘—‘““da,

da nun & und % nicht zugleich verschwinden, so kann die
Gleichung (76) in einer der Formen

_ e g £ma
a gt k) a nt
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geschrieben, und hieraus eine der Doppelgleichungen

_m dt n
Dy = £ (sa + & da) g—‘ Dz,

§c e &
JOE— . <na -+ e da> (A= DJ

gefolgert werden; die Curve € wird also in Jedem ihrer Punkte,
welche von 6 hinreichend wenig entfernt sind, von derjenigen
Extremale des Feldes beriihrt, welche zu demselben Werthe von
a wie der betrachtete Punkt gehort. Die Curve ist also Enve-
loppe der Extremalen des Feldes, und die Existenz einer solchen
unter den eingefithrten Voraussetzungen erwiesen.

Léngs der Curve € ndhert man sich nun dem zu a = a,
gehorigen Punkte 6, wenn man ¢ um da vermehrt und annimmt

(78)

(79) (@ — ap) da < 0.
Wenn ferner & im Punkte 6 nicht verschwindet und
(80) ‘Z—x Lk ol ‘

so ist bei der Annahme (79)
dz (8
& by ‘ da > 0;

bei dem durch die Relation (80) bestimmten Vorzeichen der
Grosse a — a, haben daher die Grossen & und Dz dasselbe Vor -
zeichen, und stimmt der nach dem Punkte 6 hin gerichtete Fort-
gang lings der Curve € iberein mit der Richtung wachsender ¢
lings der berithrenden Extremale. Diejenige Hilfte der Curve
¢, fir welche die Ungleichung (80) gilt, nennen wir €,; lings
derselben hat man nach (78) die beiden Gleichungen

(81) Dz = o.&dt = adz, Dy — a.n:dl — ady,

wobei « positiv ist. Zweifelhaft wird die Existenz eines solchen
Bogens €, nur in dem Falle
da o
da
in welchem auch die Gleichung

S 01 gtda T gudt{ — Oa

y |6 6 A L |8
.t (-4 =

besteht. Dann hat mdoglicherweise (Fig. 13) die Curve ¢ im
Punkte 6 einen Riickkehrpunkt; nur wenn beide Zweige vom

da T nadt
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Punkte 6 in der Richtung fortgehen, welche auf der Curve G
wachsenden Werthen von ¢ entspricht, ist kein Bogen &, vor-
handen. Wir bezeichnen Fig. 18.
dies als den Ausnahmefall. G
Wie frither sei 0 ein
Punkt der Curve €, und 3
ein mit ihm auf derselben
Extremale des Feldes lie-
gender Punkt, auf den sich
die Argumente « und ¢ be-
ziehen. Dann ist die Grosse
3

w :eToa=jF(5ﬁ?a§t,’7t) dt
0
nicht nur, wie wir wissen,
im Felde, sondern auch in
demjenigen Gebiete &' eine
reguldre Function von ¢ und ¢, in welchem die Grissen &, 7y
F (& m, &, n:) regulir bleiben. Die Gleichungen
oo =Fo (& £ ) o+ Fy (51 £6 1) 1

oa

6,

ou
- b F (&, n, & n0),

welche zunichst fiir das Feld abgeleitet sind, gelten daher auch

im Gebiete (&, da in diesem ihre rechten wie linken Seiten regu-

lire Functionen von @ und ¢ bleiben. Speciell sei 3 ein Punkt

der Curve ¢; dann hat man beim Fortgang lings derselben

du = Fy (& ..., n) (Eada—+Edt) + Fy (&, ..., 1) (Mada—+n:di)
== B (&, s ) Dz = By (&, 5 ) Dy

Andererseits bilde man lings der Curve ¢ das Integral
6
Jys = j F (7, y, Dz, Dy),
3

so dass das Zeichen D der nach dem Punkte 6 hin gerichteten
Bewegung lings der Curve € entspricht. Dann ist
ddys = — F (2,9, Dz, Dy) = — F (& n, Dz, Dy).

Diese Grosse ist der fir du erhaltenen entgegengesetzt, wenn
man die Homogeneitiitsgleichungen
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Ft’ (gs n, gts m) = Fx’ (gv 7, D‘tv Dy)v

Fy (& m, & me) = Fy (& n, Dz, Dy)
anwenden kann, also wenn die Gleichungen (81) gelten und o
positiv ist, so dass der Punkt 3 dem Bogen €, angehort. In
diesem Falle hat man die Gleichungen
Fo (& ..wme) Dz + Fy (5, ..., 5)) Dy = B (6,9, Dz, Dy) D2

+ Fy (& n. Doy Dy) Dy = F (§ v, D, Dy),
éb -} ddys = d (Jo - Jag)=0
Da nun, wenn der Abstand der Punkte 3 und 6 unendlich klein
wird und damit die Extremalen 03 und € zusammenfallen, offen-
bar die Gleichung o
lim (Jos + J35) = Jog
gilt, so folgt allgemein
(82) Jos + dsg = Jos. :
Zieht sich die Curve € in den Punkt 6 zusammen, so erhilt
man offenbar
Jip —10.

Die Werthe von J,, auf den verschiedenen Extremalen des Feldes
sind also gleich.

Jetzt kann die Curve 036, welche aus dem Extremalen-
bogen 03 und dem der Curve €, angehorigen Stiicke 36 be-
steht, als der engeren Nachbarschaft des Bogens 06 angehirig
aufgefasst werden; denn sobald der Abstand 36 hinreichend
klein geworden ist, sind die Tangenten des Bogens 36 von
der des Punktes 6, und die Tangenten der Extremale 0 3,
welche stetig in den Bogen 06 iibergeht, von den Tangenten
des letzteren beliebig wenig verschieden. Der Bogen 036 ge-
hort also zu denjenigen Curven ¢, mit denen man den Bogen 06
vergleichen miisste, wenn dieser das Integral J auch nur zu
einem schwachen Extremum machen sollte im Vergleich zu anderen
die Curve €, und den Punkt 6 verbindenden Linien. Dann
miisste die Differenz

Jos oy Jose = Jos T (Joa "|— Jsa)
ein festes Vorzeichen haben, ohne zu verschwinden, wihrend sie
nach (82) den Werth Null hat. Der Extremalenbogen 06 liefert
also sicher kein Extremum des Integrals./, auch kein schwaches;
das Extremum hort vielmehr in der durch die Gleichung (82)
niher bezeichneten Weise im Punkte 6 auf. Hiermit ist, die
Existenz des Feldes vorausgesetzt, folgendes Resultat bewiesen.
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Wird die regulédre Curve €, von der Extremale € im Punkte
0 transversal geschnitten, und letztere vom Punkte 5 durch-
laufen, so hort der Bogen 05 auf, ein schwaches Extremum des
Integrals J unter den vom Punkte 5 zur Curve €, gehenden
Linien zu liefern, sobald der Punkt 5 in den Brennpunkt
der Curve €, hereinriickt. Dasselbe gilt, wenn die Curve @,
sich in einen Punkt 0 zusammenzieht, beziiglich des Extremums
unter den die festen Punkte 0 und 5 verbindenden Curven, so-
bald der Punkt 5 in den zu O conjugirten Punkt iibergeht.
Eine Ausnahme findet nur statt, wenn die stets vorhandene Enve-
loppe der Curven des Feldes im Brennpunkte einen Riickkehr-
punkt von besonderer Art besitzt; in diesem Falle lehrt unsere
Betrachtung, dass in beliebiger Nihe des von zwei conjugirten
Punkten begrenzten Extremalenstiickes andere solche liegen,
welche mit jenem den Anfangspunkt gemein haben, und so be-
schaffen sind, dass sie sicher kein Extremum mehr liefern. In
Fig. 13 z. B. hat man offenbar

t713:=706+JG3-

§ 26.

Beispiel. Bei der geradlinigen elastischen Schwingung
eines materiellen Punktes fiilhrt das Hamilton’sche Princip
auf das Integral

J=[dz (p>— y2),
dessen Extremalen durch die einfache Gleichung
Z—fc +y=0
bestimmt werden. Die Extremalen
y=a snz
gehen alle durch den festen Punkt 0 (# — y = 0), in welchen

wir die Curve @, zusammengezogen denken. Setzt man 2 — ¢,

so erhélt man :
i Ula B300). . g
0 (z, a)
fir den dem Punkte O conjugirten Punkt 6 ist also # — =, in
seiner Umgebung sind offenbar x und a sinz regulidre Functionen.

Die Curve € zieht sich in den Punkt 6 zusammen, da alle Extre-

Kneser, Variationsrechnung. 2
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malen der betrachteten Schar durch ihn hindurchgehen. Die

langs ihrer erhaltenen Integrale o haben gleichen Werth:
atsin2x |*

== ).
- St <

Jog — {aﬁdx (costx — sinx) =
0

Derselbe Fall tritt ein bei den griossten Kreisen der Kugel
als kiirzesten Linien; zu jedem Punkte ist der diametral gegen-
iiberliegende conjugirt. Auf den von einem Nabelpunkte aus-
-gehenden geoditischen Linien eines dreiaxigen Ellipsoids ist der
diametral gegeniiberliegende Nabelpunkt dem Ausgangspunkte
conjugirt, und die beide verbindenden geoditischen Bogen sind
von gleicher Liinge.

Das einfachste Beispiel fiir die allgemeine Gleichung (82)
bietet die Grundeigenschaft der Evolute, durch ihren Bogen die
Differenz der ihren Endpunkten entsprechenden Kriimmungs-
radien der Evolvente zu messen. Man erhdlt diesen Satz, indem
man die Gleichung (82) auf die Aufgabe I anwendet, und die
Evolvente als Curve €, betrachtet.

Aufgabe VI (§ 11). Eine Aehnlichkeitstransformation,
deren Centrum auf der z-Axe liegt und die Abscisse z, hat,
wird durch die Gleichungen

y=—oay, T—x—=0a@&—ux), T=o0ur — (6« — 1)
definirt. Hat man also durch die Gleichungen
2)2
y=2CLE s—v 48 (gt +o0)
eine Extremale dargestellt, so beschreibt der Punkt (z, y) eben-
falls eine Extremale. Eine beliebige Tangente einer solchen hat,
wenn X, Y laufende Coordinaten sind, die Gleichung
Y—y=pX—a),
schneidet also die z-Axe in einem Punkte 7, dessen Abscisse

X=g—4
p
ist. Da nun hiernach
dX _y
dp — p?’

und die Werthe p — 0, p—-} o fiir X die entsprechenden — o,
+ o ergeben, so durchliuft der Punkt 7', wenn a und damit y
positiv ist, die x-Axe genau einmal im positiven Sinne, wenn
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p wachsend alle positiven Werthe, der Berithrungspunkt der be-

trachteten Tangente also (§ 11) die ganze Curve durchliuft.
Jetzt sei (Fig. 14) eine Gerade G, unter dem spitzen Winkel

¥ gegen die -}x-Axe geneigt; dann wird sie von einer Extre-

Fig. 14.

g <

+ x

malen € im Punkte 0 transversal geschnitten, wenn in diesem
die Gleichung

2p P
N EERR T IE TR
besteht, welche offenbar
(83) gy <p
ergiebt. Zu einem gegebenen Werthe von fgw gehoren zwei
reelle Werthe von p, deren Product 3 ist, sobald die Ungleichung

1
t o 300
gy < 7 A

besteht; einer jener Werthe, den wir zur Construction von €
benutzen, ist daher kleiner als {3 und gehort zu einem Punkte des-
jenigen Zweiges der Extremale, dessen Stiicke ein Minimum des
Widerstandes (§ 18) ergeben. Ist ferner 7 der Schnittpunkt der
Tangente der Extremale im Punkte 0 mit der z-Axe, 8 der Schnitt-
punkt dieser mit der Geraden €,, so liegt nach (83) der Punkt
7 rechts von 8, d. h. nach der positiven Seite hin. Durchliuft
daher ein Punkt die construirte Extremale € von 0 aus in der
Richtung wachsender z, also abnehmender p, so bewegt sich der
Punkt 7' von der Lage 7 aus nach — o hin, erreicht also in-
zwischen die Lage 8; der Beriihrungspunkt der durch 8 gehenden
Tangente der Curve € sei 6.

Den Punkt 8 mache man nun zum Centrum einer Schar

von Aehnlichkeitstransformationen; dieselben fithren die Curve G
7%
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s

in eine Schar von Extremalen iiber, welche die Gerade €, trans-
versal schneiden, und die Tangente 68 berithren. Letztere ver-
tritt also die Enveloppe € der allgemeinen Theorie, 6 ist der
Brennpunkt der Geraden G, auf der Curve €, und €, ist die
Strecke 68. Ist 2 irgend ein Punkt dieser Strecke, und schneidet
die in ihm beriihrende Extremale der construirten Schar die
Gerade G, im Punkte 1, so gilt fiir das Widerstandsintegral die
Gleichung
J1s ‘I‘ Jys = Jog,

wobei oJ,, lings der Geraden 68 gebildet wird. Lisst man da-
her den Punkt 5 lings der Curve @ laufen, so giebt der
Bogen 05 ein schwaches Minimum des Widerstandes, verglichen
mit den vom Punkte 5 nach der Geraden G, gezogenen Curven,
so lange der Punkt 5 dem Bogen 06 angehort; riickt er in die
Lage 6 hinein, so zeigt die obige Gleichung, in welcher Weise
schon fiir den Bogen 06 die Minimumseigenschaft verloren geht.

Die bei der Aufgabe VI angewandte Methode zur Con-
struction und Begrenzung eines Feldes kann auf jede Aufgabe
iibertragen werden, bei welcher die Extremalen einer Schar
durch eine bekannte continuirliche Gruppe von Transformationen
in einander iibergehen. Wo die sogenannten Bahncurven der
Transformation die Extremalen der Schar berithren, liegen die
Grenzen des Feldes.

§ 27.

Dass sich die Extremalen wenigstens stiickweise mit Feldern
umgeben lassen, ist bei den einzelnen Aufgaben meist leicht
ersichtlich. Um aber iiber diese Verhiltnisse allgemeine Sitze
aufstellen zu konnen, stellen wir eine functionentheoretische
Betrachtung allgemeinen Charakters an, von der auch spéter
noch Gebrauch zu machen sein wird.

In den Differentialgleichungen

dz

d ’
(84) l:f(x, Y Za“')’ _:.(](-La Y Za---)an-a
dx dx

deren Anzahl » sei, ebenso wie die Anzahl der Unbekannten
Y, 2, ..., selen die rechten Seiten regulir in der Umgebung der
Stelle

(85) I A T2 8 S/
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dann existirt bekanntlich ein Integralsystem, dessen Glieder fiir
xz — z, die willkiirlich vorgeschriebenen Werthe
Y= Yoy &= %o, ...

annehmen, sobald die Grossen

‘.’/0_ YOIa |ZO_Z()I"
unterhalb einer gewissen Grenze liegen. Fiir diese Integrale
erhilt man Reihen, indem man die Gleichungen (84) nach z
differenzirt, und rechts alles durch Functionen von z,y, 2, .
allein unter Elimination der Differentialquotienten darstellt. Setzt
man in den so erhaltenen Ausdriicken, welche ebenfalls in der
Stelle (85) regulér sind, fiir z, y, 2, ... die Werthe z, yo, 2o, .- .,
so erhidlt man die Coéfficienten der Taylor’schen Entwicke-
lungen jener bestimmten Losungen v, z, ... nach Potenzen von
x — x,. Diese Coéfficienten sind, wie in den Beweisen fiir die
Existenz der Integrale gezeigt wird, dem absoluten Betrage nach
ckleiner als die entsprechenden einer gewissen convergenten
“Potenzreihe des Arguments z — z,, welche von der speciellen
SWahl der Grissen ¥, 2, ... unabhiingig ist. Sieht man also letz-
“tere als variabel an, so convergiren die fiir ¥, z, ... erhaltenen
~Reihen in einem gewissen Gebiete gleichmiissig; ihre Werthe fiir
ein bestimmtes Argument x sind also als Potenzreihen von
"0y 20 — Zo, ... darstellbar; offenbar kann man setzen

u\*r

neg
|

% y:yoJr(x—xo) [z — @0, Yo — Yo, 26 — Zoy -+ .Jo»
= 2 =2+ (x — @) [x — %o, Yo — Yo, 20 — Zoy «eu]oy oo
£80 dass die Functionaldeterminante
“ dilgnky)
0 (Yor 20, --)

GABINET MATEMATYCZNY

Towarz

fir # — x, den Werth 1 erhdlt. Die Werthe von y, 2, ... fir
irgend ein bestimmtes Argument x sind also als Functionen der
Grossen 1, #g, ... von einander unabhéngig.

Nun seien die Grossen Y, Z, ... als regulére, den Gleichungen
(84) geniigende Functionen von z in einem reellen Intervalle J
definirt, welches nach unten durch den Werth z, begrenzt wird;
fiir diesen sei

3l I R
fir £ — x, dagegen

) e i g LS
und jedes im Intervalle  erhaltene Werthsystem (z, Y, Z,...)
gehore zu denjenigen, in deren Umgebung die Functionen f, g, ...
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reguldr sind. Alsdann giebt es der durchgefiihrten Ueberlegung
zufolge positive Grossen 0, ¢ von der Beschaffenheit, dass ein
in dem Intervall

(86) Ty =0 =% + ¢

regulires Integralsystem existirt, welches, wenn z; irgend eiue
Stelle dieses Intervalls bedeutet, und die Ungleichungen

lyy, — Y, | <<, |og — Z, | <9, ...

bestehen, fiir x — z;, die vorgeschriebenen Werthe y,, 2z, ... an-
nimmt. Die Werthe #, 2, ... an irgend einer bestimmten Stelle
des Intervalls (86) sind dann in der Umgebung des Werth-
systems (Y;, Z, ...) regulire, von einander unabhingige Func-

tionen von ¥, 2z, .... Es sei ferner y die obere Grenze aller
moglichen Werthe &; dann kann die Grosse
Z=2ax + ¥y

nicht im Inneren des Intervalls § liegen. Denn wire dies der
Fall, so kénnten positive Griossen & 0 so bestimmt werden, dass
fir das Intervall
(87) —t<lwz—z <%
die Grosse 0 dieselbe Bedeutung hiitte, wie 0 fiir das Gebiet
(86). Da letzteres aber beliebig nahe an den Punkt Z heran-
reicht, so giebt es in ihm Stellen z;, welche zugleich dem Gebiete
(87) angehoren; ist daher 9, die kleinere der Grissen o, 0, und
nimmt man an, es sei

lh— Y| <d|la—2,|<dy...,
so ist durch jedes diesen Ungleichungen geniigende Werthsystem

Y1, 21 ... ein Integralsystem definirt, welches in den beiden Ge-
bieten (86), (87), also in dem ganzen Gebiete
L=< T ¢

regulir und so beschaffen ist, dass seine Werthe an einer be-
stimmten Stelle regulidre, von einander unabhiingige Functionen
der Grossen 9y, 2y, ... sind. Setzte man daher

—=vy+% 7+ t=ux -+ &
so hiitte fiir das Gebiet
0=z — 2 <
die Grosse 0; dieselbe Bedeutung wie 0 fiir das Gebiet (86); das

widerspriache aber dem Begriffe der oberen Grenze, da & > y.
Die obere Grenze aller Werthe x, |+ & liegt also ausserhalb des
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Intervalles § oder an der Grenze desselben. Mit dem Intervall
(86) kann daher jedes andere identificirt werden, welches von z,
beliebig nahe an die Grenze des Intervalles J heranreicht.

Hiermit ist gezeigt, dass die Integralmannigfaltigkeit (z, Y,
Z,...) in folgender Weise mit benachbarten umgeben werden
kann. Es giebt Integrale

=" DR(D, @y 1b: . k), (e R D
welche n Constante a, b, ..., k enthalten, und fiir ein gewisses
specielles Werthsystem
ab=— A\ = IR S
in die Integrale Y, Z, ... iibergehen, welche ferner regulire
Functionen ihrer » 4+ 1 Argumente sind, sobald z dem Inneren
des Intervalles J angehort, die Differenzen
|e — 4|, |b— B|, ..., |k — K|

aber hinreichend klein sind. Unter diesen Voraussetzungen ist
die Functionaldeterminante

0 (D, P, l
0(a,b,...)
von Null verschieden.
§ 28.

In dem Integral
J A AT = F @+ 0w,y + dy, o + 82, y + dy) dt

werde der Integrand nach der Taylor’schen Reihe entwickelt,
dann ist das Integral der doppelten Summe aller in den Varia-
tionen quadratischen Glieder

[dt (F..0a2 + 2F, 028y + - + Fopda'? 4 ...,
Dieser Ausdruck entsteht aus der Variation
o0 = j(z«i,ax + F,0y + F,02' + F,dy) dt,

indem man die Operation 0 nach den Regeln der Differentiation
anwendet und ¢, 0z, 02/, 0y, 0y, als dieser Operation gegeniiber
constant ansieht. Man bezeichnet demgemiss jenen Ausdruck
durch d2J und nennt ihn die zweite Variation von J. Ent-
halten die Variationen 0z, 0y einen constanten Factor & so ist
offenbar

(88) Ad = 0J + 102 + [e]s,
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und 02 enthélt den Factor &2 Nun kann man setzen:
0J = Fodx -+ F,dy +J’ dt (Pdz + Qdy),
also folgt, da das Zeichen 6 mit dem der Integration nach ¢ zu
vertauschen ist
02J = 0 Fuda + 8 Fyoy + [ dt (0Pdx + 8 Qoy),
eine Formel, die sehr leicht durch Rechnung zu verificiren ist.
Speciell in dem Falle

og|ti—=l0w|t —Fay| B =—RoJil=—10
erhilt man

1
82y, = [dt (9 Pdx + 3 Qoy).
0

Diese Formel werde auf eine Normalvariation angewandt,
welche durch die Gleichungen
dEi—0 Xy 0y — o)
definirt ist, wobei X, Y dieselbe Bedeutung wie in § 24 haben
und @ an den Stellen 0 und 1 verschwindet. Dann ist nach
der dort abgeleiteten Identitit (75)
1

0

0
oder nach einer partiellen Integration
1
(90) 02y, = j dt (F1@'? + F,w?).

0

Jetzt seien wiederum O und 6 conjugirte Punkte; iiber letz-
teren reiche der Bogen 02 hinaus. Dann hat nach § 24 die

Gleichung F
d(le')

ein in den Punkten 0 und 6 verschwindendes Integral, welches
im Punkte 6 sein Zeichen &ndert; der Bogen 02 sei so begrenzt,
dass 0 und 6 die einzigen ihm angehorigen Nullstellen des Inte-
grals @ sind. Ist dann & eine hinreichend kleine Constante und
F1 lings des ganzen Bogens 02 von Null verschieden, so hat
die Gleichung

d (')

dt

nach § 27 ein Integral, welches wie @ auf der Strecke 02 regulir
ist, der Gleichung

Iy, — &) w — =0
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welti=m [0 =—"0
geniigt, und ebenfalls zwischen 0 und 2 eine einzige Nullstelle 7
besitzt, welche fiir ¢ = 0 mit 6 zusammenfillt. Dann hat man
nach den allgemeinen Formeln (89) bei der Normalvariation
0x = ' Xwa, 0y — Yoo,
in welcher o constant sei, die Formel
7

M) dbt — ¢ j w2 dt.

7
2 — 2 y f g
02y, — o }w <F2w a1
0

Setzt man daher in dem Intervall 72

O =04 —= 10}
so hat man, da der Punkt 7 bei hinreichend kleinem & dem
Inneren des Intervalles 02 angehort,

82y, = 802Jy; = a’e j w?dt,
0

und da die variirte Curve eine Extremale ist, nach (88)

. 7
0oy = 0, ddyy = 502Jy; + [a]y = %J @?dt + [e]s.
0
Diese Grosse hat offenbar, sobald o klein genug ist, das Vorzeichen
mit & gemein, kann also sowohl positiv wie negativ werden, so
dass der Bogen 02 sicher kein Extremum des Integrals J liefert.

Diese in ihren Grundgedanken von Erdmann und Weier-
strass herrithrende Betrachtung unterscheidet sich von den in
8§ 24, 25 gegebenen dadurch, dass letztere im Allgemeinen schon
fiir einen von zwei conjugirten Punkten begrenzten Bogen das
Extremum als nicht vorhanden nachweisen, aber einen Aus-
nahmefall ausschliessen; die soeben durchgefithrte Entwickelung
erstreckt sich auch auf den Ausnahmefall, verlangt aber stets,
dass der betrachtete Bogen iiber den zu seinem Anfangspunkte
conjugirten Punkt hinausreiche.

Falls der Bogen 01 kein Paar conjugirter Punkte enthilt,
und F1 auf ihm nicht verschwindet, lehrt die Formel (90), dass
das Vorzeichen der zweiten Variation mit dem der Grosse F)
oder I iibereinstimmt. Wenn nidmlich « eine von #, bis ¢

regulidre Function von ¢ ist, hat man offenbar
i 4

1
wWe?+ 2uoe') dt = £ uw?) dt — w2 £ 0,
dt 0

0 0
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|
0. 02, = j dt [F'e'? 4+ 2ue e’ + (Fy, + o) 02,
0

und in diesem Ausdruck hat der Integrand dasselbe Vorzeichen
wie F), wenn man u der Gleichung
(93) (Fs+ o) Ft —uw2=0
gemiiss bestimmen kann; dann hat man einfach
1

2
(94) 02y, = J-Fl (o + 4o at.
0
Die Gleichung (93) kann aber wie jede Gleichung von der Form
w — Lu?+ Mu + N
auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriick-
gefiihrt werden; indem man setzt:

U — —

w’
'’

L

erhilt man

0" — <]P1—+—%> o' + LNow = 0;
von der Gleichung (93) aus kommt man auf diese Weise genau
zu der Gleichung (91), welcher die Grisse A (t, a): V& + n?
geniigt. Diese ist bei der eingefiihrten Voraussetzung lings des

Bogens 01 von Null verschieden, ergiebt somit eine im Inte-
grationsintervall regulire Grosse w:
FiyE + ¢ d <A(t, a) )-
d(ta) dt \Ygg + g

Wenn also eine Schar von Extremalen bekannt ist, so kann
fiir einen Bogen von der vorausgesetzten Beschaffenheit und fiir
eine Normalvariation die Formel (94) explicite hergestellt werden.

Einen Beweis fiir das Eintreten des Extremums gegeniiber
allen Curven, welche durch eine Normalvariation aus € hervor-
gehen und einer engeren Nachbarschaft angehoren, erhiilt man,
wenn man die Gleichung (93), indem man unter & eine hin-
reichend kleine Constante versteht, durch folgende ersetzt:

Iy + o) It — w2 = &2

Diese hat nach § 27, wenn & hinreichend klein ist, ebenso wie
jene ein von 0 bis 1 regulidres Integral; fiihrt man dasselbe in
die Formel (92) ein, so ist die unter dem Integralzeichen stehende
quadratische Form definit, und die Formel

U —= —
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1

Adyy = AE, J’ [0, o], dt
0

ergiebt leicht, dass das Extremum wirklich eintritt.

§ 29.

Ist 02 irgend ein Curvenstiick, das in der Umgebung jedes
seiner Punkte regulir ist (§ 1), so konnen lings desselben x
und y stets als regulidre eindeutige Functionen eines Parameters
t dargestellt werden, z. B. der von 0 nach 2 hin gemessenen
Bogenlénge Diese wird durch die Gleichungen

(lx dJ dj

definirt, in welchen jede der Quadratwulzeln dasselbe Zeichen
hat, wie das unter ihr im Nenner stehende Differential beim
Fortgang in der Richtung 02. Ist ndmlich an der Stelle 1 die Grosse
dy : dz endlich, also y eine regulire Function von z, so gilt

dasselbe von %, und diese Grosse ist von Null verschieden:

dt dt |1 dt |!
;jz:g;._}"[x"—xl]ﬂ t—tl_—_ﬁ (z — o)) 4 [z — &k,

die zweite Gleichung ergiebt aber
z—z =t —4],

so dass # und y an der Stelle 1 regulidre Functionen von ¢ sind.
Dasselbe Resultat erhélt man natiirlich durch eine dhnliche Ent-
wickelung, wenn dz : dy endlich und demnach z als regulire
Function von y darstellbar ist. Die Festsetzung iiber die Vor-
zeichen der Quadratwurzeln bewirkt, dass d¢ beim Fortgang in
der Richtung 02 immer positiv ist, so dass zu verschiedenen
Werthen von ¢ verschiedene Punkte des Bogens gehoren.

Bildet nun der Bogen 02 einen Theil einer Extremale und
definirt er nur Werthsysteme (z, y, 2/, 4'), in deren Umgebung
der Integrand I’ regulér ist, so gelten die Gleichungen

xl2+y,2:17 Fl’:l;‘la Fx_Ezy':Fy'—Fg;'——_—U,
aus denen wir die beiden gleichbedeutenden Systeme ableiten:
-E‘.'E T F’r’:rl" Tx y_/l F /.’L’” g Fx’y'y” et 0,

95 II III
Sk + ¢y’ =0;
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F, — Fp.o — Fp,y T i b=l e THE =2
(96) ¥ 4 I yll‘/{*’_ JI Ily_ 0 e J :
Aus jedem derselben konnen z”, %" als Functionen von z,y,2',y’
berechnet werden, und erscheinen als Briiche, deren Zihler lings
des Bogens 02 regulire Functionen von ¢, und deren Nenner die
Determinanten
‘ F’c’z’ Iic'y'
B
sind, welche mit Beriicksichtigung der in § 16 abgeleiteten Iden-
tititen in folgende Form gebracht werden konnen:

I"yl I’ f;' y[
) z' '_1/'

Ry @ity =Py =14 Fo @ty =Re =l

!21

Fithren wir daher die in § 17 geltende Beschriinkung wieder ein,
dass fiir jedes Linienelement des Bogens 02 die Grosse I} von
Null verschieden sei, womit moglicherweise gewisse singulidre
Losungen der Gleichungen (95), (96) ausgeschlossen werden, so erhiilt
man fiir #” und y”, indem man das eine oder andere der Systeme
(95), (96) zu Grunde legt, Ausdriicke, die in der Umgebung jedes
durch ein Element des Bogens 02 definirten Werthsystemes (z, y,
#', y') regulir sind. Schreibt man fiir diese Ausdriicke

dz' P dy’ A
W—M(x’yaxv?/)’ dt—N(x’yaxay)
und fiigt-die Gleichungen

dx 7 dy
ol R g,
hinzu, deren rechte Seiten stets reguliar sind, so erhilt man ein
System von der in § 27 betrachteten Beschaffenheit, in welchem
« durch ¢ ersetzt ist, und das Intervall § von ¢, oder 0 his ¢,
reicht. Es giebt daher ein Integralsystem von der Form
(97) D= X (s O Dsh D)y Y = X b on B
in welchem die Functionen X, Y regulir sind, sobald ¢ dem be-
zeichneten Intervall angehort, und die Differenzen
|a T -Tol, Ib —?jol, |“ N 1':)|a lﬁ—yH
hinreichend klein sind; dabei gelten die Identitéiten
(98) X (0440, by 00 B) =1, s X050 10; ooyt B —2 01,
Y(055a,.by 00 B) =0 " L3 (0, 1a,76, o, [B) == B
Fiithrt man daher die Bedingung
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w4 fr=1
ein, so hat man nach der zweiten Gleichung (95) allgemein
X4 Y?P=1,

und die Grosse ¢ reprisentirt auch auf allen Curven
=" XY =
die Bogenlidnge, gemessen vom Punkte (a, 4) an.

g 30.
Setzen wir nun die Gleichung
(99) I (a,b) =0
an, welche, wenn ¢ und 4 Coordinaten sind, eine in der Stelle
a = &y, b = y, regulire Curve @, darstelle, lings deren I, und

I, nirgends zugleich verschwinden, so definiren die Gleichungen
(97) eine Schar von Extremalen, welche von den Punkten der
Curve €, mit dem Werthe { — 0 ausgehen. Sie schneiden diese
Cuvve transversal, wenn die weitere Annahme
(100) 4 (a, b, &, B) = I, Fyr (o2, b, « B) — I, Fy (a, b, &, f) = O
eingefiihrt wird. Offenbar hat man
Aoi— Ty B (@550 8) == T Byt (a0, 06 B
= B I (a’ b, o, ) (a1 + B 1),
Ay = — ok (a, b, &, B) (I + BI3);
die Functionaldeterminante
0 2 2
o) — 98, (4, B) (uF + BT)
ist also von Null verschieden, wenn dies von dem Ausdrucke
al, + BT gilt, mithin auch, wenn die Grosse
@y I (0, Yo) + Yo Iy (%o, Yo)
nicht verschwindet, d. h. wenn die Curve ¢, im Punkte 0 vom
Bogen 02 nicht beriihrt wird. Das konnte nur eintreten, wenn
die Gleichungen
2o Ia (Zoy Yo) + Yo Iy (Zos Yo) = 0,
Fy (o, Yo, o, Yo) T (@0, Yo) — For (o -+ Y0) I3 (%o, Yo) = O
zusammen bestiinden, woraus die Gleichung
F (%o, Yo, %o, Yo) = O
folgen wiirde. Schliessen wir diese wie in § 15 aus, so ergeben
die Gleichungen
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(101) o2+ pr=1, 4 (a,b, e p)=0,
fir & und B regulire Ausdriicke mit den Argumenten a, 6. Da
ferner die Gleichung (99) eine der Grissen a, b als reguliire
Function der anderen definirt, z. B. 4 als Function von @, wenn
die Ungleichung
L (2o, 40) =2 0
gilt, so erscheinen auf Grund der Gleichungen (99), (100), (101)
alle vier in X und Y auftretenden Constanten durch a allein
ausgedriickt, so dass die Gleichungen der Extremalenschar die
Form
T Xt (1) al o =Y = 2i(lia)
annehmen, und die Functionen £ und % in der Stelle (0, z,) re-
guldr sind. Dabei ist oftenbar
AR SRS QN LTS 4-LS A S
und diese Gleichungen bleiben giiltig, wenn man § durch % und
X durch Y ersetzt.
Jetzt bilden wir die Functionaldeterminante
§dy o AEe T B EEN T )
/C(t’aib’“7ﬁ)
1 Xt Xu 'X}, Xa Xﬂ ]
Yo Yy Y. X |
e ‘ 0 0 0 20 28
Uit EL £ 0 0
0 4 4 4 4y

und beriicksichtigen, dass den Gleichungen (98) zufolge gesetzt
werden kann

X=a+at+[th ¥Y=>b+ pt+ [ths
dann ergiebt sich fir ¢t — 0:
XN e Xa———X‘g:O, Xei—1to
S PR O R R R T
mithin auf Grund der obigen Werthe 4, 4;:

(T Ol LY

’ g O T (R
05 0% 200l 1B F («lo 4+ BI)
0, by 0

D‘t:o o ‘

O Aa AI; ﬂ =y |
=—F (@I, + L),
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ein Werth, der offenbar von Null verschieden ist. Multiplicirt
man nun in ) die dritte, vierte und fiinfte Verticalreihe mit

Cili, Elg, ek und addirt sie zur zweiten, so ergiebt sich:
da’ da’ da
(i 7 B
D= igf b L, 0 0
nt 1711 Ab Aa A|~) i
Mt i gt ga i 14v 4
= | LF, (wla 4 BL);
nt Na |
mithin ist auch die Grosse
_ 0&m)
b ot a)

in der Nihe der Stelle 0 von Null verschieden. Die construirten
Extremalen, welche die Curve @, transversal schneiden, bilden
also, wenn man sie nicht iiber eine gewisse Grenze hinaus in
Betracht zieht, genau im Sinne des § 14 ein Feld des Bogens
02 oder eines in 0 beginnenden endlichen Theiles desselben.

Die Grosse D enthilt, wenn man sie fiir die Curven 02 bildet,
nur die ersten und zweiten Ableitungen von I fiir das Werth-
system @ — x,, b = 7,; man schliesst daraus leicht, dass irgend
zwei Curven €, welche sich im Punkte 0 osculiren, auf der
Extremale 02 dieselben Brennpunkte haben. Zieht sich die Curve
6, in einen Punkt 0 zusammen, so sind a¢ und & nicht mehr
frei verdnderlich und konnen unter den Functionszeichen X, Y
weggelassen werden. Die Determinante

[ e o o T o )
Do (t) = | X, Ta 1’)’ - P (t e ﬂ)
O “ ﬁ 4 y i .

kann den Gleichungen (98) zufolge geschrieben werden :
oo+ [t t+ [t [t]e

Dy () = | B+ [th [t)y ¢+ [t
| 0 o B

o« t 0
=B 0 t |+ [thh=—1t+ [t]h,
0 o« p

sie verschwindet also zwar im Punkte O selbst, nicht aber in
der Umgebung desselben. Ist nun z B. %, von Null verschieden,
B als Function von « also an der Stelle z, regulér, und setzen wir
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X (t o V1 — ) = & (1, o),

Yt e V1 — a) =7 (t o),
so sind ¢ und 5 an der Stelle (0 x) reguldr, und es ist

“+ﬁ(loc
b 0 e v

da
hieraus folgt leicht:

o¢&mn)
D, () = ) B =pd4

Mithin ist auch 4 in der Umgebung des Punktes 0 von Null
verschieden, und wenn 1 ein hinreichend nahe bei 0 liegender
Punkt des Bogens 02 ist, kann der Bogen 12 wenigstens in der
Nihe des Punktes 1 mit einem Felde umgeben werden, dessen
Extremalen alle durch den Punkt 0 gehen.

§ 31

Beschrinken wir die vier in X und Y auftretenden Con-
stanten nur durch die Relationen

o2 =EaBs i —11, " (g, by — 0,

so konnen wir sie durch zwei Constante ausdriicken, etwa a und

wenn die Grossen
zo, Iy (2o, Yo)
von Null verschieden sind. Erhalten wir dann
(102) Tt (0 e shi== DA )]
80 sind r und Y regulir an der Stelle
t = 07 =Ty C€6=—>,
und haben die Form

t ;
t, a, = B t]o
o =at s +24—[1

I)(t a,c)—l)—{——,—?——':}_ +[]2a

wobei die Quadratwurzel beide Male dasselbe Vorzeichen hat.
Hieraus ergiebt sich fiir ¢t = 0
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b= flf 1 ﬁ Slee
ey __|V1+e . e
Tha) | . @b e
Vito da)
dieser Werth ist, wenn die Grosse |¢ — % hinreichend klein
0

bleibt, von Null verschieden, da die Extremale € und die Curve
I' = 0 nach Voraussetzung sich nicht berithren. Man kann da-
her die Gesammtheit aller Extremalen, welche von einer be-
stimmten, etwa €, hinreichend wenig verschieden sind, in der
Umgebung eines bestimmten, der letzteren angehorigen Punktes
0 in der Form (102) darstellen, wobei, wenn man G selbst fiir
@ — ay, ¢ = ¢, erhilt und dem Punkte 0 der Parameter ¢,, zu-
gehort, an der Stelle (¢y, @y, ¢;) die Functionen 1, y regulir sind,
und mindestens eine der Grossen

6, ¢t 6 ¢) = g% :3 b (hao)=" 8 %)
von Null verschieden ist. Jedoch brauchen die Functionen y und y
nicht nothwendig die oben angegebene specielle Form zu haben,
welche nur als concretes Beispiel die ausgesprochene Behauptung
erweist.
Fasst man nun speciell die durch den Punkt 0 gehenden
Extremalen ins Auge, so ist fiir dieselben

Ty =1 (lo,'ay €),.. * Yg-— 0 (los @ C);
diese Gleichungen kann man zufolge der fiir die Grossen @

geltenden Voraussetzung nach ¢, und @ oder ¢, und ¢ auflosen;
hat man etwa

0, (tooy Wy, C()) = 0,
so erhdlt man fiir ¢, — f,, und ¢ — ¢, Ausdriicke von der Form
[@.— ao],, und die mit diesen gebildeten Werthe

L (t: a, C) = g (ta a’)a ) (t, a, C) == (t7 a)
sind an der Stelle
b= tOOa a =
regulir, Da ferner

de de
gt:Et: ga:ga"‘f“xcg‘(? Ne = Yy, nazt)a—{——l)c%,

0
rdty + roda 1 r.de| = 0, pedte 4 yoda - yde| = o,

Kneser, Variationsrechnung. 8
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und letztere Gleichungen ergeben
d_C s 01 (t07 a, C)
da’i 02 (to, @, c)

S0 erh'allt man

o m) _ de D (tn?)
d(t o =6, t a,¢c) + 6, (2, a,c)d o
wobei gesetzt ist
D (t(” t) — 01 (ti a” C) 02 (ty a” C) _— D (t’ tO)’

01 (t07 a, c) 02 (to, a, C)

Dieser von Weierstrass betrachtete Ausdruck ist auch die De-
terminante der Coéfficienten von dt, dt,, da, dc¢ in den Linear-
formen dz,, dy,, dz, dy; man verificirt ndmlich leicht die Iden-
titit
GRG0
Ut (t) 0 Da (t e t) 15
i b RO SRR S
L0 D(t) e (to) Ve ()

Der fiir 4 erhaltene Ausdruck zeigt, dass die Jacobi’sche
Bedingung des Extremums auf irgend einer Extremale fiir den
Bogen 12 erfiillt ist, wenn die Punkte 0, 1, 2 in der Richtung
wachsender ¢ auf einander folgen und die Gleichung

D (to, t) =i
in dem Intervall von f, bis £, keine andere Wurzel als ¢ — ¢,
besitzt. Diese Form der Jacobi’schen Bedingung benutzt den
ausserhalb des untersuchten Bogens 12 liegenden Punkt 0, ein
Uebelstand, dem in folgender Weise abzuhelfen ist. Liegen ¢
und #, in der Nihe eines festen Werthes ¢;, so kann man ent-
wickeln

DR L) =1 t'=¢],
= [(t_t0)+(t0_tl) tO—tlJ —“Zf\l(t())(t_to 3

die Coéfficienten dieser Reihe erscheinen zunachst als Functionen
von ¢, und ¢;, miissen aber von letzterem Argument ebenso wie
D (t, t,) unabhiingig sein. Da ferner ¢, und ¢, als specielle
Fille der Griosse 4 angesehen werden konnen, welche nach § 24
nicht mit ihrer Ableitung nach ¢ zugleich verschwindet, so gilt
dasselbe von D (t, t,), wenn dieser Ausdruck nicht identisch ver-
schwindet, und es folgt

(103)
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Ifi (to)| = 0.
Beschrinkt man daher die Grisse f, auf ein gewisses Intervall
(104) [te — 8| < &

so liegt die Grosse |f)(f,)| oberhalb einer positiven Grenze y.
Der urspriinglichen Entwickelung (103) zu Folge giebt es ferner
solche positive Constante g, g, dass bei der Voraussetzung

(105) o —t|<eo [t—1H[<eo
die Ungleichung

1 | 2D (to, 1) o

i et L
besteht, und da die linke Seite fiir ¢t = ¢, in |f,(f,)| iibergeht,
folgt bei Voraussetzung der ersten Ungleichung (105)

| falto) | <go™"

N : a—1 Sl Fpt st
qu (to) (t —1) < £ '0‘> '

S
Q a
Es giebt daher eine nur von g, o, ¢, nicht aber von ¢, abhiingige
positive Constante 0 von der Beschaffenheit, dass bei der Annahme

[t —t | <9
und den Voraussetzungen (104), (105) die Ungleichung

A+ 3 A =)' >0

besteht, die Gleichung

By (g ity =0
also zwischen ¢, — 0 und ¢, -} 0 keine andere Wurzel besitzt,
alatii—st,,
Jetzt werde ¢, so nahe bei ¢, angenommen, dass nicht nur
die Relationen (104), (105) erfiillt sind, sondern auch, wenn 9,
eine zwischen 0 und 0 liegende Constante ist, die Ungleichungen

(106) o o Nt Ly UL e G
bestehen. Vorausgesetzt werde ferner, dass die Gleichung
(107) D (t, t) =0

in dem Intervall von ¢, bis ¢, allein die Wurzel ¢ — ¢, habe, in
dem Intervall von ¢, 4 0, bis #, also gar keine. Dann gilt letz-
teres auch, sobald |#, — ¢, | hinreichend klein ist, fiir die
Gleichung
D (ty, t) =0,
8*
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welche zwischen ¢, — 0 und ¢, -+ d, mithin auch nach (106)
zwischen ¢, — 0 und ¢, + &, nur die eine Wurzel ¢, besitzt; diese
ist also auch die einzige Wurzel der letzten Gleichung fiir das
ganze Intervall von #, bis ¢,. Damit ist gezeigt, dass unter der
fiir die Gleichung (107) eingefiihrten Voraussetzung die Jacobi’sche
Bedingung in der oben angegebenen Form erfiillt ist, d. L. dass
die durch einen passend gewihlten Punkt O gehenden Extre-
malen ein Feld des Bogens 12 bilden. Die Jacobi’sche Bedin-
gung kann daher auch, wenn es sich um das Extremum fiir
den Bogen 12 bei festen Endpunkten handelt, durch die Forde-
rung ersetzt werden, dass die Gleichung (107) auf der Strecke
von ¢, bis ¢, keine andere Wurzel als ¢ = ¢, besitze.

Kann man speciell 2 — ¢ setzen, so erhilt man

0 oY

y:I)(x,a/,C), ol:b—g—s 02:€_.é7
oy o |

oa - @c }
D(to, t) == (fto, x) == ay 5 ay 3 ‘;
2al ocl| |

setzt man diesen Ausdruck gleich Null, so hat man das Krite-
rium der conjugirten Punkte in der von Hesse gegebenen Form.
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Vierter Abschnitt.

Das einfachste relative Extremum.

§ 32.
Die isoperimetrische Aufgabe im weiteren Sinne des Wortes
verlangt, ein Integral

J=[f@yp)de=|F(ayy)dt
zu einem Extremum zu machen, wenn ein anderes Integral der-
selben Form

K={yg@ypde=|G@ya, y)dt
einen vorgeschriebenen Werth hat; d. h. unter allen Curven, welche
dem Integral K den vorgeschriebenen Werth geben, diejenige zu
finden, ldngs deren J einen extremen Werth erhilt. Ein solches
Extremum heisst ein relatives, die bisher betrachteten im Gegen-
satz dazu absolute Extrema. Die isoperimetrische Aufgabe im
engeren Sinne erhdlt man, wenn J das Flichenintegral und K
die Bogenlinge ist.

Um nun zundchst nothwendige Bedingungen dieses Extre-
mums abzuleiten, sei ¥ ein Curvenstiick von den in §§ 2 und 4
fiir den ebenso bezeichneten Bogen geforderten Eigenschaften;
die Functionen F' und G seien regulir fiir die durch die Ele-
mente dieses Bogens definirten Argumentsysteme. Léings des-
selben mogen die Punkte 0, 1, 2, 3 in der Richtung wachsender
Werthe von ¢ auf einander folgen; dann variiren wir die beiden
Bigen 01 und 23 nach der in § 8 benutzten Methode.

Bezeichnen wir durch &, %, & % Constante, und setzen

T=(@— t):({t, —1t)3 U= (@{—t)(t — t)3
so sei fiir den Bogen 01
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0 Bie=i e v i0y—= L
ferner fiir den Bogen 23
okre——ve. Ll b Oyi—mll,
ausserhalb der Strecken 01 und 23 aber iiberall
Bz —dy.— 0
Da die ersten und zweiten Ableitungen der Grossen 0z, 0y in
den Stellen 0, 1, 2, 3 verschwinden, so beschreibt der Punkt
(z + 0z, y + 0y) eine Curve von den fiir B vorausgesetzten
Stetigkeitseigenschaften. Offenbar bestehen in der Bezeichnung
der beiden ersten Abschnitte die Gleichungen
(1) A = Ady, + Adyy, AK = AK,; + A4K,,;
damit also ldngs der variirten Curve das Integral K denselben
Werth habe, wie lings der urspriinglichen, hat man die Gleichung
K= AN = G =10
zu erfiillen.
Setzen wir weiter
P—=F,—F, Q=F,—F), R= G,— G, S= G, — Gy,
so ist nach § 4, wenn die Variationen an den Grenzen der Inte-
gration verschwinden,

A4 =8J + | dt [dz, 0y, o', dy'],,
0 = | dt (Pdz + Qdy),

und analoge Formeln gelten fiir das Integral A”; hieraus ergiebt
sich bei der angegebenen speciellen Variation auf Grund der
Formeln (1)

AT = ¢ [l PTdt + ;‘1 QTdt + ¢ FPUdt +q f QUdt
: + (e, 00 & ks :

AK — (RT¢1t+n3srfit+e\R1(1t+anUdt
: + (&, & ng-

Soll nun die Curve B ein relatives Extremum des Integrals o
im definirten Sinne liefern, so muss 4J bei allen variirten
Curven, fiir welche 4 K verschwindet, ein festes Vorzeichen haben.
Hieraus folgt, da die Constanten & 7, & 3 frei verfiighar sind,
nach § 7, dass die Determinanten zweiter Ordnung, welche aus
irgend zwei Verticalreihen des Schemas
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32 Das einfachste relative Extremum. 119

or:

3 1 8 3
[ RTdt, [ STat, j R UL, j SUdt,
0 0 2 2
1 1 3 s
j‘PTdt, | @rat, [ PuUat, | Quat,
0 0 2 2

gebildet sind, verschwinden miissen. Da die Grosse I' auf der
Strecke 01, ebenso U auf der Strecke 23 positiv ist, kann man
dieses Schema in folgende Form bringen:
% b I 3 3
R, | Tdt, Su[ Tdt, R, | Udi, 8| Udi,
0 0 3 3
1

1 3 3
P, .\' Tdt, Q. 5’ Tdt, P, _\' Udt, Qu .\' Udt,
0 0 2 2
wobei das Suffix m bedeute, dass fiir ¢ ein Werth des Intervalls
von t, bis ¢, genommen werden soll, und w dieselbe Bedeutung
fir das Intervall von ¢, bis ¢, hat. Die hier auftretenden Inte-
grale sind alle positiv; es verschwinden also auch alle Deter-
minanten zweiter Ordnung, welche aus Verticalen des Systems
Rma Smﬂ I{“, S,u:

(2) Pm, me -P,ll! Q.“?
gebildet sind.

Jetzt bedenken wir, dass P, @, R, S bei den vorausgesetzten
Eigenschaften des Bogens % stetige Functionen von ¢ sind;
werden also die Strecken 01 und 23, indem man die Punkte 0
und 2 festhilt, unbegrenzt verkleinert, so nihern sich die Grissen
mit den Suffixen m und w bestimmten Grenzwerthen:

lim Py — Py, lim Qn= Qy lim P,—= P;, lim Q. = @,
lim R, = R,, lim S,,— S,, lm iy = Te- m-Sii=—=1'83

und es gilt fiir die aus diesen Grossen gebildeten Determinanten
zweiter Ordnung dasselbe, wie betreffs der Grossen (2). Speciell
bestehen die Gleichungen

P, S, — Ry ¢, = 0, QS — S @ = 0.

Wir fithren nunmehr die Voraussetzung ein, dass die Curve 3
nicht Extremale eines der beiden Integrale J und K sei, so dass
weder die Grossen B und S, noch die Grossen P und @ lings
derselben iiberall verschwinden. Dann kann man den Punkt 2
so wihlen, dass eine der Grossen P,, @,, etwa @, von Null ver-
schieden ist, und die letzten Gleichungen ergeben
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120 Vierter Abschnitt. § 32.
S,
@

Wire S, — 0, so wiirde aus diesen Gleichungen bei willkiirlicher
Lage des Punktes 0 folgen

ROZSO———O':

die Curve B wire also, entgegen der Voraussetzung, Extremale
des Integrals K. Es giebt daher eine endliche, von Null ver-
schiedene und von der Lage des Punktes 0 unabhingige Grosse

I, ¢
R
von der Beschaffenheit, dass die Gleichungen
.PU+1R0: Q0+1S0———_0

bestehen. Dieselbe Folgerung ergiebt sich, wenn P, nicht ver-
schwindet, aus den Gleichungen

P[)Rz__R()PQ:O, Q()R2—S0_P2:0-
Die Curve B geniigt daher den Differentialgleichungen

.Po _'.R():QO&—S()-—_—-O-
@

Fop—Fy+4(G,—Gy)=0,F, —F, + 4 (G,— Gy) =0,
oder bei der Bezeichnung
H=F-+ i@

den Gleichungen
H, — H,—0, H,— H)=0,

in welchen 4 eine endliche, von Null verschiedene Constante be-
deutet. Jede Curve, welche bei willkiirlichem, nicht verschwin-
dendem Werth von 4 diesen Gleichungen geniigt, nennen wir
eine Extremale fiir das vorgelegte Problem des relativen Extre-
mums; da man die Gleichungen durch 24 dividiren kann, ist
ersichtlich, dass die Gesammtheit der Extremalen dieselbe bleibt,
wenn die Integrale ./ und K ihre Rollen vertauschen.

Das Resultat der Untersuchung kann jetzt dahin aus-
gesprochen werden, dass die Curve, welche das gesuchte relative
Extremum liefert, bei den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften
nichts anderes sein kann, als ein Stiick einer Extremale, wenn
sie nicht etwa fiir eines der Integrale o, K im Sinne des abso-
luten Extremums eine Extremale ist. Letzteren Ausnahmefall
lassen wir in der allgemeinen Theorie beiseite.
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§ 33.

Das Integral J sei speciell durch eine Curve 01 zu einem
Extremum zu machen, deren Endpunkte nicht gegeben, sondern
nur insofern beschrinkt sind, als zwischen den Coordinaten z,, y,,
Z,, Y, irgend welche Relationen

9o (.2‘0, Yoy X1y 11) =20

vorgeschrieben werden, deren Anzahl nicht grisser als vier sein
kann. Eine diese Aufgabe losende Curve 01 von den Eigen-
schaften des Bogens %, die wir als vorhanden annehmen, muss
zuniichst, abgesehen von dem am Schluss des § 32 bezeichneten
Ausnahmefall, ein Stiick einer Extremale sein; denn sonst konnte
man sie nach § 32, ohne ihre Endpunkte zu verschieben, so
variiren, dass J bei ungeiindertem Werth von K sowohl zu- wie
abnihme, Sollen sodann auch die Endpunkte variirt werden, so
miissen die Gleichungen

(3) 9o (-To _]L_ 61'0, cen W + 6:’/1) =0

bestehen. Speciell setzen wir lings eines Bogens 02 der Curve 01

== PaNd AL 3
bw =8 ({ = 7), 0y =0y (1= 2) +etta— 10 ¢~
2

und lidngs eines von diesem getrennten Bogens 31

vemin (=4, 0 =on (|21
in dem Mittelstiick 23 aber
Q10—
Dann sind die Variationen lings der ganzen Curve 01 nebst

ihren ersten beiden Ableitungen stetige Functionen von ¢,
Nun hat man allgemein

) i
Ay, = Gudz+ Gydy |, + j dt (Rdz 1 Sdy

0
+ [0z, 0y, 02, 0y']s),
also bei der angegebenen speciellen Variation
2
AK,y; = [0, dyo, 0y, 0y,], + ejs (ts — 8)3 (t — bo)® dit
0

—+ [& 0o, Oy, 023, 6?/1]2-
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122 Vierter Abschnitt. 888,

Hier ist der Factor von & von Null verschieden, da 01 eine re-
guldre Curve ist, auf welcher die Grosse S nur getrennte Null-
stellen hat, wenn sie nicht iiberall verschwindet; in letzterem
Falle kann, da die betrachtete Curve nicht Extremale des Inte-
grals K sein soll, die Grosse R nicht lings der Curve 01 iiberall
verschwinden, und man braucht nur in der ganzen Argumen-
tation # und y zu vertauschen. Ist daher S wenigstens stellen-
weise von Null verschieden, so kann man das Intervall 02 so
wiahlen, dass S in seinem Inneren von Null verschieden bleibt.
Alsdann kann man aus der Gleichung
(4) AK,;, =0
ausrechnen
& = [0, 0y, Dy, 63/1]1'
Andererseits hat man unter der Voraussetzung (4)
Addyy = 4 (Joy + 4 Koy);

analog der Formel fiir 4 K,, ergiebt sich hieraus, wenn man die
Gleichungen der Extremalen beriicksichtigt,

1

VR g R PO ’j + | at1oa, 09 02, 3y,

0
Bei der definirten speciellen Variation hat man also, indem man
den obigen Ausdruck fiir & einsetzt,

1
Ay, = Hydz + Hy’ay 0 ~+ [0 20, 9o, 0y, 6lez'

Diese Grosse muss, wenn das gesuchte Extremum durch die
Curve 01 geliefert werden soll, bei allen den Gleichungen (3)
geniigenden Werthen 0z, ..., 0y, ein festes Vorzeichen haben;
das erfordert nach § 7, dass die Gleichung

foa.’l) —"'— H/b\:’/

g

1
0

eine Folge der linearen Relationen

(?_,Zﬁ 0z, +?_§§ 4, —{_?(1—% 0, —{—% O =—10
sei. Sind speciell z,, y, gegeben, und soll der Punkt 1 auf der
Curve
h(z,y)=0

liegen, so dass immer
Oy =04 — 0,
so muss die Gleichung
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Hydz + Hydy| = 0
unter der Voraussetzung

heda hyayl‘ '

bestehen. Alsdann sagen wir, die Extremale 01 schneide die
Curve h — 0 transversal. Dass dies eintritt, ist eine noth-
wendige Bedingung dafiir, dass die Extremale 01 unter allen vom
Punkte 0 zur Curve & =— 0 gezogenen Linien, welche den vor-
geschriebenen Werth XK, ergeben, ein Extremum des Integrals
J liefere.

§ 34.
Beispiele. Aufgabe IX. Die Curve gegebener Linge zu

finden, welche das Flachenintegral zum Maximum macht.
Man hat (§ 4) offenbar mit positiver Quadratwurzel

J:J'ydx: ‘yx’dt = ‘ ACEEE

—yx—{—l\/ o't + y'?, H, =0,
also ergiebt sich als Gleichung der Extremalen zunichst
A dx a—y
H = —_——a, — = O Bl i
() J+‘/x2+y2 dy l‘/l__<a—y

und hieraus durch Integration
& LU o M S

Die Gesammtheit aller Extremalen ist also mit der aller Kreise
der Ebene identisch, und das Quadrat der isoperimetrischen
Constante ist dem des Radius gleich. Sind die Endpunkte 0, 1
vorgeschrieben, so ist das Integral J gleich dem Flichenraum
zwischen der Curve 01 und der geraden Strecke 01, vermehrt
um die constante Fliche des von den Ordinaten der geraden
Strecke bestrichenen Trapezes; soll also die erstere Fliche ein
Maximum werden, so kann die gesuchte Curve mit den Eigen-
schaften des Bogens € nichts anderes als ein Kreishogen sein.
Die transversale Lage wird durch die Gleichung

—__ Dy=—20

H.Da + HyDy = (y+v ,2—+y,2)D Vx,urym

definirt; an der z-Axe (y — 0) geht sie in die speciellere Form
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124 Vierter Abschnitt. § 34.

2Dx 4 yDy =0

iiber. Soll also die gesuchte Curve in dem gegebenen Punkte 0
beginnen und in einem nicht vorgeschriebenen Punkte der z-Axe
endigen, so ist die von dieser Axe, der Ordinate des Punktes 0
und der gesuchten Curve begrenzte Fliche bei gegebener Linge
der letzteren in keinem anderen Falle ein Maximum, als wenn
die Curve ein Kreishogen ist, dessen Mittelpunkt auf der z-Axe
liegt. (Vergl. Aufgabe IIL)

Ist die gesuchte Curve geschlossen, so stellt das Integral .J
nach § 4 den von ihr umschlossenen Flichenraum dar, wenn
man langs der Curve genau einmal herum integrirt; man hat
dann die Bedingungen

Ly — &y — Yy — Y — 0, 0wy — 0y — O0yo — 0y, = O,
infolge deren die Bedingung
H,ox + Hy,dy =0
0

von selbst erfiillt ist, wenn die Curve in ihrem ganzen Verlaufe
die Eigenschaften des Bogens B hat. Unter dieser Voraussetzung
kann sie also bei gegebener Linge einen extremen Inhalt nur
dann ergeben, wenn sie ein Kreis ist.

Soll der Inhalt nicht die von der Ordinate bestricheae,
sondern die von der gesuchten und einer gegebenen Curve

y = h(z)
umschlossene Fliche sein, so hat man
= [y — h(@)| «'at
zu setzen; es wird dann
H=[y — h(@)] o + 4 V2 + ¢,
die Grossen H,, H, und H, — H; sind also dieselben wie m

vorigen Falle, so dass die Extremalen auch jetzt noch Kreise sird.
Die Bedingung des transversalen Schnittes ist

— h(z | Dz + ——=
v — @+ y] +,m+¢2
die Curve § steht also auf den sie transversal schneidend:n
Extremalen senkrecht. Geometrisch am interessantesten wird
diese Aufgabe, wenn der Endpunkt 1 oder auch beide Endpunkte
0 und 1 nicht vorgeschriebene Punkte der Curve § sind; dain

Dy = O;
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§ 34. Das einfachste relative Extremum. 125

ist die Losung, wenn eine solche existirt, ein zur Curve § in
einem oder zwei Punkten normaler Kreis.

Das Vorzeichen der Grosse 2 bestimmt die erste Gleichung
(5). Ist ndmlich die Richtung wachsender { gegen den nach
aussen gehenden Radius des Kreises ebenso gelegen, wie die - y-
zur -+ 2-Axe, so hat man, da |1| stets der Radius des Kreises ist,

/

R - AR . i
ICEEE 4]
also 4 — |4|; das entgegengesetzte ergiebt sich, wenn die Rich-

tung wachsender ¢ zum Radius so liegt, wie die |}-z-Axe zur
—+ y-Axe.

Aufgabe X. Auf einer gegebenen Fliche eine moglichst
kurze Linie zu ziehen, die mit einer gegebenen Curve oder auch,
wenn sie geschlossen ist, fiir sich allein ein Stiick von ge-
gebenem Flicheninhalt umschliesst (Curven kiirzesten Umrings).

Auf der Fliche seien # und y isometrische, krummlinige
Coordinaten, d. h. die Lage eines Punktes sei durch diese Grossen
in einem gewissen, den Punkt 2 — y — 0 enthaltenden Gebiet
eindeutig bestimmt; dabei habe das Linienelement die Form

ds = Y M (dz? + dy2).

Die Ordinate eines Punktes (z, y) nennen wir das von ihm bis
zur Linie y — 0 gezogene Stiick einer Linie # — const. Dann
ist Mdazdy die Grosse eines viereckigen Flichenelements, dessen
Seiten Elemente der Linien # — const. und y =— const. sind. Ist

daher

y = h(x)
die Gleichung irgend einer Curve, so ist die von zwei benach-
barten Ordinaten derselben begrenzte Fliche

Yy
do . jdyM: dz [N(z,y) — N (=, 0)],
0
wobei N eine der Gleichung
oN
g7 g
‘geniigende Function von z und y ist. Die Gesammtfliche, welche
von den Ordinaten der Curve y — h(x) bedeckt wird, wenn man
den Bogen 01 ins Auge fasst, ist demnach

www.rcin.org.pl



126 Vierter Abschnitt. § 34.
1

| dz (N[a, h(z)] — N[z, 0]}.

Bedeutet sodann (z, y) einen Punkt einer anderen Curve 01, so
ist die zwischen beiden liegende Fliche

b
K= {da (N [a,y] — N[z h()]);
0
das zum Minimum zu machende Integral ist

p i
J= [ dz VM (1 + p?);
man hat also :
H=V M@+ y?) + 4 {N [z, y] — N [2, h(x)]} «
und die eine Gleichung der Extremalen ist
Hy_H;, va '+‘J +1Mx d y—wjl_ﬁ :Q,
2 VM NCEETE

oder, indem man den Winkel § durch die Gleichungen
COS{): —’;—’i;%, Sln(’ o Tl e
Aoy Va2 —|— E i
0V M
0y

definirt,

AMdz = d (Y M sinf)) — {%
Nun ist offenbar
ds
\ M
somit ergiebt die vorletzte Gleichung

— Vda2 4 dy2 = dx cosl) 4 dysinf;

AMdz = (b £ ,_V,,, dJ) sin) + VDM dsin 6
V (dz cos O — dy sinf)

= a‘/ﬂ . (/‘_M > | I
= <—EJ - sinl) — 2y cosl) ) dz VM cosl) db,

und da ferner

cosll:\/ﬂ%, sin 0__\Mdy

ds
so erhilt man
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L oYee sin 6 —Oys]!— cos (] —,FMZ—‘Z'

Yy

Betrachtet man nun irgend eine Schar von Extremalen, welche
zu demselben Werth von 4 gehoren und einen Theil der Fliche
einfach bedecken, so kann ¢ als Function von z und y an-
gesehen werden, und man hat

df 00 dx | 26 dy __ 00

%Mﬁd—s——{—pj - ok VM <cos()— -+ sin _y>
i <__ dcos | ©simf

yu\" 8y T @w )P

diesen Werth in die vorige Gleichung eingesetzt, erhilt man

0 (Vﬂ cos) o (Y Msing)

R i o B

Hieraus ist auf Grund einer allgemeinen Formel von Bonnet

ersichtlich, dass 4 die geoditische Kriimmung der betrachteten

Curve ist. Die Curven kiirzesten Umrings haben also constante

geoditische Kriimmung. Die transversale Lage fillt auch hier

mit der
Dass ein hinreichend begrenztes Stiick einer Extremale in

eine Schar der bezeichneten Art eingereiht werden kann, folgt

aus § 30, da die Extremalen, welche zu einem festen Werth von

4 gehoren, als Extremalen des Integrals J - 4K im Sinne des

absoluten Extremums angesehen werden konnen.

AM = —

§ 35.

Die Extremalen einer isoperimetrischen Aufgabe hingen im
Allgemeinen von drei Parametern ab, der Griosse 4 und den
beiden Integrationsconstanten, welche die Integration der Diffe-
rentialgleichung des Problems einfiihrt. Durch einen festen
Punkt 0 geht daher im Allgemeinen eine zweifache Mannigfaltig-
keit von Extremalen. Eine solche werde, was in vielen Einzel-
aufgaben leicht durchzufiihren ist, durch die Gleichungen

@ — & (t: 8,.0), -y =1 (2,
dargestellt, iiber deren rechte Seiten wir folgende Voraussetzungen
einfiihren. Liegt ¢ in einem gewissen Intervall T, so ergeben
die Gleichungen

X = g (t: o, bO)’ Yy=—n (ta Ay, bO)
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128 Vierter Abschnitt. § 35.

ein nirgends singuldres, den Punkt 0 enthaltendes Stiick einer
bestimmten Extremale 6. Die Functionen & (t, a, b), 7 (¢, a, b)
seien regulir, sobald das Werthsystem (¢, @, b) einem beliebig
begrenzten Gebiete () angehort, in welchem alle Werthsysteme,
bei denen die Grissen |a — ao|, |b — by| gewisse Grenzen
nicht iiberschreiten, ¢ aber dem Intervalle ¥ angehort, enthalten
sind. In diesem Gebiete () sei stets mindestens eine der Grissen
&, m; von Null verschieden und mogen die drei Functional-
determinanten
) om omn) o(&mn)

0 a)’ o0’ 0(ab)

niemals zugleich verschwinden; alsdann konnen auch die beiden
ersten von ihnen nicht zugleich verschwinden, da, wenn z. B. & an
der betreffenden Stelle von Null verschieden ist, aus den Glei-
chungen

Ena — mba = Emp — &y =0
folgen wiirde

Hat=t: ntga i N = ntgb ) ﬂagb £ nbga =0,
& &

so dass alle drei Grossen (6) verschwinden, was wir ausschliessen.
Endlich migen im Gebiete (A) zu verschiedenen Werthsystemen
der Grissen a, b verschiedene durch den festen Punkt 0 gehende
Extremalen gehoren, deren Integrations- und isoperimetrische
Constanten als Functionen von @ und & anzusehen sind. Die
Gesammtheit dieser Extremalenbogen bezeichnen wir ebenfalls
darch ().

Die Grosse t, kann auf den verschiedenen Extremalen dieser
Schar verschiedene Werthe haben; ist sie gleich #,, fiir die Curve
@, so kann man aus mindestens einer der (ileichungen

zo =& (s @, b), Yo =0 (to, @, D)
fiir ¢, einen Ausdruck von der Form
i to—too—'_—‘[a—‘uO,b—'bo]l
ableiten, da in mindestens einer jener Gleichungen die Ableitung
der rechten Seite nach ¢, fiir @ — ay, b = b, nicht verschwindet.
Ist ferner 1 ein von O verschiedener, dem Gebiet () angehoriger

Punkt der Curve €, so hat man bei den eingefiihrten Voraus-
setzungen
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xy = § (ty ao, bo)y 1 = 7 (b, ao, bo),

x—x; = [t —t, a — ap, b — by},

Yy—th =[t —t, a — ap b — by
wenn daher z. B. die erste der Determinanten (6) fiir t_tl, a = ay,
b = b, von Null verschieden ist, so erhélt man durch Auflosung
dieser Gleichungen fiir @ — @, und ¢ — ¢, Ausdriicke von der
Form

[ —2, y — 9, b — bo]l.

Eine gewisse Umgebung des Punktes 1 wird also von den Extre-
malen der Schar () bedeckt, und zwar im Allgemeinen unend-
lich vielfach.

Jedes Bogenelement irgend einer Extremale der Schar (%)
ergebe nun ein Werthsystem (z,7,2',%'), in dessen Umgebung die
Functionen F' und G regulir sind; dann kann man lings irgend
einer dieser Curven, welche vom Punkte 3 durchlaufen werde,
das Integral

3 ty
Jos = | Fdt = [ F[E( a, ), .. mi (¢, 0, b)] dt
0 fo
bilden; dasselbe ist eine regulire Function von f;, @, b und man
hat offenbar, da die untere Grenze ¢, eine Function von ¢ und b ist,

2
9dos a0 0t | (OF (& .. M)
oa o oa * i oa "
to
ty
t
ele Fl oty jdt (Fota + Fya + Fokar + Fyas),

ty

oder, indem man partiell integrirt, und wo keine Argumente
hingeschrieben sind, das System £, %, &, ; nimmt,

0y, . oty
3 T S

" [t (e (B — B2

ty

+ Foka + Fyta
+ 1. (Fy — Fy)).

In dieser Formel kann offenbar @ durch » und unabhingig da-
von J, F' durch K, G ersetzt werden; dasselbe gilt fiir die Formel

oy 3 3
(8) at03 = F = gtF-T' + ’70Fy’
3
Nun ergiebt die Definition der Grosse ¢,
Kneser, Variationsrechnung. 9
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a t() 8 to a tO

+§a +77a '+‘§b

andererselts gilt die Identltat

HE . com)=EHe ¢ ..o nd) + nully & ..., m)s
somit folgt
ot

=N :"'—0;

a5 Hx’ga _"‘ Hy’na +H §b+Hy ’7b

Combinirt man daher die Formel (7) mit der fiir K analog ge-
bildeten und ist 4 die isoperimetrische Constante der vom Punkte
3 durchlaufenen Extremale, so verschwinden in dem Ausdruck

o, o K
003+l,_03‘:_ +Hz'§a+Hyna +j

oa oa
die auf den Punkt 0 bezuvhchen Glieder, ebenso das Integral
wegen der Gleichungen der Extremalen, so dass

(10) OJO’{ + l ()KO‘{ e Hx’ga + Hy'na 3’

wobei natiirlich a auch durch b ersetzt werden kann. Sind a, b
und ¢, Functionen von z, so folgt hieraus und aus der Formel (8)

dJ(H + dKO%

da da
=i (& 2+ & dr>+H <na )+ H 3
oder, da die Identitit
H=§H, + v H,

) 8Ky

) oty

ORI

oto

gilt,
(11)

3

dJos

r Az dy
+ j— II_EI d_t —}* Hy! d_“
§ 36.
Wir setzen, indem wir ¢ auf den Punkt 3 beziehen,
Ky = o (4, a,b)

und fiihren die neue Voraussetzung ein, dass die Functional-
determinante

PR T A
a(t’ % b) {gb N @y
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im Gebiet () nicht verschwinde, abgesehen vom Punkte O.
Darin ist die oben betreffs der Determinanten (6) gemachte An-
nahme eingeschlossen, und wir sagen jetzt, die Extremalen (%)
bilden ein Feld jedes Bogens 12, welcher der Curve € innerhalb
des Gebietes () angehort; der Punkt 1 kann der Lage 0 be-
liebig nahe liegen, ohne sie jedoch zu erreichen. Die Eigen-
schaft, ein Feld zu bilden, bleibt erhalten, wenn man die Rollen
der Integrale ./ und K vertauscht; multiplicirt man némlich in
der Determinante -/ die erste und zweite Colonne mit H, und H,,
und addirt sie zu der mit — A multiplicirten dritten, so ergiebt
sich auf Grund der Identitiit

R e C;’f e T
und der Gleichungen (8), (10)
& M Eé]_zg
= hd =1 E, " 'n 6;’(‘;‘3
R

Da nun A von Null verschieden ist, so gilt dasselbe fiir das Ge-
biet (A) von der rechts stehenden Determinante; da diese aus
A hervorgeht, indem man K durch ./ ersetzt, ist die Behauptung
bewiesen.

Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Curve ¢ ver-
bunden, die innerhalb des von den Extremalen () bedeckten
Theiles der Ebene verliuft, und dieselben Stetigkeitseigen-
schaften besitzt, wie die gleichbezeichnete in § 17; in den
durch ihre Elemente definirten Werthsystemen <x, Y, z—f, g%

seien I und G regulir. Es sei ferner
(12) K]i’ = Ki,,

wenn links iiber die Curve § integrirt wird, das ungestrichene

Integral sich aber, wie fortan immer, auf ¢ bezieht. Lings der

letzteren wachse der Parameter 7, dessen Functionen 2 und y

sind, in der Richtung von 1 nach 2 hin; 3 sei einer ihrer Punkte,

welcher mit 0 durch die dem Inneren des Feldes (2) angehorige,

den Werthen @ — a;, b — b, entsprechende Extremale 03 ver-
9% -
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]

bunden sei. Dann hat man fiir die Umgebung des Punktes 3
die Gleichungen

z —x, =Et a,b) — & (g a5, b5) = [t — 15,6 — a3, b —bs]
YibsiYs. == (t, a, b) =i (t31 a3, b3) = [t_t& a — Qs b—ba]I»
0 —o,= o abd) — o, a,b) =[t —t;,a—a;,b—b],
und die Coéfficienten der linearen Glieder auf der rechten Seite
haben die Determinante A 3; man kann daher aus diesen drei
Gleichungen die Grossen ¢ — t;, @ — ay, b — b; in der Form
(13) [x — 25, y— Y5 @ — 0],
ausrechnen, und diese Reihen haben einen nicht verschwindenden
Convergenzbereich. Die so erhaltenen Werthsysteme (¢, a, b) ge-

Fig. 15. horen ebenso wie (t3, as, bs)
dem Inneren des Gebietes ()
an, so lange die Grossen |z— x|,
ly — ys], |@ — o3| gewisse
Grenzen nicht iiberschreiten.
Ist also der Punkt 4 hin-
reichend nahe bei 3 gelegen
(Fig.15) und e ein hinreichend
kleiner vorgeschriebenerWerth_
8o kann man die Punkte 0 und 4 durch eine solche Extremale
des Feldes verbinden, dass das lings dieser gebildete Integral K,
den Werth @, + « hat. Setzt man speciell

o= I(:Na

indem das Integral lings der Curve ¢ gebildet wird, so sind alle
Argumente der Ausdriicke (13), mithin auch die erhaltenen
Werthe von @ und & solche Functionen von 7, wie sie in § 17

durch ¢ (7) bezeichnet wurden. Dabei gilt fiir die beiden Extre-
malen 03 und 04 die Beziehung

]?04 = Eos + K,

und hieraus folgt

1?03 —l* K, = 1_1’04 + K.
Lassen wir also den Punkt 3 in eine benachbarte Lage iibergehen
und verbinden ihn in dieser mit dem Punkte O durch die de-

finirte Extremale 03, so bleibt die Grosse K,; -+ K,, constant.
Kénnen wir den Punkt 3 in dieser Weise den ganzen Bogen €
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durchlaufen lassen und ist € die Anfangs- und Endlage der
construirten Extremale 03, so sagen wir, die Weierstrass’sche
Construction sei moglich. Die Grossen a, b, die zu der Extre-
male 03 gehoren, sind dann in dem ganzen Intervall von z; bis
7, Functionen von z mit den Eigenschaften der Grossen ¢ (7)
des § 17; ihre Anfangs- und Endwerthe sind a,, b,, wihrend die
constante Grosse K,3 -+ K;, fiir 7 = 7, und 7 = 7, die Werthe

I—(m"f‘Kwa KOQZR’OI_*_KIQ

annimmt, welche nach (12) gleich sind. Bei speciellen Aufgaben
kann die Weierstrass’sche Construction oft als moglich erkannt
werden; eine allgemeine Bedingung ihrer Durchfiithrbarkeit ent-
wickeln wir in § 38.

Um nun der Frage nach dem Extremum des Integrals o
niher zu kommen, bilden wir, die Weierstrass’sche Construction
als moglich vorausgesetzt, die Grosse

WZ:TM‘I"JM,

indem das erste Integral lings der construirten Extremale 03,
das zweite lings der Curve ¢ gebildet wird. Diese Grosse ist
eine Function @ (z) im Sinne des §17, und da die Extremale 03
schliesslich in die Lage € iibergeht, so hat man

w l:j)l+J12aW 2—_—j(n"Jf‘ju‘——_j)z-

Gelingt es daher, das Vorzeichen der Grosse d W als fest nach-
zuweisen, so ist die Differenz .J,, — J;, von demselben Vor-
zeichen. Die Grosse d W ist aber nach den Formeln des § 35
explicite anzugeben; ‘da niimlich K,, - K, constant, also
d(Kos + Kia) _
dz

ist, so hat man

AW _ ddy, d Ky, ey, dK;,

dr—dt+ldr d‘v+ldt’
wobei A die isoperimetrische Constante der Extremale 03 sei.
Mit Benutzung der Formel (11) und der offenbar richtigen
Gleichungen
dd,, p dz dy\ dK,, dx dy
7 =—Flanga) GR=—0(uih )

ergiebt sich hieraus
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dw dx d
= Hy @ % & 1) 37 + Hy @ 9, 6 1) 32
(14)
Nendndy
Dieser Ausdruck ist identisch mit dem frither durch

(% 8 (xy oy, Do, Dy) = & <a‘, v @ Y g—f, ff—g)
bezeichneten, in welchem F' durch H ersetzt ist; die oben (§ 21)
abgeleiteten Eigenschaften von & kionnen daher benutzt und
besonders das ordentliche und ausserordentliche Verschwinden
unterschieden werden. Hat & stets ein constantes Vorzeichen,
und verschwindet lings keiner der in Betracht gezogenen Curven
€ iiberall, so wird das gesuchte Extremum des Integrals J durch
den Bogen 12 wirklich geliefert.

Wenn & lings eines endlichen Theiles der Curve ¢ iiberall
ordentlich verschwinde, so hiitte man lings desselben
% — T Z—f = MmN, Mm>0;
da aber auch die Gleichungen
Vi ey T,
nach 7 differenzirt werden konnen, so ergiebt sich
gL By 20 g
Lip dt RS da b
St T e + e, e Ly
Ferner ist offenbar '

d dt d db
%:m,c—l?-{—ma%—}—wb d_l" 0y — G(&y uB gh T?t)ﬂ

da nun K,; + K,, von t unabhiingig ist, so folgt

e S < da dy
e o akege. EIE T e
=mG & n & ) = moy
oder
do db

dt da
d—r_mtm:——f—mad—r—{—mb%:mw,.

Diese Gleichung kann aber mit den unter (15) angefiihrten als
homogen linear in den Grossen
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da db: dt

dc' v’ dz "
angesehen werden; da nun die Determinante der Coéfficienten
mit 4 identisch, also von Null verschieden ist, so konnen die
drei Gleichungen nur zusammen bestehen, wenn

da _db _
RN &g A
Hieraus aber wiirde, da a und & durch die Weierstrass’sche
Construction als Functionen ¢ () im Sinne des § 17 bestimmt
sind, wenn 3 und 4 irgend zwei Punkte des betrachteten Bogens
sind, folgen

9
3

— /]

4

3

a =0z
4

der Bogen wiire also ein Theil einer Extremale des Feldes. Ver-
schwiinde & lings der ganzen Curve £ in ordentlicher Weise, so
miisste, da a,, b, die Endwerthe von @, b sind, £ mit € zusammen-
fallen. Ist dies nicht der Fall, und ist ein ausserordentliches
Verschwinden von &, sowie ein Zeichenwechsel entweder iiber-
haupt oder durch Beschrinkung der verglichenen Curven £ aus-
geschlossen, so ist die Differenz
7y

— ‘.(Sd'ﬂ:z]12—¢1?

41

von Null verschieden und hat das Vorzeichen mit & gemein,
womit das Extremum gesichert ist.

Im Ganzen sind somit drei Bedingungen als hinreichend fiir
den Eintritt des Extremums nachgewiesen, 1) die Existenz eines
Feldes oder dieJacobi’sche Bedingung, 2) die Weierstrass’sche
Vorzeichenbedingung, d. h. das in dem angegebenen Sinne feste
Vorzeichen der Grisse &, 3) die Moglichkeit der Weierstrass’-
schen Construction innerhalb des Feldes. Sind diese Bedin-
gungen erfiillt, so liefert die Extremale € ein Extremum des
Integrals oJ;, gegeniiber den im Felde verlaufenden Curven 12
oder ¢, welche einen vorgeschriebenen Werth K;, ergeben. Je
nachdem das Vorzeichen von & iiberhaupt gesichert ist oder nur,
wenn & in engerer Nachbarschaft der Curve € liegt, ist das Ex-
tremum stark oder schwach.

Dabei wird das Extremum im Allgemeinen nicht von dem
im Punkte 0 beginnenden Bogen geliefert, sondern von dem
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Bogen 12, dessen Anfangspunkt 1 beliebig nahe an die Lage
0 heranriicken kann.

Ersetzt man iibrigens in der allgemeinen Untersuchung des
§ 21 die Function /' durch H, so sieht man, dass die hier be-
trachtete Grosse & ein festes Vorzeichen besitzt, sobald dasselbe
von der Grosse

B, = 3 Hew = o5 Hyy = o3 (Fry + 4Gy)

oder auch, wenn 2' nicht verschwindet, von dem Product
(fyp + Agpp)dz gilt. Die Weierstrass’sche Vorzeichenbedin-
gung kann daher durch die Legendre’sche des § 17 ersetzt
werden, wenn man in dieser ' 4 G an Stelle von I treten ldsst.

Sind die Bedingungen 1) und 2) erfiillt, so bleiben sie
erfiillt fiir die Aufgabe, welche man erhilt, indem man die Inte-
grale J, K ihre bisherigen Rollen vertauschen lidsst. Fiir die Be-
dingung 1) folgt dies unmittelbar aus den obigen Bemerkungen,
wonach die Eigenschaft gewisser Extremalen, ein Feld zu bilden,
bei jener Vertauschung erhalten bleibt. Analoges ergiebt sich
fir die Bedingung 2) daraus, dass H und & durch

1 1
G+ 7 F, 76

ersetzt werden; letztere Grisse hat offenbar, da 4 von Null ver-
schieden ist, ein festes Vorzeichen, wenn dies von & gilt, wobei
freilich das Vorzeichen nicht das der Grosse & zu sein braucht. Das
Extremum hat daher in der neuen Aufgabe denselben Charakter
wie in der alten, oder den entgegengesetzten, je nachdem 21
positiv oder negativ ist. Damit ist der einfachste Fall eines von
Mayer aufgestellten Reciprocititsgesetzes bewiesen.

§ 37.

Beispiel. Aufgabe IX (§34). Die Extremalen sind Kreise
vom Radius 4+ 4; die durch einen Punkt 0, z. B. den Coordinaten-
anfangspunkt gehenden konnen in folgender Weise dargestellt
werden. Es seien a, b die Coordinaten des Mittelpunktes m, der
Radius sei r (Fig. 16); dann kann man setzen
(16) x=—a 4 rcos, y=2"> 4 rsinf, r?= a®- b3
und @ ist der Winkel, den der Radius, von der zur 4 z-Axe
parallelen Lage mz ausgehend, im positiven Drehungssinne be-
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schreiben muss, um seinen Endpunkt in den jeweils betrachteten

Punkt 4 des Kreises zu bringen; positiv ist, wie gewthnlich, der-

jenige Drehungssinn, welcher nach einer Drehung um 90° die
Fig. 16.

+ x-Axe in die - y-Axe iiberfiihrt. Ist ferner ¢ der Winkel,
um welchen der Strahl O0m, im positiven Sinne gemessen, von
der -} z-Axe abweicht, so hat man

(17) a=—7rcosp, b—rsing,

und der Radius m 0 ist demnach um ¢ -+ = gegen max geneigt. -
Setzt man daher

t==zn+9¢—0, 6==n+ 9 —1{
so ist r¢ der im negativen Sinne vom Punkte 0 ab gemessene
Kreisbogen 04 und man hat nach (16), (17)

Ky =0 =tVa* + b2, E(t, a, b)) = a — acost — bsint,
n(t, a, b) =b — bcost | asint.
Diese Functionen sind iiberall regulir, so lange » zwischen zwei

iibrigens ganz beliebigen positiven Grenzen verbleibt. Man hat
ferner

1 — cost, sint,

— sint, 1 — cost, Ly
r
asimt — beost, acost—-+bsint,r

und wenn man @ und b durch andere Variable o,  ausdriickt,
(18) a(gy M, m):a(ga"h OO). a(t, a, b) :Aa(aa b)_

o(t, o B) ot,a b) ot a B) 0 («, B)’
sind speciell o, B die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes m
in einem neuen System, so hat der Factor neben 4 den Werth
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+ 1. Wenn nun speciell.b = 0 ist, so hat man @? — 72, und
es ist

1 — cost sint t
a1 —simt 1 — cost O
sint cost 1
=72 — 2cost — tsint) = 4rsin 4 <sin LA cos 1)
2 9 2 2

Durchliduft aber der Punkt 4 den betrachteten Kreis, so bewegt
sich ¢ in dem Intervall
(19) 0=l 271
die Factoren des Ausdrucks 4 sind also, abgesehen vom Punkte 0,
von Null verschieden. Verschwindet & nicht, so ersetze man das
Coordinatensystem (@, b) durch ein neues («, ), dessen Abscissen-
axe durch m geht; dann bleibt 4 nach der Formel (18) eben-
falls von Null verschieden. Damit ist gezeigt, dass alle Kreise,
die durch den Punkt 0 gehen und, wenn & yp positive Constante
bedeuten, einer Ungleichung
(20) &2 < a4+ b2 < y?
unterworfen sind, ein Feld im Sinne des § 36 bilden, sobald man
t durch die Ungleichung (19) beschrinkt, d. h. keinen der Kreise
mehr als einmal durchlaufen denkt.

Da bei dieser Aufgabe

F=yd, G=1d"Fy3 H=ys + AYa? F o3,

und die Quadratwurzeln positiv sind, so hat man

Ay
— D e
e s Vx’2+w> R CIETE
— (yDx 4 2y Da* 4 Dy?)
f Dz
— AVYDa2* L Dy? &
LR {\/x"’—i—y’? Y Da? + Dy?
Y Dy

V& VD22 £ Dy
"die eingeklammerte Grosse ist (§ 23, Aufgabe 1) nie positiv,
und & verschwindet nur, wenn
& o Dx Yy e R
V@ +y* VDa+ Dy’ Vai+y: YVDa+ Dy’
d. h. nur in ordentlicher Weise. Da ferner die Richtung wach-
sender ¢ zum auswirts gerichteten Radius so liegt, wie die

Dy

bl
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~+a-Axe zur -} y-Axe, so ist 2 nach § 34 negativ, also & positiv,
und das gesuchte Extremum ein Maximum.

Jetzt seien die Punkte 12 durch einen Bogen eines Kreises
verbunden; ausserhalb dieses Bogens liege auf dem Kreise der
Punkt 0. Durch diesen werde die Abscissenaxe parallel zur Ge-
raden 12 gezogen und die y-Axe so gelegt, dass auf dieser Ge-
raden y positiv ist. Dann fiihrt die oben definirte Richtung
wachsender ¢ von 1 durch den Bogen G zum Punkte 2, und das
Integral

oy g 2k j ya'dt
!

ist die positive Fliche zwischen € und der geraden Strecke 12,
vermehrt um das von den Ordinaten der letzteren bedeckte
Rechteck. Es sei ferner £ eine beliebige 1 und 2 verbindende
Curve von denselben Stetigkeitseigenschaften wie in § 17 und der-
selben Lénge wie @, welche nicht in einen Kreis mit dem Radius
2¢& und dem Centrum O hineingeht, was durch passende Wahl dieses
Punktes stets zu erreichen ist. Dann haben alle Kreise, welche
durch 0 und einen der Curve € angehorigen Punkt 3 gehen,
einen Radius, der grosser als & ist. Beschrdnkt man sich auf °
solche, deren Radien eine gewisse Grenze p nicht iiberschreiten,
so gehoren sie alle dem Felde (20) an.

Durchléduft nun der Punkt 3 den Bogen £, so verbinde man
ihn in jeder seiner Lagen mit O durch einen Kreisbogen von
der Linge

K,y + K,; = arc 01 + arc13,
wobei der erste Bogen auf dem Kreise 012, der zweite auf der
Curve ¢ gemessen wird. Diese Grosse ist grisser als der gerad-
linige Abstand 03, man erhilt daher fiir den gesuchten Bogen
einen endlichen Radius, und, da er sich offenbar mit 3 stetig
verindert, eine endliche obere Grenze p. Von den beiden zur
Geraden 03 symmetrisch gelegenen Kreishogen der verlangten
Beschaffenheit nehmen wir immer den, der aus der Anfangslage
© stetig hervorgeht; da der Radius endlich bleibt, ist € auch die
Endlage des Bogens 03 und die Weierstrass’sche Construction
innerhalb des Feldes (20) in vollem Umfange als moglich erwiesen.
Die allgemeine Theorie des § 36 ergiebt daher

'71 2 > Jl 2
d. h. das vom Kreishogen ¢ und der geraden Strecke 12 be-
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grenzte Segment ist grosser als das durch die Curve £ definirte.
Damit ist offenbar noch mehr als die Maximumseigenschaft
erwiesen.

§ 38.

Die Weierstrass’sche Construction ist ausfiihrbar, wenn
man der Curve € eine Beschriinkung auferlegt, die bei vielen
Aufgaben naturgemiiss erscheint, und darin besteht, dass in be-
nachbarten Punkten der Curven € und € auch die vom Punkte 0
aus lings beider Curven gebildeten Integrale K nur wenig
von einander abweichen. Um diese Festsetzung genauer zu for-
muliren, nehmen wir an, eine beliebige, vom Punkte 0 ausgehende
Curve werde vom Punkte 6 durchlaufen, K, sei das lings dieser
Curve erhaltene Integral, und z sei die dritte der rechtwinkeligen
Raumcoordinaten. Setzen wir dann allgemein

X — Zg, ?/:?/6; Z:KOG)
so beschreibt der Punkt (z, 7, z) eine gewisse, ebenfalls vom
Punkte 0 ausgehende Raumcurve; die auf diese Weise irgend
welchen Punkten 1, ... 6 zugeordneten Punkte des Raumes seien
durch 1°,... 69 bezeichnet. Es entspricht dann jeder Extremale
des Feldes eine Curve

g=¢Et{tad), y=90¢ad), 2=0( s b);
fiir @ = ao, b = b, erhilt man eine der Curve € entsprechende
Raumcurve 6° Der aus dem Extremalenbogen 01 und der
Curve ¢ zusammengesetzten Linie entspricht eine Raumcurve,
welche bis zum Punkte 1°, dessen Coordinaten
r = xlv !/ o ?/11 7= KOI = 0 (tla a’Ov bo)

sind, mit €° zusammenfillt, dann sich aber von dieser trennt;
der Punkt 3° hat die Coordinaten
(21) =1, Y=y 2= Ku + K.
Die neue Festsetzung besteht nun darin, dass nur diejenigen
Curven € mit @ hinsichtlich der Werthe des Integrals J ver-
glichen werden, deren zugehorige Raumcurven {0 einer gewissen
Nachbarschaft (§ 17) der Curve €° angehoren.

Auf der letzteren entspreche einem Punkte 5 des Bogens 12
der Punkt 5° fiir welchen

x=1;, Yy=2y, &= Ky = o (s a, b)=2;
dann konnen die Gleichungen
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z—axs=E@Ma,b) —a; =[t —t;;a — ay b — b,
22 y—ys=n0ad —y=[—1t,a— a,b—b],
z—z=0tad) —z=[—1t a—ayb—b,

in welchen die linearen Glieder rechts die Determinante A (%,
@, by) haben, dadurch erfiillt werden, dass man fiir ¢{ — ¢,
a — ay, b — by, gewisse bestimmte Reihen von der Form
[.TU—.Z';,, Y =—=Y8) 2_25]1

einsetzt. Diese Ausdriicke definiren ¢, @, & als Functionen von
z, 9, z, welche an jeder Stelle 5° regulir sind, welche daher, wenn
die Curve G sich selbst nicht schneidet, also zu verschiedenen
Werthen #; auch verschiedene Punkte 5° gehoren, innerhalb
eines gewissen, den Bogen 1°2° umfassenden Gebietes G° regulir
und eindeutig bestimmt sind, so dass dasselbe von den Extre-
malen, welche den durch die obigen Ausdriicke definirten
a, b entsprechen, genau einfach erfillt wird. Fillt der betrach-
tete Punkt auf die Curve G° selbst, so gehen @ und b in @, und
b, iiber. Das Gebiet ®° kann man sich z B. als den Raum
vorstellen, den eine Kugel von constantem Radius durchstreicht,
wenn ihr Mittelpunkt den Bogen 1°2¢ durchliuft.

Verliuft nun die Curve2° ganz im Inneren des Gebietes G,
so liegt jeder Punkt 3° auf einer bestimmten der definirten Ex-
tremalen des Feldes, und man hat die Gleichungen

'T3 = g (tih Ct, b): yii o 77 (t37 A,y b)! ZS = 0 (t:h a, b)
Hieraus folgt nach der dritten Gleichung (21)
@ (ty 0, b) = Koy = Koy + Ky

mithin I ‘
Koy + Kyy = Koy + Ky = Ko + K,y = Ko

die Projection der construirten Curve 03° auf die zy-Ebene ist
also genau die bei der Weierstrass’schen Construction ge-
suchte Extremale 03 und sie geht nach den an die Gleichungen
(22) gekniipften Bemerkungen in € iiber, wenn der Punkt 3°
in eine der Lagen 1° und 2° riickt. Bei der neu eingefiihrten
Beschriinkung der Curven € ist also die Weierstrass’sche Con-
struction immer moglich, und eine der in § 36 angegebenen
hinreichenden Bedingungen des Extremums féllt weg.

Beispiel. Aufgabe XI. Einen schweren homogenen Faden
von gegebener Linge und gegebenen Endpunkten in einer ver-
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ticalen Ebene so zu legen, dass sein Schwerpunkt moglichst tief
liegt (Gleichgewichtsfigur, Kettenlinie).

Ist die -} y-Axe die Richtung der Schwere, 1 die Linge
des Fadens 01, die Masse der Lingeneinheit Eins, so ist die

Ordinate des Schwerpunktes
1

1|V F e
0
es ist also das Integral

i !
J=[yVd*+y2at
0

zum Maximum zu machen bei vorgeschriebenem Werth des
Bogenintegrals

1
i j Va'2 4 ¢'2 dt,
0

und die erste Variation des Integrals
J+AK={(y+ )Vo': + y* at

ist gleich Null zu setzen. Fiir die Extremalen erhilt man hier-

aus (§ 9, Aufgabe II) die Gleichung

z—"b —z+b

y—}—l:—g—{e R }:a(&oi ﬁ-%b-
Die rechte Seite hat fiir # = 4 o das Vorzeichen der Grosse a,
die Curve ist also convex nach unten fiir ¢ << 0. Dann ist
y -+ A immer negativ, und die Grisse
8= (y + )YDa* + Dy | BN L o L B 1}
Yo" £ ¢+ VDt + Dy

positiv, und nur dann = 0, wenn die Werthsysteme (2, ') und
(Dx, Dy) dieselbe Richtung darstellen. Die Weierstrass’sche
Vorzeichenbedingung des starken Maximums ist also erfiillt.

Die weitere Rechnung vereinfacht sich vermittelst der leicht
zu beweisenden Formeln
Cof (w 4 v) = Cof uCojv + SinuSinw,
Gin(u 4 v) = SinuCofv 4 Sinov Cofu.
Fiir die Constanten der durch den festen Punkt 0 gehenden
Extremalen gilt die Beziehung

Lo — D

¥o + 4 = aof 2,

(23)
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und die allgemeine Gleichung dieser Curvenschar kann demnach
geschrieben werden

y— o =oa | Gf

x—b_@ofx"_bl.
a |
Die rechte Seite dieser Gleichung ist reguldr, sobald @ von Null
verschieden ist, und man kann setzen
I = a,b)_-t o= 1u(l, &' D)
S [ g TR Bk I3

Da nun
gt'———la ga'—_—:gb:Oa

__a(g’n’w)_ 8(’2,&7)
AAMN =i et) 2 n Y
Weiter ist @ die vom Punkte 0 ab gemessene Bogenlinge, also

m_—zj\/l—}—y’?dtzjl/l—[—@m? bdt_j@i#dt,
0 0 0

o, 163 Sin i e ——b};
a

so ist

= a|in
man erhilt daher, wenn
t— b to— b
=

= R
a : a g

gesetzt wird, auf Grund der Formeln fiir die Differentiale der
hyperbolischen Functionen (§ 23)
Cof u — Cof uy — (uSinu — u, Sinu,), Sinu — Sinwug |,
Sinu — Sinuy, — (uCo] w—u, Coj uy), Coj u-—Cof u,|’
differenzirt man ferner und benutzt die Glelchungen (23),
folgt
dd | — u Cof u, Sinu — Sinwu,
T du | — u Ginu, Gof u — Gof u,
Coj u — uSinu — Coj uy -+ uo Sinu,, Cof u
£ Ginu — u Cof u — Sinuy + u, Cof uy, Sinu l
= (u — uo) Coj (u — uy) — Sin (u — u,).
Hieraus ergiebt sich
@rd
— gy =
da die Grossen u — u, und-Sin (4 — u,) dasselbe Vorzeichen
haben, so ist immer

O

(u — o) Sin (u — uy);

et MATE
Gi ““ iv'::\\;‘fiiibt .
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144 Vierter Abschnitt. § 39.

a4

o s Y
da ferner die Grossen 4 und dA:du fir uw — w, verschwinden,
so hat letztere stets das Vorzeichen von u, — u, und erstere ist
negativ, sobald u = u,. Geht man nun vom Punkte 0 aus in der

Richtung wachsender z die Kettenlinie entlang, so ist

ebenso wie a negativ, 4 also negativ; es sind daher fiir ein be-
liebig langes Stiick der nach unten convexen Kettenlinie die
hinreichenden Bedingungen des starken Maximums mit der
oben angegebenen Beschrinkung der Curven ¢ erfiillt. Dabei
ergiebt sich, gemiss einer in § 36 gemachten Bemerkung, das
Maximum zunfichst fiir jeden Bogen 12, dessen Anfangspunkt
beliebig nahe bei 0 liegt; da nun die Lage des letzteren keiner
Beschriinkung unterliegt, so kann der Bogen 12 als ein beliebiger
Theil der Curve angesehen werden.

Die eingefiihrte Beschrinkung der Curve 2 erscheint hier
naturgeméss, weil bei jeder kleinen Verschiebung eines Fadens
der einzelne materielle Punkt, der durch eine bestimmte, vom
Punkte 0 ab gemessene Fadenlinge definirt ist, als nur wenig
verschoben vorgestellt wird. Die Curven £ und € sind dann
eindeutig so auf einander bezogen, dass entsprechende Punkte
kleinen Abstand haben und denselben Werth des Integrals K
ergeben.

§ 39.

Die allgemeinen Entwickelungen der letzten Paragraphen
bleiben mit geringen Modificationen giiltig, wenn man annimmt,
dass die Extremalen

(24) z==£ ¢ a, b)7 Y= (t, a, b)a

zu welchen € gehort, nicht durch einen festen Punkt 0 gehen,
sondern alle eine feste Curve @, transversal schneiden; man
erhilt dann Kriterien dafiir, dass ein Stiick der Curve € ein
Extremum des Integrals liefere unter allen Curven, welche einen
festen Punkt mit der Curve G, verbinden, und dem Integral K
einen vorgeschriebenen Werth geben.

Es sei
: ¥ (.Z', ?/) =0
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§ 39. Das einfachste relative Extremum. 145

die Gleichung der Curve @,; dieselbe schneide 6 und die von
dieser hinreichend wenig abweichenden Curven der Schar (24)
im variablen Punkte O unter nicht verschwindenden Winkeln,
und sei in diesem Punkte reguldr. Dann hat man die Gleichung
(25) F [g (tov aa b), ’7 (t01 aa b)] - 0:
welche nach ¢, aufgelost werden kann, da fiir die betrachteten
Punkte 0 die Ungleichung
Fxgt ‘Jf— Fy Mt Z 0
gilt. Man erhélt daher, wenn ¢,, der Parameter ist, welcher
auf der Curve € zum Schnittpunkt derselben mit @, gehort,
tO S to() == [a s ao, b == bo]l.

Da ferner die Extremalen der Schar (24) die Curve @, trans-

versal schneiden, so erhédlt man unter der Voraussetzung

I''Dx + Iy Dy
immer die Gleichung
H, Dz + Hy, Dy }": 0;

0
=0

daraus folgt

(26) A4=HT, —HL| =0,
wobei die Argumente
(27) z=§, y—n, z = §, y'=71t

zu nehmen sind. Differenzirt man sodann die Gleichung (25)
nach ¢ und b, so ergiebt sich

E (sﬁ‘“ + &)+ I (noe
g‘bb +§b>+r(’h >

In diesen Gleichungen kann man nach (26) die Gréssen I, und
I, durch H, und I, ersetzen; sie werden dann genau mit den
Formeln (9) identisch. Bildet man daher lings irgend einer
Extremale der Schar, welcher der variable Punkt 3 angehort,
die Integrale

0
=== {1

=)

3
Toy = | Fat = jr(g,n,gt,m)dt KM—JG@ - m) dt,
0

to

so gilt zunidchst die von dem Zusammenhang zwischen ty, a, b
unabhiingige Gleichung (7) auch jetzt noch, und aus ihr folgen

Kneser, Variationsrechnung. 10
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146 Vierter Abschnitt. § 39.

genau wie in § 35 auf Grund der Formel (9) die Gleichungen

(10), (11).
Es werde nun wie oben
K,s = o (t,a,b)
gesetzt und angenommen, dass die Determinante
_ 0 o)
S o (t, a,b)
lings des der Curve © angehorigen Bogens 02, abgesehen vom
Punkte 0, nicht verschwinde; dann gilt dasselbe fiir alle auf der
Curve @, beginnenden Biogen von Extremalen der Schar, welche
von 02 hinreichend wenig abweichen; die Gesammtheit der Bogen,
fiir welche 4 von Null verschieden bleibt, heisse das Feld des
Bogens 02. Auf der Curve @, selbst verschwindet 4 iiberall,
wie die Formeln (7), (9) leicht ergeben. Eine gewisse Umgebung
des Bogens 02 wird dann, wie eine in § 35 durchgefithrte Be-
trachtung auch jetzt zeigt, von den Extremalen des Feldes im
Allgemeinen unendlich vielfach bedeckt. Innerhalb dieser Um-
gebung werde ein der Curve €, angehoriger Punkt 1 mit 2 durch
eine Linie € verbunden, fiir welche die Gleichung
(28) K,, = K,,
besteht, auf deren rechter Seite lings der Curve € integrirt ist,
wihrend die ungestrichenen Integrale sich auch jetzt stets auf
die Curve € beziehen mogen. Diese werde vom Punkte 3 durch-
laufen; dann besteht eine der Weierstrass’schen analoge Con-
struction darin, dass eine mit 3 verinderliche Extremale des
Feldes construirt wird, fiir welche die Grosse K,3 -+ K, con-
stant bleibt, und welche, wenn die Punkte 3 und 2 zusammen-
fallen, in die Curve ¢ iibergeht. Anfangs- und Endwerth dieser
Grosse sind dann offenbar die beiden Seiten der Gleichung (28).
Der in § 38 gegebene Beweis fiir die Moglichkeit der Weier-
strass’schen Construction kann jedoch auf die vorliegende Auf-
gabe nicht ohne Weiteres iibertragen werden, da 4 auf der
Curve ©,, wie bemerkt, verschwindet. Dieser Umstand hat keinen
Einfluss auf die Argumentation des § 36, nach welcher & nur
langs einer Extremale des Feldes iiberall in ordentlicher Weise
verschwinden kann; da nun die Grosse K,; - K;, von t unab-
hingig ist, da ferner die Gleichungen (7), (10), (11) des § 35,
wie gezeigt, auch jetzt gelten, so ergiebt sich, wie in § 36:
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W Cdlh, L R odw

dz dy
dr dr H dt

,y’d_‘l’a_'ﬂ

d
—{—Hy:d—'Z—H(x

- , o d2 dy
== <x, Y. ;(:,y,d—t, d_r>

Die Anfangs- und Endwerthe der Grosse W sind von den fritheren
verschieden; man hat offenbar jetzt

4

7y -
==l

die Differenz J,, — J;, hat also das Vorzeichen der Grisse &.

Schneiden daher die Extremalen des Feldes die regulire
Curve @, transversal, ohne sie zu berithren, so haben die in
§ 36 angegebenen hinreichenden Bedingungen des Extremums
dieselbe Bedeutung fiir das Extremum unter allen die Curve G,
mit einem festen Punkte verbindenden Linien &.

Beispiele. Aufgabe IX werde in folgender Weise specia-
lisirt. Von einem Punkte 2 sei nach einer Kreislinie ¢, hin eine
beliebige feste Curve F gezogen; durch eine zweite Curve ge-
gebener Linge den Punkt 2 mit dem Kreise €, zu verbinden,
welche mit diesem und der Curve §F eine moglichst grosse Fliche
einschliesst.

Die Extremalen sind Kreise (Fig. 17) und liegen nach § 34
zum Kreise @, transversal, wenn sie ihn senkrecht schneiden.
Da nun jeder Punkt 3 mit dem Kreise Fig. 17.

(¢, durch einen zu diesem orthogona-
len Kreisbogen 03 gegebener Linge
verbunden werden kann, sobald diese
Linge die kiirzeste gerade Verbin-
dungsstrecke zwischen dem Punkte und
6, ibersteigt, so ist die Weier-
strass’sche Construction lings irgend
eines Bogens ¢ oder 12 von der vor-
geschriebenen Linge immer in der
Weise moglich, dass der Bogen 03
dem ldngs der Curve ¢ gemessenen
Bogen 13 gleich ist; dabei konnen die Kreishogen 03 so gewihlt
werden, dass ein den Kreis €, in bestimmter Richtung Jt um-
laufender Punkt an jeder Stelle 0 nach der concaven Seite des
Bogens 03 geht. Diese Construction ist jedoch nur fiir ein
10%*
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148 Vierter Abschnitt. § 39.

Stiick 42 des Bogens € durchzufithren, wenn dieser mit der zum
Kreise 6, normalen geraden Strecke 14 beginnt, im Punkte 4
aber die Gerade 14 verlisst; dann ist die Strecke 14 die Grenze
der Bogen 03, wenn man 3 und 4 zusammenriicken lisst, so dass

(29) J—oa —f— Ja‘z 1‘= Jl?) 1_(03 + Kn ‘= 12

gesetzt werden kann, Da ferner, wenn der Punkt 3 in die Lage
2 riickt, die Grenzlage des Bogens 03 der Bogen € oder 02 ist,
mit welchem £ verglichen wird, also die Gleichung

lim Joy = Jyq
gilt, so ist nach (29)

Jas - ohas |

74

7y
- j P i g

T4

woraus, da & ein festes Vorzeichen hat, das Extremum folgt, so
lange die Jacobi’sche Bedingung erfiillt ist.
Um zu erkennen, in welchem Umfange dies der Fall ist,
nehmen wir an, es sel
ai + yi =1

die Gleichung des Kreises (,; ist & die in der Richtung ft wach-
sende Bogenlinge, so sind

1) dyo
a_x0+a(1b, ﬁ'—yﬂ—{_aﬁ

die Coordinaten des Centrums eines Bogens 03 vom Radius |a|;
bei der Bedeutung von 3 ist @ positiv. Nach der in § 37 benutzten
Darstellungsweise kann der Kreisbogen 03, indem man den Coor-
dinatenanfangspunkt durch den Punkt O ersetzt, durch folgende
Gleichungen dargestellt werden:

z — 2, = (& — 2,) — (& — x,) cost — (B — y,) sint,
Y — Yo = (B — 9o) + (& — x,) sint — (B — y,) cost,
oder, wenn man setzt

R az, ATy d
&, a, b)_xo—{—a%—— Ia cost — db sin t,
7t a b=y, +a dJO +a dx" sint — ‘fﬁ)" cos t,

.durch die Gleichungen

& = &t ayb)y Y= 1:(t, a, D).
Offenbar ist £ = 0 im Punkte 0; also hat man
Kos =at= o (t a, b),
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| o %2 d?/o dz,

} a —— b sint — @ cost, a e cost

‘ dy,

‘ db

| d 0 d /0 dyo
o (& m, o) b (1 —cost)— o sint, i (1 — cost)
Sl L+ a2, sint, t

‘ db

dxo d2z, dy, .
+ a b5 (1 —cost) — a 702 sin t,
| dJo a2y, a2z,
1 W"H‘ ab? b

Wenn nun fiir den betrachteten Bogen 03 die Gleichungen
dy, dz,

bestehen, so ergiebt die Identitiit
dy, d*y, | dz, d*z,

b db T ab dp
sofort die Folgerung

d2z
an =%
man erhilt daher
& sint cost e
4 = — a (sint — tcost) + a? mcibyﬂor 1 —cost simt t|,

| — sint l—costOS
und mit der Bezeichnung

@ () = sint — tcost
ergiebt sich

d=—agp(l) + 4a? —di)z—— SIN = q> <2
Ferner gelten offenbar lings des Kreises @, dle Gleichungen
b st A0
To ==1C08 =, Yo = 1sin

und wenn fiir den Punkt 0 die Annahme
3rm
i

gemacht wird, so bestehen die Gleichungen (30) und damit auch
die folgenden:
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a2y, (B 1
¥ KAl o s
@ ey t
A_——; rqa(t)—4asm§q> 5)}

So lange daher die Kreishdgen 03 in Theilen des Radius «
gemessen die kleinste Wurzel der Gleichung

ro(t) — 4dasin % ® <%> — )

nicht erreichen, liefert der Bogen 02 wirklich ein Extremum der
Fliche, die von ihm, dem Kreise ¢, und einer festen, diesen mit
2 verbindenden Linie umschlossen wird.

Man sieht leicht, dass dies Resultat giiltig bleibt, wenn G,
eine beliebige regulire Curve ist, und r ihr Krimmungsradius in
dem Punkte, in welchem sie von dem Kreishogen 03 orthogonal
geschnitten wird.

Aufgabe XI (§ 38). Die Stabilitiit eines schweren Fadens zu
untersuchen, wenn der eine Endpunkt fest, der andere auf
einer gegebenen Curve beweglich ist.

Wir gehen von der folgenden allgemeinen Bemerkung aus.
Eine zweifach unendliche Schar von Extremalen, welche durch
einen Punkt O gehen, oder die Curve 6, transversal schneiden,
sei durch die Gleichungen

z=.£(t e b6y y=9(,0,Ddc)
Ky=0=wo(tabc), g@bc)y=0

gegeben, g, sei von Null verschieden; dann hat die Grisse 4 fol-
gende Form:

[ . oc
| & §n+§c% §b+§cb—b—
0 (& 7, ©) ce ce
A = —— — e Aisint e ol
X)) Me Mo+ Mz M+ N zp
oc cc
| 0 0, o, sa ™ + . 50

und da offenbar die Gleichungen

oc oc
9ot 9oz =P+ ge gy =0
gelten, so folgt
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" gt §a9c b gcga gbyc FO gcgb ‘ s: S: 5: iz
49 = Z; Tafe — Mofa Mo — Moo | =e | o o g
¢ @afc — Wefa @pJc — Welv | G o
so dass g.4 der rechts stehenden Determinante vierter Ordnung
gleich ist.
Die gegebene Curve @, habe nun die Gleichung

Yo = f(x0);
sie sei an der betrachteten Stelle nicht horizontal, f’(z,) also von
Null verschieden. Die Extremalen, fiir welche

z—b

Yy + 4 = aCof Fn D&

z—0b

ist, miissen von @, im Punkte 0 senkrecht geschnitten werden,
wenn 0 der bewegliche Endpunkt des Fadens ist; man hat da-
her die Gleichungen

Ty — b

go+ 4 =alof 22,

xO_—b—()
a Ay

(1)

1+ f' (zo)po = 1 + f' () Sin

und die gesammte Schar der transversal schneidenden Extre-
malen wird, indem man — z =1 setzt und durch @ die vom Punkte
0 aus im Sinne abnehmender z gemessene Linge bezeichnet,
durch folgende Gleichungen definirt:

2= —ty=f@)+a (600 — 6of 20

30
a a

— Gin f’l‘La— l’) 0 =1+ f'(z,) Sin ‘50—;_" .

r—0b
a

w=—a<@in

Die Grosse — 4, multiplicirt mit dem Analogon der oben durch
g. bezeichneten Grosse, ist daher die Functionaldeterminante der
rechten Seiten der letzten drei Gleichungen nach a, b, z,; setzt

man
g8 oo gov i bidig
@ R
so findet man auf Grund der Additionsformeln der Functionen
€in, Coj unmittelbar

4= — D(u) + %i Ctg2u, D' (u) [f”(xo) Sinu, — % Gtg uo]_l,

wobei gesetzt ist
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152 Vierter Abschnitt. § 39.

D(u) = 2 — 2C0] (u — uy) + (u — up) Sin (u — u,).
Fiir diese Function gelten die Gleichungen
D(uy) = D' () = 0, D"(u) = (u — u,) Sin (u — u,)

D () D" (1) — [D (u)]2 = [P (u)]? i [‘pl (“)]

du | D (u)
— [’Ll, —_ ’NO — @1n (u = uo)]27
D) U — uy — g (U — up)

D(u) ~ (u — uy) Tg(u — ug) — 2 + [2:6Cof (w — uy))’
aus welchen unmittelbar folgt, dass fir u > w, die Grossen @ («)
und @'(u) stets positiv sind, der Quotient @'(u):®@(u) aber,
wenn man u von u, ausgehen und positiv unendlich werden
lasst, das Intervall von -+ o« bis |+ 1 bestindig abnehmend
durchliuft. '

Fasst man nun nur solche Gleichgewichtslagen ins Auge, fir
welche die Legendre’sche Bedingung des Maximums der Schwer-
punktsordinate erfiilllt ist, so miissen die betrachteten Extre-
malen nach unten convex sein, mithin, da - y die Richtung der
Schwere ist, @ < 0. Die Gleichung

D' (u) af" (z,) Sin2u,
epy — a1
hat daher, wenn Sinu, und damit 3qu, ebenso wie f”(z,) po-
sitiv ist, keine Wurzel oberhalb des Werthes w, Dasselbe gilt
aber auch, da die Gleichung geschrieben werden kann

Gof u, [@tg "y ‘g ((;‘)) i 1] — af" (z,) Ginu,,

wenn &in u, negativ, f"'(z,) nicht positiv ist; denn dann ist
Ctg u, << — 1,

die linke Seite der letzten Gleichung also fiir w > wu, sicher
negativ, die rechte dagegen positiv oder Null. Nun haben nach
(31) die Grossen Sinwu, und f'(z,) entgegengesetzte Vorzeichen;
in den beiden betrachteten Fidllen haben also f'(z,) und f”(x,)
entgegengesetzte Vorzeichen, so dass die Richtung abnehmender
« oder, da a negativ ist, wachsender » nach der convexen Seite
der Curve @, hinweist. Die Jacobi’sche Bedingung fir die
Stabilitit des Gleichgewichts ist also immer erfiillt, wenn der
Faden im Punkte 0 nach der convexen Seite der Curve €, hin-
geht, oder diese im Punkte 0 die Kriimmung Null hat, z. B. eine
Gerade ist. Wenn in einem dieser Fille die Weierstrass’sche

(32) 4=0

www.rcin.org.pl
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Construction moglich ist, so liegen alle Bogen 03 im Inneren
des Feldes, und die Stabilitdt ist fiir ein beliebig langes Stiick
des Fadens gesichert.

Haben f"(x)) und f’(z,) dasselbe Zeichen, so dass der Faden,
fir welchen w > u, sei, nach der concaven Seite der Curve @,
hingeht, so hat die Gleichung (32) fiir v > u, eine einzige
Wurzel u, sobald die Ungleichung

iguo[ Colsig, T — 1]>1

besteht. Sieht man daher die Richtung der Curve G, und die
Gestalt des Fadens, d. h. die Grossen a und u, als fest an, und
lisst die Kriimmung der Curve G, variiren, so tritt eine Wurzel
u auf, sobald der absolute Werth der Kriimmung eine gewisse
Grenze erreicht hat. Wichst derselbe iiber alle Grenzen, so
nihert sich u bestdndig abnehmend der Grenze u, an, d. h. das
Stiick des Fadens, fiir welches die Jacobi’sche Bedingung er-
fillt ist, wird unendlich klein.

Um nun die Weierstrass’sche Construction zu discutiren,
suchen wir eine Kettenlinie, welche im Punkte 0 die feste, weder
horizontal noch vertical liegende Gerade 7 beriihrt, und ausser-
dem den Punkt 1 enthélt, der nicht auf derselben Verticalen wie
0 liegt. Die Gleichung der Geraden 7' kann man schreiben:

Y — Yo = (x — z,) Sinuy;
der Werth u, ist dann eindeutig bestimmt, da die Function Sin
bei wachsendem Argument alle Werthe von — = bis 4
wachsend durchlduft. Die simmtlichen im Punkte 0 die Gerade
T beriithrenden Kettenlinien werden durch die Gleichungen

33) y— 1y = a (Coju — Coju,), z=1xz,+ a (u — ug)
dargestellt, in welchen u ein Parameter ist. Sehen wir « als
veridnderlich, z als fest an, so hat man

oy 4 ou 3

— = - S —_— — ]

a Coju -+ a Gin u 5a Coju,

= Coju — (u — uy) Sinu — Cojuy;
die Ableitung der rechten Seite nach w ist (u, — u) Goju, hat
also das Vorzeichen der Differenz u, — u, die Grosse selbst ver-
schwindet fiir w = u,, ist also negativ, so lange » endlich und
von u, verschieden bleibt. Fiir unendlich kleine Werthe von
a erhilt man nun, je nachdem @ positiv oder negativ ist,
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154 Vierter Abschnitt. § 39.

Coju =+ o, y=:=+ o.

Da ferner die erste Gleichung (33) geschrieben werden kann
Yy — Yo = (x — %) Ginuy + (x — z,) [ — ],

wobei die Coéfficienten der letzten Reihe von a unabhiingig sind,
so folgt fiir @ = + o die Gleichung

Yy =y, + (& — x,) Sinu,.
Die Grosse y geht also von diesem Werthe aus abnehmend bis
— @, dann ebenso von -+ » bis zu diesem Werthe zuriick,
wenn man @ von — o bis + o wachsen ldsst und fiir # einen
festen Werth, etwa z,, festhilt. Fiir einen einzigen, bestimmten
Werth von a erhilt man daher, wenn z;, — 2z, von Null ver-
schieden ist, ¥y = y,, womit die gesuchte Curve gefunden und
als eindeutig® bestimmt nachgewiesen ist. Sie ist nach unten
convex (a < 0), wenn der Punkt (z,, #,) oberhalb der Geraden
T liegt, d. h. wenn|

Y < Yo + (@, — ) Sinu,.

Jetzt beschrinken wir uns auf den Fall f’(z,) > 0, in
welchem die Kettenlinie, in der Richtung abnehmender z ver-
folgt, von der Curve (, aus sich zunichst senkt. Nihert sich
(Fig. 18) dann der Punkt 3 auf der Curve ¢ der Lage 1, d. h.
ihrem Schnittpunkt mit G, so
wird der lings der Curve € ge-
messene Abstand 13 oder K, ; un-
endlich klein. Verbindet man da-
her den Punkt 3 mit einem festen
auf der Curve (6, und tiefer als
der Punkt 1 liegenden Punkte 4
durch eine zur Curve G, recht-
winkelige Extremale, so ist diese
nach unten convex, da, sobald
der Bogen 13 hinreichend klein ist, der Punkt 3 oberhalb der
Normale des Punktes 4 liegt, und die Linge des Extremalen-
bogens 34, welche wir 5, nennen, bleibt oberhalb einer positiven
Grenze, wenn K, unendlich abnimmt. Daraus folgt, dass man
einen von 1 beginnenden Theil €, von der Curve ¢ abschneiden
kann, fiir welchen die Ungleichung
(34) Kl 3 < 934
gilt, sobald 3 ein Punkt des Bogens g, ist. Ist ferner 35 die
durch 3 gehende Normale der Curve (,, und lisst man lings der

Fig. 18.
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Curve G, den Punkt 6 von 4 bis 5 laufen, so liegt derselbe nie-
mals vertical iiber oder unter 3 und seine Normale lduft stets
unter dem Punkte 3 durch. Es kann daher stets eine die Curve
¢, senkrecht schmneidende nach unten convexe Extremale 36
construirt werden, fiir deren Lénge &,,, wenn £, der gerad-
linige Abstand 35 ist, die Ungleichung

56 > K35
gilt, und &,; — K;; kann beliebig klein werden. Da nun
offenbar

Kl3 ; ﬁ(&f»’

so ergiebt sich der Ungleichung (34) zufolge fiir mindestens eine
Lage des Punktes 6
K3 = R,

womit die Weierstrass’sche Construction zundchst fiir den
Bogen &, durchgefiihrt ist. Fiir den Rest der Curve ¢ folgt ihre
Moglichkeit aus § 38, wenn man in der dort gegebenen Weise
variirt ; denn die Grosse 4 verschwindet hier nicht mehr, so
lange die Jacobi’sche Bedingung fiir die Kettenlinie 02 erfiillt
ist. DerFall, dass die Curve € mit einer zu €, normalen geraden
Strecke beginnt, kann ebenso leicht wie oben bei der Aufgabe IX
erledigt werden.

§ 40.

Die folgende Entwickelung gilt, gleichviel ob die Extre-
malen des Feldes einen festen Punkt O gemein haben, oder eine
feste Curve @, in dem verinderlichen Punkte 0 transversal
schneiden.

Bewegt man sich lings des Bogens € von dem auf ihm lie-
genden Punkte 0 aus, so mige die Griosse o zum ersten Male
verschwinden in einem Punkte 1 und fiir ein solches Argument
t = t,, dass an der Stelle (¢, a, by) die Functionen £, 7, @ re-
guldr sind und die Grissen &, n; nicht beide verschwinden. Dann
heisst der Punkt 1 im ersten der oben unterschiedenen Fille
zum Punkte 0 conjugirt, im zweiten der extremale Brenn-
punkt der Curve €, fir die vorliegende Aufgabe, und man hat
die charakteristische Eigenschaft

(39) 4 @ 8 by)i=0:
Die in § 36 an die Gleichungen (10), (11) gekniipfte Entwicke-
lung giebt dann Anleitung, eine Curve 01 herzustellen, lings
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156 Vierter Abschnitt. § 40.

deren die Weierstrass’sche Construction moglich ist, die
Grosse & aber iiberall verschwindet, so dass sich die Gleichungen
(36) J_ol =dJon K_01 = Ko,
ergeben, und damit das Extremum aufhért. Zu diesem Zwecke
werde zunichst ¢ als Function von @ und & durch die Gleichung
(37) a(t a,b) =0
definirt; nehmen wir an, es sei

zp (tlv Qo bo) Z 0,
so ergiebt sich mit Riicksicht auf dic Gleichung (35) fiir ¢ ein

Ausdruck
t=1t 4+ [a — a, b — b],-
Wir setzen ferner die Differentialgleichung

&dt + &.da + &db mdt 4+ nada + npdb e

& Nt
oder

(38) (Eena — Eame) da + (Emp — &ome) A =0
an, und substituiren fiir ¢ den erhaltenen Ausdruck; dann sind
die Factoren von da und db Potenzreihen der Argumente a — a,,
b—b,, welche fiir « = a,, b = b, nicht beide verschwinden, wenn
wir die Voraussetzung einfithren, dass die Determinanten zweiter
Ordnung in der Matrix
(39) L hob
Mt Ma Mo
fir das Werthsystem ¢ —=t¢,, ¢ =— a,, b = b, nicht simmtlich
verschwinden. Hétten ndmlich jene beiden Factoren den Werth
Null, so wiirde dasselbe fiir die dritte Determinante der Matrix
folgen, da & und #; nicht beide verschwinden. Die Gleichung
(38) ergiebt also, wenn a, und b, zusammengehorige Werthe sein
sollen, eine Bezichung von einer der Formen

b—b =[a—al, a—a=I[b—b),.
Gilt z. B. die erste Gleichung, und substituirt man die erhaltenen
Werthe von 4 und ¢ in die Gleichungen
(40) z2=4§ (¢, a, b)7 == 1] (¢, a, b);
so erscheinen z und y in der Form von Ausdriicken [a — a] ,
und man hat fiir « = «, speciell

S

Die Gleichungen (40) stellen also eine den Punkt 1 enthaltende
Curve € dar, welche in der Nihe dieses Punktes, abgesehen von
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§ 40. Das einfachste relative Extremum. 157

ihm selbst, regulir ist. Sollte der Punkt 1 ein Riickkehrpunkt
sein, so hédtte man fiir ihn die Gleichungen

gdt + E.da + £db =0, ndt 4 noda + pdb = 0;

da nun die Gleichung
didt + d,da + 4,db =0

gilt und eine der Grossen i und &s von Null verschieden ist,

da db
so wiirde folgen
o md) __
& oan — "

Besteht also diese Gleichung fiir ¢ = ¢,, @ — a,, b = b, nicht,
so hat die Curve € im Punkte 1 keinen Riickkehrpunkt.

Aus der Gleichung (38) folgt nun, da & und #; nicht zu-
gleich verschwinden, dass man setzen kann:

(42) gtdt+§ada+§bdb:m§tdtr
nedt + neda -+ ydb = mydt;

die Curve G wird also in jedem Punkte von der zu demselben
Werthsystem («, b) gehorigen Extremale (40) beriihrt, und ist die
Enveloppe einer gewissen einfach unendlichen Schar dieser Curven.

Aus den Gleichungen (42) ergiebt sich auf Grund der Gleichung
(37) und der betreffs des Systemes (39) eingefiihrten Voraussetzung

o dt + w.da + 0,db = maedt,
oder, da offenbar
o= G (& n, & me)
gesetzt werden kann,
o dt + w.da + 0,db = m G (& 0, & ) dt.

Wenn nun mdt positiv ist, so kann man hieraus wegen der
Homogeneitit der Function G- und der Gleichungen (42) schliessen

o dt + o,da + oydb
= G (&, &dt + Eda + &b, ndt + .da -+ n,db).

Die Differentiale dt¢, da, db beziehen sich alle auf den Fortgang
lings der Curve ; bezeichnet man im Uebrigen die diesem
Fortgang entsprechenden Incremente durch 1), so kann man die
letzte und die Gleichungen (42) schreiben

D —mét dt; Dy = mndty Do—= G(&n Do, Dy)
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158 Vierter Abschnitt. § 40.

Somit folgt, wenn das ungestrichene Integralzeichen K auf die
Curve € bezogen wird und 3 ein Punkt derselben ist (Fig. 19),

Fig. 19. aus der Gleichung

D-K31 =—G (x, Y Dz, D‘]/)
fir mdt > 0 das Resultat

Do + DKy,

=D (Ko3 + K;,) =0,
wobei das gestrichene K sich auf diejenige
Extremale 03 bezieht, welche durch das
zum Punkte 3 gehorige Werthsystem (a, b)
definirt wird. Diese Extremalen liefern also
fir die Curve € die Weierstrass’sche Construction, und die
Grosse

& (2 y, 2y, Dz, Dy) = & (2, 4, & m, D, Dy)

(43)

verschwindet dabei in ordentlicher Weise, wenn mdt positiv ist.

Um hieraus die Gleichungen (36) erschliessen zu kénnen, muss
das Zeichen D den Fortgang auf der Curve € in der Richtung
zum Punkte 1 hin bedeuten. Diese Richtung kann mit der Rich-
tung wachsender ¢ auf der im Punkte 3 berithrenden Extremale
iibereinstimmen oder nicht. Letzterer Fall wird dann immer
eintreten, wenn die Curve € im Punkte 1 einen Riickkehrpunkt
hat, von welchem beide Zweige der Curve in der Richtung der
mit wachsendem ¢ durchlaufenen Curve € ausgehen; haben die
beiden Zweige die entgegengesetzte Richtung oder ist gar kein
Riickkehrpunkt vorhanden, so stimmt in mindestens einer der
beiden Hilften, in welche die Curve € in der Umgebung des
Punktes 1 durch diesen zerlegt wird, die Richtung der Curve €
nach dem Punkte 1 hin iiberein mit der Richtung wachsender
Werthe von ¢ auf der Extremalen 03; diese Hilfte werde durch
¢, bezeichnet. Letztere Richtung wird durch das Werthepaar

¥ =& ¥ =0

definirt; aut der Halfte €, unterscheiden sich also Dz von §&
und Dy von 7, um einen positiven Factor, so dass mdt¢ positiv
ist, und demnach die bezeichnete Grosse & verschwindet. Ein solcher
Bogen €, ist also jedenfalls dann vorhanden, wenn die Gleichung
(41) nicht gilt und damit ein Riickkehrpunkt ausgeschlossen ist.

Es sei nun 3 irgend ein beliebig nahe bei 1 liegender Punkt
des Bogens €,; dann bildet die oben construirte Extremale 03
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mit dem Bogen 31 der Curve €; einen zusammenhiingenden
Linienzug mit stetig veriinderlicher Tangente, welcher beliebig
wenig von dem der Curve € angehdrigen Bogen 01 abweicht,
und zwar so, dass in benachbarten Punkten beider Linienziige
auch die Tangenten nur wenig verschieden sind. Dabei hat man
die Gleichung
d (o5 + J51) = 8 (&, 9, @', ', Dz, Dy) = 0;
denn die Ausdriicke fiir die partiellen Differentialquotienten von
J,; und J,,, welche oben abgeleitet sind, bleiben auch in der Um-
gebung der Stelle (¢, ao, b,) giiltig, weil die bezeichneten Inte-
grale auch hier regulire Functionen von f, @, b sind. Aus der
erhaltenen und der fiir die Weierstrass’sche Construction
charakteristischen Gleichung (43) folgt
Jos ~tr Jy1 = Jo1, Koz + Ky = K.

Der Bogen 01 der Curve € liefert also nicht mehr ein Extre-
mum des Integrals J im Vergleich zu allen Curven, welche den-
selben Werth des Integrals K ergeben; vielmehr hort, wegen der
angegebenen Eigenschaften des Linienzuges 031, schon das
schwache Extremum im Punkte 1 auf.

Beispiel. Aufgabe IX werde in folgender Weise specia-
lisirt.  Von einem gegebenen Punkte des einen Schenkels eines
Winkels auf der convexen Seite nach dem anderen Schenkel
eine Linie gegebener Linge zu ziehen, welche mit den Schenkeln
eine grosstmogliche Fliche umschliesst.

Der zweite Schenkel sei die Linie y — 0; die extrem zu
machende Flidche unterscheidet sich von dem Integral J‘yx’dt
nur um die constante Dreiecksfliche, welche das vom gegebenen
Punkte auf den zweiten Schenkel gefillte Loth von dem Winkel
abschneidet. Die Extremalen, welche die Linie y — 0 trans-
versal schneiden, stehen auf ihr (§34) senkrecht und sind Kreise,
konnen daher durch die Gleichungen
(44) x —a -+ beost, y—= bsint
dargestellt werden; fiir den Punkt O ist immer ¢ = 0, so dass

Ky, = , a, b) = bt.
Es ergiebt sich hieraus
— bsint beost b
el 1 0 0|=20(sint — tcost);
| cost simt 1
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160 Vierter Abschnitt. § 40.

der extremale Brennpunkt der Geraden y — 0 auf jedem zu ihr
orthogonalen Kreise ist also durch die kleinste Wurzel der
Gleichung
gt =1t

definirt, welche durch ¢, bezeichnet werde und annihernd den
Werth
§ e dd iy

ST
hat, d. h. dem Winkel 2571° entspricht. Die Gleichung (38),
welche den die Curve € definirenden Zusammenhang liefert,
wird einfach

bdb + beost,da = 0, db —+ costy,da = 0.

Eine solche Beziehung zwischen @ und & sondert aus der
zweifach unendlichen Schar von Kreisen (44) eine einfach un-
endliche von solchen aus, welche zwei feste Gerade beriihren;
ist oo der concave Winkel derselben, so ist

20

ity o 3w
sin ) = — cost, = cos (t, — m), 3 = gy t, = 12’;0-

An dieser Schar kann das Aufhoren des Extremums mit elemen-
taren Mitteln zur Evidenz gebracht (Fig. 20) werden. Sind nim-

Fig. 20.

lich 1, 3 zwei auf demselben Schenkel des Winkels « liegende
Punkte und 3 dem Scheitel ndher gelegen als 1, sind ferner
0y, 0 die Schnittpunkte der durch 1, 3 gehenden Kreise der
Schar mit der Halbirungslinie des Winkels o, und haben die
Bogen 10, 30 den Centriwinkel #,, so sind der Bogen 10, und
die zusammengesetzte Linie 130 von gleicher Linge; wenn von
1 auf die Halbirungslinie des Winkels « das Loth 14 gefillt
wird, so ist die horizontal schraffirte Figur 10,41 und die ver-
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tical schraffirte 13041 von gleicher Fliche, so dass der Bogen
10, sicher kein Extremum der Flidche bei vorgeschriebener Bogen-
linge liefert. Der Bogen €, ist die gerade Strecke 13.

§ 41.
Der Punkt 0 sei auf der Extremale € so gewihlt, dass &

nicht verschwindet; dann kann die Differentialgleichung der Extre-
malen in der Form

fotag, — S B 1) o

dp

geschrieben werden, und ergiebt fiir S einen in Bezug auf
x, y, p reguldren Ausdruck, wenn die Ungleichung

0
(45) Jor +24gpp| = 0

besteht. Unter dieser Voraussetzung lehrt dann der allgemeine
Satz des § 27, dass die Differentialgleichung ein Integral von
der Form )

(46) Y — D (2, a0, 4)

besitzt, welches fiir a = ay, b = by, A = 4, auf die Curve €
fithrt, und in der Stelle (zy, @, by, 4,) regulir ist, wenn durch
zy, die Abscisse des Punktes 0 bezeichnet wird. Nimmt man
speciell fiir @ und b die Werthe von y und p fiir z = x,,, so ist

D (2,0, b k) =0a-+b(x— 2o+ [r — o],
undefun o '=="7 st
(47) D, =0, ®,—1
Wir suchen nun aus der durch die Gleichung (46) gegebenen
dreifachen Mannigfaltigkeit von Extremalen eine zweifache aus-
zusondern, welche eine vom Punkte 0 ausgehende regulire Curve
@y, deren Gleichung

Yo = ¥ (20)

ist, transversal schneiden. Das geschieht, wenn die folgenden
Gleichungen erfiillt sind:

M — D (@4, ay by L) —29(2e) = 0,
) N ftag— ol + i) + (o +igp) ¥ @)= 05

Kneser, Variationsrechnung. 11
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162 Vierter Abschnitt. § 41.

dabei sind in der zweiten Gleichung fiir ¥ und p die Werthe @
und @, einzusetzen. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind
an der Stelle @, = g, @ = @g; b = by, » = 4, reguliir;- es ist
leicht einzusehen, wann man aus ihnen zwei der Grossen z,a,b, A
als Functionen der iibrigen ausdriicken kann. DBildet man
namlich

Y(x), D i o

o (MN) |-
e N N N oN \
6 (z0, b) Oax+¢oj+q> % ‘LT b+ R

und beachtet, dass offenbar
GN | 3 r=
op = [¢" (&) — Pz] (fop T+ *9p»)
so erhilt man nach den Gleichungen (47) fir z — z,
0 M.N S . . &= 2q0
( = [V (@) — D] (for + 29pp)

und dieser Ausdruck ist von Null verschieden an der Stelle
(@gpy @gy oy o), Wenn

d)a: (x001 g, boa 10) e }” (‘TOO) Z Oa
d. h. wenn die Curven € und @, einander nicht beriihren. Als-
dann ergeben die Gleichungen (48) fir & — b, und z, — z,,
Ausdriicke von der Form

[a — ay 4 — 4)];

setzt man ersteren in @ fiir b — b, ein, so erhilt man einen
Ausdruck
(49) y =9 (z,a, &),
der in der Stelle (zy, @y, 4,) regulir ist und die zweifach un-
endlich vielen, die Curve @, transversal schneidenden Extremalen
definirt. Zieht sich die Curve €, in den Punkt 0 zusammen, so

ergiebt sich dasselbe Resultat, d. h. eine Gleichung der durch
diesen gehenden Extremalen einfach, indem man die Gleichung

(50) D (0, @y by &) — Yoo = 0

nach & auflost.
In jedem dieser Fille ist zwischen a, b, A ein Zusammenhang

durch eine Gleichung
(51) Q (a, b, 4) =0
hergestellt, fiir welche

k)
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(52) Qb (ao, bo, )’0) Z 0
und die linke Seite in der Umgebung der Stelle (ay, by, 4,) re-
guliir ist. Dabei erhilt man offenbar

ft a0 otal—,

Qa (2, a, ) = D, + Dy %2, ¢, (2, a, ) = D; + (Dl’gi’
und analoge Gleichungen gelten fiir jede Grosse, welche zuerst
als Function von a, b, 2 erscheint, und dann in eine solche von
a und A allein iibergeht.

Setzt man z. B.

O (0,0, 4) = g (x @, ;) da
und geht diese Grisse bei der Annahme (51) in @ (, a, 4) iiber,
so hat sie fiir die Extremalen (49), da ¢ = « gesetzt werden
kann, dieselbe Bedeutung wie frither die Grisse @ (Z, a, b), und
man erhdlt fir 4, indem man & durch A ersetzt, folgenden

Ausdruck:
ab 0b
D, + D “ D, + D, —
_oGEmoe) _o(po) St Tt " B2

O A 0 (a, A
el A o5 @+@b0”, @1+@,,2_i’
}‘ q)aa (qu d’i \
531 O e f;
i @u @b @/ \ d

Gelingt es zu beweisen, dass diese Determinante nicht identisch
verschwindet, so ist gezeigt, dass die Extremalen z = ¢ (z, a,1)
wenigstens in der Umgebung des Punktes 0 ein Feld im Sinne
des § 39 bilden. ’

Um die zuletzt erhaltene Determinante zu untersuchen, gehen
wir davon aus, dass z, als regulire Function von a, b, 4 definirt
ist; man hat daher die Gleichung

. 0x, xa_g

i Keglal & T +Jaa‘”

EDG L8 ey ’+x<g dg”)didx
S gaa gp “zo Yy d

Lo

) ke
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nebst dhnlichen, in welchen a durch & oder A ersetzt ist. Hier-
aus folgt

(2R, 0)
e (ay by 4)
¢¢zy (Dba Q).
‘Szaa ‘Q’In 52//‘. |
o= ), 34— ), 00— e

wobei die Grossen A, B, C von z unabhingig sind; denn die
in den Ausdriicken ®,, ®,, @, vor dem Integralzeichen stehenden
Glieder, welche von z abhiingen, fallen weg, wenn man die erste
Reihe der Determinante mit g, multiplicirt und von der letzten
subtrahirt. Wenn nun dieser Ausdruck ) identisch verschwinde,
so konnten erstens zugleich die Determinanten zweiter Ordnung
der Matrix

1 ‘SZ'LL Sz’h QI‘.

(53) ‘A*HF“' B+f... 0+j'x...

identisch verschwinden. Die Differentialquotienten derselben nach
z sind die Determinanten der Matrix

K, £ K; '

dg dy d 2
(-0 (- ) (o-28) 0|

da nun auf der Curve ¢ als Extremale im Problem des relativen
Extremums die Grosse

dg,,
dz

nicht verschwindet, so wiirden auch die Determinanten der
Matrix

B =g, —

‘Q’u Qb 152}_ |

@, O, o
verschwinden, z. B.
(54) .0, — P, —= 0, 2;P, — ,P; — 0.

Die erste dieser Gleichungen ist aber offenbar unmdglich, da fiir
L= @ — Oy U100 =Ty
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(55) D, =1 @ =0, & =0;

die zweite deshalb, weil @, mit der ersten, @; mit einer hoheren
Potenz von z — z,, beginnt; die Grosse @; kann nicht identisch
verschwinden, weil sonst der Ausdruck @ von 4 unabhingig wiire,
mithin auch der Gleichung

; df,
(Sl e
geniigen wiirde, deren linke Seite ebenso wie R fiir die Curve
@ von Null verschieden ist.
Speciell folgt aus dieser Betrachtung, dass keine der Deter-
minanten

| 82, 2

A+qu> duz, B—|—JR£D,,dx‘
(56) Ql 8 f |
C~l—j R®;duz, B+ RCDbdx’

Lo

identisch verschwindet, da ihre Ableitungen die hnken Seiten der
Gleichungen (54) sind, multiplicirt mit der von Null verschiedenen
Griosse R. Nach einem allgemeinen Satze der Determinanten-
theorie sind aber in einer verschwindenden Determinante die
Adjuncten zweier Parallelreihen proportional; wendet man diesen
Satz auf die erste und dritte Zeile der Determinante I) an, so
ergiebt sich, dass die letzten beiden Determinanten den linken
Seiten der Gleichungen (54) proportional sind. Da nun weder
eine dieser vier Grossen identisch verschwindet, noch die Grosse
R, so ergiebt sich, dass die logarithmischen Ableitungen der
Grossen (56) nach z gleich sind, die Grossen selbst also in
der Beziehung

[ a 'Q'b |

: +JR¢adx, B—f—j'RcDbdxi

| @ @ i
l"g"l Qb E

M' . chmd,c, B +5Rq>,,dx
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stehen, wenn durch M eine von z unabhiingige, endliche und
von Null verschiedene Grisse bezeichnet wird. Hieraus folgt
durch Differentiation mit Riicksicht auf den nicht verschwindenden
Werth der Griosse R

Qa(Db - quja = ﬂ[(ﬂl@b = quj/,).

Setzen wir hier = z,,, so reducirt sich die linke Seite auf — £,
die rechte auf Null, da die Relationen (55) gelten. Die Annahme,
D verschwinde identisch, fithrt also stets auf einen Wider-
spruch. :

Auf Grund der Beziehung zwischen D) und 4 ist hiermit
Folgendes bewiesen. Fiigen wir zu den friiheren Voraussetzungen
betreffs der Extremale ¢ die Ungleichung (45) hinzu, so kann
der im Punkte O beginnende Bogen stets mit einem Felde um-
geben werden, dessen Extremalen entweder alle durch den
Punkt 0 gehen, oder eine gegebene, von der Curve € im Punkte 0
transversal geschnittene, nicht beriihrte reguléire Curve €, trans-
versal schneiden. Fiir einen hinreichend kleinen Extremalen-
bogen ist also die Jacobi’sche Bedingung des Extremums
erfiillt, gleichviel ob ein oder beide Endpunkte der gesuchten
Curve festgehalten werden.

42,

V72l

Ist der Punkt O fest und wird die Gleichung &£ =— 0 dem-
gemiss durch die specielle Relation (50) ersetzt, so hat man

Sz’(l =S er ('Tov a1 b’ A’))
2 = &, (xo, a, b, l), L, = D; (@0, ay ba '1)

und erhalt daher

0 (D (,a,b,2), D (20, a,b,4), [glz,D(2,0,b,2), D, (2,0,b,2)|d )
D=- : -

T @50
Da nun dieser Ausdruck den Werth

ADy (o, a, b, 1)
hat, so verschwindet die Grosse

a=agy, b=bg, A=1,

A (@, 3) =D
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wenn die Punkte 0 und (z, y) conjugirt sind. Damit ist das
von Mayer aufgestellte Kennzeichen der conjugirten Punkte
abgeleitet. Die analoge Formel von Weierstrass erhilt man
unter der Annahme, dass die Extremalen in der Form

(57) 2 =X, a4, 0A), Y = L (GAish)
dargestellt sind; dann hat man die Identitiit
¥ = DX 0 b
und die aus ihr folgenden Relationen
Y, = @ A a0 )X, Vo — @ X, DY — DN =D
¥ =0, 0 9
Xt ‘Da = Xt Yu e Xa Yt = 01 (t)1
X0 = XY, — X, Y, = 0,(f), X4 D1 = X, Y;,— X0 Yy = 05(0).
Gehort daher der Punkt 0 zum Argument ¢t — ¢, so ergiebt sich
()  O:() 65()
01 (to) 02 (tO) 63 (tO)

J(‘K U AR i
| oa b oA ‘

DX{ (t, a, b, l) Xt (tO) a, b, l) =

wobei gesetzt ist
t

K:fgdx =[6 (X, ¥, X, Yy dt.

Zo to

Nun hat man, da z, von @, b, 2 nicht abhidngt, die Gleichung

oo 22

nebst dhnlichen Formeln, in welchen a durch b und A ersetzt ist;
addirt man also in der Determinante I) die ersten Reihen mit
passenden Factoren multiplicirt zur letzten, so wird diese:

J (0 — 9) 4a, jqwb E Cf{]ﬂ) iz, | @, (00 — G2) .

£ Zo

oK
Ta = %o |,

Weiter hat man nach § 5, wenn

Gy 2, y)= x,g<x7 Ys %)
eingefithrt wird,
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; d ; @ :
# (0 — )= 6 — &= — 5 (6. — Gu);

hieraus folgt

Qa <gll RN %) dx = <)—7;4 i i a X> (G G;Il) dt

= [X, (G, — G») + Y, (G, — Gy)] dt.
Setzt man daher

i
8, (b 1) = [ dt [Xo(Go — Go) + Yu(Gy — Gi)]
ty

und ldsst hieraus @, und @, entstehen, indem man « durch
b und A ersetzt, so erhilt man die Weierstrass’sche Deter-

~ minante
@ 6, 6:()
D Xt (t; a, b) l) Xt (to, a, b, l) =150, (to) Oy (to) 03 (to) 2l (to’ t)-
0, (T, 1) Oy (T, 1) 0, (1, t)‘

Dabei ist zu beachten, dass D nur definirt ist unter der Voraus-
setzung, dass in dem Intervall %, ...¢ iiberall y als regulire
Function von z durch die Curve ¢ definirt sei. Die rechte Seite
dagegen hat fiir jeden Bogen € Sinn, lings dessen z und y
regulire Functionen von ¢ sind und die Grosse H, (z, v, &/, ')
nicht verschwindet; denn ein solcher kann nach § 27 stets in
eine Curvenschar, wie sie durch die Gleichungen (57) dargestellt
wird, eingebettet werden.

Wenn D (t,, t) nicht identisch verchwindet, so ist mindestens
eine der Grossen 0, (t,), 0, (t,), 05 (t,) von Null verschieden. Ks
sei dies z B. die letzte; dann konnen ¢, und 4 aus den
Gleichungen

St G il ke BRI Pl G (3 AL )
als regulire Functionen von « und & ausgerechnet werden;
substituirt man dieselben, so erhiilt man

Xi—1E(flash), Y= (l,"a;'b).
Dann gelten folgende Gleichungen:
b RLINES S LI SIS FLEE 2

17 |to at
R+ RG+ K[ =N+ L+ b=

Wity

H

www.rcin.org.pl



§ 42. Das einfachste relative Extremum. 169
0l ok
gt = Xta Ny = 17!, Xa + X). m = gaq Iru—}_ Yi. C_a = Nay

52 51
X+ Xizz=b 5+ L=
Aus den ersten vier Gleichungen folgt leicht

0 () + 03 () 2 = 0y (t9) -+ 0 1) T

aus den letzten vier
04 0
01 (t) + ”z; (t) 0—67 = §t’7u T &m O, (t) —f— 03 (t) 67 e gt’?b i -fbm,

und die Definition der Grossen @ ergiebt

bip 7

Q/l (b

:\1 :
&mo+%&m)—Wt&—cm+w @) =4,

0. (tn ) + o5 @mﬁfwmn—Gm+wrﬂwm=

Addirt man daher in der Detexmmante D (t,, t) die dritte Ver-
ticalreithe mit ¢4: oa und ¢4 :©0b multiplicirt zur ersten und
zweiten, so erhilt man

D (ty, t) = — 04 (to) \ §iMa Z Eame &My E &t )

Da nun nach § 35

D, =— Ga;'gu _+_ Gy’ Na + A1 W, = Ga;’ gb —l" Gy'nb + -B7
Wy = b= gt GJ;’ + nt G!/’a
so folgt endlich
i) b (]
Dito ) =— 0.6 5 Gy = — (0
Unter der eingefiihrten Voraussetzung verschwinden also 4 und
D(t,, t) nur gleichzeitig, und die Gleichung
Dt t) =0
ist, sobald ihre linke Seite nicht identisch verschwindet, eine
hinreichende und nothwendige Bedingung dafiir, dass zu den
Argumenten #, und ¢ conjugirte Punkte gehoren. Ist daher
die Grosse D (ty, t), abgesehen vom Punkte 0 selbst, auf einem
Bogen 02 iiberall von Null verschieden, so ergiebt sich ein Extre-
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170 Vierter Abschnitt. § 42.

mum der gesuchten Art fiir jeden Bogen 12, dessen Anfangs-
punkt von 0 beliebig wenig verschieden ist.

Hieraus folgt auf Grund der am Schluss des § 31 durch-
gefiilhrten Betrachtung, dass fiir den Bogen 12 bei festen
Endpunkten die Jacobi’sche Bedingung des Extremums im
Allgemeinen auch folgendermaassen formulirt werden kann: die
Gleichung :

D4, 1) =0
besitzt auf der Strecke 12 keine Wurzel ausser ¢ — #,; jene
Betrachtung lidsst sich nédmlich ohne jede Abdnderung auf die
jetzt durch D(f, t) bezeichnete Grosse anwenden, sobald die
Ungleichung

oDtk
o z 3
besteht. Auch wenn die Grossen
2° D (, t) |t=t
du(te) = S0
fir a = 1, 2,... n identisch verschwinden, d,+;(f;) aber von

Null verschieden ist, braucht die Argumentation des § 31 nur
insofern modificirt zu werden, als die Grosse d, ., (f)) an Stelle
von f (,) tritt. Nur wenn d, ., (t,) nicht identisch verschwindet,
dy 11 (t) aber den Werth Null hat, wird es zweifelhaft, ob die
citirte Betrachtung anzuwenden ist.
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Finfter Abschnitt.

Discontinuirliche Losungen.

§ 43.

Die Entwickelungen der vorhergehenden Abschnitte geben
nicht immer eine Losung der urspriinglichen Extremumsaufgabe,
zwischen zwei gegebenen Punkten eine Curve zu ziehen, welche
ein absolutes oder relatives Extremum des Integrals J liefert.
Es wurde nur gezeigt, dass die gesuchte Curve, wenn sie gewisse
Stetigkeitseigenschaften haben soll, nichts anderes sein kann, als
ein regulires Stiick einer Extremale; sodann wurden Bedingungen
des Extremums abgeleitet unter der Voraussetzung, dass die
beiden gegebenen Endpunkte der gesuchten Curve schon durch
einen von Singularititen freien Bogen einer Extremale verbunden
seien. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, was schon bei ein-
fachen Aufgaben vorkommt, so kann das gesuchte Extremum
von einer Curve mit den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften
nicht geliefert werden, und so kommt man zu der Frage, ob
nicht eine mit Singularititen, z. B. Ecken behaftete Curve die
vorgelegte Aufgabe 16st. Gelingt es, diese Frage zu beantworten,
indem man bestimmte Gattungen von Singularititen zulisst, so
hat man zwar auch noch keine unfehlbare Methode zur Bestim-
mung des gesuchten Extremums, aber der Kreis der Fille, in
denen die Aufgabe gelost werden kann, erweitert sich.

Speciell fragen wir, wann das Integral

J:det

zu -einem absoluten Extremum gemacht wird durch eine Curve,
welche aus einer endlichen Anzahl in Ecken zusammenstossender
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172 Finfter Abschnitt. § 43.

Stiicke besteht, deren jedes die frither fiir die ganze Curve ge-
forderten Eigenschaften besitzt; d. h. lings jedes Stiickes seien
z und y stetige, mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen
versehene Functionen eines Parameters ¢. Fir jedes einzelne
dieser Stiicke bleiben die Betrachtungen des zweiten Abschnitts
giiltic, da man die Ecken ungeiindert lassen und die Variation
auf das Innere der Stiicke beschrinken kann; jedes von ihnen
muss daher ein Bogen einer Extremale sein. Auf den in der
Ecke 1 zusammenstossenden Bogen seien

Fig. 21. .
| die Punkte 0 und 2 so nahe der Ecke an-
i genommen, .dass die Bogen 01 und 12 kein
\ Paar conjugirter Punkte enthalten (Fig.21).

= Dann konnen die Punkte 0 und 2 mit
\  jedem von 1 hinreichend wenig entfernten
. “  Punkte 3 durch Extremalen 03 und 32
verbunden werden, und diese konnen nach § 2 als Variation
der Bogen 01 wund 12 betrachtet werden. Die gebrochene
Linie 012 als Theil der gesuchten Curve kann daher, indem
die Variationsformeln des § 2 fiir jeden der Theile 01 und 02
giiltig bleiben, durch 032 ersetzt werden. Setzt man nun
02, =23 — 2, Oth =Y — %
und versiecht das Symbol irgend einer Grisse mit dem Zeichen
—, -+, je nachdem dieselbe fiir den Bogen 01 in der Richtung
iiber 1 hinaus, oder fiir den Bogen 12 in der Richtung nach 2
hin gebildet werden soll, so hat man die Formeln

ATy, = F, bz + F, oy | + [0a1, 0y,
4T, = — FSoa — F oy | 4 [0, 0y

2’

F, =Fo @2 ,9) Ff=Fo@yay, ¥ )
also wenn man addirt,
Al = (F, = F)) b4 (F, L EBYoyl + Paw duil,

Diese Grosse muss ein constantes Vorzeichen haben, wenn
die Curve, welcher der Linienzug 012 angehort, ein Extremum
des Integrals J ergeben soll. Ist daher der Eckpunkt 3 in der
Nihe der Lage 1 frei verfiugbar, die Grossen 0z, 0y, also von
einander unabhingig, so missen (§ 7) die Coéfficienten der
linearen Glieder verschwinden, und man erhilt den Satz von
Erdmann
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§ 43. Discontinuirliche Losungen. 173

(1) F, =F,, F,=F,.
Wenn dagegen der Eckpunkt von vornherein an die Curve
©) (@i, 1) = 0

gebunden ist, so dass die Gleichung
0 = ke (21, 1) 021 + Dy (21, 1) 0y, + [0y, 6?/1]2

besteht, so kann A.J,,, nach § 7 nur dann ein unabinderliches
Vorzeichen haben, wenn
- + - +
s T B A Gl G M sled
he (21, 1) hy (21, 1)
d. h. wenn bei einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes
1 auf der Curve (2) die Gleichung

(3) B 8z, + F, 0y, = F bz, + F, dy,
gilt.

Bezeichnet man die Strecke 13 durch 0s, und nimmt an,
dass ¢ auf jeder der Extremalen 01 und 12 den Bogen bedeute,
der immer in der Richtung von O iiber 1 nach 2 hin wachse, so
kann man drei Winkel 6, ., 6_ einfithren, welche folgenden
Gleichungen geniigen

0x, — 0scos6, 0y, — 0Ssino,

x_ —coslO_, y_=sim0_, xy = c0s04, Y+ = sinl.

Man definire ferner die Grossen w, » durch die Gleichungen

(4) 0z, = oy u -+ x_v, 0y = yru + y_v;
dann ergiebt sich leicht
__Ossin(6 — 0_) __Ossin(6 — 04)
B B LT k)

und diese Grossen sind den Lothen proportional, welche vom
Punkte 3 auf die Extremalen 01 und 12 gefillt werden konnen.
Dabei ergeben die Gleichungen (4)

(B F Yoo (B, — %)
— A <x+Fx——}— y'+Fy,_ - F+) — (x'_F: i y’_ij’ = F_)
T u@(l‘l, Y1 .’E'_, ?/'#7 x’+? y’+) il 6(%‘1, Y1, x,+1 y,+’ x;’ 1/:—)7

und dieser Ausdruck muss nach dem Obigen bei jeder erlaubten
Verschiebung des Eckpunktes verschwinden.
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174 Finfter Abschnitt. § 43.

Erstes Beispiel. Das Princip der kleinsten Action in der
Euler-Jacobi’schen Form bei der Centralbewegung eines
freien Punktes in der Ebene. Die Abstossung sei z. B. der Ent-
fernung proportional; setzt man

i ‘/xz SEY
so ist das Potential ¢r und das bezeichnete Princip sagt aus,
dass die Bahncurven das Integral

j\/cr —+ kb Ydx2 4 dy?
zum Minimum machen, wobei % die Constante der lebendigen
Kraft bedeutet. Nimmt man speciell 2 = 0 an, so sind unter
den hierdurch definirten Bahncurven die vom Kraftcentrum aus-
gehenden Radien enthalten, lings deren der bewegte Punkt sich
dem Centrum asymptotisch annihern kann, und man hat zu
setzen :

F=yz: + y* Ya'* + y'2
Die Gleichungen (1) ergeben, wenn » von Null verschieden ist,
das Resultat

’ ’

SRR PG 0l gl £
’2 re AT 12 ) / 12 TRMERD ] 1 T ikd
Va2 o Vas+4i' Vo +o8  Vai+oi
d. h. die Richtungen -}, — fallen zusammen. Eine Ecke kann

also nur im Kraftcentrum (r — 0) auftreten. Fiir irgend zwei
von ihm ausgehende Radien sind die Gleichungen (1) erfiillt.
Da nun die Radien die einzigen Bahncurven sind, welche bei
der Voraussetzung s =— 0 durch das Kraftcentrum gehen, so
kann eine gebrochene Linie nur dann ein Extremum liefern,
wenn sie aus zwei im Centrum zusammenstossenden geraden
Stiicken besteht.

Aehnliche Betrachtungen kann man anstellen, wenn die
Kraft einer beliebigen Potenz der Entfernung proportional ist;
man hat dann das Integral

zu einem Minimum zu machen.

Zweites Beispiel. Aufgabe VII (§ 11). Die kiirzeste
Linie auf der Fliche, deren Bogenelement durch die Formel

ds? = Edax? ++ 2Fdxdy + Gdy?
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§ 44. Discontinuirliche Lésungen. 175

gegeben wird, kann nirgends eine frei verfiighare Ecke auf-
weisen, so lange G — F'? von Null verschieden ist. Denn die
Gleichungen (1) wiirden erfordern

< > +F<dS> —E<%>++pj<zll_z>+’
=iy o ) = 20 e G

woraus bei der angegebenen Voraussetzung folgen wiirde

20 — (&, - (D) (), =
dis /. R AR R (ST LSt
Wohl aber kann eine Ecke auftreten, wenn verlangt wird, die
Punkte 0 und 2 durch die kiirzeste Linie zu verbinden, welche
mit einer gegebenen Curve einen nicht vorgeschriebenen Punkt

1 gemein hat. Bezeichnet I) den Zuwachs beim Fortgang lings
dieser Curve, Ds das Bogenelement derselben, so muss die Grosse

PR 2GR e (T () + e G o

der Gleichung (3) zufolge ihren Werth behalten, wenn man das
Suffix — durch -+ ersetzt. Sind ds;, ds_ die Elemente der
geoditischen Curven 01, 12, so ist jene Grosse Dscos(Ds, ds_);
man erhélt somit als Bedingung des Extremums
cos (Ds, ds_) = cos(Ds, dsy).

Die durch die Vorzeichen -}-, — bezeichneten Richtungen der
geoditischen Linien liegen also symmetrisch zur Richtung der
gegebenen Curve, die beiden Bogen 01, 12 also auf derselben
Seite dieser Curve und bilden gleiche spitze Winkel mit ihr.

§ 44.

In der Argumentation des § 8 ist es wesentlich, dass der
Grosse & positive und negative Werthe beigelegt werden, die
gesuchte Curve also mit variirten Curven verglichen wird, welche
sowohl nach der einen wie nach der anderen Seite hin von ihr
abweichen. Dies ist ausgeschlossen, wenn, wie wir jetzt an-
nehmen wollen, die verglichenen Curven auf ein bestimmtes,
durch Schranken umgrenztes Gebiet & beschrinkt werden, und
die untersuchte Curve theilweise mit einer Schranke zusammen-
fillt; dann gilt die citirte Argumentation nicht mehr, und die
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176 Fianfter Abschnitt. § 44.

gesuchte Curve braucht nicht iberall der Differentialgleichung
der Extremalen zu geniigen. Es muss daher besonders unter-
sucht werden, wann eine Linie, die zum Theil aus Extremalen-
bogen besteht, zum Theil mitSchranken zusammenfillt, das Inte-
gral J zu einem Extremum machen kann. Dass die mit der’
Schranke nicht zusammenfallenden Theile Bogen von Extremalen
sein miissen, folgt offenbar aus der Erwigung, welche in § 43
zeigte, dass die gesuchte Curve zwischen den Ecken aus Bégen
von Extremalen besteht.
Eine Extremale treffe (Fig. 22) die Schranke im Punkte 1;
auf ersterer sei der Punkt 0 so wenig von 1 entfernt, dass der
Fig. 22. Bogen 01 mit einem Felde umgeben werden
kann, dessen Extremalen durch den Punkt
0 gehen. Diesem Felde gehoren auch die
in der Nachbarschaft des Punktes 1 lie-
genden Theile der Schranke an, etwa bis
zum Punkte 2 hin, und die gebrochene
Linie 012 sei ein Theil der combinirten
Curve, welche auf das Eintreten des Ex-
tremums hin untersucht werden soll. Dann
kann fiir den dem Felde angehdrigen Bogen
der Schranke alles benutzt werden, was in
§ 20 fiir die Curve £ bewiesen wurde;
sind # und y lings der Schranke Functionen ¢ (r) im Sinne
des § 17, wiichst z in der Richtung 12, und passirt der Punkt 3
lings der Schranke laufend die Lage 1, so hat man

AW £ ) _ g (5,9, 5,9, 82, 98
wobei sich die Griossen #/, 4 auf die in der Richtung von 0 nach
1 hin durchlaufene Extremale 01 beziechen. Wenn daher diese
Grosse & von Null verschieden ist, kann die Summe Jy, - J;,
bei beliebig kleiner Entfernung der Punkte 1 und 3 sowohl grisser
wie kleiner werden, als J,, - J;,, und letztere Grosse bildet
sicher kein Extremum des Integrals J. Soll dieses durch den
Linienzug 012 geliefert werden, so muss also die Gleichung

- dx dy)
Plassthel
e <x,y,:c, Y az’ dr

bestehen, d. h. entweder miissen Extremale und Schranke sich
beriihren, und zwar so, dass die Fortgangsrichtung 012 im

3

)

1

— (]
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Yunkte 1 sich stetig indert, oder die Grisse & muss in ausser-
ordentlicher Weise verschwinden.

Eine weitere nothwendige Bedingung des Extremums erhilt
man, wenn man ein der gesuchten Curve angehoriges Stiick 34
der Schranke variirt, und zwar so, dass die Endpunkte fest-
gehalten werden und die Variationen der Coordinaten dieselben
Eigenschaften haben wie in § 2. Setzt man dann

Fm‘_Fo;’_ Fy— s/"___

LR =T g s )

Y Z

so ergiebt sich
0J = [ M(y'd2 — a'dy) dt,
4d = 8J + [ [dx, oy, 0a, 3y'), dt.
Dabei muss jeder Punkt (z -+ dz, y | 0y) dem Gebiet & an-
gehoren, an welches die gesuchte Curve gebunden ist. Bezeichnet
man durch #» die nach dem Inneren von & weisende Normale
der Schranke, durch & eine positive Constante, so werden die
ausgesprochenen Forderungen erfiillt durch die Annahme
0z = ecos(nz) (t — t;)3 (8, — )3
8y = ccos (ny) (t — ty)* (t, — 1)},

und man erhilt

0J = aj' [y cos (nz) — &' cos(ny)] M (t — t5) (t, — ©)3 dt,
: 4J = 8J + [e],

Soll daher 4 ein festes Vorzeichen besitzen, so muss dasselbe
von dem Integral 0 : & gelten, wenn es nicht verschwindet; da
nun die Punkte 3 und 4 einander beliebig genihert werden
konnen, so muss die Grosse

[y cos(nz) — ' cos (ny)] M,
wenn sie nicht verschwindet, das von 4J verlangte Vorzeichen

haben, d. h. im Falle des Maximums negativ, des Minimums
positiv sein. Nun ist die Determinante

cos(nz) cos(ny)
dx dy

positiv oder negativ, je nachdem die Richtung = zu der des
Elements (dz, dy), d. h. zur Integrationsrichtung ebenso oder

Kneser, Variationsrechnung. 12
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entgegengesetzt liegt wie die -+ u-Axe zur -+ y-Axe oder, was
dasselbe bedeutet, je nachdem das Gebiet & im negativen oder
positiven Sinne bei der Integration umlaufen wird. Im ersten
Falle folgt also, wenn ein Maximum eintreten soll,

M0,
wenn ein Minimum gesucht wird,

M = 0;
im zweiten Falle vertauschen diese Ungleichungen ihre Bedeutung.

Erstes Beispiel. Zwischen zwei Punkten der Ebene die
kiirzeste Linie zu ziehen, welche die Schranken eines gegebenen
Gebietes ® nicht iiberschreitet.

Die Aufgabe bietet nur dann Interesse, wenn die gerade
Verbindung der beiden Punkte die Schranke schneidet, dann ist
sie nicht mehr die gesuchte kiirzeste Verbindung, und man muss
Combinationen aus geraden Strecken und Theilen der Schranke
in Betracht ziehen. Da nun

S S TR T i T Y
F—= ‘fx 2 + Y 2, M = g % <V——————xu + :y,;)a
so kann & nicht in ausserordentlicher Weise verschwinden,
die geraden Strecken miissen also die Schranke beriihren, wo
sie mit ihr zusammenstossen. Bezeichnet man ferner durch ds
ein Element der Schranke in der Richtung der Integration, so
hat man

/

1L dcos(ds, y)
Koo " £ A
Ist daher z' > 0, die Orientirung der Coordinatenaxen wie ge-
wohnlich, und tritt der erste der obigen Fille ein, d. h. liegt
das Gebiet & zur Rechten einer in der Richtung ds fortschrei-
tenden Person, so muss cos(ds, y) zunehmen, damit ein Minimum
moglich sei, d. h. der Winkel (ds, y) nimmt ab, ds dreht sich im
positiven Sinne nach links hin, und nach derselben Seite hin
liegt die concave Seite der Schranke; diese muss also nach dem
Inneren des umschrinkten Gebietes hin convex sein, soweit
sie einen Theil einer kiirzesten Verbindung bildet. Dasselbe
ergiebt sich bei den anderen moglichen Orientirungen der Figur.
Ebenso findet man leicht fiir eine Fliche, deren Linien-
element in isometrischen Coordinaten dargestellt ist, mittelst des
in § 34 benutzten Ausdrucks der geoditischen Kriimmung, dass
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eine Schranke, wo sie einer kiirzesten Verbindung angehort, ihre
geodiitisch-convexe Seite dem Inneren des umschrinkten Gebietes
zuwenden muss, d. h. die Projection des Kriimmungsradius der
Schranke auf die Tangentialebene der Fldache weist nach der
Aussenseite des Gebietes.

Zweites Beispiel. Bei der Aufgabe II (§ 9) ist es offenbar
sachgemiiss, die verlangte Curve nur im Gebiete y = 0 zu suchen,
und die Rotationsaxe y — 0 als Schranke anzusehen; letztere
wird im Allgemeinen von den Extremalen nicht geschnitten. Da
man aber setzt

F=yya"+y°,
so werden die Gleichungen der Extremalen
‘, de sy " 4 e e yy'

D R m—— | I DS I e [ ==——\=
128 T VT g ), Fy—Fp=VYa"*+y dt (Vx;2+y/,> 0
durch die Annahme

Jii—10

erfiillt, so dass auch die Geraden # — const. als Extremalen an-
zusehen sind. Auf der y-Axe verschwindet die Grisse & bei
beliebiger Richtung der sie bestimmenden Bogenelemente, also
in ausserordentlicher Weise, da sie den Factor y hat; ferner gilt
fir y = 0, 2’ > 0 die Gleichung

- 1 Al ’
(5) M:—F(Py—Fyr)Z—l.

Integrirt man nun lings der z-Axe in der Richtung wachsender
x, so wird das Gebiet & im positiven Sinne umkreist, und der
zweite der unterschiedenen Fiille Fig. 23.
tritt ein; die auf M beziigliche Be-
dingung des Minimums ist also er-
fiullt. Man kann daher als discon-
tinuirliche Losung der Aufgabe die
gebrochene Linie betrachten, welche
aus einem Stiick der Rotationsaxe y=0:
und zwei in seinen Endpunkten er-
richteten positiven Ordinaten von y=0
beliebiger Linge besteht, d. h. fiir diesen Linienzug sind die
betrachteten nothwendigen Bedingungen des Minimums erfiillt.
Zwei Punkte der Halbebene y >> 0 konnen immer durch eine
gebrochene Linie von der angegebenen Beschaffenheit verbunden
12*

+X
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werden, keineswegs aber immer durch einen Bogen einer Extre-
male; daraus ist ersichtlich, dass die Losung der Extremums-
aufgabe durch die Einfithrung der gebrochenen Linie geférdert
wird.

Fihrt man als Schranke eine Gerade y — ¢2 ein (Fig. 23,
S. 179), und ist y — ¢? fiir die gegebenen Punkte positiv, so
gilt fiir die in der Richtung wachsender z durchlaufene Schranke
die Gleichung (5), wihrend die Griosse & nur in ordentlicher
Weise verschwinden kann. Die gesuchte Linie muss sich also
jetzt zusammensetzen aus Stiicken der Geraden y — ¢2 und
sie berithrenden Bégen von Kettenlinien, welche nicht in die
Geraden z — const. degenerirt sind.

§ 45.
Es sei, wie im vierten Abschnitt, das Integral
J = [ Fat
bei vorgeschriebenem Werth des Integrals
K=|Gdt
zu einem Extremum zu machen. Léngs einer durch den Punkt

1 gehenden Extremale € sei in der Umgebung desselben y als
reguldre Function von z darstellbar und die Grisse
Fyy +4Gyy =2a"2H
von Null verschieden; dann ist nach § 27 die Gesammtheit aller
Extremalen in der Umgebung des Punktes 1 und der Curve €
in der Form
y = D.(wya,:b; %)

darstellbar und die Function @ ist in der Umgebung des durch
die Curve ¢ definirten Werthsystemes (z;, a° 09, A°) regulir.
Speciell betrachten wir alle Extremalen, welche durch 1 und
noch einen der Curve @ angehorigen Punkt O gehen, so dass die
Gleichungen

(6) h =P @, a b k), y = (z, a, b, 1)

die Grossen a und b als Functionen von 4 definiren, sobald die
Determinante

10 0 0 (] 0 0
Pz, 21, % b, %) = Dy (21 0% B0, 4%, . o (1, 85, P, 15)

D, (7,, a® b, A), Dy (z,, a’ b9 49)
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von Null verschieden ist. Da man nun offenbar setzen kann
D (z,a,0,2) =y +a-+b@—a)+ [z —a],
so folgt
D,(z,a,b 1) =14 [z — z],
D, (z, 4,0, 4) =2 — 2 + [z — m],;
jene Determinante erhiilt also die Form
il 0
14 (2o — 2], @0 — 2 + [ — @],
und ist von Null verschieden, sobald die Grosse |z, — #,| hin-
reichend klein ist. Alsdann geben die Gleichungen (6)

d b
0= @, (z;, a, b, &) ﬁ + @, (z,, a, b, ) m + @, (zy, @, b, 1),

O =lD (2, oy bil) ‘§Z+ D, (29, a, b, 1) d).+ D; (o, a, b, 1),

ausserdem hat man offenbar K, als eine Function von A anzu-
sehen, fiir welche die Gleichung

S8 ol du, Dk ob
ai — oa db T ob d/l+ a
besteht, wenn die partiellen Ableitungen in der Voraussetzung

gebildet sind, dass z, und z;, nicht aber y, und y, festgehalten
werden. Hieraus folgt

D, (zy, a, by 1), Dy(20, @, b, X), Di(xy, @, b, 1)
D,(z,, a, b, 1), Dy(2y, a, b, X), Bi(x1, a, b, 1)

0=

0Ky, o K,, 0 K,, dE,,
oa 0b oA dA
oder 2
A (Zs2r) = dﬁ” - T (2, 1, @, by 1)

Die linke Seite dieser Gleichung ist nach § 42 von Null
verschieden, sobald der Abstand der Punkte 0 und 1 hinreichend
klein geworden ist, und

(7) (1 M R e e
gesetzt wird; dann ist die Grosse ¥ endlich, und es folgt

dK_(n G=a% b=00 A—=249

(®) 0=

Nun ist offenbar
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o ala e M B dacs il L
b e d_‘ 9@y, p)de = jlyy (qja a1 TPt <D,.)

d da db \
+gp0-l}c-<<pad_l+ @, 55+ cp;)’ dz

d db
S

(1

Lo

N dy, da db .
-+ [ <9y = W> <‘=Da di + @, ai —+ ‘D/.> dx

g

e dgeN (s da db . i
[ ) 5+ o B 0o

Zo

und ebenso
e { dfy\ (o da g et
7= —F) (GG +og+e)ds

Lo

da ferner fiir jede Extremale eine Gleichung

besteht, so ergiebt sich

(le]o]_ Sl
©) LT T2

und da wir 4 als von Null verschieden voraussetzen, ist auch die
linke Seite dieser Gleichung von Null verschieden bei der An-
nahme (7). Dabei gelten offenbar die Entwickelungen

T = Tou () + (4 — 20 (S20) [ — a0,

Bou (1) = Epr () + (A — 29) (diﬁ”)mﬁ (2 — 9],

Diese ganze Betrachtung werde fiir eine zweite Extremale €,
auf welcher die Punkte 2 und 3 liegen, wiederholt; den zu
dieser gehorigen Werth von A bezeichnen wir durch A%, setzen
der Symmetrie halber in den bisherigen Formeln A_ fiir 4, und
bezeichnen iiberhaupt durch die angehefteten Zeichen —, -,
dass sich eine Grosse auf die Curve € oder €, beziehen soll;
man erhilt dann die Gleichungen
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= = 0 s
FACIRS AN el LT P RE )(“’) A — A
+7'{+

¢ g 1K
R +)<‘ “)_ oA — 2
i, =20

Jetzt werde angenommen, die Curven € und €, seien Theile
eines irgendwie zusammengesetzten Linienzuges, welcher, ohne die
Stetigkeitseigenschaften der in § 2 betrachteten Curve B zu
haben, das Integral J bei vorgeschriebenem Werth von K zum
Extremum macht. Dann variire man so, dass man die Bogen
23 und 01 der Curven €¢; und € durch andere Extremalenbiogen
mit denselben Endpunkten ersetzt, fiir welche die bisherigen
Bezeichnungen gelten mogen. Da das Integral K ldngs der
variirten Linie denselben Werth haben soll, wie lings der ur-
spriinglichen, so hat man

1_(01 (}'_) +: Kzs (}*+) e E(n (l‘_),) =+ Kn (li),

die Grossen A, 44 sind daher durch folgende Relation verbunden:

dK 3 0 dKz:
0=(_—4) ( 0 ):_ o T @ — 2 ( d1+{>2+:,_3
0 0
. —ad k=0
Das Extremum erfordert, dass die Grisse
Jor (A) + Jas(A,) — T (A) — Ty (Ay)
ein festes Vorzeichen habe. Da dieselbe in der Form

T 20 0 (dJol) Jan g (A +) (‘i‘iﬂ:)@g%
+ (A, =A%, 4 —4"),

dargestellt werden kann, so ergiebt der allgemeine Satz des
§ 7, dass

dJ01 dedys |
s | 3 R |
4K, 4K, |
S IR A

fir A_ = 4%, 4, = A}. Hieraus folgt nach den Relationen (8),
(9) und den analogen auf die Curve 23 beziiglichen
Ay, dE;; | 22 45| o .

Ml ;i b7 o B B Rk fov
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184 Finfter Abschnitt. § 46.

Diese Gleichung driickt den einfachsten Fall des von Mayer
aufgestellten Gesetzes von der Erhaltung der isoperimetrischen
Constante aus, welche nach dem erhaltenen Resultat fiir € und @,
denselben Werth hat.

Beispiel. Zwischen den Punkten 0 und 2 eine Linie ge-
gebener Linge zu ziehen, welche durch den gegebenen Punkt 1
geht und mit der geraden Strecke 02 eine grosstmogliche Fliche
umschliesst.

Hat die gesuchte Curve zwischen 0 und 1, sowie zwischen
1 und 2 keine Unstetigkeit, so miissen die Bogen 01 und 12
Extremalen, also Kreise sein, auf Grund der Erwigungen, die in
§ 43 das entsprechende Resultat ergaben. Nach dem erhaltenen
Satz besteht die gesuchte Linie nothwendig aus zwei Kreishdgen
01, 12 von gleichem Radius. Lisst man diesen variiren, so sieht
man leicht, dass die Gesammtlinge der beiden Bogen innerhalb
gewisser Grenzen jeden Werth annehmen kann.

§ 46.

Die Extremalen € und 6, mogen jetzt den Punkt 1 gemein
haben; die Punkte 0 und 2 seien so nahe bei dem Punkte 1
angenommen, dass die durch ersteren gehenden Extremalen jeden
Theil des Bogens 01, die durch letzteren gehenden jeden Theil
des Bogens 12 als Feld umgeben; das ist nach § 41 moglich,
wenn H, lings der Bogen 01 und 12 nicht verschwindet
(Fig. 21, S. 172). Stellt man die beiden Felder durch die
Gleichungssysteme

z=4§ (ta,b) y : n— (t— a—, b-),

= §y (s @y, by), Yy = 04 (4, a4y b4)
dar, so kann jeder von 1 hinreichend wenig verschiedene Punkt
3 mit 0 und 2 durch Extremalen der Felder verbunden werden.
Sieht man den Punkt 3 als in der Nidhe der Lage 1 veriinder-
lich an, so erhidlt man (§ 35)

i 3

3 aK 3 ¥
= G- l i 1—6670—3' :j'[gn(G:r_ GI’)+na(Gy—(7y')]_dt—
(10) Pk s

+ (G + 16y
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nebst einer analogen Formel, in welcher a durch & ersetzt ist;
wenn daher dem Uebergang vom Punkte 1 zu 3 und vom Bogen
01 zu 03 die Incremente 0¢_, 0a_, db_ entsprechen, so ist

= = . = . 1
Kyy — Koy = 4K, = G_dz + Gy,ay
+ 4_da_+ B_8b_ 4 [0t da_, 0b_],,

wobei gesetzt ist

(11) 0z = (£.da + £0b 4 Et)_, dy — (ada -+ 1,00+ 7edt)
A == j[ga(Gl i G;C’) + na(Gy FIaT: G’y')]_dt—

und B_ aus A_ entsteht, indem man « durch b ersetzt. Analog
ergiebt sich

4R, = — GLoz — Gloyl
+ A+5a+ + B+6l)+ + [6t+, 6CL+, 6b+]2,
wobei die Grossen 0ty, 0ay, 0by, A, ... fir die Extremale 12 die
analoge Bedeutung haben wie 0¢_, ... fiir 01, so dass

(12) 0z = (£.0a + &0b -+ £0t)y, 0y = (muda -+ np0b - n01),.
Soll nun J bei gegebenem Werthe von K ein Extremum
werden, so ist die aus den Extremalenbdgen 03, 32 bestehende
gebrochene Linie eine erlaubte Variation der gebrochenen Linie,
012, sobald man die acht Grossen dz, 0y, day, db., 0t, so be-
stimmt, dass die Gleichung MR G o

41\_,01 o dKlz =0
besteht, oder

= ey 0 = = 5 :
0= (G, — G) oz + (Gy, — Gy,) 0y
(1R) 1 A da_ - B_db_ - A,ba, | B,8b,

+ [6(l+, 6b+, 6t+, 6(1_, ab__, at_]a.

Diese Gleichung in Verbindung mit den unter (11) und (12) an-
gefiihrten kann dazu dienen, fiinf der acht Grossen o durch die
drei iibrigen auszudriicken. Nimmt man fiir letztere z. B. dz,
0y, 0ay, so ist die Determinante der in den Grossen 0t_, da_,
0b_, 8¢y, 0hy linearen Glieder auf den rechten Seiten der be-
zeichneten fiinf Gleichungen
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186 Fiinfter Abschnitt. § 46.

VHEEE ROMRY . AEREE ) S

ohrky 00 0 4 B_|
a9 | v o 0 o =& & &|[g%D].
7 _L‘ | 7 i _‘ a(t, b)».*.

0 0 0 gt gh' s e

0 0 0 nt+ 17;L

Addirt man in der ersten Determinante rechts die zweite und
dritte Horizontalreihe, mit G, und G, multiplicirt, zuar ersten,
und bedenkt, dass die Ableitungen von £ und % sich wie in den
Gleichungen (11) auf den Punkt 1 beziehen, so zeigen die
Gleichungen (10), dass die Determinante den Werth

ai(-Kop §—~9 ’7—)

oIl v a s
hat, d. h. der auf das Feld des Bogens 01 beziiglichen Grosse
A_ gleich, also von Null verschieden ist. Da ferner auch der
Bogen 12 mit einem Felde umgeben ist, fiir welches die Grosse

0 (g-H n+371&)

-&' (t+, Ay, b+)
nicht verschwindet, so sind nach § 35 die Grissen

[5 (&, '7)] [C (§ 72)]
ot al Lot oyl
nicht beide gleich Null; entweder also ist auch der zweite Factor
auf der rechten Seite der Gleichung (14) von Null verschieden,
oder man erreicht dies, indem man @, und &, vertauscht. Man
kann also stets fiinf der Grissen 0 durch die drei iibrigen, unter
welchen d2 und 0y vorkommen, als Potenzreihen dieser drei
Argumente ausdriicken.

Ersetzt man nun in den Ausdriicken A, B das Functions-
zeichen G durch F', so erhalte man 9, ¥B; die Gleichung der
Extremalen liefert dann

AA 4 A =i B LB _ —Ai. A, U,

) = A B, + B4 =0,
und nach dem vorigen Paragraphen hat man fir € und G,
A+ = l_: e

Dem in der Gleichung (13) entwickelten Ausdruck 4 K,, + 4K,
analog erhilt man ferner
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ATy, 4 4T = (F; — Fh)da+ (F; — Fh)dy "
—-{" A_da_ + B_0b_ = ‘)1+6a+ + §B+ab+ + [6(14;, 6bt Otijz’
multiplicirt man daher die Gleichung (13) mit 4 und addirt sie
zu der letzten, so ergiebt sich, da H — F -+ 4 @, nach (15)
ATy + 4T,y = (H; — H}) éx + (H, — H})dy |
+ [0ay, 00y, 08, ],,
Diese Grosse muss, wenn das verlangte Extremum vorliegt, bei
den Bedingungen (11), (12), (13) ein festes Vorzeichen haben;

da hier nur die Grissen 0z, dy in den linearen Gliedern vor-
kommen, ergiebt sich nach § 7 fiir den Punkt 1

(16) (H, — H}) 0z 4 (H, — H}) 0y = 0.

Je nachdem also der Punkt 1 frei beweglich oder an die Curve
b2 sy)i="0
gebunden ist, erhdlt man die Relationen
H, —H,=H, — H =0
oler
H, — H, H,—H
z z Y TN e 0.
T hy ‘
Fs gelten daher fir einen Eckpunkt genau dieselben Beschriin-

kangen wie nach § 43 im Falle des absoluten Extremums, wenn
nan F' durch F -+ A G ersetzt.

Beispiel. Aufgabe IX (§ 34). Man hat
H=ya + AV F 7,
Az Ly
H‘t; ==y e = — =
YT T e s
de Gleichung (16) ergiebt also
/N . | l6
an 2 (,@ﬂf +9 f,!/.) g <£<??f.:r,yjy, :
| e Vo't 4yt /s

Da nun 4 von Null verschieden ist, so wiirde fiir eine frei ver-
figbare Ecke tolgen

) =), s =)
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d. h. die Richtungen der Extremalen 01 und 12 wiirden im
Punkte 1 iibereinstimmen, eine Unstetigkeit also nicht eintreten_
Ist dagegen der Punkt 1 an eine Curve & gebunden, deren
Bogenelement Ds sei, und bezeichnen wir im Punkte 1 durch
—, -+ die Richtungen der Extremale 01 von 0 nach 1 hin und
der Extremale 12 von 1 nach 2 hin, so ergiebt die Gleichung (17)
cos (Ds, —) = cos (Ds, +).
Die Bogen 01 und 12 liegen daher auf derselben Seite der Curve
® und bilden mit deren Tangente gleiche, nach verschiedenen
Seiten geoffnete spitze Winkel, d. h. sie liegen wie der einfallende
und reflectirte Lichtstrahl.

Soll z. B. vom gegebenen Punkte 5 aus nach einem nicht
vorgeschriebenen Punkte 1 der Curve & und wieder zum Punkte
5 zuriick eine geschlossene Linie von gegebener Linge gezogen
werden, die eine moglichst grosse Fliche umfasst, so muss sie
aus zwei Kreishogen von gleichem Radius bestehen, welche mit
der Curve & im angegebenen Sinne gleiche Winkel bilden.

§ 47.

Es bleibt noch zu untersuchen, wann ein Linienzug 0123
bei der Losung des isoperimetrischen Problems auftreten kann,
wenn die verglichenen Curven an ein von Schranken begrenztes
Gebiet & gebunden sind, und die
Strecke 12 einer Schranke an-
gehort; die Bogen 01 und 23 aber
nicht, so dass letztere nach § 45
Extremalen mit derselben isoperi-
metrischen Constante sind. Dann
seien (Fig. 24) die Punkte 0 und 3 so
nahe bei 1 und 2 angenommen, dass die Bogen 01 und 23 mit
Feldern umgeben werden konnen, deren Extremalen durch 0 und
3 gehen. In der Niahe der Punkte 1 und 2 seien auf der
Schranke die Punkte 4 und 5 gelegen; dann giebt es Extre-
malen 04 und 53, welche den beiden Feldern angehiren, und
der Linienzug 0453 ist eine erlaubte Variation des Zuges 0123,
wenn

Fig. 24.

Km + -Kn + E23 = KO4 + K4:) + Tfﬁa»
oder

(18) Kl2 S ms = AEOl + 4K23a
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§ 47. Discontinuirliche Losungen. 189

wobei sich die ungestrichenen Integrale stets auf die Schranke
beziehen und die Zeichen 4 den Zuwachs beim Uebergang von
01 und 23 zu 04 und 53 bedeuten. Um diese Forderung zu dis-
cutiren, legen wir den Zeichen §, u, t., ay, by, 44, 0t, ... dieselbe
Bedeutung fiir die Bégen 01 und 23 bei, die sie im vorigen
Paragraphen fiir 01 und 12 hatten, so dass das Zeichen — dem
ersten, das Zeichen - dem zweiten der bezeichneten Bogen zu-
gehort; demgemiss sei

Aot Oay 0b=]s =y — &;

0y + [0, da_, 0b_), = ¥, — I,

0z, + [0ty, Oay, 004 ]y, = @ — %y,

0y+ + [dty, 0ay, 0By ), = Y5 — Y
und die Ausdriicke dz, 0y in Bezug auf 0t, 0a, 00 linear.

Die rechte Seite der Gleichung (18) findet man dann aus den
im § 46 fiir K,, aufgestellten Formeln; man hat némlich

4K, = G d0z_ + G, 0y ll

i 4 A_da_ + B_db_ + [dt_, da_, 8b],,
AR,y = — GLow, — Gy, '2

+ Aiday + Bpdby + [0ty 0ay, 0by],;
und es bestehen zwischen den Grossen 0 jetzt die vier Relationen

3z, = (&3t + L.da + £3b)s,
0y = (0t + mada + md0)4,

wobei entweder auf beiden Seiten das obere, oder auf beiden
das untere der Zeichen + zu nehmen ist. Sieht man daher
bier und in der Gleichung (18) die Grossen 0¢_, 0a_, 0b_, 0by,
4ty als bestimmt durch die iibrigen Grossen 0 an, so haben die
jene finf Grossen enthaltenden Glieder in den angesetzten fiinf
Gleichungen genau dieselbe Determinante wie in den Gleichungen
(11), (12), (13) des vorigen Paragraphen. Der dort gegebene
Beweis dafiir, dass diese Determinante oder die durch Ver-
tauschung von a, und b, erhaltene von Null verschieden ist,
bleibt giiltig, wenn man den dort betrachteten Bogen 12 durch
23 ersetzt. Die fiinf Gleichungen (18), (20) kinnen daher nach
cen Grossen 0ty, da_, 0b aufgelost werden, sobald K, — K
kinreichend klein ist.

(20)
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Jetzt seien z und y lidngs der Schranke in der Nihe der
Punkte 1 und 2 regulire Functionen der Parameter z_, 7.,
welche in der Richtung 12 wachsen und beim Uebergang zu 4
und 5 die Incremente Dz_ und D7, erhalten mégen; dann ist

dz |t
Ol =— d—t:' Dr_ + [I)r_lQ’

6'3/_:——

e + [Dt—.lg’

und dhnliche Gleichungen bestehen im Punkte 2. Setzt man
noch voraus, dass die Integranden F' und G in der Umgebung
jedes Elementes des Zuges 0123 regulér seien, so ist bei posi-
tiven Werthen Dz_

de dy

i s
@) K=6(ny gt )‘ Dr_+ [Dr_],,
bei negativen

1 dy\ [!
(22) Ky =G (x, Y, c%’ ﬁ) — D10 k.

Wenn nun auf der Schranke der Punkt 6 zwischen 1 und 2 und
ausserhalb der Strecken 14, 25 beliebig fixirt wird, so hat man,
je nachdem Dt_ positiv oder negativ ist, die eine oder andere
der Gleichungen

K, — K= — K, K, — K, = K,y;
in jedem Falle also nach (21), (22)

(23) 4K,y =K, — K, g —— G<x, s (%x_, ;l—:{> (lDt_ + [Dz_],.
Auf dhnliche Weise ergiebt sich
(24) AK =Ky, — Koy =+ 6 (w9, 32, TL)[ Do+ (Dra;
setzt man die Summe dieser Ausdriicke

4K,s + AK;, = 4K, = K,y — Ky,
in die Gleichung (18), so folgt nach (19)

. dx dy\ | dx dy
6'(””’?/*UT:’K>] D’-—G< T m+> ey
e _dy‘l + dx + dy |2
(29) = Gx - o + Gy’ F Dv: — Gx’ Zi—t: e Gy’dT.*. D‘E+

e A Ba. o Bl Aida, - Bodbe
+ [6ai, 6bt’ 6ti, Dti]z'
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Die rechten Seiten der Gleichungen (19) gehen in 4J,, und 4J,,
iiber, wenn man G durch F, A und B durch 2 und B ersetzt;
multiplicirt man daher die letzte Gleichung mit der zu beiden
Curven 01 und 23 gehorigen Constante 4, und beriicksichtigt
die Gleichungen (15), so ergiebt sich

A']_Ol + AJ_Q:% +l G <‘T7 Y, d_:’ d_]/)

el 9700

1
D

dx dz/l
—l(’\z,/,l+m> D,

- dy |
v Dr L T

+ [6ai, ébi, ati’ 1)["__'.]2'

Nun erhilt das Integral .Jy;,, bei der betrachteten Variation
den Zuwachs

41!701 At djzs + dos — dia = dj:n ks AET-za + g+ Ay
da ferner analog den Gleichungen (23), (24) gesetzt werden kann

L i + dx
Eeati s o + H

VI df ] g VP

) dy\ |t
d']lti:'—F(x Y, (ladt‘/>\ D‘E,A—f—-[Df._],“

dx ad 2
AJG:_; = <l’, Y, d_t:’ d—‘:/—_|_>‘ D'U+ + [Dt+]'l’

so erhilt man fiir jenen Zuwachs den Ausdruck

& d:c i dz/ dz - dy\h
gt H( st s 7L | Doz
dz + dy dx dy)\ |?
+ ‘
Al Hx, d‘[ e Hy, d—t“—; + ]1( Y, l 5 d‘t’+> Dt+

- [Gti, (Yui, 5bi’ Dti]g’
oder kurz

4%123 = é’_DTf__ e 6+D‘6+ + [dti’ 6ai, 6bi’ Dti]2,

wobei die Griosse & fiir das vom Punkte 1 ausgehende iiber ihn
hinausfiihrende Element der Extremale 01 und das den wach-
senden Werthen von z_ entsprechende Element der Schranke
und &+ im Punkte 2 fiir das nach 3 hinweisende Element der
Extremale und die Richtung wachsender 7z, gebildet ist.

Soll das verlangte Extremum vorliegen, so muss 4.J,,,5 ein
festes Vorzeichen haben bei allen den Relationen (20), (25) unter-
worfenen Grossen 0, D). Unter diesen bleiben Dz, und Dz_ frei
verfiigbar; der Satz des § 7 ergiebt also, dass der lineare Theil
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von Aey,95, welcher keine der durch jene Relationen bestimmten
Variationen enthélt, bei beliebigen Werthen von Dz_ und Dz,
verschwindet, d. h.
Sim— 6 =—:0,

Ist daher ausserordentliches Verschwinden der Grosse & in den
Punkten 1 und 2 ausgeschlossen, so muss in diesen die Schranke
von den an sie stossenden Extremalen beriihrt werden, so dass
auch hier das fiir absolute Extrema bewiesene Resultat erhalten
bleibt.

Beispiele. Aufgabe IX. Die Grosse & kann nach § 37
nur in ordentlicher Weise verschwinden; soll daher z. B. inner-
halb eines ebenen Polygons eine geschlossene Linie von gegebener
Linge und grosstmoglichem Inhalt gezogen werden, und hat eine
Kreislinie von der vorgeschriebenen Lange innerhalb des Polygons
nicht Platz, so kann die gesuchte Linie nur aus Theilen der
Polygonseiten und diese beriihrenden Kreishogen von gleichem
Radius bestehen.

Aufgabe X. Die Grisse & verschwindet, da sie sich in
der Bezeichnung des § 34 von der bei der Aufgabe IX auftretenden
nur um den Factor \/]_lz unterscheidet, nur in ordentlicher Weise,
so lange M von Null verschieden bleibt. Gilt dies fiir ein
Gebiet, welches von regulidren Curvenstiicken begrenzt ist, und
soll innerhalb desselben eine geschlossene Linie gegebenen In-
haltes und kleinstméglicher Linge gezogen werden, so kann die-
selbe nur aus Theilen der umschrinkenden Curvenstiicke und
Bogen constanter geoditischer Kriimmung bestehen, welch letztere
alle dieselbe Grosse der geoditischen Kriimmung aufweisen, und
die Schranke, wo sie mit ihr zusammentreffen, beriihren. Dieser
Satz ist von Steiner aufgestellt worden.
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Sechster Abschnitt.

Das Extremum der Integrale, welche hohere
Ableitungen der Unbekannten enthalten.

§ 48

Es sei B ein Stiick einer ebenen Curve, langs dessen z und
y als stetige Functionen eines Parameters ¢ darstellbar, und ihre
Ableitungen bis zur nt» Ordnung einschliesslich ebenfalls stetige
Functionen von ¢ sind. Die Function

4 (.Z‘, .Z”, x”a e x(”)a Y, ylv ?l", y(”))
sei fiir jedes durch ein Element des Bogens B definirte Werth-
system ihrer Argumente regulir, und von den Grissen 2/, y' sei
an jeder Stelle des Bogens mindestens eine von Null verschieden.
Wir betrachten nur solche Integrale

J = det,

deren Werth durch die Curve B allein bestimmt ist, nicht aber
von der speciellen Natur des Zusammenhanges zwischen z, y
und ¢ abhingt. Sind dann z und y lings des Bogens B Func-
tionen des Parameters §, welche dieselben Eigenschaften haben,
wie die vorher eingefiihrten des Parameters ¢, und sind 0 und 1
irgend zwei Punkte des Bogens 3B, so muss die Gleichung

1 1

dx dry
—_— / (n) — et gl 5 AR
' jF(xx y®) dt jF(m e ) o
0 0

bestehen. Die Werthe der Variablen ¢ und 6 werden durch die
Punkte der Curve einander zugeordnet, so dass z. B. § als Func-
tion von ¢ angesehen werden kann; ldsst man die obere Grenze
des Integrals sich &ndern, und differenzirt nach dem zu ihr

Kneser, Variationsrechnung. 13
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gehorigen Werthe von ¢, so ergiebt sich

Lk _dhy do
F (a2, @,...y®) = F( e sty
oder
dx dry dx dry
a) F<x, L dt") it = F < T ) do.

Speciell kann an einer Stelle, fiir welche 2’ nicht verschwindet,
0 =z gesetzt, d. h. y als Function von z betrachtet werden, deren
Ableitungen bis zur nte Ordnung als ganze Functionen von z, &'
oz gy, o, ... y™, dividirt durch Potenzen von 2/, darstellbar,
also stetige Functionen von z sind. Da nun

T R TR

do d g2 aor
so hat man der Gleichung (1) zufolge

dy dny
14 / (n) — o
(x,x,...y )dt»—F<x7 ]103'“0 Jvd ] dxn>dx

oder in neuer Bezeichnung
Hi(mpxs ... ym) di :f(x 1, ZJ""Z.@J">d T i— ~"fdx

Eine beliebige Darstellung des Bogens B von den angegebenen
Eigenschaften sei durch die Gleichungen
(2) z=g), y=1v()
gegeben; dann erhdlt man eine andere Darstellung, wenn man
6 — t -+ © setzt, und unter z eine beliebige Function von ¢ ver-
steht, welche in gewissen Constanten ¢ homogen linear sei. Es
gelten dann offenbar die Gleichungen

z=0+7) y=19(¢+ 1)

und die Taylor’schen Entwickelungen

t=9l) +9®O)r+ - z—9l) =97+ -

y=vO +¥®Or+ - y—vO=9"{Oz + -
aus diesen folgt

‘;;f PO(t) = ‘z,[ﬂ,’,(t) ] =4

dvy g d* [y’ (#)r]
S o e B s o8

wobei die weggelassenen Glieder in Bezug auf r und die Ab-
leitungen dieser Grosse von mindestens zweiter Dimension sind,
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mithin auch die Grossen ¢ in derselben Weise enthalten. An-
dererseits ist offenbar

d'z
d@ — q)(a)(e) — (p('l)(t _.|_ -5)’ dﬁ\ e w(ﬂ)(e) e w(ﬂ)(t + r)

die Gleichung (1) ergiebt also
. d
Flot+o¢¢+o.-1(1+ 5

=F(p)+ 19O+ 0 + FEO [,
(P”(t) + a2 [tdllt>2(t)] + [8]7, >’

oder, indem man links nach Potenzen von 7, rechts nach Po-
tenzen der die Grossen & enthaltenden Theile der Argumente ent-
wickelt, und durch das Suffix @ ¢ andeutet, dass

z=9@h 2 =9¢'{),...y =¢®), ¥y =¥, .
zu setzen ist,
(Frw + o g2+ 1o0) (1 + 5)
= Fpy +z{<aax€’ d“[% ®)] 4 <01‘°)> w_i[%dt)‘:(t)]} 4 [s)

Py
Behilt man daher nur die Glieder bei; die in den Constanten &
linear sind, so ergiebt sich

dE/’ dv __ d(Fyyr)
t+Hvm = " R

= 2, { m) : trg @) | y(\))w P 6]

oder, wenn man jetzt den Bogen B durch die mit den Gleichungen
(2) gleichwerthigen

dF,p

z=09(), y=1v(@)
darstellt, und durch Accente wie immer, die Differentiation nach
t bezeichnet,

; 0 oF
oy = 3% {5 @ + £k o)
oder endlich mit unbestimmtem Integralzelchen

(3) [dt Z l~ @ ( ' 7)® +8 @ 2 ’)(a)}

13*
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Die rechte Seite dieser Gleichung transformiren wir mittelst
der Identitit
jvu(ﬂ)dt — pu@—D — U= | 0= — ...
+ (— =10V - (— 1) [o0udt,
deren Richtigkeit, wenn «w und v beliebige Functionen von ¢
sind, offenbar wird, wenn man beide Seiten nach ¢ differenzirt.
Setzt man speciell

r— m, u — 2't,
so ergiebt sich
oF EF d oF
J 7w @it =g @ — G @A

d“ ('F
+ (—1p j 7 () vt

Dabei muss natiirlich jede der neu auftretenden Ableitungen
nach ¢ existiren und integrirbar sein; um dies zu bewirken, soweit
es nothig ist, fihren wir die neue Annahme ein, dass die Ab-
leitungen von z und y bis zur 2nt» Ordnung einschliesslich end-
lich und stetig seien.

Alsdann kann man die erhaltene Formel fir a =1, 2, ... n
bilden; addirt man, so erscheint rechts die Grosse (2/7)® mit
dem Factor

oF d oF a2 oF 3
020+D ~ dt oa®+d e di cx+s — T
setzt man daher allgemeln
0, n—m ﬂ 0,n—m dv 01.
ﬂ
"' o 4 Z (— 1)“ dt1 ax(m+a)’ Q"‘ Z (— dta ou(m+n)’
oF oF
: .Po:'P, QOZQ’ n 0.’1,‘(")’ Qn OJ(”)’
“ _ P dPuy o OF 0
. . g ax(m) 4 Qm ay(m) dt ’

so nimmt die Gleichung (3) folgende Form an:
= [(Pe + Qy) vdt

5 Ln
5 + 2 [P(2'T)0—1) | Qu(«'7)0— D) — Fr.

a
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Alle ausserhalb des Integralzeichens stehenden Glieder konnen
nun in ein lineares Aggregat der Grissen 7, 7, ... t"—1 ver-
wandelt werden, dessen Coéfficienten von z unabhingig sind. Es
sei z. B. t® die hochste Ableitung von 7, deren Factor nicht
identisch verschwindet; dann hat das Aggregat die Form

T = Me® | Ngt—0 | ...,
seine Ableitung nach ¢ ist
T — Mz®+1) + (M 4+ N)t(k) -+ -
und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von

7, deren Ordnung kleiner als % ist. Die Gleichung (5) ergiebt
daher, differenzirt, :
0= (Pe/ + Qy) v+ Met+) ...

Da nun die Grossen z, 7/, ... t® an irgend einer Stelle des
Bogens B willkiirliche Werthe erhalten konnen, so ist die letzte
Gleichung nur dadurch moglich, dass der Coéfficient jeder in ihr
vorkommenden Ableitung fiir sich verschwindet. Speciell wiirde
sich, da z®+1 sicher nur in einem Gliede vorkommt, ergeben

A—=10
was der Voraussetzung widerspricht. Das Aggregat 7' muss also
identisch verschwinden, d. h. man hat die Identitidten

1,n
Fr= 3 {P(@'5)*=) + Q70— ?),
(6) Rt rlyl =0
Setzt man in ersterer z constant, so folgt
1,n
¢ F = 3 [P 4 Qo

vergleicht man beiderseits die Factoren von v~ so ergiebt sich
fir » > 1 die Identitit

, BE. -
(8 Pz + Quy =0, Yo+ o ok 0.

§ 49.

Die Grossen 0z, 0y und ihre Ableitungen bis zur nter Ord-
nung einschliesslich seien stetige Functionen von ¢; durchliuft
der Punkt (7, y) den Bogen B, so beschreibt der Punkt (z+ 0z,
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y + 0y) einen Bogen B’ Den Zuwachs irgend einer Grosse
« beim Uebergang von B zu B° bezeichnen wir, wie im ersten
Abschnitt, durch Au; du sei der vereinfachte Ausdruck, in
welchen A« iibergeht, wenn man die Grossen

o0z, (0z), ... (0z)™, dy, (0y), ... (Oy)™
als klein ansieht und demgemiss alle Glieder, welche sie in

mindestens zweiter Dimension enthalten, vernachlidssigt. Dann
ergeben sich offenbar die Formeln

Aoz Aoy
(@) — —— () — < —
0z — IR dy I (a 1552575 )
o,n
. : oF : oF ;
i e E <a——x(“’ 0z 3y® 0 y! ’>,

AF — 6F—|—— [6.’1}', 6:1:’, 6y(”)]2

und als specielle Fille der letzten Gleichung, wenn z' von Null
verschieden ist,
6@_(163/ _dy ddz
dz = dz dz dz’
B By Ay
gt dx dz. da* dz .

)

ebenso ist unmittelbar ersichtlich
) 1
ady, = [4Fadt, 8J,, = [ dFady,
0

0
1 b
9) AJyy = j dFdt + j dt [0z, 02, ..., dy™] .
0 0

Um das Integral 0J durch partielle Integration umzu-
gestalten, ersetzen wir in der im vorigen Paragraphen durch-
gefithrten Rechnung, welche von der Gleichung (3) zur Formel
(5) fithrt, /v und %'z durch 02 und dy; dann ergiebt sich

:—f—j(Péx + Qdy)dt.

0

1L,n
(10) 0J,, = 2 (P, 020—1 4 Q,0ya—1)

Variirt man speciell nur ein Stiick 23, und setzt
Oz = &(ty — £)2n+1 (t — t,)2n+1,
8. =nlh — ONHLE —H) Ty
ausserhalb desselben aber
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dg = 0y—0;
indem man durch ¢ n Constante bezeichnet, so sind dz, 0y lings
des ganzen Bogens B mit ihren 2% ersten Ableitungen stetige
Functionen von ¢, und verschwinden die Variationen der Gréssen

(11) 2o, &g, ... ™D, Yo, 0y oo. Y@=V, 2y 0o B, Yy, oL B,
Die Formel (9) ergiebt daher

3
ATy — sjP(t3 — 1)L (t — ty)2n 1 dt
2

+ 0 [ Qs — )2+ (t — ty)2m 41 dt + [ely

Diese Grosse wird im Allgemeinen fiir beliebig kleine ‘Werthe
& m sowohl positiv wie negativ; soll daher die Curve B unter
allen 0 und 1 verbindenden Curven mit denselben Stetigkeits-
eigenschaften und denselben Werthen der Gréssen (11) ein Extre-
mum des Integrals J liefern, so miissen die Factoren von & und 75
in dem Ausdruck Ay, verschwinden. Hieraus folgen durch die
in § 8 gemachten Schliisse die Gleichungen
B e G ==l
welche wegen der Identitit (6) wesentlich gleichbedeutend sind.
Eine diesen beiden Gleichungen geniigende Curve heisse eine
Extremale. Sind speciell die Gréssen 2/, 2/; von Null ver-
schieden, so dass in der Nihe der Endpunkte z = ¢ gesetzt
werden kann, so ist ein Extremum bei vorgeschriebenen Werthen
von ) .
a _1/ (n-ly 0,1
o, %’ p
nur dann vorhanden, wenn die Gleichung
of of | 4 of i
@ﬁdx’ay +dx97_m_0
besteht; die linke Seite derselben werde durch @ (f) bezeichnet.
Soll das Integral J zu einem Extremum gemacht werden,
indem die Grossen (11) nicht gegeben, sondern nur einer An-
zahl von Relationen

(12) 60y Doy o= Yo ) oy iy (B =l O
unterworfen sind, deren linke Seiten fiir die betrachteten Werth-

systeme ihrer Argumente reguldr sind, so muss zunichst die
gesuchte Curve B eine Extremale sein, da man sie, ohne die

CINY
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INET MAT awsiingl
Www.rcin.gdfgﬂh Ragkowee! s



200 Sechster Abschnitt. § 49.

Bedingungsgleichungen zu verletzen, so variiren kann, dass die
Grossen (11) ihre Werthe behalten. Sodann variiren wir den
Bogen B lings eines Stiickes 02 und eines in dieses nicht iiber-
greifenden Stiickes 31, und setzen auf ersterem fiir 0z eine
ganze rationale Function von ¢, fiir welche

dedz |0 ddx i Y <a=0,1,...n—1>

i — () e )
dt o 0504, dt st L0

fiir 0y nehmen wir eine ganze Function, welche den durch Ver-
tauschung von z und y aus den hingeschriebenen entstehenden
Gleichungen geniigt, und treffen analoge Bestimmungen fiir das
Stiick 31. Setzen wir dann fiir den Bogen 23

6x = 6y Ete O,
so haben dz, 0y lings des ganzen Bogens 01 dieselben Stetig-
keitseigenschaften wie # und y und sind in den Grossen

SO, DD 0 Ay =)
linear. Die Formeln (9), (10) ergeben daher mit Riicksicht auf
die Gleichungen der Extremale

1,n
Aoy = [Padzt =D + Q0y—0] \:+ [0, ... Oy, =D,
a

Soll diese Grosse bei allen den Bedingungen (12) geniigenden
Variationssystemen 0z,, ... 0y,(*~ 1 ein festes Vorzeichen be-
wahren, so muss nach § 7 die Gleichung

1L,n

S [Padze— 4 Q,dya—1] " e 0
0

a

bestehen, sobald man die linearen Gleichungen

0,n—1

[ 96 096 . « 09y ;
- 152, Oz, ® 57,0 Ay - T 0z,
a %

agb W l £h
o oy, @ Pty ol

ansetzt. Damit hat man eine Regel zur Ableitung nothwendiger
Bedingungen des durch die Relationen (12) charakterisirten Ex-
tremums.

Die ganze Entwickelung der letzten beiden Paragraphen
lasst sich auf den Fall iibertragen, dass die Function F' noch
weitere Unbekannte 2, w, ... und deren erste » Ableitungen ent-
hdlt; in den allgemeinen Formeln hat man nur Glieder hinzu-

www.rcin.org.pl



§ 50. Hohere Ableitungen im Integranden. 201

zufiigen, welche aus einem den Buchstaben y enthaltenden her-
vorgehen, indem man diesen durch z, w, ... ersetzt.

§ 50.

Aus der Form der Ausdriicke P und ¢ ist ersichtlich, dass
die Gleichungen
P=0—0
(a + b) mal integrirt werden kionnen, wenn die Grossen z, 2/,
e @Dy gy L y®—D in der Function F' nicht vorkommen;
fehlen z. B. # und y, so hat man den letzten Relationen (4)
zufolge die Integrale

(13) Pri— const, A i==0c0nsl.
Setzt man speciell
(14) =, " Hdi'=f oy, . yide,

und kommt z in dem Ausdruck f nicht explicite vor, so hat man
zuniichst das erste der Integrale (13). Die Gleichung (7) des
§ 48 geht aber bei der Annahme (14), da

aF——_ag_:..._—__—O,

5 = oa”
in die specielle Form

1L,n
JS= P, 4 z Q. y®
iiber; dabei ist ?
Qa — 8y(\\) dx ay(n+1) + dx2 Oy(“T{) —

das bezeichnete Integral kann daher geschrieben werden

1,n
(15) F =D Quy® = const.
und findet sich in dieser Form schon bei Euler.

Beispiel. Die Lage eines Systems auf einander wirkender
Massen sei durch einen Parameter y bestimmt, z sei die Zeit,
Y eine Function von z und — Ydy die von gegebenen dusseren
Kriften bei einer Verschiebung des Systems geleistete Arbeit.
Dann hat das verallgemeinerte Hamilton’sche Princip nach
Helmholtz folgende Form
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8 [ (H+ Yy) dz = 0;
dabei ist H, das kinetische Potential, eine gegebene Function von
y und den Ableitungen dieser Grisse nach der Zeit, und ent-
halte z nicht explicite. Im gewohnlichen Falle der &lteren Dyna-
mik ist A die Differenz der potentiellen und kinetischen Energie
des Systems. Sieht man 2z und # als Functionen eines Para-
meters ¢ an, so hat man
(H+ Yy)dx = Fdt, FF= (H-+ Yy) «,

N
Nach den al]gemelnen Gleichungen (4), (7) ist ferner

1,n
D —"F— 2 Qﬂy(ﬂ) + P = %;:_%;;1’

und die weggelassenen Glieder enthalten nur die zweite und
hohere Ableitungen von z als Factor; setzt man daher

d v -
:%(1?/)—1?/-

(17) ,’Z‘:t, x’:l, x":x’”:...:o’
so folgt
1,»
(18) Ii =l A Xy — z Qay®
und fiir die Extremalen erhiilt man
i oH ae, ool dly

el B_y——dx—o’ P_bx—dx_n'

Letaztere Gleichung kann nach (16) (18) geschrieben werden
ay ..
— YW) =

(19) il ZQ./) 0,

dabei ist der Annahme (17) gemiss fiir a > 0
dvy oH di0H
(W) — . A s e W skt o s LA cee
y dx“ ’ Qﬂ 0 d"y d.’l: gl“"'ly + z
dz° dzi+1

Die Gleichung (19) zeigt, dass man die Grosse

1,n
¢ = H — 2 Qﬂy(ﬂ)

als Energie des Systems anzusehen hat; denn man hat fiir jedes

Zeitelement
A€ = — Yady,
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d. h. d© ist der von aussen her geleisteten Arbeit gleich. Das
Energieprincip ergiebt sich also als Folge des Hamilton’schen
Princips. Sind dussere Kriifte nicht vorhanden, so folgt

& = const.;
das Energieprincip erscheint dann als specieller Fall der Euler’-
schen Integralgleichung (15).

Nach der am Ende des § 49 gegebenen Regel kann diese"
Entwickelung sofort auf den Fall iibertragen werden, dass das
Massensystem von mehreren Parametern v, z, ... abhéingt; kommen
auch von ihnen im kinetischen Potential keine hoheren als die

nten Ableitungen nach der Zeit vor, so erhilt man fiir die Energie
den Ausdruck

1,n
€=H— > (Qy + Ruz® ..,

a

wobei
oH d oH d? oH
hi e T dz _ d+1z T T s T
d_z-d ()dx\\'*'l 0 dxd'{-ﬂ

und analoge Grossen fiir die iibrigen Parameter einzufiihren sind.

Aufgabe XII. Eine Curve 01 zu finden, die mit ihrer
Evolute und ihren in den Punkten 0 und 1 gezogenen Normalen
einen moglichst kleinen Raum einschliesst.

Ist » der Kriimmungsradius, ds das Bogenelement, so ist
die definirte Fliche die Summe aller unendlich schmalen Drei-
ecke vom Inhalt }rds. Da nun

I'a 2 4 —
j: ;‘?y”+ {I )127 (lS e Vx'2 + y’2 dt’

80 handelt es sich darum, das Integral

Pl j( + g2 as

ROY ] g e

zy zy
zum Extremum zu machen. Der Integrand ist von z und y frei,
es bestehen daher die Integralgleichungen (13) oder

Py=g9a, Q=0
Die Identitidt (7) oder

F= Pz + @y + P,2" + @y’
giebt ferner, da
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poa OB W e Al iyt -
= 5 = Gy & = oy = oy =
das Resultat
F—=ad 4+ by — F, 2F = az' + by.

Setzt man z — ¢, ' =— p, so kann man fiir diese Gleichung
. schreiben
N _ p _ a+bp
2L+ 9% - (a+bp) dz = 2(1 F p2)e dp,
und hieraus folgt
LN __(a + bp) pdp
dy — pde = A+ pyp

Aus dz und dy kann leicht eine rational integrirbare lineare
Verbindung mit constanten Coéfficienten gebildet werden; da
namlich, wenn o, B, y Constante sind, die Identitét
(a+ﬂp—l—w2)=ﬂ+2(y—oc)p——ﬁzﬂdp
150 (I + p2»?
besteht, so ist der Ausdruck
T TP YRS L w b Bt Sl

(3 s
der in den vorigen iibergeht, wenn
b2 a’

B = ab,  Seastrd B ks

gesetzt wird, rational integrirbar, und man erhilt

4 (bdx — ady) =d [%%X] = d [%}

Nun stellen die Gleichungen
a2+ 62 =bx —ay, Va?-+0b:n=ax+b
Yy

eine Transformation rechtwinkeliger Coordinaten dar, so dass
dz? + dy? = d& + dn?;
die obige Gleichung kann daher geschrieben werden

PRY dg:d[(‘ggjf;jj],

woraus durch Integration folgt

AR e dn?
g—jf—c'__‘a' +b d£2+dﬂ2’

_n=V E+o
¢ Yo £ —(c+8)
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Hieraus ergiebt sich nach § 12, dass die gesuchten Curven, d. h.
die Extremalen, Cykloiden sind. Wenn in den Endpunkten die
Tangenten nicht vorgeschrieben sind, so muss bei den erlaubten
Variationen der Ausdruck

1
Pidz + Qudy + Puda’ + @0y,
verschwinden; sind nun die Punkte 0 und 1 gegeben, also

0z) = 0y, = 0z, = dy, = O,
so muss die Gleichung

1
P,o0a’ + Qudy| =

bei beliebigen Variationen dz’, 0y’ bestehen, da iiber diese frei
verfiigt werden kann. Somit folgt

ke e B ki g

xl yll y bl x’yll J l )
die Punkte 0 und 1 miissen daher Riickkehrpunkte der Cy-
kloide sein.

§ 51.

Betrachten wir y als Function von # und setzen demgemiiss
2z — t, so geniigen die Extremalen der Gleichung

20) Q) = ﬂ—i%+ BRI Thl o ey

dzm oy™

welche fiir » — 0 eine endliche Gleichung, im Allgemeinen aber
eine Differentialgleichung 2#ntr Ordnung darstellt. Die Grosse
y©@" kommt offenbar nur im letzten Gliede vor, und zwar mit
dem Factor

WOy S

( 1) 0 y(”) 0 y(”) )

die Ordnung der Differentialgleichung erniedrigt sich also dann
und nur dann, wenn die Function f von y® in linearer Weise
abhéngt, so dass man setzen kann

Fles ..y =g [z 9 ... y* V] £ y®h [z, y, ... y" V)
In diesem Falle ist das Integral ¢ nach Euler durch ein anderes

zu ersetzen, dessen Integrand von y® frei ist; setzt man nim-
lich die Gleichung
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@) [fdz= G [z y,...yoV] 4 [H[z,y, ... y»V]dz
an, oder was dasselbe bedeutet,
gdzx + hdy(”“l) — Hd=

o oG
' (n—2) yn—l)} d

a G ot

so braucht man nur, was mittelst einer Quadratur moglich ist,
G als Function der unabhingigen Argumente z, y, ... y®=? so
zu bestimmen, dass

oG ;
W = h [.T, y, y(n—l)]’

e

+|6x+

o
oy

und ausserdem
0,n—2

Guc Z BJ(u) gooe

zu setzen; dann besteht die Gleichung (21) und liefert die an-
gegebene Transformation des Integrals J. Geht man zum be-
stimmten Integral iiber, so ergiebt sich

B — 0.2, Y, o

1

Jor = Gl gy oo g ) [ 4 [H (2, ... yo0) do
0

bei vorgeschriebenen Werthen der Grossen ¢, 4/, ... y»—1 an den
Stellen 0 und 1 sind daher die Integrale

J, jH (254 y®=D]idx
gleichzeitig Extrema.
Schreibt man ferner die Gleichung (21) in der Form

aa
f=H-+ Ts

und betrachtet @ als ein durch die Gleichung (20) definirtes
Operationszeichen, so ergiebt sich
e = ¢ (%) + eun.

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet identisch;
denn setzt man

_ 46 aG b rra gt
( z + Z (‘J(ﬂ) y(d+
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so ist offenbar fir 6 =1, 2,...n — 1
0D oG d oG

oy® — oy—D e oym’
also 3
@ el i d . G db+1 . 2@
a2 3y® — AP 50—V T Tz oy
Setzt man hier fiir b successive die angegebenen Werthe und
addirt die erhaltenen Gleichungen, indem man sie mit dem
Factor (— 1) multiplicirt, zu den Identititen
0P __ d ?ﬁ, (— 1) KLl = (— 1) a _Q_G“f’
oy dx oy dz" oy™ da» oy®—1
so heben sich rechts alle Glieder paarweise weg, und man
erhilt das Resultat
dG

@ @)= (7z)=0 e =em@

Der Ausdruck @Q(f) enthdlt daher, da H von y® frei ist, auch
y@n—1 nicht, wenn in ihm y»@® nicht vorkommt. Im Allgemeinen
wird y@»—=2 in dem Ausdruck @ (H) auftreten; ist es nicht
der Fall, so kann die soeben fiir f durchgefithrte Schlussreihe
auf den Ausdruck H angewandt werden und man erhélt
dex = G [z, ... y»=2] + jHl (@, ¥, ... y»—=2] da,
Q) = QH) = Q)

Die Grosse @ (f) enthilt dann keine hohere als die (2n — 4)te
Ableitung von y; ist sie auch von dieser frei, so kann man das-
selbe Verfahren fortsetzen. Die hiochste in dem Ausdruck @ (f)
vorkommende Ableitung von y ist daher stets von gerader Ord-
nung, etwa y@m; dann hat man

L,n—m—1

J=G 2,4 ... ¥» 0]+ S Gu [z, 9, ... yo—=1]

+ [ Hoems [, 9 ... y™] da,
Q(j) = Q(}l) e Q (Hn—m—l)a
und die Ausdricke G, H, G, H,, ... G _ 1, H,_,,_; konnen
mit Hiilfe von » — m Quadraturen hergestellt werden.

In dem besonderen Falle m — 0 hatte man
2T oy aHﬂ-—l g

wenn daher die Grisse Q(f) identisch verschwindet, so ist H, _,’
von y frei, und die Gleichung (23) ergiebt

(23)
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1In—1

J=G [x7 Yy one y("_l)] + Z Ga [xv Yy o y("‘“‘“]

+ [Hos (@) da;

S @y, ... y™] ist daher der vollstindige Differentialquotient der
rechten Seite nach 2. Damit ist bewiesen, dass die Identitit
(25) Q) =0

die Integrabilititsbedingung darstellt; wenn sie vorausgesetzt
wird, ist die Function f unbeschrinkt integrabel, und ihr Integral
ist in der Gleichung (24) explicite dargestellt. Das Problem,
das Integral J bei vorgeschriebenen Werthen der Grossen y, 4/,
..y®»=D an den Endpunkten zu einem Extremum zu machen,
verliert offenbar seinen Sinn, weil J durch diese Werthe schon
bestimmt ist.

Dass die Gleichung (25) auch eine nothwendige Bedingung

der Integrabilitit der Function f ist, lehren die Schliisse, welche
zu der Gleichung (22) fiihrten.

(24)

§ 52.

Fithrt man als Parameter ¢ die Bogenlinge ein, so gilt die
Gleichung

4 y2=1
Differenzirt man dieselbe (m — 1)mal nach ¢, so ergiebt sich
(26) 2! xm) + y’ y(m) + o =—

und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von
niedrigerer als der mten Ordnuug Ist daher z. B. 2’ von Null
verschieden, so sind die Grossen z”, 2", ... 20 durch die Grossen
¥, 9", ... y™ rational ausdriickbal, und das umgekehrte gilt,
wenn y' nicht verschwindet. Man setze ferner

= J- (Yl — zly) dl = [{L#ﬁ'ﬁi At = arctg g
’ i i
dann ist
ml — xlyﬂ i x!lyl

die Kriimmung der Curve positiv oder negativ genommen, je
nachdem der Kriimmungsradius zur Richtung wachsender ¢ ebenso
oder entgegengesetzt liegt, wie die —}y-Axe zur -} z-Axe;
ist daher der Winkel, den die Richtung wachsender ¢ beschreibt,
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positiv oder negativ genommen, je nachdem diese Richtung im
positiven oder negativen Sinne sich dreht, und man hat, wenn
zy = cosa, Yo — sino gesetzt wird, die Gleichungen

2= cos (@ + a), y = sin (0 + o).
Weiter ergiebt die Gleichung fiir @', wenn man differenzirt,

(27) Q=1 — <o gyl g (m) + J;’y(m) -+ -

und die weggelassenen Glieder sind von derselben Beschaftenheit,
wie in der Gleichung (26). Bestimmt man aus dieser und der
Gleichung (27) die Grossen z0m, y™, so ist die Determinante der
Coéfficienten -+ 1; durch die Grossen @, @, ... @1 sind daher
die Grossen z', ", ... 2™, o/, " ... y™ in eindeutiger Weise
bestimmt. Haben die ersteren Grossen fiir zwei von demselben
Punkte ausgehende Bogenelemente dieselben Werthe, so haben
die Elemente eine Beriihrung mter oder eine Osculation (m— 1)ter
Ordnung; man nennt daher die Grosse @@, d. h. den (a — 1)ten
Differentialquotienten der Kriimmung nach der Bogenlinge, eine
Osculationsinvariante atr Ordnung. Dieselbe Eigenschaft, durch
Uebereinstimmung die Beriihrung bis zu einer gewissen Ordnung
zu garantiren, haben im speciellen Falle, dass 2’ lings eines
Bogens nicht verschwindet, auch z. B. die Grossen

dy ddy
(TE’ Wa rAEy
stimmen sie bis zur mt® Ableitung iiberein, so hat man eine
Osculation (m — 1)tr Ordnung.
Die Gleichung (26) im Falle m — 2n sei

(28) @' ax@m g yew =0,
wir stellen sie mit den Gleichungen der Extremale
P = Q — 0
zusammen, welche in der Form
o2 F 2 2 F ¥
270550 0+ gm0 =0
(29)
o2 F ¢ 0 F g i
Tyoam O T pymagm ¥+ =0

geschrieben werden konnen, indem nur Glieder weggelassen
werden, welche 2™ und y©@» nicht enthalten. Denkt man sich
letztere Grossen durch eine dieser Gleichungen und die Gleichung
(28) bestimmt, so ist die Determinante der Coéfficienten einer

der Ausdriicke
Kneser, Variationsrechnung. 14
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/ ! ! /

E el he g y
ooty O i 02 F 02F
f oxmox™  paMoym™ | | gy™gam  gymgy®™ |
Differenzirt man nun die Identitit (8) (§ 48) nach z® und y®,
so ergiebt sich

A (0 PR
eamgzm T Y Gampym =
;. OF e F

RS — —_— 1 ! S —————
o y(”) o xm + Y 0 y(") o y(”)

Es giebt daher, und zwar auch dann, wenn ¢ nicht gerade die
Bogenlidnge ist, eine lings der Curve stets endliche Grosse Fj,
fiir welche die Gleichungen

o F k @ F 5 »F :
oamoam = ¥V v Grmeym = — oY By sg@agm — 2 B
bestehen; hat man speciell x — ¢, so ist einfach
oxf

LT Gy
Mit diesen Werthen der zweiten Ableitungen von F werden die
obigen beiden Determinanten
—y @+ y)F + 2@ty R,

also wenn ¢ die Bogenlinge bedeutet

—y'F, +2F,.
Da nun mindestens eine der Grissen z', ' von Null verschieden
ist, so gilt dasselbe von mindestens einer jener Determinanten,
wenn die Voraussetzung eingefithrt wird, dass F); nicht ver-
schwinde. Alsdann erhiilt man aus zweien der Gleichungen (28),
(29) fiir 2@m, y@m Ausdriicke, deren Zihler die Grossen
(30) R R i e )
enthalten, und regulir sind, wenn dies von F' fiir das in der
Reihe (30) enthaltene Argumentsystem z, 2/, ... 2™, y, y' ... y™
gilt. Ist fiir letzteres F; von Null verschieden, so sind auch die
fiir 2@n), y@m erhaltenen Ausdriicke

O D ! b p@n=llayt ) ro S Sl
(31) AWl Ll e ARl Sy oy BRsa Ul
an der betrachteten Stelle (30) regulidr. Fiigt man die Gleichungen
dzx® dy® ,
¢ — p@+1) . — yla+1) — v, e
(32) s RGO 77 y©@ (a 0, 455 O 2)

www.rcin.org.pl



§ 52. Héhere Ableitungen im Integranden. 211

hinzu, so hat man im Ganzen 4n Differentialgleichungen erster
Ordnung zur Bestimmung der Grissen (30), auf welche die all-
gemeinen Sitze des § 27 angewendet werden kinnen.

Ein regulires Stiick einer Extremale €, auf welchem F)
nicht verschwindet, bestimmt eine Losung des erhaltenen Glei-
chungssystemes von speciellem Charakter, wenn noch die
Gleichungen

(33) ¢ =22+ y?—1=0,
P = 2'2® + yy® 4 ... =0, (a=2,3,...2n—1)
festgesetzt werden, welche durch die Formel
do,
(?;‘ = Pat1

verkniipft sind. Diese Relationen gelten fiir irgend ein Integral-
system der Gleichungen (31), (32) allgemein, wenn sie z. B. fiir
die Stelle £ = 0 vorausgesetzt werden:

(34) b, S g 9l e

Da néimlich aus dem System (31) die Gleichung (28) oder

@Qan = 0
folgt, so ist @y,—; constant; aus der letzten Gleichung (34) folgt
daher allgemein
Pan—1 — ({(PZ'Z;"’ = 0,

also ist auch ¢,,_, constant. Hieraus folgt dasselbe fiir ¢z, 3
aus der vorletzten jener Gleichungen, u. s. f Man kann nun
nach § 27 das betrachtete Stiick der Extremale € in eine 4n-
fache Mannigfaltigkeit von anderen Extremalenstiicken einbetten,
welche durch Gleichungen von der Form

D X e A B U]

== ‘4 [ta Zo, &y o.. .7/0(2”—1)]
dargestellt erscheinen; die Functionen X, Y sind regulir, wenn
die Argumente ein dem Bogen € zugehoriges Werthsystem bilden.
Auf diesen Curven ist aber ¢ im Allgemeinen nicht die Bogen-
linge; das wird erst erreicht, indem man die 4n Integrations-
constanten

TRILlG5 s 0 DA SN ot g2 et p RS D

den 27 — 1 Gleichungen (34) unterwirft. Sind diese und damit
die Gleichungen (33) erfiillt, so bleiben noch 2n | 1 Constante
14*
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willkiirlich, z. B. wenn ', auf der Curve € nicht verschwindet,
eins der Grossensysteme

d1
T et [ e

d2n—1y |0
v G|
Man kann daher den Bogen der Curve @, indem man die ersten
n -+ 1 dieser Grossen festhdlt, einbetten in eine Schar von Ex-
tremalen, welche durch den Punkt 0 gehen und in ihm die ersten
n — 1 Osculationsinvarianten mit € gemein haben, wihrend die
folgenden 7 Invarianten als willkiirliche Constante in der Um-
gebung der Werthe, welche sie fiir die Curve € haben, verfiighar
bleiben. Bezeichnen wir diese » Constanten durch a, b, ... k,
ihre Werthe fiir die Curve € durch «, g, ... #, so erscheint die
Curve € als Individuum einer Schar

(35) =" (Ll o oy Y —="1] (L Gy Dyetrei 6
und die Grossen
03 an—lg’ ' an—ln 0
¢ ’at gm0 T T !

sind, da ¢ die vom Punkte O gemessene Bogenlinge ist, von
a, b, ...k unabhiingig, so dass die Gleichungen
o o =1}

(36) | =, L. &

gelten und giiltig bleiben, wenn man « durch irgend eine der
Grossen b, ¢, ... k ersetzt.

__ gm—1 |0 well
=5 £ =0

:’qa

§ 53.

Es seien 0, 1, 2 drei in der Richtung wachsender ¢ auf
einander folgende Punkte der Curve @, 3 ein verinderlicher, dem
Argument ¢ zugehoriger Punkt einer beliebigen Curve (35), léings
deren das Integral .J,, gebildet werde; dann ist offenbar

“” —F@&E ...

oder nach § 48 (7)

8J03 2 [P.E® 4+ Q. n(a)].

ferner erhalt man

V%M&+ng+ L),

0

IS}
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wobei unter den Functionszeichen P, ¢, F die Werthe (35) zu sub-
stituiren sind. Integrirt man in der letzten Gleichung partiell
nach der Methode des § 48, so ergiebt sich

o Jo; 1,n

s z [Pﬂg“‘” A . | ’72\—1)] \; b8 j(Pga + @n.) dt,

also mit Rucks1cht auf die Gleichungen der Extremalen und die
Formeln (36)

(Jos 12" [Pdg(l 1)_+_ Q n,(,l_])J

wobei natiirlich a durch b, ¢, ... k ersetzt werden kann. Diese
Formel bleibt in manchen Fillen auch dann noch giiltig, wenn
nicht alle eingefithrten Voraussetzungen erfillt sind, z B. die
Extremalen im Punkte 0 singulir sind. Unsere fernere Argu-
mentation benutzt aber nur diese Gleichung selbst, so dass die-
selbe in den bezeichneten Fillen nur verificirt zu werden braucht,
um die folgende Theorie anwendbar zu machen.

Sind die Gréssen ¢, a, b, ... k differenzirbare Functionen
einer Variablen 7, so folgt aus den letzten Gleichungen

djg Ln . n— )da N dt (¢ ‘l)d(,b }

d: :2{&(50 e +’“>+Q“<’7”Tz ¢ e >

e dx(‘ dy@—D\ |3
z < + Qﬂ _dt >

Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Curve £ ver-
bunden, welche in ihnen die Curve € beriihrt und durch fol-
gende Voraussetzungen niher charakterisirt wird. Die n — 1
ersten Osculationsinvarianten ®, @', ... ®®—2 stimmen in den
Punkten 1 und 2 mit denen der Curve € iiberein und sind lings
der Curve ¥ Functionen ¢(r) im Sinne des § 17. Zu jedem
Element der Curve ¢ giebt es ein entsprechendes zwischen 1 und
2 liegendes der Curve €, in welchem die Coordinaten des An-
fangspunktes und die » ersten Osculationsinvarianten von denen
des ersteren Elementes um Differenzen abweichen, welche dem
absoluten Betrage nach unterhalb einer positiven Constante e
liegen. Wenn dann die Determinante
0 (& nim @b mh =)

0(ab,.. k)
lings der Curve € zwischen den Punkten 1 und 2 iiberall von
Null verschieden ist, so sagen wir, die Extremalen (35) bilden

(37)

(39)

o=
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ein Feld des Bogens 12. Hat man die durch den Punkt 0
gehenden Extremalen vermittelst eines Parameters s dargestellt,
und ist fiir das betrachtete Stiick der Curve G

) gty =

so ist 0t/ 0s endlich und von Null verschieden. Da nun
o zz(g, 1,00, a0 ?_s,
0 (s, a, b, ...) 0t
so bleibt der Inhalt der eingefithrten Voraussetzung derselbe,
wenn ¢ nicht die Bogenlénge bedeutet.

In der folgenden Argumentation behalten wir jedoch fiir ¢
seine bisherige Bedeutung als Bogenlinge bei.

Bilden die Extremalen (35) ein Feld, so kann man iiber die
Argumente ¢, a, b, ... k so verfiigen, dass die Grissen z, y,
@', ... ®—2 irgend ein vorgeschriebenes System von Werthen &
annehmen, welches von einem auf dem Bogen 12 erreichten hin-
reichend wenig verschieden ist, z. B. so wenig, dass die Diffe-
renzen entsprechender Grossen absolut kleiner als &, sind; geht
das System & stetig in ein der Curve € selbst angehoriges iiber,
so nehmen a, b, ... k& die Werthe «, f, ... x an. Nimmt man
daher die oben eingefiihrte Grosse & kleiner als & an, und lisst
den Punkt 3 lings der Curve £ laufen, so kann man immer eine
der Schar

Db (L Dt sy = (G by i)
angehorige Extremale 03 construiren, welche mit der Curve ¢
in einer Berithrung (n — 1)tr Ordnung steht. Dann sei z der
vom Punkte 1 ab gerechnete Bogen der Curve ¥; nach § 52 hat
man die Gleichungen

B ey e B ol By oisohal

39 TRl T L A=
g e dzy - an=1y
Y= 4 U S y(” Bl B

dz dt2’ drr—1’

so dass sich fir a =1, 2, 3, ... » — 1 ergiebt:
dx(\l—-l) d\!x dy(d-—l) duy
& —aw A T dwm
Nun sind, da 4 nicht verschwindet, die Gréssen ¢, a, b, ... k regu-

lére Functionen von z, 9, @, ... ®»—2 in der Umgebung der dem
Bogen 12 und der Curve € zugehorigen Werthsysteme, mithin
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auch Functionen ¢ (r) im Sinne des § 17; die Formel (38) kann
also angewandt werden, und ergiebt mit Riicksicht auf die letzten
Gleichungen (39)

dJ g dz( dym—"
- A o i e o S
1Bl

drx

i (a) (a) ) .

—Z Pz® 4 @y ]+P"dt"+Q”dt"
Setzt man daher

P F s gy P B (n

i A2 ) dry
— @) — gy — s —
p——x,Q—y,P—dIn» q—_dt"

und benutzt die Identitit (7) des § 48, so folgt
dd,.
== F +—(p—p)+ (q—Q)

Andererseits erhélt man fur das lings der Curve ¢ gebildete
Integral J,,

d:c d”u)
“dr

gdyy
> itk

somit folgt:

(40) CWosbhe) 7 2y + L g—g=s.
Nun geht die Extremale 03 in € iiber, wenn dlese mlt der Curve
¢ eine Osculation (n — 2)tr Ordnung hat, also z. B. wenn der
Punkt 3 die Lagen 1 und 2 annimmt; Anfangs- und Endwerth
der Grosse Jy; - J3, sind daher folgende:

J_oa + J:;Q l = €701 + J12
J_Oa “Jr‘ J32 i Se= _(->1 + t—]_17 == J_oﬂ-
Daraus folgt, dass die Differenz
j)a‘f‘Js? ::‘]—12_ 12

dasselbe Vorzeichen wie die Grosse @& hat, wenn diese fir alle
zum Vergleich herangezogenen Curven & ein festes Vorzeichen
besitzt, ohne jemals in der ganzen Linge einer solchen Curve
zu verschwinden. Dann liefert die Curve € ein Maximum oder
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Minimum des Integrals J gegeniiber allen Curven €, je nachdem &
positiv oder negativ ist. Dass iibrigens das Vorzeichen der Grisse
& fest ist, folgt schon daraus, dass F; als von Null verschieden
vorausgesetzt ist. Da nidmlich p — p und ¢ — ¢ kleine Grossen
sind, so kann man entwickeln

b 1
F=F+ 2 G—n+ 5 G- )+—(6p2) @ — >
a?F ; o b v
+<apaq>,, —m@—9+3 (0412) (@ —o*
wobei das angeheftete m bedeutet, dass fir p und ¢ ein gewisses
System von Werthen
Pn=p+0F—p) tan=9+0@—9
zu nehmen ist, in welchen § zwischen — 1 und - 1 liegt. Da

nun aber

g Rl o e OO

o Al [l e Sty 112 B
apg —_‘y 1y fo‘paq 11 6(12 x Fl’
so ergiebt die Gleichung (40)
E=—3Fm{y®—p — (@ — )2

§ 54

Wenn der zweite Factor des fiir & erhaltenen Ausdrucks ver-
schwindet, so lehrt die Gleichung

on—1) — x’y(”) e y’x(") _|.- cee — x'q £ y’p ~+ ey
da die weggelassenen Glieder nur Ableitungen von hochstens
(n — 1)%r Ordnung enthalten, dass die Grosse @®—1 fir die
Curve ¢ und die Extremale 03 denselben Werth hat, die Curven
also eine Beriihrung st Ordnung haben. Dies kann aber jeden-
falls nicht lings der ganzen Curve @ iiberall eintreten. Denn
ist in dem betrachteten Punkte 3 z. B. 2’ von Null verschieden,
so kann von den Grissensystemen

2 a

(41) %, Z—x%, gx—‘?; @, 0f ... 00=1
fir jeden Werth von a das erste in eindeutiger Weise durch
das zweite ausgedriickt werden; ebenso das zweite durch das
erste abgesehen von der Vieldeutigkeit der Grisse

3
o = arcty Z_?;/c s
0
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und die Functionaldeterminante
0 (o, o'y, o®=2)
_/dy  dy dn—1y
ist von Null verschieden. Setzt man daher fiir die Umgebung
der betrachteten Stelle z — £, so unterscheiden sich die Deter-
minanten

o =

ey, 0, 0. eeely 0 (v, Qz»w’, oo 0=l

Gl a0, 0 ...0 ° o(a, b ... %)

und

- oAl
0.(0.0: v )

nur um einen endlichen, von Null verschiedenen Factor, und die

letztere ist von Null verschieden. Wenn man daher den Ausdruck

n—1
0 (y, L R L

Yi— (e A0 % it

nmal nach z differenzirt, so kann man die Constanten a, b, ... k
eliminiren, und erhélt eine fiir alle Extremalen des Feldes giiltige
Differentialgleichung
(42) Y — @il S
deren rechte Seite jedenfalls in der Umgebung des fir die
betrachtete Abscisse # aut der Curve € erhaltenen Werthsystemes
ihrer Argumente reguldr ist; dieses Werthsystem werde durch &
bezeichnet. Der Gleichung (42) miisste auch die Curve ¢ geniigen,
wenn sie mit der Extremale 03 iiberall eine Berithrung nter Ord-
nung hitte; die Extremalen des Feldes geben aber fiir den
betrachteten Werth von z den Grossen y, ¢, ... y®—1 willkiir-
lich vorgeschriebene Werthe in der Nihe des Systemes &,
stellen also das allgemeine Integral der Gleichung (42) dar. Da
nun auch auf der Curve ¢ das Grossensystem vy, 3/, ... y®—? in
der Nihe der Stelle © liegt, so muss diese Curve an der be-
trachteten Stelle mit einem Bogen einer Extremale des Feldes
zusammenfallen. Da ferner die Grissen o, @', ... @®»—2 sich
auf der Curve ¢ stetig dndern, so kann djese nicht aus Stiicken
verschiedener Extremalen des Feldes zusammengesetzt sein, und
kann, da sie auch im Punkte 1 die Curve @ in der #te» Ordnung
beriihrt, von letzterer nicht verschieden sein.

Die Grosse & ist daher fiir jede von ¢ verschiedene Curve £
von Null verschieden, wenn dies lings der Curve € von der
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Grosse F; gilt. Ein von Singularititen freier Bogen einer Ex-
tremale liefert also, wenn erstens ein Feld existirt, zweitens
die Grosse F; nicht verschwindet, gegeniiber den Curven ¥ ein
Extremum. Dieses entspricht bei den eingefiihrten Voraus-
setzungen dem schwachen Extremum des § 17; auf das Analogon
des starken wiirde man kommen, wenn nur die Grissen o, @',
... ™= 2 auf den Curven ¥ und € benachbarte Werthe hiitten.

Dass nun eine Extremale wenigstens stiickweise stets mit
einem Felde umgeben werden kann, lehrt folgende Betrachtung.
Ist z. B. 2, von Null verschieden, so kann man zufolge der Be-

ziehung zwischen den Grossensystemen (41) fiir «, b, ... k die
fiir # — ¢ gebildeten Grossen
e dny 0 . dn+1y 0 W d?n—ly 0
y°():d_x"ll’y°( Dbt p=wad ERER L Tiaed o -

einfithren; die Grosse 4 ist dann in der Nihe der Stelle 0 von

Null verschieden, wenn dies fiir die Determinante

oYy, ... y»=0)
5 G, 1o, o)

gilt. Dass diese aber nicht identisch verschwindet, sieht man

aus den Taylor’schen Entwickelungen

0, ®

o 0, @ 4 (x i xo)n ® b (x = xo)q
y—zyo N —y Y :Z.’/O T
a g a g

welche zeigen, dass in ihr die niedrigste Potenz des Arguments
z — x, folgenden Coéfficienten hat:

1 1 1 ‘
W D @—1)
1 1

m—1! al T (2n—3)
1 1 1
1 - RRONTERE

Dass diese Grosse nicht verschwindet, ist leicht zu zeigen und
folgt indirect daraus, dass es moglich ist, eine ganze ratio-
nale Function (2n — 1)*» Grades so zu bestimmen, dass sie
nebst ihren Ableitungen bis zur (n — 1)t® Ordnung an zwei
Stellen gegebene Werthe annimmt,

Damit ist gezeigt, dass ein hinreichend kleines Stiick einer
Extremale, auf welchem F; von Null verschieden ist, immer
ein Extremum der definirten Art liefert.

www.rcin.org.pl



§ 54. Hohere Ableitungen im Integranden. 219

Beispiel. Aufgabe XII (§ 50). Ist ¢ die Bogenlinge, so
ist F der Kriimmungsradius, und die frither fir P,, @, ab-
geleiteten Ausdriicke ergeben

or eh o 2 ) oF .
PW—}‘Q'@?— 8xﬂ+ _—-P'
Setzt man ferner
_ @ity
2g—yp’
so folgt
Sy e F2
Siee et A ST S gy
2) (.1) | q nq Gl F b
also
, W s
Pl g0 Sl

Nun stellt das Integral J die zu untersuchende Flidche positiv
genommen nur dann dar, wenn der Krimmungsradius I’ positiv
und endlich bleibt; dann gilt dasselbe von F, da I — F eine
kleine Grosse ist; & ist also negativ. Man hat ferner die
Gleichung

02F 2y'2

Op") i (xl s xﬂyl)g
so dass F, zwischen zwei auf einander folgenden Riickkehr-
punkten der Cykloide positiv ist.

Eine zweifach unendliche Schar durch einen Punkt gehender
Extremalen erhdlt man in folgender Weise. Im Coordinaten-
system 7z, y wird durch die Gleichungen
(43) -z =ua (t — sint), Yy =a (1 — cost)
eine Cykloide dargestellt, welche durch das Rollen eines Kreises
auf der z-Axe entsteht, und im Coordinatenanfangspunkte O einen
Riickkehrpunkt besitzt. Jetzt setze man

= Qy'a s, F —i 2.8,

(44) x =% cosb — y sinb, y — x sinb -+ y cosb,
dann beschreibt der Punkt (z, ) eine Cykloide, deren Basis
eine beliebige durch den Anfangspunkt O gehende Gerade ist,
und es ergiebt sich

x=a {sin (b —1t)+tcosb — sinbj,

Yy = a |{— cos (b—t) ~+ t sinb + cosb}

cos b Q— — sinb y

driae dt dt SR (t b>
" RN ¢ dy DS
embd—t-{— cosb—(ﬁ
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Diese Ausdriicke z, y, @ fithren zu folgender Gleichung fiir o :

0 (x, Y, é)
oG wb)
|— acos (b —t) + acosb, — asin (b — t) 4 asinb, |
‘sin (b—t) + tcosb — sinb, — cos (b —t) + tsinb - cosb, 0|
lacos(b—t)—atsinb — acos b,a sin (b—t)-+atcosb—asinb, — 1|
sin(b —t)+tcosb — sinb, — cos (b — t) +tsinb -+ cosb
—cos (b—t)-}cosb — tsinb, — sin(b—1t)+sinb—tcosb
Diese Determinante braucht man nur fiir eine specielle Extre-
male zu untersuchen; setzt man z B. b = 0, so erhélt man

— d =1 — 2 (1 — cost) = 4 '<£>2 — sz'n2£]

; \2 3l
also eine positive Grisse, sobald ¢ von Null verschieden ist. Zu
beachten ist aber, dass den Werthen ¢ = 0, { = 2x singulére
Punkte der Extremale entsprechen; es muss also, um auf das
Eintreten des Extremums schliessen zu konnen. erstens die
Formel (37) nach einer an sie gekniipften Bemerkung verificirt
werden, was mit Hiilfe der Formeln (43), (44) sehr leicht durch-
zufithren ist; zweitens muss man sich aut Bogen beschrénken,
welche nicht bis an den Punkt ¢ = 2= heranreichen. Fiir einen
Cykloidenbogen zwischen zwei auf einander folgenden Riickkehr-
punkten zeigen dann die durchgefiihrten Rechnungen auf Grund
der allgemeinen Theorie, dass er wirklich ein Minimum der
Fliche o liefert gegeniiber allen Curven, welche mit ihm End-
punkte und Endtangenten gemein haben, und sich beziiglich
ihrer Tangenten und Kriimmungsradien von dem Cykloiden-
bogen hinreichend wenig unterscheiden.

§ 5.

Eine verallgemeinerte isoperimetrische Aufgabe liegt vor,
wenn das Integral J zum Extremum gemacht werden soll, wih-
rend der Werth eines anderen von derselben Form

K:ja[x, 2. ™ g s y®] d
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vorgeschrieben ist; dabei habe G- dieselben Eigenschaften, welche
fiir F vorausgesetzt wurden und die Identitéit (3) hervorriefen.
Insbesondere seien die Grossen G, R = Ry, R, ... R,, S = Sy,
S,y ... S, ebenso aus der Function G gebildet, wie I}, P, ... ¢, aus
F, so dass die Identititen

1,n

G = DI[Ria® 4 Siy®],

0,n

= B = Z (e dt1 ' x(‘)’ o Z b ([7 ] y(\)

bestehen. Das gesuchte Extremum kann, wenn dieselben Stetig-
keitseigenschaften der gesuchten Curve wie in § 48 verlangt
werden, nur geliefert werden durch Stiicke der Extremalen des
Integrals J + AK, wobei A eine Constante bedeutet, also durch
Curven, welche den Gleichungen

P+ AR=0, Q+A8S=0

geniigen und bei willkiirlichen Werthen von A im Allgemeinen
von 2n -+ 1 Constanten abhidngen. Dies lehrt die Argumentation
des § 32 mit einer sehr leichten Modification; ein anderer auf
allgemeineren Principien beruhender Beweis wird in § 58 gegében
werden.

Um hinreichende Bedingungen des Extremums abzuleiten,
nehmen wir an, durch den Punkt 0 gehe eine (n 4 1)fache
Schar von Extremalen, welche durch die Gleichungen

R A T = T s A

dargestellt werden, 1 und 2 seien wie in § 53 zwei Punkte einer
bestimmten dieser Extremalen, welche durch @ bezeichnet werde,
und ¢ eine Curve 12, welche dem der Curve € angehirigen
Bogen 12 in derselben Weise wie in § 53 benachbart ist, und
ausserdem die Gleichung

(45) K,, = I_fl 2

ergiebt, wobei links iiber ¥, rechts iiber € integrirt wird. Ist 03
eine Extremale der Schar, lings deren die Integrale J,, Ko,
gebildet sind, ist ferner 3 ein Punkt der Curve £, und sind a, b,
.. k, 2 Functionen der Grosse 7, welche dieselbe Bedeutung habe
wie in § 53, so hat man an Stelle der Gleichung (38)
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dd i lﬁ": [P\ dx— + 0. dy(a:f] 3

A dr
(46) 8

_L_J < (lx+Q(lJ>

0

Glos st dz@—1 dy@—1
ot I L el e

a

und analog

(47)

3
i dz dy
—}—Jdt (R%+S%)-

0
Wir bestimmen nun die Extremale 03 durch die For-
derung, dass sie nicht nur zur Curve ¢ dieselbe geometrische Be-
ziehung haben soll, wie in § 53, sondern ausserdem der Grisse
K,, + K,,, deren letzter Summand sich auf ¢ bezieht, einen

constanten Werth geben soll. Das ist moglich, wenn lings der
Curve €, abgesehen vom Punkte 0, die Functionaldeterminante

e, °0¢n o d,... oD, M)

o(ta,b, ..k,l)
von Null verschiedeg ist. Dann kann man nidmlich die Grossen
&m0 ... 002 K,, welche zu irgend einer zwischen 1 und 2

liegenden Stelle 4 der Curve © gehoren, durch Abénderung der
Argumente %, @, ... k, A um beliebig gegebene Betrige wachsen
lassen, so lange diese gewisse Grenzen nicht iiberschreiten; z. B.
kann man, wenn der Punkt 3 auf der Curve € dem Punkte 4
benachbart ist, die Grossen & ... @»—2 in die entsprechenden,
auf der Curve € zum Punkte 3 gehirigen, K,, aber in den
benachbarten Werth K,; — K,, + K., iibergehen lassen, in
welchem sich der erste Summand auf €, der zweite auf Q be-
zieht. Alsdann ist € der Gleichung (45) zufolge Anfangs- und
Endlage der Extremale 03, und man erhilt

(48) d(Kogd;’—Kgg) fal) dKog T G‘ ( dw (Z”y> 3

= d‘[ dt “.ZZT'T :0.

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit 2 und addirt ihn zu
dem analogen, mit J gebildeten, so ergiebt sich den Gleichungen
(46), (47) zufolge, indem die Bezeichnungen des § 53 gelten,
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(l(]0$ _1_ Jﬁ?) F+ x’( + ,,,(1;‘ "_ A'(I) (* )

—}—Q—%E(Q—q)—f—uf:@.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist der oben definirte Aus-
druck &, gebildet fir die Function F'+4 4G an Stelle von F}
hat derselbe ein festes Vorzeichen, so gilt dasselbe von der Diffe-
renz J,, — Jy,. Ist ferner F; 4 1@, lings der Curve € von
Null verschieden, so verschwindet &° nach § 54 nur dann lings
der ganzen Curve £, wenn ausser den Gleichungen (39) noch

folgende gelten
are dry

_— =™ —L — ).
B e T
dann hat man fira=1,2, ... — 1
(a 1) at (a—1) da \1 1) ai (a—1)
D dr + o dr bt o & T

nebst zwei weiteren Gleichungen, die entstehen, wenn man in
der letzten @@—? durch £ und n ersetzt. Ferner ist nach (48)

d Ky, et s ol L / Ty P 0Kys
ol e =GR xS )_a_t.
Diese Gleichung giebt, wenn man sie in der Form
0Ky dt | 0Ky da _ 0Ky,
RO R

schreibt, zusammen mit den » - 1 vorhergehenden » - 2 lineare
homogene Gleichungen fiir die Grossen

dt _ | da db di

dr Yidy dv gz
deren Determinante 79, also von Null verschieden ist. Diese
Grossen verschwinden also, d. h. € und € fallen zusammen, wenn
&° iiberall verschwindet.

Hinreichende Bedingungen dafiir, dass der Bogen 12 das
gesuchte Extremum liefere, bestehen also darin, dass 4° von Null
verschieden, und 8° von festem ‘Vorzeichen sei; erstere Grosse
kann auch hier mit einem beliebigen Parameter ¢ gebildet werden.

Aufgabe XIIL Die Gleichgewichtsfigur einer ebenen
elastischen Feder bei gegebenen Endpunkten und Endtangenten
zu bestimmen, wenn die potentielle Energie, auf die Einheit der
Bogenlinge bezogen, durch das Quadrat der Kriimmung ge-
messen wird.
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Die gegebene Linge der Feder ist
ie— j Va'r + y'2 dt,
die Energie, wenn ¢ den Kriimmungsradius bedeutet,
3 ‘.wa_"‘?/’? dt
o ) —747
dabei ist
(' vy et <1 >
2= P F+1G={yz'? 2 (= A)-
i ¢ 7 g e el By
Da z und y in den Integranden nicht vorkommen, hat man fiir

die Extremalen des Integrals / + AK nach § 50 die beiden
ersten Integrale

P, + AR, =a, @ + i85 =2b;

da ferner
P2_+_AR2_8(F5—L—”1G) — 2y (2'y —éx y)1
(@' + y'2)2
a F AG_ 2 I /" L DR
A RS i DR e
y @2+ ¥

so ergiebt die Identitit (7) oder

F41G=(P,+AR) @ + (@ + 48) ¥ + (B, + ARy) 2"
+ (@ + 48y y"

mit Beriicksichtigung des Ausdruckes fiir o2 die Gleichung

(55 + 1) VT F v = aw by 4 2V
az’ + by 1

R
oder, wenn o und @ dieselbe Bedeutung wie in § 52 haben, und
ds das Bogenelement ist,
(49) l—acos(m—+—u)—bsin(m-‘r—a)_—_gi— ds)
do

(50) dS _ —_— e e e e
YA — acos (0 + a) — bsin (0 + oc)
Da nun

z = | cos(o + a)yds, y = J sin (@ + «)ds,
so ergiebt sich

-+«

x:fo—i"‘— 4
J Vi —acoso — bsine’

«

cos @ dw
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w4«

y:%+j

mnwdm

Vi — acosw — bsine

Diese Gleichungen stellen eine Schar von Extremalen dar, welche
vom Punkte 0 mit constanter Richtung ausgehen, also, wenn man
4, a, b variabel ldsst, eine Schar von der in der allgemeinen
Theorie verlangten Beschaffenheit. Als Parameter ¢ erscheint
die Grosse @ selbst; man hat daher
S 0 (.Z', Y, @, K03) kg 0 (x! Y K)S)
0 (o, a, b, 1) 0 (a, b, 1)
und aus der Formel (50) ergiebt sich

w+a

A o S
Vi — acose — bsinw

Die Berechnung von 4° bietet offenbar keine Schwierigkeit dar;
setzt man

Vi —acoso — bsino = v,

w4 a w+a W+«
do Sin @ cos @ dw sl do
o cos%o_ B:“—— ___j -
j Ps Ly j Y3 3 c P
7 w+a ‘; w4+ a d
M:jggg{_m "'smm @
80 1ist 5 5
‘ AN B
— 84°'=| B LT
M N a4
7 ey M]
=|B C N |+ A4+ CAC— By. -
M N o |
Die Grosse &° ist negativ, da
o (I'+ AG) o2 (F+ l(x) 272’2
aq2 5‘/,,8‘/ (x’2 + y'2)%

positiv ist; es ist also ein Minimum der potentiellen Energie
und damit stabiles Gleichgewicht vorhanden, wenn die Gleichung
4° = 0 lings der Feder nur die Wurzel ¢ = 0 besitzt.

Die gewdhnliche Gleichung der elastischen Curve erhélt man,

wenn mittelst der Gleichungen
Kneser, Variationsrechnung. 15
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78

¢c=1Va2 b, a=ccosp, b= csinp,
x=uwzcosP + ysinf, y—= — xsinf -+ ycosp
ein neues rechtwinkeliges Coordinatensystem eingefiihrt wird;
offenbar ergiebt sich
w4+ a
T — Ty — ( o, e i
J VA —ccos (0 — B)

«

o sn@—fdo
yO—J Vl—ccos(co—ﬁ)

4

w

Das zweite Integral ist auszurechnen und z erscheint als ellip-
tisches Integral zweiter Gattung mit dem Argument y. Man
kann auch sagen, dass die Coordinatentransformation den all-
gemeinen Fall auf den speciellen, in welchem b — 0 ist, zuriick-
filhrt; in letzterem sind die Integrale B und N durch elemen-
tare Functionen auszudriicken.

Beildufig erhdlt man, wenn man die Gleichung (49) nach
s differenzirt,

. do 2 do
[asin(@ + o) — beos(w -+ )] e gt o
oder, da odo = ds,
. __dy dr 2 do
asin(o + o) — beos (0 + o) = e b BT

also, wenn man integrirt,
% = ay — bx -+ const.,

eine Gleichung, die eine Haupteigenschaft der elastischen Curve
ausdriickt.
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Siebenter Abschnitt.

Die allgemeinsten Probleme der
Variationsrechnung bei einer einzigen unabhingigen
Variablen.

§ 56.

Das Problem des zweiten und dritten Abschnitts kann in
folgender Weise formulirt werden. Die Grossen z und y sollen
als Functionen von 2 so bestimmt werden, dass die Gleichung

ds o dy
%_f<x7 .’/, E‘;)

besteht, und, wenn die Werthe der Unbekannten fiir z = 2, und
« = x, durch die Suffixe 0 und 1 bezeichnet werden, bei ge-
gebenen Werthen y,, 2, y; die Grosse z; ein Extremum wird.
Aehnlich verlangt das isoperimetrische Problem, unter Voraus-
setzung der Gleichungen
%:f(xay’% ) Z—ZZQGC’%Z—Z

und bei gegebenen Werthen v, 2o, o, uy, y; die Grosse z; zu
einem Extremum zu machen. Die Aufgabe des sechsten Ab-
schnitts fiir » — 2 kann so ausgesprochen werden, dass die
Gleichungen

dz dw\ dy _
d_x——f<xa Y, U, ’d_x>a % S

vorgeschrieben, die Werthe v, 95, %o, %y, 2, gegeben sind, und

wiederum z, ein Extremum werden soll. Ein den aufgefiihrten

verwandtes, aber den bisherigen Methoden nicht zugingliches

Problem erhilt man, wenn ein Integral, dessen Integrand von
15%
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7g)

der Lénge der gesuchten Curve abhingt, zum Extremum gemacht
werden soll; z. B. das Integral

d
m:jf(x,y, c—l-JaE’G)’

wobei gesetzt ist 3

szdx Vl +<;‘l’—i>"';

offenbar sind die Gleichungen

deo dy gioN sl dy\?
= (Evge ) (@) =1+

gegeben, und die Werthe y,, 4, @, 6, vorgeschrieben, wihrend o,
zu einem Extremum gemacht werden soll, 6, aber keiner Be-
schrinkung unterliegt.

Alle diese Aufgaben sind specielle Fille der folgenden sehr
allgemeinen. Es seien ¢, #;, ... ¥n—1 unbekannte Functionen
von z, welche den r + 1 Gleichungen

dy, dy, AYn—-1\ __ Al
‘wu (.23, Yo, Yy - yn—la [7;’ W! i Ad 75"“) —0 ((l ‘-'-0717--~ T)

unterworfen sind. Die Werthe der Grossen o, ¥, ¥gy « -« Yn—1
seien fir x — x, gegeben, ebenso die Werthe einiger von ihnen
fiir x=—==,. Dann sollen die unbekannten Functionen so bestimmt
werden, dass der Werth von y, fir z = z, ein Extremum wird.
Denkt man sich langs der gesuchten Mannigfaltigkeit @, v,,... ¥a—1
als eindeutige Functionen eines Parameters ¢ dargestellt, und
schreibt v, fiir , so sind die obigen Gleichungen in der Form

(1) ®Pa Yoy Y1s + -+ Yny Yo, Y5 -+ Yu) = 0

enthalten; die Functionen ¢, seien in den Gréssen ' homogen
von der Dimension g. Um sicheren Boden zu gewinnen, setzen
wir ferner voraus, die Grissen y seien stetige, mit stetigen ersten
und zweiten Ableitungen versehene Functionen des Arguments ¢;
durchlduft letzteres das Intervall von ¢, bis ¢;, so seien durch
jene Functionen stets solche Werthsysteme

(2) Yor ++- Ymy Yos «+- Yn
definirt, fiir welche simmtliche Functionen ¢, regulidr sind;
die Gesammtheit dieser Werthsysteme heisse M. Setzt man
sodann
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T A 0@,
Pav = T Pot = s’

(a=0,1,..., b=20,1,...m),
so sel die Determinante

_ (90 @1y .- @)
0 (Yo Y- )
fiir die bezeichneten Werthsysteme (2) von Null verschieden, die
Gleichungen (1) also nach g, #i, ... 7, auflosbar. Unter den
Grossen ¢y, ... ¥, seien endlich diejenigen enthalten, deren Werthe
fir ¢ — ¢, nicht vorgeschrieben sind, etwa die Grossen ys 1,
Ys+2y +-- Yr, S0 dass allgemein die Relation

(=g et
gilt, und im Falle » = s alle Unbekannten ausser y, auch fiir
t = t, gegeben sind. Bei dem oben bezeichneten isoperimetri-
schen Problem hétte man z. B.

(3) E i ¢00 ‘—?511 q_’rr

r=s=1 n=3, 2=y, Y=Y, Y=Y T =1Ys;
beim Problem des Integrals @ dagegen
S0 a1 i =— S im=="1/s 0 == =t e
Allgemein bezeichne jeder der Indices a, b, c, ... fortan
eine bestimmte Zahlenreihe, und zwar sei
U=y
Jife s D) B
6= 8=l 8 =20
d=r+1,7r+4 2 ...m
Ol 0% s, 8
Um nun zu untersuchen, ob ein Functionensystem von der
angegebenen Beschaffenheit ein Extremum des Werthes von ¥,
fiir ¢ — ¢, ergiebt, ersetzen wir dasselbe durch das System
Yo -+ Ayp, fiir welches in dem ganzen Intervall von #, bis ¢, die
Gleichungen
(4) o (9o + dys, Yo + dys) = 0,
an den Grenzen aber die Gleichungen

(5) 4ys

bestehen. Die Gleichungen (4) konnen geschrieben werden
0,n

(6) > @us Ay + Pusdys) + [dys, AYi)y = 0;
b

t
" =0, 4y’

ty

t
__--~_—_'Ay3 =0

t
:0,41%":0,4%
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sind also die Grossen Ay, als Functionen von ¢ gegeben, so sind
die Grossen Ay, Ay, ... A4y, durch ein System von » -+ 1
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt, und zwar villig, da
ihre Werthe fiir ¢ — ¢, gegeben sind; aus den letzten Relationen
(5) sieht man, dass, sobald s von Null verschieden ist, die Grdossen
Ay, nicht vollig willkiirliche Functionen von ¢ sein kionnen, da
jene Gleichungen im Allgemeinen nicht zu erwarten sind. Soll
das gesuchte Extremum durch die betrachteten Functionen g,

& LR .
geliefert werden, so muss offenbar Ay, | ein festes Vorzeichen

besitzen.

Die weitere Argumentation kniipft sich nur an die Gleichungen
(), (6) und beruht darauf, dass die linken Seiten derselben
regulire Functionen der 4 (n 4 1) Grossen 4, 4, Ay, Ay' sind,
wihrend der Umstand, dass ¢,, und @,, partielle Ableitungen
einer Function ¢, sind, nicht benutzt wird. Lisst man letztere
Voraussetzung fallen, so verallgemeinert sich die oben formulirte
Aufgabe betriichtlich, indem Bedingungsdifferentialgleichungen
nicht nur fiir die unbekannten Functionen, sondern theilweise
auch fiir die Incremente gegeben sind, welche jene Functionen
beim Uebergang zu benachbarten Mannigfaltigkeiten bestimmter
Art erhalten; es werden damit diejenigen Mannigfaltigkeiten de-
finirt, denen gegeniiber die urspriingliche MM ein Extremum von
9, ergeben soll. Solche Probleme mit nicht integrirbaren Be-
dingungsgleichungen kommen in der Mechanik vor.

Aus den Gleichungen (6) ergeben sich nun, da die Deter-
minante (3) fiir die in Betracht kommenden Werthsysteme nicht
verschwindet, Ausdriicke fiir Ay, Ayi, ... 4y, in der Form
(7) dy:1 = [Aybv AYIQ, yb = 7][‘1 y’b < ni‘]l e R\u
wenn t = 7, Yy = Ns, Yo — My irgend eine Stelle der Mannig-
faltigkeit 9 ist. Die Reihen R, migen fiir alle zwischen ¢, und
t, liegenden Werthe von 7z convergiren, wenn die Argumente,
gleichviel ob reell oder complex, dem absoluten Betrage nach
die positive Constante o« nicht iiberschreiten; dies kann, da

die Argumente y, — 7y, ¥s — 7, stetige Functionen von # sind,
theilweise dadurch erreicht werden, dass zunichst
(8) |t —7| = B

vorausgesetzt und unter f eine passend gewihlte, von z unab-
hiingige positive Constante verstanden wird. Fiigt man zu dleser
Ungleichung die Forderung
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(9) [dp| = o |dp] = o
so haben die Reihen R, Werthe, deren absoluter Betrag unter
der weiteren Bedingung

| dyo | < o
eine gewisse positive Constante p nicht iiberschreitet.
Speciell werde nun gesetzt

0,m
(10) Ay =8y, AYsr= z Em Upms

m
dabei seien &, reelle oder complexe Constante, wup, reelle,
zwischen f, und ¢, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen ver-
sehene Functionen von ¢, welche fiir t =+¢, und { = ¢ ver-
schwinden, und dem absoluten Betrage nach ebenso wie ihre
ersten Ableitungen unter der festen positiven Grenze g ver-
bleiben. Ist dann ¢ eine positive Constante, und

o
|£m|<§<mT)’ga

so bestehen die Ungleichungen (9); die Reihen f, (2o, 2y, ... 2p),
in welche die Ausdriicke R, durch die Substitution (10) iiber-
gehen, sind Potenzreihen der Argumente z,, &, mit stetigen Func-
tionen von ¢ als Coétficienten, und convergiren, wenn ¢ dem
Intervall (8) angehort, bei der Annahme

’ Za | < o5
dabei gelten die Ungleichungen
() | fa (8o 205 v edi| <9

Hieraus kann folgender Schluss gezogen werden. Die Grosse o
werde so in zwei positive Summanden zerlegt, dass

=0 | ty, 0 < 2oy < 0y

Wenn dann angenommen wird

(12) ‘zﬂ|<ah |2a|<“la Iga_zal<2“1:

wobei z, und 2, reelle oder complexe Grossen sein konnen, so
kann man entwickeln

0,7
Jo oy %5 ... Zy) = fa (20, 21 .- 2y) +Z (Ea — 4,) M.,

Mae = [20 — &gy 21 —= By b gr = zr]o,

und es bestehen nach einem Fundamentalsatz der Functionen-
theorie die Ungleichungen
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1
ro! rl! cos

Die Glieder der Reihen M,, sind daher dem absoluten Be-
trage nach kleiner als die entsprechenden gewisser convergenter,

aT0+l’1+"~f'ﬂ
02027 ...

nach positiven Potenzen von %cﬁl fortschreitender Reihen mit
2

positiven Gliedern, welche nur von y, «,, «,, nicht aber von =
abhiingen. Es giebt daher eine von z unabhiingige Grosse p, von
der Beschaffenheit, dass bei der Voraussetzung (12) immer

0,r
(3) | fa(Boy 21y - 2r) — fa 20y 211 v 20) | < 90 Z | Ze — 2 |

Jetzt fixiren wir z irgendwie, zerlegen die Grosse «; in
zwei positive Summanden, so dass
o = o5 + oy, o3 >0, oy >0,
und bestimmen ein System von Losungen der Gleichungen (7)
oder

(14) Zir ==L (P R 5o Br);
fiir welches
(15) Za | = Za0 = [5]11 | Zao | < og.

Einem Gedanken von Picard folgend, definiren wir allgemein
t

Zan+1 = %ao + 5 fa (Zom Ziny -»+ Ern) AT
[t —z | << Bo < B
Dann giebt die Relation (11) zuniichst, wenn

(16) | Zan | << o4
die Folgerung

und nehmen an

|za,n+1 — Zao | << ﬂo}’;
wihlt man also B, so klein, dass

(17) Boy < o,
so folgt mit Riicksicht auf die letzte Relation (15)

I Za,n+1 — “ao l < 0y, | Za,n+1 | << oy,

so dass die Beziehung (16) allgemein gilt. Sodann ergiebt die
Gleichung
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5
Za,n+1 — “an :j dt {fq (50117 1y oo Zrn)
z
g ﬂ(ZO,n—la F1n—1y oo f-:"r,n—l‘)}
auf Grund der Relationen (13), (16)
0, 7

| Zn,n+l — &an | = ﬁoYo E | Zen — 3",11—1 lv

L5

0, r 0, r
2 | Ze,n4+1 — Zen | < (7 ‘+“ 1) ﬁo?o 2 | Zen — Ze,n—1 |
¢ ¢

Nimmt man daher weiter an

(r 4+ 1) Boro < 1,
was offenbar, ebenso wie die Ungleichung (17) erreicht werden
kann, indem man unter f, einen nur von e, 9, y,, nicht aber
von r abhingigen positiven Werth versteht, so sind die Glieder
der Reihe

0, o
(18) Zq0 + E (Za,n41 — 20 u)
n

dem absoluten Betrage nach kleiner als die entsprechenden
einer convergenten geometrischen Progression, deren Verhiltniss
(r + 1) Boy, ist; die Reihe convergirt also in dem ganzen
Gebiet
[t —t | <Bo |&u]|<<§

in welchem ¢, auch complexe Grossen sein konnen, gleichméssig.

Da nun die Reihen R, kein von Ay, und Ay; freies Glied
enthalten, also gesetzt werden kann

a2 05 Bt~ mnlle) == | Ay S B By aE s G| 1

so ist auch

fu (ZOO’ Z10y +o- 57'0) == [E]l
und dieselbe Form haben alle Grissen z,, mit stetigen Func-
tionen von ¢ als Coéfficienten; nach dem Weierstrass’schen
Doppelreihensatze kann also auch die Reihe (18) in eine ein-
fache Reihe [¢], umgewandelt werden, und aus der gleichméissigen
Convergenz beziiglich des Arguments ¢ folgt, dass bei passender
Wahl der Grosse ¢, unter der Voraussetzung

(19) |£m|<§0,|t—t|<ﬁ0
der absolute Werth des Ausdrucks (18) unter einer vorgeschrie-
benen Grenze, z. B. unter «,, liegt.
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Endlich ist klar, dass die Ausdriicke (18) ein System von
Integralen der Gleichungen (14) darstellen; bezeichnet man sie
nimlich durch 2z, so hat man offenbar

t
Zo=lm 2,4 = 2,0 + lim f,f‘a (80,n—1y Z1,u—1 5+ &r,n—1) At

n=w n—ow
7

t
= %0 + jfn (20, 21, - .+ 2p) di,

womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. Die Glei-
chungen (14) zeigen jetzt, dass auch die Grossen 2, in der Form
[¢], darstellbar und stetige Functionen von ¢, &, ... &, sind.
Dasselbe gilt auch von 9z,:0é&,; denn besteht z. B. in dem
Gebiet (19) die Ungleichung

mh+k
E (4’7\1, n+1 — &y n) < @,
n
so ist in dieser Summe der Coéfficient von &véy ... dem absoluten
Betrage nach kleiner als 6f;%—nu—; die Summe der ent-

sprechenden Coéfficienten in allen Ausdriicken 2y n41 — Zun ist
also ebenfalls gleichmiissig convergent, wenn ¢ von v — f3, bis
t -+ B, lduft. Die Ableitungen

08, 02, 0 (6 zﬂ>

0l’ &n’ 0Ofm \OF
existiren also und sind stetig z. B. in der reellen Umgebung der
Stelle ¢ — 7, &, — 0; daraus folgt nach einem Satze von

Schwarz, dass auch die Ableitung

i (6@,)
ot \0é&y

existirt und der dritten jener Grissen gleich ist. Setzt man also

o,m
gy = 2 Vam €m '+' [5}27

m
so sind v,,, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene
Functionen von ¢.
Die Voraussetzung (15) ist nun zunéchst erfiillt, wenn v =¢t,,
2.0 = 0 gesetzt wird; ein Integralsystem von der angegebenen
Beschaffenheit existirt also jedenfalls in dem Gebiet

toététo+ﬁos |Em|<§0

www.rcin.org.pl



8§ 57. Allgemeine Methoden. 9235

und giebt fir t = ¢, - B, Werthe z, fiir welche

l Za ’ < %y, &y = [8]1'

Setzt man daher ¢ =, -}- B, so gelten die Relationen (15), und
man kann das Integralsystem, unbeschadet seiner Eigenschaften,
bis zum Werth ¢, + 28, fortsetzen, wobei aber §, moglicher-
weise verkleinert werden muss. Wiederholt man diese Erwiigung,
so erhilt man, da 8, von r unabhingig ist, nach einer endlichen
Anzahl von Schritten einen Werth {, und ein Integralsystem z,,
welches in dem ganzen Intervall von ¢, bis ¢, die oben be-
zeichneten Eigenschaften bei der Annahme | &, | < {, hat; man
kann z, — 4y, setzen, da Jy, ebenso wie 2z, fiir ¢ = ¢, ver-
schwindet, und die Systeme (7), (14) bei der Annahme (10) zu-
sammenfallen.

Haben so die simmtlichen Grossen 4y, die Gestalt [¢],, und
erhiilt irgend eine Grosse w den Zuwachs 4w, wenn man y; durch
Yy —+ Ay, ersetzt, so wollen wir durch dw den Ausdruck be-
zeichnen, der iibrig bleibt, wenn man alle Glieder weglésst, welche
in den Grossen & von mindestens zweiter Dimension sind. Da-
nach hat man speciell bei dem oben betrachteten System Ay

— Ay, 6?]a = E Vam €my
m
wenn Jw eine Reihe [&]; mit stetigen und differenzirbaren
Functionen von ¢ als Coéfficienten ist, so gilt die Gleichung

d—:;:—u o
Die durchgefiihrten Entwickelungen schaffen eine sichere Grund-
lage, auf welcher man mit dem Zeichen 0 an den durch die
Gleichungen (1) verbundenen Grissen y, y' operiren kann, wie
mit dem Zeichen der Differentiation nach einem von ¢ unab-
hingigen Parameter.

§ 57.

Bei der definirten Bedeutung des Zeichens o ergeben die
Gleichungen (6)

0,n

> @8y + Fardyi) =0,
b

also, wenn man mit irgend welchen Factoren w, multiplicirt
und addirt,
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0. r o,n
Dt > (Pasdys + Pasdyi) =0
a b

oder nach der fiir das Zeichen 0 geltenden Operationsrevel
0, r

(20) 0—25%2 [ua%u e Rl q)‘”’)]Jr I Zﬁbeu.‘ww-

Bestimmen wir nun die Multiplicatoren so, dass

05

d Ll—ﬂ
(21) Z I:y'\\ ‘Pae =t (Hd;p C)] = 07 (e == 01 17 ooy 1')7

a

so sind hiermit » + 1 lineare homogene Differentialgleichungen
angesetzt, in welchen die Determinante der Coéfficienten der
Grossen w, den Werth

2 t Poo P11 - Prr
hat, also nicht verschwindet. Man kann daher » -+ 1 Integral-
systeme
(22) l“a07 l“’d Fyne e y'ar

bestimmen, in denen der zweite Index die Systeme, der erste die
Individuen innerhalb eines Systems unterscheidet, und annehmen,
dass die Determinante

D(u) = 2 T Mooy -+ Brr

von Null verschieden ist. Dass die Grossen p in dem ganzen
Intervall von %, bis ¢, stetige Functionen von ¢ sind, folgt daraus,
dass die Gleichungen (21) fiir die Grossen w; lineare Formen
der Argumente g, ergeben, deren Coéfficienten in dem bezeich-
neten Intervall endlich und stetig sind. Die Gleichung (20)
ergiebt jetzt

r+1,n 0, r

(= Zalhz [!"ﬂeq)nb - (H\ch)a’r)] + dt anb Z[-”utq)nb
D a
(eE=05l, 1150 )

also auch, indem man von ¢, bis ¢, integrirt,
0y

i r+1,n
Eﬁjbz ”n‘Pnb Jdt Z 6%,2 I:“M g d (l“:iet nb)]’

oder, da die Grossen 6_1/[‘ fiir ¢ — ¢, verschwinden,

th
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0,n

— E 6%2 aePas
(23) i r+1,n 0, r

l ae a
S jdt 2 6’lb Z [p,\”(p” P (4 (l"‘kdtq) i‘)]
t g

a

Setzen wir, um hier die keiner Beschrinkung unterworfenen
Variationen 091, 09519, ... 07, aus den s 1 ersten Gleichungen
wegzuschaffen,

- ~an Wi G i e
@ e =0 ol s o
80 kann dieser Forderung durch passende Wahl der Grossen (22)
stets geniigt werden, ohne dass die Determinante D (u) ver-
schwindet, und die ersten s | 1 Gleichungen (23) ergeben, da
die Grissen 0y, fiir ¢t = ¢, verschwinden,

2t r+1,n

0,s 0, r
e L d (e, Bv)
(25) ZOMZ#\\Q‘PM Jdt z oy E[ ;l]t e I"agq’ab]'
(g == OIS )
Die Determinante der (s -+ 1)2 Grossen
0, r i t
(26) Z Mag Pai
a

ist von Null verschieden. Denn zunichst gilt dies von der De-
terminante der (r -+ 1)2 Grossen

0, r
} o '

(27) z ("neq’ui’xr (E, == 0PN Sovhe)]
a

deren Werth offenbar

2 + Wooltyy - Wy Z T Poo11 -or Prr

ist. In dem System (27) verschwinden nun nach (24) die
Glieder, in welchen e eine der Zahlen 0, 1, ... s, und i eine.der
Zahlen s | 1, s -+ 2, ... r ist, also, wenn der Index e fiir die
Horizontalreihen constant ist, alle Glieder, welche den ersten
s -+ 1 Horizontalreihen und den letzten r — s Verticalreihen
angehoren. Die Determinante ist also das Product der beiden
Determinanten, welche aus den in den ersten s 4 1 Horizontal-
und Verticalreihen und den in den letzten » — s Horizontal- und

t
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Verticalreihen stehenden Gliedern gebildet sind. Erstere ist aber
die Determinante der Grossen (26); sie kann also nicht den Werth
Null haben. Aus den Gleichungen (25) lassen sich daher die
s + 1 Grissen dy; in folgender Form berechnen:

4 r+1,n 0, r

: 0,8 l _1
o_ Zc” j UDIEIDS (00900 — F‘(l%s%rgl)];

l
wenn man allgemem setzt

P Z Ge s (0 ==H00 5. 0);
q

so ergiebt sich

ty r+1,n 0,7 oy
d (v, @,
(28)  dy; ‘ _j dt 2 6Jrz [vﬂ,-(pn o %VQ]

Dabei bilden die Grossen

Voiy Vify «+oy Vpi
ein System von Losungen der Gleichungen (21), da dies von
jedem der Systeme

fogy Y1gy - oy Urg
gilt; multiplicirt man ferner die Gleichungen (24) mit ¢;, und
summirt iiber g, so ergiebt sich

0,8 0, r
E:cfﬂ E:#as%c
9 a
o t o t
2: Pac E CigWag == E Vai Pac =),
a 9 a

Da nun f und g dasselbe Ziffernsystem bedeuten, so bleiben die
Gleichungen (24) erhalten, wenn man w durch v ersetzt. Der
Vollstiindigkeit halber setzen wir noch »
S i <c:s+1,...r>
ac Yacy Pad Wavs db=r—+1,..n
dann sind die (r 4 1)? Gréssen v,, linear durch die w,, mittelst.
des Coéfficientensystems
Oaa Chy ov O D0k
Ol C11 s O e et O 102,

4

===()

oder

C;O 0;1 aia0s Cs‘s (.) 6...
0. D207 2 G =)
0 . i 0 1S R0 A (ST

—
(=]
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ausgedriickt, dessen Determinante den Werth

E +Co s+ Cra

hat, also bei der Entstehungsweise der Grossen ¢ von Null ver-
schieden ist. Es ist daher auch die Determinante

t
E i_ VYoo Vi1 v+ Vir

von Null verschieden, und die Grossen v haben alle fiir die
Grossen w vorausgesetzten Eigenschaften.

ty
Die vorgelegte Extremumsaufgabe verlangt nun, dass Ay,

ein festes Vorzeichen habe, wenn alle Grossen Ay fiir t = t,,
und alle mit Ausnahme von Ay, 4 Y541, AYsto, ... Ay, fir t = ¢,
verschwinden. Bei der im vorigen Paragraphen definirten Ab-
dnderung A verschwinden fiir ¢ = ¢, die Grossen Ay, von
selbst; es bleiben also nur die Gleichungen

ty

t t
f = Ay2

(29) dyl _—_—-..:dys :0,

t
unter deren Voraussetzung Ay, | ein festes Vorzeichen haben soll.

Nun ist nach Definition

Adyo = 0y, + [ely, Ayo = Oyy + [&]s
Sieht man daher die Grossen u als fest, die Constanten ¢ als
verfiighar an, so lehrt der Satz des § 7, dass aus den Gleichungen

(30) 0y,

wenn man sie als lineare Relationen zwischen den Grossen &
ansieht, die Gleichung

(31) 94

folgen muss. Um die Gleichungen (29) erfiillen zu kdnnen, ver-
figen wir iiber die bisher unbestimmte Anzahl der Grossen ¢
so, dass sie die Anzahl jener Gleichungen iibersteigt und setzen

t

= ... = dy,

t

t L 6y2 == 0,

t

=4

m—S,

0,8
0yy = z: &g Ungs
)

so dass

definiren wir ferner
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2 r+1,n

d a —a
Wf(ug) T j dt z ubﬂ z [ af Pav — _(Ldf;p b)']7

so ergeben die Formeln (28)

h r+1,n 0, r

Bys tl—j dt Z <Z és“ve> E [”af%r == iﬁ)—g}@]

b r+1,n

= 2 3 [ dt Z Up g E [T’Qf(Pab T dL‘;lft@”—):l

0

0,s
o z S () = (] =005, 7. J8)
3

bei der angegebenen Beziehung zwischen den Gleichungen (30),
(31) folgt daher

w, (o) W, (@hy)ieins W, (us) i
' W, (uo) Wi (uy) .. Wy(us) |
‘ —
|

W) Wo(w)... W, (us) |

Die Functionen « sind nun keinen anderen Beschrinkungen
unterworfen, als stetig zu sein, stetige erste Ableitungen zu haben,
und fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢, zu verschwinden; sind daher C von
den Functionen wu,, unabhiingige Grossen, so hat man

0,8
AT
i
oder nach der Definition der Ausdriicke W

2 a[ 0w _ o

VaiPoy — — dt
oder endlich, wenn man

t r+1,n

Uy o

0,38
E Civge = 4,
f

setzt, :
. r+1,n

j at 3 o Z[ - ]
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Lisst man alle Grossen u,, bis auf eine identisch verschwinden,
so ergeben sich hieraus durch die Schlisse des § 8 die Glei-

chungen
o, r

(32) Z [ld(p” 4 Mi&‘i’iﬁ)J Lo,

da wir voraussetzen, dass die Grossen v, ¥, y" lings der be-
trachteten Mannigfaltigkeit It stetige Functionen von ¢ sind.
Sodann sind die Grossen 4, in derselben Weise aus den Grossen
v,; zusammengesetzt, wie diese aus den Grossen w,;; die oben
durchgefithrte Argumentation lehrt daher, dass die Grossen 4,
Losungen des Systems (21) sind, welche den Gleichungen

0, r
(33) D AP =0 (c=s+1,5+2...7)
Qa

geniigen; fiigt man jenes System zu den erwiesenen Gleichungen
(32), so sieht man, dass die r -+ 1 Grossen A, den »n 4 1
Gleichungen

b

0, r

‘ 1 W et
(34) E [laq)ab e 'T“] —— 0 (b b n)

a

geniigen. Das Zusammenbestehen der letzten beiden Gleichungs-
systeme bildet also fiir eine Mannigfaltigkeit 9 von den an-
gegebenen Stetigkeitseigenschaften eine nothwendige Bedingung
des gesuchten Extremums, Diese ist iibrigens, wie man leicht
sieht, von selbst erfiillt, wenn die Grossen C; identisch ver-
schwinden. A

Nimmt man jetzt wieder an, dass ¢,;, und @, partielle Ab-

leitungen der Function ¢, seien, und setzt
0, r

08
K :E 1«%, = Wa
a

so ist offenbar
(35) R =0
und werden die erhaltenen Gleichungen

e 02 dQ,
(36) gc — 07 'a_/l‘ji)' i W —_— O.

Die letzten dieser Gleichungen sind von einander abhingig ;
denn da die Functionen ¢, und damit auch & in Bezug auf die
Argumente #;, homogen von der Dimension ¢ sind, so hat man

(37) D& =qR =0,
b

Kneser, Variationsrechnung. 16
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wenn nur die Gleichungen ¢, — 0 gelten, 4 aber ganz beliebige
Grossen sind. Differenzirt man die letzte Gleichung nach ¢, so

erhélt man
" , A8
S (e + 0 ) =0
b
andererseits folgt aus der Gleichung (35)

" ’ l(lQ ek
3 (s + 9 550) = 0,
da die Grossen A; die verschwindenden Factoren ¢, erhalten;

subtrahirt man daher die letzte Gleichung von der vorletzten,
so ergieht sich i =

£ 10 osy
(38) ; Ys (a—y: = W) =0,
womit die Abhingigkeit der letzten Gleichungen (36) von ein-
ander klar wird.

Sind die Grossen g, 4, als Functionen von ¢ so bestimmt,
dass die Bedingungsgleichungen ¢, — 0 und die Gleichungen
(36) erfillt sind, so nennen wir die einfache Mannigfaltigkeit
der den verschiedenen Werthen von ¢ entsprechenden Werth-
systeme ¢y, 4, eine Extremale.

Offenbar kann das erhaltene Resultat auch in folgender
Weise formulirt werden. Man multiplicire die Gleichungen

0,n
S (@uedys + Fardyi) = 0,
b

welche entweder direct gegeben oder durch Variation der Glei-
chungen @, — 0 erhalten sind, mit Factoren 4, und addire; in
der resultirenden Gleichung integrire man nach ¢ von ¢, bis ¢,
und schaffe die Grossen dy' durch partielle Integration mittelst
der Formel

Oal: -
3 =

weg; dann setze man die Factoren, mit denen die Grossen dy
unter dem Integralzeichen multiplicirt sind, gleich Null, ebenso

t
die Factoren derjenigen Grossen 0y, | ausserhalb des Integral-

zeichens, welche nicht von vornherein als verschwindend voraus-
gesetzt werden. Auf diese Weise erhiilt man genau die Gleichungen
(33) und (34); erstere treten natiirlich nur dann auf, wenn »
und s verschieden sind.
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§ 58.

Ein wichtiger, in den fritheren Abschnitten allein behandelter
Specialfall ist der, dass eine der Gleichungen ¢, — 0 die Form
Po="Yo — ¥ (Y1, Ya» -++ Yos -+ Yn) = 0
hat, und 7, in den iibrigen nicht vorkommt; die erste der

Gleichungen (34) lautet dann einfach

dh,
e
Man kann daher, indem man
L NI
z‘o—lu 10—12, '~-'1;—Ir

setzt, die Differentialgleichungen des Problems aus der Formel

65("’"}‘ Lo, +bhey + -+ lp)dt =0

erhalten. Wire 4, — 0, so hitte man eine Mannigfaltigkeit im
Gebiet der Grossen ¥, ¥y, ... Yn, fiir welche die Bedingungen
des Extremums einer der Grissen

b t 4

Y1 y oo Yn

bei gegebenen Werthen der iibrigen erfiillt sind. Dieser Fall ist
als Ausnahme zu betrachten.

y Y

Erstes Beispiel. Das allgemeine isoperimetrische Problem,
wenn hohere Ableitungen im Integranden vorkommen.
Es sei z. B. z — ¢t und das Integral

o= [ fol@ 0y, ¥, y") da
zum Extremum zu machen bei gegebenen Werthen der Integrale
% — J-fl S S R jfz(x, e YU S L
Dann hat man die Gleichungen
wor== foll @, yy& Wil ‘upi=fi (wpy)i. w'), ug = fo'(z,cg +. . )
Yy —2=—0, 22— w=0,
und an den Grenzen sind die Werthe von y, 2z, w, u;, u, gegeben.
Nach der allgemeinen Regel hat man zu bilden

| dw [20 0wy — 8f) + 4 Bz — 0f)) + 4o Vs — 0f))
+ w0y — 02) fv (0 — dw)]

= Ao0uy + A, 0u, + A,0u, + udy + voz
16 *
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— [dz (250w + M0u, + 20wy + 4,01y + LOf, + Wdf,
+ woz + vow 4 woy -+ v 02);
da nun u,, u,, u, in den Functionen f nicht vorkommen, so erhilt

man zunichst
Ap="dy — A==

9 = hfo+ hfi + dofe

so ist der Integrand des letzten Integrals
0g + wdz +vow -+ w'dy + vz
-0 (o (e )
= s 0w + (G54 w)oy+ (Lt u+v)oe

- <g—§; - 1/) dw;

integrirt man das erste Glied partiell, so bleibt unter dem
Integralzeichen

setzt man daher

(2 + Yoyt (L 4w+ v)os + (2L — £ 20 4v)ou.

w
~ Jetzt sind alle Klammern gleich Null zu setzen, woraus folgt

d oy 0y d oy az  og
Y= a7 T s oy SRR AR e
: 2 0 d o d* o
g 9 09 _+__~__— L iy

y oy dxoy ' dx®*oy’ dxzsoy”
Man erhilt also die Differentialgleichung der gesuchten Curve,
indem man mit constanten Factoren A4 ansetzt

8 [ (hofo + Mfs + dofy) dz = 0;
die gesuchten Curven sind mit den Extremalen dieses Integrals
im Falle des absoluten Extremums identisch.

Zweites Beispiel. Das Princip der kleinsten Action in
seiner weiteren, von Lagrange gegebenen Form sagt Folgendes
aus. Die Coordinaten der Massen eines Systems seien als Func-
tionen der Parameter ¢, #,... bestimmt, ohne die Zeit explicite zu
enthalten; z sei die Zeit, 7' die lebendige Kraft, Yoy 4+ Zdz - ...
die Arbeit der wirkenden Kriifte beim Uebergang von der Lage
(9, & ...) zu der benachbarten (y + dy, 2 + 02 ...). Vergleicht
man dann die natiirliche Bewegung des Systems im Gebiete der
Variablen %, 2, ... mit einer benachbarten, nur mathematisch
construirten, welche dieselbe Anfangs- und Endlage wie jene
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hat und so beschaffen ist, dass beim Uebergang von der einen
zur anderen Bewegung die Gleichung

(39) 0= Yoy + Zoz -+ ---
besteht, so ist das Zeitintegral der lebendigen Kraft bei der
natiirlichen Bewegung ein Minimum:

aj Tdz = 0.

Die Grosse z kann hier nicht als unabhéngige Variable genommen
werden, da ihr Werth fiir die Endlage des Systems nicht vor-
geschrieben ist; man muss also alle Grossen z, ¥, 2, ... als Func-
tionen eines Parameters ¢ ansehen, der bei allen verglichenen
Bewegungen dieselben Anfangs- und Eundwerthe ¢, ¢, hat. Dann
ist die Anzahl der Unbekannten um zwei grosser als die der
Parameter ¢, 2, ...; die Anzahl der gegebenen Gleichungen ist
zwei, da man neben der Relation (39) die Definitionsgleichung
der Action u, ;

du dz

@
zu beriicksichtigen hat; es ist daher

r=1"e =10

Nach der allgemeinen Regel hat man die mit 4 multiplicirte
Gleichung (39) nach ¢ zu integriren, und zu der Gleichung

21
adex:ja@ii'_”) dt =0
dt
zu addiren: ;
t

({07 (@ + 4) + Toa' — A (¥dy + Zdz + )} dt = 0;
die iibliche partielle Integration ergiebt mit Beriicksichtigung
der Gleichungen

to to
o

I
o

t":c?y — 07

t t
:"':6?/‘:62{" e Y

ein Resultat von der Form
4

tl—}—jdt{géx SRS P Y YA -.-}:o,
to

und man hat dann die Gleichungen

M{T+ @ 4 ') g—x@}
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anzusetzen. Da nun bei den eingefiithrten Voraussetzungeﬁ J
eine quadratische Form der Grossen Zy (ailz’ ... ist, deren Coéffi-

cienten nur von ¥, 2, ... abhiingen, etwa
dy dz
T—o <(.H L )
so hat man offenbar
L Diyle’ 130

(40) FEG O TEREE
also
o 97
o Ly

Man erhalt daher als die der Grosse z entsprechende Gleichung (33)

2T |4 A
(41) T——().—{—x’)-—x,— — 0. Ll & =0,
Ferner hat man die Differentialgleichung
AR S d o S
t=— G — 3 ¢+ g =0
oder
7’ T
Tr—2@+ x)? — const.;
aus der Gleichung (41) folgt daher allgemein
(42) 24 -+ 2 = 0.
Sodann ergiebt die angedeutete partielle Integration
N 0 T j e ket T
N1 =—4¥Y 4 @A+ 2 o oyJ’
da nun der Gleichung (40) zufo]ge, wenn
d1
=
gesetzt wird, die Gleichung
e T oT
oy — op

gilt, so ergiebt sich mit Beriicksichtigung der Gleichung (42)

SRRELE Sy s (1 oT

W—a—t 2 0p.
LR 1 d(@T}
o lly+ay+2ﬂ.dt op
E oT a oT
= AT ot
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§ 58. Allgemeine Methoden. 247

Analoge Form haben die Ausdriicke ¢, ..., und man erhilt die
Lagrange’schen Gleichungen

; el b d ol
(43) Y+ 5 = 1z 55

Sind die Parameter ¥, 2, ... nicht vollig frei verfiighar, son-
dern Bedingungsgleichungen

Y, 0y + Z, 0z + --- =0, Y,0y 4 Z,0z+---=0, ...

unterworfen, deren linke Seiten nicht nothwendig Variationen
endlicher Ausdriicke zu sein brauchen, so braucht man diese
Gleichungen nur zu differenziren, um auf ein Problem der bis-
her betrachteten Art zu kommen; man erhilt

Y, o + Z,04 + --- 4+ Y0y 4+ --- =0

Y 0y + Zy02 + -+ Y0y + Zodz + -+ =
und dieses System ist dem vorigen dquivalent, da die Variationen
0y, 02, ... fiir ¢ = ¢, verschwinden. Man hat dann die obigen

Werthe von 7, §, ... nur um die Summanden
s S Bl pop BV
= — A )-1 — A YQ erisily
vy TR a(hZ) o Ay L= LACYD) 4 .
e dt
= — hZ, — AZy — ---
zu vermehren; die Gleichungen (43) werden daher
o AL A condh o
Loy —1 B3 B gl
) T

Als Anwendung betrachten wir eine Kugel vom Radius «,
welche, ohne zu gleiten, auf der yz-Ebene des Coordinaten-
systems rollt, und diese im Punkte (y, z) beriihrt; 6, @, ¥ seien
die Euler’schen Winkel, welche die Lage dreier in der Kugel
festen, auf einander senkrechten Richtungen gegen das Coordi-
natensystem bestimmen. Ist dann M die Masse der Kugel und
m ihr Trigheitsmoment beziiglich eines Durchmessers, so ist

{3+ (8

) ¢ s (32 + (82— 0 82
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248 Siebenter Abschnitt. § 58.

und es gelten bei einer Rollbewegung die geometrisch leicht er-
sichtlichen Bedingungsgleichungen
(44) 0y — — asingsinf oy -+ acospdl,

0z = acospsin(dy + asing 00,

deren Multiplicatoren 4,, 4, seien. Die Arbeit der wirkenden
Kriifte sei
Yoy + Zoz + ®@dp + Poy + 0d0;
dann ergiebt die obige Regel, wenn man
P TR P

setzt, die Bewegungsgleichungen

cl d
dz20 de dy\ _ : q
m <W_SZ (‘Idx H—;>_—yacos¢p—vasmtp—f—0,
m c% Ccll—w — cosf dq’) — wasmesinf — vacosgsinl | P,

. b T
M/ﬁ(d 007 —-(D,

hierzu kommen die Gleichungen (44), in welchen man das Zeichen
0 durch d:dxz ersetzen kann.

Drittes Beispiel. Die Brachistochrone (§ 12) im wider-
stehenden Mittel zu finden, wenn der Widerstand eine gegebene
Function der Geschwindigkeit ist.

Es seien y, z die Coordinaten, » die Geschwindigkeit, 1 die
Masse des Punktes, f(v) der absolut genommene Widerstand,
— f(v) Vdy? + dz2 also seine Arbeit; g sei die Constante der
Schwere, die - z-Axe vertical abwiirts gerichtet; dann giebt die
Gleichung der Energie

02
d 5 = gdz — f(v) Vdy? + dz2,
oder, wenn alle Grissen Functionen des Parameters ¢ sind,

(4) v — g& 4 f0) Vy? T 22 =0
Jetzt ist das Integral
fo s ( Vdy? + dz

v

o
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§ 58. Allgemeine Methoden. 249

zu einem Minimum zu machen. Die Anfangswerthe von wu, v,
y, 2 und die Endwerthe von y, z sind gegeben; schreibt man da-
her die Definition von  in der Form

IR & o Ll
v

u

so hat man in der Bezeichnung des § 56 »r = 1, s = 0, und
kann, da w selbst nicht vorkommt, 1, = 1 setzen, also

e e VJ+ S A@d — g# £ () Vo A,

Die den Unbekannten y, z entsprechenden Gleichungen der Extre-
malen sind
d o d o
dt oy ~ dt o8
und geben integrirt sofort

,2(——+ O

(46)
4
— g+t Z( g HH@)=10.
Hieraus folgt
!
: e y g

wenn gesetzt wird

dy

T, =

Die Gleichung (33) ist fiir die Variable v zu bilden, da deren
Endwerth nicht gegeben ist; man erhilt, wenn 1 der Endpunkt
der gesuchten Curve ist, und v in ihm nicht verschwindet,
i L. g B _1_)
ov' R G\ y 2
Rechnet man p und J/1 4 p? aus der ersten Gleichung (46) als
Functionen von v aus und substituirt den erhaltenen Werth fiir
V1 -+ p? in die der Gleichung (45) dquivalente
dv  r—
v %_g——f(v)\/l + p?
so erhiilt man fiir d2z und pdz oder dy einfache Ausdriicke von

der Form @(v)dv, womit die Bestimmung der gesuchten Curve
auf Quadraturen zuriickgefiihrt ist.
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250 Siebenter Abschnitt. 8§59,

Viertes Beispiel. Es sei
w=f (u,v), = j'F(x, Y, 'y y') dt, v = j G (z,y, 2, y') dt,
und werde das Extremum der Grosse w bei gegebenen Anfangs-
und Endwerthen von z und y gesucht. Schreibt man die De-
finitionsgleichungen in der Form

:fuul +fuv'a w — F (2, y, &, y,) =0,
o G (@) =0,

so erhélt man eine Aufgabe der betrachteten Art; es ist » — 2,
N4 08—,

§ 59.
Um hinreichende Bedingungen des Extremums aufstellen zu
konnen, beschrinken wir uns auf den Fall » —= s, d. h. wir
nehmen an, dass die Anfangs- und Endwerthe aller Grossen
9, mit Ausnahme des Endwerthes von ¢, gegeben sind, letzterer
aber zu einem Extremum gemacht werden soll. Fiir die Indices
treffen wir jetzt folgende Festsetzung:
=0
13 o=l 0 Vi BSRareker
b=rt+1,r+2..0
c—"1.:2, 5. 9m,
so dass a, b, b ihre Bedeutung behalten; ¢, f, ... bleiben zur Ver-
fiigung.
Es sei nun im Gebiet der Grossen 7, eine (n — 1)fache
Schar von Extremalen durch die Gleichungen

(47) Yo =00t a, b, ... k), 4, =208 (¢ @, ... h)
definirt, deren rechte Seiten n — 1 willkiirliche Constante
a, b, ... h enthalten; wenn ¢ dem Intervall von ¢, bis ¢, angehort,

seien die Functionen f, und ¢, an der Stelle (¢, ay, by, ... h), die
Functionen ¢, an der Stelle

Yo = 05 (L, ao, --. ho)y, Y5 = 05 (¢, Gy, ... hyp)
regulir. Dann ergiebt sich aus den Gleichungen ¢, = 0 durch
Differentiation nach a

ZA’ E<%b% —ab %%)ZO»
S o S age + 5 5 S [ugw — 1P o
dt a¥ab - aYab dt ]
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§ 59. Allgemeine Methoden. 251

oder nach den Gleichungen der Extremalen in der Form (36)

o dt Z o Z Loy = 5 Z 0% =0,

und die (Jrlelchung blelbt giilltig, wenn man a durch b, ¢, ... R
ersetzt. Wenn die Mannigfaltigkeiten (47) das Werthsystem

y{? — s (too, [ ho)
gemein haben, welches bei verschiedenen Werthen der Constanten
verschiedenen Werthen von ¢, entsprechen kann, so hat man

(49) ]/{\) = (to, a, b, i h),
also

oto 06, |t=%

0.7 Shgy oa 2

nebst analogen Glelchungen fur b, ¢, ... h. Die Identitit (37)

ergiebt daher
ay[\
DI T

b

t—=t,

p:

also der Gleichung (48) zufolge, indem man nach ¢ integrirt,

(50) Sat-Salt—.. =0
b

Hierbei ist nur implicite benutzt, dass sich aus mindestens einer
der Gleichungen (49) die Grosse #, als eine an der Stelle (a,,
by, ... hy) regulire Function von a, b, ...h darstellen lasse,
dass also nicht alle Grossen @ (o, @o, bos ... ko) verschwinden;
diese Voraussetzung werde festgehalten.

Jetzt sei ¢, zwischen £, und ¢, gelegen; im Gebiet der
Grossen y, mogen die Werthsysteme

ob (t001 oy -« -)a 01) (th Aoy . -); OD (t27 a(h "')

als die Stellen 0, 1, 2 unterschieden werden; dieselben gehoren
der bestimmten Mannigfaltigkeit

Yo = 0[) (t, A, bo, wis ho)
an, welche durch © bezeichnet werde. Eine andere, die Stellen
1 und 2 verbindende Mannigfaltigkeit € sei durch die Gleichungen
Frt==, (1)
definirt, deren rechte Seiten die Eigenschaften der in § 17 durch
@ (z) bezeichneten Functionen haben; z nehme an den Stellen
1 und 2 die Werthe 7; und 7, an und die Grossen f;(z) mogen
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252 Siebenter Abschnitt. § 59.

nirgends zugleich verschwinden. Die Grissen Y, seien ldngs der
Mannigfaltigkeit € als Functionen ¢(z) durch die Gleichungen

(1) 9. (Y P) =0, Y| = 0y (b, a0, boy ... o)

definirt, in welchen allgemein

o (l Ifb
Fu—= =

gesetzt ist; die letzten Gleichungen (51) sind fiir b=r -1, r 2,
... n schon in den vorher eingefiihrten Voraussetzungen ent-
halten. Bestehen ferner die » Gleichungen

¥, : = 0 (ta, ag, bo, .., M),

so ist € eine derjenigen Mannigfaltigkeiten, mit denen das den
Gleichungen

Y= G (t; Aoy bo; <-- hp)
geniigende Stiick 12 bei dem Extremumsproblem verglichen wird;
wenn die Differenz

2
Yo| — 0, (tz, @, by, ... ho)

fiir alle Mannigfaltigkeiten ¢, die von ¢ nur wenig abweichen,
ein festes Vorzeichen besitzt, so wird ein Extremum durch das
Stiick 12 geliefert. Das Extremum soll stark heissen, wenn alle
diejenigen Mannigfaltigkeiten ¢ zum Vergleich herangezogen
werden, bei denen jedem Werthe von z zwischen 7; und 7, ein
dem Intervall von ¢, bis £, angehoriger Werth von ¢ so zugeordnet
werden kann, dass die Grossen
I Yb — 0[‘ (t, Qoy oo ko)l
eine gewisse positive Constante & nicht iibersteigen. Das Extre-
mum werde dagegen als schwach bezeichnet, wenn man fiir ¢
die weitere Beschrinkung einfithrt, dass fiir die einander zu-
geordneten Werthe ¢, z auch die Ungleichungen
i e 0u5(0, i )
B A NS
bestehen, und die beiden Grossen Py, 0 (¢, a, ... h,) dasselbe
Vorzeichen haben, sobald sie beide von Null verschieden sind.
Jetzt werde die neue Voraussetzung eingefiihrt, dass die
Functionaldeterminante
R (015054 63)
ollsa; e )

< &

— CA(l s )
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S 59. 3 Allgemeine Methoden. 253

fir « = ay, b = by, ... h = h, in dem Intervall von ¢, bis ¢, von
Null verschieden sei; dann bilden, wie wir sagen wollen, die
Extremalen (47) ein Feld. Ist ¢ eine beliebige Stelle zwischen
t, und t, und setzt man

Mo = Oy (8% @y, by ... ho), Mo = 05 (8% @0, bo, - . ho),
so hat man die Gleichungen

Ye—Ne=1[t — 1% a — ag ... b — Ry,

und die Determinante der linearen Glieder rechts ist A4 (29, a,.
by, ... hy); man kann daher diese Gleichungen in der Form

t— 0 =[y— 0], a — a = [y — 1,

i — by = [y — m]1
auflosen. Dann giebt es eine positive Constante & von der
Beschaffenheit, dass die Reihen (53) fiir beliebige dem fest-

gesetzten Intervall angehorige Werthe von #° convergiren, sobald
allgemein

(53)

| Ye — M | £ &gy
Giebt man daher der oben eingefiihrten Grosse ¢ den Werth &,
so kann man in den Gleichungen (53) allgemein y. durch Y
ersetzen, und definirt dadurch ¢, a, b, ... h als Functionen von 7,
welche dieselben Stetigkeitseigenschaften wie die Functionen f; (7)
haben. Fir z — 7, und v — 7, gehen offenbar die definirten
Werthe a, b, ... in ay, by, ... iiber. Hiermit ist das Analogon
der Weierstrass’schen Construction durchgefithrt, da jedes
der definirten Werthsysteme ¢, @, b, ... den Gleichungen
(54) Y.=0:(t ab,... h)
geniigt, die Grossen a, b, ... h also im Gebiet der Grossen v,
eine Extremale der Schar (47) definiren, welche eine die Mannig-
faltigkeit € durchlaufende Stelle 3 enthilt und fiir diese die
Gleichungen

Y= X,

ergiebt; 7, und Y, werden natiirlich im Allgemeinen ver-
schieden sein.

Beschrinkt man sich auf die beim schwachen Extremum
in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten ¢, so dass die Un-
gleichungen (52) bei passender Zuordnung von z und ¢ bestehen,
so folgt aus der Stetigkeit der Functionen #, sofort, dass auch

die Grossen
i | B Ol s B)
o) P, 6, (¢ a .. b))
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254 Siebenter Abschnitt. § 60.

in welchen ¢, @, ... h die durch die Weierstrass’sche Con-
struction definirten Werthe haben, unterhalb einer Grenze ver-
bleiben, welche mit & zugleich unendlich abnimmt.

§ 60.

Sieht man auf Grund der Weierstrass’schen Construction
t, a, b, ... als Functionen von t an, so ist offenbar

dju __?7(# da 60bdh 80[, dt d"ljc _dyt__
68 o =%adr T T ohdr Totdy dv ~ de Lo
und dle Gleichungen (50) ergeben
. d
(o) Safg=rSen=o
b

Andererseits folgt aus der Identltat (37), wenn man die Sub-
stitution von Y fiir y, und Py fir y; durch Ueberstreichen an-

deutet,
z P[\gb pummny 0,
b

wobei die Argumente A, die oben definirten Werthe &, be-
halten. Die Gleichung (57) kann daher mit Beriicksichtigung
der letzten Gleichung (56) geschrieben werden

Qo(iyti—szopo-kza(szt_?ar):o

oder

d(yo — Yo) _ S PR — &)= — P&
b b

dr
setzt man noch
R =B (s X v - i By By i By 5 Bl Yo s o Y ol 455)
8 = Qo —-Z Py &,
b

und ldsst den Factoren 4 auch hier ihre Werthe (47), so folgt
(59) R

dv

Die Ausdriicke £20¢ und &, deren letzter iibrigens nach (51)

den Werth Null hat, sind nur in ihrem ersten Argument ver-
schieden, die Grosse

SR o ) o5 O < Shey

—_— = _ — @
]/o—Yo Y050 Y,
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§ 60. Allgemeine Methoden. 255

bleibt also fiir y, = Y, endlich und ist demnach jedenfalls in
dem Intervall von 7z, bis 7, eine integrirbare Function von .
Schreibt man daher die Gleichung (58) in der Form

(59) o R Lm0 it 2 020

dr

und nimmt an, dass &, in den betrachteten Werthsystemen v,
von Null verschieden sei, so kann man setzen
f’l"dz
D= %, y,— Y, = zen ;
das Integral hat die Eigenschaften der Function ¢ (z) des § 17
und die Gleichung (59) reducirt sich auf folgende

1

i 8 —j‘ ar

ar :
Da nun y, — Y, und damit 2z fiir = = r, nach (51) verschwindet,
so folgt

T 4
j‘I’drl n —| %az
8 )
i at AN dr.
Yo 0 R

Diese Differenz wiirde gleich Null sein, wenn & lings der
ganzen Mannigfaltigkeit € iiberall verschwinde. Der nichst-
liegende Fall, in welchem & verschwindet, ist der, dass die
Gleichungen

Py =my; —mb; (&, a, ... h)
bestehen; wir sagen dann, & verschwinde in ordentlicher Weise.
Geschihe dies lings der Mannigfaltigkeit ¢ {iberall, so wiirden
die Gleichungen (54) ergeben

00. da 00, dh e0ridt ok
ad—z+"'+md—r+a—t<d—r“’”>—°-

Hieraus aber wiirde, da 4 von Null verschieden ist, folgen
da _.db _ dh

€ und G miissten also zusammenfallen. Ist dies nicht der Fall
und ein ausserordentliches Verschwinden der Griosse & aus-
geschlossen, das Vorzeichen derselben aber constant. so gilt
letzteres, da £, von Null verschieden ist, auch von &£, und

1Yo — Y,, und diese Grossen haben ein gemeinsames festes Vor-
0y
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zeichen. Damit ist das Extremum der Grosse 7, nachgewiesen; als
hinreichende Bedingungen erhiilt man auch hier eine Jacobi’sche
Bedingung, die Existenz eines Feldes, und die mittelst der
Grosse & ausgedriickte Weierstrass’sche Vorzeichenbedingung.

Um nun auch das Analogon der Legendre’schen Bedingung
abzuleiten, setzen wir

VBE4+Pi 4 -+ P2=S Vot 92 + - F o =35,
ofie e e a0

0y By = SR, W= an, o N B = sl =

b b

dann kann lings der Mannigfaltigkeit ¢ die Grosse
ie— j Sdr

als unabhiingige Variable eingefiihrt werden, wobei R, an Stelle
von Py tritt. Denkt man die vorhergehende Entwickelung mit
der Variablen 7 durchgefiihrt, und bezeichnet diese durch z, so
ist S = 1; setzt man ferner ¢ — 1 voraus, so dass die Grossen
& (y, ') in den Argumenten gy’ homogen von der Dimension
Null sind, so erhilt man

0,n
(61) 8 =8 (y, R) — > Ry& (y,?)
b

oder mit Beriicksichtigung der Identitat (37)

0o,n
=8 @ R) — > (B — 2) & (1, 2).
b

Handelt es sich speciell um ein schwaches Extremum, so sind
nach den iiber die Grissen (55) gemachten Bemerkungen die
Differenzen R, — 2z, beliebig klein, sobald & hinreichend klein
angenommen ist; man kann daher die Grésse & (y, R) nach
Potenzen der Differenzen R — z entwickeln und erhilt
1% 022 @ 2)
6= b) bzv (By — z) (By — 2) CZ[@ZT + [B — z]s.
Die Differenzen R — 2 sind erstens der aus den Identititen (60)
folgenden Gleichung
(62) > a(R—2)+[R—2,=0

b
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unterworfen, ferner den Gleichungen, welche aus der Taylor’-
schen Entwickelung des Ausdrucks

Pa (Yo Y15 -« Y Boy oo Bu) — Pu Yoy Y1y - Yny 205 <+ 2) = 0
folgen, d. h. den Gleichungen

0 = @0 (YO = ?/0) + 2 63“ b (Rb — Zl‘)
o

+ [ Yo — %o, By — 2]

Denkt man sich hieraus und aus der Gleichung (62) etwa y,— Y,
und r -+ 1 der Grossen R — z als Potenzreihen der iibrigen
ausgedriickt, so erhilt man fiir & eine Potenzreihe eben dieser
Argumente, deren quadratische Glieder genau so gebildet sind,
wie wenn in den Gleichungen (62), (63) keine quadratischen, in
& keine cubischen Glieder vorhanden wiren. Die Grosse & hat
also ein festes Vorzeichen, wenn die quadratische Form

o Zaym fi
bel den r + 2 Bedlngungsglelchungen

(64) S vhus =0, @u0v + > Faous =0
b b

sich auf eine definite Form von n — r — 1 oder » — » der
Argumente » reduciren ldsst, je nachdem die Grossen ¢,, alle
identisch verschwinden oder nicht.

In dieser ganzen Entwickelung beziehen sich die Grissen
9y, y' stets auf die bei der Weierstrass’schen Construction er-
haltene Extremale 03 wund den lings der Mannigfaltigkeit €
laufenden Punkt 3; man hat also fiir y, den Ausdruck 6 (¢, a,...h)
zu nehmen, Da die Grossen ) aber mit ihren Argumenten stetig
verinderlich sind, so hat die quadratische Form ¢ die verlangten
Eigenschaften in einer gewissen Umgebung der Mannigfaltigkeit
¢, wenn dies fiir die Elemente der letzteren selbst gilt; d. h. man
kann in der obigen hinreichenden Bedingung fiir das feste Vor-
zeichen des Ausdrucks & die Constanten a, b, ... h durch a,, b,
... ho ersetzen und die Grossen y, y' auf die zu untersuchende
Extremale € selbst beziehen.

Um diese Bedingung weiter zu vereinfachen, setzen wir

y;:'pey;u Uy — Pelly — 0, (6. =0, 1,...n——1),
und beriicksichtigen, dass im Falle ¢ =— 1 aus der Homogeneitit
der Grossen &g(y, y') die Identititen

Kneser, Variationsrechnung. 17

(63)
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<, PR L S
g Y ayioyy a?/naJv 2 2 ‘oYY,

folgen; dann ergiebt sich leicht

0,n—1
(65 Ve Oy
) v Ea.’/c oy "
Setzt man ferner, um ¢ =— 1 zu machen,
’ a (
Qi — ynfa (ym Yo, ++- Yn—15 Pos - Pn——l)’ a;‘
so gehen die letzten Gleichungen (64) in folgende iiber:

0,n—1

(66) af" Wt X fuen =0,

da offenbar

= Jaesy VYn — W,

0,n—1

ﬂn _— Z_pl‘fﬂh

und von der ersten Gleichung (58) kann abgesehen werden. Der
gewOhnliche Fall der Variationsrechnung ist nun, dass y, durch
eine Quadratur definirt wird; man kann dann annehmen, y,
kommen in keiner Function ¢, vor, und 7, allein in ¢, und
zwar so, dass

f0 S +.f (Jm Y1y +os Yn—1y Diy o+ Dn—1)}
schreibt man z fur Yn, 80 hat man das Integral

Yo :jF(xv Yo oo« Yn—1, Pry -+ Pn—1) A2
zum Extremum zu machen bei den Bedingungen
B sk Mo 185 sy v D). o O = e D e
Die erste Gleichung (66) kann weggelassen werden, da die Form
@ nach (65) von v, frei ist; die iibrigen werden

i,n—1

(67) Z af‘ =

und da 4, nach § 58 constant 1st, so hat man, wenn
hi=Uly F=f4Lfi+ -+ lfn &=4@F—yp)
gesetzt wird, als Gleichungen der Extremalen
gL @relt <
oy, dwop,
Die Formel (59) ergiebt nun
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Ln—1
: 02 F
2Lt =2 e Uy Uy
Q 0 5121’ apgaph g Y
wenn daher auf einer gewissen Strecke der Extremale € die

Grosse 2’ positiv ist, und' die Form

1,n—1 82F
0 — s e
g szfl opsomy "
bei den Bedingungen (67) auf eine definite Form von n—1 —r
Argumenten reducirbar ist, so hat & ein festes Vorzeichen. Da-
bei ist das Vorzeichen von £, da &, = — 4;, dem der Form
()° entgegengesetzt; je nachdem also letztere positiv oder negativ
ist, wird die Bedingung des Minimums oder Maximums erfiillt. Da-
mit haben wir das dem Legendre’schen analoge Kriterium
“des schwachen Extremums in der von Clebsch herrithrenden
Form abgeleitet.

§ 61.

Die in § 57 bewiesene Relation (38) zeigt, dass von den
Difterentialgleichungen der Extremale immer eine aus den iibrigen
folgt. Setzt man daher speciell

’ ’ d
Ty e — e P A Sl yc—:d—?‘i‘-,
so werden ¥y, ¥, ... Yn—1, 4s als Functionen von z durch die
n -+ r 4+ 1 Gleichungen
] i 08 A, o
(68) 9, = 0, i =10, (e =0 1y imt =11

bestimmt, und die letzte Gleichung der Extremalen ist eine Folge
dieser. Das System

dep, 08 a,
W 0 PR e (T
enthilt » -} r + 1 Gleichungen, welche im Allgemeinen nach
den n 4 r -+ 1 Gréssen y¢, 4; aufgelést werden konnen; sie
ergeben also vy, 4, als Functionen von z und 2% 4 » - 1 will-
kiirlichen Constanten, etwa den Anfangswerthen von y. ¥ 4,
Von diesen bestimmen sich » -~ 1 durch die iibrigen mittelst
der Gleichungen ¢, = 0, so dass 2n Constante iibrig bleiben;
da letztere Gleichungen von 4, frei sind, so kann man annehmen,
dass die Anfangswerthe der Grissen 4, unter den iibrig ge-

17:%

0
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260 Siebenter Abschnitt. § 61.

bliebenen 27 Constanten vorkommen. Jetzt bleiben die Glei-
chungen (34) erfiillt, wenn man in einem Losungssystem die
Functionen y, vollig ungeéindert ldsst, die Grossen A, aber mit
einem constanten Factor multiplicirt; man kann daher, ohne die
Allgemeinheit zu verringern, eine der 27 Constanten festlegen
und demgemiss setzen

(69) Y= W, (e e 5 Can- 1)

Bei dem gewohnlichen Problem lder Variationsrechnung hat
man
, AT
Lo ==Y +f<yn ’1_,> * Yn,
Yn
d. h. es ist das bestimmte Integral

T

Yo _—_jf N e N %%, égg‘x—’) dxz
zum Extremum zu machen. Dann ist der Werth von g, fiir
2 — x, von vorn herein Null, es vermindert sich also die Zahl
der willkiirlichen Constanten auf 2 (n — 1).
Fasst man im allgemeinen Falle alle Extremalen (69) ins
Auge, welche das Werthsystem

=%y, Yo=Yg» =+ Yn—1= Yn—1
gemein haben, so sind die Constanten ¢ den Gleichungen
(70) Yo = Y (%o, €1y €9y -+ Can—1)

unterworfen. Diese sind Identititen, wenn man n Constante ¢
mit den {Grossen #! identificirt; bezeichnet man die iibrigen
n — 1&durch a, b, ... h, so ist leicht ersichtlich

Oy Wsy v Put) O Yavven Yuiien)
R O RS 3 S e W (7 X s

23 T s TS TR TR yn—l)i sl
0 (ch Coy +vo cZn—l)

Soweit letztere Determinante von Null verschieden ist, bilden
die durch die Gleichungen (70) definirten Extremalen ein Feld.
Es ist aber keineswegs bewiesen, dass diese Determinante
nicht auch identisch verschwinden kann. Hinreichende Bedin-
gungen dafiir, dass dies nicht eintrete, geben wir in folgendem
Beispiel.
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§ 61. Allgemeine; Methoden. 261

Beispiel. Es sei das Extremum des Integrals

w :J.f , 9, ¥, v V') dex
bei der Bedingungsgleichung

(1) V=g (@4Y, )
und gegebenen Anfangs- und Endwerthen der Grossen z, y, v
zu finden; 4 sei der eine Multiplicator, der andere kann = 1

gesetzt werden, so dass

Q=w —f+ i —g)
dann kann man, indem der Index O sich stets auf die Anfangs-
stelle # = , bezieht, die Grossen y,, vy, ¥, 4o als Constante
der Extremalen ansehen und hat demnach

e a (.?/o, Yoy Y, U) 0 (J? U)

a (y(): Vo, ?/6, lo) 0y (./0, 10)
Bestimmt man nun die Grisse g durch die Gleichung

' 09 __
und setzt
o Bg d 0g
B Yoy — dz ( oy’
so folgt offenbar, indem man die Gleichung (71) nach 2, diffe-
renzirt und mit w multiplicirt,

d ov\ d 0g oy 0g d }y
= o) =7 sy om) + ooy — 7 (59} o
(72)
_i< ﬂﬂ>+gﬂ
=dz \" oy’ 0k 04,

und diese Gleichung bleibt giiltig, wenn 4, durch ¥, ersetzt wird.
Da ferner

(73) Y=Y + % (& — &) + [# — o]y,
so ergiebt sich fir z = x,
oy 0y

Y Mg TR
integrirt man daher die Gleichung (72) nach z, so folgt

i e o9 oy oy
b3t — oy ol +j i, 4%
ov 09 oy i)y
Fom kgl aer +j dx,

Lo
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262 Siebenter Abschnitt. § 61.

und hieraus

0y [, oy oy f oy

St/ I SR P ke )

aec ay’oj it W S
Substituirt man in dieser Gleichung der Entwickelung (73) gemiiss
0 01

% =L@ — z)+ [# — Zoh+ T;b = x—x, + [x—x,]5,
und setzt

G —= M(x g xo)m + [x e -To]m+17
wobei L und M nicht verschwinden, so ist I = 2 und man erhilt

pd =(@x—x + ) _fx{Lﬂ[ (x — z ) tm + ...} do

— (L@ —ao)f + ] [ (M @ — @)+t + o) da
=LM(x_x)z+m+2<f,,,;_ —1--7—>—{—[x——x'| ,
0 m—{-—? 0Jl+m+ 3.
Da nun die Differenz
1 1 1—1

I+m+1 m+2 W+ IFm+1)
von Null verschieden ist, so kann A nur dann identisch ver-
schwinden, wenn eine der Gleichungen

ays gy
- il IR

lings der betrachteten Extremale fiir alle Werthe von x Besteht.
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Achter Abschnitt.

Das Extremum von Doppelintegralen.

§ 62.

Eine Oberfliche & sei dadurch definirt, dass die recht-
winkeligen Coordinaten z, %, # Functionen zweier Parameter u, »
gleichgesetzt werden; die Ableitungen nach letzteren seien in der
gewohnlichen Weise durch Suffixe bezeichnet, so dass

ox ox
m: wy ,(-%':xv,.-.
Wir betrachten dann solche iiber die Fliche & hin gebildete
Doppelintegrale
I = [[ @ (@ 4 2 s Yur 200 Ty Yor 2) A,
e
welche durch die Fliche & allein bestimmt sind, nicht aber von
der speciellen Natur des Zusammenhanges zwischen z, ¥, z einer-
seits und wu, » andererseits abhéngen; erhdlt man die Fliche &
auch, indem man z, y, z als Functionen der Parameter p, ¢ dar-
stellt, so sei
J = jj. @ (-’I}', Ys @5 Lpy Ypy 2py Zgy Yo Zq) dp dQv
e
wenn, wie die Bezeichnung andeutet, iiber das der Fliche © ent-
sprechende Gebiet in den Variabeln p, g integrirt wird. Sieht
man letztere als Functionen von % und » an, deren Func-
tionaldeterminante positiv sei, so ergiebt die letzte Gleichung

o (p,
J= jj D (2, Y, 2, Tpy Yp» 2py Lgr Yg» %) ? Eifg)) du dv;
€

hieraus folgt, indem man die Fliche & durch: einen beliebig
kleinen Theil ersetzt, die Identitit
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D (7, Yy 2, Zus Yur Zur Loy Yoy 2v)
o (P,
0 (u, v)
Wenn die Function @ so beschaffen ist, dass diese Relation fiir
jede beliebige Fliche & besteht, konnen aus ihr eine Reihe
niitzlicher Identititen abgeleitet werden.

Es sei speciell durch die Gleichungen

z=f(»q y=9®»4 2z2=h(p 9
deren rechte Seiten in einem gewissen Gebiet regulire Func-
tionen ihrer Argumente sind, ein Flichenstiick &, definirt, dessen
Elemente nur solche Werthsysteme
Ly Ys 2y Xps Ypy Bpy gy Yoo &g
ergeben, in welchen die Function @ reguliir ist. Dasselbe Flichen-
stick wird dann auch durch die Gleichungen

z= fu+o, v+ 0), y=g (u+tg¢, v+0), 2=h (u+g, v+0)
dargestellt, in welchen g, 6 regulire Functionen von u, » be-
deuten, welche wir als klein ansehen wollen; sie seien etwa mit
einem constanten Factor & hehaftet, der beliebig klein gemacht
werden kann. Die Werthsysteme p, ¢ und u, », welche demselben
Punkte von &, zugehoren, sind dann durch die Gleichungen
p=u+g¢ gq=v+o
verbunden, und die Functionaldeterminante

e 0t A B B AR

ist positiv. Setzt man ferner
§ = ofy (u, v) + 6/, (u, v),
N = 09p (4, v) + 69, (w, v), &= ohy(u, v) + 6hy (u, v),
so hat man die Taylor’schen Entwickelungen
x=f (u, v) + & + [e]s,
y=49 (v) +n+ (e, 2="h(u,v) 4§+ [¢]s;

aus diesen folgt unmittelbar, indem man nach « und v differen-

zirt
Zu — fp(u, v) = &u + [5]‘."
Yu — go (U, ) = ny + [Elsy 24 — By (u, v) = &4 + [&]s
@y — fo(u, v) = & + [e
Yo — 9g Uy 0) =y + [&ly, 20 — hg (U, ) = & + &)y

(1)

= @ (2, Y, 2, Zps Ypr %ps Lo Yar %q)
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S 62. Das Extremum von Doppelintegralen. 265

und die vorausgesetzte Identiiit (1) ergiebt

@ (f@a--Sopd)--) (L+ ou—+ 6+ [e]s)
=D (T, 3 2 g s 5)

v (D(f(u A gy 0 A d) 1o+ Q[ﬁ%%*‘f),)
=@ (f () + &+ [elsy - S (4, ©) 4 &u - [E]oy - )-

Der letzte dieser Ausdriicke kann geschrieben werden
D + D& + Dy + Dl + Do b + Py + Doybu + i bo
+ @y, 10 + D: 60 + [
wobei die Argumente der Functionszeichen @ seien
r=f (), y=g9 (u,v), 2=h (4, v),
) f @), y=g ) (u, v)

Dy it (SO e P T == NS s
Andererseits kann man entwickeln

OF gk ok ) =0+ 020 + 622 1 (4,

wobei rechts ebenfalls unter dem Zeichen @ die Argumente (3)
einzusetzen sind. Lisst man daher in der Gleichung (2) die
Glieder [&], weg, so ergiebt sich

D&+ D, + D.{ + qugu s (Dy"ﬂu + ¢zu§u

: D 0
+ vagv + (Dyu’?v + (D’vgv o Q (9“ + Gv) + 9 3_1& + " %_f
_0(e®) , 9(c?D)

T ov

Die linke Seite dieser Gleichung transformiren wir mittelst der
Identitit

(2)

2(69:) , 0.,

Pay b = ou ou
und der dieser analogen und setzen

0D, 0P,

e ou  ov '

0Dy, 0D,

ot | e rodpiing .

L 0D, 0D,

Fili G AT

Dann erhalten wir
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Pt @n+ RE= o (6@ — £, — 1Dy, — £D,)

)
-+ By (60— (0, — 9, — §D,,)

Substituiren wir fiir & %, { ihre Werthe, und beriicksichtigen,
dass das Argumentsystem (3) zu nehmen ist, dass ferner o, o,
abgesehen von dem in ihnen enthaltenen Factor &, willkiirliche
Functionen sind, so konnen in der erhaltenen Gleichung die
Factoren der Grossen @, 6, Qu G4, 0», 0, beiderseits gleich ge-
setzt werden, und es ergeben sich die Identititen

4) Pz, + Qys+ Rz, =0, Pz, + Qy, + Rz, = 0.

D=z, + Yu Py, + 2uD:, = Py, + YDy, + 2, D:
®) 0 = 4uuy + 1By, + 20, = 20, + 1Dy, + 20,
in welchen z, y, z als willkiirliche Functionen von w und » an-
zusehen sind.

§ 63,

Jetzt werde das Integral J gebildet, indem man iiber ein
bestimmtes Flichenstiick © integrirt, auf welchem z und y ein-
deutige, stetige, mit ebensolchen ersten und zweiten Ableitungen
versehene Functionen von % und o sind, und die Functional-
determinanten
6) 0(y,2) 0o(2,2) 0(xY)

o(u,v)’ 0(u,v)’ 0(u0)

nirgends zugleich verschwinden. Deutet man » und v als recht-
winkelige Coordinaten in der Ebene, so migen die Punkte des
Flachenstiickes © einem Gebiet 11 entsprechen, welches von einer
in sich zuriicklaufenden, sich selbst nicht schneidenden Curve &
begrenzt wird. Diese begegne keiner der Geraden w = const.,
v = const. unendlich oft und bestehe aus einer endlichen Anzahl
von Stiicken, lings deren « und » stetige, mit stetigen ersten Ab-
leitungen versehene Functionen eines Parameters ¢ sind. Der
Curve & entspreche die Begrenzungslinie der Fliche &, welche
durch € bezeichnet werde.

Es seien ferner 0z, 0y, 02z Functionen von » und v, welche
dieselben Stetigkeitseigenschaften wie z, 4, z besitzen; dann ent-
spricht dem Gebiet 1l ein auf © in eindeutig umkehrbarer Weise
bezogenes Flichenstiick &9, welches vom Punkte (z 4 dz,
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§ 63. Das Extremum von Doppelintegralen. 267

y + 0y, # + 02) durchlaufen wird. Irgend eine Grisse w, deren
Werth durch das Fldchenstiick & bestimmt ist, gehe, wenn dieses
durch &0 ersetzt wird, in @ -+ do iiber; sieht man die Grossen
dx, 0y, 0z und ihre ersten Ableitungen als klein an, d. h. ver-
nachlidssigt man in jeder nach diesen Grossen fortschreitenden
Taylor’schen Entwickelung alle Glieder von zweiter und hoherer
Dimension, so gehe A® in die Variation d® iiber. Da nun

offenbar z in z 4 0z und z, in a_(ig%(i@_ iibergeht, so hat
man
0 wy=="A 0 0%, = A&, = %, iy R 00z

~

und dhnliche Gleichungen gelten fiir ¥ und 2. Das Flichenstiick
&° hat alle fiir & vorausgesetzten Eigenschaften; auch die auf
die Grossen (6) beziigliche Annahme ist erfiillt, wenn die Grissen
dz, 0&,, ... 02, dem absoluten Betrage nach klein genug sind.
Die angegebene Vernachlissigung werde speciell in der
Taylor’schen Entwickelung
40 = D, 0z 4 P, 02, + D, 03y + -+ | [0, Oy, Oy, ... ]s
durchgefiihrt, wobei, wie fortan oft geschehen soll, den z ent-
haltenden Gliedern gleichgebildete weggelassen sind, in welchen
"z durch y und 2z ersetzt ist. Dann ergiebt die Definition des
Zeichens 0
00 = @, 0z 4 D, 024 + D, 02, -
Das Integral ./ erhilt beim Uebergang von & zu &° den Zuwachs

| a@dudv = [[ dudv 0@ - [0@, 9z, ... 82),);
© ©

. daraus folgt ]
0J = [[ dudvd .
)
Diesen Ausdruck transformiren wir mittelst der Identitiit
0w 0(®., )
ou il ouw
und der analogen; wir erhalten so

Ty

D, 0z, + 0z

k)

dJ = Lj dudv (Pdz -+ Qaq + Rde) + Lj dudv (%g%—éV :

ov

wobel gesetzt, ist
U=o,0x+ 9,0y + D, 02 V=2=, 0z D 0y D, dc.
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Der letzte Summand des Ausdrucks dJ kann in ein ein-
faches Integral umgewandelt werden. Wihlt man némlich auf
der Curve &, d. h. der Begrenzung des Gebiets 11, die Richtung
wachsender Parameter ¢ so, dass sie zu der nach dem Inneren
des Gebiets 1l gerichteten Normale so liegt, wie die - u-Axe zur
-+ wv-Axe, so bildet die Richtung wachsender ¢ mit der -} u-Axe
denselben concaven Winkel, wie die bezeichnete Normale mit
der Richtung —». Nun ist du:dt positiv oder negativ, je nach-
dem die Richtung wachsender ¢ mit der - u-Axe einen spitzen oder
stumpfen Winkel bildet; bewegt man sich also auf einer Geraden
u — const., welche in das Gebiet 1l ein- und wieder austritt, in
der Richtung wachsender v, so ist dw:d¢ positiv in den Eintritts-,
negativ in den Austrittspunkten. Man bilde nun das Integral

il
jj%—v dudw,

indem man zuerst lings eines Streifens von der Breite |du|,
welcher von zwei Geraden w = const. begrenzt wird, integrirt;
ist 0 beim Fortgang in der Richtung -+ v ein Eintrittspunkt,
1 der nichstfolgende Austrittspunkt, so liefert das zwischen beiden
liegende Stiick des Streifens fiir das Integral den Beitrag

1
ov 0,

und man hat nach dem Obigen, wenn d¢ positiv ist,

|du|jaV dv = |du| 7

1
|du|:%dt’0:—%dtl;
das erhaltene Theilintegral kann daher geschrieben werden
du | du 0
—atg v —aF |

Die Summe aller dieser Theilintegrale ist

ty

HBV dudv:—deudt,
& gy

ov dt

wenn die ganze Curve § dem Intervall von 0 bis ¢, entspricht.
Diese Argumentation ist bei den vorausgesetzten Eigenschaften
der Curve § berechtigt und das Integral rechts hat einen bestimmten
Sinn und Werth,

www.rcin.org.pl



§ 63. Das Extremum von Doppelintegralen. 269

Vertauscht man die Axen v und u, so muss die Richtung
wachsender ¢ umgekehrt werden, damit ihre bisherige Beziehung
zu den Axen erhalten bleibe; setzt man

= —t -,
so erhélt man zunichst
i i
gl 4 ) [ Sl 5
’[J‘ —07 dltdv e ) D (17 dt,
) 0
und wenn man hier wieder ¢ einfiihrt,
0 to
oU - dv dv
“Wdudv_—jbd—tdt_—k .[U—(Edt.
© to 0

Versteht man daher in einfachen Integralen unter du, dv die
mit positivem dt gebildeten Differentiale

du dv

A — — dt, dv — m
8o kann man den erhaltenen Ausdruck fiir 0 in folgende Ge-
stalt bringen:

0J = [[ dudv (Pdz 4 Qdy + Roz) + [ (Udv — Vau).
=3 G

Der Sinn, in welchem das einfache Integral zu bilden ist,
bestimmt sich an der Fliche © in folgender Weise. Ein Punkt
ihres Inneren sei 0, der entsprechende der wwv-Ebene uy, v,; den
von 0 ausgehenden Elementen

dv=10; dw=>=0;" dw=0"dv >0,

welche () und (v) heissen mogen, entsprechen die Richtungen
~+u, +», vom Punkte (u,, v,) aus gezogen. Geht ein Linien-
element durch den von («) und (v) gebildeten concaven Winkel
hindurch aus ersterem in letzteres iiber, wodurch ein bestimmter
positiver Drehungssinn definirt wird, so fillt das Element unter-
wegs in keine der Linien u—const., v = const.; die entsprechende
Richtung in der wv-Ebene geht also aus der Lage 4« durch den
von dieser mit der Richtung —}-v gebildeten rechten Winkel in
letztere iiber, dreht sich also in dem Sinne, in welchem eine
Richtung, die zu Anfang mit derjenigen wachsender ¢ lings der
Curve & iibereinstimmt, gedreht werden muss, um in eine nach
dem Inneren des Gebiets 1l weisende iiberzugehen. Letzterer
entspricht auf der Fliche & eine nach ihrem Inneren von einem

dt,
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Punkte der Randlinie € ausgehende Richtung; eine solche liegt
daher zur Integrationsrichtung wie (v) zu (u). Die gegenseitige
Orientirung der Richtungen (u), (v) ist iibrigens in allen Punkten
der Fliche & dieselbe, da die Linien u — const., v — const.
wegen der auf die Grossen (6) beziiglichen Voraussetzung nir-
gends dieselbe Richtung haben. Von einer bestimmten Seite der
Fliche € gesehen, liegt (v) zu (u) wie Siid zu West; von dieser
Seite gesehen erscheint die Integrationsrichtung iibereinstimmend
mit dem Umlauf von Westen iiber Siiden nach Osten.

Diejenige Normale, welche zu (u) und (v) so liegt, wie die
Axe -+ 2z zu + z und -} y, bezeichnen wir stets durch =, ihre
Richtungscosinus durch X, Y, Z; sie behiilt ihre Richtung, wenn
man fiir « und v neue Parameter einfiihrt, deren nach » und »
gebildete Functionaldeterminante positiv ist.

§ 64.

Soll die Fliche & im Vergleich zu allen benachbarten
Flichen mit derselben Randlinie € ein Extremum des Integrals
J liefern, so muss 4 ein festes Vorzeichen besitzen, sobald die
Grossen 0z, 0y, 0z und ihre ersten Ableitungen dem absoluten
Werthe nach unterhalb einer gewissen Grenze liegen. Um hier-
aus Folgerungen zu ziehen, nehmen wir an, das Rechteck, in
welchem
(7) U S U Uy, V0 0
gehore ganz dem Inneren vonll an; und es sei fiir dieses Rechteck
0x—cT, T— (u—1uq)® (u, — u)? (v, — )3 (v —w,)3 dy=0z2=0,
ausserhalb desselben aber

O — 6_1/ — 0z =0.
Dann sind die Gréossen dz, dy, 02 nebst ihren ersten und zweiten
Ableitungen in der ganzen Fliche © stetig und verschwinden
lings der Curve €; die Fliche ¢ hat daher alle fir & voraus-
gesetzten Eigenschaften, und muss bei hinreichend kleinen Werthen
der Constanten & das Vorzeichen der Grosse ¢/ constant machen.
Dies erfordert, da
AdJ = 0J + [&)y,
und 0/ das einzige in & lineare Glied ist, nach § 7

0] — ¢ jj P Tdudv = 0,
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wobei iiber das Gebiet (7) zu integriren ist. Da letzteres be-
liebig klein und an beliebiger Stelle abgegrenzt werden kann,

T aber in seinem Inneren positiv ist, so folgt fiir die ganze
Fliache &

0D, 0D,
P=0 &, — ()

ou ov

Ebenso ergiebt sich

0 09, oD, 5
et g b ity

20, 0O,
R=0 &, — — — —= =0,

ou ov

und die Identititen (4) zeigen, dass immer eine dieser Gleichungen
eine Folge der beiden iibrigen ist. Eine diesen drei Gleichungen
geniigende Fliche heisse eine Extremale des Integrals J.

In dhnlicher Weise kann man auch nothwendige Bedingungen
fiir ein gewisses relatives Extremum des Integrals J ableiten.
Die fiir dieses und seinen Integranden eingefithrten Voraus-
setzungen mogen auch fiir das Integral

= jj Ly (.’E, Yy &y Luy Yus Zuy Lvy Yoy Zv) dudv
(=)

gelten; die Grossen P, ¢, R mogen, wenn man @ durch ¥ er-
setzt, in P, ), R iibergehen. Dann variiren wir ausser dem Ge-
biet (7) auch das durch die Ungleichungen
(8) Ug S U U, Vg S VS Vs
definirte, welches von jenem getrennt liege, aber ebenfalls noch
im Inneren von 1, und setzen

To = (u — uy)3 (ug — u)3 (v — vy)3 (v3 — v)3%

fir das Gebiet (7) sei, indem wir unter e, o, ... Constante ver-
stehen,
I =0l My=p81 0¢=31
fir das Gebiet (8) dagegen
0x =0Ty, 0y=pyTo, 02 =p,T0;
ausserhalb beider sei iiberall
Oiiams Otfi= 08 =0,
Dann haben die Variationen in der ganzen Fliche & dieselben

Stetigkeitseigenschaften wie oben, und verschwinden auf der
Randlinie @; setzt man
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u vy U 1y

p=[| TPdudv, p= H TPdudv,
po = [ Ty Pdudv, p, = [ | T,Pdudv
und definirt in &hnlicher Weise die Grossen ¢, ¢, ... 7, 7, ... In-

dem man P durch ¢ und R ersetzt, so hat man

8] = “‘ (Pdz + Qdy + Rdz) dudv
©
=oap + Bq + yr + dpo + Boqo + Yoo
0K = ap -+ B7 -+ 7 + %po + Boqo + ¥oo;

ferner ist

AT =08d + [0, B, ... polsy AK = 0K [, B, ... Yol

Soll daher bei der Voraussetzung
AIE=10
die Grosse 4J ein festes Vorzeichen haben, so ergiebt der Satz

des § 7 unmittelbar, dass jede Determinante, welche aus zwei
Verticalen des Schemas

(9) 137 gv iﬁ 2_)03 ?Oa iov
Py 45 75 Poy Qos Tos

gebildet ist, verschwindet. Da nun die Gebiete (7) und (8), in-
dem man die Stellen 0 (u,, v,) und 2 (uy, v,) festhiilt, unendlich
verkleinert werden konnen, so lehrt die in § 32 benutzte Be-
trachtung gewisser Mittelwerthe, dass fiir die Determinanten des
Schemas

PP, QL Rl Pl Q[ EJ?

P‘o’ Q—|o’ ]_{lo’ P|2’ @Ia’ R[2
dieselben Gleichungen gelten wie fiir die des Schemas (9). Hier-
aus folgt, wenn man 0 als verfinderlich und 2 als fest ansieht,
dass bei angemessener Wahl der Constanten w, @ lings der
ganzen Fliche € die Differentialgleichungen

wP+pP=pQ+iQ=uR+ER=0
bestehen. Eine Flidche, die diesen Gleichungen bei einem be-
liebigen System von Null verschiedener Werthe u,uw geniigt, heisse

eine Extremale fiir das vorgelegte Problem des relativen Ex-
tremums, Sieht man von den Fiallen ab, in welchen & fiir eins
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der Integrale J, K Extremale im Sinne des absoluten Extre-
mums ist, so hat man als nothwendige Bedingungen des relativen
Extremums die Differentialgleichungen

P4 AP=Q4+iQ=R+ AR =0,

in welchen 4 eine endliche, nicht verschwindende Constante be-
deutet.

Aufgabe XIV. Die Fliche kleinsten Inhalts bei gegebener
Begrenzung zu finden.
Setzen wir mit Gauss

Hjo=— x& + yﬁ —{’_ 35: O Loy Xy + Yulv + By &y,
¢ =ai o+

so ist das Flichenintegral
J 2 H‘EG — I?dudv;

-~ VEG — F2
= V(yuzv i %%)2 + (Zuxv - xuzv)z + (xu?/u =5 yuwv)2

zu setzen; da J von der Wahl der Variablen u, v unabhiingig
ist, gelten die in § 62 abgeleiteten Identititen. Die mit posi-
tiver Quadratwurzel gebildeten Grossen

wir haben also

i g Yulv — YvPu ATy — ZyTy ZulYv — ZoYu

i == 7 —
VEG — F* VEG — F? VEG — 1>

sind die Richtungscosinus der in § 63 definirten Normale .
Man findet ferner

o =Yz — 8 Y, Oy, = 2, X — 2,2, D, :x,,Y—y,,X
( )(I)I =—YuZ+2, Y, Dy, :—qu+x,4Z€D, =— 2, Y4y, X
die Gleichungen der Extremalen sind daher

A () (y,,Zm— 2Y) 0 (yuZ — Z“I):O,...
ou ov

oder ausgerechnet:
YoZu — 20 Yy — (Yuly — 2, Y,) =0,
2y Xy — 292y — (2uXy — 2u2,) = 0,
T —y,,X — (@ Yy, — yu X,) = 0.
Multiplicirt man mit X, ¥, Z und addirt, so folgt

Kneser, Variationsrechnung. 18
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X AR Xei -2
(1) |2, Y 2 |— 2w Yu 2w | =—PX—QY—RZ=0.
Xu Yu Zu :Xv YU ZU

In der ersten Determinante setze man fir X, Y, Z ihre oben

angegebenen Werthe, und lasse den Factor (EG — F' '2)—';" weg
dann erhdlt man

Yu Zu Yo &y Zu Ty gy Ty Lu Yu Zy Yo
Yo 2o Yo'z, e I L D, 2y Yo X ¥,
F 2, Xy + v Yy + 2.2,
e l G 2z, Xy Y, + 2,2, '
Nun werde weiter gesetzt

D = Xz,u + Yyuu + Zouw = — 2w Xu — Yu Yu — 202,
D :_vau—"Yvyu_ v51¢:'—vau_quu_ Zva
D' = Xzyy + Yoo + Z2yy = — 2, Xo — 4 Yo, — 20 2,

wobei die Gleichheit des zweiten und dritten Aggregats jeder Reihe
aus den Identititen
2 X+ 9wY+olZ=a,X+ Y+ 2Z=0

folgt, indem man nach w und o differenzirt; operirt man sodann
an der zweiten Determinante in der Gleichung (11) ebenso wie
an der ersten, so ergiebt sich

/"
fogde |25
Sind nun g, ¢’ die Hauptkrummungsradlen positiv oder negativ
genommen, je nachdem die Richtung » nach der concaven oder
convexen Seite des zugehorigen Hauptschnittes weist, so ist

l 2FD’—ED”~—GD

(12) e + gy o 7 S | g
die Extremalen unseres Problems, die Minimalflichen, haben also
die mittlere Kriimmung Null.

l__O DG+ D'"E — 2D'F = 0.

Aufgabe XV. Die Gleichgewichtsfigur einer schweren
Fliissigkeit unter der Wirkung der Capillarkrifte zu finden.

Die Fliissigkeit sei theils von einer festen Wand, theils von
einer freien Oberfliche © begrenzt, welche in der Curve € an
die Wand grenzt. Es sei dr ein Raumelement der Fliissigkeit,
n die innere Normale ihrer freien Oberfliche, ds ein Element
der letzteren; alle auf die Wand beziiglichen Grossen seien von
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den entsprechenden auf die freie Oberfliche beziiglichen nur durch
den Index 0 unterschieden. Die Dichtigkeit der Fliissigkeit sei 1,
die Schwere habe die Richtung - z; dann ist nach Gauss die
potentielle Energie aller wirkenden Kriifte

J—_—ajds—}—bj'dso—}—cjzdr,
wobei a, b, ¢ Constante bedeuten, und jedes Integral iiber das
ganze Gebiet erstreckt ist, dessen Element in dem Integranden
vorkommt. Es ist also zum Extremum zu machen bei gegebenem
Werth des Volumens
JiCg= J. dr.

Nun findet man mittelst der in § 63 angewandten partiellen
Integration

j zdt = — jzg cos (nz) ds — J# cos (n°z) d s,
j dv = — J zcos(nz)ds — j x° cos (n°z) d s,

und fiir K findet sich, wenn man die analogen Ausdriicke mit
y und ¢z bildet

5K=3jdr = —j [z cos (nz) —+ y cos (ny) + zcos(nz)] ds
- '\. [20 cos (nox) - y° cos (n0y) - 2° cos(nz)]dsC.

Fithrt man ferner auf der Wand und der freien Oberfliiche solche
Coordinaten u°, »* und u, v ein, dass die in § 63 definirte Nor-
male # iiberall nach dem Inneren der Fliissigkeit hineingeht, so
hat man bei positiven Quadratwurzeln

cos(mz) = X = (EG — F?)_% (Yu 2o — Yv2u),
cos(n'z) = X0 —= (E°G* — FoFv)~ 3 (ya 29 — yo2y),
und analoge Gleichungen; somit ergiebt sich
& == a“. dudv YEG — F? — cjj%z (@utpy — 2oyy) dudv
[ ev

+b ” dwdw VE Gy — Foko — ¢ j j 22 20y8 — a8 y) duddes,

€0

0 0 .0
¥ el “‘duodvo de g5
: Ly Yu @u Tu Yu fu |*
e Ty Yo 2y e xg Yy 29
18%
\Tf i‘v’ P
p@,\NET 4290

i
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Variirt man die freie Oberfliche so, dass die Trennungs-
linie @ fest bleibt, so sind in dem Ausdruck ¢ der dritte und
vierte, in dem Ausdruck K der zweite Summand constant, konnen
also unbeachtet bleiben. Bilden wir nun den Ausdruck PX+ QY
—+ RZ fiir das IntegralJ, so geben nach den bei der Aufgabe X1V
durchgefiihrten Rechnungen die mit a multiplicirten Glieder den
Beitrag

ED' —2FD + GD
VEG =73
die Berechnung der mit ¢ multiplicirten Glieder ist leicht und
man erhélt auf Grund der Formel (12)

s i QY+RZ:—m[a (%+$>+cz]-

Analog ergiebt sich fiir das Integral K
PX+ QY4+ Rz— —VEG—T,

und die Gleichung der Extremalen ist

@+iP) X+ (Q+ Q)Y+ @B+ 1R Z =0,

il 1
a|— — cz—— A
G te)t

Setzt man die Constante der Schwerkraft gleich Null, so

verschwindet ¢, und man erhilt die Gleichung

1 1>
[ A W - )= — A
@*3
als Liosung der Aufgabe, bei gegebenem Volumen kleinste Ober-

fliche zu erzielen; die gesuchten Fliachen haben dann constante
mittlere Kriimmung.

§ 65.

Ist die Randlinie € nicht gegeben, sondern nur durch ge-
wisse Bedingungen beschrinkt, und werden diese durch eine
Fliche & erfiillt, welche das geforderte Extremum liefert, so
bleiben die Bedingungen erfiillt, wenn man & so variirt, dass
die Randlinie ungedndert bleibt, z. B. so, wie es in § 64 ge-
schehen ist; es ergiebt sich also auch in diesem Falle zunichst,
dass die gesuchte Fliche © eine Extremale sein muss. Dies vor-
ausgesetzt, hat man jetzt nach § 63 im Falle des absoluten
Extremums die Formel

www.rcin.org.pl



§ 65. D:;.s Extremum von Doppelintegralen. 277
4J = [ (Udv — Vduw) + (| dudv [0z, 0z, ... 82,5
G &

wird ein relatives Extremum gesucht, und haben U, ¥ dieselbe
Bedeutung fiir das Integral K wie U, V fir J, so ist
a4+ 1K):j{(U+ A0)do — (V4 47) du)
(13) "

-+ ” dudv [0z, 0xy, ... 02,5,

¢

und dieser Ausdruck geht in 4 iiber, wenn 4K verschwindet.
Soll nun ein Extremum vorliegen, so muss die Grosse 4J bei
allen mit den vorgeschriebenen Bedingungen vertriiglichen Varia-
tionen ein festes Vorzeichen haben. Aus dieser Forderung er-
geben sich auf Grund des § 7 neue nothwendige Bedingungen
des Extremums, wenn nur die Beschrinkungen der Randlinie €
unter der Annahme

oz — Z g“g‘“ ay e z E€aNay 6p —= z €y8a

a a a
fir die Constanten & Relationen von der Form

: ) [l =0
nach sich ziehen.

Die wichtigsten Fille sind diejenigen, in denen die Curve €
an eine feste Oberfliche gebunden ist, oder ein lings dieser Curve
gebildetes Integral einen vorgeschriebenen Werth hat. Im ersteren
Falle hitte man eine Gleichung von der Form

(14) pdx + qdy + rdz 4 [0z, dy, 62], = O;

man konnte dieselbe mit einem unbestimmten Factor ! multi-
pliciren (§ 13) und integriren; dann wiirde sich ergeben

o — j [Udv — Vdu + 1 (pdz + qdy + rdz) dt]
©

B ".‘[6:0, dy, 92)y dt + ([ dudv [0z, 8y, ...Jn.
(4 ]

Da nun U, V in den Variationen dz, dy, 0z linear sind, so
kann man den willkiirlichen Factor ! so bestimmen, dass unter
dem ersten Integralzeichen diejenige Variation wegfillt, welche
der Gleichung (14) zufolge durch die beiden anderen ausgedriickt
werden kann, etwa dz; dann miissen auch die Factoren der
Variationen dz und 0y verschwinden, wenn diese keinen weiteren
Beschrinkungen unterliegen. Setzt man nimlich

www.rcin.org.pl



278 Achter Abschnitt. § 65,

0z — &, 0y — &7,
und bezeichnet durch &, % willkiirliche Functionen von ¢, so
liefern das zweite und dritte Integral in dem Ausdruck 4J nur
Ausdriicke [¢],, und damit 4. ein festes Vorzeichen habe, muss
das in & lineare Glied verschwinden. Man kann also einfach die
Gleichung

(15) 0 = [[Udv — Vdu+ 1 (pdz + qdy + rdz) di]
G

ansetzen, und sie behandeln wie die Gleichung 0J — 0 beim
absoluten Extremum des einfachen Integrals.
Soll ferner ein Integral

b dz dy de
L‘jW< Y& T ar dt>dt
€

lings der Curve @ einen vorgeschriebenen Werth annehmen, so
ergiebt die Argumentation des § 32 ohne jede Modification, dass
eine Constante wp existirt, fiir welche bei willkiirlichen Varia-
tionen dz, ... die Gleichung

[ (Udv — Vdu 4 woWat) =0
besteht. b

Beispiel. Die Fourier’schen Gleichungen der Wirme-
leitung als Losungen einer isoperimetrischen Aufgabe.

Es sei ds das Element eines gegebenen ebenen Flichen-
stiicks M, dt ein Bogenelement seines Umfangs ¢, » die innere
Normale desselben. Das Integral

= o [2) + (2]

soll zu einem Minimum gemacht werden bei vorgeschriebenen
Werthen von

K= (fids L=|sidt.
m 2

Will man die bisherige Anschauung festhalten, so ist f als dritte
rechtwinklige Raumcoordinate anzusehen; € ist eine Raumcurve,
deren Projection auf die zy-Ebene £ ist. Offenbar ist

o7 o =afas[(5) + (L) + 7]

N
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i [ds <— §2f °f+ f>6f

x2 ) J?

o
m

i of of ) s
2 “ dt <6_x cos (nx) -+ 2y cos(ny)) 0 f;
(6}
wenn daher zuniichst € festgehalten wird, ergiebt sich
g2 ragfial
ox? " oy A
Ist diese Gleichung erfiillt, und wird @ variirt, so hat man

4(J 4+ 1K) = — 2Jdt§—£ 6f+j [0, 0f 0fy 1o ds.
¢ m

Nun ist
0L =2 fofat,
Q

also ergiebt sich als letzte nothwendige Bedingung des Extre-
mums

JMM%+@=Q%+M—O

Aufgabe XIV. Man findet aus den in § 64 gegebenen
Formeln unmittelbar
Udv —Vdu =0z {(yoZ—2,Y)dv + (yuZ—2,Y) du} -+ ---
| 0z Oy 0z |
= |dx dy dz |.
KGN
Soll also € einer gegebenen Fliche angehdren, welche die Re-

lation
pdx + qoy + rdz 4 [0z, 0y, d2], = O
ergiebt, so hat man in der Gleichung (15) die Coéfficienten der
Variationen gleich Null zu setzen:
Zdy — Ydz + 1lp =0, Xdz — Zdz -+ lg = 0,

Ydz — Xdy + lr = 0.
Hieraus folgt, da 1 offenbar nicht verschwinden kann,

pX +qY 4 rZ =0,
d. h. die gegebene Fliche steht auf der gesuchten Minimalfiiche
senkrecht.

Aufgabe XV (§ 64). Variirt man €, so sind auch die
letzten Summanden der Ausdriicke J und K verinderlich.
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Man erhilt zunéchst
3(Udv— Vdu) = dz(2dy —ydz) + 02°(2°dyo— y°dz°) + -3
nun ist lings der Curve €
(16) D— 20 0B — 00, g =yt
die Integrationsrichtung, in welcher man das in der Differenz
A K auftretende einfache Integral zu nehmen hat, ist aber bei
der Wand und der freien Oberfliiche entgegengesetzt, da sie

jedesmal um die Richtung » im positiven Sinne herumlaufen
muss. Man hat daher

(17) de = — dz°, dy = — dy°, dz = — dz°

zu setzen, so dass der obige Ausdruck verschwindet. Aehnliches
gilt von den Theilen des Ausdrucks Udv — Vdu, welche von
dem zweiten und vierten Summanden der Grisse J herriihren;
dieselben sind

2 (— dzdy + dydz) + EF (— davdye + dyedav),

geben also nach (16), (17) die Summe Null. Demnach bleibt im
Ausdruck (13) unter dem einfachen Integralzeichen nur das iibrig,
was von den mit ¢ und & multiplicirten Gliedern herriihrt:

0z {a (Yl — 2, Y)dv — a (eu Y — yuZ) du
+bWsZe — 23 Y%) dv® — b (20 Y° — yi Z0) du®} + ---

0z 0y 0z | 0z Oy 0z
—a|dzxdydz |+ b|—de —dy —dz
!X i s 0. 4 e

Jetzt sei dt ein Bogenelement der Curve €, » und »° diejenigen
ihrer Normalen, welche die Wand und die freie Oberfliche be-
rithren; dann hat man

Cud iy dz il aeol dz
cos (v) "ZW—— Y%, cos (V) = Z gt Y T

und man kann sagen, das Integral
j' dt {a [0z cos (vz) + 0y cos(vy) -+ 0zcos(vz)]
G

— b [0z cos(¥°x) - dycos(v'y) + Oz cos (v0z)]}
muss verschwinden, sobald
X0z + Y00y + Zodoz = 0.
Hieraus folgt bei passender Wahl von [
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acos(ve) — beos(vox) =1 X9,

acos (vy) — beos(vy) =1Y0,

acos(vz) — beos (W0z) = 20,
Nun ist die Richtung »° zur festen Wand tangential, also

X0cos(v0z) + YOcos (vOy) + Z0cos(¥°z) = 0;
die vorigen Gleichungen geben daher
acos (vv?) — b = 0,

d. h. der Neigungswinkel der freien Oberfliche gegen die Wand
ist constant.

§ 66.
Es sei
ey = &q (0,0 =1,2,3)
irgend ein symmetrisches Grossensystem; bestehen dann die
Gleichungen
(18) 1@ —+ €20 + e3¢ = 0,
€a106 + e + easy = 0, (ﬂ = 1,.2, 3)
setzt man
by —cp=§& co—ay=mn aff —ba=2_¢,
und ist mindestens eine dieser Grossen von Null verschieden,
so folgt
€1 €aa : €33 — g ey Cv
oder auch
€1 €65 =£E 1 En:EL e e, e =nE:n?
311639t €53 = &8 8%
es giebt daher eine solche endliche Grisse m, dass die folgen-
den Gleichungen bestehen:
e =mg e, =mén, ey = mEE ey = my?
a3 = mng, 3 = m§
Von dieser allgemeinen Bemerkung machen wir Gebrauch
bei den Gleichungen, welche aus den Gleichungen (5) des § 62
durch Differentiation nach z,, 9., ... 2, folgen. Wir setzen zur
Abkiirzung
xu:aayu:bazu:c’ xv=a,yu=ﬁ,5u=7§
dann haben £, %, { zufolge der in § 63 betreffs der Grissen (6)
eingefithrten Voraussetzung nicht alle den Werth Null. Ditferen-
ziren wir die Gleichungen (5) nach a und e, so erhalten wir die
acht Gleichungen

www.rcin.org.pl



289 Achter Abschnitt. § 66.

0=aP,, + bDyo + ¢cD.a,

D, = aBuo 1 bDyy 1 Do,
0=0d,, _|_ ﬁ‘pba + 7¢cas
0 = O&qjaa —1— ﬁtpba + cha + ‘Dav

D, = 0Dy, + ﬁqj{ia —+ 9Dy,

i— “Qaa+ ﬂQp’a + 7¢ya,

0—=ad,,} bdiﬂa -+ ¢®@,, + D,

0= a®eu+ bBse + ¢ Dy
Diesen reihen sich sechzehn andere an, welche entstehen, wenn
man die zweiten Suffixe @ und e« gleichzeitig durch & und g
oder durch ¢ und p ersetzt und dieselben Substitutionen in den
vorkommenden ersten Ableitungen macht. Letztere sind leicht
zu eliminiren; man erhilt offenbar die Gleichungen

0 (@es + Bua) + b Bra + Bpa) + ¢ (Dew + B,0) = 0,

t (@us + Bed) + B Bra + Bpa) + 7 (Pew + By) = 0,
aus denen wieder vier dhnliche durch die oben angegebenen
Substitutionen entstehen. Die so erhaltenen sechs Gleichungen
bilden ein System von der Form (18), wenn man den Grissen
eqp folgende Werthe giebt:

2§Daaa (Dba + Qlim Qca + Qym

Qaﬁ + Qaba 2®bﬂ1 Qcﬂ + be,

SRR Yol WSREE ST
es folgt daher nach der obigen allgemeinen Bemerkung, wenn
wir die Werthe

(19)

E= XVEG — I?,...

einfithren, dass eine gewisse Grosse @,, folgenden Gleichungen
geniigt:
Bpo = D,y X2, Opo + sy = 20,3, XY, Byt Oy = 20, X7,
(paﬂ + q)ab == 2¢12 YX, (-Dbp’ = @12 YE, (Dcﬂ"" (Dyb = 2¢)12 YZ»
Doy + Do = 2D, ZX, Ppy + Pop = 2D, 2Y, D,y = Dy, 22

Die von ersten Ableitungen der Function @ freien der Glei-
chungen (19) und der aus ihnen abgeleiteten, zwolf an der
Zahl, zerfallen ebenso in zwei Systeme von der Form (18), in
welchen die Grossen e,; durch eines der folgenden beiden
Grossensysteme ersetzt sind:

qjaua Qab-, Qa 3] (Daa, (paﬂa qja}’)
(Dbaa d)bln (Dbca (pﬂa’ (p(}{;’ dim,’

Qca, qjcln (Dcc; qjyﬂ» (Dyﬂa (DY)’;
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es giebt daher solche Grossen @, ,, @,,, dass folgende Gleichungen
bestehen:
D, — DN B D XY@ e D P X Dy =D S
D, =0,,YZ, D= D,,2%
Dyo = Dy, X2, Dpg—= Dy, Y, @, = @,,22, P, = D,, YZ,
Do =Dy 2o Xy, Dop =P, X7,
Aus einigen von diesen und den obigen analogen Gleichungen
kann offenbar mit Riicksicht auf die Identitét
X2+ Y4 Z2=1
geschlossen werden
(20) @11 =) % ‘Jf_ Dy, + qjccs ¢22 = Dy + ‘D‘g;g + (pyy»
Dy = Dy —+' d’bﬂ + (Dcy-
Beispiel * Setzt man, wie in der Aufgabe XIV,
P =VEG — F?,
so erhilt man aus den Gleichungen (10) unmittelbar
i gt ya + 22 B W Z — 2, 1;)2’

oxl i) i)
NP o = Yl — 2wty | wZ—2Y)uZ—2aY)
Bl Oty b B T i3 i i)
?L@ et bk ok Yu + 2 iy (YuZ — 24 Y)Q'
ox? b D D

In jedem dieser Ausdriicke verschiebe man gleichzeitig die Buch-
staben 2, y, z und X, Y, Z cyklisch; dann erhilt man @, @,
Dy, Dy, Dgps, Dyy und die Gleichungen (20) ergeben

S G 7y e st} it AL _E_
Ve Y@ BR A i VB G BV i B =l

Die Grossen @,,, @,,, P, hingen offenbar von der Wahl
des Variablensystems w, v ab, haben aber gewisse von diesem
unabhiingige Eigenschaften. Wenn insbesondere die Form

Y =@, h2+ 2D, bk | Dy, k2
definit ist, so gilt, wie wir zeigen wollen, dasselbe von der ent-
sprechend gebildeten Form w°, zu welcher man von einem
anderen System unabhiingiger Variablen 7, s gelangt. Die Form
¥ ist ndmlich, wenn z. B. X nicht verschwindet, dann und nur
dann definit, wenn dies von der Form
0 = Dyoh? + 2D, hk + Dook? = X2y

gilt; setzt man nun

D
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0w

0 oy az_”?i__l oy o
or

bt el 1 s il 0 e B T

= v
or ’

so hat man

l=au, + av,, A = aus + av,
sowie zwei dhnliche Gleichungen, die aber & und e« nicht ent-
halten, und es gilt zufolge der fiir die Function @ eingefiihrtem
Voraussetzung (1) die Identitit
o (r, s)
0 (u, v)

D(z,y,2 a0, ¢ a f,y) =D (9, 2 l, m n, i, u, v)
oder kiirzer geschrieben
D=1t xp,
Hieraus folgt, da @° die Grossen @ und o nur in den Argu-
menten [, 4 enthilt:

0, = (@ 2L+ 01 22) ¢ = o (@, + BPu),
D, = @ (Phiui + 2 Dlru,us + DI us),
D, — 0 (Phu,v, + DY (urvs + usv,) + D2 Usvs),
Do = @ (D0} + 2D v, v + DI03).
Die Form 6 ist also mit der Form
0 (PUhs 4 2 Diihoky + DEG) = 00°
identisch, wenn man setzt
hy = u b -+ v b, kg = ush + vsk,
und die Formen # und ¢° sind stets zugleich definit. Von letz-
terer unterscheidet sich aber die Form ¢° nur um einen posi-
tiven Factor, womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist.

Die Vorzeichen von % und #° sind identisch oder verschieden,
je nachdem die Functionaldeterminante @ positiv oder negativ ist.

§ 67.

Wie schon in §28 benutzt wurde, entsteht in der Taylor’-
schen Entwickelung einer Function f (z -+ h, y 4k, ...) die

doppelte Summe der in &, k, ... quadratischen Glieder aus den
linearen, indem man die Operation
0 1%
h = + & i i
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anwendet und %, k, ... ihr gegeniiber als constant betrachtet.
Die entsprechende Operation bei der Taylor’schen Entwicke-
lung der Grosse

(21) D (x -+ 0z, y+ 0y, 2+ 02, 2.+ 0y, ...)

ist offenbar
0 0
e ant et

also mit der Operation o selbst identisch, so dass man die dop-
pelte Summe der in den Variationen quadratischen Glieder des
Ausdrucks (21) schreiben kann

d (0®) =8 (D02 + - + B, 82, + ),

0 (3.%) =10 (6.:Cu) =iy ==110)
gesetzt wird. Den erhaltenen Ausdruck bezeichnen wir durch
02@ und nennen ihn die zweite Variation von @, sein iiber die
Fliche € erstrecktes Doppelintegral die zweite Variation des
Integrals J und setzen

(22) 02J — jj Nddudv = “a(acp)dudv,

wobei

man erhilt dann offenbar

AJ = 8J + 1820 + jj dudv [0z, ... 02,).
(>}

Nun ist das Zeichen 0 mit dem der Integration und Differen-
tiation nach w und » vertauschbar; wendet man diese Bemerkung
auf das dussere Zeichen 0 an, welches in der Formel (22) rechts
auftritt, so ergiebt sich

02 = 0 [[ d@dudv =83 ),
und da nach § 63 geschrieben werden kann
(23) 6J—j (Udv — Vdu) + jjdudv (Pdz + Qdy -+ Rd2),
so folgt die durch Rechnung lelcht verificirte Formel

02 = [ QUdv — 8 Vdu) + [[ dudv(d Pdx+8 @Qdy-+dRoz).
G ©

Verschwinden die Grossen dz, 0y, 0z lings der Randlinie €, so
gilt dasselbe von 0 U und 0 V, da jedes Glied dieser Ausdriicke
eine jener drei Variationen als Factor enthilt, und es bleibt

0:d = g dudv (0Pdx -+ 0 Qdy -+ dRdz).
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Diesen Ausdruck gestalten wir um unter der Voraussetzung
(24) 0z = Xo; 0y — Yo, 08— Zo;
eine solche Variation heisse nach Analogie des in § 24 ein-
gefithrten Begriffs eine Normalvariation. Bei einer solchen
schneidet die Verbindungslinie der Punkte (z, ¥, 2) und (z -0z,
y + 0y, 2 + 0z) die Fliche © senkrecht, und der Abstand der
beiden Punkte ist + @, je nachdem die Richtung vom ersten
zum zweiten mit der Normale » {ibereinstimmt oder ihr ent-
gegengesetzt ist. Wenn dann dz, dy, 0z an der Randlinie ver-
schwinden, so gilt dasselbe von ®. Bei der Bezeichnung

Q = X0P -+ Y0Q + ZOR
hat man also
(25) 02J — “ Qaodudv.
&

Der Ausdruck £ ist, wie man leicht iibersieht, in Bezug auf die
Grosse @ und ihre Ableitungen erster und zweiter Ordnung
linear homogen. Setzt man fiir @ die partielle Differential-
gleichung
(26) L =0
an, so erhilt man aus den Formeln (23) und (25), wenn die be-
trachtete Fliche eine Extremale ist,

AJ — ” dudv [0, @y 0,];;

ist also die Randcurve @ durch das Verschwinden eines Integrals
der Gleichung (25) definirt, so muss man, da auch — @ eine
Losung dieser Gleichung ist, im Allgemeinen erwarten, dass 4J
sowohl positiv wie negativ wird. Ein Extremalenstiick liefert
daher im Allgemeinen kein Extremum des Integrals J mehr,
wenn es eine geschlossene Curve enthélt, lings deren ein be-
stimmtes Integral der Gleichung (26) verschwindet.

Um letztere iibersichtlich zu gestalten, differenziren wir die
Gleichungen (24), wodurch wir erhalten
la —w0, X+ 00X, =0, Y+ oY, 0c= 0,7+ 0z,
o =0, X+ 0X,, =0, Y +0Y, 0y—= 0,Z+ 0Z,

Sodann werde eine abgekiirzte Bezeichnung fiir dreigliedrig:
lineare Ausdriicke eingefiihrt, deren Argumente 0z, dy, 0z oder
X, Y, Z oder die Ableitungen eines dieser Grissensysteme naca
u oder » sind; als Coéfficienten treten hauptsichlich zweite Ab-
leitungen von @ auf. Wir bezeichnen ein solches Trinom durca
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sein eingeklammertes erstes Glied, und setzen fest, dass in allen
Coéfficienten eines Trinoms das erste Suffix von @ stets dasselbe
sein soll, das zweite aber die Werthe =z, y, z oder a, b, ¢ oder
o, B, y durchlduft. So ist z B.

[qjaaa\x] = @, 500 -I— qjaf}‘s?/ —f— qjayaza

[Qﬂa Xu] == Q}a Xu + (p"}b -Yu + qjla’cZu-
In derselben Weise konnen wir auch solche Trinome darstellen,
deren Coéfficienten aus den bisher betrachteten durch Differen-
tiation nach w oder v entstehen, z. B.

0®ua 0D 0D, 0d,,

[ ou X]: ou 7 ou Y+—617_Z'
Offenbar kann das zweite Suffix von @ innerhalb der Klammer
stets nur @ oder z oder o sein, wihrend das erste jedes der
neun in @ auftretenden Argumente bezeichnen kann.

In dieser Bezeichnung gilt, da
P i— d)x = a{\¢a — a,(\lja,
ou ov

die Gleichung
0P — [@zx Gx] + [@xa 6(1] + [(Dmaau]

— 8% {[Puzd2] + [Pusda] + [Pucdo]}

0
— 5 [Puzd2] + [Pucda] + [Peader]};
hieraus erhélt man die Grossen 0 Q und 0 R, indem man in den
ersten Suffixen die Buchstaben z, a, « gleichzeitig durch y, b,
oder z, ¢, y ersetzt, alles andere aber ungeidndert ldsst. Wir

fassen nun zunichst die Glieder ins Auge, welche die Trinome
@7) ([@eada] — o [D,.02]
ergeben. Offenbar ist

0 0Dy 5

a_u[q’”a”]—[ et 6x]+ (@..04];
lassen wir daher Glieder weg, welche nach der Substitution
(24) den Factor ® enthalten, so liefern die Aggregate (27) und
die ihnen analogen in 0 @ und 0 R zu der Summe £ den Beitrag

X {[@u0a] — [DPo.0al} + Y {[@Py.0a] — [Dy.0al)
+ Z {[@..0a] — [D..0a]]

oder, indem man abermals Glieder mit dem Factor @ ab-
scheidet
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0 (X (@20 X] — [P0z X)) + ¥ (D2 X] — [D1.X])

+ Z ([P:0 X] — [Pz X])j,

und dieser Ausdruck verschwindet, da z. B. X2 und XY mit
den Factoren

¢xa e ‘Da:ca (pwb iR qjay + (Dyu bR quz

behaftet sind, deren Werth Null ist. Die Glieder (27) und ebenso
die Glieder .

, 0%
a SRR 2z 0%
[@eador] — - [BusOc]
geben also mit den ihnen analogen in 0 Q und 0 R fiir £ einen
Beitrag, der @ enthiilt, multiplicirt mit einer von ® unabhiingigen

Grosse. Dasselbe gilt von den Gliedern [@,,0 z], |®@,.0z], [P..0x];
man kann daher setzen

o P {%([dﬁh,aéa] - [@auder])

+ L (@ardal 4 [Duuda))

S, 4 {a% ([@rada] 1 [@yder])
-+ -aa—@ ([qu’uaal e [(D/;aau])}
' {E% (Deada] + [@,.0a))

+ 5 (1@,000] + [@yud))]-

Benutzt man die Gleichungen (24), so wird der Factor von — X

% {(‘0 [@aaxu] + @, [@a(,X] + ) [@aaxv] + @, [‘PaaX]}

8 aiv {m [@eX] + @ [BeaX] + @ [@0aX] + 00 [Dua X]]
Die Definition der Grésse @,, (§ 66) ergiebt aber
[@u. Xu] = Dy, (X2X, +XYY, + XZZ,) = 0;
[@eaX] =Dy, (X34 XY2+ XZ?2) =D, X
ebenso erhilt man

[q)aaXv] = 0, [(DaaX] = @y, X,
der Factor von — X ist also

www.rcin.org.pl



§ 67. Das Extremum von Doppelintegralen. 289

0
ou
+ 2 (@300, X + 0 [ue K] + 0, [D0aX]).

Weiter gilt nach § 66 die Identitét
(Poe X] + [Paa X] = 2Dy, X;;
der Ausdruck (28) kann daher wie folgt geschrieben werden:
X (q)uwuu +.2 (Dl 2 Wy + (D22mvv)

g f[a%axv] + 2 (2.3 + 2 Gu )
+ o [[@0a X + 57 (@0 X] + C@“X)}

Eine weltere Verkurzung erglebt die Identitit

[‘paa Xv]+[(paa Xv]:2¢aa Xv+(¢a ﬁ"‘[_@ab) Yv+(¢ay+¢ac)zv
=20, (X2X, + XYY, + XZZ,) =0,
und die analoge

(D100 X + @ [PaaX)] + @y [Puu X]}
28)

+ o ().

[Paa Xu] + [Paa Xu] = 0;
der Factor von — X, wird daher einfach
0 Do, 0(D,, X)
s b e
und in dem ganzen Aggregat & erscheint @, mit dem Factor
a(qin X) a8l (P, Y) Aol 0(P,2)

ou  ou ou

(iR ] r [0 o] a]eoe
ov ov ov

bdiu__{ aa v, 0Dy 1 09, "
ou on+avY+?wZ

0 (Pav + Ppa) 0 (Pac + Pya) 8 (Dpe + Dyy)
i ov EFF ov X7+ ——%—YZ}-

Diese Grosse kann nach der Definition der Grissen @,,, @,,
geschrieben werden

ALy (5((1)”)(2) X2+20(‘1’12XY) X i )

ou ov
0Dy 0@12
e e (Xz + Y2 _+_ Zz)2
20, (X + T 4 29 (XX, + YV, + 22)
Hik 0D, 09D,
AT TR
Kneser, Variationsrechnung. 19
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Analog ergiebt sich als Factor von @, der Ausdruck
ou ov
und man erhélt schliesslich
0D, 0D, 0D,y
R—at el & a5
(29) s lpl‘l @yy — 2(1512 @yy — ‘Dnﬁ’vu

0 0
— SEEY. u D,y T Ry w v)
Dy e ((I’“co + Dy 0,) 20 (P00 + Dy, 0,)

Der explicite Ausdruck fiir @, ist aus der durchgefiihrten Rech-
nung leicht zu entnehmen; man erhélt ihn, indem man, bevor
die Differentiation nach » und » ausgefiihrt wird, 0z, dy, dz,
6@, 6b7 66, 6“a aﬁi 67 durch lef, Z7 Xm I’ua Zu’ X‘D7 Yv» Zv

ersetzt, aus dem urspriinglichen Ausdruck
Y 00®, 00Q, 00D, 00Dy
8= X(I0. — 0 — 555 + T(do, — S 10

00D, 00D,

+ z (90 — T — 2 )

Beispiel. Um @, bei der Aufgabe XIV zu berechnen, be-
achten wir zunichst, dass die ldentitét

X + 4 Y + 2. Z=0

bei der vorliegenden Normalvariation ergiebt

2,0 X + 4 0Y + 2,0Z -+ X (X0, +0X,) +:- =

oder

2,0 X + 9 0Y + 2,0 Z = — a,;
ebenso erhilt man die Gleichung
2,0 X + 90Y 4 2,072 = — w,.

Hieraus und aus der Identitit

X0X + YOY + Z0Z=0
folgt, dass die Grossen 0 X, 0 ¥, 0 Z und ihre Ableitungen nach
u, v in keinem Gliede den Factor @ enthalten, sondern in den
Ableitungen dieser Grisse homogen linear sind. Der Coéfficient
von ® in dem Ausdruck £ ist daher derselbe wie in dem er-
weiterten
(80) K +4 POX 4+ Q0Y + ROZ=0 (PX+ QY + R2Z).
Nun hat man (§ 64) bei der vorausgesetzten Form von @ die
Identitat
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X ¥ Z . A9 e
PX+ QY+ RZ= |2y Yu 2 |— |Zv Yo %v |5
Gy X, Y, Z, |

die rechte Seite der Gleichung (30) setzt sich daher aus sechs
Determinanten zusammen, welche aus den hingeschriebenen ent-
stehen, indem man jeweils den Gliedern einer Horizontalreihe
das Zeichen 0 vorsetzt. Von diesen Determinanten liefern aber
bei der angegebenen Beschaffenheit der Variationen & X, 0 X,
0 X,, ... nur die folgenden beiden Glieder mit dem Factor w:

iX 35 e | PR A
| 0z, Oy, 02, | — |02, Oy, 02, 1
- A 4T oy T4 Ay
=loX,+ Xa, - | — | 0X, + X,
| X, RSyt - A |

|X Y. 7 \

== a X,,, Yu Zu

le N il

und man erhilt schliesslich
Dy =28 - X VA
S=dnS XL — 2 gﬁ;i_jﬂ-)
ou \ YEG — F?
0 /—Fo, + Fo,
B <T/'J?JG g )

Die Fliche, fiir welche die Grosse £ gebildet ist, sei, was
bisher nicht vorausgesetzt wurde, speciell eine Extremale, d. h.
eine Minimalfliche. Auf einer solchen kOnnen die Variablen
u, v so gewahlt werden, dass

X 4 .
TZO, E:G, t—z——“i‘”@, |
2u 2 o — 1

X it

= T i e B |
es folgt dies nach Bonnet und Weierstrass leicht aus dem
Verschwinden der mittleren Kriimmung. In diesen Variablen
nimmt der Ausdruck (29) folgende specielle Form an:
g — 8w L e B0
T w4 v ou? ow?
L
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Wenn also im Inneren eines Minimalfléchenstiicks eine geschlossene
Linie @ = 0 liegt, und ® der Gleichung

0’ 0%e S ®

o u? o ov? g (1 4 w2+ 022 e
geniigt, so wird das Minimalflichenstiick im Allgemeinen kein
Minimum der Oberfliche mehr liefern.

§ 68.

Da die Function @ fiir jedes auf der Fliche & erreichte
Werthsystem z, ¥, ... 2, regulir ist, kann man die Grosse

D(x+ 0z, y+ 0y, ... 20+ 02,)
in eine Taylor’sche Reihe entwickeln, in welcher die Glieder,
die in den Variationen von erster und zweiter Dimension sind,
ausgeschrieben, die Glieder héherer Dimension aber mittelst der
Lagrange’sche Restformel zu einem Ausdruck

0 (0z; = 0y, 02)
zusammengefasst werden, der eine cubische Form der neun
Variationen ist. Die Coéfficienten derselben sind gewisse Ab-
leitungen von @, gebildet fiir ein Werthsystem
z+ 002, ...,2, + 002y, ..., 2y + 002y,
in welchem @ zwischen den Grenzen O und 1 liegt; da nun die
Ableitungen der Function @ auf der Fliche & endlich und stetig
sind, so liegen die Coéfficienten der Form ¢ dem absoluten Be-
trage nach unter einer positiven Grenze, die von der Wahl des
betrachteten Flichenelements unabhédngig ist. Dasselbe gilt von
den Coéfficienten der cubischen Form der Argumente o, ®,, o,
in welche g bei der Normalvariation
(31) Or=—"0X 0y — oY i0g—02
iibergeht. Da nun die Grossen
@ 0, W 6, W, 0,
0 + o) + 0} 0+ o)+ 0} 0!+ ol + o

wenn ®, @, @, nicht zugleich verschwinden, dem Intervall von
— 1 bis -} 1 angehiren, so kann man die Grosse

0
0?2 + oy + o
auch als lineare Form der Argumente @, o,, @, auffassen, deren
Coéfficienten zwischen endlichen, von ® unabhiingigen Grenzen
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liegen. Der absolute Werth dieses Ausdrucks wird also bei der
Annahme

(32) Lo [i==vetuliag li<e s Loplieee

mit & unendlich klein,

Jetzt sei ¢ (®, @,, @,) eine quadratische Form, welche auf
der ganzen Fliche & endliche und stetige Coéfficienten hat und
definit ist; dann besteht fiir beliebige Werthe w, w,, @, welche
nicht alle verschwinden, die Ungleichung

P (0, @, @)
w2 + wl% + mg > y’
in welcher rechts eine von u, », @ unabhingige positive Grosse
steht. Hieraus folgt, dass die Grosse

¢ (0, 0, @) + 0

0 + 0l + o

bei der Annahme (32) das Vorzeichen der Form ¢ hat, sobald
& hinreichend klein angenommen wird. Der Zihler dieses Aus-
drucks hat daher, auch wenn die Grissen o, ®,, @, zugleich
verschwinden diirfen, niemals ein anderes Vorzeichen als die
Form ¢.

Diese allgemeine Betrachtung benutzen wir zur Bestimmung
des Vorzeichens der Grosse 4J bei der Normalvariation (31).
Nach § 67 ist ndmlich

a4J = ” dudv (1 020 -+ [0z, ... 02,);)
©

= [[ dudv } @2 4 o};
S

wenn nun @ am Rande der Fliche & verschwindet, so ergiebt
sich durch partielle Integration mittelst des Ausdrucks (29)

(33) 08 J = H.Slwdudv :—_” dudv (Dy0? + ¢ (0, 0,)},
¢ ¢
wobei gesetzt ist

'(p (h’ k) = (Dllh2 + 2¢lghk + mgzkz;
somit folgt

2 AT — ﬂ dudv{Dy0? + (0, 0,) + 20}

Da ferner bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der Grisse o
die Gleichung
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Jj dudv <L%’%?i) - L(O‘ivﬂgl) =0

©
gilt, wenn « und B beliebige, auf der Fliche & stetige, mit
stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen von # und »
sind, so erhilt man, indem man die letzten beiden Gleichungen
addirt,
(34) 24J = [[dudv [0(@,0,0,) + 20] = 82J + 2 ([ edudv

¢ e
mit der Bezeichnung
0 (b k, 1) = (@y + o + Bo) B2+ 20hk 4 2 Rl 4 ¥ (K, 1).
Gelingt es daher, die Functionen o und f so zu bestimmen, dass
die Form 6 auf der ganzen Fliche & definit ist, so hat «4J
ein festes Vorzeichen; damit ist ein Kriterium fiir das Ein-
treten des Extremums abgeleitet, das wir nach Brunacci be-
nennen wollen. Dasselbe ist auch bei isoperimetrischen Auf-
gaben anzuwenden; denn liegt eine Normalvariation vor, bei
welcher in der Bezeichnung des § 64 die Grisse 4K ver-
schwindet, so ist

A4 = 4 (J + AK), 6 (J + LK) =0,

und die Formel (34) bleibt giiltig, wenn man rechts @ durch
@ | AW ersetzt.

Das Extremum, welches durch ein festes Vorzeichen der
Grosse AJ unter den eingefiilhrten Voraussetzungen gesichert
ist, hat einen besonderen Charakter und ist dem schwachen Ex-
tremum des § 17 verwandt. Man vergleicht die Fliche & mit
allen, welche durch eine hinreichend kleine Normalvariation, also
durch Verschiebung jedes Punktes in normaler Richtung aus ihr
entstehen; dabei bleiben nicht nur die Grosse der Verschiebung,
sondern auch die absoluten Werthe ihrer Ableitungen nach w«
und v unter einer gewissen Grenze. Letztere Grossen brauchen
iibrigens nur solche Eigenschaften zu haben, dass die iiber die
Flache © erstreckten Integrale ganzer rationaler Functionen von
®, ,, @, einen Sinn behalten und nach den gewdhnlichen Regeln
der Integralrechnung, insbesondere durch partielle Integration.
transformirt werden konnen. Das hiermit definirte Extremum
reicht fir viele Anwendungen, insbesondere die mechanischen,
aus; iibrigens diirfte unschwer zu zeigen sein, dass durch eine
Normalvariation der betrachteten Art jede Fliche entsteht, welche
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hinsichtlich ihrer Punkte und Tangentialebenen von & hin-
reichend wenig abweicht.

Um nun die Brunaceci’sche Bedingung fiir die Anwendung
geeignet zu machen, gehen wir davon aus, dass die Form v (%, I)
offenbar, wenn die Bedingung erfiillbar sein soll, definit sein
muss; dann ist

Dy, Dy, — P} >0
und die Form 6 (h, k, 1) ist ebenfalls definit, wenn ihre Deter-

minante das Vorzeichen der Form w3 hat. Um dies zu erreichen,
kann die Gleichung

(@1 Dyy — DPio) (D) + o + Bu) — D112 + 2@ 08 — Dyy0?
= (91,9, — Diy)
angesetzt werden, in welcher p eine Constante bedeutet, deren

* Vorzeichen mit dem der Form v iitbereinstimmt; denn die linke
Seite ist die Determinante der Form . Setzt man hier
0 T
E e
so ergiebt sich
(P11 P;y — B1y) [Dow? + w (6 + 1))
+ 6 [— (D11DP2s — Dis) wy + D137 — Dy, 6]
+ 7 [— (21,1 P22 — Dhr) wy, — Dy T + Dy56]
= yw? (D, DPyy — Piy);
diese Gleichung wird erfiillt, wenn
6= — D w, — Dyw,, 1= — Dy,w, — Dyywy,
Dyw + 6y + T, = YW,
oder auch, wenn w ein Integral der Gleichung

0
(Qo iy y) W —— a (@llwu —*}_‘ (Dlzlvv)
(35) :
T EE ((D‘Zluju _," Qgng) =0

ist, und ¢, = durch die vorausgehenden Gleichungen definit werden.
Gelingt es also, ein auf der ganzen Fliche © nicht verschwinden-
des, mit seinen ersten Ableitungen stetiges Integral der Gleichung
(35) zu finden, so wird bei der obigen Bestimmung der Func-
tionen «, 3 die Form @ (h, k, 1) definit positiv, und die Bru-
nacci’sche Bedingung des oben definirten Extremums ist er-
fiillt.
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Eine niihere Discussion ist iiberfliissig, wenn @, auf demr
ganzen Fliche © das Vorzeichen der Form 4 hat; dann ist die
Form ®,h? -+ ¢ (k, 1) schon definit, so dass einfach &« = = 0
gesetzt werden kann. Nimmt die Grosse @, auch Werthe vom
anderem Vorzeichen an, so ist die Beziehung der Gleichung (35))
zur Gleichung &£ = 0 zu beachten, in welche sie iibergeht, in--
dem man y = 0, w =  setzt. Hat die Gleichung & — 0 eim
auf der Fliche & nirgends verschwindendes Integral w, so findett
man leicht

w2l (b, k, 1) = ¥ (wk — wyh, wl — wyk);

die Grosse 02J hat also der Gleichung (34) zufolge das Vor-
zeichen der Form ¢ und verschwindet nur, wenn auf der ganzem
Flache &

WOy, — Wy® = W, — Wy = 0,
d. h. w und @ sich nur um einen constanten Factor unter-
scheiden. Das ist, da @ am Rande verschwindet, nur moglich,
wenn iiberall @ — 0.

Ein Integral der Gleichung & = 0 von der angegebenen
Beschaffenheit kann unter einer leicht aufzustellenden Bedingung
gebildet werden. Das Flichenstiick © sei ein Individuum einer
Schar von Extremalenstiicken, welche durch die Gleichungen
(36) z==E& w00, y=1 v a), 2=F§ v a)
dargestellt werden; die Functionen £, %, §{ seien regulir, wenn
das Werthsystem (u, v, @) einem gewissen Gebiet () angehort,
innerhalb dessen auch die zur Fliche © gehirigen Werthsysteme
liegen. Es sei ferner innerhalb des Gebiets () die Functional-
determinante (

_0EnD
SN 0 (u, v, a)
von Null verschieden; dann sagen wir, die betrachteten Extre-
malenstiicke bilden ein Feld. Zwel von ihnen, welche zu den
Parametern ¢ und @ -+ da gehiren, und deren erste wir mit &
identificiren, seien durch die Gleichungssysteme (36) und

zT=E§ W, a-0a) y=19 7 a- da)
z2=2¢ (u, v, a + 0a)
dargestellt, und es werde zwischen den Argumenten u, » und u, ¥

ein solcher Zusammenhang hergestellt, dass der Punkt (z, y, Z)
auf der im Punkte (z, y, 2) errichteten Normale der Fliche &
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liegt. Dafiir ist es nothwendig und hinreichend, dass die drei

Gleichungen

(37) G—y Z2—EF—2Y=0
C—2a)X—@—a)Z=0

bestehen. Bei den vorausgesetzten Eigenschaften von ’g‘, Neet

karn man ferner entwickeln

(38) —(i—x)—{—‘g’u(ja—’—g,i(a—u)—f—gv(ﬁ—I))
+ [0a, 4 — u, v — v], = 0,

nebst analogen Gleichungen fiir y und 2 Stellt man diese
Gleichungen, wenn z. B. Z von Null verschieden ist, mit der
zweiten und dritten Gleichung (37) zusammen, so hat die Func-
tionaldeterminante der linken Seiten nach den Argumenten
W, U, T, Y, 2, wie man leicht sieht, den von Null verschiedenen
Werth Z VEG—F% und man erhélt fir v — w, v — v, z — 2,
y — Y, 2z — 2 Entwickelungen von der Form [0a],. Sodann sei

z—zxz=vX y—y=vY z—2=—=v2Z
so dass v der Abstand der Punkte (z, y, z) und (%, y, 2) ist,
positiv oder negativ genommen, je nachdem die Richtung » vom
ersten dieser Punkte zum zweiten fithrt, oder umgekehrt; multi-
plicirt man dann die Gleichung (38) und die ihr analogen mit
X, Y, Z und addirt, so ergiebt sich,

da 0(mnb Ada

1}:‘/EGr—F26(u.v,a)_{—[(m]2_VEG 7”—+Lba]2’
und hieraus folgt

— |da=0 A= |[da=0 —~ |da=o0

oz PR el
(39) 500 da-=— o X, 334 dd— my 504 da = wZ,

wobei gesetzt ist

(40) e L g
VEG — F?
Nun bestehen, da der Punkt (z, y, z) eine Extremale beschreibt,
die Gleichungen
P = Q = R=10,
wenn man , Y, 2 durch Z, i, z ersetzt; man kann sie daher
nach da differenziren, und erhilt so z. B. die Gleichung

oP oz oR oz, oP oz,

(41) oz 80a+ 02, 86a+ 0%y 66a+m:O’
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wobei in den Ableitungen nach da diese Grosse den Werth Null
hat. Da nun das Zeichen o :00a denselben Operationsregeln
unterliegt wie das Variationszeichen 0, insbesondere wie dieses
mit dem Zeichen der Differentiation nach # und v vertauscht
werden kann, so kann das erhaltene Resultat (41) auf Grund
der Gleichungen (39) in folgender Weise ausgesprochen werden:
es besteht die Gleichung

O Pi— 0
wenn die Annahme
(42) Or— X 0y = Vi 00— 7
bei der Bezeichnung (40) eingefiihrt wird. Alsdann kann die-
selbe Argumentation fir die Ausdriicke @ und R durchgefiihrt
werden, und es folgt die Gleichung

XOP 4 Y0Q 1+ ZOR = o,

deren linke Seite bei der Annahme (42) in den Werth & iiber-
geht. Damit ist gezeigt, dass die Grosse (40) ein Integral der
Differentialgleichung £ — 0 ist, und zwar offenbar ein auf der
ganzen Fliche © von Null verschiedenes.

Wenn daher aus der Existenz eines Integrals der Gleichung
£ — 0 von der angegebenen Beschaffenheit auf die Existenz
eines auf der Fliche © nicht verschwindenden, mit stetigen
ersten Ableitungen versehenen Integrals der Gleichung (35) oder
(43) L —yo =0
bei hinreichend kleinen Werthen von |y| geschlossen werden
kann, so ist das oben definirte Extremum unter folgenden Be-
dingungen gesichert. 1. Das Extremalenstiick © kann mit einem
Felde umgeben werden; 2. die Form ¥ (k, I) ist auf der Fliche
& iiberall definit.

Der angedeutete Schluss beziiglich der Gleichung (43) kann
in voller Strenge gezogen werden, wenn bei angemessener Wahl
der Parameter u, v

020 0%

S g, Y (k1) = k2 4 12,

und @, auf der Fliche & regulir und negativ ist; dies trifft
nach § 67 bei den Minimalflichen zu. Alsdann kann man an-
nehmen, dass auch die Griosse @, — y auf der Fliche &
negativ ist, und folgenden Satz von Schwarz anwenden. In
dem der Fliche & entsprechenden Gebiet Ul (§65) sei die Grosse

Q = Dy —
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p regulir und positiv; @ sei eine im Gebiet 1l mit ihren ersten
Ableitungen stetige, am Rande desselben, aber nicht iiberall im
Inneren verschwindende Function von % und ». Setzt man dann

j'pqﬂdudv, e — ” dudv (p2 + @2),

so hat der Quotlent Jy:J; ein bestimmtes endliches Maximum e.
Wenn ¢ ein echter Bruch ist, existirt ein stetiges, mit stetigen
ersten Ableitungen versehenes Integral der Gleichung

—}—pm—O

welches auf dem Gebiet 1l iiberall von Null verschieden ist.
Aus diesem Satze folgt zundchst, wenn p — - 1 gesetzt
wird, dass das Verhéltniss

([ p2dudv: || (924 @3) dudo
! u

ein bestimmtes, endliches Maximum m hat, bei jeder Wahl der
Function ¢ also in der Form wm geschrieben werden kann,
wenn w der Ungleichung

ru?

o<pu=s1
geniigt. Setzt man sodann p — — @, und p = — D, + y,
und bezeichnet die zugehorigen Werthe von J, und ¢ durch die
Suffixe 0 und 7, so hat man offenbar, da JJ; von p unabhiingig ist,

(44 o =Ty yum,
¥

also, wenn y > 0

JOY JOO

il e =

. 2 = Jl,cyzco.
Hieraus folgt
(45) lim Cy = Co,

y=0

denn wire das nicht der Fall, so giibe es eine solche positive
Constante ¢°, dass, wie klein auch ¢ gewiihlt werden moge,
immer Werthe py vorhanden sind, fiir welche die Ungleichungen
(46) Op B o> ¥h .y =t

bestehen. Fiir diejenige Function ¢, welche dem Verhiltniss
Joy i oJ; seinen grossten Werth ¢, giebt, wiire dann aber der Re-
lation (44) zufolge

JOO

=G — YEM, O — PEM S Gy O — G S Pum,
1
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was, da p! beliebig klein sein kann, der ersten Ungleichung (46)
widerspricht; ein analoger Widerspruch wiirde sich fir y << O
ableiten lassen, indem man ¢, und ¢, vertauscht. Die Beziehung
(45) ist somit bewiesen; ist ¢, ein echter Bruch, so gilt dasselbe
bei hinreichend kleinen Werthen y von ¢, und die Gleichung
(43) hat ein in dem Gebiet Ul oder auf der Fliche © nicht ver-
schwindendes Integral.
Bei den Minimalflichen ist nun, wenn ©@ — e gesetzt wird,
02J = (J; — Joo) &2
diese Grosse konnte, wenn ¢, = 1, negativ werden oder ver-
schwinden, ohne dass ® identisch verschwidnde. Das ist nach
dem Obigen unmoglich, 02J vielmehr positiv, wenn die Gleichung
L — 0 ein auf der Fliche © nicht verschwindendes Integral
besitzt, also speciell, wenn die Fliche & mit einem Felde um-
geben werden kann. Bei letzterer Voraussetzung ist daher ¢,
und damit auch ¢, ein echter Bruch, das Minimum des Fléchen-
inhalts im definirten Sinne also gesichert.

$ 69.

Ist das Extremalenstick © mit einem Felde umgeben, und
entspricht ihm der Werth @ — a,, so kann man es, wie leicht
einzusehen ist, in ein solches Gebiet @ einschliessen, dass durch
jeden Punkt des letzteren eine bestimmte Extremale des Feldes
hindurchgeht, die Grésse a demnach als eindeutige Function des
Ortes angesehen werden kann.

Wir vergleichen nun © mit einem Flichenstiick T, welches
ganz im Gebiet & verlduft, und mit & die Randlinie €, sonst
aber keinen Punkt gemein hat, so dass @ — a, fiir die ganze
Fliche T von festem Vorzeichen, etwa positiv ist, und sein Maxi-
mum mit dem Werthe a, — a, erreicht. Jede Extremale des
Feldes, fir welche @ zwischen @, und @, liegt, schneide die
Flache T in einer geschlossenen Linie €,, welche das Extremalen-
stiick &, umgrenzt, die Fliche T aber in die beiden Theile 3¢ und
3, zerlegt, deren letzterer an die Randlinie € grenze; offenbar
reducirt sich ¥, auf die Linie €, ¥, ist mit der ganzen Fliche
% identisch. Bildet man daher, indem man an dem Zeichen
J das Integrationsgebiet in Evidenz setzt, die verdnderliche
Grosse
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W (@) = J(E.) + J(3.),
so hat man
W(ap) = J(&,) = J(€), W(a) = J (o) = J (),
W(a) — W(a) = J(T) — J(S).
Ist letztere Differenz von festem Vorzeichen, so liefert die Fliche
© gegeniiber allen Flichen ¥ ein Extremum des Integrals oJ;
offenbar wird dies dann eintreten, wenn das Differential d W (a)
einen Sinn und festes Vorzeichen hat, und die Function W (a)
solche Stetigkeitseigenschaften besitzt, dass aus dem Vorzeichen
des Differentials der gewdhnliche Schluss auf das Wachsen oder
Abnehmen der Function gezogen werden kann. Wir unterlassen
eine genaue Festsetzung der Eigenschaften der Fliche T, welche
der Grosse W (a) die angegebene Beschaffenheit verleiht; man
sieht leicht, dass dies jedenfalls dann eintritt, wenn T aus einer
endlichen Anzahl regulirer Flichenstiicke zusammengesetzt ist.
Nun ist offenbar

(47) d W(a) - J(6a+da) S J(@a) + J(za—*- da) Gaad J(ia),

konnen wir, was wir wiederum nicht allgemein beweisen wollen,

Su+aa Im Sinne des § 63 als Variation von &, ansehen, so ist
dJ(€) = 8J = | (Udv — Vdu)

G(l

— jdt {(11511‘696 + Qy“5y + ‘pzuaz) LZZ_?;

€,

— (@37 + B, 0y + B, 02) %},

wobei die Integration denselben Sinn hat wie in § 63. Die Diffe-
renz J (2.1 q0) — J(T,) kann ferner angesehen werden als das
Integral o/, erstreckt iiber den Streifen der Fliche ¥ zwischen
den zu @ und @ + da gehorigen Extremalen des Feldes; nimmt
man daher fiir £ die Bogenldnge des gemeinsamen Randes der
Flichen &, und %, und bezeichnet durch ¢ die Breite des
Streifens, so kann man, da YEG — F? dudv das Flichen-

element ist, setzen

@o
dJ(ia) == j dt.G VE‘OGTv__FT—F.B’

wobei der Zeiger 0 andeutet, dass die betreffende Grosse sich
auf das Element der Fliche T bezieht. Um 6 zu bestimmen,
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bezeichnen wir, wie frither, durch X, Y, Z, X°, Yo, Zo die Rich-
tungscosinus der Normalen der Flichen &, und I, durch ¢’ die
Richtung einer zur Curve @, senkrechten, nach dem Inneren der
Fliche T hinein gerichteten Tangente der letzteren und nehme
dabei diejenige Normale n® der Fliche ¥, welche zu den Richtungen
wachsender ¢ und ¢’ ebenso liegt, wie die Axe |2 zu den Axen
~+ 2 und —+ y; dann ist

6 — dxcos(6'x) + dycos(a'y) + dzcos(d'2),

0 = Xocos(6'w) + Ycos(o'y) + Z°cos(d¢'z),
und wenn das Zeichen d den Fortgang auf @, in der Inte-
grationsrichtung bedeutet,

0 = cos(¢'z)dx + cos(6'y)dy —+ cos(¢'z)dz.
Lost man die letzten beiden Gleichungen nach den Grdssen

cos (6'z), ... auf, so erhélt man bei der festgesetzten Orientirung
der Richtungen #° und o’

dz dy
eds(6la) =X " R VA =
0z 0y 0z
(48) edl.-— | Xo. Yo Z¢
dx dy dz

Mit dlesen Werthen ergeben die obigen Differentialformeln
— AW (a) = [ {(®.,02 + D8y + P.,02)du
G

g 823y 3z
B (Qluax+¢yuay+lpzu62’) d'v e ——— == XO YO Zoj
VEG—PR 55, 4,
— A Wa) = jé’dt,
&
wobei gesetzt ist
(49) 8 = (@02 + @, by + ., 05) T
0z 0y Bzi
dwv Do Xo Yo JOI
— (@D,.0 @ . D,
@02 + 8,8y + 2,09 7 — g dady dz|
dt dt at

Das Vorzeichen dieser Grosse ist in manchen Fillen fest-
zustellen, z. B. in der Aufgabe XIV. Hier hat man nach (10)
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‘ : 3 0x 0y 0z
L PR R T
g } | dt ‘ o ldt |daxdydz|
Wt 2u | — &y — Yy — 2y | qE AL qt
0z 0y 0z [0z 0y 0z
Ol — X et XUy, (A0
| dz dy dz }dx dy dz

Die zweite Determinante ist nach (48) positiv; da nun offenbar
X0z + Yooy + 200z = Xodzx + Y°dy + Zvdz = 0,

so ergiebt sich bei der festgesetzten Orientirung der den Zeichen

d, 0, n® entsprechenden Richtungen

:tl]/c‘)‘z—dz_(?gl‘ 2 Elz&x—gxd\z,
(Y 0
B dxdy — d&v}
0
wobei ¢ die positive Quadratwurzel aus der Summe der qua-

drirten Zahler bedeutet. Hieraus folgt sofort
Bdt = o (XX + YY 4 ZZ° — 1) = ¢ (cos@ — 1),

wenn @ der Winkel zwischen den durch X| ..., X9 ... bestimmten
Normalen der Flichen ¥ und &, bedeutet. Die Griosse Sdt
ist also hier stets negativ, wenn sich die beiden Flichen nicht
berithren, und niemals positiv; mithin wird auch die Differenz
J(S) — J(T) negativ sein, wenn nicht etwa iiberall die Flichen
&, und I in Berithrung sind. Sehen wir von diesem Falle ab,
so ist die Minimumseigenschaft der Fliche © bei den voraus-
gesetzten Eigenschaften der Grosse W (a) erwiesen.

Die Grisse & behiilt, wie die Formeln (49), (48) zeigen und
durch Rechnung leicht verificirt wird, ihren Werth bei, wenn
man ein neues System rechtwinkeliger Coordinaten einfiihrt, ohne
die Orientirung der Axen zu #dndern, ebenso wenn man fiir
und » neue Parameter », s einfithrt, bei welchen die Normale »
ihre Richtung beibehilt, d. h. die Ungleichung
0(r, 9
0 (u, v) Lo
gilt; letztere Festsetzung bewirkt, dass die Integrationsrichtung
lings der Curven @, dieselbe bleibt. Fassen wir speciell irgend
ein Element einer dieser Curven ins Auge nebst den beiden

Xo

(50)
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P = qjuh2 + 2‘1712;‘7‘7 o szkgafpph(z + 2quhk +quk2
immer gleichzeitig definit und von demselben Vorzeichen. Ist
die Form v speciell fiir alle Flichenelemente definit und von
festem Vorzeichen, wie dies z. B. nach § 66 bei der Aufgabe XIV
eintritt, so hat & ebenfalls ein absolut festes Vorzeichen, und
zwar das der Form — ¢. Ist ferner die Form ¢ nur definit
in allen Elementen des untersuchten Extremalenstiickes &, und
weicht die Richtung #° von #» hinreichend wenig ab, so sind die
Differenzen p° — p und ¢° — ¢ beliebig klein, ebenso die Grissen
Pm — Py Gm— q, s0 dass auch fiir die durch die Richtungscosinus

NI L e — qm 1
N+ph+ad Vi+pi+ed Vi+rh+tar
definirte Richtung und das auf ihr senkrechte Flichenelement
die Form % dasselbe Vorzeichen hat, wie fiir ein Element der
Fliche & selbst. In diesem Falle erhilt & ein festes Vorzeichen,
wenn jede Tangentialebene der Fliche T von einer solchen
der Fliche & hinreichend wenig abweicht. Hierin liegt das
Analogon der den Fillen a) und b) des § 16 entsprechenden
Beziehungen zwischen der Weierstrass’schen und der Le-

gendre’schen Vorzeichenbedingung.
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1v. o. lies Z fiir 0.
n
5 v. o. lies ,Werthe, die grisser als %sind“, fiir

» Werthe“.

14 v. u. lies d', fir J,.
12 und 14 v. o. lies w* fiir w®

6 v. o. lies i fir den zweiten Bruch é—)—'
b da
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Nachtrag

zum Verzeichniss der Berichtigungen Seite 312.

Seite 258, Zeile 1 v. u. lies (65) fiir (59).

n 3 o T o ies of Tl
& £ » 15, lies ;komme* fiir ;kommen*.
w w  » 18 , lies (64) fir (58).
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