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AF

SEVERIN JOHANSSON.

1. I sin afhandling: Die eindeutigen automorphen Formen vom
Geschlechte Nuil, eine Revision und Erweiterung der Poincaré'schen
Sdtze, Math. Ann., Bd. 41, pag. 1, (1892), har Ritter uppstallt satsen,
att de Poincaré"ska serierna af dimensionen — 2 icke langre aro abso-
lut konvergenta, om polygonniitet har en eller oandli&t manga grans-
kurvor. Vidare hafva Ritter och Burnside !) funnit satsen, att vid de
hufvudcirkelgrupper, hvilkas polygonnat bfvertdcker hela planet och
hvilkas grdnspunkter salunda icke ligga éfverallt tdtt p& hufvudcirkelns

periferi, de Poincaré'ska serierna af dimensionen — 2 konvergera
absolut och likformigt i hela natet.
Ar

en substitution inom en hufvudcirkelgrupp uti n-planet, sa handlar det
i de ndmnda satserna om serien

dar summan utstrackes ofver alla substitutioner i hufvudcirkelgruppen.
Vid frdgan om denna series konvergens komma enligt de namnda
satserna hufvudcirkelgrupperna att uppdelas i tva typer, allteftersom

1) Se § 12 i Ritters afhandling i Math. Ann., Bd. 41, och Burnside: On a class of
automorphic functions, Proceedings of the London Math. Soc, Nov. 1891.
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hufvudcirkeln ar en granscirkel, ofver hvars periferi gruppen icke kan
fortsattas, eller icke; i det forrd fallet divergerar serien (i), i det senare
ar serien konvergent.

DA i det senare fallet gruppen allt &nnu p& sjalfva periferin af
hufvudcirkeln &r egentligt diskontinuerlig, medan i det forrd fallet den
egentliga diskontinuiteten upphor pa sagda periferi, kunnavi ocksd ut-
trycka saken sa, att vi sdga: Serien (i) ar konvergent eller divergent
beroende pa, om hufvudcirkelgruppen ar egentligt diskontinuerlig pa
periferin af hufvudcirkeln eller icke.

2. Dessa satser aro alla riktiga, sadlange det handlar om grupper
med ett andligt antal alstrande substitutioner. Men om vi betrakta
ocksd grupper med oandligt manga alstrande, sd forlorar det ofvan
angifna konvergenskriteriet sin betydelse. Jag skall namligen har ge
exempel pa grupper, sw« ha hufvudcirkeln till verklig granscirkel
och sdlunda icke langre aro pa dess periferi egentligt diskontinuerliga,
men vid hvilka trots det summan

konvergerar. Dessa grupper ha da oandligt manga alstrande 1).

3. For att erhdlla ett sadant exempel, konstruerar jag en hufvud-
cirkelgrupp pa loljande satt.

Vi tdnka oss pé periferin af enhetscirkeln en sluten (abgeschlosseri}
ingenstades tat punktmangd [Jo. Denna mangd bestdr som bekant af
andpunkterna af en numrerbar [abzahlbar) mangd cirkelb3gar dv af denna
periferi, hvilka sakna gemensamma punkter, och dessa andpunkters
hopningsstallen.

Vi rita nu ofver alla de namnda, frdn punkter i mangden [Jo fria
cirkelbdgarna &v ortogonalcirklar till enhetscirkeln och bekomma pa
sd satt oadndligt manga cirkelbagstvahorningar, af hvilka enhvar be-
gransas af en bage & och den tillhorande ortogonalcirkeln. Om vi
afldgsna alla dessa tvahorningar ur enhetscirkelns yta, s aterstar ett
kontinuum Ao, hvilket vi vilja kalia en cirkelbagspolygon.

oW ma vara en godtycklig cirkelbdge dv. Om vi spegla i den ofver
ovl lagda ortogonalcirkeln, sd uppstdr sdsom bild af méangden []o pa

1) Se min afhandling: Zur Theorie der Konvergens der Poincaré'schen Reihen bei den
Haufdkreisgruppen i Ofversigt af Finska Vetenskapssocietetens Forhandlingar Bd. Lill
1909—1910 Afd. A. No. 15.
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bagen W en sluten, ingenstades tat punktméangd []v8; mangden 11V har
darvid andpunkterna af bagen &8 gemensamma med []o och bestar i
ofrigt af andpunkterna af vissa langs dw liggande béagar dwv och deras
hopningspunkter.

Till bagarna bW drager jag ater ortogonalcirklar pa samma satt
som till bdgarna &v. Det uppstar darigenom é&ter oandligt ménga
cirkelb3gstvahorningar, hvilka alla tillhéra den af dw och dess ortogonal-
cirkel begransade tvahorningen. Om vi ur denna sistnamnda tvahor-
ning aflagsna alla dessa oandligt manga nya tvahérningar, sa aterstar
en cirkelbdgspolygon AW. Al ar da tydligen spegelbilden af Ao i den
ofver ow dragna ortogonalcirkeln.

P4 samma sitt kunna vi nu i obegransad féljd astadkomma nya
spegelbilder, i det vi standigt spegla vidare ofver »fria« ortogonalcirklar.
Speglingsprocessen afvecklar sig fullkomligt lika som i det bekanta
fallet, dd Ao begransas af ett andligt antal ortogonalcirklar till enhets-
cirkeln. Sdsom slutresultat bekomma vi ett nat af cirkelbagspolygoner

och oandligt manga slutna, ingenstades tata punktméangder

af hvilka tva olika hogst ha tvd punkter gemensamma.

Polygonen A() nar i punkterna, tillhérande méangden [11(V), ut till
periferin af enhetscirkeln, men bestdr i ofrigt uteslutande af punkter
tillhérande det inre af enhetscirkeln. Polygonerna A() lagra sig invid
hvarandra och deras sammanfattning oOfvertacker enhetscirkelns inre
fullstandigt en gang.

4. Ur de harmed definierade speglingarna bilda vi harefter pa det
kénda sattet en grupp af linedra substitutioner. Vi strecka fordenskull
var utgdngspolygon Ao. De genom spegling 6fver Ao:s rander upp-
komna polygonerna Av lemna vi ostreckade; darpa strecka vi ater de
ur Av genom spegling ofver de fria rdnderna uppkomna polygonerna
0.s.v. P& séddant satt blir slutligen hela vért polygonnit sammansatt
af turvis streckade och ostreckade polygoner, hvarvid af tva invid
hvarandra liggande polygoner den ena alltid &r streckad, den andra
ostreckad.

Betrakta vi darpd de operationer, som o6fverféra sammanfattningen
af alla streckade eller alla ostreckade omréaden i sig, sa bilda dessa
operationer en grupp, I, af linedra substitutioner.
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Om Al ar en godtycklig af de invid Ao liggande polygonerna, sa
bildar tydligen polygonen

ett fundamentalomrade for gruppen I Genom foérmedling af substitu-
tionerna i I uppstd ur Ao oandligt manga polygoner

hvilka ofvertacka det inre af enhetscirkeln fullstandigt en enda gang;
hvarje AT bestdr darvid af en streckad och en ostreckad polygon A.

Polygonen Ao nar ut till periferin af enhetscirkeln i alla punkter,
tillhérande mangderna 10 och Il men bestar i ofrigt af punkter, till-
hdrande det inre af enhetscirkeln. Beteckna vi sammanfattningen af
punktmangderna I'l0 och [ med 750, sd ar Ao en ingenstades tat sluten
punktmangd. Ur Ao uppstd genom férmedling af substitutionerna i
gruppen T slutna, ingenstéades tata mangder

af hvilka tvd olika hogst ha tva punkter gemensamma. Polygonen
Ay nér i alla till Py, horande punkter ut till enhetscirkelns periferi,
men bestdr i Ofrigt af idel till det inre af enhetscirkeln horande
punkter.

5. Punkterna pd periferin af enhetscirkeln sénderfalla i tvd klasser:
punkterna af forsta arten, som ligga under &ndligt manga ortogonal-
cirklar och punkterna af andra arten, hvilka ligga under oandligt
méanga ortogonalcirklar. Punkterna af forsta arten aro helt enkelt de
till ndgon af mangderna P(0)), P(\ ++1+ horande punkterna.

Saval punkterna af forsta arten som de af andra arten ligga Ofver-
allt tatt pa enhetscirkelns periferi. Punktméngden Pw har darvid den
egenskapen, att hvarje punkt af forsta arten &ar eqvivalent med en
punkt i 750, Punktmangden PW spelar sdlunda fér gruppen I en ana-
log roll p& periferin af enhetscirkeln som fundamentalomradet i det
tvadimensionala gebitet. Man kunde fordenskull mojligen kalla P®
gruppen P:s fundamentalmangd.

Gruppen I har tydligen enhetscirkeln till verklig granscirkel. Detta
framgar helt enkelt daraf, att hvarje system i afseende & F eqviva-
lenta punkter i det inre af enhetscirkeln hopar sig mot hvarje punkt
af andra arten och sdledes ofverhufvudtaget mot hvarje punkt af
enhetscirkelns periferi.
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6. Punktmangden PW bestar af andpunkterna af oandligt manga
cirkelbdgar VW och deras hopningspunkter. Emedan cirkelbdgarna dx
sakna gemensamma punkter, s3 ar

Vi ha séledes att sarskilja mellan tva mojligheter. Antingen ar

eller

Vi kalla dessa fall det paraboliska och det hyperboliska fallet.
Uttrycket

vilja vi kalla det langs enhetscirkelns periferi uppmatta innehdllet af
punktmangden PAY De bada fallen skilja sig di& sd fran hvarandra,
att i det paraboliska fallet fundamentalmangden P~ &r utan innehall
d. v. s. har innehdllet noll, medan i det hyperboliska fallet fundamental-
méangden Al har ett frdn noll skildt innehall.

7. | det jag forbehaller mig att senare aterkomma till det parabo-
liska fallet, bevisar jag har foljande satsl):

Vid alla hufvudcirkelgrnpper af hyperbolisk typ konvergera de
Poincarc'ska serierna af dimensionen — 2.

F ma alltsd vara en grupp af hyperbolisk typ; dess substitutioner

ma vara Emedan SWn betyder en forskjutning af enhetscirkeln
i sig, sd har formen
dér b~) och yW &ro de konjugerade talen till och y6%)j déarvid ar

1) Denna sats innesluter i sig den af Ritter och Burnside funna satsen, ty vid de af
dem betraktade grupperna innehaller 25(0) ett andligt antal kontinua (cirkelbdgar)
och har foljaktligen ett fran noll skildt innehall.
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Det galler att bevisa, att serien

konvergerar.
Nu ar

eller allts&

Punkterna

aro foljaktligen eqvivalenta med den odandligt aflagsna punkten ocl
ligga alltsd utom enhetscirkelns periferi. DA vidare alla dessa punktei
ligga i det &ndliga, kan man med nollpunkten sdsom medelpunkt sly
en sd stor cirkel, att de alla ligga inom denna cirkel, dess radie mi
vara R. Vidare md r<<i. Daar for in =r

eller

Foljaktligen konvergerar eller divergerar serien

for alla punkter i det inre af enhetscirkeln samtidigt med serien

Var uppgift & numera att &dagaldgga, att sistndmnda serie kon-
vergerar i det hyperboliska fallet.

8.For alla punkter af enhetscirkeln och sdledes ocksa for punk-
terna pa periferin gdiler enligt (3) olikheten
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Ar da det minsta vardet af

pa periferin af enhetscirkeln, s& galier olikheten

Numera betrakta vi pad periferin af enhetscirkeln punktmangderna
—0) och P\ som uppkommer ur genom formedling af SW.
Till mangden P'~ hora cirkelbdgarna

och till madngden P~ pa alldeles samma sétt bagarna

Ar <o innehéallet af P~ och ZW innehallet af P™\ sa ar

och

Cirkelbdgarna uppstd ur cirkelbdgarna Vv genom formedling af
substitutionen Vi kunna tdnka oss de bada serierna af cirkel-
bagar sd ordnade, att dr' ar afbilden af dx

Ar nu n ett godtyckligt positivt helt tal, sd framstéller uttrycket

totalldngden af vissa pa enhetscirkelns periferi liggande bagar. Om vi
pd dessa bagar anvdnda substitutionen SW, s& uppkomma bégar,
hvilkas totallangd ar
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Da bestér olikheten

DA denna olikhet galler for alla varden pa n, s& framgar harur, att

9. Om N ar ett godtyckligt positivt helt tal, s ar foreningsmang-
den af mangderna

ater en sluten ingenstaddes tat mangd af punkter pa enhetscirkelns
periferi. Denna mangd tillkommer alltsd pa samma satt som de en-
skilda punktmangderna ett bestdmdt langs periferin uppmatt inne-
hall. D& emellertid de ofvan angifna mangderna ha hogst tva punkter
parvis gemensamma, sa ar detta innehdll lika med

D& & andra sidan det betraktade innehdllet &r mindre an 2m, sa foljer, att

Da denna olikhet galier for alla varden pa& N, s& foljer harur, att
serien

konvergerar.
Ur konvergensen af (8) sluta vi emellertid med tillhjalp af (7), att
serien

konvergerar. Foljaktligen konvergerar enligt (6) ocksa serien
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Men detta innebédr enligt (3), att den Poincaré'ska serien af dimen-
sionen — 2

konvergerar For n << i. Harnied ar satsen bevisad.
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