OM NAGRA AF RIEMANN ICKE BETRAKTADE
MINIMALYTSTYCKEN, HVILKAS BEGRANS-
NING BILDAS AF TRE RATA LINIER.

AF

E. R. NEOVIUS.

en afhandling »Ueber die Flache vom Kkleinsten Flacheninhalt bei

gegebener Begrenzung« léser Riemann [BernhardRiemann's gesam-

melte Werke Leipzig 1876. Sid. 283 ff) problemet att analytiskt
bestamma en minimalyta, hvars begransning bildas af en foljd af réata
linier, af hvilka tvd p& hvarandra foljande antingen skara hvarandra
eller ock korsa hvarandra i rymden. | det senare fallet stracker sig
minimalytstycket i oadndligheten och det antagandet goéres, at dessa
s. k. sektorer i oéndligheten asymptotiskt ndrma sig en skrufyta, som
bestammes genom de tva rata linierna.

Sdsom en anvandning af den allmanna teorin I6ser Riemann pro-
blemet i det speciella fall, i hvilket begransningen bildas af tre réta
linier, som korsa hvarandra (sid 304). Aro de tre rata linierna
»parallela med koordinataxlarna<< (i ett ratvinkligt koordinatsystem), sa
uppstéller Riemann (sid 307) i sluten form uttryckena for de ratvinkliga
koordinaterna for en godtycklig punkt pa ytstycket. Harvid antages
att de skrufytor, till hvilka de tre sektorerna i odndligheten nidrma sig,

hafva amplituden - och icke en godtycklig udda multipel af —:

| uttryckena for koordinaterna x, y och z ingd tvd af hvarandra
oberoende parametrarp\r och g\r, af hvilkas varden minimalytstyckets
form ar beroende. Riemann ingar ej i nagon diskussion af de olika
former, som de genom hans formler bestdmda ytorna kunna antaga.
Man finner endast den korta anmarkningen, att ytans sfariska bild,
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formedlad genom parallela normaler, kan hafva antingen en forgrenings-
punkt i det inre eller ock tva s. k. atervandspunkter for normalerna
pa~begransningen.

I en uppsats »Ueber Minimalfldichenstucke, deren Begrenzung von
drei geradlinigen Theilen gebildet wird. Theil Il. (Acta Societatis
Scientiarum Fennicae, 1893) stalde jag mig uppgiften at bestdmma alla
de olika former, som de genom Riemann's formler analytiskt bestdmda
minimalytstyckena kunna antaga, genom att at parametrarna p: r och
q. r gifvas alla reella varden frdn — oo till 4- 00.

Ett specielt intresse erbjod harvid frdgan huruvida ett minimalyt-
stycke var entydigt bestdmdt genom afstdndena A, B, C emellan de tre
begransande rata linierna, da afseende fastes saval vid dessa afstands
absoluta storlek som ock vid deras fortecken. Ett afstdnd emellan tva
begransande linier infordes sdsom positivt eller negativt allt efter som
den sektor, som stracker sig i odndligheten emellan dessa linier, har
formen af en hogervriden eller en venstervriden skrufyta.

For afstandena A, B, C uppstaller Riemann (sid 306) foljande
uttryck:

Dessa uttryck kunna sattas i formen

Genom dessa uttryck aro afstandena A, B, C bestamda saval till
storlek som fortecken, d& vardena pad parametrarna p, g, r aro antagna.
Uppfattas parametrarna sdsom homogena koordinater for en punkt i
ett plan, sd synes, att afstindena A, B, C aro lika med noll for
véarden af parametrarna, som geometriskt representeras genom punkterna
pa de sex rata linierna Al —o, A, =0; Bl =0, Bi —0; Cl =o,
c2 — 0.
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Genom dessa sex rata linier indelas hela p, g, r-planet i 16 om-
rdden och innanfor hvart och ett af dessa omraden aro fortecknena
for afstandena A, B, C bestdmda;, de forandras ej for olika varde-
system p, g, r innanfor ett omrdde. Ett ombyte af ett fortecken kan
ega rum endast genom att ndgon af linierna Al, A2 1+++ ofverskrides.

Biir ett af afstindena A, B, C analytiskt betraktadt lika med noll
derigenom att parametrarna p, g, r antaga varden, som geometriskt
representeras genom en punkt pd en af rata linierna Al, Bl eller Cl,
sd ofvergar den skrufformiga sektorn i en plan lameli (ett fierdedelsplan)
emellan de tvd hvarandra skdrande rata linierna. Ifrdn den sfariska
bilden, som i allmdnhet sammansattes af fem sfariska oktanter, afskilja
sig tva oktanter.

Biir ett af afstanden A, B, C lika med noll derigenom att at
parametrarna gifvas varden, som geometriskt representeras af en punkt
pa en af linierna A> B2 eller C2, sa afskiljes deremot icke ett fjerde-
delsplan ifrdn minimalytstycket utan tva element af detsamma, med
olika tangerande plan, narma sig hvarandra, s& att vid fortsatt form-
forandring ytstycket kommer att genomskara sig sjelf. Den sfariska
bilden af ett dylikt ytstycke bildas afven i gransidget, da ett af af-
standen blifvit noll, affem sfariska oktanter.

Den geometriska uttrycksformen for det ofvanstdende &r alltsa
foljande: biir ett af afstdnden A, B eller C lika med noll, s& bestam-
mas genom den gifna begransningen i allmanhet tvd fullkomligt olika
minimalytstycken.

Aro tvd afstdnd t.ex. A och B lika med noll, s& bildas ytstyckets
begransning af tre rata linier, af hvilka en skar de tvd ofriga under
rata vinklar. Analytiskt betraktadt kunna de tva afstinden A och B
blifva lika med noll antingen salunda att t parametrarna gifvas varden,
som geometriskt representeras af skarningspunkterna emellan rata
linierna Al och BIl, Ai och B2 A2 och BI eller ock A? och B2 Man
erhéller sdlunda genom samma begransning fyra olika ytstycken.
Detta resultat vackte en viss uppmarksamhet bland de matematiker,
som narmare sysselsatt sig med teorin for dessa ytor, ty man synes
ha antagit, att genom en begransning, som bildas af tre rata linier,
af hvilka en ratvinkligt skdr de tva ofriga, endast ett ytstycke, nam-
ligen ett stycke af en vanlig skrufyta, blifver bestdmdt. Saval Riemann
som G. Darboux losa direkt detta problem och komma endast till
skrufytan.

Betraffande antalet ytstycken, som blifva bestdmda da de tre af-
stdndena A, B, C a&ro gifna sdval till storlek som fortecken, fann jag
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att detta antal i allmdnhet kan vara hogst lika med tre. Aro endast
absoluta storleken af afstanden gifna, sd bestdmmas 16, 14, 12 eller
minst 10 olika ytstycken.

Under forsoken att enligt den Plateau'ska metoden genom en
losning af tval, vatten och glycerin experimentelt askadliggora de olika
minimalytstyckena, stotte jag pa ytstycken, hvilka icke analytiskt
bestdmmas genom de af Riemann uppstdlda formlerna. Ett af dessa
ytstycken upptradde vid forsoket att experimentelt framstalla ett
ytstycke med tre sektorer, som stracka sig i oandligheten och dar
hafva karaktdren af hdgervridna skrufytor (A)>o0, A,>0, C o).
Genom de undersbkningar jag anstalt angidende formen af de ytor,
som framstéllas genom Riemanns formler, framgar det, att de ifra-
gavarande ytstyckena genomskara sig sjelfva och att de saledes ej
utan vidare kunna framstallas genom Plateaus forfarande. Framstaller
man emellertid de begransande rata linierna genom tunna jarntradar,
hvilka i det andliga forenas genom bojda tradar, och doppar man
denna stalining i den Plateaziska losningen, sa erhaller man, efter att
hafva forstort en lamell, som bildar sig i det inre, ett ytstycke, som
begransas af de tre gifna linierna. Detta ytstycke &r dubbelt-
sammanhangande, ar en sakallad dubbelyta, som har endast en sida
(»einseitige Flache«).

Utgdende ifran denna dubbelyta, kommer man till en annan grupp
af ytstycken, hvilkas begransning afven bildas af tre rata linier och
som icke utgora speciella fali af de ytstycken, som bestdmmas genom
Riemanris formler, genom att lata tvd af de begrdnsande rata linierna
narma sig hvarandra anda tilis de skdra sig i en punkt P. | detta
gransfall ofvergar det dubbeltsammanhéngande ytstycket i ett enkelt-
sammanhangande, ifall man tdnker sig sammanhanget upplost emellan
de tvad delarna af ytstycket, som endast hafva punkten P gemensam.

Begransningen af ett ytstycke, horande till denna grupp, bildas af
tvd réta linier X och F, som skéra hvarandra under rat vinkel i en
punkt P, samt en tredje rat linie Z, som stdr vinkelrdt emot det plan,
som bestdmmes af de tva forstndmda linierna. Betecknar man de tva
ifrdan punkten P utgdende delarna af de obegransade linierna X och F
med X! och X2, Fl och F2, samt tanker man sig dessa delar for-
flyttade i planet X, F, sd att sammanhanget i punkten P fullkomligt
upploses, men likval s att halflinierne XI och X2 samt Fl och R
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forblifva parallela, och att vinklarna X! Y2 och Yl X2 med spetsarna
P{ och P2 forblifva rata, sd erbjuder sig det allmannare problemet att
bestdmma ett minimalytstycke, hvars fullstdndiga begransning bildas
af de fyra halflinierna X1, X2, Yv Y2 samt en femte &t hvardera
sidan obegransad linie Z, som star vinkelrdt emot de fyra halfliniernas
plan. Harvid bora halflinierna X! och Yi i odndligheten forknippas
med hvarandra genom ett ytstycke, som asymptotiskt narmar sig
planet X1 YI, hvaremot de i odndligheten liggande andpunkterna af
linien Z forenas med de oandligt aflagsna punkterna af halflinierna
X2 och Y2 genom ytsektorer, som hafva karaktaren af skrufytor.

Den sfariska bilden af ett sdlunda begransadt ytstycke kan samman-
sattas af sju oktanter och pa begrdnsningen af denna bild kunna tre
singulara punkter upptrada.

De ratvinkliga koordinaterna X och y for en punkt pa ytstycket
uttryckas genom de reella delarna af elliptiska integraler af tredje
arten, medan koordinaten z, som raknas parallel med linien Z, fram-
stélles sdsom den reella delen af en algebraisk funktion af en komplex
variabel.

I uttryckena for de ratvinkliga koordinaterna upptrada tre af hvar-
andra oberoende parametrar a, b, c¢. Genom en af dessa, t. ex. ¢, be
stdmmes forhallandet emellan afstdndena fran ‘linien Z till linierna
Xl och F1. De tvd andra parametrarna kunna bestdmmas s&, att
punkterna Pl och P2 sammanfalla. | detta gransfall erhélles ett
ytstycke, hvars begransning bildas af tre rata linier, namligen linierna
Xl -- X2 =X och Yl + I2=Y, som skéra sig, samt linien Z.

Betecknas koordinaterna for punkterna Px och P2 med resp.
(N1,31 o) och (jr2,j2,0), sa framstaller sig fragan for huru manga varde-
system af parametrarna a och b ekvationerna xI — x2 och yl =y?
samtidigt satisfieras. Resultatet af en genomford undersokning ger vid
hénden, att det finnes tva vardesystem (Al 1) och (<%, b2} som satis-
fiera ofvanstdende tvd ekvationer.

Man ledes salunda till tva olika typer af ytstycken, hvilkas be-
gransning bildas af tre rata linier, af hvilka tvd skara hvarandra,
medan den tredje stdr vinkelrdt emot de tva forstd liniernas plan.
Det ena vardesystemet (Al, bl) leder till en begransning af den be-
skaffenhet att linierna XI + X2 = X och Yl + Y2 = Y aro obegran-
sade i hvardera riktningen. Det andra vardesystemet (2, b2) leder
till en begransning, som bestar af tva ifrdn en punkt P utgdende half-
linier och en tredje linie Z, som star vinkelrdt emot dessa halfliniers
plan{ Man har att tdnka sig, att fore gransofvergangen x! = x2,yl = J?
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halflinierna X, och F2 hvardera ofvergétt i deras motsatta riktningar
och att sdledes i granslaget -% = 7 Vi =JF2 halflinierna x| och X2
samt likasd halflinierna Fl och Y2 tdcka hvarandra. Pa den analytiska
fortsattningen af detta senare ytstycke upptrdda de sammanfallande
halflinierna XI - X2 och Y!1 -j- Y2 s&som dubbellinier i den bemarkelse,
att genom hvarje punkt af dessa linier — punkten P undantagen —
gd tva distinkta ytelement. Det kan val antagas att Riemann, da
han stalde problemet att analytiskt bestimma ett minimalytstycke, hvars
begransning bildas af rata linier, icke tankt pa dylika ytstycken med
dubbellinier. Men dessa ytstycken kunna ej uteslutas, emedan desamma
framtrdda, d& nagra i en allménnare losning ingdende parametrar
variera kontinuerligt.

Utgdr man ifrdn det gransldge A1 = xi, yx = y2, som motsvarar
parametersystemet (Al, 1), och betraktar man rata linien Z sdsom en
rorlig linie, hvilken standigt forblir vinkelrdt emot planet X1 -]- X2 — X,
YL + Y2 =Y, och later man denna linie Z ndrma sig en af de bada
halflinierna XI eller F1, t ex. Y1, medan afstdndet fran den andra
halflinien X! bibehaller ett varde som ar storre an noll, si uppstar i
gransfallet, d& det forstndmda afstandet ar lika med noll, eller da
linien Z skar halflinien Y! i en punkt P3, ett minimalytstycke, som
bestar af tva skilda ytstycken, hvilka icke &ro delar af samma analy-
tiska yta. Det ena ytstycket ar ett stycke af en skrufyta, hvars axel
utgores af den ratliniga strackan PP.i af halflinien Y! och pa hvilket
halflinien X2 och den ena fran punkten P3 utgdende halflinien ZI &ro
alstrande linier. Det andra ytstycket begransas af de fran punkterna
P och P3 utgdende fyra halflinierna X1, Y2 samt Z2, P3, hvilken
senare utgor en del af halflinien 11 och saledes ligger i forlangningen
af Y2 Ytstyckets begrdnsning bildas alltsd af tre rata linier, af hvilka
tvd, X! och Z2 skdras under rata vinklar af den tredje linien Y2 @ K,
som ar afbruten emellan punkterna P och P3.

Till de tidigare (sid 173) omnamda fyra ytstyckena, hvilkas be-
gransning afven utgjordes af tre rata linier, af hvilka tvd skdras af
den tredje under rata vinklar kommer saledes nu ett femte ytstycke,
som ej framgar ur Riemann?, formler.

Fradgan uppstdr nu huruvida harmed alla ytstycken &ro bestdmda,
hvilkas begransning bildas af tre rata linier, af hvilka tva skara den
tredje ratvinkligt.
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Riemann behandlar bland exemplen pad minimalytor, hvilkas be-
gransning ar foreskrifven foljande fall (sid 417):

»Es soll die Flache vom kleinsten Inhalt bestimmt werden, welche
begrenzt ist von drei Geraden, die sich in zwei Punkten schneiden, so
dass die Flache zwei Ecken in ihrer Begrenzung und einen ins Unend-
liche verlaufenden Sector besitzt.

Genom tillsatsen »so dass die Flache ....«, som utgér en ndrmare
bestamning pa den sokta ytans form, begrdnsas problemet sd, att man
i det speciella fall, d& de begransande linierna &aro parallela med
koordinataxlarna i ett ratvinkligt koordinatsystem, kommer till endast
ett stycke af en skrufyta, saledes till endast ett af de fyra ytstycken,
som framgd ur Riemanns allmannare formler (sid 307). Icke heller
G. Darboux har fort l6sningen af detta speciella problem vidare.
(Lecons sur la théorie générale des surfaces, sid 483. Paris 1887).

Fattadt i storsta allmadnhet &r problemet att analytiskt bestimma
ett minimalytstycke, hvars begrédnsning bildas af tre réta linier som
aro parallela med koordinataxlarna i ett ratvinkligt system, oandligt
mangtydigt. Vid behandlingen af problemet maste saledes vissa
inskrankningar gores.

Riemann uppstallde, sdsom redan framholls, fordran att amplituden
af en sektor, som stricker sig i oandligheten och har karaktidren af

m
en skrufyta, boér hafva storleken -« Denna fordren kommer i det fol-

jande att uppratthallas.

Ehuru Riemann ej tagit i betraktande ytstycken, pd hvilkas analy-
tiska fortsattning en eller flere af de begransande linierna blifva
dubbellinier, s vill jag dock pa forut framhallna skal tillita antagandet
att, da ett eller tva af afstinden A, B, C aro lika med noll, en eller
flere af de begransande linierna kunna upptrada sasom dubbellinier pa
ytstyckets analytiska fortsattning. Dé&remot upptagas ej de fall till
behandling, i hvilka en eller flere af de begrénsande linierna blifva fler-
faldiga linier p& ytstyckets analytiska fortséttning.

Enar ett af de ytstycken, till hvilka de Riemannsc, formlerna

leda, har en sektor med en amplitud af storleken 2-—T2T> hvarvid sek-

torns begransning delvis bildas af tva at olika hall riktade delar af
samma begransande linie, sad har vid det ifrdgavarande speciella pro-
blemets behandling antagits, att de upptradande sektorerna kunna hafva

amplituden 2--
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Under dessa antaganden har jag lost problemet att analytiskt
bestdmma ett minimalytstycke, hvars begrdnsning bildas af tre rata
linier X, Y och Z, af hvilka linien Z skar linierna X och Y under
rata vinklar.

Undersokningen leder till det resultat, att de tre rata linierna
bestdimma icke mindre &n 16 olika ytstycken, hvartill annu strangt
taget komma dessa ytors spegelbilder i ett af planen ZX eller ZY,
betraktade sdsom speglande plan. Bland dessa 16 ytstycken ingd de
/, hvilka framga ur Riemann's formler. Sex af dessa ytstycken be-
stdimmas genom de tre linierna med en och samma forknippning af
liniernas oandligt afldgsna punkter

Prof. H. A. Schzvarz torde vara den forstd som hanvandt upp-
marksamheten pda, att genom en och samma begrdnsning kan foras
mer &n ett minimalytstycke. Sasom exempel héarpd betraktar Prof.
Schwarz en sexhorning i rymden med tva symmetriaxlar och visar,
att genom densamma tre minimalytstycken aro bestamda.

Den analytiska behandlingen af de 12 nya ytstyckena, hvilka ej
framgd ur Riemanns formler, forsvdras genom den omstandigheten, att
de sfiriska bilderna af dessa ytor &ro sammansatta antingen af 4, »
7, 9 eller 10 sfariska oktanter, medan de sfariska bilderna af de yt-
stycken, som framgd ur Riemanns formler, bildas af 1, 3, eller 5 ok-
tanter.

Resultatet af den undersdkning jag genomfort ar foljande.

Problemet att analytiskt bestdmma ett minimalytstycke, hvars be-
gransning bildas af tre rata linier, af hvilka hvar och en str vinkelrat
emot riktningarna af de tva ofriga, leder under vissa begrdnsande anta-
gande (sid 177), forutom till de genom Riemanns formler bestdmda
ytstyckena, till foljande antal nya grupper af ytstycken eller til foljande
antal nya ytstycken.

I) Ar intet af afstinden A, B, C emellan de tre begransande
linierna lika med noll, sd fores man till endast en ny grupp ytstycken,
fdrutsatt att hvarje begransande linie bor vara en enkel linie pd yt-
styckenas analytiska fortsattning. Ytstyckena i denna grupp aro s. k.
dubbelytor och aro dubbeltsammanhangande-

I) Ar ett af afstdnden A, B, C lika med noll, si ledes man till
tre nya grupper af ytstycken. P& den analytiska fortsattningen af yt-
styckena, horande till tvd af grupperna, &aro de begransande linierna
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enkla linier. Ytorna i den ena af dessa grupper aro dubbelytor med
° . m i o
endast tva sektorer af de resp. amplituderna — och 2-- Pa den

analytiska fortsattningen af ytstyckena, horande til den tredje gruppen,
aro tva af de begrénsande linierna dubbellinier.

Mi) Aro tva af afstdnden A, B, C lika med noll, s ledes man till
12 nya minimalytstycken eller inalles till 16 ytstycken genom samma
tre rata linier. ATf dessa ytstycken aro io si beskaffade, att de begran-
sande rata linierna aro enkla rata linier. P& den analytiska fortsatt-
ningen af de ofriga 6 ytstyckena ar antingen en eller ock &aro tva
af de begransande linierna dubbellinier.
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