Zweiter Artikel.
Uber die Losung der geometrischen Aufgaben mit dem Zirkel

von Ermenegildo Daniele in Pavia.

Dal die alten Geometer die Konstruktionen, die sich allein mit dem
Lineal und dem Zirkel oder, wie man zu sagen pflegt, nach Euklidischer
Methode ausfihren lassen, zu einem organischen Koérper zusammen-
falsten, das entsprach ohne Zweifel dem von ihnen gefuhlten Bediirf-
nisse, von der Ubrigen ihnen bekannten geometrischen Wissenschaft
einen Teil abzutrennen, der als das einfachste Kapitel der Geometrie
betrachtet werden kann, als dasjenige Kapitel, das sich wie die nattr-
liche Einleitung zu ihr verhalten soll. Und man braucht Gber die
Vollkommenheit der von jenen Geometern vollbrachten Arbeit in keine
Erdrterung einzutreten; die Widerstandskraft, die Euklids Werk (das
als eine Zusammenfassung aller jener Arbeit betrachtet werden muR)
der Zeit und den bestdndigen Fortschritten der Wissenschaft gegen-
Uber an den Tag gelegt hat, ist der augenscheinlichste Beweis dafiir.

Die von Euklid zur Ausfuhrung der elementaren Konstruktionen
angewandte Methode griindet sich auf den Gebrauch zweier einfacher
Instrumente, des Lineals und des Zirkels, und er setzt voraus, daR
man diese Instrumente ohne jede Einschrdnkung benutzen kann; er
nimmt also an, dal man in irgend einem Teile der Ebene der Zeich-
nung eine Gerade ziehen und daB man von irgend einem Punkte als
Mittelpunkt aus und mit beliebigem Radius einen Kreis beschreiben
kann. Diese graphischen Voraussetzungen bilden wesentliche Teile
der Euklidischen Methode, und wenn die Natur der Linien, von denen
man in ihr Gebrauch macht, ihr eine sehr groBe Einfachheit verleiht,
so erkennt doch jeder, da man sich in ihr auch einer ziemlich grof3en
graphischen Freiheit erfreut; es ist daher nicht unangebracht zu fragen,
ob dieselben Aufgaben nicht ebenso mit beschréankteren graphischen
Hilfsmitteln gelost werden koénnen. Diese Frage muf3 bejaht werden;
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es seien u. a. nur die vollstdndig gelungenen Versuche der italienischen
Geometer des sechzehnten Jahrhunderts Ferrari, Tartaglia, Bene-
detti angefihrt, die alle in den Bichern Euklids enthaltenen Auf-
gaben mit dem Lineal und einem Zirkel von konstanter Offnung losten:
ferner die von Brianchon gefundene Losung vieler Aufgaben ohne
Zirkel; die von Poncelet und Steiner eingefiihrte Beschrédnkung in
der Anwendung von Kreisen auf einen einzigen Kreis in der Ebene
der Zeichnung von bekanntem Mittelpunkte (vgl. Art. IlI); in andrer
Richtung die Beschrankung im Gebrauche von Zeicheninstrumenten
auf den Zirkel allein, nach Lorenzo Mascheroni, bei vollstandiger
Vermeidung des Lineals.

Es ist nicht meine Aufgabe, von den Untersuchungen zu reden,
deren Zweck darin besteht, das Schlagen von Kreisen auf das &ufRerste
zu beschréanken, da mit diesem Thema sich ein spéaterer Artikel zu
beschaftigen haben wird; ich werde vielmehr bei dem Gegenstande
verweilen, den man ,.Geometrie des Zirkels" nennen kann, indem ich
zeige, wie jede mit dem Lineal und dem Zirkel l6share Aufgabe
nur mit diesem, ohne das Lineal, gelést werden kann. Alles zu
diesem Nachweise Notige ist in dem Buche von L. Mascheroni
,,Geometria del compasso“ enthalten; dieses Buch ist chronologisch die
erste und die wichtigste Studie Uber allein mit Kreisen ausgefiihrte
Konstruktionen. Im Jahre 1797 zu Pavia verdffentlicht, fand Masche-
ronis Werk bald viel Anklang, so daf im Jahre 1798 eine franzdsische
Ubersetzung davon, von A. M. Carette, erschien; diese Ubersetzung
wurde 1828 neu aufgelegt, wahrend fast gleichzeitig (1825) J.P. Gruson
die deutsche Ubersetzung der Geometria del compasso verdffentlichte.
Ich méchte unter den verschiedenen Ausziigen und Umarbeitungen des
Buches von Mascheroni noch diejenigen von J.Frischauf (Graz 1869)
und E. Hutt (Halle 1880) erwéhnen und auBerdem zweier neuer Ab-
handlungen gedenken, einer von E. Dubouis (Journal de Math. 22
(1897)) und einer von G. Cesaro (Mémoires de la société royale des
sciences de Liége 1899), in denen die Verfasser, ohne von den friiheren
Arbeiten Uber diesen Gegenstand Kenntnis zu haben, mit Hilfe von
Konstruktionen nach Mascheronischer Art die Mdglichkeit wieder-
finden, in allen elementaren Konstruktionen das Lineal durch den Zirkel
zu ersetzen: der Erwéhnung wert als Anwendung der Mascheronischen
Methode ist ferner die allein mit dem Zirkel ausgefuihrte Siebzehn-
teilung des Kreises von L. Gerard {Math. Ann. 48 (1897)).

Die geometrischen Prozesse, von denen in den Arbeiten Masche-
ronis und der andern genannten Autoren Gebrauch gemacht wird,
sind durchaus elementarer Natur. Ihnen gegeniber steht eine kurze
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Arbeit von A. Adler (Zur Theorie der Mascheronischen Konstruktionen,
Wiener Berichte 99, 1890), der aus dem eigentlich elementaren Gebiet
herausgehend die Frage der Geometrie des Zirkels von einem hdheren
Gesichtspunkte aus untersucht und dabei zu dem Beweise der Losbar-
keit der Euklidischen Aufgaben allein mit dem Zirkel kommt, wobei
er sich eines einzigen Prinzips, nédmlich der Transformation durch re-
ziproke Radien, bedient.

Wie man sieht, gibt es Uber Konstruktionen allein mit Kreisen
zwar keine groRe, aber immerhin doch einige Literatur; jedoch kann
man, wenn man von der Adierschen Arbeit und einigen besonderen
nach Maseheronischer Methode behandelten Aufgaben (unter denen
die erwahnte von L. Gerard die bemerkenswerteste ist) absieht, nicht
sagen, dafl die von dem Autor der Geometria del conipesso ausgefiihrten
Untersuchungen den Geometern zu weiteren Studien Uber diesen Gegen-
stand Anlal gegeben hétten. Das ist zu bedauern, da Untersuchungen
dieser Art nicht nur zu Resultaten fuhren kdnnten, die als wissenschaft-
liche Merkwirdigkeit von Interesse sind, sondern auch auf didaktischem
Gebiete guten Dienst leisten kdnnen.

§ 1. Einleitende Betrachtungen. Bei einer geometrischen
Aufgabe lassen sich die Elemente, um deren Bestimmung auf Grund
ihrer Beziehungen zu den gegebenen Elementen es sich handelt, im
wesentlichen auf Punkte zurtckfihren, da man in dem Falle, dal3 die
Aufgabe das Ziehen von Geraden und Kreisen verlangt, diese mit Hilfe
des Lineals und des Zirkels konstruieren kann, wenn man zwei Punkte
oder das Zentrum und die Lange des Radius (diese Léange ist ihrer-
seits wieder durch zwei Punkte bestimmt) kennt. Gesuchte Punkte
aber werden immer durch den Schnitt von Geraden und Kreisen be-
stimmt. Nimmt man nun an, da man sowohl das Lineal wie den
Zirkel mit voller Freiheit gebrauchen kann, so kénnen die folgenden
Aufgaben ohne weiteres als gelost betrachtet werden:

1. Es ist der gemeinsame Punkt zweier Geraden zu finden;

2. Es sind die gemeinsamen Punkte einer Geraden und eines
Kreises zu finden;

3. Es sind die gemeinsamen Punkte zweier Kreise zu finden.

Stellt man dagegen die Bedingung auf, dal das Lineal nicht be-
nutzt werden soll (in diesem Falle wird es in der Zeichnung noch
vollstdndig beschriebene Kreise geben kénnen, aber eine Gerade wird
nur durch zwei ihrer Punkte angegeben sein), so wird von den vor-
stehenden Aufgaben nur die dritte unmittelbar geldst sein, wahrend
man fir die beiden ersten geeignete Konstruktionen, die in den
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Bichern des Euklid sich nicht finden, erst wird angeben missen.
Will man also nachweisen, daR man die nach Euklidischer Methode
l6sbaren Aufgaben auch 18sen kann, wenn man nur von dem Zirkel
Gebrauch macht, so wird es schlieBlich nur darauf ankommen, die
beiden Aufgaben 1 und 2 ohne Hilfe des Lineals zu Idsen, wobei,
wie ich wiederhole, jede Gerade als durch zwei ihrer Punkte dar-
gestellt zu denken ist. Das soeben ausgesprochene Prinzip, von dem
man ausgehen kann, um zu unserm Nachweis zu gelangen, ist das-
jenige, auf welches Mascheronis Methode sich stutzt.

Im § 2 dieses Artikels setze ich diejenigen Konstruktionen aus-
einander, die man der Ldsung der beiden soeben genannten Funda-
mentalaufgaben voraufschicken muf: ich gehe dabei direkt auf das
Ziel los, d. h. ich lasse alle diejenigen Aufgaben beiseite, welche,
wenn auch sehr interessant und denen, die ndher behandelt werden,
verwandt, doch in dem folgenden § 3, der der Losung der Aufgaben
1 und 2 gewidmet ist, keine Verwendung finden. Ich habe es jedoch
fir zweckmdBig gehalten, fir einige Aufgaben neben den Lésungen
Mascheronis diejenigen kurz anzugeben, welche E. Dubouis in dem
erwéhnten Aufsatze gegeben oder spéter gefunden und mir liebens-
wirdigerweise in einem Briefe mitgeteilt hat. Mit diesen beiden Para-
graphen wirde das erste Ziel meines Artikels erreicht sein. Man setze
in der Tat voraus, daB man irgend eine Aufgabe der Elementar-
geometrie zu lésen habe; man nehme irgend eine der bekannten, mit
Hilfe des Lineals und des Zirkels erlangten Losungen und wende sie
an, so wie sie ist; da das Lineal nur zur LOsung der Aufgaben !
und 2 zur Anwendung kommt, so wird man es immer, wenn sich
Gelegenheit von ihm Gebrauch zu machen darbietet, durch Konstruk-
tionen des § 3 ersetzen konnen: die gestellte Aufgabe wird auf diese
Weise allein mit dem Zirkel geldst sein.

Es versteht sich, daB die soeben angedeutete Methode das Ver-
fahren und die Figuren kompliziert, und es ist klar, dal eine Kon-
struktion, in der man mehrere Male die Aufgaben 1 und 2 anzuwenden
héatte, alles andere als bequem werden wirde. Dies erklart, warum
Mascheroni, der seine Methode mdglichst praktisch machen wollte,
sich nicht darauf beschrénkt hat, jene beiden Fundamentalaufgaben
zu l6sen, sondern auch fur einige andere Aufgaben neue, nur mit dem
Zirkel auszufuhrende Losungen gesucht hat, die, auch im Hinblick
auf Einfachheit, an die Stelle der gemeinhin bekannten, in denen auch
von dem Lineal Gebrauch gemacht wird, treten koénnten. Wdirde ich
meinesteils nicht einige dieser Beispiele erwahnen, so wirde das
heiBen, daf ich Mascheronis Werk verstimmelt, ndmlich ohne einen
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seiner interessantesten Teile darstellen wolle, und aus diesem Grunde
habe ich die beiden folgenden Paragraphen der Darlegung der von
Mascheroni fur einige der gewdhnlichsten und charakteristischsten
elementaren Aufgaben gegebenen Ldésungen gewidmet. Wohl ver-
standen, ich habe nur wenige der Beispiele, an denen die Geometria
del compasso Uberreich ist, herausgegriffen, indem ich diejenigen bei-
seite lieB, deren Losung trivial oder allzu kompliziert ist.

Mascheroni widmet das letzte Kapitel seines Buches der approxi-
mativen Loésung mehrerer Aufgaben von hoherem als zweitem Grade
und transzendenter Aufgaben, wie der Vervielféltigung und Teilung
des Wiirfels, der Rektifikation, der Quadratur des Kreises, der Kubatur
der Kugel, usw. Auf diesen letzten Gegenstand wollte ich nicht im
speziellen eingehen, um nicht in ein Gebiet, das andern Mitarbeitern
vorbehalten ist, einzudringen; ich hielt es jedoch fur angebracht im
§ 6 zu zeigen, wie Mascheroni die Verdoppelung des Wirfels und
die Rektifikation des Kreises erhdlt, indem er von Methoden Gebrauch
macht, die auf der einen Seite durch ihre leichte Anwendbarkeit
empfehlenswert sind und auf der andern eine fur die Praxis mehr
als genugende Annéherung ergeben.

Ich will noch bemerken, daR ich, wenn es sich darum handelte,
unter mehreren von Mascheroni fiir eine und dieselbe Aufgabe gege-
benen Ldsungen eine Wahl zu treffen, immer Sorge trug die einfachste
zu nehmen; um aber ein einziges Kriterium fir die groRere oder ge-
ringere Einfachheit einer Konstruktion zu haben, bediente ich mich
der von Lemoine in seiner ,,Geomarographie“ dargelegten Methode,
die der wirklichen Einfachheit der Konstruktion, nicht jener schein-
baren, aus der Kirze des sprachlichen Ausdrucks hervorgehenden
Rechnung trédgt und, wenn sie auch nichts Vollkommenes darstellt,
doch die einzige Methode ist, die das Mittel, einen Vergleich dieser
Art anzustellen, darbietet.

Nachdem ich in den ersten sechs Paragraphen angegeben habe,
wie Mascheroni den Fundamentalsatz der Geometrie des Zirkels be-
weist und wie er auf einem neuen Wege die Ldsung verschiedener
Aufgaben erhalt, ohne von dem Lineal Gebrauch zu machen, erscheint
es naturlich zu zeigen, auf welche Weise man zu demselben Satze
gelangt, wenn man, nach der Adlerschen Auffassung, das Prinzip der
Inversion auwendet. Die Paragraphen 7 und 8 sind im besondern
der gedrangten Darlegung des Adlerschen Beweises gewidmet, der
zwar nicht so elementar wie der Mascheronische ist, aber den Vorteil
groRerer Kirze darbietet und im dbrigen dazu dient, die Konstruk-
tionen allein mit dem Zirkel in einem neuen Lichte zu zeigen, inso-
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fern er ihren Zusammenhang mit den Methoden der projektiven Geo-
metrie aufweist.

Adler bringt in seinem Aufsatze keine Anwendungen auf ele-
mentare Aufgaben; ich habe jedoch, um zu zeigen, dafR diese Methode
zu eleganten und lehrreichen Konstruktionen filhren kann, im § 9,
der den Artikel schlie3t, auf einige sehr bekannte Aufgaben hinge-
wiesen, die durch das Prinzip der reziproken Radien neue und nach
einer und derselben Methode ausgefilhrte Losungen erhalten.  Ubrigens
versteht man wohl, daf es nicht so sehr darauf ankommt, bei den
einzelnen Aufgaben mit Aufmerksamkeit zu verweilen, als die all-
gemeinen Gedanken der Methode, nach der ihre Ldsungen gebildet
sind, zu erfassen; die angefiihrten besonderen Beispiele haben haupt-
sachlich den Zweck, ein recht reiches Material fir die Tatigkeit der
Abstraktion darzubieten, aus der der wahre Geist der Methode hervor-
gehen soll; ist diese Arbeit getan, dann wird keine grofle Schwierig-
keit mehr vorhanden sein, die Anwendungen dieser Methode nach
eigenem Belieben zu vermehren.

8§ 2. Grundlegende Konstruktionen. 1. Durch einen Punkt
A ist die Parallele zu einer Geraden BC zu ziehen.

Es ist nur das Parallelogramm ABCD zu bilden, indem man den
Punkt D als Schnittpunkt der beiden Kreise A@®c) und C(AB)))
bestimmt: die Gerade AD ist parallel zu BC.

Diese Konstruktion ist Ubrigens eine der gewdhnlich angewandten.

2.Es ist eine gegebeneStrecke
OA zu verdoppeln, zu verdrei-
fachen usw.

Von einem der beiden Endpunkte,
z. B. von O, aus als Mittelpunkt be-
schreibe man mit dem Radius OA
einen Kreis (Fig. 17); darauf bestimme
man auf diesem die Punkte B, C, D,
so daf

AB =BC = CD = OA,
dann wird der Punkt D dem Punkte A

diametral entgegengesetzt, und daher
die Strecke AD das Doppelte von OA sein

1) Ich schreibe ,,Kreis A(BC)u fur ,Kreis, dessen Mittelpunkt A und dessen
Radius gleich BC ist*; diese abkirzende Bezeichnung wird auch im folgenden
gebraucht werden.

Enriques, Fragen der Elementargeometrie, I1. 3
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Wendet man diese Konstruktion wiederholt an, so kann man die
Strecke OA verdreifachen, vervierfachen, . . . allgemein mit n (n eine
ganze Zahl) multiplizieren.

3. Es ist der symmetrische Punkt zu einem Punkte C in
bezug auf eine Gerade AB zu konstruieren.

Die beiden Kreise A(AC) und B(BC) schneiden sich das zweite
Mal in dem verlangten Punkte.

4. Es ist ein Kreisbogen zu halbieren.

Es sei AB der gegebene Bogen, der zu einem Kreise vom Mittel-
punkte O gehort (Fig. 18). Mit Hilfe der Kreise A(OA), B(OA) und
O(AB) bestimme man die Punkte C und D, so daf man die beiden
Parallelogramme ABOC und ABI)O erhdlt, die einander gleich sind
und dieselbe Basis AB haben; nun beschreibe man von den Mittel-
punkten C und D aus mit dem Radius CB = DA zwei Kreise und
betrachte von ihren Schnittpunkten einen, etwa E: nennt man dann F

irgend einen der beiden Schnitt-
punkte der Kreise C(OE) und
D(OE), so wird der Punkt F
auf dem gegebenen Kreise liegen
und einen der beiden Bogen AB
halbieren.

In der Tat liegen infolge der
ausgefuhrten Konstruktionen die
Punkte C, O, D in derselben
Parallelen zu AB. Da aulRerdem
in dem Parallelogramme ABOC
die Diagonale A O den Seiten AC
und BO gleich ist, so hat man:

Proj. von auf OC
2Proj. von aufAB

1)
Aullerdem sind die Winkel EOC und DOE Rechte, und daher ist

und da S0 st

)
aus dem Vergleiche von (1) und (2) ergibt sich
Da nun ferner der Winkel FOC offenbar ein Rechter ist, so erhalt

man aus dieser und der vorhergehenden Glei-
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chung folgt OA = OF und dies besagt, daB der Punkt r aut dem
Kreise O(OA) liegt. Wenn man ferner von den gleichen Winkeln
FOC und DOF die ebenfalls gleichen Winkel AOC und BOB
wegnimmt, so bleibt {brig

FOA = BOF.

Dies beweist, dal der Punkt F den Bogen AFB halbiert.

5. Es ist die vierte proportionale Strecke zu drei gege-
benen Strecken m, n, p zu konstruieren.

Wir beschreiben, wenn O irgend ein Punkt der Ebene ist, die
Kreise O(m) und O(n) (Fig. 19) und nehmen auf dem ersten zwei Punkte
vl und B so an, daB die Sehne AB gleich p ist; nun schneide man
von A und B als Mittelpunkten aus mit demselben willkirlichen Ra-
dius den Kreis O(n) in den beiden Punkten A und /> dann wird
A'B’ die gesuchte Strecke sein.

In der Tat sind die beiden Dreiecke
OAA' und OBB', da ihre Seiten der Reihe
nach gleich sind, kongruent, also ist

AOA' = BOB';
wenn man von diesen Winkeln den gemein-
samen Winkel BOA fortnimmt (oder ihn
ihnen hinzufugt, je nach dem Fall), so erhélt
man AOB= A'OB'. Daraus folgt,
dalR die Dreiecke AOB und A"OB' einander
dhnlich sind; also besteht zwischen ihren
Seiten die Proportion:
OA :OA'= AB: A'B’,
und wenn man sich nun erinnert, dal
OA=m, OA'=n, AB=p
ist, so schliefit man, daB A"B' die vierte Proportionale zu m, n und
p ist.

Wenn p > 2m ist, so ist es unmdglich, in den ersten Kreis die
Sehne AB=p einzuzeichnen; gleichwohl kann man die angegebene Kon-
struktion noch anwenden, wenn man namlich an Stelle der Strecken m
und n die doppelten Strecken oder, wenn das nicht genugt, die drei-
fachen Strecken usw. nimmt; denn es ist immer, was auch k fir eine
Zahl ist,

km:kn =m:n.
Dieselbe Aufgabe ist von E. Dubouis in folgender Weise geldst

worden.
3*
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Um einen beliebigen Punkt O als Mittelpunkt beschreibe man
einen Kreis vom Radius m (Fig. 20) und auf diesem nehme man die
Punkte M, N, P so an, da8 MN = n, MP =p ist; bezeichnet man
mit Q den Punkt, der zu M in bezug auf NP symmetrisch liegt, so
folgt, daR MON =2 MPN= MPQ ist und also die gleich-
schenkligen Dreiecke NOM und QPM &hnlich sind. Daher verhélt sich

OM: MN = PM: MQ,
d. h.
m:n=p:MQ,
also ist MQ die verlangte vierte Proportionale.

Um diese Konstruktion anwenden zu kdnnen, muf} gleichzeitig

n < 2m und p < 2m sein; sind diese Bedingungen nicht beide erfillt,
dann ist nur der Kreis
O(m) durch einen andern
Kreis O(km) zu ersetzen,
wenn k eine ganze, pas-
send gewdhlte Zahl be-
zeichnet. Die Strecke, die
man dann als vierte Pro-
portionale erhalt, wird
der Z-te Teil der gesuchten
sein, und zu dieser selbst
wird man also gelangen,
wenn man die erhaltene
mit k multipliziert.

Aus der Analysis dieser Aufgabe geht ferner folgender Satz her-
vor: Wenn MNP ein in einen Kreis einbeschriebenes Drei-
eck ist und Q der zu M in bezug auf die Seite NP symme-
trisch liegende Punkt, so ist die Strecke MQ die vierte
Proportionale zu dem Radius des Kreises und den ubrigen
Seiten MN und MP.

Die Aufgabe, die vierte Proportionale zu finden, bietet in den
beiden hier gegebenen Konstruktionen eines der charakteristischsten
Beispiele elementarer Aufgaben dar, welche mit dem Zirkel allein zu
einer Losung fuhren, die einfacher ist als die bekannten, bei denen
auch das Lineal benutzt wird; jedoch geht freilich diese groRere Ein-
fachheit bei der vorliegenden Aufgabe verloren, wenn nicht gewisse
Bedingungen der Ungleichheit zwischen m, n und p .erfillt sind, da
dann auch die zweite Aufgabe dieses Paragraphen (das k-fache einer
Strecke zu finden) zu erledigen ist.
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§ 3. Die Fundamentalaufgaben der Mascheronischen
Methode, la. Es sind die gemeinsamen Punkte eines Kreises
und einer nicht durch seinen Mittelpunkt gehenden Ge-
raden zu finden.

Es sei O der Mittelpunkt des Kreises und AB die gegebene
Gerade. Ich konstruiere den zu O in bezug auf die Gerade AB
symmetrischen Punkt P; sind alsdann C und D die (als existierend
vorausgesetzten) gemeinsamen Punkte des Kreises und der Geraden
AB, so sind die Seiten des Vierecks OCPD offenbar sémtlich ein-
ander gleich. Man hat daher, um C und D zu erhalten, den gege-
benen Kreis nur mit dem Kreise P(OC) zu schneiden.

Ib. Es sind die gemeinsamen Punkte eines Kreises und
einer durch seinen Mittelpunkt gehenden Geraden zu finden.

Ist A ein Punkt der Geraden, der vom Mittelpunkte O des Kreises
verschieden ist, so beschreibe man von A aus als Mittelpunkt mit
einem beliebigen Radius einen Kreis, der den gegebenen Kreis in
zwei Punkten B und C schneiden mag; halbiert man dann die beiden
durch die Punkte B und C auf dem Kreise bestimmten Bogen, so
werden die Halbierungspunkte die verlangten Punkte sein.

2a. Es ist der gemeinsame Punkt zweier nicht zu ein-
ander senkrechter Geraden zu bestimmen.

Es seien A B und CD die beiden gegebenen Geraden (Fig. 21).
Wir konstruieren die Punkte C und D', die zu C und D in bezug
auf die Gerade A B symmetrisch
sind, und bestimmen darauf auf
CC' den Punkt E so, daBR das
Viereck CD'DE ein Parallelo-
gramm ist. Es ist klar, daR
durch den gemeinsamen Punkt
H von AB und CD auch die
Gerade CD' hindurchgeht. Nun
hat man die folgende Proportion:

CE: CC'=CD:CH
und in dieser sind die drei ersten Glieder Strecken von bekannter
Lange. Wir konnen also mit Hilfe der letzten Konstruktion des vor-
hergehenden Paragraphen (S. 35) die Lénge der Strecke CH und
damit die Lage des Punktes H als eines der gemeinsamen Punkte der
beiden Kreise C(CH) und C(CH) bestimmen.

Die eben angegebene Konstruktion laRt sich nicht mehr anwenden,
wenn die Geraden AB und CD aufeinander senkrecht stehen, wie man
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leicht erkennt. Um die Aufgabe auch in diesem besonderen Falle zu
I6sen, schicken wir die Losung der folgenden Aufgabe voraus, die als
eine Anwendung der vorhergehenden sich darstelit.

Es ist der Mittelpunkt einer Strecke AB zu finden.

Wird mit C der zu A in bezug auf B symmetrische Punkt be-
zeichnet, so konstruiere man die Strecke, deren L&nge m die ,,dritte
Proportionale” zu AB und AB ist (d. h. der Gleichung AC: AB =
AB: m genlgt); daun beschreibe mau den Kreis Atm") und bestimme
seinen zwischen A und B auf der Geraden AB liegenden Punkt: die-
ser wird der Mittelpunkt der Strecke AB sein. Nun koénnen wir die
Aufgabe ldsen:

2b. Es ist der gemeinsame Punkt zweier aufeinander
normal stehender Geraden AB und CD finden.

Man suche den Punkt C', der zu C in bezug auf die Gerade AB
symmetrisch ist; der verlangte Punkt ist kein andrer als der Mittel-
punkt der Strecke CC.

In dieser Konstruktion ist von dem Punkte D kein Gebrauch ge-
macht worden; das ist naturlich, da die Linie CD bereits durch die
Bedingungen, durch C zu gehen und auf A B senkrecht zu stehen,
bestimmt ist. Man konnte die Aufgabe auch so aussprechen: Es ist
der FuBpunkt der von einem Punkte auf eine Gerade ge-
fallten Normalen zu bestimmen.

Den gemeinsamen Punkt zweier Geraden kann man auch, nach
Dubouis, auf folgende Weise konstruieren.

Wir beginnen mit der Bestimmung des Mittelpunktes des
Kreises, der durch drei nicht in gerader Linie liegende
Punkte M', N', P' geht.

Bezeichnen wir den zu Al in bezug auf die Gerade N'P' sym-
metrischen Punkt mit O (Fig. 20) und mit r den Radius des Kreises
durch M', N" und P, so folgt aus dem am Ende des vorhergehenden
Paragraphen ausgesprochenen Satze die Proportion:

r:AIN'= MP': MO
oder
MO : MN' =MP’" . r. (A)

Man wird also nach der von Dubouis angegebenen Konstruktion
der vierten Proportionalen die Strecke r erhalten, wenn man den
Kreis O(OM) beschreibt, ihn in W und P mit den Kreisen MP MN )
und M(MP) schneidet und darauf den zu Al in bezug auf die Ge-
rade NP symmetrischen Punkt Q konstruiert: es wird MQ ==r sein.
In der Tat haben wir MO : MN = MP : MQ, und da MN = MN
und MP = MP’ ist, so folgt, wenn man mit (A) vergleicht: MQ =r.
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Der Mittelpunkt des Kreises durch M, N und P' wird dann einer der
gemeinsamen Punkte der Kreise M(MQ) und N'(MQ) sein

Man will nun den Schnittpunkt zweier Geraden AB und
CD finden. Nimmt man in der Ebene einen willkirlichen Punkt
M an, so konstruiere man die zu ihm in bezug auf die Geraden AB
und CD symmetrisch liegenden Punkte AZ und AZ": der Schnittpunkt
der beiden Geraden ist der Mittelpunkt des durch die Punkte M, M', M"
gehenden Kreises.

Diese Konstruktion des gemeinsamen Punktes zweier Geraden hat
vor der Mascheronischen in theoretischer Hinsicht den Vorzug, dal
sie auch dann, wenn die gegebenen Geraden aufeinander senkrecht
stehen, Anwendung findet. .Jedoch versteht es sich, daf in diesem
letzten Falle die bereits auseinandergesetzte Konstruktion praktisch
vorzuziehen ist, um so mehr dann, wenn man den Mittelpunkt einer
Strecke nach der Methode bestimmt, die im § 4 angegeben werden wird.

8 4. Losung einiger Aufgaben Uber Strecken und Winkel.
Fur den Mittelpunkt einer Strecke ist bereits eine Konstruktion an-
gegeben worden, die als Folge der vorher geldsten Aufgaben sich er-
gab. Diese ist jedoch nicht die kirzeste, und wenn ihr trotzdem der
Vorzug gegeben worden ist, so geschah dies nur, um die grund-
legenden Konstruktionen auf eine mdoglichst kleine Zahl zu bringen.
In der Praxis wird jedoch die folgende
Konstruktion vorzuziehen sein, die ganz
fir sich steht.
1. Neue Konstruktion des Mittel-
punktes einer Strecke.
Es sei AB die gegebene Strecke
(Fig. 22). Wir beschreiben von A als Zen-
trum aus den Halbkreis BCDE und dann
den Kreis B(BE); auf diesem bestimmen
wir die Punkte P und Q derartig, daf
EP = EQ = EC,; darauf beschreiben wir
die Kreise P(EC) und Q(EC). Diese
schneiden sich in zwei Punkten der Ge-
raden BE' ich behaupte, daf einer von
ihnen, AZ, der Mittelpunkt von AB ist.
In der Tat ergibt das Dreieck BPE
(das gleichschenklig ist und also bei E
einen spitzen Winkel hat):

Proj. von
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oder da
+ 2 Proj. von auf
Nun ist also
2 Proj. von auf
daher
Nun ist aber

also wird die letzte Gleichung:
woraus folgt

und wenn man auf beiden Seiten abzieht:

und dies sagt, da? M der Mittelpunkt von AB ist.

Wenn wir uns der soeben ausgefiihrten Konstruktion bedienen,
so koénnen wir weitergehen und den Mittelpunkt M' der Strecke AM
und dann den Mittelpunkt M" der Strecke AM' finden, usf. Um
den Punkt M' zu erhalten, hat man nur auf dem Kreise B(BE) die
Punkte P und Q' derart anzugeben, dal EP’ = EQ' = AP ist, und
dann von den Punkten P' und Q' als Mittelpunkten aus Kreise mit
demselben Radius AP zu beschreiben: diese bestimmen den gesuchten
Punkt M'. In der Tat ist zunédchst klar, daR der Punkt M" auf der
Geraden BE liegt. Wenn wir dann mit B den FuBpunkt der von P
auf BE geféllten Normalen bezeichnen, so ergeben sich die folgenden
Relationen:

und wenn wir addieren und beachten, dal AB = AE ist:
Nun ist

wenn man dies in der vorhergehenden Gleichung einsetzt, so folgt:

oder
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Ferner folgt aus den gleichschenkligen und ahnlichen Dreiecken BP'E
und P'M'E.

daher:

also

und, wenn man AB auf beiden Seiten subtrahiert:

Also ist M' der Mittelpunkt der Strecke AM

Den Mittelpunkt M" von AM' wirde man erhalten, wenn man
auf dem Kreise B(BE) die Punkte P" und Q" so anndhme, daf
EP” = EQ" = AP ist, und darauf die Kreise P"(V4P") und Q' Aly)
beschriebe; der Beweis wird analog dem vorhergehenden gefiihrt.

2. Die dritte Proportionale zu zwei Strecken m und n kon-
struiert man nach der allgemeinen Methode, nach der man die vierte
Proportionale zu drei Strecken findet 2, 5); wenn jedoch n<<2m ist,
s0 kann man jene Ldsung zweckmaRigerweise durch die folgende ersetzen,
die wegen ihrer Eleganz sehr bemerkenswert ist.

Es seien (Fig. 23) A und B die Endpunkte einer
Strecke gleich m. Man beschreibe die Kreise
und B(n), die sich in zwei Punkten C und D schnei-
den werden; wenn dann C der zu C in bezug auf B
symmetrisch liegende Punkt ist, dann wird CD die
dritte Proportionale zu m und n sein.

In der Tat ist der Winkel C'DC ein Rechter,
daher sind die Geraden AB und DC' parallel und
die Winkel ABD und CDB gleich; dann sind die
beiden gleichschenkligen Dreiecke ADB und BDC &hnlich, und zwi-
schen ihren Seiten besteht die Proportion

d. h. DC"' ist die dritte Proportionale zu m und n.

3. Die Konstruktion einer Strecke, die dem n-ten Teile
einer gegebenen Strecke gleich ist, wird im allgemeinen aus-
gefuhrt, indem man eine Strecke herstellt, die dem n-fachen der ge-
gebenen Strecke gleich ist, und dann die dritte Proportionale zu der
neuen und zu der ersten Strecke sucht. Praktisch bietet sich dazu
sehr gut die soeben angegebene Konstruktion der dritten Proportio-
nale dar.
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Setzen wir z. B. voraus, daB man den dritten Teil einer Strecke
AB konstruieren will. Wir beginnen (Fig. 24) mit der Konstruktion
der Strecke AD, des Dreifachen der
Strecke AB, und konstruieren dann
die Strecke L'M als dritte Propor-
tionale zu AD und AB, so wird L'M
dem dritten Teile von A B gleich sein.
Wenn man dann den Punkt A’, in
welchem die Kreise M(MB) und
A(L'M) sich schneiden, bestimmt, so
wird N einer der Punkte sein, durch
welche die Strecke AB in drei gleiche
Teile geteilt wird.

Einen Winkel kénnen wir uns durch den Scheitel und zwei Punkte
gegeben denken, von denen jeder zusammen mit dem Scheitel einen
Schenkel bestimmt. Es ergeben sich alsdann die allein mit dem Zirkel
auszufuhrenden Ldsungen der fundamentalen, von Winkeln handelnden
Aufgaben von selbst.

4. Es ist der Winkel BAC zu verdop-

peln, zu verdreifachen usw.

anM beschreibe (Fig. 25) den Kreis A(AC),

dieser wird von dem Kreise B(BC) in einem
Punkte D geschnitten, und der Winkel BAC
ist das Doppelte des gegebenen. Beschreibt man
dann den Kreis A(AB) und schneidet ihn in
E mit dem Kreise D(DB), so erhélt man in
dem Winkel BAC das Dreifache von BAC usw.
5 Es ist die Halbierungslinie des
Winkels BAC zu konstruieren.

Man beschreibe den Kreis A(AB) und be-
stimme seinen Schnittpunkt D mit dem Schenkel MC; dann beschreibe
man von B und D als Zentren aus mit demselben willkirlichen Radius
zwei Kreise, die sich in einem Punkte 37 schneiden. Es wird M37
die verlangte Halbierungslinie sein.

6. An eine Gerade A'B' ist im Punkte A' ein Winkel an-
zutragen, der einem gegebenen Winkel BAC gleich ist.

Man suche die vierte Proportionale zu den Strecken AB, A'B,
AC und beschreibe mit dieser Strecke als Radius von A' aus einen
Kreis; und von B' aus und mit einem Radius, der der vierten Pro-
portionale zu AB, AB', BC gleich ist, beschreibe man einen zweiten
Kreis. Diese beiden Kreise werden sich in zwei Punkten schneiden,
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die in bezug auf A'B' auf entgegengesetzter Seite liegen: nennt man
C einen davon, so wird der Winkel B'A'C' dem gegebenen Winkel
BAC gleich sein.

7. Es ist eine Strecke nach dem goldenen Schnitt zu
teilen.

Es sei OA die gegebene Strecke (Fig. 26), und man will auf OA
den Punkt Y so bestimmen, daf ist. Man schlage
den Kreis O(OA) und bestimme auf
ihm die Punkte B, C, D, E so, daf
AB = BC = CD = DE = OA ist;
man bestimme ferner den Punkt X
als Schnittpunkt der Kreise A(AC)
und D(AC) und den Punkt Y als
Schnittpunkt von C(OX) und E(OX).

Der Punkt Y liegt dann offenbar auf
der Geraden 0v4. Wollen wir be-
weisen, dall OY der grofiere Abschnitt
der nach dem goldenen Schnitt geteilten
Strecke OA ist, so beginnen wir mit
der Bemerkung, dafl in dem recht-
winkligen Dreiecke AOX, wenn man
der Einfachheit wegen OJ. = 1 setzt,
VIX=+/3, also OX=~/2 ist. Denkt
man nun die Geraden AOD, CY und CE und nennt H den Schnitt-
punkt von CE und AD, so ist:

CY= OX =2,
daher in dem rechtwinkligen Dreiecke CHY-.

also ist

d. h. OY ist der groBere Abschnitt des nach dem goldenen Schnitt
geteilten Radius.
Anmerkung. Aus derselben Figur 26 geht auch hervor:
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daher

d. h. OD ist der groRere Abschnitt der nach dem goldenen Schnitte
geteilten Strecke D Y. Also dient dieselbe Konstruktion auch zur
Losung der Aufgabe:

8. Es ist eine Strecke zu konstruieren, deren grofRReren
Abschnitt bei der Teilung nach dem goldenen Schnitt man
kennt.

8 5. Teilung des Kreises in 3, 4, 5, 6, 8,10 gleiche Teile.
In der Analysis der vorstehenden Aufgabe haben wir uns alle Elemente
verschafft, die notig sind, um allein mit dem Zirkel in einen Kreis
alle diejenigen reguldren Polygone einzubeschreiben, die schon von den
alten Geometern unter Benutzung auch noch des Lineals einbeschrieben
worden sind. Es ist dies eines der schonsten Resultate, die Mascheroni
erhalten hat. Nimmt man noch die von Gerard gefundene Konstruk-
tion des reguldren Siebzehnecks (auf die wir im Anfange des Artikels
hindeuteten) hinzu, so bildet es eines der elegantesten Kapitel der
Geometrie des Zirkels. Es sei bemerkt, dal gerade die Kreisteilung
der erste Gegenstand war, den Mascheroni in Angriff nahm, und der
Umstand, daB er damit gut vorwdérts kam, gab ihm den Mut, die
Theorie der Konstruktionen mit dem Zirkel allein in allgemeiner Weise
aufzustellen.

a) Die Konstruktion des reguldren Sechsecks und daher auch
des regularen Dreiecks wurde in der vorstehenden Aufgabe durch
Konstruktion der Punkte A, E, C, D, E (Fig. 26) erhalten.

b) Schneidet man den Kreis O(OA) mit dem Kreise A(OX) in
dem Punkte M, so ist AM die Seite des einbeschriebenen Quadrates,
da AM = OX und OX =~/2 gefunden worden ist.

c) Die Seite des Achtecks erhdlt man, wenn man den Bogen
AM halbiert; zu diesem Ende braucht man jedoch nicht von der im
§ 2 angegebenen Konstruktion Gebrauch zu machen. Wenn man nam-
lich den Kreis O(OA) mit dem Kreise X(0OA) im Punkte L schneidet,
so ist in dem Dreieck OLX,

OL=LX=1 OX=+V2

Also ist der Winkel OLX ein Rechter und der Winkel XOL ein
halber Rechter, und daraus folgt, dal L der Mittelpunkt des Bogens
AM und die Strecke AL die Seite des einbeschriebenen regularen
Achtecks ist.
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d) Die Seite des regularen Zehnecks ist gleich OY, weil OY
der groRere Abschnitt des nach dem goldenen Schnitt geteilten Ra-
dius ist. Man erhdlt auch auf diese Weise die Kreisteilung in finf
gleiche Teile; die Seite des reguldren Finfecks wirde nichts anderes
als MY sein, weil dies die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks

DI ist, dessen Katheten der Radius und dessen groRerer Abschnitt
beim goldenen Schnitt sind.

In bezug auf die Eleganz der Konstruktionen sei bemerkt, dal}
zur Bestimmung der Seitenlange aller dieser dem Einheitskreise ein-
zubeschreibenden reguldren Polygone nur drei Zirkel6ffnungen, gleich
V1, V2,~/3, nétig sind.

8 6. Durch Anndherung geldste Aufgaben: Die Rektifi-
kation des Kreises, die Verdoppelung des Wiirfels. Es sei O
der Mittelpunkt eines Kreises (Fig. 27), auf dem die Bogen von einem
Punkte A aus gerechnet werden mdgen, und zwar positiv im angegebenen
Sinne des Pfeiles. Es sei P irgend ein Punkt des Kreises, und wir
setzen, um eine bestimmte Vorstellung zu haben, voraus, daR der
Bogen AP einem der beiden ersten Quadranten angehort; wir wollen
dann mit Q den zu P in bezug auf den Durchmesser OA symmetrisch
liegenden Punkt bezeichnen. Ist dann der Punkt X wie auf S. 43
konstruiert worden, so folgt aus dem Dreiecke OPX:

» 2 Proj. von auf OX

Setzt man nun OA = 1 und den
Bogen AP = a (in Graden), so ist:

und wenn man mit b die Lange der
Strecke PX bezeichnet, so schreibt
sich die letzte Formel:

b2 = 3— 2V2 sina. (1)

Dies ist die Formel, die wir zur
Losung der beiden oben genannten
Aufgaben benutzen werden.
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1. Anndhernde Rektifikation des Kreises.

Es sei O(OA) der zn rektifizierende Kreis, dann konstruiere man
den Punkt X wie auf S. 43, beschreibe darauf den Kreis B(BX)
und nenne B seinen auf dem Bogen BCD gelegenen Schnittpunkt
mit dem Kreise O(OA). Der Fehler, den man begeht, wenn man
die Strecke AB als MalR des vierten Teils des Kreises nimmt, betragt
ungefahr 0,0004 im positiven Sinne.

In der Tat, wenn man in der Gleichung (1) a = AB = 60° setzt,
so erhdlt man

Zu diesem BX = BB als Sehne des Kreises O(OA) gehért nun
der Bogen BB, der sich nach der bekannten Formel

Also ist der Bogen AB = 103° und
hieraus berechnet sich nach (2) wieder die Léange seiner Sehne:

AR= 1,5711996.

Andrerseits betrdgt das MaR des vierten Teiles des Kreisumfanges
1,5707963, und diese Zahl ist um ungeféhr 0,0004 kleiner als die
fr die Sehne AB gefundene.

2. Annahernde Verdoppelung des Wirfels.

Es sei OA = 1 die Kante eines Wiurfels (Fig. 27), und es soll
die Kante des Waurfels, dessen Inhalt doppelt so groR als der des ersten
ist, bestimmt werden. Hat man den Kreis O(OA) beschrieben, den
Punkt X wie in den vorhergehenden Aufgaben und den Punkt Al als
Eckpunkt des einbeschriebenen Quadrates, von dem ein andrer Eck-
punkt A ist, konstruiert (8 5, b), so schlage man den Kreis JZ(JfO):
dieser wird den Bogen CD in einem Punkte N schneiden, dessen
Entfernung von X die Kante des Wirfels, der doppelt so groB als
der gegebene ist, mit einem Fehler im negativen Sinne von noch nicht
0,0007 représentiert.

In der Tat betrdgt der Bogen AN 150°. Setzt man diesen Wert
in die Formel (1) fur a ein, so erhdlt man

b= NX=V3- V2 = 1,2592800.

Andrerseits ist 2 = 1,2599209, und diese Zahl Ubertrifft den fir
XX gefundenen Wert um ungefahr 0,00064.
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§ 7. Die Transformationen durch reziproke Radien und
die Konstruktionen allein mit dem Zirkel. Fundamentale
Aufgaben. Um den Beweis, den A. Adler von dem Fundamentalsatze
der Geometrie des Zirkels gibt, darzulegen, mu3 die allein mit dem Zir-
kel ausgefuhrte Losung einiger Aufgaben vorausgeschickt werden, und
diese wollen wir jetzt angeben. Von den bereits von Mascheroni
gelosten Aufgaben bedarf es hier nur der zweiten und der dritten
des § 2; dann konnen wir zu den folgenden Ubergehen:

Es sei in einer Ebene ein Kreis k um O vom Radius r
gegeben: man soll allein mit dem Zirkel zu einem Punkte Jf
den inversen Punkt in bezug auf k konstruieren, d. h. man
soll auf der Geraden OM den Punkt M' bestimmen, der de-
finiert ist durch die Bedingung:

OM OM' =r2

a) Es sei zuné&chst Der Kreis M(MQO) schneidet k;

in zwei Punkten A und B (Fig. 28), und
die Kreise A(r) und B(r) schneiden sich
auf der Geraden OM in dem verlangten
Punkte M' In der Tat, bezeichnet man
mit X den gemeinsamen Punkt beider
Kreise, der mit M auf derselben Seite von
O liegt, so folgt aus den beiden &hnlichen
Dreiecken MOA und AOX

Dies besagt, dal der Punkt A mit dem Punkte M' zusammenfallt.

b) Es sei nun Da der Kreis M(MO) nicht mehr

wie bei a) den Kreis k schneidet, so konstruiere man die Strecke
ON = n1 OM, wobei n eine Zahl von genugender GroRe bezeichnet,

damit ONi> sei: dann kann man nach der vorstehenden Kon-

struktion den zu A inversen Punkt N' finden, und dann wird der
Punkt M' durch die Relation OM' = n- ON' definiert sein.

Wir konnen also allein mit dem Zirkel den inversen Punkt in
bezug auf k zu irgend einem Punkte der Ebene konstruieren.

Anmerkung. Wenn der Punkt M von der Art ist, da® OM = pr
ist (unter p irgend eine ganze Zahl verstanden), so folgt
Auf diese Weise erhalt man die folgende Konstruktion des n-ten Teiles
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einer Strecke: Ist OC die gegebene Strecke (Fig. 28), so konstruiere
man auf der Geraden OC den Punkt M derart, da@ OM=p - OC ist;
bezeichnet man dann mit M' den zu M in bezug auf den Kreis O(OC)
inversen Punkt, so ist

Wenn man diese Konstruktion mit der fiir dieselbe Aufgabe im § 4
angegebenen vergleicht, so erkennt man, daf die zuletzt auseinander-
gesetzte nur die etwas einfacher und symmetrischer gemachte erste
ist, so daB sie in der Praxis bequemer ist. Allgemeiner gesprochen,
I6st die oben angegebene Konstruktion die Aufgabe: ,,Es ist die dritte
Proportionale zu zwei gegebenen Strecken zu konstruieren®, und dann
bringt sie sofort die entsprechende Konstruktion des § 4 in Erinne-
rung, die sie an Einfachheit etwas Ubertrifft. Was schlieBlich die
Teilung einer Strecke in gleiche Teile betrifft, so findet sich die
gegenwartige Konstruktion bereits in dem Buche Mascheronis fir
den Fall p = 2 auseinandergesetzt; jedoch deutet er das Prinzip der
reziproken Radien auch nicht von fern an.

Erinnern wir uns der folgenden Eigenschaften der durch einen
Kreis k um O vom Radius r hervorgebrachten Transformation durch
reziproke Radien:

Eine nicht durch O gehende Gerade wird in einen durch O
gehenden Kireis transformiert, dessen durch O hindurchgehender
Durchmesser auf der Geraden senkrecht steht, und umgekehrt.

Ein nicht durch O gehender Kreis wird in einen Kreis trans-
formiert, der dem ersten in einer Homothetie vom Mittelpunkte O
entspricht.

Eine durch O gehende Gerade wird in sich selbst trans-
formiert.

Es soll nun in einer Inversion in bezug auf k der Mittel-
punkt des Kreises konstruiert werden, der der gegebenen,
nicht durch O gehenden Geraden BS entspricht.

Es sei M (Fig. 29) der zu O in bezug auf die Gerade BS sym-
metrisch liegende Punkt, und M' sei der inverse Punkt zu M in
bezug auf k- wenn wir dann mit H den gemeinsamen Punkt der
Geraden OM und BS bezeichnen und mit H' den dazu inversen
Punkt, so wird OH' ein Durchmesser des Kreises sein, der der Ge-
raden RS entspricht, daher wird der Kreis selbst den zwischen O
und H in der Mitte gelegenen Punkt zum Mittelpunkte haben. Da
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aber OM = 2. OH ist, s0
wird OJ T =% OH" sein.
Also ist AZ' der Mittelpunkt
der Strecke OH' und also
der verlangte Mittelpunkt.

Es ist in der Inver-
sion in bezug auf k der
Mittelpunkt des Kreises
y' zu konstruieren, der
dem gegebenen, nicht
durch 0 gehendenKreise
y entspricht.

Wenn M der inverse Punkt zu O in bezug auf y und M' der
inverse Punkt zu AZ in bezug auf k ist, so wird M' der verlangte
Mittelpunkt sein. In
der Tat, wenn wir
die Kreise y und V'
als konstruiert vor-
aussetzen (Fig. 30),
so wollen wir Q und
M’ ihre Mittelpunkte
nennen und den in-
versen Punkt AZ zu
M' in bezug auf k
konstruieren. Von 0
aus ziehen wir dann
eine Gerade, die y in
zwei Punkten R und
R! trifft, und mit R' wollen wir denjenigen der beiden Punkte, in
denen sie y' trifft, bezeichnen, welcher dem Punkte R in der Inver-
sion in bezug auf k entspricht; das heif3t alsdann, daB R' dem Punkte
R1 in der Homothetie vom Zentrum O entspricht, in welcher y' dem
Kreise y entspricht.

So haben wir die folgenden Relationen:

(infolge der genannten Homothetie) (1)
und

OR OR' = OM: OM~(infolge der Inversion in bezug auf k)
d. h.

* Enriques, Fragen der Elementargeometrie, II.
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Aus (1) und (2) folgt:

und dies zeigt, dal die beiden Dreiecke ORM und OQR1, die den
Winkel bei O gemeinsam haben, &hnlich sind: daher ist:

OR1Q = RMO, R1QO = ORM.
Aus diesen beiden Gleichungen und der Gleichung
QRR1 = RR1Q

folgen ferner diese anderen:
ORQ = QMR, QOR = MRQ,

aber dann sind die beiden Dreiecke ORQ und RMQ gleichwinklig
und daher dhnlich, und zwischen ihren Seiten besteht die Relation:

oder:
QO- OM = QR),

und dies beweist, daR die Punkte O und M in bezug auf den kreis
y invers sind. Damit ist die Richtigkeit der fir den Mittelpunkt
von y angegebenen Konstruktion dargetan.l)

Anmerkung. Den Kreis, der einer Geraden in der Inversion
entspricht, kann man ohne weiteres beschreiben, wenn man seinen
Mittelpunkt konstruiert hat, weil man auferdem wei3, da er durch
O hindurchgehen muB. Dagegen genigt die Kenntnis des Mittel-
punktes im allgemeinen nicht, um den Kreis y' zu beschreiben, der
aus einem andern Kreise y durch Inversion entsteht, sondern man
muB noch die Inversion zu irgend einem Punkte von y bestimmen;
diese letzte Operation wird nur dann unnétig, wenn y den Funda-
mentalkreis der Transformation schneidet, weil dessen Punkte sich
selbst entsprechen.

§ 8. Mit Hilfe der Inversion geflihrter Beweis, daR die
elementaren Aufgaben allein mit dem Zirkel lésbar sind.
Es sei in der Ebene eine Aufgabe P zu l6sen, in der nicht andere

1) Der von Adler fur diese Konstruktion gegebene Beweis ist nicht der
von uns dargelegte; er ist viel kiurzer, versagt aber in allen denjenigen Fallen,
in welchen man nicht von O aus an y und y' Tangenten ziehen kann; der
unserige ist zwar weniger einfach, hat aber den Vorzug, in jedem Falle gultig
zu sein.
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Linien als Gerade und Kreise vorkommen, und es werde mit F die
Figur bezeichnet, die entsteht, wenn man alle Punkte und alle Linien,
die in der Aufgabe erscheinen, betrachtet, auch wenn sie dort nur
als Hilfselemente der Konstruktion auftreten. Man beschreibe dann
einen Kreis k, dessen Mittelpunkt O auf keiner dieser Linien liegt,
und konstruiere die Figur F', die zu F in bezug auf k invers ist;
infolge der auf Seite 48 angegebenen Eigenschaften der Inversion
wird die Figur F' ausschlieBlich aus Kreisen bestehen, und diese
wird man aus den Linien von F allein mit dem Zirkel mit Hilfe der
eleganten Konstruktionen des § 7 erhalten konnen. Also wird die
Aufgabe P, die darin besteht, daf eine gewisse Anzahl von Geraden
zu ziehen und eine gewisse Anzahl von Kreisen zu schlagen ist, in eine
andere Aufgabe P' umgewandelt, deren Losung nur die Konstruktion
von Kreisen erfordert. Die Punkte, die die Loésung der Aufgabe P’
bilden, sind nichts anderes als die Inversionen (in bezug auf k) der
Punkte, welche die Ldsung der Aufgabe P ergeben; also kann man
von jenen zu diesen durch die namliche Inversion Ubergehen. Und da
alle diese Transformationen keine anderen Instrumente als den Zirkel
erfordern, so schlieft man, dal jede Aufgabe, die mit dem Li-
neal und dem Zirkel I8sbar ist, auch mit diesem allein gel6st
werden kann.

§ 9. Hinweis auf die Anwendung der Inversion zur
Ldsung einiger elementarer Aufgaben. Uber die systematische
Anwendung des Prinzips der Inversion zur Lésung der elementaren
Aufgaben allein mit dem Zirkel bietet sich dieselbe Bemerkung dar,
die von Anfang an im Hinblick auf die Mascheronische Methode
gemacht worden ist: die eine wie die andere Methode, ohne weiteres
auf irgend eine Aufgabe angewandt, kompliziert im allgemeinen die
graphische Losung. Aber wie ein néheres Studium der Mascheroni-
schen Methode uns gezeigt hat (vgl. 88 4, 5, 6), daB sie in einigen
Fragen (ber besondere Kunstgriffe verfiigt, die ihr vor den andern
bekannteren Methoden einen Vorzug verleihen, so liegt der Gedanke
nahe, daB eine analoge Tatsache auch bei der Adlerschen Methode
eintreten kénnte. Wenn nun auch die Nutzlichkeit eines vollstdndigen
Nachweises der verschiedenen Aufgabenkategorien, auf welche die
Inversion mit Vorteil angewandt wird, nicht zu bezweifeln ist, so ge-
denke ich doch eine solche Untersuchung hier nicht zu unternehmen,
sondern ich will nur bemerken, dal man bei Anwendung der Methode
auf zwei Dinge seine Aufmerksamkeit richten muR: erstens darauf, so
viel als moglich die Eigenschaften der Inversion sich zu nutze zu

4
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machen, und dann darauf, den fundamentalen Transformationskreis
jedesmal mit Sorgfalt zu wahlen.

Um ein Beispiel beizubringen, will ich annehmen, daR folgende
Aufgabe, von der eine elementare Ldsung schon im & 3 gegeben
worden ist, gelost werden soll.

Es ist der Mittelpunkt des Kreises zu konstruieren, der
durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte A, B, C geht.

Man wird in folgender Weise vorgehen konnen. Man schldgt den
Kreis k=A(AB) und konstruiert in der durch ihn gegebenen In-
version den Punkt C'als den dem Punkte C entsprechenden Punkt:
die Gerade BC' bildet dann offenbar die Transformation des gesuchten
Kreises durch A, B, C in derselben Inversion. Wenn man dann zu A
den symmetrischen Punkt (M") in bezug auf die Gerade BC aufsucht
und zu M den inversen Punkt (M) in bezug auf k, so wird man in
M den verlangten Mittelpunkt erhalten.

Diese Konstruktion ist, wenn man berlcksichtigt, dal man nur
mit dem Zirkel arbeitet, hinreichend einfach und nicht ohne Eleganz,
und ihre Einfachheit wurde durch eine geeignete Wahl des Kreises k
erhalten.

Es existiert aber eine ganze Klasse von Aufgaben, fir welche
die Methode der Inversion besonders angezeigt erscheint: das sind die
Konstruktionen, die man innerhalb des Blattes der Zeichnung in bezug
auf unerreichbare Elemente auszufihren hat. Es ist in der Tat klar,
dafl3, wenn man die gegebene vorliegende Figur durch eine geeignete
Inversion transformiert, man dadurch immer die aulRerhalb des Blattes
liegenden Elemente durch andere, innerhalb der Grenzen der Zeich-
nung enthaltene ersetzen kann, und damit ist die vollstdndige Ldsung
einer solchen Aufgabe, wenn auch nicht direkt, gegeben.

Wir wollen an einer besonderen Aufgabe, von der schon unzéhlige
Losungen bekannt sind, zeigen, wie man den oben ausgesprochenen
Gedanken verwirklicht. Es soll die Gerade angegeben werden,
die einen Punkt P mit dem auf dem Zeichenblatte nicht
erreichbaren Schnittpunkte Q zweier gegebener Geraden
AB und CD verbindet. Man schlage um P als Mittelpunkt einen
Kreis k und konstruiere die Kreise, die in der durch k gegebenen
Inversion den beiden gegebenen Geraden entsprechen; diese beiden
Kreise gehen beide durch P und schneiden sich darum in einem
zweiten Punkte, der nichts andres ist, als der zu Q inverse Punkt Q"
Da die Punkte P, Q und Q' in einer Geraden liegen, so ist PQ" die
verlangte Gerade.

Wenn in derselben Aufgabe an Stelle der beiden Geraden, die
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den Punkt Q angeben, zwei Kreise trdten, so kénnte man noch eine
analoge Konstruktion ausfihren; nur wére der Vereinfachung wegen
zu beachten, daB es in diesem Falle zweckmaRig ist, den Kreis 7 so
zu schlagen, daRR er die beiden gegebenen Kreise schneidet, und zwar
auf Grund der Bemerkung, mit der der § 7 schlief3t.

Noch ein Beispiel: Man will einen Kreis um einen gege-
benen Punkt O als Mittelpunkt beschreiben, der durch einen
unerreichbaren Punkt P geht, der zwei Kreisen a und R von
den Miittelpunkten A und B gemeinsam ist. Wir bemerken
sogleich einen Fall, in dem die Aufgabe unmittelbar, ohne daR die In-
version zu Hilfe zu nehmen ist, eine Losung hat: es ist dies der Fall,
in dem die Punkte A und B, ferner der Punkt P1, in dem die Kreise
a und B sich, abgesehen von P, schneiden, und der Punkt O1, der zu
O in bezug auf die Gerade AB symmetrisch ist, auf das Zeichen-
blatt fallen. In der Tat ist dann OP = O1P1, und daher ist O(O1P1)
der verlangte Kreis. Man sieht Uberdies, daB man von einem der
beiden Punkte A, B absehen kann, da, wenn man z. B. nur den
Punkt B auf dem Blatte hat, irgend ein Kreis vom Mittelpunkte B
den Kreis o in zwei in bezug auf die Gerade AB symmetrischen
Punkten P und S schneidet und daher irgend zwei gleiche Kreise
mit den Mittelpunkten B und 5 sich in zwei Punkten der Geraden
AB schneiden; man kann daher auch, wenn der Punkt A fehlt, an-
dere Punkte der Geraden AB finden.

Nimmt man dagegen an, dal sich auf dem Zeichenblatte zwar
die Punkte A und B befinden, aber nicht O! (das Vorhandensein von
Pl hat jetzt kein Interesse mehr), so wird die Aufgabe leicht mit
Hilfe der Inversion geldst. In der Tat schneiden sich die Kreise a
und ', die zu o und B in bezug auf einen Kreis k um O invers sind, in
zwei Punkten P und P!, die zu P und P! invers sind; dann wird
der Kreis O(O P,) die inverse Figur des verlangten Kreises sein, und
wenn man daher auf ihm einen Punkt M annimmt und den dazu
inversen Punkt Al sucht (wobei man Sorge trédgt, M' so zu wahlen,
daB M nicht auferhalb des Blattes féallt), so wird O(OM) der ver-
langte Kreis sein.

Auch hier wird man einige Ersparnis in der Konstruktion er-
halten, wenn man den Kreis k so schlagt, dal er sowohl o als B
schneidet.

Ersetzt man in dieser Aufgabe die Kreise a und R durch zwei

Gerade, so erhalt man mit Hilfe der Inversion ebenfalls eine leichte
Losung.
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bis zu ihnen zurlickgelegt hat, und es bleibt ihnen ihre innigere Be-
rihrung mit der Form, in der die praktischen Aufgaben gewohnlich
auftreten. Daher wollen wir von dem, was die alten Geometer uns
gelehrt haben, nichts beiseite legen und wenden uns an eine
breitere und hohere wissenschaftliche Ausbildung nur, um uns die
Verhéltnisse jener elementaren Geometrie klar zu machen, deren be-
wundernswerte Einzelheiten sehr wohl dem Glanze der modernen all-
gemeinen Begriffe entsprechen.

Berichtigungen.

S. 42, Z. 21 v. 0. statt anM lies Man

S. 98, Z. 16 v. u. statt ; lies :

S. 112, Z. 3 v. u. und S. 113, Z. 3 v. 0. statt lies

S. 113, Z. 11 v. o. statt lies

S. 117, Z. 15 v. o. statt lies

S. 120, Z. 1 v. u. statt Beziehung lies Beziehung

S. 140, Z. 3 v. 0. statt im § 9 lies in den 8§ 8 - 10

S. 181. Z. 5 v. u. statt mit der Abszisse lies von der Abszisse
S. 270, Z. 8 v. u. statt arithmetich lies arithmetisch

S. 308. Z. 14 v. o. statt algebraischen lies algebraischer

S. 319, Z 11 v. u statty <"-1)>------ -v1l liesv _x(n—21)!----- (-y1l!
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