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Vorwort.

Aus dem Cyklus von Vorlesungen, welche der bis zum letzten
Lebenstage schaffensfreudige Leopold Kronecker an der Berliner
Universitat gehalten hat, erscheint hier diejenige tber die Theorie der
einfachen und der vielfachen Integrale. Fiinfmal hat Kronecker tber
diesen Gegenstand gelesen; zuerst im Wintersemester 1883/84 zwei-
stindig ,,uber einige bestimmte Integrale”; dann in den Sommer-
semestern 1885 vierstindig und 1887, 1889, 1891 sechsstiindig. Fir
die Herausgabe lagen Kronecker's Notizen zu sdmmtlichen funf Col-
legien, sowie die auf seine Veranlassung angefertigten Nachschriften
aus den Jahren 1883/84, 1885, 1889 vollig und die aus dem Jahre
1891 zur Halfte vor

Wer Kronecker’s Vortrags- oder Arbeitsweise kennt, wird wissen,
dass einfiihrende, elementare Vorlesungen zu halten, mit seiner ldeen-
fulle sich nicht vertrug. Mit Hintansetzung peinlich strenger Systematik
knupfte er vollig eigenartig an Untersuchungen an, die ihn augenblick-
lich beschaftigten, oder er liess sich umgekehrt durch den vorgetrage-
nen Stoff zu eigenen, tiefsinnigen Forschungen anregen und gab dann
neue, oft von gestern auf heut gefundene Resultate und Beweise. Man
wadre geneigt, seine Vorlesungen ,esoterische* zu nennen. So erklart
sich das Anwachsen des Materials bei wiederholten Behandlungen; so
das ausfihrliche Eingehen auf einige Theile des Stoffes gegentiber der
kurzen Besprechung anderer Theile; so die vielfachen Umwélzungen
und Abénderungen von einem Vorlesungscursus zum andern. So erklart
sich aber auch die ausserordentliche Anregung, die von seinen stets
lebensvollen Vortrdgen und von seinen weittragenden Bemerkungen
ausging.

Und endlich erkldren sich so auch die Schwierigkeiten, welche in
der Fixirung dieser, in bestdndigem Flusse befindlichen Vorlesungen
lagen, deren Weiterentwickelung nur der Tod des unermidlichen
Forschers hemmen konnte.

Es war bei der Herausgabe nicht mdglich, einen bestimmten
Cursus — etwa den letzten — als unbedingt massgebend zu Grunde zu
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legen, sondern es musste auf die Ubrigen zuriickgegriffen, und ihnen
mussten mancherlei Aeusserungen und Gedankenfolgen entnommen
werden. Dies durfte natiirlich nur auf Grund sorgféltiger Ueberlegung
geschehen, und mein Hauptbestreben bei jeder nothwendigen Aenderung
war es, die Vorlesungen moglichst charakteristisch zu gestalten, und
moglichst viel von der Eigenart der Kronecker'schen Vortragsweise zu
wahren. Ich bin mir wohl bewusst, dass der Werth meiner Arbeit
daran abzumessen sein wird, wie weit mir diese schwierige und schone
Aufgabe gelungen ist. Von irgend welchen auf die Sache oder auf
die Literatur beziglichen Zusédtzen habe ich vollig Abstand ge-
nommen.

Alle Notizen, welche die Herausgabe betreffen, sind in den An-
merkungen am Ende des Buches zusammengestellt worden.

Giessen, im October 1893.
Eugen Netto.
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Erste Vorlesung.

Zwei Definitionen des Integrals. — Historische Bemerkungen. — Beliebige Theilung

des Intervalles. — Grenzbegriff. — Stetigkeit. — Bedingung fiir die Convergenz
der Summen. — Differentiation des Integrals. — Grundregeln. — Beispiele.
§ I-

Euler beginnt seine im Jahre 1768 erschienene Integralrechnung
'mit folgender Definition: ,,Calculus integralis est methodus, ex data
Ldifferentialium relatione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et
»operatio, qua hoc praestatur, integratio vocari solet.”

Wir wollen zunéchst auf diese Definition zuriickgehen und uns
also die Aufgabe stellen: wenn eine Function f(x) gegeben ist, eine

Function F(x) so zu bestimmen, dass wird; weiter: wenn
eine Function f(x, y) gegeben ist, F(x, y) so zu bestimmen, dass der
Bedingung genugt wird, u. s. f. bis auf n Variable.

In diesen Vorlesungen sollen nur die hier gegebenen speciellen Diffe-
rentialgleichungen sowie die Probleme, welche dadurch gekennzeichnet
sind, behandelt werden. Die Anwendungen dieses Theils der Analysis
auf Algebra, Zahlentheorie und Geometrie sind namentlich durch Gauss,
Dirichlet und Cauchy sehr umfassende geworden.

Dirichlet hat die Vorlesungen Uber diesen Zweig der Analysis
im Jahre 1842 in Berlin eingefuhrt, und er hat ihnen den Titel:
"Theorie der bestimmten Integrale” gegeben. Wir haben, an Euler
ankniipfend, es vorgezogen, unsere Vorlesungen als ,, Theorie der ein-
fachen und mehrfachen Integrale” zu bezeichnen. Der Name ,,bestimmtes
Integral“ erweckt den Anschein, als ob die Grenzen wirklich immer
bestimmte Grdssen sein mussten, was doch bei sogenannten bestimmten
Integralen wie

gewiss nicht der Fall ist. Diese Unbestimmtheit der Grenzen bedeutet
gerade den Fortschritt von der Praxis zur Theorie, genau wie das

Kronecker, Integrale. 1
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Rechnen mit Buchstaben an Stelle von Zahlen. Es ist ganz gleich-
giltig, ob die Grenzen bestimmt sind oder nicht; das Bestimmt-Sein
ist nicht das Entscheidende, und deshalb haben wir das Wort wee:
gelassen. Ferner soll der Titel anzeigen, dass wir uns nicht mit be-
liebigen Differential-Gleichungen beschaftigen wollen, deren Behandlung
ebenfalls unter die von Euler gegebene Definition fallen wiirde.

§ 2

Denken wir uns die Function f(x) gegeben, so lautet die Be-
dingungsgleichung flr die zu bestimmende Function F(x) ausfuhrlich
geschrieben folgendermassen:

(1)

Hierbei ist eine wesentliche Voraussetzung die, dass f(x) eine ein-
deutige Function sei. Geht man auf die Bedeutung des limes ein,
so besagt (1): ,,in

)
»S0l1 @(x, h) mit h zugleich nach Null convergiren.”

Die letzte Gleichung fuhrt uns sofort auf eine Art algebraischer
Ldésung unseres Problems. Denn gilt sie in einem gewissen Intervall
reeller Werthe fir x, etwa von x0 bis X, setzen wir dann:

©) X — X0 =nh also

und geben dem x in (2) der Reihe nach die Werthe

X0, X0 + h, x0 + 2h, .... x0 + (n— 1)h,
s0 entsteht:

F(x0+h) — F(x0) = hf(x0) +he(x0 + h)
F(X0 + 2h) - F(x0 + h) =hf(x0+h)  + hg(x0 + h,h)
F(x0 + 3h) - F(x0 + 2h) =hf(x0 + 2h) + ho(x0 + 2h,h)

F(x0 + nh) - F(x0 + (n-1)h) =hf(x0 + (n-1)h)+ h@(x0 + (n-1)h,h),
und man erh&lt durch Addition wegen (3):

(4)

Wir setzen weiter voraus, dass in dem Bereiche von x0 bis x der
Werth von A so klein angenommen werden kann, dass jedes @(x', h)
fir xO x' .x unterhalb einer vorgeschriebenen kleinen Grdsse T bleibt.
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Man sagt, wenn dies eintritt, ,,der Difierenzen-Quotient nahert sich in
,dem Intervalle dem Differential-Quotienten gleichmassig”. Dann geht
(4) uber in

(4%)

Hier sei ein fir alle Mal bemerkt, dass wir bei Summen den Summa-
tionsbuchstaben nicht besonders hinschreiben, wenn derselbe ohne
weiteres ersichtlich ist. L&sst man jetzt in (4*) den Wert von n mehr
und mehr wachsen, so ergiebt sich das Resultat:

®)

Es ist also unter den gemachten Voraussetzungen F(x) als Grenzwertli
einer Summe bestimmt worden.

§ 3

Dei' Begriff des Integrals als einer Summe ist der historisch ur-
springliche; er findet sich der Sache nach schon in den Bichern des
Archimedes. Dieser Mathematiker zerlegt eine, von einer Curve ein-
geschlossene Flache zum Zwecke ihrer Quadratur in eine Anzahl gleicher
oder ungleicher trapezartiger Figuren, betrachtet den Gesammtinhalt der-
selben und verfolgt diese Grosse, wenn die Anzahl durch wiederholte
Theilung wéchst bei gleichzeitig abnehmender Dimension der Grund-
linien der einzelnen trapezartigen Theile. Sobald dann Descartes Curven
durch Gleichungen darzustellen lehrte, war aus der Flachenberechnung
des Archimedes die Berechnung von Integralen geworden.

Bei genauer Betrachtung erweist sich der Archimedische Gedanken-
gang als ausserst merkwirdig. Um den Flacheninhalt ADCD zu finden,
theilt man AD in kleine Theile,
deren einerEF sei, sucht dann eine
Ordinate JK der Art, dass EG HF
= EF-JK wird, und bildet nun
die Summe aus allen EF1JK. Man
nimmt also das Problem fiir ein
kleines Stick EGHF bereits als
gelést an.  Was ist aber flr den
Mathematiker ,,gross“ oder ,klein“?

Es ist Uberraschend, dass man in den Naturwissenschaften so oft das
»Kleine* gern in den Kauf nimmt, wenn man sich das ,,Grosse” damit

erklaren zu konnen glaubt. Das erinnert an das Goethe’sche Wort:
1*
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,,Du kannst im Grossen nichts verrichten
,und fangst es nun im Kleinen an.”

So meint man, die Massenattraction begreiflicher zu machen, wenn
man einen Attractionséther annimmt und die Kraft nun von Theilchen
zu Theilchen wirken lasst; so ,.erklart die Darwin’sehe Theorie ehe
grossen Abweichungen, welche bei den Individuen einer Gattung orga-
nischer Wesen auftreten, indem sie lehrt, wie dieselben aus kleinen
Aenderungen hervorgehen.

Da es aber bei der praktischen Anwendung der Mathematik stets
nur darauf ankommt, von einer Zahl zu wissen, dass sie innerhalb
eines bestimmten Intervalles liegt, dessen Grdsse von der zu verlangenden
Genauigkeit abhdngt, so wird uns auch die dargelegte Methode, wie
wir sehen werden, in brauchbarer Weise zur Integralfunction verhelfen.

Nach der Methode der Summation, die das Integral liefert, nannte
es Leibnitz ,functio summatoria“ und fihrte zur Bezeichnung der-
selben das Summenzeichen ¥ ein. Bei Leibnitz kann man die Er-
findung der Integralrechnung formlich in ihren einzelnen Stadien ver-
folgen; die Grosse h, das Stiick EF der Grundlinie, wird bei ihm von
Jahr zu Jahr Kleiner.

Erst Johann Bernoulli legte den Hauptnaclidruck auf die Ope-
ration des Zurlickgehens von einem gegebenen Differentialquotienten
auf die urspriingliche Function und nannte diese daher ,integrale”,
von ,integer” das ,,Urspringliche®,

Der Sache nach gehért die Integralrechnung eigentlich vor die
Differentialrechnung; nur bietet sie grossere Schwierigkeiten als diese,
und daher setzt man die Kenntniss der Differentialrechnung lieber voraus.

Dirichlet beginnt seine Vorlesungen mit der Definition des Inte-
grals als Grenzwerth einer Summe, wie wir sie in (5) gegeben haben.
Bei Riemann tritt eine scheinbar noch weitere Definition auf, indem
die Theile, in welche die Strecke (x — x0) zerlegt wird, nicht mehr als
gleich vorausgesetzt werden. Uebrigens war Riemann nicht der erste,
welcher solche Theilungen benutzte; sie finden sich schon bei Gauss
in der Abhandlung Uber mechanische Quadratur.

Wir wollen diese Art der Definition jetzt besprechen und uns
dabei der geometrischen Représentation bedienen.

§ 4.

Bezieht man die Gleichung y = f(x) auf ein rechtwinkliges Coordi-
natensystem der x, y und theilt die Abscissen-Axe von x0 bis X = x2n
in n Theile x2u ... x2u+2 M =0, 1, 2, ...n — 1) so werden durch
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die x-Axe, durch die in den (n + 1) Theilpunkten errichteten Ordinaten
und durch die Curve y = f(x) als Begrenzungen, n trapezartige Flachen-
sticke bestimmt. Nimmt man ferner an, dass in den Intervallen
zwischen x0 und x2 und x4; x4 und x6 ... Werthe xIt x3; x5 . ..
von solcher Beschaffenheit bestehen, dass (-x2u  +x+2)f(x2u+1)
gleich dem Inhalte des 0ber der Strecke (x2u + x2u+2) stehenden
Flachenstiickes ist, dann wird der gesammte Inhalt der n Stiicke, d. h.
der Inhalt des Stiickes, welches von der x-Axe, der Curve y = f(x)

und den beiden in xn und x2n errichteten Ordinaten begrenzt ist, durch

(6)

genau dargestellt. Das Gleiche findet auch noch 'statt, wemi man
n = oo werden und dabei die Abscissen-Absclmitte nach der Null hin
abnehmen lasst. Der Werth der Flache ist dann

Nun sind hier freilich die Zwischenwerthe x2u+1 sammtlich unbekannt;
aber es I&sst sich nachweisen, dass unter der Voraussetzung der Stetig-
keit dei, Function f(x), deren Eindeutigkeit wir schon vorausgesetzt
haben, irgend zwei Summen

(7)

in denen 211+ X"2u+1 beliebige Werthe des Intervalles (x21 . . . x2u+2)
bedeuten, gegen einander convergiren.

Bei stetigem f(x) giebt es in jedem Intervalle Werthe &+ 1, {&2n+1
fur welche die Beziehungen gelten:

f€ou+1) f(x2u+l) f(&2u+1)

f(€02n + 1) f(x"2u+1) f(§2n+1)
wenn wir nun die ,,Maximalschwankung” innerhalb des Intervalles
(x2n ... x2n+2), namlich:

f(€2n+1) - f(€02u + 1) =ou
setzen, so folgt:
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und also:

(O=o'=l).
Aehnlich folgt flr die zweite Theilung:

(O=0"'=l).
Durch Subtraction der letzten von der vorletzten Gleichung ergiebt sich:

Rechts steht die Summe aus je einem der aufeinanderfolgenden Ab-
scissentheile multiplicirt mit der gréssten Schwankung der auf dieser
Strecke vorhandenen Ordinatenwerthe. Bei stetigem f(x) wird diese fir
n=oo, d.h. bei fortgesetzter Verengerung der Intervalle (-x2u1 + x2u+2)
beliebig klein. Beachtet man, dass damit auch das Maximum ¢ der
ox unendlich klein wird, und dass die obige Summe Kleiner ist als
(-xO + x2n)o, so folgt, dass die rechte Seite in (7*) bei stetigem
f(x) beliebig klein gemacht werden kann, und dass also irgend zwei
Summen (7) bei hinreichend kleinen Intervallen sich von einander um
weniger als eine beliebig kleine gegebene Grosse unterscheiden; d. h.
»die Summen (7) convergiren gegen einander*.

Wir konnen die Bedeutung der Summen (7) noch erweitern. Jedem
Intervalle (x2u + x2u+2) ordnen wir ein anderes ((2u ...(2u+2) zu, welches
das erste umfasst, mit ihm gleichzeitig unendlich klein wird, sonst aber
willkirlich gewahlt werden kann, so dass z B. die neuen Intervalle
(@un... 2u+2), ((2n+2 - - - (2u+4), ... Ubereinander greifen dirfen. Fur
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diese neuen Intervalle seien jetzt die Grossen 02+1&2u + 1, o genau
so definirt, wie friher flr die alten. Dann bleiben, auch wenn x2x+1,
X21+1 in den neuen, weiteren Intervallen angenommen werden, alle
Schlisse bestehen, und die Formel (7*) gilt in der erweiterten Bedeutung.

Diese Auffassung von (7*) zeigt, dass selbst bei verschiedenen
Theilungsgesetzen alle Summen = (-x2m + x2u +2) f(x2u +1) gegen ein-
ander convergiren. In der That, wenn zwei Theilungen mit den zu-
gehdrigen Ordinaten gegeben sind, so kann man zundchst sémmtliche
in beiden Theilungen auftretenden Theilpunkte einer dritten und einer
vierten neuen Theilung zu Grunde legen. Diese beiden neuen Theilungen
lassen sich aber sofort mit den beiden alten identisch machen. Dazu
reicht es aus, allen denjenigen Intervallen der dritten (vierten) Theilung,
welche aus einem einzigen Intervalle der ersten (zweiten) Theilung ent-
standen sind, gerade die Ordinate zu geben, welche jenem einen Inter-
valle der ersten (zweiten) Theilung angehdrte. Nun stimmen die beiden
neuen Summen mit den beiden alten ihren Werthen nach tberein; wegen
der Wahl der x2u+1 stehen sie unter der erweiterten Form (7); es
gilt also, wie bewiesen werden sollte, auch hier (7%).

Danach st ersichtlich, dass die speciellere § 2, (5) gegebene De-
finition vollkommen ausreicht. Ferner ist es Klar, dass, wenn die
Summe (6) einen bestimmten Grenzwerth hat, welcher dem Inhalte des
betrachteten Flachenstiickes gleich ist, alle Summen

nach demselben Inhalte zu convergiren.

§ 5

Zu allen den bisherigen Entwickelungen ist zu bemerken, dass
die unserer Auffassung zu Grunde liegende Annahme, der Inhalt einer
Flache lasse sich genau durch Zahlen auswerthen, durchaus nicht frei
von Bedenken ist. Nur wenn wir von vornherein eine Function F(x)
kennen, deren Ableitung gleich der vorgelegten Function f(x) ist,
konnen wir die Existenz eines solchen Grenzwerthes behaupten. Die
geometrische Anschauung darf uns nicht dazu verleiten, diese Existenz
als selbstverstandlich anzusehen. Kennen wir eine Function F(x) nicht,
so fuhrt (6) lediglich auf gegen einander convergirende Reihen von
Zahlenwerthen, und mit diesen allein dirfen wir rechnen.

Es ist ferner zu beachten, dass bei unseren bisherigen Schliissen
mit grossten und kleinsten Functionswerthen innerhalb der einzelnen
Intervalle operirt worden ist. Es fragt sich also, ob die Existenz solcher
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Maxima und Minima ohne Weiteres fests.teht. Das ist nicht der Fall.
Ja, es ldsst sich im Gegentheil zeigen, dass bei manchen Functionen
f(x) die Operation (6) auf Reihen von Zahlenwerthen fiuhrt, die gegen
einander convergiren, wahrend* die Existenz der Maxima und Minima
sich nicht beweisen l&sst. Im Allgemeinen kann man die Maxima und
Minima nur finden, wenn die Function sich differentiiren lasst; ist
dies nicht der Fall, wie in dem von Riemann gegebenen Beispiele
der stetigen Function

dann durfen wir auch nicht mit ihnen operiren.

§ 0

Der scharferen und allgemeineren Fassung des bisher Gegebenen
seien einige ausflhrlichere Erlduterungen beziglich des Grenzbegriifes
vorausgeschickt.

W(m) heisse eine Function der positiven Zahl m, wenn ein be-
stimmtes Rechnungsverfahren festgestellt ist, mittels dessen fur jede
Zahl 1, 2,3, ...m, ... der Werth von y(nt1) gefunden werden kann.
Es besitzt dann die Gleichung

folgende Bedeutung: ,,Wird eine beliebig kleine positive Zahl t ge-
geben, so ist es maglich, eine Zahl M so gross zu wéhlen, dass flr
sjeden Werth von m, der M ist, |(m)] <1 wird.“ Dabei bedeuten
die Verticalstriche, wie immer im Folgenden, nach dem Vorgdnge des
Herrn Weierstrass, dass der absolute Werth der eingeschlossenen
Grosse zu nehmen ist.

Da sich jeder andere Grenzwerth auf Null zurtckfihren ldsst, so
kann man bei jeder Grenze die hier gegebene Erklarung zu Grunde
legen. So z. B. erh&lt man bei

wenn mau

setzt,
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Es braucht wohl kaum erwahnt zu werden, dass unsere Definition
der Grenze keineswegs ein bestdndiges Abnehmen der Function mit
wachsendem m voraussetzt. So ist

obwohl die Function bei wachsendem m auch zunehmen kann.

Die Zurickfuhrung der Grenzwerthe auf 0 geschieht deshalb, um
anzuzeigen, dass wir keine neuen Begriffe einfiihren wollen. Durch
den Limes soll keine neue Grosse definirt werden; wir gebrauchen
ihn nur, wenn er gleich einer bekannten Grosse ist. —

Hat man in Bezug auf zwei Grossen zur Grenze (berzugehen, dann
stellt sich die Sache nicht so einfach. Soll

®)

sein, so heisst dies, ,,wenn
9)

»gesetzt wird, dann wird
(10)

Bei solchen successiven Grenzilbergangen ist die Reihenfolge nicht
gleichgiltig. Denn es wird z. B.

da ist, also W(s) das s nicht mehr enthdlt, so dass auch

sein muss. Hingegen wird

werden. Denn die innere Operation fiihrt unabhangig von dem VVerthe
von r Uber alle Grenzen hinaus, so dass die Durchfiihrung der dusseren
Operation keine Aenderung im Resultate bewirken kann.

Aehnlich ergiebt sich:

Ein drittes Beispiel liefert uns die Reihe

Differentiirt man sie direct. so wird, wegen ihres constanten Werthes
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werden; wenn man jedoch gliedweise differentiirt und dann erst sum-
mirt, so folgt:

Diese Summe lasst sich leicht mit Hilfe von
2 sin2¢ - cos(2n + )@ = sin(2x + 3)¢ — sin 21 — e,

in die Form

bringen; das ist aber eine schwankende Grosse, die z. B. fir v0 = %

abwechselnd zweimal die Werthe ++/2 und -+/2 annimmt, wenn N
ganzzahlig wéchst. Man sieht also, wie verschieden die Grenzwerthe
sich gestalten koénnen. —

Schon bei

stellte sich eine Schwierigkeit heraus, die darin bestand, dass der Ueber-
gang zur inneren Grenze nicht durchgefihrt werden konnte, weil eine
solche nicht besteht. In diesem und in &hnlichen Fallen kann man
durch Benutzung einer anderen Methode zum Ziele gelangen.

Soll die Gleichung

(8)
stattfinden, so kann man auch s zuerst beliebig gross annehmen, etwa
gleich TV; damit (8) gelte, muss es dann fir r eine Grenze der Art
geben, dass fir jedes r > M

NN} <t
wird, wenn r eine beliebig kleine gegebene Grosse ist. Dies stimmt
mit der ersten Definition Uberein, falls (9), (10) bestehen, wie leicht
zu erkennen ist. Denn man wahlt dann auf Grund von (10) zundchst
N so grofs, dass

wird, und darauf kann inan wegen (9) M so bestimmen, dass fir
jedes r > M auch
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ist. Die Vereinigung der letzten beiden Ungleichungen liefert nun
b(r, N) | <T.

Was hier fiir die Grenzen r = c , s = oco und den Werth 0 der
rechten Seite durchgeflhrt ist, gilt offenbar in allen anderen Fallen
mit einfachen Modificationen.

So findet man

wenn man zuerst r beliebig klein = p wahlt und dann ¢ so annimmt,
dass 0 < ot ist. Fir jedes s ¢ wird

Dagegen zeigt sich der andere Grenzwerth

indem man zuerst s beliebig klein = 6 wéhlt und dann p so annimmt,
dass @ < ot bleibt. Fur jedes r p wird

Es wachst also hier Uber alle Grenzen hinaus.

§ 7.

Damit wir nicht gezwungen sind, spatere Entwickelungen wieder
zu unterbrechen, schalten wir gleich hier noch einige Erérterungen
tber den Begriff der Stetigkeit ein.

Dieser Begriff ist kein urspringlich arithmetischer, sondern er ist
aus den Anwendungen der Analysis auf die Geometrie und.Physik ent-
nommen. Seine geometrische und physikalische Bedeutung ist aber sehr
dunkel. Eine Curve ist weder, wie man sie zeichnet, noch wie man
sie denkt, eigentlich continuirlich; man kann immer nur einzelne be-
stimmte Punkte — korperlich wie geistig — ins Auge fassen. Und
in der Natur scheint einerseits freilich jede Fernwirkung unfassbar,
andererseits aber lasst sich ohne Annahme irgend welcher Unstetigkeit
in der Raumerfullung Uberhaupt keine Ortsverdnderung im Raume,
d. h. Bewegung, denken.

In der Analysis handelt es sich immer nur um die Stetigkeit von
Functionen. Dabei spielte aber lange Zeit hindurch die geometrische
Auffassung der Stetigkeit eine Rolle. So kommt bei Gauss der
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Begriff Stetigkeit einer Function y von x nur in folgendem Sinne vor:
»,Geht x von x0 bis xI, und nimmt y fir diese beiden Wertlie der
»Variablen die Werthe y0 und yl an, dann giebt es zwischen xq, XI jedes-
»mal ein x’, fur welches die Function den zwischen y0 und yl beliebig
»gewdhlten Werth y* erhdlt.” Es ist dabei an eine Curve gedacht, welche
die beiden Punkte (x0, y0) und (x1, yl) mit einander verbindet und in
ihrem ununterbrochenen Laufe den Verlauf der Functionswerthe darstellt.

Statt dieser geometrischen Veranschaulichung wélilen wir eine rein
analytische Definition: "f(x) heisst bei einem bestimmten Werthe X
,.Stetig, wenn ein von Null verschiedener, beliebig kleiner, aber end-
licher Werth von h bestimmt werden kann, fir welchen die Un-
gleichung qilt:

|[fx+h-¢g) —f(X)|<T
-1 g D,
»Wo T eine beliebig Kkleine, gegebene Grosse bedeutet.”

Wir benutzen ferner die folgenden Begriffe und Definitionen:

»Eine Function f(x) heisst in einem Intervalle gleichmassig
,»Stetig, wenn nach Annahme des T ein und dasselbe endliche h die obige
»Bedingung flr jedes x des Intervalles erflllt.”

»Eine Function heisst in einem Intervalle imAllgemeinen gleich-
massig stetig, wenn die Gesammtgrdsse aller Intervalle, in denen die
»Bedingung gleichmassiger Stetigkeit nicht erfullt ist, sich mit T gleich-
zeitig der Null nahert, also kleiner wird, als eine vorgegebene, beliebig
»Kleine Grosse." Der Ausdruck ,gleichmassig stetig” ist zwar nicht
glucklich gewahlt, weil eigentlich nur y = ax + b gleichméssig stetig
ist, doch wollen wir ihn als eingeblrgert beibehalten.

§ 8

Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Integrale zuriick und fassen
zundchst die Ergebnisse der ersten Paragraphen kurz zusammen.

Wir sahen, dass, ,wenn die Function f(xX) in dem Bereiche von
wX0 bis x21 = x eindeutig und stetig ist, oder wenn sich in diesem Inter-
valle der Differenzen-Quotient dem Differential-Quotienten gleichmassig
,,nahert, dann alle Summen

(7)

,und insbesondere die Summe

()
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»Mit wachsendem n und abnehmender Grdsse der Intervalle (x2u...x2u.+2)
..0egen einander convergiren.“ Giebt es ferner eine Function F(x)

deren Ableitung- gleich der gegebenen Function f(x) ist,
dann wird
9)

= F(x) — F(x0) .

Far die linke Seite von (9) schreiben wir in der jetzt Gblichen,
von Fourier zuerst benutzten Bezeichnung:

so dass wir erhalten:
(9%)

Aus § 4 ergiebt sich, dass die notwendige und hinreichende Be-
dingung fir das Convergiren aller Summen (7) gegen einander durch

gegeben ist. So wurde sie von Riemann aufgestellt. Abei’ dieser Satz
ist im Grunde nur eine ldentitdt; damit l&sst sich nichts anfangen;
wie Uberhaupt die Erkenntniss nur fortschxeiten kami, wenn man mehr
voraussetzt, als notliig ist. Wir wollen eine nur hinreichende, aber
inhaltsreichere und leichter festzustellende Bedingung einfiihren.

Diese soll so formulirt werden: ,,die Summen convergiren, falls
,f(xX) eindeutig, im Allgemeinen gleichmadssig stetig ist, und falls sich
»eine endliche Grésse M angeben l&sst, unter welcher alle Functional-
,werthe des Bereiches bleiben.”

Die Bestimmung einer solchen Grésse M ist mitunter auch dann
mdglich, wenn der Nachweis der Existenz von Werten &, & innerhalb
(x2n..x2n.+2), fir welche Maxima und Minima im Intervalle auf-
treten, nicht moglich ist; so z B. bei dem schon in § 5 angefihrten
Riemann'sehen Beispiele:

Sind unsere Voraussetzungen erfillt, dann nehmen wir eine be-
liebig kleine Grosse T an und konnen darauf eine Grosse h so bestimmen,
dass im Allgemeinen
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| F(x+ he) — F(X)| <t =1 ¢ 1
wird. Die Summe der einzelnen Bereiche, in denen diese Beziehung
nicht gilt, werde durch T' bezeichnet; mit abnehmendem Tt nimmt
auch T' nach Null ab. Die Bereiche, in welchen die obige Beziehung
gilt, theilen wir in Intervalle (x2x...x2u+2), deren Ausdehnung die
Grosse h nicht Gbertrifft, und wahlen in jedem Intervalle zwei beliebige
Werthe x2u+1, x"2u+1; dann ist
X221 + X2n+2)T < (-X2n + x2n+2) (F(x2n+1) - f(x"2u+1))
< + (-X2U + X2U+2)T
und also fur die Gber alle Intervalle dieser Bereiche erstreckte Summe

— (X =X0)T <D (-x2u + x2u1+2) (f(x'2n+1) - f(x"2n+1)) < +(x -X0) T
Fur jedes einzelne Theilchen (x2\; ... x2A+2) des Bereiches T' ist
— (X2A + x2A+2) ! < (-X2A + x2A+2) (f(x'2A+1) - f(x"2A+1))
< + (X2A + X2A+2) 2M,

da ja jedes f(x) kleiner als M ist. Fur die sammtlichen Intervalle auf
(x0...x) erhdlt man, da Xx2A+2- x2A<h ist, durch Addition

oder

Lasst man nun T und damit T' nach Null hin gehen, so folgt aus
der letzten Ungleichung der zu beweisende Satz, namlich dass alle
Summen (7) unter den gemachten Voraussetzungen gegen einander
convergiren.

§ 9
Wir wollen jetzt abkirzend

schreiben und dann nachweisen,
1) dass G auch wirklich das Integral der Function f(x) nach der
Euler’sehen Definition darstellt, d. h. dass

ist; und
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2) dass das Integral des Differential-Quotienten einer Function F(x)
auch wirklich wieder die Function F(x) — F(x0) darstellt, d. h. dass

wirc

Dabei ist der Limes in Beziehung auf n immer so zu verstehen,
dass die Anzahl der Theile wéachst und die Ausdehnung der einzelnen
Theile abnimmt.

Wir wollen zuerst den Nachweis fir die zweite Behauptung unter
der Voraussetzung liefern, dass der Differenzen-Quotient von F(x) sich
im ganzen Intervalle (x0...X) dem Differential-Quotienten gleichmassig
néhert. Ich nehme zunéchst eine beliebig kleine Grosse 10 an; dann
kann ich das Intervall in Theile (x21 - - - x2u+2) von solcher Ausdehnung
zerlegen, dass fur einen jeden

0 e<1)

ist, wenn nur !+ und x2u+1 - d2u+linnerhalb (x2u... x2u+2)
liegen. Multiplicire ich diese Gleichung nun mit (x2u+2 — x21) und
addire fir alle », so folgt

(=1 ¢egn +1)
und folglich

und das ist der zu beweisende Satz. Der Beweis beruht auf gehoriger
Verkleinerung der einzelnen Theile (-x2u. .. x2u+2)> wahrend uber
0, &' keine besonderen Voraussetzungen getroffen wurden. —

Die im ersten Satze ausgesprochene Behauptung koénnen wir auch
so formuliren: ,Dei- Differential-Quotient des Integrals nach der oberen
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»Grenze ist gleich dem Integranden.“ Ausfihrlich geschrieben lautet
die Formel:

Hier ist die zweite Summe durch ein anderes ® bezeichnet als die
erste, um den Anschein zu vermeiden, als ob bei ihr dieselbe Eintheilung
vorausgesetzt wiirde wie dort. Fuhren wir die Summen ein, so kdnnen
wir die linke Seite auch folgendermassen schreiben:

wobei x2m = x + 9, x2n = X - &' gesetzt werden muss. Wenn wir
jetzt die Annahme machen, 'dass f(x) an der oberen Grenze stetig ist,
dann konnen wir d, d' so wéhlen, dass die Functionalwerthe innerhalb
(x - &'...x + ) sich von einander um weniger als %t unterscheiden.
Dabei ist T eine beliebig kleine, vorher gewahlte Grofse. Ist dies ge-
schehen, dann koénnen wir in der ersten Summe die Eintheilung von 0
bis x - d'. so wahlen, dass die zugehdrige Partialsumme sich von
der zweiten Summe um weniger als eine beliebig kleine Grosse T0
unterscheidet. Hierzu reichen unsere Voraussetzungen aus 8§ 8 liin.
Endlich wéhlen wir dann x'2m-1= x, und jetzt folgt, dass unser obiger
Ausdruck sich von f(x) um weniger als

unterscheidet. Nehmen wir © = %T1(d + d'), so ergiebt dies 1.

Damit ist auch der erste Satz bewiesen. Man bemerke aber wohl,
dass man hier gleich anfangs uber die Grdssen d, d' verfligen musste
und zwar, ehe man zur Festsetzung der Grdsse der Intervalle schreiten
konnte, wdéhrend bei dem Beweise des zweiten Satzes 6 und &' nicht
besonders berlicksichtigt zu werden brauchten. In beiden Fallen haben
wir einen doppelten Grenziibergang; das wird nicht immer gentigend
beachtet. Allerdings geht in der abgekiirzten Schreibweise

der eine Limes unter; vorhanden ist er aber. In dieser Schreibweise
lauten unsere Satze:
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und

Durch den gelieferten Nachweis haben wir den friiheren Euler’sehen
Standpunkt mit den modernen Anschauungen vereinigt. Wir werden
uns weder ausschliesslich der einen noch der andern Integral-Definition
anschliessen, sondern wir behalten uns vor, beide je nach Bediirfnis»
zu benutzen, da hierdurch Schwierigkeiten vermieden werden kénnen,
die, wie wir bald sehen werden, sonst auftreten wirden.

Wir konnen endlich noch eine Darstellung des Integrals geben,
die des Interesses nicht entbehrt.

Jedes Glied

(-x2n+2 +x2n) f(x2u+1)

unserer Summe G ist ndmlich selbst wieder ein Integral

wenn f(x'2u+1) im Integrationsmtervalle als constant angesehen wird.
Definiren wir also eine Function f1(x) der Art, dass sie zwischen x2u
und x2u+2, die obere Grenze eingeschlossen, den Wert f(x'2u+1) besitzt
dann erhalt man

Das links angegebene Integral besteht somit aus einer Summe von Inte-
gralen, bei denen die Functionen unter den Integralzeichen langs der
einzelnen Teile des Integrationsintervalles constant sind; man erhalt
bei einer geometrischen Darstellung des Verlaufes der Functionswerthe
statt der Curve eine gebrochene Linie, die abwechselnd der Abscissen-
und der Ordinaten-Axe parallel 1auft und bei beliebig weit fortgesetzter
Theilung des Intervalls in immer mehr Punkten mit der durch y = f(x)
dargestellten Curve zusammenfallt.

§ 10.

Aus den angegebenen Satzen folgt ohne Weiteres die Beantwortung
der Frage, ob die Euler’sehe Aufgabe mehr als eine Losung zulésst.
Man kann namlich feststellen, wodurch sich zwei Functionen, deren

Kronecker, Integrale. 2
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Differentialquotienten einander gleich sind, von einander unterscheiden
konnen.  Soll sowohl
als
sein, so ist

und

Der Ausdruck hinter dem Limes nadhert sich nach § 9 der Grenze
&)  -F(x0)-  P(x2n) +- D (x0),

wenn sich der Differenzenquotient der Function F(x) — ®(x) im All-

gemeinen gleichmassig dem Differentialquotienten derselben ndhert.

Dann ist also, wenn man x fiir x2n einsetzt,

Fx)= o [F(x0) — ®(x0)],

d. h. die beiden Functionen unterscheiden sich nur durch eine Con-
stante von einander. Unter der angegebenen Voraussetzung giebt es
mithin im Wesentlichen nur eine Integralfunction.

Auch die folgenden Fundamentalregeln der Integralrechnung er-
geben sich leicht:

I) Es ist

(10)

vorausgesetzt, dass

gesetzt werden kann; denn in diesem Falle ergiebt sich die Identitét
Fb) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) — F(d).
I1) Unter dhnlichen Voraussetzungen erhélt man

11

da die Integration wieder die ldentitat liefert:

(@) — 0(@) + (Wb) — w(@) =(e(b) +W(b)) —(¢(a) +W(2))
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I11) Die Richtigkeit der Gleichung

(12)

ist nach unseren beiden Definitionen evident, wenn ¢ constant ist.
IV) Ferner sieht man, dass

(13)

ist; denn man erhalt hierfli

f(b) — f(a) = (f(a) -f(b))
V) Integrale kann man durch Einfiihrung anderer Variabein bis-
weilen vorteilhaft umgestalten.
Fuhrt man in

wo G(y) die Integralfunction von g(y) bedeutet, die neue Variable
x durch

o) =1J  erVI=w
ein, und ist hiei' y eindeutig durch x, und ebenso x eindeutig durch y
bestimmt, dann wird nach der ersten Definition der Integrale

rechnet man links den Differentialquotienten aus und kehrt rechts zu
y zurlick, dann entsteht

(14)

Die Anwendung der zweiten Definition liefert dasselbe Resultat. Denn
es ist

(14%)

V
Hierin aber lassen wir y2u+1 und damit x2u+1 vorldufig in den erlaubten

Grenzen noch unbestimmt. Weil nun, wie aus der Differentialrechnung

bekannt ist,
2*
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O(x2n+2) — @(xu) = (Xx2n+2 — x2n0)@'((2n+1)
gesetzt werden kann, wo Y%z einen passenden Mittelwerth zwischen x2xu
und x2u+2 bedeutet, wenn @(x) innerhalb (x0...x2n) gleichmassig stetig
ist, so kann x2u+l = (2u+1 gesetzt und y2u+l = @(x2u+1) daraus ein-
deutig bestimmt werden. Hierdurch entsteht

und dieses Resultat stimmt mit (14) Uberein.
Insbesondere folgen aus unserer Formel die Gleichungen:

(15)

(16)

In die Formel (14*) setzen wir statt g(¢(x)) ein Y(x):

(17)

Hier unterscheidet sich die Summe links von der bei unserer zweiten
Definition auftretenden dadurch, dass (— x2u + x2u+2) durch die Diffe-
renz zweier Functionalwerthe (—@(x2n) + @(x2nu+2)) ersetzt ist; (17)
liefert also eine Verallgemeinerung jener Definition.

Endlich machen wir von der Transformation noch folgende, héufig
Zu benutzende Anwendung.

Es sei fO(x) eine gerade und fl(x) eine ungerade Function, d. h.

fuhrt man dann in

statt x ein — vy, so folgt, wenn man statt y wieder x schreibt,
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und man erhalt also

und

VI) Von grossem praktischen Nutzen ist der Satz Uber partielle
Integration; wir kénnen ihn unmittelbar aus der bekannten Diffe-
rentialformel

d(@CQW(x) = @(x)db(x) + W(x)de(x)

ableiten, indem wir sie zwischen den Grenzen a und b integriren:

Durch die Substitution

erhalten wir die neue Form;

(1)

Denselben Satz leiten wir mittels der zweiten Definition her, indem
wir in die von Abel stammende, noch hdufig zu benutzende Identitat

einsetzen:
a = @(x2u+l), b= Y((x2n)

und die entstehenden beiden Summen geméss (17) bei wachsendem n
in Integrale bergehen lassen; dabei resultirt

Hier kann man, da die Theilpunkte beliebig nahe an einander geriickt
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werden, statt x! eintragen x0, und statt x2n-1 und x2n-2 jedesmal x2n:
so folgt denn:

und dies ist bis auf die Bezeichnung der Grenzen mit (18) identisch.

§ 11

Wir wollen jetzt an einigen Beispielen zeigen, wie sich unser G
der Integralfunction nahert.

1) Bei f(x) = x| erhalten wir, falls — wie es gestattet ist — das
Intervall (X0 ...X) in gleiche Theile getheilt wird, die Summe

und diese wird fir n = oo zu
(X — =ays<r = (X = XNIX0 + Yy (8? — ¥)3 = Y (T3 — o3

Wir erhalten also durch Summation als Integral

2) Bei f(x) = cos x ist zu bilden:

Da aber die Summe

cosa +cos(a+v) +cos(a+2v)+...+ cos(a+(n-1)v)

ist, so wird der obige Ausdruck zu
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und wir bekommen in diesem Falle den Werth

Hierbei sei erwahnt, dass die aus
folgende Gleichung

falls @(n) nicht schon gleich Y(n) ist, von Paul du Bois-Reymond
eine ,infinitdre Gleichung” genannt wird; dieser Ausdruck bedeutet also,
dass sich, wenn n hinreichend gross gewahlt wird, @(n) und Y(n) um
beliebig- wenig- von einander unterscheiden.

3) Es sei dann folgt aus der Euler’sehen Definition:

Ist =1, a =0, so stellt die Differenz rechts in

keinen angebbaren Werth dar. Die in den ersten Beispielen durch-
gefiihrte Methode, die Integralfunction zu finden, kénnen wir hier nicht

mehr anwenden. da fur x = 0 nicht mehr unter einer zwar be-
liebig grossen, aber doch endlichen Grdsse bleibt, also auch

keinen angebbaren Werth besitzt. Nimmt man hier statt der unteren
Grenze 0 eine beliebig kleine Grosse d, so hat die Gleichung

Gultigkeit, und man erkennt, dass mit  auch der negative Wert des
Integrals (ber alle Grenzen wéchst.
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4) Bei hat man zunéchst Eindeutigkeit herzustellen.

Dies geschieht, indem man ein bestimmtes Vorzeichen der Quadratwurzel
als geltend festsetzt, z. B. unter Verwendung der Weierstrass’schen
Bezeichnung /|

Soll jetzt

gebildet werden, so stellt sich an der unteren Grenze dieselbe Schwierig-
keit ein, wie im vorigen Beispiele. Wir bilden nun wieder wie oben
den Grenzausdruck

Hier ist der Integralwerth gleich dem Grenzwerthe eines Summen-
grenzwerthes. Wollte man nach der Dirichlet'schen Anschauung das
Integral (wie es nach unseren Auseinandersetzungen nicht mdglich ist)
mit einem Flacheninhalte und daher mit einem Summengrenzwerthe iden-
tificiren, so wdére es Uberhaupt kein Integral zu nennen, sondern nur
der Grenzwerth eines solchen. Riemann nennt in der That, indem er
nur auf die Summen-Darstellung Ricksicht nimmt, dies Integral ,ein
uneigentliches*

Wir knipfen hieran noch zwei Bemerkungen:

Der letztbehandelte Fall hat uns gezeigt, dass die Euler’sche
Definition eine weitere Auffassung des Integralbegriffes liefert, als die
neuere; und wie wir schon erwéhnten, ist es von Nutzen, beide Defini-
tionen neben einander beizubehalten, um die eine néthigenfalls durch
die andere modificiren zu koénnen.

Ferner beachten wir, dass die durch einen unendlich grossen
Functionalwerth eingetretene Schwierigkeit, der wir oben begegneten,
sich mitunter durch Transformation des Integrals heben ldsst. Fuhren
wir im letzten Beispiele eine neue Variable n durch

y =VX|
ein, dann erhalten wir sofort die Umformung in ein ,,eigentliches Integral®,
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Wollten wir dagegen im dritten Beispiele bei

ahnlich verfahren, indem wir
y = log x

nehmen, so wirde nur eine Schwierigkeit durch eine andere ersetzt
werden, indem die untere Grenze gleich —-co zu setzen ware.

Kdnnen wir ein ,,uneigentliches* Integral, wie es in 4) behandelt
ist, durch Transformation in ein ,eigentliches* umformen, so legen wir
ihm den Werth desselben bei. Umgekehrt kann jedes ,uneigentliche
Integral”, welches Uberhaupt einen Sinn hat, durch eine geeignete Trans-
formation in ein ,eigentliches Integral® umgewandelt werden.



Zweite Vorlesung.

Differentiation des Integrals nach einem Parameter. — Doppel-Integral. — Inte-
gration eines Integrals. — Vertauschung der Integrations-Folge. — Fixirung des
Integrationsbereiches. — Transformation des Doppel-Integrals. — Berechnung des

Wahrscheinlichkeits-Integrals.

§ L
Wir wollen jetzt das Integral

unter der Voraussetzung, dass u, v, w Functionen einer Variablen t
seien, nach diesem t differentiiren. Aus der Erklarung des Differential-
Quotienten als Grenzwerthes des Differenzen-Quotienten folgt:

Wenn nun f(x, u) als Function von t in der Nahe des Werthes t, fir
welchen differentiirt wird, gleichmassig stetig ist, dann unterscheiden
sich f(x, u + Au) und f(x, u) beliebig wenig von einander, und

nahert sich somit dem Werte

wenn ferner f(x, u) zugleich als Function von x stetig ist, dann nahern
sich die beiden ersten Integrale der letzten eckigen Klammer den Werthen
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Av - f{v, u) und Aw - f(w, u), und man erhélt also unter den gemachten
Voraussetzungen:

@)

Sind v und w von t unabhéngig, dann vereinfacht sich die Formel zu
(1%

§ 2.

Wenn wir die Integration eines Integrals nach einem Parameter
vornehmen wollen, etwa

so betreten wir damit das Gebiet der Doppel-Integrale. Wir wollen,

einer dusseren Systematik zu Liebe, dem nicht ausweichen, sondern

vielmehr die Methoden, welche der Theorie der Doppel-Integrale ent-

stammen, auch in der Theorie der einfachen Integrale verwerthen.
Wir definiren:

)

oder auch, den Anschauungen der ersten Vorlesung gemass,

Natdrlich muss, damit diese Definitionen eine reale Unterlage besitzen,
T(x, y) bestimmten Beschrankungen unterworfen werden. Erstens muss
T(x, y) innerhalb des Integrationsgebietes, d. h. fiir alle Wertliepaare
X, Yy, flr welche X0 .x x2m, y0 vy y2n istl eindeutig bleiben; und
zweitens miissen gewisse Stetigkeitsbedingungen erfillt sein.  Wir setzen
voraus, die Function solle gleichmassig oder auch im Allgemeinen gleich-
massig stetig sein.
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Unter der Stetigkeit bei zwei Variabein verstehen wir hier Folgendes:
,»f(X,y) heifst bei dem Werthepaare x, y stetig, wenn ein von
,»Null verschiedener, beliebig kleiner, aber fester Werth von h besteht,
,fur welchen die Ungleichung gilt:
[ fx +h-9, y+h-¢) —f(x,y)|<t
(L o, e 1),
~wobei T eine beliebig kleine, endliche Grésse bedeutet.”

»Eine Function f(x,y) heisst in einem Intervalle (x0 x  x2m;
"vyO 'y y2n) gleichmaéssig stetig, wenn nach Annahme des T ein
,und dasselbe endliche h die obige Bedingung fiir jede Stelle x, y des
,Intervalles erfillt.”

»Eine Function f(x, y) heisst in dem Intervalle im Allgemeinen
»gleichmassig stetig, wenn die Gesammtflache aller Stellen, welche
,»aus dem Gebiete ausgeschlossen werden missen, um die Function im
»Restbereiche zu einer gleichmassig stetigen zu machen, sich mit r
»gleichzeitig der Null néhert.”

Fir die Convergenz der Doppelsumme (2) ist es hinreichend, dass
im Bereiche x0 x x2m;;y0 vy vy2n die Function f(x,y) im All-
gemeinen gleichmassig stetig sei, und dass die Werthe f(x, y) unterhalb
einer angebbaren, endlichen Grenze M bleiben. Der Beweis hierfir
lauft dem in § 8 der ersten Vorlesung gegebenen so vollkommen parallel,
dass wir ihn hier bergehen konnen. Die Aufsuchung der nothwendigen
und hinreichenden Bedingung wirde zu der Einsicht fihren, dass mit
zunehmender Verkleinerung der einzelnen Intervalle

(X2n. .. x2u+2.; Y2\ .. y2M+2)

die Summe der Producte aus (-x2u + x2u+2) (-y2A + y2A+2) und der
Maximalschwankung der Function innerhalb des zugehdrigen Rechtecks
beliebig klein mufs gemacht werden kénnen. Dies ist mit verdnderten
Worten die Riemann’sche Bedingung auf zwei Variable Ubertragen.

Wir haben uns bei den jetzigen Betrachtungen von der Forderung
gleicher Theilintervalle emancipirt. Wir diirfen noch weiter gehen und
auch von der Eintheilung in die Rechtecke mit den Seiten (x2u. .. x2u+2),
(y2A. .. .y2A+2) absehen. Denn wir haben hier zwei Dimensionen zur
Verfiigung und kénnen daher die Anderungen nicht nur an der Grosse
sondern auch an der Gestalt der Theile vornehmen. Ja die Eintheilung
braucht nicht einmal das ganze Gebiet zu erschdpfen; es reicht aus,
dass die Summe der Producte aus allen ausgeschlossenen Stellen in die
grossten zugehdrigen Functionalwerthe nach Null convergirt.
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§ 3.
Wir kénnen nun die Integration

eines Integrals m Angriff nehmen. Es sei @(x, y) ehe Integralfunction
von T(x, y)dy und ®(x, y) diejenige von @(x, y)dx. Dann ist

= P(x1, yl)— D(x0, y1) - d(x1, y0)+ d(x0,y0)
Ist dhnlich Q(x, y) die Integralfunction von f(x, y)dx und W(x, y)
diejenige von Y(x, y)dy, dann wird

= W(x1, y1)- ¥(x0, y1) - ¥(x1, y0)+ ¥(x0, y0)
Um diese beiden Resultate zu vergleichen, differentiiren wir sie nach
x1, dann ergiebt die erste Gleichung, nach § 9 von Vorlesung |

und die zweite, nach § 1 dieser Vorlesung

Aus der Gleichheit der linken folgt die der rechten Seiten, und also,
wenn man sich x| als variabel denkt, nach dem ersten Satze aus § 10
der ersten Vorlesung, dass die beiden Ausdriicke

D(x1, y1)- d(x0, y1) - d(x1, yO)+ P(x0, y0)
W(x1, y1)- $(x0, y1) - W(x1, y0)+ ¥(x0, y0)
sich nur um eine Constante von einander unterscheiden konnen. Diese

Constante muss hier den Werth 0 haben, da beide Ausdriicke fiir x1=x0
einander gleich werden. Also ist

®)
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dazu missen nur die Functionen ®(x, y), W(x, y) von der angegebenen
Eigenschaft

existiren.
Bei der Definition des Doppelintegrals als Grenzwerth einer Doppel-
summe

erscheint es selbstverstandlich als gleichgiltig, ob man zuerst in Be-
ziehung auf h oder zuerst in Beziehung auf k summirt, sobald die
Function (X ,y) endlich und nach beiden Dimensionen im Allgemeinen
gleichméssig stetig ist.

§ 4.

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Integrations-
grenzen X0, x1; y0, yl von einander unabhangig seien. Ist dies nicht
der Fall, und haben wir etwa

oder

so kann man Uberhaupt nicht mehr davon sprechen, dass man beim
‘ersten Integrale zun&chst nach x, beim zweiten zunéchst nach y inte-
griren will.  Um zu erkennen, in welchem Sinne auch hier von einer
Veranderung der Integrations-Reihenfolge die Rede sein kann, wollen
wir die geometrische Veranschaulichung der doppelten Integration zu
Hulfe nehmen.

Sind die Integrationsgrenzen von einander unabhdngig, so erfolgt
die Integration Uber ein Rechteck mit den Eckpunkten xO y0;x0, yl,
xl, ylI; xI, yO dessen Seiten also den Coordinatenaxen parallel laufen.
Unter f(x, y) kann man dann entweder eine im Punkte X, y errichtete
Senkrechte von der Lange f(X,y) verstehen, so dass das Integral

als das Volumen eines Raumtheiles auftritt; oder man kann sich auch
die Dichtigkeit des Punktes x, y in Beziehung auf Schwere, Elektricitét
u. dgl. mehr unter f(x, y) denken. Um auszudriicken, dass das Doppel-
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integral Uber alle Punkte des oben beschriebenen Rechtecks zu er-
strecken ist kann man kurz schreiben

Ffxy)dxdy, O <X<X

(yO <y<yl
Schwieriger wird die Angabe der Begrenzung schon, wenn man das
Rechteck schief gegen die Coordinatenaxen legt. Man erkennt es als eine
Aufgabe, die durch Ungleichheitsbedingungen zu lésen ist, das Gebiet
fur (x, y) anzugeben, weim die Integration sich uber eine beliebige geo-
metrische Figur zu erstrecken hat. Ist diese z. B. ein Kreis mit dem
Mittelpunkte (&, n) und dem Radius r, so wird die Ungleichheits-

bedingung gegeben durch

X —E&+[y—nlk<rl
Ist allgemein G(x,y) = 0 die Gleichung der Begrenzungscurve des
Integrationsgebietes, so wird zu setzen sein

(G(x,y) <0),
wenn das Vorzeichen von G(x,y) so gewahlt ist, dass die Werthe von
G im Innern des Gebietes negativ sind.

Angendhert erhdlt man dabei den Werth des Integrals, wenn man
das Integrationsgebiet irgend wie in beliebige, Kleine Flachenelemente
theilt, den Inhalt eines jeden dieser Elemente mit dem Werthe vonf(X,y)
fur einen beliebigen Punkt des Flachenelementes multiplicirt, und alle
diese Producte dann summirt. Dazu muss nurf(X,y) eine eindeutige,
endliche und im Allgemeinen gleichméssig stetige Function sein. Denkt
man sich das Gebiet G(x,y) < 0 speciell in beliebig kleine Rechtecke
durch eine Reihe von Parallelen zur X-Axe und eine andere Reihe
von Parallelen zur U-Axe getheilt, so kann man entweder zuerst fur
einen bestimmten Werth & von x in Beziehung auf alle im Integrations-
gebiete liegende, dem & zugehorige Werthe von y integriren, dann in
dem erhaltenen Resultate das & alle ihm mdglichen Werthe durchlaufen
lassen und so die zweite Integration ausfiihren; oder man kann um-
gekehrt verfahren. Entsprechen im ersten Falle einem x = ¢ nur zwei
Werthe y = n0 und nl, fir welche G(x,y) = 0 wird, so muss man,
falls nl > n0 ist, von n0 bis 1! integriren. Entsprechen dagegen einem
x= & mehrere Werthepaare vy, fur welche G(x, y) = 0 wird, etwa n0, 1.,;
n2;. . ., wobei nl >n0, n3>ni, ... sein soll, so ergeben sich fir
den Werth ¢ ebensoviele einzelne Integrationen, ndmlich von n0 bis nl,
von n2 bis n3 u. s f.  Aehnliches gilt auch fir unseren zweiten Fall.
Immer aber wird man unter den, Uber f(x,y) gemachten Voraus-
setzungen bei beiden Summationsarten dieselbe Summe erhalten; es
néhert sich bei richtiger Normirung der Summen-Ausdehnung
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Z Z (-- x2h + x2h+2)(y2k +y2k+2)T(x2h+1, y2k+1)
dem einen wie dem andern der beiden Integrale

S axfayfix,y). [ dyfdxfx, y) (G-(xy) <0),

und diese sind also einander gleich. Diese Vertauschung kann als
Transformationy = x', x = y" aufgefasst werden, durch welche das
eine der Integrale in das andere (bergefuhrt wird.

§ 5.

Dieser specielle Fall legt uns die Frage nach der allgemeinen
Transformation eines Doppelintegrals nahe, welches Uber ein be-
liebiges Gebiet G(x,y) <0 erstreckt ist, und bei dem somit die Inte-
grationsgrenzen im Allgemeinen nicht von einander unabhdngig sind.

Wir nehmen mit dem Doppelintegrale

Jaxdyf(x,y)  (G-(xy) <0),
eine beliebige aber eindeutige Transformation vor, indem wir

x=¢(En), Y=UWEn)

setzen, wo jedoch nicht nur x, y eindeutige Functionen von |, 7/, sondern
auch umgekehrt & n ebensolche von X} y sein sollen. Analog der
Transformation beim einfachen Integrale kénnen wir die Transformation
zundchst etwa bei

Jf(x, yydy

ausfiihren, indem wir fir y eine neue Veranderliche n einfiihren, welche
durch die obigen Transformationsformeln fur x und y bestimmt ist,

y = O(x, n).

Dabei braucht man von einer Elimination des & aus den beiden Trans-
formationsformeln nicht zu sprechen; eine solche ist oft unausfihrbar,
wahrend die Abhangigkeit des y von x und n durch jene Formeln voll-
kommen definirt ist. Zudem ist Elimination meistens mit einem Ver-
luste verbunden, so dass man die Elimination, wenn es irgend angeht,
lieber vermeidet. Durch Eintragung des Werthes fiir y geht das Doppel-
integral in
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Uber, dessen Grenzen durch die Ungleichheitsbedmgung

65 O(x, 2/)] <0
normirt sind. Ehe wir das neue Integral weiter transformiren, haben
wir die Integrationsfolge zu vertauschen, was unter der jetzt noch auf-

zunehmenden Voraussetzung, dass dusser f(X, y) auch O(x, n) ein-

deutig, endlich und im Allgemeinen stetig sei, thatséchlich gestattet
ist. Somit wandelt sich das obige Doppelintegral in

um. Hier flhren wir nun an zweiter Stelle x = @(&, n) ein und er-
halten dadurch

Dieser Ausdruck ist nach dem Gesichtspunkte umzugestalten, dass im
Schlussresultate nur @, ¢, und ihre partiellen Ableitungen nach &, n
vorkommen dirfen. Vergleicht man © und , so folgt

Das noch unbekannte erhdlt man aus der Gleichung
unter der Form

berticksichtigen wir aber, dass in dem Integrale

das x des inneren Integrals constant ist und also in auch als

constant betrachtet, d. h. dass gesetzt werden muss, so tolgt

oder kirzer in verstandlicher, allgemein Ublicher Bezeichnung

Hierdurch erh&lt man das gewiinschte Resultat in der Form

J (& MWE ) - (0102 — g291) - dF -

Kronecker, Integrale.
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Jacobi nennt den Ausdruck:
oly2-g2g1 | # ‘W

Functionaldeterminante; die Englénder gebrauchen fur ihn die Be-
zeichnungen Jacobian oder Jacobi’sche Function. Fir zweifache
und dreifache Integrale wurden die Transfonnationsformeln schon von
Lagrange gegeben, die allgemeinen erst von Jacobi.

Bei dieser Transformation taucht aber noch eine Schwierigkeit

auf. Wollen wir z. B.
_r_rdxdy

durch x = n, y = ¢ transformiren, so wird die Functionaldeterminante
dabei gleich — 1, und man erhélt

[Jaxdy = — [ fdzan.

Dieses Resultat zeigt sich auf den ersten Blick als falsch. Die Erklarung
liegt darin, dass, wahrend beim einfachen Integrale die Grenzen auch
den Integrationsweg vorschreiben, dies beim Doppel-Integrale nicht mehr
der Fall ist. Wir missen deshalb festsetzen, dass das Flachenincrement
immer positiv sei. Dies erreichen wir dadurch, dass wir der Functional-
determinante stets ihren absoluten Werth beilegen; die Transformations-
formel lautet dann schliesslich:

@ Jrocyaay=froen. ven | § 5l den

Aus dieser Formel kann man auch sofort schliessen, dass bei con-
stanten Grenzen die Integrationsordnung vertauscht werden darf.

§ 6.
Die abgeleitete Regel fiir die Transformation der zweifachen Inte-
grale wollen wir zunédchst nach dem Vorgénge Dirichlet’s auf die
Berechnung des einfachen Integrals

anwenden. F0r beliebige Werte x der oberen Grenze lasst sich F(x)
zwar in eine convergente Reihe entwickeln aber nicht in geschlossener
Form angeben.

Behufs leichterer Berechnung formen wir das Integral durchx = —x
um; dadurch entsteht
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folglich

und es kann also (vgl. S. 20, 21)

gesetzt werden.
Der Grenzwerth auf der rechten Seite hat einen bestimmten Sinn;
denn es l&sst sich nachweisen, dass die beiden Integrale

bei beliebigen aber constanten r, s und bei bestandig wachsenden g, g'
gegen einander convergiren. Da ndmlich e-x? < e-x ist, sobald X
ausserhalb des Bereiches (0 ... 1) liegt, und da hier g' beliebig gross
angenommen werden darf, so hat man

ebenso findet man

Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen.
Multiplicirt man jetzt das zu berechnende Integral mit sich selbst,
so entsteht

und dieses Doppelintegral wird durch Einfiihrung von Polarcoordinaten
integrabel.  Wir setzen
X=TrcosVv, y=rsinv
und erhalten fiir die Functional-Determinante
COSV —rsmyv
sinv +rcosv

=r
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also fir den neuen Integranden e-r2r. Nun sind noch die Integrations-
grenzen zu bestimmen. Das Integrationsgebiet fir Xj y war ein
Rechteck, dessen Seiten die L&ngen g + g und h + h'" hatten und
die der X- bezw. Y-Axe parallel waren. Denkt man sich um den Null-
punkt zwei Kreise geschlagen, deren kleinerer ganz in jenem Rechtecke
verlauft und dabei die ndchstgelegene Seite desselben bertihrt, wahrend
der grossere Kreis das gesammte Rechteck in sich fasst und dabei
durch die fernste Ecke desselben geht; bezeichnet man ferner die Radien
dieser Kreise mit Rl und R2, so liegt das Integrationsgebiet des trans-
formirten Integrals zwischen diesen beiden Kreisen. Man hat demnach,
da ja der Integrand stets positiv ist

Hiernach ist, wenn man zur Grenze Ubergeht,

®)

Das berechnete Integral spielt in der Mathematik als ,,Wahr-
scheinlichkeitsintegral“ eine grofse Rolle; es ist auch deshalb sehr be-
merkenswerth, weil es eins der wenigen ihrem Werthe nach bekannten
ist, die sich nicht durch ein, weiterhin zu erwahnendes, sehr allgemein
anwendbares Mittel finden lassen.

Die eben verwendete Methode tréagt noch weiter. Fihren wir in

wie oben Polarcoordinaten ein, dann wird sich ergeben:

so dass wir das Doppelintegral auf ein einfaches reducirt haben.
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Integration eines vollstdndigen Differentials um ein Rechteck; um ein rechtwinkliges

Dreieck; um ein beliebiges Dreieck; um eine beliebige Curve. — Beweis des

Satzes fur ein Ringgebiet. — Clausius’sehe Coordinaten. — Zweiter Beweis des

Satzes. — Umformung seiner Voraussetzungen. — Erweiterung des Satzes. —

Naturliche Begrenzung. — Functionen complexer Argumente. — Der Cauchy’sche
Satz. — Beispiele.

§ 1
Wir kommen jetzt zu einer der wichtigsten Anwendungen des in
der Transformationsformel liegenden Satzes von der Vertauschbarkeit

der Integrationsfolgen.
Wir betrachten eine Function F(x, y), deren beide ersten Ab-

leitungen

und deren zweite Ableitung nach x und vy, also

in dem Integrationsgebiete und auf dessen Grenzen eindeutig, endlich
und im Allgemeinen stetig sind. Integriren wir nun FI2 Uber ein
Rechteck mit den Ecken

>XO , yO; 00yl
so ergiebt sich einerseits

und andrerseits
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Nach unseren Voraussetzungen stimmen beide Resultate mit einander
Uberein, d. h. es besteht die Gleichung

Nun ist aber

IdF(x, y) = _[FI(x, y)dx — I:2(x, y)dy.

Setzt man hierin der Reihe nach x =x0 und xl, also dx = O; und
dann y =-y0 und vy., also dy = 0, so entstehen die Formeln

Fihrt man diese Werthe in (1) ein, so erhalt man

)

Geometrisch gedeutet heisst das: ,,Das Integral des vollstandigen Diffe-
rentials einer Function von x und y, erstreckt tiber den Umfang eines
,,Rechtecks, der Art, dass das Innere immer zur Linken der Fortschritts-
richtung bleibt, hat den Werth Null. Vorausgesetzt ist dabei, dass
»die beiden ersten Ableitungen der Function sowie die zweite Ableitung
,»hach beiden Variablen eindeutig, endlich und im Allgemeinen stetig sind.”

§ 2
In gleicher Weise wollen wir das Doppelintegral

_r_rF12(x, y)dxdy

uber die Flache eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ecken & n'
&, n' &, n erstrecken, wobei & > & n' >n
sein soll. Das Dreieck hat also die neben-
stehende Lage. Der rechte Winkel liegt an
der Ecke &, n' die Katheten sind den Coor-
dinaten-Axen parallel; die Hypotenuse wird

durch die Gleichungen

X={+t -9, y=n+t@—n)
(t=0...1)
gegeben.  Wir bilden nun zunéchst das Integral
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bei dem die Grenzen so normirt sind, dass das Integrationsgebiet sich
tber die Dreiecksflache erstreckt; man erhalt dafir den Werth

Ebenso ergiebt sich fur das Integral

dessen Integrationsbereich derselbe ist wie der obige, der Werth

Die Gleichsetzung der beiden Resultate liefert, als Summe geschrieben,

Genau wie im vorigen Paragraphen ergiebt sich fiir die beiden ersten
Integrale

Fuhrt man im dritten und im vierten Integrale der Summengleichung
t als Variable ein, so geht die Summe dieser beiden in

Uber, wo das letzte Integral in der Art Uber die Hypotenuse des recht-
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winkligen Dreiecks erstreckt ist, dass die Flache zur Linken der Fort-
schrittsrichtung bleibt. Damit ist dann der Satz bewiesen, ,dass das
»integral

[drex,y)

»erstreckt tber den Umfang unseres rechtwinkligen Dreiecks den Werth
,Null besitzt®,
Dieser Satz lasst sich ohne Weiteres auf jedes beliebige Dreieck
ausdehnen. Denn jedes Dreieck ABC kann in 4 rechtwinklige Dreiecke
zerlegt werden, deren
Hypotenusen in die
Seiten des gegebenen
Dreiecks fallen, und
deren Katheten den
Coordinaten-Axen pa-
rallel laufen. Es reicht
dazu aus, durch eine
der Ecken, B, eine
Parallele zu einer Axe
zu ziehen und von den
anderen beiden Ecken
A und C Senkrechte
auf jene Parallele zu
fallen. Integrirt man dann um die vier Dreiecke einzeln so herum,
dass bei dem Umfahren der Dreiecksseiten AC, CB, BA die Dreiecks-
Flache ABC zur Linken bleibt, dann heben sich die Integrationen
langs der Hulfslinien auf, da eine jede zweimal und zwar in verschie-
denen Richtungen durchlaufen wird. Dabei wird die Summe der vier
Integrale gleich Null, und dies beweist den ausgesprochenen Satz.

§ 3.

Nunmehr lasst sich der Schluss ziehen, dass Uberhaupt ,das Inte-
gral eines vollstandigen Differentials unter den fir die Function auf-
»gestellten Bedingungen (ber irgend eine geschlossene Begrenzung in
»der Weise erstreckt, dass das eingeschlossene Gebiet stets zur Linken
Hliegt, den Werth Null erhalt“, Die zu Grunde gelegten Bedingungen
sind ausreichend fiir die Integrirbarkeit des Differentials, bezw. fir die
Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integrationen seiner Ableitungen.
Wir werden (brigens bald die aufgestellten Bedingungen einer genaueren
Betrachtung zu unterziehen haben (vgl. § 7).
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Zuerst benutzen wir zum Beweise den Satz aus § 1 Uber die
Integration um die Seiten eines Rechteckes. Wir ziehen in beliebig
kleinen Entfernungen d von einander eine Reihe &quidistanter Paral-
lelen zur X-Axe und zerlegen dadurch das gegebene Gebiet in einzelne
Streifen; diese Streifen konnen wir, wenn nur & hinlanglich Kklein ist,
ohne merklichen Fehler durch Rechtecke ersetzt denken, welche die
innerhalb des Gebietes liegenden Theile je einer Parallelen als Grundlinien
haben. Integrirt man dann um jedes einzelne Rechteck so, dass seine
Flache zur Linken bleibt, dann ist die Summe der Integrale gleich
Null. Bei den Integrationen zerstéren sich diejenigen, welche l&ngs
der Parallelen zur X-Axe innerhalb des gegebenen Gebietes verlaufen,
da jedesmal sowohl von rechts nach links wie von links nach rechts
auf zwei benachbarten Streifen integrirt wird; es bleibt die Integration
Uber eine gebrochene, abwechselnd der X- und der X-Axe parallele
Linie zurlck, welche der Curve umbeschrieben ist. Die Integration
tber dF ldngs dieser Linie ist also Null. Bei abnehmender Grosse
von 0 néhert sich diese Linie der gegebenen Curve; und da F1 und F
sich dabei in gleichméssiger Weise denjenigen Werthen néhern, die sie
auf der Begrenzung erhalten, so gilt das Theorem, dass

Sar=o

sei, auch bei der Integration um die Curve herum.

Denselben Satz konnen wir mit Hulfe des Dreiecks-Satzes aus § 2
nachweisen. Wir zerlegen die Flache in der Weise, dass wir von
einem beliebigen in ihrem Innern gelegenen Punkte aus bis zu den
Eckpunkten einer, der Curve einbeschriebenen, gebrochenen Linie
Strahlen ziehen. Die einzelnen Seiten dieses Polygons sollen hinreichend
klein angenommen werden. Die Summe der (ber alle so gebildeten
Dreiecke sich erstreckenden Integrale hat nach § 2 den Werth 0.
Hierbei zerstéren sich aber die Integrationen langs der einzelnen Radii-
Vectoren, da ja jedes einzelne Dreieck so umlaufen wird, dass seine
Flache zur Linken der Fortschrittsrichtung liegt. Es bleibt also nur
die Integration ldngs der im gleichen Sinne durchlaufenen Curven-
sehnen zuriick; diese liefert folglich auch den Werth 0. Der Ueber-
gang von ihnen zur Curve selbst wird genau so vorgenommen, wie
beim ersten Beweise*).

*) Vgl. Kronecker: ,,Ueber das Cauchy’sche Integral. Monatsber. der
Akademie d. Wiss. in Berlin. 1885. S. 785 (30. Juli).
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§ 4.

Wir wollen den in Rede stehenden wichtigen Satz auch rein ana-
Iytisch ableiten. Hierbei mag man sich daran erinnern, dass zur
Integration (ber die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks die
Gleichung dieser Geraden in der Form x = @(t), y = () benutzt
werden musste. In einer solchen Form muss auch die Gleichung der
Integrationscurve G-(X, y) = 0 gegeben sein, wenn die Integration Uber
den Umfang derselben wirklich ausgefiihrt werden soll. Dabei sind x
und y als eindeutige Functionen von t vorauszusetzen. Diese Annahmen
involviren keine besonderen Voraussetzungen; denn, wenn eine solche
Darstellung nicht moglich ist, dann l&sst sich Uber das Gebiet (ber-
haupt nichts aussagen.

Den analytischen Beweis kénnen wir bequem in etwas allgemeinerer
Weise geben, indem wir statt des bisherigen Integrationsgebietes ein

ringférmiges nehmen, dessen dussere
Begrenzung durch die gegebene Curve
dargestellt wird, wahrend seine innere
Begrenzung durch eine beliebige, inner-
halb des Gebietes liegende, einfache
Curve gebildet werden soll. Wir inte-
griren dann von einem beliebigen
Punkte A der dusseren Contour aus
in der durchdie Pfeile angezeigten
Richtung um die dussere Begrenzung
herum; dabei bleibt das Innere zur
Linken. Ist man nach A zuriickgelangt, dann integrirt man von da aus
langs einer Strecke AB bis zur inneren Begrenzung; um diese wieder
in der Weise, dass die Ringflache zur linken Hand bleibt bis R; und
dann endlich l&ngs BA zum Ausgangspunkte A zurick. Die Inte-
grationen (ber AB und Uber BA heben sich dabei auf; das Gesammt-
resultat ist also eine Integration (ber die innere und eine Uber die
aussere Begrenzung, wobei diese beiden in entgegengesetztem Sinne
ausgefiihrt sind. Kann man beweisen, dass das Gesammitresultat 0
betragt, so ist hierin der Beweis des friiheren Satzes enthalten. Denn
wenn sich die innere Begrenzung auf einen unendlich kleinen Kreis
reducirt, dessen Mittelpunkt xO y0 und dessen Radius @ sein mdge,
dann stellt sich unter Einflhrung von Polarcoordinaten das innere
Integral als

Jdrx, y)= f(— FI00 + gcost, y0 + gsin ) sint
+ F2 (X0 + g cost, y0 + g sint) cos )odt
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dar. Folglich wird es unter unseren Voraussetzungen tber Fl und F?
wegen des Factors @ unendlich klein; damit sind wir dann auf das
Theorem des vorigen Paragraphen zuriickgekommen.

§ 5.

Um den aufgestellten allgemeineren Satz zu beweisen, fiihrt man
am besten ein eigenthimliches Coordinaten-System ein, welches in der
Potentialtheorie von Clausius zweckmaéssig und mit grossem Erfolge
benutzt wurde; wir wollen diese Coordinaten als Clausius’sche Coordi-
naten bezeichnen. Die Benennung ist wohl gerechtfertigt, wenngleich
schon Gauss das System der Coordinaten
in seinei- Abhandlung: Theoria attractionis
corporum sphaeroidorum etc. (Werke 1V,

S. 1) benutzt.

Wir nehmen auf der &usseren Begren-
zung einen willkirlichen Punkt A an und
rechnen von ihm aus auf der Curve in
unserer gebréuchlichen Richtung die Bogen-
langen AM =s. Dabei koénnen wir den
ganzen Umfang der Curve = | setzen, so
dass also s von 0 bis 1 lauft, wahrend M
von A aus in der angegebenen Richtung die ganze Curve umkreist.
Ferner nehmen wir im Innern der eingeschlossenen Begrenzung einen
festen Punkt P an, ziehen den beweglichen, um P drehbaren Radius-
Vector PM, welcher die innere Begrenzung in Q schneidet, und be-
stimmen den auf MO beweglichen Punkt N durch die Coordinate

Fir die Punkte innerhalb des Rinnbereiches variirt somit r

von O bis 1, alle Punkte der inneren Begrenzung haben r = 1, alle
der &dusseren haben r = 0. Dami ist also fir jeden Punkt vy des
Ringgebietes
X =@(r;s), y=u(s)
(r,s=0...1).

Wir wollen Ubrigens, um geometrische Complicationen zu vermeiden,
die Voraussetzung machen, dass jeder Radius-Vector nur ein Schnitt-
punkt-Paar M, Q aufweist. Diese Voraussetzung l&sst sich stets durch
geeignete Zerlegung des Ringgebietes und passende Wahl der Punkte
P verwirklichen. Wir haben dann unter unseren Voraussetzungen ¢
und ¢ als eindeutige Functionen von r, s bestimmt.

Eine solche Coordinaten-Bestimmung wird Uberall da angebracht
sein, wo eine gewisse Begrenzung und ein gewisser Punkt im Innern
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derselben eine Rolle spielt. Man kann natirlich bei einem Raum-
gebiete ganz &hnlich die Lage eines Punktes im Innern bestimmen.
Integrirt man jetzt

(r,s=0...1)

einmal zuerst nach r dann nach s, und ferner umgekehrt zuerst nach s
dann nach r, so missen wir die Gleichung erhalten

Nun beziehen sich Anfangs- und Endwerth von fur s=0 und

s = 1 auf denselben Punkt A der Curve. Nach den Voraussetzungen
des ersten Paragraphen ist F(X, y) nebst seinen ersten und zweiten Ab-
leitungen im ganzen Gebiete eindeutig. Folglich ist der Integrand
rechts = 0 und man erhalt

Weil aber ds gleich dF fur die &ussere Begrenzung, und ebenso

gleich dF flr die innere Begrenzung ist, so driickt die letzte

Gleichung den zu beweisenden Satz aus: ,,Wenn man langs zweier, ein
,»Ringgebiet umschliessender Curven in entgegengesetzten Richtungen
»integrirt, so giebt die Summe der Integrations-Resultate Null; integrirt
»-man in derselben Richtung. so sind beide Integrations - Resultate
»einander gleich.”

§6

Wir schliessen hieran noch einen weiteren Beweis unseres Funda-
mentalsatzes. Die dabei benutzte Methode ist namentlich von den Ita-
lienern vielfach angewendet worden; sie ist im Grunde aber von der
vorher gegebenen nicht wesentlich verschieden.

Soll das Uber jede geschlossene Curve genommene Integral gleich
Null, also constant sein, so darf es seinen Werth nicht andern, wenn
man die Curve dndert. Wenn umgekehrt der Werth des Integrals von
der Aenderung der Curve unabhdngig ist, dann muss er gleich Null
sein, weil dies bei der Curvenléange O stattfindet. Der Beweis unseres
Satzes ist also gefiihrt, wenn wir zeigen, dass fdF(x,y) langs der
Begrenzungscurve G(x, y; p) =0 genommen (wobei p einen Parameter
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bedeutet), unabhangig von der Veranderung des p ist, d. h. wenn wir
zeigen, dass man erhalt:

Wir wollen diesen Nachweis beim Rechtecke x0, y0; x1,yo; x0,y1;
X0, yl als Integrationsgebiet geben. Hier war (81)

Wir andern das Rechteck ab, indem wir eine Eck-Coordinate, etwa x0=p
andern. Dann wird nach Vorlesung 2, § 1

Weil aber

ist, so erhalt man fir in der That den Werth Null. Dasselbe

Verfahren lasst sich auf die anderen Coordinaten anwenden.

§ 7

So haben wir auf verschiedenen Wegen den Satz bewiesen: ,,Er-
streckt man das Integral

»uber die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben stets
»Zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind fur alle Punkte
»des Gebietes und seinei’ Begrenzung

»endliche, eindeutige und im Allgemeinen stetige Functionen, dann ist
»der Werth des Integrals gleich Null.”

Die angefiihrten Bedingungen lassen sich noch umformen.

Wir setzen von F voraus, dass im betrachteten Gebiete und auf
seinen Grenzen
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endlich und eindeutig seien. Dann folgt aus der Endlichkeit der drei
zweiten Ableitungen, dass die beiden ersten Ableitungen fiir denselben
Bereich auch stetig sind. Es ersetzen
folglich unsere jetzigen Bedingungen die
friiheren hdchstens an denjenigen Stellen
nicht, wo F12(x,y) aufhort, eine stetige
Function zu sein.
Gesetzt die Stetigkeit von FI2 horte
in einem Punkte O auf; dann kdnnen wir
nach dem allgemeineren Satze aus § 5
verfahren und zum Integrale Uber die
dussere Begrenzung noch ein solches (ber
einen beliebig kleinen Kreis hinzu nehmen,
der den Punkt O umschliesst. Der Punkt
0 moge die Coordinaten &, 1, der Kreis um O den Radius @, und seine
Punkte die Coordinaten

Xx=¢+ppcosv, y=n+opsinv Vv=0...2m)

besitzen; dann wird das um den Kreis erstreckte Integral

wegen der Endlichkeit von FI und F2 und der unendlich kleinen Grosse
von p selbst unendlich Kklein. Der Beitrag, welchen dieses Integral
liefert, wenn man um die dussere Begrenzug und um O herum integrirt,
verschwindet also; es ersetzen daher in diesem Falle die neuen Be-
dingungen jene alten. Dasselbe findet statt, wenn in beliebig vielen
discreten Punkten des Gebietes die Function F12 aufhort, stetig zu sein.

Wenn zweitens die Stetigkeit von F12 langs einer Curve AB unter-
brochen ist, so zerlegen wir das Gebiet durch zwei dem AB benach-
barte Curven AIBI und AB2, deren Gleichungen

P1(x,y;t) =0 =0
sind, in drei Theile; t, t' bedeuten dabei zwei Parameter, die so be-
schaffen sind, dass
P1(x,y;0)= P2(x,y;0)=10
die Gleichung der ausgeschlossenen Curve AB darstellt. Gilt jetzt
unser Satz fir die Gebiete (I.) und (Il.), dann ist
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und also folgt fir die Summe:

Da nun F1(x,y) und F2(x,y) stetige Functionen sind, so werden sich
bei hinreichend kleinen t, t' die Werthe von dF fur Pl = 0 und fir
P2 = 0 an benachbarten Stellen um beliebig wenig von einander unter-
scheiden; und weil A1B! und A2B! in entgegengesetzten Richtungen
durchlaufen werden, so erhalt man

Es gilt deshalb der zu beweisende Satz auch fir das ganze Gebiet. Das-
selbe findet statt, wenn in beliebig vielen discreten Linien des Gebietes
F12 aufhort, stetig zu sein.

Wir koénnen also unseren Satz auch so formuliren:

»Erstreckt man das Integral

»uber die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben
»Stets zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind fir alle
»Punkte des Gebietes und seiner Begrenzung die Ableitungen

»endliche und eindeutige Functionen, dann ist der Werth des Integrals
»gleich Null.”

Diesem Satze kann man noch eine andere Wendung geben, wenn
man die Begriffe der Eindeutigkeit und der Mehrdeutigkeit einer
Function zweier Variabein berlicksichtigt. Bestimmt man die Werthe einer
Function f(x, y) dadurch, dass man aus dem Werthe f(x0, y0) flr einen
bestimmten Punkt x0, y0 durch eine eindeutige Operation den fir einen
benachbarten Punkt x1,yl berechnet, aus diesem ebenso den flr einen
benachbarten x2, y2, u. s. w., und gelangt man beim Fortschreiten nach
X0, y0 zurtick, so kann der erhaltene Werth dem urspringlichen gleich
oder von ihm verschieden sein. Ist das Erste der Fall, wie man auch
die Zwischenwerthe innerhalb des Gebietes wahlt, dann heisst die
Function fiir dieses Gebiet eindeutig. Erh&lt man dagegen auf irgend
einem Wege statt des ursprunglichen Werthes einen davon verschiede-
nen, dann heisst die Function in dem Gebiete mehrdeutig.
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Daraus, dass in unserem Falle das Uber eine geschlossene Be-
grenzung genommene Integral fdF gleich Null ist, geht hervor, dass
die durch die Integration sich ergebende Function F in dem Ausgangs-
punkte und in dem Endpunkte denselben Werth hat. Und da derselbe
Umstand bei jeder geschlossenen Integration innerhalb des Gebietes
gewahrt bleibt, so folgt, dass F in diesem Gebiete eindeutig ist. Unser
Theorem kann demnach auch so ausgesprochen werden: ,Wenn von
»einer Function F(x, y) vorausgesetzt wird, dass ihre ersten und zweiten
»Ableitungen in einem von einer geschlossenen Curve umgrenzten Ge-
riete durchweg endlich und eindeutig sind, so ist die Function F(X, y)
»Selbst in dem bezeichneten Gebiete eindeutig.”

Der Satz ist in dieser Form so einfach und durchsichtig, dass man
glauben sollte, er misste sich auch ohne jede Integralbetrachtung be-
weisen lassen; doch ist ein solcher Beweis bisher noch nicht geliefert.
Es wirde ausreichen, seine Giiltigkeit bei der Theilung des Gebietes
in lauter kleine Quadrate fiir ein solches darzuthun; aber gerade hierin
liegen bisher noch nicht gehobene Schwierigkeiten.

Beschrankt man freilich den Kreis der Functionen auf solche, bei
denen Unstetigkeiten nur in discreten Punkten vorkommen, so ist der
Beweis leicht zu fihren.

Gesetzt, @(x, y) habe sich bei der Umkreisung einer bestimmten
Curve als mehrdeutig erwiesen, und das eingeschlossene Gebiet sei so
klein, dass hdochstens ein einziger Unstetigkeitspunkt in ihm liegt,
dann kann man zeigen, dass wirklich ein solcher im Innern vorkommen
muss. Wir theilen das Gebiet in eine Anzahl kleiner Quadrate und
durchlaufen die Umgrenzung eines jeden einzelnen. Dann ist es un-
mdglich, dass man bei jedem dieser Einzelumldufe zu demselben Werthe
zurlickgelangt, von dem man ausging. Denn waére dies der Fall, so
misste man auch beim Umlauf um die ganze Begrenzungscurve zum
Ausgangswerthe zuriickgelangen, da dieser sich aus jenen zusammen-
setzen ldasst. Es muss also der Umlauf mindestens um ein Quadrat eine
endliche Differenz zwischen Anfangs- und Endwerth liefern. Da wir
die Quadrate so klein machen koénnen als wir irgend wollen, so heisst
das: in dem betreffenden Quadrate liegt ein Punkt, in dem @(Xx, y) eine
Unstetigkeit besitzt.

Es kann aber auch vorkommen, dass die Function in dem ganzen
Gebiete stetig ist, und dass sich an einer Stelle eine unendlich grosse
Anzahl von Punkten findet, bei deren Einzelumlauf man unendlich
kleine Werthdifferenzen, bei deren Gesammtumlauf man aber eine end-
liche Werthdifferenz zwischen Anfangs- und Endwerth erhélt. Gerade
dabei wirde es sich dann fragen, wie der Satz zu fassen ist.
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§ 8.

Das behandelte Theorem l&sst sich auch auf die Falle ausdehnen,
in denen die ersten und die zweiten Ableitungen der Function nur mit
Ausschluss gewisser im Innern des Gebietes liegender Theilgebiete
endlich bleiben. In solchen Féllen erlangt man ein Gebiet, in wel-
chem die aufgestellten Voraussetzungen gelten, wenn man die Be-
grenzungen der Ausnahmegebiete durch ein-
fache Linien in geeigneter Weise mit der
dusseren Umgrenzung verbindet und darauf
die Integration nach der in § 4 gegebenen
Art ausfuhrt. Die Integrationen Uber die
Hulfslinien zerstéren sich dabei, weil Uber
jede Verbindungslinie hin und zuriick inte-
grirt wird. Es ist demnach die Summe die
Integrale Uber das dussere und Uber die
inneren Contouren gleich Null. Die letzten
sind aber in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wie das erste. ,Wenn
»man einmal ber die dussere und dann Gber alle inneren Begrenzungen
,50 integrirt, dass jedesmal die umschlossene Flache zur Linken der
LFortschrittsrichtung bleibt, dami ist das erste Integral gleich der
»Summe der Ubrigen.”

Wenn sich nicht ganze Gebiete, sondern nur einzelne Punkte im
Innern des Integrationsbereiches befinden, an denen die fir unseren
Satz nothwendigen Voraussetzungen nicht erfillt sind, so verfahren wir
ahnlich, indem wir derartige Punkte durch beliebig kleine Kreise um-
schliessen und dieselben im Sinne der obigen Auseinandersetzungen zu
den Grenzen des Bereiches hinzunehmen.

Solche, durch die Beschaffenheit der Differentialquotienten der
Function gegebene Begrenzungen nennen wir insgesammt die natir-
liche Begrenzung im Gegensatz zu der willkirlich angenommenen
dusseren Begrenzung. Wir konnen ubrigens die Function F(X, y) so
umgestalten, dass auch die dussere Begrenzung zu einer natirlichen
wird. Ist ndmlich F(x, y) langs der Curve h(x,y) = 0 zu integriren,
wobei innerhalb des Gebietes h(x,y) <0 und ausserhalb desselben

iy)> 0 ist, dann konnen wir eine Function H(X,y) hergestellt
denken, so dass

H(x,y) = F(x,Y) (h(x,y) 0

H(x,y) =0 i) > 0)
wird; und im Allgemeinen sind dann die Ableitungen von H langs
li(x, y} = 0 unendlich gross. Nun stimmen die Integrale [dF und

Kronecker. Integrale. 4
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_JdH mit einander Uberein, und das Integrationsgebiet des zweiten wird
durch seine natirliche Begrenzung bestimmt. Praktisch wird freilich
durch unsere Festsetzungen nur insofern ein Vortheil erlangt, als diese
Einfuhrung, wie sich gleich zeigen wird, eine kirzere Ausdrucksweise
erlaubt.

§9
Wir betrachten jetzt eine Function f(z) von z, in der wir fir die
Veranderliche z den complexen Werth x iy setzen. Dann kdnnen
wirf(z) in einen reellen und einen imagindren Theil zerlegen

_ f(z) = f(x+y) = o 1Y(X,Y),
und es ist

d. h.

oder

Durch Trennung des reellen vom imagindren Theile ergiebt sich

oder in unserer friiheren, kiirzeren Bezeichnungfsweise

©) gl=¢2 p=—yl
Die weitere Differentiation der letzten beiden Gleichungen liefert noch,
in derselben Bezeichnungsart geschrieben,

(4) oll + ¢22 =0, Yl + Y22 =0;
()
Betrachten wir nun die beiden Ausdriicke
g=ag +by
h=bp — ay,

in denen a und b willkiirliche reelle Constanten sind, dann wird

d. h. es ist der Ausdruck

(6) gdx+ hdy = (ag + by~)dx + (b¢ — ay)dy

ein vollstandiges Differential. Wir konnen daher auf (6) die Integration
anwenden, wie wir sie in den friheren Paragraphen an dF ausibten:
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erstreckt man sie nach den Festsetzungen des vorigen Paragraphen
Uber die natlrliche Begrenzung der Function, so erkennt man, dass
das Integral

Jt@o + buydx + po — ay)dy)
den Werth Null hat. In dem besonderen Falle

a=1 b=i
liefert (7) die Gleichung

®  J@oy) + i.0cy)) o + idJ) = If(x + iv)dix + iy) = o.

»ES ist das Integral jeder Function f(x -|- iy) einer complexen Ver-
anderlichen, erstreckt Gber seine natirliche Begrenzung, gleich Null.”
Zu erwahnen ist, dass der Bezirk der natiirlichen Begrenzung erst fest-
gestellt werden kann, wenn man den Bereich des Complexen verldsst
und in den der zwei Veranderlichen X, y hineingeht; die Umgrenzung
ist eine Function der getrennten Variabein x und y, nicht von x- -iy.

In der Form (8) ist der Satz unmittelbar ersichtlich, sobald wir

fFo

einfihren; denn dadurch wird der Integrand von (8) gleich dF(x + iy).

Es handelt sich noch darum, festzustellen, wie die Bedingungen
fur die natlirliche Begrenzung hier zu fassen sind. Im Falle zweier
reeller Variablen mussten die ersten und die zweiten Ableitungen von F
eindeutig und endlich sein. Hier ist nun

Um die Endlichkeit und Eindeutigkeit der ersten Ableitungen von F
zu haben, mussen wir dieselben Eigenschaften hinsichtlich der Function

voraussetzen; weiter fordern die Voraussetzungen Uber die zweiten Ab-
leitungen von F, dass die erste Ableitung

endlich und eindeutig sei. Also sieht man:
4*
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»Die natlrliche Begrenzung flr

Jtx + iy)d(x + iy)
~wird von denjenigen Punkten und Linien gebildet, in welchen f(x-+iy)
,oder '(x + iy) aufhort, endlich und eindeutig zu sein."

§ 10

In der Form (8) wird unser Satz am meisten benutzt; so wurde
er 1814 zuerst von Cauchy verdffentlicht; diesem also gebihrt das
Verdienst, ihn in die Analysis eingefihrt zu haben. Er war freilich
schon vorher Gauss bekannt, der ihn in seinem Briefwechsel mit
Bessel (18. Dec. 1811) ausdriicklich erwéhnt; aber es ist doch ein
grosser Unterschied, ob Jemand eine mathematische Wahrheit mit
vollem Beweise und der Darlegung ihrer ganzen Tragweite veroffentlicht,
oder ob ein Anderer sie nur so nebenher einem Freunde unter Discretion
mittheilt. Deshalb kénnen wir den Satz mit Recht als das Cauchy’sche
Theorem bezeichnen. — Riemann hat den Satz zuerst auf die schwie-
rigeren Theile der Analysis angewendet und die ersten wichtigen Re-
sultate gewonnen.

Am Schlisse des vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass
der Satz in der Cauchy’sehen Form nichts ist als ein formales Co-
rollar des friher von uns abgeleiteten; wir wollen deshalb auch jenen,
auf zwei Verénderliche bezuglichen, als Cauchy’sehen Satz bezeichnen.

Die neueren Fortschritte der Analysis beruhen wesentlich auf dem
Cauchy’sehen Satze. Diese sind aber nicht, wie man es gewohnlich
ausdriickt, auf die Benutzung von complexen Variabein zurtickzufihren,
sondern einzig und allein auf den Fortschritt von Functionen einer
Variabein zu solchen mit zwei Variabein. Nicht einer mystischen Ver-
wendung von /- 1 hat die Analysis ihre wirklich bedeutenden Er-
folge des letzten Jahrhunderts zu verdanken, sondern dem ganz natiir-
lichen Umstande, dass man unendlich viel freier in der mathematischen
Bewegung ist, wenn man die Grdssen in einer Ebene statt nur in
einer Linie variiren l&sst. Die Functionen einer Veranderlichen treten
als Grenzféll derer mit zwei Veranderlichen auf; und gerade an diesen
Grenzen, diesen Ufern finden sich die Klippen, von denen das hohe
Meer frei ist. Gauss hat den Sachverhalt in dem erwéhnten Brief-
wechsel vollkommen klar dargelegt.

Solche Ueberlegungen sind auch fir uns die Veranlassung geworden,
in unseren Vorlesungen gleich anfangs den Uebergang zum zweifachen
Integrale zu vollziehen und uns nicht unnutz mit der Beschrdnkung
auf Functionen einer Variabein abzumihen.
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§ u.

Wir geben schliesslich noch ein Paar Beispiele fur die Gultigkeit
bezw. Nicht-Gliltigkeit des Cauchy’sehen Satzes.
I. Erstreckt man das Integral

9) n_f(x + iy)n-1 - (dx  +idy) (n 2
Uber einen Kreis um den Coordinaten-Anfangspunkt als Mittelpunkt
mit dem Radius r, so dass man
X==rcosv, y=rsinv
setzen kann, dann erhalt man

=(rnenvi)O0271t= §&.

Hier gilt also der Cauchy’sche Satz flir jedes r, wie es sein muss, da
die natlirliche Begrenzung von r = co geliefert wird.

Il. Aus der directen Berechnung des Integrals (9) erkennt man, dass
der Cauchy’sche Satz auch fur wesentlich positive n gilt, die kleiner als
2 sind, obwohl dabei der Nullpunkt zur naturlichen Begrenzung gerechnet
werden muss. Diese ist hier aber nur eine unwesentliche, wie wir
sie nennen wollen, da die Integration Uber einen unendlich kleinen
den Anfangspunkt umgebenden Kreis den Werth Null ergiebt. Als
wesentliche naturliche Begrenzung wollen wir nur solche betrachten,
uber welche die Integration wirklich erstreckt werden muss, weil sie
einen von Null verschiedenen Werth liefert.

Il. Wir integriren jetzt

langs eines Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius r.
Die schon oben benutzten Polarcoordinaten liefern

Hier gilt der Satz nicht; der Nullpunkt bildet die wesentliche natur-
liche Begrenzung flr das Integral. Es ist also der Logarithmus einer
complexen Verdnderlichen mehrdeutig; er &ndert sich um 2mi bei ein-
maliger Umkreisung des Nullpunktes, falls dieser zur Linken bleibt.
Dieser Ausspruch muss aber pracisirt werden, log(x + iy) isl in
Wahrheit nur ein zusammenfassendes Zeichen fir die Summe zweier
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reellen Theile, von denen der eine mit ~/—1 multiplicirt ist. Man
hat ndmlich

bei dieser Zerlegung ist zu erkennen, dass die Mehrdeutigkeit des ganzen

usdruckes nur vom imagindren Theile desselben herriihrt. Denn

d%log (x2 + y1) Uber eine beliebige geschlossene, den Nullpunkt um-
gebende Curve erstreckt, liefert 0. Dies erkennt man, wenn man
X = O(v) - cosv, y=0O() - siny setzt, wobei O(y) eine eindeutige
von der Curve abhdngige Function von v ist, so dass der Radius-Vector
nach einem Punkte der Begrenzung diese nur einmal trifft. Dann folgt

Der Factor von i wird dagegen bei dieser Substitution

— O(v) sinu(®(v) cosy — BO(v) sinv)

Bei diesem letzten Integral wird der Integrand in x = 0, y = 0 mehr-

deutig. Zu beachten ist, dass durchaus nicht in

unserem gewohnlichen Sinne mehrdeutig ist. Die Function durchlduft,
wenn ¢ von 0 bis oo geht, die Werthe 0 bis nimmt man die Grenzen

— oo und + oo, so geht die Function von bis Erst der

Uebergang zum Complexen, d. h. eigentlich zu zwei Variabein, ruft
Mehrdeutigkeit hervor.
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§ !

Bevor wir den Cauchy’sehen Satz auf die Berechnung von Inte-
gralen anwenden koénnen, miissen wir Methoden angeben, durch die
man Integrale ihrem Grossenwerthe nach abschétzen kann, wenn unter
dem Integralzeichen das Product zweier Functionen steht. Die hierauf
beziuglichen Sétze heissen Mittelwerthsatze; sie beschéftigen sich
unserer Erklarung nach mit Grenzen fir den Werth eines Integrals

@)

Dabei sollen, damit die betrachteten Integrale berhaupt einen Sinn
haben, ein- fiir albemal die Functionen @(x) und y(x) als im Bereiche
(xn ... X,) eindeutig vorausgesetzt werden.

Wir wollen zunéchst annehmen, dass fir jedes x zwischen x{ und
X' stets (x) positiv oder gleich Null sei, und dass der Werth von
@(x) stets zwischen einer unteren Grenze MO und einer oberen M liege.
MO, M brauchen dabei nicht mit dem Minimum und Maximum von
@(x) innerhalb (x0...X") zusammenzufallen. Es besteht dann die Un-
gleichung

in der wir unter x0, X1, X2, ... x2n-1, x2n= x' Theilpunkte des Inter-
valles (x0...x'} verstehen, wie wir sie bei den Integral-Definitionen
der ersten Vorlesung verwendet haben. Wenn man diese Annahme
bei stets wachsendem n beibehélt, dann ergiebt sich
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)

oder auch

(CF= )

d. h.

3)

(0 30,3 1 & + S=I).

Falls man annimmt, dass M0, M mit dem Minimum und Maximum
von @(x) in dem Intervalle (x0...X') zusammenfallen, und dass @(x)
das Intervall (MO ... M) stetig durchlauft, muss auch 60OMO+dM
unter den Functionswerthen vorkommen, d. h. es muss ein & geben,
fur welches die Gleichung gilt:

(4) X0 & X))

Nothwendig ist hierfiir, dass @(x) im Intervalle stetig ist, und dass
Y(x) sein Zeichen nicht andert.

Man nennt den hierin ausgesprochenen Satz nach P. du Bois-
Reymond den ersten Mittelwerthsatz. Der Sache nach ist dieser
Satz schon seit langer Zeit bekannt; Cauchy und Dirichlet benutzen
ihn hédufig. Am geringsten sind seine Voraussetzungen, wenn wir ihm
eine der Formen (2) oder (3) geben.

§ 2

Hieran schliesst sich der auf ein Integral derselben Form (1) be-
zugliche zweite Mittelwerthsatz. Sehen wir davon ab, die Voraus-
setzungen so allgemein zu fassen, wie es mdglich ist, dann kdnnen
wir den Satz als Corollar zu (4) auffassen. Dabei wird aber, wie
gesagt, wohl die Form, nicht aber der wesentliche Inhalt des Theorems
gegeben.

Wir nehmen zu den Voraussetzungen von § 1 noch die hinzu,
dass @(x),p(x) difierentiirbar seien und bezeichnen
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Dann wird [Vorlesung 1; § 10; VI), (18)]

()
Setzt man in (4)

fir @(x) und Y(x) ein und @'(x),
so geht (4) in

Uber, und wenn man dies in (5) eintragt, erhalt man

So gelangen wir zu der Form des zweiten Mittelwerthsatzes

(x0 & x)

§ 3

Man kann aber von den, bei dieser Herleitung des hdchst wich-
tigen Satzes gemachten Voraussetzungen absehen, wenn man ihn auf
eine andere Weise ermittelt, die von einer ganz principiellen Anwend-
barkeit ist. Sie stitzt sich auf eine von Abel in der Abhandlung Uber
die binomische Reihe M, Theoreme Il gegebene Formel (vgl. S. 21).

Sind a0, al; ... an—1, an positive, nicht zunehmende Grdssen,
an-1 an 0, und liegen alle Grdéssen b0, bl, ... bn-1, bn zwischen
den Grenzen M0 und M, so dass MO bk M ist, dann folgt, wenn
wir in die ldentitat
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rechts fir alle bx einmal ihren kleinsten Werth MO und einmal ihren
grossten Werth M eintragen, die fir uns wichtige Formel

()

Bevor wir mit ihrer Hilfe den zweiten Mittelwerthsatz ableiten,
wollen wir sie auf ein Beispiel anwenden.
Wir setzen, indem wir unter n eine beliebig hohe Zahl verstehen,

al0=cm+1, al=cm+2 ... an=cm+n+1

dabei sollen die ¢ eine Reihe abnehmender, positiver Grossen bilden,
fur die wir Uberdies

voraussetzen wollen. Ferner setzen wir

wobei wir sin v von Null verschieden und etwa positiv annehmen. Es

wird dann
b, — bu-1 = 2cos 2(m + w)v ;

fur MO, M konnen wir die Werthe

wéhlen. Dadurch geht (7) uber in

Diese letzte Ungleichung zeigt, dass die Reihen
0 + 2cl cos2v + 2¢2 cosdv +2c3 COS6V+ . . .

unter den Bedingungen, dass die ¢ positive, abnehmende, nach der
Null hin convergirende Grossen sind, und dass 0 < v < 1 ist, convergent
werden. Das gilt also z. B. von

fir jeden positiven Werth von 4.
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Genau in derselben Art und unter den gleichen Bedingungen er-
giebt sich die Convergenz der Reihen von der Form
cl sin 2v =42 sin 4v + c3sin 6v + ...

§ 4

Wir konnen jetzt (7) zu unserem Zwecke fiir den Beweis des
zweiten Mittelwerthsatzes benutzen. Ueber ¢ (X) setzen wir voraus, dass
es eine zwischen x0 und x' bestdndig abnehmende, positiv bleibende
Function sei; dann dirfen wir

a = @ (x2u+l)
einfuhren; Uber Y(x) nehmen wir an, dass

endlich sei; dann durfen wir
b0 =0,
bt = (x2—x<0)W(xl) + (x4—x2) +. . (X2U—x2U-2)P(x2K-1),
bt — bu-1 =(x2u-x2n-2)P(x2un-1)

einfihren; 7120 und JZ seien, wie oben, dadurch bestimmt, dass man

Mo b M
hat. Dadurch wird (7) in

umgeformt. L&sst man bei festem Werthe von x2n = x die Zahl n
wachsen wahrend die Intervalle kleiner werden, dann kann man auch xl
mit A0 zusammenfallen lassen und erhalt so

)

Durch die Substitution @(x) — @(x") statt @(x) werden die Voraus-
setzungen nicht verletzt; die Formel lautet dann

©)
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Aus der ersten, bequemeren Form geht die Gleichung

(0 80,8 1, 80+ &=1)

hervor, welche sich besonders einfach gestaltet, wenn das Integral

eine stetige Function seiner oberen Grenze bleibt. Nimmt

man fir M0, M das Minimum und Maximum der Integralwerthe inner-
halb der Strecke (x0...X"), so erkennt man die Existenz eines Werthes
&, fur welchen

(11) (x0 & X

(12) (x0 & x)

Das ¢ in (12) braucht natirlich nicht denseloen Werth, wie das in
(11) auftretende € zu haben.

In dieser endgultigen Form (12) ist der Satz als der zweite Mittel-
werthsatz von P: du Bois-lleymond bezeichnet und im LXIX. Bande
des Journals f. d. reine und angewandte Mathematik vom Jahre 1868
verdffentlicht worden. Der Kern des dort gegebenen, etwas miihsamen
aber lehrreichen Beweises stimmt mit dem unsrigen Gberein. 0. Bonnet
hat einen andern geliefert, welcher die partielle Integration zu Hulfe
nimmt.

§ 5-

Aus (11) lasst sich unter Erweiterung der Voraussetzungen Uber
@(x) sofort (12) ableiten. Es sei @(x) eine stets abnehmende Function,
die aber dabei auch das Zeichen wechseln kann; dann unterliegt @(x)
— @(X) den obigen engeren Voraussetzungen; fuhrt man diese Diffe-
renz statt @(x) in (11) ein, so entsteht (12). Dasselbe gilt von (9).

Es sei ferner @(rr) eine in unserem Intervalle (x0...X") stets zu-
nehmende Function; dann ist @(x') — @(X) eine von x0 bis X' stets
abnehmende, positiv bleibende Function. Setzt man sie statt ¢@(x)in
(11) ein, so entsteht wiederum die Form (12).
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Es gilt daher (12), sobald ¢@(x) zwischen den Grenzen x0 und X'
entweder nicht zu- oder nicht abnimmt, und wenn das Integral

fur jeden Werth x des Intervalles (x0...x") endlich und stetig bleibt.

Endlich lasst sich unserem Satze eine noch grissere Verallgemeine-
rung auf folgende Art verleihen: Man kami zulassen, dass die Function
@(x) abwechselnd steigt und fallt, wenn nur endliche Intervalle zwischen
jedem Maximum und Minimum liegen. Man muss also angeben kdnnen,
ob bei einem beliebigen Werthe x die Function @(x) steigt oder fallt;

das ist nicht immer moglich, wie z. B. bei  sich fir x = 0 weder

sagen lasst, dass es steigt, noch dass es féllt. Diese Begriffe verlieren
hier den Sinn. An Stelle unserer Bedingung pflegt man haufig zu
sagen: ,,0(x) hat an keiner Stelle unendlich viele Maxima und Minima“;
allein dabei kann man sich nichts vorstellen. Unter der gemachten
Voraussetzung lasst sich (x0...x") in eine endliche Zahl von Inter-
vallen (80 =x0 ... &); (& ...&); ... (§2r-2...&r =x") zerlegen, so
dass in jedem einzelnen Intervalle die Function @(x) durchweg steigt
oder durchweg féllt. Dann kénnen wir fir ein jedes Intervall der
Formel (12) entsprechend einen Mittelwerth bestimmen, der Art, dass
furm=20, 1 .. r—1 jedesmal

wird. Bezeichnen wir durch W(x) die Integralfunction von (i(x), dann
geht die letzte Gleichung in

tber. Summirt man von ¥ =0 bhis ©x =r — 1, so kommt heraus:

(13)

&=, 2+l =2¢82),
oder in Integralform geschrieben:
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(14)

(E-1=x0, Qs =x")

Natlrlich kann man auf der rechten Seite von (14) das constante @(&2x)
unter das Integral ziehen.

Definirt man eine Function ®(x), welche fir §2u-1 X< {2u+l
den constanten Werth @(&2n) hat und also geometrisch eine Reihe von
Strecken darstellt, deren jede der Abscissen-Axe parallel l&uft und die
Curve y = @(x) in dem Punkte x = &u beruhrt, der einem Maximum
oder einem Minimum angehort, so kann man auch schreiben:

Es lassen sich danach Punkte &I, &3, ..., je einer zwischen einem
Maximum und einem benachbarten Minimum finden, der Art, dass das
Integral Uber @(x)-P(x) nicht geadndert wird, wenn man die Curve
y = @(x) durch eine gebrochene Linie ersetzt, deren Theile abwechselnd
der X- und der Y-Axe parallel laufen. Die ersteren Stiicke y = d(x)
berihren die Curve abwechselnd in den Punkten ihrer Maxima upd
Minima und sind daher durch @(x) allein bestimmt. Von den Seiten,
welche der F-Axe parallel sind, weiss man lediglich, dass sie in den
Punkten, die zu &1, &3, ... gehoren, die Curve durchschneiden. Man
kann also von dem gefundenen Resultate nur da Nutzen ziehen, wo
die Thatsache der Existenz solcher Zwischenwerthe selbst bereits weitere
Schllisse zul&sst.

§ 6-

Zum Schliisse dieser Vorlesung wollen wir zeigen, dass die Uber
@(x) bei der Formel (11) gemachte Voraussetzung sich nicht beseitigen
l&sst. Wir werden ein Beispiel geben, fiir welches der zweite Mittel-
werthsatz nicht mehr gilt, weil die Function @(x) nicht im ganzen
Integrationsbereiche entweder niemals steigt oder niemals fallt.

Flr Q(») setzen wir Folgendes fest: Es sei

P(x) = xX—+1
P(x} =x ( h<x<+1%

P(x) =x—1
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dann wird wie ja auch geometrisch ersichtlich ist,

(E>-1)-

Fernei’ nehmen wir fur den Verlauf von @(x) bei wachsendem x an,
dass es fur die Werthe des Argumentes zwischen — | und — % nahezu

1 sei; dass es sofort hinter x = — % rapid falle und nahezu 0 bleibe
bis zu x = 0; dass es sofort hinter x = 0 rapid steige und nahezu 1
bleibe bis x = +%% u. s. f. Dann sieht man:

ist wenig von % verschieden,

ist wenig von 0 verschieden,

ist wenig von % verschieden,

ist wenig von 0 verschieden.

Hieraus ergiebt sich, dass
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wenig von % verschieden
ist, wahrend
Kleiner als %
sein wird. Der zweite Mittelwerthsatz versagt also hier, weil die Vor-

aussetzungen Uber ¢(x), die fir (11) gemacht wurden, nicht mehr zu-
treffen.
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Integral. — Discussion der Voraussetzungen. — Nothwendige Bedingungen. — Geo-
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Vertauschbarkeit zweier Grenziibergange.

KRt
In dem Integrale :

(1) (0O<a<y)

konnen wir, um den zweiten Mittelwerthsatz anzuwenden, die zwischen
a und b stets abnehmende Function  gleich @(x) setzen und sin X

gleich @(x) annehmen. Denn das von a bis b uber Y(x) erstreckte
Integral liegt zwischen M0 = — 2 und M =—%#-2. Es ist also

)

Daraus folgt, dass (1) fur ein constantes a und wachsende b ein con-

vergentes Integral ist, indem ja ein weit entfernter, (ber eine noch

so grosse Strecke genommener Theil desselben beliebig klein wird.
Wir betrachten jetzt

®)

Der' erste Theil des letzten Ausdrucks ist, da der Integrand endlich
bleibt, selbst endlich, und die Existenz des zweiten Theils haben wir
soeben gezeigt: folglich ist auch J ein convergentes Integral.

Kronecker, Integrale. 5
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Wir wollen den Werth dieses Integrals zu berechnen versuchen.

Dabei sei bemerkt, dass die bis ins Unendliche erstreckte Inte-
gration nichts anderes bedeutet, als das, was der zweite Grenzausdruck
aussagt. — Aus dem Resultate (2) geht hervor, dass wir statt des
stetig wachsenden c eine Reihe* von steigenden, ganzen, positiven Zahlen
substituiren kénnen, ohne den Werth zu andern, da das Integral zwischen
¢ und der néchst tieferen ganzen Zahl nach (2) bei wachsendem ¢ die
Grenze Null hat. Wir gestalten J zundchst um, indem wir fiir X ein-
tragen 1t auch die dann entstehende obere Grenze wollen.wir durch
¢ bezeichnen und koénnen uns auch dafir wiederum sanze Zahlen ein-
gesetzt denken:

(c wachst ganzzahlig).

Weiter setzen wir — x statt x ein; das giebt [vgl. Vorlesung 1, § 10; V)]

Die m, n bedeuten hierbei positive, ganze Zahlen. Das letzte Integral
zerlegen wir in eine Summe von Integralen mit demselben Integranden,
deren Grenzen von = m ab bis + n in der Differenz + 1 fortschreiten:

und wenn wir fur x einsetzen x + » und bedenken, dass
sin (X + )1 = (— D sin xm
ist, dann formt sich das Integral in

um. Hier ist die Vertauschung der beiden Grenziibergdnge — Integral
und unendliche Summe — erlaubt, weil die Summe eine gleichmassig
convergirende ist (vgl. Harnack: Die Elemente der Differential- und Inte-
gralrechnung § 130, S. 239; und das Kriterium flr die gleichméssige
Convergenz einer Reihe mit alternirenden Gliedern, ibid. § 127, S. 233):
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4)

Die ganze Schwierigkeit bei der Berechnung von J liegt also in der
Auswerthung der letzten Summe.

§ 2

Wir gehen, um diese Schwierigkeit zu (berwinden, von der schon
Euler bekannten Formel

aus; der Accent an dem Productzeichen bedeutet, dass der Factor fir
den Werth x = 0 bei der Productbildung ausgeschlossen werden soll.

Setzt man darin fiir x ein erhebt die entstehende Formel ins Quadrat
und dividirt dann durch die urspriingliche, so folgt

Differentiirt man dies logarithmisch, dann ergiebt sich

die Summe erstreckt sich (ber alle positiven und negativen ganzen
Zahlen, die Null ausgenommen; aber gerade der in der letzten Summen-
form hierflir fehlende Summand findet sich vor derseloen. Man kann
folglich schreiben

(©)

Tragen wir dies als Grenzwertli der Summe in (4) ein, so erhalten wir

(6)

Im Anschliisse hieran wollen wir noch eine Formel ableiten, deren
wir bald bedirfen. Differentiirt man die erste Formel dieses Paragraphen

logarithmisch, so kommt
r5*
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heraus. Setzt man nun 0 <Xx < 1 voraus, so ersieht dies
TIX < tang X1, TIX COS XTT < Sin XTT,

Die linke Seite der letzten Ungleichung ist die Ableitung von

diese Function nimmt also fir positive x, die kleiner als 1 sind, mit
wachsendem Argumente ab. Da flur sehr kleine Werthe von x der
Quotient sich der Grenze m nahert, so folgt

fur positive x, die kleiner sind als 1. Offenbar gilt aber dieselbe Be-
ziehung auch fiir grossere x, da ja dann der absolute Werth des Bruches
die Einheit nicht Uberschreiten kann.

§ 3
Wir kommen jetzt zu einer Verallgemeinerung des bisher betrach-
teten Integrals, namlich zu

x>0, w=>0),

welches wir als das Dirichlet’sche Integral bezeichnen wollen.
Wir machen folgende Voraussetzungen: x' und w seien grosser als
Null, und f(x) sei eindeutig und nehme im Integrationsintervalle ent-
weder niemals ab oder niemals zu. Dann konnen wir den zweiten
Mittelwerthsatz in seiner Form (12) Vorlesung 4 anwenden, da nach dem

vorigen Paragraphen das Integral Ubei' endlich bleibt,
und erhalten

© & x)

Gehen wir nun zu w = oo und machen dabei die Voraussetzung, dass
& von Null verschieden bleibt, dann ergeben die Resultate von § 1 und
§ 2 dieser Vorlesung
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0

Es fragt sich aber hierbei noch, ob nicht ¢ = 0 werden kdnnte; denn
bei diesem Werthe wirde der vorgenommene Grenziibergang unstatthaft
sein.  Wenn es mdglich ware, dass ¢ = 0 ist, dann gébe der obige
Ausdruck flr J1(w)

Wir hatten Uber fix) vorausgesetzt, dass es innerhalb der Integrations-
grenzen entweder niemals ab- oder niemals zunehme. Je nachdem der
erste oder der zweite Fall eintritt, setzen wir

f(x) — f(x) = g(x) bezw. f(x) —f(x) =g(x).
Dann wird g(x) in unserem Intervalle niemals wachsen und es wird
an seiner oberen Grenze den Werth 0 besitzen. Die letzte Gleichung
wirde dann aussagen, wenn man beide Integrale vereinigt,

Wenn nun g(x) im ganzen Intervalle nicht bestdndig gleich Null ist,
dann setzen wir v;x =y und zerlegen das entstehende Integral in ein-
zelne Theile mit demselben Integranden, deren Grenzen 0, 1,2,...r, wx'
sind (r<wx' r + 1). Endlich tragen wir flr y in das zweite dieser
Integrale z+ 1, in das dritte z + 2, ... ein und erhalten dadurch

In der letzten Form sind alle Integranden positiv, und flr ein und das-
selbe z ist jeder folgende kleiner als der vorhergehende wegen der (ber
die Function g gemachten Voraussetzung. Man erhélt demnach eine
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Reihe von abwechselnd positiven und negativen Gliedern abnehmender
Grosse; ein solches Aggregat ist nothwendiger Weise von Null ver-
schieden.

Die Annahme & = 0 kann also nur dadurch verwirklicht werden,
dass g(x) im Intervalle bestandig Null ist; dann wére f(x) = (X
d. h. constant und auch gleich /*(0); das Resultat (7) ergédbe sich dabei
unmittelbar.

§ 4

Ueber die Function f(x), welche der Gleichung (7) genlgt, haben
wir die Voraussetzungen gemacht, dass sie eindeutig sei und im Inte-
grationsintervalle entweder niemals ab- oder niemals zunehme. Es
entsteht nun die Frage, ob man den Umfang dieser Bedingungen nicht
verringern konne. Es lasst sich leicht zeigen, dass die Amiahme
ausreicht: ,,f(x) besitzt im ganzen Intervalle nur eine endliche Anzahl
L,von Maximis und Minimis*; und dies gentigt, um die Anwendbarkeit
der Formel bei physikalischen Fragen darzuthun. Aber die Frage nach
den geringsten Voraussetzungen ist gleichwohl theoretisch von hohem
Interesse. P. du Bois-Reymond, der sich besonders eingehend mit
ihr beschaftigt hat, verallgemeinerte den Bereich der Gultigkeit von (7)
immer mehr, fand aber schliesslich doch Functionen, auf die der Satz
nicht mehr passt. Wir wollen hier nicht bis zur Grenze des Erreich-
baren vorgehen, sondern vielmehr die Bedeutung gewisser sehr allge-
meiner, hinreichender Bedingungen ans Licht setzen, dann die noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen angeben und diese endlich
geometrisch deuten.

Es ergiebt sich sofort aus (7), dass der Werth des Integrals von
der oberen Grenze x unabhdngig ist, so dass

0O<a<h

wird. Hier hat der Nenner x keine Daseinsberechtigung mehr; diese
bestand nur, so lange die untere Grenze 0 war. Wir kdnnen also
ohne Weiteres @(x) statt f(xy.x einsetzen; dann gilt die Formel

(8)

nach den bisherigen Untersuchungen, so lange x@(x) im Bereiche
(a...h) kein Maximum oder Minimum besitzt. Wir wollen allgemeinere
Bedingungen fir (8) aufzustellen suchen.
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Zundchst sei nur vorausgesetzt, dass @(x) im Integrationsgebiet
eindeutig und endlich, und zwar < M bleibt; die Frage nach den
Maximis oder Minimis berlihren wir nicht. Jetzt fihren wir zuvorderst

in das Integral

und substituiren x = gy, dann geht es in

Uber. Setzen wir ferner r, s als die grdssten ganzen Zahlen voraus,
die in enthalten sind, und bezeichnen

0 & 8<1)),

so bekommen wir

Die Integranden wie die Intervalle der beiden letzten Integrale sind
endlich, und ihr Werth bleibt unterhalb einer bestimmten Grosse; da zu
beiden der Factor ¢ hinzutritt, so ndhern sich die beiden letzten Glieder
der Grenze Null, und fir unser Integral bleibt zuriick

Dies wandeln wir in der schon mehrfach angewendeten Art um:
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Wir wollen jetzt weiter voraussetzen, dass @(x) im Integrations-Inter-
valle bis auf eine endliche Anzahl v von Stellen gleichmassig stetig
ist. Dann konnen wir, wenn T eine gegebene, beliebig kleine Grosse
bedeutet, eine andere Grosse 6 so klein wahlen, dass fur jedes k mit
Ausnahme derjenigen, welche auf eine der v Stellen fuhren, stets
| @(cy + 2n0) — @(ey + 2u+ I)o) <t

wird. Solcher Summanden hat die Summe unter dem letzten Integral-
zeichen hdochstens wenn man den Kleinen Unterschied

zwischen und s vernachldssigt. Die v Stellen ferner liefern einen

Beitrag, der nicht grosser als 2Mv sein kann; somit wird die Summe
unter dem Integrale

und daher ergiebt sich

»ES gilt (8), wenn @(x) zwischen a und b endlich bleibt und nur
»an einer endlichen Anzahl von Stellen aufhort, gleichméssig stetig
,»ZU sein.”

~Wenn also f(x) im Intervalle (0...x") dieselben Eigenschaften
»hat und zudem in der Néhe von 0 auf beliebig kleiner aber endlicher
»Strecke entweder nicht ab- oder nicht zunimmt, dann gilt

()

Denn wir kénnen dann das Intervall in zwei Theile zerlegen, in deren
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erstem die friheren engeren Bedingungen gelten, wahrend fur den
zweiten Theil des Intervalles die Formel (8) eintritt.

Geniligt g(x) den eben aufgestellten Bedingungen, dann genligt
ihnen auch die Function

Fihren wir diese in (7) und in (8) ein, dann entsteht die Dirichlet’sche
Form der Integralsatze

(7%) (x> 0)

(8) (0 <a<).

§ 5.

Wir gehen jetzt auf die Gleichung (7) noch genauer ein.

f(x) moge eine eindeutige, reelle, integrirbare Function von x be-
deuten, die ihrem absoluten Werthe nach in dem Intervalle (0 ... X)
stets unter einer bestimmten Grosse M bleibt und sich fiir Werthe
von X, die bis zur Null abnehmen, einem bestimmten Grenzwerthe®(0)
nahert. Setzt man nun

(x) $§O(x),

dann geht wegen

die Formel (7) in

tber.
Es handelt sich nun darum, zu bestimmen, wann der Werth der

linken Seite fur alle x* < X gleich Null wird. Hier setzen wir

und tragen &x an Stelle der Integrationsvariablen x in das Integral
ein: dadurch erhalten wir fir die linke Seite
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Da nun auf Grund der Definition von /0 fur irgend eine gegebene, be-
liebig Kleine, positive Grdsse t und fiir irgend eine gegebene positive
Grosse ¢ der Werth x0 so klein angenommen werden kann, dass flr
alle Werthe von x, die kleiner als x{ sind,

wird; und da fiir alle positiven Werthe von x, wie wir in § 2 gezeigt
haben,

ist, so wird flr alle positiven Werthe von x, die kleiner als ¢ sind,
und fur alle positiven Werthe von 6, die kleiner als  sind,

und also der absolute Werth des Integrals
(10)

Kleiner als 1. Der Grenzwerth dieses Integrals flir abnehmende Werthe
von 6 ist daher Null. Wir suchten nun die Bedingungen dafiir, dass
(9) den Werth 0 habe; die Frage verwandelt sich durch unser jetziges
Resultat, wenn wir von (9) den Werth (10) abziehen, in die, wann

11)

erfallt ist.

Mittels des Integrals (10) haben wir die untere Grenze von (9)
durch einen beliebigen positiven Werth & ersetzt; ebenso kann man
auch die obere Grenze von (9) andern.

Denn fir irgend welche positiven Werthe von x* und &' ndhert sich
das Integral

(12)

mit abnehmendema dem Werthe Null. Es verwandelt sich dies namlich,
wenn man setzt, in
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Das mit 6 multiplicirte Integral ist seinem absoluten Werthe nach kleiner

als sobald ¢ so gewdhlt wird, dass 6z—+x"' <<X bleibt, und

man unter M0 den Werth M + {f(0)] versteht; das Product wird
demnach mit dem Factor ¢ nach Null gehen.
Addirt man nun (12) zu (11), so entsteht

»-Man kann demnach in dem Integrale (9), ohne den Werth, dem es
,sich fur 0 = 0 nahert, zu andern, die Grenzen 0 und durch die

,Grenzen ¢ und ersetzen, wo & und &' willkirlich anzunehmende
»positive Grossen bedeuten.

§ 6

Nachdem wir den Ausdruck, der zu untersuchen ist, umgeformt
haben, setzen wir in die Formel (13) fir ¢ irgend eine ungerade Zahl

2m + 1 und waéhlen dann &' so, dass der nachsten Uber dem
Werthe von liegenden geraden Zahl 2n gleich wird. Dann I&sst

sich der Ausdruck auf der rechten Seite von (13) als Grenze einer
Summe von Integralen

darstellen. Nehmen wir davon die Héalfte des ersten und die Halfte
des letzten Gliedes fort, die wegen beliebig klein

gemacht werden konnen, dann lasst sich der letzte Ausdruck auch
folgendermassen schreiben:

(14)
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Das Verschwinden desselben liefert also die nothwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fir das Bestehen von (7). Natdrlich missen
hieraus alle hinreichenden Kriterien entnommen werden kdnnen, und
— wie wir schon friiher hervorgehoben haben — liegt darin gerade das
Wichtige: praktisch brauchbare und dabei umfassende hinreichende Be-
dingungen aufzustellen. Wir begnigen uns nach dieser Seite aber hier
mit dem in § 4 Gegebenen und wollen jetzt nur noch die geometrische
Deutung unserer letzten Bedingung darlegen.

Setzt man voraus, — was freilich als Voraussetzung- ziemlich viel

sagen will. — dass die Gleichung in rechtwinkligen Coordi-
naten x, y eine Curve C représentirt, so kann man dazu fur jeden be-
stimmten Werth von ¢ eine zweite Curve Cé construiren, welche durch
die Gleichung

fur die Werthe von x = (2m + |)o bis x = 2no dargestellt wird.
Jede solche Curve Ce, deren Ordinaten fir einen zwischen ch und
o(h+ 1) gelegenen Abscissenwerth ox + ch auch durch

O0=x=1)

dargestellt werden, schneidet die urspriingliche Curve G in den Punkten,
deren Abscissen ganze Vielfache von ¢ sind. Denkt man sich in diesen
Schnittpunkten die Curve Ceé abwechselnd Uber und unter der Curve G
verlaufend, so ,,umschlingt* sie die Curve C desto enger, je kleiner 6
wird. Drtickt man den von den beiden Curven C und Ce umschlossenen,
in Ublicher Weise positiv oder negativ zu rechnenden Flachenraum
durch ein Integral aus, so entsteht das Doppelte von (14). Die Be-
deutung des Verschwindens von (14) mit abnehmenden e lasst sich
also dahin formuliren: ,,Es soll die Umschlingung der Curve Cé um
»die Curve G mit abnehmenden ¢ eine immer engere werden, und zwar
»in der Weise, dass dabei der Gesammt-Zwischenraum beliebig ver-
kleinert wird.”

Die Untersuchungen (ber die aus (14) zu ziehenden hinreichenden
Bedingungen haben wir in dem Aufsatze: ,,Ueber das Dirichlet’sche
Integral* (Monatsber. d. Beri. Akad. d. W. 1885 (9. Juli) S. 641 —665)
genauer dargelegt.

§ T

Wir wollen jetzt das Dirichlet’sche Integral nach der Richtung
hin verallgemeinern, dass wir an die Stelle des Sinus eine allgemeinere
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Function einfuhren, welche mit dem Sinus die Eigenschaft gemein hat,
dass sich in jedem Intervalle von einei' bestimmten endlichen Grosse
mindestens zwei Argumentwerthe befinden, flir welche die Function
ihr Zeichen wechselt. Mit dieser Verallgemeinerung beschéftigte sich
P. du Bois-Reymond in der Arbeit: ,,Ueber die allgemeinen Eigen-
schaften der Klasse von Doppelintegralen, zu welcher das Fourier’sche
Doppelintegral gehort® (Journ. f. d. r. u. a. M. LIX, S. 65—108; 1868);
aber schon vor ihm hat der beriihmte Mathematiker W. R. Hamilton,
ganz in die Tiefen seines eigenen Geistes versenkt, die Dirichiet’sehen
Séatze in dieser Allgemeinheit aufgestellt. Die betreffende Arbeit, die
wie es scheint, bisher gar nicht beachtet ist, befindet sich in Band XIX
S. 264 ff. der irischen Akademie (1843). Vermuthlich hat er den 1829
erschienenen Dirichlet’'schen Aufsatz gar nicht gekannt. Seine Arbeiten,
welche etwas schwer zu lesen sind, weil er ganz und gar seine eigenen
Methoden hat, sind erst zum Theil gehorig ans Licht gezogen; so sein
»oystem of rays”“ aus den Transactions of the R. Irish Acad. Bd. XVI
durch Herrn Kummer’s Untersuchungen (ber die Strahlensysteme,
und das sogenannte Hamilton’sche Princip durch Jacobi.

Wir wollen uns im Folgenden an die Hamilton’sche Arbeit an-
lehnen, jedoch die von uns benutzten Methoden auch hier beibehalten.
Hamilton nennt Functionen mit der oben pracisirten Eigenschaft
fluctuating functions. Wir wollen solche fluctuirenden Func-
tionen mit fl(x) bezeichnen.

¢(x) sei eine Function, welche die Bedingungen der Endlichkeit und
der gleichmassigen Stetigkeit erfullt. Es soll dann festgestellt werden,
welches die nothwendigen Eigenschaften von fl(x) sind, denen zufolge

(15)
wird.  Setzen wir wieder dann geht die linke Seite
von (15) in

uber; hierin sollen mit y2«, y2u+1 .... diejenigen Argumentwerthe be-
zeichnet werden, fur die sein Zeichen wechselt; y2r ist derjenige,

welcher nachst grosser als ist, w2s derjenige, welcher nachst kleiner als

ist. Dass dabei am Anfang und am Ende je ein Stiickchen weg-
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gelassen wird, macht wegen des Factors 6 nichts aus. Durch diese
Zerlegung hat man es erreicht, dass unter jedem einzelnen Integral-
zeichen fl(y) sein Zeichen nicht &ndert, dass aber beim Uebergang von
einem jeden zum folgenden eine Zeichendnderung eintritt. Auf jeden
der beiden Theile der Klammer kann man den ersten Mittelwerthsatz
anwenden:

(02n + d2u+1=1)

(521 + 8'2u+1= 1)

wobei A® den Ausdruck
Q(c02ny2n + 6d2u+1y2n+1) — (6d2u+ly2utl + GO2U+2y2u+2)

bedeutet.

Aus der Annahme der gleichméssigen Stetigkeit von ¢ (y) folgt, dass
die Differenz, welche mit A® bezeichnet ist, durch geeignete Wahl von
6 kleiner als eine vorgeschriebene Grdsse T gemacht werden kann, wie
auch k angenommen wird. Setzen wir voraus, dass |fl(y) | <c
ist, wobei c¢ eine endliche Grdsse bedeutet, dann wird der erste
Theil der Summe kleiner als

also beliebig klein. Danach bleibt als nothwendige Bedingung fur das
Bestehen von (15) noch zurlick:

oder, weil @ endlich bleibt,

(16)

Diese Bedingung wird von der Sinusfunction erflllt da
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(Wi = um)

ist. Aber (16) ist viel weiter greifend; es reicht z B. fir die Richtig-
keit von (15) schon aus, wenn das Integral von keiner hoheren Ord-

nung unendlich gross wird als

§ 8
Ist die Bedingung (16) erfillt, so wissen wir, dass

ist. Far ¢@(x) =1 liefert dies

Hieraus folgt dann sofort wieder die Gleichung
(17)

wobei p eine beliebige positive Grosse und @(x) eine un Intervalle
(O...p) entweder nur steigende oder nur abnehmende Function be-
zeichnet sobald angenommen wird, dass fur alle p

© p p

zwischen bestimmten endlichen Grenzen liegt. Denn dann darf man
auf die linke Seite von (17) den zweiten Mittelwerthsatz in der Form
Vorles. 4 § 4 (11) anwenden; durch ihn erhalten wir

(O p p)

und da, wie wir eben sahen,

ist, so folgt hieraus (17) durch Addition der beiden letzten Gleichungen.
Unsere Erorterungen uber die nothwendigen Bedingungen lassen
sich gleichfalls auf die allgemeinen fluctuirenden Functionen ubertragen.
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§ 9.
Die Dirichlet’schen Sétze wenden wir jetzt auf das Integral

(b, b > 0)

an.  Wir zerlegen es in zwei Theilintegrale, von — b' bis 0 und von
0 bis + b und tragen im ersten von beiden die Variable — x statt
X ein: dadurch resultirt

Setzen wir also von F(u+ Xx) voraus, dass es in dem Intervalle (—b'... 6)
bis auf eine endliche Anzahl von Stellen gleichméssig stetig, eindeutig
und endlich sei, und dass bei einem bestimmten u fir hinreichend kleine,
positive, bestdndig abnehmende d, d' die Werthereihen
Fu—29), F@u+7d) (lim 9, &' = 0)

kein Maximum und kein Minimum aufweisen, dann sind alle Bedingungen
fiir das Bestehen des Dirichlet’schen Integrals erflllt, und man erhalt
fur einen solchen Werth von u

(18)

Diese Gleichung gilt deshalb fiir jeden Punkt u von den festgesetzten
Eigenschaften und auch flrr jeden Werth u innerhalb eines Bereiches
(c0...c", fur welches F(u) in jedem Punkte die angegebenen Eigen-
schaften besitzt: natirlich muss die Function fir den Bereich
(b +u ... +b+u
eindeutig, endlich und bis auf einzelne Punkte gleichmassig stetig sein.
Setzen wir jetzt X +u =v, so geht (18) in

Uber. Hier sind die Grenzen des Integrals so beschaffen, dass u zwischen
ihnen liegt, da — b' + u<u<b + u ist; im Uebrigen sind sie be-
liebig-. Wir konnen also auch schreiben

(18%)

(0 <u<a)
wobei al nicht negativ zu sein braucht.
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Jedenfalls findet sich u zwischen den Grenzen — oo und -j- oo
folglich gilt auch

(19)

~wenn F(v) bestdndig endlich, eindeutig und bis auf eine endliche Anzahl
»von Stellen gleichmassig stetig ist, fur jeden Werth u, flr den sich
»angeben lasst, ob die Function fur ihn steigt oder fallt“. Ist F(u) fir
einen solchen Werth stetig, dann nimmt (19) die einfachere Gestalt

(20)

an.

Hinsichtlich der Bezeichnung sei erwahnt, dass Dirichlet und
Riemann manchmal kirzer

F(u+ 0) statt

F(u — 0) S
schreiben.  Wir wollen aber von dieser Schreibart keinen Gebrauch
machen, weil dadurch demselben Zeichen, der Null, zwei verschiedene
Bedeutungen gegeben wirden, die der ,vollendeten® Null, wie sonst,
und die der ,erst werdenden“, wie jetzt hier. Wir haben ferner ver-
schiedene d gewahlt, um nicht unnéthiger Weise die Vorstellung zu er-
wecken, als ob die Annéherung an u von grdsseren wie von kleineren
Werthen her in derselben Art vor sich gehen misse.

Weil nun

ist, so gestaltet sich (19) in
(21)

um. Dies ist das Fourier’sche Doppelintegral. In ihm bedeutet
F(v) eine endliche, eindeutige, bis auf eine endliche Anzahl von Stellen
gleichmassig stetige Function; und (21) gilt fir jeden Werth u, fur
welchen angegeben werden kann, ob die Function bei wachsendem
und bei abnehmendem Argumente steigt, oder ob sie fallt.

Dieses sogenamite Fourier’sche Doppelintegral hat bei seiner Ent-
deckung einen ungeheuren Eindruck auf die mathematische Welt gemacht.
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Zum ersten Male wurde gezeigt, wie sich eine nahezu beliebige Function,
die nur den erwéhnten Bedingungen zu geniigen braucht, in mathe-
matische Formen fiigt. Die Formel (21) beh&lt auch, wie P. du Bois-
Revmond in seiner erwédhnten Arbeit zeigt, fiir beliebige fluctuirende
Functionen, die an die Stelle des Cosinus gesetzt werden, ihre Gltigkeit.

Bei (21) wie bei dem Dirichlet’schen Integrale ist es interessant,
dass der Werth des Integrals durch den Functionalwerth F(u) einer
einzigen Stelle festgelegt wird; der Inhalt des Integrals ist gewisser-
massen in der Umgebung eines einzigen Punktes concentrirt.

Unsere Betrachtungen weisen das Fourier’sche Doppelintegral
als Corollar des Dirichlet’schen Integrals nach. Diesen innigen Zu-
sammenhang hat wohl P. du Bois-Reymond zuerst erkannt.

Die Bedeutung von (21) liegt darin, dass das Argument u nicht
mehr unter dem Functionalzeichen, sondern nur unter dem Cosinus-
zeichen vorkommt; dadurch werden viele Schwierigkeiten gehoben, die
sich sonst bei der Behandlung von Aufgaben namentlich aus der Warme-
theorie einstellen. Dazu hat Fourier das Integral auch verwendet
und eine Reihe von Problemen erst dadurch I6sbar gemacht.

§ 10.
Wir hatten die Formel aufgestellt:

(18%)

@ <u<a’,
hieran knipft sich die Frage nach dem Werthe der linken Seite von
(18*) unter der Voraussetzung, dass u ausserhalb des Gebietes (a0... a")
liegt. Gesetzt u lage oberhalb a, und es wdre a" grosser als u ge-
wahlt, so dass man a' <u < a" hétte, dann wirde aus (18%)

folgen, und wenn man die erste Gleichung von der zweiten subtrahirt:

(18*)

Wir haben die Gultigkeit von (18**) eigentlich nur unter der Annahme
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al < a < u bewiesen; offenbar kdnnen wir aber die zweite Mdglich-
keitu < al < a in derselben Art behandeln. (18**) ist die Erganzungs-
formel zu (18*). W.ir konnten sie auch direct beweisen, doch (ber-
gehen wir dies hier. Natirlich missen die Uber F(u) gemachten
Voraussetzungen auch in dem erweiterten Gebiete gelten.

§ u.
Das Fourier’sche Doppelintegral lasst sich in einer sehr merk-
wirdigen Form darstellen, die von Cauchy gefunden worden ist.
Es ist nach Vorlesung 1, § 10, V)

und also auch

Addirt man diese Gleichung zu (21) und setzt F(u) als bei u stetig
voraus, so entsteht

Fur z wollen wir 2z einsetzen, die Exponentialfunction zerlegen und die
Integrationsordnung verandern:

Das innere Integral, welches eine Function von z ist, bezeichnen wir
mit G(z); schreiben wir dann y statt z und x statt w, dann erhalten
wir das bemerkenswerthe Gleichungssystem

(22)

Die Reciprocitat, welche zwischen F(x) und G(x) besteht, wird voll-
stdndig, wenn man unter F(Xx) eine gerade Function versteht. Denn
in diesem Falle gehen die Formeln (22) wieder unter Beriicksichtigung
von Vorlesung 1, § 10, V) in

6ﬁ
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(23)

uber.

Wir brauchen (brigens zum Zweck dieser Beweise das Gebiet der
reellen Grossen nicht zu verlassen. Der Glaube an die Unwirksamkeit
des Imagindren tragt auch hier wie anderweitig gute Frichte. Wir
fuhren in (21) 2z statt z ein:

und schreiben hierin einmal — v fir v und dann zweitens — u fir u
dadurch entsteht

Verbindet man diese beiden Gleichungen durch Addition und durch Sub-

traction und setzt
WB(F(X) + F(—x)) = F0(x),

V2(F(X) + F(-x)) = F1(x),,
wobei FO eine gerade und FI eine ungerade Function wird, so entsteht

Hierin entwickelt man den Cosinus, vertauscht die Integrationsordnung
und bertcksichtigt Vorlesung 1, § 10, V; dann kommt
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heraus. Dieses Resultat ergiebt die folgenden beiden Gleichungs-
Systeme:

oder in ein System zusammengefasst, die reciproke Beziehung

(24) (a0 =0,1)

§ 12

Das jetzt zu behandelnde, sogenannte Poisson’sche Integral unter-
scheidet sich von dem Dirichlet'sehen Integrale wesentlich nur durch
die verschiedene Folge zweier Grenzlbergénge.

Setzen wir in (7*) 2n + 1 fir w ein, wobei wir unter n eine
ganze positive Zahl verstehen, und nehmen ferner statt x die Variable
v, so konnen wir schreiben

0'=0)

denn die endliche, von — n bis + n erstreckte Summe wird durch
den hinzugefugten Factor, der bei jedem Summanden den Werth 1 an-
nimmt. nicht gedndert. Nun ist aber

also

und demnach liefert die Dirichlet'sene Reihe fir
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den Werth

Swenn es erlaubt ist, die Folge der Grenzlibergdnge n = oo und
. = 1 zu vertauschen“, Das Integral

ist das Poisson’sche. Ob es aber den angegebenen Werth hat, muss
noch dahingestellt bleiben; denn die vorgenommene Vertauschung ist
bisher nicht gerechtfertigt.

Wir gehen behufs der Auswerthung des Poisson’schen Integrals
folgendermassen vor:

Es ist identisch

und daraus ersieht man, dass dieser Ausdruck fir constantes r und
veranderliches v sein Zeichen nicht andert. Demnach kann man auf

das Poisson’sche Integral den ersten Mittelwerthsatz anwenden; das
liefert uns

Durch Differentiation erkennt man die Richtigkeit der Gleichung

und so wird

=ufg) O ¢ d).



Das Poisson’sche Integral. 87

Die Anwendung des Mittelwerthsatzes fordert dabei die Voraussetzung,
dass f(u) im Intervalle (0...9d") endlich bleibt. Setzen wir in der
letzten Gleichungf(v) = 1, so folgt, wie auch aus der vorletzten,

das Integral ist demnach von &' unabhéngig, und es wird folglich

(O<bdo=<<d"),

=1 f(S) (0 ¢ 60)
Lésst man jetzt bei unverdndertem 6' den Werth  nach Null gehen,
dann resultirt der Werth des Poisson’schen Integrals

(25)

und dies stimmt mit dem oben erhaltenen Werthe (berein. Ueber f(v)
ist hier nicht so viel vorausgesetzt, wie beim Dirichlet’schen Inte-
grale. Denn wiéhrend dieses fordert, dass f(u) in der N&he von v = 0
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, und ausserdem, dass
T(3) mit abnehmendem &sich einem bestimmten Werthe néhert, geniigt
bei dem Poisson’schen Integrale die letzte Bedingung. Im Uebrigen
reicht es auch hier aus, wennf(v) in dem Integrationsintervalle endlich
und bis auf eine endliche Anzahl von Stellen gleichméssig stetig ist.
Die Formel (25) kann man auch folgendermassen schreiben:

(26)
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§ 13.

Die Vertauschbarkeit der Grenziibergdnge koénnen wir aber auch
direct beweisen und damit die aus (26) hervorgehende Formel

ableiten. Wir gehen von der schon friiher bei den Mittelwerthsitzen
benutzten Abel’schen Identitat (S. 58)

aus und nehmen wie dort an, dass

on-1 au
M) =bx=M
sei, wobei M. und M endliche, feste Grossen bedeuten. Nun ver-

stehen wir unter
0 + ol + a2+ - _(in inf)

eine convergente Reihe. Dann ist die Bedingung, welche wir den 6z
auferlegt haben, erfillt, wenn

bt = — (a0 + antl +...)
angenommen wird. Dabei folgt zugleich
— bu-1# = antl und

Hierdurch geht die Abel’sche Gleichung in

und wenn wir n ins Unendliche wachsen lassen, in

uber. Fuar die a setzen wir jetzt Functionen einer Ver&nderlichen r

an = fu(r),
welche die Eigenschaft besitzen sollen, dass fiir jedes k und A

wird; ¢ bedeutet dabei eine beliebige Constante. Dann ist insbesondere
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und wir erlangen die Gleichung
(27)

Das ist die Verallgemeinerung der am Beginn dieses Paragraphen auf-
gestellten Gleichung. Setzt man

m(r) =,
so erhalt man jene Gleichung als Specialfall von (27).

Dass die Reihenfolge der Grenzilbergange hier nicht ohne Weiteres
vertauscht werden darf, ist mitunter ibersehen worden, so z. B. in dem
beriihmten Lehrbuche von Thomson und Tait. Dagegen hat Hamilton
es wohl beachtet und das Dirichlet’sche Integral sehr genau von
dem Poisson’schen unterschieden.



Sechste Vorlesung.

Fourier’sche Reihen. — Historisches. — Lagrange’s Beweis. — Dirichlet’s
Beweis. — Willkirliche Functionen. — Eindeutigkeit der Darstellung. — Aenderung
der Coefficienten. — Beschrankung und Erweiterung der Grenzen. — Summen-
formeln. — Gliedweise Differentiation.
§ 1

Fourier ist auf das nach ihm benannte Doppelintegral durch die,
gleichfalls seinen Namen tragenden, unendlichen Reihen gekommen,
welche nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen des Argumentes
fortschreiten. Diese Reihen traten schon bei Euler auf und sind dann
von Lagrange eingehend behandelt worden. Lagrange glaubte auch,
einen Beweis daflir gegeben zu haben, dass eine beliebige Function
von X sich immer nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von x ent-
wickeln lasse. Er ging dabei von der Betrachtung aus, dass man nach
seiner Interpolationsformel eine ganze Function finden kann, die mit
einer beliebigen Function fur beliebig viele Werthe des Argumentes
Ubereinstimmt. Aehnlich versuchte er eine lineare, nach den Sinus und
Cosinus von Vielfachen der Variablen fortschreitende, abbrechende Reihe
zu bilden, welche sich in der charakterisirten Weise einer Function
anschliesst. Ist die Function f(x) etwa eine ungerade Function, dann
reichen die Sinus flr die Darstellung aus, und die Aufgabe ware,
Coefficienten CL(n) ,C2n), ... O i so zu bestimmen, dass

wird. Dabei werden also nur Argumente betrachtet, welche kleiner
als 1 sind. Lagrange hat diese Gleichungen zuerst aufgeldst.
Multiplicirt man die Gleichungen fir h=1, 2, ... n — 1 der

Reihe nach mit summirt die

Resultate, zerlegt die Sinus-Broducte in Cosinus-Summen und wendet
die Formel aus Vorlesung 1, § 11 (2) an, dann erhalt man

(1)

und hieraus als Annéherungs-Formel fir die Function f(x)
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)

Lagrange lasst nun in den Formeln (1) die Zahl n ins Unendliche
wachsen: dann entsteht

(3).

und, wenn man dies in (2) eintragt, mit ,unendlicher” Anndherung

)

Jetzt stellt die unendliche Reihe rechts die beliebige Function links
in aller Strenge zwischen den Grenzen — 1 und ! dar. Da f(z) un-
gerade ist, kann man den Factor 2 weglassen und die untere Grenze
= — 1 machen; setzt man nun z=2u — 1 und fir f(2x — 1) ein
neues Functionszeichen, so erhélt man

(4%)

Mit diesem Resultate hatte Lagrange vollkommen Recht, und
man ist lange Zeit in dem Gedanken befangen gewesen, dass auch
der eingeschlagene Weg der richtige sei. Vergegenwadrtigen wir uns
aber, in welcher Weise der Grenzilbergang vollfihrt worden ist, so
erkennen wir leicht, dass begriindete Zweifel sich geltend machen.
(2) forderte den Grenziibergang

statt desselben haben wir den doppelten Grenziibergang

gemacht. Ob beide Resultate 0bereinstimmen, bedarf also durchaus
noch einei- besonderen Untersuchung.

Lagrange wusste nichts von diesem Bedenken, und auch Fourier
wandte die Reihen schlechthin an. Beachtet wurde die erwdhnte
Schwierigkeit zuerst von Cauchy; allein auch seine beiden Beweise
fur die Richtigkeit der Formel sind nicht geniigend. Dann wurde der
Gegenstand im vierten Bande des Journals f. d. reine und angewandte
Mathematik (1829) von Dirksen und von Dirichlet behandelt.
Dirichlet erledigte die Frage, indem er die bekannte Integraldar-
stellung der Coefficienten unter dem Integralzeichen zu Grunde legte,
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bis zum nten Gliede summirte und zeigte, dass die erhaltene Summe
sich mit wachsendem n der angenommenen willkirlichen Function mehr
und mehr nahere.

§ 2.
Die Lagrange’sche sowie die Fourier’sche Methode ergiebt

als Entwickelung einer Function f(x) in eine Sinus-Cosinus-Reihe. Wir
werden nach Dirichlet zur strengen Begriindung der Formel den an-
gedeuteten Weg einschlagen, indem wir umgekehrt von der Summe
auf der rechten Seite ausgehen. Man findet

aus diesem Ausdrucke wird, wenn man z — x=2z'und 2n 1l=w
setzt,

Es sei zundchst 0 < x < 1; dann kann man im ersten Integrale — z
statt z schreiben und die Grenzen vertauschen; das giebt

und nach der vorigen Vorlesung § 4, (7*) folgt hierdurch der Werth

Ist x =0 oder x = 1, so giltdie letzte Gleichung nicht mehr,
weil wir zu ihrer Ableitung Werthe f(— d) und (1 + d") benutzten,
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welche im ersten bezw. im zweiten Falle keine Bedeutung haben. Denn
(&) war nur fir die Werthe zwischen 0 und 1 gegeben.
In diesen Grenzfédllen muss man das Integral

in zwei andere, von O bis d und von & bis 1 zerlegen. Im zweiten
Theile flhrt man 1 — z statt z ein, vertauscht die Grenzen und reducirt
die Sinus; dann geht der Limes des obigen Ausdrucks in

Uber; fur x =0 und fir x = 1 wird hieraus

Jetzt sind beide Summanden Diriclilet’sche Integrale und also resultirt
schliesslich
(e 0.

Wir kénnen demnach, die Ergebnisse zusammenfassend, schreiben

©)

oder

§ 3.
Die trigonometrische Reihe stellt also bestdndig einen Mittelwerth
dar; im ersten Falle (0 <x < 1) den zwischen zwei unendlich nahen,

den Werth f(x) umschliessenden Functionswerthen; im zweiten Falle
(x =0, 1) den zwischen

WO ¢ positiv ist.
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Die Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer willkirlichen Function,
so wie wir sie vorausgesetzt haben, ndmlich dass die Function endlich
und eindeutig sein, und dass sie an allen Stellen des Gebietes ent-
weder nicht zunehmen oder nicht abnehmen soll, lassen sich noch etwas
erweitern. Die Vermuthung jedoch, dass sie sich ganz beseitigen lassen,
ist durch P. du Bois-Reyinond erschittert worden; von ihm wurden
Functionen der Art bestimmt, dass bei denselben das Dirichlet’sche
Integral nicht mehr gilt; ferner setzte er Functionen zusammen, die
sich Uberhaupt nicht in eine Fourier’sehe Reihe entwickeln lassen.
Es kann jedoch zweifelhaft erscheinen, ob solche durch lauter Grenz-
Ubergange erlangten Ausdricke Uberhaupt noch als Functionen an-
gesehen werden konnen.

Jedenfalls aber sind diese Fragen auf die mathematische Physik
ohne allen Einfluss, da in ihrem Bereiche die Functionen, um zur
Ldsung einschldgiger Fragen brauchbar sein zu kénnen, noch viel weiter
beschrankt werden miissen, als die Giltigkeit der Fourier'sehen Ent-
wickelung es verlangt.

Die Eigenschaft der behandelten Reihen, willkirliche Functionen
darzustellen, hat die Mathematiker &usserst frappirt. Es ist jedoch zu
bedenken, dass auch diese Willkir nur in mathematischem Sinne zu
verstehen ist. Sie ist immer noch viel gesetzmassiger als das schérfste
Gesetz der Praxis. Die Willkir liegt nur darin, dass wir das der
Function unbedingt vorzuschreibende Gesetz ihres Verlaufes fir ver-
schiedene Stellen verschieden wéhlen konnen. Wenn man ofters an-
nimmt, man kdénne willkirlich irgend eine Curve hinzeichnen und sie
dann auch analytisch durch die Fourier'sehe Reihe ausdriicken, so ist
dagegen einzuwenden, dass man ja doch niemals alle Ordinaten der
Curve ausmessen und ihre Grésse zur Bestimmung der Coefficienten
benutzen kann. Damit fallt dann auch der Begriff des Integrals weg;
es tritt nur eine Summe auf, und wir kommen auf die Lagrange-
schen angenaherten Functionen zuriick.

Eine in dieses Gebiet gehdrige Frage verdient grosse Beachtung:
,Lasst sich eine Function auf verschiedene Arten durch eine trigono-
.metrische Reihe darstellen? oder was dasselbe ist: ,Kann man die
»Null durch eine trigonometrische Reihe darstellen, deren Coefficienten
,hicht sammtlich verschwinden?“ Sollte die Antwort hierauf ,,Nein!*
lauten, dann misste der folgende positive Satz gelten: ,,Wenn in

,hicht alle Coefficienten verschwinden, dann lasst sich ein Werth von x
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»-angeben, fur den der absolute Werth der Reihe grosser ist als eine
»positive, von Null verschiedene, sonst aber beliebig kleine Grosse."
Dass der Beweis dieses Satzes keineswegs leicht ist, geht schon daraus
hervor, dass eine trigonometrische Reihe eine Function darstellen kann,
welche 0berall Null ist &usser in einigen wenigen Stellen. Diese
mussten dann als Functionen der Coefficienten az, bz aufgesucht werden.
Bei der Darstellung von Functionen durch Potenzreihen lasst sich der
Beweis des entsprechenden Satzes thatsachlich so wenden. So lange
dies bei den trigonometrischen Reihen noch nicht gelungen ist, muss
es erlaubt sein, die Frage als eine noch offene anzusehen.

§ 4.

Wir konnen die Formel (5) noch mannigfach umgestalten. So
entsteht z. B., wenn man

und

oder auch

setzt, die schone Form fir die linke Seite von (5)

Eine andere Umgestaltung ergiebt sich durch die Benutzung der
Gleichung

deren Richtigkeit ersichtlich wird, wenn man je zwei Summanden zu-
sammenfasst, die zu entgegengesetzt gleichen Werthen von K gehdren.
Multiplicirt man diese Gleichung mit % i und addirt das Product zu
(5), so folgt

(6)

als Ausdruck der linken Seite. Die neue Form ist fir manche Zwecke
bequemer als (5).
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§ 5.

Wir gehen jetzt dazu Uber, in den Integralen, durch welche die
Coefficienten der Fourier’schen Reihe dargestellt werden, das Inte-
grations-Intervall einerseits zu beschranken, andererseits zu erweitern.

Es ist nach § 2

0<x<1),
(5) oder
x=0, 1),
so dass sich das Integrations-Intervall von 0 bis 1 erstreckt.
Die Formel (7*) der finften Vorlesung liefert

fur ein beliebig Kleines 0'. Setzen wir y=z — x und verwandeln
den Sinus-Quotienten in eine Summe von Cosinus, so ergiebt dies

©

Hier haben wir die Integrationsgrenzen auf die beliebig kleine Strecke
von X bis x + &' eingeengt. Dann liefert die Fourier’sche Reihe den
zum Argumente x gehdrigen Werth der Function, dividirt durch 2. —

Wenn wir andererseits in (5) statt (z) eintragen @(z+a), dann
unter dem Integralzeichen z-+a durch z ersetzen, fiir x +a wieder
x und fir  wieder T einfihren, dann ergeben diese Operationen

(a<x<a-+1),
oder

Daraus folgt sofort durch Summation

[f@a+e +fa+l-¢g)+fla+1l+g)
fa+2-¢)+...+(@+2-nh),
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hierbei bedeutet It eine positive ganze Zahl. Dieses Resultat lasst sich
erweitern. Es seibh =a A + d', wobei h wieder eine positive ganze
Zahl und &' einen positiven echten Bruch bedeutet. Nach (7) wird

Addirt man diese Gleichung zu (9), so entsteht

(9%) [fla + ¢) + f(a+ 1 - €) +f(a + 1 + ¢)
+. .. +f(@a+h-¢) +f(a+h+¢g),
@tkb=a+h—+ 1) . -

Wenn wir in (8) fir a der Reihe nach 0, 1, 2, .. .h— 1 ein
setzen und die Resultate addiren, dann resultirt fir x = a

(10)

Dabei bedeutet h eine positive ganze Zahl. Ist f(z) an den Stellen
0, 1, 2, ...h stetig, dann wird die rechte Seite

= 1Lf(0) + f(1) + F(2) + ...+ f(h — 1) + %f(h).
Diese Formel hat Poisson durch einen nicht ganz correcten Grenz-
tibergang abgeleitet. —

Isth="h +, wobei ¢ einen echten positiven Bruch bezeichnet,
dann liefert (7) fir x =h

und wenn man dies zu (10) addirt, so folgt die allgemeine Formel

*
(10%) +.. +f(h-1+¢)+ f(h-¢) + f(h+¢g),
(h<b<h+1). —
Setzt man endlich in (10*) statt der Grenze b die Grosse a, benennt
die grisste ganze in a steckende Zahl g und subtrahirt das Resultat
der Substitution von (10%*), so ergiebt sich

Kronecker, Integrale. 7
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(10**)

(g<a<g+ 1 h<b<A+1).
Die Aenderungen, welche vorgenommen werden missen, wenn a oder b
ganze Zahlen sind, folgen leicht aus (10) und (10%). —
Die erhaltene Formel kdnnen wir dadurch erweitern, dass wir statt
z setzen z — x und statt des dann entstehenden f(z — x) wieder f(z)
eintragen!

(11) fx+g+1l-g)+f(x+g+ 1+g) +...
+ f(x + h -g) + f(x + h +g)
(g<a<g+ 1 h<b<h+1).
Ueber ganzzahlige Grenzen a oder b gilt das eben Gesagte.

§ 6
Wir behandeln zum Schliisse die Frage, wann man durch gliedweise
Differentiation der Fourier’sehen Reihe die Ableitung der durch sie
dargestellten Function erlangt. Wir gehen dabei von der Form (5) aus
und denken uns zugleich auch die Ableitung von f(x) némlich f'(x)
auf gleiche Art in eine Fourier’sehe Reihe entwickelt. Diese wird

Es fragt sich, wann diese Reihe mit dem Differentialquotienten der
durch gliedweise Differentiirung von (5) erhaltenen Reihe identisch ist.
Wendet man auf die rechte Seite der letzten Gleichung die Formel
fur die partielle Integration an, dann folgt
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Der Ausdruck

nahert sich bei wachsendem n keiner festen Grenze, so dass sich also
die verlangte Ableitung von f(x) nur ergiebt, wenn der andere Factor
des zweiten Gliedes in der obigen Gleichung, ndmlich

(f(1 — (0))
verschwindet. Wir haben daher den Satz: ,,Dann und nur dann, wenn
,die Function f(x) an den Gultigkeits-Grenzen 0 und 1 der fiir sie be-
stehenden F ourier’schen Reihe denselben Werth hat, wird ihre Ab-
leitung durch diejenige Reihe dargestellt, welche bei gliedweiser Diffe-
rentiation der ersten Reihe entsteht. Dabei ist zugleich vorausgesetzt,
»dass die Function Uberhaupt eine Ableitung besitzt.”



Siebente Vorlesung.

Anwendungen der Fourier’sehen Reihe. — Leibnitz’sche Reihe. — Ent-
wickelung von x. — Neuer Beweis fiir die Fourier’sehe Reihe. — Entwickelung
von#8 — Summirung von Reihen. — Bernoulli’sche Zahlen. — Bernoulli’sche
Functionen. — Berechnung der Gauss’sehen Summe. — Quadratisches
Reciprocitats-Gesetz. — Historisches.

§ 1
Es sollen jetzt einige Anwendungen der Fourier’schen Reihe be-

sprochen werden. Wir nehmen zundchst flr die Formel (8) Vorlesung 6,
als Gesetz dem f(x) unterworfen ist,

f(x) =1 fir a<x<a+1%,
f(x) = —1 a + <x<a + 1
dann folgt fur diese Function die Entwickelung

Hierin ldsst sich das zweite Integral mit dem ersten vereinigen, wenn
wenn man in ihm z + % statt z setzt; es geht dann in

uber, und in der eckigen Klammer zerstoren sich die zu geraden Werthen
von Kk gehorigen Integrale. Es bleibt nur zuriick

(r ist ungerade)

o=1,35,7 ..).
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Diese Summe hat also fir a<x <o + % den Werth 1, fir o + Ya<x <
o+ 1 den Werth — 1; fir x =a, a+ Y, a + | nimmt sie, wie man
sofort sieht, den Werth 0 an. Es stimmt dies mit unseren Resultaten
tberein. Fir x =a + % und x =1t % erhalt man eine bekannte
Formel, namlich die Leibnitz’sche Reihe

Die abgeleitete Formel l&sst eine Differentiation nach den einzelnen
Gliedern nicht zu.

§ 2
An zweiter Stelle betrachten wir
f(xX) =x—afira<x<a+ 1
ann folgt fir diese Function die Entwickelung

Wir setzen hier z statt z — x ein und wenden die Formel fir die
partielle Integration an; da nun

ist, und da das zweite Glied rechts den Werth 0 hat, wahrend das
erste gelich sin 2u(a — x)1 : 2un wird, so ergiebt der obige Ausdruck,
in unsere Entwickelung eingetragen, wenn man x = 0 besonders nimmt
und jedesmal die beiden zu ¥ = + p und ¥ = — p gehdrigen Sum-
manden vereinigt,

d. h. also

1) @<x<w--1)
oder

) O0<v<l),

indem man x — a =v setzt. Diese Formel lasst sich sehr leicht auch
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ohne Zuhulfenahme der Fourier’sehen Satze ableiten; sie kommt schon
bei Euler vor. Firv =0 und v = 1 wird die Formel ungultig, denn
man erhéalt links und rechts 0; das stimmt aber mit unserer
Regel (ber die Mittelwerthe 0berein [Formel (5) der vorigen Vor-
lesung]. FlUruv =% erscheint wieder die Leibnitz’sche Reihe.
Auch hier ist eine Differentiation nach den einzelnen Gliedern
nicht maglich.

§ 3.

Wir wollen den Beweis fir (2) noch einmal auf anderem Wege
geben und die erhaltene Formel dann zu einer neuen Ableitung der
Fourier’schen Reihe benutzen.

Ist r eine reelle Zahl und f|< 1, dann gilt die Reihenentwickelung

aus der wir durch Trennung des Reellen vom Imaginéren die Resultate
(rf <1

entnehmen.  Wir kénnen fir 0 <v <1 den in der finften Vorlesung
§ 13, (27) bewiesenen Satz anwenden, weil, wie wir friher sahen [Vor-
lesung 4 § 3),

0 <v<]

convergente Reihen sind. Das liefert uns fir r =1 [vgl. Formel (2)]

®) O<r<l

Um hieraus die Fourier'ache Entwickelung abzuleiten, setzen wir
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0 v<1),

wo der Accent bedeuten soll, dass bei der Summation der Werth 1 =0
auszunehmen ist. Durch Differentiation entsteht

(0 v<l),

und die Definitionsgleichung liefert wegen (2) die Beziehungen
(O<u<1),
(L=20).

Aus der Formel der partiellen Integration
(0 <x'<1),

in welcher g(x) eine beliebige Function bedeutet, die wir nur unseren
gewohnlichen Bedingungen unterwerfen, folgt dann, wenn wir n ins
Unendliche wachsen lassen,

(0<3'<D).

Setzen wir hierin z — x statt x und f(z} statt g(z — x), so erscheint
die Formel (7) von S. 96

(0<o'<D)

§ 4

Nach dieser Digression gehen wir zu weiteren Beispielen (ber,
und zwar wollen wir die Entwickelung von xi unternehmen. Es ist

0<x<1l).

Sondert man das Glied fiir ¥ = 0 aus und integrirt die Ubrigen zweimal
partiell, dann entsteht, wenn der Accent am % die gewdhnliche Be-
deutung hat,
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Hier wird jedes Glied des letzten Summanden zu Null; der zweite und
der dritte Summand vereinfachen sich, und es entsteht

weil nun aber der zweite Summand nach unserem vorigen Beispiele
den Werth x-1/% besitzt, so ergiebt sich

© 0<x<1)

Da die Function auf der linken Seite fur x = 0 und fir x =1 den-
selben Werth hat, so ist auch ihr arithmetisches Mittel , und
folglich gilt die Entwickelung noch an den Grenzen, d. h. es ist’

®)

Der Ausdruck x2 — x + - - besitzt an den beiden Grenzen 0 und !

gleiche Werthe, somit ist gliedweise Differentiation gestattet. In der
That erhédlt man dabei eine im vorigen Beispiele als richtig erkannte
Gleichung.

§ 5
In den beiden letzten Beispielen haben wir die Werthe der Summen

bestimmt. Man koénnte versuchen, die ahnlich gebildeten Summen

durch successive Integration der ersten Formeln zu erlangen; doch
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es sich dabei immer noch um den Werth einer Constanten, namlich
um den der Cosinus-Summen fir v = 0 handeln, um die Bestimmung
zu vollenden.  Wir wollen deswegen anders verfahren.

Wir benutzen die Formel (6) § 4 der vorigen Vorlesung; diese giebt

O<u<])

und, da x eine ganze Zahl ist,

worin w auch complex, aber keine ganze Zahl sein darf. Folglich ist*)
(6) (0<u<1)

Nehmen wir nach der Formel (5) der vorigen Vorlesung links den Mittel-
werth fir v =0 und v— 1 und rechts u = 0 oder = 1, so ergiebt sich

(7)

Diese Formel liefert die bekannte Cotangens-Entwickelung von S. 68.
Die Formel (6) kénnen wir mannigfach umgestalten. So I&sst sie
sich durch Einfiihrung von z — e2vm auf die Form

(6%) dzl =10

bringen, die dadurch interessant ist, dass die Summe rechts nur schein-
bar von z abhéngt. Statt (6) lasst sich auch schreiben:

trennen wir Reelles und Imaginares, dann zerfallt die Gleichung in

¥ Vgl. R. Lipschitz: Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten
Reihe. Crelle’s J. f. d. r. u. a. Math. LIV, S. 320.
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©) (0<uv<l)

Die erste dieser Formeln gilt auch noch fiir v = 0, 1; sie flhrt dann
namlich auf (7) zurick. Die zweite Formel (8) ist eine Verallgemeinerung
von (2), in welche sie flir w =0 (bergeht. Man hat fir w = 0:

Der Formel (6) kann man noch eine andere Gestalt geben. Es
folgte aus ihr (vgl. die letzte Formel auf S. 105)

O<uv<l)
und daraus, wenn man v statt v eintragt, weiter
(—Ya<u<¥®)

Hier trennen wir nun wieder das Reelle vom Imaginéren:

(6) (-Y2<v<2)

Der Giltigkeitsbereich der rechten Seiten von (9) hinsichtlich der Va-
riablen v I&sst sich folgendermassen erweitern.
Bedeutet R(y) den absolut kleinsten Rest von v (mod. 1), d. h.
die Kkleinere der beiden Differenzen
u—[u] und fp1] —v
dann gilt
(-¥2<R((L)<¥2)

so lange v kein ungerades Vielfaches von % ist; diesen Fall wollen
wir ausschliessen. Fir jedes andere v wird daher
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(v kein ungerades
*
(9%) Vielfaches von %5) -

Die Formel (6) liefert endlich die Losung einer Aufgabe, welche
die zu Anfang des Paragraphen gestellte in sich schliesst.
Setzen wir

dann erhélt man durch (6) und seine Ableitungen noch w, deren Bil-
dung durch gliedweise Differentiation erlaubt ist (vgl. Harnach, Eiern,
d. Diff.- u. Int.-Rechn. § 129 S. 236):
U(0) = S0,
-U" =S80 + S,
U" = SO + 2S1 +S2

(— DpUQ) = So + LSl + p2S + p3s3 +. .. + Sy,

und hieraus ergiebt sich durch Auflésung nach den S

=U(O)+ U + p2U'+ p3u™ + - + U(u)
Trennt man hierin das Reelle vom Imagindren, dann resultiren die
Formeln flr

(O<u< l),

fir jedes ganzzahlige positive n und fir jedes beliebige, nur nicht
ganzzahlige w.

§ 6-
Wir koénnen unsere Aufgabe vom Beginn des § 5 auch durch die
Einfiihrung der Bernoulli’schen Zahlen I6sen. Die Bernoulli’sehen
Zahlen Bl, B2, ... Bh ... werden durch die Gleichung
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(10)

definirt.  Wir nehmen noch als Erganzung eine Zahl
(10%) BO= —1

hinzu.

Setzt man in (10) statt x ein, dividirt dann durch x2, ersetzt

X durch x-i und wandelt die trigonometrische Function in eine Ex-
ponential-Function um, dann erh&lt man zuerst

und daraus mittels leichter Umformungen die Gleichung

(11)

welche ebenfalls als Definitions-Gleichung benutzt werden kann.
Aus (10) geht ferner noch

(12)

hervor. Denn statt der rechten Seite lasst sich schreiben:

und so kann man (12) aus (10) ableiten. —
Wir wollen auch eine independente Darstellung fiir die Bh geben.
Dazu dient uns (7), welches wir in der Gestalt

schreiben. Setzt man | x| < m voraus, dann l&sst sich die Summe nach

Potenzen vou entwickeln, und dies giebt

Gemdss der Gleichung (10) ergiebt sich demnach, wenn wir rechts
die Summationsfolge veréndern,
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und wenn man hierin die Coefficienten von xMi auf beiden Seiten ein-
ander gleich setzt,

(13)

Hiernach konnen auch umgekehrt die Bernoulli’schen Zahlen
zur Summation der Reihen

der reciproken geraden Potenzen aller ganzen Zahlen benutzt werden.
Die Wertlie der fiir die niedrigsten Indices sind:

Jetzt bringen wir (6) in die Form

und dies liefert, wenn man |w| <1 annimmt, wodurch dann |w| <u wird,

w| <D).
Die rechte Seite wird hierbei

Fur die linke Seite benutzen wir (12) sowie die Entwickelung

Dann erhélt man
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die Trennung des Reellen vom Imagindren giebt die Resultate

(14) (0<v<I)

Uebrigens ist eine jede dieser Gleichungen die unmittelbare Folge der
anderen. Demi da die linken Seiten einzeln fir v =0 und v = 1| den-
selben Werth liefern, so darf man die Gleichungen gliedweise differen-
tiiren, und das fuhrt von der einen auf die andere.

Die rechten Seiten von (14) werden Bernoulli’sche Functionen
genannt.  Dieselben sind jedoch nur fir das Intervall (0 ... 1) den
linken Seiten gleich. Setzt man aber wieder rechts R(v) d. h. v — [u]
bezw. [u + 1] — v statt v ein, so gelten die Formeln fir jedes v.

Fir den Fall n = 1 ergiebt sich aus der ersten Formel (14)

und aus der zweiten

Beides stimmt mit friiheren Resultaten (berein.

Da die linken Seiten von (14) fir v = 0 und v =1 gleiche Werthe
geben, so gelten diese Formeln auch noch fiir die Grenzen. Vergleicht
man dies mit (13), so folgt eine Recursionsformel fir die Bh, ndmlich

§ 7.
Wir kommen jetzt zu einer ebenso wichtigen wie interessanten
Anwendung des Fourier’schen Satzes, welche sich auf die Summations-
formel (10) § 5 Vorlesung 6 stutzt. Foir f(x) setzen wir
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A, M sollen positive ganze Zahlen bedeuten, die zu einander relativ
prim sind und f(x) eine Function mit der Periode 2y, so dass

f(x 4- 2uy) = f(x)
fur jedes ganzzahlige k ist. Aus dem letzten Umstande folgt

und somit kann man

setzen, und die angezogene Formel (10) § 5 Vorlesung G liefert

falls wir eine dhnliche Umformung machen, wie dies bei der Formel (G)
§ 4 der vorigen Vorlesung geschehen ist.

Die rechte Seite gestalten wir dadurch um, dass wir ¥ = 2mA + h
setzen und von dem Summationsbuchstaben h die Werthe0, 1,..., 2A—1
sowie von m die Werthe 0, = 1, &= 2, ... durchlaufen lassen, so weit
die Grenzen + n, —n flr k es gestatten. Dann entsteht rechts

und wenn man in die einzelnen Glieder der Uber m erstreckten Summe
z = X — 2my einfuhrt und die Periodicitat von /'(#) bedenkt,

Hier sind in dem Exponenten von e die Summanden weggelassen,
welche ganze Vielfache von 2mi waren. Jetzt kaim man die Sum-
mation nach m ausfilhren und erhalt

(15)

§ 8.

Die eben gefundene Formel wollen wir auf die Summe

(15)
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anwenden, in der A und p ganze positive oder negative Zahlen sein sollen.
Diese Summe wollen wir als Gauss’sehe Summe bezeichnen. Es ist
klar, dass Gr seinen Werth nicht &ndert, wenn man bei A und p gleich-
zeitig die Vorzeichen andert. Wie schon oben, so setzen wir auch
hier A und p als relativ prim zu einander voraus. Es ist also aus-
geschlossen, dass A und p gerade seien. Der Fall, dass A und J ungerade
seien, hat kein Interesse; denn das zugehorige G wird dabei gleich
Null. Es folgt dies aus

(wenn Ay, = 1 (mod. 2));
oder (wenn A - p=0 (mod. 2)) .

Es bleibt also nur Ubrig, anzunehmen, dass eine der beiden Zahlen
A oder p gerade, die andere ungerade ist.

Ueber G leiten wir folgende Eigenschaften ab:

A) Es ist fur ganze Zahlen h. wie man sofort erkennt,

17)
B) Es ist, wenn n als zu p relativ prim vorausgesetzt wird,
(18)

Denn, wenn zuerst p als gerade angenommen wird, dann ist n auch
zu 2y relativ prim, und folglich stimmen die Reste der beiden Reihen
1,2,...2u—1 und n,2n,...2u— Dn (mod. 2p)

und also auch die von
12, 22,...(2n-1)2 und n2, (2n)2,... ((2u = Dn)2 (mod. 2 )

bis auf ihre Folge Uberein, damit ist dieser Fall des Satzes bewiesen.
Wenn zweitens p als ungerade angenommen wird, dann betrachten
wir die oben abgeleitete Form der Gauss’schen Summe

Nun sind die Reste der beiden Reihen
,2,...u=1 und 1n,2n, ... — Dn (mod. )
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2-N20A,, .. (W—212-Aund (1 -n)2-A 2-n2-A,...(WL—Dn)2- A
(mod. 2)
bis auf ihre Folge identisch. Da A eine gerade Zahl ist, so folgt hieraus

der Beweis.
C) Es ist fur relative Primzahlen A, p, v

(19)

Denn bei der in der Definitionsgleichung (16) auftretenden Summation
kann man u=ry -+ sv (mod. 2uv) setzen (r=20,1,...2v—1 s=0,
1,...2y — 1), wobei dann jeder Summand durch genau zwei Combi-
nationen von r, s reprasentirt wird. So entsteht

und diese Gleichung ist bis auf den Factor 4 mit (19) identisch.
D) Es wird, wenn s =.t (mod. p), y ungerade und A gerade ist,

(20)

Denn setzt man t = s + py, wobei g eine ganze Zahl ist, so entsteht

Der letzte Exponent ist ein ganzes Vielfaches von 2mi, weil A gerade
ist; also hat der zweite Factor unter der Summe den Werth 1, und
so entsteht die Formel (20).

E) Es ist

(21)

Denn die linke Seite wird zuné&chst;

Nun sieht man, dass man ohne Werthédnderung rechts statt h + k und

h — k einfiihren kann h Kk — 2y bezw. k — k + 2, sobald h + k
2y oder h — k < 0 geworden ist. Fir h, — k = s erhélt man dem-

nach bei constantem s die 2ju— 1 Werthe von h + k, welche aus

h=s+a k=a (=01, ...2n-5—1])
h==8 k=2y—s+B (3=0, 1, ...s —1)

Kronecker, Integrale. 8
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entstehen; diese Werthe sind, falls s gerade ist: 0, 2, 4, ... (2u — 2)
jeder zweimal genommen, und falls s ungerade ist: 1, 3, 5, ... (2u — 1)
jeder zweimal genommen. Fuhrt man zuerst die Summation bei con-
stantem s aus, so erhadlt man jedesmal eine geometrische Reihe mit der
Summe 0, ausgenommen bei s = 0 und s = p. Hier wird, fiir gerades
wie fiir ungerades g, jeder der 2y Summanden = 1, und man bekommt
4y flr die Doppelsumme.

§ 0.
Wenden wir nun (15) auf unsere Function G an, so haben wir
f(x) = % zu setzen und missen A und y positiv nehmen. Es entsteht

eine Vereinfachung der Formel durch die Substitution

Man erhélt dadurch

und kann den Werth des Integrals durch besondere Werthe fiir A und
g ermitteln. So wird fir A =2, y=1

und das liefert, in die Gleichung eingetragen,

(22)
Daraus entsteht, nebenbei bemerkt,
(23)

Unsere Formel nimmt gemass (22) die Gestalt
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an. Verstehen wir nun unter der eingeklammerten Quadratwurzel aus
einer complexen Grosse

den absoluten Werth von vr multiplicirt mit demjenigen Werthe von
evi, bei welchem — m<v 1 ist, dann kbnnen wir kirzer

(24)

schreiben. ,,Dies ist dasReciprocitatsgesetz fiir die Gauss’sclien Reihen.”
Bei der Ableitung hatten wir A und p als positiv vorausgesetzt. Das ist
unwesentlich. Denn ist z. B. A negativ, dann setzen wir in (24) fur
A ein y, und fir y ebenso (— A). Daraus entsteht, weil y und (— A)
jetzt positiv sind, gemass (24)

odef in formaler Umwandlung

und es kommt also auch bei negativem A die obige Formel heraus. Wir
kénnen statt (24) auch schreiben

wo p leden rationalen, rem imagindren Werth bedeuten darf.

Aus (24*) und (18) folgt fur jedes ganze, positive m, welches zu
A relativ prim ist,

und wenn nun n zu p relativ prim ist, hieraus

(25) (m relativ prim zu )\)-
n W
§ 10.

Aus (18) und (20) entnimmt man, wenn a unterschiedslos alle
quadratischen Reste, b oder b' alle quadratischen Nichtreste der
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ungeraden Primzahl p bedeuten, und wenn 2\ statt der als gerade anzu-
nehmenden Zahl A eingesetzt wird, und A positiv ist

(26)

Bildet man die Summe

so erhalt man bei der Summation nach h fiir constante k eine geo-
metrische Reihe, deren Werth fir k=0 und p gleich 1 - 1, sonst
aber stets gleich — | ist. Es wird sonach

Da p eine Primzahl ist, so kommen unter den (u — 1) Wertheil von h
gleichviele Reste a und Nichtreste b vor; also liefert die letzte Glei-
chung in Verbindung mit (26)

(27)

Fuhrt man das Legendre’sehe Zeichen

ein, welches den Werth -f- 1 oder — 1 hat, je nachdem v quadratischer
Rest oder quadratischer Nichtrest flir p ist, dann erhalt man durch (27)
die einfache Beziehung

(28)
Aus ihr und aus (24) ergiebt sich

und also, weil
(29)

ist, und (V2i) = 1 + i gesetzt werden kann,
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(29%) (wenn p =1 mod. 4 ist)
oder (wenn p = 3 mod. 4 ist).

Hierdurch ist der Werth der Gauss'sehen Reihe bestimmt.”
Setzt man jetzt in die Gleichung (19) — y, A, 2 fur A, y, v ein,
und versteht auch unter A eine ungerade Primzahl, so erhdlt man

dies verwandelt sich bei Verwendung von (21), (29) und (29*) in

Vergleicht man damit (24) und benutzt (29), so kommt

(30)

heraus. ,,Diese Gleichung liefert das Reciprocititsgesetz fiir quadratische
»Reste bei zwei ungeraden Primzahlen A und p.“ Ist eine = 1 (mod. 4),
so kommt rechts + 1, ist jede von beiden = 3 (mod. 4), so kommt
rechts — 1 heraus; man kann also statt (30) auch schreiben, und erhalt
so die gewohnliche Form des quadratischen Reciprocitatsgesetzes

(30%)

§ 11
In den vorhergehenden Untersuchungen wurde die Form der Gauss-
schen Summe gegen die sonst gebrauchliche etwas geéndert; die Her-
leitung der Resultate wird dadurch einigermassen vereinfacht. Der
Kernpunkt fir die Betrachtung der Reihen und die gesammte Schwierig-
keit lag in der Summirung von
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und (p Primzahl)

oder vereinigt, von

aus welcher dann das quadratische Reciprocitatsgesetz leicht zu ent-
nehmen war. Gauss hat wahrscheinlich schon in seinem siebzehnten
Jahre den Werth der Reihen, abgesehen vom Vorzeichen gefunden, dessen
Bestimmung ihm, wie aus der Abhandlung ,,Summatio quarumdam
serierum singularium“ (Werke, Bd. Il, S. 11) und aus einem Briefe an
Sophie Germain hervorgeht, unsdgliche Mihe machte. Nach sechs-
jahriger andauernder Beschéftigung mit dem Gegensténde glickte ihm die
Feststellung des Zeichens, und zwar, wie er in bewundernswerther Be-
scheidenheit sagt, nur durch eine Art Eingebung. Ueber seinen Ge-
dankengang hat er uns voéllig im Dunkel gelassen, und in der That
ist seine Beweisart auch noch heute ein Réathsel. Er hat gleichsam aus
einer Projection die ganze Figur erhalten, indem er ndmlich aus der
specielleren eine allgemeinere Reihe errieth und diese dann als ein
Sinus-Product darstellte.  Bisher ist es Ubrigens noch nicht gelungen,
eine Summe von Sinus, wie sie in der Reihe vorliegt, direct in ein
solches Product umzuformen. Ausserdem ist es merkwirdig, dass
Gauss, obwohl er nahe daran war, doch nicht darauf gekommen ist,
die ihm bekannte ©-Reihe zur Berechnung seiner Summe zu benutzen.

Dies hat erst Cauchy gethan, der im Liouville’schen Journale
zwei Methoden zur Bestimmung des Zeichens der Gauss’schen Reihe
angegeben hat. Die eine derselben ist auf Primzahlen beschrankt und
hat nur den Werth einer Verification. Die andere hingegen geht sehr
tief, indem sie eben die ©-Reihen verwendet. Die Jacobi’sche Reihe

lasst sich namlich so umwandeln, dass unter dem Summenzeichen nur
noch stent. Diese Reihe wird an der Grenze der Convergenz,
bei ] =1, wenn y ein rationaler Bruch ist, m bestimmter
Weise unendlich, ndmlich wie fur x = 0. Multiplicirt man daher

die Reihe mit Vx, so bleibt der Grenzwerth des Productes endlich und
liefert eine Gauss’sche Reihe. Die Reciprocitatsgleichung der Gauss'-
schen Reihen erscheint hierbei als Resultat der Grenzoperation bei der
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Transformation der Jacobi'sehen ©-Reihen. Da (brigens diese Trans-
formation von Jacobi mittels derselben Methode hergeleitet wird,
welche Dirichlet auf die Summation specieller Gauss'scher Reihen
verwendet, so unterscheidet sich das Cauchy’sche Verfahren von dem
Dirichlet'sehen nur dadurch, dass bei jenem nach der Transformation
zur Grenze (bergegangen wird, bei diesem dagegen vorher.

Ueberhaupt giebt es bisher fir die Bestimmung des Werthes der
Gauss’schen Reihe nur die Gauss’sche algebraische, die Dirichlet sehe
und die beiden Cauchy’sehen Methoden. Das Feld scheint also ziemlich
unzugénglich zu sein*).

*) Vgl. Monatsber. d. Beri. Akad. d. Wissensch. 1880, 29. Juli, S. 686 —698
und 28. October, S. 854 —860.
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Mechanische Quadratur mittels eines Polygons. — Benutzung einer parabolischen
Curve. — Glnstigste Wahl der Abscissen. — Jacobi’s Methode. — Hilfsformel
fur die Umwandlung mehrfacher Integrale. — Die Euler- Maclaurin’sche
Summenformel. — Abschétzung des Restes. — Inductionsbeweis fir die Summen-
formel. — Maxima und Minima der Bernoulli'sehen Functionen.
§ L

In der ersten Vorlesung ergab sich durch die Definition des Inte-
grals als Grenze einer Summe zugleich eine Methode zur nédherungs-
weisen Berechnung von Integralen. Die Methoden, welche diesen Zweck
verfolgen, pflegt man als die der ,,mechanischen Quadratur® zu be-
zeichnen. Man will damit einmal anzeigen, dass es sich um Qua-
driren d. h. um das Berechnen eines Fl&cheninhaltes handelt, andrer-
seits diese Methoden in einen, vielleicht etwas herabsetzenden Gegen-
satz zur Theorie bringen. Gleichwohl er6ffnet sich hier die Aussicht
auf ein sehr interessantes Problem: ,wie verwirklicht man die Aus-
rechnung am besten, d. h. mdglichst sicher und mdglichst schnell?”
Das Letztere ist durchaus nicht zu unterschatzen; die Schnelligkeit, mit
der eine Methode zum Ziele fihrt, ist, wie es auch Gauss ansah, eine
eminent theoretische Frage.

Wir hatten fiir das Integral angenahert

X0 =a
(x2n=b

und die hierin liegende, sehr alte Methode ist trotz aller spateren Unter-
suchungen noch immer die bequemste. Sie liefert um so genauere Re-
sultate, je Kleiner die Ausdehnung der Intervalle ist. lhr Wesen be-
steht darin, dass man statt der Curve y = F(x) eine gebrochene Linie
nimmt, deren einzelne Theile abwechselnd der X- und der K-Alre
parallel laufen.

§ 2

Der erste weitere Schritt beruht darauf, dass man die gebrochene
Linie durch eine Curve y =fO(X)ersetzt, welche sich der durch die
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Gleichung y =f(x) gegebenen Curve mdglichst anschmiegt und dabei
eine genaue Quadratur zuldsst. Dies heisst analytisch: ,,|f(x)-fO(X)]
,S0ll innerhalb des Integrationsbereiches méglichst klein werden, und

,S0ll eine genaue Integration gestatten.”

Wir waéhlen -f0(x) als ganze Function (n —- I)ttn Grades, und also
yfO(X) als parabolische Curve und schreiben vor, dass in n willkirlichen
Punkten mit den Abscissen &1, €, ... [Ifide Cuven y = |f(x) und
y = T (x) sich schneiden, so dass also in ihnen

f) =fox) dh f&g="f@E) ©®=12..n)
sein soll. Mit Hilfe der Lagrange’schen Interpolationsformel Iasst

sich eine ganze Function (n— Itn Grades finden, welche diese letzte
Bedingung erflllt. Bezeichnen wir

PX) =X —8&)x—2&) ...x— &,

so brauchen wir nur die Summe

zu bilden, um unsere Forderung befriedigt zu sehen. Jetzt ist #0(%) zu
integrjren. Zu diesem Zwecke denken wir uns Pix) nach Potenzen
von X entwickelt:

P(x) =0 + cIx + cIx2 +. . . + cnxn,
dann folgt

und dann ergiebt die Integration

Bezeichnen wir jetzt der Kiirze halber

so ist

€
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Hier ist nun die innere Summe

von der Natur der gegebenen Function f(x) vollig unabhéngig; der Aus-
druck héangt allein von der Wahl der & und von den Grenzen a, b ab.
Er kann also ein- flr allemal im Voraus berechnet werden, und diese
Rechnung wird noch schematischer, wemi wir inshesonderea =0, b =1
setzen. Dass in dieser Annahme keine Beschrankung liegt, zeigt die
Substitution
x=a+ (b — a)y,

in Folge deren y von 0 bis 1 geht, wahrend x sich von a bis b &ndert.
Unter der Voraussetzung dieser besonderen Grenzen haben wir

Wihlen wir nun auch fur die & specielle Werthe, z. B. solche in
gleichen Abstdnden von einander, so l&sst sich die angen&herte Inte-
gration maglichst concentrirt durchfiihren.

Firn=3und & =0, & =% & =1 ergiebt sich

Weiter findet man fir n =4 und & =0, —g24 é%/?, g&3=1

U. S f.

Newton hat diese Methode bereits benutzt, und Roger Cotes
hat in seiner ,Harmonia mensurarum; de methodo differentiali Newto-
niana; 1722“ die Coefficienten bis aufn=11 angegeben. Man findet sie
bis n = 10 in Gauss' Abhandlung ,,Methodus nova integralium valores
per approximationem inveniendi; § 4“ abgedruckt.

Eine andere sehr ubersichtliche und bequeme Form fO () kbmien
wir einer Newton’schen Interpolationsformel (Principia; Buch 111,
Lemma V) entnehmen*):

*) Vgl. auch Jacobi: ,,Ueber die Darstellung einer Rejhe gegebenei' Werthe
durch eine gebrochene rationale Function*; Werke IlI, S. 492,
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Man beweist diese Formel leicht, indem man den Ansatz

macht, wobei die c(o) sich durch die Methode der strengen Induction
sémmtlich = 1 ergeben; dann nimmt man a = 1, 2, ... und formt
dadurch die Lagrange’sehe Interpolationsformel um.

In der neuen Gestalt lasst fO(x) gleichfalls eine bequeme Inte-
gration zu. lhr Hauptvorzug besteht darin, dass die ¢ allmahlich in
die Summanden eintreten.

§ 3.

Wir haben die & aequidistant von einander genommen. Es fragt
sich aber, ob man nicht durch eine andere Wahl dieser Abscissen
die Genauigkeit der Anndherung vergrdssern kénne. Gauss hat diese
Frage im Jahre 1815 in der Abhandlung: ,Methodus nova integralium
valores per approximationem inveniendi“ (Werke Bd. 1l1l, 163—196)
beantwortet; er bestimmt mit Hllfe der nach ihm benannten Reihe
die Functionen, welche bei der Integration dem f(x) am vorteil-
haftesten substituirt werden.

Wir hatten, wenn wir die Grenzen des Integrals wieder allgemein
lassen, die Formel (1)

oder, wenn wir die innere Summe durch.~ bezeichnen, kirzer

Es sollen jetzt die yk vorldufig ganz unbestimmt sein, und wir wollen
versuchen, sie so fest zu leeren, dass die Summe sich dem Integrale
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moglichst genau anschmiegt. Hierbei wollen wir voraussetzen, dass
auch 'y = f(x) eine parabolische Curve und also f(x) eine ganze Function
von der Form
f(x) = 00 +alx +o2x2+. . ..

sei. Ist f(x) von nicht héherem als dem (n —I)ten Grade, dann stimmt
bei jeder Wahl der ¢ die Function fO(x) mit f(x) Uberein, und die obige
Summe wird dem Integrale gleich. Mdglicherweise findet genaue Ueber-
einstimmung der Summe und des Integral¥s¥saber auch noch statt, wenn
der Grad von f(x) ein hoherer ist, falls nur die ¢ passend gewahlt
sind. Es misste dabei also

sein; wenn dies bei geschickter Wahl der ¢ fir jede Function f(x) statt-
haben soll, dann missen die Coefficienten von oh im zweiten und im
vierten Ausdrucke einander gleich sein, d. h. fiir jeden vorkommenden
Werth von h muss die Gleichung gelten:

3)

Hierbei sind die y und die § Unbekannte; ihre Zahl ist 2n; also durfen
wir dem h der Reihe nach die Werthe 0, 1, ... (2n — 1) geben,
und wir sehen, dass fir jede Function, deren Grad héchstens (2n— 1)
ist, unsere Forderung erfiillt werden kann. Bezeichnen wir mit

4) c0 +clg& +c2&2+....cnén=20

die Gleichung, welcher die n unbekannten Gréssen & als Wurzeln ge-
nligen, so folgt, wenn man in (3) die ate Gleichung mit c0, die (o + Dte
mit cl, ..., die (o + n)it mit cn multiplicirt, die Producte addirt, und
dabei der Kiirze wegen

setzt, unter Berticksichtigung von (4) die Gleichungsreihe

(5) 0% + clwl+. . . + o= 0 (@=0,1,...n—1)
Aus (4) und (5) fliesst dann die Bestimmung der ¢ und die Gleichung
fir die & selbst. Es ergiebt sich fur sie die Determinanten-Form
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1 & & &n
0 a2 0

(6) &1 82 &3 el =0
-1 & i+l &2n-1

Dies ist also das Eliminationsresultat der y aus (3). Damit die Me-
thode anwendbar sei, muss offenbar (6) n reelle Wurzeln besitzen,
und alle diese missen zwischen a und b liegen. Wir dirfen eine
kleine Vereinfachung dadurch eintreten lassen, dass wir, wie oben,
a=0,b=1 und also

setzen. Trotzdem macht der Nachweis, dass die beiden Forderungen
erflllt seien, einige Schwierigkeiten. Man konnte hier den Sturm’-
schen Satz anwenden, wie dies zuerst Joachimsthal (Bemerkungen
uber den Sturm’schen Satz; Crelle’s Journ. f. d. r. u. a. M. XXXXVII
S. 386) gezeigt hat. Wir wollen das aber nicht thun, sondern den
Weg einschlagen, den Jacobi im ersten Bande des Crelle’schen
Journals (Werke VI, S. 1—11) angegeben hat.

§ 4.
Es mogen wieder &L, &, ... & die unbekannten Abscissen sein;
dann setzt Jacobi

€ —CE-).-. (E— &) =0 + cl§ + c282+ ... + cnén- =B
und bildet durch Division von f(x) durch P(x)
(7 f(x) =QCOP(X)+ g(y) !

Hierbei darf, wie oben festgestellt wurde, f(x) bis zum Grade (2n— 1)
aufsteigen, g(x) dagegen soll als Rest der Division hdchstens vom Grade
(n — 1) sein. Damit nun fir jedes f(x)

®)

werde, muss flr jedes Q(x) das Integral

sein; diese Bedingung kann man in n andere, namlich in
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(8%) (h==0,1, ...n— 1)

zerlegen, und man erkennt, dass, wenn diese n Bedingungen flr ein
bestimmtes P(x) erfullt sind, die Gleichung (8) fir alle f(x) und g(x)
gilt, welche durch eine Gleichung (7) mit einander verbunden sind.
Aus der letzten Gleichungsreihe (8*) ist also P(x) zu bestimmen.

Zu diesem Zwecke leiten wir eine Hilfsformel Uber bestimmte
Integrale her. Wir stellen uns die Aufgabe, das (n —+I)-fache Integral

welches wir in Kkirzerer, Ubersichtlicher Bezeichnung

schreiben, durch einfache Integrale auszudriicken. Wir wollen dabei
successive verfahren und betrachten zuerst das Doppelintegral

Setzen wir hier fiir den Augenblick

so folgt die Losung unserer Aufgabe im Falle n = 1 durch partielle
Integration:

Setzen wir ferner zur Behandlung der Aufgabe bei n = 2

dann folgt durch partielle Integration und mit Hulfe des eben erhalte-
nen Resultates
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Ebenso ergiebt sich weiter

und durch Induction lasst sich allgemein die Richtigkeit der Formel

©)

darthun. Wandelt man auf der rechten Seite von (9) den Integrations-
buchstaben x in z um, dann kann man die Factoren vor den Integral-
zeichen hinter diese setzen und erhalt

(10)

Lost man umgekehrt die Gleichungen (9) fir n =0, 1, 2, ... nach
den Integralen auf der rechten Seite auf, so folgt

(9%)
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§ 5
Diese Formeln lassen sich jetzt auf unser Integral

(h=01,...n-1

anwenden. Wir setzen zunachst
Xx=a+ b -3z PX =12,

wodurch die Grenzen wieder in 0 und 1 Ubergehen, zerlegen das trans-
formirte Integral in einzelne Theile von der Form

und wandeln jeden derselben mit Hulfe von (9*) um. Dann gehen
wir von z auf x zurlick und erkennen, dass unsere Bedingungen am
Beginn des Paragraphen sich folgendermassen umformen lassen.

Wir bezeichnen das n-fache Integral, welches mit Hulfe der noch
unbekannten Function P(x) gebildet ist, durch

und seine Ableitungen nach x der Reihe nach durch

e, MG . A O

dann werden unsere Forderungen die Gestalt
(M)ab=0, (T'(x))ab=0, ([1"(x))ab=0, ... ([M(n-1)(x))ab

annehmen. Diese Gleichungen lassen sich jetzt ausserordentlich leicht
zur Bestimmung von [](x) benutzen.
Setzen wir zunéchst

M) = [(x —a)(x —b)]r V(x),
wo r eine unbestimmte, positive ganze Zahl und V(x) eine beliebige

Function von x ist, welche fir x = a und x — b nicht unendlich gross
wird, so sient man, dass sich fur jedes p<r

ergiebt. Wir werden daher p = n annehmen. Ferner soll P(x) d. h.
die ntc Ableitung von [](P) vom Grade n sein; wir werden daher V(x)
gleich einer Constanten setzen und haben damit
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(11)

als eine Function, welche die gestellten Anspriiche befriedigt. Wir
zeigen nun, dass es bis auf Functionen mit verdndertem C keine anderen
derselben Eigenschaften giebt. Ware dies doch der Fall, und waére
Q(x) eine zweite solche Function nten Grades, so hatte man

und A=0, 1,2, ...n—1),

also

wo in der letzten Gleichung die a, B, y beliebige Constanten bedeuten.
# und y kann man so wahlen, dass in R P —y Q das Glied hdchster Dimen-
sion wegféllt; und die a dann so, dass der erste Factor unter dem
Integrale dem zweiten gleich wird, der ja jetzt nur bis zum Gliede
xn—! aufsteigt. Das wirde

ergeben; und diese Gleichung ist, da das Vorzeichen des Integranden
niemals wechselt, nur dann mdglich, wenn BP = yQ ist. So folgt,
dass (11) die einzige Losung der Aufgabe liefert. Es stimmt also P(€)
bis auf einen constanten Factor mit der linken Seite der Determinanten-
Gleichung (6) Uberein.

Bei unserer neuen Form kann der Nachweis, dass P(P) = 0 genau
n reelle, zwischen a und b liegende Wurzeln hat, sofort geliefert werden.
[1(x) = 0 ist vom Grade 2n, hat n Wurzeln gleich a und ebenso viele
gleich b. Die erste Ableitung []'(x), vom Grade (2n — 1), gleich
Null gesetzt, hat (n — 1) Wurzeln gleich a und ebenso viele gleich b.
Weil aber 77 zwischen a und b ein Maximum oder ein Minimum haben
muss, so verschwindet 77' zwischen diesen Grenzen mindestens einmal
und wegen der Ordnung von [](X) — 0 auch nur einmal. Dies ge-
schehe in c¢'. Die zweite Ableitung [1"(x) vom Grade (2n — 2) hat,
gleich Null gesetzt, (n— 2) Wurzeln gleich a und ebenso viele gleich b.
Weil aber 77' bei a, ¢, b verschwindet, so hat es zwischen &', ¢' und
zwischen ¢, b je ein Maximum oder ein Minimum; somit hat []"(x) — 0
in jedem von beiden Intervallen je eine Wurzel und wegen der Ord-
nung von 77" auch nur eine. Diese seien ¢" und d". Fur die dritte

Kronecker, Integrale. 9
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Ableitung findet man a, b als (n — 3)fache Wurzeln und ausserdem
noch drei, fur die nte Ableitung genau n zwischenliegende Wurzeln.
Nimmt man in (11)

so wird, wenn a = 0 und b = | gesetzt wird,

Die so erlangte Function P(x) stimmt mit der aus der Determinanten-
Entwickelung hervorgehenden bis auf einen constanten Factor Uberein.
Die Wurzeln von P =0 sind die fir die Integration gunstigsten
Abscissen.

§ 6

Wir wollen uns jetzt mit einer zweiten Formel beschaftigen. Auch
diese kann, unserer bisherigen Auffassung gemass so gedeutet werden,
dass sie ein Integral durch eine Summe von Functionalwerthen aus-
drickt; man kann sie aber auch umgekehrt als Summenformel auf-
fassen, der Art, dass eine Summe von Functionalwerthen in ein Integral
umgewandelt erscheint.

Aus den leicht ersichtlichen Umformungen

folgt der Taylor'sche Satz in der Form

Das rechts stehende Restglied kann man nach § 4, (10) in
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umgestalten. In die so zubereitete Reihe setzen wir f(h)(x) statt f(X)
ein, ersetzen n durch (n —7i), multipliciren mit ¢Ixi und summiren
tber h von 0 bis n — 2. Dann entsteht

In der Doppelsumme durchlduft h+» die Werthereihe If2f...n—1;
flihrt mau demnach A = h + x als Summationsbuchstaben ein und
andert die Summationsfolge, so sieht man, dass A von 1 bis n — 1
geht, und dass li sich von 0 bis A — 1 andert. Dadurch wird die obige
Doppelsumme zu

Aus ihr nehmen wir das Glied mit A = 1, h = 0 heraus, setzen in
ihm die willkirliche Constante ¢ = 1 und bestimmen die Gbrigen Con-
stanten ¢ so, dass die Coefficienten von (), £"(§), 1 - 1 verschwinden.
Zu diesem Zwecke mussen wir die ¢ durch die Gleichungen

A=1,2...
(cO =1 )
festlegen. Fir die ¢ ist der Quotient

nach Borchardt die erzeugende Function; wemi wir nadmlich
entwickeln, so folgt

= l),

und daraus ergiebt sich, dass die y mit den ¢ Ubereinstimmen.
Die ¢ sind also durch die aus der Gleichung
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(12)

fliessenden Beziehungen bestimmt. Derselben Entwickelung begegneten
wir bereits in der siebenten Vorlesung § 6, Formel (11); wir entnehmen
von dort als Resultat

(12%)

Die Einflihrung der so bestimmten Coefficienten ergiebt dann

In diese Gleichung setzen wir & + kx flr & und dann in das Integral
der linken Seite z — kx fur z ein, so dass seine Grenzen kx und (k—+21)x
werden.  Summirt man nun nach k von 0 bis (r — 1), so resultirt

Hierin schreiben wir unter dem Integrale links wieder z statt z + &
und ersetzen f'(x) durch f(x). Ferner moge zur Abkiirzung

genommen werden, wodurch also x als aliquoter Theil von n — ¢ auf-
gefasst wird, da r eine ganze Zahl ist. Dadurch geht die Gleichung in
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Uber. In ihr ist das erste und letzte Summenzeichen rechts durch

zu denmren. Zur Abkirzung setzen wir ferner noch

(13)

dann nimmt unsere Formel die Gestalt

(14)

an. Auf der linken Seite behélt man jetzt nur das erste Glied der Summe
zurlick und bringt ihre anderen Glieder auf die rechte Seite. Dann flhrt
man bei ihnen die Integration aus, andert ferner n — 1 in n und im
letzten Integrale rechts z in x(1 — v) um, wodurch v die Grenzen 1
und 0 bekommt und dz in — xdv (bergeht; so erhdlt man

(15)

Die Bedeutung der Formeln (14) und (15) erkennt man aus Folgendem:
Denkt man sich x durch ersetzt, dann giebt die linke Seite von

(15) die Differenz aus einem Integral und seiner, im Anfénge dieser
Vorlesung besprochenen Néherungssumme. Die rechte Seite von (15)
zeigt also den hierbei begangenen Fehler an.

Die historisch ursprungliche Bedeutung der Formel war eine andere.
C. Maclaurin hat (14) in seinem ,, Treatise on fluxions* Buch II, Cap. IV
§ 828 als Naherungssumme bei der Summirung von Reihen aufgestellt;
doch fehlte dabei das Integral, welches rechts in (14) als Restglied
auftritt.  Aber erst dieses ermdglicht, wie Jacobi in seiner Abhand-
lung ,de usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae® hervor-
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hebt, da es in Gestalt eines bestimmten Integrals auftritt, in vielen
Féllen die Abschédtzung der Grosse des Fehlers.

Uebrigens hat Herr G. Enestréom gefunden, dass Euler der erste
war, der diese, gewdhnlich C. Maclaurin zugeschriebene Formel ver-
offentlicht hat. Wir konnten daher (14) und (15) als Euler-Mac-
laurin’sche Formeln bezeichnen. (Vgl. § 6 der folgenden Vorlesung.)

§ 7.

Um der Frage nach dem Fehler ndher zu treten, betrachten wir
zunachst die Function Wn(F), also den Theil unter dem Restintegral, der
von der Natur der Function.~{iz) unabhangig ist. Wir stellen auch
fir sie die erzeugende Function auf:

Aus dieser Entwickelung kann man, wie Jacobi es auch that, die W

ganz einfach herleiten.
Wir setzen behufs weiterer Einsicht

W = 2wrli
und erhalten durch die Formeln aus Vorlesung 7, § 5, (6) und § 6, (10)

Hierfur ist aber, gemdss den Bedingungen, die dort aufgestellt wurden,
unter v eine reelle Grosse zu verstehen, fir welche

O v 1
ist: wenn wir dann weiter noch
[w <1
voraussetzen, aus der letzten Summe den zu ¥ = 0 gehdrigen Summanden
herausheben und ferner nach Potenzen von w entwickeln,

dann folgt
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Der Accent an der letzten Summe soll bedeuten, dass Kk = 0 von der
Summation auszuschliessen ist. Die Doppelsumme wandeln wir der Art
um, dass wir je zwei ihrer Terme, den flr + x und den fir — x
zusammenziehen: dadurch stellt sie in

Uber. Jetzt vergleichen wir die Coefficienten gleicher Potenzen von w
rechts und links: das ergiebt

(m D,
(16)

Die Functionen Wv stehen also in innigstem Zusammenhédnge mit den
Bernoulli'sehen Functionen.

Die letzte Formel stimmt mit der in Vorlesung 4, § 4, Il ab-
geleiteten Uberein, da ja Wi(v) = v ist.

Aus der Definitionsgleichung (13)

Hiesst, dass W2m(0) = O ist; demnach liefert die erste der Formeln (16)

an

und also wird die erste Formel (16) selbst hierdurch:

(16%)

Aus dieser letzten Gestaltung ergiebt sich, dass Wt,n(u) zwischen v =0
und v = 1 sein Zeichen nicht wechselt und fir jedes gerade m stets
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positiv, flr jedes ungerade m stets negativ bleibt. Das wird uns ge-

statten, Ober die Grosse des Restintegrals eine Abschétzung zu gewinnen.
Zuvor wollen wir aber die erhaltenen Resultate fur einen directen

Inductionsbeweis der Euler-Maclaurin’scheu Formel verwenden.

§ 8.

Wir flihren zunéchst eine neue Function oder vielmehr eine neue
Bezeichnung fiir die bereits benutzten Bernoulli’schen Functionen mit
geradem Index ein (vgl. S. 110):

(m=21,2,...).

Fur sie ist nach (13) auf S. 109 und nach (12*) auf S. 132
C'm+1(v) = Cm(v) ,

und nach (16) auf S. 135
(18) ¥2m.(u) = Cm(0) — Cm(v).

Jetzt setzt man in (15) 2m fir n ein und benutzt (18). Dann nimmt
man aus der ersten Summe rechts das dem % = 1 entsprechende Glied

+v2x (f(n) —F(8))

heraus, vereinigt dies mit der Summe links, so dass dieselbe nunmehr zu
Yof(Q) + F(E +x) + ... + f( + (r — 1)x) + %f(€ + rx)

wd und benutzt fur die neue Summe die Bezeichnung 5. Man zieht
trner aus dem letzten Integrale das mit Cm(0) multiplicirte Glied

zur vorhergehenden Summe. Dann wird wegen ¢2m+1 =0, ¢2n=-Cm(0)

(15%)
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Die Summenformel in der so umgewandelten Gestalt wollen wir durch
Induction verificiren.
Wir greifen ein Glied des Restintegrals heraus und schreiben es

Wir wenden darauf die partielle Integration an; das giebt
(— > Cm+1()F2m)(z0 + x — xv))il

Weil Cm+1(v) eine Summe ist, deren Glieder sin 2uun enthalten, so
verschwindet es fir v =10 und v=1. Also bleibt nur der zweite

Summand zuriick, und auf ihn wenden wir wieder die partielle Inte-
gration an. Diese liefert

(- 2 Cm+1(v)f(2m+1)(z0 + x - xv))01

Summirt man nun, so nimmt die Summe der Integrale die Form des
letzten Gliedes in (15*) an, nur dass m durch (m + 1) ersetzt ist. Die
Summe Uber die erste Klammer reducirt sich dadurch, dass Cm+1(1)
= Cm+1(0) ist, auf
(- Cm+1(0) [f(2m+I)(E) — f2m+I)E + X)
+ f(2Zm+1)(E +X) -4 bl (€ + (r-1)x) — f2m+1)(n)]
= Cm+1(0)x2m+2(f(2m+1)(n) - f(2m+1)(€));

wirft man dies in die Summe rechts in (15*), so tritt nur (m+ 1) an
die Stelle von m. Die rechte Seite von (15*) dndert sich also nicht,
wenn man m durch (m + 1) ersetzt. Ist demnach die Formel firm =1

richtig, so gilt sie berhaupt.
Bei m =1 hat man fir die rechte Seite von (15*) den Werth

Nun ist nach Vorlesung 7,*§ 4, (4)
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durch Integration ergiebt sich ferner die Gleichung

Somit geht fir m = 1 die rechte Seite von (15*) in das Integral

Uber, und dies ist identisch mit

Hier verschwindet der erste Summand, und nochmalige partielle Inte-
gration ergiebt fur die zweiten Summanden die Form

Dadurch ist unmittelbar als Resultat fir die rechte Seite

zu erkennen, und dies stimmt mit der linken Seite von (15*) uUberein.
Die Formel ist somit verificirt.

§ 9
Wii- kommen jetzt zu der in § 6 aufgeworfenen Frage nach der
Fehlerabschatzung des Restgliedes in der Euler-Maclaurin’sehen
Formel.
Zundchst erinnern wir an die in der vierten Vorlesung abgeleiteten
Mittelwerthsétze:

x0 & x"
(10) P(x) >0
oder Y(rm < 0
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(201

N =%<=%, o) steigt nur oder fallt nur);

(p(x) steigt nur oder fallt nur in jedem Intervalle (21 ... &2u+2)):

Schreiben wir jetzt den Rest der Euler-Maclaurin’schen Reihe
in der Form, wie er sich mittels (18) fir n == 2m aus (15*) ergiebt:

so konnen wir (19) anwenden und wollen dabei
W) = Cmv) - Cm(0)

setzen. Das ist erlaubt, denn aus der Definition der Cn folgt, dass
Cm(v) - Cm(0) im Bereiche (0...1) das Vorzeichen nicht &ndert. Be-
zeichnen wir einmal einen Mittelwerth durch vorgesetztes M, so entsteht

Schreibt man fir Cm(u) noch C'm+1(v), so lasst sich wirklich integriren,
und weil C'm+1(0) = [ 0 ist, erhdlt man

Hiernach lautet die gesammte Formel:

(22)

(O<u' < 1).

.50 haben wir eine erste Form des Restes; bei ihr ist tber f(x)
»gar keine Voraussetzung gemacht.”
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Um zu einer zweiten Form zu kommen, machen wir die Voraus-
setzung, dass > f(2m im Integrationsgebiete niemals das Zeichen
wechselt; dann kénnen wir wieder (19) anwenden und jetzt

@) = Cm(v)

setzen. Dabei legen wir die Form (15%)'

zu Grunde. Hier entsteht fiir das letzte Glied durch den Mittelwerthsatz

= Cm(u)x2m(f(2m-1)(n) -f(2m-1)(&))
O v 1)
und die gesammte Formel lautet mit der zweiten Form des Restes

(22%)

Cm(v)[f(2m-1)(n) -f2m-1)(&)Ix2m
(0 v 1).

Diese Formel ist trotz der einschrdnkenden Voraussetzung besonders
bequem, weil das Restglied kleiner ist als das letzte Glied der Summe
rechts, so dass man eine (beraus leichte Abschédtzung des Fehlers hat.
Sollte die Voraussetzung Uber f(x) nicht erfiillt sein, so konnte maji
das Integrationsintervall in einzelne Theile zerlegen, fir die unsere
Voraussetzung gilt, und dann die Summe der Reste betrachten. Das
hier eingeschlagene Verfahren riihrt von Poisson her.
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§ 10-
Um zu weiteren Restausdriicken zu gelangen, behalten wir die Vor-
aussetzung bei, dass Yf(2m) (z0 + X— xv) im Integrationsintervalle ent-

weder nie steigt oder nie fallt. Dann koénnen wir den Mittelwerthsatz
(20) anwenden und dabei

setzen. Den umzuformenden Rest entnehmen wir aus (15%) in der Gestalt

und finden fur ihn, wenn 0 v 1 ist,

Die Integration kann man wegen Cm(u) = C"m+1(u) wieder durchfiihren.
Da Cm+1(0) = C'm+1(l) = 0 ist, erhélt man

= -x2m+1C'm+21(u0) (f2m))(n) — f(2m)(&)) .
Hiernach lautet die gesammte Formel

(22*%)

. -x2m+1C'm+1(v0)(f(2m))(n) - f(2m)())
wobei

(O o i)

bedeutet. ,,So haben wir eine dritte Form des Restes erlangt.”

§ 11

Um zu einer vierten Restform zu gelangen, wollen wir unsere
Voraussetzungen etwas erweitern. ES mdge die Summe unter dem
Integrale zwischen 0 und vl bestdndig wachsen und zwischen vl und 1
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bestandig abnehmen, oder umgekehrt. Dann kénnten wir (21) ver-
wenden.
Eleganter werden unsere Resultate, wenn wir auf den Rest

zuriickgreifen, (21) anwenden und dabei Cm(u) — Cm(0) statt F(u)
nehmen. Hierzu ist es néthig, zu untersuchen, wie oft dies ¢(v) aus
dem Wachsen ins Abnehmen Ubergeht, oder umgekehrt; und das hangt
davon ab, wie viele Maxima oder Minima C(u) zwischen 0 und 1 besitzt.
Da Cm(0) = Cm(l) von Null verschieden ist, und da Cm(u) flr
jedes v zwischen 0 und 1 einen Kleineren absoluten Betrag hat als
Cm(0), so besitzt Cm(v) innerhalb
(0 ... 1) eine ungerade Anzahl
von Maximis oder Minimis, etwa
2p + 1. Dann kann Cm(u) inner-
halb dieser Grenzen hdochstens
2 u + 2 mal verschwinden. Das-
selbe findet fur Cm+1(v) = Cm(v)
statt. Folglich hat Cm+1(v) inner-
halb dieser Grenzen hdochstens
2y + 2 Maxima oder Minima,
Nun ist Cm+1(0) = Cm+1(1) =0,
da Cm+1(v) eine Sinusreihe ohne
constantes Glied ist. Daher ver-
schwindet C'm+1(v) zwischen 0 und
1 hochstens 2 y+1 mal. Cm+1(0)
hat also innerhalb dieser Grenzen
hdchstens 22 y+1 Maxima oder Mi-
nima, d. h. hochstens so viele, als
Cm(v) ebendaselbst besass. Von
Cm(u) gilt dasselbe hinsichtlich

Cm-1(v), u. s. w.

Weil

nur ein einziges Maximum besitzt,
namlich fir () = %, so hat also auch
Cm(v) fur jedes m héchstens ein Maxi-
mum oder ein Minimum. In der That
tritt bei jedem Cm(u) fur v =% ein
Maximum oder ein Minimum ein; denn fiir dieses Argument ist Cni(v)
= (/n(u) = Cm-1(v) von Null verschieden, wahrend Cm(%) = O wird.
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Aus den Formeln zu Anfang von § 8 ersieht man, dass flr ein gerades
m bei =% ein Minimum, dagegen fur ein ungerades m bei v = % ein
Maximum entsteht.

lie Cm sind im Wesentlichen nichts als die Bernoulli’schen
Functionen mit geradem Index; fiir die mit ungeradem Index, bezw.
fur die Cm(u) treten &hnliche Verhéltnisse auf, welche durch &hnliche
Schllisse zu begriinden sind. —

Unseren Resultaten zufolge wird nun der Rest, weil Cm(lI) = Cm(0) ist,

O v % v ).

Die Differenz in der Klammer l&sst sich noch umformen, und das Integral
kann man auswerthen. Zunéchst ist

statt die Summation Uber alle ungeraden Zahlen (2u + 1), flhren wir
sie Uber sammtliche ganzen Zahlen aus und subtrahiren die Uber alle
geraden Zahlen erstreckte Summe:

Ferner ist

Hiernach lautet die gesammte Formel mit der vierten Restform:
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(23)

oder auch nach der Umwandlung auf S. 136

(23%)

Hier hat die letzte Klammer im Reste die Bedeutung der Gesammt-
schwankung flir die Summe der linken Seite von (23), wenn in ihr
einmal fur ¢ gesetzt wird & + x(I— -v) und einmal & + x(I- -L").
Dahei ist 1 —v" % und I- -0" %, d h. v % und V" ¥%.
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Schema der partiellen Integration. — Anwendungen. — Allgemeine Summen-

formel. — Andere Gestaltungen derselben. — Euler-Maclaurin’sehe oder

Poisson’sche Formel. — Willkdrlichkeit in der allgemeinen Formel. — Ver-
bindung zwischen der Poisson’sehen und der Dirichlet’sehen Formel.

§ 1

Im Laufe der letzten Vorlesung haben wir Gelegenheit gefunden,
die Euler-Maclaurin’sche Summenformel durch partielle Integration
zu verificiren. Es leuchtet ein, dass es auch mdoglich s%in muss, auf
diesem Wege eine naturgemésse Ableitung der Formel herzustellen.
Das soll im Folgenden durch eine, bei der Anwendung der partiellen
Integration nitzliche Formel geschehen, welche uns gleichzeitig tiefere
Einsicht in das Wesen der Summenformel gewahren wird.

Wenn f(x) und g(x) eindeutige Functionen der reellen Variabein
X, und wenn f(h)(x), g(h)(x) ihre hten Ableitungen bedeuten, so ist

i) - g(h) () f(h-1)(x) - g(h-1)(x)(-x)

Nimmt man hierin h = 1,2, ... n und summirt, so resultirt die Diffe-
rentialformel

f(MEIg (- x) — FO)gM)(—x)

und aus ihr, unter Voraussetzung derjenigen Eigenschaften fir f(x)
und g(x) und die auftretenden Ableitungen, welche flr die Moglichkeit
der Integrationen erforderlich sind die Integralformel

)

durch welche die verschiedenen Anwendungen der partiellen Integration

Kronecker, Integrale. 10
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schematisirt werden. Rechts fuhren wir die Integration nicht aus, weil
wir sonst die beschrankende Voraussetzung der Stetigkeit von f(x) und
g(x) machen missten.

§ 2

Die Formel (2) geht unmittelbar in die Taylor’sehe tber, wenn
man die Integrationsvariable z an Stelle von x nimmt und dann

F'(x) = f(x),

setzt. Denn alsdann wird

und wenn f'i-1)(x) in dem Intervalle (x0...Xx!) stetig ist,

so dass in der That die Taylor’sehe Formel

mit hinzugefigtem Restgliede resultirt.

§ 3

Wenn die f'(h-1)(X)g(n-1)(-x) stetig sind, und jedes fir x0 und
xL denselben Werth hat, dann wird die rechte Seite in (2) gleich Null,
und es folgt

Nimmt man also z. B.

so entsteht 9()=((x0+x1)(x+x1))n
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der Werth des Integrals auf der rechten Seite wird demnach fir irgend
welche ganzen Functionen (n— ten Grades f(x) zu Null. Dies ist aber
jene Eigenschaft, welche wir im § 5 der vorigen Vorlesung zum Zwecke
der mechanischen Quadratur benutzten, und die von Jacobi auf eine
Formel fir die Darstellung von fuvdx basirt wird, welche von der
Gleichung (2) nur formal verschieden ist und aus ihr hervorgeht, wenn
u = f(x) und v=g(n) (- X) gesetzt wird.

§ 4.

Wir nehmen in der Formel (2) fur f(x) eine Function, welche
nebst ihren Ableitungen f'(x), F'(x)i 1. f(n-1)(x) in dem ganzen Inter-
valle von xQ bis xr endlich und stetig ist, fir g(x) aber eine solche,
deren (n — Dt Ableitung an einzelnen, durch die Werthe

- =X, x2, ... xr-| (x0 < x1 <il<.. ==><¥r—<Xr)
bezeichneten Stellen des Intervalls (x0...xr) unstetig, dabei jedoch
durchweg endlich ist, wodurch dann offenbar die Functionen g(x), g'(x),
...g(n-2)(x) als endlich und stetig festgesetzt werden. Dadurch ver-
wandelt sich die Gleichung (2) in eine ganz allgemeine Summen-
formel, und hierin besteht wohl die merkwirdigste Anwendung, welche
man von jener Integralformel (2) machen kann.

Unter der angegebenen Voraussetzung wird namlich das erste,
dem Werthe h = 1 entsprechende Integral auf der rechten Seite von (2)

gleich der Summe

und diese wird daher gemdss der Integralformel (2) durch den Ausdruck

dargestellt, wenn die Function —x) innerhalb jedes einzehien Inter-
valls (xx... xu+l1), in welchem sie stetig ist, zugleich Ableitungen
g(n)(— x) mit endlichen Werthen besitzt.
Diese Bedingungen fiir die Function g(n-1)(x) sind sehr gering.
Man kann irgend welche r stetigen, differentiirbaren Functionen
10*
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PLUx), 92(x), ... Qr(x)

annehmen und alsdann die Function g(n-1)(x) durch die Bedingung

g(n-1)(-x) s= QkX) fiirr xk-1 <x <xk  (k=1,2,...r),
d. li. also dadurch definiren, dass sie in jedem der r Intervalle

xk-1 <<x <<xk (k=1,2,.. .r)

mit der beziglichen Function @k(x) Ubereinstimmen soll.

Es ist dann auch

-g(n-1)(-x) = @'k(x) fir xk-1 <x <xk (k=1,2,.. .r)

zu setzen, wobei @k(x) die erste Ableitung von @k(x) bedeutet; die
Functionen g(n-2)(x),g(n-3)(x), . .., g(x) sind durch die Gleichung

)

Zu bestimmen, wenn mau darin der Reihe nach h = -1, n — 2,
... L und die unteren Grenzen un-1, un-2, ... -ulganz beliebig annimmt.
Da nun bei den angegebenen Bestimmungen

k=1 2, ...r)
wird, so erhédlt man die ganz allgemeine Summenformel

4)

in welcher

_ ©0(x0)=0, er+1(xr)=0
Zu setzen ist.

Diese sehr allgemeine Formel kann dazu dienen, um die mit ge-
wissen Differenzen multiplicirten Functionswerthe f(x0), f(xl), ... -f(xr)
zu summiren.  Will man die Functionswerthe selbst summiren, so hat
man nur die @k so zu wahlen, dass

ok(xk) — ok+1(xk) =1  (k=0, 1, ...71)
ist. Wie man sieht, bleibt dabei noch eine grosse Willkirlichkeit fur
@k(x) zuruck, und es kann daher bei unverdnderter linker Seite die
rechte Seite in (4) von mannigfacher Gestalt sein (vgl. § 7).

Die Integralsumme auf der rechten Seite ist im Grunde nur ein
einziges Integral, da man z B. in den meisten Fallen anstatt der ver-
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schiedenen @k(x) eine einzige Fourier’sche Reihe einfiihren kann. st
nun ein solches Integral vorgelegt, so erlaubt die Gleichung (4) seine
naherungsweise Auswerthung mittels einer Summe von Functions-
werthen zweitens einer Summe, in der die Ableitungen von f(x)
auftreten, und endlich dem Restintegrale

So erfullt also die Formel (4) einen doppelten Zweck.

§ 5.

Um die Differenzen ¢k(xk) - ok+1(xk) sammtlich einander gleich
zu machen, wéhlen wir eine Function g(x) mit denselben Eigenschaften,
die wir fir g(n-1)(-x) als erforderlich aufgestellt hatten, und setzen

Dann besitzt g(n-1)(-x) natdrlich alle Eigenschaften, um in eine
Fourier’sche Reihe entwickelt zu werden, und man erhélt diese etwa
in der auf S. 95 angegebenen Form

0<x<1l).

Hier ist nicht von x =0 an, sondern nur von K = 1 an summirt; fir
1 = 0 erhélt man nadmlich nach S. 92 als das constante Glied:

Von (x) wollen wir noch voraussetzen, dass Y(0) = (1) ist, so dass
also auch

wird.

Die Entwickelung in die Fourier’sche Reihe gilt nur fir das
Intervall O<x<I. Wir wollen aber umgekehrt jetzt jene Entwickelung
als Definition fir g(n-1)(— x) im Gebiete von x =0 bis x =r an-
sehen, wobei r irgend eine positive, ganze Zahl bedeutet. Wir brauchen
jedoch im Folgenden nur die Werthe von g(n-1)(- x)fir

=0, 1,2, ...n).
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Auf diese Weise erreichen wir es, dass die Differenzen

t=0,1,2,...r)
unabhéngig von k gleiche Werthe annehmen, némlich stets

Wir fiihren weiter eine Function g(n-2)(-x) durch

oder durch

ein, fur welche sich dann sofort
g(n-2)(- 1) — g(n-2)(0) = 0;

ergiebt. Denkt man sich nun g(n-2)(-x) in eine Fourier’sche Reihe
entwickelt, dann reicht die letzte Eigenschaft aus, um die gliedweise
Differentiation zu gestatten. Bisher ist aber g(n-2)(x) nur bis auf eine
Constante bestimmt; diese wéhlen wir jetzt so, dass wieder

wird. Demnach fallt bei der Fourier’schen Entwickelung das con-
stante Glied fort, und wegen der bereits bekannten Entwickelung von
g(n-1)(-x) ergiebt sich, da gliedweise Differentiation mdglich ist,

Tn gleicher Weise flihren wir eine Function g(n-3)(x) durch

ein, der wir noch die Bedingung auferlegen konnen, dass

sein soll. Dann ergiebt sich auf gleiche Art wie soeben
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und ebenso allgemein:
(h=12...n)

Dagegen ist fir gin)(-x) eine Ableitung durch Differentiation der
Fourier’schen Reihe nicht mdglich, weil der Annahme nach

ist (vgl. S. 98). Hier hat man zu definiren:

wo nun aber die Function g(n-1)(-x) selbst zu differentiiren ist, nicht
aber die sie darstellende Fourier’sche Reihe gliedweise differentiirt
werden kann. Den Voraussetzungen nach besteht ein Differentialquotient
von g(n-1)(x). Die g(h)(x) sind jetzt fir alle reellen Werthe von x
definirt.

Setzt man diese Functionen g(h)(-x) in die Integralformel (2)
ein, nimmt man ferner fir f(x) eine, nebst ihren ersten (n — 1) Ab-
leitungen stetige Function, und fir die Grenzen Null und die ganze
Zahl r, so geht das erste Glied der rechten Seite in

Uber. Hier kann offenbar in den inneren Summen k getilgt werden,
so dass der Limes gemeinsamer Factor aller Summanden wird; dadurch
erhalten wir die Form

Die folgenden Glieder der rechten Seite liefern einfach, da die g(n-h)
fir h > 1 stetig sind, und da g(n-h)(r) = g(n-h)(0) wird,
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Zu dieser Summe ziehen wir endlich noch das letzte obige Glied, s

dass dies

ergiebt. Dadurch geht (2) in die allgemeine Summenformel Uber:

(6)

§6

Wir specialisiren nun die erhaltene Formel auf zwei Arten.
Nimmt man in (6)

n=2m, ak= -2, vk=0,
so wird

also

O0<x<1);

(h=3,5,..2m — 1),

h=2 4, ... 2m),

oder = — % (h=1);

Die beiden letzten Resultate folgen aus dem fir g(n-1)(-x) 1 Jetzt

geht die allgemeine Summenformel in folgende specielle (ber
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f(0) + £() + f(2) + -.. + f(r — 1) + %f((r)

(©

diese Formel wird meist als die Euler'sehe, aber auch wohl als die
Stirling’sche  Summenformel bezeichnet. Es findet sich jedoch bei
Keinem von Beiden eine Spur von dem Restgliede, wenngleich freilich
Euler angegeben hat, wann die Reihe der Ableitungen convergirt.
Reihen, wie die obige, die zwar nicht convergent sind, jedoch ein
Restglied besitzen, welches bei jeder Auswerthung der Summe flr
irgend einen Werth von x den gemachten Fehler zu bestimmen er-
moglicht, segeln unter dem unglucklich gewéhlten Namen ,,semiconver-
genter Reihen®,

Nach Euler ruhten die Untersuchungen Uber diese Reihe, bis
ihre Theorie wieder von Poisson in seiner am 11. Decbr. 1826 in der
Pariser Akademie gelesenen Abhandlung: ,,Sur le calcul numerique des
Integrales definies” entwickelt worden ist. Sie findet sich bei ihm
genau in der obigen Gestalt und in allen wesentlichen Punkten richtig
abgeleitet. Er hat die Formel also zuerst gegeben; denn ohne Rest-
glied ist es keine Formel. Wir konnen sie deshalb als Poisson’sche
Formel bezeichnen. Mit Unrecht hat Jacobi geringschatzig von der
Poisson’schen Abhandlung gesprochen, als er sie am Schliisse seines
Aufsatzes: ,De usu legitimo formulae Maclaurianae” (Crelle’s J. XIlI)
in wenigen Zeilen erwahnte und von ihr sagte, die Frage sei dort in
ganz anderer Weise behandelt. Das ist unzutreffend; denn im Grunde
hatte der Poisson’sche Aufsatz die Jacobi’sehen Untersuchungen
tberflissig gemacht. Der Hauptunterschied liegt, abgesehen von der
eleganteren Deduction Jacobi’s darin, dass er die Bernoulli'sehen
Functionen statt der Summen

einfiihrt, wodurch dann das Restintegral der Formel (7) in eine Summe

von r Restintegralen auseinander gebrochen wird. Wabhr-

scheinlich hatte Jacobi ohne Kenntniss der Poisson’schen Arbeit die
Jahrhunderte alte Frage selbstandig und griindlich gelést und erfuhr
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erst wahrend des Druckes seiner Arbeit durch Crelle von jenem Auf-
sdtze; dies veranlasste ihn dann wohl zu jenem etwas ungerechten
Schlussséatze.

Auch Dirichlet liebte, mancher Ungenauigkeiten wegen, die Art
und Weise der Poisson’schen Deduction wenig. Aber diese Ungenauig-
keiten sind auf das Hauptresultat ohne Einfluss und lassen sich (brigens
auch mit geringer Miihe beseitigen.

Das Wesentliche der in der vorigen Vorlesung abgeleiteten Summen-
formel ist in (7) enthalten.

§ 7
Es ist hervorzuheben, dass die Verallgemeinerung der Poisson’-
schen Summenformel, welche in der Gleichung (6) gegeben ist, nicht
etwa eine bloss formale, sondern vielmehr eine wichtige sachliche Be-
deutung hat. Soll namlich, wie in jener Poisson’schen Formel (7),
eine Summe

Lf(0) + f(1) + f(2) + -.. + f(r - 1) + Y2f((r)
durch einen Ausdruck mit dem Haupttheile

dargestellt werden, so enthalt diese Aufgabe insofern eine wesentliche
Unbestimmtheit, als bei der Summe ¥2f(0) + f(1) + ... nur die Werthe

der Function f(x) fir x =0, I,...r, bei dem Integrale f(x)dx aber

die Werthe fir alle Argumente zwischen x =0 und X =r in An-
wendung kommen.

Diesem Umstande, welcher offenbar bei jener Frage der Darstellung
von Summen

Lf(0) + f(1) + f(2) + -.. + f(r - 1) + Y2f((r)
eine besondere Beachtung verdient, wird in der allgemeinen Summen-

formel (6) bis zu einem gewissen Grade dadurch Rechnung getragen,
dass in dem Haupttheile des Ausdrucks auf der rechten Seite

die Function f(x) mit einer Function g(n)(-x) multiplicirt ist, welche
in dem ersten Intervalle von x =0 bis x = 1 ganz willkirlich an-
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genommen werden kann, deren ibrige Werthe aber alsdami durch die
Periodicitatsgleichung

g(n(-x) =g(n) )-x-1)
zu bestimmen sind.

Um die hier betonte Willkirlichkeit der Function g(n)(-x) ge-
nauer darzulegen, sei daran erinnert, dass -den Entwickelungen in § 5
irgend eine fur alle Werthe von x = 0 bis x = 1 endliche, stetige
und differentiirbare, der Ungleichheitsbedingung (0)=(l) geniigende
Function ((x) zu Grunde gelegt, und dass dann

gesetzt worden ist. Geht man nun von irgend einer endlichen, integrir-
baren Function g(n)(-x) aus, deren Wahl einzig und allein durch die

Bedingung g(n)(-x)# 0 beschréankt wird, so hat man, um eine fir

die weitere Deduction geeignete Function g(n-1)(-x) daraus abzuleiten,
nur g(n-1)(-x) durch die Differentialgleichung

und die Constante der Integration durch die Bedingung

zu bestimmen.

§ 8.

Von besonderem Interesse ist auch der specielle Fall von (6), in
dem dusser den Gréssen ul noch eine Anzahl von den ersten Grdssen a
z. B. al, a2, ... as-1 gleich Null sind, die folgenden Grossen a aber
sammtlich einen und denselben von Null verschiedenen Werth haben.

Nimmt man namlich in (6) aus § 5

n =2m; vl =v2=.... =0,
al=a=... =as-1=0,
as=as+l=as+2=....=-2

so wird
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(h=3,5, ..2m—1)

oder
(h=2,4,..2m)
oder = — % (h=1),
und es resultirt die speciellere Summenformel
(8) f(0) + f(l) + f(2) + -.. + f(r - 1) + %f((r)

Hier wird nicht nur das Restintegral, sondern auch jedes der (brigen
Glieder auf der rechten Seite, mit Ausnahme des ersten, um so Kleiner,
je mehr man s wachsen lasst; und die Formel liefert daher auch einen
immer besseren Ausdruck flr den Werth der Summe
2f(0) + f(1) + f(2) + -.. + f(r - 1) + 22f((r)

je grosser man die Zahl s annimmt. Vor Allem aber erscheint die
Formel (8) wohl dadurch bemerkenswerth, dass sie eine Verbindung
zwischen der Poisson’schen (oder Euler - Maclaurin’schen) und
zwischen der Dirichlet’schen herstellt, welche wir in der sechsten Vor-
lesung 8 5, (10) abgeleitet haben. Wahrend namlich (8) fiir s = 1 mit
der Poisson’schen Formel identisch wird, geht es andererseits fr
den Grenzwerth s = oo, fiir welchen sich der Ausdruck der rechten
Seite auf

reducirt, in die erwahnte Dirichlet’sche Summenformel Uber.



Zehnte Vorlesung.

Anwendungen des Cauchy’sehen Satzes. — Partialbruch-Zerlegung vory/(g) cotg &m.

Summen, durch Integrale ausgedriickt. — Gauss’sehe Summen. — Das
Cauchy’sehe Integral. — Taylor'sehe Reihe. — Das Cauchy'sehe Residuum.
— Zahl der Unendlichkeits- und Nullstellen. — Wurzelexistenz algebraischer Glei-
chungen. — Unendlichkeits- und Nullstellen einer doppelt-periodischen Function. —

Functionentheoretische Anwendungen. — Entwickelung von Functionen in Potenz-
reihen. — Anwendung auf eine mehrdeutige Function. — Partialbruch-Zerlegung.
§ L

Wir knupfen nunmehr an das Resultat unserer Untersuchungen
in der dritten Vorlesung an, welches wir als den Cauchy’schen Satz
bezeichnet haben. Dieser lautet: ,Es ist das Integral

J 1 + iy)d(x + iy)
»einer complexen Veranderlichen, erstreckt Uber seine natiirliche Be-
grenzung, gleich Null. Die natirliche Begrenzung des Integranden
,wird von den Punkten und Linien gebildet, in welchen f(x -|- iy) oder
»f(x + 1y) aufhort, endlich oder eindeutig zu sein.”
Wir verstehen unter z die complexe Variable x—iy und be-
trachten als erstes Beispiel

f(z) soll nebst seiner ersten Ableitung in der ganzen Ebene der x, y
endlich und eindeutig bleiben, und der Integrand soll fir unendlich grosse
Wer.the von z verschwinden. Dann wird die natirliche Begrenzung von
kleinen Contouren gebildet, welche die Punkte z= ¢ und z = O, =1,
&+ 2, =3, ... umgeben. Erstreckt man also das Integral einmal Uber
einen unendlich grossen Kreis und andererseits in entgegengesetzter
Richtung Uber jene Contouren, die als Kreise gewahlt werden dirfen,
so ist das Resultat gleich Null. Weil aber unserer Voraussetzung ge-
mass der Integrand im Unendlichen verschwindet, so erhalten wir
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Der Index k durchlduft ganzzahlig alle Werthe von — oo bis + oo,
und das Integral mit dem Index (k) bezieht sich auf einen kleinen um
z=mn, das mit dem Index ({) dagegen auf einen kleinen um z =¢ ge-
schlagenen Kreis. Wir nehmen weiter an, dass & mit keinem der
Punkte z = k zusammenfallt. Wird nun im zweiten Integrale

z= ¢+ edi
gesetzt, so geht dieses Integral fur limgo =0 in

= 1 cotg &nF(g) - 2mi
Uber, und ebenso erhalt man

Tragen wir beide Resultate in die obige Formel ein, so liefert diese
1) (u ist ganzzahlig),

und dies ist nichts Anderes als die Zerlegung von m cotg &n - f(€) in
Partialbriiche.

Setzen wir, was unsere Voraussetzungen (ber den Integranden er-
lauben, f(z) = 1, so kommen wir zu der auf S. G8 Z. 1 abgeleiteten
Formel
(1%)

Unsere Bedingungen sind ferner fir

(O<v<D),

erfallt, sobald man bei der Umgrenzung die Punkte vermeidet, in denen
der Nenner e2zmi — 1 gleich Null wird. Setzt man ndmlich

z=R(cos@ #sing),
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dann wird der Nenner von f(z) cotg zn in seiner letzten Gestalt

e-2(1 -v)Rsing me2(1 - v)Rcos@mie2v Rsin@me-2v)RcosQri.
Was also ¢ auch flr einen von 0 und 1 verschiedenen Werth haben
mag, einer der beiden Exponenten von e

— 2(1 —v)Rmsing oder 2URmsin@ (O<uv <)

wird fur unendlich grosse R positiv unendlich gross; der Werth von
T(z) cotg zm wird daher Null, und deshalb durfen wir die gewéhlte Func-
tion in (1) eintragen. Da nun bei ganzzahligen k der Werth des Nen-
ners von f(z) gleich 2 wird, so entsteht die Formel

O<uv<l,

welche wir bereits auf anderem Wege unter (6) in § 5 der siebenten
Vorlesung abgeleitet haben.

§ 2
An zweiter Stelle wéhlen wir fir das f(z) in

Jf(dz=0 z=x~+)y

eine Function, die innerhalb eines gewissen Bereiches nebst ihrer Ab-
leitung f'(z) endlich und eindeutig ist. Mit Hilfe von (1*) bilden wir

(u ist ganzzahlig).

Dieses Product ist innerhalb desselben Bereiches gleichfalls eindeutig;
und wenn man aus dem Bereiche alle Punkte der Abscissenaxe mit
ganzzahligen Abscissen ausschliesst, dann bleibt im Restbereiche das
Product nebst seiner ersten Ableitung eindeutig und endlich. Bezeichnen
wir die natirliche Begrenzung von f(z) durch (B), und integriren tber
das Product ldngs (B) und um alle innerhalb (B) liegenden Punkte
z =« der Art, dass die eingeschlossene Flache zur Linken bleibt, so
ist das eine Resultat gleich dem anderen, und es gilt die Gleichung

Das Integral links wird Uber die natiirliche Begrenzung von f(z) er-
streckt; rechts dagegen das Integral mit dem Index (x) Uber eine
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kleine, den Punkt x =u, y = 0 umgebende Contour, beide in der-
selben Richtung genommen; dabei bezieht sich die Summe rechts auf
alle ganzzahligen Werthe u, die innerhalb der natiirlichen Begrenzung
von f(z) liegen. Aus der zweiten Form rechts ist ersichtlich, dass nur
der Summand nach h, fir welchen h =k ist, ein von Null verschie-
denes Resultat geben kann. So entsteht aus der obigen Gleichung

(u ist ganzzahlig)

Nehmen wir nun fir die Contour, die den Punkt z = n umschliesst,
einen kleinen Kreis mit dem Radius p und setzen

Z— = emi,
dann wird

Wegen der Stetigkeit von T wird bei hinreichend kleinem p
|(n + ge2uni) —F() | < T,
wie klein auch T angenommen wird, fiir jedes v. So resultirt

und daher erhalt man die Formel

@)

Hier wird die Summe wieder Uber alle ganzzahligen z = K erstreckt,
die innerhalb der naturlichen Begrenzung (5) von f(z) liegen.
Durch die Darstellung mittels Exponentialfunctionen

ergiebt sich aus (2) die Formel

)

Setzt man hier @(z) statt f(z)(e2uni +1) ein, wobei die Uber f(z) ge-
machten Voraussetzungen auch fir @(z) giltig bleiben, dann geht f(x)
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in %o() Uber; also entsteht, wenn man wiederum f fur ¢ schreibt,
aus (3) die Formel

(4)

§ 3

Wir wollen nun das Gebiet (B) in folgender Weise festlegen:

Es sei zunachst durch zwei Parallelen zur X-Axe begrenzt, die in
den Entfernungen = n und + n verlaufen, so dass also die Integration
fur x — ni von X = — oo his + oo und diejenige fur x + ni von
X = + oo his — oo ausgefiihrt wird; die weitere Begrenzung bestehe
aus zwei Strecken, welche senkrecht zur X-Axe in unendlich grosser
Entfernung auf beiden Seiten die erstgenannten Parallelen verbinden.
Damit eine derartige Integration moglich sei, miissen wir voraussetzen,
dass f(z) und f'(z) in dem bezeichneten Streifen, welcher die X-Axe
umschliesst, eindeutig und endlich ist, und dass sichf(z) darin bei
wachsenden Werthen von x der Null ndhert. Es verschwinden dann die
Uber f(x + iy) cotg(x + iy) md(x + iy) fir ein constantes, unendlich
grosses, nicht ganzzahliges x von y = — n bis y = + n erstreckten
Integrale, und (4) geht in

®)

Uber. Die erste Umformung rechts ergiebt sich durch Einfihrung von
— X statt x in das zweite Integral.
Setzt man nun hier

f(u) + f(-u) = 2¢(u)
f(u) - f(-u) = 2y(u)>
so bedeuten @(u), W(u) zwei, denselben Bedingungen wie f(u) unter-
worfene Functionen, von denen die erste eine gerade, die zweite eine

Kronecker, Integrale. 11

also f(u) = @(u) 4l ’
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ungerade Function ist. Bei der Einfihrung von f=¢ + ¢ in (5)
trennt sich der auf @ bezigliche von dem auf ¢ bezlglichen Theile,
da ja ¢ und Y von einander unabhéngig sind; das Resultat fur ¢ ist

®)

Allgemeinere Resultate erhélt man, wenn zuerst in (5) f(x) durch
f(x)e2uxmi ersetzt wird, wo 0 <v <1 sein soll. Fdhrt man dann fur
f(x), wie soeben, @(x) + W(x) ein, so entsteht

(?)

(p(x) gerade; Y(x) ungerade; 0 <u <1).

Die aufgestellten Formeln rihren ihrem wesentlichen Inhalte nach
von Abel her, der sie in dem Aufsatze: ,L'integrale finie > n@(x) ex-
primee par une integrale definie simple* ableitete. Dazu gehorte zu
Abel’s Zeit noch analytischer Erfindungsgeist, heute gehort dazu nur
Gelaufigkeit in der Benutzung der Cauchy’sehen Formel.

§ 4.
Dem Cauchy'scheu Theoreme geméss ist

(8)

wenn vom Punkte (0, — y1) nach (0, — ya) m gerader Lime integrirt
wird, alsdann um (0, 0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres
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links lassend, nach (0, y0), dann in gerader Linie von (0, y0) nach (0, y1),
von da nach (¥n,yl) und von da nach (*zn,y0), alsdann um (¥%n, 0)
als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres links lassend, nach (¥n,,
— y0), ferner in gerader Linie von (¥2n, -y0) nach (%zn, -y1) und
von da nach (0, — yl), endlich um jeden der in der X-Axe liegenden
Punkte (k, 0), fur welche k eine positive ganze Zahl und Kleiner als
Y%n ist, in einem Kreise mit dem Radius y0 das Innere zur Linken
lassend. Dabei werden y0 und y! als positiv vorausgesetzt, yl > y0 und
Y0 *< %4, n als ganze, positive Zahl. L&sst man nun y) nach Null hin
abnehmen, dann folgt fir die Integration um jeden der Punkte (7c, 0),
wenn X + iy = k  Qedi gesetzt wird, und man beim Gfrenziibergange
die hoheren Potenzen von @ vernachléssigt,

ferner fir die Integration Uber den Halbkreis um (0, 0)

endlich flr die Integration Uber den Halbkreis um

je nachdem n ungerade oder gerade ist.
Da ferner

ist, so kann man die Summe der um die Kreise und die Halbkreise
gefuhrten Integrationen gleich

setzen.

Weiter betrachten wir in (8) die beiden Integrale, welche sich

auf die Parallelen zur X-Axe beziehen; diese liefern
11*
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Setzt man in das zweite dieser Integrale fur x ein und mul-
tiplicirt Zahler und Nenner mit dann geht die Summe in

Uber. Nun mag Yyl ins Unendliche wachsen; dann nahert sich der ab-
solute Betrag des Integranden in jedem der beiden Integrale und damit
die Summe der Integrale selbst dem Werthe Null.

Endlich bleiben in (8) noch die 4 Integrale zuriick, welche sich auf
die zur X-Axe senkrechten Strecken in x = 0 und x = %n beziehen;
die beiden ersten ergeben als Beitrag:

Fuhrt man statt y in das erste Integral u|vn| und in das zweite
- u |Vn| ein, dann erhalt man
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Die beiden anderen Integrale liefern

Fuhrt man hier wieder in das erste Integral y = u |vn| und in das
zweite y = — u |[Vn| ein, dann erhalt man

Hieraus folgt, da die Summe der beiden Integranden den Werth

hat, fur die Summe der beiden Integrale selbst der Ausdruck

Sammelt man die erlangten Resultate, nimmt y0 = 0 und yl, = oo, s0
entsteht aus (8) die Gleichung

)

folgt. Hierdurch ist die vollstdndige Summirung der Gauss’schen
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Reihen geliefert; es ist dieses Resultat mit dem in der siebenten Vor-
lesung § 10, (29*) erhaltenen zusammenzustellen.

Da die Formel (8) leicht aus der Formel (A) in der schon aus
dem Jahre 1814 stammenden Cauchy’schen Abhandlung ,,Memoire
sur les integrales definies” ((Euvres completes, Ire Série, T. I, p. 338)
abgeleitet werden kann und ganz unmittelbar aus der Formel (11)
p. 98 der ,Exercices de Mathématiques“ vom Jahre 1826 ((Euvres
completes, lle Serie, p. 128) hervorgeht, wenn darin fir f(x + yi) die
in (7) unter dem Integralzeichen stehende Function von x i, ge-
nommen wird, so erscheint es auffallend — namentlich mit Rucksicht
auf die Bemerkungen in der Einleitung zu der angefiihrten Abhandlung
»,Méthode simple et nouvelle etc. —, dass Cauchy darin nicht von
seinen erwahnten Formeln Gebrauch gemacht hat. Aber auch Gauss,
der doch wenigstens gegen das Ende des Jahres 1811, in dem die Ab-
handlung ,,.Summatio quarundam serierum singularium® erschienen ist,
das Theorem schon kannte, mittels dessen oben die Summirung der
Reihen ausgefiihrt worden ist (vgl. S. 52), hat dasselbe, soviel uns be-
kannt ist, niemals dazu benutzt.

§ 5-

Die bisherigen Resultate dieser Vorlesung haben uns bereits die
Wirksamkeit des Cauchy’schen Integralsatzes gezeigt; wir gehen jetzt
von diesen Beispielen zu principiell wichtigen Betrachtungen und all-
gemein verwendbaren Formeln Uber.

In unsere Grundformel

f(z)dx =10 (z=x +yi)

setzen wir statt f(x) ein und erstrecken das Integral tber irgend

eine Begrenzung, innerhalb deren der Z&hler f(z) sowie seine Ableitung
f'(z) eindeutig und endlich ist; {sei =& + ni. Dann bleibt f(z) : (z - Q)
in dem angegebenen Gebiete zwar immer eindeutig aber nicht immer
endlich, falls ndmlich C innerhalb desselben liegt. Nur wenn der Punkt
z = ¢ sich ausserhalb desselben befindet, ist die Begrenzung zugleich
die natiirliche; im anderen Falle missen wir einen kleinen den Punkt &
umgebenden Kreis zur naturlichen Begrenzung- von f(z) hinzu nehmen.
Wenn wir unter

FO(x, y) =0
die Integrationscurve verstehen, bei welcher das Zeichen der Function
FO so gewahlt ist, dass die Ungleichung
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FO(x,y)<O
das Innere des Infceorations<rebietes liefert, dann ist also
(10) (F(E n)=>0)

Liegt x = & y = n innerhalb des Integrationsgebietes, so ist auf der
linken Seite noch ein &dhnliches Integral, erstreckt Uber einen kleinen
Kreis mit dem Mittelpunkte ¢ hinzuzufiigen. Fur Polarcoordinaten
z = ( -+ peui folgt

Da nun f und ¥ fur ¢ = 0 endlich und eindeutig bleiben, so ist dies

= — 2mif()
fur die Grenze o = 0; dadurch entsteht

(10%) (Fu(&.n)<0)

Das hier abgeleitete Integral fiihrt ganz insbesondere den Namen
des Cauchy’schen Integrals. Es ist mit dem vorhergehenden all-
gemeinen I'f(z)dz = 0 zusammen von solcher Tragweite, dass man ohne
Uebertreibung sagen kann, in diesen beiden Integralen liege die ganze
jetzige Functionentheorie concentrirt vor.

§ 6.
Wir wollen die linke Seite von (10*) noch etwas umgestalten.
Es sei FO(x0,y0) = 0, x0 + iy0 = z0 und 2 ein Punkt im Gebiete

FO(z) < 0. Dann bestimmen wir einen Punkt { = & + in, fur den
|z-<|<|z0-C]
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ist, was auch (x0, y0) fur ein Werthepaar auf der Begrenzungscurve
FO(x0, y0)= 0 sein mdgen..Den Bereich, in welchem { bei gegebenem
Fo und gegebenem z gewéhlt werden darf, kann man leicht finden.
Man zeichnet um z einen Kreis, welcher ganz im Innern von F0 <0
liegt und die Grenzcurve von Innen berihrt. Sein Radius sei r; dann
darf { beliebig innerhalb des mit %r um z beschriebenen Kreises an-
genommen werden.
(10*) ldsst sich jetzt folgendermassen umgestalten:

(11)

Bricht man (11) mit dem nten Gliede ab, so kann man schreiben:

(11%)

Hieraus l&sst sich die Taylor’sche Reihenentwicklung fir (z)
folgendermassen herleiten:
Wenn bei der Integration Uber unseren Bereich

T @0z 9dz = o)
gesetzt wird, dann hat man (vgl. S. 27)

= ®(Q

und ebenso findet man weiter

Wahlt man jetzt

dann ist nach dem Cauchy’sehen Integrale fur unseren Bereich

® (&) = 2mif(E)
zu nehmen, und es wird
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Tragt man diesen Werth in (11*) ein, so entsteht die Tavlor’sche
Reihe

(12)

hierbei hat das Restglied die Gestalt eines Begrenzungs-Integrals an-
genommen.

§ 7
Nachdem wir vom Integrale

J¥(z)dz,

bei dem im Integrationsbereiche f(z) Uberall endlich blieb, zu

mit einer Unendlichkeitsstelle z = { (ibergegangen sind, liegt es nahe,
auch ein Integral

zu betrachten, wenn innerhalb der Curve F(x0,y0)= 0 die Function
X(z) an verschiedenen Stellen ¢\, die aber nur in endlicher Anzahl vor-
handen sind, unendlich gross wird. Wir erhalten dann als Werth des
Integrals die Grenze einer Summe:

(x@)) = =)

Es soll jetzt das Integral fur eine dieser Unendlichkeitsstellen &)\
untersucht werden. Wir nehmen dabei an, es gabe eine ganze, positive,
endliche Zahl m der Art, dass x(z)(z — Q)m fir z = & eindeutig und
endlich bleibt. Dann koénnen wir

¥ (2) =chm = -l+c()m+L (z-0)-m+10 .. o) (z-QN)-1,
+(0+c(A)1(z-\)1+c(A)2(z-QN)2
setzen. Nun wird

und dies nimmt den Werth 0 an, sobald (x + 1) von Null verschieden
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ist. Wenn jedoch ¥ + 1 = 0 wird, dann erhdlt man den Werth 2ri.
Daraus resultirt

oder

(13)

Hat m fir ein % den Werth 1, dann kann man den Coefficienten ({1
durch ersetzen, so dass dabei

(14)

wird.

Der in (13) und (14) enthaltene Satz hat eine tiberraschend schone
Seite. Links haben wir ein Integral, welches (ber irgend eine ge-
schlossene Curve erstreckt ist, rechts eine Summe von Werthen. Wir
kénnen nun erstens von-der Voraussetzung absehen, dass die ¢ nur in
endlicher Anzahl vorhanden sind, falls nur die Summe der Werthe§)
convergirt. Wir konnen ferner die Summe auch noch (ber andere
Punkte als die O\ erstrecken; denn fir diese werden die hinzutretenden
Summanden einzeln gleich Null. Wir kdénnen also Uber alle Punkte
im Innern von F(x0, y0) < 0 summiren. Die Summe ist demnach nichts
Anderes als ein Flachenintegral. Die Flache besteht indess gewisser-
massen nur aus einer Summe von Punkten. Tragen wir Uber der ganzen
Flache F(x0,y0)<0 < 0 die rechts summirte Function ¢()-1 oder

vertical auf, so ragen aus dem Gebiete nur an einzelnen Stellen ,,Fiihl-
faden“ heraus. Suramirt man die Hohen der Endpunkte und multiplicirt
die Summe mit 2mi, so erhalt man das Uber die Begrenzung erstreckte
Integral.

Auch diese Summe hat Cauchy in ihrer Bedeutung vollstandig-
erkannt; er gab ihr einen besonderen Namen; er bezeichnete sie als
Summe der Residus von X(z). Das Cauchy’sche Residu fir z=¢
ist also der Coefficient von (=—¢&)-1 in der Entwickelung von x(z)
nach Potenzen von (z — &. Der Sache nach kommt das Residuum
bereits in der Jacobi’schen Doctor-Dissertation vor.
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§ 8.
Wir wenden unsere Formeln auf die Function

an. Dabei kdnnen nur solche Stellen ¢ von Null verschiedene Residus
geben, an denen (z) entweder gleich Null oder gleich oo ist.

Um die Bedeutung der Residus zu erkennen, betrachten wir zuerst
einen Nullpunkt von {(z) und setzen flir seine Umgebung

P@) = al(z — Yu+ al (z-Qu+ +. . .
Dann nimmt x(z) die Form

an, so dass das Residu ¢-1 = p die Multiplicitat des Nullwerthes
z = ( angiebt.

#'(") kann ferner nur da unendlich gross werden, wo W(z) es wird;
denn nach den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen soll

bei passend gewahlter ganzer, positiver, endlicher Zahl v endlich
bleiben. Ist nun fir die Umgebung von n

P@) =b0(z — n)-v + bl((z - n)-v+l +. . .,

so wird
U'(z) = -vbO(z - n)-v-1 - b1(v-1)-v+1 bl(z - n)-v...,
und das Residu d-,—=-—v giebt die Multiplicitdt des Unend
lichkeitswerthes z =1 an.
Folglich ist
(15)

~Man erhalt durch den Ausdruck links die Anzahl der Male, wie oft
~innerhalb des Gebietes ¢(z) Null wird, vermindert um die Anzahl der
»,Male, wie oft ebenda {(z) unendlich gross wird, jedesmal mit Be-
riicksichtigung der auftretenden Multiplicitat.”

§ 0.
1) Nimmt man inshesondere erstens flir (") eine ganze Function
des nten Grades, so dassy(z) im Endlichen nicht unendlich wird,
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Y@ =m + alzn-1 +...

dann geht das Integral in

Uber. Von diesem ist es bei der Integrirung um einen hinreichend
grossen Kreis z = Re2itvi klar, dass eine angendherte Rechnung etwa
2nni ergeben wird. Da der Werth des Integrals aber nach (15) ein
ganzes Vielfaches von 271ti sein muss, so wird 2-xni auch sein genauer
Werth sein; folglich ist n die Anzahl der Nullstellen, jede in
richtiger Multiplicitat gerechnet.

I1) Wir nehmen zweitens fir (z) eine eindeutige, doppelt-
periodische Function f(z) an, flr welche die Periodicitatsheziehungen

f(z + w) =1(2), f(z+ w) =1(2)
gelten sollen, wobei aber der Quotient w : @' keinem reellen Verhélt-

nisse gleich sein darf. Integrirt man nun
um ein Parallelogramm mit den Ecken

720+, 20+ 0+ e, 0+

indem man dasselbe so umféhrt, dass seine

Flache stets zur Linken bleibt, wéahrend

man gleichzeitig aber etwaige Null- und

Unendlichkeitsstellen auf dem Umfange
durch kleine Halbkreise umgeht, dann wird das Integral

Aus unseren Annahmen (ber f(z) folgt, dass
fz+ w) =1(2), fz+w)=71(2);

ist, und daraus, dass die Summe des ersten und dritten und ebenso
die des zweiten und vierten Integrals auf der rechten Seite Null wird.
Man hat also

d. h. ,eine eindeutige, doppelt- periodische Function wird in einem
»Perioden-Parallelogramme ebenso oft unendlich gross wie Null*

Diese Anwendung des Cauchy’schen Integrals ist zuerst von
Liouville gemacht worden.
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I11) Ist x(z) eine beliebige Function einer complexen Variablen
Z = X + iy welche in einem gewissen Gebiete F0 < 0 keine Unend-
lichkeitsstellen besitzt, so giebt nach (15) der Werth von

die Anzahl der Nullstellen von x(z) in F0 <0 an. Setzt man

X@) = o(x,y) + ig(xy)
so sind diese Nullstellen diejenigen Stellen x, y, welche gleichzeitig
e y) =0 und y(x,y) =0
befriedigen. Es liefert also das obige Integral die Anzahl der Werth-
systeme, welche dem letzten Gleichungssysteme Genlige leisten.

Freilich ist zu bedenken, dass nach Vorlesung 3, § 9 die beiden
Functionen ¢ und ¢ nicht ganz willkirrlich angenommen werden diirfen.

§ 10

Wir wollen noch ein Paar kleine functionentheoretische Anwen-
dungen des Cauchy’sehen Satzes besprechen
IV) Die Formeln (10) und (10%*) lassen sich in

zusammenfassen, wenn man wie gewdhnlich unter

sgn @(x,y)

das Vorzeichen, ,signum" der reellen Function @ in dem Punkte X, y
versteht. Dabei soll sgn @(x,y)) = 0 sein, wenn @(x,y) = 0 ist. —

Ein solches Integral wie das eben aufgestellte leistet als sogenannter
discontinuirlicher Factor oft nitzliche Dienste, wenn man sich
l&stiger Integrationsgrenzen entledigen will. Wir kommen spéater darauf
ausfthrlich zurtck.

V) Aehnlich werden die beiden Formeln (10) und (10*) durch die
Gleichung

zusammengefasst; denn das Integral rechts hat den Werth 2mif(&)
oder 0, je nachdem FO(¢, n) <0 oder >0 ist. Die letzte Formel
l&sst sich auch
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schreiben und wird in dieser Gestalt selbstverstandlich, da der Inte
grand flir z = { nicht mehr unendlich gross ist.
V1) In

wird das Uber den ersten Summanden erstreckte Integral = i, wenn,
wie wir voraussetzen wollen, der Nullpunkt innerhalb des Bereiches
liegt. Das Integral Uber den zweiten Summanden wird : — 2mi oder
0, je nachdem der Punkt { innerhalb oder ausserhalb des Bereiches
liegt. Das ganze Integral wird also gleich — Tti oder + Tti, jenachdem
il negativ oder positiv ist. Dieses Resultat lasst sich so schreiben

§ 1L

VII) Ist fiir alle Punkte x0,y0 von FO(x0,y0) =0 der Werth
fo(x0 ,y0) cbnstant = C, dann folgt fiir einen Punkt { innerhalb des
Bereiches

d. h.: ,lIst eine endliche und eindeutige Function f(z), fir deren Ab-
Jeitung f'(z) dieselben Voraussetzungen gelten, auf der Grenze eines
,,Bereiches constant, so ist sie es auch uberall im Innern des Bereiches/'
Daraus folgt: ,,Ist eine Function f(z) nebst ihrer Ableitung f'(z)
»in der ganzen Ebene endlich und eindeutig und fir unendlich grosse
,»Z constant, so ist f(z) eine Constante." —
VIII) Wir gehen nun von der Function

aus, und nehmen darin erstens &' als constant und zweitens die Function
f(z) als so beschaffen an, dass sie in der ganzen Ebene den Be-
dingungen des Cauchy’schen Integrals genlgt. Dann kann man die
Integration ber einen beliebig grossen Kreis erstrecken. Sein Radius
sei R- das Integral wird
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Ist nun f(z) so beschaffen, dass sich der Quotient mit wachsendem

z der Null nédhert, dann wird das Integral sich gleichfalls der Null
nahern, und folglich wird f(§) = f(€) d. h. constant werden. Die auf-
gestellte Bedingung ist erfullt, wenn z. B.f(z) nirgends unendlich gross
wird. Wir haben damit den Satz bewiesen: ,,Wenn eine Function f(z)
»nebst ihrer Ableitung f'(z) Uberall stetig und eindeutig ist und weder
»im Endlichen noch im Unendlichen unendlich gross wird, dann ist
»diese Function eine Constante.”

§ 12.

Wir kommen jetzt zu einer Hauptanwendung des Cauchy’schen
Integrals, ndmlich zu der Entwickelung von Functionen in Potenzreihen.
Wir gehen dabei von der Identitét

aus. Liegt der Punkt z = C innerhalb der Begrenzung FO(xO ,y0O).
so ist demnach

Wenn |& < |z| ist, dann wird mit wachsendem n das letzte Integral
rechts sich der Null ndhern, und es entsteht infolge dessen

(16)

Hierflir ist somit néthig, wenn { = & +ni und z0 = X0+ y0i gesetzt
wird, dass die Beziehung

Q+ 2 <x0 + y®
fur alle Punkte z0 der Umgrenzung FO(x0 ,y0) = 0 gilt. Es ist also
fur die gefundene Entwickelung nothwendig und hinreichend, wenn
innerhalb des Kreises liegt, der selbst ganz im Gebiete FO < 0 verlduft

und die Begrenzung Fo = 0 von innen berlhrt. Als Coefficient von it
tritt dabei das Integral

auf.
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In dieser Weise ist die Entwickelung einer Function in eine Potenz-
reihe durch Cauchy streng durchgefiihrt worden.

Dahei zeigen sich die Potenzreihen einmal als Fourier’sehe
Reihen, die man sofort in der allgemeinen Form erh&lt, wenn man
( = eui setzt, um das Reelle vom Imaginéren zu trennen; die Coeffi-
cienten der obigen Reihe sind nichts anderes als die Integralausdriicke
fur die Coefficienten der Fourier’schen Reihe.

Sodann erscheinen die Potenzreihen hier als Entwickelung des
Cauchy’sehen Integrals; in diesem hat man das Prius; in ihm liegt
implicite schon die Reihenentwickelung, wie alle Eigenschaften der
Functionen, wohl darum, weil in seiner Geltung alle die hdchst ver-
wickelten Bedingungen, die fir die Function F(z) bestehen missen,
zusammengefasst sind.

§ 13.

Wir wollen jetzt in allgemeinerer Weise das Integral der Art
Uber zwei Begrenzungen fihren, dass der Punkt & =& + ni in dem
ringformigen Gebiete zwischen den Cur-
ven d(x,y) =0 und W(x,y) =0 liegt.
Nach dem Cauchy’sehen Satze ist auch

jetzt

wenn das Integral tber ® =0 und WY=0
so erstreckt wird, dass das ringférmige
Gebiet zur Linken bleibt. Integrirt man
also der Art, dass jedesmal das einge-
schlossene Gebiet <O bezw. W<O
zur Linken bleibt, dann muss man

schreiben, wobei z0 = x0-+Yy0i die Punkte von ® =0 und z1 = x1+yli
diejenigen von W = 0 bezeichnet, und ferner 4 = ¢ -J- ni in dem ring-
formigen Gebiete (¢ <0, W > 0) liegt.

In diesem Gebiete nehmen wir nun einen Punkt { an, schlagen
um ¢ als Mittelpunkt einen Kreis K1, der ganz ausserhalb W <0 ver-
lauft und W = 0 von aussen berthrt, und weiter einen Kreis KO0, der
ganz innerhalb ® < 0 verlauft und ® = 0 von innen berlhrt. Dann
ist fir jeden Punkt z im Innern des von K! und Ko begrenzten Ge-
bietes (KO <O, K1>0)
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0—&l=|z-&l |&-z| =|&-z1]

und daher wird

Diese Werthe setzen wir in die obige Formel ein; das ergiebt

17)

Diese Entwickelung wird manchmal als Laurent'scher Satz be-
zeichnet; aber da sie eine unmittelbare Folge des Cauchy'sehen Inte-
grals ist, so ist es unnitz, einen besonderen Urheber zu nennen. Die

dabei benutzte Entwickelung von in eine geometrische Reihe
kann man als besondere Erfindung
nicht betrachten.

Reducirt sich die innere Be-
grenzung auf einen Punkt, so
wird das zweite Integral Null, und
es bleibt eine Entwickelung nur
nach steigenden Potenzen; geht
die &ussere Begrenzung in das
Unendliche, und ist im Unend-
lichen das Integral

dann hat man eine Entwickelung-
nur nach fallenden Potenzen.

In diesem letzten Specialfalle konnen wir statt der Curve ® = 0O,
welche ins Unendliche riicken soll, einen Kreis mit dem Radius R um
{ nehmen und dann R Uber alle Grenzen hinaus wachsen lassen. Da-
durch haben wir

Kronecker, Integrale. 12
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Die Bedingung fur das Verschwinden des ersten Theiles der Entwicke-
lung in (17) ist also

d. h. es muss der durchschnittliche oder der mittlere Werth von f(z) auf
einem unendlich grossen Kreise Null werden. Wenn z. B. der Grenz-
werth von f(z) bei wachsendem z sich selbst der Null ndhert, dann
ist die Bedingung erflllt.

Dabei ergiebt sich sofort, dass eine Function nicht im L nendlichen
= 0 sein kann, ohne irgendwo im Endlichen = co zu werden, aus-
genommen, wenn sie Uberall gleich Null ist. Denn man konnte ja sonst
® ins Unendliche gehen lassen und W auf einen beliebigen Punkt
reduciren. (Vgl. die Resultate von § 11))

§ 14.

Wir wollen die vorgetragenen Lehren jetzt einmal auf eine ein-
fache mehrdeutige Function anwenden. Dies ist nur dann mdglich, wenn
man sie auf ein Gebiet beschrénkt, auf welchem die i. A. mehrdeutige
Function eindeutig bleibt. Von diesem Mittel, mehrdeutige Functionen
wie eindeutige in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, hat man in
neuerer Zeit mit grossem Erfolge Gebrauch gemacht.

Wir wéhlen eine mdglichst bequeme mehrdeutige Function, ndmlich
&, in welcher w eine beliebige complexe Zahl bedeuten soll. Setzt

man { = 0e2mi und lasst dann
¢ von einem Anfangswerthe (0
= 0e2ntvi an auf einem Kreise
um den Nullpunkt stets in der-
selben Richtung weiterriicken,
so wird dw, wenn & um den
Winkel 2m fortgeschritten ist,
den i. A. vom Anfangswerthe
verschiedenen Werth

annehmen. Es muss also die voll-
stdndige Umkreisung des Punk-
tes z = 0 verhindert werden. Zu
diesem Zwecke ziehen wir um z = 0 als Mittelpunkt zwei Kreise, einen
kleineren mit dem Radius r und einen grosseren mit dem Radius R,
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zwischen denen ¢ liegt. Hierauf schneiden wir durch zwei benachbarte
Radien ein Sectorstiickchen aus dem Ringe heraus und behalten den
Rest als Integrationsbereich zuriick. Dann ist

oder auch, indem man gleich zur Grenze fur ¢ =0 0bergeht und
a + v fur a einsetzt,

Der Integrand des letzten Integrals hat den Werth

Wenn man nunmehr in die beiden ersten Integranden wieder die einfache
Form eingefuhrt und den ersten nach steigenden, den zweiten

nach fallenden Potenzen von entwickelt, dann erhalt man

Es wird mithin
12*
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Diese Formel gestaltet sich eleganter, wenn man

r=p o,

( = e(t+u)mi 0<o<1

einfihrt; denn dadurch entsteht, nachdem pw gehoben und t durch tp
ersetzt ist,

(18) 0 <d<1)

Wir haben hierin wieder eine Entwickelung flir cos 2twm und
sin 2twm nach den Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen von
21, und diese ist allgemeiner als die friher in der siebenten Vor-
lesung 8§ 5, (6) gegebene. Jene entsteht aus dieser, wenn man & =1
setzt, d. h. wenn der Ring unendlich schmal wird; dabei verschwindet
dann das Integral in (18). Aus den friheren Entwickelungen folgt
also, dass (18) auch fiir diesen Grenzfall gilt. Da 6 in (18) unbe-
stimmt bleibt, so hat man eine unendliche Zahl von Entwickelungen;
aber es tritt stets, wenn nicht 8 = 1 ist, noch ein Integral zur Reihe
hinzu.

§ 15

Wir wollen endlich noch die allgemeine Partialbruchzerlegung
ius dem Cauchy’sehen Integrale ableiten.

Hat die Gleichung W(z) = 0 nur einfache Wurzeln, und sind die
Functionen @(z), ¢@" (=) ; Wiif) tberall in der Ebene endlich und
eindeutig, dann ist nach dem Cauchy sehen Integrale in der Form
(14), — wobei dann die Nothwendigkeit der Uber ('(z) = 0 gemachten
Voraussetzung zu Tage tritt, —

Dabei muss der Integrationsbereich alle Wurzeln von {(z) = 0 ein-
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schliessen. Integrirt man Gber einen Kreis mit unendlich grossem Radius,
dann hat man links

Sind nun @ und ¢ ganze Functionen, deren erste von geringerem
Grade ist als die zweite, so wird der Grenzwerth gleich Null, und
man bekommt das bekannte Resultat

Die Beschrdnkung auf ganze Functionen ist hierbei offenbar nicht
nothwendig. Es reicht aus, dass zu den am Anfange des Paragraphen
gemachten Voraussetzungen noch das Verschwinden des letzten Inte-
grals flir R = oo tritt. Von diesem Gesichtspunkte aus betrachtet
gehort die Formel (1) der zehnten Vorlesung auch hierher.
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Definition der ff-Reihen. — Elementare Eigenschaften. — Umwandlung in ein

Product. — Nullwerthe der ff-Reihen. — Herleitung einer allgemeinen Formel

mittels des Cauchy'sehen Integrals. — Specialisirungen. — Arithmetische Veri-
fication der allgemeinen Formel. — Additionstheoreme.

§ .

Wir gehen jetzt dazu Gber, das Cauchy’sche Integral auf dem
Gebiete der elliptischen Functionen zum Beweise mehrerer Fundamental-
formeln zu verwerthen*). Dazu bedirfen wir einiger Definitionen und
Vorbereitungen.

Wir verstehen im Folgenden unter v eine ungerade ganze Zahl
und setzen

(1)

wobei die Summe U(ber alle positiven und negativen ungeraden Zahlen
v zu erstrecken ist. Diese unendliche Reihe convergirt unbedingt,
sobald der imagindre Theil von w einen positiven Coefficienten hat.

Setzen wir
z=¢in, q=-cewm, r= f|,
so geht (1) in

2 (v= A ,=%3,..)

und die Convergenzbedingung in
r=lql <1
tber. Wir nehmen diese stets als erfllt an.

Die O-Reihe existirt, als Function von q betrachtet, nur innerhalb
des Kreises mit dem Radius 1. Der Umfang dieses Kreises ist eine
wirkliche, nattirliche Grenze fur die Function.

Jacobi hat im Jahre 1825 die §-Reihen in die Wissenschaft ein-
gefiihrt; er gelangte zu ihnen durch Erforschung der Eigenschaften

*) Vgl. Monatsber. d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin vom Dec. 1881 S. 1165 ff.
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der elliptischen Functionen. Auch die Benutzung der Buchstaben 3
und g stammt von ihm; er hielt stets an ihnen fest, selbst bei Problemen,
wie dem der Rotation, in welchen g schon eine andere historisch tber-
kommene Bedeutung besass.

Aus der Definition (1) folgt sofort
(3) I+ 1w = — 3w
Ferner ergiebt sich daraus

und da auch v—+2 alle ungeraden Zahlen von —oo bis +oo durchléuft,

(4) IE + w, w) = — q-12-29¢, w).

Hieraus ersieht man durch Eintragung von ¢{— w statt {, dass
(%) 8E - ®, W) = -g-1229(, w)

ist.

Aus (2) folgt g = =% 1 als trivialer Werth, fiir den 8 = 0 wird,;
dem entspricht es, dass { gleich irgend einer ganzen Zahl gesetzt werde.
Somit ergiebt (4), dass flr alle ganzen Zahlen m und n

i nw, ) =0
gilt. Daher liefert { = m + nw Nullwerthe von 9; ,die Nullwerthe®
kénnen wir noch nicht sagen.

8 2.
An zweiter Stelle betrachten wir das unendliche Product

dessen Convergenz von derjenigen der Reihen

abhangt. Nun ist die erste der beiden unendlichen Reihen

und dies wird convergent werden, sobald fz|<1 ist; ebenso findet



184 Elfte Vorlesung.

man fir die zweite unendliche Reihe die Bedingung |gz-1| < 1. Beide
Convergenz-Bedingungen sind erfillt, sobald wir

r-2 > |z]|> rt
setzen.
Wir wollen die vollstdndige Uebereinstimmmig des Products P mit
der 9-Function zeigen.
Tragen wir in das Product gleichfalls § + o statt & d. h. zq statt
z ein, so kommt

heraus. Folglich wird der Quotient

eine Function von z sein, die sich nicht dndert, wenn man z durch gz
ersetzt. Sie erhdlt also alle Werthe. deren sie berhaupt féhig ist, in

dem Ringe zwischen zwei Kreisen mit den Radien 2 und r-%2. In
diesen kdnnte Q aber nur zweimal unendlich werden, namlich fir z= =1,
da die anderen Nullwerthe des Nenners z = == g#n ausserhalb unseres
Kreisringes liegen. Fir z=== 1 erhalt man jedoch, wenn man im
Zéhler je die beiden zu + v und zu — v gehdrigen Glieder zusammen-
zieht und diese einzeln durch das (z — z-1) des Nenners dividirt, eine
Reihe von Summanden der Form

und dies wird fir z ===1 gleich

Da die entstehende Reihe convergent ist, so kann Q niemals unendlich
gross werden.
Fir die Ableitung von Q gilt dasselbe. Denn da bei in den

Nenner nur das Quadrat des Nenners von Q tritt, so kénnte ein Unendlich-
werden nur fir z = =+ 1 eintreten. Differentiiren wir aber die einzelnen
Glieder
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und setzen dann z =—#=1, so ergiebt sich auch die Endlichkeit der
Ableitung.

Die Bedingungen des Cauchy’sehen Satzes (Vorlesung 10 § 11
am Schluss): ,,Wenn eine Function f(z) nebst ihrer Ableitung Uberall
»Stetig und eindeutig ist und weder im Endlichen noch im Unendlichen
Lunendlich gross wird, dann ist die Function eine Constante“ — sind
also erfillt, d. h. Q hat einen von z unabhangigen Werth.

§ 3

Es handelt sich jetzt um die Werthbestimmung von Q- dazu
kann man nach dem eben erhaltenen Resultate specielle Werthe von

z benutzen. Wir wédhlen z =i, d h. {=%"
Man erkennt leicht die Richtigkeit der Gleichung

(5)
Die rechte Seite ist ndmlich geméss (1) gleich

wobei n alle ganzen Zahlen durchlduft; und dies ist in der That gleich
der linken Seite.

&zt man in P genau wie in (5) zuerst fur & den Werth% d. h.
fir z den Werth i ein, so entsteht dadurch

setzt man weiter rechts ¥2 & und 4w fir ¢ und w d. h. iq und qi
1
fur z und q ein, so entsteht nach Multiplication mit 2q%

Es gilt demnach fir P dieseloe Beziehung, wie sie in (5) fur © nach-
gewiesen ist; folglich hat man bewiesen, dass @enselben Werth
besitzt, einmal, wenn man z =i. und dann, wenn man z = i und
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gleichzeitig gt flr q setzt. Weil aber andererseits Q von z unabhéngig
ist, so folgt, dass Q fur ein beliebiges z und die Umwandlung von q
in g4 seinen Werth beibehdlt. Es ist demnach

Q@) =0Q(a4) = Q(ul6) = ... = Q(0)

Flr den Werth g = 0 reducirt sich Q auf den einfachen Bruch

So ergiebt sich folglich das Hauptresultat:

(6)

Hierin besteht die ungeheure Entdeckung Jacobi’s; die Umwandlung
der Reihe in das Product war sehr schwierig. Abel hat auch das
Product, aber nicht die Reihe. Deshalb wollte Dirichlet sie auch
als Jacobi’sche Reihe bezeichnen.

Aus (6) folgt, dass die Function 9(E, w) nur fir

z==qgtt (k= 0,1,2,...)

d. h. fur E=m-nw verschwindet, wobei m und n alle ganzen Zahlen
bedeuten kdénnen. Dadurch erledigt sich die am Schliisse von § 1 ge-
machte Bemerkung.

Ferner folgt aus (6), dass die Function

die Productdarstellung

besitzt und daher nur fir die Werthe und fiir jeden der Werthe
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(mn=123,..)
verschwindet.
Aus (6) folgt weiter, wenn man z durch z-1 ersetzt,

(6%) '8(_E ’ (*)) = _S(E ) (*))

§ 4.
Wir betrachten nun die Function dreier Argumente

(7)

in welcher die Zahlen m, n alle positiven und negativen ganzzahligen
Werthe annehmen, wéhrend g, v nur die Reihen der positiven, un-
geraden Zahlen durchlaufen dirfen. Dabei ist nach unseren bis-
herigen Festsetzungen, wenn tF die Ableitung von ft nach { bedeutet,

Aus den beiden letzten Formeln ergiebt sich in Verbindung mit (4)
fur jede der in ihnen auftretenden Summen, die flr den Augenblick
bezeichnet werden mdgen,

B -DA-Rz-2D> (2)

und daraus als wichtige Eigenschaft von (<) die Gleichung

(8) F(a, x,-y) = q20tx2ty20F(q, g0, yq) .
Ebenso erkennt man aus (7) leicht die Beziehung
(8%) F(@ x,-y)=- F(a, x,-y)

Jetzt wollen wir F durch das Cauchy’sche Integral darstellen
und zu dem Zwecke

Uber einen Kreisring mit dem Mittelpunkte O erstrecken, dessen innerer
Radius spater zur Grenze 0, dessen &usserer ins Unendliche gehen soll.
Die Constanten | x| und |y |sollen innerhalb eines Kreisringes mit den

Radien ri und r-Y2 liegen. Ausser den beiden Peripherien unseres
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Kreisringes gehdren die Umkreisungen von z =y und von denjenigen
Punkten des Gebietes, in welchen der Nenner von F, d. h. in welchen

verschwindet, zu der natirlichen Begrenzung. Aus dem Schlusssatze
von § 3 erkennt man, dass dies nur Punkte

z = xqn-¥2 (n==0, =1, £ 2, -+3, ...)

1
sein konnen. Wir fuhren die Integration um z = =qn-%¥2 auf einem

kleinen Kreise mit dem Mittelpunkte £qn-%2 und dem Radius g

z = *qn-Y2 +pe2mvi
aus; dabei wird das Differential
dz=2mi(z qgn-%)du,

und der Integrand, wenn wir gleich o zur Grenze 0 gehen lassen,

Da das Integral fir v die Grenzen 0, 1 und den Factor hat, so
wird es

und auf die Ermittelung dieses Ausdruckes kommt es an. Zuerst
setzen wir zgnfir z, dann verwandelt es sich zundchst in

und weiter wegen (7) in
9)
Um dies zu berechnen, betrachten wir zuerst

(n=0,=x1 %x2 ..),
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setzen z = + g-%2 u und bekommen

Dieser Ausdruck tritt in den Nenner von (9).

Ferner erhalten wir fur den im Zahler von F erscheinenden Factor,
bei welchem man sofort zur Grenze Ubergehen kann,

den Werth

Dies gehort in den Zéhler von (9).

Setzt man die gewonnenen Resultate ein und beriucksichtigt die
beiden von z unabhédngigen Factoren aus F(q, X, z), dann heben sich
die Summen, und es entsteht

Jetzt ist (ber die im Gebiete liegenden Werthe von n zu sum-
miren. Da wir aber beabsichtigen, das Gebiet liber die ganze Ebene
auszudehnen, so kénnen wir gleich die Summation Uber alle positiven
und negativen n erstrecken. Wir bilden deswegen die Summe
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beachten dabei, dass die absoluten Werthe von
q-2n+lyl  fgrn=0, — 1,... —
2n-1y-2 furn=1,2 ..

Kleiner als 1 sind, und erhalten schliesslich durch Entwickelung

(M, v=1,3,... 0,

Damit sind die Integrale Gber die Unendlichkeitsstellen erledigt.
Weiter betrachten wir das Integral, welches Uber die innere Um-
grenzung erstreckt ist. Dies soll ein Kkleiner Kreis sein, dessen Mittel-
punkt im Nullpunkte liegt; seine Coordinaten seien
Z =Qrneumi (n>0).
Dabei ist r, wie schon in § 1, dei- absolute Betrag von
re2oTrti

p bedeutet eine Constante. Durch passende Wahl derselben kann man
es verhindern, dass z einen der Werthe

qm-Y2 (m =@ x1 2 ..)
annimmt, fir welche F unendlich gross wird, n ist eine ganze Zahl,
die wir positiv ins Unendliche wachsen lassen wollen, um dadurch den
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Kreis mit dem Radius ¢ - m auf den Nullpunkt zu reduciren. Dann
haben wir

zu behandeln. Hier wird F auf dem Integrationswege nicht unendlich:

der Nenner hat einen absoluten Betrag, der [m-p-1r¥%|  stets Uber-
steigt: er kann also nicht verschwinden: und, da |rx—2 <1 ist, so
wird sich das erste Integral fir wachsende n der Null beliebig ndhern.

Endlich erstrecken wir noch das Integral Uber eine &ussere Be-
grenzung, die wir wieder als Kreis

Z = Qrne2uri (n<0)
annehmen. Hier wird sich das Integral

fir n = — oo auf

reduciren. Weil nun der Ausdruck hinter dem Limes gleich

ist, und der zweite Theil sich fir die Substitution v + statt v mit
Beachtung von (8*) in

umwandelt, so hat man auch hier fir die Grenze den Werth Null.
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Der Cauchy’sche Satz liefert demnach die merkwirdige Ent-
wickelung

(M, v 1,3,5,...),
aus der durch Specialisirungen eine grosse Anzahl anderer wichtiger
Gleichungen gezogen werden kann.
So finden sich alle die Formeln, welche Jacobi in der Einleitung
zu seiner Abhandlung ,,sur la rotation d'un corps* (Werke Il. S. 289)
gegeben hat, in (10) concentrirt.

§ b

Die zu Beginn des vorigen Paragraphen gegebenen Formeln liefern
fur F den Ausdruck:

= 2mie@mnitveni - FQ, X, y) .
Bezeichnen wir nun (vgl. Konigsberger, ,Vorlesungen wber die
Theorie der elliptischen Functionen* S. 324 ff.) in Ublicher Weise
B+ b W) =Ni% e-&mi,
(&, w) = J1(S),
3 (€ + %2, 00) = (),

0 (§ + %2 +Y2m, W) = 93(§)g¥ue-&i

so ergiebt sich infolge von (10) das Resultat
(11)

Mv=135,.).
Die Formel (10) war unter der Bedingung abgeleitet, dass |x |

wie |y| zwischen r% und rv% liegen. Um zu sehen, wie diese Be-
dingung sich fir ¢ und n gestaltet, setzen wir

¢ = &0+&Lli n =n0+nli &= e(00+wli)mi .
Dann muss, da r den absoluten Betrag von ¢ bedeutet,
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sein, d. h. die rein imagindren Theile von ¢ und von n miissen zwischen
der positiven und der negativen Hélfte des rein imagindren Theiles von
® liegen. Die Formel (11) ist ihrer Bedeutung nach mit (10) identisch.
Sie enthélt auf ihrer rechten Seite eine Fourier’sehe Reihe, aber insofern
eine allgemeinere, als & wie n complexe Grossen sein dirfen. Da wir
zwei Variable haben, so erhalten wir natirlich eine Doppelreihe.

In (11) setzen wir n fir ¢ + n ein:

differentiiren nach n, setzen dann n = 0, bertcksichtigen (6*) und
beachten, dass wegen (6) der Werth von 91(0) gleich Null wird. Dann
resultirt

§ 6.

In (11) steckt ein grosser Theil der Theorie der elliptischen
Functionen. Wir wollen hier nur einige Andeutungen geben.
Durch Differentiation erhalt man aus (6) ohne Schwierigkeit

(13 91'(0) = n-90(0)92(0)33(0),
sobald man die ldentitat

beachtet. Mit Hilfe von (13) entstehen aus (11) und (12) die Formeln
(11%)

(12%)

von denen die erste, wenn man nach einander n = 0, %2,%%
setzt, die Reihenentwickelungen fir die Quotienten

Kronecker, Integrale.
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also die in § 39 von Jacobi’s Fundamenta enthaltenen Reihen fir
die drei mit sin am, cos am, A am bezeichneten elliptischen Functionen
ergiebt.

Aus (12) folgt fur & = 0 die hilibsche Formel

und aus (11) fir i , N = 0 die weitere

§ 7.

Bevor wir weiter gehen, moge eine algebraische Verificatiou der
Fundamentalformel (10) folgen, die wir auf Grund des Cauchy’schen
Integrals abgeleitet haben.

Fir x und y nehmen wir 0 und qu. Setzen wir

0= + w2, U =1ul+ iv2
wo wl, ‘w2, vi. VI reelle Gréssen sind, und w2 > 0 ist, so wird

und damit ¢° die Bedingung erflille, der x unterworfen ist, dass es

nadmlich zwischen rt und r-% liege, muss
— W < — 2(Llw? + L2W]) < w2,
2 | vlw? + V20! | < Wl

sein, d. h. der absolute Werth des reellen Theils von log g muss grosser
sein, als der absolute Werth des reellen Theils von 2vlogg Das
Entsprechende setzen wir Uber w voraus. Dann gilt nach (10) die
Entwickelung

e==%x=1 pyv=1375,.),
und ferner ist, geméss der Definition (7),
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Zur Verification von (10) bedarf es also nur des Nachweises, dass das
Reihenproduct

oder die hiermit identische Reihe
(14)

(e==x1 yv=135,. - .nn=0 %1 *£2 ...)
mit dem Reihenproducte

(15)

. MA==1, 3 =5, ..)
Ubereinstimmt.

Setzt man in dem Ausdrucke (14)
Em+n+ Y%e(+v), 0= —m-+n+-%eu—v),

0="%4+V)

so verwandelt er sich m folgenden:
(14%)

Da py +v = 20, und da v mindestens gleich 1 ist, so lauft p in der
letzten Summe durch die Werthe 1,3,5,...20 — 1. Bei Ausfiihrung
dieser Summation wird fir o O

und die Summation auf der rechten Seite ist auf ¢ = -f- 1 und e = — 1,
sowie auf alle positiven ganzen Zahlen ¢ zu erstrecken, da

o="%{+Vv)
und sowohl p als v positiv ist. Hierbei ist zu bemerken, dass dasselbe

6 zwar durch verschiedene Paare p, v erzeugt werden kann, dass bei
13*%
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der Summe jedoch jeder Werth von ¢ nur ein einziges Mal auftreten
darf, da die Summation nach p bereits in der letzten Summe erledigt
ist. Setzt man nun ¢ = €n, so wird der Ausdruck rechts gleich dem
Quotienten aus der Differenz der beiden Summen

(N=0,%x1,+2,...)

durch den Ausdruck (qo — g-Q). Jede dieser beiden Summen ist gleich
Null. Denn ordnet man z. B. in der ersten Summe je zwei Summanden
(-In gn(n+A-g) und (-1)-n-A+Q q(-n-A+)(-n)

einander zu, so zerstoren sich diese, da ja (A — @) eine ungerade Zahl
ist. Aehnliches findet mit der zweiten Summe statt. Es ist also in
dem Ausdrucke (14*) nur noch p = 0 zu nehmen, und er reducirt sich

daher, weil alsdann wird, auf die Reihe

welche, wenn 2e0 — A = x gesetzt wird, in die Doppelreihe

(15%)

Ubergeht. Denn es ist klar, dass wegen 26 = e(k -f- 2) der Exponent
oA+ e(n + N)) == - A) (mod. 2)

wird. Weil nun x eine ungerade Zahl ist, so hat fur zwei einander ent-

gegengesetzte Werthe von u das Vorzeichen (fi laauch ent-
gegengesetzte Werthe. Betrachtet man also den mit 2 multiplicirten
Theil der Summe, so sieht man, dass dieser verschwindet. Es geht
deshalb (15*) in

Uber. Setzen wir hierin
(-D)Y2(1-A) = (-1)Y2(n-1) (-1)¥2(n-1)

so wandelt sich (15*), wie es sein sollte, in (15) um.

Auch die am Schllsse des vorigen Paragraphen gegebene Formel
kann auf rein arithmetischem Wege daraus gefolgert werden, dass die
Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl als Summe von zwei
Quadraten sich durch den Ueberschuss der Divisoren von der Form
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4n + 1 (ber diejenigen von der Form 4n + 3 ausdriickt. Ebenso
verdient die vorletzte der dort gegebenen Formeln durch directe Um-
wandlungen arithmetisch bewiesen zu werden.

§ 8.
Wir betrachten jetzt das Product aus vier  Functionen

BLEARAYES
Dann zeigen die Formeln (4), (4*) sofort die Richtigkeit der Gleichungen

Es bleibt, wie man hieraus sieht, der aus den T gebildete Quotient

als Function von zi betrachtet, ungeéndert, wenn man % durch 7%
ersetzt, oder wenn man zu dem £3 ein w addirt. Q nimmt daher alle
Werthe, deren es Uberhaupt fahig ist, z. B. in dem Ringgebiete zwischen

13[ot%
z3=|g-Y2| und 4 an, und es tritt also hier Aehnliches ein, wie

bei dem vorher betrachteten F(q, X, y). Nun verschwindet der Nenner
von Q, als Function von z3 aufgefasst, geméss (6) innerhalb des Ring-
gebietes nur fir Werthe der Form
8 =+x&2 + n,

wo n eine jede positive oder negative ganze Zahl bedeuten kann, und
zwar stets nui- in erster Potenz. Nach (3) und (6*) wird fur diese
Werthe auch der Zahler von Q von der ersten Ordnung Null; also bleibt
Q endlich. Nach dem Cauchy’schen Satze ist daher Q von & unab-

héngig. Setzen wir & = &0, dann fallt der zweite Summand des Zahlers
fort, und der Rest nimmt den Werth

an. Es folgt dadurch das Additionstheorem

T(80,€2,€3,&1) + T(€0,&3,¢1,§2) + T (€0, &1, €2, £3)=0

Es ist dies die von Herrn Weierstrass zu Anfang der sechziger
Jahre gefundene und in seinen Vorlesungen mitgetheilte Theta-Formel*);

*) Sitzungsberichte der Beri. Akad. d. Wissenschaften 1882. II. S. 505,



198 Elfte Vorlesung.

sie wurde von Briot und Bouquet in dem Werke: , Théorie des
fonctions doublement périodiques” zuerst veroffentlicht. Es ist die
einfachste derartige Beziehung, welche zwischen 9-Producten besteht,
und durch Coefficienten-Vergleichung der unendlichen Reihen leicht
zu verificiren; aber dass Uberhaupt solche Relationen zwischen den -
Producten auftreten, darf man wohl als sehr wunderbar bezeichnen.

Jacobi hatte eine ahnliche Formel zwischen vier solchen T auf-
gestellt, und zwar ldsst sich mit Sicherheit nachweisen, dass er sie im
Winter 1835/36 gefunden hat. Von da ab beginnt eine neue Epoche
fur die Theorie der O-Functionen.
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Integral-Logarithmus. — Erweiterung. — Natlrliche Begrenzung. — Integrationen
langs verschiedener Strecken. — Integrationen um verschiedene Bereiche. —
Dirichlet’scher discontinuirlicher Factor. — Ableitung einzelner Integrale. —
Formeln Uber den Integral-Logarithmus. — Reihenentwickelung des Integral-
Logarithmus. — Mas eher oni,sehe Constante. — Historische Bemerkungen.

§ 1
Wir treten jetzt in ein genaueres Studium des Integrals

D (z = x + vyi)
ein. Das Integral entsteht aus einer Verallgemeinerung und Trans-
formation des zuerst von Euler betrachteten Integrals

An dies knipften sich die ersten Untersuchungen; dasselbe war auch
fiir den Namen entscheidend. Von f(z) mége vorausgesetzt werden, dass
es nur an lauter getrennten Punkten und in diesen nur von der ersten
Ordnung unendlich gross wird. Wir setzen

E fl(x, y) + if2(x, y)
Wir betrachten das Integral zundchst langs verschiedener Strecken
Zuerst sei y = 0, und x gehe von — oo bis — &, wobei ¢ eine
positive Grosse bedeuten soll. Ist dabei f(x) = 1, so bezeichnet man

und nennt diese Function den Bessel’schen Integrallogarithmus.
Es ist klar, dass derselbe fir jedes positive ¢ eine Bedeutung besitzt. —
Hat y den festen Werth y0, und geht x von x0 bis x, so wird (1)
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Bleibt nun fiir y = oo sowohl fl(x, y) als f2(x, y) endlich, so wird das
Integral fir ins Unendliche wachsende y nach 0 gehen. Das findet
z. B. fur f(z) =1 statt. Da der Punkt z =0 zur natlrlichen Be-
grenzung unseres Integrals gehort, so darf x = 0 nicht innerhalb der
Grenzen liegen, was natlrlich nur bei y0 = 0 zu beriicksichtigen ist. —

Integrirt man bei festem x = x0, dann wird dx fortfallen, ex0 tritt
vor das Integral, und die wesentlichen Theile desselben konnen wir
in dem Ausdrucke

0,0 =0, !
( s=1,2)

zusammenfassen.  Unter gewissen Voraussetzungen Uber f(z) bleibt das
Integral endlich, auch wenn man das Integrationsgebiet ins Unendliche
erstreckt. Das lasst sich mittels des zweiten Mittelwerthsatzes zeigen,
wenn wir ihn

schreiben; in dieser Form gilt er, falls @(y) zwischen a und b ent-
weder nur wachst oder nur abnimmt, und wenn das Integral Uber y(y)
bestandig endlich bleibt. Nimmt man nun hier

so ist die erste Bedingung erfullt, wenn man (fur 0 = 1) den Modul
der unteren Grenze =|xO| oder grosser als )| annimmt; denn von
da ab vermindern sich die Werthe der Function besténdig.

Fur f(z) = 1 ist die zweite Bedingung gleichfalls erfullt. Dies
geschieht aber auch in anderen allgemeineren Féllen, z. B. wenn f(z)
eine rationale Function ist, deren Nenner einen hoheren Grad hat, als
der Z&hler. Nur muss dabei x0 so gewahlt werden, dass keine der
Wurzeln des Nenners gerade x0 zur reellen Coordinate hat. Unter
diesen Voraussetzungen kann man, wie der Mittelwerthsatz zeigt, von
[X0| bis + oo und von — [xO| bis — oo integriren

Da nach den Voraussetzungen uber f(z) das Integral auch zwischen
den Grenzen y =-|xO]| bis y = +|xO] endlich bleibt, wenigstens
wenn X0 von Null verschieden ist, so kann man dann also das all-
gemeine Integral auch von — oo bis -+ oo erstrecken. —
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Ausser den Unendlichkeitspunkten von f(z) gehért noch der Punkt
z = 0 zur naturlichen Begrenzung des Integrals

Wir wollen voraussetzen, dass f(z') fur z = 0 endlich bleibe, und inte-
griren nun auf einem Kleinen Kreise um den Nullpunkt herum. Dann
entsteht, wenn der Radius dieses Kreises zur Grenze Null geht, das
Resultat

§ 2.
Wir werden jetzt den Cauchy’sehen Satz auf unser Integral an-

wenden. indem wir langs des Umfanges verschiedener Bereiche
intenriren.

I.  Zunachst wahlen wir einen Streifen, der durch zwei Parallelen
zur 1-Axe in den Entfernungen x =—¢&" und x=-+ & gebildet
wird, wobei die ¢ als positiv gelten sollen. Wir fassen diesen Streifen
als ein Rechteck auf, von dem die beiden, der X-Axe parallelen
Seiten unendlich fern liegen. Befinden sich keine Unendlichkeitspunkte
von T(z) in dem Streifen, so wird das Resultat der Integrationen gleich
2mif(0) sein, da dies der Werth der Integration um den Nullpunkt
ist (§ 1). Die Integrale l&ngs der unendlich fernen Seiten sind beide
gleich Null, wenn man voraussetzt, dass f(z) fiir unendlich grosse y
zwischen X =-&"'und x=++ &" endlich bleibt (§ 1). Es resultirt also

Jedes der Integrale ist eine Function von & wir bezeichnen kurz

2

Wenn innerhalb des Streifens Unstetigkeitspunkte von f(z) liegen,
die ja unserer Annahme nach immer nur von der ersten Ordnung sind,
dann erhalt man nach dem Cauchy’schen Satze [vgl. Vorles. 10; §87,(14)]
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®3)

Die Summation bezieht sich hier auf alle und nur auf diejenigen Punkte
innerhalb des Streifens, fiir welche f(x + y1) = oo wird.

Liegt das Integrationsgebiet ganz rechts oder ganz links von der
lateralen Y-Axe, dann fallt in (3) das erste Glied der rechten Seite
weg und die Gleichung lautet, wenn &" < &' genommen wird,

(3%)

bezw.

(- &< &< —&" f€ + ni) = o)

(3*%)
("< & <-&" (€ + ni) = =),

Unter den Uber die Unstetigkeitsstellen von f(x -f- yt) gemachten
Voraussetzungen: dass sie nur in endlicher Anzahl und alle nur im
Endlichen und nur von der ersten Ordnung vorkommen sollen, folgt,
dass Uber gewisse Werthe + {0 nach rechts und gewisse Werthe — &l
nach links hinaus keine weiteren Unstetigkeitspunkte liegen. Dann wird

@ 1©) =0 € > ),
J(-&) =I(CEL) ¢E>E,

Nun nahert sich mit wachsendem ¢ die linke Seite in der zweiten
der Gleichungen (4) dem Werthe Null. Denn nach den Betrachtungen
aus 8§ 1 bleibt das Integral, welches restirt, falls aus J(— &) der Factor
e-& herausgezogen wird, endlich, wahrend der herausgezogene Factor
sich mit wachsendem ¢ der Null né&hert. Also gilt nach (4) auch das
Resultat:

Iy =o,
falls Gber ¢ nach links hinaus keine Unendlichkeitspunkte von /'(#)
mehr liegen. Ist insbesondere f(z) = 1, so folgt fir jedes positive ¢

() (i>6)-

In diesem speciellen Falle gestaltet sich die Formel (3) besonders
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einfach. Denn einmal fallt das zweite Glied auf der linken Seite, und
ferner auch die Summe auf der rechten Seite fort: es bleibt allein zurtick

Man hat also, wenn man die beiden letzten Formeln vereinigt,

1 (wenn ¢ > 0),
() 0 (wenn £<0).

Es ist dies ein ausgezeichnetes Beispiel eines unstetigen Integrals mit
stetigem Integranden.

§ 3-

Es fehlt uns als Ergédnzung von (5) noch der Werth der linken
Seite fur ¢ = 0. Um diesen zu berechnen, integriren wir langs der
lateralen V-Axe von — co his — ¢, wo ¢ sehr klein sein soll, umgehen
dann den Nullpunkt durch einen auf der Seite der positiven x gelegenen
Halbkreis, der um z — 0 mit dem Radius ¢ geschlagen ist, und dann
integriren wir gradlinig weiter in der U-Axe von + ¢ bis + co- Man
erhélt dabei

Integrirt man (2) fir ein positives { von y = + oo his y= — oo
und denkt im positiven wie im negativen Unendlichfernen zwei der
X-Axe parallele Strecken von x = ¢ bis x = 0 gezogen, dann wird
das Resultat der Integration um dieses Rechteck nach dem Cauchy’-
schen Satze gleich 0 sein; folglich liefert (5)

Lasst man hierin ¢ zu Null werden, so hat das dritte Integral den
Werth + mi, und es resultirt unter den tber den Gang der Integration
gemachten Voraussetzungen
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oder, dhnlich wie (5) geschrieben,

(5*)

Hatten wir den Halbkreis auf die Seite der negativen X-Axe gelegt,
so ware offenbar dasselbe herausgekommen.
Die linke Seite von (5*) lasst auch folgende Gestaltung zu

so dass die uns bereits bekannte Formel

(6)

entsteht. Das ist recht eigentlich die wahre Herleitung des Integrals,
welches schon bei der Behandlung des Dirichlet'sehen Integrals
(5te Vorlesung § 2) vorkam. Hier erscheint es als ein besonderer Fall
les Integral-Logarithmus.

§ 4.
Wir gehen jetzt auf die Formeln (3) und (3*) in der Gestalt

zuriick und wollen in derselben &" so gross annehmen, dass dariiber
hinaus nach links hin keine der Unendlichkeitsstellen f(z) mehr liegt.
Dann wird nach dem vorigen Paragraphen J(— &") = 0, und dadurch
vereinfacht sich die obige Formel.

Fuhren wir in den Integral-Ausdruck (2) fir J

& + yi) =f1(& y) + if2(E, y)
ein, so erhalt man durch Trennung des Reellen von dem Imaginéren
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Bezeichnet man ferner die Unendlichkeitsstellen von f(z) mitif = &' +
dann wird die Summe in der ersten Formel dieses Paragraphen

Dies bezeichnen wir kurz durch > (a + (i)
Dann ist nach (3) und (3*) der reelle Theil von J(¢) : (2mi) gleich
Sa fur & <0 und gleich 1 + Ya fur ¢ > 0, wobei die Summe (ber-
alle diejenigen &-Werthe zu erstrecken ist. bei denen man & < ¢ hat.
Im Falle f(z) = 1 folgt also

®)

Der imaginare Theil von J(§) : 2mi wird flr positive oder nega-
tive ¢ gleich 3. Fuarf(z) = 1 folgt also

(8)

was freilich sofort aus der Ueberlegung ersichtlich wird, dass der Inte-
grand eine ungerade Function von y ist (vgl. Vorlesung 1 § 10; V).
Hier entsteht also nichts Neues, wahrend der reelle Theil ein interes-
santes Resultat geliefert hat.

Addirt man einerseits die beiden fur + ¢ und — & aus (7) sich
ergebenden Gleichungen, und subtrahirt man andererseits die zweite
derselben von der ersten, so resultirt fur ein positives ¢

9) (&=0).

Von diesen beiden Formeln ist Ubrigens eine jede die Folge der anderen.
Differentiirt man namlich die erste Formel nach &, so entsteht

wendet man links die Methode der partiellen Integration an, dann
resultirt fir das Integral der Werth

und dadurch entsteht die zweite Formel. Geht man denselben Weg
rickwarts, so gelangt man von dem zweiten Integrale in (9) zu dem
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erstell.  Nur das eine der beiden Integrale bietet also etwas wirklich
Neues.

Es l&sst sich (brigens zeigen, dass die Beschrédnkung, die in der
Annahme f(z) = 1 lag, nur eine scheinbare ist, so lange man f(z) als
rational ansieht und den Nenner der Function von hoéherem Grade als
den Zahler sein lasst. Ist z. B.

so wird die Zerlegung in Partialbriiche das Resultat

geben. Hier ist dann wieder x = ¢ als constant anzusehen und nach
y von — oo bis + oo zu integriren. Setzt man dabei in dem ersten
Theile rechts z' fir z — a — bi ein, d. h. den Werth x — a fur x, so
geht derselbe in

Uber, wobei wiederum nach y von — oo bis + oo zu integriren ist.
Man erhdlt also dieselbe Form wie beim zweiten Integrale, d. h. einen
Integral-Logarithmus.

In derselben Art kann man durch Zerlegung die complicirteren
Integrale behandeln, bei denen der Nenner von f(z) einen hdheren
Grad hat; und daraus sieht man, dass die Resultate sich sammtlich auf
unsere elementaren Formeln (7) oder (8) zurlckfihren lassen, und dass
diese scheinbare Erweiterung nichts Neues liefern kann.

§5

[I. Wir behandeln jetzt die Integration von f(z)ez z tber ein anderes
Gebiet, welche noch merkwirdigere Integralgleichungen als die bis-
herigen liefert und zugleich zeigt, ein wie méchtiges Hulfsmittel der
Uebergang von Integralen einer Variablen zu solchen von zwei Variablen
bietet.

Wir erstrecken die Integration Uber eine Halbgerade, die von
X = — oo, y = + oo nach Null geht, und von da aus in einer Halb-
geraden, die zwischen der ersten und zwischen der negativen A-Axe
liegt, wieder nach x = - oo, y = + oo hinaus. Diese beiden Ge-
raden mdogen

= — (al + bli)t, =-(a+hi)t
sein; dabei nehmen wir al, a als positiv, b1, b als negativ an, so dass
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die Halbgeraden durch t= (0 -« + oo) geliefert werden. Ferner sei,
damit die angegebene Lage der Geraden eingehalten werde,

Um aber bei der Integration den Unstetigkeitspunkt z =0 zu
vermeiden, integriren wir auf der ersten Geraden nur bis zu
z=-(al +bli)T,
gehen dann geradlinig bis zum
Punkte z=-(al + bli) T, der
zweiten Geraden Uber und von
da aus auf ihr ins Unendliche.

Die eingeschaltete Strecke wird
folglich vom Punkte

z=-(al + bli)
—tr(a B —al —bl)

durchlaufen, wenn t von 0 bis 1
geht.

Endlich schliessen wir den Integrationsweg durch eine zur X-Axe
senkrechte, im Unendlichen belegene Strecke.

Die Uber diesen letzten Theil des Weges geflihrte Integration
liefert den Werth 0. Es bleibt also zurtick

und dieser Ausdruck ist nach der Bezeichnung von § 4

erstreckt Uber alle die im Innern des Gebietes liegenden Unendlichkeits-
punkte von f(z).

L&sst man nun t nach Null gehen, so wird die Summe der beiden
ersten Integrale

Im dritten Integrale wird fur T = 0 die Exponentialfunction gleich 1;
T geht inF(0) Uber; und es bleibt nur
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zuriick. Mau erhdlt also die Gleichung

(10)

§ B
In diese allgemeine Gleichung setzen wir wieder f(z) = 1 ein
und trenne# dann das Reelle vom Imagindren. So entstehen die Re-
sultate

(11)

Diese Formeln werden sonst, wenn man bei den Integralen einer
reellen Variablen stehen bleibt und nicht das Complexe oder zwei
Variable zu Hilfe nimmt, viel umstandlicher abgeleitet. In ihnen
missen a und al positiv sein; die Voraussetzungen 0ber b und bl
kénnen wir fallen lassen, da durch Zeichenanderung derselben nur eine
unwesentliche Verschiebung in der Figur eintritt.

Setzt man in der ersten Formel (11) b = 0, bl = 0 ein, so erhalt
man die bekanntere Form

(12) (a,al =0).

Setzt man in der zweiten bl = 0 ein, so entsteht

(13) (@a=0)

und hieraus durch Anwendung der Methode aus Vorlesung 5, § 13

Far b = 1 ist dies abermals das Integral, welches dem Dirichlet'schen
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zu Grunde liegt, und dessen Discontinuitat ersichtlich ist. Bedenkt man,
dass b = 0 den Werth 0 liefert, so gilt fir jedes reelle 6:

(14)

da wir ja in Vorlesung 10, § 10, S. 173 sgn 0 = 0 definirt haben. Von
Dirichlet ist dieses Integral als discontinuirlicher Factor in sehr
merkwirdiger Weise gebraucht worden. Darauf gehen wir weiterhin
genauer ein,

Behufs kinftiger Benutzung wollen wir die Gleichung (14) noch
ausfuhrlich niederschreiben:

(14%)

§7
I11. Wir wollen uns jetzt mit dem, im Vorhergehenden als Integral-
Logarithmus bezeichneten Ausdrucke etwas néher beschéftigen, welcher
im ersten Paragraphen durch

(x> 0)

definirt worden ist.

Integriren wir in der reellen Axe von — oo bis zu dem negativen
Werthe — &, dann fir ein constantes x = — ¢ in einer Parallelen zur
Y-Axe vony=0 bis y=-o0, von da flr ein constantesy bis x= - oo
und von dem Punkte X = — oo, y = + oo parallel zur VAxe zuriick
zum Ausgangspunkte X = — oo, y = 0, dann wird die Summe dieser
Integrale bei f(z) = 1 zu Null werden; und da jedes der beiden letzten
Integrale einzeln verschwindet, so erhalt man

(1 = 0),

oder, wenn wir x statt — ¢ einsetzen,

(15) (x<0)

In der reellen Axe kann man des Nullpunktes halber nicht von
— oo ab bis zu positivem x = + ¢ integriren. Wir wollen uns deshalb
so helfen, dass wir auf der negativen X-Axe bis zur Entfernung x= — g

Kronecker, Integrale. 14
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gehen, dann auf einem um O mit p geschlagenen Halbkreise bis x=+Q
von da bis x = + & und dann parallel zur Y-Axe ins positiv Unend-
liche. Das Integral (ber den im Bereiche des positiven y liegenden
Halbkreis ergiebt

und daraus erhdlt man fur ein positives ¢

Wir haben nicht das Recht, die Summe der beiden ersten Inte-
grale ohne Weiteres gleich

zu setzen, denn dies durften wir nach den Auseinandersetzungen der
ersten Vorlesung nur thun, wenn die Summe

(0, T>0)

eine von der Art der Grenzibergange unabhdngige Bedeutung besésse.
Weil dies aber hier nicht der Fall ist, so missen wir sagen, dass der
Integral-Logarithmus fur positive § gar nicht existirt. Und wenn man
ihn trotzdem durch die Gleichung

(15%) (x> 0)

definiren will, so ist li ex fir ein positives x nicht als Integral sondern
eben nur als die Summe dieser besonderen Grenzwerthe aufzufassen.

Wir gehen hierauf so ausfihrlich ein, weil in der Literatur that-
sachlich eine Ausdehnung des Integralbegriffes in der angegebenen
Richtung vorkommt. Cauchy hat namlich Integral-Werthe

als Hauptwerthe (valeurs principales) in Betracht gezogen, auch wenn
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keinen Sinn hat. Es ist jedoch aus unseren Ueberlegungen Klar, dass
man besser thut, dieser Einflihrung nicht zu folgen.

§ 8.

Gehen wir aber fiir den Augenblick auf den Cauchy’sehen Haupt
werth ein, so haben wir

(€=0)

zu setzen. Diese und die entsprechende Gleichung fir einen negativen
Exponenten vereinigen sich zu

(15*%)

Trennen wir hierin die reellen von den imagindren Theilen, so ent-
stehen die beiden Gleichungen

(10)

In die erste dieser Gleichungen setzen wir — x statt x ein, addiren
und subtrahiren die entstehende und die urspringliche Gleichung und
erhalten dadurch

(17)

Die zweite Gleichung (16) liefert, auf dieselbe Art behandelt, unter
der Voraussetzung x > 0,
14*
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(x>0

Diese beiden letzten Formeln liefern nichts Neues; sie gehen sofort
aus den Formeln (9) hervor. Die Formeln (17) dagegen liefern natirlich
neue Resultate. Man findet beide in Schlémilch’s Compendium ohne
Benutzung von Functionen zweier Veranderlicher auf nicht ganz ein-
fache Weise abgeleitet.

§ 9
Endlich wollen wir noch die Reihenentwickelung des Integral-
Logarithmus geben. Man hat

und insbesondere wird

Die letzte Klammei- ist eine Constante, welche nach dem Mathematiker,
der sie zuerst auf eine grossere Anzahl von Stellen berechnet hat, den
Namen der Mascheroni’sehen Constante tragt (vgl. Lorenzo Masehe-
roni: Adnotationes ad Euleri Calculum integralem). Sie lasst sich
auf Grund der soeben gemachten Umwandlungen leicht in der Form

darstellen.  Ihr angendherter Werth ist
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C = 0,577215664901532860 - - -

Dieser Constanten kommt noch eine andere interessante Bedeutung
zu. In die rechte Seite der Gleichung

tragen wir flr z ein; dann wird die rechte Seite

und lasst man n ins Unendliche wachsen, dann zeigt sich, dass

ist.
Die Formel fur lie-€ wird also

In dieser Form hat schon Euler die Entwickelung gegeben (Instit.
Cale. Int. I, Cap. IV. § 228). Ebenda macht er (§ 219) auf die Be-
deutung des Integrals

oder

aufmerksam, von denen das zweite mit dem ersten durch die Sub-
stitution x = logy zusammenhangt. Nach Mascheroni (1750—1800),
den wir schon erwéahnten, und der sich besonders auch durch sein Werk
tber die Geometrie des Cirkels bekannt gemacht hat, hat sich Soldner,
ein deutscher Mathematiker und Feldmesser, zum Zwecke der Berechnung
des lie-& flr grosse & mit diesem Integrale beschaftigt (Theorie et tables
d'une nouvelle fonction transcendante, Miinchen 1809; Monatliche Cor-
respondenz v. Zach, XXIII, 1811; 182—188). Soldner ist einer der
wenigen wissenschaftlichen Ménner Deutschlands, die in der Verwaltung
ihre Carriere gemacht haben. Von Soldner stammt auch die nicht sehr
gllckliche Bezeichnung ,,Integral-Logarithmus®. Bessel beschéftigte sich
gleichfalls mit dieser Function (Untersuchung der durch das Integral

ausgedriickten Function. Konigsberg, Arch. f. Naturw. u. Math.
1812 St. 1). Hochst interessante Bemerkungen (ber dieselbe lesen
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wir im Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel S. 161, 163 und
besonders 156 und 171 ff., aus denen hervorgeht, dass Gauss schon
1811 tief in die complexe Integration eingedrungen war.

Im zweiten Bande von Gauss' Werken (S. 444) findet sich ein
Brief an Encke, in welchem darauf aufmerksam gemacht wird, ,dass
»die Anzahl aller Primzahlen unter einer gegebenen Grenze n nahe
~durch das Integral

wausgedriickt werde*. Die auf S. 438 — 443 desselben Bandes abge-
druckten Tafeln geben Belege dafr.
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Der Dirichiet’sehe discontinuirliche Factor. — Verschiedene Formen desselben.

— Beispiele fir die Verwendbarkeit des discontinuirlichen Factors. — Coefti-

cienten-Bestimmung einer allgemeinen Reihe. — Deutung als Fourier’sches und

als Cauchy’sches Integral. — Besondere Falle. — Entwickelung- nach Sinus und
Cosinus von Vielfachen eines Winkels.

§ L
Wir gehen jetzt auf die Theorie und die Anwendungen des in der
letzten Vorlesung bereits erwéhnten Dirichlet’schen discontinuir-
lichen Factors ein. Die daselbst abgeleiteten Formeln (5) und (5*)
kann man

1 firx>0
%o =0
1) 0, x<0

= % (1+ Sgn x)

schreiben. Dies ergab sich aus Betrachtungen, welche mit dem Inte-
gral-Logarithmus in enger Beziehung stehen.

Ein specielleres Integral, das gleichsam nur ein Durchschnitt dieses
allgemeineren ist, insofern in ihm nur eine Variable vorkommt, ergiebt
sich, wenn man von (6) der vorigen Vorlesung, namlich von

)

ausgeht, in ihm einmal b = o + B, das andere Mal h = a - 3 einsetzt
und dann die Resultate addirt. o und B sollen hierbei als absolute
Zahlen genommen werden. Es entsteht hierbei

oder nach einfacher Umformung

®)
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Aus (14*) der vorigen Vorlesung folgt ebenso

(3)

Eine fast noch hibschere Form als (3) erhédlt man durch partielle
Integration flr

das ergiebt namlich mit Hulfe von (3)

Je nachdem also a = R oder § > a ist, erhalt man als Resultat B oder
ao: d. h. es ist

a @B=aq,
B (a=R)

Diese Form hat den Vorzug der symmetrischen Gestaltung des Integrals
neben demjenigen einer stdrkeren, durch das v2 des Nenners hervor-
gerufenen Convergenz. Durch Differentiation nach £ kommt man auf
(3) zurlck. Auch hier konnen wir tbrigens durch Verwendung des
Zeichens sgn die rechte Seite einheitlich schreiben, namlich in der Form

Yo (@ + B) — (a — B) sgn (a - B))

Die angewendete Methode fiihrt zu weiteren discontinuirlichen Integralen.

§ 2.

Die discontinuirlichen Integrale (1), (2) und (3) kann man vielfach
sehr nutzbringend verwenden.  Zundchst lassen sie sich zur Besei-
tigung etwaiger durch die Integrationsgrenzen auftretenden Schwierig-
keiten gebrauchen. In dieser Beziehung hat Dirichlet einen uber-
raschend einfachen Gedanken — wohl nicht gehabt, denn das muss
man auch von Anderen vor ihm schon annehmen — aber ausgefihrt.
Am besten wird seine Tragweite durch das Beispiel einleuchten, auf
welches er selbst seine neue Methode mit besonderem Vortheile an-
gewendet hat.
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Ist eine Integration Uber den ellipsoidischen Raum

zu erstrecken, also

uber alle Punkte im Innern eines Ellipsoids auszudehnen, so wirde die
Ausfiihrung der Integration, wenn nicht gerade F =1 ist, infolge der
Grenzen wesentliche Rechnungen fordern. Nun folgt aber aus (3)

je nachdem der Punkt x, y, z innerhalb oder ausserhalb der Begrenzung

liegt, wahrend fir Punkte der Flache selbst das Integral = % wird.

Multiplicirt man also das zu behandelnde Integra”mit dem zuletzt auf-
gestellten discontinuirlichen Factor, dann darf man in Beziehung auf
alle Variablen von — oo bis + oo integriren, ohne etwas Anderes zu
erhalten als das obige dreifache Integral mit der gegebenen Grenz-
bedingung. Das ergiebt also

Bezeichnet man den Ausdruck

als Dichtigkeits-Function, so hat diese die Eigenschaft, fir Punkte
im Innern des Ellipsoids eine vorgeschriebene Dichtigkeit F(X, y, 2)
und fir solche im Aeussern die Dichtigkeit Null zu geben.

Darin, dass man in jedem Falle die Grenzen eines Integrals auf
die einfachen constanten Werthe — oo, + oo fiir alle Variablen bringen
kann, indem man einen discontinuirlichen Factor hinzufligt, beruht
der einfache und fruchtbare Gedanke Dirichlet’s. Es ist eigentlich
eine Methode, mittels der Mathematik Unbequemlichkeiten zu beseitigen,
die durch die Natur gegeben sind; und es Uberrascht, dass man dies
durch rein formale Wegschaffung soll erreichen kénnen. Indessen
bietet doch auch, zwar nicht die Einflihrung, wohl aber die Benutzung
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jenes Factors manche Schwierigkeit, und es ist Dirichlet’s Verdienst,
diese nach Mdglichkeit gehoben zu haben. Sie bestehen nicht sowohl
darin, dass man ein vierfaches Integral statt eines dreifachen erhalt,

als vielmehr darin, dass eine Function von unter das
Integralzeichen tritt. Wir kommen auf dieses Problem zur(ck.

§ 3
Man kann {brigens den discontinuirlichen Factor schon bei einer
der einfachsten Integrationsfragen verwenden, ndmlich bei der Berech-
nung des Inhalts eines geradflachigen Kdorpers, etwa eines Tetraeders,
so dass die Grenzen der Integration von

fffdxdydz

durch vier Ungleichungen von der Form
ahx + bhy +=ch (h=1,2,3,4)

gegeben sind. Hier wiirde es umstandlich sein, die Integrationsgrenzen
fur x, y, z den Bedingungsgleichungen entsprechend auszudriicken, wah-
rend man bei Benutzung unseres Factors eine im Innern des Tetraeders
den Werth 1, im Aeussern den Werth Null ergebende Function erhalt.
Dadurch ist die Integration leicht zu bewerkstelligen, weil in den Inte-
granden unter den Cosinus nur lineare Functionen von X, y, z treten.
Fir n Variable werden wir die Berechnung des Rauminhaltes eines
dem Tetraeder entsprechenden Gebildes in der néchsten Vorlesung
durchfiihren.

Es harren in dieser Beziehung noch manche Aufgaben der Er-
ledigung; so die Beantwortung der Frage nach dem Volumen, welches
zwei Ellipsoide gemeinsam haben. Das dreifache Integral, durch
welches dieses Volumen ausgedriickt wird, sowie die zugehdrigen Grenz-
bedingungen lassen sich leicht hinschreiben; allein die Ausfiihrung der
Rechnung mit Hilfe des discontinuirlichen Factors ist noch nicht ge-
lungen.

Die Dirichlet'sche Benutzung des Factors bezog sich haupt-
sachlich auf die Darstellung des Potentials eines Ellipsoids fiir einen
beliebigen Punkt des Raumes. Bei den vor Dirichlet gelieferten
Ldésungen dieses Problems, das in der Analysis eine bedeutende Rolle
gespielt hat, und auf das wir weiterhin noch eingehen werden, kam
insofern nicht die eigentliche Natur der Sache zum Ausdruck, als man
zwischen den innerhalb — und den ausserhalb des Ellipsoids gelegenen
Punkten unterscheiden musste. Bei Einflihrung des Factors lasst sich
das Problem einheitlich behandeln.
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§ 4.

Wir wollen den discontinuirlichen Factor jetzt zur Bestimmung
der Coefficienten einer Reihe durch den Werth desselben verwenden.
Erwégungen, die der Zahlentheorie angehdren, haben zur Aufstellung
dieser Reihe gefihrt. Wir werden so verfahren, dass wir eine gewisse
Entwickelung mit unbestimmten Coefficienten als mdglich voraussetzen
und die Bestimmung derselben dann durch Integrale liefern.

Flr das Folgende ist es bequem, die zu entwickelnde Function
in die Gestalt zF(z") gebracht zu denken. Die Form der unendlichen
Reihe sei durch

gegeben, worin die At reelle, positive, mit Kk wachsende Zahlen sein
sollen; z mag complex = x vyi sein. Wir setzen hierbei die Con-
vergenz der Reihe sowie die Mdoglichkeit gliedweiser Integration fur sie
voraus. Die betrachtete Reihe ist eine sehr allgemeine. Flr e-z=¢
erhdlt man die Potenzreihen; fir A = log (k-}-1) ergiebt sich

eine sehr merkwirdige Reihe, welche von Dirichlet in die Zahlen-
theorie eingefiihrt und neuerdings darin viel benutzt worden ist.
Freilich haben bei ihm die cx nur specielle Werthe, und die Reihe
tritt im Allgemeinen nur fir die Félle auf, in denen sich z von
grosseren Werthen her der Einheit n&hert. Spater hat sich Riemann
mit solchen Reihen beschéftigt. Herr Stieltjes behandelte die Frage
nach den Nullwerthen derartiger Functionen.

Bevor wir uns aber zur Bestimmung der Coefficienten der Reihe (4)
wenden, schreiben wir unser Integral (1) noch einmal in der Form

1 (fir o > A)
2 (7 w=N\) O =>0)>
0 (, 0<AN)
wobei « sowie Ak positiv und reell sind. Multiplicirt man also (4) mit

(M« COn  An--1)

und integrirt von — oo bis + oco. so resultirt
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(x> 0)

Durch Subtraction dieser Gleichung von der fir n 1 entsprechend
gebildeten ergiebt sich bei Verminderung der Indices um 1

(x> 0),
() (W < wn < Ain+l).

Far n = 0 fallt das zweite Glied in der Klammer fort. Ueberraschend
ist es, dass in (5) auf der rechten Seite die M nur in der Gestalt der
beigefligten Ungleichheit vorkommen.

§ 5.

Mit Hulfe der Formel (5) kann man die Reihe (4) als Doppel-
integral darstellen, und zwar leiten wir am besten (4) aus einer allge-
meineren Formel her. Wir multipliciren cn mit einer noch unbestimmten
Function X(An) von An und summiren von n =0 bis h = oo, Dann
erhalten wir eine Reihe

(x> 0),

bei welcher die ct die Entwickelungs-Coefficienten aus (4) bedeuten.
Auch hier fallt fir x = 0 das zweite Glied der Klammer weg. Die
Summe rechts unter dem Integrale zerféllt demnach in

und dadurch geht die letzte Gleichung in
#=0)

Uber. Setzt man jetzt die zunédchst unbestimmt gelassene Function
X(Ax) als differentiirbar voraus, so kann man
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in die letzte Formel eintragen und erhalt

(x=>0)

Nun war wx nur der Bedingung unterworfen, zwischen A und An+l
zu liegen. Denken wir uns das Integral nach w als Grenze einer Summe

so kdnnen wir den Exponentialfactor einem jeden einzelnen Summanden

in der ihm angemessenen Form
eu(y)z-

zuordnen; d. h. wir kénnen einfach ewz unter das Integralzeichen ziehen.
Ist dies geschehen, dann lasst sich die Summe der Integrale bilden,
und so resultirt

(6) G > 0).

Wir erinnern daran, dass die ¢ die Entwickelungscoefficienten aus
(4) sind, so dass (6) eine Reihe ist, welche durch Specialisirung in (4)
selbst Ubergefiihrt wird sobald man nur

X(w) = eM~wr
einsetzt. Dadurch ergiebt sich im Besonderen

) (#>0)

Ist {=2¢& i, so tritt als Bedingung noch x < ¢ auf, weil sonst
das Integral auf der rechten Seite nicht mehr convergent bleibt.
Fur & = log(x + 1) geht die allgemeine Formel (6) in

und diese, wenn man
X(w) = ¢*
annimmt, in /
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Uber.

Derartige Reihen kommen mehrfach in Dirichlet’s Arbeiten vor.
Auch aus (6) ist die Bestimmung der Coefficienten cx moglich. Man
setzt alle X(Az) = 0 mit Ausnahme eines X.(An) und dadurch ergiebt
sich unmittelbar cn

Wir erkennen schon hieraus, dass bei diesen Reihen, die absolut
convergent sein mussen, die Coefficienten eindeutig bestimmt sind. Es
ist dies hervorzuheben, weil man Uberflissiger Weise bei speciellen
Functionen noch besondere Beweise gegeben hat.

§ B

Die merkwiirdige Formel (7) fihrt uns wieder auf die Fourier
sehen Doppelintegrale zuriick (vgl. die funfte Vorlesung § 9); ja wii
haben in (7) gewissermassen das Fourier’sehe Integral fir complexe
Variable. In speciellen Fallen geht (7) geradezu in jenes Integral
tber. Dort hatten wir, weil es sich um reelle Functionen handelte
die Cosinus, wéhrend hier die Exponentialfunction auftritt.

Andrerseits stellt sich das Integral auch als Cauchy’sches Integral
dar. Flhren wir ndmlich zuerst die Integration in Bezug auf w durch,
so entsteht

0 <x<¥),

und aus der Bedingung x < ¢ folgt, dass der Exponent fir w = oo
einen unendlich grossen, negativen reellen Theil hat. Man findet daher

®)

oder

(8%)

Setzt man statt F(z)

ein, so kann man auch schreiben
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wo dann vorauszusetzen ist, dass G(z) flr positive, beliebig grosse x
unter einer endlichen Grenze bleibt.

Ware die Integration auf der linken Seite von (8*) statt gerad-
linig von x & . i bis X — oco-i (ber den Umfang irgend eines ge-
schlossenen Gebietes ausgedehnt worden, in dessen Innerem F(z) keinen
Unendlichkeitspunkt besitzt, so wiirde die letzte Formel dem Caucliy’-
schen Integrale entsprechen.

Wenn wir also nachweisen, dass die Integration (ber einen Halb-
kreis um z =x 0 i mit unendlich grossem Radius von y = — oo
bis z= + oo erstreckt, den Werth 0 giebt, dann steht die letzte
Formel wirklich unter dem Bereiche des Cauchy’sehen Integrals.

Wir wollen daher das Integral

Uber diesen Halbkreis erstrecken. Dabei haben wir
Z = X 4- Reluri (X und R sind constant)

zu setzen, und v ist von ' bis 41, stetig Uberzufiihren. Die

Summe im Zé&hler des Integranden wird stets endlich bleiben, da die
Reihe fur zF(z) unbedingt convergent, also die Summe der cx endlich
ist, und da die Exponenten einen negativen reellen Theil haben. Der
Nenner wird bei der Bezeichnung

X — { = pe2ari
als absoluten Betrag den Werth

haben, und dieser Werth liegt zwischen R + ¢ und R-© und wachst
also mit wachsendem R zugleich Uber alle Grenzen. Endlich wird

Es muss sich daher mit wachsendem R der absolute Betrag des Inte-
granden und damit auch das Integral selbst der Null ndhern. Damit
ist bewiesen, dass (7) auch als Cauchy’sches Integral aufgefasst werden
kann und sich direct aus ihm ableiten lasst. Das zeigt wieder die weit-
tragende Bedeutung dieses Integrals.
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§ 7.

Beginnt man bei der Integration von (7) mit dem inneren Inte-
grale nach z und beriicksichtigt die erste Gleichung auf S. 220

(An <w <An+1)

so geht (7), wenn man die Summe der cu, welche als dis-

continuirliche Function von « auftritt, mit W(w) bezeichnet, in

Uber. Dieses Integral denken wir uns nun in partielle Integrale zerlegt,
deren Bereiche von A bis Al von Al bis A2, ... gehen. Dann wird
W(w) nach der obigen Formel fur das erste den Werth s0, fiir das zweite
den Werth sl, ... haben: d. h. es entsteht

wobei die s constante Werthe besitzen. Somit bricht unser Doppel-
integral, wenn man zuerst nach z integrirt, von selbst in eine Reihe
auseinander, wéhrend man das Cauchy’sche Integral erhdlt, wenn man
mit der Integration nach w beginnt.

Von unserem jetzigen Standpunkte aus erklart sich auch die am
Schlisse von § 4 hervorgehobene Thatsache. Wir sehen hier, dass
die Az als die Unstetigkeitsstellen der Function

erscheinen; und dies zeigt uns, dass wir viel mehr erhalten, als wir
gefordert hatten. Wir suchten nur die Coefficienten ¢t und erhalten
dusser ihnen noch die Ant

Man sieht, dass die gewohnlichen, nach ganzen Potenzen fort-
schreitenden Reihen ein specieller Fall unserer Reihen sind. Dabei
treten die ganzen Zahlen als die Unstetigkeitspunkte auf, und e—z ist
gleich der Basis der Potenzen zu setzen.
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§ 8.

Wii- wollen die letzten Betrachtungen am Beispiele derjenigen
Functionen erldutern, flr welche reelle Entwickelungen nach Cosinus
oder nach Sinus von Vielfachen des Bogens bestehen, nadmlich an

Dabei sei @(0) = 0, und pn+1=>pn;vn+l > vnalle y, v sollen als
positiv vorausgesetzt werden, die mit n ins Unendliche gehen. Mul-
tiplicirt man nun @(u) und y(v) mit den Factoren

bezw.

(un < @ < pn+l) (vn-1 < w < wvn)

und integrirt dann nach v von — oo bis + oo, so erhdlt man unter
Bericksichtigung der Gleichung (3) aus dem ersten Paragraphen

n<w <
und

(vn-1 < <vn).

Dabei setzen wir die Convergenz der Reihen auf der rechten Seite
voraus und wollen im Folgenden der Kiirze wegen

schreiben.  Wenn ®1(v), '®l(y) beliebige Functionen bezeichnen, dann
wird

Summirt man von o=l bis a=r, und fugt noch die von 0 bis o

bezw v0 genommenen Integrale nach ® hinzu, dami entsteht
Kronecker, Integrale. 15
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Wenn insbesondere

Pl(w) = sinuw, W1(w) =cosuw
ist, dann wird das erste Resultat, falls man zugleich r ins Unendliche
gehen lasst, folgende Gestalt annehmen:

und da nach der Voraussetzung

ist, so giebt dies

In gleicher Weise folgt aus der zweiten Zeile dieser Seite

Weil ferner sinuw - sinuw und cosuw - cosuw gerade Functionen von
w sind, so konnen wir die Schlussbemerkungen aus Vorlesung 1,
§ 6, V benutzen, und ihnen zufolge

und

schreiben. Den Annahmen gemass, die wir durch die Darstellung von
@(v) und Y(uv) gemacht haben, ist ®(v) eine ungerade und W(v) eine
gerade Function, und daher sind ®(v) cosvw, W,(u)sinvw ungerade
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Functionen vonv. Nach den eben angefiihrten Bemerkungen der ersten
Vorlesung ist also

und die beiden vorhergehenden Formeln gehen durch Addition mit den
entsprechenden beiden letzten, in

und

Uber. Durch Addition dieser beiden Gleichungen kann man die Be-
schrankung, dass ® ungerade und W gerade sein muss, beseitigen.

Setzen wir ®(u) + W) = F(u),
so wird

Dadurch sind wir direct auf das Fourier’sche Doppelintegral zuriick-
gekommen.

Integrirt man hierin zuerst nach w, so wird die rechte Seite

also zum Dirichlet’schen Integrale.
Integrirt man dagegen zuerst nach v, so kommt

heraus. Das innere Integral zerfallt dabei in

15*
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denn die weggelassenen Glieder geben Null, da ihr Integrand eine un-
gerade Function ist. Hier konnen wir nun wieder die Formel (3) des
discontinuirlichen Factors anwenden. Ist po|<px, dann verschwindet
das erste Integral; ist |w|> vy dann verschwindet das zweite Integral.
Danach entsteht fir das Doppelintegral unter Beriicksichtigung der
am Anfange des Paragraphen gemachten Annahme, dass x 0 ist,

So Dbricht also auch hier das Integral in einzelne Theile auseinander.

Dass alle diese Entwickelungen von einem gemeinsamen Centrum
ausgehen oder dahin zusammenlaufen, konnte erst bei der Ausdehnung
der Betrachtungen auf zweifache Integrale gezeigt werden. Aber auch
auf sie kénnen wir uns nicht beschranken; wir missen zu mehrfachen
Integralen (ibergehen, und dies soll in der néchsten Vorlesung ge-
schehen.



Vierzehnte Vorlesung.

Mehrfache Integrale. — Transformation bei dreifachen Integralen. — Auffassung

mehrfacher Integrale als Grenzwerthe mehrfacher Summen. — Transformation n-

facher Integrale. — Beispiel. — Historisches. — Ueber Elimination. — Volum-

berechnung des allgemeinen Prismatoids. — Euler’sehe Integrale. — IM-Functionen.

— Berechnung verschiedener Volumina. — Fundamental - Eigenschaften der TI'-
Functionen. — Gauss'sehe Productformel.

§ L
Wir beginnen unsere Betrachtungen ber die mehrfachen Integrale
mit dei’ Transformation dreifacher Integrale.
Wir wollen von folgender Definition ausgehen: Es sei

(1) Jt(x,y,z)dxdydz = J
diejenige Function von Xx.y.z, fiir welche die Gleichung

gilt, f(x,y,z) soll eindeutig und stetig sein.

Wir nehmen an, dass die Integration mit z beginnt, dann nach y
Und endlich nach x durchgefiihrt werde. Entsprechend wollen wir auch
die Transformation des Integrals zuerst nach z vornehmen. Unsere Ab-
sicht ist es, an die Stelle der drei Variablen X,y,z drei andere & n, ¢
einzufthren.

Dabei setzen wir fest, dass

) x=0E&nQ y=uwEny =xEno

eindeutige Functionen von &, n, C seien, die so beschatten sind, dass
auch umgekehrt zu jedem reellen Werthsysteme von &, n, { nur ein
reelles Werthsystem von X, y, z gehdrt — wenn auch nur in gewissen
Gebieten —; dass also in diesen Gebieten gegenseitige Eindeutigkeit
des Entsprechens der Werthe-Tripel stattfindet.

Betrachten wir jetzt z als Function von X, y, & dann kodnnen wir
immer noch die Gleichungen (2) als glltig ansehen; aber von diesem
Gesichtspunkte aus sind ¢ und n nur Vermittler des Abhéngigkeitsverhalt-
nisses zwischen X, y,z und X, y {. Wir haben dann nur das einfache
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Integral nach z zu transformiren; und dies geschieht vermittels unserer
friheren Methoden. Wir missen dz durch ersetzen und also die

partielle Ableitung von z nach ¢ bestimmen, wobei naturlich x und y
als Constanten zu gelten haben. Dabei entsteht durch Differentiation
nach  aus (2)

worin, bei &hnlicher Bezeichnung wie wir sie friiher gebrauchten,

sein soll. Dieses Gleichungssystem liefert

und mithin wird zunachst

Von den Determinanten ist hier, wie friher, nur der absolute Werth
einzutragen. Die in T und in die Determinanten eintretenden Grdssen
¢ und n spielen lediglich eine auf (2) gestiitzte Vermittlerrolle.

Der weitere Theil der Aufgabe ist nach Verdnderung der Inte-
grationsfolge die Transformation des zweifachen Integrals

mittels der beiden ersten Gleichungen von (2), in denen jetzt ¢ als
(konstante aufzufassen ist. Diese Aufgabe haben wir schon geldst (Vor-
lesung 2, § 5). Benutzt man das dabei gefundene Resultat, so erhalten
wir als Endresultat fir unsere Transformation

®)

Zu beachten ist, dass von der Determinante nur der absolute Werth
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auftritt; und ferner, dass dieselbe nicht verschwinden darf. In diesem
Falle wéaren ndmlich die drei Functionen ¢, g, x hicht von einander
unabhéngig.

8 2

Bei unseren Betrachtungen wwurde vorausgesetzt, dass es wirklich
eine Function J = F(x,y, z) giebt, die der Forderung

genligt. Ist dies der Fall, dann nahert sich die dreifache Summe

dem Integralwerthe J, wenn man alle Intervalle immer kleiner werden,
und die Summation in dhnlicher Weise wie bei den einfachen und den
zweifachen Integralen (ber das ganze Gebiet der Integration sich er-
strecken lasst. Dies wirde bei constanten Grenzen die einfache Dar-
stellung

4)

entsprechend der friiheren Schreibweise geben. Der Beweis fir die
Behauptung einer solchen Anndherung ist dem, bei den einfachen Inte-
gralen gegebenen ganz analog.

Die Definition des dreifachen Integrals haben wir auch hier nicht
aus dem Grenzwerthe der Summe entnommen, da Uber seine Existenz
ohne besondere Voraussetzungen nichts bekannt ist. Ist ein solcher
Grenzwerth aber vorhanden, dann kann er allerdings in allen Glei-
chungen an die Stelle des Integrals gesetzt werden.

Hat man keine festen Grenzen, sondern als Integrationsbedingung
fur die Festlegung des Gebietes nur die Ungleichung

Fo(x, y, z) <O,

welcher die drei Variablen zu unterwerfen sind, dann kann man bei
der fir das Integral zu setzenden Summe nicht mehr wie in (4) die Aus-
dehnung der Summation fur die einzelnen Variablen bestimmen. Das
einfachste Auskunftsmittel scheint hier die Einfuhrung neuer Variablen
& n, T zu sein, durch die das neue Gebiet ein Parallelopiped wird; das
wirde also eine Abbildung des Gebietes (4*) auf das Parallelopiped
sein. Allein das ist nicht immer der bequemste Weg; es liegen in der
passenden Wahl der Functionen ¢, @, x manche Schwierigkeiten.
Haufig gelangt man durch die Dirichlet’sche Methode des dis-
continuirlichen Factors, dessen Gebrauch in der letzten Vorlesung
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angedeutet wurde, zum Ziel. Wir gehen in § 5 genauer darauf ein und
werden, da sich die Aufgabe, an der wir es zeigen wollen, ohne Mihe
auf n-fache Integrale (bertragen lasst, die Behandlung gleich in diesem
Sinne durchfiihren. Dazu muss jedoch erst die Umformung «-facher
Integrale bei der Transformation der n Variablen, analog derjenigen
bei zwei- und dreifachen Integralen gezeigt werden.

§ 3
Wir denken uns in dem ahnlich definirten n-fachen Integrale

J =If(zl, z2, - .n)dzldz2...dz

zunéchst im Innern das einfache Integral

If(zl, z2,...,zn)dzn

abgesondert und fiihren hierin fur zn die neue Variable {n ein, welche
durch die Gleichungen
m=gn(@22...0n @W=12,...n

mit den z verbunden ist. Es sollen dabei wieder die z eindeutige
Functionen der ¢, und die C eben solche der z sein; d. h. wenigstens
innerhalb gewisser Gebiete soll jedem Werthsystem z1,...zn nur ein
Werthsystem {l,...02 entsprechen und umgekehrt. zn ist zunéchst als
Function von z1, z2, ...zn=1, & zu betrachten, und daraus ist

Zu bestimmen. Bezeichnet man die partielle Ableitung
so folgt fir A =1,2,...n —1
und ferner ist

denn im innern Integrale gelten zl, z2, ... zn—! als constante Grdssen.
Aus diesem Gleichungssysteme resultirt dann

i,Lk=1,2,...n

(g,h=1,2,,..n—1)

und daher
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wo die ¢ als Functionen von zl,z2,...zn-1, {n aufzufassen sind.

Nun benutzen wir den Schluss von (n — 1) auf n, indem wir an-
nehmen, was in den Fallen n=2 und n = 3 schon bewiesen ist, dass
ein (n — I)-faches Integral

Jdz1 . dm-19(at, .. zn-1)
durch die Substitution
0 = ,...ln-1) m=1,2,..n=1
in das Integral

fa. .. do-1g(l,...gn-1) i)l (@h=1,2,...n -1)

umgeformt werde. Fidhren wir in der letzten Form von J die Inte-
gration nach { an letzter Stelle durch und setzen

wu(d,...in-1)=e(l,...(n-1,{n)

wobei % als constant anzusehen ist, dann entsteht das Schlussresultat
J=_[dzl- - - dznf(zl,...zn)
(5) _
=[aqr . deof(ol..onyloik (k=12 ...n)

Die Eindeutigkeit der Transformation verlangt wieder, dass die Deter-
minante im ganzen Integrationsgebiete von Null verschieden sei.

Wir wollen noch bemerken, dass unter der Voraussetzung der
Existenz einer Function, welche der Gleichung

gendgt, die n-fache Summe

sich dem obigen n-fachen Integrale nahert, wenn die Abstinde
- zt,2ht)

immer kleiner gemacht werden, und die Summe stets (ber alle Theile
des Integrationsgebietes erstreckt wird.
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§ 4

Ein Beispiel mége die Transformationsformel erldutern.
In

_FTjdzidz2 - - - dzn (>z2k< @)

bedeute r den Ausdruck (3z2k)%, und die Integration erstrecke sich
Uber alle Systeme z, fur die r < g ist, d. h. also Uber das Volumen
einer n-fachen sphéarischen Mannigfaltigkeit. Wir fiuhren n neue
Veranderliche r, ul, u2, ... un-1 durch die Gleichungen

k = ruk; k=1...n

ein. Dabei geht r von 0 bis p, und un ist durch die Summengleichung
bestimmt. Man findet durch Differentiation

dzk = rduk + ukdr k=1, ...n—=1),

Die Functionaldeterminante {pik | wird dabei

ul, r, 0, ... O ul r, 0, ...0
uz2, 0, r, ...0 u2 o, r,h ...0
un-l, 0, o ... r uwn-1,; O, O, ...r
0, 0, ...0

und also wird g zu Unter Benutzung dieses Werthes folgt

fur das betrachtete Integral das Transformationsresultat

oder, wenn wir das von T unabhédngige letzte Integral, welches in den
Féallen n=2 und 3 zu 21 bezw. 4n wird, mit @ bezeichnen, dann re-
ducirt sich das obige n-fache Integral auf das einfache
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Ueber die Bedeutung von w vergleiche man den § 7 der fiinfzehnten
Vorlesung. Hier sei nur daran erinnert, dass bei der Berechnung des
Integrals die Vorzeichencombinationen der uk zu berlcksichtigen sind.

§ 5.

Die ganze Deduction des dritten Paragraphen ist von Jacobi
in der Abhandlung ,De determinantibus functionalibus* (Werke IlI
S. 393—438) zum ersten Male begrifflich und rechnerisch formal ab-
geschlossen gegeben worden. Fir dreifache Integrale hatte bereits
Lagrange die Transformation durchgefiihrt; aber der Begriff und das
Wort Functional-Determinante treten erst bei Jacobi auf. Die
Englander gebrauchen zur Bezeichnung dieser Determinante haufig den
Ausdruck Jacobian. In Jacobi’s Aufsatze ist nicht beachtet, dass
bei der Transformation der Integrale immer nur der absolute Werth
der Functionaldeterminante eine Rolle spielt, weil ndmlich die Reihen-
folge der Integration einflusslos sein muss.

Bei der Herleitung, wie sie bei Jacobi steht und in die meisten
Lehrbucher aufgenommen ist, muss man ferner beachten, dass die
Maoglichkeit der Elimination der Variablen aus den gegebenen Glei-
chungen vorausgesetzt ist. Jacobi driickt sich einmal direct so aus,
dass man (l, 2. .. (n~!1 eliminiren kénne. Eine solche Voraussetzung
ist aber nicht immer statthaft (vgl. Creile’s Journ. f. d. r. u. ang.
Math. Bd. 72 ,,Bemerkungen zur Determinantentheorie” 11, § 2). Denn
es giebt Beziehungen zwischen Grdssen, welche durch Beziehungen zu
andern Grossen vermittelt sind, und bei deren Definition eine solche
Vermittelung unvermeidlich ist, d. h. also, es giebt Fé&lle, in denen
eine Elimination nicht angeht. Dies zeigt das folgende einfache Beispiel:

X =sin2tm, y = sin 2atm,

worin flr o irgend eine beliebige Grosse gewahlt sein darf. Durch
die beiden Gleichungen wird sicher ein Abhéngigkeitsverhéltniss zwischen
x und y festgestellt, und zusammengehorige Werthepaare lassen sich aus
trigonometrischen Tafeln entnehmen. Geben wir nun dem t eine Reihe
von Werthen t, t1, t+ 2, ..., dann bleibt x dabei ungeandert,

und wenn a eine rationale Grosse mit recht hohem Nenner ist, so ge-
horen zu diesem x sehr viele Werthe von y; ist o irrational, dann
konnen die Werthe von y jeden beliebigen echten Bruch erreichen.
Wollte man einwerfen, dass streng genommen nur eine beliebige An-
naherung an jeden beliebigen Werth mdglich sei, so wére zu erwidern,
dass von einer andern als einer angenaherten Berechnung bei diesem
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Beispiele tberhaupt ebenso wenig wie etwa bei der Berechnung eines
willkirlichen Integrals die Rede sein kann. Die Vermittelung durch t
ist eben unvermeidlich, und die Elimination

y = sin [a arc sin X]

ist lediglich als eine formale Wendung und ein Ausweichen anzusehen.

Das sind Ueberlegungen, die geeignet sind, ihre Schatten auch auf
andere Gebiete zu werfen und z. B. die Frage zu beriihren, ob man ein-
zelne Abel’sche Integrale umkehren solle oder nicht. Herr Casorati
hat sich eingehend mit dieser Frage beschéftigt (Comptes rendus 1863,
Decembre; 1864 Janvier; Milan 1885 u. s. w.), und glaubt sie im Gegen-
sdtze zu Jacobi bejahend beantworten zu missen. Das sind aber
lediglich Wortk&mpfe. In der Mechanik treten freilich solche Forderungen
auf, aber da liegt, wenn der Integralwerth gegeben ist, auch kein
Zweifel vor, weil es sich eben nur um reelle Werthe handelt. Die Frage
ist jedoch bei theoretischen Erérterungen die, ob es denn auch zu
wirklich schénen Resultaten kommt? Von diesem Gesichtspunkte aus
hat Jacobi, der herkulische Analyst, sie auch angesehen; und deswegen
hat er auf die Behandlung der Umkehrung der einzelnen Integrale ver-
zichtet und sich lediglich mit der Umkehrung von Systemen solcher
Integrale beschaftigt. Ja, diese Fragestellung ist gerade als eine seiner
Meisterleistungen zu bezeichnen.

Unsere Ableitung der Transformation hat sich von dem Begriffe
der Elimination frei gehalten und nur die vollkommen correcte Ver-
mittelung des Abhangigkeitsverhaltnisses durch die &I, .. .&n—1 zu Hiilfe
genommen.

§ 6.

Wir wollen jetzt die in der vorigen Vorlesung angekindigte, hierher
gehorige Aufgabe l6sen, den ,,Inhalt* des Gebildes im Gebiete von n
Dimensionen zu bestimmen, welches dem Tetraeder im Raume von drei
Dimensionen entspricht. Das bedeutet, der geometrischen Anschauung
entkleidet, die Berechnung des Integrals

_rdxl dx? ... dxn

unter den n + 1 Grenzbedingungen
Ci0 +cilxl +ci2x2 +...+cinxn>0 (i =0, 1,2,... n).

Fdhrt man die n Functionen

Ek=ck0 + ckixl + ck2x2 +.. +cknn>0  (k=1,2,...n)
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in das Integral ein, so geht dies in
(ibk=12,..n)

mit den n 4- 1 Grenzbedingungen

c00 + c01x1 + c02x2 + . . . +cOnxn>0; Ek>0 k=1,2,..n)
uber, deren erste wir durch die Einfuhrung der £ in die Form

CO+ClE&l + ...+ Cnén>0
gebracht denken kénnen. Natirlich ist dabei vorauszusetzen, dass | cik |
von Null verschieden ist. Wir flihren mittels der Gleichungen

eine zweite Transformation durch. Dann verwandelt sich das Integral in

g1, ... n),

und die letzte Bedingung fir die % in

1+ ==+ .+l
Wir setzen ferner voraus, dass alle Systeme der x und damit auch
diejenigen der & welche dem Integrationsgebiete angehéren, nur end-
liche Coordinaten haben. Von den ¢ steht also fest, dass sie positiv
sind und der Beziehung

gentigen; umgekehrt gehoren alle Systeme (€), deren Coordinaten diese Be-

dingungen erfillen, zum Integrationsbereiche. Wére nun etwa ne-

gativ, dann konnte man & beliebig gross positiv wahlen und dazu ein
System (€) des Integrationsbereiches bestimmen. Dies muss nach unserer
Annahme vermieden werden; also missen alle Coefficienten in der
Klammer negativ sein, und es sind demnach alle zi positiv.

Der Quotient, mit dem das letzte Integral multiplicirt wird, ist
offenbar positiv zu nehmen; deswegen haben wir ihn in die Vertical-
striche eingeschlossen. Diesen Bruch wollen wir jetzt durch die cxi
ausdriicken.

Es bezeichne cik das reciproke System der cik, so dass also

hk=12,...n)
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und

wird. Dann haben wir als Bedingung fir die & die Ungleichung

und es ist folglich

Zéahler und Nenner dieses letzten Ausdrucks lassen sich noch umwandeln.
Entwickelt man die Determinante |cpg (p, g = 1,2,...n) nach den
Elementen der hten Zeile, so entsteht, da ckhicpg| die Adjuncte von
ckh ist,

(h,p.g=1,2,...n),

und ersetzt man hierin die Elemente ckh durch die entsprechenden c0kh,
so kommt

heraus. Dadurch ist die Umformung des Zahlers gegeben.
Multiplicirt man ferner den Nenner

mit |cpa] (p,g = 1,2, ... n), dann geht das Product

weil die letzte Klammer die Adjuncte von cik enthélt, in die einfache

Determinante
crs| (rs=01...n)
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Uber. Somit ergiebt sich flir das ganze Integral die Darstellung

(6)

i,r,s=01,...n
(pk=0,1,...k—1,k+ 1....n)
g Po=1,2 ..n

§ 7

Die gestellte Aufgabe ist also durch (6) auf die Berechnung des
Integrals

_rdzl dz? ... dzn

reducirt worden. Nach dem Vorgdnge von Dirichlet kdénnen wir
gleich ein allgemeineres Integral behandeln, ndmlich

G)

Hier darf jedes der zk hochstens von 0 bis 1 gehen. Um diese Be-
schrankung zu beseitigen, und um die zweite Integrationsbedingung
unter das Integral selbst zu bekommen, kénnten wir dasselbe mit dem
discontinuirlichen Factor multipliciren, welcher durch die Gleichung

geliefert wird. Wir entnehmen statt dessen aber lieber aus der drei-
zehnten Vorlesung § 1, (3*) die allgemeinere Formel
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und bilden den Ausdruck

den wir dadurch handlicher machen, dass wir statt des Cosinus die Ex-
ponentialfunction einsetzen:

Wenn man nun durchmultiplicirt und die Exponentialfunction in
Factoren zerlegt, dann handelt es sich bei den Integrationen nach jedem
der zk, welches wir dabei durch t ersetzen, um Glieder von der Form

und dabei konnen wir uns auch noch auf die Betrachtung des einen
Werthes p + vi beschrdnken. Dieses Integral gestalten wir durch die
Einfuhrung z = (p+ vi)t in:

um und benutzen fiir seine Berechnung den Cauchy’sehen Satz. Wir
integriren von X = + oo y =20 langs der reellen Axe bis in die Nahe
des Nullpunktes x = ¢, y = 0, von da auf einer Parallelen zur T-Axe
bis zum Punkte €-+ni, dem Schnitt-
punkte mit der Geraden z =pt+-vti
und auf dieser entlang ins Unend-
liche; dann schliesslich, wieder pa-
rallel der Y-Axe, zum Ausgangs-
punkte zuriick. Da der Integrand
fiir keinen Punkt des umschlossenen
Gebietes unendlich gross wird, so
ist die Summe der Integrationsresul-
tate gleich Null, und da ferner der Integrand fiir unendlich grosse Werthe
von z mit positivem x zu Null wird, so liefert das dritte Integral,
welches Uber die unendlich ferne Gerade erstreckt wird, auch Null.
Die Integration Uber die in der N&he des Nullpunktes von z = ¢ bis
Z=e—+nji gehende Strecke ergiebt, weil e-z daselbst durch Verringerung
von ¢ dem Werthe 1 beliebig nahe gebracht werden kann.
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Da q hier positiv ist, so wird mit n auch der Werth dieses Integrals
nach Null convergiren.

Somit bleibt nur das Uber x=pt, y=ut erstreckte Integral
nebst dem langs der X-Axe genommenen {brig, und es wird, wenn
man flr x = ¢ zur Grenze Null geht,

§ 8.

Das Integral auf der rechten Seite hat von Legendre den Namen
des Euler’schen Integrals zweiter Gattung und die Bezeichnung
I(q) erhalten. Gauss hat fiir dasselbe eine andere Bezeichnung ge-
braucht, aber wir schliessen uns hier, wie Diriehlet, an Legendre an.

Unter Verwendung des Buchstabens I wird das Integral, von dem
wir ausgingen,

Falls eins der q keine ganze Zahl ist, muss die Potenz von p -f- vi so
bestimmt werden, dass

wird, und dabei ist der Bogen zwischen und zu nehmen.

Das folgt aus der Betrachtung des bei der Integration eingeschlagenen
Weges. Die Gerade 7 = (n + vi)t musste rechts von der lateralen

Axe vom Nullpunkte aus ins Unendliche gehen. Es liegt also arc tang
d. h. der Winkel, den diese Halbgerade mit der reellen Axe bildet,
zwischen und Aehnliches gilt fir die Potenz von p — ul.

Kronecker, Integrale. 16
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Dirichlet hat bemerkt, dass die rechte Seite der obigen Integral-
formel ungeédndert bleibt, wenn man das n-fache Integral links durch
ein &hnlich gebildetes einfaches ersetzt, in welchem nur g an die
Stelle des g tritt. Denn man hat ja als Specialfall die Formel

Dividirt man die erste der beiden Integralformeln durch diese zweite,
dann kommt als Schlussresultat

(8)

heraus.

So lasst sich also das n-fache Integral als das Product eines ein-
fachen Integrals mit einem Quotienten aus -Functionen ausdriicken.
Nimmt man die -Functionen als bekannt an, dann ist hierdurch das
n-fache Integral auf ein einfaches reducirt.

§ 9

Fir besondere Félle gestaltet sich das Resultat viel einfacher. Sind
alle g gleich 1, so ergiebt sich unter Beriicksichtigung der Formel

das Resultat
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Durch fortgesetzte partielle Integration des Integrals rechts erhalt man
die Darstellung der linken Seite in die Reihe

Istg, =1 (=1,2,...n), und ferner p = 0, dann folgt aus (8)

und der Werth von I(n) ergiebt sich wieder durch partielle Inte-
gration aus

als
rm=n-Drh—1)=n-—1)Trd)=n-— 1

Es wird also schliesslich, und damit erhalten wir die definitive Losung
der Aufgabe des sechsten Paragraphen,

9)

§ 10

Wir kehren jetzt zu unserer allgemeinen Integralformel (8) zuriick

und specislisiren sie in der Art, dass wir p gleich 0 setzen, die g da-
gegen allgemein lassen: dann entsteht

(10)

Flhrt man hier die Integration links in Bezug auf eine der Variablen,
etwa auf zn aus, so entsteht
16
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11)

wobei die zk alle positiven Werthe durchlaufen} fur welche z1 +. ..

+zn-l  Kist
Es ergiebt sich insbesondere fir n =2

hierbei sind die Grenzbedingungen bereits durch die Grenzen des
Integrals richtig ausgedriickt. Die letzte Formel nimmt in anderer
Schreibweise die bekannte Gestalt an:

(12) (P,q > 0).

Man hat dies Integral das Euler’sche Integral erster Gattung
genannt und mit B(p,q bezeichnet, wahrend ["(p) das Euler’sche
Integral zweiter Gattung heisst. Da aber die Function B mittels (12)
auf I reducirt werden kann, so genlgt die Einfihrung von einer der
beiden Functionen; und als solche wahlen wir, wie dies gewodhnlich ge-

schieht, (p).
§ u.

Die Formel (10) l&sst sich zur Berechnung einer ganzen Reihe
von korperlichen Inhalten benutzen. Wir setzen

(ak =0, ak>=0)

und erhalten dann aus (10)

(13)
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und fir rk =1

(13%)

Das giebt den korperlichen Inhalt eines Gebietes, welches von der
(n—1)-fachen Mannigfaltigkeit

und von den ebenen Mannigfaltigkeiten, welche den Coordinaten-Ebenen
entsprechen, begrenzt ist; dabei ist der Theil mit nur positiven Coordi-
naten zu wéhlen. Im Falle n =3 und ak = 2 erhdlt man ein von
den Flachen

Xl=0,xx=0,x3=0 (x> 0)

umschlossenes Gebiet, also einen Ellipsoid-Octanten.
Als weitere Specialfalle seien noch folgende aufgefiihrt.
ak = 4 giebt

fur n = 3 erhalt man daraus weiter

Um also das von der gesammten Flache

umschlossene Volumen V zu bestimmen, hat man nur dieses Resultat
mit 8 zu multipliciren. Man bekommt daher
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§ 12.

Da die I'-Functionen in der Geschichte der Mathematik eine grosse
Rolle gespielt haben und zum Theil noch spielen, wollen wir im An-
schliisse an die vorhergehenden Untersuchungen
einige weiteren Eigenschaften derselben ab-
leiten.
Wir machen, ahnlich wie im flinften Para-
graphen, eine Integration von z=R + 0
aus bis z=po @-i auf der X-Axe, um-
gehen auf einem Viertelkreise mit dem Radius
0 'den Nullpunkt, integriren weiter in der posi-
tiven Y-Axe bisz =0 Ri und endlich auf
einem Viertelkreise mit dem Radius R bis zum Ausnannsnunkte zuriick.

Dabei lassen wir R und ins Unendliche zunehmen. Setzen wir

0 <qg<1 voraus, dann verschwinden die beiden Uber die Kreishdgen
erstreckten Integrale, und es kommt

O0<qg<]
und also
(14) O0<qg<1)
heraus.

Trennen wir hier das Reelle vom Imaginaren, so folgt

(15) 0<g<1)

Aus diesen beiden Gleichungen ldsst sich dann weiter

(14%) 0<g<]

zusammensetzen, und (14) und (14*) liefern bei der Einflhrung von sy
statt y, vereinigt

(16) (0<g<1l)
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woraus dann bei der Trennung des Reellen vom Imagindren als Er-
weiterung der Gleichungen (15)

(17) 0<qg<1

entsteht. Diese beiden Formeln geben wieder Veranlassung zur Bildung
eines discontinuirliclien Factors. Multiplicirt man n&dmlich die erste von

ihnen mit sin lie zweite mit cos und addirt die Resultate, dann

bekommt man

(18)
O0<g<1

Setzt man hierin etwa dann wird das
Integral fiir jeden Punkt ausserhalb des Ellipsoids s = 0 verschwinden.

§ 13.
Weitere Eigenschaften der I'-Function erhalten wir, wenn in (12)
qgund I — g furp und q gesetzt wird. Das giebt, dap, g > 0 waren,
(1) (0<qg<l),

wobei bemerkt werden mag, dass sich die rechte Seite nicht &ndert,
wenn man 1 — g fur g eintrégt, so dass also

wird. Nun substituiren wir in (19)

und erhalten dadurch

©0<gq<y
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Den Werth des Products rechts kann man durch Reihenentwickelunff
des Integrals ermitteln. Des Nenners wegen missen wir nach steigenden
Potenzen von y zwischen Null und 1, dagegen nach fallenden von y
zwischen 1 und oo entwickeln, und wir schreiben deswegen fiir das Inte-
gral links die Summe

und fuhren in das zweite Integral * fur y ein. Daraus entnehmen
wir, unter Benutzung der Formel (5) Vorles. 5, § 2,

(O<ag<l),
und es wird daher
(20) (O<g<l),

Diese Formel kann (brigens auch auf vielen anderen Wegen bewiesen
werden.

Speciell fir

§ 14.

Aus (20) kann man ein allgemeineres Resultat herleiten. Nimmt
man in dem Producte

je zwei Factoren und zusammen, wobei fiir ein gerades
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" n das mittlere Glied zurtickbleibt, dann wird
dieses Product gleich

oder

je nachdem n ungerade oder gerade ist.
Aus den Elementen der Analysis ist die Formel

bekannt, und da sin a = sin (m — a) ist, so kann man

oder

setzen, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Sowohl bei geradem
wie bei ungeradem n findet man also

(21)

Dies ist wieder nur ein specieller Fall einer allgemeineren Formel,
der merkwiirdigsten aus der Theorie der I'-Functionen. Sie bezieht
sich auf das Product

und lasst sich auch mit Hilfe reiner Integralbetrachtungen ableiten.
In dieser Art ist das durch Gauss gefundene Theorem (Abhandlung uber
die hypergeometrische Reihe) von Diriehlet entwickelt worden. Dabei
stehen zwei Wege offen. Entweder kann man das Product der I-
Functionen als n-faches Integral auffassen und es durch Umformungen
auf den Schlusswerth zu bringen versuchen; — dieser Weg ist der
directere, ware als solcher empfehlenswerth, ist aber bisher noch nicht
mit Erfolg eingeschlagen worden; — oder man kann zu den Logarithmen
tibergehen, und wenn es gelingt, den Logarithmus der TI-Function
durch ein Integral darzustellen, das Product durch eine Summe ersetzen.
In dieser letzten Art hat Dirichlet die Untersuchung durchgefiihrt,
die in ihrer Art einzig dasteht.
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§ 15.

Zunéchst differentiirt Dirichlet die definirende Gleichung fur
(@) nach a,

und ersetzt dann log z durch den aus der zwdlften Vorlesung 8§ 6, (12)
zu entnehmenden Ausdruck

Dadurch wandelt sich unser Integral folgendermassen um:

wo (y + 1)z = u gesetzt wurde,

und man erhdlt als Hulfsformel fiir unsere Untersuchung

(22)

Die logarithmische Ableitung des gesuchten Products stellt sich daher
in der Form:



Gauss’sehe Productformel. 251

dar. Hier darf man das Integral nicht in die beiden Theile zerlegen, die
den hingeschriebenen Theilen des Integranden entsprechen, weil fir
jeden einzelnen von ihnen, wegen des Integrandenwerthes fiir y =0
die Endlichkeit des Integrals in Zweifel trate. Wir wollen den kritischen
Punkt = 0 durch die Schreibweise

vermeiden und konnen nun im zweiten Theile (1 + z)n fur 1 + y ein-
setzen: dadurch erh&lt man, falls wieder y an die Stelle von z tritt,

Andererseits ist nach (22

und also, wenn man diese Formel von der vorhergehenden subtrahirt,

Da in dem Integrale rechts y sehr Kklein bleibt, so kann man 1 +y
durch 1 ersetzen und erhalt dadurch den Werth des Integrals

Tragt man dies in die letzte Formel ein und integrirt unbestimmt
nach a, so resultirt

Um die Constante ¢ zu bestimmen, setzen wir und benutzen
die Formel (21); dann wird
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und dadurch erhélt man als Schlussgleichung

(23)

wie es von Gauss gefunden worden ist. Dividirt man diese Formel
durch die fir an = 1 daraus entstehende, dann ergiebt sich

In Bezug auf den anfangs erwdhnten, directen Weg zur Ableitung
dieser Formel wollen wir noch bemerken, dass, wenn man die Pro-
ducte der r-Functionen links und rechts in der letzten Gestalt der
Formel als ft-fache Integrale betrachtet, die beiden Seiten von vorn
herein wenig von einander verschieden sind. Schreibt man fur die
die betreffenden Integralausdriicke, so lautet jene Formel, da ja

ist,

oder bei etwas anderer Schreibart

Es wére nun das eine der beiden Integrale in das andere zu trans-
formiren oder zu zeigen, dass ihre Differenz Null ist. Bisher ist dies
aber auf directem Wege nicht gelungen.
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Differentiation eines h-fachen Integrals nach einem Parameter. — Hauptformel.
— Symmetrische Darstellung derselben. — Oberflachen-Element. — Specialfalle. —
Volumen und Oberflache einer sphérischen Mannigfaltigkeit.

§ L

Eine Hauptformel der Theorie mehrfacher Integrale haben wir
durch die Transformation erhalten. lhr zur Seite steht eine andere von
eben so grundlegender Wichtigkeit. Wir haben das entsprechende
Resultat bei den einfachen Integralen aufgestellt und mehrfach mit
Vortheil benutzt: es ist die Ableitung eines Integrals nach einem Para-
meter, um welche es sich jetzt handelt. Dabei haben wir bereits bei den
einfachen Integralen den Parameter nicht nur in den Integranden, son-
dern auch in die Grenzen eingehen lassen. Das ist von grosster Wich-
tigkeit, wie man bei mehrfachen Integralen noch besser erkennt, als
bei den einfachen; denn wie eine unendliche Reihe erst innerhalb ihres
Convergenzbereiches eine Existenz hat, so ein Integral erst innerhalb
der vorgeschriebenen Grenzen. Und eben deswegen wollen wir bei der
Differentiation eines n-fachen Integrals sofort den Bereich von dem
Parameter, nach welchem differentiirt werden soll, abhangig machen.

Es handelt sich also um die Differentiation von

| raz..mtdada . do =[ = dv

(f Zl,‘.,znyt)<e)

nach t. Hier wie stets im Folgenden soll die hinter oder unter das
Integral gesetzte Ungleichung den Integrationsbereich angeben. Wir
bezeichnen das Integral kurz durch J(t), den Integranden durch
und das, unser Integrationsgebiet bestimmende Polynom durch Ft
Dann ist, wenn wir das VVolumelement dzldzi ... dzn kurz durch
dv bezeichnen.
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Die Differenz aus dem ersten und dem dritten Gliede auf der rechten
Seite ist lediglich ein, ber das Zwischengebiet von Ft+dt = 0 und
Ft =0 erstrecktes Integral IFtdt, bei welchem diejenigen Raumelemente
positiv zu nehmen sind, welche ausserhalb, und diejenigen negativ,
welche innerhalb Ft < 0 liegen.

Wir missen uns mit der Bestimmung des so definirten Zwischen-
gebietes beschéftigen. Um dies mdglichst anschaulich zu machen, be-
trachten wir den Specialfall «=3, geben dem t zwei benachbarte feste
Werthe t0 und tl = t0 -++h und betrachten die Flachenschaar

— (1,231 =0 (t=10.. 10 + h).
Von den Punkten des Zwischengebietes betrachten wir zunéchst nur
diejenigen, fur welche zI und z2 gewisse feste Werthe haben, bei
denen also zI und t verdnderlich sind. Lassen wir t von 0 bist0+h=tl
variiren, dann wird auch z3 variiren, der Art, dass die Incremente dt
und dz3 die aufgestellte Flachengleichung befriedigen. Der Zuwachs
dz3 héngt dabei von dem Zuwachs dt ab, und weil

ist, so folgt also der Gleichung gemdss,

[dt=0 ... h)

Man erhdlt alle diejenigen Punkte des zu unseren Flachen gehdrigen
Zwischengebietes, welche zl und z2 als Coordinaten besitzen, wenn man
t und z3 von ihren Anfangswerthen um dt und das zugehorige dz3
wachsen lasst. Ebenso erhdlt man alle Punkte des gesammten Zwischen-
gebietes, wenn man zI und z2 als unabhéngige Variable, dagegen z, als
Function von zl, z2 und t ansieht, welche F(zl, z2, A t) = 0 erfiillt,
und wenn man dann

@dt=0...h

einsetzt.
Genau so verfahren wir im allgemeinen Falle. Es sei

dann wird das Uber unser Zwischengebiet erstreckte Integral
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Dadurch erhalten wir also

und

Wenn und Ft flir t=0 nicht unstetig werden, dann hat man
hieraus, falls man durch 710, ... f@lie Punkte von F0 = 0 bezeichnet

@)

Das Integral links ist wie das erste Integral rechts ein n-faches; das
zweite rechts ist ein (Nn— 1)-faches.

8 2

Das gewonnene Resultat ist noch unsymmetrisch, da die eine der
Variabein, hier anders behandelt worden ist, als die Gbrigen. Dies
lasst sich durch Einfuhrung des Gebildes vermeiden, welches in der
M-fachen Mannigfaltigkeit dem Oberfldchenelemente im Raume entspricht.

Wie man im Raume, um ein Element der Oberflache eines ge-
gebenen Gebietes zu erhalten, von einem Punkte der Oberflache zu
zwei benachbarten Punkten der Flache Ubergehen muss, so haben wir
jetzt zu dem Punkte der Begrenzung F(zl, ---%s 0) =0
noch n—1 benachbarte, auf ihr liegende ,,Punkte” hinzuzunehmen. Wir
bilden diese, indem wir je eine der als unabhéngig angesehenen Coordi-
naten um bezw. clzl, ...dz°_ vermehren und jedesmal dem

ml den Zuwachs bezw ertheilen; FOx be-

deutet die Ableitung von F0 nach R Wir haben dann n Punkte

210 . .,ZA940 0
z10+dz18r220 0
i, 220.. . ... zn-10+dzn-10

welche auf der Mannigfaltigkeit F0O = 0 liegen. Zu ihnen nehmen wir
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einen in der Mannigfaltigkeit der z beliebig gelegenen (n + Dten Punkt
(z1, z2, ... Zn) hinzu und bilden die Determinante

1 1 2 ..zn-1 n
1 0 10 I 10
1 0l+dit 0 - -

D=
10 02 +8 ..z20n-1
10 i zQu=H0oO

Eine solche Determinante (n + 1)ter Ordnung
A = dWz2 ... zn()| t=0,1,2,...n),

in der z(x) ... m)die ,,Coordinaten” eines ,,Punktes* Py einer n-fachen
Mannigfaltigkeit augeben, kann man als ,Inhaltsdeterminante” be-
zeichnen.  (Vgl. Journ. fur Math. Bd. 72 S. 170.) Fur n = 2 liefert
sie den doppelten Inhalt des Dreiecks mit den Ecken POP1P2; fir
n = 3 den sechsfachen des Tetraeders mit den Ecken P0 ... P3.

Sind in der n-fachen Mannigfaltigkeit (n + 1) Punkte gegeben,
PO, PL, ... Pn dann kann man je n von ihnen durch eine lineare
(n — 1)-fache Mannigfaltigkeit ® = 0 verbinden, so dass ®x = 0 die
Punkte Po, ... Pn=1, Pu+1 ... Pn enthalt; die ®x kann man so
wahlen, dass fur jeden beliebigen Punkt zl, z2, ... zn wenigstens
eine der Functionen ®k negativ ist, und dass fur unendlich ferne
Punkte (zi, ...zn) nicht alle Functionen ®x negativ sein werden. Die
Gesammtheit der Functionen ®x zerlegt also, den (2n+!— 1) Zeichen-
combinationen (sgn ®o, ...sgn ®,i) entsprechend, die ganze «-fache
Mannigfaltigkeit in eine ebenso grosse Anzahl von Gebieten, von denen
nur ein einziges keine unendlich fernen Punkte enthdlt. Dies eine
Gebiet ist dadurch charakterisirt, dass fur alle in ihm liegenden Punkte
die Werthe der sdmmtlichen (n + 1) Functionen @k negativ sind, und
das Uber ebendasselbe Gebiet erstreckte Volum-Integral

_rdzldzz... dzn,

multiplicirt mit n! ist gleich z7. Deshalb ist man berechtigt, fir A
die Bezeichnung ,,Inhaltsdeterminante” einzufiihren.
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§ 3
Wir gehen von der Determinante D des vorigen Paragraphen aus
und ziehen in ihr die Glieder der ersten Zeile von denen der zweiten,

die der urspriinglichen zweiten von denen aller folgenden ab; dadurch
verwandelt sich D in

- z02-22 zOyyd3  -Bh

1 0 0

0 1 0 dgstyh-1
0 0 1

Wir wollen jetzt ({ber den bisher beliebig gelassenen Punkt
(z1,22,...2n) so verfligen, dass er mit den Ubrigen n Punkten durch
die fir i=1, 2, ... n — 1 geltenden Bedingungen

(8)

A=122 ...i—1i+1 ...,n=1
also durch
(zOi1 - ziIDD2 + (ZONn — ZzZN)2 =
(zOi + dzOi- zi)2

i=1 2,...n—1),
oder auch durch

(3%
il 02 fOn-1  fOn
1 0
0 1 dg&bh
0 0

Kronecker, Integrale. 17
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Multiplicirt man far x = 1, 2, .. . n — 1 die ute Colonne mit und
addirt die erhaltenen Producte zur letzten, dann entsteht

Weil nun wegen (3*)

ist, so erhélt man die Darstellung

§ 4.

Dies ist der Ausdruck flr das oben gekennzeichnete «-dimensio-
nale Raumelement. Die Definition ist durchaus der Natur der Sache
entsprechend und lasst sich arithmetisch rechtfertigen. Das kann man
von einer Definition des Rauminhaltes einer («—21)-fachen, aus einer
«-fachen herausgeschnittenen Mannigfaltigkeit nicht mehr sagen. An
dieser Stelle trennen sich verschiedene Wege, und was als Rauminhalt
definirt werden soll, ist in gewissem Maasse der Willkiir (berlassen;
denn der Begriff selbst ist etwas Kunstliches Schon der Inhalt eines
Dreiecks im Raume kann nur mittels seiner Projectionen bestimmt werden.

Wir gehen folgendermassen vor: Im zweidimensionalen Raume,
der Ebene, sei ein Dreieck gegeben; dividirt man das (I-2)-fache
Volumen durch die Hohe, so erhdlt man das Maass fiir die Lange der
Grundlinie. Ebenso: Im dreidimensionalen Raume sei ein Tetraeder ge-
geben; dividirt man das (1 : 2 - 3)-fache Volumen durch die Hohe, so
erhélt man die doppelte Grundflache. Analog dazu dividiren wir im
«-dimensionalen Raume das «!-fache des ,,Prismatoids* POP! ... ,Pn
durch die von P0 gezogene Hohe, unterdriicken aber («— 1)! und be-
zeichnen den Quotienten als ,,Maass der Flache* von P1P2... Pn.
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Hier ist das n!-fache Volumen gleich D, und da (z1, z2, ... zn)
gemass der Bestimmung (3) angenommen wurde, so koénnen wir bei
dem unendlich schmalen Prismatoid die Hohe gleich

setzen. Daraus folgt als das ,Maass des Flachenelements*

oder, wenn wir dasselbe = dw und der Abkurzung halber

setzen und bedenken, dass es sich nur um den absoluten Betrag
handelt,

4)

Es ist klar, worin bei unserer Ableitung das Willkirliche liegt:
es ist in der Festsetzung der ,,Entfernungsfunction®

enthalten. Riemann legt denselben Ausdruck zu Grunde; es ist aber
kein zwingender Grund fur diese Annahme vorhanden. Aendern wir
nun diese ,Entfernungsfunction®, dann dandern wir damit auch den
Ausdruck fir dw.

Das Element unserer aus der n-fachen Mannigfaltigkeit (z1, z2, ...zn)
ausgeschiedenen (n — 1)-fachen Mannigfaltigkeit F0 = 0 findet sich
hier also gleich (4), wahrend das Element einer an sich betrachteten
Mannigfaltigkeit (z1, z2, ...zn-1) durch das Product

dzl 1dz2 ... dzn-1

gegeben sein wiirde. Die hierbei auftretende Verschiedenheit der Natur
von v-fachen Mannigfaltigkeiten, je nachdem man dieselben au sich
betrachtet oder aus einer Mannigfaltigkeit hoherer Ordnung aussondert,
kann nicht genug hervorgehoben werden; in den wenigen der geo-
metrischen Interpretation zugénglichen Fallen sind derartige Unter-
scheidungen auch vollkommen geldufig.

17*
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§ 5.

Mit Hulfe des gewonnenen Resultates (4) lasst sich jetzt die
Formel (2) aus § 1 symmetrisch gestalten; man bekommt

(2%)
Wir betrachten jetzt ein Integral von der Form

J-db(zl +t, z2,... zn)dv (Ft = F(z1 +t, z2,... zn) < 0),

und sehen dann bei Verwendung der Substitution 7l =zl + t ohne
Weiteres ein, dass das Integral von t unabhéngig ist. Seine Ableitung
nach t wird folglich gleich Null. Nun ist

und

somit liefert (2*), auf unser Integral angewendet,
(®)

»Hiernach kann man ein n-faches, Uber ein gewisses Gebiet erstrecktes
»Integral durch ein (n — I)-faches, nur (ber die Begrenzung jenes Ge-
bietes erstrecktes Integral ausdriicken, sobald der Integrand des n-fachen
»Integrals die partielle Ableitung einer Function der n Variablen nach
,einer der Variablen ist." Wird insbesondere

® = zk also

angenommen, und bezeichnen wir diese Ableitung mit ®z, so folgt

d. h. es erscheint das Volumen, fiir welches F0 = 0 die Begrenzung
bildet, durch ein Oberflachenintegral dargestellt.

Fir n = 3 ist dieser Satz von Gauss in der Abhandlung Uber
die Attraction der Sphéroide abgeleitet worden.
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Dem in (5) auftretenden Quotienten

kénnen wir eine geometrische Bedeutung beilegen. Das Gleichungs-
system

(6) k=12 ...w,

in welchem p variabel zu denken ist, stellt ndmlich eine lineare ein
fache Mannigfaltigkeit, ,eine gerade Linie* dar, welche durch den
Punkt (0L, ... 2n) der Begrenzungsflache geht. Die Variable p repré-
sentirt eine Grosse, welche fiur n = 3 der Entfernung des Punktes z

vom Punkte in der Normalrichtung entspricht. Wegen der Bedeutung
von G ist (§4)

Dem Gebilde (6) entspricht im Raume von drei Dimensionen die Nor-
male von F0 =0, und die Gleichung (6) ist dabei so beschaffen, dass
positive p auf Punkte fiihren, fiir die JE0 grosser als Null ist. Denn
man hat, weil (z01,..z0n) auf FO = 0 liegt,

=pG + ...,
so dass also, da eine absolute Grosse ist, fiir kleine Werthe von p
sgnp ==sgn FO(. . . zk .. )

wird. Dasselbe erkennt man auch folgendermassen: Ist sgn FOk=-f- 1,
so nimmt mit wachsendem zk zu und mit abnehmendem zk ab: ist

sgn FOk = — 1,
so nimmt Fn mit wachsendem zk ab und mit abnehmendem % zu. Nun ist

und nach den eben angegebenen Regeln in der Nahe des Punktes (z0)
sgnFO0 = sgn (zk — 0k) sgn FOk .

Daraus ergiebt sich die Uebereinstimmung von sgnhp mit sgn FO.
Die Differentiation von (6) nach n liefert
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Will man das aber in (5) einsetzen, so ist zu bedenken, dass in dieser
Integralformel flr das betreffende Glied die Bedingung FO(0L, 02, ...)
=0, d. h. p =0 herrscht; wir bezeichnen deshalb

und erhalten dann

(5%)
§ 6.
Fur die Function ® wollen wir jetzt das Product ® W() setzen.
Hierbei sollen ® und reelle, eindeutige und im Allgemeinen stetige

Functionen der n Variablen zl,...zn bedeuten, deren Ableitungen nach
den einzelnen Variablen durch Anfiigung entsprechender unterer Indices
bezeichnet werden. Dann liefert (5*) mittels der Regel von der par-
tiellen Integration

und wenn man Uber k von 1 bis n summirt,

(5*%)

Jetzt nehmen wir Y(k)=¥k als die Ableitung einer Function W
nach zk) und setzen, wie dies in der Potentialtheorie gebréuchlich ist,

kommen in YWmehrere Variablen-Reihen x1, ... xn; yl, ... yn: - ... vor,
so giebt ein Index an, in Beziehung auf welche differentiirt werden
soll; also:

AxW; oder AyW; ...

Ferner bedenken wir, dass
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wird, und bezeichnen den letzten Ausdruck mit
Wp-(z01...).

Alles dies setzen wir ein und vertauschen endlich noch ® und W mit
einander; so haben wir dann

(7)

Subtrahiren wir die letzte Formel von der vorletzten, so resultirt

8)

Hieraus folgt fir ® =1

(8*)

und fir ® = W aus einer der Formeln (7)

(8*%)

Da hier das erste Integral links nicht negativ ist, so muss

werden. Aus den abgeleiteten Formeln kann man Sétze folgern, welche
von gleich hohem Interesse fiir die Theorie der partiellen Differential-
gleichungen wie fur die der Functionen sind. Dirichlet hat sie fir
n = 3 zuerst ausgesprochen. So ergiebt sich aus (8**) das Theorem:
Gesetzt, es ist

und

dann folgt

und also & =0 k=12 .. .n),
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und deshalb
P(z1...zn) = const.

»Ist eine Function von n Variablen auf der Begrenzung einer n-
»fachen Mannigfaltigkeit gleich 0, und ist ihr zf innerhalb derselben
»auch gleich 0, so muss die Function Uberhaupt gleich Null sein.”

,Wenn zwei Functionen W und X von n Variablen auf der Be-
grenzung einer n-fachen Mannigfaltigkeit, und wenn AW und A X
»innerhalb derselben einander gleich sind, dann sind die Functionen
»uberhaupt einander gleich.”

Der zweite Satz ergiebt sich aus dem ersten, wenn man ¥ — X
= @ setzt.

Sonach kann es nur eine einzige Function geben, die auf der Be-
grenzung eines Gebietes bestimmt vorgeschriebene Wertlie, und deren
z/ innerhalb des Gebietes auch bestimmt vorgeschriebene Werthe hat.
Ob es jedoch Uberhaupt immer eine solche giebt, ist eine Frage, die
schon fiir die Félle der Ebene und des Raumes eine grosse Zahl von
Specialuntersuchungen veranlasst hat, und die fir n-fache Mannig-
faltigkeiten bisher nur in dem besonderen Falle, dass dieselben sphé-
rische sind, voéllig hat beantwortet werden konnen. Darauf werden
wir nach hinreichender Vorbereitung weiterhin genauer eingehen.

§ 7

Wir wollen zum Schliisse dieser Vorlesung an einige Bemerkungen
aus dem dritten Paragraphen anknlpfen, die sich auf die Festsetzung
des ,,Inhalt“-Begriffes bei einer Mannigfaltigkeit (n—I)ter Dimension
beziehen, welche in einer solchen der nten Dimension enthalten ist.

Eine sphdrische Mannigfaltigkeit Fo ist durch die Ungleichung

bestimmt; fir n = 2 erhalt man das Innere eines Kreises, fir n = 3
das Innere einer Kugel. Wie kann man nun mit Hulfe des Volumen-
begriffes der Kugel einen brauchbaren Uebergang zur ,,Oberflache”
einer sphdrischen Mannigfaltigkeit bei n Dimensionen finden? Die
einfachste Art, vom Inhalte einer Kugel zu ihrer Oberflache uber-
zugehen, ist die Archimedische; man nimmt den Grenzwerth des
Quotienten aus der Differenz der Volumina bei zwei concentrischen
Kugeln mit immer mehr sich ndhernden Radien und der Differenz
der Radien selbst. Diese Definition wollen wir flir unsere Zwecke
verwenden und dazu brauchen wir zundchst das Volumen der spha-
rischen Mannigfaltigkeit, ndmlich



Volumen und Oberflache einer spharischen Mannigfaltigkeit. 265

J dzidz? .. . dzn

welches sich mit Hilfe der '-Functionen leicht berechnen lasst. Wir
entnehmen aus der vierzehnten Vorlesung die Formel (13*) des Para-
graphen 11 und setzen in sie ak =2 und ak = ¢ (k = 1,2,...n) ein;
dann liefert sie

(k=1,2,...n).

Das durch die Bestimmungen zk > 0 herausgeschnittene Stick der
Mannigfaltigkeit ist der 2nte Tlieil des von uns gesuchten Volumens, da
es 2n Zeichencombinationen fir die zk giebt, denen ,,congruente Stlicke"
entsprechen. Also wird das Gesammtvolumen der aufgestellten spha-
rischen Mannigfaltigkeit von n Dimensionen

(10)

Wenn man bedenkt, dass fiir ganze Zahlen n

(bei geradem n),
und

(bei ungeradem n)
ist, so erscheint das Volumen in der Gestalt
(wenn n gerade ist)

(10%)

oder (wenn n ungerade ist).

Nachdem so das Volumen berechnet ist, bilden wir geméss der Archi-
medischen Definition den Grenzwerth
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und setzen fest, dass wir dies als den Inhalt der sphéarischen Oberfléche

ansehen wollen. Wir bezeichnen der Abkirzung halber hier und stets
im Folgenden die von n abhangige Grosse

11)

und haben dann fiir das Volumen der sphérischen Mannigfaltigkeit
von n Dimensionen

und fir ihre Oberflache den Werth

on—lm
Die Grosse w ist schon von Jacobi (Crelle’s Joum. XIlI, S. 60;
Werke 111, S. 257), aber auf anderem Wege gefunden worden. Es ist
dieselbe Grosse, die wir in § 4 der vorigen Vorlesung eingefiihrt haben,
und deren Werth also nunmehr durch (11) bestimmt worden ist.
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Dichtigkeitsfunction. — Allgemeiner Potentialausdruck. — Das J des Potentials.

— Poisson’scher Satz. — Discussion der Voraussetzungen. — Zweiter Beweis.
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einander. — Poisson’scher Satz fur dieses Potential. — Zuriickfihrung auf den
obigen Specialfall.

§ L

Wir wollen uns jetzt mit der Anwendung der Theorie der n-fachen
Integrale auf die Potentialtheorie beschéftigen. Die Natur hat die
Fragen vorgezeichnet, — und das gewahrt die Sicherheit, zu schénen
Resultaten zu gelangen; aufgestellt wurden sie zuerst durch Newton,
grossartig ausgebildet vor Allen durch Laplace in seiner ,,Mecanique
celeste™.

Zieht ein Korper einen Punkt nach dem Newton’schen Gesetze
an, so kann man die drei Componenten dieser Anziehungswirkung nach
den drei Axen als die Ableitungen eines und desselben Ausdruckes nach
den drei Variablen darstellen. Dieser Ausdruck heisst das Potential.
Es ist eigentlich innig verbunden mit der Kugelgestalt bezw. den spha-
rischen Mannigfaltigkeiten, so dass es sich anderen Korperformen nur
widerstrebend anschliesst.

Principiell wurde das Potential durch Gauss und durch den Eng-
l&nder Green eingefiinrt. George Green (1793—1841), ein Béckers-
sohn, der anfangs das Gewerbe seines Vaters betrieb und dann in
Cambridge studirte, ist einer der Begrinder und der bedeutendsten
Forderer der Potentialtheorie. Er hat seine Resultate friher als Gauss
veroffentlicht, aber sie waren Gauss nicht bekannt geworden. Green
hat sich hauptsdachlich mit den Anwendungen des Potentials auf die
Electricitatslehre beschaftigt; seine Arbeiten sind auf Dirichlet’s Ver-
anlassung in den Béanden 39, 44 und 47 des Grelle’schen Journals
wieder abgedruckt worden, und ihr Studium ist sehr empfehlenswerth.
Fir den rein mathematischen Standpunkt fehlt freilich die néthige
Strenge; physikalisch sind sie aber durchaus correct. Gauss hat sich
bei seinen Untersuchungen vollkommen mathematisch gefasst. Green
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nennt die Function ,,potential function“, Gauss ,,Potential*
spater kam der allgemeinere Ausdruck ,,Kraftefunction“ in Gebrauch.

Die Ausdehnung des Potentials auf eine n-fache Mannigfaltig-
keit flr n > 3 unterliegt keinen Schwierigkeiten. Fur n =2 stellte
Carl Neumann das logarithmische Potential auf. Man kann zwar
eine Formel bilden, welche auch den Fall n = 2 umfasst, das ist aber
etwas umstandlich, und wir werden deshalb n > 2 annehmen.

8 2.
Den Ausdruck

(FO(z1,. .. 1n) < 0)

bezeichnen wir als das allgemeine Potential einer n-fachen Mannig-
faltigkeit FO <0 in Beziehung auf den Punkt &1,&2, ...En. Dabei
werden wir hdufig der Abkurzung halber

setzen, und r als Entfernung der Punkte (z) und (§) bezeichnen.
Ist in der n-fachen Mannigfaltigkeit das Anziehungsgesetz nur von

r abhangig und durch gegeben, so findet man die Componenten

der Anziehung eines homogenen Korpers, der den Raum FO <0 mit
der Dichtigkeit 1 erflllt, auf den Punkt I, ... {n nach einer der Axen-
richtungen, wenn man das allgemeine Potential nach dem betreffenden
¢ differentiirt.  FOr n==3, p =2 haben wir den Fall des Raumes
und des Newton’schen Anziehungsgesetzes.

Unter dem elementaren Potential zweier Punkte (z) und (0
auf einander wollen wir den Ausdruck

©)

verstehen, in dem zl, z2, . . zn die Coordinaten des durch (z) und I, &,
... (n die Coordinaten des durch (&) bezeichneten Punktes sind.

Dabei soll aus den oben angefiihrten Griinden stets n > 2 voraus-
gesetzt werden.

Aus (1) folgt durch Differentiation unter Beibehaltung unserer
gewohnlichen Bezeichnung
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2)

differentiirt man nochmals, so entsteht

und es folgt also durch Summation

©)

Die Formeln (2) und (3) verlieren ihren Sinn, wenn die beiden Punkte
(2) und (¢) zusammenfallen, weil dann r = 0 wird.
Wir wollen nun in die Formel (5**) aus § 6 der letzten Vor-
lesung
¢ =B
eintragen. Das giebt die Gleichung

gemass (1) ist der erste Integrand links + (n — 2)B, und rechts wird
unter Berticksichtigung von (2)

wobei Bp, die Ableitung von B nach der Normale, und p von F0=0
aus gerechnet ist. Also geht die letzte Formel in

tber, da offenbar die Bedingung p =0 mit Fo = 0 identisch ist.
Tragt man auch hier den Werth von @ ein, so entsteht

(4)
wodurch wieder ein gewisses n-faches Integral auf ein (n — 1)-faches

zurtickgefihrt ist.
Im Falle n = 3 folgt die Formel

des gewdhnlichen Potentials, welche schon Gauss angiebt.
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§ 3.

Wir setzen weiter in (8*) aus § 6 der vorigen Vorlesung  fir
W ein, dann entstellt (vgl. S. 261)

®)

So lange der Punkt  ausserhalb des Integrationsgebietes liegt,
werden B und ®* endlich bleiben; die Differentiationen lassen sich
durchfuhren, und die Formel (3) ist verwendbar. Das ergiebt, auf (5)
angewendet,

(6)

Liegt jedoch der Punkt { innerhalb des Integrationsgebietes, dann
wird far einen bestimmten Punkt (z) = ({) der Werth von und

damit der von unendlich gross, und die Formel (3) verliert ihre
Bedeutung. Denken wir uns aber in diesem Falle eine natrliche Be-
grenzung hergestellt, indem wir den Punkt { durch eine beliebig
kleine, { umschliessende, n-fache, etwa sphdrische Mannigfaltigkeit aus-
schalten, dann gilt (6) wieder von dem Restgebiete; und das liefert,
weil die Begrenzung in zwei Theile zerfallt,

wobei unter G die Function

(p ist beliebig Klein)

zu verstehen ist.

In dieser letzten Formel ldsst sich das zweite Integral leicht be-
rechnen. Es ist
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Gk = — 2(zk — &),

(vgl.Vorl. 15, §4),

wobei in den drei letzten Formeln z stets auf G = 0 zu nehmen ist.
Daraus entsteht, wenn man Alles in die letzte Integralformel einsetzt.

(o ist beliebig Klein),
und infolge der Resultate des letzten Paragraphen der fiinfzehnten Vor-

lesung geht dann (5) einfach in

(6*) (FOEL, ... &) < 0)

Uber. (6) und (6*) lassen sich in die Hauptformel

zusammenfassen. Fir n — 3 hat Gauss diesen Satz gefunden und in
der schon erwahnten Arbeit lber die Attraction der Sphéroide angegeben.

Das gewonnene discontinuirliche vielfache Integral entspricht dem
Gauehy’sehen einfachen Integrale

welches als ganz specieller Fall von (7) anzusehen ist.

Der Grosse kénnen wir nach Analogie mit n=2 und 3

eine geometrische Bedeutung beilegen. Es ist
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und stellt fir n == 2 und 3 den Cosinus des Winkels dar, welchen

die Zk-Axe mit der Verbindungslinie r der beiden Punkte (z0) und (Y
macht: ferner liefert, nach der Analogie des Raumes,

den Cosinus des Winkels, welchen die zk-Axe mit der Normale macht;
also ist nach raumlicher Analogie

der Cosinus des Winkels, welchen die in (z0) nach Aussen gezogene
Normale mit der Geraden macht, die (z0) mit () verbindet.

§ 4
Statt [ABdv wollen wir jetzt das allgemeinere Integral

JK©1 .. m)aB( v

betrachten. Dabei soll K in dem ganzen betrachteten Gebiete ein-
deutig, endlich und stetig bleiben. Die geometrische Deutung des K
werden wir bald zu besprechen haben.

Nun setzen wir in (7), § 6 der vorigen Vorlesung fir @& und Wk
bezw. K und  ein; dann entsteht eine Integralgleichung, deren Giiltig-
keitsbereich wir festlegen wollen. Die natlrliche Begrenzung von
soll den ganzen Bereich FO<O in sich fassen; die naturliche Begrenzung
von AB wird die Ausschliessung des Punktes (§) erfordern. Deshalb
umgeben wir (§) durch eine sphérische Mannigfaltigkeit mit beliebig
kleinem Radius @, ndmlich durch

deren Mittelpunkt (§) ist. Nun bilden FO =0 und G =0 die noth-
wendigen Begrenzungen, und die erwahnte Formel liefert uns:



In den beiden ersten Integralen bedeuten die Grenzbedingungen, dass die
Integration (ber alle Elemente dv erstreckt werden soll, fir welche
gleichzeitig Fo und G negativ sind; im dritten Integrale ist die Inte-
gration Uber die Oberflachen beider (n — I)-fachen Mannigfaltigkeiten
F0 = 0 und G = 0 unterschiedslos zu erstrecken. Liegt (§) ausserhalb
FO < 0, dann ist die Hinzunahme von G uberflissig, aber keinesfalls
schadet sie etwas.

Nach (3) ist AB in unserem ganzen Gebiete gleich Null; also
entsteht aus der vorigen Formel

Nach den eben gemachten Bemerkungen zerfallt das Integral auf der
rechten Seite in die beiden Theile

und

In den zweiten Theil flhren wir, den Bezeichnungen der vorigen Para-
graphen gemass

ein.  Nehmen wir nun Polarcoordinaten, zk = & + ruk, wobei r und
ul, u2, ...un-1 die unabhéngigen Veranderlichen sind, r von 0 bis g

geht, und gesetzt werden muss, daun resultirt

Dass und nicht gleich + uk ist, folgt daraus, dass nach

unserer Festsetzung uber G positive Werthe von p in das Innere der
spharischen Mannigfaltigkeit fihren; es ist deshalb dp = — dr (vgl.
§ 5 der vorigen Vorlesung).

Da wir nun K als stetig in der Umgebung von (§) vorausgesetzt
haben, so wird das K unter dem letzten Integrale mit abnehmendem g
sich dem Werthe K (&1, ...&n) beliebig ndhern, und das Integral selbst
convergirt dem letzten Paragraphen der vorigen Vorlesung zufolge nach
dem Grenzwerthe

wK(&,...&n)

Kronecker, Integrale. 18
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So entsteht aus (8)
(8%)

Jetzt wenden wir uns zu dem links stehenden Integrale und fragen,
ob hier G als eigentliche natiirliche Begrenzung beizubehalten sei,
oder ob man es als uneigentliche natiirliche Begrenzung unterdriicken
konne. Wir sind derartigen Fragen schon mehrfach (S. 49, S. 53, u.s.w.)
nahe getreten und wollen ihrer grossen Bedeutung halber auch hier
ausfuhrlicher auf sie eingehen.

_ § 5.
Wenn wir

in der Umgebung des Punktes (£) untersuchen wollen, der als nattrliche
Begrenzung aufzutreten scheint, so fuhren wir am besten die gemischten
Polarcoordinaten r; ul, ... un-1 durch

k = &k + ruk k=1,...n)
ein, wobei dann zwischen den uk die Bedingung

besteht, und r von 0 bis p geht. Hierdurch wird das Integral, was ja
offenbar ausreicht, auf den sphérischen Bereich

beschrénkt. Die Functionaldeterminante giebt bei unserer Coordinaten-
transformation (vgl. 84 Vorles. 14) rn—1:un, und da im Nenner des
Integrals nur rn—2 auftritt, so erscheint r als Factor des Integranden,
und das Integral nahert sich mit abnehmendem ¢ der Null.

Anders gestaltet sich die Sache bereits bei
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denn hier tritt bei demselben Integrationsbereiche durch die Einfuhrung
der Polarcoordinaten rn in Zéhler und Nenner, so dass eine positive
Potenz von r nicht mehr als Factor des Integranden erscheint. Da
aber die Integration nach r sich von Null bis zum Werthe r = g er-
streckt, und da ferner K als endlich vorausgesetzt wird, so wird mit
.abnehmendem ¢ auch hier noch der Werth des Integrals nach Null hin
convergiren.
Gehen wir dagegen noch einen Schritt weiter, ndmlich zu

so fallt auch die Berechtigung des letzten Schlusses fort, und es bleibt
fraglich, ob der Punkt () zur eigentlichen natilirlichen Begrenzung zu
rechnen ist. —

Aus den Betrachtungen dieses Paragraphen kann man die Folge-
rung Ziehen, dass das Potential

Uberall eine stetige Function von (§) ist. Denn die Ableitung dieses
Integrals nach & ist gleich

und der Theil des Integrals auf der rechten Seite, welcher sich Uber
den Bereich

(FO<O yng )

ausdehnt, bleibt endlich, wahrend der restirende Theil, welcher Uber
den kritischen Bereich

erstreckt wird, sich gleichzeitig der Null nahert. Also bleibt die Ab-
leitung stets endlich.
Ueber die Stetigkeit dieser Ableitung muss jedoch nach den obigen
Bemerkungen Zweifel bestehen (vgl. Vorles. 17, § 2).
18*
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§ 6-

Wir kehren nun zum Integrale (8*) zuriick. Bedenken wir, dass
K als endlich, stetig und eindeutig vorausgesetzt war, dass alsokK
endlich ist, dann folgt aus den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen,
dass fur das Integral links in (8*) der Punkt (£) keine wesentliche
natlrliche Begrenzung bildet, und dass also die Bedingung ¢ <0
einfach weggelassen werden kann. Das giebt statt (8*)

Wir haben schon vorher darauf aufmerksam gemacht, dass das
letzte Glied getilgt werden muss, falls (§) ausserhalb des Bereiches
F0 <O liegt. Setzen wir daher fest, dass fir alle Punkte (§), fir
welche FO > 0 ist, der Werth von K gleich Null gesetzt werden soll,
dann kann man

schreiben.  Auch hier lasst sich Bpdw geometrisch genau so deuten
wie oben in § 3, so dass man

setzen konnte.

Der Function St kann man gleichfalls eine geometrische Bedeutung
geben. Im Falle n = 3 wird der Korper F0 <0, der mit Masse von
der DichtigkeitfK imPunkt  (0) belegt ist, auf den Punkt (§)
eine Anziehung austiben. Die verschiedenen Componenten derselben
nach den einzelnen Axen werden dabei durch die Ableitungen von

nach den zugehtrigen { geliefert. Auf Grund dieser Erwdgungen hat
Gauss die Function K als Dichtigkeitsfunction eingefiihrt, — er
bezeichnet sie durch k —, und danach erscheint es auch naturgemaéss,
dass wir K ausserhalb des betrachteten Korpers gleich Null setzten.
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Freilich diirfen wir nicht vergessen, dass ein solcher Dichtigkeitssprung,
wie wir ihn beim Ueberschreiten von Fo = 0 zulassen, in der Natur
nicht vorkommt, sondern dass da ein stetiger Uebergang stattfindet.

§ 7.
In § 5 sahen wir, dass bei der Berechnung von

gewisse Schwierigkeiten auftreten. Mit Hiilfe der Formel (9) kdnnen
wir nun aber die Summe der zweiten Ableitungen des allgemeinen
Potentialausdruckes nach den { bestimmen. Zun&chst wird

da ja

ist. Setzt man dann in die erste Formel des § 6 der letzten Vor-
lesung, die wir durch partielle Integration ableiteten,

vk =K, © =B,
so geht sie in

Uber, und also erhalt man

Die nochmalige Differentiation nach & liefert dann sofort

dabei ist vorausgesetzt, dass ({) nicht gerade auf der (n— 1)-fachen
Mannigfaltigkeit F0 = 0 liegt. Summirt man in der letzten Gleichung
von k =1 bis k =n, dann folgt (vgl. S. 262)

und also auf Grund des Resultates (9)
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Zum Beweise dieses Satzes, der fiir n == 3 von Poisson gefunden
wurde, ist noch Einiges zu bemerken. Gauss hat den ersten mathe-
matisch correcten Beweis gegeben. Er macht in seiner Abhandlung
»Allgemeine Lehrsatze in Beziehung auf die im verkehrten Verhaltnisse
des Quadrats der Entfernung wirkenden- Anziehungs- und Abstossungs-
krafte“ (Werke V, S. 195. § 6 u. 7) darauf aufmerksam, dass die erste
Differentiation mdglich sei, weil

FO<O

»einer wahren Integration fahig ist, das Integral also einen bestimmten
»endlichen Werth erhalt, der sich nach der Stetigkeit &ndert, weil
yalle in unendlicher Nahe bei () liegenden Elemente nur einen un-
endlich kleinen Beitrag dazu geben. Was nun aber,“ heisst es weiter,
,die Dififerentialquotienten hoherer Ordnungen betrifft, so muss flr
,,Punkte innerhalb F0 < 0 ein anderes Verfahren eintreten, da die ent-
stehenden Ausdriicke, genau betrachtet, nur Zeichen ohne bestimmte
»Klare Bedeutung sein wirden. Denn in der That, da sich innerhalb
»jedes auch noch so Kleinen Theils von FO < 0O, welcher den Punkt ()
»einschliesst, Theile nachweisen lassen, Uber welche ausgedehnt dieses
»Integral jeden vorgegebenen Werth, er sei positiv oder negativ, Uber-
schreitet, so fehlt hier die wesentliche Bedingung, unter welcher
»allein dem ganzen Integrale eine klare Bedeutung beigelegt werden
»kann, ndmlich die Anwendbarkeit der Exhaustionsmethode.“ Gauss
verwendet dann den Satz von der partiellen Integration, um zum
zweiten Male differentiiren zu kénnen. In den Dirichlet’schen Vor-
lesungen ist hiergegen nur der kleine Unterschied, dass zuerst unter
dem Integralzeichen partiell integrirt wird, und erst dann die Differen-
tiationen vorgenommen werden. Im Grunde genommen ist es dasselbe
Verfahren, und auch wir haben kein anderes verwendet. Immer ist es
die partielle Integration, welche die Mdoglichkeit weiterer Differentia-
tion bietet. Aber ein Geschenk wird uns dadurch nicht gewahrt!
Es kommt durch diese Methode eine neue Voraussetzung in den Satz,
namlich die, dass die Dichtigkeitsfunction nach allen Coordi-
naten Ableitungen besitze, welche alle wieder endlich und
stetig sind.

Nun tritt die Frage auf: ist diese Voraussetzung nothwendig?
Es erscheint zweifelhaft, ob man den rein mathematisch gefassten, von
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jeder Beziehung zur Physik losgeldsten Satz jemals ohne irgend welche
Voraussetzung Uber die Dichtigkeitsfunction, als die, dass das Integral
einen Sinn hat, wird beweisen konnen. Es ist schon sehr merkwirdig,
dass sich der Satz ohne jede Schwierigkeit ableiten ldsst, sobald vor-
ausgesetzt wird, dass die zweiten Ableitungen des Potentials tberhaupt
nur bestehen und stetig sind.

Wir missen in solchem Falle, wie wir es schon friher thaten,
eine Ubersichtliche und umfassende, hinreichende Eigenschaft der Function
als Voraussetzung wahlen, wenn sie auch nicht gerade nothwendig ist.

Eine solche wollen wir besprechen; sie hat den Vorzug ziemlich
grosser Allgemeinheit. Bisher handelte es sich um die Differentiir-
barkeit der Dichtigkeitsfunction in ({) selbst. Denken wir uns statt
dessen durch den Punkt innerhalb einer kleinen Umgrenzung Radien-
vectoren gezogen, so konnen wir von der mittleren Dichtigkeit oder
von der Masse auf einem solchen Radius sprechen. Wir machen nun
die Lénge des eingefuhrten Radiusvector von einem Parameter t abhangig.
Wird dann die Differentiirbarkeit der mittleren Dichtigkeit nach diesem
Parameter vorausgesetzt, dami konnen wir (10) beweisen.

Bevor wir aber dazu Ubergehen, wollen wir zunéchst die eben ge-
machte Bemerkung rechtfertigen, dass die Existenz und die Stetigkeit
von z7 Pot. zum Beweise der Poisson’schen Formel (10) ausreicht.

§ 8
Der Abkirzung halber flihren wir die Bezeichnung

(V)

fur das Potential des Punktes () in Beziehung auf das Gebiet FO <0
mit der Dichtigkeitsfunction K(zl,...) ein. Danach ist also auch

(11%)

Wir benutzen jetzt die auf ein beliebiges Gebiet Cr < 0 bezogene
Gleichung (8*) § 6 der vorigen Vorlesung

formen sie mittels
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um, setzen W = Pot(zl, ... zn) ein und berlcksichtigen (11), (11%)
und (7); dann ergiebt sich

Wir denken uns jetzt das bisher willkiirliche Gebiet G <0 als
sphérische Mannigfaltigkeit, die ganz in F0 <0 gelegen ist. Dann
wird die letzte Klammergrdsse flr jeden Punkt z der innerhalb G <0
gelegen ist, den Werth — 2, fir jeden ausserhalb G < 0 gelegenen
Punkt dagegen den Werth 0 geben, und dadurch entsteht

Der Mittelpunkt der Mannigfaltigkeit G < 0 sei (§) und ihr Radius p.
Setzen wir nun K in der Umgebung von ({) als stetig voraus, so wird
bei abnehmenden p rechts der Grenzwerth K({l,... {n) vor das Integral
gezogen werden konnen, und

wird den Inhalt des Integrationsgebietes bei verschwindendem p be-
zeichnen. Dann entsteht

Woisste man nun, dass APot(zl,...zn) gleichfalls in der Um-
gebung von (&) stetig ware, so wirde aus dem Integrale wieder
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APot(¢l,. . .) heraustreten, und der Restfactor gébe den Werth 1. Dies
wirde uns dann auf die Formel

(10) APot(,... n) = — wK(,... {n)

zuricktihren.

Der hier gegebene Beweis des Poisson’schen Satzes ist unab-
héngig von der Voraussetzung der Differentiirbarkeit von 51 gefiihrt
Dagegen war die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit von
APot noéthig. Dass das Eine und das Andere aber wirklich zutrifft,
lasst sich rein mathematisch wohl nicht beweisen.

§ 9
Wir kommen jetzt zu dem bereits angekiindigten dritten Beweise
der Formel (10). Die Verwendung der Clausius’schen Coordinaten
zeigt sich hier als sehr zweckentsprechend (vgl. S. 43).
Wir denken uns den Punkt ({) innerhalb FO(0l, ... 10n) < 0 und
verbinden ihn durch eine lineare Mannigfaltigkeit

zk=z0k + (Ck-z0k)  (k=1,2,...n)
mit einem willklrlichen Punkte (z0) der begrenzenden Mannigfaltigkeit.
Geht dann t von 0 bis 1, so durchlduft (z) den ,,Strahl“, welcher durch
die Punkte ({) und (z0) bestimmt ist. Die neuen Coordinaten sind also
die (n + 1) Grossen t und 01,.. .z0n; aber zwischen den letzten n Grossen
findet die Gleichung F0(z01, ...z0n) = 0 statt. Diese (n + 1) Variablen
sind die, welche wir friher als Clausius’sche Coordinaten eingeftihrt
haben. Zun&chst ist die Functionaldeterminante zu berechnen. Es wird

dzk= (¢k -zOK) + (- t)duk k=12,..n).
Wir betrachten jetzt dz01, dz02, .. als unabhéngige Incremente
und dzi als von ihnen gemass FO(z01 . .. 1n) = 0 abhéngig, so dass

wird. Fur die Umformung unseres Integrals brauchen wir den Werth von
u -201 1—t, 0, 0
0 -202 0, 1-t, 0

9?5?‘111, 0, 0, 1-t,

€O,
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Behandeln wir diese wie schon mehrfach dhnliche Determinanten, dann
folgt das Resultat

oder es ergiebt sich wegen

FrehF 2ty +

als Werth der Functionaldeterminante;

Dies wenden wir zur Transformation irgend eines n-fachen Integrals
an und erhalten unter Benutzung von (4) Vorlesung 15, § 4

Aus einem Specialfalle ersieht man, dass das Vorzeichen der Functional-
determinante richtig gewéhlt ist.

§ io.
Diese Transformation wenden wir auf die Ableitung des Potentials
an; es folgt

wobei

gesetzt ist. Das Wichtige dieser Umwandlung liegt darin, dass der
Integrand jetzt den Factor (1 — t) im Nenner nicht mehr besitzt, also
fir t=1 nicht oo wird, ausgenommen wenn ({) auf F0 = 0 liegt.
Das wollen wir aber ausschliessen. Da ferner
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ist, so kann man die obige Formel

schreiben.  Wir wollen dies noch'einmal nach & differentiiren; weil
nun & in St und  vorkommt, so mussen wir wieder unsere friihere
Voraussetzung von der Differentiirbarkeit der Dichtigkeitsfunction St
aufnehmen. Es tritt dann unter dem Integralzeichen als Integrand die
Summe

auf.  Berlicksichtigt man, dass erstens

und dass ferner

wird, so ergiebt sich

(FO (20)=0, t=(0...1))

Hier tritt also K von selbst aus dem Integrale heraus, und auf das
zurlickbleibende Integral kénnen wir das Resultat (7) des § 3 an-
wenden; das fuhrt uns dann auf die Formel
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APotk(Q)==-wK((1...0)
zuriick, wenn wir wieder, wie oben, fur Punkte ({) die ausserhalb
F0 < 0 liegen, K(¢1,...) = 0 setzen.

§ 11
Der soeben vorgetragene Beweis zeigte die Wirksamkeit der
Clausius’schen Coordinaten insofern, als die etwas kinstliche Be-
nutzung der partiellen Integration vermieden worden ist; die friihere
Voraussetzung Uber die Differentiirbarkeit von K ist aber geblieben.
Wir wollen jetzt auch diese beseitigen, oder vielmehr, sie durch eine
etwas weitere Voraussetzung ersetzen. Dazu flihren wir die Function

mit variabler oberer Grenze T ein. Setzen wir hier & — 0k = & und
fur t das Product tq, dann entsteht

und weil die linke Seite auch

ist, so wird

W(19,¢") = q¥(1.€'g)
als Folge davon, dass t unter dem Integral nur mit ' multiplicirt
vorkommt. Setzen wir in der letzen Gleichung T=1 und q = T, S0
wandelt sie sich in

Y(.¢) = t¥-(1,18)

um, und die Differentiation nach (| ergiebt

Wh(t,l') =2Wh(t,2).
Hieraus geht einerseits sofort durch Summation

hervor und andererseits, wenn wir die letzte Formel fir W(t,") nach
T differentiiren,

Die beiden letzten Resultate geben durch Vergleichung mit einander
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(13)

Wir gehen nun zur Gleichung (12) des vorigen Paragraphen zurlick
und fahren darin die Integration nach t aus. Das ergiebt

Diese Gleichung differentiiren wir nach Ck oder, was dasselbe bewirkt,
nach & Dadurch entsteht

Summiren wir nun nach k von 1 bis n, so fallt wegen > Bkk= 0
das mittlere Integral fort.
lin ersten setzen wir

und erhalten

(F0=0; t=1)

Wenn wir hier auf das erste Integral die Formel (13) anwenden, m
unter die zweite Summe ziehen und dann in ihr

ersetzen, dann entsteht aus der letzten Formel
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(A=0; =)

(F=0):

Aus der Definitionsgleichung fir W ergiebt sich fir den Klammer-
ausdruck der constante Werth

K(@L.qn);

und so entsteht endlich wieder

(in)
= — WK(Z1...2n).

An die Stelle der Voraussetzung Uber die Differentiirbarkeit von M
ist hier die entsprechende bei W, d. h. bei der durchschnittlichen Masse
jeder von (0) nach FO = 0 gezogenen geraden Linie getreten. Dabei
kann man sich die Umgrenzung F0 = 0 durch eine andere beliebige
ersetzt denken, und die angegebene Voraussetzung besteht nur darin,
dass mindestens fir eine Art der Umgebung des Punktes ({) die
mittlere Dichtigkeit in den vom Punkte ausgehenden, bis zur Be-
grenzung der Umgebung gezogenen Strahlen differentiirbar sei, und
diese Voraussetzung erscheint wesentlich geringer als die Gauss’sche,
dass die Dichtigkeit im Punkte ({) selbst nach allen n Variablen diffe-
rentiirbar sein soll.

Der Gedanke, der dieser Voraussetzung zu Grunde liegt, ist den
umfangreichen Arbeiten von Clausius entnommen. Clausius schliesst
den Punkt () durch eine sphéarische Mannigfaltigkeit aus; wir sahen,
dass wir diese Einschrankung nicht zu machen brauchen. (Vgl. Berl.
Monatsber. 1891; 30. Juli; S. 881—890.)

§ 12

In noch befriedigenderer Weise gelangen wir zum Ziele, wenn wir
statt des Theorems fiir APot ({) ein analoges Theorem fir die Summe
der zweiten Ableitungen des Potentials zweier Mannigfaltigkeiten auf
einander liefern und dies dann specialisiren.

Es beruht ja Oberhaupt nur auf einer Abstraction von der Wirk-
lichkeit, wenn man von der Anziehung eines Punktes durch eine Masse
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spricht. Naturgemass ist allein die Behandlung der gegenseitigen An-
ziehung zweier Massen durch einander. Der mathematische Grund
jenei’ Abstraction ist lediglich in der analytischen Schwierigkeit des
allgemeinen Problems zu suchen. Deswegen schickt man seiner Be-
handlung die Losung des einfacheren und leichter zu bewaltigenden
voraus, die Wirkung einer Masse auf einen ,materiellen Punkt* zu be-
rechnen.

Allgemein konnen wir das Problem so fassen: Wir denken uns
den ganzen unendlichen Raum zwei Mal mit Masse belegt, das eine
Mal mit der Masse das andere Mal mit der MasseK  Im zweiten
Falle denken wir uns weiter den unendlichen Raum abh&ngig von einem
Punkte (), der seine Lage gegeniiber dem mit der Masse K belegten
Raume éndern kann. Mit der Bewegung des Punktes ({) andert sich
das Potential der beiden R&dume auf einander. Differentiiren wir dieses
Potential nach (0) zweimal und bilden das A des Potentials, so gilt
der Satz

APot = — w_[ K(zl,. .. zn) - K'(z1,. . . zn)dv,

wobei das Integral Uber den ganzen unendlichen Raum erstreckt ist.
Ueberall da, wo das eine oder das andere K verschwindet, ist das Ele-
ment des Integrals gleich Null. Man brauchte die Integration also
nur Uber die Stellen zu erstrecken, fir welche in beiden Rdumen K
und gleichzeitig von Null verschieden ist. Der Einfluss des ({) liegt
im Ausdrucke von K.

Bei diesem Satze ist keinerlei Voraussetzung Uber K oder K' néthig;
das kommt daher, weil hier nicht schon die zweite Ableitung des
Potentials nach ({) sondern erst die vierte unstetig wird.

Auf diesen Satz wollen wir aber nicht eingehen; denn die Be-
trachtung der Producte zweier Dichtigkeiten erscheint nicht naturlich.

Wir beschranken von vorn herein die Ausdehnung der beiden
Massen M und M" auf die endlichen Gebiete

FO(z1,...zn) <0 und bezw. F0'(z'1,...z'n) <O.

Ferner lassen wir zwar die Dichtigkeitsfunction $ von Af allgemein,
setzen aber fest, Hass fir M' den constanten Werth 1 besitzen
soll. Die Masse M nehmen wir als fest mit dem Coordinatensysteme
verbunden an, wahrend Af' im Raume beweglich sein soll; zu einer
beliebigen Zeit mége es durch FO(z'1,...z'n) <0 bestimmt sein. Es
reicht flr unsere Zwecke aus, die Bewegung von M, lediglich den
Coordinatenaxen parallel anzunehmen; denn wir wollen nachher M'
unendlich klein werden lassen. Durch diese Voraussetzung machen
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wir den Ort von M' von den Werthen (1... {0 der Coordinaten eines
bestimmten Punktes ({) von M' abhangig und wir konnen diesen Ort
als durch 'die Ungleichung FO'(z1 + 1, - - - zn + () < 0 bestimmt an-
sehen, wo jede Coordinate  der Punkte von M' in ihrer Anfangslage
um dieselbe Grosse & vermehrt werden muss.

Dann handelt es sich bei unserer Untersuchung um das Integral

(14)

welches die Erweiterung von (11) reprasentirt. Die Integration erstreckt
sich jetzt Uber zwei n-fach ausgedehnte Gebiete.

Der Ausdruck (14) muss, damit wir zum Potential gelangen, nach
Ck zweimal differentiirt werden.

Setzt man zundchst zk + k = zK, so hangt die Gebietsbestimmung
nicht mehr von den & ab, so dass man bei der Differentiation des
Potentials nach & nur das Integral- selbst zu differentiiren hat. Ist
dies geschehen, dann setzt man wieder rlickwarts zk ein, und erhalt so

und nun differentiirt man nochmals nach &, indem man davon Gebrauch
macht, dass & nur in der Gebietsbestimmung vorkommt. Wir wenden
dabei die Formel (2*) aus § 5 der flinfzehnten Vorlesung an. So resultirt

und durch Summation folgt
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wobei natdrlich (S. 269)

zu denken ist. Unter Benutzung von (7) entstellt hieraus

oder, da der letzte Factor nur flr alle Punkte von F0(zl + l,...)<O
von Null verschieden und zwar gleich — 2 ist,

d. h. ,sind zwei Mannigfaltigkeiten, M mit der Dichtigkeitsfunction St
»,und M" mit der Dichtigkeitsfunction K= 1 gegeben, von denen die
»erste ruht, und die andere sich in Beziehung auf ein festes Coordinaten-
»System nur parallel den Axenrichtungen bewegt, dann wird das z/ ihres
»Potentials, nach der Lage der beweglichen Mannigfaltigkeit genommen,
»gleich dem Producte aus (— w) und dem Uber das gemeinsame Gebiet
»beider Massen erstreckten Integrale, falls man diesen Bereich mit einer
»Masse von der Dichtigkeit K(zl, .. . zn) belegt.”

Da hierbei die Differentiation nach den stetig sich &ndernden
Lagen ausgeflihrt wird, so bedarf man keiner weiteren Voraussetzung.

Wir wollen jetzt M' zu einer sphérischen Mannigfaltigkeit werden
und ihren Radius @ nach Null gehen lassen. Gesetzt nun. man
durfte

(16)

setzen, dann wiirde die Vergleichung von (14) und (11) zeigen, dass die
Klammer auf der rechten Seite dabei in das Product aus Pot (M; &) und
dem Volum der sphérischen Mannigfaltigkeit mit dem Radius g Uber-
geht. Die linke Seite der letzten Gleichung wiirde durch Vermittelung
von (15) das Product aus (—wK) und demselben Volumen geben.
Somit ginge, wenn man das, den beiden Seiten gemeinsame Volumen
weghebt, (16) in (10) Uber. Die Schwierigkeit, von (15) zu (10) als
Grenzfall zu gelangen, liegt daher wesentlich in dem Beweise von (16).

Kronecker, Integrale. 19
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Der durch (15) gelieferte Satz ist das eigentliche Haupttheorem.
Im Falle des Raumes, demjenigen, mit welchem die Physik es (ber-
haupt nur zu thun hat, ist ja nie von wirklichen Massenpunkten
sondern immer nur von Massen die Rede, welche beliebig Kklein
Werden konnen. Bleibt man dementsprechend auch in der allgemeinen
Theorie bei den Massen stehen, so treten, wie man sieht, die Schwierig-
keiten gar nicht auf, die wir bei der Berechnung des z/ fiir das Potential
einer Mannigfaltigkeit auf einen Punkt fanden.



Siebzehnte Vorlesung.

Darstellung einer Function durch A und ihre Begrenzungswerthe. — Hauptformel.

— Unstetigkeit der Potential-Ableitungen. — Green'sehe Form der Begrenzungs-

gleichungen. — Green’sehe Function bei sphdrischen Mannigfaltigkeiten. — Ein-
fuhrung von Polarcoordinaten. — Entwickelung nach Kugelfunctionen.

§ 1

Wir wenden uns jetzt zu der in der flnfzehnten Vorlesung am
Ende des sechsten Paragraphen besprochenen Aufgabe: ,eine Function
,»ZU bestimmen, deren Werthe auf der Begrenzung einer «-fachen sphé-
rischen Mannigfaltigkeit, und deren zf fiir alle Punkte innerhalb dieser
»Mannigfaltigkeit gegeben sind.”

Dabei kniipfen wir an die beiden, im Vorhergehenden abgeleiteten
Formeln an (vgl. S. 276, (9) und S. 263, (7)):

und

In die zweite Formel setzen wir fir ® und @, bezw. $ und §3 ein;
addiren wir dann das Resultat zur ersten Gleichung, so ergiebt sich

12(1-sgnF0())wk(0)
()

also eine Formel, in welcher das, der Berechnung besonders unzu-
géngliche Integral

nicht mehr vorkommt. Setzen wir U(ber die Function F——.[.]
19
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ahnlich wie bei der Dichtigkeitsfunction K voraus, dass ihr Werth fir
jeden Punkt (z) ausserhalb des Bereiches F0 < 0 gleich Null sei, dann
konnen wir (1) kiirzer in der Form

(1%)

schreiben. Diese Hauptformel rihrt von Green her.

§ 2

Ersetzen wir in (1*) die Function  durch die Dichtigkeitsfunction
K, dann enthillt die Gleichung eine der wichtigsten Eigenschaften der
n-fachen Potentiale.

Die auf ihrer linken Seite stehende Function ist eine stetige
Function von ({), so lange dieser Punkt sich nur innerhalb oder nur
ausserhalb F0 < 0 bewegt; bei jedem Uebersclireiten von F0 = 0 hin-
gegen tritt ein Sprung von der Grosse =+ wF Es muss also
auch rechts in (1*) eine Unstetigkeit Vorkommen. Das erste Integral
kann als Potential einer n-fachen Mannigfaltigkeit mit der Dichtigkeits-
function aufgefasst werden, das dritte als Potential einer (n—1)-
fachen Mannigfaltigkeit F0 = 0 mit der Dichtigkeitsfunction . Nach
§ 5 der vorigen Vorlesung sind beide Integrale tberall stetig. Folglich
kann die Unstetigkeit der linken Seite nur vom mittleren Integrale rechts

stammen. Dies muss sich um + w”(§) &ndern, wenn (O die Mannig-
faltigkeit FO@W0, ...m0)= O passirt. ,Es ist also die nach der Normalen-
dichtung genommene erste Ableitung des selber noch stetigen Potentials
JKBdw einer (n — 1)-fachen Mannigfaltigkeit Fo = 0 nicht mehr
»Stetig; durchsetzt man F0 = 0 in einer Normale, so &ndert sich das
»Potential um das (= w)-fache der Dichtigkeit des getroffenen Punktes.”
Beim Massenpotentiale werden erst die zweiten Ableitungen unstetig.

§ 3.
Wir kénnen (1*) zur Loésung folgender Aufgabe benutzen: ,,Es
,S0ll eine Function F(zl, ... ) innerhalb des Bereiches FO <0 ana-

lytisch dargestellt werden, wenn auf der Grenze FO = 0 ihre Werthe
F@o..m) bekannt sind; wenn ferner im Innern die Werthe von

(2 AF=® (z,...,zn)
»gegeben sind; und wenn man endlich fiir die Grenze des Bereiches
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»die Werthe von Fp d. h. die Ableitung von F nach der Normale
»kennt.“ Hier liefert dann (1*) die Losung der partiellen Differential-
gleichung (2) von der zweiten Ordnung, fiir welche gewisse Grenz-
bedingungen vorgeschrieben sind, und eine solche L&sung ist bemerkens-
werth, da derartige Probleme im Allgemeinen sich noch der analytischen
Behandlung entziehen

Die eben gestellte Aufgabe ist aber lberbestimmt; denn die letzte
Forderung fiihrt die von den beiden ersten Daten nicht mehr unab-

hangigen Werthe vor ein. Sie muss also weggelassen werden, und

die Frage taucht dabei auf, wie man aus (1*) das vonp- abhéngige
Glied wegbringen kann. Diese Frage ist Gegenstand der eingehendsten
Untersuchungen geworden; Carl Neumann hat ihr eine Reihe wichtiger
Arbeiten gewidmet, in denen er eine Anzahl schoner Resultate ableitet;
allein die allgemeine Frage hat er nicht erledigen kdnnen. Auch bei
Green kommt bereits ein ausgezeichnetes Resultat vor. Wahrscheinlich
ist die Frage in voller Allgemeinheit berhaupt nicht Idsbar.

Wir wollen die Sache von folgendem Gesichtspunkte aus betrachten.
Man spricht immer von ,.dem“ Bereiche FO <0 und von ,der* Um-
grenzung F0 = 0. Nun ist es ja ganz richtig, dass das Gebiet wie
die Umgrenzung desselben geometrisch eindeutig bestimmt sein mussen;
aber wenn wir an die analytische Behandlung der Aufgabe gehen
wollen, dann kann die analytische Darstellung der Begrenzung nicht
entbehrt werden, und diese Darstellung ist auf unendlich viele Arten
moglich. Welche von diesen ist flr unseren Zweck nun die geeignetste?
Wir koénnen die Frage so wenden, dass wir diejenige Darstellung fiir
die Begrenzung suchen, bei welcher gerade das uns unbequeme Lite-
gral in Wegfall kommt.

Um dies zu erreichen, nehmen wir eine vorldufig unbestimmte
Function G der z und ¢ welche im Innern und auf der Begrenzung
des Gebietes endlich, stetig und differentiirbar sein soll, und setzen in
die zweite Formel des ersten Paragraphen statt ® und W zuerst F
und G und darauf Gr und  &n. Dann entsteht

und also
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Subtrahirt man diese Gleichung von (1*), dann resultirt

Legen wir also der Function G(z, {) die beiden Bedingungen auf:
1) dass auf der Mannigfaltigkeit F0 = 0 stets G =B  sei, oder was
dasselbe besagt, dass durch die beiden Gleichungen

3) FOz0, ) =0 und Go(z0,0) — B3, [i)=0
dasselbe .Gebilde dargestellt werde; und 2) dass
(4) AzG(z,) =0 (FO<0)

sei, dann liefert die obige Gleichung die Darstellung von F in der Form

()

Wie man sieht, sind die der Function G auferlegten Forderungen
(3) und (4) von gegebenen Werthen fur F unabhéngig, denn sie kniipfen
lediglich an das Gebiet F0 < 0 an.

Eine solche, durch (3) und (4) bestimmte Function G nennt man
eine Green’sche Function, woflr wir wohl besser eine Green’sche
Form der Begrenzungsgleichung sagen. Sie lost die gestellte
Aufgabe fiir das Gebiet FO bei jedem F; aber freilich ist das Problem,
G zu finden, nicht minder schwierig als das urspringlich gestellte.
In solcher Weise lasst sich die Natur nicht tberlisten. Fir sphérische
Mannigfaltigkeiten kann man eine elegante Ldsung geben, aber fir
weitere, selbst fir ellipsoidische ist das bisher noch nicht gelungen, und
dies kommt daher, dass das Potential seinem ganzen Wesen nach auf
sphérische Mannigfaltigkeiten zugeschnitten ist.

§ 4

Die sphdrische Mannigfaltigkeit FO<O, furr welche wir die Green’sche
Function suchen, sei durch

begrenzt. Einen Punkt innerhalb bezw. ausserhalb derselben bezeichnen
wir durch (k) bezw. ((k), wo dann entsprechend
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oder

ist. Jedem Punkte (Zk) wollen wir einen Punkt (k) in der Weise zu-
ordnen, dass

ce' =Rl und o = ok (k =1,2,...n)

genommen wird. Diese Art der Zuordnung durch reciproke Radien-
Vectoren ist von William Thomson (Liouville Journal 1846) erdacht
und durchgefiihrt worden. Dann ergiebt sich

und also wird

Wir erlangen demnach als Green’sche Form der Begrenzungsgleichung:

denn in der That ist 1) AzG = 0, weil in AzB(z, {) der Punkt {
ausserhalb der sphérischen Mannigfaltigkeit liegt; und ferner ist 2) der
letzten Gleichung geméss G(z0, &) = B(z0, &) fir F0 = 0.

Gehen wir also damit in unsere Formel (5), so entsteht
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(6)

und damit ist die Losung des gestellten Problems geliefert. Diese
Formel kann dadurch noch etwas umgearbeitet werden, dass wir
fur die im zweiten Integrale stehenden Zeichen ihre Werthe einsetzen.
Es ist

Hierbei wird

Fok = 2zk,

und also geht die letzte Summe in

und (6) in



Green’sehe Function bei spharischen Mannigfaltigkeiten. 297

(7)

Uber. Von der Formel (6) kann man durch Vertauschung von { mit
(' zu einer andern fir F({) gelangen, wobei dann aber das Integrations-
gebiet das Aeussere der sphérischen Mannigfaltigkeit ist,

(6)

und die entsprechende Umwandlung von (6*) fihrt auf die Formel

wF(Q)

Die Gleichungen (7), (7*) lassen sich eleganter so schreiben:

®)

wobei
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bedeuten soll.
Subtrahirt man die zweite der Gleichungen (8) von der ersten,
dann erh&lt man eine neue Gleichung

()

in welcher das erste Integral Uber die gesammte «-fache Mannig-
faltigkeit, das zweite Uber >zlk= R? zu erstrecken ist. Fir die
Gultigkeit der Formel ist nur vorauszusetzen, dass F undi&  (berall
stetig, endlich und eindeutig seien.

8§ 5.

Jetzt wollen wir aus den erlangten Resultaten Folgerungen ziehen,
und wandeln in der Formel (7) das letzte Integral rechts durch Ein-
tragung von Polarcoordinaten um, indem wir fur k = 1,2,...n

0k= Ruk, [ =@uk

setzen. Zugleich wollen wir das Oberflachenelement der Einheitssphére
Y22k =u1 durch dw(l) bezeichnen, so dass

dw = Rn-1dw(1)
wird. Dadurch geht

Uber, und also entsteht bei der Einfihrung von dw(1)

Liegt nun fiir (7) eine Function F vor, deren A im Innern von FO <0
verschwindet, dann féllt das erste Integral rechts in (7) fort, und man hat



Einfilhrung von Polarcoordinaten. 299

(10) (AF = 0 fiir F0 < 0),

Genau ebenso kénnen wir, fallsi= nicht im Innern sondern im Aeussern
von F0 < 0 verschwindet, von (7*) ausgehen, benutzen dann die Be-
ziehung

und gelangen zu

(10%)
(AF =0 fur FO>0).

Die Formeln (10), (10*) gewahren die Mdglichkeit von Reihen-
entwickelungen nach Potenzen von bezw. Man sieht, dass es
sich dabei um Entwickelungen von der Form

handelt. Unter Einflhrung der ¢k folgt aus (10)

d. h. die Entwickelung nach ,allgemeinen Kugelfunctionen®,

Wir hatten die Formel (10) unter der Voraussetzung 2 ab-
geleitet. Das erhaltene Resultat gilt aber, wie sich nachweisen lasst,
auch noch fir n = 2. In diesem Falle wird ti = 2m, und wenn man

& R cosu, g Bsinu; {=opcos«, n=opsina
setzt, dann resultirt
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oder, wenn man plt statt p einfuhrt,

Dies ist ein Poisson’sches Integral. Es stellt die Function F im
Innern eines Kreises durch die Werthe der Function auf seinem Um-
fange dar, falls im Innern des Kreises gleich Null ist. Die prin-
cipielle Aehnlichkeit dieses mit dem Cauchy’schen Integrale ist un-
verkennbar.

Nun ist

also wird

und so ertriebt sich
2nF(eR cos a, pRsina)

Aus (5) im 8 9 Vorlesung 3 ist zu ersehen, dass die fur die
Gultigkeit von (10) notliwendige Bedingung = 0 stets erfillt ist,
wenn die Function $ von zwei Variabein x, y eine Function der com-
plexen Variabein ><yi wird. Es ist also genau wie beim Cauchy’-
schen Integrale so auch hier auf Grund der Integraldarstellung eine
Reihenentwickelung mdglich. Bei n = 2 treten, wie wir sehen, als
Coefficienten der Entwickelung trigonometrische Functionen auf; im
allgemeinen Falle erscheinen daflr sogenannte allgemeine Kugel-
oder Laplace’sehe Functionen. (Vgl. Heine, Handbuch der Theorie
der Kugelfunctionen.)

Hier wollen wir nur noch mit einigen Worten auf den Fall n = 3
eingehen. Setzt man, wie dies gewohnlich geschieht,

(p<D),

so dass P(x) die ntt Kugelfunction bedeutet, dann liefert die Differen-
tiation nach p
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und wenn man das Doppelte dieser letzten Formel zur ersten Ent-
wickelung addirt. dann erh&lt man

wodurch die Entwickelung fiir n — 3 geliefert wird. Durch weitere
Differentiationen l&sst sich der Zusammenhang der Entwickelungscoeffi-
cienten fur hoéhere n mit den einfachsten Kugelfunctionen herstellen.



Achtzehnte Vorlesung.

Charakteristische Eigenschaften der Potentialfunctionen. — Natlrliche Begrenzung.

— Verhalten der Potentialfunction im Unendlichen. — Dirichtetisehe Be-

dingungen. — Verification des Potentialausdruckes einer nicht auf ihre Haupt-
axen bezogenen ellipsoidischen Mannigfaltigkeit.

§ L
Im Jahre 1846 verdffentlichte Dirichlet im 32. Bande des
Crelle’sehen Journals (S. 80 — 84) einen Aufsatz: ,,Sur un moyen
général de verifier I'expression du potentiel relatif & une mésse quel-
conque homogene ou hétérogene”. Er definirt darin eine Potential-
function als ein Integral

@)

und fohrt drei fiir ein derartiges Potential charakteristische Eigen-
schaften an. Es war dies das erste Mal, dass eine Function in solcher
Weise charakterisirt wurde. Damit war dann ein expedites Mittel ge-
funden, um Potentialausdriicke a posteriori als solche zu verificiren.

Wir schlagen zur Erreichung eines Systems von charakteristischen
Eigenschaften fir das Potential den folgenden Weg ein.

Wir haben in der flinfzehnten Vorlesung gesehen, dass unter ge-
wissen Voraussetzungen Uber die Differentiirbarkeit von St

APot() = -wK(Q)
also auch
APot(zl, . . . ) =-wK(z1, ... zn)

ist. Tragen wir dies in die Definitionsgleichung (1) des Potentials ein,
dann entsteht

© o Pot () = —fAPot ()B(0, Odv,

und ersetzen wir hierin die Bezeichnung Pot (£) durch die Functional-
bezeichnung F(0), so erhalten wir

®)
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Diese Gleichung ist charakteristisch fur das Potential des Korpers Jio<O
bezogen auf den Punkt ({). Denn gemadss (1) stellt sich F({) als das

Potential des Korpers F0 < 0 mit der Dichtigkeitsfunction

dar. Nehme ich nun noch an, dass die Dichtigkeit fur die Punkte von
FO0=0 verschwindet, dann l&sst sich das Integral Uber die ganze «-fache
Mannigfaltigkeit ausdehnen, und wir erlangen die fiir eine Potential-
function F charakteristische Gleichung

B
(3% - J>~AF—(=z.2)dv

wobei das Sternchen am Integralzeichen andeuten soll, dass die Inte-
gration Uber alle Punkte (z) der Mannigfaltigkeit erstreckt wird.

Andererseits hatten wir fir eine beliebige Function  im ersten
Paragraphen der letzten Vorlesung die Gleichung

(4)

gefunden. Es handelt sich nun darum, zu untersuchen, wann (4) in (3*)
ubergefihrt werden kann, d. h. wann 1) das Gebiet F0 < 0 in (4) bis ins
Unendliche erstreckt werden darf; und wann dann 2) die beiden letzten
Integrale in (4) verschwinden. Die hierfur gefundenen nothwendigen
Bedingungen ergeben die charakteristischen Eigenschaften dafiir, dass
eine vorgelegte Function F(§) eine Potentialfunction ist.

§ 2

Wir fragen also zuerst, wann man in (4) das Gebiet F0 <O bis
ins Unendliche erweitern darf. Die Antwort darauf ist einfach die,
dass bei der Ausdehnung keine natirliche Begrenzung (berschritten
werden darf. Den Begriff der natiirlichen Begrenzung haben wir bereits
bei den einfachen Integralen besprochen. Es wird darunter die ge-
summte (n—I)-fache Mannigfaltigkeit verstanden, welche die Unstetig-
keitsstellen der zu integrirenden Functionen (d. h. sowohl einzelne
Punkte als einfach oder mehrfach ausgedehnte Punktfolgen) unendlich
nahe umschliesst oder abschliesst. In dem allgemeinsten Sinne des
Ausdrucks ,,natlrliche Begrenzung® ist also auch die gegebene Be-
grenzung des Integrationsbereiches der n-fachen Integrale mit ein-
begriffen, insofern bei Erweiterung dieses Bereiches anzunehmen ist,
dass die Werthe der zu integrirenden Functionen an der gegebenen
Begrenzung plétzlich zu Null (bergehen. Uebrigens haben wir schon
mehrfach darauf hingewiesen, dass eine Begrenzung auch nur scheinbar
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eine natlrliche Begrenzung sein kann. Auch dieser Umstand zeigt
sich schon bei den einfachen Integralen. So ist in

der Nullpunkt nur scheinbar zur natirlichen Begrenzung gehorig, denn
in Wirklichkeit kann die Integration (ber diesen Punkt hinaus er-
streckt werden.

Wo liegt also bei (4) die natlrliche Begrenzung? Ueber die
Function $ und ihre ersten Ableitungen setzen wir voraus, dass sie
Uberall stetig sind. Hinsichtlich der zweiten Ableitungen wissen wir
schon von der Betrachtung des Potentials her, dass sie nicht mehr
stetig sind; die natirliche — wirkliche oder scheinbare — Begrenzung
wirde also durch die (n — 1)-fachen oder 8eringer ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten gebildet werden, in denen oder auch, in denen
die zweiten Ableitungen von F nicht mehr stetig sind. Untersuchen
wir aber diese Stellen genauer, dann werden wir finden, dass sie nur
scheinbar eine Begrenzung bilden.

§ 3.

Wir nehmen an, ® sei eine (n — I)-fache Mannigfaltigkeit, in
der unstetig wird, wahrend aber doch F und die ersten Ableitungen
von  noch endlich, stetig und eindeutig in ihr bleiben. @® umbhiillen
wir durch zwei ,parallele® benachbarte Mannigfaltigkeiten, die wir
uns etwa so hergestellt denken konnen, dass auf jeder Normale von ®
aus nach beiden Seiten gleiche, unendlich Kleine Stiicke abgetragen
werden; diese beiden Begrenzungen mogen ®o und @I heissen. Dann
betrachten wir

Fir entsprechende Punkte von ®) =0, ®! = 0 d. h. fir solche,
die derselben Normale von ® = 0 zugehéren, haben F und B unendlich
benachbarte Werthe; die Werthe von Fp wie die von R&ben ver-
schiedene Vorzeichen, sind aber, abgesehen davon, unendlich wenig von
einander verschieden. Die Summe des Uber ®0=0 und des uber ®1=0
genommenen Integrals wird daher unendlich Klein und mit der An-
naherung von @0 und ®! an ® Null werden. & gehort also nicht zu
der wirklichen naturlichen Begrenzung des obigen Integrals.

Wir mussen nun zweitens

JaFrBa
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tiber das von ®0 = 0 und ®! = 0 begrenzte, ® = 0 enthaltende Gebiet
erstrecken. Dabei nehmen wir an,F bleibe endlich. Dann macht
die Integration Uber das weggenommene Zwischengebiet nichts aus, weil
seine Dicke unendlich klein ist.

So (berzeugen wir uns, und darin liegt das Wichtige, dass die
natiirliche Begrenzung der Integrale in (4) hdchstens von den Mannig-
faltigkeiten gebildet wird, in denen F und seine ersten Ableitungen
aufhoren, stetig, und AF oder die zweiten Ableitungen von  aufhdren,
endlich zu sein. Offenbar reicht es aus, zu fordern, dass 8 nebst seinen
ersten und zweiten Ableitungen endlich sein soll; denn dann sind die
ersten Ableitungen und die Function selbst gleichfalls stetig. Ist dies
der Fall, dann kdnnen wir also bis ins Unendliche integriren.

Nothwendig ist es dann weiter, dass das Integral, welches aus
dem ersten Theile rechts entsteht, namlich

[*aF-B-dy
convergent sei.

§ 4

Nachdem dies festgestellt ist, untersuchen wir zweitens, wann bei
solcher Ausdehnung bis ins Unendliche die beiden letzten Integrale in
(4) verschwinden.

Wir koénnen nach den vorangehenden Untersuchungen die Frage
dadurch bequemer gestalten, dass wir Fo < 0 als sphdrische Mannig-
faltigkeit auffassen, dabei

setzen und h = oo werden lassen. Hierbei wird (vgl. S. 268 u. 298)

so dass die Summe der beiden letzten Integrale aus (4) in das Integral

Kronecker, Integrale. 20
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()

Ubergeht. Das Verschwinden von (5) fir R = oo liefert die erganzende,
aus naturgemasser Quelle stammende, hinreichende und nothwen-
dige Bedingung dafiir, dass  eine Potentialfunction ist.

In (5) flhren wir wieder, wie in § 5 der vorigen Vorlesung, das
Oberflachenelement der Einheitssphdre ein.  Wir ersetzen dw durch
Rn—-1dw(l) und erhalten, falls wir () in den Nullpunkt legen, oder,
was dasselbe bewirkt, falls wir p als gegen R verschwindend klein an-
nehmen und die Voraussetzung

(6)
machen, die Bedingung dafir, dass F eine Potentialfunction sei:
(6%)
Umgekehrt koénnen wir (6) und (6*) zur friheren nothwendigen

und hinreichenden Bedingung (5) zusammensetzen. Denn bei jedem
endlichen p l&sst sich R so gross annehmen, dass

und

sich beliebig wenig von der Einheit unterscheiden, und dasselbe findet
dann bei allen unter die Integration fallenden Systemen der uk, uk flr
den im Nenner stehenden Ausdruck

statt. Daraus ersieht man dann leicht, dass infolge von (6) und (6%)
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wird, und mit Huilfe dieser drei Gleichungen l&sst sich die aus (5)
fliessende Bedingung zusammensetzen. Es ist jedoch wohl zu beachten,
dass (6) und (6*) hinreichend aber nicht nothwendig sind; denn die
Vorwegnahme von (6) aus der allgemeinen Bedingung liefert bereits
eine nicht in der Natur enthaltene Einschrankung.

Die im vorliegenden Paragraphen abgeleiteten Resultate kdnnen
wir folgendermassen zusammenfassen:

»Nothwendige und hinreichende Bedingungen dafir, dass
»eine vorgelegte Function  &me Potentialfunction sei, sind

»(I) F, seine ersten und seine zweiten Ableitungen sind (berall
»endlich, und damit ist F nebst ersten Ableitungen auch Uberall stetig;

»(I) FOr jeden Punkt (Q) ist

»Hinreichende Bedingungen erhélt man, wenn an Stelle von
»(I1) gefordert wird

»Diese letzten Bedingungen sind stets erfullt, wenn
(1)
,ist.

,2unter den gemachten Voraussetzungen ist  die Potentialfunction
»einer Mannigfaltigkeit, deren Dichtigkeitsfunction durch

,und deren Ausdehnung dadurch bestimmt wird, dass in allen ihren
»Punkten und nur in ihnen der Werth der Dichtigkeitsfunction von
., Null verschieden ist.”

§ 5.
Eine andere Behandlung derselben Frage knipft an das Resultat

(7) des § 4 der vorigen Vorlesung, ndmlich an die Gleichung
20*
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an und fragt, um diese in (3*) berzuftihren, wann

und

sich mit wachsendem R einzeln der Grenze Null n&hern. Durch diese
Zerlegung haben wir freilich den Boden der nothwendigen Bedingungen
bereits verlassen und erhalten nur hinreichende Bedingungen.

Fuhren wir ins zweite Integral Polarcoordinaten ein, so geht es
nach 8§ 5, (10) der letzten Vorlesung in

tber. Lé&sst man nun R ins Unendliche wachsen, so erkennt man:
,,8S muss sein:

»0. h. die Centralprojection der Werthe des F von einer unendlich
»grossen spharischen Mannigfaltigkeit auf die Einheitssphdre muss das
»Integral Null ergeben; oder: der Mittelwerth von F- auf einer unendlich
»grossen spharischen Mannigfaltigkeit muss verschwinden.“ Die Richtig-
keit der letzten Ausdrucksform ersieht man aus der Gleichung

Hinsichtlich des ersten der beiden obigen Integrale ergiebt sich
unter Berticksichtigung der Beziehungen (S. 295 u. S. 298)

die Umwandlung
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und also handelt es sich um das verschwmden von

Mau sieht: ,,Hinreichende Bedingungen dafir, dass F eine Poten-
Hialfunction wird, sind die folgenden:

»(1) ist nebst seinen ersten und zweiten Ableitungen Uberall
,.endlich;

,»(I1) der Mittelwerth von  auf einer unendlich grossen spharischen
»Mannigfaltigkeit verschwindet;

»(I11) es gilt die Gleichung

»Hinreichend ist es also auch, wenn man (HI) ersetzt durch

H(I1*) AF ist nur innerhalb eines ganz im Endlichen liegenden
,,Bereiches von Null verschieden.”

Durch Einfiihrung neuer, passender Voraussetzungen kann man
die Form der Bedingungen noch weiter ab&dndern. L&sst man z. B. die

Dichtigkeit stets positiv sein, so reichen die Annahmen aus,
dass

I*B> ~AF - du

convergirt, und dass die mittlere Dichtigkeit auf einer unendlich grossen,
sphérischen, (n — I)-fachen Mannigfaltigkeit gleich Null ist. Im Falle
der Schwere kann dieser Satz von Nutzen sein; bei der Elektricitat
dagegen gilt er nicht mehr, da die Voraussetzungen nicht erfullt sind.

§ 6.

Dirichlet hat in seiner oben erwéhnten, epochemachenden Arbeit
die folgenden charakteristischen Bedingungen aufgestellt:

»Hinreichende Bedingungen daflr, dass F eine Potential-
,function wird, sind:

»(I) F und seine ersten Ableitungen sind tberall endliche und
,»Stetige Functionen;

»(I1) die Producte kF(¢) und kFk(Q) Uberschreiten nirgends eine
»angebbare endliche Grosse;

»(I11) die zweiten Ableitungen Fkk() sind im Allgemeinen endlich
»und eindeutig und bleiben selbst da endlich, wo sie aufhdren, ein-
deutig zu sein.”
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Wir wollen zeigen, dass das Verschwinden von (5) bei Ausdehnung
des Integrationsbereiches ins Unendliche eine Folge der Diriclilet’-
sclien hinreichenden Bedingungen ist. Bei der Einfiihrung von

erhdlt man aus (5) drei Integrale, deren erstes bei wachsendem R

wird. Da F stets endlich ist, so verschwindet dieser Theil.
Der zweite Theil nimmt die Form

an. Nun bleibt, infolge der zweiten Dirichlet’schen Bediugung, wenn
M jene angebbare, endliche Grosse bezeichnet,

20kF(z01 ... ) < M,

RF(Ruy, ...) <VnM,
und also wird auch

Beim dritten Theile endlich handelt es sich um

Weil aber der Ausdruck

wegen des zweiten Theiles der Bedingungen (1) nach den soeben durch-
gefuhrten Schlussfolgerungen fiir wachsende TI unter einer endlichen
Grenze bleibt, so wird auch

Die Dirichlet’schen Bedingungen (1) und (lIl) setzen sich zu
unseren in § 4 gegebenen Bedingungen (I) zusammen.
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Es folgt also aus den Dirichlet’schen Bedingungen das Bestehen
von (1) und (I1) des § 4, und jene Bedingungen sind bei dieser Ueber-
fuhrung vollstdndig aufgebraucht worden. (5) liefert in einer freilich
nicht eleganten Form die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen,
wahrend dies bei den anderen Formulirungen nicht mehr der Fall ist.

§ T

Dirichlet hat die von ihm aufgestellten Eigenschaften des Poten-
tials dazu benutzt, um den Ausdruck fiir das Potential eines Ellipsoids
zu verificiren, welchen er in einer Einfachheit gegeben hatte, die vor
ihm unbekannt gewesen war. Bei allen bis zu seiner Zeit abgeleiteten
Resultaten hatte stets die Unterscheidung zwischen innerhalb und
ausserhalb des Ellipsoids gelegenen Punkten Mihe gemacht. Das fiel
bei der Dirichlet’schen Behandlung zum ersten Male fort. Wir haben
schon friiher angedeutet und werden in der nachsten Vorlesung darauf
eingehen, wie Dirichlet seinen discontinuirlichen Factor zur Umwand-
lung eines dreifachen in ein einfaches Integral benutzte. Hier wollen
wir zunéchst aber noch eine Verification geben, und zwar fiir eine all-
gemeinere Formel. Dirichlet ist erst bei einer andern Arbeit (Unter-
suchungen (ber ein Problem der Hydrodynamik; aus dem Nachlasse
hergestellt von R. Dedekind; Abhandlungen der Konigl. Gesellsch. d.
Wissensch. zu Gottingen 1860; § 4) zu der Aufgabe gefiihrt worden,
das Potential eines Ellipsoids unter der Voraussetzung herzustellen,
dass seine Gleichung nicht auf die Hauptaxen bezogen sei. Das Resultat
ist nicht unelegant, allein zu noch eleganteren Formeln fihrt gegen
alles Erwarten die Aufgabe, wenn man an Stelle des Polynoms des
Ellipsoids eine beliebige quadratische Form einflihrt und gleichzeitig
n Variable, statt der drei beim Raume, benutzt. Man wird bei dieser
Allgemeinheit gewissermassen gezwungen, elegant zu sein.

Auf dieses Problem ejehen wir jetzt ein.

Wir bezeichnen

z 1 71 72 N
1 a0 a01 a02 aln
aln
®) 1 all all +t al2 =D(t) {F(t)-Z%},
2 an au a2 +t azn
(ars-- asr)
zn a0 anl an2 ann + t

so dass also
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rs=01,...n
] ars + orst =-IDD(t) K0 =0 0 =1 fur i> 0).

(20 = 1)

gesetzt ist, und die frs =fsr die zu (ars + drst) in D(t) gehorigen,
durch die Determinante dividirten Unterdeterminanten bedeuten. Es
sind also die Grossen frs durch die Gleichungen definirt:

(p,r,s=0}h,. .,

ops hat die gewohnliche Bedeutung als positive Einheit oder Null.
Die vorgelegte ellipsoidische Mannigfaltigkeit soll nun durch

F(0,2) = F(0) <0

bestimmt sein. Dabei nehmen wir die ars als reelle Grossen und so an,
dass nur fir endliche (z) die Bedingung F(0) < 0 erflllt ist, und das
Integrationsgebiet sich also nicht ins Unendliche erstreckt. Bei unserer
Bezeichnung ist es von Wichtigkeit, dass wir nicht die Coefficienten
der quadratischen Form, sondern die zu ihnen reciproken Gréssen in
die ellipsoidische Mannigfaltigkeit eingetragen haben. Das Schluss-
resultat fuhrt darauf, und die Rechnungen werden eleganter.
Wir setzen nun

(10)

und werden zeigen, dass dieser Ausdruck den im § 5 aufgestellten Be-
dingungen einer Potentialfunction geniigt. Eigentlich ist die Begrenzung
des ellipsoidischen Raumes nicht F(0) = 0 sondern F(0): D(0) = 0;
da aber D von den z unabhéngig ist, so macht die Aenderung nichts aus.

Wir brauchen nun vor Allem den Werth von AF und um diesen
berechnen zu konnen, missen wir die ersten Ableitungen von F(t)
und D(t) nach t und die beiden ersten Ableitungen von F(i) nach
einem der z bilden. Wir bezeichnen die Ableitung von frs nach t
mit frs, und die Definitionsgleichung der frs giebt dann

(r=0,1,...n

so dass, wenn man mit fgs multiplicirt und nach s summirt,
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und, da ja

ist, auch

wird. Rechts kann man offenbar ors durch drs ersetzen, und so folgt
hieraus das Resultat

Tragt man dies in die Gleichung

ein, so kommt

heraus. Ferner erhdlt man die Ableitungen

Nach einem bekannten Determinantensatze und unter Beriicksichtigung
der Definition fur die frs ergiebt sich weiter

und

und endlich folgt aus der Formel fiir F'(t), da frs = fsr ist,

so dass F(t) mit wachsendem t bestandig abnimmt.
Ist also F(0) <0, so muss in (10) die Integration nach t von 0
bis oo erstreckt werden, und man hat

(10%)
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Ist aber F(0) > 0O, so hat man von der einzigen positiven Wurzel t0
der Gleichung

F(tO)O0
ab die Integration bis t = oo zu erstrecken, und es wird also

(10%%)

Hier ist nicht zu vergessen, dass die untere Grenze t0 von den Werthen
der Coordinaten z1, ... zn abhéngig ist.

Bei (10*) kann sofort durch zweimalige Differentiation nach zx
und Summation nach x der Ausdruck gebildet werden:

Da nun D(t) fiir t = oo selbst unendlich gross wird, so ist in diesem
Falle
E-oo (F(0)<6),
und die beigefiigte Ungleichung besagt nichts anderes, als dass (2)
innerhalb der ellipsoidischen Mannigfaltigkeit F(0) < O liegt.
Bei (10**) differentiiren wir zuerst nach Zr unter Beachtung der
unteren von zr abhéngigen Grenze

und wegen der Gleichung F(t0) = 0 verschwindet der zweite Summand.
Tilgen wir ihn und differentiiren dann nochmals nach zr, so entsteht

Die Summe der Integrale in der eckigen Klammer wird bei r=1, 2, ... n,
ahnlich wie oben, gleich
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4D(t0)-%2
und der zweite Summand giebt wegen der Beziehungen
F'(t0)dt0 + Fr(t0)dzr =0,

bei der Summation das Gleiche mit negativem Zeichen, so dass also jetzt
: AF =0 (F(0) > 0)
wird.

Hiermit haben wir nachgewiesen, dass die Bedingungen (1) und
(11*) aus § 5 erfllt sind.

Wir wollen das Gleiche von der zweiten ableiten, und zwar in der
Form, dass wir zeigen, wie  fiir unendlich grosse Werthe von (2)
verschwindet. Das ganze Gebiet F,(0) = F(0,z) <0 liegt der An-
nahme nach im Endlichen; fir unendlich grosse Werthe (z) haben wir
es also mit F(0) > 0 zu thun, und es gilt demnach die Formel (10**).
Mit wachsendem 0 wird aber auch die Wurzel t0 von F(t0) = 0 ins Un-

endliche wachsen, so dass der Integrand wegen D(t0)-Y2 verschwindet.
Dies ist sofort ersichtlich, wemi man z. B. nur eins der 0 ins Unend-
liche gehen I&sst.

Hierdurch ist dann also auch die Erfiillung der zweiten Bedingung
erwiesen, und $ ist demnach eine Potentialfunction flr die Mannig-
faltigkeit, deren Dichtigkeitsfunction durch

VoA
bestimmt ist, also unseren Resultaten tber gemass, fir eine homo-
gene ellipsoidische Mannigfaltigkeit
F(, z)<O. —

Wenn wir die ellipsoidische Mannigfaltigkeit auf ihre Axen be-
ziehen wollen, dann ist

a0 =— 1, ars=0 (r 9),
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zu setzen, und dann erhalt man

Dabei ist die Bedeutung der unteren Grenze (0, t0) aus dem Vorher-
gehenden Klar: Bei

ist von t =0 bis t = oo zu integriren; bei

dagegen von der einzigen positiven Wurzel t0 der Gleichung

ab bis ins Unendliche.
Dieses letzte specielle Resultat ist eher complicirt zu nennen als

das obige allgemeine (10).



Neunzehnte Vorlesung.

Das Potential einer ellipsoidischen Mannigfaltigkeit. — Dirichlet’s Gebrauch

des discontinuirlichen Factors. — Umwandlung des n-fachen Integrals in ein

(n 4- 2)-faches; ein zweifaches; ein einfaches Integral. — Bemerkungen zur Me-

thode. — Modulsystem. — Allmahliche Bildung der Elemente. — Umwandlung

und Einflhrung des discontinuirlichen Factors. — Verschwinden der Elemente
des Modulsystems.

§1
In dieser unserei’ letzten Vorlesung gehen wir genauer auf den
Gebrauch des discontinuirlichen Factors bei der Bestimmung des Poten-
tials einer ellipsoidischen Mannigfaltigkeit ein. Es wird dadurch das
Schlussresultat der letzten Untersuchungen bestéatigt und verallgemeinert
werden.
Wir setzen

als Bestimmung fir die ellipsoidische Mannigfaltigkeit voraus und
nehmen das Anziehungsgesetz der homogenen Masse, welche diese
Mannigfaltigkeit erfiillt, so an, dass die Intensitat der Attraction des
Massenpunktes (x) auf den Punkt (&) gleich

wird. Dann handelt es sich um die Berechnung des Potentialintegrals
(()) {F. < 0).

Wir werden dieses n-fache Integral auf ein einfaches reduciren, indem
wir uns dabei, wie schon gesagt, des Verfahrens bedienen, welches
Dirichlet in seiner Abhandlung: ,,Ueber eine neue Methode zur Be-
stimmung vielfacher Integrale* (Beri. Ber. 1839, S. 18 u. 61; Werke |I.
375; 381; 391) zuerst verwendete.
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§ 2.
Liegt der Punkt (§) innerhalb des Bereiches F0 < 0, dann ist
fiir ihn

und deshalb wird in (1) der Nenner fir (x) = (§) zu Null werden;
es fragt sich also, ob dabei der Ausdruck (1) Gberhaupt noch einen
Sinn besitzt; mit anderen Worten, ob r = 0 als scheinbare oder als
wirkliche naturliche Begrenzung anzusehen ist, und das hé&ngt davon
ab, ob

(o)

mit abnehmendem p zur Grenze Null geht oder nicht. Nun haben wir
auf S. 234 die Umwandlung

gefunden und erhalten daraus fir unseren Fall

Setzen wir also n>uv voraus, dann bildet der Punkt (§) nur
scheinbar eine natirliche Begrenzung, und (1) hat einen Sinn, auch
wenn (£) im Integrationsgebiete liegt.

Wir konnen aus der Definitionsgleichung fiir die I-Function
(S. 241) leicht die Gleichung

) (v>0)

folgern. Setzen wir also v>0 voraus, was ja bei einem Attractions-
gesetze keine Einschrankung ist, dann geht (1) in

(3) (FO<0)

uber.
Wir haben ferner (S. 203) gesehen, dass

positiv

. st
negativ

wird, wenn



Potential einer ellipsoidischen Mannigfaltigkeit. 319
Tragen wir bei positivem q fir x0 den Werth pg, und flr y den
Werth py ein, dann entsteht aus dieser Formel:

positiv

. st
negativ

wenn p

Bei negativem p kann man die Grenzen vertauschen, ohne den Integral
werth zu &ndern, und also folgt fiir positive q die Gleichung

positiv

. iIst
negativ

4) wenn p

Danach wird, wenn man p unserer Aufgabe entsprechend wahlt,

4% FO<O .
(4%) wenn 0= st

Tragt man dies in (3) als Factor ein, dann kann man die Integration
Uber alle Werthsysteme der xlI, ... xn ausdehnen, und es wird also

®)

und somit ist P in ein (n + 2)-faches Integral umgewandelt.

§ 3.

In (5) kann man aber die Integration nach jedem einzelnen x
ausfuhren.  Wir benutzen dazu die aus S. 36, (5) folgende Formel

welche durch einfache Substitution in

(der reelle Theil von a ist positiv)

Ubergeht.  Setzen wir hier, unserem Problem entsprechend,
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ist positiv

dann ergiebt sich fur das letzte Integral in (5) der Werth

und dadurch geht das (n + 2)-fache Integral (5) in das Doppelintegral

(6)

Uber. Wenn wir nun statt der Variablen t eine neue Variable

in das Integral (6) einfulhren, so erhalten wir dadurch

G)

wobei

ist. Das Integral Q kann mit Hilfe von (2), bezw. von

umgeformt werden, und dabei entsteht zunéchst
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Aus (4) erkennt man, dass das innere auf y bezlgliche Integral nur
dann von Null verschieden ist, wenn

wird. Man braucht also lediglich von

t= 0 bis zum positiven Werthe

zu integriren, wahrend man das innere Integral dabei durch 2n ersetzt,
so dass also jetzt Q in

Ubergeht. Dieses Resultat missen wir in (7) eintragen, dabei aber
bedenken, dass zwar bei allen Punkten (§), die innerhalb Fo <0
liegen, fir jedes positive u die Differenz

positiv ist, so dass von u = 0 ab integrirt werden kann; dass jedoch
bei ausserhalb F0 < 0 gelegenen Punkten (&) fur kleine Werthe von
u noch

wird. Hier ist also nur von dem Werthe u = ul ab bis zu u = oo zu
integriren, welcher durch die Gleichung

bestimmt wird.
So erhalten wir das Schlussresultat:

Kronecker, Integrale 21
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(8)

Fir v=n — 2 geht dies, abgesehen von der Bezeichnung, in die
Schlussformel der vorigen Vorlesung Uber.

§ 4.

So ubersichtlich und elegant die gegebene Ableitung auch ist, so
ist sie doch nicht frei von Bedenken. Es trat fur (1) bei r = 0 eine
nur scheinbare natirliche Begrenzung auf; allein es fehlt uns die Sicher-
heit der Ueberzeugung dafir, dass bei spater néthigen Operationen,
bei Substitutionen, Differentiationen u. dgl. mehr, jene Begrenzung
sich nie in eine unvermeidliche, natlrliche verwandelt. Beispielsweise
haben wir die Formel (2) verwendet, trotzdem fiir Punkte (€), die inner-
halb F0 < 0 liegen, r auch gleich 0 werden kann. Ferner ist bei jedem
Integrale, auf das sich nicht direct die Summenerklérung anwenden
lasst, die Gefahr ins Auge zu fassen, dass der stets nothwendige Grenz-
tibergang Fehler hervorruft. Jedenfalls wandeln wir bei solchen Opera-
tionen am Rande eines Abgrundes, und da erscheint es von Wichtig-
keit, eine Methode anzuweuden, die nicht nur Sicherheit sondern auch
das Bewusstsein von Sicherheit gewéhrt.

Wir wollen dieser Forderung dadurch Geniige leisten, dass wir
tberall bei unseren Umwandlungen von (1) jede kritische Stelle aus-
schalten, den dabei begangenen Fehler abschatzen und ein Glied,
welches dem Werthe desselben proportional ist, in ein Modulsystem
aufnehmen. Die Gleichungen verwandeln sich dadurch in Congruenzen
nach diesem Modulsysteme; und sind wir dann schliesslich im Stande,
die Elemente des Modulsystems sammtlich zu Null zu machen, so geht
die Congruenz wieder in eine sicher begriindete Gleichung (ber.

Diese Methode flhrt natlrlich eine starke Belastung der Rechnung
mit sich; das ist aber unvermeidlich, und das wird ihrer Anwend-
barkeit stets hinderlich bleiben.

Aber trotzdem wollen wir sie in unserem Falle einmal vollstdndig
durchfthren.
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§ 5.

Wir gehen von (1) aus und zerlegen unseren Integrationsbereich
in zwei Theile, je nachdem r grosser bezw. kleiner als eine beliebig
klein zu wadhlende Grisse g ist:

®)

Das zweite Integral miissten wir abschétzen; aber das ist in § 2 schon
geschehen, und zwar erhielten wir dafiir einen zu der Potenz
on-v
proportionalen Werth. Diesen wollen wir kurz mit
[on-v]
bezeichnen und. kénnen dann

schreiben. Den letzten Summanden machen wir zum ersten Gliede
eines Modulsystems M und haben nun in Bezug auf dieses erst all-
mahlich festzustellende System statt der Gleichung (1) die Congruenz

(20) (F0 =<0, r=p).

Um spéter [pn-v] fir abnehmende p zum Verschwinden zu bringen,
missen wir n > v voraussetzen.

Der Punkt (§) soll nicht auf der Begrenzung von F0 <O, d. li.
nicht auf Fo = 0 liegen, und daher kann man eine Grosse 6 so Kklein
wahlen, dass (§) sich nicht nur in F0 <0 sondern auch in dem Gebiete

Fl < -O7
befindet. Die ,,Schale”, welche sich der Begrenzung der ellipsoidischen
Mannigfaltigkeit anschmiegt, ndmlich

wollen wir gleichfalls aus dem Integrationsgebiete herausheben:

(mod. [@n-v])

Im zweiten Integrale wird r niemals unter eine gewisse endliche
Grosse sinken, da ja (&) sich ausserhalb des Gebietes — 0 < FO< 0
befindet. Ersetzen wir also den Nenner durch sein Minimum, so bleibt
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dieser von Null verschieden; der Rest des Integrals, namlich ,das
Volumen der Schale*

J' do (-0 <F0<0)
|
ist noch abzuschatzen. W.ir fuhren durch die Substitutionsformeln

die neuen Coordinaten ul, ui, ...u,l,p ein, und die Ausdehnung der
Schale wird dann wie leicht zu sehen ist, durch

0<!—pl<o oder p=(1..... V1 — 0)

geliefert. Nun bekommt man nach der in § 2 benutzten Formel, ab-
gesehen von dem endlichen Factorwm, den Werth

Das ausgeschiedene Integral ist also proportional zu o, oder genauer,
der Quotient von ¢ und dem Integrale n&hert sich mit abnehmendem
o einer endlichen Grésse. Wir bezeichnen den Integralwerth deshalb
wieder kurz durch

[0]
und nehmen diese Grosse als zweites Glied in das Modulsystem
M auf. Es wird jetzt (mod. M)

(11) F0<-0r>0

§ 6.

Nunmehr konnten wir auf (11) die Gleichung (2) anwenden, da
ja der kritische Werth r = 0 aus dem Integrationsgebiete ausgeschlossen

ist. Weil aber bei (2) an der Grenze 0 wegen und andererseits
auch infolge des ins Unendliche erstreckten Integrationsbereiches Schwie-
rigkeiten auftreten kdnnen, so schreiben wir in selbstverstandlicher Ab-
kiirzung

(12)
und nehmen dabei d sehr klein und g sehr gross positiv an. Wir

schétzen das erste und das dritte der drei Integrale ab. Fir das erste
hat man
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Denkt man sich (12) in (11) eingetragen, so wirde das eben ab
geschéatzte Integral noch mit
(FO<-0,r>0Q)

zu multipliciren sein. Wir erweitern den Integrationsbereich, indem wir
ihn durch eine sphérische Mannigfaltigkeit ersetzen, die bei endlichem
Radius jenen Bereich umschliesst. Man erkennt, dass durch f dv nur
ein endlicher Factor zu hinzutreten wirde. Wir nehmen

folglich als drittes Element von M das Symbol

auf. Um dies flr abnehmende 6 zum Verschwinden zu bringen, missen
wir v > 0 voraussetzen.

Weiter ist beim dritten Integrale in (12) wegen der Annahme
bei (10)

fur tri — x folgt

und es ergiebt sich durch mehrfach angewendete partielle Integration

Nimmt man gr2 > n, was durch g > n: @ erreicht wird, so folgt

Bei der Eintragung in (11) tritt, wie oben gezeigt wurde, durch das
Integral nach v nur ein endlicher Factor hinzu; somit konnen wir als
viertes Element von M das Glied
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aufnehmen. Es findet daher (mod. Af) die Congruenz

(FO<-0,r>p)

§ 7.
Zum Zwecke der Einflhrung von  hatten wir r> g vorausgesetzt;
nachdem aber (13) erlangt ist, wird diese Beschrankung Uberfliissig
und l&stig, so dass wir nun die ausgeschlossene spharische Mannigfaltig-

keit r < p umgekehrt wieder zum Integrationsbereiche hinzunehmen
wollen. Dazu mussen wir das Zusatzintegral

(r<pg

abschatzen. Wir vermehren seinen Werth, wenn wir, nach Vertauschung
der Integrationsfolge, fir t die Grenzen 0 und oo einfuhren; denn alle
vorkommenden Elemente sind positiv. Das innere Integral ersetzen
wir durch und finden, wie schon oben, einen Werth, der nach

dem Anfange von § 5 zu pn-v proportional ist. Den kdénnen wir mit
dem ersten Gliede unseres Modulsystems zusammenwerfen und haben
somit ohne Hinzunahme eines neuen Elementes (mod. Af) die Congruenz

(14) (FO<-0)

erhalten. (14) entspricht der Formel (3) bei unserer ersten Herleitung.

§ 8.

Jetzt kommt die Einfuhrung des discontinuirlichen Factors an die
Reihe, wie sie vorher durch (5) geliefert wurde.
Wir haben fur positive Werthe vong

&0 .
4* wenn Ist.
) FO=0
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Die Grenzen des Integrals wollen wir durch — y und + y ersetzen
und haben also den Werth von

(15)

abzuschatzen. Die erste Klammer im Exponenten mdge der Kiirze
halber nach (1) mit — FO bezeichnet werden. Gehen wir von (15) zu

uber, so erhalten wir vier Integrale, deren Integranden der Reihe nach

sind. Die beiden ersten werden vermehrt, wenn der Zahler gleich g
genommen wird; sie flhren auf Glieder, die proportional 1:y sind
und zu den Resultaten der folgenden Integrale hinzugenommen werden
kénnen. Bei diesen folgenden kann man wegen des bestdndigen Ab-

nehmens der positiven Grgsse den zweiten Mittelwerthsatz an-
wenden und gelangt dabei zu der Auswerthung:

(y<y' o)
Wir haben demnach den Werth des Integrals (15) als proportional zu

oder

bestimmt. Fur das dem Integrale (15) entsprechende Glied zwischen
den Grenzen — oo und — y ergiebt sich das Gleiche.

Wollen wir nun den so zubereiteten Discontinuitatsfactor in (14)
einflihren und dabei seine Grenzen gleich — y und + y wahlen, dann
ist noch der Betrag von

(FO — 0)

abzuschatzen. Hier erkennt man den Grund, warum friiher (§ 5) aus
dem Integrationsgebiete F0 < 0 die Schale 0> Fo> —g¢ heraus-
geschnitten wurde: es sollte bei dem jetzigen Uebergange eine nicht
verschwindende untere Grenze fir FOerlangt werden. Fir das FO im
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Nenner setzen wir den absoluten Betrag seines Minimalwerthes, also o
fir das — F0 im Exponenten, da ja

ist, seinen grossten positiven Werth 1 ein und nehmen fir t die Inte-
grationsgrenzen 0 und oo. Durch alle diese Operationen wird der
Werth des Doppelintegrals nur erhéht. Man bekommt mit Hiilfe von
(12) bis auf einen constanten, endlichen Factor:

(FO<, - 0)

Ist nun R so gross, dass das ganze Integrationsgebiet in r R ent-
halten ist, so folgt als obere Grenze (vgl. § 5) fir den Integralwerth

und damit, weil g eine feste, endliche Grosse ist, als funftes Ele-
ment von M das Glied

Somit resultirt fir das bis jetzt festgestellte Modulsystem M

(16)

Durch diese Einflihrung hat man die Mdglichkeit erlangt, die Inte-
gration nach x1, xi2. .. xn weiter auszudehnen. Es muss aber beachtet
Werden, dass bei der Einflhrung des discontinuirlichen Factors der
absolute Betrag |Fo] > ¢ vorausgesetzt war. Man kann zwar jedes
xk von — gk bis +  kwfen lassen, muss aber alle Combinationen
der x ausnehmen, bei welchen |Fo|< ¢ ist. Also hat man unter
der Bedingung |Fo|> 0 bei Einfiihrung des Werthes von Fo

)]
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§9
In (17) ist somit |Fo| > o anzunehmen, und wir sahen, dass die
Griinde dafur in der Einflhrung des discontinuirlichen Factors zu
suchen sind; aber jetzt, nachdem diese vollendet ist, wollen wir das aus-
geschlossene Gebietsstiickchen dem Integrationsgebiete wieder hinzu-
fligen, ahnlich, wie' dies vorher mit der kleinen, () ausschliessenden,
spharischen Mannigfaltigkeit geschah. Dies liefert den Zusatz

(+0 > F > — 0),

und wir missen, falls dieses Integral mit (17) vereinigt werden soll,
seinen Werth abschétzen und eine proportionale Grosse dem Modul-
systeme einverleiben.

Wir vergrgssern den Integralwerth, wenn wir — FO durch il
ersetzen, und weiter, wenn wir fir t die Grenzen 0 und co nehmen.
Dann kann man wieder (2) benutzen und erhélt durch die Integration
nach t

(+o > FO > - 0);

Nun machten wir schon im § 5 bei der Einfiihrung von o darauf auf-
merksam, dass die Grosse von r fiir die Punkte (x) der Schale nie
unter eine gewisse endliche Grenze sinkt, und dasselbe gilt natirlich
bei der jetzigen Voraussetzung |Fo| < o. Nehmen wir also das con-
stante, endliche, von Null verschiedene Minimum fiir rv im Nenner

und ziehen es aus dem Integrale, so kann es nebst dem Factor

weggelassen werden; denn beide Glieder sind bei unserer Untersuchung
constante Grossen. Geht man dann beim Integrale nach y zum abso-
luten Betrage des Integranden (iber, so dass

entsteht, und behandelt das Integral nach v, welches als Factor dazutritt,
_rdu (+toc>F0>-0)

wie das dhnliche Integral in § 5, dann erhdlt man bei kleinem o
[0 log (q2+ y2)]
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als Werth des Integrals und als sechstes Element von M; und es
wird daher (mod. M), mit Unterdrickung der Bedingung von (17),

§ 10.

Wit wollen nun weiter alle gk, welche bisher nur von endlicher
Grosse sein durften, gleich co setzen. Auch hier ist wieder die dadurch
in P hervorgerufene Aenderung zu taxiren, damit ein entsprechend
gebildetes Glied zum Modulsysteme gethan werden konne. Die Ab-
schatzung ist diesmal mit besonderer Vorsicht auszuiiben, weil bei
jeder einzelnen Aenderung eines gk ein Product in Mitleidenschaft ge-
zogen wird.

Den Werth von

kénnen wir durch die Formel zu Anfang von § 3 bestimmen; es wird

und als obere Grenze des absoluten Betrages von Jk finden wir daraus
leicht den Werth

Wir denken uns nun in (18) hinter dem Productzeichen das auf
die Variable xk bezigliche Integral durch die Summe der drei Integrale

ersetzt. Bei der Ausfilhrung des durch I angedeuteten Products wiirde
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man zunéchst eine Summe von Producten erhalten, welche dusser (n— 1)
Factoren Jfil je noch einen einzigen Factor von der Form

oder

umfassen; dann eine zweite Summe von Producten, welche dusser (N-2)
Factoren Jh noch je zwei Factoren der anderen Form enthalten, u. s. w.
Da die JI endliche Grossen sind, so geniigt es, zu zeigen, dass die
Glieder der ersten Reihe mit wachsendem gk unendlich klein werden;
denn bei den Gliedern der anderen Reihen ist dasselbe dann selbst-
verstandlich. Diese Bemerkung vereinfacht die Bildung des Modul-
systems. Denn wir brauchen jetzt nur etwa das eine Glied der ersten
Reihe

zu untersuchen. Wir vergréssern das Integral einmal dadurch, dass
wir statt g + iy den Kleinsten absoluten Betrag q dieser Grdsse, und
zweitens dadurch, dass wir statt x2 das kleinere Product gix! einsetzen,
wodurch das Integral dann in

ibergeht. Hier kann man g! so hoch annehmen, dass gt — 2& positiv
und =1 ist, und dann vergréssert man die rechte Seite, wenn man
im Nenner (gl — 2&)t durch t ersetzt. Auch im Exponenten wollen
wir eine Vermehrung hervorrufen und zwar dadurch, dass wir die stets

negativen Glieder und weglassen. So bleibt als obere

Grenze fir das betrachtete Glied

und es fragt sich nun, was entsteht, wemi wir hierauf bei Unter-

driickung des Factors wie es (18) fordert, die doppelte Integration
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austiben. Es mdge mit der Integration nach t begonnen werden:

Wir vergrossern den Integralwerth wieder durch die Unterdriickung
der Summanden t im Nenner; ausserdem konnen wir die endlichen,
constanten, und darum fur die Abschétzung vollig indifferenten Grossen
g, al, a2, ... an weglassen; endlich ersetzen wir die Grenzen durch 0
und co und erhalten darauf nach (2)

Vorher war gl so gross angenommen worden, dass gl — 2& > 1 ist;
da v positiv sein muss (§ 6), so Ubertrifit der Werth der Quadrat-

wurzel die Einheit, und der Maximalwerth des Integrals ist zu pro-

portional.  Hierfur substituiren wir indem wir alle gx einander
gleich und auch gleich der in § 8 eingefilhrten Grosse R setzen.
Zu unserem Resultate ~ muss als Factor das Integral nach y

(KL= 0)

gefugt werden. In der zwdlften Vorlesung erkannten wir bei der
Untersuchung des Integrallogarithmus, dass dieses Integral einen end-
lichen Werth besitzt. Dasselbe kdnnen wir auch durch die bei (15)
verwendete Methode erkennen, wobei das dortige — F0 nur durch 1
zu ersetzen ist; denn die vier Integrale
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bleiben offenbar endlich. Den so entstehenden constanten Factor ver-
einigen wir mit den Gbrigen zu 1 : R tretenden Constanten und kdnnen
daher

als diejenige Grosse auffassen, welche der durchzufiihrenden Verdnde-
rung von (18) proportional wird. Wir Uberzeugen uns also davon.

dass, wenn als siebentes Element von M eingefilhrt wird,

dann die Grenzen der xk in der Formel (18) sammitlich gleich — oo
bezw. + oo gesetzt werden dirfen. Hierauf lassen sich die Werthe
der Jk eintragen, und man erh&lt (mod. M) die Congruenz

(19)

§ 11

So haben wir entsprechend (6) P schon in ein Doppelintegral ver-
wandelt, und in diesem konnen wir, wie ja auch bisher immer, bei
unseren Vorsichtsmassregeln natiirlich ohne jedes Bedenken die Inte-
grationsfolge vertauschen. Ist dies geschehen, dann fihren wir an Stelle
von t eine neue Variable u durch

ein, wodurch die Grenzen zu und werden. Es resultirt

Die untere Grenze des inneren Integrals soll zu Null gemacht, und
deshalb muss wieder der hierbei von P wegzunehmende Werth
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abgeschétzt werden. Wir vergrdssern das Integral durch Weglassung
der Summe im Zéhler und des Products im Nenner. Die Integration
nach u, welche dann ausgefiihrt werden kann liefert

oder als Grenze

wenn wir wieder die einflusslosen Constanten weglassen. Es ist weiter
noch der absolute Werth von

zu bestimmen; dieser bleibt kleiner, als der S. 332 betrachtete, end-
liche Ausdruck

weil n — v >0 ist. Unsere schon hdufig gemachten Schliisse zeigen
daher: Nimmt man

als achtes Element des Modulsystems M auf, so wird (mod. M)

§ 12.

Wir missen nun zwischen den beiden Fallen unterscheiden, dass
der Punkt (&) im Innern des Integrationsgebietes, und dass er ausserhalb
desselben liegt. Im ersten Falle ist fiir den Punkt ()
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und fur jedes vorkommende u unseres Integrationsbereiches ist also
um so mehr

Tritt dieser Fall ein, dann lassen wir die Grenzen in (20) ungeéndert.
Gilt dagegen fir den Punkt (&) die Ungleichung

so giebt es eine einzige positive, reelle Wurzel ul der Gleichung

und erst von  ab wird bei steigenden Werthen von u

(u=>u0) .

In diesem Falle nehmen wir bei der Integration nach u aus (20) das
Gebiet (U0 — ¢ ...u0 +¢€) heraus, wobei ¢ eine beliebig kleine, posi-
tive Grosse bedeutet. Dabei ist zum Ausgleich der geschehenen Ver-
&nderung der Werth von

zu untersuchen. Die zweite Klammer im Exponenten von e wird ver-
mehrt, wenn u durch uO + € ersetzt wird; dadurch wird sie wegen der
Bedeutung von u0 proportional zu ¢, der Exponent ndhert sich mit ¢
der Null und die Potenz von e kann getilgt werden. Dasselbe soll mit
dem Producte im Nenner geschehen, weil dadurch gleichfalls nur eine
Vermehrung des Integrals stattfindet. Es bleibt dann
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zuriick, und der Maximalbetrag des absoluten Werthes hiervon wird
zu ¢ proportional, da q eine wesentlich positive Constante ist.
Folglich nehmen wii

[€]
als neuntes Glied in unser Modulsystem M auf und haben
fur dieses

(21)

(falls F0 > 0 ist, fehlt (U0 — ¢ ... u0 + €) im Integrationsgebiete).

§ 13.
Um das Integral nach y auszurechnen, betrachten wir zunéchst

(22) (p.q,m> 0),

setzen pq + pyi = z und erhalten die Umformung

Nun ist

(23)

Dabei nehmen wir flr T eine kleine und flr h eine grosse positive
Grosse an, wollen aus Griinden, die sich bald ergeben werden, das
zweite und das letzte dieser vier Integrale in bekannter Weise be-
seitigen und dafir proportionale Glieder eines Modulsystemes zum Inte-
grale hinzunehmen.
Aus der Ueberlegung, dass wegen (22) im Integrale (23) z=pq
pyi gesetzt werden muss, und dass pg > 0 ist, folgt
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und also ist der Betrag des zweiten Integrals proportional zu r.
Durch die Schlisse, die auf das vierte Element von fihrten,
lasst sich auch das Integral

leicht abschdtzen. Man hat nur in den dortigen Betrachtungen g, n
und g2 durch h, m— 1 und pg zu ersetzen, und dann ergiebt sich

hm—1e-hpa.
Will man jetzt (23) in (22) einfihren, so missen die beiden, er-
haltenen Gréssen noch mit dem Factor

(24)

multiplicirt werden. Hier hat das letzte Integral, welches auf einen
arctg fuhrt, einen endlichen Werth. Den Factor epg behalten wir bei,
da im Folgenden zwar q constant, p aber verdnderlich ist. Dieses
Glied ist als Factor jenen beiden Elementen hinzuzufiigen.

So entsteht fiir p. g, m> 0 (mod. M.) zunéchst

(25)

(es fehlt t=(1—1...1 + T); MI besteht aus den Elementen
[tepg] und  [hm—2Le{Lpg]

Hierin ist die rechte Seite noch etwas umzugestalten, und zwar so,
dass im inneren Integrale y durch oo ersetzt wird; und hierzu schétzen
wir den absoluten Betrag von

(26) (es fehlt t=(1 —1...1 + 1))

ab. Das innere Integral in (26) entspricht (15); das dortige y ist durch
py, das dortige ¢ durch T zu ersetzen. Man erhalt daflr

oder im Maximum
und also fir (2G) selbst

Kronecker, Integrale. 22
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An der unteren Grenze ist es ebenso, und es resultirt demnach
(27 (mod. M2)

(es fehlt t=(1 — T---1+1)j] M! besteht aus den Elementen
[tepd]: und

Wenn nun t die Strecke (1 + t...h) durchlduft, dann ist nach
(4) das innere Integral gleich Null, und wir kénnen also in (27) h durch
1 — 1 ersetzen. Fir alle t des Intervalles (0 ... 1 — 1) ist nach (4)
der Werth des innern Integrals gleich 2mi . Tragt man das ein, dann
kann man die Integration nach t ausfiihren, und man erhdlt nach Ab-
schatzung der Glieder mit t und Beriicksichtigung derselben bei der
Bildung des Modulsystems

(28) (P, 9, m>0)
(modd. [tepg][hm-1e-(h-1)pq] [Tpm~l]).
Genau so wie (22) behandeln wir das Integral
P,ggm=>0
22* R
@2%) (Z = pPg-I pyl)l

Dazu muss in (24) e—1 statt er gesetzt werden, so dass

(25%) (mod. Al*)

(es fehlt t=(1 — 1. 1+7); MI* besteht aus den Elementen
[te-pg] und  [mle{(h+L)pq]

herauskommt. Weiter ist dann in (26) ez(1-t) in e-z(1+t) umzuwandeln,
und es resultirt

(27%) (mod. Af2*)

(es fehlt t=(1 — 1...1 + T); M2* besteht aus den Elementen

[te-pq], [hm-1e-(h+1)pg] und ) .
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Weil hier rechts im Exponenten von e der Factor von — z bestandig
positiv ist, so folgt nach (4) das Resultat in der Gestalt

(28%)

(modd. [te-pq], [hm-1e-(h+1)pq], )m

§ Id.

Die Resultate (28) und (28*) sind in (21) einzutragen.
Dabei tritt zu jedem Elemente der neuen Modulsysteme als Factor

hinzu; das kann aber, weil es endlich bleibt, weggelassen werden.
Ferner ist p in (28) durch 1 und in (28*) durch

zu ersetzen. Handelt es sich nadmlich um positive Werthe von jp, so
ist ihr Maximalwerth in (21) gleich 1; dies ist bei (28) zu bedenken.
Bei (28*) muss dagegen p durch

ersetzt werden. Wir wollen fur diesen constanten, endlichen Werth die
Bezeichnung p beibehalten.

An die Stelle von m tritt
Nur im Falle F0 >0 kommt (28*) zur Anwendung, und gleich-

zeitig wird dabei die untere Grenze des umgewandelten Integrals u0 + ¢,
Es entsteht also, wenn man wegen (28), (28*) die drei Elemente

welche die Systeme aus § 13 vertreten, zu M nimmt, (mod. M)
22*
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Ersetzt man die untere Grenze bei F0 > 0 durch u0, dann kommt
ein Ergénzungsintegral hinzu, dessen Werth sich erhoht, wenn statt
der Klammer im Zahler und statt des Products im Nenner 1 gesetzt
wird. Bas Resultat ist folglich proportional zu ¢ und kann also mit
dem neunten Gliede des Modulsystems M vereinigt gedacht werden.
Ersetzt man die obere Grenze durch oo, dann kann man beim Zusatz-
integrale die Klammer des Z&hlers, die 1 und I"ak im Nenner unter-

driicken. Der Integrand wird dann und das Zusatzintegral pro-

portional zu es kann also mit dem dritten Gliede des Modulsystems 3/
zusammengeworfen werden.

Folglich ist das Schlussresultat (mod. M)

(29)

§ 15.

Endlich handelt es sich noch darum, sdmmtliche Glieder von M
zum Verschwinden zu bringen. Diese sind

[en-v]  [o]

[0 log (a2 + y2)], [€]1 [P

Dabei waren die Voraussetzungen

n>v, v=>0; endlich und positiv

Zu- machen. L&sst man nun auf irgend welche Art
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o, 0, 0 ¢ 1T zur Grenze Null

g M ins Unendliche
gehen, dann verschwindet in M schon dadurch eine Reihe von Ele-
menten, und es bleiben nur noch

[olog (92 +y2)],;
zurtck.
Wir setzen nun zunéchst

so dass der Bedingung go? > n genugt wird, dann wird gleichzeitig

mit wachsendem g zur Grenze Null gehen.
Nehmen wir dann weiter

Rn-v=vy% 0 =yY2
und lassen y ins Unendliche wachsen, dann werden

und [aolog (g2 +y2)] =

nach Null hin abnehmen.

Das letzte Glied des Modulsystems M bringen wir endlich durch
die Festsetzungen

bei wachsenden Werthen von h zum Verschwinden.

Aus der Congruenz (29) am Schliisse des letzten Paragraphen ist
also die Gleichung (8) geworden. Die Ableitung ist dabei in einer
Weise geschehen, die keinem Zweifel Raum I&sst. Es mag aber nochmals
betont werden, dass wir die letzten Untersuchungen uberwiegend aus
methodischen Griinden durchgefiihrt haben.
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Anmerkungen.

Vorlesung |I.

S. 12. Die ublichen Beweise dafiir, dass eine Function im Bereiche ihrer
Stetigkeit auch gleichmaéssig stetig sei, lasst Kronecker nicht gelten.
Dieselben stiitzen sich auf die Existenz eines Maximums; Kronecker ver-
misst aber dabei die Angabe einer Methode, durch welche ein solches Maxi-
mum mit willkdrlich vorgeschriebener Genauigkeit bestimmt werden koénne.
Darauf beziehen sich auch die Bemerkungen des § 5, welche den Beweis des
vorhergehenden Paragraphen treffen.

§ 11. S. 25. Die letzte Behauptung der ersten Vorlesung wurde von Kronecker

nicht bewiesen. Im Falle, dass der Integrand beim Unendlichwerden sein
Vorzeichen nicht &ndert, lasst sich die Richtigkeit des Satzes leicht nach-
weisen.

Vorlesung 111.

§ 1—5.S. 37—44. Den ersten der beiden Beweise gab Kronecker in den Be-

§ 9.

§ 4

§ 5.

§ 4.

richten d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin 1885, S. 785—787; der zweite stammt aus
dem Jahre 1880, ibid. S. 688—690. In der ersten der beiden Publicationen
befinden sich auch die Bemerkungen aus § 7 Uber die Eindeutigkeit der inte-
grirten Function.

S. 51. Den Begriff der naturlichen Begrenzung eines Integrationsbereiches
hat Kronecker in dem Aufsatze: ,,Ueber Systeme von Functionen mehrerer
Variabein“ Ber. d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin 1869, XII eingefihrt.

Vorlesung 1V.

S. 60. Ossian Bonnet hat den Satz bereits im Jahre 1849 im Journal
des mathématiques pures et appliquées, Liouville, XIV, S. 249 — 256 ver-
offentlicht und den Beweis ausdriicklich auf die Abel’sehe Identitat gestiitzt.
Ebenda giebt er ein Theorem, welches dem auf S. 88 — 89 abgeleiteten sehr
verwandt ist.

S. 61, 62. Vgl. L. Kronecker: ,,Ueber eine bei Anwendung der partiellen
Integration niitzliche Formel“, Ber. d. Beri. Ak. d. W. 1885. § XI. S. 855.

Vorlesung V.

S. 72. Die Bedingungen des Satzes konnen einfacher so gefasst werden,
dass ¢(x) zwischen a und b endlich und im Allgemeinen gleichmassig stetig
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bleibt. In der That kann mén dann, nach Annahme eines beliebig kleinen
T, ein 0 so bestimmen, dass

lp(oy+ 2n0) — @(oy+ 210 + 0)[ < T
wird, ausgenommen an Stellen eines zusammenhédngenden oder aus getrennten
Theilen bestehenden Gebietes T, welches aus (a ... b) herausgeschnitten
werden muss, damit im Restgebiete gleichméssige Stetigkeit herrsche. Die
obigen Summanden geben als Beitrag zur Summe hdéchstens

Innerhalb 7' kénnen sich Summanden befinden, die zusammen einen Bei-

trag liefern, welcher den Werth

nicht UObersteigt. Daher kann auch die Gesammtsumme den Werth

nicht Oberschreiten, und weil (vgl. S. 12) mit T auch T nach Null convergirt,
so folgt daraus der ausgesprochene Satz.

Vorlesung VI.
§ 2. S. 93. Um die Cosinus- und die Sinusreihe in der gewdhnlich benutzten
Form zu erlangen, muss man Uber f(z) die Voraussetzung

f(z) =f(1 — 1) bezw: f@)=-f1-2)
machen.
Vorlesung VII.
§ 5. S. 107. Von den Schlussresultaten des Paragraphen kommt man zu den
Formeln fur

indem man das Glied mit Kk = 0 in den dortigen Formeln auf die rechte
Seite schafft und dann w zur Grenze 0 gehen l&sst.

§ 7—11. S. 110—119. Der Inhalt dieser Paragraphen findet sich in den Monatsber.
d. Beri. Akad. d. W. 1880, 29. Juli, S. 686—698, und 28. Oct., S. 854—860.

Vorlesung VIII.

Der Inhalt dieser und der folgenden Vorlesung findet sich im Colleg vom
Jahre 1883/84 noch nicht; dagegen kommt er in dem von Sommer 1885 in der
mitgetheilten Form vor. In diesem Jahre fuhrte Kronecker die Untersuchungen
durch, welche in dem Aufsatze: ,,Ueber eine bei Anwendung der partiellen Inte-
gration nutzliche Formel*“ (Beri. Ber. 1885, 16. Juli, S. 841) enthalten sind, pnd
deren wesentliche Resultate in der neunten Vorlesung gegeben werden. In den
spateren Collegien (1887, 1889, 1891) beschrankt sich dann Kronecker auf diesen
letzten Theil, so dass das Problem der mechanischen Quadratur vor dem der
Aufstellung allgemeiner Summenformeln in den Hintergrund tritt. Es erschien
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aber angemessen, dem Cursus des College von 1885 zu folgen und die Darlegung
der mechanischen Quadratur beizubehalten. — Eine Fortsetzung seiner Unter-
suchungen gab Kronecker in dem Aufsatze: ,,Ueber eine summatorische Function®,
Berl. Ber. 1889, 31. Oct., S. 867.

Vorlesung 1X.

§ 5. S. 149. Auf Z. 3 v. u. ist einzuschieben: Die ak und die uk sind dabei be-
liebige Grossen, welche nm, die Bedingung erfillen mussen, dass die Reihe
fur g(n-l) C— x) fir alle Werthe von x convergire und eine innerhalb des
Intervalles von x = 0 bis x = 1 durchweg endliche, stetige, differentiirbare,
aber bei x = 0 und x = 1 unstetige Function darstelle, welche, wenn man
einerseits x bis Null abnehmen, andererseits bis zu 1 zunehmen l&sst, sich
zwei verschiedenen Grenzwerthen néahert.

Vorlesung X.

§ 1 —83. S. 157 ff. Vgl. Kronecker’s ,Bemerkungen tber die Darstellung von
Reihen durch Integrale**, Journal f. d. reine und angew. Math. CV, 157—159
und 345—354.

§ 4. S. 162. Vgl. Kronecker’s ,,Summirung der Gauss’schen Reihen

ibid. S. 267 —268.

Vorlesung XI.
84 — 87. S. 187. Vgl. Kronecker’s Aufsatz: ,,Zur Theorie der elliptischen
Functionen*, Berl. Ber. 1881, Dec., S. 1165.
§ 8. S. 197. Vgl. Kronecker’s ,Bemerkungen uber die Jacobi’schen Theta-
formeln*, Journal f. d. reine u. angew. Math. CII, S. 260—272.

Vorlesung XIII.

§ 4—88. S 219. Vgl. Kronecker’s ,Notiz Uber Potenzreihen*, Berl. Ber.
1878, 21. Jan., S. 53—58.

Vorlesung XV.

§2 —86. S. 255. Vgl. Kronecker’s ,,Ueber Systeme von Functionen mehrerer
Variabein®, Berl. Ber. 1869, 4. Marz, § V u. § XI, sowie ,,Bemerkungen zur
Determinantentheorie”, Journal f. d. reine u. angew. Math., Bd. 72. 1ll, § 4.

§ 7. S. 264 Es ist zu beachten, dass die in diesem Paragraphen gegebene De-
finition der Oberflache einer spharischen Mannigfaltigkeit nicht mit der aus
§ 4 fliessenden Ubereinstimmen kann, weil im friheren Paragraphen der Factor

(n — 1)! unterdriickt worden ist. Setzt man in § 2 bis § 4

voraus und legt den Punkt (z) in den Nullpunkt, so folgt n!dv
= D = pdw und also



§ 1

§7.

§ 3.

§ 4.
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wahrend in § 7 gerade infolge der Unterdriickung von (n — 1)!, wenn wir
hier das Oherflaichenmaass mit w bezeichnen,

herauskommt. — Eine Aenderung schien aber gleichwohl nicht angemessen,
da in den folgenden Vorlesungen zu einer Verwechselung keinerlei Anlass
vorliegt.

Vorlesung XVI.

S. 267. Ueber den Inhalt der Vorlesung vgl. man Kronecker: ,Ueber
Systeme von Functionen mehrerer Variabein*, Beri. Ber. 4. Méarz 1869, und:
,Die Clausius’schen Coordinaten*, ibid. 30. Juli 1891.

Vorlesung XVIII.

S. 311. Vgl. L. Kronecker: ,,Ueber Potentiale n-facher Mannigfaltigkeiten*.
In memoriam Domini Chelini. Collectanea mathematica, 1881.

Vorlesung XIX.
S. 319, Die erste Formel dieses Paragraphen erhadlt man, wenn das Integral
langs der, auf S. 240 oder 246 gezeichneten Contour ausgefuhrt wird.
Setzt man fir den unendlich grossen Kreis z = R (cos9 #sind) und inte-

grirt von 8 = 0 bis 8 = Oa, so muss sein  weil sonst in den Ex-

ponenten R? teintreten wirde. Daher stammt dann die

Bedingung |b| <] &

S. 322. Die nun folgenden Ableitungen hat Kronecker zuerst 1889 und
dann in veranderter Form 1891 vorgetragen. Er hebt dabei den, fir seine
Art der Production besonders wichtigen Umstand hervor-, dass die Gesammt-
heit der Vorsichtsmassregeln, welche die Methode erfordert, erst im Laufe
det, Untersuchung selbst hervortrete, so dass auf Grund spaterer Erwéagungen
haufig Aenderungen in den friheren Beweisfihrungen néthig werden. Die
Spuren dieser Schwierigkeiten sind in der Darstellung wohl nicht ganz zu
verwischen gewesen.

Kronecker, Integrale. 22%*



Druckfehler.

. 69. Z. 1 v. u. ist einzuschieben: Der Werth der Integrale nahert sich der
Grenze Null.
. 106. Z. 6 u. 5 v. u. ist zu lesen: demjenigen der beiden Werthe
U—[u] und y-Ju+1],
welcher den kleineren absoluten Betrag besitzt.
. 149. Z. 14 v. u. ist zu lesen:

0O=x<]l

. 175. Z. 5 v. u. ist zu lesen: innerhalb des. um den Nullpunkt geschlagenen
Kreises.
. 189. Z. 5 v. u. ist zu lesen:

. 277. Z. 8 v. u. ist zu lesen
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