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Vorrede.

Die Vorlesungen, die ich hiermit der Oeffentlichkeit (bergebe,
behandeln insofern das ganze Gebiet der reinen Mechanik, d. h. der
Lehre von denjenigen Erscheinungen, bei welchen ausschliesslich
Bewegungen ins Auge zu fassen sind, als sie sich mit der Bewegung
materieller Punkte, starrer, flussiger und elastischer fester Korper
beschéftigen. Es ist aber bei ihnen die Annahme festgehalten, dass
die Materie stetig den Raum erfillt, wie sie es zu thun scheint; die
Theorieen, die auf der Annahme von Molekilen beruhen, sind in
ihnen nicht berdhrt.

Der Ausgangspunkt der Darstellung, den ich gewahlt habe, ist
von dem gewohnlichen verschieden. Man pflegt die Mechanik als
die Wissenschaft von den Kraften zu definiren, und die Kréfte als
die Ursachen, welche Bewegungen hervorbringen oder hervorzu-
bringen streben. Gewiss ist diese Definition bei der Entwicklung der
Mechanik von dem grossten Nutzen gewesen, und sie ist es auch
noch bei dem Erlernen dieser Wissenschaft, wenn sie durch Beispiele
von Kréften, die der Erfahrung des gewdhnlichen Lebens entnommen
sind, erlautert wird. Aber ihr haftet die Unklarheit an, von der
die Begriffe der Ursache und des Strebens sich nicht befreien lassen.
Diese Unklarheit hat sich z. B. gezeigt in der Verschiedenheit der
Ansichten darliber, ob der Satz von der Tragheit und der Satz vom
Parallelogramm der Krafte anzusehn sind als Resultate der Erfahrung,
als Axiome oder als Séatze, die logisch bewiesen werden kénnen und
bewiesen werden missen. Bei der Schérfe, welche die Schlisse in
der Mechanik sonst gestatten, scheint es mir winschenswerth, solche
Dunkelheiten aus ihr zu entfernen, auch wenn das nur moglich ist
durch eine Einschrankung ihrer Aufgabe. Aus diesem Grunde stelle
ich es als die Aufgabe der Mechanik hin, die in der Natur vor sich
gehenden Bewegungen zu beschreiben, und zwar vollstandig und auf
die einfachste Weise zu beschreiben. Ich will damit sagen, dass es
sich nur darum handeln soll, anzugeben, welches die Erscheinungen
sind, die stattfinden, nicht aber darum, ihre Ursachen zu ermitteln.
Wenn man hiervon ausgeht und die Vorstellungen von Raum, Zeit
und Materie voraussetzt, so gelangt man durch rein mathematische
Betrachtungen zu den allgemeinen Gleichungen der Mechanik. Man
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hat auch auf diesem Wege es mit dem Begriffe der Kraft zu thun
und ist nicht im Stande, eine vollstdndige Definition desselben zu
geben. Die Unvollstandigkeit dieser Definition hat hier aber keine
Unklarheit zur Folge, da die Einfuhrung der Kréfte hier nur ein
Mittel bildet, um die Ausdrucksweise zu vereinfachen, um némlich
in kurzen Worten Gleichungen auszudriicken, die ohne Hulfe dieses
Namens nur schwerfallig durch Worte sich wirden wiedergeben
lassen. Hier reicht es aus, um jede Dunkelheit zu entfernen, die
Krafte soweit zu definiren, dass jeder Satz der Mechanik, in dem
von Kréften die Rede ist, in Gleichungen Ubersetzt werden kann;
und das geschieht auf dem eingeschlagenen Wege.

Bei dem grossen Umfange des Stoffes, der in verhaltnissmassig
kleinem Raume behandelt worden ist, kann eine Erschépfung des
Gegenstandes nicht erwartet werden; moége die getroffene Auswahl
als eine zweckmassige befunden werden!

Berlin, im Januar 1876.

Der Verfasser.
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Erste Vorlesung.

(Aufgabe der Mechanik. Definition eines materiellen Punktes. Geschwin-
digkeit. Beschleunigung oder beschleunigende Kraft. Bewegung eines schweren
Punktes. Bewegung eines Planeten um die Sonne. Satz vom Parallelogramm
der Krafte. Differentialgleichungen des Problems der drei Korper.)

§ I.

Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Bewegung; als ihre
Aufgabe bezeichnen wir: die in der Natur vor sich gehenden Bewe-
gungen vollstdndig und auf die einfachste Weise zu beschreiben.

Bewegung ist Aenderung des Ortes mit der Zeit; was sich be-
wegt, ist die Materie. Zur Auffassung einer Bewegung sind die VVor-
stellungen von Raum, Zeit und Materie n6thig, aber auch hinreichend.
Mit diesen Mitteln muss die Mechanik suchen, ihr Ziel zu erreichen,
und mit ihnen muss sie die Hulfsbegriffe construiren, die sie dabei
néthig hat, z. B. die Begriffe der Kraft und der Masse.

Es soll die Beschreibung der Bewegungen eine vollstdndige sein
Die Bedeutung dieser Forderung ist vollkommen Kklar: es soll eben
keine Frage, die in Betreff der Bewegungen gestellt werden kann,
unbeantwortet bleiben. Nicht so klar ist die Bedeutung der zweiten
Forderung, dass die Beschreibung die einfachste sei. Es ist von vorn
herein sehr wohl denkbar, dass Zweifel dariiber bestehen kdnnen, ob
eine oder eine andere Beschreibung gewisser Erscheinungen die ein-
fachere ist; es ist auch denkbar, dass eine Beschreibung gewisser
Erscheinungen, die heute unzweifelhaft die einfachste ist, die man
geben kann, spater, bei weiterer Entwickelung der Wissenschaft, durch
eine noch einfachere ersetzt wird. Dass Aehnliches stattgefunden hat,
dafur bietet die Geschichte der Mechanik mannigfaltige Beispiele dar.

§ 2

Die Bewegung eines Korpers, d. h. eines Theiles der Materie,
ist, genau ins Auge gefasst, immer eine sehr complicirte Erscheinung.
Ein fester Stab, der fortgeschleudert ist, dreht sich wahrend seines
Fortschreitens bald in diesem, bald in jenem Sinne; eine Flissigkeit,
die aus einem Gefésse ausgegossen ist, andert, wahrend sie fallt, in

der verwickeltsten Art ihre Gestalt. Solche Drehungen und Gestalts-
Kirchhoff, Mechanik. 1
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Anderungen kommen in weniger auffallender Weise bei jeder Bewegung
eines Korpers vor. Wir werden — mit dem Einfacheren beginnend
— zundchst den Fall betrachten, dass alle Dimensionen des Korpers
unendlich klein sind; einen solchen Korper nennt man einen materiellen
Punkl. Auch ein materieller Punkt wird im Allgemeinen bei seiner
Bewegung sich drehen und seine Gestalt dndern; dabei wird aber,
eben weil er unendlich Kklein ist, sein Ort in jedem Augenblicke
durch einen geometrischen Punkt angegeben werden konnen. Wir wer-
den uns darauf beschrénken die Aenderungen seines Ortes zu untersuchen
und nicht in Betracht ziehen, wie er sich dreht und seine Gestalt dndert.

Wir werden X, y, z die Coordinaten des materiellen Punktes,
um dessen Bewegung es sich handelt, in Bezug auf ein beliebiges,
festes, rechtwinkliges Coordinatensystem zur Zeit t nennen. Dann
sind x, y, z Functionen von t, und zwar Functionen, die einwerthig
und stetig sind fur das ganze Intervall von t, welches der Dauer der
Bewegung entspricht. Werden sie angegeben, so wird dadurch die
Bewegung, so weit wir sie in Betracht ziehen wollen, vollstandig
beschrieben. Sie sind abhé&ngig von dem gewdhlten Coordinaten-
system. FUhrt man ein anderes, gleichfalls rechtwinkliges und festes
Coordinatensystem ein und nennt X, y, z die Coordinaten in ihm
des Punktes, dessen Coordinaten in friheren .1, y, z sind, so ist be-

kanntlich
= a + oalx + a2x + a3x

"
y = b + Blx + B2x + B3x 1)
I =C+ ylx +y2x+ y3x
wo a, b, ¢ und die Grossen a, B, y Constanten sind, die von der
relativen Lage der beiden Coordinatensysteme abhangen; es sind
a, b, ¢ die Werthe, die %, y', z' fir x =0, y =0, z=0 haben,
und es ist
al = cos(x'x), a2 = cos (X'y\ a3 = cos (X' z)
f=cos (y'’x), B2=cos(yy)  B=cos(y'z) 2)
¥l = cos (z2'X), Y2 = cos (Z'y), Y3 = cos (2'2) ,
wo (X'x) ein beliebiger von den beiden zu 2m sich ergdnzenden Win-
keln ist, die die Richtungen der x-Achse und x-Achse mit einander
bilden, und die Bedeutung der &hnlichen, eingefiihrten Zeichen die
analoge ist.
§ 3.
Die Bewegung eines Punktes l&sst sich auch auf andere, weniger
directe Weisen, und oft einfacher, als auf die besprochene, beschrei-

ben. Der Zweck ist erreicht, wenn die Werthe angegeben sind, die
X, U, z fur einen Werth von I, z. B. fir / = 0, besitzen, und die

Werthe, welche fur alle Werthe von t haben. Dabei



§ 3. Geschwindigkeit. 3

konnen diese Differentialquotienten als Functionen von t, oder als
Functionen von X, y, z, oder — und das ist der allgemeinste Fall,
den wir in Betracht ziehen — als Functionen von x, y, z und | ge-
geben sein; jedenfalls aber sollen diese einwerthig sein fir alle Werth-
systeme ihrer Argumente, welche bei der Bewegung Vorkommen. Ist
fur t = 0: X=X0 y=¢ z=20

und allgemein: 3)

wo X0, y0, z0 gegebene (konstanten, u, v, w gegebene Functionen
der bezeichneten Art von X, y, z und t bedeuten, so sind x, vy, z fir
jeden Werth von / eindeutig bestimmt, wie aus der Theorie der
Differentialgleichungen folgt. Um X, y, z zu finden, hat man
die Differentialgleichungen 3) zu integriren und die dabei auftreten-
den 3 willkihrlichen (konstanten aus den fir t = 0 geltenden Bedin-
gungen zu bestimmen.

Die durch die Gleichungen 3) definirten Grdssen u, v, w nennt
man die Componenlen der Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit / nach
den Achsen der X, y, z. Der Geschwindigkeit selbst kommt eine
gewisse Grosse und eine gewisse Richtung zu. Um diese zu finden,
betrachte man w, v, w als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes
in Bezug auf ein Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt beliebig
ist, dessen Achsen aber den Achsen der x, y, z resp. parallel sind,
die Richtung der Geschwindigkeit ist die Richtung der geraden Linie,
die von dem Anfangspunkte der u, v, w nach dem Punkte (u, v, w)
geht, die Grosse der Geschwindigkeit ist die Lange dieser Linie.
Diese Definitionen sind gleichbedeutend mit den folgenden: die Grosse
der Geschwindigkeit ist die positiv zu nehmende Wurzel

ihre Richtung die Richtung einer Linie, die mit den Coordinaten-
achsen Winkel bildet, deren Cosinus

4)

sind.

Es ist leicht ersichtlich, dass hiernach die Geschwindigkeit eines
Punktes allein von seiner Bewegung abhé&ngt und nicht von dem
Coordinatensysteme, das man zur Untersuchung dieser Bewegung ge-
wahlt hat. Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptung, wenn
man dieselbe Bewegung einmal auf ein, dann auf ein anderes Coordi-
natensystem bezieht und beide Male nach der aufgestellten Definition
die Geschwindigkeit aufsucht. Es seien wieder X; y; z' die Coordi-
naten in einem neuen Systeme des Punktes, dessen Coordinaten in
dem alten X, y, z sind: es bestehen zwischen diesen Gréssen dann
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die Gleichungen 1). Differentiirt man diese Gleichungen und benutzt
die Gleichungen 3), sowie die diesen entsprechenden:

in denen u; v, w die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes
zur Zeit t nach den Achsen der X, y, z bedeuten, so erh&lt man:

U = alu+o02u +a3u
v = Blv + B2v + B3v
w = ylw + y2w + y3w
In Folge der in den Gleichungen 2) angegebenen Bedeutung der
Grossen a, R, y driucken diese Gleichungen aus, dass 7, v, iv und
u, v, w die Coordinaten eines Punktes in zwei Systemen sind, die
einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt haben und von denen die
Achsen des einen denen der x, y, z, die Achsen des anderen denen
der x; y', z' parallel sind. Die gerade Linie, die nach diesem Punkte
von dem gemeinsamen Anfangspunkt gezogen ist, bestimmt der Grdsse
und Richtung nach die Geschwindigkeit, um die es sich handelt, mag
man das Coordinatensystem der x, y, z oder das der X} y, z' benutzen.
Nennt man ds die unendlich kleine Strecke, welche der Punkt
in dem Zeitelement dt zuricklegt, so ist

und daher

d. h. die Grosse der Geschwindigkeit ist gleich der unendlich Kleinen
Strecke, welche der Punkt in einem Zeitelement zuriicklegt, dividirt
durch dieses Zeitelement. Die in 4) angegebenen Cosinus der Winkel,
welche die Richtung der Geschwindigkeit mit den Coordinatenachsen
bildet, werden durch Einfiihrung von ds

es sind dieses die Cosinus der Winkel, welche mit den Achsen die
Tagente bildet, welche im Punkte (x, y, z) im Sinne der Bewegung
des Punktes an die Bahn desselben gelegt werden kann. Die Rich-
tung dieser Tangente ist also die Richtung der Geschwindigkeit.

Der einfachste Fall der Bewegung ist derjenige, in dem u, v, w
Constanten sind. In ihm ergiebt die Integration der Differential-
gleichungen 3):

X=x0 +ut y=y0 + vt, z=120 + wt.

Die Bahn ist hiernach die gerade Linie, deren Gleichungen
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sind, d. h. die gerade Linie, die in der Richtung der constant blei-
benden Geschwindigkeit durch den Punkt (x0, y0, z0) gezogen ist.
Eine solche Bewegung eines Punktes nennt man eine gleichférmige.

§ 4.

Die Bewegung eines materiellen Punktes ist ebenfalls vollkommen
bestimmt, wenn fir t =0 Ort und Geschwindigkeit und fir jeden

Werth von t die Werthe von eindeutig gegeben sind.
Es sei fir t = 0O: X =x0y=y0 z =120,

und allgemein

5)
wo die nut dem Index O versehenen Zeichen gegebene Constanten,
X, Y, Z gegebene Functionen von X, Yy, z, t bedeuten,

die fur alle vorkommenden Werthsysteme ihrer Argumente einwerthig
sind. Integrirt man die Differentialgleichungen 5) und verfugt Ober
die 6 dabei auftretenden willkuhrlichen Consthnten so, dass den fur
t = 0 geltenden Bedingungen gentigt wird, so bestimmt man voll-
kommen x, y, z als Functionen von t.

Die durch die Gleichungen 5) defmirten Gréssen X, Y, Z nennt
man die Componenten nach den Coordinatenachsen der Beschleunigung,
die der Punkt hat, oder der beschleunigenden Kraft, die auf den Punkt
wirkt. Die Ausdriicke: Beschleunigung und beschleunigende Kraft
werden wir zunachst als ganz gleichbedeutend ansehn und nach Will-
kuhr bald den einen, bald den andern gebrauchen. Der Kiirze wegen
wollen wir dabei das; Beiwort beschleunigend fortlassen, aber stets
hinzudenken, bis wir zur Einflihrung der sogenannten bewegenden
Krafte kommen. Dor Beschleunigung kommt eine gewisse Grosse
und eine gewisse Richtung zu; ihre Grosse ist

ihre Richtung diejenige, die mit den Coordinatenachsen Winkel bildet,
deren Cosinus

sind. Mit andern Worten: betrachtet man A, Y, Z als die rechtwink-
ligen Coordinaten eines Punktes in einem Coordinatensysteme, dessen
Achsen den Achsen der x, y, z parallel sind, so ist die Lange der
von dem Anfangspunkte nach diesem Punkte gezogenen Linie die
Grosse, und ihre Richtung die Richtung der Beschleunigung

Diese Definition der Beschleunigung ist ganz entsprechend der-
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jenigen, die im vorigen § von der Geschwindigkeit gegeben ist; an
sie lassen sich ganz ahnliche Betrachtungen knupfen, wie sie dort
entwickelt sind. FlUhrt man, wie es dort geschehen ist, neben dem
(‘oordinatensystem der x, y, z ein zweites ein, auf welches man die
gestrichenen Buchstaben bezieht und differentiirf die Gleichungen 1),
die dann wieder gelten, zweimal, so erhalt man

oder bei Ricksicht auf die Gleichungen 5) und die diesen entspre-
chenden, welche die gestrichenen Buchstaben enthalten:

X'= alX+ Y + a3Z

Y = B1X + B2Y + B3Z 7)

Z = ylX + y2Y +y3Z
und hieraus folgt, dass die Grdsse und Richtung der Beschleunigung
ebenso, wie die Grosse und Richtung der Geschwindigkeit, unab-
hangig sind von dem Coordinatensysteme, auf welches man die Be-
wegung bezieht.

Wie im vorigen und in diesem § die ersten und zweiten Differen-
tialquotienten der Coordinaten des bewegten Punktes nach der Zeit
eingefuhrt sind, so kénnten auch die dritten und noch hoheren ein-
gefuhrt werden. Die in der Natur vorkommenden Bewegungen sind
aber erfahrungsmassig der Art, dass dadurch die Einfachheit ihrer
Darstellung nicht gewinnen, sondern im Gegentheil verlieren wirde.
Es hat das darin seinen Grund, dass, wie aus der Erfahrung hat
geschlossen werden kdnnen, bei allen Bewegungen, die in der Natur
vor sich gehen, die zweiten Differentialquotienten der Coordinaten
der materiellen Punkte nach der Zeit Functionen der Coordinaten
selbst und unabhangig von den Anfangswerthen der Coordinaten und
der Geschwindigkeitscomponenten sind.

8§ 5.

Nach den gegebenen Definitionen sind wir schon im Stande eine
Klasse von Bewegungserscheinungen, die auf der Erde vorkommen,
in sehr einfacher Weise und mit einem hohen Grade von Genauigkeit
zu beschreiben, die Bewegung fallender und geworfener Kérper nam-
lich in so weit, als diese als materielle Punkte angesehen werden
kdnnen, die Dimensionen ihrer Bahnen unendlich klein gegen die
Dimensionen der Erde sind und der Einfluss der Luft, so wie der
Bewegung der Erde unmerklich ist. Unter diesen Voraussetzungen
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ist die genannte Bewegung beschrieben durch den Ausspruch, dass
auf die Korper in vertical abwarts gekehrter Richtung eine constante
Kraft wirkt, eine Kraft, welche die Schicere genannt wird.

Nimmt man die z-Achse vertical abwaérts gekehrt an und be-
zeichnet die Schwere mit g, so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend
mit den Differentialgleichungen

Die Integrale derselben sind:

X=a+ at
y=hb+ bt

wo a, b, ¢ und B, ¢ 6 willkiihrliche Constanten bedeuten, von
denen die 3 ersten die Coordinaten des Ortes, die 3 letzten die
Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit t = 0 angeben.

Zwischen x und y kann man durch Elimination von t eine lineare
Gleichung bilden; d. h. der Kdorper bewegt sich in einer verticalen
Ebene. Nimmt man diese zur yz-Ebene, so wird x = 0, und, elimi-
nirt man aus den Gleichungen fur y und z die Zeit, so erhélt man
zwischen y und z eine Gleichung, die y in den beiden ersten Poten-
zen, z in der ersten Potenz enthdlt. Hiernach ist die Bahn eine
Parabel, deren Achse der z-Achse parallel, also vertical ist. Ist noch
b' = 0, so geht die Parabel in eine verticale gerade Linie Uber.

§ 6

Ein anderes Beispiel, welches zeigt, welche Vereinfachung die
Beschreibung naturlicher Bewegungen durch die Einfihrung des Be-
griffs der Kraft erfahrt, ist die Bewegung der Planeten um die Sonne.
Es ist diese mit einem gewissen Grade der Genauigkeit beschrieben
durch die sogenannten Keplerschen Gesetze; es wird uns gelingen
diese zusammen zu fassen in einen Satz von grosser Einfachheit.

Nach dem ersten Keplerschen Gesetze bewegt ein Planet sich so,
dass sein von der Sonne gezogener radius vector in gleichen Zeiten
gleiche Flachenrdume beschreibt; nach dem zweiten ist die Bahn
eines Planeten eine Ellipse, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht.

Wir nehmen die Ebene der Bahn zur xy-Ebene; dann ist z =0
und daher, wenn wir X, Y, Z die Componenten der auf den Planeten
wirkenden Kraft nennen, Z = 0; d. h. die Kraft ist der Ebene der
Bahn parallel. Wir legen ferner den Anfangspunkt der Coordinaten
in die Sonne und setzen

X = rcos @, y = rsin(p 8)
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mit der naheren Bestimmung, dass r positiv sei. Es ist dann r die
Lénge des von der Sonne nach dem Planeten zur Zeit t gezogenen
radius vector und ¢ ist der Winkel,
den dieser mit der x-Achse bildet und
den er beschreibt, wenn er aus der
Lage, bei der er mit der x-Achse zusam-
menfallt, in die Lage, die er zur Zeit
t hat, in dem Sinne gedreht wird, in
dem die x-Achse gedreht werden muss,
um nach einer Drehung von einem
rechten Winkel in die y-Aclise zu fallen. Die Achsen der x und y
denken wir uns so gewahlt, dass @ mit der Zeit wachst.

Die doppelte Flache eines Dreiecks ist gleich dem Produkt zweier
Seiten und des Sinus des eingeschlossenen Winkels. Ist dieser Win-
kel unendlich klein, so kann er selbst fiir seinen Sinus gesetzt wer-
den, vorausgesetzt, dass Einheit des Winkels der Winkel von

ist. Diese Einheit fuhren wir ein fir alle mal ein. Die doppelte
Flache des Dreiecks, welches der radius vector des Planeten in dem
Zeitelement dt beschreibt, ist dann r2de; wir setzen

r2de == cdt

nach dem ersten Keplerschen Gesetze ist dann c eine Constante, und
nach der Annahme, die wir (Uber die Lage der Coordinatenachsen
gemacht haben, eine positive. Differentiirt man die Gleichungen 8),
so0 erhélt man

dx = cos @ dr — rsing do

dy ==sm ¢ dr + rcosg dg;
multiplicirt man diese in geeigneter Weise mit den Gleichungen 8)
und subtrahirt sie von einander, so ergiebt sich

xdy — ydx = r2de.

Nach 9) ist daher:

10)

und durch Differentiation dieser Gleichung erhdlt man

Bei Riicksicht auf die Gleichungen 5) hat man daher
XY =x:y.

Diese Proportion spricht aus, dass die auf den Planeten wirkende
Kraft nach der Sonne gerichtet ist odel, die entgegengesetzte Richtung
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hat, dass, wie man dieses ausdrickt, die Kraft eine von der Sonne
ausgehende Anziehungs- oder Abstossungs-Kraft ist. Ihr zufolge kann
man setzen

dabei ist dann der absolute Werth von R die Grosse der Kratt, und
es ist diese eine anziehende, wenn R positiv, eine abstossende, wenn
R negativ ist. Multiplicirt man diese Gleichungen mit (Ix, du und
addirt sie, so ergiebt sich bei Ricksicht darauf, dass

X2 =l
also xdx + ydy = rdr 11)
ist: Xdx —Ydy = — Rdr.

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach 5)

wenn man v die Geschwindigkeit des Planeten nennt.
Ferner erhélt man aus den Gleichungen 10) und 11), wenn man
diese, nachdem die erste mit dt multiplicirt ist, quadrirt und addirt,

Daraus folgt
12)

Diese Gleichung verbinden wir mit einer, die aus dem zweiten Kep-
lerschen Gesetze sich ergiebt. Es sei a die Hélfte der grossen Axe,
e die Excentricitat der elliptischen Bahn, wobei dann a und e posi-
tive Grossen sind und e kleiner als 1 ist. Die x- Achse sei die grosse
Achse und nach dem Perihel gerichtet, dem Punkte der Bahn, der
der Sonne am né&chsten ist. Die Gleichung der Bahn ist dann:

oder

oder rR=(@@ — e) — ex)2

Zieht man die Wurzel und berlcksichtigt, dass r stets positiv ist, so
erhélt mau hieraus

r=a(l —e)—ex 13)
Daraus folgt

oder nach 13)

und mit Hulfe von 12)
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14)

Dieser Ausdruck von R ist positiv; daher ist die auf den Planeten
wirkende Kraft eine von der Sonne ausgehende Anziehungskraft.
Dieselbe ist ferner dem Quadrate der Entfernung von der Sonne um-
gekehrt proportional.

Wir wollen den fir diese Kraft gefundenen Ausdruck dadurch
uniformen, dass wir in ihn die Umlaufszeit des Planeten einfihren.
Wir bezeichnen dieselbe durch T. Da cdt nach 9) das Doppelte der
Flache ist, welche der radius vector des Planeten in dem Zeitelement
dl beschreibt, so ist cT das Doppelte der Flache, welche von der
elliptischen Bahn begrenzt wird; d. h. es ist

und daher nach 14)

Nach dem drillen Keplersehen Gesetze hat aber das Verhéltniss
a3 : T2 fur alle Planeten denselben Werth; es folgt daraus, dass fiir
irgend einen Planeten

ist, wo M fir alle Planeten denselben constanten Werth hat, oder
in Worten: dass die Sonne alle Planeten mit Kréften anzieht, die den
Quadraten der Entfernungen von ihr umgekehrt proportional sind.

Dieser Satz ruhrt von Newton her. Von ihm ausgehend kann
inan durch eine Rechnung, die den umgekehrten Weg nimmt, als
diejenige, die wir durchgefihrt haben, die Kepler'schen Gesetze ab-
leiten. Er ist daher nur ein anderer Ausdruck flr dieselbe Sache,
als diese es sind, aber ein einfacherer. Die grossere Einfachheit
bildet indessen nicht den einzigen und auch nicht den wichtigsten
Vorzug, welchen der Newton'sche Satz vor den Kepler'schen Ge-
setzen voraus hat; es liegt dieser darin, dass der Newton'sche Satz
seinen Entdecker zu einem Gesetze leiten konnte, welches allgemeiner
und genauer ist, alser selbst und die Kepler'schen Gesetze; einem
Gesetze, welches die Bewegung aller Himmelskorper in so weit, als
diese als materielle Punkte angesehen werden konnen und unsere
Kenntnisse reichen, genau darstellt.

§ 7.

Um dieses Newton'sche Gesetz aussprechen zu kénnen, missen
wir den Begriff der Kraft allgemeiner fassen, als wir es bis jetzt ge-
than haben. Die Ausdricke Kraft und Beschleunigung haben wir bis
jetzt als ganz gleichbedeutend gebraucht; nach der Verallgemeinerung
des Begriffs der Kraft, die wir nun eintreten lassen wollen, werden
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wir das nicht mehr dirfen. Bis jetzt mussten wir sagen: es wirkt
auf einen Punkt immer eine Kraft; jetzt werden wir uns des Aus-
drucks bedienen: es wirken auf einen Punkt gleichzeitig mehrere
Krafte, oder es wirkt auf ihn ein System von Kréaften. Wir werden
dabei eine jede Kraft, gerade wie bisher, durch ihre Componenten
nach den Coordinatenachsen bestimmen; so dass, wenn X1, Y1, Z1,
X2, Y2, Z2, ... die Componenten von Kraften sind, die zusammen
auf den Punkt (X, y, z) wirken, diese Kréfte der Grosse und Rich-
tung nach 0bereinstimmen mit den Linien, die vom Anfangspunkte
der Coordinaten nach den Punkten gezogen sind, welche die Coordi-
naten X1,Y1, 71, X2,Y2,72, .. haben. Der Ausspruch, dass das
bezeichnete System von Kréften auf den genannten Punkt wirkt, soll
gleichbedeutend mit dem Ausspruche sein, dass die Bewegung des
letzteren den Gleichungen

15)

gemass geschieht.

Ein System von Kraften, welche auf einen Punkt wirken, ist
immer gleichwerthig mit einer einfachen Kraft, die man die Resultante
des Systemes nennt. Sind X, Y Z die Componenten nach den Coor-
dinatenachsen der Resultante des bezeichneten Systemes, so hat man
nach 15) und 5):

Es sind dieses die Gleichungen, welche, wenn das System nur aus
zwei Kraften besteht, den analytischen Ausdruck des sogenannten
Satzes vom Parallelogramm der Kréafte bilden.

Es ist einleuchtend, dass, wenn man eine bestimmte Bewegung
eines Punktes als bedingt durch mehrere Kréfte ansieht, diese nicht
einzeln bestimmt sind; nur die Resultante ist bestimmt; alle Einzel-
kréfte bis auf eine konnen beliebig angenommen und diese eine kann
dann immer so gewéhlt werden, dass die Resultante der Beschleunigung
gleich wird. Aus der Bewegung allein kann die Mechanik nach
unserer Auffassung die Definitionen der Begriffe schopfen, mit denen
sie es zu thun hat. Es folgt daraus, dass nach Einfiihrung von
Kréftesystemen an Stelle einfacher Krafte die Mechanik ausser Stande
istr eine vollstandige Definition des Begiiffs der Kraft zu geben.
Trotzdem ist diese Einfiihrung von der héchsten Wichtigkeit. Es
beruht das darauf, dass, wie die Erfahrung gezeigt hat, bei den natur-
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liehen Bewegungen sich immer solche Systeme finden lassen, deren
Einzelkrafte leichter angegeben werden koénnen, als ihre Resultanten.

§ 8.

Ein Beispiel hierfir bietet die Bewegung der Himmelskorper.
Es seien 1, 2, .. die in Betracht kommenden Koérper, ml, m2, . . Con-
stanten, welche sich auf dieselben beziehen, r12, r13, . . . die Entfer-
nungen je zweier zur Zeit ihre Bewegungen sind dann so, dass
sie angesehen werden konnen als bedingt durch Kréfte, mit denen
jeder auf alle Ubrigen wirkt, der Art, dass der Korper | den Kdorper 2
mit einer Kraft anzieht, die

ist. Dieser Satz ist das Newton'sche Gesetz.

Wéren nur 3 Himmelskorper vorhanden und kennzeichnen wir
die Coordinaten derselben durch die Indices 1,2,3, so waren hier-
nach die Differentialgleichungen ihrer Bewegung diese:

Die Aufgabe, diese Differentialgleichungen zu integriren, wird das
Problem der drei Kérper genannt. Sie ist mit Strenge bis jetzt nicht
geldst. Unser Planetensystem bietet ein noch schwierigeres Problem
dar, da die Zahl der Korper in ihm grosser als 3 ist. Durch Be-
nutzung des Umstandes, dass bei jedem Planeten die von der Sonne
ausgehende Kraft, bei jedem Trabanten die von seinem Planeten aus-
gehende die andern auf ihn wirkenden Kréafte weit (berwiegt, haben
die Astronomen trotzdem sich (berzeugen konnen, dass die Be-
wegungen in unserm Planetensystem sehr genau dem Newton’'schen
Gesetze entsprechen.



Zweite Vorlesung.

(Bewegung eines Punktes, der nicht frei ist. Einfaches Pendel. Bewegung
eines Systemes von Punkten, fiir welches Bedingungsgleichungen gelten. Masse
eines materiellen Punktes. Bewegende Kraft. Lagrange’s Grundgleichungen
der Mechanik.)

§1

Einen wesentlichen Nutzen leistet die Einfilhrung eines Systemes
von Kréften, die auf einen materiellen Punkt wirken, an Stelle einer
Kraft auch in dem Falle, den wir nun betrachten wollen. Der Fall
ist der, dass man von vorn herein eine Gleichung zwischen den
Coordinaten des Punktes, oder eine zwischen diesen und der Zeit
kennt. Das findet z. B. statt, wenn der Punkt in eine Schale von
bekannter Gestalt gelegt ist und in ihr so sich bewegt, dass er mit ihr
in Berlhrung bleibt. Ruht die Schale, so ist die Gleichung ihrer
Oberflache eine Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes;
wird die Schale in bekannter Weise bewegt, so hat man eine Glei-
chung zwischen diesen Coordinaten und der Zeit. Wir schreiben
die gedachte Gleichung

0 Xy zt=c 1)
oder kirzer ¢ = ¢, indem wir durch ¢ eine Constante bezeichnen.
Dem Sprachgebrauche folgend, nennen wir sie eine Bedingungs-
gleichung und sagen: der Punkt ist nicht frei, sondern gezivungen,
dieser Bedingung gemass sich zu bewegen; wir verbinden mit diesen
Ausdriicken aber keine andere Vorstellung als die, dass die Glei-
chung 1) thatsdchlich besteht.

In dem genannten Falle stellen wir die Bewegung des Punktes
als durch zwei Krafte bedingt dar; wir setzen namlich

Die Componenten der ersten Kraft, X, Y, Z, sollen vollstandig
angegeben, fur die Componenten der zweiten, XI, Y1, ZI, aber nur
Ausdriucke aufgestellt werden, die noch eine unbekannte Grosse, die
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wir A nennen wollen, enthalten. Durch die Bedingungsgleichung
lasst sich diese bestimmen. Aus derselben folgt némlich, dass fur
jeden Werth von t

d. h
und auch
d. h.
ist. Substituirt man in die letzte Gleichung fir ihre
Werthe aus 2), so erhdlt man eine Gleichung, welche A durch
Xy, z, und t auszudriicken erlaubt. Jede von den Com-

ponenten Xl, Y, ZI, werden wir gleich 2, multiplicirt mit einem von
A unabhéngigen Factor, setzen: die Gleichung fir A wird dann

linear, es wird A und es werden Xl, YI, ZI, also auch

eindeutig und als endliche Griussen bestimmt, vorausgesetzt, dass der
Coefficient von A in der genannten Gleichung nicht verschwindet.
Die ganze Bewegung ist daher vollstandig bestimmt, wenn noch die
Anfaugswerthe der Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten
angegeben sind. Diesen Schliissen liegt die Voraussetzung mit zu
Grunde, welche im § 4. der ersten Vorlesung Uber die Componenten
einer Kraft ausgesprochen ist und die ausnahmslos beibehalten werden
wird, die Voraussetzung, dass diese Componenten im allgemeinsten

Falle eindeutige Functionen von X, vy, z, t sind. Als
solche Functionen sollen X, Y, Z und die Factoren von 2 in XI, YI, ZI
angegeben werden.

Im Uebrigen konnen die zuletzt genannten Factoren ganz be-
liebig gewahlt werden; immer ist die Beschreibung der Bewegung
eine vollstandige. Wir wollen aber eine ganz specielle Wahl treffen,
nédmlich

setzen, wodurch die Gleichungen 2) werden:

4)



§ 1. Bewegung eines nicht freien Punktes. 15

Die Zweckmassigkeit dieser Wahl beruht wesentlich auf einer
Eigenschaft der Gleichungen 4), die sich zeigt, wenn man neben
dem Coordinatensystem der x, y, z ein zweites rechtwinkliges Coor-
dinatensystem einfuhrt. Das wollen wir thun und auf dieses die ge-
strichenen Buchstaben in derselben Weise beziehen, wie es in der
vorigen Vorlesung geschehen ist.

Im § 4. der ersten Vorlesung ist von einer Kraft, die allein auf
einen Punkt wirkt, bewiesen, dass sie der Grdsse und Richtung nach
unabhangig von dem Coordinatensysteme ist. Dass eine Kraft, die
mit andern zusammen auf einen Punkt wirkt, dieselbe Eigenschaft
besitzt, kann nicht bewiesen werden, weil dazu die von einer solchen
Kraft gegebene Definition nicht ausreicht; bei der Kraft, deren Com-
ponenten jetzt X, Y, Z genannt sind, dirfen und wollen wir aber
diese Eigenschaft voraussetzen.

Man bezeichne durch @' die Function von X',y z; t, in welche
¢ Ubergeht, wenn man hier x, y, z mit Hulfe der Gleichungen 1)
der ersten Vorlesung durch x', y', z*, ausdriickt, so dass

=0
eine mit Rucksicht auf diese Gleichungen identische Gleichung ist.
Da aus der Auflésung dieser Gleichungen sich ergiebt:

so folgt hieraus

5)

Multiplicirt man die Gleichungen 4) mit al, a2, a3 oder BI, B2, f3
oder y1, y2, y3 und addirt sie jedesmal, so erhdlt man daher und,
weil bei den gemachten Festsetzungen die Gleichungen G) und 7) der
ersten Vorlesung gelten:
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Diese Gleichungen, zu welcher nur die Gleichung
¢ =c

und die Angabe des Anfangsortes und der Anfangsgeschwindigkeit
hinzuzufiigen ist, um die Bewegung mit Hilfe des zweiten Coordi-
natensystems vollstandig zu bestimmen, sind von derselben Form als
die Gleichungen 4). Die Eigenschaft, welche die letzteren hiernach
auszeichnet und auf welcher wesentlich ihre Zweckmassigkeit beruht,
lasst sich so aussprechen: sie gelten fir ein beliebiges rechtwinkliges
Coordinatensystem, wenn man annimmt, dass die Kraft (X, Y, 2Z)
ihrer Grosse und Richtung nach unabhangig von dem Coordinaten-
system ist.

Aus den Gleichungen 5) folgt, dass und

die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf

zwei Coordinatensysteme sind, die einen gemeinschaftlichen Anfangs-
punkt haben, und von denen die Achsen des einen parallel denen
der X, y, z, die Achsen des anderen parallel denen der x; y; z' sind.
Nach der im § 4. aufgestellten Definition einer Kraft, die durch ihre
Componenten gegeben ist, und der Ausdehnung dieser Definition auf
eine Kraft, die mit andern zugleich auf einen Punkt wirkt, in § 7.
der ersten Vorlesung folgt hieraus weiter, dass auch die Kraft

ihrer Grosse und Richtung nach unabhéngig

von dem Coordinatensysteme ist. lhre Richtung ist senkrecht auf
der Fléche, die bei dem Werthe, den t in dem betrachteten Augen-
blicke hat, durch die Gleichung

¢=c
dargestellt ist; denn, wenn n eine Normale dieser Flache bezeichnet,
die durch den Punkt (x, y, z) geht, so ist bekanntlich

ihre Grosse ist der absolute Werth von

'Wir bezeichnen, dem Sprachgebrauche gemass, diese Kraft als eine
Folge davon, dass der Punkt gezwungen ist, der Bedingung ¢ = ¢
entsprechend sich zu bewegen, ohne dadurch irgend etwas Uber diese
Kraft oder ihren Ursprung aussagen zu wollen.

Noch auf eine andere Eigenschaft der Gleichungen' machen wir
aufmerksam; darauf, dass sie, wenn die Kraft (X, Y, Z) eine gegebene
ist, gultig bleiben, wenn man die Form der Bedingungsgleichung be-
liebig andert, d. h. wenn man die Gleichung @ = c ersetzt durc
die Gleichung
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F=C,
wo F eine beliebige Function von @, und C den Werth bedeutet,
den diese fur @ = ¢ annimmt. Statt der Gleichungen 4) erhélt
man dann

wo L eine neue unbekannte Grosse bedeutet, die aus der Gleichung
F = C oder, was dasselbe ist, aus der Gleichung ¢ = ¢ zu bestimmen
ist. Da aber

so werden die Gleichungen 6) identisch mit den Gleichungen 4),
wenn man

macht.

Um die Gleichungen 4) und die Gleichung ¢ = ¢ in Worte zu
Ubersetzen, werden wir sagen: auf den betrachteten materiellen Punkt
wirkt die Kraft, deren Componenten X, Y, Z sind, wéhrend seine
Bewegung der Bedingung ¢ = ¢ unterworfen ist.

Nicht unerwahnt mége bleiben, dass die Gleichungen 4) nicht
die einzigen sind, welche die beiden Eigenschaften haben, die fir sie
nachgewiesen sind: zu gelten fur jedes Coordinatensystem und jede
Form der Bedingungsgleichung, wenn die Kraft (X, Y, Z) der Grosse
und Richtung nach gegeben ist. Dieselben Eigenschaften haben die
Gleichungen

wenn h eine Constante oder eine beliebig gegebene Function von

bedeutet. Diese Gleichungen sind wirklich

wohl geeignet, wenn sie an Stelle der Gleichungen 4) gesetzt werden,
zur Beschreibung gewisser Bewegungen zu dienen, solcher Bewegungen
namlich, bei denen, wie man sagt, eine Reibung sich merklich macht.

Wir halten indessen die Gleichung 4) fest.
Kirchhoff, Mechanik. 2
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§ 2.

Die im vorigen § besprochene Methode wollen wir zur Beschrei-
bung der Bewegung eines einfachen Pendels benutzen. Es besteht
ein solches aus einem Korper, der als ein materieller Punkt betrachtet
wird und der an einem festen Punkte mit Hilfe eines Fadens auf-
gehangt ist. Der Faden wird als unausdehnbar angenommen, sein
Einfluss im UGebrigen vernachlassigt. Wird der Korper in geeigneter
Weise in Bewegung gesetzt, so bewegt er sich so, dass er auf der
Kugelflache bleibt, die mit der Lange des Fadens um den Auf-
hangungspunkt beschrieben ist. Eine solche Bewegung wird voraus-
gesetzt. Sind ferner noch die Annahmen erfullt, die bei der Unter-
suchung eines freien, geworfenen Korpers im § 5. der ersten Vor-
lesung ausgesprochen sind, so ist die Bewegung des Pendelkorpers
durch die Aussage beschrieben, dass auf ihn die Schwere wirkt,
wéhrend er gezwungen ist auf der genannten Kugelflache zu bleiben.

Fuhrt man ein Coordinatensystem ein, dessen Anfangspunkt der
Aufhangungspunkt, dessen z-Achse vertical abwarts gerichtet ist,
und nennt | die Lange des Fadens, so ist diese Behauptung durch
die folgenden Gleichungen ausgesprochen:

8)

X2+ yl + z2 = 12
Aus der letzten von diesen folgt
X dx—+ ydy + zdz = 0,
und daher aus den 3 ersten, indem man sie nut dx, dy, dz multi-
nlicirt. addirt und inteerrirt:
dx? + dy? + dz2 = [2gz + h) dt}, 9)
wo h eine wiliklihrliche konstante bedeutet.
Multiplicirt man die beiden ersten der Gleichungen 8) mit —y und
4- x, addirt sie und integrirt, so erhalt man
xdy — ydx = cdt. 10)
wo ¢ eine zweite wilikihrliche Gonstante ist.
Nun fuhre man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoor-
dinaten ein; man setze:

X == | sin 9 cosw
y = lsind sin w 11)
z = | cos 9,

woraus folgt
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dx =1 cos & cos wdd — | sin & sin wdw
dy = cos 8 cos wdd — | sin 9 sin wdw
dz = —Isin 89

Man hat daher

dx2 + dy? @z2 = 12 (d92+ sinzZDdw?)
xdy — ydx = 12 sini:2dw,
und die Gleichungen 9) und 10) werden:

12 (d92 4- sin2 8dw2) = (2gl cos 9 il 12)

12 sin2 Sdw = cdt.
Hieraus folgt

Durch Integration dieser Gleichung kann man  als elliptische
Function von t ausdriicken. Hat man 9 gefunden, so ergiebt sich
w durch nochmalige Integration aus der zweiten der Gleichungen 12).

Ist c=0, so folgt aus der zweiten der Gleichungen 12) w = const.
nach 11) geschieht die Bewegung dann in einer verticalen Ebene
und nach der ersten der Gleichungen 12) ist

13)

Je nach dem Werthe von h ist die durch diese Gleichung darge-
stellte Bewegung der Art, dass der absolute Werth von ft mit der
Zeit unbegrenzt wéchst, oder der Art, dass © zwischen einem Mi-
nimum und einem Maximum hin und her geht. Wir wollen nur den
zweiten Fall verfolgen, den Fall, dass das Pendel Schwingungen aus-
fuhrt. Bezeichnen wir die Amplitude der Schwingungen, d. h. den
grossten Werth von § durch a, so ist fir 9 = q, also

nach 13).

Zieht man diese Gleichung von 13) ab, so erhélt man

Setzt man
so ergiebt sich hieraus
Ist T die Dauer einer einfachen Schwingung, so findet man T, in-

dem man diese Gleichung von & = — a bis 9 = + a, d. h. von
2*
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integrirt; es ist also

Ist a nur klein, so ist bei Vernachlassigung seiner vierten Potenz

da ferner

so wird dann

oder auch

Ist o unendlich klein, so wird

Der Fall unendlich kleiner Schwingungen lasst sich auch ohne
die Voraussetzung, dass sie ebene sind, leicht vollstandig behandeln.
Wenn die Schwingungen, d. h. wenn x und y unendlich klein sind, so
ist es auch | — z; und zwar ist dieses von der zweiten Ordnung,
wenn jene von der ersten Ordnung unendlich klein sind, wie aus der
vierten der Gleichungen 8) hervorgeht. Die dritte dieser Gleichungen
spricht daher aus, dass bis auf Grdssen der zweiten Ordnung

ist, und die beiden ersten geben:

Die allgemeinen Integrale dieser Differentialgleichungen sind:

wo a, b, a, b willkihrliche Constanten bedeuten. Eliminirt man

aus diesen beiden Gleichungen t, indem man die in ihnen vorkom-
menden Sinus und Cosinus berechnet und die Summe der Quadrate
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der gefundenen Werthe = 1 setzt, so findet man als Gleichung
der Bahn des schweren Punktes die Gleichung einer Ellipse. Die
Dauer eines Umlaufs ist, wie sich aus den Ausdriicken von x undy

ergiebt,

§ 3.

Wir fassen jetzt den allgemeinsten Fall ins Auge, der in der
Mechanik materieller Punkte zu betrachten ist. Es handle sich um
ein System materieller Punkte, die wir 1,2,... nennen wollen.
Die Buchstaben x, y, z mit den Indices 1, 2, ... mdgen ihre Coor-
dinaten zur Zeit t bezeichnen. Zwischen diesen und der Zeit sollen
von vorn herein n von einander unabhangige Gleichungen bekannt
sein, die wir

©=c UY=e, .. 14)
schreiben, indem wir unter @, , .. Functionen der sammtlichen
Coordinaten und der Zeit, unter c,e,.. Constanten verstehen. Den
Differentialgleichungen der Bewegung der Punkte wollen wir eine
Form geben, die der Form entspricht, in der wir im § 1. die Dif-
ferentialgleichungen der Bewegung eines Punktes, der einer Be-
dingung unterworfen ist, aufgestellt haben. Die Bewegung eines
jeden Punktes stellen wir als durch 1t 1 Krafte bedingt dar; von
den sédmmtlichen in Betracht kommenden Kraften soll fir jeden
Punkt eine vollstindig angegeben, fiur die Gbrigen sollen Ausdriicke
aufgestellt werden, die zusammen n unbekannte Grdssen enthalten.
Wir setzen namlich

15)

X1, Y1, Z1, X2, Y2, .. sind hier die Componenten der Kréafte, die
in jedem Falle, auf den die Gleichungen angewendet werden, voll-
standig angegeben werden sollen als Functionen der Coordinaten und
Geschwindigkeitscomponenten der Punkte und der Zeit; ml, m2, ..
positive Constanten, die gleichfalls angegeben werden sollen; A, y, ..
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die n Unbekannten, die ihre eindeutige Bestimmung finden durch
die n, in Bezug auf sie linearen, Gleichungen

die nach dein Muster der Gleichung 3) zu entwickeln sind.

Die Gleichungen 15) gelten fiir jedes rechtwinklige Céordinaten-
system, wenn man festsetzt, was wir thun wollen, dass die Kréafte
(X1, Y1, Z1), (X2, Y2,Z2), .. der Grosse und Richtung nach von
dem Coordinatensysteme unabhéngig sind. Der Beweis hierfir ist in
derselben Weise zu fuhren, wie die entsprechende Thatsache in § 1.
bewiesen ist, dadurch, dass die Gleichungen, die auf jeden Punkt des
Systemes sich beziehn, mit al, a2, a3 oder BI, 32, B3 oder yl, y2, y3
multiplicirt und jedesmal addirt -werden.

Die Gleichungen 15) gelten auch fir jede Form der Bedingungs-
gleichungen, mit welchem Namen wir wieder die Gleichungen 14)

belegen; d. h. sie gelten auch, wenn man diese ersetzt durch die
Gleichungen

F=C G=E, ..
wo F, G, .. n von einander unabhéngige Functionen von @, -
und C, E, .. die constanten Werthe bedeuten, die sie annehmen fir
@ =c Y=e ... FOr die Grossen A, u, .. hat man dann nur

andere zu setzen, die L, J/, .. genannt werden mdgen und die aus
den Gleichungen

16)

zu bestimmen sind. Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet ein,
wenn man erwagt, dass, wenn x irgend eine der Gréssen xI,  , 7 ,
12, y2, ... bedeutet,

also, wenn die Gleichungen 16) erfullt sind:

ist.
Wir bemerken, dass die Geltung der Gleichungen 15) fir jedes
Coordinatensystem oder fir jede Form der Bedingungsgleichungen

aufhéren wirde, wenn statt des gleichen Factors der in den auf
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den ersten Punkt beziglichen Gleichungen vorkommt, verschiedene
Factoren in einer Verticalreihe oder in einer Horizontalreihe gewahlt
waren. Auf der Hand liegt Ubrigens, dass die Gleichungen 15) nicht
die einzigen sind, die die eben bewiesenen Eigenschaften besitzen;
nach dem Muster der Gleichungen 7) kann man leicht solche bilden,
die sie auch haben; und die Gleichungen 15) verlieren sie auch nicht,
wenn man die Grdssen finm2, . . nicht als constant, sondern als
beliebig verénderlich annimmt. Durch eine solche Verallgemeinerung
der in Rede stehenden Gleichungen wirde man aber, der Erfahrung
zufolge, fur die Einfachheit der Beschreibung der natiirlichen Bewe-
gungen nichts gewinnen.

Die Grossen wl, . hennen wir die Massen der materiellen
Punkte 1, 2, . .

Mit der Form der Gleichungen 15) und der Bezeichnung nehmen
wir noch eine Verdnderung vor. Durch Multiplication mit m1, m2, . .
schaffen wir die in ihnen vorkommenden Nenner fort; es treten dann
die. Produkte m1X1, mlY1l, mlzl, m2X2, m2Y2 . . auf; diese Pro-
dukte sollen nun durch X1, Y1, Z1, X2 Y2, . . selbst bezeichnet und
die Componenten nach den Coordinatenachsen der bewegenden Kréafte
genannt werden, die auf die Massen wl, w2, . . oder die materiellen
Punkte 1, 2, . . wirken. Ueber den Begriff einer bewegenden Kraft,
den wir hiermit einfihren, kénnen wir Folgendes sagen: eine bewe-
gende Kraft entspricht immer einer beschleunigenden; ihr kommt
wie dieser eine gewisse Grosse und eine gewisse Richtung zu; die
Richtungen beider stimmen Uberein; die Grosse der bewegenden Kraft
ist gleich der Grosse der beschleunigenden, multiplicirt mit der Masse,
auf die sie wirkt; bewegende Krafte, die gleichzeitig auf einen Punkt
wirken, setzen sich gerade so zusammen, wie beschleunigende. Es ist
bisher ausschliesslich von beschleunigenden Kraften die Rede gewe-
sen; es wird von jetzt an ausschliesslich von bewegenden Kréften die
Rede sein und der Kirze wegen das Beiwort bewegend fortgelassen
werden.

Wenn wir sagen, dass auf ein System von Punkten, deren Massen
/A, W2, .. sind, und fur welche die Bedingungen @ = ¢, Y =, ..
bestehen, Kréfte wirken, deren Compoifenten X1, Y1, Z1, X2 Y2, ..
sind, so soll dadurch hiernach ausgedriickt sein, dass die Bewegung
der Punkte den folgenden Gleichungen gemaéss geschieht:

17)
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(p = Cl LIJ == e)
Es sind dieses die Grundgleichungen der Mechanik materieller Punkte,

die zuerst von Lagrange in seiner analytischen Mechanik aufge-
stellt sind.

Die Grossen sind die Componenten einer

Kraft, die auf den Punkt 1 wirkt; der Grdsse und Richtung nach
ist dieselbe von dem benutzten Coordinatensysteme unabhéngig, wie
aus einer Betrachtung hervorgeht, die genau mit einer im § 1. ange-
stellten Ubereinstimmt. Man bezeichnet sie als eine Folge davon,
dass der Punkt 1 gezwungen ist, sich der Bedingung ¢ = ¢ gemadss
zu bewegen. Es sei, um ein naheliegendes Beispiel zu betrachten,

Q=% (X —x22 + (y —y)2+ (2l — z2)2)
wodurch ausgedruckt ist, dass die Punkte 1 und 2 mit einander fest

verbunden sind. In Folge dieser Verbindung wirken dann, wie man
sagt, auf die Punkte 1 und 2 Kréfte, deren Componenten

A (Xl - x2), ) (yl-y2) A(@zl—122)
und AN(X2 -x1), \(@y2 —yl), A(22 — 22)
sind, Krafte also, die dieselbe Grosse haben, und deren Richtungen
die beiden Richtungen der Verbindungslinie von 1 und 2 sind.

Die Gleichungen 17) beziehen sich auf den allgemeinsten Fall,
der in der Mechanik materieller Punkte zu betrachten ist; die Kréfte,
deren Componenten in ihnen Vorkommen, haben sédmmtlich die Eigen-
schaft, der Grdsse und Richtung nach unabhéngig von dem Coordi-
natensysteme zu sein, das man benutzt. Wir koénnen daher diese
Eigenschaft allen Kraften zuschreiben, mit welchen wir es hier zu
thun haben.
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(Das d'Alembert,sche Princip. Arbeit. Das Hamilton'sche Princip. Poten-
tial oder Kraftefunction. Gleichgewicht. Das Princip der virtuellen Ver-
rickungen.)

§ I

Die in der vorigen Vorlesung fir die Bewegung eines Systemes
materieller Punkte aufgestellten Differentialgleichungen 17) setzen die
Einfuhrung eines rechtwinkligen Coordinatensystemes, welches belie-
big gewéhlt sein kann, voraus. Dieselben lassen sich, wie nun ge-
zeigt werden soll, auf eine Form bringen, bei welcher eine Beziehung
auf ein Coordinatensystem gar nicht vorkommt.

Wir fassen die Lage der Punkte ins Auge, die einem bestimm-
ten Werthe von t entspricht, und denken uns die Punkte aus dieser
unendlich wenig verschoben. Dabei mdgen die Coordinaten xI, yl, zl,
X2, y2, .. resp. um oxl, dyl, &zl, o&x2, dy2 .. wachsen. Diese
Componenten der Verriickungen sollen, &usser dem dass sie unendlich
klein sind, nur der Bedingung genugen, dass sie mit den Bedingungs-
gleichungen @ = ¢, ¢ = e, . . vereinbar sind; damit ist gemeint, dass
sie den Gleichungen

1)

gentgen, in denen x irgend eine der Grossen xlI, yl, zl, x2,y2, . .
bedeutet, und das Zeichen 27 andeutet, dass die Summe in Bezug auf
alle diese zu nehmen ist. Solche Verriickungen nennt man virtuelle
im Gegensatze zu den wirklichen, actuellen, die in einem Zeitelemente
dt statt finden. Es moge hervorgehoben werden, dass hierbei keines-
wegs der Fall ausgeschlossen ist, dass die Zeit in den Bedingungs-
gleichungen @ = c¢, &=e¢, .. vorkommt, in welchem Falle der Aus-
druck die Verriickungen sollen mit diesen Gleicliungen vereinbar sein an
sich keine bestimmte Bedeutung hat; seine Bedeutung wird dann erst
festgesetzt durch die Gleichungen 1). Virtuelle Verrlickungen sind
dann solche, welche den Bedingungsgleichungen gemaéss sind, wenn
die Zeit in diesen als constant betrachtet wird. Ist z. B. ein Punkt
gezwungen auf einer Kugelflaiche zu bleiben, die mit gegebener Ge-
schwindigkeit fortschreitet, so ist eine virtuelle Verriickung des Punktes
eine solche, die ihn auf der ruhenden Kugel fortfihren wirde.
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Multiplicirt man die Differentialgleichungen 17) der vorigen Ver-
lesung mit &x1, dyl, &zl, dx2, dy2, .. und addirt sie, so erhalt
man bei Ricksicht auf die Gleichungen 1):

wo die Summe in Bezug auf alle Punkte zu nehmen ist. Diese Glei-
chung ist, wenn man hinzuftigt, dass sie fir alle virtuellen Verriickun-
gen gelten soll, ganz gleichbedeutend mit jenen Differentialgleichun-
gen 17). Wir haben sie aus jenen hergeleitet, es lassen sich auch
jene aus ihr herleiten, d. h. es l&sst sich zeigen, dass es Grossen
A M, .. giebt, die die Gleichungen 17) erfillen, wenn die Gleichung 2)
fur alle Werthe der dx besteht, die den Gleichungen 1) geniigen. Es
geschieht das durch eine Betrachtung, die der Theorie der linearen
Functionen angehort.

Der durch die Gleichung 2) ausgesprochene Satz heisst das d'Alem-
bert'sche Princin.

§ 2
Wir wollen die Gleichung 2) noch umgestalten.
Den Werth von
Xox + Yoy + Zb&z

nennt man die Arbeit der Kraft (X, Y, Z) fir die Verriickung (dx, dy, 6z)
ihres Angriffspunktes; dieselbe ist, wie man sieht, wenn man die Grosse
der Kraft und die Grosse der Verrickung einfihrt, gleich dem Pro-
dukte dieser beiden und dem Cosinus des Winkels, den die Richtun-
gen beider mit einander bilden. Sie ist unabhangig von dem Coor-
dinatensystem und ist positiv oder negativ, je nach dem Vorzeichen
des genannten Cosinus. Hat man ein System von Kraften, die auf
verschiedene Punkte wirken oder denselben Angriffspunkt haben, so
nennt man die in Bezug auf sie genommene Summe

> (Xdx + Y8y + Z37)

die Arbeit des Systemes fir die gedachten Verriickungen. Haben die
Krafte denselben Angriffspunkt, so ist ihre Arbeit gleich der Arbeit
ihrer Resultante, da die Componenten nach den Coordinatenachsen
der Resultante gleich den Summen der entsprechenden Componenten
der Einzelkréfte sind.

§ 3.
In der Gleichung 2) wollen wir

> (Xdx + Ydy + Z5z)=U; 3)

setzen, also mit U' die Arbeit der Krafte (X, Y, Z) fur die gedach-
ten Verrlickungen bezeichnen.
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Die Grossen X, y, z sind Functionen der Zeit; auch die Grdssen
OX, Oy, 6z kénnen und wollen wir als Functionen der Zeit ansehn,
die nur unendlich klein sein und den Bedingungen 1) geniigen mussen.
Man bat dann

4)

Wenn bei gleich bleibendem Werthe von | sich x um &x &ndert, so
andert sich auch wir werden den Zuwachs, den es erfahrt, durch

bezeichnen. Aus dieser Definition folgt

Es ist daher

oder auch

wenn allgemein durch Vorsetzen des Zeichens d die Aenderung be-
zeichnet wird, die der dahinter stehende Ausdruck dadurch erleidet,
dass X, y, z um OX, Oy, &z geandert werden. Die. Gleichung 4) ist
hiernach:

Fir x kann hier auch y oder z gesetzt werden. Da ferner, wenn
man die durch das Zeichen d bezeichneten Aenderungen Variationen
nennt, die Variation einer Summe gleich der Summe der Variationen
ihrer Theile ist, so folgt hieraus

5)

Die in dem letzten Gliede dieser Gleichung vorkommende Summe
nennen wir die lebendige Kraft des Systems und bezeichnen sie durch
7T es ist dann

= %> mu2, 0)
wenn v die Geschwindigkeit bedeutet. Hiernach und nach der Glei-
chung 3) wird die Gleichung 2):

Die rechte Seite dieser Gleichung enthalt keine Beziehung auf ein
Coordinatensystem und auch die linke enthélt eine solche nur schein-
bar, da
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das Produkt aus der Geschwindigkeit v in die Verriickung (dx, oy, 62)
und den Cosinus des Winkels ist, den die Richtungen beider mit
einander bilden.

Mit der Gleichung 7) nehmen wir endlich nun noch die Aenderung
vor, dass wir sie mit dl multipliciren und integriren zwischen 2 be-
liebig zu wéhlenden Werthen von t, die wir t0 und  nennen wol-
len. Wir erhalten dann

8)

wo das Zeichen auf der linken Seite des Gleichheitszeichens die Dif-
ferenz der Werthe bedeutet, die der in den eckigen Klammern stehende
Ausdruck fir t = tl und t =t0 annimmt. Nun wollen wir den Va-
riationen dx, oy, &z die neue Beschrankung auflegen, dass sie sammt-
lich fir t=t1, und t =10 verschwunden: dann wird

9)

Der Satz, dass diese Gleichung gelten muss fiir alle unendlich kleinen
Variationen der Oerter der Punkte, welche mit den Bedingungen
vertraglich sind, denen die Bewegung unterworfen ist, und welche
fir t =10 und t=1t1 verschwinden, heisst das Hamilton'sche Princip.
Wir haben dasselbe aus dem d’Alembert'schen Principe, d. h. aus der
Gleichung 2) abgeleitet; Uberzeugen wir uns nun, dass auch das Um-
gekehrte moglich ist.

Bei Benutzung der in 3) und 6) gegebenen Definitionen und der
identischen Gleichung 5) wird die Gleichung 9):

Erwagt man nun, dass die Werthe der dx, 8y, 6z fir alle Zeit-
elemente bis auf .eines, die in dem Intervall von tt=tOundt=1t1 lie-
gen, = 0 angenommen, in diesem einen aber beliebigen virtuellen
Verriickungen gleichgesetzt werden konnen, so sieht man ein, dass
fur dieses eine Zeitelement die Gleichung 2) bestehen muss; sie muss
immer bestehen, da das Zeitelement beliebig gewéhlt werden kann.

Das Hamilton'sche Princip, das d’Aleuibert'sche und die Lagrange*
schen Differentialgleichungen (die Gleichungen 17) der vorigen Vor-
lesung) sind daher vollkommen gleichbedeutend.

§ 4.
Der grosse Nutzen, den das Hamilton'sche Princip gewahrt, be-
ruht darauf, dass man mit seiner Hiilfe in die Differentialgleichungen
der Bewegung eines Systemes materieller Punkte statt der rechtwin-
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kligen Coordinaten andere Variable verhéltnissméssig leicht ein-
fihren kann.

Es seien pl, p2, . . irgend welche Grossen, die die Oerter der
Punkte bestimmen; durch welche, mit andern Worten, die samat-
lichen x, y, z ohne Hinzuziehung anderer Variabein ausdriickbar sind.
Ist X eine der rechtwinkligen Coordinaten eines der Punkte, so ist dann

und

wo die Differentialquotienten als Functionen von pl, p2, . .

zu denken sind. Die Kraftcomponenten X, Y, Z, die in dem in 3)
fur U' gegebenen Ausdrucke Vorkommen und im Allgemeinen Functio-

nen der Grossen X, und t sind, werden daher, bei Einfiihrung der

p, Functionen der Grossen p, und t, U selbst also eine lineare

homogene Function der dp, deren Coefficienten von den p, und
t abhéngen. Ferner wird T eine homogene Function zweiten Grades
der deren Coefficienten von den n abhé&ngen: &T also eine ho-

mogene lineare Function der Grdssen &p und 3 (oder, was das-

selbe ist, deren Coefficienten die Grossen p und enthalten.
Es ist hiernach &T + U' von der Form

10)

wo die Summe in Bezug auf alle dp zu nehmen ist, und wo P und
Q abhangig sind von den Grossen p, und t.

Die Grossen p brauchen nicht unabhéngig von einander zu sein;
es konnen zwischen ihnen und der Zeit Bedingungsgleichungen be-
stehen. Die Gleichung 9) soll dann nur erfillt werden fur virtuelle
Variationen dp, d. h. fur solche, die diesen Bedingungsgleichungen
entsprechen, wenn in ihnen die Zeit als constant betrachtet wird.
Diese dp lassen sich darstellen als lineare homogene Functionen von
von einander unabhangigen, unendlich kleinen Grossen, die €1, €2, ..
genannt werden mogen, und deren Anzahl gleich ist der Differenz der
Anzahl der Gréssen p und der Anzahl der zwischen diesen bestehen-
den Bedingungsgleichungen; die Coefficienten der Gréssen ¢ in die-
sen Functionen héngen ab von den Grdssen p und der Zeit. Differen-
tiirt man die Gleichungen, welche die Grossen 8p in der gedachten Weise

darstellen, nach t, so erhalt man fir die Grossen lineare homo-

www.rcin.org.pl
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gene Functionen der Grossen ¢ und deren Coefficienten die p,

und | enthalten. Die Folge davon ist, dass der in 10) fur OT +U
aufgestellte Ausdruck

wird, Ao die Summe in Bezug auf alle ¢ zu nehmen ist und die

Grossen R und S von den p, und von t abhangen. Nach 9) muss
daher

H)

fur beliebige unendlich kleine £ sein, die nur der Bedingung genigen,
fur t =t0 und &= tl zu verschwinden. Es ist aber

und daher die Gleichung 11)

Da nun die Grossen ¢ ganz beliebig gewdahlt werden kdnnen, abge-
sehen davon, dass sie fur die Grenzen des Integrales verschwinden
sollen, so folgt hieraus durch eine Schlussweise, wie sie bei der Ab-
leitung des d’Alembert’'schen Principes aus dem Hamilton'schen ange-
wandt wurde, dass der Coefficient eines jeden & verschwinden muss,
dass also die Differentialgleichungen der Bewegung die Gleichungen

sind.

§ 5.

In einem Falle, der oft sich der Betrachtung darbietet, lasst die
Gleichung 9), die das Hamilton'sche Princip ausspricht, sich noch
auf eine etwas einfachere Form bringen. Der Fall ist der, dass die
durch die Gleichung 3) definirte Arbeit U gleich der, der gedachten
Verriickung entsprechenden Variation einer Function der Grossen,
welche die Lagen der Punkte bestimmen, und der Zeit ist. Eine
solche Function, wenn sie existirt, heisst das Potential der Kréfte
oder auch die Kréftefunction. Bezeichnen wir sie mit U, so ist also

U = su 12)
und die Gleichung 9) lasst sich schreiben
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13)

Nennt man das Integral, dessen Variation hiernach verschwinden soll,
f3, so ist diese Gleichung eine nothwendige Bedingung dafir, dass
3 ein Maximum oder ein Minimum ist. Ist x eine der rechtwink-
ligen Coordinaten eines der Punkte, und ware dQ nicht Null fir ein
System virtueller Variationen dx, so erhielte man aus diesem durch
Umkehrung aller VVorzeichen ein zweites System virtueller Variationen,
und zwar eines, flir welches dQ den dem friiheren entgegengesetzten
Werth héatte. Durch Variation der Gréssen x konnte daher 13 sowohl
vergrossert als verkleinert werden, waére also weder ein Maximum noch
ein Minimum. Es ist aber die Gleichung 13) nicht die hinreichende
Bedingung dafiir, dass€2 ein Maximum oder ein Minimum ist.

Ist wiederum X eine der Coordinaten eines der Punkte, und A’
die entsprechende Componente der auf diesen wirkenden Kraft, so ist
nach 12) und 3)

14)

Es ist hieraus ersichtlich, dass, wenn ein Potential existirt, die Kréfte
nur von den Coordinaten und der Zeit, wie das Potential selbst, ab-
hangen konnen, nicht aber von den Geschwindigkeiten.

Aus 14) folgt auch, dass, wenn zwei Systeme von Kraften, von
denen einem jeden ein Potential zukommt, zusammen wirken, auch
ein Potential existirt, und zwar eines, das die Summe der Potentiale
ist, die den einzelnen Systemen entsprechen.

Sind die Kréafte vollstandig und als einwerthige Functionen der
Coordinaten und der Zeit gegeben, so findet man das Potential, wenn
ein solches existirt, durch Integration nach den Coordinaten; dabei
tritt eine willkuhrliche, additive Constante auf; es wird das Potential
also nur bis auf eine additive, von den Coordinaten unabhangige
Grosse, die aber willkiihrlich gewahlt werden kann, bekannt. Dabei
kann auch der Fall eintreten, dass das Potential als eine mehrwerthige
Function sich ergiebt.

Beispiele, in denen ein Potential vorhanden ist, haben wir einige
schon zu betrachten gehabt.

Bei einem Punkte, auf den die Schwere g wirkt, und dessen
Masse m ist, ist, wenn die z- Achse vertical abwarts gekehrt ist,

X=0, Y=0, Z=mg.

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen in die eine
U = mgz.

Bei einem Planeten ist fir die Kraft, mit der die Sonne ihn anzieht,



32 Dritte Vorlesung.

wenn
rN=x +yl+ 2z

ist, m die Masse des Planeten, M die Masse der Sonne bei passend
gewahlter Einheit der Masse bedeutet, und der Anfangspunkt der
Coordinaten in der als ruhend gedachten Sonne liegt. Hier kann
man setzen

Bei einer beliebigen Zahl von Himmelskorpern, die nach dem New-
ton'schen Gesetze auf einander wirken, gilt bei einer Bezeichnungs-
weise, wie sie schon am Ende der ersten Vorlesung benutzt ist, die
Gleichung

wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen zu je zweien der
Massen ml, m2, . . zu nehmen ist.

86

Die Ruhe ist ein specieller Fall der Bewegung. Den Theil der
Mechanik, der sich mit ihm beschaftigt, hat man Statik genannt,
den anderen Dynamik. Um auf den Fall der Ruhe zu kommen,
missen wir annehmen, dass die Anfangsgeschwindigkeiten Null
sind, dass in den Bedingungen @ = ¢, ¢ =e¢, .. die Zeit nicht vor-
kommt, und dass die wirkenden Krafte der Art sind, dass die Be-
schleunigungen, die sie ergeben, verschwinden. Von Kraften dieser
Art sagt man, dass sie mit einander im Gleichgewichte stehen. Als
Bedingung des Gleichgewichts folgen aus den Lagrange'schen Glei-
chungen 17) der zweiten Vorlesung die Gleichungen

(p:CI :e,

Nach dem d'Alembert'schen Principe, also der Gleichung 2), ist die-
selbe Bedingung die, dass fur alle virtuellen Verriickungen
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0= DXdx + Ydy + Z252)

ist, d. li. die Arbeit der sdmmitlichen Krafte verschwindet. Der
Satz, dass dieses die Bedingung fir das Gleichgewicht ist, fuhrt den
Namen des Princips der virtuellen Verriickungen (oder auch Geschwin-
digkeiten). Haben die Kréafte ein Potential U, so ist die Bedingung
fur ihr Gleichgewicht die, dass fur jede virtuelle Verrickung der
Punkte
0=243oU

ist; eine Gleichung, die erfullt sein muss, wenn U em Maximum
oder ein Minimum ist, die aber nicht immer ein solches Maximum
oder Minimum zur Folge hat.

Kirchhoff, Meohanik. 3



Vierte Vorlesung.

(Satz von der lebendigen Kraft. Stabilitat eines Gleichgewichts. Satze
von der Bewegung des Schwerpunkts. Bewegung eines Systemes um seinen
Schwerpunkt. Flachensatze. Drehungsmomente.)

§ 1

Aus den allgemeinen Gleichungen fir die Bewegung eines Syste-
mes materieller Punkte, die wir in den beiden letzten Vorlesungen
aufgestellt haben, wollen wir nun unter gewissen Voraussetzungen,
die die Bedingungen betreffen, welchen die Bewegung unterworfen
ist, einige Schlisse ziehen.

Die erste Voraussetzung, die wir verfolgen, ist die, dass die Be-
dingungen die Zeit nicht enthalten. Dann sind die Verriickungen,
welche die Punkte bei ihrer Bewegung in einem Zeitelement dt er-
leiden, virtuelle Verrickungen, wie aus der Definition hervorgeht,
die von diesen in den Gleichungen 1) der dritten Vorlesung gegeben
ist. In den dort ausgefiihrten Rechnungen kann man daher Gberall
statt des Zeichens & das Zeichen d setzen, welches sich auf die Ver-
anderungen bezieht, die bei der betrachteten Bewegung in dem Zeit-
elemente dt stattfinden. Thut man das in der Gleichung 2) und in-
tegrirt dieselbe, so findet man

1)

wenn T0 und T! die Werthe der lebendigen Kraft zu den beliebig
gewéhlten Zeiten t0 und tl bedeuten. Es ist der Begriff der Arbeit,
durch die Gleichung 3) der dritten Vorlesung, bisher nur fir unend-
lich kleine Verrickungen definirt; wir verallgemeinern diesen Begriff
jetzt; wir wollen auch von der Arbeit von Kréften fir endliche Ver-
schiebungen ihrer Angriffspunkte sprechen und darunter verstehen
die Summe der Werthe, die die Arbeit fir die unendlich kleinen
Verschiebungen hat, aus welchen die endlichen zusammengesetzt wer-
den konnen. Die Gleichung 1) ldsst sich dann dahin aussprechen,
dass der Zuwachs, den die lebendige Kraft des Systemes in irgend
einem Zeitintervall erleidet, gleich der Arbeit der wirkenden Krafte
fur die Verschiebungen ist, die die Punkte in diesem Zeitintervall
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erfahren. Dieser Satz wird der Salz von der lebendigen Kraft
genannt.

Haben die wirkenden Krafte ein Potential, U, und enthalt dieses
die Zeit nicht, so ist die rechte Seite der Gleichung 1) die Differenz
der Werthe, die U fur t =1tl und t = t0 hat; die Gleichung lasst
sich daher schreiben

T= U+ h, 2)

wo h eine Constante bedeutet. Ist U eine einwerthige Function, so
folgt hieraus, dass, wenn alle Punkte des Systemes in Lagen zuriick-
gekehrt sind, die sie schon friiher einmal hatten, auch die lebendige
Kraft den Werth wieder angenommen hat, den sie damals besass.
Dieser Satz ist unter dem Namen des Satzes von der Erhaltung der
lebendigen Kraft bekannt.

Wirken keine Krafte oder stehen die wirkenden Kréfte immer
im Gleichgewicht, so ist die lebendige Kraft constant.

§ 2

Von der Gleichung 2) wollen wir nun auf die Lehre vom Gleich-
gewicht eine Anwendung machen, die von Dirichlet angegeben ist
(Crelle’s Journal, Bd. 32. p. 85). Bei der in der vorigen Vorlesung
gegebenen Definition des Gleichgewichts ist bereits angefiihrt, dass
von einem solchen nur die Rede ist, wenn die Bedingungen von der
Zeit unabhéngig sind, die Voraussetzung also erfillt ist, die unseren
jetzigen Betrachtungen zu Grunde liegt. Um die Gleichung 2) an-
wenden zu konnen, nehmen wir ferner an, dass die wirkenden Kréfte
ein Potential, U, haben, das die Zeit nicht enthadlt. Nach einer am
Schliisse der vorigen Vorlesung gemachten Bemerkung findet dann
ein Gleichgewicht zwischen den Kréften fir eine Lage des Systemes
statt, fr welche U ein Maximum ist. Fir eine solche Lage hat das
Gleichgewicht eine ausgezeichnete Eigenschaft, die ihm fehlt, wenn
U statt eines Maximums ein Minimum oder weder das eine noch das
andere ist, eine Eigenschaft, in Folge deren es ein stabiles genannt
wird. Um diese Eigenschaft zu erkennen, denken wir uns das System
zur Zeit t = 0 in einer Lage, die unendlich wienig von der gedach-
ten Gleichgewichtslage abweicht, und nehmen an, dass alle Punkte
unendlich kleine Geschwindigkeiten besitzen. Es sei Um der Maxi-
mumswerth von U, der also der Gleichgewichtslage entspricht. Nach
der Gleichung 2) ist dann

T+ (Uit — U)

eine Constante, und zwar eine unendlich kleine Constante, da firt = 0

sowohl T als Um — U unendlich klein sind. Beachtet man nun,

dass T eine nositive Grosse ist. so kann man hieraus schliessen, dass
3*
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Um — U im Laufe der Zeit nie einen positiven endlichen Werth an-
nehmen kann. Fihrt man aber das System aus der Gleichgewichts-
lage, oder einer dieser unendlich nahen, (ber in irgend eine um etwas
Endliches verschiedene Lage, so durchlauft, wie aus dem Begriffe des
Maximums sich ergiebt, Um — U endliche positive Werthe. Daraus
folgt, dass bei den gemachten Annahmen das System sich nur un-
endlich wenig von der Gleichgewichtslage entfernt. Dabei bleibt

auch T, mithin die Geschwindigkeit eines jeden Punktes unendlich Klein.

§ 3.

Wir wollen nun annehmen, dass die Bedingungen, denen die
Bewegung der Punkte unterworfen ist, der Art sind, dass sie eine
Verschiebung dieser in der Richtung der x-Achse ohne Aenderung
ihrer relativen Lage gestatten. Auf eine solche Verschiebung, deren
Grosse u' genannt werden moge, wollen wir die Gleichung 2) der
dritten Vorlesung, welche das d’Alembert'sche Princip ausspricht, an-
wenden. Wir haben dann in dieser

OX=u, dy=0, 6z =0
zu setzen; dadurch erhalten wir bei Fortlassung des Factors ?/:

3)

Wir merken an, dass die Arbeit der wirkenden Kréfte fur die ge-

dachte Verriickung
: 4)
ist.

Ist eine Verschiebung des Systemes ohne Aenderung der relati-
ven Lage der Punkte auch in der Richtung der y-Achse und der

A-Achse mdoglich, so findet man ebenso:
5)

Wir nehmen mit diesen Gleichungen noch eine Verdnderung durch
die Einfuhrung einiger neuer Zeichen vor. Wir setzen:

== Zm
M = >Smx, Mn = >my, M{= >mz 0)

man nennt dann M die Masse des Systemes, & n, { die Coordinaten
seines Schwerpunktes. Es ist einleuchtend, dass nach dieser Definition
der Schwerpunkt eines Systemes unabhéngig von dem Coordinaten-
systeme ist, das man zu seiner Bestimmung benutzt; denn fihrt man
neben dem System der X, y, z ein zweites, das der Xy, z' ein, wie
wir es schon mehrmals gethan haben, multiplicirt die Gleichungen 1)
der ersten Vorlesung, die dann gelten, mit m, summirt in Bezug auf
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alle Punkte des Systemes und setzt dann, entsprechend den Glei-
chungen G):
ME'=3mx', Mn'=3my" M{ = 3mz,

so erhélt man durch Division mit A/

&' a + alf + a2& + a3t

n b+ BN +[B2v4-BA

{ = c+yll+y20 +y3(
also diejenigen Gleichungen, welche ausdriicken, dass &, n', ' und
& N, C die Coordinaten desselben Punktes in den beiden benutzten
Systemen sind.

Da die Massen positive Grissen sind, so ist der Schwerpunkt
eines Systemes von Punkten ein gewisser mittlerer Punkt; d. h. jede
Coordinate desselben liegt zwischen der Kleinsten und der grdssten
der entsprechenden Coordinaten der einzelnen Punkte.

Es ist niutzlich zu bemerken, dass bei der Berechnung der Lage
des Schwerpunktes gegebener Massen beliebige Gruppen dieser in
ihren Schwerpunkten concentrirt gedacht werden konnen; und dass
der Schwerpunkt von Massen, die auf einer Geraden liegen, auf der-
selben Geraden sich befindet. Die Richtigkeit der ersten Behauptung
folgt unmittelbar aus der in den Gleichungen 6) enthaltenen Defini-
tion; die der zweiten ergiebt sich, wenn man hinzunimmt, dass die
Gerade, auf der die Massen liegen sollen, zur x-Achse genommen
werden kann, w'obei dann y = 0, z = 0, also auch n = 0 und
{ = 0 wird.

Bei Benutzung der nun definirten Zeichen werden die Gleichun-
gen 3) und 5):

es sind hierdurch die sogenannten S&tze von der Bewegung des Schwer-
punkts ausgesprochen. Man kann diese in den einen Satz zusammen-
ziehn, dass der Schwerpunkt eines Systemes von Massen so sich be-
wegt, als ob in ihm alle Massen vereinigt wéaren und auf ihn alle
Krafte wirkten. Beliebigen Bedingungen kann dabei die Bewegung
des Systemes unterworfen sein; nur missen sie Verschiebungen in 3
auf einander senkrechten Richtungen ohne Aenderung der relativen
Lage der Punkte gestatten.

Sind die wirkenden Kréfte der Art, dass ihre Arbeit fur eine
der x-Achse parallele Verschiebung gleich Null ist, so ist nach 4)
> X = 0; diese Gleichung und die beiden entsprechenden, die sich
auf die y-Achse und die z-Achse beziehn, sind erfullt, wenn die
Krafte ein Potential haben, das nur von der relativen Lage der
Punkte abhéngt; in der That &ndert sich das Potential dann nicht,
wenn alle entsprechenden Coordinaten der Punkte um dieselbe Grosse
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verandert werden. Es ist das z. B. der Fall bei unserm Planeten-
system, wenn man von der Einwirkung der Fixsterne absieht. Die
Gleichungen 7) geben dann

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich in gerader Linie mit gleichblei-
bender GeschAvindigkeit. Man nennt diesen Satz den Satz von der
Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts.

Wirkt auf die Punkte des Systemes die Schwere und keine an-
dere Kraft, so werden die Gleichungen 7), wenn man die z-Achse
vertical abwarts gekehrt annimmt,

8)

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Parabel, jyie ein ein-
zelner schwerer materieller Punkt. Ein Beispiel hierfir bietet ein
starrer, schwerer Korper, der angesehen werden kann als ein System
fest mit einander verbundener materieller Punkte; dass die Zahl dieser
eine unendlich grosse ist, ist unwesentlich.

§ 4.

Die angefiihrten Beispiele zeigen, dass bisweilen die Bewegung
des Schwerpunktes eines Systemes materieller Punkte sich in beson-
ders einfacher Weise angeben lasst. Es empfiehlt sich dann die Be-
wegung der Punkte nicht zu beziehen auf ein im Raume festes
Coordinatensystem, sondern auf eines, dessen Anfangspunkt der be-
wegte Schwerpunkt ist, und dessen Achsen unveranderliche Richtungen
haben. Auf ein solches Coordinatensystem sind aber nicht unmittel-
bar die allgemeinen Gleichungen, die wir fir ein festes aufgestellt
haben, anwendbar.

Fuhren wir neben dem im Raume festen Coordinatensystem der
X, Y, Z ein zweites bewegtes, das der X, y, zi ein, der Art, dass
fur jeden Punkt

x=E# y=n+y, z2=0+7
ist, wo &n, C gegebene Functionen der Zeit sind. In den neuen

Coordinaten lautet dann die Gleichung 2) der dritten Vorlesung, die
das d’Alembert'sche Princip ausspricht:
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und diese Gleichung muss fur alle virtuellen Variationen ox', dy; &'
bestehen; d. h. es kann das d’Alembert’'sche Princip in derselben Form
auf das bewegte, wie auf ein ruhendes Coordinatensystem angewandt
werden, falls man zu jeder Kraft (X, Y, Z) die Kraft hinzufiigt, deren

Componenten sind.

Ist der Punkt (& n, ¢) der Schwerpunkt eines Systemes von
Massen, fir welche der Satz von der Erhaltung der Bewegung des
Schwerpunkts gilt, z. B. der Schwerpunkt unseres Planetensystems,
so sind die bezeichneten Zusatzkrafte gleich Null; um den Schwer-
punkt bewegen sich die Massen dann gerade so, als ob dieser ruhte.

Ist (& n, {) der Schwerpunkt eines Systemes materieller Punkte,
auf welche die Schwere und keine andere Kraft wirkt, und welche
so mit einander verbunden sind, dass in den Richtungen der Coor-
dinatenachsen Verschiebungen ohne Aenderung ihrer relativen Lage
maoglich sind, so gelten, wenn die z-Achse wieder vertical abwarts
gerichtet angenommen wird, die Gleichungen 8); zugleich ist aber

X=0, Y=0, Z=mg.
daraus folgt dann, dass die Punkte um ihren Schwerpunkt so sich

bewegen, als ob gar keine Krafte auf sie wirkten und ihr Schwer-
punkt in Ruhe waére.

§ 5.

Nehmen wir endlich an, dass die Verbindungen der Punkte des
Systemes so beschaffen sind, dass sie eine Drehung um die z-Achse
ohne Aenderung der relativen Lage der Punkte gestatten. Setzen wir

X =1pcosd y=gsind
so entspricht einer unendlich kleinen Drehung um die z- Achse eine
Vergrosserung der sammtlichen, auf die einzelnen Punkte des Systemes
bezogenen Winkel © um dieselbe unendlich kleine Grdsse, die r ge-
nannt werden soll. Fir eine solche Drehung ist daher
OX = —pcosdr,d=pcosdr, 0z=0
= — yr'7 = Xr'-

diese Werthe kdnnen also bei der gemachten Annahme als virtuelle
Variationen in die Gleichung 2) der dritten Vorlesung gesetzt werden.
Bei Fortlassung des Factors r erhalt man dadurch

)

Wir merken an, dass die Arbeit der wirkenden Krafte fur die ge-
dachte Drehung

=r) (XY -yX 10)
ist; den Factor von r in diesem Ausdrucke, also die rechte Seite der



Gleichung 9) nennt man das Drehungsmoment der wirkenden Kréfte
in Bezug auf die z-Achse.

Nun ist, wie wir schon bei der Erdrterung des ersten Kepler-
sehen Gesetzes in der ersten Vorlesung gesehen haben,

und 2d9d ist das Doppelte der Flache, welche der radius vector p in
dem Sinne, in dem & wéchst, wahrend des Zeitelements dl beschreibt.
Es lasst sich hiernach die Gleichung 9) schreiben:

11)

Sie spricht den sogenannten Flachensatz fiir die xy-Ebene aus.
Ist das Drehungsmoment der Kréfte in Bezug auf die z-Achse = 0,
so wird die Gleichung 11) integrabel und giebt:

Den hierdurch ausgedriickten Satz nennt man den auf die xy -Ebene
beziiglichen Satz von der Erhaltung der Flachen.

Die Betrachtungen, die wir fir die z- Achse durchgefuhrt haben,
gelten auch fiir die x- und die y-Achse, wenn man die Zeichen pas-
send vertauscht.

Haben die Krafte ein Potential, welches nur von der relativen
Lage der Punkte abhangt, so &ndert sich dieses nicht bei einer
Drehung des Systemes um irgend eine der Coordinatenachsen; das
Drehungsmoment der Kréfte in Bezug auf jede der Coordinatenachsen
ist daher = 0; gestatten die Verbindungen der Punkte eine Drehung
um jede Coordinatenachse, so gilt daher der Satz von der Erhaltung
der Flachen fir jede Coordinatenebene. Ein Beispiel hierflr bietet
unser Planetensystem.
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(Bestimmung der Lage eines starren Kérpers. Unendlich kleine Verriickung
eines solchen. Schraubenbewegung. Abhéangigkeit der Drehungsmomente eines
Kraftesystems von den Coordinatenachsen. Hauptdrehungsmoment.)

§ 1

Wir haben in der vorigen Vorlesung, um aus dem d'Alembert-
schen Principe Folgerungen zu ziehen, gewisse unendlich kleine Ver-
ruckungen betrachtet, welche ein System materieller Punkte, die fest
mit einander verbunden sind, erleiden kann; n&mlich eine Verschie-
bung in einer gewissen Richtung und eine Drehung um eine gewisse
Achse.  Wir wollen jetzt die allgemeinste unendlich kleine Verriickung
ins Auge fassen, die bei einem solchen Systeme mdglich ist.

Wir flhren zwei rechtwinklige Coordinatensysteme ein, von
denen das eine mit dem gedachten Systeme, oder mit dem Korper,
wie wir dieses nennen wollen, fest verbunden, das andere im Raume
fest ist; X, y, z seien die Coordinaten eines Punktes des Korpers
im ersten, &, v, { die desselben Punktes im zweiten Systeme. Es
ist dann

{= a+ alx +y + 03z

n=~R +RB1lx +R2y + R3z 1)

=y +xHy+y&
wo die 12 Grossen a, 3, y von der relativen Lage der Coordinaten-
systeme, also von der Lage des beweglichen Korpers abhéngen. Die
Grossen a, B, y ohne Index sind die Werthe, die & n, { fuir x =0
y = 0, z = 0 haben; die 9 (brigen sind die Cosinus der Winkel,
welche die Achsen der X, y, z mit den Achsen der &, n, ¢ bilden.
Aus dieser geometrischen Bedeutung der genannten Gréssen folgt,
dass umgehehrt

x=0u @ —a +8 0O—-0+yll—-1yY)
y=o02(E-a)+B2(M-RB)+y2({-y) 2)
z=03 (§-a) +RB3(N-B) +y3(-y)
ist.  Sowohl durch die Gleichungen 1), als durch die Gleichungen 2)
muss die Gleichung

-2+ (n-B)2 + ((-y)2=¢%
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zu einer identischen werden. Daraus ergiebt sich:
al2 +Bl12 +yR2 =1 o203 + B2B3+ y2y3 =0
a22 + 22 +y22=1 03ul + B3R1L+y3yl=0 3)
032 +B32+y32=1 alo2 + B1f2 +yly2 =0

! Blyl + P2y2 + B3y3 =0
pl2 + P22 + pR2 =1 ylal + W + a3y3=0 4)
y12 + y22 +y32 1 alpl + o2p2 + a3p3 = O
Es sind dieses 6 von einander unabhéngige Relationen zwischen
den 9 genannten Cosinus in zwei verschiedenen Formen. Es fliessen
aus ihnen hoch andere, die wir gebrauchen werden. Lo&st man
die Gleichungen 1) nach X, y, z auf, so erhdlt man Gleichungen,
welche mit den Gleichungen 2) identisch sein missen. Hieraus folgt,
wenn man
A =l (B2y3. - B3y2) +B1 (y203 — y3a2) + yl1 (a2f33 — a3B2) 5)
setzt,

und
al2 + 022 + 032

Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhdlt man bei Ruck-
sicht auf die Gleichungen 3)
A2= 1,
da nach diesen
(022 + 22 +y22) (a32 + 32 +y32) — (a2 a3 + B2B3 +y2y3)2 =1
d. h.
(B2y33 - B3y2)?2 =+ (y203 — y302)2 + (02p3 — a3P2)2 = |
ist. Der Werth von A kann + 1 oder = 1 sein, kann aber nicht
bei der Bewegung des Korpers sich sprungweise &ndern. Wir denken
uns den Korper in der Lage, bei der die x-Achse mit der &-Achse,
die y-Achse mit der n-Achse dieselbe Richtung hat; dann ist al = 1,
R2=1 y3=H 1| oder = — 1, wéhrend die 6 andern Cosinus ver-
schwinden, wie aus den Gleichungen 3) und 4) mit Leichtigkeit ab-
zuleiten ist; d. h. die z-Achse hat dieselbe oder die entgegengesetzte
Richtung als die &Achse. Im eisten Falle ist, wie 5) zeigt, A = -f- 1,
im zweiten =—— 1. Es sollen die Coordinatensysteme der X, y, z
und der & n, { so gewahlt sein, dass der erste Fall stattfindet, dass
sie, wie man sagt, congruent sind. Dann ist also

ol = R2y3 — R3y2
Rl = y2a3 — y3a2 6)
yl = 2R3 — a3R2:
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Die Gleichungen 1) bleiben ungeéndert, wenn man in ihnen die
Indices 1, 2, 3 und gleichzeitig die Buchstaben X, y, z cyklisch ver-
tauscht; bei einer solchen Vertauschung bleibt auch z/ ungeéndert,
wie die Gleichung 5) zeigt; man darf sie daher auch in den Glei-
chungen 6) vornehmen und erhalt dadurch:

a2 =R3yl — Rly3 a3 = R1y2 — Ryl
B2 =y30l — o3yl BB =yl — y2d 7)
y2 = a3pl — alps y3 = alR2 — a2R1
Zwischen den 9 Cosinus o, B, y bestehen 6 von einander unab-
hangige Relationen; sie missen sich also durch 3 von einander un-
abhangige Grossen ausdriicken lassen. Wir wollen sie jetzt so aus-
drucken.
Zwischen a3, B3, y3 besteht die eine Gleichung

32 +B324"y32 =1
wir kdnnen diese Grossen durch 2 von einander unabhéngige Grossen
fr und cp ausdriicken, indem wir setzen
a3= cos @ sin B
33 == sin @ sin 3
y3 = cos 3,

wodurch jene Gleichung erfillt wird. Durch 9 und @..sind a3, .3, y3
eindeutig bestimmt; das Umgekehrte findet aber nicht statt. Ausser-
dem, dass 4 und @ um beliebige Vielfache von 21 vermehrt werden
kénnen, kann das Vorzeichen von fr beliebig gewahlt werden, wenn
03, B.3,y3 gegeben sind. Wechselt man das Vorzeichen von fr, so
hat man ¢ um 1 zu vermehren. Bei einer speciellen Lage des Kor-
pers sollen nach Willkiihr, so weit sie nach dem eben Angefiihrten
gestattet ist, die Werthe von 9 und ¢ gewahlt werden; fir jede
Lage, die stetig aus jener hervorgeht, wird dann jede Unbestimmt-
heit in den Werthen von fr und ¢p durch die Festsetzung gehoben,
dass diese stetig mit der Lage des Korpers sich andern. Es haben
fr und @ einfache geometrische Bedeutungen; fr ist ein Winkel, den
die z-Achse und die &-Achse miteinander bilden; ¢ ein Winkel, den
eine durch die g-&chse gehende Ebene beschreibt, wenn sie aus einer
Lage, bei der sie der &-Achse parallell ist, in eine Lage, bei der sie
der z-Achse parallel ist, in dem Sinne gedreht wird, in dem sie um
einen rechten Winkel gedreht werden muss, um der n-Achse parallel
zu werden. Es sind 9 und ¢ Polarcoordinaten auf einer Kugelflache
des Punktes, der der Richtung der z-Achse entspricht, deren Pol der
Richtung der g-Achse entsprechend ist; der Winkel ¢ wird von dem
grossten Kreise, der die g&-Ebene darstellt, ab gezéhit.
Zwischen den Cosinus yl, y2, y3 besteht die Relation

yi2+y22 +y32 = 1
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wir erfullen sie, wenn wir setzen:
yl = cos fsin 9, y2 =sin fsin 9, 3 = cos 9.

Sind y1, y2, y3 gegeben, so ist hierdurch F bis auf ein hinzuzu-
flgendes Vielfaches von 2m bestimmt, da fr bereits bestimmt ist. Es
hat /' eine &hnliche geometrische Bedeutung als ¢; es ist ein Winkel,
den eine durch die z-Achse gehende Ebene beschreibt, wenn sie aus
einer Lage, bei der sie der x-Achse parallel ist, in eine Lage, bei
der sie der &-Achse parallel ist, in dem Sinne gedreht wird, in dem
sie um einen rechten Winkel gedreht werden muss, um der y-Achse
parallel zu werden. Es sind 9 und ¥ Polarcoordinaten auf einer
Kugelflache des Punktes, der die Richtung der &Achse angiebt, deren
Pol durch die Richtung der z-Achse bestimmt ist, wéhrend der grdsste
Kreis, von dem aus der Winkel  gerechnet wird, der zx-Ebene
parallel ist.

Aus den 5 Grdssen a3, B3, y3, yl, y2 lassen sich nun die 4 an-
deren al, a2, Bl, B2 mit Hulfe der Gleichungen 6) und 7) eindeutig
berechnen; diejenigen von diesen Gleichungen, welche al und 3] aus-
driicken, geben

al(l -y32) = — a3yly3 — B3y2
2 (1-y32)=-a3yl - B3y2y3
diejenigen, welche a? und 3! ausdriicken,

02 (1-y32) = — -a3y2y3-p3yl

B1 ((1-y32) =  a3y2 - B3yly3
Substituirt man hier fur a3, B2, y3, yl, y2 ihre Werthe, so hebt sich
der Factor 1 -y32 d. h. sin2 9 fort; man hat daher:

tl. = — cos @ cos Fcosd — sin @ sin
3l == sin @ cos fcos 9 + cos ¢p sin
yl = cos fsin 9
02 = — cos @ sin Fcos ¥ + sin @ cos F
32 = — sin ¢ sin fcos 9 — cos @ cos F «)
y2 = sin fsin 9
o3 =  cos @ sin 9
3= sin@sind
y3=  cosd
§ 2

Wir untersuchen nun eine unendlich kleine Verriickung, die der
Kdérper, und mit ihm das Coordinatensystem der a\ y, z erleidet. Die
Veranderung, die irgend eine der in Betracht kommenden Gréssen
dabei erfahrt, bezeichnen wir durch ein vorgesetztes d. Nach den
Gleichungen 1) ist dann:

www.rcin.org.pl
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0& = oa +xoal + yda? + z603
on = 6B + xOB! + ydp2 + zdR3
O = Oy + xoyl + ydy? + zdy3.
Die 3 Grdssen oq, of3, oy konnen beliebig gewéhlt werden, nicht
aber die 9 Grossen dal, dpl,... diese sind durch 3 unabhéngige
Grossen, etwa durch &9, d@, dF mit Hulfe der Gleichungen 8) aus-
drickbar. Statt -, @, &f wahlen wir aber, um die Symmetrie
der Formeln zu wahren, 3 andere unendlich kleine Grossen, die wir
T, X, ¢ nennen und durch die folgenden Gleichungen definiren:
U= BIdyl + PB2dy2 + [30y3
X = yléal + y2602 + y3603 10)
0 = aldpfl + 026p2 + 03dp3
Verbindet man diese Gleichungen mit denen, die durch Variation
der Gleichungen 4) sich ergeben, namlich mit

0 = aldal - a2d6a2 + 03da3
0 = BIdRI + B25p2 + B30R3
0 = yloyl + y20y2, + y3dy3
—T1'= yI3BIl +y25p2 +y33B3

aldyl + a2dy2+ a3dy3

— o =Bldal + p2602 + 3da3,
so kann man die 9 Grossen dal, dpl .. durch ', X", @ ausdriicken.
Man findet so bei Rucksicht auf die Gleichungen 3):

dal =yl — plg® OBl = alg' — ylm 3yl = Bl — al.x’
B y2 x' -Blo’ OB2=o02@ — y2n Oy2 = BIm' - o2y’ 11)
da3=y3 ' — Blp' 9B3 = a3g - y3m 8ypn' — ax'

Die Gleichungen 9) werden hiernach bei Benutzung der Glei-

chungen 1):
d¢=d%a+(E—-y)x—0—-DB¢
on=0+@E—me-(C-yr 12)
=0y +(N-B)nr —@E€—a)X

oder auch
&= 00 — yX" + B’ + [«
on = ok — ag' + ym' +§p' — (1 13)
0 = oy — pm' + ax’ + " — X*

Wir definiren nun einen Ausdruck, den wir gebrauchen wollen.
Wir nennen eine unendlich kleine Verriickung irgend eines Systemes
materieller Punkte zusammengesetzt aus mehreren unendlich kleinen
Verrickungen des Systemes, wenn die Aenderungen der Coordinaten
eines jeden Punktes bei jener gleich sind den Summen der Aende-
rungen der entsprechenden Coordinaten bei diesen. Diese Definition
bezieht sich auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, das eingefiuihrt
sein muss: aber die Formeln der Verwandlung rechtwinkliger Coor-
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dinaten, von denen wir schon mehrfachen Gebrauch gemacht haben,
zeigen unmittelbar, dass eine Verrickung, die mit Bezug auf ein
Coordinatensystem aus mehreren andern zusammengesetzt genannt
werden kann, auch so genannt werden kann mit Bezug auf jedes
andere. Sie zeigen auch leicht, dass zwei Verriickungen eines Punktes
sich gerade so zusammensetzen, wie zwei Kréfte, die auf einen Punkt
wirken, ndmlich nach dem Satze vom Parallelogramm.

Die durch die Gleichungen 12) dargestellte Verriickung unseres
Korpers lasst sich hiernach bezeichnen als zusammengesetzt aus 6
Verriickungen, aus denjenigen namlich, die stattfinden, wenn nur je
eine der 6 Grossen oa, 6B, Oy, M, X, @ von Null verschieden ist.

Ist nur oy von Null verschieden, so ist 66 = 0, on = 0,

& dy; d. h. der Korper erleidet in der Richtung der- (- Achse eine
Verschiebung, bei der alle seine Linien sich selbst parallel bleiben,
und die = Oy ist. Ist nur da oder nur o von Null verschieden,
so erleidet der Korper eine eben solche Verschiebung in der Richtung
der &-Achse um da oder in der Richtung der n-Achse um &B. Ist
m=20, x =0, ¢ =0, so erfahrt der Kérper eine ahnliche Ver-
schiebung in der Richtung und um die Lénge der Linie, deren Pro-
jectionen auf die Achsen der & n, { sind: da, o3, dy.

Ist nur p' von Null verschieden, so werden die Gleichungen 12)

d¢=—(n-R/e,on=E—mea, 6(=0

Bei der hierdurch bestimmten Bewegung bleiben die Punkte der
Linie £ = a, n =B an ihren Orten; eine solche Bewegung nennt
man eine Drehung um die genannte Linie als Achse. Ein Punkt
ausserhalb der Achse beschreibt bei ihr eine Strecke, die

d. h.

oder vielmehr = dem absoluten Werthe dieses Ausdrucks ist. Die-
selbe wird gleich dem absoluten Werthe von @', wenn (£ — a)' +
(n - B)2 = Llist; es ist daher der absolute Werth von p' der Drehungs-
winkel.  Wenn @' positiv ist, so ist fir Punkte des Kdorpers, fur die
¢ — a positiv ist, dn positiv; d. h. es hat die Drehung des Korpers
dann in dem Sinne stattgefunden, in dem eine Linie um einen rechten
Winkel gedreht werden muss, damit sie aus einer Lage, in der sie
der &-Achse parallel ist, in eine komme, in der sie parallel der
n-Achse ist. Ist p' negativ, so hat die Drehung im entgegengesetzten
Sinne stattgefunden.

Ist nur m oder x' von Null verschieden, so ist der Kdrper um
die Linie n =B, {=vy oder die Linie {=1vy, { = a um den abso-
luten Werth von ' oder X gedreht; den Sinn der Drehung findet
man aus dem eben ausgesprochenen Satze, wenn man in ihm die
Buchstaben & n, ¢ und zugleich 1, X, @ cyklisch vertauscht.

Sehen wir nun zu, wie die 3 eben besprochenen Drehungen sich
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zusammensetzen, wenn sie zusannnenbestehen. Die Gleichungen 12)
geben dann
0 = —yX —(—PB)
n=C—op —C—yr
3 =N —Pm — € — ax
Fassen wir Punkte des Korpers ins Auge, fir welche
E—oan—PB:L-y=m:x:¢ 14)
ist, so ist hiernach fur diese
0§ =0, dn =0, & = 0,
d. h. die in Rede stehende Bewegung ist eine Drehung, deren Achse
die Gleichungen 14) hat. Das Quadrat der Strecke, welche irgend
ein Punkt durchlaufen hat, d. h. & + on2 — Oif l&sst sich leicht
auf die Form bringen
(M2 +X72+ 02 (E—ag+ (N-P)2+(C-VY)?)
— (M (E-a +xNn-B)+ ¢C-y)2
Waéhlen wir den Punkt (§, n, { nun so, dass
(€-)2+(n-B)2+(C-y)2 —
und mE-a+x-B)+ e -y)=0
ist, d. h. so, dass die Linie, die ihn mit dem Punkte ¢ = «, n =R,
{ = y verbindet, die Lénge 1 hat und auf der (durch diesen Punkt
gehenden) Drehungsachse senkrecht steht; die durchlaufene Strecke
ersieht sich dann

d. h. dieser Ausdruck giebt den Drehungswinkel an.

Es handelt sich noch darum, den Sinn der Drehung zu bestimmen.
Zu diesem Zwecke schreiben wir der Drehungsachse eine bestimmte
Richtung zu, eine von den beiden entgegengesetzten* die wir ihr nach
den Gleichungen 14) beilegen kdnnen; und zwar setzen wir die Cosinus
der Winkel, die sie mit den Coordinatenachsen bildet, gleich

15)

wo die Wurzelgrésse mit dem positiven Zeichen zu nehmen ist. Wir
wollen ferner eine Drehung um eine bestimmte Achse als positiv
oder negativ rechnen, je nachdem sie in dem einen oder dem ent-
gegengesetzten Sinne geschieht, und festsetzen, dass das Vorzeichen
der Drehung nicht in das entgegengesetzte Uberspringt, wenn die
Drehungsachse dadurch eine andere wird, dass ', X, ¢ sich stetig
andern, ohne gleichzeitig zu verschwinden. Wir kénnen und wollen
dann die durch irgend welche Werthe von T, X', @ bestimmte
Drehung um die durch die Ausdriicke 15) bestimmte Achse als eine
positive bezeichnen. Ist 1 = 0 und X'=0, so findet eine positive
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Drehung um die der & Achse gleichgerichtete oder entgegengesetzt
gerichtete Achse statt, je nachdem

positiv oder negativ, d. h. je nachdem p' positiv oder negativ ist.
Eine positive Drehung um die {-Achse findet daher in dem Sinne
statt, in dem eine Linie um einen rechten Winkel gedreht werden
muss, damit sie aus einer Lage, in der sie der &-Achse parallel ist,
in eine komme, in der sie parallel der n-Achse ist. Um die Vor-
stellung von einer positiven Drehung um irgend eine Achse zu er-
leichtern, bemerken wir noch Folgendes.

Gesetzt, das Coordinatensystem sei der Art, dass, wenn eine
menschliche Figur so gestellt ist, dass die von den Flssen nach dem
Kopfe gehende Linie der ¢-Achse parallel ist, und die Figur in der
Richtung der n-Achse hinsieht, die &-Achse nach ihrer Rechten ge-
wendet ist. Eine positive Drehung der Figur bringt dann ihre rechte
Seite nach vorne. Eine positive Drehung um irgend eine Achse
bringt die rechte Seite der Figur auch nach vorne, falls sie so ge-
stellt ist, dass die Drehungsachse von den Fissen zum Kopfe geht.

Nach den angestellten Betrachtungen kénnen wir sagen: be-
trachtet man 11, X, ¢ als die Coordinaten eines Punktes in dem
(Koordinatensysteme der &, n, & so giebt die Richtung der von dem
Anfangspunkte nach diesem Punkte gezogenen Linie die Richtung
der Drehungsachse an, um die eine positive Drehung stattgefunden
hat, und ihre L&nge die Grosse dieser. Man beurtheilt hiernach
leicht, wie die Werthe von ', X, @', die einer bestimmten Drehung
entsprechen, sich dndern mit dem Coordinatensystem; sie andern sich
so, wie die Componenten einer Geschwindigkeit oder einer Kraft;
man nennt sie auch die Componenten der Drehung nach den Coor-
dinatenachsen.

Man sieht ferner, dass jede unendlich kleine Verriickung des
Korpers (die durch die Gleichungen 12) dargestellt ist) sich ansehen
lasst als zusammengesetzt aus einer Drehung um eine gewisse, durch
den willkiihrlich gewahlten Punkt ¢ = a, n =B, {=y gehende
Achse und einer Verschiebung, bei der alle Linien des Korpers sich
selbst parallel bleiben.

Ganz dhnliche Betrachtungen, wie wir sie Uber die Gleichungen 12)

angestellt haben, hatten wir an die Gleichungen 13) knipfen kénnen.
Setzen wir

Sa-yX +Be=N
O — aQ +ym' = 16)
oy — B+ ax =V,

so werden diese
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O =N + X' — n¢

on =y + & — (n 17)

0 = V' + N’ — &'
Hieraus ist zu schliessen, dass die gedachte Verriickung des Korpers
angesehn werden kann als zusammengesetzt aus einer Drehung um
eine durch den Anfangspunkt der & n, £ gehende Achse, deren Com-
ponenten ', X, @ sind, und einer Verschiebung, deren Componenten
N, W', v sind. Die Componenten der Drehung sind dieselben, als
wenn die Drehungsachse durch den Punkt ¢ =a, n =8, {=y gehend
angenommen wird, die Componenten der Verschiebung aber andere,
wie die Gleichungen 12) zeigen.

Die Gleichungen 17) gelten fir jedes Coordinatensystem; wahlt
man dieses passend nach der zu betrachtenden Verriickung, so lassen
sie eine erhebliche Vereinfachung zu. Man lege die (-Achse parallel
der Achse der Drehung, welche sich als der eine Theil der Verriickung
bei Benutzung irgend eines Coordinatensystemes ergiebt; dann wird
m =0, X'= 0 und die Gleichungen 17) werden

% = AN —ne
on =y’ + &
o = v

Hieraus geht hervor, dass es eine gerade Linie giebt, und zwar eine
der ¢-Achse parallele, fir deren Punkte 6§ = 0 und &n = 0 ist, die
Linie namlich, deren Gleichungen

N—ng=0 /+& =0

sind. In diese Linie verlege man die &-Achse; dann wird A, — 0
und y = 0, also:

0 = — n¢
on = &'
o = V.

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung nennt man eine
Schraubenbewegimg, die ¢-Achse die Achse derselben; sie ist zusam-
mengesetzt aus einer Drehung um diese und einer Verschiebung in
ihrer Richtung. Die allgemeinste unendlich kleine Bewegung eines
Systemes fest mit einander verbundener Punkte ist also eine Schrau-
benbewegung.

8§ 3.

Durch die Gleichungen 17) haben wir die Verriickungen aller
Punkte des betrachteten Systemes oder Korpers ausgedrickt durch
die G von einander unabhéngigen, unendlich kleinen Grossen A', u', V',
m, X, @', die sich auf das Coordinatensystem der & n, { beziehn. In

ihnen st die Verriickung des Kérpers dargestellt als zusammengesetzt
Kirchhoff, Mechanik. 4
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aus einer Drehung um eine durch den Punkt £ =0, =0, (=0
gehende Achse und einer Verschiebung; A', u', v sind die Compo-
nenten der Verschiebung, m', X, @ die Componenten der Drehung
nach den Achsen der & n, ¢ In ahnlicher Weise lassen sich die
Verrlickungen aller Punkte ausdriicken durch 6 andere von einander
unabhéngige Grossen, welche sich auf das Coordinatensystem der
X, Y, z bei der Lage, welche dieses vor der Verriickung des Korpers
hat, beziehen. W.ir nennen diese G Gréssen u; V', w',p’, q; r' und de-
finiren sie durch die folgenden Gleichungen:

u' = alda + BL6B + yloy

V= a2da + B25B + y20y 1«)
w = a3da + B35B + y3dy

P =a3da2 + B3dP2 + y30y2

q'= aldo3 + B13P3 + y1dy3 19)
' = a2d0al + B25B1 + y20yl

Verbindet man die 3 letzten mit denen, die durch Variation der
Gleichungen 3) sich ergeben, nédmlich mit
0 = ald0l + 1631 + yloyl
0 = a2da2 + 25p2 + y208y2
0 =a34603 + 33533 + y3dy3
- p'= 02603 + 203 + y20y3
— ¢ = a3dal + 335p1 + y3oyl
— I = alda2 + B1dR2 + yldy2

so findet man bei Ricksicht auf die Gleichungen 4):

dal = a2r' — a3q" da2= a3p' — alr'  da3= alg — a2p'
oL = PB2r — P29°  3B2=Msp' — BIr B3B3 = Blg'— p2p' 20)
oyl =y2r' -y3q' Oy2 =y3p' — yir  dy3=ylq' -y2p’
Bildet man nun die Componenten der Verriickung des Punktes (x., y, z),
oder, was dasselbe ist, des Punktes (§, n, ¢) nach den Achsen der
X, ¥, z, d. h. die Wertlie von
ald& + B1on + y1d¢
a20&+[320n + y258¢
a30&+B3dn + y3dL
so findet man hierfir aus den Gleichungen 9) mit Hulfe von 18)
und 20)
u' +zq - yr
V' + Xr' — zp' 21)
W+ yp' — Xq'
Diese Ausdriicke haben dieselbe Form, als diejenigen, welche in 17)
fur &%, 0on. 8¢ angegeben sind: aus ihnen geht hervor, dass die in
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Rede stehende Verriickung angesehen werden kann als zusammen-
gesetzt aus einer Drehung um eine durch den Punkt x =0, y =0,
z = 0 gehende Achse und einer Verschiebung, deren (Komponenten
nach den Achsen der x, y, z resp. sind p, g, r und v, V', iv.

Da p; g r und T1; X @ die (Komponenten derselben Drehung
nach den Achsen der X, y, z und denen der & n, { sind, so muss
nach einer von uns auf Seite 48 gemachten Bemerkung

p
q

alm' + Bl + ylo'
a2’ + B2x' + y2¢' 22)
a3n' +B3y + y3¢'

l

sein; mit Leichtigkeit ergeben sich diese Gleichungen aus 19) und 11)
bei Rucksicht auf 6) und 7).

Verwickelter sind die Gleichungen, welche u', V', w' durch A', ', V',
T,¢, 0 ausdriicken; sie ergeben sich aus 18) und 16):

u' = alA -+ plpy +ylv'
+ (Y1B— Bly)m' + (oly — ylo)x + (Bla - alP)e
= 02\ -+ B2u +y2V'
+ (y2B- B2y)m + (a2y - y2a)x' + (B2a - a2B)e’ 23)
w' = a3A -+ B3y +y3Vv'
+ (Y3B- B3y)m' + (a3y - y3o)x' + (B3a - a3p)e’

8 4.

Wir knlpfen an diese Auseinandersetzungen noch die folgend«
Bemerkung.

Nach den Definitionen, die wir von der Arbeit und von der Zu-
sammensetzung unendlich kleiner Verriickungen gegeben haben, ist
die Arbeit von Kraften, die auf ein System materieller Punkte wir-
ken, fir irgend eine unendlich kleine Verriickung des Systemes, die
als zusammengesetzt aus mehreren betrachtet werden kann, gleich
der Summe der Arbeiten derselben Kréafte fir fliese. Nun sei die
Verriickung eine solche, bei der die relative Lage der Punkte unge-
andert bleibt; die Arbeit fir dieselbe kann dann gesetzt werden

= Xu'" + YV + Zw' + Mxp' + Myq' + Nazr' 24)
oder auch

==\ + H'+ ZVHiEMny + NMmMICo* 25)
wobei X, Y, Z, =, H, Z die Summen der (Komponenten der Kréafte
nach den Achsen der x, y, z und & n, { Mx, My, Mz, Mg Mn, M
die Drehungsmomente der Krafte in Bezug auf die Achsen der x, y, z

und &n [ bedeuten; es geht das aus den Bemerkungen hervor, die
4*
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in der vorigen Vorlesung Uber die Summen der Componenten und
die Drehungsmomente eines Kraftesystems gemacht sind. Die beiden
fur die Arbeit aufgestellten Ausdriicke missen einander gleich sein,
sobald die Gleichungen 22) und 23) bestehn. Substituirt man aus
diesen die Werthe von u; v; w; p; q; r' und setzt die Coefficienten
von N, M, Vv, TG, X, @ einander gleich, so erhdlt man

= =0alX-o2Y + a3Z
H= B1X-pB2Y +B3Z
Z =ylX-y2Y +y3Z
B y1B — Bly) X+ (y2B - B2y)Y+ (y3B - B3y)Z
+0olMx + a2My il
Mn= (aly - yla) X + (a2y - y2a)Y + (a3y - y3a0)Z
+ B1Mx + B2My + B3Mz

B (Bla - alB)X+ (B2a - a2B) Y -+ ([u-od +IM +2y+ 3

Diese Gleichungen lehren, wie die Summen der Componenten und
die Drehungsmomente eines Kraftesystems sich &ndern, wenn man
von einem rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem andern uber-
geht. Die 3 letzten von ihnen vereinfachen sich wesentlich, wenn
die beiden Coordinatensysteme denselben Anfangspunkt haben, d. h.
a=20, B=0, y=0 ist; sie werden dann

M¢ = alMx - a2My + a3 Mz
Mn =B1Mx - B2My + 3 Mz
B y1IMXx - y2My + y3 Mz
oder auch
Mx = alMg - a2Mn + a3 M
My = B1ME - B2Mn + B3 M(
Mz= y1Mg - y2Mn + y3 M(

und zeigen, dass, wenn Mx, My, Mz. als die rechtwinkligen Coordi-
naten in dem Systeme der X, y, z eines Punktes angesehen werden,
die Lage dieses Punktes von den Richtungen der Coordinatenachsen
unabhéngig ist. Das Drehungsmoment in Bezug auf die Achse, die
durch diesen Punkt und den Anfangspunkt der Coordinaten gellt,
heisst das Hauptdrehungsmoment.

Ist statt des Kraftesystemes eine einzige Kraft vorhanden, deren
Componenten X, Y, Z sind, und deren Angriffspunkte die Coordina-
ten X, y, z hat, so ist nach der bei dem Ausdrucke 10) der vorigen
Vorlesung gegebenen Definition der Drehungsmomente

Mx =yZ — zY, My = zX — xZ, Mz = XY — yX.

Die Achse des Hauptdrehungsmomentes ist dann senkrecht auf der
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Richtung der Kraft und auf der Linie, die vom Anfangspunkte nach
dem Punkte (X, y, z} gezogen ist; denn es ist

XMx. +M + ZMz =0
und XMx + y.My + zMz = 0.

Das Hauptdrehungsmoment ist

oder

d. h. gleich dem absoluten Werthe des Products aus dem Abstande
des Punktes (X, y, z) von dem Anfangspunkte, der Grosse der Kraft
und dem Sinus des Winkels, den die Richtung der Kraft mit der
Linie bildet, die den Anfangspunkt mit dem Punkte (x, y, z) ver-
bindet.



Sechste Vorlesung.

(Lebendige Kraft eines bewegten starren Korpers. Tragheitsmomente.
Hauptachsen. Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Korpers fiir
den Fall, dass dieser frei, und den Fall, dass ein Punkt desselben fest ist.)

§ 1

Wenn ein System fest verbundener materieller Punkte sich be-
wegt, so ist die Verriickung, welche dasselbe in einem Zeitelement
dt erleidet, eine solche, wie wir sie in der vorigen Vorlesung erértert
haben. Wir konnen daher in allen dort abgeleiteten Formeln fir
das Zeichen d das Zeichen d setzen, welches die Verdnderung anzei-
gen soll, die die durch den folgenden Buchstaben bezeichnete Grosse
in dem Zeitelement dt erleidet. Die sdammtlichen, mit gestrichenen
Buchstaben bezeichneten, unendlich kleinen Grdssen miissen dann
mit dt proportional sein; wir setzen eine jede von ihnen gleich dt,
multiplicirt mit einer Grésse, die wir mit demselben, ungestrichenen
Buchstaben bezeichnen. Ein Buchstabe, der mit einem Striche ver-
sehn eine Componente einer Verschiebung oder Drehung bedeutet,
bedeutet dann ohne Strich die entsprechende Componente einer Ge-
schwindigkeit oder Drehungsgeschwindigkeit zur Zeit t.

Den Ausdriicken 21) der vorigen Vorlesung zufolge sind dann

u-+zq —yr

vV Xr —zp 1)

W+ yp — Xp
die Componenten der Geschwindigkeit eines der Punkte nach den
Achsen der X, y, z bei der Lage, welche diese zur Zeit t haben;
die Bewegung kann angesehen werden als zusammengesetzt aus einer
Drehung um eine durch den Punkt x =0, y = 0, z = 0 gehende
Achse und einer Verschiebung; p, g, r sind die Componenten der
Drehungsgeschwindigkeit, u, v, w die Componenten der Geschwin-
digkeit der Verschiebung nach den Achsen der x, y, z

Aus den Ausdriicken 1) findet man durch Quadriren und Addiren

das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes (x, y, z); nennt man m
die Masse dieses und T die lebendige Kraft des Systemes, so ist
hiernach
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2T= QB {(u+zqg-ynN+Qs xr—zp2 Y (W +yp — xq)z},

wo die Summe in Bezug auf alle materiellen Punkte des Systemes
zu nehmen ist. Entwickelt ist diese Gleichung:

2T = (U2 + v2 + w2)> m
+ 2 (vr — wq) ymx-+2(wp - ur) ymy + 2 (uqg — vp) ymz
+p2 >Sm(y?+2z) +q M2+ x)+r253m(x2+y2) 2
- 2qr myz — 2rp mzx — 2pq mxy

sie zeigt, dass T eine homogene Function zweiten Grades der 6 Ar-
gumente u, v, w, p, q, r ist, deren Coefficienten von den Massen der
Punkte, ihrer relativen Lage und der Lage der Achsen der x, vy, z
abhéngen. Die allgemeinste homogene Function zweiten Grades von
6 Argumenten enthdlt 21 von einander unabhangige Coefficienten;
T enthalt deren nur 10, und diese Zahl kann durch passende Wahl
des Achsensystemes auf 4 herabgesetzt werden.

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunachst
eine Bewegung, bei der u=0, v=20, w = 0 ist, bei der also der
Korper — um unser System wieder so zu nennen — sich um den
Punkt x =0, y =0, z =0 dreht. Dann ist

2T =p! Sm(y2 +z2) + q2 m(z2+x2) +r2>m (X2 +y2)
— 2qr myz — 2rp ymzx — 2pq mxy

und der Korper dreht sich um die Achse, die mit der Linie zusam-
menfallt, welche von dem Punkte x =0, y =0, z =0 nach dem
Punkte X =p, y =@, z = r gezogen werden kann, mit einer Drehungs-
geschwindigkeit, die der L&nge dieser Linie gleich ist. Setzen wir
fest, dass

=1

sei, so liegt der Punkt (p, q, r) auf der Flache
| =P2 Sm(y2+2z2)+g2 >m (22 +x2) +r2 >m (X2 +y2)

- 2gr Smyz - 2rp Smzx - 2pq S mxy |, 3)

also auf einer Flache zweiten Grades, deren Mittelpunkt der Anfangs-
punkt der x,y, z ist. Jeder, von diesem Punkte aus gezogene radius
vector der Flache ist der Drehungsgeschwindigkeit gleich, welche der
Korper haben muss, wenn er um ihn sich dreht und die lebendige
Kraft % besitzen soll. Aus dieser Bedeutung der Flache folgt, dass



sie von den Richtungen der Achsen der X, y, z unabhéngig ist; legt

man diese in die Hauptachsen der Flache, so missen die mit

gr, rp, pq behafteten Glieder verschwinden, es muss dann also
2myz =0 mzx =0, >mxy =20

und
1 =p? Sm(y2+2z2)+9g2 >m (22 + x2) +r2 >m (X2 + y2)

die Gleichung der Mache sein. Aus dem Umstande, dass die (Joeificien-
ten von p2 @2 r2 in dieser Gleichung positiv sind, ist zu schliessen,
dass die Flache ein Ellipsoid ist. Die Hauptachsen desselben nennt
man auch die Hauptachsen des Korpers fiir den Anfangspunkt der
X, Y, Z

Bei beliebigen Richtungen der Coordinatenachsen nennt man

In (x2 + y2)

das Tragheitsmoment des Korpers in Bezug auf die z- Achse. Es ist
dasselbe gleich dem reciproken Quadrate des radius vector des Ellip-
soids 3), welcher mit der z- Achse zusammenfallt; denn setzt man
p=0und q=0, so wird r gleich der Lange dieses radius vector
und die Gleichung 3) giebt

Die Tragheitsmomente in Bezug auf die Hauptachsen des Ellipsoids 3)
nennt man die Haupltragheitsmomente des Koérpers fur den Anfangs-
punkt der x, y, z, sie sind die reciproken Quadrate seiner Halbachsen.

Das Tragheitsmoment eines Korpers in Bezug auf eine Achse
von gegebener Richtung &ndert sich, wenn diese Achse sich selbst
parallel verschoben wird. Welches diese Aenderung ist, sieht man
leicht ein, wenn man neben dem Coordinatensystem der X, y, z ein
zweites, das der xI, yl, zl einflhrt. Beziehen sich die Zeichen
X, ¥, z und xI, yl, zl auf denselben Punkt, so soll

Xl=a+X y=p+y, zU=c+z
sein, wo ab ¢ konstanten bedeuten; dann ist
Ym(x12+y12) = Sm (x2 +y2) + (a2 + b2) > m+2a> mx+2b> my.

Die hier auftretenden Summen ymx und 2MY  sind die mit der

Masse des Korpers multiplicirten x und y Ordinaten seines Schwer-
punktes; legt man den Anfangspunkt der X, y, z in den Schwer-
punkt, so verschwinden sie und man hat

>Sm (X112 +yl2) =>m (X2 +y2) + (a2 + b2) >m
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Da die z-Achse jede beliebige Richtung haben kann, so spricht diese
Gleichung den Satz aus, dass das Trégheitsmoment eines Kdorpers in
Bezug auf eine beliebige Achse = ist dem Tragheitsmomente des-
selben in Bezug auf eine Achse, die der gegebenen parallel durch
den Schwerpunkt gelegt ist, + dem Produkte aus der Masse des
Korpers in das Quadrat der Entfernung des Schwerpunktes von der
gegebenen Achse.

Nach den nun gemachten Auseinandersetzungen erkennt man
leicht die Lage, die man dem Coordinatensysteme der X, y, z erthei-
len muss, um den in der Gleichung 2) fur die lebendige Kraft T
gegebenen Ausdruck auf die einfachste Form zu bringen. Man hat
zu diesem Zwecke als Anfangspunkt der X, y, z den Schwerpunkt
des Korpers zu wahlen und als Achsen der x, y, z die Hauptachsen
fur den Schwerpunkt. Die Gleichung 2) wird dann

2T=(W + WV +wW)>m + p2>mxX2 +y2) + g2 >m (z2 + x2)

+ r2>m(x2+y?2)

§ 2.

Es sollen nun die Differentialgleichungen der Bewegung eines
freien, starren Korpers aus dem Hamilton'schen Principe, also der
Gleichung 9) der dritten Vorlesung abgeleitet werden. Nach den
an der angefiihrten Stelle gemachten Auseinandersetzungen hat man
zu diesem Zwecke die Variation der lebendigen Kraft, d T, und die
Arbeit der wirkenden Krafte, U', fir irgend eine Variation der Lage
des Korpers zu bilden und die Summe &T + U' auf die Form

zu bringen, wo die Grossen ¢ unendlich kleine, von einander unab-
hangige Grossen sind, die die Variation der Lage des Korpers be-
dingen. Die Differentialgleichungen der Bewegung sind dann die
Gleichungen

4)

Wir nehmen die Bezeichnungen der vorigen Vorlesung wieder auf;
flr die Gréssen ¢ kdnnen wir dann entweder u; v; w; P, q, r' oder
AP, Vv, T Y, @ waéhlen; wir erhalten die gesuchten Differential-
gleichungen dadurch in zwei Formen, von denen eine jede eigen-
thimliche Vorziige besitzt. Die Arbeit U' wird in dem ersten Falle
durch den Ausdruck 24), in dem zweiten durch den Ausdruck 25)
der vorigen Vorlesung unmittelbar in der verlangten Form angege-
ben. Einige Rechnung aber erfordert die Bildung des Ausdrucks
fur oT.
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Da, wie wir bewiesen haben, T ausschliesslich eine Function von
u, v, w, p, g r und Constanten ist, so hat man zunéchst

5)

wir suchen die 6 Variationen ou, dv, ow, dp, 8q, Or zuerst durch
u;, V', W', p, g, r' auszudricken. W.ir gelangen hierzu, indem wir
benutzen, dass die Variation des Differentialquotienten einer Function
gleich dem Differentialquotienten der Variation der Function ist.
Sach den Gleichungen 18) der vorigen Vorlesung ist
oa = alu’ + o2v' + a3w

und nach der Bemerkung, die den Ausgangspunkt dieser Vorlesung
bildete, daher auch

Bilden wir nun die Gleichung

und benutzen, dass nach 20) der vorigen Vorlesung
oal = a2r' — a3q, déa2 =a3p' — alr’, da3 = algq’ — a2p, 6)
also auch

7)

ist, so ergiebt sich

Beachtet man nun, dass die Rechnung, die uns zu diesem Resultate
gefiihrt hat, auch gilt, wenn man, ohne sonst etwas zu &ndern, den
Buchstaben a durch den Buchstaben 3 oder y ersetzt, dass also auch
die gefundene Gleichung bei einer solchen Verénderung richtig bleibt,
so folgt bei Rucksicht auf die Gleichungen 3) der vorigen Vor-
lesung:

8)
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Um dp, &g, or zu finden, entwickeln wir die Gleichung

indem wir die Gleichungen 6) und 7) benutzen; dadurch ergiebt sich

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn an Stelle des Buchstaben a der

Buchstabe R oder y gesetzt wird, und auch, wenn man die Indices

1, 2, 3 und zugleich die Buchstaben p, g, r cyklisch vertauscht.
Dabher folgt aus ihr mit Hilfe der Gleichungen 3) der vorigen Vorlesung:

9

Wir dricken nun ou, ov, dw, dp, &q, dr durch A, p; Vv, m X, ¢
aus, zu diesem Zwecke benutzen wir die Gleichungen

von denen die zweite unter den Gleichungen 16) der vorigen Vor-
lesung sich befindet. Nach den Gleichungen 11) der vorigen Vor-
lesung ist

und ferner ist

Hiernach wird die Gleichung

Nun darf man die Buchstaben

a B,y

AoV

L X @
gleichzeitig cyklisch vertauschen; daher ist auch
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woraus bei Ricksicht aut die Gleichungen 3) der vorigen Vor-
lesung folgt:

10)

Um 0p, 84, or zu finden, entwickeln wir die Gleichung
indem wir setzen

und benutzen, dass
oal = y2x' — B2¢'

6a3 =y3x' - B3¢
ist; so ergiebt sich

Hieraus folgt durch cyklische Vertauschung der Buchstaben o, B, y
und T, X, O

Diese 3 Gleichungen geben bei Ricksicht auf die Gleichungen 6) und
7) der vorigen Vorlesung

11)
woraus durch Vertauschung der Indices 1, 2, 3 und der Buchstaben
p, g, r auch folgt:

11)

Nun setzen wir zundchst die in 8) und 9) fir ou, dv, dw, dp,
0q, Or gegebenen Ausdriicke in die Gleichung 5) fir &T setzen fir
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U' den Ausdruck 24) der vorigen Vorlesung und bilden die Glei-
clung 4), indem wir fir ¢ der Reihe nach u; v, w; p; q; r' wahlen.
So erhalten wir

12)

und

13)

Wenden wir aber die in 10) und 11) gegebenen Ausdriicke von
ou, ov, ow, op, &g, or an, fir U' den Ausdruck 25) der vorigen
Vorlesung und bilden die Gleichung 4), indem wir fir ¢ der Reihe
nach N, y', v', ', X, p' setzen, so erhalten wir

14)
und
Mg
Mn 15)
M(

Wirken keine Kréafte, so haben die Gleichungen 12) und 13) die
Eigenschaft, keine andern unbekannten Functionen zu enthalten, als
u, v, w, p, q, r; die Gleichungen 14) und 15) die Eigenschaft, dass
eine jede von ihnen unmittelbar integrabel ist. Die Gleichungen 14)
sprechen die Satze von der Bewegung des Schwerpunkts, die Glei-
chungen 15) die Flachensatze fur den Fall, den wir betrachten, aus.
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§ 3.

Die entwickelten Formeln setzen voraus, dass der Korper frei
ist; nehmen wir nun an, dass ein Punkt desselben fest sei, und
wahlen wir diesen zum Anfangspunkte sowohl der x, y, z als der
¢ n, & Es ist dann

u=0 v=0, w=0,

aber es verschwinden auch u', v; w' und A, u', v' und es fallen da-
her die Gleichungen 12) und 14) fort, die wir aus dem Hamilton schen
Principe erhalten haben, indem wir die Coefficienten dieser Gréssen
= 0 setzten. Die Gleichungen 13) werden

16)

und die Gleichungen 15), da nach den gemachten Festsetzungen a = 0,
B=0, y=0 ist,

17)



Siebente Vorlesung.

(Integration der Differentialgleichungen der Bewegung flr einen starren
Korper, der um einen festen Punkt sich dreht, und auf den keine Krafte wir-
ken. Stabilitit der Drehung um die Achse des grossten und des kleinsten
Tragheitsmomentes. Fall, dass 2 der 3 Haupttragheitsmomente einander gleich
sind. Drehung eines schweren starren Korpers um einen festen Punkt. Inte-
gration der fir diese geltenden Differentialgleichungen unter gewissen Voraus-
setzungen.)

§ 1
Die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Korpers
um einen festen Punkt, die in der vorigen Vorlesung abgeleitet sind,
die Gleichungen 16) und 17) derselben, sollen nun in speciellen Fallen
integrirt werden. Der erste dieser Falle sei der, dass keine Krafte
wirken. Die Gleichungen sind dann:

und

2)

Sie gelten nach einer Bemerkung, die am Ende des § 4. der vierten
Vorlesung gemacht ist, auch fiir die Bewegung um den Schwerpunkt
eines freien, schweren Korpers.

Nach den in der vorigen Vorlesung gemachten Auseinander-
setzungen ist T eine homogene Function zweiten Grades von p, r;
lasst man die Achsen der x, y, z in die Hauptachsen des Ko&rpers
fur den Anfangspunkt der X, y, z fallen und bezeichnet durch
P, Q, R die Tragheitsmomente des Koérpers in Bezug auf dieselben,
so st



64 Siebente Vorlesung.

2T= Pp2+ Qg2 + Rrz, 3)
also

Die Gleichungen 1) werden dann

4)

Um ihre Integrale zu finden, vergleichen wir sie mit gewissen ande-
ren Differentialgleichungen, die wir ableiten wollen. Wir bezeichnen
durch u und @ zwei reelle Variable, die durch die Gleichung

Zusammenhéngen, in der x einen reellen, echten Bruch bezeichnet
und die Wurzelgrésse positiv zu nehmen ist. Dann ist u eine ein-
deutige, stetige Function von ¢ und umgekehrt, da der Differential-

guotient immer einen endlichen positiven Werth besitzt. Es durch-

lauft ferner u alle Werthe von — oo bis + oo, wenn { diese durch-
lauft, und umgekehrt. Man nennt ¢ die Amplitude von u nach dem
Modul » und schreibt

Y = amu.

Dei- Kirze wegen setzen wir ferner

wo dann AU eine stets positive Grosse und

ist. Bei dieser Bezeichnungsweise haben wir die identischen Glei-
chungen

In diese setzen wir
Uu=Aa-+y 5)
p=acosy, q=nbsing, r=cdy.
indem wir unter A, 4, a, b, ¢ reelle Constanten verstehn. Dadurch
erhalten wir
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Diese Gleichungen sind von derselben Form, als die Gleichungen 4):
sie werden mit diesen identisch, wenn

6)

ist. Lassen sich die 6 Constanten u, A, J, a, b, ¢ diesen Gleichun-
gen gemass und so bestimmen, dass sie alle reell sind und n2 kleiner
als 1 ist, so haben wir in 5) Integrale der Gleichungen 4), und zwar
die allgemeinen Integrale, da von den genannten 6 Constanten nur
3 durch die Gleichungen 6) ihre Bestimmung finden, die 3 andern
willkuhrlich bleiben. Es sind diese aus den Werthen, die p, q, r
fir €=0O haben, und die wir p0, g0, r0 nennen wollen, zu be-
stimmen.

Um die Werthe zu finden, die hiernach den Constanten u, A, ,
a, b, ¢ beizulegen sind, gehen wir von zwei Integralen der Gleichun-
gen 4) aus, die sich mit Leichtigkeit ergeben. Multiplicirt man diese
Gleichungen némlich mit p, g, r oder mit Pp, ()g, Rr und addirt
sie jedesmal, so kann man integriren; man erhélt so

Pp2 @92 + Rr2 = const.
und P2p2 +Q2q2 + R2r2 = const.,

In einem Augenblick, in dem ¢ d. h. am (At + p) einem Vielfachen
von 2m gleich ist, ist cosy = 1, sinpg=0, A== 1; daher folgt
aus diesen Gleichungen

Pa2 + Rc2 = Pp02 + Qq02 + Rr02
P2a2 + R2c2 =P2p02 + Q2q02 + R2r02
oder
PP — R)a2= P (P - R) pi2+Q(Q- R) 02
R(P—R)c2 = «Q(P -Q)q02 + R(P-R)ro2. B}

Diese Gleichungen ergeben a2 und c2, und zwar als positive Grdssen,
wenn, wie wir nun annehmen wollen, Q seiner Grésse nach das
mittlere von den 3 Tragheitsmomenten P, Q, R ist. Die Gleichun-
gen 6) lehren dann b2, A2 und w2 kennen; durch Division und Mul-
tiplikation der beiden ersten und durch Division der ersten und

dritten erhalt man namlich
Kirchhoff, Mechanik. 5
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8)

Bei der Uber das Tragheitsmoment Q gemachten Festsetzung sind
hiernach b2, A2, 2 positive Gréssen; aber nicht immer ist w2 kleiner
als 1; ist die letztere Bedingung nicht erfillt, so geniigt es aber, um
sie zu erfullen, die x-Achse mit der z-Achse zu vertauschen, oder,
wenn man das neue Coordinatensystem mit dem alten congruent er-
halten will, die neue x-Achse der alten z-Achse gleichgerichtet, die
neue z-Achse der alten x-Achse entgegengesetzt gerichtet anzunehmen.
Dabei vertauschen sich die Werthe von P und B und gleichzeitig
die von p02 und r02, daher nach den Gleichungen 7) auch die von a~
und c2, und der in 8) gegebene Werth von n2 geht hiernach in sein
Reciprokes (ber.

Die Gleichungen 8) ersetzen nicht vollstandig die Gleichungen 6),
aus denen sie hergeleitet sind. Sind jene erfullt, so muss man eine,
etwa die erste, von diesen noch in Betracht ziehen und die Vorzei-
chen ihrer beiden Seiten gleich machen. Durch diese Gleichung wird
das Vorzeichen einer der Grossen a, b, ¢, A bestimmt, wenn die der
andern festgesetzt sind. Wir wollen A als positiv annehmen; die
erste der Gleichungen 6) bestimmt dann das Vorzeichen von b, wenn
die Vorzeichen von a und c bekannt sind. Von diesen muss das
Vorzeichen von ¢ auf eine bestimmte Weise gewdéhlt werden wegen
der Gleichungen

p0 = a cosamp, g0 =bhsinamp, r0 = cAamy, 9)

welche der Gleichungen 5) wegen bestehen missen, und welche die
letzten sind, denen wir noch zu genligen haben. Aus der dritten
von ihnen folgt, dass, wenn p, wie es sein soll, reell ist, c¢ dasselbe
Vorzeichen als r0 haben muss, da dann dumy positiv ist. Das Vor-
zeichen von a konnen wir beliebig wahlen, wir wollen es dem von
p0 gleich annehmen; das Vorzeichen von b ist dann durch die erste
der Gleichungen 6) bestimmt.

Die Gleichungen 9) dienen zur Bestimmung der letzten der ein-
gefuihrten 6 Constanten, der Grosse Y. Aus der ersten dieser Glei-
chungen linden wir 2 Werthe von amp, wenn wir festsetzen, was

wir thun wollen, dass diese Grosse zwischen und -~ liefft,

da den Gleichungen 7) zufolge a? grésser als p02 ist. Die zweite hebt
die dabei Ubrig bleibende Zweideutigkeit, indem sie zeigt, dass amp

zwischen und O oder zwischen 0 und liegt, je nachdem die
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Vorzeichen von g0 und b entgegengesetzt sind oder Ubereinstinimen.
Aus dem gefundenen, reellen Werthe von ampy oder ¢ folgt dann,
einer vorausgeschickten Bemerkung nach, ein reeller Werth von .
Hiermit ist bewiesen, dass die Gleichungen 5) die Integrale der Glei-
chungen 4) sind, und die in jenen vorkommenden Constanten sind
eindeutig bestimmt. Es bleibt noch .lbrig die Winkel zu ermitteln,
welche die Lage des Korpers gegen das im Raume feste Coordinaten-
system der & n, ¢ in jedem Augenblicke bedingen.

Zu diesem Zwecke benutzen wir die Gleichungen 2), aus denen
durch Integration und bei Benutzung des in 3) angegebenen Werthes
von T sich ergiebt

al Pp -+ 02Qq + a3Rr = A
B Pp + R2Qg+ R3Rr =B 10)
vyl Pp + y2Qq+ y3Rr =C

wo A, B, C Constanten bedeuten. Zwischen diesen und friher ein-

gefiihrten Constanten besteht eine Relation; quadrirt und addirt man
namlich die Gleichungen 10), so erhédlt man

P2p2 + Q202 + R2r2 = A? + Bl + C2,

A2 + B2 + C2 = p2a—+ R2c 11)
Sieht man Pp, Qg, Rr als die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes im System der x, y, z an, so sprechen die Gleichungen 10)
aus, dass A, B, C die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf
die Achsen der & n, { sind. Dieser Punkt andert sich mit der Zeit
nicht, da A, B, C Constanten sind; man kann daher die von dem
Anfangspunkte der Coordinaten nach ihm gezogene Linie zur §-Achse
nehmen. Das soll geschehn. Dann ist

A=0, B=-0

und nach 11}

wo die Wurzelgrésse positiv zu nehmen ist. Hiernach erhdlt man
aus den Gleichungen 10), wenn man sie mit al, Bl, y! oder 02, 2, y2,
oder a3, B3, y3,multiplicirt und jedesmal addirt:

12)

Wir fihren nun die in den Gleichungen 8) der fiinften Vorlesung
definirten Winkel fr, 9, fp ein, die die Lage des Korpers fir jeden
Augenblick bestimmen. Es ist zuerst fr aus der Gleichung

y3 = cosd

zu ermitteln; fir eine Lage des Korpers kann dabei & zwischen — 1

und + 1 gewahlt werden, oder, da nach einer am angefihrten Orte
5*
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gemachten Bemerkung (ber das Vorzeichen von & nach Willkihr
verfugt werden kann, zwischen 0 und m. Die letzte der Gleichun-
gen 5) zeigt, dass r2 nicht grosser als c2 werden kann; nach der
letzten der Gleichungen 12) erreicht daher y32 oder cos29 nicht den
Werth 1, und es Uberschreitet also © die Grenzen 0 und m nicht.

Bemerkt mége werden, dass 8 auch den Werth nicht dberschrei-

tet, da r nicht verschwinden kann.
Zur Bestimmung von T hat man

yl = cosfsin®, vyl =sinf sind

und die beiden ersten der Gleichungen 12). Fir eine Lage des Kor-
pers ist hierdurch F eindeutig bestimmt, wenn man noch festsetzt,
dass fir sie ¥ zwischen 0 und 2m liegt; die Festsetzung, dass F sich
stetig mit der Lage des Korpers &ndert, bestimmt es dann eindeutig
auch fur jede andere Lage, die der Korper bei seiner Bewegung an-
nimmt. Es bleibt noch Ubrig ¢ zu ermitteln. Man hat hierzu

woraus folgt

und daher auch

Nach den Gleichungen 20) der fiinften Vorlesung ist aber
dp3 = (Blg — B2p) dt, dad = (alq — a2p) dt,

und also bei Rucksicht auf die Gleichungen 6) und 7) der funften
Vorlesung

13)
In Folge der Gleichungen 12) ist daher

Erinnert man sich an die Integrale der Gleichungen 4), aus denen
die Gleichungen 7) hergeleitet sind, so kann man hierfir schreiben

oder, wenn man fir r seinen Werth aus 5) setzt:
14)

Die Integration dieser Gleichung fuhrt auf ein elliptisches Integral
dritter Gattung.
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S 2

Es ist von Interesse die jetzt gefundenen Integralgleichungen
des Problems der Rotation eines Korpers, auf den keine Krafte wir-
ken, um einen festen Punkt auf den Fall anzuwenden, dass der Modul
der elliptischen Functionen, die in diesen Gleichungen auftreten, also
1, Null oder unendlich klein ist. Es reduciren sich dann die ellipti-
schen Functionen auf trigonometrische.

Der in 8) fir w2 angegebene Ausdruck zeigt, dass u unendlich
klein ist, wenn a unendlich klein, ¢ endlich ist und P, Q, R irgend
welche, nur nicht solche Werthe besitzen, fur welche der Factor von

in dem Ausdruck von w2 unendlich gross wird. Nach der ersten

der Gleichungen 8) wird dann auch b unendlich klein. Die Glei-
chungen 7) zeigen, dass a unendlich klein ist, wenn p0 und§ es
sind, was wir annehmen wollen. Die Gleichungen 5) geben dann
bei Vernachlassigung unendlich kleiner Gréssen hoéherer Ordnung:

Was die Werthe von 9, f, ¢ anbelangt, so giebt die letzte dieser
Gleichungen in Verbindung mit der letzten der Gleichungen 12),
wenn man fir w2 seinen Werth setzt und unendlich kleine Grdssen
héherer Ordnung vernachléssigt,

15)

Es ist hiernach sind unendlich klein. Ist, wie wir annehmen wollen,
die z-Achse so gewdhlt, dass r, oder, was dasselbe ist, ¢ positiv ist,
dass also costf positiv ist, so ist hiernach und nach den allgemeinen
Uber O gemachten Festsetzungen 9 selbst unendlich klein und dabei
positiv; die Gleichung bestimmt dann O eindeutig.

Ferner hat man

Den Winkel @, welcher zusammen mit & die Lage der z-Achse be-
stimmt, bildet man am leichtesten auf dem folgenden Wege. Durch
seine Betrachtung, die derjenigen &hnlich ist, durch welche wir die
Gleichung 13) abgeleitet haben, erhélt man:
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Bei Ricksicht auf die Gleichung 13) folgt hieraus
df= cos8 dgp — rdt 16)

Da in unserm Falle ff unendlich klein, r unendlich wenig von c ver-
schieden ist, so ist hiernach bei Vernachlassigung unendlich Kkleiner
Grossen

¢ = f +ct +const. ,
wo die (konstante der Integration aus dem Anfangswerthe von ¢ zu
bestimmen ist.

Einer Festsetzung zufolge, die wir bei der Aufstellung der Gleichun-
gen 8) haben machen missen, kann die z-Achse die Achse des gréssten
oder die des kleinsten, nicht aber die des mittleren Haupttragheits-
momentes sein. Die durchgefuihrte Rechnung zeigt daher, dass, wenn
die augenblickliche Drehungsachse zur Zeit t = 0 unendlich wenig
von der Achse des grossten oder der des kleinsten Haupttragheits-
momentes abweicht, sie dieser immer unendlich nahe bleibt. Diese
Thatsache pflegt man so auszusprechen, dass man sagt, die Rotation
des Korpers um die Achse des grdssten und um die Achse des klein-
sten Haupttragheitsmomentes ist eine stabile. Es kann der Korper
auch um die Achse des mittleren Haupttrdgheitsmomentes rotiren,
denn man genugt den Gleichungen 4) durch die Annahme p = 0,
r = 0, g = const.; aber diese Rotation ist keine stabile, d. h. weicht
die augenblickliche Drehungsachse fir t = 0 unendlich wenig von
der genannten Hauptachse ab, so wird diese Abweichung mit der
Zeit (freilich erst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit) eine
endliche. Sind ndmlich p0 und r0 unendlich Kklein, so ist den Glei-
chungen 7) und 8) zufolge 2 unendlich wenig von 1 verschieden,
die elliptischen Functionen von t, welche in den Gleichungen 5) vor-
kommen, verwandeln sich in Exponentialfunctionen, und die Discus-
sion dieser fuihrt zu dem ausgesprochenen Satze; was indessen hier
nicht gezeigt werden soll.

§ 3.
Die letzte der Gleichungen 8) lehrt, dass k verschwindet, wenn
P = Q wird; diesen Fall, also den Fall, dass zwei von den 3 Haupt-
trdgheitsmomenten einander gleich sind, wollen wir jetzt betrachten.
Die Gleichungen 7) geben dann

a2 = pi2 + 2, ¢=1r0;

den Gleichungen 6), die dasselbe aussprechen, wie die Gleichungen 8),
aber eine gewisse Unbestimmtheit in Betreff der Vorzeichen heben,
die diese Ubrig lassen, gentgt man durch

b=a
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die Gleichungen 5) werden dabei

Die Gleichungen 12) ergeben

und tgF=1tg (At + )
d. h. f=MM+puy+ nm
wo n eine ganze Zahl bedeutet. Aus der Gleichung 16) folgt endlich

cosd . @ =+ r0t + const.
= (A + r0) t + const.,

oder, wenn man fir Z und cosd ihre Werthe setzt,

was noch einfacher aus der Gleichung 14) sich ergiebt.

8 4.

Wir wollen jetzt die Dotation eines schiceren, starren Korpers
um einen festen Punkt ins Auge fassen. Die Betrachtungen, die in
der vierten Vorlesung angestellt sind, lehren zwei Integrale der fir
diese gultigen Differentialgleichungen kennen; der Satz von der leben-
digen Kraft liefert das eine, der Satz von der Erhaltung der Fléchen
in Bezug auf eine horizontale Ebene das zweite. Wir nehmen die
&-Achse vertikal abwarts gerichtet an, beziehen &, n, { auf den Schwer-
punkt des Korpers, nennen m die Masse desselben und (j die Schwere;
bei den in den Gleichungen 16) und 17) der sechsten A’orlesung ge-
brauchten Bezeichnungen ist dann nach den am Ende der fiinften
Vorlesung fur die Drehungsmomente aufgestellten Formeln

M&=mgn M—mgé, M{=0,

und, wenn man die z-Achse durch den Schwerpunkt legt und x den
Abstand dieses von dem festen Punkte nennt, wobei

_ §=as, n=0p3s, {=y3s
wird:
MK = — mgsy?, My = mgsyl, Mz =0.
Hiernach giebt die letzte der Gleichungen 17) der sechsten Vorlesung
16. a)

wo C eine Constante bedeutet. Diese Gleichung spricht den Satz
von der Erhaltung der Flachen in Bezug auf die ¢n-Ebene aus.
Die Gleichungen 16) der sechsten Vorlesung werden
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17)

Man hat dieselben mit g, r zu multipliciren und zu addiren, um
durch Integration die Gleichung zu erhalten, die den Satz von der
lebendigen Kraft ausdriickt. Da namlich T eine homogene Function
zweiten Grades von p, @, r ist, so hat man

Uberdies ist

woraus folgt

Nimmt, man hinzu, dass
18)
ist, so ergiebt sich auf dem angegebenen Wege
T = mgsy’ + H, 19)
wo // eine Constante bedeutet.

Ein drittes allgemeines Integral der hier zu behandelnden Differen-
tialgleichungen zu finden, ist nicht gelungen. Wir specialisiren unser
Problem zunédchst durch die Annahme, dass die z-Achse, also die
durch den festen Punkt und den Schwerpunkt des Kdorpers gelegte
Linie eine der Hauptachsen fiir den festen Punkt ist. Die Achsen
der x und der y kénnen dann so gewahlt werden, dass sie die bei-

den andern Hauptachsen sind, dass also fiir T der in der Gleichung 3)
angegebene Ausdruck gilt. Nun nehmen wir ferner an, dass

P=2Q
ist: die letzte der Gleichungen 17) wird dann integrabel und giebt
r = const.

Zugleich werden die Gleichungen 16.a) und 19):
Pyl + py2) +Rry =C
P (p? -+ q2) + Rr2 = 2mgsy3 + 2H. 20)

Nun fihren wir wieder die durch die Gleichungen 8) der flinften
Vorlesung definirten Winkel 8, ¢, ¥ ein. Die Gleichung 18) lasst
sich dann schreiben

21)



§ 4. Rotation eines schweren Korpers. 73
und die Gleichung 13)
21)

Quadrirt und addirt man diese beiden Gleichungen, so ergiebt sich
(P2 + q2) dt? = dd2  sin? Bdg2.
Hiernach verwandeln sich die Gleichungen 20) in diese:
P sin2 9d@= (C — Rr cos 9) dt
P (8d? + sin?dd@2) = 2mgs cos & + 2H — Rr2)dt2
Da in ihnen @ und t selbst nicht vorkommen, sondern nur ihre
Differentiale, so kann man aus ihnen durch Integration ¢ und t als
Functionen von 8, also auch & und ¢ als Functionen von t dar-
stellen; ist das geschehen, so erlaubt die Gleichung 16) auch f als

Function von t zu berechnen. Die Functionen, auf die man auf diese
Weise kommt, sind elliptische.

22)

§ 5.

Durchfiihren wollen wir die eben angedeutete Rechnung nur fir
einige specielle Falle. Zuerst nehmen wir an, dass p und q fir t — 0
verschwinden, d. h. dass zur Zeit t = 0 die augenblickliche Drehungs-
achse die z-Achse ist. Die Gleichungen 21) zeigen, dass dann auch

und fur t = 0 verschwinden: ist 90 der Werth von & fir
t = 0, so ist daher nach den Gleichungen 22)
0 = C — Rr cos@®@
und 0 = 2mgs cos 90 + 2H — Rr2
dieselben Gleichungen werden also:
23)

Eliminirt man aus ihnen d@ und fihrt statt § und 90 die Halften
dieser Winkel ein, so erhalt man

24)

Nun setzen wir
25)

wo M eine Constante bedeutet, Uber die zu verfligen wir uns Vorbe-
halten; dabei wird
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Die Gleichung 24) erhalt daher den Factor M2 cos? ¢ und giebt bei
Fortlassung desselben
4P2M2 sin? ydy?

Der Factor von dl2 ist eine Function zweiten Grades von cos? {,
also auch eine solche von sin? bestimmen wir die Grosse M so,
dass das von sin2 ¢ unabhéngige Glied in ihm verschwindet, so l&asst
sich die Gleichung auch durch sin2  dividiren und auf die Form

dy2 = N (1 — w2 sin? ) dt? 26)

bringen; wo A und u gewisse Constanten bedeuten. Es is dann 4/2
aus der quadratischen Gleichung

zu bestimmen und es wird

Die quadratische Gleichung fur M2 lasst sich schreiben

die eine ihrer Wurzeln ist positiv, die andere negativ; wir wahlen
die positive, d. h. wir setzen

wo die Wurzelgrésse positiv zu nehmen ist. Dadurch wird

Der fir | — 2w aufgestellte Ausdruck liegt zwischen — 1 und + 1,
und daher 2 zwischen 0 und 1; A2 ist positiv. Hiernach kdnnen wir
das Integral der Gleichung 26) schreiben
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# — am (At -I- u), Mod. z,

wo |, die Constante der Integration bedeutet.
Wir wollen den Fall weiter verfolgen, dass r als unendlich gross
angesehen werden kann. Dann wird ¥ = 0, also

Y= At+yp 21)
und nach 25)

ferner wird

Hiernach schwankt § zwischen zwei unendlich nahen Grenzen in
unendlich kurzen Perioden. Die Integration der ersten der Glei-
chungen 23) wird dadurch leicht, dass auf ihrer linken Seite fr0 statt
fr gesetzt werden kann; sie wird dadurch bei Ricksicht auf die Glei-
chungen 25) und 27)

oder bei dem Werthe, den M? hat,

Da

so folgt hieraus bei Benutzung von 27)

oder, da A unendlich gross von der Ordnung von r ist, bei Vernach-
lassigung von unendlich Kleinem

Der Winkel f endlich ergiebt sich leicht aus 16), wenn man hier
90 fur fr setzt; man findet

= ¢ cos 90 — rt + const.

oder

§ 6.

Statt der Annahme, die im vorigen Paragraphen verfolgt ist,
dass p und g fur t = 0 verschwinden, wollen wir nun die Annahme
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machen, dass fir t = 0, also immer r = 0 ist. Die Gleichungen 22)
werden dann
Psin2 8dg = Cdt

28
P (d§2- + sin2 9d@2) = 2 (mgs cos & + H) dt2 )

Sie sind, abgesehen von einer Verschiedenheit der Bezeichnung,
identisch mit den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung, woraus
folgt, dass in dem hier betrachteten Falle die durch den festen Punkt
und den Schwerpunkt des Kérpers gehende gerade Linie gerade so
sich bewegt, wie ein einfaches Pendel von gewisser Linge. Diese
Lange | ist bestimmt durch die Gleichung

Ist die Constante C in den Gleichungen 22) oder, was dasselbe ist,
die Constante ¢ in den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung = 0,
so ist
¢ = Const.
und
29)

wo A eine willkuhrliche Constante bedeutet. Dieselbe muss positiv
sein, da die linke Seite der Gleichung 29) positiv ist, kann aber jeden
Werth zwischen 0 und + oo haben. Ist h < 1, so kann man

mit der ndheren Bestimmung setzen, dass a zwischen O und m liegt;
es ist dann a die Amplitude der ebenen Schwingungen, welche der
Korper oder das Pendel ausfiihrt. Macht man

so wird dabei, wie schon an dem mehrfach erwahnten Orte be-
merkt ist,

also

wo u eine willkihrliche Constante bedeutet, oder

Ist aber in der Gleichung 29) h > 1, so kann man
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setzen, wo x einen reellen echten Bruch bedeutet; man erhéalt da-
durch

oder

wo J wiederum eine willkiihrliche Constante bedeutet, und wo K
positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem fr bei wachsendem /
zunimmt oder abnimmt.
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(Messung der Schwere. Pendel. Correspondirendes einfaches Pendel. Re-
versionspendel. Bessel’s Pendelversuche. Einfluss der Luft. Aenderungen der
Schwere mit der Héhe und mit der geographischen Breite.)

§ 1

Wir haben diejenigen Bewegungen, als deren Ursache man die
Schwere bezeichnet, schon mehrfach als Beispiele zur Erlauterung
der allgemeinen Begriffe und Satze der Mechanik betrachtet; wir
wollen diese Bewegungen jetzt ndher ins Auge fassen und zunachst
auseinandersetzen, wie die Schwere gemessen wird. Es dient hierzu
die Beobachtung der Schwingungen eines schweren Korpers, der um
eine horizontale Achse drehbar ist. Eine solche Vorrichtung nennt
man ein Pendel, und zwar ein zusammengesetztes im Gegensédtze zu
einem einfachen Pendel, das wir schon zu besprechen gehabt haben.
Halten wir die Voraussetzung fest, dass die Schwere eine constante
beschleunigende Kraft ist, betrachten das Pendel als einen starren
Korper und sehen ab von dem Einfluss der Luft, der Bewegung der
Erde und der Reibung an der Drehungsachse, so kdnnen wir die Be-
wegung eines solchen Pendels sehr leicht durch Rechnung verfolgen.
Die Lage desselben in einem Augenblick ist durch eine Variable be-
stimmt; zu dieser wahlen wir den Winkel ff, den die durch die
Drehungsachse und den Schwerpunkt des Pendels gelegte Ebene mit
der vertikalen, durch die Drehungsachse gelegten Ebene bildet. Nach
8 5. der vierten Vorlesung gilt der Flachensatz in Bezug auf eine
zur Drehungsachse senkrechte Ebene, weil die Verbindungen der
Punkte des Pendels eine Drehung um diese gestatten, und dieser
Satz liefert eine Differentialgleichung fur jenen Winkel. Nennen wir
g den Werth der Schwere, m die Masse des Pendels, s den Abstand
seines Schwerpunkts von der Drehungsachse und K sein Tragheits-
moment in Bezug auf diese, so ist diese Differentialgleichung

Sie ist nach § 2. der zweiten Vorlesung identisch mit derjenigen,
welche fir die ebenen Schwingungen eines einfachen Pendels gilt,
falls die Lange | dieses Pendels der Gleichung
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1

genugt. Man nennt dieses einfache Pendel das dem gegebenen cor-
respondirende; bei gleicher Amplitude hat es dieselbe Schwingungs-
dauer als das gegebene. Hat man nach 1) mit Hilfe von Abmes-
sungen, die an den Theilen des Pendels vorgenommen sind, | bestimmt
und die Schwingungsdauer T, die einer unendlich kleinen Amplitude
entspricht, durch Beobachtung ermittelt, so findet man g aus der
Gleichung

Ein Paar einfacher Beispiele mdgen die Weise erlautern, in der
| gefunden werden kann.

Es bestehe das Pendel aus einer homogenen Kugel und einem
Faden, dessen Masse vernachlassigt werden kann. Der Schwerpunkt
der Kugel ist, wie der Schwerpunkt eines jeden homogenen Korpers,
der einen Mittelpunkt hat, der Mittelpunkt; es ist also s = dem Ab-
stande des Mittelpunktes der Kugel von dem Aufhdngungspunkte.
Etwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung des Tragheits-
momentes.

Es sei dm ein Massenelement eines Korpers, das die Coordinaten
X, Y, z hat; das Tragheitsmoment des Korpers in Bezug auf die
z- Achse ist dann

=_J-dm X2 + y).

Nehmen wir nun an, dass der Korper die constante Dichtigkeit p
habe und ein Rotationskorper sei, dessen Rotationsachse die a>Achse
ist. Setzen wir

y =1rcos @, z=rsin @,
so wird jenes Tragheitsmoment

— pf_r_rdxrdrd(p (X2 + r2 cos? )

oder, da nach ¢ von 0 bis 21 zu inteirriren und

Ist. 2)

Hier hat man x und r sich vorzustellen als die rechtwinkligen Coor-
dinaten eines Punktes der Flache, durch deren ganze Umdrehung der
Korper entstanden ist.

Es sei nun der Koérper eine Kugel vom Radius 7? und der An-
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fangspunkt der Coordinaten sei der Mittelpunkt derselben. Die ge
nannte Flache ist dann ein Halbkreis. Setzt man

X=@cosy, r=Qsinuy,
so ist das Integral 2) in Bezug auf @ von 0 bis ft, in Bezug auf #
von O bis m zu bilden, und fur dxdr ist odody zu setzen. Das
Integral ist daher

d. h.
oder, wenn m die Masse der Kugel bedeutet, also

ist, = mR2
Nach einem im § 1. der sechsten Vorlesung abgeleiteten Satze ist
daher das Tragheitsmoment der Pendelkugel in Bezug auf die Drehungs-
achse des Pendels

=m (2 + R
und nach Gleichung 1) die Lange des correspondirenden einfachen
Pendels

Berechnen wir jetzt das Tragheitsmoment eines Cylinders von
der Dichtigkeit y, der L&nge L und dem Radius R in Bezug auf eine
Achse, die auf der Cylinderachse senkrecht steht und durch ihren
Mittelpunkt geht. Es ist dasselbe dem in 2) gegebenen Ausdrucke
zufolge

oder, wenn man wieder die Masse in nennt, d. h.
m = TuLR?
setzt,

Ist der Cylinder ein dunner, langer Draht, so kann man hierfir ohne
merklichen Fehler schreiben

Hiernach sind wir im Stande, die L&nge | des einfachen Pendels
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Zu berechnen, welches einem Pendel correspondirt, das aus einer
Kugel und einem Drahte besteht. Es seien wl und my die Massen
von Kugel und Draht, sl und s2 die Entfernungen ihrer Schwer-
punkte vom Aufhangungspunkte, RI der Radius der Kugel, L die
Lange des Drahtes, so dass

Ist dann wieder m die Masse des ganzen Pendels und s der Abstand
seines Schwerpunktes vom Aufhéngungspunkte, so ist nach den im
§ 3. der vierten Vorlesung angefiihrten Séatzen tber den Schwerpunkt
eines Systemes von Massen

ms = mlsl + m2s2

Ferner ist das Tragheitsmoment in Bezug auf die Drehungsachse des
Pendels fir die Kugel

ml (s2 + RI2)
und fir den Draht

Daher ist nach 1)

Hat man R! und L2 gemessen und das Verhaltniss durch die
Waage bestimmt, so kann man hiernach | berechnen.

8 2

In &hnlicher Weise kann man verfahren, wenn an dem Pendel
mehr als zwei Theile zu unterscheiden sind; immer aber muss man,
um aus den an diesen vorgenommenen Abmessungen | zu berechnen,
die Voraussetzung machen, dass jeder einzelne Theil homogen ist.
Eine Methode zur Messung der Schwere, die von einer solchen miss-
lichen Voraussetzung frei ist, beruht auf der Anwendung eines so-
genannten Reversionspendels. Ein solches besteht aus einer festen
Stange, die zwei parallele, auf ihrer Langsrichtung senkrechte Schnei-
den tragt, welche ihre Scharfen gegen einander kehren; an der Stange
ist ein Gewicht oder sind mehrere Gewichte befestigt. Jede Schneide
kann als Drehungsachse des Pendels dienen. Im Allgemeinen wird
die Lange des correspondirenden einfachen Pendels eine andere sein,
je nachdem das Reversionspendel auf der einen oder auf der anderen
Schneide schwingt; durch passende Stellung des Gewichtes oder der
Gewichte kann man es aber erreichen, dass fir beide Schneiden bei

gleicher Amplitude die Schwingungsdauer dieselbe, d. h. dass fur
Kirchhoff, Mechanik. 6
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beide Schneiden die Lange | des correspondirenden einfachen Pendels
dieselbe ist. In diesem Falle hat man nach 1)

wo m die Masse des Pendels, k sein Tragheitsmoment in Bezug auf
eine Achse, die durch den Schwerpunkt parallel den beiden Schneiden
gelegt ist, und sl, §, die Entfernungen des Schwerpunkts von den
beiden Schneiden bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt

I1(sl — s2) = s12-s22
oder unter der Voraussetzung, dass nicht sl = s2 ist,
| =sl+s2:

Ist nun noch die Bedingung erfillt, dass der Schwerpunkt in der
Ebene der beiden Schneiden liegt, so ist s1+s2, der Abstand der
beiden Schneiden von einander, und durch Messung dieses Abstandes
lernt man die Lange des correspondirenden einfachen Pendels kennen,
ohne Weiteres Uber die Vertheilung der Masse ermittelt zu haben.

§ 3.

Einen andern Weg hat Bessel bei seinen berihmten ,,Unter-
suchungen (ber die Lange des einfachen Sekundenpendels*“*) einge-
schlagen, um sich von der Voraussetzung der Homogenitat der Theile
des Pendels unabhéngig zu machen und zugleich eine andere Fehler-
quelle zu eliminiren, die in Folgendem besteht. Die Drehungsachse
des Pendels wird gewohnlich durch eine Schneide gebildet, die auf
einer horizontalen Unterlage ruht. Die Schérfe der Schneide ist aber
nicht eine mathematische Linie, sondern ein schmaler Theil einer
Cylinderflache von sehr starker Krimmung; das bewirkt, dass die
Drehungsachse des Pendels nicht genau in der Ebene liegt, welche
die Schneide tragt, und nicht genau angebbar ist. Eine &hnliche
Unsicherheit bleibt bei jeder andern Aufhdngungsart des Pendels.
Bessel benutzte zwei Pendel, die aus derselben Kugel, derselben
Schneide und zwei Dréhten gebildet waren, deren Langenunterschied
mit der &ussersten erreichbaren Genauigkeit gemessen wurde. Hieraus
und aus den Schwingungsdauern der beiden Pendel liessen sich die
L&ngen der einem jeden von ihnen correspondirenden einfachen Pendel
berechnen ohne die Annahme, dass die Kugel homogen und die
Schérfe der Schneide eine mathematische Linie ware.

*) Abhandlungen der Berliner Akademie fiir das Jahr 1826.
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§ 4.

Nicht dusser Acht zu lassen ist bei Pendelversuchen der Einfluss,
den die Luft auf die Bewegung des Pendels austibt. Diesen voll-
standig anzugeben, ist eine Aufgabe der Hydrodynamik, denn er lasst
sich nicht ermitteln, ohne dass man die Bewegung bestimmt, in welche
die Luft durch das Pendel versetzt wird. Es sollen hier nur historisch
einige Angaben Uber ihn gemacht werden.

Venn ein Koérper in der Luft ruht, so Ubt diese auf seine Ober-
flache Druckkrafte aus, deren Resultante vertikal aufwérts gerichtet,
gleich dem Gewichte der verdréangten Luft ist und ihren Angriffs-
punkt in dem Schwerpunkte der verdrangten Luft hat. Durfte man
annehmen, dass bei dem schwingenden Pendel die von der Luft her-
rihrenden Druckkréfte eben so gross sind, als wenn das Pendel ruht,
so wiirde hiernach der Einfluss der Luft auf die Schwingungsdauer
sich leicht angeben lassen. Bezeichnen wir durch m' die Masse der
verdrangten Luft, durch s die Entfernung ihres Schwerpunkts von
dei’ Drehungsachse des Pendels und nehmen der Einfachheit wegen
an, dass dieser Schwerpunkt in einer Ebene mit dem Schwerpunkt
des Pendels und, seiner Drehungsachse liegt, so ware dann das
Drehungsmoment, welches auf das Pendel wirkt,

— (ms — ms) g sin>
also die Differentialgleichung seiner Bewegung

und die Lange | des correspondirenden einfachen Pendels

Diese Gleichung stellt aber nicht erschopfend den Einfluss der Luft
auf die Schwingungsdauer des Pendels dar. Man pflegt zu sagen,
dass das Pendel eine Luftmenge mit sich hin- und herfiihrt, und dass
dadurch das Tragheitsmoment des Pendels vergrossert wird. Wie
dem auch sei, iedenfalls kann man setzen

3)

wo A eine unbekannte Zahl bedeutet, die abhangig ist von der Ge-
stalt des Pendels und seiner Schwingungsdauer, sowie von der Be-
schaffenheit der Luft, nicht aber von der Masse des Pendels und
ihrer Vertheilung. Bessel bestimmte A experimentell, indem er zwei
Pendel von gleicher Gestalt, nahe gleicher Schwingungsdauer, aber
verschiedener Masse benutzte.

Bei einem Reversionspendel hebt sich der Einfluss der Luft auf
6*
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die Schwingungsdauer fort, falls die Gestalt des Pendels symmetrisch
in Bezug auf die beiden Schneiden ist. Diese Bedingung kann er-
fallt werden, obwohl die Vertheilung der Masse nicht symmetrisch
in Bezug auf die beiden Schneiden sein darf, weil sonst sl = s2 sein
wirde, welchen Fall wir ausschliessen mussten. Man erreicht den
genannten Zweck z. B. durch zwei gleichgestaltete Linsen, die sym-
metrisch an der Pendelstange angebracht sind, von denen die eine
hohl, die andere voll ist. Bei der friher gebrauchten Bezeichnung
ist dann, wenn die Gleichheit der Schwingungsdauer fiir beide Schnei-
den hergestellt ist, nach 3)

und 4)

woraus folgt

gerade so, als ob die Luft gar keinen Einfluss auslbte. Die V oraus-
setzung der Symmetrie der Gestalt des Pendels, die wir gemacht
haben, ist bei diesem Schliisse wesentlich; fénde sie nicht statt, so
hatten namlich s' und A in den beiden Gleichungen 4) verschiedene
Werthe.

§ o

Pendelversuche, die an verschiedenen Orten ausgefiihrt sind,
haben gezeigt, dass die Schwere nicht Uberall auf und in der Nahe
der Erdoberflache denselben Werth hat. Steigt man aufwarts, so
nimmt die Schwere ab. Von dieser Aenderung derselben kann man
sich Rechenschaft geben, wenn man von der Newton'schen Lehre
ausgeht, dass die Schwere eine Folge der Gravitation ist.

Zwei Massen mlund m2 die in der Entfernung rl von einander
sich befinden, Uben nach dem Gesetze der Gravitation Krafte auf ein-
ander aus, deren Potential bei passend gewdhlter Masseneinheit

ist. Wirken viele Massen w gravitirend auf die Masse /«, so hat
die auf diese ausgelbte Kraft das Potential

Wir wollen dieses Potential fur den Fall berechnen, dass die
Massen ml die Theile der Erde sind, unter der \VVoraussetzung, dass
die Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit in gleichem Abstande vom
Mittelpunkt dieselbe ist. Wir denken uns eine Masse, die mit der
constanten Dichtigkeit p den Zwischenraum zwischen zwei concen-
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frischen Kugelflachen erfillt, deren Radien R und R+ dR sind. Das
Potential dieser Masse in Bezug auf die Masseneinheit, die im Ab-
stande r von dem Mittelpunkte der Kugelflachen sich befindet, d. h.
das Potential der Kréafte, welche jene Masse auf diese Masseneinheit
austibt, ist

5)

wo die Wurzelgrosse positiv zu nehmen und die Integration in Bezug
aufw von 0 bis 21, in Bezug auf @ von 0 bis m auszudehnen ist. Die
erste Integration ist unmittelbar ausfuhrbar und die zweite wird es,
wenn man an Stelle von 9 einfiihrt

Da dann
odp — Rr sin 909

ist, so wird der Ausdruck 5), wenn man Q" den grossten, o den
kleinsten Werth von @ nennt,

Es ist aber

0 =R+
und ¢ ist gleich der positiven von den beiden Gréssen R — r und
r-R; d h esist o,=r — R, wenn der Punkt, auf den das
Potential sich bezieht, ausserhalb der Kugelschale liegt, und p = R —rr,
wenn er in ihrem Innern sich befindet. In jenem Falle ist daher
der Ausdruck 5)

in diesem — u4nRdR
Hierdurch ist bewiesen, dass das in Rede stehende Potential in Bezug
auf jeden inneren Punkt constant, in Bezug auf jeden &dusseren so
gross ist, als ob die Masse der Kugelschale in ihrem Mittelpunkte
concentrirt waére.

Bei den Uber die Erde gemachten Voraussetzungen ist daher ihr
Potential in Bezug auf einen Korper, der ausserhalb ihrer sich be-
findet, so gross, als ob ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkte con-
centrirt ware, und die Anziehung, die der Kérper von der Erde er-
fahrt, ist dem Quadrate seiner Entfernung vom Erdmittelpunkte
umgekehrt proportional. Es stimmt hiermit das Resultat Gberein,
welches die Pendelversuche in Betreff der Abnahme der Schwere bei
wachsender Hohe ergeben haben.

Den Pendelversuchen zufolge andert sich die Schwere aber auch
in der Erdoberflache oder, was dasselbe ist, im Meeresniveau. Sehr
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naherungsweise, wenn auch nicht genau, ist sie hier von der geo-
graphischen Lange des Beobachtungsortes unabhangig, aber bedingt
durch die geographische Breite. Bezeichnet man diese durch ¢ und
nimmt als Einheit der Zeit eine mittlere Sekunde, so hat man nach
den Pendelversuchen mit errosser Genauigkeit

6)

Dass die Schwere mit der geographischen Breite des Beobachtungs-
ortes sich andert, ist als eine Folge der Drehung der Erde anzusehen,
wie in der folgenden Vorlesung gezeigt werden soll.
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(Einfluss der Drehung der Erde auf die Bewegung der Korper an ihrer
Oberflache. Centrifugalkraft. Abweichung frei fallender Korper von der Loth-
linic. Foucault'scher Pendelversuch.)

§ 1

Bei der Untersuchung der Bewegung schwerer Korper haben
wir ein Coordinatensystem benutzt, welches in der Erde fest ist, und
gleichwohl die Differentialgleichungen der Bewegung angewandt,
welche ein im Raume festes Coordinatensystem voraussetzen. Da
die Erde sich bewegt, so liegt hierin eine Ungenauigkeit, die zu
heben wir nun suchen wollen. Zu diesem Zwecke missen wir zu-
sehen, welche Verdnderungen an den Differentialgleichungen der Be-
wegung anzubringen sind, wenn sie fir ein bewegtes Coordinaten-
system gelten sollen statt fir ein ruhendes. In einem besondern
Falle haben wir diese Aufgabe bereits im § 4. der vierten Vorlesung
geldst, in dem Falle ndmlich,* dass die Achsen des Coordinatensystemes
bei ihrer Bewegung dieselben Richtungen behalten; und wir haben
dort nachgewiesen, dass, wenn uberdies das Coordinatensystem mit
gleichbleibender Geschwindigkeit in derselben Richtung fortschreitet,
dieselben Differentialgleichungen gelten, als wenn das Coordinaten-
system ruht. Der Mittelpunkt der Erde bewegt sich in seiner Bahn
um die Sonne so nahe mit gleichbleibender Geschwindigkeit in un-
geénderter Richtung, dass man fir die Bewegungen auf der Erde
ohne merklichen Fehler die Differentialgleichungen, die fir ein ruhen-
des Coordinatensystem gelten, auch anwenden darf in Bezug auf ein
Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Erde
ist, und dessen Achsen im Raume feste Richtungen haben. Anders
aber, als mit der fortschreitenden Bewegung der Erde verhélt es sich
mit der Drehung um ihre Achse, die einen bemerkbaren Einfluss auf
die Bewegungen der Korper, relativ zur Erde, ausiibt. Um diesen
zu finden, denken wir uns ein System von materiellen Punkten, auf
welche beliebige Krafte wirken, und welche beliebigen Bedingungs-
gleichungen unterworfen sind; und beziehen die Lagen, welche diese
Punkte zur Zeit t haben, gleichzeitig auf zwei Coordinatensysteme,
von denen das eine im Raume ruht, das andere sich bewegt. Es
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sei w die Masse eines der Punkte, X, y, z seien seine Coordinaten,
X, Y, Z die Componenten der auf ihn wirkenden Kraft zur Zeit |
in Bezug auf das ruhende Coordinatensystem; x' y', z* X', Y' Z'
bezeichnen dieselben Grossen in Bezug auf das bewegte; endlich
seien Ox, Oy, &z virtuelle Variationen von X, y, z und &x, dy, 0z
die entsprechenden Variationen von X, y, z. Nach dem d'Alembert-
schen Principe ist dann

hi diese Gleichung fiihren wir die gestrichenen Buchstaben an Stelle
der ungestrichenen ein. Dabei benutzen wir, dass

Xox + YOy + Zdz = X'dx + Y'dy' + Z'd7'

ist, da diese beiden Ausdriicke die Arbeit derselben Kraft fur dieselbe
Verrtckung ihres Angriffspunktes darstellen; im Uebrigen flihren wir
die Rechnung nur unter der Voraussetzung, dass
X = X'c0os wt + y'sin wt
= — X sin wt + y' cos wt
z=17
ist, wo w eine Constante bedeutet, d. h. unter der Voraussetzung,
dass das bewegte Coordinatensystem mit der constanten Winkelge-
schwindigkeit w um die z - Achse in gewissem Sinne sich dreht, die
z-Achse mit der z-Achse und der Anfangspunkt des einen Systemes
mit dem des andern zusammenfallt. Aps den Gleichungen 2) folgt:
Ox = Ox'cos wt + dy' sin wt
Oy = - dxsin wt + dy'cos wt 3)
oz = 87',
ferner

und
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Hiernach wird die Gleichung 1)

4)

Diese Gleichung ist von derselben Form, wie die Gleichung 1); es
folgt aus ihr, dass man von der Drehung des Coordinatensystemes
der X, y', z absehen kann, falls man zu den Kréften (X', Y' Z"),
die auf die materiellen Punkte wirken, noch gewisse hinzufugt; die-
jenige von diesen Kréften, die sich auf den Punkt bezieht, dessen
Masse m genannt ist, hat zu Componenten

5)

Ist das System der materiellen Punkte in relativer Ruhe gegen
die Achsen der %, y, z, so ist die Ausdriicke 5)

werden dann also
mw2x', mwzy', 0.

Die Kraft, deren Componenten diese sind, ist senkrecht zur Drehungs-
achse, der z'-Achse, von dieser fort gerichtet und hat die Grdsse

Man nennt diese Kraft die Centrifugalkraft. Bei einem Systeme von
materiellen Punkten, welche ohne Aenderung ihrer relativen Lage
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um eine Achse rotiren,
kann man, um die Beziehungen zwischen den Kréften zu beurtheilen,
die auf sie wirken, von der Rotation absehen, falls man zu diesen
Kraften die Centrifugalkrafte hinzufiigt, die der Rotation entsprechen.

Dieser Satz lasst noch eine Verallgemeinerung zu, die wir ab-
leiten wollen. Wir nehmen an, dass die Bedingungsgleichungen
zwischen den Coordinaten X y; z' die Zeit nicht enthalten; die Ver-
anderungen dx, dy, dz, die x, y, z in dem Zeitelement dl erlei-
den, sind dann virtuelle Variationen von X, y, z und koénnen in
die Gleichung 4) fir ox', dy', 8z' gesetzt werden. Geschieht das,
so erhalt man
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Diese Gleichung stimmt Uberein mit einer, zu der man kommt, wenn
man die Rotation des Coordinatensystems vernachldssigt und dafur
nur die ihr entsprechenden Centrifugalkrafte einfuhrt. Ist nun ferner
die Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten X; y; z'
so gross, dass die augenblickliche Lage des Systemes durch eine Va-
riable bestimmt wird, so kann man aus 6) diese eine Variable, also
die Bewegung des Systemes berechnen. Daraus folgt, dass auch unter
den jetzt gemachten Voraussetzungen die Einfihrung der Centrifugal-
kréafte vollstandig die Beriicksichtigung der Rotation des Coordinaten-
systems ersetzt.

Dieses Resultat ist von Wichtigkeit in Bezug auf die Bewegun-
gen der Korper auf der Erde; es zeigt, dass man bei ihnen von der
Rotation der Erde absehn darf, wenn man zu den auf die Koérper
wirkenden Kréaften die dieser Rotation entsprechenden Centrifugal-
krafte hinzufligt, vorausgesetzt, dass die Lage des Systemes durch
eine Variable bestimmt ist, und dass die Bedingungsgleichungen zwi-
schen den Coordinaten in Bezug auf ein in der Erde festes Coordi-
natensystem die Zeit nicht enthalten. Die Schwere ist die Resultante
aus der Anziehung, die die Masseneinheit von der Erde nach dem
Gesetze der Gravitation erfahrt, und der aus der Rotation der Erde
entspringenden Centrifugalkraft; diese Resultante ist es, welche durch
die in der vorigen Vorlesung besprochenen Pendelversuche gemes-
sen wird.

Sehen wir nun zu, wie hiernach die Schwere der Grosse und
Richtung nach auf der Erdoberflache sich &ndern musste, wenn die

Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit
in gleichem Abstande vom Mittelpunkte
die gleiche wére. Den Abstand des be-
trachteten Kdrpers vom Erdmittelpunkte,
also den Erdradius nennen wir 77, die
nach dem Erdmittelpunkte gerichtete,
auf die Masseneinheit bezogene An-
ziehung der Erde 6,, den Winkel, den
der nach dem Korper gezogene Radius
der Erde mit der Aequatorialebene die-
ser bildet, @, und w die Winkelge-
schwindigkeit der Erde. Die z'-Achse
legen wir in die Rotationsachse der Erde, die a;-Achse in den Schnitt
ihrer Aequatorialebene mit dem Meridian des Korpers. Die Compo-
nenten der Schwere g nach den Coordinatenachsen sind dann

— (G — w2R) cosgp . 0, — Gsing.
Daraus folgt
7
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und, wenn man U die geographische Breite des Beobachtungsortes
nennt, d. h. den Winkel zwischen dem Aequator und der Vertikalen,
also der Richtung der Schwere,

8)

Bei den Voraussetzungen, die wir (ber Gestalt und Beschaffenheit
der Erde gemacht haben, ist G gleich dem Werthe, den g unter dem
Pole hat, es ist also nach der Gleichung 6) der vorigen Vorlesung,
wenn die Zeiteinheit eine Sekunde ist,

G = 9m, 8309 .
Ferner ist naherungsweise

und

daraus folgt

Dieser Bruch ist so klein, dass bei unseren Betrachtungen sein Quadrat
gegen die Einheit vernachlassigt werden kann. Geschieht das, so
geben die Gleichungen 7) und 8)

Auch y — ¢ ist hiernach sehr klein, so dass man

setzen darf, woraus dann folgt

Mit derselben Genauigkeit ist

Die erste von diesen beiden Gleichungen ist von derselben Form,
als die aus den Pendelversuchen abgeleitete Gleichung 6) der vorigen
Vorlesung; aber die Zahlencoefficienten von cos? ¢ sind in beiden
wesentlich verschieden. Der Grund hiervon liegt darin, dass die
Erde nicht, wie wir angenommen haben, eine Kugel ist; in Folge
ihrer Drehung ist sie sehr naherungsweise ein abgeplattetes Rotations-
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ellipsoid, und daher ist ihre Anziehung um so grosser, je grosser die
geographische Breite des Beobachtungsortes ist. Hierauf soll aber an
dieser Stelle nicht naher eingegangen werden.

§ 2.

Auf die relative Bewegung der Kdérper gegen die Erde (bt die
Drehung dieser im Allgemeinen noch einen andern Einfluss aus, als
den durch die Centrifugalkraft dargestellten. Es soll dieser jetzt fir
einen freien, schweren, materiellen Punkt untersucht werden.

Es seien X', y; z' die Coordinaten des Punktes zur Zeit t in
Bezug auf ein in der Erde festes Coordinatensystem, dessen z'-Achse
die Erdachse ist. Bezeichnen wir durch X', Y', Z' die Componenten
nach den Coordinatenachsen der Schwere, d. h. der Resultante aus
der Anziehung der Erde und der Centrifugalkraft, so ist dann

9)

Da in diesen Gleichungen die Coordinaten selbst nicht vorkom-
men, sondern nur ihre Differentialquotienten, so hort ihre Gultigkeit
nicht auf, wenn man die Coordinatenachsen ohne Aenderung ihrer
Richtung verschiebt; wir konnen also den Anfangspunkt in den Ort
legen, den der Punkt zur Zeit t = 0 einnimmt; die z'-Achse muss
dann parallel der Erdachse sein. Die Componenten der Schwere sind,
strenge genommen, nicht constant; wir wollen sie aber als constant
ansehn, d. h. voraussetzen, dass die Bahn, die der Punkt beschreibt,
unendlich klein gegen die Dimensionen der Erde ist. Wir bezeichnen
die Schwere durch g, die geographische Breite des Beobachtungs-
ortes durch ¢ und legen die y-Achse senkrecht zum Meridian. Gehen
die positiven Richtungen der x und der z' von der Erde fort, so
ist dann

X'=—gcosy, Y =0, Z = —gsiny. 10)

Nun soll statt des Coordinatensystemes der X, Yy, z ein neues, das
der x, y, z eingefihrt werden, so dass die y-Achse mit der y'-Achse
zusammenfallt, die z-Achse aber die Richtung der Schwere hat, also

X=0, Y=o, Z=¢
ist. Man kann dann setzen
X = —Xx'siny + z' cos |

y=y .
z= —Xxcosy —z Siny.
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Differentiirt man diese Gleichungen zweimal nach Z, so erhélt man
durch Benutzung von 9) und 10), so wie der Gleichungen

X' = —Xxsiny —zcosy, y =y

11)

Es konnen diese Gleichungen ohne weitere Voraussetzungen nach
einer bekannten Methode integrirt werden; wir wollen indessen ihre
Integrale vereinfachen durch die Annahme, dass Glieder von der
Ordnung von w2y vernachléssigt werden kdnnen. Die Anfangswerthe

von nennen wir a, B, y wir erhalten dann aus 11)
zunéchst

und bei Benutzung hiervon, nach der genannten Annahme

Dieselbe Annahme fiihrt dann weiter zu den Gleichungen
X = at + wh sin ¢. ©

Ist die Anfangsgeschwindigkeit = 0, d. h. sind a, 8. y == 0, so wer-

den dieselben
XxX=0

w<nraus folgt
12)

Ein frei fallender Korper weicht hiernach in Folge der Drehung der
Erde von der Lothlinie in einer zum Meridian senkrechten Richtung
ab). Die Abweichung findet im Sinne der Drehung der Erde, d. h.
naicli Osten hin, sfatt. Es sind hieriber von Reich in Freiberg Ver-
suche angestellt; bei diesen war

¢ =50°57', y=09m 811, x = 158m5 .
Diie Gleichung 12) ergiebt hieraus y = 27mm,5; Reich fand y = 28mm,4.
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§ 3.

Untersuchen wir nun noch die Bewegung eines einfachen Pen-
dels, das um seinen Aufhéngepunkt sich frei drehen kann, mit Rick-
sicht auf die Drehung der Erde.

Wir benutzen ein Coordinatensystem wie das, auf welches die
Gleichungen 11) sich beziehn, dessen z-Achse vertikal abwarts gekehrt
ist. Der Anfangspunkt sei die Gleichgewichtslage des schweren
Punktes des Pendels, | die Lange dieses. Es findet dann die Be-
dingungsgleichung

xXX+yl H{—=22=1
statt, und die Differentialgleichungen der Bewegung sind

13)

Ein Integral derselben findet man, wenn man sie mit dx, dy, dz
multiplicirt, addirt und integrirt; so ergiebt sich

dx? + dy? + dz2 = (2gz + H) dt?, 14)

wo H eine willkiihrliche Constante bedeutet. Um zu einem zweiten
zu gelangen, bilde man aus 13)

15)

Diese Gleichung ist im Allgemeinen nicht integrabel; sie wird es
aber, wenn wir die Voraussetzung einfilhren, dass die Schwingungen
des Pendels unendlich klein sind, was wir tliun wollen. Es seien x
und y gegen | unendlich klein von der ersten Ordnung; es ist dann
z von der zweiten Ordnung; es ist namlich

Das letzte Glied in der Gleichung 15) ist daher von der dritten
Ordnung, wéhrend die andern von der zweiten sind. Bei Vernach-
lassigung jenes erhalt man

xdy — ydx = (c — w siny (x2+ y2)) dt, IG)
wo ¢ eine neue willkiihrliche Constante bedeutet. Die Gleichung 14)

wird dabei
17)
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In 16) und 17) setze man
X=rcosh, y=rsinf,

wo dann r und 6 Polarcoordinaten des schweren Punktes bedeuten;
dadurch erhalt man

r2dé6 = (c — r2w siny) dt

Die erste dieser beiden Gleichungen wird, wenn wir

f+ twsiny =29 18)
machen,
r2dd = cdl, 19)

die zweite bei Benutzung hiervon
20)

An Stelle von Il fihren wir nun eine andere willkihrliche Constante
h durch die Gleichung

H ewsinyg =h

ein und benutzen, dass w so klein ist, dass sein Quadrat vernach-
lassigt werden kann; die Gleichung 20) wird dann

21)

Die Gleichungen 19) und 21) kdnnen leicht vollstandig integrirt wer-
den; sie stimmen Uberein mit Gleichungen, auf die man kommt, wenn
man die Drehung der Erde vernachldssigt, wie daraus hervorgeht,
dass sie w nicht enthalten, also ungedndert bleiben, wenn man w = 0
setzt. Setzt man w — 0, so wird =16, und r und -r sind die Po-
larcoordinaten des Pendelkérpers. Berlcksichtigt man die Drehung
der Erde, so sind r und 6 diese Polarcoordinaten und zwischen 0
und fr besteht die Rotation 18). Daraus geht hervor, dass die rela-
tive Bewegung des Pendels zu der sich drehenden Erde dieselbe ist,
als ob die absolute Bewegung des Pendels diejenige ware, die es
haben wiirde, wenn die Erde ruhte, die Erde aber mit der Winkel-
geschwindigkeit w sin  um die vertikale, durch den Aufhangungs-
punkt gehende Linie sich drehte.

Es ist dieses Resultat durch Versuche, die zuerst von Foucault
angestellt sind, bestétigt.



Zehnte Vorlesung.

(Relative Verschiebungen der Theile eines Kdrpers. Dilatation einer Linie,
einer Flache, eines Raumtheiles. Die Veranderung eines unendlich Kkleinen
Theiles eines Korpers ist zusammengesetzt aus einer Verschiebung, einer Drehung
und einer Ausdehnung nach drei auf einander senkrechten Richtungen. Haupt-
dilatationen. Bewegungen an der Oberfliche eines Korpers und an der Be-
ruhrungsflache zweier Korper.)

§1

Unsere bisherigen Betrachtungen haben sich auf materielle
Punkte und starre Koérper bezogen. Die letzteren dachten wir uns
als Systeme von unverdnderlich mit einander verbundenen materiellen
Punkten; die Frage, ob diese sich stetig an einander schliessen, brauch-
ten wir nicht zu erwagen, und, dass ihre Zahl unendlich gross ist,
nicht zu beachten. Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Be-
wegung von Koérpern, welche nicht starr sind, deren Theile relative
Verschiebungen erleiden; strenge genommen, findet das bei allen Kor-
pern der Natur statt. Der Ausgangspunkt dieser Untersuchung soll
die Annahme bilden, dass die Kdrper stetig ausgedehnte Materie sind,
und dass die Bewegung in ihnen sich stetig mit dem Orte &ndert.
Die Bedeutung dieser Annahme wird klarer hervortreten in den Glei-
chungen, in die wir dieselbe Ubersetzen wollen. Es seien a, b, ¢ die
Coordinaten eines materiellen Punktes eines Korpers zur Zeit t0, und
X, ¥, z die Coordinaten desselben Punktes zur Zeit t; x, y, z sind
dann Functionen der 4, stetig veranderlichen, Argumente a, b, c, t,
und zwar stetige Functionen; ein materieller Punkt des Korpers,
dessen Coordinaten zur Zeit t0

a+da, b+db, c—+ dc
sind, hat zur Zeit t die Coordinaten

x +dx, y+dy, z+ dz,
WO

ist.
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Diese Gleichungen bilden die Basis der Betrachtungen, die wir an-
zustellen haben.

Wir konnen da, db, dc als die Coordinaten zur Zeit A eines
Punktes des Korpers in Bezug auf ein Coordinatensystem betrachten,
dessen Achsen denen des bis jetzt benutzten parallel sind, dessen An-
fangspunkt aber der Punkt ist, dessen Coordinaten bis jetzt a, b, ¢
genannt wurden; die Coordinaten desselben materiellen Punktes zur
Zeit t in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem sind dann

Da da, db, dc, abgesehn davon, dass sie unendlich klein sein mussen,
willkuhrlich sind, so erlauben diese Ausdriicke die Veradnderung zu
beurtheilen, welche ein unendlich kleiner Theil des Korpers in dem
Zeitraume von t0 bis t erleidet. Das Charakteristische dieser Aus-
dricke ist, dass sie linear in Bezug auf da, db, dc sind. Bei der
Entwickelung der Folgerungen, welche hieraus fliessen, wollen wir
uns einer neuen Bezeichnung bedienen, spéater aber zu der bis jetzt
gebrauchten zurtckkehren.

8 2

&, n, { seien die Coordinaten eines materiellen Punktes eines
Korpers; dieser Korper erleide eine Veranderung der Art, dass, wenn
&", n", ¢" die Coordinaten desselben Punktes nach dieser bezeichnen,

al + allé + al2n+ al3C
al +a21& + a22n+ a23q 2)
=al +a31& + a32n+ a33(¢

ist, wo die Grossen a Constanten sind. Es soll diese Veranderung
untersucht werden.

Wir setzen dabei voraus, dass die Grdssen a nicht unendlich
sind, und dass, wenn

& =0hll (&' — al) + b2l (n"- a2) + b31(C"- a3)
n = b2 (& — Al + b2 (n"- a2) + b32({"- al) 3)
(=013 (§" —rtl) + b23(n"-a2) + b33({"- a3)
die Auflésungen der Gleichungen 2) sind, auch die Gréssen b bestimmte,
nicht unendliche Werthe haben; das erfordert, dass, wenn

all ,al2 a3
D== a1, a2, a3 4)

a3l,a32,a33
Kirchhoff, Mechanik. 7
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ist, d. h. wenn D die Determinante der Grossen all, al?, .. bedeutet,
1) nicht verschwindet. Wir wollen uns vorstellen, dass der Zustand
des Korpers stetig gedndert wird, ohne dass D verschwindet; dann
ist dasselbe immer positiv; denn es ist positiv, ndmlich = 1, wenn
die Gleichungen 2) =& n'"=n, "=

sind.

Zunachst ist ersichtlich, dass Punkte des Korpers, die urspriing-
lich in einer Ebene lagen, in einer Ebene geblieben sind; denn einer
linearen Relation zwischen &", n", &" entspricht eine lineare Relation
zwischen &, n, & und umgekehrt. Gerade Linien sind daher auch
gerade, und Parallelen sind parallel geblieben, weil &', n", & unend-
lich werden, wenn &, n, C es sind, und umgekehrt.

Die weiteren Ueberlegungen kénnen wir durch die folgende Be-
merkung ein wenig erleichtern. Die durch die Gleichungen 2) dar-
gestellte Veranderung des Korpers kénnen wir ansehn als zusammen-
gesetzt aus zweien, die nach einander bewirkt werden. Ausser den
beiden bis jetzt betrachteten Zustdnden denken wir uns einen dritten,
einen Zwischenzustand, und bezeichnen bei ihm durch &, n',  die
Coordinaten des Punktes, auf den & n, C und &', n", " sich beziehn.
Die Gleichungen 2) koénnen wir dann ersetzen durch

& =a + ¢
T =a+n 5)
"=t
und &'==allf + al2n + al3{
nN'=alé& + ) —+a23( 6)

& a3l + a32n+ a33¢

Die durch die Gleichungen 5) dargestellte Veranderung des Korpers
ist eine Verschiebung ohne Aenderung der relativen Lage seiner
Punkte und ohne Drehung, eine Verschiebung um eine Strecke, deren
Projectionen auf die Coordinatenachsen al, a2, a3 sind. Noch zu
untersuchen ist die durch die Gleichungen 6) dargestellte Veranderung,
die einen speciellen Fall derjenigen bildet, auf welche die Gleichun-
gen 2) sich beziehn.

Denken wir uns eine von dem Anfangspunkte der Coordinaten
ausgehende gerade Linie des Korpers; a, B, y seien die Cosinus der
Winkel, welche sie mit den Achsen bildet, r ihre Lange vor der
Verénderung, a, B', y', r die entsprechenden Grdssen nach derselben;
dann ist

E=ra, n=rB8, {=ry
{=ra, @r=rg =ry
also nach 6)
ra’ = r (alla + al2B + al3y)
r'e’ =r (a2la + a22B + a23y) 7)
r'y' = r (a3la + a32B + a33y)



§ 2. Lineare Veranderung eines Korpers.

Die gedachte Linie hat eine Aenderung ihrer Richtung und ihrer
Lange erfahren: den Werth von nennt man ihre Dilatation®

diese, so wie die Aenderung ihrer Richtung ist durch 7) in Verbin-
dung mit
a2 + (3 +\y2—I|

aus a, B, y zu berechnen. Parallele Linien erfahren gleiche Dilata-
tion und gleiche Richtungsanderungen, wie daraus folgt, dass ein
Parallelogramm ein Parallelogramm bleibt.

Suchen wir nun die Aenderungen der Grdsse und Richtung auf,
welche eine ebene Flache erleidet. Wir wéhlen als solche ein Dreieck,
dessen Ecken im urspriinglichen Zustande des Korpers die Coordinaten

00,0 & n; 1 &n2e2
und nach der Veranderung die Coordinaten
0,0,0  &1,n1;01  &2n2 02
haben. Neben dem benutzten Coordinatensystem fiihren wir ein zweites,
das der er, y, z, ein, von dem wir voraussetzen, dass es durch
Drehung in eine Lage gebracht werden kénnte, bei der die Achsen
der X, y, z resp. mit den Achsen der & n, & zusammenfallen wur-
den, und setzen allgemein
¢ = alx + o2y + 03z
M= Blx + B2y + 3z
(= ylx +y2y +y3z
Die .ty-Ebene soll die Ebene des genannten Dreiecks im urspring-
lichen Zustande des Korpers sein. Es ist dann

{1 = alxl + o2yl & = alx2 + a2y2
&= pix1 + B2yl B= B1x2 + B2y2
g = yIxl +y2yl Q2 =y1x2 + y2y2

daraus folgt bei Rucksicht auf die Gleichungen 6) und 7) der fiinften
Vorlesung

N1l¢2 - n2¢l = a3 (x1y2 - x2y1)

€2 — 281 = 3(x1ly2 - x2y1)

-8l — y3(x1ly2 - x2y1)
Bezeichnet man durch s die Flache des genannten Dreiecks beim ur-
springlichen Zustande des Korpers, so ist

+ 2s = xly, — X2yl
wo das Vorzeichen der linken Seite dadurch bestimmt wird, dass s
positiv ist. Nennt man ferner a, R, y die Cosinus der Winkel,
welche eine der beiden Normalen der Ebene des Dreiecks, also die
2'-Achse oder die dieser entgegengesetzte Richtung”, mit den Achsen
der & n, C bildet, so ist daher
7%
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=+ 2sa = nlQ2 — n2¢
+2sB= I§ — ¢ 8}
&+ 2sy = &In2 — &nl,
wo entweder die drei oberen oder die drei unteren Zeichen gelten.
Eine ahnliche Betrachtung in Bezug auf das Dreieck nach der Ver-
&nderung des Korpers fuhrt bei analoger Bezeichnung zu den Glei-
chungen
+ 2s'0 =nl @ — N2
+2s'B' = R — el 0)
&+ 2s'y' = g1'n2'—&2n!',
wo s' die hlache, a,3,y die Cosinus der Winkel, welche eine ihrer
Normalen mit den Achsen der & n, ¢ bildet, nach der Veranderung
bedeuten, und wo gleichfalls die 3 oberen oder die 3 unteren Zeichen
gelten. Aus 6) ergiebt sich nun

nl' {2 -n210'= (a22a33-a23a32) ( nlQ2-n2)
+ (a23a31 - a21a33) ((2&2'- (2¢1) 10)
+ (a21a32 - a22a31) (§1n2 - &2nl)

Diese Gleichung nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man die
durch die Gleichungen 3) definirten Grdssen b einfiihrt. Es ist ndmlich

wo D die Determinante der Grossen a bedeutet. Transtormirt man
mit Huilfe hiervon die Gleichung 10) und flgt die zwei Gleichungen
hinzu, die auf analogem Wege sich bilden lassen, so erhdlt man

4+ sb'= sD (blla + b12B + bi3y)
=+ s'B' = sD (b21la + b22B + b23y) 11)
=+ sy"=sD (b31la + b32p + b33y)

wo aut den linken beiten gleichzeitig das positive oder das negative
Zeichen gilt. Wir haben bereits angenommen, dass der Zustand des
Korpers stetig gedndert ist und so, dass dabei D nicht verschwand;
setzen wir noch fest, dass dabei die Normale, auf welche die Zeichen
a, B, y sich beziehn, nicht gewechselt wird, so gilt das positive Zei-
chen, denn dieses gilt am Anfange der Veranderung, und es kann
nicht wechseln, da die linken Seiten der Gleichungen 11) nicht gleich-
zeitig verschwinden konnen; geschahe das namlich, so misste ' = 0
sein, wahrend s von Null verschieden ist; d. h. es mussten 3 Punkte
des Korpers, die urspriinglich nicht auf einer geraden Linie lagen,
nach der Verdnderung auf einer solchen sich befinden. Man hat daher
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s'a'= sD (blla + b12p3 + b13y)
s'B'= sD (b21a + b22p + b23y) 12)
s'y'= D (b31a + b32B + b33y)
Aus diesen Gleichungen ist die Richtungséanderung und die Dilatation
der gedachten Flache zu berechnen; mit diesem Namen belegt man

den Werth von Sie gelten dbrigens nicht allein fir ein

Dreieck, wie wir es betrachtet haben, sondern fir jeden Theil seiner
Ebene, weil dieser sich durch Addition und Subtraction aus solchen
Dreiecken zusammensetzen l&sst. Sie gelten auch fur parallele Flachen,
weil parallele und gleich lange Linien parallel und von gleicher
Lénge bleiben.

Wir suchen endlich die rdumliche Dilatation, welche der durch
die Gleichungen 6) dargestellten Veréanderung des Korpers entspricht,
auf. Zu diesem Zwecke denken wir uns in dem Korper in seinem
ursprunglichen Zustande einen durch zwei senkrechte Querschnitte
begrenzten Cylinder; s sei die Grundflache, r die L&nge der Achse,
o, B, y die Cosinus der Winkel, welche eine der beiden Richtungen
dieser mit den Coordinatenachsen bildet. Nach der Veranderung ist
der Cylinder ein schiefer geworden; es sei nun s' die Grundfléche, r'
die L&nge der Achse; es sollen ferner o, B',y" sich auf die Normale
der Grundflache, a", B", y" sich auf die Richtung der Achse beziehen.
Es gelten dann die Gleichungen 12), und nach 7) ist

ra" = r (alla + al2B + al3y)
r'g" =r (a2la + a22p + a23y)
ry" = r (a3la + a32p + a33y) .

Diese Gleichungen multipliciren wir der Reihe nach mit den Glei-
chungen 12) und addiren die Produkte. Bezeichnen wir das Volumen
des Cylinders vor der Aenderung durch r, nach derselben durch T,
so haben wir

T=rs

T =rs (aa" + B'B"4f
Wir beachten ferner, dass nach der bei 3) gegebenen Definition
der Grossen b die Gleichungen 3) identische werden muissen, wenn
man in sie die Werthe von &', n", (" aus 2) substituirt; daraus er-
geben sich neun Relationen zwischen den Grdssen a und b, in Folge
deren die auf dem angegebenen Wege gebildete Gleichung

T, =1D 13)
wird. Die raumliche Dilatation, d. h. ist also =D — 1; und

das gilt nicht allein fur einen Cylinder, sondern fur jeden Theil des
Korpers, weil jeder Theil desselben sich aus Cylindern zusammen-
setzen l&sst.
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Wir knipfen hier eine Bemerkung an, auf die wir uns spéter
beziehen wollen. Es seien

&, n1
&2, n2, @2
&, n3 3
die Coordinaten dreier Punkte des Korpers vor der Veranderung und

&, onr o
&2', n2, 2
&3, n3 3
die Coordinaten derselben Punkte nach dieser; es gelten dann die
Gleichungen, die aus 6) entstehen, wenn man den Zeichen & n, (
&, N C den Index 1 oder 2 oder 3 giebt. Der 6fache Inhalt des
Tetraeders, welches diese 3 Punkte und den Anfangspunkt der Coor-
dinaten zu Eckpunkten hat, vor oder nach der Verdnderung ist gleich
dem absoluten Werthe der Determinante jener oder dieser 9 Coordi-
naten. Nach 13) ist das Verlidltniss der beiden Determinanten da-
her = &+ D; es ist = + D, da es mit D der Einheit gleich wird,
wenn die Verdnderung verschwindet. Setzt man fir D seinen Werth
aus 4), so erhalt man daher

o @ &L n1 u all, a12 al3
€, n2, @ = 202 0 = a1 322 g3
&, n3 & &, n3 B a3l a2 a3l

Diese Gleichung, die von der Bedeutung unabhéngig ist, die wir den
Zeichen &, n, C, & n, & gegeben haben, und nur erfordert, dass zwi-
schen diesen die Gleichungen bestehen, die nach dem Muster der
Gleichungen G) zu bilden sind, spricht einen bekannten Satz der
Determinantentheorie aus.

§ 3.

Wir haben die durch die Gleichungen 2) dargestellte VVeranderung
eines Korpers angesehn als zusammengesetzt aus zweien, die durch
die Gleichungen 5) und 6) dargestellt sind, und von denen die erste
in einer Verschiebung besteht. Wir werden nun zeigen, dass die
zweite zerlegt werden kann in eine Drehung des Korpers um den
Anfangspunkt der Coordinaten und in eine Verdnderung, die wir
eine Ausdehnung in drei auf einander senkrechten Richtungen nennen
wollen.  Wir fuhren neben dem Coordinatensystem der & n, { ein
zweites mit demselben Anfangspunkte ein und nennen X, y, z die
Coordinaten eines materiellen Punktes des K&rpers in seinem urspriing-
lichen Zustande in Bezug auf dieses. W.ir denken uns den Zustand
desselben nun so gedndert, dass, wenn X; y' z' die neuen Coordinaten
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des ndmlichen materiellen Punktes in Bezug auf dasselbe Coordina-
tensystem sind,

X' = I X
y = u2y 14)
Z' = p3z

sist, wo i, p2, u3 positive (konstanten sein sollen. Diese Veranderung
belegen wir mit dem Namen einer Ausdehnung in den Richtungen
der x, y, z. Sie hat das Eigenthimliche, dass die Theilchen, die
urspringlich auf einer der Achsen lagen, auf derselben geblieben
sind. Die Dilatationen, die in den Richtungen der Achsen statt-
gefunden haben, nennen wir die Hauptdilaiationetr, ihre Gréssen sind
pMo— 1, p2 — 1, u3 — 1 Nachdem diese Ausdehnung stattgefunden
hat, denken wir uns den Korper um den Anfangspunkt der Coordi-
naten gedreht und stellen uns vor, dass die Achsen der x, vy, z diese
Drehung mitmachen. Die Coordinaten in Bezug auf sie des betrach-
teten materiellen Punktes &ndern sich durch diese Drehung dann
nicht, sondern bleiben X', y', z. Nun seien die Coordinaten dessel-
ben materiellen Punktes in Bezug auf das System der & n, & im ur-
springlichen Zustande des Korpers &, n, £ und nach der Ausdehnung
und Drehung &, n; - es seien ferner die Cosinus der Winkel, welche
die Achsen der x, y, z mit den Achsen der & 1, { bilden vor der
Drehung

al Bl y1

a B2 v

a3 B3 y3,

al® g1 y1'

a2 p2' y2'

03 B3 3
so dass, gemass der friiher gebrauchten Bezeichnungsweise, die Buch-

staben a, B, y den Zeichen & n, ¢ die Indices 1, 2, 3 den Zeichen
X, Y, Z resp. entsprechen. Es ist dann

=i+ Ny &
y = 028 + f32n + y2 15)
z = a3¢ 4- 3n = y3n

nach der Drehung

und
¢ =ux~ + iy + 37
n' =B1'x', + B2y +B3'z' 16)
¢ =yIx, = y2y = y3' 7"
Substituirt man in 16) die Werthe von X y; z; aus 14) und dann
fur x,y, z ihre Werthe aus 15), so erhdlt man

www.rcin.org.pl
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& = ¢ (olalyl + o2a2p2+ a3a3p3) + n(Blalpl + 2a2u2+p303u3)

+ { (ylolpl + y202u2+y303u3)
nN'= ¢ (a1B1pl + a2p2p2+ a3P3u3) + n (BLPLYL + B2p2u2+ B3R3u3)

+ (y1B1pl + y2B2u2+y3p3u3) 17)
¢ = & (alylpl + a2y2p2+ a3y3p3) + n (Blylpl + B2y2u2+ B3y3u3)

+ { (ylylpl + y2y2u2+y3y3u3)
Diese Gleichungen sind von derselben Form, als die Gleichungen 6);
sie lassen sich mit diesen identisch machen durch passende Bestim-
mung der 18 Grdssen a, B, y und der 3 Grdssen p; man hat dazu
die 9 Gleichungen, welche die Gleichheit der Coefficienten in den
Gleichungen 6) und 17) aussprechen und die 12 Relationen, welche
zwischen den Grossen a, B, y bestehen. Hieraus folgt dann, dass,
wie behauptet wurde, eine jede durch die Gleichungen 6) dargestellte
Veranderung des Korpers als zusammengesetzt aus einer Drehung
und einer Ausdehnung, wie sie durch 14) dargestellt ist, angesehen
werden kann.

Wie die Grdssen a, B3, y, U, berechnet werden konnen, lehrt die
folgende Betrachtung. Nehmen wir an, dass zwischen &, n, ( die
Relation

2 +n2+ =1 18)
besteht, d. h. betrachten wir materielle Punkte des Korpers, welche
urspringlich auf einer mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt der
Coordinaten beschriebenen Kugel liegen; die Gleichungen 6) ergeben
dann, wenn man die Zeichen b in der bei 3) angegebenen Bedeutung
gebraucht, zwischen &, n', ¢ die Relation

(DL1E' + b21ny + b317)2 + (b128' + b22n' + b227)2 + (b13E + b23n' + b337)2 =L; 19)

das ist die Gleichung einer Oberflaiche zweiten Grades, und zwar
eines Ellipsoids, da, wenn man

E=ra nN=rB C=ry
setzt, sie bei allen Werthen von ‘a, ', y' reelle, endliche Werthe
von r giebt. Auf diesem Ellipsoid liegen also die betrachteten Theil-
chen nach der durch 4) dargestellten Veranderung. Aus der Glei-
chung 18) folgt nun wegen 15)
X2 +yl+2z22=1
und weiter bei Rucksicht auf 14)

Bei der Lage, welche die Achsen der X, y, z nach der Drehung
haben, die wir als einen Theil der in Rede stehenden Veranderung
betrachten, stellt diese Gleichung also dasselbe Ellipsoid als die Glei-
chung 19) dar. Suchen wir mit Hilfe der letzteren die Hauptachsen
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desselben, so haben wir m ihren halben L&ngen die Werthe von
pl, p2, p3, in den Cosinus der Winkel, die sie mit den Achsen der
¢, n, C bilden, die Werthe der o', ', y'. Nimmt man

N+m+02=1
an, so bildet man in ahnlicher Weise

(al1€ + al2n +al3()2 + (a21& + a22n + a23()2 + (a31€ + a32n + a33()2=1
und MI2x2 + p22y2 +u32z2= |

als Gleichungen eines zweiten Ellipsoids, falls die Achsen der X, Y, z
die Lage haben, die sie vor jener Drehung besitzen Die Halbachsen

desselben haben die Langen und die Cosinus der Winkel,

die sie mit den Achsen der & n, U bilden, lehren die Werthe der
a, B, y kennen.

§ 4.

Berechnen wollen wir die Drehung und die Gréssen und Rich-
tungen der Hauptdilatationen, welche den Gleichungen 6) entsprechen,
nur in dem Falle, dass die ganze Veradnderung unendlich Klein ist.
Es missen die Hauptdilatationen pl — 1, p2 — 1, p3 — 1, die wir
nun Z1, A2, A3 nennen wollen, dann unendlich klein sein und ebenso

die Differenzen
¢ —a B —0B, vy —v,

oqa, of3, oy

bezeichnen wollen, fir die Indices 1, 2, 3. Nach den Relationen,
die zwischen den Grossen a, B, y bestehen, werden daher die Glei-
chungen 17) bei Vernachldssigung unendlich kleiner Gréssen hoherer
Ordnung
¢ — E=T(all+a22A+ 032\ aldolt 2002+ a3da3)
+n(alB1A + a2B2A + a3R3A+ B1oal+ R2502+ R3603)
+ { (alylA + a2y2A + a3y3A+ y1dal+ y2d02+ y3603)
N —n= & (BR12A + 322\ + RB32A+ R1oR1+ R25R2+ R3OR3I)
+n (BLalA + B202A + R303A+ a1dB1+ a26R2+ a306R3)
+ C(BLy1A + B2y2A + R3y3A+ y1oR1+ y25R2+ y35iR33)
¢ —C=¢(ylalA + y202A + y3a3A+ aldyl+ a2dy2+ a3dy3)
+N(Y1IBIA + y2B2A + y3R3A+ R1dyl+ R2dy2+ R3dy3)
+{y12\ + Y22\ + y32A+ y1oyl+ y20y2+ y3dy3)
Durch Variation der Relationen zwischen den Grdssen o, B, y erhalt
mian 6 Relationen zwischen den Gréssen a, B, 7, da, dB3, dy, welche
inn § 2. der funften Vorlesung nach Aufstellung der Gleichungen 10)
angegeben sind. In Folge derselben giebt die Vergleichung der
Gleichungen 20) mit den Gleichungen 6)

die wir durch

20)



all — 1 = al2M + a2\ + oB2A3
a2 — 1 = BI2\L + B22AL + B32A3

a% — | = yI2A1 + y22\1 + y32A3 21)

An dem angefiihrten Orte ist gezeigt, dass die Grossen

B1dyl + B20y2 + B3dy3, yloal + y2d02 + y3da3, alofl + a26B2 + a3dp3

die dort mit ', X', o0 bezeichnet wurden, die Componenten der
Drehung nach den Achsen der & n, C sind. Durch Vergleichung
der Gleichungen 20) und 6) findet man daher als die Wertlie dieser
Componenten

22)

Die Wertlie der Gréssen a, B, y, A ergeben sich durch die folgende
Betrachtung. Aus den Gleichungen 21) findet man leicht bei Rick-
sicht auf die Relationen zwischen den a, B, y

23)

Da nun al, B, y! nicht gleichzeitig verschwinden kénnen, weil die
Summe ihrer Quadrate = 1 ist, so muss die Determinante dieser
Gleichungen verschwinden; d. h. es muss Al eine Wurzel der cubi-
schen Gleichung

all-1- A,
a22 - 1- A =0 24)
a33-1- A

sein. Die Gleichungen 23) bleiben aber auch gultig, wenn man den
Index 1 mit dem Index 2 oder 3 bei den Zeichen a, B, y, A ver-
tauscht, woraus dann folgt, dass Al, A2, \3 die 3 Wurzeln der Glei-
chung 24) sind. Hat man eine derselben fiir Z gewahlt, so bestimmen
die Gleichungen 23) die Verhéltnisse von al, Bl, y1; man findet diese
Grossen selbst bis auf das Vorzeichen einer, welches willkihrlich bleibt,
durch Hinzuziehung der Gleichung

ol + BI2+y12 = 1
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Auf ahnliche Weise ergeben sich die Werthe von a2, 2, y2 und

a3, B3, y3. Auch die Vorzeichen einer der Grdssen a2, 2, y2 und

einer der Grdssen a3, f.,, y3 kdnnen noch willkihrlich gewéhlt werden.
Wir merken an, dass die rdumliche Dilatation

SPLP2U3— 1 = (1L +A) 1 +A) 1+ A3) — 1 =M +A2 8
also nach den 3 ersten der Gleichungen 21)

o = all-1+a22-1+a33-1 25)
ISt

§ 5.

Wir kehren nun zuriick zu der in § 1. entwickelten Vorstellung
und der dort gebrauchten Bezeichnung. Aus den gewonnenen Re-
sultaten ist zu schliessen, dass die Verénderung, welche irgend ein
Tlieil des Koérpers, dessen sammtliche Dimensionen unendlich klein
sind, bei seiner Bewegung in irgend einem Zeitraume erleidet, ange-
sehen werden kann als zusammengesetzt aus einer Arerschiebung,
einer Drehung und einer Ausdehnung, wie sie durch die Gleichungen 14)
charakterisirt ist. Die Componenten der Verschiebung sind

X—a y—b z-c
der materielle Punkt, der bei der Drehung und der Ausdehnung keine
Verrickung erféhrt, ist derjenige, dessen urspriingliche Coordinaten
a, b, ¢, dessen Coordinaten nach der Verédnderung also X, y, z sind.
Die Componenten der Drehung, die Grossen und Richtungen der

Hauptdilatationen, wie alle Dilatationen, die stattgefunden haben,
findet man aus den dafiir aufgestellten Formeln, wenn man in ihnen

26)

setzt.

Die Veranderung, welche der betrachtete Tlieil des Korpers in
einem Zeitelement dl erleidet, ist unendlich klein; auf sie koénnen
daher die Formeln eine Anwendung finden, welche in § 4. entwickelt
sind. Um diese Anwendung zu machen, nennen wir X, y, z, was
wir bisher «, b, ¢ nannten, und schreiben x+ dx, y +dy, z dz
for X, y, z; zugleich setzen wir

dx = udt, dy = vdt, dz = wdt,

d. h. wir bezeichnen durch w, v, w die Componenten der Geschwin-
digkeit, welche zur Zeit t im Punkte (X, y, z) stattfindet; die Glei-
chungen 26) werden dann
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27)

Den Ausdriicken 22) zufolge sind daher die Componenten der Drehungs-
geschwindigkeit im Punkte X, y, z zur Zeitt

28)

und nach 25) ist die rdumliche Dilatation, die in dem Zeitelemente
dl hier vor sich geht,

29)

§ 6

Wir wollen nun eine Ueberlegung anstellen, die sich auf die
Oberflache des bewegten Korpers bezieht, und beweisen, dass (unter
der Voraussetzung der Stetigkeit der Bewegung) diese immer von
denselben materiellen Punkten gebildet wird. Denken wir uns einen
materiellen Punkt, der in einem Augenblick nicht in der Ober-
flache liegt, und betrachten einen Theil des Korpers, der in diesem
Augenblick eine um P beschriebene, unendlich kleine Kugel ist. Nach
unseren Betrachtungen ist dieser Theil in jedem andern Augenblick
ein Ellipsoid, dessen Mittelpunkt P ist. Daraus geht hervor, dass ein
materieller Punkt, der einmal nicht in der Oberflache liegt, nie in
dieser sich befindet, und hierdurch ist jene Behauptung mit anderen
Worten ausgesprochen. Um dieselbe analytisch auszudriicken, schrei-
ben wir die Gleichung der Oberflache zur Zeit |

f(x,y,z,t) =0 30)
und fassen einen materiellen Punkt ins Auge, der zur Zeit t in der
Oberflache liegt; derselbe liegt dann auch zur Zeit t + dl in ihr;
d. h. wenn £ =0 ist, so ist auch die Aenderung = 0, die f erfahrt,
wenn t um dl wachst und gleichzeitig X, y, z um udt, vdt, icdt
wachsen; es ist dann also

31)

Die Oberflache eines Korpers besteht aus den Flachen, in denen
er andere Korper bertihrt. Es sei 30) die Gleichung einer solchen
Flache und es seien ul, vl, wl und u2, v2, w2 die Componenten dei'
Geschwindigkeit am Orte (X, Yy, z) in dem ersten und in dem zweiten
Korper; die Gleichung 31) giebt dann
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und

Zieht man diese Gleichungen von einander ab, bezeichnet durch n
eine von den beiden Richtungen der Normale der Flache im Punkte
(X, y, z) und benutzt, dass dann

ist, so erhalt man

ul cos (nx) +v1 cos(ny) + wl cos (nz)

= u2 cos (nx) + V2 cos (ny) + cos (nz); 32)

eine Gleichung, welche ausspricht, dass die Componente der Ge-
schwindigkeit nach der Normale der Grenzflache fir beide Korper
denselben Werth hat.

Wir kodnnen es als moglich annehmen, dass auch in einem Korper
eine Flache vorhanden ist, an der die Geschwindigkeit sprungweise
sich &ndert; wir haben dann die beiden Theile, in welche die Flache
(die, wenn sie ungeschlossen ist, in beliebiger Weise zu einer ge-
schlossenen erganzt werden kann) den Korper theilt, wie zwei Korper
zu betrachten. Auch dann muss die Gleichung 32) gelten.
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(Druckkrafte. Abhéangigkeit der Druckcomponenten von der Dichtung und
dem Orte des Flachenelementes, auf welches sie sich beziehn. Gleichheit des
Druckes auf beiden Seiten der Bertihrungsflache zweier Korper. Innere Kréfte.
Werthe der Druckcomponenten bei Flussigkeiten und elastischen festen Kdrpern.)

§ i.

Fur die Einfachheit der Darstellung der Bewegungen der Korper
ist es von Nutzen neben den Kréften, welche wir bisher allein zu
betrachten gehabt haben, und welche auf die Theile eines Kdorpers
wirken, andere einzufiihren, welche auf die Theile seiner Oberflache
ausgelibt werden. Man nennt diese Drucke oder Druckkrafte. Der
Druck, der auf ein Element der Oberflache eines Korpers wirkt, ist
gleichartig mit der bewegenden Kraft, welche auf einen materiellen
Punkt ausgetbt wird; ihm kommt eine gewisse Grosse und eine ge-
wisse Richtung zu; wir werden bei einem Drucke von seiner Com-
ponente nach einer gewissen Richtung, seinem Drehungsmoment in
Bezug auf eine gewisse Achse, seiner Arbeit flr eine gewisse Ver-
rickung seines Angriffspunktes in demselben Sinne sprechen, wie bei
einer Kraft der Art, die wir bisher allein betrachtet haben. Mit der
Grosse des Flachenelements, auf welches der Druck bezogen wird,
ist derselbe proportional.

Den so verallgemeinerten Begriff der Kraft werden wir eben so
wenig vollstdndig zu definiren versuchen, als wir es friher mit dem
specielleren gethan haben; wir wollen allein feststellen, was man
Uber die Bewegung eines Korpers aussagt, wenn man die Krafte an-
giebt, die auf seine Theile, und die Druckkrafte, die auf die Theile
seiner Oberflache wirken.

Fur ein System materieller Punkte, die irgend wie so mit ein-
ander verbunden sind, dass eine Verschiebung in jeder Richtung und
eine Drehung um jede Achse ohne Aenderung der relativen Lage
moglich ist, gelten die in den 88 3. und 5. der vierten Vorlesung
entwickelten Satze von der Bewegung des Schwerpunkts und Flachen-
sdtze. Einen Korper betrachten wir als ein solches System mate-
rieller Punkte. Der Ausspruch, dass auf die Theile eines Korpers
gewisse Krafte, auf die Theile seiner Oberflache gewisse Druckkrafte
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wirken, soll gleichbedeutend mit den 6 Gleichungen sein, welche die
Satze von der Bewegung des Schwerpunkts und die Flachensatze aus-
dricken, wenn man jene Krafte und Druckkréafte als die einzigen
wirkenden Krafte in Rechnung bringt.

Es sei dt ein Element des Volumens des Korpers, p die Dich-
tigkeit dieses Elements,

uXdt, pyYdr, pZdt

seien die Componenten der darauf wirkenden Kratt, 1Zs ein Element
der Oberflache, n die nach dem Innern des Korpers gerichtete Nor-

male desselben,
Xnds, Ynds, Znds

die Componenten des darauf wirkenden Druckes, X, y, z die Coor-
dinaten eines Punktes von dt oder von ds und endlich

die Componenten der Beschleunigung dieses Punktes. Nach der eben
gegebenen Definition und nach den Gleichungen 3) und 9) der vierten
Vorlesung ist dann

und

§ 2.

Ein jeder Theil eines Kdrpers ist selbst ein Korper, auf den die
Gleichungen 1) und 2) angewandt werden konnen. Daraus folgt, dass
die Zeichen Xn¥n Zn auch fur jedes Flachenelement im Innern
eines Korpers eine Bedeutung haben missen. lhre Werthe werden
von dem Orte des Flachenelementes und von der Richtung seiner
Normale n abhéngig sein. Die Abhangigkeit von der letzteren finden
wir., wenn wir die Gleichungen 1) fur einen Theil des Kdrpers bilden,
dessen sdmmtliche Dimensionen unendlich klein sind. Gesetzt, diese
seien unendlich klein von der ersten Ordnung: dann sind die Integrale

und _ruth,
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die Endlichkeit der Krafte, wie der Beschleunigungen vorausgesetzt,
unendlich klein von der dritten Ordnung; das Integral

Jﬁinds
wirde aber von der zweiten Ordnung unendlich klein sein, wenn
nicht bei alleiniger Ricksicht auf die Glieder niedrigster Ordnung

IXndsz 0 3)

ware. Es muss daher die Gleichung 3) bestehn. Wir wollen die-
selbe auf ein unendlich kleines Tetraeder anwenden, bei welchem die
nach Innen gerichteten Normalen dreier Seitenflichen den Coor-
dinatenachsen parallel sind. Das Zeichen Xn soll fur die 4te Seiten-
fliche beibehalten, die entsprechenden Grdssen fur die anderen aber
Xx, Xy, Xz genannt werden. Ist s die Grosse der 4ten Seitenflache,
so sind die Grossen der 3 andern

—scos(nx) — scos (ny), — scos (nz),
die Gleichung 3) wird daher bei Fortlassung des Factors s
Xn = Xx cos (nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz). 4)
In Folge dieser Relation wird die Gleichung 3) fir jeden Theil des

Korpers, dessen sammtliche Dimensionen unendlich klein sind, er-
fullt, da

ﬁs cos (Nnx) = 0, _r ds cos (ny) =0, _r dscos(nz) =0 )

ist. Diese Gleichungen ergeben sich leicht aus dem folgenden Satze,
von dem wir mehrmals Anwendungen zu machen haben werden:

Ist V eine eindeutige, stetige Function der Coordinaten X, y, z
eines Punktes eines begrenzten Raumes, dt ein Element dieses Raumes,
ds ein Element seiner Oberflache und n die nach dem Innern de3
Raumes gerichtete Normale von ds. so ist

Die Richtigkeit dieser Gleichungen sieht man ein, wenn man in ihren
linken Theilen dxdydz fir dt setzt und die Integration nach
X, y oder z ausfihrt. Man braucht in ihnen nur V =1 zu setzen,
um die Gleichungen 5) zu erhalten.

Der Gleichung 4) kann man zwei ahnliche, auf demselben Wege
abzuleitende, hinzufugen; so dass man hat
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Xn = Xx cos (nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz)
Yn = Yx cos (nx) + Yy cos (ny) + Yz cos (nz) 7
Zn = Zx cos (nx) + Zy cos (ny) + Zz cos (nz).

Die 9 Grossen XX, Xy. . die hier auftreten, sind Functionen von
X,Y,z, die wir als im Allgemeinen einwerthig und stetig annehmen;
nur in einzelnen Flachen, in den Berihrungsflachen verschiedener
Korper, sollen sprungweise Aenderungen derselben eintreten kdnnen.
Far irgend einen Theil eines Korpers ist dann nach den Gleichungen
4 und 6)

und daher wegen der ersten der Gleichungen 1)

Da diese Gleichung fir jeden Theil des Korpers gelten soll, so muss
der Factor von dr unter dem Integralzeichen verschwinden. Zu der
Gleichung, die so erhalten ist, lassen sich wiederum zwei &hnliche
hinzufiigen, so dass wir erhalten

8)

Setzt man die hierdurch gegebenen Werthe von und m
die erste der Gleichungen 2), benutzt, dass in Folge von 6)

ist, und bertcksichtigt die beiden letzten der Gleichungen 7), so er-

halt man
I(YZ — 2Zy)dt =0

Kirchhoff, Mechanik. 8



114 Eilfte Vorlesung.

Hieraus folgt
Yz = 2Zy.

Dieser Gleichung lassen sich zwei &hnliche hinzufligen, so dass

man hat
X ZZNy Ix=Xz Xy=Yx 9)

§ 3.

Der Druck, den ein Flachenelement erféhrt, ist im Allgemeinen
schief gegen dieses gerichtet; doch giebt es fiir jeden Ort drei auf
einander senkrechte Flachenelemente, die senkrechte Drucke erleiden.
Zu diesem Resultate fihrt- die folgende Betrachtung.

Es sei n die Normale eines Flachenelementes, auf welches ein
senkrechter Druck wirkt, und p die Grésse dieses Druckes; dann ist

Xn=p cos (nx), Yn=pcos (ny), Zn=p cos (nz),
also nach 7)
(Xx — p) cos (nx) + Xy cos (ny) + Xzcos (nz) =0
Yx cos (nx) + (Yy — p) cos (ny) + Yz cos (nz) =0 10)
Zx cos (nx) + Zy cos (ny) + (Zz — p) cos (nz) = 0.
Diese Gleichungen in Verbindung mit
cos? (nx) + cos2 (ny) + cos? (nz) =1
bestimmen die 4 Unbekannten p, cos (nx), cos ny), cos (nz) - Sie
sind wegen der Relationen 9) dieselben als diejenigen, auf welche
man gefiihrt wird, wenn man Lange und Richtung einer Halbachse
der Flache zweiten Grades sucht, deren Gleichung
XXQ + Yynl + Zz8 + 2Yzn{ + 2Zx{E + 2Xyén = | 11)

ist, wenn &, n, ( die Coordinaten eines Punktes bedeuten. Bezeichnet
man némlich durch @ die Lange des radius vector, der mit den Coor-
dinatenachsen Winkel bildet, deren Cosinus a, 3, y sind, so dass
§=oga, V=opB &=y
ist, so wird die Gleichung 11)
Xxa2 + YyP2 + Zzy2 + 2YzRy + 2Zxya + 2XyaB. 12)
Man findet die Halbachsen der Fléche, indem man die Maxima und
Minima des Ausdrucks von unter der Bedingung
R+RL+yl—1=0
sucht. Hierzu dienen die Gleichungen
XX =A)a + XyB + Xzy =0

Yxa+ (Yy — N) B+ Yzy =0 13)
Zxa + ZyB + (Zz — N) y =0,
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die fr A die cubische Gleichung
Xx — A Xy Xz
XX Yy - A Yz 0
ZX Zy, Z1 - A\

ergeben. Die 3 Wurzeln derselben entsprechen den 3 Halbachsen
und sind den reciproken Quadraten dieser gleich, wie man sieht,
wenn man die Gleichungen 13) mit a, 3, y multiplicirt, addirt und
das Resultat mit 12) vergleicht. Die Gleichungen 10) werden aber
identisch mit den Gleichungen 13), wenn man

p=A cos (nX) = a, cos (ny) =R, cos (nz) =y

setzt. Daraus folgt, dass die Hauptachsen der Flache 11) die Nor-
malen von Fl&chenelementen sind, die senkrechte Drucke erleiden.
Die Grossen dieser Drucke sind den reciproken Quadraten der Halb-
achsen dieser Flache gleich. Man nennt sie die Hauptdrucke; ihre
Richtungen die Hauptdruckachsen.

Bezeichnet man die Hauptdrucke durch pl, p2. pA und die Cosinus
der Winkel, welche die Hauptdruckachsen mit den Coordinatenachsen
bilden, durch a, B, y mit den Indices 1, 2, 3, so ist, wie aus den
Gleichungen 13) in Verbindung mit den Relationen folgt, welche aus-
sprechen, dass die Hauptachsen einer Flache zweiten Grades senkrecht
auf einander stehen,

XX = plol? +p2a22 + p3a3l

Yy = plR12 +p2R22 + p3R32

Zz=plyl2 +p2y22 + p3y32 14)
Yz = Zy = plRlyl +p2R2y2 + p3R3y3
Zx = Xz==p1lRlal + p2R202 + p3R3a3
Xy Yx = plalfl + p2a2p32 + p3a3R3.

§ 4.

An der Beruhrungsflache zweier Korper konnen die Druckcom-
ponenten Xx, Xy . . Springe erleiden; bedeutet n eine Normale der
Beruhrungsflache, so sind aber Xn, Yn. Zn stetig, vorausgesetzt, dass
auf die Theile der Korper an der Berthrungsflache nicht unendlich
grosse Kréfte wirken. Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten
wir einen beliebigen, endlichen Theil der Berthrungsflache, denken
uns in allen Punkten dieses die Normalen nach beiden Seiten hin
gezogen und auf ihnen Strecken von der unendlich kleinen Lénge ¢
abgetragen. Auf den Raum, den diese Strecken erfiuillen, wenden wir
die Gleichungen 1) an. Die hier vorkommenden, nach dt zu neh-
menden Integrale sind unendlich klein von der Ordnung von g; die

nach ds zu nehmenden Integrale miissen von derselben Ordnung un-
8*
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endlich klein sein; hierzu ist erforderlich, dass die Werthe von
Xn, Yn, Zn auf beiden Seiten der Berihrungsflache keine endlichen
Unterschiede haben. Bei diesem Schlusse ist zu beachten, dass,
wahrend in den Gleichungen 1) unter n die nach dem Innern des
betrachteten Raumes gerichtete Normale von ds verstanden wurde,
wir hier n als eine der beiden Normalen eines Elementes der Be-
rihrungsflache definirt haben; die Folge davon ist, dass n auf der
einen Seite der Beruhrungsflache hier und dort dieselbe Bedeutung
hat, auf der andern aber entgegengesetzte Richtungen bezeichnet.

8 5.

Als wir in der zweiten Vorlesung die Lagrange sehen Differential-
gleichungen der Bewegung fir ein System discreter materieller Punkte
aufgestellt hatten, leiteten wir in der dritten aus diesen das d’Alem-
bert'sche Princip und hieraus das Hamilton’sche ab. Mit den Diffe-
rentialgleichungen, die wir nun fir die Bewegung eines Korpers an-
gegeben haben, wollen wir Operationen vornehmen, welche denen
entsprechen, die uns dort zu dem Hamilton'schen Principe gefiihrt
haben. Wir bezeichnen, wie bisher, durch X, y, z die Coordinaten
eines gewissen materiellen Punktes des Korpers zur Zeit t und nennen
dx, dy, dz die Componenten einer unendlich Kkleinen, virtuellen
Verriickung dieses Punktes. Virtuelle Verrickungen sind hier ganz
beliebige, die nur stetig mit dem Orte sich &ndern mussen. Wir
multipliciren die Gleichungen 8) mit ot, dy, oz, addiren sie, multi-
pliciren dann mit dem Element des Raumes, den der Korper zur
Zeit t einnimmt, dt, und integriren Uber diesen Raum. Wir be-
ziehen dabei dx auf einen gewissen Complex von materiellen Punkten,
dessen Masse wir dm nennen, so dass

pdx = dm 15)
ist.  Wir benutzen, dass

und transformiren in entsprechender Weise die 8 &hnlichen Glieder
Es tritt dann bei Benutzung der Gleichungen 6) und 7) die Summe

ﬁm (Xdx + Yoy + Zdz) + I ds (Xndx + Yndy + Zndz) 1)

auf, wo ds ein Element der Oberflache des Kdorpers bedeutet; diese
Summe ist die Arbeit, welche die Krafte und Druckkréafte, die auf die
Theile und die Oberfliche des Kérpers wirken, bei der gedachten
Verriickung leisten; wir bezeichnen sie durch U. Man erhélt dann
bei Ricksicht auf die Gleichungen 9)
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17)

wenn

18)

gesetzt wird.

Die Gleichung 17) spricht das d’Alembert'sche Princip fir un-
seren Korper aus. Fiur den Fall des Gleichgewichts giebt sie die
Bedingung

19)
die das Princip der virtuellen Verriickungen ausdriickt.

Bei dieser Rechnung ist die Voraussetzung wesentlich, dass in
dem betrachteten Korper die Druckcomponenten Xx, Xy, .. und die
Verrtickungen 8x, Oy, 0z sich Uberall stetig mit dem Orte &ndern,
weil ohne dieselbe die Anwendung der Gleichungen 6) nicht gerecht-
fertigt ist. Denken wir uns nun ein System von Korpern, von denen
fur jeden einzelnen diese Voraussetzung erfiillt ist; an der Beriih-
rungsflache je zweier sollen aber jene Druckcomponenten und Ver-
rickungen Spriinge erfahren kénnen, wie sie in § 4. dieser VVorlesung
und in § 6. der vorigen betrachtet sind. Das Eigenthiimliche dieser
Springe ist, dass Xn, Yn, Zn, wenn n fur jeden der beiden Korper
die nach seinem Innern gerichtete Normale bedeutet, fir beide ent-
gegengesetzte Werthe haben, und dass die Componenten der Ver-
rickungen (da, Oy, 6z) nach der einen Normale einander gleich
sind. Wir denken uns die Gleichung 17), nachdem fir U' und F'
aus 16) und 18) ihre Werthe substituirt sind, fur jeden der Korper
gebildet und dann von ihr die Summe in Bezug auf alle Korper ge-
nommen. Die Summe entsprechender Integrale, unter deren Zeichen
dm oder dt vorkommt, lasst sich darstellen als ein Integral, das Uber
die Masse oder das Volumen des ganzen Systemes auszudehnen ist.
Die Summe der Integrale, unter deren Zeichen ds steht, setzt sich
zusammen aus einem Integral (von derselben Form), welches Uber
die Oberflache des ganzen Systemes auszudehnen ist, und Integralen,
welche sich auf die Berihrungsflachen je zweier Korper beziehen.
Jedes Element ds einer solchen kommt in dem entsprechenden Inte-
grale zweimal vor, da es zur Oberflache zweier Koérper gehdrt. Be-
trachtet man nur solche Verrickungen &x, oy, 8z, die auch in den
Beriihrungsflachen der Korper keine Springe erleiden, so hat der

Factor von ds
Xndx + Yndy  #nodz 20)

diese beiden Male entgegengesetzte Werthe; es verschwinden in Folge
davon die auf die Beruhrungsflachen bezlglichen Integrale, und es
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gilt die Gleichung 17), mithin auch die Gleichung 19) bei den in
16) und 18) angegebenen Werthen von U' und F' auch fir ein
System von Korpern, an deren Berihrungsflachen die Druckcompo-
nenten Springe erleiden. Das findet im Allgemeinen nicht statt fur
Verriickungen, deren Stetigkeit in diesen Flachen unterbrochen ist;
es findet aber auch fir diese in einem Falle statt, den wir ausfihr-
lich werden zu erdrtern haben, in dem Falle ndmlich, dass der Druck,
dessen Componenten Xn, Yn, Zn sind, immer ein senkrechter ist.
In diesem Falle hat nédmlich der Ausdruck 20) in den beiden Be-
deutungen, in denen er auftritt, auch entgegengesetzte Werthe, da
er gleich ist dem Product aus der Grosse der Resultante der Druck-
componenten Xn, Yn, Zn in die Componente der VVerruckung (X, dy, 6z)
nach der einen oder andern der beiden Normalen von ds, und diese
Componenten entgegengesetzte Werthe haben missen.

Multipliciren wir die Gleichung 17) mit dt und integriren sie
Uber einen beliebigen Zeitraum, so erhalten wir durch Schlisse und
bei einer Bezeichnungsweise, wie wir sie bei der Betrachtung eines
Systemes von discreten materiellen Punkten benutzt haben,

21)

wo T die lebendige Kraft bezeichnet, d. h. wo

ist.

Setzen wir Uber die Variationen &, Oy, &z noch voraus, dass
sie alle fir t = t0 und t= t! verschwinden, so wird die Gleichung 21)

22)

Hierdurch ist das Hamilton'sche Princip fir die jetzt betrachteten
Falle ausgesprochen.

Wir sehen, dass, wenn man das d’Alembert'sche Princip, das
Princip der virtuellen Verrickungen oder das Hamilton’sche Princip
auf Korper anwenden will, deren Tlieile relative Verschiebungen er-
fahren, man zu der Arbeit U' der Kréfte X, Y, Z und der Druck-
kréafte, welche auf die Oberflache wirken, die durch die Gleichung 18;
definirte Grosse F' hinzufligen muss. Es kann diese auch als die
Arbeit gewisser Krafte fir die gedachte Verriickung angesehen wer-
den; man nennt bisweilen diese Krafte innere, und im Gegensatze
dazu die .Krafte, deren Arbeit durch U' bezeichnet ist, dussere.
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§ 6
Die Erfahrung hat gelehrt, dass man, um zu einer einfachen

Beschreibung der Bewegung der Korper zu gelangen, annehmen darf,
dass die Druckcomponenten Xx, Xy, .. fur jeden unendlich kleinen
Theil eines Korpers nur abhdngig sind von dem Zustande und der
Zustandsénderung dieses Theiles. Die Ausdriicke, die man fir die
Druckcomponenten aufstellen darf, sind verschieden fur die verschie-
denen Klassen der Korper. Fassen wir zuerst die Flussigkeiten ins
Auge. Wenn man absieht von den Erscheinungen, welche man als
eine Folge der Reibung bezeichnet, so kann man hier setzen

Yz =2Zx = Xy=0

AXx=Yy = Zz
Den gemeinsamen Werth von XX, Yy, Zz bezeichnen wir durch p
und nennen ihn schlechthin den Druck in dem betrachteten Punkte
zur Zeit t. Die Gleichungen 7) zeigen, dass ein Flachenelement von
beliebiger Richtung denselben senkrechten Druck p erleidet. Dieser
Fall ist derjenige, auf welchen bei der Discussion des Ausdrucks 20)
hingewiesen wurde. Die Gleichungen 8) werden

23)

Diesen 3 Gleichungen zwischen den 5 Unbekannten 1), z, y, p ist
als vierte eine Relation zwischen dem Drucke p und der Dichtig-
keit p, die durch die Natur der Flussigkeit bedingt ist, hinzuzufiigen
und als finfte eine, die die folgende Betrachtung ergiebt. Ist dt
das Volumen eines gewissen Complexes von materiellen Punkten zur
Zeit t, so ist pdt die Masse dieses Complexes (wie schon in 15) aus-
gesprochen ist), also unabhéngig von der Zeit. Bezeichnet man die
Aenderungen, die p und dt in dem Zeitelement dt erfahren, durch
ein vorgesetztes d, so ist hiernach

Das zweite Glied auf der linken Seite dieser Gleichung ist aber die
raumliche Dilatation, die in der Zeit dl vor sich geht, also nach 29)
der vorigen Vorlesung

wenn u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit t im
Punkte x, y, z bedeuten, d. h.



120 Eilfte Vorlesung.

ist. Daraus folgt
24)

Fur die durch 18) bestimmte Grosse erhalt man
25)

Durch eine Betrachtung; die derjenigen ganz ahnlich ist, durch die
wir die Gleichung 24) abgeleitet haben, findet man aber

man hat daher auch

Denkt man sich mit Hllfe der zwischen p und p bestehenden Relation

gebildet, wobei der unteren Grenze des Integrals irgend ein fester
Werth gegeben sein moége, so hat man

mithin
F=—5ffdm.

Da F' die Arbeit der inneren Krafte bedeutet, so ist hieraus zu
schliessen, dass fur unsere Flissigkeit die inneren Krafte ein Potential
haben, das

== — [ fdm
ist.

In vielen Fallen sind die Aenderungen der Dichtigkeit so unbe-
deutend, dass man sie vernachlassigen, die Flissigkeit als incompres-
sibel betrachten darf. In den Gleichungen 23) ist dann p eine Con-
stante und die Gleichung 24) wird

26)

Nach dem in 25) fir F' gegebenen Ausdrucke ist F' = 0, wenn

ist, d. h. wenn die Variation der Dichtigkeit = 0 ist. Versteht man
unter virtuellen Verriickungen bei einer incompressibeln Flissigkeit
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nur solche, die die Dichtigkeit nicht dndern, so ist also fiir eine in-
ccmpressible Flissigkeit fur alle virtuellen Verriickungen F' == 0, und
es gilt das d’Alembert'sche Princip, das Princip der virtuellen Ver-
rickungen und das Hamilton'sche Princip in derselben Form, wie
fur ein System discreter materieller Punkte.

§ 7

Wir betrachten nun einen elastischen festen Korper, indessen
allein unter der Voraussetzung, dass alle Punkte desselben nur un-
endlich kleine Verrickungen aus Lagen erhalten, bei denen die
sammtlichen Druckcomponenten gleich Null sind. Wir wollen zu-
nachst ferner voraussetzen, dass der Koérper, wie man sagt, sich nach
verschiedenen Richtungen gleich verhdlt, oder isotrop ist. Fir einen
solchen Kdorper nimmt man an, dass die Hauptdrucke dieselben Rich-
tungen haben, als die Hauptdilatationen, und lineare, homogene
Functionen dieser sind. W.ir bezeichnen die Hauptdrucke durch
pl, p2, p3, die entsprechenden Hauptdilationen durch Al, A2, A3
und setzen

pl = — 2K (A + B8 (M + A2 +03)

p2 = -2K (A2 + 8 (A1 + A2 +A3)) 27)

p3 = 2K (A3 + 6 (A1 + A2 +A3))
indem wir unter K und 8 zwei von der Natur des Korpers abhédngige
Constanten verstehen. Diese Gleichungen sind so gebildet, dass sie
in einander lbergehn, wenn man die Indices 1, 2, 3 irgend wie mit
einander vertauscht. Sind al, B vy., a2 B2, vy2, a3, pi, y3 die Cosi-
nus der Winkel, welche die Richtungen der Hauptdrucke und Haupt-
dilatationen mit den Coordinatenachsen bilden, so gelten die Glei-
chungen 14) und es gelten auch die Gleichungen 21) der vorigen
Vorlesung, wenn man hier fur all, al2, . . gewisse Werthe setzt.
Diese Werthe sind mit Hilfe der Gleichungen 26) der vorigen Vor-
lesung zu bilden. Die dort gebrauchten Bezeichnungen wollen wir
andern; es sollen x, y, z die Coordinaten eines materiellen Punktes
des Korpers bei dem, von uns vorausgesetzten, Zustande desselben
sein, bei dem die sdmmtlichen Druckcomponenten gleich Null sind,
X+ & y + n, # ( die Coordinaten desselben materiellen Punktes
zur Zeit t, also & n, C die, als unendlich klein angenommenen, Ver-
rickungen des Punktes zur Zeit t. Die genannten Gleichungen er-
geben dann:

Kirchhoff, Mechanik. 8**
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Verbindet man die Gleichungen, in welche hierdurch die Gleichun-
gen 21) der vorigen Vorlesung Ubergehn, mit den Gleichungen 14)
und 27) der jetzigen, so ergiebt sich

28)

Wie aus der Ableitung dieser Gleichungen hervorgeht, gelten sie un-
geandert fiir jedes Coordinatensystem.
Die Gleichungen 8) werden bei der verdnderten Bezeichnung

29)

Héatten wir die Annahme nicht gemacht, dass &, n, { unendlich klein
seien, (die erfordert, dass auch X, Y, Z es sind), so hétte man auf
den rechten Seiten dieser Gleichungen Gberall fir x, y, z gesetzt zu
denken x+§{ # , z -+ ; digsvdhnte Annahme macht das un-
nothig; sie berechtigt auch dazu, p in diesen Gleichungen als Con-
stant zu betrachten.

Berechnen wir noch die durch die Gleichung 18) definirte Grosse F,.
Setzen wir der Kirze wegen

so wird diese Gleichung
F' = IdT {AKXOIXX+YYOYyy+2Z2322+Yz3yz+2ZXdzX+XydxXy}

Macht man
f = — K(XX2+yy2+222 +Yy12+ Yozx2+Yzy2 + 0 (Xx+yy+2zz)2) 30)
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oder, was dasselbe ist,
F——K (M2 + \22 + A32 4+—0(A\1 + A2+ A3)2),

31)

Hieraus folgt
F=ficosf

oder, da bei Vernachlassigung unendlich Kkleiner Grossen hdherer
Ordnung dz als unveranderlich anzusehen ist

F =35 [ fdr,

Es folgt daraus, dass auch hier die inneren Kréfte ein Potential
haben, namlich das Potential J'f dt

Dasselbe gilt auch fir Koérper, welche nicht isotrop sind, z. B.
fur die Krystalle, die einem andern, als dem regularen Systeme an-
gehoren; auch fur solche bestehen die Gleichungen 31), in denen f
eine homogene Function zweiten Grades der 6 Argumente XX, vy, zz,
yz, zX, Xy bezeichnet, die aber eine andere Form, als der in 30) an-
gegebene Ausdruck besitzt.

8 8

Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flissigkeit
zurtick und stellen die Ausdriicke der Druckconiponenten Xx, Xy, ..
fur den Fall auf, dass die Reibung der Flussigkeit beriicksichtigt wer-
den soll. Bezeichnen wir durch u, v, w die Componenten der Ge-
schwindigkeit im Punkte (X, y, z) zur Zeit t, so héngen nach den
in der vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen die rela-
tiven Bewegungen innerhalb eines unendlich kleinen Theiles der
Flissigkeit zur Zeit t von den 6 Grossen

32)

ab; es findet hier keine relative Bewegung, sondern nur eine Ver-
schiebung und eine Drehung des Theiles statt, wenn diese verschwin-
den. W.ir nehmen an, dass dann auch keine Reibung vorhanden ist,
dass dann also die Grossen

XX p,YY p,Zt p, Yz, ZxX 33)
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bei passender Bestimmung von p verschwinden, die Gréssen, von
denen wir im § 6. bei Vernachldssigung der Reibung angenommen
haben, dass sie immer =0 sind. Wir nehmen weiter an, dass die
Grossen 33) lineare Functionen der Gréssen 32) sind, und setzen

wo k eine Constante der Flussigkeit bedeutet. Biese Gleichungen
haben, wie die dhnlich gebildeten Gleichungen 28) die Eigenschaft,
unverandert zu gelten, wenn das Coordinatensystem beliebig ver-
legt wird.

Die 3 Gleichungen, die man erhélt, wenn man diese Werthe der
Druckcomponenten in 8) substituirt, enthalten, wenn die Flissigkeit
als incompressibel anzusehn ist, (und auf die Betrachtung dieses Falles
beschranken wir uns) 4 unbekannte Functionen, nédmlich x, y, z, p,
da u, v, w die Differentialquotienten von x, y, z nach t sind. lhnen
hinzuzufiigen ist die Bedingung der Incompressibilitat

Die Ausdriicke, die wir in den 3 letzten Paragraphen fur die Druck-
componenten aufgestellt haben, sind anzusehn als willkiihrliche An-
nahmen. Sie konnten gemacht werden, weil bei irgend welcher An-
nahme Uber die Druckcomponenten eine jede Bewegung eines Kdrpers
durch die Gleichungen 8) dargestellt wird, falls die Krafte X, Y, Z
passend gewdhlt werden. Die gemachten Annahmen zeichnen sich
dadurch aus, dass bei ihnen die wirklichen Bewegungen der Korper,
wenn auch nicht genau, so doch mit einem hohen Grade der An-
naherung, durch sehr einfache Werthe dieser Krafte sich ergeben.
Der Gegenstand der folgenden Vorlesungen wird es sein, die auf-
gestellten Gleichungen unter den einfachsten Annahmen Uber die
genannten Kréafte zu verfolgen; wir werden dadurch zu Erscheinungen
kommen, welche mit der Wirklichkeit in naher Uebereinstimmung sind.
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(Hydrostatik. Gleichgewicht einer Flussigkeit ist nur bei Kraften mdoglich,
die ein einwerthiges Potential haben. Die freie Oberflache ist eine Flache
gleichen Potentials. Schwere Flissigkeit. Schwere rotirende Flissigkeit. Ro-
tirende Flissigkeit, deren Theile von einem Punkte oder von einander nach
dem Newton’schen Gesetze angezogen werden. Abplattung der Erde. Druck-
krafte, welche eine Flussigkeit auf ein Geféss, in dem sie enthalten ist, oder
auf einen eingetauchten Korper ausiibt. Archimedisches Princip.)

§ 1
Wir gehen jetzt naher auf die Mechanik der Flissigkeiten ein,
zunachst auf die Hydrostatik, d. i. die Lehre vorn Gleichgewichte der
Flissigkeiten. Fir das Gleichgewicht einer Flissigkeit erhdlt man
aus den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung, die sich auf die
Bewegung einer solchen beziehn,

wo p den Druck, p die Dichtigkeit, X, Y, Z die Componenten der
auf die Masseneinheit bezogenen Kraft im Punkte (x, y, z) bedeuten;
hierzu ist eine .Relation zwischen p und p zu fligen, die die eine
dieser Grossen als Function der anderen auszudriicken erlaubt. Denkt
man sich in den Gleichungen 1) p als Function von p ausgedriickt,
so stellen dieselben X, Y, Z als die partiellen Differentialquotienten
nach X, y, z einer Function dar: in der That geben sie

wenn
2)

gesetzt wird. Hierdurch ist ausgesprochen, dass die Krafte X, Y, Z
ein Potential haben; nur unter der Bedingung, dass das der Fall ist,
ist ein Gleichgewicht moglich. Es ist hierzu ferner erforderlich, dass

das Potential U eine einwerthige Function der Coordinaten X, vy, z
Kirchhoff, Mechanik. 9
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innerhalb des von der Flissigkeit erfillten Raumes ist; denn die
Gleichung 2), in der p eine einwerthige Function von p bedeutet,
stellt auch U als eine einwerthige Function von p dar, und p hat in
jedem Punkte des genannten Raumes einen Werth. Ist U gegeben,
so lehrt die Gleichung 2) den Druck als Function von U kennen,
indessen nur bis auf eine Constante, die unbekannt bleibt. In jeder
Flache gleichen Potentials ist hiernach der Druck derselbe. Ist die
Flussigkeit als incompressibel zu betrachten, also p als constant, so
giebt die Gleichung 2)

P=p0+
wo p0 die unbekannte Constante bedeutet. Bei einem Gase ist
ndherungsweise, dem Mariotte’'schen Gesetze zufolge

p=cy,
wenn ¢ eine Constante bezeichnet; hieraus findet man

Berthren sich in einer Flache zwei verschiedenartige Flissigkeiten,
S0 muss, nach den in § 4. der eilften Vorlesung gemachten Auseinander-
setzungen, fur jeden Punkt dieser Flache in beiden Flussigkeiten p
denselben Werth haben. Wir wollen annehmen, dass das Potential U
fur beide dasselbe, die Dichtigkeit, die demselben Drucke entspricht,
aber verschieden ist; pl sei die Dichtigkeit der einen, p2 die der
andern. Nennen wir dp und dU die Aenderungen, die p und U er-
fahren, wenn man von einem Punkte der Beriihrungsflache zu einem
unendlich nahen Punkte dieser Flache (bergeht, so haben wir nach 2)

.WldU =dp und p2dU = dp;
diese Gleichungen ergeben
dp=0 und dU=0;

d. h. die Berihrungsflache ist eine Flache gleichen Druckes und
gleichen Potentials; sie steht deshalb auch senkrecht auf der Rich-
tung der Kraft in jedem ihrer Punkte.

Grenzt eine Flissigkeit an einen leeren Raum, so geschieht das
auch in einer Flache gleichen Druckes; wir werden annehmen, dass
hier der Druck = 0 ist.

§ 2
Ist die Schwere die einzige wirkende Kraft und ist der Radius
der Erde als unendlich gross zu betrachten, so ist die Trennungs-
flache zweier heterogener Flissigkeiten oder die Oberflache, welche
eine Flussigkeit von dem leeren Raume abgrenzt, eine horizon-
tale Ebene.
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Wir wollen nun die Oberflache einer Flissigkeit in einigen
complicirteren Fallen berechnen. Wir stellen uns zunéchst eine
schwere Flussigkeit in einem Gefdsse vor und nehmen an, dass dieses
System um eine verticale Achse mit gleichbleibender Winkelgeschwin-
digkeit so rotirt, dass die relative Lage der Theile ungedndert
bleibt. Wir kdnnen diesen Fall hier behandeln, da wir, nach den
in 8 1. der neunten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen, von
der Rotation absehen dirfen, falls wir die ihr entsprechende Centri-
fugalkraft den wirkenden Kréaften hinzuzéhlen. Die z- Achse unseres
Coordinatensystemes legen wir in die Rotationsachse und nehmen
sie nach unten gekehrt an; die Schwere nennen wir g und w die
Winkelgeschwindigkeit, so dass, wenn T die Dauer einer Umdre-
hung bedeutet,

ist; das Potential der Schwere konnen wir dann = gz, das der
Centrifugalkraft = setzen; daraus folgt

Setzt man diesen Ausdruck von U einer Constanten gleich, so erhalt
man die Gleichung der Oberflache der Flussigkeit; diese ist also ein
Rotationsparaboloid, dessen Achse die z- Achse ist.

In &hnlicher Weise lasst der folgende Fall sich behandeln. Eine
flissige Masse, deren Theile von dem Anfangspunkte der Coordinaten
nach dem Newton’schen Gesetze angezogen werden, rotirt mit der
constanten Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse; welches ist
ihre Gleichgewichtsgestalt? Nennen wir G die Grésse der Anziehung,
welche die Masseneinheit in der Entfernung R vom Anfangspunkte
der Coordinaten erfahrt, und r die Entfernung eines variabeln Punktes
der Flissigkeit von diesem Punkte; wir haben dann hier

dieser Ausdruck einer Constanten gleich gesetzt giebt die Gleichung
der gesuchten Oberflache. Wir transformiren dieselbe, indem wir

Z=rsingQ
machen und R so gewéhlt annehmen, dass in der Oberfliche r — R
far ist. Diese Annahme bestimmt die Constante, die in der
Gleichung der Oberflache unbestimmt geblieben war, und giebt

Wir wollen voraussetzen, dass die Winkelgeschwindigkeit w so klein
9*
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ist, dass das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung als
unendlich klein gegen das erste angesehn werden kann, und wollen
nur die unendlich kleinen Grdssen niedrigster Ordnung beriicksichtigen.
Die gefundene Gleichung lasst sich dann schreiben

Sie stellt ein an den Polen abgeplattetes Sphéroid dar; das, was man
die Abplattung desselben nennt, ist der Bruch es ist das der

Unterschied des Polar- und des Aequatorialdurchmessers, dividirt
durch den einen von diesen. Die Erde ist auch ein wenig abgeplattetes
Sphéroid; setzen wir bei unserer Flussigkeit R = dem Polarhalb-
messer und G = der Schwere am Pole der Erde; nach einer am
Ende des § 1. der neunten Vorlesung durchgefuhrten Rechnung: er-
giebt sich dann die Abplattung des fliissigen Sphéroids die
Abplattung der Erde ist durch die Gradmessungen fast doppelt so
gross gefunden. Die Theile der Erde werden aber auch nicht nach
dem Newton'schen Gesetze vom Erdmittelpunkte angezogen, sondern
ziehn einander nach diesem Gesetze an.

Um den Verhdltnissen nadher zu kommen, die bei der Erde statt-
finden, wollen wir die Gleichgewichtsfigur einer flissigen Masse be-
rechnen, die um die z-Achse unseres Coordinatensystems mit der
Winkelgeschwindigkeit w rotirt, und deren Theile gegen einander
gravitiren. Diese Aufgabe kdnnen wir aber nur l6sen unter der
Voraussetzung, dass die Flussigkeit incompressibel und homogen ist,
und auch dann nicht vollstdndig. Wenn w zwischen gewissen Gren-
zen liegt, so ist, wie die Rechnung zeigt, ein Ellipsoid eine Gleich-
gewichtsfigur der Flussigkeit; indem man von der Annahme ausgeht,
dass die Flussigkeit ein Ellipsoid bildet, kann man die Achsen des-
selben bestimmen. Was die vorliegende Aufgabe so viel schwerer
macht, als die vorher behandelten, ist, dass hier nicht, wie dort, das
Potential der wirkenden Kréafte von vorn herein gegeben, sondern von
der zu findenden Gestalt der Flissigkeit abhangig ist.

Wir denken uns ein Ellipsoid, dessen Oberflache die Gleichung

3)

hat, mit Masse von der Dichtigkeit 1 erfullt; Einheit der Masse soll
dabei diejenige sein, die auf eine gleiche Masse in der Einheit der
Entfernung wirkend nach dem Gesetze der Gravitation die Einheit
der Kraft ausiibt. Das Potential dieses Ellipsoids in Bezug auf den
Punkt (x,, y, z) nennen wir Q, d. h. wir setzen
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we: dt ein Element des Volumens des Ellipsoids und r die Entfer-
nung dieses von dem Punkte (X, y, z) bedeutet. Es ist dann, falls
dieser Punkt im Innern oder an der Oberflache des Ellipsoids liegt,
wie wir bei einer spateren Gelegenheit (im § 1. der achtzehnten Vor-
lesung) nachweisen werden,

& Const — 1 (Ax2 + By! i)
wo

Nun sei das durch die Gleichung 3) bestimmte Ellipsoid die Gleich-
gewichtsfigur unserer Flissigkeit; dann ist

und dieses U hat denselben Werth fiir alle Punkte, die der Glei-
chung 3) entsprechen. Ist das der Fall, so muss eine Grdsse M so
sich bestimmen lassen, dass

ist. Eliminirt man aus diesen Gleichungen M und setzt

5)
so erhalt man
a (Av) = b2 (B-v) =c2C 6)
Diese Doppelgleichung dient zur Bestimmung der Verhaltnisse a : b: c\
die Grossen A, B, C sind ndmlich nur von diesen Verhaltnissen
abhéngig, denn setzt man na, nb, nc, n2u resp. an Stelle von
a, b, ¢, u in den Gleichungen 4), so bleiben A, B, C ungeéndert.
Sind die Verhdltnisse a: b: c¢ ermittelt, so findet man die Halbachsen
selbst aus dem Volumen der Flussigkeit.
Es liegt nahe anzunehmen, dass das gesuchte Ellipsoid ein Rota-
tionsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der z-Achse zusammen-
féllt. Bei dieser Annahme wird

a=bh und A=B.
Dadurch verwandeln sich die beiden Gleichungen 6) in die eine
al (A — v) = c2C. 7)

www.rcin.org.pl
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Da a2 c2, A, C und v positive Grossen sind, so erfordert dieselbe,
das a2A>c?C ist, und die in 4) fur A und C aufgestellten Aus-
dricke zeigen, dass daher a2 > c2 sein muss; das Ellipsoid ist also
ein abgeplattetes.

Bei einem dreiachsigen Ellipsoide sind die fur A, B, C aufge-
stellten Integrale elliptische; in unserm Falle sind sie durch Kreis-
functionen ausdriickbar. Setzt man

und fihrt an Stelle von u eine neue, positive Integrationsvariable,
die x genannt werden moge, durch die Gleichung

ein, so findet man leicht

wo arctg A zwischen 0 und  zu wadhlen ist. Die Gleichung 7) wird
hiernach

8)

Wir fiihren an, ohne es zu beweisen, dass diese Gleichung bei keinem
positiven Werthe von v mehr als zwei reelle Wurzeln hat und dass
sie zwei solche besitzt, wenn v zwischen 0 und 0,2246 liegt. In
diesem Falle giebt es also zwei abgeplattete Rotationsellipsoide,
welche die Gestalt der Flussigkeit bilden kénnen. Ist v als unend-
lich klein anzusehn, so sind diese leicht zu finden. Eine von den
beiden reellen Wurzeln der Gleichung 8) ist dann unendlich klein,
die andere unendlich gross; fur jene ist

und daher oder 9)
fur diese
und daher oder

Néahert sich v der Null, so nahert sich das eine Rotationsellipsoid
einer Kugel, das andere einer unendlichen Scheibe.

Die Gleichungen 6) erfordern nicht nothwendig, dass das El-
lipsoid, fur welches sie gelten sollen, ein Rotationsellipsoid ist. Wie

www.rcin.org.pl
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Jacobi zuerst bemerkt hat, giebt es, wenn v unterhalb einer gewissen
Grenze liegt (und zwar unterhalb 0,1871) auch ein dreiachsiges
Ellipsoid, welches eine Gleichgewichtsfigur der Flissigkeit bildet.
Naéhert sich v der Null, so n&hert sich dieses einem unendlichen,
kreisformigen Cylinder, dessen Achse senkrecht zu der Achse ist, um
welche die Flussigkeit rotirt.

Die Erde ist ein wenig abgeplattetes Rotationsellipsoid; sehen
wir zu, ob ihre Abplattung sich richtig ergiebt, wenn wir unsere
Flussigkeit mit ihr identificiren. Dabei handelt es sich zuné&chst
darum den Werth zu suchen, der der Grdsse v dann zu geben ist.
Dieser ist aus der Gleichung 5) zu bestimmen. Hier ist fir w die
Drehungsgeschwindigkeit der Erde, fur p ihre mittlere Dichtigkeit
zu setzen; die letztere ist aber in der Einheit auszudriicken, die
dadurch bestimmt ist, dass wir als Einheit der Masse diejenige Masse
festgesetzt haben, die in der Einheit der Entfernung eine gleiche
Masse nach dem Gesetze der Gravitation mit der Einheit der Kraft
anzieht. Wir finden den Werth von py am leichtesten, wenn wir
die Schwere am Pole, die wir wieder G nennen wollen, in die Rech-
nung einfuhren. Nennen wir den Polarhalbmesser der Erde R und
nehmen, was hier erlaubt ist, die Erde als kugelférmig an, so
haben wir

Daraus folgt

Sehen wir diesen Bruch als unendlich klein an, so erhalten wir
aus 9)

Aus der Definition von A ergiebt sich zugleich

woraus folgt, dass die Abplattung ist. Hiernach wére die Ab-

plattung der Erde die Gradmessungen haben sie = nahe
ergeben. Den Grund dieses Mangels an Uebereinstimmung hat man
darin zu suchen, dass die Erde nicht homogen ist, dass die Dichtig-
keit in ihr bei der Annaherung an den Mittelpunkt zunimmt.

8§ 3.

Wir wollen nun die Druckkréfte betrachten, welche eine Miissig-
keit auf einen starren Korper, mit dem sie in Berlhrung ist, ausiibt,
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und die Summen ihrer Componenten nach den Coordinatenachsen
und ihre Drehungsmomente in Bezug auf diese aufsuchen.

Wir denken uns zunéchst eine Flussigkeit, die ein geschlossenes
Gefass ganz erfullt. Um fur diesen Fall die genannte Aufgabe zu
losen, gebrauchen wir die Gleichungen, durch welche wir allgemein
den Begriff des Druckes definirt haben, also die Gleichungen 1) und
2) der eilften Vorlesung. Diese sagen aus, dass, wenn das Gleichge-
wicht besteht, die Componentensummen und Drehungsmomente der
Drucke, welche das Gefass auf die Flussigkeit ausiibt, den Compo-
nentensummen und Drehungsmomenten der Kréfte gleich und ent-
gegengesetzt sind, die auf die Theile der Flussigkeit wirken. Aber
die Drucke, welche die Flussigkeit auf das Gefdss auslibt, sind den
Drucken gleich und entgegengesetzt, welche das Gefass auf ,die
Flissigkeit ausibt; wie mit andern Worten und in grosserer Allge-
meinheit in § 4. der eilften Vorlesung bemerkt ist. Daraus folgt,
dass die Componentensummen und Drehungsmomente der Drucke,
welche das Gefass von der Flussigkeit erleidet, den Componenten-
summen und Drehungsmomenten der Kréfte gleich sind, welche auf
die Theile der Flussigkeit wirken.

Dieser Satz gilt auch, wenn das Geféss nicht geschlossen oder
nicht ganz von der Flissigkeit erfullt ist, und diese eine freie Ober-
flache darbietet, in der sie an den leeren Raum grenzt. Man uber-
zeugt sich hiervon, wenn man beachtet, dass der Druck in der freien
Oberflache dann = 0 ist.

Stellen wir uns nun einen starren Korper vor, der in einer
Flussigkeit untergetaucht ist. Es sei ds ein Element seiner Ober-
flache, n die nach seinem Innern gerichtete Normale von ds, Xnds,
Ynds, Znds die Componenten des Druckes, den die Flussigkeit auf
ds auslbt; es ist dann

Xn =pcos (nx), Yn=pcos(ny), Zn=p cos (nz).

Die Componentensummen und Drehungsmomente, die wir suchen,
sind daher

Ip cos (nx)ds und Ip (ycos (nz) — z cos (ny)) ds
_[ p cos (ny) ds _[p (z cos (nx) — X cos (nz)) ds

Ip cos (nz) ds Ip (xcos (ny) — y cos (nx)) ds .
Diese Integrale lassen sich unter einer gewissen Bedingung in solche

verwandeln, die Uber das Volumen des Korpers auszudehnen sind,
mit Hilfe des Satzes, der durch die Gleichungen 6) der eilften VVor-
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lesung ausgesprochen ist. Es ist hierzu erforderlich, dass flr den
Raum, den der feste Korper einnimmt, eine Function der Coordi-
naten eines Punktes gefunden werden kann, die eindeutig und stetig
ist und in der Oberfliche des genannten Raumes dieselben Werthe
als p hat. Gesetzt, es gdbe eine solche Function. Bezeichnet man
sie auch durch p und durch dt ein Element des genannten Raumes,
so sind nach dem angeflihrten Satze jene Integrale

und

Hiernach sind die Componentensummen und Drehungsmomente der
Drucke, welche die Flussigkeit auf den Korper auslibt, gleich und
entgegengesetzt den Componentensummen und Drehungsmomenten
von Kraften, welche auf die Theile des Korpers der Art wirken, dass
auf das Volumenelement dt desselben eine Kraft-kommt, deren Com-

ponenten sind.

Dieser Satz lasst sich so verallgemeinern, dass er auch fur den
Fall gilt, dass die Flussigkeit eine freie Oberflache, in der der Druck
= 0 ist, darbietet, und der Korper nicht in' der Flussigkeit unterge-
taucht, sondern in sie eingetaucht ist. Fur diesen Fall setzen wir
voraus, dass eine Function von X, y, z gefunden sei, die in den
Punkten der Berthrungsflache des Kdrpers und der Flissigkeit die-
selben Werthe hat, als der Druck in dieser, und die eindeutig und
stetig in einem Theile des vom Korper eingenommenen Raumes ist,
der begrenzt wird von der ebengenannten Flache und einer Flache,
in der die Function = 0 ist — einer Flache, die durch die Linie
begrenzt sein muss, in der die freie Oberflache der Flussigkeit die
Oberflache des Korpers schneidet. Die fiir einen untergetauchten
Kdorper angestellten Betrachtungen gelten dann ohne weitere Aende-
rung, wenn man sie nur bezieht, statt auf den ganzen vom Korper
eingenommenen Raum, auf den eben bezeichneten Theil desselben.

Der bewiesene Satz fuhrt zu dem sogenannten Archimedischen
Principe, wenn man annimmt, dass auf die Flussigkeit keine andere
Kraft, als die Schwere wirkt. Nehmen wir die z- Achse als vertical
abwarts gerichtet an und bezeichnen die Schwere durch g, so ist der
Druck in der Flussigkeit aus den Gleichungen
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und der Beziehung, die zwischen p und p besteht, zu bestimmen. Die
fur den von dem festen Korper eingenommenen Raum zu ermittelnde
Function p findet man aus denselben Gleichungen; mit andern Wor-
ten: in jedem Punkte dieses Raumes hat man p so gross anzunehmen,
als es in derselben Horizontalebene in der Flissigkeit ist. Hieraus
folgt dann, dass, wie man sagt, die von der Flussigkeit auf den
Korper ausgetibten Druckkrafte eine Resultante haben, die dem Ge-
wichte der verdrangten Flissigkeit gleich und entgegengesetzt ist,
und in dem Schwerpunkte dieser ihren Angriffspunkt hat.



Dreizehnte Vorlesung.

(Capillarerscheinungen. Potential der Capillarkrafte. Hauptkrimmungs-
radien und Krimmungslinien. Vergrosserung, welche eine Flache bei unendlich
kleinen Verrtickungen ihrer Punkte erleidet. Differentialgleichung der Be-
rihrungsflache zweier schweren Flissigkeiten. Grenzbedingung. Grdsse der
Kraft, welche einen Korper im Gleichgewicht hélt, der in einer Richtung ver-
schiebbar ist, und der zwei Flissigkeiten berthrt. Beispiele fur diese Kraft.)

§ 1

Die tropfbaren Flissigkeiten zeigen gewisse Erscheinungen, die
man Capillar- Erscheinungen nennt und als Wirkungen der Capillar-
krafte ansieht. Dieselben bestehen theils darin, dass die freie Ober-
flache einer solchen Flissigkeit oder — wie wir allgemeiner und
praciser sagen wollen — die Trennungsflache zweier Flissigkeiten
nicht eine horizontale Ebene ist, theils darin, dass auf einen festen
Korper, der zum Theil in eine tropfbare Flissigkeit eingetaucht ist,
oder — wie wir zu sagen vorziehn — der mit zwei Flissigkeiten in
Beriihrung ist, eine Kraft ausgetbt werden muss, um ihn im Gleich-
gewicht zu halten, die nicht durch das Archimedische Princip genau
angegeben wird. Laplace hat die erste Theorie der Capillarerschei-
nungen aufgestellt und ist bei dieser von der Hypothese ausgegangen,
dass die Capillarkrafte Krafte sind, mit denen die Theile der Korper
einander anziehn, und die bei wachsender Entfernung so schnell ab-
nehmen, dass sie bei messbarer Entfernung nicht mehr merklich sind.
Dieselbe Hypothese hat spater Gauss*) strenger verfolgt, als es von
Laplace geschehen ist, und ist dadurch zu einem Principe gefuhrt,
das wir folgendermassen aussprechen kénnen:

Wenn zwei verschiedenartige Korper in einer Flache sich be-
rihren, so wirken in Folge hiervon Kréfte, die ein Potential haben,
welches gleich der Grosse der Beruhrungsflache, multiplicirt mit einer
vom der Natur der beiden Kérper abhdngigen Constanten ist. Diese
Krafte sind die Capillarkréfte.

Dieses Princip soll die Grundlage fur die Betrachtungen bilden,
die wir in Bezug auf die Capillarerscheinungen hier anstellen wollen;

*) Prioncipia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii; Carl
Friedrich Gauss Werke, Bd. V p. 29.

www.rcin.org.pl



136 Dreizehnte Vorlesung.

wir werden bei ihnen annehmen, dass neben den Capillarkraften auf
die Flissigkeiten nur die Schwere wirkt, und werden die Flussig-
keiten als incompressibel, die festen Korper als starr ansehn. Das
Princip der virtuellen Verrickungen soll den Ausgangspunkt bilden;
um dasselbe auf den Fall, dass Capillarkrafte wirken, anwenden zu
kdénnen, missen wir zunédchst einen Ausdruck fur die Vergrésserung
ableiten, die eine Flache dadurch erfahrt, dass ihre Punkte unendlich
kleine Verrickungen erleiden.  Wir konnten uns dabei auf die
Gleichungen 12) der zehnten Vorlesung stitzen, doch ziehen wir es
vor, die Aufgabe auf eine directere Weise zu lésen.

8 2.

Wir denken uns eine gerade Linie, die durch den Punkt (X, Yy, 2)
geht, und deren eine Richtung mit den Coordinatenachsen Winkel
bildet, deren Cosinus a, R, y sind; &, n, { seien die Coordinaten
eines variabeln Punktes dieser Linie; dann ist

{—X=r1a, n—-—y=rR, (—1=ry
wo r die positiv oder negativ genommene Entfernung der beiden
Punkte ist, je nachdem der Punkt (&, n, ) von dem Punkte (X, vy, 2)
in der Richtung liegt, welche durch a, [, y bestimmt ist, oder in
der entgegengesetzten. Wir denken uns ferner eine zweite Linie,
deren Gleichungen bei entsprechender Bezeichnung
E-x1=rlal, pn-yl=riRl, Z-z1=rlyl

sind. Die beiden Linien schneiden sich im Allgemeinen nicht; sie
schneiden sich, falls den 6 aufgestellten Gleichungen durch passende
Wahl der 5 Grossen &, n, & r, rl, oder, was dasselbe ist, falls den
3 Gleichungen

X — Xl =rlal — ra

y -yl =rifl — rf3

z -z1 =rlyl — ry
durch passende Wahl der 2 Grossen r und rl genugt werden kann.
Ist das der Fall, so sind r und il die positiv oder negativ zu neh-
menden Entfernungen des Durchschnittspunktes von den Punkten
(X, y, z) und (x1 yi, zl).

Nun seien (X, Yy, z) und (x1 y1,z1) zwei unendlich nahe Punkte
der Oberflache eines Korpers, o, B, y und al, R1, yl die Cosinus
der Winkel, welche die ihnen entsprechenden, nach dem Innern des
Korpers gerichteten Normalen derselben mit den Coordinatenachsen
bilden. Wenden wir das Zeichen d an, um die Vergrésserungen zu
bezeichnen, die die in Betracht kommenden Grodssen erleiden, wenn
man von dem ersten Punkte zum zweiten Ubergeht, so wird hiernach
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die Bedingung dafir, dass die beiden Normalen sich schneiden, die,
dass den Gleichungen

— dx = rda + adr
— du = rdi3 3dr
— dz = rdy + ydr

durch passende Bestimmung von r und dr genugt werden kann.
Multiplicirt man diese Gleichungen mit «, /3, y, addirt sie und be-
ricksichtigt, dass nach den gemachten Festsetzungen
adx + Bdy +ydz =0
und ada + RdR + ydy =0

ist, so ergiebt sich

gr 0;
die zu erfullenden Gleichungen sind also
dx = —rda, dy = - rdR, dz= — rdy.

Eine von diesen Gleichungen ist die Folge der beiden andern, da
eine identische Gleichung entsteht, wenn man sie mit a, 3, y multi-
plicirt und addirt; dass zwei von ihnen durch passende Wahl von r
erfullt werden kdnnen, ist also die Bedingung dafur, dass die beiden
Normalen sich schneiden.

Wir nehmen nun an, dass die Gleichung der Oberflache, um die
es sich handelt, in der Form

Z_Z(Xiy):0| 1)

wo das zweite z ein Functionszeichen sein soll, gegeben sei, und
w'dhlen x und y zu den zwei unabhangigen Variabein, welche einen
Punkt der Oberflache und die ihm entsprechenden Werthe von a, 3, y
bestimmen. Die beiden ersten jener 3 Gleichungen werden dann

oder
2)

Sie konnen durch einen passenden Werth des Verhéltnisses von
dy : dx erfillt werden, falls r eine Wurzel der quadratischen
Gleichung

3)
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ist. Es seien r' und r" die Wurzeln dieser Gleichung, dx; dy' und
dx", dy" ihnen entsprechende, den Gleichungen 2) genligende Werthe
von dx, dy; r und r" sind dann die Hauplkrimmungsradien der
Oberflache des Korpers im Punkte (X, y), und die Linienelemente
der Oberflache, deren Projectionen dx; dy' und dx", dy" sind, sind
Elemente der beiden durch diesen Punkt gehenden Krimmungslimen.

Die Hauptkrimmungsradien sind stets reell und die Krimmungs-
linien schneiden sich senkrecht. Bei dem Beweise dieser Behaup-
tungen wollen wir Uber das bis jetzt willkirlich gelassene Coordi-
natensystem eine gewisse Annahme machen; es ist das erlaubt, da
die Hauptkrimmungsradien und die Krimmungslinien nach den
durchgefiihrten Betrachtungen eine von jedem Coordinatensystem
unabhangige Bedeutung haben. Allgemein folgt aus der Gleichung 1),
die die Oberflache, um die es sich handelt, darstellt,

4)

also

mithin

oder

Legen wir nun das Coordinatensystem so, dass y = 1 ist, d. h. so
dass die z-Achse parallel ist der nach dem Innern des Kdrpers ge-
richteten Normale seiner Oberflache in dem betrachteten Punkte; es
verschwinden dann o und 3, und die abgeleitete Gleichung giebt

5)

Hieraus folgt, dass das letzte Glied der linken Seite der Gleichung 3)
ein Quadrat ist, und daraus weiter, dass diese linke Seite negativ
ist, wenn

oder

Ist; sie ist aber positiv, wenn r unendlich klein angenommen wird;
daraus ist zu schliessen, dass die Gleichung 3) zwei reelle Wurzeln
hat. Es konnen dieselben aber positiv oder negativ sein. Es ist
ein Hauptkrimmungsradius positiv, wenn der entsprechende Krim-
mungsmittelpunkt (d. i. der Punkt, dessen Coordinaten wir bei der
im Anfdnge dieses § gebrauchten Bezeichnung &, n, { zu nennen
hatten) von dem Punkte (X, y, z) aus in der Richtung der nach
dem Innern des Korpers gezogenen Normale liegt; negativ im ent-
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gegengesetzten balle. Beide Hauptkrimmungsradien sind positiv,
wenn die Oberflache des Korpers eine convexe ist, beide negativ,
wenn sie eine concave ist; einer ist positiv, der andere negativ, wenn
die Flache in einem Sinne convex, in einem andern concav ist.

Um zu beweisen, dass die Krimmungslinien sich senkrecht schnei-
den, gehn wir von den Gleichungen

ans, die aus den Gleichungen 2) folgen. Wir multipliciren dieselben
mit einander und benutzen, dass

da, wie aus der Gleichung 3) folgt,

6)
So ergiebt sich

Fahrt man nun das Coordinatensystem ein, fir welches die Glei-
chung 5) besteht und y = 1 ist, so wird diese Gleichung

dx dx" + dy'dy" = 0.

Da die Projectionen der beiden betrachteten Elemente der Krim-
mungslinien auf die z-Achse des jetzt benutzten Coordinatensystems
(die mit dz' und dz" zu bezeichnen wéren) = 0 sind, so ist hier-
durch ausgesprochen, dass die beiden Elemente senkrecht auf einan-
der stehen.

Mit Hulfe der Begriffe der Hauptkrimmungsradien und der
Krimmungslinien wird es nun leicht sein die Vergrdsserung zu be-
rechnen, welche ein Theil der Oberflache eines Korpers erfahrt, wenn
seine Punkte unendlich kleine Verrtickungen erleiden. Wir nehmen
zuerst an, dass die Verriickungen uberall in den Richtungen der Nor-
malen stattfinden; v moge die Grosse einer Verrlickung in der
Richtung der nach Aussen gekehrten Normale sein, eine Grosse, die
stetig von einem Punkte der Flache zum andern variirt. Wir denken
uns die Flache durch zwei Systeme unendlich naher Krimmungslinien
in unendlich kleine Rechtecke getheilt; dI' une dI" seien aneinander-
stossende Seiten eines solchen Rechtecks bei dem urspriinglichen
Zustande der Flache, dI' dI" also die Flache des Rechtecks. Bei der

Verriickung wird aus dl und aus dI"; es
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gilt das, welche Vorzeichen r und r" auch haben mdogen; die Flache
des Rechtecks erhélt daher bei der Verrlickung den Zuwachs

und die ganze Flache, deren Element wir ds nennen wollen, den
Zuwachs

Wir betrachten zweitens den Fall, dass die Punkte der Flache in
dieser selbst und wieder so verschoben werden, dass die Verriickungen
stetig sich &ndern. Die Vergrosserung der Flache wird dann durch
ein nach dem Umfang zu nehmendes Integral ausdruckbar sein. Wir
nennen dl ein Element des Umfangs, m die Nornale von dl, welche
die Flache tangirt und nach ihrem Innern gekehrt ist, y die Projec-
tion der Verriickung von dl auf die dem m entgegengesetzte Rich-
tung; die Vergrosserung der Flache ist dann

Nun moégen die Punkte der Oberflache des Kdrpers beliebige, unend-
lich kleine und stetig sich &ndernde Verrickungen erleiden; 9§ sei
der Grosse und Richtung nach eine Verruckung; dieselbe lasst sich
ansehn als zusammengesetzt aus zwei solchen Verriickungen, wie wir
sie betrachtet haben; daraus folgt, dass die Vergrosserung, die ein
Theil der Oberflache erfahrt, gleich der Summe der beiden aufge-
stellten Integrale ist, wenn fir v und p in ihnen gewisse Werthe
gesetzt werden; es ist zu setzen

v= —c¢cos (ng, p= — ecos (me,

wo n die nach dem Innern des Korpers gerichtete Normale von ds
bedeutet. Es ist daher die gesuchte Vergrdsserung eines Theiles der
Oberflache des Korpers

8§ 3.

Das gewonnene Resultat setzt uns in den Stand, die Arbeit der
Capillarkrafte fur eine unendlich kleine Verriickung der Theile des
Systemes, auf welches sie wirken, zu finden. Neben den Capillar-
kraften nehmen wir die Schwere als wirksam an und missen daher
auch die Arbeit dieser fur eine solche Verriickung aufsuchen. Wir
nehmen die z-Achse des Coordinatensystems vertical abwaérts ge-
richtet an, bezeichnen die Schwere durch g, durch dt ein Element
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des Volumens eines der Korper und durch p die Dichtigkeit dieses.
Das Potential der Schwere in Bezug auf den Korper ist dann

g f Hzdt, 8)

und die Veranderung, die der Werth dieses Integrals durch die ge-
dachte Verrickung erfahrt, die Arbeit, die wir zu berechnen haben.
Wie bereits bemerkt, werden wir voraussetzen, dass der Kérper in-
compressibel ist; Uberdies soll fur ihn y GOberall denselben Werth
haben; in Folge hiervon lasst sich die Verdnderung, die das Integral
8) fir irgend welche virtuelle Verriickungen erleidet, darstellen als
ein nach der Oberflache des Koérpers zu nehmendes Integral, in dem
nur die Verriickungen der Theile der Oberfliche Vorkommen. In
der That lasst sich bei den genannten Voraussetzungen die Aende-
rung des Integrals 8) ansehn als bewirkt durch alleinige Aenderung
der Grenzen der Integration. Es sei ds ein Element der Oberfléche
des Korpers, ¢ die Verrickung, n die nach dem Innern des Korpers
gerichtete Normale von ds; dann ist

dse cos (ne)

ein Volumenelement, welches ausgeschaltet wird, wenn cos (ng) posi-
tiv ist, und eines, welches eingeschaltet wird, wenn cos (ng) negativ
ist. Der Zuwachs jenes Integrals oder die in Rede stehende Arbeit
der Schwere ist daher

—g p_rdszs cos (neg) . 9)

Die Verrickungen ¢ sind wegen der Incompressibilitait des
Korpers durch eine Bedingungsgleichung mit einander verbunden.
Es muss das Integral

_rdr

ungeandert bleiben; durch eine Ueberlegung, wie wir sie eben ange-
stellt haben, sieht man ein, dass diese Bedingung durch die Gleichung

0 =_r dsecos (ng) 10)

ausgesprochen wird.

Wir sind nun in der Lage, einige Eigenschaften der Trennungs-
flachen verschiedener Flussigkeiten ableiten zu kodnnen. Es mdgen
1 und 2 zwei sich beriihrende Flissigkeiten sein, Al diejenige Con-
stante, die mit der Grosse der Berlhrungsflaiche multiplicirt das
Potential der Capillarkrafte giebt, die in Folge ihrer Beriihrung
wirksam sind, pl, p2 ihre Dichtigkeiten; wir fassen einen beliebigen,

endlichen Theil ihrer Berihrungsflache ins Auge, nennen dsl2 ein
Kirchhoff, Mechanik. 10
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Element dieses Theiles, nt die nach dem Innern der Flussigkeit 1
gerichtete Normale von ds12, r' und r" die Hauptkrimmungsradien
dieses Elements, positiv gerechnet, wenn die Oberflache der Flissig-
keit 1 eine convexe ist; die Punkte des gewahlten Theiles denken
wir uns unendlich wenig verriickt, wahrend alle Ubrigen Punkte der
vorhandenen Beruhrungsflachen heterogener Korper an ihren Orten
bleiben; so verruckt, dass die Punkte des Randes ihre Stellen behalten
und dass die Volumina der beiden Flussigkeiten nicht gedndert wer-
den. Ist € die Verriickung von dsl2, so erfordert, der Gleichung 10)
zufolge, die letzte Festsetzung, dass

Idleacos (nle) 11)

verschwindet. Ist diese Bedingung erfiillt, so muss nach dem Princip
der virtuellen Verriickungen, wie aus der Bedeutung der Ausdriicke
7) und 9) hervorgeht, auch

12)

verschwinden. Hierzu ist erforderlich, dass die in 11) und 12) unter
den Integralzeichen stehenden Ausdriicke einander proportional sind,
d. h. dass

13)

ist, wo A eine Constante bedeutet. Es ist dieses eine Differential-
gleichung fir die Trennungsflache der beiden Flissigkeiten. Dieselbe
lasst sich auf eine etwas einfachere Form bringen, wenn man die
Xy-Ebene passend wahlt; verandert man diese, so verandert man das
auf einen bestimmten Punkt bezogene z, wahrend das erste Glied
der linken Seite der Gleichung 13) ungeédndert bleibt; man verandert
also auch A und kann dieses verschwinden machen, wenn man die
Xy-Ebene passend wahlt. Dadurch wird dann die Gleichung 13)

14)

Die Ebene, die die xy-Ebene sein muss, damit diese Gleichung gelte,
hat man die Niveau-Ebene genannt; hat die Trennungsflache der
beiden Flussigkeiten Theile, welche als eben zu betrachten, fir welche
also r und r" unendlich gross sind, so liegen diese in der Niveau-
Ebene, wie aus 14) ersichtlich ist.

Betrachten wir nun eine Linie, in der drei Flussigkeiten Zusam-
menstdssen.  Wir nennen dieselben 1, 2, 3, bezeichnen durch dl123
ein Element der Linie, durch ml2 die Normale dieses Elementes, die
die Trennungsflache von 1 und 2 beriihrt und nach dem Innern der-
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selben gerichtet ist, und geben den Zeichen w23, w3l und .23, Jil
analoge Bedeutungen, wie wir sie den Zeichen wi2 und ™2 beigelegt
haben. Die Punkte der genannten Linie denken wir uns unendlich
wenig verschoben, so dass das Element dllri die Verschiebung ¢ er-
halt; die der Linie unendlich nahen Flissigkeitstheilchen missen
dann auch Verschiebungen erleiden; nur diese sollen solche erleiden
und zwar der Art, dass das Volumen keiner der Flussigkeiten da-
durch geéndert wird. Bei Rucksicht auf den Ausdruck 7) hat man
dann aus dem Princip der virtuellen Verrlickungen zu schliessen,
dass

Jdse (A2 cos (mize) + A% cos (m23e) + A3l cos (m3le)} = O

ist, woraus, da f ganz beliebig ist, folgt:
A12 cos (m12¢) + A23 cos (m23¢) + A31 cos (m31lg) =0, 15)

wo ¢ eine beliebige Richtung bedeutet. Diese Gleichung ist dieselbe
wie diejenige, welche ausspricht, dass drei Krafte, deren Gréssen
Al2, A23, A3l, deren Richtungen die auf r#123 senkrechten Richtungen
m12, m23, m3l sind, und die auf einen Punkt wirken, einander das
Gleichgewicht halten. Man bezeichne die Winkel (m31m12), (m12m23),
(m23m3l) durch wl,w3; sie sind die Winkel, welche je zwei der
drei Ebenen mit einander bilden, die an dem Orte von dI123 die drei
Trennungsflachen berthren; die Gleichung 15) spricht dann aus,
dass ein Dreieck, dessen Seiten sich wie A23 : A3l : Al2 zu einander
verhalten, die Winkel m — wl, m — w2, m — w3 hat, oder dass

sin wi : sin v2 : sin wz = V423 : J31 : J12 16)
ist.

Wir fassen nun einen Fall ins Auge, der dem eben behandelten
ahnlich ist, von ihm aber dadurch sich unterscheidet, dass der Kor-
per 3 nicht eine Flussigkeit, sondern starr oder, was hier dasselbe
bedeuten soll, fest ist; seine Oberflache soll tberdies da, wo sie von
der Trennungsflache der Fliussigkeiten 1 und 2 getroffen wird, keine
scharfe Kante darbieten; die Richtungen m2i und mii sind dann
entgegengesetzte. Die Verrickung ¢ nehmen wir parallel mit w3
an; auch dann gilt die Gleichung 15) und wird

cos wil 17)

Die Gleichungen, welche nach dem Muster von 16) und 17) gebildet
werden konnen, sind die Grenzbedingungen, welche zur ndheren Be-
stimmung der Integrale der Differentialgleichungen dienen, die nach
dem Muster von 13) oder 14) zu bilden sind.

10*
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§ 4.

Bevor wir unter gewissen Voraussetzungen die Differentialglei-
chung fir die Trennungsflache zweier Flussigkeiten integriren, wollen
wir einen Ausdruck fur die Kraft aufstellen, die auf einen festen
Korper ausgelbt werden muss, um ihn im Gleichgewicht zu halten,
wenn derselbe mit zwei Flussigkeiten in Berthrung und in einer
gegebenen Richtung beweglich ist. Wir nennen wiederum den festen
Korper 3, die Flissigkeiten 1 und 2. Ein Beispiel bildet ein fester
Korper, der in Wasser eingetaucht ist. Dieses Beispiel wollen wir
der Betrachtung zu Grunde legen und durch 1 das Wasser, durch 2
die Luft bezeichnen.

Wir nehmen zuerst an, dass ein Theil der Oberfliche des festen
Korpers, in welchem der Rand der Wasseroberflache (also die Linie,
deren Element wir dll23 genannt haben) liegt, ein Theil eines ver-
ticalen Cylinders von beliebigem Querschnitt, und dass der Korper
in verticaler Richtung beweglich ist. Wir suchen die Kraft Z, die
vertical abwérts, also in der Richtung der z-Achse, dusser seinem
Gewichte auf ihn wirken muss, damit das Gleichgewicht besteht.
Wir finden dieselbe, indem wir das Princip der virtuellen Ver-
rickungen auf eine gewisse Verrlickung unseres Systemes anwenden.
Wii- denken uns, wie das in Fig. 1 angedeutet ist, eine Flache F,

welche den festen Korper um-

schliesst und von jeder Flussig-

keit einen Theil abgrenzt; alle

Punkte, die ausserhalb dieser

Flache, oder in ihr liegen,

sollen an ihren Orten bleiben;

der feste Korper werde um ¢

vertical abwaérts verschoben,

die Theilchen der Flissigkeiten

werden so bewegt, dass die

Punkte des Randes der Wasser-

oberflache keine Verriickungen

erleiden und das Volumen

jeder Flussigkeit ungeéndert

bleibt. Wir wollen annehmen,

dass dabei allen Flissigkeitstheilchen, welche mit dem festen Korper

in Beruhrung sind, bis auf diejenigen, die der Grenzflache beider

Flussigkeiten unendlich nahe sind, dieselbe Verschiebung ertheilt

werde, wie dem festen Korper. Fur diese Verriickung ist die Arbeit
der Kraft Z

= Zt . 18)

Um die Arbeit der Capillarkrafte und der Schwere angeben zu
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kdnnen, behalten wir die frilher gebrauchten Zeichen bei, verstehen
unter dsl? aber nur ein Element des Theils der Trennungsflache
von | und 2, der innerhalb der Flache F liegt, und nennen U den
Umfang des horizontalen Querschnitts des Cylinders, von dem ein
Theil der Annahme nach einen Theil der Oberflaiche des festen Kor-
pers ausmacht. Bei der gedachten Verriickung vergréssert sich dann
die Beruhrungsflache von 3 und 1 um Ug', wéhrend die Beriihrungs-
flache von 3 und 2 um ebensoviel sich verkleinert. In Folge hiervon
und bei Ricksicht auf den Ausdruck 7) ergiebt sich die Arbeit der
Capillarkrafte

19)

Die Arbeit der Schwere endlich findet man mit Hulfe des Aus-
drucks 9)

=g ul — W) s‘IdsSlz cosp—+— g (U2 - p3)¢ Idsz3z cos (n3z)

20)
—g(ul- u2)_[dleza cos (nle) .

Die Summe der Ausdriicke 18), 19) und 20) muss verschwinden.
Wahlt man zur xy-Ebene die Niveau-Ebene und beriicksichtigt, dass
dann die Gleichung 14) gilt, so ergiebt sich hieraus

0=2Z+ (Al —AB) U+ g (M1- u2)I ds31z cos (n3z)
21)
+ g2 - ps)f ds23z cos (n3z)

Wir geben dieser Gleichung noch eine andere Gestalt. Bezeichnet
ds ein Element der Oberflache eines vollstdndig begrenzten Raumes,
n die nach dem Innern desselben gerichtete Normale von ds, so ist

das Integral
J-dsz cos (nz) ,

ausgedehnt Uber die ganze Oberflache, gleich dem negativ genomme-
nen Volumen des Raumes, wie der durch die Gleichungen 6) der
eilften Vorlesung ausgesprochene Satz lehrt. Bemerkt man, dass
dasselbe Integral, ausgedehnt (ber einen beliebigen Theil eines der
z- Achse parallelen Cylinders oder (ber einen beliebigen Theil der
xy-Ebene, verschwindet, so kann man den Werth finden, den es
erhalt, wenn es uber einen begrenzten Theil jener geschlossenen
Oberflache ausgedehnt wird; man darf namlich diesen Theil zu einer
geschlossenen Oberflaiche machen durch Hinzufligung einer Flache,
die aus einem Stiicke eines der z-Achse parallelen Cylinders und
einem Stiicke der xy-Ebene besteht. Die beiden in der Gleichung 21)
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vorkommenden Integrale lassen sich hiernach durch zwei Volumina
ausdriicken. Wir construiren die Flache, welche durch die Randcurve
des Wassers begrenzt und zusammengesetzt ist aus einem Theile
eines verticalen Cylinders und einem Theile der Niveau-Ebene; wir
setzen voraus, dass diese Flache ganz innerhalb des festen Kdorpers
liegt; dann theilt sie denselben in zwei Theile, von denen der eine
mit der Flussigkeit 1, der andere mit der Flussigkeit 2 in Beruh-
rung ist; die Volumina dieser Theile nennen wir VI und P2 ; dann ist

_rdsalz cos (n3z) = — VI und Idszsz cos (n3z) = -V2.

Fdhrt man noch durch 17) den Winkel wl ein, so wird hiernach die
Gleichung 21)

Z=gEl-p3) Vi+ g (U2 - u3)VV2 c+Alxoswil

8§ 5-

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der den eben behandelten
als speciellen in sich schliesst; der feste Kdrper 3 habe eine beliebige
Gestalt und sei in einer beliebigen Richtung, die wir p nennen wollen,
verschiebbar. Es soll die Kraft P gefunden werden, die auf den
Korper in der Richtung p ausser der betreffenden Componente seines
Gewichtes wirken muss, damit das Gleichgewicht besteht. Wir den-
ken uns den Korper in der Richtung p um €' verschoben; die Flis-
sigkeitstheilchen, welche ihn beriihren, sollen alle die gleiche Ver-
schiebung erfahren, wéhrend die Theilchen, welche in und ausserhalb
der Flache F (s. Fig. 1) liegen, an ihren Orten bleiben und die
Elemente ds12 solche Verschiebungen ¢ erleiden, dass der Bedingung
der Incompressibilitat gentigt wird. Die Flachen, deren Elemente
durch ds3l und ds23 bezeichnet sind, erleiden dann keine Aenderung
ihrer Grosse, dagegen erfahrt der Rand der Trennungsflache der
beiden Flissigkeiten eine Verschiebung. Nimmt man hierauf Rick-
sicht, so erhdlt man durch eine Betrachtung, die im Uebrigen der-
jenigen gleich ist, durch welche wir die Gleichung 21) abgeleitet
haben, wenn man wiederum die Niveau-Ebene zur xy -Ebene wihlt,

0=P+g(ul- u3)fdsSIz cos (n3p)

+ g (U2 - pu3) _[d523 2 cos (n3p) 22)

A12 Id5123 cos (m12p) -

Wir wenden diese Gleichung zuerst auf einen Fall an, in dem die
Richtung p wieder mit der Richtung von z uUbereinstimmt. Der
Korper 3 sei eine horizontale Platte, deren Randflache ein Theil
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eines kreisférmigen verticalen Cylinders ist. lhre untere Fluche soll
mit der Flissigkeit 1 in Berlihrung sein, so dass der Rand derselben
die Linie ist, deren Element wir dli23 genannt haben. Fassen wir
den Rand der unteren Flache als eine unendlich schmale Flache von
unendlich grosser Krimmung auf, so haben wir statt dessen zu sagen,
dass die genannte Linie in diesem Rande liegen soll. Das Resultat
der Gleichung 22) ist ersichtlich bei der einen Auffassung dasselbe,
wie bei der andern. Nennt man V das Volumen der Platte, T die
Grosse, U den Umfang ihrer Grundflache, z0 den Werth von z fir
ihre untere Flache, 90 den l'cf, 2.

in Fig. 2 bezeichneten

Winkel, den die Rich-

tung ml2 mit der Ver-

langerung des Radius der

Platte bildet, wobei

wird, und nimmt man an, dass die Trennungsflache der beiden Flussig-
keiten eine Rotationsflache ist, deren Achse mit der Achse der Platte
zusammenfallt, so wird die Gleichung 22)

o=P+g W -2 V-g (ul-p2) z0f — Al2U sin 80 - 23)
Der Werth von kann innerhalb gewisser Grenzen geandert wer-
den; mit ihm &andert sich auch 90; wie diese beiden Grdssen Zusam-
menhéngen, werden wir bei der Untersuchung der Gestalt der
Trennungsflache zweier Flussigkeiten finden.

Wir wollen nun die Gleichung 22) auf den Fall anwenden, dass
die Richtung p eine horizontale ist; sie sei die Richtung der x-Achse.
Ist ds ein Element der Oberflache eines vollkommen begrenzten
Raumes, n die nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds,
so verschwindet das Integral

_I_dsz cos (nx) , 24)

wie die erste der Gleichungen 6) der eilften Vorlesung zeigt. Hier-
aus folgt, dass der Coefficient von u3 in 22) verschwindet, und dass
die beiden Glieder dieser Gleichung, welche Flachenintegrale ent-
halten, sich in das eine

g (p1 -p2) IdsSlcos (n3x) 25)

zusammenziehn. Das hier vorkommende Integral lasst sich weiter
darstellen als eines, das auszudehnen ist Uber den Theil der Ober-
flache des festen Kdorpers, der zwischen der xy-Ebene und der Grenze
der Trennungsflache der beiden Flissigkeiten liegt, wenn man noch
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benutzt, dass das Integral 24) auch verschwindet, wenn es Uber einen
Theil der xy-Ebene genommen wird. Wir wollen annehmen, dass
die Grenze der Trennungsflache der beiden Flussigkeiten die xy-Ebene
nicht schneidet, also ganz oberhalb oder ganz unterhalb derselben
liegt. In beiden Fallen wollen wir durch ds.i ein Element des ge-
nannten Theils der Oberfliche des festen Korpers bezeichnen; der
Ausdruck 25) ist dann

= g (M1 -p2) J ds3z cos (N3X)

wo das obere Zeichen in dem ersten, das untere in dem zweiten
der beiden Félle gilt, vorausgesetzt, dass die untere Flussigkeit wieder
die Flussigkeit 1 ist. Hiernach ist die Gleichung 22)

0=P=xg (ul-pu2) _[ds3z cos (n3x) — AIZI dl123 cos (m12x) . 26)

Wir wollen die Rechnung weiter fuhren unter der Voraussetzung,
dass der feste Korper eine zur xX-Achse senkrechte Platte ist, die in
der Richtung der y- Achse die sehr grosse Lénge b besitzt. In ihrer
Nahe, auf der Seite der negativen x, befinde sich eine ihr parallele,
feste Platte von gleicher oder noch grosserer Lénge. Die beiden
Féalle, die in der Gleichung 26) zu unterscheiden sind, sind in Fig. 3
und Fig. 4 dargestellt.

Die Elemente ds3 und dI123 sind zum grdssten Theile der y- Achse
parallel; diejenigen, die es nicht sind, kdnnen bei der Bildung der
beiden Integrale, um die es sich handelt, vernachlassigt werden. Auf
der dusseren Seite der beweglichen Platte ist

auf der inneren
daher verschwindet das nachdl123 zu nehmende Integral in 26).
Ferner ist auf der ausseren Seite der Platte
cos (n3x) = — |
aut der inneren = +1.
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Endlich kann man ds3 = bdz setzen, wenn man die Bestimmung
hinzufiigt, dass die untere Grenze des Integrals der kleinere Grenz-
werth von z, die obere der gréssere sein soll. Hiernach wird die
Gleichung 26) in den beiden unterschiedenen Fallen

wenn der Werth von z fur die Grenze der beiden Flissigkeiten an
der inneren Flache der beweglichen Platte mit z, an der &usseren
mit z" bezeichnet wird. Je nachdem dieser Ausdruck von P positiv
oder negativ ist, Uben die beiden Platten scheinbar eine Anziehung
oder eine Abstossung auf einander aus. Wie die Grossen z und z"
abhdangen von der Natur der Flussigkeiten und der Platten, so wie
dem Abstande der letzteren, lehrt die Untersuchung der Gestalt der
Trennungsflache zweier Flissigkeiten.



Vierzehnte Vorlesung.

(Integration der Differentialgleichung fir die Berthrungsflache zweier
schweren Flussigkeiten in dem Falle, dass dieselbe eine Rotationsflache ist und
die Abstande der betrachteten Punkte von der Rotationsachse sehr klein oder
sehr gross sind. Erste und zweite N&herung.)

§ 1
Wir wollen uns jetzt mit der Integration der Differentialglei-
chung beschéftigen, die wir fir die Trennungsflache der beiden
Flussigkeiten 1 und 2 gefunden haben. Legen wir die xy-Ebene
in die Niveauebene, so ist dieselbe die Gleichung 14) der vorigen
Vorlesung, namlich

wenn

gesetzt wird. Wir nehmen die Constante A12 als negativ an. Nur
unter dieser Bedingung ist ein stabiles Gleichgewicht mdoglich; denn
nach den in § 2. der vierten VVorlesung gemachten Auseinandersetzun-
gen erfordert ein solches, dass das Potential der wirkenden Krafte
ein Maximum sei, und ein Maximum findet nicht bei der positiv ge-
nommenen Oberflache einer incompressibeln Flissigkeit statt — diese
kann ins Unendliche wachsen —, wohl aber bei der negativ genom-
menen. Wir bezeichnen ferner die dichtere Flussigkeit durch 1, die
weniger dichte durch 2; dann ist a2 positiv. Ist auch a positiv, was
wir festsetzen, so ist dieses, wie aus der Gleichung 1) ersichtlich,
eine Ladnge. Nach den Gleichungen 4) und 6) der vorigen Vorle-
sung ist nun

und

wo a, B, y die Cosinus der Winkel bedeuten, die die nach dem
Innern der Flussigkeit 1 gezogene Normale der Oberflache dieser mit
den Coordinatenachsen bildet. Es folgt hieraus
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und nach 1)
2)

wo der vorkommenden Wurzelgrésse das positive oder negative Vor-
zeichen zu geben ist, je nachdem vy positiv oder negativ ist. Diese
partielle Differentialgleichung fir z verwandeln wir in eine gewo6hn-
liche durch die Annahme, dass die Oberflache, um die es sich handelt,
ein Theil einer Rotationsflache ist, deren Rotationsachse mit der
z-Achse zusammenfallt. Setzen wir

wo die Wurzelgrosse positiv zu nehmen ist, so ist dann

und die Gleichung 2) wird
3)

z und u konnen wir hierbei als die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes der Curve ansehn, in der die Oberfliche von einer durch
die z-Achse gelegten Ebene geschnitten wird. Die Gleichung 3)
wollen wir dadurch umgestalten, dass wir in sie einen Winkel  ein-
fuhren, zu dessen Definition wir zundchst

setzen; wir vervollstindigen dieselbe durch die Gleichung

Hierdurch ist  bis auf ein Vielfaches von 2tr bestimmt; dabei k&nnen
und wollen wir festsetzen, dass 9 sich stetig &ndert, wenn man auf
der Curve stetig fortgeht. Aus den fir cos und sin  aufgestellten
Ausdriicken folgt

4)
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d. h. A ist ein Winkel, den die Tangente der Curve mit der u- Achse
bildet, und den eine Linie beschreibt, die von der u-Achse aus in
dem Sinne gedreht wird, bis sie der Tangente parallel ist, in dem

sie um  gedreht werden muss, um die Richtung der z- Achse zu

erhalten. Bei Rucksicht auf die Gleichung y = cos 9, kann man
hierfur auch sagen: ist ein Winkel, den die nach dem Innern
der dichteren Flussigkeit gezogene Normale, nl, mit der z-Achse
bildet, und den eine Linie beschreibt, die von der z-Achse aus in
demselben Sinne gedreht wird, bis sie die Richtung von nl hat. Die
Gleichung 3) wird dann

5)

Wir wollen die Gleichungen 4) und 5), die zusammen die Gleichung 3)
ersetzen, nur fur die Falle integriren, dass u sehr klein oder sehr
gross flur die Punkte der betrachteten Flache ist.

§ 2.

Wir nehmen zuerst an, dass u als unendlich klein zu betrachten ist.
Dieser Fall ist ndherungsweise verwirklicht z. B. bei der Flissigkeits-
oberflache in einer engen, verticalen Réhre von kreisformigem Quer-
schnitt, die in eine grossere Wassermasse getaucht ist, oder bei der
Oberflache eines kleinen Quecksilbertropfens, der auf einer horizon-
talen Glasplatte ruht. Aus 5) folgt, dass dann im Allgemeinen z
unendlich gross ist; wir nehmen an, dass dieses stattfindet, dass die
Unterschiede der Werthe von z fur die verschiedenen Punkte der
zu betrachtenden Curve aber nicht unendlich gross sind; bezeichnen
wir durch z0 einen dieser Werthe, so kodnnen wir hiernach fur 5)
schreiben

oder

wo const die Constante der Integration bedeutet. Diese muss ver-
schwinden, wenn, wie wir annehmen wollen, die z- Achse die Flissig-
keitsoberflache schneidet, weil sonst fur u = 0 die linke Seite der
gefundenen Gleichung unendlich werden wiirde, die rechte aber nicht
unendlich werden kann. Zugleich wollen wir in Betreff der Bedeu-
tung von zn festsetzen, dass
z=30 fur u=0
sein soll. Wir haben dann

6)
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Dabei ist
6=0 fir u=0,
wenn, wie wir annehmen wollen und wie es in den beiden ange-
fuhrten Beispielen der Fall ist, an dem Punkte (u =0, z = 20) die
dichtere Flissigkeit die untere ist.
Differentiiren wir die Gleichung 6) und multipliciren das Resul-
tat mit der Gleichung 4), so erhalten wir

und hieraus durch Integration bei Ricksicht darauf, dass z — z0
fur 9 = 0 ist,

7)
Die Gleichungen 6) und 7) zeigen, dass die Flissigkeitsoberflache
eine Kugel ist, deren Radius dem absoluten Werthe von gleich

ist, und deren Mittelpunkt die z-Coordinate hat. Die dich-

tere Flussigkeit ist hiernach durch eine convexe Oberflache begrenzt,
wenn z0 positiv, durch eine concave, wenn z0 negativ ist. Der Werth
von 20 ist durch den Winkel w! bedingt, den die Gleichung 17) der
vorigen Vorlesung bestimmt. Handelt es sich z. B. um die Ober-
flache einer Flussigkeit in einer verticalen Réhre von dem Radius R,
SO st

firu=R

setzt man diese Werthe in die Gleichung 6), so erhdlt man

8)
Ein Fall, der sich oft der Betrachtung darbietet, ist der, dass wl=20
ist; er findet statt, wenn der feste Kdorper, um den es sich handelt,
von der Flissigkeit 1 benetzt wird. In diesem Falle giebt die
Gleichung 8)

die Oberflache der Flussigkeit in der RoOhre wird dabei eine
Halbkugel.

Sind die Werthe von u nicht unendlich klein, aber klein, so
bilden die entwickelten Gleichungen eine erste Naherung; suchen
wir jetzt eine zweite. Aus der Gleichung 5) folgt, wenn wir die
Voraussetzung festhalten, dass die z-Achse die Oberflache schneidet,

6)
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Schreiben wir hier z0 + (z — z0) fur z, wo wieder den Werth
von z fur u = 0 bedeutet, so erhalten wir

Wir kommen zu den Formeln der ersten Naherung, zunéchst zu
der Gleichung 6) zuriick, wenn wir das Glied, welches das Integral-
zeichen enthalt, vernachlassigen; wir finden eine zweite, wenn wir
in diesem Gliede z — z0 und u mit Hulfe der Gleichungen 7) und 6)
durch ff ausdriicken. Wir erhalten dadurch

oder
10)

Differentiirt man diese Gleichung und multiplicirt das Resultat mit
der Gleichung 4), so erhélt man eine, deren Integration z als Func-
tion von ff ergiebt.

In dem Falle der verticalen R6hre vom Radius R giebt die Glei-
chung 10) einen Werth von z0, der genauer ist, als der durch 8) be-
stimmte. Um ihn zu finden, kann man in dem Gliede, durch welches
die Gleichungen 10) und 6) sich unterscheiden, z0 durch 8) ausdriicken.
Wird die Rohre benetzt, so bekommt man auf diesem Wege

§ 3
Man kann die Gleichungen 4) und 5) ferner integriren, wenn
man u als unendlich gross annimmt. Man setze
u=ul + x, 11)

wo w0 eine unendlich grosse Constante bedeutet, die so gewahlt ist,
dass fur die Punkte, die betrachtet werden, x endlich ist. Fuhrt
man in 5) die Differentiation nach u aus und vernachlassigt unend-
lich Kleines gegen Endliches, so erhélt man dann

12)

und die Gleichung 4) wird
dz =tg 9 dx. 13)

Es sind dieses dieselben Gleichungen, welche man unmittelbar aus 2)
erhalten haben wiirde, wenn man die rechtwinkligen Coordinaten
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X, Y, z beibehalten und die Annahme eingefiihrt hatte, dass z vony
unabhéngig ist. Multiplicirt man sie mit einander, so erhdlt man
eine integrable Gleichung und durch Integration

z? = Const — a2 cos 9
oder auch 14)

wo h eine willkirliche Constante bedeutet. Dieselbe ist nothwendig
positiv, da z2 positiv ist, kann aber grosser oder kleiner als 1 sein.
Diese Félle bieten einen wesentlichen Unterschied dar. Ist h > 1, so
kann z nicht verschwinden, also auch nicht das Zeichen wechseln;
dasselbe gilt, der Gleichung 1) wegen, daher auch von der Krimmung
der Curve, deren variabler Punkt die Coordinaten x, z hat; dagegen
kann 8 verschwinden oder = 2 m werden, d. h. es giebt Punkte, in
denen die Tangente horizontal ist und die dichtere Flussigkeit unter
der weniger dichten liegt. Das Umgekehrte findet statt, wenn h < 1
ist; dann giebt es keine solche Tangente, © kann nicht verschwinden
oder = 21t werden, aber z kann = 0 sein; es giebt Punkte, die in
der Niveauebene liegen, und in denen die Krimmung Null ist.
Fur den Fall h> 1 setzen wir

15)

bezeichnen wir dann wieder die positiv zu nehmende Wurzelgrdsse
mit Ay, so wird die Gleichung 14)

oder wenn wir das Maximum von z in dem Falle, dass z positiv ist,
und das Minimum von z im entgegengesetzten Falle durch c¢ bezeich-
nen, wobei

16)
wird,
Z =CcAY 17)
Die Gleichung 12) giebt
woraus bei Rucksicht auf 17) folgt
oder
18)

wo die untere Grenze der beiden Integrale eine willkirliche Con-
stante ist.
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Fur den Fall h <1 setzen wir in 14)
191

indem wir unter i einen Werih von 9 verstehen, den dieses erreichen,
aber nicht dberschreiten kann: und ferner

20)

da hiernach

ist, so konnen wir zur weiteren Bestimmung von ( festsetzen:
21)
Far einen Punkt der betrachteten Curve kann man 8 als zwischen

0 und 2m liegend annehmen, also als zwischen 0 und m liegend;

da nach 20) sin nicht verschwinden kann, so liegt  dann immer
zwischen den genannten Grenzen und wir erhalten aus 20)

Die Gleichung 12) wird hiernach

woraus in Verbindung mit 21) sich ergiebt
22)

wo die untere Grenze der beiden Integrale wiederum eine willkir-
liche Constante ist.

§ 4.

Die abgeleiteten Gleichungen wollen wir jetzt auf die Falle
anwenden, dass der Modul k der elliptischen Integrale, auf die wir
gefihrt sind, unendlich klein oder = | ist. Setzen wir zunachst in
den Gleichungen 17) und 18) k unendlich klein. Durch Entwicke-
lung nach Potenzen von k2 finden wir dann

und, wenn man benutzt, dass

ist,
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Diese Ausdricke von z und x zeigen, dass die Curve, um die es
sich handelt, ein Kreis ist, dessen Radius gleich ist dem absoluten

Werthe von oder nach 16) von Ist die Flissigkeit zwischen

zwei parallele, verticale Platten eingeschlossen, die von ihr benetzt
werden und in der Entfernung 2e von einander sich befinden, so
muss dieser Kreis die Platten berthren; sein Radius muss = e, und
also, da ¢ dann negativ ist,

«Pin
In dem Falle, in dem die Gleichungen 21) und 22) gelten,
erhdlt man, wenn man k, also auch cos unendlich klein annimmt,

also

Die hierdurch dargestellte Linie ist eine Sinuslinie. Um ein Beispiel
zu erhalten, in dem diese Gleichung gilt, denken wir uns eine hori-
zontale Platte, an deren unterer Flache eine kleine Menge einer sie
benetzenden Fliussigkeit sich befindet; diese kann im Gleichgewicht
sein, wahrend ihr Profil die Gestalt ACB hat, abgesehn davon, dass
der Abstand des Punktes C
von der Geraden AB nicht
unendlich klein ist; dabei ist

Fur k = 1 endlich geben die Gleichungen 17) und 18) dasselbe
Resultat wie die Gleichungen 21) und 22); um die Einfihrung von
doppelten Vorzeichen unndéthig zu machen, wollen wir bei der An-
wendung jener festsetzen, dass & zwischen 0 und 2m, also nach 15)

U zwischen und gewahlt werde; bei der Anwendung

dieser, dass fir i, welches O oder 2m sein kann, derjenige von diesen
beiden Werthen genommen werde, fir den das Vorzeichen von

oS mit dem Vorzeichen von z Ubereinstimmt. Sind diese Be-

dingungen fur einen Punkt der zu betrachtenden Curve erfullt, so
sind sie es fur alle ihre, im Endlichen liegenden Punkte, denn 9
kann die Grenzen 0 und 2m nicht Uberschreiten und z das Vor-
zeichen nicht wechseln, da der Fall, den wir hier betrachten, die

Grenze zwischen den beiden Féllen bildet, dass das in der Gleichung
Kirchhoff, Mechanik. 11
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14) vorkommende h= oder <! ist. In Folge dieser Festsetzungen
ist dann cos  positiv und daher

cos Y = Ay .
Benutzt man, dass

ist, so ergiebt sich hieraus

23)

Figur 6 soll eine ungeféahre Vor-

stellung von dem Verlauf der

durch diese Gleichungen darge-

stellten Curve geben. Ein Theil

derselben kann das Profil der
Flussigkeitsoberflache bilden; das ist z. B. der Fall, wenn in eine
grosse Wassermasse eine ebene Platte in beliebiger Richtung ein-
getaucht ist.

§ 5
Die in den beiden vorigen Paragraphen entwickelten Gleichun-
gen konnen als eine erste N&herung fir den Fall betrachtet werden,
dass die Flussigkeitsoberfliche eine Rotationsflache ist, deren Rota-
tionsachse mit der z- Achse zusammenfallt und bei der der Radius u
fUr diejenigen Punkte, die in Betracht kommen, sehr gross ist. Man
hat dann, wie es in 11) geschehen ist,
u=u0 + x
zu setzen und w0 als eine sehr grosse Constante zu betrachten. Eine
zweite Naherung findet man auf dem folgenden Wege. Die Glei-
chungen 4) und 5), um deren Integration es sich handelt, lassen
sich schreiben

dz =tgddu.

Man multiplicire dieselben mit einander und forme das dann auf-
tretende Glied

welches bei der ersten Néherung vernachlassigt ist, dadurch um, dass
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man w0 fir u setzt und die Gleichungen benutzt, die bei der ersten
Naherung gelten. Dadurch erhélt man eine Gleichung, die integrirt
werden kann und z als Function von § auszudriicken erlaubt. Ist
das geschehen, so kann man mit Hulfe der Gleichung 4) auch u als
Function von 9 darstellen.

" Beschréanken wir uns auf den Fall, fir welchen in erster Né&he-
rung die Gleichungen 23) gelten, so finden wir auf dem bezeichne-
ten Wege

wo, wie auch im Folgenden, von den Doppelzeichen das obere oder
das untere zu nehmen ist, je nachdem z positiv oder negativ ist.
Durch Integration folgt hieraus

Um die Constante der Integration zu bestimmen, hat man zu be-
achten, dass z verschwinden muss, wenn x = =+ oo wird, und dass,
wie aus der ersten der Gleichungen 23) hervorgeht, x = + oo ist,
wenn & = 21 oder = 0 ist, je nachdem z positiv oder negativ ist.
Bestimmt man hiernach die mit Const. bezeichnete Grosse, zieht die

Quadratwurzel und vernachléssigt die héheren Potenzen von S0
findet man bei Ricksicht auf das Vorzeichen, welches z haben soll,

24)

Diese Gleichung kann auf einen Fall angewendet werden, den
wir in der vorigen Vorlesung betrachtet haben, und auf den die
Gleichung 23) derselben sich bezieht, auf den Fall n&mlich, dass
eine horizontale kreisformige Platte mit ihrer unteren Fléche eine
Flussigkeit beruhrt. Wir setzen von dieser jetzt voraus, dass ihre
Oberflache sich in die Unendlichkeit erstreckt, und nennen ul den
Radius der Platte, ¢i und 380 die Werthe von z und & fur u = u0.
Es haben z0 und 80 dann dieselbe Bedeutung, wie an dem ange-
fihrten Orte und die Gleichung 24) giebt die Beziehung zwischen
diessen beiden Grossen, auf welche dort hingewiesen worden ist.

Wir werden die Capillarerscheinungen nicht weiter verfolgen
und bei unseren weiteren Untersuchungen auf die Capillarkrafte
keine Riucksicht nehmen. Bei ihrer Erorterung haben wir keinen
Gebrauch von dem Begriffe des Druckes gemacht, der in den allge-

meinen Gleichungen der Hydrostatik und Hydrodynamik eine wichtige
11*
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Rolle spielt. Dieser Begriff hat auch hier seine Bedeutung. Bei
einer Flussigkeit, auf welche Capillarkréfte wirken, andert sich der
Druck im Innern gerade so, als ob diese Krafte nicht vorhanden
waéren, aber unendlich nahe an der Oberflache &ndert er sich unend-
lich schnell. Die Capillarkréfte, die auf ein Theilchen wirken,
welches in endlicher Entfernung von der Oberflache liegt, heben sich
namlich auf, an der Oberfliche aber geben sie unendlich grosse
Resultanten. Hierdurch werden bei der Untersuchung der Oapillar-
erscheinungen Schwierigkeiten herbeigefiihrt, wenn man den genann-
ten Begriff benutzen will; wir haben diese vermieden, indem wir
einen anderen, zuerst von Gauss betretenen Weg eingeschlagen haben.



Funfzehnte Vorlesung.

(Hydrodynamik. Differentialgleichungen von Lagrange und von Euler.
Rotationen der Flussigkeitstheilchen.  Wirbellinien und Wirbelfaden. Ge-
schwindigkeitspotential.  Mehrwerthiges Geschwindigkeitspotential in einem
mehrfach zusammenhangenden Raume.)

S1

Wir wenden uns jetzt zur Hydrodynamik und zunéchst zu den-
jenigen Bewegungen der Flussigkeiten, bei denen die Reibung sich
nicht merklich macht. Wir haben es hier mit der Entwicklung der
Gleichungen 23) und 24) der eilften Vorlesung, d. h. der Gleichungen

2)

zu thun, zu welchen eine Relation zwischen dem Drucke p und der
Dichtigkeit y hinzukommt.

Wir formen zuerst die Gleichung 2) um, welche ausspricht, dass
ein Massenelement bei seiner Bewegung ungedndert bleibt, und
welche die Gleichung der Continuitdt genannt zu werden pflegt. Wir
nennen X0, yO, zO die Coordinaten des materiellen Punktes der
FlUssigkeit zur Zeit t0, der zur Zeit t die Coordinaten X, y, z hat.
Das Verhéltniss der Volumina, welche dieser Punkt zu den Zeiten t
und Geinnimmt, ist dann die Determinante

wie aus der Gleichung 13) der zehnten Vorlesung hervorgeht, wenn
man erwégt, dass die Grossen, die in den Gleichungen 26) derselben
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Vorlesung a, b, c, genannt, hier mit x0, y0, z0 bezeichnet sind.
Die Bedingung, dass diese Determinante, mit p multiplicirt, von t
unabhéangig ist, ist hiernach gleichbedeutend mit der Gleichung 2).
Nun sollen a, b, ¢ irgend welche von einander unabhéngige Grdssen
bedeuten, die den materiellen Punkt, dessen Coordinaten zur Zeit t
X, Y, z sind, bestimmen; es bestehen dann 9 Gleichungen, von denen
die Ubrigen aus der einen

durch Vertauschung von x mit y, z oder von et mit b, ¢ hergeleitet
werden koénnen. In Folge dieser Gleichungen ist, wenn

gesetzt wird, nach einem Satze der Determinantentheorie, den
wir am Ende des § 2. der zehnten Vorlesung abzuleiten Gelegenheit
gehabt haben,

Hieraus folgt, dass die Gleichung 2) durch die Bedingung, dass uD
von t unabhéngig ist, d. h. durch die Gleichung

ersetzt werden kann.
Die Gleichungen 1) multipliciren wir

mit oder mit oder mit

und addiren sie jedesmal; sie werden dann

5)
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Die Gleichungen 4) und 5) sind unter dem Namen dery Lagrange-
schen hydrodynamischen Gleichungen bekannt; man hat bei ihnen
X, Y, z, p sich als Functionen der unabhéngigen Variabein a, b, c, t
vorzustellen.

Die Oberflache der Flissigkeit muss nach § 6. der zehnten Vor-
lesung immer aus denselben Theilchen gebildet sein. Denken wir
ins die Gleichung derselben als eine Gleichung zwischen x, y, z, t,
so muss daher, wenn man X, y, z durch a, b, ¢, t ausdriickt, t
herausfallen; die Gleichung der Oberfliche muss eine Gleichung
zwischen a, b, c, sein. Eine zweite Bedingung, die an dieser Ober-
déche, d. h. an der Flache, in der die Flussigkeit einen andern Kor-
per berthrt, zu erflllen ist, ergiebt sich aus § 4. der eilften Vorle-
sung: ein Element der Berlhrungsfliche muss von jeder Seite aus
denselben Druck erleiden.

Wir nehmen mit den Gleichungen 5) noch eine Aenderung vor.
Wir setzen zuerst

6)

und denken uns dieses Integral ausgefiihrt mit Hilfe der Relation,
die zwischen p und p besteht, die untere Grenze beliebig gewahlt.
Wir machen ferner die Annahme, dass die Krafte X, Y, Z ein
Potential, V, haben, so dass

ist. Dann vereinfachen sich die Gleichungen 5) zu den folgenden

7)
Ist die Flussigkeit incompressibel, so wird die Gleichung 4)

8)
und nach 6) kann man setzen

9)

§ 2
Fur die Anwendung ist oft eine andere Form der hydrodyna-
mischen Gleichungen, die sogenannte Euler'sche, bequemer als die
Lagrange’sche; bei ihr hat man sich die Geschwindigkeiten u, v, w
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und den Druck p. als Functionen von X, y, z, t vorzustellen.
Man hat

also

nun bedenke man, dass das Zeichen d den Zuwachs bezeichnet, den
die dahinter stehende Grosse, bezogen auf denselben materiellen Punkt,
in dem Zeitelement dt erleidet, d. h. den Zuwachs, den sie erfahrt,
wéhrend t um dt wéachst, a, b, ¢ aber ungeédndert bleiben. Bleiben
a, b, ¢ ungeéndert, so wachsen X, y, z resp. um udt, vdt, wdt,
wenn t um dt zunimmt; hieraus folgt

und es gelten die Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man
unter den Differentiationszeichen u gegen v oder w oder y vertauscht.
Fihrt man auch hier die durch 6) definirte Grosse P und die Vor-
aussetzung ein, dass die wirkenden Kréfte das Potential V haben, so
werden hiernach die Gleichungen 1) und 2)

10).

und
11)

Fur ein Element der Flache, in der die Flissigkeit einen andern
Korper berthrt, gilt nach Gleichung 32) der zehnten Vorlesung die
Bedingung, dass die Componente der Geschwindigkeit nach der
Normale fir beide Korper denselben Werth hat, und zu dieser tritt
wieder die zweite hinzu, dass das Element von jeder Seite her den-
selben Druck erleidet.

Ist die Flussigkeit incompressibel, so erh&lt P auch hier den
durch 9) bestimmten Werth und die Gleichung 11) wird

12)

§ 3.
Wir haben in der zehnten Vorlesung gesehn, dass die Verénde-
rung, welche ein unendlich kleiner Theil eines Korpers bei seiner
Bewegung erfahrt, zusammengesetzt ist aus einer Verschiebung, einer
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Drehung und einer Ausdehnung gewisser Art, und haben in 28)
Ausdriicke fur die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit aufge-

stellt. Nennen wir 1, X, o diese Componenten, so ist, wie wir dort
gefunden haben

21 =

2X = 13)
20 =

Wir wollen jetzt in Bezug auf die Drehung der Flussigkeitstheilchen
gewisse Satze ableiten, welche gelten, sobald die wirkenden Krafte
ein Potential haben, und welche von Helmholtz*) entdeckt worden
sind. Wir gehen von den Gleichungen 7) aus und fihren in diese
die Geschwindigkeiten u, v, w ein; dadurch werden sie

Aus je zweien von ihnen kann man V — P eliminiren. Differentiirt
man die zweite nach c, die dritte nach b und zieht beide von einan-
der ab, so erhélt man eine Gleichung, die nach t integrirt werden

kann, da in Folge der Gleichung

ist und die beiden Relationen bestehn, die aus dieser hervorgehn,
wenn man u und X mit v und y oder w und z vertauscht. Aus
dieser einen integrabeln Gleichung erhdlt man zwei andere, wenn
man a, b, ¢ cyklisch vertauscht. Bezeichnet man durch A, B', C'
drei von t unabhéngige Grossen, so hat man daher

14)

*) Borchardts Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55.
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Diese Gleichungen lassen sich auf eine einfachere Form bringen.
Zu diesem Zwecke multipliciren wir sie zuerst mit und

addiren sie. Die Glieder, welche u enthalten, heben sich dann fort;
die Glieder, welche von v, und diejenigen, welche von w abhéngen,
ziehen sich zusammen, wenn man die Differentialquotienten von a,b, c
nach x, y, z in die Rechnung einfuihrt. Wir denken uns die Glei-
chungen, welche X, y, z als Functionen von a, b, c, t darstellen,
nach a, b, ¢ aufgel6st, so dass diese Grdssen als Functionen von
X, Y, z, terscheinen. Wir bezeichnen durch da, db, dc und dx, dy, dz
entsprechende Aenderungen, welche a, b, ¢ und X, y, z erleiden,
waéhrend t ungeéndert bleibt; die Gleichungen

sind dann die Auflésungen der Gleichungen

Hieraus folgt

wo D die in 3) angegebene Bedeutung hat. Hiernach sind die Glie-
der, welche v enthalten, in der Gleichung, die wir aus den Glei-
chungen 14) zu bilden beschaftigt sind,

d. h.

In dhnlicher Weise findet man das von w abhéngige Glied derselben
Gleichung
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so dass ihre linke Seite ist

oder nach 13) — 2D .

Setzen wir noch
A'=— AuB, B'=— BuD, C'=—CubDb,

wobei dann auch A, B, C drei von t unabhéangige Grossen bedeuten,
da nach 4) das Product puD von t unabhangig ist, und flgen der
gebildeten Gleichung die beiden hinzu, die aus ihr entstehen, wenn
man fur x und m setzt y und x oder z und @, so erhalten wir

15)

Wir haben unter a, b, ¢ irgend welche Grossen verstanden, welche
ein Flussigkeitstheilchen bestimmen; bei der Discussion der Glei-
chungen 15) wollen wir annehmen, dass a, b, ¢ die Coordinaten
sind, welche ein Theilchen im Augenblicke t = 0 hat, also die
Werthe, welche X, y, z fiur I = 0 besitzen. Die Grossen A, B, C
haben dann eine leicht angebbare Bedeutung; sie sind die Werthe,

welche fir t = 0 haben. Daraus fliesst zunachst diese

Folgerung: Wenn ein Flussigkeitstheilchen im Augenblick t = 0
nicht rotirt, wenn also fiir dasselbe in diesem Augenblicke Tr, X, @
gleich Null sind, so mussen fir dasselbe A, B, C, also nach 15)
M, X, 0 zu jeder Zeit, verschwinden; ein Flissigkeitstheilchen, wel-
ches einmal nicht rotirt, rotirt niemals.

Ein anderer Schluss, der aus den Gleichungen 15) gezogen werden
kann, ist der folgende. Es seien a, b, c und a da, b+ db, ¢+ dc
die Anfangscoordinaten zweier unendlich naher Theilchen, X, vy, z
und x + dx, y + dy, z + dz also die Coordinaten derselben Theil-
chen zur Zeit Z; da, db, dc sollen so gewahlt sein, dass

da:db:dc=A:B:C
ist, also so, dass fur t =0 die Verbindungslinie der beiden Theilchen

mit der Drehungsachse an ihrem Orte zusammenféllt. Diese Doppel-
proportion ist gleichbedeutend mit den Gleichungen

da = Ae, db=Bg, dc=Cs¢,

wo ¢ eine unendlich kleine, von t unabhéngige Grosse bedeutet.
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von A, B, C in die
Gleichungen 15), so werden diese
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16)

d. h. es ist
dx:dy:dz=m:x:0.

Hierdurch ist ausgesprochen, dass die Verbindungslinie der beiden
betrachteten Theilchen immer mit ihrer Drehungachse zusammenfalit.

Bezeichnen wir mit k die Drehungsgeschwindigkeit, d. h.
setzen wir

so geben die Gleichungen 16)
17)

d. h. die Drehungsgeschwindigkeit &ndert sich mit der Zeit so, dass
sie proportional mit dem Producte aus dem Abstande der beiden
Theilchen in die Dichtigkeit bleibt.

Den durch die Gleichungen 16) und 17) ausgesprochenen Satzen
wollen wir noch eine andere Form geben. Wir denken uns in
einem Augenblicke, von einem beliebigen Punkte der Flissigkeit
ausgehend, eine Linie, deren Richtung Uberall Ubereinstimmt mit
der Richtung der Drehungsachse der Theilchen, die sie eben trifft;
eine solche Linie nennen wir mit Helmholtz eine Wirbellinie. Die
Gleichungen 16) sagen dann aus, dass alle Flissigkeitstheilchen,
welche in einem Augenblicke auf einer Wirbellinie liegen, zu jeder
Zeit auf einer solchen sich befinden. Wir kdnnen hiernach von
den Aenderungen reden, die eine Wirbellinie mit der Zeit erfahrt,
indem wir festsetzen, dass eine Wirbellinie immer durch dieselben
Flissigkeitstheilchen geht.

Um den in der Gleichung 17) bewiesenen Satz auf eine neue
Weise auszusprechen, definiren wir noch einen Ausdruck. Unter
einem Wirbelfaden verstehen wir einen unendlich dunnen Faden,
welcher aus der Flussigkeit durch die Wirbellinien ausgeschnitten
wird, die durch die Punkte des Umfanges einer unendlich Kleinen
Flache gehen. Wir kénnen von den Aenderungen sprechen, die ein
Wirbelfaden mit der Zeit erleidet, indem wir festsetzen, dass ein
Wirbelfaden immer dieselben Flissigkeitstheilchen enthalt. Wir be-
trachten ein unendlich kurzes Stiick eines Wirbelfadens und nennen
| seine Lénge, q seinen Querschnitt; pqgl ist dann seine Masse und
andert sich also mit der Zeit nicht; nach 17) ist aber die Drehungs-
geschwindigkeit k dieses Stlickes mit pl proportional; daraus folgt,
dass q k constant ist, dass also das Produkt aus der Drehungsge-
schwindigkeit in den Querschnitt eines unendlich kurzen Stuckes
eines Wirbelfadens mit der Zeit sich nicht andert.
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Wir beweisen noch eine Eigenschaft desselben Productes gk.
Es sei dt ein Element des Azolumens eines beliebigen Theiles der
Flissigkeit, ds ein Element der Oberflache dieses Theiles und n die
nach seinem Innern gerichtete Normale von ds. Nach einem von
uns schon vielfach benutzten Satze ist dann

oder = - J-dsk cos (kn) ,

wenn wir durch k gleichzeitig die Richtung der Drehungsachse und
die Grosse der Drehungsgeschwindigkeit bezeichnen. Aus den Glei-
chungen 13) folgt aber, dass der Factor von dt, mithin das Integral
auf der linken Seite der Gleichung 18) verschwindet; es ver-
schwindet also auch das Integral auf ihrer rechten Seite. Diesen
Satz wenden wir auf einen Theil eines Wirbelfadens an, der durch
zwei zu seiner Lange senkrechte Querschnitte begrenzt ist; q und g
seien die Grossen dieser beiden Querschnitte, k' und k" die ent-
sprechenden Werthe der Drehungsgeschwindigkeit; fiir den einen
der beiden Querschnitte ist
cos (kn) =1,
fur den andern =-1

wahrend fir alle anderen Theile der Oberflache dieser Cosinus ver-
schwindet. Der bewiesene Satz giebt daher
gk’ = gk

Das Product aus der Drehungsgeschwindigkeit in den Querschnitt
eines Wirbelfadens, welches fir denselben Theil sich mit der Zeit
nicht &ndert, ist in demselben Augenblick auch fur alle seine Theile
dasselbe.

hieraus ist zu schliessen, dass ein Wirbelfaden im Innern der
Flussigkeit nicht aufhéren kann. Ein Wirbelfaden endigt entweder
in der Oberflache der Flissigkeit oder lauft in sich zuriick.

§ 4.

Wenn alle Theilchen der betrachteten Flissigkeit in einem
Augenblicke nicht rotiren, so rotiren sie nach einem der im vorigen
Paragraphen bewiesenen Satze niemals; immer und (berall ist dann
in Folge der Gleichungen 13)

Diese Gleichungen bilden die Bedingung dafiir, dass es eine Func-
tion von X, y, z, t giebt, die wir durch @ bezeichnen wollen, die
die Eigenschaft hat, dass
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19)

ist. Diese Function ¢ ist von Helmholtz mit dem Namen Geschwin-
digkeitspotenlial belegt. Wenn die Bewegung vollkommen bestimmt
ist, also u, v, w bestimmte Functionen von X, y, z, t sind, so ist
das Geschwindigkeitspotential noch nicht vollkommen bestimmt; in
seinem Ausdrucke bleibt eine additive Function von t willkihrlich,
da die Gleichungen 19) die einzigen sind, denen ¢ zu genigen hat,
und aus denen es zu berechnen ist.

Setzt man die Werthe von u, v, w aus 19) in die Euler’'schen
Gleichungen 10), multiplicirt dieselben mit dx, dy, dz und addirt
sie, so erhdlt man eine integrable Gleichung und durch Integration

wo C eine Grosse bedeutet, die von X, y, z unabhéngig ist, aber
von t abhdngen kann. Differentiirt man diese Gleichung partiell
nach x, y oder z, so kommt man in der That zu den Gleichungen,
die aus 10) durch 19) entstehen. Ohne die Allgemeinheit zu beein-
trachtigen, kann man die Griésse C = 0 setzen, so dass man hat

20)

indem man Uber die additive Function von t, die in ¢ vorkommt,
passend verfligt denkt; dadurch wird dann flr einen bestimmten
Fall @ bestimmt bis auf eine additive, sowohl von t, als von X, vy, z
unabhangige Grosse, die willkuhrlich bleibt; vorausgesetzt, dass F
vollstdndig gegeben ist, dass also Uber die additive, willkiihrliche
Function von t verfugt ist, die in seinem Ausdrucke vorkommt,
wenn nur die wirkenden Krafte gegeben sind.

Die Gleichung der Continuitdt in der Euler'schen Form, die
Gleichung 11) namlich, wird durch Einfuhrung des Geschwindig-
keitspotentials

21)

Das Geschwindigkeitspotential ¢ ist nicht immer eine einwer-
thige Function von X, y, z, t es kann vielwerthig sein, aber nur
unter einer gewissen Bedingung, und auch dann nur in gewisser
Weise, wie wir jetzt zeigen wollen.

Gesetzt @' und @" seien zwei Werthe von ¢p fir ein Werth-
system von X, Yy, z, t; die Differenz @' — ¢' muss dann ungeéndert
bleiben, wenn bei ungeandertem t der Punkt (X, y, z) stetig in der
Flussigkeit verrickt wird und fir ¢' und ¢" immer diejenigen
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Werthe von @ genommen werden, die sich stetig an einander
schliessen; es missen ndmlich die Differentialquotienten nach X, vy, z
von @ und @" einander gleich sein, da sie die Geschwindigkeiten
u, v, w sind. Wenn das Potential der wirkenden Kréafte, V, ein-
werthig ist, so kann jene Differenz @ — ¢" auch mit der Zeit sich
nicht andern; denn, da P nach seiner in 6) gegebenen Definition,
wie p und p, einwerthig ist, so folgt dann aus 20), dass auch

nur einen Werth haben kann.

Wir haben nun noch die Bedingung aufzusuchen, unter der
eine Vielwerthigkeit von ¢ stattfinden kann; da ¢'— @" von der
Zeit und vom Orte, wie wir eben gesehen haben, unabhédngig ist,
vorausgesetzt, dass die ganze betrachtete Fllssigkeit eine zusammen-
hadngende ist, so brauchen wir nur festzustellen, unter welcher Be-
dingung diese Differenz in einem Augenblicke und in einem Punkte
von Null verschieden sein kann. Einen Werth von ¢ konnen wir
hier beliebig wéhlen wegen der additiven Constanten, die in ¢@ will-
kuhrlich geblieben ist; wir setzen ihn = 0, und haben dann zuzu-
sehn, ob hier @ einen von Null verschiedenen Werth haben kann.
Fur einen Punkt (X, y, z), der von dem gewahlten verschieden ist,
(und flr den betrachteten Augenblick) finden wir einen Werth von
¢, indem wir ihn mit diesem durch eine beliebige Linie, die nur nicht
die Grenze der Flissigkeit Uberschreiten darf, verbinden und Uber
diese Linie das Integral

J(udx + vdy+ wdz) 22)

ausdehnen. Lassen wir diese Linie bis zu dem urspringlich gewéhlten
Punkte zurticklaufen, so kann das Integral 22) einen von Null
verschiedenen Werth von ¢ fir denselben Punkt geben; ist das der
Fall, so ist @ mehrwerthig; ist aber das Integral 22) fir alle Linien
der bezeichneten Art = 0, so ist ¢p einwerthig. Denken wir uns
nun, dass eine solche Linie stetig in eine andere Ubergefiihrt werde,
ohne dass bei einer Zwischenlage die fur sie angegebenen Bedingungen
verletzt werden; das betrachtete Integral &ndert sich dabei stetig
oder gar nicht; der erste Fall kann nicht eintreten, da eine mehr-
werthige Function fur ein Werthsystem ihrer Argumente eine Reihe
von stetig sich aneinander schliessenden Werthen nicht darbieten
kann; das Integral &ndert sich also gar nicht. Ist die Linie unend-
lich klein, so ist das Integral Null; es ist daher fur jede Linie Null,
die sich in der bezeichneten Weise in eine unendlich kleine Uber-
fuhren lasst. Das Resultat dieser Schliisse ist, dass das Geschwindig-
keitspotential einwerthig sein muss, wenn eine jede geschlossene
Linie, die in der Flussigkeit in einem Augenblicke durch einen
Punkt gezogen werden kann, sich stetig und ohne aus der Flissig-
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keit herauszutreten in diesen Punkt zusammenziehen l&sst. Ob
diese Bedingung erfullt ist, héngt von der Gestalt des Raumes ab,
den die Flussigkeit einnimmt. Man nennt einen Raum, fur den sie
erflllt ist, einen einfach zusammenhdngenden. Dieser Name beruht
auf einer andern Eigenschaft eines solchen Raumes, die mit der
angegebenen nothwendig verbunden ist, auf der Eigenschaft, durch
jeden Querschnitt in zwei getrennte Theile zu zerfallen. Unter einem
Querschnitt ist dabei eine Flache zu verstehen, die ganz im Innern
des Raumes liegt, sich selbst nicht schneidet und vollkommen be-
grenzt ist durch ihren Schnitt mit der Oberfliche des Raumes. Ein
Beispiel eines einfach zusammenhangenden Raumes ist eine volle
Kugel oder eine Kugel, aus der eine Kkleinere ausgeschnitten ist.
Das zweite Beispiel soll darauf aufmerksam machen, dass ein ein-
fach zusammenhédngender Raum nicht durch eine zusammenhéngende
Flache begrenzt zu sein braucht. Einem einfach zusammenhangenden
Raume steht gegentiber ein zweifach, dreifach Uberhaupt mehrfach
zusammenhangender. Ein zweifach zusammenhangender Raum ist ein
solcher, der durch einen passend gewahlten Querschnitt in einen
einfach zusammenhangenden verwandelt wird; ein dreifach zusammen-
hangender kann durch einen Querschnitt zu einem zweifach zusammen-
hangenden gemacht werden, u. s. f. Ein Beispiel eines zweifach
zusammenhangenden Raumes bildet ein Ring oder eine Kugel, aus
der ein Ring ausgeschnitten ist. Es ist hier nicht erforderlich, den
Begriff des Zusammenhangs eines Raumes allgemein mit Strenge
zu begrinden und dabei den Nachweis zu fihren, dass immer die
beiden fur einen einfach zusammenhéngenden Raum angegebenen
Merkmale mit einander verbunden sind; in den einfachen Fallen, in
denen wir von jenem Begriff Gebrauch zu machen haben werden,
ist er der Anschauung unmittelbar zugénglich.



Sechszehnte Vorlesung.

(Incompressible Flussigkeiten. Potential von Massen, die in Punkten con-
centrirt, oder in einem Raume oder in einer Flache stetig verbreitet sind.
Potential einer Doppelschicht. Der Green'sche Satz. Darstellung einer Func-
tion I, die in einem Raume der Gleichung AV = 0 gentgt und mit ihren
ersten Differentialquotienten einwerthig und stetig ist, durch die Summe der
Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer Doppelschicht in der Ober-
flache des Raumes. Bedingungen, welche zur Bestimmung von V geniigen.
Stromlinien und Stromféden. Fall, dass der zu betrachtende Raum sich in die
Unendlichkeit erstreckt. Mehrwerthige Ldsungen der Gleichung Ag@ = 0.
Massenpotentiale, die nur von zwei Coordinaten abhéngig sind.)

§1

Wir werden uns jetzt mit der Bewegung einer incompressibeln
Flussigkeit unter der Voraussetzung, dass ein Geschwindigkeits-
potential existirt, beschaftigen. Die Gleichung 21) der vorigen
Vorlesung, die fur dieses gilt, geht fiir eine incompressible Flussig-
keit tber in

Mit den Losungen dieser partiellen Differentialgleichung, die wil-
der Kirze wegen

A =0 1)
schreiben wollen, werden wir es hier zu thun haben. Wir leiten
zuerst gewisse Eigenschaften der einwerthigen Losungen derselben ab.

Ist r die Entfernung des Punktes (X, y, z) von einem Punkte
(a, b, ¢), d. h. ist

und m eine Constante, so ist
2)

eine particulare Losung der Gleichung 1); denn es ist
Kirchhoff, Mechanik. 12
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also mithin auch

Wir wollen, wie wir es friher gethan haben, den Ausdruck 2)
das Potential der Masse m in Bezug auf den Punkt (X, y, z) nennen,
dabei aber eine Masse als positiv oder negativ annehmen. Dieses
Potential ist stetig im ganzen Raume mit Ausnahme des Punktes,
in dem die Masse sich befindet, wo es unendlich wird. In der
Unendlichkeit werden das Potential und seine Differentialquotienten
unendlich klein. Nennen wir dasselbe U und bezeichnen durch R
der Grosse und Richtung nach die Linie, die vom Anfangspunkte
der Coordinaten nach dem Punkte (X, y, z) gezogen ist, so nahern
sich, wenn R ins Unendliche wéchst, die Grossen

RU,
den Werthen m, —m cos (Rx), — m cos (Ry), — m cos (R2),

vorausgesetzt, dass der Punkt (a, b, c) ebenso wie der Anfangspunkt
der Coordinaten im Endlichen liegen.

Die Gleichung 1) ist linear und homogen; daraus folgt, dass
eine Summe von Lésungen wieder eine Ldsung derselben ist; es ist
also auch

eine Losung, wo die einzelnen Glieder der Summe sich durch ver-
schiedene Werthe von a, b, ¢ und m unterscheiden. Wir werden
diesen Ausdruck das Potential der Massen m, die in den Punkten
(a, b, ¢) liegen, zu nennen haben. Es ist Oberall stetig, ausser in
diesen Punkten, wo es unendlich ist. Bezeichnen wir es durch U
und lassen dem Buchstaben R die Bedeutung, in der wir ihn eben
gebraucht haben, so nahern sich, wenn R ins Unendliche wéchst,
die Grdssen

RU,
den Werthen
rE, — cos (Rx) Zm, — cos (Ry) E — cos (Rz) E 3)
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§ 2.

Wir werden nun das Potential, U, von Massen betrachten,
die einen Raum stetig erfillen; dt sei ein Element dieses Raumes,
k die Dichtigkeit in ilnn und r seine Entfernung vom Punkte
(X, y, z), so dass

4)

Far alle Punkte (x, y, z), die ausserhalb des mit Masse erfillten
Raumes, in nicht verschwindender Entfernung von seiner Oberflache
liegen, verhélt sich dieses Potential, wie das vorher betrachtete; es
genugt nadmlich der Gleichung 1), ist Uberall stetig, und, wenn der
Punkt (X, vy, z) in die Unendlichkeit riickt, so behalten die Aus-
driicke 3) ihre Bedeutung, falls man >m durch fkdt ersetzt. Aber
auch in dem mit Masse erfullten Raume ist U eine stetige Function
von X, Yy, z; die freilich, wie wir spater sehen werden, der Glei-
chung 1) nicht genligt. Fuhrt man namlich statt der rechtwinkligen
Coordinaten a, b, ¢, nach denen zu integriren ist, Polarcoordinaten
ein, indem man setzt

a= X+ rsindcosw
b= y+ rsindsinw
c=z+rcosd,

so wird
dt = r2dr sin 9d3dw

und U=_f J f krdr sin & dSdw .

Die untere Grenze von r ist Null, wenn der Punkt (X, y, z) inner-
halb des Raumes liegt, dem dt angehort, von Null verschieden im
entgegengesetzten Falle und dann endlich oder unendlich klein, je
nachdem der gedachte Punkt in endlicher oder unendlich Kleiner
Entfernung von der Oberflache dieses Raumes sich befindet. Da
aber die mit den Differentialen drd3dw multiplicirte Grésse fir
unendlich kleine Werthe von r nicht unendlich gross wird, so hat
U in allen diesen Fallen einen angebbaren, endlichen Werth und
andert sich immer stetig, wenn der Punkt (X, Yy, z) verrickt wird.

Wir wollen nun einen der ersten Differentialquotienten von U

untersuchen und wahlen hierzu Es ist

oder, da r, also auch eine Function von z — ¢ ist,
12%
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also auch

oder endlich 5)

wenn ds ein Element der Oberflaiche des mit Masse erfullten Raumes,
n die nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds bedeutet.
Das zweite der in der Gleichung 5) vorkommenden Integrale ist ein
Potential von derselben Art. wie U, nur ist die Dichtigkeit der Masse,

von der es herrihrt, im Punkte (a, b, ¢) nicht k, sondern das

erste kdnnen wir bezeichnen als das Potential einer Masse, die auf
der Flache, der ds angehort, mit der Dichtigkeit k cos (nz) ausge-
breitet ist; wir gebrauchen dabei das Wort Dichtigkeit in einer
andern Bedeutung als bisher.

Es sei V das Potential in Bezug auf den Punkt (X, y, z) einer
Masse, die mit der Dichtigkeit h auf einer Flache, deren Element
ds ist, verbreitet ist, so dass

Es soll h endlich sein und sich stetig auf der Flache &ndern, diese
endliche Dimensionen haben und nirgends eine unendlich grosse
Krimmung besitzen. Wir wollen beweisen, dass auch flr Punkte,
die unendlich nahe an der Flache liegen, V endlich ist und keinen
Sprung erleidet, wenn der Punkt, auf den es sich bezieht, durch die
Flache hindurch gefiihrt wird. Das Coordinatensystem, das wir
beliebig wahlen kodnnen, legen wir so, dass der Anfangspunkt in der
Flache sich befindet, nehmen den Punkt, auf den sich V bezieht, in
der z-Achse an und diese als senkrecht auf der Flache; wir haben
dann den Werth von V fur unendlich kleine, positive und negative
Werthe von z zu untersuchen. Wir denken uns aus der Fl&che
einen Theil ausgeschnitten durch einen kreisférmigen Cylinder, dessen
Achse die z-Achse ist und der den Radius R hat, einen Radius, der
unendlich klein, aber gegen z unendlich gross und von diesem unab-
hangig sein soll. Den Theil von V, welcher von der Masse herruhrt,
die auf dem ausgeschnittenen Flachenstiicke sich befindet, nennen
wir V1. Der andere Theil von V, also V — V1, wird nicht unendlich
oder unstetig dadurch, dass z = 0 wird oder durch Null hindurch-
geht; wir haben zu untersuchen, ob V1l dieselbe Eigenschaft hat.
Wir wollen hierbei die L&ngeneinheit anders wéhlen, als bisher,
namlich so, dass z endlich wird; es wird dann R unendlich gross,
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und von noch héherer Ordnung werden es die Krimmungsradien der
Flache; das ausgeschnittene Flachenstiick wird daher eine ebene
Kreisfliche von dem unendlich grossen Radius A; die Dichtigkeit A
ist auf derselben als constant zu betrachten. Hiernach ist

d. h. 7)

wo Vz2 den absoluten Werth von z bedeutet. Kehren wir zu der
urspringlichen Léangeneinheit zurick, bei der R und z unendlich
klein sind und bei der V im Allgemeinen endlich ist, so ergiebt sich
bei Vernachlassigung von unendlich Kleinem

VI = O}

hieraus folgt, dass V endlich und stetig bleibt, wenn der Punkt, auf
den es sich bezieht, durch die Flache, auf der die Masse sich befindet,
hindurchgeht.

Wir ziehen aus der Gleichung 7) noch einen andern Schluss.
Es folgt aus ihr

oder, da R unendlich gross gegen z ist,

d. h. wenn z positiv,

=  2mh, wenn z negativ ist.
andert sich stetig, wenn z durch Null hindurchgeht; daraus

ergiebt sich, dass sprungweise um — 4mh wachst, wenn z vom
Negativen zum Positiven durch Null hindurchgeht. Wir flgen
hinzu, dass, da V selbst keinen Sprung dabei erleidet, und

stetig bleiben

Um uns unabhdngig von dem speciellen Coordinatensystem zu
machen, das bei der Ableitung dieses Satzes benutzt ist, bezeichnen
wir im Einklang mit der fruher gebrauchten Weise, durch n das,
was wir jetzt z genannt haben, und lassen das Coordinatensystem
der X, y, z unbestimmt. Wenn der Punkt (X, y, z) im Sinne der
Normale n durch das Flachenelement ds hindurchgeht, so wéchst

um - 41th und es wachsen, wie aus Formeln hervorgeht, die

sich auf die Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten beziehn,
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um — 4mhcos(nx) , -4mnhcos(ny), -4mhcos(nz) . 8)

Bezeichnen wir von den beiden Seiten der mit Masse belegten Fléche
die eine als die innere, die andere als die &ussere und nennen ni
und na die nach ihnen gerichteten Normalen von ds, so ergiebt sich

9)

Wir kehren nun zur Betrachtung des durch die Gleichung 4)
definirten Potentials, 77, einer in einem Raume verbreiteten Masse
zuriick.  Wir haben schon gesehn, dass an der Oberflache dieses
Raumes U selbst stetig ist: wir sehen jetzt, dass dasselbe von

gilt: es folgt dieses aus der Gleichung 5) und den

beiden Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man z, ¢ gegen
X, a oder y, b vertauscht, da das durch die Gleichung 6) definirte V
keinen Sprung an der Flache, deren Element ds ist, erfdhrt. Die
Stetigkeit der ersten Differentialquotienten von U an der Oberflache
des mit Masse erfillten Raumes hatten wir auch durch Einfiihrung
von Polarcoordinaten beweisen kénnen, wie wir die Stetigkeit von U
selbst bewiesen haben. Anders aber verhalt es sich mit den zweiten
Differentialquotienten von U. Aus 5) und 9) folgt

10)

und mit Hulfe der Ausdriicke 8) findet man, dass, wenn der Punkt
(% vy, z) aus dem &usseren Raume in den mit Masse erfullten tritt,

sprungweise die Vergroésserungen
— 4mk cos? (nx) |, - 4nk cos2 (ny) , - 41k cos2 (nz)
— 4mkcos (ny) cos (nz), —4 nkcos (nz) cos(nx), — 4Tttkcos (nx) cos (ny)

resp. erleiden. Der Sprung, den dabei AU

erfahrt, ist daher — 4nk; nun ist im &ausseren Raume z/77 = 0, und
daher in dem mit Masse erfiillten unendlich nahe an der Oberflache
AU= — 4nk . 11)

Diese Gleichung gilt aber nicht allein unendlich nahe an der Ober-
flache, sondern in dem ganzen mit Masse erfullten Raume. Um
das zu beweisen, denke man sich diesen Raum in zwei Theile zer-
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legt durch eine Flache, die bei dem Punkte (X, y, z) unendlich
nahe vorbeigeht, und nenne Ul den Theil von U, der von der
Masse in dem Theile, in dem der Punkt (X, y, z) sich befindet, her-
ruhrt. Man hat dann
AU—UD=Q
und AUl = — 4nk .
woraus die Gleichung 11) hervorgeht.

8§ 3.

Wir wollen jetzt das Potential einer Massenvertheilung unter-
suchen, die wir auf folgende Weise definiren. Es sei ds ein Ele-
ment einer mit Masse belegten Flache, n die nach der einen Seite
der Flache gerichtete Normale desselben; auf den Normalen n sammt-
licher Punkte der Flache denken wir uns unendlich kleine Léangen
abgetragen, die stetig variiren kénnen; dadurch entsteht eine zweite,
der ersten unendlich nahe Flache, deren Elemente denen der ersten
entsprechen; ein jedes Element dieser zweiten Fldche denken wir
uns mit einer Masse belegt, die eben so gross, aber von entgegen-
gesetztem Vorzeichen als diejenige ist, die sich auf dem entsprechen-
den Elemente der ersten Flache befindet. Das negativ genommene
Product aus der Dichtigkeit der Masse auf dem Elemente ds der
ersten Flache in den, in der Richtung von n positiv gerechneten
Abstand des entsprechenden Elements der zweiten Flache von ds
wollen wir durch i bezeichnen und als eine endliche Grdsse annehmen.
Das Potential, W, dieser Massenvertheilung in Bezug auf den Punkt
(X, y, 2) ist dann, wenn a, b, ¢ wieder die Coordinaten von ds
bedeuten, bestimmt durch

12)

wo die Differentiation nach n sich auf eine Verschiebung des Punktes
(a, b, c) bezient. Die in Rede stehende Massenvertheilung wollen
wir eine Doppelschicht nennen, und im Gegensatze dazu eine Massen-
vertheilung wie die, deren Potential durch 6) bestimmt ist, eine ein-
fache Schicht; die Grosse i moge die Dichtigkeit der Doppelschicht
heissen.

Der in 12) fur IV gegebene Ausdruck kann ungestaltet werden.
Es ist

wo (rn) den Winkel bezeichnet, den die von dem Punkte (X, y, z)
nach dem Orte von ds gezogene Gerade mit der Richtung von n
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bildet. Bezeichnet man durch dK die scheinbare Grosse des Flachen-
elementes ds vom Punkte (X, y, z) aus gesehen, d. h. das Stiick
einer Kugelflache, die um (x, y, z) als Mittelpunkt mit einem der
Langeneinheit gleichen Radius beschrieben ist, welches von einem
Kegel ausgeschnitten wird, der in (X, y, z) seine Spitze hat und
durch den Umfang von ds gelegt ist, so ist hiernach

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem cos (rn) positiv
oder negativ ist. Aendert dieser Cosinus sein Vorzeichen nicht
innerhalb der ganzen Flache, der ds angehort (eine Bedingung, die
immer erfillt ist, wenn vom Punkte (X, y, z) aus keine Tangenten
an die Flache gezogen werden kdnnen), so ist daher

13)

wo wieder das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem cos (r??)
positiv oder negativ ist. Ist jene Bedingung nicht erfillt, so lasst
die Flache sich so in Theile zerlegen, dass jeder Theil ihr genigt,
und man kann W als eine Summe solcher Ausdriicke darstellen, wie
der in 13) fur W angegebene einer ist.

Wir wollen untersuchen, wie es sich mit der Stetigkeit von W
in dem Falle verhalt, dass der Punkt (X, y, z) unendlich nahe an
die Flache, der ds angehort, heran oder durch sie hindurchtritt.
Wenn eine Unstetigkeit hierbei stattfindet, so kann sie nur von den
Theilen der Flache herriihren, denen der Punkt (X, y, z) unendlich
nahe kommt. Wir legen wieder den Anfangspunkt der Coordinaten
in die Flache, wie wir es bei der Ableitung der Gleichung 7) gemacht
haben, geben der z-Achse die Richtung von n und untersuchen den
Werth von W fir den Fall, dass x=0, y = 0 und z unendlich
klein ist. Aus der Flache denken wir uns ein Stiick ausgeschnitten
durch einen Kreiscylinder, dessen Achse die z- Achse, dessen Radius
= R ist, und nehmen an, dass R unendlich klein gegen die Dimen-
sionen der Flache, aber unendlich gross gegen z und von diesem
unabhéngig ist; wir nennen W! den Theil von W, der von diesem
Stucke der Flache herrihrt. Da 4m die Oberflache einer Kugel vom
Radius 1 ist, so giebt die Gleichung 13), wenn man unendlich Kleines
vernachlassigt,

fur ein negatives z Wl= — 2mi
flir ein positives z Wl = + 2mi .

Da in jedem dieser beiden Falle W1 von z unabhéngig ist, so kann
W nicht unendlich gross sein, wenn z unendlich klein ist, und, da
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W! um 4Tmi sprungweise zunimmt, wenn z wachsend durch Null
hindurchgeht, so findet dasselbe bei W statt.

Um finden zu kdnnen, wollen wir fur W! einen Ausdruck
aufstellen, bei dem Grdéssen, die mit z verschwinden, nicht vernach-

lassigt sind. Wir gelangen zu einem solchen leicht mit Hulfe der
Gleichung 12); diese giebt

Hieraus folgt

oder, da z gegen R unendlich klein ist,

Daraus, dass von z unabhéngig ist und auch denselben Werth

fur positive und negative Werthe von z besitzt, folgt, dass far

z = 0 endlich und stetig ist.

Das durch die Gleichung 12) definirte Potential einer Doppel-
schicht, fI, ist also an dieser endlich, erleidet aber sprungweise die
Vergrosserung 4rti, wenn der Punkt (X, y, z) in der Richtung von n

durch sie hindurchgeht; der Differentialquotient dagegen ist an

ihr endlich und stetig.
Wenn das Coordinatensystem ein beliebig gewadhltes ist, so wer-

den die Differentialquotienten bei dem Durchgénge

durch die gedachte Flache im Allgemeinen Springe erleiden, weil
der Sprung, den dabei W erféhrt, im Allgemeinen, d. h. wenn i auf
der Flache sich andert, nach dem Orte, an dem der Durchgang statt-
findet, ein verschiedener ist. Wenn i aber eine Constante ist, so
erleiden jene Differentialquotienten an der Flache keine Spriinge;
wir werden hieran zu erinnern haben bei der Bestimmung eines
mehrwerthigen Geschwindigkeitspotentials in einem mehrfach zu-
sammenhdngenden Raume.

§ 4.

Wir wollen jetzt einen Satz ableiten, der mit dem Namen des
Green’schen Satzes belegt ist, und aus dem die wichtigsten Eigen-
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schaften der Functionen, welche ein Geschwindigkeitspotential sein
koénnen, sich erschliessen lassen.

Es sei dt ein Element eines vollstindig begrenzten Raumes,
X, Yy, z seien die Coordinaten desselben und U und V zwei Func-
tionen von X, y, z. Die identischen Gleichungen

addiren wir, multipliciren mit dt und integriren nach diesem; wir
setzen voraus, dass U und einwerthig und stetig m dem

Raume sind, dem dt angehort, und bezeichnen durch ds ein Element
der Oberflache dieses Raumes, durch n die nach dem Innern desselben
gerichtete Normale von ds nach den so oft schon benutzten Glei-
chungen 6) der eilften Vorlesung erhalten wir dann

oder
14)

Diese Gleichung heisst der Green*sche Satz. Sind auch V und
in dem betrachteten Raume einwerthig und stetig, so

kann man in den Schliissen, durch welche 14) abgeleitet ist, U und V
mit einander vertauschen und erhdlt dann

Sind Uberdies U und V Ldsungen der Gleichung 1), so folgt
hieraus

15)

Wir wollen nun durchweg in dieser Vorlesung durch P eine Func-
tion bezeichnen, die in dem betrachteten Raume der Gleichung
AV = 0 genugt und mit ihren ersten Differentialquotienten ein-
werthig und stetig ist. Setzen wir ferner in der Gleichung 15), was
gestattet ist, Feiner Constanten gleich, so wird sie

16)
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Sieht man V als ein von der Zeit unabhédngiges Geschwindigkeits-
potential an, so hat diese Gleichung eine leicht in Worten ausdriick-
bare und auch von anderer Seite erweisliche Bedeutung; sie spricht
aus, dass das Volumen der in der Zeiteinheit in den betrachteten
Kaum eintretenden Flussigkeit gleich Null ist, wenn man ein Volu-
men austretender Flussigkeit als negatives Volumen eintretender in
Rechnung bringt.
Setzen wir ferner in der Gleichung 15)

Das ist erlaubt, wenn der Punkt (a, b, c) ausserhalb des Raumes
liegt, dessen Element dt genannt worden ist. Es soll nun der
Punkt (a, b, ¢) innerhalb des urspriinglich gedachten Raumes liegen,
die Gleichung 15) aber auf den Theil desselben angewandt werden,
der Ubrig bleibt, wenn eine unendlich kleine Kugel, die um (a, b, ¢)
als Mittelpunkt beschrieben ist, von ihm ausgeschlossen wird; die
Oberflache dieser Kugel ist bei der Bildung der genannten Gleichung
dann zu berlcksichtigen. Es sei dS ein Element derselben, wahrend
ds ein Element der Oberflache des urspriinglich gedachten Raumes
bedeuten soll; man erhalt dann

wo auf der linken Seite des Gleichheitszeichens r dem unendlich
kleinen Radius der Kugel gleichzusetzen ist. Das zweite Integral
auf dieser Seite verschwindet daher, da, wenn man Polarcoordinaten
einfuhrt,
dS = r2 sin 9dd dw
gesetzt werden kann; das erste wird
= 41V,

wo V sich auf den Punkt (a, b, ¢) bezieht. Man hat hiernach
fur dieses V

17)

Diese Gleichung stellt den Werth von V fur einen beliebigen Punkt
des gedachten Raumes als die Summe der Potentiale einer einfachen
Massenschicht und einer Doppelschicht dar, die in der Oberflache
des Raumes liegen und deren Dichtigkeiten in dem Elemente ds

resp. und sind. Sie zeigt, dass auch die hdheren

Differentialquotienten von V nach den Coordinaten in dem ganzen
Raume stetig sind.



184 Sechszehutc Vorlesung.

Wir setzen jetzt in der Gleichung 14)
u=v,
sie wird dann

18)

Sehen wir V als ein Geschwindigkeitspotential und nehmen die
Dichtigkeit der Flissigkeit = 1 an, so ist die linke Seite dieser Glei-
chung das Doppelte der lebendigen Kraft derselben; wir haben diese
lebendige Kraft also durch ein Uber die Oberfliche zu nehmendes
Integral ausgedriickt.

§ 5

Wir wollen nun aus den im vorigen § aufgestellten Gleichungen
Folgerungen ziehn; hauptsichlich werden wir darauf ausgehen, Be-
dingungen zu finden, die zur vollstdindigen Bestimmung einer
Function V genligen, dabei aber auch auf Eigenschaften dieser
Functionen aufmerksam machen, die in anderer Hinsicht von Inter-
esse sind.

Die Gleichung 17) erlaubt fur jeden Punkt des betrachteten
Raumes V zu berechnen, wenn fiur alle Punkte der Oberflache die

Werthe von V und gegeben sind. Es konnen aber nicht alle

diese Werthe willkihrlich gegeben werden; es ist vielmehr fir den
ganzen Raum V vollkommen bestimmt, wenn fiir die ganze Ober-
flache F, oder fir einen Theil der Oberflaiche F, fir den andern

gegeben ist, und es ist F bis auf eine additive Constante be-

stimmt, wenn mar fur die ganze Oberflaiche kennt. Es ergiebt
sich dieses aus der Gleichung 18). Ist ndmlich fir einen Theil der
Oberflache V = 0, fiir den anden = 0, so verschwindet die

rechte Seite dieser Gleichung; es verschwindet also auch die linke,
und da diese eine Summe von Gliedern ist, die nicht negativ sein
kénnen, so ist daher jedes dieser Glieder = 0, d. h. es ist F in dem
ganzen Baume constant; da es weiter in einem Theile der Oberflache
=0 ist, so hat es diesen Werth uberall. Sind nun die Werthe von

F fir den einen Theil und von fur den andern Theil der Ober-

flache nicht = 0, aber gegeben, und sind V1 und V2 zwei Functionen,
die diesen Werthen entsprechen, so geniligt VI — V2 den vorher tber F
gemachten Voraussetzungen; es folgt daraus fir den ganzen Raum
V1 = V2. Dieselbe Betrachtung zeigt, dass, wenn fir die ganze

Oberflache verschwindet, F einer unbekannt bleibenden Constanten
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gleich, und wenn fir die ganze Oberflache gegeben, F bis auf

eine additive Constante fur den ganzen Raum bestimmt ist.

Wir knipfen hieran die Bemerkung, dass von allen Functionen
V + U, welche an der Oberflache des betrachteten Raumes gegebene
Werthe annehmen und in ihm einwerthig und stetig sind, die Func-
tion F, welche diese Werthe an der Oberflache hat, dem Integral

den kleinsten Werth giebt, welchen es annehmen kann. In der That
hat man

19)

Die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung ergiebt sich daraus,
dass das dritte von diesen Integralen stets positiv ist und das zweite
der Gleichung 14) zufolge verschwindet, da AV = 0 und an der Ober-
flache U = 0 ist. Bezeichnet man das zweite von den 3 Gliedern
auf der rechten Seite der Gleichung 19), welches, wenn V unendlich
klein, im Allgemeinen von derselben Ordnung, wie dieses ist, durch
0Q, so ist 8Q = 0, sobald V die hier vorausgesetzten Eigenschaften
besitzt. Diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn es sich darum
handelt, in der Gleichung AV= 0 statt der rechtwinkligen Coordi-
naten andere einzufuhren; wir werden bei einer solchen Gelegenheit
von ihr Gebrauch machen.

§ 6.

Um den Punkt (&, b, c¢) als Mittelpunkt denken wir uns eine
Kugel mit dem beliebigen Radius R beschrieben, die ganz innerhalb
des betrachteten Raumes liegt, und wenden auf diese die Gleichung
17) an. Das zweite Integral derselben verschwindet dann in Folge
von 16) und es wird

wir erhalten daher
20)
Diese Gleichung l&sst sich in Worten dahin aussprechen, dass der

Werth von F im Mittelpunkte der Kugel dem arithmetischen Mittel
seiner Werthe in den Punkten ihrer Oberfliche gleich ist. Jener
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Werth liegt daher zwischen dem grdssten und dem kleinsten dieser
Werthe. Da das gilt, wie klein auch die Kugel gewé&hlt wird, so
kann V in dem ganzen betrachteten Raume, welches auch seine Ge-
stalt sein mdge, kein Maximum und kein Minimum haben; alle
Werthe, die es erhélt, liegen zwischen dem grdssten und dem Klein-
sten der Werthe, die es in der Oberfliche hat. Sind diese = 0, so
ist Gberall V=0, und ist F an der Oberfliche gegeben, so ist es
Uberall bestimmt. Wir haben so auf einem zweiten Wege einen Satz
bewiesen, der schon im vorigen § abgeleitet ist; dieser Weg hat vor
dem dort eingeschlagenen einen gewissen Vorzug, auf den im néch-
sten § aufmerksam gemacht werden wird.

Aus dem Satze, dass V innerhalb des betrachteten Raumes kein
Maximum und kein Minimum hat, lasst sich ferner beweisen,
dass auch

hier kein Maximum besitzt, obwohl es Minima haben kann; dass
also, wenn wir uns V als ein Geschwindigkeitspotential vorstellen,
die grosste Geschwindigkeit in der Grenze des Raumes stattfinden
muss. Um das zu zeigen, denken wir uns in dem betrachteten Raume

wieder eine Kugel; ihren Mittelpunkt wollen wir 0 und

die Werthe von in ihm nennen, die letzteren

Zeichen aber auf Punkte der Kugelflache beziehn. Wir haben den
ausgesprochenen Satz bewiesen, wenn wir dargethan haben, dass nicht
fur alle diese Punkte

21)

sein kann. Wenn gleichzeitig verschwinden, so

ist die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar ersichtlich; wir
kénnen diesen besonderen Fall also ausschliessen. Geschieht das,
so kann man immer dadurch, dass man der x-Achse eine passende
Richtung giebt, bewirken, dass

und

ist. Der Ditferentialquotient hat dieselben Eigenschaften, welche
bei F vorausgesetzt sind; hieraus folgt, dass, wenn nicht fir alle
Punkte der Kugelflache constant ist, es Punkte auf derselben
giebt, fir welche
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ist. Bei der Wahl des Coordinatensystems, die wir getroffen haben,
ist aber

22)

Man braucht diese drei Relationen nur zu addiren, um die Richtig-
keit der zu beweisenden Behauptung fir den Fall einzusehn, dass

nicht auf der ganzen Kugelfliche constant ist. Ist dieses aber
constant, so ist fur alle Punkte der Kugelflache

Wenn dabei und nicht fur alle diese Punkte verschwinden,

so*giebt es Punkte, flr welche wenigstens in einer der beiden Rela-
tionen 22) das obere Zeichen gilt, und fur diese besteht dann die
Ungleichung, die der Ungleichung 21) widerspricht. Wenn endlich

fir alle Punkte der Kugelflache constant und

ist, so sind die beiden Grossen, die in 21) mit einander verglichen
sind, immer einander gleich; in diesem Falle haben die drei Diffe-
rentialquotienten von V fir alle Punkte im 'Innern der Kugel die-
selben Werthe; die Geschwindigkeit hat dann hier 0berall dieselbe
Grosse und dieselbe Richtung.

Wir knipfen noch einen andern Schluss an die Gleichung 20).
Wir nehmen an, dass in einem Theile des betrachteten Raumes V=0
ist; ist es nicht in dem ganzen Raume Null, so wird es einen Theil
desselben geben, der an jenen angrenzt, und in dem V von Null
verschieden ist und sein Vorzeichen nicht wechselt. Wir denken uns
eine Kugelflache, deren Mittelpunkt in dem Raume liegt, in dem
V = 0 ist, und die selbst theils in diesem Raume, theils in demijeni-
gen sich befindet, in dem V von Null verschieden und von gleich-
bleibendem Vorzeichen ist. Aus der Gleichung 20) folgt dann, dass
im Mittelpunkte der Kugel V wvon Null verschieden ist. Dieser
Widerspruch zeigt, dass, wenn V in einem Theile des betrachteten
Raumes verschwindet, es in dem ganzen Raume verschwinden muss.
Eine Schlussweise, die im vorigen § auseinandergesetzt ist, ergiebt
weiter, dass, wenn F fir einen Theil des Raumes gegeben ist, es
flr den ganzen Raum bestimmt ist. Ist es in einem Theile constant,
so hat es flr den ganzen Raum denselben Werth.

Wenn in einem Theile des Raumes die 3 Differentialquotienten

verschwinden, also V constant ist, so folgt hieraus
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unmittelbar, dass sie m dem ganzen Raume verschwinden. Wir
wollen beweisen, dass dieses auch dann stattfinden muss, wenn nur

in allen Punkten einer Flache gleich Null sind. Zu

diesem Zwecke verfolgen wir eine Linie, die von einem beliebigen
Punkte ausgeht und den Differentialgleichungen

genigt, die also die Flachen V = const. senkrecht schneidet; wir
wollen sie eine Stromlinie nennen, da, wenn wir uns V als ein von
der Zeit unabhéngiges Geschwindigkeitspotential vorstellen, in ihr
eine Stromung stattfindet. lhre Fortsetzung kann nur da zweitel-
haft werden, wo die 3 Diferentialquotienten von F verschwinden,
d. h. die Geschwindigkeit gleich Null ist; durch jeden Punkt, in
dem das nicht der Fall ist, geht eine Stromlinie. Einen Raum, der
von Stromlinien gebildet ist, die sich stetig aneinander schliessen,
wollen wir mit dem Namen eines Stromfadens belegen. Giebt es
-eine Flache, fur deren sammtliche Punkte die Geschwindigkeit Null
ist, wahrend in ihrer Nachbarschaft Bewegung stattfindet, so giebt
es Stromfaden, die in jener Flache endigen. W.ir betrachten einen
Theil eines solchen Stromfadens, der einerseits durch die gedachte
Flache, andererseits durch einen Querschnitt begrenzt ist, der die

Eigenschaft hat, dass fir alle seine Elemente von Null verschie-

den und von gleichem Vorzeichen ist; auf diesen Theil wenden wir
die Gleichung 16) an. Erwagt man, dass fur jedes Element einer

Flache, die aus Stromlinien gebildet ist, verschwindet, so ergiebt

sich: dass das Integral

ausgedehnt (ber den bezeichneten Querschnitt, gleich Null ist. Es
widerspricht das der Bedingung, der gemdass dieser Querschnitt
gewdhlt werden sollte und gewahlt werden konnte; es folgt daraus,
dass es keine Flache giebt, in der die Geschwindigkeit gleich Null
ist, wenn Uberhaupt Bewegung stattfindet, d. h. V von einer Con-
stanten verschieden ist. Es kann dann also die Geschwindigkeit
nur in Linien oder Punkten verschwinden. Aber auch in diesen
kénnen Stromfaden nicht endigen, wie eine Betrachtung zeigt, die
mit der eben durchgefuhrten vollkommen Ubereinstimmt. Der ganze
Raum, auf den sich V bezieht, ist daher aus Stromfaden zusammen-
gesetzt, die in seiner Oberflaiche endigen; in sich zurlcklaufen kann
ein Stromfaden namlich nicht, da wir F als eine einwerthige, stetige
Function von X, y, z vorausgesetzt haben, und da auf einer Strom-
linie in der Richtung der Strémung V immer wachst.
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Fassen wir ein Stick eines Stromfadens ins Auge, das einerseits
durch eine Flache V = const., andererseits durch die Oberflache des
Raumes begrenzt ist, um den es sich handelt; dS und ds seien Ele-
mente der beiden Endflachen, N und n ihre nach Innen gerichteten
Normalen. Aus der Gleichung 16) folgt dann

23)
und dabei ist

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Normalen N
die Richtungen haben, in denen V wachst, oder die entgegengesetzten.

Ist fur alle Punkte der Oberflache des betrachteten Raumes

so zeigt die Gleichung 23), dass fur alle Punkte im Innern

d. h. V einer Constanten gleich ist. So sind wir auch zu diesem,
im vorigen § bewiesenen Satze auf einem zweiten Wege gelangt.

8§ 7

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass der Raum, in dem wir
V zu betrachten haben, vollkommen begrenzt ist; wir wollen nun
annehmen, dass derselbe'sich in die Unendlichkeit erstreckt, also nur
theilweise begrenzt ist durch geschlossene endliche Flachen oder un-
geschlossene Fléchen, die in die Unendlichkeit hinausgehn. Wir
denken uns die Begrenzung eines Raumes vervollstandigt durch eine
oder mehrere Flachen, die im Unendlichen liegen. Auf diesen Raum
kénnen wir dann alle im Vorigen entwickelten Sdtze anwenden; nur
muissen wir dabei beachten, dass die Oberflache desselben unendlich
gross ist, und dass daher eine verschwindend kleine Grosse, wenn
sie mit dem Element der Oberfliche multiplicirt und integfirt wird,
eine endliche Grosse geben kann.

Wir haben in § 5. bewiesen, dass, wenn an der Oberflache I
verschwindet, Uberall V = 0 ist; die Betrachtungen, durch welche
wir dort zu diesem Satze geflhrt wurden, sind hier aber aus dem
eben angefihrten Grunde nicht anwendbar, wenn man nicht auf die
Untersuchung der Gréssenordnungen eingehn will, von denen F und

in der Unendlichkeit sind. Dagegen behalten die Schlisse, durch

welche wir im § 6. denselben Satz abgeleitet haben, auch hier ihre
volle Giltigkeit. Als einen speciellen Fall von besonderer Wichtig-
keit heben wir hervor, dass, wenn in dem ganzen unbegrenzten
Raume V die Eigenschaften besitzt, die wir ihm beigelegt haben,

und man weiss, dass es in der Unendlichkeit verschwindet, ohne aber
Kirchhoff, Mechanik. 13
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die Grossenordnung zu kennen, von der es dort ist, man schliessen
darf, dass es Uberall verschwindet.
Wir haben ferner in den 88 5. und 6. den Satz bewiesen, dass,

wenn an der Oberflache verschwindet, V einer Constanten gleich

sein muss. Dieser Satz ist hier ohne Einschrankung nicht richtig;
die néthige Einschrankung ergiebt sich aber leicht aus den Betrach-
tungen, die wir am Ende des vorigen § angestellt haben. Mdgen
die Dimensionen des vollstdndig begrenzten Raumes, um den es sich
handelt, endlich oder unendlich sein; verschwindet das Integral

ausgedehnt Uber einen beliebigen Theil seiner Oberflache, so ist V
Uberall einer Constanten gleich. Ist bis auf Grossen der liier-

durch bestimmten Ordnung gegeben, so ist V bis auf eine additive
Constante bestimmt.

Im Hinblick auf gewisse hydrodynamische Probleme, mit denen
wir uns zu beschéftigen haben werden, stellen wir noch die folgen-
den Ueberlegungen an. Der Raum, um den es sich handelt, sei
theilweise begrenzt durch geschlossene endliche Fléachen und er-
strecke sich nach allen Richtungen in die Unendlichkeit. Fir jene

Flachen sei gegeben, und man wisse, dass in der Unendlichkeit

verschwinden, ohne die Grdssenordnung zu kennen,

von der diese Differentialquotienten hier sind. Wenn wir V als ein
Geschwindigkeitspotential uns vorstellen, wollen wir den letzten Um-
stand dadurch in Worten ausdriicken, dass wir sagen: die Flissig-
keit ruht in der Unendlichkeit. Wir werden beweisen, dass V bis
auf eine additive Constante bestimmt ist.

Um den beliebigen Punkt (a, b, c) in der Flussigkeit denken
wir uns eine Kugelflaiche mit dem constanten, unendlich grossen
Radius R beschrieben, nennen dS ein Element dieser Kugelflache
und ds ein Element der urspriinglich gegebenen Grenzflachen. Der
Gleichung 17) zufolge ist dann der Werth von V fir den Punkt
(a, b, ¢) bestimmt durch

Von diesen 4 Gliedern verschwindet das letzte, da R unendlich gross
ist; setzt man namlich
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24)

wo M dann eine gegebene endliche Grdsse bedeutet, so ergiebt die
Gleichung 16)

Das dritte jener 4 Glieder ist das arithmetische Mittel aus den
Werthen, die V in den Elementen der unendlich grossen Kugel-
flache hat; es ist dasselbe einer Constanten gleich; denn, verschiebt
man den Punkt (a, b, i), und mit ihm die Kugelflache, deren
Mittelpunkt er sein soll, um eine endliche Strecke, so erleiden die
Werthe von V, die sich auf die einzelnen Elemente cIS beziehn,

unendlich kleine Aenderungen, da in der Unendlichkeit

unendlich klein sind; das arithmetische Mittel dieser Aenderungen
ist also auch unendlich klein, und dieses ist die Aenderung, die
das genannte Glied erfahrt. Bedeutet C eine Constante, so ist
daher

Diese Gleichung erlaubt die Grossenordnung zu beurtheilen, von der
die Differentialquotienten von V in der Unendlichkeit sind. An
einer Kugelflache, die mit dem unendlich grossen Radius R um den
Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben ist, ist bis auf Grdssen,
die gegen die anzugebenden verschwinden, wenn M endlich ist,

Ist also fir die Elemente der urspringlich gegebenen Grenzflachen
und damit nach 24) M gegeben, und bedeutet dS ein Element
eines beliebigen Theiles der unendlich grossen Kugelflache, so ist

bis auf eine verschwindende Grésse, und daher nach dem oben ge-
wonnenen Resultate V bis auf eine additive Constante bestimmt.

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch mehr. Es handle
sich um die Bewegung einer Flussigkeit, in der feste Kdrper in ge-
gebener Weise sich bewegen. Die Oberflachen dieser sind dann die
Flachen, deren Elemente ds genannt worden sind. Hier ist M = 0,
denn fur jeden Korper ist das Integral

13*



192 Sechszelinte Vorlesung.

gleich Null, da es, mit dem Zeitelement dt multiplicirt, die Aende-
rung ist, welche in diesem Zeitelement das Volumen der von dem
Korper verdrangten Flissigkeit, also sein eigenes Volumen erleidet.
Die Bewegung der Flissigkeit ist nach den gemachten Auseinander-
setzungen vollkommen bestimmt, wenn man noch festsetzt, dass sie
in der Unendlichkeit ruht. Sie ist auch bestimmt, wenn man statt
dieser Bedingung die einfiihrt, dass die Flussigkeit in eine unendlich
grosse, feste und unbewegliche, um den Anfangspunkt der Coordina-
ten beschriebene Kugelflache eingeschlossen ist: fur alle Elemente

dieser Flache ist dann absolut gleich Null. In diesen beiden

Fallen ist die Bewegung der Flissigkeit dieselbe, da in jedem das
Integral

ausgedehnt uber einen beliebigen Theil der genannten Kugelflache
verschwindet.

8§ 8

Nach diesen Auseinandersetzungen uber die einwerthigen Ldsun-
gen der Differentialgleichung A¢@ = 0 wollen wir diejenigen mehr-
werthigen ins Auge fassen, die, wie wir am Ende der vorigen Vorlesung
gesehn haben, ein Geschwindigkeitspotential in einem mehrfach
zusammenhangenden Raume sein konnen. Wir wollen uns dabei
auf die Betrachtung eines zweifach zusammenhangenden Raumes
beschrénken; die Schliisse, die wir in Bezug auf einen solchen ziehen
werden, lassen sich leicht auf den Fall ausdehnen, dass der Grad
des Zusammenhanges ein hoherer ist.

Den gegebenen zweifach zusammenhangenden Raum denken wir
uns durch einen Querschnitt in einen einfach zusammenhéngenden
verwandelt. In diesem ist dann, wenn fir einen Punkt einer von
den Wertheil von ¢ als giltig festgesetzt ist, @ eine einwerthige
Function. Auf beiden Seiten des Querschnitts kann ¢ verschiedene
Werthe haben, jedoch nur so, dass es denselben Sprung erleidet, an
welchem Orte man auch durch den Querschnitt geht; die Differential-
quotienten von @ nach x, y, z erfahren dabei keine Spriinge.

Den gewdhlten Querschnitt denken wir uns nun nach Aussen
hin beliebig ausgedehnt, so dass eine vollkommen begrenzte Flache
entsteht, deren innerhalb des gegebenen Raumes liegender Theil jener
Querschnitt ist.  Wir nennen ds ein Element dieser Flache, n die
nach der einen Seite der Flache gerichtete Normale von ds und
setzen, wie in der Gleichung 12)
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25)

indem wir unter i eine Constante verstehn. Dieses ist nach
den oben durchgefiihrten Untersuchungen in dem gegebenen doppelt
zusammenhangenden Raume eine einwerthige Function, die der Glei-
chung AW = 0 geniigt und die die Eigenschaft hat, dass ihre Diffe-
rentialquotienten stetig sind, und dass sie selbst stetig ist ausser an
dem gedachten Querschnitt, an dem sie die sprungweise Vergrosse-
rungmd erfahrt, wenn der Punkt (x, y, z) in der Richtung von
n durch ihn hindurch gefihrt wird. Ist nun die Constante i so
gewdhlt, dass dieser Sprung so gross ist, wie der, den ¢p an dem
Querschnitt erleidet, so ist ¢ — W an ihm stetig, und, wenn wir

=V -+W 26)

setzen, so hat V alle Eigenschaften der im Friheren mit diesem
Zeichen bezeichneten Functionen.

Die Gleichung 26) giebt fur jeden Punkt des betrachteten Raumes
nur einen von den Werthen von ¢ an; wir kdnnen die Bedeutung
von W so modificiren, dass sie alle darstellt. Zu diesem Zwecke
mussen wir W statt durch 25), durch die Gleichungen

mit dem Zusatze definiren, dass W Uberall stetig ist, wobei es dann
vielwerthig wird. Es moge angefihrt werden, dass dann W das
Potential eines elektrischen Stromes, der mit der Intensitat i in der
Grenze der Flache fliesst, deren Element ds bezeichnet, in Bezug
auf einen Magnetpol ist, der die Coordinaten x, y, z hat und die
Einheit magnetischer Flussigkeitsmenge enthélt.

§ 9

Wir wollen nun noch einen Fall in Betracht ziehen, auf den
wir mehrfach zurickkommen werden, den Fall némlich, dass die
Function V von einer der Coordinaten (wir nehmen an, von z)
unabhéngig ist.

Wir wenden die Gleichung 17) auf einen Raum an, der durch
eine der z- Achse parallele Cylinderflache, oder mehrere solche Cylin-
derflachen, und zwei der xy-Ebene parallele Ebenen, deren Glei-
chungen z = — y und z =y sein mdgen, vollstdindig begrenzt ist.
Wir nehmen dabei y als unendlich gross gegen alle Werthe an, die
x und y in diesem Raume erhalten, auch gegen solche, die wir als
unendlich gross bezeichnen werden. Die Coordinaten des Punktes,
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auf den das V auf der linken Seite der genannten Gleichung sich
bezieht, nennen wir wieder a, b, ¢ und setzen ¢ = 0. Fur die Ele-
mente ds, fir welche z = = vy ist, ist dann r unendlich gross gegen
alle sonst in Betracht kommenden L&ngen, und es dirfen die beiden
Integrale der Gleichung daher nur Uber die begrenzenden Cylinder-
flachen ausgedehnt werden. Setzen wir fir diese

ds = dl dz,

indem wir unter dl ein Element der Grenze des Theiles der xy-Ebene
verstehn, welcher innerhalb des betrachteten Raumes liegt, so er-
halten wir

Wir setzen nun
o2 =(a-x) + (b —y), also r2 =2 + 22,

und benutzen, dass V und von z unabhéngig sind, dass die

Normale n senkrecht zur z-Achse ist, dass ferner, da y gegen g
unendlich gross,

27)

und dass endlich, wie aus der Gleichung 16) sich ergiebt,

ist: es folgt dann hieraus

28)

Wendet man diese Gleichung auf einen Kreis an, der mit dem Radius
R um den Punkt (a, b) als Mittelpunkt beschrieben ist und einen
Theil der Flache ausmacht, auf welche sich V bezieht, so giebt sie

d. h. der Werth von V im Mittelpunkte des Kreises ist gleich dem
arithmetischen Mittel der Werthe, die es auf der Peripherie desselben
hat. Daraus ist weiter zu schliessen, dass V in der Flache, in der
wir es betrachten, kein Maximum und kein Minimum besitzt, und
dass, wenn es in ihrem Umfange constant ist, es Uberall denselben
Werth hat. Auch
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kann im Innern der Flache kein Maximum, wohl aber Minima haben.
Ist die Flache, auf die sich i bezieht, die unbegrenzte u -Ebene
und verschwindet V in der Unendlichkeit, so verschwindet es (ber-

all; ist in der Unendlichkeit nicht V= 0, aber und

so gelten diese Gleichungen Uberall, d. h. es ist V constant, da die
Differentialquotienten von V auch die Eigenschaften besitzen, die bei
V vorausgesetzt sind.

Wir knipfen hieran noch den folgenden Satz. Es sei df ein
Element eines endlichen Theiles der xy-Ebene, k eine Function
seiner Coordinaten, p seine Entfernung von dem Punkte (X, y) der-
selben Ebene und

29)

dann ist U eine Function von x und y, die mit ihren ersten Diffe-
rentialquotienten in der ganzen xy-Ebene einwerthig und stetig ist
und innerhalb der Flache, deren Element df bedeutet, der Gleichung

wo k sich auf den Punkt (x, y) bezieht, ausserhalb derselben der
Gleichung

genugt.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das Potential -Q
eines der z- Achse parallelen Cylinders, dessen Querschnitt die Flache
ist, deren Element wir df genannt haben, fir dessen Grundflédchen
z= =y ist, wo y eine Constante bezeichnet, die unendlich gross
ist gegen die Coordinaten aller Punkte, fir welche Q berechnet
werden soll, und der so mit Masse erfillt ist, dass k die Dichtigkeit
in dem Faden ist, der dem Elemente df entspricht. Nennen wir
noch ¢ die z-Ordinate eines Punktes des Cylinders, so ist fiir den
Punkt (X, vy, 2)

oder nach 27)

d. h. nach 29)
30)

Erwagt man, dass das zweite von den beiden Gliedern auf der rechten
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Seite des Gleichheitszeichens eine Constante, dass ferner in dem
ganzen betrachteten Raume Q mit seinen ersten Differentialquotienten
einwerthig und stetig, AQ innerhalb des Cylinders = — 4mnk und
ausserhalb = 0 ist, so ergiebt sich hieraus die ausgesprochene' Be-
hauptung.

Noch bemerken wir, dass, wenn der Punkt (x, y) in die Unend-
lichkeit rickt und R seine Entfernung vom Anfangspunkte der
Coordinaten bezeichnet, nach der in 29) von U gegebenen Definition

ist: es wird also U unendlich gross, seine Differentialquotienten aber
verschwinden.

www.rcin.org.pl



Siebenzehnte Vorlesung.

(Transformation der Gleichung A@ — 0 in beliebige orthogonale Coordi-
naten. Elliptische Coordinaten. Strdmungen in den Linien, welche ein System
confocaler Ellipsoide senkrecht schneiden. Darstellung des Geschwindigkeits-
potentials dieser Stromungen als Potential von Massenschichten. Flissigkeits-
volumen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliesst. Wider-
stand. Stromlinien, welche ein System confocaler Hyperboloide senkrecht
schneiden.)

§ 1

Eine jede Losung der partiellen Differentialgleichung A¢@ = 0,
deren erste Differentialquotienten nach X, y, z in einem gewissen
Raume einwerthig und stetig sind, stellt eine mogliche Bewegung
einer incompressibeln Flussigkeit in diesem Raume dar. Im Allge-
meinen wird das Geschwindigkeitspotential ¢ von der Zeit abhangig
sein; wir werden flr jetzt nur solche Félle ins Auge fassen, in denen
das nicht stattfindet; in jedem Punkte ist dann die Geschwindigkeit
zu verschiedenen Zeiten dieselbe, die Bewegung ist, wie man sagt,

eine stationdre. Da die Componenten der Geschwindig-

keit nach den Coordinatenachsen sind, so ist diese Uiberall senkrecht auf
den Flachen @ = const., die Bewegung geht in den Linien vor sich,
die diese Flachen senkrecht schneiden; man nennt diese Linien daher
auch, wie friher schon erwéhnt, Stromlinien. Ist die Flussigkeit
durch feste Wande begrenzt, so muss fiir alle Elemente dieser

sein oder, was dasselbe ist, es missen diese Wéande durch

Stromlinien gebildet sein.

Ein Mittel, welches man anwenden kann, um Ld&sungen jener
partiellen Differentialgleichung zu finden, die Flissigkeitsbewegungen
darstellen, welche von Interesse sind, besteht in der Einfilhrung neuer
Coordinaten an Stelle von x, y, z. Dieses Mittel wollen wir anwenden
und zu diesem Zwecke die Gleichung A@ = 0 in neue Coordinaten
transformiren, die wir u, v, w nennen. Hierbei dirfen wir ¢ als
einwerthig und stetig annehmen; denn wenn in dem gegebenen Raume
¢ diese Eigenschaften nicht besitzt, so lasst derselbe in solche Theile
sich zerlegen, dass innerhalb eines jeden Theiles ¢ eine einwerthige,
stetige Function oder ein System von einwerthigen, stetigen Func-
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tionen ist (die, wenn @ ein Geschwindigkeitspotential ist, durch
additive Constanten sich von einander unterscheiden). Fir jeden
dieser Theile gilt dann die Differentialgleichung, die wir unter der
genannten Annahme ableiten werden. Diese berechtigt zur Anwen-
dung des Satzes, der am Ende des § 5. der vorigen Vorlesung be-
wiesen ist, des Satzes, dass, falls A@=0,

Q=0

1)

ausgedehnt Uber einen beliebigen Raum, setzt, fur dessen Oberflache
man @ als gegeben annimmt.
Es ist

wir wollen annehmen, dass u, v, w die Eigenschaft haben, dass die
Gleichungen

3)

bestehen, und wollen

4)

mit der ndheren Bestimmung setzen, dass U, V, W positiv sind.
Die Gleichungen 2) geben dann

5)

Hieraus ist zu schliessen, dass, wenn man dx, dy, dz als die Coor-
dinaten eines dem Punkte (X, y, z) unendlich nahen Punktes in
Bezug auf ein Coordinatensystem betrachtet, dessen Anfangspunkt
(X, Yy, z) ist und dessen Achsen denen der X, y, z parallel sind,

die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf ein
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zweites, rechtwinkliges Coordinatensystem sind, dessen Anfangspunkt
derselbe ist, dessen Achsen aber andere Richtungen haben. Schreibt
man die Gleichungen 2)

so sind die Coefficienten von in ihnen die Cosinus der

Winkel, welche die Achsen der beiden Systeme mit einander bilden.
Den Gleichungen, welche du, dv, dw durch dx, dy, dz ausdricken,
kann man die Form geben

und die Coefficienten von dx, dy, dz sind dann hier dieselben
Cosinus. Hieraus folgt

6)

7)

Die 3 letzten von diesen Gleichungen driicken aus, dass die Flachen
u = const, v = const, w = const

sich senkrecht schneiden, dass u, v, w sogenannte orthogonale Coor-
dinaten sind. Dieser Bedingung missen u, v, w geniigen, wenn
die Gleichungen 3) erfullt werden sollen; geniigen sie ihr, so be-
stehen aber auch diese Gleichungen.
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Aus dem Schliisse, den wir aus der Gleichung 5) gezogen haben,
folgt weiter, dass wir das Element des Volumens, drt,

setzen kdnnen, wenn wir du, dv, dw positiv wéhlen.
Ferner ist

also nach 6) und 7)

Hiernach wird die Gleichung 1)

Dieses Q ist nun ein Minimum, wenn A@ = 0 und an der Ober-
flache des betrachteten Raumes ¢ gegeben ist; d. h. es ist fur ein
beliebiges 8¢, das nur an der Oberflaiche verschwinden muss,

oder, wenn man die Theile dieses Integrals partiell integrirt, also
eine Operation ausfihrt, die derjenigen ganz entspricht, durch
welche wir die Gleichung 14) der vorigen Vorlesung abgeleitet
haben, und benutzt, dass an den Grenzen der Integration &¢ ver-
schwindet,

oder endlich
8)

Diesen Schlussen liegt die Voraussetzung mit zu Grunde, dass die
Grenzen von u, v, w in die Grenzen des betrachteten Raumes fallen;
eine Voraussetzung, die man immer erfullen kann, indem man den
Raum in passende Theile zerlegt und diese Theile einzeln betrachtet.

Noch bemerken wir, dass die Gleichung 8), die die gesuchte
Transformation der Gleichung A¢@ = 0 ist, ungedndert bleibt, wenn
das Vorzeichen einer der Grdssen U, V, W in das entgegengesetzte
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verwandelt wird. Die Festsetzung, die wir gemacht haben, dass
diese Grossen positiv sind, ist daher in Bezug auf das gewonnene
Resultat Gberflissig.

§ 2

Wir werden jetzt annehmen, dass u, v, w sogenannte elliptische
Coordinaten sind; wie wir beweisen werden, sind diese orthogonale.
Die Gleichung

9)

stellt eine Oberflache zweiten Grades dar, deren Mittelpunkt der An-
fangspunkt der Coordinaten ist, und deren Hauptachsen die Rich-
tungen der Coordinatenachsen haben. Es sei

al >bh2 >c2,

dann sind die Entfernungen der Brennpunkte der Hauptschnitte von
dem Mittelpunkte

die beiden ersten Paare derselben liegen auf der x- Achse, das dritte
liegt auf der y-Achse. Die Brennpunkte sind also unabhédngig von
A und die durch die Gleichung 9) bei verschiedenen Werthen von A
dargestellten Oberflachen heissen daher confocctle. Damit dieselben
reell sind, muss A zwischen + oo und — a2 liegen. Sie zerfallen in
3 Gruppen nach den Werthen von A.  Wenn

+ o >)\A> — (2

ist, so sind die 3 Glieder der linken beite der Gleichung 9) positiv,
die Flache ist ein Ellipsoid, sie wird durch jede der 3 Coordinaten-
achsen in reellen Punkten geschnitten. Ist

-Cc2>\>—Db2

so sind nur die beiden ersten jener 3 Glieder positiv, das dritte ist
negativ, die Flache wird von der «-Achse und der y-Achse in reellen
Punkten geschnitten, nicht aber von der z-Achse; sie ist ein ein-
schaliges Hyperboloid. Ist endlich

-b2>A>-a?2,

so ist nur das erste jener 3 Glieder positiv, nur durch die «-Achse
wird die Flache in reellen Punkten geschnitten; diese ist ein zwei-
schaliges Hyperboloid.

Durch jeden Punkt (X, y, 7" geht, bei gegebenen Werthen von
a, b, ¢, je eine Flache jeder dieser 3 Gattungen. Die Gleichung 9) ist
namlich eine Gleichung dritten Grades fir A und ihre drei Wurzeln
liegen immer in den bezeichneten 3 Intervallen. Um einzusehn, dass



202 Siebenzehnte Vorlesung.

zwischen + oo und -c2 eine Wurzel liegen muss, hat man nur zu
Uberlegen, dass die linke Seite der Gleichung fir A = + oo ver-
schwindet und + oo wird fir A= — ¢2 & wo ¢ eine positive,
unendlich kleine Grosse bezeichnet, fir jenen Werth von Z also
kleiner, fir diesen grésser, als die rechte Seite derselben ist. Zwi-
schen — ¢2 und — b2 muss eine Wurzel liegen, weil die linke Seite
der Gleichung — oo fir A = — ¢2 — € und + oo flr Z = — b2 -f- ¢
wird; dass endlich zwischen — b2 und — a? ebenfalls eine Wurzel
liegen muss, folgt durch eine ahnliche Schlussweise. Die drei Wur-
zeln der Gleichung 9), die einem Punkte (X, Yy, z) entsprechen, nennt
man elliptische Coordinaten desselben. Wir wollen sie durch u, v, w
bezeichnen und festsetzen, dass

u>v>w
ist. Es ist dann

10)

Jedem Punkte (X, Yy, z) entspricht hiernach nur ein Werthsystem
von w, v, w. Sind umgekehrt u, v, w gegeben, so sind x2, y2, z?
eindeutig bestimmt, denn sie sind aus linearen Gleichungen zu be-
rechnen; die Vorzeichen von X, y, z aber bleiben unbestimmt; jedem
Werthsystem von u, v, w entsprechen also im Allgemeinen 8 Punkte,
von denen je einer in jedem der 8 Rdume liegt, die die Coordinaten-
ebenen von einander abgrenzen.

Die Ausdricke von X2, y2, zi durch u, v, w findet man am
leichtesten, wenn man erwéagt, dass, da u, v, w die Wurzeln der
Gleichung 9) sein sollen, fur jeden Werth von A

11)

sein muss, und hier a2 + A oder b2 + A oder c2 + A einer unendlich
kleinen Grosse gleichsetzt. Man erhalt dann

12)

Aus der identischen Gleichung 11) wollen wir noch einen andern
Schluss ziehen. Differentiirt man dieselbe nach Z, so erhalt man
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setzt man u — A oder v — A oder w — A unendlich klein, so folgt
hieraus

13)

Zu diesen Gleichungen fligen wir diejenigen, die entstehen, wenn
man je zwei der Gleichungen 10) von einander abzieht; sie sind die
folgenden:

14)

Differentiirt man die Gleichungen 12) partiell nach u oder v oder w
und dividirt das Resultat jedesmal durch diejenige dieser Gleichungen,
aus der es hergeleitet ist, so erh&lt man

15)

Die Gleichungen 15) und 14) geben die Gleichungen 3), welche ein
Criterium dafir bilden, dass v, W orthogonale Coordinaten sind.
Die Gleichungen 15), 13) und 4) erlauben U2, V2, W2 zu berechnen.
Sie geben

16)

Wir schliessen hier noch eine Gleichung an, die aus 15) sich ergiebt,
und von der wir spater Gebrauch zu machen haben werden. Aus
der identischen Gleichung
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u=u,

in der auf der rechten Seite u durch X, y, z und X, y, z durch
u, v, w ausgedriickt gedacht werden sollen, folgt

also nach 15)
17)

Die Differentialquotienten von u, v, w nach X, y, z kann man
leicht berechnen aus den Differentialquotienten von X, y, z nach
u, v, w mit Hulfe der Relationen

18)

die aus der Bemerkung sich ergeben, die wir bei den im vorigen §
zwischen dx, dy, dz und aufgestellten  Gleichungen

Uber die in ihnen vorkommenden Coefficienten gemacht haben.

Sehen wir jetzt zu, welches die Flachen sind, in welche die
Flachen u = const., v = const., W = const. Ubergehn, wenn 7/, v
oder w sich einer Grenze des Intervalls ndhert, in dem es liegen muss.
Wir finden diese aus den Gleichungen 10).

Ist u = + oo, so stellt die erste dieser Gleichungen eine unendlich
grosse Kugel dar, deren Radius Vu ist.

Ist u= — ¢ + & wo ¢ wieder eine positive, unendlich kleine
Grosse bedeutet, so giebt dieselbe Gleichung

z=20 und

hierdurch ist die Flache einer Ellipse dargestellt, die in der xy -Ebene

liegt, deren Halbachsen die Lé&ngen und die
Richtungen der x- und y- Achse haben.
Ist v= — c2 — g, so folgt aus der zweiten jener Gleichungen
z=0 und

das sind die Gleichungen des Stiickes der xy -Ebene, welches nach
Ausschluss der eben genannten Ellipse Ubrig bleibt.
Ist v= — b2 + g so hat man

y =0 und
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die hierdurch bestimmte Flache ist der zusammenhédngende Theil
der zx-Ebene, der durch die Hyperbel begrenzt ist, deren Gleichung
aus der gefundenen Ungleichheit entsteht, wenn man das Zeichen <
durch das Gleichheitszeichen ersetzt.

Ist w= — b2 — €&, so wird

y =0 und

wodurch die beiden nicht zusammenhédngenden Theile der za;-Ebene,
die durch dieselbe Hyperbel begrenzt werden, dargestellt sind.

Ist endlich w = — a? + g, so ergiebt sich

X=0
ohne weitere Beschrdnkung; die in Rede stehende Fléache ist die
ganze yz-Ebene.

Alle diese Flachen zusammengenommen sind also die unendlich
grosse Kugel und die 3 Coordinatenebenen. Zugleich sehen wir bei
dieser Ueberlegung ein, dass eine Gleichheit zweier der 3 Grissen
w, v, w nur stattfindet fur die Ellipse

19)
wo
u=v=—2c
ist, und fur die Hyperbel
20)
wo
Vv=w= —hl

ist. Die Ebenen dieser beiden Linien stehen senkrecht auf einander
und eine jede von ihnen geht durch die Brennpunkte der andern.

Hat man statt eines Punktes im Raume (X, y, z) einen Punkt
(y, z) in einer Ebene zu betrachten, so gelten Schliisse und Formeln,
die den entwickelten ganz analog sind. Die auf diesen Fall bezig-
lichen Formeln konnen aus den angegebenen dadurch hergeleitet
werden, dass man x =0 und w = — al setzt.

§ 3.
Um nun fir die elliptischen Coordinaten die Gleichung 8) zu
bilden, haben wir mit Hulfe von 16) die Werthe von
aufzusuchen. Es ergiebt sich

Hiernach ist eine Function von u, multiplicirt mit einer Function

von v und w: das Entsprechende gilt offenbar von und

Kirchhoff, Mechanik. 14
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Auf diesem Umstande beruht die Mdglichkeit die in Rede stehende
Differentialgleichung noch einfacher darzustellen dadurch, dass man
an Stelle von u, v, w gewisse Functionen von je einer dieser Gros-
sen einfuhrt. Ist ndmlich u. eine Function von u, so ist

also

Nun ist es nach der gemachten Bemerkung mdglich die Function ul
so zu bestimmen, dass der Factor von in dieser Gleichung unab-
hangig von u wird; ist das geschehn, so hat man

Bezeichnet man durch v undlv Functionen von v und die in
entsprechender Weise gebildet sind, und multiplicirt die Gleichung 8)
mit UVW. so wird dieselbe

21)
Wir merken an, dass zugleich
22)

ist in Folge des Ausdrucks, den wir fir die Grdsse auf der linken
Seite des Gleichheitszeichens bei Ableitung der Gleichung 8) aufge-
stellt haben.

Man genugt den fur ul, v1, wl. genannten Bedingungen, wenn man

23)
setzt. Dadurch werden die Gleichungen 21) und 22)
oder

24)
und

25)
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Fir einen Punkt konnen die Werthe von ul, vl, wl und die
Vorzeichen der in 23) vorkommenden Wurzelgréssen beliebig gewahlt
werden; fiur andere Punkte sind diese Vorzeichen dann so zu be-

stimmen, dass stetig sind in dem Gebiete, in dem sie

stetig sein sollen.

§ 4.

Ein Blick auf die Differentialgleichung 24) lehrt gewisse parti-
culdre Ldsungen derselben kennen; ul, vl, wl selbst sind solche.
Verfolgen wir zuerst die erste von diesen néher; setzen wir also

o =ul.

Die Oberflachen ¢ = const. sind dann die confocalen Ellipsoide
n = const. Sehen wir @ als ein Geschwindigkeitspotential an, so
sind die Stromlinien die Curven, welche auf diesen senkrecht stehen,
d. h. die Schnittlinien der Hyperpoloide v = const. und w = const.;
diese bilden, wie wir hier nicht beweisen wollen, ein System von
Krimmungslinien, welche die genannten Hyperboloide mit. einander
gemein haben. In dem speciellen Falle, dass a = b ist, sind sie die
Hyperbeln, deren Ebenen durch die z- Achse gehen, und deren Brenn-
punkte auf der Kreislinie liegen, in welche die Ellipse 19) dann
Ubergeht. Immer geht durch jeden Punkt der Flache der genannten
Ellipse (die eins der Ellipsoide u = const. ist) eine dieser Linien und
schneidet dieselbe senkrecht. In der Unendlichkeit, wo u unendlich
ist, sind nach den Gleichungen 12) die Verhéltnisse von X2 :y2: z2
also auch die Verhéltnisse von X :y : z von u unabhéngig; d. h. die
Linien sind Gerade, die nach dem Anfangspunkte der Coordinaten
hin oder von ihm fort gehen. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist
der Gleichung 25) zufolge

26)

oder nach der ersten der Gleichungen 13)

2G«)

Die Geschwindigkeit hat daher tberall im Endlichen einen bestimmten,
endlichen, stetig sich &ndernden Werth, nur in der Ellipse 19), in
der u =v ist, ist sie unendlich; in der Unendlichkeit ist sie

wenn r die Entfernung des betrachteten Punktes vom Anfangspunkte

bedeutet, weil dann, wie wir im. vorigen 8§ gesehen haben, u = r2
14*
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ist. Die Richtung der Bewegung kann in jedem Punkte die eine
oder die andere von den beiden Richtungen sein, welche die durch
diesen Punkt gehende Stromlinie in ihm hat. Hierauf beruht es,
dass ¢ oder ul, abgesehn von der additiven Constanten, die bei
dieser Function willkuhrlich geblieben ist, noch mannigfaltiger Art
sein kann. Allerdings kann die Richtung der Bewegung im Innern
der Flussigkeit nicht sprungweise in die entgegengesetzte Ubergehn;
das ist aber mdglich an einer Flache, welche den Zusammen-
hang der Flussigkeit unterbricht. Die Richtung der Bewegung in
einem Punkte umkehren, ist dasselbe, wie der Wurzelgrdsse, die in
der ersten der Gleichungen 23) vorkommt, das entgegengesetzte Zei-

chen geben; bei der Umkehrung dieses Zeichens erhalten 1a

entgegengesetzte Werthe. Im Innern der Flussigkeit darf

diese Wurzelgrosse ihr Zeichen nicht dndern, wo sie nicht Null ist;
sie ist = 0 in der Flache der mehrfach genannten Ellipse, und allein
in dieser, da hier u = —cl ist. Ist diese Flache nicht eine
Grenze, so muss bei dem Durchgange durch sie das Vorzeichen der
Waurzelgrésse gedndert werden, weil dabei das Vorzeichen von du
sich &ndert, da -2 der kleinste Werth ist, den u annehmen kann,

und weil wl fortfahren muss zuzunehmen oder abzunehmen. An
keinem andern Punkte im Innern der Flussigkeit kann ein Zeichen-
wechsel der Wurzelgrosse stattfinden. Es folgt daraus, dass eine
durch die Gleichung @ = ul dargestellte Bewegung nicht mdglich ist,
wenn nicht eine Flache in der Flussigkeit sich befindet, die ihren
Zusammenhang unterbricht.  Als solche Flache kann jede Flache
dienen, die durch die Ellipse 19) vollstdndig, begrenzt ist. Man hat
sich dann vorzustellen, dass jedes Element der gewahlten Flache auf
beiden Seiten Flissigkeit ausstromen lasst oder einsaugt. Unter der
Annahme, dass die Flache ganz im Endlichen liegt, kann man noch

festsetzen, dass in der Unendlichkeit u! verschwindet und negativ

ist, also, nach den (ber die Geschwindigkeit gemachten Angaben,
fur ein unendlich grosses r

ist. Es wird dadurch wl vollstandig bestimmt. Aendert man die Flache,
so andert man dadurch den Werth von ul nur in dem Raume, den
die Flache bei ihrer Verénderung beschreibt.

Wir wollen zeigen, dass wl sich darstellen l&sst als die Summe
der Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer Doppelschicht,
die in der gewdhlten Flache liegen. Zu diesem Zwecke denken wir
uns die letztere umgeben mit einer beliebigen, geschlossenen Fléche,
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deren Element ds sein moge, wahrend n die nach Aussen gekehrte
Normale von ds bezeichnen soll. Fir irgend einen dusseren Punkt
ist dann nach der Gleichung 17) der vorigen Vorlesung und der
Verallgemeinerung, die dieser in § 7. derselben Vorlesung gegeben
ist,

27)

Nun denken wir uns die Flache, deren Element ds ist, so zu-
sammengezogen, dass sie aus zwei Flachenstiicken besteht, die in
die urspringlich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte Flache
fallen, und einer unendlich diinnen Ro&hrenflache, welche diese El-
lipse umschliesst, und deren senkrechte Querschnitte Kreise sind, die
den unendlich kleinen Radius p und ihre Mittelpunkte in der Ellipse
haben. Ueber diese Roéhrenfliche ausgedehnt, verschwinden die
beiden in 27) vorkommenden Integrale, weil ul fir p = 0 nicht unend-
lich wird. In der That wird fur p = 0 der Werth von ul nicht
unendlich, sondern

d. h. 28)

dass aus diesem Grunde das erste der beiden in 27) vorkommenden
Integrale, Uber die Ro&hrenflache ausgedehnt, verschwindet, sieht

inan ein, wenn man erwagt, dass oder, was dasselbe ist an

dieser Uberall endliche Werthe hat, die Grosse der Réhrenflache aber
von der Ordnung von @ ist. Was das zweite jener beiden Integrale

anbelangt, so ist d. h allerdings unendlich gross, aber
unendlich klein, da w. fir g = 0 nicht unendlich wird und

d. h. nach alfsteigenden gebrochenen Potenzen von g

entwickelbar ist; da die Grosse der Rohrenflache von der Ordnung
von g ist, so folgt hieraus, dass auch dieses zweite Integral Uber die
Rohrenflache ausgedehnt verschwindet. Bei der Bildung der Glei-
chung 27) hat man daher nur die Flachenstlicke zu bericksichtigen,
welche in die urspriinglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte
Flache fallen. Wir wollen jetzt unter ds ein Element dieser Flache,
mit Ausschluss eines unendlich schmalen Streifens an der begrenzen-
den Ellipse verstehen. In jedem der beiden Integrale der Gleichung
27) kommt dann jedes ds zweimal vor. Wir wollen die beiden
Seiten dieses Elements als die innere und die dussere unterscheiden,
und zwar soll die innere diejenige sein, von der aus man nicht in
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die Unendlichkeit kommen kann, ohne entweder durch die Fléche,
der ds angehort, oder durch die Flache der Ellipse 19) zu gehen;
es sei ferner n die nach der innern Seite gerichtete Normale von ds
und das Zeichen ul unter den Integralzeichen beziehe sich auf die
innere Seite von ds, wahrend fur die &dussere Seite das Zeichen ul'
gebraucht werden soll. Dann wird die Gleichung 27)

29)

wodurch ul in der Weise dargestellt ist, m der es nach der ausge-
sprochenen Behauptung darstellbar sein sollte.

Nehmen wir an, dass die Flache, deren Element ds bedeutet,
die Flache der Ellipse 19) selbst ist, so verschwindet das erste von
den beiden in 29) vorkommenden Integralen; denn in der Flache
der Ellipse ist u = — ¢, es hat also ul und ul' den in 28) angegebenen
Werth. Es ist dann

es ist ul als em Potential einer einfachen Massenschicht dargestellt,
deren Dichtigkeit h durch

bestimmt ist. Fur n kann hier nach Willkihr die nach der einen
oder nach der andern Seite gekehrte Normale der Flache der Ellipse
gewahlt werden; benutzt man, dass diese Flache von den Stromlinien
senkrecht geschnitten wird, so findet man aus der in 26a) Uber die

Geschwindigkeit gemachten Angabe, indem man mit Hilfe der
ersten der Gleichungen 10) elimimrt,

Die Masse der ganzen Schicht findet man unmittelbar aus der Be-
merkung, die wir gemacht haben, dass in der Unendlichkeit

ist: daraus folgt diese Masse = 2.

Wir bemerken beildufig, dass diese Resultate fir die Elektri-
citatslehre insofern von Wichtigkeit sind, als sie die Gleichgewichts-
vertheilung der Elektricitdt auf einer leitenden elliptischen Scheibe
kennen lehren. Die Elektricitditsmenge, welche in einem Leiter das
Potential 1 hervorbringt, nennt man die Capacitit desselben; nach
28) ist daher die Capacitat einer elliptischen Scheibe, deren Halb-

achsen und sind, das Reciproke von
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30)

Ist die Flache, deren Element in 29) mit ds bezeichnet ist, nicht
die Flache der Ellipse 19), so gilt der jetzt fir ul entwickelte Aus-
druck auch fir den ganzen Raum mit Ausschluss des durch die
beiden eben genannten Flachen begrenzten Theiles; in diesem nimmt
auf jeder Stromlinie ul gerade so zu, wie es hier in jenem Falle
abnahm. Denken wir uns, dass die genannte Flache ins Unendliche
und so ausgedehnt wird, dass ihr im Endlichen liegender Theil mit
dem Theile der xy-Ebene ausserhalb der Ellipse 19) zusammenfallt,
so* hat auf jeder Stromlinie, so weit sie im Endlichen liegt, die
Bewegung ununterbrochen denselben Sinn; der ausserhalb der Ellipse
19) liegende Theil der xy-Ebene bildet eine feste Wand, l&ngs
welcher Flussigkeitstheilchen sich bewegen; wéhrend 'auf der einen
Seite dieser in der Unendlichkeit ut = 0 ist, ist ul auf der andern

Dieselben Werthe wirde das Geschwindigkeitspotential ul besitzen
kénnen, wenn der von der Flussigkeit erfullte Raum durch irgend
eine Flache begrenzt wére, die aus Linien, deren Gleichungen v = const.
und w = const. sind, zusammengesetzt ist. Ein*hierher gehériger
Fall ist es, dass die Flussigkeit durch eine feste Wand begrenzt ist,
die irgend ein einschaliges Hyperboloid v = const. bildet, und den
einfach zusammenh&ngenden Raum, dessen Oberflache .dieses ist,
erfullt.  Wir wollen fur diesen Fall das Volumen der Flissigkeit
aufsuchen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt stromt;
mit diesem Namen belegen wir irgend eine sich selbst nicht schnei-
dende Flé&che, welche vollstdndig durch ihren Schnitt mit der Wand
begrenzt ist. Derselbe theilt den von der Flussigkeit erfiillten Raum
in zwei getrennte Theile; es soll sich darum handeln das Flussigkeits-
volumen zu finden, welches aus dem ersten in den zweiten dieser
Theile tritt.  Wir nennen ds ein Element des Querschnitts, n die
nach dem Innern des zweiten Theils gerichtete Normale von ds; das
gesuchte Volumen ist dann

Von der Gestalt find Lage des Querschnitts ist dieses Integral unab-
héngig, wie aus der Gleichung 16) der vorigen Vorlesung hervor-
geht; um seinen Werth zu finden, kénnen wir daher als Querschnitt
einen Theil der mit dem unendlich grossen Radius r beschriebenen
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Kugelflache wahlen. Nehmen wir die Normale n in der Richtung
der Strdmung an, so ist dann, wie wir gesehn haben,

Setzen wir das Stiick der Kugelflache, welches die hyperboloidische
Wand ausschneidet,
= Kr2,
d. h. bezeichnen wir durch K die Oeffnung des Asymptotenkegels
des Hyperboloids, so wird also das gesuchte Fliissigkeitsvolumen
=2K

Wir wollen einen fiir elektrische Stromungen eingefiihrten Aus-
druck dbertragen auf FlUssigkeitsbewegungen, wie wir sie hier be-
trachten; wir wollen ndmlich von dem Widerstande eines von Flussig-
keit durchstrémten Raumes sprechen, der durch eine feste Wand
und zwei Flachen gleichen Geschwindigkeitspotentials begrenzt ist,
und darunter die Differenz der Werthe des Geschwindigkeitspotentials
in diesen beiden Flachen, dividirt durch das in der Zeiteinheit durch
einen Querschnitt tretende Flussigkeitsvolumen, verstehen. Der
Widerstand des durch das gedachte Hyperboloid begrenzten und
nach beiden Seiten sich ins Unendliche erstreckenden Raumes ist dann

31)

§ 5.

Betrachtungen, wie wir sie Uber die particulare Losung ¢ = ul
der Differentialgleichung 24) angestellt haben, lassen sich mit gewissen
Modificationen auch anstellen Uber die Lésungen @ = vl und ¢ = wl.
Wir wollen Uber diese aber nur Folgendes bemerken. Eine jede
von ihnen stellt eine mogliche Flussigkeitsbewegung dar; bei dieser
sind die Stromlinien die Kriimmungslinien der einen oder der andern
Art der Ellipsoide u=const. Eine jede dieser Krimmungslinien
lauft in sich zuriick; sind die Stromlinien nicht unterbrochen durch
Flachen, welche Flissigkeit ausstromen oder einstromen lassen, so
ist daher das Geschwindigkeitspotential vielwerthig und der von der
Flussigkeit erfullte Raum muss also ein mehrfach zusammenhangen-
der sein. Immer kann dieser Raum durch feste Wande begrenzt
sein, welche aus Stromlinien gebildet sind.

Setzen wir ¢ = v1, so sind die Stromlinien die Schnittlinien der
Ellipsoide u = const. und der zweischaligen Hyperboloide w = const.;
die Flussigkeit kann den zweifach zusammenh&ngenden Raum er-
fallen, der ausserhalb eines jener Ellipsoide liegt und einen Theil
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des zusammenhdngenden Raumes bildet, der durch eines dieser
Hyperboloide begrenzt ist. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist
nach 25)

sie wird also unendlich fur die Ellipse 19), in der v = u, und fir
die Hyperbel 20) in der v= w ist. Diese beiden Linien liegen
nicht im Innern des der Flussigkeit angewiesenen Raumes, sie liegen
aber in seiner Grenze, wenn man das Ellipsoid in die Flache der
Ellipse 19) Ubergehen l&sst und das Hyperboloid in die beiden nicht
zusammenhdngenden Stiicke der zx- Ebene, welche durch die Hyper-
bel 20) abgegrenzt werden.

Machen wir @ = wl, so sind die Stromlinien die Linien, in
denen die Ellipsoide u = const. und die einschaligen Hyperboloide
v = const. sich schneiden; die Flussigkeit kann den zweifach zu-
sammenhéngenden Raum erfillen, den eines dieser Hyperboloide be-
grenzt. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist nach 25)

Die Geschwindigkeit ist daher unendlich nur fir die Hyperbel 20),
welche nie innerhalb des genannten Raumes, aber in seiner Grenze
liegt, wenn das Hyperboloid in das zusammenhédngende Stiick der
zXx-Ebene Ubergeht, das durch die Hyperbel 20) begrenzt ist.

Verfolgen wir die durch die Gleichung ¢ = w! dargestellte Be-
wegung noch weiter fir den Fall, dass die die Flussigkeit begren-
zende Wand eine Rotationsflache ist, die die z-Achse zur Achse hat.
Wir haben dann a = b, oder vielmehr um die aufgestellten Formeln
benutzen zu kénnen, a — b unendlich klein anzunehmen. Die Strom-
linien sind die Kreise, deren Ebenen senkrecht zur z-Achse stehen,
und deren Mittelpunkte in der z- Achse liegen. Es handelt sich nur
noch um die Berechnung der Geschwindigkeit. Ist a — b unendlich
klein, so ist w, welches immer zwischen — a2 und — b2 liegt, un-
endlich wenig von — a2 verschieden; das Quadrat der Geschwindig-
keit ist daher

Unter derselben Voraussetzung ergiebt die Addition der beiden
ersten der Gleichungen 12) aber

daraus folgt die Geschwindigkeit
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'Potential eines homogenen Ellipsoids. Potential eines homogenen ellipti-
schen Cylinders von unendlich grosser Lange. Ruhendes Ellipsoid in einem
Flissigkeitsstrome. Stromlinien in dem Falle, dass das Ellipsoid ein Rotations-
ellipsoid oder eine Kugel ist. Ein fester Korper bewegt' sich in der Flissigkeit
auf gegebene Weise; es wird die Bewegung der Flussigkeit gesucht. Fall, dass
der Korper ein Ellipsoid oder eine Kugel ist. Bewegung zweier Korper in der
Flissigkeit. Nahere Erodrterung des Falles, dass diese zwei unendlich kleine
Kugeln sind.)

§ 1

Bei gewissen Flissigkeitsbewegungen, die wir jetzt betrachten
wollen, ist die Kenntniss des Potentials eines mit Masse von con-
stanter Dichtigkeit erfillten Ellipsoids nutzlich. Den Ausdruck fir
dieses Potential wollen wir nicht ableiten, aber aufstellen und seine
Richtigkeit auf einem durch seine Einfachheit ausgezeichneten, von
Dirichlet*) angegebenen Wege beweisen. Die Gleichung der Ober-
flache des Ellipsoids sei

1)
seine Dichtigkeit = 1 und sein Potential fir einen Punkt, dessen
Coordinaten x, y, z sind, = Q Wir stellen einige Eigenschaften

zusammen, die Q dann haben muss. Der Gleichung 11) der sechs-
zehnten Vorlesung zufolge, ist, wenn der Punkt (X, y, z) innerhalb
des Ellipsoids liegt

AQ= — 4m;
liegt er ausserhalb, so ist
AQ = 0O;
ferner sind im ganzen Raume einwerthig und stetig;

im Unendlichen verschwindet Q.

Diese Eigenschaften bestimmen eindeutig, wie die folgende
Betrachtung zeigt. Gesetzt, es gabe zwei Functionen von X, vy, z,
die sie besitzen: U sei ihre Differenz. Dann hat U diese Eigenschaften:

im ganzen Raume ist AU=0; U sind Uberall ein-

Y Crelle’s Journal, Bd. 32, p. 80.
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werthig und stetig; in der Unendlichkeit ist U==0. Nach den in
§ 7. der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen ist
daher Uberall U= 0.

Wie in der vorigen Vorlesung bedeute u die grosseste Wurzel
der cubischen Gleichung

2)

ist der Punkt (X, y, z) ein &usserer, so ist u positiv und die einzige
positive Wurzel dieser Gleichung; in der Oberflache des Ellipsoids,
fur welche die Gleichung 1) erfillt ist, ist u = 0. Es ist dann fir
einen dusseren Punkt

3)

flr einen inneren

4)

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, brauchen wir
nur zu zeigen, dass die durch die Gleichungen 3) und 4) definirte
Function die Eigenschaften besitzt, welche fir Q angegeben sind.
Zu diesem Zwecke difterentiiren wir zundchst die Gleichungen 3)
und 4) nach Xx; wir erhalten dadurch fur einen dusseren Punkt

5)

da der von der Verénderlichkeit der unteren Grenze u des Tntegrals
herriihrende Term in Folge der Gleichung 2) verschwindet; und flr
einen inneren

6)
Wir denken uns die entsprechenden Gleichungen fir und
gebildet. Wir sehen dabei ein, dass an der

Oberflache des Ellipsoids, wo u = 0 ist, keine Spriinge erleiden und
daher Uberall einwerthig und stetig sind,

Differentiirt man die Gleichungen 5) und 6) noch einmal nach
X, so erhdlt man fur einen dusseren Punkt
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und flr einen inneren

Addirt man zu diesen Gleichungen die entsprechenden fir und

02Q

und benutzt, dass
0z2

ist, so erhalt man fir einen inneren Punkt
AQ = —4m,

und fur einen ausseren, wenn man noch hinzunimmt, dass nach der
Gleichung 17) der vorigen Vorlesung

ist,
AQ =0.
Um endlich einzusehn, dass das durch 3) definirte in der
Unendlichkeit verschwindet, hat man nur zu beachten, dass der
Gleichung 2) zufolge in der Unendlichkeit u unendlich gross ist.

Vir knipfen hieran die Angabe des Potentials eines Cylinders,
der mit Masse von der Dichtigkeit 1 erfullt ist, dessen Mantelflache
die Gleichung

hat, und dessen Grundflachen die Gleichungen
z=-—y und z=+y

haben, wo y unendlich gross gegen a, b und die (Koordinaten des
Punktes sein soll, auf welche das Potential bezogen wird. Nennen
wir dasselbe Q, so haben wir nach der Gleichung 30) der sechs-
zehnten Vorlesung

& 2nab g2y + U =-2 _rdegQ, n

wo df ein Element der durch die Ellipse begrenzten

Flache, p den Abstand dieses Elements von dem Punkte (x, y) be-
deutet, auf den U und Q sich beziehen. Nach den an dem eben
genannten Orte durchgefiihrten Betrachtungen ist U bis auf eine
additive Constante bestimmt durch die Bedingungen, dass es mit seinen
ersten Difierentialquotienten in der ganzen xy-Ebene einwerthig und
stetig ist, dass es den Gleichungen
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oder

genlgt, ie nachdem der Punkt (>, y) innerhalb oder ausserhalb der
genannten Ellipse liegt, und dass in der Unendlichkeit und

verschwinden. Diese Eigenschaften besitzt U, wenn man fir einen
innern Punkt

8)

fir einen &usseren

9)

setzt und unter u eine unendlich grosse Constante, unter u die posi-
tive Wurzel der Gleichung

versteht. Es geht das aus Ueberlegungen hervor, die den im ersten
Theile dieses § angestellten ganz &hnlich sind.

Um zu beweisen, dass diesen Ausdriicken von U nicht noch eine
additive Constante hinzuzufiigen ist, um das durch 7) definirte U zu
erhalten, ist nur noch zu zeigen, dass, wenn x2 + y2 = p2 gesetzt und
02 unendlich gross, aber unendlich klein gegen u angenommen wird,
aus 9) sich ergiebt

U= —2mablg o .
Dass dieses der Fall ist, folgt daraus, dass unter der genannten
Annahme
u= @2
und

wird.
Es hat keine Schwierigkeit die in 8) und 9) angezeigten Inte-
grationen auszufiihren. Fur einen inneren Punkt findet man dadurch

10)

Verwandelt sich die Ellipse in einen Kreis von dem Radius a,
so giebt diese Gleichung
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U=mal(l —2Igd) —mp2, wo wieder X2 - -22 = pl ;
fur einen ausseren Punkt wird dabei
U= —2tta2lgp.

8§ 2.
Setzt man

11)

wo M eine Constante bedeutet und Q den in der Gleichung 3) an-
gegebenen Werth hat, so genligt ¢ in dem Raume ausserhalb des
Ellipsoids 1) der Gleichung A¢@ = 0; die Gleichung 11) stellt daher
eine mdgliche Flissigkeitsbewegung in diesem Raume dar. In der
Unendlichkeit ist

in der Unendlichkeit stromt die Flussigkeit daher mit der Geschwin-
digkeit 1 in der der z-Achse entgegengesetzten Richtung. Wir
wollen zeigen, dass die Constante M sich so bestimmen lasst, dass
fur die Oberflache des Ellipsoids 1)

ist: ist sie so bestimmt, so gilt die Gleichung 11) fir den Fall, dass
die Flussigkeit in der Unendlichkeit in der angegebenen Weise sich
bewegt und das feste Ellipsoid 1) in ihr ruht.

Die nach dem Innern der Flussigkeit gerichtete Normale eines
Elements der Oberflache des Ellipsoids wollen wir durch na, die
nach dem Innern des Ellipsoids gekehrte durch n, bezeichnen; die
Bedingung, welche durch passende Wahl von M soll erfullt werden
koénnen, ist dann

oder da nach der Gleichung 10) der sechszehnten Vorlesung

ist,
12)

Statt des Differentialquotienten nach na ist der nach ni genom-
mene eingefuhrt, weil der durch die Gleichung 4) fir einen inneren
Punkt bestimmte Werth von Q einfacher ist als der fur einen dus-
seren Punkt geltende, durch die Gleichung 3) bestimmte. In der Thai
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ist nach der Gleichung 4) fur einen inneren Punkt, wie schon in der
zwolften Vorlesung benutzt ist,

Q = Const. — m (AX2 -+ By? Cz2),

wo A, B, C Constanten sind, die die durch die Gleichungen 4) jener
Vorlesung angegebenen Werthe haben. Es folgt hieraus

Die Gleichung 12) ist daher erfullt, wenn
13)

gemacht wird.

Wenn filr eine stationédre Flissigkeitsbewegung, fur welche ein
Geschwindigkeitspotential gilt, dieses Geschwindigkeitspotential, @,
bekannt ist, so erfordert die Bestimmung der Stromlinien noch die
Integration der Differentialgleichungen

14)

die Integrale dieser, die 2 willkihrliche Constanten enthalten, sind
die Gleichungen der Stromlinien.

Ist  eine Function der beiden Argumente z und
eine Bedingung, die in dem hier betrachteten Falle erfillt ist, wenn
das Ellipsoid 1) ein Rotationsellipsoid und a = b ist — so kommt
die Integration der Gleichungen 14) auf die Ausfihrung von Qua-
draturen zuriick. Setzt man namlich

und nimmt @ als eine Function von z und @ an, so hat man

eine der Gleichungen 14) ist daher
xdy —ydx =0; 15)
daraus folgt

d. h. eine jede Stromlinie liegt in einer durch die z-Achse gehenden
Ebene. Aus 15) in Verbindung mit der Gleichung

xdx + ydy = p dp
ergiebt sich weiter
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wodurch die zweite der Gleichungen 14)

wird. Aus der Gleichung A@ = 0 l&sst sich aber nachweisen, dass
der integrirende Factor dieser Gleichung g ist, d. h. dass die linke
Seite der Gleichung

16)

ein vollstandiges Differential ist. In der That hat man

woraus folgt

oder

wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Es giebt
hiernach eine Function U von z und g, die die Eigenschaft hat, dass
17)
ist; ist sie gefunden, so hat man in
U = const.

das Integral der Gleichung 16) und die Gleichung der Stromlinien.
Kennt man eine Function V von z und @, fur welche

18)

ist, so kann man

setzen, da hierdurch den beiden Gleichungen 17) genugt wird; die
Gleichung der Stromlinien wird hierdurch

Bei der durch die Gleichung 11) unter der Voraussetzung, dass
a = b ist, dargestellten Flissigkeitshewegung geniigt man den Be-
dingungen 18) durch
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die Gleichung der Stromlinien ist daher
19)

Verwandelt sich das Rotationsellipsoid in eine Kugel von dem

Radius B, und setzt man so ist flr einen ausseren
Punkt

Hieraus kann man bei Benutzung des Satzes, dass an der Ober-
flache der Kugel keinen Sprung erleidet, ableiten, dass

S=__ also nach 13)

ist; daraus folgt, dass

und die Gleichung der Stromlinien
= const.

ist.

Setzen wir die in dieser Gleichung nut const. bezeichnete Grdsse
= 0, so wird dieselbe erfullt durch ¢ =0 und durch r = R eine
Stromlinie setzt sich hiernach zusammen aus den Stiicken der z -Achse,
die ausserhalb der Kugel liegen und dem Halbkreise, in dem die
Oberflache der Kugel durch die Ebene geschnitten wird, die durch
die z-Achse begrenzt ist und durch die E-Achse geht. In den
Punkten, in denen jene Sticke der z-Achse mit diesem Halbkreise
Zusammenstossen, d. h. in den Punkten ©=0, z ==%R, ist die
Geschwindigkeit = 0, wie aus den Gleichungen

hervorgeht, die allgemein die Componenten der Geschwindigkeit nach
den Achsen der z und @ angeben. Diese Punkte haben dabei die
Eigenschaft, dass sie von keinem der Flussigkeitstheilchen, die in
einem Augenblicke in endlicher Entfernung von ihnen liegen, jemals
erreicht werden; die Rechnung ergiebt ndmlich die Zeit, die hierzu
erforderlich sein wirde, als unendlich. Wir wollen das zeigen fir
die Theilchen, die auf dem genannten Halbkreise liegen; fiir ein solches

Theilchen ist r = B, also
Kirchhoff, Mechanik. 15
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und daher

bezeichnet man den Werth von t, fir welchen z = 0 ist, durch t0,
so erhélt man hieraus durch Integration

woraus m der That t = oo flr z = — R sich ergiebt.

§3

Wir koénnen den abgeleiteten Gleichungen noch eine andere
Bedeutung beilegen, als wir es gethan haben. Nach den im § 4. der
vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen gelten fir ein
Coordinatensystem, dessen Achsen mit gleichbleibender Geschwindig-
keit in einer Richtung fortschreiten, dieselben Differentialgleichungen
der Bewegung, wie fur ein ruhendes. Denken wir uns die Achsen
der X, y, z mit dem Ellipsoid fest verbunden und mit diesem in
einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt; die im
vorigen 8§ entwickelten Formeln gelten dann fur die relative Bewe-
gung der Flussigkeit gegen das Ellipsoid. Nehmen wir an, dass das
letztere mit der Geschwindigkeit 1 in der Richtung der z-Achse
fortgeht, so wird dabei die absolute Geschwindigkeit der Flussigkeits-
theile in der Unendlichkeit = 0.

Vir wollen jetzt einen Fall betrachten, der den eben bezeichneten
als speciellen in sich schliesst. In einer Flussigkeit, die in der Un-
endlichkeit Oberall ruht, bewege sich ein starrer Kdrper von irgend
einer Gestalt in gegebener Weise; es soll die Bewegung der Flussig-
keit gefunden werden. Wir wollen dabei aber voraussetzen, dass das
Geschwindigkeitspotential ¢, welches existiren soll, einwerthig ist;
dadurch beschranken wir das Problem in dem Falle, dass der Kdorper
einen mehrfach zusammenhdngenden Raum erfillt und in Folge hier-
von auch die Flussigkeit einen mehrfach zusammenhangenden Raum
einnimmt.

Wir benutzen die in der funften Vorlesung gebrauchten Bezeich-
nungen, fuhren also zwei rechtwinklige Coordinatensysteme ein,
von denen das eine, das der & n, ¢ im Raume fest, das andere,
das der X, Yy, z, in dem Korper fest ist, und schreiben die Glei-
chungen zwischen den Coordinaten desselben Punktes in den beiden
Systemen

§=a —+ alx + o2y + 03z
n=pR+R1lx + B2y + B3z 20)
(=Y +ylx +y2y +y3z

wir nennen ferner u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit
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des Anfangspunktes der X, y, z nach den Achsen der %X, y, z und
p, q, r die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit des Koérpers
in Bezug auf dieselben Achsen. Die Ausdriicke 1) der sechsten Vor-
lesung, nadmlich die Ausdriicke

u-+zq —yr

v+ Xr —zp 21)

W +yp — Xq,
sind dann die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes (X, y, z)
des Korpers nach den Achsen der x, y, z; sie sind auch die Com-
ponenten der Geschwindigkeit nach denselben Achsen eines Flissig-
keitstheilchens, wenn dieses in relativer Ruhe gegen den Kdorper sich
befindet.

Aus dem letzten Umstande ist zu schliessen, dass, wenn wir

X, Y, z auf dasselbe Flissigkeitstheilchen beziehen,

ist. Die Integration dieser Differentialgleichungen giebt die relative
Bewegung aller Flissigkeitstheile gegen den Kdérper, wenn u, v, w,
p, g, r bekannte Functionen von t sind und ¢ ermittelt ist; will
man die absolute Bewegung derselben finden, so muss man &, n, ¢
durch die Gleichungen 20) aus den bekannt gewordenen Werthen
von X, Y, z berechnen.

Sehen wir nun zu, wie @ zu bestimmen ist. Bezeichnet man
durch n die nach dem Innern der Flussigkeit gerichtete Normale
eines Elements der Oberflache des Kdorpers, so geben die Ausdriicke
21), wenn sie mit cos(nx), cos(ny), cos(nz) multiplicirt und addirt
werden, die Componente der Geschwindigkeit des betrachteten Ele-
ments nach der Richtung von n; diese Componente muss aber

d. h. es muss

sein. Hierzu kommen die folgenden Bedingungen: In der Unend-
lichkeit verschwinden in dem von der Flussigkeit er-

fullten Raume ist A¢ = 0 und sind einwerthig und

stetig; dass @ einwerthig ist, haben wir bereits angenommen; ohne

die Allgemeinheit weiter zu beschrédnken, koénnen wir voraussetzen,
15*
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dass @ auch stetig ist, da es bisher nur durch seine Differential-
quotienten definirt ist. Nach den in § 7. der sechszehnten \or-
lesung gemachten Auseinandersetzungen ist hiernach ¢ bis auf eine
additive Constante bestimmt; es ist vollig bestimmt, wenn wir noch
festsetzen, was erlaubt ist, dass es in der Unendlichkeit verschwindet.
Allen diesen Forderungen genligen wir, wenn wir

0 = upl + ve2 + w3 + ped + ge5 + ro6 22)
setzen und die 6 Functionen @1, @2, .. so bestimmen, dass jede von
ihnen der Gleichung A@ = 0 und den fir @ angegebenen Stetigkeits-

bedingungen genugt, in der Unendlichkeit verschwindet, und dass
an der Oberflache des bewegten Korpers

23)

ist; durch diese Bedingungen sind die Functionen @1, @2, . vollstandig
bestimmt; sie hdngen nicht von der Bewegung des Korpers, sondern
ausschliesslich von der Gestalt desselben ab.

Ist der Korper das Ellipsoid, dessen Oberfliche die Gleichung 1)
hat, so konnen wir die Functionen @1, @2, .. nach einer im § 2.
ausgefihrten Rechnung leicht angeben. Bei der dort benutzten Be-
zeichnung und der Richtung, die wir der Normale n liier beigelegt
haben, ist ndmlich

24)

Daraus ergiebt sich zunéchst

Weiter werden wir zeigen konnen, dass, wenn N eine passend zu
bestimmende Constante bedeutet,

25)

oder, was dasselbe ist,

ist, wenn
X=og¢c0osd, y=gsind
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gesetzt wird. Allen fir @6 aufgestellten Bedingungen mit Ausnahme
der letzten der Gleichungen 23) geniigt der angegebene Ausdruck
bei jedem Werthe von A, und diese Gleichung wird bei einem ge-
wissen Werthe von N erflllt. Dieselbe ist ndmlich in Folge der
Gleichungen 24) und der Gleichungen

xcos(ny) - ycos (nxX)=21 N (xcos(ny) (2-B+A)—ycos(nx)(2— A+B)).

Sie ist in Bezug auf x und y linear und homogen; aus diesem
Grunde, und da

ist, so darf man in ihr fir x und y resp. a2cos(nx) und bcos(ny)
setzen; es tritt dann auf beiden Seiten der Factor cos (nx) cos(ny)
auf; bei Fortlassung desselben wird sie

Fur @4 und @5 lassen sich &hnliche Ausdricke aufstellen, wie der
in 25) fur @6 gegebene.

Wenn a2 — b2 verschwindet, wenn also das Ellipsoid in ein
Rotationsellipsoid Ubergeht, dessen Achse die z-Achse ist, so erhélt
das Verhdltniss A — B: a2 — b2, also auch A einen leicht angeb-
baren, endlichen Werth; der Factor von A in der Gleichung 25)
wird aber Null; es verschwindet also 6.

Verwandelt sich das Ellipsoid in eine Kugel vom Radius R, so
ist hiernach

¢4=0, ¢5=0, ¢6=0;
eine Drehung der Kugel um ihren Mittelpunkt ist von keinem Ein-
fluss auf die Bewegung der Flissigkeit. Nach den in § 2. gemachten
Angaben ist ferner

26)

wo
Man hat daher fur die Kugel

27)

Dieses ¢ genugt der Bedingung, dass an der Oberflache der Kugel
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ist. Es moge angefiihrt werden, dass der fir ¢ angegebene Aus-
druck Ubereinstimmt mit dem Potential eines magnetischen Molekiils,
welches sich im Mittelpunkte der Kugel befindet, dessen magnetische
Achse die Richtung der Bewegung hat, und dessen magnetisches
Moment gleich der Geschwindigkeit des Mittelpunktes, multiplicirt

mit ist, m Bezug aut einen Magnetpol, der im Punkte (X, y, 2)

liegt und die Einheit magnetischer Flissigkeitsmenge enthalt. Es
folgt daraus, dass die Geschwindigkeit im Punkte (x, y, z) der
Grosse und Richtung nach der Kraft gleich ist, welche das bezeich-
nete magnetische Molekil auf diesen Pol ausibt.

Die Bewegung einer Kugel in einer Flussigkeit ist zuerst von
Dirichlet*), die eines Ellipsoids von Clebsch**) behandelt wiorden.

8§ 4.

Wir haben in dem vorigen Paragraphen angenommen, dass die
Flussigkeit im Endlichen allein begrenzt ist durch die Oberflache
eines bewegten, festen Korpers; in diesem Falle empfiehlt es sich das
Geschwindigkeitspotential ¢ auf ein in dem Korper festes Coordinaten-
system zu beziehen, weil dasselbe dann ausschliesslich durch die Ge-
stalt des Korpers und seine Bewegung in dem betrachteten Augen-
blicke bedingt wird. Sind aber ausser dem gedachten Kérper im
Endlichen noch andere feste Kdrper vorhanden, welche sich bewegen
oder ruhen, so ist das Geschwindigkeitspotential immer auch von
der relativen Lage aller Korper abhangig; es ist dann zweckmassig
dasselbe von vorn herein auf ein im Raume festes Coordinatensystem
zu beziehn. Wir wollen jetzt uns vorstellen, dass in der unendlichen
Flussigkeit zwei bewegte, feste Korper im Endlichen vorhanden sind,
und dass das Achsen-System der X, y, z im Raume fest ist. Es
seien u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes
des ersten Korpers, u; V', w' die eines Punktes des zweiten; p, q, r
die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit nach Achsen, die den
Coordinatenachsen parallel sind, fir den ersten Koérper, p, g, r die
entsprechenden Grodssen fur den zweiten. Der Gleichung 22) ent-
sprechend kann man dann setzen

¢ = u@l + vl + w@3 + pet + ged> + reob
+ Uu'Ql' + Vv'@e2' + We3' + p'ed4' + q'pS5' + r'eb6’,
wo @1, @2, .. ¢l, @2 .. Functionen von X, Yy, z sind, die nicht von

*) Monatsberichte der Bert. Akad. 1852, p. 12.
**) Crelle’s Journal Bd. 52. p. 103 und Bd. 53. p. 287.



der Bewegung der beiden Kdorper, aber von ihrer augenblicklichen Lage
abhéngen. Eine jede von ihnen muss in dem von der Fllssigkeit
erfullten Raume der Gleichung Ag@ = 0 geniigen, mit ihren ersten
Differentialquotienten einwerthig und stetig sein, in der Unendlichkeit
verschwinden und an den Oberflachen der beiden Korper zwei ge-
wisse Gleichungen erfullen. Sind a b, ¢ und a', bb"¢' die Coordi-
naten der beiden Punkte, deren Geschwindigkeitscomponenten mit
u, v, w und u, v; w' bezeichnet sind, so muss namlich an der
Oberflache des ersten Kdorpers

und an der Oberflache des zweiten

sein. Diese Gleichungen, welche den Gleichungen 23) entsprechen,
sind auf demselben Wege, wie diese, abzuleiten. Die angegebenen
Bedingungen bestimmen die 12 Functionen @1, @2, . . vollstandig.

Der einfachste hierher gehorige Fall ist der, dass die beiden
Korper Kugeln und die Punkte (a, b, c), (&', b, c) ihre Mittel-
punkte sind; dann ergeben die fur @4, @5 @6, @4, @5, @6, aufge-
stellten Bedingungen, dass diese 6 Functionen gleich Null sind, und
es wird also

¢ = upl + ve2 + w3 + u'el' + Vv'e2' + w'e3’



228 Achtzehnte Vorlesung,

Es ldsst sich in diesem Falle ¢ mit Hulfe der sogenannten
Kugelfunctionen als eine unendliche Reihe finden, die immer conver-
girt und um so schneller convergirt, je grosser der Abstand der
Kugeln im Verhdltniss zu ihren Radien ist. Wir wollen auf die
Theorie der Kugelfunctionen hier nicht eingehen und daher nur im
Allgemeinen den Weg bezeichnen, auf dem die genannte Aufgabe
geldst werden kann, und das Resultat in so weit angeben, als es fir
spétere Betrachtungen néthig ist.

Was die Kugelfunctionen unmittelbar leisten, ist dieses. Sie
erlauben eine Function U zu finden, welche ausserhalb einer Kugel
der Differentialgleichung AU==0 genlgt, mit ihren Differential-
quotienten einwerthig und stetig ist, in der Unendlichkeit verschwin-
det, und an der Oberflaiche der Kugel der Bedingung geniigt, dass

beliebig gegebene, stetig sich &ndernde Werthe erhélt. Aus einer

unendlichen Zahl solcher Functionen U ladsst sich eine convergirende
Reihe bilden fir das Geschwindigkeitspotential ¢ fur eine Flussig-
keit, in der zwei Kugeln in gegebener Weise sich bewegen. Um
das zu zeigen, nennen wir die Kugel, deren Mittelpunkt (a, b, c¢)
ist, die erste, die andere die zweite. Man bilde die Function U1, fir
welche an der Oberflache der ersten Kugel

d. h. = u cos (nx) + v cos (ny) + w cos (nz)
und die Function U1l fur welche an der Oberflache der zweiten
d. h. = u~cos (nx) + V' cos (ny) + w' cos (nz)

ist, und setze
U+ Ul'=vVvi1i

Dieses F! ist dann das erste Glied der fiur ¢ aufzustellenden
Reihe. Die Function ¢ — V! soll an den beiden Kugelflachen den
Bedingungen gentigen, dass an der ersten

an der zweiten

ist; man bilde die Functionen U? und U2' fiir welche an der ersten
Kugelflache

und an der zweiten
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ist, und setze
U2 +U2' = V2.

es ist dann P2 das zweite Glied der Reihe fur ¢@. Fir die erste
Kugelflache soll nun

fur die zweite

sein. Man setze
A3 + ,
nachdem U3 und U3' so bestimmt sind, dass an der ersten Kugelflache

und an der zweiten

ist. In dieser Weise fahre man fort; dann hat man
=Vl + V2+ V3+ ..

Diese Reihe convergirt, wie hier aber nicht bewiesen werden
soll, immer; nimmt man die Radien der beiden Kugeln als unend-
lich klein gegen ihren Abstand an, so ist dabei jedes folgende Glied
unendlich klein gegen das vorangehende. Jede der Grdssen V2, V3, -
erhdlt man in Kugelfunctionen selbst durch eine unendliche Reihe
ausgedrickt, die auch die Eigenschaft hat, dass jedes folgende Glied
unendlich klein gegen das vorangehende ist, wenn die Radien der
Kugeln unendlich klein gegen ihren Abstand sind. Will man unter
dieser Voraussetzung @ nur bis auf Grossen einer gewissen Ordnung
finden, so hat man nur eine beschrankte Zahl der Grossen V, und
in jeder von diesen eine beschrénkte Zahl von Gliedern zu berick-
sichtigen.

Die Grossen Ul und Ul', also auch auch die Groésse V! findet
man unmittelbar aus der Gleichung 27). Bezeichnet man die Ab-
stande des Punktes (X, Y, z) von den Mittelpunkten der beiden Kugeln
durch r und r, ihre Radien durch 7?7 und R,, und benutzt, dass r eine
Function von x — a, y — b, z — ¢, r eine Function von x — a;
y —b', z — c ist, so ersieht sich

28)
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Die Summe dieser beiden Ausdriicke, also V1, giebt den Werth
von @ in erster Naherung an. Bezeichnet man R und R' als unend-
lich kleine Grossen erster Ordnung und den Abstand der Kugeln als
endlich, so missen, damit das Geschwindigkeitspotential und die
Geschwindigkeiten im Allgemeinen endlich seien, u, v, w, u; v, w'
unendlich gross von der dritten Ordnung sein; an den Kugelfl&chen
werden dann @ und seine Differential quotienten unendlich gross. In
endlicher Entfernung von den Kugelflachen giebt die Gleichung ¢ =V1
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grdssen an, nicht aber
an diesen Flachen. Um hier dasselbe zu erreichen, muss man U2 bilden,
wobei es aber ausreicht die Glieder hdchster Ordnung zu berlck-
sichtigen. Dieser Umstand bewirkt, dass wiederum die Gleichung 27)
U2 und U2 zu berechnen erlaubt. Um U2 zu finden, ist fir die

erste  Kugelflache zu bilden; es ist aber

setzt man hier flir Ul'seinen Werth aus 28), fuhrt statt der Diffe-
rentialquotienten nach X, y, z die negativen nach a, b, ¢' genom-
menen ein, schreibt, was bei der beanspruchten Genauigkeit erlaubt
ist, r0 fir r, wo r0 den Abstand der Mittelpunkte der Kugeln be-
zeichnen, also

sein soll, und ersetzt die Differentialquotienten nach a; b, ¢ durch
die nach a, b, ¢ genommenen, so ergiebt sich

mithin nach 27)

29)
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Entsprechend ist

Bildet man mit Hilfe dieser Werthe von U2 und die Glei-
chung @ = VI + V2, so giebt dieselbe auch an den Kugelflachen
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich Kkleine Groéssen und den
Werth von @ mit Einschluss unendlich kleiner Grgssen erster Ord-
nung genau an. Wir werden eine Rechnung durchzufiihren haben,
bei der wir die Werthe von ¢ an jeder Kugelfliche mit dieser Ge-
nauigkeit kennen missen. Um sie zu finden, kann man mit den in
28) angegebenen Werthen von Ul und U!' noch eine Umformung
vornehmen. Es handle sich darum, fir die erste Kugelflache ¢ zu
ermitteln. Die in dem Ausdrucke von Ul' vorkommende Grosse

kann man nach Potenzen von X — a, y — b, z — ¢, die unendlich

klein von der ersten Ordnung sind, entwickeln und hat nur die ersten
Potenzen zu bertcksichtigen néthig. Da

X—a=Rcos(nx). y—b=Rcos(ny), z—c=Rcos (nz)

ist, so hat man daher

zu setzen; hieraus ergiebt sich

Aus 28) folgt ferner
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da

ist. Benutzt man diese Relationen, um auch den in 29) fur U2 an-
gegebenen Ausdruck umzugestalten, und erwagt, dass U2' von hoherer
Ordnung, als der ersten, unendlich Kklein ist, so erhélt man fur die
erste Kugelflache mit der verlangten Genauigkeit

30)

Den Werth von ¢ an der zweiten Kugelfliche findet man, indem
man in diesem Ausdrucke die gestrichenen Buchstaben mit den unge-
strichenen vertauscht.



Neunzehnte Vorlesung.

(Differentialgleichungen fur die Bewegung eines Korpers in einer Flissig-
keit, auf den gegebene Krafte wirken. Anwendung des Hamilton’schen Prin-
cipes auf diesen Fall. Bewegung des Korpers, wenn keine Kréfte wirken.
Vereinfachung der Aufgabe durch Voraussetzung gewisser Symmetrieen. Kugel.
Rotationskdrper. Bewegung zweier unendlich kleiner Kugeln in der Flissigkeit.
Kréfte, die diese auf einander ausiiben.)

§ I.

Bei den in der vorigen Vorlesung betrachteten, durch die Be-
wegung eines festen Korpers bedingten Bewegungen einer Flissig-
keit, die nach allen Richtungen sich in die Unendlichkeit erstreckt,
nahmen wir die Bewegung des Korpers als eine gegebene an. Wir
wollen uns jetzt mit der Aufgabe beschéftigen, diese Bewegung zu
bestimmen, wenn auf den Korper und die Flissigkeit gegebene
Kréafte wirken. Dabei werden wir von der auf ein FliUssigkeits-
theijchen sich beziehenden Kraft voraussetzen, dass sie ein einwerthiges
Potential hat, da wir die Annahme, dass ein Geschwindigkeits-
potential existirt, wie wir es dort betrachtet haben, festhalten wollen.

Um die genannte Aufgabe zu lésen, kénnten wir so verfahren,
dass wir mit Hulfe der Gleichung 20) der flnfzehnten Vorlesung die
Drucke berechneten, welche die Flissigkeit auf die Elemente der
Oberflache des Korpers ausiibt, und diese als Kréafte einfihrten in
die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Korpers, die
in § 2. der sechsten Vorlesung entwickelt sind. Auf kiirzerem Wege
aber erreichen wir unsern Zweck, wenn wir von dem Hamilton’schen
Principe ausgehn, welches, wie in § 6. der eilften Vorlesung gezeigt
ist, auch fur einen Fall, wie er uns jetzt vorliegt, gilt, und welches
auf solche Fé&lle zuerst von Thomson und Tait*) angewandt wor-
den ist.

Wir bezeichnen durch m die Masse eines der materiellen Punkte,
welche den festen Korper und die Flussigkeit bilden, durch §, n,
die Coordinaten desselben in Bezug auf ein im Raume festes Coordi-
natensystem zur Zeit t, durch U' die Arbeit aller wirkenden Krafte

*) Handbuch der theoretischen Physik von W. Thomson und P. G. Tait,
deutsche Uebersetzung, Bd. 1. p. 296.



fur unendlich Kleine, virtuelle Verriickungen ihrer Angriffspunkte,
auf welche Verrtickungen das Zeichen 6 sich beziehen soll, endlich
durch T die lebendige Kraft des ganzen Systemes. Nach dein
Hamilton’schen Principe ist dann

1)

wo die Summe sowohl in Bezug auf die verschiedenen Massen als
auf die verschiedenen Coordinaten einer jeden Masse zu nehmen ist,
und t0 und t' irgend zwei Werthe von t bedeuten. Ueber die Varia-
tionen O¢&, auf welche wir diese Gleichung anwenden wollen, setzen
wir Folgendes fest: fur den festen Korper sollen sowohl fir 7 =0,
als fir t=1 alle 6§ = 0 sein; fur t = t0 soll dasselbe fiur die
Flussigkeit gelten; fir die variirte Bewegung der Flissigkeit, fur
die Bewegung also, bei der { + && n + on, { + 8 Coordinaten
der Masse m zur Zeit t sind, soll ein Geschwindigkeitspotential, wie
flr die gesuchte, existiren. Aus den Werthen, die 6¢ fur die Theile
des festen Korpers hat, sind dann die Werthe von §¢, fur alle Theile
der Flussigkeit vollkommen bestimmt. Fir t = t' verschwinden die
letzteren im Allgemeinen nicht; trotzdem verschwindet, wie gezeigt
werden soll, die linke Seite der Gleichung 1). Dieselbe ist nach den
gemachten Festsetzungen, wenn dt ein Element des von der Flissig-
keit- erfiillten Raumes und p die Dichtigkeit dieser bezeichnet, gleich
dem Werthe, den

fir t = t' annimmt. Es ist aber

also dieser Ausdruck

Statt der Bedingung, dass die Flussigkeit in der Unendlichkeit
ruht, fuhren wir hier die Annahme ein, dass dieselbe in eine unend-
lich grosse, feste Kugelflache eingeschlossen ist; nach dem an Ende
des § 7. der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze ist diese
Annahme mit jener gleichwerthig. Nennt man ds ein Element der
Oberflache des Korpers oder der genannten Kugelflache, n die nach
der Flussigkeit gerichtete Normale von ds, so verwandelt sich durch
theilweise Integration die zu untersuchende Grgsse in



§ 1. Bewegung eines Korpers in einer Flussigkeit. 235

Wegen der Incompressibilitdt der Flissigkeit ist allgemein

fur jedes Element der Oberflache des Korpers ist, wenn t = t,
8¢, cos (n&) + dn cos (nn)+ SLcos (N =0,

weil fur den bezeichneten Zeitpunkt die Variationen der Coordinaten
der Punkte des Korpers verschwinden sollen, und dieselbe Glei-
chung besteht fir jedes Element der einschliessenden Kugelflache,
weil diese fest ist.

Hiernach ist die Gleichung 1)

-2)

Die lebendige Kraft des betrachteten Systemes, T, setzt sich
zusammen aus der lebendigen Kraft des festen Korpers und der der
FlUssigkeit. Die erste ist nach der Gleichung 2) der sechsten Vor-
lesung eine homogene Function zweiten Grades von u, v, w, p, q,
mit constanten Coefficienten; die zweite, ndmlich

oder, was dasselbe ist,

ist in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung eine eben
solche Function; auch T ist daher eine homogene Function zweiten
Grades von u, v,w, P, g, r mit constanten Coefficienten, deren
Werthe von der Gestalt des Korpers, der Masse dieses und ihrer
Vertheilung, sowie von der Dichtigkeit der Flussigkeit abhéngig sind.

Die Arbeit U' setzt sich zusammen aus der Arbeit der Kréfte,
welche auf den Korper wirken, und der Arbeit der Kréfte, welche
auf die Flussigkeitstheile ausgelibt werden. Tn Bezug auf die letzteren
haben wir schon voraussetzen missen, dass sie ein einwerthiges
Potential besitzen. Daraus folgt, dass, wenn der feste Korper ersetzt
ware durch eine Flussigkeitsmasse, die mit der dusseren gleichartig ist,
die Arbeit der sémmtlichen Krafte fir eine Verriickung der gedachten
Flissigkeitsmasse Null wére, und dass daher die Arbeit der auf die
wirklich vorhandene Flussigkeit wirkenden Kréafte gleich ist der
negativ genommenen Arbeit der Krafte, welche auf die gedachte
Flussigkeitsmasse, wenn sie vorhanden ware, wirken wirden.
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Die Gleichung 2) stimmt in Allem Uberein mit derjenigen, aus
welcher wir im § 2. der sechsten Vorlesung die Differentialgleichungen
der Bewegung eines starren Korpers im leeren Raume entwickelt
haben. Diese Differentialgleichungen, namlich die Gleichungen 12)
und 13) oder 14) und 15) der genannten Vorlesung gelten also auch
far den hier betrachteten Fall; nur bedeuten hier X, Y, Z, Mx, My, M;
die Componentensummen und Drehungsmomente in Bezug auf die
Achsen der x, vy, z, =, H, Z, Mg Mn, M{ die Componentensummen
und Drehungsmomente in Bezug auf die Achsen der & n, { der
Krafte, welche auf den Korper wirken, und der negativ genommenen
Kréfte, welche auf die vom Korper verdrangte Flussigkeit, wenn sie
vorhanden waére, wirken wirden; (berdies haben die Coefficienten in
dem Ausdrucke von T hier andere Werthe, als dort.

8§ 2.

Wir werden jetzt annehmen, dass auf den festen Korper und
die Flussigkeit keine Krafte wirken; die Resultate, zu denen wir
dabei kommen werden, gelten in gewissen Fallen auch, wenn Kréfte
vorhanden sind, z. B. wenn die Schwere wirkt, der Korper aber
Uberall dieselbe Dichtigkeit, wie die Flussigkeit besitzt. Die Glei-
chungen 12) und 13) der sechsten Vorlesung sind dann

3)

Es mdge zuerst eine particuldare Losung derselben erwahnt wer-
den. Man genugt ihnen, wenn man p=0, =0, r =0 und
u, v, w gleich Constanten setzt, deren Verhaltnisse die Bedingung

erfillen. Es verschwinden dann die rechten Theile der Gleichungen 3),
und es verschwinden auch die linken, da ?/, v, w, p, ¢, r Constanten
sind. Erwagt man, dass, wenn p, q, r verschwinden, T eine homo-
gene Function zweiten Grades von u, v, w wird und zwar eine, die
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stets positiv bleibt, da die lebendige Kraft nicht negativ sein kann,
so sieht man, dass die Bestimmung der Verhéltnisse u : v : iv aus
der genannten Bedingung (Ubereinkommt mit der Bestimmung der
Hauptachsen eines gewissen Ellipsoids, des Ellipsoids namlich, dessen
Gleichung

T = const.

ist, wenn man u, v, w als die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes ansieht. Nimmt man die Achsen der u, v, w parallel mit
denen der <,y ,z an so sind die Richtungen der Hauptachsen des
bezeichneten Ellipsoids drei auf einander senkrechte, im Korper feste
Richtungen, in deren jeder dieser, ohne sich zu drehen, mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit in der Flissigkeit fortschreiten kann. An-
dere Richtungen, die dieselbe Eigenschaft haben, giebt es nicht, wenn
das Ellipsoid nicht ein Rotationsellipsoid ist; ist dies der Fall, so hat
die Richtung der Rotationsachse und jede auf dieser senkrechte Rich-
tung die genannte Eigenschaft. Jede Richtung besitzt sie, wenn das
Ellipsoid eine Kugel ist.

Wir untersuchen nicht, unter welchen Bedingungen die bespro-
chene Bewegung eine stabile ist, d. h. unter welchen Bedingungen
immer p, ¢, r unendlich klein sind und u, v, w bis auf unendlich
Kleines die bezeichneten Werthe haben, wenn in einem Augenblicke
dieses stattfindet.

Ohne eine beschrénkende Annahme einzufiihren, kann man drei
Integrale der Gleichungen 3) finden; zu diesem Zwecke hat man
dieselben

mit u oder mit oder mit

v
w

P 0
q 0
r 0

zu multipliciren und jedesmal zu addiren. Erwé&gt man bei Benutzung
des ersten Factorensystems, dass nach einem bekannten, auf homogene
Functionen beziiglichen Satze

dass ferner
Kirchhoff, Mechanik. 16
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und daher

ist, so ergiebt sich auf diese Weise
2T =1L

4)

wo L, M, N willkihrliche Constanten bedeuten.

6 andere Integrale des vorliegenden Problems erhélt man aus
der zweiten Form seiner Differentialgleichungen, die aus den Glei-
chungen 14) und 15) der sechsten Vorlesung hervorgeht, wenn man
in diesen =, Z, M Mn, M{ gleich Null setzt. Die einen
geben

5)

und die andern bei Rucksicht hierauf

6)

wo A B, C, A, B', C' willkiihrliche Constanten sind und die 12
Grossen a, B, y die in den Gleichungen 20) der vorigen Vorlesung
angegebene Bedeutung haben.

Die beiden letzten der Gleichungen 4) sind Folgen der Gleichun-
gen 5) und 6), und die Constanten M und N sind ausdrickbar durch
die Constanten A, B, C, A', B', C" Quadrirt man namlich die
Gleichungen 5) und addirt sie, multiplicirt man dann die Gleichun-
gen 5) mit den Gleichungen 6) und addirt wieder, so erhalt man bei
Rucksicht auf die Gleichungen 4) und die Relationen, die zwischen
den Cosinus al, B1, yl, 02, B2, y2, a3, 33, y3 bestehen,

A2+B2+C2=M

AA"+ BB'+ CC'= N.
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Hat man u, v, w, p, q, r den Gleichungen 3) geméss als Func-
tionen von t bestimmt, so erfordert die vollstdndige Losung des
vorgelegten Problems, d. h. die Bestimmung der 12 Grdssen a, B, y
nur noch die Ausfuhrung von Quadraturen, wie nun gezeigt wer-
den soll.

In Bezug auf die willkihrlichen Constanten A, B, C, die in den
Gleichungen 5) vorkommen, kann man, ohne die Allgemeinheit der
betrachteten Bewegung zu beeintrachtigen, annehmen, dass A = 0,
B = 0 und C positiv ist; man verfiigt dadurch nur tGber die Richtung

der (- Achse. Sieht man namlich als die Componenten

der Geschwindigkeit eines Punktes nach den Achsen der X, y, z an,
so zeigen die Gleichungen 5), dass die Componenten dieser Ge-
schwindigkeit nach den Achsen der & n, ( den Constanten A, B, C
gleich sind; giebt man der - Achse die Richtung dieser Geschwindig-
keit, so verschwinden A und B, wéahrend C positiv wird. Multiplicirt
man nach dieser Festsetzung die Gleichungen 5) mit al, 31, y! oder
02, B2, y2 oder a3, B3, y3 und addirt sie jedesmal, so erhalt man

7

Um die 6 andern Cosinus zu finden, fihren wir die durch die
Gleichungen 8) der fiinften Vorlesung definirten Winkel fr, /', ¢ ein.
Wir haben dann

yl =cosfsind, yl=sinfsind, y3=cosd, 8)

woraus f und 9 zu bestimmen sind. Zur Bestimmung von ¢p fuhrt
die Gleichung 13) der siebenten Vorlesung, namlich die Gleichung

aus welcher folgt

Um endlich die Coordinaten a, B, y des Anfangspunktes der
X, Y, z als Functionen von, t darzustellen, setzen wir die in den Glei-
chungen 6) vorkommenden Constanten A' und B' gleich Null; auch
dadurch beeintrachtigen wir nicht die Allgemeinheit der betrachteten
Bewegung; wir verfugen nur Uber die Lage der {-Achse, da, wie
aus den Gleichungen 6) hervorgeht, eine Veranderung der Werthe
von A' und B' compensirt wird durch Hinzufiigung von additiven
Constanten zu B und o Die beiden ersten der Gleichungen 6)
geben dann

16*
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und y ist aus der Gleichung

d. h

zu ermitteln.

§ 3.

Die Zahl der in dem Ausdruck von T vorkommenden Constanten
ist im Allgemeinen 21; unter gewissen Bedingungen verringert sich
aber diese Zahl und die Integration der Differentialgleichungen 3)
wird dann erleichtert. Eine solche Vereinfachung tritt ein, wenn die
Oberflache des Korpers und die Vertheilung der Masse in ihm
symmetrisch in Bezug auf eine Ebene ist. Um das zu zeigen, fassen
wir zuerst den Theil von T ins Auge, den die lebendige Kraft der
Flussigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Kraft setze man

= allu? + 2al2uv + 2al3uw + 2aldup + 2alduq + 2al6ur
+ a22v2 + 2a23vw + 2a24vp + 2a25vq + 2a26vr
+ a33w2

Dieser Ausdruck ist dann, wie wir im § 1. gesehen haben,

in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung hat man daher

Es werde nun angenommen, dass die Oberflaiche des Korpers
symmetrisch in Bezug auf die xz-Ebene ist, d. h. dass, wenn x, vy, z
die Coordinaten eines Punktes derselben sind, sie auch den Punkt
(X, —Yy, z) enthdlt. Zwei Punkte, wie diese, sollen entsprechende
Punkte genannt werden. In zwei entsprechenden Punkten der Ober-
flache haben dann, den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung zu-

folge, gleiche und entgegengesetzte
Werthe. Daraus l&sst sich beweisen, dass in irgend zwei entsprechen-
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den Punkten des von der Mussigkeit erfillten Raumes @1, @3, @5
gleiche, @2, @4, @6 entgegengesetzte \Werthe besitzen. Bezeichnet
man né&mlich durch @!' den Werth von @! in dem Punkte (x, —y, 2),
aufgefasst als Function von X, Yy, z (den Coordinaten des Punktes,
auf den sich ¢ bezieht), so geniigt ¢1 — ¢1' derselben partiellen
Differentialgleichung und denselben Stetigkeitsbedingungen, wie ¢, es
ist, wie dieses, in der Unendlichkeit = 0, und an der Oberflache des
Kérpers ist

daraus folgt ¢1' = ¢@1. In &hnlicher Weise sind die Uber @2, @3, ..
ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen. Da hiernach auch in
entsprechenden Elementen der Oberflache des Korpers @1, @3, @5
gleiche und @2, @4, g6 entgegengesetzte Werthe haben, so zeigen
die Gleichungen 9), dass diejenigen « verschwinden, bei denen ein
Index der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 angehort.

Das Doppelte der lebendigen Kraft des Kdrpers ist, wenn dm
ein Element seiner Masse bezeichnet, das die Coordinaten X, y,z
hat, wie schon in der Gleichung 2) der sechsten Vorlesung ange-
geben ist,

=_I_dm {W+vV+w+ 2 +z22)p2+ (22+x) Q2+ (X2 +y)rl
+ 2x (vr — wq) + 2y (wp — ur) +2z (uq — vp)

— 2yzqr — 2zxrp — 2xypq ¥}

ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur xz-Ebene, so ver-

schwinden hier diejenigen Glieder, welche die Factoren

Wp-ur - gr, pq
enthalten. Setzt man allgemein die doppelte lebendige Kraft des
Kdrpers

= bll u2 + 2b12uv + 2b13uw + 2bl4up +

+ b22 v2+ 2b23vw + 2b24vp +

so verschwinden daher, wie man leicht sieht, diejenigen b, bei
denen ein Index der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6
angehort.

Daraus folgt, dass, wenn man

2T = c11 u2 + 2c12uv + 2c13uw + 2cl4up +
+ c22 v2+ 2c23vw
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setzt, diejenigen c gleich Null sind, bei denen ein Index 1, 3 oder 5,
der andere 2, 4 oder G ist, falls der Korper sowohl in Bezug auf
seine Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse symmetrisch
in Bezug auf die xz-Ebene ist.

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die yx-Ebene oder
die zy-Ebene statt, so treten an Stelle der Reihen 1, 3, 5 und
2, 4, 6 die Reihen 2, 1, 6 und 3, 5 4 oder die Reihen 3, 2, 4
und 1, 6, 5.

Es sei nun der Korper symmetrisch nach Gestalt und Verthei-
lung der Masse in Bezug auf zwei, auf einander senkrechte Ebenen;
nehmen wir diese zur.tz- und yz-Ebene, so ergiebt sich hieraus

2T = cllu2 + c22v2 + c33w2 + cd4dp2 + c55q2 + c66r?2
+ 2cl5uq + 2c24vp .

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, indem wir
annehmen, dass es noch ein zweites Paar auf einander senkrechter,
durch die z-Achse gehender Ebenen giebt, in Bezug auf welche
Symmetrie stattfindet. W.ir flhren ein zweites Coordinatensystein,
das der x', y, z;, ein, dessen x"z'- und yz'-Ebenen diese Ebenen
sind: fur denselben Punkt ist dann

X=x cosd + Yy sind
y= — X sing + qy'sind

71=17

wo fr einen der Winkel bedeutet, den die xz-Ebene mit der x'z'-Ebene
bildet. Bezeichnen wir durch gestrichene Buchstaben dieselben Grossen
in Bezug auf das neue Coordinatensystem, welche in Bezug auf das
alte die ungestrichenen bedeuten, so ist zugleich

u=u'cosd + Vv sind p =p'cosd + @ sin 9
v=-u'sind Vv cosd q= p'sin+ @ cosd
w=w r=r

und
T =cll u'2 +c22'v'2 + c33'W'2 + c44'p'2 + c5'5q'2 + c66'r'2
+ 2cl15'u'q’ + 2c2'4v'p’

Setzt man die beiden Ausdricke von 2T einander gleich, so
erhdlt man eine Gleichung, welche identisch sein muss bei Rick-
sicht auf die Relationen zwischen u, v, w, p, g, r, und u; v, w'
P, g r. Drickt man jene 6 Grossen durch diese aus, so ergiebt
die Vergleichung der Coefficienten von / v, p ¢ und up —v g

82 =0, c#4- =0 ¢cl5+ct =0,
und die Vergleichung der Coefficienten der Ubrigen Glieder, dass
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die Grossen ¢ den entsprechenden Groéssen ¢ gleich sind.  Hier-
nach ist
2T = cll (u2 + v2) + ¢c33w2 + cld (p2 + q2) + c66r2 + 2cl5 (uq — vp).

Dieser Ausdruck lasst noch eine Vereinfachung zu durch
eine passende Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten auf der
z-Achse. Um das zu zeigen, fuhre man neben dem Coordinaten-
system der X, y, z ein zweites, das der X, y, z ein, das so gewahit
sein soll, dass fur jeden Punkt

X' =X y=y', =7 +a

ist. Bei einer ahnlichen Bezeichnung, wie sie eben gebraucht ist,
hat man dann

= U — aqg p=p
V=V ap qa=4q

und
cll (u2 +v2) + c33w2 + c44 (p2 + g2) + c66r2 + 2¢15 (uq - vp).

=cll' (U2 +v'2) + c33'wW'2 + c44' (p'2 + q'2) + c66'r'2 + 2¢'15 (U'q’ - v'p").,
woraus folgt

1 1 —cA 1"

ci4 = c44'+ 2acly' + azcll'

c15 =c15' + 2acll'

Hieraus geht hervor, dass, wenn der Anfangspunkt der z be-
liebig gewdhlt ist, a so bestimmt werden kann, dass
ch =0

ist. Es wird dann
2T = cll (u2 + v2) + c33w2 + c44 (p2 + g2) + c66r2. 10)

Die Voraussetzungen, auf welchen die Herleitung dieser Glei-
chung beruht, sind erfallt, wenn der Koérper der Gestalt und Ver-
theilung der Masse nach ein Rotationskorper ist; sie sind aber auch
in mannigfaltigen andern Fallen erfillt, z. B. wenn der Korper ein
homogenes, gerades Prisma oder eine homogene, gerade Pyramide
von quadratischem oder regelmassig sechseckigem Querschnitt ist;
in solchen Féllen wollen wir sagen, dass er den Charakter eines
Rotationskodrpers hat.

Ist der Korper ein Rotationskdrper in Bezug auf zwei auf ein-
ander senkrechte Achsen, d. h. ist er eine Kugel, in der die Masse
symmetrisch zum Mittelpunkte vertheilt ist, oder hat er den Charakter
eines Rotationskorpers in Bezug auf zwei auf einander senkrechte
Achsen, was z. B. bei einem homogenen Waurfel oder einem homo-
genen, reguldren Oktaeder der Fall ist, und nimmt man diese Achsen
zu zweien der Coordinatenachsen, so ist fir ihn
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2T =cll (U2 + v2 + w2) +cld (p2 + 2 + r2) .

Das hierdurch bestimmte T ist von derselben Form, als die
lebendige Kraft des Korpers selbst; nur seine Masse und seine Trag-
heitsmomente in Bezug auf die Coordinatenachsen erscheinen durch
die Flussigkeit vergrossert; die Aufgabe, seine Bewegung in der
Flissigkeit zu bestimmen, ist auch in dem Falle, dass beliebige Krafte
auf ihn wirken, dieselbe, als die Aufgabe, seine Bewegung im leeren
Raume zu finden. Ist der Korper eine Kugel, so findet eine Ver-
grosserung der Tragheitsmomente durch die Flussigkeit nicht statt;
die Vergrosserung der Masse ist, wenn B den Radius bezeichnet,
den Gleichungen 26) der vorigen Vorlesung und den Gleichungen 9)
zufolge

d. h. gleich der Halfte der Masse der von der Kugel verdrangten
Flissigkeit.

8 4.

Wir nehmen nun an, dass der in der Flussigkeit bewegte Korper
ein Rotationskorper ist oder den Charakter eines solchen hat, so dass
die Gleichung 10) gilt. In diesem Falle lassen sich die Differential-
gleichungen 3) vollstéandig integriren. Die letzte von ihnen wird

die andern werden

An Stelle von w, v, p, q sollen hier 4 andere Variable einge-
fuhrt werden. Nach den Gleichungen 7), 8) und 10) ist

man kann daher setzen
w=scosF p==o0cos (f+ V)
v=ssin/ g = o sin (f+ V-,
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wobei
u? +v2 = s2, p2 + ql =o2,

up + vgq = socosy , ug — vp = sasin §
wird. Benutzt man noch, dass hiernach

sds = udu + vdv odo = pdp + qdqg

s2df = udv — vdu ol (df + dy) = pdq — qdp
ist, so findet man leicht aus den Gleichungen 11)

12)

Drei Integrale dieser Gleichungen hat man in den Gleichungen 4).
Sie sind bei den neu eingefiihrten Zeichen

c11s2 +c33w2 +c4402 + c6602 = L
€112s2 +¢332w2 =M

¢33c66wr + cllc44sacosy = N.

Fuihrt man neue Constanten a, b, g, a, b’ g ein, die in ge-
wisser Weise von &, M, N, r und den Grdssen ¢ abhé&ngen, so kann
man dieselben schreiben

socosyY =g —g'w.
Hieraus folgt

Die erste und vierte der Gleichungen 12) werden dadurch

Diese Gleichungen sind integrabel; ihre Integrale vervollstandigen
die Integration der Gleichungen 12).
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§ 5.

Weiter fihren wollen wir die Berechnung der Bewegung des
Korpers nur fiir einen Fall, der in dem im vorigen § behandelten
als specieller enthalten und durch gewisse Anfangswerthe der Grossen
u, v, w, p, q, r charakterisirt ist. Man genuigt den Gleichungen 11),
wenn man

V=20, =0, r=0

setzt und u, w, q passend bestimmt; die Bewegung hat dann das
Eigenthiimliche, dass die xz-Ebene im Raume dieselbe bleibt. Durch
die genannte Annahme werden zwei von den Gleichungen 11) iden-
tisch erfullt, die drei andern geben

Vergleicht man diese mit den identischen Gleichungen

in denen die im § 1. der siebenten Vorlesung erklédrte Bezeichnungs-
weise benutzt ist und k den Modul der elliptischen Functionen be-
deutet, so sient man, dass sie erfillt werden, wenn man den Grdssen
u, w, q die Werthe

I sinam At, mcosam At, nA am At

giebt und die Constanten k, A, I, m, n passend bestimmt. Zwei von
diesen Constanten bleiben dabei noch willkuhrlicli; sie sind zwei von
den drei Constanten der Integration, die die vollstdndigen Integrale
der vorgelegten Differentialgleichungen enthalten mdissen; die dritte
kénnte man einfihren, indem man zu t eine additive Constante hin-
zufugte. Die angegebenen Werthe kdnnen unter u, w, q so vertheilt
werden, dass alle in Betracht kommenden Grodssen reell sind und k
ein echter Bruch ist. Um das zu bewirken, gehe man von den
Gleichungen
cllu2 + c33w2 + c4492 =L

c112u2 +c332w2 =M



§ 5. Ein specieller Fall. 247

aus, in welche die Gleichungen 4) bei dem durch 10) bestimmten
Werthe von T und den dber v, p, r gemachten Annahmen Ulbergehn,
und welche Integrale der Differentialgleichungen, um die es sich
handelt, sind. Bedenkt man, dass, wenn die genannte Absicht erreicht
ist, cos2 am und A2 am abnehmen, wahrend sin2 am wachst, so folgt
aus der zweiten von diesen Gleichungen, dass eine von den beiden
Grossen u und w durch sin am ausgedruckt werden muss, weil ihr
zufolge u2 und w? in entgegengesetztem Sinne sich gleichzeitig andern.
Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich ferner

1l (¢33 — cl1) u2 =+ c33c44q2= const
und ¢11 (¢33 -cl1l) w2 + cllcddg2 = const.

Da nun cll, ¢33, c4 positive Grossen sind (weil T nie negativ
sein kann), so folgt aus derselben Eigenschaft der elliptischen Func-
tionen, dass u oder w durch sin am ausgedriickt werden muss, je nach-
dem cll kleiner oder grosser als ¢33 ist. Jeder dieser beiden Félle
theilt sich wiederum in zwei, die sich durch das Vorzeichen einer der
in 13) vorkommenden Constanten unterscheiden. Ist cll<c33, also u
durch sin am ausgedriickt, und ist die Constante

-c33 (€33 — cll) w2 —+ iy
positiv, so kann g nicht verschwinden, es muss daher q durch A am,
w durch cos am ausgedrickt werden, da cos am fir gewisse Werthe
des Arguments verschwindet; das Umgekehrte findet statt, wenn die
genannte Constante negativ ist. Eine ahnliche Betrachtung ist auf
den Fall cll > ¢33 anwendbar.

In Bezug auf die Formeln, welche in diesen vier Fallen die
sammtlichen Unbekannten des Problems als reelle Functionen der
Zeit darstellen, moge auf eine Abhandlung*) verwiesen werden, in
der auch ein Fall der Bewegung des Rotationskdrpers in der Flissig-
keit untersucht ist, in dem v, p und r nicht gleich .Null sind, ein
Fall, in dem der Anfangspunkt der x, y, z in einer Schraubenlinie
sich bewegt.

13)

§ 6.

Im § 4. der vorigen Vorlesung haben wir das Geschwindigkeits-
potential ¢ fiir den Fall berechnet, dass in der Flussigkeit auf gege-
bene Weise zwei Kugeln sich bewegen, deren Radien unendlich klein
gegen ihren Abstand sind. Hiernach sind wir jetzt im Stande, die
Differentialgleichungen aufzustellen, nach denen die Bewegung dieser
Kugeln vor sich geht, wenn gegebene Kréfte auf sie wirken. Hierzu
ist es nothig, die lebendige Kraft der Flussigkeit zu berechnen. Diese

*) Kirchhoff, Ueber die Bewegung eines Rotationskorpers in einer Flussig-
keit; Borchardt’s Journal, Bd. 71.
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ist, wenn die Dichtigkeit der Flissigkeit = 1 gesetzt wird, gleich
dem Integral

Uber die beiden Kugelflaichen ausgedehnt; den Werth desselben fur
die erste Kugelflache erh&lt man aus der Gleichung 30) der vorigen
Vorlesung, wenn man benutzt, dass hier

ist; vertauscht man in dem gefundenen Ausdrucke die gestrichenen
mit den nicht gestrichenen Buchstaben, so erhdlt man den Werth
desselben Integrals fur die zweite Kugelflaiche. So ergiebt sich die
die lebendige Kraft der Flissigkeit

WO

14)

Dieser Ausdruck ist genau bis auf unendlich kleine Grdssen, wenn
man den Abstand der Kugeln als endlich und die Geschwindigkeit der
Flussigkeitstheile in endlicher Entfernung von diesen als endlich be-
zeichnet. Man hat zu ihm die lebendige Kraft der Kugeln zu addiren,
um die lebendige Kraft T des ganzen Systemes zu erhalten. Wir
wollen annehmen, dass jede Kugel ihren Schwerpunkt in ihrem
Mittelpunkt hat und nicht rotirt; sind m und m die Massen der
Kugeln, so ist dann ihre lebendige Kraft

Finden Drehungen der Kugeln um ihre Mittelpunkte statt, so
gehen diese gerade so vor sich, als ob die Flissigkeit nicht vorhanden
ware, und haben keinen Einfluss auf die Bewegung der Flussigkeit
und der Mittelpunkte der Kugeln.
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Bezeichnet man durch X, Y, Z und X Y', Z' die Summen der
Componenten der Kréafte, welche auf die beiden Kugeln wirken, so
sind die Differentialgleichungen der Bewegung ihrer Mittelpunkte,
d. h. der Punkte (a, b, ¢) und (a\, b’ c'), nach dem Hamilton'schen
Principe, also der Gleichung 2), diese

15)

Wir wollen nicht darauf ausgehn, diese Gleichungen unter
speciellen Voraussetzungen iber die Krafte X, Y, Z, X, Y', Z' zu
integriren, sondern aus ihnen die Werthe berechnen, die diese Krafte
haben miussen, damit die Kugeln in gewisser Weise sich bewegen;
dabei werden wir nur den Fall ins Auge fassen, dass eine jede Kugel
in gleichférmiger Bewegung begriffen ist, u, v, w, u; v, w' also
Constanten sind. Ware nur eine Kugel vorhanden, so wirde diese
gleichfoérmig sich bewegen, wenn keine Kraft auf sie wirkt; die
Krafte, deren Componenten — X, — Y, — Zund — X} — Y', — Z
sind, kann man daher als solche bezeichnen, die die beiden Kugeln
auf einander austiben. In Folge der Annahme, dass u, v, g, u; V', w'
constant sind, dirfen wir in den Gleichungen 15) fir T das durch
14) definirte V setzen. Macht man

so ist

Da P von u unabhéngig ist, so folgt hieraus

und dann weiter bei Rucksicht darauf, dass P eine Function von
a’—a ' b—Db, c—cist,

Dieser Ausdruck ist = X. Hiernach sind — X, — Y, — Z die
nach a, b, ¢ genommenen partiellen Differentialquotienten von
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und, wie durch eine dhnliche Rechnung sich ergiebt, — X', —=\Y".- Z
die nach a', b', ¢’ genommenen partiellen Differentialquotienten vor

Es ist bemerkenswerth, dass hiernach die Kraft, mit welcher die
eine Kugel auf die andere wirkt, von der Geschwindigkeit der
letzteren unabhéangig ist, und dass daher die Kréafte, die die Kugeln
auf einander austiben, im Allgemeinen nicht gleich und entgegenge-
setzt sind. Es findet dieses nur statt, wenn die Geschwindigkeiten
beider Kugeln von gleicher Grosse und gleicher oder entgegenge-
setzter Richtung sind. Es mdoge angefuhrt werden, dass die Kraft,
die die zweite Kugel auf die erste auslbt, dieselbe Grdsse und die
entgegengesetzte Richtung als die Kraft hat, mit der ein magne-
tisches Molekil in der zweiten Kugel auf eines in der ersten wirkt,
wenn die magnetischen Achsen beider parallel der Bewegungsrichtung
der zweiten Kugel und ihre magnetischen Momente gleich den Pro-
ducten der Geschwindigkeit dieser in

und

sind.

Ist R=R,u=u v=vVv, und w= — w, so dass Symmetrie
in Bezug auf die xy-Ebene besteht, so bleiben die Flissigkeitstheile,
welche in einem Augenblick in dieser Ebene liegen, in derselben;
man kann diese Ebene dann in eine feste Wand verwandeln, ohne
die Bewegung zu stéren. Dadurch kommt man auf den Fall einer
Kugel, die in der N&he einer ebenen Wand sich bewegt; die aufge-
stellten Formeln lehren die Kraft kennen, mit welcher die Wand
auf die Kugel wirkt.

Es hat keine Schwierigkeit in &dhnlicher Weise fir den Fall,
dass u, v, w, u, v, w' der Zeit nach veranderlich sind, die Kréfte
zu berechnen, die die beiden Kugeln auf einander ausiiben. Ist das
geschehen, so kann man auch die mittlere Kraft finden, mit der
eine Kugel, die kleine Schwingungen ausfihrt, auf eine andere,
ruhende wirkt.



Zwanzigste Vorlesung.

(Wirbelbewegungen.  Gerade und parallele Wirbelfaden.  Bewegung
mehrerer solcher Wirbelfaden von unendlich kleinen Querschnitten. Gerade
Wirbelfaden, die einen Cylinder von elliptischem Querschnitt stetig erfillen.
Kreisformige Wirbelfaden mit gemeinsamer Achse. Bewegung eines Wirbel-
ringes und zweier Wirbelringe von unendlich kleinen Querschnitten.)

§ 1

Wir haben bis jetzt nur Bewegungen einer incompressibeln
Flissigkeit betrachtet, bei denen firr alle Theile derselben ein Ge-
schwindigkeitspotential existirt; wir wollen jetzt annehmen, dass fir
gewisse Theile es ein solches nicht giebt, dass also, nach der im
§ 3. der fiinfzehnten Vorlesung erklarten Ausdrucksweise, Wirbel-
faden in der Flussigkeit vorhanden sind. Wir werden voraussetzen,
dass die Wirbelfdden ganz im Endlichen sich befinden, die Flissig-
keit den ganzen Raum erfillt, in der Unendlichkeit ruht, und dass
die Geschwindigkeiten u, v, w im Punkte (X, y, z) sich stetig mit
X, Y, z &ndern. Bei den Differentialquotienten von u, v, w nach
X, Y, z wollen wir die Stetigkeit nicht voraussetzen, sondern endliche
Springe derselben an Flachen als mdglich ansehn.

Bezeichnen wir nun durch &, n, { die Componenten der Drehungs-
geschwindigkeit im Punkte (X, y, z), so ist nach den Gleichungen 13)
der finfzehnten Vorlesung

1)

in Folge der Incompressibilitdt der Flussigkeit haben wir ferner
2)

Wir zeigen zuné&chst, dass u, v, w vollkommen bestimmt sind,
wenn &, ( Uberall gegeben sind. Gesetzt es gabe zwei Werth-
systeme von u, v, w, die den genannten Bedingungen genigen;
ihre Unterschiede bezeichnen wir durch u', v' w'; dann ist
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(L h. es sind u, v, w' die partiellen Differentialquotienten nach
X, Y, z einer Function, die wir ¢' nennen wollen; sie sind ferner
im ganzen Raume stetig und in der Unendlichkeit gleich Null; fir
@' ergiebt die Gleichung 2) die Differentialgleichung z4' = 0. Zur
naheren Bestimmung der nur durch ihre Differentialquotienten defi-
nirten Function @ konnen wir noch hinzusetzen, dass ¢ Uberall
stetig sein soll; es ist @' dann auch einwerthig, da der Raum, den
wir betrachten, ein einfach zusammenhangender ist. Nach einem im
§ 7. der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze folgt hieraus aber,
dass @' = const., also u =0, v =0, w =0 ist.
Setzt man

wo U, V, W drei neue unbekannte Functionen bezeichnen, so
wird die Gleichung 2) erfullt; auch den Gleichungen 1) wird geniigt,’
wenn
AU=-2&, ¥ =-2n, AW=-—2¢

4
und )
ist. Die 3 ersten von diesen Gleichungen bestehen der Gleichung 11)
der sechszehnten Vorlesung zufolge, wenn man

5)

macht, wo dt ein Element des von den Wirbelfaden erfiillten Raumes
und r die Entfernung desselben von dem Punkte bedeutet, auf den
U, V, W sich beziehn. Dabei sind U, V, W mit ihren ersten
Differentialquotienten im ganzen Raume stetig und in der Unendlich-
keit gleich Null, woraus dann folgt, dass auch u, v, w stetig sind
und in der Unendlichkeit verschwinden. Dass auch die letzte der
Gleichungen 4) erfullt wird, lehrt die folgende Betrachtung. Aus
den 3 ersten der Gleichungen 4) ergiebt sich
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also in Folge der Gleichungen 1)

Die Function ist Uberdies im ganzen Raume

stetig und verschwindet in der Unendlichkeit. lhre Differentialquo-
tienten nach %, y, z sind auch uberall stetig, &usser etwa an der
Oberflache des von den Wirbelfaden erfiillten Raumes. Es soll be-
wiesen werden, dass sie auch hier keine Spriinge erfahren. Es sei ds
ein Element dieser Oberflache, ni die innere, na die &ussere Normale
von ds\ nach dem durch die Gleichung 10) der sechszehnten Vor-
lesung ausgesprochenen Satze ist dann

woraus folgt

= — 2 (& cos (ni-x) gos (niy)—+ { cos (ni-z)).

Nach der im § 3. der fiinfzehnten Vorlesung gegebenen Defini-
tion eines Wirbelfadens ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite
dieser Gleichung gleich Null. Es erleidet daher

keinen Sprung an der Oberfliche des mit Wirbelfaden erflllten
Raumes. Nach einer im § 7. der sechszelinten Vorlesung gemachten
Auseinandersetzung ergiebt sich hieraus die letzte der Gleichungen 4).
Hiermit ist bewiesen, dass, wenn fur einen Augenblick &, &
fur alle Theile der Wirbelfaden gegeben sind, die Gleichungen 3)
und 5) die Geschwindigkeiten u, v, w aller Flussigkeitstheile fir
denselben Augenblick kennen lehren. Aus den Gleichungen

kann man dann weiter die Verrickungen finden, welche irgend ein
Flussigkeitstlieilchen, also auch ein Element eines Wirbelfadens, in
dem Zeitelement dt erleidet. Aus den Verriickungen aber, welche
die Theile der Wirbelfaden in dieser Zeit erfahren, erlauben die im

8 3. der fiinfzehnten Vorlesung bewiesenen Satze die entsprechenden
Kirchhoff, Mechanik. 17
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Aenderungen von & n, { zu berechnen. Wenn & n, ¢ fur die Zeitt
gegeben sind, sind sie daher auch fir die Zeit t  dl bestimmt; die
Bewegung der Flissigkeit ist also vollkommen bestimmt, sobald fiir
einen Augenblick &, n, ¢ gegeben sind.

Die Gleichungen 3) und 5) zeigen, dass jedes Element der Wirbel-
faden dx gewisse Theile zu den Werthen der Geschwindigkeitscom-
ponenten u, v, w beitragt; diese Theile sind

6)

Sieht man diese Grossen als die Componenten einer Geschwin-
digkeit an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Drehungs-
achse des Elements dx und senkrecht auf der Linie r; das erste folgt
daraus, dass die Ausdricke 6) mit & n, ¢ multiplicirt eine verschwin-
dende Summe geben, das zweite daraus, dass dieselben Ausdriicke

auch, wenn sie mit multiplicirt sind, die Summe Null

haben. Die Grosse der resultirenden Geschwindigkeit ergiebt sich
leicht

wenn & den Winkel zwischen der Richtung der Drehungsachse von
dx und der Richtung der Linie r bezeichnet. Die Zweideutigkeit,
die in Betreff der Richtung der Geschwindigkeit geblieben ist, hebt
sich durch die Erwégung, dass diese Richtung stetig mit dem Orte
sich &ndert und in der N&he des betrachteten Theiles des Wirbel-
fadens durch den Sinn der Drehung dieses bestimmt ist. Es moge
erwahnt werden, dass die in Rede stehende Geschwindigkeit der Rich-
tung und Grdsse nach mit der Kraft Obereinstimmt, welche ein Ele-
ment eines elektrischen Stromes, das am Orte von dx sich befindet
und die Richtung der Drehungsachse hat, auf einen Magnetpol aus-
Ubt, dessen Coordinaten x, y, z sind.

Wir leiten noch einen merkwirdigen Ausdruck fir die lebendige
Kraft der Flussigkeit ab. Bezeichnen wir dieselbe wieder durch T
und setzen die Dichtigkeit der Flussigkeit = 1, so ist

7)

wo die Integration Uber einen Raum auszudehnen ist, der durch eine
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geschlossene Fléche begrenzt ist, deren sammtliche Punkte in der
Unendlichkeit liegen. Welches die Gestalt dieser Flache ist, ist in
Bezug auf den Werth von T gleichgiltig, wie die Rechnung zeigen
wird, die wir durchfihren wollen. Mit Hilfe der Gleichungen 3) giebt
die Gleichung 7)

Jeden der 6 Theile, in welche dieses Integral sich zerlegen lasst,
integrire man partiell nach x, y oder z; da U, V, W und u, v, w
Uberall stetig sind und in der Unendlichkeit der Art unendlich klein
werden, dass, wenn R die Entfernung des Punktes, auf den sie sich
beziehn, von einem im Endlichen liegenden Punkte bezeichnet,

RU, RV, RW und R2u, R2v, R2w
nicht unendlich sind, wenn R es ist, so ergiebt sich dann

oder nach 1)
8)

Bezeichnet man durch dt' ein zweites Volumenelement, durch
&, n, ¢ die Werthe von &, n, { fur dasselbe und durch r den Ab-
stand der Elemente dt und dt' von einander, so kann man in Folge
der Gleichungen 5) hierfur auch schreiben

9

§ 2.

Bevor wir von den im vorigen § entwickelten Gleichungen eine
Anwendung machen, wollen wir entsprechende Gleichungen fir einen
Fall ableiten, in dem die Rechnungen viel einfacher werden, als in
dem dort behandelten, fur den Fall ndamlich, dass die Bewegung
Uberall parallel einer Ebene, der xy-Ebene, und unabhédngig von
der z- Ordinate des betrachteten Punktes ist. Wir wollen uns
vorstellen, dass die Flussigkeit durch zwei der xy-Ebene parallele
Wénde begrenzt ist; zwischen diesen soll sie sich in die Unendlich-
keit erstrecken und hier ruhen.

Unter den genannten Voraussetzungen ergeben die Gleichungen 1)

£=0 n==~0
und

10)
17*
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Daraus folgt; dass die Wirbelfaden der z-Achse parallel sind.
Da sie hiernach ihre Lange nicht dndern, so muss nach einem im
8 3. der funfzehnten Vorlesung bewiesenen Satze der Werth von
¢ fur irgend ein Flussigkeitstheilchen dei’ Zeit nach unverander-
lich sein.

Sind fir einen Augenblick die Werthe von ¢ als Functionen von
X und y gegeben, so findet man u und v fir denselben Augenblick
aus der Gleichung 10) und der Gleichung

welche die Bedingung der Incompressibilitat ausspricht. Diese Glei-
chungen, in Verbindung mit der Festsetzung, dass u und v Uberall
stetig sind und in der Unendlichkeit verschwinden, bestimmen u und v
eindeutig und ergeben

11)

wo df ein Element der xy-Ebene bedeutet, { auf dieses sich bezieht
und @ die Entfernung desselben von dem Punkte (x, y) der xy-Ebene
bezeichnet. Beide Behauptungen lassen sich leicht beweisen mit
Hulfe der im § 9. der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinander-
setzungen durch Betrachtungen, die denen ganz &ahnlich sind, durch
welche die entsprechenden Satze im vorigen § bewiesen sind.

Hat man aus 11) u und v bestimmt, so findet man aus den
Gleichungen

bei Benutzung des Umstandes, dass ( fir jedes Flussigkeitstheilchen
ungeandert bleibt, die Bewegung des Theilchens, auf welches man
x und y bezieht.

Die Gleichungen 11) zeigen, dass jeder Wirbelfaden, dessen
Querschnitt df ist, gewisse Theile zu den Werthen von u und v
beitragt, ndmlich die Theile

und

Sieht man dieselben als die Componenten einer Geschwindigkeit
an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Linie ¢ und ihre
Grosse ist

Setzt man den Abstand der beiden, der xy-Ebene parallelen,
die Flussigkeit begrenzenden Wande = 1 und sucht einen Ausdruck
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for die lebendige Kraft T auf einem Wege, der dem im vorigen §
bei der Berechnung von T eingeschlagenen analog ist, so ergiebt sich
T als unendlich; es sei denn, dass

Jzdat=0
ist.
Wir definiren die Grossen x0- und y0 durch die Gleichungen

x0fJzdf = [xzaf yofzdf=_f yidf, 12)

bezeichnen wir ¢ als die Dichtigkeit einer Masse, die auf dem Element
df der xy-Ebene ausgebreitet ist, so werden x0- und y0 die (Koor-
dinaten des Schwerpunktes der ganzen vorhandenen Masse; wir wollen
den Punkt, dessen Coordinaten x0 und y0, sind, den Schwerpunkt der
Wirbelfaden nennen. Dieser Punkt veréndert nicht seinen Ort, wie
die folgende Betrachtung lehrt. Da { und df, bezogen auf dasselbe
Flussigkeitstheilchen, der Zeit nach unverdnderlich sind, so folgt aus
den Gleichungen 12)

Setzen wir hier fiir u und v ihre Werthe aus 11), so erhalten
wir, wenn df' ein zweites Element der xy-Ebene und g die Ent-
fernung der Elemente df und df* von einander bedeutet,

Jedes dieser beiden Doppelintegrale ist = 0. Jedes Paar von
Elementen der Flache, Uber die zu integriren ist, kommt nédmlich
zweimal in ihm vor; einmal ist das erste Element fur df, das zweite
for df' zu setzen und umgekehrt das andere Mal; bei der Vertau-
schung der gestrichenen und ungestrichenen Buchstaben nehmen die
zu integrirenden Grdssen aber die entgegengesetzten Werthe an, es
heben sich daher paarweise die Elemente eines jeden der beiden
Doppelintegrale auf. Daraus folgt

d. h. der Schwerpunkt der Wirbelfaden &ndert seinen Ort mit der
Zeit nicht.

§ 3.

Die im vorigen § entwickelten Sétze wollen wir nun auf den
Fall anwenden, dass nur ein Wirbelfaden oder einige Wirbelfaden
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von unendlich kleinem Querschnitt vorhanden sind. Wir nehmen
zunachst an, dass nur ein solcher existirt und setzen fir denselben

J zdft=m., 13)

dabei sehen wir m als endlich an; es muss dann £ unendlich .grosse-
Werthe haben. W.ir setzen nicht voraus, dass & constant ist; aber
sein Vorzeichen soll { nicht wechseln; der Schwerpunkt des Fadens
liegt dann immer in oder unendlich nahe an seinem Querschnitt. Far
alle Punkte, die in endlicher Entfernung von dem Wirbelfaden liegen,
ist den Gleichungen 11) zufolge

wo der Anfangspunkt von @ ein beliebiger Punkt des Querschnitts
des Fadens ist. Unendlich nahe an und in dem Faden sind IF, u, v
im Allgemeinen unendlich gross und ihre Werthe sind von seinem
Querschnitt und den Werthen, die { fUr die einzelnen Theilchen hat,
abhéangig; fur den Schwerpunkt des Fadens sind aber nach dem am
Ende des § 2. bewiesenen Satze u und v = 0. Insofern kénnen wir
sagen, dass der Wirbelfaden an seinem Orte bleibt, obwohl im All-
gemeinen sein Querschnitt sich &ndert und sein Schwerpunkt zu
verschiedenen Zeiten in verschiedene Flissigkeitstlieilchen fallt; jedes
Flussigkeitstheilchen, das in endlicher Entfernung von ihm sich be-
findet, beschreibt um ihn einen Kreis mit der gleichbleibenden Ge-
schwindigkeit

Nun seien mehrere solche Wirbelfaden, wie wir eben einen uns
gedacht haben, vorhanden; ml, m2, . . seien die Werthe des in 13)
= m gesetzten Integrals fir dieselben, x1, y1, x2, y2, .. die Coordi-
naten ihrer Schwerpunkte zur Zeit t, pl, 2, . . die Entfernungen
dieser von dem Punkte (X,y); dann ist fur alle Punkte, die in end-
lichen Entfernungen von den Wirbelfaden liegen,

wo die Summe in Bezug auf den Index zu nehmen ist. Die Schwer-
punkte der Wirbelfaden bewegen sich; diejenigen Theile von u und v
fur den Schwerpunkt eines Fadens, die von diesem Faden herriihren,
sind aber Null; es ist daher, wenn wir ul und vl auf den Schwer-
punkt des Fadens beziehn, fir welchen der Index 1 gilt, vorausge-
setzt, dass je zwei Faden in endlicher Entfernung von einander sich
befinden,
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wo @12, @13, . . die Entfernungen des Schwerpunktes des Fadens 1
von den Schwerpunkten der Faden 2, 3, . . bedeuten. Die Glei-
chungen, welche nach dem Muster dieser gebildet werden konnen,
lassen sich schreiben

14)

wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen je zweier verschie-
dener Indices zu nehmen ist.

Einige Integrale der Gleichungen 14) lassen sich finden, wie
gross auch die Zahl der Wirbelfaden ist. Der Werth von P bleibt
ungeéndert, wenn x1, x2, .. oder yl, y2, ..um dieselb Grosse ver-
mehrt werden; daraus folgt

und

d. h.
rﬁxi = const. und Zmlylzconst. 15)

Diese Integrale lehren nichts Neues; sie sprechen den schon be-
wiesenen Satz aus, dass der gemeinsame Schwerpunkt der Wirbel-
faden an seinem Orte bleibt.

Multiplicirt man die Gleichungen der ersten Horizontalreihe in
14) mit dyl dy2 . ., die der zweiten mit — dxl, — dx2, . . und
addirt dieselben, so erhélt man

dP=0O, d h. P = const. 16)
Ein viertes Integral findet man, wenn man statt der recht-

winkligen Coordinaten Polarcoordinaten einfiihrt, durch die folgende
Ueberlegung. Es sei

X1 =plcos91 x2 =Q@! cos &, ,
yl=oglsindl, y2= @ sind?,
Die Differentialgleichungen 14) gehen durch diese Substitutionen
Uber in

17)

Aus dem Umstande, dass P nach der in 14) gegebenen Definition
ungeéndert bleibt, wenn die Winkel 91, 92, . . um dieselbe Grosse
wachsen, folgt



260 Zwanzigste Vorlesung.

die Gleichungen der oberen Horizontalreihe in 17) ergeben daher
X, ml l2 = const. 18)

Wii' ziehen auch aus den Gleichungen der unteren Horizontal-
reihe in 17) einen Schluss. Werden, wahrend die Winkel 91, 382, . .
ungeéndert bleiben, @1, @2, . . in dem Verbéltniss von 1 : n vergros-
sert, also Igo, 1go2, - - um Ign vermehrt, so wachsen die Grdssen
12 auch in dem Verhéltniss 1 : i, also die Grdssen Igpel2 um Ign;
nach 14) wéchst dann also P um

Daraus folgt

oder

und daher den Gleichungen 17) zufolge
19)

Sind drei Wirbelfaden vorhanden, so kommt hiernach die Auf-
gabe, ihre Bewegung zu bestimmen, auf die Auflésung von Glei-
chungen und die Ausfiihrung von Quadraturen zuriick. Fihrt man
namlich als zu bestimmende Variable etwa o1, 2, 03, 82 — 9I, 93 — 9l
und 31 ein, multiplicirt die Gleichungen 15) einmal mit cosdl, sind|
dann mit — sin 91, cos 91, und addirt sie jedesmal, so kann man
durch Auflésung der so entstehenden Gleichungen und der Gleichun-
gen 16) und 18) von den Variabein @1, 02, 03, 9,2 - 31, 93 - 3l vier
durch die fiinfte ausdriicken. Gesetzt, es seien durch @! die 0brigen
ausgedrickt; aus 19) und der Gleichung

welche in dem Systeme 17) vorkommt, kann man dann durch Qua-
draturen<> und t als Functionen vonpl bilden.

Sehr leicht angebbar ist die Bewegung der Wirbelfaden, wenn
deren nur zwei vorhanden sind. Man nehme den Schwerpunkt der-
selben zum Anfangspunkte der Coordinaten; dabei wird dann

die Gleichungen 16) und 18) ergeben
ol = const., @, = const.
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und aus 19) folgt

Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit drehen sich
die beiden Wirbelfdden um ihren Schwerpunkt.

Die Grossen ml, m2 sind positiv oder negativ, je nach dem Sinne
der Rotation in den beiden Wirbelfdden; es verdient der Fall eine
besondere Betrachtung, dass

m = —ml

ist. Der Schwerpunkt der Faden liegt dann in der Unendlichkeit,
ol und @2 sind unendlich gross, aber die Differenz dieser Léngen
ist endlich und gleich dem Abstande der Faden von einander. Die
Bewegung der Faden ist eine, bei der sie mit gleicher Geschwindig-
keit senkrecht zu ihrer Verbindungslinie fortschreiten. Diese Ge-
schwindigkeit kann man

setzen, welcher Ausdruck nach 20)

ist. Die Theilchen, welche zwischen den beiden Faden liegen, be-
wegen sich in derselben Richtung, wie diese; die Theilchen, welche
in der Mitte zwischen ihnen sich befinden, mit einer 4 mal so grossen
Geschwindigkeit, als sie.

Die Flissigkeitstheilchen, welche in einem Augenblicke in der
Ebene liegen, welche den Abstand der beiden F&den halbirt und
senkrecht schneidet, bleiben in dieser Ebene. Die gedachte Bewe-
gung der Flussigkeit kann daher auch bestehn, wenn die genannte
Ebene eine feste Wand ist; man kann dann die Flussigkeit auf der
einen Seite dieser sich fortdenken, und kommt so auf den Fall eines
Wirbelfadens, der parallel einer, die Flussigkeit begrenzenden, festen
Wand fortschreitet.

§ 4.

Wir wollen nun noch die im § 2. abgeleiteten Gleichungen auf
einen Fall anwenden, in dem die vorhandenen Wirbelfaden sich stetig
an einander schliessen und einen Cylinder von endlichem Querschnitt
bilden. Wir nehmen an, dass ¢ denselben Werth flr alle Punkte
des Querschnitts hat und dass dieser in einem Augenblick eine
Ellipse ist; die Rechnung wird zeigen, dass allen Bedingungen des
Problems dann durch die Annahme genligt wird, dass derselbe immer
eine Ellipse ist, deren Achsen gleiche Langen behalten und mit
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gleichbleibender Geschwindigkeit sich drehen. Die Gleichung der
Grenzlinie des Querschnitts zur Zeit t schreiben wir
FX, y,d=0;

da diese Linie immer dieselben Flissigkeitstheilchen enthalt, so muss
nach den bei der Gleichung 31) der zehnten Vorlesung gemachten
Auseinandersetzungen fir sie auch

oder bei Ricksicht auf die Gleichungen 11)
21)

sein. Nun setzen wir

F = allx? + 2al2xy + a22y? — 1,
wo all, al2, a2 gewisse Functionen von t sind. Fihren wir neben
dem Coordinatensystem der X, y ein zweites, das der X, y ein, dessen

Achsen in die Hauptachsen der in Rede stehenden Ellipse fallen,
schreiben wir die Gleichung dieser

und setzen
X =xcos¥t ysind, y = —xsind+ycosI, 22)

so wird
a2 bh2all = b2 cos29 - a2 sinXd

a2 b2al2, = (b2 — a2) cos 9 sin B 23)
a2 b2a22 = b2 sin? 9 + a2 cos? 9,
wo 9 von t abhéngig ist, a und b aber constant sind. Was den,

aus 11) zu bestimmenden Werth von W betrifft, so ist nach der in
der Gleichung 10) der achtzehnten Vorlesung gemachten Angabe

fur jeden Punkt im Innern der Wirbelfaden oder in ihrer Grenze.
Man hat daher fur diese Punkte

WO
All = b2 cos29 - a2 sin29

Al = (b2 - a2) cos 9 sin§ 24)
A2 =b2sin2 9 +a2cos2 9,
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Die Gleichung 21) ist hiernach nicht allein an der Grenze, son-
dern fur alle Punkte des Querschnitts der Wirbelfaden erfillt, falls
so als Function von t bestimmt wird, dass den drei Gleichungen

Gentige geschieht. Die Gleichungen 23) und 24) zeigen nach leichter
Rechnung, dass das der Fall ist, wenn

gemacht wird. Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit
dreht sich der elliptische Cylinder, den die Wirbelfaden bilden', um
seine Achse; dabei erfahren die Faden aber auch relative Verschie-
bungen. Man findet diese, wenn man die auf dasselbe Flussigkeits-
theilchen bezogenen Coordinaten X, y durch die Zeit ausdrickt.
Durch eine Betrachtung, wie wir sie schon an die Gleichungen 2)
der neunten Vorlesung zu knupfen hatten, und bei Berlicksichtigung
des Umstandes, dass die Componenten der Geschwindigkeit nach den
Achsen der x' und y'

und

sind, folgt aus 22)

Setzt man der Kulrze wegen

d. h. nennt man A die Winkelgeschwindigkeit, mit der der be-
trachtete elliptische Cylinder sich dreht, so sind die Integrale dieser
Gleichungen

X'=ancos (At + ), y =busin (Mt + p)>
wo x und p die Constanten der Integration sind und das Flissig-
keitstheilchen bestimmen, auf welches x* und y' sich beziehn; die
erste von diesen muss ein echter Bruch sein, da die durchgefihrte

Rechnung nur fur die Flussigkeitstheile gilt, welche die Wirbelfaden
bilden. Berechnet man x und y aus X' und y' mit Hilfe der GleF
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chungen 22) und waéhlt den Anfangspunkt der Zeit so, dass ft und t
gleichzeitig verschwinden, so ergiebt sich

X = ou cos (At #) cos At — bu sin (At + ) sin At

y = au cos (At + J) cos At — bu sin (At + ) sin At
oder

Diese Gleichungen zeigen, dass ein jedes der betrachteten Flissig-
keitstheilchen sich in einem Kreise mit gleichbleibender Geschwindig-

keit bewegt und einen Umlauf auf diesem in der Zeit  vollendet,

die Radien und Mittelpunkte dieser Kreise sind fur die verschiedenen
Theilchen verschieden.

Ist eine von den Halbachsen a und b der Ellipse als unendlich
gross gegen die andere zu betrachten, so verschwindet A; die Linie,
in welche die Ellipse sich dann verwandelt, erleidet also keine

Drehung. Ist a = b, so wird die Theile des Kreises, in

welchen die Ellipse dann (bergeht, drehen sich ohne Verdnderung
ihrer relativen Lage um den Mittelpunkt mit der Winkelgeschwin-
digkeit ¢

§ 5.

Es soll jetzt von den im § 1. entwickelten Gleichungen eine
Anwendung auf den Fall gemacht werden, dass alle vorhandenen
Wirbellinien Kreise sind, die zur gemeinschaftlichen Achse die z- Achse
haben. Wenn dieser Zustand in einem Augenblicke besteht, so be-
steht er immer: setzt man

so ist Gestalt und Lage jeder Wirbellinie zu irgend einer Zeit durch
die beiden Variabein @ und z bestimmt; die Bahn eines Flussigkeits-
theilchens liegt in einer durch die z- Achse gehenden Ebene und
ihre Gleichung ist eine Gleichung zwischen @ und z.
Macht man
x =pcos ft, y=gsinft,
so wird unter der genannten Annahme
{=— osinft, y=o0cos9d, (=0,

wo ¢ nicht von ft abhdngt. In Folge der letzten dieser Gleichungen
und der letzten der Gleichungen 5) ist
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J = o,
also nach 3)

25)

Bezeichnet man durch dt' ein Element des Volumens, durch ¢,

‘e, z die Werthe von g, o, z fiur dieses und durch r seine
Entfernung von dem Punkte (3, @, z) oder (X, y, z), so folgt aus
5) weiter

dabei hat man
dt' =¢Q'dp dz d¥
ri=(z' — z)2 + @2 + p2— 2Q'pcos (& — 9) .
Fidhrt man an Stelle von
0o=9 — 72

ein und bemerkt, dass in Bezug auf @ von O bis 2m integrirt werden
kann, und dass

ist. so ersieht sich
U= —Ssind, V=Scosd, 26)

wo S nicht von -r abhéngig ist. Setzt man
27)

so wird
28)

Bezeichnet man noch durch s die Componente der Geschwindig-
keit nach der Richtung, in welcher p wachst, d. h. macht man

Uu=scosd, v=-ssind,

so ergeben die Gleichungen 25) und 26) fur die beiden zu bestimmen-
den Geschwindigkeitscomponenten s und w

30)

Dabei ist fur ein jedes Fliussigkeitstheilchen
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Fur die lebendige Kraft der Flussigkeit, T, findet man aus 8)
T= ISGdT

oder T =21 [Sgodf 31)

oder auch = _[[ R pg' o¢' dfdf’,

wo df und df' die Querschnitte der vorhandenen Wirbelfaden be-
zeichnen.
Was den Werth der Function R anbelangt, so findet man aus
27), wenn man
p=n—2y
setzt,

oder, wenn man

macht,
32)

Wir wollen nun Betrachtungen anstellen, die denjenigen ent-
sprechen, weicht wir im § 2. an die Gleichungen 12) geknipft
haben. Es beruhten diese wesentlich auf dem Umstande, dass die
Function

die Eigenschaft besitzt, dass ihre nach x und y genommenen Diffe-
rentialquotienten die entgegengesetzten Werthe annehmen, wenn man
die gestrichenen Buchstaben mit den ungestrichenen vertauscht. Nun
hat die durch 27) oder 32) definirte Function R die ahnliche Eigen-

schaft, dass den entgegengesetzten Werth erhalt, wenn man die

gestrichenen Buchstaben mit den ungestrichenen vertauscht; daraus
folgt

oder bei Rucksicht auf die Gleichung, die durch Differentiation nach
Z aus 28) entsteht,
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Nach 30) l&sst sich diese Gleichung schreiben

_rgsodfzo oder
33)
oder IQZOdf = const.,

da odf fir jeden Wirbelfaden der Zeit nach unverénderlich ist.

Dieser Gleichung l&sst eine zweite sich an die Seite stellen.
Bildet man aus dem Werthe von k2 den Ausdruck fir Ig k und
differentiirt die so erhaltene Gleichung partiell nach ¢ und nach z,
so erhélt man

34)

also

Da k bei der Vertauschung der gestrichenen -und ungestrichenen
Buchstaben sich nicht andert, so ist hieraus zu schliessen, dass

bei dieser Vertauschung den entgegengesetzten Werth bekommt. Die-
selbe Eigenschaft hat daher auch nach 32)

oder, was dasselbe ist, da

Hieraus folgt
oder bei Ricksicht auf die Gleichung 28)

Da
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ist, so lasst sich hierfir nach 30) und 31) auch schreiben
oder endlich 35)

Noch fuhren wir die Gleichung
T = const.

an; sie spricht den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft aus,
der fur den vorliegenden Fall gilt.

§ 6
Wir wollen jetzt den Fall verfolgen, dass nur ein kreisformiger
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt vorhanden ist. Die
Dimensionen des Querschnitts seien von der Ordnung der unendlich
kleinen Lange £ wir setzen

m= _rodf 37)

und nehmen m als endlich an; es ist dann o, von dem wir voraus-
setzen, dass es Uberall dasselbe Vorzeichen hat, von der Ordnung

von Es seien ferner

e=0 , z=120
die Gleichungen einer Kreislinie, von der wir jetzt nur festsetzen,
dass sie in dem Wirbelfaden oder unendlich nahe an ihm sich be-
findet, die wir spater aber genauer bestimmen wollen. Fir alle Punkte,
die in endlicher Entfernung von dieser Kreislinie liegen, ist dann
nach 28)

hieraus sind mit Hulfe von 30) und 32) fir diese Punkte die Ge-
schwindigkeiten s, w zu berechnen, @0 und z0 sind aber Functionen
der Zeit; diese missen gefunden werden, wenn die Bewegung irgend
eines Flusigkeitstheilchns ermittelt werden soll, und hierzu ist die
Betrachtung solcher Punkte néthig, die der Kreislinie (g0, z0) unend-
lich nahe, némlich in dem Wirbelfaden hegen. Fur solche Punkte
sind S, s und w unendlich gross; wir wollen zusehn, von welchen
Ordnungen sie es sind.

Der Gleichung 28) zufolge ist S im Innern des Wirbelfadens
von derselben Grdssenordnung, wie R fir Werthe von o, z, @, Z,

www.rcin.org.pl
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die zwei Kreislinien entsprechen, deren Abstand von der Ordnung
von ¢ ist. Setzt man

so ist daher S von derselben Ordnung, wie R flur einen Werth von
k1, der von der Ordnung von ¢ ist. Um diese zu finden, bemerken
wir zunéchst, dass, wenn k1 unendlich Kklein ist, man bei Vernach-
lassigung von unendlich Kleinem

hat; wir schreiben ferner

und nehmen ' als unendlich klein, aber gegen k! unendlich gross
an. Bis auf unendlich Kleines richtig ist dann

Hieraus folgt

d. h

also

Hiernach ist im Innern des Wirbelfadens von der Ordnung
von Ig €; von derselben Ordnung ist nach 31) auch die lebendige

Kraft T.
Um die Grossenordnungen von s und w aus den Gleichungen

30) und 28) ermitteln zu konnen, missen wir noch die Ordnungen
von und also die Ordnung von fur ein unendlich kleines

k1 aufsuchen. Aus den Gleichungen, welche K und E definiren und
der Gleichung

welche aus der identischen Gleichung

Kirchhoff, Mechanik. 18



270 Zwanzigste Vorlesung.

sich ergiebt, findet man leicht

Es folgt hieraus, dass, wenn k, unendlich klein ist, von der
Ordnung von wird; da nach 34) und von der Ordnung
von k. sind, so werden und von der Ordnung von In ner-

halb des Wirbelringes ist ki von der Ordnung von €; die Gleichun-
gen 30) und 28) fihren daher zu dem Schlisse, dass hier die Ge-

schwindigkeiten s und w von der Ordnung von  sind

Wir setzen jetzt genauer die Bedeutung der Zeichen @0, z0 fest,
die bereits eingefiihrt aber noch nicht vollstandig definirt sind. Es
soll das durch die Gleichungen

QOZIOdf =_r p2odf
38)
ZOI o2odf = _r zp2odf

geschehn. Da, wie wir vorausgesetzt haben, G Uberall dasselbe Vor-
zeichen besitzt, so liegt dann, wie es sein sollte, der Kreis (g0, z0)
in dem Wirbelfaden oder ihm unendlich nahe. Aus 33) und dem
schon mehrfach benutzten Umstande, dass zdf mit der Zeit sich
nicht &ndert, folgt dabei, dass auch gn der Zeit nach unverénderlich
ist. Die Grosse z0 aber &ndert sich mit der Zeit; wir wollen unter-
suchen, wie. Aus den Gleichungen 38) und 37) folgt

m02 z0 = IZ o2 odf

und daraus weiter

Die Gleichung 35) lasst sich hiernach schreiben
39)

Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist, wie
wir gesehn haben, constant und unendlich gross von der Ordnung
von Ig g; das zweite Glied ist endlich, wie aus der Gleichung 33)
in Verbindung mit der Thatsache hervorgeht, dass die Unterschiede
der Werthe, welche z in ihm erhalt, von der Ordnung von ¢, die

Werthe von aber von der Ordnung von sind. Daraus folgt,

dass inendlich gross von der Ordnung von Ig ¢ und, falls man
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Endliches gegen Grossen von dieser Ordnung vernachlassigt, Con-
stant ist.
Der Wirbelfaden behélt daher denselben Radius, schreitet aber-

in der Richtung der z- Achse mit der Geschwindigkeit fort. Diese

Geschwindigkeit hat dasselbe Vorzeichen wie m oder o; es folgt das
aus der Gleichung 39), da T eine positive Grosse ist. Diesen Satz
wollen wir noch in anderer Weise aussprechen. Nach den bei den
Ausdriicken 6) gemachten Auseinandersetzungen fliesst die Flussigkeit
durch alle Theile der durch den Wirbelfaden begrenzten Kreisflache,
welche in endlicher Entfernung von diesem sich befinden, in der
Richtung der z- Achse oder der entgegengesetzten Richtung je nach
dem Vorzeichen von 0. Aus der am Anfdnge des § 5. flr ¢ gege-
benen Definition folgt, dass in Punkten, fir welche der dort mit fl.
bezeichnete Winkel = 0 ist, 0 = n wird; und aus der Festsetzung,
die Uber eine positive Drehung im § 2. der funften Vorlesung (Seite 48)
gemacht und ohne Ausnahme beibehalten ist, dass in der genannten
Kreisflache die Bewegung die Richtung der z- Achse hat, falls n fir
9 = 0 positiv ist. Daraus ergiebt sich, dass der Wirbelfaden in der-
selben Richtung fortschreitet, in der die Flussigkeit in der durch ihn
begrenzten Kreisflache stromt.

Diese Resultate sind zuerst von Helmholtz abgeleitet in seiner
Abhandlung: Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen,
welche den Wirbelbewegungen entsprechen (Borchardt’s Journal Bd. 55).
Er schliesst dieselbe mit den folgenden Bemerkungen.

»ES lasst sich nun auch im Allgemeinen (Ubersehen, wie sich
zwei ringformige Wirbelfaden, deren Achse dieselbe ist, gegen ein-
ander verhalten werden, da jeder abgesehn von seiner eigenen Fort-
bewegung auch der Bewegung der Wassertheilchen folgt, die
der andere hervorbringt. Haben sie gleiche Rotationsrichtung, so
schreiten sie beide in gleichem Sinne fort, und es wird der voran-
gehende sich erweitern, dann langsamer fortschreiten, der nach-
folgende sich verengern und schneller fortschreiten, schliesslich bei
nicht zu differenten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten den andern
einholen, durch ihn hindurchgehen. Dann wird sich dasselbe Spiel
mit dem andern wiederholen, so dass die Ringe abwechselnd einer
durch den andern hindurchgehen.

Haben die Wirbelfaden gleiche Radien, gleiche und entgegenge-
setzte Rotationsgeschwindigkeiten, so werden sie sich einander nahern,
und sich gegenseitig erweitern, so dass schliesslich, wenn sie sich
sehr nahe gekommen sind, ihre Bewegung gegen einander immer
schwaécher wird, die Erweiterung dagegen mit wachsender Geschwin-
digkeit geschieht. Sind die beiden Wirbelfaden ganz symmetrisch,
so ist in der Mitte zwischen beiden die der Achse parallele Geschwin-

18*
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digkeit der Wassertheilchen gleich Null. Man kann sich liier also
eine feste Wand angebracht denken, ohne die Bewegung zu storen,
und erhélt so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste
Wand anlauft.

Ich bemerke noch, dass man diese Bewegungen der kreisférmigen
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem mau eine halb
eingetauchte Kreisscheibe, oder die ungefahr halbkreisformig begrenzte
Spitze eines Loffels schnell eine kurze Strecke langs der Oberflache
der Flussigkeit hinfihrt, und dann schnell herauszieht. Es bleiben
dann halbe Wirbelringe in der Flussigkeit zuriick, deren Achse in
der freien Oberflache liegt. Die freie Oberflaiche bildet also eine
durch die Achse gelegte Begrenzungsebene der Wassermasse, wodurch
an den Bewegungen nichts wesentliches gedndert wird. Die Wirbel-
ringe schreiten fort, erweitern sich, wenn sie gegen eine Wand
laufen, und werden durch andere W.irbelringe erweitert oder ver-
engert, ganz wie wir es aus der Theorie abgeleitet haben""
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(Functionen eines complexen Arguments. lhre Anwendung, um mdgliche
Flussigkeitsbewegungen zu finden. In den kleinsten Theilen &hnliche Abbil-
dung eines ebenen Flachenstiicks auf einem andern. Lineare Functionen.
Mehrwerthige Functionen. Abbildung einer Sichel auf einer andern.)

§ i

Eine sehr interessante Klasse von Flussigkeitsbewegungen ist
diejenige, zu welcher die Flussigkeitsstrahlen gehodren, wie sie etwa
bei dem Ausfluss von Wasser sich bilden. Bis jetzt ist es nicht ge-
lungen, eine solche Bewegung in dem Falle durch Rechnung zu
bestimmen, dass das Geschwindigkeitspotential, dessen Existenz voraus-
gesetzt werden soll, von den 3 Coordinaten x, y, z abhangig ist;
man kann das aber unter der Annahme, dass das Geschwindigkeits-
potential nur eine Function von x und y ist. Die Vereinfachung,
die durch diese Annahme bei hydrodynamischen Problemen hervor-
gebracht wird, haben wir schon in der vorigen Vorlesung an einem
Beispiel kennen gelernt. Der hauptséchlichste Grund dieser Verein-
fachung liegt darin, dass die partielle Differentialgleichung, der das
Geschwindigkeitspotential dann gentgt,

erflllt wird durch den reellen oder auch den imagindren Theil irgend
einer Function des complexen Arguments x iy.
Man setze

zZ=X+y,
bilde irgend einen analytischen Ausdruck von z, der Z genannt wer-
den mdge, und der &usser reellen Grdssen neben z auch i enthalten
kann; man transformire diesen nach den fir reelle Gréssen geltenden
Rechnungsregeln, indem man i wie eine unbekannte reelle Constante
behandelt, dabei aber

= -1

setzt. Bekanntlich l&sst lasst sich dadurch Z auf die Form

z=X+iYy
bringen, wo X und Y reelle Functionen von x und y sind. Man
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nennt z uncl Z complexe Grossen, X und X ihre reellen, iy und iY ihre
imaginaren Theile, Z eine Function von z. Zwei complexe Grdssen
heissen einander gleich, wenn sowohl ihre reellen, als ihre imagi-
naren Theile einander gleich sind; die positiv zu nehmende Wurzel

heisst der Modul von z.
Bei der angegebenen Bedeutung der Zeichen ist

also

mithin
und 1)

Diese beiden Gleichungen koénnen wir als eine Definition, die allge-
meiner als die vorher angeflhrte ist. dafiir ansehn, dass Z eine
Function von z ist. Aus ihnen folgt

und auch

welche Gleichung ausspricht, dass die Linien X = const. und die
Linien Y= const. sich senkrecht schneiden.

Nach den gemachten Auseinandersetzungen findet man eine
mogliche Flissigkeitsbewegung, wenn man fir Z einen beliebigen
Ausdruck in z annimmt und das Geschwindigkeitspotential ¢ einer
der beiden Grossen X und Y gleichsetzt. Die andere von diesen
hat dann auch eine einfache Bedeutung; nennt man sie ), so ist
namlich

§ = const.
die Gleichung der Stromlinien.

Wir wollen einige einfache Beispiele betrachten. Wir setzen
zuerst

Z=1gz also z=-¢ez.
Macht man
X=rcosd, y=rsind,
so folgt hieraus
r(cos9 +ising) =ex(cos Y+ isinY)
oder
X=Igr, Y=23
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wo unter Igr der reelle Werth dieser Grosse zu verstehen ist. Wir
haben daher entweder

¢ = |g r und Y= 9
oder

o =93 und Y=M0gr.

Im ersten J-alle sind die Stromlinien die nach dem Punkte z = 0
gerichteten Geraden, die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials
die um diesen Punkt beschriebenen Kreise: im zweiten findet das

Umgekehrte statt. In beiden Fallen ist die Geschwindigkeit

Immer koénnen zwei Stromlinien m feste Wande verwandelt werden,
ohne dass die Bewegung zwischen ihnen eine Aenderung erleidet;
die aufgestellten Formeln gelten also auch, wenn zwei von dem
Punkte z = 0 ausgehende Gerade oder zwei um diesen Punkt als
Mittelpunkt beschriebene Kreise feste Wande sind.

Um ein zweites Beispiel zu erhalten, setzen wir

wo cl und c2 zwei complexe Constanten bedeuten. Macht man

&= al + ibl, c2 =a2+ib2
und
X — ai = rl cos d X — al = r2 cos 9.

y — bl =rlsin & y — bl =rsin 92,
so folgt daraus
Y=3 - %N.

Nehmen wir ¢ = X, -y = Y an, so sind die Stromlinien, wie
elenlentare geometrische Betrachtungen lehren, die Kreisbdgen, welche
die Punkte z = cl und z = c2 mit einander verbinden. Aus dem
einen dieser beiden Punkte strémt die Flissigkeit aus, in den andern
stromt sie ein. Die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials sind
die Kreise, welche Uber dem Abstand zweier Punkte als Durchmesser
beschrieben sind, die zu den Punkten z = cl und z = ¢2 harmonisch
liegen. Irgend zwei Stromlinien, z. B. die beiden Theile eines durch
diese Punkte gelegten Kreises kdnnen feste Wande sein. Setzen wir
umgekehrt ¢ = F, ¢ = X, s0 vertauschen die beiden Systeme von
Kreisen ihre Rollen.

Wir kommen auf einen speciellen Fall der in der siebenzehnten
Vorlesung behandelten Strémungen, wenn wir

Z=arcsinz, alsc z=sinZ
setzen. Es wird dann
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Daraus folgt

Die Gleichungen X = const. und Y = const. stellen hiernach
zwei Systeme confocaler Hyperbeln und Ellipsen dar, deren Brenn-
punkte die Coordinaten x = == I, y = 0 haben.

§ 2.

Wir haben in den Gleichungen 1) des vorigen 8§ daflr, dass
X =+ iY oder Z eine Function von X + iy oder z ist, eine Defini-
tion aufgestellt, welche nicht voraussetzt, dass ein analytischer Aus;
druck fiir Z gegeben ist. Von dieser ausgehend, wollen wir nun
beweisen, dass, wenn Z eine Function von z, auch umgekehrt z eine
Function von Z ist. W.ir setzen

2)

welche Ausdriicke in Folge der Gleichungen 1) alle einander gleich
sind. Durch Auflésung der identischen Gleichungen

erhalt man dann

und hieraus folgt bei Ricksicht auf die Gleichungen 1)

wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.
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Sind Z= X+ iY und Z'= X + iY' Functionen von z, so ist
auch ZZ' eine Function von z. Es ist namlich

ZZ = XX'—YY' + i (XY'+ X'Y);
ferner ist

und hieraus folgt mit Hulfe der Gleichungen 1) und der Glei-
chungen

und
Wir fassen jetzt den Differentialquotienten

dz
4z d. h.

ins Auge; derselbe ist

oder nach 1)

Er ist daher von dx und dy unabhéngig, eine Function von x undy.
Er ist eine Function von z, wie man sieht, wenn man die Glei-
chungen 1) partiell nach x differentiirt.

Wenn in einem endlichen Stiicke der xy- Ebene Z eine einwer-
thige stetige Function von z ist, d. h. X und Y einwerthige, stetige
Functionen von x und y sind, die den Gleichungen 1) genuigen, so

ist, wie wir nun zeigen wollen, auch eine einwerthige stetige

Function von z in demselben Gebiete. Es seien X und Y zwei
einwerthige stetige Functionen von x und y fir einen Theil der
xy-Ebene, deren Element df genannt werden mdge; dl sei ein
Element der Grenzlinie dieses Theiles, n die nach seinem Tnnern
gerichtete Normale von dl. Nach einem vielfach benutzten Satze
ist dann
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3)

Diese Gleichungen transformiren wir zundchst dadurch; dass wir
statt der beiden Winkel (nx) und (ny) einen einfihren. Die Dre-
hung einer Linie bezeichnen wir als positivi wenn sie in dem Sinne
geschieht, in dem die Xx-Achse um einen rechten Winkel gedreht
werden muss, damit sie in die y-Achse féllt, und nennen v den
Winkel, um den eine Linie in positivem Sinne gedreht werden muss,
um aus einer Lage, in der sie der x-Achse parallel ist, in eine zu
kommen, in der sie parallel der Normale n ist; man hat dann

cos (NX) — cos v, cos (ny) =sinv .

Diese Werthe von cos (nx) und cos (ny) setzen wir in die Glei-
chungen 3), nehmen an, dass Z, d. h. X + iY, eine Function von z,
d. h. x -j- 1y, ist, wodurch ihre linken Seiten verschwinden, multi-
pliciren die zweite mit i und addiren sie zur ersten; wir erhalten
dann

0= [ zdi(cosv sinv).

Wir bezeichnen nun durch dz den Zuwachs, den z erleidet, wenn
der Punkt (xy), oder der Punkt z, wie wir sagen wollen, das Ele-
ment dl in der Richtung durchlduft, welche die Normale n erhilt,
wienn sie in negativem Sinne um einen rechten Winkel gedreht wird;
es ist dann

4)
= —idl (cosv + isinv),
woraus folgt
0= _[Zdz. 5)
Es sei
c=a tb,
wo a und b die Coordinaten eines Punktes der Flache bezeichnen,

deren Element df genannt ist; in der Gleichung 5) setzen wir, was
erlaubt ist,

und wenden sie an auf jene Flache mit Ausschluss eines Kreises,
der mit dem unendlich kleinen Radius r um den Punkt ¢ als Mittel-
punkt beschrieben ist; fir die Peripherie dieses Kreises ist

Z—Cc=r(cosv —+isinv)
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und daher nach 4)

also

wo Zc den Werth von Z im Punkte c bedeutet. Daraus folgt
endlich

6)

wo die Integration Uber die Grenzlinie des urspringlich gedachten
Gebietes von z in dem bei 4) angegebenen Sinne auszudehnen ist.
Diesen Sinn wollen wir noch auf eine andere Weise definiren. Man
denke sich auf die xy-Ebene so gestellt, dass, wenn man in der
Richtung der positiven x - Achse hinblickt, die Richtung der positiven
y-Achse nach links geht; der Sinn der Integration ist dann derjenige,
in dem man die Theile der Grenze des Gebietes von z durchwandern
muss, um dieses zur Linken zu haben. Es lasst sich das noch
anders ausdriicken, wenn das Gebiet von z eine einfach zusammen-
hadngende Fl&che ist, d. h. eine solche, die vollstandig begrenzt ist
durch eine in sich zurlickkehrende, sich nicht schneidende Linie.
Denken wir uns von einem Punkte einer solchen ebenen Flache eine
gerade Linie nach einem Punkte der Grenze gezogen und lassen den
letzteren einen Umlauf auf der Grenze in dem einen oder dem an-
dern Sinne ausfuhren, so erleidet die gerade Linie eine Drehung um
21 in positivem oder negativem Sinne; wir wollen den Umlauf
einen positiven nennen, wenn bei ihm die Linie um 21 in positivem
Sinne gedreht wird. Die Integration in 6) ist dann so zu nehmen,
dass sie einem positiven Umlaufe entspricht. Ist das Gebiet von z
nicht eine einfach zusammenhédngende Flache, sondern besteht seine
Grenze aus mehreren geschlossenen Linien, so kann man dasselbe in
eine einfach zusammenhangende Flache durch Querschnitte verwandeln
d. h. durch Linien, von denen jede zwei Punkte zweier geschlossenen
Grenzlinien verbindet; die beiden Seiten eines jeden Querschnitts
hat man dann als zur Grenze des Gebietes gehdrig zu betrachten.
Dadurch wird das in 6) vorkommende Integral nicht geédndert, da

eine einwerthige stetige Function von z ist, so lange nicht
z — ¢ wird.

Die Gleichung 6), die wir auch aus der Gleichung 28) der sechs-
zehnten Vorlesung hétten ableiten kdnnen, beweist die ausgesprochene

Behauptung, dass in demselben Gebiete, wie Z, eine einwerthige
stetige Function von z ist.
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Wir knipfen nun noch eine Folgerung an die Gleichung 5).
Es sei Z eine einwerthige stetige Function von z in einem einfach
zusammenhéangenden Theile der z-Ebene. Von einem Punkte des-
selben z0 oder (x0, y0) denken wir uns nach einem zweiten Punkte
z in ihm eine beliebige Linie gezogen und betrachten das Integral

Jaz =w=uU-+iv,

genommen (ber die Linie in dem Sinne von z0 nach z. Ersetzen
wir die Linie durch irgend eine andere, die von z0 nach z fuhrt, so
kénnen wir auf die von beiden begrenzte Flache die Gleichung 5)
anwenden; sie ergiebt, dass fir die zweite Linie W denselben Werth
hat, wie fir die erste, dass also W unabhangig ist von der gewéhlten
Linie;- es ist also W eine Function von x und y. Es ist W eine
Function von z; denn man hat

und hieraus folgt

§ 3.

Wir haben x und y als die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes in einer Ebene bezeichnet; wir wollen ebenso X und Y als
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in einer andern Ebene
ansehn. Es soll Z eine Function von z, also auch z eine Function
von Z sein; in den einander entsprechenden Gebieten von z und Z,
die wir betrachten, soll Z eine einwerthige stetige Function von z, und
z eine einwerthige stetige Function von Z sein. Nach einem im

vorigen § bewiesenen Satze ist dann auch eine einwerthige stetige

Function von z, und eine solche von Z; keiner dieser beiden

Differentialquotienten wird daher unendlich und jeder von ihnen also
Aveder Null, noch unendlich. Wir setzen

M (cos & + i sin 9) ;

M, der Modul des genannten Differentialquotienten, ist dann die
nositive, durch die Gleichungen 2) bestimmte Grosse: .V und 9
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sind, da von dx und dy unabhéngig ist, runctionen von x und y.
Die aufgestellte Gleichung giebt
dX + idY = M (cos & + isin 3) (dx + idy) ,
d. h.
dX = M (cos & - dx — sin 9 - dy)

dY =M (sin 9 - dx eos 9 dy) . 7

Nehmen wir an, dass die Z-Ebene und die z-Ebene mit einer
materiellen Ebene, die X-Achse mit der x-Achse, die Y-Achse mit
der y- Achse zusammepfallt und betrachten x, y als die Coordinaten
eines materiellen Punktes in einem Zustande der Ebene, X, Y als
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in einem verénderten
Zustande der Ebene, so haben wir in den Gleichungen 7) einen
speciellen Fall der in der zehnten Vorlesung discutirten Gleichungen;
die Gleichungen 7) lehren die Veranderung kennen, die ein unend-
lich kleiner Theil der Ebene erfahren hat, und zeigen, dass diese
besteht: in einer Verschiebung, in einer Drehung in positivem Sinne
um den Winkel 9 und in einer, in allen Richtungen gleichen Dilata-
tion, bei der alle linearen Dimensionen in dem Verhdltniss von 1 : M
vergrossert sind.  Wir schliessen daraus, dass ein unendlich kleiner
Theil der materiellen Ebene sich selbst &hnlich geblieben ist. Die
Veranderung, welche er erfahren hat, dirfen wir uns als continuir-
lich und so hervorgebracht vorstellen, dass M weder Null, noch
unendlich wurde; ist sie in dieser Weise vor sich gegangen, so ist
der Sinn eines positiven Umlaufs um den betrachteten Theil, wenn
dieser ein einfach zusammenhangender ist, dabei nicht unbestimmt
geworden und nicht sprungweise geédndert, er ist also derselbe
geblieben. Lassen wir nun die Vorstellung fallen, dass die z- und
Z-Ebenen mit einer materiellen Ebene zusamnienfallen, so bleibt
doch gultig, dass entsprechende, unendlich kleine Theile derselben
einander ahnlich sind, und dass positive Umldufe um diese, wenn
sie einfach zusammenhéangend sind, einander entsprechen.

Betrachten wir entsprechende, endliche Stiicke der beiden Ebenen,
so sind diese im Allgemeinen nicht einander &hnlich; dieselben sind
aber in allen ihren kleinsten Theilen &hnlich; sie sind durch die zwi-
schen Z und z angenommene Beziehung, wie man sagt, in den kleinsten
Theilen &hnlich auf einander abgebildet. Den Punkten der Grenze des
einen Stuckes entsprechen ausschliesslich die Punkte der Grenze des
andern; einem Punkte im Innern des einen kann namlich nicht ein
Punkt in der Grenze des andern entsprechen, da einem unendlich
kleinen Kreise, dessen Mittelpunkt jener ist, ein unendlich kleiner
Kreis, dessen Mittelpunkt dieser ist, entsprechen muss. Ist das eine
Stick durch eine in sich zurtickkehrende Linie vollstandig begrenzt,

www.rcin.org.pl
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d. h. ist es einfach zusammenhangend, so muss es auch das andere
sein. Einem positiven Umlauf um das eine Stlick entspricht ein
positiver Umlauf um das andere.

§ 4.

Der Voraussetzung, dass Z und z einwerthige, stetige Func-
tionen von einander sind, wird ohne Beschrankung ihrer Gebiete
genligt, wenn man die eine einer ganzen linearen Function der an-
dern gleichsetzt.

Lasst man die X-Achse mit der x-Achse, die F-Achse mit
der y- Achse zusammenfallen und sieht man, wie wir friiher es thaten,
X, Y und X, y als die Coordinaten desselben materiellen Punktes
der xy-Ebene in zwei verschiedenen Zustanden dieser an, so ent-
spricht die Gleichung

Z=a+ib+z

einer Verschiebung der Ebene um a parallel der x-Achse und um
b parallel der y-Achse; die Gleichung

Z = (cosa —+ isin a)z .
aus der

X =xcosa—ysina

Y = xsin a + y cos o

folgt, stellt eine Drehung der Ebene um den Winkel a dar; die
Gleichung
Z=mz,

wo m eine positive Constante bedeutet, eine Ausdehnung der Ebene>
bei der alle Linien in dem Verhéltniss 1:m vergréssert sind und
ihre Richtungen behalten haben, der Punkt z = 0 an seinem Orte
geblieben ist. In allen diesen Féllen, also immer, wenn Z eine ganze
lineare Function von z ist, sind auch endliche entsprechende Gebiete
dieser beiden Variabein einander &hnlich.

Macht man Z einer gebrochenen linearen Function von z
gleich, also

8)

wo a, BB, y, & complexe Constanten bedeuten, so sind ebenfalls Z
und z durchaus einwerthige Functionen von einander; aber sie sind
nicht dberall stetig; wenny  +iz= 0, ist Z, und wenn 8 — &Z = 0,

ist z unendlich, also unstetig. Um die Satze anwenden zu kdénnen,
die wir unter der Voraussetzung abgeleitet haben, dass Z und z
einwerthige und stetige Functionen von einander sind, wollen wir
das Gebiet von z durch zwei geschlossene Linien begrenzen, von denen
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die eine unendlich Klein ist und den Punkty + &z = 0 umgiebt, die
andere unendlich gross ist. Das Gebiet von Z ist dann auch durch
eine unendlich kleine und eine unendlich grosse geschlossene Linie
begrenzt, von denen die kleine der grossen Grenzlinie des z- Gebietes
und umgekehrt entspricht.

Bei der durch die Gleichungen 8) angegebenen Beziehung
zwischen z und Z entspricht jeder Kreislinie in der z-Ebene wie-
derum eine Kreislinie in der Z-Ebene. Um diese Behauptung zu
beweisen, fihren wir zwei neue Variable, z und Z', ein, indem wir

z=a+ bz, Z= A+ BZ

setzen und wéhlen die complexen Constanten s, b, A, B so, dass
die Gleichungen 8) ergeben

Um die Gleichungen zu finden, denen gemédss zu diesem Zwecke
a, b, A, B zu bestimmen sind, brauchen wir nur auszudriicken, dass
von den Grossen z und Z' die eine verschwindet, wenn die andete
unendlich ist, und dass, wenn die eine = 1 wird, die andere denselben
Werth erhalt: daraus folgt

BR-Ad =0
y+ ad=0
a all = Bbd.

Diesen Gleichungen gemadss lassen sich a, b, A, B immer wahlen,
sobald nur nicht 6 = 0 ist. Diesen Fall aber, in dem Z eine ganze
lineare Function von z ist, kénnen wir ausschliessen, da fir ihn die
zu beweisende Behauptung im Friheren schon bewiesen ist. Einer
Kreislinie in der z -Ebene entspricht aber eine Kreislinie in der
Z'-Ebene: denn, ist

=X+ 3y Z'=X"+iY’,
so hat man

also

und

besteht zwischen x und y' die Gleichung
al (x'2+y?2 +ax'+a3y'+a =0
so ergiebt sich hieraus zwischen X' und Y' die Gleichung
al +&' —a3Y'+ a4 (X2 +Y'2) = 0;



284 Einundzwanzigste Vorlesung.

d. h. einer Kreislinie in der z-Ebene entspricht eine Kreislinie in
der Z'-Ebene. Da nun nach dem Friheren einer Kreislinie in der
z-Ebene eine Kreislinie in der z -Ebene und einer Kreislinie in der
Z'-Ebene wieder eine Kreislinie in der Z-Ebene entspricht, so ent-
spricht auch jeder Kreislinie in der z-Ebene eine Kreislinie in der
Z-Ebene.

In den Relationen 8), welche die Beziehung zwischen z und Z
feststellen, kommen 3 von einander unabhédngige, complexe Constan-
ten vor, namlich die Verhéltnisse von a: 8 :y: d, da diese 4 Grossen
mit einer Constanten multiplicirt werden konnen, ohne dass jene
Beziehung geandert wird. Diese 3 Constanten kdnnen aus 3 linearen
Gleichungen so bestimmt werden, dass 3 beliebigen Punkten der
z-Ebene, a, b, c, 3 beliebige Punkte der Z-Ebene, A, B, C, paar-
weise entsprechen; es entsprechen sich dann auch die Kreislinien,
welche durch a, b, ¢ und A, B, C gelegt werden kénnen. Wir
wollen die Kreisflachen, welche durch diese Kreislinien begrenzt sind,
f und F nennen. - Dieselben entsprechen sich, falls in ¥ nicht der
Punkt y—+&z = 0 liegt; dann ist ndmlich f ein einfach zusammen-
hangender Theil des Gebietes von z, und diesem muss ein einfach zu-
sammenhangender Theil des Gebietes von Z entsprechen. Liegt aber
der Punkt y—+32z=0 innerhalb der Flache f, so entsprechen sich
f und F nicht, sondern jede dieser Flachen entspricht der Ergéan-
zungsfliche der andern, wenn wir als Ergdnzungsfliche von T den
Theil des Gebietes von z bezeichnen, der nach Ausschluss von f
tbrig bleibt; man muss dann ndmlich aus der Fléche F einen un-
endlich kleinen Theil, der den Punkt y-+&z = 0 enthalt, ausschlies-
sen, um aus ihr einen Theil des Gebietes von z zu bilden; die Grenze
dieses unendlich kleinen Theiles entspricht aber einer unendlich
grossen geschlossenen Linie in der Z-Ebene. Es ist ersichtlich,
dass diese Schlisse auch gelten, wenn fund F zwei irgend wie ge-
staltete, einfach zusammenhdngende Theile der z- und Z-Ebene
sind, deren Grenzlinien einander entsprechen. Ob diese Flachen sich
selbst oder ihren Ergénzungsflachen entsprechen, entscheidet man am
leichtesten mit Hulfe der folgenden Betrachtung. In dem Falle, dass
der Punkt y—+&z= 0 innerhalo f liegt, verwandle man durch
einen Querschnitt die doppelt zusammenhéngende Fléche, welche f
nach Ausschluss eines unendlich kleinen, den Punkt y—+3&z= 0
enthaltenden Theiles bildet, in eine einfach zusammenhangende, und
lege den entsprechenden Querschnitt in der Erganzungsflache von F.
Erinnert man sich nun an den Satz, dass, wenn z und Z einwerthige
stetige Functionen von einander sind, entsprechende Umldufe um
entsprechende, einfach zusammenhé&ngende Flachen von gleichem
Vorzeichen sind, und nennt a, A, b, B, c, C entsprechende Punkte
der Grenzlinien von f und F, so sieht man ein, dass diese Flachen
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selbst sich entsprechen, wenn abca und ABCA Umldufe um sie
von gleichem Vorzeichen sind, und dass im entgegengesetzten Falle
die Flachen ¥ und F ihren Ergénzungsflachen entsprechen.

Die Kreislinien, die durch zwei Punkte a, b der z-Ebene gehen,
entsprechen in der Z-Ebene Kreislinien, welche durch die entspre-
chenden Punkte A, B gehen und unter denselben Winkeln sich
schneiden, da die eine Ebene in den kleinsten Theilen &hnlich auf
der andern abgebildet wird. Ruckt der Punkt B in die Unendlich-
keit, so werden die durch A gehenden Kreise zu geraden Linien.
Wir wollen eine Flache, die durch zwei Kreisbdgen begrenzt ist,
eine Sichel nennen und die Flache, in welche eine Sichel (bergeht,
wenn die eine ihrer beiden Spitzen in die Unendlichkeit ruckt, einen
Keil. Die Gleichungen 8) erlauben hiernach eine beliebige Sichel in
der z-Ebene auf einer beliebigen Sichel von gleichem Winkel in der
Z-Ebene so abzubilden, dass den Spitzen jener a, b die Spitzen
dieser A, B und ausserdem zwei beliebig gewéhlte Punkte der Um-
fange, ¢ und C, sich entsprechen, vorausgesetzt, dass die Punkte c
und C so gewahlt sind, dass die Umlaufe um die Sicheln abca und
ABCA von gleichem Vorzeichen sind. Ein specieller Fall dieser
Abbildung ist die Abbildung einer Sichel auf einem Keile von glei-
chem Winkel.

§ 5.

Wir haben im vorigen § angenommen, dass Z und z unbe-
schrankt einwerthige Functionen von einander sind; wir wollen
nun annehmen, dass zwischen diesen beiden Variabein eine Bezie-
hung festgesetzt sei, in Folge deren Z und z im Allgemeinen mehr-
werthige stetige Functionen von einander sind. Es werden diese
sich aber wie einwerthige verhalten, d. h. jedem Punkte des Ge-
bietes von z wird ein Punkt des Gebietes von Z und umgekehrt
entsprechen, wenn diese beiden Gebiete passend eingeschrénkt sind.

Es sei z0 ein Werth von z oderwie wir auch sagen wollen,
ein Punkt der z-Ebene. Geho6ren zu diesem mehrere Werthe von Z
oder mehrere Punkte der Z-Ebene, so wéhlen wir von diesen einen,
Z0, aus. Den Punkten in der Ndhe von z0 ordnen wir Punkte in
der N&he von Z0 zu. Einem hinreichend kleinen Gebiete von z,
das den Punkt z0 enthélt, entspricht dann ein in den Kkleinsten
Theilen &hnliches Gebiet von Z, das den Punkt Zo enthélt, gerade
so, als ob wir es mit unbeschrankt einwerthigen Functionen zu thun
hatten; das Verhaltniss entsprechender, unendlich kleiner Dimensionen

ist Uberall durch den Modul von bestimmt. Nun erweitern wir

allméhlig die Grenzen der beiden Gebiete, indem wir unendlich kleine

Theile der z-Ebene auf der Z-Ebene, oder umgekehrt, &hnlich und
Kirchhoff, Mechanik. 19
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in dem durch den genannten Modul bestimmten Verhéltnisse ab-
bilden. W.ir vermeiden dabei die Punkte, in denen Null oder

unendlich ist, und in denen daher auch dieses Verhéaltniss Null oder
unendlich sein wiirde. Es kann eintreten, dass, wahrend das Gebiet
von z durch eine in sich zurlickkehrende, sich nicht schneidende
Linie begrenzt ist, die dieser entsprechende Linie der Z-Ebene sich
selbst schneidet; es fallen dann zwei Theile des Gebietes von Z Uber-
einander und z hat aufgehort eine einwerthige Function von Z zu
sein; so lange der genannte Fall nicht eingetreten ist, ist z eine
einwerthige Function von Z. Wir ziehen hieraus den folgenden
Schluss:

Wenn das Gebiet von z keinen Punkt enthalt, fiir den Null

oder unendlich ist, wenn es begrenzt ist, durch eine geschlossene,
sich nicht schneidende Linie und die dieser entsprechende Linie der
Z-Ebene sich nicht schneidet, so begrenzt diese Linie ein Gebiet
von Z, dessen Punkte eindeutig den Punkten des Gebietes von z
entsprechen; es sind dann Z und z in den genannten Gebieten einwer-
thige Functionen von einander. Die Grenzen des Gebietes von z kénnen

dabei Punkten, in denen Null oder unendlich ist, unendlich nahe

gerlckt sein; in dem hierdurch bestimmten Sinne kann man sagen,
dass solche Punkte in der Grenzlinie des Gebietes liegen konnen.
Wir fihren einige hierher gehdrige Abbildungen an, von denen
wir Gebrauch zu machen haben werden.
Zuerst nehmen wir

z=z" 9)
an, wo n eine reelle Constante bedeutet. Setzen wir
X = R cos 8 X = r cos 9
F=Rsin§ y =rsin 9,
so folgt aus dieser Gleichung
R=m 8 =nd

Einem Kreise r = const. entspricht ein Kreis R = const., einer Gera-
den & = const. eine Gerade § = const. Denken wir uns das z-Ge-
biet durch 2 Kreise r = const. und 2 Gerade 9= const. begrenzt,
so sind die Grenzen des Z-Gebietes 2 Kreise R = const. und 2 Ge-
rade § = const. Von den Kreisen kdnnen die kleineren unendlich
klein, die grdsseren unendlich gross gewahlt werden; die beiden Ge-
biete werden dann 2 Keile von ungleichen Winkeln. Sind diese
Winkel a und A, so ist

A= na;
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es entsprechen sich z und Z eindeutig, wenn keiner der Winkel a
und A grosser als 21 ist. Da

o st fir z — 0 Null oder unendlich, je nachdem n grésser oder
kleiner als 1 ist.

Nun wollen wir ableiten, wie eine Sichel aut einer anderen von
verschiedenem Winkel so abgebildet werden kann, dass die Spitzen
derselben einander entsprechen und zwei beliebig gewéhlte Punkte
ihrer Umfénge. Dabei ist vorausgesetzt (und in &hnlichen Fallen
werden wir stillschweigend voraussetzen), dass die Punkte der Um-
fange, die einander entsprechen sollen, so gewahlt sind, dass entspre-
chende Umléufe um die in Rede stehenden Flachen von gleichem
Vorzeichen sind. Wahrend zwischen z und Z die Gleichung 9) be-
steht, setzen wir

und 10)

Dadurch werden die beiden Keile, welche die Gebiete von z und Z
wieder bilden sollen, resp. auf zwei Sicheln von den Winkeln a und
A in den Ebenen der z und Z' abgebildet, deren Spitzen die Punkte
Z=c¢cl z2=c2 Z =Cl, Z = Clsind. Die complexen Constanten
k und K koénnen so gewahlt sein, dass zwei entsprechende, sonst be-
liebige Punkte der Keilumfange zwei beliebig angenommenen Punk-
ten der Sichelumfange entsprechen. Eliminirt man aus den Glei-
chungen 9) und 10) z und Z und setzt

so erhalt man

H)

hierdurch sind die beiden Sicheln auf einander abgebildet so, dass
die Spitzen einander entsprechen und die Punkte, die auf ihren

Umféngen beliebig angenommen waren. An den Spitzen ist

Null oder unendlich, je nachdem A grosser oder Kleiner als a ist.

Wir wollen nun zeigen, wie zwei Sicheln von verschiedenem
Winkel so auf einander abgebildet werden kdénnen, dass 3 beliebigen
Punkten des Umfangs der einen 3 beliebige Punkte des Umfangs
der andern entsprechen. Wir wollen annehmen, dass die Sichel in
der Z-Ebene, auf die sich die Gleichung 11) bezieht, ein voller
Kreis, also

19*
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A=A
ist; irgend 2 Punkte des Umfanges konnen als ihre Spitzen ange-

sehen werden. Lassen wir dann noch bei den Zeichen z und Z die
Striche fort, so erhalten wir

12)

Bestimmt man die Constanten N, C1, C? in dieser Gleichung so,
dass drei beliebige Punkte des Umfanges der Sichel in der z-Ebene
dreien in der Z-Ebene angenommenen Punkten entsprechen, so ist
durch dieselbe jene Sichel auf der Flache des Kreises abgebildet,
dessen Umfang durch diese 3 Punkte geht. Wir fuhren nun wieder
eine neue Variable z ein und denken uns in der z'-Ebene eine
Sichel, deren Spitzen die Punkte z = c!' und z' = ¢?' sind, und
deren Winkel a ist; wir setzen dann

13)

und bestimmen die Constanten N', C1',C2' so, dass drei beliebige
Punkte des Umfanges dieser Sichel denjenigen Punkten der Z-Ebene
entsprechen, die bereits bei der Betrachtung der Sichel in der z- Ebene
angenommen sind. Die beiden Sicheln sind dann auf denselben Kreis,
also auch auf einander abgebildet, und zwar so, dass die 3 Punkte,
die auf dem Umfange der einen willkiihrlich angenommen sind, den 3
Punkten entsprechen, die auf dem Umfange der andern willkihrlich
gewahlt sind. Die Gleichung zwischen z und z, welche dieses leistet,
erhdlt man, wenn man Z aus 12) und 13) eliminirt; durch dieselbe
wird eine der beiden Grdssen

14)

als eine gebrochene lineare Function der andern ausgedriickt; die 3
Constanten, welche in dieser Function vorkommen, finden ihre Be-
stimmung durch die 3 Paare von Punkten, welche einander ent-
sprechen sollen.

Wir werden den Fall zu betrachten haben, dass die eine von den
beiden Sicheln in einen durch zwei parallele Gerade begrenzten Strei-
fen Ubergegangen ist, und wollen daher diesen Fall noch erértern.
Wir wollen annehmen, dass

—cl=c2=m(cosy-+isiny)

ist; dabei bezeichnet dann m den halben Abstand der Spitzen der in der
j-Ebene gedachten Sichel, y einen Winkel, welchen die Verbindungs-
linie der Spitzen mit der x- Achse bildet. Es seien ferner die Langen
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der beiden, die Sichel begrenzenden Kreisbdgen, in Theilen ihrer
Radien ausgedriickt, 2u und 2v, so dass

V—u=a
ist; endlich sei b die Breite der Sichel,
d. h. der Abstand der Schnittpunkte
ihres Umfangs mit der Verbindungs-
linie der Mittelpunkte der Kreise, deren
Theile die Sichel begrenzen. Es er-
giebt sich dann durch sehr einfache
geometrische Betrachtungen

Die Sichel verwandelt sich in einen Streifen der bezeichneten Art,
wenn man m unendlich gross, v und u, mithin auch a, unendlich
klein werden lasst; die Breite, 1 des2 Streifens ergiebt sich dann
aus 15)

und y ist ein Winkel, den die Langsrichtung des Streifens mit der
X- Achse bildet. Bezeichnet man noch den gemeinschaftlichen,
unendlich grossen Werth von — ¢l und c2 durch c, so erhélt
man fir

welcher Ausdruck sich von dem ersten der in 14) angegebenen Aus-

driicken durch einen constanten Factor, namlich den Factor
unterscheidet,

Lasst man nun a verschwinden, wéhrend oc einen constanten Werth
behalt, so folgt hieraus, wie die Entwickelung nach dem binomischen
Lehrsatz zeigt,

16)



Zweiundzwanzigste Vorlesung.

(Flussigkeitsstrahlen.  Strahl, der aus einem Gefasse von gewisser Gestalt
austritt.  Strahl, der eine ebene Wand trifft. Ebene Wand in einem Strome
von unendlicher Breite. Druck, den diese Wand erleidet.)

§1
Bei einer stationdaren Bewegung einer incompressibeln Flissig-
keit, bei der ein Geschwindigkeitspotential, ¢, existirt und &ussere
Krafte nicht wirken, ist der Gleichung 20) der flinfzehnten Vorle-
sung zufolge

N

wo p den Druck, C eine Constante bezeichnet und die Dichtigkeit
der Flussigkeit = 1 gesetzt ist. Es nimmt hiernach der Druck ab,
wenn die Geschwindigkeit wéchst, und es musste jener — oo werden,
wenn diese oo wird. Erfahrungsméssig kann der Druck in einer
Fllssigkeit aber nicht unter einen gewissen negativen Werth sinken,
ohne dass die Flissigkeit zerreisst und dadurch eine gewisse Dis-
continuitat der Bewegung hervorgebracht wird. Hierauf beruht es,
dass Wasser z. B. einen Strahl bildet, wenn es aus der Oeffnung
eines Gefasses in ruhendes Wasser fliesst. Wir haben bisher ange-
nommen, dass die Geschwindigkeit tberall stetig mit dem Orte sich
andert; wir wollen nun diese Voraussetzung aufgeben und es als
moglich ansehn, dass in Flachen Flussigkeitstheilchen an einander
grenzen, die verschiedene Geschwindigkeiten besitzen, dafir aber die
Bedingung stellen, dass der Druck nicht unter einen gewissen Werth
sinkt. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der, dass die Geschwin-
digkeit einen gewissen, von jener Constanten C abhangigen Werth
nicht Obersteigt. Eine Fléche, an der die Geschwindigkeit sprung-
weise sich andert, verhélt sich wie die Trennungsflache zweier ver-
schiedenen Flissigkeiten; auf beiden Seiten derselben muss der Druck
und muss die Componente der Geschwindigkeit nach der Normale
denselben Werth haben. Wir werden uns auf die Betrachtung des
Falles beschrénken, dass wir nur ein Gebiet bewegter Flissigkeit
haben, welches an ruhende Flissigkeit grenzt. Die Flache, in der
das geschieht, muss hiernach aus Stromlinien gebildet sein, und die
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Geschwindigkeit in ihr Gberall denselben Werth haben. Diesen Werth
wollen wir = | setzen. Wir werden ferner annehmen, dass das Ge-
schwindigkeitspotential @ nur von den beiden Coordinaten x und y
abhangt, werden

z=x+iy w=g¢ #
setzen und suchen so als Function von z zu bestimmen, dass den
eben ausgesprochenen Bedingungen genugt wird. Dabei werden wir
zu benutzen haben, dass
&= const.

die Gleichung der Stromlinien ist. Fur die Geschwindigkeit leiten
wir einen Ausdruck durch die folgende Betrachtung ab. Es ist

also
2)

Nun setzen wir
3)

und betrachten & und n als die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes in einer Ebene, die wir die {-Ebene nennen werden; die
&-Achse soll dabei parallel der x-Achse, die -Achse parallel der
y- Achse gewahlt sein. Die Vergleichung der Gleichungen 2) und 3)
zeigt dann, dass, wenn man von dem Punkte { = 0 nach dem Punkte (
eine gerade Linie zieht, die Lange dieser, also p, das Reciproke der
Geschwindigkeit und ihre Richtung die Richtung der Bewegung in
dem Punkte z ist.

Die Grenzen des von der betrachteten bewegten Flussigkeit erfill-
ten Raumes oder, wie wir statt dessen sagen wollen, die Grenzen
des Gebietes von z setzen sich aus drei verschiedenartigen Theilen
zusammen. Einen Theil bilden Linien, durch welche die Flissig-
keit ein- und ausstréomt; einen zweiten feste Wande; fir diese ist

= const.; den dritten endlich machen die Flachen aus, in denen
die bewegte Flissigkeit mit der ruhenden in Beriihrung ist; wir wollen
sie die freien Grenzen jener nennen; fir sie ist ebenfalls # = const.,
ausserdem aber o = 1.

Um Flussigkeitsbewegungen der in Rede stehenden Art zu finden,
sehen wir auch ¢ und als die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes in einer Ebene, die wir die w-Ebene nennen wollen, an.



292 Zwciundzwanzigste Vorlesung.

machen (ber die Gebiete von w und { geeignete Annahmen, suchen
die Relation zwischen w und ¢, durch welche diese beiden Gebiete
in den Kkleinsten Theilen &hnlich auf einander abgebildet werden,
und berechnen z aus dieser mit Hulfe von 3). Das Gebiet von z,
welches den Gebieten von w und & entspricht, bestimmt den von der
bewegten Flissigkeit erfiillten Raum.

§ 2.

Als Gebiet von w wollen wir nun einen Streifen annehmen,
dessen Grenzen die Gleichungen

g =y =
FW+b 9=+
haben, wo und b zwei Constanten bedeuten; als Gebiet von ¢

eine Sichel, bei welcher der eine begrenzende Kreisbogen die Glei-
chung
e=1

hat und fir deren Inneres Gberall o > 1 ist. Nach den im § 5. der
vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen konnen wir die
Gleichung zwischen w und ¢ aufstellen, durch welche das eine dieser
Gebiete auf dem andern abgebildet wird; dieselbe bestimmt w und §
als einwerthige Functionen von einander innerhalb dieser Gebiete.
Dabei kodnnen drei Punkte des Umfanges des einen dreien Punkten
des Umfanges des andern willkihrlich zugeordnet werden. Wir
setzen fest, dass

t=¢g fir ¢ = —o0

(=g fuir ¢ =+ o
sei, und nehmen den Punkt & auf dein Kreisbogen o = 1, den
Punkt ¢ auf dem andern Kreisbogen der Grenze des {-Gebietes an.
Ohne Uber das dritte Paar sich entsprechender Punkte eine Bestim-
mung zu treffen und ohne auf die Gleichung zwischen w und ( néher
einzugehn, lasst sich dann schon der Charakter des Gebietes von z
und der Charakter der den gemachten Annahmen entsprechenden
FlUssigkeitsbewegung im Allgemeinen angeben.

Aus der Gleichung

die aus 3) folgt, ergiebt sich zundchst, dass das Gebiet von z sich
in die Unendlichkeit erstreckt, da das Gebiet von w diese Eigenschaft
hat und { nirgends verschwindet. Es sei zl ein Punkt der z-Ebene,
fir den @ = — oo ist, und zi ein Punkt, fir den @ = + oo ist, so
dass die Punkte z! und z2 den Punkten & und ¢, entsprechen. Die
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von dem Punkte {= 0 nach ¢ und Q gezogenen, geraden Linien
wollen wir der Grdsse und Richtung nach durch @ und @2 bezeich-
nen, wobei dann die Grosse von 2= 1 ist; in z und in endlicher
Entfernung davon ist dann die Richtung der Bewegung die von gl

die Geschwindigkeit in z> und in endlicher Entfernung davon

ist die Richtung der Bewegung die von @2, die Geschwindigkeit == 1.
Ueberall ist das Gebiet von z eine in den kleinsten Theilen &hnliche
Abbildung des Gebietes von w, bei der alle L&ngen im Verhéltniss
von 1: vergrossert sind; bei z2 ist daher das Gebiet von z dem
von w congruent und b die Breite des Stromes, bei zi ist diese Breite
olb. Bei z! mussen die Grenzen des Stromes feste Wénde, bei z2
kénnen sie freie Grenzen sein. Freie Grenzen kdnnen (berhaupt die
Theile der Grenze des Gebietes von z sein, welche den Theilen der
Grenze des Gebietes von ¢ entsprechen, fiir welche g = 1 ist, wah-
rend die Theile der Grenze des Gebietes von z feste Wande sein
missen, welche den Theilen des zweiten Kreisbogens in der Grenze
des &-Gebietes entsprechen. Es seien 3 und ¢ die Spitzen der
Sichel, welche das {-Gebiet bildet, z3 und zl die entsprechenden
Punkte im z-Gebiete; jeder dieser beiden Punkte bildet das Ende
einer festen Wand und den Anfang einer freien Grenze. Figur 8
soll die in Rede stehenden Gebiete von { und z zur Anschauung
bringen; die stirkeren Linien in dem letzteren sollen die festen
Wande, die schwécheren die freien Grenzen darstellen; diese geben
die Gestalt des Strahles an, der aus einem Geféasse austritt, dessen
Gestalt durch jene bestimmt ist.

Wir machen auf eine Eigenthimlichkeit noch aufmerksam, die die
Punkte z3 und z{ darbieten. In ihnen haben die durch sie gezogenen
Stromlinien bestimmte Tangenten; es sind diese parallel den Linien
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03 und g4 in der &Ebene. Es sind aber z3 und zi Wendungspunkte,
und zwar die einzigen, welche die genannten Stromlinien besitzen,
wie daraus hervorgeht, dass Uberall die Tangente mit der dem be-
trachteten Punkte entsprechenden Linie @ parallel ist. Wir wollen
den Krimmungsradius in z3 oder z4 aufsuchen. Es sei dl ein Ele-
ment einer Stromlinie und d¢ die Aenderung, die das Geschwindig-

keitspotential auf demselben erleidet; da  die Geschwindigkeit ist, so
ist dann

oder dl = odo .
Gebrauchen wir wieder das durch die Gleichung 3) definirte Zeichen

so erhalten wir hiernach fir den Krimmungsradius von dl den
Ausdruck

oder, da fir jede Stromlinie ¢ constant ist und daher dw fir dg.
gesetzt werden kann, den Ausdruck

4)
Hier fihren wir d an Stelle von d9 ein; wir haben in Folge der
Gleichung 3)

Ig & '= i
also

5)

Gehort nun, wie wir zunachst annehmen wollen, dl der freien Grenze
des Strahles an, so ist ¢ = 1, also dp = 0, mithin

und daher der in 4) gegebene Ausdruck des Kriimmungsradius

Rickt der Punkt z einem der Punkte z3, z4, also der Punkt { einem
der Punkte Cl, t. unendlich nahe, so wird unendlich klein, da

der Winkel an den Spitzen der Sichel, welche das {-Gebiet bildet,
kleiner als m ist und die einander entsprechenden Theile der Gebiete
von { und w, fir welche & unendlich wenig von @ oder (i abweicht,
als Theile von Keilen betrachtet werden dirfen, die auf einander
abgebildet sind durch die Relation, die zwischen { und w besteht.
Daraus folgt, dass die betrachteten Krimmungsradien unendlich
klein sind.
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Gehort dl einer der festen Wénde an, so ist nicht do = 0; durch
Differentiation der Gleichung zwischen @ und 9, welche den zweiten
der Kreisbogen darstellt, die das Gebiet von { begrenzen, erhdlt man
aber dann eine Gleichung zwischen do und dd, aus der in Verbin-
dung mit der Gleichung 5) d® durch dC ausgedriickt werden kann
— es sei denn, dass der zweite Kreisbogen in eine gerade Linie Uber-
gegangen ist, in welchem Falle seine Gleichung © = const, d. h.
v9- = 0 ist. Im Allgemeinen erhalt man daher auch hier aus 4) fir

den Krimmungsradius einen Ausdruck, dei als Factor enthélt,

und also verschwindet, wenn der Punkt z in den Punkt z3 oder z!
rickt. In dem genannten Ausnahmsfalle aber ist der Krimmungs-
radius an der festen Wand unendlich und springt von Unendlich zu
Null, wenn der Punkt z durch z3 oder z1hindurchgeht.

§ 3

Die Rechnung, die wir im vorigen § bezeichnet haben, wollen
wir nun in einem speciellen Falle durchfihren. Von den beiden
Kreishdgen, welche das Gebiet von { begrenzen, sei der eine, der-
jenige, fur welchen o = | ist, ein Halbkreis, der andere habe einen
unendlich grossen Radius; der Punkt @ halbire den Halbkreis und
der Punkt U liege in der Unendlichkeit auf der von dem Punkte
{ = 0 durch {, gezogenen Geraden. Fig. 9 soll fir diesen Fall die
Gebiete von  und z darstellen; in ihr sind &dusser den Grenzen
dieser Gebiete die Achsen der & n und X, y, die wir einfuhren
wollen, angegeben.

Nehmen wir als die Grenzen des Streifens, der das Gebiet von w
bildet, die Linien

=0 und U¢:=m1
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an, so haben wir zunéchst nach der bei den Ausdricken 14) der
vorigen Vorlesung angegebenen Regel und der Gleichung 16) der-
selben Vorlesung

6)

zu setzen. Zur Bestimmung der drei Constanten C, C' und K haben
wir nach den bereits gemachten Festsetzungen die beiden Bedin-
gungen, dass

flr (= —ioc0 @= — o0

fur &= — i @ = + oo
ist; wir flugen diesen willkihrlich die dritte hinzu, dass

fir E=1 w=20

sei. Daraus ergiebt sich

k-1 C=1, C=-—1,
also

Hieraus ist ¢ zu bestimmen; man erhélt dafir die quadratische Glei-
chung

d h & -2&e-w+ 1=0,
woraus folgt

Das Vorzeichen der Wurzelgrosse ist fiir einen Werth von w durch
die Festsetzung, die wir getroffen haben, bestimmt, dass { unendlich
(und nicht Null) werde fir ¢ = — oo; damit ist dasselbe fur das
ganze Gebiet von w bestimmt, da, wie wir wissen, fir dieses Gebiet
¢ eine einwerthige Function von w ist. Nach 3) ist nun

wo die untere Grenze des Integrals beliebig gewéhlt werden kann
und = 0 gesetzt werden moge; der Punkt z = 0 entspricht dann
dem Punkte &€ = 1, ist also der mit bezeichnete Punkt. Die
Integration bei dem ersten Theile des fiir z gefundenen Ausdrucks
ist unmittelbar ausfuhrbar; bei dem zweiten wird sie es, wenn man
als Integrationsvariable an Stelle von w einfihrt. Man
erhalt so

8)
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wo der vorkomraende arctg fur w = 0 verschwindet. Hieraus sind
die Grenzen des Gebietes von z zu bestimmen.

Wenn ¢ = 0 ist und @ zwischen 0 und — oo variirt, so folgt
aus 8)

y=0,
wo die Wurzelgrosse (wie jede reelle Wurzelgrdsse) positiv gerechnet
werden soll und der arctg im ersten Quadranten liegt. Durch diese
Gleichungen ist die negative x-Achse dargestellt; sie bildet eine feste
Wand. Fir ¢ = — oo und @ = 0 ist also

Hat ¢ einen constanten, unendlich grossen, negativen Werth und
wachst ¢ von Null bis 1, so ist

y = 2ey siny. 9)
Bei diesem Schlisse ist benutzt, dass arctg u, d. h.

seinen Werth nicht andert, wenn der Punkt u auf einer ganz in der
Unendlichkeit liegenden Linie bewegt wird. Die Gleichungen 9)
stellen einen Halbkreis dar, dessen Mittelpunkt die X-Ordinate

die y-Ordinate 0 hat, und dessen Radius 2e-¢ ist. Durch

diesen Halbkreis stromt die Flussigkeit nach seinem Mittelpunkte
hin mit einer Geschwindigkeit, die dem Reciproken seines Radius
gleich ist. Fir ¢ =— oo und ¢ = m ist

Ist ¢ = 1 und liegt @ zwischen — oo und O, so ist

wo der arctg wieder im ersten Quadranten zu wahlen ist. Diese
Gleichungen stellen den Theil der x-Achse zwischen den Punkten
X =2+ mund X = + oo dar; auch er ist feste Wand. Fir ¢ = T,
@ = 0 ist, ebenso wie fur ¢y = 0, ¢ =0, wie aus der Gleichung 7)

hervorgeht, unendlich; w = 0 und w=iTt sind die einzigen Punkte

in der Grenze des Gebietes von w, fir welche dieses stattfindet; daraus
folgt, dass der Punkt x — 2 -+ 11. y = 0 der mit z. bezeichnete ist.
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Wenn ¢ = 1 und ¢ positiv ist, so ergiebt sich, da

und nun y negativ werden muss,
X =1 +-e-) 4+ T

Diese Linie ist eine freie Grenze des Strahles.
Fiur y =1, @ = + oo st
X=1l+mn, y=1—1Ig2—9¢.

Giebt man dem @ einen constanten, unendlich grossen, positiven
Werth und lasst ¢ von 1 bis 0 abnehmen, so findet man

X=1+y

y=1—1g —¢
Diese Gleichungen stellen eine der .t-Achse parallele Linie von der

Lange n dar, fur die y = — oo ist; durch diese Linie strémt die
Flissigkeit mit der Geschwindigkeit | in der Richtung der negativen
y-Achse.

Fir ¢ ==+ oo und ¢ = 0 ist
=1, y=1—1lg2—9.
Nimmt man endlich ¢ — 0 und @ positiv an, so ergiebt sich
X=1e-p

Die hierdurch dargestellte Linie ist die zweite freie Grenze des
Strahles. Setzt man in diesen Gleichungen @ = 0, so kommt man
zu dem Punkte z = 0 zuriick, von dem wir bei der Aufsuchung der
Grenzen des Gebietes von z ausgegangen sind.

§ 4.

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der auch den eben be
handelten als speciellen in sich schliesst. Das Gebiet von w soll
wie in diesem, durch die Linien

U=r p = + oo
begrenzt sein; das Gebiet von ¢ aber sei begrenzt durch einen Kreis-
bogen, der um den Punkt £ = 0 mit dem Radius 1 beschrieben ist.
die Lange a hat und fir dessen Endpunkte ¢ die Wertlie & und ¢
besitzt, durch die Verlangerungen der nach diesen Punkten gezo-
genen Radien und einen unendlich grossen, concentrischen Kreis-
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bogen. Dieses Gebiet von { l&sst sich nach den Uber die Gleichung
9) der vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen durch die
Substitution

abbilden auf ein Gebiet der wariabeln Z, welches durch einen Halb-
kreis vom Radius 1, die Verlangerungen der nach seinen Endpunkten
gezogenen Radien und einen unendlich grossen, concentrischen Halb-
kreis begrenzt ist. Die Werthe, welche Z dabei fir (= und { = U
erhdlt, nennen wir Z( und Z1, so dass

ist. Das Gebiet von Z stimmt im Endlichen aber Uberein mit dem
Gebiete, welches wir fur { im vorigen § angenommen haben, und
wird daher durch die Gleichung

die der Gleichung 6) nachgebildet ist, auf dem Gebiete von w abge-
bildet. Daraus folgt dann zwischen { und w die Relation

10)

wir nennen wieder ¢ und , die willkiihrlich zu wéhlenden Punkte
der Grenze des Gebietes von {, fir welche ¢ = — cound ¢ = + oo
ist; setzen wir dann noch zwei Punkte der Grenzen der Gebiete von
¢ und w als einander entsprechend fest, so sind die Constanten K,
C, C bestimmt.

Wir wollen in der Unendlichkeit, 2 auf dem mit dem Radius
1 beschriebenen Kreisbogen annehmen; Fig. 10 stellt dann die ent-
sprechenden Gebiete von £ und z dar.

Die Theile des Gebietes von fir welche ¢@ = - oo oder
(@ = + oo ist, liegen in der Unendlichkeit; die festen Wénde sind
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gerade in ihrer ganzen Ausdehnung und haben die Richtungen von
oj und 4; der Strahl hat in der Unendlichkeit die Richtung von @2
und die Breite .

Wir betrachten noch einen besondern, hierher gehérigen Fall.
Es sei

Aa=2Mm, 3=¢4=i 02 —=—-1i
und fur w —0
(=i z=0.

Die Gebiete von { und z sind dann durch Fig. 11 dargestellt.

Bei der Bildung der Gleichung 10) treten die Grossen V@3 und
V¢ auf; diese sind nicht einander gleich, obwohl & und 4 es sind,
sondern entgegengesetzt, weil die eine von ihnen stetig in die andere
Ubergehn muss, wenn der Punkt { auf einem, in seinem Gebiete lie-
genden Wege von 3 nach {4, oder umgekehrt, gefihrt wird. Hier-
nach und in Folge der Bedingungen, dass

fir g = — oo (= o
¢ =+ o E::_i
w=20 (=i

werde, geht die genannte Gleichung Uber in

—VT 2~/ie-w— i=0.
Die Summe der beiden Werthe vonv/Z, die sich hieraus ergeben, ist
= 2+Vie-w ihr Product = — i; die Summe der beiden Werthe
von  ist daher = 2i (2e-2w — 1) und das Product derselben = — 1,
furZ gilt also die quadratische Gleichung
2—2¢i(Re-2w— 1) — 1 =0,
aus welcher folgt
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Das Vorzeichen der hier vorkommenden Wourzelg-résse ist dadurch
bestimmt, dass, wenn ¢ = — oo ist, { unendlich und nicht Null wird.
Aus

ergiebt sich hiernach

wo der Ig fir w = 0 verschwindet.
Ist § =0 und nimmt @ von 0 bis — oo ab, so ist hiernach

X=0

durch welche Gleichungen die negative y- Achse dargestellt ist.
Hat ¢ einen constanten, unendlichen, negativen Werth und
wéchst ¢ von O bis 1, so wird

X = — 2e-2¢sin 2y + 2y

Ist Yy=m und @ negativ, so findet man

X = 21

Diese Gleichungen stellen die zweite feste Wand dar, die also in
dem Abstande 21 vor der ersten sich befindet. Die Breite des
Strahles ist den vorausgeschickten allgemeinen Betrachtungen zu-
folge = 1.

Der eben erérterte Fall eines Flissigkeitsstrahles
ist der erste, welcher mathematisch behandelt worden
ist, und zwar von Helmholtz*).

Giebt man, ohne sonst in den gemachten An-
nahmen eine Aenderung zu treffen, dem Punkte {,
eine andere Lage, als sie in Fig. 11 angegeben ist,
auf dem Kreise p = 1, so erhalten die Grenzen des
Gebietes von z die in Fig. 12 dargestellte Gestalt.
Diese Grenzen schneiden sich selbst; eine dem ent-
sprechende Flussigkeitsbewegung ist nicht mdglich.

*) Monatsberichte der Berliner Academie, April 1868.

Kirchhoff, Mechanik. 20
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§ 5.
Wir wollen nun Uber das Gebiet von w eine andere Annahme
als bisher machen. Es sei dasselbe begrenzt durch die Linien

Q= —
0= + o0
und durch die beiden Seiten der Linie, fir welche
g=0 und ¢ >0

ist. Die folgende Betrachtung lehrt, wie dieses Gebiet sich auf eine
Sichel abbilden lasst.

Das Gebiet, welches aus ihm entsteht, wenn man die Linie
¢ = 0, ¢> 0 nicht zur Grenze gehérig rechnet, wird durch

)
auf einem Kreise in der Z-Ebene abgebildet', und zwar so, dass
fir ¢ = — o Z=—1
Q=+ o0 Z = —+1
Z=

ist; der Radius des Kreises ist hiernach = 1, sein Mittelpunkt ist der
Punkt Z = 0 und entspricht dem Punkte w = 0. Isty =0, ¢ >0,
so ist Z reell und Kleiner als 1; der Linie ¢ =0, ¢ >0 entspricht
der Radius, der von dem Punkte Z = 0 nach dem Punkte Z =1
gezogen ist. Durch die Gleichung 11) wird daher das im Anféange
dieses § bezeichnete Gebiet von w auf einem Gebiete von Z abge-
bildet, das durch den genannten Kreis und die beiden Seiten des ge-
nannten Radius begrenzt ist. Dieses aber wird durch

Z=2Z1
auf einem Halbkreise vom Radius 1 in der Z-Ebene abgebildet, also
auf einer Sichel; der Winkel an den Spitzen derselben ist  und fir

ihre Spitzen ist Z' = * 1. Auf dieser Sichel ist also das Gebiet
von w, das wir angenommen haben, durch

abgebildet und kann daher mit Hilfe der im § 5. der einundzwan-
zigsten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen auf jeder andern
Sichel abgebildet werden, und zwar so, dass drei beliebigen Punkten
seines Umfanges drei beliebige Punkte des Umfanges dieser ent-
sprechen.
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xJs Grenzen des Gebietes von & wollen wir wieder einen Halb-
kreis vom Radius 1 und einen unendlich grossen Kreisbogen an-
nehmen und wollen festsetzen, dass, wenn {1, {2, 3 drei Punkte des
Halbkreises sind,
fir g = -0 =17
0, =430 =9
p>0, o=+ o (=03
ist. Der Charakter des Gebietes von z lasst sich dann wieder im
Allgemeinen mit Leichtigkeit angeben. Fig. 13 stellt die Gebiete von
m, & und z dar.

Aus der Unendlichkeit kommt ein Strahl, der dort die Breite m,
die Geschwindigkeit 1 und die Richtung von pl hat: in die Unend-

lichkeit gehen zwei Strahlen, die dort die Breite die Geschwindie-

keit 1 und die Richtungen von @2 und @3 haben. Die Grenzen jenes
Strahles gehen in die &usseren Grenzen dieser durch die Linien (ber,
die den'Kreishdgen 1@ und {l@ entsprechen. Die inneren Grenzen
der beiden in die Unendlichkeit laufenden Strahlen gehen in einander
Uber durch eine Linie, die zum Theil freie Grenze, zum Theil feste
Wand ist. Die Enden der letzteren entsprechen den Spitzen des
Gebietes von { und zwei gewissen Punkten des w-Gebietes, fir
welche = 0, @=>0 ist. Die Wand liegt ganz im Endlichen, ist
gerade und dem unendlichen Kreisbogen der Grenze des {-Gebietes,
so weit er im Endlichen liegt, parallel. In ihr giebt es einen Punkt,
dem Punkte w = 0 entsprechend, wo die Geschwindigkeit Null ist
und eine Stromlinie sich in zwei theilt.

Wir gehen naher auf einen Fall ein, der als in dem besproche-
nen enthalten angesehen werden kann, den wir aber selbstdndig
behandeln wollen.

Die Grenzen des Gebietes von  seien die in Fig. 13 dargestellten,
das Gebiet von w aber sei die unendliche Ebene, die durch die

beiden Seiten der Linie ¢ = 0, (=0 begrenzt ist. Dabei sei
20*
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fur w=o00  Z=-i
w=1 (==
die letzte Bedingung ist erfullbar, da der Punkt w = 1 zweimal in
der Grenze des Gebietes von w vorkommt und daher zweien Punkten
in der Grenze des Gebietes von ( entsprechen muss. Die Relation
zwischen w und ¢, durch welche die Gebiete der beiden Variabein
diesen Festsetzungen gemass auf einander abgebildet werden, findet

man leicht durch die folgende Betrachtung. Das Gebiet von w wird
durch

w =Z
auf der Halfte der Z-Ebene der Art abgebildet, dass
fir w = o Z = oo
w= 1 Z===1

ist. Dieses Gebiet von Z ist ein Kreis von unendlich grossem Ra-
dius; die Sichel, welche das Gebiet von £ ausmacht, wird auf dem-
selben durch

so abgebildet, dass

fuir (= — i = o0
Z:— = —

ist. Daraus folgt die Relation zwischen & und w

Hieraus ergiebt sich

also
12)

Das Vorzeichen der zweiten der beiden hier vorkommenden Wurzel-
grossen st durch die Festsetzung bestimmt, dass { = —i fur
w = oo wird, das der ersten dann dadurch, dass fir w =0 € un-
endlich und nicht Null werden muss, da in dem Gebiete von (
keine Werthe vorkommen, deren Modul kleiner als 1 ist. Setzt
man noch fest, dass z und w gleichzeitig verschwinden, so ergiebt
sich aus 12)

wo der arcsin Null ist fir w=—= 0. Fur die feste Wand ist vVw reell
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und variirt vou — 1 bis + 1; fUr dieselbe ist daher y =0 und x
liegt zwischen

und

Fig. 14 stellt fir den jetzt betrachteten Fall die Gebiete von w, (
und z dar.

Ein Strom von unendlicher Breite, der in der Unendlichkeit
uberall die Geschwindigkeit 1 und die Richtung der negativen y- Achse
hat, trifft eine Wand von der Breite 4 + 71, die senkrecht zur y-Achse
ist; in den freien Grenzen, die von den Enden dieser ausgehn, be-
rihrt er ruhende Flussigkeit.

§ 6.

Wir wollen nun eine Betrachtung Uber den Druck anstellen, den
eine feste Wand bei solchen Flussigkeitsbewegungen, wie wir sie in
dieser Vorlesung untersucht haben, erleidet. Der Druck p in irgend
einem Punkte der bewegten Flissigkeit ist der Gleichung D zufolge
hestimmt durch

oder

In der ruhenden Flissigkeit ist der Druck einer Constanten gleich,
die durch C0 bezeichnet werden mdge. An der freien Grenze der
bewegten und der ruhenden Flissigkeit ist der Druck auf beiden
Seiten derselbe und @ = 1; daraus folgt

Co=C—1%,
also

Nun sei dl ein Element einer Wand, die auf der einen Seite mit der



306 Zweiundzwanzi''sie Vorlesun

bewegten, auf der andern mit der ruhenden Flussigkeit in Beriihrung
ist; der Ueberschuss des Druckes, der auf dieses von der ersten Seite
wirkt, Gber den von der zweiten Seite wirkenden, oder, wie wir der
Kirze wegen sagen wollen, der Druck, den das Element dl erleidet,
ist daher

Um mit Hulfe dieses Ausdrucks den Druck zu berechnen, den ein
endlicher Theil der Wand oder die ganze Wand erleidet, ist es zweck-
méssig als Integrationsvariable w einzufihren. Wie wir bereits am
Ende des § 2. benutzt haben, ist dl = odg, oder, da fur die Wand

g constant ist, dl = pdw, wobei indessen zu beachten ist, dass d¢
und dw, ebenso wrie dl, positiv zu wahlen sind. Der Druck, den das
Element dl erleidet, wird daher

Die weiteren Entwickelungen wollen wir auf den Fall beschranken,
dass die Wand gerade und parallel der x- Achse ist. An ihr ist
dann C reell und daher

e ==,
wo das Vorzeichen dadurch bestimmt ist, dass @ positiv ist. Der
Druck, den die ganze Wand erleidet, ist also

wo die Integration Uber die Wand auszudehnen und das Vorzei-
chen so zu waéhlen ist, dass alle Elemente des Integrals positiv sind.

In dem Falle, auf den Fig. 14 sich bezieht, ist in Folge der
Gleichung 12)

Da langs der Wand vw von — 1 bis + 1 zunimmt, so ergiebt sich
hieraus der Druck, den die Wand in diesem Falle erleidet,

=T.

87
Wir wollen endlich uns von einigen Voraussetzungen frei machen,
lie wir in dieser Vorlesung eingefiihrt haben, um die Formeln abzu-
klrzen.
Schreibt man in der Gleichung zwischen z und w, welche eine

Flussigkeitsbewegung der betrachteten Art darstellt, fur w, wo n
eine positive Constante bedeutet, so stellt die neue Gleichung eine
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Bewegung dar, bei der die Stromlinien die alten sind, die Ge-
schwindigkeit berall proportional mit n, der Druck, den eine Wand
erleidet, proportional mit n? ist.

Schreibt man in derselben Gleichung und fur z und w, wo

m wieder eine positive Constante ist, so stellt die neue eine Bewe-
gung dar, bei der die Stromlinien den triiheren &hnlich sind und
die Geschwindigkeit an den entsprechenden Punkten dieselbe ist. Die
linearen Dimensionen der Stromlinien sind mit m proportional; mit
m proportional ist auch der Druck, den eine Wand erleidet.

Ist die Dichtigkeit der Flissigkeit nicht = 1, wie wir angenom-
men haben, sondern = p, so ist der Druck, den eine Wand erleidet,
proportional mit p.

Kehren wir nun noch einmal zur Betrachtung der Stromung
zurlick, auf welche Fig. 14 sich bezieht, nehmen aber an, dass | die
Lange der festen Wand, v die Geschwindigkeit an der freien Grenze
der bewegten Flussigkeit oder in der Unendlichkeit, p die Dichtig-
keit der Flissigkeit ist; der Druck, den die feste Wand erfahrt, ist
dann hiernach
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(Bewegung der Luft oder einer anderen compressibeln Flussigkeit, auf
deren Theile keine Kréfte wirken. Es wird die Existenz eines Geschwindigkeits-
potentials vorausgesetzt und die Geschwindigkeit als unendlich klein angenom-
men. Aufstellung der Bedingungen, durch welche das Geschwindigkeitspotential
bestimmt ist. Ebene Wellen. Reflexion derselben Kugelférmige Wellen.
Berechnung des Geschwindigkeitspotentials aus dem Anfangszustande fur den
Fall, dass der Luftraum unbegrenzt ist. Bewegung einer festen Kugel in der
Luft. Schwingungen einer Kugel. Intensitdt des erzeugten Tones. Schwin-
gungen zweier kleiner Kugeln.)

§ I.

Wir haben bis jetzt die Bewegung einer Flussigkeit nur unter
der Voraussetzung néher untersucht, dass diese als incompressibel
betrachtet werden kann; wir wollen nun auf die Aenderungen der
Dichtigkeit Rucksicht nehmen. Zu den Erscheinungen, mit denen
wir es hier zu thun haben werden, gehéren vornehmlich die
Schallschwingungen der Luft; wir wollen uns vorstellen, dass die
Flussigkeit, um die es sich handelt, die Luft ist, obwohl die Rech-
nungen, die wir durchfihren werden, fir jede Flissigkeit gelten.
Wir setzen die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials voraus,
nehmen an, dass Krafte nicht wirken, und dass die Geschwindigkeiten
Uberall stetig sich &ndern; fur den Punkt (X, y, z) und die Zeit t
bezeichnen wir das Geschwindigkeitspotential durch ¢, den Druck
durch p, die Dichtigkeit durch p. Nach den Gleichungen 20), 21)
und 6) der flinfzehnten Vorlesung ist dann

1)
2)

3)

wo das flr P angegebene Integral aus der Relation zu berechnen
ist, die zwischen p und p besteht, und die untere Grenze der
Integration dabei beliebig gewahlt werden kann. Wir werden uns

auf die Betrachtung des Falles beschrénken, dass die Geschwindig-
Kirchhoff, Mechanik. 21
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keiten, so wie die Aenderungen des Druckes und der Dichtigkeit als
unendlich klein anzusehn sind. Wir koénnen dann zunachst

dp = a2dp 4)
setzen, wo a eine positive Constante bedeutet, die, wie wir sehen

werden, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft
ist.  Wir machen ferner

b=u( + o), 5)
indem wir unter p0 eine Constante verstehen, die unendlich wenig
von den Werthen, die p erhélt, verschieden ist; die Grdsse ¢ nennen
wir die Verdichtung im Punkte (X, y, z) zur Zeit t. Beriicksichtigen
wir nur die Glieder niedrigster Ordnung, so folgt aus 3), 4) und 5),
wenn wir P und o gleichzeitig verschwinden lassen,

P =alo
und aus 1) und 2)

Hieraus ergiebt sich fir ¢ die partielle Differentialgleichung
7)

Nach dem Begriffe des Geschwindigkeitspotentials sind
die Componenten der Geschwindigkeit und nach der Gleichung 6)
ist die Verdichtung ¢ im Punkte (X, y, z) zur Zeit t: alle

diese Grossen sind daher gefunden, wenn ¢ als Function von X vy, z
und t bis auf eine additive,.von diesen 4 Argumenten unabhéngige
Constante ermittelt ist. Wir wollen beweisen, dass durch die Glei-

chung 7) ¢ vollkommen bestimmt ist. wenn ¢ und far t =10 als
Functionen von x, y, z und fur alle Elemente der Grenzflache der
betrachteten Luftmasse als Function von t gegeben sind und ¢

als stetig angenommen wird. Man bezeichne durch dz das Volumen,
welches ein Element der Luftmasse zur Zeit t einnimmt, multiplicire

die Gleichung 7) mit und integrire noch dt; die so ent-
stehende Gleichung l&sst sich schreiben

8)

da das Glied, welches bei der Entwicklung der linken Seite von 8)
in Folge davon auftritt, dass dz mit der Zeit sich andert, unendlich
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klein von hoherer Ordnung ist, als die Gbrigen Glieder. Dieselbe
Erwégung ergiebt

Die rechte Seite dieser Gleichung — mithin auch ihre linke —
ist nach dem durch die Gleichung 14) der sechszehnten Vorlesung
ausgesprochenen Green’'schen Satze

wo ds ein Element der Oberflaiche der Luftmasse und n die nach
dem Innern dieser gerichtete Normale von ds bedeutet; es gilt diese
Behauptung auch in dem Falle, dass ¢ vielwerthig ist, weil auch
dann die Differentialquotienten von @ nach x, y, z und t einwerthig
sind. Die Gleichung 8) wird hiernach

sie spricht den Satz von der lebendigen Kraft fur den Fall, den wir
betrachten, aus. Ist fiir alle Elemente der Oberflache und fiur alle

Werthe der Zeit so ist die gefundene Gleichung integrabel
und giebt

wo C eine von t unabhangige Grosse bedeutet. Verschwinden Gberall
¢ und fir t = 0, so ist C = 0: es ist dann ¢ unabhéngig von

X, ¥, z und t, es ist dann also immer und Uberall ¢ = 0. Wir
haben somit bewiesen, dass, wenn ¢ der Differentialgleichung 7)

genugt, fur t =0 ¢ und verschwinden und an der Oberflache

fur alle Werthe der Zeit ist, allgemein ¢ = 0 ist. Es folgt
hieraus, dass, wenn ¢l und @2 der Gleichung 7) genigen, fur
t=20

pl=¢2 und
und fir die Oberflache

ist, man allgemein ¢! = @2 hat.
Fir ein gewisses Zeitintervall lasst sich @ fir einen jeden Punkt
21*
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der Liftmasse in einfacher Weise durch die Werthe ausdriicken, die
¢ und im Anfangspunkte der Zeit besitzen. Um das zu zeigen.

wollen wir eine particuldre Ldsung der Gleichung 7) benutzen, die
im ndchsten § abgeleitet werden soll.

8 2.

Nimmt man an, dass ¢ von X und y unabhéngig ist, so geht
die Gleichung 7) Uber in diese

9)
Setzt man
x=z—at y=z at

indem man den Zeichen x und y eine neue Bedeutung giebt, so
hat man

die Gleichung 9) wird also

hieraus folgt, dass von y unabhéngig, ¢ also die Summe einer

Function von x und einer Function von y sein muss. Die allgemeine
Loésung der partiellen Differentialgleichung 9) ist daher

© =Fl(z —at) + F2 (z + at), 10)
wo Fy und F2 willkiihrliche Functionen der beigefligten Argumente
bedeuten.

Gesetzt, es sei
¢ =F1(z-at)

und es habe Fl variable Werthe nur, wenn sein Argument zwischen
0 und ¢ liegt; zur Zeit t hat dann ¢ variable Werthe nur, wenn z
zwischen at und at -+ ¢ liegt, und zwar immer dieselben Werthe,
welches auch der Werth von t sein mdge; man sagt: eine Welle von
gleichbleibender Gestalt pflanzt sich mit der Geschwindigkeit a in
der Richtung der z- Achse fort. Ist

¢ = F2(z+ at)

und hat F2 variable Werthe nur, wenn das Argument innerhalb eines
gewissen Intervalls liegt, so hat man eine Welle, die mit derselben
Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung sich fortpflanzt.
Die allgemeinere, durch die Gleichung 10) dargestellte Bewegung



§ 2. Ebene Wellen und Kugelwellen. 313

bezeichnet man als eine, bei der zwei Wellen oder zwei Wellen-
systeme vorhanden sind, die mit der Geschwindigkeit a in der
Richtung der z- Achse und in der entgegengesetzten Richtung fort-
schreiten.

Wir wollen nun annehmen, dass eine feste Wand vorhanden
sei, fur welche z =1 ist, so dass fir diesen Werth von z immer

sein muss; fir die betrachtete Luftmasse sei z < | und t

sei positiv; zur Zeit t = U sei eine Welle verhanden, die in der
Richtung der z-Achse fortschreitet und jene Wand noch nicht
erreicht hat. Fir t =0 und fir hinreichend kleine Werthe von t
ist dann

¢ = Fl (z— at),

die Function F! (x) ist dabei fir alle Werthe von x, die < | sind,
bis auf eine additive Constante bestimmt durch die Verdichtungen
oder durch die Geschwindigkeiten, die zur Zeit t = 0 stattfinden;
sie ist fir die genannten Werthe von x vollig bestimmt, wenn wir
noch festsetzen, dass F1(x) = 0 ist, wenn x nahe =1 ist. Wenden
wir die Gleichung 10) auf unsern Fall an, so haben wir F)(y) =0
zu setzen fur alle Werthe von vy, die kleiner als | sind; fur gréssere
Werthe des Arguments bestimmt sich F2 aus der Bedingung, die fur
z = 1 zu erflllen ist. Bezeichnet man nadmlich durch FI' und F2' die
nach ihren Argumenten genommenen Differentialquotienten von FlI
und F2, so muss fur alle positiven Werthe von t

FI'(l —at) + F2 Z+ at) =0

sein, oder, wenn man y — 7  at setzt, fir alle Werthe von y, die
grosser als I sind,
F2'=-F1" 2 1-—y).
Integrirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit dy multiplicirt
hat und wahlt die Constante der Integration so, dass F2y) bei
y = | stetig bleibt, so erhalt man
F2(y) =F1' (2 I-y)..

Diese Gleichung gilt zunachst nur fur den Fall, dass y = Z; man
kann sie auch fir den Fall, dassy < I, in dem F2(y)= 0 ist, giltig
machen, indem man F1(x), welches bisher nur fir Werthe von x
definirt ist, die kleiner als Z sind, fir gréssere Werthe gleich Null
annimmt. Man hat dann allgemein

¢ =F1 ({-at) +F121 — z — at). 11)
Das zweite Glied in diesem Ausdrucke von ¢ stellt eine Welle dar,
die in der der z- Achse entgegengesetzten Richtung fortschreitet; man
sagt von dieser, sie sei reflectirt, sei entstanden durch Reflexion an
der bei z = 7 vorhandenen Wand.
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Wir wollen den betrachteten Fall noch durch die Annahme
specialisiren, dass | unendlich gross ist und F! (x) fur unendlich
grosse positive Werthe von x verschwindet. Fir endliche Werthe
von t ist dann die Gleichung 11)

¢ = Fl (z— at),

d. h. die Bewegung geht so vor sich, als ob die Wand bei z ==
gar nicht vorhanden waére. Fir unendlich grosse Werthe von t gilt
das aber nicht mehr; es hort an irgend einem Orte auf zu gelten,
sobald die an der Wand reflectirte Welle ihn erreicht hat.

Wir haben jetzt ebene Wellen untersucht, wir wollen nun kugel-
férmige ins Auge fassen. Wir setzen

und nehmen an, dass @ dusser von t nur von r abhdngig ist.
Da dann

ist, so wird die Gleichung 7)

oder nach Multiplication mit r

Diese Gleichung ist von derselben Form.- wie 9); ihre allgemeine
Ldsung ist

12)

wo F! und F2 wieder willkuhrliche Functionen bedeuten. Hierdurch
sind zwei Systeme von Kugelwellen dargestellt, von denen das eine
von dem Anfangspunkt der Coordinaten nach Aussen, das andere
von Aussen nach diesem Punkte hin mit der Geschwindigkeit a
sich fortpflanzt. Bei diesen Wellen bleiben aber wahrend des Fort-
schreitens die Geschwindigkeiten und die Aenderungen der Dichtig-
keit nicht sich gleich, wie es bei den ebenen Wellen der Fall ist,

sondern wegen des Factors  nehmen diese Grossen bei den sich
ausbreitenden Wellen ab, bei den sich zusammenziehenden zu.

§ 3.

Wir sind jetzt vorbereitet, die am Ende des § 1. ausgesprochene
Behauptung zu beweisen. Es seien U und V zwei Functionen der
rechtwinkligen Coordinaten x,y,z, die mit ihren ersten Differential-
guotienten innerhalb eines vollstdndig begrenzten, einfach zusammen-
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hangenden Raumes stetig sind; es sei dt ein Element dieses
Raumes, ds ein Element seiner Oberfliche und n die nach seinem
Innern gerichtete Normale von ds; nach dem Green'schen Satze
ist dann

In dieser Gleichung setze man F gleich einem Geschwindigkeits-
potential cp, wie wir es hier betrachten, das also der Gleichung 7)
genugt, und wahle V so, dass

ist; man hat dann

und erhalt also, wenn man durch T einen beliebigen Werth von t
bezeichnet.

13)

Den Anfangspunkt der Coordinaten legen wir in einen beliebigen
Punkt des Luftraums, auf den ¢ sich bezieht, und machen

aus der Bedeutung, welche die Gleichung 12) hat, folgt, dass dieses
V der dafir angenommenen partiellen Differentialgleichung gentigt.
Ueber die Function F nehmen wir an, dass sie von Null verschiedene
Werthe nur hat, wenn ihr Argument zwischen al' und at' + ¢
liegt, und hier positiv ist; dabei soll

O<at <at'+e<aT

und f unendlich klein sein; es hat dann F (r) Werthe, welche unend-
lich gross von der Ordnung von  sind. Der Raum, dessen Element

dt ist, soll durch zwei Kugelflichen begrenzt sein, deren gemein-
samer Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, und von
denen die eine einen Radius hat, der unendlich klein auch gegen
¢ ist, die andere einen Radius R, der gleich der kiirzesten Ent-
fernung des Anfangspunktes von der Oberflache des Luftraums ist, auf
den ¢p sich bezieht; dabei soll die Grisse t' so gewahlt sein, dass
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at' + ¢ R.

Um unter diesen Voraussetzungen die Gleichung 13) zu entwickeln,
bemerken wir zunéchst, dass das Integral

ausgedehnt ber die Kugel vom Radius R, fir alle positiven Werthe
von t verschwindet, weil hier fir diese V und oder, was das-

selbe ist, gleich Null sind. Ueber die unendlich kleine Kugel

ausgedehnt, ist

wenn @0 den Werth von @ im Punkte r=O zur Zeit t bedeutet,
wie man sieht, wenn man ds durch Polarcoordinaten ausdriickt.
Durch Ausfuhrung der Integration nach t findet man hiernach die
linke Seite der Gleichung 13)

wo @0 auf die Zeit t sich bezieht.
Der in den eckigen Klammern auf der rechten Seite derselben
Gleichung stehende Ausdruck verschwindet fur t= T, weil fir

diesen Werth von t V und gleich Null sind: um seinen Werth

fur t =0 zu finden, fihren wir die Polarcoordinaten r, 3, ® ein
und bezeichnen durch F'. den Differentialquotienten der Function
F nach ihrem Argument. Die rechte Seite der Gleichung 13)
wird dann

wo t=20in ¢ und zu setzen und zu integriren ist in Bezug

aut 9 von 0 bis 1, in Bezug aut w von 0 bis 21 und in Bezug
auf r von 0 bis R. Die letzte dieser Integrationen lasst sich aus-
fuhren; in der That hat man
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wo in und ¢ auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen
r=at
zu setzen ist. Die Gleichung 13) giebt daher

sie druckt den Werth, den @ im Punkte r = 0 zur Zeit t' hat, aus
durch die Werthe, die zur Zeit in der Kugelflache und o

in und unendlich nahe an der Kugelflache besitzt, welche mit dem
Radius at, um den Punkt r = 0 beschrieben ist. Dieser Punkt kann
beliebig in dem zu betrachtenden Luftrdume gewahlt werden; auch i'

ist beliebig, nur muss es in dem Intervall von 0 bis  liegen. Sind

¢ und fur t = 0 Uberall gegeben, so kann man also ¢ furjeden

Punkt und ein gewisses Zeitintervall ermitteln; ist der Luftraum
als unbegrenzt zu betrachten, so findet man auf diese Weise ¢
vollstandig,

§ 4.

Wir haben friher die Bewegung eines festen Korpers in einer
als unbegrenzt zu betrachtenden Flussigkeit ausfuhrlich unter der
Voraussetzung untersucht, dass diese als incompressibel angesehen
werden kann; wir wollen nun eine solche Bewegung unter den
einfachsten Annahmen mit Ricksicht auf die dabei eintretenden
Dichtigkeitsanderungen verfolgen. Wir fassen die Luftbewegung ins
Auge, fir welche

14)

ist, wo r wieder die Linie bezeichnet, die vom Anfangspunkte der
rechtwinkligen Coordinaten nach dem Punkte gezogen ist, auf den
¢ sich bezieht, F eine Function, Uber die zu verfugen wir uns Vor-
behalten; diesen Ausdruck kann man fiir das Geschwindigkeits-
potential annehmen, da er der Gleichung 7) genligt. Gleichbedeutend
mit der Gleichung 14) ist

oder

wenn 9, den Winkel zwischen der z-Achse und der Richtung von r
bedeutet. Die Componente der Geschwindigkeit eines Lufttheilchens

nach der Richtung von r, d. h. ist daher bestimmt durch
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Nun sei R ein specieller Werth von r und
15)

fir r = R ist dann

Hieraus folgt, dass die Gleichung 14) fur den Fall gilt, dass eine
feste Kugel vom Radius R, deren Mittelpunkt dem Anfangspunkt
der Coordinaten unendlich nahe ist, in der Richtung der z- Achse so
sich bewegt, dass f(7) ihre unendlich kleine Geschwindigkeit zur Zeit
t ist. Ist T beliebig gegeben, so dient die Gleichung 15) zur Be-
stimmung von F; bezeichnet man den ersten und zweiten Differential-
quotienten der Function F nach ihrem Argument durch F' und F",
so ist namlich

setzt man
F(R—«)=U() oder kirzer = U, 16)
so hat man

die Gleichung 15) wird daher
17)

Die Integration dieser Differentialgleichung bietet keine Schwierigkeit
dar; es seien Z und Z2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung .

d. h. es sei

dann ist

wenn Ul und U2 als Functionen von t aus den Gleichungen

bestimmt werden, d. h. wenn
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gemacht wird, wo die unteren Grenzen der beiden Integrale will-
kiihrliche Constanten sind. Hat man U ermittelt, so findet man ¢
aus den Gleichungen 14) und 16), von denen die zweite

18)

giebt.

Wir wollen nun Uber die Function f(t) die Voraussetzung
machen, dass sie fir alle negativen Werthe verschwindet, dass also
die Kugel zur Zeit t = 0 sich zu bewegen anfangt; zugleich wollen
wir als untere Grenze der in den Ausdriicken von Ul und U2 vor-
kommenden Integrale 0 annehmen: es verschwindet dann U (2) fir

alle negativen Werthe von t und es verschwinden ¢ und wenn

t=0 und r > R ist; die gemachte Annahme entspricht also dem
Falle, dass zur Zeit t = 0 die Geschwindigkeit und die Verdichtung
aller Lufttheilchen gleich Null sind. Dabei ist
F(r—at)=0, wenn at<r — R:

ein jedes Lufttheilchen bleibt in Ruhe, so lange diese Ungleichung
besteht.

Fur positive Werthe von t kann f(z) noch willkihrlich gewéhlt
werden. Gesetzt, es sei fur diese

@) =c,

wo ¢ eine Constante bedeutet, oder, was im Resultat auf dasselbe
hinauskommt, es nehme, wéahrend I von Null bis zu einem unendlich
kleinen Werthe wachst, f(t) stetig von Null bis zu dem constanten
Werthe ¢ zu: es ergiebt sich dann

oder, wenn man die Werthe von Al und A, einflhrt,

Nach 18) ist daher, wenn at > r — R

Far sehr grosse Werthe von 7 wird
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und es erhalt das Geschwindigkeitspotential @ denselben Werth, den
wir friher bei der Untersuchung der Bewegung einer Kugel in einer
incompressibeln Flussigkeit gefunden haben.
Es l&sst sich U auch leicht berechnen, wenn man fir positive
Werthe von t
f(t) = c cos nat 19)

annimmt, wo x eine Constante bedeutet; man kommt dabei am
bequemsten zum Ziele, wenn man benutzt, dass die fur f(t) angenommene

Function der reelle Theil von
ceixat

ist, diese Exponentialgrdsse fir f(t) in den Ausdruck von U einsetzt
und den reellen Theil desselben bildet; diese Methode ist richtig,
weil, wenn f(t) der Summe zweier Functionen von t gleichgesetzt
wird, man fir U die Summe derjenigen Ausdriicke erhélt, die fur U
gelten, wenn f(t) gleich der einen oder gleich der andern jener
Functionen ist, und weil U reell ist, wenn f(t) es ist; so findet man
U (t) gleich dem reellen Theile von

Fur sehr grosse Werthe von t ist hiernach
U = A cos nat + B sin uat, 20)

wo A und B Constanten sind. Da dieser Ausdruck fir U der reelle
Theil von
(A — iB) (cos nat  isin nat}

ist, so muissen dieselben der Gleichung

oder der Gleichung

geniigen, woraus

folgt. Diese Werthe von A und B findet man auch leicht aus der
Gleichung 17), wenn man in diese aus 19) und 20) die Ausdrlcke
furf(t) und U einsetzt.

Fur das Geschwindigkeitspotential ¢ ergiebt sich aus 20) mit
Hilfe von 18) und 14)
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Bei einer Luftbewegung, wie sie durch diese Gleichung dar-
gestellt ist, ist, wenn ma zwischen gewissen Grenzen liegt, ein ein-
facher Ton vorhanden. Die Hoéhe desselben ist durch die eben
genannte Grésse bedingt, oder, was dasselbe ist, durch die Schwingungs-
dauer eines Lufttheilchens; mit diesem Namen wollen wir die Dauer
einer Doppelschwingung belegen, d. h. den Werth von

Das Reciproke hiervon nennt man die Schwingungszahl des Tones.
Die Strecke, um welche der Schall wahrend einer Schwingungsdauer
sich fortpflanzt, also

heisst die Wellenldnge des Tones. Unter der Intensitat eines Tones
von gewisser Hohe verstehen wir eine Grosse, die mit dem Qua-
drate der grossten Verdichtung, welche ein Lufttheilchen erleidet,
proportional ist, also proportional mit dem Werthe der Maxima,
welche

fur gewisse Werthe von t hat. Bei der durch die Gleichung 21)
dargestellten Luftbewegung ist die Intensitdt des Tones von r und -fr
abhéngig; von r in ziemlich complicirter Weise, von & einfach so,
dass sie mit cos? & proportional ist; sie ist also gleich Null in der
Ebene, die durch den Mittelpunkt der schwingenden Kugel, senkrecht
zur Schwingungsrichtung dieser gelegt ist.

§ 5.

In der achtzehnten Vorlesung haben wir den Fall untersucht,
dass zwei unendlich kleine Kugeln in einer incompressibeln Flissig-
keit sich bewegen, und gesehn, dass in ihm das Geschwindigkeits-
potential gleich der Summe der Werthe zu setzen ist, die es hat,
wenn nur die eine oder die andere der beiden Kugeln vorhanden
ist, fur alle Fliussigkeitstheile, die nicht unendlich nahe an einer
der Kugeln liegen. Es gilt dieses auch, wenn die Dichtigkeits-
anderungen der Flussigkeit zu beriicksichtigen sind. Stellen wir uns
zwei unendlich kleine, gleiche Kugeln vor, deren Mittelpunkte auf
der z- Achse unendlich kleine Pendelschwingungen der Art ausflhren,
dass ihre Geschwindigkeiten in jedem Augenblicke gleich und ent-
gegengesetzt gerichtet sind. Es seien r und r' die Entfernungen des
Punktes, auf den @ sich bezieht, von den Mittelpunkten der Kugeln;
die Luftbewegung, die der am Ende des vorigen § untersuchten
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entspricht, ist dann, wenn der Anfangspunkt der Zeit passend verlegt
wird, dargestellt durch die Gleichung

wo C eine Constante bedeutet.
Suchen wir die Punkte, in denen die Intensitdat des Tones

gleich Null ist, also immer verschwindet, so finden wir fir
diese

und

Nennt man @ den Abstand des Punktes, auf den sich ¢ bezieht,
von der z-Achse, so sind dieses zwei Gleichungen fir ¢ und z. Im
Allgemeinen kann daher die Intensitdt des Tones nur in einzelnen
Kreislinien verschwinden, deren gemeinsame Achse die z-Achse ist.

Es giebt aber eine Flache, in der die Intensitdét = 0 ist, wenn

d. h. wenn die Wellenlange des Tones unendlich gross gegen r und
r' ist; dann wird die erste jener beiden Gleichungen uberall erfullt
und die zweite ist

oder, wenn fur die Mittelpunkte der beiden Kugeln z —c¢ und
Z= — Cist,

Diese Gleichung stellt eine Rotationsflache dar, deren erzeugende
Curve eine hyperbelartige Gestalt hat, durch die Mittelpunkte der
beiden Kugeln geht und Asymptoten besitzt, die mit der z-Achse

Winkel bilden, deren Cosinus sind.

In der Néhe der Enden einer tdnenden Stimmgabel ist durch
den Versuch eineFlache von ahnlicher Art nachgewiesen, in der die
Intensitat des Tones verschwindet.



Vierundzwanzigste Vorlesung.

(Einfache Tone. Anwendung des Green’schen Satzes auf das Geschwindig-
keitspotential eines einfachen Tones. Ebene Wellen. Stehende und fortschrei-
tende Schwingungen. Eigentdne einer Luftsaule. Schwingungen der Luft in
einer offenen Rohre  Resonanz. Kugelférmige Wellen.  Schwingungen der Luft
in einem Raume, dessen Dimensionen gegen die Wellenldnge unendlich klein
sind. Cubische Pfeifen. Berechnung der Resonanz und Tonhohe cubischer
Pfeifen, wenn die Oeffnung eine Ellipse oder ein Kreis ist. Berechnung der
Resonanz und Tonhdhe cylindrischer Pfeifen fur gewisse Falle.)

§ 1L
Wir wollen uns jetzt ndher mit den Bewegungen der Luft
beschéftigen, die einem einfachen Tone entsprechen, und eine Reihe
von particuldaren Ldsungen der Differentialgleichung, mit der wir es
hier zu thun haben, aufstellen, welche fir die Akustik und nament-
lich fur die Theorie der Pfeifen von hervorragendem Interesse sind.
Fur einen einfachen Ton von der Schwingungszahl n ist das Ge-

schwindigkeitspotential von der Form

@ =, cos 2Tnt + Y sin 2 1int, 1j

wo whd " Functionen von X, y, z sind; aus der Gleichung 7)
der vorigen Vorlesung folgt fir iede von diesen, wenn man wieder

setzt, dass sie der partiellen Differentialgleichung

byt v2@p=10 2)
genugt.

Bevor wir auf die Betrachtung specieller Félle eingehn, wollen
wir anfiihren, was der Green’sche Satz Uber die Functionen ergiebt,
welche in einem vollkommen begrenzten Raume dieser Differential-
gleichung genugen und mit ihren ersten Differentialquotienten ein-
werthig und stetig sind. Eine Losung der Gleichung 2) ist

wo r die Entfernung des variabeln Punktes von irgend einem festen
Punkte bedeutet; man kann das leicht durch Rechnung direct beweisen
oder auch aus der Gleichung 12) der vorigen Vorlesung ableiten.

www.rcin.org.pl
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In der Gleichung, die den Ausgangspunkt der Betrachtungen des
§ 3. der vorigen Vorlesung gebildet hat und die den Green'schen
Satz, soweit wir ihn hier gebrauchen, ausspricht, setzen wir

wobei wir den Anfangspunkt von r in dem Raume annehmen, in
dem ¢ die genannten Eigenschaften hat, und wenden sie auf den
Raum an, der von diesem ubrig bleibt, wenn man eine unendlich
kleine Kugel ausschliesst, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt von
r ist. Durch eine Betrachtung, wie sie im § 3. der vorigen Vor-
lesung und fir einfachere Bedingungen im § 4. der sechszehnten
durchgefihrt ist, findet man dann

wo auf der linken Seite des Gleichheitszeichens  sich auf den
Anfangspunkt von r bezieht, und ds ein Element der Oberflache
des urspriinglich gedachten Raumes bezeichnet. Wir heben hervor,
dass, wie diese Gleichung zeigt, bei den Voraussetzungen, die
wir Uber ¢ gemacht haben, alle hdheren Diflerentialquotienten des-
selben stetig sind.

Wir fassen nun den Fall ins Auge, dass ¢, also auch ¢ (mit
welchem Zeichen wir jede der beiden Grodssen ' und " bezeichnen
wollen), von x und y unabhéngig ist. Die Gleichung 2) ist dann

und ihr allgemeines Integral

i) = Acoskz Bsinkz.
Wir haben daher

@ = (A cos uz + B' sin uz) cos 2 int
{A" cos uz + B''sin uz) sin 2 Tint,

wo A', B', A", B" willkihrliche Constanten bedeuten, Diese Glei-
chung lasst sich auch schreiben

@ = Acosu(z— z0)cos 2 in (t — to) + B sin u(z— z0) sin 21tn(t - t0),

wo J, B, z0, 0 neue Constanten sind, oder, wenn man den Anfangs-
punkt der z und den Anfangspunkt der Zeit passend verlegt,

3)

¢ = A cos uz cos 2 int + B sin uz sin 2 2 int 4)

Wir discutiren zuerst die Falle, dass A oder B oder A — B oder
A + B verschwindet.
Ist
B=o0,
so wird
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Ist { die Verriickung, die ein Lufttheilchen zur Zeit t in der Richtung
der z- Achse aus einer gewissen Lage, seiner Mittellage, erlitten hat,
so ist, da t unendlich klein ist,

und

Man sieht hieraus, dass ein jedes Lufttheilchen gerade so sich be-
wegt, wie ein Punkt eines Pendels bei unendlich kleinen Schwin-

gungen; sin nz, oder auch der absolute Werth dieser Grosse,

wird die Amplitude, 2mnt, oder auch der Ueberschuss hiervon (ber
das zunéchst liegende Vielfache von 2m, die Phase der Schwingungen
des betrachteten Theilchens genannt. Die Phase fir einen Augen-
blick ist Uberall dieselbe; die Amplitude andert sich mit z. Nennt
man A die Wellenlédnge, d. h. setzt man

so ist die Amplitude =0, wo z ein Vielfaches von ein Maximum,

wo z ein ungerades Vielfaches von ist; jene Orte nennt man

Knoten, diese B&auche. Die Verdichtung ¢ &ndert sich nach einem
dhnlichen Gesetze, wie die Verriickung ¢, ihre Maxima finden aber
in den Knoten statt und in den B&uchen ist sie = 0.

Ganz Aehnliches gilt, wenn in der Gleichung 4) nicht B, sondern
A verschwindet.

Schwingungen der betrachteten Art, ndmlich solche, bei denen
die Phase fur einen Augenblick Uberall dieselbe ist, nennt man
stehende Schwindungen.

Ist

A== B,
so hat man sogenannte fortschreitende Schwingungen; es ist dann
@ =Acos m(z at)

Kirchhoff, Mechanik. 22
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je nachdem die oberen oder unteren Vorzeichen igelten, schreiten die
Schwingungen in der Richtung der z-Achse oder in der entgegen-
gesetzten Richtung fort; die Amplitude ist hier Oberall dieselbe, die
Phase fur einen Augenblick &ndert sich von Ort zu Ort.

Die Bewegung, die durch die Gleichung 4) dargestellt ist, wenn
die Constanten A und B keiner der gemachten Annahmen. genugen,
kann man als zusammengesetzt ansehn aus irgend zweien der 4
Schwingungsarten, die wir erortert haben. Direct findet man aus
der Gleichung 4)

wo

Hiernach &ndert sich mit z sowohl die Amplitude, als die Phase
fur einen Augenblick. Die Amplitude verschwindet an keinem
Orte: ist

Al > B2,

so finden ihre Minima statt, wo z ein Vielfaches von ihre Maxima,

wo z ein ungerades Vielfaches von ist.  Auch hier nennt man

jene Orte Knoten, diese Bauche, und auch hier ist die Aenderung
der Dichtigkeit in den Knoten ein Maximum, in den Bé&uchen ein
Minimum.

Ist die Luftmasse durch eine feste, zur z- Achse senkrechte Ebene
begrenzt, so muss fir diese immer

sein.. Stellen, an denen die Geschwindigkeit immer gleich Null ist,
finden sich nach den durchgefiihrten Betrachtungen aber nur bei
stehenden Schwingungen; es missen also in dem bezeichneten Falle
die Schwingungen stehende und es muss die begrenzende Ebene ein
Knoten sein.

Ist die Luftmasse durch zwei feste, zur z- Achse senkrechte
Ebenen begrenzt, so muss jede von diesen ein Knoten, ihr Abstand
also ein Vielfaches der halben Wellenlange sein. Ausser durch diese
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beiden Ebenen wollen wir uns die Luftmasse durch eine feste, cylind-
rische Réhre, deren Achse der z-Achse parallel ist, von beliebigem Quer-
schnitt begrenzt denken; das ist erlaubt, da der an der Réhrenwand

zu erfullenden Bedingung, der Bedingung =0 namlich, in Folge

davon, dass @ von x und y unabhéngig ist, genlgt wird. Ist fir
die Endflachen der Rohre

z=0 und z=1,
so ist also

wo h eine ganze Zahl bedeutet. Die bei gegebenem Werthe von |
hierdurch bestimmten Werthe von n sind die Schwingungszahlen der
sogenannten Eigentone der betrachteten Luftsaule. Die Schwingungen
dieser kdnnen gemass der Gleichung

@ = A cos nz cos 2zn (t — t0)

geschehen, wo A und t0) willkuhrliche (konstanten sind.

Wir wollen jetzt annehmen, dass der Querschnitt z =0 der
Rohre fest sei, der Querschnitt z =1 aber von Aussen in einer
solchen Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Ge-
schwindigkeit

G cos 2mnt

in der Richtung der z-Achse habe, wo G und n beliebig gegebene
Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck muss dann immer dem

Werthe gleich sein, den fur z = | annimmt; hieraus folgt

Bei derselben Bewegung des Querschnitts z — | héngt daher die
Bewegung der Lufttheilchen wesentlich von dem Werthe von wul
ab; sie wird unendlich, wenn sin ul =0 ist, d. h. wenn n einem der
Eigentone der Luftsaule entspricht.

Die hier vorausgesetzten Bedingungen lassen sich naherungsweise
erfullen, wenn man eine Glasréhre durch zwei Stempel verschliesst,
von denen der eine fest, der andere etwas beweglich und mit dem
Stiele einer Stimmgabel oder einem andern Korper verbunden ist,
der kraftig schwingen kann. Wenn dieser Korper Schwingungen
ausfuhrt, deren Dauer nahe der Schwingungsdauer eines der Eigentdne
der abgegrenzten Luftséule gleich ist, so gerath diese in so intensive
Schwingungen, dass ein feines Pulver, welches in die Réhre gebracht
ist, lebhaft bewegt wird und die Lage der Knoten mit Genauigkeit
zu erkennen erlaubt. Dass bei keinem Werthe von n die Bewegung
der Luft ins Unbegrenzte wachst, liegt daran, dass die Réhrenwande

22%
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nicht absolut fest sind, dass der bewegliche Stempel nicht volkommen
dicht schliesst, und hauptsachlich an der Reibung der Luft. Auf der
angedeuteten Erscheinung beruht eine, von Kundt angegebene,
Methode zur Messung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles
in verschiedenen Gasen.

§ 2

Wir stellen uns jetzt wieder eine Luftsdule von der Lénge Z
wie bei unserer letzten Untersuchung vor, nehmen aber an, dass in
dem Querschnitt z = 0 nicht die Geschwindigkeit, sondern die Ver-
dichtung immer gleich Null ist. Bildet der Querschnitt z =1 eine
feste Wand, so sind Schwingungen nach der Gleichung

@ = A sin uz cos 21n (t — to)

maoglich, wenn cos ul = 0, d. h. Z gleich einem ungeraden Vielfachen
der Viertelwellenlange ist. Wird der Querschnitt z =1 so bewegt,
dass seine Geschwindigkeit zur Zeit 1

= G cos 2 nint
ist, so ist

5)

D. Bernoulli, Euler und Lagrange haben angenommen, dass,
wenn die cylindrische Réhre bei z =0 in den unendlichen Luftraum
mindet, hier die Verdichtung immer gleich Null ist, dass also die
Luft in einer Rohre, die einerseits geschlossen, andererseits offen
ist, den aufgestellten Gleichungen geméss schwingen kann. Helm-
holtz*) hat gezeigt, in wie weit diese Annahme richtig ist. Sie setzt
voraus, dass die Dimensionen des Querschnitts unendlich Kklein gegen
die Lange der Rohre und gegen die Wellenldnge sind; dabei darf
die Rohre auf einer unendlich kleinen Strecke an der Mundung er-
weitert oder in endlichem Verhéltniss zusammengezogen sein. Fur
Punkte im Innern der Rohre, die in endlicher Entfernung von der
Muindung liegen, geben die aufgestellten Gleichungen dann das Ge-
schwindigkeitspotential bis auf einen unendlich kleinen Bruchtheil
seines Werthes richtig an, wenn | nicht bis auf unendlich Kleines
einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenldnge gleich ist. Ueber
den Zusammenhang der Bewegung innerhalb der Réhre und ausser-
halb derselben lernt man bei der genannten Annahme Nichts. Wir
wollen jetzt, ohne diese Annahme zu machen, die Luftschwingungen
in einer einseitig offenen RoOhre untersuchen, deren Querschnitt
Dimensionen hat, die gegen ihre Lange und gegen die Wellenlange
unendlich klein sind.

*) Theorie der Luftschwingungen in Rohren mit offenen Enden; Crelle’s
Journal, Bd. 57.



§ 2. Cylindrische Pfeife. 329

Wir denken uns einen Luftraum, der sich in die Unendlichkeit
erstreckt, also nur theilweise durch Wande begrenzt ist; einen Theil
dieser Wande soll eine cylindrische Rohre bilden, die der z-Achse
parallel ist und die in der Nahe ihrer Mundung von der Cylinder-
form abweichen kann; die Dimensionen ihres Querschnitts wollen
wir als endlich bezeichnen, ihre Lange und die Wellenlange als un-
endlich gross, wobei dann k unendlich, klein ist. Wir nehmen an,
dass im Innern der Rohre in unendlich grosser Entfernung von der
Mindung ebene Wellen vorhanden sind, legen den Anfangspunkt
der z in die Region der ebenen Wellen, aber so, dass sein Abstand
von der Mindung noch unendlich klein gegen die Wellenladnge ist,
und lassen die positive z-Achse nach dem Grunde der Réhre gekehrt
sein. Der Querschnitt z = 0 theilt den ganzen Luftraum, den wir
zu betrachten haben, in zwei Theile; wir fassen diese einzeln ins
Auge. Fir den einen, der ganz in der Rohre sich befindet, und
fur den z uUberall positiv ist, gilt die Gleichung 3), d. h.

@ = (A’ cos uz + B' sin uz) cos 21Nt + (A’ cos uz +-B" sin Kz)sin21trry, 6)
fur den andern die allgemeinere Gleichung 1), d. h

@ = ' cos 2Nt + " sin 2 Nt
Fur den Querschnitt z = 0 missen diese beiden Ausdriicke von @
und die aus ihnen sich ergebenden Ausdriicke von einander gleich

sein, da die Dichtigkeit und die Geschwindigkeit Uberall sich stetig
andern soll. Die Gleichungen, welche dieses aussprechen, wollen wir
bilden, nachdem wir mit dem zweiten Ausdruck von ¢ eine Ver-
anderung vorgenommen haben. Wir wollen in ihn specielle Werthe
von {, und " einfuhren, die sich auf eine gewisse Bewegung des
Querschnitts z = 0 beziehen, und die wir  und ¥ nennen wollen;
es sei
@ = f' cos 2 tint + f** sin 2 nnnt,

wenn flr den Querschnitt z = 0

ist und an den ubrigen Theilen der Grenze des Luftraumes, auf den
wir @ und " beziehen, der nach der Normale genommene Differen-
tialquotient von ¢ verschwindet. Es sind dann ¥ und ' Functionen
von X, Y, z, die die Eigenschaft haben, dass fur den Querschnitt z =10

ist. Aus dieser speciellen Losung der fir ¢ geltenden Differential-
gleichung erhalten wir eine allgemeinere, wenn wir sie mit dem con-
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stanten lactor ¢ multipliciren und zu t die (konstante o addiren;
setzen wir

@ =c(fcos2mn (t ) + F'sin2mn (t+d5))

so ist fur den Querschnitt z =10

und an den Ubrigen Theilen der Grenze ist dieselbe Bedingung, wie
fruher, erfullt. Denken wir uns ¢ und & als variabel, so ist an
jedem Orte die grosste Verdichtung mit c, die Intensitat des Tones
also mit c2 proportional, dabei aber mit dem Orte verdnderlich.
Fihren wir an Stelle von ¢ und 6 zwei andere Grossen ¢ und c"
ein, indem wir
c=ccos2mnd, c'"=—¢c¢csin2mnod

setzen, so wird

¢ — (cF — c¥f") cos 2 int + (CF' + c"f")sin 2 1int,
fur den Querschnitt z =0

und die Intensitdt des Tones proportional mit
c'2 +c"2
Diesen Ausdruck von ¢ vergleichen wir nun mit dem in 6) gegebenen,
der fir die Region der ebenen Wellen gilt, und stellen die Bedin-
gungen daflir auf, dass flr den Querschnitt z = 0 aus beiden die-
selben Werthe fir die Verdichtung und fir die Geschwindigkeit sich
ergeben. Bezeichnen wir die Werthe, die ¥ und ' in dem Quer-
schnitt z = 0 besitzen, durch fO und 'O so werden dieselben bei
Ricksicht auf 7)
A& cf0 c"f'0 uB = 8
A" = c'f'O+ c"f0 uB" =c" )
Nun wollen wir annehmen, dass der Querschnitt der Roéhre z = |,
wo | von der Ordnung der Wellenladnge ist, von Aussen her in einer
solchen Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Geschwin-
digkeit
G cos 2 mint
in der Richtung der z- Achse habe. Dieser Ausdruck muss dann dem
Werthe gleich sein, den der Gleichung 6) zufolge fir z = | hat;

d. h. es muss
G = (— A" sin ul -+ B"cos ul)
0 =un(— A"sin ul + B" cos xnl)
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sein. Eliminirt man aus diesen Gleichungen und den Gleichungen 8)
die Grossen A', B', A", B", so erhdlt man

G = ¢ (cos ul — uf(" sin ul )+ c" nf0" sin

0 = c¢'uf0" sin ul — ¢" cos ul — uf0' sin ul ). 9)

Sind die (konstanten 40" und f0" bekannt, so lehren diese Gleichungen
¢ und c' kennen und die Gleichungen 8) A', B', A", B'"; sind auch
die Functionen ¥ und ' bekannt, so ist die Bewegung in dem gan-
zen zu betrachtenden Luftrdume bestimmt.

Von besonderem Interesse ist die Kenntniss der Grosse c'2-+c'"2,
mit der, wie wir gesehn haben, die Intensitdt des Tones in irgend
einem Punkte des &dusseren Luftraumes proportional ist; wenn man
die Gleichungen 9) quadrirt und addirt, so findet man

10)

Wenn 1 sich &ndert, wahrend G und x dieselben Werthe behalten,
so andert sich hiernach die Intensitit des Tones periodisch und
durchlauft abwechselnd Maxima und Minima. Da c'2+c"2 das Re-
ciproke einer homogenen Function zweiten Grades von cos ul und
sin ul ist, so sind die Maxima und Minima durch die Gleichung

tg2ul =y

bestimmt, wo y eine von den Coefficienten dieser Function abhan-
gende Constante bedeutet, oder, wenn A wieder die Wellenldnge be-
zeichnet, durch die Gleichung

Ist Im ein Werth von Z, der einem Maximum der Tonstarke ent-
spricht, so sind hiernach die Ubrigen Maximumswerthe von

und die Minimumswerthe

wo h eine ganze Zahl ist.

Bei einem Beispiele, bei dem wir die Rechnungen zu Ende
fuhren werden, werden wir sehn, dass kf0" eine unendlich Kkleine
Zahl ist; beriicksichtigen wir hier diesen Umstand, so zeigt die Glei-
chung 10), dass fur die Maxima der Tonstarke

cos ul — ufO'sin ul = 0,
d. h 11)
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und dass der Werth dieser Maxirna unendlich gross gegen die Werthe

ist, die die Tonstdrke hat, wenn die Gleichung 11) nicht erfullt ist.

Zugleich sieht man ein, dass diese Sédtze auch gelten, wenn | einen

gegebenen Werth hat und die Tonhothe, d. h. u, verénderlich ist
Definirt man einen Winkel ua durch die Gleichung

tg na = ufl',
so wird die Gleichung 10)

Bei dem schon oben erwéhnten Beispiele werden wir sehn, dass
unter gewissen Umstanden auch uf0' unendlich klein ist; dann kann
man setzen

a=f0"

§ 3.

Wir haben im vorigen 8§ angenommen, dass die ganze Begren-
zung des Theiles des Luftraumes, auf den die Functionen ' und "
sich beziehen, mit Ausnahme des Querschnitts z = 0, ruht und der
Querschnitt z =1 in einer gewissen Bewegung erhalten wird; wir
wollen nun annehmen, dass ein anderer Theil jener Begrenzung in
gewisser Bewegung erhalten wird und der Querschnitt z = | ruht.
Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir uns
vorstellen, dass vor der Mindung der Rd&hre eine tdnende Stimm-
gabel aufgestellt ist, deren Oberflache dann mit zu der genannten
Begrenzung gehort.  Fir den Fall, dass die Stimmgabel in bestimm-
ter Weise schwingt und der Querschnitt z = 0 ruht, setzen wir das
Geschwindigkeitspotential fiir einen Punkt des dusseren Luftraumes

= F' cos 2 mnt+ F" sin 21int,

und fir den Fall, dass die Stimmgabel ruht und der Querschnitt
z = 0 so sich bewegt, dass fur ihn

ist,

= f" cos 2 tnt + f** sin TTNT;
F' und F" sind dann gewisse Functionen von X, y, z, die die
Eigenschaft haben, dass fur z =10

und 12)

ist, und f* und f'* haben dieselbe Bedeutung, wie im vorigen 8.
Tont die Stimmgabel und bewegt der Querschnitt z = 0 sich so,
dass fur ihn
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ist, so hat man dann
¢ =(F +cF—c'f")cos2nnt + (F'+ cf' +c"f")sin2mnt  13)
Fur die Region der ebenen Wellen im Innern der Réhre gilt wieder
die Gleichung 6). Sucht man die Bedingungen dafur, dass die beiden
Ausdriicke von ¢ und die beiden Ausdriicke von die man hier-
nach fir z = 0 hat, fir alle Werthe von t einander gleich sind, so
erhélt man bei Rucksicht auf 7) und 12)

A" =F0 +c'f0' —c"'f0" uB' =c¢

A' =F0"+ c¢'f0' + ¢"f0", uB" =¢ ,
wo FO' und F0" die Werthe bezeichnen, die F' und F" fur z=0

haben. Ist, wie wir annehmen, der Querschnitt z =1 in Ruhe, so
folgt aus 6)

A’ sin ul — B' cos ul =0
A sinul — B"cosul =0.
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich
¢ (cosul — uf0' sin ul) + c"wuf0"sin ul = uF0' sin ul
c'0"sin nl — c'(cos ul —uf0" sin ul) = — uFO0" sin ul
und hieraus weiter
14)

Die Bewegung in dem sich ins Unendliche erstreckenden Luftrdume
kann der Gleichung 13) zufolge angesehn werden als zusammen-
gesetzt aus derjenigen, die stattfinden wiirde, wenn der Querschnitt
z = 0 ruht, wéhrend die Stimmgabel in der gegebenen Weise sich
bewegt, und einer gewissen andern. Von dieser andern sagt man,
dass sie durch die Resonanz der Roéhre hervorgebracht ist. Die
Intensitét des durch Resonanz erzeugten Tones ist proportional mit
c'2 + ¢"2. Wenn | sich andert, so ist diese Grosse ein Maximum
und zwar

sobald
15)

ein Minimum und zwar = 0O, sobald
sinul =20

ist. Benutzt man, dass uf0" eine unendlich kleine Zahl ist, und
bezeichnet die Maxima der Resonanz als endlich, so folgt aus 14),
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dass die Resonanz immer unendlich Kklein ist, sobald #l um etwas
Endliches von jeder Wurzel der Gleichung 15) abweicht. Dieses
gilt auch, wenn | constant und u variabel ist. Wird vor der Min-
dung der Rohre eine Bewegung unterhalten, die als zusammen-
gesetzt aus verschiedenen Tonen betrachtet werden kann, so werden
diejenigen von diesen Tonen durch Resonanz sehr verstarkt, welche
der Gleichung 15) entsprechen. Daraus erklart man, dass diese
Tone auftreten, wenn die Mindung der Roéhre in passender Weise
angeblasen wird.

§ 4.

Ganz ahnliche Betrachtungen, wie wir sie in den drei ersten 8§
dieser Vorlesung in Bezug auf ebene Wellen durchgefuhrt haben,
lassen sich in Bezug auf kugelférmige anstellen. Eine Ldsung der
Differentialgleichung, der das Geschwindigkeitspotential ¢ zu geniigen
hat, ist der Gleichung 12) der vorigen Vorlesung zufolge

16)

es ist das eine Gleichung, die von é&hnlicher Form, wie die Glei-
chung 3) ist und an die ahnliche Schliisse, wie an diese sich knipfen
lassen. Eine Bewegung geméss der Gleichung 16) ist moglich in
einem Luftrdume, der vollstdndig begrenzt ist durch zwei concen-
trische Kugelflachen, deren Punkte in passender Weise radial bewegt
werden, oder durch zwei solche Kugelflichen und eine feste Kegel-
flache, die ihre Spitze in dem Mittelpunkte jener hat.
Einen speciellen Fall der Gleichung 16) bildet die Gleichung

sie stellt stehende Schwingungen dar; in gewissen Kugelflachen ist
bei diesen die Verdichtung immer Null; die Radien derselben sind
durch die Gleichung

Acosur +- Bsinur =20
bestimmt; in andern Kugelflachen, den Knoten, verschwindet immer
die Geschwindigkeit; fur die Radien der Knoten gilt die complicirtere
Gleichung

d. h. A (cos ur + wur sin ur) + B (sin ur = ur cos ur) = 0. 18)

Sind die die Luftmasse begrenzenden Kugelflachen fest und sind R
und R' die Radien derselben, so ist die durch 17) dargestellte Be-
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wegung maoglich, wenn xu einen solchen Werth hat, dass der Glei-
chung 18) durch Werthe von A und B, die nicht beide verschwinden,
fir r = R und r = R' geniigt werden kann; die Bedingung hierfir
ist die Gleichung

die, wenn R' = 0 ist, in die einfachere
tguR = «R

Ubergeht. Diese Gleichungen bestimmen die Eigenténe der betrachteten
Luftmasse.
Ein anderer specieller Fall der Gleichung 16) ist die Gleichung

1)

sie stellt Wellen dar, welche von ihrem Mittelpunkte nach Aussen
hin fortschreiten. Setzen wir in 19) unter den Zeichen cos und sin
statt des Zeichens — das Zeichen so haben wir Wellen, welche
von Aussen nach ihrem Mittelpunkte hin fortschreiten.

Aehnliche Rechnungen, wie wir sie in den 88 2 und 3 in Bezug
auf eine unendlich dinne, cylindrische Roéhre durchgefihrt haben,
kénnten wir hier durchfihren in Bezug auf eine conische Rohre,
die durch eine unendlich kleine Oeffnung an der Spitze mit dem
unendlichen Luftrdume communicirt und andererseits durch eine
Kugelflache geschlossen ist, die ihren Mittelpunkt in der Spitze hat.

§ 5.

Nach den ebenen Wellen und den Kugelwellen wollen wir nun
eine dritte Art von Schwingungen, die einem einfachen Tone ent-
sprechen, ins Auge fassen. Es soll sich um die Schwingungen eines
Luftraumes handeln, dessen sémmtliche Dimensionen unendlich klein
gegen die Weilenlange des Tones sind. Die Dimensionen des Luft-
raumes wollen wir als endlich, die Wellenldnge als unendlich gross
bezeichnen; die Grosse u ist dann unendlich klein.  Wir wenden
wieder die in den Gleichungen 1) und 2) gebrauchte Bezeichnungsweise
an, d. h. wir setzen

@ = Y'cos 2 tnt—+ " sin 2 int

und verstehen unter @ eine beliebige der beiden von X, y, z ab-
hangigen Grdssen (' und . Die Gleichung 2), nédmlich

AP+12y = 0! 20)

geht, wenn x unendlich klein und ¢ nicht unendlich gross gegen
seine zweiten Differentialquotienten ist, tber in die Gleichung

AP =0

www.rcin.org.pl
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welche fir das Geschwindigkeitspotential einer incompressibeln
Flussigkeit gilt. Eine jede einwerthige Losung derselben konnen
wir hier fir ¢ annehmen; einwerthig muss { sein, auch wein der
Luftraum ein mehrfach zusammenhédngender ist. da die Verdichtung,

also auch einwerthig sein muss. In jedem Augenblicke lewegt

sich die Luft dann so, wie eine incorapressible Flussigkeit. Bedeutet
ds ein Element der Oberflache des Luftraums und n die nach seinem
Innern gerichtete Normale von ds, so ist dabei

21)

ist dieser Bedingung gemass gegeben, so giebt es aber auch immer

ein, eine willkuhrliche additive Constante enthaltendes ), velches
der Gleichung Ay = 0 genugt.*)

Ist die Bedingung 21) nicht erfullt, so findet man eine Ldsung
der Gleichung 20) auf die folgende Weise. Man setze

wo C und U von n unabhédngig sind, C eine Constante, U eine
Function von X, y, z ist, die in passender Weise bestimmt werden
sollen. FiOr U erhélt man dann die partielle Differentialgleichung

AU + C = 0;
man genlgt dieser, wenn man

macht, wo Q das Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit
1 den betrachteten Luftraum erfullt, und V eine Ldsung der Glei-
chung

AV =0

bedeutet. Diese Losung kann man so wahlen, dass beliebig

gegebene Werthe erhalt, wenn Uber die Constante C passend verfiigt
ist. Es ist

*) In seiner Abhandlung ,,Allgemeine Lehrsatze in Beziehung auf die im
verkehrten Verhéltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehnngs-
und Abstossungs-Krafte" hat Gauss (seine Werke, Bd. V, p. 197) den Satz
aufgestellt, dass fur einen vollkommen begrenzten Raum es immer eine, mit
ihren Differentialquotienten stetige und einwerthige Function giebt, die der
Gleichung dy = 0 gentigt und an der Oberflache beliebig gegebene Werthe
annimmt. Auf ahnlichen Wegen, wie dieser Satz, lasst sich der oben ange-
fuhrte beweisen. Gegen die vollige Strenge der fiir jenen gegebenen Beweise
sind aber Bedenken erhoben, und dieselben Bedenken lassen sich bei den
entsprechenden Beweisen dieses geltend machen.
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da

sein muss, so hat man

zu setzen, oder, da

ist, wenn T das Volumen des betrachteten Luftraumes bedeutet,

22)

Dabei ist dann
23)

Diese Losung der Gleichung 20) fihrt zur Theorie der sogenannten
cubischen Pfeifen. Mit diesem Namen bezeichnet man ein Geféss,
dessen Dimensionen von gleicher Gréssenordnung sind, und das
durch eine kleine Oeffnung mit dem unendlichen Luftrdume commu-
nicirt; wird die Oeffnung in passender Weise angeblasen, so ent-
steht ein Ton. Wir werden die Dimensionen des Gefésses als
endlich annehmen, die der Oeffnung als unendlich klein, die Wellen-
lange des Tones, um den es sich handeln wird, als unendlich gross.
In Bezug auf die bezeichnete Anordnung koénnen wir dann &hnliche
Betrachtungen anstellen, wie wir sie in § 2. und § 3. in Bezug auf
eine cylindrische Réhre durchgefuhrt haben. Zuerst werden wir den
Fall ins Auge fassen, dass ein Theil der Gefésswand, der nicht bis
zum Rande der Oeffnung heranreichen soll, in einer gewissen, periodi-
schen Bewegung erhalten wird.

Um die Oeffnung als Mittelpunkt denken wir uns eine Kugel-
flache beschrieben mit einem Radius, der unendlich klein, aber
unendlich gross gegen die Dimensionen der Oeffnung ist; den
Theil dieser Kugelflache, der innerhalb des Gefésses liegt, wollen
wir die Flache 0 nennen, ihr Element durch ds0 bezeichnen; sie
entspricht dem Querschnitt z = 0 der cylindrischen Réhre. Wir
nehmen an, dass fur alle Elemente der Flache 0 die Geschwindigkeit
die Richtung des Radius und gleiche Grésse hat; die Berechtigung
zu dieser Annahme wird, wenigstens fur die Falle, in denen wir die
Rechnung zu Ende fihren werden, sich darin zeigen, dass bei ihr
fir den ganzen zu betrachtenden Luftraum ein @ sich finden lasst,
welches mit seinen ersten Differentialquotienten Uberall, auch an
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der Flache O, stetig ist. Fur den Fall, dass die Bewegung in der
Flache 0 eine solche ist, dass

wo n die nach dem Innern des Geféasses gerichtete Normale von ds0
bedeutet, sei fir irgend einen Punkt des Theiles des ganzen zu be-
trachtenden Luftraumes, der sich in die Unendlichkeit erstreckt und
durch die Flache 0 begrenzt ist,

@ = f" cos 2 tnt+ F'sin 2 Tint;

es bedeuten dann ¥ und F' gewisse Functionen von X, y, z, die
die Eigenschaft haben, dass

24)

ist, und fur den Fall, dass die Bewegung der Flache 0 nach der
Gleichung

geschieht, hat man
25)

die Intensitdt des Tones ist dabei uberall mit c2 +c" pro-
portional.

In dem zweiten Theile des zu betrachtenden Luftraumes, der
durch die Flache 0 und die Gefésswand vollstdndig begrenzt ist, gilt
flr jede der beiden Gréssen y' und dit Gleichung 23); bezeichnet
man die Werthe von C fir diese Functionen durch C und C", so
folgt daher daraus, dass @ an der Flache O stetig ist, bei VVernachlassi-
gung von Gliedern, die unendlich klein gegen die berucksichtigten sind,

C' = w2 (cfo" — c¢"f0")
C" = w2 (c'f" + c"f0"),
wo 'f0' und f0" die Werthe von ¥ und ' fir irgend einen Punkt
der Flache 0 bedeuten. Zwei andere Gleichungen ergeben sich

daraus, dass auch an der Flache O stetig ist. Einerseits folgt
aus 25) bei Rucksicht auf 24)

26)

Den Theil der Gefasswand, der von Aussen in Bewegung erhalten
wird, nennen wir die Flache Z und bezeichnen ihr Element durch
dsl; die Bewegung sei eine solche, dass
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ist, wo n die nach dem Innern des Gefdsses gerichtete Normale
von dsl, G eine Constante bedeutet. Die Gleichung 22) giebt dann
andererseits

wenn T das Volumen des Gefasses ist; es ist daher

G+c =CT
c"=C T.
Setzt man hier fir C' und C*"ihre Werthe aus 26), so findet man
c(l —nwfl'T) +c"f0"T=-0G

cn2fO"T—c"" (1 - n2f0' T) = O,
und hieraus

Bei einem Beispiele werden wir sehen, dass das zweite Glied
im Nenner dieses Ausdrucks eine unendlich kleine Zahl ist. Machen
wir hiervon Gebrauch, so koénnen wir schliessen, dass die Intensitét
des Tones unendlich gross ist gegen die Werthe, die sie sonst
hat, falls

Il — w0 T=0 27)
ist.

Wir wollen nun annehmen, dass die Gefasswand ruht und der
Ton ausserhalb des Geféasses, etwa durch eine schwingende Stimm-
gabel erzeugt wird. In Bezug auf diesen Fall kénnen wir Be-
trachtungen anstellen, die den im § 3. durchgefiihrten vollkommen
entsprechen. Fir den unendlichen Luftraum sei, wenn die Flache
0 ruht,

¢ =-F'cos 2nnt+ F"sin 2 Tint,
wobei

ist, so hat man dann
o= (F +cff—cf)cos2nnt + (F""+c'f’+ c¥f) sin2 mnnt.

Setzt man wieder fur den durch die Gefasswand und die Flache 0
begrenzten Raum

u2¢ = C'cos 2 TTNtC"sin 2 mint,
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so giebt die Bedingung, dass ¢ und an der Flache O stetig sind,

die Gleichungen
C = (FO' + c'f0* — c"f0") c =CT
C'=n B cf" + c"f0) c' =C"T,

wo /B' und~7" die Werthe von F' und F" fir irgend einen Punkt
der Flache O bedeuten. Hieraus folgt

U2TFO' = ¢ (1 — n2fO'T) +c"n2f0"T
0 TR" = — c'n2f0"T + ¢" 1 - n2f0'T)
und weiter

Mit dieser Grosse ist die Intensitdat des durch Resonanz erzeugten
Tones proportional. Ist #©2f0"T unendlich klein, so ist dieselbe un-
endlich gross gegen die Werthe, die sie sonst hat, falls die Glei-
chung 27) besteht. Diese Gleichung bestimmt den Ton, der,
wenn die Oeffnung in passender Weise angeblasen wird, auftritt.

§ 6

In den Gleichungen, die wir in den Paragraphen 2, 3 und 5
fur eine cylindrische und eine cubische Pfeife aufgestellt haben,
kommen zwei Constanten vor, die wir f0' und f0" genannt haben,
und durch die die Resonanz wesentlich bedingt ist; wir wollen nun
suchen, diese Constanten fir gewisse Falle zu berechnen. Hierbei
ist es erforderlich, das Geschwindigkeitspotential ¢ fiir den ganzen
zu betrachtenden Luftraum und fur eine Bewegung zu ermitteln, die
bei der cylindrischen Pfeife durch ihre Grundflache, bei der cubischen
durch einen beliebigen Theil der Gefdasswand unterhalten wird; das
ist wieder nur mdoglich bei bestimmten ' Voraussetzungen Uber die
ganze Begrenzung des Luftraums. Wir wollen festsetzen, dass fur
Entfernungen von der Oeffnung, die von der Ordnung der Wellen-
lange oder grdsser sind, der ins Unendliche sich erstreckende Luft-
raum entweder gar nicht oder durch einen Theil einer beliebigen
Kegelflache begrenzt ist, die ihre Spitze in der Oeffnung hat. Wir
nennen r die Entfernung eines variabeln Punktes von dieser Spitze
und nehmen an, dass fur Werthe von r, die von der Ordnung der
Wellenlédnge oder grosser sind, die Gleichung 19)

28)
besteht, d. h. dass fir Werthe von r von der bezeichneten Grossen-

ordnung kugelférmige Wellen, die nach Aussen hin fortschreiten,
vorhanden sind. Die Berechtigung zu dieser Annahme liegt darin,
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dass man bei ihr ein ¢ finden kann, welches allen Bedingungen
genlgt, die es erfillen soll.

Um den Anfangspunkt der r denken wir uns eine Kugelflache
beschrieben, die noch in der Region der kugelférmigen Wellen liegt,
deren Radius aber unendlich klein gegen die Wellenldnge ist. Wir
nennen dieselbe die Flache 1 und bezeichnen ihr Element durch
dsl, in Bezug auf dieses soll n die nach Aussen gerichtete Normale
bedeuten. Um die cylindrische Pfeife und die cubische zusammen
besprechen zu kdnnen, nennen wir den Querschnitt jener, den wir
friher als den Querschnitt z = 0 bezeichnet haben, auch die Flache
0; wir haben schon angenommen, dass sein Abstand von der Oeffnung
uneudlich klein gegen die Wellenlange ist. Die beiden Flachen 1 und
0 theilen den ganzen zu betrachtenden Luftraum in drei Theile; fir
jeden von den beiden dusseren dieser Theile haben wir einen Aus-
druck fur @ bereits aufgestellt, ndmlich in den Gleichungen 6), 23) und
28); wir missen noch fir den mittleren Theil, der durch die Flachen
0 und 1 begrenzt ist, einen solchen bilden und zwar so, dass ¢ und

an den Flachen 0 und 1 stetig ist. Die Dimensionen dieses

Theiles sind unendlich klein gegen die Wellenlange; bezeichnet
wiederum  eine beliebige der beiden Functionen ' und ", so
kann man .daher nach den im § 5. gemachten Auseinandersetzungen
fur ¢ eine Lodsung der Gleichung Ap=0 nehmen, falls die Glei-
chung 21) erfullt wird, die bei unserer jetzigen Bezeichnung

ist; dieser Bedingung lasst sich neben den Ubrigen geniligen. Wir
kénnen dann als das Geschwindigkeitspotential einer incompres-
sibeln Flissigkeit ansehn, die so sich bewegt, wie die Luft in einem
gewissen Augenblick. Unter den Annahmen, die wir im 8§ 2. und
im § 5. gemacht haben, befindet sich auch die, dass { in allen
Punkten der Flache O denselben Werth hat; in der That haben wir
dort angenommen, dass der Querschnitt z =0 in der Region der
ebenen Wellen liegt, und hier, dass die Geschwindigkeit in allen
Punkten der Flache 0 senkrecht zu dieser ist; aus der Gleichung
28) folgt, dass ¢ auch in allen Punkten der Flache 1| gleiche
Werthe hat; fir die feste Wand, die die Ré&nder der Flache 0

und 1 verbindet, ist Es ergiebt sich hieraus nach

Betrachtungen, die in der siebenzehnten Vorlesung augestellt sind
dass

29)

ist, wo W eine von der Gestalt des zwischen den Flachen 0 und 1
Kirchhoff, Mechanik. 23
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liegenden Raumes abhédngige Constante bedeutet, die wir dort den
Widerstand dieses Raumes nannten, indem wir einen Ausdruck der
Elektricitatslehre auf die Hydrodynamik 0bertrugen.

Die Functionen ¥ undf*  deren Werthe fiir Punkte der Flache
0 zu ermitteln unsere Aufgabe ist, sind, soweit sie sich auf Punkte
in oder zwischen den Flachen O und ! beziehn, specielle Falle der
jetzt betrachteten Function es kann daher in den Gleichungen 29)
¢ =F und ¢ = F" gesetzt werden. Das soll geschehen; dabei
sollen die Werthe von ¥ und /™ in einem Punkte der Flache !
durch f1' und f'* bezeichnet werden; r! sei der Radius dieser Flache
und K die Oeffnung des Kegels, welcher den ins Unendliche sich
erstreckenden Luftraum in hinreichender Entfernung von der Oeff-
nung, wie wir annehmen, begrenzt. Aus 28) folgt dann bei Ruck-
sicht darauf, dass wur! unendlich Klein ist,

30)

Bei der cylindrischen Pfeife ist fur die Flache 0 nach 7)

also, wenn Q den Querschnitt der Réhre bezeichnet,

31)
Bei Ricksicht auf 30) und 31) geben die Gleichungen 29)

also

Der Ausdruck von f0' lasst sich noch einfacher schreiben. Diese
Grosse muss ihrer ursprunglichen Definition zufolge unabhéngig
von rl sein, welches von einer gewissen Grdssenordnung sein
soll, im Uebrigen aber willkiihrlich gewahlt werden kann. Es
muss daher W in gewisser Weise von rl abhangen. In den Be-
dingungen, aus welchen das durch 29) definirte W zu bestimmen
ist, kommt ¥ nicht vor; es sind diese Bedingungen dadurch er-
halten, dass 1 = 0 gesetzt ist. Die Festsetzung, dass wurl unend-
lich klein sein soll, beschrédnkt daher die Grdsse nicht, die dem
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rl bei der Bestimmung von W gegeben werden darf. Wir wollen
jetzt, die Bezeichnung &ndernd, den Werth, den W erhélt, wenn
rl unendlich angenommen wird, W nennen; dann hat man

f0' =QW 32)

Bei der cubischen Pfeife treten an Stelle der Gleichungen 31) die
Gleichungen 24), némlich

wahrend die Gleichungen 30) ihre Gultigkeit behalten; hier ergiebt
sich daher aus 29)

33)

§ 7.

Wir wollen nun fir einige Félle den Werth von IV aufeuchen;
es ist das ein Problem, welches der Lehre von der Bewegung
einer incompressibeln Flussigkeit angehort. Von den Betrach-
tungen, welche wir im 8§ 4. der siebenzehnten Vorlesung uber die
Strébmungen einer incompressibeln Flussigkeit in den Normalen
confocaler Ellipsoide angestellt haben, kdnnen wir eine Anwendung
auf eine cubische Pfeife unter der Voraussetzung machen, dass die
Oberflache des Gefédsses in der Néhe der Oeffnung und bis zu Ent-
fernungen von dieser, die gegen ihre Dimensionen unendlich gross
sind, ein einschaliges Hyperboloid ist. Schreiben wir die Gleichung
dieses Hyperboloids

und nennen K die Oeffnung seines Asymptotenkegels, so ist nach
dem Ausdruck 31) der siebenzehnten Vorlesung

34)

Nimmt man
c=20

an, so kommt man auf den Fall einer Oeffnung, die in einer diinnen,
ebenen Wand sich befindet und von einer Ellipse, deren Halbachsen
a und b sind, begrenzt ist; dabei wird

K=2rm
Setzt man noch

a=h=R
so wird die Oeffnung ein Kreis vom Radius R und

23+
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Fur den Ton starkster Resonanz oder den Ton, der durch passendes
Anblasen der Oeffnung entsteht:, erh&lt man daher in diesem Falle
nach 33) und 27)

35)

Nun war

gesetzt, wo n die Zahl der Doppelschwingungen in der Zeiteinheit,
a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft
bedeutet; nimmt man als Einheiten der Zeit und der Lé&nge eine
Sekunde und ein Millimeter an, setzt, trockener atmosphérischer Luft
von der Temperatur von 0°C' entsprechend,

a = 332 260

und fuhrt an Stelle des Radius R die Flache S der Oeffhung ein, so
giebt die Gleichung 35)

Lange bevor dieses theoretische Resultat von Helmholtz abgeleitet
war, hatte Sondhauss seine Beobachtungen (ber die Tone cubischer
Pfeifen durch die Formel

dargestellt.

Wir wollen nun den Widerstand W auch fir eine gewisse Art
von cylindrischen Pfeifen berechnen. Dabei schicken wir Folgendes
voraus. Auf einem Theile der xy-Ebene eines Coordinatensystems
sei eine Masse mit der verdnderlichen Dichtigkeit h verbreitet und
es sei F das Potential dieser Masse in Bezug auf den Punkt (x, y, z).
In zwei Punkten, denen gleiche Werthe von x und y und entgegen-
gesetzte von z entsprechen, hat dann V denselben Werth. Hieraus
folgt erstens, dass, wenn z unendlich klein ist, F immer denselben
Werth hat, mag z positiv oder negativ sein; was wir auch aus
dem allgemeinen Satze schliessen kénnen, dass das Potential einer
einfachen Massenschicht bei dem Durchgénge durch diese stetig ist.

Zweitens folgt daraus, dass fir z =0 auf beiden Seiten der

Xy-Ebene entgegengesetzte Werthe hat. Verbindet man diese That-
sache mit dem durch die Gleichung 9) der sechszehnten Vorlesung
ausgesprochenen Satze, indem man etwa die Richtung von ni mit
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der Richtung der z- Achse zusammenfallen ldsst, so findet man, dass
fur ein unendlich kleines z

— 2mh, wenn z positiv
und = 2mh, wenn z negativ
ist; es folgt daraus unter Anderem, dass fur die Theile der xy-Ebene,
die nicht mit Masse belegt sind, fir die also h =0 ist,

verschwindet.

Nun wollen wir durch ds ein Element eines Theiles der
Xy-Ebene bezeichnen, der die Flache S heissen mdge; r sei die
Entfernung des Punktes (X, y, z) von ds, e eine solche Function
der Coordinaten von ds, dass immer, wrenn der Punkt (X, Yy, z) in
der Flache S liegt,

ist, endlich ¢ eine willkiihrliche Constante. Wir betrachten eine
Function von X, Yy, z, die wir dadurch definiren, dass wir fir
negative Werthe von z

fur positive Werthe von z

setzen. Dieses § genugt im ganzen Raume der Gleichung Ay = 0;
es hat ferner die Eigenschaft, wie aus den vorausgeschickten Be-

merkungen sich ergiebt, dass ¢ und an der Flache S stetig sind,

wahrend sie an dem Ubrigen Theile der Xy - Ebene Spriinge erleiden;
in der That ist an einem Punkte der Flache 5 auf der einen, wie
auf der andern Seite

36)

weiter ist an der xy-Ebene ausserhalb der Flache S auf der Seite
der negativen z

und in der Unendlichkeit ist fir negative Werthe von z

=0,
fur positive 37)
=2+ 4rmncz.
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Dem Punkte (X, y, z) weisen wir nun ein Gebiet an, das durch
folgende Flachen vollstdndig begrenzt ist: durch eine Halbkugel, die
auf der Seite der negativen z mit einem unendlich grossen Radius
um den Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben ist, durch den
Theil der xy-Ebene, der zwischen dem Rande dieser Halbkugel
und dem Rande der Flache S liegt, durch einen Theil der Ebene,
fir welche z den unendlich grossen positiven Werth L hat, und
einen Theil der Flache, welche durch den Rand von S geht und die
Flachen = const. senkrecht schneidet, einer Flache, welche fir
unendlich grosse positive Werthe von z eine der z- Achse parallele
Cylinderflache ist. In diesem Gebiete hat die Function alle
Eigenschaften eines Geschwindigkeitspotentials einer incompressibeln
Flussigkeit; betrachten wir sie als ein solches, so sind die unend-
lich grosse Halbkugel und die Ebene z = L Fl&chen gleichen
Geschwindigkeitspotentials, die Ubrigen Grenzflichen kdnnen als
feste Wénde angesehen werden. Bezeichnet man durch Q den
Querschnitt der Rohre, welche zu diesen gehort, fir unendlich
grosse positive Werthe von z, so ergiebt sich dabei aus 37) fur
den Widerstand W des von der betrachteten Flussigkeit erfullten
Raumes

Dieser Ausdruck von lasst sich noch auf eine andere Form

bringen; wir setzen
s Jeas—v

d. h. wir bezeichnen durch S die Grosse der Flache, die wir schon
mit demselben Buchstaben benannt haben, durch y die elektrische
Capacitat der Flache S; berechnen wir aus 36) und aus 37) das
Volumen der in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt tretenden
Flissigkeitsmasse und setzen die beiden so erhaltenen Ausdriicke
einander gleich, so erhalten wir

2n(y + ¢S) = 4ncQ,
d. h.

alsn

Ist die Flache S oder, wie wir nun sagen wollen, die Oeffnung der
Pfeife eine Ellipse, so gilt fir  der Ausdruck 30) der siebenzehnten

Vorlesung; aber es ist in diesem Falle schwierig, die Gestalt der
Roéhre, d. h. der Flache, die die Flachen (¢ = const. senkrecht
schneidet und durch den Rand der Oeffnung geht, zu finden. Ver-
héltnissméssig leicht ist dieses, wenn die Oeifnung ein Kreis ist, da
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dann die Rohrenwand eine Rotationsflache ist und die im § 2. der
achtzehnten Vorlesung besprochene Methode zu ihrer Berechnung
benutzt werden kann. Ist die Flache S ein Kreis von dem Radius
R,, so ist

nennt man R den Radius des Querschnitts Q, so ist daher

Ist dabei noch
R\

I
Py

so erhalt man hieraus

Fur den letzten Fall hat Helmholtz die Berechnung der R6hrenwand
durchgefuhrt und gefunden, dass diese fast genau cylindrisch
ist; ihr Radius ist an keiner Stelle kleiner als R und das Maximum
desselben ungefahr 1,02 R.
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(Bewegung einer incompressibeln Flissigkeit, auf deren Theife Krafte wir-
ken.  Ausfluss einer schweren Flussigkeit aus der Oeffnung eines Gefésses.
Torricelli'sches Theorem. Stationdre Bewegung eines fliissigen Ellipsoids, dessen
Theile gegen einander gravitiren. Bewegung eines solchen, die stationdr ist
in Bezug auf ein rotirendes Achsensystem. Unendlich kleine Schwingungen
einer schweren Flussigkeit. Wellen einer schweren Flissigkeit von endlicher
Hohe. Nichtstationare Bewegung eines gravitirenden, flissigen Ellipsoids.)

§ 1
Unsere bisherigen Entwickelungen setzten voraus, dass auf die
Theile der Flussigkeit nicht Kréfte wirken; wir wollen jetzt an-
nehmen, dass solche vorhanden sind, dabei aber uns auf die Be-
trachtung einer incompressibeln Flussigkeit beschranken.
Wenn ein Geschwindigkeitspotential, @, existirt und die wirken-
den Krafte das Potential V haben, so ist nach den Gleichungen 20)
und 21) der funfzehnten Vorlesung

1

und

Ap = O,
wo p den Druck bedeutet und die Dichtigkeit = 1 gesetzt ist. Ist
der Raum, den die betrachtete FlUssigkeit erfillt, ein einfach zu-

sammenhangender, und ist fur alle Elemente seiner Oberflache

gegeben, so bestimmt, wie wir gesehn haben, die Gleichung 2), in
der die Kréfte nicht vorkommen, die Bewegung vollstindig. Um
die Bewegung unter den genannten \oraussetzungen zu ermitteln,
ist die Kenntniss der Krafte gar nicht ndthig; 'diese wird nur er-
fordert, wenn man die Aenderungen finden will, die der Druck der
Zeit und dem Orte nach erfahrt, und hierzu dient die Gleichung 1).

Wenn aber fir einen Theil der Oberfliche der Flussigkeit far

den anderen der Druck gegeben ist, so haben die wirkenden Krafte
wesentlichen Einfluss auf die Bewegung, und diese lasst sich nur
berechnen, wenn man die Gleichung 1) zu Hulfe zieht.

Es sei die Schwere die einzige wirkende Kraft und die z- Achse
vertikal abwarts gekehrt; wir kénnen dann
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V=gz

setzen, und, bezeichnen wir fiir den Augenblick die ganze Geschwin-
digkeit durch v, so wird die Gleichung 1)

Nun denken wir uns, dass die Flussigkeit in einem ruhenden Ge-
fasse enthalten ist und aus einer Oeffnung desselben in einem Strahle
ausfliesst-, auf ihre Oberflache in dem Gefésse und auf die Oberflache
des Strahls (ibe die Atmosphére einen constanten Druck aus. Wenn
die Dimensionen der Ausflusséffnung klein genug sind gegen die
Dimensionen des Gefésses, so ist eine Bewegung mdglich, bei der
die Oberflaiche im Gefasse in jedem Augenblicke unendlich wenig
von einer horizontalen Ebene abweicht, die Geschwindigkeit in dieser
unendlich klein ist und die Differentialquotienten der Componenten
der Geschwindigkeit nach der Zeit Gberall unendlich klein sind.
Diese Bewegung fassen wir ins Auge. Wenden wir die Gleichung 3)
einmal auf einen Punkt der Oberflache des Strahls an, dann auf
einen Punkt der Oberflaiche im Geféasse, ziehen beide Resultate von
einander ab und erwadgen, dass

unendlich klein ist, wenn die Integration Uber eine beliebige Linie
ausgedehnt wird, die die beiden gedachten Punkte verbindet und ganz
in der Flussigkeit liegt, so erhalten wir

wo v die Geschwindigkeit in dem in der Oberflaiche des Strahls ge-
wahlten Punkte, z die Tiefe dieses Punktes unter der Oberflache im
Gefésse bedeutet. Diese Gleichung spricht das sogenannte Torri-
celli'sche Theorem aus.

Ueber die Gestalt des Strahles lasst sich bei den jetzigen Hulfs-
mitteln der Analysis nur sehr Weniges feststellen; es ist das nicht
auffallend, da schon in dem Falle, dass keine Krafte wirken, nur
einzelne Strahlenformen unter der Voraussetzung sich finden lassen,
dass die Bewegung Uberall einer Ebene parallel ist. Nimnt man die
Dimensionen des Querschnitts des Strahles als unendlich klein an,
so kann man den Druck, der in der Oberflache allgemein dem der
Atmosphére gleich ist, als in dem ganzen Strahle constant betrachten
dusser in dem Theile, der unendlich nahe an der Ausflusséffnung
liegt, in dem die Componenten der Geschwindigkeit unendlich schnell
sich &ndern. Fasst man einen Theil des Strahles ins Auge, der durch
zwei unendlich nahe Querschnitte begrenzt ist, so kann man hiernach
schliessen, dass dieser so sich bewegt, wie ein freier materieller
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Punkt, auf den die Schwere wirkt, d. h. in einer Parabel, deren
Achse vertikal ist. Ist die Bewegung als eine stationdre anzusehn,
so ist der Strahl die Bahn, welche alle Tllieilchen beschreiben, also
eine solche Parabel.

Dieselbe Schlussweise lasst sich auch auf einen etwas allge-
meineren Fall anwenden. Es stréome die Flissigkeit durch einen un-
endlich engen Schlitz aus, der gerade oder gekrimmt, und in dem
letzten Falle in sich zuriickkehrend oder nicht sein kann; sie bildet
dann eine unendlich dinne Lamelle, in der man den Druck Uberall
als gleich ansehn darf. Irgend ein Theilchen derselben bewegt sich
daher, wie ein freier materieller Punkt, also in einer Parabel mit
vertikaler Achse, und, ist die Bewegung eine stationdre, so ist die
flussige Schicht aus solchen Parabeln zusammengesetzt, die durch
die einzelnen Punkte des Schlitzes gehn.

§ 2

Wir wollen uns jetzt mit einer stationdren Bewegung einer in-
compressibeln Flussigkeit beschéftigen, bei der andere Krafte als die
Schwere wirken und kein Geschwindigkeitspotential vorhanden ist.
Es soll sich um eine Flissigkeit handeln, deren Theile einander nach
dem Newton'schen Gesetze anziehen und auf deren Oberflache ein
constanter Druck wirkt; wir werden aus den Euler'schen hydrodyna-
mischen Gleichungen beweisen, dass diese in einer gewissen statio-
naren Bewegung sein kann, wahrend ihre Oberflache ein dreiachsiges
Ellipsoid ist, zwischen dessen Achsen eine bestimmte Relation besteht.
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass zwischen den Geschwindig-
keitscomponenten u, v, w und den Coordinanten x, y, z des Punktes,
auf den diese sich beziehn, die Gleichungen

u=allx + al2y + al3dz
v = a2lx + a22y + a23z 4)
W= a31x + a32y + a33z

bestehn, in denen die 9 Grossen all, al2, .. konstanten sind. Die
Gleichung 12) der fiinfzehnten Vorlesung giebt fiir diese die Bedingung

all+ a22+ a33 = 0. 5)
Setzt man die Werthe von u, v, w aus 4) in die Gleichungen 10)
der funfzehnten Vorlesung, so werden die linken Seiten derselben
lineare, homogene Functionen von X, Yy, z; die rechten Seiten wer-
den es auch, wenn man Uber P (das ist dasselbe, wie p, da wir die
Dichtigkeit = 1 gesetzt haben) passend verfugt. Schreibt man die
Gleichung der Oberflache der Flussigkeit

6)
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so ist ndmlich

V =m Const — » (Ax2  By- -f- (WD), 0
wo A, B, C die durch die Gleichungen 4) der zwdlften Vorlesung
bestimmten Constanten sind, wenn man die Einheiten der Masse,
Lange und Zeit so gewahlt hat, dass die Kraft, mit der zwei Massen
einander anziehn, gleich ihrem Producte, dividirt durch das Quadrat
ihrer Entfernung ist. Man erreicht daher den genannten Zweck,
wenn man p einer homogenen Function zweiten Grades von X, VY, z,

zu der eine Constante addirt ist, gleichsetzt. Man erreicht zugleich,
dass der Druck an &er Oberflache constant wird, wenn man

8)

macht, wo ¢ eine Constante bedeutet.

Die in Rede stehenden Differentialgleichungen werden fiir alle
Werthe von X, y, z erfullt, wenn man die Coefficienten dieser Va-
riabein in ihnen einander gleichsetzt; mit Hulfe von 7) und 8) erhélt
man dadurch

allal? + al2a2 + al3a32 =0
allal3 +al2a23+al3a33 =0

a2l all +a22a23 +al3a33 =0

a2l al3 +a22a23 + a23a33 =0
a3l all +a32a21 +a33a33 =0
a3l al2 +a32a22 + a33a32 =0

Noch zu erfullen ist die Bedingung, dass die Theilchen der Ober-
flache in dieser bleiben; nach der Gleichung 31) der zehnten Vor-
lesung ist hierzu erforderlich, dass, wenn die Gleichung 6) besteht,

ist, dass also allgemein diese Gleichung erfillt wird.
Hieraus ergeben sich die sechs Gleichungen
all =0 a2 =0 a® =0
10)

In Folge der drei ersten von diesen wird die Gleichung 5) erflllt
und die Gleichungen 9) nehmen diese einfachere Form an:
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al3ad2 =0  al2a23 =0
a21a32 =0 a23a3l =0 11)

a32a21=0 a31312 =0

Diesen und den drei letzten der Gleichungen 10) kann durch meh-
rere Werthsysteme der Unbekannten genigt werden. lhnen kann
genigt werden, wenn man

al3 =0 a23=0 a1l =0 a2 =0

annimmt, so dass von den 9 Grossen all al2, .. nur die beiden al2
und a2l von Null verschieden bleiben. Die Gleichungen 10) und 11)
werden dann

oder, wenn man
al2za2l = — n?
setzt und 6 eliminirt,

Diese Doppelgleichung ist dieselbe, wie die Gleichung 6) der zwdlf-
ten Vorlesung, wenn man die dort mit v bezeichnete Grosse =

d. h., da wir hier y = 1 angenommen haben, wenn man die dort
mit w bezeichnete Grosse = k macht. Hieraus folgt, dass die durch
die Gleichungen

w=20

bestimmte Bewegung bestehen kann, wenn die Flussigkeit ein Ellip-
soid bildet, welches mit der Drehungsgeschwindigkeit k um die
z-Achse wie ein fester Koérper rotiren kann. Nach den an dem an-
gefuhrten Orte gemachten Angaben giebt es drei solche Ellipsoide,
zwei abgeplattete Rotationsellipsoide, deren Rotationsachse die z - Achse
ist, und ein dreiachsiges, vorausgesetzt, dass k innerhalb gewisser
Grenzen liegt. Bildet die Flissigkeit eins der beiden Rotationsellip-
soide, so sind die hier und dort betrachteten Bewegungen ganz die-
selben; sie sind aber verschieden im Falle des dreiachsigen Ellipsoids.

Die Bewegung der Theile eines dreiachsigen fliissigen Ellipsoids,
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die wir so gefunden haben, ist von Dirichlet*) entdeckt; die Be-
trachtungen, die uns zur Kenntniss derselben gefuhrt haben, lassen
sich, wie wir zeigen wollen, leicht so verallgemeinern, dass sie eine
Bewegung geben, von der die eben besprochene einen speciellen Fall
bildet und die Bewegung, bei der das dreiachsige Ellipsoid wie ein
fester Korper rotirt, einen anderen.

Wir nehmen an, dass die Flissigkeit durch ein Ellipsoid be-
grenzt ist, welches um eine seiner Achsen mit der constanten Winkel-
geschwindigkeit A rotirt; wir beziehen die Bewegung aller Flussigkeits-
theile auf ein Coordinatensystem, dessen Achsen die Achsen dieses
Ellipsoids sind; die z- Achse sei die Rotationsachse, die Gleichung 6)
wieder die Gleichung des Ellipsoids. Nach den Betrachtungen, welche
zu den Ausdriicken 5) der neunten Vorlesung gefiihrt haben, darf
man bei der Bildung der Differentialgleichungen der Bewegung davon
absehn, dass das eingefuhrte Coordinatensystem rotirt, falls man zur
X- und y-Componente der auf die Masseneinheit bezogenen, auf ein
Flussigkeitstheilchen wirkenden Kraft resp. hinzufiigt

A2X — 2\v und A2y + 2Au.

Nimmt man an, dass die Bewegung, bezogen auf das genannte Coor-
dinatensystem, eine stationare ist, so ergeben daher die Gleichun-
gen 10) der fiinfzehnten Vorlesung bei Ricksicht auf die Gleichun-
gen 7) und 8)

Setzt man in diese Gleichungen fur u, v, w ihre Werthe aus 4),
so werden sie fur alle Werthe von x, y, z erfullt, falls die neun
Gleichungen bestehn, deren linke Theile die linken Theile der Glei-
chungen 9) und deren rechte Theile

— 2 \a22, -2Aa23
2)all 2h\a23

0, 0,

sind. Zu diesen neun Gleichungen kommen, wenn die gedachte Be-
wegung eine mogliche sein soll, ungeandert die Gleichungen 5) und
10). Allen diesen Bedingungen geniigt man, wenn man

*) Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
achter Band, 1860.
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«n = °; «22 =— ©6> «33 — 6

«13 = 0> «23 - 0, «31 = 0O, «32 = O

macht. Setzt man wieder

also  312a21 =-n2

und eliminirt o, so erhalt man die beiden Gleichungen zwischen
n A a b c
al W+ A2) 4- 2uhab = 21 (a2A — c2C)

12
b2 02 4- Z2)A-2uAab = 21(b2B - c2C) )

Sind «, b, c beliebig gegeben, so kénnen x und A aus diesen
Gleichungen berechnet werden; die Werthe, die man dafir findet,
und die gegen einander vertauscht werden «kénnen, sind aber nicht
immer reell, d. li. die durch die entwickelten Gleichungen dargestellte
Bewegung ist nicht immer eine mdogliche. Wir wollen hier die
Grenzen des Gebietes nicht aufsuchen, in dem die Verhéltnisse
a . b:c liegen missen, damit die Gleichungen 12) reelle Werthe von
n und A ergeben; ein einfacher Fall, in dem dieses stattfindet, ist

der, dass
b2=1c2 und al=>c

ist, in welchem Falle die zweite der Gleichungen 12)

c(+ A) +2ya=0
wird.

§ 3.

Die Euler'schen hydrodynamischen Differentialgleichungen sind
denen von Lagrange vorzuziehn, wenn die Bewegung, um die es
sich handelt, eine stationdre oder eine solche ist, die, wie die im
vorigen § zuletzt betrachtete, sich dadurch auf eine stationére zuruick-
flhren lasst, dass man sie auf ein bewegtes Coordinatensystem be-
zieht. lhre Anwendung ist auch dann bequem, wenn die Verriickungen
und Geschwindigkeiten der Flussigkeitstheile unendlich klein sind;
solche Félle bildeten den Gegenstand der beiden vorigen Vor-
lesungen; mit einem Falle, der auch hierher gehort, wollen wir uns
nun beschéftigen, namlich mit den unendlich kleinen Schwin-
gungen einer schweren incompressibeln Flussigkeit.
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Wir setzen voraus, dass ein Geschwindigkeitspotential — existirt;
die partielle Differentialgleichung, mit der wir es zu thun haben,
ist dann wieder die Gleichung A¢@ = 0. Die Flissigkeit soll theil-
weise von festen Wanden begrenzt sein; fir alle Elemente dieser
ist dann

13)

sie soll aber auch eine freie Oberflache darbieten, welche unendlich
wenig von einer horizontalen Ebene abweicht, und auf welche ein
constanter Druck ausgelibt wird; es muss zundchst die Grenz-
bedingung aufgesucht werden, der ¢ an dieser freien Oberflache
zu genlgen hat. Wir nehmen die xy-Ebene des Coordinaten-
systems unendlich nahe an der freien Oberflache, die z- Achse
vertikal abwaérts gekehrt an; in der Gleichung 1) kénnen wir dann

V=C+aqgz

setzen, wo C eine Constante bedeutet, ber die wir nach Willkihr
verfigen durfen. Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten als unend-
lich kleine Grossen erster Ordnung und vernachldssigen in der
Gleichung 1) unendlich kleine Grossen zweiter Ordnung, so er-
halten wir

Setzen wir C = dem constanten Druck, der auf die Oberflache
wirken soll und wenden diese Gleichung auf die Oberflache an, so
erhalten wir als Gleichung derselben

14)

Wir beziehn diese auf ein gewisses Flussigkeitstheilchen an der
Oberflache, differentiiren sie nach t und vernachléssigen die auf der
rechten Seite dabei auftretenden unendlich kleinen Grdssen zweiter
Ordnung; wir erhalten dann

15)

In dieser Gleichung sind fir z die unendlich kleinen Werthe
zu setzen, die der Oberfliche entsprechen; statt dessen kann man
in ihr

z=20
machen.

Die Gleichungen 13) und 15) sind die Grenzbedingungen, denen
gemass @ zu bestimmen ist. Es ist leicht, ihnen fiir gewisse specielle
Félle zu genigen. Wir setzen

o = ZU 16)
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und nehmen an, dass Z eine Function von z und t, U eine Func-
tion von Xx und vy ist; der Gleichung 13) kann dann genugt
werden, falls die Flussigkeit seitlich durch eine vertikale Cylinder-
flache, unten durch einen horizontalen Boden begrenzt ist; fur jene

muss dann

17)
fir diesen

18)
gemacht werden. Die Gleichung A¢@ = 0 wird durch 16)
ihr wird gentigt, wenn man

19)

20)

setzt, wo Kk eine Constante sein soll. Ist fur den Boden
z = h,
so folgt aus 19) und 18)
Z = M(en(h-z) + e+-un(h-2)) 21)
wo e die Basis der naturlichen Logarithmen bedeutet und M eine

Function von t ist. Diese bestimmt sich aus der Gleichung 15),
welche durch 16) und 21) wird

hieraus folgt
22)

wo A und to zwei willkihrliche Constanten bedeuten und
23)

ist. Die Gleichung, die man aus 16) durch 21) und 22) erhilt,
stellt, vorausgesetzt, dass U den Gleichungen 20) und 17) gemass
bestimmt werden kann, eine Bewegung dar, bei der jedes Flussig-
keitstheilchen Schwingungen ausfiihrt, deren Dauer T ist. Der fir
T angegebene Ausdruck vereinfacht sich wesentlich in den Féllen,
dass uh als unendlich gross oder als unendlich klein angesehen
werden kann: im ersten Falle ist

www.rcin.org.pl
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im zweiten, wie die Entwicklung der Exponentialgrdssen zeigt,

Wir wollen die Bestimmung der Function U nur fur den einfachsten
Fall ausfihren; wir wollen ndmlich annehmen, dass der horizontale
Querschnitt der Flissigkeit ein Rechteck ist, dessen Seiten den
Achsen der x und y parallel sind, und dass U von y unabhéngig ist.
Die Gleichung 20) wird dann

und ihr allgemeines Integral ist
cos u (x — x0),

wo X0 eine willkuhrliche Constante bedeutet, multiplicirt mit einer
zweiten willkuhrlichen Constanten. Wenn flir die Wande, die die
Flussigkeit in der Richtung der x-Achse begrenzen,

X=0 und x=1
ist, so erfordert die Gleichung 17), dass fur diese Werthe von x

ist; man gendgt dem, wenn man
x0 =0 24)

macht, wo n eine ganze Zahl bedeutet. Man hat hiernach

Man erfillt auch alle Bedingungen, die zu erfillen sind, wenn man
¢ gleich einer Summe solcher Ausdriicke setzt, wie der aufgestellte
einer ist, und die sich von einander unterscheiden durch die
Werthe der ganzen Zahl n und der Constanten A und i0; man kann
also auch

setzen, wo die Summe nach n zu nehmen ist, An, Bn willkiihrliche
Constanten sind und Tn den aus 23) und 24) zu berechnenden Werth
von T bedeutet. Wir bemerken, ohne néher darauf einzugehn, dass
die Constanten An, Bn mit Hilfe der sogenannten Fourier'schen
Reihen, sich so bestimmen lassen, dass die Bewegung einem be-
liebigen Anfangszustande entspricht, d. h. dass fir t =0 und fir

die Oberflaiche z —, d. i. nach 14) und beliebig gegebenen

Functionen von x gleich werden.
Kirchhoff, Mechanik. 24
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Wir wollen noch den Fall ins Auge fassen, dass die Flissigkeit
in der Richtung der x-Achse als unbegrenzt angesehn werden kann,
d. h. dass fur keinen Werth von x einer Grenzbedingung zu gentigen
ist. Die Gleichungen 24) brauchen dann nicht erfillt zu werden;
es bleibt k und, wenn wir

machen, A willkthrlich, und wir kénnen

setzen. Die hierdurch dargestellte Bewegung besteht in Wellen, die
in der Richtung der x- Achse fortschreiten, deren Wellenlange A und
deren Fortpfianzungsgeschwindigkeit

ist. Diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist im Allgemeinen von
der Wellenléange abhéngig, sie ist es nur dann nicht, wenn A als
unendlich gross gegen die Tiefe h angesehn werden kann, in welchem

Falle sie

ist. Ist im Gegentheil h unendlich gross gegen A, so ist die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit

Die Bahn, welche ein Flussigkeitstheilchen beschreibt, findet
man auf dem folgenden Wege. Es seien x + &, vy, z + { die
Coordinaten zur Zeit t des Theilchens, dessen Coordinaten X, y, z
zur Zeit t = 0 sind; es ist dann

d. h. nach 25)

woraus folgt
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Durch Elimination von t ergiebt sich hieraus

wenn

gesetzt wird. Das ist die Gleichung einer Ellipse, deren Halbachsen
horizontal und vertical sind und die Langen a und c¢ haben. Ist h
unendlich gross, wahrend A und z endlich sind, so ist a = c alle
Flussigkeitstheilchen beschreiben dann Kreise.*)

§ 4.

Wir wollen jetzt die hydrodynamischen Differentialgleichungen
von Lagrange auf einige Bewegungen einer incompressibeln Flussig-
keit, auf deren Theile Kréfte wirken, und auf deren freie Oberflache
ein constanter Druck ausgeubt wird, anwenden. Der erste Fall, den
wir betrachten, ist der, dass Wellen gewisser Art von endlicher
Hohe in einer schweren Flissigkeit fortschreiten. Wir setzen wieder
die Dichtigkeit der Flissigkeit = 1, wahlen die z- Achse vertical
abwarts gekehrt und nehmen an, dass die Bewegung uberall parallel
der xz-Ebene vor sich geht. Die Gleichungen 7) der funfzehnten
Vorlesung geben dann, wenn man

b=y
setzt,

26)

die Gleichungen 8) und 3) derselben Vorlesung werden

Es konnen hier a und c irgend zwei Variable sein, deren Werthe
zusammen mit y ein Flissigkeitstheilchen eindeutig bestimmen;

*) Vergl. Holtzmann, Programm der Polytechnischen Schule in Stutt-
gart, 1858.

21*
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hierzu ist erforderlich, dass in dem von der betrachteten Flussigkeit
erfullten Raume D weder unendlich wird noch verschwindet; im
Uebrigen lassen wir die Bedeutung von a und c vorlaufig unbe-
stimmt. Wir werden zeigen, dass den aufgestellten Gleichungen ge-
nugt wird durch
X—a=rsin®, z—cCc=rcosd
27)

wo A und T zwei Constanten, r eine Function von c bedeuten, (bei-
die zu verfiigen wir uns vorbehalten. Hierdurch ist ausgesprochen,
dass ein jedes Fliussigkeitstheilchen in einem Kreise mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit so sich bewegt, dass T die Dauer
eines Umlaufs ist. Aus den fir x und z angenommenen Ausdriicken
folgt

28)

Da D von t unabhéngig sein soll und  von t abhangt, so muss

29)

30)

sein. Die erste von diesen Gleichungen giebt

31)

wo R eine willkihrliche Constante ist.
Aus den fir x und z angenommenen Ausdriicken folgt weiter

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 26) und benutzt
28) und 29), so werden dieselben

Man gentgt beiden, wenn man zwischen den bisher willkihrlich
gelassenen Constanten T und A die Relation
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festsetzt und p so als Function der einen Variabein c¢ bestimmt, dass

ist.

An der freien Oberfliche missen stets dieselben Flussigkeitstheilchen
sich befinden und der Druck soll in ihr ein constanter sein; wir
genugen diesen beiden Bedingungen, wenn wir annehmen, dass fur
die freie Oberflache

pP=py und c=0
ist.  Im Uebrigen nehmen wir die Flussigkeit als unbegrenzt an;
es variirt dann a zwischen — oo und -+ oo, ¢ zwischen 0 und + oo
Die Constante R darf einen gewissen Werth nicht Uberschreiten,

damit in keinem Punkte der Flussigkeit D verschwinde. Aus 30)
und 31) folgt

es darf also R nicht grosser als

32)

sein.

In x und z ausgedruckt, erhélt man die Gleichung der freien
Oberflache zur Zeit t, wenn man in 27) ¢ = 0 setzt und a und ©
eliminirt; sie ist daher das Resultat der Elimination von © aus den
Gleichungen

z = Rcos fl-.
Da x und | hier nur in der Verbindung x — vorkommen, so

schreitet die Oberflaiche mit der Geschwindigkeit in der Richtung

der x- Achse ohne Gestaltsanderung fort. Fir irgend einen Werth
von | ist ihr Schnitt mit der x z- Ebene eine Cycloide; der Kreis, bei
dessen Rollen sie durch einen Punkt beschrieben wird, hat den
Radius R, sein Mittelpunkt bewegt sich auf der x- Achse; der Punkt,

der sie beschreibt, befindet sich im Abstande vom Mittelpunkte.

www.rcin.org.pl
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Erhalt R seinen in 32) angegebenen Grenzwerth, so erhélt die
Cycloide Spitzen.

Bei der hier betrachteten Bewegung existirt nicht ein Ge-
schwindigkeitspotential, es rotiren die Flissigkeitstheilchen um die
y-Achse. Nennt man ¥ die Rotationsgeschwindigkeit, so erhalt man
aus den Gleichungen 15) und 14) der fuinfzehnten Vorlesung

also nach 28) und 29)

Die in diesem § erdrterte Bewegung ist von Rankine*) entdeckt.

§ 5.

Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flussigkeit
zuriick, wie wir sie im § 2. uns gedacht haben, also einer Flussig-
keit, deren Theile nach dem Newton'schen Gesetze einander anziehn
und auf deren Oberflache ein constanter Druck wirkt, lassen aber
die dort gemachte Voraussetzung fallen, dass ihre Bewegung eine
stationdre ist oder auf eine solche dadurch zuriickgefihrt werden
kann, dass man sie auf ein passend bewegtes Coordinatensystem
bezieht. Wie Dirichlet in der schon im § 2. angefuhrten Abhand-
lung gezeigt hat, erhdlt man mdgliche Bewegungen einer solchen
Flussigkeit, wenn man annimmt, dass die Coordinaten eines jeden
Theilchens lineare Functionen ihrer Anfangswerthe sind und im An-
fange die Flussigkeit ein Ellipsoid bildet.

Unter a, b, ¢ verstehen wir jetzt die Anfangswerthe von x, vy, z,
schreiben die Gleichung der Oberflache zur Zeit | =0

33)
und setzen
X =0 a-+ Blb+ ylc
y = 02 a+ B2 b+ y2c 34)
Z = o3a+f3hty ,

wo die 9 Grossen a, B, y zu bestimmende Functionen der Zeit
bedeuten. Es missen diese zunéchst der Gleichung

% London Philos. Transactions, 1863, Part. I, p. 227.



§ 5. Gravitirendes flissiges Ellipsoid. 363

al R1 y1
D= a2Rr2y2 =1! 35)
a3 3 y3
genugen; ihre Anfangswerthe sind

n=R/=3=1
02 =Rl=03:=yl =R ==y2=0,

die Anfangswerthe ihrer nach Z genommenen Differentialquotienten
sind beliebig bis auf die Bedingung, der sie genigen mussen, die
durch Differentiation aus 35) folgt, d. h. der Bedingung

Die Gleichung 33) ist auch die Gleichung der Oberflache der Fllssig-
keit zur Zeit Z fuhrt man in sie X, y, z an Stelle von a, b, ¢
mit Hulfe von 34) ein, so sieht man, dass die Flussigkeit immer ein
Ellipsoid “bildet, dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coor-
dinaten ist, dessen Achsen der Grosse und Richtung nach aber von
der Zeit abhéngen.

Das Potential V der Flissigkeit zur Zeit t in Bezug auf den
inneren Punkt (X, y, z) ist gleich der Summe einer homogenen
Function zweiten Grades von X, y, z und einer von X, Yy, Z
unabhéngigen Grosse; denn diese Eigenschaft hat V, wenn die
Achsen der X, y, z mit den Hauptachsen des flissigen Ellipsoids
zusammenfallen, und sie geht nicht verloren, wenn man statt eines
solchen Coordinatensystems ein anderes mit demselben Anfangspunkte
einflhrt. Bei Rucksicht auf 34) folgt hieraus, dass

V= H— Kal — Lb? — Mc2 — 2K*bc — 2Ljca-2M'ab  36)

ist, wo die 7 neu eingeflihrten Zeichen Functionen der Zeit bedeuten,
die durch die 9 Functionen a, R, y und die 3 Constanten A, B, C
in gewisser Weise ausdriickbar sind.

Endlich setzen wir

wo ¢ eine unbekannte Function von I bedeutet.

Bei diesen Annahmen genligen wir der Bedingung, dass der
Druck an der Oberflache der Flissigkeit ein constanter ist, und die
Gleichungen 7) der funfzehnten Vorlesung werden in Bezug auf
a, b, ¢ linear und homogen. Allen Bedingungen des Problems wird
gentgt, wenn die 10 Functionen der Zeit al, Bl, y1, a2, B2, vi,
a3, B3, y3, und 6 den folgenden Differentialgleichungen geméss be-
stimmt werden:
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37)

D= 1
7 Integrale dieser Gleichungen kdnnen wir nach allgemeinen Be-
trachtungen, die wir durchgefiihrt haben, angeben. Drei von diesen
folgen aus den Gleichungen 14) der filinfzehnten Vorlesung, wenn
man in diese die Werthe von X, y, z aus 34) einfiihrt; sie sagen
aus, dass die drei Ausdrlcke

38)

Constanten gleich sind. Die vier andern findet man durch die
folgende Ueberlegung. Wir haben im § 6. der eilften Vorlesung
nachgewiesen, dass fir eine FlUssigkeit, wie wir sie hier betrachten,
das d'Alembert'sche Princip in derselben Form gilt, wie fir ein
System discreter Punkte. Aus den in der vierten Vorlesung
gemachten Auseinandersetzungen folgt daher, dass fir die Be-
wegung, die wir hier betrachten, der Satz von der lebendigen
Kraft, der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts
und die Satze von der Erhaltung der Flachen gelten. Bilden wir
zuerst die Gleichung, welche den Satz von der lebendigen Kraft
ausspricht.

Wir bezeichnen durch dt ein Element der Masse der Flissigkeit
welches zur Zeit t = 0 die Coordinaten a, b, ¢ hat; die lebendige
Kraft T zur Zeit t ist dann bestimmt durch
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Hier setze man flr die aus 34) sich ergebenden Werthe
ein und benutze, dass

39)

ist, welche Gleichungen mit Leichtigkeit sich ergeben, wenn man
dt = dadbdc setzt und an Stelle von a, b, ¢ als Integrations-

variable einfihrt; man erhalt dann

Ferner sei U das Potential aller wirkenden Krafte: es ist dann

U= fvdu

oder, wie wir sagen wollen, — dem Potential des flussigen Ellipsoids
in Bezug auf sich selbst. Nach einem Satze, der in der unten
stehenden Anmerkung*) bewiesen ist, ist dieses =  mal dem

*) Das Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit 1 das Ellipsoid er-
fullt, dessen Oberflache die Gleichung

hat, in Bezug auf den innern Punkt (X, y, z) ist nach der Gleichung 4) der
achtzehnten Vorlesung

die Coefficienten von x2, y2, i2 in diesem Ausdrucke sind, wie schon auf Seite 129
bemerkt ist, nur von den Verhéltnissen von a, b, ¢, nicht aber von den abso-
luten Werthen dieser Grossen abhéangig; daraus folgt, dass das Potential einer
Masse, die mit der Dichtigkeit I den Raum erfullt, der durch die beiden Flachen

und
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Volumen, mal dem Potential desselben in Bezug auf seinen Mittel-
punkt, d. h. es ist

wo H die in 36) definirte Bedeutung hat. Der Satz von der
lebendigen Kraft sagt aus, dass zwischen diesen Grossen T und U
die Gleichung besteht

T = U + const.

Der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes
giebt, auf unser Problem angewendet, nur identische Gleichungen;
auf ihm beruht die Zul&ssigkeit der Annahme, die wir gemacht
haben, dass der Mittelpunkt des flussigen Ellipsoids an demselben

Orte bleibt.
Die Séatze von der Erhaltung der Flachen geben 3 Integrale;
sie sagen aus, dass die Ausdricke

begrenzt ist, in Bezug auf einen Punkt in der Hohlung derselben constant und
so s-ross ist. wie in Bezus, auf den Mittelpunkt, also

wenn n = n.

Um nun das Potential des Ellipsoids, dessen Halbachsen a, b, ¢ sind, in
Bezug auf sich selbst zu finden, suche man zunéachst das Potential desselben in
Bezug auf die Schicht, die durch die beiden Flachen begrenzt ist, welche mit
seiner Oberflache ahnlich sind, &hnlich liegen und die Halbachsen an, bn, cn
und a(n-+dn), b(n-+dn), c(n-+dn) haben. Dieses Potential setzt sich aus
zwei Theilen zusammen, von denen der erste herrihrt von der Masse ausser-
halb der Schicht, der zweite von der Masse, die von der Schicht umschlossen
wird. Der erste Theil ist

den zweiten findet man, wenn man erwégt, dass das Potential einer Masse M
in Bezug auf eine Masse M’ gleich dem Potential der Masse M* in Bezug auf
die Masse M ist,

Addirt man diese beiden Ausdricke und integnrt ihre Summe nach n von
n =0 bis n = 1, so ergiebt sich das gesuchte Potential des Ellipsoids (a, b, ci
in Bezug auf sich selbst

wodurch der im Texte ausgesprochene Satz bewiesen ist.
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d. h. nach 34) und 39) die Ausdriicke

Constanten gleich sind.

§ 6.

Wir wollen nun die vereinfachende Annahme machen, dass die
Hauptachsen des flussigen Ellipsoids immer dieselben Richtungen
behalten. Das ist der Fall, wenn wir

x = ala, y=p2b z = vy3c
an Stelle der Gleichungen 34), also
a2=03= 1= (B3=yl=y2 =0

setzen. Die Werthe der Gréssen H, K, L, . . . sind dann aus der
Vergleichung der Gleichung 36) mit der Gleichung

zu entnehmen, und die Gleichungen 37) geben zur Bestimmung der
vier unbekannten Functionen al, 2, y3, ¢, wenn man

setzt,

alf2y3 = 1.
Die Ausdrucke 38) werden =O; es findet keine Rotation der
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Flussigkeitstheilchen statt, fur die Bewegung existirt ein Geschwindig-
keitspotential. ~ Auch die Ausdricke 40) sind = 0. Ein erstes
Integral hat man in dem Satze von der lebendigen Kraft. Auf
Quadraturen ist das Problem nicht zuriickgefihrt.

Die Richtungen der Achsen des flissigen Ellipsoids kann man
als gleichbleibend auch dann betrachten, wenn dasselbe immer ein
Rotationsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der z- Achse zu-
sammenfallt. Auch bei dieser Annahme kann den Gleichungen 37)
genlgt werden. Bei derselben ist die Gleichung der Oberflache, in

ah c auscredrickt.

in X, y, z ausgedriickt, kann sie geschrieben werden

wobei dann X und Z die Halbachsen bedeuten; stellt man die Be-
dingungen dafir auf, dass diese beiden Gleichungen bei Ricksicht
auf 34) identische werden, so findet man

y1 =0, y2=0, a3=0, B=0
ol = =% B2 a2= Bb
wo die beiden oberen oder die beiden unteren Vorzeichen zu
wahlen sind. Diese Zweideutigkeit hebt sich, wenn man y3 als

positiv annimmt und die Gleichung D = 1 bericksichtigt; es ergiebt
sich dann

al=p2, o= -B1.
Dabei wird die Gleichung D =1
(012 + p12) y3 =1
und man findet
21 = C2y3
x=ola+ plb, y=-Bla+alb z=y3 c.

indem man diese Gleichung mit 36) vergleicht, bekommt man die
Werthe von H, K, L .. Benutzt man dieselben, so reduciren
sich die Gleichungen 37) auf die folgenden:
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(012 +B12)y3=1

Die bei 38) und 40) angegebenen Integrale des allgemeineren
Problems liefern ein Integral dieser Gleichungen, der Satz von der
lebendigen Kraft liefert ein zweites. Diese beiden reichen aus, um
das jetzt betrachtete Problem auf Quadraturen zurlckzufiihren  Die
Discussion derselben lehrt die Schwingungen kennen, die die Ober-
fliche des Rotationsellipsoids im Allgemeinen ausfuhrt In Bezug
auf diese Discussion verweisen wir auf die bereits im § 2. genannte
Abhandlung von Dirichlet; in Bezug auf allgemeinere Unter-
suchungen, die die Bewegung eines flussigen Ellipsoids betreffen,
dessen Theile nach dem Newton'schen Gesetze sich anziehn, auf
eine Abhandlung von Riemann, die sich im neunten Bande der
Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen befindet.



Sechsundzwanziffste Vorlesung.

[Reibung einer incompressibeln Flissigkeit. Aufstellung der Differential-
gleichungen und der Grenzbedingungen. Stromung der Flussigkeit durch eine
lange, cylindrische Rohre. Einfiihrung der Annahme, dass die Flussigkeit an
festen Korpern, mit denen sie in Berlhrung ist, haftet, und dass die Geschwin-
digkeiten unendlich klein sind. Gleichméssige Drehung einer Kugel in der
Flissigkeit um einen Durchmesser oder eines Rotationsellipsoids um seine
Symmetrieachse in dem Falle, dass die Flussigkeit &dusserlich unbegrenzt oder
durch eine concentrische Kugelflache, resp. durch ein confocales Ellipsoid be-
grenzt ist. Berechnung des Drehungsmomentes der Krafte, welche auf die
Kugel oder das Ellipsoid wirken missen. Widerstand einer Kugel, die gleich-
massig in der Flissigkeit fortschreitet. Drehende Schwingungen einer Kugel.
Schwingungen einer Kugel, bei denen der Mittelpunkt auf einer Geraden
hin- und hergeht.)

§ 1

iVir wollen unsere hydrodynamischen Untersuchungen beschliessen
mit der Betrachtung gewisser Bewegungen einer incompressibeln
Flissigkeit, bei denen die Reibung von Einfluss ist. Die Differential-
gleichungen fur solche Bewegungen haben wir bereits in der eilften
Vorlesung aufgestellt. Wir bezeichnen wieder durch u, v, w die
Componenten der Geschwindigkeit im Punkte (z, y, z) zur Zeit t,
setzen

wo k eine, die Reibung bedingende (konstante der Flussigkeit, p
eine unbekannte Function von z, y, z, t bedeutet, und driicken die
Componenten der Beschleunigung so aus, wie es im § 2. der funf-
zehnten Vorlesung geschehen ist; die Differentialgleichungen, um die
es sich handelt, sind dann, wenn man annimmt, dass auf die Theile
der Flussigkeit keine Krafte wirken, und die Dichtigkeit derselben
durch p bezeichnet,
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2)

Substituirt man hier fur Xt, Yy .. ihre Werthe aus 1) und benutzt
die vierte der Gleichungen 2) zur Vereinfachung der ubrigen, so
erhalt man

3)

An der Oberflache der Flissigkeit, also an den Flachen, in denen
dieselbe einen andern Korper, der fest oder flissig sein kann, be-
rihrt, sind gewisse Bedingungen zu erfillen. Einige von diesen
sind aus dem § 6. der zehnten Vorlesung und dem § 4. der eilften
zu entnehmen. Nennen wir ds ein Element der Beruhrungsflache
und n die nach dem Innern der betrachteten Flissigkeit gerichtete
Normale von ds, so muss die Componente der Geschwindigkeit nach
der Richtung von n fir die Theilchen auf den beiden Seiten von ds
gleichen Werth haben und es missen Xn, Yn, Zn fir diese Theilchen
gleiche Werthe haben. Diese Bedingungen sind aber nicht ausreichend,
um die Losungen der Differentialgleichungen 2) oder 3) zu bestimmen;
es ist eine Hypothese noéthig, um dieselben zu ergénzen. Eine ge-
eignete Hypothese, die in gewissen Fallen sich bewdhrt hat, ist die,
dass u, v, w selbst fur die Theilchen auf beiden Seiten von ds
dieselben Werthe besitzen, dass also die Theilchen der beiden
Korper, die einmal mit einander in Berihrung sind, immer mit ein-
ander in Berthrung bleiben. Wir fiihren noch eine allgemeinere
Hypothese, die aufgestellt ist, an. Wir beziehen u, v, w auf die
Theilchen der betrachteten Flussigkeit, die an ds liegen, ul, vl, wl auf
die Theilchen auf der andern Seite von ds; es ist dann, wie erwéhnt,

(u — ul) cos (nx) + (v — v1) cos (ny) (w — wl) cos (nz) = 0.

u- ul), (v-vi, w-wl kénnen wir als die Componenten der
relativen Geschwindigkeit der betreffenden Theilchen bezeichnen und
diese Gleichung dahin aussprechen, dass diese relative Geschwindig-
keit senkrecht auf n, also parallel mit ds ist. Den Druck, der auf
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ds ausgelibt wird, den Druck namlich, dessen Componenten nach
den Coordinatenachsen Xn,¥ Zn sind, denken wir uns in zwei
Componenten zerlegt, von denen die eine parallel mit n, die andere
parallel mit ds ist; die letztere hat nach der in Rede stehenden
Hypothese die entgegengesetzte Richtung, als jene relative Ge-
schwindigkeit und ist dieser proportional. Den analytischen Ausdruck
dieser Hypothese findet man durch .die folgende Ueberlegung.
Es ist
Xn cos (nx) + Yn cos (ny) + Zn cos (nz)

die Componente des auf ds ausgeubten Druckes nach der Richtung
von n; multiplicirt man diesen Ausdruck mit cos (nx), cos (ny),
cos (nz), so erhdlt man die Componenten nach den Coordinaten-
achsen dieser Componente; zieht man diese Producte von n, Yn, Zn
ab, so hat man in den Differenzen die Componenten nach den
Coordinatenachsen der mit ds parallelen Componente des auf ds
wirkenden Druckes. Nach der ausgesprochenen Hypothese ist daher

Xn — (Xn cos (nx) + Yncos (ny) + Zn cos (nz)) cos (nx) =A (ul — u)
Yn —(Xn cos (nx) + Yn cos (ny) + Zn cos (nz)) cos (ny) =A (v - v1) 4)
Zn — (Xn cos (nx) + Yncos (ny) + Zn cos (nz)) cos (NZ)=A((w - wl),

wo A eine von der Natur der Flissigkeit und des berthrenden Kor-
pers abhéngige Constante bedeutet.

Nimmt man A unendlich gross an, so fuhren die Gleichungen
4) zu der specielleren, vorher erwahnten Hypothese, nach der
u=ul, v=vl w=wl istt Der andere Grenzfall ist der, dass
Z = 0. Fur ihn geben die Gleichungen 4)

Xn:Yn: Zn = cos (nx): cos (ny) : cos (nz),

wie man sieht, wenn man sie durch cos (nx), cos (ny), cos (nz)
dividirt, und je zwei von einander abzieht; der Druck, dessen Com-
ponenten Xn,Yn, Zn sind, ist hiernach ein senkrechter; dieses muss
stattfinden, wenn der beriihrende Korper eine Flissigkeit ist, in der
man die Reibung vernachléssigen darf.

8§ 2

Wir wollen jetzt particulare Losungen der im vorigen § auf-
gestellten Gleichungen suchen. Wir nehmen zuerst an, dass

u=0 und v=0,

d. h., dass die Bewegung uberall parallel der z-Achse ist. Die
erste, zweite und vierte der Gleichungen 3) werden dann
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d. h. es ist p von x und y, w von z unabhdngig. Die dritte der
Gleichungen 3) wird

woraus der eben gemachten Bemerkung wegen folgt

wo ¢ von X, Yy, z unabhéngig, also eine Function der einen Varia-
bein t ist. W.ir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter,
indem wir annehmen, dass die Bewegung eine stationdre ist; es ist
dann ¢ eine Constante und

5)

Diesen Gleichungen gemadss kann eine Flissigkeit sich bewegen in
einer festen und unbewegten, der z- Achse parallelen, cylindrischen
Roéhre. Bilden wir die Grenzbedingungen, die an der inneren Ober-
Haclie einer solchen Rohre zu erfiillen sind. Aus 1) ergiebt, sich fir
unsern Fall

XX=p
Yy =p
Z1 =P Xy = vyx= 0,

und, da
cos (nz) =0

ist, so folgt daher aus den Gleichungen 7) der eilften Vorlesung
Xn=pcos(nx), Yn==pcos(ny),
und

Xn cos (nx) + Yncos (ny) + Zncos (nz) =p

In den Gleichungen 4), die wir als Grenzbedingungen anwenden
wollen, hat man ul = vl = w!l = 0 zu setzen; die beiden ersten der-
selben werden daher identisch erfullt und die dritte giebt

oder, was dasselbe ist,
C)

Nun nehmen wir an, dass der Querschnitt der Rohre ein Kreis von
dem Radius R ist, dessen Mittelpunkt in der z- Achse liegt, und dass
die Bewegung in gleichem Abstand von dieser Achse die gleiche ist.
Setzt man

25
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so wird dann die zweite der Gleichungen 5)

woraus

folgt, wo A und B willkiihrliche Constapten bedeuten. Die erste
von diesen muss verschwinden, da w fir g = 0 nicht unendlich
werden darf; die zweite ergiebt sich aus 6), d. h. aus der Bedingung,
dass fur g = R

ist; es folgt hieraus

also

Die Constante ¢ findet man aus der ersten der Gleichungen 5),
wenn die Werthe von p fir zwei Wertlie von z bekannt sind; ist
p=p0 fur z=0 und p —pl fur z =1, so ist

Nennt man Q das Volumen der in der Richtung der z- Achse durch
einen Querschnitt in der Zeiteinheit stromenden Flussigkeit, so ist

also
7)

Diese Resultate sind sehr nahe fur den Fall gultig, dass eine schwere
Flussigkeit durch eine horizontale, sehr lange und diinne Réhre aus
einem gerdumigen Gefasse in die Atmosphéare ausstrémt; die Quer-
schnitte z =0 und z = | kann man dann in Entfernungen von den
beiden Enden der Roéhre wahlen, die gross gegen den Durchmesser
derselben, aber klein gegen | sind, und p0 dem Drucke gleichsetzen,
welcher in der Rohre stattfindet, wenn die Flussigkeit ruht, pi dem
Drucke der Atmosphére.

Messungen Uber die Ausflussmenge bei einer Anordnung der
bezeichneten Art sind von Poiseuille ausgefihrt; es fand dieser
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wo K eine Grosse bedeutet, die ungedndert blieb, wenn pO, | oder
R geédndert wurde. Die Vergleichung dieser Gleichung mit 7)
fuhrt zundchst zu dem Schlisse, dass Z als wunendlich gross
anzusehn, also anzunehmen war, dass die Flussigkeitstheilchen, die
die Rohrenwand beruhrten, an dieser hafteten; die fir K gefundenen
Werthe erlauben dann weiter die Werthe von k- fir die den Ver-
suchen unterworfenen Flissigkeiten zu berechnen.

§ 3
Die ferneren Betrachtungen, die wir (ber die Reibung einer
Flussigkeit anstellen wollen, wollen wir durch die Annahme ver-
einfachen, dass die Flissigkeitstheile, die einen festen Korper be-
rihren, an diesem haften, und durch die Annahme, dass die Ge-
schwindigkeiten unendlich klein sind. Die letztere macht, dass die
Gleichungen 3)

8)
werden. Ist die Bewegung eine stationdre, so gehen sie Uber in
9)
Eine Lésung dieser Gleichungen ist
p = const., w = O, 10)
wenn W der Gleichung
A W = const.
genugt.
Wir kdnnen hiernach in 10)
setzen, wenn c¢ eine Constante bedeutet, und haben in
p = const. , w =0 11)

25*
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eine particulare Losung unserer Differentialgleichungen. Die durch
dieselbe dargestellte Bewegung ist leicht zu Uberselin.  Betrachtungen,
wie wir sie zuerst im § 5. der vierten Vorlesung durchgefiihrt haben,
zeigen, dass Punkte, fur welche

V=YX, w=20 12)
ist, wo  eine Constante bedeutet, ihre relative Lage nicht &ndern
und so sich bewegen, als gehoérten sie einem festen Koérper an, der
mit der Winkelgeschwindigkeit § um die z-Achse sich dreht. Den
Gleichungen 11) zufolge werden die Bedingungen 12) erfullt fur
die Punkte einer mit dem beliebigen Radius r um den Anfangspunkt
der Coordinaten beschriebenen Kugelflache, wenn inan

macht.

Befindet sich in der Flussigkeit eine feste Kugel, deren Ober-
flache die Gleichung r = rl hat, und die mit der constanten Winkel-
geschwindigkeit um die z-Achse sich dreht, so stellen die
Gleichungen 11) eine mégliche Bewegung der Flussigkeit dar, wenn
man in ihnen

c= Y il
setzt.

Ist die Flussigkeit durch zwei concentrische Kugelflachen be-
grenzt, deren Gleichungen r = il und r = i2 sind, von denen die
erste, kleinere, mit der constanten Winkelgeschwindigkeit (! um die
z-Achse sich dreht, die zweite, grossere, ruht, so geben die Gleichun-
gen 10) eine mogliche Bewegung, wenn man in ihnen

setzt und die Constanten b und c passend bestimmt, Es wird bei
dieser Annahme Uber W

13)

und die Grenzbedingungen werden erflllt, wenn man

macht: woraus

folgt.

Soll die Kugel vom Radius r! mit gleichbleibender Geschwindig-
keit sich drehen, so muss auf sie im Sinne der Bewegung ein
Drehungsmoment M wirken, welches dem Drehungsmoment der
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Drucke gleich ist, welche sie auf die Flissigkeit ausibt. Ist &s
ein Element der Oberfliche der Kugel und n die mit der Ver-
langerung des Radius zusammenfallende Normale von ds, so ist
daher

M= [ds (x Y» — yxn). 14)
Man he}t aber

und nach 1) und 13)

15)
Z1 =p

in welchen Gleichungen uUberall r = rl zu setzen ist. Hieraus er-
giebt sich

also

M 8 ke .

Da r in diesem Ausdrucke nicht vorkommt, so erleidet derselbe
dadurch keine Verdnderung, dass r = rl gesetzt wird.

Die Gleichungen 10) lassen sich auch dem Falle anpassen, dass
die Flussigkeit durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenzt ist,
deren Rotationsachse die z-Achse bildet, und von denen das &ussere
ruht, das innere mit der constanten Winkelgeschwindigkeit ¢l um
die z-Achse sich dreht. Wir schreiben die Gleichung des inneren
Ellipsoids

16)

und bezeichnen durch Q das Potential der Masse 1, die mit gleicher
Dichtigkeit den durch dasselbe begrenzten Raum erfillt, in Bezug
auf den &usseren Punkt (&, y, z). In dem Falle, dass die Flussig-
keit dusserlich als unbegrenzt anzusehen ist, welchen Fall wir zuerst
betrachten, lasst sich den Grenzbedingungen geniigen, wenn man

wW=Q
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setzt und die Constante ¢ passend bestimmt. Der Gleichung 3) der
achtzehnten Vorlesung zufolge ist namlich

wo U die positive Wurzel der Gleichung

bedeutet; die Gleichungen 10) geben daher

u= —uyy, v=ux, w=0,
wenn

gemacht wird. Hiernach bewegen sich die Punkte der Flissigkeit,
die auf dem durch einen Werth von ¢ bestimmten, mit dem Ellip-
soide 16) confocalen Ellipsoide liegen, so als ob sie einem festen
Korper angehdrten, der mit der Winkelgeschwindigkeit um die
z- Achse sich dreht; der Werth von c ist daher aus der Gleichung

17)

zu bestimmen.

Fur das Drehungsmoment M, welches auf das Ellipsoid wirken
muss, um dieses in gleichmassiger Drehung zu erhalten, gilt auch
hier die Gleichung 14). Die Berechnung desselben wird durch die
folgende Bemerkung erleichtert, die sich an die Definition anknupft,
die von den Druckkraften in den Gleichungen 1) und 2) der eilften
Vorlesung gegeben worden ist. Wenden wir die letzte dieser Glei-
chungen auf einen beliebigen Theil der Flissigkeit an, beachten,
dass die Bewegung eine stationdre ist, die Geschwindigkeiten unend-
lich klein sind und Kréfte auf die Theile der Flussigkeit nicht
wirken, so erhalten wir

_rds(xYn —yXn) = 0,

wo ds ein Element der Oberflaiche des gewahlten Theiles, n die
nach dem Innern dieses* gerichtete Normale von ds bedeutet. Nun
sei dieser Theil begrenzt durch das Ellipsoid und eine unendlich
grosse, concentrische Kugelfldche; die eben gemachte Bemerkung
lehrt dann, dass M gleich dem Integrale

_rds(xYn -yXn)
ist, wenn dieses Uber die unendliche Kugelfliche ausgedehnt und
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unter n die Normale verstanden wird, die mit der Verlangerung des
Radius zusammenfallt. Tn der Unendlichkeit gelten aber auch liier
die Gleichungen 15); auch hier ist also

M = 8 mtkc 18)

wo ¢ aber durch 17) zu bestimmen ist.
Ist die Flussigkeit &usserlich durch das ruhende Ellipsoid

begrenzt, welches mit dem Ellipsoid 16) confocal ist, so dass
a2 — all = c22 — cl,
so hat man

zu setzen und die Constanten b und ¢ so zu bestimmen, dass

ist, woraus folgt

19)

Berechnet man das Drehungsmoment M, welches auf das innere
Ellipsoid wirken muss, um die Bewegung gleichméssig zu erhalten,
mit Hilfe der Gleichung 14), so tritt die Constante b nicht auf
und man findet dasselbe durch die Constante ¢ gerade so ausgedriickt,
wie wenn die Flussigkeit ausserlich unbegrenzt ist; auch hier gilt
also die Gleichung 18), wenn der Werth von ¢ aus 19) ge-
nommen wird.

§ 4.
Aus den Gleichungen 9) folgt

Ap = 0O;
hat man dieser Bedingung geméss p angenommen und eine Function
V bestimmt, die der Gleichung

gentigt, so erfullt man die Gleichungen 9), wenn man
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setzt und w, V', w so wahlt, dass
AU =0 AV=0 Aw =0
und

ist.
Wir konnen hiernach

und, da

ist,

und

20)

machen, wo a, b, ¢ willklhrliche konstanten bedeuten. Es lassen
diese sich so bestimmen, dass fir einen Werth von r, der R ge-
rannt werden moge,

u=0, v=0, w=0
ist; hierzu dienen die Gleichungen

aus denen folgt

Es stellen dann die Gleichungen 20) die Bewegung einer Flissig-
keit dar, die in der Unendlichkeit Uberall mit der Geschwindigkeit
a in der Richtung der z-Achse stromt, und in der eine um den
Anfangspunkt der Coordinaten mit dem Radius R beschriebene
Kugel ruht.

Es sei Z die Kraft, die in der Richtung der c-Achse auf die
Kugel ausgelibt werden muss, um sie an ihrer Stelle zu halten; es
ist dann
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wo ds ein Element der mit dem Radius r um den Anfangspunkt
der Coordinaten beschriebenen Kugel bedeutet, und r = R zu setzen
ist. Statt dieses Werthes von r kann aber auch ein beliebiger
grosserer gewahlt werden; denn aus der dritten der Gleichungen 1)
der eilften Vorlesung geht hervor, dass

_rdsZn =0

ist, wenn ds ein Element der Oberflaiche eines beliebigen Theiles
der Flussigkeit bedeutet. Es gewdhrt einen Vortheil in der Glei-
chung 21) r unendlich gross anzunehmen; man kann dann n&mlich
bei der Berechnung von Zx, Zy, Z: aus den Gleichungen 1) mit
Hulfe von 20) hier die mit dem Factor b behafteten Glieder ver-
nachlassigen. Fir ein unendlich grosses r findet man

und daher ist

= — 8mkc oder = — 6 mkRa 22)

Nach einer von uns schon mehrfach benutzten Bemerkung
gelten die hier entwickelten Gleichungen auch in dem Falle, dass
das Coordinatensystem, auf welches sie sich beziehn, statt zu ruhen,
in irgend einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit fort-
schreitet. Lassen wir dasselbe in der Richtung der z- Achse mit der
Geschwindigkeit — a fortschreiten, so ist die Flissigkeit in der
Unendlichkeit in Ruhe und in ihr bewogt sich die Kugel vom Radius
R in der Richtung der z-Achse mit der Geschwindigkeit — a. Die
Gleichung 22) lehrt den Widerstand kennen, den diese Kugel dabei
erleidet.

§ 5
Wir wollen nun noch von den Gleichungen 8), die fir nicht
stationdre Bewegungen gelten, zwei Anwendungen machen, die sich
auf Schwingungen beziehn, die eine Kugel in einer dusserlich un-
begrenzten Flissigkeit unter dem Einfluss gewisser Krafte aus-
fuhren kann.

Den genannten Gleichungen wird geniigt, wenn man
p = const.
setzt und u, v, w so wahlt, dass
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ist; diese Gleichungen erfiillt man, wenn man
w =20
macht und W der Gleichung
23)

gemadss bestimmt. Nun nehmen wir an, dass W eine Function der

beiden Variabeln t und r ist, wo r wieder die Grosse
bedeutet: wir haben dann

Diese Gleichungen stellen eine Bewegung dar, bei der die Punkte,
die in dem Abstande r vom Anfangspunkt der Coordinaten liegen,
so sich bewegen, als gehorten sie einem festen Korper an, der um
die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ sich dreht, wenn

24)

gesetzt wird. Wir durfen daher annehmen, dass in der Flissigkeit
eine Kugel sich befindet, fir deren Oberfliche r = R ist, und die
um die z-Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit sich dreht, die
dem Werthe gleich ist, den der fur # gegebene Ausdruck fur
r = 1l erhélt.

Ist M das Drehungsmoment der Drucke, welche die gedachte
Kugel auf die Flussigkeit auslbt, so gilt auch hier die Gleichung 14)
und eine Rechnung, die derjenigen ganz ahnlich ist, welche wir an
diese Gleichung geknlpft haben, giebt

Nun sei  der Winkel, um den die Kugel zur Zeit | aus einer ge-
wissen Lage gedreht ist, so dass

fir r=R, 25)

ferner sei M' das Drehungsmoment der Kréfte, welche &usser den
von der Flussigkeit ausgeubten Drucken auf die Kugel wirken, und
K das Tragheitsmoment dieser; dann ist
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Diese Gleichungen bilden, wenn M' gegeben ist, eine Grenzbedingung
flr die, bis jetzt nur durch die partielle Differentialgleichung 231
definirte Function IV. Gesetzt, es sei

M = — a2

wo o eine beliebig gegebene Constante sein soll; dann wird diese
Bedingung, wenn inan sie nach | differentiirt,

26)

Die Gleichung 23), die sich

schreiben lasst, hat die particuldre Losung

27)

wo C und B willkihrliche Constanten bedeuten; die zweite von
diesen lasst sich so bestimmen, dass der Gleichung 26) geniigt wird;
es ist hierzu nothig, dass B eine Wurzel der Gleichung

ist.  Wenn k =0 ist, so sind die Wurzeln derselben

01

wir nehmen an, dass k so klein ist, dass, wie in diesem Falle, von
den funf Wurzeln zwei complex mit negativem reellen Theile sind,
und setzen in 27) fur  eine von diesen beiden Wurzeln; dann wird
die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit Null. Es ist dabei W
complex; aber auch der reelle Theil des in 27) fir W aufgestellten
Ausdrucks genugt, fir W gesetzt, den Gleichungen 23) und 26).
Diesen reellen Theil wahlen wir fir W. Setzen wir dann

B= —a+ bv- 1,

berechnen ft mit Hilfe von 24) und 25) aus JV, bezeichnen durch
C eine neue, reelle willkiihrliche Constante und verlegen den An-
fangspunkt der Zeit, so finden wir

Diese Gleichung bestimmt die Schwingungen, die die Kugel aus-
fuhrt. Nennt man T die Dauer einer einfachen Schwingung und &
das logarithmische Decrement der Schwingungen, d. h. den natirlichen
Logarithmus des Verhéltnisses zweier auf einander folgenden Schwin-
gungsbdgen, so ist hiernach
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Es ist leicht a und b zu finden, wenn man k als unendlich klein
annimmt und von den Gliedern, auf die der Werth von k von Ein-
fluss ist, nur diejenigen der niedrigsten Ordnung berlcksichtigt.
Man bezeichne zu diesem Zwecke den Werth, den R fir k=0
erhélt, durch B0, setze

f=1"PR + ¢
schreibe die Gleichung 28)

FR)=0

und mache

man hat dann ¢ aus der Gleichung

F(RO) + = Ff) =0
zu berechnen. So ergiebt sich

also

Bezeichnet man noch die Schwingungsdauer der Kugel fir den Fall,
dass die Flussigkeit keine Einwirkung auf sie austbt, durch 70, d. h.
setzt man

so hat man hiernach
und

Die particulare Losung der Gleichungen 23) und 26), die wir
jetzt discutirt haben, setzt einen gewissen Anfangszustand der Flussig-
keit voraus; wir wollen noch andere particuldre Lésungen derselben
Gleichungen, die sich auf andere Anfangszustande beziehn, aufsuchen.
Eine Losung der Gleichung 23) ist

wo &, C' und B willkiihrliche, complexe Constanten bedeuten. Es
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genigt dieselbe der Bedingung 26), wenn zwischen diesen Constanten
die Gleichung

besteht. Diese Gleichung bestimmt das Verhéltniss C: C', wenn B
beliebig angenommen ist. Der Ausdruck, den man auf diese Weise
fur W erhdlt, ist complex; sein reeller Theil genlgt auch den Glei-
chungen 23) und 26). Wahlt man diesen reellen Theil fir W, so
wird im Allgemeinen die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit un-
endlich; eine Aushahme hiervon kann nur stattfinden und die Ge-
schwindigkeit in der Unendlichkeit verschwinden, wenn entweder
eine von den beiden Constanten C und 6" gleich Null oder die Con-
stante B rein imaginar ist. Der erste Fall ist derjenige, den wir
vorher betrachtet haben, und auf den die Gleichung 27) sich be-
zieht; der zweite fuhrt auf die neuen Ldsungen, die wir bezeichnen
wollten.

§ 6.

Die folgenden Betrachtungen werden uns auf die Schwingungen
einer in einer reibenden Flissigkeit befindlichen Kugel fiihren, deren
Mittelpunkt in einer geraden Linie sich hin und her bewegt.

Eine particulare Ldsung der Gleichung 8) ist

wenn

eine zweite ist

wenn

die genannten Gleichungen werden daher auch erfiillt durch

wenn
), 29)
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Nun nehmen wir an, dass P und W nur Functionen der beiden
Variabein r und t sind; wir erhalten dann

30)
wir nehmen ferner an, dass fir r =R
31)
ist; dann ist fir r = R
w=0, v=0, 32)

und die entwickelten Gleichungen stellen eine mdgliche Bewegung
in dem Falle dar, dass in der Flussigkeit eine Kugel sich befindet,
fur deren Oberfliche r = R ist, und die in der Richtung der
z-Achse mit einer Geschwindigkeit sich bewegt, die gleich dem
Werthe von

fir r=R

ist.

Es sei Z die Summe der z-Componenten der Drucke, welche
die Kugel auf die Flissigkeit ausiibt; es gilt dann die Gleichung
21), d. h.

Erwégt man, dass nach 1)

dass ferner

ist und benutzt die Gleichung 31), so findet man aus 30)
fir r = R.

Nun sei { die Verrickung der Kugel zur Zeit | aus einer gewissen
Lage, so dass
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fir r=fR, 33)

m die Masse der Kugel und Z' die Kraft, die in der Richtung der
z- Achse auf die Kugel wirkt, abgesehen von den Drucken, die die
Flussigkeit auf sie austbt; es ist dann

Gesetzt, es sei
Z'= —-a,

wo a eine beliebig gegebene Constante bedeutet; dann erhélt man,
der Gleichung 26) entsprechend,

34)
firr=R

Den beiden fur P und W in 29) aufgestellten Gleichungen geniigt
man durch

35)

wo B, C und B willkiihrliche Constanten sind. Die Bedingungen
31) und 34) geben fir diese Constanten zwei Gleichungen, die in
Bezug auf B und C linear und homogen sind, und aus denen das
Verhéltniss B : C und B zu berechnen sind. Mit Hilfe der Differen-
tialgleichungen 29) findet man leicht fir r = R aus 31)

und dann aus 34)

oder, da fur jeden Werth von r

ist,
36)

Setzt man

bezeichnet also durch m' die Masse der von der Kugel verdringten
Flussigkeit, so geht diese Gleichung fir k =0 Uber in
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Daraus folgt, dass, wenn k klein genug ist (was wir annehmen),
ihre 4 Wurzeln in der N&he der Werthe

liegen. Wir wéhlen fur R eine der beiden Wurzeln, deren reeller
Theil negativ ist; dann wird die Geschwindigkeit in der Unendlich-
keit gleich Null. Dabei sind die in 35) fur P und W aufgestellten
Ausdriicke complex; aber auch die reellen Theile dieser Ausdriicke
gentigen den Gleichungen 29), 31) und 34), und diese reellen
Theile denken wir uns nun fur P und W gesetzt. Machen wir
wieder
=—a+b~v-1,

berechnen ¢ mit Hilfe von 32) und 33) aus P und /G, bezeichnen

durch C eine neue, reelle, willkiihrliche Constante und verlegen den
Anfangspunkt der Zeit, so ergiebt sich dann

woraus fir die Schwingungsdauer 7' und das logarithmische Decre-
ment der Schwingungen & wieder die Gleichungen

d=m—a)T

folgen. Nimmt man k als unendlich klein an, so findet man hier-
aus und aus der Gleichung 36) durch eine Rechnung, wie sie fur
einen &dhnlichen Fall im vorigen § durchgefuhrt ist,

WO

Es hat keine Schwierigkeit andere particuldre Ldsungen der
Gleichungen 29), 31) und 34), welche einem andern Anfangszustande
der Flissigkeit entsprechen, als die erdrterte, anzugeben; es hat
diese ein hervorragendes Interesse, weil sie sehr nahe den Einfluss
zu beurtheilen erlaubt, den die Luft auf die Schwingungen eines
Pendels ausiibt, das aus einer Kugel und einem diinnen Faden besteht.
Wir verweisen in Bezug hierauf auf eine Abhandlung von Stokes
(Transactions of the Cambridge philosophical society, Vol. IX, part. 2,
p. 8) und eine von Emil Meyer (Borchardt’s Journal, Bd. 73).
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(Gleichgewicht und Bewegung elastischer fester Korper. Aufstellung der
Differentialgleichungen fir Korper, die in verschiedenen Richtungen verschie-
dene Elasticitat besitzen. Die Zahl der Constanten der Elasticitat ist im All-
gemeinen 21, sie verringert sich, wenn Ebenen der Symmetrie vorhanden sind,
und reducirt sich bei einem isotropen Korper auf2. Das Gleichgewichtsproblem
hat nur eine Losung. Wenn keine Kréfte auf die Theile des Korpers wirken,
so kann derselbe im Gleichgewicht sein, wenn die Druckcomponenten Con-
stanten gleich sind. Zusammendrickbarkeit, Elasticitatscoefficient. ~Gleich-
gewicht eines isotropen, cylindrischen Korpers, auf dessen Grundflachen Drucke
von gewisser Art wirken. Durchfiihrung der Rechnung fur den Fall, dass der
Querschnitt ein Kreis ist. Gleichgewicht einer Hohlkugel, auf deren Ober-
flachen constante und senkrechte Drucke wirken.)

§ 1

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des Gleichgewichts und
der Bewegung elastischer fester Korper. Die allgemeinen Differential-
gleichungen hierflr haben wir bereits im § 7. der eilften Vorlesung
unter gewissen Voraussetzungen aufgestellt; diese Voraussetzungen
werden wir beibehalten und aus jenen Gleichungen Folgerungen
ziehen; die dort gebrauchten Bezeichnungen werden wir auch hier
anwenden, nur die Verrickungen, die dort & n { genannt sind,
sollen hier u, v, w heissen. Wir denken uns also einen Korper,
dessen Punkte in eine solche relative Lage gebracht werden kénnen,
dass die sammtlichen Druckcomponenten in ihm gleich Null sind; den
Zustand, in dem der Koérper dann sich befindet, wollen wir seinen
naturlichen nennen, X, y, z sind die Coordinaten eines Punktes des
Korpers, wenn dieser in seinem nattirlichen Zustande in irgend einer
Lage ist, x + u, y + v, z + w die Coordinaten desselben Punktes
zur Zeit t; u, v, w sind unendlich klein. Wir setzen

und bezeichnen durch /' eine gewisse homogene Function zweiten

Grades der 6 Argumente xx, yy, . . mit constanten Coefficienten;
es ist dann
Kirchhoff, Mechanik. 26
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und

3)

wo [ die Dichtigkeit, X, Y, Z die Componenten der beschleunigen-
den Kraft, die im Punkte (x, y, z) wirkt, bedeuten. Die Function
T hat dabei die Eigenschaft, dass | fdt, wo (It ein Element des
Volumens des Korpers bedeutet, das Potential der Krafte ist, die
durch die relativen Verschiebungen der Theile des Korpers erzeugt
sind, d. h. der Kréfte, welche wir an dem angefiihrten Orte innere
genannt haben. Aus dieser Bemerkung folgt, dass der Werth von
f' fur irgend einen Zustand eines unendlich kleinen, den Punkt
(X, Y z) enthaltenden Theiles des Korpers unabhdngig von dem
Coordinatensysteme ist, das man benutzt; die in f vorkoiumenden
Coefficienten, die die Constanlen der Elasticitat des Korpers heissen,
sind aber durch die Richtungen der Coordinatenachsen bedingt. Die
Zahl dieser Constanten ist im Allgemeinen 21 ; bietet die Substanz
des Korpers aber Symmetrieen dar und wahlt man die Richtungen
der Coordinatenachsen passend, so wird sie erheblich verringert.

Wir setzen

f—=all Xx2 + 2 a12xXyy+-2 a13xxzz+ 2 alaxXyz+ 2 al5XXZX+ 2 al6XXXy
+ a22yy2 +-2 a23yyzz+ -2 a24yyyz+ 2 a25yyzx+ 2 a2éyyxy 4)
+ a¥¥zz2 +

und sagen: in Bezug auf die Elasticitat des Korpers ist die xy-Ebene
eine Symmetrie-Ebene, falls dieser Ausdruck fir ¥ giltig bleibt, wenn
man die Richtung der z-Achse in die entgegengesetzte verkehrt.
Wenn die Richtung der z-Achse in die entgegengesetzte verwandelt
wird, wahrend der Anfangspunkt der Coordinaten derselbe bleibt, so
nehmen z und w die entgegengesetzten Werthe an und X, y, u, v
werden nicht geédndert; den Gleichungen 1) zufolge behalten daher
dabei x.x, yy, zz, xy ihre urspriinglichen Werthe, yz und zx aber
bekommen die entgegengesetzten. Soll hierbei der in 4) fur F an-
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gegebene Ausdruck ungeédndert bleiben, welches auch die Werthe
seiner Argumente sind, so mussen

ald aX¥ a34 adb
al5 a», a¥%, akh
verschwinden. Ist die xy-Ebene eine Symmetrie-Ebene, so ist daher

f &1 il + 2al3xxzz + 2albxxyy
+ 2822yy2 + 2a23yyzz + 2a26yyxy
o+ 2a36zzxy 5)
+ 2a66xy?2

+ 2ad44yz2 + 2albyix+ 285512

Sind die xy-Ebene und die yz- Ebene Symmetrie-Ebenen, so
ist hiernach

f = allxx2 + a22yy? + +a23zz2+ addyz2 + ad51x2 + abbxy?2
+ 2a23yyzz + 2a13zzxx + 2al2xxyy )

woraus hervorgeht, dass dann auch die z.t-Ebene eine Symmetrie-
Ebene ist.

Sind die 3 Coordinatenebenen Symmetrie-Ebenen, gilt also die
Gleichung 6), und behalt diese Gleichung Giltigkeit, wenn man die
x-Achse und die y-Achse mit einander vertauscht, so sollen die
yz-Ebene und die Xxz-Ebene gleichwerthige Symmetrie-Ebenen
heissen. Bei der Vertauschung der x-Achse und y-Achse gehen
xx und yy, sowie zx und yz in einander (ber, wahrend zz und xy
ungeandert bleiben; soll sich dabei der in 6) flrf’gegebene Ausdruck
nicht dndern, so muss

all=a2, a# = a%, all= ai
sein.

Es folgt hieraus, dass, wenn die 3 Coordinatenebenen gleich-
werthige Symmetrie-Ebenen sind,

= all (XX2 +y + 722) = 2aQ (yyzz +zzXX =+ XXyy)
+ al4 (yz2 + x2 + x2)

ist. Ein Beispiel fir diesen Fall bietet das Steinsalz dar.*)

Man nennt den Korper isotrop, wenn derselbe Ausdruck von
T fir jedes Coordinatensystem gilt. Um diesen Ausdruck fir einen
solchen Kérper zu finden, kénnen wir von dem in 7) angegebenen
ausgehn, der den gesuchten als speciellen Fall in sich enthalten muss.
Wir schreiben die Gleichung 7), indem wir an Stelle dei' Constanten
all a23,a44 andere, K,O, L einflhren,

*) Untersuchung der Elasticitadtsverhéltnisse des Steinsalzes, Inaugural-
dissertation von Woldemar Voigt (1874).
26*
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f= — K(Xx2 +yy2 + 222 + %yz2 + Y%x2 + %xy2 + 0 (xx +yy + zz)28)

+ L(Xx2 + yy 2+ 272)
und bemerken, dass
XX + Yy + 22
und
XX2 + Yy2 + 722 + Y2 yz2 + Yo1x2 + Y2 Xy2
ungeandert bleiben, wenn das Coordinatensystem gedndert wird. Um
diese Behauptung zu beweisen, fihren wir die Hauptdilationen ein,
und nennen
AL, A2, A3
die Grossen dieser,
al, B1, yl> 0w, B2 0’ a3, R3,y3
die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtungen mit den Coordi-
natenachsen bilden; nach den Gleichungen 21) der zehnten Vorlesung
und den 9 letzten Gleichungen der Seite 121 ist daun

XX = al2Al  + 0222  + a32\3

yy= B12Al + 32272 + R32A3
= y12Al +y22A2 + y32A3
Yayz = RlyIAl+ R2y2A2 + R3y3A3
Yzx = ylalAl + y202A2 + y303A3
Yoxy = alRIAL + a2B2A2 +o3R3A
woraus bei Ricksicht auf die Relationen, die zwischen den Grdssen
1,8 y bestehen, die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. Zu-
gleich sehen wir, dass der mit L multiplicirte Ausdruck in der
Gleichung 8) von der Richtung der Coordinatenachsen abhéngig ist.
Soll diese Gleichung fiir jedes Coordinatensystem bestehen, so
muss also
L=0
sein; so sind wir flr einen isotropen Korper zu demselben Aus-
drucke von F gelangt, der schon in der Gleichung 30) der eilften
Vorlesung aufgestellt ist.

§ 2

Fur den Fall des Gleichgewichts gehen die Gleichungen 3) in
die einfacheren
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Uber. Hierzu kommt, wenn die Druckkréafte gegeben sind, die au
die Elemente der Oberfliche des Korpers wirken, die Bedingung,
dass fur diese Elemente Xn, Yn, Zn wo n wieder die nach dem
Innern des Korpers gerichtete Normale bedeutet, gegebene Werthe
erhalten. Diese Werthe und die Werthe von X, V, Z missen dabei
6 gewisse Relationen erfiillen; es mussen namlich die Summen ihrer
Componenten und ihre Drehungsmomente in Bezug auf die Coordi-
natenachsen verschwinden, wie aus den Gleichungen 1) und 2) der
eilften Vorlesung hervorgeht.

Durch die angegebenen Bedingungen sind die Gréssen u, v, w
noch nicht vollig bestimmt; es kommen diese sowohl in den Glei-
chungen 9), als in den Grenzbedingungen nur in den Verbindungen
XX, Y, ZZ YX, ZX, Xy vor; gesetzt, es seien die letzteren bestimmt,
so sind w, v, w aus den Differentialgleichungen 1) zu ermitteln; hat
man Ausdriicke fir u, v, w gefunden, die diesen gentigen, so kann
man zu ihnen u; v', w' resp. hinzufligen, wenn

10)

ist. Es ist leicht, die allgemeinsten Lodsungen dieser Gleichungen
zu finden; differentiirt man namlich jede von ihnen noch einmal
nach x, y und z, so ergiebt sich, dass die sammtlichen zweiten
Differentialquotienten von u; v, w' nach X, y, z verschwinden; es
sind also u', v',w' lineare Functionen von X, Yy, z mit constanten
Coefficienten; substituirt man diese Functionen in 10), so findet man
zwischen den Coefficienten solche Relationen, dass

U, = al +bz — cy

v'= b0 +cx - az

w'=cl + ay - bx
wird, wo a0, b0, cO, a, b, c willkihrliche Constanten sind. Die
Veranderung des Korpers, welche der Hinzufugung dieser Ausdriicke
Zu u, v, w entspricht, besteht nach den in der finften Vorlesung
gemachten Auseinandersetzungen in einer Verschiebung und einer
Drehung um den Anfangspunkt, deren Componenten a0, b0, c0, und
a, b, c sind. Statt dessen kann man auch sagen: Eine Verande-
rung der Grossen a0, b0, c0, a, b, ¢, ¢ entspricht einer Verdnderung
der Lage des Korpers in seinem natlrlichen Zustande, von der aus
die Verriickungen n, v, zu gerechnet werden. Sollen u, v, w voll-
standig bestimmt sein, wenn x.x, yy . . es sind, so missen noch
Bedingungen festgesetzt werden, welche zur Bestimmung der 6 Con-
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stanten a0, b0, c0, a, b, ¢ genigen; solche Bedingungen sind z. B.
die, dass fir x =0, y =0, z=0

11)

ist. Die 3 ersten von diesen Gleichungen sprechen aus, dass der
Anfangspunkt der Coordinaten keine Verriickung erlitten hat; die
Bedeutung der 3 letzten erkennt man leicht mit Hilfe der Glei-
chungen 7) der zehnten Vorlesung. Bei der dort gebrauchten Be-
zeichnung sind die 3 letzten der Gleichungen 11), wie die Gleichun-
gen am Ende der Seite 121 zeigen,

al =0, a3=0, al=0;
die Gleichungen 7) der zehnten Vorlesung werden hierdurch

ra’ = r (alla—+ al2p)

rg' = ra22p

ry' =r @ldla + a3 +a3ly)-
Daraus folgt erstens: wenn a==0 und R =0 ist, so ist auch
¢ =0 und R =0, d. h. ein der z-Achse paralleles, durch den
Anfangspunkt gehendes Linienelement erleidet keine Drehung; zwei-
tens folgt: wenn R = 0 ist, so ist auch ' =0, d. h. ein der zx-
Ebene paralleles, durch den Anfangspunkt gehendes Flachenelement
bleibt sich selbst parallel.

Wollte man in den Gleichungen 1) xx, yy, . . als willkuhrliche
Functionen von X, y, z annehmen, so wirden dieselben, da sie nur
3 zu bestimmende Functionen, u, y, w, enthalten, im Allgemeinen
sich widersprechen; wir bemerken, dass sie immer vereinbar mit
einander sind, wenn xX, yy, . . . von X, Yy, z unabh&ngig sind, aber
beliebige Werthe haben. Setzt man namlich u, v, w linearen
Functionen von X, y, z gleich, so kann man die 12 Coefficienten
dieser so bestimmen, dass xX, yy, . . beliebig gegebene constante
Werthe erhalten und zugleich den Bedingungen 11) genugt wird.

Diese Bemerkung benutzen wir, um eine wichtige Eigenschaft
der Function f, die bis jetzt nicht erwéhnt ist, abzuleiten. Wir
setzen von dem Korper voraus, dass er, wenn auf seine Theile
keine Krafte, auf seine Oberflaiche keine Druckkréafte wirken, und
er den Bedingungen 11) unterworfen ist, in stabilem Gleichgewichte
sich befindet, wenn Uberall u=0, v=0, w=20 ist. Nach der
Bedeutung von f, an die wir erinnert haben, und nach § 2. der
vierten Vorlesung muss dann unter den Bedingungen 11)

Jtdr

ein Maximum sein, wenn Uberall u=0, v=0, w=20 ist, d. h.
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wenn dberall xx, yy, . . verschwinden. Dieses Maximum muss auch
stattfinden, wenn den Grossen xx, yy, . . die Beschrankung aufgelegt
wird, dass sie von X, y, z unabhangig sind, ihre Werthe aber
willkihrlich bleiben. Es muss also f ein Maximum sein fir xx = 0,
yy =0, . > wenn XX, yy, -.. als unabhdngige Variable angesehn
werden. Da nun /' eine homogene Function zweiten Grades der
genannten Argumente ist, so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend
mit dem, dass F nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes seiner
Argumente verschwindet. Die letztere Eigenschaft hat ¥ nicht, wenn
der Korper eine compressible, nicht reibende Flussigkeit ist. Wir
kénnen eine solche als einen isotropen Koérper ansehn, bei dem die
Constanten K und 0, die wir in Bezug auf einen isotropen Kérper
eingefuhrt haben, solche Werthe besitzen, dass K= 0 und K6
endlich ist; in diesem Falle verschwindet /' immer, sobald-
xx +yy+n =0 ist.

Aus dem Umstande, dass fur einen festen Korper, wie wir ihn
hier betrachten, f nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes
seiner Argumente gleich Null ist, l&sst sich weiter beweisen, dass
w, v, w eindeutig bestimmt sind durch die Gleichungen 9), die Be-
dingung, dass an der Oberfliche ><n Yn, Zn gegebene Werthe
erhalten und die Gleichungen 11). Um das darzuthun, braucht man
nur zu zeigen, dass diese Bedingungen u=0, v=0, w =0 er-
geben, wenn X, Y, Z, Xn, Yn, Zn Gberall verschwinden. Zu diesem
Zwecke addire man die Gleichungen 9), nachdem sie mit udt, vdrt,
wdt multiplicirt sind, und integrire Uber das Volumen des Kor-
pers; mit der resultirenden Gleichung nehme man eine Umformung
vor, ahnlich derjenigen, die uns zu der Gleichung 18) der eilften
Vorlesung gefuhrt hat; benutzt man, dass

F = XXX + YYYy + Z772 + Yzyz+ ZXIX+XyXy

ist, so findet man dann fur den genannten Fall

Jtdr=o0.
Hieraus folgt aber bei Rucksicht auf die Eigenschaften, die /' besitzt,
dass xX, yy, . . Uberall verschwinden, und dann weiter aus 11),
dass auch u, v, w uberall = 0 sind.

Lasst man die Bedingungen 11) fallen, so bestimmen die Glei-
chungen 9) und die Werthe von Xn, Yn, Zn den Zustand des
Korpers, wie wir sagen wollen, ndmlich die relativen Verschie-
bungen seiner Theile, wahrend die Lage des Korpers unbe-
kannt bleibt.
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8 3.
Verschwinden die Krafte X, X, so werden die Gleichungen 9)

12)

Von diesen Gleichungen wollen wir nun particuldre Ldsungen bil-
den, die mit den Bedingungen 1) vertrdglich sind.

Man erhélt eine solche, wenn man die 6 Druckcomponenten
Xx, Yy, . . beliebigen Constantin gleichsetzt; dann werden namlich
auch die Grossen xx, yy, . . gleich Constanten und wir haben
bereits im vorigen § gesehn, dass in diesem Falle die Gleichungen
1) erfillt werden kdnnen, und zwar dadurch, dass man u, v, w
linearen Functionen von X, y, z gleichmacht. Der letzte Umstand
bewirkt, dass bei der genannten Annahme die Veranderung, die der
Korper aus seinem natlrlichen Zustande erfahren hat, der Art ist,
dass die neuen Coordinaten eines jeden seiner Punkte lineare Func-
tionen der alten sind, dass also eine jede Ebene eine Ebene, eine
jede Kugel ein Ellipsoid geblieben ist.

Ist

XX =Yy =2Z1=0p
Y: = Zx =Xy= 0,

wo p eine Constante bedeutet, so erleidet ein jedes Flachenelement
im Innern des Kd&rpers und ein jedes Element seiner Oberflache einen
senkrechten Druck, der —p ist. Bei einer beliebigen Gestalt des
Korpers lasst dieser Fall sich verwirklichen, wenn der Korper in
eine Flussigkeit gebracht ist und der Druck in dieser vergrossert
wird; die Wirkung der Schwere ist dabei unmerklich. Im Allge-
meinen bleibt der Kdrper dabei nicht sich selbst @hnlich; das findet
aber statt, wenn er isotrop ist, oder, wenn es drei gleichwerthige,
auf einander senkrechte Symmetrie-Ebenen fiir seine Substanz
giebt. Unter der Zusammendrickbarkeit des Kdorpers versteht man
den negativ. genommenen Werth, den die réumliche Dilatation
fir p = 1 besitzt; fir einen isotropen Korper ergiebt sich aus den
Gleichungen 28) der eilften Vorlesung die Zusammendriickbarkeit

Wenn



§ 3. Zusammendriickbarkeit und Elasticitatscoefficienten. 397

verschwinden und Zz einen constanten Werth hat, so erleidet irgend
ein Flachenelement, welches der z-Achse parallel ist, keinen Druck
und ein Flachenelement, welches senkrecht zu dieser Achse ist,
den senkrechten Druck Zz  Dieser Fall lasst sich verwirklichen,
wenn der Korper die Gestalt eines geraden, der z Achse parallelen
Cylinders von beliebigem Querschnitt hat, indem man die Mantel-
flache frei lasst und an jedem Element der Grundflachen einen senk-
rechten, constanten Druck anbringt. Den Werth, den

dann hat, nennt man den Elasticitats-Coefficienten der Substanz fur
die Richtung der z-Achse; dieser ist immer von der Richtung der
z- Achse abhéngig, ausser, wenn der Korper isotrop ist. Fur
einen isotropen Korper ist er den Gleichungen 28) der eilften Vor-
lesung zufolge

§ 4.

Ist der Korper isotrop, so l&sst sich ohne Schwierigkeit eine
allgemeinere Ldsung der Gleichungen 12), die mit den Bedingun-
gen 1) vertraglich ist, finden, bei der

Xx=-0, Xy=0, Yy=0,

ist; ist der Korper Uberdies durch eine der z-Achse parallele Cylin-
derflache und zwei Querschnitte dieser begrenzt, so l&sst diese Lésung
dem Falle sich anpassen, das- die Cylinderflache frei ist und auf die
Elemente eines der Querschnitte Druckkrafte wirken, deren Compo-
nentensummen und Drehungsmomente beliebig gegeben sind. Die
so bestimmte Ldsung ist deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil
sie die Forméanderungen eines cylindrischen Stabes, auf dessen Enden
beliebige Druckkrafte wirken, im Allgemeinen mit grosser Genauig-
keit darstellt, falls die Lange des Stabes gross gegen die Dimensionen
des Querschnitts ist. Wir werden in den beiden folgenden Vor-
lesungen uns ausfiihrlich mit den Formanderungen eines dinnen
Stabes beschaftigen, indem wir von vornherein die Voraussetzung
einfuhren, dass die Dimensionen des Querschnitts des Stabes unendlich
klein sind, wéhrend seine L&nge endlich ist. Die Betrachtungen, die
wir hier durchfiihren wollen, sind in gewisser Hinsicht specieller, in
anderer aber allgemeiner, als jene spéteren.

Um die bezeichnete Losung abzuleiten, untersuchen wir zuerst,
welche Beziehungen zwischen den 6 Grdssen XX, yy, . . stattfinden
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muissen, damit die Gleichungen 1) erfullbar sind. W.ir erhalten die-
selben, indem wir die Gleichungen aufstellen, durch welche die
Functionen u, v, w, wenn sie existiren, aus XX, yy, . . zu berechnen
sind. Von dem Punkte x =0, y =0, z=0, den wir im Innern
des Koérpers annehmen, denken wir uns in diesem eine beliebige Linie
nach dem Punkte (X, Yy, z) gezogen und bezeichnen durch dx, dy, dz
die Projectionen eines Elementes derselben. Ist (u)l der Werth von
u fir x =0, y=0, z— 0, so haben wir dann

ist hier als unmittelbar gegeben zu betrachten, denn es ist = xx;

unc aber sind erst zu berechnen. Aus den Gleichungen 1)

folgt leicht

und

diese Werthe sind in die Gleichungen

in denen der Index O dieselbe Bedeutung, wie eben, hat, zu setzen.

Der fur angenommene Ausdruck, ndmlich xx, ist eine Func-

tion von X, y, z] auch die fir und aufgestellten  Ausdriicke

missen solche Functionen, d. h. unabhdngig von dem Integrations-
wege sein, die in ihnen unter den Integralzeichen stehenden Grdssen
also vollstandige Differentiale. Die Bedingungen hierfir sind durch
die folgenden 5 Gleichungen ausgesprochen:

www.rcin.org.pl
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13)

Dass die Ausdriicke, die dann fir erhalten werden, die

partiellen Differentialquotienten einer Function sind, bringt keine
neue Bedingung hinzu.

Ersetzt man m den durchgefiihrten Betrachtungen u durch v
oder w, so erha@lt man nur die eine neue Gleichung

14)

welche den Gleichungen 13) hinzuzuftigen ist.

Substituirt man die fir die ersten Differential Quotienten von u
aufgestellten Ausdriicke und die entsprechenden der ersten Differen-
tialquotienten von v und w in die Gleichungen 1), so werden diese

fur alle Werthe von x, y, z erflllt, wenn nur

so gewadhlt sind, dass sie fur den Punkt x =0,

y = 0, z = 0 erfullt werden.

Das Resultat dieser Betrachtungen ist, dass die Gleichungen 13)
und 14) die vollstindigen Bedingungen dafir sind, dass u, v, w
den Gleichungen 1) gemass sich als Functionen von X, y, z be-
stimmen lassen. Um die Beziehungen zu finden, die dabei zwischen
den Druckcomponenten XX, Yy, . . stattfinden missen, hat man nur
noch zu erwégen, dass XX, yy, . . lineare homogene Functionen dieser
Druckcomponenten sind, deren Coefficienten von den Constanten der
Elasticitat in gewisser Weise abhéngen.

Wir haben bereits bemerkt, dass die Gleichungen 1) mit der
Annahme vertraglich sind, dass Xx, Yy, . . beliebige constante
Werthe besitzen; wir sehen jetzt, dass sie auch gestatten, Xx, Yy) ..
beliebigen linearen Functionen von X, y, z gleichzusetzen, da die
Gleichungen 13) und 14) nur zweite Differentialquotienten nach
X, Y, z enthalten.

Ist der Koérper, wie wir nun annehmen wollen, isotrop, so hat
man nach den Gleichungen 28) der eilften Vorlesung
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Fuhrt man ferner die Voraussetzung
Xx =0, Xy=0, Yyyv=0 15)
ein, so erhdlt man hieraus

16)

Die Gleichungen 12) werden dabei
17)

Die Gleichungen 13) und 14) ergeben daher

und

Die vier ersten dieser 6 Gleichungen sagen aus, dass Z: linear ist
in Bezug auf jede der Grossen X, y, z und auch das Product xy
nicht enthélt; es ist daher

Zz=a+ &+ a2y +z (b +blx +b2y) 1«)

wo a, al, a2, b, bl, bl willkihrliche Constanten bedeuten; die beiden
letzten werden dadurch
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Hieraus folgt
19)

wo c eine willkiihrliche Grosse bedeutet, die von X, y und, wegen
17) auch von z unabhéngig ist. Diese Gleichung verbinden wir mit
der Gleichung

20)

die aus 17) und 18) folgt. Gesetzt es seien Xz'und Yz' die Diffe-
renzen der Werthe von Xz und Yz in zwei verschiedenen Losungen
der Gleichungen 19) und 20), so ist

also

21)

Hiernach kann man die allgemeine Losung der Gleichungen 19)
und 20) angeben, sobald man eine particuldre gefunden hat; eine
solche findet man aber, indem man fir Xz und Yz Ausdriicke zweiten
Grades in x und y annimmt und die Coefficienten derselben
passend bestimmt, wobei der Willkihr nach einiger Spielraum
bleibt. So findet man als allgemeine Ldsung der Gleichungen 19)
und 20)

wo Q der Gleichung 21) geméss zu waéhlen ist.

Nun wollen wir annehmen, dass der Koérper, um den es sich
handelt, durch eine der z-Achse parallele Cylinderflaichc und zwei
senkrechte Querschnitte begrenzt ist, und wollen die aufgestellten
Formeln dem Falle anzupassen suchen, dass die Cylinderflache frei
von jedem Drucke ist. Es sei dl ein Element des Umfangs eines
zur z-Achse senkrechten Querschnitts, n die nach dem Innern dieses
gerichtete Normale von dI] es muss dann

0= ¥os (nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz)
0 =Yxcos (nx) + Yy cos (ny) + Yz cos (nz)
0 = Zxcos (nx) + Zy cos (ny) + Zz cos (nz)
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sein. In Folge der Gleichungen 15) und des Umstandes, dass
cos(nz) =0
ist, sind die beiden ersten dieser Gleichungen erfullt; die dritte wird
0 = Xz cos (nx) + Yz cos (ny). 23)
Substituirt man liier fir Xz und Yz ihre Werthe aus 22), so erhalt
man einen Ausdruck fir
d. h. far

der die, bis jetzt nur durch 21) definirte Function Bis auf eine
additive Constante, deren Werth gleichgiltig ist, bestimmt.

Damit es eine Function gebe, die den fir Q aufgestellten Be-
dingungen genigt, muss, wie wir in der sechszehnten Vorlesung
gesehn haben,

sein. Bildet man diese Gleichung mit Hilfe von 22) und 23), so
spricht sie aus, dass eine Summe von Gliedern verschwindet, die
von der Form

J Veosx)di oder | Vcos (ny)dl

sind, wo V eine, in dem Querschnitt des cylindrischen Korpers stetige
Function von x und y bedeutet. Ist df ein Element dieses Quer-
schnitts, so hat man aber, den Gleichungen 6) der eilften Vorlesung
entsprechend,

Wir wollen die z- Achse so legen, dass
Jxdf=0 uwd fydf=o0

ist, d. h..die Linie, auf der die Schwerpunkte der Querschnitte
liegen, zur z- Achse wéhlen; ein Blick auf die Gleichungen 22) zeigt
dann, dass die Gleichung 24)

b fJaf=p, dh b=0
wird. Die 6 Ubrigen Constanten, die wir eingefihrt haben,
a,al, a2, bl b2, ¢

bleiben unbestimmt und kénnen so gewdhlt werden, dass die Com-
ponentensunnnen und Drehungsmomente der auf die Elemente einer
Endflache wirkenden Drucke, namlich die Grdssen
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_erdf, JI(yZz — zYz) df

(zXz - xYx ) df
-[r o df, Jxvx - yyx ) df

beliebig gegebene Werthe annehmen.

Wir wollen die Rechnung nur weiterfihren fir den Fall, dass
der Querschnitt des Korpers ein Kreis von dem Radius R, die Glei-
chung seines Umfangs also

X2 +y2 =R2
ist. Der Gleichung 21) genligt man durch
0= Alx + A2y + B1(x3 — 3 xy2) + B2 (y3 — 3 x2y),
wo Al, A2, B1, B2 willkihrliche Constanten bedeuten: es wird sich
zeigen, dass diese sich so bestimmen lassen, dass den verlangten
Werth erhdlt. Da

S0 ist
also
= Alx + A2y + 3B1(x3 - 3 xy2) + 3B2 (y3 - 3 x2y),
oder auch, da das Zeichen sich nur auf den Umfang des Quer-

schnitts bezieht,

wo C1, C2 zwei neue Constanten bedeuten. Andererseits folgt aus
den Gleichungen 22) und 23)

Diese beiden fur aufgestellten Ausdriicke werden identisch,
wenn man

macht. Bei diesen Werthen von Al, A2, B1, B2 werden die Glei-
chungen 22)

www.rcin.org.pl
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wozu wir fligen
Z1 = a+alx+ a2y +z (blx + b2y)

Die Berechnung der Constanten a, al, a2, %t, b2) ¢ aus den Com-
ponentensummen und Drehungsmomenten der Druckkréfte, die auf
ein Ende des Cylinders wirken, ist hier sehr einfach, nehmen wir
dieses Ende zur xn-Ebene und benutzen, dass

I xXydf=— _I_x2ydf: _I_xy2 if=0O

ist, so finden wir

In Bezug auf die weitere und allgemeinere Discussion der in
diesem § entwickelten Formeln verweisen wir auf Clebsch*) und
Saint-Venant. **)

8§ 5.
Fur einen isotropen Kdorper lassen sich in Folge der Gleichungen
28) der eilften Vorlesung, wenn man

25)

und wieder

setzt, die Gleichungen 3) schreiben

26)

*) Theorie der Elasticitat fester Korper von A. Clebsch, Leipzig 1862.

**) Mém. sur la flexion des prismes, Liouville Journal Il éme séne, Tome 1
(1856).

www.rcin.org.pl
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Fur den Fall, dass das Gleichgewicht besteht und keine Krafte auf
die Theile des Korpers wirken, gehen dieselben Uber in

27)

woraus folgt
0= Ao
Es ist leicht, eine particulare Losung der Gleichungen 25) und 27)
zu finden, deren Kenntniss von Interesse ist. Man genugt ihnen,
wenn man
0=a
setzt, wo a eine willkuhrliche Constante bedeutet, und

wo V die Gleichung
AV = a
erfillt. Demgeméss kann man annehmen

wo
R=x2+y =#

und b eine zweite willkihrliche Constante ist. Fir die Druckcom-
ponenten hat man dann die Ausdriicke

Dieselben haben die Eigenschaft, die Gleichungen
Xx — p)>x +. Xyy+Xzz=0
Yxx+ (Yy — ply—+ Yzz=0
Zxx + Zyy + (Zz — p) z =0

Kirchhoff. Mechanik. 27
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zu befriedigen, wenn

gesetzt wird. Erinnert man sich an den Begriff der Hauptdrucke,
der im § 3. der eilften Vorlesung definirt ist, so ist hieraus zu
schliessen, dass die durch den Punkt (X, y, z) und den Anfangs-
punkt der Coordinaten gezogene Gerade die Richtung einer Haupt-
druckachse fiir jenen Punkt hat und die Grdsse des entsprechenden
Hauptdruckes der fir p angegebene Ausdruck ist. Da dieser Aus-
druck eine Function von r ist und zwei willkiihrliche Constanten
enthalt, so folgt weiter, dass die aufgestellten Formeln dem Falle
sich anpassen lassen, dass der Kdérper durch zwei um den Anfangs-
punkt der Coordinaten als Mittelpunkt beschriebene Kugelflachen
begrenzt ist, auf deren jede ein constanter und senkrechter Druck
ausgelibt wird. Sind die Radien der beiden Kugelflachen r! und r2
und p! und p? die entsprechenden Drucke, so sind a und b aus den
Gleichungen

zu bestimmen.

www.rcin.org.pl
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(Endliche Formanderungen eines unendlich diinnen, urspringlich cylindri-
schen Stabes. Dilatationen eines kleinen Theiles desselben. Vereinfachungen,
die eintreten, wenn der Querschnitt eine Ellipse, oder seine Ebene eine Sym-
metrie-Ebene ist. Potential der durch die Dilatationen erzeugten Kréfte.
Lebendige Kraft des Stabes. Gleichgewicht des Stabes unter dem Einfluss von
Druckkréaften, die auf seine Enden wirken. Uebereinstimmung des hierauf be-
zliglichen Problems mit dem Problem der Rotation eines schweren Kdorpers um
einen festen Punkt. Der Stab kann eine Schraubenlinie bilden. Gleichgewicht
eines krummen Stabes, der urspriinglich eine Schraubenlinie bildet.)

§ 1

Wir werden uns jetzt mit dem Gleichgewicht und der Bewegung
von Korpern beschéftigen, deren Dimensionen theilweise unendlich
klein sind; dinne Stdbe und Platten kdnnen ndherungsweise als
solche angesehen werden. Korper, wie wir sie nun betrachten
wollen, konnen endliche Forméanderungen erleiden, ohne dass die
Dilatationen aufhdren unendlich Kklein zu sein. Auch auf solche
Félle kénnen wir unsere Theorie anwenden, indem wir den Korper
in Theile getheilt denken, deren jeder Dimensionen hat, die alle von
derselben Ordnung sind, und die aufgestellten Gleichungen zunéchst
auf einen dieser Theile beziehen.

Denken wir uns einen Korper (oder Korpertheil), dessen Dimen-
sionen alle von der Ordnung der unendlich kleinen Grdsse i sind,
und stellen fir diesen die Bedingungen des Gleichgewichts zusammen.
Zu diesen gehdren zunachst die Gleichungen 9) der vorigen Vor-
lesung, also die Gleichungen

1)

Es sei g eine Function von X, vy, z,
g=2=0
die Gleichung der Oberfliche des Korpers und g positiv im Innern
desselben; n wiederum die nach dem Innern gerichtete Normale eines
Elementes der Oberflache. Es ist dann
27
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und jene Cosinus haben dieselben Vorzeichen wie diese Differential-
quotienten, da positiv ist. Hiernach ist an der Oberfléche

wo die Wurzelgrésse positiv zu nehmen ist und Xn, Yn, Zn als
gegeben betrachtet werden sollen.

Damit u, v, w vollig bestimmt seien, setzen wir noch fest, dass
die Lage des Korpers in seinem naturlichen Zustande, von der aus
u, v, w gerechnet werden, so gewahlt sei, dass fur den Anfangs-
punkt der Coordinaten, der im Innern des Korpers sich befinden soll,
also fir x =0,y =0,z=0

u=0, v=0, w=0

ist.
Nun setzen wir
X=1ixX, y=ijy,6 z=iz, 4)
den gemachten Voraussetzungen zufolge sind dann x', y! z' in dem
Korper endlich und, ist
g =0
die Gleichung zwischen x,i y', z, die der Oberflaiche entspricht, so
enthalt g' nur endliche Constanten.
Die Substitutionen 4) denke man sich auch in den Gleichungen
1), 2) und 3) ausgefihrt. Macht man

und bezeichnet durch Xx', Xy, . . die Ausdricke, die man erhdlt,
wenn man XX, Xy, . . durch xx; xy', . . in den Ausdricken ersetzt, .
die Xx, Xy, . . als Functionen von xx, Xy, . . darstellen, so erhélt
man dadurch:
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5)
firg' =20
6)
und fir X' =0,y =0,z =0
u =0, v=0, w=0
7)

Die Werthe von w, v, w, welche aus 5), 6) und 7) sich ergeben,
lassen sich darstellen als die Summen von Gliedern, von denen die
einen die Gleichungen 6) und 7), statt der Gleichungen 5) aber
diejenigen erfullen, die aus 5) entstehen, wenn man die rechten
Theile durch Null ersetzt, und von denen die anderen die Gleichun-
gen 5) und 7), statt der Gleichungen 6) aber diejenigen erfillen, die
aus 6) entstehen, wenn man hier die rechten Theile durch Null er-
setzt. Die erstgenannten Glieder sind von der Ordnung von iX,,,
iYn, iZn, die andern von der Ordnung von i2Xu, i2YJ, i2Zy,; diese
sind also unendlich klein gegen jene, wenn wir annehmen, dass die
Krafte X, Y, Z nicht unendlich gross gegen die Druckkrafte X,,,
Yn, Zn sind, d. h. dass die relativen Verriickungen, die jene bei
einem Korper, dessen Dimensionen alle endlich sind, hervorbringen,
nicht unendlich gross sind gegen diejenigen, die bei demselben
Korper diese erzeugen. Unter dieser Voraussetzung sind also fir
unsern unendlich kleinen Korper die Gleichungen 5) zu ersetzen
durch diejenigen, die aus ihnen entstehen, wenn man X, Y, Z gleich
Null setzt, die Gleichungen 1) also durch

Die durchgefiihrte Betrachtung zeigt zugleich, dass u, v, w von der
Ordnung von iXn, iYn, iZn sind; von derselben Ordnung sind die
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Differentialquotienten von u, v, w nach X', y', z', die Differential-
quotienten von u, v, w nach X, y, z also von der Ordnung von
Xn, Yn, Zn

Auch fur den Fall der Bewegung gelten diese Resultate und
die Gleichungen 8) treten an die Stelle der Gleichungen 1) der

vorigen Vorlesung, vorausgesetzt, dass die Beschleunigungen

die Grenzen nicht Uberschreiten, die wir fir die Krafte

A, Y, Z angenommen haben. Es folgt das daraus, dass, um vom
Gleichgewicht zur Bewegung Uberzugehn, wir X, Y, Z zu ersetzen

haben durch

§ 2

Nun wollen wir annehmen, dass der Koérper, um den es sich
handelt, ein unendlich dunner, in seinem naturlichen Zustande
cylindrischer Stab ist. Bei diesem Zustande denke man sich in dem
Stabe ein rechtwinkliges Achsensystem; eine Achse soll die Linie
sein, in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, die beiden
andern sollen parallel den Hauptachsen eines Querschnitts sein, die
durch den Schwerpunkt desselben gehn.  Auf der erstgenannten
Achse wahle man einen Punkt P, nenne s den Abstand desselben
von dem Anfange des Stabes und fasse drei Linienelemente ins
Auge, welche von P aus in den Richtungen der drei Achsen gezogen
sind; sie mogen 3, 1,2 heissen und 3 soll dasjenige sein, welches
die Richtung der Lange des Cylinders hat. Diese drei Linienelemente
werden, wenn der Zustand des Stabes gedndert ist, im Allgemeinen
nicht mehr senkrecht auf einander stehen, sondern Winkel bilden,
die von rechten um Grossen abweichen, die von der Ordnung der
Dilatationen sind, die stattgefunden haben. Es soll die Lage der
Punkte des Stabes in der Nahe von P auf ein rechtwinkliges Coor-
dinatensystem bezogen werden, dessen Anfangspunkt P ist, dessen
z- Achse die Richtung des Linienelementes 3 hat, und dessen zx-
Ebene durch die Linienelemente 3 und 1 hindurchgeht. In Bezug
auf dieses Coordinatensystem seien x + u, y + v, z + w die Coor-
dinaten eines Punktes des Stabes nach der Verdanderung, x, y, z die
Coordinaten desselben Punktes, wenn der Stab in seinem natirlichen
Zustande und in der Lage sich befindet, bei der die Linienelemente
1, 2, 3 in die Achsen der x, y, z fallen. Bei diesen Festsetzungen
gelten die Gleichungen 3) oder die Gleichungen 11) der vorigen
Vorlesung, wie aus der Bemerkung hervorgeht, die bei diesen ge-
macht ist; fur die Oberflache des Stabes besteht eine Gleichung
zwischen x und y; es ist
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Ixdxdy = O, fydxdy = 0, Jxydxdy = O, 9)
wenn die Integrationen uber den Querschnitt ausgedehnt werden;
endlich ist jeder materielle Punkt des Stabes charakterisirt durch
gewisse Werthe von X, y und s—+ vy

Es seien ferner & n, ( die Coordinaten des Punktes P nach
der Forméanderung des Stabes in Bezug auf ein beliebig im Raume
gewdhltes Coordinatensystem, das die Eigenschaft haben mdoge, dass
durch Drehung die Achsen der X, y, z parallel den Achsen der
&, n, Cgemacht werden kénnen:

B1, v1
a2, B2, y2
a3, R3, y3
seien die Cosinus der Winkel, die die Achsen der &, n, ¢ mit den
Achsen der x, y, z; bilden, so dass die Indices 1, 2, 3 sich auf
die Achsen der X, y, z resp. beziehn. Diese 9 Grodssen, so wie
&, N, ¢, sind im Falle des Gleichgewichtes Functionen der einen
Variabein s, im Falle der Bewegung Functionen von s und t.
Bei diesen Bezeichnungen sind

E +aXxX+u+ a2 v + a3 (z+w)
BBl x+u) + B2 (y+ v) +R3 (z+ w) 10)
{+yl(X +u) +y2 (y+ V) +y3 (z+ w)

die Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der & n, ( des
Punktes, dessen Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der X, y}
z sind X + u, y+ v, z+ w. Die Ausdriicke 10) missen Functionen
von s -j- z sein, da die Werthe von s+ 2z, x und y einen materiellen
Punkt des Stabes bestimmen; die partiellen Differentialquotienten
dieser Ausdricke nach z und nach s missen daher einander gleich
sein. Es ist also

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mital, B1, y1,
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mit a2, 32, y2 mit a3, 83, y3 und addire sie jedesmal. Dabei
setze man

1)

da nach den gemachten Festsetzungen
ist, so folgt hieraus

und es ist o die Dilatation, die das Element ds erfahren hat; man
setze ferner

13)

Vergleichen wir diese Ausdricke mit den in den Gleichungen 19)
der funften Vorlesung gleich p; q, r' gesetzten und erinnern uns
an die Bedeutung, die dort fir p, q, r' sich ergab, so sehen wir,
dass pds, qds, rds die Winkel sind, um welche das Achsensystem
der x, y, z um die Achsen der X', y, z' gedreht wird, wenn sein
Anfangspunkt das Element ds durchlduft. Es heisst rds die Torsion
des dem Elemente ds entsprechenden Theiles des Stabes und p, ¢
sind die reciproken Krimmungsradien der Projectionen des Ele-
mentes ds auf die yz- und die xz-Ebene.

Mit Hilfe der 6 Relationen, die zwischen den Cosinus a, B, vy
bestehen, und derjenigen, die durch Differentiation nach s aus diesen
sich ergeben, erhalt man dann

Gestlitzt auf die am Ende des vorigen § gemachte Bemerkung
nehmen wir an, dass unendlich gross gegen u, v, w

sind, wenn wir dem z nur Werthe geben, die von der Ordnung der
Dimensionen des Querschnitts des Stabes sind. Ferner nehmen wir

an, dass von derselben Gréssenordnung als u, v, w sind.
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Benutzen wir ausserdem, dass w, v, w unendlich klein gegen v, z
sind, so werden die abgeleiteten Gleichungen

Durch Integration folgt hieraus

14)

w= & (py —agx + 0) Z,

wo v0, yOGv  Functionen von x und y bedeuten, ndmlich die
Werthe, die u, v, w fir z = 0 erhalten. Diese Functionen finden
ihre Bestimmung durch die Gleichungen 8), 2) und 3).

Die fur w, v, w gefundenen Ausdriicke ergeben

15)

Alle diese Werthe sind unabhéngig von z; in Folge hiervon verein-
fachen sich die Gleichungen 8) in

16)

Wir wollen annehmen, dass auf die ursprunglich cylindrische Ober-
flaiche des Stabes keine Drucke wirken, und unter g die Function
von X und y verstehen, die gleich Null gesetzt, die Gleichung der
Grenzlinie des Querschnitts bildet; die Gleichungen 2) geben dann
firg=20

17)
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Von den Gleichungen 3) endlich werden zwei identisch erfullt, die
andern erfordern, dass fir x =0 und y =0

w=o0, W=0, w =o, 18)

ist.

Die Gleichungen 17) haben wir aus der Voraussetzung abge-
leitet, dass die Drucke, die auf die Mantelflache des Stabes wirken,
gleich Null sind. Dieselben Gleichungen dirfen wir aber auch bei-
behalten, wenn diese Drucke irgend welche Werthe haben, die nur
gewisse Grenzen nicht Ubersteigen. Sie missen solche Werthe
haben, dass Drucke von ihrer Gréssenordnung bei einem Kaorper,
dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind, nur Dilatationen
hervorbringen, die unendlich klein gegen die durch 15) bestimmten
Dilatationen sind. Indem man die Grossen, die die linken Seiten
der Gleichungen 17) bilden sollten, vernachléssigt, vernachléssigt
man dann nur Grdssen, die gegen die einzelnen Terme, welche die
linken Seiten zusammensetzen, unendlich klein sind.

Setzt man in den Gleichungen 16) und 17) fir Xx, Xy, . .
ihre Ausdriicke durch xx, xy, . . und fir diese Grdssen die in 15)
angegebenen Werthe, so bestimmen die Gleichungen 16), 17) und
18) die Grossen u0, vO, wl eindeutig als lineare homogene Functionen
von p, q, r, d Um diese Behauptung zu beweisen, hat man zu
zeigen, dass die genannten Gleichungen, wenn p, qi r, ¢ verschwin-
den, nur erfillt werden kénnen durch uo = 0, v0 = 0, wO= 0, und
das gelingt durch Betrachtungen, die denen ganz dhnlich sind, durch
welche im § 2. der vorigen Vorlesung ein &hnlicher Satz bewiesen
ist.  Sind w0, v0, z0 auf die genannte Weise ausgedriickt, so er-

geben die Gleichungen 15) xx, Xy, . . als lineare homogene Func-
tionen von p, g, r, 0; eben solche Functionen werden die Druck-
componenten Xx, Xy, . . und fwird eine homogene Function zweiten

Grades derselben 4 Elemente.

Wir wollen hier eine Bemerkung ankniipfen, welche die An-
wendbarkeit unserer Betrachtungen wesentlich erweitert. Wir denken
uns den Stab aus seinem natirlichen, cylindrischen Zustande durch
Krafte, die auf sein Inneres, und Druckkréfte, die auf seine End-
flachen wirken, einmal in einen, dann in einen andern Zustand
Ubergefiihrt.  Auf den zweiten dieser Zustdnde mdgen sich die Zei-
chen xx xy, . . p,q,r, o beziehen, auf den ersten die Zeichen
XXXy . .pyq r,d. Wird der Stab aus dem ersten in den
zweiten Zustand Ubergefiihrt, so bestimmen die Differenzen xx — xX,
Xy — Xxy', . . die dabei stattfindenden Dilatationen gerade so, wie
XX Xy, . . selbst die Dilatationen bestimmen, die bei dem Ueber-
gange des Stabes aus seinem cylindrischen Zustande in denjenigen,
den wir den zweiten genannt haben, eintreten; das gilt auch, wenn
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nicht der eylindrische, sondern der als der erste bezeichnete Zustand
der natlrliche ist, wenn der Stab also in seinem natirlichen Zu-
stande so gekrimmt und tordirt ist, wie es den Werthen von

g, r entspricht. In diesem Falle sind daher die Druckcompo-

nenten Xx Xy . . und die Grosse F dieselben Functionen von
XX - xx", Xy — X', . ., wie in dem bisher betrachteten von x.r,
XJ, . . . und (da xx - xx', xy - x'y, . . dieselben linearen Func-
tionen von p — pi g — g, r — r; 0 — ¢ sind, wie XX Xy, . . von

p, g, r, o) dieselben Functionen von p — p, q—q;, r —r, ¢ — @,
wie in dem bisher betrachteten Falle von p, q, r, 6. Diese Bemer-
kung ist namentlich dann von Wichtigkeit, wenn die Substanz des
Stabes isotrop ist; mit Hulfe derselben kann man dann immer die
Gleichungen des Gleichgewichts und der Bewegung fur einen un-
endlich dinnen Stab aufstellen, dessen Querschnitt Uberall dieselbe
Gestalt hat, wenn er in seinem natlrlichen Zustande beliebig ge-
krimmt und tordirt ist. Die Grosse, die wir mit ' bezeichnet haben,
kann dabei = O gesetzt werden.

§ 3
Die Ausfihrung der Bestimmung von u0, V0, Bt verhalt-
nissmassig leicht, wenn der Querschnitt des Stabes eine Ellipse ist,
welches auch die Constanten der Elasticitiit sein mdgen. Setzen
wir dieser Annahme entsprechend

die Gleichungen 16) und 17) (die letzteren nicht allein fur y = 0,
sondern allgemein) werden dann erfullt durch

Xx=0, Yy=0 Xy=0

wo ¢ eine willkiihrliche Constante bedeutet. Diese 5 Gleichungen
in Verbindung mit der in 15) vorkommenden Gleichung
Z=py —Qgx + 0

erlauben mit Hilfe der Relationen, die zwischen den 6 Grfssen
XX, zy, .. und den 6 Druckcomponenten ><x Xy, . . bestehen,
XX, Yy Xy, und zx, zy als lineare Functionen von X und y auszu-
driicken. Die 3 ersten von ihnen fihren bei Rucksicht auf die
Gleichungen 15) zur Bestimmung von u0, v0, die beiden letzten zur
Bestimmung von w0. Damit diese Bestimmungen moglich sind, muss

und
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sein; die erste von diesen Gleichungen, die aus Betrachtungen sich
ergiebt, die denjenigen ganz é&hnlich sind, durch welche wir die
Gleichungen 13) und 14) der vorigen Vorlesung abgeleitet haben,
ist in Folge davon erfillt, dass xx, yy, xy linear in Bezug auf x
und y sind; die zweite bestimmt die Grdsse c. Die Integrationen,
die ausgefihrt werden missen, um dann w0 und v0 zu berechnen,
bringen 3 willkuhrliche Constanten mit sich, die Integration, die w0
giebt, fuhrt eine solche ein; diese Constanten sind gerade ausrei-
chend, um die Gleichungen 18) zu erfullen. So ergeben sich w0, v0
wl als Functionen zweiten Grades von x und Y.

Eine Vereinfachung in der Bestimmung von u0, v0, w0 tritt bei
beliebiger Gestalt des Querschnitts ein, wenn die Ebene desselben
eine Symmetrie-Ebene ist. In diesem Falle hat man nach der
Gleichung 5) der vorigen Vorlesung

% X1 = allxx + al2yy + al3z + albxy
12 Yy= a2lxx + a22yy + a23zz + a26xy
% Z1 = a3lxx + a32yy + a33zz + a36xy
% Xy= ablxx + a62yy + a63zz + ab6xy
%h Zy = addzy + adbzx

i — ab4zy + ab5zx
wo
all = a2, al3d =aill,
Bei Ricksicht auf die Gleichungen 15) wird hiernach die letzte der
Gleichungen 16)

19)

und die letzte der Gleichungen 17)
20)

Aus diesen beiden Gleichungen und der dritten der Gleichungen 18)
ist w0l zu bestimmen. Die Ubrigen der Gleichungen 16), 17) und
18) dienen zur Bestimmung von ul und v0; man genigt ihnen, in-
dem man

Xx =0, Yy=0, Xy=0 20«)

setzt. LoOst man namlich diese Gleichungen nach xx, yy, xy auf,
so erhélt man fir diese Grogssen, indem man fir zz seinen Werth
aus 15) setzt, lineare Ausdrucke von x und y; in Folge hiervon ist
es maoglich u0 und v0 den Gleichungen
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gemdss zu bestimmen; die Integration dieser fuhrt 3 willkilirliche
Constanten ein, durch die man die noch zu berlcksichtigenden der
Gleichungen 18) erfillen kann.

§ 4.

Sind u0, v0, wi, gefunden, so handelt es sich darum, p, q, r, ¢
im Falle des Gleichgewichts als Functionen von s, im Falle der Be-
wegung als Functionen von s und t zu bestimmen. Zu diesem Zwecke
kann im ersten Falle das Princip der virtuellen Verriickungen, im
zweiten das Hamilton’sche Princip dienen. In beiden ist es dann
zundchst erforderlich, einen Ausdruck fur das Potential der durch
die Dilatationen erzeugten Krafte aufzustellen. Bezeichnet ¥ die-
selbe homogene Function zweiten Grades von xX, xy, . ., wie friher,
so ist dieses Potential

= ffdxdyds,

wo die Integration nach x und y Uber den Querschnitt, nach i tber
die Lange des Stabes auszudehnen ist. Hier setze man fiur xx, yy . .
ihre Werthe aus 15); da diese Werthe lineare homogene Functionen
von p, q, r, o sind, so ist /' eine homogene Function zweiten Gra-
des von p, q, r, o; die Coefficienten hangen nur von X und y ab.
Nun mache man

F = Jfdxdy, 21)

dann ist F eine homogene hunction zweiten Grades von p, q, r, G
mit constanten Coefficienten und jenes Potential ist

= fFds.
Bezeichnet man durch U' die Arbeit der Kréafte, die auf das Innere,
und der Druckkrafte, die auf die Mantelfliche und die Endflachen
des Stabes wirken, fir gewisse Variationen von p, g, r, o, durch
T die lebendige Kraft, so ist also die Bedingung fir das Gleich-
gewicht

U + SfFds = 0, 22)
und fir die Bewegung gilt die Gleichung
Jdt (U + dt+ SfFds) = 0. 23)

Um den Werth von T zu bilden, haben wir die Ausdriicke 10)
nach t zu differentiiren, die Summe der Quadrate der Differential-
quotienten mit dem halben Elemente der Masse des Stabes zu
multipliciren und Uber diesen zu iutegriren. Wir vernachlassigen

dabei als unendlich klein gegen Glieder, die damit

additiv verbunden auftreten, und setzen z = 0, was erlaubt ist, da
die Ausdriicke 10) Functionen von s+ z sind, und wir s als



418 Achtundzwanzigste Vorlesung.

variabel betrachten. Die Differentialquotienten dieser Ausdriicke
sind dann

Die Summe der Quadrate dieser Ausdriicke, mit dxdy multiplicirt
und Uber den Querschnitt des Stabes integrirt, ist in Folge der
Gleichungen 9)

24)

Nun setze man

25)

Aus den Gleichungen, die dann nach dem Muster der Gleichungen
20) der funften Vorlesung gebildet werden kdnnen, ergiebt sich

Man erwdge nun, dass den Gleichungen 12) zufolge

nicht unendlich gross gegen sein k6énnen, vorausgesetzt,
dass die Differentialquotienten dieser Grdssen nach s nicht unendlich
gross gegen sie sind. Daraus folgt, dass P und Q nicht unendlich
gross gegen sein koénnen, wéhrend das Entsprechende
in Bezug auf B sich nicht behaupten l&sst. Bedenkt man endlich,
dass von den 3 Integralen, die in dem Ausdrucke 24) vorkommen,

die beiden letzten unendlich klein gegen das erste sind, so sieht man,
dass dieser Ausdruck
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ist. Macht man
Jdxdy — A, J(xX + y2) dxdy =« 26)
und bezeichnet wieder durch p die Dichtigkeit, so ist daher

27)

§ 5.

Wir wollen nun das Gleichgewicht des Stabes unter der VVoraus-
setzung néher untersuchen, dass auf seine Theile keine Kréafte und
nur auf seine Endflachen Druckkrafte wirken. Statt aber von dem
Princip der virtuellen Verriickungen dabei Gebrauch zu machen,
wollen wir unmittelbar anknlpfen an die Definition des Druckes, die
durch die Gleichungen 1) und 2) der eilften Vorlesung gegeben ist.
Wir wenden diese auf den Theil des Stabes zwischen zwei beliebigen
Querschnitten an. Bezeichnen wir durch A, B, I die Summen der
Componenten nach den Achsen der &, n, ¢ der Drucke, welche in den
Elementen des Querschnitts, der durch einen beliebigen Werth von
s bestimmt ist, von dem Theile des Stabes, in dem s kleinere Werthe
hat, auf denjenigen ausgeiibt werden, in dem s gréssere Werthe be-
sitzt, und durch Ma, Mp, My die Drehungsmomente derselben Drucke
in Bezug auf dieselben Achsen, so erhalten wir in Folge der Voraus-
setzung, dass Gleichgewicht besteht und keine Krafte auf das Innere
des Stabes wirken,

A = const. B = const. [T = const.
Ma = const. M = const. My = const.

Ist fur das eine Ende des Stabes s = 0, fiir das andere s =1 und |
positiv, so sind hiernach A, B, I, Ma, M@ My gleich den Com-
ponentensummen und Drehungsmomenten der Drucke, die auf die
Elemente des Querschnitts s = 0 von Aussen ausgelbt werden; die-
selbe Bedeutung haben -A, -B, -I', -Mao, -M( -My fir
das andere Ende.

Wir wollen nun die Drehungsmomente derselben Drucke, von
denen Ma, MB, My herriihren, in Bezug auf die Achsen der x,y, z,
die dem gewadhlten Werthe von § entsprechen, einfihren und durch
Mx, My, Mz bezeichnen. Zugleich wahlen wir (was immer moglich
ist) die ¢-Achse so, dass A =0, B =0 und I negativ oder = 0
ist. Den im § 4. der fUnften Vorlesung abgeleiteten Relationen zu-
folge ist dann

Ma = alMx + a2 My + a3Mz +nl” = const.
MB = B1Mx + B2 My +B3Mz +&I" = const. 28)
MB = y1Mx +y2 My +y3Mz = const.
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Diese Gleichungen differentiire man nach s, multiplicire sie mit al,
Bl, y! oder a2, B2, y2 oder a3, B3 y3 und addire sie jedesmal. Bei
Ricksicht auf die Relationen, die zwischen diesen 9 Cosinus bestehn,
und auf die Gleichungen 12) und 13) ergiebt sich so

29)

Wir leiten nun ab, in welcher Beziehung die Drehungsmomente
Mx, My, Mz zu der im vorigen § besprochenen Function F stehen.
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zuwachs &f, den F erfahrt,-
wenn der Zustand des Stabes in der Nahe des einem constanten
Werthe von s entsprechenden Querschnitts so gedndert wird, dass
p, g, r, 6 um dp, &g, Or, dc wachsen. Zungchst hat man

Of = Xxdxx + Yydyy + Zz5z: + Yxdy:r + Zxdzx + Xydxy,

da Xx, Yy, .. die partiellen Differentialquotienten von f nach xx,y, ..
sind. Mit Hulfe der Gleichungen 15) erhélt man hieraus

Diese Gleichung multiplicire man mit dxdxj und integrire Uber den
Querschnitt des Stabes. Die linke Seite derselben ist nach 21) dann
OF die rechte transformire man mit Hulfe der Gleichung

die man durch partielle Integrationen bei Rucksicht auf die Glei-
chungen 17), in denen cos (nx) und cos (ny) fir und geschne-

ben werden konnen, erhdlt, wenn man die Gleichungen 16) mit
dxdyou”, dxdyovQ, dxdydiv® multiplicirt, addirt und Uber den
Querschnitt integrirt.  Setzt man

Z=  Jdxdy Z:

Mx =  JdxdyyZ:

My = — fdxdy x Zz

Mz = Jdxdy (xYz — yXz),
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wobei Z die Componente der Kraft " nach der z- Achse bezeichnet
und Mx, My, M: die Bedeutung haben, in der sie in den Gleichungen
28) und 29) gebraucht sind, so erhdlt man dadurch

OF = Mxdp + Mydq +Mzdr + Zd0,
woraus folgt

30)

Es ist 2 F eine homogene Function zweiten Grades von p, q, r, 0,
deren Coefficienten von den Constanten der Elasticitdt und den Con-
stanten des Querschnitts des Stabes abhdngen; man hat daher

31)

wo A00, A0l = Al10, All, .. die genannten Coefficienten sind. Es
sind diese nicht alle von derselben Gréssenordnung. Da G eine
reine Zahl ist, p, q, r aber reciproke Langen sind, so missen die
A, welche einmal den Index O haben, eine Dimension weniger ent-
halten, als diejenigen, bei welchen der Index 0 nicht vorkommt,
und eine Dimension mehr, als A00 die L&ngen, welche in den Aus-
driicken der Gréssen A Vorkommen, sind aber von der Ordnung der
Dimensionen des Querschnitts des Stabes, also unendlich Kklein; es
missen daher A01, A02, A03 unendlich klein gegen A00 und unendlich
gross gegen die andern A sein; aus diesem Grunde dirfen die mit g
behafteten Glieder in 31) nicht vernachlassigt werden, obwohl G un-
endlich klein ist, p, g, r aber als endlich angesehen werden sollen.
Aus der ersten der Gleichungen 31) folgt

32)

setzt man diesen Werth von G in die fur Mx, M,j, Mz in 31) an-
gegebenen Ausdriicke und nimmt an, dass " nicht unendlich gross
gegen Mx, M,j, Mz ist, so folgt aus den oben angefiihrten Verhalt-
nissen zwischen den Grossen A, dass die dann auftretenden, von I
abhangenden Glieder als unendlich klein gegen Mx, M,j, Mz ver-
nachlassigt werden kénnen. So ergeben sich diese Drehungsmomente
als lineare homogene Functionen von p, q, r. Es lassen dieselben

sich folgendermassen darstellen: Es sei G die Function von p, q,r,
Kirchhoff, Mechanik.
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in welche F Ubergeht, wenn man hier o mit Hulfe der Gleichung
durch p, 7, r ausdrickt; dann ist

33)

In der That wird, wenn ¢ aus durch p, 7, r ausgedriickt

wird,

da, wenn G dadurch aus F abgeleitet wirde, dass man eine beliebige
Function von p, q, r fir o setzte,

ware; und &dhnlich verhélt es sich mit den entsprechenden Difteren-
tialquotienten nach g und r. Die Gleichungen 29) werden daher

34)

Diese Gleichungen, in denen G eine homogene Function zweiten
Grades von p, ¢, r mit constanten Coefficienten bedeutet, haben
dieselbe Form als die Gleichungen 17) der siebenten Vorlesung,
welche sich auf die Rotation eines schweren, starren Korpers um
einen festen Punkt beziehn; sie stimmen mit diesen vollig Uberein,
wenn man s=1t, G=T und — I = dem Producte aus dem Ge-
wichte des Korpers in den Abstand seines Schwerpunktes von dem
festen Punkte setzt. Auch die Bedeutung der 9 Cosinus a, B, vy
und der Groéssen p, g, r wird dabei, hier und dort, dieselbe. Da
dort als z- Achse die von dem festen Punkte durch den Schwerpunkt
gezogene Linie gewdhlt war, hier aber die z-Achse die Tangente
des Stabes ist, so giebt es daher stets einen schweren, starren, um
einen festen Punkt rotirenden Korper, der dem Stabe in der Art
entspricht, dass die durch den festen Punkt und den Schwerpunkt
gehende Linie immer der Tangente des Stabes parallel ist, wenn
s =t angenommen wird. Ist das Rotationsproblem geldst, so hat
man, um die Gestalt des Stabes kennen zu lernen, noch die
Gleichungen

¢ =f03ds n=[p3ds { =[y3ds 34«)
zu bilden.
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§ 6.

Das Problem der Rotation eines schweren Koérpers um einen
festen Punkt ist, wie in der siebenten Vorlesung aus einander gesetzt,
nicht allgemein l6sbar; ein Fall, in dem es geldst werden kann, ist
der, dass die Schwere nicht wirkt; diesem Falle entspricht hier der,
dass ' = 0 ist, d. h. dass die Summe der Componenten nach irgend
einer Richtung der Druckkrafte verschwindet, die auf die Elemente
eines Endes des Stabes ausgelibt werden. Ein anderer Fall, in dem
das Rotationsproblem geldst worden ist, ist der, dass die Schwere
wirkt, der Korper aber ein Rotationskdrper und der feste Punkt ein
Punkt der Rotationsachse ist; diesem Falle entspricht hier der, dass
zwischen den Constanten der Elasticitat des Stabes und den Con-
stanten seines Querschnitts gewisse Beziehungen bestehn. Diese
Beziehungen bestehen, wie wir nun zeigen wollen, wenn die Substanz
des Stabes isotrop und sein Querschnitt ein Kreis ist.

Fur einen isotropen Korper ist nach § 1. der vorigen Vor-
lesuns

= — K {4+ 222 + W+ ox2' + Yxy2 + -k————
Aus den Gleichungen 20«) folgt daher
% = 0.
Die Gleichungen 19) und 20) werden
35)
und fir g =20
36)

Der Querschnitt des Stabes soll ein Kreis sein; wir haben daher
g==xi-- — const.
zu setzen. Bei diesem Werthe von g folgt aus 35), 3G) und 18)
wil = O.
Die Gleichungen 15) geben daher

Z1=py - gx+ o, yr=rx, XZ=-1y,
Es ist also

und nach 21), wenn man die durch 26) definirten Zeichen », A
benutzt,
28*
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Hiernach erhélt man endlich fur die bei 33) definirte Function G

Hierdurch ist die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen, dass
fir den isotropen Stab von kreisformigem Querschnitt G dieselbe
Function von p, g, r ist, wie die lebendige Kraft fir einen Rota-
tionskérper, der um einen Punkt seiner Symmetrie-Achse rotirt, und
es ist gezeigt, dass die allgemeine Ldsung der Gleichungen 34) fir
einen Stab der genannten Art auf demselben Wege gefunden werden
kann, der fir das entsprechende Rotationsproblem im § 4. der sie-
benten Vorlesung angegeben ist.

Wir wollen uns darauf beschranken, die Losung fir einen
speciellen Fall wirklich zu bilden. Wir setzen

AR =Kxu 38)

und fihren die durch die Gleichungen 8) der funften Vorlesung
definirten Winkel 3, ¢, T ein, wodurch das Zeichen T eine andere
Bedeutung erhalt, als diejenige, in der wir es bisher in unseren
jetzigen Untersuchungen gebraucht haben. Die Gleichungen 34)
werden dann

39)

Zu diesen fligen wir die Gleichungen

40)

welche aus den Gleichungen 21), 13) und 16) der siebenten Vor-
lesung bei Riicksicht auf die Gleichungen 8) der funften sich ergeben,
wenn man s statt t schreibt. Wir werden sehn, dass den Gleichun-
gen 39) und 40) bei der Annahme

9 = const.

genugt werden kann; die Losung, die unter dieser Annahme gilt,
ist eben diejenige, die wir bilden wollen; sie entspricht der Bewe-
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gung eines um einen Punkt der Symmetrieachse rotirenden schweren
Rotationskorpers, bei der diese Achse einen geraden Kegel um eine
verticale Linie beschreibt. Ist © constant, so ist die erste der Glei-
chungen 40)

0 =psinf — gcos T,

woflr wir schreiben kénnen

41)

wo das Vorzeichen vor unbestimmt bleibt. Hiernach geben
die beiden ersten der Gleichungen 39), wenn man sie mit p und g
multiplicirt und addirt,

p? + g2 = const.,
wahrend aus der dritten immer
r = const.

folgt. Weiter ergeben dann die beiden letzten der Gleichungen
40), wenn man unter @0 und f0 zwei willkiihrliche Constanten
versteht,

42)
Es ist noch eine der beiden ersten der Gleichungen 39) zu
erfiillen; setzt man in sie fir p und q ihre Werthe aus 41), so

verwandelt sie sich in eine Gleichung zwischen Constanten, namlich
'n die Gleichung

43)

Um die Gestalt zu finden, die der Stab hat, wenn die aufgestellten
Gleichungen gelten, hat man noch die Gleichungen 34«) zu ent-
wickeln.  Setzt man in diesen, den Gleichungen 8) der fiinften Vor-
lesung gemass

a3 =cos @sind, RI=sin@sind, N = cosD,

macht bei der Berechnung von & und n nach 42)

und verfigt auf gewisse Weise Uber den Anfangspunkt der- &, n,
so erhalt man

g = sCcos©O 44)

Hiernach bildet der Stab eine Schraubenlinie, deren Achse die {- Achse
ist; der Radius des Cylinders, auf dem sie liegt, ist
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45)
die Hohe eines Schraubenganges
46)

Was die Druckkrafte betrifft, die auf das Ende s = 0 des Stabes
von Aussen ausgelibt werden missen, damit dieser in der berechneten
Gestalt, bei beliebig gegebenen Werthen der Constanten

und r im Gleichgewichte sei, so ist die Kraft " durch 43) bestimmt.
Wir haben, um die Analogie zwischen dem Problem des Gleich-
gewichts eines elastischen Stabes und dem Problem der Rotation
eines schweren Kérpers vollstandig zu machen, die {-Achse so gewabhlt,
dass I, wenn es nicht verschwindet, negativ ist. Halten wir diese
Annahme fest, so missen wir es als eine Bedingung, der die Werthe
von r zu geniigen haben, ansehn, dass die Gleichung
43) nicht einen positiven Werth fir I ergiebt. Diese Bedingung
fallt aber fort, wenn wir, was wir thun wollen, auf die Vollstéandig-
keit jener Analogie verzichtend, positive und negative Werthe von
" zulassen. Es bleibt noch lbrig, die Drehungsmomente Ma, Mp, k¥
zu ermitteln.  Aus 33), 37), und 38) findet man zuné&chst

Mx = Alp, My =Allq Mz=A33q
wofir nach 41) sich schreiben lasst

My, =Al11l

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 28), so findet man
bei Ricksicht auf die Relationen, die zwischen den 9 Cosinus al, a2, - -
bestehen, und auf die Gleichungen 43) und 44)

Mi =0, MB=0

Ein specieller, hierher gehoriger Fall mdge noch erwahnt werden.
Besteht zwischen den Constanten ff, }p? -y g2, r die Relation

47)

so ist f, wie aus 42) folgt, einer Constanten, namlich 0, gleich;
nach 41) sind daher dann auch p und g, wie r, constant. Den 3
Gréssen p, g, r kann man beliebige constante Werthe ertheilen, in-
dem man {ber passend verfiigt; der Fall, dass p,
g, r constant sind, ist also immer in dem vorher behandelten einbe-
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griffen. Auch in ihm bildet der Stab eine Schraubenlinie; der Radius
des Cylinders, auf dem sie liegt, ist

die Hohe eines Schraubenganges

wie aus den Ausdriicken 45) und 46) folgt, wenn mau erwégt, dass
aus 47)

48)

isich ergiebtl wo das Vorzeichen der Wurzelgrosse
passend zu bestimmen ist.

§ 7

Es soll nun ein Beispiel fur das Gleichgewicht eines isotropen,
im natlrlichen Zustande gekrimmten Stabes behandelt werden. Nach
der am Ende des § 2. gemachten Auseinandersetzung haben wir, um
von dem Falle eines urspringlich geraden zu dem eines urspriinglich
gekrimmten, isotropen Stabes Uberzugehn, in dem Ausdrucke der Func-
tion £ an Stelle von p, q, r zu setzen p —p; g — Q;, r — r; Wo
p; q; r' die Werthe bezeichnen, die p, q, r erhalten, wenn der Stab
aus einem Zustande, in dem er gerade ist, in seinen natirlichen Zu-
stand Ubergeht. Nimmt man dieselbe Substitution bei F und G vor,
so gelten auch dann alle Schliisse, welche in den 88 4. und 5. an
die Function T geknupft sind, und es behalten die Gleichungen 34)
ihre Glltigkeit.

Ist der Querschnitt des Stabes ein Kreis, so treten daher an
Stelle der Gleichungen 39) die folgenden

Dazu kommen ungeéndert die Gleichungen 40).

Im Allgemeinen werden p, q, r Functionen von s sein, die
bedingt sind durch die urspriingliche Gestalt des Stabes; wir wollen
annehmen, dass sie constant sind, d. h. nach der am Ende des vori-
gen § gemachten Bemerkung, dass der Stab urspriunglich eine
Schraubenlinie bildet. Wir wollen zeigen, dass,den Gleichungen 49)
und 40) sich dann durch die Annahme gentgen lasst, dass auch
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p, g, r constant sind, d. h. durch die Annahme, dass der Stab eine
Schraubenlinie bleibt. Die letzte der Gleichungen 49) giebt bei
dieser Annahme

und die beiden andern reduciren sich bei Riucksicht hierauf auf
die eine

wenn man benutzt, dass nach 41) und 48)

ist. Die Gleichungen 40) aber werden erflllt, wenn man

setzt, welche Gleichungen im vorigen § aus den Gleichungen 40)
unter der Voraussetzung, dass 9 und /' constant sind, abge-
leitet sind.

Weiter ergiebt sich dann

und, wenn man benutzt, dass
Mx=A11l (p ), My=A1ll(q-q'), Mz= All(q-q'),
ist,
Ma = O, MB—=0,
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(Unendlich kleine Forménderungen eines unendlich diinnen, urspriinglich
cylindrischen Stabes. Biegung und Torsion fir den Fall, dass der Stab isotrop
und nicht gespannt ist. Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten Krafte
flr einen isotropen gespannten Stab. Biegung eines gespannten Stabes. Me-
thode von s’Gravesande zur Bestimmung des Elasticitatscoefficienten von
Dréahten. Biegung eines horizontal ausgespannten Drahtes durch seine Schwere.
Longitudinal - und Torsionsschwingungen eines Stabes. Transversalschwingungen
eines ungespannten Stabes. Transversalschwingungen einer schwach gespannten
und einer stark gespannten Saite.)

8§ 1

Es sollen nun Gleichgewicht und Bewegung eines cylindrischen,
unendlich diinnen Stabes unter der Voraussetzung weiter untersucht
werden, dass die Verschiebungen seiner Theile unendlich klein sind,
dass also p, g und r unendlich klein sind. Wir fassen zuerst den
Fall ins Auge, dass der Stab im Gleichgewichte ist und auf seine
Theile keine Kréafte wirken. Dann gelten die Gleichungen 34) der vori-
gen Vorlesung. Da die Aenderungen, welche die 9 Cosinus al, 1, . .
auf der ganzen Lénge des Stabes erfahren, unendlich klein sind, so
konnen in ihnen y! und y? als constant angenommen werden, voraus-
gesetzt, dass sie selbst endlich sind, dass also die Richtungen der
Theile des Stabes nicht bis auf unendlich kleine Unterschiede mit
der Richtung der Kraft ™ Ubereinstimmen. Diesen Fall schliessen
wir vorldaufig aus. Wir kdnnen dann

vir=A y2lr=B
setzen, indem wir unter A und B Constanten verstehn. Bei Vernach-

lassigung unendlich kleiner Grdssen hoherer Ordnung werden die
genannten Gleichungen dadurch

1)

und diese Gleichungen gelten, welches auch das Coordinatensystem
der & n, { sein moge, obwohl die Gleichungen 34) eine gewisse
Richtung der &-Achse voraussetzen; man sieht das ein, wenn man
erwagt, dass die Grossen p, g, r ihrer Bedeutung nach von dem
Achsensystem der &, n, { ganz unabhéngig sind, ebenso wie die in
der Function G vorkommenden Coefficienten. Durch Integration
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dieser Gleichungen erhélt man p, g, r als lineare Functionen von
s ausgedriuckt, die drei willkiihrliche Constanten enthalten, diese

lassen sich durch die Werthe bestimmen, die d. h. die

Drehungsmomente Mx, My, Mz, an einem Ende des Stabes besitzen.
Die Achsen der & n, { kdnnen und wollen wir so legen, dass die
Dichtungen der Achsen der x, y, z Uberall unendlich wenig von
ihren Richtungen abweichen; es sind dann al, B2, y3 unendlich
wenig von 1 verschieden und 02, a3, B3, Bl, yl, y2 unendlich
klein. Aus

folgt daher

Berucksichtigen wir die Gleichungen 12) der vorigen Vorlesung und
schreiben ( fir (1, so erhalten wir hieraus

2)

Durch Integration dieser Gleichungen ergeben sich & und n als
Functionen dritten Grades und ergiebt sich  als Function zweiten
Grades von s; ¢ und n bestimmen dann die Biegung und  bestimmt
die Torsion des Stabes.

Wir specialisiren den betrachteten Fall nun weiter durch die
Annahme, dass die Substanz des Stabes isotrop ist; den Querschnitt
desselben lassen wir aber unbestimmt. Den am Ende des § 3. der
siebenundzwanzigsten Vorlesung definirten Elasticitatscoefficienten,
d. h. die Grosse

bezeichnen wie durch E, setzen
Ix2dxdy = i, fy2dxdy = n2. fdxdij = A 3)
und benutzen, dass die Achsen der x und y so gewahlt sind, dass
Jxdxdy =0, Jydxdy =0, [fxydxdy=0

ist. Eine Betrachtung, die &hnlich der im Anfange des 8§ 6. der
vorigen Vorlesung durchgefuhrten ist, lehrt F und G kennen. Die
dort mit wl bezeichnete Grdsse muss den Factor r enthalten; mit
Benutzung hiervon findet man
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wo @ eine Constante bedeutet, die fir den Fall, dass der Querschnitt
des Stabes ein Kreis ist,

ist, wahrend fur einen anders gestalteten Querschnitt ¢ = diesem
Ausdrucke, multiplicirt mit einem Zahlenfactor ist, der fur eine
elliptische Gestalt nach der im § 3. der vorigen Vorlesung durch-
gefiihrten Rechnung sich leicht angeben lasst. Aus 4) folgt weiter

Die Gleichungen 1) geben hiernach

Fur die beiden Enden des Stabes sei s =0 und s = I, dabei sei |
positiv. A und B lassen sich dann definiren als die Summen der
Componenten nach der x- und der y- Achse der Druckkréfte, Avelche
von Aussen auf das Ende des Stabes s = 0 ausgeilibt werden. Statt
A und B wollen wir lieber die entsprechenden Componentensummen
der Drucke einfiihren, welche auf das andere Ende von Aussen her
wirken; nennen wir diese X' und Y', so ist

A=——X" =-Y
und also

Diese Gleichungen integrire man und bestimme die Integrationscon-
stanten durch die Drehungsmomente der auf das Ende s =1 von
Aussen wirkenden Druckkréfte in Bezug auf die diesem Ende
entsprechenden Achsen der X, y, z. Nennt man diese Drehungs-
momente Mx', My', Mz,"; so ist fur s =1 den Gleichungen 33) der
vorigen Vorlesung zufolge
Ex2p = W, Exxd1p= My, Epr = Mz,

Daraus folgt fir andere Werthe von s

Ev2p — Mx' — Y'(I —s), Exdp=My + X' (I —s), Epr = M.

Mit Huilfe der Gleichungen 2) erhdlt man hieraus bei passender
Wahl des Coordinatensystems der &, n,

Eoy = Mi's
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Auf den beiden ersten dieser Gleichungen beruht eine vielfach
benutzte Methode zur Bestimmung des Elasticitatscoefficienten E
aus Messungen Uber die Biegung eines Stabes. Ist der Elasticitats-
coefficient bekannt, so bietet die dritte Gleichung ein Mittel, um
die Constante 8, die in dem Ausdrucke von p vorkommt, aus Mes-
sungen Uber die Torsion zu berechnen. Es ist von Poisson die Be-
hauptung ausgesprochen, dass bei allen Korpern, wie wir sie hier
betrachten, § =% sei; man hat diese Behauptung mit Sicherheit
weder beweisen, noch widerlegen kdnnen, weil man bei keinem
Korper mit Sicherheit voraussetzen kann, dass er homogen und
isotrop ist.

§ 2.

Wir haben im vorigen 8§ den Fall ausgeschlossen, dass die
Richtungen der Theile des Stabes bis auf unendlich kleine Ab-
weichungen mit der Richtung der Kraft lbereinstimmen, die in der
vorigen Vorlesung mit F bezeichnet ist. Wir wollen jetzt diesen
Fall mit ins Auge fassen. Dabei wollen wir das Princip der vir-
tuellen Verrickungen benutzen und von der Gleichung 4) ausgehn.
Fur p, q, r haben wir ihre Werthe aus 2) zu setzen. Um einen
Ausdruck fir G zu bilden, machen wir

(=s+ w,

wo dann w eine unendlich kleine Grosse bedeutet. Nach der in der
Gleichung 11) der vorigen Vorlesung von G gegebenen Definition
ist dann

und hieraus folgt, wenn wir es unbestimmt lassen, in welchen Be-
ziehungen die Gréssenordnungen zu einander stehen, von welchen
& n, w unendlich klein sind,

5)
Der Ausdruck der Arbeit, welche die durch die Verschiebungen

erzeugten Krafte fir eine Verriickung leisten, bei denen &, n, w, ¥
uni 8¢, dn, d6w, Oy wachsen, also der Ausdruck von

wo 0 und | als die den Enden des Stabes entsprechenden Werthe
von s angenommen sind, ist dann
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Durch partielle Integrationen Il&sst sich derselbe in die folgende
Form bringen:

6)

Den Variationen 9§, dn, 0w, dY wollen wir nun

die Beschrankung auflegen, dass sie fir s = 0 verschwinden, und
einen Ausdruck fur die Arbeit der Druckkréfte bilden, welche von
Aussen auf das Ende des Stabes wirken, fir welches s =1 ist. Mit
Hilfe des Ausdrucks 24) und der Gleichungen 18) und 19) der flinften
Vorlesung, so wie der Gleichungen 12) der vorigen finden wir diese
Arbeit

7)
wo die Aariationen fuir s ==1 zu nehmen sind, die Zeichen X', Y",
Mx', My, Meselbe Bedeutung, wie im vorigen § haben und Z'

die Summe der Componenten nach der z- Achse der Druckkrafte be-
deutet, auf welche jene Zeichen sich beziehn.

Die Bedingung fir das Gleichgewicht ist die, dass die Summe
der Ausdriicke 6) und 7) verschwindet, welches auch die willkihr-
lich gebliebenen Werthe der in ihnen vorkommenden Variationen
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sind. Die hieraus folgenden Gleichungen enthalten die im vorigen
§ fUr einen isotropen Stab abgeleiteten Resultate, sind aber inso-
fern allgemeiner, als sie auch den dort ausgeschlossenen Fall
umfassen.

Fur die Torsion Y ergiebt sich hier derselbe Ausdruck, der dort
gefunden wurde. Es folgt ferner, dass ¢ constant, und zwar durch
die Gleichung

EAo = Z 8)

bestimmt ist. Mit Hilfe dieses Werthes von ¢ ist jede der Grdssen
&, n, welche die Biegung bestimmen, aus der fir sie geltenden
Differentialgleichung und den zugehdrigen Grenzbedingungen zu be-

rechnen. Ist das geschehn, so lehrt die Gleichung 5) und, wenn

man noch festsetzt, dass w mit s verschwindet, w selbst kennen.
Die Differentialgleichung flr & ist

9)
dazu kommen die Grenzbedingungen, dass fir s =0
£=0, 10)
und far s =1
11)
ist.
Wenn Z' nicht unendlich gross gegen ist, so ist das zweite

Glied der linken Seite der letzten dieser Gleichungen unendlich klein
gegen ihre rechte Seite; die genannte Gleichung kann daher ge-
schrieben werden

Vorausgesetzt, dass und von derselben Gréssenordnung sind,

folgt zugleich, dass Z unendlich klein gegen Exl ist und hieraus
wieder, dass die Gleichung 9) sich schreiben lasst

Daraus ergiebt sich dann derselbe Werth von &, der im vorigen §
abgeleitet ist.

Aehnliche Betrachtungen, wie Uber &, lassen sich Uber n an-
stellen.
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§ 3.

Um die allgemeineren, im vorigen § fir die Biegung aufge-
stellten Formeln auf ein Beispiel anzuwenden, behandeln wir eine
Methode zur Bestimmung der Elasticitatscoefficienten, die fur dinne
Drahte sehr bequem ist und von s'Gravesande herriihrt. Die Me-
thode ist diese: es wird der Draht horizontal zwischen 2 Klemmen
ausgespannt, an seine Mitte ein Gewicht gehangt und die Senkung
beobachtet, die dadurch diese Mitte erfahrt. Eine Halfte des Drahtes
sehen wir als den Stab an, auf den unsere Formeln sich beziehn,
den Punkt, welcher das Gewicht tragt, als das Ende 5= 0; die
&-Achse nehmen wir vertical aufwarts gekehrt an. Der Stab be-
findet sich dann in der &(-Ebene, es ist n = 0, | die halbe Lénge
des Drahtes, ¢ fur s =1 die beobachtete Senkung und X die
Grosse des angehéngten Gewichtes. My' und Z' sind hier nicht direct
gegeben; zur Bestimmung dieser Grossen hat man die Bedingungen,
dass fur s =1

und W = '

ist, wenn ' die Verlangerung bedeutet, die die Halfte des Drahtes
erfuhr, als dieser zwischen den Klemmen ausgespannt wurde.
Man setze

oder, was nach 8) dasselbe ist
12)

die Gleichung 9) wird dann

Das Integral derselben, das den fiir s = 0 zu erfiillenden Bedingungen
10) genigt, ist

&= A{ehs — hs — 1) + B (e-hs + hs — 1),

wo A und B willkiihrliche Constanten sind. Die Bedingungen 11)
geben fir diese

Ex h3A (el + e-hl)= hM'y- e-hIX'
Enlh3B (ehl + e-hl) = hM'y - ehIX’,
wahrend daraus, dass fir 5 = | verschwindet,
Ahl -1 +(—e-hl +1)=0
folgt. Aus diesen 3 Gleichungen ergiebt sich
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Bezeichnet man den Werth von & fir s = | durch & und setzt zur
Abkiirzung

so findet man hieraus
13)

Um nach dieser Gleichung den Elasticitatscoefficienten E berechnen
zu kénnen, muss man p noch ermitteln. Aus 5) und 12) folgt

Es ist aber

hiernach wird die letzte Gleichung, wenn man das durch 13) be-
stimmte &' einflhrt,

14)

Der Factor von &2 ist stets positiv, ®' nehmen wir als positiv an.
Hieraus folgt, dass, wenn eine der Grossen w'l und &2 unendlich

gross gegen  ist, oder, wenn beide es sind, p unendlich gross sein

muss. Dieser Fall ist bei den in Rede stehenden Versuchen nahe-
rungsweise verwirklicht. Fir sie ist daher nach 13) und 14) in
erster Néherung

also

Will man die Glieder nachst kleinerer Ordnung bertcksichtigen, so
hat man hierzu die Gleichungen
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zu benutzen, deren zweite p kennen lehrt, wenn man in ihrer rechten
Seite fir p seinen ersten N&herungswerth setzt.

Wir merken noch Folgendes an. Der Factor von &2 in der
Gleichung 14) wird fur keinen endlichen Werth von p unendlich;

daraus folgt, dass, wenn 'l und &7? unendlich klein gegen

sind, p unendlich Kklein sein muss. In diesem Falle giebt daher die
Gleichung 13)

§ 4.

Wir wollen nun ein Beispiel fur das Gleichgewicht eines Stabes
behandeln, auf dessen Theile Kréfte wirken. Einen Draht denken
wir uns horizontal zwischen zwei Klemmen ausgespannt und
suchen die Biegung, die er erleidet, wenn auf seine Theile die
Schwere wirkt.

Die &-Achse sei vertical abwarts gekehrt, g die Schwere, y die
Dichtigkeit des Drahtes; aus dem Ausdruck 6) folgt dann

ist fur die Enden des Drahtes s = 1| und s==— F so soll fur diese
Werthe von s

&E=0 und

sein; bedeutet «' die Verlangerung, welche eine Drahthélfte bei dem
Ausspannen erlitten hat, so ist endlich

Diese Gleichungen lassen sich in ganz &hnlicher Weise behandeln,
wie die Gleichungen, die wir im vorigen § entwickelt haben. Wir
wollen uns hier aber auf die Betrachtung der Grenzfélle beschran-
ken, der Falle, dass u! gegen Ac (oder gegen Al2c, was dasselbe
ist, da wir | als endlich ansehn) unendlich gross oder unendlich
klein ist.

Ist ul unendlich gross gegen Ag, so wird die fur ¢ aufgestellte
Differentialgleichung

vorausgesetzt, dass nicht unendlich gross gegen ist. lhr und

den 4 Grenzbedingungen wird geniigt durch
Kirchhoff, Mechanik. 29
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Es wird k! unendlich gross gegen Ac, wenn V' und & unendlich
klein sind gegen die Dimensionen des Querschnitts des Drahtes.

Ist eine der Grossen V' und & dagegen unendlich gross gegen
die Dimensionen des Querschnitts, oder sind es beide, so ist kI un-
endlich Kklein gegen A6 und die Differentialgleichung fur & wird

vorausgesetzt, dass nicht unendlich gross gegen ist. Das

Integral dieser Gleichung, das der Bedingung genigt, dass ¢ fur s = +I
verschwindet ist

Der Bedingung, dass fur die Enden des Drahtes auch verschwin-
det. kann dasselbe nicht angepasst werden: unendlich nahe an den
Enden andert sich unendlich schnell, hier ist unendlich gross

gegen und es gilt nicht die vereinfachte Differentialgleichung.
Zur Bestimmung von ¢ ergiebt sich die Gleichung

§ 5.

Die folgenden Betrachtungen sollen sich auf die Schwingungen
eines unendlich diinnen Stabes beziehn. Wir beschrénken dieselben
auf den Fall, dass die Schwingungen unendlich Kklein sind und der
Stab urspriinglich gerade und isotrop ist. Die Differentialgleichungen
der Bewegung findet man leicht mit Hulfe des Hamilton'schen
Princips aus dem Ausdrucke G) und der Gleichung 27) der vorigen
Vorlesung. Bei der letzteren hat man zunédchst zu beachten, dass
bei unseren jetzigen Annahmen nach 25) der vorigen Vorlesung

oder, wenn wir wieder ¢ fir ! schreiben,

ist; setzen wir ferner wieder

(=s+w
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und fiihren die durch 3) definirten Constanten u und »2 ein, so wird
die genannte Gleichung

Daraus folgt fir
0 JTdt,

wenn man fir die Grenzen der Zeit 3%, &n, dw, dY gleich Null
setzt, der Ausdruck

15)

Wir untersuchen specielle Falle. Zuerst nehmen wir an dass
der Stab bei seiner Bewegung gerade bleibt, d. h. wir setzen

E=0 und n=0.
Da dann nach 5)

ist, so liefert das Hamilton sehe Princip die Differentialgleichungen

und

Die erste von diesen bestimmt die Longitudinal-Schivingungen, die
zweite die Torsions-Schwingungen des Stabes. Beide sind von der-
selben Form, einer Form, die wir schon in der dreiundzwanzigsten
Vorlesung zu behandeln gehabt haben. Sie stellen Wellen dar,
die theils in der Richtung, in der i wéchst, theils in der ent-
gegengesetzten Richtung mit einer constanten Geschwindigkeit sich
fortpflanzen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen
Wellen st

die der Torsionswellen

Sowohl durch longitudinale, als durch Torsions-Schwingungen kann

der Stab einfache Tone geben; es ist leicht die Schwinguugszahlen

derselben und die Lage der Knoten, die ihnen entsprechen, zu be-

rechnen. Es wird ausreichen, das fir die Longitudinalschwin-

gungen zu zeigen, da die Torsionsschwingungen sich von diesen in
29*
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der Rechnung nur durch einen andern Werth der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit unterscheiden. Wir schreiben die Differentialglei-
chung der Bewegung

indem wir mit a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer longitudi-
nalen Welle bezeichnen, und setzen

® = u sin 2 int

wo u eine Function der einen Variabein s sein soll; n ist dann die
Schwingungszahl das Tones. Fur u ergiebt sich dabei die gewdhn-
liche Differentialgleichung

das allgemeine Tntegral derselben ist

wo A und B willkiihrliche Constanten bedeuten. Es sind nun 3
Félle zu unterscheiden, der Fall, dass beide Enden fest, der Fall,
dass beide Enden frei sind, und der Fall, dass das eine Ende fest,
das andere frei ist. Fir ein festes Ende ist immer

w=0, also u=0,
fur ein freies, wie aus dem Ausdruck 6) hervorgeht,

also

Fir die Enden des Stabes sei
s=0 und s=1

Sind beide Enden fest, so geniigt man den fir u geltenden Bedin-
gungen, wenn man

setzt, wo h eine ganze Zahl bedeutet, sind beide Enden frei, so
hat man

wahrend n denselben Werth besitzt; ist das erste Ende fest, das
zweite frei, so ist

www.rcin.org.pl
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Bei jeder dieser Scliwingungsarten giebt es Punkte, fur welche
=0 ist, die also in Ruhe bleiben; es sind dieses die Knoten; flr
dieselben ist in den 3 unterschiedenen Fallen, wenn k eine ganze
Zahl bedeutet,

und

§ 6
Wir lassen jetzt die Voraussetzung fallen, dass der Stab gerade
bleibt, machen aber die Annahme, dass y =0 und n =0 st
Ebenso, wie dieser Fall, wére der zu behandeln, dass ¢ = 0 und
&=0.
Aus den Ausdricken 15), 6) und 5) folgt mit Hulfe des Hamil-
ton’schen Princips

16)

Hierzu kommen gewisse fir die Enden des Stabes, s =0 und s = |,
geltende Bedingungen, die aus dem Ausdrucke 6) abzulesen sind
Man erhalt eine particuldre Losung des vorgelegten Problems,
wenn man
w=0 und 0=0

setzt. Dabei ergiebt sich aus 16) fir ¢ die partielle Differential-
gleichung

fur ein freies Ende muss nach 6)
und

fir ein Ende, das so befestigt ist, dass es sich weder verschieben,
noch drehen kann,
¢=20 und

sein.
Wir nehmen an, dass der Stab einen einfachen Ton von der
Schwingungszahl n giebt, und setzen

www.rcin.org.pl
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& == u sin 2 nt, 17)
wo u eine Function von s bedeutet, die der Differentialgleichung

genugt. Fihrt man eine Constante p durch die Gleichung
18)

ein, so ist das allgemeine Integral derselben

wo A, B, C, D willkiihrliche Constanten bedeuten. Die 4 Grenz-
bedingungen bestimmen 3 von diesen und geben fur eine trans-
cendente Gleichung, deren Wurzeln bei Rucksicht auf 18) die Werthe
kennen lehren, die n haben kann.

Das Ende s = 0 sei frei; die beiden hier zu erfiillenden Bedin-
gungen veben dann

also

19)

Ist auch das Ende s =1 frei, so mussen hiernach die Gleichungen

bestehen. Sie bestimmen das Verhéltniss A: B und geben fir p die
Gleichung

d. h. die Gleichung

Die Wurzeln derselben sind die Werthe von .r, die den Durchschnitts-
punkten der Curven entsprechen, deren Gleichungen

y = cos X und

sind. Die Discussion dieser Gleichungen zeigt, dass p — 0 eine Wurzel,
und zwar eine 4-fache, ist, dass die nachst grossere Wurzel etwas

grosser als die folgende etwas kleiner als u. s. f. ist, und

www.rcin.org.pl
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dass die Wurzeln um so mehr einem ungeraden Vielfachen von
sich né&hern, je grosser ihre Ordnungszahl wird, p = 0 entspricht

einer unendlichen Schwingungsdauer, also keinem Tone; fir den
tiefsten Ton des Stabes, fur seinen Grundton, ist naherungsweise

d. h. = 4,712: einen genaueren Naherungswerth erhalt man,
wenn man p aus der Gleichung

berechnet, aus der p = 4,730 sich ergiebt. Durch ein &dhnliches Ver-
fahren kann man alle Wurzeln der in Rede stehenden Gleichung
mit beliebiger Genauigkeit finden
Die Knoten sind durch die Gleichung
u=o
bestimmt: setzt man

so ist dieselbe

Nach der Rechnung von Strehlke*) sind die Werthe von x fir
die ersten Tone

Ton 1 Ton 2. Ton 3.
0,2242 0,1321 0,0944
0,7758 0,5 0,3585
0,8679 0,6415
0,9056.
Ist das Ende s = | fest, wahrend das Ende s= O frei ist, so

gilt auch die Gleichung 19), aber zur Bestimmung von A : B und
p hat man

woraus

*) Dove’s Repertorium der Physik 111, 110.
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sich ergiebt. Die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung ist etwas
grosser als (genauer 1,875), die folgende etwas kleiner als

die néchste etwas grosser als u. s f

Fir die Knoten ist, wenn wieder gesetzt wird,

Wir wollen noch den Fall betrachten, dass, wahrend das Ende
s = 0 frei ist, das Ende s =1 in einer gewissen periodischen Bewe-
gung erhalten wird. Es sei fir s =1

¢ = a sin 2 Int, 20)

wo a, B und n gegebene (konstanten sind. Der fir & geltenden
partiellen Differentialgleichung und den fur s=O zu erfiillenden
Grenzbedingungen gentigt man auch dann durch die Gleichungen 17)
und 19), wenn man p aus 18) berechnet; die flr s = | aufgestellten
Bedingungen geben

zwei Gleichungen, die im Allgemeinen A und B vollstandig be-
stimmen. Nur wenn die Determinante der Coefticienten von A und
B verschwindet, d. h. wenn p und n einem der TOne entsprechen,
die der Stab bei einem freien und einem befestigten Ende geben
kann, werden A und B unbestimmt, falls das Verhéltniss a : 3
einen gewissen Werth hat, unendlich bei andern Werthen dieses
Verhaltnisses.

In ganz ahnlicher Weise lasst sich der Fall behandeln, dass statt
der Gleichungen 20) die Gleichungen

& = o cos 2 int,

fir s = | bestehen sollen. Setzt man & gleich der Summe der
Ausdriicke, die in diesen beiden Fallen fur & gelten, so lernt man
die Bewegung des Stabes in dem Falle kennen, dass fur s — I

= asin2nnt + a cos 2 mnt

ist.

www.rcin.org.pl
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§ 7

Wir wollen jetzt particuldare Losungen der Gleichungen 16) auf-
suchen, bei denen nicht @ und ¢ verschwinden und die auf die
Transversalschwingungen der Sailen sich beziehn. Man nennt einen
gespannten Stab eine Saile, wenn seine Querdimensionen hinreichend
klein sind auch gegen die Verschiebungen seiner Theile. In dem
zweiten Gliede der ersten der Gleichungen 16) kommt der Factor

vor; dieser Factor ist von der Ordnung des Querschnitts; wir

werden annehmen, dass der Querschnitt so klein ist gegen die Ver-
schiebungen, die stattfinden, dass das genannte Glied unendlich klein
ist gegen das dritte Glied derselben Gleichung. Die Gleichungen
16) sind dann

21)

Wir flgen die Bedingungen hinzu, dass
fir s=0 E=0 w=0
fir s=1 E=0 w=w
ist, wo w' eine gegebene Constante bedeutet; hierdurch ist ausge-

sprochen, dass die beiden Enden der Saite befestigt sind; der Werth
von w bestimmt die Spannung, die ihr gegeben ist.

Wir wollen nur solche Bewegungen aufsuchen, bei welchen

unendlich klein gegen ist. Bei dieser Annahme folgt aus den

beiden ersten der Gleichungen 21), dass unendlich klein gegen

ist; es ist aber unendlich klein gegen es

muss also unendlich gross gegen und um so mehr unend-

lich gross gegen sein. Hiernach ist die erste der Gleichun-
gen 21)

22)

Daraus, dass unendlich Kklein gegen ist, folgt, dass uni

so mehr unendlich klein gegen ¢, dass also ¢ unabhéngig von s ist;
nach der dritten der Gleichungen 21) hat man daher
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und also nach 22)

Diese Gleichung vereinfacht sich sehr wesentlich, wenn die Span-
nung der Saite gross genug ist, wenn nadmlich ® so gross gegen ¢

ist, dass das zweite Glied des Factors von gegen das erste

vernachlassigt werden kann. Bevor wir auf die Betrachtung dieses
Falles naher eingehn, wollen wir gewisse particuldre Ldsungen der
Gleichung 23) ableiten, welche gelten, wie klein auch die Spannung
sein moge.

Wir setzen

wo m eine ganze Zahl, u eine zu bestimmende Function von t
bedeutet; den Bedingungen, die & fir s =0 und s =1 zu erfillen
hat, wird dadurch genigt; es wird auch der Gleichung 23) genlgt,
wenn man u aus der Differentialgleichung

24)

bestimmt. Das allgemeine Integral dieser ist
u=acosamh (t — t0), mod. u,

wo a und t0 zwei willkihrliche Constanten sind, h und u zwei
(konstanten, die in gewisser Weise von a abhdngen. Aus dieser
Annahme fiir u ergiebt sich nédmlich

und diese Gleichung wird mit 24) identisch, wenn man

macht.

§ 8.

Wir wenden uns zur Erdrterung des Falles, auf den schon hin-
gewiesen wurde, dass die Spannung der Saite so gross ist, dass in

der Gleichung 23) das zweite Glied des Factors von gegen das
erste vernachlassigt werden kann. Die genannte Gleichung ist dann
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Dazu kommen die Bedingungen, dass & fir s =0 und fir s =1
verschwindet.

Dieselbe Differentialgleichung haben wir schon mehrmals zu
behandeln gehabt, zuletzt bei der Untersuchung der Longitudinal-
und Torsions-Schwingungen eines elastischen Stabes; unter den
dort betrachteten Fé&llen befindet sich auch der, dass dieselben
Grenzbedingungen, wie hier, zu erfillen sind. Die fur diesen Fall
angegebenen particuldaren Ldsungen gelten auch hier, und auch hier
gilt, was dort Uber die moglichen einfachen Tone und die ent-
sprechenden Knoten gesagt ist. Aus den bezeichneten particularen
Losungen wollen wir nun fir die transversal schwingende Saite all-
gemeinere zusammensetzen. Um die Formeln etwas zu Kkirzen,
fuhren wir dabei solche Einheiten der Lange und der Zeit ein, dass
| = und die Dauer einer einfachen Schwingung beim Grundton
= n wird. Eine particulare Ldsung ist dann

& = sin mt sin ms,
eine andere
& = cos mt sin ms,

wo m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet; eine Ldsung ist
daher auch

§ = Qm sin mt + Bmcos mj sinms,
wo X,,, B,n willkiihrliche Constanten sind und die Summe in Bezug
auf m von m = 1 bis m = co zu nehmen ist. Diese Ldésung lasst
sich der Bedingung anpassen, dass ¢ und fir t = 0 und flr die
ganze Saite beliebig gegebene Functionen von s sind. Gesetzt, es
sei fuirt—0
E = U1

wo U und U Kkunctionen von 5 bedeuten, die von s =0 bis } =1
beliebig gegeben sind, so wird erfordert, dass fiir dieses Intervall

25)

ist. Vorausgesetzt, dass die Functionen U und U' in dieser Weise
darstellbar sind, lassen sich die Werthe, die den Constanten Am und
Bm zu geben sind, leicht finden mit Hulfe des Satzes, dass, wenn m
und m zwei verschiedene ganze Zahlen sind,
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und, wenn m eine beliebige ganze Zahl ist,

ist. Man beweist diesen Satz leicht, indem man benutzt, dass
2sinmssinm's =cos (M — m)s—cos (m #m)s
2 sin2ms = 1 — cos 2 ms
ist. Mit seiner Hilfe findet man aus 25)

Dass U und U' immer in der gedachten Weise darstellbar sind,
hat zuerst Dirichlet*) strenge bewiesen, indem er gezeigt hat, dass
die unendliche Reihe (eine sogenannte Fourier'sche Reihe)

in der die Coefficienten durch die Gleichung

bestimmt sind, wo f(s) eine beliebige Uberall einwerthige, endliche
und stetige Function von s bedeutet, fur alle Werthe von s zwischen
0 und 1 gegen ¥(s) convergirt.

Wir erwéhnen noch eine andere Form der Lésung des behan-
delten Problems der Saitenschwingungen. Behalten wir die zuletzt
gebrauchten Einheiten der Lange und der Zeit bei, d. h. setzen wir
wieder die Lange der Saite und die Dauer einer einfachen Schwin-
gung des Grundtons = m, so ist die Differentialgleichung fir die

Verrickung ¢

und das allgemeine Integral derselben
=9 (t+s)+y(t-s),

) Dove’s Repertorium der Physik I, 152; Crelle’s Journal, Bd. 4, p. 157.
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wo @ und  zwei willkiihrliche Functionen der beigesetzten Argu-
mente bedeuten. Aus der Bedingung, dass fir s = 0 immer £ ver-
schwindet, folgt

0=0@® +@,
also

=0 (t+s) —o(t-s),
und aus der Bedingung, dass auch fir s = m immer & = 0 ist,

¢ t+m =0 (t-mn
@(xX-+2m) = ¢ (X) ;
d. h. @ ist eine um 21 periodische Function. Es wirde hiernach
@, und damit & vollstandig bestimmt sein, wenn @ (.1) fur das Inter-
vall von x = — m bis x — 1 ermittelt ware. Hierzu fuhrt die
Kenntniss des Anfangszustandes der Saite. Es sei fir t = 0
wieder

E=U

wo U und U I unctionen von s bedeuten, die von s =10 bis s =m
gegeben sind. Es muss dann fir dieses Intervall

U=0(©) — 9 (—9)

U= ¢ ()-9(-9)
sein, wenn @' den nach dem Argumente genommenen Differential-
quotienten der Function ¢ bedeutet. Multiplicirt man die letzte
Gleichung mit ds und integrirt sie, so erhalt man

JUds= ¢ (s) + @(—5),

wo die untere Grenze des Integrals eine willkiihrliche Constante ist,
und dann weiter

@ (s) = YU+ YfU'ds
@(— s) = - U+2%fU'ds.
Durch diese Gleichungen ist ¢ (s) fir das Integral von s = — 1

bis s=+ m, und somit allgemein, bestimmt bis auf eine additive
Constante; der Werth dieser ist aber ohne Einfluss auf den Werth
von &, da dieses der Differenz zweier Werthe von ¢ gleich ist.



Dreissigste Vorlesung.

(Gleichgewicht und Bewegung einer unendlich diinnen, urspringlich ebenen,
isotropen Platte. Dilatationen eines kleinen Theiles der Platte. Potential der
durch die Dilatationen erzeugten Krafte. Unendlich kleine Formanderung.
Gleichgewicht bei longitudinalen Verrliickungen. Differentialgleichungen flr
die Transversalschwingungen einer freien Platte. Integration derselben fur den
Fall, dass die Platte kreisformig ist. Transversalschwingungen einer gespann-
ten Membran.)

§ 1

Aehnliche Betrachtungen, wie wir sie in Bezug auf einen
unendlich dinnen, elastischen Stab in den letzten Vorlesungen
durchgefihrt haben, lassen sich auch in Bezug auf eine unendlich
diinne, elastische Platte anstellen. Mit dem Gleichgewicht und der
Bewegung einer solchen Platte wollen wir uns jetzt beschéftigen,
dabei aber allein den Fall ins Auge fassen, dass dieselbe in ihrem
natlrlichen Zustande eben ist.

In der Mittelflache der Platte, d. h. in der Flache, die in der
Mitte zwischen den parallelen Oberflachen derselben sich befindet,
denken wir uns bei dem natlrlichen Zustande ein rechtwinkliges
Coordinatensystem und nennen ¢ und s2 die Coordinaten eines
Punktes P der Mittelfliche in Bezug auf dieses. W.ir stellen uns
ferner 3 Linienelemente, 1, 2, 3, vor, welche von dem Punkte P
ausgehen, und von denen die beiden ersten den Achsen der s und
s2 parallel sind, wahrend das dritte senkrecht auf diesen steht.
Nach der Formanderung der Platte sollen diese Linienelemente die
Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensystems bestimmen, auf
welches wir die Punkte in der N&he von P beziehn; P soll der
Anfangspunkt sein, das Linienelement 1 in der x-Achse liegen und
die Ebene der Elemente ! und 2 die xy-Ebene bilden; die letztere
berthrt dann die durch die Forménderung gekrimmte Mittelflache
im Punkte P, und die y-Achse bildet einen unendlich kleinen
Winkel mit dem Element 2, die z-Achse einen unendlich Kkleinen
Winkel mit dem Element 3. In Bezug auf dieses Coordinaten-
system seien X + u, y + Vv, z +i die Coordinaten eines materiel-
len Punktes der Platte nach der Formanderung, wahrend X, y, z
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in Bezug auf das-
selbe Coordinatensystem sein sollen, wenn die Platte in ihrem
natirlichen Zustande und in der Lage sich befindet, bei der die

www.rcin.org.pl



§ 1. Gleichgewicht und Bewegung einer unendlich dinnen Platte. 451

Linienelemente 1, 2, 3 in die Achsen der X, y, z fallen Es sind
dann w, v, w solche Functionen von X, y, z, dass fir x = 0,
y=0,2z=0

u=0, v=0, w=0, 1)

wird.  Ferner seien wieder &, n, { die Coordinaten des Punktes P
nach der Forménderung in Bezug auf ein beliebiges im Raume
festes Coordinatensystem und aol, B1, y! o2 B2, y2 a3, B3, y3 die
Cosinus der Winkel, welche die Achsen der x, y, z mit den Achsen
der & n, { bilden, so dass die Indices 1, 2, 3 den Buchstaben X,
y, z, die Buchstaben a, 8, y den Buchstaben &, n, { entsprechen.
In Bezug auf das System der & n, ( sind die Coordinaten des
materiellen Punktes, der durch die Werthe von sl + X, 2y, Z
charakterisirt ist, nach der Formanderung

E+al (Xx+u+a2y+v) +a3 (z+w)
n+pLX+u)+p2(y+Vv)+p3(z+w) 2)
(+yl(X+u)+y2(y+V) +y3 (z+w)
Es sind diese Grossen Functionen von s1 + x und s2 +y und daher
sind ihre Differentialquotienten nach x gleich denen nach s und
ihre Differentialquotienten nach y gleich denen nach s2. So ergeben
sich die beiden folgenden Systeme von Gleichungen:

und 3)
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Die Gleichungen eines jeden dieser beiden Systeme multiplicire
man einmal mit al, B1, yi, dann mit a2, f.2, y2, dann mit a3, B3, v}
und addire jedesmal. Dabei setze man

4)

Es verhalten sich aber wie die Cosinus der Winkel, die

das Linienelement 1 nach der Formanderung mit den Achsen der
&, nr C bildet, und da dieses Linienelement auch nach der Form-
anderung in die x-Achse fallt, so ist

: Bl -yl
Daraus folgt

5)

Bezeichnet man durch (2, &), (2, n), (2, {) die Winkel, die das Linien-
element 2 nach der Formédnderung mit den Achsen der &, n, C bil-
det, so hat man

= cos (2, &) : cos (2, n) ; cos (2, ),

und daher

Die Cosinus der Winkel, welche das Linienelement 2 nach der
Formanderung mit den Achsen der X, y, z bildet, findet man aber
aus den Gleichungen 7) der zehnten Vorlesung bei Ricksicht auf
die Gleichungen am Ende der Seite 121 (in denen u, v, w fir
&, n, [ gesetzt zu denken ist) bei Vernachlassigung von Grdssen,
die von hoherer Ordnung unendlich klein sind, als die stattfindenden
Dilatationen

wo und die Wertlie bedeuten, die und fur x=0.

y = 0, z= 0 erhalten. Der zweite von diesen Werthen verschwin-
det nach 1); bezeichnet man den ersten mit T, wo dann T den
unendlich kleinen Winkel bedeutet, um den der Winkel zwischen
den Linienelementen 1 und 2 nach der Formanderung von einem
rechten sich unterscheidet, so folgt hieraus

cos (2, § = m + alt, cos (2, n) =P2+ PIT, €0s (2, g)=y2+ Vi1
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und daher

Setzt man ferner

so werden die auf die angegebene Weise aus den Gleichungen 3)
gebildeten Gleichungen

und

Betrachtungen, die mit denen Ubereinstimmen, welche wir an
die entsprechenden Gleichungen bei der Untersuchung eines unend-
lich dinnen Stabes geknupft haben, zeigen, dass diese Gleichungen
in die folgenden sich vereinfachen lassen

Hier tritt aber noch eine weitere Vereinfachung- ein: die fir
Kirchhoff, Mechanik 30
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und und und auigestellten Ausdriicke missen

die nach x und y genommenen Differentialquotienten derselben
Functionen sein; daraus folgt

r N=0, pl + =0
und also

Durch Integration findet man hieraus
U =u0 - plyz +qlzx + olx + 1ty
v = V0 - plyz +qlzx + olx + 1y

wo u0, vO, w0 die Werthe sind, die u, v, w fir x =0 und y =0
annehmen. Man hat hiernach

xx = qglz + ¢

yy= — p2z + o 8)
Xy = — 2plz -+ T

Alle diese Grdssen sind von X und y unabhangig; dieselbe Eigen-
schaft haben daher auch die Druckcomponenten Xx, Yy, Zz, Yz,
Zx, Xy, und die Gleichungen 8) der achtundzwanzigsten Vorlesung
werden

Nun wollen wir annehmen, dass auf die beiden Oberflachen der
Platte Druckkréafte von solcher Gréssenordnung wirken, dass sie bei
einem Korper, dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind,
nur Dilatationen erzeugen wirden, die unendlich Kklein sind gegen
die Dilatationen, die in der Platte stattfinden. Man darf dann, zu-
nachst fur die Oberflichen der Platte, und dann in Folge der ab-
geleiteten Gleichungen allgemein

X2=0, Yz=0, Zz=0 9)
setzen; man vernachldssigt dabei in den Dilatationen und in dem
Ausdrucke des Potentials der durch diese erzeugten Kréafte, den wir
zu bilden haben werden, nur Glieder, welche unendlich klein sind
gegen die beibehaltenen.
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Die Gleichungen 9) fiihren in Verbindung mit der Bedingung,
dass u0, vO, w0 fur z = 0 verschwinden, die aus 1) sich ergiebt, zur
Bestimmung von uO, vO, wO. Ist die Substanz der Platte, wie wir
voraussetzen wollen, isotrop, so sind diese Gleichungen

x1=0, Yyz=0
oder

und es ergiebt sich aus 8)

XxX= qlz + ql yt=20
XX= -p2z + 02 zx =0
Xy =—2plz4-t.

Da
= — K- {xx2+y2+722+%yz2 +lthyl+ € + «(XX+yy+2z27)2}

so folgt hieraus

Wir schreiben die Gleichungen der Oberflachen der Platte

zZz=h und = —h
und setzen
dann wird
und das Integral
J Fdsl ds?

ausgedehnt Uber die Mittelfliche der Platte ist das Potential der
durch die Forménderung dieser erzeugten Kréfte. Die 6 unbe-
kannten Gréssen cdl, 62, T, pl, p2, ql, welche Functionen von si, {»
sind und in dem Ausdrucke von F Vorkommen, sind alle durch die
Differentialquotienten von &, n, & nach sl und s? ausdriickbar: ol
und o2 sind durch die Gleichungen 4) bestimmt, T ergiebt sich aus
der Gleichung

10)
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die aus den Gleichungen 5) und 6) folgt, wenn man diese mit
einander multiplicirt und addirt; die Gleichungen 5) lehren dann
weiter al, 31, y! und die Gleichungen 6) 02, B2, y2 kennen; aus
diesen sechs Cosinus sind die Cosinus a3, (3, y3 nach bekannten
Formeln zu berechnen; die Gleichungen 7) erlauben dann endlich
pl, p2.q auszudrucken.

Ist die Platte endlich gekrimmt, so hat man bei der Berech-
nung der Gestalten, die sie haben kann, statt der Gleichungen 4j
und 10), da ol, 02, T unendlich klein sind, die Gleichungen

zu setzen, welche aussprechen, dass o¢l, 62, T verschwinden, d. h.
dass die Elemente der Mittelfliche keine Deformation erleiden.
Eine Flache, die dieser Bedingung geniigt, nennt man eine ub-
wickelbare Flache. Um die Beziehungen zwischen der Gestalt der
Platte und den Kréften und Druckkraften zu finden, die auf die
Platte wirken mussen, um Gleichgewicht hervorzubringen, kann
man von dem Princip der virtuellen Verriickungen ausgehn; auch
dabei darf man ol =0, o2 =0, Tt = 0 annehmen, weil bei dieser
Annahme den Gleichungen genigt werden kann, welche das Princip
der virtuellen Verriickungen ergiebt. In dem Falle, dass die Platte
endlich gekrimmt ist, darf man daher

setzen. Auf diesen Fall gehen wir nicht naher ein, sondern ver-
weisen in Bezug auf ihn auf die ,,Theorie der Elasticitat fester Korper*
von Clebsch, der zuerst die endlichen Forménderungen unendlich
dunner Platten untersucht hat.

§ 2.

Wenn die Platte unendlich wenig gekrimmt ist, so handelt es
sich darum die unendlich kleinen Verriickungen zu finden, die die
Punkte ihrer Mittelfliche erlitten haben, und hierbei darf man im
Allgemeinen die Gréssen ol, 02, T nicht vernachlassigen. Wir wollen
nun fir diesen Fall den Werth von F bilden. Dabei mége x und y
fur sl und s2 geschrieben werden.

Das Achsensystem der & n, { denken wir uns so gewahlt, dass
¢ unendlich klein, t unendlich wenig von X, n unendlich wenig von
y verschieden ist, und setzen
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Wir verfolgen zuerst die Annahme, dass u,,u und & auch gegen die
Dicke der Platte, d. h. gegen h unendlich klein sind, eine Annahme,
die deshalb eine wesentliche ist, weil von den beiden Gliedern, aus
denen F sich zusammensetzt, das eine den Factor 7:3, das andere
nur den Factor T hat. Bei dieser Annahme ist es ausreichend, in
beiden Gliedern nur die ersten Potenzen der Differentialquotienten
von u, v, & zu berlcksichtigen. Die Gleichungen 4) und 10)
geben dann

die Gleichungen 5) und 6)

al = 1

und endlich die Gleichungen 7)

Lassen wir die Voraussetzung fallen, dass u, v, ¢ auch gegen T
unendlich klein sind, so kdnnen wir fir pl, p2, ql, die nur in dem
mit h3 multiplicirten Gliede von F vorkommen, immer noch die
oben abgeleiteten Ausdriicke setzen, bei der Berechnung von o1, o2,
T, die in dem Gliede von F vorkommen, das den Factor h enthalt,
mussen aber gewisse Terme hoherer Ordnung beriicksichtigt werden.
Es werden in F hur Glieder vernachléssigt, welche unendlich Kklein
gegen die beibehaltenen sind, wenn man

11)

setzt.

Wir berechnen nun die Arbeit der durch die Dilatationen er-
zeugten Krafte fur eine unendlich kleine Aenderung derselben, d. h.
die Variation

SffFdxdy; 12)
dieselbe besteht aus zwei Theilen, von denen der erste den Factor
h3, der zweite den Factor h enthalt; wir entwickeln zuerst jenen
Theil. Er ist
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12¢)

Mit jedem der Glieder, in welche dieser Ausdruck sich spalten Ilasst,
kénnen Transformationen nach dem Muster derer vorgenommen
werden, die fir das erste Glied angegeben werden sollen. Es ist

Nennt man dl ein Element des Umfanges der Mittelflaiche der
Platte und n die nach dem Innern dieser gerichtete Normale von dl,
so ist derselbe Ausdruck

Mit dem ersten Theile des hier vorkommenden einfachen Integrals
nehmen wir noch eine Umformung vor. Wir schreiben dem Ele-
mente dl eine von den beiden Richtungen zu, die wir ihm zuschrei-
ben kdnnen, und zwar diejenige, die die x-Achse erhélt, wenn die
Coordinatenachsen so gedreht werden, dass die y-Achse der Nor-
male n parallel wird; wir nennen ferner @ den Winkel, den eine
Linie beschreibt, wenn sie aus einer Lage, in der sie der x-Achse
parallel ist, in dem Sinne gedreht wird, bis sie parallel mit n ist,
in dem sie um einen rechten Winkel gedreht werden muss, um der
y- Achse parallel zu werden, wenn sie der x-Achse parallel war.
Es ist dann

cos (nX) = cos @ .

Benutzt man ferner, dass, da die Integration nach | Uber eine ge-
schlossene Linie auszudehnen,

ist, so findet man

Transformirt man in entsprechender Weise die Ubrigen von den

Gliedern, in die der Ausdruck 12a) sich zerlegen lasst, so findet
man diesen Ausdruck
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13)

Er bildet den einen Theil der durch 12) definirten Arbeit. Der
andere Theil derselben, der den Factor h enthalt, findet sich bei
Rucksicht auf die Gleichungen 4) und 10)

Von den Ausdricken 13) und 14), deren Summe die Arbeit der
durch die Dilatationen erzeugten Kréafte fir die durch die Werthe
von du, dv, dl bestimmten Verriickungen ist, wollen wir nun einige
Anwendungen machen.

§ 3.

Wir denken uns eine Platte, auf die keine Krafte und keine
Druckkrafte wirken; die Punkte ihres Randes sind so befestigt, dass
fur sie ¢ = 0 ist, u und v gegebene Werthe haben; es sollen u, v, {
fir den Fall des Gleichgewichts gefunden werden.

Den Gleichungen, welche das Princip der virtuellen Verriickungen
giebt, wird genlgt, wenn man

£§=0
macht und u, v aus den Gleichungen

www.rcin.org.pl
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15)

so bestimmt, dass sie fir den Rand die gegebenen Werthe an-
nehmen.

Eine Platte, die unter den gedachten Verhéltnissen sich be-
findet, nennt man gespannt; im Allgemeinen ist sie, wie man sagt,
ungleichmassig gespannt; sie heisst gleichmassig gespannt, wenn

u=ax, v-—ay

ist, wo a eine Constante bedeutet, durch welche Ausdriicke den
Gleichungen 15) offenbar gentigt wird.

§ 4.

Die weiteren Anwendungen, die wir von den Ausdriicken 13)
und 14) machen wollen, sollen sich auf die Schwingungen, und zwar
die sogenannten Transvcrsalschwingungen einer Platte .beziehn. Wir
machen dabei von dem Hamilton'schen Principe Gebrauch und be-
merken zundchst, dass, wenn T die lebendige Kraft, p die Dichtig-
keit der Platte bedeutet,

ist, die Integration Uber die Flache der Platte ausgedehnt. Hier-
aus folgt

Wir nehmen an, dass der Rand der Platte entweder fest oder
frei ist, so dass keine Arbeit geleistet wird von Druckkréften, die
auf diesen Rand wirken; dann ist das Hamilton'sche Princip durch
die Gleichung

5 fTdt + SfffFdtdxdy=0 17)

ausgesprochen, deren Glieder die durch 16), 13) und 14) bestimmten
Werthe haben.

Wir wollen zuerst voraussetzen, dass der Rand der Platte frei
und { auch gegen die Dicke der Platte unendlich klein ist; wir
durfen dann annehmen, dass u und v gleich Null sind; indem wir
das thun, gelangen wir zu den Gleichungen fir die Transversal-
schwingungen der Platte. Diese sind

und fir den Rand
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18)

Die Losungen derselben zu finden, ist bis jetzt nur fir den Fall,
dass die Platte eine kreisformige ist, gelungen. Man gelangt zu
ihnen fir diesen Fall auf dem folgenden Wege.

Man setze

¢ = sin (4\2at),

wo U eine Function von x und y, A eine Constante bedeutet.
Diese Annahme entspricht dem Falle, dass die Platte einen ein-
fachen Ton giebt; die Dauer einer Doppelschwingung desselben ist

Fur U ergiebt sich dabei die partielle Differentialgleichung

zu dieser treten die Grenzbedingungen, die aus 18) entstehen, indem
man U an Stelle von & schreibt. Die partielle Differentialgleichung
lasst sich durch die zwei Gleichungen

ersetzen, und diese geben, wenn man sie addirt oder subtrahirt und

U= S+ D, V=S-D
macht,

Nun flhre man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten
r, ¥ ein, so dass

X = r cosP=rsin Y
ist; dann erh&lt man
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Diesen Gleichungen wird geniigt durch
S:=Acos ny X, D=BcosnyY,

wenn n eine ganze Zahl, A und B willkuhrliche Constanten, X und
Y Functionen von r bedeuten, die die Gleichungen

erfullen. Setzt man

so werden diese

Ein particuldres Integral der ersten von diesen Gleichungen findet
man, indem man
X = AOxn + A2xi+ Adxm+4

setzt; dann ist

und die genannte Gleichung wird
0=A0 (2 — n2) xu-2 — 4 ADx«
+ A2((n + 2)2 — nDxn — AA2xu+)
+ Ad((M + 4)2 — n2) mu+2 — 4 Adxu+4

Man erfillt sie, wenn man
W —n=20

A2(M +2)2 —n2) = U
Ad((n + 4)2 — n2) = 4A2

macht. Wir geniuigen diesen Gleichungen, indem wir
H=n

setzen und Uber Bach Willkuhr verfigen. Ein particulares Inte-
gral, das wir Xn nennen wollen, der fur X aufgestellten Differential-
gleichung ist daher
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und ein entsprechendes der fiir F aufgestellten Differentialgleichung

Man sieht leicht, dass diese beiden unendlichen Reihen fir jeden
Werth ihres Arguments convergiren.

Andere particulare Werthe von X und Y mdégen noch erwdhnt
werden, obwohl sie- bei dem vorliegenden Probleme eine Anwendung
nicht finden. Man setze

X = WXn,

also

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit

und addire sie dann; da X und Xn Integrale der in Rede stehenden
Differentialgleichung sind, so erhdlt man dadurch

oder, wenn

gesetzt wird,

Ig W + Igx + 21g Xn = Const.
oder

also

wo die untere Grenze des Integrals beliebig gewéhlt werden kann.
Ein zweiter particularer Werth von X ist daher

und einer von Y
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wo X0 eine willkihrliche (konstante ist. Diese Werthe von X und
F werden aber, wie aus den Ausdriicken von Xn und Yn hervor-
geht, fur x — 0, d. h. fir r = 0 unendlich und kdnnen daher keine
Anwendung finden, wenn die Platte, wie wir voraussetzen, eine volle
Kreisflache bildet.

Wir setzen also

S=AcosnyXn, I)=BcosnyYn

und suchen nun die Constanten A, B, A so zu bestimmen, dass den
beiden Grenzbedingungen geniigt wird.
Wir nennen den Radius der
Platte a. Bei Rucksicht auf die Be-
stimmungen, die wir bei Ableitung
des Ausdrucks 13) getroffen haben
Uber den Sinn, in dem | wachst, und
Uber den Winkel ¢, haben wir dann,
wie ein Blick auf die nebenstehende
Figur lehrt,

Il =ay und ¢ = 180° +{

Mit Halfe hiervon werden die aus 18)
herzuleitenden Grenzbedingungen

oder, wenn man benutzt, dass

Nun drucke man Uund V durch S und D, diese durch Xn,Y'n, und
die zweiten Differentialquotienten von Xn und Yn, die dann auf-
treten, mit Hulfe der fir diese Functionen aufgestellten Differential-
gleichungen, durch sie selbst und ihre ersten Differentialquotienten
aus. Setzt man noch
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so findet man dann als die fir r — a, d. h. x = Aa zu erfillenden
<Gleichungen

Nennt man die Determinante derselbenA so hat man aus der
transcendenten Gleichung

A=0
A zu bestimmen und dann aus einer von ihnen das Verhaltniss
A B.
Ist Anm eine Wurzel jener Gleichung und setzt man

ss0» st
(= C . sin(4 A2nmat) Wnm cos ny .

wo C eine willkiihrliche Constante bedeutet. Die Knotenlinien, die
<dem durch A, m bestimmten Tone entsprechen, haben zu Gleichungen

cosny =0 und Wnm =0,

die erste von diesen stellt ein System von n Durchmessern dar, die
gleiche Winkel mit einander bilden, die zweite ein System von con-
ccentrischen Kreisen. In Bezug auf die numerische Berechnung

der Tone und Knotenkreise mdge auf die unten genannte Abhand-
lung*) verwiesen werden.

§ 5.

Wir wollen schliesslich die Differentialgleichung fiir die Trans-
versalschwingungen einer gespannten Membran aufstellen.  Wir
gelangen zu dieser, indem wir uns eine Platte vorstellen, die, nach-
dem ihren Theilen Verriickungen in ihrer Ebene, u und v, ertheilt
sind, die den Gleichungen 15) gentigen, an ihrem Rande befestigt
ist. Diese Verrickungen sollen so gross gegen die Dicke der Platte
sein, dass bei der Bildung der Gleichung 17) der Ausdruck 13)
gegen den Ausdruck 14) vernachldssigt werden kann, und so gross
gegen ¢, dass die Gleichungen 11)

*) Kirchhoff, Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen
Scheibe; Crelle’s Journal, Bd. 40.
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geschrieben werden konnen. Die Gleichung 17) wird dann erfillt,
wenn man u und v als unabhangig von der Zeit annimmt und { aus
der Differentialgleichung

und der Bedingung bestimmt, dass es am Rande verschwindet.

Die Verrickungen u, v missen den Differentialgleichungen 15)
gentigen, koénnen dabei aber noch sehr mannigfaltige Functionen von
x und y sein. In dem Falle, auf den oben schon hingewiesen wurde,
dass die Membran gleichmdssig gespannt ist, kann man

u = ox v = ay

setzen, wo a eine Constante bezeichnet; dann wird die Differential-
gleichung fur

Ohne Schwierigkeit l&asst sich dieselbe l6sen, wenn die Membran
rechteckig oder kreisférmig ist; die Tone, die die Membran geben
kann, und die diesen entsprechenden Knotenlinien lassen sich dann
leicht berechnen. Bei der rechteckigen Gestalt hat man es dabei
nur mit trigonometrischen Functionen, bei der kreisformigen mit
den Functionen zu thun, die wir bei der Untersuchung der Schwin-
gungen einer kreisformigen Platte durch Y bezeichnet haben; das
sind die sogenannten Bessel'schen Functionen. Die Knotenlinien der
rechteckigen Membran sind gerade Linien, die ihren Seiten parallel
sind, die der kreisformigen Durchmesser, die gleiche Winkel mit
einander bilden, und mit ihrem Rande concentrische Kreise.

www.rcin.org.pl
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