Vierter Artikel.

Kongruenz und Bewegung

von Alfred Guarducci in Lodi.

§ 1. Die Euklidische Behandlung. Bei Euklid werden die
Kongruenz (Gleichheit der Form) und Aquivalenz (Gleichheit
der Grole) der geometrischen Figuren nicht getrennt; unter dem
Namen Gleichheit betrachtet der Verfasser die Beziehung der GroRe,
indem er sich darauf beschrénkt, daneben die Gleichheit der Strecken
und diejenigen der Winkel festzustellen, die, wie im Falle der Viel-
ecke bestétigt wird, dazu dienen, die Kongruenz zu charakterisieren.

Wollen wir bei Euklid denjenigen Teil der Lehre von der Gleich-
heit abtrennen, der sich auf die Kongruenz bezieht, so werden wir eine
Prifung des Inhalts der hauptsdchlichsten Satze des Buches I, welche
die Dreiecke betreffen, vornehmen.l) Und wir werden (indem wir die
beildufigen Konstruktionen ibergehen) zwei Gruppen von ihnen unter-
scheiden:

Die 1. Gruppe, deren Aufgabe wir erst spater aufdecken werden,
umfalit die Satze 1, 2 und 3.

Die 2. Gruppe besteht aus den Sétzen 4, 5, 6, 7, 8, 16 und 26.

Diesen beiden Gruppen von Satzen kann man eine dritte hinzu-
fugen, die von den Satzen 11, 12, 13, 14, 17 gebildet wird, welche
die Grundlagen fir die Lehre von den Senkrechten enthalten.

In der zweiten Gruppe finden sich drei grundlegende Kennzeichen
fiir die Kongruenz der Dreiecke:

Dreiecke, welche zwei Seiten beziiglich gleich und die eingeschlos-
senen Winkel gleich haben (Satz 4),

Dreiecke, welche die Seiten beziiglich gleich haben (Satz 8),

1) Wir haben den von Heiberg herausgegebenen Text im Auge. Leipzig
1883.



Dreiecke, welche zwei Winkel beziglich gleich und eine Seite
gleich haben (Satz 26).

Der Satz 4 wird bewiesen durch Zurlickgehen auf die Deckung
der beiden Figuren durch Bewegung.

In dem folgenden wird die Gleichheit der Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck bewiesen. Wenn ABC (Fig 19.) das Dreieck und
AB = AC ist, so nehme man auf der Verldngerung
von AB einen beliebigen Punkt D und mache
AE = AD (s. Satz 3). Alsdann hat man Dreieck

CAD = Dreieck BAE, DC = EB,
also auch Dreieck DCB = Dreieck
EBC, Und aus

folgt durch Sub-
traktion

Der Satz 6 ist die Umkehrung des vorher-
gehenden und wird indirekt bewiesen. Wenn in dem Dreieck ABC

(Fig. 20) ist, so sei, wenn es moglich ist, zz B. AB=AC.
Macht man dann (Satz 3) BD = AC, so wiirde
das Dreieck ABC seinem Teile DCB gleich sein.

Als Folge der Gleichheit der Basiswinkel be-
weist man in Satz 7 indirekt, da® man Uber der-
selben Grundlinie und auf derselben Seite von ihr
nicht zwei Dreiecke konstruieren kann, welche die
beiden in dem einen und dem andern Endpunkt
der gemeinsamen Grundlinie zusammenlaufenden
Seiten beziiglich gleich haben.

Hieraus leitet man dann auf indirektem Wege
in dem folgenden Satze, indem man auch hier auf die Deckung der
beiden Figuren durch Bewegung zuriickgeht, das zweite Kennzeichen
fur Kongruenz der Dreiecke (Gleichheit der drei Seiten) ab.

Das dritte Kennzeichen (Gleichheit zweier Winkel und einer Seite)
ist in seiner ganzen Allgemeinheit in Satz 26 enthalten, der den Fall
behandelt, in dem die bezlglich gleichen Winkel der gleichen Seite
anliegen, und denjenigen, in dem von diesen Winkeln der eine der
genannten Seite an-, der andere gegenuberliegt.

Wadre m dem ersten hall (Fig. 21), in dem BC = EF,

vorausgesetzt ist, z. B. AB > DE, so konnte
man (Satz 3) BH = ED machen und wiirde (Satz 4) finden: Dreieck
7*
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HBC = Dreieck DEF, mithin gleich seinem

Teile Es folgt also AB = DE und hieraus die Gleichheit der
gegebenen Dreiecke.

In dem zweiten Falle, in dem BC = EF,
vorausgesetzt ist, geht man in analoger Weise vor; nimmt man an,
es wiare AB> DE, so folgt und dies widerspricht Satz 16.

Die angefiihrten Entwicklungen geben, wenn wir von den Prin-
zipien, die wir spater prifen werden, absehen, zu einigen Bemerkungen
AnlaB, die uns zu erkennen gestatten, wie in dem Euklidischen Kreise
von ldeen sich andere Gestaltungen der Lehre von der Kongruenz, die
in verschiedene Schulbiicher aufgenommen sind, als mdglich erweisen.

1. Die Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
kann man als unmittelbaren Zusatz zu Satz 4 geben, indem man die
beiden gleichen (aufeinandergelegten) Dreiecke BAC, CAB (Fig. 19)
in Betracht zieht.

2. Den ersten Teil des dritten Kennzeichens fiir Kongruenz der
Dreiecke (Gleichheit einer Seite und der beiden anliegenden Winkel)
kann man durch Deckung beweisen und hieraus den Satz 6 ableiten.

3. Das zweite Kennzeichen (Satz 8) kann man (auf direktem
Wege) aus der in Satz 24 gegebenen Ungleichheit ableiten, wenn
man die Ubertragung des Winkels zulaBt, die Euklid in Satz 23
durch Konstruktion ausfthrt.

In bezug auf die Prinzipien, die im Euklidischen Text benutzt
werden, bemerke man:

1. Das Prinzip des Aufeinanderlegens wird nur beim Beweise
der ersten beiden Kennzeichen fiir die Gleichheit der Dreiecke (Buch I,
Satz 4 und 8) angewandt und zum Beweise der Gleichheit zweier
ahnlichen Kreisbogen, die Uber gleichen geradlinigen Strecken liegen
(Buch 111, Satz 24). Auf dies Prinzip mifte man aber auch in
Satz XV zuriickgehen, wenn man die Gleichheit der rechten Winkel,
die von Euklid als Postulat angenommen wird, nachweisen wollte.
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2. Die Satze 1, 2, 3 des Buches | enthillen einen nicht vollstandig
gegliickten Versuch, sich von der Bewegung unabhdngig zu machen,
indem man die Beziehung der Gleichheit zweier Strecken auf den Fall
zuruickfahrt, in dem sie einen Endpunkt gemeinsam haben, und an die
Stelle der Fortbewegung die Konstruktion vermittels Schnittes von
Geraden und Kreisen setzt.

Schlielich wollen wir hier noch auf ein anderes Kennzeichen
fur Kongruenz der Dreiecke hinweisen, das, wenigstens in seiner All-
gemeinheit, nicht im Euklidischen Text aufgefihrt ist:

»Zwei Dreiecke, die zwei Seiten und den der gréBeren von ihnen
gegenuberliegenden Winkel beziglich gleich haben, sind gleich.”

Den Satz beweist man leicht indirekt, indem man ihn auf das
erste Kennzeichen zuriickfuhrt und sich auf die Eigenschaft des AulRen-
winkels des Dreiecks stutzt, grofer zu sein als jeder der gegeniber-
liegenden Innenwinkel (Satz 15, Buch I). Aus ihm leitet man bald
folgende Zusétze ab:

1. Zwei rechtwinklige Dreiecke, welche die Hypotenuse und eine
Kathete beziiglich gleich haben, sind gleich.l)

2. Zwei stumpfwinklige Dreiecke, welche die stumpfen Winkel,
die diesen Winkeln gegentiberliegenden Seiten und zwei andere Seiten
gleich haben, sind gleich.

Nicht richtig ist im allgemeinen der entsprechende Satz fur den
Fall, daR die als gleich vorausgesetzten Winkel in den beiden Drei-
ecken spitz sind; es geniigt aber, eine einschrankende Bedingung fir
die dem zweiten Paar gleicher Seiten gegeniberliegenden Winkel
hinzuzufiigen, um einen anderen allgemeinen Satz zu erhalten, dessen
Beweis dem des vorigen analog ist und der auch fir spitzwinklige
Dreiecke gilt. Man beweist namlich, daB, ,wenn zwei Dreiecke
zwei Seiten und den der ersten von ihnen gegenuberliegenden Winkel
beziiglich gleich haben, sie gleich sind, wofern der der zweiten Seite
gegeniberliegende Winkel in beiden Dreiecken gleichzeitig entweder
ein spitzer, ein rechter oder ein stumpfer ist.”

§ 2. Der Sinn der Kongruenz. Der Versuch, den wir oben
beziiglich der Sétze 1, 2, 3 des Buches I erwdhnt haben, offenbart
bei dem Verfasser der Elemente das Bewuftsein, dal das Zuriick-
gehen auf das Aufeinanderlegen der Figuren durch Bewegung einen

1) Im Beweise des Satzes 14 im Buche 11l hat Euklid Gelegenheit, diesen
Satz zu geben und die Gleichheit der beiden andern Katheten vermittels der
Lehre von der Gleichheit (Aquivalenz) nachzuweisen.
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Mangel bedeutet; und dieser Mangel mufte ihm um so mehr hervor-
zutreten scheinen, als der Begriff der Gleichheit von Euklid (ohne
Erklarung) als eine einfache den der GroRenkategorie angehdrigen
Objekten innewohnende, logische Beziehung angesehen wird, die sich
in der konkreten Anwendung mit einer physikalischen Operation ver-
kettet.

Hinzugefiigt sei, dal eine derartige physikalische Operation (die
Fortbewegung) aus dem Kreise derjenigen elementaren Konstruktionen
heraustritt, die durch die einfachsten Instrumente gegeben sind,
welche die Griechen als Grundlage fir die Existenz der Figuren postu-
lierten.l)

In der auf Euklid folgenden kritischen Entwicklung der Geo-
metrie traten, nachdem die klare Unterscheidung zwischen Gleichheit
der Gestalt (Kongruenz) und Gleichheit der GroBe (Aquivalenz) be-
merkt worden war, ricksichtlich der Kongruenz zwei grundsétzliche
Tendenzen hervor, die, jede nach einer Seite hin, mit den Euklid-
ischen Anschauungen in Verbindung gesetzt werden kodnnen:

Einerseits betrachtet man die Gleichheit (Kongruenz) wie ein
rein logisches Verhaltnis, andererseits sieht man sie wie eine
physikalische Beziehung an, die von der Bewegung starrer
Korper hergenommen ist.

Die erste Richtung hat ihren reinsten Ausdruck in der Ansicht
erhalten, welche die Gleichheit mit der ldentitat zusammenwirft, der
gemal ,zwei geometrische Figuren gleich sind, wenn man vou der
einen alles sagen kann, was man von der zweiten sagt®

Mit anderen Worten wirde die Gleichheit zweier Figuren A, A’
darin bestehen, daB alle Eigenschaften von A auch A' zukommen
und umgekehrt; aber, wie schon z. B. Stolz bemerkt hat, haben geo-
metrisch kongruente Figuren verschiedene Eigenschaften in bezug auf
ihre verschiedene Lage in dem Raume, in dem man sie als enthalten
ansieht (verglichen mit einer und derselben Figur).

Die vorhergehende Definition wirde Ubrigens auch nicht Geltung
behalten, wenn man sie auf die ldentitdt der inneren Eigenschaften
der beiden Figuren beschranken wollte. In diesem Falle wiirde man
in Wabhrheit nicht wissen, wie man die Gleichheit von der Kongruenz
unterscheiden sollte.

Der Mangel der Definitionen, die der Kongruenz den Charakter
eines rein logischen Verhéltnisses beilegen, entspringt Gbrigens aus

1) vgl. H. Gr. Zeuthen, ,,Die geometrischen Konstruktionen als Existenz-
beweis in der antiken Geometrie®, Mathematische Annalen 1896.
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der Notwendigkeit, in der wir uns in jedem Falle befinden, der ver-
langten logischen Definition einen Begriff von irgend einem bestimmten
Charakter hinzuzufiigen, der es erlaubt, in bestimmter Weise die Gleich-
heit der Figuren zu erkennen.

Die vorhergehenden Bemerkungen werden durch die neuere logi-
sche Kiritik, die sich auf die allgemeine Bedeutung der Beziehungen
der Gleichheit erstrecken, vervollstandigt.

Es ergibt sich aus dieser Kritik, daf eine Gleichheit zwischen
zwei Objekten A, B die Bedeutung hat, daf diese in eine Klasse
(A, B) vereinigt wurden, aus der dann der abstrakte Begriff 0 (= A
oder B) konstruiert worden ist; A gleich B sein, bedeutet gerade ,,die
Ersetzbarkeit von A durch B in bezug auf 0“1

So hat die Gleichheit immer einen Sinn, der sich auf eine Asso-
ziation und Abstraktion bezieht, die man als ausgefiihrt voraussetzt;
z. B. sagt man: Titius = Caius, insofern sie Menschen sind, oder auch
Mensch = Hund, insofern sie lebende Wesen sind usw.

Hieraus folgt, daR jede Gleichheit eine Beziehung ist, die ge-
wissen formalen Eigenschaften (denjenigen, die Peano reflexive,
symmetrische und transitive Eigenschaften nennt) genugt und
eine physikalische Bedeutung hat; diese wird bestimmt, wenn man die
Bedingungen angibt, unter denen die Objekte, die man als gleich
nimmt, vereinigt werden.

Die geometrische Gleichheit im besonderen hat einen physika-
lischen Sinn, der aus der Ahnlichkeit der Empfindungen hervorgeht,
die gewisse Objekte in bezug auf die verschiedenen mdglichen Stel-
lungen des Beobachters hervorrufen; mit anderen Worten, sie wird
physikalisch bestimmt vermittels der Unverénderlichkeit bei der Be-
wegung starrer Korper. Diese Ansicht, die der zweiten der oben er-
wahnten Richtungen entspricht, hat in Helmholtz ihren beriihmten
Vertreter gefunden.

1) Dieser Sinn der Gleichheit ergibt sich indirekt aus der Analyse der so-
genannten Definitionen durch Abstraktion von GraBmann, Helmholtz,
Peano, Vailati, nach denen man einen abstrakten Begriff (z. B. die Tempe-
ratur, die Richtung, den Wert usw.) bestimmt, indem man festsetzt, welche Ob-
jekte in bezug auf ihn als gleich anzusehen sind (indem man namlich die
Worte definiert: gleich warme Korper, Geraden gleicher Richtung, gleichwertige
Waren usw.). Ein Studium der logisch-psychologischen Fragen, die mit dem Be-
griff der Gleichheit (und insbesondere mit dem Verhéltnis zwischen seinen for-
malen Eigenschaften und den logischen Prinzipien und Axiomen) in Zusammen-
hang stehen, wird man im 3. Kap. eines Werkes von F. Enriques Uber Probleme
der Erkenntnis finden, das bald verdffentlicht werden wird.
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8§ 3. Logische Analyse des Begriffs der Bewegung. Es
bleibt noch zu untersuchen, in welcher Weise die vorhergehenden
Bemerkungen fiir eine strenge Behandlung der geometrischen Lehre
von der Kongruenz benutzt werden konnen. Einige beriihmte Geo-
meter (Houel, De Paolis...) haben, sich auf die Autoritat von
Helmholtz stitzend, es fiir angemessen erklart, als gleich oder kon-
gruent die Figuren zu definieren, die durch Bewegung zur Deckung
gebracht werden konnen, indem sie ausdriicklich postulierten, dal
»-man die geometrischen Figuren so bewegen kann, daf man einen
Punkt, eine Gerade durch den Punkt usw. in eine vorher bestimmte
Lage bringt.

Diese Art der Darstellung, die didaktisch sehr einfach ist, kann,
so genommen, nicht als den Forderungen einer logischen Gestaltung
der Geometrie entsprechend angesehen werden. In der Tat kann die
Idee der geometrischen Bewegung, in solcher Weise als eine urspriing-
liche eingefiihrt, streng genommen nicht unter die Postulate auf-
genommen werden, wenn sie nicht in ihre Elemente zerlegt wird in
der Weise, daR die Hypothesen, die fiir sie angenommen werden, einen
formalen Sinn haben, der brauchbar ist, ohne daR man in den SchluB-
folgerungen auf die mehr oder weniger versteckte Auslegung von wirk-
lichen oder idealisierten physikalischen Erfahrungen zurtickzugehen hat.

Ubrigens hat diese schon von Helmholtz selbst begonnene und
von S. Lie fortgefiihrte Analyse des Bewegungsbegriffs zu einer klaren
Einsicht in den logischen Inhalt der Postulate gefihrt, die sich auf
sie beziehen. Wir flihren nur die Ergebnisse an:

Wenn man sich eine ideal ausgedehnte Figur denkt, so bestimmt
die Bewegung von ihr, wenn sie als starr angesehen wird, im Raume
(oder in einem Gebiet des Raumes) eine punktférmige gegen-
seitig eindeutige Transformation oder Korrespondenz. Die ver-
schiedenen mdglichen Bewegungen bilden ein System von Transforma-
tionen, das die folgenden grundlegenden Eigenschaften besitzt, nach
denen man sie eine Gruppe nennt:

1. FOhrt man nacheinander zwei Bewegungstransformationen aus,
so erhdlt man eine Bewegungstransformation (Zusammensetzung
der beiden ersten oder deren Produkt).

2. Zugleich mit jeder Bewegungstransformation existiert auch die
umgekehrte Transformation

Es bleibt also nur der Grad der Freiheit zu postulieren, der
den Bewegungen in den Transformationen der Figuren zugebilligt
wird. Helmholtz und Lie tun dies unabhdngig von den Begriffen
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der Geraden und der Ebene, die so erst bestimmt werdenl), und es
gelingt ihnen, indem sie auf die Entwicklungen der héheren Analysis
zuruickgehen, die Mdoglichkeit nachzuweisen, da man auf ihren Voraus-
setzungen den ganzen Bau der Geometrie errichten kann.

Wenn man die Begriffe der Geraden und der Ebene als gegeben
annimmt, so ist die Sache leicht in elementarer Weise durchfuhrbar.
Die zuzulassenden Postulate sind dann die folgenden:

1. Die Bewegungen des Raumes sind Punkttransformationen,
die eine Gruppe bilden.

2. In einer Bewegung transformiert sich jede Gerade in eine Ge-
rade (und demgeméaR jede Ebene in eine Ebene).

3. Durch eine Bewegung kann man einem Punkte A einen be-
liebig angegebenen Punkt A', einer von A ausgehenden Halbgeraden
a eine von A' ausgehende Halbgerade a und einer von a begrenzten
Halbebene a eine von a' begrenzte Halbebene o entsprechen lassen.

4. Wenn in einer Bewegung drei nicht in einer Geraden liegende
Punkte fest bleiben, so bleiben alle Punkte fest (d. h. die Bewegung
ist Null, oder mit anderen Worten, sie reduziert sich auf die iden-
tische Transformation).

Es ist klar, daR diese Postulate die gesuchten Pramissen der
Euklidischen Lehre von der Gleichheit enthalten, wofern man die fol-
gende Definition annimmt. Zwei Figuren sind kongruent oder
gleich, wenn die eine in die andere vermittels einer Bewegung trans-
formiert werden kann.

Bemerkung. In allem, was vorangeht, haben wir die Euklidische
Lehre von der Kongruenz im Auge gehabt, unabhédngig von dem
Parallelenpostulat (Art. 8).

Wenn man von Anfang an dies Postulat hinzunimmt, so hat man
innerhalb der Gruppe der Bewegungen die Untergruppe der Trans-
lationen (Verschiebungen), die durch die VVertauschbarkeit charak-
terisiert wird; diese gestattet es leicht, die Gerade zu definieren und
das Gebdude der Geometrie zu begrinden.

8 4. Die Kongruenz, als Grundbegriff genommen. Auler
der Richtung, die von der logischen Analyse des Begriffs der Be-
wegung ausgeht, bietet sich fiir die Begrindung der Lehre von der
geometrischen Kongruenz eine andere gleich berechtigte Richtung dar.
Sie besteht darin, daB man den Begriff der Kongruenz zwischen Figuren

1) In einer ldeenreihe, die man mit der von Lobatschefskij, Bolyai
(Vgl. Art. 3) im Zusammenhang bringen konnte.
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im allgemeinen oder zwischen einigen elementaren Figuren selbst
(ohne Definition) als urspriinglich annimmt; man driickt vermittels
geeigneter Postulate analytisch die Eigenschaften aus, die (von dem
physikalischen Sinne her) der Beziehung selbst zukommen und auRer-
dem dazu dienen, ihn in Ricksicht auf die geometrische Behandlung
zu charakterisieren. Dieser Art von lIdeen gehdren die drei Behand-
lungsweisen an, von denen wir hier Rechenschaft geben wollen, die-
jenige von Paschl), diejenige von Veronesel) und diejenige von
Hilbert.3)

§ 5. Das System der Postulate von Pasch. Pasch sieht
den Begriff der Kongruenz oder der Gleichheit fir beliebige, aus
einer endlichen Zahl von Punkten A, B, C. .. A", B*,C"... zusammen-
gesetzte Figuren als gegeben an. Diese Beziehung zwischen den beiden
Figuren kann man durch die Bezeichnung

ABC... .= A'B'C'....
andeuten.

Abgesehen von der Reihenfolge und einigen unbedeutenden Ab-
anderungen der Form geben die folgenden Postulate den wesentlichen
Inhalt derjenigen von Pasch wieder:

1. Eine Figur ist sich selbst kongruent.

2. Wenn eine Figur einer anderen kongruent ist, so ist auch die
zweite der ersten kongruent.

3. Zwei Figuren, die einer dritten kongruent sind, sind unter-
einander kongruent.

4. Die Figuren AB und BA sind kongruent.

5. Wenn AB = AC ist, so sind die Figuren ABC und CAB
kongruent.

6. Wenn A, B, C drei derartige Punkte sind, dal C der gerad-
linigen Strecke AB angehort, und wenn die Figuren ABC und A'B'C’
kongruent sind, so gehort auch C der geradlinigen Strecke A'B' an.

7. Wenn zwei Figuren ABCD A*B'C'D".... kongruent
sind, so kann man sich zwischen ihren Punkten eine Beziehung denken,
in der die von Gruppen entsprechender Punkte gebildeten Figuren
kongruent sind.

1) Pasch, Vorlesungen Uber neuere Geometrie (Leipzig 1882).

2) Veronese, Fondamenti di Geometria — Padova 1891 und Elementi di
Geometria. Ebenda 1897, 1904.

3) Hilbert, Grundlagen der Geometrie. Festschrift zur Feier der Ent-
hillung des Gaul3-Weber-Denkmals in Géttingen. Leipzig 1899.
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8. Sind zwei kongruente Figuren F, F' gegeben und fligt man zu
einer von ihnen einen Punkt P hinzu, so kann man auch zur zweiten
einen Punkt P' in der Weise hinzufugen, daf die beiden neuen Fi-
guren sich auch als kongruent ergeben, insbesondere:

9. Kann man auf einer Geraden a und auf einer Seite eines
Punktes A" einen und nur einen Punkt B' so bestimmen, daf A'B'
= AB ist.

10. Ist ein Tripel von Punkten A, B, C, die nicht in einer Ge-
raden liegen, gegeben und ein Paar von Punkten A', B' derart, daf
A'B' = AB ist, so kann man in jeder Ebene durch die Gerade A'B'
und auf einer Seite von ihr einen und nur einen Punkt C so be-
stimmen, dal ABC = A'B'C' ist.

11. Ist ein Quadrupel von Punkten A, B, C, D gegeben, die nicht
in einer Ebene liegen, so gibt es nicht einen von D verschiedenen
Punkt X, fir den ABCX = ABCD ist. (D. h.: Ist ein Tripel von
Punkten A'B'C'=ABC gegeben, so kann man in einer einzigen
Weise einen Punkt D' bestimmen, flr den sich A'B'CD' = ABCD
ergibt.)

Um zu zeigen, wie diese Postulate der gewdhnlichen Lehre der
Kongruenz als Grundlage dienen kénnen, beginnen wir damit, die Kon-
gruenz der Strecken und Winkel zu definieren.

~Zwei Strecken AB, CD heien kongruent, wenn die
Paare AB und CD kongruent sind.”

Was die Winkel betrifft, schicken wir folgende Bemerkung voraus:

Es sei (ab) ein Winkel mit dem Scheitel O und O' ein Punkt
auf der Geraden a.

Nimmt man zwei Punkte A und B beziehungsweise auf den
Strahlen a, b und einen Punkt A' auf a derart, da® OA'= OA ist,
so bestimmen wir (Post. 10) den Punkt B' so, da? O'A'B' = OAB ist.

Es wird so durch den Punkt B' der Strahl O'B', den wir b'
nennen wollen, und der Winkel (ab’) mit dem Scheitel O bestimmt.
Wenn wir nun auf den Schenkeln a, a' beziehungsweise zwei Punkte
C, C derart annehmen, daf OC=0O'C’ ist, und auf den Schenkeln
b, b' zwei Punkte D, D' derart, daR OD = O'D' ist, so ist leicht zu
sehen, daR die beiden Figuren OCD, O'CD"' kongruent sind. In der
Tat folgt aus dem Postulat 10 bald, da® man zu der Figur OA'B'
zwei Punkte X, Y in der Weise hinzufiigen kann, daB man hat

O'A'B'X"'Y'= OABCD.
Aber aus den vorhergehenden Postulaten folgt auch, dal X der
Geraden O'A’ angehtdren mulR und ebenso auch Y der Geraden O'B",



und weiter folgt, da@ O'X= OC, O'Y= OD ist; man folgert hieraus,
daB die Punkte X und Y beziehungsweise mit C' und D' zusammen-
fallen und deshalo OCD= O'C'D’ ist.

Auf Grund dieser Bemerkung werden wir die Kongruenz zweier
Winkel in folgender Weise definieren:

Zwei Winkel (ab), (ab") mit den Scheiteln O, O' heillen
kongruent, wenn fur den Fall, daB man auf ihren Schenkeln
zwei Paare von Punkten A, B beziehungsweise A', B' so
wahlt, daB OA=O0'A', OB=O'B’' ist, daraus OAB = O'A'B’
sich ergibt.])

Aus dem Vorangehenden erhdlt man sofort:

a) In einer gegebenen Ebene gibt es auf einer Seite des Strahls a'
einen und nur einen Strahl b, fir den der Winkel (ab’) sich zu einem
gegebenen Winkel {ab) als kongruent ergibt.

Die Gleichheit oder Kongruenz zweier Dreiecke kann man als Kon-
gruenz der Tripel der Ecken definieren und daraus herleiten, dal die
Seiten (Strecken oder Punktepaare) und ebenso auch die Winkel kon-
gruent sind.

Hieraus leitet man nun leicht die drei grundlegenden Sétze uber
Kongruenz von Dreiecken ab. So folgt unmittelbar aus der oben ge-
gebenen Definition der Winkelkongruenz der Satz:

I. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn beziehungsweise
ein Winkel und die ihn einschliellenden Seiten kongruent
sind.

Weiter beweisen wir den Satz:

Il. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie eine Seite
und die beiden anliegenden Winkel beziehungsweise kon-
gruent haben.

Es seien ABC, A'B'C' die beiden Dreiecke, die AB = A'B’,

haben; ich behaupte, dal ABC
=A'B'C" ist. In der Tat, wenn AB = A'B' ist, so kénnen wir in
der Ebene ABC auf derselben Seite von AB, auf der sich der Punkt C
befindet, einen Punkt C" (Post. 10) in der Weise bestimmen, dafl
- AC"B= A'C'B'
ist.

Aus der Kongruenz dieser beiden Tripel und aus der daraus-
folgenden Kongruenz der durch sie bestimmten Winkel schlie3t man,

1) Insbesondere folgt, wenn man OA = OB auf a beziehungsweise b nimmt,
aus Postulat 5 die Umkehrbarkeit des Winkels.
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indem man die Voraussetzung und den Satz a berlicksichtigt, daR die
Strahlen AC", BC" von den Strahlen AC, BC nicht verschieden
sein konnen, und daB infolgedessen die Punkte C, C" zusammenfallen.
Es ist also die Kongruenz
der gegebenen Dreiecke
ABC, A'B'C’ bewiesen.

I1l. Zwei Dreiecke
sind kongruent, wenn
die Seiten des einen
beziehungsweise den
Seiten des andern
kongruent sind.

Es seien ABC,

A'B'C' die beiden Drei-
ecke, welche AB=A'B’,
AC=A'C', BC=B'C’
haben; ich behaupte, dal
ABC=AB'C ist.

In der Tat, da AB = A'B’ ist, kann man in der Ebene ABC
und auf derselben Seite von AB, auf der sich C befindet, zu AB
(Post. 10) einen Punkt C" in der Weise hinzufiigen, dafl sich

ABC" = A'B'C’
ergibt.

Man wird alsdann, wenn man auch die Voraussetzung in Rech-
nung zieht, erhalten

AC==AC" BC=BC"

Da weiter (Post. 5)
CAC"'=C"AC

ist, wird man zu der Figur C"AB einen Punkt B" in der Weise
hinzufiigen kdnnen, dal3 sich

m) C"ACB""=CAC"B
sergibt.

Es wird eintreten konnen, dafl die Punkte A und B in der Figur
CAC"B auf derselben Seite oder auch auf entgegengesetzten Seiten
von der Geraden CC" liegen; aber da auch die Punkte A, B" in der
Figur C"ACB" in dem ersten Falle auf derselben Seite und im

zweiten Falle auf entgegengesetzten Seiten von CC" liegen werden,
so werden B und B" immer auf derselben Seite von CC" liegen.
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Man hat andererseits (Post. 5)

CBC'"== C"BC
und nach der Beziehung m) auch
CBC"= C',B',C-
Hieraus folgt (Post. 3)
C"BC=C"B"C-

das bedeutet, daB die Punkte B, B" zusammenfallen. Die Beziehung
m) wird alsdann
C"ACB=CAC"B
hieraus
ACB=AC"B.

Also fallen die Punkte C, C" zusammen, und die beiden gegebenen
Dreiecke sind kongruent.

Es wirde nun leicht sein, aus diesen Satzen den Lehrsatz Uber
die Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck, den Uber
den AuRenwinkel usw. abzuleiten, ebenso auch die Gleichheit der
Scheitelwinkel, die Satze tber die Gleichheit (Kongruenz) der Vielecke
und so fort. Aber was vorausgeht, scheint uns ausreichend, eine
Idee von der Richtung zu geben, zu der diePostulate von Pasch flihren;
und deshalb gehen wir nun dazu dber, kurz die Methode von Vero-
nese darzulegen.

§ 6. Das System von Veronese.l) Eins der grundlegenden
Prinzipien, auf denen Veronese das Gebdude der Geometrie griindet,
ist das, dal er die Gerade als grundlegende Figur der Geometrie fir
die Konstruktion der lbrigen Figuren ansieht.

Erfuhrt als urspringlich den Begriff der Kongruenz zwischen
Strecken ein; folgendes ist eine erste Gruppe von Postulaten, die
dieser ldeenordnung angehdren:

1. Eine Strecke ist sich selbst kongruent.

2. Wenn eine Strecke einer andern kongruent ist, so ist auch
die zweite der ersten kongruent.

3. Zwei Strecken, die einer dritten kongruent sind, sind unter-
einander kongruent.

1) Bei der Darlegung der Methode Veroneses haben wir auRer den
,,Fondamenti* und den ,,Elementi“ dieses Schriftstellers die Note von F. Pala-
tini: ,Z principi della Geometria esposti seconde U metodo di Veronese* (Giornale
di Battaglini 1904, Vol. 4) vor Augen gehabt.



§ 6. Das System von Veronese. 111

4. Eine Strecke ist nicht einem ihrer Teile kongruent.
5. Die Strecke AB ist der umgekehrten Strecke BA kongruent.

6. Ist auf der Geraden ein Punkt A und eine beliebige Strecke
XY gegeben, so gibt es auf derselben Geraden zwei mit XV kon-
gruente Strecken AB und AC auf entgegengesetzten Seiten von A.

Diese Postulate sind ausreichend, die Definitionen und die Eigen-
schaften der Begriffe der Summe, der Differenz, der Vielfachen usw.
von Strecken zu liefern; zusammen mit dem Postulat der Bestimmung
der Geraden vermittels zweier Punkte, den Linieneigenschaften der
Geraden (Anordnung und Stetigkeit) und dem Postulat von Archimedes
dienen sie nach den Ansichten des Verfassers dazu, die Gerade zu
charakterisieren, wenn man sie fiir sich selbst betrachtet.

Nachdem er dann die Existenz von Punkten auferhalb der Ge-
raden vorausgesetzt hat, wird das Postulat eingefiihrt:

7. In jeder Geraden gibt es eine Strecke, die einer beliebigen
gegebenen Strecke gleich ist.

Nachdem dies festgestellt ist, kann man die allgemeine Definition
kongruenter Figuren geben; diese I&Rt sich (von der besonderen Aus-
drucksweise des Verfassers abgesehen) in folgender Weise ausdriicken:

»~Zwei Figuren heillen kongruent, wenn jedem Punkte der einen
ein und nur ein Punkt der anderen entspricht, in der Weise, daR3 die
Verbindungsstrecken von Paaren homologer Punkte in den beiden
Figuren kongruent sind.”

Aus der Definition folgt ohne weiteres die Gleichheit (Kongruenz)
jeder Figur mit sich selbst, diejenige zweier Figuren, die einer und
derselben gleich sind, und die Madglichkeit, zwischen zwei Geraden
(in denen die beiden Arten des Sinnes festgelegt sind oder nicht) auf
unzdhlige Arten eine Beziehung der Gleichheit herzustellen, da die
Wahl der Punkte A, A', von denen man zu ihrer Herstellung aus-
geht, willkdrlich ist.

Die Untersuchung der kongruenten Figuren wird von Veronese
in den ,,Elementi* auf einem Wege ausgefuhrt, der mit dem Eukli-
dischen Parallelenpostulat verkn(pft ist. Die zugelassenen Postulate
sprechen die Umkehrbarkeit des Geradenpaars und die grundlegende
Eigenschaft von Geraden aus, die in der Euklidischen Geometrie in
bezug auf einen Punkt symmetrisch (gegeniberliegend) sind, ndmlich:

8. Die von zwei in einem Punkte O zusammenlaufenden Geraden
r, s gebildete Figur ist zu der in umgekehrter Reihenfolge betrach-
teten Figur derselben beiden Graden kongruent.
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9. Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden r zu zwei anderen
Punkten A', B' einer anderen Geraden r in bezug auf einen Punkt O
symmetrisch sind, so haben alle Punkte von r ihre fur O symme-
trischnen Punkte auf r', und die beiden Geraden sind fir die Mitte
einer beliebigen Strecke, die einen Punkt der einen mit einem Punkte
der andern verbindet, symmetrisch.

Diese Postulate (von denen das letzte ersichtlich das der Paral-
lelen enthélt) gestatten, wenn die Ebene einmal durch Projektion von
einem Punkte aus konstruiert ist, deren grundlegende Eigenschaft zu
beweisen (vgl. Art. 3).

Weiter erhdlt man in der Ebene zwei Arten von Verwandlungen
(Transformationen) durch Kongruenz, die Symmetrie in bezug auf
eine Gerade und die Symmetrie in bezug auf einen Punkt. Man kann
Uberdies sagen, dal die Ableitung dieser Verwandlungen aus den oben
angefuhrten Postulaten den grundlegenden Abschnitt in dem System
von Veronese ausmacht. Wenn man die vorgenannten Symmetrien
zusammensetzt, so ergeben sich in der Tat die Bewegungen der Ebene
in ihrer ganzen Allgemeinheit; es ergibt sich also das Prinzip der
Aufeinanderlegbarkeit (Deckung), auf das man die gewohnliche Lehre
von der Kongruenz griindet, als nachgewiesen.

In den ,,Fondamenti“ beschaftigt sich VVeronese auch im allge-
meinen mit der Art und Weise der Begrindung der Lehre von der
Kongruenz in den verschiedenen Hypothesen, die man erhdlt, wenn
man von dem Parallelenpostulat absieht (vgl. Art. 8). Alsdann hat
man nicht mehr das Postulat von Geraden, die in bezug auf einen
Punkt symmetrisch sind, sondern es wird das Postulat von der Um-
kehrbarkeit des Geradenpaars durch ein allgemeineres ersetzt, das man
so aussprechen kann:

8. ,Wenn AB = AB', AC=A'C', BC=B'C" ist und man
auf den Strahlen AB, A'B' die Punkte D, D' so annimmt, dal

AD = A'D’

ist, und auf AC, A'C die Punkte E, E' so, daR
AE = A'E'

ist, so ergibt sich
DE=D'E"*

Diese Daten geniigen (Ubrigens nicht fur sich allein, in absolut all-
gemeiner Weise die grundlegende Eigenschaft der Ebene nachzuweisen,
die Veronese aus ihrer Konstruktion abzuleiten beabsichtigt. Die
Erorterung der Hypothesen, die man zu diesem Zwecke hinzufligen
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muf, wirde uns aus der Reihe der elementaren ldeen herausfiihren,
an der wir in dieser Schrift festhalten. Ubrigens kann die Frage fir
unseren Zweck als in zweiter Linie stehend angesehen werden.

Setzen wir deshalb diese Eigenschaft als vermittels eines Postulats
eingefiihrt voraus, von dem wir die Form genauer bestimmen werden,
und fragen wir uns, ob diese Daten ausreichend sind, um die grund-
legenden Sétze (ber die Kongruenz der Dreiecke aufzustellen, oder
was wir flr diesen Zweck hinzufiigen missen. - Wir werden so den
Wert der grundlegenden Idee von Veronese fir die Theorie, die uns
beschaftigt, klarer beurteilen kdnnen, unabhangig von anderen Gesichts-
punkten, die das System charakterisieren.

Wir wollen das erwahnte Postulat unter der folgenden Form
nehmen:

9. ,Wenn man auf zwei Strahlen OA, OB beziehungsweise
zwei Punkte A', B nimmt, so trifft jeder Strahl, der von O aus einen
Punkt der Strecke AB projiziert, die Strecke

Dies Postulat fihrt uns unmittelbar zu den grundlegenden Eigen-

schaften des Winkels der als die Gesamtheit der Strahlen
definiert ist, die von O aus die Punkte der Strecke AB (oder
AB' usw.) projizieren (vgl. Art. 3). Die Kongruenz der beiden
Geradenpaare OA, OB- O'A', OB' wird der allgemeinen Definition

gemdB mit der Kongruenz der beiden Winkel gleich-
wertig sein.
Nach dem Postulat 8" werden zwei Winkel kon-

gruent sein, wenn sich fiir den Fall, da8 man OA = 0'A', OB= OB’
nimmt AB = A"B' ergeben wird. In diesem Falle wird auch
sein usw. Wenn man alsdann einen Strahl OC im Innern

von betrachtet, der AB in C schneidet, und man auf AB'
einen Punkt C' so nimmt, da A'C'=AC ist. so wird sich CO=C'O’
ergeben, und demgemaRl wie auch

Nachdem dies festgestellt ist, nehmen wir uns vor, die Kongruenz-
sdtze fur die Dreiecke zu beweisen.

Der Fall, in dem zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel
bezliglich gleich sind, und derjenige, in dem die drei Seiten beziiglich
gleich sind, folgen ohne weiteres aus dem Postulat 8. Beschaftigen
wir uns deshalb mit dem Fall, in dem die beiden Dreiecke eine Seite
und die beiden anliegenden Winkel beziglich gleich haben. In den

Enriques: Fragen der Elementargeometrie. I. 8
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beiden Dreiecken ABC, A'B'C' (Fig. 23) sei AB=A'B',
Versuchen wir einen Beweis auf in-
direktem Wege.
Hierzu nehmen wir, wenn z. B. B'C'>=BC angenommen wird,
Cl auf B'C' so an, dak B'Cl = BC ist; dann werden wir AC=A'Cl

und deshalb haben

So erhielte mau einen Winkel, der einem seiner
Teile kongruent ist. Diese Folgerung erscheint
in Wahrheit nicht in Widerspruch mit unseren

Voraussetzungen. Nur wird A'Cl  A'C' sein
missen. Unter dieser Annahme werden wir aber

innerhalb des Winkels einen Strahl kon-
struieren konnen, der B'Cl in einem Punkte C?
so schneidet, dal

ist, und diese Konstruktion wird man unbegrenzt
weiterfihren konnen.
Wenn man nun das Postulat der Stetigkeit
(Vgl. Art. 5) annimmt, so wird die Folge der
Punkte C1, C2,... einen Grenzpunkt K haben missen, fiir den nicht

wird sein kdnnen.

Denn diese Folgerung schlieBt eine andere in sich, die unserer
Anschauung widerspricht. Man kann sich in Wahrheit leicht Uber-
zeugen, daB man in diesem Falle ein verdnderliches Dreieck erhalten
wird, von dem eine Seite unendlich klein wird, wahrend die Differenz
der beiden anderen Seiten sich oberhalb einer angebbaren Strecke
halt. Die Mdoglichkeit eines derartigen Falles kann vermittels eines
Postulats verneint werden, das man das der Stetigkeit der Ebene
nennen konnte.l)

Auf Grund hiervon gelangt man also zu dem Beweise, den wir
beabsichtigt hatten, und demgemafR dazu, die gesamte gewdhnliche
Lehre von der Kongruenz zu begriinden.

Das angefiihrte Postulat hat auch in dem von Veronese in den
»Fondamenti”?) dargelegten System eine bemerkenswerte Aufgabe, nur

1) Wenn die gewohnliche Lehre von der Kongruenz schon begriindet ist,
folgt dieser Satz aus der Stetigkeit der Geraden.
2) Veronese, Fondamenti.
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ist die dort gewahlte Form ein wenig verschieden, da der Verfasser
eine allgemeine Geometrie im Auge hat, die nichtarchimedische.

Die angegebenen Entwicklungen gestatten, uns Gber den Wert
des Systems von Veronese ein Urteil zu bilden.

Die Grundidee, den allgemeinen Begriff der Kongruenz auf den
Fall der Strecken zurlickzufiihren, verwirklicht ersichtlich einen theo-
retischen Fortschritt Uber die Methode von Pasch hinaus, einen Fort-
schritt, der tbrigens auch den Ansichten anderer Forscher entsprechend
erscheint. Aber die Entwicklung der Lehre wird, wenn man die
Postulate von Veronese zum Ausgangspunkt wahlt, vielleicht ver-
wickelter als die, die man erhélt, wenn man von den Postulaten von
Pasch ausgeht. Eine didaktische Schwierigkeit indes ist beiden
Methoden gemeinsam, némlich die der Einfuhrung des abstrakten
Begriffs des Entsprechens gleich zu Anfang. Diese Schwierigkeit
kann man beseitigt oder wenigstens vermindert nennen durch die
Methode von Hilbert, zu deren Darlegung wir jetzt Ubergehen.

§ 7. Das System von Hilbert. Die Arbeit von Hilbert,
die wir oben angefiihrt haben, enthalt fur die Art der Einfiihrung
des Kongruenzbegriffes einen neuen Gesichtspunkt. Wéhrend Pasch
den Begriff der Kongruenz zwischen irgendwelchen Figuren
und Veronese nur den zwischen Strecken als urspriinglich ein-
fihrten, treten in dem System von Hilbert als urspriinglich die Be-
griffe der Kongruenz zwischen Strecken und zwischen Win-
keln auf. Es ist ein Weg, der, in einem gewissen Sinne, zwischen
denen der beiden anderen Autoren in der Mitte steht und der, syste-
matisch in den Unterricht der Geometrie aufgenommenl), uns vom
didaktischen Gesichtspunkte aus vorteilhafter erscheint als die beiden
anderen. Wir glauben in der Tat, da8 man, wenn man den anschau-
lich klaren Begriff der Winkelkongruenz durch eine Definition ersetzt
(wie es Pasch und Veronese tun), nicht dazu gelangt, von dieser Be-
ziehung eine unmittelbar verstandliche Idee zu geben. Es ist ubrigens
augenscheinlich, dal die Postulate selbst, wenn sie auch unabhéngig
vom Begriff der Winkelkongruenz (z. B. das von Veronese durch
die Kongruenz zwischen Geradenpaaren) formuliert werden, sich im
wesentlichen auf die Anschauung dieses Begriffs griinden.

Wir weisen noch darauf hin, daB man diese Hilbertsehe For-
mulierung als die den Euklidischen Anschauungen am néchsten stehende
ansehen kann; sie stellt diese auf eine strenge Grundlage, indem sie die

1) So ist es geschehen in dem Werke von F. Enriques und U. Amaldi
Elementi di Geometria“. Bologna, Zanichelli 1903 und 1905.

8*
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urspriinglichen Begriffe der Strecken- und Winkelkongruenz, die in jenen
enthalten sind, heraushebt und die Beziehungen postuliert, die von dem
moglichst eingeschréankten Gebrauch der Bewegung entnommen sind.
Hier seien, abgesehen von der Reihenfolge und einer Erweiterung,
die zum Zwecke der Vereinfachung der Entwicklung der Lehre ge-
macht ist, die von Hilbert vorgeschlagenen Postulate aufgefihrt:

1. Wenn eine Strecke einer anderen kongruent ist, so ist auch
die zweite der ersten kongruent.

2. Wenn ein Winkel einem anderen kongruent ist, so ist auch
der zweite dem ersten kongruent.

3. Zwei Strecken, die einer dritten kongruent sind, sind unter
sich kongruent.

4. Zwei Winkel, die einem dritten kongruent sind, sind unter
sich kongruent.

5. Jede Strecke AB ist unabhangig vom Sinne sich selbst kon-

gruent, also:
AB=AB=BA.
6. Jeder Winkel (ab) ist unabhangig vom Sinne sich selbst kon-

gruent, also: (ab) = (ab) = (ba).

7. Auf jeder Geraden r gibt es von einem beliebigen Punkte
aus und auf jeder der beiden Seiten eine und nur eine Strecke, die
zu einer der Geraden r angehdrigen Strecke kongruent ist.

8. Ist ein von einem Punkte O ausgehender Strahl a gegeben,
so gibt es in jeder Ebene, die ihn enthdlt, und auf jeder der beiden
Seiten einen‘und nur einen von O ausgehenden Strahl b von der
Eigenschaft, da der Winkel (ab) sich als einem gegebenen Winkel
(@'b") kongruent ergibt.

9. Sind AB, BC zwei aufeinander folgende Strecken derselben
Geraden r (d. h. solche, die einen Endpunkt und keinen anderen Punkt
gemeinsam haben), AB', B'C' zwei andere aufeinander folgende
Strecken auf der Geraden r' und ist AB = A'B', BC = B'C', s0
hat man auch AC=A'C'.

10. Sind (ab), (bc) zwei aufeinander folgende Winkel derselben
Ebene m (d. h. solche, die den Scheitel und einen Schenkel gemein-
sam haben), (ab"), (b'c) zwei andere aufeinander folgende Winkel in
einer und derselben Ebene m' und ist (ab)=(a'b"), (bc)=(b'c’), so
hat man auch (ac) = (a'c).

11. Wenn zwei Dreiecke zwei Seiten und den eingeschlossenen
Winkel beztglich kongruent haben, so haben sie auch die dritten
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Seiten und die den kongruenten Seiten gegenuberliegenden Winkel
bezuglich gleich.

Wir bemerken bald, daB aus den Postulaten 6 und 11 die Gleich-
heit der Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks folgt, und dal
die Postulate 9 und 10 im wesentlichen den Satz aussprechen:

»Summen und Differenzen von beziglich gleichen Strecken oder
Winkeln sind gleich.”

Wir fligen noch hinzu, daR man das Postulat 11, das den Begriff
der Kongruenz zwischen Strecken mit dem zwischen Winkeln in Ver-
bindung setzt, wie in der Arbeit von Hilbert, unter einer einfacheren
Form geben koénnte, indem man zunéchst nur die Kongruenz der den
gleichen Seiten gegeniiberliegenden Winkel voraussetzt und nicht auch
die der dritten Seiten, die aus der ersten und aus dem Postulat 8
unmittelbar folgt; hier ist vorgezogen, es mit diesem Teil zu vervoll-
standigen, weil er wie der andere von derselben empirischen Demon-
stration durch Bewegung herrihrt.

Nachdem nun die Gleichheit zweier Dreiecke als die Gleichheit
der Seiten und der von den beziiglich gleichen Seiten eingeschlossenen
Winkel bestimmt ist, gehen wir dazu (ber, die beiden anderen Satze
Uber die Kongruenz der Dreiecke darzulegen.

I. Zwei Dreiecke, die eine Seite und die beiden anlie-
genden Winkel bezuglich kongruent haben, sind kongruent.
Die beiden Dreiecke seien ABC, A'B'C', welche haben

Ich behaupte, dafl die beiden Dreiecke kongruent sind. Es genligt
zu zeigen, daB CA = C'A' ist, weil dann der Satz auf Grund des
Postulats 11 sich als bewiesen ergibt.

Ware nicht CA = C'A", so kénnte man auf dem Strahl AC einen
Punkt C" so bestimmen, daB A C"= A'C ware. Aus dem Vergleich
der Dreiecke C"AB, C'A'B' wirde man alsdann erhalten

und deshalb auch (Postulat 4)

entgegen dem Postulat 8.

Il. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn die Seiten des
einen denen des anderen bezuglich kongruent sind.

Es seien die beiden Dreiecke ABC, A'B'C', die AB = A'B’,
AC=A'C, BC = B'C' haben mdgen.
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Ich behaupte, daR die beiden Dreiecke kongruent sind.
In der Ebene ABC und auf der entgegengesetzten Seite von der,
auf der sich fur AB der Punkt C befindet, bestimmen wir den Winkel

und
nehmen AC"=A'C'.
Aus den Dreiecken
BAC", C'A'B’ folgt
alsdann
C"B=C'B',

Konstruiert man

die Strecke CC", so

bemerkt man, daf die Dreiecke CAC", CBC" gleichschenklig sind und

deshalb die Winkel an der Basis gleich haben. Nach der oben fir

das Postulat 10 gemachten Bemerkung folgt sowohl in dem Falle, daf

die Strecke CC" die Strecke AB trifft, als auch in dem Falle, dal
sie deren Verlangerung trifft,

Aber man hat

also

und die Dreiecke sind nach dem Postulat 11 kongruent.

§ 8. Grundlegende Satze uber Senkrechte. Wir haben
schon angegeben, daf bei Euklid sich die Lehre von den Senkrechten
auf das Postulat von der Gleichheit der rechten (oder gestreckten)
Winkel stiitzt, eine Gleichheit, die sich durch Bewegung bewahrheiten
lassen wirde. Es lohnt der Mihe, zu sehen, wie es Hilbert gelingt,
diese Lehre ohne Hinzufiigung eines neuen Postulats aufzubauen.

Wir beginnen damit, den

Lehrsatz I: Nebenwinkell) gleicher Winkel sind gleich,
zu beweisen.

1) Unter dem Nebenwinkel eines gegebenen Winkels verstehen wir wie ge-
wohnlich denjenigen, der von einem der Schenkel des gegebenen Winkels und von
der Verlangerung des anderen Schenkels ber den Scheitel hinaus gebildet wird.
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Sind (Fig. 25) (ab), (a'b) die beiden gleichen Winkel mit den
Scheiteln O und O, so betrachten wir ihre Nebenwinkel (alb), (a'lb-).
Ich behaupte, daf

(alb) = (a,1b")

ist.

In der Tat, nimmt man drei beliebige Punkte A, B, Al bzw. auf
den Strahlen, a, b, al, so bestimmen wir auf den Strahlen a, b', a\
die Punkte A", B', Al so, dal}
OA = O'A’, OB== OB', 0Al = 0'A"l
ist.

Zieht man dann die Strecken AB,
AlB und die entsprechenden AB',

A'lB', so folgt aus den gleichen (kon-
gruenten) Dreiecken BOA, B'O'A’

BA =B'A’,
mithin sind auch die Dreiecke
B'A'A'l  gleich (kongruent), und
man hat
AlB=A'1B".

Betrachtet man alsdann das wei-
tere Paar Dreiecke BOAIL, BO'Al,
so findet man, dal sie die dritten Seiten bezlglich gleich haben, und
schlieflt hieraus (alh) = (a1b),

was wir beweisen wollten.
Zusatz. Zwei Scheitelwinkel sind gleich.
In der Tat sind zwei Scheitelwinkel Nebenwinkel desselben Winkels.

Erklarung. Ein Winkel heilt ein rechter, wenn er einem
seiner Nebenwinkel gleich ist.l)

Wir bemerken, daff, wenn ein Winkel einem seiner Nebenwinkel
gleich ist, er nach dem vorangehenden Zusatz auch dem andern
gleich ist.

Lehrsatz Il: Die rechten Winkel sind gleich.

Es seien (Fig. 26) die beiden rechten Winkel (ab), (a'b) gegeben.
Ich behaupte, daf
(ab) = (a',b)

ist.

1) Die Existenz eines rechten Winkels entnimmt man dann aus dem Lehr-
satz Il



120 IV. Artikel. Kongruenz und Bewegung.

In der Tat, wenn nicht (ab) = (a'b") ware, so wirde man auf
derselben Seite von a, auf der sich b befindet, einen von b verschie-
denen Strahl ¢ so be-
stimmen konnen, dal
(ac) = (a'b)
ist.
Alsdann wirde, da
nach Lehrsatz |
(alc) = (a'lh)
ist und nach Definition
(8,10 = (a'b) = (ac)
waére, sich ergeben

m) (alc) = (ac)
Aber es ist auch
n) (a16) = (ab),

es ist leicht zu sehen, dal die beiden Beziehungen m), n) miteinander
in Widerspruch stehen. Da in Wahrheit die beiden Winkel (ac), (ad)
nicht kongruent sind, so wird z. B.

(ac) < (ab) und (alc) > (ab)
sein und nach n)
(alc) > (ac),

was der Beziehung m) widerspricht. Die
beiden Strahlen b,c kdnnen also nicht ver-
schieden sein, und der Satz ist bewiesen.
Lehrsatz 11l. Durch einen Punkt
A, der nicht einer Geraden a an-
gehdrt, geht eine und nur eine zu a
senkrechte Gerade. (Fig. 27.)

In der Tat, wahlen wir einen beliebigen P auf a, verbinden die
Punkte A, P und nennen r den Strahl PA. Dann bestimmen wir
in der Ebene Aa und auf der entgegengesetzten Seite zu der, auf der
sich A befindet, den Strahl s durch P so, daR

(ra) = (sa)
ist, und den Punkt B so, daB

PA==PB
ist.
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Verbindet man A mit B, so ist klar, da AB auf a senkrecht
ist, da aus den beiden gleichen (kongruenten) Dreiecken APO, BP Osich

ergibt.

Diese Senkrechte ist dann die einzige, weil jede andere Grade AB,
die a in 0" trafe und zu a senkrecht ware, offenbar, wenn man auf
der anderen Seite 0'B'= 0'A machte und mit s' den Strahl PB'

bezeichnete,
(ra) = (s'a), PA = PB’

geben wiirde und daher
(so) = (s'a), PB= PB"

also sind die Punkte B, B' nicht verschiedene, und es kann eine
andere Senkrechte nicht geben.

Lehrsatz IvV. Durch einen Punkt A einer Geraden a geht
eine und nur eine Senkrechte zu a.

Eine solche ist in der Tat die Gerade durch A, die mit a einen
Winkel bildet, der einem rechten Winkel gleich ist; und dal sie die
einzige ist, ergibt sich offenbar aus den Postulaten und aus Lehrsatz II.

§ 9. Kongruenz der Figuren im allgemeinen. Das System
der Postulate von Hilbert, das wir besprochen haben, gestattet, eine
vollstandig allgemeine Definition der Kongruenz der Figuren anzu-
schlieBen, wahrend dieser Begriff in dem System von Pasch als ein
urspriinglicher angenommen wird.

Die Definition, auf die wir anspielen, ist folgende:

Zwei Figuren heifen kongruent, wenn jedem Punkte der einen
ein und nur ein Punkt der andern entspricht, in der Weise, daB die
Strecken, die Paare entsprechender Punkte zu Endpunkten haben, und
die Winkel, die entsprechende Strecken zu Schenkeln haben, gleich sind. 1)

Hilbert beweist selbst, dal man aus den Kongruenzsatzen flr
Dreiecke die Korrespondenz (Verwandtschaft) der Gleichheit (Kon-
gruenz) fiir Halbebenen (oder Halbrdume) ableiten kann, d. h. das
gewohnliche Prinzip der Deckung (Aufeinanderlegbarkeit).

Da aber der allgemeine Begriff der Verwandtschaft (des Ent-
sprechens) in seiner Abstraktheit fiir didaktisch schwer gehalten
werden kann, so ist es der Mihe wert, zu sehen, wie man zu einer

1) Hier muf man die Bedingung der Gleichheit des Sinns (Vgl. Art. 3) hinzu-
fligen, wenn man sich auf die direkte Kongruenz beschranken will.
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induktiven Definition der Gleichheit (Kongruenz) der Figuren, die in
der Elementargeometrie auftreten, gelangen kann.

Wir werden uns hier auf die ebenen Figuren beschranken, indem
wir uns an die Methode halten, die von F. Enriques und U. Amaldi
in dem oben angefiihrten Lehrbuche befolgt ist.

Fur allgemeine geradlinige (konvexe, konkave, netzférmige) Viel-
ecke definiert man analog zu dem Fall der Dreiecke die Gleichheit
(Kongruenz) als Gleichheit der Seiten und Winkel des einen mit den
Seiten und Winkeln des andern; d. h. wenn man in jedem der Polygone
die Seiten und die Winkel in der einen der beiden Reihenfolgen
(von denen die eine der andern entgegengesetzt ist), zu denen die
Ecken des Polygons AnlaR geben, angeordnet denkt, so wiird man
sagen, dal8 die beiden Polygone dann kongruent sind, wenn die Seiten
und Winkel des einen in einer Reihenfolge in geordneter Weise den
Seiten und Winkeln des andern in einer Reihenfolge gleich sind.

Die Gleichheit zweier Kreislinien (oder zweier Kreise) definiert
man durch die Gleichheit der beziiglichen Radien und diejenige zweier
kreisformiger Bogen (oder zweier Sektoren), die gleichen Kreislinien
(oder Kreisen) angehoren, durch die Gleichheit der Mittelpunkts winkel,
die sie fassen.

Fur Figuren mit kreisformigem oder gemischtem Umfang, wo
jede von ihnen durch eine endliche Zahl von elementaren Konstruk-
tionen (Strecken und Winkeln) bestimmt ist, kann man die Definition
der Gleichheit durch die Identitat der Konstruktionen selbst und durch
die Gleichheit der Elemente, mit denen sie ausgefihrt werden, be-
stimmen. Wir kdénnen demgemdl die folgende Definition annehmen:

Zwei Vielecke mit kreisférmigem oder gemischtem Umfange heil3en
gleich (kongruent), wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

1) wenn die geradlinigen Vielecke, die von ihren Ecken in der-
selben Ordnung bestimmt werden, gleich sind,

2) die Bogen, welche die Seiten der beiden Vielecke bestimmen,
der Reihe nach gleich sind,

3) diese Bogen in den Vielecken in bezug auf ihre Sehnen gleiche
Lage haben.

810. Flachenwinkel und dreiseitige Ecken. In dem Voran-
gehenden haben wir uns auf die ebene Geometrie bezogen. Nun geben
wir einen kurzen Uberblick Uber die auf die Flachenwinkel (Dieder)
und dreiseitigen Ecken (Trieder) beztglichen Entwicklungen.

Wenn man die Lehre von der Gleichheit (Kongruenz) auf das
Prinzip der Deckung durch Bewegung griindet, so hat man keine
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Schwierigkeit in der Behandlung gleicher Flachenwinkel und in der
Aufgabe, (durch ein Gedankenexperiment) zu erkennen, daf ,alle
Neigungswinkel eines Flachenwinkels gleich sind“ und daf ,,Flachen-
winkel, die gleiche Neigungswinkel haben, zur Deckung gebracht
werden konnen*. Das erste Experiment (Verschiebung) enthalt aber
miteinbegriffen das Parallelenpostulat.

SchlieBt man das experimentelle Prinzip der Deckung aus, so
bietet sich von selbst die Idee dar, zwei Flachenwinkel, deren Neigungs-
winkel gleich sind, als ,,gleich* zu definieren;
aber man braucht hierzu den Beweis der Gleich-
heit der Neigungswinkel eines und desselben
Flachenwinkels. Diesen kann man unabhéngig
vom Parallelenpostulat in folgender Weise
geben.

Wenn zwei Neigungswinkel
des Flachenwinkels mit der Kante BE sind
(Fig. 28), so nehme man auf den Verlangerungen
der Strahlen ED, EJ lber den Scheitel E
hinaus die Strecken EK, EH den auf den
Schenkeln des ersten Winkels angegebenen Strecken BA und BC be-
zuglich gleich an. Jede der Strecken HC, AK trifft dann die Strecke BE
in ihrer Mitte 0. Man hat also

Dreieck KEO = Dreieck ABO

und Dreieck BEO= Dreieck CBO,
also KO=A0, HO=CO0
und auch Dreieck HOK = Dreieck CAO.

Hieraus schlieft man
HK = CA und Dreieck HEK = Dreieck ABC

und demgemdl die Gleichheit der beiden Neigungswinkel.

Weiter ist interessant, zu sehen, dal man die ganze Lehre von
der Gleichheit der dreiseitiger Ecken begriinden kann, ohne von dem
Prinzip der Deckung, das in den gewdhnlichen Entwicklungen wieder-
kehrt, Gebrauch zu machen.))

1) Gewohnlich erkennt man vermittels der Deckung die Gleichheit zweier
dreiseitigen Ecken in den beiden Féllen, in denen sie zwei Seiten und den ein-
geschlossenen Winkel oder auch zwei Winkel und die beiden gemeinsame Seite
beziiglich gleich haben. Den dritten Fall dann, in dem die Seiten beziiglich
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Wir sehen als kongruent zwei dreiseitige Ecken an, welche die
Flachenwinkel und die Seiten bezlglich gleich haben, ohne den Fall
der direkten Kongruenz (der Mdglichkeit der Deckung) und den der
indirekten (symmetrische dreiseitige Ecken) zu unterscheiden, was
man auf Grund des Begriffs des Sinnes (Art. 3) tun kann.

Nach den Ansichten VVeroneses miilite die Behandlung- der drei-
seitigen Ecken derjenigen der ebenen Geometrie fiir die Dreiecke
parallel laufen.

Stellt man die grundlegenden Sétze in Vergleich, die der Ebene
und dem Biindel (der Gesamtheit der Geraden oder Strahlen und der
Ebenen oder Bischel von Geraden oder Strahlen durch einen Punkt)
gemeinsam sind, so wird man daraus die entsprechenden Folgerungen
ziehen konnen, wenn man von einem Dualitatsprinzip Gebrauch
macht, nach dem man den ,,Punkt‘ und die ,,Gerade“ der Ebene durch
die ,,Gerade” oder den ,,Strahl“ und bzw. durch die ,,Ebene” oder das
,Geraden- oder Strahlenbiischel“ des Biindels ersetzt. Die Sache ist
aber nicht so einfach und so unmittelbar klar, wie man wohl glauben
konnte, und erfordert Betrachtungen sehr delikater Art.

Zwischen der Geometrie der Ebene und der des Bindels bestehen
in der Tat grundlegende Unterschiede:

1) Die Gerade ist eine Linie, deren Punkte in einer offenen
Folge angeordnet sind, und im Gegensatz hierzu filhren die Elemente
(Geraden oder Strahlen) des Biischels zu einer geschlossenen Folg6
oder genauer zu einer kreisformigen Anordnung (Vgl. Art. 3).

2) In der Ebene hat man sich nicht schneidende (parallele) Ge-
raden, wdhrend zwei Ebenen im Biindel immer eine Gerade gemein-
sam haben (oder zwei entgegengesetzte Strahlen, wenn es sich um
das Strahlenbiindel handelt).

Die unmittelbare Anwendung der grundlegenden ldeen von Veronese
wirde also erfordern, daR die Lehre von der Kongruenz der Dreiecke
in der Ebene in einer Weise entwickelt wirde, bei der es offenbar
ist, dal sie sich weder auf die Tatsache stiitzt, daR die Gerade eine
offene Linie ist, noch auf das Parallelenpostulat. Wenn man dagegen
(wie im System von Veronese) von Anfang an die Geometrie auf
diesem Postulat aufbaut, so wird man in der Geometrie des Bindels

gleich sind, beweist man durch Zurtickfihrung auf den ersten, dadurch dafl man
vermittels leichter Betrachtungen gleicher Dreiecke die Gleichheit der Neigungs-
winkel zweier entsprechenden 'Flachenwinkel nachweist.

Bei Euklid finden sich die gewodhnlichen Satze (ber Gleichheit der drei-
seitigen Ecken nicht; nur in dem Satz 26 des Buches 11 werden zwei dreiseitige
Ecken gleich genannt, wenn sie bezliglich gleiche Seiten haben.
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fur diese Satze, deren entsprechende, als auch in der Ebene geltend,
auf Grund dieser Voraussetzungen schon bewiesen worden sind, einen
neuen Beweis liefern missen.

So beweist z. B. Veronese den Satz der Geometrie der Ebene:
,Eine Seite eines Dreiecks ist kleiner als die Summe der beiden
anderen“, indem er sich auf die Eigenschaften der senkrechten und
schiefen Strecken stiitzt, die von einem Punkte nach einer Geraden
gehen. Die diesen letzten entsprechenden Eigenschaften, die in der
Geometrie des Bundels gelten, werden dann benutzt, um den (zu dem
oben angefiihrten entsprechenden) Satz zu beweisen: ,,Eine Seite einer
dreiseitigen Ecke ist kleiner als die Summe der beiden anderen®
Aber der Verfasser hatte von ihnen einen neuen Beweis geben missen,
da die Eigenschaften der senkrechten und der schiefen Strecken von
einem Punkte nach einer Geraden nach einer Methode bewiesen wurden,
die schon das Parallelenpostulat in sich schlieft.

Im Grunde ist das Wesentliche beim Beweise nach dieser Art
von ldeen der Umstand, daB in dem Bindel ein Prinzip der Trans-
formation gilt, in dem die entsprechenden Winkel gleich sind, gemé&R
dem Prinzip der Kongruenztransformation in der Ebene. Zu diesem
Zweck muB man nachweisen, daB man im Raume (auf zwei Weisen)
eine Punkttransformation herstellen kann, in der gleichen Strecken
gleiche Strecken entsprechen und in der

1) einem Punkte O der Punkt selbst entspricht,

2) zwei Strahlen durch O zwei anderen Strahlen durch 0, die einen
gleichen Winkel bilden.

Es ist klar, wie man, nachdem das oben erwéhnte Transforma-
tionsprinzip hergestellt ist, die Kennzeichen der Gleichheit zweier drei-
seitigen Ecken ableiten kann, die bezlglich zwei Seiten und den ein-
geschlossenen Winkel oder auch eine Seite und die beiden anliegen-
den Winkel gleich haben. Den Fall zweier dreiseitiger Ecken, welche
die drei Seiten bezliglich gleich haben, leitet man dann von diesen
ab wie in der Ebene das dritte Kennzeichen (ber die Gleichheit (Kon-
gruenz') der Dreiecke aus den beiden anderen.

Es ist bekannt, da® man zu den angegebenen Kennzeichen der
Gleichheit fir dreiseitige Ecken gewdhnlich ein viertes hinzufugt,
ndmlich das, in dem die beiden dreiseitigen Ecken die Flachenwinkel
beziiglich gleich haben. Dies Kennzeichen kann als das dem dritten
entsprechende bezeichnet werden nach dem Gesetz der Dualitat im
Blndel, das zur Vertauschung der Worte Gerade (oder Strahl) und
Ebene (oder Halbebene), die vom- Mittelpunkt des Bindels ausgehen,



berechtigt. Nach diesem selben Gesetz der Dualitdt kénnen offenbar
auch die ersten beiden oben angefiihrten Kennzeichen der Gleichheit
als einander entsprechend angesehen werden.

Wenden wir uns zu der allgemeinen Behandlung, von der wir
gesprochen haben, so bemerken wir, daB die Schwierigkeiten, zu
denen sie Anla gibt, offenbar durch die Tatsache bedingt sind,
dal die Satze Uber die Kongruenz der dreiseitigen Ecken nicht genau
denen der Dreiecke entsprechen (da die Existenz ungleicher &hn-
licher Ecken fehlt). Hieraus ergibt sich also, daR der Gedanke selbst,
beiden Theorien eine parallele Entwicklung zu geben, anfechtbar
erscheint.

Wir werden nun dazu Ubergehen, eine andere Behandlung des
Gegenstandes anzuftihren, die man in dem zitierten Buche von En-
riques und Amaldi antrifft, nach der man dazu gelangt, die Kon-
gruenzsatze fur die dreiseitigen Ecken unabhédngig vom Parallelen-
postulat nachzuweisen.

Die vier Félle der Gleichheit der dreiseitigen Ecken lassen sich,
wie wir schon gesehen haben, auf zwei zurlckfiihren, indem man die
beiden andern durch das Prinzip der Dualitdt im Bundel ableitet,
und zwar auf

1. den Fall, in dem man zwei Seiten und den eingeschlossenen
Winkel bezlglich gleich hat
2. den Fall, in dem die drei Seiten beziglich gleich sind.

Die beiden Lehrsatze konnen in dem Satz vereinigt werden:

»In gleichen Flachenwinkeln sind zwei Schnitte, deren Schenkel
gegen die Scheitelkante und genauer gegen einen Strahl von ihr
gleich geneigt sind (gleich geneigte Schnitte), gleiche Winkel
und umgekehrt.”

Unter dieser Form erscheint der zweite Satz als die Umkehrung
des ersten, und seinen Beweis erhalt man auch, wenn man die fol-
gende SchluBweise, die fiir den Beweis des ersten gilt, umkehrt:

Man behandelt zuerst den besonderen Fall, in dem jeder der beiden
betrachteten Schnitte einen Schenkel hat, der auf der Scheitelkante
des beziglichen Flachenwinkels senkrecht ist.

In den gleichen Flachenwinkeln o'f', al'Bl' (Fig. 29) seien also
die beiden Schnitte ABC, A'B'C' derart, daB die Winkel

rechte und die snitzen Winkel gleich sind.
Um die Gleichheit der beiden Schnitte zu beweisen, ziehe man in der
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Ebene o' des ersten Flachenwinkels die Senkrechte BD zur Scheitel-
kante und nehme die Strecken BD, BC beliebig an; dann bestimme
man auf der Scheitelkante einen Punkt E auf einer solchen Seite,

dal BA dem Winkel angehort und DE in F trifft. In dem
andern Flachenwinkel mache man die entsprechenden Konstruktionen,
indem man B'D'=BD, B'C'=BC, B'E'=BE nimmt.

Da die Dreiecke CBD, DBE, EBC bzw. ihren entsprechenden
gleich (kongruent) sind, so wird CD=C'D', DE=D'E', EC=E'C],
sein, daher auch

Dreieck BFE = Dreieck B'F'E', Dreieck DCE = Dreieck D'C'F

und deshalb
BF=B'F', FE=F'E'
Daraus folgt
Dreieck FEC = F,E'C’,

hieraus
FC=F'C"

Die Dreiecke FBC, F'B'C', welche die Seiten beziiglich gleich
haben, geben schlieBlich g. e d.
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Wir gehen nun zu dem allgemeinen Falle Uber und betrachten
(Fig. 30) in den gleichen Flachenwinkeln o'f', al'B1'die Schnitte

ABC, A'B'C' von der Art, dal ist.

Um die Gleichheit der genannten Schnitte zu beweisen, ziehen
wir in den Ebenen a, o' die Senkrechten BD, B'D" auf den bezlg-
lichen Scheitelkanten. Nach dem schon behandelten Falle werden wir
haben:

und nun wird es genigen, auch in diesem Falle die Konstruktionen
auszufiihren, die den im vorangehenden Falle ausgefiihrten analog sind,
und Schritt fur Schritt die kurz vorher gemachten SchluRfolgerungen
zu wiederholen, um auf die Gleichheit (Kongruenz) der Dreiecke
FBC, F'B'C'und demgemal auf die Gleichheit der beiden gegebenen
Schnitte zu schlieRen.
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S. 38 Z. 3 v. o0 lies Modena statt Bologna.
40 ,, 23 v. u. isthinter ,Linie“ hinzuzufiigen ,,als Lange ohne Breite“
(Toipapn 0& pfinoc AmAOTEC).
. 98 ,, 3 v.o. lies Prato statt Lodi.
»129 , 3v.o0 , Genua , Pisa
» 194 ist nach dem SchluB von § 11 folgender Zusatz hinzuzufugen:

11a. Die oben angegebenen Beispiele lassen erkennen, daR aus der
Voraussetzung der Volumengleichheit fiir zwei Polyeder durchaus nicht folgt,
daR fir sie der Fundamentalgleichung von Dehn geniigt ist; diese ist viel-
mehr die notwendige Bedingung dafiir, daR die beiden betrachteten Polyeder
in kongruente polyederartige Teile zerlegbar sind. Es ist also in der Tat
erwiesen, dal3 fur die Polyeder (im Unterschied zu dem, was fiir die Polygone
der Fall ist) die Gleichheit der GréBe (oder des Volumens) eine allgemeinere
Beziehung ist als die der Aquivalenz oder der Zerlegbarkeit in Teile, die
miteinander zur Deckung gebracht werden konnen.

Betrachtet man nun alle Polyeder, die mit einem bestimmten Polyeder,
z. B. mit dem Einheitswirfel, gleiches Volumen haben, so kdnnen wir sie in
viele Kategorien oder Typen Klassifizieren, indem man verschiedenen Typen
die Polyeder zuweist, die nicht in kongruente Teile zerlegbar sind, und in
einen und denselben Typus zusammen mit einem bestimmten Polyeder alle
Polyeder einschlief’t, die mit diesem aquivalent sind. Dehn hat darauf auf-
merksam gemachtl), aus den vorangehenden Schliissen von ihm folge, dal
die Gesamtheit dieser Typen nicht abzahlbar ist, d. h. nicht mit der Gesamt-
heit der ganzen Zahlen oder, was dasselbe ist, mit der Gesamtheit der ratio-
nalen Punkte der Abszisse zwischen dem Koordinatenanfang und dem Ein-
heitspunkte in eine gegenseitig eindeutige Korrespondenz gesetzt werden kann.

Aber so interessant diese Bemerkung ist, so fligt sie doch nur wenig
zu den kargen Notizen hinzu, die wir Uber den Gegenstand besitzen.

Man weif3, dal jedem Typus zusammen mit einem bestimmten Polyeder
auch das zu ihm (in bezug auf einen Punkt) symmetrische Polyeder gehort,
da zwei symmetrische Polyeder immer in kongruente Teile zerlegt werden
konnen.2) Man weil3 auflerdem aus den Elementen der Geometrie, daR alle
Prismen (vom Volumen 1) demselben Typus angehdren, da zwei Prismen
von der Eigenschaft, daf keins von beiden ein groReres Volumen hat als

1) Zwei Anwendungen der Mengenlehre in der elementaren Geometrie.
Math. Annalen Bd. L1X. = 1904.

2) Diese Tatsache, die mit sehr bekannten Eigenschaften der sphérischen
Polygone zusammenhangt, wurde, soviel ich weil, zuerst von Gerling bemerkt
in der Antwort auf einen der zu Beginn angefuhrten Briefe von Gaul3 (Gaul’
Werke, Bd. 8 S. 242).
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das andere, &quivalent d. h. in kongruente Teile zerlegbar sind.l) Aber
schon in diesem Typus, dem alle Prismen angehoren, treten auch andere
Polyeder aut, da Hill2) die Aquivalenz (Zerlegbarkeit in kongruente Teile)
mit Prismen fir Tetraeder einer gewissen Kategorie bemerkt hat, die fir ein
vorher bestimmtes Volumen, z. B. fur das Volumen 1, auch von einem will-
karlichen Werte eines Winkels abhdngen. Wie VVogt3) bemerkt hat, sind dies
die Tetraeder, die man in der Zahl sechs aus jedem Rhomboeder (Parallel-
epipedon mit gleichen Kanten erhalt, wenn man durch die Hauptdiagonale
die Ebenen legt, welche die sechs diese Diagonale treffenden Kanten proji-
zieren. So hat Jueld) auf die Aquivalenz mit einem Waurfel fiir jede der
sechs gleichen Pyramiden hingewiesen, welche die Seitenflachen eines Wiirfels
zu Grundflachen und seinen Mittelpunkt zur gemeinsamen Spitze haben.5)

AuRer den Tetraedern von Hill und der Pyramide von Juel kennt
man keine anderen pyramidenartigen Polyeder, die mit Prismen &quivalent
sind; und es ware sicher wiinschenswert, wenn in dieser Ideenrichtung durch
die Arbeit derer, welche die elementare Geometrie pflegen, ein Material ge-
sammelt werden konnte, das reicher an besonderen Ergebnissen ware. Viel-
leicht wirde man so einen Hinweis fur den Weg erhalten, den man ein-
schlagen muB3, um das Problem in Angriff zu nehmen, das noch génzlich un-
geldst ist und sehr schwierig erscheint, ndmlich das Problem, die hinreichende
Bedingung dafir aufzustellen, daR zwei Polyeder in gleiche Teile zerleg-
bar sind.

Hinsichtlich dieses Punktes kénnen wir nur aussagen, daB fir diesen
Zweck sicher nicht eine einfache Umkehrung des Ergebnisses von Dehn ge-
nugt. Um sich hiervon zu berzeugen, betrachte man zwei beliebige gerade
Prismen P und P', welche dieselbe Héhe haben, und bezeichne mit i, m2.. . .,
m und 1 12, ..., m™m die Neigungswinkel der Flachenwinkel der Seiten
(d. h. die Winkel der beziiglichen Grundflachen). Das System (S) aller
linearen homogenen Beziehungen mit ganzen Koeffizienten, die zwischen den
Kanten der beiden Prismen bestehen, wird vor allem das System (S1) der

1) Vgl. z. B. Enriques-Amaldi, Elementi di Geometria ad uso delle scuole
secondarie superiori, 4. Aufl. 1910.

2) Determination of the volumes of certain Species of Tetrahedra. Procee-
dings of the London Society.

3) Man vergleiche das erwahnte Breslauer Programm, das noch andere
interessante Betrachtungen Uber Zerlegungen von Polyedern in Teile enthalt, mit
denen wir uns hier nicht beschaftigen konnen.

4) Uber das Volumen der Pyramide.. Jahresbericht dei- deutschen Math.-
Vereinigung, Bd. 15, 1904. Vgl. die Note desselben Verfassers: Egalite par ad-
dition de quelques polyedres. Berichte der K. Gesell, der Wiss. zu Kopenhagen,
1903. — In der ersten dieser Noten ist angegeben, daB in Gottingen auf An-
regung von F. Schur Modelle fir die Zerlegung eines Tetraeders von Hill in
Teile konstruiert worden sind, aus denen man ein dreiseitiges Prisma herstellen kann,
das dieselbe Basis hat, wahrend die Hohe einem Drittel der Hohe des Tetraeders
gleich und die Seitenkanten einer Seitenkante des Tetraeders parallel sind

5) H. Vogt bemerkt in dem angefiihrten Programm, dal der achte Teil
der Pyramide von Juel ein besonderes Tetraeder von Hill ist.
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Gleichungen zwischen allen Seitenkanten der beiden Prismen enthalten, auf
alle mdglichen Weisen zu je zwei und zwei genommen; und auflerdem wird
es eventuell andere Gleichungen ($2) umfassen, in denen die Kanten der
Grundflachen auftreten. Jedenfalls werden in jeder ganzzahligen Losung des
Systems (S) die den Seitenkanten entsprechenden Zahlen sédmtlich gleich
sein; weill man also, daf} die auf alle anderen Kanten beziglichen Flachen-
winkel rechte sind, so folgt fir die beiden Ausdriicke, von denen man auf
Grund des Satzes von Dehn nachweisen muB, dal sie fir den Modul n kon-
gruent sind, dafl sie, wie auch die ganzzahlige Losung des betrachteten
Systems (5) beschaffen sei, als zwei gleiche Vielfache der beiden Summen
ml + nm2 +-...+ 7 und nl' + n2' +-. .. + mm'gegeben sind, jedes vermehrt

um ein bestimmtes Vielfaches von Aber jede dieser beiden Summen ist

bekanntlich einem Vielfachen von m gleich; hieraus folgt, dalR die beiden
Prismen P und P' die Bedingung von Dehn erfullen, sie mdgen einander
aquivalent sein oder nicht.l)

SchlieBlich bleibt uns noch zu bemerken, daf die vorangehende Be-
trachtung, die sich auf das System der geraden Prismen bezieht, die eine
bestimmte Hohe haben, im wesentlichen nur die Schliisse von Dehn auf die
vieleckigen Flachen (Polygone) Ubertragt; und da fiir diese, wie wir soeben
gesehen haben, die Bedingung in jedem Falle gilt, unabhéngig von jeder
Voraussetzung beziiglich ihrer Aquivalenz, so ergibt sich, daR das Band, daR
fur die Polyeder zwischen ihrer Zerlegbarkeit in kongruente Teile und der
Bedingung von Dehn besteht, einen Zufélligkeitscharakter besitzt. Eine
kritische Untersuchung, die darauf gerichtet wére, vermittels grundlegender
Hypothesen den Ursprung fiir diese Charakterverschiedenheit zwischen den
geometrischen GroRen der Ebene und des Raumes genau festzustellen, wirde
sicher von grolRem Interesse sein.

S. 268, Z. 22 lies

statt
S. 276, Z. 13 lies mit dem Radius statt mit des Radius Vc,
S. 290, letzte Zeile lies statt Sh

1) Die vorstehende Erorterung schlieft dbrigens nicht aus, daB die Be-
dingung von Dehn fur die Aquivalenz ausreichend sein kann, wenn man zu ihr
die Voraussetzung der Volumengleichheit hinzunimmt.
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