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ERRATA.

7. Ligne 10. Au lieu de : — 95, lisez: — 9 S.
54. Avant derniére ligne. Au lieu de : 7n, + 9, lisez ;
m + 9.
107. Ligne 23. Au lieu de : 2, 52 ou 22 5, lisez : 2 x 52
ou 22 x 5.

108. Ligne 15. Au numeérateur, lisez : (10n — 1), au
lieu de : (102n — 1).

112. Ligne 15. Au lieu de : Car la différence des carrés;
de deux nombres consécutifs, lisez : Car la diffé-
rence de deux nombres consécultifs.

113. Ligne 8. Au lieu de : (n° 168), lisez : (n° 175).

118. Ligne 5. Au lieu de :

123. Ligne 13. Au lieu de : 9n3, lisez : 27n3 .

125. Ligne 18. Au lieude : 3m + 1, lisez: 3m + 1.

126. Ligne 21. Au lieude: 20m (m =+ 1), lisez : 20m
(5m £ 1).

126. Ligne 25. Au lieude: 40m (m % 1), lisez : 40m
(bm =+ 1).

126. Ligne 27. Au lieu de : 5m =+ 3, serait pair, lisez :
5m £ 1 et 5m *x 3, seraient pairs.

145. Ligne 9. Au lieu de : m. 10— 8,lisez: m. 10 —81.

148 et 149. Le n° 246, doit précéder le n° 245,



QUESTIONS SUR LES NOMBRES

A L’USAGE

DES CANDIDATS AUX ECOLES SPECIALES

AVEC

LES DEMONSTRATIONS

1.
Combien y a-t-il (le nombres composés de n chiffres?

Les nombres de 1 chiffre commencenta 1 pour finir a 10
exclusivement.

11 y a donc 9 nombres de 1 chiffre.

Les nombres de 2 chiffres commencent a 10 pour finir a
100 exclusivement.

Il'y adonc 90 ou 9 x 10 nombres de 2 chiffres.

Les nombres de 3 chiffres commencent & 100 pour finir
a 1000 exclusivement.

Il'y a donc 900 ou 9 x 102 nombres de 3 chiffres.

Les nombres de n chiffres commencent & 10n-1 pour finir
a 10n exclusivement.

11 y adonc 10« — 10n-1 ou 10n-l (10-1) ou 9 x 10n-1 nom-
bres de n chiffres.



2.

Combien faut-il de chiffres pour écrire tous les nom-
bres composés de n chiffres?

Il'y a9 nombres d'un seul chiffre (n°1); il faut donc pour

les écrire ; 9 chiffres.

'y a 90 ou 9x 10 nombres de 2 chiffres; il faut donc
pour les écrire : 2 x 9 x 10 ou 180 chiffres.

II'y a 900 ou 9x 102 nombres de 3 chiffres; il faut donc
pour les écrire : 3 x 9 x 102 ou 2700 chiffres.

Il y a 9x 10n-1 nombres de n chiffres; il faut donc pour
les écrire : n x 9 x 10n-1 chiffres.

3.

Combien faut-il de chiffres pour écrire tous les nom-
bres de 1 a n chiffres inclusivement?

Prouver que le nombre que vous obtenez a pour
chiffre des unités un 9, précédé d'un certain nombre
de 8 qui sont précédés d’'un nombre contenant autant
d’unités qu'il y a de chiffres 8 a sa droite.

Pour écrire tous les nombres de 1 chiffre il faut 9 chiffres.
Pour écrire tous les nombres de 2 chiffres il faut 2x9

x 10 chiffres.

Pour écrire tous les nombres de n chiffres il faut nx 9
x 10n-1 chiffres (ne 2).
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Donc pour écrire tous les nombres de 1 a n chiffres inclu-
sivement il faut: 9 + 2x9x10+3x9x 102 +...+nx9

x 10n-1 chiffres.
Représentons cette somme par S ; il vient :

Multiplions les deux membres de cette égalité par 10,
elle devient :

Soustrayons (2) de (1) et nous aurons :

Ou enfin

Le nombre n 10n est formé de n suivi de n zéros; le
nombre suivant 111...1 est formé de n chiffres 1 ; donc leur
différence est terminée par un 9.

Les n-1 chiffres précédents sont des 8 lesquels sont pré-
cédés du nombre n-1.

4.

On écrit la suite naturelle des nombres sans les
séparer: 125456789 101112 15 14 15.......
... Quel est le 75892n¢ chiffre de cette suite.

Nous savons (n° 3) que pour écrire tous les nombres ;
1° de 1 chiffre : il faut 9 chiffres.

2° de 1 et 2 chiffres . il faut 189 chiffres.

3° de 1, 2 et 3 chiffres : il faut 2889 chiffres.

4° de 1, 2, 3 et 4 chiffres : il faut 38889 chiffres.

5° de 1, 2, 3, 4 et 5 chiffres . il faut 488889 chiffres.
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Donc si nous enlevons de 75892 les 38889 chiffres néces-
saires pour écrire tous les nombres de 1, 2, 3 et 4 chiffres
le probleme est ramené a chercher le 37003me chiffre a partir
du ler chiffre des nombres de 5 chiffres.

Divisons 37003 par 5. Il vient 7400 pour quotient et 3
pour reste. Le chiffre cherché est donc le 3n'e du 7401
nombre de 5 chiffres.

Le le, nombre de 5 chiffres est 10000

_2me — — 10000 1
_ 3= — — 100004-2
— 7401me o 10000+ 7400 ou 17400

Le chiffre cherché est donc : 4.

5.

On écrit tous les nombres de 1 a n chiffres inclusi-
vement; combien de fois écrit-on le méme chiffre.

Prenons par exemple, le chiffre 1.
1° Pour les nombres d'un seul chiffre, on écrit le chiffre
1 une fois.
2° Pour les nombres de deux chiffres, on écrit lechiffre 1 :
1° 10 fois a gauche dans la Ire dizaine 19 fois.
2° 1 fois a droite dans chaque dizaine
3° Pour les nombres de trois chiffres, on écrit le chittrel
1° 100 fois a gauche dans la Ire centaine
2° 9 fois a droite du chiffre des centaines dans
chaque centaine 280 fois.
3° 9 fois a droite du chiffre des dizaines dans
chaque centaine
4° Pour les nombres de quatre chiffres, on écrit le
chiffre 1 :
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lo 1000 fois a gauche dans le ler mille
2° 90 fois a droite du chiffre des mille dans
chaque dizaine de mille
3° 90 fois a droite du chiffre des centaines 3700 fois.
dans chaque dizaine de mille
4° 90 fois a droite du chiffre des dizaines
dans chaque dizaine de mille
Donc pour les nombres :
De 1 et de 2 chiffres réunis on écrit le chiffre 1:1+19
= 2 x 10 fois.
De 1, de 2 et de 3 chiffres réunis on écrit le chiffre : 1 +
19 + 280 = 3x10= fois.
De 1, de 2, de 3, et de 4 chiffres réunis on écrit le chiffre :
1 + 19 + 280 + 3700 = 4 x 10= fois.

Donc pour les nombres de: 1, 2, 3, 4..... n chiffres
réunis on écrit le méme chiffre : n x 10>t-1 fois.

6.

Si 'on considere deux nombres quelconques 1 et 2
par exemple, et qu'on forme une suite de nombres tels
que chacun soit égal a la somme des deux précédents,
c’est-a-dire, si I'on opere de la maniére suivante : 1 et
2 font 3; 2 et 5 font 5; 5 et 5 font 8....... prouver
qu’en continuant ainsi indéfiniment il y aura toujours
4 nombres consécutifs au moins de cette série et 5 au
plus qui auront le méme nombre de chiffres.

Soient A et B les termes de la série immédiatement infé-
rieurs a 10" ; les termes suivants seront :



Or, par hypothése :
doncon a:

et ie dis que 8 A + 13 B est toujours plus grand que
En effet,

Or, par hypothése, on a A + B > 10" donc on a : 10
et de plus B étant, par hypothése
donc enfin
11 y a donc toujours quatre termes de la série compris
entre 10" et 10n+! et il ne peut y en avoir plus de cing.

Faire voir quentre 2 Ket2 K+2 m il ya m—1
nombres pairs et m nombres impairs.

1° De 2 Ka 2K -1- 2 m les nombres pairs sont :
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Il'y enadonc m—+ 1 et par suite la quantité de nombres
pairs compris entre 2 K et 2K =2 mestm+1 —2ou
m—1

2° De 2 Ka2 K + 2m les nombres impairs sont :

ou

Donc il y en a m.

8.

Une loterie se compose de 200 numéros.

On ne posséde que les numéros :0,4, 2, 5, 4, 5,
6, 7, 8,9.

Comment doit-on s’y prendre pour faire le tirage,

Pour chaque billet on sera forcé de faire trois tirages suc-
cessifs.

Pour le ler tirage on ne mettra dans l'urne que les
numéros 0 et 1; ce tirage fera connaitre le chiffre des cen-
taines.

Pour le 2mp et le 3m§ tirages on mettra dans l'urne les
10 numéros. Le 2me tirage fera connaitre le chiffre des
dizaines et le 3me celui des unités.

Tous les numéros pourront sortir, excepté le numéro 200.
On pourra convenir que ce huméro gagnerasi lestrois tirages
successifs amenent 0.

Si plusieurs billets devaient gagner, comme le méme
numeéro pourrait sortir plusieurs fois, en pourrait convenir
qu'a chaque fois il gagne ou bien annuler I'opération qui
amene un billet déja sorti.
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».

On a 5 poids d’'un gramme, 5 poids de 10 grammes,
5 poids de 100 grammes, 5 poids de 1000 grammes.
....... Montrer qu’a l'aide d'une balance on peut
peser un objet dont le poids est un nombre quelconque
de grammes.

Soient A et B les deux plateaux de la balance. Mettons le
corps sur le plateau A. Plagons sur le plateau B, tour a
tour, des poids de 1 gr., de 1 décagr., de 1 hectogr.........
nous trouverons ainsi quelle est la plus haute unité contenue
dans le poids du corps. Supposons que ce poids soit compris
entre 1 hectogr. et 1 kilogr.

Placons successivement sur le plateau B des poids de 1, 2,
3, 4, 5 hectogr. ;

Si le plateau B penche a 4, par exemple, il s'en suit que
le corps pése moins de 4 hectogr, et plus de 3.

Si 0 hectogr. ne faisaient pas pencher le plateau B, on
mettrait 1 kilogr. sur le plateau B et 1, 2, 3, 4 ou 5 hectogr.
sur le plateau A, jusqu'a ce que celui-ci penche; 3 par
exemple; la différence entre 10 et 3 étant 7, on en conclut
que le corps pése plus de 7 hectog. et moins de 8.

On procédera de la méme maniére pour déterminer
ensuite le nombre de décagrammes et de grammes.

10.

Pour ajouter les nombres A et B, on peut procéder
comme suit : a I'un des deux A, par exemple, ajouter
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une unité de l'ordre immédiatement supérieur aux
plus hautes unités de B, et de cette somme retrancher
le complément de B.

Exemple : soit & ajouter les nombres 55256 et 552.
Jaugmente 55256 de 1000. De la somme 54256,
je retranche 648, complément de 552. Il reste 55608
pour résultat de I'opération.

En effet, soit n le nombre de chiffres de B.
On a identiquement : A

Complément de B.

11.

Pour soustraire le nombre A du nombre B on peut
opérer comme suit . au nombre B ajouter le complé-
ment du nombre A et diminuer la somme trouvée
d’'une unité de I'ordre immédiatement supérieur aux
plus hautes unités du nombre a soustraire.

Exemple : soit a soustraire 565 de 94856.

Le complément de 565 est 655. Ce complément,
ajouté a 94856, donne 95491 pour somme. Cette
somme, diminuée de 1060, donne 94491 pour reste
de la soustraction.

En effet, soit n le nombre de chiffres de A.
On a identiguement : B— A = B + (10n — A) — 10n.
Ou B—A = B + complément de A— 10n.
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12.

Si Ton fait la différence entre un nombre de trois
chiffres et ce nombre renverseé, on trouve 9 pour

chiffre du milieu et 9 pour somme des chiffres
extrémes.

Soit : 100 a + 10b 4- ¢ ce nombre; le nombre renversé
est : 100 ¢ -J- 10b 4~ a et leur différence : 100 a 4- 10b + ¢
— 100c — 10b — a, ou : 100 (a—¢) 4~ ¢ — a, et puisque
évidemment a est plus grand que ¢ et plus petit que 10,
cette différence peut s'écrire :

Donc le chiffre des dizaines est 9.
La somme du chiffre des centaines et de celui des unités
est:a—c—1--104-c—aoul.

13.

Si d'un nombre formé par trois chiffres consécutifs
on retranche le nombre renversé le reste est 198.

Soient : n,n — 1, n — 2 ces trois chiffres.

Le nombre est: 100 n 4- 10 (n — 1) -f- n — 2, le nombre
renversé ; 100 (n — 2) + 10 (n — 1) 4- n et leur différence
100n-f-10(n—1)4-n—2—100n—2)—10 (n— 1)
—n, ou:100n 4-10n— 10 4-n—2— 100 n 4- 200 —
10n 4- 10 — n ou 198.
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14.

On écrit a la suite les uns des autres sans les séparer,
en commencant par le plus grand et de gauche a
droite, trois nombres consécutifs d’'un méme nombre
de chiffres et de ce résultat on soustrait les mémes
nombres écrits dans les mémes conditions, mais en
allant de droite a gauche.

Le résultat obtenu sera 198, 19998, 1999998,

suivant que les nombres employés
ont: 1, 2, 5, ....n chiffres.

Le théoréeme précédent fait voir que le théoréeme est vrai
lorsque les nombres sont formés d’un seul chiffre.

Soient donc trois nombres consécutifs formés des chiffres
aeth.

Ces nombres seront 10 a % b, 10a % b— 1, 10a + b
— 2.

Le premier résultat est :

100000 a + 10000 h = 1000 a + 100 (0 — 1) + 10 a %
g —2

Et il faut en soustraire :

100000 a + 10000 (b — 2) + 1000 a + 100 (h — 1) =
100 + b.

Le résultat donne 20000 — 2 ou 19998.

Donc, si les nombres sont composés de un chiffre, cette
différence estde 2 x 10* — 2 = 198.

Si les nombres sont composés de 2 chiffres, cette diffé-
rence est de 2 X 10" — 2 = 19998.

On trouverait de méme que ni les nombres sont com-



posés de 3 chiffres, cette différence est de 2 x 106 — 2 =
1999998.
Donc, si les nombres étaient composés de n chiffres, cette

différence serait de

15.

1° Si l'on ajoute la somme de deux nombres a
leur différence, on obtient pour résultat le double du
plus grand.

2° Si l'on retranche la différence de deux nombres
de leur somme, on obtient pour résultat le double du
plus petit.

5° En déduire que le plus grand des deux nombres
vaut leur demi-somme plus leur demi-différence et le
plus petit leur demi-somme moins leur demi-diffé-
rence.

Soient A > B ces deux nombres; S leur somme et D leur
différence. 1l vient :

HA=B =S

@QQA—B -D

Ajoutant (2) et (1) on obtient : 2 A = S -f- D (3).

Soustrayant (2) de (1) on obtient : 2B = S — D (4).

De I'égalité (3) on déduit : A = | + vy et de I'égalité (4) :

16.

Quand on ajoute plusieurs nombres, la somme des
. chiffiees du résultat est surpassée par la somme totale



(les nombres ajoutés, d'un nombre exact de fois 9.

S'il n'y a pas de retenue, la somme des chiffres du résultat
est évidemment la méme que la somme des chiffres des
nombres ajoutés.

S'il y a une retenue de «, par exemple, sur le chiffre des
dizaines, la somme des chiffres des nombres ajoutés sur-
passera de 10 le chiffre du résultat; mais le chiffre des cen-
taines étant augmenté de a unités, la différence entre la
somme des chiffres des trois premiéres colonnes et la
somme des trois premiers chiffres du résultat est de :
10a—aoude9a.

La méme chose peut se dire a chaque retenue.

17.

Si I'on ajoute 11 a un nombre, la différence entre
la somme des chiffres de rang impair et la somme des
chiffres de rang pair, ne peut étre changée que d’'un
nombre entier de fois 11.

Soit a un chiffre de rang impair du nombre proposé.

Si I'on ajoute 1 a a et que a soit plus petit que 9, la
somme des chiffres de rang impair et, par suite, la diffé-
rence en question est augmentée de 1.

Si aest9, ce chiffre et tous les 9 qui se trouvent a sa
gauche seront remplacés par des zéros et le premier chiffre
différent de 9 sera augmenté de 1.

Or, il se présente ici deux cas.

1° Il'y a un nombre impair de 9 a sa gauche.

En remplagant ces 9, qui sont en nombre pair, par des
zéros, on diminue du méme nombre la somme des chiffres
de rang impair et celle des chiffres de rang pair et comme
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le premier chiffre différent de 9 est, par hypothese, de rang-
impair, on augmente cette différence de 1.

2° Il y a un nombre pair de 9 a sa gauche.

En remplacant ces 9, qui sont en nombre impair, par des
zéros, on aura diminué de 9 la somme des chiffres de rang
impair et augmenté de 1 la somme des chiffres de rang pair;
ce qui fait, en tout, pour la différence, une diminution
de 10, ou une augmentation de 1 et une diminution de 11,
ou une augmentation de 1 en négligeant 1 fois le nombre 11.

Donc, quand on ajoute 1 & un chiffre de rang impair, on
augmente la différence en question d'une unité.

On démontrerait semblablement que si I'on ajoutait 1 a
un chiffre de rang pair, on diminuerait cette différence d’'une
unité.

Or, ajouter 11 a un nombre revient a ajouter 1 au chiffre
des unités et 1 au chiffre des dizaines. Donc, ou bien on ne
change pas la différence entre la somme des chiffres de rang
impair et celle des chiffres de rang pair, ou bien on ne la
change que d’un certain nombre entier de fois 11.

18.

1° Le produit de deux nombres pairs est pair.

2° Le produit de deux nombres impairs est impair.

5° Le produit d'un nombre pair par un nombre
impair est pair.

lO

Le produit de ces deux nombres étant divisible par 2, ce
produit est pair.

20
Soient 2n -- 1 et2ri + 1 ces deux nombres impairs;



leur produit est de la forme 2 m + 1 et par suite impair.

30
Le produit de ces deux nombres étant divisible par 2, ce
produit est pair.

19.

Comment peut-on faire le produit de deux nombres
en employant au lieu du multiplicateur le complément
de ce nombre.

Soient m le multiplicande et n le multiplicateur composé
de p chiffres ou 10p—!1 < n < 10p, nous avons identique-
ment :

mxn=m x (10— 10? + n).

Oum x n=m x 107 —m (10? — n).

Oum x n==m x 10?— m x complément de n.

Donc : on écrira a la droite du multiplicande autant de
zéros qu'il y a de chiffres dans le multiplicateur; de ce
résultat on soustraira le produit du multiplicande par le
complément du multiplicateur; le reste est le produit
cherché.

Exemple : soit a multiplier 3284 par 998.

Le produit de 3284 par 2, complément de 998 est 6368 ;
ce nombre soustrait de 3284000 donne 3277432 pour pro-
duit demandé.

20.

Le produit de deux facteurs diminue lorsqu'on
augmente le plus grand nombre et qu'on diminue le
plus petit d’une unité.
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Soient m > n ces deux facteurs.
Leur produit est m x n.
Le nouveau produitest: (m4- 1) (h — 1) ou m x w 4"
» —m— 1oum x n—(m 4- 1 —mn), résultat évidemment
inférieur a m x n de la différence des deux facteurs aug-
mentée d'une unité.

21.

Quel changement subit un produit de deux facteurs
lorsqu’on diminue le plus grand et qu’on augmente le
plus petit d’'une unité.

Soient m > n ces deux facteurs.

Leur produit est : m x n.

Le nouveau produit est (m — 1) x (n 4- 1)

Ou:mxn--m—(n4-1).

1° Si le plus petit facteur augmenté d’une unité est égal
au plus grand facteur, le produit ne change pas de valeur.

2° Si le plus petit facteur augmenté d’une unité est plus
petit que le plus grand facteur, le nouveau produit est
supérieur a l'ancien.

En résumé : Si les deux facteurs ne different que d'une
unité le produit ne change pas, s'ils difféerent de plus d’'une
unité ce produit augmente.

22.

Le nombre des chiffres d’'un produit de deux fac-
teurs est égal & la somme des nombres de chiffres du
multiplicande et du multiplicateur, ou égal a cette
somme diminuée d’une unite.



Soient A et B ces deux facteurs.

Admettons que A ait m chiffres et que B en ait?/ de sorte
que l'on a :

IOM-1 <A < 10m et 10"—l < B < 10" et multipliant
il vient :

10m-=+n—2<A x B < 10zn+n.

Donc A x B est plus grand que le plus petit nombre
de m + il — 1 chiffres, ou au moins égal a ce nombre;
donc il ne peut avoir moins de m 4" n— 1 chiffres.

Le produit A x B est plus petit que le plus petit nombre
dem n 4-1 chiffres, il ne peut donc avoir plus de m 4 >
chiffres.

Lorsqu'on multiplie n nombres A, B, G, S
ayant respectivement a,b,c, ...., 5 chiffres le produit
auraau moins ;. « 4 6 +c 4 ... +§—n 4- 1 chiffres
et au plus : a 4- 6 4- c 4- .... 4-s.

Ona:

n nombres.

et faisant le produit :

Donc le produit A x B x C x ... x Sest plus grand
que le plus petit nombre de:a +b4-c4- ... 4 s—?74 1
chiffres, ou au moins égal & ce nombre; donc il ne peut en
avoir moins.

Ce méme produit étant plus petit que le plus petit
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nombre de : a4- b ¢ + .. 4- 1 chiffres ne peut avoir
plusde : a-f-b--c- ...+ ¢ chiffres.

24.

Pour faire le produit de deux nombres compris
entre 5 et 10 on peut procéder de la maniere suivante:.
Fermer dans la main gauche autant de doigts qu’il
manque d’unités au multiplicande pour étre égal a 10.
Fermer dans la main droite autant de doigts qu'il
manque d’unités au multiplicateur pour étre égal a 10.
Faire le produit de ces deux nombres de doigts et lui
ajouter autant de dizaines qu'il est resté de doigts non
fermés.

Soient ni le multiplicande el n le multiplicateur.
Le nombre des doigts fermés sera :
10 —ni pour la main gauche.
10 — n pour la main droite.
Le produit de ces deux nombres est :
100 — 10 ni — 10 n % »i % n. ()
Le nombre de doigts ouverts sera :
ni — 5 pour la main gauche,
n — o pour la main droite.
La somme de ces deux nombre est :
m 4- n — 10. Ce nombre multiplié par 10 donne
10 ni 4- 10 n — 100. (b)
Ajoutant les résultats (a) et (b) il vient ; n? x n.

25.

On prend un nombre quelconque de chiffres. On
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double le I'r, ou ajoute 5 au résultat et ou multiplie
la somme par 5. Au produit obtenu on ajoute le second
chiffre, puis on multiplie le résultat par 10. A ce pro-
duit on ajoute le 3ne chiffre et on multiplie la somme
obtenue par 100 et on ajoute le %0, chiffre......... Faire
voir que le résultat obtenu diminué de 25, de 250,
de 2500 suivant (pie I'on a employé 2, 5, 4 ....
chiffres est égal au nombre formé par ces chiffres
écrits dans l'ordre ot on les avait placés.

Soient . a, b, ¢ trois chiffres.

En doublant le ler on obtient . 2 a
En ajoutant 5 il vient

Multiplions par 5

Ajoutons b

Multiplions par 10

Ajoutons ¢ ....

De ce résultat enlevons 230 et il reste

2<>,

Le carré, le cube, la nme puissance d’un nombre
entier est terminé par le méme chiffre que le carré, le
cube, la nne puissance du chiffre de ses unités.

En effet tout nombre entier est de la forme 10 a p b,
a représentant la partie des dizaines et b étant le chiffre des
unités. Or, si l'on éléve 10 a b au carré, au cube, a
la n"e puissance le résultat sera évidemment de l'une des

formes 10a + b2, 10a" + b3, 10a" 1 bn; donc b2, b3, bn
détermineront le chiffre des unités.



Vi.

Le produit de deux nombres qui différent de deux
unités augmenté de | donne le carré du nombre inter-
médiaire.

Soientn et n — 2 ces deux nombres. Leur produit est
ni — 2« qui augmenté de ! donne ni— 2n -|- 1 ou (n—1I)s.

28.

Si au produit de deux nombres consécutifs on
ajoute le plus grand, le résultat est le carré du plus
grand.

Soient n et n — 1 ces deux nombres.

Leur produit est n {n — 1) ou n* — n qui augmenté de n
donne n*,

Conséquence : Le produit de deux nombres consécutifs
n'est jamais un carré parfait.

En effet, pour que ce produit soit carré parfait, il faut
gu'il soit augmenté du plus grand des deux nombres.

29

Si au produit de trois nombres consécutifs on
ajoute le quart du plus petit, ce résultat peut étre un
carré parfait.

A quelle condition ?

Quelle est la condition nécessaire pour que ce
résultat soit un carré parfait entier.



— 25 —
Soient : n, »4-1, A + 2 ces trois nombres.
Leur produitest: n(n 1) (n 2 oun(n 4- 1) [(h 4~ 1)
[ 1]Joun (il + 12 + il (n 4- 1), expression qui, augmen-

tée de % donne: n(n4- 12 4-n(n+ 1) °

, ou .

11 faut donc que n soit un carré parfait.

Pour que cette expression soit un carré parfait entier, il
faut que n soit un carré parfait divisible par 4.

Conséquence : Le produit de trois nombres consécutifs
n'est jamais un carré parfait.

En effet, pour que ce produit puisse étre un carré parfait,
il faut qu'il soit augmenté du quart du plus petit de ces
trois nombres.

30.

Le produit de quatre nombres consécutifs augmenté
d’une unité est un carré parfait.

Soient: n,n 1, n4- 2 n 4 3 ces quatre nombres.
Leur produit est :

qui, augmenté d'une unité, donne :

Conséquence : Le produit de quatre nombres consécutifs
n'est jamais un carré parfait.

En effet, pour que ce produit soit un carré parfait, il faut
gu'il soit augmenté de 1.
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31.

Si au produit de trois nombres consécutifs on
ajoute le moyen, le résultat est le cube du moyen.

Soient n — 1, n, n 4- 1 ces trois nombres; leur produit
est ni — n qui augmenté de n donne n® pour résultat.

Conséquence : Le produit de trois nombres consécutifs
n'est jamais un cube parfait.

En effet, pour que ce produit soit un cube parfait, il faut
qu'il soit augmenté du moyen.

32.

Un nombre terminé par un des chiffres 2, 5, 7, 8
ne peut étre un carré parfait.

En effet tous les nombres étant terminés par I'un des
chiffres : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 leurs carrés seront termi-
nés (n° 26) par un des chiffres: 1, 4, o, 6, 9, donc aucun
nombre terminé par un des chiffres 2, 3, 7, 8 ne peut étre
carré parfait.

33.

Aucun nombre terminé par 5 ne peut étre carré
parfait, @ moins que le chiffre des dizaines ne soit 2.

Si un nombre est terminé a son carré par 5, ce nombre
est le carré d’'un nombre de la forme : 10« + 5.

Or le caré de 10« -f- 5 étant 10002  100a 25 les par-
ties 10002 et 100a sont terminées au moins par deux zéros,
donc la somme des trois parties ou le carré de 10a 4- 5 est
terminé par 25.
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" lin nombre terminé par un nombre impair de
z€ros ne peut étre un carré parfait.

2° Un nombre terminé par un nombre de zéros non
divisible par 5 ne peut étre un cube parfait.

En effet un nombre terminé au carré ou au cube par des
zéros provient d’un nombre de la forme 10n; or si on éléve
10n au carré et au cube il vient ; 10i'l et 103n; ce qui
démontre le théoreme.

35

Un nombre n'est pas un cube parfait lorsque :

1° Le chiffre des unités étant 2 ou 6, le chiffre des
dizaines est pair.

2° Le chiffre des unités étant 8 ou 4, le chiffre des
dizaines est impair.

5° Le chiffre des unités étant 5, le chiffre des
dizaines n’est ni 2 ni 7.

1«

Tout nombre terminé au cube par 2 ou 6 provient d’un
nombre de la forme: 10 n 4-8 ou 10a |- 6.

Les cubes de ces deux nombres sont :

100  4- 2400 n2 4- 1920 a 4- 512

1000 «3 4- 1800 n* 4- 1080 a + 216

Les deux premieres parties de chacun de ces deux nom-
bres sont terminées par deux zéros au moins. Dans la 3, par-
tie le chiffre des dizaines est évidemment pair. Dans la
4ne le chiffre des dizaines est impair.



Donc la somme de ces deux derniéres parties donnera
pour le chiffre des dizaines un nombre impair, car il n'v a
pas de report possible de la somme des unités.

Qo

Tout nombre terminé au cube par 8 ou 4 provient d’un
nombre de la forme: 10 a + 2 ou 10 a + 4. Les cubes de
ces deux nombres sont :

1000 n3 | 600 + 120a + 8

1000 «3 4-1200 ai + 480 a + 64

Les deux premiéres parties de chacun de ces deux nom-
bres sont terminées par deux zéros au moins. Dans la
3me partie le chiffre des dizaines est évidemment pair. Dans
la 4me le chifire des dizaines est pair.

Donc la somme des deux derniéres parties donnera pour
le chiffre des dizaines un nombre pair, car il n'y a pas de
report possible de la somme des unités.

30

Tout nombre terminé au cube par 5 provient d'un nom-
bre de la forme : 10 a ¥ 3. Son cube est: 1000 n3 4300
a- + 750 a + 125.

Les deux premiéres parties sont terminées par deux zéros
au moins.

Or a peut étre pair ou impair.

Si a est pair la 3mc partie 750 a est terminée par deux zéros
au moins et comme le chiffre des dizaines de la 4me partie
est 2, ce chiffre seralechiffredesdizainesducubedel®a + 5.

Si a est impair la 3ne partie 750 a se termine par 50 et
comme le chiffre des dizaines de la 4ng¢ partie est 2 le chiffre
des dizaines de leur somme sera 7.

Donc 7 sera le chiffre des dizaines du cube de 10 a + 5.

Donc si un nombre est terminé par 5 son cube sera ter-



miné par 25, si le chiffre des dizaines est pair et par 75, si
le chiffre des dizaines est impair.

36.

Si deux nombres ni et n jouissent de cette propriété
gue chacun d'eux est la somme des carrés de deux
nombres entiers, le produit m x n de ces nombres
sera également la somme des carrés de deux nombres
entiers.

Soient: m = o= 4- i

et:n =c2+ d
Onaura: mxn ={a -J-42 (2 + d2

=alc2 Y% ft2 C2 + a2 d2 + h2 (2
Ce produit peut s'écrire ;
mxn=.aic +bd--%abcd
l a2d2%blcc—2abcdou

nixn =mc% bd2+ («d—hbcp2.

37.

Etant données deux suites de nombres qui en con-
tiennent I'une autant que l'autre, et si on les dispose
par ordre de grandeur décroissante la somme des pro-
duits obtenus en multipliant les nombres correspon-
dants sera la plus grande possible.

Examinons d'abord le cas-ou chaque suite ne renferme
que deux nombres.
Soient a \ b les termes de la premiere suite et a' >



ceux de la seconde; je dis que na' % est plus grand
que ab' + ba'.

Démontrons que ab' 4- ba' peut se retrancher deaa' -}-bb".
Effectuant cette soustraction il vient : aa' %- bb' — ab' — ba'
oua@—Db)y—b@—b)ou@—nhx@—=~&) Or par
hypothése on a: a > b eta > b', donc la soustration est
possible et par suite aa' + bb' est plus grand que ab' -|- ba'.
Je dis que le théoréeme est vrai pour les deux suites quel-

conques :
a>h>c>... >k >1

a>b>c>.. >KkK>
1l s'agit de prouver que aa' |- kk' est plus grand que
ak' + ka'. En appliquant la démonstration précédente on
trouve que ak' + ka' peut se retrancher de aa' Kk'.
Donc aa' + kk' est plus grand que ak' + ka'.

as.

La somme des carrés de deux nombres est plus
grande que leur double produit.

Soient a > b ces deux nombres. Il s'agit de prouver que
'ona:ai + bi > 2ab.

En effet, en vertu du théoréme précédent, on a:

aa--bb=ab |- ab,oua2 + & > 2ab.

Autrement. Posons: a==b ]-d, il vient:

al +b*= (b +d2+b*=2bi+ 2hbd = d2

%ab = %b (b -1- d) = 212+ 2 bd.

Dot : a2 + /2 —2ab = d*

Donc enfin ai % b' surpasse 2ab du carré de la différence
entre a et b.

.39

On marque sur une droite AB deux points C et I) et
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fon mesure AB, CD, AC, BD, BC, AD, vérifier qu'on
a Iidentité : AB x CD - AC x BD = AD x BC.

Posons :
Nous aurons :

Et nar suite :

Donc :

Donc enfin :

40.

Le quotient d’une division renferme autant de
chiffiees qu'il y en a de plus au dividende qu’au diviseur,
ou autant plus 1.

Soit D le dividende ayant m chiffres, d le diviseur de n
chiffres, q le quotient de cette division et x le nombre de
ses chiffres.

d x gauran + xoun =+ x— 1 chiffres (n° 22).

On a donc: ou bien m =x + n, dou X =m —n; ou
bien m=x--n— 1, doux =m—n =+ 1.

Donc le quotienta: m —n ou m — n + 1 chiffres.

41.

On divise un nombre de m chiffres par un nombre
de n chiffres, le quotient par un nombre de p chiffres,
le nouveau quotient par un nombre de q chiffres, etc.
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Déterminer le nombre des chiffres de chaque quo-
tient.

D'abord le ler quotient aura m — noum — Il H 1
chiffres (n° 40).

Nous avons donc a diviser un nombre de m — n chiffres
par un nombre de p chiffres ou un nombre dem —n + !
chiffres par un nombre de p chiffres.

Le ler résultat sera compris entre un nombredem —n—p
ou de m —n —p 4~ 1 chiffres.

Le 2'"e résultat sera compris entre un nombre de
m—n+1l—poudem—n+1—p+1l=m—n—
p 4 2 chiffres.

Donc enfin le 2l'e quotient aura au moins ni — n — p et
au plus m — n — p 4- 2 chiffres.

Un raisonnement analogue donnera pour le 3"¢ quotient
un nombre de chiffres égal a : ni — n —p — q au moins
egtam—n—p—aq -+ 3 au plus.

En général si s désigne le nombre des chiffres du K'e
diviseur, le Kt quotient aura au moins: m —n —p —¢
— ... —setauplus-m—n—p—q— ... —s4-k
chiffres.

42.

a, b, ¢ étant les nombres de chiffres des nhombres
A, B, C, trouver entre quelles limites est compris le

nombre des chiffres de

Le produit A x Ba au plusa + betau moinsad h—
1 chiffres (n* 22).

L'expression AXE aura donc (n°40) au plusa | b—c

1 letau moinsa4 b—c— 1 chiffres.



Le nombre des chiffres de : sera donc compris
entre
Celui de entre :
Celui de entre :
13

Soient A et B deux nombres entiers et A plus petit
(pie B. Divisons B par A soient g et R le quotient et
le reste de cette division. Divisons B par R et soient
q' et R' le quotient et le reste de cette division. Divi-
sons B par R' etc. Continuons ainsi jusqu’a ce que

nous trouvions une division qui réussisse, nous
aurons

Nous avons : B = A} = R, dou: Xqg = B — R et
De B = R¢, + R' nous déduirons de méme :

De méme B = R' " ¥ R" donnera :

Dans (1) remplagons par sa valeur (2) et il vient :
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Remplacgons dans (4) &par sa valeur (3) et il vient :

Soit et nous avons enfin :

44.

Forme d'un nombre par rapport a un diviseur
donné.

Un nombre quelconque N divisé par un diviseur d donne
pour reste I'un des nombres : 0, 1, 2, 3, ..... ,d—1

Si nous représentons le quotient entier parr/ le nombre N
sera par rapport au diviseur d de l'une des formes sui-
vantes

45.

On divise les carrés de tous les nombres par 7, quels
sont les restes que I'on obtient.

Un nombre quelconque est par rapporta 7 de I'une des
formes suivantes :
7n, In =1,7m=2, In + 3, son carré est donc de l'une
des formes :
m, In' + 1, 7/f + 4, 7n, + 9.
Donc les restes que l'on peut obtenir sont : 0, 1, 4, et 2.
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46.

Si un nombre divisé par 9 donne pour reste 2, 5,
i, 5, 6 ou 7, ce nombre n'est pas un cube parfait.

Tout nombre est par rapport & 9 de l'une des formes
suivantes :
9m, 9%t +1,9n + 2, 9m + 3, 9m + 4;
Donc le cube de ce nombre est de I'une des formes :
9m, 9/i = 1,
Or parmi ces formes on n'en trouve aucune qui divisée
par 9 donne pour reste un des nombres : 2, 3, 4, 5, 6, 7.

47.

De deux nombres pairs consécutifs 2// et 2n 2,
I'un est toujours divisible par 4.

Si n est pair, 2n est divisible par 4.
Si n est impair, n 4- 1 est pair et par suite 2n + 2
ou 2 (/I -| 1) est divisible par 4.

48.

1° La somme de 5 nombres consécutifs est divi-
sible par 5.

2° La somme de 5 nombres consécutifs est divi-
sible par 5.

5° La somme de 2m -| | nombres consécutifs est
divisible par 2n + 1.



1°
Ces trois nombres peuvent se représenter par K — 1, K,
K | 1, (K étant un nombre entier quelconque) et leur
somme est: 3K.
90
Ces cing nombres peuvent se représenter par K — 2,
K—1, K K+ 1 K% 2, el leur somme est: 5 K.

30
Ces 2« + 1 nombres peuvent se représenter par :
K—n,K—(n—1),....K—1, K, K+ I,...... . K=(n-1),

K + n, et leur somme est: (2+ 1) K.

49

Le produit de deux nombres consécutifs est divisible
par le produit des deux premiers nombres entiers.

Soient n et n + 1 ces deux nombres.

Leur produitestn (n | 1).

Si n est pair le théoréme est démontré.

Si n est impair, n -| 1 sera pair et le produit n (n 4- 1)
est divisible par 2.

50.

Le produit de trois nombres consécutifs est divisible
par le produit des trois premiers nombres entiers.

Soient (h— 1), n, (n + 1) ces trois nombres.
D'abord le produit (n — 1) x n (n + 1) est divisible
par 2 (n® 49).
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Il reste a démontrer que ce produit est divisible par 3,
n est par rapport a 3 de I'une des formes suivantes :

3p,3p+lou3dp4d 2

Si n = 3p, le produit est divisible par 3.

Sirn=3p4-1, le nombre n — 1 == 3 p et par suite le
produit est divisible par 3.

Sin=3p | 2 lenombren4-1=3pH3=m3et
par suite le produit est divisible par 3.

Donc ce produit est divisible par 2 et par 3 et par suite par
I x 2 x 3oub6.

Conséquence : Etant donnés 3 nombres consécutifs, I'un
des trois est divisible par 3.

51.

Le produit de quatre nombres consécutifs est divi-

sible par le produit des quatre premiers nombres
entiers.

+Soient n, (n 4-1i), 4"2), (n4~ 3) ces quatre nhombres,
leur produitest:n x (n | 1) x (n4~2) x (n 3.

D’abord ce produit est divisible par 1 x 2 x 3 (n°50).

1l reste a prouver qu'il est divisible par 4.

Si n est pair, n ou n 4- 2 est divisible par 4 (n° 47).

Si n est impair, n 4- L et n | 3 seront pairs et I'un des
deux sera divisible par 4.

Donc enfin ce produit est divisible par | x 2 x 3 x 4
ou 24.

52.

Le produit de cing nombres consécutifs est divisible
par le produit des cing premiers nombres entiers.
3
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Soientw, n + 1, n + 2, n + 3, n4* 4, ces cing nombres.

Leur produit est: n x (n + 1) x (n4-2) x (n4 3
X (z+ 4).

D’abord ce produit est divisible par 1 x 2 x 3 x 4 (n° 51).

Il reste a prouver qu'il est divisible paru.

Si n est divisible par 5, le théoreme est démontré.

Si 1i n'est pas divisible par 5, 77 est par rapport a 5 de l'iuie
des formes.

Si nest de la forme om | 1lalorsn -l- 4 est divisible par 5

» oml-2, » ft=3 »
» 5m+ 3, » n+2 »
» S5m+ 4, » n¥%! »

Donc, dans tous les cas, ce produit est divisible par 5 et
parl x 2 x 3 x 4, il I'est donc par I x2><3x4><5
ou 120.

53.

Le produit de n nombres consécutifs est divisible par
le produit des n premiers nombres.

Admettons que le théoréme soit vrai pour n — 1 nombres
et démontrons gu'il est vrai pour n nombres.

Le théoréme étant vrai pour 2 nombres, il sera vrai pour
3 nombres: étant vrai pour 3 nombres, il le sera pour 4, etc.

Il s’agit de prouver que I'expression

est entiére. Cette expression peut s'écrire :
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La seconde partie de I'expression (b) est entiére par hypo-
these; il reste a prouver que la premiére partie I'est.
Cette partie peut s'écrire :

La seconde partie de I'expression (c) étant entiere par
hypothése, il reste a prouver que la premiere partie I'est.

En continuant & raisonner ainsi, on verra que toutes les
expressions que l'on aura examinées seront entiéres Si :

est une expression entiére. Or, celle-ci

est égale a 1.

54.

Le reste de la division de deux nombres ne change
pas quand on ajoute au dividende ou quand on en
retranche un multiple du diviseur.

En effet, pour avoir le reste d’'une division il faut, du divi-
dende, retrancher le diviseur autant de fois que cela est
possible, par conséquent, ce reste ne peut changer quand
on recommence la division aprés avoir augmenté ou diminué
le dividende d’une ou de plusieurs fois le diviseur.

55.

Si deux nombres different entre eux d'un multiple
d’'un troisieme et qu'on les divise I'un et l'autre par
celui-ci on obtient des restes égaux.
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Ce théoréme se démontre comme le précédent.

56.

Le reste de la division d'un produit de deux ou de
plusieurs facteurs par un diviseur ne change pas,
guand on augmente ou que l'on diminue I'un quel-
conque des facteurs d’'un multiple du diviseur.

En effet, si 'on augmente ou que I'on diminue le multi-
plicande d'un nombre égal au diviseur, le produit augmente
ou diminue d'autant de fois le diviseur qu’il y a d'unités dans
le multiplicateur; donc (n° 54) le reste de la division n'est
pas altéré.

On peut, en conséquence, sans changer le reste, répéter
plusieurs fois la méme opération sur I'un ou l'autre facteur
puisque chacun de ceux-ci peut étre considéré comme mul-
tiplicande.

57.

Lue division ayant été effectuée on la recommence
en divisant le dividende par le quotient obtenu. Dans
quels cas trouvera-t-on pour guotient et pour reste dans
cette derniére opération le diviseur et le reste de la
premiére division.

Si le reste de la division est nul, I'opération est évidemment
possible.

Soient M le dividende, m le diviseur, </le quotient et r le
reste obtenu.

Nous avons :
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1° Si Ton a r<q, I'opération est possible.

En effet puisque le reste r de la premiére division est plus
petit que le quotient q I'ancien diviseur m doit, dans la
seconde opération, devenir le nouveau quotient.

2° Si I'on ar = (/, le nouveau quotient surpasse I'ancien
d’'une unité.

3° Si I'on a ">q en posant r = sq = F (r' pouvant étre
nul), le nouveau quotient surpasse l'ancien de s unités.

Donc la question n'est possible que dans le cas ou le reste
est plus petit que le quotient obtenu.

58.

line division ayant été effectuée on la recommence
aprés avoir augmenté lediviseur d’une unité, dans quels
cas les deuxopérations donneront-elles le méme quotient.

Dans quel cas peut-on augmenter le diviseur de
i, 2, 5,...., m unités sans que le quotient change.

Lorsqu'on augmente le diviseur d’'une unité le reste
diminue d'une fois le quotient. Donc pour que I'opération
soit possible il faut que le reste égale ou surpasse le quo-
tient obtenu.

Si le reste contient 1, 2, 3,..., m fois le quotient obtenu,
on pourra augmenter le diviseur de 1, 2, 3,...., m unités
sans que le quotient change.

5.

Une division ayant été effectuée on la recommence
aprés avoir diminué le diviseur d’une unité, dans quels
cas les deux opérations donneront-elles le méme
quotient.
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Dans quel cas pourra-t-on diminuer le diviseur de
1, 2, 5,..., m unités sans que le quotient change.

Lorsqu'on diminue le diviseur d'une unité le reste
augmente d’une fois le quotient. Donc pour que I'opération
soit possible il faut que le reste augmenté du quotient soit
plus petit que le diviseur diminué d’une unité.

Si donc, d, g, r désignent respectivement le diviseur, le
quotient et le reste d’'une division il faut que la relation
r- -q<d — 1 soit satisfaite.

Donc si I'on veut savoir de combien d'unités on pourra
diminuer le diviseur sans que le quotient change il suffit de
chercherpour quelle valeurde m, I'inégalité?- + m q<d —m
est satisfaite.

De cette inégalité on déduit mq + m<d-—roum{g + Il

Donc on pourra diminuer le
diviseur d'autant d’unités que I'indique le quotient entier de

sous la condition :

60.

Si un nombre est exactement divisible par 9 pour
trouver le quotient de la division on peut procéder de
la maniére suivante :

Soit le nombre 51246 & diviser par 9. Retranchez
ce nombre d'un nombre qui ayant un zéro pour chiffre
des unités aurait pour les autres chiffres ceux que
fournit la soustraction elle-méme. Ainsi dites : 6 de
10 reste 4; 4 est le chiffre des dizaines du nombre
dont on soustrait ; 4 et | font 5; 5de 14 reste 9; 9 est
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le chiffre des centaines du nombre dont on soustrait ;
2 et 1 font5;5de9 reste 6; 6 est le chiffre des mille ;
| de 6 reste 5; 5 est le chiffre des dizaines de mille;
5 de 5 reste 0. Le quotient cherché est 5694 et I'opéra-
tion s'écrit :

Soit q le quotient. Nous avons :

51246 = 9 q ou 51246 = 10 q—q d’'ou 7= 10 q—51246.
Nous ne connaissons pas 10 g mais nous savons que son
premier chiffre est O; donc le premier chiffre de q est 10—
6=4. Donc 4 est le second chiffre de 10/y; donc 14—
(4+1)=9 est le second chiffre de q et le troisieme de
107; etc.

61.

Si un nombre est exactement divisible par 11 on
peut faire la division d’une maniere analogue a celle
du théoreme précédent.

Soit le nombre 545785 a diviser par 11. Retranchez
du dividende un nombre qui ayant 0 pour chiffre des
unités aurait pour chiffres suivants ceux fournis par la
soustraction elle-méme. On trouve ainsi 51455 pour
quotient et I'opération se dispose comme suit
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Soit g le quotient, nous aurons :

345785 = 11 q ou 345785 = 10 q +q d'ou q== 345785 —
10qg. 0 étant le premier chiffre de 10q, 5 sera le premier
chiffre de g et le second de 10g. Donc 8—5=3 sera le
second chiffre de q et le troisieme de 10 7; etc.

6«.

Si un nombre est exactement divisible par 99 on
peut procéder de la maniére suivante pour obtenir le
guotient.

Soit le nombre 56529 a diviser par 99. Retranchez
le dividende d’'un nombre qui terminé par deux zéros
a pour ses autres chiffres ceux que fournit la soustrac-
tion elle-méme.

Désignons par q le quotient; nous aurons ;: 56529 =99 g
ou : 56529 = 100*7—7; d'ou : 7 = 1007 —56529. Les deux
premiers chiffres de 1007 étant connus, la soustraction fera
connaitre les deux premiers de 7 et par suite le troisiéme
et le quatrieme de 1007; etc.

63.

Lorsque dans une multiplication on oublie de recu-
ler d’un rang les chiffres d’un produit partiel la preuve
par 9 réussira.

En effet dans ce cas on prend le produit partiel 10 fois
trop peu. Donc au lieu de prendre ce produit 10 fois on ne
le prend que Ifois; on I'a donc pris 9 fois de trop peu. Donc
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I'erreur est un multiple de 9 et la preuve par 9 ne la fera
pas ressortir.

64.

Lorsque dans une multiplication on recule les
chiffres d’un produit partiel de deux rangs de trop vers
la gauche les preuves par 9 et par 11 réussiront.

En effet dans ce cas on prend ce produit partiel 100 fois
trop. Donc au lieu de prendre ce produit 1 fois on le prend
100 fois. Donc on l'a pris 99 fois de trop. Donc l'erreur est
un multiple de 99, c'est-a-dire de 9 et de 11 et la preuve
par 9 ou par 11 ne la fera pas ressortir.

65.

Si l'on fait la somme d'un nombre quelconque de
nombres, le reste de la division de cette somme par
un diviseur quelconque d sera le méme que le reste
obtenu en divisant par d la somme des restes corres-
pondants aux différents nombres.

Soient : A, B, C, trois nombres.
Ona

D'ou :
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66.

Si l'on fait la différence de deux nombres, le reste
de la division de cette différence par un diviseur quel-
conque d sera le méme que le reste obtenu en divi-
sant par d la différence des restes correspondants aux
deux nombres.

Soient A > B ces deux nombres.
Ona:A=md +r

Dol :
Ou
Qu

D'ou

Si l'on avaitr < r, I'égalité ci-dessus devrait s'écrire :

67.

Si l'on fait le produit d’'un nombre quelconque de
facteurs, le reste de la division de ce produit par un
diviseur quelconque d sera le méme que le reste obtenu
en divisant par d le produit des restes correspondants
aux différents facteurs.

Soient A, B, C, trois nombres.
Ona: A=m.d+r
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D'ou :

68.

Si deux nombres a et b divisés par un méme troi-
sieme d donnent le méme reste r, la différence a — b
de ces deux nombres est divisible par ce troisiéme
nombre.

En effet : a = dq r,
b = dq" 4-r,
Dou:a—b=dgq—dg,oua—b=m.d

Si deux nombres a et b sont tels que leur diffé-
rence est divisible par le méme nombre d, ces deux
nombres divisés par ce troisieme donneront le méme

reste.

Supposons, s'il est possible, que nous ayons :

a=md+r,

b=md+r,dota—b=md—md+r—r,ou
en divisant par </,

Or, est une expression entiére, par hypotheése;

donc r — r' doit étre divisible par d, ce qui est impossible,
car r et r' sont tous deux plus petits que d.
Donc : r—r'.
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70.

La différence entre deux nombres formés des mémes
chiffres est divisible par 9.

Ce théoreme est évident par le n° 68.

Soient 1000a -|- 100 b-\- 10c + d et 1000 é ¥ 1000 % 10d
Pc ces deux nombres.

On aura :

1000a +100b 4- 10c4-d = m94-{a 4 h 4c=d)

1000b +100a4-10d4-c=m9 = (a¥sh4-c+d)

Donc la différence de ces deux nombres est un multiple
de 9.

71.

Si a un nombre composé d’'un nombre pair de chiffres
on ajoute le méme nombre renversé, la somme est un
nombre divisible par 11.

Soit n ce nombre.
On a: n==m. 11 Y somme des chiffres de rang impair.
—somme des chiffres de rang pair (1).
Mais en renversant le nombre n les chiffres de rang pair
deviennent chiffres de rang impair et réciproquement ; de
sorte que dans le nombre renversé  la somme des chiffres
de rang impair ou de rang pair est égale a la somme des
chiffres de rang pair ou de rang impair de n.
On a donc : n'=mll + somme des chiffres de rang pair
de n.
— somme des chiffres de rang impair de n (2).
Et si I'on ajoute (1) et (2) il vientn 4 n,=zn. 11.
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72.

Soient a et b d ux nombres quelconques.

| u et b divisés par leur différence a — b donnent
des restes égaux.

2" amet bm divisés par a — b donnent des restes
égaux, quel que soit le nombre entier m.

30 am — bm est divisible par a — b quel que soit le
nombre entier w.

10
Posons a—b =d et nous avons identiqguement: a =a—

b--boua=d-{-b d'ou j=d-—= v ce qui prouve le théo-
réme.
90
En effet, par rapport au diviseurd = a — b (n° 67), le
reste de : a x a ou de at est égal au reste de r x r ou de rl;
le reste de: a x a x a ou de as est égal au resteder x r x r
ou de r5; de méme le reste de an est égal au reste de rm.
Le méme raisonnement prouvera que le reste de bm est le
méme que celui de rm.
Or, a et b divisés par d=a—h donnent le méme reste (1°).
Donc am et bm divisés par a—b ou d donnent le méme
reste.
30
Puisque (20) am et bni divisés par a—b donnent le méme
reste leur différence am—~bm est divisible par a—b (n° 68).

7.3

Si 'on divise un nombre entier N par le nombre a,
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le quotient obtenu q par le nombre /> le nouveau
quotient ¢' par le nombre c: prouver que le troisieme
quotient g" représente la partie entiére du quotient de
N para x b x c.

Deux cas peuvent se présenter : ou bien aucune de ces
divisions ne laisse de reste, ou bien quelques-unes ou toutes
donnent des restes.

ler CAS.

Soient: N = aqg, ¢ = bq’, ¢ = cq", multipliant membre
a membre ces trois égalités, il vient

2n'B CAS.

Soient: N =aq4-R (1), g = bg,4- R, (2), ¢ = cq"4- R"(3).
Remplagant dans (2) q' par sa valeur, il vient . q = bcq"
4- b R" 4 R', et substituant & q cette valeur dans (1), il

vient :

Il s'agit de prouver que le numérateur de cette fraction

est toujours plus petit quea x b x c.
La plus grande valeur de R est a — 1, celle de R' est
b — 1 et celle de R" est ¢ — 1. Remplacant ces quantités

par leurs valeurs, il vient :
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74.

Le quotient de deux puissances d’un méme nombre
est une puissance du méme nombre dont I'exposant est
égal a I'excés de I'exposant du dividende sur I'exposant
du diviseur.

Supposons qu'il s'agisse de diviser 5? par 53. D'aprés ce
qui vient d'étre établi, il suffira de diviser 57 successivement
trois fois par 5; ce qui donnera le résultat 57_3 ou 54,

7S.

Pour diviser un nombre entier de n chiffres par 9,
on fait la somme des chiffres du nombre et on divise
cette somme par 9; au quotient obtenu on ajoute :

1° Le premier chiffre & gauche du nombre.

2° La tranche des deux premiers chiffres a gauche.

5° La tranche des trois premiers chiffres a gauche.

iV — 1° La tranche des n — 1 premiers chiffres
a gauche. Cette somme est le quotient cherché.

Soit le nombre: N = 1000 a + 100b 4- 10 ¢ % d.
On a:

divisant par 9, il vient :
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Donc on obtient :

ce qui démontre le théoréme.

76.

On donne le nombre 12545679, par quel facteur
faut-il le multiplier pour que le produit soit formé de
neuf chiflres égaux.

Représentons ce facteur inconnu par wi. Le produit
devant étre composé de 9 chiffres égaux est divisible par 9.
Donc m est divisible par 9, puisque l'autre facteur:

12345679 ne l'est pas. Posons: m = yq, et il vient,
en supposant que le que le produit doive étre formé de neuf
chiflres 5.

Donc wi1=9 x 5. Donc ce facteur doit étre égal au pro-
duit de 9 par le chitire a reproduire.

7

Exposez la marche a suivre pour déterminer le
caractére de divisibilité d'un nombre entier N par le
diviseur d.



On divisera successivement 1, 10, 100, 1000, ....... par d
jusqu'a ce que l'on arrive a un reste déja trouve ou a un reste
nul et I'on aura par exemple :

1 =w. d--|
10 =m.(--r
100 =m. V+r'
4000 =ni. d -r"

Or une unité étant un multiple de d augmenté de 1 unité,
2, 3, 4, ...,9 unités seront des multiples de d augmentés de
2, 3, 4, ...,9 unités simples; de méme une dizaine étant un
multiple de d augmenté de r unités, 2, 3, 4, ...,9 dizaines
seront des multiples de d augmentés de 2, 3, 4, ...,9 fois r
unités.

Donc si I'on concgoit le nombre N décomposé en ses
diverses collections d'unités, chacune de ces- collections
égalera un multiple de d augmenté d'un certain nhombre de
fois: 1, r, r', r", ....Et si I'on fait la somme on aura N égal
a un multiple de d plus un certain nombre de fois : 1, ',
ryr, ..

Si donc cette derniére partie est divisible par d, les deux
parties de N seront divisibles par d, et par suite N sera divi-
sible par d.

78.

Cherchez le caractére de divisibilité d’'un nombre
par 4, 6, 7, 8, 11, 55, 99.

Un nombre est divisible (n° 77)

1° par 4.

I =m. 4+ 1/ Lorsque le chiffre des unités augmenté
10 = m. 4 -|- 2°de 2 fois le chiffre des dizaines forme un
100 = m. 4 4- 0" nombre divisible par 4.
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2° par 6.

Lorsque le chiffre des unités augmenté
de 4 fois la somme de tous les chiffres
forme un nombre divisible par 6.

3° par 7.
Lorsquen le parta-
geant en tranches de
3 chiffres a partir de la
droite, et qu’en multi-
pliant le ler, le 2"t et le
3"e chiffre de chaque
tranche respectivement
par 1, 3 et 2 la somme des tranches des rang impair dimi-
nuée de la somme de tranches de rang pair forme un nom-
bre divisible par 7.

4° par 8.

Lorsque le chiffres des unités, plus 2
fois le chiffre des dizaines, plus 4 fois le
chiffre des centaines forment un nombre
divisible par 8.

5° par 11, 33 ou 99.

Lorsqu’en le partageant en tranches
de 2 chiffres a partir de la droite la
somme des tranches forme un nom-
bre divisible par 11, 33 ou 99.
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T9.

" Un nombre quelconque est divisible par 10« — |
lorsque la somme de la partie des dizaines et de a fois
le chiffre des unités de ce nombre est divisible par
100—1.

2" Un nombre est divisible par 10 a-f- | lorsque la
partie des dizaines moins a fois le chiffre des unités de
ce nombre est divisible par 10a + 1.

5° Un nombre est divisible par 10a+5 lorsque la
partie des dizaines plus 5« = | fois le chiffre des unités
est divisible par 10a-+-5.

4° Un nombre est divisible par 10a—>5 lorsque la
partie des dizaines moins 5a—I fois le chiffre des
unités est divisible par 50— 1.

10

Soit 10 d +w un nombre. Il s'agit de prouver que si : d-\-
uu est divisible par 10 a—1 le nombre lui-méme est divi-
sible par 10 a—1.

d+a u=K (10 a—1) donne: d=K (10 a—l)—a u
d'ot : 10 d- ~u devient: 10 K (10a— 1)— IOaw-+ttou: 10K
(10 a—Ilj—u (10a—1)

D'ou: 10d+u=m. (10 a—1).

Donc le nombre est divisible par 10 a—1.

La méme démonstration est applicable.
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80.
Si n—1 est lin multiple de 5, est un

multiple entier de 9.

Or, par hypothése, M=m. 3% 1 donc » +2=wi. 3 et
comme n—1 =m. 3 le numérateur est un multiple de 9.

Si n est pair n % 2 est divisible par 2.

Si n est impair n—1 est divisible par 2.

Donc enfin : =m. 9 (m étant entier).

Sl.

n désignant un nombre entier quelconque I'expres-
sion : n3—+ 5 n est divisible par 6.

Or le produit de trois nombres consécutifs est divisible
par 6; donc n (n—1) (n=1) est un multiple de 6 et comme
6 n est divisible par 6, les deux parties de I'expression /A3 -
5 n sont divisibles par 6 et par suite cette expression I'est
elle-méme.

8«.

n étant un nombre entier quelconque l'expression :
10" (9 n— D= | est toujours divisible par 9.

En effet : 10" (9 n—1) -f-1 peut s'écrire 9 w x 10” — 10”
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donc
les deux parties de cette expression sont divisibles par 9 et
par suite I'expression elle-méme I'est.

83.

Le nombre (2a) (2&) (2c) a b ¢ est divisible par
25%29x<5=200Il.

peut s'écrire :

'donc I'expression est divi-
sible par 3 x 23 x 29.

84.

Si h est un nombre entier pair n¢r +20), A(w*—20',
n (n’-4-4) et 11 (N'—4) sont quatre expressions divi-
sibles par 8.

Posons n=2m, il vient :

85.

Si N est un nombre entier impair n5— N est divi-
sible par 48.

Or: n (n4-1) (h—1) est divisible par 3 (n0 ab) H*4-1,
n 1-1, n—1 sont divisibles par 2 et de plus (n° 47) I'un des
deux derniers facteurs est divisible par 4, donc le produit



(n 4-1)(/I—1)(n2 + 1) est divisible par 16 et par suite 25—
est divisible par 3x16 = 48.

8B.
Si a est un nombre impair I'expression a'l—5’4- 18
(52— «2) est divisible par 64.

Or, a étant impair est de la forme 2 n-pl.
Donc la derniére expression devient

Les deux parties de I'expression entre crochets sont divi-
sibles par 2; donc cette expression elle-méme I'est et par
suite son carré est divisible par 4. Donc 16 [(n+I) //-2]2
=16xm. 4.

Donc enfin I'expression proposée est divisible par 64.

Ar. B. Il en est de méme de I'expression Ai--9 (9—2 a?).
En effet cette expression peut s'écrire (Ci-— 3-12.

87.

Déterminer ,ret// de maniére que le nombre 1254,17
soit divisible par 8 et par 9.

La somme des chiffres du nombre proposé devant étre un
multiple de 9 on a:

Or, x et n devant étre des nombres d'un seul chiffre, il
faut que I'on ait :

ou



Le nombre proposé devant étre divisible par 8, il faut
que : 400 |-10 .r's/=n1. 8 ou que 2 X- ~y =m. 8.
Or, x et y devant étre des nombres d'un seul chiffre il
faut que l'on ait :
2X--y=S(3)ou2aet+#=16 (4 ou 2=+ #=24 (5).
Combinons (1) successivement avec (3), (4) et (5).
(1) donne: y=8—x, dou (3) & =0.
Donc: x=0ety—=28.

(1) donne: y =8 —x, d'ou (4)==8.
Donc: x=28ety=0.

(1) donne: y=8—x, d'ou (5)= = 16.
Valeur a rejeter.

Maintenant, les valeurs admissibles pour (2) sont évi-
demment, d’apres les conditions de I'’énoncé, soit x = 9 et
y = 8, soitx =8 et y = 9; et pour ces deux valeurs, le
nombre proposé devient: 123498 et 123489.

Donc, dans ce cas, le nombre proposé n'est pas divisible
par 8.

Donc les seules valeurs admissibles sont : - = 0 et# =8,
ouy=0etx=28.

Les nombres cherchés sont donc :

123408 et 123480.

88.

Si l'on range par ordre de grandeur tous les divi-
seurs d’un nombre en commengant par l'unité et finis-
sant par le nombre lui-méme, le produit des diviseurs
a égale distance des extrémes est égal au nombre lui-
méme.

Soient . I<o</><c <. <A<ni<w les diviseurs du
nombre n.
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Les quotients—< N"<4<....<N\<A<" r_ePrésen-
n m k | - I — W
tent également tous les diviseurs de n et seront respective-
ment égaux aux précédents donc on a :

89.

Le produit de tous les diviseurs d’'un nombre A
dont les facteurs premiers sont am, bn, ct, est :

Soient 1, a, b, c,....,h, k,e,A les diviseurs de ce hombre.
Représentant leur produit par P nous aurons ;

Multipliant membre & membre il vient :

ou, en vertu
du théoreme précédent :

C'est-a-dire que P* est égal au produit d’'autant de facteurs
égaux a A que ce nombre a de diviseurs. Or, A a (m + 1)
diviseurs, donc
D'ou
90.
Soit N = aa bfi cy ce nombre peut étre décomposé

de , maniéres différentes en
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un produit de deux facteurs A et B (a, b, c sont les
facteurs premiers de N).

En effet, chaque diviseur de A est accompagné de son
inverse N , donc le nombre des produits A x B est égal a la

moitié des diviseurs de N et ceux-ci sont au nombre de

»1.
Trouver un nombre qui ait m diviseurs.

Soit : m = a* bti cy, (a, b, cétant les facteurs premiers de
In) et soit N le nombre cherché.

On aura : X, Y, z étant des nom-
bres entiers tout-a-fait indéterminés différents de 1).

En effet, le nombre des diviseurs de N est (a* — 1 1)
(b* — 1 4-1) (cy— 14- 1), ou o™ b2 et ou m.

Exemple : Trouver un nombre qui ait 180 diviseurs.
180 = 2i.3L5.

Donc

Ainsi; 28.34.53 = 2592000 admet 180 diviseurs, y compris
I'unité et le nombre lui-méme.

Déterminez le plus petit nombre qui, divisé succes-
sivement par 6, par 48, par 9 et par 12, donne tou-
jours pour reste 4.

Le plus petit nombre exactement divisible par 6, 8, 9
et 12 est évidemment le moindre multiple de ces quatre
nombres ou 72.
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Donc 72 4 4 ou 76 est le nombre qui répond a la question.

93.

Tout nombre qui divise ni 4- n et ni x w, ne divise
pas nécessairement ni et n (ni et n étant supposé deux
nombres entiers).

Ainsi : 4 divise 6 4- 18 et 6 x 18 mais, ne divise
ni 6, ni 18.

En effet, soient: m =paetn =p'a.

Dou:myxn=p'a etm4-n=pa((p4- 1) etsi l'on
suppose p 4- 1 = K.a; on a: ni 4- n == p.K.0s.

Donc p ai divise ni 4- » 8t m X n mais ne divise ni ni
ni n.

94.

Trouver tous les diviseurs communs a deux nombres,
a leur somme et a leur produit.

Soient m et n ces deux nombres, ni 4- u leur somme et
ni X n leur produit.

Tout facteur commun a ni et a n est facteur commun a
ni4-netam x n

Mais si un nombre divise ni 4- n et ni X n ce nombre ne
doit pas nécessairement diviser m et n (n° 93) et par suite
les facteurs communs a ni 4- n et a ni X n ne sont pas
nécessairement facteurs communs a m et a n.

Donc les seuls facteurs communs a ni, an, ani 4- u eta
ni X n sont les facteurs communs a ni et a n.
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95.

" Le P. G.C.1). entre A et B ne peut avoir d'autres
facteurs (pie ceux du P. G. C. D. entre A | B et
A x B.

2° Le P. G. C. 1). entre A+ B et A x B peut étre
plus grand que le P. G. C. D. entre A et B.

1° En effet, tous les facteurs communs a A et a B doivent
diviser la somme A + B et le produit A x B. Donc le P. G.
C. D. entre A et B ne peut contenir d’autres facteurs que les
facteurs communs aA + Beta A x B.

2° Le P. G. G. D. entre A et B contient les facteurs com-
muns & Aet & B.

Le P. G. C. D. entre A | BetA x B contient d'abord
les facteurs communs a A et a B et ensuite (n° 93) les fac-
teurs communs a A -J- B et A x B, qui ne sont pas com-
muns a A et B; donc il peut étre plus grand que le
P. C. C. D. entre A et B.

Exemple : le P. C. G. D. entre 6 et 14 est 2, tandis que
le P. C. C. D. entre 6 -f-14 et 6 x 14 est 4.

96.

Le produit de deux nombres entiers est égal au pro-
duit de leur P. G. C. I). par leur P. P. C. M.

En effet, le P. G. G. D. de deux nombres contient tous
les facteurs communs a ces deux nombres, chacun deux
étant pris avec son plus petit exposant; et le P. P. G. M. de
ces deux nombres contient tous les facteurs communs avec
leur plus grand exposant et de plus tous les facteurs non
communs.
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Donc le produit du P. G. G. D. de deux nombres par leur
P. P. C. M. contient: 1° tous les facteurs non communs a
ces deux nombres; 2°tous leurs facteurs communs avec leur
plus petit exposant; 3° tous les facteurs communs avec leur
grand exposant.

Donc enfin ce produit contient tous les facteurs des deux
nombres et par suite il est égal au produit de ces deux
nombres.

Autrement : Soient A =ci* b3cy et B = u*+ b3 — ces
deux nombres.

Leur produit A x B=a-*+ 3 — cy(1).

Leur P. G. C. D. estuy h3—L

Leur P. P. C. M. est a*4-1 b3 — | cy.

Dans le produit du P. G. C. D. par le produit P. P. C. M.
est «2a4-1 20 —1 ¢y (2).

Donc: A xB==P.G.C.D. x P. P.C. M.

Conséquences : 1° Le P. G. C. ). de deux nombres est
égal au produit de ces deux nombres divisé par leur
P. P.C. M.

2° Le P. P. C. M. de deux nombres est égal au produit de
ces deux nombres divisé par leur P. G. C. D.

Pour trouver le P. G. C. D. de deux nombres
A et B on peut procéder de la maniére suivante :
former les B premiers multiples de A : A, 2 A, 5 A,
m A, B x A et chercherceux qui sont divisibles par B.
Leur nombre est le P. G. C. I). cherché.

Soit n le nombre de termes divisibles par B.
Supposons que ni. A = q B soit le premier de ces mul-
tiples, les autres seront: 2 mAA = 2. B, 3 m. A = 3y.B.
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....... n. niA. =ng. B = B. A car nous avons supposé
que m. A était le moindre multiple de A divisible par B.
Onadonc: nxni A=B.AetnxqB=B. Adou:
ni = o ety = o mais ni et g sont premiers entre eux,
car s'ils avaient un facteur commun, ni.A ne serait pas le

plus petit multiple de A divisible par B. Donc n est le
P. G. C. D. entre A et B.

o8.

Pour trouver le P. G. C. 1). de trois nombres A, B, C
on peut procéder de la maniére suivante : former les C
premiers multiples de A et de P>,

A, 2A, a A, m. A, C. A

B, 2 B, 3 B, ni B, ..., C. B. etchercher com-
bien il arrive de fois que les deux nombres correspon-
dant dans les deux lignes sont divisibles a la fois par C.

Ce nombre de fois est le P. G. C. D. de A, BetC.

Soient mA = (/.G et m.B = </.C les premiers termes qui
dans les deux suites sont en méme temps divisibles par G,
les autres seront :

2. mA = 2. qC, 3 mA = 3. %G, n. niA = n. qC = CA.
2. mB = 2.%G, 3 "B = 2. %C, n. wtB = n. g'C = CB.

Car nous avons supposé que mA et mB étaient les moin-

dres multiples de A et de B divisibles par C,

On a donc Et

D'ou
Mais m, g et g' sont premiers entre eux: car s'il en était
autrement, puisque ni.A =q.C et m.B = r/.C, il existerait
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deux multiples de A et de B moindres que ni.A et m.B qui
seraient a la fois divisibles par C, ce qui est contraire a I'hy-
pothese. Donc nest le P. G. C. D. entre A, B et C.

99.

Pour trouver le P. G. C. 1). entre trois nombres
A, B, C, on divise par le plus petit C les deux autres;
soient R et R' les restes obtenus; ensuite on divise par
le plus petit des trois nombres R, R et C, les deux
autres, etc. Le dernier diviseur qui donne un reste
nul est le P. G. C. D. des trois nombres : A, B, C.

En effet, ona: A=Cq + R
B=GxK+ R
Donc tout diviseur commun a : A, B, C, est diviseur com-
mun a: R, R, C, et réciproquement.

100.

Pour trouver le P. G. C. D. entre le nombre N et
le produit de plusieurs facteurs A x B x C, on peut
opérer comme suit :

Chercher le P. G. C. D. entre N et A; soit D ce
nombre.

Diviser N par D et chercherle P. G. C. D. entre ce
guotient q et B; soit D' ce nombre.

Diviser q par D' et chercher le P. G. C. D. entre le
guotient g' et C; soit D" ce nombre.
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Le P. G.G. D.entre NetAxBx GestD x D'
x Dll.

En effet, il est évident que D x D' x D" est le produit de
tous les facteurs communs aNeta A x B x C. Donc D x D'
X D"estle P. G. G. D.de Netde Ax B x C.

101.

Si I'on forme la suite : 1, 2,5, 5, 8, 15, 21, 54, ...
dont chaque terme est la somme des deux précédents,
et si dans I'opération du P. G. G. D. entre P et Q,
deux restes consécutifs tombent entre deux des mémes
termes de cette suite, il n'y en aura aucun dans l'inter-
valle précédent.

Soit la suite :

12 35, ..., A B A+B, A+2B, 2A + 3B, ....

Soient R, S, T, trois restes consécutifs de la recherche du
P. G. C. D. entre P et Q, je dis que si R et S tombent entre
R et A | B, on n'aura aucun reste entre B et A.

En effet, nous avons: R =mS + T, dou T = R — mS.
Or, si nous remplagons R par A B, nombre plus grand
que R, et S par B, nombre plus petit que S, nous avons
T<A B—mBouT<A—Btm—1), ouaplus forte
raison T < A. Donc le reste suivant ne tombe pas entre
R et A

102.

La recherche du P. G. C. I). de deux nombres exige
un nombre de divisions au plus égal a cing fois le
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nombre des chiffres du plus petit des deux nombres.

Soient A > B deux nombres, B < 10" et B, S, T, les restes
successifs obtenus dans la recherche du P. C. G. D. entre
A et B.

Nous savons (n° 6) que deux termes de la suite ; 1, 10, 10%,
103, 10" —1i, 10", (1) ne peuvent comprendre plus de
cing termes de cette autre suite :

1,23 b ... ABA=-B A+2B,2A+ 3B .. (2
et qu'entre trois termes consécutifs de la suite (2), il n'y a
jamais plus de deux des restes B, S, T. (n° 101). Il peuty
avoir au plus cing termes de la suite (2), dans chacun desn
intervalles de la suite (1), ce qui faut au plus 3 n termes de
1a10"

Entre chacun des S n — 1 intervalles que présentent ces
termes, il y a au plus un reste; donc il y aura au plus
on — 1 restes.

Donc enfin le nombre des restes est plus petit que 5 n.

103.

Le nombre de divisions a effectuer pour trouver le
P. G. C. D. de deux nombres entiers est au plus égal
a I'exposant de la puissance a laquelle il faut élever 2
pour obtenir le plus petit des deux nombres ou le
nombre immédiatement inférieur & ce dernier.

Supposons que n soit le nombre de divisions nécessaires
pour obtenir le P. G. C. D., D entre A et B, nous aurons :

QOu
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Or, on peut toujours supposer le reste plus petit que le
demi-diviseur employé, en prenant le quotient entier par
défaut ou par exces, car le P. G. G. 1). cherché ne sera pas
altéré par la forme négative que prendrait un reste.

Donc : !

Multipliant et simplifiant, il vient: 2n. D<B.
Or, le cas le plus défavorable étant lorsqu'on a: 1) = 1, il
vient : 2n < B.

104.

Si deux nombres a et b sont premiers entre eux le

P. G. G. D. de a +b et de a — b est au plus égal
a2.

Le P. G. G. D. de a | b et de a — b doit diviser leur
somme 2 a et leur différence 2 b. Il ne peut donc étre plus
grand que le P. G. G. I). de 2 a et de 2 b (fui est 2.

105.

Tout nombre qui n'est pas premier admet au moins
un diviseur premier.

En effet, soit A un nombre non premier. Puisque A n'est
pas premier, il admet un diviseur d, plus grand que 1 et
plus petit que A. Si d est premier, le théoréme est démon-

tré. Si d n'est pas premier, d admet un diviseur d'> 1 et
d.
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Si d' est premier, le théoréme est démontré. Car, d'divi-
sant d, divise forcément A.

Si d' n'est pas premier, d' admet un diviseur d" > 1 et
<d.

Si d" est premier, le théoreme est démontré, etc.

Les diviseurs d, d', d",..., tous plus grands que 1, allant
en diminuant, leur nombre est nécessairement limité, et le
dernier d’entre eux est premier.

Donc A admet un diviseur premier.

| oo.

La suite des nombres premiers est illimitée.

Soit P un nombre premier aussi grand qu’on voudra; je
dis qu’il y a un nombre premier P' plus grand que P.

Formons le produit de tous les nombres premiers depuis
2 jusqu'a P et ajoutons 1 a ce produit.

vient:2 x3 x5 x 7 x.,.xP+1=8§

S est évidemment plus grand que P.

Si S est premier, le théoreme est démontré.

Si S n'est pas premier, il admet un diviseur premier P'
(n° 105). Or, ce diviseur P' ne peut étre aucun des facteurs
premiers 2, 3, 5, ...., P; car autrement ce facteur P', divi-
sant Set2 x 3 x 4 x ... x P, devrait diviser 1, ce qui
est impossible.

Donc P' est plus grand que P, ce qu'il fallait démontrer.

107.

Comment peut-on s’'assurer si un nombre entier
proposé N est premier ou non.



11 suffit de le diviser sucessivement par les nombres pre-
miers moindres que lui, jusqu'a ce que l'on arrive a un
quotient inférieur au diviseur. Si aucune de ces divisions
ne réussit, le nombre proposé est premier.

En effet, soit d le plus grand nombre premier essayé, tel
que le quotient 7 soit plus petit que d. Si I'on pouvait faire
exactement la division de N par un nombre plus grand que
d le quotient de cette division serait aussi un diviseur de N
et il serait moindre que d et par suite N aurait un diviseur
premier plus petit que d. Ce qui est contraire a I'hypothése.

Donc N est premier.

108.

On peut trouver une suite de m nombres consécutifs
dont aucun n’est premier.

En effet, quel que soit le nombre entier m, le produit :

1° 1 x2%3%x4x...x(m + 1) + 2, est divisible par 2.
2° 1x2x3x4x...x(m++ 1) + 3, est divisible par 3.
A 1 X2x3x4x...x (m + 1) + 4, est divisible par 4.

ml Ix2x3x<4x...x (m+ 1) + (w+ 1), est divisible

par m + 1.
Donc aucun de ces m nombres n'est premier.

109.

Forme générale d’'un nombre premier avec un divi-
seur donné.

Soit 6 ce diviseur.
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Tout nombre est par rapport a 6 de l'une des formes;
{ni étant entier).

6m,6m | 1, 6ni+2 6ni43 6ni+4 6ni4b5,

6m est divisible par 6.

6m4n2 » par 2.

6 ni 4" 3, » par 3.

6 m4-4, » par 2.

Donc les formes 6 ni | 1 et 6 m + 5 ne donneront que des
nombres premiers avec 6.

1flO.

Deux nombres consécutifs sont premiers entre eux.

Soient n et n ¥ 1 ces deux nombres.

Si net +1 avaient un facteur commun, ce diviseur
devrait diviser leur différence qui est 1.

Donc il et » + 1 sont premiers entre eux.

«11.

B et /«B 4- | (m et B étant deux nombres entiers)
sont premiers entre eux.

En effet, tout nombre qui divise B divise ni B et par suite,
si un nombre n divisait B et m B 4" 1 il devrait diviser 1,

ce qui est impossible.
Donc B et ni B+ 1 sont deux nombres premiers entre

eux.

112.

Tout nombre impair et la moitié du nombre pair sui-
vant sont deux nombres premiers entre eux.



Soient 2/ 4-1 et 2n f-2 ces deux nombres. I! s'agit de
prouver que 2 n4-1 et n |- | sont deux nombres premiers
entre eux.

2h 1 peut sécrire: n + (n + 1).

Si il + 1et2il 4- 1 avaient un facteur premier commun
ce facteur divisant la somme 2 n + 1 et I'une de ses parties
n 4~ 1 devrait diviser l'autre partie n de cette somme. Or,
il etil 4-1 sont premiers entre eux; donc aussi n 4 1 et
2 n + 1 sont premiers entre eux.

113.

Les trois nombres n, n 4- et 2n | | sont pre-
miers entre eux deux a deux.

En effet, net n 1 sont premiers entre eux (n° 110).

il 4~186t2n+ 1 sontaussi premiers entre eux (n0112).

Enfin, n et 2 n + | sont aussi deux nombres premiers
entre eux (n° 111).

Donc les trois nombres n, »4-1, 2 n f- 1 sont premiers
entre eux deux a deux.

I 14.

Si a et b désignent deux nombres premiers entre
eux a 4- b et a b seront aussi premiers entre eux.

Si« | betab nesont pas premiers entre eux, soit a. un
de leurs facteurs premiers communs.

a. étant premier et divisant a b doit diviser a ou b. Admet-
tons qu'il divise b. a divisant b et a 4- b doit diviser a. Donc
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a et b auraient un facteur commun ce qui est contraire a
I'hypothese.

I 15.

Si a et b désignent deux nombres premiers entre
eux a + b et a2 — ab 4- b2 ne peuvent avoir d’autre

facteur premier commun que 5.

a2—a b % b2 peut s'écrire: a2+ 2ab+hbh2—3abou
(@+b2—3ahb Or (n0 114) a 4- b et a b sont premiers
entre eux. Donc le facteur 3 est le seul qui puisse étre
commun a(a +hb)2eta3ab Donca2l—abh4 bleta+ b
n'ont d'autre diviseur commun que 3.

| te.

Si un nombre n'est pas divisible par 5, son doublel
4 | ou son double — | est divisible par 5.

Tout nombre non divisible par 3 est de la forme 3n 4 1.
Le double de ce nombre est 6 n 4 2; et ce nombre
augmenté de 1 ou diminué de 1 suivant qu'il est de la forme
6n42oub»—2estévidemment un multiple de 3.

1 17.

Si n est un nombre premier avec 5, 4 ril — | est
divisible par 5.

En effet, n étant premier avec 3, estde la forme 3 m 4 1
et par suite :
2 w est de la forme 6 ni 4 2; donc 4 n2— 1 devient .
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118.

Tout nombre qui précede ou celui qui suit un
nombre premier absolu plus grand que 5 est divisible
par 6.

Soit il un nombre premier plus grand que 3; n est impair.

Le nombre qui précéde nest n — i, celui qui suit n est
n | 1. 0Or,n—1etn 4-1sont pairs et par suite divisibles
par 2.

e plusn— 1, n, n | 1 étant trois nombres consécutifs
I'un d'eux, est divisible par 3. Or, ce ne peut étre n qui est
premier ; ce doit donc étre n — 1 ou n + 1,

n— 1etn+ 1 étant tous deux divisibles par 2, et I'un
d'eux étant divisible par 3, n— 1 ou n % 1 doit étre divi-
sible par 6.

119.

Tout nombre premier absolu plus grand que 3 est de
la forme 6 ni £ 1.

En effet, (n° 118) tout nombre qui précéde ou qui suit un
nombre premier absolu plus grand que 3, est de la forme
6 m. Donc tout nombre premier plus grand que 3, est de la
forme 6 m £1.

120

Quel que soit le nombre entier n, I'expression
n (2 n2 4- 1) est toujours divisible par 5.
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Si n est divisible par 3, le théoréme est évident. Si n nest
pas divisible par 3, n est de la forme 3 P jL1 et ni =9 P2
£6P 1=m.3 | letparsuite2n2=m. 3+ 2etenfin
2n=1=m. 3.

Donc le produit n (2 n24 1) est toujours divisible par 3.

i«<l.

Si I'on multiplie deux nombres consécutifs, leur
produit est pair. En prenant la moitié de ce produit,
on aura un nombre qui, divisé par 5, ne pourra jamais
donner 2 pour reste. Ou : le produit de deux nombres
consécutifs divisé par 6 ne peut jamais donner 4 pour
reste.

Soient n et n + 1 ces deux nombres consécutifs. L'un
d'eux étant pair leur produit n (n + 1) est divisible par 2.

Supposons n pair et égal a: 2 m. Nous aurons donc : n
(n+1) = 2ni (2 m+ 1) eten divisant ce produit par 2 .
m (2 m + 1). Il sagit donc de prouver que m (2 ni 4~ 1)
divisé par 3, ne peut jamais donner 2 pour reste.

m est par rapport a 3, de I'une des formes: 3 p, 3p + |
ou 3p | 2 et parsuite 2m + 1 est de I'une des formes cor-
respondantes: 6 p+ 1, 6 p+3 ou 6 p + 2

Donc enfin le produit m (2 m + 1) est de I'une des deux
formes: 3p 6p+Lou@Bp+2) 6p+2 =2Kp+ |
et par suite, m (2 m + 1) divisé par 3, ne peut donner pour
reste que 0 ou 1, mais jamais 2.

On traiterait de la méme maniere le cas de n impair.
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i2.

Un nombre est de la forme > 4- n 4- | (» étant
entier) démontrer

1° Que ce nombre est impair.

2° Que, divisé par 5, il donne pour reste 1 ou 0.

5° Que le chiffre des unités ne peut étre que |, 5
ou 7.

10

72 | n |1 est impair.

Si n est pair : ni = n4-1 est impair.

Sizzest impair: nestde la forme2p4-1etn2+n% 1,
devient 4/24~4p - 1 |-2p |-4 Y4 oum. 2+ 1; donc
»2 4% 17 | 1 estimpair.

0o

22 -|- n + 1 divisé par 3, donne pour reste 1 ou 0.

Si 1z est divisible par 3, il est évident que i 4~ n 4- 4,
divisé par 3, donne 1 pour reste.

Si z n'est pas divisible par 3, il est de la forme 3 n + |
et 2 Y%n [~ldevient 9m 6z 4- 1 + 3px14 1
c'est-a-dire de la forme 22z 3 4~ 2 = 4, et en divisant ce
résultat par 3, il zeste 0 ou 1.

30

2 4- 1 4- 1 est toujours terminé par 1, 3, ou 7.

Si z est terminé par O, 12 4- 1 4~ | est évidemment ter-
miné par 1.

Si z est terminé par | ou 9, 2 est terminé par ! ; donc
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n2 --n+ 1 est terminé par | -j- 1 4- 1, c'est-a-dire par6,
ou par 1 - 9 4-1, c'est-a-dire par 1

Si n est terminé par 2 ou 8, n2 est terminé par 4; donc
n2 4- n 4- 1 est terminé par 4 4-24-1, c'est-a-dire par 7,
ou par 4 8 4-1, c'est-a-dire par 3.

Si n est terminé par 3 ou 7, n2 est terminé par 9; donc
n2 4- zt 4- 1 est terminé par9 |-3 4- 1, c'est-a-dire par 3,
ou par 94 7 4-1, c'est-a-dire par 7.

Si n est terminé par4 ou 6, n2 est terminé par 6; donc
n2 4- n 4- 1 est terminépar 6 4- 4 4- 1, c’est-a-dire par 1,
ou par 6-)-64-1, c'est-a-dire par 3.

Si n est terminé par 5, n2 est terminé par 5; donc n2 4- w
4- 1 est terminé par 5 4-51 1, c'est-a-dire par 1.

Donc enfin n2 4- w + 1 est toujours terminé par un des
chiffres 1, 3, 7.

123

n désignant un nombre entier quelconque, le pro-
duit n (n 4- 1) (2w + 1) est divisible par 6.

D'abord n (n 4- 1) est divisible par 2; car le produit de
deux nombres consécutifs est pair.

Si n est divisible par 3, le théoreme est démontré.

Si n n'est pas divisible par 3, n est par rapport a 3 de
I'une des formes 3zn 4- 1 ou 3m — 1.

Sin est de la forme 3m — 1, n 4- 1 sera divisible par 3.

Si n est de la forme 3m 4- 1, 2z 4- 1 sera de la forme
6% |- 2 4-1 = m.3, et par suite divisible par 3.

Donc enfin ce produit est divisible par 2 et par 3, et par
suite par 6.

124.

Le produit de tous les nombres entiers consécutifs
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depuis | jusqua P — | n’est jamais divisible par P, si
P est un nombre premier et I'est toujours si P n’est pas
un nombre premier.

Si P est un nombre premier, il sera premier avec tous
les nombres 1, 2, 3, P — 1, et par suite avec leur pro-
duit; donc il ne peut le diviser.

Si P = an, a étant un nombre premier, on aura :
P —1 =an—1; donc P—1 est plus petit que an—an—I,
ou que an—I! («— 1) et ari~! (a — 1) surpasse an—I.

Par conséquent, dans la suite des nombres 1, 2, 3,
P —1, on trouvera a, a2, a3, ...., an—I.

Donc le produit1 x 2 x 3 X ... X (P — l)contiendra le
facteur a élevé a une puissance au moins égale a : 1-4 24-
3 4- .... 4~ (h — 1), nombre toujours supérieur a n. Donc le
produit est divisible par anet par suite par P.

Si P = anbmcr; d'aprés le méme raisonnement, le pro-
duit 1 x 2 x 3 x .... x (P—1) sera divisible par an, par
%m et par cr, et puisque «n, bm, cr sont premiers entre
eux deux a deux, ce produit est divisible par am x bn x cr
ou par P.

Sin=2;P=aetP—1- a=-1=(@a+ 1) (a—1).

Dans ce cas, P — ! est plus grand que a (a — 1); on
trouvera donc parmi les facteurs du produit: a, 33, ....;
la— 1) a; donc le produit sera divisible par aa~~1, et par
conséquent par a2 = P, si a est plus grand que 2.

Sia=2; P =22; alors le théoréme est en défaut, car
1 X 2 x 3 n'est pas divisible par 4.

125.

a et b étant deux nombres premiers, il y a (fl — 1)
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(6 — 1) nombres premiers avec ab et, plus petits
que ab.

Les ab — 1, nombres inférieurs & «/>, peuvent se partager
en trois groupes.
1° Ceux qui sont divisibles par a.

a, 23, 30, ... ,(b—a etilyena:b— 1
2° Ceux qui sont divisibles par b.
b, 2b, 3e, ..... ,(@—1) b, etilyena:a—1

3° Ceux qui ne sont divisibles ni par a ni par b, leur
nombre est :

ah—1l—@—1)—b—1.ouab—1—a IL—b
+ 1, ouab—b—a+ 1 oub(@a—1)—(@a—1), cest
a-dire: (@a— 1) (b —1).

126.

Soit N = «e bti, (a et b étant les facteurs premiers
de N), démontrer que : N (I — ’) O — exprime le
nombre de nombres premiers avec N et plus petits
«pie N.

Il est évident que si de la série 1, 2, 3, .... , N. (1) nous
enlevons tous les nombres divisibles par a, il ne restera que
des nombres premiers avec a. Si de ceux-ci nous enlevons
tous les nombres divisibles par b, il ne restera que des nom-
bres premiers avec a et b et par suite avec a x b ou N.

Les nombres compris entre 1 et N, divisibles par a sont :

a,2a 3a ..., % x a et leur nombre est2|—<(’;l— représen-
tant la partie entiere du quotient de N par a). En suppri-

N - . N
mant ces—- nombres dans la série (4), il restera N — =
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nombres premiers avec a compris entre 1 et N.

[l faut 6ter de ceux-ci tous les nombres divisibles part,
compris entre 1 et N. D’aprés le raisonnement ci-dessus il y

en aﬁ. Mais il faut en déduire de N les multiplesde con-
tenus dans les nombres : a, 2 fl, 3 fl, , % x fl, déf'é en-

levés et ces multiples sont évidemment au nombre de

Donc il y a™-----—- multiples de eaenleverde
j b ab !
ce qui donne

nombres premiers avec a et b et compris entre !
et N.

127

Si a, b, ¢, d sont quatres nombres premiers avec un
cinquitme P et sia X b — ¢ x d et a — ¢ sont divi-
sibles par P, b — d sera aussi divisible par P.

ab — cd peut s'écrire ;

ab—ad f-ad —cd,oua{h—d d(@—c).

Or, P divisant ab—cd, oua (h —d) -J- cAla —c)eta—c
doit divisera x (b — d). Or il est premier avec fl, donc il
doit diviser b — d.

12N

On ne peut élever une fraction au carré, au cube,...

a la n'"¢ puissance sans changer la valeur de cette frac-
tion.
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En effet, en élevant une fraction au carré, au cube,
a la nme puissance, on multiplie ses deux termes par
des nombres différents ; donc cette fraction change de
valeur.

t«9.

On ne peut extraire la racine carrée, cubique,
des deux termes d’une fraction sans changer la valeur
de la fraction.

En effet, en élevant la racine trouvée au carré, au cube,
..... , on devrait reproduire la fraction équivalente primitive,
ce qui est impossible (n° 128).

130.

Une fraction ne change pas de valeur quand on
reproduit les nombres qui la forment, en ayant soin au
préalable d’amener par des zéros le méme nombre de
chiffres a ses deux termes.

Ainsi : est égal &

En effet :

131

Lorsqu’on ajoute un méme nombre aux deux termes
d’une fraction, le résultat sera compris entre l'unité et
la fraction elle-méme, en sorte que la fraction augmen-



tera si elle est plus petite que limité et diminuera si
elle est plus grande que l'unité.

Soit.  cette fraction, ajoutant ¢ a ces deux termes, |l

vient :
ler cas: a < b.

Alors

Ces deux différences ont le méme numérateur. Donc, la
seconde, qui a le plus grand dénominateur, est la plus

petite ; donc est plus pres de 1 que
2lgcas: a > b
Alors .

I'on voit comme précédemment que y-est plus pres de !
que
132

Si I'on soustrait un méme nombre des deux termes
d’une fraction, le résultat sera compris entre 'unité et
la fraction elle-méme, en sorte que la fraction augmen-
tera si elle est plus grande que ! et diminuera si elle
est plus petite que 1.

La démonstration est analogue a celle du théoréeme pré-
cédent.

| »3.

Comparer deux fractions équivalentes non irréduc-
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tibles apres avoir augmenté leurs deux termes d’un

méme nombre.

Soient b et bn ces deux fractions, et p le nombre

donné.
Ajoutant p a leurs deux termes et réduisant au méme
dénominateur, il vient :

Les deux numérateurs ayant la partie abmn + p? com-
mune, il reste a comparer les parties non communes.

La premiere relation peut s'écrire :

Et

Donc, lorsque la fraction proposée -- est plus petite que

l'unité, la fraction résultante (1) sera plus grande que la
fraction résultante (2) ; si nest plus grand que m et lorsque

la fraction y-8st plus grande que l'unité, la fraction (1)

sera plus grande que la fraction (2), si m est plus grand
que n.

La deuxieme relation conduira a des conclusions absolu-
ment contraires.



— 85
131.

Comparer deux fractions non irréductibles mais
équivalentes, apres avoir diminué leurs deux termes .
d’un méme nombre.

La marche a suivre est analogue a celle du théoréme pré-
cédent.

135.

Etant données plusieurs fractions, trouver d’autres
fractions respectivement égales aux premiéres et telles
que le dénominateur de chacune d’elles soit égal au
numérateur de la suivante.

Soient : trois fractions données, et soient ;

les trois fractions qui répondent a la question

On aura:

et multipliant ternie a terme :

Uolcxb b'h" =gxaaa"etparsuitec=ax axa"
etg=n"hxb xb"

En remplagant g par sa valeur dans (3) on trouve /'=b
b' a" et par suited = b a' a".



— 86
Donc enfin les trois fractions demandées sont :

130.

La somme des numérateurs de plusieurs fractions
divisée par celle de leurs dénominateurs est comprise
entre la plus grande et la plus petite de ces fractions.

Soient : ces fractions.

Nous avons :

et faisant la somme :

Ou :

et faisant la somme :
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Ou:

137.

Si  est une fraction irréductible, | %  sera une
expression irréductible.

En effet, si b + a et b avaient un facteur commun a, ce
facteur divisant b + a et b devrait diviser a; donc a et b
auraient un facteur commun, ce qui est contraire a I’hypo-
thése.

138.

Si | est une fraction irréductible m +  sera irré-
ductible (m est un nombre entier).

En effet, si ni b = a et b avaient un facteur commun A,
ce facteur divisant mb =+ a et b devrait diviser a; donc a et b
auraient un facteur commun, ce qui est contraire a I'hypo-
these.

139.

Si J est une fraction irréductible J % est aussi
irréductible.

peut s'écrire
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Si la fract'ion-a--(-lf-+—/\) n'est pas irréductible, il faut que

aethoua -f- b et baient un facteur premier commun.

Or a et b étant par hypothése premiers entre eux n'ont
pas de facteurs communs, a + b et b ne peuvent non plus
en avoir; car tout facteur qui diviserait b et a % b devrait
diviser leur différence a ; donc a et b auraient un facteur
commun, ce qui est contraire a I'hypothése.

Donc enfin est une expression irréductible.

140.

Si a, b, ¢, sont trois nombres premiers entre eux
deux a deux est une expression irréduc-
tible.

Cette expression peut s'écrire:

Supposons qu'un facteur premier m soit commun au
numérateur et au facteur b du dénominateur. Le facteur m
divisant le numérateur et les deux parties bc et ab de ce
numeérateur, doit diviser la troisieme partie a X ¢ et par
suite il doit diviser a ou ¢, ce qui est contraire & I'hypothése.

Donc I'expression proposée est irréductible.

141

Dans quel cas le quotient de deux fractions irréduc-
tibles, est-il un nombre entier.

Soient T et T deux fractions irréductibles. Il faut que



Pon ait % : % =q. Bu: §‘->-<-‘-i= q (g étant‘un nombre
entier).
Il faut donc que a x d soit exactement divisible par/? x c.

Or ¢ étant premier avec d et devant diviser a x d doit
diviser a.

Donc:a=m x c.

De méme /?, devant diviser o x d et étant premier avec a,
doit diviser d.

Donc:d=n x b

Donc le numérateur de la fraction dividende doit étre un
multiple entier du numérateur de la fraction diviseur, et le
déenominateur de la fraction diviseur doit étre un multiple
entier du dénominateur de la fraction dividende.

142.

Etant données plusieurs fractions irréductibles,
trouver la plus petite fraction irréductible qui, divisée

par chacune des fractions proposées, donne des quo-
tients entiers.

Soient trois fractions irréductibles don-
nées et -%o la fraction irréductible cherchée.

q
Nous devons avoir :

D'ou (n° 141) :
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Donc a', b, ¢', doivent étre divisibles par q' et a, b, ¢, doi-
vent diviser g.

Or, par hypothése, q doit étre le plus petit possible et ¢'
le plus grand possible.

Donc q doit étre le moindre multiple des nombres a, b, c,
et g' doit étre le plus grand commun diviseur des nombres
a, b, c.

Je dis que la fractionest irréductible. Car si le

P. G. C. D.dea', b, c, etleP. P. C. M. de a, b, ¢, avaient
un facteur commun, ce facteur devant se trouver dans tous
les dénominateurs et au moins dans l'un des numérateurs
d'une des fractions proposées, cette fraction ne serait plus
irréductible, ce qui est contraire a I’hypothese.

Donc enfin — est la fraction qui répond a la question.

Ar. B. Si les dénominateurs des fractions proposées
étaient des nombres premiers entre eux, leur P. G. C. D.

serait I'unité et dans ce cas la fraction -[]r se réduirait au

nombre entier g, c'est-a-dire au P. P. C. M. des numéra-
teurs.

143.

Trouver la plus grande fraction irréductible, plus
petite que l'unité, qui divise un nombre entier.

Soient n ce nombre entier et - la fraction cherchée.
Nous devons avoir :

1° a plus petit que b.

2° a le plus grand possible.
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4° n: %— ou ﬂ_%(__b__: un nombre entier.

Or, a étant premier avec b pour que msoit un nom-

bre entier, il faut que a divise n et comme a doit étre plus
grand possible, il faut que a = n.
le plus a devant étre plus petit que b et y devant étre le

plus prés possible de l'unité il fautqueb==a -1 =n+ 1

La fraction cherchée est donch:.

144.

Deux fractions irréductibles ne peuvent avoir pour
somme ou pour différence un nombre entier que si
elles ont le méme dénominateur.

Soient <= et -~ ces deux fractions et supposons que

l'on puisse avoir = + —“ = i, (nombre entier).

Dou:adxbc=bdaqg.

b divise b cetbh d q donc il divise a d et par suite d.
d divise a d et b d g donc il divise b ¢ et par suite b.
Donc h = d.

145.

La somme de trois fractions irréductibles ne peut
étre un nombre entier si 'un des trois dénominateurs
contient un facteur premier qui ne divise aucun des
deux autres.
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Soient -~, —, ces trois fractions et supposons que
I'on ait = b'_‘_E =9 (nombre entier).
On en 'déﬁuié—t?:?—'rbé’ -t =g
ab c

Posons ——
ab'

irréductible équivalente a :

— —jL représentant la fraction
d \d r

Nous avons donc : a/e + TN = <17-
; N

Et par suite (n° 144) d' = ¢'.

Or, a' b' est un multiple de d'; donc c' divise a' b’ ce qui
ne peut avoir lieu que pour autant que tous les facteurs pre-
miers de ¢’ entrent dans a' ou b".

146

Si 'on range par ordre de grandeur toutes les frac-
tions irréductibles moindres que l'unité dont le déno-
minateur est inférieur a un nombre entier n, les frac-
tions a égale distance des extrémes auront le méme
dénominateur et leur somme sera l'unité.

Soient
Les fractions complémentaires

seront toutes différentes en méme nombre que les premiéres
et irréductibles (n° 137).

De plus leurs dénominateurs étant tous plus petits que h,
ces fractions doivent étre égales aux premiéres, prises en
ordre inverse.
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Donc :
et par suite:
Be méme
et d'aprés
141.
Prouver que
est égal a guel que soit le

nombre entier n.

On a:

Ajoutant membre a membre et réduisant, il vient :



94

14N.

Soit la suite des fractions.
prou-1
ver que cette somme est plus petite que I'unité et en

différe de | , , (n étant un nombre entier).

On a:

Ajoutant membre a membre et réduisant, il vient

1409.

Soient les fractions : , I, ...., prouver qu'on

peut en prendre un assez grand nombre pour que leur
somme surpasse un nombre quelconque n.

On peut grouper les fractions comme suit :
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La forme générale de ces fractions est donc :

Or cette derniére expression est évidemment plus grande

que:

Donc, chaque groupe est plus grand que

Donc n étant un nombre quelconque, en prenant  grou-
pes, on sera sOr davoir une somme plus grande que

2i x y ou quel/.

150.

Addition et soustraction des fractions décimales
périodiques simples et périodiques mixtes ayant le
méme nombre de chiffres non périodigues.

1° Soit a ajouter :

0,123123123 et 0,121212.

On cherche le moindre multiple du nombre des chiffres
des périodes. La premiere fraction a une période de 3 chiffres
la seconde de 2. Le moindre multiple de 2 et de 3 étant 6,
on aura a ajouter :

ce qui donne
pour somme.
2° Soit a ajouter :

On trouvera comme ci-dessus que I'on a a ajouter :
ce qui donne

pour somme.
A’ P. on agirait de méme pour la soustraction.
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151.

Addition et soustraction des fractions décimales
périodiques n'ayant pas le méme nombre de chiffres
non périodiques.

Soit a ajouter :

0. 23456456 et 0,24545.

Multiplions ces deux fractions par 100. 1l vient: 23, 456
456 et 24, 5454 appliquant la marche ci-dessus (n° 150), il
vient: 23,456456 |- 24,545454 = 48,001911 et divisant
par 100. Il vient: 0,48001911 pour somme cherchée.

N. B. On agirait de méme pour la soustraction.

152.

On ajoute 2, 5, .., n fractions décimales périodi-
gues simples moindres que I'unité entre quelles limites
la somme est-elle comprise et quelle est cette somme.

Considérons 2 fractions.
Leur somme est plus petite que 2, car chacune d’elles est
plus petite que 1, mais leur somme peut étre 1.

Exemple :

Prenons 3 fractions.
Leur somme est plus petite que 3, car chacune d elles est
plus petite que 1, mais elle peut étre égale a 2.

Exemple :

Si I'on a n fractions.
Leur somme est plus petite que %, mais peut étre égale a
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n — 1| et cela arrive lorsque les fractions ayant le méme
nombre de chiffres a la période, la somme des n périodes
vaut n — | fois le dénominateur commun, qui n'est com-
posé que du chiffre 9, ce chiffre écrit n fois consécutives.
Enfin si la somme n'est pas un nombre entier elle ne peut
étre qu’une fraction décimale périodique simple, car le
dénominateur ne peut se composer que d’une suite de 9.

15>.

On ajoute 2, 5, n fractions décimales périodi-
gues mixtes moindres que I'unité entre quelles limites
cette somme est-elle comprise et quelle est cette
somme.

Considérons 2 fractions.

Leur somme est plus petite que 2, car chacune d’elles est
plus petite que 1 ; mais leur somme peut étre 1.

Exemple : 0,677 -- 0,322 .... = 0,99 .... = 1

Prenons 3 fractions.

Leur somme est plus petite que 3, car chacune delles est
plus petite que 1, mais leur somme peut étre 2.

Exemple : 0,811 4- 0,922 + 0,266 = 1,999 ... = 2.

Prenons n fractions.

Leur somme est plus petite que h, mais elle peut étre
égale a » — 1.

Enfin si la somme n'est pas un nombre entier; elle peut
étre une fraction décimale exacte, périodique simple ou
périodique mixte.
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154.

On soustrait I'une (le l'autre deux fractions décimales
périodiques simples moindres que I'unité, quel est le
résultat obtenu ?

La différence a pour dénominateur un nombre formé
d'une suite de 9 et le numérateur est nécessairement plus
petit que le dénominateur; par suite, le résultat est une
fraction décimale périodique simple, moindre que I'unité.

155.

Quel est le reste que l'on obtient en soustrayant
l'une de lautre deux fractions décimales périodiques
mixtes plus petites que l'unité.

Le reste ne peut jamais étre un nombre entier, car cha-
cune des deux fractions est plus petite que l'unité, mais le
reste peut étre une fraction décimale exacte.

Exemple : 0,8333— 0,1333 = 0,7.

Ou une fraction décimale périodique simple.

Exemple : 0,81111 — 0,03333 = 0,777.

Ou une fraction périodique mixte.

Exemple : 0,42333 — 0,1777 = 0.24555.

156.

Le produit de 2, 5, ...., w fractions décimales
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périodiques simples moindres que I'unité est une frac-
tion décimale périodique simple moindre que l'unité.

La génératrice d'une fraction décimale périodique simple
est une fraction ordinaire dont le dénominateur est premier
avec 2 et 5.

Le produit des génératrices est donc une fraction moindre
que l'unité dont le dénominateur est un nombre premier
avec 2 et 0 et, parconséquent, celle-ci, réduite en décimales,
donnera naissance a une fraction décimale périodique
simple.

157.

Déterminer le produit que I'on obtient en multi-
pliant I'une par l'autre deux fractions décimales pério-
diques mixtes plus petites que l'unité.

Le produit ne peut étre un nombre entier parce que cha-
cune des deux fractions est plus petite que I'unité.
Le produit peut étre une fraction décimale exacte.

Exemple :
Ou une fraction décimale périodique simple.
Exemple :
Ou une fraction décimale périodique mixte.

Exemple :

158.

Déterminer le quotient de deux fractions déci-
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males périodiques simples moindres que l'unité. é. *te.

Soit a diviser :

1° Deux fractions décimales périodiques ayant le niérr e I>¢ n,e
nombre de chiffres a la période,

0, abc .... feabc .... k par 0, a'b'c ... ka'b'c ... K.

Ce qui revient a diviser :

Le quotient est :

Si donc abc... k est exactement diaisible par « b'c'... A’
le quotient est un nombre entier.

Si, aprés simplification, le dénominateur ne contient ni 2
ni 5, le quotient est une fraction décimale périodique
simple.

Si apres simplification le dénominateur ne contient que
des 2 et des o, le quotient est une fraction décimale exacte.

Si, aprés simplification, le dénominateur contient des 2,
des 5 et d'autres facteurs, le quotient est une fraction déci-
male périodique mixte.

2° Deux fractions décimates périodiques simples n'ayant
pas le méme nombre de chiffres a la période,

0,abc ... k" abc ... k par 0,a'b'c’ ... k'l'a'b'c’ ... K'I'.
Le quotient est :

Un raisonnement analogue a celui ci-dessus conduira aux
mémes conclusions.

159

Déterminez le quotient de la division de deux lia -
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tions décimales périodiques mixtes moindres que
l'unité.

Le quotient peut étre un nombre entier.

Exemple :

Ou une fraction décimale exacte.

Exemple : (

Ou une fraction décimale périodique simple.

Exemple :

Ou une fraction décimale périodique mixte.

Exemple :

KMp»,

Soit la fraction périodique mixte : o, abpqr par.

Prouver que les deux résultats : et :

sont identiques.

En effet peut s'écrire

TV. B. Ul suffit de remarquer que les deux derniers chiffres
a droite des deux parties du numeérateur de la seconde frac-
tion sont les mémes, et que par suite les deux termes de la
fraction sont divisibles par 100.
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Si b est un nombre entier premier avec 2, 5 et 3,
prouver la fraction irréductible y donne naissance a

une fraction décimale périodique simple dont la
période est divisible par 9.

On a: d'ou :
ax999 ...9=bx mnp...s.

Or b est premier avec 9 et avec a, donc mnp ...s est un
multiple de 9.

162.

La génératrice d'une fraction décimale périodique
dont la période est 9, s'obtient en ajoutant 1 au chiffre
précédent la période.

En effet :

Exemples :
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tB3.

Pour déterminer le nombre des chiffres périodiques
gue I'on obtient en convertissant une fraction ordinaire
irréductible en fraction décimale, il suffit de diviser
une suite de chiffres 9 par le produit des facteurs,
autres que 2 et o qui se trouvent dans le dénominateur
de la fraction. Le nombre de chiffres 9 employés pour
arriver a un quotient exact indiquera le nombre des
chiffres de la période.

Supposons que la fraction irréductible donne nais-

sance a une fraction décimale périodique simple, dont la
période est : mnp ...s.

b 999

fres au numérateur qu'il y a de chiffres 9 au dénominateur.

Or, d'apres un théoréme connu, on a :

mnp ...s=p x aet999 ... 9 =p x h

Donc, 999 ... 9, est exactement divisible par &, et comme
il doit y avoir au numérateur autant de chiffres qu'il y a
de 9 au dénominateur, le nombre de 9 employés pour
arriver a un reste nul, indiquera le nhombre des chiffres de
la période.

Nous aurons: = g et il y aura autant de chif-
]

Si —k’J‘-donnait naissance a une fraction décimale Pério—

dique mixte : o, abc pgrs pqrs, celle-ci pouvant s'écrire :
+ 0, pgrs pgrs, le méme raisonnement s’y applique-

rait.
Conséquences :
1° Un nombre premier autre que 2 et 5 divise exacte-
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ment un nombre formé d’'une certaine suite de chiffres 9.
2° Le nombre des chiffres de la période est indépendant
du numérateur de la fraction génératrice.

Par exemple : —(a étant un nombre entier quelconque

autre que 7 ou un multiple de 7) donnera naissance a une
fraction qui aura 6.chiffres dans la période;

3° Deux fractions irréductibles, de méme dénominateur,
réduites en décimales, auront le méme nombre déchiffrés
périodiques.

(Voir n® 164 pour la démonstration directe.)

164.

Si deux fractions irréductibles ont le méme déno-
minateur et qu’on les réduise en décimales, les pé-
riodes auront le méme nombre de chiffres.

Soit une fraction (b étant premier avec 10), qui donne
naissance a une période de n chiffres, nous aurons ;

! — \P= : o 8 — (5\P=/\ ! A A

\Y% mMV=T, et par suite Ti ToN=" ' (a étant pre
mier avec b}.

Donc la période de aura au plus n chiffres.

Je dis qu’elle ne peut en avoir moins.
En effet, dans cette hypothése, on aurait (m étant plus

petitquen): A~==-" —et par suite : -»» = ——— donc
y n'aurait que m chiffres dans la période, ce qui est con-

traire a I'hypothese.
Donc enfin les deux fractions ont le méme nombre de
chiffres dans la période.



— 103 —

Si I) n'était pas premier avec 10, on aurait Br:TX'j’d

contenant les facteurs 2 et o et ¢ les facteurs premiers
avec 10

Soit 10' la plus petite puissance de 10 exactement divi-
sible par d, on aura :

donc la période ne dépend que

de c et elle renfermera le méme nombre de chiffres, quel que
soit a, pourvu que a soit premier avec d.

165.

La somme des périodes des fractions périodiques
b
équivalentes a — et ?a---r-]-- est: 999 .... 9.

&7 étant une fraction irréductible donnant naissance

a une fraction décimale périodique simple).

En effet :
Or:

Donc :

Dou:999 ... 9=abc..f=abc ../

166

Trouver les dénominateurs des fractions ordinaires
irréductibles qui, réduites en décimales, donnent nais-
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sancc a une fraction décimale périodique simple de :
1 2,5, n chiffres.

On sait que 0, mnpg mnpq = .

Soit 0y (irréductible) = Nous aurons : h = ~1K2}|T~-

9999

Ainsi les dénominateurs b qui donnent une période de
1 chiffre sont les diviseurs de 9; ceux qui donnent une pé-
riode de deux chiffres sont des diviseurs de 99; ceux qui
donnent une période de trois chiffres sont des diviseurs de
999; etc.

Or: 9 =32
99 = 32 x 11.
999 = 33 x 37.

9999 = 32 x 11 x 101.

La période de deux chiffres fournie par les dénominateurs
3 et 32 se composant de deux chiffres égaux, ces dénomina-
teurs ne conviennent pas au second cas; de méme ceux qui
conviennent aux deux premiers cas, sont a déduire du
troisiéme; ceux des trois premiers, sont a déduire du qua-
trieme; etc.

Nous avons donc, les dénominateurs suivants pour une
période de :

1 chiffre . 3, 9.

2 chiffres : 11; 33; 99.

3 chiffres: 27. 37; 111 ; 333; 999.

4 chiffres: 101; 303; 909; 1111; 3333; 9999.

1G7.

Trouver les dénominateurs des fractions ordinaires
irréductibles qui, réduites en fractions décimales,
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donnent naissance a une fraction périodique mixte
qui a :

1° | chiffre dans la partie non périodique et | chiffre
dans la période ;

2° 2 chiffres dans la partie non périodique et 2 chif-
fres dans la période ;

5° 2 chiffres dans la partie non périodique et 5 chif-
fres dans la période, etc.

1°

Soit -~ une fraction irréductible.

Le dénominateur b doit contenir le facteur 2, ou le fac-
teur 5 ou tous les deux, a la premiére puissance.

De plus b doit contenir le facteur 3 ou 9 (n° 166).

Donc enfin b doit contenir les facteurs 2 et 5, ou I'un des
deux et I'un des facteurs 3 ou 9; donc il doit étre égal a I'un
des produits 2x3, 2x9, 0x3, 5x9, 2x5x3, 2x5x9.

20

En raisonnant d’'une maniére analogue on trouve que
b doit contenir 1° les facteurs 2 ou 3 a la seconde puissance
ou tous les deux a la seconde puissance.

De plus la période devant avoir deux chiffres, 9 doit con-
tenir un des facteurs 11, 33, 99 (n° 166).

Donc b doit étre égal a 22 ou 52 ou 22x52 ou 2,52 ou 225,
multiplié par I'un des nombres 11, 33, 99.

30

On trouve que b doit étre égal a: 2.52 ou 22.5. ou 22 ou
220u 62 ou 22x52, multiplié par I'un des nombres, 27, 37,
111,333,999.
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I<>N

Lorsqu'on réduisant en fraction décimale une frac-
tion ordinaire irréductible b < b) dont le dénomi-
nateur b est premier avec 10, on arrive a un reste 6-a,
la période sera composée d’'un nombre pair de chif-
fres.

Supposons que I'on ait: =0, abc ...k + - et que
la période 0, abc ... k ait n chiffres.

On aura

Dol : ou :

D'ou enfin;
Multiplions les deux termes du second membre par :
10't— 1, nous aurons :

Or, i82n—1 est un nombre composé d’'un nombre pair
de chiffres 9. Donc la période aura un nombre pair de chiffres.

16>».

Lorsqu'on réduit en fraction décimale une fraction
irréductible ~-(a < b) dont le dénominateur b est pre-

mier avec 10 et que l'on arrive a un reste b — a, les
chiffres suivants de la période pourront se déduire des
chiffies déja trouvés en retranchant ceux-ci de 9 et de
gauche a droite.
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o 3 L.
Exemple : soit a réduire : —en décimales. 7 —5=4;

donc les chiffres suivants de la période
seront : 999 — 428 = 571 et I'on aura

D'abord la période est composée de 2/z chiffres (n° 168).

Soit donc : (q ayant n chiffres);

On aura

D'ou a. 10« =bg b—aoua (10« + 1) = hg =+ A;

Multiplions par 10n— 1 ; il vient :

a (102« — 1) = bg (10« — 1) = A (10« — 1), ou :

a. 102« =b[v. lon (ion—1) —q] + a

Donc en divisant a. 102« par b, le reste est a.

La premiére période, composée de 2/i chiffres, est donc :
g. 10« +. (10« — 1) — q.

Or q représente les n premiers chiffres déja calculés;
10« — 1 est une suite de n chiffres 9, et si I'on en soust-
rait 9, on aura les n chiffres suivants de la période, et
puisque 9 est suivi de n zéros, la période sera :

170

Lorsqu’on réduit en fraction décimale une fraction
irréductible (a < A) dont le dénominateur b est pre-
mier avec 10 et que l'on arrive a un reste b-a, la
somme de 2 chiffres occupant le méme rang dans
chaque demi-période sera 9.
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D’abord la période est composée de 2/i chiffres (n° 168) ;
et la seconde moitié de la période s'obtient en retranchant
de 9, et de gauche a droite, les chiffres de la premiére par-
tie de la période (n° 169).

Donc la somme des 2 premiers chiffres, de chaque demi-
période, sera 9 ; de méme, la somme des seconds sera 9 ; etc.

171.

. . ., . N
Si deux fractions irréductibles — et l, (D etc/sont

supposés premiers avec 10), converties en décimales,
donnent lieu a des périodes composées respectivement
de M et de m chiffres, dans le cas ou D est divisible
par d, le nombre M sera également divisible par le
nombre m.

M m
Nous savons que : KD =99 .... 9etque: kd==99 ... 9
(n° 163).
M
Or D est divisible par d, donc 99 .... 9 est divisible par d,

et par suite M est un multiple de tn.

172.

Si plusieurs fractions irréductibles, dont les déno-
minateurs sont premiers absolus ou n'ont pas d'autres
facteurs communs que les puissances de 2 ou 5, don-
nent lieu a des périodes de m, m', m", chiffres, toute
fraction irréductible ayant pour dénominateur le pro-
duit des dénominateurs des premiéres, conduit a une
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période dont le nombre des chiffres estle P. P. G. M.
de m, m', m".

Soient -A-, -"r, les fractions proposées, et sup-

posons que leurs dénominateurs soient premiers avec 10,
et premiers absolus.

P
Supposons que la fraction irréductible : 8 B g

conduise a une période de M chiffres. Je dis que M est le
moindre multiple de m, m', m". Soit K ce moindre multiple.
K étant divisible par m, m', m" ; 10ft — 1 sera divisible
par: B, B, B", et par leur produit, puisque ces nombres
sont premiers absolus.

Donc K est un multiple de M.

Or M (n° 171) est divisible par m, m', m", il est donc
aussi divisible par K, car tout nombre, qui est divisible par
plusieurs autres, l'est aussi par leur P. P. G. M.; donc,
enfin, M = K.

173.

La différence des carrés de deux nombres consécu-
tifs est égale a la somme de ces deux nombres.

En effet, si I'on représente par n + 1 et n ces deux
nombres, l'on aura :
Ma12—e=M[2i | 1= z=2«- 1=(i-gl T

174.

Le produit de deux nombres premiers entre eux ne
peut étre carré parfait que pour autant que chacun des
deux nombres soit lui-méme un carré parfait.
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En effet, pour qu'un nombre soit carré parfait, il faut
que les exposants de ses facteurs premiers soient tous pairs.

Or les deux nombres proposés n'ayant pas de facteurs
communs, leur produit contient tous les facteurs de ces
deux nombres, chacun d’eux avec son propre exposant.
Donc ce produit ne peut étre carré parfait, que pour autant
que chacun de ces exposants soit pair; ce qui arrive,
lorsque chacun des deux nombres proposés est carré
parfait.

175.

Le produit de deux nombres consécutifs n’est jamais
carré parfait.

En effet, deux nombres consécutifs sont toujours pre-
miers entre eux; et de plus, si l'un d'eux est carré parfait,
l'autre ne l'est pas. Car la différence des carrés de deux
nombres consécutifs n 1 et nest 1; tandis que la diffé-
rence des carrés de ces deux mémes nombres est 2/j -| 1.

176.

Le produit de trois nombres consécutifs n’est jamais
un carré parfait.

Soient : n — 1, h, n + 1 ces trois nombres. Leur pro-
duitest: n(n— 1) (n + 1) ou n (N2 —1).

Orn et n2 1 sont premiers entre eux; donc le pro-
duit n (n2 — 1) et par suite le produit de trois nombres
consécutifs ne peut étre un carré parfait que pour autant
que n et n2 — 1 soient tous deux des carrés parfaits.

Or, si nest carré parfait, n2 — 1 ne peut I'étre. En effet,
pour que n2 — 1 soit un carré parfait, il faut que n -- 1
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et n — 1 soient tous deux carrés parfaits. Et, en vertu du
théoréme précédent, sin est carré parfait,ni n + 1,ni n—1
ne peuvent I'étre. Donc n2 — 1 n'est pas carré parfait si n
est carré parfait.

Si n2 — 1 est carré parfait n ne peut I'étre.

En effet, pour que n2 — 1 soit carré parfait, il faut
que n ¥% 1 et n — 1 soient des carrés parfaits; or si n + 1
ou il — 1 est un carré parfait, n ne peut I'étre (n° 168).

Donc enfin n et » — 1 ne peuvent étre a la fois carrés
parfaits.

Le méme raisonnement serait explicable si I'on écrivait
ce produit sous les formes: (N2 + n) (n — 1) ou (N2 — n)
(n + 1).

177.

Le produit de quatre nombres consécutifs n'est
jamais un carré parfait.

En effet, le produit de quatre nombres consécutifs,
augmenté d'une unité, est un carré parfait (n° 30). Et la
différence des carrés de deux nombres consécutifs ne peut
étre 1.

178.

Un nombre entier N étant donné comment s’assurer
s'il est la différence des carrés de deux nombres con-
sécutifs.

Trouver ces deux nombres.

D’abord N est nécessairement impair, car la différence
des carrés de deux nombres consécutifs est impaire.
Soient a-| 1 et a ces deux nombres.
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Si N est la différence de leurs carrés, on doit avoir :

Donc si I'on 6te I'unité du nombre N, le reste, divisé
par 2, donnera le plus petit des deux nombres.

Conséquence : Tout nombre impair N est la différence des
carrés de deux nombres consécutifs, dont le plus petit

est .

179.

Un nombre entier N étant donné comment s'assurer
s'il est la différence des cubes de deux nombres consé-
cutifs.

Trouver ces deux nombres.

1° D'abord N est nécessairement impair; car la différence
des cubes de deux nombres consécutifs est impaire.

Soient a + 1 et a ces deux nombres. Si N est la différence
de leurs cubes, on doit avoir :

N= @+ 1)3—diouN =32 + 3a + 1, dou :

---—— = a (a + 1). Donc, si I'on &te I'unité du nom-

bre N, le reste doit étre divisible par 3, et donner pour
quotient le produit des deux nombres consécutifs dont il
est la différence des cubes;

i
2° Or 26_: 02 4 a; donc, si l'on extrait la

. ) N_ CoA X .
racine carree de----=--- , le reste doit étre égal a la racine

trouvée, et ce reste sera le plus petit des deux nombres
cherchés.
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180.

Si un nombre est la somme de deux carrés son
carré est aussi la somme de deux carrés.

Soit :

On aura :

181.

Si un nombre est la somme de trois carrés son carré
est aussi la somme de trois carrés.

Soient: a > b > ¢ trois nombres et n = a2 + b2 + t2,
je dis que :
est la somme de trois carrés.
En effet

Donc :
Si b2 4- c2 était plus grand que a2, on aurait

182.

Si un nombre est lasomme de deux autres, la somme
des carrés de leurs produits deux a deux est un carré.

Soit ; a =fi + (a — fi).
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il s'aeit de prouver que :
est uu carré.
Cette expression développée devient :
ce qui est le carre de

183.

Tout multiple de 4 est la différence de deux carrés
entiers.

Ces carrés doivent évidemment étre tous deux pairs, ou
tous deux impairs.

Soient d’abord 4n? et 4n"2 ces deux carrés.

Leur différence est 4n2 — 4n2 =m. 4.

Dolu:m="?%—n"-

Soient maintenant : (21 = I)2 et (2n' = 1)2 ces deux carrés;
leur différence est :

D’ou
184.

Si deux nombres entiers sont tous deux pairs ou
tous deux impairs, la’dcmi-somme de leurs carrés es
une somme de deux carrés.

1° Soient 2n et 2»' ces deux nombres.
On doit prouver que est la

somme de 2 carrés.

2° Soient 21 -|-1 et 2/f 1 cesdeux nombres; on doit prou-
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ver que:

est la somme de deux carrés.

185.

Si un nombre pair est la somme de deux carrés

entiers, sa moitié est aussi la somme de deux carrés
entiers.

Soit N un nombre pair décomposable en une somme de
deux carrés entiers en sorte que : N = o2 + 62 on aura :

Ou
Or, a et b étant nécessairement tous deux pairs ou tous

deux impairs, sont deux nombres entiers.

Donc, — est la somme de deux carrés entiers.

186.

Si un nombreentier est lasomme de deux carrés
1

G)zn

1° Sa moiti¢,2° son

' 1 1
- 5° son -,4° son —, sont
[e] Kw’

aussi la somme de deux carrés.

Soit N = a2 +/2 .
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10
On a (no 185) :
00
30
40
N. B. — On démontrerait semblablement que son

i ! t ,
—, son —, son —, etc, sont la somme de deux carrés.

187.

Si a et b sont des nombres premiers entre eux, I'un
pair et l'autre impair, la différence de leurs carrés ne
peut étre un carré, que sia +beta — b sont eux-
mémes des carrés.
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D’abord le produit de deux nombres premiers entre eux,
ne peut étre un carré que si chacun de ces nombres est lui-
méme un carré (n° 174).

Or, a %- b et a— b sont premiers entre eux :

Car s'ils avaient un facteur commun, leur somme 2a et
leur différence 2b admettraient un diviseur commun autre
que 2, ce qui impossible.

Donc leur produit (a -f- & (a— bh) ou a2 — b~ ne peut étre
un carré, que sia + b et a—»b sont chacun un carré.

188.

Soit 4 le premier terme de la suite des carrés des
nombres entiers non multiples de 5. Si I'on ajoute | a
chacun des deux premiers termes, qu’on retranche |
des deux termes suivants, et.ainsi de suite, de deux en
deux termes, tous les nombres résultants sont divisi-
bles par 5.

En effet, tous les entiers non multiples de 5 sont, par rap-

port & 5, de l'une des formes suivantes :
+ 1, + 2, -- 3, on + 4, leurs carrés sont donc

de la forme :

m5 + 1 mS+ 4 m5+9 ma-+ 16, ou :

mo 1L, mS—1, ma—1 m5+ 1

Or, 4, 9, 16, 36, étant les quatre premiers termes de la
série, appartiennent respectivement aux formules suivantes:

ma—1, ms—1 m5 + 1, + 1.

Et, par conséquent, les nombres de la série se présente-
ront dans cet ordre.

En effet, dans la suite des nombres entiers, 2 et 7, 3 et 8,
4et9, 6etll, different d’'un multiple de S.
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Donc les quatre nombres suivants de la série seront de la

forme: (5n + 2)’, (50 + 3) (5n = Di, (51 = 4)i, ou m5—1,
— 1, + 1, m5+ 1

On appliquera la méme démonstration pour la série des
quatre nombres suivants.

Or, si I'on ajoute 1 aux deux premiers termes et si I'on
retranche 1 des deux termes suivants, il reste des multiples
de 5.

189.
Tout carré impair divisé par 8 donne pour reste 1’

Un carré impair provient du carré d’'un nombre impair.

Donc tout carré impair est de la forme
@n + 12=4n2+ 4n +1.

Il faut donc démontrer que 4n2 + 4?7, est divisible par 8.
ou que 4/i (% + 1) = m. 8.

Ce qui est évident (n° 49).

Conséquence : tout carré impair diminué de 1 est divi-
sible par 8.

190.

Le carré d’'un nombre premier avec 5, augmenté
de 2, est divisible par 5.

En effet, ce nombre est de la forme : 3n £+ 1; son carré
est donc de la forme : 9n2 + 6n + 1; expression qui,
augmentée de 2, donne : 9n2 + 6n+3 = nt.3.
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191

La somme des carrés de deux nombres consécutifs
diminuée de | est divisible par 4.

Soient net n + 1 ces deux nombres.

La somme de leurs carrés est : n* + nl + + 1
ou 2n* + 2n + 1 qui diminuée de 1 donne 2n (n + 1) pro-
duit divisible par 4 (n° 49).

192.

La somme des carrés de deux nombres impairs
diminuée de 2 est un multiple de 8.

Soient : 2/t — 1 et 2n' — 1 ces deux nombres.

Ona:(2n — 1= —12—2=4n(h—1) +n
(ns - I)] - i

Or, les deux parties entre parenthéses sont divisibles par
2; donc le produit est divisible par 8.

193.

La différence des carrés de deux nombres impairs
est toujours divisible par 8.

ren—1p2—@A'—102=4( —n)y(n +n" — 1)

Si n et n' sont tous deux pairs ou tous deux impairs n —n'
est un multiple de 2; donc le théoréme est démontré.

Si n est pair et n' impair n + n' — 1 est pair et le théo-
réme est encore démontre.
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194.

La somme ou la différence d’'un nombre et de son
carré est toujours divisible par 2.

En effet, soit n ce nombre.
Ona:n2x n=n(n £ 1) et le produit de deux nom-
bres consécutifs est divisible par 2 (n° 49).

195.

La différence entre un nombre et son cube est tou-
jours divisible par 6.

Soit n ce nombre.
Ona:nd—n=Mn—1n(n+ 1 et le produit de trois
nombres consécutifs est divisible par 6 (n° 50).

19.

La différence des cubes de deux nombres consécu-
tifs diminuée de 1 est divisible par 6.

En effet, la différence des cubes des deux nombres con-
séeutifs; n+ Letnest: (n+ 1)3—n3 ou 3n2 + 3n + 1,
résultat qui diminué de 1 donne 3n (n | 1).

197.

Le cube d’'un nombre entier est la différence de deux
carrés d'un, I'un est divisible par 9.
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Soit
Ou :

Or:a—1, a, a+ 1, sont trois nombres consécutifs donc
I'un des trois est divisible par 3 (n° 50) et par suite m ou n
est divisible par 3.

Donc m2 ou n2 est divisible par 9.

198.

Si un nombre est premier avec 3, son cube aug-
menté ou diminué de 1 est divisible par 9.

Ce nombre étant de la forme 3z1 + 1.
Son cube est: 9n3 £ 27<2 %9/t 1 =m9 + 1.

199.

Le cube de tout nombre impair > 1, augmenté ou
diminué de ! est divisible par 4.

Ce nombre est de I'une des formes suivantes: 4n + 1,

4/l — 1, et les cubes de ces deux expressions sont de la
forme 4in + 1 oud/n — 1.

200.

Si un nombre est premier avec 7, son cube aug-
menté ou diminué de | est un multiple de 7.
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Ce nombre est de l'une des formes suivantes: 7n + 1,
In £2, In *+ 3; son cube est de I'une des formes :

Tm=+L 7m=*8, 7m =+ 27 ou

m=1 7m=1; 7m T 1 ou enfin de la forme : Ik + 1.

201

Le carré d'un nombre premier avec 3, est de la
forme 5m + 1.

En effet un nombre premier avec 3, est de la forme
3n + 1 et son carré est de la forme 9n2 = 6n + 1 = 3m + 1.

202.

Le carré d’un nombre non divisible par 5, le devient
si on le diminue de 1.

Ce nombre est de la forme 3n £ 1: et son carré est de la
forme 3m + 1, expression qui diminuée de 1 donne 3m,
nombre divisible par 3.

203.

Tout carré non divisible par 5, le devient si on
I'augmente ou si on le diminue de 1.

En effet, un nombre non divisible par 5, est de I'une des
formes: dn = 1 ou 5n + 2; les carrés de ces deux expres-
sions sont ;
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La premiere expression diminuée de 1 est divisible par 5,
et la seconde le devient lorsqu’on y ajoute 1.

«04.

Toutcarré non divisible par 5, ne peut, divisé par 5,
donner pour reste que 1 ou 4, jamais 2 ni 5.

En effet, tout nombre non divisible par 5 est de I'une des
formes 5% + 1, 5n + 2 son carré est donc de I'une des
formes: 5n' + 1, 5%' + 4, qui divisées par 5 donnent pour
reste 1 ou 4, mais jamais 2 ni 3.

205.

La somme des cubes de trois nombres consécutifs
est divisible par 9.

Soient: n |- 1, n, n — 1, ces trois nombres.

La somme de leurs cubes est :

nd4-3n24-3n4-1-+n3+n3—3n24-3n—1 ou 3n3 +
6n ou 3n (n2 + 2).

Si n est un multiple de 3 le théoréme est démontré.

Si n n'est pas un multiple de 3, n est de la forme 37n 4- 1
(n° 201) et par suite n24-2 = m. 3. Donc le théoréme est
encore vrai.

206.

Le cube d'un nombre premier avec 5 divisé par 9
donne pour reste | ou 8.
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Tout nombre premier avec 3 est de la forme 3» + 1; le
cube de ce nombre est donc de la forme :

27n3 £ 27n24- 1 £ 1, ou de la forme : 9m £ 1. Ré-
sultat qui, divisé par 9 donne 1 ou 8 pour reste.

207.

La quatriéme puissance d'un nombre impair pre-
mier avec 5 est de la forme 80m =+ 1.

Un nombre premier avec 5 est de l'une des formes :
5n=l, 5n + 2.

Or ces formes doivent exprimer des nombres impairs.

Pour que 5n £ 1 soit impair, il faut que n soit pair;
posons n = 2m, et 102z £ 1 sera lI'expression d’un nombre
impair premier avec 5.

Pour que 5z *+ 2 soit impair, il faut que n soit impair.
Posons n = 2m + 1, et 5(2m +1) = 2 = 10m T 3 sera
I'expression d’un nombre impair premier avec 5.

Nous avons donc, pour la forme générale des nombres
impairs premiers avec 5, ces deux expressions : 10m # 1
et 10/n = 3.

Les carrés de ces deux expressions sont ;

100m2 =+ 20m + 1 = 20m (m + 1) 4- 1.

Et 100m2 =+ 60m 4~ 9 = 20m (5m =+ 3) 4- 9.

Et les quatriemes puissances, ou les carrés de ces carrés,
seront :

400m2 (m £ N2-J-40m (m £ 1) + 1 ==m80 4- 1.

400m? (5m + 3)2 + 360m (5/n = 3) + 81 = m80 + 1,
car si m était impair 5m =+ 3 serait pair.

Donc un nombre impair, premier avec 5, élevé a la qua-
trieme puissance, est de la forme zzz80 4- 1.
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«08.

La différence des quatriemes puissances de deux
nombres impairs premiers avec 5 est un multiple
de 80.

En effet, chacun de ces deux nombres est de la forme
80m + 1 (n° 207;, et par suite (n° 68) leur différence est un
multiple de 80.

«009.

Le carré d’'un nombre premier plus grand que 5 est
de la forme 24n 4- 1.

En effet (n° 119), ce nombre est de la forme Qn £ 1; son
carré est donc :

36n2 £ 12% 4- 1 ou 12n (3z2t £ 1) + 1.

Si n est pair, le théoreme est démontré.

Si n est impair 3n + 1 est pair, et le théoréme est encore
vrai.

Conséquence : Le carré d'un nombre premier, plus grand
que 3, diminué d’une unité, est divisible par 24.

«10.

Si a et b sont deux nombres entiers non divisibles
par 5, «' — /r sera divisible par 5.

En effet :
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Si a et b, divisés par 3, donnent le méme réste, a — b,
est divisible par 3 (n° 68).

Si a et b, divisés par 3, ne donnent pas le méme reste,
ces restes sont 2 et 1, et alors a + b est divisible par 3.

Donc enfin a2 — &2 est divisible par 3.

Si a et b sont tous deux divisibles par 3, a2 — b2 est évi-
demment divisible par 3.

Conséquence : Si deux nombres entiers a et b ne sont pas
divisibles par 3, leur somme a + b ou leur différence a—b
est divisible par 3.

211.

Si deux nombres entiers a et b ne sont pas divisi-
bles par 5, «4 — bi sera divisible par 5.

Un nombre non divisible par 5 est, par rapport a o, de
I'une des formes suivantes :

5n + 1 ou bli = 2.

Son carré est donc de I'une des formes :

+ 1ou + 4.

Sa quatrieme puissance est donc de la forme :

5n—+I.

Donc a4 et b4 sont de la forme 5n + 1, et par suite
al — i)4 est divisible par 5 (n° 68).

212.

Si deux nombres a et b ne sont divisibles ni par 2,
ni par 3, ni par 5, ai — hi sera divisible par 50.
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02 Y¥s b2 est divisible par 2, puisque a et b sont impairs.

a2 — b2 est divisible par 3 (n° 210).

a4 — bi est divisible par 5 (n° 211).

Donc a4 — b4 est divisible par 2, 3 et 5 et, par suite,
par 30.

213.

Quels que soient les nombres entiers a et 6, le pro-
duit ab (a* — b't) est divisible par 50.

On peut faire plusieurs hypotheses

1° a ou b admettent les facteurs 2, 3, 5.

Alors le théoréeme est évident;

2° aet b ne contiennent aucun des facteurs 2, 3, 5.

Alors le théoreme est démontré (n° 212);

3° a contient le facteur 2; mais ni 3, ni 5, et b n'est pas
divisible par 3.

Alors ai — bi est divisible par 3 (n° 210).

Si b est divisible par 5, le théoreme est démontré.

Si b n'est pas divisible par 5, le théoréme est encore
démontré (n° 209);

4° a contient le facteur 3; mais ni 2, ni 5, et b n'est pas
divisible par 2.

Alors ai — bi est divisible par 2, car aet b sont impairs.

Si b est divisible par 5, le théoréme est démontré.

Si b ne contient pas 5, le théoréme est encore démontré.

Il en résulte que ab (ai — bi) est toujours divisible par 30.

214.

Si la somme des carrés de deux nombres entiers est
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un carré, le produit de ces trois nombres est divisible
par 60.

On sait que (@ + %2 = (@ — b)2 + 4 ab, donc si I'on
remplace a par a2 , et b par b2, on aura la formule suivante :

(02 + h2)2 = ((i2— b2)2 + 4 a2 b2, qui donne I'expres-
sion générale de la somme de deux carrés égale a un carré.

Or le produit de ces trois nombres, a2— b2, a2 + b?
et 2ab est Qab («4 — Im) et ce produit est divisible par 60
(n° 213).

215.

Si I'on multiplie un carré entier par le nombre qui
le précéde et celui qui le suit, le produit est divisible
par 60.

Soit n2 ce carré. Il s'agit de prouver que le produit
n2 (n2 + 1) (n2—1) ou n2 (n"d—1) ou (n—1) n2 (n4-1) (n2 +1)
est divisible par 3 x 4 X 5.

1° Ce produit est divisible par 2x3;

2° Si n est pair, n2 est divisible par 4.

Si n est impair, n -% 1 et n— 1 sont pairs, et I'un deux
est divisible par 4, donc le produit (n + 1) (n — 1) est divi-
sible par 4;

3° Si n est divisible par 5, le produit est divisible par 5.

Si n n'est pas divisible par’5, ni — 1 I'est (n° 211).

Donc, enfin, le produit proposé est divisible par 3 x 4
X 5 ou 60.

216.

(n2-1) rr (ar=1) (n4-16) est un multiple de 600, si
n est un nombre entier plus grand que 2.
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Si n est premier avec 5, le théoréme est évident en vertu
des n(s 213 et 211.

Si n n'est pas premier avec 5, h2 est divisible par 25.

L'expression proposée peut s'écrire :

nNn—)mh+nMm?+1)Nn+2 {nh—2(n+4).

Or, n (n— 1) (n -|- 1) est divisible par 3.

Si n est pair, n2, n + 2, n — 2, n2 + 4, sont divisibles
par 2, et par suite le produit proposé est un multiple de 8.

Si n est impair (n — 1) (» + 1) (n2 + 1) sont divisibles
par 2. Donc le produit proposé est encore un multiple de 8.

Donc enfin le produit proposé est divisible par 25, par 3,
et par 8 et par suite par 25 x 3 x 8 ou par 600.

«17.

« et 6 étant deux nombres entiers non divisibles
par 5 ou tous deux divisibles par 5, a6-be est divisible
par 9.

1° Un nombre non divisible par 3, et par rapport & 9 de
I'une des formes suivantes ;

On = 1, 9%z + 2, 92t £ 5.

Son carré est donc de I'une des formes ;

On-=1,9n + 4, 9zz+7.

Sa quatrieme puissance est de I'une des formes corres-
pondantes :

On+ 1, % + 7, 9n =+ 4,

Et par suite sa sixiéeme puissance, c'est-a-dire le produit
de sa quatrieme, par sa deuxiéme puissance est de la forme
91 f- 1.

Donc a6 et bé sont de la forme 92z +1 et par suite afi — b6
est un multiple de 9.
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2° Si a et b sont tous deux divisibles par 3, ils sont de la
forme, . a = 3, b = 3n' et par suite :
oe — /56 = (3n)6 ___ (3nflf = 36 W6 ___ 36 w6 = 36 (N6 __ W'6).

Et par suite o6 — b6 est divisible par 9.

218.

Si P est un nombre premier avec 6, P2 — | est
divisible par 24.

En effet, P2 — 1 est divisible par 3 (n° 210).

Reste & prouver que P2— 1 = (P + 1) (P — 1) est divi-
sible par 8. Or, P étant impair par hypothése, P — 1 et
P |- 1 sont deux nombres pairs consécutifs donc (n° 47),
I'un d’eux est divisible par 4, et leur produit I'est par 8.

Donc enfin P2— 1 est divisible par 3, et par 8 et par suite
par 24.

2109.

Si P représente un nombre premier avec 2 et 5,
I'expression 4P2+1 est une somme de trois carrés.

Nous savons que dans ce cas P est de la forme 6n + 1, et
4P2 + 1 devient :

220.

Le cube d’'un nombre premier plus grand que 5,
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augmenté ou diminué de 1, sera toujours divisible
par 18.

Tout nombre premier plus grand que 3, est de la forme
6» = 1 or, le cube de (6» £ 1) est: 216n3 = 108m2 + 18/? + 1
ou:m1l8 x 1

221

La somme des carrés de deux nombres entiers ne
peut étre divisible par 7 que si ces nombres sont eux-
mémes divisibles par 7.

Tout nombre non divisible par 7, est par rapport a 7 de
I'une des formes suivantes :

1, 7 a2 7iis

Son carré est donc de I'une des formes

AL, T+ 4, 7'+ 2.

Et parmi ces formes on n’en trouve pas deux dont la
somme soit divisible par 7.

222

Si un nombre divisé par 9 donne pour reste 7 ou 2,
son carré diminué de 15 est divisible par 9.

Soit N ce nombre. N est par hypothése de I'une des deux
formes, 9% -|- 2 ou 9% 4- 7.
Dol :
Ou:
Donc .
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«23.

Si le carré d'un nombre entier diminué de 13 est
divisible par 9, ce nombre divisé par 9 donne pour
reste 7 ou 2.

Soit N2 le carré. Nous avons par hypothese :

N2—13=m. 90ouN2—4 =m. 9.

Or, N est par rapport a 9 de I'une des formes :

9/, - 1, 9li~j-2, 9/1+3, N+4, 9//+5, Yz+6, t1+7, YT"8.
Et son carré N2 est de I'une des formes:
oN+0,9n+19- 409 7.

Or, pour que N2—4 soit divisible par 9, il faut que N2
soit de la forme :9// + 4 et par suite N doit étre de I'une
des deux formes: 9z + 2 ou 9// + 7. Donc N divisé par 9,
donne pour reste 2 ou 7.

224.
Aucun carré entier n'est de la forme 12// + 5.

Tout nombre entier est par rapport a 12 de l'une des
formes :
121, 12//€1, 12//+2, 12| £3, 12//+4, 12//+5, 12//+6.
Le carré de ce nombre est donc par rapport a 12 de I'une
des formes : 12», 12» + 1, 12// + 4, 12» + 9, parmi les-
quelles on n’en trouve aucune de la forme 12// + 5.

225.

Trouver les restes que donnent tous les carrés des
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nombres entiers lorsqu'on les divise par le méme
nombre entier.

Soit 3 ce nombre.

Tout nombre est, par rapport a 5, de lI'une des formes
suivantes :

5m, 5m + 1, 5m |- 2, 5m + 3, 5m + 4, et son carré est
de I'une des formes :
5m, 5m % 1, 5m + 4.

Bouc si I'on divise par 5 un nombre entier carré parfait,
les restes que I'on peut obtenir sont : 0, 1, ou 4.

Conséquence : Les expressions : 5m + 2 et 5m -j- 3 ne
peuvent jamais étre des carrés parfaits, quel que soit le
nombre entier m.

220

Les carrés égaux a la somme de deux autres sont

tous donnés par la formule

(xy)', ® et y désignant des nombres entiers quelcon-
ques.

Soit a* = b* + (1)

Supposons d'abord ces trois nombres premiers entre
eux ; I'un d'eux doit étre pair.

Supposons ¢ impair; ci = ai — b2,

lh>nc (n" 187), on aura :
B'ou

Donc (1) devient :
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Supposons maintenant que «, U, ¢, aient des diviseurs
communs, et soit m leur P. G. C. L), nous aurons ; a =
b =ms, ¢c =m? oua = 32% ;2 (2). Or» et> sont
nombres premiers entre eux, donc on pourra trouver deux
nombres entiers x et y tels que l'on ait :

D'ou
«, b, ¢ ne seront pas alors (du moins si m n'est pas un

carré parfait) compris dans la formule (1), mais ils le
seront dans la formule :

Qui se déduit de (1), en multipliant tous les termes par ni*.

Si un carré entier o2 est égal a la somme de deux
autres A2- ¢2, l'un des trois nombres a, b, c est divi-
sible par 5.

D'aprés le théoreme précédent, si «2 = 02 | 2 nous
avons les relations :

2« =m (X2 =2, 2> =m (x*—il2), c = mxy,

D'ou 4abc = m3 (a2 + v2) (@2 — yi) xy. Mais (n° 213) le
produit Xy (x2 — v2) (x2 + =) est divisible par 30 et par suite
par 5; donc a x b x c et par suite I'un des trois nombres a,
b ou ¢ est divisible par 5.

Autre démonstration.

Aucun nombre carré parfait n'est de la forme 5n + 2
(n° 225).

Cela pose, soit a~ = bi + ¢2 (1).
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1" Si «2 est de la forme afl + 1 et b2 de la forme om' f 1, (1
devient 6n +1 = dn'4 | +c2donc: ¢2 = m. 5.
2° Si a2 est de la forme on 4- 1 et b2 de la forme on'—1,(1)
devient : 5» +1 = &fl — 1 +c2d'ouc2 =m. a + 2; ce qui
est impossible.
3° Si a2 est de la forme on — 1 et b2 de la forme &1'+1, (1)
devient: &t — 1 =on"+ 1 c2douc2—m.a—2;ce
qui est impossible.
4° Si a2 et b2 sont tous deux de la forme dn—1, (1) devient :
on—1—29n"— 1 +¢2 dou c2=ni. 5.
Donc I'un des trois nombres fl, b, ¢, est divisible par 5.

22N.

Si a est un nombre premier, il n’existe que le carré de
a qui, lui étant ajouté, donne pour somme un
carré parfait.

Supposons que l'on ait : a % b2 = c2 (b et ¢ étant des
nombres entiers).

Onentire:a=ci—bloua=( + b)(c—h).

c et b étant des nombres entiers, ¢ + b et ¢ — b sont
aussi des nombres entiers.

Or, a ne peut étre premier que si : ¢ — /) = 1.

Dou :

Donc enfin : a

229

Si P est premier avec A et que I'on divise les P pre-
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mieres puissances : Ao, A', A2 ...., Ap~', par P,

1" Il'y aura deux restes égaux;

2° Ces deux restes égaux seront égaux a l'unité;

5° Si A" est la plus petite puissance de A, autre
(pie A0, qui divisée par P donne pour reste 1, tous les
restes précédents seront différents

4° A partir de la plus petite puissance, autre que
A" qui donne | pour reste, les restes se reproduiront
périodiguement.

10

En effet, les restes de cette division sont au nombre de P
et chacun est plus petit que P; donc deux restes au moins
sont égaux.

G)o

Soient Amet Aw, les nombres de la série qui donnent ces
restes égaux, nous aurons :

AwW=Pxt +retAm' =P x (' +r, dou :
m__ =p Ou =p (9"—).

Donc P, étant premier avec A, doit diviser Am”""m — 1
or A'n"—m est plus petit que Ap, donc avant d'arriver a Ap,
on trouvera au moins, une puissance de A autre que A",
qui divisée par P donne 1 pour reste; et comme Al divisé

par P donne pour reste 1, il y a deux restes égaux a 1.
3“

Si deux puissances de A, A”l' et Am,' moindres que A"i
pouvaient donner le méme reste r, Aw' (Am"'~m' — 1) di-
visé par P donnerait 1 pour reste. Or, Am,"-m' est plus
petit que A7n; donc Am ne serait pas la plus petite puissance
de A qui divisée par P donne 1 pour reste.
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40

Soit : Am = k P | A0 (/' étant un nombre entier).
Nous aurons :

Uonc Am, A,n-=1, Am+2, ... divisés par P donnent les
mémes restes que A0, Al , A2, ... divisés par P.
Maintenant |

Donc A2'n, A2m--1, A2m +2, ... divisés par P donnent les
mémes restes que Am, Am-=-1, Am-=-2et par suite que, AO, Al
A2, ... divisés par P.

De méme pour A3m, Adm, ...., Aftm.

Donc enfin les restes se reproduisent périodiquement.

V. H. Lorsque P n’est pas premier avec A, le théoreme
n'est plus vrai.

En effet, supposons que I'on ait;: AA= P g 4- «, si AetP
ont un facteur commun, ce facteur devra diviser o et par
suite » ne pourrait étre égal a 1.

«30.

Si A™*"| est la moindre puissance de A antre que Al
dont la division par P raméne le reste I, P est pre-
mier absolu.

En effet, les restes qui précédent la division de Ap —|
par P étant tous inégaux (n° 229) comprennent les nombres :
1,2, 3 ..., (P-D.

Or si P n'était pas premier absolu et que a fut I'un
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de ses diviseurs, a se trouverait parmi les nombres :

1,2, 3 (P — 1) et I'on aurait : A* = Pq + a.

Or a. divisant P devrait diviser A, et alors A et P auraient
un facteur commun, et (n° 229. V. B.) il ne serait méme
pas possible de trouver au-dessus de A0 une puissance
de A qui donnét le reste 1.

«31.

Un nombre qui a n diviseurs premiers absolus
admet 2" diviseurs.

Soit : étant les
n diviseurs premiers absolus de N).
Le nombre des diviseurs de N est :

«3«.

On peut décomposer un nombre en un produit de
deux facteurs premiers entre eux : de 2n~,—1 ma-
niéres différentes, n étant le nombre des facteurs pre-
miers distincts qui divisent le nombre proposé.

Soient a, b, ¢ des nombres premiers, N = a® bh&
et N ==a. b.c

N et N' peuvent se décomposer d'autant de maniéres I'un
que l'autre, en deux facteurs premiers entre eux, car toute
décomposition relative a N donne une décomposition cor-
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respondante relative a N' en réduisant tous les exposants a
l'unité.
11 suffit donc de considérer N' = abc.
Or, ce nombre ayant n facteurs premiers absolus, admet
2n diviseurs (n° 231), et peut se décomposer en un produit

de deux facteurs de ou de 2n"~1 manieres différentes;

5 ‘s - N
car a chaque diviseur d correspond le diviseur —; cha-

cune de ces décompositions se fait a I'aide de deux facteurs
premiers entre eux, excepté lorsque d = 1; donc 27— — 1
est le nombre cherché.

«33.

1° Un nombre carré parfait admet un nombre im-
pair de diviseurs ;

2° Un nombre non carré parfait admet un nombre
pair de diviseurs.

1° N étant carré parfait, on a: N =ai*h3 c\ (a b, c,
étant facteurs premiers de N.)

Le nombre de ses diviseurs est :

(2“ +1) (25 -|- 1) (2> + 1), nombre évidemment impair.

20 N n’étant pas carré parfait, on a: N = a* b& ¢> et I'un
des trois exposants », 5, > est nécessairement impair, donc
le nombre des diviseurs (* + 1) (5 4-1)(> + 1) est nécessai-
rement pair.

«34.

Tout nombre qui est un carré et un cube parfaits
est une sixieme puissance parfaite.



— 142

Soit : N = oa bp ¢y (a, b, c étant les facteurs premiers
de N).

N étant un carré parfait, ao, bB, cy sont des carrés par-
faits, donc a, f ety sont divisibles par 2.

N étant un cube parfait, aa, b cy sont des cubes par-
faits, donc, o, B, 7 sont divisibles par 3.

Donc y sont des multiples de 6.

Donc N =

Donc N est une sixiéme puissante parfaite.

«35.

Tout nombre qui est une m™', une nme, une pme
puissance parfaite est une : (tu x n x p)me puissance
parfaite si m, n, p .... sont des nombres premiers

entre eux deux a deux.

SoitN = b3 3 (a, b, ¢ étant les facteurs premiers
de N).

N étant une mmp puissance parfaite, (ij b& cy sont des m,"es
puissances parfaites, donc < 3 y sont divisibles par m.

De méme N étant une nme et unepme puissances parfaites,
< y-sont divisibles par n et par p.

Or. m, net p étant des nombres premiers entre eux deux
a deux; a, 3 et 7 sont divisibles par m x n x p.

Donc N == am x n xP, bm xnNxP. c(m><Nx p.

Donc N est une (m x n X p)me puissance parfaite.

A B. Sim, n, p n'étaient pas premiers entre eux deux a
deux, soit M leur moindre multiple. N serait une Mn'e puis-

sance exacte.
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236.

Soit d un nombre premier absolu ne divisant pas B.
Si B est la plus petite puissance de B qui, divisée
par d, donne | pour reste, Bn+l sera divisible
par d.

L’hypothése nous donne B2n— 1 = m x d.

Ou (B'14- 1) (Bji—1) =ni. d.

Or, par hypotheése, d ne divise pas Bi — 1, donc d
divise BH 4-1.

IV. B. Si d n'est pas premier absolu, le théoréme peut étre
en défaut.

En effet 11' — 1 est divisible par 8 et 1114”1 ne I'est pas.

237.

a, b, c, d étant quatre nombres quelconques
(ac 4- bd)i est plus petit que : («2 4- b2) (c? 4- d2).

Dans quel cas I'égalité de ces deux quantités est-elle
possible ?

D'ou :

suite
De I'égalité (1) on déduit que est égal
dans I'hypothése de ad = hc.
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‘£38

La somme des n premiers nombres impairs est
égal au carré de n.

En effet, nous avons identiquement (n°178):

Ajoutant membre a membre ces égalités et réduisant, il
vient

239

Etant donné un carré impair, trouver un second
carré qui, ajouté au premier donne pour somme un
carreé.

La somme des // premiers nombres impairs est égale
a2 (n« 238).

Si donc a un nombre impair, carré parfait, pris dans la
suite des nombres impairs : 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17,
19, 21, 23, 25........... on ajoute le carré du nombre des
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ternies qui précede, on obtient pour somme un carré.
Ainsi : 9 -42 =752 ; de méme 25 + 122 = 132,49 + 242

«40.

Si [ est un nombre entier et si 5k + 1 est un mul-
tiple de 10, démontrer que 3k-1"4d- | et 524k + |
sont aussi des multiples de 10.

10

Donc
20
Nous avons : 3k + 1 = m.10.
En faisant dans cette expression k successivement égal
a:1,2 34,5, 6, ... n.
On trouve que les seules valeurs: 2, 6, 10, ..., 2 | 4 K|

donnent pour 3ft + 1 un multiple de 10.
Donc 32 + 4k + 1 = m.10.

«41.

Toute puissance 2P + | d’'un nombre entier n est
la somme de nr nombres impairs consécutifs.

1l s'agit donc de prouver gu’il existe toujours un nombre
entier K tel que l'on ait :
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ou !

ou
ou

ou enfin :

Pour que K soit entier, il faut que np (n — 1) soit divi-
sible par 2. Ce qui est évident (n° 49).

242

Toute puissance entiere na d'un nombre entier est
égal a la somme de ng nombres impairs consécutifs.

Il s'agit de prouver qu'il existe toujours un nombre entier
impair tel que l'on ait :

D’ou

Ou

Or, n* — B — nB est un nombre pair, donc K est entier et
impair.

Conséquences

1° Soit ¢ un nombre pairet 5 = -y ; ona:

Toute puissance n*a d'un nombre entier est la somme des
ha premiers nombres impairs;

Toute puissance n* d’un nombre est la somme de /1 nom-
bres impairs consécutifs.
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«43.

Le produit des nombres entiers depuis une limite
guelconque n jusqu'au nombre 2n — 2 inferieur de
deux unités ou double de n, est égal au produit des
nombres impairs depuis | jusqua 2/t—5 par la
(n— Dme puissance de 2.

Soit P ce produit :

Multiplions et divisons par

ou

Supprimons les facteurs 2, 4, 6, ... (2n — 2), communs
aux deux termes, il vient :

«41.

Le produit
est divisible par

Le produit:
peut s'écrire:
Multipliant et divisant par

il vient :

Ou
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Ou p = w(n--i) x (n+2) x ... x (2n —3) x (2n—2).

Donc P est égal au produit de n — 1 nombres consécu-
tifs. Orl x 2 X 3 X ... X ndivise (n — 1) P et(2n— 1) P
(n° 53), donc si 1 X 2 X 3 ... X n ne divise pas le pro-
duit P, il faut qu'un facteur premierde 1 X2 X 3 ... xn
divise n — 1 et 2/1 — 1 et par suite leur différence n. Ce qui
est impossible, car tout nombre qui divise n et n — 1 doit
diviser 1.

Donc enfin, P est divisible pari x 2 x 3 x ... X w.

245,

Trouver la somme des n premiers teintes de la
suite : I, 3, 6, 10, 15, 21, ... dans laquelle la diffé-
rence de deux termes consécutifs va toujours en aug-
mentant d’'une unité.

Cette suite peut s'écrire

QOu :

Ou :

D’ou
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et ce nombre est entier, car n (n 4- 1) (n 4- 2) est divisible
par 6 (n° 50).

«46.

Trouver la somme des carrés des n premiers nom-
bres entiers.

Additionnant membre a membre ces égalités et rédui-
sant, on a :

Posant :
11 vient :
D'ou :
Ou .

$2 est un nombre entier, car n (n 4- 1) (2n 4~ 1) est divi
sible par 6 (n° 123).

«41.
Un nombre N est premier, lorsque n’étant pas

carré parfait, il n’est divisible par aucun des nombres
premiers plus petits que sa racine carrée.
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Si N était divisible par un facteur premier plus grand
que la partie entiére de sa racine carrée, le quotient obtenu
serait moindre que cette racine, et par suite N admettrait
un facteur premier plus petit que |zn; ce qui est contraire
a I'hypotheése.

248.

Quelles sont les fractions de la forme — qui sont

égales a leur racine carrée prise a — pres.

Cette fraction doit étre comprise entre :
si I'on veut une valeur approchée par
défaut et entre ;
si I'on veut une valeur approchée par
exces.
1°
Examinons le premier cas.
Ona:

L’inégalité (1) exige que l'on ait: a < n.
L’inégalité (2) donne : an < ai + 2a + 1.
Posons n = a 4 ket cette derniére relation devient :

Dou :
La seconde inégalité exige donc que n — a soit égal a !
ou a2
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Donc:1°n—a=1dou:a=n—1
2’n—a=% dou:a=n—2
Et les deux fractions qui répondent a la question sont :

90
Examinons la seconde hypotheése.
Ona:

L’inégalité (1) exige que I'on ait a > n.

L'inégalité (2) nous donne en posant n = a — k et par
un calcul identique a celui ci-dessus :

Cette inégalité exige que a—n = 1.
Dou:a=n 1

Donc la fraction % répond a la question.

) ) N (A .
En résumé, les fractions——et—=—-—plus petites que

. . n_Li
unité et la fraction

plus grande que l'unité répon-
dent a la question.
«4>,

La moyenne arithmétique de deux nombres a et b
est plus grande que leur moyenne géométrique.

Il s’agit de prouver que I'on a :

Posons : a=b + d.

devient
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Donc :

Donc .

Donc : est plus grand que est par suite

est plus grand que

250.

La racine carrée, la racine cubique, la racine n
d’'un nombre entier non carré parfait, ne peut étre un
nombre fractionnaire.

En effet, supposons que I'on puisse avoir

est une fraction supposée irréductible); on aurait A =

Or, a étant premier avec b, — est irréductible et ne peut

étre égal a un nombre entier.
La racine ne peut étre une fraction décimale exacte,
périodique simple, ou périodique mixte; car en cherchant

la génératrice de cette fraction on aurait: A — —ce qui

est impossible.

251.

Si deux nombres entiers A et B ont le méme
nombre de chiffres et qu’ils aient plus de la moitié des
chiffres a gauche en commun, on aura
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10

Le nombre des chiffres de la différence A — B étant, par
hypothése, moindre que la moitié du nombre des chiffres
deB,ona: A—B <Llidb

ou (puisque l'on a supposé

A > B) a plus forte raison ou enfin

2«
En élévant : |za"— JF<  au carre.
Il vient :

D’ou

«B«,

Si deux nombres entiers A et B ont le méme
nombre de chiffres et s’ils ont plus de la moitié des
chiffres a gauche en commun, on aura :

Soient a et a 4- é deux nombres d’un méme nombre de

chiffres, la différence de leurs cubes est :
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Si a, a n chiffres a2 et par suite a2 -|- $ + 570 aura au

moins 2« — 1 et a3 au plus 3n. (n° 23.)
Donc le rapport du nombre des chiffresde a2 + ~ —y
au nombre des chiffres de o3 doit étre au moins égal é--z-[]:.
Oor, -—--—-- ou:-(2 — est évidemment plus grand
que (2 —-5-) et par suite plus grand que 7- x 76u p

Ainsi le nombre des chiffres de la différence :
+ 4) — 613 ne peut étre inférieur a la moitié du nombre

des chiffres du cube de a.
Donc si A et B ont plus de la moitié de leurs chiffres a
gauche en commun, leur différence sera moindre que la

3 3 _ |
différence entre les cubes de xb etde Zr = 13 donc

enfin on a

253.
Si, en extrayant la racine carrée d’'un nombre en-
tier N, le reste ne surpasse pas la racine trouvée, cette

racine est approchée a une  unité pres.

Soient a la racine trouvée et r le reste.
Nous avons :

Or:
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Remplacons dans le second membre de cette égalité a
par r et dans le résultat obtenu ai- -r par N, il vient évi-

demment
Ou eta plusforte raison

ou

Donc : |Zn est plus grand que a et plus petit que « 4~

donc la racine de N est comprise entre a et a +-5-.

251

Soit a la racine carrée, a une unité pres, d'un
nombre entier N. Soit R le reste de I'opération.
Prouver T que l'on a:

R R .2
«4 — > Vznet 2° que (a ( —) surpasse, au
plus d’une unité le nombre N.

Nous avons : N = a2 4 R.

Donc est plus grand que N, et par suite

on a:

La plus grande valeur possible de R est 2<z.
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Donc: (a 4- a pour valeur maximum

(@4- N2, ou a24- 20 4~ 1 et comme N = a2 4- R, nous
avons dans la méme hypothése : N = a2 4- 2a.

Donc: (a—+ — N égale au plus (a2 4~ 2a 4- 1)
— (@ 4- 2a) ou 1.

Donc enfin {a 4- -~-) surpasse au plus de | le nombre N.

255.

Existe-t-il une proportion telle gu'en ajoutant un
méme nombre & ses quatre termes on forme une pro-
portion nouvelle?

Soita: b =c :d (") une proposition dont la raison est g
et supposons que K soit un nombre tel que I'on ait :

0+K:b4-K~cé~K:d4~ K

Nous avons ; (a + K) x (d4- K) = (b + K) x (c + K),

Ou ad + dK + «K = K? = /\ + bK + K2,

Ou dK 4- aK = cK 4- bK,

Ouad-d=¢&4~c(2

Or a = bg et ¢ = dq; donc (2) devient :

bg4-d =b + dg, ou bg — b = dg — d,

Oub@—1) =d(@— 1.

Il faut donc que I'on ait : ou bien g — i, ou bien b =d.

Si : g==1 la proportion (1) devienta :a—c: c.

Si: b==d la proportion (1) donnea =cetdevient:a:b
=a:h

Donc la propriété en question n'appartient qu’'a une pro-
portion identique.
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256.

Le plus grand des quatre termes d'une proportion
ajouté au plus petit donne une somme plus grande
gue les deux autres termes.

Soita : b =c: d une proportion dont a est le plus
grand terme; d sera le plus petit.

De la proportion a :b =c¢: don déduit: a—b:c—d
= a . c; or aest plus grand que c¢; donc a — b est plus
grand que ¢, —d, eta—b >c¢—dentraine:a+d>"b
=+ C.

257.

Démontrer que la proportion =3 entraine la

relation

De la proportion :a : b = c¢: don déduit :

1°°a b:b=c d:d,

2°).a b:a=c d:cg
et en multipliant ces deux proportions terme a terme, on
obtient :

Ou:

»58.

Si sur la droite AB on prend deux points B' et A’

BA _ BA

tels que l'on ait : on aura
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On a par hypothese :

Mais la proportion donnée entrainant I'égalité : BA'
X AB' = BA x B'A’; I'égalité (2) devient 2AB X B'A'= AA'
X BB' (3).

Divisant (1) par (3) il vient :

d'ou

ou !

«59

On prend le milieu O d'une droite AB et l'on
marque sur cette droite un point X tel que l'on ait

Prouver que

La proportion : AX : BX = BX : OX, donne succesive-
ment ;

ou
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260

Sur la droite AB on marque un point O situé au

de AB et un deuxiéme point X tel que I'on ait :

. Prouver que :

De la proportion AX : BX = BX : OX, on déduit : AX

+ BX : BX 4- OX = BX : OX, ou AB: OB = BX : OX.
Or, par hypothése,

AB : OB =n:1;donc:
BX:0X =n:1;dou:
BX:BO=n:n+1;o0u:

Or, BO = n—; donc

261

Si l'on a quatre nombres a, b, ¢, (I, tels que :

ces quatre nom-
bres seront en proportion.

peut s'écrire

De méme peut s'écrire ;

Ou :
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Dou : ou

Donc enfin :a: b =c: d.

26«.

Soit la proportion a : b = ¢ : d et admettons que

je dis que I'on aura

donnea+c:b=2:1
Divisant cette proportion terme a terme par la propor-

tion :a: b =c: d. Nous aurons :
Ou
D'ou
Or : ad = bc; donc :

Ou

263.

Dans quel cas, en ajoutant deux proportions terme
a terme, obtient-on une nouvelle proportion ?

Soienta:b =c:deta : b,'= ¢ . d'deux proportions,
ajoutons les terme a terme nous obtenons :

a a,b+Db, c ¢, d+ d etpour que ces quatre
sommes soient en proportion, il faut que l'on ait :
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Soient : g et g les raisons de ces deux proportions; nous
aurons ;

a=bhg c=dg;a =bqg;c = dq etla relation (1)
devient :

bgd' + db'g" = bd'q" % dgb',

Ou q (bd' — db) == ¢ (bd' — db").

Il faut donc que I'on ait ou bien g = ¢! ou bien bhd' = db".

Or, bd' = db' donne 4 = --, ouq=¢"

d d I

11 faut donc que les raisons des deux proportions soient

égales.

«64.

Pour qu’une fraction ne change pas de valeur lors-
gu'on augmente ou diminue ses deux termes d’un
nombre différent, il faut que ces deux nombres soient
entre eux dans le méme rapport que les deux termes
de la fraction proposée.

Soit y une fraction, ajoutant X a son numérateur et y a
son dénominateur, il vient :

Nous devons avoir : » = yjy ; d'ou ab- -ay = ab -\-bx,
ou ay = bx; d'ou

On traitera de la méme maniére .

Conséquence : En ajoutant ou en soustrayant deux frac-
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tiens ternie a terme, la fraction résultante sera équivalente
a ces deux fractions, si I'une d’elles a pour ternies des équi-
multiples des deux termes de l'autre.

«265.

Etant données les fractions égales :

et ni, m', ni", ... étant des quantités quelcongues, on
aura :

Pour le démontrer posons :

D’ou :

Ajoutant respectivement membre a membre les égalités
(1) (@ (3) (4), on obtient ;
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On en tire :

ce gu'il fallait démontrer.

2BB.
On donne une suite de nombres; si chacun deux
est la demi-somme de ceux qui le comprennent, ces

nombres forment une progression par différence.

Soient : a, b, ¢, d,....., m, » p, g ces nombres.
Admettons que I'on ait :

On en déduit :

Ou :

207.

On donne une suite de nombres; si chacun d’eux
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est moyen proportionnel entre ceux qui le compren-
nent, ces nombres forment une progression par quo-
tient.

Soient : a, b, ¢, d, ...... m, n, p, </, ces nombres.
Admettons que I'on ait :

A ==ac, & = bd, ...., n2 = mp, p2 = nq.
On en déduit :

D'ou :

Ou

268.

Quelles sont les progressions par différence dans
lesquelles la somme de deux termes quelconques fait
partie de la progression ?

Soient a le premier terme et r la raison d'une progression
par différence.

a -f- mr et a + nr seront deux termes de cette progres-
sion.

Pour que la somme de ces deux termes : 2a -j- (Wi + «)r
puisse faire partie de cette progression, on doit avoir :
20 -f- (m + n)r = a + pr. (a 4- pr étant un terme de cette
progression.)

Dou:a=pr—(m | n);ou:

Il faut donc que le premier terme de cette progression
soit un multiple de la raison.
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269.

Quelles sont les progressions par quotient dans les-
quelles le produit de deux termes fait partie de la
progression?

Soient a le premier terme et q la raison de cette progres-
sion.

agm et aqgll seront deux termes de cette progression.

Pour que leur produit, a*qm+n puisse faire partie de
cette progression, on doit avoir . aigm+n = aqv (agP
étant un ternie de cette progression).

It faut donc que le premier terme de cette progression
soit une puissance de la raison.

270.

Dans une progression géométrique dont le nombre
des termes est impair, la somme des carrés des
termes est égale a la somme des termes multipliée par
I'excés de la somme des termes de rang impair sur la
somme des termes de rang pair.

Soit: a: aq: aqgi: agd: ... : agtn—I: ag2n une progres-
sion géométrique de 2/z -¥% 1 termes.
La somme des termes de rang impair est :
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La somme des termes de rang pair est :

Donc la différence de ces deux sommes est :

Ou
La somme des termes de la progression est :

Multipliant (1) par (2), il vient:
Les carrés des termes de la progression sont -

et leur somme est :

Or, (3) = (4).
Donc enfin S'=S x D.

2T1.

Dans une progression par différence a ternies en-
tiers, si n est un nombre premier avec la raison, en
divisant n termes consécutifs par n on obtiendra pour
restes tous les nombres : O, 54, ..., n— 1,
pris dans un certain ordre.

Soient:a, a+r,a+ 2r,a+3r ...,a--(n— Dr. les
termes de la progression au nombre de ». En divisant ces
termes par n on obtient n restes tous 'plus petits que n; il
suffit donc de démontrer que deux [restes quelconques ne
peuvent étre égaux.
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Supposons que a 4- br et a % cr divisés par n puissent
donner le méme reste R. (b et ¢ sont deux nombres entiers
différents, plus petits que n). Nous aurons :

a |-br=nq% Reta+cr—ng + R, dour (c— b
— n{g — ). Donc n doit diviser r x (c — h) et comme il
est premier avec r, il doit diviser ¢ — b, ce qui est absurde
puisque b et ¢ sont tous deux plus petits que n.

Donc enfin, tous les restes au nombre de n sont différents
et sont, par suite, les nombres: 0, 1, 2, 3, 4, (n—1i,
pris dans un certain ordre.

272.

Si dans une progression arithmétique, 5 termes con-
sécutifs a, b, ¢ sont nombres premiers absolus, la
raison est divisible par 6, & moins que le premier
terme ne soit 1, 2 ou 5.

Soit r la raison. Il s'agit de prouver que r est divisible
par 2 et par 3.

Ona.é=a+r,c=a-+2rdoub—c=r.

Or b et ¢ étant des nombres premiers sont impairs, et par
suite r est divisible par 2.

De plus, ni a, ni b, ni ¢ n'étant divisibles par 3, deux de
ces nombres, divisés par 3, donnent le meme reste. Suppo-
sons que ce soient a et b leur différence, b — a = r doit
donc étre divisible par 3.

Donc r est divisible par 2 x 3.

27».

Si dans une progression arithmétique,5 termes con-
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sécutifs, «, b, c, cl, sont premiers absolus, la
raison est divisible par 50, & moins que le premier
terme ne soit 1, 2, 3 ou 5.

Soit r la raison. Il faut prouver que r est divisible par 2,
3et 5.

D'apres le théoréeme précédent, r est divisible par 2 x 3.

De plus, aucun des cing nombres, a, b, ¢, (I, n étant
divisible par 3, deux d'entre eux, divisés par o, donneront
le méme reste.

Supposons que ce soient b et d; leur différence il —b
= 2, sera divisible par o et par suite r est divisible par .

Donc enfin, r est divisible par 2 x 3 x 5.

274.

Si dans une progression arithmétique, 7 termes
consécutifs, a, b, c, cl, f, g, h, sont premiers absolus,
la raison est divisible par 210, a moins (pic le pre-
mier terme ne soit 1, 2, 5, 5ou 7.

Soit r la raison. Il s'agit de prouver que r est divisible
par 2, 3, 5et7.

D’aprés le théoréme précédent, r est divisible par 2x<3
X o.

De plus, aucun des sept nombres, a, b, c, d, [, y, li
n'étant divisible par 7, deux d’entre eux, divisés par 7, don-
neront le méme reste.

Soient ¢ et A; leur différence h — ¢ = 3r est divisible
par 7, et par suite r est divisible par 7.

Donc enfin, r est divisible par 2 x 3 x 5 x 7.
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«75.

Si dans une progression arithmétique,?» ternies con-
sécutifs sont des nombres premiers absolus (h étant
Ini-méme un nombre premier absolu), la raison de
cette progression est divisible par le produit de tous
les nombres premiers absolus : | x 2 x 5 x 7 x ||
X ... x n, non supérieurs a n, a moins que le pre-
mier terme ne soit un des nombres premiers I, 2,
5 ..., n

Soit r la raison. Prouvons que si la propriété est vraie
lorsque la progression am termes (m étant premier absolu),
elle sera encore vraie lorsque la progression aura n termes
(n étant le nombre prmier absolu, immédiatement supérieur
a m).

En effet, par hypothése, la raison de la progression
qui a m termes est divisible par le produit Ix2x3x0ox7
X 11 %13 x .... x m. La raison de la progression qui a n ter-
mes (il étant plus grand que m) est a plus forte raison divi-
sible par 1 x2x3xo0x7x11 x13x .. x % ; je dis que cette
raison r est de plus divisible par n.

En effet, aucun des n termes en question n’étant divisible
par n, deux d'entre eux, divisés par n, donneront le méme
reste.

Soient b et k ces deux nombres, plus petits que n.

Leur différence k — b = pr sera divisible par n. Or, p
est nécessairement plus petit que n, puisqu’il exprime la
différence des rangs qu'occupent dans la progression les
termes b et k, tous deux plus petits que n, et comme n est
premier absolu, n divise r.
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Donc enfin /est divisible par le produit’s 1x2x3x5x7
x 11 x 13% ... x/.

La somme des cubes des N premiers nombres est

égal au carré de la somme des N premiers nombres.

On sait que ; «2—b2 = (a + b] (a—h).
Donc :

Donc :

Si dans cette relation nous faisons n sucessivement égal
a: 0,1 2 3, n—1, il vient .

Ajoutant membre a membre, il vient :
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257.

On ajoute terme a terme deux progressions géomeé-
triques de raisons différentes. Démontrez que chaque
terme se déduit des deux précédents suivant une loi
constante.

Soient :

ces deux progressions, en les ajoutant terme a terme, on
trouve :

posons

Multipliant (2) successivement par 7 et par r et ajoutant,
il vient .

On obtiendra donc le troisieme terme en multipliant le
second par la somme des raisons des deux progressions et
en retranchant de ce produit le produit du premier par le
produit des raisons des deux progressions.

En général, on obtiendra le n'e terme en multipliant
le(n — e par la somme des raisons des deux progres-
sions, et en retranchant de ce produit le produit du
(Il — 2)np par le produit des raisons des deux progressions.
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«78.

Déterminer la somme des produits obtenus en mul-
tipliant terme a terme une progression géométrique et
une progression arithmétique.

Soient

ces deux progressions et z la somme des produits.

Ona:2=o0A + + ¢C + dD 4- ... 4- il 4- %K
4- /L (1), ou, en exprimant chaque terme de la progres-*
sion géométrique en fonction du premier terme A et de la
raison q.

Multipliant 2) par q et soustrayant de (1) il vient :

Or.
Donc (3) devient :

Ou

D’ou

«79

Dans quelles progressions par différence existe-t-il
un rapport, indépendant du nombre 1 des termes em-
ployés, entre la somme des n premiers termes et la
somme des n suivants?
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Soient a le ler terme, r la raison, S la somme des n les
termes, S' la somme des n termes suivants, nous aurons :

D'ou : et ce rapport doit étre indé-
pendant de n.
Soit g la valeur de ce rapport.

On a:

D'ou
Ou:
Ou:
Il faut donc que I'on ait en méme temps .

Dot :
Le 1° est évident.

Du 2° on conclut que la raison de la progression doit
étre double du premier terme, et I'on aura S' = 3S.

«80.

Dans une progression géometrique de six termes, la
différence des termes extrémes est plus grande que
cing fois la différence des termes du milieu.

Soit : -77a : aq : ag?2 : ag3 : ag4 : ags cette progression. |l
s'agit de prouver que l'on a:
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Or (n0 249), on a :

Ajoutant, il vient :

«81.

Trouver la somme des doubles produits des n pre-
miers nombres entiers 2 a 2.

Soit S cette somme. On a :

Donc .

donc (1) devient :

d’ou enfin

est toujours divisible
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par 12. En effet (n — 1) n {n 1) est divisible par 6 (T. 49).
Si n est impair (z — 1) et (z + 1) sont pairs et par suite le
produit (n — 1) n (n + 1) 31z  2) est divisible par 12(n051).
Si n est pair 3u %- 2 est divisible par 2 et le produit pro-
posé est encore divisible par 12.

282.

Si l'on prend la suite des nombres impairs : 1, 5,
5, 7, ... et qu'on la sépare en groupes, dont le ler ait
un terme, le 2e deux termes, le 5¢ trois termes, etc.
Démontrer que la somme des termes d'un méme
groupe est un cube.

Soient 1, 3, 6, 7, 9, 11, 13, lu, etc. ces nombres :
Nous aurons :

Le ler terme du n"e groupe aura avant lui, 1 | 2 + 3

ou nombres impairs.

Ce premier terme sera donc

ounl—n-+ 1
Les autres termes du méme groupe seront :

Donc la somme des termes du nme groupe est :

Ou :
Ou : ou enfin
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«83.

Les nombres a et b étant supposés premiers entre
eux, si I'on multiplie par b les termes de la progres-
sion arithmétique.
1)-+ 1,2,5,-4, 1).
et que l'on divise par a les (« — 1) produits
(2)V b. 2b. %b. 1b. ... (a — 1)6.

On obtiendra pour restes les (a — 1) termes de la
progression (1) dans un certain ordre.

D'abord aucun terme de la progression (2) divisé par a
ne donne o pour reste. En effet, soit mb l'un de ces termes.
Si a divisait exactement mb, comme a est premier avec b,
il faudrait que a divise m ce qui est impossible, car m est
plus petit que a.

De plus, deux termes de la progression (2) ne peuvent
donner des restes égaux.

En effet, si deux termes mb et nb divisés par a donnaient
le méme reste, leur différence b(n — m) qui est un terme
de la progression (2) divisée par a donnerait o pour reste,
ce qui est impossible.

Donc les restes obtenus sont tous différents, ils sont tous
plus petits que a, au nombre de a— 1, et aucun d’eux n'est
nul, donc ces restes sont dans un certain ordre : 1,2, 3, 4,
. (@—1).

«84.

a et p étant deux nombres premiers entre eux et n
désignant le nombre de nombres premiers avec a et
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plus petits que />, démontrer que le quotient est

entier.

En effet, les produits :

a, 2a, 3, ... , mu, ..., (p — Da, (1)
divisés par p, donnent pour reste :

1,2, 3, m,... (p—1). (2) tous premiers avecp(n0283).

Le produit des nombres (1) est :

M=an X1 x2x3..xmX..Xx (p—1), etcelui
des nombres (2) est :

M=1x2x3X ... Xmx .. X ((p—1).

Donc les produits M et M' divisés par p doivent donner le
méme reste.

Donc leur différence :

I1X2%x3X ... xmx ... x(p—1 x (an — 1) est divi-
sible par p (T. 66), et comme p est premier avec 1 x 2 X 3
X .. xmx ... x (p—1), p doit diviser an — 1.

«85.

Les nombres a et b étant supposés premiers entre
eux et ¢ étant un nombre entier quelconque, si I'on
divise par a les termes de la progression arithmétique,

(1)-7-c. ¢ 4~b. ¢+ 26. ... C 4- (fl — b)
on obtiendra pour restes, abstraction faite de l'ordre,
les nombres :
@ 0,125 ..., (@a—1).

Soient ¢ 4" m'b et ¢ 4 (m 4- m)b deux termes de la
suite (1), leur différence mb ne peut étre divisible par a,
puisque ce nombre est premier avec b et plus grand que m;
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donc deux ternies de la suite (1) ne peuvent donner le
meme reste.

Dailleurs les a nombres de la suite (1) fournissent des
restes inférieurs au diviseur «; donc ces restes sont néces-
sairement les termes de la suite (2).

Conséquence : I. Il y a dans la suite (1) autant de nombre
premiers avec a que dans la suite (2). En effet, les nom-
bres (2) ne different respectivement des nombres (1) que
par des multiples de a.

Il. Si «eth sont deux nombres premiers entre eux, ¢ un
nombre quelconque, on peut toujours trouver un nombre «.
tel que ¢ b soit divisible par a.

286.

Si a est un nombre entier quelconque non divisible
par le nombre premier absolu P, prouverquea p |
— | est divisible par P.

a étant premier avec P, si l'on divise par P les P—1
nombres :

(1) a, 2a, 3« ...., (P—Da
on obtiendra, abstraction faite de l'ordre, les nombres :

21, 2 3, (P —1) (n° 283).

Donc les nombres (1) ne différent des nombres (2) que
par des multiples de P.

Donc le produit des premiers ne peut différer du produit
des seconds que par un multiple de P.

Donc la différence .

divisible par P.
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Orl x2x3x ... x(P—1),nest pas divisible par P
qui est un nombre premier absolu, doncp divise « p—1 — 1,

Si P est un nombre premier absolu, démontrer que
| x2x<5x<4x ... x (P— 1) = | est divisible
par P.

Nous savons que si a désigne un des nombres : 1, 2, 3,
vy (P—1), (1) et quesi I'on divise par P [P étant premier
avec a] les produits : a, 2a, 3u, ...., (P — 1) a (2), on obtient
pour reste P — 1 nombres qui forment la série (1). Donc
parmi les produits de la série (2), il y en a un et un seul
qui, divisé par P, donne 1 pour reste; soit ma ce produit,
en sorte que ma — 1 est divisible par P.

[S’il arrivait que m = a, a2 — 1 sera divisible par P;
donca + 1 oua—1 doit étre divisible par P; ce (pii ne
peut avoir lieu que pour autant que a soit 1 ou égal & P—1,
puisque a est inférieur a P.]

11 résulte de la que les nombres de la suite (1), abstrac-
tion faite du premier terme et du dernier, peuvent étre
associés deux a deux, de maniere que le produit de deux
associés soit égal a l'unité, augmentée d'un multiple de P.
Par conséquent :Je produit, 1 x 2 x 3 x4 x ... x (P —2),
est lui-méme égal a un multiple de P augmenté de !
a KP -|- 1 par exemple, et en multipliant KI* -|- 'l par P — !
on voit que le produit total 1 x 2 x 3 ... x (P—2) x (P—1)
= (KP + 1) (P—1) = K'P — 1 est égal & un multiple de P
diminué de 1. Donc, enfin, KP — 1 -|- 1 ou K'P est divi-
sible par P.

N. B. Si P n'était pas premier absolu, le théoréeme ne
serait plus vrai. En effet, admettons que P = m. *.
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Le produit 1 >=<2><3>... x(P — 1) sera divisible
par % donc la somme 1 x 2 x 3 x ... x (P—1)_|!
n'‘admettra pas le facteur a et ne sera pas divisible par P.

Conséquence : Pour reconnaitre si P est nombre premier,
ajoutez 1 au produit 1 x 2 x 3 x .. X P—1), etsi la
somme obtenue est divisible par P, P est premier.

2SS.

Pour faire passer un nombre de la base B dans la
base B!, il suffit de partager le nombre en tranches
de m chiffres a partir de la droite et d’exprimer chaque
tranche en chiffres de la nouvelle base.

Soit a passer dans la base B3 le nombre N = a + B>
+ B2 + B3V = Ble + B-y+ B«z + BTz = B¥% + .... écrit
dans la base B.

Ce nombre peut s'écrire

(@ + lib + Bx) + B3(d + Br +~ %) ¥s B8 (h + Bz
+ B2%) + .... et relativement & la base B3 les parties
a | BZ? + B%, d + lie + B2, h + Bz + B2%, représente-
ront le chiffre des unités, celui des dizaines et celui des
centaines. En effet, chacune de ces parties est respective-
ment plus petite que B3, BB, BY et en I'exprimant au moyen
des chiffres de la base B3, on aura le nombre cherché.

Ainsi le nombre 32121 écrit dans la base 4, s'écrira :
3 (21) (21) ou 399 dans la base 42, et (32) (121) ou (14) (25)
dans la base 43. [(14) et (15) désignant des chiffres dans la
base 43].

Dans un systéme de numeération de base B, la dif-
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férence entre un nombre de trois chiffres et ce nombre
renversé est divisible par B i 1 et par P — 1.

Soit . a + + c¢B- ce nombre. Le nombre renversé
est . «B2 + éB Y c. La différence de ces deux nombres est :

oB2 +&B 4- ¢ — ¢B2 —&B— a, ou a(B2 —1) —c¢(B2 — 1),
ou enfin (B2— 1) (a — c¢), ce qui démontre le théoréme, car
B2— 1 (a—c)=@B--1) B —1 fl—c).

290.

Dans tout systtme de numération, le double du
nombre qui précede la base et le carré de ce nombre

s’écrivent avec les mémes chiffres pris en ordre in-
verse.

Soit B la base du systéme.

Ona:1°2B— 1) =2B—2=B+ (B—2).

Or B étant la base, le chiffre des dizaines de ce nombre
est 1 et le chiffre des unités est B — 2;

%« B—1)=B—2B+1==BB—2 =1

Or B étant la base : B — 2 est le chiffre des dizaines de ce
nombre et 1 est le chiffre des unités.

291

B étant la base d'un systeme de numération, les
produits de B — | par deux nombres entiers dont la

somme est B | | s’écrivent avec les mémes chiffres
pris en ordre inverse.
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Soient : ni et B + 1 — m ces deux nombres.
Ona:1°B—1) xm=Bh—m
=Bm—B4-B—m
= Bm—1) =+ (B—m)
Or B étant la base, ni — 1 est le chiffre des dizaines
et B — m est le chiffre des unités de ce nombre;
20B—1)BI1—m=B+B—nB—B—1 i
=BB—mi4~(ni—1)
Or B étant la base, ni — 1 est le chiffre des unités
et B — ni le chiffre des dizaines de ce nombre.

29>,

Dans un systtme de numeération de base B, les
nombres B — | et B 4- 1 jouissent de propriétés ana-
logues aux nombres 9 et 11 dans le systeme décimal.

Soit N = a + éB %- cB’ -- <7B3 .... un nombre écrit
dans la base B et dont les chiffres sont : a, b, ¢, d, ....

1«

O nombre peut s'écrire :

Or tous les nombres de la seconde ligne sont divisibles
par B — 1. Donc le nombre N est égal a un multiple
de B — 1, augmenté de la somme des chiffres du nombre;
donc, etc.

2>

Ce nombre peut s'écrire :
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Or tous les nombres de la seconde ligne sont divisibles
par B + 1. Donc le nombre N est égal & un multiple
de B | 1 augmenté de la somme des chitires de rang
impair, et diminué de la somme des chiffres de rang pair;
donc, etc.

293.

(I étant un diviseur de Bm— 1, chercher le carac-
tere de divisibilité par (I, d'un nombre écrit dans la
base B.

Soit N = a -+ bB'n % cB2n + <B3m un nombre écrit
dans la base B, et admettons que a, b, ¢, (I représentent les
tranches de m chiffres, prises de droite a gauche, et en
valeur absolue, la derniére tranche & gauche pouvant avoir
moins de m chiffres.

Ce nombre peut s'écrire .

N=cid~b Y5 ¢ "b <
+ 06 (Bm -1)—=c (Bsm — 1) = d (B3m — 1).

La seconde partie du nombre N est évidemment divisible
par Bm — 1; si donc la premiere partie I'est, le nombre
lui-méme le sera.

Or la premiere « + b + ¢ H d représente la somme des
tranches de m chiffres, prises de droite a gauche. Donc si la
somme de ces tranches, prises en valeur absolue, est divi-
sible par Bw — 1, le nombre N sera divisible par B*1— 1
et par suite par d diviseur de Bn — 1.

294.

d étant un diviseur de Bm + I, chercher le carac-
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lére de divisibilité par 4, d’'un nombre écrit dans la
base B.

En admettant les hypotheses du théoréeme précédent, on

obtient :
N=a—hb c —d
+ + 1) + — 1) +d(B3m+ 1)

La seconde partie de N est divisible par Bw + 1, Si donc
la premiére partie I'est, le nombre lui-méme le sera.

Or, la premiéere partie a — b -|- ¢ — d représente la
somme des tranches de rang impair, moins la somme des
tranches de rang pair de m chiffres, prises de droite a
gauche.

Donc si cette différence est divisible par Bw -j- 1, le
nombre N sera divisible par Bm + 1 et par suite par d divi-
seur de B,i + 1.

«95.

Chercher le caractere de divisibilité par un diviseur
quelconque d, d'un nombre écrit dans la base B.

La marche est analogue a celle qui a été suivie au n° 77.
*

«90.

Un nombre écrit dans la base B est divisible par
mB+ 1, lorsque la partie des dizaines moins ni fois
le chiffre des unités simples est di isible par wiB 4- 1.

Soit N = d IL 4- ¢ Bi +b B = a un nombre écrit dans la
base B.
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Ce nombre peut s'écrire :

N=B(@dB,4-¢cB+¢&4-a4~mBu—mB a.

OUN=B(@dBi+c¢cB+h—ma)+a(mB+ 1)

Or, mB 4- divisea (WB | 1), donc s'il divise B (dB* 4- <B
4- b — ma) il divisera N. Or, mB ( 1 est premier avec B
(n° 111), donc mB 4 1 doit diviser vB* 4- ¢B -i- b — ma.

Donc enfin, si z/iB | 1 divise dB' 4- ¢cB + b — ma, |l
divisera N.

A. B. Dans la base 10; 21 =2 X 10 ! 1. Donc un nom-
bre est divisible par 3, 7 ou 21 lorsque la partie des dizaines
moins deux fois le chiffre des unités est nulle ou divisible
par 3, 7 ou 21.

«97.

Un nombre écrit dans la base B est divisible par
mB — 1, lorsque la partie des dizaines plus m fois le
chiffre des unités simples est divisible par mB — 1.

Ka démonstration est identiquement la méme que celle du
théoreme précédent.

On trouve : N= B (dB*4-<B b b | ma)— (mB—1).

A. B. Dans la base 10; 19 =2 X 10 — 1.

Donc un nombre est divisible par 19 lorsque la partie des
dizaines plus deux fois le chiffre de ses unités est divisible
par 19.

«98.

Dans tout systeme de numération a base B, si D est
un nombre premier et si de plus D est premier avec B,
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réduite en décimale donne une période divisible par

B— I

En effet, posons : B — | = a et soit :

Ou
D’ou

Dong, il faut que abc ... fsoit divisible par a.
Conséquence : soit N un nombre entier premier avec D

et avec B — 1 la période de N est divisible par B — 1.

Un nombre écrit dans la base 12 est terminé par
un zéro. Ce nombre peut-il étre carré parfait et a
quelle condition ?

Soient: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, fl, b les chiffres du sys-
téme duodécimal.

Le carré d'un nombre de la base 12 est terminé par l'un
des chiffres :

1,4,9,4,1,0, 1,49 4 1 (n"26).

Donc un nombre terminé par un 0 peut étre carré par-
fait.

Ce carré provient d’'un nombre de la forme : 12// 4 6.

Le carré de 12// 4- 6 est 14422 4" 144// + 36 ou 100//2
4- 100// + 30 dans la base 12.

Donc pour gu'un nombre terminé par un 0 et écrit dans
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le systeme duodécimal puisse étre carré parfait, il faut que
le chiffre des dizaines soit 3.

300.

Soient B", — | un nombre écrit dans la base B et
abcdef un nombre N de ni chiffres écrit dans la méme
base (si N avait moins de ni chiffres, il faudrait écrire
un ou plusieurs zéros a sa gauche pour obtenir
ni chiffres). Soient N' le nombre obtenu en enlevant
le premier chiffre a gauche de N pour le transporter a
sa droite, N', le nombre obtenu en enlevant de méme
le premier chiffre a gauche de N' pour I'écrire a sa
droite, etc. Démontrer que tout diviseur commun des
nombres B“ — 1 et N est diviseur des nombres N/,
N7, ....

Par exemple : 7 qui divise 999999 et 247947, di-
vise aussi les cing nombres : 479472, 794724,
947247, 472479, 724794,

Admettons que le nombre a b cde fet le nombre B" — 1
aient le facteur d commun. Faisons passer a a la premiere
place ; le nombre bcdefa = N' ainsi obtenu égale évidem-
ment !

Or, (I divise N et B" — 1, par hypothése, donc il divise N,.
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