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Vorwort.

Bekanntlich ist es fiir die algebraischen Functionen von
fundamentaler Wichtigkeit, dieselben nicht jede einzeln fiir
sich, sondern, wo es moglich ist, alle aus einer (irreductibeln)
algebraischen Gleichung entspringenden in ihrer Zusammen-
gehdrigkeit zu betrachten. In vielen Fillen wird durch
diesen Kunstgriff allein die eigentliche Schwierigkeit der
algebraischen Irrationalitit geradezu aufgehoben, indem die
symmetrischen Functionen aller Wurzeln einer algebraischen
Gleichung rationale Functionen der Coefficienten der Gleichung
werden ™).

Ebenso wichtig erweist es sich fiir das Studium, ins-
besondere fiir die Darstellung der transcendenten (nichtalge-
braischen) Functionen, alle diejenigen als zusammengehorig
der Betrachtung gleichzeitig zu unterziehen, welche unter-
einander selbst oder deren Argumente untereinander in alge-
braischer Verwandschaft stehen. Viele Eigenschaften der
Functionen treten dadurch viel klarer, iibersichtlicher, ver-
wendbarer hervor; aber auch viele Eigenschaften konnen
nur auf diese Weise allein zum Vorschein kommen,
ja viele und sehr wichtigeyBigenthiimlichkeiten entstehen
begrifflich erst durch die gleichzeitige Betrachtungs-
weise der zusammengehorigen ,,Cofunctionen‘. Diese

#) Dieses lingst gefiihlte und theils bekannte Princip ist eben als
Princip mit seinen #Hussersten Consequenzen durch die Arbeiten von
Kronecker und seinen Schiilern zur vollen Durchfiihrung gelangt.

a‘*
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1v Vorwort.

Thatsache wurde bereits empfunden bei und seit der Ent-
stehung der trigonometrischen, der ersten der iiberhaupt exi-
stirenden transcendenten Functionen: zum Sinus musste man
sich gleichzeitig den Cosinus bilden und sie beide als
,Cofunctionen® betrachten. Die algebraische Cofunc-
tionalitit kommt hierbei entweder in Gestalt einer alge-
braischen Relation zweiten Grades (mit zwei Unbekannten)
mit rationalen Coefficienten #? 4 v* — 1 = 0 zum Vorschein,
welche beide Cofunctionen zusammen identisch befriedigen,
wenn man % = sinz, v = cosz setzt; oder auch als das ;
sogenannte algebraische Additionstheorem, welches zwischen
den Cofunctionen verschiedener Argumente, wie

sin (z -+ y) = sinz cos y - siny cos

cos (z 4 y) = cosz cosy - sinz siny

stattfindet. Oder endlich auch als lineare homogene
Relation zwischen cosz, sinz einerseits und ¢#, e—* anderer-
seits.

Diese letztere Relation (aus der die ersteren leicht folgen)
verdient, als einfachere, als lineare homogene, den Vorzug.
Aus dieser ersieht man aber auch sofort, dass aus derselben
Exponentialfunction noch andere Cofunctionen, wie z. B.
die hyperbolischen, als lineare homogene Functionen von
¢® und ¢* und die allgemeineren als lineare homogene
Functionen von

2

z ok r =1y
n 0y
e, € VR e e

’cn

folgen, wenn 7, eine primitive Wurzel von z* — 1 = 0
bedeutet.

Dieses Princip kommt als solches, als Prineip
zur Geltung, wenn man allgemeiner aus irgend
einer Function f (z) (als ,Hauptfunction® an-
statt ¢*) solche » lineare homogene Functionen
von

f(“ow)7 f(ax x); Py f(“"-lx)
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Vorwort. Vv

als Cofunctionen bildet, zwischen denen selbst
keine lineare homogene Relation besteht, wobei

Opy Oy eovy Oy —1

Wurzeln einer ,determinirenden® allgemeinen

(irreductibeln)algebraischen Gleichungn**Grades
dz)=0

bedeuten.

Man wird natiirlich durch dieses Princip keine Erweiterung
des Gebietes der transcendenten Functionen erwarten konnen,
es werden durch dasselbe keine neuen Transcendenten aus
algebraischen Functionen geschaffen, sondern die algebraisch
verwandten einer bereits vorhandenen Transcendenten werden
gleichzeitig in Betracht gezogen. Aber diese Betrachtungen
sind nicht minder wichtig als die der trigonometrischen
Functionen neben der Exponentialfunction, oder die der
symmetrischen Functionen fiir die Wurzeln einer algebraischen
Gleichung, oder die Zuriickfithrung der Betrachtung einer
algebraischen Grosse auf diejenige éiner rationalen,
indem mit jener die ihr algebraisch conjugirten gleichzeitig
in Betracht gezogen werden.

Es erweist sich, wie manim vorliegenden Werke
ersehen wird, dieNiitzlichkeit der Cofunctionen
insbesonderetheilsfiirdie Darstellungundtheils
fir die Entdeckung von Eigenthiimlichkeiten
solcher Functionen, welche durch gewisse Glei-
chungen (algebraische, oder Differentialgleichungen)
definirt werden.

Die Wahl einer speciellen determinirenden Gleichung,
wie etwa der binomischen z* — 1 = 0, hat, wo es niitzlich
ist, genau denselben Sinn wie die in der Analysis oft an-
zutreffende Zuriickfiihrung auf Normaltypen.

Ebenso und zuweilen mit grésserem Vortheil kann man
eine andere Abel’sche Gleichung zu Grunde legen; zuweilen
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VI Vorwort.

wird es vortheilhafter sein, eine Geichung mit lauter reellen,
aber von einander verschiedenen Wurzeln zu Grunde zu legen.
Auch die Irreductibilitiit ist nicht durchaus nothwendig; nur
wird man, wenn eine reductibele Gleichung als determinirende
genommen wird, als Fundamentalsystem die Cofunctionen
erst — wenn z. B. Gruppen von gleichen Wurzeln vorhanden
sind, gruppenweise — mit gewissen ganzen Functionen
multipliciren. Fiir verschiedene Fragen ist es sogar zweck-
miissig, ein System von verschiedenen Normaltypen gleich-
zeitig zu Grunde zu legen; auch kommt es vor, dass mehr
als eine Hauptfunction nothwendig wird. Indess schien es
angemessen zu sein, den ersten Fall 2 — 1 = 0 zuerst mit
grosserer Ausfiihrlichkeit und ausschliesslich zu behandeln
und erst spiter auf jene Erweiterungen einzugehen, wiewohl
in manchen Fillen andere Wahlen gewisse Complicationen
beseitigt oder Beschriinkungen leichter aufgehoben hiitten.

. Seit der Entstehung dieser Gedanken sind dem Verfasser
bereits mehr denn zwolf Jahre verflossen. (Der Vortrag
yOegenseitigkeit von Partial- und circumplexen Functionen
und Reihen“ ist am 19. Sept. 1879 gehalten und im Tage-
blatt der Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte
erschienen.) In dieser Zeit hat sich wohl das Gebiet der
Anwendungen bedeutend erweitert; erwihnenswerth diirften
folgende sein:

1. Einheitliche Losung der algebraischen Gleichungen der
ersten vier Grade und einiger speciellen Gleichungen.
(Doctordissertation 1880; Abschnitt III des gegen-
wiirtigen ersten Bandes.)

2. Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichun-
gen der Fuchs’schen Classe, von einem Gesichtspunkie
ausgehend, der eine Erweiterung fiir eine analoge
Classe nichtlinearer Differentialgleichungen ermdg-
licht. (Vorlesungen in verschiedenen Semestern, zum
erstenmal im Sommersemester 1884 gehalten an der
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Vorwort. vit

Universitit zu Heidelberg; Abschnitte VI und VII des
gegenwiirtigen I. Bandes.)

3. Darstellung der Wurzeln einer allgemeinen alge-
braischen Gleichung mit constanten, oder variabeln

~ Coefficienten, mit Hiilfe von Cofunctionen aus Potenz-
reihen; mit vollstindiger Durchfiilhrung einiger Bei-
spiele: a) binomische Gleichungen, b) Gleichungen der
ersten fiinf Grade, ¢) trinomische Gleichungen. (Habili-
tationsschrift 1883; Abschnitt VIII des gegenwiirtigen
Bandes.)

4. Darstellung der Integrale einer Classe nichtlinearer
Differentialgleichungen in der Umgebung eines Punktes,
fiir welchen die Coefficienten unendlich, oder un-
bestimmt werden, mit Hiilfe von Cofunctionen zweiter
Stufe. (Vorlesungen, gehalten im Sommersemester 1885,
Wintersemester 1886—87; die letzten Abschnitte dieses
Bandes.)

5. Uebertragung einiger Begriffe auf das Gebiet der Zahlen-
theorie: ,arithmetische Cofunctionen®. (Begriin-
dung zum erstenmal in diesem Bande aufgenommen.)

Dagegen kann sich der Verfasser keineswegs der Ueber-
zeugung verschliessen, dass auf jedem einzelnen der genannten

Gebiete noch gar viel geschehen miisste, um gewisse funda-

mentale Fragen abgerundet zu beantworten, um manche

unndthige Complication in Form und Inhalt zu beseitigen,
um manches Nebensiichliche wegzulassen und manches wesent-
lich Fehlende hinzuzufiigen. Gerade die Beschiiftigung mit

Erweiterungen des Gesichtskreises, welche sich von selbst

aufdriingten und mit Principien®), welche urspriinglich sich

#) Besonders erwihnenswerth ist das Princip allgemeiner alge-
braischer und analytischer Iterationen, welches (wie ich theils gezeigt
und theils noch zeigen werde) berufen ist, neue Transcendenten in die
Analysis einzufiihren und sogar, wie ich zeigen werde, als natiirliche
Quelle der Transcendenten tiberhaupt aufgefasst werden kann,

www.rcin.org.pl



VIIT Vorwort.

aus jenen entwickelten, spiiter aber selbststiindig wurden und
sich bedeutend ausdehnten, war es zum Theil, zum Theil
auch mancher harte Schicksalsschlag des Lebens, welche es
dem Verfasser bisher unmoglich machten, gar Manches, was
er gewiinscht hiitte, zu einer Abrundung beizutragen..

Trotzdem entschloss ich mich endlich — nach langem
Zogern, aber auch nach reiflicher Ueberlegung — zur Ver-
offentlichung.

Wenn unbefangene Gelehrte nur finden sollten, dass (von
Nebensiichlichem wie etwa Benennungen und Bezeichnungen
abgesehen) in der Hauptsache doch ein gesunder methodischer -
Kerngedanke vorhanden sei, weleher sich fiir die Mathematik
fruchtbar machen lisst, so wiirde auch diese Anerkennung mir -
schon Belohnung genug sein.

Heidelberg, December 1891.

Der Verfasser.
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ABSCHNITT VIIL

DARSTELLUNG DER WURZELN EINER ALLGEMEINEN
ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG ~** GRADES

MIT HULFE VON

COFUNCTIONEN AUS POTENZREIHEN

IN ELEMENTARER BEHANDLUNGSWEISE.
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Einleitung.

§ 1
Erinnerung an einige friihere Ergebnisse, welche fiir die
Folge wichtig sind™).

a) Nachdem ich gezeigt habe, dass die Beziehungen,
die zwischen den coordinirten Cofunctionen obwalten, eine
einheitliche Losung algebraischer Gleichungen der ersten vier
Grade sowohl, wie die einiger Gleichungen von ganz specieller
Natur (der Gleichungen mit lauter gleichen Wurzeln und
binomischen Gleichungen, die den einfachsten Fall von solchen,
welche lauter verschiedene Wurzeln haben, bilden) in der
natiirlichsten Weise lieferten, will ich nunmehr zeigen, wie
dieselben Beziehungen auch fiir den allgemeinsten Fall einer
Gleichung n'® Grades mit variablen Coefficienten als natiir-
lichster Ausgangspunkt zur Liosung dienen konnen, wenn die
Losung auch, natiirlich, nicht mehr in geschlossner Form
(nach dem Abel’schen Beweise ist ja dieses ohne Einfiihrung
von Transcendenten schlechterdings unmiaglich), sondern in
Form von Potenzreihen zum Vorschein kommt.

b) Es sei die Gleichung '™ Grades nach # in der Form

(l) F(Z, x) = g 4 q)n_l(z->zvz—l + @._s (x)z"—2 = S
@+ 0@ — 0

*) Es sind dieses Ergebnisse einer fritheven Arbeit des Verfassers,
welche unter dem Titel ,Lineare homogene Cofunctionen* von
der Facultit der Univ. Heidelberg als Doctor-Dissertation genehmigt
wurde, zuerst im Russischen vollstindig und darauf im Deutschen,
als Vortrag zu Salzburg, vorliufig nur im Auszuge erschienen war;
nunmehr aber ausfiihrlich mitsammt dem gegenwiirtigen Abschnitte,
der 1883 als Habilitationsschrift diente, in diesem Werke unter An-
derem aufgenommen wird. Die in dieser Einleitung gegebene kurze
Repetition diirfte ausreichen, damit das Folgende fiir sich allein gelesen
werden konnte.

H. ScHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. g ¢
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2 Abschnitt VIII. Einleitung. § 1.

gegeben, wobei die Coefficienten von z gewisse Potenzreihen
einer Variabeln z, von der Form

Q1 (%) = ero + a1 @ + 2 2® + -+ @ 27 4 -

sein sollen, indem % einen der » ganzzahligen Werthe
k=01,2---n—1

annimmt, und die Grossen e, ganz beliebige Constanten
sind, welche jedoch der Bedingung geniigen, dass simmtliche
¢:(#) in einem und demselben Gebiete von # in der Um-
gebung von 2 =0 (oder ebenso fiir die Umgebung des Punctes
# = b, wenn die Potenzreihen ¢ (2 — b) nach Potenzen von
z — b fortschreiten) convergent®) sind. Wir konnen uns
dann auch hier, ganz analog, wie wir es bei Gleichungen
der ersten vier Grade mit constanten Coefficienten getham
haben, die Frage stellen, ob und unter welchen Umstinden
man mit Hiilfe unserer Fundamentalformeln fiir die sym-
metrischen Functionen der Cofunctionen eine Potenzreihe

(w) f(@)=a,+ a,& + ap2® + - + a2 4 -+
als Hauptfunction derart bestimmen kann, dass entweder die -
n circumplexen**) Functionen %'* Classe

f(rhz), (h=0,1,2---,n— 1),

#) Zur Vermeidung unnéthiger Complicationen wollen wir ein fiiir
allemal die Voraussetzung machen, dass iiberall, wo wir mit unendliche:n
Reihen zu operiren haben, solche gemeint sind, bei denen die Reihen
der Moduli convergent sind, wenn nicht das Gegentheil gesagt werden wird.

##%) Diese Benennung habe ich in meinen bereits friiher genanntexn
und in anderen Schriften eingefiihrt. Obgleich dieselbe nicht als eime
gliickliche zu bezeichnen ist, so habe ich mir dennoch erlaubt, dice-
selbe in der gegenwiirtigen Abhandlung beizubehalten, um hierdurch
etwaige fiir das Verstiindniss des Zusammenhangs mit meinen friihere:n
Arbeiten entstehende Schwierigkeiten zu vermeiden.

Uebrigens habe ich in der Einleitung zu den ersten Abschnitte:n
des oben angefiihrten Werkes § 1 diese Benennung dadurch gerechit-
fertigt, dass ,,circumplex‘‘ eigentlich synonym ist mit ,complex*, umd
die sogenannten complexen Grdssen bilden ja nur einen speciellen Faill
von den Unsrigen fiir n =4, da )/ — 1 eine primitive Wurzel von

Zt—1=0
ist. Ausserdem sollte noch ,circum“ an den Kreisumlauf erinnern, iin
welchem der successive Uebergang durch die verschiedenen circumm-
plexen Functionen cyclisch geschieht.
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Abschnitt VIIL. Einleitung., § 1. 3

wobei 7, eine primitive Wurzel der Gleichung
a* —1=0
bedeutet, oder die n coordinirten Partialfunctionen derselben
Classe
() foi(@)=ai% i 2"t Qo ppi 22" FA - g 2 H A
, (G=0,1,2, «-+, n—1)

fiir jeden Werth von z in einem gewissen gemeinschaftlichen
Convergenzgebiete der Coefficienten ¢ (2) der gegebenen
Gleichung direct die » Wurzeln derselben Gleichung bilden.

Nehmen wir zuniichst den einen Fall an, es sollen die

n " circumplexen Functionen von f(z) die » Wurzeln der
Gleichung n'** Grades nach 2

(4) Fe, 2) =0
fiir jeden Werth von z innerhalb eines endlichen Gebietes
liefern.

¢) Bezeichnet man die #n-reihige® cyklosymmetrische
Determinante, deren Elemente die % kurz bezeichneten Par-

~ tialfunctionen p,, p,, Py, ***, Pa—1 sind, (wobei also p;=f, ()
ist) wie friither mit

Dy Pn—1 Pn—2 * - Py
2 P - Py

Py
D)=, 5 25 - s

Pt Pn9 Di-38-°*° D
und die Summe derjenigen Determinanten, welche man aus
@7 (p) erhiilt, indem man in derselben je % Zeilen und je

k zugehorige Colonnen, welche sich in der Nulldiagonale
(Hauptdiagonale) schneiden, streicht, symbolisch mit

> DO (p),
und endlich noch die Summe der Producte zu je 2 aus den
kurz bezeichneten circumplexen Functionen ¢y, ¢,, - -
(Wobei also o, =f(rhz) ist) wieder mit

[4

Y

n

*y Cn—1

1%
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4 . Abschnitt VIII. Einleitung. § 1.

so haben wir aus unseren allgemeinen Relationen

Sik=2@@)(1’), k=012 ---, n—1)

die n Gleichungen:
Do Pn—1 Pr2 Py
Py Pna- PQ‘

(0) S _@ (P) !Pz pg po

pn-—l pn—2 _pn—8 = Py

Do  DPrn—1: Do
) §a- DO B P
;pﬂ—2 pn——s poﬁ
) S—’ﬂ"z PP () =yt
g Do DPn-ti| [P0 DPn-2
o e
3 )8 "p m P Py
it o8 et )'po 7]
2, (ot I 2. 2o |

= (— 1)* prs(2),

=3 S= NPy = — @Pu1().

Dabei bedeutet in der vorletzten Gleichung E(—:—) in bee-

kannter Weise die grosste in ; enthaltene ganze Zahl. Iskt

n

nun n eine gerade Zahl, so ist E(—:i)=7 und das letztde
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Abschnitt VIII. Einleitung. § 2. 5

in der geschlungenen Klammer enthaltene Glied erhilt den

Factor ; vor sich und die vorletzte Determinante heisst dann

p p
0 %+1
B i Pa
o
1 Eah e o e A n—1
st aber » ungerade, so ist Iy(g) = —,— und ebenso
o n—1 n—1 . (42 n—41 .
L(T)= T wihrend FE(——)== —';_ ist, so dass

das letzte Glied in diesem Falle verschwindet und das vor-
letzte Glied, in der Form

[po P,,il“
i 2
E

p,:} p()

-

erscheint dann als letztes Glied, wie es kommen muss.

§ 2.

Einige Eigenschaften der obigen Determinanten.

a) Die cyklosymmetrische Determinante _@(p) ist so
construirt, dass die Elemente der Hauptdiagonale aus lauter
p, und alle Parallelen zur Hauptdiagonale der Reihe nach
aus lauter p,, p,, + -, Pa—s oberhalb und ganz ebenso aus
lauter p,, p,, + - -, Po—1r unterhalb der Nulldiagonale bestehen,
so dass die Elemente a;; und a;; (d. h. solche, welche in
gleicher Distanz von der Hauptdiagonale und auf einer zur
sogenannten zweiten Diagonale parallelen Linie liegen) Indices
besitzen, die sich zu n ergiinzen. :

b) Was die iibrigen Determinanten betrifft, so entstehen
fiir k=1 aus den verschiedenen Moglichkeiten fiir die
Wahl der zu streichenden Reihen n gleiche (n — 1)-reihige
Determinanten, deren Hauptdiagonale wiederum aus lauter
p, und die Parallelen zu derselben oberhalb jeweils aus
Pyy D3y * **y Pu1, unterhalb aus p,, p,, - - -, pa—s bestehen.

Ist ¥ > 1 und ist (Z)=Q-n+R, wobei B < n ist,

so sind ¢ Gruppen von je n gleichen Determinanten vor-
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6 Abschnitt VIII. Einleitung. § 2.

handen, welche solchen Fillen der gestrichenen Reihen ent-
sprechen, wo die Distanzen zwischen den einzelnen Zeilen
in dem emen Falle den entsprechenden in dem andern Falle
beziehungsweise gleich sind (wenn sie auch in jedem eia-
zelnen Falle unter einander verschieden sein kionnen) und
somit die Freiheit der Wahl sich lediglich auf die cyklische
Verschiebung des zu wihlenden Systems beschrinkt. Ausser
diesen @ Gruppen tritt noch eime Gruppe von R einander
gleichen Determinanten auf, wobei aber E unter Umstéinden,

(Wenn G:) durch » theilbar ist, was z. B. wenn % eine Prim-

zahl ist, fiir alle & der Fall sein muss) auch Null sein kann.

Unter allen diesen @ 4-1, oder @ im Allgemeinen verschie-
denen Determinanten bleiben die zwei Eigenschaften bestehen,
dass 1) die Hauptdiagonalen aus lauter p, bestehen, und dass
2) die Swmme der Indices zweier Elemente, welche in gleichem
Abstande 2w verschiedenen Seiten der Hauptdiagonale auf
einer parallelen Linie zur zweiten Diagonale sich befinden,
immer gleich n ist.

¢) Die Glieder in der ausgerechneten Determinante
@@) (p) sind alle 1) von der Dimension n — k und 2) vom

Gewichte (Summe der Producte der Exponenten mit den ent-
sprechenden Indices eines jeden Factors eines Gliedes)

G = 0 (mod. »).

Die Eigenschaft (1) ist bei einer (n — k)-reihigen Deter-
minante selbstverstindlich, und ist dieselbe (ebenso wie die
obigen aus der Construction sich unmittelbar ergebenden

" Eigenschaften) nur deshalb in Erwihnung gekommen, weil
wir spiter davon Gebrauch zu machen haben.

Die Richtigkeit der Eigenschaft (2) ist in folgender
Weise leicht einzusehen. Da

n—1

(¥) i °_ e iy
2@ (p)—}gk und ¢, = ¢ r:p,

ist, so wird jedes Glied in Sk nimlich:
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Abschnitt VIII. Einleitung. § 2. g

n—k (n—1 -
hyi
Chy o Chy « » » chn—k = '/zl { Ei?’n p‘}

0 0

aus Gliedern bestehen, die die allgemeine Form
P R
haben , wobei jedes i respective jedes w einen der Werthe
1, =0,1,2,.-+,n—1,
us=20,1,2,-..,m—1

annimmt. Nun kommt aberin /)| (p) folglich auch (;)(p)

die Grisse r, gar nicht vor; es muss also, da hier zwei
gleiche und entgegengesetzte Glieder nicht vorkommen konnen,
nothwendig

@i+ @y iyt o+ s i =G =0 (mod. n)
sein, w. z. b. w.

d) Nach diesen Bemerkungen sind unsere n Gleichungen
in p respective vom Grade

ny (n—1),--,n—=k,,.-- 2,1

Wollte man daher im allgemeinen Falle fiir ein beliebiges
n aus diesen Gleichungen, ebenso wie wir es mit den Glei-
chungen der ersten vier Grade wirklich leicht ausgefiihrt
haben, die p ohne Weiteres durch Elimination berechnen,
so wiirde man immer auf Gleichungen von viel hoherem
Grade als dem der vorgelegten Gleichung kommen. Schon
fiir n = 3 und % = 4 trat dieses ein; jedoch waren dort die
Resolventen leicht reductibel, was aber fiir » > 4, wie es
nach dem bekannten Abel'schen Beweise zu erwarten ist,
aufhort; und fir steigende n complicirt sich die Resolvente
immer mehr und mehr.

¢) Ganz anders verhiilt sich aber die Sache, wenn man
die in diesen bedingungsgemiiss identischen Gleichungen an-
gedeuteten Rechnungen mit den wirklichen Potenzreihen,
welche einerseits als Partialfunctionen mit noch zu bestim~
menden a,:

i = [ni(&) = ;@ + Gpqpi "t - - - - + Gy
GGl 2 e D
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8 Abschnitt VIII. Einleitung. § 2.

und andrerseits als gegebene Coefficienten der Gleichung

Pr (2) = @ro + G128+ @28+ - @ p 2P A - -

' k=0,1,2,...,—1)
auftreten, ausfithrt, um Recursionsformeln zur Bestimmung
der ¢ durch die « dadurch herzustellen, dass man die ve-
langte Giiltigkeit dieser Gleichungen, in deren beiden Seiten
die in einem gemeinsamen Gebiete bestehenden Potenzreihen
sich befinden, benutzt, in jeder Gleichung alles nach einer
Seite schafft, nach Potenzen von x ordnet und jeden Coe-
ficienten von z fiir sich verschwinden lisst*).

Es wird sich zeigen, dass durch die Einfithrung des
irrationalen Begriffes der unendlich oftmal zu wiederholenden
Operationen der Grad der einzelnen Bedingungsgleichungen
in jeder der vorzunehmenden Operationen dafiir auf sem
Minimum herabgesetzt wird. Wir werden namlich zum Be-
hufe der DBestimmung jener Coefficienten a der verlangten

e

Hau?tﬂmction @)= Paa,xtnur eine einzige binomische

0
Gleichung w'*" Grades und dann fiir je (n—1) aufeinandes-
folgende Coefficienten je ein System wvon (n—1) limearen
Gleichungen aufzulosen haben **), worin je (n — 1) solcher Coef-

#) Da unsere Determinanten, so lange n endlich ist, ganze rationale
Functionen vou jenen Partialfunctionen sind, so geniigt vorliufig zur
Rechtfertigung unseres Verfahrens die bekannte Bemerkung: ,Ist ¥
eine ganze rationale Function von ¢y, ¢,, @, ..., wobei diese ¢ ge-
wisse Functionen von «, v, ... sind, welche sich nach ganzen positiven
Potenzen dieser Grossen in Reihen entwickeln lassen, und substituirt
man in F fiir die ¢ die entsprechenden Potenzreihen und entwickelt
dann F' in combinatorischer Weise in eine Reihe nach Potenzen von
x,Y,..., so ist diese letztere stets wmbedingt convergent und ihre
Summe ist gleich F' fiir alle diejenigen Werthe von =z, w, ..., fiir
welche die Reihenentwickelungen von ¢y, @,, @, ... es simmtlich sind*,
(Weierstrass, Ueber die analytischen Facultiiten; Crelle’s Journal,
Bd. 51, Nr. 7, (4).) Wollte man aber unsere Methode auch fiir den
Fall eines unendlich grossen n, also zur Aufsuchung der Nullstellen
einer Potenzrethe anwenden, worauf ich in der gegenwiirtigen Abhand-
lung noch nicht niher eingehen mochte, so wiirde man noch die Be-
merkungen (5), (A), (B) derselben Nr, in der angefiihrten Abhandlung
zu berticksichtigen haben.

**) Eigentlich bestimmen sich diese Coefficienten gruppenweise
zu je n aufeinanderfolgenden; jedoch so, dass einer derselben immer
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Abschnitt VIII. Einleitung. § 2. 9

ficienten a wmmer durch die als gegeben vorausgesetzten Grassen
« und durch vorhergehende a (welche durch die frithern o« aus
einem vorhergegangenen Systeme bereits bestimmt wurden) sich
vollkommen wund zwar eindeutig berechnen lassen. Und man
kann somit aus der gesuchten Reihe so viel Glieder berechnen
als man will.

f) Allerdings scheint diese auszufithrende Rechnung, wenn
auch keine principiellen Schwierigkeiten, so doch viel listige,
ja fast uniiberwindliche Miihe zu verursachen. Um diese
Miihe zu erleichtern, fiihre ich eine Operation ein, die an
und fiir sich nicht uninteressant zu sein scheint und bei
weiterer Betrachtung (auf welche ich in der gegenwirtigen
Arbeit, um den Gedankengang nicht zu viel zu unterbrechen,
nicht weiter eingehen méchte), sogar verspricht, eine Grund-
lage zu einer niitzlichen Darstellungsweise werden zu konnen.
Diese Operation soll hier zuniichst kurz begriindet werden,
dann soll eine kurze Anleitung zur Handhabung derselben
folgen. Es wird sich dann zeigen, dass beliebige ganze
Functionen von ¢'» Partialfunctionen n'er Classe (worunter,
Jje nach dem Werthe von » und 4, jede allgemeine Potenzreihe
enthalten sein kann) sich mit Hilfe dieser Operation wieder
als solche Potenzreihen leicht formal so darstellen lassen,
" dass gewisse Eigenschaften schon durch die Form selbst sich
kundgeben.

direct durch eine fir ibn bestehende identische lineare Gleichung
separat bestimmt wird, wiithrend die iibrigen (n—1) aus einem Systeme
von (n—1) linearen Gleichungen durch die vorhergehenden Coefficienten
ausgedriickt werden,
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Erstes Capitel.

sd-Operation; oder Substitutional-Differentiation.*)

§ 3.
Definition und einige Folgerungen.

a) Es sei eine aus Differentiation und Substitution zu-
sammengesetzte Operation fiir eine beliebige, eine Ableitung be-
sitzende Function einer Variabeln u;, etwa F'(u), oder auch
eine Function F'(u,, uy,, . . .) mehrerer Variabeln uy,, uy,, . . -,
wobei der Zusammenhang unter den w ganz beliebig gedacht
werden kann, unter folgender Definition eingefiihrt.

Man bilde im ersten Falle das Differential der gegebenen
Function nach der Variabeln u;, also

d F(u) = F' (w) - duy,

dann denke man sich mit Bezug auf den Index von u die-

Substitution [z + n] ausgeiibt und bezeichne diese Operation

mit s,, so dass

Sn (W) = Ung
wird; darauf ersetze man in dem KErgebnisse der ersten
Operation den Factor d(u;) durch s,(u), oder, mit andern

Worten, man iibe die Substitution [‘Z‘EZS] aus, und bezeichne

dann die ganze so zusammengesetzte Operation mit dem
Symbol s, d, oder auch einfacher s,d, oder, wo keine be-
sondere Veranlassung zu Missverstindnissen vorhanden ist,
auch schlechtweg mit sd, so dass im Ganzen als Resultat
(A) 8.8 F(w) = F’ (%) + Ungt

erhalten wird.

*) Die Zweckmiissigkeit doppelter Benennung, wird spiter hervor-
treten.
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Abschnitt VIII. Capitel I. § 3. 11

Die auf diese Weise aus Differentiation und Substitution
zusammengesetzte Operation kann man vielleicht ,,Substitu-
tional-Differentiation ¢, oder ,,sd-Operation’ und zwar in un-
serem Falle eine solche ,,specielle, lineare, w'r Classe* nennen.

Eine allgemeine lineare wiirde sein, wenn anstatt der

obigen Substitution die allgemeinere [";z * n"] ausgeiibt

worden wire. Die Erweiterung der Definition fiir eine Sub-
stitution hohern Grades dringt sich von selbst auf und zeigt
sich sogar sehr niitzlich fiir die Entdeckung eines merk-
wiirdigen Zusammenhanges; wir bleiben jedoch hier bei dem
einfachen Falle vorliufig stehen.
Beispiele.
$ud (1) = €™+ Unyy,
Spd(SInug) = COS Ug + Unt,

spd(logug) = 1;;"—[ 5

s, d(u) = f“"f—l Uy

ete.

Von dem letzten Beispiele werden wir besondern Gebrauch
zu machen haben.

b) Direct aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar
einige Gesetze, die wir sofort hier anfiihren wollen.

Wird u als eine Constante betrachtet, so ist das Diffe-
rential nach %; und somit auch s,dF (u) Null.

Da das Differential von A () gleich dem von I (u)
multiplicirt mit 4 ist, und da die angedeutete Substitution
von A unabhiingig ist, so bildet man offenbar s,d (4-F (u)),
indem man s,d(Z (u;) mit der Constanten multiplicirt, also

— 4 - 8,d (F (up).

Die Formel (A) hat ihre Giiltigkeit fiir jede Function,
welche eine Ableitung hat, also ganz besonders im letzten
Beispiele F'(u) = u’ fiir jedes beliebige w, weil die Differen-
tiation immer giiltig, wihrend die Substitution von w iiber-
haupt unabhéngig ist.

Ebenso klar ist es, dass man das Resultat unserer sd-
Operation aus einer algebraischen Summe mehrerer Functionen
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12 Abschuitt VIIL Capitel I § 3.

F, (u,) + F, (w,) + Fy (u,) + - - - beziehungsweise je einer
Variabeln w, w,, w;, ---, wobei auf alle [ dieselben ent-
sprechenden Substitutionen

bt Pl

ausgeiibt werden sollen, dadurch erhilt, dass man die alge-
braische Summe der sd-Operationen derselben Classe aller
einzelnen Glieder bildet. — Stellen wir diese elementarea
Gesetze zusammen, so haben wir zuniichst die Formeln

(1) s.d(Const.) = 0; ;
(2) s,d(4-F(w) = A -s,d(F (w);
speciell :

LT ¥ m—1 i b (5 A —(m+41) -
s, d(Auy =4 -mu; U,y S, d (U ") =—muy U

(3)  Ssd(wr) = Sx A(U}) = Uinpr = Sa(%1);

4) sad(Fy(uw,) + Fy(u) + - - +) = s, d (Fy(uy)) +

+ 50 (Fy () + -+
Speciell:

m my m 4 my—1 my—1
snd(“r. Fou, At )=~ml U e ik T AL O e

+--4m, u;:‘rl g,
Aus der letzten Formel ergiebt sich fiir
My == My = + o » = Mys=M
(resp. fir Fil=F,=...=IF,;=F) und ||=l,=:.-=l,=I

unter ausschliesslicher Beriicksichtigung des obern Vorzeichens
riickwiirts die Formel (2) fiir ein ganzzahliges A.
Unter Anderem ist in diesen Formeln auch

my—1

snd(Au:':'—}—Bu;:g.—{----+Ku7[7;”—|—L)=Am,un TR

my—1 ’ my,—1
F Bty ol e +Km,,u[x Uy

enthalten, welche wir oft gebrauchen werden.
Man kann ferner die Operation fiir eine Function einer

x

Function, etwa F(f(u)) dadurch ausfilhren, dass man zuerst
d F(f(u)) nach u bildet und dann dw durch s, u; ersetzt, so dass
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Abschnitt VIII. Capitel I. § 3. 13

() sad F(f(w)) = - “afuy (W)t

also speciell z. B.
s, d(u" +u) =u (u:"‘ + up™ e (my u;""’ +m, u;"’_') Un-t1,
was man auch erhalten wiirde, wenn man den Ausdruck
o + )
nach dem binomigchen Satze entwickelt hiitte und dann s,d
aus jedem einzelnen Gliede gebildet.

Nach ganz analogen Gesetzen kann man die Operation
an einer Function mehrerer Variabeln vollziehen; nimlich

(6) S,,dF(u[l, u[7) = s,.a,,ll F(u;l, ulﬁ) + Sn 3,,,2 F(u[‘, u[,)’

woraus der Begriff und die Bezeichnung partieller so-Operation,
(wofern die Substitution fiir alle Variabeln dieselbe bleibt*)),
einleuchtet.

Fiir das Product zweier Functionen hat man natiirlich

s"d (Fl (“ll) 5 'F? (ul‘z)) v 5 F‘l (uta) i Fl,(ull) { u“+[|

+ Fy(ug) - Fy (u,) - tnys,

== F, (uy) - $x dF, (uy) + F(uy,) - S, d Fy(uy,)
und fiir [, = [, = [

*) Analoge partielle Operationen in Bezug auf die Substitutionen
sollen hier ebenso wie noch einige andere mit den obigen verwandte
Operationen, zwischen welchen bemerkenswerthe Relationen bestehen,
hier vorliufig iibergangen werden, weil sie fiir unser niichstes Ziel
nicht nothwendig sind. — Ich michte jedoch nicht unterlassen, hier
noch kurz die umgekehrte Operation zu definiren, welche darauf aus-
geht, eine Function @ (%) zu finden, welche so beschaffen ist, dass,
wenn man auf sie die sd Operation ausiibt, man eine gegebene Func-
tion v (u) erhiilt. Bezeichnen wir die auf 9 (u) auszuiibende Operation
mit s, 4, so ist sofort einzusehen, dass aus (A) riickwiirts folgt

(B) 8,89 (%) = [ [ (u)dw] - upy, + Const.;
also speciell:
um+l

: (M [
S, 0 (u") =m+00mt.

Es besteht also die sé-Operation aus Integration und Substitution analog,
wie die sd-Operation aus Differentiation und Substitution besteht; und
wir fiihren consequenterweise die Benennung ,, Substitutional- Inte-
gration** ein,
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14 , Abschnitt VIII. Capitel I. § 4.
(M s"d(Fl (w) - F, (“I)) =[F, (w) - Fy (wr) 4 F, (wr) - Fy () ) thn1
= Fy(w)-spd Fy(w) + F (ur) -5u d F, (ur);

und ganz analog fiir den Quotienten

F, () ) _ Fy5,dF,— F,-5,dF,
®) sud( )= )

Speciell also fiir F'(u) = ui", welcher Fall uns dem-
niichst hauptsiichlich beschéaftigen wird:

(71) snd (u?:l } MZ‘?) i u:ll—l ; u::lﬁ_l (ml U, * Unt1, + my Uy, - uﬂ‘Ha) )

und weil diese Formel fiir jedes m gilt, so ist auch der Fall
eines Quotienten schon darin enthalten.

Ich iibergehe auch hier einige Beziehungen, welche fiir
das Niichstfolgende nicht nothwendig sind.

§ 4.
sd-Operationen hdherer Ordnung.

a) Was nun die sd-Operationen hoherer Ordnung betrifft,
so unterscheiden wir zwei von einander abweichende Auf-
fassungen, welche auch verschieden bezeichnet und zu den-
~selben Zwecken, nur in verschiedener Form, verwendet wer-
den sollen.

«) Die eine Auffassung besteht darin, dass auch zur
Bildung des Substitutional-Differentials »' Ordnung nach
einer Function #'(u;) zunichst das x'® Differential nach %, also

& Fu) =F () - duf
gebildet wird, wie z. B.
a*(u') = m(m—1)- - - (m—x+ V)™ duf,

und dann, ganz wie vorhin, du; durch s,u , also (dw)*
durch (s,u)* ersetzt, so dass

(2) s.d F(u)= F® (%) * u:+[,

also in unserm speciellen Beispiele:

(#) Sd@)=mm—1)--. (m—xt1)ul™ - ul,
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Abschnitt “VIII. Capitel I. § 4. 15

erhalten wird, worin die Formeln (A) und (A") des vorigen
Paragraphen fiir x = 1 enthalten sind.

Fiihrt man jetzt nach dieser Vorschrift die (%, -4 1)t
sd-Operation von F'(u() aus, so erhilt man nach (4) fiir
x =1 + 1:

s:““d Fu)=F i (%) - “:fll :

Setzt man andrerseits in (1) den Werth % = %, und fiihrt die
substitutionelle Differentiation in beiden Seiten der Gleichung
(4) aus, so bekommt man nach (7) im vorigen Paragraphen
s:‘""ld F(u) = “:‘+1' ¢ ek () u’n—tl_l_F (x‘)(ul)' 8,1 (“:14-1) :

Vergleicht man die letzten zwei Resultate, so sieht man,
dass direct aus unserer Definition die Consequenz fliesst, dass
bei der Ausibung der sd-Operation auf [s¥'dF'(u)| der
Factor u,4y als nach %; constant aufzufassen ist.

Besitzt F' mehrere Grossen g, ug,, i, ... die alle als
variabel betrachtet werden, so wird das totale Substitutional-
Differential zweiter Ordnung z. B. ganz analog, wie in solchem
Falle das gewdhnliche Differential zweiter Ordnung gebildet:

Snd (F (ur,y wy,y ug,y » - ) = $70u F + 83 0 F' + 8304 F + - - -
+ 285 0uy Sn Oy, F. + 25 Oug SuOuy, I + 280 0uy,Sn Oy, -+ -

und ebenso weiter fir x =3, 4, ..., wozu also die obige
Definition vollkommen ausreicht, wenn man nur noch fiir die
Wiederholung des Verfahrens das Gesetz der Commutativitit
der partiellen Operationen in Bezug auf die einzelnen Variabeln,
wie es bei der Differentiation und der Multiplication statt-
findet, auch in unsrem Falle, wo wir es mit jenen beiden
Operationen zu thun haben, bestitigt findet. KEs ist aber in
der That leicht einzusehen, dass

S Oug (Sn Doy F'(tr, 01)) = 84 0y (Sn Oug L'(r, v1))

ist, wenn man die vorgeschriebenen Operationen nach der
Definition ausfiihrt.

Eine scheinbare Schwierigkeit konnte in dem Falle ein-
treten, wo [, [,, [;, . .. selbst lineare Ausdriicke von n und
[, etwa

h=gn+0LL=gn+Lh=qgn+1...
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16 Abschnitt VIII, Capitel I. § 4.

sind, weil einerseits die durch die Operation hinzutretenden
Factoren u,,4( bei der Wiederholung der Operation als con-
stant gelten, wihrend die ebenso aussehenden Grossen wg .1,
Ug,nt1, ete., welche in F' vor Beginn der Operation sich schon
befanden, als Variable betrachtet werden sollen. — Man hilft
sich dann wie gewohnlich in solchen Fillen einfach dadurch,
dass man vor Ausiibung der Operation in F fiir

an+10 gn+ 10, gn+1, ...
resp. die Werthe [,, [,, [;, . .. einsetzt, die Operation

%
S, AF (uy, wur,, %y . . .)

dadurch ausfiihrt, dass man die partiellen Operationen nach
den Variabeln uy,, u,, u,, . . . definitionsgemiss (die durch die
Operation hinzutretenden Factoren als constant betrachtet)
bildet und dann nach vollkommen ausgefiihrter Operation
die Werthe von [, [,, (5, . . . wieder einsetat.

Diese Bemerkung ist fiir die Folge wichtig.

B) Eine zweite Auffassung soll darin bestehen, dass zum
Behufe wiederholter Ausfiihrung der Operation als Argument
das volle Resultat der einmal bereits ausgefithrten Operation
zu Grunde gelegt wird, so dass die niichstfolgende Wieder-
holung der Operation sich nicht auf die urspriingliche Func-
tion zuriickbezieht, sondern auf den wollen durch den bis
dahin durch Ausiibung der Operationen bereits gewonnenen
Ausdruck, mithin auch in Bezug auf den darin enthaltenen
Substitutionsfactor (s, u==1,4) die volle Operation ausgefiihrt
werden muss. Bezeichnet man die auf diesem Princip be-
ruhende Operation, zum Unterschiede von der obigen, mit
S.d, so soll also sein:

Sad(F (w)) = Spd(Spd F (w)) = Spd (F' () - thny),

indem wir nimlich das, was sich auf die Substitational-Dif-
ferentiation erster Ordnumg bezieht, auch bei dieser zweiten
Art alles beim Alten lassen.
Es ist somit in allen Beziehungen
Sad F(w) = s, dF (u),

d. h. es finden auch fiir S,d, so lange man bei der ersten
Ordnung bleibt, simmtliche im vorigen Paragraphen ange-
fiihrten Gesetze statt. Darnach folgt aber dann weiter:
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Abschnitt VIII. Capitel I. § 4. 17
Sad F (u) = thnyr - Sud (F'(ul)) —+ F" (ug) Sp, 1 A(tnyr)
= F®(u) - u:_l_[ + F'(uy) « Su,1 d (Unpr) -

In diesem letzten Ausdrucke kommt noch ein Factor
St d (Uny() zum Vorschein, iiber dessen Bedeutung bis jetzt
noch nichts bestimmt worden ist. Denn wollte man hierbei
von der Definition fiir s,d (welche fiir die Operation erster
Ordnung auch bei S,d doch bestehen bleiben soll) ausgehen,
so miisste man das Differential von u,4( nach u bilden (da
wir doch hier nach u; operiren) und wir sahen oben, dass
bei s,d der Factor u, als von u( unabhiingig betrachtet wurde;
es wire somit das Differential und mithin, wenn die urspriing-
liche Definition auch hier bestehen soll, auch S, (d (4at1),
also der ganze zweite Theil gleich Null.

Man hitte demnach

8y @ F () =F® () -u,

d. h. auch in der zweiten Ordnung wiirde
82 d(F (w)) = s d (F(u))

sein u. s. w. und wir wiirden sonach gar keine zweli ver-
schiedenen Operationen bekommen. Aus weiter sich ergeben-
den Griinden wollen wir aber unter S, (d (#u4() doch eine
Operation verstehen, welche auf wu,4( so ausgeiibt werden
soll, als wire u,4( nicht ganz unabhingig von u; weil aber
diese Abhiingigkeit im Allgemeinen nicht eine derartige ist,
dass —d-(d%"i)— gebildet werden konnte, so ist die urspriing-
liche fiir S, [d(F(u; )) gegebene Definition hier nicht anwend-
bar, so dass wir iiber S, (d(#,4:) nach Belieben noch verfiigen
konnen. Aus praktischen Griinden soll nun einem solchen
Ausdruck die Bedeutung

Snid(Upntt) = (P+1) - Uppynpt
beigelegt werden. (Um eine solche Willkiir zu rechtfertigen,
diirfte es wohl geniigen, an das Uebereinkommen zu erinnern,

0!l=1, oder (8) =1 uridgl,

H. ScHAPIRA. Cofunctionen. I, 2. 2

“
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=18 Abschnitt VIII. Capitel I. § 4.

bedeuten zu lassen, wenn es sich darum handelt, Uebersicht
und Uebereinstimmung in Formeln zu erhalten.)

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Operationen
liegt also darin, dass in der ersteren der Factor u,4(, so lange
es sich um die fortgesetzten Operationen lediglich in Bezug
auf u; handelt, als von u vollig unabhingig betrachtet wird;
und wenn es sich um die Ausfiilhrung der Operation nicht
bloss nach u;, sondern auch nach wu,i;, us.y(, ete. handelt
(wo nimlich die Function, auf welche die Operation ausgeiibt
werden soll, von vornherein schon diese Grossen besitzt, die
fiir sie als Variable betrachtet werden sollen) nach der Formel

S3A(F (Ut y Uiy Ut -+ +)) =82 i F+-83 Oup g F+520ug,yy Ft-
+ 280 Dug ~Sn Oty L4500y Sn Orugy g I8 00, 4 'snauanF et

und zwar am besten nach der oben (am Schlusse von (&) in
diesem Paragraphen) angegebenen Methode (fiir die Grossen
Unti, Ugntr, ebe. vorlinfig wug, ug, etc. einzusetzen) zu ver-
fahren sein wird.

Bei der zweifen Auffassung soll dagegen die Operation
S*d zwar immer lediglich in Bezug auf u, ausgefiihrt werden,
jedoch sollen die durch die Operation selbst hinzutretenden
Factoren w4, ete. als von u nicht ganz unabhiingig be-
trachtet werden, und zwar soll also allgemein (aus Griinden,
die sich spiiter zeigen werden) die Formel gelten
Sﬁd(ul)

i

Fiir die Berechtigung einer solchen neuen Definition und
Bezeichnung ist es nur ndthig zu zeigen, dass dieselbe nicht
im Widerspruch mit der Obigen

S,.dF(ul) = F’ (u;) * Un4t

und insbesondere mit

© Upn+1 =

Sud (uf")y = m - "™ < tpyg
steht. In der That ist aber nicht bloss kein Widerspruch
vorhanden, sondern es.ldsst sich sogar diese letzte Formel
fiir den Fall, wo m eine ganze positive Zahl ist, direct aus
(C), welche als Definition gelten sollte, herleiten, wenn man
nur fiir die so definirte Operation das Multiplicationsgesetz
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Snd(ug, - u,) = g, - Spd(uy) 4+ ug, S, d(ug,)

gelten lisst. Es folgt nidmlich dann fiir [, =1[, = [ und
x = 1 ganz direct

S,,d (uf) = 21,4[ * Unt1,
und, wenn man so fortfihrt, fiir jedes positive ganze m
S,d(u"y = mu"" - u
Demgeméss haben wir einerseits
S,. d(ul) == Untl,
Spd (Unt)) = S’d(u( ) = 2uUgpy1,

nl *

sd ‘
S d(u2n+l) = (2 —)- = ”1 (:[) = 3. USn+41,y
() . 3
_ Sad(p—yny) _ Snd(Ups)nyr)
S"d(“"”+‘)_ » TR
__ St

— = (P4 Dupyat;

\ 23 S
und andrerseits auch

Snd (Upntr) = (P4 1) Ucp4rntr.
82 d(Upnys) = (P 1) (2 + 2) U pgam+1,
B) 18, d(Upnst) = (p41) (P +2) (P4 B) oot

8 d(Upni) = @+ 1)(p+2) - - - (P %) Uiptwmis;
also auch umgekehrt:

u ] Sy d( pn+1)

P = Fu)(pFx—1)- (1)’
oder endlich, wenn man in dieser allgemeinen Formel (p — x)
anstatt p setzt, auch

el S d (W p—xynt1) ;
(D) Yot = =1 (p—xF D)

Nach der so vervollstindigten Definition wird sonach:
Sf‘d(uI )= m(m — l)uf"'2 3 (Femaul ™ -

oder auch so geschrieben:

20417

2.
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20 Abschnitt VIII, Capitel I. § 4.

2 m
i_d(u_,l &= (m) A :+l + (m) R P

withrend nach dem Obigen

S d(u (m) ” m—2 u2 i
ist. Ebenso hat man ferner
Sad(“( m =g m —2
: -—( ) u’" . un-H + 2( ) u"‘ ; un+l ' u2n+[

(m) e Ug p g1
8 d(“t (m) um—3 ;

wihrend aber

ist; und so auch

S4d(u (m) “m_4 u"‘H 2 3 (m) um—3 : n+( * U niy
% {(m P 2n+l + 2 (m) o Uyt “5n+t§
(m) o Uynta?
i s, d(uf") m\ m—d 4
—”4!—=( )“x * Ui
ist, ete.

b) Es ist also immer 57 d F'(w) das erste Glied bei der

Bildung von S” d F'(u;). Es ist hierin eine Analogie (gewisser-
massen) zu der Erscheinung, wo dy als erstes Glied in der
Bildung von Ay auftritt. Indess ist diese Analogie keine
vollstindige. (S. Nachtriige.) Wiihrend nimlich die endliche
Differenz %' Ordnung einer ganzen Function m'e Grades,
wenn % > m ist, so wie die %'® Ableitung in solchem Falle ver-
schwindet, geschieht dieses hier nur bei der s,d-Operation,
nicht aber bei der S,d. Um sich davon zu iiberzeugen,
braucht man nur m = 3 und % = 4 zu setzen und man er-
siecht dann aus der letzten Formel, dass wirklich

s:d(uf’) et
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ist, wihrend in diesem Falle in S:d(uf) wohl das erste Glied

verschwindet, die iibrigen Glieder jedoch bestehen bleiben.
Ebenso hat man allgemein fiir eine beliebige Function # (u)

S,dF () F (u) _ (s, dF(w)  FY (u)
TN e et o 4 1! S e 5 )
2
SpdF(u)  F®(ug) 4 | dF () FO(u) ,
PSR ST ntl PSR REEIOT SO
F(l)(ul) ;
3k U2 nt-15
3 v 3
SpdF(w) bl )(u_[) § ! 85 d B (uy) = FO (u) 4
SE, T g nt ; TR Rt | S
F@ () ‘
+ 25 UntrUzntr
+ F'O (ur) Usntr;
P: adF (w) g4 (%) 4 5 a F(uy) o ¢ (%) 4
R TR ntl AN L 1)
1;1(3) (u ) |
o ) g
+ 8 —5 U Ya g
7® (“l) 2
o1 Yt
2 F® w) ® %
| b ~—2!( Un 41 U301 1
) (u[) ¢ |
__l!— Uy n4ly ‘
ete. i ete. ¥)

*) Uebrigens sind diese Operationen nach einer gewissen Richtung
als specielle Fiille in einer andern allgemeinern enthalten, welche
ausser den Unsrigen noch andere, in der Mathematik bereits bekannte
Operationen zugleich in sich fasst. Bezeichnet man niimlich das Pro-
duct aus folgenden drei Factoren, nimlich aus der Ableitung von
F(u[l) nagh g , aus dem ferner, was man aus g, bekommt, wenn man

auf den Index [, die (um hier die Sache nicht zu sehr zu compliciren,

sagen wir die einfache lineare) Substitution [;_" "] ausiibt und endlich
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Eine weitere Relation zwischen den beiden Operationen
stellt sich durch folgende Betrachtung heraus.

Offenbar ist S} dF () eine Function von (x4-1) Varia-
beln g, i1, Yznti, * * °y Uxntr; bezeichnet man daher kurz

S:’[dF(ul) SIS

aus einem willkiirlichen constanten Factor v, mit S o dF(u[l), d. h,
1,5 GE () = v, BV () Uy,
so sind darin unter Anderem folgende specielle Fiille enthalten.
1) Setzt man 1y=gn+1, s0 dass wu, = U4y, und setzt
zugleich y, =q -+ 1, 80 bekommt man die Formel unserer Operation

S (AF (g ppr) = @+ 1) F' (g41) * Yigpry npt»
worin der Index » fiir diesen speciellen Fall weggelassen wurde.

2) Setzt man fiir alle [; = gn - den Factor » = 0 und nur fiir
[, =1 allein »;=1, so bekommt man unsere s, d-Operation, (Natiirlich
ist es in beiden Fillen zuliissig nach denselben Principien eine Function
mehrerer Variablen durch partielles Operiren zu behandeln; unter-
scheiden sich die Indices der Variabeln nur um Vielfache von n, so
setze man vorerst an ihre Stelle die Indices [y, [y, - - -, behandle jeden
partiell als [ und fiihre nach ausgefiihrter Operation die Werthe wieder
ein, Diese Bemerkung ist nothwendig, aber auch hinreichend, um
scheinbare Widerspriiche zu vermeiden.)

3) Setzt man m = —1 und » = |; und lidsst in der Bezeichnung
in diesem Falle » weg, so bekommt man:

S_,(dF (w) =1 F(ug) wy_%=F"(w) -1~ w_,.
Man bemerkt leicht, dass der Factor
I‘ 3 ul‘_l
vollkommen die Gestalt einer symbolischen Ableitung von uy hat,
wenn als eine symbolische [,'* Potenz aufgefasst wird.
4) Ist in der That speciell
Uy, = wh,
80 bekommt man die wirkliche Ableitung von F'(w) nach u.

5) Ist ¢ eine Function mehrerer Variabeln [;, [, - - - und bildet
man die totale Operation als Summe der nach den Variabeln [, ,,---
partiell nach den in (3) specialisirten Principien ausgefiihrten Opera-
tionen, so erhiilt man die bekannte Operation

dog, y
welche in der Theorie der bindren Formen eine besondere Rolle spielt
(Faa de Bruno) ete.
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als Function jener % 4 1 Variabeln und fiihrt darauf die
Operation s’ d ¢(K) von dem Gesichtspuncte aus, dass

snd @ (K) = $n0u @ + Snau,,_H(P e 4 W s,.au“_H(p,
sd erhilt man die Relationen:

?(0) =F(w),
S, d F(u)  s8,d¢0)

p(l) e R e PTRE
> d F(u s,d o(I) sid @(0)
pn e BTGB R480)
S d F(u s,d p(I) sSded) . s$d ¢(0)
q>(III)_— : T ) R e naget 1
Sppd @(u s,d oUUII) s2d o(II)  s3d ()
o (EV)= ZTLQ | {Seulime | 3!
spd 9 (0)
TP (TR

und so allgemein:

% o 1R Td BT
(X) ¢(K)=—S"d:(@=2 (< s B8

I .

wobei L niemals grosser als K, wohl aber kleiner sein kann,
je nach Beschaffenheit der Function F'(u); wenn nimlich
die Function eine derartige ist, dass die Ableitung von der
Ordnung p < L verschwindet, dann ist natiirlich s{d g (0)=0,
wie das bei einer ganzen rationalen Function (u— 1)t Grades
der Fall ist.

Der Beweis ist durch den Schluss von % auf % 4 1
leicht zu erbringen. Fiir den Fall, wo F(u) = u;", ebenso
auch fiir eine homogene Function m'* Grades, die einzigen
Fille namlich, von denen wir demnichst besonderen Ge-
brauch zu machen haben, wird weiter unten noch ein be-
sonderer Beweis sich von selbst ergeben.

7Y
«~CT
‘\zi \ 5(?‘ bl k g ,‘—c"“o t‘
W y wd
GAY" - ke
g “.“
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¢) Um uns nicht von unserem gegenwirtigen Zwecke
zu viel zu entfernen, unterlassen wir es hier, auf einige An-
wendungen dieser Operation, wie auch analoger Operationen
Sp A I (uy), s, AF (u) und S,0, 5,0 (welche aus Verbindungen
von Substitutionen einerseits und Differenzen, oder Varia-
tionen andererseits bestehen) auf dem Gebiete der fonctions
génératrices u. dergl. niher einzugehen. An einer anderen
Stelle wollen wir zeigen, dass diese Operationen sehr niitzlich
werden, wenn man eine so zu nennende Substitutional-
rechnung, wonach man mit Substitutionen ebenso direct,
wie mit andern mathematischen Operationen, analytische
Rechnungen auszufiithren im Stande wire, begriinden will.
Hier jedoch wollen wir uns darauf beschriinken, aus den
obigen Formeln einige Consequenzen fiir die speciellen Fille
zu ziehen, wo

m
F(u[) e u( )
oder auch eine homogene Function m' Grades
F(“’M-H)(z:o, DR R (b5 UYpgry - - ™
der Variabeln ug, pqr, Ugngr, - - - ist. — Wir bemerken zu

allererst folgende fiir uns wichtige Eigenschaften :
1) Ist die gegebene Function eine einfache Potenz

m
F(w) = U,
oder auch eine homogene Function m'er Grades der Varia-
beln wg, %ty Usnyr, + - -, nimlich:
(MI’ Unt1y Ugn41y * * ‘)m,

wobei m eine ganze positive oder negative Zahl ist, so lassen
die oben definirten Operationen die Dimension m (die Summe
der Exponenten aller Factoren eines jeden Gliedes) unver-
findert, was bei der Operation S,d auch bestehen bleibt bei
allen, bis ins Unendliche oft wiederholten Ausiibungen der-
selben; wilhrend bei der Operation s”d die constante m'° Di-

mension nur fiir z <m gelten kann, da fiir x > m sowohl
m--p m
sy Pd(u") =0,

als auch

s;"“"”d(u.[, Uy, - - )" =10
ist,
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Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet sofort ein,
wenn man nur bemerkt, dass jedes Glied durch die jedes-
malige Differentiation um eine Einheit in der Dimension
herabsinkt und dafiir aber durch die Multiplication mit einem
Factor w,,4; sofort wieder um eine Einheit steigt.

2) Die lineare Substitutional - Differentiation n'er Classe
(welche von den beiden obigen Operationen sie auch sein
mag) *) vermehrt immer das Gewicht eines jeden Gliedes,
auf welches sie eimmal ausgeiibt wird, um », und wenn sie
z-mal ausgeiibt wird, um 2% - n. -

Auch die Richtigkeit dieser Behauptung ist sofort zu er-
sehen; denn bei diesen Operationen wird immer nur ein Factor
in der Form w) .,
ponenten erniedrigt und dafiir tritt ein anderer Factor u(p1)ntt
mit einem gewissen Zahlencoefficienten, der auf das Gewicht,
oder auf die Dimension keinen Einfluss hat, hinzu. Lisst
man daher die bei der Operation unverindert gebliebenen
Factoren unberiicksichtigt,” so hat sich das Gewicht dahin
geiindert, dass anstatt ¢(pn - [) die Zahl

@—Dpn+0+(@+1) - n+l=qpn+1)+n

getreten ist; wie behauptet war.
Selbstverstiindlich muss auch hier beriicksichtigt werden,
dass fiir die eine Operation

in jedem Gliede um eine Einheit im Ex-

%
s"d(u‘, Unt1y, Un4ry * ° _)m

fiir % > m immer

#) Man wird gemerkt haben, dass, um Gesetze auszudriicken,
welche fiir verschiedeme unserer Operationen, z. B. Sd und sd, oder
Sd und S¢ ete. zugleich gelten sollen, die eine Benennung ,,Sd- Ope-
ration'* durch die unwillkiirliche Wahl eines der Zeichen Sd, sd, oder
50 etc., indem sie in solchen Fiillen eine ungewiinschte Particularisirung
herbeirufen wiirde, nicht ganz bequem ist; daher habe ich mir erlaubt
neben jener Benennung noch eine andere: ,,Substitutional- Differen-
tiation** zu gebrauchen. Letztere hat unter Anderem noch den Vor-
theil, dass man bei derselben leicht das Zeitwort ,,substitutionell-
differentiiren bilden kann; indess giebt es Fille, wo die erstere
Benennung vorzuziehen ist und deshalb habe ich sie beide beibe-
halten,
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S A, Ungr, -+ P =0

ist, und es kann dabei auch die behauptete Vermehrung des
Gewichtes um (x - ») nur fiir

x < m
stattfinden.

§ 5.

Anwendung der Substitutional-Differentiation auf die Dar-
stellung ganzer Functionen von Cofunctionen in Form von
cofunctionalen Potenzreihen.

Allgemeiner Lehrsatz A. Jede m* Potenz einer i
Partialfunction n'r Classe

pt=fn,i(x) = aixi+an+ixn+i+ A2nt-i il . |- g n+ixq"+i+"')
1=0,1,2 - 5n—1
lasst sich immer in dem Convergenzgebiete der Hauptfunction
f(@) =ay+ a2 + aya* + - - - + apa? + - - -

als eine Potenzreihe von der Form

0

also wiederum als eine (m )¢ Partialfunction derselben w'* Classe,
deren Coefficienten C durch jede der beiden Formeln, nédmlich
sowohl durch

0 e —2 (— 1y 2280,

(Cut = @ (@i Qntiy C2atis + ),
wobei (wie angedeutet) G, als eine Function aufzufassen ist
von allen @gnti, welche darin vorkommen, bevor die 0peratwn
beginnt und s, d das Aggregat der Resultate aller mach jenen
Variabeln ausgefiihrten  particllen so-Operationen von der
Ordnungs - Dimension (t) bedeutet, so dass
A<u und 2 < m,
also wicht grosser als die Lleinere unter den beiden Griossen w

und m sein kann:
als auch durch
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S‘d(() 5]
(ID Cu pE=1- - (@—t+1D’
(Cu—t=Fla); t=1,2, -, “),

wobei (wie angedeutet) alle in Cu_, schon vorhandenenen und
die durch die successive Wiederholung der Operation noch hin-
autretenden Factoren ayny; diesmal als von a; i oben de-
finirter Weise abhiingig (Formeln (e), (B) und (C) in § 4)
aufgefasst werden und wobei t (in diesem zweiten Falle) eine
der ganzen Zahlen 1,2, - - -, uw bedeutet.

Durch Formel (1) kann man also jeden Coefficienten aus
A vorhergehenden wnd durch Formel (II) jeden Cocfficienten
aus irgend einem vorhergehenden vollkommen construiren.

(In der Formel (I) wird man die Operation s:d((p (@znti));
(r=0,1,2,...), wie schon wiederholt bemerkt worden,
am besten so ausfilhren, dass man zuerst a,,4; = ai, setzen

I

wird, C,_, oder ¢ als Function von allen den Variabeln
ai,; (r=0,1,2,...) betrachten, partiell nach allen diesen
Variabeln die sa-Operation ausfilhren und nach ausgefiihrter
s.d(p) die Werthe a;, = @r44; wieder einsetzen.)

Um diesen allgemeinen Satz zu beweisen , will ich zuerst
eine Reihe von specielleren Sitzen beweisen, deren Richtigkeit
dann auch die Richtigkeit des obigen allgemeinen Satzes
bewahrheiten wird. Zugleich werden wir aber bei diesem
Verfahren Manches bemerken, was wir spiiter gebrauchen
kdnnen.

a) Wir wollen zuerst beweisen, dass dieses Gesetz schon
fiir die Coefficienten der gegebenen Partlalfunctlon Pi=[n,i(2)
selbst, ja schon sogar fiir die ursprunghche Hauptfunction

[@) =+ a0 4 aat+ - at -y
aus welcher wir uns Di als Partialfunction vorstellen, bereits
stattfand.

Dass das Gesetz (II) in f, :(») stattfindet, ist sofort klar.
Denn greifen wir zuniichst den allgemeinen Coefficienten von
a1t also @,,4; heraus, so ist unmittelbar zu sehen, dass
nach der obigen Definition

_ Sn,i@(agnti) = (7 + 1) aghynti
ist, also
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Sn,id(a’qn+i) S 4
WS BRI s
und ebenso
8,19 (Agq1yngd) _ Sui®(Ggnys) WSS
OFE T TR @ T TR e

etc., was mit dem ausgesprochenen Satze genau iiberein-
stimmt. — Uebrigens folgt die Richtigkeit dieses Satzes fiir
den Fall, dass die Coefficienten der Reihe von der ersten
Dimension sind, unmittelbar aus den obigen Formeln («), (8).
Ebenso leicht ist fiir diesen Fall auch die Richtigkeit der
Formel (I) einzusehen. Denn offenbar ist der Definition
gemiiss

**** 11 T Ugtntis

und da fiir diesen Fall, wo @,,4; von der ersten Dimension
ist, fir ¢ > 1

st d(agnys) =0

ist, so findet genau die obige Formel (I) statt; nur besteht
die in derselben angedeutete Summe nach ¢ diesmal aus einem
einzigen Gliede, weil 2 nicht grosser als m, als der Exponent
der gegebenen Potenz, welcher jetzt der Finheit gleich ist,
sein kann. — Findet aber dieses Gesetz allgemein zwischen
den Coefficienten einer beliebigen 4'*» Partialfunction n'*' Classe
statt, so sieht man sofort, dass dasselbe Gesetz schon bei
der urspriinglichen Hauptfunction stattfinden muss, weil
dieses nur ein specieller Fall (n =1, ¢=0) des vorigen
ist. — Die Formeln (1) und (II) enthalten somit eine ge-
wisse Darstellungsweise fiir Potenzreihen, welche an Stelle von

0

f@) = D aga,

0
oder allgemeiner von

0

fn,z(-l;) = 2 7 aqn-l—ixq"-’—i . 3
0
treten kann.

Bevor wir aber auf die Bedeutung dieser Darstellungs-
weise weiter eingehen, wollen wir zuerst die Giiltigkeit der-
selben noch erweitern.
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b) Auf Grund der Eigenschaften
(1), @, (3), 4) in §3

kann man behaupten, dass erstens, wenn das Gesetz fiir eine
gewisse Potenzreihe stattfindet, dasselbe auch bestehen bleibt,
wenn die Reihe mit einem constanten Factor multiplicirt
wird; und zweitens, wenn das Gesetz beziehungsweise fiir die
Coefficienten mehrerer Potenzreihen (welche in einem ge-
meinsamen Gebiete convergent sind) stattfindet, dasselbe auch
fiir die Coefficienten derjenigen Reihe besteht, welche die
algebraische Summe jener Reihen repriisentirt. Gelten also
die Formeln (I) und (II) fir die Coefficienten von f,(z),
fy(x), - - -, so gelten sie auch fiir die Coefficienten der Reihe
F(z), wenn
F(z) = Aif; (@) & Lfs(@) £ - - - - -

¢) Wir wollen jetzt beweisen, dass das Gesetz auch fiir
die Coefficienten von F'(z) stattfindet, wenn F'(z) das Product
zweier beliebiger Partialfunctionen derselben Classe zweier
Hauptfunctionen

fi(@) = 2 a1,0%1,  [,(%) = 2; z,q7,
[ 0

welche in einem gemeinsamen Gebiete convergiren, repriisen-
tirt, also fiir

F(z) = f,(2) - fo(®).

Ny Nyt

Sind f,(z) und f,(2) in demselben Gebiete convergent,
so sind es auch die circumplexen Funtionen derselben, nimlich
fi (r::x) und £, (r:x) , weil die Substitution von r;' z anstatt 2 den
Werth von 2 nur um einen gewissen Winkel dreht, den
Modul aber unveriindert lisst, wobei der Convergenzkreis
also derselbe bleibt. Ebenso miissen es aber auch die Partial-
functionen sein , die, wie wir wissen, endliche lineare Summen
der circumplexen sind. Lolglich darf man die Multipli-
cation von

f1(®) = @1,i, 8" + Q1 0, 8T8+ A1, 9040, 2P FIA-

n, iy

f2(2) = as,;, @ + ag,nti, 2" T2+ Az 20y, @ "4

Ny 1y
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nach dem bekannten Abel’schen Gesetze
F(z) =ay,;, as,i, ¥4 [a1,i, @2, n14, 01, 04, 02,4, ] artictia

+ [@1,i, @2, 2 npia+ W1, ntiy Ao, mtiy + O1, 204i, B, 4, X2 FEL- oo
ausfithren. Hs ist nun sofort klar, dass nach der Definition

Snd (i, G2,5,) = Qu,i, * Ag,ni, + W1, niy * Ga,iy
und ebenso ferner

Sad (i, - A9, ni, + Q1,0+ G2,4,)
= 2@y, i, 2,204, + Q1 ntis B2, npiy + O 2044, 03,1,
etc., was mit der Formel (II) zuniichst fiir die ersten zwei
Coefficienten vpllkommen iibereinstimmt. Ebenso ist aber
allgemein

Sud(an,i, - @2, gntiy + 01, nti, @2, g—1yntiy + 01, 204, B2, (g—2pntin +
o gt 02, )
=(g+1) [0,0 @ g+ ntis F Ot n4i, 03, g i+ B, 20k Gttt T
R U RPESIPSEN XA R

Weil aber die Gleichung fiir alle Werthe von ¢ besteht,
so ist hiermit ausgesprochen, dass die Formel (II) fiir alle
Coefficienten von I7(z) richtig bleibt.

Aber auch die Giiltigkeit von Formel (I) ist ebenso leicht
einzusehen; da niimlich hier die Coefficienten von der 2'e» Di-
mension sind, so wird man nur zwei aufeinander folgende
sd-Operationen auszufiihren haben, um sich von der Rich-

tigkeit zu iiberzeugen.
In der That ist:

8 A1, i, A2, gntiy + A1, neti, A2, g—1)yntin + O, 20k, B2, g—2imtin T
oo @y, gupi, A2 iy)
=[a,;, A2, (g 1yntis - 1, ntei, B2, gntiy + a1, 2044, G2, (g—1)ntis +
oo @1, g nti, O, netis - O g0 02, )
+ [@1, nti, B2, gntiy T+ @1, 201, B2 (q—1ynt-i, = ¥, 34, B2, (g—2)ntoi =
oo Qg tyntiy A2, 2 i Q1 guit-iy B2, mdeis )
Dabei enthiilt die erste Klammer rechter Hand das Re-
sultat der partiellen s2-Operationen aller Glieder nach a,

und ausserdem noch zuletzt das partielle so des letzten Gliedes
nach a,, wihrend die zweite Klammer daselbst das Resultat der
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partiellen s@-Operationen aller Glieder (mit Ausnahme des
letzten;” welches schon in der ersten Klammer aufgenommen
war) nach a, ist. Bildet man jetzt s?d von demselben all-
gemeinen Gliede, nachdem in demselben (¢ — 1) anstatt ¢

gesetzt worden war, und bemerkt man, dass sowohl s:,'.aa,( ¥

als auch s”.9,( ) verschwindet und

82 d( ) — 23n,iaa. 2 sn.i'aaz( )a

n,i
so hat man:

2
9n

0 02, (q— iy 1 ,.+.. Ag,(g—ntin+ * * -+ A1 g—1ynti, O3,4,)
= [al, ntiy 02, guiy - 01, 204, A2 (g—V)netiy + * * * - O, g ntei, Ao, et ]

Dieser Klammerinhalt ist aber genau identisch mit dem In-
halte der zweiten Klammer in der vorletzten Gleichung. Be-
zeichnet man daher die Coefficienten von ¥(2) mit C,, so
ist offenbar

1% e
C‘u = s,,d C,u—l T S”d C[u_.g,

C—Z(—lws—f“’“*'

(hier 4 = 2, weil diesmal m = 2),

d. h.

was wir beweisen wollten.

Nun bemerken wir aber, dass F(x) wiederum eine
(i,)¢ Partialfunction (i, = %, -+ 4,) derselben, mte Classe
wird, welche in demselben Gebiete wie f;(x) und f,(z) con-
vergirt. Bezeichnet man jenes Product als eine solche

F () = C x (x)r
so kann man dieselbe mit irgend einer 4,'® Partialfunction
n'*s Classe einer in jenem Gebiete convergirenden Haupt-
function f;(«) wie oben multipliciren, und fiir dieses Product

fs(x) fx(x) fl(x) fz(x) fa(x)

n, l, A n, 73

muss nach dem Obigen jenes Gesetz wiederum stattfinden.
Es ist klar, dass man ebenso weiter fortfahren kann,
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weil bei dem Beweise die Werthe von ¢ ganz beliebig waren,
und es wird also ebenso richtig bleiben fiir

b =0 F iy g+ - - e,

In jener Willkiirlichkeit ist aber auch die Moglichkeit
eingeschlossen, dass die Factoren einander gleich sind. (Wiirde
man iibrigens fiir diesen Fall einen besonderen Beweis ver-
langen, so wird dieser offenbar nur fiir [f,, ;(x)]* auszufiihren
ndthig sein, und dieses kann nach dem Obigen leicht ge-
schehen.) Und so ist hiermit die Richtigkeit jenes Gesetzes
auch fiir eine beliebige »'* Potenz aligemein bewiesen.

d) Folgende Potenzirung ist zur Uebung wirklich durch
sd-Operationen nach den Formeln (I) und (II) bis auf sieben
Glieder ausgefiihrt worden, weil wir spiter von diesem Re-
sultat Gebrauch machen werden; man kann sie leicht veri-
ficiren.

@ = [fai@]" = aa™ + (1) &/ 0,28 +

+ () ar2al,,

N (T) a; ! Ay i |

a2rtmi | (7;‘) a_:"—3 a:—H g3ntmi L
m\ m—2
+2(2) ai an+ia2n—H

¥ (T) a:"_l Byt \

T g i O prmiy (MarCal,, |t
+3(m) e i+, ”"2n+ffj +4(m)“7-"_4“:+: Aynti
A1), N arat s
A et e b +3(%)ar” Jan+.~a§,.+,-
T artag, +2(3)al" %0, 5

+2(3)or a0y
+ (e e
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o (1g)“?_6“i+.‘ abntmi | . ..
+5(}) a4y,
+6(3)ar el oy
+4{3 a.-"'“ai+. i
(+6(5)ar " a, 4,04,
+3(5) a0} 0
Gt 59 L 98
(+1(5)ar a3,
+2(D)ol " 0y 00
+2(3)ar " a, 0,

+ (T)“i By

(Die geschlungenen Klammern fassen diejenigen Glieder
zusammen, deren Zahlencoefficienten sich zu den Binomial-
coefficienten ergiinzen. Bei einer anderen Gelegenheit werden
wir aus dieser Form Schliisse ziehen, welche fiir die Con-
vergenzbedingungen unserer Operationsreihen wichtig sind.)

In gewissen Fillen wird die Formel fiir den Quotienten
l: fa,i (@)

] zur Anwendung bequemer sein, nimlich:
a; .’D

@) [T =14+ () () (52) ] 2+

by 2l

H. Scuarira, Cofunctionen. I, 2. 3
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+ @) [ @O (5 ot
8(™) n+-a2n+. i n+,a2n+l
P o ! ’+1(’") )2

(0] Detihei

+ (’" ﬂb&:

Fiir den Fall, wo das Verhiltniss zweier aufeinander-
folgenden Coefficienten in der gegebenen Partialfunction f, ;(z)
constant bleibt, also

P TS . Eaee i
% (g—1ynti e
wo die Reihe also innerhalb des Kreises mit dem Radius
1

R < mod. c;

convergent ist, nimmt (Q') offenbar die Form an

fn,i(x) m & e n
[ d FEH

Weil nun der mit ¢ variirende Binomialcoefficient die
Einheit zur Grenze hat, so ist die Entwickelung nach unseren
Formeln fiir [f, ;(#)]™ in demselben Gebiete

mod. %ﬂ <

convergent, wie f, ;(x), wie zu erwarten war.

Die Fille eines variabeln Verhéltnisses kann man mit
Hilfe des bekannten Mittelwerthsatzes auf den obigen zuriick-
fiihren.

¢) Man kann sich folgendes Problem stellen. Es sollen
die noch unbestimmten Coefficienten @ in f,;(x) so bestimmt
werden, dass f,:(z) einer gegebenen Gleichung geniige.
Losen wir zunéichst die allereinfachste

WwWw.rcin.org.pl



Abschnitt VIII. Capitel I. § 5. 35

Aufgabe. Wie miissen die Coefficienten a,,; beschaffen
sein, damit f,;(z) fiir alle Werthe von z in der Umgebung
von z = 0 eine Wurzel der nach # binomischen Gleichung

’ %L {
o — agg™ — ma" 2T =0

reprisentire, und wie gross ist der grosste Radius dieser
Umgebung?

Auflosung 1. Die Coefficienten von 22* in (Q') miissen
alle, sofern ¢ > 1 ist, einzeln verschwinden. Darnach be-
kommt man die Gleichung
agnti _ 1—m ( Ayt i )2

2

{ AL I3
a; 2 a;

und wein man diesen Werth in den niichsten Coefficienten
einsetzt, so bekommt man

U3nti  (1—m)(1—2m) (,“"+" )3
@ 23 a,
etc., und so allgemein
Fgnti _ 1(1—m) (1 —2m)---(1—(g—1)m) (an+,~ ?
07 STUIT q! a,
g1
2 (1—Aim)
et i “n+i)'1'
fiF q! a,

Unsere gesuchte Partialfunction lautet also

2

. » T a i 3
foi(@) = @i + @pyianti 4 % ,:‘_. p2nti
1

3
10—m)(1—2m) %npi g0y
g < 1.2:3 a’ 5 +

Der Quotient zweier aufeinanderfolgenden Glieder lautet
im Allgemeinen

(m+1 \ Pnti

W G .
=9eq_7;+_xn,

— m) z
g % i
und weil der Zahlencoefficient 9t, dem Grenzwerth
. m -1 :
qh_n;(T“ m)=—m
sich niihert, so bleibt £, ;(#) convergent und zugleich Wurzel

3%
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der gegebenen Gleichung innerhalb des Kreises mit dem
Radius

1

R< mod. (5 B

ma,

Es ist fiir diesen speciellen Fall leicht, die Bedingungen
anzugeben, unter welchen die circumplexen Functionen m'er
Classe von f, ;(x) innerhalb dieses Gebietes sogar sammtliche
m Wurzeln der gegebenen Gleichung darstellen. Wir werden
aber weiter unten dieses Kriterium viel allgemeiner auf-
stellen.

Zweite Auflosung. Sollen in (Q) innerhalb eines
endlichen Gebietes siimmtliche Glieder mit z¢* fiir ¢ > 1
identisch verschwinden, so wird in diesem Gebiete die Glei-
chung bestehen

—f""'(z.) =14 m g
a;x 4

Setzt man fiir einen Augenblick m% a" = E, be-

zeichnet ferner die linke Seite mit ¢ (£)* und entwickelt

pE)=(1+85"

nach dem binomischen Lehrsatz, so gilt innerhalb des Kreises
mit dem Radius 1 in der £-Ebene die Reihe

g—1

e R
R B P R

1

also innerhalb mod. z < mod.( —‘}"—>n gilt, wie oben, die

m a,;+i
Reihe »

@

Y 1 al; s
f":i(x) T a.-x' + an«}-i xn+z+ q .Nq a;‘j—_;—‘ x‘"“*"
2 i

und ist sie in diesem Gebiete Wurzel der vorgelegten Gleichung.
f) In Anschluss an die Bemerkungen (1) und (2) am
Schlusse von § 4 bemerken wir auch hier, dass in der m'e"
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Potenz einer ¢'e» Partialfunction n'er Classe alle Coefficienten
homogene Functionen von

Wiy QAntiy a’?n—i—i’ et aqn—l—i
von constanter m'e* Dimension sind, und was das Gewicht
betrifft, so ist dasselbe bei dem Coefficienten von z? genau
gleich ¢. Und weil die m'c Potenz einer 7' Partialfunction
wiederum eine (mi)'® Partialfunction derselben n'® Classe ist,
so gilt fiir das Gewicht der Coefficienten, wenn man dasselbe
mit G bezeichnet, die Congruenz

G = mi(mod. n),

ebenso wie fiir die betreffenden Exponenten
& = mi(mod. n),

Ganz Aehnliches konnten wir auch oben. bei dem Pro-
ducte von f,; (#) und f,; (z) bemerken, dass nimlich die
Coefficienten alle von der zweiten Dimension sind und vom Ge-
wichte (iibereinstimmend mit dem entsprechenden Exponenten)

G =1, + i, (mod. n).

Es ist nun auf Grund der erwiihnten Bemerkungen leicht
einzusehen, dass dasselbe auch bestehen bleiben muss, wenn
die Anzahl der Factoren eine beliebige ist, und ganz analog,
wenn beliebig viele darunter gleiche sind. Man hat also
ganz allgemein den

Lehrsate B. Ist F(z) eine ganze homogene und iso-
barische Function m'* Grades und vom Gewichte G von den
Partialfunctionen n'r Classe

; 17" (%)
pn,i” p"viz’ il p”,,'x

aus den entsprechenden Hauptfunctionen

fl(x)) f?(x)r N fx(x)7

o

f"(x)= qa”:‘lxq
0

wober

wst, so ist I'(x) ebenfalls eine Partialfunction w* Classe, deren
Ordinalindex

1= m, "5|+m2'i2+"'+m:¢'ins
oder genauer
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t=my -t + my -Gy - - 4 my - G, (mod. ),
wobei
my 4 my, 4 - My =m
den Grad und
Myt My -ty Fmy, i, =G
das Gewicht der Coefficienten von F'(x) ausdriickt, fiir welche
iibrigens die Formeln (1) und (II) gelten, so dass sie alle von
der m'e® Dimension und (ibereinstimmend mit den entsprechenden
FExponenten) vom Gewichte G.

Es bedarf hier keines besonderen Beweises, da die Be-
hauptung aus lauter solchen Behauptungen zusammengesetzt
ist, deren Richtigkeit bereits bewiesen ist, und aus denen die
erstere direct folgt.

g) Vergleicht man die Formeln (I) und (II) mit einander,
so ergiebt sich die identische Gleichung

2
Sd(C,) 2 std(Cu-r)
(D) o 2, e BE Y S,

(wenn néamlich in der fiir alle ganzzahliée Werthe von
t=1,2, ... u giltigen Formel (II) von dem speciellen
Werthe ¢ = u Gebrauch gemacht wird).

Diese Gleichung (L) stimmt genau iiberein mit der all-
gemeinen Formel (K) in § 4, in welcher nur anstatt ¢(K)
hier C, getreten ist. Nun haben wir aber die Giiltigkeit von
(I) und (II) und somit auch von (L) fiir die Fille bewiesen,
wo C, eine ganze homogene Function von p;, pi, - - -, pi, ist;
folglich ist hiermit der oben (pag. 23) versprochene Beweis
von (K) fiir diesen speciellen Fall von

F(u) = w', oder auch (u, Unir, Uznys,* )",

welchen wir hauptsiichlich brauchen, geliefert.

k) Man kann nach dem Obigen jede in eine Potenzreihe
entwickelbare Function iiberhaupt mit Hilfe der Formeln (I)
und (II) formell darstellen (s. pag. 28), niimlich, wenn C, den
Coefficienten von z*"ti bedeuten soll,

nach (I)
-3 v ¢ g 3
(M) fn,i(2) = 21 {2 (— 1)t Mi('(iq—_i)} gantd
0 1
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wenn die Bestimmungen fiir die Potenzreihe durch eine
recurrirende, zwischen ¢ Coefficienten derselben stattfindende
Bedingungsgleichung ausgedriickt sind; oder auch

nach (II)
S:,id(cq-t)
fn,i(x) My qg—1) -+ (g —t+1)

wenn die Bedingungen einen beliebigen Coefficienten durch
einen beliebigen vorhergehenden bestimmen. Diese Dar-
stellungsweise, welche, wie wir gesehen haben, zugleich auch
die Form derjenigen Function F(z), welche eine gewisse
ganze Kunction von unserer f,;(x) sein soll, in sich fasst,
hat noch ausserdem den Vortheil, dass sie gewisse Kigen-
schaften der Coefficienten ganzer Functionen von Partial-
functionen ganz besonders auspriigt. Ja sogar mehr als das.
Da nimlich eine Potenzreihe iiberhaupt eine unendliche
Summe von ganzen Functionen ist, so miissen unter den-
jenigen Beriicksichtigungen, unter welchen der Uebergang
von ganzen rationalen zu ganzen tramscendenten, oder irra-
tionalen Functionen (um den Ausdruck von Weierstrass zu
gebrauchen) gestattet ist, die obigen Formeln (I) und (II)
auch fir F(f(x)) gelten, wenn F(z) selbst eine gewisse
Potenzreihe von z ist. HEs wiirden sich daran ganz analoge
Untersuchungen kniipfen lassen, wie die Weierstrass’schen
fiir die Begriindung der analytischen Functionen durch den
Uebergang von den endlichen ganzen Functionen zu den un-
endlichen. Oder strenger gesagt, es wiirden sich jene Unter-
suchungen in der Form unserer Darstellungsweise erkennen
lassen. — Dass sich allgemeine Gesetze iiber Potenzreihen
durch diese Formeln (da wo sie gelten) ausdriicken lassen
miissen, ist eigentlich von selbst verstindlich, weil diese
Formeln (wo sie gelten) nicht minder als die Maclaurin’sche
Reihe das Bildungsgesetz aller Coefficienten in sich fassen
und sich von jener wesentlich nur darin unterscheiden, dass
jene sich auf die Werthe der Function fiir gewisse Werthe
der Variabeln bezieht, wihrend unsere Formeln auf die all-
gemeine Form der Function als Potenzreihe

fx)=ay+ a2 + a,2* + - - -

Bezug nehmen, und deshalb sind sie iiberall in solchen Fillen

panti .
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mit Vortheil anwendbar, wo es sich um identische Relationen
zwischen den Coefficienten handelt, wie diejenigen es sind,
welche zwischen den Wurzeln und den Coefficienten all-
gemeiner (litteraler) Gleichungen, oder zwischen den Coeffi-
cienten transformirter Formen, Invarianten ete.

Es ist jedoch hier nicht gut moglich, darauf niher ein-
zugehen, ohne sich vom Ausgangspunkte zu sehr zu ent-
fernen; im Folgenden soll vorliufig nur ein Beispiel dafiir
gegeben sein, wie man schon aus den obigen Bemerkungen
niitzliche Folgerungen ziehen kann. Aber zunichst noch eine
ergiinzende Bemerkung fiir die Ausdehnung jener Gesetze auf
eine beliebige ganze rationale Function (nicht blos eine homo-
gene) m'*® Grades.

7) Obwohl jene Sitze fiir eine algebraische Summe gelten,
falls sie fiir die einzelnen Summanden richtig sind, so gelten
die obigen Lehrsitze (A4) und (B) ohne Weiteres nur dann
fiir eine Summe von Potenzen, oder von verschiedenen ganzen
homogenen Functionen von Partialfunctionen, wenn die Summe
aus Summanden von gleichem Gewichte (isobarisch) besteht,
sofern man das Resultat nach Potenzen derselben Variabeln,
wie die urspriinglichen Partialfunctionen geordnet haben will.
Nebmen wir z. B.

m=mn=>5

und entwickeln nach (Q) die 5 Potenzen der Partial-
functionen

Ps,15 D525 P5,3, Ps,4
so bekommt man: ; 4 ¢
25, = a @’ +bajtaga 4 (Ba,tay + 10aag) &
+ (ba,'ay; + 20a,2aga,, + 10a.2ad) 220 + -,
P2,2 = a,°2"" 4 ba,*a; 2% 4 (Bay'a,, + 10a,%a,?) 2
+ (Ba,'ay; + 200’ az 0y, + 10a,%a,®) 2% - -+,
Py = a5%a" + Bagta,a® + (5aytayy + 1002 ag?) 4%
+ (Bastas + 20a,2ag a5+ 10a,2ag®) 230 4 - -,
1, 4 = 0> 4 dajta,a® + (ba,tay, + 10a,3ay?) 2

+ Gajtay + 204aa5a,, +10aay’) 2% -,
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Abschnitt VIII. Capitel I. § 5. 41

wobei in jeder dieser Gleichungen die Dimension constant
=5 ist, wihrend das Gewicht rechter Hand einer jeden
Gleichung im ersten Gliede gleich dem Gewichte linker Hand
ist, und in jedem weiteren Gliede steigt dasselbe um 5. Man
sieht auch, dass alle Glieder in pg,il aus den entsprechenden

Gliedern in pg ,, direct dadurch, dass man auf alle Indices die

Substitution (Z_H‘—i’) ausiibt, erhalten werden. Dasselbe gilt

auch natiirlich allgemein fiir die Erhaltung von f, ; ()™ aus
fn,i(@)*, wie man aus (Q) leicht ersehen kann.

Ferner findet offenbar unter den Coefficienten von z in
jeder der Gleichungen jedes der Gesetze 4 und B statt.
Bildet man aber die Summe dieser Gleichungen und ordnet
wiederum nach steigenden Potenzen von z, so kann in der
Summe der Coefficient von z'%, welcher eine Summe der Coeffi-
cienten von z'% in den beiden ersten Gleichungen ist, nicht
aus dem Coefficienten von 2° in der Summe, der lediglich aus
dem Coefficienten von 2° in der ersten Gleichung allein be-
steht, durch die sd-Operation erhalten werden, weil diese
Operation , ausgeiibt auf den Coefficienten von z° in der ersten
Gleichung, bloss den Coefficienten von z!° in jener ersten
Gleichung liefert. Ebenso wenig kann in der Summe der
Coefficient von z!'®, der aus den drei Coefficienten von z!®
in den drei ersten Gleichungen entstanden ist, aus dem Coeffi-
cienten von z'° in der Summe, zu welchem nur die ersten
zwei Gleichungen beigetragen haben, durch Substitutional:
differentiation erhalten werden, und ganz aus demselben Grunde
ebensowenig der von 22 aus dem von z'>. Dagegen liefert
(bis auf einen Zahlencoefficienten) die Operation S,d, aus-
geiibt auf jeden Coefficienten von z9* fiir ¢ > 4 jeweils den
niichstfolgenden Coefficienten, weil von 2% an jeder Coefficient
in der Summe bis auf einen Zahlencoefficienten die Summe
-aller Coefficienten von entsprechenden z" in allen einzelnen
Gleichungen ist; und weil fiir jeden Summanden das Gesetz
(IT) in A gilt, so gilt es auch fiir die Summe, — Man er-
kennt leicht, dass ganz dasselbe auch stattfinden muss fiir
eine Summe von homogenen Functionen desselben Grades und
von verschiedenem Gewichte: auch dort beginnt (abgesehen
von einem Zahlencoefficienten) die Giiltigkeit von (I) und (I1I)
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von dem  Coefficienten von x™ an zu bestehen, wobei M das
Mazimum wunter den verschiedenen Gewichten der einzelnen
Summanden ist.

In der That gilt (bis auf einen Zahlencoefficienten) dieses
Gesetz von dem Gliede mit 2% an in folgender Summe

5 5 5 5 2 2
D5y + oot Dss+ P54+ 20p;, - ps,s(p5,1p5,3 s P5,4P5,2)

—=aS2°+ Ha,a, 'x‘°—|—10a13a6'3—i—5a,4a,1+5a24a7+a35’ AR
b +20(a3(a,* aya;+ a,’a,?)
+20a,* a,a;? +2a,a,a4(a, a5+ aya,))
+ 10a,%a + 20aagay, + day'ayg + 10a°a;* |20 4 - -
+ bay'a,+ Saztag+ a,’ +
+ 20[a*(ayas® + 2aya5015 + 2 aga; a5 + az*ay)
+ a,*(2a3 0,044 a,* ag) |
+ a? (2aya5a;+2a, ay 0+ ay ‘
+ a?(2aya5a;) + 4a, a,aya4a5) !

welche wir weiter unten gebrauchen werden.
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Zweites Capitel.

Erweiterung der sd-Operation und Anwendung
derselben.
§ 6.
Inverse Functionen von Cofunctionen.

A. Inverse Functionen von Partialfunctionen.

@) Ks ist leicht einzusehen, dass die obigen Formeln
(I) und (II) auch fiir Coefficienten einer negativen m'e Potenz
einer beliebigen ‘" Partialfunction n'e Classe gelten. Denn
man kann sich zunichst iiberzeugen, dass das Gesetz fiir

m = — 1 giiltig ist, indem man durch gemeine Division
L ' 1 St 3 n—i
: =1 = 0 = JR— Y,
(l) [fn.t(x):] fnt(w) a‘i x a,‘ (l"_H.Z'
—3 8 [ 2n—i —4 3 B 5t
+ ai an—l—i [ & s a'i an-f—i LAl + ac e
—2 —38
T i Pen +2a;"a,,, Bonti
—2
T 9% By \

eine (— i)' Partialfunction n'er Classe erhilt, deren Coeffi-
cienten nach jenem Gesetze gebildet sind, und zwar sind sie
von der (— 1)@ Dimension und vom Gewichte
G = — i (mod. n).
Ebenso sieht man leicht, dass das Quadrat von Til(*ai)f 3
nach dem bekannten Gesetze gebildet, eine (— 2) - 4' Partial-
function n'r Classe
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i@ =0 2a-3a n-2;+3a_4 4 x“’“

it
G Gopry

B b o 5 =i

+ Gai_4an+ia2n—|-i
—2 a’i—sa3n+i '
liefert, deren Coefficienten von der (— 2)'» Dimension und
vom Gewichte G = — 24 (mod. n) sind, und man sieht sofort,
dass jene Formeln (I) und (II) fir m = — 1 und m = — 2
wohl gelten. Nimmt man nun an, dass dasselbe Gesetz auch
fir m = — q gilt, so dass

®) ep w6,
H et e S 0e el
+ (_]._ q) al'_q_l a2n+r‘ +2(; q) al'.q_2 an+ia2n+i

o+ (_1q) a; e @y yi
mit jenen Formeln iibereinstimmend gebildet ist, so erfolgt
offenbar durch Multiplication von (u) mit (1) eine Formel fiir

1
WW‘T = [f,:(@)]—(e+D

in der Gestalt
—(+1) ~(g+1) , ~+1)i  (—(@+ 1)\ —(g+1—1 —(g+1)i
175000 il kil Rk & G Rt I il

— (@4 1)\ —(¢+1)—2 2 | 2n—(g41)i
+( D] )ai an—i—i B +

L e

| SAr—letni ST

)

+ (~ (Q3+ l)) a:(9+1)—3 a’i-i-i

b4 2( 5 (q2+ 1)) g lan-2 a,,,a, n+.-4

2 (— (q1+ 1)) a‘_—(q+x)—1

A3t i
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was genau mit Q fiir m = — (¢ 4 1) tibereinstimmt. Gilt
also das Gesetz fiir m = — ¢, so gilt es auch fiir m=—(¢+41);
es gilt aber fiir m = — 1 und fiir m = — 2, folglich auch
fir m = — 3, m = — 4 ete., also allgemein.

b) Nun hat Jacobi gezeigt, dass wenn y = f(x) eine
nach steigenden Potenzen von z entwickelbare Function von
x ist, in welcher das Glied mit der ersten Potenz der Varia-
beln ! nicht Null ist, néimlich

@

Y= Eq aqxq,

1

die inverse Function # = ¢@(y) ebenfalls als Potenzreihe
o= %0 byl
1
dadurch gebildet wird, dass

b= % Res (—%)
: y

gesetzt wird, wobei, in bekannter Weise,

Res (i)
y‘I
den Coefficienten von % in der nach steigenden Potenzen

von z entwickelten Reihe von % bedeutet.
Y

Fir y,; = f»:(x) ist aber wie wir gesehen haben,

@t eine (— g¢i)'* Partialfunction n'er Classe, d. h. eine

Potenzreihe, deren Exponenten ¢ die Congruenz befriedigen
= — ¢¢ (mod. n).

Fehlt nun in f,;(z) das Glied mit 2! nicht, d. h. ist
t==1, so wird die allgemeine Congruenz fiir die Exponenten
von [f, ()]~ einfacher

¢ = — ¢ (mod. n),

so dass fir den Coefficienten von % nothwendiger Weise die
Bedingungsgleichung

5 pn—qg=—1,
oder die Congruenz
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q = 1 (mod. n)

befriedigt werden muss, wenn der betreffende Coefficient b, in
der inversen Function existiren soll. Daraus folgt der

Lehrsatz. Die inverse Function einer ersten Partial-
function n'r Classe ist (sofern der Coefficient a, von z' wvon
Null verschieden ist) wiederum eine erste Partialfunction der-
selben n'** Classe, deren Cocfficienten aus der obigen Formel
(w) erhalten werden, wenn man sie vorerst durch q in beiden
Seiten dividirt, darin © =1 setst und dann fiir b, das erste
Glied rechts wimmt und darin q = 1 setzt; das zweite Glied
liefert, wenn man in demselben. ¢ = n + 1 setet, den Cocffi-
cienten b1, etc. Das w Glied liefert fiir ¢ = (u—1) n 41
den Coefficienten by—iyni1.

Es ist somit

e Gy (t+1a +1_“1 % np1
Pt U eagan S U MO e T g i
1 : §

b (342 (3u+t3) ay i,
5 S 3! P ]
1

+ (Bn+2) "+31,.;2L%‘3L :

A n+1

af" 3 ete.

Es ist zugleich in dieser Form ersichtlich, dass die Be-
dingung , dass @, von Null verschieden sei, nothwendig war,
da sonst alle b unendlich gross geworden wiiren.

Man thut indess besser daran, wenn man den Divisor ¢
in jedem Gliede stehen lisst, wodurch die erhaltene Form
der Potenzreihe fiir die inverse Function unserer ersten Partial-

fo1(@)

m
function nter Classe mit der Potenzreihe fiir [f—am—} z eine

derartige directe Analogie erhilt, welche es ermdglicht die
eine von der andern direct mechanisch abzuschreiben, Setzt
man néimlich die obigen Werthe fiir b,,41 ein, so bekommt
man fiir die inverse Function:

www.rcin.org.pl



(@)

eine Formel, welche sich von der fiir —

Abschnitt VIII.

.Cl’=*3’/;+ (—(n1+1)) £

¥ e

Sl

£ e
1

—(8n—41)\ %%p1%nt
+2( 2 )_——HT:fL

F (TR

 Chptye
1

2
BBy 1 an gy,
e B i cr et

s (— (4:+1)) a;;;_l

==i(4 1 a an
+2( (:—l—))_;w%i

H R

folgenden Merkmalen unterscheidet:

Capitel 1I. § 6. 47
Y n+-1
Tnt1 gf})_
a, n—+1
Tta ' (l)‘“‘*‘
af ay
a, a1 2n-+41
2
Yy 3n41
(%)
STy S
1
4 Y 4n41
)
Y N I o
1
1
WL b :
———— nur 1
[fn,l(g)]m

1) Wiihrend dort rechter Hand m einen constanten Werth

hat, variirt hier — m ganzzahlig und zwar nimmt es succes-
sive die Werthe der aufeinander folgenden entsprechenden
Exponenten an:

—m=1, n+4+1, 2041, .-

Han1;

(dabei ist aber (— ;) - 1) .

ton I

o

‘e \g

www.rcin.org.pl



48 Abschnitt VIII. Capitel II. § 6.

2) Anstatt des dortigen & hat man hier 7~ und endlich

1
wird noch

3) jedes Glied (‘%)“'“H hier durch gn-1 dividirt, wiih-
rend dort der gemeinschaftliche constante Divisor m bei allen
Gliedern auftritt.
ek

= —, so wird auch hier

Ist nun speciell
g—1)nt1 °

(ihnlich wie in ()

@y
X = _ayT + (" ("l+1)) ( Pt ) ay

ay n-+41
2(_;,{_)273—’;-1

i, a :
+ (OO () Sml

—(Bn+1)+2\ [ %t 3((%)371-“
+( 3 ) (“) -

a, Sn+t+1

a0y

und die Convergenzbedingung fiir diese inverse Function
(z als Function von %) ist

mod. [(1 —n) a—:‘l"i y":l g
i 1

also
1

mod. ¥ < mod. [(1 —m) %]",
1

withrend die Convergenzbedingung fiir die directe Function

(y als Function von z)
1

mod. x < mod. (ﬁ’i)n
ist. e
¢) Ist aber ¢ von 1 verschieden, dabei aber grosser als
Null und relativ prim zu », so kann man zuerst diese ge-
gebene ¢'* Partialfunction n'e Classe

fn.i(x) = Yn,i = a; 2" + an—{—ix"—H 4= a'2w+ix2n+i e et
in welcher a@; von Null verschieden ist, nach Formel (Q) zur
Potenz % erheben, wozu nur nothig ist, in () m = % z
setzen. Man erhiilt eine erste Partialfunction n‘er Classe
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1
+ e G [

aus welcher man dann # nach der obigen Methode nach
1

i
ganzen Potenzen von (g/

4 i) entwickeln kann; wir bezeichnen
diese Reihe

1 wii 2t
Ty = (Pi(lyn,i) W bl y;,; e bn 1yn,.' G bz_n_*;l y,.’i + g

n, 1 n

i i

Denkt man sich eine (vollstindige) Reihe, welche fort-
1

schreitet nach ganzen positiven Potenzen von yi, (welche
Entwickelung weiter unten ausfithrlicher behandelt werden
soll) und bezeichnet dieselbe mit

1 ®

- 2 [
wi) =bo+b, v + 0,9 4= Dby,

t
1 3 0

und zwar so, dass diejenigen b, welche mit den unsrigen
gleichen Index haben, mit denselben beziehungsweise identisch
sein sollen; setzt man ferner r;"y anstatt y, multiplicirt
(p..(r;" y) mit dem Factor r;”"‘ und nimmt dann die Summe,
welche durch die ganzzahlige Variirung von
h=0,1,2,...,n—1
erhalten wird, so entsteht, kraft der Voraussetzung, dass ¢
relativ prim zu % ist,

n—1 0 _.q
2 r;mhq’i(r;hy) = 2 bq Y (Se=s);
0 0 T

wobei s,_, die Summe der (¢ — x)' Potenzen simmtlicher

Wurzeln von 2* — 1 =0 bedeutet, so dass nur solche Glieder
H. ScEAPRA, Cofunctionen., I, 2. 4
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bestehen bleiben (und zwar alle mit dem gemeinsamen Factor »
multiplicirt), fiir welche ¢ = % (mod. ») ist. Man erhilt also
die identische Gleichung

n—1 A i B
1 ==y ih i ] i
n 3 4 5 ‘pi(’rnl y) T bn Y + bn Y + b2n+x Y +. =
0 i 25 i
= 9:(¥y).
n,%

Wir nennen dieselbe, als Analogon zu den Cofunctionen

mit ganzen Potenzen, eine x'¢ Partialfunction n'*r Classe von
1

der Hauptfunction g;(y), welche nach Potenzen von y° fort-
schreitet. — Man sieht sofort, dass unsere inverse Kunction
von f,:(x) eine solche erste Partialfunction (x = 1) ist. Man
kann also sagen: Die inverse Function einer " Partial-
function n*r Classe ist, sofern i relativ prim zu n, und a;
von Null verschieden ist, immer eine erste Partialfunction

derselben ' Classe einer Hauptfunction, welche nach Potenzen
1

von y* fortschreitet. Diese inverse Function ist immer durch
Substitutionaldifferentiation in angegebener Weise zu berechnen.
In diesem Satze ist der in b) als specieller Fall fiir i=1
enthalten.
d) Hat ¢ mit » einen gemeinschaftlichen Theiler d, so

setze man

n
d
und, indem dann die vorgelegte 7' Partialfunction n'er Classe
in z als eine jt¢ Partialfunction mte Classe in & betrachtet

wird, niimlich:

pt= % 5=j und = n;

w @w
yn,i = fn,i(x) i 2 9 Agnt-i an—{-i b 78 -S.q; aq7nd+jdxqm{l+jd
0 0

= D¢ agmtpa§"™ = Ym; (E) = tm;
0
die inverse Function (£ als Function ) dieser j'*» Partial-
function m'er Classe ist dann eine erste Partialfunction der-
selben m'en Classe einer Hauptfunction, welche nach ganzen
1

positiven Potenzen von 11; fortschreitet. Oder, mit andern
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Worten: z? ist eine erste Partialfunction (-dn—-)m Classe einer

Hauptfunction, - welche nach . ganzen positiven Potenzen von
da

y}‘ _ fortschreitet.

e) Der Fall der inversen Function der nullien Partial-
function erfordert noch eine besondere Behandlungsweise, da
fir ¢ = 0 jene Bedingungsgleichung, oder die daraus ent-
stammende Congruenz keinen Sinn giebt.

Man kann aber in diesem Falle in folgender Weise ver-
fahren. Man setze nimlich in

Yn,0 = [n,0(%) = @y + an2® + agn 22" + -
2" =§ und Y, 0— ay = Nu,1.
Man erhilt so
7]1,1=a'ng+ as, £ + a3n§3+'"=“1§+“2§2+0‘3§3+'”
Agn == Oq,
wonach aus der obigen Formel (u), wenn man darin
m— v =l

setzt, sich ergiebt:
1 ot e — A i — QN i —g— ke
?=a‘ng+( ?)alqla?glq+( 2)“192“252 iy

und wenn man darin nach und nach
g =1:2, 3 +isid

gesetzt sich denkt, jedesmal den Coefficienten von % nimmt

und mit % multiplicirt, so erhilt man wnter der DBedingung:

an =0, <0,
4*
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ot =f =14 g —a o + 2670 — o te) 7*
7 (5“1_7“2 o 5"‘1_0“2“3 + o "e) nt + -
also:

X %
2t =i o+ a, (Yn,0 23 (Yn0 — @)’

2a2 —a,a;
_|_ _u (y"‘o e | a0)3

ﬂ

3
s, 5(“27: ana2na3n)+a' Ay

""" 7 (Yn,0 —ag) '~

f) Als Beispiele kionnen die zuerst in der Mathe-
matik iiberhaupt gebildeten inversen Functionen angefiihrt
werden, niimlich die sogenannten goniometrischen und cyclo-
metrischen. So ist

®  ymsmo=I_ S E_ 4.

eine erste Partialfunction 2t Classe und es ist die ent-
sprechende inverse Function

=arcsiny=ll+f—y —+2—4 f—-l----

in der That ebenfalls eine erste Partialfunctien 2'er Classe,
und zwar ist sie genau nach dem Obigen gebildet.
Ebenso sind

3 5
(2) y=tgx=1'1l}:+1’_;l:r+ "ygy—*_'
und

: 3 5
x=arctgy=%—_%+%—_+...

entsprechende inverse erste Partialfunctionen 2ter Classe.
Und ganz ebenso ist auch

@) lgl4+p=—y—L +¥ 4.

— e 1Y% — 1)3
log(y)=vy11-— (y21) b (?/3 ) AR o
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die inverse Function erster Classe, welche der nullten Partial-
function erster Classe

e—=14 gt

entspricht, die aber (mit dem Obigen iibereinstimmend) nach
dem besonderen, fiir 7 = O erforderlichen Verfahren be-
handelt ist. —

Uebrigens ist

. 2 3
faeloi (V- gy e St S5l He B
die Hauptfunction, von welcher
= 3 5
ritaretg (ryy) =+ 4+ L 4 L 4

eine erste Partialfunction zweiter Classe ist.

g) Als ferneres Beispiel nehmen wir eine Function,
welche fiir uns spiter noch von Nutzen sein soll. Es sei
néimlich zur Bestimmung des allgemeinen Coefficienten von

@®

Y = P apxp
0
die allgemeine Formel
p—2
H (p—am)
L T T,

welche fiir p > 2 immer giltig ist (allerdings so, dass die
nullte Partialfunction m'e Classe dieser Function identisch
Null ist, weil fiir p =0 (mod. m) offenbar @, =0 wird)
gegeben, und ausserdem sei noch a; = a, = 1.

Nach der bekannten Abhandlung von Weierstrass
»iber die Theorie der analytischen Facultiten® (Crelle’s
Journal Bd. 51) lisst sich der Convergenzkreis dieser Reihe
fiir ein beliebiges complexes m leicht angelen. Man erreicht
aber auch dasselbe Resultat, welches fiir ein ganzzahliges m
sich durch folgende einfache Ueberlegung ergiebt.

Da in einer h'e" circumplexen Function f (r::x) der Modul
von z von s unabhiingig ist und nur das Argument sich um
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. 2w . -
ganze Vielfache von —= unterscheidet, so haben alle cir-

cumplexen Functionen einer beliebigen Classe einer gegebenen
Potenzreihe, und mit ihnen auch zugleich alle Partial-
functionen einer beliebigen aber endlichen n** Classe
(als endliche lineare Summe von den circumplexen) min-
destens denselben Convergenzkreis, wie die Potenzreihe der
Hauptfunction. Es kionnen aber im Allgemeinen einzelne
Partialfunctionen grossere Convergenzgebiete haben; jeden-
falls ist aber die Potenzreihe fiir die Hauptfunction und so-
mit auch jede circumplexe Function derselben mindestens in
dem Kreise mit dem Radius, welcher der kleinste ist unter
den Radien der Convergenzkreise der Partialfunctionen, con-
vergent, :

Diese Bemerkung ist nicht ohne Nutzen in Fillen, wo
die Convergenzbedingung einer Partialfunction f, ;(z) leichter
wird fiir die Untersuchung, als die der Hauptfunction f(x)
selbst. Hat man aber die Convergenz von f, ;(z) ermittelt,
so lidsst sich dann hiufig aus der Art, wie 7 in der Con-
“vergenzbedingung auftritt, sehr leicht schliessen, fiir welches
¢ der Ausdruck fiir den Radius ein Minimum wird; und dieses
wird dann den Radius des Convergenzkreises der Haupt-
function liefern. Ja man erspart sogar in vielen Fillen auch
die Untersuchung dieses Minimums, da der Ausdruck

a’q n--i
Ag—1)nti

lim s

welcher behufs der Convergenz der Reihe fiir die ¢' Partial-
function zu untersuchen ist, oft durch eine geschickte Wahl
von n von ¢ unabhiingig gemacht werden kann, wenn er es
noch nicht iiberhaupt war. In solchem Falle haben dann
natiirlich alle Partialfunctionen gleichen Convergenzkreis, und
somit auch die Hauptfunction.

Untersuchen wir in unserem Falle den Convergenzkreis
einer ¢'" Partialfupction m'er Classe unserer Function, indem
wir also in

: A
H(p-—lm)

ey A

p:
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die fiir f,, () einzig mogliche Form
p=gq-m+1
einsetzen und den Ausdruck fiir zwei aufeinanderfolgende
Werthe von p, niimlich entsprechend ¢ und (g — 1) bilden,

wobei wir im ersten Falle den Bruch in zwei Factoren zer-
legen:

qm—4-i—2

[l (@=nm+9)
Byinds == X @R =P +R,; .wobei
(am+i][(g—Dm+i)[(g—2ymi)- i
Pl e ( 1:2-.:¢ >
Sé [i—m][i—'lm]'“[i—{(Q-—l)(m—l)+i—2}im']*)'
¢+ @+2) - (g—)m+3 )
p =( [i— {(g=D)m—1)+i—1}m][i—{(g-)(m—D)Fi}m] _
A [(g—1) m+i+1] [(g—1) m+i+2]
[i— {(—Dm—1)Hit 1}y m]-[i~ { (g— ) (m—1)F-i+m—3}m] 1 )
[(g—1) m+i+3] [gm+i—1] gm+i
(g—1)m+-i—2

H @-1-nmntd

5 0
Ug—1ymti = ((q Y @)) !
s ( g ym-+i] (=D mepi] oo
. WG
% (i —m) [i—2m]---[i— {(g—1) (m—1) —|—71;-7—2} m) ),

(241 (g+2) - - [(g—1)m+i—1][(g— Hm+i]

so springen folgende Bemerkungen sofort in’s Auge:

1) Das erste Glied [¢m + 4] im Zihler des ersten Factors
von a,,; hebt sich gegen denselben Ausdruck im Nenner
des zweiten Factors auf. -

2) Der ganze noch iibrig bleibende erste Factor P, stellt
genau den Ausdruck von a(_ym4s dar.

3) Der zweite Factor P, besteht aus einem Bruche, der
eine constante Anzahl, némlich (m — 1), Factoren, in
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welchen die Grosse ¢ linear enthalten ist, sowohl im Zihler
als im Nenner, und
4) Die allgemeine Form dieser einzelnen Briiche des
zweiten Factors
t—[(g—1) (m—1)+i4 u]m
i+ (@—1)m+4p+2
_mm—1)—m@p+ti)+i—m@m—1)q
g —m—+i+u+2+mg 3
p=-—101,--. (m—3)
sagt unmittelbar aus, dass fiir m > 1 und ¢ > 2 kein ganz-

zahliges ¢ moglich ist, fiir welches in einem dieser Briiche
der Zihler oder Nenner Null werden kdnnte, da die Ausdriicke

w2
m(m—1) ; m
fiir die Werthe
1= 0,1,2 .-, m—1
p=—1,0,1,.-.- m—3

immer kleiner als 2 bleiben; und endlich noch

5) Dass sowohl im Zihler als auch im Nenner der
Coefficient von ¢ unabhiingig von ¢ erscheint.

Schreibt man daher den Quotienten zweier aufeinander-
folgenden Glieder der Reihe in der Form

mes [ (m—7)(m—1)—m(p—1)

Semds o U" g .-
Yg—1)mt-i i ‘_""Hqﬁ'i +m

— m(m—1)

und setzt ¢ = oo, so erhilt man ohne Weiteres den von ¢
unabhiingigen Grenzwerth

lifn e
9= Hg—1)m+ti
Die Convergenzbedingung fiir alle i**" (1=0,1,2,-.-,m—1)
Partialfunctionen m'er Classe ist somit
& Abs. 2m(1—m)y"1 < 1,

m = (] P m)m—l xm,

oder
1—m

Mod. z < mod. (1—m)7,

welche nach dem Obigen auch fiir die Hauptreihe gilt.
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Um nun die inverse Function zu der ersten Partial-
function einer beliebigen n'*" Classe unserer Function zu er-
halten, brauchen wir nur die Werthe von

Pgni1
tiir die obige Formel (?,) zu benutzen. Setzt man ndmlich in

p—2

lzl (p — Am) P
e p! g \p—1

p=gqn -+ 1, und trigt diese Werthe in (Q,) ein, so bekommt
man fiir =0 und ¢,=1 unmittelbar b, =1; dann fiir g=1

n-+41
m"™ m
Umpk Bt G <0 S NS

ferner fir ¢ =2

2
b=+ NDa,,, —a,,.,,

n— 1 2n 41
A
n SN A
n—+1 2n -+ 1

Uns interessirt hierbei insbesondere der specielle Fall
n = 1, also die inverse Function der gegebenen Hauptfunction

selbst. Es ergeben sich in diesem Falle die einfacheren
Ausdriicke

1 : 1
b=k b2=m<—7z_>; b3=<_ﬁ)m7;
1 . 2
1
b4=(_W) m3, ete.
3

Aus den Eigenschaften der Facultiten und Binomial-
coefficienten kann man leicht schliessen, dass allgemein

1
by = et (— %
g1

ist, so dass die inverse Function der ersten Partialfunction
erster Classe von

d. h.

bany1 = m3". ete.
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p—2

@

(p—21m)
0

?/=2aﬁxp5 s SO B ] fir p>2; ay=a,=1
0

in der Form erscheint:

Jﬁ(l—lm) } - 1
’”—Zl o} Y. i =2;<q_":>(ym)q"‘?/,

welche Reihe fiir jeden Werth von y innerhalb des Kreises
mit dem Radius mod. (%) convergirt und also nach dem

binomischen Lehrsatze auch so geschrieben werden darf:
1
— y(1 4 my) ™

Erhebt man diese letzte Gleichung zur m'® Potenz, so
erhilt man :

m
Ty
oder eine nach y trinomische Gleichung

xm=

y» — mzmy — 2™ =0,

welche durch die Reithe y = 2 ay x?

0
p—2

III (p—2Am)
0,

iy il P 2 und g;=4,=1
fiir jeden Werth von z innerhalb des Kreises mit dem Radius
1—m
R =mod.(1 —m) ™
befriedigt wird.

Man sieht leicht, dass dieses Resultat mit der bekannten
Darstellung der Wurzeln einer trinomischen Gleichung vom
Grade m genau iibereinstimmt. Bekanntlich liefert dieselbe
Reihe zugleich [fir (v} #)| sdmmiliche Wurzeln der trino-
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mischen Gleichung, innerhalb desselben Kreises, innerhalb
dessen keine zwei Wurzeln einander gleich sein konnen.
(Vgl. Bemerkung von Gauss, Werke, Bd. III, Anzeige der
Beitriige zur Theorie der algebraischen Gleichungen (Juli
1849) pag. 115; Abhandl. der Kgl. Gesellsch. der Wiss. zu
Gottingen, Bd. IV. Ferner die bald darauf von der philo-
sophischen Facultit zu Gottingen preisgekronte Arbeit von
Westphal ,, Evolutio radicum aequationum algebraicum e
ternis terminis constantium in series infinitas®, 1850; dann
die einem Programm des Nicolaigymnasiums zu Leipzig bei-
gegebene Abhandlung von Gebhardt ,Die Auflosung drei-
gliedriger algebraischer Gleichungen durch Reihen mit einer
Tabelle ete.“ 1873; und endlich noch die Dissertation von
Herrn v. Mangoldt ,,Ueber die Darstellung der Wurzeln
einer dreigliedrigen algebraischen Gleichung durch unendliche
Reihen.) Fiir unseren Zweck ist diese Losung innerhalb des
genannten Kreises vollkommen ausreichend, wie wir spiiter
sehen werden, so dass wir uns in gewissen Fillen sogar die
besondere Untersuchuno des Verhaltens auf der Peripherie
dieses Kreises ersparen k'c')nnen.

B. Inverse Functionen der circumplexen Functionen.
Ist die allgemeine A'¢ circumplexe Function n'r Classe

n,h
Y h 2h 2 th t
y et (lO + al rnx + a2 7"” 21 iy —l— TR + a x I
egeben, in welcher @, von Null verschieden ist, so kann
b | 2

man das absolute Glied nach der linken Seite heriiber-
n,h
bringen und in der Entwickelung von [y — @y)]=¢ nach

steigenden Potenzen von z wird man die Formel (u) be-
nutzen konnen, indem man darin die Werthe i =1, n =1

und ri: z anstatt z setzen wird. Man wird auf diese Weise
erhalten:

1

IN] SreSonts
[ - s ao]q

Rt g 1 ol | — et =gk l—q
=a'r Va7 4 ( fll)a,1 a,r, a4

+(CDa ettt

+(— ?)“1—'(1_1“3“
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(Weil auch hier das Gewicht eines jeden Coefficienten genau,
wie oben, mit dem entsprechenden Exponenten von z iiber-
einstimmt, so wiirde man zum selben Resultate gekommen
sein, wenn man nicht +%2 anstatt x gesetzt, sondern eine
analoge Substitution fiir die Coefficienten, nidmlich +**qa,
anstatt a; sowohl in der urspriinglich gegebenen Function
als auch in der (—¢)'» Potenz derselben angewendet hitte.
Dass in den Operationen der Substitutionaldifferentiation dadurch
keine Storung eintreten wiirde, ist selbstverstindlich. Man
konnte schliesslich diese Entwickelung der Coefficienten mit
Hilfe der Substitutionaldifferentiation auch dadurch bewirken,
dass man fiir 2, falls die Reihe auf der Peripherie des Kreises
mit dem Radius Eins noch convergirt, den speciellen Werth
x = " gesetzt hiitte.)

Um jetzt die Coefficienten b in der Potenzreihe der ent-
sprechenden inversen Function

n,h n,h
x=140b(y —ag) + b.(y —ay)*+ -
zu erhalten, muss man wiederum der Reihe nach fiir ¢ die
Werthe g =1, 2, 3, - - - setzen und die dadurch entstehenden

Coefficienten von % nach Vorschrift mit % multipliciren. (Dies-

mal ist keine Beschrinkung vorhanden, wie es fiir den spe-
ciellen Werth » =1, 4 =1 aus der obigen Bedingungscon-
gruenz auch direct folgt. Natiirlich darf aber @, nicht Null
sein.) Mithin ist

n,h

2
a4y __}, Lt S — 7 (y_ao)
p=Bed (g —ag) 28 (Woal
n,h y
o (@alt—aa) _, (y —ao)" N
19 ap i 3

also ; :
n,h n, 2 £
o=y —a) — 2(y—a)p +2E =BG g
> 5a,(a2?—z.17aa)+afg{ ("y’h__ iy B
Aus den Relationen zwischen den Summen gleichhoher Po-
tenzen der Cofunctionen und ihren Coordinirten ergeben sich
dann mehrere merkwﬁrdige Eigenschaften und Beziehungen,
von denen wir bei einer andern Gelegenheit Gebrauch ma.chen
werden.
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§ 7.

Einige weitere Eigenschaften der Substitutional-Differentiale
hoherer Ordnung von homogenen isobarischen Functionen.
a) Ist (ug, w,, - - -, w,)™ eine homogene Function m'e"
Grades der Variabelen wuy, u,, - - -, u/, so ist definitionsge-
miiss im Allgemeinen (fiir m > 1)
Sud[(us,y uy,y -+ -, i)™ | = Snd (g5 Uny, - + +5 Ur)" |
= (Ur,y Uy, * * vy Utp;  Uidmy Ulrkny * * 5 Utpgn)™

wiederum eine homogene Function von demselben mte» Grade
von 2f Variabeln, worunter die f urspriinglichen auftreten
kdonnen und ausserdem auch noch f andere, welche aus den
urspriinglichen durch eine auf die Indices ausgeiibte lineare

Substitution [z+"] erhalten werden. Dabei treten diese [

letetern nur linear anf. Ebenso ist ferner S:d , oder s: d, aus
jener homogenen Function m'*» Grades wiederum eine homogene
Function von demselben m'®® Grade im Allgemeinen von 3f
Variabeln, worunter die frithern 2f und ausser ihnen noch
f solche, welche aus den f urspriinglichen durch die Substi-

tution L’H'?"] erhalten werden und wobel diese letzterm

Uitany Wirany * * *5 Wipton NUT linear erscheinen konnen. Und
so ist auch (im Allgemeinen*)) tiberhaupt s d sowohl, als
auch S’d eine homogene Function m' Dimension von den
(t + 1)f Variabeln w, . , wobei ¢ und v alle Werthe an-
nehmen kénnen

p=1,2,3,--+f;

T =01, 2 oh
Dabei kimnen die new hinzugetretenen [ Griossen

Uty +tny p=1,2,--f

nur linear auftreten.

#) In speciellen Fillen konnten verschiedene darunter, ja sogar
alle gar nicht auftreten, wie z B. fiir die Operation s;d, wenn t>m
ist. Vergl. (1) und (2) am Schlusse von § 4.
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Die Richtigkeit dieser Behauptung ist oben bereits direct
aus der Definition gefolgert worden.

Uns wird im Folgenden ein specieller Fall interessiren,
wobei f=n — 1 und die Indices [, = ¢, d. h. [}, [, -+, [1
beziehungsweise die Werthe 1,2,... % — 1 haben, wobei
ferner m einen der Werthe 1, 2, - . ., % besitzt, wihrend die
urspriingliche Function ausser den Variabeln u,, u,, « - -, tp
auch diejenigen enthalten soll, welche aus jenen durch eine

g

auf die Indices ausgeiibte Substitution [ erhalten wer-

den konnen, jedoch so, dass die Glieder ausschliesslich vom
Gewichte (¢-n) sein sollen; wir bezeichnen eine solche mit
m
(uﬂ Uy * * 5 Un—15 s”)qn'
m
Denkt man sich eine Reihe

@0

t m
E'Snd(u,, Uy, * ° ';un—153n>g
0 m

entwickelt und nach steigendem Gewichte geordnet, so wird
jedenfalls diese Anordnung mit der Anordnung nach steigen-
dem ¢ zusammenfallen, weil das Gewicht, wie wir oben ge-
sehen haben, um % steigt, wihrend ¢# um eins zunimmt, so
dass das Glied

S d (g, Uy« - -y Un_13 Sy,

qn
m

von m'* Dimension und vom Gewichte
i G=(g+t)n
sein wird.

Auf Grund dieser oben bewiesenen Higenschaft kdnnen
wir nun einige fiir die Folge wichtige Bemerkungen machen.
b) Der griosste Werth von j in u;, welches in

¢
Snd(u17 Ugy* * *y u'"_l; s")gzx

vorkommt, ist, solange j > 1 bleibt, (¢ + t)n — m 4 1;
und zwar kommt ein solches %gtyumt1 in diesem Gliede
nur linear vor.

Denn, da die Dimension aller Glieder constant gleich m
ist und da andrerseits die iibrigen m — 1 Factoren keinen
kleinern Index als Fins haben konnen, so wire fiir
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i> @+ tm—m41
schon das kleinstmogliche Gewicht G von wy—*-u, d. h.

G'=m—1435>(¢+)n,
geschweige erst, wenn einige der Indices andrer Factoren
noch grosser als die Einheit wiren; also kann nur

i<@+Hn—m+1
stattfinden. Ist aber speciell
j=(g+tn—m+1

und kiime u; in dem betreffenden Gliede etwa in der w'e
Potenz vor, so konnten die m — w noch iibrig bleibenden
Factoren keine kleinern Indices als die Einheit haben, und
schon wy—# u hiitte das Gewicht

m+4(—1)p=m-+tpllg+tin—m]=p(@g+tn—(@—-1)m
und dieses miisste den Werth (¢ + t)» haben. Aus der
Gleichung
@+ Hn—m]@—1)=0
folgt aber entweder u =1, oder (¢ + t)n — m — 0, also,
in letzterem Falle, j = 1; wie behauptet wurde.
¢) Ist nun m = n, so wird das erste Glied (d. h. fiir
t = 0), welches von der m'® Dimension und vom Gewichte
qn ist, jedenfalls die Potenz u? enthalten und es wird noch
von den speciellen Werthen von % und ¢ abhéingen, ob noch
darin ausserdem andere Grossen « vorkommen konnen. So
z. B. wiirden iiber die Existenz von w} - uy die Bedingungs-
gleichungen
¥ + !"’, =N,
Al tp-p=gn
zu entscheiden haben. Jedenfalls ist aber klar, dass darin
kein u; enthalten sein kann, wenn
Jzle=h%t1
ist und, dass das « mit dem grosstméglichen j, niamlich
U(g—1)nt1
nur linear erscheinen kann, und zwar in der Form
-1

n
’N/(q__ 1)n41 “1
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und auch das nur, wenn
gt |
ist.

Das néchste Glied (¢ = 1) ist von #x'e Dimension und
vom Gewichte (¢ 4+ 1)n; und es kann daher kein % mit
einem grossern Index als gn -+ 1 enthalten und %,,4, kann
darin nur noch linear vorkommen, ndmlich in der Form

Uiy W

Das dritte Glied (f = 2) ist von n'er Dimension und vom
Gewichte (¢ + 2) % und enthilt kein u mit einem griossern
Index als (4 1)n -+ 1; und ein « mit diesem grossten
Index, #%@+timt1, kommt darin nur linear in der Form
Uy 1y Wy VOT; ete.

Und allgemein ist das (£ 4 1)'* Glied (! =1¢) von n'e
Dimension und vom Gewichte (¢ + #)n und enthélt kein
Glied mit einem grossern Index als (¢ ¢ — 1) » 4 1 und
das « mit diesem grossten Index, u(4¢—1)4t1, kommt in diesem

Gliede nur linear in der Form

Uigpetynts * ¥
vor.

d) Ist m =mn —1, so wird das erste Glied ({=0),
dessen Gewicht gn und dessen Dimension » — 1 sein muss,
jedenfalls u»—2—* w2, enthalten. Der grosstmogliche Index
von u wird darin j = (¢ — 1) % 4+ 2 sein; aber die zwei
mit den grossten Indices behafteten w, némlich 1,41 so-
wohl, als auch ug_1),ye konnen, sofern ¢ > 1 und »n > 1

sind, nur linear und zwar in der Form

n—3
Ug—1yn1 Y2 Uy EORP-C1 W inls

darin erscheinen. (Es kann nimlich ein Glied von der Form

g e T 3 ;
Uy 1ynpap~? Uberhaupt nur fir n — 3 noch existiren, weil

die Bedingungsgleichung
1

g—On+14+un—2)=gn, oder n=2 -4 o=

sonst » als ganze Zahl nicht zuldsst; aber auch fiir diesen
Fall fillt dieses mit der angegebenen Form

% n—3
(—1)nt1 % %

n—2
ul

zusammen,)
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Das zweite Glied (/= 1) hat dieselbe Dimension » — 1
und das Gewicht (¢ + 1)» und besitzt, ausser den w mit
kleinern Indices als g7, noch die mit den zwel grosstmog-
lichen Indices gn 4+ 1 und gn -+ 2 und zwar die beiden
letztern nur linear in der Form

n—3 n—2
UgnpaUa Uy Upnia™ ' >

etc. Und allgemein ist das (¢ + 1) Glied (fiir ¢ =¢) von
der Dimension # — 1 und vom Gewichte (¢ + ¢)» und ent-
hilt ausser den u, deren Indices kleiner als (¢ ¢ — 1)n
sind, welche zu hohern Potenzen vorkommen konnen, nur
noch die zwei mit den grosstmoglichen Indices

Uig+t—1) nH15 U(g+t—1)n+-25
die nur linear in der Form

n—3 n—2

Wigtt—1ynt1 e %y ZO8P: | Yot i rynrathy
auftreten. Denn setzt man fiir das erste Glied die allge-

meine Form
A n—2—2
Ygpt—nynpr Uy

so folgt aus

G = (gF+t—Dn—nt14Aptvn—2i—2)=(g+tn
die Bedingungsgleichung
n—Aipg—1-"
m—1—2"
in welcher 4, u, v und » ganze positive Zahlen sein sollen.
Diese Bedingung kann fiir » offenbar nur dann erfiillt wer-
den, wenn Ap + 1 <4 + 2, oder 1 < pll
eindeutigen Werthe

P =

ist, woraus die

=l =2, ve='l

i »+2“:—2 ist schon
oben (in (1)) gezeigt worden, dass die angegebene Form die
einzig mogliche ist.

e) Ist m = mn — 2, so wird das erste Glied ({ = 0) von
der Dimension 7 — 2 und vom Gewichte ¢gn und enthilt
ausser den « mit kleinern Indices, welche zu héhern Potenzen
vorkommen konnen, noch die drei w mit den hochsten In-
dices (g—1)n+1, (¢g—1)n+ 2, (g—1)n + 3 und zwar
letztere nur linear in der Form

H. Scuarira, Cofunctionen, I, 2. 5

sich ergeben. Fiir das zweite Glied u
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n—4
u U, U
31 § n—4 w n—3
mbifho e Weilayntia B Yy i 5 a—1)n438%
1

(g—Dynt1
2

u(q—l)n—{—l M2 U

Das zweite Glied (f = 1) ist von der Dimension n — 2
und vom Gewichte (¢ + 1)» und enthélt ausser den w mit
kleinern Indices, moglicherweise zu hohern Potenzen, nur
noch die drei # mit den hochstmoglichen Indices gn 4 1,
gn + 2, gn + 3, und zwar letztere nur linear in der Form

W U U

gn+1 78 1 s n—4, n—3
w u2 un—5 ? uqn+2u2 Wios uqn—}—!iul ?
gni1 72 1

-

etec. Das (¢ 4 1)¢ Glied (fiir ¢ = ¢) ist von der Dimension
n — 2 und vom Gewichte (¢ + ¢) » und enthilt auser den u
mit kleinern Indices zu hohern Potenzen noch die mit den
drei grosstmoglichen Indices

(@+t—Dn41, @+t—nt2, (g+t—1n+3
und zwar die drei letztern nur noch linear in der Form

Wigrt—1)nt1 “11‘_4(“:‘*‘ “3“1)3 “(q+t-1)n+2""71'_4(“z)5 u(q—}-t—l)n+3u11‘_3'

Durch diesen systematischen Fortgang wird man zu der
Vermuthung veranlasst, es miisste ganz analog so auch
fernerhin die Sache sich verhalten.

/) In der That ist allgemein fiir m = n — % die Dimen-
sion fiir alle Glieder constant » — %k, wihrend das Gewicht
im ersten Gliede (fiir ¢t = 0) G = gn, und dieses Glied ent-
hilt daher, ausser den « mit Indices, welche kleiner sind als
(g+t—1)n, noch folgende (k4 1) mit den grosstmoglichen
Indices:

Ug—nt15  Ug—nt2) * ° *5 Ug—1)ntii1

und zwar letztere nur linear.

Und so ist allgemein das (¢t 1) Glied (fir ¢ =¢) vom
Gewichte (¢-+%)n und enthilt, ausser den w mit kleinern
Indices, noch die (A4 1) mit den grosstmoglichen I[ndices:
o Woptnntt, Ugr—t)nt2s * * *5 Ugh—1)nthit

und zwar die & 4 1 letztern nur linear in der Form
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( ll 1'2 zk ".—llv22~ b2 % gy zk‘_k_l)
Ugpt—tmpr” o Uor v Wy &

wobei sich das Summenzeichen auf alle moglichen Werthe
von den 4 in der Bedingungsgleichung
LA R Ry ohe F L
bezieht, in welcher £° eine der ganzen positiven Zahlen von
1 bis 4+ 1, und 4,, 4,, - - -, 4; ganze positive Zahlen be-
deuten, deren Summe nicht grosser sein darf als
n—k—1.

; 2 “ o n—k—
Denn ein Glied u’(q+t—~1)n-#l

G =up(g+tn —(w—n+pF-1)—Fk

haben; weil aber hier

“ wiirde das Gewicht

Gy = (g+t)n
sein muss, so bekiime man die Bedingungsgleichung
ullg+t—n+ ¥ — 1] <(g+t—1)n + &,
woraus

(g+t—1n+k
(«) S oy gy

folgen wiirde, was man auch in der Form

: E+1—%
(B) a1+ '(q—_pti_%WIE'ZT
schreiben kann. Nun ist (¢4-¢—1) >0 und ¥ > 1, so dass,
wenn wir den speciellen Fall ¢ 4+ ¢ — 1 = O vorldufig noch
ausgeschlossen lassen, der Nenner des Bruches eine positive
ganze Zahl ist und zwar grosser als #, oder mindestens gleich
n; weil aber k 4 1>/ ist, so ist der Zihler eine ganze
positive Zahl, welche kleiner, oder hochstens gleich % ist.
Da aber jedenfalls # — % = m > 0 ist, so ist unter allen
Umstiinden in dem Bruche der Zihler kleiner als der Nenner,
so dass fiir die ganze positive Zahl w die Bedingung
0<p<2,

also w = 1 folgt, was zu beweisen war.

Fiir den noch unberiicksichtigt gebliebenen Fall

(¢+t—1)=0,
welcher fiir positive und ganzzahlige ¢ und ¢ nur eintritt
5¥*
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entweder fir ¢g=0 und ¢t=1,
oder/ 2w ing e diceratnn g e—dl

verwandelt sich die Formel (&) in
(@) B p—T1i '=1,2,3,---k+1.

Aus dieser von 7 unabhidngigen Bedingung fiir u ergeben
sich einige fiir beliebige n geltende Gesetze: :

1) Es kann kein u; darin vorkommen, wenn j > k 4 1
ist; denn es wire dann %k .— 1 >k, also w durch keine
ganze, positive und von Null verschiedene Zahl zu be-
friedigen.

2) Die Grosse wpy; ist darin nur linear enthalten; da
aus u < % sich offenbar eindeutig w = 1 ergiebt.

3) Die Grosse u; kommt fiir k& > 2 ebenfalls nur linear
vor, und nur fiir & = 2 erscheint u,?; wie aus ugl—]—k—i—l

(wenn der Fall &’ = 1, der wie weiter sich ergeben wird den
eindeutigen Werth w = #n liefert, vorliufig noch ausge-
schlossen wird) zu ersehen ist.

4) Allgemein kommt w—( fir £ > 2(l + 1) nur linear
vor, wie aus

@) p<1+ ot
direct folgt.

5) Fiir ¥ = 1 hitte man u < ’66,
bestimmt werden konnte; indess lisst sich fiir u, die Bestim-
mung direct treffen. Aus G (uf 'u,;—” ) = n ergiebt sich

namlich
(u—n) (A—p) =kB,

woraus zuniichst fiir & = 0, entweder u — n, oder § — 1 und
umgekehrt fir w = n, oder =1 nothwendig k£ = 0 sich
ergiebt, so dass fiir k¥ = 0 und nur fiir £ = O ? vorkommen

woraus nichts fir w

kann. Dass aber fiir ein von Null verschiedenes & der Maximal-
werth des Exponenten von u, nicht » — & — 1 iiberschreiten
kann ist schon deshalb klar, da die Dimension von uj—*—1+!

schon um [ — 1 zu gross wiire. Die hochste Potenz von u,
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kann somit (fiir k= k) nur in der Form wj—*~'u,_ , erscheinen
(worin iibrigens fiir £ = 0 der Fall u? enthalten ist).

6) Bezeichnet man den Maximalwerth von w fiir K'=k—(
wit M, so folgt aus () M, = E(L D

Da nun aber ausser dem Gewichte auch die Dimension
n — k vorgeschrieben ist, so existirt fiir w noch ein Maximal-
werth M, = n — £k, der nicht iiberschritten werden darf; be-
zeichnet man daher die kleinere der beiden Zahlen M, und
M, mit M, so ist der wahre Maximalwerth von u fiir ein
beliebiges % die Grisse M.

7) Fiir u, wiren also die Moglichkeiten g = 1,2, - - F;
indess ist der Werth w =k — 1 speciell auszuschliessen, weil
das Gewicht von uf—! . y?—*+! nidmlich n +k —1 fir £ > 1
schon grosser als » wiire, und um so mehr das Gewicht von
etwa wf—" . wr—*1 fir j>1,dak <n+1 folglichn — k41> 1
und somit j(n—Fk-41) >n — k 4+ 1 ist.

8) Fiir u, existirt noch ein Maximalwerth von w:

) fiir Up—1 «

w=mn—2k.

Denn angenommen, es kiime in einem Gliede w!—%—! vor,

so konnten die noch iibrig bleibenden % -+ [ Factoren keine
kleinern Indices als 2 haben; aber selbst u7—%—! ult! hitte

das Gewicht G =n + [ > » fir [ > 0.
Aus dem Auseinandergesetzten bekommen wir fiir

folgendes Gesetz:
u, kann nur zu den % verschiedenen Potenzen

— — —2k-+-2 —k—1 .
Wil IR i o S vorkommen;

4, kann nur zu den £ — 1 verschiedenen Potenzen

ul, u2, .-, wt2, ut=! vorkommen; (vgl. (7))

#g kann nur zu den E(g) verschiedenen Potenzen

k

1 2 2
U3, Uy * * »y Us vorkommen
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k ;
u, kann nur zu den E (3) verschiedenen Potenzen

- z(3)

3
Ug, Uy » * -y Uy vorkommen ;

w kann nur zu den F (—k—i—T) verschiedenen Potenzen

k
Gic,x = (=)
Uy Uy ® - -y U vorkommen;

Ui kann nur zu den 2 verschiedenen Potenzen
() ¢
u w
20 K2
(") E(—) vorkommen.

Alle u;, wobei ng(k—_zti), kommen nur lnear vor; und

endlich kommt ein u;, wobei j > k 4 1, gar nicht vor.

Aus folgender Tabelle fiir £=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
und %4 wird man noch manches Gesetz, welches fiir die
praktische Entwickelung der aufeinander folgenden Werthe
niitzlich werden kann, ersehen konnen, wie z. B. dass irgend
ein constanter Werth von % > 1 fiir %" — 1 aufeinander
folgende Werthe von % dieselben Werthe von w liefert; ete.

Fiir (¢ +¢ — 1) > 0 sind die obigen Erorterungen fiir
unsern vorliufigen Zweck vollkommen ausreichend.

Natiirlicherweise konnte man alle diese Bedingungen
auch aus den durch das Bildungsgesetz von S’d entspringen-
den zwei Bedingungsgleichungen fiir Gewicht und Dimension:

1) A +24, 434+ -+ k+ DA =n,
2) At Ayt idy Ao b =n—k,

welche in der Theorie der biniren Formen bekanntlich eine
grosse Rolle spielen, und aus denen

3) 12—|—213+—|—k11+1=n
folgt, auch entnehmen.
Auch fiir den allgemeinen Fall
q+t—1>0, oder p=qg+t>1
kann man simmtliche entsprechende Eigenschaften direct aus
den beiden Gleichungen

.-
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_” M4+24,4304h4 -+ @r+%)Apuix+ - =pn

2) A4 Ao Apngr+ - =n—k,
aus welchen sich durch Subtraction noch

8) Ayt 24+ -+ (B0t 2 — Dipatst - - = (p— )tk
ergiebt, herleiten. Offenbar haben alle 1 fiir ein gewisses
Werthsystem ¢, ¢, & eine constante Summe, und somit nimmt
irgend ein Glied den griossten Werth an, wenn alle iibrigen
den kleinstmoglichen d. h. (weil sie positiv sein sollen) Null
annehmen; und dann ergiebt sich aus 3)

Max. (p'n + % — 1) dpnix = (p — 1) % + k,

Max. (p'n 4+ x —1) = Q'i?—)n_:”'*'i,
p'ntx
und weil alle 4 ganzzahlig sein sollen, so nimmt dieser
Coefficient eines beliebigen 4,1, den grosstmoglichen Werth

fiir A,n4x =1 an; dann ist aber

Max. (pn+2%2—1)=(p — D)n+k,

oder

also ist
pntx—1<(p—1n+k,
oder
L pn4+x<(@g+t—1)n+k+1,
und

I. Max. ()= (p —p —1)n+Fk+ 1.
Daraus folgt, dass fiir den grossten Werth von p’:
Rt e
der Maximalwerth von %, unabhingig von ¢, ¢, », niemals
den Werth & 4 1 iiberschreiten kann. Also
(@) fiir keinen Werth von p = q -t kann ein wp—1yuq; vor-
kommen, wenn j > k - 1 ist.
Dann folgt aus 2) einerseits
Max. (Apntx) =mn —k; (p’, % beliebig)
und andrerseits aus 1) '

(p—p)n—
Max. (Rpnts) = zrho =1 -{-E(%—");

also:
(6) es kann kein A den kleinern der beiden Werthe

n—Fk; E(#'_T)

wberschreiten.
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Fir (p—p)n—x<pn—+x%, dh (p—2p)n<2x,
(was fiir p'> —g— jedenfalls eintritt), ist

S o Max; (Apmiaadi== 1.

(¢) fiir irgend ein p kommen die Grissen
S Mo e 3 s Hallnte! (MR E R, 8,0, Be)
2 2

nur linear vor.
Ist p =2p, + 1, so kann noch
2
upx"'i'“
nur dann vorkommen, wenn x =

k_;? ist, wiahrend alle

iibrigen u, deren Indices kleiner als —g—n sind, (fir be-
liebige %) auch zu hohern Potenzen als zur ersten vorkommen
kénnen.

Man kann also aussagen:

(b) fiir irgend ein Werthsystem von ¢, ¢, », & sind die

Grossen u,, Uy, Ug, * * -, Ugti—tntit1, Welche nur allein in
t n—k
Snd(u“ Bhy ¥ 05 Wy S,.) %
n—k

vorkommen konnen, in drei Gruppen einzutheilen:
.- si(@=1,2,3, 5 k1
) U E(‘;) —l)n_’_‘, (x ’ y k41),

T ey Ve 00 MG

1. « i 3R
(E(§)+1)ﬂ+,,’ (E(§)+2)n+x’ y Wgtt—1)ntk+41 o

von denen die erste (sobald nur ¢ -4 ¢ > 1 ist) smmer zu
hoheren Potenzen, die zweite nur unter Umstinden, fiir ge-
wisse Werthsysteme von ¢, ¢, k, » und die dritte fiir gar
keine Werthe von ¢, ¢, &, » zu hohern als zur ersten Po-
tenz vorkommen konnen.

Uns interessirt nun besonders die letzte Gruppe. Es ist
sehr leicht einzusehen, dass nicht bloss keine hohere Potenz
dieser Grossen, sondern auch kein Product irgend zweier
derselben vorkommen kann. Denn setzt man 4,,4, =1,
wie es fiir die Grossen in III. nur allein mdglich ist, wenn
es nicht Null ist, so folgt aus den obigen Gleichungen, die

| 7 TR ek
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sich in folgende zwei :
1) A2y B (0 ) Dy (0 — I~
2) At At At Aprnpp—rt=n—k—1

verwandeln, saus denen sich durch Subtraction

3) i IR L G B A ey
R AT N 1—
ergiebt, dass (p—p—On+k+1—x,

Max. (p'n + % —2) = (9 — Dn -k + 1 — (pn + %)
ist, und wenn man darin die Werthe, welche den Grissen III.
entsprechen ~

pnt = (p—n bt 13 (p—l)n+k;---;(E(§)+k’)n+u

in umgekehrter Reihenfolge einsetzt, so erhilt man successive

Max. (58 4#—2)=0, 1,2, - -, ([p_E({.j)_2]n+k+1_x),
wobei offenbar

(p—Dn+k+1<2}[BE)+1]n+4f,

also

[p—E@Q)—2]n4+b+1—u<[EQ)+1]n+x
ist, was zu beweisen war.

Fiir spitere Rechnungen wird es vortheilhaft sein, aus
der Gruppe III. noch die (k 4 1) letzten Grossen

V. wgenutr; Wop—tmte, ** 05 Up—intits

auszuscheiden und besonders zu behandeln. Man iiberzeugt
sich leicht, dass der Coefficient von #(, 3,41 eine homogene
ganze Function von (u;, u,, - - -, wzp,), der Coefficient von
Up—1intz €ine solche von den Grossen (a,, a,, - - -, ax), ete,
der Coefficient von %(,_1).4+ eine ebensolche von (a,, a,, a,,
“++, W—r42), und endlich der Coefficient von % p—1ynist1 eine
solche homogene Function von w, und wu, ist; alle diese
homogenen Functionen sind von der constanten Dimension
n — k — 1, wihrend das Gewicht derselben derart variirt, dass
das von (u,, uy, - -+, wp—py2), (n — k') ist; so dass dasselbe
den Index von wup_yuir zu pn erginzt. Dieses stimmt
auch in dem Gliede ™" " %(y_1)nisss. Bemerkenswerth ist,
dass diese Gesetze von p unabhiingig sind.

Aus der folgenden Tabelle wird man die Construction
fir den Fall ¢ + ¢ = 1 leicht iiberschauen konnen,
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Tabelle
fur die Exponenten u von uy, die den Werthen =0, 1, 2, . . . . 10, k entsprechen konnen, wenn
(g +t— 1) =0 ist.
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Die eingeklammerten Grossen sind durch die Bemerkung 7) fiir 4, wenn &' = 2 ist, ausgeschlossen.
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Abschnitt VIII. Capitel II. § 7. 5

f) Nehmen wir noch zur Vervollstindigung den speciellen
Fall m = 2, also k =n — 2 an, so sind alle Glieder von
der zweiten Dimension und das erste Glied ({ = 0) vom Ge-
wichte gn, welches aus simmtlichen Grossen

Upy Ugy Ugy =+ =y Ugn—1
und zwar in der Form auftritt

2 . U Ugn—1

wobei [ die ganzzahligen Werthe (=1, 2, 3, -* -, E(qT")

annimmt, so dass nur fiir gn=21 die Grosse u; im Quadrate
vorkommt; sonst kommen alle Grossen darin linear vor.
Das zweite Glied hat die Form ;

2 U, Ug+1n—1, »

wobei [, die ganzzahligen Werthe [, =1,2, 3, - -, E(ﬁiﬂﬁ)

annimmt, so dass nur fiir (¢ 4+ 1)n =21, die Grosse u;
im Quadrate erscheint; sonst aber kommen alle Grossen darin
linear vor ete., und allgemein hat das (¢ 4 1)'¢ Glied (fiir
t =t) die Form

2 Uty Ug+tyn—1; »

wobel [, =1,2,3, «-., E((—qizt)—ﬁ) bedeutet, so dass nur,

(g+1t)n
2

wenn eine ganze Zahl ist, w(+s. zum  Quadrate
2

vorkommt; sonst aber kommen alle Grissen « darin nur
linear vor.
Fasst man alles hier Auseinandergesetzte zusammen, so
kann man folgenden Satz aussprechen:
Werden die Glieder der unendlichen Reihe
» »
V— U, =_r up, “‘Z;“ Upyn
v 0
i Gruppen so eingetheilt, dass zur tr Gruppe die Griossen

Ugttynt1s  Ugtom42y * * *y Ugttintn—1
gehoren, so besitzt

s
t
Snd[(u,, Uy, ** 5 Un15 Su) o

n—k
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1) die (k1) ersten Grissen der t* Gruppe nur linear;

2) keine einzige Grisse einer hohern Gruppe tiberhawpt;

3) wohl aber die Grissen aller frithern Gruppen mog-

licherweise zu hiohern Potenzen.

In dieser ganzen Betrachtung ist eine heschrinkende
Voraussetzung gemacht worden, dass in unserer Reihe die-
jenigen u, deren Indices die Congruenz J = 0 (mod. n) be-
friedigen, nicht vorkommen. Hebt man diese Beschrinkung
auf, so modificirt sich das obige Gesetz etwas, aber ganz
unwesentlich. Natiirlich wird man dann zur #e* Gruppe
auch die Grosse w4y, zihlen miissen. Aber die Form der
Glieder complicirt sich dann ganz bedeutend; und weil man
fiir unsern Zweck den etwas allgemeinern Fall, wie wir
weiter sehen werden, leicht in eindeutiger Weise auf jenen
speciellern zuriickfithren kann, so habe ich es nicht fiir noth-
wendig erachtet, hier bald bei der Aufstellung des allgemeinen
Gesetzes auf die complicirtere Form einzugehen. Aus den
spiter durchgefiihrten Beispielen fir n =1, 2, 3, 4, 5
wird indess diese Modification klar genug hervortreten.
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Drittes Capitel.

Allgemeine Losung der algebraischen
Gleichungen hohern Grades mit Hilfe von
Cofunctionen aus Potenzreihen.

&5

Anwendung der obigen Operation auf die formale
Bildung der Potenzreihe

f@)=a+az4 aa®+ - -+ apz?r .- -,
deren n circumplexen Functionen f (+” ) in der Umgebung

von z =0 fiir jeden Werth von z die n Wurzeln einer
gegebenen Gleichung n'e" Grades
(A) F(3,2) = 2 4 gus(2) 7 + Gus(@s—? + -
ot 9y (@)2 + @y () =0

darstellen.

a) Wir stellen uns jetzt die Frage: wie miissen die
Coefficienten ¢ (2) in einer nach z gegebenen Gleichung
nten Grades F' (2, ) = O als Potenzreihen

Pr (¥) = o + G % + @22+ - - -
beschaffen sein, damit die » circumplexen Functionen einer
durch die @z(z) zu bestimmenden Potenzreihe

(w) (@) =ay+ a2 + a,2®+ - - -
die » Wurzeln der Gleichung in der Umgebung von z = 0%)
fiir jeden Werth von 2 reprisentiren.

*) Die Umgebung von z = 0 ist nur gewdhlt, weil dieser Fall
eine kleine Erleichterung im Schreiben gewiihrt; es ist aber selbst-
verstiindlich, dass alles fiir diese Umgebung Bewiesene auf die Um-
gebung von x = b sofort ibertragen werden kann, wenn man fiir x
setzt £ — b und fiir den Punkt = b dieselben Vorschriften tibertrigt,
welche sich hier fiir # = 0 etwa ergeben sollten,
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78 Abschnitt VIIT. Capitel TIL. § 8.

Nebmen wir nun an, die Aufgabe sei geldst und es seien
@i(x) und dann f(z) in genoriger Weise bestimmt, so werden
fiir die Partialfunctionen

®) Pni = fri(®) = a;2" + a, 2"t + agppi®t 4 - -
ot e + (lqn+ixq’l+i + v i
die in der Einleitung citirten # Gleichungen
1 7y :

@ D DO ()4 (— 1 gw(@) =0;

(k=0,1,2, .-+, n—1)
.identisch befriedigt werden miissen; weil aber dieses in einem
endlichen Gebiete, d. h. fiir unendlich viele stetig aufeinander
folgende Werthe von z geschehen soll, so wird bekanntlich
jeder Coefficient von z in der nach Potenzen von z geordneten
linken Seite von (%) einzeln verschwinden miissen. Daraus werden
sich nun unendlich viele Systeme von je » Gleichungen er-
geben, welche zur Bestimmung der nothigen Bedingungen
und zur vollstindigen Berechnung der a, da, wo die Be-

dingungen erfiillt sind, ausreichen. Nehmen wir zuniichst
k=mn — 1 an, so erhalten wir die identische Gleichung

n=n 0 = npyt gt (1) =n[ (@ + tr10) + (@ F a1, "
+ (aQn + an—l,?n) e + ik + (a'qn + an~1,qn) x?" + 4 ]
o [«p (2) — Pu-s (x)].

Daraus ergeben sich sofort zwei fiir die Folge wichtige
Bemerkungen:
1) Alle a, deren Indices die Congruenz
J = 0 (mod. n)
befriedigen, bestimmen sich lincar durch die «, deren erster
Index constant gleich % — 1 ist und deren zweiteu Indices
dieselbe obige Congruenz befriedigen; es ist niimlich direct
Agn == — COnygn+
2) Alle @ in @,_;(), deren zweiten Indices die obige
Congruenz nicht befriedigen, also diejenigen, welche nicht zu
der nullten Partialfunction nter Classe von ¢, ;(«) gehoren,
d. h. diejenigen, welche noch in
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[‘Pn—l (x) — %7:01 (5”)]

iibrig bleiben, identisch Null sein miissen.

Es ist aber leicht zu ersehen, dass, wihrend die erste
Bemerkung noch ein wenig modificirt werden muss, wenn sie
fiir die iibrigen % — 1 Gleichungen, welche den iibrigen n — 1
Werthen von /& entsprechen, geiten soll, gilt die zweite Be-
merkung auch fiir die iibrigen in (%) enthaltenen Gleichungen
ganz direct. In § 2, ¢ (Einleitung) haben wir némlich ge-
sehen, dass in dem ausgerechneten Ausdruck

3 T

alle Glieder von der Dimension #» — k& und vom Gewichte
G = 0 (mod. n) sind; d. h. der Ausdruck ist eine Summe von
homogenen Functionen (» — k)" Grades von it
@=0,1,2.-,n—1

Partialfunctionen einer und derselben nte® Classe, deren Glieder
zwar nicht isobarisch sind, jedoch ist ihr Gewicht durch »
theilbar. Wir haben aber oben gesehen, dass, wenn man
solche Glieder als Potenzreihen darstellt, die Exponenten von z,
welche mit dem Gewichte der entsprechenden Coefficienten
iibereinzustimmen haben, ebenfalls der Congruenz ¢=0 (mod.n)
geniigen miissen. (Wie dieses aus der Sd-Operation am
deutlichsten hervortritt.) Daraus ergiebt sich aber sofort,
dass in der identischen Gleichung

@ S DO)+ (1w =0

auch @;(z) so beschaffen sein muss, dass die Exponenten
von z Multipla von % seien; d. h. die Bemerkung 2) gilt fiir
alle Werthe von 4 (=0, 1, 2, ---, » — 1). Daraus er-
halten wir fiir unser gestelltes Problem zunéchst eine Ein-
schrinkung der Méglichkeit.

FEs ist, namlich, nur dann moglich, dass die n circum-
plexen Functionen einer Potenzreihe f(x) mit ganzzahligen Ex-
ponenten fir jeden Werth von x die n Wurzeln der Gleichung

X)) F(z,2)=2"+ @u1(@)2" '+ @us(@)2+ - -
o e (#)2 + () =0
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80 Abschnitt VIIT. Capitel I, § 8.

in einem endlichen Gebiete (in der Umgebung von z = 0
reprasentiren sollen, wenn die noch vollkommen unbestimmten
Potenzreihen o(x) die Gestalt haben

q)k(x) e ﬂk,o + ﬂk,n z" + ﬁlc,2n i "I" R ﬁk,q,, Zn —-I-—
d. h. wenn die @i(x) nullle Partialfunctionen n'
Classe sind.

Eine zweite Einschriinkung ergiebt sich ferner aus folgender
Betrachtung.

An anderem Orte (im III'*» Capitel des zweiten Abschnittes;
vgl. Salzburger Vortrag § 2, E) habe ich bewiesen, dass

@) 2 DO =5 Do)

unabhiingig von dem Werthe von z stattfindet. Setzt man
nun z = 0, und bedenkt, dass eine ¢'¢ Partialfunction fiir
=0 immer Null ist mit Ausnahme des einzigen Falles

t =0, in welchem [po (x)] _, = @ 8o wird offenbar

D)= 3 D) =),

so dass die Relation (x) wirklich auch fiir z = 0 giltig bleibt,
wenn man daran denkt, dass (31)0) o= 04 wird, und in

der That
<L) o 6af§ (“:)

ist. Setzt man aber diesen Werth in (%) ein, so erhilt man
noch eine nothwendige Bedingung fiir unser gestelltes Problem;
es muss niamlich
['Pk (@]x=0 i Bylo Ml HheTh (Z) ag

sein.

Der Definition nach wird die &' circumplexe Function
nter Classe aus f(x) dadurch gebildet, dass man r: x anstatt z
setzt, so dass fiir z = O alle n circumplexe Functionen, welche

die Wurzeln der Gleichung in der Umgebung von o =0
repriasentiren sollen, den gleichen constanten Werth

(f (" x)::o == @
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Abschnitt VIII. Capitel ITI. § 8. 81

haben; soll also die verlangte Reprisentation der n Wurzeln
durch f (r:x) in der Umgebung von z =0 noch fiir den

Grenzwerth x = 0 selbst gelten, so muss fir x = 0 der zuge-
horige Werth z = a, eine n-fache Wurzel der Gleichung sein.

Setzt man die durch die soeben gefundenen zwei Be-
schriinkungen ndher bestimmten g (z) in die gegebene Glei-
chung ein, so ergiebt sich in der That fiir z = 0

F(z,0) = (2 — a))* = 0.

Diese letzte Form der nothwendigen Bedingung ist also in
den zwei obigen enthalten; nicht aber umgekehrt, weil die
obigen zwei Bedingungen eine weitere Beschrinkung fiir die
iibrigen « (ausser den absoluten Gliedern) auferlegen. Jene
zwei Bedingungen sind aber auch hinreichend, wie sich das
daraus ergeben wird, dass wir bei Voraussetzung ihrer Be-
friedigung nicht bloss die Moglichkeit der Losung in der ver-
langten Weise nachweisen, sondern dieselbe auch wirklich
“durchfiihren wollen.

b) Handelt es sich nun um einen solchen Fall, wo die
Coefficienten der gegebenen Gleichung nullte Partialfunctionen
n'er Classe von gewissen Potenzreihen von z von der fiir das
verlangte Problem nothwendigen Beschaffenheit wirklich sind,
dass das absolute Glied in dem Coefficienten von z* den

Werth (— 1)~* (2) a; " hat, fiir welchen Fall wir diese
Coefficienten mit
or(@) = (— 14} )al™ + auam + aggua® +
S S B R e
bezeichnen, so kann man in der That die Function f(z) so
bestimmen, dass f(+"z); (h=0,1,2, .- n— 1) in dem ver-

langten endlichen Gebiete fiir jeden Werth von z die Wur-
zeln von

@)  Fn) = o@)e=0; ga@)=1

liefern’ solten.
Um nicht die Rechnung ohne besondere Noth bedeutend
zu compliciren, nechmen wir noch an, es sei die speciellere

H. ScuaPrirA, Cofunctionen. I, 2. 6
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Gleichung gegeben, in der ¢, (z) = 0 identisch erfiillt sei,
auf welchen Fall der allgemeine bekanntlich immer eindeutig
zuriickgefithrt werden kann. Schon bei der Losung der Glei-
chungen der ersten vier Grade haben wir ndamlich gesehen,
dass die Rechnung mit unsern Determinanten sich ganz be-
deutend vereinfacht, wenn man p, = O hat, d. h. aber, da

n—1 :

npo =2‘ Cn

0
ist, wenn die Summe der Wurzeln unserer Gleichung gleich
Null ist; oder, weil der Coefficient von 2"~ die Summe der
Waurzeln (mit umgekehrtem Vorzeichen) reprisentirt, wenn die
vorgelegte Gleichung die sogenannte Reducente ist. In diesem
Falle gestalten sich dann die » Bedingungsgleichungen in der
einfachern Form:

|0 Pa-1 Pz -+ Py i
A 0 Peanith |
0) Q)= (—1)"|p, p§ 0 0t s I

{_pn—l pn—Z pn——3 O |

[0 ey 5

p 0 SRR

)5 ) e G At s ) Y
i

> i].7n—21.)n—3"'.()
®  e@) = (=D D)

=2  Qp3(®) = — n [pxpn-n + P2Pn-2 + PsPus+ -
n n—1 2
eyt (PO =)

(n—1) Qa1 (a:)' ==,

Bedenkt man nun, dass fiir den Coefficienten von x2* in der
ausgerechneten und nach Potenzen von z geordneten Glei-
chung (k) fiir ein gewisses k (k=0,1,2, ..., n — 1) genau
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dasjenige in a gilt, was wir oben in w fiir das Glied mit
dem Gewichte gn in

2' ¢ L am
¢S5, QU Uyy - v 0y Un1; sn)q,,
- 9n

bewiesen haben, so bekommt man fiir den Coefficienten von
n der fiir sich verschwinden muss, die » — 1 Gleichungen,
von denen nur die eine (fir k = 0) eine binomische Gleichung
n'en Grades, wahrend alle iibrigen lineare Gleichungen sind,
aus welchen zuuidichst die (» — 1) Grossen der ersten Gruppe
Gy Aoy Agy °°°y Gn—1
durch die als gegeben vorausgesetzten Grissen
®o.ny O1ny ®2m ***y Cpn_1,n

und zwar alle @, bis auf das eine a,, durch jene « und a,
eindeutig ausgedriickt werden konnen. Man hat namlich:

aus k=0, a;=(— )"
sl 1¢ nd) Pa, = (— 1)" ey,
o =2 na) " ay 4+ mpd) tag = (— 1)—2ay,,
ol nal ‘ay + nys(al’a)a; + a3 ° ay
= (— 1) Pas,
, k=4, nat as +n,4(a)” ) a, 42,4 (ay, ag, ay)" "> ay

+ns,40) Pag—=(—1)"—4ay,
i Lt —k—2
» k= ko na;‘ 1ak+1+/n':7‘(a';.‘ a2) O
2ol
+ a1 (ay, ay, as):—H-x L

-{-—nE({;_) (al,ag, “L(H“‘)n ’;(k-H)aE( )+

C +’nk_1,k al 2k02=(— 1)”—kak,,,

- k= n—2, n{a Ap—1 + o Ap—2 + Bk + aE(E) a‘E(m)
+[56) - 5506t = - e

(Die Summe aller Zahlencoefficienten in der Gleichung fiir

k =k ist immer n 4 nyx + nop + -0 + M1,k = (Z))

6*
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Fiir k& = 0 ist also a, mittelst der binomischen Gleichung
n'» Grades durch «,, gegeben, dann ist fir k= 1 eine
lineare Gleichung fiir a, gegeben, welche @, durch @, und
ay,, ausdriickt; dann wird a, (fiir k¥ = 2) linear durch a,, a,
und @y, ausgedriickt und so fort, bis endlich aus der Glei-
chung fiir k =mn — 2 die letzte Grosse der ersten Gruppe,
nimlich @,_; linear durch die mittels der frithern Gleichungen
bereits bestimmten Grossen @, s, @n—s, ..., @y, @, und @y s,
eindeutig ausgedriickt wird.

Ferner folgt dann fiir den Coefficienten von z?*, der fiir
sich allein verschwinden muss, das System von (n — 1) lauter
linearen Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der (n — 1)
Grossen der zweiten Gruppe:

Qnt1, Qnit2, a,,.|_3, ooy A2p—1-
Man hat namlich:

aus k=0, 16, Gut1 = Bo,sa
o= 1 a’l‘_2a,,+2 4+ (ay, a2>::f “ Qpgp1 = By s,
» k=2, a1"_3“n-+«‘5 + (a,, “2)::2 * An2 .
+ (ay, a,, a3):j“n+l = By,
» k=3, “?—4 tntat-(ay, a‘z)::;' Unts+t(ay, ay) as)::; On-+t2
+ (ay, ay ag, a4)::'i Ant1=Ds 2,
» k=4 ) “;'_5 @nts+(ay, az)::i' npa1(ay, @y, a:;):___;”n-f-ﬁ
+(ay, ay ay, a4):'__;’ antet(ay, @y - . as):—__? A1
=B, s
» k=k, ;"7 anpar + (@ B), - Gata

)
+ (a4, a,, “3):_k_+_1 * Opgk—1 = -
b
g + (an Ay + vy ak'+2>:_k+k' * Qpyr—¥ + B
k—1
+ (ay, ayy - - -y ak—i—l)::1 * Ant1 = Bign

y k=mn—2, aam_1+ ayam—s+ -+ + axas—r -
+ Up—2 42 + a/n—lan-}—l = Bn-z, 2n
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wobei die By, bekannte Ausdriicke von den aus dem obigen
Systeme bereits bestimmten Grossen a,, @y, ..., @,—; und
den als gegeben vorausgesetzten Grossen « bedeuten.

In ganz derselben Weise liefern die Coefficienten von
%", welche einzeln gleich Null sein miissen, zur eindeutigen
Bestimmung der » — 1 Grossen der dritten Gruppe:

A2n41y A2nt2y < - +y G8a—1

durch die bereits bestimmten ¢ mit kleinern Indices als 2n
und durch die als gegeben vorausgesetzten Zahlen a;j, die
n — 1 linearen Gleichungen

fir k=0, na;'_l Agnt1 = Bo,sn
» k=1, a;"—2“2n~{:2 + (a'n “2)::? s Qgpt1 = B 3,
» k=2, a:'—3a2,,+3 + (ay, “2)::2 * Qonts
+ (a4, ay, as):j * Gznt1 = By s,
, k=3, @ Gonps + (Gy, @5)1 74 + Gonts
+ (ay, @y, “3)::; * Gonie
N+ (ay, @y, ay, a4):::' * Aot = By s,
» k=4, @ Ggays + (@5, @5)0 ;- Ganta
+ (a4, ay aa)zzg * Q2n43
+ (ay, a,, ay, ao::; * Qznt2

o (045 ay; k05 as)::i’ * (a1 =By 3n

n—k—1

» k = k, a:‘—k_l az,,_i.lp.{,.l + (a" ag)”_k 3 a2n+k
—k—1
+ (ay, ..., aa):_h_*_l © Agnti—1 + - - e
n—k—1
+ (ay,. "’a"'-2)n—b+k' Ukt o0
Sipay
4 (@gyeeey Or)y_y ¢ Gonp1=DBrsn
w k=mn—2, ajasm1+ aya30—2 + -+ + Gk Wsa—r + -
+ an—202042 + An_1G2n 1= Bn_33,.

ATy CZNY

ATEM
GABNET “ a:'m W arszawskiogs
“-ﬁllis‘ma Halinlate
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Nach dem Obigen ist leicht einzusehen, dass es ganz
ebenso auch weiter gehen muss, so dass allgemein aus den
Coefficienten von z#* sich die (» — 1) linearen’ Gleichungen,
némlich

—q
alis 10 na;, - Ap—tmt1 = Bo,pn
e n—2 n—2
w k=1, ay" s agp—nnte + (@), @y), ") - Ap—1ynt1=B1,pn
n—3 n—3 ;
» k=2, @y - Qp—tmts + (@ @), ", - Gp—1)nts

=3
4 (apiss “3):_10(17—1)"4—1 = Bz, pn

o : \ k= —k—1
» k=k, “;L Ap—tyntitrt(ay, (l?):_k : a(z’—-l)"+k+
—k—1
+ (a,, viey avk'_2):_H_ky © Q(p—1)nt-k—k' + g

n—k—1
+ (@ ooy Orpa), "y Up—tyntt = B pn

»” k=mn— 2} Ay Upn—1 A Wy Upn-—2 + .-+ Q' Apn—r' + .-
+ Un—1 O p—1)n41 = Bn—2,pn

ergeben, wobei die By ,, bekannte Ausdriicke sind, welche
in sich ausser den gegebenen Zahlen « nur solche a ent-
halten, deren Indices kleiner als (p — 1)n sind, so dass sie
bereits aus Systemen von linearen Gleichungen, welche durch
das Verschwinden der Coefficienten von niedrigern Potenzen
von z entstehen, bestimmt worden sind; auch in diesem all-
gemeinen Systeme von (n — 1) linearen Gleichungen in Bezug
auf die » — 1 Grossen der pt® Gruppe

AUp—)nt1, Ap—1)nd2; * * * 5 Op—1)nfn—1
sind die Coefficienten dieser Grossen ebenfalls homogene
ganze Functionen derselben (n — 1) Grossen der ersten Gruppe
Ayy Ggy A3y * * 5 Ap—y \
wie in den frithern Systemen von Gleichungen, und zwar
wiederum von der Beschaffenheit, dass siimmtliche Coefficienten
die zu bestimmenden Grossen zum Gewichte pn ergiinzen, so
dass der Coefficient von a(,—1yntx das Gewicht » — % hat;
ferner ist die Dimension dieser Coefficienten in allen Gliedern
der Gleichung, welche & = k entspricht, » — &k — 1, so dass
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sie in der letzten Gleichung, welche &k = n — 2 entspricht,
von der ersten Dimension, in der vorletzten von der zweiten ete.
und in der ersten Gleichung, welche k& = O entspricht, von der
(n — 1)*» Dimension sind. Ferner enthilt der Coefficient
VON @(p—1)ntit1 keine anderen Grossen als a,, der Coefficient
VO @(p—1)ntx kein a mit einem grossern Index als 2, etc.,
und allgemein enthilt der Coefficient von a(—1yntr—r kein @
mit einem grossern Index als k" — 2. Alles dieses gilt fiir alle
Systeme von Gleichungen, unabhingig von dem speciellen
Werthe von p, wie man sich leicht durch die im vorigen
Capitel bewiesenen Higenschaften von S;d(a, $ 8yt @15 S%)
iiberzeugen kann. Ausserdem ist die Construction dieser
Gleichungen des Systems eine #usserst einfache: die erste
Gleichung fiir & = O enthélt nur das einzige Glied mit der
ersten Grosse der p'*® Gruppe: a(p—1)at1, woraus man den Werth

o ),
Ap—1)n1 = b 1,pn

n—1
ay

in die zweite Gleichung fiir £ = 1, welche nur die zwei ersten
Grossen der p'*™ Gruppe @(p—1yntf1, @p—1)nte enthilt, einsetzen .
kann, und so

n—1 7 n—2
Y ” nay” - By o, — {4, a9, By py
(p—1)nt2 = (e ey
: PV

n—1
e l BO, pn’ ", |
7)) ! n—2
r- . 2,pn Bl,pn’ (@4, ),y

nain—s - ,na?lln~3

erhilt; und wenn so ferner diese Werthe in die dritte Gleichung,
welche k& = 2 entspricht und nur die drei ersten Gréssen der
pt Gruppe: @p_1ynt1, Ap—1)nt2; Ap—1ynts enthilt, ein-
gesetzt werden, so bekommt man:

n—1 |
IBO»Pn’ 0 ! na’l ]
1  6—3a . n—2 n—2 3, pn
a(l’—l)"+3—g al Bl,}wﬂ (ll ’ (al’ a?)n__l |= i';aSn—G ;
4

—3 —3
Bs,pn, (@, a2>:_2 ) (“I Y] 03):_1

und in ganz derselben Weise auch allgemein die eindeutige
Bestimmung:
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BO; pn 0 ] 0 y

Bl, pn O ’ O ’

BZ, ) 0 ) 0 ,

' x(x+1)_’m B& ) 0 ) 0 )

2 .
A p—1)npx = ;L—a, : :
n—=r*r+42
%—3, pny 0 ’ al )
n—x-41 n—x+1
Bu—-2,pn’ 1 ? (ai ) a?)n_H_zv
( n—u% n—=x
Bx—l,pn’ (alv a2)n_x+p (al? Ay a3),._,¢+2 )

0 na; "
0 (ay, @y )
0 (@, @y, ag), ")
4 0 (“1:“2""1"4)::?
(ay, az):::ﬁ ceo(@y, g -, a,_g):::.l-s
; (ay, a,, “3):-—-:i; (@) gy e ey “;-1)::’;4-1
(@, ay, ay, “4):::_*.3 R T AR a,,)::f

durch die (n — 1) Grossen @, @,,- -+, a,—y und den ent-
sprechenden % Grossen By pn, Bipn, *+ -, Be—i,pn, welche
ihrerseits wiederum ganz bestimmte Ausdriicke von jenen ¢
sind; wihrend diese @ durch das erste System von n Gleichungen
bestimmt wurden, unter denen alle ebenfalls linear waren,
mit einer einzigen Ausnahme der allerersten binomischen
Gleichung fiir a,:

a;‘ == (— 1)”0(0’ o

Mit wachsendem % complicirt sich die Rechnung allerdings;
indess vermehrt sich aber zugleich auch die Anzahl der durch
-die Rechnung gewonnenen Glieder der Potenzreihe, da jeder
Coefficient von z9” zugleich »n Glieder der Potenzreihe liefert.

Hat man auf diese Weise die Grossen ¢ bestimmt, so
représentirt die Potenzreihe
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f @) = aa.a% (ag = 0)
0
durch ihre » circumplexen Functionen fiir jeden Werth von z
in der Umgebung von 2 = 0, d. h. bis zum niichsten Puncte,
wo zwei circumplexe Functionen einen und denselben Werth
annehmen, simmtliche Wurzeln der vorgelegten Gleichung

2+ Gos ()52 4 (D) - -+ 9, (@) 2 4 9, (2) =0,
sobald die Functionen ¢ (z) beliebige nullte Partialfunctionen
n'r Classe sind, welche in einem gemeinschaftlichen Gebiete
convergiren , wihrend sie fir z = O verschwinden. (Diese
letzte Bedingung ist nur nothig, falls die gegebene Gleichung
das Glied mit z»—! nicht besitzt, welchen Fall wir nur um
die Rechnung zu erleichtern gewihlt haben.) Alle iibrigen
unendlich vielen Grissen « sind sonst ganz beliebig, wenn
nur der Quotient je zweier aufeinander folgenden

o‘k,qn
ak,(q—l)n
einer Grenze zustrebt. Sind aber ¢(z) keine unendlichen
Reihen, sondern endliche ganze rationale Functionen von den
Graden pym, wobei pym noch so gross sein darf, so ist nicht
einmal diese letzte Grenzbedingung fiir die « néthig*).

Ist es nun zwar bekannt, dass eine Wurzel einer alge-
braischen Gleiehung in Form einer Potenzreihe dargestellt
werden kann, so hat doch unsere Darstellungsweise insofern
noch einiges Interesse darin, dass eben eine und dieselbe
Potenzreihe sammtliche Wurzeln darstellt und zwar fiir » Werthe
von z, deren absoluter Betrag derselbe bleibt und deren Argu-

. 2w . . .
mente um Vielfache von o sich von einander unterscheiden;

d. h, fiir » Werthe, welche die Theilungspuncte der in n
gleiche Theile getheilten Peripherie eines gewissen Kreises
liegen. Die Coefficienten unserer Gleichung haben durch

#) Es kann natiirlich nicht Wunder nehmen, dass hiermit die
Méglichkeit zur Bildung einer Function mit wnendlich vielen Will-
kiirlichkeiten gegeben ist, die jedoch ¢mmer die Wurzeln einer alge-
braischen Gleichung repriisentirt, da dieselben Willkiirlichkeiten auch
in der jedesmal zugeordneten Gleichung mitexistiren.
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ihre oben angegebene Beschaffenheit fiir diese n Puncte der
Peripherie eines Kreises um den Nullpunkt immer denselben

Werth, da sie gegen die Substitution "z anstatt # unempfind-

lich bleiben.

Die obige Beschrinkung unserer Losung auf die Um-
gebung von z =0, d. h. auf den Kreis, innerhalb dessen
keine gleichen Wurzeln liegen, folgt fiir unsere Auffassungs-
weise daraus, dass die Jacobi’sche Functionaldeterminante
der symmetrischen Functionen der Cofunctionen, ausgedriickt
als Functionen von den coordinirten Cofunctionen, fiir den
Fall gleicher Werthe von verschiedenen coordinirten Cofunc-
tionen, und nur fir diesen Fall, verschwindet, was uns als
Kriterium der Bestimmbarkeit, respective Unbestimmbarkeit
der Wurzeln mit Hilfe der Cofunctionen gilt. (Vgl. zweiten
Abschnitt des Werkes sowohl, wie auch den Salzburger Vor-
trag des Verfassers.)

Unser Resultat stimmt aber genau auch mit dem
iiberein, was nach der bekannten Theorie von Puiseux
(,Recherches sur les fonctions algébriques® in Liouville’s
Journal de Mathématiques pures et appliquées T. XV) sich
ergeben miisste. Man kann am “leichtesten sich davon iiber-
zeugen, wenn man den von Herrn M. Hamburger in seiner
Abhandlung ,Ueber die Entwickelung algebraischer Func-
tionen in Reihen® (Zeitschrift fiir Mathematik und Physik,
Jahrgang 16) eingeschlagenen Weg verfolgt.

§ 9.
Verification der obigen Darstellung der Wurzeln.
Aus der Gleichung in der gegebenen Form
F(z,2) = 2" 4+ @ua(2) "' + @ua(@) 7% +
49 (®) 2+ @p(x) =0

erhiilt man direct, wenn man die linke Seite partiell nach 2
differentiirt,

]

‘af‘ =0+ —1) @1 (2)2" 2+ - - - + 20,(2) 2+ 9 (2)

und durch k-maligé Wiederholung

-
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o n! < (n—l)' S
k =(n-——k)'z s ST Pn1 () 2 kl+

0%
et LT,—Q— Pr1(z) 2 + 0—; ‘Pk(x);

so dass fir k=n—1

5 | MW

n 11,
%,.__ (n!) 2 + @p1(x)
und fiir k= n
anF B3 n!
an"

und endlich fiir jedes £ > n, etwa k=mn -4 4 (4 = einer
ganzen positiven von Null verschiedenen Zahl) immer

i
T

\

sich ergiebt. Nach der Voraussetzung war aber

— D tgi(@) = (1) ™ + (ag, @y, - + - an) 2" +

+ (“o» Biy o v a2n) x2n + ceny
so dass der Coefficient von 2* in F(z, 0), den Werth

Pu(eg) = (— 1y~ () o~

annimmt, und somit wird

(akF n—k
o7 )z—o g (P gy

Sonach ist
%
(61:) =0, wemn x%x=<0
0% iy
und
£ i
0"
d. h. z=gq, ist eine n-fache Wurzel der Gleichung
F(z,0) = 0.

Dieses ist iibrigens offenbar auch direct einzusehen, wenn

man die nach der obigen Voraussetzung sich ergebenden
Werthe
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@i(0) = (— 1)1 () at™"
in die gegebene Gleichung einsetzt, wonach

F(2,0) = (2 — ap)" =
sich ergiebt.

Bildet man die successiven partiellen Ableitungen von
F(z, ) nach z, so erhidlt man

k
25 =¥ (@) + qrf,"’_2<x) D

oa*
9 (@) 2 + 9p (2);

nun ist aber ¢@r(z) eine nullte Partialfunction n'er Classe von
x, so dass
(l) (‘I")v (2) (x); R (p:n-l) (x)

fir =0 verschwinden, wihrend fiir denselben Werth =0
fir k=n
9" (0) = (—1)" e, (n!)

sich ergiebt, wenn man die Bezeichnung
(—1r—i(@) = (Dar+ ane® + arzaz 4 -

einfiihrt. Es i1st nidmlich dann

(=)o () = —n’) e 2" * + ——(zfﬁ);)! ot 90 22"

+ .4+ (q(:ﬁ)l;?)! o gn 21" - -

woraus sofort ersichtlich ist, dass

P (O) =)
~ wenn
E<mn
und
PP (0) = (=1~ (n!) &1,»,
wenn ;
k=mn
ist; ferner ist wieder
g (0) =0,
wenn
2n >k >n
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und

o (0) = (= 1)"'(2n)! asa,
wenn

k=2n
ete., so dass allgemein
g (0) =0
fiir
k = ¢ (mod. n),

o (0) = (—1)""(gn)! @ign

fiir

ist. Darnach ist fiir beliebige Werthe von z, sobald % kein
Multiplum von # ist,

LRt s = it v,

wahrend fiir den Fall & = ¢» immer

(59" F)
Ba:q” £=0 b

—Cp—1,gn @ - On—9,qn 8" P — A (—1)" @1 g 2

(gn)!
+(—1)*ao,en
stattfindet.
Endlich ist noch
by 1 e (n—2)! $250
S T e R s () e

+ oo 4 EE oW @) 2 + vow (@),
so dass fiir 2 =0 die Factoren ¢{® (0) nur, wenn g = gn
ist, Null sein konnen, und fiir 2 = @, hat man dann

oty S
<_—IF_) —(qn)' [ —uan—l,qn ag“"—l

ozl 2" n—v—1)!
r—au 2

—2)!
+ s D an @ — o (1 (D) s n g

+ (=1 (v !)a,,q,,:l .

Vergleicht man dieses mit den Resultaten der oben ange-
fiilhrten Abhandlung von Hamburger, so findet man, dass
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die Hamburger’sche , Finalgleichung“ (im 16'*" Jahrgange

der Zeitschrift pag. 473) zur Bestimmuang von Z—:)

wenn z =0, 2= @, eine n-fache Wurzel der gegebenen
Gleichung F' (2, ) = 0 ist, in unserm Falle die einfache
Form annimmt:

e 8"F) dz\»
£ WAL IR T ol
(300" )u+< 02" /o d‘”)

()
ax? 0

n
G = e g G — +

2=0; 3=a,

e e 1)"—1“1," a, + (— 1) aou],

was mit dem Werthe, welchen wir fiir @, durch Berechnung
der cyklosymmetrischen Determinanten und Annullirung der
einzelnen Coefficienten von z im allgememen Falle erhalten,
oder, wenn man q, = 0 setzt, mit der einfachern Form

dz\n
a} = 7[:7) = (—1)"apn
vollkommen {ibereinstimmt.
Aus dieser letzten Gleichung ersieht man, dass die

dz . .
n Werthe von a, =(W)0, so lange ay,, = 0 ist, von einan-

der verschieden und jedenfalls (nach der Voraussetzung, dass
die @ nicht unendlich sind) alle endlich sein miissen. Nach
der angetiihrten Abhandlung von Hamburger ist diese Be-
dingung hinreichend, damit 2 in der Umgebung von 2 =0
nach ganzen positiven Potenzen von z entwickelt werde.
Eine solche Potenzreihe ist giltig in dem Kreise, welcher
bis zum nidchsten Verzweigungspunkte, d. h. bis zu einem
solchen Werthe von z*), fiir welchen 2z eine vielfache Wurzel

*) Es bedarf kaum der Wiederholung, dass wir es hier immer
nur zu thun haben mit dem Gebiete, innerhalb welchem simmtliche
gegebene Potenzreihen ¢ (r) zugleich convergent sind, so dass nur in
speciellen Fiéllen, wie die, wo die ¢ ganze rationale Functionen von
« sind (was zum Behufe der Losung von Gleichungen mit constanten
Coefficienten, wie wir weiter unten sehen werden, vollkommen aus-
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der Gleichung wird. Fiir unsern Fall wiirde das heissen bis
zu einem Werthe von z = z,, fiir welchen

(@) f("f,‘ %) — f("ﬁ’xi) =0

wird. Die Bedeutung einer solchen Bedingungsgleichung fiir
die Gleichheit zweier circumplexen Functionen ist an anderem
Orte discutirt worden. Hier sei nur einerseits bemerkt, dass
die Erfiillung dieser Bedingung identisch ist mit dem Kriterium
fir das Verschwinden der Jacobi’schen Functionaldeter-

minante
c

5 8-i

L =O}

0P;

welche im vierten Capitel des zweiten Abschnittes behandelt
wurde. Dort wie hier ist die Gleichung von der nullten
Partialfunction unabhiingig; man sieht es hier direct, weil
alle Glieder, die gegen 7" unempfindlich sind, d. h. alle,
deren Exponenten Multipla von # sind,.sich bei der Sub-
traction f(rhz) — f(r'2x) weggehoben haben.

Andrerseits wiirde die Nichterfiillung dieser Bedingungs-
gleichung aussagen, dass unsere Potenzreihe

(&)= a,+ a,z + a,2* + - - -
die Darstellung der Wurzeln durch ihre circumplexen Fune-
tionen f(rtz) fiir jeden Werth von x in der ganzen Ebene

vertritt, sofern die Coefficienten der gegebenen Gleichung
@i(z) in der ganzen Ebene convergiren. Die Curve, auf
welcher simmtliche Verzweigungspunkte sich befinden, wiirde
in diesem Falle in einen einzigen Punkt zusammenge-
schrumpft sein.

reicht) oder wenn die ¢ gewisse Functionen von Exponentialfunctionen
sind, die ganze Ebene zu gleicher Zeit in Betracht kommt.

Der bei Weitem allgemeinere Fall dagegen, wo die ¢ solche
analytische Fuhctionen von z sind, welche zwar in jedem Gebiete
durch gewisse Potenzreihen repriisentirt werden, jedoch so, dass in
gewissen Gebieten immer andere und andere Potenzreihen die Dar-
stellung jener Functionen iibernehmen, dieser allgemeinere Fall, sage
ich, wird uns erst spiiter zu neuen Knnstgriffen veranlassen miissen,
um auf jenen speciellern Fall zuriickgefiihrt werden zu konnen.
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Wiewohl es im Allgemeinen schwer fallen wiirde, a priori
anzugeben ob eine Potenzreihe fiir gewisse Werthe der
Variabeln verschwindet, oder nicht, so lassen sich in unserm
Falle unter gewissen Umstéinden allgemeine Merkmale dafiir
in der leichtesten Weise angeben. Wiirde z. B. die Haupt-
function, welche ‘durch ihre » circumplexen Functionen simmt-
liche Wurzeln darstellen sollte, selbst eine ¢ Partialfunction
ner Classe sein, also f, :(x), wobei 4 = 0 ist, so ist die At
circumplexe Function derselben:

foi (1, @) = 17} fn,i(2),
so dass fiir keinen andern Werth als 2 = 0 die Gleichung
fo i1 @) — fr,i(ria@) = (i — ri) fui(@) = 0

befriedigt werden kann, wahrend fir f,;(z) = O simmtliche
Wurzeln zusammenfallen.

Fiir welche Gleichung dieses eintreten kann ist sehr leicht
einzuseben; es werden alle iibrigen Partialfunctionen py,
wenn ¢ = ¢ ist, Null sein miissen und die cyklosymmetrische
Determinante wird

D (p)= (—1)-,

so dass wir es mit der ¢ von den » mit der Gleichung mit
lauter gleichen Wurzeln ein cyklisches System bildenden
Gleichungen zu thun haben.

Da aber bei der Bildung der Differenz (w) die nullte
Partialfunction gar nicht mitspielt, so wird auch

[0 (@) + Afa,i (%)

die Eigenschaft besitzen, dass ihre simmtlichen circumplexen
Functionen, mit Ausnahme von dem einzigen Punkte, wo
sie alle zusammenfallen, immer von einander verschieden sind.
Dieser Fall tritt immer ein, wenn die Gleichung eine bino-
mische ist. Diese beiden Fille sind im zweiten Capitel des
dritten Abschnittes bei constanten Coefficienten bebandelt
worden. Allerdings sind sie sehr einfach; indess wird es
sich an anderer Stelle zeigen, dass man denselben Gedanken-
gang mit einiger Modification noch weiter, insbesondere fiir
trinomische Gleichungen, verfolgen kann.
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Wird aber die Bedingung (w) erfiillt, so gilt allerdings
die obige Darstellung der Wurzeln nur innerhalb des oben
erwihnten Kreises; indess werden wir verschiedene Methoden
anwenden konnen, um jene Losung fiir die ganze Ebene zu
erweitern.

§ 10.

Angabe einiger Methoden zur Erweiterung der obigen
Darstellung iiber jenen beschrinkten Kreis hinaus.

Um die obige Darstellung der Wurzeln einer gegebenen
Gleichung n'® Grades allgemein giltig zn machen, miissen
wir uns bestreben zwei Beschrinkungen wegzuschaffen: eine
in Bezug auf die gegebene Gleichung, die andere in Bezug
auf den Giiltigkeitsbereich der gefundenen Darstellung. In
Bezug auf die gegebene Gleichung haben wir néimlich oben die
Beschriinkung gehabt, dass die Coefficienten g;(2) der Gleichung
nur solche ganze rationale, oder solche irrationale oder transcen-
dente Functionen sein diirfen, deren Exponenten durch# theilbar
sind, und ausserdem miissen im Allgemeinen die absoluten

Glieder in () respective die Form ako=(:) A»—* haben

kdnnen, und falls @,_;(2)==0 ist, miissen-simmtliche a; =0
sein, wenn die Wurzeln iiberhaupt als circumplexe Functionen
einer Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten auftreten
sollen. In Bezug auf das Giltigkeitsgebiet war unsere Dar-
stellung nur in der Umgebung von z =0, d. h. bis zum
niichsten Verzweigungspunkte zuliissig. Handelt es sich nun
um die Losung einer Gleichung mit beliebigen constanten
Coefficienten 4,4, 4,5, ..., 4,, 4,, so wird es darauf an-
kommen, die Functionen ¢,_;(2), @,-2(®), ..., ¢, (@), @,(x)
unserer ein fiir allemal zu lésenden Gleichung womboglich so
zu wihlen, dass fiir einen Werth von 2z = #,, fiir welchen
f(z) convergirt und die f(r'z), die Wurzeln der Gleichung
darstellen, @(z,) = A4; werde; es wiirde eine ungeheure
Erleichterung zur Auffindung solcher Functionen sein, wenn
wir uns von jenen Beschriinkungen befreien konnten. Ueber
die Aufhebung oder Umformung der ersten Einschriinkung
der Form der Coefficienten der gegebenen Gleichung werden

H. ScHarira. Cofunctionen. I, 2. 7
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wir im Nichsten ausfiihrlich handeln, wihrend wir hier einige
Methoden zur Erweiterung des Giltigkeitsbereiches unserer
Darstellung angeben wollen.

Die erste und wichtigste wire die Abbildungsmethode
von Herrn Fuchs, welche derselbe bei einem viel compli-
cirteren Falle, nidmlich bei der , Darstellung der Integrale
linearer Differentialgleichungen ‘‘ (Borchardt’s Journal Bd. 75,
pag. 177—223 und als Anhang zu dieser Abhandlung im
selben Journal Bd. 76, pag. 175, 176) einfiithrt. Wiirde man
nédmlich in unserer gegebenen Gleichung

2+ P (@) " A @y (1) 2+ @y(2) =0
die Fuchs’sche Substitution
f(w)

z2=F(w)= e
machen, wobei f(w) und g (w) ganze rationale Functionen
der complexen Variabeln w sind, welche fiir w = 0 nicht
verschwinden, so wiirde die in Bezug auf w gebildete Discri-
minante unserer Gleichung die Resultante sein, welche man
durch die Elimination von w aus

F )"+ @u-1 (@) F ()~ + .-+ ¢, (@) F (w) +9,(®) =0
und der Ableitung dieser Gleichung nach w, welche man
schreiben kann

F/(10) [ Fr= (1) F (0 —1 (@t (2) - F—2 () +- - -+ 9, (2)] =0
erhilt. — Man kann sich nun diese Elimination unter An-
derem auch dadurch erwirkt denken, dass in der zweiten
Gleichung fiir #'(w) im Klammerinhalte der Werth aus der
vorhergehenden Gleichung eingesetzt werde und ausserdem
noch in F'(w) der aus der vorhergehenden berechnet ge-
dachte (es kommt uns némlich auf die wirkliche Ausrechnung
hier nicht an) Werth von w. Fiir unsern Zweck geniigt
aber schon die auf der Hand liegende Thatsache, dass der
jetzt erhaltene Klammerinhalt identisch ist mit demjenigen,
welchen man erhalten wiirde, wenn man #z aus der urspriing-
lich gegebenen Gleichung in ihre Ableitung nach z eingesetzt
hiitte; der neu erhaltene Klammerinhalt wiirde genau die
Discriminante der urspriinglichen Gleichung sein. Ausser
denjenigen Werthen von z, fiir welche schon die Discri-
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minante der urspriinglichen Gleichung verschwindet, kann
also die Discriminante der neuen Gleichung in w nur noch
fiir die Wurzeln der Gleichung

F' (w) =0

verschwinden ; es lisst sich somit hierbei diese Methode der
Abbildung des unendlichen Theiles der Ebene ausserhalb des
Kreises, innerhalb dessen kein Verzweigungspunct liegt, auf
den endlichen innerhalb jenes Kreises enthaltenen Theil der
Ebene mit viel grosserer Leichtigkeit anwenden, als in dem
complicirteren Falle der Integrale einer linearen Differential-
gleichung des Herrn Fuchs, insofern dort einerseits die
Kenntniss seiner fundamentalen Abhandlungen vom Bd. 66
und 68 des Borchardt’schen Journals vorausgesetzt werden
muss, und andrerseits treten in jenem Falle durch seine Sub-
stitution ausser den Wurzeln von F’(w) noch auch die
Wurzeln von wg(w) =0 als neue singulire Puncte auf
(vgl. Nr. 4 und 5 der zweiten Abtheilung der angefiihrten
Abhandlung pag. 205, 206, 207), was hier nicht der Fall ist.

_ Diese in sehr vielen Fillen das Problem ganz anders
beleuchtende und sehr fruchtbare Methode soll im zweiten
Bande dieses Werkes, wo von der Theorie der Functionen
complexer Variabeln ausgehend unsere Cofunctionen in ein
ganz anderes Licht treten sollen, fiir unsern Fall zur
weitern Durchfiilhrung kommen®), hier dagegen (in einem
Abschnitte des ersten Bandes), wo planmissig die formale
und elementare Seite der Sache moglichst ausschliesslich zur
Verhandlung kommen soll, mochte ich mich vorlinfig mit
diesem kurzen Hinweise beguiigen.

*) Besonders interessant zu werden verspricht noch die Anwen-
dung eines speciellen Falles der von Poincaré bearbeiteten Fuchs’schen

a;z-+4b;
c;2+d;
(Acta Mathematica Heft I), der specielle Fall néimlich, wenn die De-
a2+ b;
b2+ z+
theilung in reelle und complexe Substitutionen mit der Eintheilung
nach (a 4 d)2> 4 und (a + d)? = 4 zusammenfillt, und £, f;, =/, f;

wird,

Gruppe von linearen rationalen Substitutionen von der Form ¢ =

terminante eine cyklosymmetrische ist, also f = E wobei die Ein-

7*
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Eine zweite Methode wiire die, die noch ganz unbestimmte
Anzahl von Constanten, welche in den Functionen Fy(z)
auftreten sollen, so zu bestimmen, dass der Radius des Giiltig-
keitskreises unserer Darstellung moglichst gross werde. Oder,
wenn es sich um die Losung einer Gleichung mit constanten
Coefficienten handelt, simmtliche «, bis auf eine gewisse
Anzahl derselben, verschwinden zu lassen und nur so viel
zuriickzulassen, als nothig ist, um es so einrichten zu kénnen,
dass fiir ein beliebiges, aber als bestimmt gewiihltes x=z,,
innerhalb des betreffenden Giiltigkeitskreises von f(z) die
n Gleichungen ¢ (z,) = A4, welche, wohl gemerkt, in Be-
zug auf « limear sind, bestehen, was offenbar immer mog-
lich ist, wenn die gegebene Gleichung keine gleichen Wurzeln
besitzt. Diese Methode wird an einigen Beispielen illustrirt
werden.

Eine dritte Methode konnen wir in folgender Weise an-
wenden. Wir beweisen zuniichst folgendes:

Lemma. FEs giebt immer unendlich viele positive ganze
Zahlen m, wvon denen mindestens eime zwischen 1 und n!
(inclusive) sich befindet und dann mindestens eine ganze Zahl h
zwischen Null und m — 1, so dass die Congruens

hlZ—l'-l—hz:'Ti—{-----{—h;%:—ih(mod.m)

befriedigt wird, wenn n,, n,, - - -, ny positive, ganze, von ein-
ander verschiedene Zahlen sind zwischen Eins und n — 1 und
Ny - Ny -+ Ny = m ist, wihrend hy, hy, --., hy ebenfalls positive
ganze Zahlen sind, welche respective zwischen 0 und ny — 1,
zwischen 0 und n,— 1, ete., bis endlich zwischen O und ng— 1
enthalten sind, so dass hy, =0, 1,2, ---, (n, — 1), wenn [, = 1,
2, -+, [ bedeutet, im Ucbrigen aber wverschiedeme hy, auch
gleiche Werthe haben kimnen, von der Beschaffenheit, dass
wenn man n(n > 2) beliebige, aber von Null und Unend-
lich verschiedene Grissen

() Co> €15 Cys ***y Cn—t
successiwe multiplicirt, mit den Factoren
.0 h.1 h.2 h.(n—1)
ASERE ot IR SR )

unter den dadurch erhaltenen Grossen
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1.4 2.h (n—1)2
(ﬂ) c(J} 7 cl? Tm 02’ s ot 7"1 Cn—1

keine zwei gleichen vorkommen.

Von der Richtigkeit dieser Behauptung kann man sich
dadurch zu iiberzeugen suchen, dass man sich zunichst vor-
stellt, es seien zwischen den Grossen («) k£ unter einander
gleiche vorhanden (wiiren schon die gegebenen () alle von
einander verschieden, so wiiren unsere gesuchten Zahlen
m =1 und =0 zu nehmen), so multiplicire man simmt-

liche Elemente respective mit den Factoren 4 7, r ceey
rf.” s dann werden die £ vorhin gleich gewesenen Elemente

von gfnander verschieden werden; wiirden also vorhin alle
b}em.ente einander gleich gewesen sein, so hitten wir unser
/jiel sschon erreicht und es wiire somlt m=mn und h = 1.
Ié{ aber k < » und sollten nun jetzt unter den vorhin n — &
{é:rseﬁ]eden gewesenen Klementen manche auftreten, welche
tmtef;_elnander oder paarweise gewissen unter jenen % Ele-
fﬁexyhen gleich geworden sind (was dann und nur dann ein-
ten kanu, wenn bei manchen der (% — k) urspriinglich
Er@nedenen Elemente die Verschiedenheit darin bestand,
Ese sie bei gleichem Modul nur verschiedene Argumente
wbsen, und zwar so, dass der Quotient zweier eine n'* Ein-
ertSWurzel war), so beachte man den Umstand, dass bei
u- mahger Wiederholung der vorigen Operatlon S0 lange nicht
w = 0 (mod. n) ist, die einmal gleich gewesenen Elemente
immer verschieden bleiben miissen, da
‘:.!" 'r:.‘ﬂ) ri-lt’ ) rf,"—l)l“
unter der angegebenen Bedingung immer von einander ver-
schieden sind. Nun kann es aber eintreten, dass die vor
Ausiibung der Operation gruppenweise gleichgewesenen Ele-
mente nach geschehenen Multiplicationen zwar unter einander
immer verschieden bleiben, jedoch gewisse Elemente der einen
Gruppe immer gewissen Elementen irgend einer andern Gruppe
beziehungsweise gleich werden; und zwar kann dieses ab-
wechselnd geschehen, aber so, dass bei (n — 1)-maliger
Wiederholung die Anzahl der gleichen Paare nicht ganz ver-
schwindet.
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Fiihrt man aber jetzt eine analoge Operation aus, indem
man 7, anstatt », nimmt, wobei %, eine der Zahlen zwischen
Null und #» —1 ist, so muss sich unbedingt die Zahl der
gleichen Paare verringern, da auch jetzt die einmal gleich
gewesenen und verschieden gewordenen Elemente bei %,-ma-
liger Wiederholung der Operation verschieden bleiben miissen,
wenn nicht 7, = 0 (mod. %) ist. Féhrt man so fort, so wird
man einmal simmtliche Elemente verschieden machen miissen,
da die Anzahl der moglichen Operationen immer die Anzahl

der mdglichen gleichen Paare iibertrifft. Gesetzt nun das Ziel
wurde erreicht, nachdem mit r:i und r::, rh”:, ey r:i mul-
tiplicirt wurde, wobei %,, n,, ---, %y verschiedene ganze
Zahlen zwischen Eins und #» sind, so haben wir schon ofters
gesehen, dass man

m m
i » AL e

A
Yy =7t ey’ ecorl=
m ny Ny ny ny. n.z .mf

setzen kann und alle ausgeiibten Multiplicationen dquivalent
sind einer einzigen mit »* , wenn m und % die verlangte Be-
~ deutung haben. Daraus ersieht man, dass m eine der ganzen
Zahlen zwischen 1 und n! sein wird. Durch folgende Be-
trachtung, durch welche der Satz in etwas andrer Gestalt
erscheint, kann man noch die Grenzen fiir m bedeutend ver-
ringern. Man kann némlich den Satz auch so aussprechen:

Sind n beliebige aber von Null und Unendlich verschie-
dene Grossen c,, ¢y, Cy, « .., Co-1 gegeben und bildet man aus
ihmen die Determinante, welche bekanntlich das Product sammt-
licher Differenzen der Elemente ¢, ¢,x, czx AN R
darstellt, namlich:

1 1 1 1
G G X A Calq @Y
HGAT gL 2 9 3 kit 2(n—1)
1) 4d=|g¢ c,x Cy X i e i
n—1 it SOVRLRE n—1 (=195 L n—-1_(n—1)(n—1)
R S ¢, & ey

so kann man immer eine ganze Zahl m zwischen 1 und n!
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und mindestens eine solche Zahl h zwischen O und m — 1 der-
artig bestimmen , dass die Gleichung

2) 7
durch x = r" nicht befriedigt wird.

Beweis. Die nach Potenzen z geordnete Gleichung (2)
hat offenbar die Form

) Cpprait* 4 C,‘_l.;_le"”"l + o4 Crat =0,

wobei die C ganze rationale Functionen von ¢y, ¢, ¢y, ..., Ca—t
nn—1)
2
Gewicht verschieden ist und zwar iibereinstimmend mit dem
betreffenden Exponenten von dem zugehdrigen z. (Vgl. Cap. 1
§ 5.) Dabei besitzt C,42 das grosstmogliche und C; das
kleinstmogliche Gewicht unter den Gliedern der ausgerech-
neten Determinante

sind, deren Dimension constant = , wiahrend deren

1 1 1 SHd ] 1

(o c1 (o S 1
2 2 2 2
da=1y = |G 9 % e
1 1 , A 0hE 1
n— n— n— 18—,
0 ¢ Cy e

Nun erreicht aber offenbar das » Maximum des Gewichtes
Gu4s kein anderes Glied als das der ersten Hauptdia-
gonale

Gupa =0t 12 B oo f (n_~1)2=ﬁ(1’:.1%!ﬁ_”_:2
und kein anderes Glied als das der sogenannten zweiten Dia-
gonale besitzt das Minimum des Gewichts, nimlich

Gr=0(n—1)41(n—2) + 2(n—3) 4 - - -
+n—2) 14 @—10=("),

so dass

n(n——l)(?rn;— 1)

pardeT 3!

und
nn—1)(n—2
: y degiA L ,,,3,!,1‘,,,”),
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ist. Da es sich nun aber darum handelt, ob eine gewisse
Einheitswurzel, welche doch jedenfalls von Null verschieden
ist, anstatt x gesetzt werden kann, so kann man die Glei-
chung (3) durch #* dividiren und man erhilt die Gleichung
w'er Grades

4) @) = Cup2* + Cugra* 4 - 4 Crv + C, = 0.
Setzt man nun anstatt x in der linken Seite von (4) rfnx,
multiplicirt dann die ganze Gleichung mit »_ """, lisst % die
Werthe 0,1, 2, ... (m—1) durchlaufen und addirt simmt-
liche m so entstandenen Gleichungen, so erhdlt man die

¢t¢ Partialfunction mter Classe von (4), welche unter der Vor-
aussetzung m > u aus einem einzigen Gliede bestehen wird:
@i (@) = Oy - 2. Wiirde nun @(r!) =0 fir alle mog-
lichen / befriedigt werden, so wire auch fiir jedes be-
liebige 7

n—1

Er;"hw(rf,‘) = ¢(1) = Cia =0,

0 m, T

(in der gewdhnlichen Ausdrucksweise wiirde das bekanntlich
heissen: in einer Gleichung w'® Grades, welche mehr als
w Wurzeln hat, miissen simmtliche Coefficienten identisch
Null sein) und man bekdme so w + 1 Gleichungen zur Be-

. n . .
stimmung der ¢, aus welchen (n_ 1) = n Gleichungen sich

ergeben, welche aussagen, dass das Product irgend welcher
n—1 von den n Grossen identisch Null sei, woraus folgt,
dass mindestens zwei der ¢ Null sind, was gegen unsere Vor-
aussetzung ist.

Fiir unsern Zweck reicht schon eine der zwei Glei-
chungen

n

)] I 2 3 =g '
Cuyr#=ciee;  -eve,” =0,

n—1 n—2
Or =€ €T e g0

da wir eigentlich im Stande sind auch den Fall, dass nur
eine der Grossen Null wiire, auszuschliessen. Sollen aber
die ¢ von Null verschieden sein, so muss mindestens fiir
einen Werth von ¢ die Gleichung q;(r:n) = 0 unrichtig sein,
was zu beweisen war.
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Ueber m machen wir dabei die einzige Voraussetzung

m > y,=”(_"_‘)[('2"3—!1)—('n—_gﬂ=(n.:1)’

welche Zahl jedenfalls kleiner ist als (n!), sobald nur n = 2
ist, wie wir auch behauptet haben. Man kann aber sofort
sehen, dass sobald » = 3 ist, die Zahl w sogar kleiner als
n(n — 1) (n — 2) ist, weil némlich dann
"1
6

< n—2

wird, und zwar steigt dieser Unterschied mit wachsenden #,
wie man leicht ersieht, wenn man diese Ungleichung in
der Form

5(m+41)>18
schreibt. Ebenso sieht man, dass. fiir
nS4, p<n@m—1)(n—23),
denn es ist dann 5n > 19; allgemein fiir n S p ist

p<nn—1@—p+1),

auf Grund von 5(n + 1) > 6p, so lange nur p < 5 ist. Fiir
p=2>5 wiirde u < n(n — 1) (n — p + 1) nur noch fiir n > p
gelten. Dagegen kann allgemein gesagt werden, dass
schon fiir |

m=nin—1) (w—p+1)

unser Satz giiltig ist, sobald » § 2p — 1 und 4p 4+ 5> 0
ist. (Streng genommen ist die Bedingung ftir diese untere

Grenze von m genauer n - 1 > % p; fiir jedes grossere m gilt

unser Satz um so mehr,)

Fiir unsern weitern Zweck ist es niitzlich erstens die Zahl
m so klein als moglich zu nehmen und zweitens sie so zu
wiihlen, duss man sie zerlegen kann in Factoren, welche
kleiner oder héochstens einer von ihunen gleich n, die aber
relativ prim zu einander werden. - Fiir die ersten 10 auf-
einander folgenden Werthe von » konnte man z. B. folgen-
dermassen bestimmen:
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n = "'51) m > w |besteht aus den Factoren
2 1 2 e |
3 4 | 6 3.2
+ 10 12 4.3
5 20 20* 5. 4%
6 35 60 5.4.3
f 56 60 5.4.3
8 84 84 7.4.3
9 120 1261 [9.7.2
180 |8.5.3
10 165 168 8,73
' B
il 220 231
welche relativ prim sind

Man sieht leicht, dass man es ebenso oder richtiger
gesagt, um so eher kénnen wird, wenn » immer mehr wichst,
weil dann die Anzahl der moglichen Factoren, welche relativ
prim zu einander und kleiner als » sind, immer grosser
wird. 5
Beispiel 1. Fir n=2; p=(3)=1, also m=1, 2
und & =0, 1. In der That, wiirde

g |

=0
h
Cy 73

fiir beide moglichen Werthe von 7= 0, 1 befriedigt werden, so
wiirde aus ¢, 4+ ¢, = 0 und ¢, — ¢; = 0, folgen ¢, = 0 und
¢, = 0. Fir jeden gegebenen Fall kann man also einen der
beiden moglichen Werthe fiir 2 wihlen, welcher ¢, und
rhc, von einander verschieden macht,
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Beispiel 2. Fir n =3 ist =) =1, u=(T")=4,
es ist also genug m = 5 < 3! zu nehmen; indess nehmen wir
m = 6, weil b nicht zerlegbar ist in Factoren, welche nicht
grosser als 3 sind.

Sollte nun

o 1
¢y Tic, o' 6| =0,

\
e S T T
[Co 76 C1 T¢ C2

oder, was dasselbe ist, die nach ! entwickelte Gleichung (nach-
dem dieselbe durch 72 — r} dividirt wurde)

P oy h D h 3
¢y' ¢y (76)* — (Ca0,° + 6,7 ¢") (76)* + (Cocy + 647 €) (76) — 6% €, =0
fiir alle moglichen 7 verschwinden, so miisste jedes Glied ver-
schwinden, woraus die (g) Gleichungen sich ergiben :
ey =0; ¢ey=0; ¢¢,=0,

woraus folgen wiirde, dass mindestens zwei unter diesen
Grossen Null sein miissen. Mithin sind mindestens fiir einen
Werth von % die Grossen

3 2h (n—1)A
Coy 76Cyy T6 Coy o o v, 16 ) Cn—1

saimmtlich von einander verschieden.
Beispiel 3. Fir n=4ist A =4, p =(4'4'1)= 10, und
man hat m = 12 =4 . 3 und die Gleichung (4) lautet:

»

o' e2e (1) — erleyles? | (rie)’ + 5'e,%e,? (r1a)® +e,3¢, e |(rs)

— ¢%¢y'cy® | +c’%e'ey?
SRS l +cole,%cq®
+¢1¢y%!
- ¢43¢,%! (7?2)6— €o'cy%¢5?| (7"1'2)5" Cy’Cy'cs? (”fﬂ)4"'00302203l | (7'?2 !
—a’e,'eq? —_00202363] —6'e%,? +co'ei’ey?
+c’ci' ey’
+ey’cy'eq?
+cfedey! (7?2)2 —e?ede,! ( (rfﬂ) +e¥e?e,! =0.
2 603612631 ]‘
—c’y'ey? |
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Sollte diese Gleichung fiir alle moglichen % befriedigt
werden und somit jeder der Coefficienten fiir sich verschwin-
den, so wiirden sich aus dem letzten und drittletzten, aus dem
dritten und ersten Coefficienten, wie behauptet wurde, die
(nﬁ l)=(§) = 4 Gleichungen ergeben

€€ €y =035 ¢¢65="0; ¢ Cy¢3="0; cice5=0,
wodurch die iibrigen Coefficienten dann von selbst ver-
schwinden.

Nicht ganz ohne Interesse scheinen folgende zwei Be-
Bemerkungen.

Erstens erinnert die Form dieser Gleichungen an die
Elemente unserer Determinante A in Abschnitt I, Capitel IV,
8§ 32, 33, von welcher wir dort nachgewiesen haben, dass
sie ebenfalls das Product simmtlicher Differenzen darstellt.
In der That kbonnte man unseren Satz auf jene Determinante
anwenden und der Beweis wiire viel einfacher durch Multi-
plication der Determinanten ‘mit 7~ und Addition derselben
zu erreichen. Wir zogen aber hier den obigen Weg deshalb
vor, weil er sich einerseits an die andern Betrachtungen
tiber das Gewicht und die Dimension ete. gut anschliesst,
und weil auch dabei manche Eigenschaft in Betreff der Form
in’s Auge springt, auf welche wir iibrigens spiter zuriick-
zukommen Gelegenheit haben werden.

Zweitens lisst sich ganz analog eine Betrachtung an-
stellen an dhnlichen Determinanten, bei welchen das Gewicht
eines Gliedes durch die Summe der Producte je beider Indices
der Elemente definirt werde, so dass die einen Indices, die
ersten oder die zweiten, die Dimension angeben; auch daraus
werden wir spiter Nutzen zu ziehen suchen, jetzt kehren
wir zu unserer Aufgabe zuriick.

Im vierten Capitel des dritten Abschnittes haben wir
ein System von n cyklischen Glelchungen n'e® Grades so
definirt, dass die (‘¢ derselben

2 Qa1 (®) 2 Qus,1(2) 20 @1, 1 (%) 210, 1 (2)=0
[=0,1,2,...,—1
die Wurzeln

—1.0 [.2 W —I(n -1)
Tn c()) rﬂ clv 7n (’27 ru Cn—1
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besitzt. In ganz derselben Weise wie dort lisst sich mun
ein System von n, Gleichungen n'*> Grades, worin #*! durch
7‘1{1 ersetzt wird ([, =0, 1,2,..., 5, — 1) behandeln, wobei
n, < n und n; relativ prim zu » ist und wobei diesem zweiten
Systeme eine jener n Gleichungen z. B. die nullte zu Grunde
gelegt wird. Hier wie dort ist die Bildung aller Gleichungen
des Systemes durch die der einen derselben vollkommen be-
stimmt, und alle Gleichungen des Systems sind gelost, sobald
eine derselben es ist. Da aber sowohl das System #» als
auch das System n, eime und dieselbe Gleichung (fiir [ = 0,
resp. [; = 0) besitzt, so ist die Construction und Lésung aller
Gleichungen beider Systeme gegeben, sobald die irgend einer
Gleichung beider Systeme bekannt ist. Es ist klar, dass man
ebenso irgend eine andere Gleichung (die ['*) dem Systeme
n, zu Grunde legen kann, und so #» - n, Gleichungen bekom-
men und dass man so auch weiter fortsetzen kann, und alle
(n!) Gleichungen wiirden bestimmt sein, sobald eine Glei-
chung von ihnen bestimmt wird. Offenbar wiirde man aber
jenes System von % .n, Gleichungen auch erhalten, wenn
man von vornherein » anstatt 7, genommen hitte. Es sei

nun eine Gleichung mit den Coefficienten ¢(z) gegeben, die
so beschaffen sind, dass f(z) durch ihre circumplexen Funec-
tionen ¢; fiir solche z, welche in das Gebiet der verschie-
denen ¢; gehoren, simmtliche Wurzeln liefern. Hat man
nun eine Gleichung zu losen, welche gleiche Wurzeln be-
sitzt, so bilde man aus derselben jene m > y=("'3"1)
Gleichungen in oben ausgefiihrter Weise. Kine unter ihnen
wird aber sicher lauter verschiedene Wurzeln besitzen und
mit Hilfe jener Darstellung der Wurzeln losbar sein; mit
ihr werden aber zu gleicher Zeit alle iibrigen Gleichungen
gelost sein.
§ 11.

Angabe einer Darstellung in der Umgebung irgend eines
Verzweigungspunktes mit Hilfe einer cofunectionalen
Interpolation.

a) Eine wierte Methode wird darin bestehen, dass eine
ganz analoge Darstellung, wie die obige, direct fiir die Um-
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gebung eines Verzweigungspunktes gebildet werde. Wir
haben bis jetzt nur Cofunctionen von Potenzreihen, welche
nach ganzen positiven Potenzen fortschreiten, behiandelt; indess
sind aber die Fundamentalsiitze, die als Grundlage zur Theorie
der Cofunctionen genommen wurden, an jene Beschrinkung
durchaus nicht gebunden, sondern es gelten dieselben, wie
wir bald sehen werden, auch fiir Reihen mit positiven und
negativen ganzen Potenzen sowohl, als auch fiir Reihen mit
gebrochenen Exponenten. Und diese vollige Unabhiingigkeit
jener identischén Fundamentalsiitze von der eigentlichen ander-
weitigen Beschaffenheit sowohl der Coefficienten als auch zum
Theil der Exponenten der Reihen, wofern die Reihen iiber-
haupt convergent sind, lisst es, glaube ich, erwarten, dass
diese Fundamentalsitze wirklich eine Grundlage zu einer
Theorie zu bilden fihig sind; und dieses um so mehr, seit-
dem in der neueren Zeit (insbesondere durch Weierstrass)
die Potenzreihen bekanntlich als Grundlage zur Theorie der
analytischen Functionen iiberhaupt aufgefasst worden sind.
Diese Behauptung bewahrheitet sich nun deshalb zu aller-
erst in Bezug auf algebraische Functionen, weil jene Funda-
mentalsitze die symmetrischen Functionen der Cofunctionen
betreffen. Weil® aber die Wurzeln algebraischer Functionen
auch Potenzreihen mit negativen oder gebrochenen Exponen-
ten sein konnen, so miissen wir zuerst nachweisen, dass die
Gesetze der Cofunctionen auch auf diesem Gebiete ebenso wie
bisher gelten, wenn wir sie als Ausgangspunkt nehmen sollen.
Dieses soll im Folgenden angebahnt werden.

Was nun die Giiltigkeit fiir Reihen mit negativen, aber
ganzen Exponenten betrifft, so ist diese selbstverstiindlich,
da der Ausgangspunkt fiir jene Gesetze der bekannte Satz
war, dass die Summe gleich hoher k' Potenzen der n'e"
Einheitswurzeln, s;, nur zwei mogliche Werthe annehmen
kann, entweder n oder Null, je nachdem % durch #» -theilbar
ist oder nicht. Weil aber dieser Satz auch fiir negative k
besteht, so ist dann alles Weitere, welches nur eine Reihe
von Folgerungen aus jenem Satze bildet, auch fiir Reihen
mit negativen Exponenten in dem Gebiete, wo sie brauchbar
sind, giiltig. Wir wenden uns nun zu den Reihen mit ge-
brochenen Exponenten und wollen nachweisen, dass dieselben
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mit denen ganzer Exponenten cofunctional, wenn man so sagen
darf, zusammenhiingen. :

b) Wir wissen, wie man aus einer gegebenen Function .
die » Cofunctionen n'r Classe bildet, aus diesen, wenn die-
selben als Hauptfunctionen aufgefasst werden, von Neuem #,
Cofunctionen n,'er Classe u. s. f., und wie die so successive
mehrfach wiederholten Operationen durch ein directes Ver-
fahren ersetzt werden konnen, was wir an anderer Stelle
unter der Benennung ,,Subordinirte Cofunctionen‘ behandelt
haben. Die Umkehrung dieser Operationen wird diejenige
Operation sein, mittelst welcher zu einer gegebenen Function
f(z) diejenige Function ¥(z) aufgefunden werden soll, von
welcher die gegebene f(z) eine 4 Partialfunction nter Classe
sei. In der Regel fiihren die umgekehrten Operationen auf
gewisse Unbestimmtheiten einerseits und auf Erweiterungen
der urspriinglichen Begriffe und Definitionen andrerseits. Auch
hier ist dieses der Fall. Nur unterscheiden sich hier wesent-
lich die circumplexen und die Partialfunctionen von einander.
Fiir die ersteren ist die Aufgabe sofort bestimmt. Um nim-
lich ¢ () zu finden, aus der eine gegebene /' circumplexe
Function ' Classe f(r/22) in ihrem ganzen Convergenz-
gebiete eine k' circumplexe Function n'er Classe werde, braucht
man nur in der verlangten Bedingungsgleichung

1) Yrhx) =f(rhz)
die (— h)'¢ circumplexe Function n'e. Classe zu bilden, d. h.

in beiden Seiten der Gleichung r;*z anstatt x zu setzen,
und man bekommt die Losung

) 9@ =f(hr ) = f(haa) = f (). ?)

Wiirde nun eine andere Function ¢, (z) ebenfalls eine Losung
der Aufgabe sein, so wiirde aus

*) Ich habe an anderer Stelle den leicht zu fithrenden Beweis ge-
geben, dass man in r:: den Classenindex # und den Ordinalindex h
mit einer und derselben Zahl m zugleich multipliciren darf; es kann
dann TZ:::: wiederum als die (m - h)'® Potenz einer primitiven Wurzel be-
trachtet werden von 2™" — 1= 0, falls rz die ht¢ Potenz einer primi-
tiven Wurzel von 2" — 1 = 0 war.
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11’1(”: x) = f(":?. :v)
. folgen, dass innerhalb des Convergenzgebietes von f ()
3) ¥, (r: x) — w(r: x)

sei; und die Bedingung der absoluten Giiltigkeit wiirde (fiir
die absoluten Werthe von 2) somit ausreichen, die Losung
der Aufgabe eindeutig zu bestimmen.

¢) Handelt es sich aber um die Auffindung derjenigen
Funetion %(z), von der eine gegebene i'* Partialfunction
n'er Classe, f, ;(z), eine j'° Partialfunction mte Classe werde,
so ist dieses nicht so einfach, wie im obigen Falle. Schon
in dem ganz speciellen Falle, wo zufillig £, ; (x) selbst eine
solche Potenzreihe ist, deren Exponenten die Congruenz
§=j (mod. m) erfiillen, also wo n=m und ¢=j, d. h.
wo die gegebene Function die Form

4) foi(®@) =[n;@) = ;2 + any 2"V + onyy @ A - -
hat, wiirde unserer Aufgabe jede Function

5) V@) =Ay+ 4,z + A, 2>+ - - -

geniigen, in welcher nur diejenigen A4, deren Indices mit
denen von a in f, ; () iibereinstimmen, den entsprechenden
a gleich zu sein brauchen, also

6) Apmtj = Gpmis

alle iibrigen A konnen aber vollkommen willkiirlich bleiben,
wenn sie nur so beschaffen sind, dass 3 () in demselben
Gebiete wie f, ;(x) convergirt. (Ja es ist sogar eigentlich
nur nothig, dass ¢ (z) tiberhaupt in irgend einem Gebiete absolut
convergent sei; dieses wiirde schon geniigen, um ’":; z anstatt

x zu setzen, die Function mit » 7" zu multipliciren und die
Summe nach 2=0,1,2, ..., m — 1 zu nehmen; diese
Summe wiirde dann mit £, ;(«) identisch sein, sobald die
Bedingungsgleichung (6) erfiillt ist.) Mit andern Worten:
Die Bestimmung einer j'e Partialfunction m!r Classe einer
Function 9 () lisst noch eine sehr weite Unbestimmtheit
fiir die (m — 1) tibrigen Partialfunctionen derselben mte®
Classe in # (z) zuriick.
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Eine nihere Bestimmung kann man fiir die Losung die-
ser Aufgabe dadurch herbeifithren, dass man verlangt, dass
unter den Coefficienten jeder der iibrigen Partialfunctionen
ein Gesetz herrschen soll, welches mit dem Gesetze, das
unter den Coefficienten der gegebenen jte» Partialfunction
herrscht, in gewissem, gegebenem, Zusammenhange steht.
Ein specieller Fall davon wiirde folgender sein. Gesetzt es
bestehe unter beliebigen % 4 1 aufeinander folgenden Coeffi-
cienten -

Apmtiy  Up+)ymtis  Qp4Rmtiy 5 Up+Dmts
das Gesetz, welches die Bedingungsgleichung

7 X (@pmiiy AGptimtiy ** 5 Uptpmts) =0

fiir beliebige ganzzahlige p befriedigt, so soll verlangt wer-
den, dass unter den Coefficienten der iibrigen m — 1 Partial-
functionen dasselbe Gesetz stattfinde, d. h. es soll die Glei-
chung (7) auch befriedigt werden, wenn man j irgend einen
ganzzahligen Werth zwischen O und m — 1 annehmen lisst.
Wiirde nun 7) eine [(-deatige Function sein, so wiirde man
[ verschiedene Functionen 9 () finden, welche die Aufgabe
losen; wir wollen sie [ particulire Totalfunctionen von f,, ; (z),
die betreffende Operation Totalisiren, im Gegensatz zum Par-
tialisiren, mennen.

d) So lange nun die gegebene Function eben eine solche
Partialfunction schon ist, wie wir eben verlangen, dass sie
aus ¢ () werde, d. h. so lange n = m; ¢ =j, wird die ge-
suchte Totalfunction natiirlich eine Reihe mit ganzen posi-
tiven Exponenten sein, wenn die gegebene Partialfunction
eine solche ist. Anders kann es im allgemeinen Fall, wo
n=m und ¢= j ist, werden. Nehmen wir zunichst an, es
sei n =1; ¢ = 0; es ist also

8) f@=ay+ a2+ a,@®+ a3°+ - - - + apz? 4 - - -
gegeben, fiir welche Function die Gleichung 7) durch a,,
@pt1, * * *y Appr befriedigt wird, und es werde ihre j* Total-
function mter Classe, d. h. diejenige Function ¥ (z) gesucht,
deren j* Partialfunction mter Classe mit f(z) identisch ist
und wobei & 4 1 aufeinander folgende Coefficienten einer
jeden der iibrigen m — 1 Partialfunctionen von ¢ (z) eben-
falls y = O befriedigen.

H. ScuaPirA, Cofunctionen. I, 2, 8
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Jedenfalls ist klar, dass keine Reihe mit ganzen Ex-
ponenten unsere Aufgabe losen kann, da die Substitution von
" z anstatt 2, die Multiplication mit 77" und Summirung
nach 7 eine jt¢ Partialfunction m!r Classe liefern wiirde, in
welcher simmtliche Coefficienten, deren Index nicht con-
gruent ist j(mod. m), identisch Null sind, was der Voraus-
setzung in (8) widerspricht. Es handelt sich also offenbar
um eine Interpolation von je (m — 1) Gliedern mit ge-
brochenen Exponenten zwischen je zwei aufeinander folgenden
Gliedern der gegebenen Function f(z). Bezeichnen wir auch
fiir diese neuen Glieder die Coetficienten mit gleichen Buch-
staben und mit Indices, welche den betreffenden Exponenten
gleich sind, so erhalten wir fiir j = O die gesuchte Total-

function in der Form
2

1
V(@) =ay+aram + azs 2™ o -
m m
L gL
+om12™ +0, 24+ Gnpaz™ A+ .-+,
m m

oder, kiirzer bezeichnet,

o
-~y e
P (2) = ;>_q T

0 m
wobei alle @ mit gebrochenen Indices so zu bestimmen sind,

dass je % -4 1 derselben

Agm+j y Qgtimtsi, Hg+mtis * ° °y Ag+kymts»
m m m m
welche ein constantes j = 0, 1, 2, -.., m — 1 besitzen,

fiir beliebige ¢ die Gleichung (7) befriedigen.
1

Setzt man fiir einen Augenblick 2z — &; ¢ (x) = ¢ (§),

S0 1st
m—1

Zw(rfng):. ?39 T ge,

0 m

wobei s, die Summe der g**" Potenzen simmtlicher Wurzeln
von 2" — 1 = O bedeutet. Nun verschwinden aber simmt-
liche s, identisch, mit Ausnahme derjenigen, fiir welche
¢ =0 (mod. m), in welch letzterem Falle s, =m wird; folg-
lich hat man
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m—1 ® @

h "D
E" ® (rm §)= m Ep Apm Epm — EP Gy oty
0 0 m 0

es ist also wirklich
md’m,o (x) Lt mf(x) Y

wie verlangt war. Diese Function ¢ (2), deren’ nullte Par-

tialfunction mtr Classe nun f@) = > a, 22 ist, Dbesitzt -
0

natiirlich noch m — 1 Partialfunctionen derselben Classe,

welche die Form haben

@

pm+ :
¢m,j,(x)= 0 Wt B o O =1,2, .+ m—1);

0 m

also alle gebrochene Exponenten besitzen.

Eine ausfiihrliche Behandlung dieser vierten Methode,
welChe zugleich den Zusammenhang zwischen den verschie-
.denen Darstellungen, welche den verschiedenen Verzweigungs-
puncten entsprechen, liefern soll, wird in den weiteren Ab-
schnitten folgen.

8*
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Viertes Capitel.

Durchgefiihrte Beispiele an den Gleichungen
der ersten fiinf Grade mit constanten Coefficienten.

§ 12.
Gleichungen ersten und zweiten Grades.

a) Ist m =1, also die gegebene Gleichung

2+ ¢ () =0, o
wobei @, (2) = o, & + e, 2>+ e;x® 4 - - - ist, so driickt die
aus der obigen Theorie fiir » = 1 entspringende Thatsache
der eindeutigen Bestimmung der Coefficienten von

fi(@) = ez + a,z? 4+ azx® 4 - -
durch die von @ () nichts Anderes aus, als das bekannte
Gesetz, dass in einem und demselben Convergenzgebiete nicht
zwei Potenzreihen fiir unendlich viele Werthe von « dieselben
Werthe von z annehmen konnen, wenn nicht alle Coefficienten
gleich hoher Potenzen von z in beiden respective gleich sind.
b) Sei nun n = 2, also die gegebene algebraische Function
zweiten Grades nach 2z
. Fea)=2+9 @2+ 9,(x)=0,
wobei in
@, (%) = “z,o‘{" Oy o8 4 0y B o - gy g B A
Py (@) = 2 [oy,9 + @10 &° + @y &'+ - - - - @y 8* 0+ - - ]

die Coefficienten « als gegebene Constanten so vorausgesetzt
sind, dass sie entweder von einem gewissen Werthe von ¢ = ¢’

ab alle weitern Null sind, so dass ¢, () und ¢, () ganze
rationale Functionen sind, oder, wenn sie unendliche Reihen
sind, so sollen sie in einem gemeinschaftlichen Gebiete con-
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vergiren. Nach der obigen Theorie ergeben sich zwei
Gleichungen zur Bestimmung der gesuchten @ in

@) =ay+ a2+ ay@®+ - - -,
so dass in der Umgebung von z = O fiir jeden Werth von z
die zwei Wurzeln der gegebenen Gleichung f(z) und f(— z)
sein sollen. Nehmen wir an, dass wir es hier nicht mit
der Reducente, sondern mit der vollstindigen Gleichung zu
thun haben, wo also ¢, (#) und somit auch p, nicht identisch
Null ist, so hat man:

z?ﬁ:; — @ (&) = [2,0 (%)’ — [1,1 (2)* — @, (2)

= (ay — a; ) + (2aya, — a; — &,,,) 2*+

+ Qaya, — 2a,a, + @ — o) ' +

+ Qayag — 2a,a5 + 2a,a, — a3 — ) 25

+ Qagay—2a,a;+ 2a,a5— 2aya5+-a;, — ey, 5) 84 - - -
und zugleich
(1) 0=2p,+ 9,(@) = 2f, o(2) + ¢, (%)

=2 [(ay+ @, ) + (@, + @, ,) @* + (a,+ a;, ) 2+
+ (@ + @), 6) 28+ - -« 4 (@2 + @1,30) 2+ - - -,

welche fiir unendlich viele Werthe von z erfiillt werden
sollen , so dass jeder Coefficient fiir sich allein verschwinden
muss. Aus der letzten Gleichung bestimmen sich alle ¢ mit
geraden Indices direct, niimlich:

(n) 0=

Qgq = — 0Oy, 2.
[Ebenso wie sich im allgemeinen Falle diejenigen @, deren Indices
congruent sind Null nach dem Modul #», direct bestimmen,
nimlich @,y = (— 1" '@y—1,2,.] Was nun die a betrifft,
deren Indices congruent sind Fins (mod. 2), so folgt aus
der Gleichung (0)

2 2 ; 2 3 ¢ S5
ay— @, ,=0; 2aya,—a,—a, ,=0; 2aya,—2a, a;— «,; ,=0;
5 2 £
2aya — 2a 0y, + 2a,a, — ay — ey, =0;

2
2a0a5— 2aya; + 20,0 — 2aya; + a, — ag,s = 0; ete.
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Daraus folgt:

2
@y gt 20y 0 @) 4 — & 4 %

¢ :
) == 20,0 @y, — G, Gaicvs 2a, )
2
92 =0 f—

PR 2“1,0“1,6‘*‘““1,”2“1,4 o, 8518

5 2“1 )

2

et 2ay,00,8+ 20 90 @) 4 — @ 5 — 20305

7 2a, )

2

i 2oy gy o+ 20y g0y g 20y 4@y o — g 49— 2a30; — ap

g =

2a,

etc. und allgemein
SR
Gzgt1 = o= (1,0 @204 + 1,2 @120 - - -

1 g
+ a1,22 (~2‘l) ay, 2E(3—"2'—"’) 45 (E (%) s g) o, g4+1 — 0, 2(g+1)
— 2(a3az1 + 5033 + -+ -+ ay, (q;—l)+1 290 (212’3)+1 o

(E®- 25 et],

worin nur solche @ vorkommen, welche aus niedrigern Werthen
von ¢ bereits bestimmt werden. HEs ist nicht schwer, diese
Werthe wirklich successive einzusetzen und eine independente
Formel aufzustellen; indess wird diese Recursionsformel durch
ihre Uebersichtlichkeit einen Vorzug haben*).

Somit ist jeder Coefficient @ mit ungeradem Index
durch die vorhergehenden @ mit kleinern Indices eindeutig
bestimmt, mit einziger Ausnahme von @,, zu dessen Be-
stimmung eine binomische quadratische Gleichung

*) Es ist vielleicht der Erwiihnung nicht unwerth, dass die Schreib-
weise mit Hilfe der Factoren[ q+ 1)——] respective [E(q) - l:l

welche (vgl. Einleitung am Schlusse von § 1) so eingerichtet sind, dass
wenn

q eine gerade Zahl ist, der erste Null und der zweite § und wenn
Qo UDEEEAAE. . SRR 1 LU ,» Null wird, sich in
vielen Fillen nicht bloss zur Abkiirzung der Ausdriicke (hitten wir
doch hier z. B. vier verschiedene Fiille sonst unterscheiden miissen)
empfiehlt, sondern auch in der Zahlentheorie vortheilhaft sein kann.
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a,2 £ 20‘1,0 01,2 — o2

vorhanden ist; wihrend die ¢ mit geraden Indices direct
durch die entsprechenden o« alle eindeutig gegeben sind.
(Die einzige scheinbare Zweideutigkeit, welche aus (0) sich
fiir @, in der Form a,> — &} ; = O noch bestehen konnte, ist
durch die fiir dieselbe Grosse aus (1) sich ergebende simul-
tane Gleichung a, + @, o = O beseitigt; was bei @, nicht
der Fall ist.) '
¢) In dem speciellen Falle der Reducente ist

P (2) =—py =0,

d. h. alle Coefficienten ¢ mit geraden Indices sind Null, und
man hat:

(0) 0=p?+ @y () = (a* + &,2) 2* 4 (2a, a3 + «,4)2* 4
+ (2ay a5+ a’+ ao,6) 254 (20, a; +2 aga;4- o ) 2% 4
+ @ayay+2a3a;+ a2+ 10) 20 + - -

woraus die Bestimmungsgleichungen die einfachere Form

2
dhann T e e it e R (AT Yaid
1 0,2 5 g 2q, ' 5 (2ay)? ’
o] oy ¢t 8al oo
9 @0, 4 9,2 %) 4 %, 6 0,9 %084
(,Z7=—

(2ay) i

etc. annehmen, was genau mit dem iibereinstimmt, was man
aus der Formel (£2) im ersten Capitel § 5 dieses Abschnittes
erhilt, wenn man darin @ = — ¢, n =2, i = 2 und

m=% setzt, und unser f(z) verwandelt sich in ¢p,,(x)‘%,

welches als erste Partialfunction zweiter Classe fiir (4 x)
und (— ) immer gleiche und entgegengesetzte Werthe an-
nimmt, wie aus (L) fiir diesen Fall zu ersehen ist. Unsere
Hauptfunction (welche fiir diesen Fall lediglich aus der
ersten Partialfunction besteht) hat also die Eigenschaft, dass
ihre beiden circumplexen Functionen zweiter Classe fiir keinen
Werth von z, welcher grosser als Null ist, gleiche Werthe
haben, so dass diese Darstellung diesmal fiir die ganze
Ebene gilt.
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Hat man also eine Gleichung zweiten Grades, in wel-
cher nach Reduction auf die Form

E+v(E=0

¥ (€) so beschaffen ist, dass es moglich wird die unendlich
vielen Constanten « derart einzurichten, dass fiir gewisse
Werthe von 2 innerhalb eines Gebietes ¢ (z) = v (§) wird,
so braucht man nur jene Werthe von « in f(z) einzusetzen
und f(z) und f(— z) liefern dann die Wurzeln der gegebenen
Gleichung.

Hat man z. B. eine Gleichung zweiten Grades mit con-
stanten Coefficienten, welche nach Reduction die Form
y* 4+ 4, =0 hat und will man bewirken, dass unsere f (x)
und f(— ) beide Wurzeln dieser Gleichung liefern sollen,
so ist es genug in @ (2) simmtliche « mit Ausnahme von
2 identisch Null zu setzen, und dann wird man nur noch
dafiir zu sorgen haben, dass a,s2*= A, werde, wobei z,
nur innerhalb des Gebietes zu liegen braucht, in welchem ausser
dem Nullpuncte keine gleichen Wurzeln von 2° 4 @, (z) =0
liegen, also in unserm Falle vollkommen willkiirlich ist. In

f@) =az=(— ozo,2)"1x erhilt man in der That
— ([ Aok
f(x) g ( le) Z,

f(2) und [(—a)
liefern wirklich beide Wurzeln.
d) Eine andere Specialisirung der Hauptlosung von

2+ (@)~ @(x)=0

wird folgende sein. Man treffe ndamlich die Bestimmung,
dass @, (#) und @,(z) ganze rationale Functionen werden,
d. h. dass alle @, deren Indices eine gewisse Zahl iiber-
schreiten, identisch Null seien; nehmen wir der Kinfachheit
wegen an, es seien schon alle Coefficienten von 22?2 Null fiir
q>1; d. h. ¢,(z) und @,(z) seien ganze Functionen zwei-
ten Grades. Man wird dann die einfacheren Werthe

»

und

Ay = — 01,05 A9 = — &1,2; a4=(z6=...=0
und
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2 4
% oo D300y 5+ U, 5 i i ¢ gy e R
Gy= 7 1,0 &1,2 0,29 3 TR 9q, ! B T 23g,3 )
6 8 10
213 6 g hi By
Gy 9% Bigs + Mg T ooy TeRr e es g
12 14 —1
4 Sl g e UG B ol R e
Gy ™= =g —gi 1 IS ST IEE T 7 iR G SRSV s
1

Was den von « unabhingigen Zahlencoefficienten N,
betrifft, so lisst sich derselbe leicht bestimmen, indem man
oge=—1; @ 0=0; a9 = — 1 setzt, so dass einfach
ap = N, wird, wihrend die gegebene Gleichung die Form
2? — 2227 — 2* = 0 annimmt. Dieses ist aber ein specieller
Fall von dem Beispiele der inversen Functionen im zweiten
Capitel dieses Abschnittes, wo wir fiir

ym L WLJC'""I/ —_— " = 0
- p—2
. [ [ —m
die Reihe y = >» a,2?; a, =—O~——17!—- 3 p->2 und
0
@, = a, = 1 gehabt haben, und somit ist in unserm Falle
fir m = 2
p—2
[e—2»
N, = 'O—I,!—‘— )

welcher folgende Kigenschaften besitzt.

1) Fiir gerade p = 2¢ ist Ny, = 0 (im allgemeinen Fall
fiir p = 0 (mod. m)).

2) Fiir p=2¢+1 (im allgemeinen Fall fiir p=4 (mod.m))
hat N, einen von Null verschiedenen reellen und rationalen
Werth; in unserm Falle m = 2, kommt N;,4; mit immer
abwechselnden Vorzeichen vor, und zwar ist das Vorzeichen
positiv, wenn ¢ ungerade, und negativ, wenn ¢ . gerade ist,

29—1

wie aus der Bildungsweise des Products I;I (2¢q—1+1)
0

ersichtlich ist, in welchem der erste negative Kactor fiir
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A= q -+ 1 auftritt, von wo ab alle weiteren Factoren fiir
A=q+2; A=q-+3, -+, bis A=2¢g — 1 negativ bleiben;
so dass im Ganzen immer 2¢g — 1 — ¢ =g — 1 negative
Factoren vorhanden sind.

3) Im absoluten Betrage ist Ny,iy ein echter Bruch,
welcher zwar mit wachsendem ¢ abnimmt, jedoch nimmt der-
selbe immer langsamer und langsamer ab.

4) Der Quotient zweier aufeinander folgender Zahlen-
coefficienten ist immer negativ.

N, P4

Nois p—1

wird fiir »p > 1 ein echter Bruch, welcher mit wachsendem p
allerdings immer wiichst; indess aber fiir

p=o0

die Grenze Kins im absoluten Betrag nicht iiberschreitet,
also

Lim.(Np)=_1.

p=w Np—?

Fiir unsere Reihe f(z) ist also

P 2 2
a, 2 Np o9 e N,2 oy R
o W ad N, B, o0y o— € ’
a,_s @ PR p—2 1,0%,2 — %,2
§ £ o Mod. a,®
so dass sie convergirt fiir Mod. 2 < —— ",
©,2
% £ i Mod. a,?
und divergirt fiir Mod. z? > ——-
o
1,2

o a® . . . 5
Fiir 2? = + - nimmt die Reihe die Form an

9
a® — 1 1 — 1 5 —
f@=—oot S —as[1F s+ 5 Fu+wT ]
1,2 “
: 5 = a2 i S
so dass die Reihe fiir 22 = - 5 convergirt, dagegen diver-
by T |
2 . .
girt dieselbe fiir 2? = — f;«‘—, weil der aus reellen Grossen

1,2
bestehende Klammerinhalt bei abwechselndem Vorzeichen der
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Glieder convergirt und bei gleichem Vorzeichen divergirt.
Wir wollen das Resultat auf gewohnlichem Wege verificiren.

e) Fiir unsern speciellen Fall konnte man die urspriing-
liche Gleichung in der Form

(2 45 01,0) + 20,2222 + g 22 = 0
oder auch

(# 4+ a1,0)* + 2e1,22%(2 + @1,0) — 2> =0
schreiben. Bildet man die partielle Ableitung nach z (oder
nach 7 -4 @), so erhiilt man, wenn man dieselbe gleich Null

setzt:

OF —2((s + a,0) + @,22%] = 0.

Die letzten beiden Gleichungen werden zugleich befrie-
digt entweder fiir das Werthsystem 2° = 0; (2 + a1,0)* = 0,
oder fiir das Werthsystem

a,? a2
giss 4505 e 2 . O®
& == Sor 0 + &y 00— 0,2 2° = -

“1,2 1,2

Der Punct 2 = 0 hindert nicht, weil fiir ihn, in Ver-

3 ; oF 2
bindung mit z 4 e;; = 0, auch o verschwindet; dagegen

verschwindet fiir diese Werthe weder 3;_5_ SR ?;TIZ'
& o —
Die Puncte 2?2 = — _‘zl_’ oter s _‘J"_ aa, l/— 1’ i
i 1,2

welche die Reihe, wie wir oben gesehen haben, divergirt, ist
also ein Verzweigungspunct, fiir welchen die Reihe (nach
ganzen Potenzen fortschreitend) in der That die Wurzel nicht
repriisentiren kann.

1) Anwendung der zweiten Methode. Hat man nun eine
Gleichung zweiten Grades mit constanten Coefficienten

22+ A2+ 4,=0,
und will man die Wurzeln derselben durch unsere Reihe dar-
stellen, so ist es nothwendig, aber auch hinreichend, die

Grossen ’al,o, a2 und «pp so zu bestimmen, dass fiir einen
Werth von # = #,, der nur so gewiihlt ist, dass sein Modul

. . a . . .
kleiner ist, als der von o, sonst aber ganz beliebig sein
1,2

www.rcin.org.pl



124 Abschnitt VIII. Capitel IV. § 12.

kann, die linearen Bedingungsgleichungen in Bezug auf die
« (mit Ausnahme von e, welche auch im Quadrate vor-
kommt), namlich

@y (#)) = 4

Py (7)) = 4,
also o

¢ q

lel.O + 2.27]2 c 01,9 = Al’
2 ¥

@ o+ 7%« dg3 = 4,,

befriedigt werden; und es sind noch immerhin zwei Glei-
chungen fiir drei Grossen, so dass man noch speciell @0 = 0
(diese Wahl entspricht der Verlegung des Anfangspunctes
der z-Ebene nach dem Nullpuncte) annehmen kann und be-
kommt so

| 4,

A 4,
A Ey 2 = — dry ety
5% Bl 22,2 und €, 2 = xlz y @y 0y, 2 $12

Setzt man diese Werthe ein, so erhidlt man

JAEAL 4,
Ay = 05 ay = +-*‘lj‘—; Ay = — 2-—‘1:12
und '
1 A )1'1
N 344
A2q41 = + Soit _2;:1

(—4y) * aprt!

Wir bemerken dabei zuniichst, dass z, hier im Nenner von
a, zur p*" Potenz vorkommt, so dass, wenn man in der
Reihe fiir # den Werth », einsetzt, sich dieser willkiirlich
gewihlte Werth z, weghebt, und die Reihe lautet dann

4"
V—A4,F 44, +2 Nogp1— 2‘*2}1}'

s (—4y) *

Der Quotient zweier auf einander folrrender Glieder dieser

Reihe ist
29—3 R N

29q ' —a4,’
so dass die Reihe (nach dem Obigen) convergirt fiir
Mod. 4.2 < Mod. (— 44,),"

wie es auch kommen musste.
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(Die Reihe selbst ist iibrigens convergent fiir
Mod. 4,%2? < Mod. (— 44,2,%),

die" gegebene Gleichung wird aber nur fiir # = z, befriedigt,
weil wir die Coefficienten so gewiihlt haben.)

Es scheint hier eine Beschriinkung unserer Losung vor-
zuliegen, wonach sie nur fiir den Fall, wenn die Discriminante
der gegebenen Gleichung negativ ist, Giiltigkeit hat; indess
liegt dieses nur daran, dass wir eine der willkiirlichen Con-
stanten zu viel vernachlissigt haben, indem wir ¢, =
gesetzt haben. Lisst man «,, vorliufig noch unbestimmt,
4y — 20y, (AO_“lz,o)

RS BT oL s Nl ¢ SRR also

so wird o3 =

2
z 9 “1,0—“1,0A1+A0
B O RV T e

Das allgemeine Glied der Reihe hat die Form

g 2q 29+1
(4, — 2 )2t
2gn—1 ’

2% l— (“‘I),O — “1,0Al A An)] 4 qu+ll

Gup =N

und ihre Convergenzbedingung fiir # = z; wird dann
Mod. (4, — 2a,0)* < Mod. [— 4 (0 (1,0 — 4,)) — 44,],

und weil «;, eine willkiirliche Grosse ist, so kann man tiber
dieselbe so verfiigen, dass die letzte Bedingungsgleichung
auch dann befriedigt wird, wenn Mod. (4,*) > Mod. (—4 4,).
Wir werden die dazu nothige Rechnung bei der Anwendung
der dritten Methode, wo sie leichter wird, wirklich durch-
fiihren.

9) Anwendung der dritten Methode. Es sei eine zweite
Gleichung gegeben

Fi(22) = 2* + 91,1(2) 2 + @o,1(2) =0
und es werde diesmal verlangt eine Potenzreihe, welche in
dem gemeinschaftlichen Convergenzgebiete von ¢ (x) und
@o,1(2) giltig ist, nimlich

£1@) = by + by@ + bya? + bya8 - - - -

so zu bestimmen, dass fiir jeden in einem gewissen Gebiete
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liegenden Werth 2 die mit (4 1) resp. (— 1) multiplicirten
circumplexen Functionen, nimlich:

fi(@) wd —f(— )
beide Wurzeln der gegebenen Gleichung darstellen sollen.
Man sieht leicht, dass hier das absolute Glied, iiberein-
stimmend mit unserer Theorie, lauten wiirde:

P1Po

P S by — (2byb, — b,%)2?

— (2b,b, — 2b,b, + b,?) 2*

— (2bybg — 2b3b; + 2b,b, — by>)at

— (2bybs—2b,b,4-2b,by—2b,b,+-b,2) 25+,
also, wie oben, eine nullte Partialfunction zweiter Classe,
wihrend dagegen der Coefficient von #z

P1,1(2) = — 2[b;& + bya® 4 bya® + - - -],
also eine erste Partialfunction (nicht etwa eine nullte wie
oben) zweiter Classe sein muss, wobei, wie in unserer all-
gemeinen Theorie behauptet wurde, die Coefficienten von x?
in @qq(z) die mit (— 1) multiplicirten ersten Ableitungen
nach b, von den Coefficienten von z,;; in ¢y () sind.
" Denkt man sich nun die Functionen ®o,1 (%), 1,1 (®) in

der Form

@o1(Z) = — [Bo,0 + Poex® + Poazt + - - -],
‘pl,l(x) iy 2[51,13’) -+ ﬂ1‘3x3 + Bisz® + - - -]

gegeben, so sind die b mit ungeraden Indices [= 1 (mod. 2);

Po,1(2) =

entsprechend im allgemeinen Falle = 1 (mod. )| sofort aus
der identischen Gleichung

0= 91:(s) + 2f,@)
= 2[(B1,1 — b)) z + (B1,5 — by) 2% + (B1,5 — b;)2® - - 1,

in welcher die einzelnen Coefficienten verschwinden sollen,
alle eindeutig bestimmt. Fiir die b mit geraden Indices be-
steht aber die ebenfalls identische Gleichung

O=go,1(x) +2f6(x)2“2f11 ()% = (by>— Bo,0) + (214 b, —b,>*—Po,2) 2*

+(2byby—2b,b3+4b,* — fo, 1) 2!
+ (2b,bg—2b,b, +2b,b, — b2 — Bog) a4,
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woraus sich ergiebt:

B+ fos |

bt = ooy By uttho,

b, 4800281815+ Bo,0) = (BL1 + B, 2)“’
e 23D

b Bo,6 +26y,1B81,5 + BY 5 — 2bed, g
0% 11 T A ”-A-Z'bj"f S ey

b 2By, 1P1,7 + 2By 3By 5 — 200 — bF
e 2B EEL 4 iy

Betrachten wir nun den speciellen Fall, wo die Coef-
ficienten @ 1(2) und ¢ (z) den zweiten Grad nicht iiber-
schreiten, niimlich:

@0,1 (&) =—Po,0— PBo,22?, wihrend fir ¢>1; fo2,=0,
(pl,l(x)=—"2ﬂ1,1x ) » ” q?l; b1,2q+l=07
dann sind alle b mit ungeraden Indices mit Ausnahme von

b, = By, identisch Null, wihrend fiir die b mit geraden In-
dices das Gesetz besteht:

1 Bl +6 Br,1+ Bo,2)* )?
T L
b ek (ﬁ?,1+ﬁo,2)3 R e 5 (B| 1+Bo2)
Rl s SRR B ookl X b7 o+
und allgemein
29—1
2(¢— 4+
b II( G (32 1 - BO 2)q
LA TE ) S T

Setzt man zur Abkiirzung )/ | + B, ,— f, so kann man

die gesuchte Potenzreihe fiir unseren speciellen Fall auch so
schreiben :

1 ’ ’
B ; j 4_{3{&‘ 13er
fl(x)_ﬂ“"’""?ﬁx ST T o ok o b "6
1-3.5 % af
LR A6y B s oy

und sie ist fiir Mod. 22 < Mod. —7"7 convergent,.

p
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Ist nun eine Gleichung mit constanten Coefficienten
22+ B,z 4+ B,=0
gegeben und verlangt man, dass die obige Reihe durch £, (z)

und — £, (— ) die Wurzeln repriisentire, so braucht man nur
fiir einen beliebigen Werth z = z, die Erfiillung von

‘Po,l(-’ﬁ,) = — Bo,0 — Po,22,> = B,
P1,1 (%)) = — 2112, =B,
auf irgend eine Weise zu bewirken. Setzt man z. B.
B
Boo= — By; Po2=0 und f;,= — 2—9;1’
so wird
, — B,)22,2%9
Rk dge LAY

(—By) * (27

und die Convergenzbeldingung fiir 2 — #, ist dann
Mod. B> < Mod. (— 4B,),

also wiederum das Kriterium der Discriminante der gegebenen
Gleichung. Um diese Bedingung zu beseitigen, d. h. um die
Losung fiir Mod. B; > Mod. (— 4 B,) giltig zu machen, lasse
man vorlidufig Bo» (welches wir vorhin Null sein liessen) noch
unbestimmt, so dass .

Boo = — (B, + Bo,22,%);

das allgemeine Glied der Reihe wird dann

(B2 + 48, 2‘”12)(15”?‘1
29 — A T y et
bgqx 9= Ngq 8g—1 -

2By — By ) * @i’

Das Kriterium der Giiltigkeit wird
Mod. (B,2+40,22,%)a? < Mod. (—4 B, ——4f.22,%)%,?,
und fir z = z,
(w) Mod. (B,*+4p,22,*) < Mod. (—4B,—4fo,22,").

— Bo,222=E- 3}/ —1 und zugleich Mod. B,2 > Mod. (—4B,)
d. h. 42+ p,?2= 14,24+ w,> + M? und wir wollen zeigen,
dass auch fiir diesen Fall die Ungleichung (w) durch zweck-
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missige Wahl von f,2, d. h. von & und % bewirkt werden
kann. In der That verlangt die Ungleichung (w), dass

(A — & + (g — ) < (B + 8 + (&0 + )%

oder
A2 — 205 —2u,m < A2 + w2 + 24,E + 2,7
d. h. mit Beriicksichtigung von 2,2 4 u,? = 4,2 + u,2 + M?

M? < 2(dg + 4,) & + 2 (g + uy)n,
und es kann keinem Zweifel unterliegen, dass diese Bedingung
in der willkiirlichsten Weise befriedigt werden kann.

1) Um noch die Uebereinstimmung dieser Losung mit
der gewohnlichen, mit Hilfe von Radicalen, welche bei den
ersten vier Graden mnoch moglich ist, einzusehen, dividire
man die obige Reihe durch b, und schreibe dieselbe in der
Form :

p 431;_95)2 1 ‘SI;*M)4 1 ‘%@)6
S S h R g e T S e

dann ersieht man sofort, dass man auf Grund des bekannten
Satzes, dass, so lange Mod. § = 1 ist, die Formel
1.3 &8

ItE—14 525128 .

gilt, fiir die obige Reihe auch setzen kann:

()= (Bre i E)n,
oder auch _
fi(@) = i1z + Vﬁo,o e (ﬂ?l + Bo,2) 2%

Was man bei der Losung durch Radicale (wo sie moglich ist)
dadurch erreicht, dass man den Radicalgrossen die Vorzeichen
+ und — ertheilt, erreicht man nach der obigen Anschauung
dadurch, dass man fiir das Wurzelzeichen den absoluten Be-
trag setzt, dagegen fiir die eine Wurzel /() und fiir die
zweite — f(— 2) nimmt.

Fasst man das oben Durchgefiihrte zusammen, so findet
man folgenden Satz bestiitigt:

Sollen die circumplexen Functionen von f(z) die Wur-

zeln einer Gleichung zweiten Grades fiir ein gewisses Gebiet
H. Scuapira, Cofunctionen. I, 2. 9
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der z-Ebene darstellen, so muss das von z unabhiingige Glied
der gegebenen Gleichung jedenfalls eine gerade Function von
z sein, wenn f(z) nur ganzzahlige Exponenten besitzt.

Ist dann der Coefficient von z ebenfalls eine gerade Func-
tion von z, so stellen f(z); f(— «) die beiden Wurzeln dar,
wenn noch die Bedingung erfiillt ist, dass das von 2z unab-
hiingige Glied in dem Coefficienten von z die Ableitung von
dem absoluten Gliede des Coefficienten von 2°.

Ist dagegen der Coefficient von z eine ungerade Kunc-
tion von z, so stellen f(z); — f(— «) die Wurzeln dar;
wobei das absolute Glied in dem Coefficienten von 2° beliebig
sein kann.

&5
Drei Losungen der Gleichung dritten Grades.
A.  Die nullte cyklische Gleichung.
a) Es sei die Gleichung 3t Grades
2+ @20 — 99)2° + @1,0(& — 90)2 + Po,o(# —gy) =0

gegeben, deren Coefficienten, der Kinfachheit wegen, ganze

rationale Functionen von z, deren Grad die Zahl 3 nicht iiber-

schreitet®), sein mogen, nimlich:

#) Im allgemeinen Falle, wo noch die ¢ Potenzreihen sind,
hat man

aus (0) 0= (ag"*‘“g,o)‘*' (Bay*as — 3aya ay + a’~+ag,5) (2 — 90)° +
e [3(%2% — Ay ay @y + (a4 — ayas) ay +
3
+ a,a3® — ayasa; + a; )+ "‘um:l (z— 90)° +
-+ [3 (a‘ﬁa” — ayayas + (a® — apa,) a; +
+ (Raga; — aya,) ag + (a* — a,a3 — ayay) a; +
3
+ o a® — ayaza,+ _‘{’;) e "‘ms:l (E g e
aus (1) 0=3 (aﬁ o “3,0) + 3[2aya3 — a,ay — ay,35] (@ — g9)° +
+ 3[2a0a5 — aya; — ayay + ag® — ay,] (2 — 90)° +
+ 3[2ayay— ayay— Ay, 2a38,— @405 — @y,4] (£ —Go)° + -+
aus (2) 0=3(ay+| ey, ¢) + 3(az+ as3) (x—g,)° +
=+ 3(ag+ eo2,5) (& — 90)°+ 3(ay+ @9,5) (2 — Go)* + -+ -

Alle Hauptschliisse bestehen auch in diesem allgemeinen Falle;
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Po0(2 —g)) = &, + as(@— g,
P10(z — 9y) = 3y o + Bas(z — g,
P2,0(Z — gy) = B0 + 3ags(x — gy)%

so dass wir nach der obigen Theorie berechtigt sind, eine
Potenzreihe f(z — g,) von der Beschaffenheit zu suchen, dass
ihre drei circumplexen Functionen dritter Classe in der Um-
gebung von z = g, fiir jeden Werth von z die drei Wur-
zeln der Gleichung repriisentiren. Zur Bestimmung der Coeffi-
cienten a von f(xz — g,) haben wir dann die drei identischen
Gleichungen:

Py Py Py
(0) Py Py Py |+ Poo(x—g) =0,
P2 P1 Do
Po P
(1) 3) P — pro(m—go) =0,
Py Py
(2) 3p, + @2,0(z — g,) = 0.
Aus (2) ergeben sich sofort alle @, deren Indices durch
3 theilbar sind, nimlich a3, — — @z3,; und somit existiren

in unserem Falle wo alle &3, =0 fiir p > 1, in der ge-
suchten Functlon f(z — g,) iiberhaupt nur zwei Glieder,
deren Exponenten = 0 (mod. 3), némlich ¢, + a, (z — 90)3
und zwar sind ihre Coefficienten

Ay = — Cp,0; Q3 = — Ug3.

Ferner hat man aus den Coefficienten von (2 — g,)? s
welche fiir sich verschwinden miissen,

nur sind die Ausdriicke fiir die berechneten Coefficienten complicirter ;
und unser specieller Fall ist aus dem allgemeinen direct dadurch zu
erhalten, dass man die « mit hoheren Indices gleich Null setzt. Es
sind natiirlich auch andere Specialisirungen moglich und wir wollen
in der That an anderer Stelle andere Voraussetzungen iiber diese
Potenzreihen @ machen, um dadurch in ganz analoger Weise die
Losung allgemeiner algebraischer Functionen zu erwirken.

9%*
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respective (1) 3a,a, = 6a,a; — 3ey3
und in ©) a?—3aya,a, = — 3a,2a; — a3,

woraus sich sofort, fibereinstimmend mit der obigen Theorie,
ergiebt: fiir @, die binomische Gleichung 3'*" Grades

3 2
a,° = — 30(0’00(?“3 —’— 30:0,00:1,3 — 0o, 3

und dann fiir @, die lineare Gleichung

200,0%,3 — %3
S e s o e
a4

Ebenso liefern die Coefficienten von (z — g¢,)® in (1)
und (0) zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung von a,
und a,, woraus man erhilt:

ay 1 ab Ay ag® Yot

a, ==y B Q= ———0a C
4 dal 3 agl’ 5 a, 3 a,? 3 ags

Ferner erhilt man aus den Coefficienten von (2 — g,)°
eine lineare Bestimmung von a@; und ag, namlich:

W= 20" ;ﬂv 2 “2 + R .
7 3 a? 3 as as an‘ 9 a,ai
B as® A s 5. a,
ARG T ) O 151507 ST
ag 3 ay aa + a,’ 3 ag ap + 9 af ’

etec. Wir gehen hier auf die nihere Erorterung des Gesetzes,
nach welchem die Glieder sich hier entwickeln, nicht ein,
da man, wie wir bald sehen werden, ohne die Allgemeinheit
zu beeintriichtigen, einen speciellern Fall annehmen kann,
fiir welchen diese Formel bedeutend einfacher wird. Man
bemerkt zuniichst, dass in jedem der Coefficienten alle Sum-
manden bis auf den einen letzten mit dem Factor a, behaftet

sind, wihrend der letzte Summand, welcher fiir a,, bis auf
p—1

den Zahlencoefficienten N,, die Form LZ-T hat und somit
o

nach der obigen Theorie den Factor @, auch niemals haben
kann, (wenn das Gewicht des Gliedes p sein soll), wofern
p durch 3 nicht theilbar ist.
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b) Setzen wir nun «s 3 = 0, so dass 5, o(z — g,) constant:

1
Po == 5l P2,0(Z — gy) = — o0

wird, so leidet die Allgemeinheit dabei deshalb nicht, da
jede gegebene Gleichung durch eine lineare Substitution
(2 + ¢ anstatt z bekanntlich auf eine Form gebracht werden
kann, in welcher der Coefficient von z*~! einen gegebenen
Werth annimmt. Bei dieser Annahme

dy =0
vereinfacht sich aber unsere Function bedeutend, indem dann

jeder Coefficient, dessen Index grosser als Fins ist, aus einem
einzigen Gliede besteht. Man hat nimlich:

o
fiy
Gy = — 000} " = 30 ty,s — B3} By = — ——;
s 1 a?d, a_l as' L 4 ay __5ay,
ol S g alz) ORI ai:n R 9 a’r,’ e 9a167
7 ay’ 104 ay'? ¢
a10=——81 alv) a4 R ap? ’ ete.

An diesen Coefficienten bemerkt man sofort ein bestin-
diges Gesetz; es ist nimlich:
a{,’_l

=3 2
ay

aP= »

wobei N, ein gewisser Zahlencoefficient ist, dessen Bildungs-
gesetz analog, wie bei der Gleichung zweiten Grades aus der
Formel fiir y, welches der Gleichung y" — ma™y — a" = 0
(im zweiten Capitel dieses Abschnittes) nédmlich fiir p > 3

leicht bestimmt werden kann, wiihrend die Nothwendigkeit
p—1

der Form sich in folgender Weise direct ergiebt. Wie

2 —
o
wir gesehen haben, lassen sich alle Coefficienten gruppen-
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weise als ganze rationale Functionen von den Coefficienten
mit kleinern Indices ausdriicken, so dass, wenn man sich in
a, die Werthe riickwirts eingesetzt denkt, so muss a, als
rationale Function der Grissen der ersten Gruppe a,, a,, a,
erscheinen, etwa in der Form

kg 1y my
Faty A
Gpe M,a,a,a,",

wobei M eine Zahl und %;, [;, m, positive oder negative
ganze Zahlen bedeuten, die die Bedingungen

ka4 0L+ m=1,
[ +2ma = p; (p = einer positiven ganzen Zahl)

erfiillen miissen. :
Dass aber @, in unserem Falle in den weitern Coefficien-
ten nicht vorkommen kann, erhellt aus folgender Ueberlegung.
Da jetzt p, = a, ist, so werden alle Coefficienten von x4,
sofern ¢ > O ist, in der ausgerechneten Gleichung (1), wo q,
lediglich als Summand, also nur in dem Coefficienten von
2" vorkommt, von @, unabhiingig sein. In der ausgerech-
neten Gleichung (0) kommt allerdings @, in allen hoheren
Coefficienten wohl vor; indess stammt dieses lediglich aus
dem Summanden 3p, p, p, (von den andern drei Summanden
* 0% p°, p,°, die iiberhaupt in unserer cyklosymmetrischen
Determinante bekanntlich noch vorkommen konnen, sind die
zwei letztern von ¢, unabhingig, und der erstere p,* = a,°
liefert keinen Beitrag zum Bau eines Coefficienten von 7,
wenn ¢ > 0 ist). KEs ist aber jetzt

3pop1P2 = 3y (P Pa),

und da nach (1) jeder Coefficient von 27, (sofern ¢ > 3 ist),
welcher aus p, p, entspringt, identisch verschwindet, so ist
in unserem Falle jeder Coefficient von 22 fiir ¢ > 3 von q,
nur insofern abhiingig, als @, und @, es sind. Es kann aber
ausser @, und @, in a, die Grosse a, direct nicht vorkommen,
so dass k=0 sein muss, und somit lauten unsere Be-
dingungsgleichungen

I;—I— m; = 1,
(24 2mi; = p,
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woraus folgt [ = — (p — 2) und my = p — 1; also haben
die Grossen [;, m; fiir alle Glieder unter dem Summenzeichen
nach 4 nur je einen einzig moglichen Werth, d. h. es ist

p—1
ay

r S0
a”2

a, =
wie behauptet wurde.
Das allgemeine Glied lautet also fur JEm

p—2
2] (p—1-3)
: (—a ¥ Pt =0
ap (& —g,)F = o (i & 1) ( 2,,25 s

p!
(Beg gy, 8 %, s

und weil nach (f) in § 6 der Quotient zweier Zahlencoef-
ficienten, deren Indices sich um drei Einheiten unterscheiden,
fir wachsende p gegen den Grenzwerth (1 — 3)*~! =4 con-
vergirt, so ist die Convergenzbedingung fiir unsere Reihe:

( 30 17 3)3 (® — gu)
('5“0 0% =%, 3)2

Mod. <l
oder

(3,0 @13 — D‘o.a)g‘
e 40:1’3 :

Mod. (z — g,) <

¢) Bs ist leicht nach der gewdhnlichen Methode zu veri-

(Beg,0 %13 — %,s3)
—doyy

zweigungspunkt ist. Schreibt man néimlich unsere Gleichung
in der Form

F(z,2) = (24 @0,0)® + Ber,3(x— g5)°2 + ao,3(x—g,)* =0,
bildet

wirklich ein Ver-

ficiren, dass z — g, =

———3[(Z+¢¥00)2+0¢15(x 90’1 =20,
und setzt ?
2+ 0= (—ays)? (x‘—goﬁ

aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so erhilt man:
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@—g0)* [4(— a9t (5 —g9)t — Bagoms — 5] =0,
woraus durch Vergleichung mit den urspriinglichen Glei-
chungen ausser dem Werthsysteme (z— g,)=0; (24 e,0)=0
noch der Punkt

e il L e — e
als Verzweigungspunkt sich ergiebt.

Innerhalb des Kreises mit dem obigen Werthe als Radius
um den Punkt z = g, liefert also die Potenzreihe

(@) = — a0 + (Bag00r,3 — a,5)! (z—g,)
oA x L i (@—g,)?

(e, 0“1 8: 77 %o, 3)

H(p—3z) (_a )P (o — 00)?

+ 2 2p—3

(3,0 ®1,3 — 1) B

fir jeden Werth von z durch ihre circumplexen Functionen
3ter Classe die drei Wurzeln der Gleichung

2+ @20(x—g0) & + Pr0(@—90) 2 + Po0(@—9) =0,
wenn die Functionen ¢ die einfache Gestalt

Po,0(2—g,) = “3,0 +  as(x—g)?,
Pr0(—gy) = 30 + Bars(@—gp)?,
(Pz.o(l"-—go) = 30‘0,0

haben, worin ausser der Grosse g, nur noch drei willkiirliche
Constanten « o, ¢35, @15 vorhanden sind. (Wir haben deren
nur so viel gelassen, als die Losung jeder Gleichung mit
constanten Coefficienten hochstens erfordern konnte; sonst
konnten wir aber so viel willkiirliche a lassen, als zu irgend
einem Zwecke nothig wire.)

d) Ist nun eine Gleichung mit constanten Coefficienten

B4, A2+ 4,=0

gegeben und wiinscht man, dass unsere Reihe durch ihre
circumplexen Functionen die drei Wurzeln reprisentiren
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sollen, so bleibt nur noch iibrig, fiir einen beliebigen inner-
halb jenes Kreises liegenden Werth x;, von 2 von den zu
bestimmenden Constanten die Erfiillung der drei Gleichungen
o o2 SRy e A T A
MO B gl M i g
zu verlangen und diese Werthe in die Reihe einzusetzen.
Nehmen wir noch zur Vereinfachung der Rechnung an,
wir hiitten es mit der Reducente zu thun, so wiirde

30(0’0 — .A.2 =0
zu setzen sein, und wir hiitten die einfachern Werthe
i Ay e e 4, 3
8 = Bw— g 0T T gor )

das allgemeine Glied der Reihe wird dann

.A, p=1 P
(— ey 5) 7t o T) (@ — o)
NP*J«“;E (@ —gp)? =N, 25—8 ’
(—20,3) 3 (—4) * (@—g0)"

und die Convergenzbedingung fiir z = z,:

Mod. (— 4+)" < Mod. (4

)2
fallt wiederum mit dem bekannten Werthe der Diseriminante
zosammen. Auch hier werden wir sehen, dass bei einer von
den iibrigen mit der unsrigen ein.System cyklischer Glei-
chungen bildenden Gleichung diese Beschriinkung leicht auf-
gehoben werden kann.

e¢) Die Frage, wie unsere Hauptlosung mit der bekannten
Losung mit Hilfe von Radicalen zusammenhingt, ist hier
sehr leicht zu beantworten.

Nach den Betrachtungen des zweiten Capitels in diesem
Abschnitte, in Betreff der inversen Functionen, haben wir

gesehen, dass man den Zahlencoefficienten im allgemeinen
Falle (m = m) in der Form

p—2

lll (p — Am) 0
s Xy e T )
488 p! BT PR
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138 Abschnitt VIII. Capitel IV. § 13.

schreiben kann, und durch sehr einfache Umformungen kommt
man fiir m = 3 zu den zwei Formeln:

()
3 1
Nyg1 = T I

q
_(3q+h1 »
-N3q+2 wpar ; _3ql_}_l 3 fiir (q & 1))

woraus sofort ersichtlich wird, dass die drei Partialfunctionen
unserer Hauptfunction unter der obigen Convergenzbedingung
(die fiir alle drei Partialfunctionen dieselbe bleibt) in ge-
schlossener Form als drei verschiedene Radicale mit dem
Exponenten 3 auftreten, deren Summe (nach geschehener
Multiplication eines jeden Summanden, respective mit r;") die
drei Wurzeln (also wirklich durch die circumplexen Functionen)
liefern. (Vgl. die Gleichung zweiten Grades und das erste
Capitel des dritten Abschnittes; ebenso wie den Salzburger
Vortrag § 2, b.)

B. Die erste cyklische Gleichung.
Es sei die Gleichung
L+ @—9) "+ 9,1 (2 —9) 2+ Po1(@—9) =0
gegeben und es wird jetzt gefragt, wie miissen die Coefficienten
2,1, P1,1, Po,1, beschaffen sein, damit die mit ot T L e
respective multiplicirten circumplexen Functionen von f(z), wenn

fi@)=0b+ bz + ba*+ - - -
bedeutet, fiir jeden Werth von 2 in der Umgebung von z = g,

die Wurzeln der gegebenen Gleichung reprisentiren.
Man bekommt hier die drei Gleichungen:

P Py P2

0) Py Py Do |+ o1 (2 —gy) =0,
Dy P, Py

(1) 3|71 g (x—g)=0,
Py Py

2 3py+ @31 (2 —gy) =0,
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Abschnitt VIII. Capitel IV, § 13. 139

von welchen die erste genau so beschaffen ist, wie im Falle A ;
weil die Determinante (p,®+ p,*+ p®— 3p,p,p,) symmetrisch
in Bezug auf p,, p,, p, ist; wie es iibrigens auch deshalb
kommen muss, da ¢y, das Product aller drei Wurzeln dar-
stellb und #5™° . #5"" . 95" = 1 ist. Man kann also die
Gleichung (0) fiir unseren Fall direct aus (0) in A erhalten,
wenn man @ durch b und « durch g ersetat.

Dagegen indert sich (1), indem anstatt jener nullten
Partialfunction 3t Classe eine zweite Partialfunction derselben
Classe, nimlich

() 0=3 [(— boby + by* — By,2) (@ — 9,)* +

+ (= bobs + 2b,b, — byby — Bu,5) (2 —41)° +

+ (= bybs+ 2b,b; — b,by— by b, + b*— B1,s) (x—g,)°
+(—boby 11201614 —b,bg—b3bs+ 20,5 bybg—B1,11) (—g,) '+ :l

und ebenso tritt anstatt der nullfen Partialfunction 3'* Classe
(2) in A, hier eine erste Partialfunction derselben Classe:

@) 0=3[(+ b)) (= —9)+ st Baa) (@ — 90+
+ (bt B,7) (2 — 91)"+ (byo+ Bo,0) (@ — 9) "+ - - '],

wonach die b, deren Indices die Congruenz J = 1 (mod. 3)
befriedigen, direct aus (2) bestimmt werden, némlich

b3q+1 = — fs,54+1
Dann hat man aus (0) die einzige binomische Gleichung
b= — Bo.s;
2 —_
und aus (1) b, = 1 B P,

Dann liefert der Coefficient von (x — ¢,) in (0)
! 8bybiby — by® — By 4 _ 3P5,1P12 — 2‘3;,1 — Bo,s
g2 36,2 o, 35,2 ’
und darauf aus dem Coefficienten von (z — g¢,)° in (1):

B 2b‘ b4 e, bgb3 g, ﬁl,ﬁ
. by

by
ete.
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Bei dem Werthe fiir b, bemerkt man, dass genau der-
selbe Ausdruck fiir @, (in A) in Bezug auf die ¢ mit klei-
nern Indices sich ergab; dieses gilt aber auch von allen b,
deren Indices die Congruenz J = 0 (mod. 3) (ja allgemeiner
bei der Gleichung n'e® Grades fiir b;, wenn J = 0 (mod. n));
immer ist ein solches b in allen cyklischen Gleichungen eine
und dieselbe Function aller & mit niedern Indices (wenn n
ungerade ist und wenn % gerade ist, tritt nur ein Unter-
schied im Vorzeichen auf). Der Grund dafiir ist der, dass
b,s (nach der obigen allgemeinen Theorie) durch die Glei-
chung (0) als Function aller vorhergehenden Coefficienten,
und (0) ist fiir ungerade n dieselbe bei allen cyklischen Glei-
chungen, und fiir ein gerades n wechselt die Determinante
das Vorzeichen.

Bedeutend einfacher wird die Rechnung fiir die iibrigen
Coefficienten beim speciellen Falle

@o,1 = By,o + Bos(z — g,)’
P11 = 3B1,2(x — 9%
P21 = 3fs1(x — g,),

so dass alle B, bei denen der erste Index grosser als 3 ist,
identisch Null sind. Aus (2) folgt dann '

bl = — 62,1; und b3q+1 . 0 fﬁr q > O;
und (1) nimmt die einfachere Form an:

0= (b* — byb, — Br,2)(@ — 91)* — (bybs + b3by) (= — g,)°* —
— (by b+, b;4-bby) (x—g, ) — (by by 4-b; bs=4-bs b+ by b,)
AR R s

so dass fiir alle Coefficienten, deren Indices die Congruenz
J = 2 (mod. 3) befriedigen, das Gesetz besteht:

bybs, 3 4 bsb,_y + < + by, by
b3q+2 o TR R b() z

Ebenso vereinfacht sich die Gleichung (0), so dass die
daraus entspringenden Werthe fiir die Coefficienten, deren
Indices J == O (mod. 3) befriedigen, die Form haben
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b 800+ by 6Dyby b + 3bs2b; + by
g T 37,;2 7777 ] (T A "'31,02’ )
b 6By byb, + 3b2bs + 3b, b2 + 30,b2 + 3b,2D;

PR 0L s s BT R b vl L O

3b°
ete.

Im FKalle A. haben wir eine weitere Vereinfachung der
wirklichen Berechnung durch eine Specialisirung a, = 0 er-
reicht; um nun nachzusehen, welchen Einfluss die Annahme
by = 0 in unserm Falle B. haben wiirde, iiberlegen wir Fol-
gendes.

Jedenfalls kann man sich die soeben angefiihrten Werthe
successive eingesetzt denken, so dass jedes & mit hoherem
Index eine rationale Function von b,, b,, b,, b, sein wird,
in deren Nenner nur b, vorkommen kann, weil da, wo ein
b mit einem so hohen Index in den Gleichungen (0) und (1)
zum ersten Male auftritt, dasselbe, nach der obigen Theorie,
nur mit b, behaftet erscheint*), welches bei der entsprechenden
Berechnung des betreffenden 5 dann in den Nenner der rech-
ten Seite tritt. Nun sehen wir zuniichst, dass in der Glei-
chung (1), welche dazu dient, diejenigen b, zu bestimmen,
bei denen p = 2 (mod. 3) ist, alle Glieder von der zweiten
Dimension und vom Gewichte ¢ = 2 (mod. 3) sind. Nehmen
wir nun an, es existire darin ein Glied

‘Mbl b‘17
so muss offenbar 1 4 ¢ = 2 (mod. 3), oder,
¢ = 1 (mod. 3)

sein. Nun ist aber in unserem Falle speciell

P2,1(2) = 3f2,1(x — gy),
so dass die b mit dem Index J = 1 (mod. 3) fiir J > 1 ver-
schwinden. Mithin wird in (1) ein einziges solches Glied
Mb,b, nur vorkommen konnen fiir ¢ =1, also Mb*> in

*) So wird z. B. by po auS dem Coefficienten von z**12 bestimmt,
und es ist nicht moglich, dass darin ein Glied von der Form
by, 425 vy by b(‘)’
mit positiven «, §, y vorkommen soll, da das Gewicht grosser als

3s 4 2 sein wiirde und negative «, §, y konnen in (1) iiberhaupt nicht
vorkommen; es muss also @ = 0; f = 0; y = 0 sein,
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dem Coefficienten von 22, wiithrend in allen andern Gliedern
b, = 0 ist, so dass gar kein b, mehr vorkommen kann. Ks
wird mithin bs,4e die Form haben

() Boups = ¢ Mbs® B30 01¢,

wobei M, ein Zahlencoefficient ist, und das Summenzeichen
s.ich auf alle m§glichen ganzen positiven Aq, w, und posi-
tiven, wie negativen », bezieht, welche die Bedingungen

Ay + wo +vo =1

34 + 2up =35+ 2
erfiillen.
{ Daraus ersehen wir sofort, dass 4, = 0; d. h.:

3s+2 3
tg = -;_ s

nur fiir gerade s moglich ist; und fiir s=2p ist dann
wirklich ein Werthsystem, aber nur eines

(w) A=0; p=3p+1; v=-—3p
vorhanden. In allen iibrigen bsg p41y42 miissen also alle Glieder
mit b, behaftet sein und wenn b, = 0 gesetzt wird, ver-
schwinden alle bs.4e, in denen s eine ungerade Zahl ist,
gang und diejenigen Glieder der gesuchten Reihe mit geradem
s = 2p bestehen nach (w") aus einem einzigen Gliede von
der Form /

bt @ —g)""

3p
by

bopt2(2 —91)°7*? = Nipys - ;
d. h. die zweite Partialfunction dritter Classe unserer Haupt-
function f(x—g,) ist in unserem speciellen Falle eine zweite
Partialfunction sechster Classe, oder eime erste Partial-
function dritter Classe einer Function von (x — g,)*

Der Zahlencoefficient N, lisst sich ebenso wie im Falle
A. bestimmen und ganz analoge Betrachtungen wie fiir n=2
lassen sich auch hier durchfiihren.

Ganz genau wie vorhin ldsst sich beweisen, dass

s e

be,,+3 =0 und bﬁp = Nap —55:;
0
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wird; also die nullte Partialfunction dritter Classe wird in
unserem speciellen Falle eime nullte Partialfunction sechster
Classe einer Function von (x — g,) oder eine nullte Partial-
function dritter Classe eimer Fumction von (z — g,)%

C. Die zweite cyklische Gleichung.

Es sei nun eine Gleichung

22+ @22(—9,) 2 + @1,2(2—9,) 2 + Po2(z—g,) =0
gegeben und es wird diesmal verlangt, dass in einem Gebiete
um z = g, die mit 7" multiplicirten At circumplexen Func-
tionen (A =0,1,2) von f(z — g,) fiir jeden Werth von z
die drei Wurzeln liefern sollen.
Die Gleichungen haben jetzt die Form:

Dy Py Do
0) Py P Py |+ @2z —g,) =0,
Py Py Po
Py P
1 3’ \ — r—g,) =0,
(1) Lt P1,2( 9>)
2) 3Py + @e2(2 — g,) = 0;

und wiederum hat (0) genau dieselbe Beschaffenheit wie in
A. und B. (also dieselbe nullte Partialfunction dritter Classe
zu sein wie dort); wihrend (1) jetzt eine erste Partial-
function dritter Classe wird, nimlich

(1) Qi@ [(00 1 t72,1) (@—go) (6 ¢41-¢, 65—, *+72.4) (B—9,)*
F (et c—2e054cy¢,+p21) (—g,)
- (Coyot¢1 Cg—2 ¢y cs-c56 4 €4 64— 5343, 10) (T-=g5)1°
F(eoC13C1C12—26561 €31 gFC4Cg—26,C51CeCr o, 13) (@ 90) 1P

+ etc.]

(Das Bildungsgesetz ist klar; hochstens diirfte noch die
Bemerkung in Betreff des Vorzeichens und des Zahlencoeffi-
cienten nicht iiberfliissig sein: es haben nimlich nur die-
jenigen Glieder in der Klammer das negative Vorzeichen,
deren beide Factoren Indices besitzen, welche die Congruenz
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J = 2(mod. 3) befriedigen, und nur solche Glieder haben
noch den Coefficienten 2, falls beide Factoren von einander
verschieden sind; die Ursache liegt darin, dass nur p, im
Quadrate vorkommt.)

Die Gleichung (2) wird diesmal eine zweite Partialfunc-
tion dritter Classe, ndmlich:

@ 0=31[(c+ 7 @ — 9 + (& + 125) (2 — 9)°
+ (cg + po8) (® — gy)8 + - - -
+ (csg49+ vo,5042) (@ — go)*0t2 4 - - -]

Aus (2) werden also in diesem Falle alle diejenigen ¢
direct bestimmt, deren Indices die Congruenz J = 2 (mod. 3)
befriedigen und fiir die iibrigen Coefficienten hat man folgende
gruppenweise Bestimmungen.

Zunichst erhilt man aus dem Coefficienten von (z — ¢,)"
in (0) die binomische Gleichung

¢ + 750 = 0;
dann aus dem Coefficienten von (z — ¢,)! in (1)

V2,1
Oy ==k

Co

darauf wieder aus dem Coefficienten von (z — g,)° in (0),
wie oben : 2

3¢y € — ¢ — gy 5
03 S5 3002

und dann wieder aus dem Coefficienten von (z — g,)* in (1)

€103 — C* + yg 4

C, =— —
4 P

Ferner ¢, (allgemein ¢,,) genau wie oben im allgemeinen Falle
in A oder B (weil diese Bestimmung aus (0) getroffen wird,
welche fiir alle drei cyklischen Gleichungen dieselbe bleibt),
dann wieder aus dem Coefficienten von (z — g,)"-in (1)

€16 + Ccseq — 2czcs+‘}_’?,_7_ »
Co

C; = —
ete.
Fiir den speciellen Fall
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; v k
Po2(T — 95) = 75 o + ves(@— g,)?
Pi2(z — g,) = 3y21(x — g5)
Po,2(T — ¢y) = 3,20 — ¢,)°

ergiebt sich die einfachere Bestimmung

g = Bi SO D e
() Sl i et 72,07 U s '070’1 Gy = 10,9,

3010 — ¢ — ¥ 3
Cg = ——————5

|
P TR W cg*"éoc'g’f; ¢, =0
ete.

Und ganz analoge Betrachtungen wie im Fall B. lassen
sich auch hieran kniipfen; ebenso ist auch die Moglichkeit
leicht nachzuweisen, dass wenn eine gegebene Gleichung mit
constanten Coefficienten zu losen ist, man immer eine des
vollstiindigen Systems der nach der obigen Methode gelosten
cyklischen Gleichungen so einrichten kann, dass die allge-
meine Losung fiir die speciell gegebene Gleichung passen soll.

(An anderer Stelle wird gezeigt werden, dass sogar jede
gegebene allgemeinste Gleichung, deren Coefficienten o (z)
beliebige Potenzreihen sind, ebenfalls auf einen der Fiille jenes
vollstéindigen cyklischen Systemes zuriickgefiihrt werden kann.)

§ 14.
Gleichung vierten Grades.
Sei nun die Gleichung vierten Grades
F(z,2) =2'+ ¢y(2)2° + @, (#)2* + ¢, (2)2 + @ (2) = 0

gegeben, wobei die Coefficienten die Functionen

@ () = oo+ eazt
@, () = 4aj 0+ 4ay 42!
L2 (:L‘) i 6“8,0 + 4z gt
@, (@) =4ayo+ 4as2!

bedeuten, und es werde verlangt, dass in der Umgebung
von z = 0 die circumplexen Functionen von

f@) =a,+ oz + a,2>+ - - -

H. SomaAPIRA, Cofunctionen. I, ? 10
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fiir jeden Werth von z die Wurzeln von F (g, ) = 0. dar-
stellen sollen, so hat man aus den identischen Gleichungen

Do P3 P2 Py
Py Py P3 P
P2 D1 Po Ps
’Ps Py Py Dy |
Do P3 Po|

P Dy Ps| + o, (2)

7
P2 Py Po!

Py P3 42
Py Py

(3) 0 =4p;+ @3(2)

— @y (2)

(0) 0=

1) Oak'd

Po P

(2) 0=4
P: Py

— @, (%)

die gesuchten @ zu bestimnien.

Und wieder bestimmen sich aus (3) diejenigen @, deren
Indices J == O (mod. 4) sind, direct als identisch mit den ent-
sprechenden « in ¢, (), so dass in unserem Falle

Py = — Oo,0 — 034"

ist, also alle a4, = O sind, bei denen ¢ > 1 ist, und nur
ay= — 0y und a, = — a3 4.
Aus (2)
3Py — 2p,py — p,° — 30— 2y 42t =0

hat man ferner die Gleichungen:

a,’ + 2a,a, = 6eagg a3 4 — 2034 aus den Coefficienten von z*
2

a, ay + a,ag + a3 Q5 = ‘g' 03,4 ) ) 2 z®

< < g Ty

2a,ay, 4+ 2a,a,0+ 2a5ay+ 2a,a; + a2 = 0 aus den
Coefficienten von z'?

ayay; + Ay + agay + azay, + agayg + aza,=0 aus

) den Coefficienten von a'®

<
2aia19 + 20305 + 2050y, 20500+ 2a5a,,+ 20,005 +
+ 2a4a,, + a,,> = 0 ans den Coefficienten von x?°.

Die Gleichung (1) kann man so schreiben:
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(h P (0 4 ps5°) + 0y [Bpe" — 2Py 03 — D57]
T 22903 = ag,o + a2t =0,

und man bemerkt sofort, dass die Rechnung ganz bedeutend
vereinfacht wird, wenn man in dem von 2z unabhiingigen
Gliede der Gleichung den speciellen Fall nimmt

@a—=0,
was fiir den Zweck der allgemeinen Losung der Gleichung
mit constanten Coefficienten vollkommen ausreicht. KEs wird
némlich dann

{% (#) = 4daoo

Do = — %03
die Gleichung (2) wird dadurch etwas einfacher; die Haupt-
sache ist aber, dass die Gleichungen (1) und (0) ganz bedeutend
einfacher werden; denn der Klammerinhalt in (1) kann auf
die Glieder, deren Exponenten grosser als vier sind, keinen
Kinfluss ausiiben, weil dieselben auf Grund von (2) identisch

verschwinden, und es bleibt nur noch (weil unter der ge-
nannten Bedingung

3p> — 2p° + do,0=10
ist) die einfachere Gleichung
(1) Py (0 + p5°) + (@10 + 2@4) 21 = 0.
Daraus ergeben sich die Systeme von Gleichungen

W@y, = — o1,4— 2a34 aus den Coefficienten von z*
2
alag+ 2a,a,a, = a,a,? e ” » &
2 Lo 12
alay+ 2a,a,ay= — 2a,a;a5) ,, ” »n %
— 2a,aya,
2
— G570
— a,a;’
etc. ete.
Unter der gemachten Voraussetzung p, = — a0 be-

kommt man aus (0) folgende Gleichungen:

2
— ay' 4 dag00z,4 + 4o 0,4 + 8o o4 — 0o 4 =0

aus den Coefficienten von z?,
10*
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3a,* —4ala, + 2a,%a + 4a,’ a0 =0
aus den Coefficienten von a5,
—4a2ay+ 12a,%ay —6a,2a;> — a,t +4a,2a5a; +4a,a;a;

+ 8a,a,a54 =0 aus den Coefficienten von z'?
ete.

Die Coefficienten von z! liefern also eine binomische
Gleichung fiir a,
aus (0) a*=UA, =4 [30:3_0 w24 + ao,o(au)] — 0,4

2
=12 ), 002 4 + 4“0,0“1,4 — Uy 4,

o 2a
dann aus (1) a,= — L"“i';i:‘g : 21).,,
1
” 2, , + ag?
und aus (2) a3=___...3>§‘;,_1_
e d |

Dann liefern die Coefficienten von z° drei lineare Glei-
chungen zur Bestimmung von a;, a;, a,;; es folgt niimlich:

2,4 2 2 4
20°a5° + 400y 4 + 30 9g2a2 44,02 a5+ ay'

aug (O ) 8= fa, da,’
(@ — 2a,a5) — 2a,°ag®
T da, :
’ e 2044y 05 + Ay ag® as 2 2
aus (1) ag =— SR Wi (@) —2a, ay)?,
aus (2') s el + aza; oy (2a,® — aga3) (ag® — 2 ay a5)* + 2a,° ag’
3 a, 4“15
i (2ay' — 13a,%a a3 4 38a,%ay’) (a,® + 2a,a5) — T8as’ay’
4qa.°

Ferner erhiilt man aus den Coefficienten von z'? die
linearen Gleichungen

dagaga; + (12a°+8 ay- ey 4) 4g—6 a,*a;*+4 a, a2 a;—a;!

aus (OI) Ay = 4a,3 )
’ 2a.a,a 2a,a,a a2 +2a4a,)a, 2
ans (1) ajg— — —=% ot 20,0, 7+a('ép +2a,a;) a;4-asaq

a2
24,050, + 2aa30; — ”ii: ag® + ag ag®

a]? 2

2aya,, + 2aa, + 2a,a; + ag?
2a,

aus (2) ayy =—

ete.
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Berechnet man hieraus successive die auf einander folgen-
den Coefficienten, so ergiebt sich jeder weitere Coefficient,
dessen Index grosser als 4.ist, ausgedriickt durch a,, a,, a,
und zwar in Gestalt eines Bruches, dessen Nenner eine ge-
wisse Potenz von @, und dessen Zihler immer eine ganze
rationale Function vou (a,’ 4+ 2a,a,) ist, wie z. B.:

(ag® + 2a,ay)* — aga5 (a* + 2a,a3) — Ta a5 ay

s = da? ’
Gal as(as® + 2aa3)° — 8 aya305°
Gpri=rtens 2a,t ’
(2a,* — 13ax2aya; + 38a,%a;?) (a2 + 2aya3) — 78aslay’
Q== dap
ete.,

wihrend die Gréssen a,, a,, a, direct gegeben sind durch die
als gegeben vorausgesetzten ego; ¢o4; @1,4; @4 in den Coef-
ficienten @, (2); @,(2); @,(x); ¢;(x) der gegebenen Gleichung.

Zum Zweck der Losung einer Gleichung mit constanten
Coefficienten geniigt es jedoch, wie wir sehen werden, wenn
wir noch weiter specialisiren, wodurch einerseits die wirkliche
Berechnung bedeutend vereinfacht und andrerseits das Gesetz
fiir die Coefficienten iibersichtlicher wird. Setzen wir nim-
lich a,? + 2a,a, =0, d.h. a5 = — + ‘;213,
durch erreicht wird, dass man ey, =0, also @, (z) = 6a§’0
annimmt, so werden in den obigen Ausdriicken nur diejenigen
Glieder bestehen bleiben, welche von (@,® 4 2a,a,) unab-
hiingig sind, und wenn man darin noch den Werth

1 a?
o e Y

was einfach da-

einsetzt, so erhilt man alle iibrigen Coefficienten ausgedriickt
lediglich durch a,, a,, nimlich

g LS. e gt el (i
5—'8a‘37 | i a? Ua 16 ap’

1045 a,® o @° | 7135 az'®

o Cambaei Ty | R 22 3t T ag B

Ganz ebenso wie oben kbonnen wir auch hier nachweisen,
dass allgemein sein wird

g
a, = N, &Tz"
a,?
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Da némlich a, jedenfalls eine rationale Function von
a, und a, sein wird, so muss a, jedenfalls die Form haben

a,= i Mala,™,

wobei [; und m; positive oder negative ganze Zahlen sein
werden, welche aber durch die zwei Bedingungen

L4+m=1, L+4+2m=q
beschrinkt sind, woraus das einzig mogliche Werthepaar folgt:
my=q—1, L =—(¢—2).

Man kann also alle diese Glieder, die sich nur in dem
Zahlencoefficienten unterscheiden konuen (wie behauptet
wurde) in der Form

Vi
Gg==idlg

q—2
%i

vereinigen. Was nun N, betrifft, so kann man wiederum
wie oben verfahren. Da eine Reihe f(z) in einer gewissen
Umgebung von z = O fiir ganz beliebige g, o; @o,4; 1,4 gelten
muss, so wihlen wir diese Grossen so, dass a, =a, =1,
also: ao=—1; as=—1; o s=—1.
(Allerdings kann dabei noch immer a, eine h'® (h=0,1,2,3)
Potenz von )/ — 1 =r, sein, da zur Bestimmung von a,
iiberhaupt eine binomische Gleichung 4'*» Grades vorhanden
ist; wir wiihlen der Einfachheit wegen 4 = 0.) In diesem
Falle wird also unser
=04 N,z + N,2* + Nya® 4 - - -
Unsere Gleichung nimmt aber dann die Gestalt an
2t —4nts — 2t =0,

und man bekommt fiir diesen Fall wie oben

p—2

lll (p—41)

0
NP N P! =

oder entsprechend den 4 Partialfunctionen: N,, = 0 und
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—(4s+3)
1 s 22(.!—1)
Noetam{—dp k1 i s

—(4s+41)
9 o ey 23—1
Nista = ( s—1 > E;h;
=(4(a-1) 1 8)
TR T L
Nists =(— U“‘“( 25 )?s"—ﬁ’

so dass man, iibereinstimmend mit den obigen Zahlen,
wirklich hat:

2
%4 A

R ; ; e
a'=— a4 ;A= —— ;o Gg=——— —

2 .agd
ferner:

—17 S -9

4 20ayt 34 2 (—=2)ag®, iy 4 2 a8

e T LR ve 0 VR e e, QTR
=it —11 —13

4 22 azg i 2 (__2)3 a29 : 4 23(12!0

Gy—= 8 Jaai) 105 1 o R TN Ba’

ete.

Man {iiberzeugt sich auch hier in ganz derselben Weise
wie oben, dass der Convergenzkreis bis zum nichsten Ver-
zweigungspunkt sich erstreckt (und zwar ohne Hilfe der Dif-
ferentialrechnung).

Ebenso wie oben werden die andern drei Gleichungen
zu losen sein, welche mit der unserigen das cyklische System
bilden. KEs wird sich dabei herausstellen, dass allgemein die
(** cyklische Gleichung, d. h. diejenige

Fi(z 2) = &' 4 @5,1(2) 2° + 95,1(0)2* + @1,1(2) 2+ o, 1 (x) =0,
fiir welche verlangt wird, dass in der Umgebung des Null-
punktes fiir jeden Werth von z

R (T P (O I A CAE) PR ()
die Wurzeln repriisentiren sollen, die Coefficienten
Po1(®); PLi@); P21(@);  Ps,1(2)

resp. eine 0(4 — [)¢; 1(4 — [)'; 2(4 — [)**; 3(4 — ()t Par-
tialfunction 4'r Classe sein miissen, d. h. die Exponenten der
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4
entsprechenden Potenzreihen respective dieselben Reste nach

dem Modul 4 lassen, wie die Grossen:
04—10); 14¢—-10; 24—10; 34 —10).

Ferner wird es ebenso wie oben moglich sein, fiir jede
gegebene Gleichung mit constanten Coefficienten (an anderer
Stelle wird die Erweiterung fiir beliebige Coefficienten, welche
als Potenzreihen dargestellt werden konnen, gezeigt werden)
eine Gleichung des vollstindigen Systems, welche eben auf
die obige Weise gelost worden ist, durch Specialisirung
der willkiirlichen Constanten so einzurichten, dass die ge-
suchte Losung darin enthalten sein wird.

§ 15.
P Gleichung fiinften Grades.
A. Nullte Gleichung des cyklischen Systems; | = 0.

Es sei nun die nullte cyklische Gleichung 5t» Grades,
und zwar zunichst die trinomische

F(z, ) = 2° + ¢, ()2 + @y (2) = 0,
auf welche Form man bekanntlich die allgemeine Gleichung
Hlen Grades durch die Tschirnhausen-Jerrard’sche Trans-
formationsmethode immer durch Auflésung einer niedrigern
Gleichung bringen kann, gegeben, wobei also
P4(@) =05 93(2) =05 @y(@) =0
und die zwei noch iibrig bleibenden Coefficienten gewisse in
einem gemeinsamen Gebiete convergirende Potenzreihen
@, (@) =Dy 52° 4 Hay 102" + o, 152"° - - -
@) (%) = @o,52° 4 ey, 102" + @152 - - - -
sind; und es sollen die fiinf circumplexen Functionen
f(r'®); [(r'o); [(r?x); fda); [(rs'a)
einer gewissen Hauptfunction f(z) direct fiir jedes z inner-
halb des Convergenzgebietes die fiinf Wurzeln der gegebenen
Gleichung darstellen.
Aus
¢,(x) =0, woraus (4) p, =0
folgt, ersieht man zunichst, dass alle Coefficienten der ge-

suchten Potenzreihe, deren Indices durch 5 theilbar sind,
identisch verschwinden.
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Ferner hat man

0 p ps P2 Py

o 0 py Py Do

) (P2 Py 0 py p3|+ P(@)=0,
ps P Py O py

Py Ps Py P O ‘

0 py p3s P,
0O P ops
1 13 - x) =0,
@ PP 0 9:(%)
.Pa p, pp O
10 Py Dyl 0 py p
@) 5|p1 0 p|+5\p 0 py|=0,
P, p O ip By O |
0 p, 0 py
3 5 -~ 5 = 0;
©) \pl o [T p, 0 :
oder

0) p 240" 4 ps° +p,° 4 20p, 05 (03 4242 p2) + @0 (2) =03
Hter Dimension; G- = 0 (mod. 5)

: : )
(1) p3py + 2°0s+ 5°0y + 23Ps + 3P 223y + (p'éw =0;
4'er Dimension; G- = 0 (mod. 5)

2) pps + 2.°py + 0’04 + 2y = 0;
3ter Dimension; G- = 0 (mod. 5)

(3) PPy + Popy = 0;
2ter Dimension; G = 0 (mod. 5).

[ Bemerkenswerth ist, dass in der Darstellungsder Losung
der trinomischen Gleichung 5'*» Grades mit Hilfe der Modu-
largleichungen der elliptischen Functionen (welche Losung
zuerst von Hermite gegeben ist, indem er von den Jacobi-
schen Relationen ausgeht und spiter von Kronecker, wel-
cher direct von der Substitutionentheorie der algebraischen
Gleichungen ausgeht) Brioschi schon vor einer Reihe von
Jahren, also noch ehe unsere allgemeinern Gesetze der cyklo-
symmetrischen Determinanten und der Zusammenhang der-
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selben mit den Coefficienten einer algebraischen Gleichung
bekannt waren, von Gleichungen ausgeht, welche genau die
Gestalt unserer letztern haben. Uebrigens sind dort ¢(z)
sowohl, als auch unsere p durchaus keine Functionen von
z und die Gleichungen werden dort in einem ganz andern
Sinne gebraucht.]

Die Berechnung dieser Gleichungen ergiebt:

3) 0 = (aya,+ asa;) 2°+ (a,ay+ a,ay+ aza,+ a,a4) 2"+
+ (ayay+ ay a5+ aga,y,+ ay0y+ agag+a; a5) 2°+ - -

. (2) 0 = a,(a,’+ a,ay) 2+ [ay* ag+a,? ag+ a5’ a,+ a,* a, 2" +
+ 2a, (aya; + asay))
+ a*aytaay A ay’ ay+a a-agtag+a;? ay @A -
+ 21[a,(aya,, + agay) + a,(a a9+ aga;) +
+ as (a, a5 + aa,)]

(1) 0= (a,’ay+ @1,5) 2°+ ala;4a’ a4 azta; 4-ai0
+ 3a,a, (a, a5+ aza,)
+ a2ay, + atay+ apag+ alas+ s |24 - - -
+ 3[a? (ayay + aga,) + ata,a; 4
+ a3’ aja3+ agta,a,)
+ 3[a,a,a5ay+ a,a,a5a, + a, a;asa, +
+ aga,a5a,] |
0) 0= (a,>+ ay5) 2>+ (ba,*ay + a,® +
-+ 20a,*a,a3* + @o,10) 2'° +
+ as® 4 ba,'a; 4+ batay, + 10‘113“62‘*‘‘J‘o,mlx15 g
+ 20 L‘112a‘32(17 + a,’aa; +
+2a,ay0a, (aya5 + azag)]

xlO +

(Vgl. die letzte berechnete Gleichung mit der am Schlusse
des ersten Capitels béreits berechneten; s. pag. 42.)
Aus (0) bekommt man nun fiir den Coefficienten von z°
die binomische Gleichung 5'» Grades
a,® + 5= 07
dann aus (1), falls @, von Null verschieden ist:
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e a1’5 .
G0 e RS aj ?
darauf aus (2)
& ay? L
§ T g R e ey
a
1 .Gy
nnd aus (3)
3
Loi n Gl L 1,5
i gt K o o

Somit sind die ersten vier a (der ersten Gruppe) berechnet.
Dann folgt aus den Coefficienten von z'° das System von vier
linearen Gleichungen fiir die Bestimmung der vier folgenden
Grossen der zweiten Gruppe ag, a,, as, a,; man hat
niamlich (bei Beriicksichtigung der vorhergehenden Be-
ziehungen): .

(3) aya9+dya5+aga;+a,a,=0 5 (0=a,a,+a,a,),
(2) alag+2a,a,a,+ a,a;a5=Ds, 10; (—B2,10= 2a,7),

a,t
: 2 a6
(1) a,3a7+3a,2a2a6=Bl,m; (B1,10= aa: _“1,10))
0) 5a,*ag=Bo,10; (—DBo,10=210a,"—ao,10)-

Nehmen wir nun zunichst einen einfachern Fall fiir die Coef-
ficienten der gegebenen Gleichung an:

@, (@)=5ay 2%, also @y p=0ay15=""=0y,5=0 fir ¢>1,
‘Po($)= 0, 58051 irs 0, 10==0,15="""* =¢¥o,q5=0 fhrigcs

-

so ergeben sich unmittelbar die Werthe

Bj 100 0, Bayl

B, 101 5a, | B 1, a®, 3a%ay
Bo, 10 Bl, 100 3a.%a, | Bg, 100 20405, G40y
ag 5a," ) 7 e ba,’ e U e 5a|!§
| B 100 0 3 bat
|
‘Bl,lO1 0, a, 3ata,
| B2'101 a’l?’ 2(1,(1,, a,ag
1
- £ 0y Qaq, Ay, Ay
QTR e e Ly T b)
5a,"
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oder:
21 ay® 8 af 187 ay’
i, Sl ans Y. Bevs Mui S8 IS ey Tl
& 286 a,
8T e AT

Wollte man noch den Coefficienten von z!° in den vier Be-
dingungsgleichungen ebenso behandeln, so wiirde man die
Werthe der vier Grossen

- Byqy Gy3, Gz, Oy
- der dritten Gruppe

O ORBT 39767 a,!" 105672 ap'? |
B PTT R adt BT TRy g TR T g TG, T
175398 a,"
vV i T a2

erhalten; aber schon in der vorigen Gruppe konnte man zur
Geniige das allgemeine Bildungsgesetz des Zahlencoefficienten

r—2
(p—51)
Np=—°

»! !

den wir oben in Cap. II allgemein und in diesem Capitel
fiir andere specielle Fille schon oft behandelt haben, leicht
verificiren.

Die Convergenzbedingung ist oben Cap. II, A, g) fiir den
allgemeinen Fall (m = m) bereits angegeben, so dass fiir
m =5 sich die Bedingung

Mod. 44“*‘” <%

ergiebt, und innerhalb dieses Gebietes der z-Ebene liefert
unsere Reihe

B o
G LB @5 @5
@) =0 afyot Sror oy B auy
°‘055 a05,5 “05
0 5 21 15 26 N p_ zP .
F0.25 % g N, gt
5 [
%0,5 "‘0,55
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fiir jeden Werth von z die fiinf Wurzeln der Gleichung
25 4 Dbaysa’ - 2 + a2 =0,
wenn man in der Reihe anstatt z
r'z; (h=0,1,2,3,4)

setzt, (wodurch die Gleichung offenbar unveriindert bleibt, da
in derselben nur z° vorkommt).

Hat man die trinomische Gleichung fiinften Grades mit
constanten Coefficienten

24+ Az + A4,=0
und will man die Wurzeln derselben durch die circumplexen
Functionen unserer Reihe darstellen, so braucht man nur die

Coefficienten dieser speciellen Gleichung mit denen der obigen
zu identificiren. Man erhilt zu diesem Zwecke

e 50{1,5x5,
'At) = ao,5$5;

und wenn man diese Werthe in das allgemeine Glied unserer
Reihe eintriigt, so wird das allgemeine Glied von z unabhiingig

3 s me
. P—1,..P o
y e LR L
P 4p—> » 4p—>
Wi 38 (i
o 5 4,

und diese Reihe ist jetzt convergent fiir den bekannten Dis-
criminantenwerth
)
5

4\
)
den man erhilt, wenn man in dem obigen Quotienten einmal

p=p und einmal p=p — 5 setzt und beide Resultate
durch einander dividirt.

Mod.

< ¥

B. Allgemeine.cykliscke Gleichung; 1 = 1.

Wir haben oben fiir die Coefficienten ¢ (z) der gegebenen
Gleichung die Beschrinkung erhalten, dass ihre simmtlichen
Exponenten durch 5 theilbar sein mussten, wenn wir verlangt
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haben, dass die circumplexen Functionen einer Potenzreihe
mit ganzzahligen Exponenten direct die Wurzeln liefern sollen.
Diese Beschriinkung modificirt sich aber, wenn wir unser

L.h

Verlangen dahin abiindern, dass die mit """ multiplicirten

hter circumplezen Functionen [ (1","x)

(h=0,1,2,3,4)
einer Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten f(z) die Wur-
zeln liefern sollen.

Es sei eine andere trinomische Gleichung 5'* Grades
Fi(z,2) = 2° 4+ ¢,1(x)2 + @io(2) =0
gegeben und es sollen jetzt

@)y fne); (),
r ey g ()

einer Potenzreihe
f@) =by+ bz + ba* + - - - + bt + - -
fiir jeden Werth von z in der Umgebung von z = 0 die fiinf
Wurzeln der gegebenen Gleichung
28, 2)=0;

die wir /' cyklische Gleichung nennen, repriisentiren. Dabei
sollen ¢ 1(z) und ¢, s(2) gewisse in einem gemeinsamen Ge-
biete convergente Potenzreihen sein.

Unsre fundamentalen Bedingungsgleichungen haben jetzt
die Gestalt:

|0 Py Ps Pz Pip |
P10 Pupa Piys Py |
0) Dz Pkt 0 pa ps | = (— 1)gu0(2),
Pes P Pt 0 puga
| Brie Dits Dys Bys O |

’ 0 Pipa Piys  Piye }

‘ Prya 0 Pita Pits |
1 5| | = (— Dig,1(z
(1) e
Piys P pigr 0|
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0 Pris  Piys 0 Prts Pt
(2) Siptr 0 pya|+5(pye 0 pus|=0,
D2 Pit1 0 4 P4 DPiy2 0

b

I e e e e
| Pitr O | Ptz O |

(4) 5 Pi == 0.
Oder ausgerechnet:

(0) 0 =iy + pige+ Pivs + Piva + 20puapiys (Piva pigs +
+ p?+4pz+2) + @1,0(2),
(1) 0= 10111 P2+ 1013—2 Pryat p?+31’l+1 a3 P?+4pl+3 -+
+ 3PP PysPirs — @1 (),
@) 0= plrapers + PirePiys + PrrsPits + PiraPise,
(3) 0= pip1pigs + PrgaPigs,
(4) 0= P,

und man sieht sofort, dass diesmal die Dimensionen der Be-
dingungsgleichungen respective dieselben blieben, dagegen
dnderte sich das Gewicht derselben; anstatt néimlich, dassim
oberen Falle bei allen Gleichungen

G = 0 (mod. 5) .
war, haben wir hier: ;0

ing: (0) D == by G = 01 (modt.9);
() Dimi e 4 G = 4l (mod. 5),
() AT G =31 (mod. 5), »
seeelo) D=2 G — 2] (mod. H),
s (4): Dim, o= 1 G = 11 (mod. ),
(so dass der obige Fall in diesem als specieller fiir [ = 0
enthalten ist). :
Dieses Gesetz bleibt offenbar bestehen, auch wenn man
es nicht mit der trinomischen, sondern mit der allgemeinen
Gleichung, wo keine der ¢ () identisch Null ist, zu thun

hat. Selbstverstindlich ist es auch, dass dasselbe nicht bloss
fiir » = 5, sondern fiir ein allgemeines » stattfindet.
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Ist aber eine Gleichung gegeben, in welcher die Coeffi-
cienten gewisse Potenzreihen o (z) sind, deren Exponenten
den obigen Gesetzen fiir keinen der Werthe / =0,1,2,3 4
gehorchen, so ist es im Allgemeinen nicht moglich sammt-
liche Wurzeln durch die mit r7'" multiplicirten circumplexen
Functionen 5% Classe f (rlz) darzustellen, wenn f (z) eine
Potenzrethe mit ganzen Fzponenten sein soll. — Dagegen
bleiben fiir diesen Fall noch folgende Moglichkeiten: 1) Ent-
weder erreicht man das Verlangte mittelst einer Substitution
a* =y durch Cofunctionen einer Potenzreihe mit gebrochenen
Exponenten. 2) Oder man #ndert das Verlangen dahin, dass
anstatt einer Hauptfunction mehrere treten; so dass n, cir-
cumplexe Functionen einer Hauptfunction f, (x) n, Wurzeln

- . Y . 1
und zugleich n, circumplexe Functionen ns” Classe von f, ()

n, Wurzeln etc., bis etwa n; circumplexe Functionen ;" Classe
von f1(x) na Wurzeln fiir jeden Werth von x liefern, wobei

wo oy =
ist. 3) Oder endlich, man ldsst beide Modificationen zugleich
gelten. Im Folgenden werden einige Beispiele behandelt
werden.

C. » Erste cyklische Gleichung; 1= 1.
Es sei jetzt speciell die Gleichung
25+ Day a2tz + a0 =0

* gegeben, wobei also ¢, (2) eine nullte Partialfunction [eigent-
lich eine Constante; man kann sie als nullte Partialfunction
Hler (eigentlich einer beliebigen) Classe betrachten, in welcher
alle weiteren Coefficienten identisch Null sind, da die funda-
mentalen Gesetze der Cofunctionen iiber die weiteren Coeffi-
cienten nichts Niheres bestimmen| und ¢, (z) eine 4! Partial-
function 5ter Classe (eigentlich einer beliebigen Classe), deren
weitere Coefficienten identisch Null sind; wihrend in den
iibrigen @,(z), @;(z), @,(x) alle Coefflcienten identisch ver-
schwinden.

Aus dem obigen allgemeinen Schema in B. ergiebt sich
sofort, dass man es hier mit der ersten (I = 1) cyklischen
Gleichung zu thun hat, deren 5 Wurzeln durch
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FE)y v [ 2 P TR )y 3 finte)

einer Potenzreihe f(z) mit ganzen Exponenten in der Um-
gebung von z = O reprisentirt werden,
Die Bedingungsgleichungen sind diesmal

0)  0=p°+p,°+p:°+p°+20p,p,(P,*ps + P’ P3) + 0,0,
(D) 0=y +05’ Do+ D2+ Doy 430203 P4py — 1,42,
(2)  0=p.p,+ p’Po+ P05+ PP

B) 0 =0+ P24

4 O0=p,.

Ein Blick auf die Construction der Gleichungen zeigt
zunichst, 1) dass in (3), in welcher G = 2 (mod. 5) ist, nur
ein einziges Glied vom kleinsten Gewichte 2 vorhanden ist
und zwar das Glied p, p,, so dass die Reihe anfangen wiirde

0=a,ap2*+ - -+,
woraus sofort folgt @,a, = 0. Ganz ebenso folgt aus (2),
in welcher G+ = 3 (mod. 5) ist, ‘dass zum ersten Coefficienten
von z° das einzige Glied p,®p, beitragen kann, und aus
0=a)a,x® 4 - - -

folgt wiederum g¢,*ay = 0. Dagegen wiirde die Reihe (1)
lauten
0= (a03a4 = 0(1,4) & + TR ES

Der Gleichung (0) sieht man es sofort an, dass sie kein

einziges Glied vom Gewichte 5 besitzt, so dass sie lautet:
0 = (a,° + @o,0) + Ayy2"° + - - -,
da nun @, von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist
@ =0

und es muss daher ausser @, = 0, (iibrigens a,51, = 0, wie
aus (4) folgt) auch

ay=0" +und - qy == 0
sein. A

Wiirde man, ohne jede Ueberlegung, die gesuchte Reihe
vorliufig in der Gestalt

f@)=a,+ a,x + a,2* 4 - - -

H. ScaAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 11
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ansetzen und die obigen Gleichungen ohne Weiteres berechnen,
so wiirde die einfache, aber ziemlich miihselige Rechnung
zeigen, dass nicht bloss aus den Grossen der ersten Gruppe,
ausser @, nur noch a, von Null verschieden ist, sondern,
dass auch in der zweiten Gruppe ganz analog
a;=0,a;=0,a,=0; a0

sind; so dass die Rechnung diesmal eine unnatiirliche Com-
plication enthalten wiirde, die sich erst hinterher als {iber-
fliissig herausstellen konnte, indem in allen diesen zu berech-
nenden Potenzreihen alle Glieder, in welchen obige Grissen
enthalten sind, verschwinden und die Reihen ganz bedeutend
einfacher werden.

Durch eine einfache Ueberlegung konnen wir uns aber
diese Miihe systematisch ersparen. — Da niimlich das absolute
Glied in diesem speciellen Falle von « iiberhaupt unabhingig
ist, so wiirde dasselbe eine nullte Partialfunction 5'r Classe
einer Function von y bleiben, wenn wir 2! =y setzten.
Die Gleichung

2 + 5051,4?/2 + 0,0 == 0

wiirde aber nach dem Obigen als eine 4'¢ cyklische Gleichung
(I = 4) aufzufassen sein, so dass die fiinf Wurzeln derselben
durch

f1®); 75 (r9); 750 (%) CTead PN B R (rs'y)
einer Potenzreihe nach ganzen Potenzen von y

@) =a’ +a'y+a'y’+asy’ + -
in der Umgebung von y = 0 dargestellt werden konnten.
Setzt man also wiederum y = 2'; a, = a4, und bedenkt,
dass a,, oder a, jedenfalls nur in der 5 Potenz in der
Bedingungsgleichung (0) zum ersten Male (in dem Gliede,
welches zur definitiven Bestimmung von @, wesentlich beitriigt)
auftritt, so dass die Substitution von 7%, anstatt a, keinerlei
Einfluss haben kann*), so konnen wir in unserem Falle die

#) Aus diesem Grunde hindert der Umstand nicht, dass oben
r;" {: (rg' «) die Wurzeln darstellen, withrend wir hier die Repriisentation

durch rﬁ“”‘ f (rg‘ y) besorgen wollen. — Es ist dieser Umstand iibrigens

der erste, der uns eine Gelegenheit bietet, die Zweckmiissigkeit der sonst
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gesuchte Potenzreihe von vornherein als nullte Partialfunction
4ter Classe voraussetzen, so dass dieselbe lautet:

f@)=a,+a, '+ as2®+ 0,2+ a1 2"+ a2+ -,

so dass unsere vier Partialfunctionen fiinfter Classe, welche
uns interessiren (es ist ja p, = 0), als subordinirte Partial-
functionen, eigentlich als solche 20'r Classe auftreten:

Py = Ps,0 = @y + a,,2°° 4 (140.%‘40 +--,
Py = P53 = 013, 2'% + a3, 2°% + @22+ - - -,
P3; = Ps,3 agx® + @y + a2 - - -

Py = P50 = 0, & + ay 2* + ag 74 + - - .

I

I

Setzt man jetzt diese Werthe in die obigen Bedingungs-
gleichungen ein, so erhiélt man dieselben in solcher Gestalt,
dass aus jedem Coefficienten derselben wirklich alle Coeffi-
cienten der gesuchten Reihe bestimmt werden, welche zu der
entsprechenden Gruppe gehoren. Man hat nimlich (wenn
man die Gleichung (1) durch 2%, die Gleichung (2) durch 2z°
und die Gleichung (3) durch z'? dividirt, was offenbar erlaubt
ist, da die Gleichungen auch fiir z =< O befriedigt werden
sollen)

0) 0= (ay’ + @) +(a,>*+5ay* ay+20a,? a,as*) 2*
baytay+10a,* azo+ad +Dayt ay, +
+ | +20(a,? agals + a,2 a ay, + o

+2aya5(aya, ays+ aya5a,5)]

scheinbar iiberflissigen n-Deutigkeit unserer Losung darzulegen, welche
darin besteht, dass zur Bestimmung eines der Coefficienten immer ez e
binomische Gleichung n'e Grades auftritt. Wir werden spiiter noch Ge-
legenheit finden, von dieser Bemerkung niitzliche Folgerungen zu ziehen. —
Ueberhaupt werden oft solche einfache Ueberlegungen die in der ganzen
obigen Theorie nothige complicirte Rechnung, wie wir spiiter sehen
werden, sehr vereinfachen. Hier kommt es uns aber mehr darauf an
zu zeigen, dass unsere rein formalen Rechnungen ohne jede Speculation
zu denselben Resultaten fiihren, wenn auch manchmal nicht auf dem
kiirzesten Wege. — Die Complication macht aber dann in der Regel
selbst auf die nothige Vervollstindigung der Methoden aufmerksam.
5 B
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(1) 0= (ay’ay—e1a)+ :
a’ay+ag’agtala;, + } z?
+3(ay’ aypay +aya,a5a,,)
- 3
a,® a,+ alag, 4-agd ay + aeas+
+ {4+ 8(ayay ay, a5’ ayy 0, +ag’ayg ag+ 1240+
+a,tay, a,,) + 6 a,axa,
@ 0=ay(a >+ agas)+
)
£ Ay} tyg+ a,* gy +-ag* g, + arza, +} 2204
+2aya,ay,+2a,a50y
ay’ ayg+a,tay+ a5’ az, + aie ay+
i +a§0‘18+a§4ao+
+ 2[ay (ayay + agay~ Ay @)+
Ty (@13 Agy + Ao Agy) + A5 Oy o]
3) 0= (aya;,+a,a5)+ (ao A3y @y Ay Ay a5 +-ay,000) £+
(U SIS ROV SRRSO YS SO s R

Durch das identische Verschwinden der Coefficienten von

x40+...

2% erhilt man aus g
0 5 s i Y14,
() N +a0,0— ) ( ) “4—_"'%5’
2 3
Aty 5 %14
(2) Gy T ay? ! (3) Qg = apt”
Dann liefern die Coefficienten von z?° aus
5 6
g1 78 .. %14
(O) Qo =" e . a" ! (1) A9y = 3 i dom )
; 187 “3,4 286 “f,.;
(2) Mgy 8 0 T ) 3) e el
ete.
Man erkennt sofort das obige Bildungsgesetz fiir ¢ > 1:
g-1
lll g1 2)
ay e =% i g
] (g4 ! " st

Die Convergenzbedingung ist wiederum analog wie oben
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Mod. 4* (42)’ < 1,

so dass, wenn man die Losung einer Gleichung mit constan-

ten Coefficienten
P+ A2+ 4,=0

durch die obige Losung ausdriicken will, dieses wiederum nur
moglich ist, wenn
el

@

D. Zweite cyklische Gleichung.
: l=2.
Hat man ferner die Gleichung
2 4 baysatz + oy =0,

so wissen wir, dass die Wurzeln durch die mit »

ist.

24 multi-

plicirten circumplexen Functionen 5 Classe aus der 0'*» Par-
tialfunction 3t Classe

[(@) = ay + a3 2° + a;2° + ay2’ + a2 4 - - -
dargestellt werden. Berechnet man, analog wie oben, aus
Po=ay -+ a152"° + a5, + - -«

Py = agx + ay @ + a2 4 - - -

Py = a3 @ + a2 + ag¥® + -
Py = ag2® + ay, 2 + agy2¥ + - - -
die Bedingungsgleichungen
() 0= p°+p:°+2;°+2,°+ 200004 (03’ o +21°Ps) + @005
Dim. =5; G =0 (mod. ),
(D) 0= p’ps+,°Po +25° 01+ 0Py + 30o 01 P30y — 01,5 2%
Dim. = 4; G = 3 (mod. ),
(2) 0= 42Dy +23° Py 0Py ;
Dim. = 3; G =1 (mod. 5),
(3) O=pyp, + p1Ps ;
Dim. = 2; G = 4 (mod. H),

(4) Oip ;
: Dim. = 1; G = 2 (mod. 5),
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so erhilt man nach Division der Gleichungen durch gewisse
Potenzen von z® aus den Coefficienten von 2°

1

. 0 e bt 1 i e
mn ( ) @y = — €0, ( ) /- %37
“33 “‘?3
(2) g = ’dui 3 ('3) Ay = a 113
dann aus den Coefficienten von z'?
4 6
; 21 %8 78 %8
ot ) G e s e d (D) apy= 5 s
8
18T “1 3, \ 286 @ 3
@) ay= B a2’ (3) ay= B ap)

ete. Das allgemeine Bildungsgesetz fiir ¢ > 1 wiederum:

q—1
111(4+1—1'5) $
0 .8
i UG T 5 adet ]
Convergenzbedingung:

Mod. 4' (%2) < 15

fiir constante Coefficienten Heay32° = A4,; wyy = 4, nur gil-
tig, wenn
AR

(“)

ool REAES

E. Dritte cyklische Gleichung.
I
Fir die Gleichung
sz + Sey, 9222 4 0050 =0
liefern, ganz analog wie oben, die mit r5—3'" multiplicirten
f(h) aus
f(@) = ay + a,2* + a,2* 4 a2 4 -

die Wurzeln der Gleichung, wobei aus den Bedingungsglei-
chungen
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(0) 0= p,>4p,°+p,°+p.>+20pyp, (020, + P22 P0) + @005
Dim. = 5; G = 0 (mod. 5),

(1) 0= p*py+0* Py + 0:* 01 + PPPo+ 3PoP1 P2 Py — 1,225
Dim. = 4; G = 2 (mod. 5),

(2) <0 = pg*pys+p 202+ 02" Py +24* Py H
Dim. = 3; G = 4 (mod. 5),

3) 0=+, ;
Dim. =2; G =1 (mod. 5),

4) 0=p, _ 2 : ;
Dim. =1; G =3 (mod. 9),

die @ Gruppenweise durch das identische Verschwinden der

Coefficienten von 2°, %, 2%, etc. resp. bestimmt werden:

% Tyis “?2 “?2
ao_—'“o,(ﬁ a2=a—0§; a4=~_a7; aﬁ:a‘)“; ete.
q—1
[[a+1-1-9
(1} “l,z
o i S TRl O e LB DR
: @+ ! 7 e

Dieselbe U;)nvergenzbedingung wie oben, so dass fiir con-
stante Coefficienten die Losung wiederum nur giltig ist fiir

Ay
Mod.(f'—)<1.

(%)

F. 1l=4.
Fiir die Gleichung
2° + beyx2 + =0

liefern

f@); 75 fog@); e f0a); 05T (nda); s fota)
aus der vollstindigen Hauptfunction

fx)=ay,+ a,z + a,2* + az2®* + 0 - 2* 4 a;2° 4 - - -
die Wurzeln der Gleichung. Die a werden gruppenweise aus

den Coefficienten von 29 z!, 2*, etc. der ausgerechneten Glei-
chungen
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0) 0= p’+p,°+0,"+ 0>+ 20, P, (P> s + 257 P1) + 003
Dim. = 5; G = 0 (mod. ),

(1) 0=, 4 py+ p.* P+ 03 P+ BP0y Py Py — 112 5
: Dim. = 4; G =1 (mod. 5),
(2) 0=p)"py+p 0+, 0s + 130,
Dim. = 3; G = 2 (mod. 5),
3) 0=pyp;+pip, :
Dim. = 2; G = 3 (mod. 5),

(4) 0=p, = ;
Dim. = 1; G =4 (mod. 5),

welche dann lauten .

(0) 0= (a,* + @o0)+(a,"+5ay' ay+20a,* a, a,*) 2° +
{+a25+5a,4aﬁ+5a04a,0+10a03a52+ }xm'*"“

+20{ay*aya+a, as*a,-2a,0,a,(aya;~-a,a;))

(1) 0=(ay’ay —a,))+
+(ay*as+a,*ay+ay’ag+3a0a @y, +ayaq)) e+
+ata, +alagtala+ada, 4+ 20
+3(ay* ayayy+ ay* a; agta,’ ay ag+-a? aga,+

+-a5*ayay)+
+ 3[a,a, (eyaytaza;) +a.a,(aya+a, a;)]
(2) 0=ay(a,*+aya,)+-a’a:+-a’a;+ay*ay+ay’a, v+
+2(ayay a5+ aya, ay)
+-a,’a,+-a,a+-a, ag+-ay’a+-a;*a,+ it sl
+ag2ay+-2[ay (aya,0+a;a;)+-a(aya, +azaq)+
" tay(a,a5+-a, ;)]

(3) 0= (aya;+a,a,) 4 (ayas+-a, a;+a,a5+aza;) @° +
+ (aya;3+a, a0+ a, 0,4 aya,+ asa54-aga:) 20+ -

(4) 0= a4+ a, .’t;.'—l—- g x|0+.. 2

bestimmt werden:

o
Gy = %53 ete.

www.rcin.org.pl



Abschnitt VIII. Capitel 1V. § 16. 169

=1 :
I:I)I(q+1—145) )

LT

@+nr ;sr_r; (¢ > 1).

(I'I -

Die Convergenzbedingung ist wiederum dieselbe wie oben
und somit die Losung fiir constante Coefficienten nur fiir

L
Tl
giltig.
Die Entwickelung dieser speciellen Fille wird uns in den

weitern Abschnitten zu sehr einfachen aber niitzlichen Be-
merkungen fiihren.

<3

§ 16.
Allgemeinere Gleichung 5% Grades.

Wir haben oben in zwei Beziehungen die ¢ (z) als ganz
specielle Fille angenommen, erstens, dass ¢, (2)=0; ¢,(2)=0;
@, () =0, so dass eine trinomische Gleichung nur zuriick-
blieb, in welcher nur #° und z auftreten, und zweitens spe-
cialisirten wir die noch iibrig bleibenden Potenzreihen

@ (2) und @, (z)
so, dass die Anzahl der von Null verschiedenen Coefficienten
in denselben auf ein Minimum sich reducirt; nimlich in jedem
@ () blieb nur ein einziges Glied von Null verschieden.

Mit der Frage iiber die Anwendung unserer oben ange-
deuteten Methode: in jeder dieser Functionen noch eine ge-
wisse Anzahl von Coefficienten unbestimmt zu lassen und
dann in der Reihe die Bestimmung so zu treffen, dass der
Convergenzkreis erweitert werde, wollen wir uns in den wei-
tern Abschnitten beschiiftigen. Hier wollen wir dagegen vor-
liufig die noch unberiicksichtigt gebliebenen, anders gebildeten
trinomischen Gleichungen, in welchen ausser z° noch eine
der Potenzen 2% 2% z' stehen bleibt, behandeln. —

In dem letzten dieser Fiille ist die Summe aller Wurzeln,

(also p,, wenn die Wurzeln durch 5 " f(+h ) reprisentirt wer-
den sollen) nicht Null und dadurch scheint sich die Rechnung
mit unsern Determinanten wesentlich zu compliciren; indess
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170 Abschnitt VIIL Capitel 1IV. § 16.

lisst sich die complicirtere Gestalt der Gleichung dadurch
vereinfachen, dass man die Resultate einer jeden in die vor-
hergehende zweckmiissig einsetzt. Die scheinbar sehr ver-
wickelten Ausdriicke, welche man bei der wirklichen Berech-
nung unserer Determinanten erhilt:

(0) D (py)=p"+p:°+0,"+p:"+p,°
—5(p*pipstp, 31’.3}744‘ p231’—()]9.1+P331;2P4 +2,°pops)
Srd) [1303P2P3+P131_’op2+1’23151P‘;“*’Paal’—opx +p, 32';12’2]
+5(Do 2, 4P 3D, P00 D30 D P00 Py )
+5 [Z.).()p22.p:}2+.‘p—lp02p22+l;2pl 21932‘*‘1.’;270%171 ?“I‘P;pl?l’f]
— 5Py o Py =— s (%),
(1) DO(py)="5[py* —pi*Pr —Po*Ps —P5* Dy — iP5 — 3Py* 1 P
— 30* P23
+5[p, 2104? +P2§P32+ 2 (P, Po Pyt 02" Po 2105 Dol s

+p,2pp2)]
— 5py papy 0y =, (2),

(2) D® (pg)=5[2py>— 3Py, 24— 3PPy
+ D205 022 2y P 0P D)= — Pa(2),
3) D® (po)= 5[2p,? — DD —Pa | =94 (2),

4) DO (py)=bp,=— 9, (),
ordne man nach steigenden Potenzen von p,, in der Gleichung (0)
addire und subtrahire 15p,p, p,p;p,, ebenso in der zweiten (1)
den Ausdruck 15p,p,p,p,, dann wird man die Gleichungen
schreiben konnen in der Form
0) O=pS+p,’+p5°+0°

+ 5121 —Paps) (P D" — 222 =23y * 1P+ (@)

+5p, [(212:+ 22 15)*

— (02422 Pu 25"+ 0Py + 39, P2ps )]
0w (PP s+ 0y 057y 247 Do)
=500’ (DD +20) 20’5
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(1) 0=3[(p\"potp,° P4 25’01+, Py 30, D215 p1)
— (2124 +0205)* ]+ 9, (%)
—10p, [P * Py +p.° 01 + 93Py + 2, P, )
+ 19p* (21242, 25) — BP0’
(2) 0=5[p ps+p."p, +25*py + 03P ] + 92 (%)
— 15p (9194 + P2 p5) +10py*;
(3)  0=5(p1ps+paps)+ @3(2)—10py*;
(4) 0=g,(@)+5p,.
Daraus erhilt man die Gleichungen in einer Form, in
welcher die linke Seite [bis auf einen geringen Unterschied
in (0)] ganz ebenso wie in jenen einfachen speciellen Fallen

construirt ist, und nur in der rechten Seite erscheinen etwas
complicirtere ganze rationale Functionen der ¢(z):

(4) po‘_"—%?(@:

2
@) pipytr.ps=— %(x) e o o % -’E)

(2) plps+p.io+ps° Pr*‘l’;'l’z
P2 (Z) | o @s(@) @) @4 (x)?
— L} 3P D —48

b 5]
(D) pPpy+ 0.0y + 2320+ 0,03+ 30, 0203 0,

(Pl(x)_l_zfpz(x) Py “’)_i_i}’i(x_ 7‘1’4(“‘) @q(2)*
52

LA

©) pS+p°+ps+ps°
—B(P1Py— P2 13) (04" D3 — 2" D1 — D5 Py 142 D,)
=—9.@)+9,(@)- 22 _g,(2)- B | g, (z). 24
5
el ‘Pigsfl ;

Wir haben hier die Fundamentalgleichungen fiir den Fall
l = 0 auf die einfachste Form gebracht; es leuchtet aber von
selbst ein, dass man fiir.den allgemeinern Fall | =1 die ge-
wiinschte Form aus der obigen erhalten kann durch Substi-
tution von
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P4 anstatt p;

und
Pi,k (x) » @ (-’E)
Es ist somit allgemein:
P4 ()
(A) pi B
9, (@) @, 4 ()2

(31) .pl+1 I)l+4 +_p[+2 pl+3 = — ,l'; 2“%? :
(2 p?+1pl+_3 ke p?+2pl+l+pzl+3pt+4 +P?+4pt+2 =

—_ ﬂ%(,ai_l_ 2 2!‘3_(_‘7_’) P, ;(w) q;, 4(:1:) :

(1) Plpiys 0000+ 20 oD 0010+

) z) )
+3pl+1pl+2pl+sp[+4=—' Py, 1(x + 92 Py 2( ‘Pz,‘;(x +
P 73’3@ il 4(‘”) bl ix)
5

(01) 2’?.}.1 +P15+2 +P?+3 +1’;’+4 — B (Pig1 Prgt1— PiyaPiys)><
X (P paligs = P iPi — PigsPipa T Pl g0) =
Py, 4( P 4(@)?

= — @40 (@) +,1(2) — ‘*)—‘Ptz() e iy

@ (w
gy 5 () oA

B LS ,,;’

Ein Blick auf diese Gleichungen zeigt, dass dieselben
. linker Hand der Reihe nach folgende Dimensionen und Ge-
wichte, respective Minimalgewichte der Anfangsglieder ihrer
ausgerechneten Gleichung besitzen

(4) Dim. =1; G=1 (mod.5); Ming. =1,
(30) Dim. = 2; G =21 (mod. 5);

(2) Dim. =3; G = 3! (mod. 5);

(1) Dim. =4; G =4l (mod. 5);

(Oy) Dim. =5; G=0 (mod.5);

Das Minimalgewicht des jedesmaligen Anfangsgliedes wird
im Allgemeinen durch den Rest, den die Grossen 27, 31, 41
respective nach dem Modul 5 liefern, bestimmt.

www.rcin.org.pl



Abschnitt VIII. Capitel IV. § 16. 173
Nehmen wir z. B. I =4, so werden die Gleichungen
lauten :
P44 (@)
(4)) i
P45 (@) LV (’L'/
(34) pops‘f‘}”d’z—‘—_“’ + 25
CAY IS N 2% o 80 D o 09 2 o N e

Py3(@) X P44 (@)

! ¥ Py (@)?
T ot L 4

s, 9
5 5%

(1) oy 42305+ 0,200 + 232 P2+ 3900y D203 =
Py, 1(-”) 0742("13) Q’44(-73) Py 1(‘7")2

ELSEE) ,,,v.._l._ o '5,,, “) + _;;_’2 - SR

7 Pu3®@) qm(w) Py, 4(w)

e e
0y p*+p5+p,°4p>—
—5(Dops—2122) (P* P2 — P’ Po— P23 +25°p)) =
e ) (x) =+ @41 (,Z') ¥ k'g,, — @ua(k) - —— 4

z)? ()
S e T 4

Hierbei sind offenbar der Reihe nach

= 4 (mod. 5),

= 2 (mocl_ 5),
G — 1 (mod. ),
G = 0 (mod. H);

Py4(®) : .
so dass 4’; im Allgemeinen die Gestalt haben muss:
Py 4(2)
5 =t + a2+ auatt+-o,
und somit
Py 4 (@)

5 =a3’4x‘*+2a44¢x49x'3+(a 9+206440£4 14).1'18—}—
Die linke Seite von (3,) fiingt mit dem kleinsten Expo-
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nenten 3 an; der Coefficient von «® besteht aber aus einer

: : . Py3(@
Summe zweier G}leder (ayas~+a,a,), so dass fiir i;— nur

die Beschriinkung vorhanden ist, dass es keine Exponen-
ten besitzen darf, welche nicht congruent sind 3 (mod. 5); da-
gegen ist keine Vorschrift vorhanden, welche Exponenten sie
etwa besitzen miisste, so dass sogar ungehindert alle Coeffi-
cienten identisch Null sein konnten.

Ferner fingt @u4(2)’ mit of,2'* an und @3(2) - paq(2)
im Allgemeinen mit ays30,,427, wihrend die linke Seite zwar
mit 2? anfingt; indess entsteht auch dadurch keine weitere
Beschriinkung fiir ¢,2(#), als dass diese Potenzreihe keine
Exponenten Dbesitzen darf, welche nicht congruent sind
2 (mod. 5); sie konnten aber auch alle Null sein, da das Glied
mit 2? linker Hand aus einer Summe besteht a,*a,+ a,*a,,
woraus, wenn es Null sein soll, nur eine Relation zwischen
@y, @y, a, entstehen wiirde, die durchaus in keinem Wider-
spruch mit derjenigen, welche sich etwa aus (3,) ergeben
konnte zwischen «,, a,, @,, a,, stehen kann.

Dann fingt @ui.(z)! mit o} ,2'% an, @43(2) - @sa(@)* im
Allgemeinen mit a3 - ai“x“ und @, 3(2)* mit aisxﬁ und dann
Qa2(%) - @ua(x) mit ey - asq42% wihrend die linke Seite ein
Glied hat, welches schon mit z! anfiingt und zwar «,®a, '
Sollen nun a, und @, von Null verschieden sein, so muss fiir
@41 (2) ausser der Bedingung, dass es keine Exponenten be-
sitzen darf, welche nicht congruent sind 1 (mod. 5) noch die
Vorschrift bestehen, dass mindestens der Coefficient von !
von Null verschieden sein muss.

Dann ist endlich das Anfangsglied von ¢u4(z)° bis auf
den Zahlencoefficienten, a§’4a:2°, withrend @y 5(2) -+ @44(2)® mit
oy - oc;';’,4x‘5; Qa2 (x) Qa0 (2)? mit ags- “3,4""0 und @u (%) - Qaa(x)
mit ey @44 2° anfingt; dagegen ist in der linken Seite ein Glied
vorhanden, welches mit «,°2° anfingt. Soll daher ¢, von
Null verschieden sein, so muss in ¢4 (2), wo kein Exponent
vorkommen darf, welcher nicht durch 5 theilbar wiire, noch
mindestens «,o von Null verschieden sein.

Nehmen wir dagegen ! =3 an, so nehmen die Glei-
chungen die Form an
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(4} peaa Bl ;fx) :
8) pupatpup—— 208 | g
(23) PP Dy P PP Py =
s 2?2@) 28 Ps, “‘T ‘7’3,;(9‘) 2% 4‘1’3,;3({?)'“’

(1) plpe+00°2+ 1 2Py +022 043 Py 0oPy Pr=
‘1’3 1 (x) ‘P3 9 m) @3 4\37) P3¢ 3(-’17)

— B0 4 pPer® BB | Pt

@3, 3(-"”) ‘Ps 4(55) ‘Pa al '0)

— 7=

(05) 2o+ 0 +2, ’ +1’25 T7
—5(PyPr—PoP1) (P42P) — PPy — Dy 2Py +02°P0) =

P54(@) 3,4(@)?
=—950(2) + 95:(2) ’j‘d“‘"’—%z( e ’3;2 +

P34 (2)° 3,4@)°
+ gusla) A — 4 TAE

Soll a; von Null verschieden sein, so muss dfe dritte
Partialfunction 5'r Classe @s4(#) mit dem Gliede «f)®an-

fangen und das Quadrat desselben wird [a{’}]?2°; da aber die

Gleichung (3,) linker Hand ein Glied besitzt, welches mit ;a2
anfiingt, so muss, wenn ¢, und @, von Null verschieden sein
sollen, in der ersten Partialfunction fiinfter Classe ¢js3(z) der
Coefficient des Anfangsgliedes «f’) z von Null verschieden sein.

Ferner fingt dann ¢34 (2)? jedenfalls mitz? und g3 s(x)- @3 4(),
wenn die obige Bedingung erfiillt ist, mit 2* an. Aber da
die linke Seite von (2,) mit a,(a,® 4+ aya,)z' anfingt, so
konnte auch @; = 0 und somit «f) =0 und dabei @, zu-
gleich von Null verschieden sein und es wire doch fiir ¢;2 ()
keine andere Beschriinkung, als dass kein Exponent darin
vorkommen diirfte, welcher nicht congruent wiire 4 (mod. 5);
wohl kbonnte aber af) = O sein.

Die linke Seite von (1) hat das Anfangsglied @,®a,x?;
in der rechten Seite sind es nur die zwei Functionen g;;()?
und @g(z), welche ein Glied mit 2* besitzen konnen, alle
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iibrigen beginnen mit hoheren Potenzen. Es muss somit
entweder ¥} = O sein, oder es muss in der zweiten Partial-

function 5ter Classe ¢s,(z) der Coefficient ocg':‘; von Null ver-

schieden sein, wenn nicht @, = O sein soll.

In (0,) hat die linke Seite ein einziges Glied a,°2°, wiih-
rend rechter Hand nur in ¢s0(z) ein solches Glied noch vor-
kommen kann, Soll daher ¢, = O sein, so muss s, (2) mit
«f) anfangen; bei allen hier als Beispiele angefiihrten Schliis-

sen ist natiirlich vorausgesetzt, dass die verlangte Potenzreihe
nach ganzen Potenzen fortschreiten soll. Wir werden in den
weitern Abschnitten uns das Problem stellen eine systematische
Methode aufzufinden, nach der man auch die weitern Be-
schaffenheiten dieser Potenzreihen direct auf fihnliche zahlen-
~ theoretische Untersuchungen zuriickfiihren konnte.

8§13
Andere specielle trinomische Gleichungen 5%" Grades.

In dem speciellen Falle der trinomischen Gleichung
bten Grgdes konnen somit ausser dem oben analysirten Falle

d) 7+ @,1(@)2 + @io(x) =0,
auch noch die drei andern Fille

a) 2+ @2(2) - 2+ @ro(2) =0,
b) 2+ @u3(z) - 2° + @ro(2) =0,
¢) 2 + @ra(@) - 2' + gro(@) =0,

direct aus dem obigen allgemeinern durch Specialisirnng der
@ () hergeleitet werden.
@) Hat man z. B. die Gleichung

2% 4 BAysadz® + Aosad =0,
also I = 0 und :

P, (2) =05 @3@) =0; @,(x) = Dls52%;

: 9@) =035 @4(2) = o527
d. h. es sind

(4) p0=0)
(3) PPy +p.03=0,
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@) Dy 0P PPy PPy =— 45527,
0) 2P 4020+ 05 Py +pP Py + 3P p2py 0, =0,
O pP+pSl+p 0 —
— (P10 —D23) (04 Ps— 02> Pr—P3’ D, FP,°Py) = — 52",

Setzt man in der Gleichung (— x) anstatt z, so verwan-
delt sich die Gleichung in

2> — Hlosa®s? — Aopx® = 0

da aber die Gleichung in der Umgebung von z = O inner-
halb eines gewissen Kreises fiir jeden Werth von x befriedigt
werden soll, wenn 2 = f(x) gesetzt wird, so muss die Glei-
chung auch fir f(— ) innerhalb jenes Kreises befriedigt
werden; es muss daher f(— 2)® = — f(x)° sein: d. h. f(z)
muss eine ungerade Function von z sein, oder in unserer
Sprache: f(z) muss eine erste Partialfunction zweiter
Classe sein. (Die directe Berechnung ergiebt dasselbe Re-
sultat, nur auf etwas umstiindlicherem Wege.)

Es ist also ausser p, =0 noch durch die Gesetze der
simultanen subordinirten Partialfunctionen (I. Abschnitt; vgl.
Vortr. d. Verf. zu Baden 1879 III und Vortr. zu Salzburg
1881 § 1, E) bekannt, dass unsere Partialfunctionen Hter Classe

P51, DPs2, P53, Psa

aus einer ersten Partialfunction zweiter Classe eigentlich
Partialfunctionen 10t Classe der urspriinglichen Hauptfunec-
tion sind und zwar miissen sie in unserem Falle auch nach
der Partialisirung nach ¢ (mod. 5) noch erste Partialfunctionen
2ter Classe bleiben, so dass die Exponenten & zwei Congruenzen
zugleich befriedigen miissen, nimlich:

& =1 (mod. 2),
& =14 (mod. b).
Da nun 2 und 5 jedenfalls relativ prim zu einander sind,

so ist die simultane Befriedigung @mmer moglich. In der
That hat man resp.

Pro,1, P1o,7, P1o,3;  P10,9;
also:

H. ScHAPIrRA. Cofunctionen. T, 2. 12
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py=a,& + a2 + a, 2 + - - - = pPro,1,

Py = ;& + a; 2" + a4y @¥ + -+ = pro,7,

Py = a32° + a32" + a8 4 - - - = pu,3,

Py= g2 + a;92"" + 492 + - - - = pu,y,
in welchen sich jetzt die Ordinalindices paarweise zu 10 er-
giinzen, anstatt dass sie sich sonst zu 5 ergiinzten. Da die
Exponenten so schnell jetzt steigen, so werden schon die
ersten drei bis vier Glieder ausreichen, um die gesuchten
Coefficienten bis zu einem bedeutend hohen Exponenten be-
rechnen zu kénnen. — Die obigen Gleichungen nehmen die
Form an:

() O0=(a,>+4op)2°+
+ las*+5(a, ay,—a,aza,+ a,* ag az)] &'+ -
() O0=a,(a>+a,*a;)2"
+lalay+3alay ar-+3a a5t ay
+as’a, +3a,a5a4a;)

x?o_i_...

(2) O0=(a,2a3+ 4sp) 2°*+[a,2 a3+ as ag+atay | 254+
+2a,a5a,,)
(3) O0=(ayay+aza;)z'"4[a,ay+ay a,| 23" 4----.
+agay;+aa;)
Aus dem Coefficienten von z° erhilt man
: . Aos
in (0) a®= — 45, in (2) a, = — at
aus den Coefficienten von 2'°
i aS ; a.l
in (1) a,=-—a—:2—; in (3) a9=5’:;;
aus den Coefficienten von z'°
: 9 a) - 28 ag® |
in (0) a,=+ ’a‘:i" in (2) a3=—+¢ 7;:?,
und aus dem Coefficienten von z?°
4 11% as® E 164 a,’
in (1) @)y === ‘a:—-z; in (3) apy=— & 'a?;§

ete. ete.
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Hier sind die Gruppen zehnter Classe; zur ersten Gruppe
gehoren die Grossen a,, as, a;, ay; zur zweiten a,,, a,s, @y7, @93
zur dritten @, @y, @4y, @,y ete. Das allgemeine Glied hat

die Form
i o

]3](2q+1—1-5)

Qs +lx29+1= L as? 22eH
q q! I

und die Reihe ist convergent fiir

Mod. &' < Mod. (— g=51=s):

Es ist nidmlich auch hier der Quotient zweier aufein-
ander folgenden Zahlencoefficienten Ny, 4y : Nogyy der Partial-
function 10t Classe ein endlicher Ausdruck von ¢, und
zwar besteht wiederum sowohl der Zihler als auch der Nenner
aus je vier linearen Factoren nach ¢, so dass man wiederum
Zihler und Nenner durch ¢* dividiren kann:

Nogin 20+ 6)(2¢+1)><@Bg—1)(Bg+4)-3
Nyt @+ D@+=<@g+9@+5)

C+De+)=<6-)(6+7)s

0;5515 C+96+)H

und wenn man zur Grenze g = oo iibergeht:

lim St . gs. 38
= “'2¢+1

Fiir eine Gleichung mit constanten Coefficienten
2+ A, + 4,=0
hat man nur die Werthe
A, =DbAgs2% Ay= Ao52°

einzusetzen und man erhilt die fiinf Wurzeln durch die obige
Reihe, so lange die Bedingung erfiillt ist:

Ay
Mod. (27,
3

< (—2)2

12
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Genau dieselbe Bedingung (Discriminante) wiirde man
erhalten fiir die {iibrigen vier cyklischen Gleichungen des
Systems, welche in

2° 4+ @i,2(2) 22 + @io(2) =0
enthalten sind fiir
l=1,23, 4.
b) Hat man die Gleichung
2+ @,5(2) 2* + @io(2) =0,
so haben @, 4(2), @ 2(2) und ¢, () die speciellen Werthe

Pra(@) =0, @) =0, @,(@)=0,

also:

“) p=0, o
@, 5(x

(B) Dip1Pipa + Py Prps = — o,

(2)  Pii Pits - Pire pept + Pips Prra + PiaPre =0,

(L)) PrprPitrs - Dive Pips 4 Pigs Pivs 4 Pirapiss

P45 (2)?
+ 3P Prye Pris Prps = 4352 )

(00) p?—H - P?—H - p?+3 -+ p?+4 — D(Prr1 Pryt — Py Dig3)
< (W1 Prps— Piro Py — P} 3P a5 Pyy) = — Pro(@),
Fiir den speciellen Fall [ = 0 erhilt man somit, wenn
die Bedingungen:
@o,3(%) = dus 5 2> 4 (hohere Potenzen von z°) 4 - - -,
@o0,0(Z) = o5 2° 4+ (hohere Potenzen von 2% +4 - - -,
welche sich aus (3;) resp. (0), falls die gesuchte Haupt-

function nach ganzen positiven Potenzen fortschreiten soll,
unmittelbar ergeben, wirklich erfiillt sind, aus (2;)

0 = a,(a,%® + a,a,) 2° + (hohere Potenzen) - - - -,
und aus (1;)
; 0 = a,%a,2> 4 (hohere Potenzen) 4 - - -,
withrend aus (0,) folgt:
0 = (a, + wo,5) > + (hohere Potenzen) - - - - -

Ist also w5 und somit @, von Null verschieden, so
muss
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a, =0 und zugleich a; =20
sein. Dann folgt aber aus (3))

0 = (a,a, + ws,5) ° 4 (hdhere Potenzen von z°) 4 - . -
wenn ws; von Null verschieden ist, dass auch @, von Null
verschieden sein muss. Ist noch specieller

Us0=pgs="+-=03  to10=o,15="+++=0,
also:
®o,3 () = D5 2%,
®o,0(x) = Wo,52°,
so kann man die obigen Schliisse auch hier in ganz ana-
loger Weise anwenden. Setzt man nimlich in unserer

Gleichung
r;—'lx anstatt z,

so erhélt man:

z"’—{—r3 Dy 27 23—{—7— Sp,  2° = 03
weil aber 2z, = f(+i2) die Gleichung befriedigen muss, wenn
2 = f(«) sie befriedigt, so geniigt # = f(2) der Gleichung

fiir jeden Werth von z in der Umgebung von 2z = 0, wenn
die Bedingungen

1) (24)" = f(ry'a) = fla) = 2
und ;
) (2,0 =7(f'af = rPf@)f = rfs

erfiillt werden.

(Vergleicht man diese Beschriinkung mit der obigen,
wo f(z) eine ungerade Function sein musste, so erhellt un-
mittelbar, wie zweckmiissig und natiirlich es ist, die Ver-
allgemeinerung des Begriffes der geraden und ungeraden
Functionen, welche in den zwei Functionalgleichungen

F(—a) = F(@),
F(— 2)=— F(x)

durch die » allgemeinern Functionalgleichungen, welche in
F(r'a) = F(2) .

enthalten sind, einzufiilhren. Die von uns an anderer Stelle
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gebrauchte weitere Verallgemeinerung zeigt sich ebenso zweck-
miissig und natiirlich.)  Ist nun f(z) = F,;(x), so ist nach
(Q) (p- 32) f(@)" = Fui(x)* = ¥n,mi(x), und unsere Be-
dingungen (1) und (2) werden offenbar zugleich befriedigt fiir
n=3 und z=1,
aber auch nur fiir solche Werthe. Denn fiir m = 3 erhilt
man aus (1):
37+ gn =0 (mod. 3)
und fir m =5 aus (2):
57 4 pn = 2(mod. 3),

also ‘#=0 (mod.3) und 2i=2 (mod.3), oder i=1 (mod.3).
Soll aber @, = 0 sein, so muss ¢= 1 sein, und weil ¢, =< 0
ist, so kann auch nicht » > 3 sein, also ist n = 3, es ist
somit die gesuchte Hauptfunction f(z) eine erste Partialfunction
3ter Classe, wie behauptet wurde. Die dann aus derselben
gebildeten Partialfunctionen 5'er Classe sind also, als Partial-
functionen einer gewissen urspriinglichen Hauptfunction, solche
15ter Classe. Auch hier ist es immer moglich die zwei Con-
gruenzen &=1(mod. 3) und &=i(mod. 5) zugleich zu be-
friedigen, und zwar hat man in der That respective:

Py =fi51(#) = a,2' + a;52'® + ag}xﬂ WL g
Poa = f154(2) = a,2' + a;42"" 4 ag2® + - -+,
Ps2 = [157(%) = ;@ + 2% + az;2¥ + - -,
P53 = f153(2)= a3 2'* + a2 + a2 + - - -,

welche, in die obigen Fundamentalgleichungen eingesetzt,
die Bedingungen liefern:

(39) O=(ayay+4ws5)2°+ (a, a9+ aya,+ a; a,3) 2*°
+ @y Qg+ Ay a9+ Ay @y | XA
T+ a; G5+ agy a4,
(2y) O0=a,(a;*+ a,a)| 2"
+a,’a;
+aay+ atay+ada + alay,

+2(ayay40,34 a7 apr 0+ ayayga;)

z30+...
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(1) O0=(a’a;—puis) 2"+ a’ay,+ a’ay4-alay, |22 4 - - -
+3a*ay5a;+3a,a,0a45a,
() O=(a,’+pos)2®
5
@ 2204
s ("'14“16‘*' 5 e a,3+a,2a72a4——a1a43a7)
+a*+5(a, ay +atayg—a,Payay
+a a,a. a5+ a, 0, as— a, a,’ ay)
—10(a2aga50,3 —a,*a,a; ay &
4 bl “ee o
+a,a,%a; ay—aagd) (* b
—b(ay a9+ a,a,; —az a.y) <
> (a?ayy— az*a,+-ala;)

Aus den Coefficienten von 2° erhiillt man zuniichst:

: : Pt Y35
m (0) @ = — pos; in (3,) a=— vt
dann aus den Coefflecienten von z!?
2
¥ k35 a?
in (Ip) a;= 7 Tl
und aus dem von z'%
4
. k35 ast
< 'y 4
in ) @y = — 24 — 2.0
Ferner aus den Coefficienten von z?°
. 11 ap § 21 a, %
in (0) ay=— B af) i (3,) ay= B ap)
dann aus dem Coefficienten von z* in (1,)
dirar o
22 5 a,ﬁ
und aus dem Coefficienten von 2% in (2))
i 299 a?
o TR D B
Ebenso aus den Coefficienten von z%°
: s 2002 a,!" : 4408 a,!t
mn (Oo) U} Bt a n (30) A3y == + 50 @0’

etc. etc. Das allgemeine Bildungsgesetz des Zahlencoeffi-
cienten ist
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p—1

I ep+1-5-0

|
N3p+1 s o= P! 3 )

der Quotient zweier aufeinander folgenden Coefficienten der
Partialfunction 15'r Classe hat nach Division von Zéhler und
Nenner durch p° die Gestalt:

Mopits (3+1_1')(3+ )(“‘+1)><(2 26)(—2

T (D DR ()

so dass sich fiir p = oo der Grenzwerth direct ergiebt

lim
PpP=m a3p+1 1

also ist die Reihe convergent fiir

a. h
3p+16 a
i o AR LER af‘.s— o'

Mod. z!* < Mod. —--—“' o

-y 5

und liefert dieselbe fiir jeden Werth von z innerhalb dieses
Kreises die fiinf Wurzeln einer Gleichung mit constanten

Coefficienten
2P+ A,2° + A, =0,

so lange die Bedingung der Discriminante

i

Mod. 33 . o

&
erfiillt ist.

Dieselbe Discriminante erscheint fiir die iibrigen vier
Gleichungen des cyklischen Systems, welche fiir /=1,2,3,4 in
2+ @u3(2) 2° + @i (@) =0
enthalten sind. 5

¢) Hat man endlich die l'* cyklische trinomische Glei-

chung, in welcher der Coefficient von z! von Null ver-
schieden ist:

2D+ @a(2) 2 + @ 0(x) =0,

so dass die drei aufeinander folgenden Coefficienten

Pi3(2) = 0; @,2(2) =0; @1(2) =0
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sind, so braucht man wiederum nur diese speciellen Werthe
in den allgemeinen Fundamentalgleichungen in § 16 einzu-
setzen, Nehmen wir diesmal /=1 und setzen noch der
Einfachheit wegen

@1,4(®) = bvy12,
91,0(%) = 0,0,

so erhalten wir die einfachen Bedingungsgleichungen :

(4) py=— .2,
(3)) Papy+ P30y =+ 2"’?,1 %
(2) Do+ P20+ oy + PP = — 4”?,1 z?,

(1)) 2°ps+ ps®*po+ 2P v + PPy +3 020304 P~ 41 ’Vilx",
©) p2+p 40,5400
— 5(Papy — 2324) (02°P4 — P35> Py — Di* Do +D00°Ps)

B R - SR e A
= V0.0 41/1’1.'10.

Ein Blick auf das System der Gleichungen geniigt, um
zu bemerken, dass diesmal die Anfangscoefficienten der
einzelnen Partialfunctionen

Ggy -y Ggy, U35 Oy
alle von Null verschieden sind, wenn v, und vy, es sind;
man nimmt daher in diesem Falle eine wollstindige Haupt-
function, in welcher nur die Grossen as,y; = 0 sind fiir
q > 0, sonst aber alle von Null verschieden sind.

(Dass in der ersten Partialfunction p, der erste Coefficient
@, = vy,; diesmal von Null verschieden ist, wihrend alle
iibrigen verschwinden, das liegt daran, dass wir es diesmal
nicht mehr mit der Reducente zu thun haben; in allen
fritheren Fillen, wo wir es mit trinomischen Gleichungen
zu thun hatten, in denen der Coefficient von z7—1! Null war,
konnten wir das feste Gesetz bemerken, dass die Coeffi-
cienten irgend einer zugehirigen Partialfunction
entweder alle verschwinden, oder alle von Null ver-
schieden sind. Es ist sehr bemerkenswerth, dass diese
charakteristischen Eigenschaften zugleich den Functionen, die
Wurzeln jener Gleichungen in der oben angegebenen Weise
darstellen, als auch gewissen periodischen Functionen ge-
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horen. In einem spiteren Abschnitt werden wir davon
weiteren Gebrauch machen.)

Die wirkliche Berechnung liefert dann nach Weglassung
in (3,), (2)) und (1,) respective der Factoren z? z* und z*

(B1) 0= (ayay—22},) + (aya;+a;a,+ aya,) > +
+ aga,, 4+ asa; + ayya, | 2'° 4

+ azay + ag a,

+ agay; + asap,+ ayya; 4 a5 a,

+ azay+ ag ay + a5,

x|5+...

2) 0= (“02“3'}'4”?,1)'{'“02 ag~+ ay* a,+ ag’ ay+-ala)r’+
+2a,a;a,
Fag* ayy+ a? ay+ a* ag+ ata; + afa; |20+
+2(ayasag + aya,gas+ a,a, 0,4 asaga,
~+ a, aga,)

(L) 0=(as’a, — 7”11) + ar’ay + ag’ay+ ay’ay | 2° +
+ 3(a ayay+ a,aya,ay)
+a ag+as*a; +a,’ ay + ap’a,, |I$1°+"'
+3(a,? a; a5+ ay’ aga; 4 a, a; ag)
+3 (a2 ayay+ay*ayga,) ’

+ 3[ay ay(as agta, ag)+as a, (a,a;+a; a,)]
0) 0= (a’+ 20,00+ (B ay' a;—baa,a;+415 ) 2° +
+5[“04“10+2a03“52+%“25+ ayay* ag® A

32 B2
__aos ag ar+ a, ay’ a~-a,a,*a;

3 3 2
—alay,ag — a® aya,— 3a, azaan

Es folgt nun fiir die Grossen der ersten Gruppe aus den
Coefficienten von z°

. . i
in 0,) a’=—w, ; m (3) a= _T‘; )
& 47‘? 1 _ 71/,4 1
in(2) a3=-— o (L) &, a )
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dann fiir die vier Grossen der zweiten Gruppe aus den Coeffi-
cienten von z°

g 7
¥ 44 71,1 FRp W, 228 71,1
in(0) ay=—- 3 : 1(B)) = Rt 1
897 1,1 : 2244 7] 4
in (2)) ag=—- - a;T 3 in (L) ay== e Vdd‘r’

und ferner fiir die Grossen der dritten Gruppe aus den Coeffi-
cienten von z!'°

10 10
o (0 L SPTE PR L AR YL
i (0)) a,=— o TR 52 ad !
12 12
i (8 P10 Y a8 e FT ol 91200 Vg
in (3,) -a;,= i T T R R T

ete. ete. Der allgemeine Zahlencoefficient hat, wie aus der
allgemeineren Formel in Capitel II § 6 direct herzuleiten

ist, die Form
H 4-gq+1—5-2)
_(_ 1 —

q!

und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder irgend
einer Partialfunction 5'* Classe der Hauptreihe hat nach
Division von Zihler und Nenner mit ¢° die Gestalt:

i DR D D=0 o,
T D D)

so dass der Grenzwerth sich wiederum direct ergiebt:

5
a v
. 5 1. ¥
]]m L xﬁ e 44 5 1] —= wﬁ
g=x aq R

und die Reihe ist convergent fiir

Mod. 5 < Mod. —

AeT
und somit werden die Wurzeln von der Gleichung mit con-
stanten Coefficienten

24+ Azt 4+ 4,=0

b
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durch jene Reihe dargestéllt wenn die Bedingung

44
Mod.44( ) i

erfiillt wird.
§ 18.

Darstellung der Wurzeln ausserhalb der Convergenzkreise
der obigen Reihen.

A. FEine Haupltfunction f(x) soll durch ihre circumplexen

Functionen dritter Classe dres Wurzeln licfern, wdihrend die

zwei  circumplexen Tunctionen zweiter Classe eimer andern
Hauptfunction die iibrigen zwei Wurzeln représentiren.

@) Wir haben bis jetzt verlangt, alle 5 Wurzeln der
Gleichung sollen durch die circumplexen Functionen 5ter Classe
‘einer Hauptfunction reprisentirt werden. Modificiren wir
nunmehr in folgender Weise die

Aufgabe. Wie miissen die Coefficienten ¢ (x) in der
Gleichung

F(z,2) =2+ 9,(2)-2'+ ¢y (2)- 2+ 9, (2) -2°
+ ¢, (@) 24, (#) =0
beschaffen sein, damit die zwei circumplezen
Functionen zweiter Classe §(r,2x), oder
auch ¢, = o, &, fir hy =20, 1 emer als ge-
geben vorausgesetzten Hauptfunction
F(@)=qy+aq, @+ a2* +- -+ a0+
zwei Wurzeln der Gleichung F'(z,2) = 0 in
ciner gewissen Umgebung von x = O liefern,
wahrend fiir dieselben Werthe von x die drei
circumplexen Functionen dritter Classe f (ry z),
oder auch c,, ¢, ¢,, fiir hy=0,1,2 einer
anderen Hauptfunction
g [(@)=a,+a,x+ a2+ -+ a,2?4-- -
die drei iibrigen Wurzeln innerhalb desselben
Gebietes geben sollen; respective, wie miissen
5 (@) und f(x) beschaffen sein, wenn die @ (x)
gegeben sind? —
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Auflosung. Zunichst ist klar, dass die Summe beider
circumplexen Functionen zweiter Classe §(z), §(— ) mit-
sammt der Summe der drei circumplexen Functionen dritter
Classe f(x), f(rs2), f(ry*x) zusammen fiir jedes z den mit
(— 1) multiplicirten Coefficienten von z* liefern miissen,
d..h, es ist:

(6o + &) + (o + ¢ + €) = — @y(2);
da aber nach den Fundamentalsitzen (¢, 4 ¢,) = 2p, und
¢y + ¢ + ¢, = 3p, ist, so bekommen wir die Bedingung:
®H 2y, + 3p) = — @,().
Ferner ist die Summe der Producte zu je zwei von
Gy Cp3 Coy Cyy €y Identisel mif 2

(¢ - &) + (CQ ¥ i cr)v(co + ¢ + ¢) 1+ (epe + 66 + ¢y ¢)

p €
=5Po l +2-3p-p+3
Pt Po

also hat man

Po Py | 1y P, |
3 6 3) | == :
(3) Py Po | ) + 69,2, + ‘ Dy Do | P, ()

Dann ist die Summe der Producte zu je drei von ¢, ¢,;
Cys Cy; C, geDA:

e+ (6 + o) (Goey + e+ ¢6) + (6 - ¢)) (eo ¢+ ¢,)

. Po P2 P B \ “.\ » [
= P Po Py |+ 6% )" 7)l+3p0|p"p‘},
p2 p’ 170 .ZI 10 1 Yo
und somit ist
‘Popzl’l \pp P vy |
@) | P oy P |+ 69| ° *1+ 3 ’ l‘)=—(p2(x).
P Dy Do Py Do Pi Po

Analog ist die Summe der Producte zu je vier von
oy ¢35 Coy €15 Gy

€161 €3 (¢ + &) = (o 4 €6y - €,6y) ¢y

Dy P2 Py Po P
=2 /P PPy Vot 3 ;’)oiz popl
D2 P1 Po s Ay
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also hat man:

| Po P2 P1
(1) 2y, ‘ Py PPy |+ 3 i Po Py i— @, (@).
| P2 Py Do iR
Endlich ist das Product aller Wurzeln
G C-Co-Cy-e=_(¢*¢)(c"¢-c),

und somit hat man die fiinfte Bedingungsgleichung

Po Py Py By D
©) Py Dy Do po p' ‘ = — @,(2)
| P2 Py Py Sy

Aus (4) ergiebt sich, dass @,(«) nur solche Glieder be-
sitzen darf, deren Kxponenten entweder die Congruenz

(w,) & =0 (mod. 2),
oder die Congruenz
(wy) & = 0 (mod. 3)

befriedigen. Die Coefficienten der ersteren sind identisch
mit den entsprechenden in 2p, und die der letzteren mit
den entsprechenden in 3p, allein; die Coefficienten solcher
Glieder aber, deren Exponenten beide Congruenzen zugleich
befriedigen, (die also zur subordinirten nullten Partialfunction
zweiter aus der dritter Classe, oder umgekehrt, oder auch
zur nullten Partialfunction (2 . 3)'r = 6er Classe gehdren),
die sind identisch mit den entsprechenden Coefficienten in
der Summe 2y, + 3p,.

b) Fiir die Reducente, wo ¢, (x) = O ist, miissen beide
Hauptfunctionen so beschaffen sein, dass die Coefficienten
derjenigen Glieder, deren Exponenten beziehungsweise eine
der obigen Congruenzen (w,) oder (w,) befriedigen, identisch
verschwinden; dagegen bleiben diejenigen bestehen , deren
Exponenten beide Congruenzen zugleich befriedigen ; es brauchen
also die Grossen

Ay gy Gygy * 7y Aogy * *

Qo) Qgy gy ** ) Qggy * *°
nicht einzeln Null zu sein, wohl miissen aber, wie aus der
identischen Gleichung
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@) 0=20,+3a,+ (2a5+ 3ag) #® + 20,5+ 3 a,,) 2124 -+
folgt, die Bedingungen
2(Isq+3a(;q=0; (q=0’ 1,273, e oo)

bestehen. — Bleiben wir nun bei diesem Falle stehen, so
haben wir

3
Po= —75 Do

¢) Nehmen wir noch der grosseren Einfachheit wegen
an, es sei auch
Ps3 (.’I:) =0,
was man bekanntlich immer durch Auflosung einer quadra-
tischen Gleichung erreichen kann, so werden wir aus (3)
den Werth

g Po B
(3) P =6p2 4 3p
P1 Po
in (0), (1) und (2) einsetzen konnen und bekommen:
Do P2 Py
) 31 1y 2o Py | C0e* + DiDy) = — 9y (2);
Pa Py Do
Py P2 Py
() 3p | p Po P2 | — (D=1 P2) (2P*+ Py p2) =— @,(%);
Dy Py Do
Dy P2 Py
@) P Dy Pa |+ 9Dy (D A+ 2pypy) = — @,(2).
Pa Py Po

Wir werden nun sehen, dass die drei Bedingungsglei-
chungen (0, (1), (2) vollkommen ausreichen, um durch
Auflosungen von lauter (allerdings im Allgemeinen unendlich
vielen) Systemen linearer Gleichungen die Coefficienten der
Hauptfunction f(#) durch die der als gegeben vorausgesetzten
Reihen ¢, (), @,(2), @,(x) eindeutig (bis auf einen Coeffi-
cienten, zu dessen Bestimmung eine binomische Gleichung
3ten Grades vorhanden ist) auszudriicken; wihrend die zwei
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192 Abschnitt VIII. Capitel IV. § 18.

Gleichungen (3") und (4) dann ganz analog Systeme von
linearen Gleichungen (bis auf eine einzige binomische) liefern,
um durch sie die Coefficienten von  (z) durch die von f(z)
(ps(2) und g@,(z) sind ja in unserem Falle, als identisch
Null vorausgesetzt worden) eindeutig auszudriicken.

Hiitten wir zuerst aus drei Gleichungen die p eliminirt,
so hitten wir umgekehrt zuerst zwei Bedingungsgleichungen
erhalten, um die Coefficienten von F(x) durch die der ¢ (z)
zu bestimmen und dann drei Bedingungsgleichungen zur Be-
stimmung der Coefficienten von f(z) durch die von () resp.
der @(2).

Durch Anwendung der oben schon oft wiederholtén
Schliisse erhélt man jedenfalls die analoge Beschriinkung fiir
die Coefficienten der gegebenen Gleichung ¢, (2); @, (z); @, (),
dass sie alle nimlich lediglich nur Exponenten besitzen
konnen, welche mit den entsprechenden in den ausgerech-
neten linken Seiten iibereinstimmen.

d) Wir haben in den obigen Beispielen immer an-
genommen, die Hauptfunction schreite nach ganzen positiven
Exponenten fort. Ks ist aber bereits oben in Capitel III
§ 11 gezeigt worden, dass diese Kinschrinkung keine noth-
wendige ist. Derjenige Fall nun, wo die Reihe laufer nega-
tive Exponenten besitzt, ist direct aus den behandelten Bei-

3 gk :
spielen zu erhalten, wenn man 2 = - in der Gleichung so-

wohl, wie in der Reihe setzt. Nunmehr wollen wir auch noch
die Moglichkeit zulassen, dass die Reihe mit einem negativen
endlichen Exponenten anfingt und weitere Exponenten um
positive Einheiten zunehmend wachsen. Der umgekehrte
Fall, dass die Reihe mit einem positiven Exponenten anfingt
und dann immer abnehmend fortschreitet, ist aus dem eben
erwihnten Falle wieder durch die Substitution von 2—! an-
statt 2 zu erhalten. :

Der Definition der Partialfunctionen gemiiss unterscheiden
sich die Ordinalindices der aufeinander folgenden = Partial-
functionen n'er Classe immer um eine Einheit. Bezeichnen
wir den Exponenten des ersten Gliedes der Hauptfunction,
welche mit einem positiven, oder negativen Exponenten an-
fingt, jedoch nach ganzen um positive Einheiten steigenden
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Potenzen geordnet ist, mit 4 &, so dass die Hauptfunction
die Form hat

[+e(2) = 04 0% + Q41 2FF 4 Gpeppat 2 4 -

so wird & offenbar der grisste mnegative, oder der kleinste
positive Exponent der Reihe sein. (In der Sprache der
Functionentheorie wiirde das heissen: wenn man die Reihe
mit z+¢ multipliciren wiirde, so wiirde das Product fiir z= 0
nicht mehr verschwinden, resp. unendlich werden.)

Die aufeinanderfolgenden Anfangsglieder von*)

Poor Vhogwr Pieqsd  Pay  Povps Piots
besitzen beziehungsweise die Exponenten:
4-3s, 483, +3s46; 43:43,

unter denen die kleinste positive oder die grosste negative
Zahl + & nur ein einziges Mal auftritt und das betreffende
Glied hat die Form % z*%:. (Es ist allerdings hier die
Voraussetzung gcmachg worden, dass @+iepq und @443 vOR
Null verschieden sind; sollte dieses aber nicht der Kall sein,
so wiirden unsere Schliisse, wie man leicht sieht, um so

eher gelten.) KEs tritt also ein solches Glied in der Summe
jener Grossen

P?_t, 6 pa_'a—i-l e p§i£+2 B 3103:«: "Piep1 Pieye
wohl auf, oder nicht, jenachdem a+. von Null verschieden,

oder der Null gleich ist. Addirt man noch zu dieser Deter-
minante den Ausdruck

9po(pe* + 2p,p,),

so bekommen dadurch gewisse Glieder andere Zahlencoeffi-
cienten, die Dimension und das Gewicht der einzelnen Glieder
indern sich aber durch diese Hinzufiigung durchaus nicht;
so dass man aussagen kann:

Besitzt die Hauptfunction, welche durch ihre drei circum-
plexen Functionen drei Wurzeln der Gleichung fiir unseren
Fall liefern soll, das Anfangsglied a.x*e, so besitzt der

*) Die hier gemachten Bemerkungen sind fiir die Glieder der
ausgerechneten cyclosymmetrischen Determinante nter Classe direct
zu tibertragen.

H. ScuAPIRA, Cofunctionen, I, 2 13
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194 Abschnitt VIII. Capitel VI. § 18.

Cocfficient wvon z* der gegebenen Gleichung, nimlich ¢,(z),
das Anfangsglied aiexi“ Und umgekehrt.
Ist also z. B. ¢@,(2) = Das,o 2¢ gegeben, so ist dadurch.

das Anfangsglied derjenigen Hauptfunction f(z), welche drei
L

Wurzeln liefern soll, vollig bestimmt, nimlich (54 ) 2.
Nach einem Schlusse, der oben schon oft wiederholt wurde,
heisst dieses, wenn ¢, (x) eine Potenzreihe ist, deren Expo-
nenten Vielfache von o sind, so sind die Exponenten der

Hauptfunction f(xz) Vielfache von %-

Daraus folgt, dass p, und somit, auf Grund der Relation

3
e sn ?Po:

auch p, lauter ganze Potenzen von z¢ besitzen. Schreitet
eine Potenzreihe nach ganzen Potenzen von 2* fort, so
schreitet offenbar die nullte Partialfunction n'er Classe der-
selben nach ganzen Potenzen von z"* fort. Ist n = 2;
n-i=g9,d h 24=pg, soist A= d. h. in unserem
Falle, wo @,(2) nach ganzen Potenzen von ¢ fortschreitet,
muss §(x) nach ganzen Potenzen von < fortschreiten,

weil p, lauter ganze Potenzen von a¢ besitzt.
¢) Was nun ¢, (z) betrifft, so iiberlegen wir Folgendes.
Es sei das Anfangsglied der nullten Partialfunction

A+3, atdn )

so werden die Anfangsglieder von
() Pasu Pro Pisu Prepr Pisy Pheysd

Pisu " Pie Pireps " Pieys
beziehungsweise die Exponenten besitzen: :

FB(p48), ~+3(n4e43; £ 3(pte+6;
+3@+ e+ 3.
Es sind nun dann folgende drei Fille zu unterscheiden:
ob nimlich
e =0, 1,2 (mod. 3)

ist.
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1) Ist & durch drei theilbar, so ist offenbar ¢ mit 3u
identisch und die obigen Glieder haben dann die Anfangs-
exponenten respective

+4e, +4e+43, 4+4s+4+6; - 4&-4 3.
Dabei tritt wiederum der grosste negative oder Lleinste

positive Exponent nur ein cinziges Mal auf. — Die Hin-
zufiigung von

—9(pe* —2122) Cp*+ 2, 2) = —18py' +9p,* pipr 1 Vp,* p?
schafft nur das eine neue Glied
9Ipy* 0y

(Indem die ersten zwei, mit einem gewissen Zahlencoeffi-
cienten behaftet, schon in jenen Gliedern vorhanden waren
und ihr neues Hinzutreten nur diese Zahlencoefficienten iindern
konnen, und fiir unseren Zweck kann es hochstens von In-
teresse sein nachzusehen, ob nicht der betreffende Zahlen-
coefficient Null wird; nun waren friither die Zahlencoeffi-
cienten dieser zwei Glieder

(+1), resp. (—3)
und durch Hinzutreten von
(— 18), resp. (+ 9)
verwandeln sie sich in
(= 17), resp. (+ 6)
also, wie vorhin, von Null verschieden.)

Das einzige Glied, welches noch auf die obige Betrachtiung
von Hinfluss sein kann, hat aber den Anfangsexponenten
- 4¢ 4 6, so dass durch das Hinzutreten desselben unsere
obige Behauptung durchaus nicht alterirt wird.

2) Ist nun +&=1 (mod. 3), so ist +-3u=-4¢-42, so
dass die obigen Glieder (w) respective die Anfangsexponenten
44642, 4445, +4¢4+8; 44645

besitzen, und durch Hinzufiigung von
99,2 p,?
wiirde noch ein Anfangsglied mit dem Exponenten
44642
hinzutreten, so dass die obige Behauptung fir die Summe
13%
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196 Abschnitt VIIL. Capitel 1V. § 18.

der Glieder (w) d. h. fiir die ganze Summe, welche (— ¢, (z))
reprisentirt, nicht mehr richtig ist.

3) Ist dagegen 4 &¢=2 (mod. 3), also 4-3u=-4-¢41,
50 haben jene Glieder die Exponenten beziehungsweise

dded1, ddetd, ddetT; o4,
und das hinzutretende Glied

9Ip ot

liefert dann noch ein Glied mit dem Exponenten +-4¢--4,
so dass in diesem Falle die obige Behauptung fiir die Glieder
(w) wiederum wie im Falle (1) auch fiir ¢, (2) richtig bleibt.
So dass wir aussagen konnen:

i dem Producte
Do P2 Py
Dy Do P2
Py Py Dy
tritt der grosste megative oder Fleinste positive Lxponent unter
allen Umstinden nur ein emziges Mal auf; fir die ganze
Summe @, (x) gilt dagegen diese Behauptung nuwr fir die
Falle

Dy

4+ ¢ =0 (mod. 3), -+ &= 2 (mod. 3),

m dem Falle aber, wo
+ e =1 (mod. 3)

ist, besteht der Coefficient des Gliedes mit dem grossten nega-
tiven oder Fkleinsten positiven Ezponenlen aus einer Summe
zweier Glieder, es ist namlich:

Bs gty +4et2
("aif'ai€+2+9ais ai£+1)x £

In diesem letzteren Falle ist es wohl moglich, dass die
Hauptfunction negative Exponenten besitzen soll, wihrend
@, (z) keine besiisse; nimlich, wenn a+. von Null verschieden
ist, wihrend die Bedingungsgleichung

2
“ia“ie+2+3“-|_-e+1=0

befriedigt wird. Nicht aber umgekehrt.
Um noch einzusehen, inwiefern nun die speciellere Be-
schaffenheit der Coefficienten noch von der niheren Be-
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stimmung derjenigen von ¢,(z) abhiingt und inwiefern diese
Abhiingigkeit nicht etwa in Widerspruch stiinde mit den
Annahmen iiber die anderen ¢(z), ist es noch nothig die
Entscheidung zu treffen, ob die Hauptfunction eine voll-
stindige, oder sie selbst schon eine gewisse 4,'® Partial-
function n,'r Classe sei. Diese Frage ldsst sich immer
durch die zu befriedigenden Congruenzen genaw beantworten.
In unserem Falle, wo wir annehmen, dass ¢, () nach 2¢ und
1 LS

somit f(z) nach 2° und {(x) nach z* fortschreiten miissen,
wird es uns am bequemsten sein, die niihere Bestimmung
von 7, und n, durch die fiir ¢ (z) anzugeben.

f) Nehmen wir an, es sei ¢,(z) eine nullte Partial-
function 5t Classe einer Hauptfunction mit ganzzahligen
Exponenten, so wird, falls z. B.

L
2

a,,z° das erste Glied in ()

wle

ao,g,,le’»'l ) ) ) » Po(@)
ist und ausserdem die obige Annahme bestehen soll, dass

HAsex¢ das erste Glied in ¢,(z)
und somit
10

(512,9)3.%3 ” ) ” » (@)
das Product (F(») - F(— @) (f(®) - f(ryz) - f(ry’x)) offenbar
das erste Glied
ﬂ2.e ’ 512‘() x('(l—i—f)
i
besitzen und es entsteht somit die Bedingungsgleichung
“fe' 5Ago o+ — ag5,257,
o
woraus die Bestimmungen

sich ergeben.
Fiir den speciellen Fall z. B.

2> + Blgexe - 2° 4 poo =0
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ist einfacher:

Durch ganz analoge Schliisse wie oben folgert man, dass
dann ¥ () selbst eine Partialfunction 5' Classe einer Haupt-
¢
function von z® und f(z) eine solche einer Hauptfunction
e

von z~ sein miissen, also hat man nach Beriicksichtigung
der obigen Resultate:

¢ e

S 22090 e
F@)=0a o T4 a gz P40 uexr 4.,
2 2 3

e 10 8
" = g 5 2 {4
f@)=a,2® +a 42 *+a g2~ 35 +---
3 3 3

Setzt man die daraus folgenden Werthe fiir

Yo = Q—3¢ x—% 4 U_8p z—8%¢ 4 130 z718e ..
i SHALL st L7
pp=0a o z—l—a_l_lgx P40 s 24,
2 2 2
und
Dy = a—3g grde + @ —8¢ o0 + a—13¢ x—18¢ + nse,
] 316g _ 29
Py =a, x¥ +8 w® °+a me? 4y
3 P TE g
_4e _ 19 _34¢ .
D=0 4% ® +a 1902 *+a suexr *A+---
3 3 3

in die Gleichungen (0), (1), (2'), (3'), (4) ein, indem man
zugleich die speciellen Werthe

Py (@) = Aoy @y(7) =0, @,(2) =D4spa¢
beriicksichtigt, so erhiilt man, wenn man der Einfachheit

¢

wegen in p,, p,, p, zuniichst x§=y; a, = b, und all-
3

gemein @, o= by p fiir einen Augenblick setzt und auf die
TPy o

Indices symbolisch die entsprechenden Operationen wie auf
Exponenten ausiibt:
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(()) )= (31)]41)_4 + ).0,0) + 3(b14b_19 + 4b13b__4b_14' y'15 +
% 2,302
— 35,20 4b_y+ bybLy)|

+ 3(b,%b s34 + 4D,3b_sb_g Y304 ..
+ (4b,3b_9 — 3b,2b%4) b s

4 b (452 b_1s— 6D, b_yb o + 402 b_ys |

+ 6b,2b_4 b2 14+ 6b,b_g(byb_g — b24)b_14 |

+ bLabiye — B b_blo 4 202407 4]

(1). D (b,3b_9+3b,?b2_4)+(b13b_24 +6b|2b—4b_19§ " p 3
+ b2y 30,26 9b_11)
460,07 401

+ (b7 b—so + 6b,*b_ab_s ;y*3°+
=8b, (b;dg + 2H Db s ‘

+ (0244 38, (b bsa — 2b_4 b_g))b_ns

+ 3(0%ab_g + by(byb_so + 4b_sb_11)) b_sy

+ 8(b1y + b b_g) bl — BbLy] 1

(2) 0= (b3 4 Biog) + (Bby2b_ss + 15b,b_sb_g + by y—15

+ 31)121'—29 + 15 bi b_4b_24 y-—\‘}O_'_'
+ 3(b2 4+ Bbb_y)b_ry + 30,8 |
4 15b_4b_ob_ys + 1082, |
(Dabei ist die Gleichung (1) durch 3y—° und (2') durch ¢*
dividirt worden.)

Aus den Coefficienten von ¢° erhilt man nun

> . 2
in (2) b3 = —54gy; in (0) b_4=£;i:;
it 3b® ,
in (1) bg= — =

dann fiir die drei Grossen der zweiten Gruppe aus den
Coefficienten von y—19
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3
. ; 44 b, 260 bL
n () bru=+ 3 553 in (0) boyy=—— "ylr’

e 1701 b2,
in (1) boes = + e

Ebenso fiir die Grossen der dritten Gruppe aus den Coef-
ficienten von y—2°

6
g 4 35581 014 . : 259160 _
in(2) bw=—"3 7355 M ) Doagamti—one g% >
b8
in (1) b_g=— ik i R ete. ete.

gE g
(Durch eine Bemerkung iiber die Bildungsweise der
Partialfunctionen dieser Functionen werden wir noch spiiter
ein viel leichteres Mittel finden, diese Zahlen zu herechnen.)
Der allgemeine Zahlencoefficient hat die Form

q—1 q—1
[ co—1—sn [ —sa+1430
% %

Nl_5,+1 (1)t Al—q*,“—‘*“‘ = q!

Auch hier wiichst die Anzahl der Factoren mit ¢ bis in’s
Unendliche; indess erspart man durch das Princip der Cofunc-
tionen es vollkommen, die Untersuchung des Grenzwerthes auf
die Ausdriicke der Gauss'schen TT oder der I' oder der Weier-
strass’schen Factoriellen zuriickzufiihren (vergl. die in Cap. 1I,
§ 6, pag. 59 angefiihrten Abhandlungen von Westphal, Geb-
hard und Mangoldt), indem der Quotient zweier aufeinander
folgenden Glieder der Partialfunctionen 3tcr Classe in unserem
Falle nie mehr als fiinf nach ¢ lineare Factoren im Zihler
und ebensoviel im Nenner besitzt; und zwar fiir ¢ > 5 immer
in der Form

N 14 _ (—5q+1)(—b5g—2)(—5q—5)(—bg—8) (—bg — 11)

N g1 @+ (@+2) @+3)>=<(—2¢—5) (—2¢—2)

B e
(DD )=+

so dass der Grenzwerth sich von selbst ergiebt:

lim 'N—-aq—l4 (— 5)?
g=o N’ sat (g
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Die Reihe ist also convergent fiir

e v
Mod. E i;a ;;; Y=< 1, oder Mod. (—2 b S
oder auch, wenn man fiir y und b die Werthe wieder ein-

setzt,
22q

.ju{e“

223% (— 51
e 15 Mod, Lo Prael
(— 5)a 419 Vi )”-0,0
3

Mod. - z5e > 1.

Hat man eine Gleichung mit constanten Coefficienten
2+ A,2* 4+ 4,=0,

so braucht man nur in der Reihe sowohl, wie in der ange-

gebenen Convergenzbedingung derselben die Werthe
512,019=.A2; lo,o‘——-An

zu beriicksichtigen, um durch die drei circumplexen Funec-

tionen dritter Classe der Reihe f(z) drei Wurzeln der gegebenen

Gleichung fiir beliebige Werthe von 2 innerhalb des ge-

nannten Convergenzkreises zu erhalten, so lange die Be-
dingung

4 ¢ ( Az)
Mod. (—2)?- ( A:o).&
erfiillt ist.

Diese Bedingung ist aber genau die entgegengesetzte

von derjenigen, welche wir fiir dieselbe Gleichung
24 4,224+ 4,=0

in § 17, @ gefunden haben, damit die fiinf Wurzeln durch
die fiinf circumplexen Functionen der dort angegebenen
Potenzreihe, welche genaw ausserhalb unseres Convergenz-
kreises in der ganzen Ebene convergirt, repriisentirt werden.
Die beiden Reihen sind also als complementiir zu einander
aufzufassen, indem sie zusammen die Wurzeln einer und der-
selben Gleichung repriisentiren; die eine innerhalb eines ge-
wissen Kreises und die andere ausserhalb desselben.

Bemerkt man noch, dass auf der Peripherie des genann-
ten Kreises beide Potenzreihen mit Ausnahme gewisser Punkte

s

waryeZRY
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convergiren, so wire die Auflosung unserer Hauptaufgabe
fiir diese specielle trinomische Gleichung 5'* Grades fiir die
ganze Ebene vollkommen geleistet; denn die noch fehlenden zwei
Woarzeln erforderten nur noch die Aaflosung einer quadratischen
Gleichung, die wir bereits in § 12 durchgefiihrt haben. In-
dess ist es schon aus der obigen Andeutung klar, dass es
ebenso leicht ist, die complementiire Reihe fiir die zwei noch
fehlenden Wurzeln in unserer {(z) zu erkennen, respective
die Coefficienten derselben genau zu bestimmen.

g) Setzt man ferner die oben gefundene Form von yp,
und p,, ndmlich:

Po = Q—3e2™ se 1 q_ 8g & —8¢ 4 a_ 139 L7 e - .
[ 11¢ _2e

2 2 2
syl & dadomyl wliatih sigmndtudh

[SIE)

und zugleich die nunmehr genau bestimmten Werthe von
Doy Pis Do, welche iibrigens in ihrer natiirlichen Reihenfolge,
ihrer Beschaffenheit nach, p,, p,, p, geschrieben werden
miissen, ndmlich:

1 e 23 e
3 /8 44 0,0 O
s bt * VL LS e o 6
(“512,9)
6 290
35581  %0,0 -5
TRt e i AR )
i | 4
4 4 19
PSR, S o ST Y. T
SSNg 4 30 19
(—5845,9)° {—Bing)?
250160 kg0 -
+ wgrs s il Y
(—584g)"
2 5
1 40,0 5 1701 45,0
apn s ) 0 00 8¢
P e i s g

8
1948617 49,0 %
Sorbad i -3¢ 4.
30 (—blyg)is

in die ob{gen Bedingungsgleichungen
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, 3
4) P 5 Pos
(3) Yo ¥ "61’02'—31711"’ =0; 4p,°+15p°+12p,p, =0
P Wl :
ein, so erhiilt man aus (4) direct:
FRe 1 3‘074x—3e i _13,0 Sy
v 2 (—5iy )3 2:8° (—bigg)

18
loas1r fog e .
2,0

Man kann iibrigens p, sowohl, als auch p, in einfacherer
Form schreiben, wenn man in dér obigen allgemeinen Gestalt
des Zahlencoefficienten

q—1

1‘1 (—5q¢+1+1-3)

N,_ SgE1 == L 7777777{17! v ol

bemerkt, dass fiir den Fall der nullten Partialfunction 3ter
Classe, wo also

—bg + 1 =0 (mod. 3)
der Zahlencoefficient eben jedesmal eine gewisse Potenz von

-3 als Factor enthilt*). Ks wird dinn einfacher:

1 "g'o 7 7‘30
P i s L e A gy 80
) 3 (=54 3 (—54,%)°
10,0
B B, TR T TR e
(=849

und

1 H e 7 lgo se 4 13 g 130
AUl U o8, | ERBRT SRAN L SR 23 ENHIL SRS o | PR
2= 512’9)3 2 (—512‘0)8 2 (—512’9)13

*) In den obigen Fillen, wo wir die Partialfunctionen 5tr Classe
hatten, waren die Coefficienten der nullten Partialfunction durch ge-
wisse Potenzen von 5 theilbar, aber in gewissen Fiillen waren sie mif
einem Factor Null behaftet. Hier aber kann kein einziger der Coef-
ficienten Null sein, weil die einzelnen Factoren mit dem negativen
Werth (— 5¢g + 4) beginnen und successive immer um 3 zunehmend
schliesslich den immer noch negativen Werth (—2g — 2) erreichen,
ohne dass also einer von ihnen Null werden konnte.
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204 Abschnitt VIII. Capitel 1V, § 18.

Um yp, zu erhalten, braucht man nur noch die Werthe in
4,2 + 15p,* + 12p,p, =0

eiuzusetzen; aus der durch z—¢ dividirten Gleichung

)'4
0= <Q o+—'>+ <8ﬂ:2.0ﬂ_11(, — 9(_ 5120) )x")ﬂ

17
—{—(8\1‘% a:2271£-|—4a~_§g—-106( 51 ) ).%‘10(’—,—

ergeben sich successive die Werthe

' 7

. 2
G ezhiil 20,0 : 108k 40,0
a —e '*_0120 —11_9_‘2_.57'_——111

2 : 2 (— 5;_29)
by :
2

1615 o
Pasigrs T ol o
2 (_512’9)2

ete. ete. Der allgemeine Zahlencoefficient hat die Form

g—1
{obg 212 )
e

-
N 5ot = Y et
o q!2

so dass der Quotient zweier aufeinander folgenden Zahlen-
coefficienten einer Partialfunction zweiter Classe derselben
aus einem endlichen Producte von 5 Factoren im Zihler und
ebensoviel im Nenner besteht

Mg 11 __ (—5g—9)(—59—7)(—5g—5)(—5g—8) (—bg—1)

N gon 2@+ 1)@+2)><(—3¢—T7)(—8¢—5)(—3q¢—3)
(== s-Do-Ds-)
T D0 D=(- D= 9D

”

HNliggut 1 (—8p
W 2t (— 3y’

und somit

also ist die Reihe convergent fiir
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3
1 (—5) 20,0
Mod. by
( 2t =8 (- 5129009) )

(5 Lo xg) 5
JE S RO 5 b
(1939)3
3

also fiir §§(2), genau iibereinstimmend mit der Bedingung fiir
f(x), wiederum die entgegengesetzte Convergenzbedingung
von der, welche wir oben in § 17, « fiir die Reihe, welche
die fiinf Wurzeln derselben Gleichung liefern sollte, gehabt
haben.
Fiir eine Gleichung mit constanten Coefficienten

2+ 4,2+ 4,=0
hat man somit, wenn 54;,2¢ = A,; 4o = 4, gesetzt wird,
ebenfalls die complement.tre Losung fiir

(%)
Mod. 2 ff17> @

)
Auf Grund. der obigen Betrachtungen wird es von selbst ein-

leuchten, dass in unserer Losung zugleich die allgemeinen fiir
die fiinf speciellen Gleichungen des cyklischen Systems

2%+ @u2(2)2* 4 @r0(2) = 0
enthalten sind, wenn man nur fiir ¢ die entsprechenden
Werthe setzt.

Weil nun der erhaltene Grenzwerth und somit die Con-
vergenzbedingung fiir die Gleichung mit constanten Coef-
ficlenten von @ unabhingig ist, so ist es selbstverstiindlich,
dass alle fiinf cyklischen Gleichungen immer die Losung der
Gleichung mit constanten Coefficienten innerhalb derselben
Bedingungen eingeschlossen sind.

k) Indem wir nun bei derselben Aufgabe stehen bleiben,
f(z) und §F(z) so einzurichten, dass die erstere durch ihre
drei circumplexen Functionen 3ter Classe drei Wurzeln und
die letztere durch ihre zwei circumplexen Functionen zweiter
Classe die iibrigen zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung

Mod. 22 o
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206 : Abschnitt VII. Capitel IV. § 18.

fiinften Grades repriisentiren, specialisiren wir diese Gleichung
jetzt so, dass die Coefficienten die Werthe

¢ (2)=0; 9,(2)=0; ¢ @) =0
annehmen und nur
@3 (%) = Dus et @y (%) = fo,0
von Null verschieden sind.

Die fiinf fundamentalen Bedingungsgleichungen werden
jetzt lauten:

(€)) 2y, 4+ 3p, =0,
3) 49,24 16p,2 4+ 12p,p, + 20use2¢ = 0,
oder auch

(3) 4y, 2+ (3Bpy*+-6p,p,+Dps,e20)+2(6p,*+3p, p,+-Hus,e2¢ ) =0

und
(2)  (P* 2+, —3popips) +30y(3Pe>+-6p,pr+-5s 20 ) =0,
(1) 36> (Bpy* 46, P, 45z 20) :
+ (> —2192) 69+ 30, Py D s 28) = 0,
(0) 3py (Bpe®+6p, Py~ Dus,e@8) (6 py* + 3Py Py +Dits,e 2¢) = oo

(Wir haben diesmal diese Gleichungen in etwas anderer Form
geschrieben, weil sich an dieselbe eine Bemerkung kniipfen
lisst, die spiter gemacht werden soll.) :

Die Ausrechnung liefert zuniichst fiir (0), (1), (2), wenn
man zuniichst die in ganz analoger Weise wie oben sich er-
gebende Form .

Po=0_g TR a2 +a_rgpr®4...
_uie _ 2 _aig
< 3 3 3 i
Py —"a’_{wx +a_2(;9x +a_4!@‘1" T D
3 3 3

ik it il
3 3 3
192=a_>97 z +a_ﬂx +a_§,£:v i
3 3 3

und dann in (3) und (4)
po s (1_29:1:—29-!- a_7ex—7g + 0-—129 x 12¢ ._I_ ooty
1200

9%

2 2

h=a, @ —I—a_gex +am@x + -
2 2 2

0|
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Abschnitt VIII. Capitel 1V, § 18. 207

einsetzt, wieder
()

3 =
z =y 1; ak@_:bk
3

substituirt und (2) durch y—2, (1) durch y—° dividirt:

(2) Vs (b:;_‘ +5us,0-30_0) +3(b?—1 bo1s+b-2 '5#3,9)E g
+ 5b—6(2 b2—6+3b—1 b—u)“\

+ 3(0Lab_s-blasbs 10826 b_gi-b_se- Bus o)y
+ 15 [b—s (b—l b—26 + b——u b 16) '+‘ b—l b—n b—2l] |

+ 04

(1) 0=bpse(4b26—b_1b_1)
FOuse(—b_1b 2648b_eb_oi—b_1nb_s6) y +
+3 (51)2_6(1)2_6 +b_1b_11)— bg—.l b2i) 1‘
+5use(—b-1b—s148b_6b_56—b_110_s Y04
E 41)3—21 —b_16b_35)
+3[10b_gb_21(2b” 4-b_1b_11)+-(b1b_s5+-b_11b—15)
><(5b26— 2b_1D_1)]

(0) 0=[3b_o(Bps,e)* — pro]+Ds o[ 3%—o(bZs +b—1b_ u)\ B
+3b-21-5 )

+Dus0[330 _6(0_1b—2642b_6b_21+b_11b_15) |y *4---.
+ 8%b_5i (B2 s+ b1 b_nr))

4 33b_[b26(2% 64 Db_1b_11)+ 2021 b2 1]
+3b_s6(5s,¢)°

Man berechne zuniichst die drei Grossen der ersten Gruppe
aus den Coefficienten von ¢° und zwar

Moq i

A (27 2
in (0) b= W%)T’ in (2) b¥y=— o

42
in (1) by =——"-
—1
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208 Abschnitt VIIL. Capitel 1V, § 18.

Hat man sich sodann die Werthe

boyby = 4b%s,
v,
Wy

gemerkt, so erhilt man leicht die Grossen der aweiten Gruppe
aus den Coefficienten von y—1°

& i v
in (0) b_gy =5.33 36; in (2) b_w_{)__h_ zr :
b, 3 bﬁ1
5]
71728 blg
in (1) brgg==—7—= ",
dann aus den Coefficienten von y—%°
7 46
in (0) b_gs=2-11. 37;{; in (2) b_3l_ﬁ73,211 19 7;113

_1 -1

8
92.5.13-19.23.29 Ug

in (1) b_y= 5 S
g

ete. ete. Das allgemeine Glied hat die Gestalt:

q—1

111(5q+ 1—1.3) =

: -
q! bt

b—(ﬁ v ) de

Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Partial-
functionen dritter Classe besitzt wiederum eine endliche An-
zahl, nimlich 5 nach ¢ lineare Factoren im Zihler und im
Nenner:

b_sg-16_ (59+13) (5g+10) (5g+7 (54+4) (Gg+1)
b_sg1 (g+1) (@+2) (g+3) < (2g9+1) (29 —2)

6+ 6+ ) () Gy (+).(
(l+‘)(1+ )(1+‘”’)><( g

Die Reihe ist also convergent fiir

g>D):

92 B (
Mod. (5 = y'5)>1; Mod. (—3%) >
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und liefert somit fiir diesen Kreis drei Wurzeln der Glei-
chung.

i) Die iibrigen zwei Wurzeln erhilt man, indem man
diese Werthe fiir

7
1 e
£ 3
3 [ ng
&o,0 3, 5.13 ¥o,0 3
AL O MERU L S
5(1,3’9 3 16
(=5
13
f 312
23.5.7-11-19 0,0 iy
+ 35 ] 31 z + ey
(— Bug,p)®

5
w —12¢
2.11 0.2
+ ( 51‘3’9)12 )
5 ia ol
pﬁ 11 u; 26 ¢
4 0,0 8.4 C-TT-28 0,0 T s
it N R g s
(—Besg)? (—5us,)°
17
ul_d ¢
* 92.5.13-19.23-29 0,0 Sl
+—T*"'" NET e e I REn
(—5"’3,9)3
in
) 23 + 3p, =0
(3) 4p,* + 15py* + 12pyp, + 20u3,20 = 0
einsetzt. Hs ergiebt sich dann ausser
Y
b waies Lol aer oSEt g e, - o
2 2 {0e) # (—5r o)
5
w —12¢
iy oy % -, ey
(58,9
H. ScuapirA, Cofunctionen. T, 2. 14
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210 Abschnitt VIIL Capitel IV. § 18.

noch die identische Bedingungsgleichung, welche nach Division
~durch z¢ die Gestalt annimmt:

2
(39 O-—=4(a3+5yg,g>+<8aga ST T T_)x—se
2 ety (—58s,0)

+(8aga 199+4a 99-}-6 R ad o )w_'°9+...

(G

Daraus ergiebt sich zuniichst fiir die eine Grosse der ersten
Gruppe aus den Coefficienten von 2° in (3")

a 2
59 1 (_' 55“319)2 ’
dann aus dem Coefficienten von 2—5¢ der Werth fiir

2

7 9,0
R Tog e 8TR
- (—5us,0)?

und somit aus dem Coefficienten von a—19¢ fiir

5-13-17 !‘oo

a—mg Rl EE Gy ine
: {7 e
ete., und allgemein:
q—1
[A] —sa+1+:22 ;
1 %o,0
G el A S O RS g Y
q: 2 (_511’3’9) 2

Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder einer
Partialfunction zweiter Classe hat also wiederum die einfache
Gestalt:

e Goeakeaahiay 1
oo T ) Do) o

Die Reihe §§ (z) ist also convergent und liefert somit durch
ihre zwei circumplexen Functionen zweiter Classe zwei Wurzeln
der gegebenen Gleichung fiir
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£t

Mod: (— 3)* —(%0 Py
42-_)

also unter derselben Bedingung, unter welcher die Reihe f (2)
die drei Wurzeln liefert.

Fiir eine Gleichung mit constanten Coefficienten

2+ 4,22+ 4,=0,
heisst diese Bedingung wieder

)

o\
Mod. (— 3)3 (j)‘é =ty

)

also genau die entgegengesetzte von der, welche wir im §17, ()
fiir dieselbe Gleichung gefunden haben, damit alle 5 Wurzeln
durch die fiinf circumplexen Functionen einer Hauptfunction,
welche durch eine Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten
reprisentirt wird, ausgedriickt werden.

B. Eine Hauptfunction liefert eine Wurzel und die vier
circumplexen Functionen einer andern Hauptfunction
die iibrigen vier Wurzeln.
Es bleiben noch die zwei Fille iibrig vou den vier am
Anfang des § 17 angefiihrten Fiillen einer trinomischen Glei-
chung, nimlich der dort mit (¢) bezeichnete

2+ ¢4 (2) 2"+ o (2) =0
und derjenige, welcher von Hermite, Kronecker und Brioschi

fiir die Losung mit Hilfe der Modularfunctionen der elliptischen
Functionen gewihlte Fall (d)

24 @1(2) - 2 + @i (2) =0.
Fiir diese beiden Fiille soll noch die Losung ausserhalb des
Kreises um den Nullpunct, welcher bis zu den Verzweigungs-
puncten reicht (bei der trinomischen Gleichung liegen be-
kanntlich alle Verzweigungspuncte auf der Peripherie eines
Kreises) geliefert werden. Es wird sich dabei zeigen, dass
beide Fille, in welchen die Exponenten des jeweiligen mittleren
14%
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212 Abschnitt VIII. Capitel IV. § 18.

Gliedes sich zu 5 ergiinzen (2* und z') wiederum zusammen-
gehdren, wie wir das bereits bei den Fillen (@) und (), wo
das mittlere Glied jeweils 2> und 2z° war, gesehen haben.
Dort wurden beide gelost, indem wir unsere urspriingliche
Aufgabe dahin abiinderten, dass anstatt einer Hauptfunction
gwei auftraten, von denen die eine zwel und die andere drei
Wurzeln liefern sollten. Fiir die gegenwiirtigen zwei Fiille
modificiren wir in entsprechender Weise etwas anders unsere
urspriingliche

Aufgabe. Wie miissen die Coefficienten ¢ () in der
Gleichung

F(z,2) =2+ 9,(2) '+ 9y (2) 2 + 9, () #* +

+ 9 @2+ @) =0
beschaffen sein, damit eine Wurzel derselben durch eine
Potenzreihe
F@ =0+ 8x4 a2+ - -+ 294 -+

und die iibrigen vier Wurzeln gleichzeitig durch die wvier
circamplexen Functionen wierfer Classe von einer andern
Potenzreihe

F@) = ay+ az + aya® - -+ @,z -
fiir jeden Werth von 2z repriisentirt werden; respective wie
miissen dabei ¥ () und f(z) beschaffen sein? —

Auflosung. Ganz analog wie oben in § 18 A sieht man
auch hier direct ein, dass mit Beriicksichtigung der Rela-
tionen in § 14 die Bedingungsgleichungen bestehen werden:

(4) § (@) + 4py = — 9,4(2),

Dy P3 Py P2
3 4‘ 2 ’ 4% (%) - p, = z
(3) L + B o +4F (@) po =93 (2),
Py P3 P PR
(2) 4Dy Do D3 +%(w){4 ¢ 3J+2 0 }=—%(x),
|y Py Do Py Do P2 Do
|
ﬁo §3 1;2 ﬁl Do D3 pz‘
(D p' p" p"‘ p’ +4F@) | p Py P3| =9 (2),
3 o Sugi | P2 1 Dy
b3 Py Py Do
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Po Py Py Py
(’0) 8 (x) by Py Ps D =@, (.’L‘)
| Pa Py Do D3
{ D3 Py Py Py

Fiir die Fiille, welche uns jetzt speciell interessiren, ist

jedenfalls
P3@) =0; @,(¥)=0,
und ausserdem noch in dem einen Kalle (¢)-

? @ (2) =0
und in dem andern (d)

@, (@) = 0.
Nehmen wir nun den letzten Fall (d) an, so erhalten wir durch
successive Substitution die Bedingungsgleichungen in der
einfacheren Form:
@) 4po+ F@) =0,
@) P2+ 2pp+5p° =0,
@) p(p?+25%) — 10p® =0,
(1) P2 @' —4p,ps) — (0 —p5*)'— 205 py* = @,(2),
©0)  F@+ 91@) F(2) + () = 05
oder
) 4p,° + 4py 9y (%) — $o(#) = 0.

Nun kann man es allerdings so einrichten, dass auch
nach dieser Methode die Wurzeln innerhalb jenes Kreises
erscheinen, fiir welchen wir sie durch die 5 circumplexen
Functionen einer Hauptfunction oben in § 15 bereits fiir alle
cyklischen Gleichungen dargestellt haben. Wiirden wir
A
d) P4 Ddbayx-2 4 apy=0
annehmen, es sei z = §~* und

F@ =0+t oaf*+asd*t+ant?®+...,
so wiirde aus (0) folgen:

0 = (ay® =-@0,0) + 58y (ag’a—s + ay1) E* +
+ 5[ (2a2s + aga—s) Fa_ger, JE 40,

woraus man successive die q berechnen konnte:

2 3

o o o
5 ) P L1, S LI, 1,1,
Pt @0 =0;j 4= — 5 0s=— 7} dn=—2_57;
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214 Abschnitt VIII. Capitel IV. § 18.

ete. Da wir aber ausserhalb jenes Kreises die Losung wiin-
schen, so wollen wir die Vorraussetzung machen (welche
iibrigens, genau wie in A. sich durch einfache Betrachtungen
a priori bestimmen lisst), es seien

%(.Z) = a_1 W™ + A_gx " -+ a—u -1 + 16 216 + e

1 1

9
f(@)=a,2" + a2 +a o & 4+a14x < B
4 TR T
aldpz e -
Py = ayzt H4agxt H+aqyortt 4...
e =i 8 e
4 4 4
P1=0,2 ++a , 2 +ay,x " Fa oz -+
4 g e e
_1_4 34 54
4 ERT % T
Py = @ T G gE Ao
T S R
Sl L e
E 4 4 4
Py = G o " F A X ARG T
T G2 H o

Setzt man diese Werthe in die obigen Bedingungsglei-
chungen ein, so erhiilt man die identischen Gleichungen:

(0’) 0= (20a._1 01,1 — 0(0,0)+4(44 (Lﬁ_l + 50’—6 0(1’1)13—5
—I— 20(44 a4_1 a_6+ a—11 am) 210
+20(2-4'a®  a® (H-4tat ja_nt-a_jgr, )0+ -

(1) 0=<a41+5a1,1>+|i4a?a 19_‘2“21 a , |z
L o3

2
T 1 1

+ 205 (l4_ l:l '

: p ~10.L ...
+4ala39—4a1a p % lgg| +

4 4 4 4 4

+ 2a7d’ ,, + 8200°, ag

3 1
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—30a’,a

=6

Y

w| g -

s il A

+“_§<“2_3'*22“L“_9)
4

4 4 4

2 0= <a21 a , — 10“3—1>+“i“
4

-|
(3) O=<5a2_1+2a1a 9>+<2a1a ot 26 zo oot
T i Sy
+at o Ei0a.; a_g) |
gt l
04 ...

+<2ala_9+2a 190 29—|—2a_3_9a_
4

4 pr 3t NI st

4 4 4

+2a o 4+ 5a’ +10a_,a_,,

4 4

N’ w0

|

Aus (0) ergeben sich successive alle Coefficienten von
Py, namlich:

1 %0 Ol
A ARy e ERAET W2 B
9 13
PN ) Co0. = > ST L A e
e SR W TPAL (s Rielin 1 TP Sl

Somit ist die eine Function (), welche eine Wurzel
liefern soll, zugleich bestimmt, indem aus (4) die Werthe
sich ergeben:
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5

s 9,0 & B
N B B o T __6 —
S5y 47 (aa, )f )
o o
e %0.0 ks 25 Kovts il
(3 P H (50‘1 1)” 3 =16 + 29} ——(50‘1 1)"’ 3 ete.
Das allgemeine Glied hat die Form
g—1
lzll (=59—1+1) ahiH
i e 0 p—bg—1. \
A—5q-1% q! (5a, yprt & 3 (@>1)

und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder (dies-
mal einer Partialfunction erster Classe, also der Reihe selbst)
besteht wiederum fiir ¢ > 5 immer aus fiinf nach ¢ linearen
Factoren im Zihler und im Nenner, so dass derselbe nach
Division von Zihler und Nenner durch ¢° die Form hat:

_»,,_Gx (‘5"‘)('5“*)("5 —*)(—5—— (-5—“ o
0 gpiat (1_|_1)><(_4__ (_4_f)(_4__)( = )(5 al 1)”

Die Reihe ist also convergent und liefert eine Wurzel der
Gleichung, so lange

x°

bea (x\°
ey Gy (—_ﬁr)
MOd 4)1 (5‘1*'*')*5 x C 1; Mod. ——NF 23 ].,
)
also fiir
#4442+ 4,=0,
so lange

st

o

ist, also genau die entgegengesetzte Bedingung, von der in
§ 15.

Die noch fehlenden drei Partialfunctionen p,, p,, p, von

f () bestimmen sich aus den drei iihrigen Gleichungen (1), (2),

(3) und zwar wiederum zuniichst die Grossen der ersten
Gruppe aus den Coefficienten von z°

B
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ln(l) a1=—50¢11, 11’.1(3) =_.£g___l_;

in 2) a 14_10

e

.A[--N

dann aus den Coefficienten von z—5

5
23205 04
16 4

4
. a__
111 (1) a_ﬂ)_—_.___a.gé __10 ,
4

e gttt
1
4

in(2) a 34 = -} 8580 2 ete. ete.

A

A'Hm

Das allgemeine Glied der Reihe hat die Form
g—1
hets 1;11(—5(1-1-1—!—1‘4) SR i

3 —1
a 5¢—-1 % 4 == — q' PELNR S d 4
T !

)
al
X
4

und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder in
einer Partialfunction vierter Classe hat wiederum die ein-
fache Form
@ 50419
AT oo
a 5q_

(- )(-5-—)(—5——)(~5+‘)

L Loy (g>6).

(1+1)(1+2)( <) ‘g

Die Reihe ist also convergent und liefert durch ihre vier
circumplexen Functionen vierter Classe vier Wurzeln der ge-
gebenen Gleichung wiederum fiir

: (50:1‘1.22)5
—5)p @ : R¥= 7
Mod. (("4'4) @;oﬁj a:‘"’) <1; Mod.——~4~>1,

d. h. wiederum fiir
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4y

Mod.w> 5
4

was wir beweisen wollten.

Ganz analog ist der noch unmberiicksichtigt gebliebene
Fall (¢) zu behandeln,
Fiir
© 2+ g @) 2! + @y (2) = 0,
wo also
P3(2) =0; o,(2) =0; o¢,@)=0,
verwandeln sich niémlich die obigen Gleichungen in

@ F@ + 4py + 9 @) =0,
3) P.* + 2pps + o (2 @y () + 5p)) = 0,
@) po(p® 4 psH) — py (P4 (@) + 6pyp,(2) + 101’02) =0,
(1) (222 —2p1py)* — (P> +25%

— Do (49, (@) + 44 p, @, (2)* + 164p,> 9, () 4-205p,*) =0,
) S@° + 4@ - F@)*' + @p(2) =0

(wobei die von p, unabhingigen Glieder mit den ent-
sprechenden in dem soeben behandelten Falle d (pag. 213)
vollkommen iibereinstimmen).

In unserem speciellen Beispiele

®, (%) =-5'”4,g 285 @y (%) = v

folgt aus (0), wenn man

B (@) = g2 + a_4o210 + a_goZ % 4 a_ggor M - - - -
annimmt und im Resultate durch z—% dividirt:

O0=ag(a+Dvsg) + [a—sg(ag+4v4,)5 ag + wo] %

+5 af, [a—go(ap+4vse)ap+ 2 a2 40 (a4 3vap)]a—10e 4

F5ap[ 0149 (g4 4 v4) az +2a—sp {Ae(a2 10 +2ap0-9¢)
+ 204, (QL9+3RQCL_99)}] a5 ...,

und somit
2
N a Y0,0 %0,0
Qg = — D3 Qg ot 5T a_gp = —4 AL
(s ()
"’go
G = 2615
%
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etc. und allgemein

q—1
lll(—52+1+1) 3
Y,
Gl = et 35—;)%—5 (g>1).
s

Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Partial-
function erster Classe, d. h. der Reihe selbst, hat die Form:

P _(—5——)(—5— )(—5—— (—5)(—5+1)

T (P E¥S G )T e

so dass die Reihe convergirt und ein e*) Waurzel der Gleichung

liefert, so lange
&)
el oo s
Mod. (=5 "0 a—¢) < 1; Mod ()
¢
ist, wenn die Gleichung in der Form
P 4 DvigaR - 2t 4 vy =0; 254 4,24+ 4,=0

gegeben ist.
Damit ist auf Grund von (4) auch p, zugleich gegeben
und convergirt innerhalb desselben Kreises. Setzt man nun

; (@>95),

Zani > 1

; 2
10,0079 0,0 26 % oo
T s s —do 0 -9 e
Do ders + o T gl s
¢ ¢ (4
a1 AL 8o
1 4 1
= a (’x +a’_21ex +a__4lqm g0 17y
o - 4
500 il 2550
1 4 4
PyPec @ o o0 B L0 G iRty
4 1 S |
e Ly ride
4 4 4 )
P3 = a_ygx +a_i',§’x +a_:,_1_9x C Bt
1 4 4

#) In den Fiillen, wo eine Reihe nur eine Wurzel liefert, tritt gar
keine Vieldeutigkeit bei der Bestimmung der Coefficienten auf, indem
alle Bestimmungsgleichungen linear erscheinen; wenn aber eine Reihe
I Wurzeln liefern soll, so sind alle Bestimmungsgleichungen bis auf
eine ebenfalls linear, aber eine ist eine binomische Lten Grades,
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in (1), (2), (3) ein und dividirt dieselben resp. durch z-¢,
x—%, 2%, so erhilt man:

= 5 5 Ix~50+...
4 0,0 |
@) 0=la e+——a +la ol @ 110—{-—4(1 e® 810 |
el 0 i g 2.0 Al
4 4 4 4 4
™, a —4da
@ 6o _6e (:a 119
T 1 4T
2
_niﬂL}
4 6
- a()
2 1 Yo,0
(2) 0=\a (,a 6 +4"‘z
s iahel %
2
—{-[a s ba . +20 o 21)
S A e L ol W
2
2 D000 ] S
T 9 50w -—57]»" Sk e
T Y (4
3) 0—1{2 2 1 7,0
() A a ga 1 +a 6 +§T
ST e S0 ae

S ¢
woraus sich successive die Werthe ergeben:
2
4
4 Y0,0 15 %o0
ity D b Figeis i
4
' (®r40)*
i L]
4 s
TRep $00 663 RO s
i 119"‘& i8] a 8 giab o L M
¢ (574 s (574,0)*

www.rcin.org.pl



Abschnitt VIII, Capitel IV. § 18. 221

6 1
& 4
b 1848° S0~ = 43263 %90
a__%e— ARSI R R e T
: Gugt 1 (5710)8
und allgemein :
g—1
1
o140 52
i ?0,0
% Gatl) PRl e 7! 42 Sel 3.(g> 1)
Aty (Bv4q) *

Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder irgend
einer ¢'" Partialfunction 4'* Classe unserer Reihe hat wiederum
die von 7 unabhiingige und somit fiir alle Partialfunctionen,
also auch fiir die Reihe selbst chararkteristische Form:

@ Bota)
4

& (5941
_‘Lq_ﬂ(,

e eatete .

Ry 14 L s (a6

PR oy A S @ e

Die Reihe ist also wiederum convergent und liefert zu-
gleich durch ihre vier circumplexen Functionen 4'r Classe vier
Waurzeln der gegebenen Gleichung unter denselben Be-
dingungen, wie §(z) eine Wurzel liefert; und zwar ist die
Bedingung genau die entgegengesetzte, wie in § 15, so dass -
die Losungen sich ergiinzen.

Somit ist die Losung aller moglichen trinomischen
Gleichungen 5'*» Grades (deren Coefficienten als Functionen
von z die einfachste Form haben) fiir alle Fille durchgefiihrt
und zwar so, dass in jedem Falle zugleich das ganze cy-
" klische System von Gleichungen mit gelost wird. (In den
Fillen, wo die Losung nur fiir einen Werth von ! durch-
gefithrt wurde, wird nach den friiheren Angaben es sehr
leicht sein, fiir die iibrigen Werthe die Losungen zu ergiinzen.)
Man sieht aber auch leicht, dass die Theorie unsrer Losungen
in ihrem Principe iiberhaupt unabhiingig ist von der an-
genommenen speciellen Form der Coefficienten; es kann viel-
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mehr die Gleichung eine wollstindige und die Coefficienten
konnen gewisse Potenzreihen von  sein. Die Form der-
jenigen Potenzreihen, welche im allgemeinern Falle simmt-
liche Wurzeln liefern sollen, wird dann nur etwas compli-
cirter und deshalb haben wir als Beispiele diese specielleren
Fille ausfiihrlich behandelt, welche spiiter durch ihren Zu-
sammenhang den Uebergang zum allgemeineren Fall illustriren
sollen. :

WWW.rcin.org.pl



Schlusshemerkungen.

a) Die ausfithrliche Durchfiihrung der verschiedenen For-
men der Losungen fiir die speciellen trinomischen Gleichungen
blen Grades wiire an sich nicht nithig gewesen, da es moglich
ist, jede derselben auf die andern zuriickzufiihren, indess wird
es sich zeigen, dass bemerkenswerthe Beziehungen zwischen
den einzelnen Fillen stattfinden, die das Bestreben, sie des-
halb alle nebeneinander aufzustellen, rechtfertigen diirften.
Ausserdem wird es sich deutlicher bei der Behandlung des
allgemeinen Falles herausstellen, dass diese Beispiele geeignet
sind, jenen allgemeinen Fall besser zu beleuchten.

b) Was den allgemeinen Fall betrifft, so muss noch
zwar gar vieles von dem, was in diesem Abschnitte angedeutet
worden ist, ausfiihrlicher behandelt werden (das soll in den
weitern Abschnitten geschehen); jedoch darf ich wohl, glaube
ich, annehmen, dass in der gegenwiirtigen Arbeit der Haupt-
zweck der Anwendung unserer Cofunctionen auf die Losung
algebraischer Gleichungen klar genug hervortritt, indem keine
principiellen Schwierigkeiten vorliegen, auch fiir die Dar-
stellung in der Umgebung beliebiger Verzweigungspunkte
dieselbe elementare Behandlung, welche lediglich auf Gesetzen,
die aus identischen Gleichungen, aus elementaren zahlen-
theoretischen Congruenzen sich ergeben und auf dem ein-
zigen Begriffe der Convergenz einer Reihe basirt, weiter
durchzufiihren.

c¢) Wichtig ist folgende Bemerkung. Fiir die trinomische
Gleichung geniigen deshalb zwei Losungen, eine innerhalb

eines Kreises um den Nullpunct und eine andere ausserhalb

dieses Kreises (oder um den Unendlichkeitspunct), weil in

=

.
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derselben, wie Gauss bereits bemerkt hat, alle Verzweigungs-
‘punete auf der Perlphene des Kreises liegen. Der Zweck
~unserer ersten Methode fiir die Erweiterung der Losung auf
die ganze Ebene bei dem allgemeinen Falle (§ 10), welche in
_einer Anwendung der Fuchs’schen Substitution

gl &1, 213
wyg (w)
besteht, charakterisirt sich darin, dass sie durch eine vor-
geschriebene Abbildung der Ebene jeden allgemeinen Fall
auf einen solchen zuriickfiihrt, wo simmtliche Verzweigungs-
puncte auf der Peripherie eines Kreises liegen. Dieses soll
- spiiter ausfiihrlich behandelt werden.

-~
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