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Von den Integralen der Differentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung.

1. Eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen x und y integriren, heisst alle Werthe von y als Functionen von 
X finden, welche ihr genügen; oder, mit anderen Worten, eine Gleichung zwischen x und y finden, welche eine Folge der vorgelegten, und von der umgekehrt diese eine Folge ist.Aus dem geometrischen Gesichtspunkte betrachtet, heisst es alle Curven finden, deren Coordinaten mit ihren DifFeren- tialverhältnissen der verschiedenen Ordnungen dieser Gleichung genügen.Betrachten wir die allgemeine Gleichung der mten Ordnung, d. h. diejenige worin m der Index der höchsten in ihr vorkommenden Ableitung ist, mit welchen Potenzen übrigens diese Ableitungen auch behaftet seien. Es sei diese Gleichung (1)

· du d^—Sie bestimmt -r—- als Function von x, y, . · · · , -5----- ⅛∙,dx^ dx ' ' dx^-^’und wenn man sie wiederholt differentiirt, so bestimmen sichdie Dififerentialverhältnisse —∏⅛ u. s. w. als Func-dx'^^^^ dx'^'T^tionen derselben Grössen.Im Allgemeinen lässt sich jede Function von x in eine Keihe entwickeln durch die Sätze von Taylor, Maclaurin, oder Bernoulli. Der erste ist den Ausnahmen weniger un- 
Duhamel, Diff.- und lut.'Rechimiig. II. 1 
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— 2 —terworfen, weil man den in die Coefficienten eingehenden Werth von x so wählen kann, dass keiner von ihnen unendlich oder unbestimmt wird. In diesem Falle ist die Reihe noth- wendig convergent für alle Werthe von x zwischen gewissen bestimmten Grenzen, und manchmal selbst für jeden Werth von x.Es sei also y der allgemeinste Werth, welcher der Gleichung (1) genügt.' Wenn man ihn als entwickelbar nach der Formel von Maclaurin voraussetzt, so hat man
(2) 
und wenn man nun alle Coefficienten, von dem von .r"* an, durch ihre, in der oben bemerkten Weise als Functionen der vorhergehenden bestimmten Werthe ersetzt, so wird die gesuchte Function nothwendig in denen enthalten sein, welche durch diese Entwicklung dargestellt werden, da man nur Bedingungen ausgedrückt hat, denen sie genügen soll. Und umgekehrt genügt die so bestimmte Function nothwendig der Differentialgleichung; denn, differentiirt man mmal die Gleichung (2), so erhält man genau die Entwicklung der in Bezug auf aufgelösten Gleichung (1).Die Gleichung (2) würde daher die vollständige Lösung der Aufgabe geben, wenn alle Werthe von y auf diese Weise entwickelbar wären. Jedenfalls aber können nur diejenigen fehlen, für welche gewisse Differentialcoefficienten aufhören endlich und bestimmt zu sein für den besonderen Werth Λ? = 0.2. Entwickelt man nach den Potenzen von x — .⅞, so hat man
(3)

während die Coefficienten von der Ordnung m an noch immer durch die Gleichung (1) bestimmt sind und sich auf x — ⅜
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— 3 — beziehen; und umgekehrt würde die Gleichung (1) aus dieser durch m successive Differentiationen hervorgehen.Den willkürlichen Werth könnte man so wählen, dass kein Coefficient der Reihe unendlich oder unbestimmt würde, wenn diese Coefficienten nur von Xq abhingen; da sie aber noch den entsprechenden Werth von y und seinen Ableitungen enthalten, so kann es geschehen, dass eine Function 
y = φ {x), welche der Differentialgleichung genügt, gewisse Coefficienten der Entwicklung unendlich oder unbestimmt macht für jedes Xq. Wir werden bald ein Beispiel davon geben.Man sieht hieraus dass die Formeln (2) und (3) nicht alle Functionen, welche der Gleichung (1) genügen, zu enthalten brauchen. Diese beiden Formeln fallen zusammen, wenn alle Auflösungen sowohl nach der einen als nach der anderen entwickelbar sind, weil sie dann identisch dieselben Functionen darstellen. Innerhalb solcher Grenzen, wo siehinreichend convergiren, können sie dazu dienen, den ’. yV erth der gesuchten Function approximativ zu geben. Man gieb⅜ der Gleichung (3), von welcher die (2) nur ein besonderer, Xq — 0' entsprechender Fall ist, den Namen allgemeines Integral der Gleichung (1).Da die Gleichung (3) der vorgelegten Gleichung genügt, was auch die Werthe der m ersten Coefficienten t/o j »· · · >)o weil sie durch die m Differentiationen verschwinden, welche von der Gleichung (3) zu der vorgelegten führen: so sehen wir, dass das allgemeine Integral einer Differentialgleichung der mten Ordnung nothwendig m willkürliche Constanten enthält, welche die Werthe der Function und ihrer m— 1 ersten Ableitungen für einen beliebig genommenen Werth von x sind. 3. Man kann umgekehrt leicht beweisen, dass jede Gleichung zwischen x und y, welche der Differentialgleichung genügt und m willkürliche Constanten enthält, identisch ist mit dem durch die Entwicklung (3) dargestellten allgemeinen Integral. In der That, denkt man sich den durch diese Gleichung gegebenen Werth von y nach den Potenzen von a?® — x 

1»
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— 4 —entwickelt, so werden die m ersten Coefficienten zrθ und die in willkürlichen Constanten enthalten und alle möglichen Werthe annehmen können, indem man diese Constanten entsprechend wählt, welchen Werth man auch ⅜ giebt: sie können daher als vollkommen willkürlich betrachtet werden, und da die folgenden Coefficienten von ihnen nach der Gleichung (1) abhängen, so wird die Entwicklung sich nicht von derjenigen unterscheiden, welche die Gleichung (3) giebt. Woraus der wichtige Lehrsatz folgt, dass jede Gleichung zwischen x und y, welche einer Differentialgleichung der mten Ordnung genügt, das allgemeine Integral derselben ist, wenn sie nur m willkürliche Constanten enthält, vermöge deren es möglich ist, der Function und ihren 
m — 1 ersten Ableitungen beliebige Werthe, für einen gewissen Werth von x, zu geben.4. Diese letzte Bedingung ist unerlässlich, weil eine Gleichung m Constanten enthalten kann, welche sich durch Transformationen auf eine geringere Anzahl zurückführen lassen. Wenn man sich also versichern will, ob eine Gleichung das allgemeine Integral constituirt, so muss man sie m — 1 mal dilferentiiren und untersuchen ob man den m Constanten solche Werthe geben kann, dass man für einen gegebenen Werth von X beliebige Werthe von y und seinen m — 1 ersten Ableitungen erhält. Und hierzu ist es genügend, wenn die m Gleichungen sich nach den m Constanten auflösen lassen, ohne dass man auf eine Absurdität stösst: denn alsdann kann man, für irgend einen Werth von x, y und seine m—1 ersten Ableitungen beliebig wählen.Hätte man z. B. gefunden, dass einer Gleichung zweiter Ordnung genügt wird durch den Werth 
während C und C^ willkürliche Constanten sind, so würde hieraus folgen 
welchen endlichen Werth man nun auch x geben mag, so liefern diese zwei Gleichungen endliche Werthe für C und C', wenn nicht a = α'. Woraus folgt, dass wenn a' ver- 
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— 5 —schiedcm von a, der gefundene Werth von y das allgemeine Integral ist.Hätte man eine Auflösung gefunden von der Form so würde folgen 
woraus man endliche Werthe für C und' C* zieht, wenn a nicht Null ist ; der Werth von y wäre also noch das allgemeine Integral.Ebenso ist es für einen Ausdruck von der Form

y z= C sin {x a) sin (a -j- «*);differentiirt man denselben, und nimmt der Einfachheit wegen 
,Vq = 0, so findet man 
und hieraus zieht man endliche Werthe für C und wenn nicht oder während n eine ganze Zahl ist. Der Werth von y ist also das allgemeine Integral, ausgenommen diesen besonderen Fall.Wenn man aber als Auflösung einer Gleichung der dritten Ordnung fände so würde man erhalten, indem man zweimal differentiirte und nachher x = 0 setzte.

Nun sind die erste und die dritte dieser letzten Gleichungen unvereinbar, wenn man ί/θ und unabhängig von einander lässt; man sieht also, dass es unmöglich ist die drei Con- 
www.rcin.org.pl



— 6 —stanten so zu bestimmen, dass y und seine zwei ersten Ableitungen beliebige Werthe annehmen für x = 0: der Werth von y ist daher nicht das allgemeine Integral, und man sieht in diesem Beispiele leicht dass die Constanten auf zwei zurückgeführt werden können; denn, indem man die Sinus entwickelt, findet man 
und der Werth von y enthält wirklich nur zwei willkürliche Constanten, nämlich die Coefficienten von sin x und cos x.

5. Wenn man in dem allgemeinen Integrale einer Gleichung einer oder mehreren der willkürlichen Constanten, welche es enthält, besondere Werthe giebt, so wird diese Auflösung ein particuläres Integral genannt.Wenn man einer Differentialgleichung durch eine Gleichung genügt, welche nicht in dem allgemeinen Integrale enthalten ist, so nennt mau diese Gleichung eine singuläre Auflösung oder ein singuläres Integral.In diesem Falle müssen, wie wir schon bemerkt haben, Coefficienten der Entwicklung (3) unendlich oder unbestimmt werden, was auch x^ sei, und folglich dann, wenn man dafür die Variable x setzt. Und da diese Coefficienten nur Ableitungen von niedrigerer Ordnung als zu enthalten, so geht hieraus hervor, dass der Werth y = φ{x), welcher eine singuläre Auflösung einer Differentialgleichung der mten Ordnung constituirt, zu gleicher Zeit dieser Gleichung und einer anderen Differentialgleichung von einer niedrigeren Ordnung genügen muss, in welcher keine willkürliche Constante vorkommt.Wenn z. B. die vorgelegte Gleichung von der ersten Ordnung ist, so können die singulären Auflösungen nur gegeben werden durch Gleichungen zwischen x und y ohne willkürliche Constante; und folglich kann eine Auflösung mit einer willkürlichen Constante nur das allgemeine Integral sein.Wenn aber die vorgelegte Gleichung von einer höheren als der ersten Ordnung wäre, so würde die singuläre Auflösung im Allgemeinen gegeben werden durch eine Differentialgleichung von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung, welche ein Integral mit willkürlichen Constanten haben würde. Man sieht also, dass die singulären Auflösungen der Dif-
www.rcin.org.pl



— 7 —ferentialgleichungen mter Ordnung gegeben werden können durch Gleichungen zwischen x, y und höchstens m — 1 Con- stauten. Man kann daher aus der Gegenwart willkürlicher Constanten nicht immer schliessen, dass eine Auflösung ein particulares und kein singuläres Integral sei.6. Wir wollen jetzt ein Beispiel des in Nr. 2 angekündigten Falles geben. Betrachten wjr die Differentialgleichung
Man zieht aus ihr durch wiederholte Differentiation

und man findet, indem man die Formel (2) auwendet,
Man erkennt leicht, dass indem man
setzt, diese Gleichung sich auf
reducirt. Man findet diesen Werth direct, indem man in der vorgelegten Gleichung y — x = z setzt, was sie auf
(u)

reducirt, woraus
durch Integriren und Hinzufügen einer willkürlichen Constante erhält man
daher
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— 8 —Diese Gleichung wird identisch dieselben Auflösungen wie die vor-
1gelegte geben, wenn es erlaubt war durch zu dividiren, welches verlangt, dass z oder y — x nicht Null sei. Kann daher 

y — X = 0 der vorgelegten nicht genügen, so giebt die Gleichung (a) alle ihre Auflösungen; aber wenn y — x = 0 ihr genügte, so wäre dies eine Auflösung, welche in der Gleichung (a) nicht enthalten zu sein braucht. Und in der That, 
y-x = Q genügt dieser letzten nicht, welchen Werth man auch der willkürlichen Constante geben mag, und genügt doch der vorgelegten. Also ist y — x — Q eine singuläre Auflösung.Da diese Auflösung in dem allgemeinen Integrale nicht enthalten ist, so wollen wir sehen, was aus den CoefficientA der durch die Formel (3) gegebenen, allgemeinsten Entwicklung von y wird.Es ist evident, dass wenn man y = x macht, alle Diife- rentialcoefficienten, von an, unendlich werden; und hätte

1man nicht den gemeinschaftlichen Factor (y — x)^ in den beiden Gliedern des Werthes von unterdrückt, so würdedieser sich unter Form darbieten.Dieses Beispiel zeigt einen Werth von y, nämlich den Werth X, welcher der vorgelegten Differentialgleichung genügt und nach den Potenzen von x entwickelbar ist, aber keine mögliche Entwicklung giebt, wenn man von jener ausgeht. Man darf also nicht behaupten, dass das sogenannte allgemeine Integral alle Auflösungen der vorgelegten Gleichung enthalte, oder mit anderen Worten, es kann singuläre Auflösungen geben.7. Kann man eine der durch die Differentiation der vorgelegten erhaltenen Gleichungen in zwei Factoren zerlegen, von denen der eine von niedrigerer Ordnung ist als der andere, und setzt man den von der niedrigeren Ordnung ebenfalls gleich iiull, so hat man eine Gleichung mehr zwischen den schon betrachteten Ableitungen; es giebt dann eine Willkür- 
www.rcin.org.pl



— 9 —liehe weniger in der Entwicklung von y, und im Allgemeinen wird diese Entwicklung nicht in der anderen enthalten sein, die m, willkürliche Constanten enthält.Betrachten wir z. B. die Gleichung
(0Man findet, differentiirend,
Indem man den Factor der zweiten Ordnung betrachtet, hat man 
die Gleichung (6) giebt jetzt, durch die Entwicklung von Maclaurin,
Betrachtet man darauf den Factor erster Ordnung, so findet man
Wir haben jetzt zwei Gleichungen zwischen zr, y undIst also nicht mehr willkürlich, und man findet für zr = 0
Daher hat man für y den folgenden Werth ohne willkürliche Constante 
welcher in dem Integral mit einer willkürlichen Constante nicht enthalten, also eine singuläre Auflösung ist.
Von den Differentialgleichungen einer Gleichung mit zwei Variablen.8. Betrachtet man eine Gleichung mit zwei Variablen 
F (zc, y) = 0, und leitet man aus ihr auf irgend eine Weise 
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— 10 —eine andere Gleichung ab, welche x, y und Ableitungen von 
y nach x enthält, so nennt man diese letzte eine Differentialgleichung der ersten. Sie ist eine Folge dieser Gleichung, aber diese ist nicht immer eine nothwendige Folge von ihr. So haben wir gesehen, dass eine Function von x nur eine Ableitung hat; während eine Ableitung unendlich vielen Integia- len entspricht, die sich durch den Werth einer Constante unterscheiden.Wenn man zwischen der ursprünglichen Gleichung und derjenigen, welche man erhält, indem man sie einmal differen- tiirt, eine Constante a eliminirt, so hat man eine gewisse Differentialgleichung erster Ordnung der vorgelegten Gleichung. Und allgemein, wenn man die vorgelegte mmal differentiirt, so kann man m beliebige der in ihr vorkommenden Constanten eliminiren, und man erhält auf diese Weise eine Differentialgleichung mter Ordnung der primitiven Gleichung, welche 
m Constanten weniger enthält als diese. Eine verschiedene Differentialgleichung derselben Ordnung würde man erhalten, wenn man m andere Constanten zwischen denselben Gleichungen eliminirte.Bemerken wir, dass man jede Differentialgleichung als auf diese Weise erhalten betrachten kann; denn wir haben bewiesen, dass ihr allgemeines Integral, wenn sie von der Ordnung m ist, m willkürliche Constanten enthält, welche nicht in der Differentialgleichung vorkommen. Also konnte diese letzte aus dem allgemeinen Integral nur abgeleitet werden, indem man diese Constanten zwischen dem Integral und den durch m successive Differentiationen daraus gezogenen Gleichungen eliminirte.Diese Differentiationen können aber auf sehr verschiedene Weisen gemacht werden:Will man z. B. nur eine Constante eliminiren, so kann man die Gleichung zuvor in verschiedene Formen bringen und dann differentiiren; man erhält so verschiedene Gleichungen erster Ordnung, und man kann die Constante zwischen irgend einer von ihnen und der vorgelegten Gleichung eliminiren.Will man zwei Constanten eliminiren, so kann man die in eine willkürliche Form gebrachte Gleichung zweimal differentiiren; man hat dann drei Gleichungen, welche die zwei zu eliminirenden Grössen enthalten. Oder man kann auch 
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— 11 — .zunächst eine von ihnen zwischen der vorgelegten Gleichung und der aus ihr abgeleiteten der ersten Ordnung elimini- ren; darauf kann man, indem man die so erhaltene Gleichung wie die vorgelegte behandelt, die zweite Constante eliminiren.Die Combinationen würden sich vervielfältigen, wenn man eine grössere Anzahl von Constanten zu eliminiren hätte. Wir wollen nun beweisen, dass man immer, auf welche Weise die Elimination auch gemacht wird, dieselbe Gleichung 
dx! · · ·zwischen ϋΰ, y, u. s. w. und den nicht eliminirten Constanten erhält. · · ,Nehmen wir an, dass man zu zwei verschiednen Gleichungen gelange, indem man dieselben ni Constanten elimi- nirt; und es seien diese beiden Gleichungen, in Bezug auf aufgelöst,

Nach dem was bewiesen worden ist, wird man, wenn man aus der einen und anderen eine Gleichung zwischen z», y und m willkürlichen Constanten herleitet, die Gleichung selbst erhalten, aus welcher sie gezogen sind, und folglich identische Kesultate haben. Entwickelt man diese nach den Potenzen von x — Xq, ' so werden die Coefficienten der verschiednen Potenzen respective gleich sein, wenn die, demselben Werthe Xq entsprechendenConstanten Wn, , · · · , beiderseits dieselben∖dxjQ^ ∖dx"*~^∕Qsind. Nun haben die Entwicklungen respective zu Coefficientenvon ----  die beiden Ausdrücke1.2 ... m
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• — 12 —Es müssen daher diese beiden Functionen für jedes Xq gleich 
∕dy∖ Zv\sein, indem man den Grössen > ' ' ’ > m —\ )und den nicht eliminirten Constanten, \yeiche beiderseits dieselben sind, beliebige Werthe giebt; folglich müssen alle diese verschiedenen Grössen auf identische Weise in und f vorkommen. Sie kommen aber darin auf dieselbe Weise vor, wie z»,i/,^,···, 

d^— y-x------ und die nicht eliminirten Constanten in den beiden
uAusdrücken für -5—^ vorkommen; daher sind diese beiden Aus- drücke identisch, und die beiden Differentialgleichungen, mag 

d‘’^'uman sie nun in Bezug auf auflösen oder nicht, sind esfolglich auch; woraus der wichtige Lehrsatz hervorgeht:Auf welche Weise man zu einer Differentialgleichung der znten Ordnung kommen mag, wenn man von einer und derselben Gleichung zwischen .rund y ausgeht und dieselben m Constanten elimi- nirt: immer erhält man eine und dieselbe Gleichung·9. Dieser Satz giebt Veranlassung zu mehreren nützlichen Bemerkungen.Heben wir unter allen Arten diese Rechnung auszuführen die folgende hervor:Man eliminire zunächst eine der Constanten zwischen der . vorgelegten Gleichung und ihrer ersten Ableitung; darauf eliminire man eine zweite Constante zwischen der so erhaltenen Gleichung und ihrer Ableitung; dann eine dritte Constante zwischen der so erhaltenen neuen Gleichung und ihrer Ableitung, und so fort bis die m bezeichneten Constanten verschwunden sind. Man hat dann die gesuchte Gleichung der znten Ordnung; und nach unserm Lehrsätze ist diese Gleichung und sind alle Zwischengleichungen identisch mit denjenigen, welche man, dieselben Constanten eliminirend, durch andere Verfahrungsarten erhalten würde. Die Ordnung aber, in welcher man die m Constanten eliminirt, bestimmt die Zwischengleichungen; und so viel Combinationen als man zu n
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— 13 —mit zn Buchstaben machen kann, eben so viel verschiedne Gleichungen der Ordunng n kann man erhalten, von denen jede nur eine einzige Form haben kann. Hieraus zieht man die wichtige Folgerung:Jede Differentialgleichung von der Ordnung 
m kann abgeleitet werden aus m verschiedenen Gleichungen von der Ordnung m — 1, von welchen jede eine willkürliche Constante enthält; ausGleichungen von der Ordnung m — 2,welche deren zwei enthalten; und allgemein ausvon der Ordnung m—n, vondenen jede n willkürliche Constanten enthält.10. Wenn man eine Gleichung witer Ordnung zu inte- griren hat, so kann man ihre -m ersten Integrale suchen. Gelingt es diese zu bestimmen, so hat man m Gleichungen zwi-cZ v vsehen x, y, , . . · , i g,—i' ’ welchen jede eine willkür- (ίΰυ (Jbliehe Constante enthält; und indem man die m—1 Ableitungen von X eliminirt, erhält man folglich eine Gleichung zwischen X, y und m willkürlichen Constanten. Man hat also dann das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung.11. Manchmal ist es leichter die ersten Integrale der Gleichung (zn -|- l)ter Ordnung zu finden, welche man erhält, indem man die vorgelegte differentiirt. Das allgemeine Integral dieser Gleichung von der (m -j- l)ten Ordnung ist dann das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung, wenn man sich zu einem Glied derselben eine willkürliche Constante addirt denkt; und kennt man das allgemeine Integral der Gleichung (zn 1) ter Ordnung, so hat man dasjenige der vorgelegten, indem man diese Constante gleich Null macht. Mau wird daher die zn 1 ersten Integrale suchen, zwischen ihnen die m Ableitungen von y eliminiren und dann statt der in Rede stehenden Constante Null setzen. Aber eines dieser ersten Integrale ist nichts Anderes als die um diese Constante vermehrte vorgelegte Gleichung, und reducirt sich folglich auf letztere, indem man für die Constante Null setzt; wenn man also zn erste Integrale der Gleichung (zn -j- l)ter Ordnung 
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— 14 —erhalten kann, welche die vorgelegte Gleichung nicht einschliessen, so braucht man nur zwischen ihr und den m Integralen die m Ableitungen von y zu eliminiren, und man hat das verlangte allgemeine Integral.Hat man das allgemeine integral der Gleichung (?n-|-l)ter Ordnung durch irgend ein Mittel gefunden, so enthält dasselbe m 1 willkürliche Constanten; aber diese Constanten sind unter sich durch eine Gleichung verbunden, welche man erhält, indem man den gefundenen Werth von y in der vorgelegten Gleichung substituirt. Man hat also nur m willkürliche Constanten, wie es sein muss.
Anderes Mittel um die Integrale der Differentialgleichungen zu bestimmen.12. Anstatt die Differentialgleichung zur Bestimmung der Coefficienten der Entwicklung des Integrals zu gebrauchen, kann man sie anwenden um die successiven Incremente des Werthes von y und somit diesen Werth selbst, mit einer beliebigen Annäherung zu berechnen. Man erhält auf diese Weise nicht den Ausdruck von y durch .τ, aber so viel besondere Werthe als man will; mit anderen Worten, man kann von der Curve, deren Gleichung gesucht wird, so viel Punkte als man will, approximativ bestimmen.Betrachten wir zunächst die Gleichung der ersten Ordnung, welche man immer als in die Form gebracht annehmen kann.Wenn man nach Belieben den Werth y^ annimmt, welcher einem willkürlichen Xq entspricht, so liefert die Gleichung das Increment, welches y erhält, wenn x in Xq -|- a übergeht; der Werth desselben ist dyQ — F{xq, y^) a, indem man die Grössen vernachlässigt, welche in Bezug auf α von der zweiten Ordnung sind. Bezeichnet man die neuen Werthe von .x und y durch x^, y^, so hat das einem Increment α von x^ entsprechende Increment von v' den Werth indem man wieder die Grössen von zweiter Ordnung in Bezug auf« vernachlässigt, sowie den noch kleineren Fehler, der davon 
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— 15 —herrührt, dass man in dem Werthe von y eine Grösse zweiter Ordnung vernachlässigt hat. Indem man so fortfährt, und immer die Grössen von zweiter Ordnung in Bezug auf α vernachlässigt, erhält man so viel Werthe von y als man will, oder so viel Punkte als man will von der Curve, welche der Differentialgleichung genügt, und durch den willkürlichen Punkt geht, dessen Coordinaten Xq , ιjq sind. Man sieht hieraus dass eine Gleichung erster Ordnung unendlich viele Integrale hat, welche sich von einander nur durch den Werth einer Constante unterscheiden, die das einem willkürlich gewählten Werthe von x entsprechende y ist. Der aus diesen Rechnungen resultirende allgemeine Ausdruck von y ist
y = yo -l· , 2/0)« + ÷ i/o + (⅜,2∕o)«]« H—,worin die Zahl der zu nehmenden Glieder abhängt von dem Werthe von zr, den man betrachtet; und man würde den Werth von y genau durch zk ausgedrückt haben, wenn man die Grenze finden könnte, gegen welche die Summe von n -j- 1 Gliedern dieser Reihe convergirt, während na = x — Xq und 
a unbegrenzt abnimmt.13. Bemerken wir dass diese Art die verschiedenen Integrale einer Differentialgleichung zu bestimmen, auf alle Auflösungen anwendbar ist. Sowohl die singulären als die par- ticulären Integrale finden sich darin enthalten; was bei den anderen Methoden nicht der Fall ist.Auf ähnliche Art kann man verfahren, wenn eine Gleichung zweiter Ordnung zu integriren ist. Diese kann man sich immer in der Form denkenoderMan nimmt die Xq entsprechenden Werthe y^, willkürlich an, und die Gleichung .liefert das zu dem Incre- ment a von x gehörige Increment von . Man hat dann den Werth von welcher Xq a entspricht; fernerist das Increment von y bekannt, da man angenommenhat. Man kennt also für den Werth Xq -f- « die Werthe von y und 
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— 16 —und dieselbe Operation kann man beliebig oft wiederholen. Es zeigt sich hier, dass in dem Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung zwei willkürliche Constanten vorkommen. Dieses Verfahren liefert nur die Werthe der Integrale approximativ ; genau würde man sie finden, indem man die Grenze der Reihe bestimmte, während a gegen Null conver- girt und wie im vorigen Falle na = z» — Xq.Offenbar finden dieselben Betrachtungen Anwendung auf die Gleichungen aller Ordnungen.

www.rcin.org.pl



Differentialgleichungen der ersten Ordnung.

Singuläre integrale der Gleichungen erster O rdnung.14. Es seidas allgemeine Integral einer Differentialgleichung erster Ordnung, und a sei die willkürliche Constante, deren Elimination zwischen der Gleichung (1) und ihrer Ableitung
(1)
(2)zu der vorgelegten Differentialgleichung führt. Man will wissen, ob diese letzte Auflösungen zulässt, welche nicht in dem allgemeinen Integrale enthalten sind.Jede Gleichung zwischen x und y lässt sich in die Form bringen(3)wo φ eine gewisse h unction von x und y ist und F dieselbe Function bezeichnet wie in (1), nur dass die Constante a durch die Function φ ersetzt ist. Denn man kann F{x,y,φ) irgend einer Function gleichsetzen und daraus für φ einen Werth ziehen, der diese Gleichung identisch macht. Die Gleichung (3) kann deshalb alle Auflösungen der vorgelegten Gleichung darstellen, ‘wenn man für φ alle schicklichen Werthe setzt; und diese wollen wir nun zu bestimmen suchen.Durch Differentüren von (3) findet man, indem die totale Ableitung von φ bezeichnet,

Duhamel, I)ifΓ.- und lut Rechnung. Π. 2
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— 18 —(4)Wenn man in diese Gleichung den aus (3) resultiren,den Werth von φ einsetzt, so hat dies in den beiden ersten Termen von (4) denselben Erfolg, als wenn man a aus (1) zieht und in (2) einsetzt. Folglich ist es zur Identität dei’ Werthe von
dx nothwendig und hinreichend, dass die Substitution von φ ergiebt

(5)
was auf mehrere Weisen geschehen kann:1. Indem man setzt, wo dann φ eine Constante ist, und die Gleichung (3) mit dem allgemeinen Integral zusammenfällt:

2. indem man nach Substitution des aus (3) gezoge
nen Werthes von φ gleich Null setzt, was dasselbe ist, als
wenn man φ durch die Gleichung 0 bestimmt und den
Werth in (3) einsetzt.Man sieht also, dass wenn man das allgemeine Integral einer Differentialgleichung erster Ordnung hat, man alle singulären Integrale erhalten wird, indem man die Constante eli- minirt zwischen der Integralgleichung und ihrer gleich Null gesetzten partiellen Ableitung nach der Constante, sowie ihrer gleich Unendlich gesetzten partiellen Ableitung nach y. Man muss sich aber überzeugen, ob jede dieser Hypothesen auch wirklich das erste Glied der Gleichung (5) auf Null und nicht 0 , .aut — bringt.
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— 19 —Ferner muss man untersuchen, ob die so erhaltenen Auflösungen schon in dem allgemeinen Integrale stecken. In diesem besonderen Falle hat man ein particuläres Integral statt eines singulären.15. Welche Form man der Gleichung (1) geben mag, die Anwendung der vorhergehenden Regeln muss immer zu denselben Auflösungen führen. Dies kann man verificiren, indem man bemerkt, dass das Verhältniss der beiden partiellen
dF dF .Ableitungen mit Rücksicht auf F = 0 immer dasselbe sein wird, obgleich eine jede dieser beiden Ableitungen sich ändert, wenn man die Gleichung F = 0 transformirt. Denn hat man irgend eine Gleichung F {x,y,z,u} = 0, so drückt das Verhältniss von zwei partiellen Ableitungen des ersten Gliedes in Bezug auf zwei der Variablen, z. B. u und z, bis auf das Zeichen immer die Ableitung einer der Variablen u und z in Bezug auf die andere aus; es kann folglich, nach'Elimination einer von beiden, nicht von der Form abhängen, unter welcher man die u und z verbindende Gleichung darstellt.Wenn daher eine Transformation der Gleichung (1) macht, iZ Fdass die Gleichung = 0 Auflösungen verliert, so machtsie zugleich, dass die Gleichung = 0 dieselben gewinnt.

16. Das singuläre Integral hat eine sehr merkwürdige geometrische Beziehung zu dem allgemeinen Integral. In der That, wenn man a zwischen der Gleichung (1) und ihrer partiellen Ableitung nach a eliminirt, so hat man die Gleichung des Orts der successiven Durchschnitte der Curven, welche man erhält, indem man a in der Gleichung (1) stetig variirt. Also stellt das singuläre Integral die umhüllende Curve dieser Curven (der particulären Integrale) dar.Wenn man nach der Differentialgleichung den geometrischen Ort von irgend einem ihrer Integrale, wie wir dies oben angegeben haben, construirt und zur Ordinate yo diejenige der umhüllenden Curve wählt, welche der Abscisse Xq entspricht, so muss die Gleichung zwei allgemeine Werthe für 2*
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— 20 —∙liefern, von denen der eine der Uinhüllenden, der andere azrder Umhüllten entspricht, und welche gleich sind für den diesen beiden Curven gemeinsamen Punkt. Die angegebene Con- struction wird dann die beiden Curven liefern. Us giebt jedoch eine bemerkenswerthe Ausnahme von diesem Satze: sie findet statt, wenn die das singuläre Integral darstellende Umhüllungslinie eine Gerade ist.In der That, wenn man von einem Punkte dieser Gerade ausgeht, so sind zwei Werthe von in diesem Punkte gleich, und folglich sind die zwei correspondirenden Werthe von dy, welche die Gleichung liefert, gleich, wie dies im Allgemeinen stattfindet; aber im gegenwärtigen Falle ist einer dieser Werthe strenge richtig, und zwar derjenige, welcher der geraden Linie entspricht, deren Gleichung ersten Grades, ohne etwas zu vernachlässigen, dy = pdx giebt, wogegen man in jedem anderen Falle eine in Bezug auf dy unendlich kleine Grösse vernachlässigt. Hieraus folgt, dass der Nachbarpunkt strenge der Umhüllenden angehört, und man befindet sich also in "demselben Falle wie vorher. Man sieht somit, dass die Differentialgleichung in diesem Falle das singuläre Integral allein giebt. Es ist zugleich klar, dass dies nur in diesem einzigen Falle geschieht. Denn läge der zweite Punkt nicht genau in der Envcloppe, so würde die Gleichung nicht zwei genau gleiche Werthe für geben, indem man die Coordinaten dieses Punktes substituirt; man würde also bei dem folgenden Werthe von x zwei Punkte statt eines finden und die beiden Linien erhalten.Man kann die singulären Integrale auch aiis der Differentialgleichung selbst bestimmen. Es sei diese Gleichung (6) indem wir — durch w' bezeichnen.dxDa die geometrische Darstellung der singulären Auflösung die umhüllende Curve von denjenigen ist, welche die particu-
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/ ' — 21 —läreii Integrale darstellen, so schneiden diese sich im Allgemeinen; und wenn sie einander unendlich nahe rücken, so wird der Durchschnittspunkt ein Berührungspunkt, der der Enve- loppe angehört. Demnach muss die Gleichung (6) im Allgemeinen für einen und denselben Werth von x und?/ wenigstens zwei verschiedene Werthe von y* geben, und zw’ei dieser Werthe müssen gleich werden, wenn x und y einem Punkt der Enveloppe angehören oder der Gleichung genügen, welche die singuläre Auflösung constituirt. Man hat also auszudrücken, dass die Gleichung (6) zwei gleiche Werthe für y^ giebt.Dies geschieht, indem man = 0 setzt, wenn f {x, y, y‘} eine einförmige Function ist. Ist sie mehrförmig, so kann man sie durch Transformation zu einer einförmigen machen; man kann aber auch successive eine jede der verschiednen in 
f(x,y,yf) = Q enthaltenen Gleichungen behandeln und ausdrücken, dass sie gleiche Werthe für y^ giebt, oder auch dass ein aus der einen gezogener Werth von y' gleich ist einem aus der anderen gezogenen Werthe von y\ Wenn z. B. die Gleichung (6) nach y* aufgelösst wäre, so könnte man nur das letzte Mittel anwenden und diese Werthe zwei und zwei gleich setzen. Es sei in allen Fällen φ (zr, y, y^) = 0 eine Gleichung, welche ausdrückt dass die Gleichung (6) zwei gleiche Werthe von y^ giebt*, so muss die singuläre Auflösung diesen zwei Gleichungen, und folglich dem Resultate der Elimination von y' zwischen ihnen genügen. Bewerkstelligt man also diese Elimination, so erhält man eine Gleichung zwischen x und y, welche die singuläre Auflösung darbieten wird, wenn eine solche existirt. Man muss deshalb untersuchen, ob die verschiedenen Werthe von y in zr, welche sie liefert, der Gleichung (6) genügen: diejenigen welche dies thun, ohne in dem allgemeinen Integral enthalten zu sein, sind die singulären Auflösungen. Es sei als Beispiel (7) während/ eine Function bezeichnet, welche nur einen Werth hat für einen und denselben λVerth von ?/'. Wir haben als Bedingung der Gleichheit zweier Werthe von y'(8)
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— 22 —und zwischen diesen beiden Gleichungen ist y^ zu eJiniiniren.Nehmen Λvir an dass man aus der Gleichung (8) zieht = φ (zr), so erhält man durch Einsetzen in (7) (9)DifFerentiirend findet man 
und folglich kann man die Gleichung (9) so schreiben:
Sie genügt also der vorgelegten DifFerentialgleichung, und bildet ihre singuläre Auflösung; denn sie ist nicht in dem allgemeinen Integrale enthalten, das λvir später bestimmen werden.
Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung.

17. Die allgemeinste Gleichung der ersten Ordnung, in welcher das Differentialverhältniss 4^ den ersten Grad nicht 
(itß \übersteigt, kann auf die Form gebracht werden 

wo P und Q irgend zwei Functionen von a; und y sind. Immer kann man das allgemeine Verfahren auf sie an wenden, welches darin besteht, dass man^ nach dem Satze von Taylor oder Maclaurin entwickelt. Bisweilen gelingt es die Reihe zu summiren; oft aber ist sie so complicirt, dass man sie nicht auf eine endliche Form zu reduciren vermag. Es folgen hier einige Beispiele, in welchen dieses Verfahren ohne Schwierigkeit anwendbar ist
Es sei
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— 23 —Jndciu mau tliftereiitiirt, fiudct man

Macht man in allen diesen Gleichungen x — 0, so kommt 

daher 
oder

Λ !oder da man j/a — — durch eine willkürliche Constante cersetzen kann,
Nachdem das allgemeine Integral bekannt ist, würde man die singulären Integrale durch die oben auseinandergesetzte Methode erhalten. Es ist aber leicht zu sehen, dass im ge- o-enwärtiiien Falle keines existirt.o oEs sei ferner x -j- y ÷ ax^ = θ, während m ganz und positiv ist.Man erhält durch Differentiation
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— 24 —

wo η grösser als 1.Macht man x = 0, so werden ?/ und alle Differcntial- coefficienten Null, indem man voraussetzt dass sie nicht unend- lieh werden, mit Ausnahme von dessen Werth dann
d ai'^ist; man findet daherDieses Integral hat keine willkürliche Constante und ist folglich nicht das allgemeine Integral. Dieses ist also nicht cntwickelbar nach den ganzen und positiven Potenzen von x. Und in der That, wenn man durch die Methoden integrirt, welche wir sehr bald werden kennen lernen, so findet man als allgemeines Integral

Die Auflösung, welche wir fanden, ist also ein particulares, (7=0 entsprechendes Integral.Es ist leicht zu sehen, dass es kein singuläres Integral o ogiebt.
Von den Fajctoren, welche das erste Glied der Gleichung unmittelbar integrabel machen, Integration der linearen Gleichung.18. Wenn das erste Glied der Gleichung Qdy Pdχ = 0 das Differential einer Function von x und y wäre, so würde es nothwendig und hinreichend sein, diese Function gleich einer Constante* zu setzen, um der vprgelegten Gleichung zu genügen. Die Bedingung für diesen Umstand ist, wie wir ge-
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— 25 —sehen haben, . Wenn sie nicht prfüllt ist, und das
Cv Λ∕ (jLerste Glied der Gleichung, indem man es mit einer Function v multiplicirt, zum ∙DifFerentiale einer Function u wird, so ist die Gleichung äquivalent mit — du = 0, und es wird ihr genügt, sowohl indem man du = 0 macht, woraus u= c, welches das allgemeine Integral ist mit der willkürlichen Constante c, — als auch indem man — = 0 setzt, was eine

Vsinguläre Auflösung liefert, wenn sie nicht schon in der vorigen steckt.So z. B. kann man die Gleichung in die Form bringen 
und man genügt ihr, indem man F (zc) = 0, oder ·ψ (ij) = 0 oder endlich 
setzt, wovon das erste Glied ein vollständiges Differential ist, da die Variablen getrennt sind.19. Man kann beweisen, dass immer ein Factor existirt, welcher tZ?/ -(- Pdx zu einem vollständigen Differentiale macht. In der That, es ist bewiesen, dass die vorgelegte Gleichung ein, eine willkürliche Constante c enthaltendes Integral hat, welches wir durch F{x,y,c} = 0 bezeichnen wollen; und die Differentialgleichung ist nothwendig erhalten worden durch Eliminiren von c zwischen dieser letzten Gleichung und derjenigen, welche man aus ihr durch Differentiiren erhalten hat, nachdem man sie zuvor irgendwie transformirt hatte. Wie aber auch diese Transformation geschehe, in Nr. 8 ist bewiesen dass man durch Elimination von c immer denselben Werth für in X und υ erhält.dxDenken wir uns nun die Gleichung F(x, y, c) in die Formgebracht woraus Da der
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— 26 —
ίΖ?/hieraus gezogene ∖∖erth von und derjenige, welchen die vorgelegte Gleichung giebt, nach dem eben Gesagten in x und 

y identisch sein müssen, §o hat man identisch
Addirt man beiderseits und multiplicirt mit 4^, so hat 

dx dyman, was auch x, y, dx, dy seien, die neue Identität
Das erste Glied ist die totale Ableitung einer Function φ von X und y, also ist dasselbe mit dem zweiten der Fall; und folglich wird, indem man die vorgelegte Gleichung mit multiplicirt, ihr erstes Glied ein vollständiges Differential. Man sieht, wie dieser Factor v — i mit dem ersten Gliede des unter die Form φ = c gebrachten allgemeinen Integrals verbunden ist.20. Nachdem die Existenz des Factors v erwiesen ist, suchen wir, wie es möglich wird ihn zu entdecken.Die ihn bestimmende Gleichung ist leicht zu bilden, denn man soll die Identität haben
Wenn v x und y zugleich enthalten muss, so ist dies eine Gleichung mit partiellen Differentialen, und schwieriger zu inte- griren als die vorgelegte. Man muss daher im Allgemeinen auf die Bestimmung dieses Factors verzichten.Braucht aber v nur eine Variable, x z. B., zu enthalten, so kann man leicht seinen Werth bestimmen. In der That, die vorige Gleichung Λvird dann
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— 27 —oder
Folglich ist es dazu nothwendig, dass die gegebenen Coefficienten 
P und Q solche sind, dass der Ausdruck unabhängig ist von y.Ist diese Bedingung erfüllt, so kann man v unabhängig von 
y annehiuen, also setzen, indem φ (x) den vorstehenden Ausdruck bezeichnet, 
woraus
Der Cocfficient c ist willkürlich und fällt überdies von selbst weg.Für den hieraus resultirenden Werth von v ist v Qdij)ein vollständiges Differential. Indem man dies integrirt, findet mau
Dies ist das allgemeine Integral von Qdy Pdx — 0. Die Discussion würde dieselbe sein, wenn der integrirende Factor υ von X unabhängig wäre.21. Die vorhergehende Rechnung würde sich vereinfachen, wenn die Gleichung dy-∖-Pdx = {) vorgelegt wäre. Es müsste aber dann unabhängig von w sein, es müsste also

dυwo X und A’i beliebige Functionen von λ: bezeichnen. Nehmen wir also die Gleichung an
Der integrirende Factor v wird jetzt e durch Multi- pliciren mit demselben hat man
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— 28 —Hieraus ergiebt sich 
wo C eine willkürliche Constante; daraus folgt
Dies ist das allgemeine Integral der linearen Gleichung erster Ordnung. Die von J'Xdx herrührende willkürliche Constante verschwindet von selbst, und die Constante C ist die einzige, welche in den Werth von y eingeht.Betrachten wir, als sehr einfache Anwendung, die folgende 'Aufgabe, welche den Geometern durch de Beaune, einen Freund von Descartes, vorgeleθ∙t wurde :' Man soll eine solche Curve finden, dass die Subtangente zu der Ordinate sich verhält wie eine constante Linie zu der Ordinate dieser Curve, wenn man diese Ordinate um diejenige einer Gerade vermindert, die unter einem halben rechten Winkel gegen die Axe der x geneigt ist.Nimmt man den Anfangspunkt im Durchschnitt dieser Gerade mit der Axe der x, so ist deren Gleichung x = y, und die gegebene Bedingung wird ausgedrückt durch die Gleichung 
wo a der gegebene Werth der constanten Linie ist.Diese lineare Gleichung, nach irgend einer der angegebenen Verfahrungsarten integrirt, giebt 
wo C eine willkürliche Constante.Nimmt man jetzt zur Axe der x^ die Gerade, deren Gleichung y — X a ist, und behält man die Axe der y als Axe der y* bei, so wird

Die Curvc ist also eine logarithmische, deren Ordinaten mit der Axe einen halben rechten Winkel machen.
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— 29 —22. Wir haben bewiesen, dass in allen Fällen ein Factor existirt, welcher geeignet ist, das erste Glied integrabel zu machen. Wir wollen sehen, ob nur einer existirt.Es sei V eine erste solche Function, dass v{Qdy -j- Pdx) das Differential einer Function u von x und y ist. Zunächst ist dann evident, dass auch der Factor wφ(ω) das erste Glied integrabel macht: denn, weil v{Qdy '-∣- Pdx) = du, so hat man v φ(u)(^Qdy -|- Pdx) — φ (m) d(u), welches das Differential von J'φ{u)du ist.Es .sei jetzt V irgend eine andere solche Function, dass 
V{Qdy 4“ Pdx) — d U, U eine Function von x und y bezeichnet. Man folgert hieraus die Identität
Da nun das zweite Glied ein vollständiges Differential ist, so muss das in x und y ihm identische erste Glied auch ein 7solches sein; was nur sein kann, wenn — eine Function von 

V

u allein ist. Diese letzte Behauptung, welche man gewöhnlich als evident hinstellt, muss indessen erwiesen werden.Wir wollen also allgemein zeigen, dass wenn u = f{x,y}, der Ausdruck F{x,y}du oder kein vollständiges Differential in Beziehung auf die beiden Variablen X und y sein kann, wenn man nicht hat 
wie übrigens auch die Function ψ sei. ·In der That, eliminiren wir y vermöge der Gleichung zi = f{^χ,yy, 80 wird P{3C,yy eine Function von zz und x, ffQu,x}. Der Ausdruck, welcher ein vollständiges Differential in Beziehung auf X und y wird es m Beziehung auf x und u sein;
φ (u, x) du wird also ein vollständiges Differential einer Function von zwei unabhängigen Variablen x und u sein; was absurd wäre, wenn x in diesem' Ausdrucke bliebe, der nicht dx enthält. Es ist daher nothwendig, dass φ {u, x) kein x enthalte, und folglich, dass F {x, y} eine Function von u oder von ∕(.r,z∕) sei.
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- 30 —Kehren wir nun zu unserer Frage zurück, so sehen wir, dass wenn ein Factor v dem ersten Gliede die Form des Differentials einer Function u von x, y giebt, alle Factoren, welche diese Eigenschaft besitzen, von der Form vφ(u) sind, wo φ eine willkürliche Function bezeichnet.Die vorgelegte Gleichung wird also 
und aus beiden folgt u = c, während c eine willkürliche Constante.Alle diese Factoren führen somit zu demselben Resultate, und sie unterscheiden sich nur durch den Factor φ (w), welcher eine Function von x, y ist, sich aber vermöge des Integrals ii = c auf eine willkürliche Constante reducirt. Man sieht, dass wenn zwei verschiedene Factoren bekannt sind, welche das erste Glied der Gleichung integrabel machen, man das allgemeine Integral erhält, indem man ihr Verhältniss gleich einer willkürlichen Constante setzt.
Integration der homogenen Gleichungen und der linearen Gle ichung, durch Trennung derV ariab len.23. Manchmal kann man durch eine Vertauschung der Variablen die Integration der gegebenen Gleichung auf Quadraturen zurückführen, indem sich die neuen Variablen in der transformirten Gleichung trennen.Betrachten wir zuerst eine beliebige homogene Gleichung 
d. h. eine solche, worin M und N homogene Functionen derselben Ordnung m von x, y sind. Wie man weiss, ist diejenige eine homogene Function mter Ordnung der Variablen x,y,z..., welche sich durch den Factor g”^ multiplicirt findet, wenn man die Variablen respective in gx, gy, gz etc. verändert.Setzen wir y = ux, also dy = udx -f- xdu.Die Functionen M und N werden gleich x'^ multiplicirt mit Functionen von u↑ und die durch x'^ getheilte Gleichung nimmt die Form au
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- 31 —
oderoder
und die Variablen sind getrennt.Das erste Glied ist zu einem vollständigen Differential geworden , indem man es zuerst durch x"^ , dann durch
getheilt hat. Im Ganzen ist es also durch Mx -j- Ny getheilt worden.Also ist der Factor, welcher das erste Glied unmittelbarintegrabel macht, Wenn Mdx-∖-Ndy bereits einvollständiges Differential wäre, so würden und 1zwei integrirende Factoren sein; ihr Verhältniss wäre daher gleich einer Constante, und das allgemeine Integral wäre folglich Mx -1- Ww = c.24. Da der Ausdruck ein vollständiges Differential ist, so führt die bekannte Bedingung zu der Gleichung

Wie also auch die homogene Function M von der mten o
Ordnung sei, der Ausdruck ist constant. Mankann seinen Werth finden, indem man die besondere Function 
x'^ nimmt, und man findet m. Daher hat man allgemein
und dies ist das Theorem von den homogenen Functionen.
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* ■ — 32 —, 25. Erstes Beispiel. — Es sei 
Indem man setzt alsogeht die vorgelegte Gleichung 
woraus man zieht
Da die Variablen getrennt sind, so kann man beide Glieder in- tegriren, was keine Schwierigkeit darbietet. Nachher wird man u durch ersetzen, und man hat dann das allgemeine Inteffral der vorgelesrten Gleichung.26. Zweites Beispiel.

Da auch diese Gleichung homogen in Bezug auf x und y ist, so setzt man y=ux und hat nach gemachter Reduction
Indem man integiirt und durch c eine willkürliche Constante, bezeichnet, kommt 
daher
Man zieht hieraus successive

27. Drittes Beispiel. — Man kann bisweilen durch eine einfache Transformation eine Gleichung homogen machen, welche es nicht ist. Es sei z. B.
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— 33 —um die von x und y unabhängigen Glieder verschwinden zu machen, setzen wir und bestimmen a und ß durch die zwei Bedingungen welche ergeben
Setzen wir zunächst voraus, dass nicht aq — bp = 0. Die vorgelegtc Gleichung findet sich auf folgende zurückgeführt: ' welche homogen ist, und wie oben integrirt wird; zuletzt setzt man x — a, y — ß statt x' und ip. Aber diese Transformation würde unmöglich sein, wenn man hätte aq — bp — Ü. In diesem Falle wird die vorgelegte Gleichung, indem manstatt q seinen Werth setzt,
Nun wird man setzen daherund die Elimination von y giebt 
da die Variablen getrennt sind, so ist die Aufgabe auf Quadraturen zurückgeführt.In dem allgemeinen Falle kann man die Gleichung auch homogen machen durch die Substitutionen 
woraus man zieht
Die vorgelegte Gleichung wird dadurch in die folgende, welche homogen ist, transformirt:

28. Nehmen wir zur geometrischen Anwendung eine Aufgabe, welche die Mathematiker bei der Entstehung der Inte- 
Pnhamel, Diff.- n. Iiit.-Rechnniig. Π. , 3 
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_ 34 —gralrechnung viel beschäftigt hat, und welche sie das Pro- blem der Trajectorien nannten. Es handelt sich darum, eine Curve zu finden, welche unter einem gegebenen Winkel alle in einer gegebenen Gleichung(1) F{x, y, a) = 0enthaltenen schneidet, worin der Parameter n alle möglichen Werthe annehmen kann.Bezeichnet man dμrch m die Tangente des gegebenen Winkels, durch zr*, y' die Coordinaten irgend eines Punktes des gesuchten Ortes, und durch a den Winkel, welchen die Tangente der gegebenen Curve mit der Axe der x bildet, so soll man haben 
(2)
Nun giebt die Gleichung (1) 
die Gleichung (2) wird daher (3) und da man zu gleicher Zeit hat 
so erhält man, wenn man zwischen dieser Gleichung und (3) 
u. eliininirt, eine Gleichung zwischen den Coordinaten irgend eines Punktes des Ortes.Untersuchen wir im Besonderen den Fall, wo die Gleichung (1) von der Form ist (4)so hat man 
und die Gleichung (3) wird
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— 3δ —und durch Eliminiren von <i zwischen dieser und der erstenGleichung erhält man (δ) eine homogene Gleichung, welche man ohne Schwierigkeit integri reu wird.1. Nehmen wir z. B. //=/) = 1, so wird die Gleichung (4)
y = ax ,und stellt alle durch den Anfangspunkt gehenden Geraden dar. Die Gleichung (5) wird

Man erkennt hier, dass das erste Glied ein vollständiges Differential wird, indem man es durch -|- y'^ theilt. Man erhält also, integrirend.
Geht man auf Polarcoordinaten über, indem man st>tzl 
so findet man daher
oder, indem man macht,
Man erhält also unendlich viele ähnliche logarithmische Spiralen, welche denselben Asymptotenpunkt haben.' 2. Setzen wir m = x voraus, welches orthogonale Tra-jectorien liefert, so reducirt sich die Gleichung (5) auf 
woraus man ziehtJe nachdem n und p gleiche oder verschiedene Zeichen haben, liefert diese Gleichung unendlich viele ähnliche Ellipsen

.3* 
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— 36 —oder Hyperbeln, und diese sind die einzigen Curven mit der Eigenschaft, unter einem rechten Winkel alle in der Gleichungsteckenden Parabeln oder Hyperbeln zu schneiden.Wenn jetzt n=p = l, so hat die Trajectorie zur Gleichung ist also ein beliebiger Kreis, welcher zum Mittelpunkte den Durchschnittspunkt der durch die gegebene Gleichung dar≤restellten Geraden hat.W enn n = — p = 1, so haben die gegebenen Curven zur Gleichung y = , sind also alle gleichseitigen Hyperbeln, welche zu Asymptoten die Coordinatenaxen haben. Die Trajectorien haben zur allgemeinen Gleichung λ,∙2 — y"^ ~ c, und sind alle gleichseitigen Hyperbeln, welche zu Asymptoten die Halbirungslinien der Winkel der Asymptoten der ersten haben.29. Lineare Gleichung. — Man kann durch eine Vertauschung der Variablen auch die lineare Gleichung der ersten Ordnung 
integriren. Es sei y — uz', u und z sind unbestimmte Functionen von X. Man hat dy — udz -4- zdu, und substituirend
Zunächst kann man u durch die Bedingung bestimmen 
du -j- Xudx = 0, und es resultirt hieraus udz-[- X^dx = 0. In der vorletzten trennen sich die Variablen, indem mandurch 'U theilt, was 0 giebt.Integrirend, kommt logu -∖-J'Xdx=.0, da die willkürliche Constante in dem unbestimmten Integral enthalten ist.

— ixdxMan zieht hieraus u = e in der Gleichun"
udz -4- Αχί/ζτ = 0 substituirend, kommt
wo die λvillkurliche Constante C sich auf das neue Integral o 
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— 37 —bezieht, das man von einer beliebigen Grenze an nehmen kann. Man erhält also
Die willkürliche Constante von J Xdx verschwindet von selbst aus diesem Ausdruck, und es bleibt nur eine darin, wie es sein muss. Man hat so das schon durch eine andere Methode erhaltene Integral wieder.30. Die Bernoulli’scheGleichung.— Auf die lineare Gleichung kann man die folgende, welche zuerst von Jacob Bernoulli behandelt wurde, zurückführen:

Wenn man setzt 
so findet man durch Substitution in der vorgelegten und lie- duction eine lineare Gleichung, deren Integral nach der vorigen Formel ist
Der Werth von y findet sich hieraus unmittelbar.Man kann zu demselben Resultate gelangen durch eine andere, schon für die lineare Gleichung angewandte Transformation.Es sei )/ = ΐΐζ; die vorjiele<2∙te Gleichung wird 
und lässt sich in die zwei folgenden zerlegen 
woraus man zieht 
worin das Integral ∣ Xdx unbestimmt ist. Man folgert daraus
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— 3H —Die durch fXd.v eingeführte Constante verschwndet offenbar, so dass man dieses Integral von irgend einem Werthe an nehmen kann; ij enthält also nur die einzige Constante (·Man kann manchmal das allgemeine Integral eiter Gleichung erster Ordnung, von welcher man ein particulares Integral kennt, erhalten durch eine sehr einfache, von Euler angewandte Transformation.Es sei z. B.Diese Gleichunsr hat mehr als die vorhergehende das Glied 
Xtda'1 aber der Exponent w —|— 1 hat den besonderen Werth 2. Nehmen wir an, dass z eine Function von .r sei, welche dieser Gleichung genügt, ohne eine willkürliche Constante zu enthalten; und setzen wir y = z -j- u, u eine unbekannte Function von λ;, ist. Indem man Rücksicht nimmt auf die nach der Voraussetzung stattfindende Gleichung bleibtDa diese Gleichung in der zuletzt integrirten enthalten ist, so kann man aus ihr den Werth von u mit einer willkürlichen Constante finden, und man kennt dann den allgemeinen Werth von y.Hätte man nicht n -j- 1 = 2, so würde dieselbe Substitution wieder A∖, Ja; verschwinden machen, aber sie würde neue Potenzen von y einführen, welche die Integration der trans- formirten nicht mehr erlauben würden.
(< leichungei) der ersten Ordnung, in welchen die Ableitung in einem höheren als dem ersten Grade v o r k o m m t.31. Wenn die Gleichung in höheren Potenzen als der ersten enthält, und man sie in Bezu<; auf diese Grösse auflösen kann, so erhält man dadurch mehrere Gleichungen von der Form PdxQdy = 0, welche man zu integriren suchen wird. Es seien φ (a, y, c) = 0, , y, c) = Q etc. dieseverschiedenen Integrale, in welchen c eine willkürliche Con-
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- 39 —stante bezeichnet, so werden alle Auflösungen der vorgelegten Gleichung in der folgenden enthalten sein:φ(ΛJ, ij, c) . <jpi (λ, y, e) . . . = Q .Offenbar kann man, der Allgemeinheit unbeschadet, die Constante c in den verschiedenen Eactoren als dieselbe betrachten.Es sei z. B.
man hat die beiden Integrale
und das vollständige Integral ist
oder, was einfacher ist, ohne weniger allgemein zu sein,32. Wenn' die Gleichung nicht aufgelöst werden kann in Bezuσ auf , aber in Bezug auf y oder x, so hat man eine 

dxder beiden allgemeinen Formen zu betrachten:
wo V das Differcntialverhältniss bezeichnet. In diesenaxbeiden Fällen führt die Differentiation zu einer Gleichung der ersten Ordnung’ zwischen zwei Variablen p und x, oder p und »y.» Kann man ein erstes Integral derselben finden, welches mit dem vorgelegten nicht zusammenfällt, so wird man p zwischen ihm und der vorgelegten Gleichung eliminiren, und man hat dann das gesuchte allgemeine Integral.Enthält das zweite Glied nur die Variable p, ist also(a) y — F(p) , oder (b) x = F{p} ,so erhält man im ersten Falle durch theilweises Integriren von
dx

und im zweiten Falle durch theilweises Integriren von dy =p dχ∙.

(d)Das allgemeine Integral ergiebt sich dann durch Elimination von /) zwischen (a) und (c), oder resp. (b) und (d)i
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— 40 —33. Wenn die Gleichung die Form hatso giebt die DifferentiationDiese Gleichung von der zweiten Ordnung hat zwei Integrale von der ersten Ordnung: das eine fällt mit der vorgelegten, um eine Constante vermehrten Gleichung zusammen; das andere erhält man durch einfache Quadraturen, indem man bemerkt, dass diese Gleichung linear ist in Beziehung auf x und 
dx. Indem man p zwischen diesem Integrale und der gegebenen Gleichung eliniinirt, erhält man das allgemeine Integral, und aus diesem wird man die singulären Integrale nach der früher auseinandergesetzten Theorie finden.34. In dem besonderen B^alle, wo -F(υ) = hat mandifferentiirend, kommtwelcher Gleichung man auf zwei Arten genügt.Wenn man dp ∑= 0 setzt, so folgt p = c, und indem man p eliniinirt, hat man als allgemeines IntegralWenn man x f' (p} = 0 setzt, und p zwischen dieser und der vorgclegten Gleichung eliniinirt, so erhält man das singuläre Integral; denn der aus der letzten Gleichung gezogene Werth von ι> ist eine Function von x, und die Elimination führt zu demselben Resultate, wie wenn man diese Function von X statt c in das allgemeine Integral setzt: die Auflösung, welche man erhält, resultirt also nicht aus einem besonderen der Constante beigelegten Werthe.Man sieht übrigens, dass p eliminiren zwischen zc4~∕^(7>) = O und y = px f {ρ} dasselbe ist, als wenn man c eliniinirt zwischenund da λ∙ 4^∕^(O Ableitung von ex -j-/(c) nach c ist, so gelangt man m der That zu der singulären Auflösung der Gleichung, deren allgemeines Integral y — cx -∣-∕(c) ist.35. Wir wollen das Verfahren, welches wir kennen gelernt haben, anwenden zur Lösung einiger geometrischen Auf- ' gaben.
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— 41 —Main soll eine solche Curve finden, dass das Product der von zwei festen Punkten auf eine beliebige Tangente gefällten Senkrechten constant ist.Bezeichnen wir durch 2c∙' die Entfernung dieser beiden Punkte, und durch Z>2 Product der Senkrechten; nehmen wir zum Ursprung die Mitte zwischen den zwei gegebenen Punkten, und zur Axe der x die Gerade, welche sie verbindet. Die tie^ebene Bedingung führt unmittelbar zu der Gleichung 
worin das obere Zeichen dem Falle entspricht, wo die beiden Punkte auf derselben Seite der Tangente liegen, und das untere Zeichen demjenigen, wo sie auf verschiedenen Seiten liegen. Man zieht auS dieser Gleichung (1) was ein besonderer Fall der Gleichung ij = px -{-∕{p) ist. Indem man den allgemein angezeigten Gang befolgt, findet man differentiirend (2) setzt man nun dp = 0, woraus p = k, während κ eine willkürliche Constante; eliminirt man darauf p zwischen dieser letzten Gleichung und der (1), so hat man das allgemeine Integral 
welches unendlich viele Geraden darstellt, die Tangenten sind an der Curve von der Gleichung (3) woraus man schon schliessen kann, dass diese Curve die singuläre Auflösung ist, weil sie die Enveloppe der particulären Integrale bildet.In dem Falle, wo man die oberen Zeichen nimmt, ist sie nichts Anderes als eine Ellipse, deren Brennpunkte die zwei gegebenen Punkte sind, und deren kleine Axe gleich 2 b ist. Nimmt man die unteren Zeichen, so sind, da die beiden Punkte auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, die Perpendikel respe<ctive kleiner als die Segmente der mit 2 c gleichen Gerade, woraus c y> b folgt. Die Curve ist daher jetzt eine Hy- 
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— 42 — ''perbel, welche zu Brennpunkten die zwei gegebenen Punkte, und zur imaginären Axe 2 b hat.Der zweite Factor der Gleichung (2) mues auch die singuläre Auflösung geben, wie dies allgemein bewiesen wurde. Indem man ihn gleich Null setzt, hat man (4)Eliminirt man p zwischen (1) und (4), so findet man wieder die Gleichung (3), wie es sein muss.In dieser Aufgabe wird die Curve, welche man bestimmen wollte, nicht durch das allgemeine Integral, sondern durch die singuläre Auflösung gegeben; welches zeigt, dass man diese letzte immer mit derselben Sorgfalt wie das erste suchen muss.36. Man giebt zwei Parallelen und auf jeder von, ihnen einen festen Punkt, und man verlangt die Gleichung der Curve, welche so ist, dass wenn man irgend eine Tangente an sie zieht, die Segmente, λvelche auf jeder Parallelen zwischen dem festen Punkte und dem Durchschnitt mit der Tangente liegen, ein constantes Product b^ geben.Es sei 2« die Entfernung der beiden festen Punkte; nehmen wir den Ursprung in ihrer Mitte, die Axe der x in ihrer Richtung, und die Axe der y parallel mit den zwei gegebenen Linien.Die gegebene Bedingung liefert die GleichungDas Zeichen des zweiten Gliedes bezieht sich auf den Fall, wo die beiden Segmente auf derselben Seite der Axe der x liegen, und das Zeichen — auf den Fall, wo sie auf verschiedenen Seiten liegen.Man zieht aus dieser Gleichung 
daher, diflerentiirend,
Das allgemeine Integral erhält man, indem man setzt 

www.rcin.org.pl



— 43 —während α eine willkürliehe Constante, und indem man a in der Differentialgleichung der Curve dem p substituirt; dies giebt
Man erhält die singuläre Auflösung, wenn man p zwischen der Dift'erentialgleichung der Curve und der folgenden

r -- r —eliminirt. Diese Rechnung führt zu der Gleichung welche eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem man die oberen oder unteren Zeichen nimmt, bezogen auf ein System con- jugirter Durchmesser, darstellt.Das allgemeine Integral repräsentirt alle Tangenten an der einen oder anderen dieser zwei Curven.37. Stellen wir uns noch die Aufgabe, die Curve zu bestimmen, welche so ist, dass derTheil einer jeden ihrer Tangenten, welcher zwischen zwei rechtwinkligen Geraden liegt, gleich einer gegebenen Länge 
a w i r d.Nimmt man die beiden rechtwinkligen Geraden zu Coor- <linatenaxen, so wird man zu der Gleichung geführt 
wo die Wurzel das doppelte Zeichen implicirt. Man findet, differentiirend.
Das allgemeine Integral ist, wenn c eine willkürliche Constante,
<lic singuläre Auflösung erhält man, indem man p zwischen der Differentialgleichung der Curve und der folgenden « 
eliniinirt. Man zieht hieraus zunächst
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— 44 —welches, eingesetzt in die erste, giebt
entnimmt man hieraus den Werth von p und substituirt ihn in der vorigen, so gelangt man zu der Gleichung
deren Discussion sehr leicht ist.Wir wollen jetzt beweisen, dass diese Curve keine andere ist als die Epicycloide, welche durch einen Punkt eines Kreises vom Radius erzeugt wird, der auf der inneren Seite eines Kreises vom Radius a rollt.In der That, es sei OB irgend ein Radius des Kreises vom Halbmesser a; beschreiben wir einen Kreis, λvelcher zumDurchmesser B C, die Hälfte von OB, hat, und nehmen wir den Bogen BM gleich dem BogenΒΛ’, der Punkt 

M gehört dann der in Rede stehenden Epicycloide an, und es handelt sich darum, zu zeigen, dass derjenige Theil ihrer Tangente in dem beliebigen Punkte M, welcher in dem rechten Winkel ΎΟΧ liegt, gleich 
a ist.Die Normale dieser Curvc \&iBM, also die Tangente M C, und man hat zu zeigen, dass 7LJV =∑z a.Bemerken wir hierzu, dass, nach der Theorie der Winkelmessung und der Bedingung AB z= BM, der Winkel BCM das Doppelte ist von NOC', und folglich NOC = CNO', woraus CN = O^Q.Da BGM=2N0G, so ist LCB= 2LOC, und folglich LOG — OLG', daher LG — OG, und somit LN = was zu beweisen war.
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Totale Differentialgleichungen.

38. Die erste Aufgabe, welche wir in der Integralrechnung behandelt haben, hatte zum Gegenstand eine Function von nur einer Variable zu .finden, wenn man den Ausdruck ihres Differentials durch diese Variable allein kennt. Wir haben darauf die Functionen mehrerer unabhängigen Variablen betrachtet, und uns die Aufgabe gestellt, sie zu bestimmen, wenn man ihr totales Differential oder ihre sämmtlichen partiellen Ableitungen der ersten Ordnung, in die unabhängigen Variablen allein ausgedrückt, kennt. Indem wir nachher auf das erste Problem zurückkamen, haben wir es auf den Fall ausgedehnt, wo das nach der einzigen unabhängigen Variable genommene Differential in seinem Ausdrucke die Function selbst vermischt mit der unabhängigen Variable enthält: was die Integration der Differentialgleichungen mit zwei Variablen constituirt. Wir wollen jetzt in derselben Weise das zweite Problem ausdehnen, also voraussetzen dass das totale Differential der unbekannten Function mehrerer unabhängigen Variablen die Function vermischt mit diesen Variablen enthält. Die Gleichungen, welche dem Differential der gesuchten Function einen solchen Ausdruck geben, werden totale Differentialgleichungen genannt. Wir beschränken uns auf diejenigen, welche drei Variablen enthalten.Ihre allgemeinste Form ist
X wird als Function der unabhängigen Variablen y, z betrachtet, und das totale Differential von x enthält zugleich
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— 4G — diese Function und die unabhängigen Variablen, indem P, Q, R beliebige Functionen von x, y, z sind.Wenn man den Werth von x in y und kennte, und ihn in diesen drei Functionen substituirte, so würden — ~ und — p identisch die partiellen Ableitungen von x nach y und z werden. Wenn man daher zunächst die allgemeinste Function von y sucht, welche der Bedingung genügt, dass ihre Ableitung nach y, ^^ p während 2· als eine Constante betrachtet wird, so wird der gesuchte Werth von x in demjenigen enthalten sein, welchen man so bestimmt hat; und es wird nur noch übrig bleiben, ihn dθi" zweiten Bedingung zu unterwerfen.Man muss also zunächst die Gleichung ~ inte-griren, oder worin z eine Constante ist. Mit diesem Problem haben wir uns im Vorliergehenden beschäftigt; und wenn man es sich aufgelöst denkt, so hat man eine Gleichung U ■= 0 zwischen x, y, z, C. Dabei bezeichnete eine willkürliche Grosse, welche unabhängig ist von X, y, aber z auf irgend eine^Weise enthalten kann; und es handelt sich nun darum, wenn es möglich ist, C so zu bestimmen, dass die partielle Ableitung von x nach z, iden- 72tisch ~ p ist, wenigstens wenn man für x seinen aus U = 0 gezogenen Werth substituirt hat.Indem man die Gleichung U = 0 differentiirt und y als constant behandelt, kommt
• . (ix Rund substituirt man nun -7— den Werth — -r-,, den es haben dz Psoll, so sieht man, dass es nothwendig und hinreichend sein wird, der Gleichung (^) zu genügen, worin man sich x durch seinen Werth ersetzt denkt.
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— 47 —Da aber C kein y enthalten darf, so ist es nothwendig, dass die Substitution von x in dieser Gleichung y daraus verschwinden mache. Wenn dies nicht stattfindet, so ist das Problem unmöglich; und wenn es stattfindet, so hat man eine Differentialgleichung der ersten Ordnung zwischen C und z. Ihr allgemeines Integral enthält eine willkürliche Constante; und indem man den Werth von C, welchen man daraus ableitet, in der Gleichung i7 = 0 substituirt, erhält man diejenige Gleichung, welche x so bestimmt, dass den gegebenen Bedingungen genügt wird.Wie man sieht, ist die Aufgabe nicht immer einer Auflösung fähig; und wenn sie eine solche hat, so wird das Integral gegeben durch eine Gleichung zwischen x, y, z, welche eine willkürliche Constante enthält, und welche man findet ' durch die Integration zweier Gleichungen erster Ordnung mit zwei Variablen.39. Hieraus folgt, dass wenn die vorgelegte Aufgabe möglich ist, die Differentialgleichung resultirt aus der Elimina- , tion einer willkürlichen, Constante zwischen einer Gleichung mit drei Variablen und ihrem gleich Null gesetzten totalen Differential; und diese Betrachtung wird uns sogleich zu einem wichtigen Satze führen.Es sei V = C' das Integral der Gleichung (1), aufgelöst in Bezug auf die willkürliche Constante C'. Indem man ditfe- rentiirt, eliminirt man Q, und das Resultat muss identisch dasselbe sein, wie wenn man die Elimination anders ausführt.Die Gleichung(3)muss also identisch sein mit der Gleichung (1), wenn man die Coefficienten eines und desselben Differentials, z. B. die von dx, beiderseits gleich gemacht hat.
Multiplicirt man daher die Gleichung (1) mit so wirdsie identisch mit (3), und folglich wird ihr erstes Glied das vollständige Differential einer Function V von drei unabhäii- gigen Variablen x, y, z. Woraus man die Folgerung zieht.

www.rcin.org.pl



— 48dass wenn die Aufgabe eine Auflösung zulässt, das erste Glied der gegebenen Gleichung ein vollständiges Differential wird durch Multinlication mit einer o-e- ·*■ σwissen Function der drei Variablen.Es sei μ ein solcher Factor dass μPdx μ Qdy μRdz ein vollständiges Differential ist, so hat man die drei Bedingungen : 
oder, indem man entwickelt:

Multiplicirt man die erste mit R, die zweite mit — Q, die dritte mit P, addirt, und lässt den Factor μ weg, so erhält man die identische Bedingungsgleichung (4)Es ist daher unnütz, die Lösung der Aufgabe zu versuchen, wenn diese leicht zu verificirende Identität nicht stattfindet.Umgekehrt lässt die Aufgabe, wenn sie stattfindet, immer eine Lösung zu; denn wir werden beweisen, dass in diesem Falle das erste Glied der Gleichung (2) unabhängig von 
y wird, wenn man x daraus eliminirt., Zu grösserer Einfachheit nehmen wir an, dass /He Gleichung U = {) in Bezug auf die Constante C aufgelöst und durch U = C ersetzt sei, was an den Bedingungen Nichts ändert. Die Gleichung (2) geht jetzt in folgende über.: 
und es ist immer nothwendig, dass die Substitution von x, y aus ihr verschwinden mache.Es sei V der Factor, welcher Pdx -j- Qdy zu einem vollständigen Differential macht, so hat man

www.rcin.org.pl



— 49 —und
Die Grösse, welche y nicht mehr enthalten darf, ist

und man braucht nur auszudrücken, dass ihre 'Ableitung nach 
y Null ist, indem man x als eine Function von y betrachtet, deren partielle Ableitung nach y, — — ist. Man erhält so

Multiplicirt man mit P, und beachtet dass undso werden die beiden ersten Terme
oder, indem man entwickelt.
und statt des vierten Terms kann mansetzen Pv vorhergehende Bedingung wirddaher mit Weglassung des gemeinschaftlichen Factors υ

welche Gleichung sich von (4) nicht unterscheidet. Also ist diese schon als nothwendig erwiesene Gleichung zu gleicher Zeit hinreichend, damit die vorgelegte Aufgabe eine Lösung zulässt.Man würde in einer ähnlichen Weise verfahren, wenn die Anzahl der Variablen grösser wäre.
Duhamel, DifT.- und Iiit.-l{echnung. 4
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Von den linearen Gleichungen einer beliebigen 
Ordnung.

40. Man nennt so diejenigen, in welchen die gesuchte Function und ihre Ableitungen bis zur ?wten Ordnung nur mit dem ersten Grade vorkommen, und sich nicht unter einander multipliciren. Ihre allgemeine Form Ist 
(1) während A, U, F beliebige Functionen von zc sind. Diese Gleichungen besitzen eine bemerkenswerthe Eigenschaft, wenn das zweite Glied V fehlt, die darin besteht, dass die Summe mehrerer Auflösungen wieder eine Auflösung derselben Gleichung bildet.In der That, es sei'die Gleichung 
(2)VV enn , y-2 etc. Functionen sind, welche dieser Gleichung genügen, so hat man
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— 51 —

Addirt man diese Gleichungen, so hat man das nämliche Resultat, wie wenn man yi -|- ijo ~^ · · · ~∖~ !/m statt ;/ in (2) setzt. Also bildet die Summe irgend einer Anzahl Functionen.von x, welche der Gleichung (2) genügen, wieder eine Auflösung dieser Gleichung; und folglich ist, wenn man m particulare Integrale kennt, deres jedes eine willkürliche Constante enthält, ihre Summe das allgemeine Integral.Man bemerkt ausserdem, dass wenn ein Werth von y bekannt ist, man ihn mit einer willkürlichen Constante multipli- ciren kann, ohne dass er zu genügen aufhört; so dass wenn die m Functionen , .V2, · · · ’ .V∞ Gleichung (2) genügen, ihr allgemeines Integral sein wird 
wenn Cχ, ¾ , . . ., willkürliche Constanten bezeichnen und man dieselben so bestimmen kann, dass für irgend einen Werth von x die Grössen sämmtlich beliebige Werthe annehmen.41. Wenn man die Gleichung (1) integriren soll, so fange man mit der In>egration von (2) an, welche leichter ist. Kann man diese vollständig erreichen, so werden wir zeigen, wie man daraus das allgemeine Integral von (1) ableiten kann.Es sei 
das allgemeine Integral der Gleichung (2), wenn man Cj, ¾ ? · · · j als willkürliche Constanten betrachtet. Es ist evident, dass man auf unendlich viele Arten diesen Constanten solche Functionen von X substituiren kann, dass man das allgemeine Integral der Gleichung (1) erhält; und wir worden sehen, dass 4*
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— 52 — eine Bestimmung derselben möglich ist, welche nur einfache Quadraturen erfordert.Indem man den vorstehenden Ausdruck differentiirt, erhält man
Man kann nun Cχ, , · · ·, c^n der Bedingung unterwerfen 
und es resultirt hieraus

Diesen neuen Ausdruck kann man diiferentiiren, und wieder die Gesammtheit der Glieder, welche die Differentiale 
dcχ, dc-i, . . ., denthalten, gleich Null setzen; und so kann man fortfahren bis zu d'^~^y inclusive: auf diese Weise erhält man m — 1 Gleichungen zwischen den Differentialen 
dcγ, dc^, . . dc^ und bekannten Functionen. Indem man nun in der Gleichung (1) die Werthe von y, dy,..., d'"'y sub- stituirt, erhält man eine ?nte Gleichung, welche, in Verbindung mit jenen m—1 Gleichungen, die Unbekannten Cj, , . . ·, c„ivollständig bestimmt.Diese m Gleichungen sind 

und sie können gleichzeitig stattfinden, wenn man von dem allgemeinen Integrale der Gleichung (2) ausgegangen ist. Denn die Coefficienten von iZcj,..., dc^ sind genau die Coefficienten von Ci, . . ., c„j in den Ausdrücken für y, dy ,..., d"*~^y, wenn y das allgemeine Integral der Gleichung (2) bezeichnet, und man kann, für irgend einen Werth von x, den Gleichungen, welche man erhält indem man diese Ausdrücke beliebigen Grössen
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— 53 —gleichsetzt, genügen und daraus endliche Werthe für Cj,..., ziehen. Also enthält auch das System der Gleichungen, in welche dcγ,..., dc^ in derselben Weise wie Cχ,..., in jene Gleichungen eingehen, keine Unverträglichkeit. Es wird für diese Unbekannten Werthe liefern von der Form 
woraus 
und(3)

Dies ist das allgemeine Integral, weil es m willkürliche Constanten enthält.42. Wenn man nicht m particulare Integrale der Gleichung (2) kennt, so reducirt sich die Aufgabe nicht unmittelbar auf Quadraturen.Nehmen wir z. ß. an, dass man m — 1 particuläre Integrale derselben kennt, so kann man nicht mehr als m — 2 Bedingungen zwischep den ’m — 1 Grössen Cγ, C2,· - c«—i aufstellen.Der Ausdruck von wird dann eZcj,..., dc^—χ enthalten;und d'^ y wird i/2 ,..., d"^ c^-i enthalten. Die Substitution in derGleichung (1) wird noch immer ¾ , ,..., verschwindenmachen, aber ihre ersten und zweiten Differentiale Werden darin eingehen; und da die m—2 aufgestellten Gleichungen zwischen iZci, dc.i,>’-t dc^—i diese Differentiale als Functionen von dc^ bestimmen, so erhält man eine lineare Gleichung der zweiten Ordnung, welche d Cj, d^c^, aber nicht Ci enthalten wird. Man bringt dieselbe auf die erste Ordnung herab, ohne dass sie auf hört linear zu sein, indem man setzt. Sie kanndximmer vollständig integrirt werden, und es gehen auf diese Weise zwei willkürliche Constanten ein. Einfache Quadraturen werden nachher die m — 2 anderen Grössen ¾ , ⅜,..., Cm—i geben, wobei m — 2 neue willkürliche Constanten eingehen, so dass der W erth von y
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—‘ 54 —
ΊΗ willkürliche Constanten enthalten, und folglich das allgemeine Integral der Gleichung (1) sein wird.43. Wenn man nur m — 2 Integrale der Gleichung (2) gekannt hätte, so hätte man nur rn — 3 Relationen zwischen q , Co 5 · · · > aufstelleu können, und die Gleichung (1) würde nach der Substitution dritte Differentiale enthalten haben. Die Elimination von c.>,..., c,„_2 würde eine lineare Gleichung der dritten Odnung mit dc^ , d"^c^, d^c^, aber ohne Cj ergeben haben. Man könnte sie also wieder auf die zweite Ordnung herabbringen, ohne dass sie aufhörte linear zu sein; und wenn man sie vollständig integriren könnte, so würde man daraus, wie in dem vorigen Falle, das allgemeine Integral der Gleichung (1) ableiten. Durch dieselben Schlüsse sieht man, dass wenn man ui — n particuläre Integrale der Gleichung (2) kennt, die vollständige Integration der Gleichung (1), und um so mehr der Gleichung (2), sich reducirt auf diejenige einer linearen Gleichung von der Ordnung n und auf einfache Quadraturen.44. Man kann leicht beweisen, das» das allgemeine Integral der Gleichung
(<0nothwendig von der Form ist

In der That, es sei y^ eine Auflösung dieser Gleichung; setzen wir voraus, dass dieselbe keine willkürliche Constante enthält, was man immer thun kann, weil wenn deren darin vorkämen, man ihnen nur besondere Werthe beizulegen brauchte. Die Gleichung (a) lässt auch die Auflösung zu 
während c eine willkürliche Constante. Betrachtet man jetzt c als eine Function von zc. so hat man
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— 55 —Indem man in der Gleichung («) substituirt, so verschwinden die mit c multiplicirten Glieder, und man hat eine lineare Gleichung von der Form 
oder, indem man = u setzt,ax

(^)Es sei eine Auflösung dieser Gleichung, ohne willkürliche Constante, so wird c'mi auch eine Auflösung sein, und man hat
Man hat also eine Auflösung der Gleichung (u) von der Form 
worin y., eine von verschiedene Function von zc ist.Da man dies auf jede lineare Gleichung anweuden kann, so hat man eine Auflösung der Gleichung (ά) von der Form 
woraus 
und folglich 
d. h. die Gleichung (a) hat ein Integral von der Form
Ebenso ist es mit der Gleichung (6), und so fort, bis man für ?y einen Ausdruck mit m willkürlichen Constanten hat, welcher das allgemeine Integral sein wird.45. Die vorige Rechnung führt zu dem wichtigen Satze, dass .die Gleichung («) keine singuläre Auflösung haben kann. In der That, nehmen wir an, sie habe eine solche, und bezeichnen wir diese durch y^, nachdem man zuvor durch irgend welche besondere Werthe die willkürlichen Constanten ersetzt hat, wenn sie deren enthält. Die in der vorigen Nr. gemachten Schlüsse führen wieder zu einem Werthe von y von der Form
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" _ 56 —welcher nothwendig das allgemeine Integral sein wird. Aber man erhält yi , indem man alle Constanten, Ci ausgenommen, gleich Null macht: ist also ein particulares Integral, welcheWerthe man auch darin für die Constanten gesetzt hat, und keine singuläre Auflösung, wie angenommen war. Woraus folgt, dass die in der Formel (o) enthaltenen Gleichungen niemals singuläre Auflösungen haben können.46. Der Fall, wo man ein particulares Integral der Gleich ung(l) kennt. — Kennt man ein particuläres Integral der Gleichung (1), so kann man die Auffindung ihres allgemeinen Integrals zurückführen auf diejenige des allgemeinen Integrals der Gleichung (2).In der That, es sei u dieses particuläre Integral; man setze 
y = u -|- z in der Gleichung (1), so bleibt, indem man die nach der Voraussetzung sich auf hebenden Glieder weglässt.
und man ist somit auf die Auffindung des allgemeinen Inte- - grals von (2) zurückgeführt.. Als erstes Beispiel sei
worin A,..., constant sind.Um ein particuläres Integral zu finden, wird nian setzen
in der vorgelegten Gleichung substituiren und ihre beiden Glieder identificiren, woraus n -j- 1 Gleichungen hervorgehen, welche die n -j- 1 Unbekannten α, ß,..., μ bestimmen. Man kommt dann auf den Fall zurück, wo das zweite Glied Null ist.Als zweites Beispiel sei
Substituirt man in der vorgelegten Gleichung, so wird das' erste Glied sich nur aus Gliedern zusammensetzen, von denen die einen cos(yιx -j- p) und die anderen sm (nzc-j-j?), multiplicirt mit Constanten, enthalten. Indem man die Coefficienten dieser
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— 57 —beiden Ausdrücke in den beiden Gliedern gleich setzt, hat man zwei Gleichungen, welche α, ß bestimmen.Nachdem man auf diese Weise ein particulares Integral kennt, so ist man auf den Fall zurückgeführt, wo das zweite Glied Null wäre. In ähnlicher Weise verfährt man, wenn das zweite Glied noch ähnliche Terme enthält, worin die Coefficienten n und p andere sind.47. Cauchy hat eine Methode gegeben um ein particulares Integral der Gleichung (1) zu finden, wenn man ein solches Integral der folgenden kennt (2) dass man für x = a, was auch die Constante « sei, hat 
und man begreift, dass man immer einen Werth von z finden kann, der diesen Bedingungen genügt, wenn man das allgemeine Integral der Gleichung (2) kennt, welches m willkürliche Constanten enthält.Es sei z =f(x, a) dieser Werth von z, setzen wir
Hieraus leiten wir ab
Aber nach der Voraussetzung ist /(«, a) Null, was auch α sei; also ist zr) Null, und man hat allein
Ebenso findet man
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— 58 —

Substituirt man nun y und seinen Ableitungen die so erhaltenen Werthe in der Gleichung (1), so wird sie
\\4ai zufolge der Gleichung (2) eine Identität ist.Es is also y = Jzdcx. eine Auflösung der Gleichung (1), 0und man erhält ihr allgemeines Integral, wenn man zu dieser Auflösung das allgemeine Integral der Gleichung (2) addirt.

Formel für die Integrale höherer Ordnungen.
48. Wenn in der Gleichung (1) alle Coefficienten der linken Seite von A an Null sind, so hat man eine Gleichung von der Form(1)worin V irgend eine Function von ⅛ ist. Durch mmaliges Integriren in Beziehung auf zc würde man den folgenden Werth - für y erhalten:
Aber anstatt wiederholter Quadraturen kann man vermöge einer Formel, welche wir kennen lernen wollen, y durch eine Reihe einfacher, von einander unabhängiger Quadraturen ausdrücken.Man hat zunächst, indem man theilweise integrirt und die Constanten weglässt, ,
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— 59 —Indem man fortfährt wiederholt zu integriren und die Reduc- tionen ausführt, erkennt man dass die numerischen Coefficien- ten dasselbe Gesetz befolgen wie diejenigen der Entwicklung von (« —'5)”, und dass man hat

Um aber diese Formel strenge zu erweisen, nehmen wir an, dass sie wahr sei für einen gewissen Werth von n, und beweisen wir, dass sie noch wahr sein wird für n -J- 1 ·Indem man von der letzten Formel ausgeht, findet man durch theiIweise Integration

Man hat aber 
daher 
und die vorhergehende Formel wird
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— 60 — '

Das fragliche Gesetz ist also wahr für den Index n -j- 1, wenn es wahr ist für den Index n; und da wir seine Richtigkeit für n == 2 erkannten, so ist es bewiesen für alle ganzen Werthe von n.Daher ist der allgemeine Werth von y, welcher der Gleichung (1) genügt, indem man die Constanten wieder einführt.

Lineare Gleichungen mit constanten Coefficienten.49. Die allgemeinste Form dieser Gleichungen ist
Wenn das zweite Glied V constant ist, so kann man es Ffortschaffen, indem man y in y verwandelt; so dass manin diesem Falle nur die Gleichung zu betrachten braucht(1)Kann man m particulare Integrale derselben finden, so wird man das allgemeine Integral bilden, indem man jedes von ihnen mit einer willkürlichen Constante multiplicirt und sie addirt. Setzen wir y = , während a, unbestimmt ist, undsubstituiren in der Gleichung (1), so kommt
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— 61 —(2) Man erhält also m particulare Integrale, indem man für « successive die m Wurzeln dieser Gleichung nimmt. Bezeichnet man dieselben durch , a-2, . . ., und durch Cχ, c∙2, ..., willkürliche Constanten, so ist das allgemeine Integral der Gleichung (1) (3) 50. Es ist leicht zu beweisen, dass diese Gleichung in der That das allgemeine Integral der Gleichung (1) giebt. Hierzu braucht man nur darzuthun, dass man für einen besonderen Werth X = a die Constanten so bestimmen kann, dassbeliebigen Grössen gleich werden. Manbemerkt zunächst, dass man, da diese Constanten völlig unbestimmt sind, y in die Form bringen kann (4)und man hat zur Bestimmung von c'i, , · · ·, die folgendenGleichungen, worin yo» · · · die Werthe von y und seinen 
m — 1 ersten Ableitunsen für zr = α sind.
(5)
Gleichungen des ersten Grades von dieser Art führen zu Formeln, deren Demonstration hier zu wiederholen wohl nicht unnütz ist.Multipliciren wir die erste Gleichung mit einer Unbestimmte k, die zweite mit k‘ etc., und die letzte mit 1, und addiren, so erhalten wir
Um Ci zu bestimmen, werden wir dieCoefficienten von gleich Null setzen, was zur Bestimmung von k, k*,..., die m — 1 Gleichungen giebt:
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— 62 —
Die ersten Glieder dieser Gleichungen sind nichts Anderes als die Werthe, welche das Polynom k -j- k* a -∖-k^' -J-das wir durch φ (u) bezeichnen wollen, annimmt, wenn man darin statt a successive alle Wurzeln der Gleichung (2), mit Ausnahme von «i, setzt: also hat das Polynom φ (u) die Wurzeln Uo ■> ·> ’ ■ ■ ·> ^md folglich ist
indem man mit F(α) das erste Glied der Gleichung (2) bezeichnet; hieraus folgtEbenso erhält man, indem man dieCoefficienten voncι,¾........gleich Null setzt.und so fort; so dass, wenn die Gleichung (2) keine gleichen Wurzeln hat, die Nenner der Unbekannten Cj, c^, . . welche 
F'{αχ}, F*{a2}y . . . sind, von Null verschieden sein werden, und man folglich den Gleichungen (5) genügen kann; was zu beweisen war. Die Gleichungen (4) oder (3) stellen also in , der That das allgemeine Integral dar. Vollenden wir jetzt dasauf die Bestimmung dieser Unbekannten, z. B. von Cχ, Bezüg- . liehe; ihr Werth ist
Es bleibt also nur noch übrig, die Werthe von k, k' ... zu finden; diese resultiren aber aus der Identität
Man braucht nur den endlichen Quotienten von F{a) durch 
a — αχ zu entwickeln, die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von a sind dann k, kF · ■ · Die Formeln, welche man so erhält, werden für a<χ, ug, . . . passend durch die einfache Substitution dieser verschiedenen Wurzeln statt αχ.51. Wir beschränken uns in dem Beweise der wirklichen Allgemeinheit des Integrals auf die Untersuchung des allge- 
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— 63 —meinen Falles, wo die Wurzeln verschieden sind, und lassen den Fall äusser Acht, wo es gleiche Wurzeln giebt.Wenn die Gleichung (2) imaginäre Wurzeln hat, so bietet sich der Werth (3) von y unter imaginärer Form dar; aber Nichts ist leichter als ihm eine reelle Form zu geben. Es seien a + — 1 zwei conjugirte Wurzeln der Gleichung (2),so sind die Terme, welche davon in der Formel (3) herrühren von der Form 
oder 
oder auch
Da nun Ά und B willkürlich, reell oder imaginär sind, so kann man sie so bestimmen, dass man hat 
während M und N willkürliche Constanten sind. Die beiden Terme, welche wir in der Gleichung (3) betrachten, werden dann ersetzt durch 
und der Werth von y wird unter reeller Form erscheinen.52. Wenn die Gleichung (2) gleiche Wurzeln hätte, so würden die entsprechenden Terme der Formel (3) sich in einen zusammenziehen, und man würde nicht mehr das allgemeine integral von (1) haben, weil nicht mehr m willkürliche Constanten vorhanden wären. Aber es ist auch in diesem Falle leicht, das allgemeine Integral zu finden.Es seien und «2 zwei Wurzeln, welche man als gleich voraussetzt. Man kann die Coefficienten der Gleichung (1) unendlich wenig ändern, in solcher Weise, dass die Gleichung (2) keine gleichen Wurzeln mehr hat, und dass folglich die Formel (3) das allgeaneine Integral giebt. Wenn nun die Coefficienten gegen diiejenigen der Gleichung (1) convergiren, so convergirt dieses Integral gegen eine Grenze, welche noth- wendig der vorgelegten Gleichung genügt und das allgemeine
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— 64 —Integral derselben sein wird, wenn sie m willkürliche Constanten enthält.Es sei «x -j- ö der Werth der Wurzel, welche sich «χ nähert. Die correspondirenden Terme des Werthes von ?/ sind ce“*® -|- ^t^, oder
o.der, indem man setzt,
die Constanten c und c', da sie willkürlich sind, können immer so gewählt werden, dass B und Ά beliebige endliche Werthe haben, wie klein auch d sei. Indem also d sich der Null nähert, convergirt die Summe der Glieder, welche wir betrachten, gegen die Grenze und die Formel (3)verwandelt sich in(6)Dieser Werth von y ist das allgemeine Integral, weil er m willkürliche Constanten enthält.53. Wenn drei Wurzeln gleich wären, so würde man sich zunächst die Gleichung so modificirt denken, dass nur zwÖi Wurzeln gleich wären, was zu der Formel (6) führen würde; man würde «3 durch Uχ -j- d ersetzen, und erhalten
Da nun A, B, C3 willkürlich sind, so kann man setzen
während A*, B', O neue willkürliche Constanten sind; und indem man d gegen Null convergiren lässt, erhält man das allgemeine Integral
In derselben Weise würde man fortfahren, wenn eine vierte Wurzel gleich «χ wäre, und man sieht, dass man allgemein, wenn n Wurzeln gleich «χ werden, zum allgemeinen Integral erhält
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— 65 —(7)
54. Man kann das allgemeine Integral noch auf eine andere Weise bestimmen, wenn n Wurzeln , «2 ? · · · ? ο·η einen und denselben Werth α haben. Man kennt dann unmittelbar nur 

m — n -j- 1 particuläre Integrale, und es liegt also der in einer der früheren Nummern behandelte Fall vor.Es sei der Term, auf welchen sich n Terme derGleichung (3) reduciren; indem wir C als Function von x betrachten, erhalten wir

Substituirt man in der Gleichung (1), so verschwinden die Terme, welche C enthalten, zufolge der Gleichung (2); dieje- iZCnigen, welche enthalten, verschwinden, sowie die folgenden
(7«—1 (7bis inclusive zu denjenigen, worin ~—— vorkommt, weil die Wurzel a die n—1 ersten Ableitungen der Gleichung (2) zu Null macht. Es bleibt daher eine Gleichung übrig, welche 'die Ableitungen von C, von der wten bis zur mten, enthält. Das· allgemeine Integral derselben würde m willkürliche Constanten enthalten; wir bedürfen aber nur eines ihr genügenden Wer- thes von C mit n Constanten, und diesen erhalten wir, indem wir setzen

was aufs Neue zu der Formel (7) führt.55. Wenn das zweite Glied V eine Function von x ist, so kann man es zuerst vernachlässigen und die Gleichung (1) . integriren, wie wir es gethan haben; nachher betrachtet man die Constanten als Functionen von x und erhält die vollständige Auflösung der vorgelegten Gleichung durch das früher angezeigte Verfahren. Wir bemerken nur, dass wenn einige der Wurzeln aγ,..., imaginär oder gleich wären, es zweck- 
Duhaael, Diff.- und Iiit.-Kechuuug. 11. 5 
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— 66 —mässig sein würde, das Integral der Gleichung (1) mit den in diesen Fällen angegebenen Modificationen anzuwenden.Man kann diese Gleichung auch durch die Methode von Cauchy integriren, was wir thun wollen, um ein Beispiel dieser Methode zu geben. Es sei
Indem man das zweite Glied vernachlässigt, wird das allgemeine Integral von der Form sein
wo a eine nach Belieben gewählte Constante ist, und , a^,.· .,a,n die Wurzeln der Gleichung·o
sind, die wir sämmtlich als ungleich voraussetzen. Man, muss zunächst die Constanten Ci, C2, . · durch die Bedingungbestimmen, dass man für ,v = a habe
man wird dadurch zu den folgenden Gleichungen geführt:

Wir haben oben gesehen, wie diese Gleichungen aufgelöst werden, und man findet, indem man
setzt.
Der oben stehende Werth von w wird daher 
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— 67 —Diesen Ausdruck muss man jetzt in Beziehung auf α zwischen den Grenzen 0 und x integriren, und dann das allgemeine Integral der Gleichung
hinzu addiren, welches, wenn man durch willkürliche Constanten bezeichnet, ist
Folglich ist das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung

56. Die linearen Gleichungen von der Form 
lassen sich allgemein integriren, indem man setzt. Man findet substituirend
Diese Gleichung liefert für a m Werthe «i, «2? · · ·> 5wenn man durch Cj, ,..., willkürliche Constanten bezeichnet, so wird das allgemeine Integral sein
Der Fall, wo man für α imaginäre oder gleiche Werthe erhält, ist w⅛ in den vorigen Aufgaben zu behandeln.57. Kennt man das allgemeine Integral irgend einer Gleichung von der Ordnung m 
oder, indem man
so kann man eine lineare Gleichung der ?nten Ordnung mit 

5* 
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— 68 — ,variablen Coefficienten bilden, deren allgemeines Integral sich unmittelbar ausdrücken lässt.In der That, es sei(2)das Integral der Gleichung (1) mit m Constanten u, b, . . l. Substituirt man diesen Werth und diejenigen, welche daraus für etc. folgen^ so wird die Gleichung (1) identisch, wasauch X, a, b, . . I seien. Differentiirt man sie daher nach dieser Substitution in Bezug auf eine der Constanten, a z. B., so wird das Resultat wieder eine Identität in x, a, b,..., I sein. Man hat also 
d. h. diese Gleichung wird identisch in x, a, bI, wenn man für y und seine Ableitungen die durch die Gleichung (2) gegebenen Werthe setzt.
(3)

Setzen wir jetzt so folgt
weil X und a unabhängig sind.Die Gleichung (3) wird nun (4)Wenn man jetzt alle Coefficienten 
a, b, . . I vermöge der Gleichung (2) ausdrückt, so erhält man eine lineare Gleichung der Ordnung m mit variablen Coefficienten, und man kennt von ihr schon ein Integral, nämlichDifferentiirt man die Gleichung (1) inBezug auf irgend eine der anderen Constanten b, I so gelangt man zu derselben Gleichung (4), aber u bedeutet die partielle Ableitung von φ (x, a, b,..., Z) nach dieser anderen Constante. Auf diese Weise bildet man m particuläre Integrale der Gleichung (4), und indem man dieselben mit willkürlichen Constanten A, B, . . ., L multiplicirt, liefert ihre Summe das allgemeine Integral dieser Gleichung, dessen Ausdruck also ist
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— 69 —
Kennt inan nur ein particulares Integral der Gleichung (1) mit weniger als m Constanten, so kann man daraus ein particulares Integral der Gleichung (4) mit einer gleichen Anzahl von Constanten ableiten.Wenn die Gleichung (1) linear ist, so hat die Gleichung (4) dieselben Coefficienten und enthält kein von der Function u unabhängiges Glied; sie steckt also in der ersten, und man wird zu nichts Neuem geführt.

/ __________________________

www.rcin.org.pl



Transformationen, um die Ordnung der 
Gleichungen zu erniedrigen.

5b. Jede lineare Gleichung der Ordnung m von der Form 
lässt sich auf die Ordnung m — 1 herabbringen, indem man setzt

tn der That, man hat dann , 
beim Substituiren in der vorgelegten verschwindet der Factor und die Gleichung wird von der Ordnung m — 1 in t∖ aber sie ist nicht mehr linear.Es sei z. B.
so erhält man

59. Betrachten wir jetzt eine Gleichung, worin weder x noch y, sondern nur irgend zwei consecutive Ableitungen vorkommen :
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— '71 —
Man setze daraus ziehtman
Kann man diese Gleichung in Beziehung auf p auflösen, sokennt man als Function von x, und durch eine Reihevon Quadraturen erhält man y als Function von x und n willkürlichen Constanten. Kann man sie dagegen nicht auflösen, so erhält man in folgender Weise y als Function von p.Die Gleichung p giebt
indem man wiederholt nach x integrirt, und im zweiten Gliede 
dx durch f{p)dp ersetzt, gelangt man durch eine Reihe von Quadraturen zu y ·ψ (p).Die Elimination von p zwischen dieser Gleichung und Λ! = φ (j?) liefert eine Gleichung zwischen x und 71 willkürlichen Constanten, welche das allgemeine Integral der vorgelegten ist.' 60. Wenn man z. B. die Curve verlangte, deren Krümmungsradius gleich einer Constante a ist, so müsste man die Gleichung integriren 

oder, indem man =P setzt.

woraus und
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— 12 —Man könnte diese Gleichung in Bezug auf p auflösen, aber einfacher wird man υ als Function von n ausdrücken: man hat
Da man so zwei erste Integrale der vorgelegten Gleichung kennt, so braucht man nur p zwischen ihnen zu eliminiren, um das allgemeine Integral zu erhalten, welches ist die Gleichung eines Kreises vom Radius a und den willkürlichen Mittelpunktscoordinaten C, Ci .61. Betrachten wir noch den Fall, wo die Ordnun∏∙en o der beiden Ableitungen sich um zwei Einheiten unterscheiden 
indem man setzt, kommt
durch Multipliciren mit 2 dp und Integriren kommt 
woraus während ψ (p) zwei willkürliche Constanten enthält.Kann man diese Gleichung in Bezug auf p auflösen, so erhält man y durch n — 2 Quadraturen , welche n—2 neue willkürliche Coüstanten einführen; kann man es nicht, so erhält man y als Function von />, indem man n—2 mal die Gleichung ~ P integrirt, nachdem man jedesmal daserste Glied mit d x und das zweite mit dem ihm. gleichen φ(p) dp multiplicirt hat. Der Ausdruck von y wird auf diese 
W eise n—2 willkürliche Constanten enthalten, und die Elimination von p zwischen den Gleichungen, welche x und y ge
ben, wird zu einer Gleichung zwischen x, y und n Constanten führen, welche das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung ist.62. Allgemein, wenn man hat
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— 73 —
so wird mari die Ordnung um n Einheiten herabbringen, indem man setzt -3—^ = p, und wenn man die Gleichung
integriren, und dann in Bezug auf x oder p auflösen kann, so wird man die Gleichung zwischen x und y durch dieselben Mittel wie in den vorigen Fällen erhalten.Wenn die Gleichung ist
so kann man sie durch Vertauschung der unabhängigen Variable auf die Form reduciren
und nun erniedrigen, indem man : p setzt.63. Wenn die Gleichung
homogen ist in Bezug auf die Grössenso kann man ihre Ordnung um eine Einheit erniedrigen.In der That, indem man durch eine angemessene Potenz von y theilt, wird man ihr die Form geben
Setzt man nun oder was dasselbe ist.folgt
y ist Factor in allen Ableitungen, und die obige Gleichung geht durch diese Substitutionen über in eine Gleichung von der Ordnung m—1 zwischen x und t.
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— 74 —64. Giebt man die Gleichung einer Curve, welche den Bogen s enthält, und wird diejenige gesucht, welche zwischen X und y allein stattfindet, so muss man die gegebene Gleichung differentiiren, ds durch ^dx^-∖-dy^ ersetzen und s zwischen dieser und der ersten Gleichung elirainiren; man erhält so eine Differentialgleichung zwischen x und y allein. Wenn die gegebene Gleichung in Bezug auf s aufgelöst ist, so hat man nach der Differentiation keine Elimination zu machen.Es sei z. B. = a y, woraus man zieht
Differentiirend, kommt 
man zieht hieraus
die Gleichung einer auf ihren Scheitel bezogenen Cycloide, welche durch einen Kreis von dem Radius erzeugt wird.Wenn man eine Gleichung von der Form gäbe 
so .würde man setzen worausDurch die Differentiation erhält man 
w’oraus man zieht

Kann man diese beiden Quadraturen ausführen, so findet man die Gleichung zwischen x und y, indem man p zwischen den zwei erhaltenen Gleichungen eliminirt. Wenn die eine dieser iwei Gleichungen in Bezug auf p aufgelöst werden kann, so
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— 75^ — (7 u braucht man die andere nicht zu kennen, weil man den Werthals Function von x oder von y kennt, und folglich die endliche Gleichung zwischen x und y durch eine einfache Quadratur erhält. Es sei z. ß.
Die Differentiation giebt die Gleichung 
und folglich
Diese letzte integrirt sich unmittelbar, und giebt 
woraus 
und, integrirend,Es ist dies die Gleichung eines irgend wie gelegten Kreises vom Radius a. Um der gegebenen Gleichung zu genügen muss man zum Anfangspunkte der Bogen einen der zwei Punkte nehmen, worin die Tangente parallel ist zur Axe der x, damit man habe s = 0, wenn = 0.dx
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Integration der homogenen Gleichungen in

, 65. Es sei(1)eine Gleichung dieser Art, deren Terme alle endlich, oder unendlich klein von derselben Ordnung sind.Setzen wir
Indem man zunächst diese Substitutionen in der Gleichung (1) macht, so verschwinden y und seine Differentiale, und alle Terme werden homogen in Bezug auf x imd dx. In der That, sie waren es ursprünglich in Bezug auf x, dx, y, dy, 
d"^y, und man hat diesen drei letzten Grössen homogene Ausdrücke der ersten Ordnung in Bezug auf x und dx sub- stituirt. Und da alle Terme von derselben infinitesimalen Ordnung sein müssen, so verschwindet nothwendig dx, und folglich X. Also wird die erhaltene Gleichun<τ von der Form sein(2) und wird ergeben
Man kann aber — auf zweierlei Weise durch u und n aus- X ' 'drücken; denn man hat
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— ' η —daher 
und andererseits hat man

d XIndem man beide Werthe von ----  gleich setzt, kommt (3) eine Differentialgleichung der ersten Ordnung, welche integrirt geben wird 
während c eine willkürliche Constante bezeichnet.Es ist dann leicht, x als Function von u zu finden, weil man hat 
woraus, indem man durch c' eine neue willkürliche Constante und durch ∕χ(zz,c) das Integral des zweiten Gliedes bezeichnet, 
und da u = —, so hat manX

und man kennt somit das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung.66. Wenn das zweite Glied der Gleichung (3) diebormhat 
so ersetzt man die Gleichung (3) durch folgende: 
welche, indem man mit — multiplicirt, wird 
woraus man zieht
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Indem man die Integration ausführt, und durch c eine willkürliche Constante bezeichnet, bringt man y in die Form
Wenn man in Bezug auf p auflösen kann, so führt man die Gleichung auf die Form zurück 
und integrirt beide Glieder; wenn nicht, so zieht man aus den vorigen Gleichungen 
woraus C/ <r vr√und man eliminirt p zwischen dieser Gleichung und y = cxlj(p).67. Eine Anwendung dieser Methode werden wir in der folgenden Aufgabe finden: Die Curve zu bestimmen, in welcher der Krümmungsradius proportional der Normale ist.Man erhält unmittelbar die Differentialgleichung 
wo m das Verhältniss des Krümmungsradius zur Normale ist. Das obere Zeichen bezieht sich auf den Fall, wo der Krümmungsradius in dem Sinne der Normale liegt, und das untere Zeichen auf den Fall, wo er im entgegengesetzten Sinne liegt. Indem man setzt 
erhält man 
und folglich 
eine Gleichung, die nicht in denjenigen enthalten ist, welche wir integrirt haben. Aber nach der in der vorigen Nummer 
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— 79 —gemachten Bemerkung wird man sie durch die folgende ersetzen : 
woraus man successive herleitet

Es giebt besondere Werthe von m, welche diese Integration möglich machen, nämlich m = 2, m = 1. Untersuchen wir successive diese beiden Fälle.1. Es sei m = 2, so hat man
Indem man das obere Zeichen nimmt, hat man 
die Gleichung einer Cycloide, deren Basis auf der Axe der x liegt, und deren Erzeugungskreis den Radius hat, dessen Werth willkürlich ist. Und_ in der That, man weiss, dass in jeder so gelegten Cycloide der Krümmungsradius das Doppelte der Normale ist.Indem man das untere Zeichen nimmt, hat man
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— 80 —woraus oder 
die Gleichung einer Parabel, deren Axe senkrecht ist auf der Axe der x.Da die Nornoale sich auf -eine gegebene Gerade bezieht, welche man zur Axe der x genommen hat, so muss man, wenn man diese Axe vertauscht, sich erinnern, dass die Normale bis zu der gegebenen Gerade verlängert werden muss, und nicht bis zur neuen Axe der x. Aber man kann den Anfang nehmen in welchem Punkte der gegebenen Linie man will, z. B. in demjenigen, dessen Abscisse c^ ist, was darauf hinauskommt, dass man d =z= 0 macht; man hat so 
und es ist leicht zu verificiren, dass, was auch c sei, die durch diese Gleichung dargestellte Parabel einen Krümmungsradius hat, der doppelt so gross als die Normale und im entgegengesetzten Sinne gerichtet ist.2. Es sei m = 1; die Differentialgleichung der Curve wird
Nimmt man das obere Zeichen, so kommt 
worausoder die Gleichung irgend eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf der Axe der x liegt. Und in der That sieht man, dass dann der Krümtnungsradius immer gleich der Normale und in demselben Sinne gerichtet ist. Nimmt man das untere Zeichen, so findet man
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— 81 —
daher
Indem man x — c' durch x ersetzt, erhält man 
was sich reducirt auf 
dies ist die Curve, welche man Kettenlinie nennt: sie liegt symmetrisch in Bezug auf die Axe der y, und ihr Scheitel liegt in der Entfernung c von der Axe der x. Man verificirt leicht, dass ihr Krümmungsradius gleich der Normale und in entgegengesetztem Sinne gerichtet ist.Eine der eben behandelten Gleichungen kann einfacher durch eine besondere Betrachtung integrirt werden: diejenige nämlich, welche man für m — 1 und das obere Zeichen erhält; man hat dann
da die beiden ersten Glieder die Ableitung von y bilden,so hat man, integrirend.
und neuerdings integrirend 
welche Gleichung sich nicht von der schon gefundenen unterscheidet.

Duhamel, Diff.- u. Int-Rechnung. II.
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I

Elimination der Variablen zwischen den simul
tanen Differentialgleichungen. Integration dieser 

' Gleichungen.

68. Betrachten wir zunächst zwei Gleichungen mit drei Variablen x, y, z, so kann man immer voraussetzen, dass die Ableitungen genommen sind in Bezug auf dieselbe unabhängige Variable, x z. B.; y und z sind dann Functionen von x, welche man bestimmen soll, und wir werden damit anfangen, dass wir die Entwicklung in Reihen darauf anwenden.Man kann immer annehmen, dass man aus diesen Gleichungen die Werthe der höchsten Diiferentialcoefficienten von 
y und z zieht, wenn sie in jeder der beiden Gleichungen vorkommen. Jedoch muss man den besonderen Fall ausnehmen, wo die Elimination des einen zu gleicher Zeit den anderen verschwinden macht. Die beiden Gleichungen können also, im Allgemeinen, in der Form gedacht werden

nimmt man willkürlich die Werthe vonan, so werden sie dazu dienen.alle folgenden Ableitungen von y und z für den Werth 
X = 0 auszudrücken, und man wird folglich y und z durch die Formel von Maclaurin entwickeln können. Man
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— 83 -sieht, dass ihre Ausdrücke m -|- n willkürliche Constanten enthalten werden. Statt des besonderen Werthes x — 0, kann man irgend einen anderen Xq wählen und die Reihe von Taylor anwenden. (7^ w zWenn mit der Elimination von , auch zugleich -—dχ∙^ dχ∕^wegfällt, so wird die zweite der vorigen Gleichungen von einer niedrigeren als der Ordnung n. Dieser Fall steckt in demjenigen, welchen .wir jetzt behandeln werden.69. Es sei m die höchste Ordnung in Bezug auf y in den beiden Gleichungen. Man ziehe den Werth von -—aus der einen dieser Gleichungen und substituire ihn in der anderen, wenn diese Ableitung darin vorkommt; es werden dann in dieser letzteren nur noch niedrigere Ordnungen als m in Bezug auf y vorkommen. Daraus ziehe man den Werth der höchsten Ableitung von z, so hat man zwei Gleichungen von der Form (1)(2)in welchen m und nnehmen wir willkürlich die Werthe von1. alle höheren Ableitungen sind für denselben Werth x = 0 vermöge dieser Werthe und der Gleichungen (1) und (2) bekannt, so dass man die Entwicklung von y und z ausführen kann. Die Anzahl der eingehenden willkürlichen Constanten ist m-j-n', und im gegenwärtigen Falle hat man m -j- n' >» nd -|- n.2. Es sei n w'; die Entwicklung von y verlangt.dass man die Werthe von 0 kennt.Aber von der Ordnung n' an, müssen sie aus der Gleichung (2) und ihren Ableitungen bis zur Ordnung n in z gezogen werden; was zu der Ordnung m' n — n' in y führen wird. Wenn man nun n — m hätte, so würde die Glei-
c*
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— 84 —chung (1) durch Ableitungen von höherer Ordnung als 
m, und diese durch andere noch höhere bestimmen; man könnte dann die Entwicklung von y nicht ausführen. Man muss also haben m 'm/ -j- n, damit die vorhergehende Rechnungund z ergeben könne; und in diesem Falle ist die Anzahl der Constanten wieder die grösste von den beiden Zahlen m-∖-n* und n.' 70. Wenn -j- w w -∣" wS so findet wenigstens eine von den Ungleichheiten m/ m, n ↑> statt; es sei z. B.>> m. Man wird dann aus den gegebenen Gleichungen dieWerthe von \ und ----  ziehen und erhaltenuze”» dx”·

und die Entwicklungen sind nun möglich, weil die Gleichungen mit dem vorigen Falle Übereinkommen. Die Anzahl der Constanten ist -j- n, also immer die grösste der beiden Zahlen m' -j- n und τη w'.71. Setzen wir jetzt irgend eine Anzahl von simultanen Gleichungen voraus, welche die Variablen y, z, u, . . . als Functionen von X bestimmen. Wir betrachten nur den Fall, wo man sie sich aufgelöst denken kann in Bezug auf die Differen- tialcoefficienten der respective höchsten Ordnungen in y, Zi 
u, . . nämlich
Es ist klar, dass vermöge der gegebenen Gleichungen, welche man immerfort differentiiren wird, es nothwendig und hinreichend ist die Werthe zu kennen, welche y, z, zt, . . . und ihre Ableitungen bis zu den Ordnungen m — 1, n — 1>P — 1» · ·· inclusive annehmen, wenn man darin x = Q macht, um die Entwicklung einer jeden Variable durch die Formel von Maclaurin ausführen zu können. Diese Constanten sind vollkommen willkürlich, und ihre Anzahl ist
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— 85 —72. Indem wir jetzt die Entwicklungen in Reihen verlassen, wollen wir suchen, alle Functionen bis auf eine zu eliminiren und so die Aufgabe auf die Integration einer einzigen Differentialgleichung zurückzuführen.Nehmen wir uns zunächst vor, y zwischen zwei Gleichun- iZ”* ygen zu eliminiren, in welchen der höchste Differential- d” 2coefficient von y ist, und der höchste von z. Setzen wir zuerst voraus, dass diese beiden Ausdrücke in jeder Gleichung vorkommen, auf irgend eine Weise combinirt mit den Diiferen- tialcoefficienten der niedrigem Ordnungen, sowie mit y, z und .r. Es seien diese Gleichungen
Wenn man diese zwei Gleichungen irgend eine und dieselbe Anzahl mal differentiirt, so wird man eine gleiche Anzahl neuer Ableitungen von y von höherer Ordnung als m und eine doppelte Anzahl von Gleichungen einführen; so dass wenn man 

m Differentiationen ausführt, man 2w -j- 2 Gleichungen haben wird, welche y und seine 2 m ersten Ableitungen enthalten, und zwischen welchen man alle diese Grössen nach den gewöhnlichen Regeln der Algebra eliminiren kann. Ihr System wird dadurch zurückgeführt auf eine Gleichung von der Ordnung 
m-∖-n zwischen z und x, woraus man den Werth von z als Function von x und m -j- w willkürlichen Constanten ziehen kann, und auf 2m -J- 1 Gleichungen, in welchen man z und seinen Ableitungen ihre nun bekannten Werthe substituiren wird, so dass sie nur noch y und seine 2m ersten Ableitungen enthalten werden. Indem man diese letzten eliminirt, bleibt eine Gleichung übrig zwischen y und x und den m n willkürlichen Constanten, welche sich in z fanden.Im Allgemeinen werden also y und z dieselben willkürlichen Constanten enthalten in einer Anzahl, die gleich ist der Summe der Zahlen, welche die höchste Ordnung der Gleichungen in Bezug auf y und z respective anzeigen.
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— sein analoger Weise würde man verfahren und zu gleichen Folgerungen gelangen für irgend eine Anzahl Functionen bei einer gleichen Anzahl von Gleichungen.73. Es kann aber vorkommen, dass die Differentialcoefiß- cienten der höchsten Ordnung nicht in den beiden Gleichungen zugleich vorkommen.Nehmen wir an, dass die Differentialcoefficienten der höchsten Ordnung in der ersten seien 
und in der zweiten

Man differentiire rn'mal die erste Gleichung und mmal die zweite. Man wird dann m m' -j- 2 Gleichtmgen haben, welche y und seine Ableitungen bis zur Ordnung m. -j- enthalten. Man kann also alle diese Grössen eliminiren, und es wird eine Gleichung zwischen z und x übrig bleiben, deren Ordnung die grösste der beiden Zahlen m n' und τη' n sein wird; und diese Ordnung ist gleich der Anzahl der Constanten, welche in den Werth von z eingehen werden. Indem man z und seinen Ableitungen ihre bekannten Werthe substi- tuirt in den m -j- m' -|- 1 Gleichungen, kann man die τn-J-τn' Ableitungen von y eliminiren, und es wird eine Gleichung übrig bleiben zwischen y, x und den Constanten, welche in z eingehen.74. Betrachten wir im Besonderen den Fall von m Gleichungen, worin alle Ableitungen von der ersten Ordnung sind und aus ihnen gefunden werden können, ohne dass man auf irgend eine Unverträglichkeit oder Unbestimmtheit stösst; man wird dann haben
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— 87 —und nach dem Vorhergehenden sind die willkürlichen Constanten die Werthe von y, z, . . u für zc = λτο . Wenn man die erste m — 1 mal differentiirt, und jedesmal den Ableitungen der ersten Ordnung, welche sich einführen, ihre aus den gegebenen Gleichungen gezogenen Werthe substituirt, so wird man erhalten:
(1)
und man hat nur noch die Variablen z^ . . .,u, welche in der Anzahl m— 1 sind, zu eliminiren. Daraus ward eine Gleichung der 7/iteu Ordnung in y hervorgehen, welche den Werth dieser Variable als Function von x und m willkürlichen Constanten geben wird. Indem man diesen Werth in den m—1 Gleichungen substituirt, welche zusammen mit der Endgleichung das gegebene System ersetzen, wird man daraus z, . . ., zz als Functionen von x und denselben willkürlichen Constanten herleiten.Bemerkung. — Sind die Integrale dieser Gleichungen auf die Form gebracht
differentiirt man dieselben, und ersetzt durch ihreWerthe in x, y, z, . . ., u, so w'erden die Gleichungen, welche man so erhält, Identitäten sein; denn jeder aus den Integralen und den Gegebenen abgeleiteten Gleichung muss durch willkürliche Werthe y^, Zq , . . ., U(,, welche einem willkürlichen ¾∙ für X entsprechen, genügt werden.Man hat also, was auch x, y, z, . . ., u seien.
und ebenso mit den anderen.75. Auf diesen letzten Fall kann man denjenigen zurückführen, wo man die Ableitungen

www.rcin.org.pl



— 88 —
durch diejenigen von niedrigerer Ordnung ausdrücken kann. In der That, wenn man setzt

so werden die vorgelegten Gleichungen die Werthe von
.als Functionen vongeben. Indem man diese mit den vorstehenden Gleichungen verbindet, hat man ein aus m n p -1- · · · Gleichungen der ersten Ordnung zusammengesetztes System, das man integriren wird wie in dem vorigen Falle.76. Wir haben oben vorausgesetzt, dass die gegebenen Gleichungen der ersten Ordnung in Bezug auf alle Ableitungen aufgelöst werden können, welche sich dann als Functionen der Variablen ausgedrückt finden; es kann sich aber anders verhalten, ohne dass die gegebenen Gleichungen unverträglich sind. Denkt man sich z. B. die Elimination der Ableitungen in der Weise gemacht, dass man aus einer der m Gleichungen den Werth von zieht und ihn in den (m— 1) anderen sub- dx

dz . .stituirt; dass man darauf -7— aus einer dieser letzteren zieht, 
dxund in den {m — 2) anderen substituirt, und so fort: so wird man im Allgemeinen dazu gelangen, dass man die letzte Ableitung, und folglich alle anderen, durch x,y, z, ... ausdrückt. Wenn aber eine dieser Substitutionen in allen den Gleichungen, worin man sie macht, noch n Ableitungen äusser der substituirten verschwinden machte, so würde man ein System von Gleichungen erhalten, deren Anzahl die der Ableitungen um n überträfe, und die Elimination von diesen würde, vorausgesetzt dass nicht dasselbe neuerdings sich ereignet, zu n
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— 89 -Gleichungen zwischen den Variablen x, y, z, . . . selbst, ohne willkürliche Constanten führen. Man könnte daraus die Werthe der n Variablen, deren Ableitungen verschwunden sind, ziehen, und es würden m — n Differentialgleichungen, in Bezug auf die Ableitungen aufgelöst, übrig bleiben. Die Integrale des vorgelegten Systems würden jetzt nur m — n willkürliche Constanten enthalten.Hat man z. B. die drei Gleichungen 

so führt die Elimination von

ist zugleich mit verschwunden, und wenn man
du · * ·zwischen diesen zwei Gleichungen eliminirt, so resultirt zwischen x, y, z die folgende: 

oderMan kann aus ihr z in x und y ziehen, uud man wird dannund als Functionen von x und η kennen. Man kommt dx dxso auf den anfänglich behandelten Fall zurück, und man wird die Werthe von y und u und folglich von z als Functionen von X und zwei willkürlichen Constanten erhalten.
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Simultane lineare Gleichimgen.

77. Wenn diese Gleichungen alle von der ersten Ordnung sind, so hat man einen besonderen Fall der letzten Aufgabe; nämlich denjenigen, wo die Functionen F,f, . . ., φ linear sind in Bezug auf y, . ., u, während sie x in irgend einer Weise enthalten; und es ist leicht zu sehen, dass dann die Endgleichung in y linear ist.Was die Bestimmung der anderen Unbekannten betrifft, so ist es wichtig zu bemerken, dass da die Elimination zwischen Gleichungen des ersten Grades in z, . . ., u stattfindet, man die Werthe dieser Unbekannten, wenn man y kennt, aus denjenigen Gleichungen (1) ziehen kann, aus welchen man will; denn diesen Gleichungen muss genügt werden, und sie geben überdies nur einen Werth für jede Unbekannte.Wenn diese Gleichungen nicht von der ersten Ordnung sind, so kann man sie nach Nr. 72 und 73 behandeln. Man kann auch sie auf Gleichungen der ersten Ordnung zurückführen, indem man, wie schon oben geschehen, setzt 
und ebenso für die Variablen z, . . ., μ.Man erhält auf diese Weise eine grössere Zahl von Gleichungen; aber sie ist immer um eine Einheit kleiner als die 
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— 91 —Totalanzahl der Variablen, und die Gleichungen sind linear und von der ersten Ordnung in Bezug auf alle Variablen.Hat man z. B. die zwei Gleichungen 

so ersetzt man dieselben durch das folgende System :

Die beiden letzten geben als lineare Functio-® dx dx ·nen von z*, y, 2:; und indem man so verfährt, wie wir angegeben haben, wird man vier Gleichungen von folgender Form erhalten:

Man eliminirt z, z', y^ zwischen diesen vier Gleichungen, und erhält eine lineare Gleichung der vierten Ordnung in y. Wenn sie integrirt ist, so substituirt man den Werth von y in drei der vorstehenden, und zieht daraus den Werth von z, welcher die vier Constanten enthalten wird, welche schon in y eingingen. Befolgt man den anderen Weg, so differentiirt man jede der gegebenen Gleichungen zweimal und hat dann sechs Gleichungen, zwischen welchen man z, -γ~, · ■ ■ , ——elimi-
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- 92 -nirt. Nachher substituirt man y seinen Werth als Function von X und vier willkürlichen Constanten in den fünf Gleichungen, und man zieht daraus den Werth von z als Function von 
X und denselben willkürlichen Constanten.
Simultane lineare Gleichungen von der ersten Ordnung.78. Diese Gleichungen lassen sich in Bezug auf die Ableitungen der m Variablen y, z, . . . , u auflösen; und zunächst setzen wir voraus, dass die Coefficienten dieser Variablen gegebene Constanten seien, während die Terme, welche von ihnen unabhängig sind, beliebige Functionen von x sein können. Wir haben also Gleichungen von folgender Form: 

* (1)
Man könnte sie nach den vorhergehenden Methoden behandeln, und würde zu einer linearen Gleichung der wten Ordnung mit constanten Coefficienten gelangen. Aber einfacher ist die Anwendung des folgenden Verfahrens.Indem man diese Gleichungen, von der zweiten an, mit Unbestimmten öi, Ö2 . . . , multiplicirt und dann addirt,erhält man

(2)
Diese Gleichung würde nur die einzige Variable y θιZ -|------j- θjn-ι^i enthalten, wenn die Verhältnisse der Coefficienten von z, . . , , u zu dem Coefficienten von y respective öi,6*2j...» 
Bm-i wären; und diese Bedingungen bestimmen, wie wir so-
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— 93 —gleich sehen werden, die Werthe von öj, . . . , 0^ —i · Bezeichnet man durch — a den unbestimmten Coefficienten von 
y, so ist man zu den m Gleichungen geführt 
(3)

Diese Gleichungen bestimmen die m Unbekannten a, Öl, . . . , öm—ii und wenn man durch X die bekannte Function
bezeichnet, so wird die Gleichung (2), indem man y-]-0ι2! -\- · · · 

θm-ιu = v macht.(4) eine lineare Gleichung, welche man integriren kann. Aber beschäftigen wir uns zunächst mit der Auflösung der Gleichungen (3).Indem man die erste zur Seite lässt, hat man m — 1 Gleichimgen ersten Grades, welche öi, Ö2 > · · · > öm —1 als Functionen von a bestimmen; setzt man sie in die erste, so hat man nur noch die Unbekannte et, und man sieht leicht, dass die Gleichung vom Grade m sein wird. In der That, wenn man die Coefficienten derselben Unbekannten in den m — 1 Gleichungen, woraus man öi, . . . , ö«» —1 zieht, durchgeht, so bemerkt man, dass a im ersten Grade vorkommt in dem Coefficienten von öl in der ersten, von Ö2 in der zweiten, etc., endlich von 0», —1 iu der letzten, und dass es in keinem anderen vorkommt. Also wird der gemeinschaftliche Nenner der Werthe dieser Unbekannten a im Grade m—1, und der Zähler nur im Grade m — 2 enthalten. Wenn man nun die Substitution in der ersten macht und den Nenner wegmultiplicirt, so erhält man offenbar eine Gleichung vom Grade m in a.Die Gleichung (4) giebt
Wenn man in diese Gleichung successive die m Werthe von a setzt, so hat man jedesmal verschiedene Werthe für öi, . . ., öm-i j und für die Constante C kann man willkürliche ver- 
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— 94 —schiedene Werthe nehmen, weil alle diese Gleichungen unabhängig von einander bestehen.Man erhält auf diese Weise m Gleichungen ersten Grades zwischen x und den m Variablen y, z, . . . , u. Die Werthe dieser Variablen als Functionen von x enthalten m willkürliche Constanten C,, C», .. und sind von der Form
Die Werthe der Constanten lassen sich sehr leicht bestimmen, wenn man für einen gewissen Werth Xq von x die Werthe 
yo, Zq , , ζζθ der F unctionen z, . . ., u kennt. In derThat, der Einfachheit wegen wird man alle Integrale von ⅜ an nehmen; und wenn man a; = zrθ macht in dem oben gefundenen Werthe für u, so hat man was die Constante C bestimmt, welche zu irgend einem derSysteme a, öi, . . . gehört. Man kennt also auf diese Weise die m Constanten C^, C2, ... , CWenn die zweiten Glieder der Gleichungen (1) Null wären, so würde man nur haben

Wenn man alle Constanten, bis auf eine, gleich Null nimmt, so hat man Auflösungen von der Form
Die Verhältnisse der Variablen sind dann constant, was auch 

C sei; und die allgemeinen Werthe sind aus den Summen dieser particulären Auflösungen, welche den verschiedenen Exponenten «1 ,...., entsprechen, gebildet.79. Als Beispiel nehme man die zwei Gleichimgen
Indem man die zweite mit ö multiplicirt und zur ersten ad- dirt, so kommt
Setzen wir
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— 95 —
so wird die vorige Lrleichung 
und ö ist durch die Gleichung bestimmt 
oder
Es seien öi, Ö2 die beiden Wurzeln dieser Gleichung; , v.2 die entsprechenden Werthe von v, Uχ, «2 diejenigen von a man hat woraus man zieht
Nun gaebt die Gleichung (y) v = und wenn man durchG i die Werthe der Constante C bezeichnet, welche mit Öi, 
O2 correspondiren, so werden die Gleichungen (ε}

Wären die Wurzeln der Gleichung (Ä) imaginär, so würden die Werthe von y und z sich unter einer imaginären Form darbieten, und man würde ihnen die reelle Form durch die gewöhnlichen Transformationen geben. Aber wenn diese Wurzeln gleich wären, so würden die Nenner von y und z Null sein; tlie Formeln (^) wären jetzt absurd, wenn man nicht annehmen wollte, was man thun kann, dass die Constanten ^2 5 G gleich würden zu gleicher Zeit mit θι, und diese Formeln würden dann die Werthe von y und z unter der Form geben.Um aus den Gleichungen (ξ^) die auf diesen besonderen Fall bezüglichen Werthe abzuleiten, kann man annehmen, dass die Coefficienten der Gleichungen (a) oder nur ein unter ihnen nach Belieben gewählter so modificirt seien, dass die Werthe von Ö nicht mehr gleich sind, und kann nachher diese Coef-
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— 96 — ficienten gegen die gegebenen Werthe convergiren lassen. Es wird genügen, dass man die Grenzen der Werthe von 
y und z mit zwei willkürlichen Constanten finde, um die gesuchte Auflösung zu haben. Man könnte hierzu denselben Weg einschlagen, der früher in einem ähnlichen Falle befolgt wurde; aber es ist möglich die Rechnung durch folgende Betrachtungen abzukürzen, welche auch in anderen Umständen anwendbar sind.Man bemerkt zunächst, dass die beiden Glieder derBrüche, welche y und z darstellen, betrachtet werden können als Functionen der Variable Ö2, welche gegen die Grenze 0i con- vergirt: denn a hängt von Θ ab durch die zweite der Gleichungen (^), und die gegen convergirende Constante C2 kann betrachtet werden als eine willkürliche Function von Ö2J welche zur Grenze Ci hat. Man kann daher die Formeln (ξ) nach den gew’öhnlichen Regeln für Brüche behandeln, welche sich für einen besonderen Werth eines Buchstaben, den sie enthalten, auf reduciren.Indem man also in Bezug auf Ö2 die beiden Glieder der Brüche, welche z und y darstellen, differentiirt, erhält man für den ersten 
und für den zweiten
und man erhält die Grenzen von y und z, indem man in diesen Ausdrücken Ö2 = di, «2 = ^1 > C2 = G macht und be- rücksichtigt, dass eine vollkommen willkürliche Constante 
C sein wird, weil G eine willkürliche Function von Ö2 ist. Was betrifft, so bestimmt man seinen Werth vermögeder zweiten Gleiokung (ß)^ in welcher A und Ai constant sind, und welche giebt
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r _ 97 —Man findet auf diese Weise für den Fall der gleichen Wurzeln 
z = (C — Ci √lι , y = (C’i — Hl C -{- üi 61 √lι zc) e .80. Wenn in den Gleichungen (1) die Coefficienten

A.2, ... f Pi, P-2, . . . Functionen von zr wären, so müsste die angewandte Methode nothwendig modificirt werden, weil ⅛i _L ß _J_ . . . I nicht mehr die Ableitung von
dx'dx dx
y -|- -l· · · · + Hm-i^ sein würde, da die Factoren
Hii · · · ? Hm — i nicht mehr constant sein könnten. Dennoch würde man in derselben Weise anfangen und setzen
woraus man ziehen würde
Die vorige Gleichung würde dazu dienen, um y aus der durch Addiren der m Gleichungen erhaltenen Gleichung zu eliminiren ; nachher würde man die Coefficienten der m — 1 Variablen 
z, . . ., u in dieser Gleichung gleich Null setzen; hieraus würden zunächst m — 1 nicht lineare Gleichungen der ersten Ordnung zwischen den m—1 Variablen , . . ., Om-i resultiren, und ausserdem eine lineare Gleichung der ersten Ordnung in 
V, welche man nach der Bestimmung von Oi, . . ., behandeln würde. Um ein Beispiel von diesem Verfahren zu geben, seien die beiden Gleichungen
die zweite mit H multiplicirend und zu der ersten addirend, erhält m⅛n ⅜
Setzen wir worausund
die Gleichung (6) wird dann

Duhamel, Dift'.- und Int.-Kechiiung. 11. 7
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— 98 —Setzt man den Coeffieienten von z gleich Null, so hat man statt dieser Gleichung die zwei folgenden:
(«)

Man wird damit anfangen, dass man die erste zu integriren sucht, welche nur d und x enthält; und kann man dahin gelangen, so wird die zweite v ohne Schwierigkeit geben. Nachher wird man y und z bestimmen, indem man zwei Werthe von d nimmt, λvelche zwei Werthen der darin enthaltenen Constante entsprechen.Wenn die Coefficienten constant sind, so kann man der ersten der Gleichnneen erenüeren, indem man setzt was für d zwei Werthe geben würde; man würde folglich zwei für V finden und daraus y und z ableiten. Man könnte auch die Gleichung in d allgemein integriren und zwei Werthe dieser Function von x nehmen, welche zwei Werthen der Constante entsprechen, wie in dem Falle wo die Coefficienten Functionen von x waren.Dieses letztere Verfahren wird mit Vortheil auf den Fall angcewandt, wo die beiden Wurzeln der Gleichunsr gleich sind, also die durch das erste gegebenen Formeln illusorisch werden. In diesem Falle hat man, wenn a diesen Werth von 0 bezeichnet.
daher 
wo c eine willkürliche Constante. Indem man c die beiden Werthe 0 und cc giebt, welche hier die bequemsten sind, findet man für 0 die zwei Werthe a und α ~ι- »welche sub-

' Al Xstituirt in der zweiten Gleichung (c), zwei Werthe von v geben werden, aus denen man y und z zieht.
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— 99 —81. Andere Methode für den Fall der constanten Coefficienten. — Wenn die zweiten Glieder Xι,...,X,n der Gleichungen (1) fehlen, so bemerkt man zunächst, dass die Summe mehrerer Systeme von Werthen für y, . . .,u, welche einzeln diesen Gleichungen genügen, ihnen auch genügt, und dass man folglich nur m Systeme zu finden braucht, von denen jedes eine willkürliche Constante enthält.Hierzu kann man willkürliche bestimmte Verhältnisse zwischen den Variablen aunehmen, indem man setzt woraus die folgenden Gleichungen resultiren:

Damit diese Gleichungen übereinstimmen, hat man die m — 1 Bedinizunaren 
oder indem man eine neue Unbekannte — a einführt, welche den allen zweiten Gliedern gemeinschaftlichen Factor repräsentirt.
(θ)

Wenn man aus den m — 1 letzten die Werthe von a, ß, · · μ zieht, so erkennt man wie oben, dass die Gleichung in a vom Grade m ist, und es würde leicht sein, die Identität dieser zwei Gleichungen in a aus der Form der Gleichungen (3) und (6) zu erweisen. *Für jeden Werth von a hat man ein System Werthe von a, ß, . . ., μ, und es handelt sich nur noch darum, y zu kennen, welches durch die Gleichung gegeben wird
7*
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— 100 -woraus y=Ce''^, während C willkürlich; man hat also eine Auflösung der vorgelegten Gleichungen, indem man nimmt
y — z = Cae"·^, . . ., u =zMan erhält m ähnliche Systeme, indem man für a seineWerthe nimmt; jedes von ihnen enthält eine willkürliche Constante, und addirend hat man die allgemeine Auflösung der Aufgabe durch die Formeln ausgedrückt:

(7)
Wenn mehrere der Wurzeln «j, . · ∙∙,aj^ gleich wären, sowürde man verfahren, wie wir dies schon bei demselben Umstande gethan haben, und die Werthe von y,z,...,u würden immer m willkürliche Cönstanten enthalten.82. Es ist leicht von diesem Falle auf jenen der Gleichungen (1) überzugehen: hierzu braucht man nur den Constanten G, G, . . ., Cjn Functionen von x zu substituiren, wie man dies schon in Nr. 41 gethan hat.Indem man die Gleichungen (7) differentiirt und die Werthe 

du duvon . . ., — in den Gleichungen (1) substituirt, bleiben nur die mit den Differentialen von G, . . ., behafteten Terme und die zweiten Glieder ¾, . . ., stehen.Man erhält auf diese Weise

Hieraus zieht man die Werthe von alsFunctionen von x∖ und, indem man sie integrirt, kennt man G j · · · > · Substituirt man diese in den Gleichungen (7),so hat man die allgemeine Auflösung der Gleichungen (1) mit den m Constanten, welche von den auf C^, Cm bezüglichen Quadraturen herrühren.
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— 101 —83. Man kann auf simultane Gleichungen eine Berner- kung anvvenden, welche früher in dem Falle einer einzigen Differentialgleichung gemacht wurde.Es seien z. B. die Gleichungen der ersten Ordnung(1)worinNehmen wir an, dass man die allgemeinen Integrale dieser zwei Gleichungen kenne, und stellen wir sie dar durch(2)während a und b zwei willkürliche Constanten.Die Gleichungen (1) würden identisch werden in x, a, b, wenn man darin die Ausdrücke (2) substituirte. Wenn wir sie in Bezug auf a unter dieser Voraussetzung differentiiren, so erhalten wir Resultate, welche identisch Null sind; woraus die Gleichungen hervorgehen '

oder, indem man setzt,
(3)

Denken wir uns ietzt, dass man in denCoefficienten
∙' dy dyfür y, z, y, ihre Werthe in x, a, b gesetzt habe, so hat man zwei lineare Gleichungen in u, v mit Coefficienten, die Functionen von x sind, und es wird ihnen genügt, wenn man darin für u und v die Functionen setzt.α α daIn gleicherweise würde man sehen, dass die Gleichungen(3) die Auflösung zulassen.
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— 102 —Wenn man daher durch A und 7? zwei willkürliche Constanten bezeichnet, so sind die allgemeinen Integrale der Gleichungen (3)
Hätte man nur Werthe von y und z mit einer einzigen Constante a gegeben, so hätte man nur ein particuläres Integral des Systems (3) erhalten können.Man sieht auf diese Weise, dass, wenn man die allgemeinen Integrale simultaner Gleichungen von beliebiger Form und Ordnung kennt, man ein System von simultanen linearen Gleichungen bilden kann, welche respective von derselben Ordnung, mit variablen Coefficienten sind, und deren allgemeine Integrale sich aus den ersten durch einfache Differentiationen ableiten lassen.
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Integration durch Reihen.

84. Wir sahen schon, wie man vermöge der Theoreme von Taylor und Maclaurin das Integral einer Differentialgleichung von beliebiger Ordnung in eine Reihe entwickeln kann. Man gelangt auch dazu vermöge der unbestimmten Coefficienten. Wir wollen einige Beispiele der einen und der anderen Methode geben.Betrachten wir zunächst die Gleichung (1) man findet differentiirend

Indem man in allen diesen Gleichungen — 0 macht, hat man 
und allgemein für m ungerade
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— 104 — und für m gerade
je nachdem in durch 4 theilbar ist oder nicht. Man zieht hieraus

Indem man also durch C die willkürliche Constante dar- 
V n stellt, hat man

Dieser Ausdruck, da er nur eine Constante enthält, ist nicht das allgemeine Integral; er giebt nur dasjenige, welches sich nach der Formel von Maclaurin entwickeln lässt.Da mau ein particuläres Integral kennt, so erhält man das allgemeine Integral, indem man C als Function von x betrachtet; und man wird nach der früher auseinandergesetzten Methode zu einer linearen Gleichung der ersten Ordnung geführt.Man findet zunächst, indem man den Werth von y in der vorgelegten Gleichung substituirt,
setzend gelangt man zu 

während 6j eine willkürliche Constante; daraus leitet man her 
worin C* und 6?' willkürliche Constanten. Das allgemeine Integral der vorgelegten ist also(2)
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— 105 —85. Durch Anwendung der Formel von Taylor statt jener von Maclaurin würde man das allgemeine Integral er- halten. Die Gleichung (1) würde den Werth vonFunction von und , welche sich auf den willkürlichenWerth A’o beziehen, ergeben; und ihre successiven Ableitungen ergeben etc., wodurch die Entwicklung von y nach denPotenzen von x — λ'ο mit zwei willkürlichen Constanten bestimmt wird. Man kann leicht verificiren, dass dieser Werth von y zusammenfällt mit demjenigen, welchen die Gleichung (2) giebt, indem man letztem nach den Potenzen von x — Xq entwickelt, nachderμ er zuvor auf die Form gebracht ist
86. Integriren wir jetzt dieselbe Gleichung durch die Methode der unbestimmten Coefficienten. Es sei

Aus dieser nach steigenden Potenzen von x geordneten Reihe leitet man ab

Die Summe der zweiten Glieder dieser Gleichungen muss Null sein, was auch x sei, zufolge der vorgelegten Gleichung; welches verlangt dass die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von X einzeln Null seien.Der kleinste Exponent ist a — 2; der Coefficient des Ge- sammtgliedes von diesem Grade giebt die Bedingung α(ct -j-1)=0, welcher man genügt durch a = — 1 oder α = 0.1. Es sei a— — 1. Da das Glied naix“ nicht von selbst verschwinden kann, so muss es sich mit anderen aufheben; dazu ist aber nothwendig, dass a nicht unter ß — 2 liege. Wenn 
ß — 2 ≤ K, so muss (/3 -j- 1) ≡= 0, damit die Glieder vom
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— 106 —Grade ß— 2 sich zerstören, was nur ß = 0 giebt, weil ∕3>>α. Hierauf muss man haben 
die Coenicienten geben die Bedingungen

Man zieht aus diesen verschiedenen Gleichimgen

Es giebt also zwei unbestimmte Constanten , undder Werth von y ist 
oder 
welche Auflösung identisch ist mit der schon gefundenen.Wir haben ß — 2 ≤ α genommen, aber wir hätten 
ß — 2 = α nehmen können. In diesem Falle würden wir 
„ . aiCOs.xYn p , , , .allem =---------------- gefunden haben, was nur em particu-läres Integral ist. Die Auflösung würde nur vollständig werden, wenn man auch die Annahme α = 0 macht, welche wir jetzt untersuchen wollen.2. Es sei α = 0. In diesem Falle kann man nicht haben 

ß — 2 ≤ α, weil der Coefficient von j{∩∏ gθi∩ müsste,was ß (ß -|- 1) = 0 geben würde, eine unmögliche Gleichung weil ß >> α. Man hat also ß — 2 = «, und folglich y—2 = ß, . . . .Die Exponenten haben daher die folgenden Werthe« = 0, ß = 2, y = 4, . .
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— 107 —die Coefficienten werden 
und folglich
Man findet also wieder nur ein particulares Integral, weil nur eine willkürliche Constante darin vorkommt. Vereinigt mit dem vorhin gefundenen würde es das allgemeine Integral geben.87. Es sei noch die Gleichung 
indem man setzt hat man

Die Summe der zweiten Glieder dieser drei Gleichungen soll identisch Null sein. Die Glieder mit zc“ müssen sich aufheben, dies giebt a(a — 1) -j- a = 0 oder a = 0.Die Glieder mit xß — 2 können hier nicht von niedrigerem Grade als a sein; denn ihre Coefficienten würden ß=0 geben, was nicht sein kann. Also
Daher

Die Coefficienten geben die Bedingungen 
woraus 
und folglich 

www.rcin.org.pl



— 108 —Dieses Verfahren liefert nur ein particulares Integral, da nur eine willkürliche Constante eingeht.88. Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die Gleichung
Λvird man finden 
welches wieder ein particulares Integral ist; woraus man schliesst, dass das allgemeine Integral nicht entwickelbar ist nach den positiven oder negativen, ganzen oder gebrochenen Potenzen von x.
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Integration der Differentialgleichungen mittelst 
bestimmter Integrale.

89. Wir haben Mittel gegeben um, in gewissen Fällen,die Integration der Differentialgleichungen auf diejenige von Functionen von x oder von y allein zurückzuführen. Wenn dies nicht möglich ist, so sucht man bisweilen das Problem zurückzubringen auf die Integration einer Function, welche x und eine andere Variable enthält, in Bezug auf welche man zwischen bestimmten Grenzen integrirt, indem man x als eine Constante betrachtet. Diese Form eines bestimmten Integrals, welche man y giebt, ist oft nützlich in den Aufgaben der mathematischen Physik, und sie würde es noch viel mehr sein, wenn man Tafeln hätte, welche den Werth dieses Integrals für irgend einen Werth der darin enthaltenen Constante x erkennen liessen. ⅛90. Ein Mittel, das man oft anwendet um auf diese Weise den Werth von y zu erhalten, besteht darin dass man zunächst diesen Werth in eine Reihe entwickelt, und diese Reihe sum- mirt, wenn man eine einfache Relation zu erkennen vermag zwischen ihrem allgemeinen Gliede und dem bestimmten Integrale des allgemeinen Gliedes der Entwicklung einer bekannten Function von x und einer anderen Variable, auf welche Variable sich die bestimmte Integration bezieht. Wir werden dies durch Beispiele erläutern.Es sei die Gleichung
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— 110 —(1) welche sich in vielen Aufgaben der Physik und Mechanik darbietet. Indem man sie durch die Methode der unbestimmten Coefficienten integrirt, erhält man die beiden folgenden Reihen, von denen jede ein particulares Integral liefert:

Wenn man diese beiden Werthe von y addirte, so würde man das allgemeine Integral mit zwei willkürlichen Constanten Λ und A' haben. Die erste dieser Reihen wird illusorisch wenn 
m eine ungerade positive Zahl ist, und die zweite wenn m eine ungerade negative Zahl ist. Also besteht in allen Fällen eine von beiden, und wir wissen wie man, wenn ein particulares Integral bekannt ist, das allgemeine finden kann. Bezeichnet man durch yi das bekannte Integral, so wird das allgemeine Integral durch die Formel gegeben (2) Um eine Reihe von derselben Form wie die zweite der beiden vorigen zu erhalten, betrachten wir zunächst die folgende Entwicklung:
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— in —multipliciren wir die beiden Glieder mit sin dω und inte- griren zwischen 0 und π, indem wir jedoch m positiv voraussetzen , ohne welche Bedingung das Integral unendlich sein würde. Nimmt man dabei Rücksicht auf die folgende Formel, welche durch bekannte Reductionen erhalten wird 

und worin man, aus demselben Grunde, >> — 1 voraussetzen muss, so gelangt man zu der Gleichung

oder, indem man α = zr¼n setzt, und da als Factorheraussetzt.

was nichts Anderes ist als unsere zweite Reihe, bis auf einen constanten Factor. Das Integral, welches sie ausdrückt, kann folglich unter die Form gebracht werden 
wofern man hat m 0.
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— 112 —Was die erste Reihe betrifft, welche sich so schreiben lässt;

so sieht man dass die eingeklammerte Reihe sich von der vorigen nur durch die Veränderung von m in —m -j- 2 unterscheidet. Man kann daher diese letzte Gleichung unter die folgende Form bringen, wofern man hat m ≤ 2, 
worin By eine willkürliche Constante. Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist folglich
(3) 
allemal dann wenn man die beiden Bedingungen hatWenn m ausserhalb dieser Grenzen liegt, so wird nur nocli ein einziges der beiden Integrale bestehen, und die Gleichung (3), reducirt auf einen der beiden Terme, wird nur ein parti- culäres Integral geben. In diesem Falle giebt die Gleichung (2) das allgemeine Integral..,Betrachten wir jetzt die beiden besonderen Fälle, wo τw = 0, und m = 2.91. Es sei zunächst m — 0, was die vorgelegte Gleichung i/2 Wauf 4- nυ = 0 reducirt. Man muss sich auf den zweiten i∕zp2 'Theil der Formel (3) beschränken, und man hat das particu- läre Integral
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— 113 —Indem man die Integration ausführt und durch C eine willkürliche Constante bezeichnet, kommtDie Formel (2) giebt folglich, indem man durch Ci eine zweite willkürliche Constante bezeichnet,
Einfacher würde man zu diesem Resultate kommen durch directe Behandlung der Gleichung(4)
Indem man so verfährt, wie wir dies füi· die linearen Gleichungen mit constanten Coefficienten angegeben haben, findet man unmittelbar die Formel (4).92.(5)man behält nur den ersten Theil der Formel (3) bei, und indem man die Integration ausführt, findet man
Hiernach giebt die Gleichung (2) den Werth des allgemeinen Integrals
Man könnte die Gleichung (5) direct behandeln und isetzen; man würde erhalten
woraus

93. Es existirt ein anderer besonderer fall, der einen Kunstgriff erfordert analog demjenigen, welchen wir mehrmals in gewissen Fällen von gleichen Wurzeln angewandt haben: der-Fall nämlich, wo m = 1; die beiden Theile der Formel (3) reduciren sich jetzt auf einen, und man hat nur noch ein particulares Integral, obgleich der_W’’erth von m zwischen die Grenzen 0 und 2 fällt. Man könnte zwar wieder
Duhamel, üiff.- und Iiit.-Rechiiung. II. g
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— 114 —auf die Formel (2) recurriren; aber viel einfacher erhält inan das allgemeine Integral in folgender Weise:Ersetzen wir m durch 1 —|— ∂' in dem zweiten Theile von 
y in der Formel (3); er wird 
aber 
daher 
und der zweite Theil des Werthes von y wird, indem inan die höheren Potenzen von ö als die erste vernachlässigt,

0ebenso wird der erste Theil von y

Addiren wir diese beiden ‘Ausdrücke und setzen B = C,während (7eine willkürliche Constante bezeichnet, so erhalten wir

Lassen wir jetzt d gegen Null und B8 gegen eine willkürliche Constante Cγ convergiren, so erhält man für den vollständigen Werth von y, indem inan zur Grenze übergeht und bemerkt dass Ix ÷ 2 I sin ω — l(x ain ω^),
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Dies ist das allgemeine Integral der Gleichung (6) 94. Es ist gut, wenn man bemerkt, dass allemal wenn 

m eine positive oder negative gerade Zahl ist, einer der beiden Theile des durch (3) gegebenen Werthes von y ohne irgend ein Integrationszeichen ausgedrückt werden kann; was den anderen betrifft, so ist er nicht zu nehmen, da m ausserhalb der Grenzen 0 und 2 liegt. Um dies zu beweisen, bezeichnen wir allgemein 
πdurch Ap das bestimmte Integral J' cos (λ eos ω) sin gjp dω ; die 

0theilweise Integration liefert die folgende Relation, p > 3 vorausgesetzt:
Wenn eine gerade Zahl ist, so gelangt man vermöge dieser 

nReductionsformel zu √lo oder J cos (λ cos ω) dω , welches Inte- 
0gral nicht exact als Function von λ erhalten werden kann. Wenn dagegen 2’ ungerade, so ist Ap auf √I3 und Ai zurückgeführt,* welche sich exact berechnen lassen und respective zu Werthen haben 

woraus hervorgeht, dass eines der beiden particulären Integrale, welche in die Gleichung (3) eingehen, immer In .r unter endlicher Form ausgedrückt werden kann, wenn m eine gerade positive oder negative Zahl ist.95. Man kann das Integral der Gleichung (1) noch unter einer anderen Form darstellen, welche den bisher betrachteten oft vorzuziehen ist, und besonders wenn m eine gerade positive oder negative Zahl ist.Setzen wir während die Constanten a, A, Ai, A2 etc. unbestimmt sind, sowie die Function φ{x'), deren successive Ableitungen wir 8*
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— 116 —durch φ'fzr), etc. bezeichnen. Substituiren wir diesenWerth für y in der Gleichung (1), und untersuchen wir cb es möglich ist, die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x gleich Null zu machen.Zweimal hinter einander y differentiirend, findet man

Wenn wir diese Entwicklungen in der Gleichung (1) substituiren und den Coefficienten des allgemeinen Gliedes mit gleich Null setzen, so finden wir
und damit diese Relation zwischen φP(x) und einfacher sei und nicht von p abhänge, so setzen wir woraus resultirt eine Gleichung welcher man genügt, was auch* die ganze Zahl 
p sei, indem man setzt woraus man schliesstwährend C und C' willkürliche Constanten. Aber diese Rechnung ist nicht auf alle Glieder der Reihe anwendbar, welche aus der Substitution des Werthes von y in der Gleichung (1) resultirt; sie setzt voraus dass p wenigstens gleich 2 sei, und es ist nothwendig besonders die beiden Glieder zu betrachten, welche die Potenzen a — 1 und a — 2 von x enthalten. Indem man ihre respectiven Coefficienten gleich Null setzt, erhält man — 1) α z=z 0, Aj (a 1) (a “h A 4- 2 a) = 0.Die erste giebt
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— 117 —α = Ο, oder α = 1 — m ,und die zweite führt, in diesen beiden Fällen, zu der GleichungBetrachten wir successive die Entwicklungen, welche diesen beiden Werthen von α entsprechen.1. Es sei α = 1 — m; die allgemeine Relation zwischen 
Ap und Ap—1 wirdIndem man p successive in p — 7* — 2 etc. verändert, wirdman Ap als Function von A^ bestimmen; und da τΐχ = — A, 
so wird man den allgemeinen Coefficienten Ap als Function von A kennen, welches unbestimmt bleibt, aber gleich der Ein_ heit genommen werden kann, wegen der Constanten C, C'.Man findet auf diese Weise 
und der Werth von y erhält den Ausdruck

Wenn man für einen gewissen Coefficienten Ap einen der Null gleichen Werth findet, so wird die mit dem vorhergehenden Gliede abbrechende Reihe der Differentialgleichung genügen, und das allgemeine Integral wird durch eine endliche Anzahl von Gliedern gegeben. Dies ereignet sich allemal, λvenn m eine positive gerade Zahl ist.2. Es sei jetzt a = 0; die Relation zwischen Ap—i und Ap wird 
woraus man zieht, wieder A = 1 nehmend.
und der Werth von y ist
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— 118' —Diese Reihe bricht wie die vorige ab, wenn ein Glied Null wird; was sich inaner ereignet, wenn m eine negative gerade Zahl ist. Woraus man die wichtige Folgerung zieht, dass das allgemeine Integral der Gleichung (1) immer durch eine endliche Anzahl von Gliedern sich ausdrücken lässt, wenn m eine positive oder negative gerade Zahl ist.96. Die Riccati’sche Gleichung. — Die so beiunnte Gleichunar ist
d u
d SGWenn man mit Euler u = — setzt, so erhält man, ab= A a umachend, * 

und Alles kommt darauf an, diese lineare Gleichung der zweiten Ordnung zu integriren. Der allgemeine Werth von u wird von der Form sein 
wo C und C' willkürliche Constanten; daraus resultirt 
und folglich

CDieser, eine willkürliche Constante enthaltende Werth wirt das allgemeine Integral der vorgelegten sein.Es ist also die Gleichung zu integriren
Man kann diese Gleichung zurückführen auf eine andere von der Form der Gleichung (1), indem man die unabhängige
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J— 119 —Variable x vertauscht, xf‘ = kz setzend, wo Z: und p unbe- stin□ιnte Constanten. Man findet auf diese Weise
Die beiden extremen Glieder werden x nicht mehr enthalten, wenn man — 2 = m setzt, woraus “h 1, durch

. . .
x"^ dividirt. Wenn man ausserdem^ mit dividirt, und zr in z ausdrückt, so erhält man 
und wenn man, um diese Gleichung zu vereinfachen, k durch die Bedingung bestimmt 
so hat man folgende Gleichung zu integriren 
welche in die Gleichung.(1) übergeht, indem man in dieser mund n in ----- 1—und — 1 verwandelt. Hieraus folgt nun :

m 21. Wenn —eine positive oder negative gerade Zahl 2ist, so lassen sich die beiden Werthe von u ausdrücken durch eine endliche iVnzahl von Gliedern in z, und folglich in x.Es sei also 
worin i eine positive ganze Zahl ist; man zieht hieraus 
wo die oberen und unteren Zeichen zusammengehören. Dieser Ausdruck reducirt sich auf folgende Form:
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Also kann man die Riccati’sche Gleichung vollständig integriren, wenn m in dieser Formel enthalten ist.2. Wenn ---- :—- zwischen 0 und 2 liegt, so lässt sichin 2der allgemeine Werth von u durch die Formel (3) ausdrücken.Man sieht zunächst, dass wenn m positiv, —zwischen 0 und 2 liegt, und die Riccati’sche Gleichung wird dann mittelst zweier einfachen bestimmten Integrale integrirt. /Wenn m negativ, so sei m = — in', und man hat
die erste verlangt 2, und die zweite in' ↑> Also wirdman noch in derselben ^eise die Gleichung von Riccati integriren, wenn m zwischen —4 und —∞ liegt. Also nur für die Werthe von m zwischen 0 und — 4 lässt sich das gesuchte Integral nicht durch zwei einfache bestimmte Integrale ausdrücken.Die Formel (3) wird durch Vertauδchung von in mit----- j—Λ und n mit — 1in -4- 2

Indem man z durch seinen Werth ersetzt, undμ macht, kommt
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— 121 —Wenn man die Imaginären fortschafFt, so wird diese Formel 

worin B und B* zwei willkürliche Constanten sind; und das Verhältniss ist die einzige Constante, welche das Integral der Riccati’schen Gleichung enthalten wird.3. Wenn m zwischen den Grenzen 0 und —4 liegt, so besteht nur ein einziges der beiden bestimmten Integrale, und das allgemeine Integral wird durch die Formel (2) gegeben. Es sei Uχ der particulare Werth von zz, so findet man 
wo eine willkürliche Constante. Dieser Ausdruck ist weniger einfach als der obige, und gerade in diesem Intervall, — 4 i zwischen 0 und —4, ist es, wo die in der Formel 77:—:—72i X 1 enthaltenen Werthe liegen, für welehe man exact integriren kann. Wenn m zum Werthe die erste Grenze 0 hätte, so wäre die zu integrirende Gleichung 
welche giebtWenn m zum Werthe die zweite Grenze —4 hat, so hat man die Gleichung zu betrachten
welche schon behandelt wurde, und sich, indem man u = — z setzt, reducirt auf ’ .
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— 122 —woraus man zieht und folglich
4. Zwischen den Grenzen 0 und —4 giebt es einen Werth, welcher die beiden Integrale illusorisch macht: nämlich m = — 2.• 6? w ylIn diesem Falle wird die Gleichung zwischen u und zr, —- = — ;

Cl> tß tCsie gehört in eine Classe von Gleichungen, zu deren Integration wir das Mittel gegeben haben (Nr. 56). Ihr allgemeines Integral'ist u = Czc*'-∣- , wo und k^' die Wurzelnder Gleichung ⅛≡ — k — = 0.97. Es sei ferner die nicht lineare Gleichung 
setzen wir wie vorher 
so wird die vorgelegte
Es sei 
hieraus resultirt 
was ein besonderer Fall der Gleichung (6) ist.' Man hat also 

oder 
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— 123 —Es erübrigt nur z seinen Werth in x zu substituiren, und wird aus u abgeleitet wie in dem Falle der Rieeati’sehen Gleichung.98. Betrachten wir noch die folgende, in den physikalischen Anwendungen vorkommende Gleichung 
setzen wir y = z, so kommt 
welche in der Gleichung (1) steckt, wenn man dort zzt in '2 (zi—1— 1) und n in p≡ verwandelt.Setzt man n positiv und ausserdem beliebig voraus, so kann man, da 2(zι-j-l) nicht zwischen 0 und 2 liegt, nur ein particulares Integral durch ein bestimmtes Integral ausdrücken. Sein Ausdruck ist 
und man kann, wie wir dies schon sahen, aus ihm das vollständige Integral ableiten. Der aus ihm folgende Werth von y ist
In dem besonderen Falle, wo n — 1, wird die vorgelegte Gleichung 
und man hat 
und die Integration ausführend 
wo ΰ eine willkürliche Constante. Indem man sie als Function von X betrachtet, wird man leicht das vollständige Integral bestimmen.

z
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Bestimmung von bestimmten Integralen durch 
Integration von Differentialgleichungen.

99. Die Auffindung eines bestimmten Integrals kann bisweilen zurückgeführt werden auf die Integration einer Differentialgleichung, welche sich auf eine der unter dem Zeichen y* vorhandenen Constanten bezieht.Die Ableitungen dieses Integrals nach diesen Constanten sind zwischen denselben Grenzen genommene Integrale, und wenn man durch diese Differentiationen das erste Integral wieder hervorbringen kann, so erhält man durch Elimination desselben eine Gleichung zwischen seinen Ableitungen nach einer der Constanten. Kann man dieselbe integriren, so wird man einen Ausdruck haben, welcher das bestimmte Integral als besonderen Fall enthält, und es kommt nur noch darauf an, die willkürlichen Constanten so zu bestimmen, dass er sich auf dieses Integral selbst reducirt.100. Es sei z. 13. das bestimmte Integral
Betrachten wir es als eine Function von x, und setzen
Zweimal nach x differentiirend, kommt(1)
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Um diese Ausdrücke leichter vergleichbar zu machen, muss man in den zweiten cos (zc cos ω) statt sin (x cos ω) einf uhren; und dies erreicht man durch theilweise Integration. Man erhält auf diese Weise
— sin ω sin (x cos ω) — x J' sincos {x cosω) da .Der erste Theil verschwindet an den Grenzen 0 und π, und es kommt

Indem man durch x dividirt und zu der dritten Gleichungσ addirt, erhält man
Da das gesuchte Integral so reproducirt ist, so braucht man es nur durch y zu ersetzen, um die gesuchte Differentialgleichung zu haben, welche ist (2)
101. Die Bestimmung von J cos{xcosω)dcy ist somit auf 

0die Integration der .Gleichung (2) zurückgeführt, welche wir in Nr. 87 behandelt haben. Aber da wir nur ein particuläres Integral derselben entwickelt haben, so kann man nicht wissen, ob dies dasjenige ist, welches den Werth des bestimmten Integrals geben wird. Man sieht also, dass man im Allgemeinen das vollständige Integral der Differentialgleichung, zu welcher man geführt wird, kennen muss, um daraus den Werth des gesuchten bestimmten Integrals ableiten zu können.Indessen ist es im gegenwärtigen Falle leicht, sich zu versichern, dass die als Integral der Gleichung (2) gefundene Reihe
www.rcin.org.pl



— 12ß —
7Ϊ I ∙,'mit J co.s (zc coÄtö) i∕fc∙zusammenfa∏t, indem man der Constante 0einen angemessenen Werth beilegt.In derThat, man hat

Multipliciren wir mit dω, und integriren zwischen 0 und jr, und bemerken dabei dass 
so kommt

71Also ist das bestimftite Integral J cos {x cos ω^) d ω nichts 
0Anderes als das particulare Integral, welches wir für die Gleichung (2) gefunden hatten, wenn man die willkürliche Constante gleich π nimmt.102. Suchen wir jetzt die Gleichung, welche das bestimmte 

00Integral cos2nxdx bestimmen würde, das wir schon
0 'kennen.Es sei 

man findet
Aber

Daher
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X, Also ist y* e—»»’a;« dx enthalten in dem Ausdruck

0

C e. ”»* , in welchem C unabhängig ist von x und n: es bleibtZU untersuchen, welchen Werth C haben muss, damit Ce gleich diesem bestimmten Integral werde. Für n = 0 wird das Integral
und Ce, reducirt sich auf (7; also muss der Werth der Con- V^πstante C sein —— , und man hat .2 m
wie wir schon auf anderem We^e gefunden haben.

00Hätte man cos 2nx dx als Eλmction von m be-trachtet, so würde man gefunden haben 
woraus 
und man fände

103. ^Betrachten wir als letztes Beispiel das Integral 
und setzen
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— 128 —Wir nehmen nicht sogleich die Grenze oo, um eine Schwierigkeit zu vermeiden, von der wir bald sprechen werden. Zweimal nach a difFerentiirend, kommt 
und wenn man I = ∞ machte, so sieht man, dass das zweite Glied sich unter einer unbestimmten Form darbieten würde.Man muss jetzt die lineare Gleichung integriren

Wenn man zuerst das letzte Glied vernachlässigt, so findet man als Integral y = Λe<* B er-"·; indem man darauf Λ und B als Functionen von a betrachtet, so wird man zum allgemeinen Integrale der Gleichung, um welche es sich handelt, geführt.
* υ υworin C und G willkürliche Constanten.' Man muss jetzt annehmen, dass I unbegrenzt wachse, und die Grenze des zweiten Gliedes suchen.Wenn nuh I sehr gross ist, so geht sinal durch alle Werthe von — 1 bis -["1 für einen sehr kleinen Zuwachs von 

a, für welchen man die anderen Factoren als constant betrachten kann. Die Elemente der Integrale zerstören sich also in diesem Intervalle, und so verhält es sich von irgend einem endlichen Werthe von a an bis ins Unendliche. Man braucht also nur die Elemente dieser Integrale zu betrachten zwischen 0 und einem unendlich kleinen Werthe von a. Aber dann kann man e“ und durch die Einheit ersetzen, die Inte- grale reduciren sich auf und die beiden letzten Glieder zvereinigen sich mit den beiden ersten.Indem man die Grenze des Integrals
durch y bezeichnet, hat man also

oder
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Es bleiben nur noch die Constanten C, zu bestimmen.Wenn aber a positiv ist, so wächst Ce°∙ unbegrenzt mit a.was nicht sein kann; daher C = 0. Ferner wird
gleich für α = 0; daher C∣ = , und

2/ i

Wäre α negativ, so hätte man Cj = 0 und C = —, folglich
104. Differentiirt man diese Gleichung nach a, so hat man 

wo a negativ. Differentiirt man die auf das positive « sich beziehende Gleichung, so hat man

Duhamel, Diiι.- und Int.-Rechiniiig. 11. θ
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Summation von Reihen durch Integration von 
Differentialgleichungen.

105. Wir sahen, wie man das Integral einer Differentialgleichung in eine Reihe entwickeln kann; aber man kann umgekehrt sich vornehmen, die Differentialgleichung zu finden, deren Integral eine gegebene Reihe sein würde. Wenn diese Gleichung vollständig unter endlicher Form integrirt werden kann, so vermag man die Function zu bestimmen, von welcher man die Entwicklung hatte.^ Um diese Gleichung zu erhalten, differentiirt man ein- oder mehrmal die Reihe, oder andere aus ihr abgeleitete Reihen, um die gesuchte zu reproduciren, welche man dann eliminiren kann. Wenn sie sich nicht reproducirt, man aber zu einer Reihe gelangt, welche man zu summiren weiss, so erhält man ebenfalls die gesuchte Gleichung.106. Es sei z. B. die Reihe 
so findet man, zweimal differentiirend.
da diese Reihe, bis auf das Zeichen, die gesuchte ist, so kann man sie eliminiren, und erhält die Differentialgleichung
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— 131 —Nach der Theorie der linearen Gleichungen findet man
y = A cos X B sin x,und und B sind die zu bestimmenden Constanten.Hierzu bemerkt man, dass die Reihe denselben Werth behält, wenn man das Zeichen von x ändert; also B = 0. Ferner reducirt sie sich auf 1 für x = 0; also √1 = 1, und die Reihe ist gleich cosz», wie man übrigens wusste.107. P3s sei noch die Reihe 

daraus leitet man ab 
in diesem Falle ist man zu einer Reihe gelangt, welche mit der vorgelegten nicht identisch ist, aber summirt werden konnte.Man muss jetzt die Gleichung integriren 
welches giebt
Die Constante C muss gleich 1 sein, weil die Reihe sich auf1 reducirt für x == 0; also
Man hätte noch einmal differentiiren können, und würde erhalten haben 
dann hätte man die Gleichung integriren müssen 
woraus
Um C zu bestimmen, würde man bemerken, dass man = — 1 axhat füx' X ==z 0; also C = — 1, und

9*
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Fortfahren würde man wie oben.108. Betrachten wir zuletzt noch die Reihe 
sie giebt zunächst
Um den letzten Factor aus jedem Nenner wegzubringen, mul- tipliciren wir mit z», Und differentiiren darauf, so kommt

Man hat so die vorgelegte Reihe reproducirt, und eliinini- rend erhält man 
oder
Und in der That haben wir im Vorhergehenden erkannt, dass diese Differentialgleichung als particuläres Integral die vorgelegte Reihe hat; aber wir bemerken hier, wie wir es oben bei den bestimmten Integralen gethan haben, dass es im Allgemeinen nöthig ist das vollständige Integral der Differentialgleichung, zu welcher man gelangt, zu kennen.
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Anwendung der Differentialgleichungen zur Auf
findung .von Functionen, von welchen man ge

wisse charakteristische Eigenschaften kennt.

109. Es sei vorgelegt eine solche Function z — zufinden, dass man für jeden Werth von x und w habe
(DWenn man diese Gleichung in Bezug auf x differentiirt, xj als constant betrachtend, so hat man woraus man schliesst, dass φ' (zr) constant ist, was auch x sei, und dass man folglich hat 
wo tt eine beliebi<ze Constante bezeichnet. Man folsrert daraus (2) wo b eine neue willkürliche Constante.Die Function φ, welche der Gleichung (1) genügt, ist daher nothwendig unter denjenigen enthalten, welche die Formel (2) darstellt. Aber die Umkehrung ist nicht sicher, und man muss die Constanten a und b so zu bestimmen suchen, dass die Substitution des gefundenen Werthes von z die Gleichung (1) identisch macht. Man findet als Resultat dieser Substitution welches verlangt dass man h = 0 habe, woraus z = a x resultirt.
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— 134 —Die allgemeinste Auflösung der Aufgabe wird also durch die Formelgegeben, wo a eine beliebige Constante.110. Suchen wir jetzt die Function, welche bestimmt wird durch die allsremeine Bedineruns(1)Indem man nach x difFerentiirt, kommt
Dieselbe Gleichung (1) nach y difFerentiirend, erhält man
Aus den beiden letzten zieht man
also ist das Product x φ' (x) constant, und wenn man φ (.r) = s setzt, so hat man, durch « eine beliebige Constante bezeichnend,
X = a, woraus man zieht

dx

yvo b eine willkürliche Constante. In der Gleichung (1) substi- tuirend, findet man(2) daher
♦wo a beliebig.Also wird die allgemeinste Auflösung der Aufgabe gegeben durch die Formelwährend die Basis des Logarithmensystems beliebig ist.111. Legen wir uns jetzt vor, die Function φ (a∙) zu finden aus der Bedingung(1)Diese Gleichung nach x und y difFerentiirend, erhält man die beiden folgenden

woraus man schliesst
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wo a eine Constante. Setzt man daher φ (a·) = z, ho hat man 
woraus 
wo b willkürlich. In der Gleichung (1) substituirend, erhält man (2) welches verlangt dass man habe = b, und folglich /> = 1, denn man kann nicht nehmen 6 = 0. Die gesuchte Function hat also zum Ausdruck wo a beliebig.Ist die Constante a imaginär und von der Form zzz÷∕i½—1, so hat man

112. Es sei noch vorgelegt die Bedingung (1)Diese Gleichung in Bezug auf x und y differentiirend, erhält man
Diese beiden Gleichungen geben daher 
wo a eine beliebige Constante. Man hat also, φ(a∙)~^ machend, 
daraus leitet man ab 
wo b eine willkürliche Constante. Man hat somitIn der Gleichung (1) substituirend, kommt
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— 136 —(2)daher b = 1, und die gesuchte Function hat zum Ausdruckwo ii eine beliebige Constante.Für a nimmt die Function die Form an
113. Als letztes Beispiel dieser Gattung von Aufgaben geben wir diejenige, welche sich bezieht auf die Bestimmung der Resultante von zwei gleichen Kräften, welche irgend einen Winkel mit einander machen.Man wird in dieser Untersuchung durch sehr einfache Betrachtungen, welche wir nicht hersetzen, zu der Gleichung geführt:(11

X bezeichnet den halben Winkel der beiden Kräfte, und φ (zr) das Verhältniss der Resultante zu einer von ihnen. Wenn nun der Winkel der Kräfte Null ist, so ist die Resultante gleich ihrer Summe; und wenn er gleich zwei rechten wird, so ist sie Null: man hat also die beiden besonderen Bedingungen, indem man φ (x) durch z bezeichnet:(2)und überdies kann z für keinen Werth von x zwischen 0 undNull werden. Man bemerkt ausserdem, dass die Aufgabe der Statik der Function keine Bedingung auferlegt für Werthe von X, welche nicht zwischen 0 und — liegen, und für Werthe von y, die grösser sind als x. Man erkennt leicht, dass die erste der Gleichungen (2) eine unmittelbare Folge der Gleichung (1) ist; denn, macht man darin y = Q, so findet manworaus φ (0) = 2 hervorgeht.Dies vorausgesetzt, erhält man, die Gleichung (1) zweimal nach X und zweimal nach y differentiirend.
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— 137 —woraus man schliesst
wo die Constante reell, weil φ (z») und φ'* (zc) es sind. Diese Gleichung wird, indem man φ (zr) durch z ersetzt.(3)Das Integral dieser Gleichung wird eine verschiedene Form haben, je nachdem man hat α>0, α = O, <t≤0.1. Es sei zuerst « = 0, so resultirt und in der Gleichung (1) substituirend, müsste man haben, für unendlich viele Werthe von z» und w.die ähnlichen Glieder müssten also beiderseits gleich sein, woraus resultiren würde C = 0, und φ (zc) wäre gleich einer Constante, was unmöglich ist; man‘kann also nicht haben 
ii c=- 0.Gleichung (3) 
in der Gleichung (1) substituirend, und 
setzend, was keinen Zusammenhang zwischen u und v herstellt, findet man
Die Coefficienten der unähnlichen Glieder müssen einzeln Null sein, man hat also oder
Man kann aber nicht auf einmal haben C = 0, = 0, dennsonst hätte man z = 0, was auch x wäre, welches absurd ist. Daher kann man nur die beiden folgenden Werthe nehmen woraus folgen würde
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— 13δ —welcher Ausdruck aber nicht Null wird für j; = —, und folg- lieh der Aufgabe nicht genügt. Man kann somit auch nicht haben « >» 0.3. Nehmen wir endlich a ≤ 0, und setzen a = —das vollständige Integral der Gleichung (3) ist 
und weil man haben muss z = 2 für x = 0, so resultirt daraus C = 2, und der Werth von z wird 
indem man ihn in der Gleichung (1) substituirt, und reducirt, findet man und da man nicht haben kann m = 0, so kann man den Factor simny wegwerfen, und es bleibt 
welcher Gleichung für jedes x nur genügt werden kann, indem man = 0 setzt, woraus resultirtDie Constante m wird vermöge der zweiten Gleichtmg (2) bestimmt, welche giebt 
woraus m = 2 zi -j- 1, während n irgend eine ganze Zahl. Aber wenn man nicht hätte zi = 0, so würde c»smx Nullwerden für den Werth x der kleiner ist alswas nicht sein kann, weil die Function z für keinen Werthvon X zwischen 0 und Null werden kann. Also endlich
und der Werth der gesuchten Function ist
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Euler sehe Integrale..

114. Legendre hat diesen Namen zwei Arten bestimmter Integrale gegeben, welche mit vieler Sorgfalt zuerst von Euler und dann von Legendre selbst untersucht worden sind. Wir werden uns darauf beschränken ihre Haupteigenschaften kennen zu lernen. Die der ersten Art sind enthalten in der Formel
υwo p und q positiv sind; die der zweiten sind von der Form 

wo tt positiv ist, da ausserdem das Integral unendlich sein würde.Wenn man I . = y setzt, so giebt man ihm die Form
Legendre bezeichnet die ersten durch das Symbol (p, q), und die zweiten durch Γ (a); so dass man hat
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— 140 —Wir hatten schon im ersten Theile Gelegenheit von diesen letzten zu sprechen, und haben bewiesen dass wenn a ganz ist, man hat Γ(a) = 1.2.3 ... (a—1) ; und dass, welchen positiven Werth auch m und a habe.
115? Man erkennt unmittelbar eine sehr einfache Eigenschaft der Integrale erster Classe, welche darin besteht, dass ihr Werth derselbe bleibt, wenn man die beiden Buchstaben 

p und q mit einander vertauscht. In der That, wenn man <lie Summe der zwei Elemente des Integrals bildet, welche zwei Werthen von x entsprechen, deren Summe gleich 1 ist, so bleibt sie offenbar dieselbe, wenn man p in q und q in p verändert, weil dadurch nur die beiden Elemente mit einander vertauscht werden. Also bleibt das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1 dasselbe, wenn man die beiden Buchstaben 
p und q mit einander vertauscht; welche Eigenschaft so ausgedrückt werden kann:116. Zeigen wir jetzt eine Haupteigenschaft der hunc- tionen zweiter Classe, deren Untersuchung gleichzeitig mit der der ersten geschehen muss.Betrachten wir das Integral 
die theilweise Integration liefert 
und, indem man die Grenzen 0 und 1 nimmt,' 
was die folgende Relation ergiebt:
Vermöge dieser Relation, braucht man nur die lunction -i («) für alle Werthe von a zwischen 0 und 1 zu kennen, um sie daraus für alle Werthe von a zwischen 1 und 2 abzuleiten. 
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— 141' —Von diesen geht man über auf die Werthe von a zwischen 2 und 3, und so unbegrenzt weiter.Die Construction einer Tafel, welche alle möglichen Werthe der Gamma-Function ergeben würde, reducirt sich also auf die Betrachtung der zwischen 0 und 1 enthaltenen Werthe von ta.Wir wollen zeigen, dass man sogar die Werthe von -Γ(α) nur in dem Intervalle von a = 0 bis zu a = ~ zu kennen braucht.Nach dem oben Gesagten hat man die Gleichung 
wo 6 positiv ist. Multipliciren wir dieselbe mit da, während a positiv und kleiner als Z>, und integriren wir in Bezug auf sc. zwischen 0 und oo , so haben wir 
integriren wir zuerst in Bezug auf x, und berücksichtigen dass 
so wird das erste Glied der Gleichung 
was die Gleichung giebt 
woraus

Man sieht somit, wie die Integrale von der Form in welchen man hat, von den durch Fbezeichneten abhängen.Betrachten wir den besonderen Fall wo b = 1, und er-
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— 142 —innern wir uns dass Γ(l) = 1, und sowird' die vorhergehende Gleichung
Wenn man daher die Werthe von Γ(a) von o = 0 biskennte, so würde diese Gleichung die Werthe derFunction von a = — bis zu a — 1 liefern. Nachher würde es sehr einfach sein, wie wir gezeigt haben, ihre Werthe von α = 1 bis zu a = co zu bestimmen.Man kann bemerken, dass die letzte Gleichung, wenn man α = macht, liefert

somit
Indem man x = setzt, kommt
wie wir schon auf andere Weise gefunden haben.117. Man kann die Integrale der ersten Classe zurückführen auf diejenigen der zweiten; was vortheilhaft ist, da diese nur von einer Variable a abhängen, wogegen die anderen von zwei Variablen p und q abhängen.Das Integral wird, indem mansetzt.
dessen Werth nach einer Formel der vorigen Nr. ist
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— 143 —man hat daher die Gleichung 
oder 
welche sehr einfache Formel dazu dient die Functionen der ersten Classe durch die Gamma-Functionen auszudrücken.118. Multiplicirt man die beiden Gleichungen mit einander 
so kommt 
und da das zweite Glied sich nicht ändert, wenn man irgend zwei der Buchstaben p, q, r mit einander vertauscht, so muss dasselbe mit dem ersten stattfinden, und man hat was eine der fundamentalen Eigenschaften der Functionenist.119. Nehmen wir jetzt an, dass die zwei Zahlen p und q gleich seien in der Function (p, q)', man hat dann
Setzen wir so kommt
machen wir ’ darauf woraus so erhaltenwir
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— 144 —oder, indem man die Functionen (p, q) durch ihreWerthe vermöge der Gamma-Functionen ersetzt, 

woraus man zieht, mit Rücksicht darauf dass 
was eine neue allgemeine Eigenschaft der Gamma-Functionen constituirt.Wir beschränken hierauf Dasjenige, welches wir über die Euler’sehen Integrale zu sagen hatten, imd wir verweisen wegen grösserer Details auf die Exercices de Calcul integral von Legendre.
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Ausdruck für die Functionen einer Variable 
durch bestimmte Doppelintegrale. — Entwick

lung in trigonometrische Reihen.

120. F ourier hat eine Formel gegeben, welche von grosser Wichtigkeit ist in den Anwendungen der Analysis auf die Physik. Sie hat zum Zweck durch ein bestimmtes Doppelintegral eine Function von x darzustellen, welche von 
X — GO bis zu X = CO gegeben, und überdies keiner Con- tinuitätsbedingung unterworfen ist. Sie kann ihre Form in beliebiger Weise ändern, und einen geometrischen Ort darstellen, welcher zusammengesetzt ist aus so verschiedenen Cur- venbogen als man will; dieser Ort kann z. B. mit der Axe der X vom negativen Unendlichen an bis zum positiven Unendlichen hin zusammenfallen, mit Ausnahme einer begrenzten Strecke, wo er sich aus beliebigen Curvenbogen zusammensetzt. Die einzige Bedingung, welcher die Function unterworfen ist, besteht darin, dass sie nur einen einzigen Werth haben darf für jeden der Werthe von x.Ohne uns in irgend ein Detail einzulassen über den Weg, auf welchem Fourier diese Formel entdeckt hat, beschränken wir uns zunächst darauf ihre Richtigkeit zu erweisen.Es sei F (x) eine ganz beliebige Function von .r; wir behaupten, dass man identisch haben wird (1)In der That, integrireu wir zuerst in Bezug auf p, von 0 bis zu einem sehr grossen Werthe p; indem wir das Resultat

Duhamel, Diff.- u. Int-Rechnung. Π. jθ
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— 146 —verdoppeln, werden Λ∖πr denselben Effect liervorbringen, wie wenn wir von — p bis -j- p integrirt hätten. Wir haben darauf
da zwischen und zu integriren,und dann p unbegrenzt wachsen zu lassen.Wenn man nun einen Werth von a betrachtet, welcher sich von x um eine endliche Grösse unterscheidet, so kann man sich p gross genug denken, damit p (x — a) um 2 π wachse, während a um eine Grösse wächst, die so klein ist als man will und zum Werthe hat —; in diesem Intervall wird

p X — asich unmerklich ändern, und da das Integral f sin p {x — a} da zwischen diesen beiden Grenzen Null ist, so kann man auch
da in diesem Intervall als Null betrachten:woraus folgt, dass man sich auf die Betrachtung der Werthe von a beschränken darf, welche von x unendlich wenig verschieden sind, und es ist evident, dass die vorhergehenden Folgerungen auf diese Werthe keine Anwendung finden, weil dannF(α)--------  beträchtlich variiren kann, wenn a sehr kleine Aende- X — arungen erleidet. Es sei daher a = x -j- ω, und ω sei eine unendlich kleine, positive und negative Grösse, damit a grösser und kleiner sei als x; wenn F(a) sich bei dem Werthe x nicht sprungweise ändert, so kann man F{x-^ω) durch F{x^)ersetzen, und wird sich reduciren auf

wo £ unendlich klein ist. Aber das Integral 
dω ist als Null zu betrachten nach dem oben Bewiesenen,2πwenn ω endlich ist und man zwei um — verschiedene Grenzen iPnimmt; woraus folgt, dass je grösser man p voraussetzt, desto mehr Z dω sich dω oder π nähert. Also ist

J G) J G)
f — 00
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— 147 —die Grenze von 
----  00

π F(x). Dieses Resultat verdoppelnd, hat man die Grenze von
— 00 — gound folglich hat man für alle Werthe von x, für welche F (zc) stetig ist,

121. Wenn F {x~) plötzlich von dem Werthe A zu dem Werthe B, für einen gewissen besonderen Werth von x überginge , so müsste man F (x — ω) = Λ, F {x ω} — B nehmen, und die beiden Integrale betrachten 
statt des einzisren Integrals 
und man sieht dass die Grenze, statt xF{x} zu sein, n sein würde. Daraus schliesst man, dass für diese besonderen Werthe von x die Formel (1) für F(x} die halbe Summe der Werthe geben wird, welche diese Function für zwei Werthe von X annimmt, von denen der eine unendlich wenig grösser und der andere unendlich wenig kleiner ist als derjenige, welchen man betrachtet.122. Kommen wir genauer auf einen wichtigen Theil dieses Beweises zurück , auf denjenigen nämlich wo wir zeigten, dass es genüge, nur die W erthe von α, welche unendlich nahe bei X liegen, zu betrachten in dem Integrale

10* 
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— 148 —Denken wir uns dass man von irgend einem, von x endlich entfernten Werthe a an, das bis ins Unendliche gehende Intervall 2 TTin Theile, welche gleich — sind, zerlege, und betrachten wir zunächst das Integral in dem ersten Intervall. Es sei zur Abkürzung
Man kann das Integralin die beiden folgenden abtheilen:

In jedem von ihnen hat der trigonometrische Factor ein constantes Zeichen, und folglich kann man ihn allein integriren, muss aber dann das Resultat mit einem Werthe von φ (α) multipliciren, der zwischen dem kleinsten und dem grössten von denen liegt, welche φ (α) in demselben Intervall annimmt. Aber 

wenn i das Intervall bezeichnet.Für das zweite Intervall müsste man α in α verwandeln, was Nichts ändern würde an dem Resultate der Integration, die wir ausgeführt haben; und ebenso würde es sein für alle folgenden Intervalle: das Resultat ist beständig
Für die erste Hälfte des Intervalls i wird es raultiplicirt sein mit einem mittleren zwischen den Werthen von φ (α) in dies*er
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— 149 —HälHe; für die zweite mit einem mittleren Werthe von φ (a) in d«er zweiten Hälfte, und dieses zweite Product muss man von dem ersten abziehen. Der Rest λvird geringer sein als das Product von — cos r)(a — x) mit der Differenz des klein- 
π ’■sten und grössten Werthes von φ («) in dem Intervall i, das man betrachtet. Da aber i gegen Null convergirt, indem p wächst, so sind die beiden Factoren dieses Products unendlich klein, und das Product ist ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung. Also convergirt das von a bis ins Unendliche genommene Integral gegen Null, während p wächst, wenn nur der Werth a von x endlich entfernt ist; was wir beweisen wollten.

Entwicklung einer beliebigen periodischen Function in eine trigonometrische Reihe, mittelst bestimmter Integrale.
123. Wenn man durch u irgend einen Bogen bezeichnet, so ist bekannt dass man hat

Verwandeln wir u in x — «, multipliciren mit einer beliebigen Function F (a), und integriren in Bezug auf a zwischen zwei beliebigen Grenzen a und b, so erhalten wir

Mau sieht, dass Nichts geändert wird in beiden Gliedern, wenn man x um irgend ein positives oder negatives Vielfache von 2τr vermehrt, und dass sie folglich eine periodische Func-
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• — lδθ -tion darstellen, deren Periode 2π ist, was übrigens auch die ganze Zahl m sei. Wenn man nun diese Zahl unbegrenzt wachsen lässt, so nähert sich das zweite Glied einer Grenze, welche man leicht bestimmen kann, und das erste Glied wird die Reihenentwicklung der Function sein, welche diese Grenze ausdrückt.Man bemerkt, wie in der vorhergehenden Aufgabe, dass man sich auf die Betrachtung der Werthe von α beschränken kann, die denjenigen unendlich nahe sind, welche sin^{x — α) = 0 machen, da das Integral gegen Null convergirt, indem m wächst, für jedes Intervall in w’elchem sm (a; — a) eine endliche Grösse bleibt. Man hat sich daher zu beschränken- auf die Werthe von a, welche unendlich wenig verschieden sind von den folgenden:
Es sei X irgend ein zwischen a und b liegender Werth, und setzen wir voraus, dass b — a höchstens gleich 2π sei; man hat allein die unendlich kleinen Werthe von a — x zu betrachten; man kann daher sin i (a — x~) durch (cc — x^ er- 

u Δsetzen, und das zweite Glied der Gleichung (1) wird 
(2) wo £ unendlich klein ist; oder, indem man α — x = ω macht.

Wenn F (a) stetig ist in der Nachbarschaft von zr, so kann man F(x ω) ersetzen durch F(x), und hat
(3)
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- 151 —und da dieses Integral nur für unendlich kleine Werthe von 
Gi einen endlichen Werth hat, wenn m unbegrenzt wächst, so kann man seine Grenzen bis zu — ∞ und ∞ ausdehnen, was die Integration erleichtert, und man findet als Resultat π. Da die Grenze des zweiten Gliedes somit πF{x) ist, so hat man die Formel 
welche die Entwicklung von F(x) in eine Reihe liefert, deren allgemeines Glied von der Form ist
Wir wollen nun einige Bemerkungen machen, welche den eigentlichen Sinn dieser Formel näher bestimmen werden.124. Wenn man dem x einen solchen Werth giebt, dass zwischen a und b keiner der in dem Ausdruck x + 2 k π, wo 
k Null und jede ganze Zahl, enthaltenen Werthe fällt, so ist das Integral (2) Null, und die Reihe hat zur Grenze die Null, für diesen Werth von x. Der Ort, welcher zur Ordinate das durch n getheilte zweite Glied der Gleichung (4) hat, besteht also aus dem Orte der Gleichung y = F{x} zwischen x — a und X — b, der sich unendlich oft nach beiden Richtungen der Axe der x dergestalt wiederholt, dass die correspon- direnden Punkte von einander um 2π abstehen; und ferner besteht der Ort der Gleichung (4) aus allen Theilen der Axe der X zwischen diesen successiven Curven.Wenn das Intervall b — a gleich 2π ist, so reproducirt sich der zwischen x = a und x = b construirte Ort y = F(x) unendlich oft hinter einander ohne Unterbrechung.125. Es sei x gleich einer der Integrationsgrenzen, z. B. gleiih a, und das Intervall b — «sei gleich 2τt, so wird das Integral (2) nur zwischen 0 und -f-e genommen sein, wenn 

a in der Nachbarschaft von a liegt, was - F {a) geben wird. Aber, auch wenn α in der Nachbarschaft von b liegt, welches gleich α 4- 2 Jt ist, so wird sin i (a — zc) unendlich klein sein; und wenn man a = a -j- 2 τr — (o setzt, so hat man 
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— 152 —
was man wieder durch ersetzen wird. Man erhält auf diese Weise ein neues Integral, welches gleich i -F(6) ist; woraus man sieht, dass wenn man dem x einen Werth giebt, der gleich ist einer der beiden Integrationsgrenzen, die Reihe die halbe Summe der auf die beiden Grenzen bezüglichen Werthe vön 
F {x) liefert.126. Wenn für einen zwischen a und b enthaltenen Werthvonzr, F{x) nicht stetig ist, sondern plötzlich von dem Werthe 
m zu dem Werthe n übergeht, so muss man in dem Integrale (3) nehmen F{x} = m zwischen — ε und 0, und F (zr)=w zwischen 0 und 4" f > was zum Resultate geben wird i (m -j~ F) · Also giebt die Reihe für einen Werth von zc, welcher unstetigmacht, die halbe Summe der Werthe von F {x), welche diesem Werthe von x entsprechen.127. Wir haben vorausgesetzt, dass die Differenz derGrenzen a, b höchstens 2 π wäre. Untersuchen wir, was sich ereignen würde, wenn diese Differenz grösser als 2τr, und die Function in dieser Ausdehnung willkürlich gegeben wäre; nehmen wir z. B. an, dass man habe 0— u = 2π-j-∂, wo d ≤ 2π. Bei jedem Werth von x zwischen a und u ψ ö, wird sin Null werden für a = x und für α = 2π-]-ζΓ;

bman hat also in dem Integrale Werthe von a in der
aNachbarschaft von x und von 2π -|- zc zu betrachten, und folglich findet man als Werth dieses Integrals für die Werthe von X zwischen a und a -1- d 

ebenso würde man für jeden Werth von x zwischen b — d und b als Werth des Integrals finden
Für die anderen zwischen α und b enthaltenen Werthe von x
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- 153 —würde das Integral einfach den Werth F(x) haben. Man sieht, was sich ereignen würde, wenn b—a eine beliebige Anzahl mal 2π enthielte, und die Function -F(α) in dieser ganzen Ausdehnung willkürlich gegeben wäre. Also nur indem man 2 π; höchstens zur Differenz der Integrationsgrenzen nimmt, wird dhe Reihe die Function F{x) selbst für jeden zwischen dicisen Grenzen enthaltenen Werth darstellen. In allen Fällen würde die durch die Reihe repräsentirte Function die Periode 
2 π hab∣en.Wenn die Function F{κ} periodisch, 2π die Ausdehnung der Periode und b — a ein Vielfaches von 2π ist, so wird die Reihe offenbar n F{x) darstellen, multiplicirt mit der Zahl ;2 jt indem man daher durch diese Zahl dividirt, erhält man 
πF(x), wie wenn man zwischen a und <z integrirthätte.128. Wenn man nimmt, so giebt dieFormel (4)
(5)
Macht man so erhält man
(θ)
Man kann auf diese Weise in eine Reihe, welche nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x fortschreitet, einen Γheil von irgend einer Function F{x) entwickeln, der zwischen = 0, X — 2π, oder x =z — jc, = -\- x enthalten ist, und der sich selbst aus mehreren Theilen zusammensetzen kann, welche Functionen von ganz verschiedenen Formen angehören. Aber dieser Theil reproducirt sich unendlich oft in beiden Richtungen; so dass für die Werthe von x ausserhalb dieser Grenzen die Reihe keine Beziehung hat zu den Wer- then, welche t∖x') nach der Form diesej:· Function annehmen würde. Wenn z. B. y = F{x~) eine Parabel darstellt, so wird
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— 154 —die Reihe, indem x unbegrenzt positiv oder negativ wächst, periodisch den zwischen a; = — π, a; — π enthaltenen Bogen dieser Parabel reproduciren, und keineswegs die unendliche Parabel darstellen.129. Man kann den Formeln (5) und-(6) eine grössere Allgemeinheit geben, indem man annimmt, dass die zu entwickelnde Function in irgend einem Intervall 21 anstatt 2n geffeben ist.Wenn man nämlich a; macht, so geben diese Formeln 

oder, indem man f(^-^ durch φ (^) darstellt, welches eine willkürliche, zwischen 0 und 2Z, oder — I und 7^ I bekannte Function von z sein wird, und indem man z und /3 mit den häufiger angewandten Buchstaben x und a vertauscht, hat man die beiden Formeln:
(7)
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• — 155 —
(8)

130. Ist die Function φ(aj) eine solche, dass man hat 
so erhält man 

die Formel (8) wird dann
(9) 
und ebenso wird die Formel (6)
(10)

131. Wenn man dagegen hätte φ(—x) = — sowürde resultiren
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— ]56 —

die Formel (8) würde sich auf diese reduciren: 
(11) 
und die Formel (6) auf folgende: 
(12)

132. Da die Formel (8) eine zwischen x = — I jand zc = -j- Z willkürliche Function darstellt, so braucht man nur 
I unbegrenzt wachsen zu lassen und zur Grenze überzugehen, um den Ausdruck einer beliebigen Function von x = — oo bis zc = Qo zu erhalten.Wir wollen zeigen, wie indem das Zeichen 27 sich in ein Integrationszeichen verwandelt, man auf diese Weise die Fou- rier’sche Formel wiederfindet.Um jede Schwierigkeit zu vermeiden, setzen wir voraus, dass φ(zc) niemals unendlich werde, und Null sei lür zr = — <x und X = oo; so dass die durch y = φ (zc) repräsentirte Curve sich zuletzt der Axe der zc unbegrenzt nähert, wenn x unbegrenzt, positiv oder negativ wächst.Der erste Theil des zweiten Gliedes der Gleichung (8), 

J^φ(cC)da wird gegen Null convergiren, wenn I unbegrenzt 
— Iwächst, und man braucht nur den zweiten Theil zu betrachten, welcher wie folgt geschrieben werden kann, indem man y = £ setzt,
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— 157 —
(13)

kwenn man nun m ε = p macht, so kann man p betrachten als eine Variable, welcher man successive mit ε gleiche Incremente ertheilt in der allgemeinen Function 
und indem man, für jeden Werth von p, diese Function mit dem Incremente von p multiplicirt, so ist die Summe aller dieser Elemente von p = 0 bis zu p = oo nichts Anderes als der mit π multiplicirte Ausdruck (13). Wenn man jetzt I unbegrenzt wachsen lässt, so convergirt ε gegen Null, und die Summe (13) convergirt gegen das Integral
Die Gleichung (8) führt auf diese Weise zu der folgenden: (14) oder indem man — oo und -j- oc zu Grenzen von p nimmt, wodurch das Integral sich verdoppelt.(15) und diese Formeln gelten für alle Werthe von x, von — gc bis -f- oo.Sie unterscheiden sich nicht von der früher gefundenen.133. In dem Falle wo φ!'—x} = φ{x}, hat man
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— 158 —und die Formeln (14) und (15) reduciren sich auf diese:(16)Hat man dagegen so findet man(17) sinp a da.;und umgekehrt, wenn man die Formeln (16) oder (17) anwendet, so bildet sich das zweite Glied aus den Werthen von φ (zc), welche sich auf die positiven x beziehen; und wie auch die Werthe von φ(—x~} nach der Natur der Function φ seien, so geben diese Formeln für ein negatives x, die erste φ(zr), und die zweite — φ(∙^)∙Alle diese Formeln, welche dazu dienen, vollkommen willkürliche, zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen der Variable gegebene Functionen darzustellen, sind von dem grössten Nutzen in den Anwendungen der Analysis auf Aufgaben der Physik oder molecularen Mechanik.Wenn man in analoger Weise eine Function von zwei Variablen x und y ausdrücken sollte, so würde man sie zuerst als Function von x mit der Constante y betrachten, und von den obigen Formeln Gebrauch machen. Die Function φ(α) würde dann y enthalten und könnte folglich durch dieselben Formeln ausgedrückt werden, was die Anzahl der In- tegrations- und Suinmenzeichen verdoppeln würde; und ebenso würde man für irgend eine Anzahl von Variablen verfahren.
Verschiedene Beispiele.134. Nehmen wir uns zuerst vor in eine trigonometrische Reihe eine Function zu entwickeln, welche gleich ist einer Constante zwischen x = 0, x = 7, und gleich derselben Constante mit geändertem Zeichen zwischen x = 0, x = — 7. Offenbar genügt es, diese Constante gleich der Einheit zu nehmen, und man wird nachlier auf jeden anderen Werth durch einfache Multiplication übergehen.Wir setzen also φ(zr) = 1 in der Formel (11), und erhalten
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— 159 — '
Für m gerade ist nun 1 — cosmπ —0, und für m ungerade 1 — cosmπ = 2; woraus folgt 
was die verlangte Formel ist. Die unbegrenzte Function ist periodisch, und die Amplitude der Periode 21.135. Entwickeln wir jetzt eine Reihe, welche gleich x ist zwischen den Grenzen — I und l.Da man jetzt hat φ (— a;) = — φ (zc), so muss man wieder von der Formel (11) Gebrauch machen, und man findet 
(«) oder, die Integration ausführend.
Aber wenn man wollte, dass die Function gleich x wäre, zwischen 0 und l, und gleich — x zwischen 0 und — l, so würde man baten φ(—x) = φ(Λf), und müsste die Formel (9) anwenden. Man erhält dann 
oder, die Integrationen ausführend.
Diese baden Formeln (<z) und (b) stellen denselben Werth x dar zwischen 0 und l, aber sie haben gleiche Werthe und verschiedene Zeichen zwischen 0 und — Z; sie haben überdies beide 21 zur Periode.Man sieht hieraus, dass die Oerter, deren Ordinaten diese Entwicklingen sind, Theile von endlicher Länge haben, welche zusammeifallen, und andere Theile, welche verschieden sind für beide.136. Suchen wir jetzt den Reihenausdruck für die Ordinate d<s gleichschenkligen Trapezes ΆΜΝΒ, dessen Basis
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— 160 —
Ä B gleich π ist, und welches so ist, dass man von Λ bis zur Abscisse AP = «, y — a: hat; von P bis Q, y = a, und von Q bis B, y =z π — x. Setzen wir ferner voraus, dass man φ (—x) = — φ(zc) habe zwischen —n und π.Man muss in diesem Falle von der Formel (12) Gebrauch machen, und man findet, nachdem jede Reduction gemacht ist, als Ausdruck der Ordinate dieses Umfangs

7ΓWenn man α — — voraussetzt, so reducirt sich das Trapez auf ein gleichschenkliges Dreieck, und die Ordinate dieser gebrochenen Linie ist
137. Betrachten wir nun Functionen, welche gegeben sind von x = — oo bis zu x = oo.Nehmen wir an, dass man haben soll y = von λ? = 0 bis X =∞, und y = von z» = 0 bis zr = — man hat dann die Bedingung φ(—x} = φ{x'), und muss von der Formel (16) Gebrauch machen. Sie giebt

Aber 
man hat also
Und in der That, wir haben gesehen in Nr. 103, dass dieser Ausdruck äquivalent ist mit e~^ wenn x positiv, und mit wenn x negativ.138. Beschliessen wir diese Beispiele mit dem Falle einer Function, welche der Einheit gleich ist für alle Werthe vonzc zwischen — 1 und -f- 1, und Null für jeden anderen Werth von X.
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— .161 —Mani hat in diesem Falle φ(—x) = φ(∕c), und gebraucht also die Formel (16).Da nun die Function Null ist von zc = 1 bis zc = co , so giebt die Integration Null in dieser ganzen Ausdehnung, und folglich braucht man sie nur zwischen den Grenzen 0 und 1 zu betrachten; welches liefert 
und da man hat 
so schliesst man hieraus 
und man hat somit einen Ausdruck, welcher gleich 1 ist für jeden Werth von zc zwischen — 1 und -j- 1, und gleich Null für jeden Werth von z» ausserhalb dieser Grenzen. Es ist übrigens leicht, dies zu verificiren. In der That, man hat
Wenn nun x 1, so sind die in das zweite Glied eingehenden Integrale gleich und’ die beiden Ausdrücke zerstören sich. Ebenso, wenn x <≤ — 1; was zunächst beweist, dass unser Integral Null ist für jeden Werth von x ausserhalb der Grenzen — 1 und -j- 1.Wenn jetzt x zwischen — 1 und -j- 1 hegt, so addiren sich die beiden Theile und geben zur Summe —, woraus^ =1 folgt; was zu verificiren war.

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. Π. 11
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Integration der Gleichungen mit partiellen Dif
ferentialen.

139. Wir haben gesehen, wie inan eine Function mehrerer unabhängigen Variablen bestimmen kann, wenn man ihre partiellen Ableitungen der ersten Ordnung in Bezug auf jede Variable, ausgedrückt in diese Variablen und in die Function selbst, kennt. Wir wollen jetzt annehmen, dass man nur eine Gleichung giebt, worin ihre partiellen Ableitungen von beliebiger Ordnung vorkommen.Betrachten wir eine Gleichtmg, welche in irgend einer Weise die beiden unabhängigen Variablen x, y, die Function z und alle ihre partiellen Ableitungen, welche nicht die Ordnung 
m übersteigen, enthält; sie kann dargestellt werden unter der P^nrm
(1) Indem man z als Function von x betrachtet, kann man 
z entwickeln nach "der Formel von Taylor oder Maclaurin, welche letztere wir als die einfachere anwenden werden.iZ”* zDie Gleichung (1) giebt den Werth von als Functionvon x,y, z und den anderen Ableitungen, in welchen höchstens 
m — 1 Differentiationen in Bezug auf x vorkommen. Indem
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— 163 —t/”* man den Werth von ---- nach x differentiirt, erhält man
cZzi/TTj

+ d'"'^ ZAusdruck , sowie die Ableitung davon in
z Bezug auf w enthalten wird. Aber wenn man statt -—seinen 

dx'^aus (1) gezogenen Werth setzt, so hat man keine Ableitung mehr, welche die Ordnung m — 1 in Bezug auf x übersteigt. Indem man so unbegrenzt fortfährt, erhält man alle partiellen Ableitungen in Bezug auf zr, von der znten an bis ins Un- 1 z endliche, ausgedrückt durch x, y, z, — iAbleitungen in Bezug auf y allein.Es handelt sich jetzt darum die Werthe von allen Ableitungen nach X zu erhalten, wenn man darin x = 0 macht, wodurch sie Functionen von y allein werden. Hierzu wird man bemerken, dass indem man x = 0 macht in einer Function von zc und y und in Bezug auf y differentiirt, man dasselbe Resultat hat, wie wenn man zuvor differentiirt und dann
X = 0 macht; also ist worin man x = 0 macht, iden-dχPdyi

tisch mit---- indem man durch bezeichnet wasdy^ ∖dχpjo
zaus wird, wenn man darin x = 0 macht. Hieraus folgt, dass alle Derivirten von z in Bezug auf x, in welchen man 

X = 0 macht, sich aus und den m — 1 ersten ableiten, und aus den Derivirten, welche diese m Functionen von y allein, in Bezug auf y geben. Ueberdies lässt die vorgelegte Gleichung diesem Functionen willkürlich und bestimmt nur die folgenden. Man kann daher die Entwicklung von z in Bezug auf x so ausführen:
worin F, Fj, . . ., Ym— i vollkommen willkürliche Functionen von y sind. Und man kann a posteriori beweisen, wie in dem Falle der gewöhnlichen Differentialgleichungen, dass diese 11*
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— 164 — ίΖ”* z .Entwicklung identisch denselben Werth für giebt wie dieGleichung (1).140. Wenn man statt zweier unabhängigen Variablen irgend eine Anzahl n derselben hätte, so könnte man sich immer die Function nach den Potenzen von x entwickelt denken; der Unterschied würde nur darin bestehen, dass Y, Yj, . . . , Ym-i willkürliche Functionen aller unabhängigen Variablen, mit Ausnahme von x, bezeichnen würden.141. Umgekehrt ist man versichert, das allgemeine Integral einer Gleichung wie die betrachtete zu haben, wenn die Function und ihre in—1 ersten Ableitungen in Bezug auf 
X, indem man x = 0 macht, gleichgesetzt werden können vollkommen willkürlichen Functionen aller unabhängigen Variablen, mit Ausnahme von x; denn, weil das gegebene Integral der vorgelegten Gleichung genügt, so leiten sich alle Glieder seiner Entwicklung, vom mten an, aus den m ersten ab, in derselben Weise wie bei der Entwicklung des allgemeinen Integrals. Nun sind diese m ersten identisch in beiden Entwicklungen; also sind es alle andern, und die gegebene Function unterscheidet sich nicht von dem allgemeinen Integral.142. Wir haben die Gleichung der znten Ordnung vollständig vorausgesetzt; aber offenbar genügt es zur Aufrechthaltung unserer Schlüsse, dass indem man sie in Bezug auf den höchsten Differenti alcoefficienten der Function, der in Bezug auf eine Variable allein genommen ist, auflöst, dass in seinen Ausdruck keine Grösse eingeht, worin eine ebenso grosse Anzahl von Differentiationen in Bezug auf dieselbe Variable vorkommt. In dem besonderen Falle, wo dieser Umstand sich bezüglich keiner der Variablen darbieten würde, könnte die Entwicklung nicht mehr in derselben ΛVeise geschehen, und wir würden uns von dem Zwecke dieses Buchs entfernen, wollten wir uns damit in einer allgemeinen Weise beschäftigen.143. Wenn die höchsten Differentialcoefficienten in Bezug auf X und y nicht von derselben Ordnung sind, so wird die Entwicklung nicht dieselbe Anzahl von willkürlichen Functionen enthalten, wenn man sie successive nach x und y ordnet; aber
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— 165 —diese Functionen enthalten nicht dieselben Variablen, und alle diese Entwicklungen sind im Grunde identisch, weil sie alle die allgemeinste Function darstellen, welche der nämlichen Gleichung genügt.144. Wenn nur Ableitungen vorkommen, welche in Bezug auf eine der Variablen genommen sind, so wird man alle anderen als Constanten betrachten, und man hat dann eine Differentialgleichung mit zwei Variablen zu integriren. Die durch diese Integration eingeführten Constanten werden als willkürliche Functionen derjenigen Variablen betrachtet, welche man als constant betrachtet hatte.Es sei z. B.
so hat man 
wo φ(χ,y') diejenige Function ist, welche man erhält, indem man F{x, y} mmal in Bezug auf x integrirt, und V, . . ., willkürliche Functionen von y sind.145. Betrachten wir jetzt die Gleichung 
welche in dem Falle enthalten ist, wo wir gesagt haben, dass man die Entwicklung nach den Potenzen einer der Variablen nicht ausführen könne.

d'^zWenn man — = u setzt, so hat man 
woraus
Indeti man jetzt wmal in Bezug auf y integrirt, und berücksichtigt, dass man bei jeder totalen Integration eine einzige willkürliche Function von x hinzufügen muss, und dass die Integrale von Y, . . . , Υ„,_ι neue willkürliche Functionen Y, .. ., Y<'"*^ von y sein werden, so hat man
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Wie man sieht, enthält diese Entwicklung willkürliche Functionen von jeder der Variablen einzeln.146. Wenden wir die Formel von Maclaurin an zur Integration der sehr einfachen Gleichung
Man zieht daraus, nach x differentiirend, 

folglich
Nun stellt das zweite Glied die Entwicklung der durch ⅞ repräsentirten Function von y dar, in welcher man y in y-]-ax verwandelt. Da überdies Zq eine willkürliche Function ist, so hat man als das gesuchte Integral
Man findet somit eine willkürliche Function, welche zwei Variablen, aber in einer bestimmten Weise enthält; sie ist also keine willkürliche Function in Bezug auf die beiden Variablen.

Lineare Gleichungen mit partiellen Differentialen.147. Wenn die lineare Gleichung kein von z und seinen Ableitungen unabhängiges Glied enthält, so ist leicht zu sehen, dass die Summe einer beliebigen Anzahl particulärer Integrale auch derselben Gleichung genügt.
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— 167 —Wenn überdies die Coefficienten constant sind, so genügt man ihr durch Ausdrücke, welche analog sind den für die Differentialgleichungen ‘ gefundenen.Betrachtet man z. B. eine Gleichung der mten Ordnung, welche die Function z und. ihre Ableitungen in Bezug aut x und y, mit Constanten multiplicirt, enthält, so kann man 
z = setzen; die Exponentialgrösse, sowie C verschwindet durch die Substitution in der gegebenen Gleichung, und es bleibt eine Gleichung des mten Grades zwischen α und /3. Diese kann m Werthe für ß als Function von a liefern; bezeichnet man einen derselben durch φ(α), so hat man eine Auflösung der Gleichung, indem man setztDie Grössen α und C kann man in irgend einer Weise ändern beim Uebergang von einem Gliede dieser Summe zum anderen, und die Zahl der Glieder ist vollkommen willkürlich; wenn sie unendlich, und C endlich ist, so hat man eine Reihe; aber wenn C unendlich klein und von der Form F(a)da ist, wo 
F eine willkürliche Function bezeichnet, so hat man ein in Bezug auf α genommenes Integral. Der Werth von z ist dann 
z= f da, und enthält eine willkürliche Function.148. Wenn die Werthe von ß alle linear sind in Bezug auf a, d. h. wenn man hat ß = aa -j- b, so ist es leicht, das allgemeine Integral der Gleichung unter endlicher Form auszudrücken.In der That, einer der Werthe von ß wird die Reihe ereben
Aber wenn C und a willkürlich sind, so stellt ΣCu^ jede Function von u dar; daher stellt eine willkürliche Function von und folglich von x -(τ- dar.Bezeichnet man sie durch F(x -j- ay}, und macht man dasselbe Raisonnement für die m Werthe von ß, so hat man, diese m Auflösungen addirend.
Dieser Ausdruck enthält m willkürliche Functionen, so dass wenn mau nach den Potenzen von x entwickeln würde,
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— 168 —die ιn ersten Coefficienten willkürlichen Functionen von y gleich gesetzt werden könnten. Er repräsentirt mithin .das allgemeine Integral.149. Wenden wir diese Methode an auf die Gleichung
welche die schwingenden Bewegungen, sowohl der elastischen Saiten als der Luft in cylindrischen Röhren, bestimmt.Man setzt
folglich
Das allgemeine Integral ist also

Die Functionen F, Fχ werden sich leicht bestimmen, wennman kennt.In der That, es sei
so müssen die Functionen F und Fχ den beiden Bedingungen genügen
Integriren wir die letzte und bezeichnen so erhalten wir
wo C eine willkürliche Constante. Man zieht aus diesen Gleichungen
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— 169 —der allgemeine Werth von z, welcher allen Bedingungen genügt, ist daher
Integration der linearen Partialgleichungen durch bestimmte Integrale.150. Wir haben oben gesagt, wie man, von particulären Integralen ausgehend, allgemeinere erhalten kann, welche willkürliche Functionen enthalten und ausgedrückt werden durch Integrale, die genommen sind in Bezug auf andere Variablen als die in der vorgelegten Gleichung vorkommenden. Die Wahl, welche man für die Form der particulären Integrale zu treffen hat, muss so geschehen, dass die willkürlichen Functionen, welche man einführt, sich leicht vermöge der Gegebenen bestimmen lassen; und diese Gegebenen sind gewöhnlich die Werthe, welche die Hauptvariable und einige ihrer Ableitungen nach einer der unabhängigen Variablen annehmen, wenn man dieser letzten einen besonderen Werth beilegt. Betrachten wir als erstes Beispiel die Gleichung (1) welche die Bewegung der Wärme in einer prismatischen Stange bestimmt, deren laterale Oberfläche für sie undurchdringbar ist.I)ie Aufgabe wird vollkommen bestimmt sein nach Dem, was wir gesehen haben, wenn man den auf x =. 0 bezüglichen Werth von z kennt. Es sei also eesreben (2) man genügt der Gleichung (1), indem man nimmt
wofern n = — Man kann selbst statt y, y — a setzen,und mit einer willkürlichen Constante A multipliciren, was den particulären Werth liefert
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— 170 —Lassen wir die willkürlichen Constanten m und α um unendlich kleine Incremente dm, da, wachsen, und geben wir dem 
A die Form 
wo f eine willkürliche Function bezeichnet; die Summe einer beliebigen Anzahl dieser unendlich kleinen Auflösungen wird auch eine Auflösung sein. Man hat also einen allgemeineren Werth von z, indem man nimmt 
wo die Grenzen der beiden Integrale willkürlich sind.Nun reducirt sich dieser Werth von z für λ; = 0 auf
Wenn man daher zu Grenzen dieser Integrale — oe und -j- oo nimmt, so findet man zum Resultat was∕(y) bestimmt,weil man nach der gegebenen Bedingung haben soll
Der Werth von z, welcher der Gleichung (1) und der Bedingung (2) genügt, wird demnach sein 
(3) 
und jeder Werth von z, welcher diesen beiden Gleichungen genügte, wäre identisch mit diesem, unter welcher Form er sich auch darböte. Es bleibt nur zu untersuchen, ob man den Ausdruck vereinfachen kann.Man hat die Formel 
woraus folgt 
und somit 
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— 171 —
welclκer Ausdruck nur ein einfaches bestimmtes Integral enthält. Man kann ihm eine bequemere Form geben, indem man setzt 
und
Nimmt man die oberen Zeichen, so werden die Grenzen von/3 dieselben sein wie die von a, und man hat (4)
Nimmt man die untern Zeichen, so vertauschen sich die Grenzen, und indem man sie wieder in dieselbe Ordnung bringt, findet man den Werth von z

welcher sich von dem vorigen nicht unterscheidet, da ß durch alle positiven und negativen Werthe geht, und sich nichtändert, wenn ß sein Zeichen wechselt.Die allgemeine Lösung der Aufgabe wird also durch die Gleichung (4) gegeben.151. Es sei jetzt (1) und z sei der Bedingung unterworfen (2)Wenn man z = setzt, so giebt die Gleichung (1) 
und die Bedingung (2) führt zu der folgenden:
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— 172 —
u = F(y) für X = 0.Die Bestimmung von zz zieht sich also auf den vorigen Fall zurück, und z wird daraus folgen.152. Integriren wir jetzt die Gleichung(1)welche wir schon durch eine andere Methode behandelt haben, und welche sich auf das Problem der schwingenden Saiten be-' zieht. Fügen wir derselben die beiden Bedingungen hinzu, z um die willkürlichen Functionen zu bestimmen:.(2)(3)Man genügt der Gleichung fl), indem man nimmt

wo A, m, a willkürliche Constanten. Man wird eine allgemeinere Auflösung haben, indem man Λ = (f{a)dmdtt nimmt, und in Bezug auf a und m zwischen — oo und -|- co inte- grirt, während φ(α) eine willkürliche Function bezeichnet. Man erhält auf diese Weise
Dieser Ausdruck reducirt sich auf 2 n φ (zc) für Z = 0. Daher findet man, wenn man φ(α) = nimmt, F{x) für Z = 0;

2 7Ϊworaus man sieht, dass der Ausdruck(4)
duden Gleichungen (1) und (2) genügt; aber er liefert = 0 für t = (), und genügt folglich nicht der Bedingung (3). Es bleibt daher übrig, einen Werth von y zu finden, welcher den Gleichungen (1), (3) genügt und Null wird für Z = 0; indem man ihn zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4)
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⅞giebt, wiird man einen Werth von y haben, der allen Bedingungen gζeniigt.Man bemerkt zunächst, dass wenn eine Function y der Gleichung (1) genügt, die Functionen etc. ihr gleich-

tfalls geniügen werden, sowie auch ydt, letzteres wenn
0Null ist tfür t = 0.Wen.n man daher den Ausdruck (4) in Bezug auf t von Null an integriert, und darin die Function F(a) durch f{μ) ersetzt, so hat man »eine Auflösung der Gleichung (1), welche, nach t diffe- rentiirt, sich auf /(zr) für i = 0 reducirt, selbst aber Null wird für t ∑= 0. Man erhält auf diese Weise den Ausdruck 

den man übrigens leicht verificiren kann. Der Werth von y, welcher den Gleichungen (1), (2), (3) genügt, und der einzige ist, der dies thut, ist also
(5)
Untersuchen wir jetzt, ob diese Doppelintegrale sich reduciren lassen, und betrachten wir zunächst das erste.Man kann cosamtcosm(x —«) ersetzen durch 
und der Theil, welchen wir betrachten von dem zweiten Gliede der Gleichung (5), wird 
oder
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— 174 —Gehen wir zu dem zweiten Theile über, und ersetzen darin 
durch 
er wird dann 
(6)Man weiss aber, dass welchen Werth auch p habe, das Integral 
gleich Tt, ist, wenn p positiv, und gleich — n wenn p negativ.Daher wird der Ausdruck (6) allemal Null sein, wenn 
rf> _j_ at — a und zr — at — a dasselbe Zeichen haben; und folglich genügt es die Werthe von a zu betrachten, welche diesen beiden Grössen verschiedene Zeichen geben. Diese Werthe werden durch die Unffleichheiten bestimmt 
wenn t positiv; und durch 
wenn t negativ ist. Die ersten geben 
die letzten geben
Es genügt daher, die Integration in ßezug auf α zwischen den Grenzen x — at, x at zw. machen.Wenn t > 0 , so ist x -j- at — a positiv, und man hat 
der Ausdruck (61 reducirt sich dann auf
(7)
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— 175 —Wenn ί <≤ Ο, so ist x -)- at—a negativ; man hat 
und der Ausdruck (6) wird 
was mit (7) übereinstimmt.Bezeichnen wii so wird der Ausdruck (7)
und die Formel (5) reducirt sich auf die folgende:

Sie stimmt jetzt überein mit derjenigen, welche wir vorher durch ein einfacheres Verfahren gefunden hatten. Aber wir haben geglaubt, dass es gut sein könnte, sie auf diesem neuen Wege zu erhalten, nicht nur um eine Anwendung von der Methode der bestimmten Integrale zu machen, sondern weil die von uns ausgeführte Reduction der Doppelintegrale Besonderheiten darbietet, denen man in anderen weniger einfachen Umständen begegnet, wo sie Diejenigen aufhalten könnten, welche noch nicht an diese Art der Analysis gewöhnt sind. 153. Es sei noch die Gleichimg (1) welche die schwingende Bewegung einer elastischen Platte darstellt.' Fügen wir die beiden Bedingungen hinzu (2)(3) so ist die Aufgabe vollkommen bestimmt und nur eine Auflösung möglich.Man wird zunächst versuchen der Gleichung (1) zu genügen durch einen einfachen Werth von der Form
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y = cosmi cosn {x — a),und man findet, dass es hierzu genügt, wenn man hat

m =man hat auf diese Weise den besonderen Werth
y == A cosn'^tcosn{x — a), wo A, n, a willkürliche Constanten.Nehmen wir wieder A = φ (a) dadn, und integriren in Bezug auf n und a zwischen — cound -j- oo, so erhalten wir eine allgemeinere Auflösung der Gleichung (1), welche ausgedrückt wird durch die Formel

• Wenn man darin / = 0 macht, so reducirt sie sich auf 2πφ(χ); und folglich wird man der Bedingung (2) genügen, indem man nimmt
Somit genügt der Ausdruck
(4)den Gleichungen (1), (2), und ergiebt = 0 für t = 0. Man braucht also nur einen neuen Werth von y zu finden, welcher den Gleichungen (1), (3) genügt, und sich auf Null reducirt für i = 0; indem man ihn zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4) giebt, hat man die gesuchte Auflösung. W^enn man aber in Bezug auf t zwischen den Grenzen 0 und 
t einen Werth von y integrirt, welcher der Gleichung (1) genügt, und so ist dass = 0 für t — Q, so wird das Resultat ihr auch genügen. Wenn man daher den Ausdruck (4) in Bezug auf t integrirt und F durch f ersetzt, so erhält man eine Auflösung der Gleichung (1), welche, nach t differentiirt, 
f(x) wird für t z=z 0, und folglich der Bedingung (3) genügt. Ueberdies wird dieser Werth von y Null für t = 0, weil das Integral von t = 0 an genommen wird; indem man ihn also zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4) giebt, hat 
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— 177 —man die Lösung der vorgelegten Aufgabe. Man erhält auf diese Weise
(5)
Der erste Theil dieser Auflösung kann auf eine einfachere Form gebracht werden, indem man die Integration in Bezug auf n ausführt.In der That, wir haben die Formel kennen gelernt
indem man setzt erhält man hieraus

Der erste Theil des ΛVerthes von y, welcher die vollständige Lösung der Aufgabe allemal dann giebt, wenn man haben soll — 0 für t = 0, nimmt auf diese Weise die Form an 
dt

oder, indem man setzt, woraus
154. Wir wollen noch das Integral einer Gleichung kennen lernen, Λvelche sich häufig in den Problemen der mathematischen Physik darbietet. Aber vorher ist es nothwendig, eine llülfsaufgabe zu lösen, welche darin besteht, den Ausdruck

Duhamel, Diff.- und lut.-Rechnung. II. 12
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(«)■ 

auf ein einfaches Integral zurückzuführen, wenn F eine vollkommen willkürliche Function bezeichnet, l, m, n beliebige von ö und t/? unabhängige Grössen sind, und die Grenzen 0, n sich auf den ΛVinkel 0, die Grenzen 0, 2 π aber auf den Winkel ∙φ beziehen; so dass diese beiden Winkel, als Polarcoor- dinaten in Bezug auf rechtwinklige Axen betrachtet, successive alle Richtungen um den Ursprung herum bestimmen würden. Dies vorausgesetzt, sei 
daher 
so wird das Integral zu
wo p den λVinkel bezeichnet, welchen die beiden durch die ΛVinkel ö, ∙ψ und ö', bestimmten Richtungen mit einander bilden. Nun ist sinθd∂d'ψ das Element der aus dem Ursprung als Mittelpunkt mit der Einheit als Radius beschriebenen Kugelfläche; und nach den Grenzen der Integrale muss man successive alle Elemente betrachten, welche diese Fläche zusammensetzen, und sie mit der Function F(kcosp) multipliciren, welche von dem λVinkel abhängt, den die Strahlen nach diesen verschiedenen Elementen mit der festen Richtung machen, welche den ΛVinkeln ö', ψ' entspricht, die durch die Gleichungen bestimmt werden:

Es ist also sehr evident, dass das vorgelegte Integral nicht abhängt von der besonderen Richtung derAxen; und, um die 
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— 179 —Rechnung zu vereinfachen, wählen wir zur Axe der x die feste Gerade, von welcher eben die Rede war. Wir haben dann p — 0, und der Ausdruck (ύ) wird
Indem man in Bezug auf V» integrirt, erhält man 
welcher Ausdruck wird, indem man cosO = p macht.
so dass man hat, was auch die Function F sei.
(c)
Dies ist die Transformation, w^elche wir mit dem Ausdruck («) vornehmen wollten.155. Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, die Gleichung zu integriren (1)Wir haben ein particuläres Integral, indem wir setzen wo a, ß, γ, ö verbunden sind durch die GleichungZieht man die beiden ΛVerthe von u von einander ab, welche dem doppelten Zeichen von a entsprechen, und multiplicirt mit einem willkürlichen Coefficienten, so hat man wieder eine Auflösung, welche auf die Form gebracht werden kann

12*
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÷1Wenn wir jetzt das Integral J dμ mit Hülfe der Formel

— 1(c) der vorigen Nr. transformiren, so nimmt dieser Werth von 
u die folgende Form an, wo M eine willkürliche Constante ist: 
oder
Aλ enn man die Summe von unendlich vielen ähnlichen Ausdrücken bildet, in welchen die Constanten ß, y, d, M alle AI erthe annehmen können, welche man will, so hat man auch eine xÄuflösung der Gleichung (1). Aber die Summe

^^f~ g7(⅛' H“ atsinθcosι∣') -f- atsin∂sin∖l'')kann, indem man die Unbestimmten M, ß, γ, δ angemessen wählt, übereinstimmen mit welcher Function man will von 
X -j- atcosÜ^ y -|- atsinÜcosip, z -j- αism6sinψ. Man hat also eine Auflösung der Gleichung (1), indem man nimmt (2) 
wo F eine willkürliche Function von drei Variablen bezeichnet, und der Coefficient eingeführt ist, damit man für 
t = 0 finde
Der Ausdruck (2) giebt also eine solche Auflösung der vorgelegten Gleichung, welche für t — 0 sich auf Null reducirt, während ihre Ableitung nach t eine willkürliche Function von 
X, y, z wird.Wenn wir daher eine andere solche Auflösung der Gleichung (1) finden könnten, -welche für f = 0 einer willkürlichen Function von x, y, z gleich würde, während ihre Ableitung in Bezug auf t sich auf Null reducirte, so würde die Summe dieser beiden Auflösungen das allgemeine Integral der 
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— 183 —vorgelegten Gleichung bilden. Aber ein jeder Ausdruck, welcher der Gleichung (1) genügt, ist ein solcher, dass seine Ableitung nach t ihr ebenso genügt; nimmt man daher einen dein zweiten Gliede der Gleichung (2) ähnlichen Ausdruck, indem man der Function F eine andere willkürliche Function f sub- stituirt, und difFerentiirt man ihn in Bezug auf t, so hat man dieses neue Integral der Gleichung (1):

Und es ist leicht zu ∖ erifιciren, dass dieser Ausdruck f (zr, y, z) wird, wenn man t = 0 macht; während seine Ableitung in Bezug auf t Null wird.Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist daher (3) 

und für t = 0 findet man
Das Integral ist somit auf die bequemste Form gebracht, weil die willkürlichen Functionen, welche es enthält, gerade diejenigen sind, welche man in allen Anwendungen auf Fragen der Bewegung kennt. Sie sind diejenigen, welche den Anfangszustand des Systems, d. h. denjenigen bestimmen, welcher der Zeit t = 0 entspricht. Poisson ist es, dem man die Formel (3) verdankt, welche von grossem Nutzen in der mathematischen Physik ist.156. Das Integral, welches wir gefunden haben, führt zu jenem der allgemeineren Gleichung
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— 182 —(4)In der That, wenn man setzt 
so erhält man
Das allgemeine Integral dieser Gleichung wird durch die Formel (3) gegeben; und wenn man nachher x*, durch
iC 'n z
— , L ~ ersetzt, so findet man leichta b c 

für Z ∑= 0 hat man
Die Formel (5) giebt das allgemeine Integral der Gleichung (4), und die in ihr vorkommenden willkürlichen Functionen werden gegeben, wie in dem vorigen Falle, durch den Anfangszustand des Systems.

Elimination der willküi liehen Functionen.
157. Wenn eine Gleichung mit drei Variablen x, y, z eine beliebige Anzahl m willkürliche Functionen von x allein enthält, so braucht man sie nur ?nmal in Bezug auf y zu dif- ferentiiren, indem man x als constant betrachtet; man erhält auf diese Weise m -j- 1 Gleichungen, in welchen die zu elimi- nirenden m willkürlichen Functionen vorkommen, ohne dass 
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— 183 —irgend eine von* ihnen abhängenJe Grösse eingeführt worden ist; man kann also alle diese Functionen eliminiren, und man wird eine Gleichung mit partiellen Differentialen von der wten Ordnung erhalten.158. Aber wenn die willkürlichen Functionen zr, y und z enthalten, so wird es nicht mehr genügen in Bezug auf nur eine Variable zu differentiiren; und damit die Elimination geschehen könne, darf man überdies nur willkürliche Functionen von bestimmten Functionen von zc, y, z haben.Nehmen wir z. B. an die Gleichung (1) wo φ eine bekannte Function von zc, y, z ist und f eine willkürliche Function bezeichnet.Indem man die Gleichung successive in Bezug auf x und 
dz dz

y differentiirt, erhält man, — p, = q setzend,

Man hat somit drei Gleichungen, welche f und enthalten. Indem man sie eliminirt, erhält man eine Gleichung mit partiellen Differentialen von der ersten Ordnung.Wäre die Gleichung (1) in Bezug auf f aufgelöst gewesen’ so hätte man nur zwischen den beiden derivirten Glei- αφ chungen zu eliminiren gehabt.159. Wenn die gegebene Gleichung zwei willkürliche Functionen ∕(φ),/1 (φι) von gegebenen Functionen φ, φχ enthielte, so würden die beiden Differentiationen der ersten Ordnung einführen, und die drei Gleichungen würden® ί/φ ’ Jφι *≡nicht mehr genügen zur Elimination von diesen beiden Functionen und fιfι∙Man wird dann die Gleichungen der ersten Ordnung successive in Bezug auf x und y differentiiren, und dadurch drei
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— 184 —neue Gleichungen und zwei neue zu eliminirende Functionen, nämlich 3-^ , erhalten. Man hat also sechs Gleichungenαφ.2 iZφ^2 ound sechs Functionen, die zu eliminiren sind; was noch nicht geschehen kann.Indem man die Gleichungen der zweiten Ordnung differen- 
dH dH, .tiirt, wird man 3-^ , einführen, und vier neue Gleichun-αφ≡ dcp,^

gen erhalten. Zwischen drei dieser letzten und den sechs vorhergehenden wird man die beiden Functionen f, f, und ihre Ableitungen bis zur dritten Ordnung eliminiren; man wird so eine Partialgleichung dritter Ordnung erhalten, in welcher keine Spur der Functionen f und vorhanden ist, und welche einen Charakter ausdrückt, den alle Gleichungen gemeinsam haben, welche sich von der vorgelegten nur durch die Natur dieser Funtionen unterscheiden.160. Allgemein, wenn eine Gleichung mit drei Variablen n willkürliche Functionen bestimmter Functionen von x, y, z enthält, so wird man, indem man successive in Bezug auf x und y bis zur ?nten Ordnung inclusive dilferentiirt, eine Anzahl 
{m 4“ 1) (m 2) ri] · r ∏ / ∣ -,χ r · ·-----------------------  von Crleichungen und (m -f- 1) n zu elimini- rende Functionen erhalten. Damit dies geschehen könne, so muss man haben
Die Ordnung der Partialgleichung wird also 2 n — 1 sein.In analoger Weise würde man verfahren, wenn die Anzah der Variablen grösser wäre als drei.161. ΛVenn die Functionen f, j\ etc. nicht in einer bestimmten Weise x, y, z durch die bekannten Functionen φ, φ, etc. enthalten, so kann man sie nicht eliminiren.Wenn z. B. eine Gleichung mit drei Variablen eine vollkommen willkürliche Function von x und y enthielte, so würde man bei jeder Ordnung der Differentiation ebenso viele zu eliminirende Functionen einführen als Gleichungen: die Elimination würde also unmöglich sein.
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— 185 —Aber wenn die vorgelegte Gleichung vier Variablen x, y, 
z, u enthielte, so würde man durch Differentiiren in Bezug auf z allein keine neue ITunction einführen; und folglich konnte man so viele willkürliche Functionen von x und y eliminiren, als man will; ebenso wie wir gesehen haben, dass man, von einer Gleichung zλvischen x, y, z ausgehend, willkürliche Functionen von X eliminiren kann.
Allgemeine Integration der Gleichung, in welcher die partiellen Differentiale nur im ersten Grade und in der ersten Ordnung vorkommen.

162. Stellen wir uns die Aufgabe, das allgemeine Integral zu finden von einer Gleichung zwischen einer beliebigen Anzahl unabhängiger Variablen, einer Function dieser Variablen und ihren partiellen Ableitungen, welche linear darin vorkommen. Betrachten wir z. B. eine Function u dreier unabhängigen Variablen X, y, z. Die gegebene Gleichung wird von der Form sein (1) wo P, Q, R, S beliebige Functionen von x, y, z, u sind.Wenn diese Gleichung eine Auflösung hat, wie wir dies übrigens wissen, so kann sie unter die Form φ(x,y, z, u) = Q gebracht werden, und man kann die Function φ anstatt u einführen, was der Gleichung eine symmetrische Form giebt, welche uns sehr vortheilhaft sein wird. In der That, man hat 

und die vorgelegte Gleichung wird (2)Also muss, wenn φ = 0 eine Auflösung der Aufgabe darstellt, die Function φ der vier als unabhängig betrachteten Variablen 
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— 186 —Λ’, y, z, ιι dieser Gleichung genügen; und umgekehrt wird jede ihr genügende Function, indem man sie gleich Null setzt, eine Function u von x, y, z geben, welche der vorgelegten Gleichung genügt. Wir können uns daher darauf beschränken, die allgemeinste Function von x, y, z, u zu suchen, welche der Gleichung (2) genügt; und wir werden dies thun mit Hülfe einer wichtigen Bemerkung, welche wir gemacht haben über die Integrale der simultanen Differentialgleichungen. In der That, wir haben in Nr. 74 bewiesen, dass wenn man durch y, u) = c irgend eines der drei Integrale der simultanen Gleichungen 
darstellt, man hat, was auch x, y, z, u seien.
also würde die Function ·ψ eine Auflösung der Gleichung (2) sein, wenn man nähme 
d. h. wenn ·ψ eines der in Bezug auf die Constanten aufgelösten Integrale des Systems 
wäre, welches man schreiben kann unter der abgekürzten Form (3)Man kann sogar bemerken, dass eine willkürliche Function 
F('ψ) von der Function ∙φ auch der Gleichung (2) genügen würde, weil ihre Substitution nur den Factor einführen aψ würde.Wenn man also die Integrale der Gleichungen (3) reprä- sentirt durch

y, z, u}=c, -φγ{x, y, z, u) = ip^^x, y, z, u) =0^, 
so hat man Auflösungen der Gleichung (2), indem man eine willkürliche Function, sei es von ∙ψ, sei es von ∙ψι oder ∙ψ^, 
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— 187 —nimmt. Aber es ist leicht zu sehen, dass man auch noch eine Auflösung· haben würde, wenn mau eine willkürliche Function der drei, F{'ψ, 'Φ∖, 1^2)9 nähme.Denn die Substitution einer solchen i'unction statt φ in der Gleichung (2) würde die Summe der Resultate geben, welche ψ, , 'ψ-2 einzeln liefern würden, wofern man das ersteiZF . . dF . . dFmit , das zweite mit — und das dritte mit -7— multi- 
d ip (Z cL ^2plicirte. Man hat also eine Auflösung der Gleichung (2) in 

φ = F(∙ψ, -ψι, ∙ψ2}9 und folglich hat man eine Auflösung der vorgelegten (1), indem man setzt F(Fj Ψi> V'2) = θ oder, was dasselbe ist.(4) wo r und f vollkommen willkürliche r unctionen repräsentiren. Es bleibt zu zeigen, dass dies das allgemeine Integral ist; oder, mit anderen AV orten, dass indem man x einen besonderen Werth, Null z. B., giebt, man die Function f so bestimmen kann, dass 
u eine willkürliche Function von y und z wird.Es bezeichne eine willkürlich gewählte Function;untersuchen wir, ob man f so bestimmen kann, dass der Gleichung (5) genügt wird, was auch y und z seien, wenn man durch 
χ(y, z^ ersetzt. Setzen wir hierzu 
und führen wir die unabhängigen Variablen v und ic statt 
y, z ein; die Gleichung (5) soll stattfinden, was auch υ und w seien, wenn man darin die durch die Gleichungen (6) sich ergebenden Substitutionen gemacht hat, welche Gleichungen für 
u, y, z bekannte Functionen von v, w liefern. Indem man durch ω(v,w} die bekannte Function bezeichnet, auf welche das erste Glied der Gleichung (5) sich reducirt, so wird man dann, was auch v und w seien, der Gleichung 
zu genügen haben, was die Form der Function f bestimmt.In welcher Weise man übrigens u, y, z eliminire, so wird man eine Gleichung erhalten, welche die Function enthalten 
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— 188 —
lind bestimmen wird. Die Gleichung (4) ist mithin das allgemeine Integral der Gleichung (1), weil sie ihr genügt und für 
X = 0 eine willkürliche Function von y und z giebt.Diese Methode, welche von Jacobi herrührt, und welche wir für eine Gleichung zwischen vier Variablen auseinandergesetzt haben, findet offenbar bei jeder Zahl von Variablen Anwendung, und es wäre unuöthig irgend etwas in dieser Beziehung hinzuzufügen. Es erübrigt uns nur einige Anwendungen von ihr zu machen.
Integration der partiellen Differentialgleichungen der ersten Ordnung, welche cylindrische Flächen, conische Flächen, Conoide und Rotationsflächen darstellen.163. Wir werden damit anfangen, dass wir an die endlichen und die Differentialgleichungen dieser Flächen erinnern.Endliche Gleichungen dieser Oberflächen. — Eine Cylinderfläche ist diejenige, welche von einer Gerade erzeugt wird, die sich parallel zu einer festen Richtung bewegt, indem sie sich beständig auf eine gegebene Linie stützt, welche Di- rectrix genannt wird.Es seien 
die Gleichungen der Directrix, und 
diejenigen irgend einer Erzeugenden, wo a und b constant sind und a, ß von einer Erzeugenden zur anderen variiren. Die Bedingung des Durchschneidens dieser Erzeugenden und der Leitlinie wird erhalten, indem man x, y, z zwischen ihren Gleichungen eliminirt; woraus eine Gleichung resultiren wird von der Form
Man erhält also die Gleichung des Orts der Erzeugenden, indem man cc, ß eliminirt zwischen dieser Gleichung und jenen der Erzeugungslinie; was zur allgemeinen Gleichung der cylin- drischen Flächen giebt
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— 189 —
φ (x — αζ, y — b ζ) = Q,

wo φ irgend eine Function bezeichnen kann, oder, indem man sie in Bezug auf a; — az auflöst,
Man kann übrigens verificiren, dass was auch die Function f sei, diese Gleichung eine Cylinderfläche darstellt.164. Eine conische Fläche ist diejenige, welche von einer Gerade erzeugt wird, die durch einen festen Punkt geht und sich auf eine gegebene Linie stützt.Es seien 
die Gleichungen dieser Leitlinie, und a, ß, γ die Coordinaten des festen Punktes; die Gleichungen irgend einer Erzeugenden werden sein 
wo a und b von einer Erzeugenden zur anderen variiren. Damit die Directrix immer von der Erzeugenden getroffen werde, so müssen diese vier Gleichungen zu gleicher Zeit stattfinden; woraus, indem mau x, y, z eliminirt, die Bedingungsgleichung hervorgeht

Die Gleichung des Orts der Erzeugungslinien erhält man, indem man a und b zwischen dieser Gleichung und den beiden vorigen eliminirt; was zur allgemeinen Gleichung der Kegelflächen giebt 
oder 
und man kann wieder verificiren, dass was auch die Function 
f sei, diese Gleichung eine Kegelfläche repräsentirt.165. Ein Conoid ist die Oberfläche, welche erzeugt wird durch eine Gerade, die parallel zu einer festen Ebene sich bewegt, und beständig eine gegebene Gerade und eine gegebene Cm ve trifft. Nehmen wir die gegebene Gerade zur Axe 
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— 190 -der z, und die feste Ebene zur Ebene der x und y, und es seien
die Gleichungen der gegebenen Curve; diejenigen der Erzeugungslinie sind von der Form -
Indem man x, y, z zwischen diesen vier Gleichungen eliminirt, erhält man eine Gleichung zwischen a und ύ, welche die letzte Bedingung ausdrückt, der die Erzeugende genügen muss. Es sei a = φ (ό) diese Gleichung, so erhält man diejenige der gesuchten Oberfläche, indem man a und b zwischen ihr und den Gleichungen der Erzeugenden eliminirt.Man findet so

Die Function φ ist willkürlich, weil F, Fγ beliebige Functionen bezeichnen. Uebrigens verificirt man leicht, dass was auch diese Function φ sei, die vorstehende Gleichung diejenige eines Conoids ist.166. Eine Rotationsfläche wird erzeugt durch irgend eine Linie, welche sich um eine feste Axe dreht, indem sie immer dieselbe relative Lage zu ihr behält; so dass bei dieser Bewegung jeder Punkt einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt auf der Axe liegt und dessen Ebene zu dieser Axe senkrecht ist.Nehmen wir den Ursprung in einem Punkte der Axe, und es seien 
die Gleichungen der Erzeugenden in einer ihrer Lagen; diejenigen der Axe sind von der Form
Ein beliebiger von den Kreisen der Oberfläche wird zu Glei- ochungen haben
Damit es einen gemeinschaftlichen Punkt mit der Erzeugungs- curve gebe, so müssen 7? und C der Gleichung genügen, welche 
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— 191 —man erhält, indem man x, y, z zwischen den vier Gleichungen dieser Linien eliminirt. Es sei diese Bedina∙uns∙s∏∙leichuno∙ so erhält man die Gleichung des Orts der Kreise oder der Rotationsfläche, indem man R und C zwischen dieser Gleichung und jenen irgend eines dieser Kreise eliminirt: man findet so oder
Wenn man den Ursprung in irgend einen Punkt versetzt, dessen Coordinaten in Bezug auf den ersten — a, — ß, — γ sind, so wird die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen die Form haben

167. Ihre partiellen Differentialgleichungoji. — Die cylindrischen Oberflächen besitzen exclusive die Eigenschaft, dass in jedem ihrer Punkte die Tangentialebene parallel ist zu einer festen Gerade, deren Richtung diejenige der Erzeugungslimen ist.Es seien x = az , y — b z die Gleichungen, welche diese Richtung bestimmen, und z = F{x, y} die Gleichung einer Oberfläche. Ihre Tangentialebene im Punkte (x' y^ z*} hat zur Gleichung
Damit sie parallel sei zu der gegebenen Gerade, was auch der Berührungspunkt sei, so muss man haben
Die allgemeine Gleichung der Cylinderflächen ist also

168. Die charakteristische Eigenschaft der conischen Flächen besteht darin, dass ihre Tangentialebene in irgend einem Punkte durch einen festen Punkt geht. Es seien a, ß, γ die Coordinaten dieses Punktes; da die allgemeine Gleichung der Tangentialebene an einer Oberfläche ist 
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— 192 —
so wird die Tangentialebene beständig durch den festen Punkt gehen, wenn man für alle Punkte der Oberfläche hat
die allgemeine Gleichung der Kegelflächen ist daher

169. Da die Tangentialebene an einem Conoid die durch den Berührungspunkt geführte Erzeugende enthalten muss, so wird sie die Axe der z schneiden in einem Punkte, dessen z gleich demjenigen des Berührungspunktes ist, wenn man sich ♦ die Axen wie oben gewählt denkt. Der Gleichung der tan- girenden Ebene
muss daher genügt werden durch zr = O, z ■= z'∖ wasfür ieden Punkt der Oberfläche erlebt

Die allgemeine Gleichung aller Conoide, was auch die Leitcurve sei, ist mithin
170. Die Kotationsflächen haben die charakteristische Eigenschaft, dass die in irgend einem ihrer Punkte geführte Normale ihre Axe trifft.Es seiendie Gleichungen der Axe. Eine Normale zu irgend einer Fläche hat die Gleichunsren

damit sie die Axe treffe, so muss man die Bedingung haben
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— 193 —Indem man diese Gleichung reducirt, und die Accente weglässt, erhält man die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen, welche sein wird
Man hätte diese verschiedenen Differentialgleichungen ableiten können aus den endlichen Gleichungen, durch Eliininiren der willkürlichen Function.Wir wollen nun umgekehrt sehen, wie man von den Differentialgleichungen zurückgehen kann zu den endlichen Gleichungen.171. Integration der Gleichungen dieser Flächen. Cylindris ehe Flächen. — Die Differentialgleichung der Cy-linderflächen ist, indem man q setzt.

Nach der oben angegebenen Methode von Jacobi wird man die beiden simultanen Gleichungen ansetzen
deren Integrale sind x— az = C, y — bz — Cγ', woraus hervorgeht, dass das Integral der vorgelegten Gleichung istwo F eine willkürliche Function bezeichnet, welche sich durch eine besondere Bedingung bestimmen wird. Nehmen wir zunächst an, dass die Cylinderfläche durch eine gegebene Curve gehen soll, welche zu Gleichungen hat
damit es leichter sei, die Form der Function F zu bestimmen, werden wir die dahinter stehende Grösse durch einen Buchstaben bezeichnen. Es sei alsowir werden überall y durch bz u ersetzen. Die Gleichung der Oberfläche wird
und diejenigen der Curve verändern sich in

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. Π. 13
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— 194 —und diesen drei Gleichungen soll durch unendlich viele AVerthe von zr, z, u genügt werden. Wenn inan daher x und z zwischen ihnen eliniinirt, so muss der Gleichung in u genügt werden durch jedes w, oder, mit anderen Worten, sie muss identisch sein. Man wird also die Form der Function F finden, indem man aus dieser Gleichung den Werth von F (u) zieht. Die Gleichung der Oberfläche 
wird dann vollkommen bestimmt sein.Man braucht aber nicht die aus der Elimination resulti- rende Gleichung in Bezug auf F aufzulösen. Denn es sei 
diese Gleichung; indem man darin u durch y — bz und F(zz) durch X — a z ersetzt, erhält man zur Gleichung der vorgelegten Fläche

Wenn die cylindrische Fläche einer gegebenen Oberfläche umgeschriQben werden soll, so wird man zunächst die Punkte dieser Oberfläche bestimmen, für welche die tangirende Ebene parallel ist zu der gegebenen Richtung der Erzeugungslinien; und hierzu wird es genügen auszudrücken, dass sie der Differentialgleichung der Cylinderfläche genügen. Wenn diese Linie bestimmt ist, so befindet sich die Aufgabe in dem vorigen Falle.172. Conische Flächen. — Ihre Differentialgleichung ist
Man wird zuerst die Gleichungen integriren 
dies führt zu 
und das Integral der vorgelegten Gleichung ist 
wo f eine willkürliche Function bezeichnet.
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— 195 —Setzen wir voraus, um sie zu bestimmen, dass die Fläche gehen soll durch eine Curve, deren gegebene Gleichungen sind man wird setzen 
die Gleichungen der Oberfläche und der gegebenen Linie werden

' Da diese drei Gleichungen unendlich viele gemeinschaftliche Auflösungen haben sollen, so muss, wenn man x und z eliminirt, die Endgleichung in u identisch sein, und der Werth, welchen man aus ihr für /(«) ziehen wird, bestimmt die Form der willkürlichen Function.Wenn die Kegelfläche einer gegebenen Fläche umgeschrieben werden soll, so wird man zuerst den Ort der Punkte dieser Fläche suchen, welche der Differentialgleichung der Kegelfläche genügen; das Problem kommt dann auf das gelöste zurück.173. Conoide. — Ihre allgemeine Gleichung ist
Die simultanen Gleichungen, welche man integriren muss, sind also
Man zieht daraus z = a, y = bx, wo a und b die willkürlichen Constanten. Das allgemeine Integral ist daher 
wo φ eine willkürliche Function bezeichnet.Will man diese Function bestimmen durch die Bedingung, dass die Oberfläche eine Curve von den Gleichungen 
enthalte, so wird man ~ — u und υ ti x setzen in den dreiGleichungen, welche unendlich viele gemeinschaftliche Auflösungen zulassen sollen.

13*
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— 196 -Man erhält so
Wenn man x und z eliminirt, so wird die in u identisch zu machende Gleichung, welche daraus hervorgeht, die Form der gesuchten Function φ erkennen lassen..Man würde verfahren wie in den beiden vorigen Fällen, wenn das Conoid einer gegebenen Oberfläche umgeschrieben sein sollte.174. Rotationsflächen. — Die Differentialgleichung dieser Flächen ist, indem man den Ursprung in einem Punkt der Axe nimmt.

Man muss zuerst die simultanen Gleichungen integriren 
oder

Multψlicirt man die erste mit α, die zweite mit b, und zieht von einander ab, so findet man, durch bx — ay theilend, woraus
Wenn man aber die erste mit x, die zweite mit y multi- plicirt, und sie addirt, so wird man finden woraus 

das Integral der vorgelegten Gleichung ist also
Bestimmen wir die willkürliche Function durch die Bedingung, dass die Oberfläche die Curve von den Gleichungen 

enthalte; hierzu setzen wir Λvieder
z (I X b y = u , 
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— 197 —und eliminiren wie in den vorhergehenden Aufgaben x, y, z zwischen dieser Gleichung, der der Oberfläche und denen der gegebenen Curven; die Endgleichung in u muss identisch werden und bestimmt also die Function f{u}.Wie in den vorhergehenden Fällen würde man verfahren, wenn verlangt würde, dass die Rotationsfläche einer gegebenen Oberfläche umgeschrieben sein soll. ,
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V ariationsrechnung.

175. Die Variationsrechnung ist von Lagrange zur Auriösuug einer neuen Art von Aufgaben über die Maxima und Minima erdacht worden.In den gewöhnlichen Aufgaben giebt man die Form eines Ausdrucks, welcher eine oder mehrere unbekannte Grössen entliält, und man sucht die Maximawerthe dieses Ausdrucks, sowie die besonderen Werthe der Unbekannten, welche ihnen entsprechen.In diesen neuen Aufgaben giebt man den Ausdruck eines Differentials, welcher unbekannte Functionen von x, sowie ihre Ableitungen von irgend einer Ordnung in Bezug auf x enthält, und man stellt sich die Aufgabe, diese Functionen so zu bestimmen, dass das Integral, zwischen gewissen Grenzen genommen, einen Maximum- oder Minimumwerth habe.Der Unterschied, welchen man zunächst bemerkt zwischen diesen und den anderen Aufgaben über Maxima und Minima besteht also darin, dass die Unbekannten nicht bestimmte Werthe sind, sondern Functionen der Variable, in Bezug auf welche die Integration ausgeführt werden soll.176. Der zur Auflösung dieser Arten von Aufgaben zu befolgende Weg ist derselbe wie für die anderen. Man nimmt die gesuchten Functionen als bekannt an, man lässt sie unendlich wenig variiren, indem man allen Bedingungen genügt; und
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— 199 — man drückt aus, daris in allen Fällen der Werth des Integrals abnimmt, wenn er ein Maximum sein soll, oder dass er zunimmt, wenn er ein Minimum sein soll.Man muss alßo damit anfangen, dass man die allgemeinen Regeln giebt, vermöge welcher man das unendlich kleine lii- crement der Integrale, und zunächst der Grössen, welche unter dem Integrationszeichen stehen können, bestimmen kann. Aber, bevor wir uns damit beschäftigen, wollen wir das Vorstehende durch die Betrachtung einer besonderen Aufgabe erläutern.177. Man giebt zwei feste Punkte und eine in derselben Ebene mit ihnen gelegene Gerade, welches ist die durch diese beiden Punkte gehende Curve, welche beim Rotiren um die feste Gerade eine kleinste Oberfläche erzeugt?Nimmt man diese Gerade zur Axe der x, theilt man die Entfernung der Projectionen der beiden Punkte in unendlich viele Theile, und legt man durch die Theilungspunkte senkrechte Ebenen zur Axe, so wird die erzeugte Oberfläche in unendlich viele Elemente getheilt, deren allgemeiner Ausdruck ist 2πyds, und welche allen Werthen von x zwischen den gegebenen Grenzen x^, ¾ entsprechen. Es muss also das Inte- ¾ * gral/ y ds wachsen, indem man von der gesuchten Curve zu jeder anderen Nachbarcurve übergeht. Und in dem Integrale 
Jy'ds^, welches sich auf irgend eine unter ihnen bezieht, kön- nen die Elemente y‘ ds* sich beziehen auf Theilungspunkte der Axe, welche nicht dieselben sind wie für das erste; es genügt, dass die Grenzen dieselben sind. So dass, wenn man die beiden Integrale Element für Element vergleichen wollte, es genügen würde die Elemente beiderseits in derselben Zahl anzunehmen, und man ein beliebiges Gesetz zwischen den Abscis- sen zweier correspondirenden Elemente festsetzen könnte; aber es wird vortheilhaft sein, sie unendlich wenig verschieden von einander anzunehmen.Die Grenzen x·^, χ^ könnten unbekannt, aber gewissen Bedingungen unterworfen sein. Man könnte z. B. fragen, welches die Curve ist, die, indem sie ihre Endpunkte aui zwei gegebenen Curven hat, und um eine in derselben Ebene liegende 

www.rcin.org.pl



— 200 —Gerade rotirt, eine kleinste Oberfläche erzeugt. In diesem Kalle würde man, ob man die Curve gefunden habe, welche
Xi die Aufgabe löst, daran erkennen, dass das Integral fydt zu- nimmt, wenn man jede andere Curvß betrachtet, deren Pinkte der ersten unendlich nahe liegen, und welche ihre Endptnkte auf den gegebenen Curven in unendlich kleiner Entfernung von den Endpunkten der ersten hat.Will man die Elemente der beiden Integrale zu zwei und zwei von dem ersten bis zum letzten mit einander vergleichen, so könnte man in diesem Falle sie nicht als derselben Abscisse entsprechend betrachten, weil die Abscissen der Endpunkte nothwendig verschieden sind. Es ist daher mancamal nöthig, und immer erlaubt, die beiden Integrale, welche man vergleichen will, zu betrachten als zerlegt in dieselbe Anzahl Elemente, welche ΛVerthen von x entsprechen, die unendlich wenig verschieden und mit einander durch ein willkürliches Gesetz verbunden sind,

Φ Von den Variationen.178. Wenn man irgend ein Element eines Integrals betrachtet und zu seinem correspondirenden übergeht, so werden die Incremente der Grössen, von welchen es abhängt, die Variationen dieser Grössen genannt. Man behält den Namen Differentiale bei für die Incremente, welche dieselben Grössen erleiden, indem man immer in dem System bleibt, welches sich auf di⅛s nämliche Integral bezieht. Man unterscheidet die Variationen von den Differentialen durch das Zeichen Ö, welches man dem Zeichen d substituirt, und man denkt sich dieselben immer unendlich klein.Es sei also y eine der unbekannten Functionen von x, welche in dem Ausdruck unter dem Zeichen f vorkommen; 
8y ist das unendlich kleine Increment, welches diese Function aunimmt, wenn man von einem Elemente des ersten Integrals übergeht zu seinem correspondirenden in dem zweiten. Indem man y als die Ordinate einer Curve betrachtet, wird y -f- die Ordinate der Curve nach ihrer Variation sein, und sie
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_ 201 —wird derselben Abscisse wie y in der ersten entsprechen in dem Falle, wo die correspondirenden Punkte sich auf denselben Werth von a? beziehen; dagegen wird y Sy die derAbscisse a? -}- da; entsprechende Ordinate sein, Λvenn Sa; die, wie Sy, unendlich kleine und stetige Function von a; ist, Λvelche die Differenz der Abscissen der Punkte ausdrückt, welche man in den beiden Integralen correspondiren lässt. In diesem letzteren Falle ist es vielleicht bequemer, a; und y, sowie Sa;, 
dy zu betrachten als Functionen einer und derselben willkürlichen Variable i, welche selbst keineswegs in den gegebenen Ausdruck eingeht, und dann wird die Function unter dem Zeichen J' die Differentiale da;, d^a;,..., ebenso wohl wie dy, 
d^y,. . . enthalten, alle auf eine und dieselbe Variable bezogen, welche nicht einmal bezeichnet zu werden braucht.AVenn man die Variationen aller Grössen, welche in einer Function vorkommen, kennt, so bestimmt sich die Variation dieser Function nach d<en gewöhnlichen Regeln der Differentialrechnung, welche da& unendlich kleine Increment einer Func- tion nach den Incrementen aller in ihr vorkommenden Variablen finden lehren. Man hat also allgemein(1) 179. Versetzung der Zeichen d und ö. — Es ist wichtig zu bemerken, dass man in allen Fällen die Reihenfolge der Operationen umkehren kann, w'enn man das Differential und die Variation irgend einer Function υ nimmt. In der That, es sei v -j- Sv was aus der Function v wird, indem man von dem ersten System zum zweiten übergeht. Wenn inan t in t -j- dt verändert, so wird das wte Differential der Function in dem zweiten System sein d^v d^Sv. Also hat das Differential d'^v der Function in dem ersten System zur Variation d^Sv∖ man hat daher(2)Hierdurch sind die Variationen aller Differentiale einer Function durch die Variation der Function selbst bestimmt, und es geht daraus hervor, dass man dΓe Variation irgend einer Function von a;, y, z,... und ihren Differentialen ausdrücken kann durch die Variationen dieser Grössen x, y, z und die
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— 202 —Differentiale dieser Variationen. Man braucht nur Gebrauch zu machen von der Formel (1), in welcher u, v, w, . . . ersetzt sind durch x, y, z, . . dx, dy, dz, . . . , d‘^a, d"^y, 
d"^z, ....Indem man also durch A, B, C, . . ., J5j, Ci, . . ^2, C2, - . . die partiellen Ableitungen in Bezug auf dieseGrössen x, . . ., dx, . . d"^x, . . . von einer Function

d y^ ' ∙5 dy, dz, . . d^x, d'^y, d^z, . . .i darstellt, hat man(3) 180. Aber es ereignet sich oft, dass die Differentiale alle genommen sind in Bezug auf eine besondere Variable, welche in der Aufgabe vorkommt; alsdann enthalten die Ausdrücke, welche man zu betrachten hat, nur die Ableitungen aller anderen Variablen in Bezug auf diese, und man hat nöthig die Variationen dieser Ableitungen zu berechnen. Man könnte sie zwar aus der Variation der Differentiale herleiten, indem man zuerst diese Ableitungen ausdrückte in Differentiale, welche genommen sind in Bezug auf irgend eine unabhängige Variable; aber es ist besser die Aufgabe direct zu behandeln.Es sei y eine Function von x, welche wir darstellen können als die Ordinate einer Curve, von welcher x die Abscisse sein würde. Stellen wir durch V und X dar, was aus y und z» d” d'^v . d**↑!wird; die Differenz -------- ---  wird die Variation vondX^ dx^ dx^
d'^iisein oder d -r^, und es handelt sich darum, sie auszudrücken dx^durch die Variationen von x und y und die Ableitungen dieser Variationen. Es sind zwei Fälle zu untersuchen, je nachdem X identisch mit x oder davon verschieden ist.1. Nehmen wir an, dass X sich nicht von x unterscheide, oder dass man habe dx = 0, d. h., betrachten wir als cor- respondirend auf zwei unendlich nahen Curven die Punkte 

M, N, welche irgend einer und derselben Abscisse Λ P ent-' sprechen; MN wird dy sein, und man erhält, in Bezug auf 
X die beiden Glieder der Gleichung Y = y dy differen- tiirend,

www.rcin.org.pl



— 203 —
woraus hervorgeht(4)

2. Nehmen wir jetzt an, dass die correspondirenden Punkte M und N verschiedene Abscissen A P, A Q haben; man hat
AP=x,MP = y, ΛQ = X,NQ= Υ,PQ = 8x, NK-8y, und wenn x um gleiche Incremente wächst, so wird X nicht um gleiche Incremente wachsen, weil X = x -j- 8x, und weil 

δ λ; eine F inction ist von x oder von einer willkürlich gewählten iinabhingigen Variable. Also wird Differentliren in Bezug auf X odei auf X nicht dieselbe Operation sein, und die Glei- chunσ 
würde nicit wie in dem vorigen Falle zu 
führen. Es ist auch nicht der Fall der Anwendung der Formel (3), weil y und d'^y sich nicht mehr auf die gleichen Incremente derielben Variable beziehen. Man muss also die Differenz direct berechnen.Bezeichnen wir durch u die Ordinate M^ P· der variirten Curve füi dieselbe Abscisse x wie das y der ersten Curve, 
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— 204 —welches MP ist, und durch ω die Differenz M, welche 8y sein würde, wenn man δχ — 0 voräussetzte. Man hat nun 
u =z ω y, und, indem man bemerkt, dass man Nm und

M als gleich betrachten kann, und dass mK δx,
axhat man

Die Gleichung 
itmal differentiirend, erhält man
Da aber die Punkte dP und N derselben Curve angehören, so sind die nten Ableitungen der Ordinaten dieser beiden Punkte in Bezug auf ihre respectiven Abscissen x und X nichts Anderes als Werthe einer und derselben Frmction, in welcher man. für die Variable successive die beiden verschiedenen Werthe 
ΆΡ, äQ oder X und x -j- δχ setzt; woraus nach den Regeln der Differentialrechnung hervorgeht 
und nach der vorigen Gleichung
Bemerkt man überdies, dass —∏ sich von nur umeine unendlich kleine Grösse unterscheidet, so giebt diese Gleichung für die Differenz θθθr den fol-dX^ dx'' dx”·genden Werth: (5) welche Gleichung wir betrachten als die erste einschliessend:
Die Formeln (5) und (4) stimmen überein, wenn man δχ = 0 voraussetzt.
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— 205 —181. Versetzung der Zeichen d und — Betracli- 
Xi,ten wir jetzt das Integral fU, U irgend einen Differential- ausdruck bezeichnet, und die Grenzen X2 constant oder variabel sind. Man kann es in unendlich viele Elemente zerlegen, von denen das erste Xi und das letzte dem, um das letzte Differential von x verminderten ¾ entspricht. Es wird also die Grenze sein von einer solchen Summe wie

Betrachten wir nun das unendlich nahe Integral, in welches das erste übergeht durch die Variation der Grössen, von denen es abhängt, und es sei was aus U im Allgemeinen durch diese Veränderung wird, so dass U' — U — 8 U. Die Grenzen dieses neuen Integrals werden sein Xγ -j- und “h 8x2, und es kann betrachtet werden als die Grenze von
wo diese neuen Elemente einem jeden der ersteren entsprechen. Das Increment des Integrals ist also die Grenze vonoder von

a:iOb man also die Grenzen x^, X2 constant oder variabel voraussetzt, so hat man(6)so dass, um die Variation eines bestimmten Integrals zu kennen, man nur diejenige des Differentials zu berechnen und sie zwischen denselben Grenzen zu integriren braucht.182. Ausdruck für die Variation eines bestimmten Integrals. — Betrachten wir ein Integral von der Form
wo der Werth von V ist 
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— 206 —
y bezeichnet eine unbekannte Function von .r, und y', y^*,. . sind die successiven Ableitungen in Bezug auf x. Wir beschränken uns auf die Betrachtung einer einzigen Function 
y, weil wenn noch mehrere vorhanden wären, es genügen würde für jede das zu wiederholen, was wir für y thun werden. Wir werden zwei verschiedene Fälle untersuchen: denjenigen wo Xγ, ^2 gegebene feste Werthe haben, und den anderen wo diese Grenzen nach gewissen gegebenen Bedingungen variiren können.1. Setzen wir zuerst Xγ und constant voraus; wir können jetzt 8x = 0 machen und die Formel (4) an wenden, welche für irgend eine Ableitung giebt
Bemerkt man nun, dass die Variation von x oder 8x Null ist, und dass folglich die von dx oder dδx es auch ist, woraus folgt S(Vdx) = ö F. dx, so giebt die Formel (6) (7) Berechnen wir jetzt ά F.Es wird aber, wie wir schon bemerkt haben, das Incre- ment von F durch die gewöhnlichen Regeln der Differentialrechnung gegeben, vermöge der Incremente der Grössen, welche in F variirt haben, d. h. der Grössen y, y\ ■ ■ ., ι∕("F Man hat also 
was wir der Bequemlichkeit wegen so schreiben werden:
Die Gleichung (7) wird also, indem man δy^, . . ., 8y<^»') vermöge der Formel (4) ausdrückt.

Wir haben unter dem Zeichen j die unbestimmte Functioni δy und ihre Ableitungen nach x; diese letzteren sind bestiimint
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∖— 207 —durch Sy, und es ist nothwendig sie aus dem Integral verschwinden zu machen, indem man sie anf Sy allein zurückführt, welches vollkommen willkürlich ist. Man wird dies aber leicht durch die theilweise Integration bewirken.In der That, wenn man durch u und v zwei Functionen ' von X bezeichnet, so erhält man leicht durch eine Folge von theil weisen Integrationen die nachstehende, oft in der Analysis nützliche Formel:
(8)
Von dieser Formel Gebrauch machend, erhält man die folo∙en- o den Gleichungen:

und es ist wohl zu bemerken, dass die totalen Ableitungen von N, P, ... repräsentiren, welche Grössen 
N, P, .. . als Functionen von x betrachtet werden, in denen man y als von x abhängend ansieht. Man hat also endlich, indem maa die Integrale zwischen den Grenzen x^ und 4?2 nimmt.
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(0)

Wenn eine zweite Function z in P’ vorkäme, so würde man zu dem zweiten Gliede dieser Gleichung einen anderen Ausdruck addiren, welcher sich davon nur durch die Werthe der Functionen unterscheiden würde, welche an die Stelle von 
M, N, P, ... zu stehen kämen, und durch die Vertauschung von y mit z. Ebenso würde es sein für irgend eine Anzahl von Functionen.183. Wenn die Function P die auf die Grenzen bezüglichen Werthe von y·, . . . enthielte, so würde zu den Ausdrücken, welche wir für die Variation des Integrals berechnet haben, noch hinzukommen:
Da aber die Grössen öyi, 0y\, . · ·, öy2, · · · keine Functionen von X sind, so konnte man sie vor das Zeichen f bringen, und die zu addirenden Glieder würden sich reduciren auf 
(10) 2. Setzen wir nun voraus, dass Xχ, x^ variabel seien, und dass 8x nicht Null sei. Man hat in diesem Falle
Da die theilweise Integration giebt
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80 wird die vorige Gleichung
Es sei jetzt und folglich hieraus geht hervor 
oder zufolge der Formel (5)

Man hat also zum Ausdruck der gesuchten Variation
Man kann bemerken, dass dieser Ausdruck sich von demjenigen des vorigen Falles nur durch die Addition des Gliedesuhterscheidet; denn ω bezeichnet hier was 8y dort be- «1zeichnete. Wenn man daher in gleicher Weise die theilweise Integration anwendet, so wird man alle an ω haftenden Dif- fereutiationsindiςes unter d<em Zeichen J verschwinden machen, und man wird finden:

(11)

Uuhamel, Diff.- uud lut. - Rechnung. Π. 14
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- 210 —Wenn in V eine zweite unbekannte Function z vorkänie, so würde d V noch einen Theil enthalten von der Form
M^dz N'dz^ -j- P^dz** 4- . . .. Man würde setzen
und würde zu dem vorstehenden Ausdruck einen zweiten rfddi- ren, in welchem ω' in derselben Weise wie in jenem ω vorkäme; das Glied Vδx würde nur einmal vorkommen. Ebenso würde es sein bei jeder Anzahl Functionen.Endlich, wenn V die aut’ die Grenzen bezüglichen Werthe von X, y, z, . . y^, z', . . . enthielte, so würde man die folgenden Glieder hinzuaddiren:

184. Der Fall wo ΛJχ, ⅞ variabel sind, kann unmittelbar auf jenen zurückgeführt werden, wo sie fest sind, ohne Gebrauch zu machen von der Formel (5).In der That, betrachten wir V als die Ordinate einerCurve MN, und es sei ΛΡ 
= Xi, ΛQ = ∞3,n hat
Es sei jetzt MiN^ die Curve nach der Variation; der Werth des vorgelegten Integrals wird, in dem zweiten System, die Fläche P^MyNiQi sein: man kann daher, indem man die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlässigt, dieVariation des Integrals betrachten als gleich mit

Die beiden ersten Glieder repräsentiren
Das dritte ist das Integral ∣'8V . dx genommen zwischen den Grenzen x^ -j- 8x^ und X2, oder, mit Vernachlässigung eines
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— 211 —unendlich Kleinen der zweiten Ordnung, zwischen a'i und .¾. Daher endlich
wo ό F die Variation von V in der Voraussetzung öa; = 0 ist und folglich dieselbe Bedeutung hat wie in dem ersten Falle. Ihr Ausdruck ist also derselbe; nur wird es angemessen sein, die Variation von y anders als durch δy darzustellen, was in dem gegenwärtigen Falle eine andere Bedeutung haben würde, und wir werden durch ω die Variation von y in der Voraussetzung 0' X = 0 bezeichnen. Es genügt also, um die gesuchte

X∙iVariation des Integrals J’Vdx zu erhalten, dass manzu dem zweiten Gliede der Gleichung (9) addirt, worin man 
8y durch ω ersetzt.Man kommt so auf die Formel (11) zurück, wie dies sein musste. Man würde ebenso den Ausdruck (12) hinzufügen, wenn F die Werthe der Variablen an den Grenzen explicit enthielte.185. Es bleibt uns übrig den Fall zu untersuchen, wo die unabhängige Variable nicht bezeichnet ist, und wo folglich die Function unter dem Zeichen J nicht Ableitungen in Bezug auf !r,, sondern Differentiale enthält, welche genommen sind in Bezug auf eine willkürliche Variable, die nicht in der Aufgabe vorkommt und durchaus nicht bezeichnet ist. Es sei also vorgelegt, finden, unter der Voraussetzung
Die Grenzen Χγ und ¾ seien fest oder variabel, man hat immer, wie wir zeigten,
und für irgend eine Variable u

Dies vorausgesetzt, bezeichnen wir durch TL, M, N, P, . . . die partiellen Ableitungen von U in Bezug auf die Grössen x, dx, 
14*
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d^x, d^x, . . ., und durch L·, M\ , . . . seine partiellenAbleitungen in Bezug auf dy, d'^y, d^y, . . so kann man d U in folgender Weise ausdrücken:
Wir brauchen kaum darauf aufmerksam zu machen, dass die verschiedenen Grössen L, M, . . . nicht von derselben infinitesimalen Ordnung sind, und dass der zweite Factor eines jeden Gliedes die Homogenität herstellt. Indem man die beiden Glieder dieser Gleichung integrirt und alle Variationen der DiflFerentiale vor das Zeichen bringt vermöge der theilweisen Integration, erhält man den folgenden Werth von

(13)

Wenn man in U andere Functionen als x und y hätte, so würde man Ausdrücke hinzuaddiren, welche ähnlich wären einem von denen, welche sich auf x und y in dieser Formel beziehen. Wie in den vorhergehenden Fällen würde man verfahren, wenn U die Werthe der Variablen an den Grenzen explicit enthielte.Bestimmung der unbekannten Functionen.186. Die Bedingung dafür, dass ein bestimmtes Integral ein Maximum sei, besteht darin, dass welches Zeichen man auch
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_ 213 —für die unendlich kleinen Variationen δx, Sy, δz, . . . annimmt, die Variation dieses Integrals beständig negativ ist; die Bedingung des Minimums dagegen ist, dass diese Variation immer positiv sei; und in beiden Fällen muss sie von constantem Zeichen sein. Es muss daher der Theil dieser Variation, in welchem nur die ersten Potenzen der Grössen δx, δy, .. . ,vorkommen. Null sein, und diese Bedingung ist dem Maximum und Minimum gemeinschaftlich. Man wird beide von einander unterscheiden durch das Zeichen der Gesammt⅛ιeit der Glieder des zweiten Grades, welches Zeichen constant sein muss.Wir werden den allgemeinen Fall betrachten, wo Xγ, variabel sind, und wir setzen die Ableitungen genommen in Bezug auf x voraus, was immer möglich ist. Dann wird der Ausdruck der Variation des Integrals J V^dx, indem man sich rciauf die Glieder der ersten Ordnung beschränkt und voraussetzt, dass V nur eine Function y enthalte, gegeben durch die Formel (11). Man muss also das zweite Glied dieser Gleichung gleich Null setzen, um die sowohl für das Minimum als für das Maximum des Integrals nothwendige Bedingung zu haben.Aber die Summe der Glieder äusser dem Zeichen J' muss Null sein, und auch das Integral muss für sich Null sein; denn ohne dies würde, wenn man die auf die Grenzen bezüglichen unabhängigen Variationen willkürlich fixirte, unter dem Zeichen y noch die willkürliche Function ω bleiben, und dieses bestimmte Integral könnte nicht denselben Werth behalten, was auch diese Function wäre; das zweite Glied der Gleichuι∣g (11) würde also nicht beständig Null sein.Ueberdies kann dieses Integral nicht Null sein, was auchdie Function ω sei, wenn nicht die Grösse, welche sie unter den. Zeichen J" multiplicirt, Null ist. In der That, da ω unbestimmt ist für alle Werthe von x zwischen Xi und ¾, so kan.i es immer von demselben Zeichen genommen werden wie
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— 214 —der zweite Factor; alle Elemente des Integrals würden also positiv sein, und ihre Summe könnte nicht Null sein. Dass ω gewissen Bedingungen unterworfen wäre für die Werthe a·] oder x∙2, würde übrigens gleichgültig sein, weil zwei Elemente keinen Einfluss haben auf ein Integral. Man muss also die Gleichung haben:(14)Diese Differentialgleichung ist im Allgemeinen von der Ordnung 2zi, denn F. enthält ?/<”), und folglich kann U es enthalten. Sie ist nothwendig aber nicht hinreichend, damit das Integral J* Vdx ein Maximum oder Minimum sei. Sie enthält die Grössen x, y, y', , · . ·, und lässt y als Function von xund 2n willkürlichen Constanten Anden.Ferner müssen auch die Glieder ausserhalb des Zeichens J in der Gleichung (11) Null werden. Die daraus hervorgehenden sogenannten Grenzgleichungen werden zur Bestimmung der Integrationsconstanten und der extremen Werthe von X dienen.187. Wenn man mehrere Functionen y, z, . . . hätte, so würde man denselben Gang befolgen. Das Integral, welches in der Variation vorkommt, muss wieder Null sein, unabhänsrig von den integrirten Ausdrücken. Es würde, wie wir sahen, mehrere Functionen ω, ω', . . . enthalten, deren Werthe sindDiese willkürlichen Functionen würden unabhängig sein, weil in jede von ihnen eine neue willkürliche Variation eingeht. Es müssten also die Grössen, welche jede von ihnen multipli- oiren, einzeln Null sein, was ebenso viel simultane Differentialgleichungen liefern würde, als Functionen zu bestimmen sind.Sic würden von der Form sein
(15)
wo JF, W', . · . in Bezug auf z vorstellen, was M, N, ... 'm Bezug auf y vorstellen.
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·— 215 -Die Coιιstaπten würden sich wieder durch die auf' die Grenzen bezüglichen Bedingungen bestiininen.188. Wenn die Functionen y, z einer Gleichungy, z')=Q zu ffenücren hätten, so müssten die Variationen Sx, derfolgenden genügen (a) Älan könnte hieraus ∂'^ als Function von dzr, öy ziehen, und es substituiren in dem Ausdruck der Variation des Integrals ; man würde dann eine unbestimmte Function weniger unter dem Zeichen J haben, und folglich auch eine Gleichung weniger, welche ersetzt wäre durch FQc, y, 2;) = 0.In der That, die Grösse unter dem Zeichen f, welche gleich Null gesetzt werden muss, ist von der Form 
und die Gleichung (a) wird, indem man δy und δz durch ihre Werthe ersetzt.
Der Cocfficient von 5 x in dieser Gleichung ist Null, weil man, die Gleichung F (x, y, z} = 0 differentiirend, findet 
es bleibt also nur
Indem man hieraus ω' zieht und es in dem Ausdruck Aω -j- Α'ω' substituirt, welcher gleich Null gesetzt werden muss, erhält man 
und da diese Grösse Null sein muss, was auch die Function ω sei, so muss man nothwendig setzen
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Man bat also zwischen y und z die beiden Gleichungen(16)und
λvorau8 man y und z als Functionen von x wird finden können189. Eine andere Art der Bedingung. — Statt die Werthe von zc, y, z einer Gleichung von bestimmter Form zu unterwerfen, verlangt man oft, dass ein gewisses bestimmtes Integral einen constanten ΛVerth behalte: man hat dann was man ein relatives Maximum oder Minimum nennt.

argEs sei also J V dx == a, und stellen wir uns die Aufgabe
argdas Maximum oder Minimum von JVdx zu finden. Die 

ariVariationen dieser beiden Integrale müssen Null sein; und, indem man zuerst die Grenzen fest voraussetzt, wird man zu den beiden Gleichungen gelangen 
und der zweiten soll genügt werden, wenn man darin für ω irgend eine der ersten genügende Function setzt; u und v sind durch U und V vermöge einer früheren Formel bestimmt; und ω bezeichnet noch dy — y^8x. Man sieht sogleich, dass diese Bedingung erfüllt sein würde, wenn u und v sich nur um einen constanten Factor unterschieden, und wir λverden zeigen, dass dies nicht anders sein kann.Setzen wir mit Cauchy
so ist diese Function φ (zc), zufolge der Gleichung (a), nur der Bedingung φ(zC2) = 0 unterworfen; man hat ausserdem offen-
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— 217 — ∙bar φ∣(zcι)=O, aber φ(x) ist vollkommen willkürlich zwischen und Λ⅛. Man hat unmittelbar
Diesen Werth in der Gleichung (ß) substituirend, erhält man
Um dahinein statt φ' (zr) die Function φ (zr), deren Bedingungen bekannt sind, einzuführen, integriren wir theilweise; wir finden, / uV .durch ( — j die Ableitung von — bezeichnend.
indem wir zu Grenzen dieser Integrale und X2 nehmen, und bemerken dass φ(zr)Null wird an diesen Grenzen, kommt 
und folglich
Da diese Gleichung stattfinden muss, was auch φ (x) sei, so folgert man daraus nothwendig = θ> und folglich 
wo α eine unbekannte Constante bezeichnet.Dies ist also die Differentialgleichung, welche die Function y bestimmt. Wenn’’ihr ΛVerth gefunden ist, und wenn die bei der Integration-eingehenden Constanten durch die Bedingungen der Grenzen bestimmt sind , so substituirt man ihn in der Gleichung J'Udx = (i, welche den Werth der Conari stante a ergeben wird.Es ist leicht zu sehen, dass man zu demselben Resultate gelangen würde, indem man das absolute Maximum .von
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J∖V—aU)dx suchte und die Constante α, wie wir dies eben angegeben haben, bestimmte. Dies ist die schon von Euler gegebene Regel. >Nehmen wir jetzt an, dass die Grenzen zcj, .¾ nicht fest seien, so werden die Gleichungen (a), (/5) durch die beiden folgenden ersetzt werden
wo Ψ und Ί Ausdrücke ausserhalb des Integralzeichens bezeichnen, welche und χι an der ersten Grenze werden, und 5 Z2 an der zweiten.Der Gleichung (ö) soll genügt werden, wenn man für ω irgend eine solche Function setzt, dass die Gleichung (y) stattfindet, auf welche Weise dies auch geschehe; also ist ω nur der Bedingung unterworfen, dass J'uωdx gleich ∙ψj — Ψ2 sθij > und es wird verlangt, dass die Gleichung (d) stattfinde für alle Werthe von ω, welche dieser Bedingung genügen. Dies muss die unbekannte Function y bestimmen.

XSetzen wir wieder J"uωdx (p (x), so hat man ψ{x∖)=^∙> und zufolge der Gleichung (y)
und φ (x) ist keiner anderen Bedingung unterworfen.Setzt man in der Gleichung (ö) für ω seinen Werthso kommt
Um anstatt φ'{x} die Function φ{x} einzuführen, deren Bedingungen bekannt sind, integriren wir theilweise; die vorstehende Gleichung wird, mit Rücksicht auf die Werthe von • φ(zrι) und φ(⅜),

www.rcin.org.pl



— 219 —und da φ(.r) vollkommen willkürlich ist zwischen und X2, so muss dieses letzte Integral Null sein, sowie der übrige Theil des ersten Gliedes. Mau hat also wiederoderwo a eine Constante bezeiciinet. Indem man (— ) durch α \ w /2in dem ersten Theile der Gleichung (g) ersetzt, hat man
Die bei der Integration eingehenden Constanten werden sich durch die auf die Grenzen bezüglichen Bedingungen bestimmen, und die Constante α durch die GleichungMan sieht auch hier, dass man zu denselben Resultaten gelangen würde, indem man das absolute Maximum oder Minimum von suchte, wo α eine unbestimmte’Constante bezeichnet.In einer analogen Weise würde man den Fall behandeln, wo man mehrere unbekannte Functionen, oder mehrere bestimmte Integrale mit constanten Werthen hätte.190. Betrachten wir jetzt den Fall, wo das Integral vonder Form U ist, während U nur Differentiale enthält, welche a;iin Bezug auf eine willkürliche Variable genommen sind. Die 'Variation dieses Integrals wird jetzt durch die Formel (13) gegeben, und aus denselben Gründen wie in dem ersten Falle muss man getrennt gleich Null setzen den Theil, der von dem Zeichen J' frei ist, und denjenigen, welcher sich aus allen Integralen zusammensetzt, die in gleicher Anzahl sind wie die Variablen x, y, z, . . . .Nun sind die Functionen dx, Öy, dz, .. . völlig unabhängig von einander; also muss jedes Integral einzeln Null sein, was zu den folgenden Gleichungen führt:
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(17)
Man hat somit ebenso viele Gleichungen als Variablen x, y, 
z, . . .·, und da eine unter ihnen unbestimmt bleiben muss, so muss offenbar eine dieser Gleichungen in den anderen stecken. Wir beschränken uns auf diese Bemerkung, und fügen hinzu dass man hier einen Vortheil hat, welchen die Rechnung des ersten Falles nicht darbot und welcher darin besteht, dass man das System von Gleichungen am vortheilhaftesten wählen kann, indem man die am wenigsten einfache Gleichung zur Seite lässt. Wenn man y, z, . . . als Functionen von a; gefunden hat, so werden sich die durch die Lntegration eingeführten Constanten, wie in dem ersten Falle, vermöge der Gleichungen bestimmen, welche sich auf die Grenzen beziehen.. 191. Die Integration der Gleichungen (17) wird einfacher,wenn U kein x, oder eine der anderen Functionen nicht enthält; denn, da dann der erste Summand einer dieser Gleichungen Null ist, und alle anderen vollständige Differentiale sind, so hat man unmittelbar ein erstes Integral dieser Gleichung Wenn mehrere der Variablen x, y, . . . zugleich in U fehlen, so ist eine gleiche Anzahl der Gleichungen (16) integrabel.192. Die Gleichungen (15) bieten dieselbe Vereinfachung dar, wenn y oder z nicht in V vorj^ommt; aber wenn x darin fehlt, so sind einige Transformationen nöthig, nm die Vereinfachung zu erhalten, welche uns die Gleichungen (17) unmittelbar dargeboten haben.In der That, setzt man der Einfachheit wegen voraus, dass es nur eine unbekannte Function y gebe, so ist die Bedingung des Maximums oder Minimums(ä)und man hat, indem man berücksichtigt dass V kein x enthält,
Zieht man von dieser Gleichung die mit y^ multiplicirte vorige ab, so kommt
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Es ist nun leicht zu sehen, das das zweite Glied dieser Gleichung eine vollständige Ableitung ist.Hierzu bemerken wir allgemein, dass wenn u und v beliebige Functionen von x bezeichnen, ein Ausdruck von der Form
ein vollständiges Differential ist, wenn n gerade, und dass
ein solches ist, wenn n ungerade. Es folgt hieraus, dass alle , Binome, welche das zweite Glied der letzten Gleichung bilden, vollständige Ableitungen sind, und dass man folglich die beiden Glieder dieser Gleichung integriren kann; was zu einer Gleichung von niedrigerer Ordnung führen wird.Setzen wir z. B. voraus, dass V nur y, y* und y^^ enthalte. Die letzte Gleichung wird
woraus durch Integriren(b)eine Gleichung dritter Ordnung, während die Gleichung (a) ' von der vierten war. Wäre zu gleicher Zeit V unabhängig von y, so hätte man M = 0; die Gleichung (a) würde integrabel sein und geben

Zwischen dieser und der vorigen Gleichung eliminirend.würde nan finden
wo C uid Q zwei willkürliche Constanten bezeichnen. Diese Gleichurg ist nur noch von der zweiten Ordnung. So kann man, wem V nur y^, y^' enthält, ein zweites Integral der Glei-
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. - 222 —chung (a) erhalten, und die Rechnung auf die Integration einer Gleichung der zweiten Ordnung zurückführen.Wenn V eine zweite Function z und ihre Ableitungen und enthielte, so würde man ebenso erhalten
ω

D er besondere Fall, wo man nur die Differentiale der ersten Ordnung betrachtet.193. Wenden wir unsere Theorie an auf den einfachen Fall, wo die Function V drei Variablen x, y, z und nur die ersten Ableitungen von y und z enthält.Das vorgelegte Integral sei
also

1. Wenn keine allgemeine Gleichung zwischen x, y, z existirt, so wird man von den Formeln (15) Gebrauch machen, und man hat(18)wo
Diese beiden simultanen Gleichungen von der zweiten Ordnung werden y und z als Functionen von x und vier willkürlichen Constanten ergeben.Wenn die beiden Grenzen unabhängig sind, so hat man für jede(19)Wenn für eine vom ihnen keine Bedingung besteht, so müssen, da Sx, δy, öz unabhängig sind, ihre Coefficienten einzeln Null sein, was drei Gleichungen zwischen den auf diese Grenze be- 
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— 223 —züglichen Werthen von x, y, z, y^, z' liefert. Wenn dagegen an dieser nämlichen Grenze x, y, z einer gegebenen Gleichung φ (zK, y, z) == 0 genügen müssten, so würde man haben
Indem man öz zwischen dieser und der Gleichung (19) elimi- nirte, würden nur die Unbestimmten δχ, δy übrig bleiben, deren Coefficienten man einzeln gleich Null setzen würde. Man hätte also wieder drei Gleichungen zwischen den auf diese Grenze bezüglichen Werthen von x, y, z, x', y*. Man würde in derselben Weise verfahren, wenn man eine zweite Gleichung hätte.Gegenwärtig ist es leicht die durch die Integration eingeführten willkürlichen Constanten zu bestimmen; denn die zwischen X, y, z und diesen vier Constanten erhaltenen Gleichungen müssen erfüllt werden durch Xi, y^, Zi und durch x^, y^, ^2, woraus zwei Gleichungen für jede Grenze resultiren. Also hat man für jede Grenze fünf Gleichungen zwischen den Werthen von x, y, welche sich darauf beziehen, und den vier Constanten; man kann daher diese Constanten und die auf die Grenzen bezüglichen Werthe von x, y, z bestimmen.2. Wenn die Variablen x, y, z gehalten sind einer Gleichung F(x, y, z) = Q zu genügen, so muss man von der Formel (16) Gebrauch machen, welche in diesem Falle wird (20)Indem uian z vermöge der Gleichung F(x, y, z^) = 0 elimi- iiirt, erhält man eine Gleichung der zweiten Ordnung zwischen 
X und y. Diese integrirend findet man y, und folglich 2, als Function von x und zwei willkürlichen Constanten.Die Werthe von Xi, yi, ^i, z¾, y2, 2^2 bestimmen sich wie in dem vorigen F^alle, indem man berücksichtigt, dass sie der Gleichung F(x, y, z) = Q genügen müssen. Man hat jetzt vier Gleichungen für jede Grenze. Die beiden willkürlichen Constanten bestimmen sich aus diesen Gleichungen, sowie die auf die Grenzen bezüglichen Werthe von x, y, z.
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Anwendung auf einige besondere Probleme.194. Linie von der kürzesten Länge. — Betrachten wir zuerst den Fall, wo man keine allgemeine Bedingung giebt zwischen den Coordinaten der verschiedenen Punkte dieser Linie, d. h. wo sie nicht genöthigt ist auf einer gegebenen Oberfläche zu liegen.Das Integral, welches ein Minimum werden soll, ist
man hat also

Die Gleichungen (18) werden
N und N' sind also constant, und folglich y' und z'. Es seidaraus folgt
Also, was auch die auf die Grenzen bezüglichen Bedingungen seien, man findet, wie zu erwarten war, eine gerade Linie.Die Gleichung (19), welche f ür jeden Endpunkt stattfinden muss, wird
(a)

Es sind aber drei Fälle für jeden Endpunkt zu umter- suchen:1. Wenn das Ende (zcj, y-^, z↑) fest ist, so hat man
seine Coordinaten zrj, y^, z-i sind gegeben, und die Coustaiiiten 
C, C', d, d' müssen den beiden Bedingungen genügen
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2. Wenn dieser Endpunkt einer Gleichung F(x,y, ^) = 0 genügt, so hat man

Indem man 02·ι zwischen der Gleichung (u) und dieser elimi- nirt, und darauf die Cocfficientcn von d -rj und 8yχ gleich Null setzt, erhält man
oder woraus
in welchen Gleichungen x, y, zu ersetzen sind durch λ*i , , xrj.Diese zwei Gleichungen sind zu verbinden mit√*∖zcι,^ι,2ι) = 0 und mit den beiden folgenden

Man hat so fünf Gleichungen zwischen Xγ, yi, 2^1 und den vier Constanten.3. Wenn man zwei Gleichungen zwischen zci, , Zi gäbe,so würde man ebenso zu fünf Gleichungen zwischen ihnen und den Constanten gelangen.Somit findet man für jedes Ende, sei es frei oder einer oder zwei Bedingungen unterworfen, immer zwei Gleichungen zwischen den Constanten, entweder direct oder durch die Elimination von Xi, yi, Zi- Also können die vier Constanten immer bestimmt werden durch die auf die beiden Grenzen bezüglichen Bedingungen.195. Die Gleichung (a) enthält eine bemerkenswerthe geometrische Eigenschaft der kürzesten Linie. In der That, sie drückt aus, dass die Richtung, welche mit den Axen VV'in- kel macht, deren Cosinus proportional sind mit dx, dy, dz, senkrecht ist zu derjenigen, deren Cosinus proportional sind mit όχ, δy, δz. Woraus hervorgeht, dass die Tangente an der gesuchten Linie, welche durch irgend einen ihrer Endpunkte geführt ist, senkrecht steht auf allen Richtungen, nach welchen dieser Endpunkt sich bewegen kann. Sie ist also normal zu 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnuiig. Π. 15
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— 226 —der Curve oder Oberfläche, auf welcher dieser Endpunkt bleiben muss, wenn er nicht fest von Lage ist.196. Nehmen wir jetzt an, dass die gesuchte Linie ge- nöthigt sei, auf einer gegebenen Oberfläche zu liegen von der Gleichungin diesem Falle muss man der Gleichung (20) genügen, welche sich reducirt auf
Diese Gleichung zweiter Ordnung, in Verbindung mit der vorstehenden, liefert y und z als Functionen von x und zwei willkürlichen Constanten.Die Gleichung (19) findet für jede Grenze statt und zeigt wieder, wenn die Grenzen nicht fest sind, dass die gesuchte Curve senkrecht ist zu de/i Curven, nach welchen sie sich auf der gegebenen Oberfläche bewegen können. In dem einen und anderen Falle bestimmen sich die Constanten durch die schon angegebenen Mittel.197. Die Gleichung lässt eine be-merkenswerthe Eigenschaft der kürzesten Linie erkennen. In der That, die Gerade welche irgend einen Punkt derselben mit dem Krümmungsmittelpunkt verbindet, macht mit den Axen Winkel, deren Cosinus proportional sind mit ^7-^, -⅛-, j (∕,<j2 und die auf die Normale zur Oberfläche bezüglichen Cosinus sind proportional mit . Die vorstehende Glei-ax dy dzchung giebt aber

(^*)

und es ist leicht zu sehen, dass diese Verhältnisse gleich sind
mit denn die Symmetrie der Gegebenen in Bezug auf
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— 227 —Λ?, y, z zeigt, dass man, die Rechnung anders richtend, dieses letzte Verhältniss gleich einem der beiden anderen gefunden hätte.Uebrigens kann man dies leicht verificiren.In der That, die Gleichungen (b) geben 

wie wir behauptet hatten; die Richtung der Normale zur Oberfläche fällt also zusammen mit der von demselben Punkt zu dem Krümmungsmittelpunkt der kürzesten Linie geführten Gerade. Mit anderen Worten, die osculirende Ebene dieser Curve ist beständig normal zu der Oberfläche.198. Kleinste Unidrehungsfläche. — Nehmen wir uns vor die ebene Curve zu finden, welche durch zwei gegebene Punkte geht und eine kleinste Fläche erzeugt, indem sie um eine in ihrer Ebene liegende Axe AX rotirt.Das Integral soll ein Minimum werden;und da x nicht unter dem Zeichen J vorkommt, so ist es angemessen die Gleichungen (17) oder die Gleichung (b) in Nr. 192 anzuwenden. Nimmt man die ersteren und berücksichtigt, dass L, N, P, . . . Null sind, so findet man, indem man durch 
c eine willkürliche Constante bezeichnet.
woraus man zieht 
und integrirend 
daher

15* 
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— 228 —die Gleichung einer Kettenlinie, deren unendliche Zweige über der Axe der x emporsteigen.Die Constanten c, Ci bestimmen sich, indem man ausdrückt, dass der Gleichung durch die Coordinaten der gegebenen Punkte genügt wird. Betrachtet man den einfachsten Fall, wo die Ordinaten dieser Punkte gleich sind, so wird die Curve symmetrisch sein in Bezug auf die Senkrechte zur Axe, welche in gleicher Entfernung von diesen beiden Punkten geführt ist. Es seien a und — a ihre respectiven Abscissen, und b ihre Ordinate, so hat man zunächst ¾ = 0, damit die Gleichung sich nicht ändert, wenn man x durch — x ersetzt; darauf 
was c bestimmt.Setzt man so hat man undman wird u finden durch den Durchschnitt der Gerade?/mit der Kettenlinie y der Werth 'vorfolgt daraus.199. Es ist nicht immer möglich, der Gleichung 
zu genügen.In der That, das zweite Glied ist unendlich für ?< = 0 und u = ∞; dazwischen bleibt es endlich und positiv: es hat also ein Minimum, und das Problem wäre unmöglich, wenn 26 .— kleiner wäre. Suchen wir daher den Werth von diesem aMinimum: es wird eine einzige Auflösung geben, wenn man 26 gleich diesem Werthe giebt; zwei, wenn es grösser ist; und keine, wenn es kleiner ist.Der auf dieses Minimum bezügliche Werth von ?z genügt 
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— 229 —∖∖^enn man zwischen dieser Gleichung und der vorigen eli- minirte, so würde man die Gleichung erhalten, welche den kleinsten Werth bestimmen muss, den — haben kann, damit (Idas Problem möglich sei.Wenn man bemerkt, dass man identisch hat so kann man die letzte Gleichung so schreiben 
woraus hervorgeht 
und folglich
Aber 
daher
Wenn man ~ in dem zweiten Gliede vernachlässigt, so wird 6es zu klein; also

Der reciproke dieses ΛVerthes ist also grösser als und wenn man ihn in dem zweiten Gliede substituirt, so wird es zu gross und giebt eine obere Grenze von Hieraus resultirt ein zu kleiner Werth für und, indem man so fort- 
bfährt, erhält man eine Reihe von abwechselnd grösseren und kleineren Werthen als —, welche sich ihm unbegrenzt nähern.

aMan findet so
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Es muss also das Verhältniss — wenigstens gleich 1,19967 sein, wenn es eine Curve geben soll, die eine klein⅛^te Oberfläche erzeugt; und man begreift die Möglichkeit dass es keine giebt, wenn man bemerkt, dass wenn die Curve die Axe schneidet, die Ordinaten negativ werden, und das Integral unbegrenzt abnimmt.Wenn ↑> 1,19967, so hat man zwei Auflösungen; aber sie können nicht zwei Minima geben, denn es müsste dazwischen ein Maximum liegen, was drei Auflösungen verlangen würde. Sie können auch nicht zwei Maxima geben, sie geben also ein Maximum und ein Minimum. Da das Integral bis zum negativen Unendlichen abnimmt, so sieht man, dass das Maximum der Kettenlinie entsprechen wird, welche ihren Scheitel am tiefsten hat, und das Minimum derjenigen, deren Scheitel am höchsten liegt. Diese letztere entspricht dem grössten der zwei Werthe von c, weil die Gleichung der Curve ist 

und weil, indem man x — 0 macht, man c zur Ordinate des Scheitels findet.200. Der grösste Flächenraum isoperimetrischer Curven. — Nehmen wir an, dass die Endpunkte der Curve gegeben seien und zu Coordinaten haben zci, und ^2 5 das zu einem Maximum zu machende Integral ist J ydx, und man soll haben, indem man durch I die Länge der gegebenen o o 0Curve bezeichnet.
Man wird setzen nach der Regel des relativen Maximums o
da X nicht unter dem Zeichen J vorkoinmt, so wendet man die Gleichung (b) in Nr. 192 an, und man findet
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oder
woraus
und endlichwo G und G^ zwei willkürliche Constanten. Die Curve ist also ein Kreis, und es erübrigt die Constanten a, c, √ zu finden. Man wird zunächst ausdrücken, dass er durch die beiden extremen Punkte M und N geht; dies giebt
worauswelche Gleichung ausdrückt, dass der Mittelpunkt auf der Senkrechte liegt, welche errichtet ist in der Mitte der die beiden Endpunkte verbindenden Gerade.Es sei (I die gegebene Länge dieser Gerade, so hat man
welche Gleichung α bestimmt; c und c' folgen daraus, und p;„ 5 man findet zwei Kreise, deren Mittelpunkte 0, 0' symmetrisch liegen in Bezug auf die gegebene Sehne. Der eine bezieht sich auf das Maximum, der andere auf das Minimum : denn die beiden Flächen sind respec- tive gleich dem Trapez 

MPQN, vermehrt oder vermindert um dieselbe Grösse 
MR Ν', wenn also die eine ein Maximum, so ist die I andere ein Minimum. Man
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— 232 - schliesst daraus noch, dass die Fläche MüN ein Maximum ist; und wenn die Aufgabe zum Gegenstand die zwischen der gegebenen Sehne und dem Bogen enthaltene Fläche hat, so ist sie nur eines Maximums fähig, und dieses wird durch den Kreisbogen bestimmt, dessen Sehne und Länge bekannt sind.AVenn die Grosse des Bogens und die Richtung der Axen so wären, dass das Segment MRN durch die extremen Or- dinaten geschnitten würde, so würde dieser letzte Satz darum nicht weniger wahr sein: denn, wenn man sich die Curve bestimmt denkt, so kann man darin auf unendlich viele Weisen eine solche Sehne ziehen, dass man für ein passendes Axen- system sich in dem vorigen Falle befindet. Da nun die totale Fläche ein Maximum ist, so wird dieses Segment es ebenso sein, indem man seinen Perimeter constant lässt; also wird es durch einen Kreisbogen begrenzt: was nicht sein könnte für alle Sehnen, welche man sich so denken kann, wenn nicht die ganze Curve ein Kreisbogen wäre. Wenn die beiden Punkte 
M und N zusammenfallen, so hat man den Fall einer geschlossenen Curve, und man sieht, dass sie einen ganzen Kreis bilden muss.201. M aximum der durch die Rotation isoperimetrischer Curven erzeugten Oberflächen. — In diesem Falle muss ein Maximum sein zu gleicher
Zeit mit man muss also setzen
oder

Die Rechnung wird dieselbe sein wie in dem schon behandelten balle, wo man die Länge der Curve nicht jgab. Nur ist y α dem y substituirt. Man findet also
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— 233Die Curve ist wieder eine Kettenlinie. Die drei Constanten α,∙c, c'i bestimmen sich, indem man ausdrückt dass die Curve durch die beiden gegebenen Punkte geht, und dass I ihre Länge ist.202. Man zeigt in der Statik, dass die Kettenlinie von allen isoperimetrischen Curven diejenige ist, deren Schwerpunkt so tief als möglich liegt. Von dieser Eigenschaft ausgehend hätte man folgern können, dass die Curve, welche die kleinste Oberfläche erzeugt, eine Kettenlinie ist, deren Con- vexität sich gegen die Axe kehrt, und dass diejenige welche die grösste Fläche erzeugt jene ist, welche man erhalten würde, indem man sich die Wirkung der Schwere im entgegengesetzten Sinne gerichtet dächte.203. Der kleinste Körper, welcher durch die Rotation isoperimetrischer Curven erzeugt wird. — Es sei I die Länge einer Curve, welche durch zwei gegebene Punkte geht und um eine in ihrer Ebene liegende Axe rotirt; der erzeugte Körper hat zum Ausdruck J ny'^dx. Also soll
Xi

Jy‘^dx ein Minimum werden mit der Bedingung
X1

Man muss also set≪en 
und die Bedingung des Minimums ist, indem man die Formel(b) in Nr. 192 anwendet.
oder
woraus man zieht
Diese Gleichung ist diejenige der sogenannten elastischen
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234 -Curve, welche die Gestalt einer im Gleichgewicht unter der Wirkung gewisser Kräfte befindlichen Feder darstellt. Man kann sie nur durch Reihen integriren. Die beiden Constanten 
a und c, sowie die bei der Integration eingehende, würden sich bestimmen, indem man ausdrückt dass die Curve durch die beiden gegebenen Punkte geht, und dass ihre Länge I ist.204. Brachistochrone. — So nennt man die Curve, welche ein schwerer Körper befolgen muss, um von einem Punkte zu einem anderen in der kürzesten Zeit zu gelangen. Durch η die Schwere bezeichnend hat man
indem man durch zc die vertical, in entgegensetztem Sinne mit der Schwere gezählten Ordinaten bezeichnet, und durch .«i diejenige des höchsten Punktes. Man zieht hieraus
und um der gegebenen Bedingung zu genügen, muss das Integral ein Minimum werden, oder das negative
Integral ein Maximum. Dies liefertzunächst die Gleichungen
woraus
Diese Gleichung zeigt, dass die Curve in einer Verticalebene enthalten ist. Nehmen wir diese zur Ebene der x und y, sie ist bekannt, weil sie die beiden gegebenen Punkte enthält. Man hat dann z = Q, und es bleibt nur die Gleichungworaus
Verwandelt man x∖—x in x, so wird diese Gleichung
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was sieh leicht integriren lässt.Diese Curve ist eine Cycloide, deren Lage wir finden wollen.λVenn B und C die beiden gegebenen Punkte sind, sokommt die Transformation, welche wir gemacht haben, darauf hinaus den Ursprung in B zu nehmen, und die Axe der x in der Richtung der Schwere. In diesem System von Axen würde eine Cycloide, deren Basis 

B y und deren Anfangspunkt in B wäre, die Differentialgleichung haben
während a der Radius des erzeugenden Kreises wäre.Die gesuchte Curve ist also eine Cycloide, deren Basis B Y,deren Durchmesser dos Erzeugungskreises ~ ist, und von welcher der eine Endpunkt der Basis in B liegt.Die Constante o wird sich bestimmen, indem man ausdrückt, dass der endlichen Gleichung der Cycloide genügt wird durch die Coordinaten des Punktes C.205. Nehmen wir jetzt an, dass die beiden Endpunkte, anstatt fest zu sein, genöthigt seien sich auf gegebenen Curven zu befinden. Man würde wie in dem ersten Falle zu derGleichung — 2 -j- c" gelangen, welche zeigt, dass dieCurve noch in einer Verticalebene liegt. Diese Ebene ist unbekannt, aber die Gleichung der Curve, bezogen auf in dieser Ebene genommene Axen, würde darum nicht weniger die schon gefundene Form haben; woraus man schliesst, dass diese Curve ' eine Cycloide ist, deren Basis horizontal und deren Anfang
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— 236 —iin Ausgangspunkte liegt. Alles redueirt sich darauf, die Cfor- dinateu der beiden extremen Punkte und den Radius des erzeugenden Kreises zu finden. Da die beiden Grenzen zon einander unabhängig sind, so muss man für die erste die Gleichung haben
In dem gegenwärtigen Falle hat man

Die Gleichung (a) wird also
Die theil weise Integration giebt

In diesem letzten Ausdrucke muss man dem x successive und A’isubstituiren und das zweite Resultat vom ersten abziehen. Um die von dem Factor {x^ — x} welcher unendlich wird, herrührende Schwierigkeit zu vermeiden, nehmen λvir zuerst eine von Xχ verschiedene Grenze, und bewerkstelligen die Reduc- tionen; dann gehen wir zu -der Grenze Xχ über. Die drei
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— 237 —Terrae V—cy'— welche sich auf diese gegen Xi convcr- girende Grenze beziehen, heben sich gegen — K H^^ cy'i in (a) weg, und es bleibt endlich die Gleichung(b) (— V -f- cy^ -j“ = 0.Indem man die Werthe von V, c,c* substituirt, findet raan 
und die Gleichung (b) wird
Sie drückt aus, dass das letzte Element der gesuchten Curve senkrecht ist zu der Richtung der Tangente an der ersten gegebenen Curve im Ausgangspunkte.Die auf die zweite Grenze sich beziehende Gleichung ist oder welches zeigt, dass das letzte Element der Cycloide senkrecht ist zu der Tangente an der gegebenen zweiten Curve im Ankunftspunkte.Diese verschiedenen Bedingungen bestimmen die Cycloide, deren erstes Element immer vertical, und deren Basis horizontal ist.Wären die beiden Curven in einer und derselben Ver- ticalebene, so würden die Eigenschaften, welche wir darge- than haben, beweisen, dass die Tangenten an den gegebenen Curven im Ausgangs - und im Ankunftspunkte zu einander parallel sind.
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Rechnung mit endlichen Differenzen.

206. Differenz einer Variable nennt man den endlichen Zuwachs, welchen sie annimmt. Die Differenzen der Functionen sind durch diejenigen der Variablen, von welchen sie abhängen, bestimmt; man bezeichnet sie alle ohne Unterschied durch das Zeichen z/.Die Differenz zwischen den zwei Werthen, welche eine Function annimmt, wenn die Variable, von· welcher sie abhängt, zwei successive Werthe erhält, wird die erste Differenz dieser Function genannt. Diese Differenz ist im Allgemeinen eine-Function derselben Variable; und ihre erste Differenz, welche einem neuen gleichen Zuwachs dieser Variable entspricht, heisst die zweite Differenz der Function. Die Differenz der zweiten Differenz ist die dritte Differenz der Function; und so fort. Wenn man durch u diese Function bezeichnet, so sind ihre successiven Differenzen renräsentirt durch207. Nehmen wir allgemein an, dass die Differenz z/.r eine bestimmte Function f (zr) sei, und es seien die successiven ΛVerthe, welche daraus für die Variable .r re- sultiren; dergestalt dass man habe 
welche Gleichungen sich so schreiben lassen:
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— 239 -

Alle diese Ausdrücke können betrachtet werden als einzis ab- hängend von dem ersten willkürlichen Werthe χ∙, denn da d x eine Function von x ist, so ist x^ oder x -j- dx es ebenfalls. 
dx^ oder/(.-Τι) ist also auch Function von x allein, und folglich auch X2, welches gleich x -j- x J x^ ist. Ebenso wird 
dx2 oder f{x2} Function von x allein sein, und folglich auch ⅜∙, und ebenso die anderen ohne Ende fort.Es ist noch nützlich zu bemerken, dass jeder dieser suc- cessiven Werthe sich aus dem vorhergehenden bilden kann, indem man darin x in x -j- zZzc verwandelt. In der That, nehmen wir an, dass es sich so verhalte bis zu Xm — i inclusive, und verwandeln wir x in x -j- /Ix in sein erstesGlied Λ? wird x dx∖ sein zweites Glied /ix wird /1 Xγ∖ sein drittes /1 x^ wird /Jx^, und endlich sein letztes wird /ix^—i} folglich findet sich verwandelt in Der Satz ist alsoallgemein, weil er wahr ist für .Tp Wenn man jetzt irgend eine Function u = ψ{x} betrachtet, und durch 
die mit x^ ζτχ , . . ., x^ correspondirenden Werthe bezeichnet, so kann jeder dieser successiven Werthe von u betrachtet werden als Function von x allein, und man kann ihn aus dem vorhergehenden herleiten, indem man darin x in x Ύ /ix verwandelt; denn, weil man allgemein hat
und weil x^^ nur von x abhängt, und erhalten wird indem man 
X in X /ix verwandelt in so ist auch u^, Functionvon X allein, und wird offenbar aus «m —1 durch dieselbe Verwandlung erhalten.208. Nach der Definition, welche wir von den successiven Differenzen gaben, ist die zweite Differenz /1‘^u der Zuwachs, welchen /lu annimmt, wenn man darin x in x /ix verwandelt; die dritte Differenz ist der Zuwachs von z∕2⅜, wel-
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— 240 —eher aus demselben Zuwachse zZze, den man darin x erhiden lässt, resultirt; und so fortEbenso, da ∕Jιiγ der Zuwachs von zzj ist, welcher sich auf den dem x^ gegebenen Zuwachs dx^ bezieht, so ist der Zuwachs von duγ, wenn man darin zci um z∕¾ wacisen lässt; und ebenso für die folgenden Differenzen. Man äeht also, dass die successiven Differenzen von Uγ dieselben Einc- tionen von zpj sind wie diejenigen von u es von x sind; und ebenso ist es für die Differenzen von ?Z2 ? u^.·! etc.Hieraus geht hervor, dass man alle Differenzen von erhalten würde, indem man in x^ verwandelte in den cor-respondirenden Differenzen von zz^—i; und da man gesehen hat, dass diese Verwandlung geschieht, indem man x dx dem X sübstituirt, wenn man ausgedrückt betrachtei alsFunction von x, so folgt, dass die Differenzen irgend dner und derselben Ordnung der Grössen sich jede aus der vorhergehenden herleiten, indem man darin 
X in X /ix verwandelt. Man bemerkt noch dass man. umd. h. den Zuwachs von z7”“^zzp, wenn man zΓp in Xp-∖-∕Jxp verwandelt, zu erhalten, nur den Zuwachs zu nehmen braucht, welchen z/”“^zzp als Function von x betrachtet annimmt, wenn man x in x /ix verwandelt.Diese Eigenschaften gehören den successiven Differenzen von X an, wie denjenigen der beliebigen Function u.209. Es ist leicht die Differenz /l'^u auszudrücken vermöge der m 1 Werthe zz, zz^, . , Um-In der That, man hat zuerstUm z∕2zz zu erhalten, muss man, in dem Ausdruck von /lu, 
X in X -j— /ix verwandeln und den resultirenden Zuwachs nehmen. Da diese Substitution zzχ und zz respective in u.^ und zzj verwandelt, so findet manEbenso ist /i^u der Zuwachs des Ausdrucks von /l'^u, wenn man x in x -j- /Ix verwandelt, und man hatMan sieht bis hierher, dass die Indices von zz um eine Einheit abnehmen von der Ordnung der Differenz an bis zu Null; 
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— 241 —dass die Coefficienten abwechselnd positiv oder negativ, und gleich sind denjenigen der Potenz derselben Ordnung eines Binoms. Und die Art des Uebergangs von einer Differenz zur folgenden beweist, dass dieses Gesetz allgemein ist.In der That, wenn man hat 
so ist die folgende Differenz

Das Gesetz der Indices von u ist also das nämliche für diese Differenz, und die Coefficienten bilden sich aus denjenigen der vorhergehenden, indem man den Absolutwerth eines jeden von ihnen zu dem ihm vorhergehenden addirt: wenn also für eine Differenz diese Coefficienten diejenigen der Potenz derselben Ordnung eines Binoms wie α — ß sind, so sind sie demselben Gesetz für die folgende Differenz unterworfen. Also ist dieses Gesetz allgemein, da es für die zweite Differenz als richtig erkannt ist.Man hat also, was auch m sei.(1) das letzte Glied ist positiv wenn w gerade, und negativ im anderen Falle.210. Umgekehrt kann man ausdrücken durch u und die m Differenzen . . ., z∕∞m. In der That, manhat und da allgemein so sieht man, dass Λvenn man hat 
man haben wird
Wenn also die Coefficienten der Glieder von zz„_i diejenigen der Entwicklung von (a -J- sind, so werden die Cocf-

Duliamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II. Iß 
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— 242 —ficienten der Glieder von diejenigen von (a -f- ß')” sein; was die Indices der Differenzen betrifft, so w'achsen sie ebenfalls von 0 bis zu n. Nun finden diese Gesetze statt für U2', also sind sie allgemein, und man hat (2) Die Analogie zwischen den zweiten Gliedern der Gleichungen (1) und (2) und der Entwicklung der witen Potenz eines Binoms erlaubt uns, sie zu ersetzen durch die sehr einfachen symbolischen Gleichungen 
welche man so verstehen muss, dass die Potenzexponenten von 
u Und z/m durch Indices ersetzt werden.211. Differenzirung der Functionen. — Die erste Differenz einer Function u = l∖x) ist F (x /ix) — F {x). Untersuchen wir, was aus dieser Differenz und denen der folgenden Ordnungen wird, wenn man für F(x) die einfachen Functionen .r™, hxjx, sinax, cosax nimmt und /ix constant voraussetzt.Es sei zuerst u — Azr’"; ist m positiv und ganz, so hat man

Die erste Differenz eines Monoms ist also von einem um eine Einheit niedrigeren Grade; und ebenso verhält es sich für irgend ein Polynom, weil die Differenz einer Summe die Summe der Differenzen ist.Hieraus folgt, dass die mte Differenz eines ganzen Polynoms von »Ziten Grade unabhängig ist von x. Es sei z. B.
um sic zu finden, braucht man nur in jeder successiven Differenz das Glied vom höchsten Grade zu betrachten: denn die durch die anderen gelieferten Glieder werden spätestens bei der letzten Differenzirung verschwinden; sie ändern also das Resultat durchaus nicht. Man braucht daher nur die mte Differenz von Ax”* zu berechnen.Seine erste Differenz hat zum ersten Gliede

Amx”*~^/Jx,
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— 243 —und wir vernachlässigen alle folgenden, deren Grad niedriger ist. Die Differenz dieses ersten Gliedes, in welchem wir z/zr constant voraussetzen, hat zum ersten Gliede
und wir vernachlässigen wieder die folgenden. So fortfahrend gelangt man offenbar zu
Da die mte Differenz constant ist, was auch zr sei, so sind die Differenzen höherer Ordnungen Null.212. Wenn man das Product von n, um z/z» differenten Factoren 
betrachtet, so findet man sogleich

Alle folgenden Differenzen sind Null. Wenn man hätte
so würde man finden

und so unbegrenzt fort.213. Die allgemeine Formel (1) wird in dem Falle von

Wenn m = n, so ist das zweite Glied der Gleichung gleich1C*
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— 244 —1.2.3 . . . ndx^, was auch x sei. Wenn man in diesem Falle 
X = 0 macht, so erhält man, was auch die ganze Zahl n sei,
Wenn so ist zZ’"zz Null, und man erhält x = 0 machend

Diese beiden bemerkenswerthen Formeln sind in der Zah-. lentheorie von Nutzen.214. Es sei jetzt so hat man

215. Es sei so hat man
216. Es sei

Wenn u — cos (a x so hat man
Vermöge dieser beiden Formeln erhält man
und allgemein
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— 24δ —

die oberen Zeichen sind zu nehmen wenn n gerade, und die unteren Zeichen wenn n ungerade.Für cosax gelten ähnliche Formeln.217. Die mte Differenz z∕"*zz lässt sich allgemein ausdrücken vermöge der Ableitungen von u, und man kann sie durch eine sehr einfache symbolische Formel darstellen.Man hat zuerst
Wenn man w in z/zz verwandelt, so hat man und es ihtleicht zu sehen, dass kein Glied eine Ableitung von niedrigerer Ordnung als der zweiten enthält. Indem man so fortfährt, sieht man ein, dass zZ'"m von folgender Form sein wird: 
wo die CoefficientenÄ, . . . unabhängig sind von der Form der Function u.Um sie zu bestimmen, setzen wir u = e^, so wird die Gleichung, indem man den Factor weglässt, 
und da A x unbestimmt ist, so müssen die Coefficienten derselben Potenzen beiderseits gleich sein; man kennt also A, Αχ, . . ..Der Werth von z∕"*w lässt sich durch eine symbolische Formel darstellen, indem man bemerkt, dass das zweite Glied der letzten Gleichung sich in den Werth von verwandeln· · ·würde, wenn man dem dx substituirte und wenn in denPotenzen von der Exponent des Zählers in einen Differentiationsindex verwandelt würde. Man hat also in diesem Sinne
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— 246 —218. Kann man die Differenz zweier Functionen finden, so ist es leicht diejenige ihres Products zu finden, oder ihres Quotienten, vermöge der Formeln
Wenn man Producte von mehr als zwei Factoren betrachtete, so würde die Formel sich schnell compliciren. In dem Falle wo sie gleich wären, würde man unmittelbar finden
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Rechnung mit endlichen Summen.

219. Die Aufgabe die man sich in dieser Rechnung vorlegt ist, von der Differenz einer Function zurückzugehen zu dieser Function selbst; oder allgemeiner, eine Function zu bestimmen, wenn inan eine Relation zwischen ihr, ihren Differenzen irgend einer Ordnung und der unabhängigen Variable kennt.Da die Differenz einer von der Variable unabhängigen Grösse Null ist, so folgt, dass wenn man eine Function zu einer gegebenen Differenz gefunden hat, man zu ihr eine willkürliche Constante addiren kann, und so eine allgemeinere Lösung der Aufgabe haben wird. Aber dies würde nicht die allgemeine sein wie in der Infinitesimalrechnung; sondern um sie zu erhalten, muss man zu der gefundenen Function die allgemeinste Function addiren, welche zur Differenz Null hat.Wenn man aber dem x einen Zuwachs dx giebt, so wird jede periodische Function von x. welche dx zur Periode hat, den Zuwachs Null annehmen, von einem beliebigen Werthe von X an; und umgekehrt kann es nur eine solche Function sein, welche dies thut für jeden Werth von x. Man sieht also, dass wenn man den Ausdruck der Differenz einer Function von x giebt, welcher sich auf die Differenz d x dieser Variable bezieht, es genügt eine besondere Function zu kennen, welche der Aufgabe Genüge leistet; und dass man die allgemeinste Auflösung erhalten wird, indem man zu ihr eine 
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— 248 —willkürliche periodische Function addirt, welche zur Peiiode die gegebene Differenz /Ix hat.Wir wissen dass jede periodische Function durch eine convergente Reihe dargestellt werden kann, deren Glied vom Range n -|- 1 die Form hat 
wo I die Grösse der Periode ist. Man sieht also, dass in dem umgekehrten Problem der Differenzen die willkürliche Constante ersetzt wird durch eine Reihe, deren erstes Glied constant, und deren Glied vom Range w 1 ist
Diese Reihe werden wir zur Abkürzung niit dem Namen der willkürlichen Constante bezeichnen.Wir werden durch Σ u die allgemeine Function bezdch- nen, deren erste Differenz u ist; durch Σ’^η diejenige, deren zweite Differenz u ist, und so fort.220. Betrachtet man irgend einen Werth x^ der Varixble und einen anderen solchen Werth x dass Xn = x ndx, wo n irgend eine ganze Zahl, so ist es leicht den Zuwichs auszudrücken, welchen die Function F(zr), deren Differetz u ist, annimmt, wenn die Variable von x zu x^ übergeht; dena er ist die Summe der den Werthen x, x-∖-∕ix,...,x -|-(n—Y/ix entsprechenden Zuwachse, und sein Werth ist folglich man hat also
Die Function F(x), deren Differenz u ist, kann betrachtet werden als eine willkürliche Constante einschliessend, oder vielmehr selbst als eine willkürliche Constante, wenn man den Werth von x particularisirt.Bezeichnet man sie durch C, und repräsentirt man durch 
∑un die allgemeinste Function, welche zur Differenz hat, so hat man die Formel: (1) 221. Man muss bemerken, dass die in C eingehende periodische Function wie eine von x unabhängige Grösse zu be-
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— 249 _handeln ist bei den Integrationen. In der That, nehmen wir an, inan suche die allgemeinste Function deren Differenz die Function φ sei, deren Periode z/ a; ist. Wenn man irgend einen Werth von x und alle diejenigen betrachtet, welche sich von ihm um irgend ein Vielfaches von z/zr unterscheiden·, so sind die correspondirenden Werthe der gesuchten Function dieselben, wie wenn φ ersetzt wäre durch eine Constante gleich seinem auf den ersten Werth von x sich beziehenden Werthe. Also wird man, indem man φ wie eine von x unabhängige Grosse behandelt, die Function erhalten, deren Differenz φ ist.Man kann dies übrigens leicht verificiren. In der That, die Function, deren Differenz eine von x unabhängige Grösse fl , ist — -1- C, viQC eine willkürliche Constante in dem schon 
dx 'bestimmten Sinne bezeichnet.Aber die Differenz von ist φ; also ist C diezlx X 'allgemeinste Function, welche zur Differenz φ hat; und da sie sich von der vorstehenden nur durch die Verwandlung von a in φ unterscheiclet, so folgt daraus dass diese periodischen Functionen bei den Integrationen wie die eigentlichen Constanten behandelt werden müssen.

Integration der Functionen.222. Wir fangen damit an, darauf hinzuweisen dass jeder constante Factor nach Belieben unter das Zeichen Σ oder vor dasselbe gebracht werden kann; und dass das Integral Σ einer Summe die Summe der Integrale der Theile ist, woraus sie besteht.Suchen wir zuerst das Integral von x'^ , d. h. die Function welche um x^ wächst, wenn man in ihr dem x den Zuwachs zZzc giebt, und welche wir durch Σx^ bezeichnen; hierzu bemerken wir dass man hat 
nehmen wir jetzt das Integral von jedem Gliede, und betrach- 
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— 250 —ten wir die willkürliche Constante als eingeschlossen in den angezeigten Summen; wir erhalten
O O '

daher
(2)
Wenn man dem m successive die Werthe 0, 1, 2, etc. giebt, so erhält man, durch C eine willkürliche Constante bezeichnend.

(3)

Kennt man , so kann man 2J2.r*" bestimmen, indem man nach den vorstehenden Formeln das Integral eines jeden der Theile von ∑x'”· sucht, und nachher eine willkürliche Constante addirt. Man findet ebenso , ∑^x'^ , etc., und bei jederIntegration geht eine neue willkürliche Constante ein.223. Wir haben im Vorhergehenden die Formel erhalten 
daher
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Wir haben ferner gefunden 
also

221. Bestimmen wir jetzt ∑a^. Wir sahen dass man hat 
man hat also, indem man die beiden Glieder integrirt und nachher durch — 1 dividirt, 
und folglich
27”“^ C bestimmt sich vermöge der Gleichungen (3), indem man ⅛uccessive 27^(7, 27^(7, etc. sucht.^25. Wir fanden

Indem man die beiden Glieder integrirt und x -j—durch x ersetzt, erhält man
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226. Entwicklung des Integrals Σ in Reihen. — Wir haben im Vorhergehenden die Formel gefunden
Wenn man voraussetzt, dass der Werth u mit zc = 0, und dass Un mit zr = nz/zc correspondirt und durch Uj; bezeichnet wird, so hat man

Es sei 
so hat man 
welche Formel das Integral von v vermöge der Werthe von v und seinen Differenzen, welche sich auf zr = 0 beziehen, und der willkürlichen Constante C giebt, welche der Werth ist, den 
Σ V für X = 0 haben soll.λVenn die Differenzen Null werden von einer gewissen Ordnung an, so besteht die Reihe aus einer endlichen Zahl von Gliedern.Wenn man das zweite integral einer Function verlangte, so würde man die zweite Differenz des Integrals kennen. Man 
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— 253 —würde somit in der Entwicklung .von Uχ kennen etc., und man könnte u und z/m willkürlich nehmen.Indem man setzt 
würde man haben 
wo C und O zwei willkürliche Constanten. Auf diese Weise würde man eine Summe von irgend einer Ordnung vermöge der gegebenen Function v und ihrer Differenzen, worin man 
X — 0 macht, bestimmen. Es ist leicht zu,sehen, dass man von jedem anderen besonderen Werthe von x ausgehen könnte.227. Man kann auch das Integral ∑u ausdrücken vermöge des Integrals J'udx und der Functionen u, ’ θ*'θ'In der That, das Theorem von Taylor giebt 
woraus
Wenn man alle Summen gleich Null nimmt für x = Xq, und durch zzo den mit Xq correspondirenden Werth von u bezeichnet, so hat man 
woraus man zieht

XErsetzt man u successive durch J'udx und durch etc., so erhält man
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wo die Glieder ausserhalb der Zeichen Σ zwischen denselben Grenzen zrθ, x zu nehmen sind.Indem man in den Werth von ∑u diejenigen von ,, θtc. einsetzt, erhält man eine Gleichunθ∙ von derForm
Die Coefficienten √1, 7?, etc. bestimmt man, indem man u = und ⅜ —. — oo setzt, was die Identität giebt

Die Entwicklung des ersten Gliedes liefert unmittelbar die Coefficienten Λ, B, C, . . . . Es ist aber leicht zu sehen, dass alle diejenigen, welche die geraden Potenzen von d x multipli- ciren. Null sind. Hierzu bringen wir den Summanden — in das erste Glied; es genügt dann zu zeigen, dass der resulti- rende Ausdruck die Eigenschaft besitzt sein Zeichen ohne seinen Werth zu ändern, wenn man darin dx in —dx verwandelt; oder mit anderen Worten, dass man identisch hat 
was sich unmittelbar verificirt.

www.rcin.org.pl



— 255 —Man hat also
Nachher wird man finden 
und folglich
(1)

Die numerischen Coefficienten, welcheetc. multipliciren, werden die ßernoulli’schenZahlen genannt. Ihre Werthe sind
Die Formel für B^p — x ist ziemlich complicirt.Von diesen Zahlen Gebrauch machend, wird die Formel (1)
(2)

' Summation der Reihen.228. Wenn man die Folge von Werthen betrachtet, welche eine Function u von x annimmt, wenn x um gleiche Incremente wächst, von einem gewissen Werthe an bis zu einem anderen, so hat man eine Reihe, deren Differenz die Function u sein
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, -- 256 —wird, in welcher man dem x seinen letzten Werth vermehrt um /ix gieht.In der That, setzen wir
X n X, und *S zz — ή — zzj —|· · · — wo das erste Glied ΐζ mit x = 0 correspondirt.Wenn man zr um /1 x vermehrt, so wächst n um 1, und die Reihe wächst um zz^-^i ;■ sie ist also enthalten in dein allgemeinen Ausdruck von 2?zz„_)_i, und man hat*Szz„ = 27zz„^x -j- c, oder Su^ ∑Un -j- zz„ -|- c, wo die willkürliche Constante zu bestimmen ist durch die Bedingung, dass die beiden Glieder gleich seien für einen gewissen Werth von n.AVenn man die Zuwachse der Variable gleich der Einheit voraussetzt, was man immer durch eine Vertauschung der Variable bewirken kann, so hat man

Su^ = ∑u^ -p c = c.Wenden wir diese Formel an zur Auffindung der Summe einiger Reihen.229. Setzen wir zunächst Uχ — x”* voraus, d. h. suchen wir die Summe der wten Potenzen der ganzen Zahlen von 0 bis zu X', man findet, indem man Gebrauch macht von der Formel, welche wir für Σx^ gegeben haben, und berücksichtigt dass die Constante gleich Null zu setzen ist.

230. Wir fanden im Vorhergehenden
Also, indem man n in n -j- 1 verwandelt,
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257Σ ÷ z/ zr) (zr -}“ 2 ∠∕ zc) . . . (zr ∙^)=='(n +∖yjι · + ^∙≈) · · · (^ + + ≈∙Betrachtet man ferner die früher gefundene Formel1 __ — (w — 1) z/zrzr(zr-}-z∕zc)...[zr-∣-(w—2)z∕zr] zr(zr-∣~^∙≈*^)∙∙∙['^~l~(^—l)z∕zr] ’so hat man integrirend
V__________ 1__________ZT (zr 4^ · · · E·^ 4“ (V- — 1)= _ _J_.___________________1____________________ .(n — 1) z/zr zc (zc z/ zr) ... [zr -}- (’i — 2) z/zr] 'Hiernach ist es leicht die Reihen zu summiren, deren allgemeine Glieder die eben integrirten Ausdrücke sind, und man erhält die folgenden Formeln>S(zr —|—1) (zi7—f~ 2).. .(λj-n) = Σ*(zc-∣-2)(zc-j-3)...(zr-j-^~E"O4^<^= ÷ C® ÷ · · · (-^ ÷ ÷c_____________ 1_____________ ____ V _______________ Ϊ_________________ L c(.τ-j-l)(Λτ-j-2)∙.∙(zr4-w) (zr-j-2)(zr-∣-3)...(zr-]-^-l-l) '__ 1 1 1 ~1.2...(n-2)(w—1)2 w—I’(zr4-2)(zr4-3)...(zr4-?i)’indem man voraussetzt dass das erste Glied von einer jeden dieser Reihen mit zr = 0 correspondirt.231. Gehen wir über zu den transcendenten Functionen, suchen wir zunächst Sa^.Wir fandenund

= —;--------1und man hatalso Sa=^ = 4- c;

Wenn das erste hat man
ar-Uz∕χSa» = 4----------- Hc.Glied der Reihe mit z» = 0 correspondirt, so

11 = —;---------- c, woraus c = — --------
Duhamel, Diff. und Int.-Rcrħιιιιng. ΙΓ. 17 I
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— 258 —232. Bestimmen wir noch Man hat

Wenn die Reihen mit .r = 0 anfangen sollen, so findet man für die erste 
und für die zweite 
und folglich
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— 259 —
Formeln zum Interpoliren.233. Wenn man eine gewisse Anzahl Werthe einer Function kennt, welche gegebenen Werthen der Variable x entsprechen, und wenn man diejenigen bestimmen will, welche sich auf zwischenliegende Werthe von x beziehen, so heisst die dahin führende Operation Interpoliren. Man will im Allgemeinen nicht genaue Werthe haben, sondern so einfach als möglich Werthe erhalten, welche einen hinreichenden Grad von Annäherung besitzen.In Nr. 226 fanden wir die Formel

(1) 
u bezeichnet den Werth der Function für x = 0, und die Werthe von x wachsen durch constante jnit z/ x gleiche Intervalle. Diese Reihe schliesst mit z∕"zz, wenn die Differenz der 7iten Ordnung constant ist.Wenn man nun die Werthe w, . ·, Un und folglich u, du, d^u, . . ., d^u giebt, so kann man die Aufgabe stellen die Function Uχ nach der Bedingung zu finden, dass sie die besonderen Werthe u, Uχ, . . ., zz∏ reproduciren soll, wenn man dem x die Werthe 0, z/zr, . . . ., ndx beilegt, und dass überdies ihre rite Differenz constant sein soll, wodurch sich die Formel vereinfacht.Die mit d∙^u abgebrochene Formel (I) giebt nun für wj eine Function vom Grade n in x, welche den verlangten Bedingungen genügt. Und wenn man sie als genau betrachtet, so liefert sie die Werthe von Uχ, welche einem willkürlichen Werthe von x entsprechen. Aber es ist rathsam sie nur für Werthe zwischen 0 und ndx anzuwenden, wenigstens wenn man nicht weiss, dass die Differenzen der höheren Ordnungen als n ohne merklichen Fehler vernachlässigt werden können.Wenn der erste AVerth der Function mit x ·= .rθ und 17* 
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— 260 —nicht mit x == 0 correspondirtCi so ιniiss⅛e man in der Formel (1) X durch X — Xq ersetzen.234. Wenn man u, du, u kennt, und wenn
d'^∙ u constant ist, so bildet man jeden der verschiedenen Werthe von z∕"~¼, indem man d^ u zu dem vorhergehenden aJdirt. Ebenso erhält man jeden der AVerthe von d^~"^u, indem man zu dem vorhergehenden seine Differenz aiddirt, und so weiter bis zu den verschiedenen AVerthen von u, von dem ersten an bis ins Unendliche.Dieses A^erfahren wird angewandt zur Construction der Tafeln, sei es nach einer gewissen Anzahl von bekannten Gliedern, zwischen welche man andere einschalten will, sei es nach einer genauen aber zur Anwendung unbequemen Gleichuno·.235. AVie nahe auch die consecutiven Glieder einer Tafel liegen mögen, oft hat man nöthig zwischenliegende zu betrachten, und man kann in den meisten Fällen die zweiten Differenzen gleich Null nehmen. In diesem Falle, wo man den AA"erth von x zwischen x^ und ⅜ -|- dx voraussetzt, giebt die Formel (1), indem man darin x mit x — ⅜ vertauscht,
AA"enn Uχ gegeben und x die Unbekannte wäre, so würde man hieraus ziehen
Kann man nur die dritten Differenzen vernachlässigen, so nimmt man ein Glied mehr in der Formel (1). In diesem Falle würde die Formel nicht ebenso leicht x zu Uχ geben, weil die Gleichung in x vom zweiten Grade ist; die Schwierigkeit würde noch viel grösser werden, wenn man eine grössere Anzahl von Gliedern nähme. Man wendet dann ein sehr bekanntes Approximationsverfahren an: man vernachlässigt zuerst die Glieder welche x — ⅜ in höheren Potenzen als der ersten enthalten, was, wie in dem ersten Falle,

X — ⅜ = i---- d X giebt; darauf substituirt man diesenduangenäherten Werth in dem Coefficienten der ersten Potenz von X — X(^, welche man als Factor aller vernachlässigten Glieder herausgesetzt bat, und man erhält einen genaueren 
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— 261 —Werth von x — ⅜, den man in derselben Weise substituirt; und so weiter.Man könnte den Werth von x — ⅜ auch finden, indem man sich aller Glieder bediente, worin diese Grösse vorkommt, sie aber in jedem Gliede nur einmal als unbekannt betrachtete; dieses Verfahren würde man öfter wiederholen, und einen Grad der Genauigkeit von derselben Ordnung wie durch das andere Verfahren erhalten.236. Die Formel (1) setzt voraus, dass die Werthe von 
X durch gleiche Intervalle wachsen, was nicht immer der Fall ist. Wir wollen eine Formel angeben, welche den Werth der Function giebt, wenn man die Werthe ⅝, wj, ⅝, · · ·> kennt, welche sie annimmt, wenn x die willkürlichen Werthe hat 
λVir nehmen wieder eine ganze und rationale Function von x vom Grade n; sie enthält n 1 unbestimmte Coefficienten, und man kann sie folglich den n -j- 1 gegebenen Bedingungen unterwerfen.Es sei also 
man hat

Nach der Theorie der Gleichungen ersten Grades enthalten die AVerthe von a, ß, . . ., μ als Factoren ihrer verschiedenen Glieder «o, mi . · ., m„, so dass man Uχ unter die Form bringen kann
Für X = Xq reducirt sich Ug auf Wo5 dieser Bedingung wird genügt, wenn X dann gleich 1 wird und wenn ¾, ¾,..., Null werden, d. h. wenn sie theilbar sind durch x — x^. Ebenso würde es sich verhalten für jeden der anderen Werthe von zc; man wird also für X das Product einer Constante mit den Factoren x — Xq, x — zcj, . . ., x — Xn·, ausgenommen 
X — Xq, nehmen; für Aj das Product einer anderen Constante mit denselben Factoren, ausgenommen x — ΛΤχ; und so fort. Wenn man nun jeden der Werthe von x substituirt, so wird 
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— 262 —nur (las Glied übrig bleiben, worin der entsprechende Werth von Uχ vorkommt; und es erübrigt nur seinen Coefficienten der Einheit gleich zu machen. Es sei irgend einer der gegebenen Werthe von x, und Uj, der entsprechende Werth von Uχ.Da Xp die Factoren x — zto, . . x — x^^ ausgenommen .r — Xp enthält, so ist evident, dass wenn man Xp gleich diesem Product nimmt, getheilt durch den Werth, welchen dasselbe Product annimmt, wenn man darin x = Xp macht, Xp sich auf 1 reducirt für x = Xp.Die Grössen X, Xχ, . . ., X^ sind somit so bestimmt, dass der Gleichung vom Grade n in zc, welche den Werth von Uχ giebt, genügt wird durch die n -j- 1 Paare gegebener Werthe, und kein anderer Ausdruck von demselben Grade könnte denselben Werthen wq, . . ., gleich werden für die nämlichen λ∖ erthe von x, ohne mit diesem zusammenzufallen.Die gesuchte Formel ist also 
(2)

Approximation der Quadraturen, Cubaturen und Kcctificationen.237. Alle diese Aufgaben kommen, wie wir sahen, zurück auf eine oder mehrere Integrationen in Bezug auf eine λ a- riablc, zwischen bestimmten Grenzen. Es genügt also das
X Integral Jf (x) dx zu betrachten.Um seinen Werth zu bestimmen kann man die Formel (1) der Nr. 227 nehmen, welche giebt, indem man ∂ statt z/z» schreibt und u — f{x} voraussetzt.
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— 263 —Wenn man d klein genug vorauysetzt um ∂'≡ vernachlässigen zu können, so hat man einfach
Betrachtet man /(λ?) als die Ordinate einer Curve, so ist dieser letzte Ausdruck die Summe der Trapeze zwischen den successiven Ordinaten, den Sehnen der Curve und der Axe der X.238. Man kann auch die Interpolationsformel (1) der Nr. 233 anwenden, um die Ordinate der Curve darzustellen, und sie dann zwischen den gegebenen Grenzen integriren; was keine Schwierigkeit darbietet, weil dieser Ausdruck ganz und rational ist.Die Anwendung dieser Formel kommt darauf zurück, die Curve um welche es sich handelt zu ersetzen durch eine Parabel vom Grade n — 1, welche n gemeinschaftliche Punkte mit jener hat.Anstatt diese letztere Curve zu nehmen, betrachtet man bisweilen eine Folge von Parabeln zweiten Grades, von welchen jede durch drei der gegebenen Punkte geht, und man ersetzt die correspondirenden Theile der gesuchten Fläche durch die Flächen dieser verschiedenen Parabeln zwischen den jedesmaligen zwei extremen Ordinaten. Hierzu wird erfordert, dass das Intervall b — «in eine gerade ,Zahl von Theilen getheilt sei; und jede Parabel giebt die Fläche, welche zur Basis zwei dieser consecutiven Theile hat.Die Gleichung der Parabel zweiten Grades, welche durch die Punkte geht, deren Abscissen 0, Jx, 2Jx, und deren Ordinaten τ∕ι, 7/3 sind, ist 
ihre Fläche zwischen den Ordinaten y^, y^ ist 
oder
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— 264 —Ebenso findet man die Fläche zwischen y2 und y4, zwischen ^4 und y^, und endlich zwischen y2n—2 und y^n] und man muss die Summe der folgenden Ausdrücke bilden, in welchen y^, 
yif · ' y2n die Werthe von/(zr) bezeichnen, welche sich beziehen auf a, a -4- 21 x, . . . und b oder a -1- nJx'.

bDie gesuchte Fläche, oder das Integral J'f(χ')dx hat somitαzum genäherten Werth
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Krümmung der Flächen.

239. Da eine Fläche im Allgemeinen keinen Contact der zweiten Ordnung mit einer Kugel haben kann, so kann man die Krümmung der Flächen nicht auf die der Kugel beziehen, wie man die Krümmung der Linien auf die des Kreises bezogen hat. Um die Krümmung einer Fläche in einem ihrer Punkte kennen zu lernen, besteht eines von den Mitteln , die man anwendet, darin, dass man in dieser Fläche Schnitte macht durch Ebenen, welche durch den betrachteten Punkt gehen, und dass man die Krümmung der so erhaltenen Linien bestimmt. Die Schnitte, welche zu untersuchen am natürlichsten erscheint, sind diejenigen welche durch, normale Ebenen zu der Fläche gemacht werden: mit ihnen werden wir anfangen; nachher werden wir sehen, wie ihre Krümmung unmittelbar die der anderen bestimmt.Es sei z = F(x, y} die Gleichung der Fläche; wir setzen der Einfachheit wegen voraus, dass die Tangentialebene in dem Punkt, den man betrachtet, zur Ebene der x und y, und die · Normale zur Axe der z gewählt sei; die von den Axen unabhängigen Eigenschaften, welche wir so entdecken werden, haben denselben Grad von Allgemeinheit, wie wenn das Axensystem jedes andere gewesen wäre.Ein Kreis, der in einer durch die Axe der z gehenden Ebene liegt, und im Coordinatenanfang den durch diese Ebene in der Oberfläche gemachten Schnitt tangirt, hat zu Gleichungen
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— 266 —
woraus
Damit ein Contact der zweiten Ordnung mit dem Schnitte stattfinde, so muss -z— denselben Werth haben in der eben dund anderen Curve. Aber die letzte Gleichung zweimal difFe- rentiirt erlebt
Im Anfangspunkt hat man 
woraus hervorgeht

keine partielle Ableitung ist. Um den Werth davon zu erhalten, muss man y durch mx in der Gleichung der Oberfläche ersetzen, dann zweimal in Bezug auf x differen- tiiren und x, y, z Null setzen: man findet so zum Werthe der totalen Ableitung 
wo r, s, t respective die partiellen Ableitungen bezeichnen
Der Krümmungsradius des Normalschnittes hat also zum Ausdruck ■ (1)Er bleibt immer endlich und von demselben Zeichen, wenn man hat s≡ — τt ≤ 0: die Krümmung ist dann immer in demselben Sinne. Er wird unendlich und ändert sein Zeichen, wenn s≡ — r t >> 0; die Krümmung ändert dann ihren Sinn. Wenn 5≡ — rt = 0, so wird er unendlich ohne sein Zeichen zu ändern.
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♦— 267 —240. Wenn man das Maximum und Minimum dieses Ausdrucks in Bezug auf die Variable m sucht, so wird man den grössten und kleinsten Krümmungsradius der Normalschnitte kennen. Die Gleichung, welche diese besonderen Werthe bestimmt, ist (2) Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind reell und von entgegengesetzten Zeichen; in der zweiten Ableitung von R substituirt, geben sie Resultate von verschiedenen Zeichen, und entsprechen folglich, die eine einem algebraischen Maximum, die andere einem algebraischen Minimum.Da das Product dieser beiden Wurzeln — 1 ist, so sind die Ebenen, welche die Schnitte der kleinsten und grössten Krümmung enthalten, die wir Hauptschnitte nennen werden, senkrecht zu einander.241. Wenn man diese beiden Ebenen zu Ebenen der x, 
z und der y, z nimmt, so vereinfacht sich der allgemeine Ausdruck von 72. Denn, da die beiden Wurzeln der Gleichung (2) dann 0 und co sein müssen, so muss man ⅛' = 0 haben, und folglich

In dem gegenwärtigen Falle würden zwei Werthe von 72 genügen zur Bestimmung von r und t ; somit bestimmen, wenn man die Richtung der Hauptschnitte kennt, die Krümmungen zweier beliebigen Normalschnitte von bekannter Lage alle anderen.Bezeichnet man durch p, ρ' den grössten und kleinsten Radius, so hat man
Man kann daher 72 ausdrücken als Function von ρ, ρ*, w, und man erhält so 
oder m = tang a setzend.
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— 268 —Wenn man durch v die Krümmung irgend eines Schnittes, und durch v*, diejenigen der Hauptschnitte bezeichnet, so sind sie respective gleich mit -⅛-, —, —, wie wir in der√t ρ ρ' DiiFerentialrechung sahen, und die vorstehende Gleichung wird (3) · V = cos «2 -J- √' sin ,woraus man sieht, dass die beiden Hauptkrümmungen diejenigen aller Normalschnitte bestimmen.Aus dieser Gleichung ergeben sich mehrere wichtige Folgerungen:1. Wenn man durch die Normale zwei Ebenen legt, welche gegen die Ebene eines Ilauptschnittes gleich geneigt sind, so ist die Krümmung der beiden Schnitte dieselbe.2. Wenn man zwei Ebenen führt, welche gleich geneigt sind gegen die respectiven Ebenen der zwei Hauptschnitte, auf welcher Seite es auch sei, so ist die Summe der Krümmungen dieser Schnitte constant und gleich der Summe der Krümmungen der Hauptschnitte.Denn, indem man sie durch υ und Vi bezeichnet, hat man 
also

Wenn die beiden Winkel a in demselben Sinne genommen werden, so sind die Ebenen rechtwinklig: woraus man sieht, dass die Summe der Krümmungen zweier zu einander rechtwinkligen Normalschnitte constant ist.3. Wenn man a = ~ macht, so hat man v = —⅛— · 4 2Also ist die Krümmung eines jeden der beiden Schnitte, deren Ebenen die Winkel der Hauptschnittsebenen hälften, gleich dem Mittel zwischen den beiden Hauptkrümmungen; und die Kugel, welche durch die osculirenden Kreise dieser Schnitte geht, giebt für die Krümmungen zweier rechtwinkligen Normalschnitte dieselbe Summe wie die Oberfläche. Man sieht noch dass zwei Ebenen, welche gleich geneigt sind gegen eine dieser Mittelebenen, Schnitte geben, deren Summe der Krümmungen V* v^^ ist, weil diese Ebenen gleiche Winkel machen mit den Hauptschnittsebenen.
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— 269 —242. Anzeigende Curve. — Wenn ma⅝ vori irgend einem Punkte einer Oberfläche an, auf der Normale eine unendlich kleine Länge nimmt, und durch ihren Endpunkt eine zur Normale senkrechte Ebene führt, so schneidet sie die Oberfläche in einer unendlich kleinen Curve, welche Dupin zuerst betrachtet und anzeigende Curve (Indicatrix) genannt hat. Alle die Eigenschaften, welche wir zuvor bewiesen haben, ergeben sich aus ihr sehr einfach, sowie viele andere, wegen deren wir auf die Werke desselben verweisen. Man sieht zunächst leicht, dass diese Curve vom zweiten Grade ist, wenn man die in Bezug auf ihre Dimensionen unendlich kleinen Grössen vernachlässigt; was bedeutet, dass wenn diese Curve gegen einen Punkt convergirt, indem ihre Ebene sich der Tangentialebene nähert, eine ihr ähnliche endliche Curve zur Grenze einen Kegelschnitt haben würde.In der That, wenn man die Normale zur Axe der z nimmt, so ist die Gleichung der Oberfläche, bezogen auf rechtwinklige A^en, allgemein 
und bekanntlich kann man in der Ebene der zr, y zwei solche besondere rechtwinklige Axen wählen, dass das Rechteck xy in dem zweiten Gliede fehlt. Indem man sie wählt, wird die Gleichung der Oberfläche von der Form sein
Man weiss noch dass wenn die Coefficienten r, t ungleich sind, es nur ein einziges System rechtwinkliger Axen giebt, welches die Eigenschaft besitzt das Rechteck xy verschwinden zu machen; und dass wenn sie gleich sind, es unendlich viele derselben giebt.Wenn man jetzt z = a, wo a unendlich klein, macht, und wenn man sich auf die Glieder vom zweiten Grade in x und 
y beschränkt, so hat man zur Gleichung des Schnittes, welcher die anzeigende Curve ist.(1) welche Gleichung eine Ellipse oder eine Hyperbel darstellt, deren Mittelpunkt auf der Normale liegt.
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— 270 —Es sei der Punkt der Oberfläche, AN die Normale, 
AO = a. und 13 C der Durchschnitt der Ebene der Indicatrix mit irgend einer Normalebenc. Der Krümraungsinit.elpunkt dieses Normal Schnittes ist die Grenze des Durchschritts von 
A N mit der in der Mitte der Sehne AC errichteten Senkrechte ; und wenn man den Krümmungsradius Ιί nennt, sohat man R = ≈7r-7, oder mit2 λ den Durchmesser BC der Indicatrix, welche wir elliptisch Λ2voraussetzen, bezeichnend, R = Δ CiMan schliesst hieraus dass die Schnitte, deren Ebenen durch die Axen der Indicatrix gehen, die grösste und die kleinste Krümmung haben. Alle anderen Folgerungen ergeben sich leicht, und man erhält denselben Ausdruck von R als Function von r und t für irgend eine Ebene y = tnx wie zuvor: denn man hat

Wenn die indicatrix eine Hyperbel wäre, so würde der Krümmungsradius unendlich werden, wenn die Ebene des Schnittes durch eine ihrer Asymptoten ginge, und würde nachher einen negativen Ausdruck haben, wenn man nicht das Zeichen von α änderte. Man muss also, um ihn positiv zu haben, die Ebene der Indicatrix auf der anderen Seite der Tangentialebene führen ; welches zeigt dass die Krümmung der Schnitte ihren Sinn geändert hat. Die beiden anzeigenden Curven, welche man so erhält, sind zwei conjugirte Hyperbeln, und ihre reellen Axen entsprechen den Schnitten der grössten Krümmung unter allen denjenigen, welche auf derselben Seite der Tangentialebene liegen.Behält man das Zeichen des Ausdrucks der Krümmung
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— 271 —bei» so wird man, wie wir dies allgemein sagten, ein Maximum und ein Minimum als Hauptkrümmungen haben.Die Indicatrix kann noch von der Gattung der Parabel sein, welche den Fall zweier parallelen Geraden einbegreift: dieser letztere Fall ereignet sich, wenn man hatr = 0 oder t = 0.Dies bedeutet nicht dass der Schnitt der Oberfläche mit der zur Tangentialebene parallelen Ebene keine Parabel ist; denn eine Parabel mit unendlich kleinem Parameter in endlicher Entfernung von ihrem Scheitel betrachtet, fällt nahezu mit zwei parallelen Geraden zusammen. Also, selbst wenn der Schnitt eine Parabel wäre, so würde die Indicatrix sich als zwei gerade Linien darbieten, ausgenommen in dem Falle wo der Scheitel dieser Parabel in einer unendlich kleinen Entfernung liegen würde von dem Punkt, den man auf der Oberfläche betrachtet: dieser Fall kann nur ausnahmsweise sein, weil er nicht stattfindet unter der gewöhnlichsten Voraussetzung, wo die Gleichung der Fläche entwickelt werden kann, wie wir annahmen.Wenn die Indicatrix von der Gattung der Parabel ist, so giebt es nur eine Richtung, für welche die Krümmung Null, oder der Radius unendlich wird; nämlich diejenige der Axe der Parabel.Diese Richtung ist die der kleinsten Krümmung; die grösste Krümmung ist in der darauf senkrechten Richtung.243. Die Krümmung der schiefen Schnitte führt sich auf 
Fig. 8. diejenige der Normalschnjtte zurück. In der That, es sei HK der Durchschnitt der Ebene der Indicatrix mit einer Ebene, welche geht durch die Tangente in A an dem Normalschnitte BAC, und einen Winkel ε mit der Ebene dieses Schnittes macht. Da die Sehne HK parallel ist zu der in A geführten gemeinschaftlichen Tangente, so theilt die aus A auf KH gefällte Senkrechte 

AP diese Linie in zwei Theile, die man als gleich betrachtet, weil sie
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— 272 —sich nur um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung unterscheiden; OP ist senkrecht zu HK, und von der zweiten 
OPOrdnung wie AO, weil = tangε. Man kann daher die Längen B C, HK als gleich betrachten; und der Krümmungsradius des Schnittes HAK, welcher zum Werthe hat 

p 0 (fist gleich mit j ei’ ist also gleich demjenigen desNormalschnittes (7 multiplicirt mit ^p~^ θ^θι· cosε. Woraus man den von Meunier herrührenden wichtigen Satz folgert, dass der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes erhalten wird, indem man auf die Ebene dieses Schnittes projicirt den Krümmungsradius des Normalschnittes, welcher dieselbe Tangente hat.244. Die besondere Lage, welche wir den Axen gaben, hat den Beweis der vorhergehenden Eigenschaften erleichtert; aber es ist nothwendig die Aufgabe für eine beliebige Lage der Axen zu behandeln, weil man die Hauptschnitte in irgend einem Punkte einer auf irgend welche rechtwinklige Axen bezogenen Oberfläche kann zu bestimmen haben.Es seien , y', die Coordinaten irgend eines Punktes einer gegebenen Fläche, und a, ß, γ die Winkel, welche eine Tangente an der Oberfläche in diesem Punkte mit den Axen bildet, so hat man cosγ=pcosa -∖-qcosβ, weil die Gleichung der Tangentialebene ist z — z* = p (x — und weil die Differenzen zr — y — y' proportionalsind den Cosinus der Winkel, welche eine in dieser Ebene liegende Gerade mit den Axen macht. Substituirt man cos γ seinen Werth ¼1 — cos «2 — cosß^, so erhält man(1) σ + p≡) cos -j- 2pqcosacosβ (1 q^^^ cosß^ = 1.Dies ist die Bedingung dafür, dass die Winkel a, ß irgend einer Tangente angehören.> Wenn man durch den Punkt (zr', y^, z^) und durch einenanderen unendlich nahen Punkt, welcher auf einer Curve liegt, die zu dieser Tangente gehört, zwei zu dieser Curve normale Ebenen führt, so schneiden sie sich nach der Axe des 
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— 273 —osculirenilen Kreises dieser Curve, und die Gleichungen dieser Gerade sind
Diese Linie, da sie in einer Normalebene der Oberfläche liegt, trifft die Normale, deren Gleichungen sind
Die Coordinaten x, y, z des Durchscbnittspunktes werden gegeben durch die Gleichungen 
indem man setzt
Man kann den Werth von D transformiren, indem man die Gleichung 
differentiirt, welches giebt 
und folglich

Man sieht hieraus, dass 1) dasselbe bleibt, wenn a und ß sich nicht ändern; folglich treffen die Axen der osculirenden Kreise aller schiefen Schnitte, deren Ebenen durch dieselbe Tangente gehen, die Normale in einem und demselben Punkt.Hieraus geht hervor, dass alle diese Schnitte ihre Krümmungsmittelpunkte auf einer Kreisperipherie haben, deren Ebene senkrecht ist zu ihrer gemeinschaftlichen Tangente, und deren Durchmesser die Linie ist, welche den Berührungspunkt verbindet mit dem festen Punkt, den wir eben auf der Normale gefunden haben. Dieser Punkt ist also selbst der Krümmungsmittelpunkt des Normalschnittes; und man sieht dass die Krümmungsradien aller Schnitte, welche dieselbe Tangente haben, die Projectionen des Radius des Normalschnitts auf ihre respec- tiven Ebenen sind.
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II. 1 18
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- 274 —Nach (len Werthen, welche wir für die Coordinaten des Krüniiiningsmittelpunktes des Normalschnitts fanden, hat sein Krümmungsradius zum Ausdruck 
oder (2) 245. Das auf die Aenderung von a und ß bezügliche Maximum oder Minimum von H entspricht dem Minimum oder dem Maximum des Nenners, und wird gegeben durch die Gleichung 
man eliminirt d. cos a und d .cosß, indem man die Gleichung (1) differentiirt, welches giebt 
und diese beiden Gleichungen durch einander dividirend, kommt (3)Die Gleichungen (1), (2), (3) bestimmen die 5Verthe von «, 
ß, 7?, welche sich auf die Ilauptschnitte beziehen.Um diese Rechnung bequemer auszuführen, multiplicirt man mit cosa Zähler und Nenner des ersten Gliedes der Gleichung (3), und mit cosß Zahler und Nenner des zweiten Gliedes, und addirt die Zähler und Nenner; die resultirende Function, welche ist, ist gleich jedem der Glieder der Gleichung (3), welches giebt 
oder (4)Diese beiden Gleichungen mit einander multiplicirt geben
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— 275 —oder
Diese Gleichung liefert die beiden Werthe von D, welche sich auf die Hauptschnitte beziehen; und da man hat 
so ist die Gleichung, welche die Krümmungsradien dieser Schnitte giebt, (5)Die Werthe von a und ß endlich, werden durch die Gleichung (1) und eine der Gleichungen (4) bestimmt.246. Will man die besonderen Punkte der Oberfläche kennen, wo die Hauptschnitte und folglich alle Normalschnitte dieselbe Krümmung haben, so muss man ausdrücken, dass die beiden Wurzeln der Gleichung (5) gleich sind. Es scheint anfangs, dass die daraus resultirende Gleichung zwischen p, 
q, r, s, t in Verbindung mit jener der Oberfläche eine Linie bestimmen würde; aber es ist leicht zu sehen, dass die Gleichheit dieser Wurzeln zu zwei Gleichungen führt.In der That, man kann die Bedingungsgleichung unter die Form bringen 
ihr kann aber offenbar nur genügt werden, indem man setzt 
welche Gleichungen sich so schreiben lassen: (ß) Diese beiden Gleichungen, in Verbindung mit jener der Oberfläche, bestimmen eine endliche Zahl von Punkten, welchen man den Namen Nabelpunkte gegeben hat. Man würde sie erhalten haben, indem man ausgedrückt hätte, dass die dureh die Gleichungen (4) gegebenen Werthe von D 18* 
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1 — 276 —unabhängig sind von a und ß, wie dies sein muss, damit die Krümmung aller Normalschnitte dieselbe sei.247. Conjugirte Tangenten. — Wenn man auf einer Oberfläche irgend eine Curve zeichnet, und durch alle ihre Punkte Tangentialebenen an die Oberfläche legt, so bestimmen diese Ebenen durch ihre successiven Durchschnitte eine der ersten umgeschriebene abwickelbare Fläche. Ihre Kanten sind gegen die Berührungscurve nach einem merkwürdigen Gesetz geneigt, welches Dupin zuerst erkannt hat, und das wir mittheilen wollen.Die Aufgabe, welche wir uns vorlegen, ist also diese:Wenn der Berührungspunkt einer Tangentialebene an irgend einer Oberfläche sich nach einer gewissen Richtung verrückt, so soll man an der Grenze die Gerade finden, nach welcher diese Tangentialebene von der unendlich nahen Tangentialebene geschnitten wird. Diese beiden Geraden sind Tangenten an der Oberfläche, und Dupin hat ihnen den Namen conjugirte Tangenten gegeben.Hierzu nehmen wir zum Anfang den Berührungspunkt der Oberfläche mit der Tangentialebene, welche man betrachtet, und nehmen in dieser die Axen der x und y; wir wählen wie in Nr. 242 zu Richtungen dieser beiden Axen diejenigen, für welche das Rechteck xy nicht vorkommt in der Entwicklung non z nach den steigenden Potenzen dieser Variablen. Wir haben dann für x = 0, y = 0 die Bedingungen 
p = {), g = 0, s = 0.Es seien x^, y‘, z' die unendlich kleinen Coordinaten des Berührungspunktes einer zweiten Tangentialebene; die Richtung, nach welcher der Berührungspunkt sich verrückt haben wird, macht mit der Axe der x einen Winkel dessen Tangente 'die Grenze ist von wenn x^, y' gegen Null convergiren; wir ; werden diese Grenze durch m bezeichnen. Die Gleichung der Tangentialebene im Punkte x^ y^ z‘ istund wenn man bemerkt dass man im Anfang hatso folgt mit Rücksicht darauf dass x', unendlich klein sind, 
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— 277 —
und die Gleichung der Ebene wird 
indem man = 0 macht um den Durchschnitt mit der ersten Tangentialebene, welche die der x und y ist, zu haben, kommt, 
y^ durch m/c' ersetzend und durch dividirend.
Um die gesuchte Gerade zu haben, braucht man nur λ∙' = 0 zu machen in dieser Gleichung, und es kommt (7) als Gleichung der Tangente, welche conjugirt ist zu derjenigen, deren Richtung durch m bestimmt wird. Wenn man also durch m' die Tangente des Winkels bezeichnet, den'diese Gerade mit der Axe der x macht, so hat man 
daher

Man sieht also, dass die Richtungen von irgend zwei conjugirten Tangenten diejenigen sind von zwei conjugirten Durchmessern des Kegelschnitts, der zur Gleichung hat wo c eine beliebige Constante bezeichnet. Diese Curve ist keine andere als die Indicatrix in dem Punkte, den man betrachtet, und deren Gleichung wir in Nr. 242 gaben. Denn man bezeichnet mit dieser allgemeinen Benennung nicht allein den unendlich kleinen Schnitt, welcher in der Oberfläche durch eine zur Tangentialebene in unendlich kleiner Entfernung parallele Ebene gemacht wird, sondern auch jeden Kegelschnitt, der ähnlich ist mit demjenigen, welcher durch die Durch- schneidung dieser Ebene mit der Oberfläche gegeben wird.Der Winkel der conjugirten Tangenten ist ein rechter, wenn sie gerichtet sind nach den beiden rechtwinkligen conjugirten Durchmessern der Indicatrix, und folglich nach den Richtungen der grössten und kleinsten Krümmung.
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— 278 —Wir beschränken uns auf diese fundamentale Eigenschaft der conjugirten Tangenten, wobei wir den Nutzen der Indica- trix in der allgemeinen Untersuchung der Flächen von einer neuen Seite kennen gelernt haben, und wir verweisen in Beziehung auf Weiteres auf die Memoiren von Dupin.
Krümmungslinien.248. Wenn man durch alle Punkte einer auf einer Fläche verzeichneten Linie Normalen zu dieser Fläche führt, so liegen sie im Allgemeinen in verschiedenen Ebenen, und die kürzeste Entfernung von zweien unter ihnen, welche unendlich nahen Punkten auf der Fläche entsprechen, ist ein unendlich Kleines derselben Ordnung wie die Entfernung dieser zwei Punkte und der Winkel dieser nämlichen Normalen.Aber man kann sich vornehmen die Linien zu bestimmen, welche man auf der Oberfläche zeichnen müsste, damit die kürzeste Entfernung der successiven Normalen nicht Null, aber unendlich klein wäre gegen die Entfernung der correspon- direnden Punkte der Fläche und den Winkel der beiden Normalen. Die Normalen werden sich dann in demselben Falle befinden wie die Tangenten an einer Curve doppelter Krümmung; und ihre Gesammtheit wird eine abwickelbare Fläche bilden. Es seien X', y^, z* die Coordinaten irgend eines Punktes einer Fläche, die Gleichungen der Normale in diesem Punkte sindDer Durchschnittspunkt dieser Linie und der Normale in dem unendlich nahen Punkt, dessen Coordinaten y‘ -f- ^y^>

z^ dz* sind, wird gegeben durch die Combination dieser zwei Gleichungen und ihrer Differentiale in Bezug auf x*,y*, z*, welche sind
oder, indem man dz' ersetzt durch(8) Die Bedingung dafür, dass die beiden Normalen sich treffen, erhält man, indem man ausdrückt, dass z — z' aus 
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— 279 —diesen beiden Gleichungen denselben Werth erhält; man Endet so(9) welche Gleichung dieselbe ist wie die Gleichung f3) und folg- lieh für die beiden Werthe giebt, welche sich beziehen auf die Tangenten der Normalschnitte der grössten und kleinsten Krümmung. Nur muss man wohl bemerken, dass die Gleichung (9) nicht ausdrückt, dass die beiden Normalen sich wirklich schneiden, weil man die Glieder der zweiten Ord- · nung vernachlässigt hat; dass man aber für x, y, z Werthe finden wird, welche den Gleichungen der ersten Normale genügen und so sind, dass sie um Grössen von höherer Ordnung als der ersten vermehrt, der zweiten genügen würden. Sie drückt also aus, dass die kürzeste Entfernung der beiden Normalen ein unendlich Kleines von höherer als der ersten Ordnung ist.Wenn man ⅛ zwischen den Gleichungen (8) elirninirt, sokommt (10) Diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen der Normale bestimmt die Coordinaten x, y, z des Durchschnittspunktes der beiden unendlich nahen Normalen; und man erhält die Fläche, welche der Ort aller dieser Durchschnittspunkte ist, indem man x', y', zwischen diesen drei Gleichungen und jener der gegebenen Oberfläche eliminirt.249. Die Gleichungen (8) unterscheiden sich von den Gleichungen (3 bis) nur durch, die Vertauschung von mit z — z'. Der Werth von (z — ¼ 1 -j- -f- 7^, oderder Theil der Normale zwischen dem Punkt der Oberfläche und dem Durchschnittspunkt mit der unendlich nahen Normale, ist also gleich mit -jj ½ 1 -j- _j- <^2 oder mit 7?. So- 
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— 280 —init sind die Entfernungen des Punktes der Oberfläche von den Punkten, wo die unendlich nahen Normalen sich trefen, gleich den Radien der Hauptkrümniungen. Diese beden Durchschnittspunkte sind also nichts Anderes als die Mrtel- punkte der Hauptkrümmungen.250. Dies vorausgesetzt, bestimmen wir die Curve, weche in jedem ihrer Punkte die Eigenschaft besitzt Tangente an dem Hauptschnitte zu sein, und folglich so ist, dass die Normalen zur Oberfläche, welche durch zwei unendlich nahe, auf dieser Curve genommene Punkte gehen, sich treffen. Die Coordinaten x', y*, z* von irgend einem dieser Punkte genügen der Gleichung (9) und jener der Oberfläche; diese letzte giebt z‘ als Function von x', y*, und wenn man diesen Werth in der Gleichung (9) substituirt, so hat man eine Gleichung der ersten Ordnung zwischen x', y', die vom zweiten Grade ist in Bezug auf jp; man integrirt dieselbe und erhält zwei endliche Gleichungen, von denen jede eine willkürliche Constante enthält, welche man bestimmt, indem man ausdrückt, dass jeder dieser zwei Gleichungen zwischen x' und y' genügt wird durch die Coordinaten des Punktes der Oberfläche, durch welchen die Curven gehen sollen.Auf diese Weise bestimmt man die Gleichungen dieser merkwürdigen Linien, welchen man den Namen Krümmungslinien gegeben hat.o o o251. Suchen wir jetzt die Gleichung der abwickelbaren Fläche, welche der Ort der Normalen zu der gegebenen Fläche ist, die durch alle Punkte einer ihrer Krümmungslinien o∙e- führt sind.Die Gleichungen irgend einer dieser Normalen sindund die Coordinaten .P, y^, z' müssen der Gleichung der gegebenen Fläche genügen und dem Integrale der Gleichung (9). Wenn man also x', y', z' zwischen diesen vier Gleichungen eliminirt, so wird die Endgleichung zwischen x, y, z diejenige der gesuchten Fläche sein.Die beiden Oberflächen, welche so für die zwei durch denselben Punkt gehenden Krümmungslinien erhalten werden, schneiden sich unter einem rechten Winkel; und allgemein
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— 281 —schneiden alle diejenigen, welche sich auf eines der Systeme der Krümmungslinien beziehen, unter einem rechten Winkel alle diejenigen, welche sich auf das andere System beziehen.252. Wenn man endlich den Ort der Durchschnittspunkte der conseCLitiven Normalen oder die Rückkehrkante der Fläche, welche der Ort dieser Normalen ist, kennen will, so muss man aus der Gleichung (10) .r', y^, z‘ eliminiren vermöge der zwei Gleichungen der Normale und jener der gegebenen Fläche; man erhält so eine zweite Gleichung zwischen x, y,z, welche in Verbindung mit jener der abwickelbaren Fläche die Rückkehrkante bestimmt, welche der Krümmungslinie entspricht, die man betrachtet.Dieser zweiten Gleichung, da sie unabhängig ist von der Krümmungslinie, wird genügt durch die Rückkehrkanten, welche sich auf alle Krümmungslinien der gegebenen Oberfläche beziehen; sie repräsentirt also den Ort dieser Kanten, oder den Ort aller Durchschnittspunkte der consecutiven Normalen dei· gegebenen Oberfläche.253. Die Durchschnittspunkte der consecutiven Normalen sind, wie wir sagten, die Mittelpunkte der osculirenden Kreise der Hauptschnitte: aber man muss sich wohl hüten zu glauben, dass sie die Mittelpunkte der osculirenden Kreise der Krümmungslinien seien; denn die Normalen, welche durch sie gehen, sind Tangenten an einer und derselben Curve, weiche Eigenschaft niemals den Normalen zukommt, welche durch die Krümmungsmittelpunkte einer nicht ebenen Curve gehen. Aber im Allgemeinen sind die Krümmungslinien nicht eben; und sie könnten es sogar sein, ohne dass ihre osculirenden Kreise mit denen der Ilauptschnitte zusammenfielen: man sieht davon ein sehr einfaches Beispiel in den Parallelkreisen einer Rotationsfläche. Es wird noch erfordert, dass ihre osculirenden Ebenen normal seien, und dass folglich die Krümmungslinien die kürzesten Linien auf der Oberfläche seien.
Anwendung auf das elliptische Paraboloid.254. Es seien 2a, 2 b die Parameter der Hauptparabeln eines Paraboloids, dessen Axe in der Richtung der positiven z liegt; die Gleichung dieser Fläche ist
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und man hat

Die Gleichung (9), welche den beiden Krümmungslnien angehört, wird somit, indem man γ = -4, a{a—b)=B setzt,
Diese Gleichung differentiirend, erhält man
Zieht man aus der vorhergehenden den Werth von a'≡ — Ay"^ -(- und setzt ihn in die letzte, so findet man

Durch xy dividirend, wird diese

Da die drei Glieder vollständige Ableitungen sind, so hat man integrirend
woraus man, neuerdings integrirend, findetDiese Gleichung mit zwei willkürlichen Constanten ist das Integral der Gleichung zweiter Ordnung, und muss als besonderen Fall das der vorgelegten enthalten. Indem man diesen Werth von y in der Gleichung erster Ordnung substituirt, findet man zwischen C und C' eine Bedingung, welche diese beiden Constanten auf eine reducirt. Diese Bedingung ist C' = ⅛ I ^4 allgemeine Gleichung der Krümmungslinie des Paraboloids ist
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— 283 —
oder , indem man Λ und B ihre Werthe substituirt,
Diese Curven projiciren sich also auf die Ebene der x und y in Hyperbeln oder Ellipsen, je nachdem C positiv oder negativ ist.Der Werth dieser Constante ist bestimmt, wenn man die Coordinaten des Punktes y^ der Oberfläche giebt, durch welchen die Krümmungslinie gehen soll: man hat dann die Gleichung 
oder 
woraus man für C ungleiche reelle Werthe zieht, einen positiven und einen negativen, welche wir durch « und — ß bezeichnen werden. Die beiden Krümmungslinien, welche sich in dem gegebenen Punkte kreuzen, haben also zu Gleichungen 
und

Wenn man « 6 voraussetzt, so ist die in der Ebeneder X und z liegende Parabel diejenige, λvelche den grössten Parameter hat. Die Hyperbeln, nach welchen sich die Krümmungslinien projiciren, haben dann ihre reelle Axe in der d Λαά(α — b)a Richtung der Axe der y, und ihre Länge ist -y —;sie wird am grössten für a = oc, wo ihr Werth V^6(tt — 6) ist; die Hyperbeln reducireu sich dann auf die Axe der y. Man sieht daher, dass indem man auf der Axe der y zu beiden Seiten des Anfangs Längen gleich V^b(a — b) abträgt, man die Grenzen hat, zwischen welche die Scheitel der Hyperbeln fallen, welche die Projectionen von einem der Systeme der Krümmungslinien sind.
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— 284' —Die Gleichung, welche die Projectionen der Linien des anderen Systems repräsentirt, giebt immer reelle Ellipsen, weil nian aß — ό > 0, oder ß — hat. In der That, wenn man a— ~ dem C substituirt in der Gleichung, welche diese Constante bestimmt, so findet man ein negatives Resultat; und da sie nur eine negative Wurzel hat, so ist diese Wurzel nu- 
b . ' bmerisch grösser als —; somit hat man ß —, was auch zr', if* Ch Ct *seien, und die Gleichung giebt nur reelle Ellipsen.Die Halbaxe der x ist gleich mit und dieHalbaxe der y mit Der kleinste Werth dieser letzten entspricht ^=00, und ist y b{a — b}', ex giebt dieselben Punkte, λvelche wir schon für die obere Grenze der reellen Axen der Hyperbeln fanden. In diesem Falle fällt die Ellipse mit einem Theile der Axe dei· y zusammen.Wenn man x^ = 0 hat, so wird ein Werth von C unendlich; der andere ist positiv, wenn man hat y^ < ¼0 (rt — 0) und negativ im entgegengesetzten Fall. Im ersten. Falle sind die beiden Krümmungslinien eine Hyperbel und die Axe der 

y; im zweiten Falle bestehen sie aus einer Ellipse und der Axe der y.Wenn y' =: Q, so ist ein Werth von C Null, und der andere negativ. Die Krümmungslinien sind dann eine Ellipse und die Axe der x.255. Die Gleichungen, welche die Nabelpunkte bestimmen, werden in dem Falle, womit wir uns beschäftigen.
was die beiden Systeme giebt

Man sieht, dass nur eines reelle Coordinaten giebt; und im gegenwärtigen Falle ist es das erste, weil wir a b vorausgesetzt haben. Es giebt also zwei Nabelpunkte in dem
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- 285 -elliptischen Paraboloid; sie liegen auf der Hauptparabel, welche den kleinsten Parameter hat, und sind keine anderen als die beiden Punkte, welche wir schon als Grenzen der Scheitel der Krümmungslinien erkannten.256. Ist das Paraboloid eine Rotationsfläche, so fallen die Nabelpunkte mit dem Scheitel zusammen. Die beiden Werthe von C werden — und — 1; und die Gleichungen der Krüinmungslinien sind 
die erste repräsentirt alle durch die Rotationsaxe gehenden Ebenen, und die zweite Cylinder, welche zur Basis auf der Ebene xy Kreise von willkürlichem Radius haben, deren Mittelpunkt im Scheitel liegt. Die Krümmungslinien sind also die Meridiane und die Parallelkreise, wie dies in allen Rotationsflächen stattfindet. Was den Ort der Krüminungsmittelpunkte betrifft, so besteht er offenbar aus der Rotationsaxe und aus der Oberfläche, welche durch die Rotation der Evolute der Meridiaucurve um dieselbe Axe erzeugt wird.

Neue Theorie der Krümmung der Flächen.257. Um eine genaue Vorstellung von der Gestalt einer Fläche in der Nähe irgend eines ihrer Punkte zu haben, genügt es nicht die Gestalt der Schnitte zu kennen, welche durch Ebenen gemacht werden, die durch die Normale in die- sein Punkt gehen, obgleich diese Curven alle Punkte der Fläche bestimmen. Es ist noch nothwendig das Gesetz zu kennen, nach welchem die Richtung der Fläche selbst oder ihrer Tangentialebene variirt, wenn man in irgend einer dieser Curven weiter geht, oder wenn man von einer zur anderen übergeht. Die Krümmung der Normalschnitte , aus welcher übrigens die der schiefen Schnitte sich ergiebt, genügt also nicht, um in der Nähe eines Punktes eine gründliche Kenntniss von der Gestalt der Fläche zu geben. Sie lässt nur das Gesetz der Biegung der auf dieser Fläche verzeichneten Curven erkennen, und nicht das Biegungsgesetz der Fläche selbst.
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— 286 —•Die sinnreiche Theorie der conjugirten Tangenten genügt auch nicht zur Erreichung dieses Zwecks; denn, obgbich die gegenseitige Abhängigkeit der Richtungen dieser zwei Tangen- 'ten mit der Gestalt der Fläche innig verbunden ist, so vermag sie doch nicht eine genaue Vorstellung derselben zu geben, weil sie eine sehr entfernte Folge davon ist.Man sieht also, was noch in der Untersuchung fehlt, . welche wir bisher über die Gestalt der Flächen gemacht haben. Wir werden sie durch eine neue Betrachtung vervollständigen, die man Bertrand verdankt. Aus seinenn Memoire haben wir die verschiedenen Sätze gezogen, welche wir auseinandersetzen wollen, und welche wirklich eine neue Theorie der Krümmung der Flächen constituiren.258. Es sei A irgend ein Punkt einer Fläche, und AZ die Normale. liegen wir durch AZ Ebenen in allen Rich- 
Fig. 9. tungen, und nehmenwir’ auf jeder Durch- schnittscurvc dieser Ebenen und der Oberfläche, von Aan, eine unendlich kleine Länge 

AM=ε∙, diese Länge, getheilt durch den Winkel der extremen Tangenten, giebt den Krümmungsradius dieser Curve im Punkte A.Es sei jetzt MN die Normale zur Oberfläche in Μ. Ihre Richtung wird bestimmt durch die Winkel, welche sie mit drei rechtwinkligen Axen macht, z. B. mit der Normale AZ und zwei unter einem rechten Winkel in der in 
A tangirenden Ebene geführten Geraden AX, AY. Um einfachere Ausdrücke für die Cosinus der gesuchten Winkel zu erhalten, wählen wir für die Axen AX, AY die beiden Rich-

ztungen, für welche —im Anfang Null ist. Dieses System ist im Allgemeinen nur eines; man erhält es, indem man das
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— 287 —Rechteck verschwinden macht 'aus der Entwicklung des Werthes von z nach den steigenden Potenzen von x und y. Die Discussion ist dieselbe wie jene, welche man in der Theorie der Curven zweiten Grades macht; und wenn nach dem Verschwinden des xy enthaltenden Gliedes die Coefficienten von 
x^ und Ϊ/2 gleich wären, so würde jedem System rechtwinkliger Axen die Eigenschaft zukommen das nämliche Glied verschwinden zu machen. Dies vorausgesetzt, machen wir allgemein 
man hat im AnfangWenn man jetzt durch X, Y, Z die Winkel bezeichnet, welche die Normale in irgend einem Punkt der Oberfläche mit den Axen macht, so hat man bekanntlich wo der Werth von 
und das doppelte Zeichen sich auf die beiden Richtungen der Normale bezieht.Wenden wir diese Formeln an auf den Punkt M, und bezeichnen wir durch a den Winkel, wclclion die Spur A U der Schnittebene auf der tangirenden Ebene mit ZAX macht; die drei Coordinaten x, y, z des Punktes M sind respective, mit Vernachlässigung der unendlich Kleinen zweiter Ordnung 
εcosa, εsina,0. Um die Werthe von λp, λq, — λ im Punkte ΛΖ zu finden, braucht man nur zu ihren Werthen in A die Incremente zu addiren, welche diese durch die unendlich kleinen Aenderungen der Coordinaten erleiden, wenn man vom Anfang A auf den Punkt M übergeht. Aber im Punkte A hat man 
indem mai das obere Zeichen der Wurzel wählt. Man hat also im Pmkte M(1)
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— 288 —wo die Werthe von r und t sich auf den Anfang beziehen Dies sind die sehr einfachen Formeln, welche die Richtung irgend einer, der ersten unendlich nahen Normale bestimmen Sie bilden die Basis der Theorie, w’elche wir auseinandersetzen λvollen.259. Wir sagten, was man kennen müsse, sei das Gesetz, nach welchem die Richtung der Normale zur Oberfläche in der Nähe des Punktes A variirt. Dabin wird man aber gelangen, indem man vermöge a und ε ausdrückt: 1. den Winkel, welchen die Projection der Normale MN auf die Schnittebene mit AZ macht; 2. den Winkel von MN mit seiner Projection, d. h. mit der Ebene ΛΖΜ. Man kann bemerken, dass die erste dieser beiden Winkelcoordinaten die Krümmung des Normalschnitts AZM bestimmt. Betrachten wir zunächst den ersten dieser beiden Winkel: er ist das Complement desjenigen, welchen MP mit A V bildet; und, indem man immer die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlässigt, ist dieser letzte derselbe wie der von MN mit 
AU, weil die Ebene des unendlich' kleinen Winkels NMP senkrecht ist zur Ebene ZA U, und seine Schenkel endliche Winkel mit A U machen. Aber nach den Formeln (1) hat der Cosinus des Winkels von MN mit A U, welcher gleich ist mit zum WertheDies ist der' Sinus des Contingenzwinkel des Schnittes, oder dieser Winkel selbst. Indem man ihn durch den Bogen ε theilt, hat man die Krümmung, welche wir durch v bezeichnen werden; was die I'ormel giebt(2) V =∑= rcosa’^ -f- tsina"^.260. Gehen wir jetzt über zu dem zweiten Winkel NMP. Er ist offenbai’ das Complement desjenigen, welchen MN mit der Senkrechte auf der Ebene ZA U macht. Nehmen wir die Richtung dieser Senkrechte In dem Sinne, wo sie mit AN den Winkel α — bildet, und suchen wir den positiven oder negativen Cosinus des Winkels, welchen sie mit MN macht: dieser wird der Sinus von NMP oder dieser Winkel selbst sein, der als positiv betrachtet wird, wenn die Normale MN
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— 289 —auf derselben Seite von ZAU liegt wie die unter dem Winkel !·α -j- — geführte Gerade, und als negativ wenn sie auf der entgegengesetzten Seite liegt.Der Ausdruck dieses Cosinus ist 
oder oder auch

Wenn wir also durch oj den positiven oder negativen Winkel NMP bezeichnen, so haben wir (3)Die Formeln (2) und (3) geben den Ausdruck der beiden Grössen, welche wir bestimmen wollten; wir werden nur die hauptsächlichsten Folgerungen daraus entwickeln.261. Folgerungen aus der Formel (3). — Wenn wir « constant voraussetzen, so variirt der Winkel ω proportional mit dem Sinus des doppelten Winkels a; woraus sogleich hervorgeht, dass er Null ist für die vier besonderen Werthe 
d. h. wenn der Punkt M sich nach einer der beiden Richtungen AX^ A y verrückt.Man sieht ferner, dass der Winkel ω für keine andere Richtung Null werden kann, wenn nicht t = r, in welchem Falle er für jede Richtung Null ist.Wir erhalten somit diese bemerkenswerthe Eigenschaft:In jedem Punkt einer beliebigen Oberfläche giebt es immer zwei solche rechtwinklige Richtungen, dass die Normalen zur Oberfläche, welch*e durch die dem eisten unendlich nahen Punkte in irgend einer (Hestr beiden Richtungen geführt werden, in der nach d eserRichtunggeführtenNormal- ebene liegen; sie liegen also jede in einer Ebene, 

Duhamel, Diff.- und Int.-lechnnng. Π. 19 
I
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— 290 —welche die erste Normale enthält, und treffen folglich diese. Wenn es mehr als zwei Richtungen giebt, welche diese Eigenschaft besitzen, so besitzen alle anderen dieselbe.Wir geben diesen beiden bemerkenswerthen Richtungen den Namen Hauptrichtungen. Man darf nicht vergessen, dass wir die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlässigt haben. Man muss also bemerken, dass die Normalen, welche geführt werden durch unendlich nahe Punkte in diesen Richtungen, sich recht gut in der That nicht treffen können, dass aber ihre kiir2feste Entfernung, wenn sie nicht Null ist, nur unendlich klein von höherer als der ersten Ordnung sein , kann.Man hat den auf einer Oberfläche verzeichneten Curven, welche in jedem ihrer Punkte eine Richtung haben, welche die eben erkannte Eigenschaft besitzt, den Namen Krümmungslinien gegeben. Offenbar kann man deren zwei durch irgend einen Punkt der Fläche führen.262. Die Formel (3) führt zu einem allgemeinen Satze, den wir mittheilen wollen, und woraus wir den vorhergehenden hätten folgern können; aber dieser bot sich so natürlich dar, dass wir geglaubt haben, ihn unmittelbar hervorheben zu müssen. Wenn wir die beiden Richtungen betrachten, welche be- stimmt werden durch die Winkel α und ά -j- —, wo α irgend einen Werth hat, so sind die beiden Werthe von ω gleich und haben verschiedene Zeichen; also könUen wir, indem wir Rücksicht nehmen auf den Sinn, in welchem der Winkel ω aufzutragen ist, je nachdem er positiv oder negativ ist, den folgenden Satz aussprechen:Wenn wir in irgend einem Punkt einer Fläche Zwei rechtwinklige Richtungen betrachten, auf diesen zwei gleiche unendlich kleine Längen nehmen, und durch ihre Endpunkte Normalen zur Oberfläche führen, so machen diese Normalen respective gleiche Winkel mit den Ebenen, welche geführt sind durch die Normale in dem ersten Punkt und jede der beiden Richtungen; und ferner liegen sie beide in dem Flä
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— 291 — chenwi'nkel, den. diese beiden Ebenen bilden, oder beide ausserhalb.Diese von Bertrand entdeckte Eigenschaft enthält offenbar die vorige, wie er gezeigt hat. In der That, weil der Sinn in welchem man den Winkel ω tragen muss sich ändert, wenn man von einer Richtung zu der auf ihr senkrechten übergeht, so giebt es nothwendig eine Zwischenrichtung, für welche der Winkel ω Null ist. Also ist er auch Null für die auf dieser senkrechte Richtung, und man kommt so auf den vorigen Satz zurück.263. Folgerungen aus der Formel (2). — Betrachten wir irgend zwei senkrechte Richtungen, welche den Winkeln a und a — entsprechen. Durch v, v‘ die Krümmungen dieser beiden Norraalschnitte bezeichnend, haben wir . ·
daher

Man kommt also zu diesem merkwürdigen Satze:In jeder Oberfläche ist die Summe der Krümmungen der beiden Normalschnitte, welche durch irgend zwei rechtwinklige Ebenen gemacht werden, constant.Diese Summe ist also diejenige, welche sich bezieht auf die beiden durch die Hauptrichtungen in diesem Punkt gehenden Schnitte, weil diese Richtungen rechtwinklig sind. Die Werthe von v, welche sich darauf beziehen, werden erhalten, indem man dem a successive die Werthe 0 und — giebt; sie sind also r und t.Man kann bemerken, dass*der Ausdruck von v, welcher durch die Formel (2) gegeben wird, derselbe bleibt, wenn man a in 2 π — a verwandelt. Woraus man schliesst, dass für zwei Normalebenen, welche symmetrisch sind in Bezug auf irgend eine von denjenigen, welche durch die Hauptrichtungen gehen, die Krümmung der Schnitte dieselbe ist.Man kann noch eine andere Bemerkung machen, die nicht ohne Interesse ist. Wenn man den Winkelraum um irgend 19*
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— 292 —einen Punkt einer Oberfläche in gleiche unendlich kleine Theile theilt, imd Ebenen führt durch diese Theilungslinien und die Normale, so ist das Mittel aus den Krümmungen aller dieser Schnitte die halbe Summe der Hauptkrümmungen, d. h. der Krümmungen der Hauptschnitte. Denn man kann alle diese Schnitte in Paare von zwei Schnitten theilen, deren Ebenen zu einander senkrecht sind; imd da in jedem Paar die Summe der Krümmungen gleich der Summe der Hauptkrümmungen ist, so wird das allgemeine Mittel die Hälfte dieser Summe sein. Endlich ist diese mittlere Krümmung keine andere als die des gleich entfernten Schnittes von den beidenHauptschnitten. Denn, indem man α = — macht, findet man
264. Wenn die Coefficienten r und t von demselben Zeichen sind, in welchem Falle man sie positiv voraussetzen kann, weil dies dann nur von dem Sinne abhängt, in welchem man z positiv nimmt, so ist leicht zu sehen, dass ein Maximum und ein Minimum für die Krümmung der Nornulschnitte existirt. In der That, man kann den Werth von v so schreiben:und man erkennt unmittelbar, dass wenn t — r >> 0, der kleinste Werth von v mit α = 0 correspondirt, und sein gross- ter mit α = —; diese Werthe sind r und t. Das Umgekehrte findet statt, wenn i ≤ 0; woraus man den Satz schliesst: Von allen Normalschnitten, we.che in demselben Punkt einer Oberfläche gemacht werden, bieten diejenigen, welche durch die Hauptricitungen in diesem Punkt gehen, das Maximum und Miiimum der Krümmung dar.Wir geben diesen beiden besonderen Schnitten den Namen Hauptschnitte.265. Nehmen wir jetzt an, dass r und Z verschiedene Zeichen haben, und dass z. B. r positiv sei. Von α = 0 an, welches v = r giebt, geht v abnehmend bis zu 0, was mit 9* . *ta/ng α≡ = — — correspondirt. Es wird danuP negativ, welches
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— 293 —zeigt, wie wir dies bemerkt haben, dass der Krümmungsmittelpunkt auf die andere Seite der Tangentialebene übergeht. Für 
a = nimmt v den Werth t an. Nachher geht es sym- metrisch durch dieselben Werthe in den drei anderen rechten Winkeln hindurch. Man findet somit die schon durch andere Betrachtungen erhaltenen Resultate wieder. Ebenso würde es sein in dem Falle, wo einer der Coefficienten r, t Null wäre.
Theorem von Dupin über die orthogonalen Flächen.

Dieses Theorem sagt: Wenn drei continuirliche Reihen von Flächen sich gegenseitig schneiden, und in solcher Weise, dass sie in jedem Durch- schnittspunkte rechtwinklig zu einander sind, so bilden ihre Durchschnittslinien für jede Oberfläche die Krümmungslinien.B er trän d hat aus seinem fundamentalen Satze einen sehr einfachen Beweis dieses Satzes abgeleitet. In der That,betrachten wir drei Reihen orthogonaler Flächen, und es seien in einem Punkte Λ 
A X, Λ Y, A Z die Tangenten an den Durchschnittscurven der Flächen, welche respective in diesem Punkt den drei Reihen angehören, die wir betrachten. Nehmen wir auf diesen Curven die Punkte 
M, N, P in gleichen unendlich kleinen Entfernungen von
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— 294 —dem Punkt A. In jedem dieser Punkte sind die Normalen der beiden durch ihn gehenden Flächen zu einander senkrecht. Es seien a, ß, γ und α', /5', γ' die Winkel, welche respective mit den Axen ΛΧ, AY, AX die beiden Normalen Mm, machen, so hat man
Aber α und a' unterscheiden sich unendlich wenig von einem rechten Winkel, und ß, y' sind unendlich klein: also wird diese Gleichung mit Vernachlässigung der unendlich Kleinen zweiter Ordnung
(«)Es seien ebenso «i, , yj und a'i, ß\, γ∖ .die respectivemit den Normalen TVn, Xn' correspondirenden Winkel, und endlich ‰5 β2j 72» «'25 /3^2» 7'2 diejenigen, welche den Normalen Pp, Pp^ entsprechen: man hat in gleicher Weise
(^) 
ωDiese drei Gleichungen a, b, c resultiren daraus, dass die drei Flächen in allen Punkten ihrer respectiven Durchschnitte rechtwinklig sind. Nach dem Satze von Bertrand in Nr. 262 über die Normalen einer und derselben Fläche hat man aber die drei folgenden Gleichungen, deren erste sich auf die Fläche bezieht, welche A X zur Normale hat, während die zweite sich auf diejenige bezieht, welche AY zur Normale hat, und endlich die dritte auf diejenige, deren Normale AX ist:
(0 
ωDie Combination dieser Gleichungen mit den drei ersten führt leicht zu dem Beweise des Satzes, den wir im Auge haben. In der That, wenn wir in die ersten die Werthe von dreien der Cosinus, welche in den letzten vorkommen, einsetzen, z. B. von denjenigen, welche die ersten Glieder bilden, so kommt 
cos ß' -j~c0sa'2 = 0, cosγ∖-∣-cos ß' = 0, eos (x'2cos γ∖ = 0. 
Die beiden ersten addirend und die dritte abziehend, erhält man
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— 295 —welche Gleichimg unmittelbar fünf andere nach sich zieht; so dass man hat
Die erste drückt aus, dass die Normale Mm' in der Ebene ZX liegt und folglich die Normale AZ trifft; woraus folgt, dass 
AM in der Richtung einer Krümmungslinie der Oberfläche, auf welcher AZ normal ist, liegt. Ebenso verhält es sich mit den anderen; so dass diese sechs Gleichungen zeigen, dass die drei Durchschnitte AM, AM, JPder vorgelegten Oberflächen auf jeder von ihnen in den Richtungen ihrer Krümmungslinien liegen.Da diese Eigenschaft in allen Punkten einer jeden der fraglichen Curven stattfindet, so ist sie nichts Anderes als eine Krümmungslinie ihrer Oberfläche. Man kann also das folgende Theorem aussprechen, welches das von Dupin ist:Wenn drei Reihen von Oberflächen sich orthogonal durchschneiden, so sind ihre Durchschnitte nichts Anderes als ihre respectiven Krümmungslinien.Und da es in den vorhergehenden Rechnungen nur auf die Betrachtung der drei Oberflächen ankam, welche durch den Punkt A gehen, so kann man das folgende Theorem aussprechen, dessen Folge das von Dupin ist:Wenn drei Oberflächen sich so schneiden, dass sie normal sind in allen Punkten, worin sie sich treffen, so sind die Durchschnittscurven auf jeder der drei Flächen Tangenten an den durch den gemeinschaftlichen Punkt dieser drei Flächen gehenden Krümmungslinien.
Allgemeine Bemerkungen über die Systeme von Geraden, welche durch alle Punkte des Raums geführt sind.266. Die Eigenschaften, welche wir aus der Formel (3) in Beziehung auf die Normalen einer Fläche abgeleitet haben, sind charakteristisch; d. h. sie würden nicht stattfinden
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— 296 —in Beziehung auf ein System von Geraden, deren Lage für jeden Punkt des Raums bestimmt sein würde durch stetige Functionen der Coordinaten, welche aber nicht Normalen zu einer Reihe von Flächen wären. Nicht ebenso verhält es sich mit den aus der Formel (2) abgeleiteten Eigenschaften; sie charakterisiren nicht speciell die Normalen einer und derselben Fläche. Wir wollen diese bemerkenswerthen Sätze beweisen, welche sich ebenfalls in dem Memoire von Bertrand finden.Es seien X, Y, Z stetige Functionen der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z irgend eines Punktes; sie bestimmen für diesen Punkt eine einzige Gerade, welche mit den Axen Winkel macht, deren Cosinus c, c', c'' diesen Functionen proportional sind. Wenn man setzt
und immer die Richtung betrachtet, welche dem Zeichen dieser Wurzel entspricht, so haben diese Cosinus zu Werthen(1)Es sei jetzt M irgend ein Punkt des Raumes mit den Coordinaten zc, y, z; MN die durch die Gleichungen (1) bestimmteFig. 11,” Richtung; ML\M Vseien zwei Richtungen , welche rechte Winkel mit einander und mit MN bilden; a, a', (t" und 

b, , b^‘ die Cosinus der Winkel, welche sie respec- tive mit den Axen machen. Nehmen wir auf diesen Richtungen zwei unendlich kleine Längen 
MD = MD· = £, und führen wir inden I'uukteu_77, die Geraden DP, D‘P^\, welche auch
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— 297 — durch die Gleichungen (1) vermöge der Coordinaten dieser respectiven Punkte bestimmt werden.Dies vorausgesetzt, wollen wir zunächst den zuerst ausgesprochenen Satz beweisen, welcher darin besteht, dass die Linien DP, D^P' nur dann gleiche Winkel mit den Ebenen 
NMI>' in dem angegebenen Sinne machen werden, wenn es möglich ist durch einen beliebigen Punkt des Raums eine Fläche zu legen, welche in jedem ihrer Punkte normal ist zu der durch die Formeln (1) bestimmten Gerade. Bestimmen wir zuerst den Winkel ω, den PP mit der Ebene 

NMU macht, oder sein Complement, welches der Winkel von 
P P mit M V ist. Bemerken wir hierzu, dass die Coordinaten des Punktes Ώ sind 
und dass die Functionen c, c', c'* von zc, y, z respective für diesen Punkt werden
(2)
Nach diesen Werth en der Cosinus der Winkel von ΏΡ mit den Axen hat der Cosinus des Winkels von P P mit M V, oder der Sinus des Winkels ω, oder endlich dieser Winkel selbst, weil er unendlich klein ist, folgenden Ausdruck, indem man bemerkt, dass bc -j- b' c' -}" P'g“ = θ»

Es ist fast überflüssig zu bemerken, dass wenn man den Punkt 
P auf irgend einer MD tangirenden Curve nähme, der Werth von ω keine Aenderung erleiden würde, weil λvir die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlässigen.Wenn man jetzt den Winkel von Zλ P' mit der Ebene 
N M K haben will, der in demselben Sinne in Bezug auf
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- 298 —diese Ebene genommen ist, so muss man in dem vorstehenden Ausdruck a, α', α'* in b, b*, b^^ und h, b'b^' in —a. —, — verwandeln. Nimmt man daher diesen Winkel in entgegengesetztem Sinn, was durch Aenderung der Zeichen geschieht, so hat man, indem man ihn durch ω' bezeichnet.

Was wir suchen, ist die Bedingung dafür dass ω = ω', was auch die Richtung M U sei. Indem man aber die Differenz ω' — ω bildet, und sich der bekannten Formeln erinnert
welche daraus resultiren, dass die drei Richtungen in M rechtwinklig sind wie die Axen, findet man unmittelbar
Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Gleichheit der Winkel ω, ist also, dass das zweite Glied dieser Gleichung Null sei; und man bemerkt, dass, da es nur von Grössen abhängt, welche für denselben Punkt M constant sind, es, wenn es für eine gewisse für MU gewählte Richtung Null ist, für jede andere Null sein wird. Man kann aber in dieser Bedingungsgleichung den Grössen c, c', die respectiven Grössen X, Ύ, Z, welche ihnen proportional sind, substituiren. Denn die Form dieser Gleichung lässt unmittelbar erkennen, dass die Einführung eines gemeinschaftlichen Factors der Grössen c, c', c", der eine Function von x, y, z ist, nichts hervorbringt als Glieder, die sich zerstören, und einen gemeinschaftlichen Factor, den man unterdrücken kann.Somit ist die nothwendige und hinreichende analytische Bedingung für die Gleichheit der Winkel ω, c/

(3)

Nun ist diese Bedingung genau die der Integrabilität des Ausdrucks
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— 299 —
und wenn sie erfüllt ist, so repräsentirt diese letztere Gleichung eine Reihe von Flächen, deren Normale in jedem Punkt mit den Axen Winkel macht, deren Cosinus proportional sind mit 
X, y, z.Somit zieht die Gleichheit der Winkel ω, ω' in einem beliebigen Punkt M des Raums die Consequenz nach sich, dass man durch einen beliebigen Punkt eine solche Fläche legen kann, dass ihre Normalen mit den Geraden des in Rede stehen- den Systems ZUSammenfal 1 en.Diese Eigenschaft, w'elche wir für irgend eine Oberfläche erkannt hatten·, ist also charakteristisch; sie gehört nur den Normalen einer Fläche an: sie besteht für kein anderes System von Geraden.267. Da das zweite Glied der Gleichung (3) durchaus nicht von der besonderen Richtung von MU abhängt, so folgt dass die Differenz der Winkel ω, ω' , welche Null ist in dem Falle der Normalen einer und derselben Fläche, constant ist für einen und denselben Punkt, wenn man ein beliebiges System von Geraden betrachtet, die in jedem Punkt durch stetige Functionen von x, y, z bestimmt werden. Diese Bemerkung hat Sturm gemacht.268. Gehen wir jetzt über zu den Eigenschaften, welche resultiren aus der Vergleichung der Krümmungen der Normalschnitte, welche in einer Fläche durch Ebenen gemacht werden, die mit einander einen rechten Winkel bilden; und untersuchen wir, ob sie charakteristisch sind wie die vorigen, oder ob sie noch bestehen, wenn man statt der Normalen irgend ein stetiges System von geraden Linien betrachtet. In einer Fläche ist die Normale eines Schnittes nichts Anderes als die Projection der Normale der Fläche auf die Ebene dieses Schnittes, und die Krümmung des Schnittes ist das Ver- hältniss des Winkels zweier unendlich nahen Normalen zu dem zwischenliegenden Bogen. Wir wollen diese Betrachtung verallgemeinern für das System von Geraden, welche in jedem Punkt des Raumes durch die Functionen X, Y, Z bestimmt werden. Hierzu legen wir durch irgend eine MN dieser Geraden eine beliebige Ebene NMU^ und projiciren auf diese
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/— 300 —Ebene alle Geraden des Systems, welche sich auf ihre verschiedenen Punkte beziehen. Da ihre Richtungen bestimmt sind durch die Coordinaten eines jeden Punktes, die z. R. auf Axen in dieser Ebene bezogen sind, so wissen wir dass eine Reihe zu diesen Geraden normaler Curven existirt, weil eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen immei ein Integral hat; und wir wollen diejenige von diesen Curven betrachten, welche durch den Punkt M geht. Wenn das allgemeine System der Geraden dasjenige der Normalen zu einer Reihe von Flächen wird, so ist diese Curve keine andere als der Schnitt der durch M gehenden Fläche mit der Ebene 
NMü. Dies vorausgesetzt, wird die Krümmung υ der Curve, welche wir eben bestimmt haben, erhalten wie in dem Falle wo die Geraden zu einer und derselben Fläche normal sind. Man nimmt auf MU eine unendlich kleine Länge MD = €, man führt durch den Punkt D die Gerade DP des in Rede stehenden Systems, und sucht den Cosinus des Winkels, welchen sie mit M U macht; er ist derselbe wie derjenige, welchen die Projection von DP auf NMU mit M U macht, und ist folglich der Sinus des Winkels dieser Projection mit NM oder dieser Winkel selbst. Indem man Gebrauch macht von den schon berechneten Formeln für die Richtung DP, und ausserdem bemerkt dass 

hat man für den Cosinus des Winkels der beiden Richtungen 
MU, DP, oder für den Contingenzwinkel der Curve, um die es sich handelt:

Diesen Ausdruck durch £ dividirend, würde man die gesuchte Krümmung v haben. Aber wenn man zur Vereinfachung der Rechnungen die Richtung MN zur Axe der z nimmt, so hat man = 0, und der Ausdruck von υ wird, indem man durch
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— 301 —α den Winkel bezeichnet, welchen MU mit der neuen Axe der x macht, (4)Diese Formel nun wird uns dieselben Eigenschaiten zeigen, welche die Normalschnitte einer Oberfläche darboten. In derThat, wenn wir α in a -j- verwandeln, so finden wir für die Krümmung welche sich auf die zu NMU senkrechte Ebene bezieht, 
daher
Die Summe der Krümmungen, welche sich beziehen auf zwei zu einander senkrechte, durch MN gehende Ebenen ist also Constant; woraus schon folgt, dass wenn die eine ein Maximum ist, die andere ein Minimum sein wird, und umgekehrt. Aber, da dies weder die Zahl noch die Lage der Ebenen anzeigt, welche sich auf diese Maxima oder Minima beziehen, so suchen wir allgemein die Werthe von a, welche dem v dergleichen Werthe geben. Die gewöhnliche Regel führt zu der Gleichung 
woraus hervorgeht, dass die Werthe von a nur zwei zu einander rechtwinklige Richtungen construiren, welche folglich die eine einem Maximum und die andere einem Minimum der Krümmung entsprechen.Man sieht also, dass die Eigenschaften, welche sich auf die Krümmung der Normalschnitte beziehen, nicht charakteristisch sind für die Flächen; denn sie finden sich wieder für jedes System von Richtungen, welche in jedem Punkt durch beliebige stetige Functionen der Coordinaten bestimmt werden. Diese von Bertrand gemachte Unterscheidung zwischen den Eigenschaften, die allen Systemen zukommen, und denjenigen» welche nur den Normalen einer Reihe von Flächen zukommen, verdient eine besondere Aufmerksamkeit.
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— 302 —269. Wir beschliessen diese Untersuchung mit der Auf- 
Fig. 12. suchung der zu MN- senkrechten Richtungen , nach welchen inan gehen müsste, damit die unendlich nahen Geraden sich begegneten. Aus dem V or- hergehenden wissen wir;, dass es deren nicht zwei rechtwinklige in jedem Punkt geben kann; denn dann würden die vorgelegten Geraden Normalen ei-. ner und derselben KJache sein; aber wir wissen nicht, ob es deren überhaupt giebt, und wie sie liegen werden.Es sei MU eine solche Richtung, dass die Gerade DI des Systems, welche durch den in unendlich kleiner Entfernung 

ε von M liegenden Punkt D geht, MN trifft, indem man immer die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlässigt.Es ist hierzu nothwendig imd hinreichend, dass der durch die Formel in Nr. 266 ausgedrückte Winkel ω Null sei. Diese Bedingung wird leichter zu interpretiren sein, wennn man die Gerade MN zur Axe der z nimmt; man hat dann
und wenn man durch a den Winkel von MU mit der Axe der x bezeichnet, woraus resultirt
so wird die Gleichung, welche das Begegnen von MN mit den unendlich nahen Geraden ausdrückt,
oder, indem man durch cosa'^ dividirt.
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— 303 —
(.9)Diese Gleichung vom zweiten Grade zeigt, dass es in jedem Punkt höchstens zwei Richtungen giebt, welche die in Rede stehende Eigenschaft besitzen, wenn man die singulären Punkte ausnimmt, für welche die drei Coefficienten Null sind, in welchem Falle jeder Werth für a zusagend wäre. Man kann übrigens leicht verificiren, dass diese beiden Richtungen, wenn sie existiren, nicht rechtwinklig sein können in jedem Punkte, wenn die Geraden des Systems nicht Normalen einer und derselben Fläche sind. In der That, da die Bedingung der Integrabilität der Gleichung 
nicht stattfindet, so hat man im Anfang der Coordinaten nicht 
also ist das Product der Wurzeln der Gleichung (o), welches

ist, nicht gleich — 1, und folglich sind die durch die 
beiden Wurzeln dieser Gleichung gegebenen Richtungen nicht rechtwinklie·.
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