DAL

: i
|
!
E
i




O

Sz

GGLT N E . Df210lqig eZIRjUdMUl

@ N f.uwh; i \n\l/@\\k

BMPIUI0Y | NJSAWRZI WN2ZN\y

,\Jg

J

.0rg.|

n

Cl

N I
A

W
VV

W




LEHRBUCH

DER

DIFFERENTIAL- UND INTEGRAIL-

RECHNUNG.

rcin.org.pl






LEHRBUCH

DER

DIFFERENTIAL-UND INTEGRAL-
RECHNUNG

MIT
VIELEN ANALYTISCHEN UND GEOMETRISCHEN
ANWENDUNGEN,

VON

DUHAMEL,

Mitglied der Academie der Wissenschaften des Instituts von Frankreich.

DEUTSCH

VON

D* WILHELM WAGNER.

Bl 1OTEKA
A, CLAJEWICZA

IN ZWEI THEILEN.

ZWEITER THEIL.

MIT IN DEN TEXT EINGEDRUCKTEN HOLZSCHNITTEN.

BRAUNSCHWEIG,
DRUCK UND VERLAG VON FRIEDRICH VIEWEG UND SOHN.

18646

www.rcin.org.pl z 0150



pRRTCN NG
ASDLwiiood A

www.rcin.org.pl



Inhalt des zweiten Theils.

Von den Integralen der Differentialgleichungen von
beliebiger Ordnung . :

Von den Differentialgleichungen einer Glelchung mit zwei Va-

riablen : :
Approximative Bestlmmung dcr Integrale der Dlﬁ'erentlalglel-

chungen .
Differentialgleichungen der ersten Ordnung.
Singuliire Integrale derselben .
Integration der Dxﬁ'erenhalgleu,hunveu erster Ordnung, in wel-
chen die Ableitung nur im ersten Grade vorkommt . ;
Von den Factoren, welche das erste Glied der Gleichung unmlt-
telbar integrabel machen. Integration der linearen Gleichung .
Integration der homogenen Gleichungen und der linearen Glei-
chung, durch Trennung der Variablen.

Die Bernoulli’sche Gleichung . .

Gleuhungen der ersten Ordnung, in wel(.hen d1e Ablcntung in
einem hohern als dem ersten Grade vorkommt

Totale Differentialgleichungen

Von den linearen Gleichungen einer beliebigen Ord-
nung . : L2
Formel fiir die Integrale hoherer Ordnungen :
Lineare Gleichungen mit constanten Coéfficienten
Transformationen, um die Ordnung der Gleichuﬁgen

zu erniedrigen

www.rcin.org.pl

Seite

14

17
17

22

24

30
37

38

50

58
60

70



N e
Seite
Integrationderhomogenen Gleichungen ina,y,dz, dy,d?y 176

Integration der simultanen Differentialgleichungen.

Blimination der Variablen i sebaro a0 o o g9

Simultane lineare Gleichungen . ., ., . . . /. 9

Simultane lineare Gleichungen von der ersten Ordnung . . . . 92

Integration durch Weihen ¢ Deisinapsain it - e, | 108
Integration der Differentialgleichungen mittelst be-

stimmier Integradess "« o o0 o o el Eab e O 100

G Die e At isolie AGIeIEhungrs 0 e s TR NS SR T T 118

Bestimmung von bestimmten Integralen durch Inte-
gration von Differentialgleichungen . . . . . . . 124

Summation von Reihen durch Integration von Diffe-
rentinl edeithinmpren. sl n e Be IR i e e e 180

Anwendung der Differentialgleichungen zur Auffin-
dung von Functionen, von welchen man gewisse
charakteristische Eigenschaften kennt , . ., . . . . 133

-

Eular’sthe Tntegnales fel saraut, “iacinmn waas (2o 10 189

Ausdruck fiir die Functionen einer Variable durch be-
stimmte Doppelintegrale. Entwicklung in trigo-
nometrigchiocRethen fhea € TRt we i BUCHAT BRI 145

Integration der Gleichungeil mit partiellen Diffe-

rentialensyii i | s Rl nipeR e Sl e el 162
Lineare Gleichungen mit partiellen Differentialen . . . . 166
Integration der linearen Partialgleichungen durch bestimmte In- 169

tegrale Elimination der willkiirlichen Functionen -. . 182

Allgemeine Integration der Gleichung, in welcher die partlellcn
Differentiale nur im ersten Grade und in der ersten Ord-
nung vorkommen . . . 185

Integration der partiellen Dlﬂ'erentmlglelchungen der ersten Ord-
nung, welche cylindrische Flichen, conische Flichen , Conoide

und Rotationsflichen darstellen . . . . . . . . . . . . 188
Variationsrechnumgs:l il wsbiiacie s mas s maialih 000 198
Von den Variationen. . . . e o 200
Ausdruck fiir die Variation eines bestnmmtcn Integrals st 20D
Bestimmung der unbekannten Functionen ., . . . . . . . . 212

www.rcin.org:pl



Seite
Relative Maxima und Minima . . . S 216
Der besondere Fall, wo nur Dlﬂ'crentmle der ersten Ordnunrr vor- °
kommen . . . ket =gt T
Anwendung auf einige besondere Probleme e Gt e o 90
Rechnung mit endlichen Differenzen , . . . ., . . . 238
Rechnung mit endlichen Summen . . . . . . . . . .| 247
Integration der Functionen . . . B e i R e R T
Reihenentwickelungen des Integrals B e 252
Summation: det Réihen: = .~ oy e f2 o emGa Tl S r s i 285
Formeln zum Interpoliren . . S e ey DRO
Approximative Berechnung bestlmmter Integrale Fai e 269
Kriitmmuang der Elachen® s -5l o it iaia s or ogh
Amzeigenda Curve. -, o E ke BTSN GmER I St 960
Conjugirte Tangetiten: i iany v obtutiau e e vl 7 D 300
Kriimmungslinien . . . P e S A LY RGOSl
Anwendung auf das elllptlsche Parabolmd e e SN e (B
Neue Theorie der Kriimmung der Flichen . . . . . . . . 28
Theorem von Dupin iiber die orthogonalen Flichen . . . . 293
Allgemeine Bemerkungen iiber die Systeme von Geraden,
welche durch alle Punkte des Raums gefiihrt sind . . . . . 295

www.rcin.org.pl



Verbesserungen.

Seite 3 Zeile 1 von unten z, — z statt z° — 2
p2 eyt & T 5, der Form statt Form
o R SO
o 12809 14 von oben Cie™ Y statt €,

b 160 s B e S i atabt d 8

www.rcin.org.pl



Von den Integralen der Differentialgleichungen
von beliebiger Ordnung.

1. Eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen
und y integriren, heisst alle Werthe von y als Functionen von
« finden, welche ihr geniigen; oder, mit anderen Worten, eine
Gleichung zwischen # und y finden, welche eine Folge der
vorgelegten, und von der umgekehrt diese eine Folge ist.

Aus dem geometrischen Gesichtspunkte betrachtet, heisst
es alle Curven finden, deren Coordinaten mit ihren Differen-
tialverhéltnissen der verschiedenen Ordnungen dieser Gleichung
geniigen.

Betrachten wir die allgemeine Gleichung der mten Ord-
nung, d. h. diejenige worin m der Index der hochsten in ihr
vorkommenden Ableitung ist, mit welchen Potenzen iibrigens
diese Ableitungen auch behaftet seien. Es sei diese Gleichung

: L) et kobisigin. a0 1y i
@ G (w’y’d.z" da?’ B o S

: X dmy . dy gy
Sie bestimmt e als Function von z,y, R T e d

und wenn man sie wiederholt differentiirt, so bestimmen sich
dm+ly dm+2 y

s o L als Func-

die Diffferentialverhiltnisse

tionen derselben Grossen.

Im Allgemeinen lésst sich jede Function von 2 in eine
Reihe entwickeln durch die Sitze von Taylor, Maclaurin,
oder Bernoulli. Der erste ist den Ausnahmen weniger un-

Duohamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II. 1
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terworfen, weil man den in die Coéfficienten eingehenden
Werth von @ so wihlen kann, dass keiner von ihnen unend-
lich oder unbestimmt wird. In diesem Falle ist die Reihe noth-
wendig convergent fiir alle Werthe von z zwischen gewissen
bestimmten Grenzen, und manchmal selbst fiir jeden Werth von a.

Es sei also y der allgemeinste Werth, welcher der Glei-
chung (1) geniigt. Wenn man ihn als entwickelbar nach der
Formel von Maclaurin voraussetzt, so hat man

i vy =+ () + (dx)ﬁJr

<d';;1—y) 1-2.. (m— 1) A

und wenn man nun alle Coéfficienten, von dem von 2™ an,
durch ihre, in der oben bemerkten Weise als Functionen der
vorhergehenden bestimmten Werthe ersetzt, so wird die ge-
suchte Function nothwendig in denen enthalten sein, welche
durch diese Entwicklung dargestellt werden, da man nur Be-
dingungen ausgedriickt hat, denen sie geniigen soll. Und umge-
kehrt geniigt die so bestimmte Function nothwendig der Differen-
tialgleichung; denn, differentiirt man mmal die Gleichung (2),

so erhdlt man genau die Entwicklung der in Bezug auf g:———ym

aufgeldsten Gleichung (1).

Die Gleichung (2) wiirde daher die-vollstindige Losung
der Aufgabe geben, wenn alle Werthe von y auf diese Weise
entwickelbar wiren. Jedenfalls aber konnen nur diejeni-
gen fehlen, fiir welche gewisse Differentialcoéfficienten auf-
héren endlich und bestimmt zu sein fiir den besonderen Werth
z=0.

2. Entwickelt man nach den Potenzen von z — z,, so
hat man

Tt e

dm—ly\ (m___xo)m—l
A damn=1), 1.2 (m—1) T

@)

withrend die Coéfficienten von der Ordnung m an noch immer
durch die Gleichung (1) bestimmt sind und sich auf 2 — =,
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beziehen; und umgekehrt wiirde die Gleichung (1) aus dieser
durch m successive Differentiationen hervorgehen.

Den willkiirlichen Werth 2z, kénnte man so wihlen, dass
kein Coéfficient der Reihe unendlich oder unbestimmt wiirde,
wenn diese Coéfficienten nur von =z, abhingen; da sie aber
noch den entsprechenden Werth von y und seinen Ableitun-
gen enthalten, so kann es geschehen, dass eine Function
y = @ (), welche der Differentialgleichung geniigt, gewisse
Coéfficienten der Entwicklung unendlich oder unbestimmt macht
fiir jedes 2. Wir werden bald ein Beispiel davon geben.

" Man sieht hieraus dass die Formeln (2) und (3) nicht
alle Functionen, welche der Gleichung (1) geniigen, zu ent-
halten brauchen. Diese beiden Formeln fallen zusammen,
wenn alle Auflésungen sowohl nach der einen als nach der
anderen entwickelbar sind, weil sie dann identisch die-
selben Functionen darstellen. Innerhalb solcher Grenzen, wo
sie. hinreichend convergiren, kionnen sie dazu dienen, den
'(Werth der gesuchten Function approximativ zu geben. Man
gief)’t der Glglchung (3), von welcher die (2) nur ein beson-
derer, x, — 0" entsprechender Fall ist, den Namen all-
gemeines Integral der Gleichung (1).

Da die Glelchung (3) der vorgelegten Gleichung geniigt,

was auch die Werthe der m ersten Coéfficienten yq, (—1> scisss

m—l
< dxM*l)O seien, weil sie durch die m Differentiationen ver-

schwinden, welche von der Gleichung (3) zu der vorgelegten
fiihren: so sehen wir, dass das allgemeine Integral
einer Differentialgleichung der mten Ordnung
nothwendig m willkiirliche Constanten enthilt,
welche die Werthe der Function und ihrer m—1 ersten
Ableitungen fiir einen beliebig genommenen Werth von
sind.

3. Man kann umgekehrt leicht beweisen, dass jede Glei-
chung zwischen # und y, welche der Differentialgleichung ge-
niigt und m willkiirliche Constanten enthilt, identisch ist mit
dem durch die Entwicklung (3) dargestellten allgemeinen In-
tegral. In der That, denkt man sich den durch diese Glei-

chung gegebenen Werth von y nach den Potenzen von 20—
1‘
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entwickelt, so werden die m ersten Coéfficienten 2, und die m
willkiirlichen Constanten enthalten und alle méglichen Werthe
annehmen konnen, indem man diese Constanten entsprechend
wihlt, welchen Werth man auch z, giebt: sie konnen daher
als vollkommen willkiirlich betrachtet werden, und da die fol-
genden Coéfficienten von ihnen nach der Gleichung (1) ab-
héngen, so wird die Entwicklung sich nicht von derjenigen
unterscheiden, welche die Gleichung (3) giebt. Woraus der
wichtige Lehrsatz folgt, dass jede Gleichung zwischen «
und y, welche einer Differentialgleichung der mten
Ordnung geniigt, das allgemeine Integral dersel-
ben ist, wenn sie nur m willkiirliche Constanten
enthilt, vermige deren es moglich ist, der Function und ihren
m — 1 ersten Ableitungen beliebige Werthe, fiir einen gewis-
sen Werth von 2, zu geben.

4. Diese letzte Bedingung ist unerlisslich, weil eine Glei-
chung m Constanten enthalten kann, welche sich durch Trans-
formationen auf eine geringere Anzahl zuriickfiihren lassen.
Wenn man sich also versichern will, ob eine Gleichung das
allgemeine Integral constituirt, so muss man sie m — 1 mal
differentiiren und untersuchen ob man den m Constanten solche
Werthe geben kann, dass man fiir einen gegebenen Werth
von z beliebige Werthe von y und seinen m — 1 ersten Ablei-
tungen erhiilt. Und hierzu ist es geniigend, wenn die m Glei-
chungen sich nach den m Constanten auflosen lassen, ohne
dass man auf eine Absurditit stosst: denn alsdann kann
man, fiir irgend einen Werth von #, y und seine m— 1 er-
sten Ableitungen beliebig wihlen.

Hitte man z. B. gefunden, dass einer Gleichung zweiter
Ordnung geniigt wird durch den Werth

== Ceoming Clen's g
wihrend C und C‘ willkiirliche Constanten sind, so wiirde
hieraus folgen

ﬂ_ azx a'z .
dz_aCe + a'Clevs;

welchen endlichen Werth man nun auch 2 geben mag, so
liefern diese zwei Gleichungen endliche Werthe fiir ¢ und
C’, wenn nicht « — a’. Woraus folgt, dass wenn «' ver-
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schiedem von «, der gefundene Werth von y das allgemeine
Integral ist.
Héitte man eine Auflosung gefunden von der Form
y= Csinax 4 C'cosaz,
so wiirde folgen
dy —aCcosax — aC'sinaz,
dx
woraus man endliche Werthe fiir C und €’ zieht, wenn «
nicht Null ist ; der Werth von y wére also noch das allge-
meine Integral.
Ebenso ist es fiir einen Ausdruck von der Form
y = C sin (2 + a) 4 C' sin (x + a’);
differentiirt man denselben, und nimmt der Einfachheit wegen
2y = 0, so findet man
yo = Csina 4+ C! sina’,
<ZJL> = Ccosa + C’cosa’,
4
und hieraus zieht man endliche Werthe fiir € und €, wenn
nicht
sina cosa' — sina’ cosa = 0
oder
o —=atnm,
wihrend n eine ganze Zahl ist. Der Werth von y ist also
das allgemeine Integral, ausgenommen diesen besonderen
Fall.
Wenn man aber als Auflssung einer Gleichung der drit-
ten Ordnung fiinde
y = Csin (¢ 4+ a) + C’ sin (¢ + a’) + C" sin (x 4 a*’),
so wiirde man erhalten, indem man zweimal differentiirte und
nachher # = 0 setzte,

Yo = C sina 4 C* sina’ + C” sina',
4y = C cosa C’ cosa’ 4 C! cosa’,
dz/,

o g%) = Csina + C! sina’ ++ C" sina’ .
0
Nun sind die erste und die dritte dieser letzten Gleichungen
:2
unvereinbar, wenn man y, und <%z%> unabhiingig von ein-
0

ander lisst; man sieht also, dass es unmoglich ist die drei Con-
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stanten so zu bestimmen, dass y und seine zwei ersten Ab-
leitungen beliebige Werthe annehmen fiir 2 = 0: der Werth
von y ist daher nicht das allgemeine Integral, und man sicht
in diesem Beispiele leicht dass die Constanten auf zwei zu-
riickgefiithrt werden konnen; denn, indem man die Sinus ent-
wickelt, findet man
y = (C cosa 4 C' cosa’ 4 C" cosa') sinx

+ (Csina 4 ¢ sina’ + C sina'’) cos ,
und der Werth von y enthélt wirklich nur zwei willkiirliche
Constanten, niamlich die Coéfficienten von sin 2 und cos .

5. Wenn man in dem allgemeinen Integrale einer Glei-
chung einer oder mehreren der willkiirlichen Constanten, welche
es enthilt, besondere Werthe giebt, so wird diese Auflosung
ein particulédres Integral genannt.

Wenn man einer Differentialgleichung durch eine Glei-
chung geniigt, welche nicht in dem allgemeinen Integrale ent-
halten ist, so nennt man diese Gleichung eine singulére
Auflosung oder ein singuléires Integral

In diesem Falle miissen, wie wir schon bemerkt haben,
Coéfficienten der Entwicklung (3) unendlich oder unbestimmt
werden, was auch z, sei, und folglich dann, wenn man dafiir
die Variable # setzt. Und da diese Coéfficienten nur Ab-
leitungen von niedrigerer Ordnung als m enthalten, so geht
hieraus hervor, dass der Werth y — ¢ (z), welcher eine sin-
gulire Auflosung einer Differentialgleichung der mten Ordnung
constituirt, zu gleicher Zeit dieser Gleichung und einer anderen
Differentialgleichung von einer niedrigeren Ordnung geniigen
muss, in welcher keine willkiirliche Constante vorkommt.

Wenn z. B. die vorgelegte Gleichung von der ersten Ord-
nung ist, so konnen die singuliren Auflésungen nur gegeben
werden durch Gleichungen zwischen 2 und y ohne willkiirliche
Constante; und folglich kann eine Auflosung mit einer will-
kiirlichen Constante nur das allgemeine Integral sein.

Wenn aber die vorgelegte Gleichung von einer héheren
als der ersten Ordnung wire, so wiirde die singulire Aufls-
sung im Allgemeinen gegeben werden durch eine Differential-
gleichung von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung,
welche ein Integral mit willkiirlichen Constanten haben wiirde.
- Man sieht also, dass die singuliren Auflosungen der Dif-
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ferentialgleichungen mter Ordnung gegeben werden konnen
durch Gleichungen zwischen z,y und hochstens m —1 Con-
stanten. Man kann daher aus der Gegenwart willkiirlicher
Constanten nicht immer schliessen, dass eine Auflosung ein
particuldres und kein singulires Integral sei.

6. Wir wollen jetzt ein Beispiel des in Nr. 2 angekiin-
digten Falles geben. Betrachten wir die Differentialgleichung

d 1
2+ @g—ap—1=0.

Man zieht aus ihr durch wiederholte Differentiation

3. ey 1)
d? 3 \dz 1 451
P omhelcounsriamms wobehy il T
@ —a)
dsy 1

ST P

und man findet, indem man die Formel (2) anwendet,

( %) a? 3 3 g
Y=h o\l g N gl L
Man erkennt leicht, dass indem man
2
g yo" =€
setzt, diese Gleichung sich auf
3 3
() y=a -+ (%)’ (c—a)’

reducirt. Man findet diesen Werth direct, indem man in der
vorgelegten Gleichung y — 2 — 2z setzt, was sie auf

dz !
—= =0
da i gl
reducirt, woraus
1
2% de — — da;
durch Integriren und Hinzufiigen einer willkiirlichen Constante

erhilt man
2
S —c¢c—ua )

3
3 ¢

daher
3
2

e (%)g(c—m)%, oder y —_—w—}—(%);(c-——x) :
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Diese Gleichung wird identisch dieselben Auflssungen wie die vor-

gelegte geben, wenn es erlaubt war durch z% zu dividiren, wel-
ches verlangt, dass z oder y — # nicht Null sei. Kann daher
y—a = 0 der vorgelegten nicht geniigen, so giebt die Glei-
chung («) alle ihre Auflosungen; aber wenn y — & — 0 ihr
geniigte, so wire dies eine Auflosung, welche in der Glei-
chung (@) nicht enthalten zu sein braucht. Und in der That,
y —x = 0 geniigt dieser letzten nicht, welchen Werth man
auch der willkiirlichen Constante geben mag, und geniigt doch
der vorgelegten. Also ist y— 2 — 0 eine singulire Auf-
losung.

Da diese Auflosung in dem allgemeinen Integrale nicht
enthalten ist, so wollen wir sehen, was aus den Coéfficientdh
der durch die Formel (3) gegebenen, allgemeinsten Entwick-
lung von y wird.

Es ist evident, dass wenn man y — 2 macht, alle Diffe-

! WA d? ; e
rentialcoéfficienten, von Z-m% an, unendlich werden; und hitte

1
man nicht den gemeinschaftlichen Factor (y — «)° in den bei-

den Gliedern des Werthes von T unterdriickt, so wiirde

: : 0 :
dieser sich unter Form — darbieten.

0

Dieses Beispiel zeigt einen Werth von y, nidmlich den
Werth #, welcher der vorgelegten Differentialgleichung geniigt
und nach den Potenzen von z entwickelbar ist, aber keine
mogliche Entwicklung giebt, wenn man von jener ausgeht.
Man darf also nicht bebaupten, dass das sogenannte allge-
meine Integral alle Auflosungen der vorgelegten Gleichung
enthalte, oder mit anderen Worten, es kann singulire Auf-
l6sungen geben.

7. Kann man eine der durch die Differentiation der vor-
gelegten erhaltenen Gleichungen in zwei Factoren zerlegen, von
denen der eine von niedrigerer Ordnung ist als der andere,
und setzt man den von der niedrigeren Ordnung ebenfalls
gleich XNull, so hat man eine Gleichung mehr zwischen den
schon betrachteten Ableitungen; es giebt dann eine Willkiir-
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liche weniger in der Entwicklung von y, und im Allgemeinen
wird diese Entwicklung nicht in der anderen enthalten sein,
die m willkiirliche Constanten enthiilt.
Betrachten wir z. B. die Gleichung
dy\? d
®) Wt E—y=o0.
Man findet, differentiirend,

ay e
(23 +o) T =0.

Indem man den Factor der zweiten Ordnung betrachtet, hat
man

Lok QIR L L A
dx?_o’ d.z:3_0’

die Gleichung (b) giebt jetzt, durch die Entwicklung von
Maclaurin,

i

y=y9 +2Vy.
Betrachtet man darauf den Factor erster Ordnung, so findet
man

d_y_____"_’_’ ﬂz_l, di’L=o,....
da 2 da? 2 da3

Wir haben jetzt zwei Gleichungen zwischen z, y und‘d%g, Jo

ist also nicht mehr willkiirlich, und man findet fiir 2 = 0

ay L for
(dw)o— . om0

Daher hat man fiir y den folgenden Werth ohne willkiirliche
Constante
] it
S 0

welcher in dem Integral mit einer willkiirlichen Constante nicht
enthalten, also eine singulédre Auflosung ist.

Von den Differentialgleichungen einer Gleichung
mit zwei Variablen.

8. Betrachtet man eine Gleichung mit zwei Variablen
F (@, y) = 0, und leitet man aus ihr auf irgend eine Weise
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eine andere Gleichung ab, welche 2, y und Ableitungen von
y nach @ enthiilt, so nennt man diese letzte eine Differential-
gleichung der ersten. Sie ist eine Folge dieser Gleichung, aber
diese ist nicht immer eine nothwendige Folge von ihr. So
haben wir gesehen, dass eine Function von # nur eine Ablei-
tung hat; wihrend eine Ableitung unendlich vielen Integra-
len entspricht, die sich durch den Werth einer Constante un-
terscheiden,

Wenn man zwischen der urspriinglichen Gleichung und
derjenigen, welche man erhilt, indem man sie einmal differen-
tiirt, eine Constante « eliminirt, so hat man eine gewisse
Differentialgleichung erster Ordnung der vorgelegten Gleichung.
Und allgemein, wenn man die vorgelegte mmal differentiirt,
so kann man m beliebige der in ihr vorkommenden Constanten
eliminiren, und man erhilt auf diese Weise eine Differential-
gleichung mter Ordnung der primitiven Gleichung, welche
m Constanten weniger enthilt als diese. Eine verschiedene
Differentialgleichung derselben Ordnung wiirde man erhalten,
wenn man m andere Constanten zwischen denselben Gleichun-
gen eliminirte.

Bemerken wir, dass man jede Differentialgleichung als
auf diese Weise erhalten betrachten kann; denn wir haben be-
wiesen, dass ihr allgemeines Integral, wenn sie von der Ord-
nung m ist, m willkiirliche Constanten enthilt, welche nicht in
der Differentialgleichung vorkommen. Also konnte diese letzte
aus dem allgemeinen Integral nur abgeleitet werden, indem man
diese Constanten zwischen dem Integral und den durch m succes-
sive Differentiationen daraus gezogenen Gleichungen eliminirte.

Diese Differentiationen kénnen aber auf sehr verschiedene
Weisen gemacht werden:

Will man z B. nur eine Constante eliminiren, so kann
man die Gleichung zuvor in verschiedene Formen bringen und
dann differentiiren; man erhiilt so verschiedene Gleichungen
erster Ordnung, und man kann die Constante zwischen irgend
einer von ihnen und der vorgelegten Gleichung eliminiren.

"Will man zwei Constanten eliminiren, so kann man die
in eine willkiirliche Form gebrachte Gleichung zweimal diffe-
rentiiren; man hat dann drei Gleichungen, welche die zwei
zu eliminirenden Grossen enthalten. Oder man kann auch
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zunichst eine von ihnen zwischen der vorgelegten Gleichung
und der aus ihr abgeleiteten der ersten Ordnung elimini-
ren; darauf kann man, indem man die so erhaltene Gleichung
wie die vorgelegte behandelt, die zweite Constante eliminiren.

Die Combinationen wiirden sich vervielfiltigen, wenn man
eine grossere Anzahl von Constanten zu eliminiren hitte.
Wir wollen nun beweisen, dass man immer, auf welche
Weise die Elimination auch gemacht wird, dieselbe Gleichung
zwischen z, y, g—% u. 8. w. und den nicht eliminirtt_m Constanten
erhilt.

Nehmen wir an, dass man zu zwei verschiednen Glei-
chungen gelange, indem man dieselben 7, Constanten elimi-
nirt; und es seien diese beiden Gleichungen, in Bezug auf

m

7 w"{/ aufgelost,

i o AP0 3 M)
dxm e F ‘Z" y’ d(l', ’ dm"‘_l ’
dm y dm—1

Nach dem was bewiesen worden ist, wird man, wenn man aus
der einen und anderen eine Gleichung zwischen z, y und m
willkiirlichen Constanten herleitet, die Gleichung selbst erhalten,
aus welcher sie gezogen sind, und folglich identische Resultate
haben. Entwickelt man diese nach den Potenzen von & — a,,
so werden die Coéfficienten der verschiednen Potenzen respective
gleich sein, wenn die, demselben Werthe #, entsprechenden

Constanten y,, < ) ( da:'"—1> beiderseits dieselben

sind.

Nun haben die Entwicklungen respective zu Coéfficienten

von u)— die beiden Ausdriicke

125
dm—1
Flas s (8 v (2
d dm—1
o). (E20)
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Es miissen daher diese beiden Functionen fiir jedes w, gleich

- : o d Yy dm—1 y
sein, indem man den Gréssen v, <%>0 SN %’"—:)0
und den nicht eliminirten Constanten, welche beiderseits dieselben
sind, beliebige Werthe giebt; folglich miissen alle diese verschie-

denen Grossen auf identische Weise in /" und / vorkommen.

. ; ; ] : d;
Sie kommen aber darin auf dieselbe Weise vor, wie z, y,gy—, s
x

m—1
g;;n—j%— und die nicht eliminirten Constanten in den beiden
Ausdriicken fiir Z—:g vorkommen; daher sind diese beiden Aus-

driicke identisch, und die beiden Differentialgleichungen, mag
man sie nun in Bezug auf %}g auflosen oder nicht, sind es

folglich auch; woraus der wichtige Lehrsatz hervorgeht:

Auf welche Weise man zu einer Differential-
gleichung der mten Ordnung kommen mag, wenn
man von einer und derselben Gleichung zwischen
zund y ausgeht und dieselben m Constanten elimi-
nirt: immer erhédlt man eine und dieselbe Glei-
chung.

9. Dieser Satz giebt Veranlassung zu mehreren niitzlichen
Bemerkungen.

Heben wir unter allen Arten diese Rechnung auszufiihren
die folgende hervor:

Man eliminire zuniichst eine der Constanten zwischen der
vorgelegten Gleichung und ihrer ersten Ableitung; darauf
eliminire man eine zweite Constante zwischen der so erhaltenen
Gleichung und ihrer Ableitung; dann eine dritte Constante
zwischen der so erhaltenen neuen Gleichung und ihrer Ab-
leitung, und so fort bis die m bezeichneten Constanten ver-
schwunden sind. Man hat dann die gesuchte Gleichung der
mten Ordnung; und nach unserm Lehrsatze ist diese Glei-
chung und sind alle Zwischengleichungen identisch mit den-
jenigen, welche man, dieselben Constanten eliminirend, durch
andere Verfahrungsarten erhalten wiirde. Die Ordnung aber,
in welcher man die m Constanten eliminirt, bestimmt die
Zwischengleichungen; und so viel Combinationen als man zu n
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mit 7 Buchstaben machen kann, eben so viel verschiedne Glei-
chungen der Ordunng n kann man erhalten, von denen jede
nur eine einzige Form haben kann. Hieraus zieht man die
wichtige Folgerung: '

Jede Differentialgleichung von der Ordnung
m kann abgeleitet werden aus m verschiedenen
Gleichungen von der Ordnung m — 1, von welchen
jede eine willkiirliche Constante enthédlt; aus
m (m — 1) Glei
s eichungen von der Ordnung m — 2,
welche deren zwei enthalten; und allgemein aus
m@m—1)...(m—n-41)

A el n
denen jede n willkiirliche Constanten enthalt.

10. Wenn man eine Gleichung mter Ordnung zu inte-
griren hat, so kann man ihre mn ersten Integrale suchen. Ge-
lingt es diese zu bestimmen, so hat man m Gleichungen zwi-
schen z, y dy it

: dw 9,2 %, €1y dw__l
liche Constante enthilt; und indem man die m — 1 Ableitun-
gen von z eliminirt, erhidlt man folglich eine Gleichung zwi-
schen @, y und m willkiirlichen Constanten. Man hat also dann
das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung.

11. Manchmal ist es leichter die ersten Integrale der
Gleichung (m + 1)ter Ordnung zu finden, welche man er-
hiilt, indem man die vorgelegte differentiirt. Das allgemeine
Integral dieser Gleichung von der (m -+ I)ten Ordnung ist
dann das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung, wenn
man sich zu einem Glied derselben eine willkiirliche Constante
addirt denkt; und kennt man das allgemeine Integral der Glei-
chung (m + 1)ter Ordnung, so hat man dasjenige der vor-
gelegten, indem man diese Constante gleich Null macht. Maua
wird daher die m - 1 ersten Integrale suchen, zwischen
ihnen die m Ableitungen von y eliminiren und dann statt der
in Rede stehenden Constante Null setzen. Aber eines dieser
ersten Integrale ist nichts Anderes als die um diese Constante
vermehrte vorgelegte Gleichung, und reducirt sich folglich auf
letztere, indem man fiir die Constante Null setzt; wenn man
also m erste Integrale der Gleichung (m - 1)ter Ordnung

von der Ordnung m—n, von

, von welchen jede eine willkiir-
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erhalten kann, welche die vorgelegte Gleichung nicht einschlies-
sen, so braucht man nur zwischen ihr und den m Integra-
len die m Ableitungen von y zu eliminiren, und man hat das
verlangte allgemeine Integral.

Hat man das allgemeine Integral der Gleichung (m - 1)ter
Ordnung durch irgend ein Mittel gefunden, so enthilt das-
selbe m - 1 willkiirliche Constanten; aber diese Constanten
sind unter sich durch eine Gleichung verbunden, welche man
erhiilt, indem man den gefundenen Werth von y in der vor-
gelegten Gleichung substituirt. Man hat also nur m willkiir-
liche Constanten, wie es sein muss.

Anderes Mittel um die Integrale der Differential-
gleichungen zu bestimmen.

12. Anstatt die Differentialgleichung zur Bestimmung der
Coéfficienten der Entwicklung des Integrals zu gebrauchen,
kann man sie anwenden um die successiven Incremente des
Werthes von y und somit diesen Werth selbst, mit einer be-
liebigen Anndherung zu berechnen. Man erhilt auf diese
Weise nicht den Ausdruck von y durch z, aber so viel be-
sondere Werthe als man will; mit anderen Worten, man kann
von der Curve, deren Gleichung gesucht wird, so viel Punkte
als man will, approximativ bestimmen.

Betrachten wir zuniichst die Gleichung der ersten Ord-
nung, welche man immer als in die Form

dy = F (z, y) d=
gebracht annehmen kann.

Wenn man nach Beliecben den Werth 3, annimmt, wel-
cher einem willkiirlichen 2, entspricht, so liefert die Gleichung
das Increment, welches y erhdlt, wenn # in 2, + @ iibergeht;
der Werth desselben ist dy, = F (29, ) @, indem man die
Grossen vernachlissigt, welche in Bezug auf « von der zwei-
ten Ordnung sind. Bezeichnet man die neuen Werthe von .z
und y durch 2/, y/, so hat das einem Increment ¢ von 2’ ent-
sprechende Increment von y’ den Werth

dys = B )ye,
indem man wieder die Gréssen von zweiter Ordnung in Bezug
auf & vernachlissigt, sowie den noch kleineren Fehler, der davon
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herriihrt, dass man in dem Werthe von y eine Grisse zweiter
Ordnung vernachliissigt hat. Indem man so fortfihrt, und
immer die Grossen von zweiter' Ordnung in Bezug auf a ver-
nachléissigt, erhilt man so viel Werthe von y als man will, oder
so viel Punkte als man will von der Curve, welche der Dif-
ferentialgleichung geniigt, und durch den willkiirlichen Punkt
geht, dessen Coordinaten’ 2,, y, sind. Man sicht hieraus dass
eine Gleichung erster Ordnung unendlich viele Integrale hat,
welche sich von einander nur durch den Werth einer Con-
stante unterscheiden, die das einem willkiirlich gewiihlten
Werthe von # entsprechende y ist. Der aus diesen Rechnungen
resultirende allgemeine Ausdruck von y ist

Yy =yo + F(2; yo) & + Flay 4 a,y0 + F (20, 90) a]e - -,
worin die Zahl der zu nehmenden Glieder abhingt von dem
Werthe von 2, den man betrachtet; und man wiirde den
Werth von y genau durch 2 ausgedriickt haben, wenn man
die Grenze finden kénnte, gegen welche die Summe von n 41
Gliedern dieser Reihe convergirt, wihrend ne = 2 — #, und
o unbegrenzt abnimmt.

13. Bemerken wir dass diese Art die verschiedenen In-
tegrale einer Differentialgleichung zu bestimmen, auf alle Auf-
losungen anwendbar ist. Sowohl die singuléren als die par-
ticuliren Integrale finden sich darin enthalten; was bei den
anderen Methoden nicht der Fall ist.

Auf #hnliche Art kann man verfahren, wenn eine Glei-
chung zweiter Ordnung zu integriren ist. Diese kann man
-sich immer in der Form denken

dzy

& dy 4y _ éz)
W_F(Z',y,g'.;), oderddx—F myy’dx dz.

Man nimmt die z, entsprechenden Werthe y,, (%) will-
&/o

kiirlich an, und die Gleichung liefert das zu dem Incre-

ment @ von a gehorige Increment von Z—Z Man hat dann
den Werth von ° %, welcher z, + « entspricht;  ferner

ist das Increment von y bekanmnt, da man (%) angenommen
0

hat. Man kennt also fiir den Werth z, 4 ¢ die Werthe von y und
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%, und dieselbe Operation kann man beliebig oft wiederholen.
Es zeigt sich hier, dass in dem Integrale einer Gleichung
zweiter Ordnung zwei willkiirliche Constanten vorkommen.
Dieses Verfahren liefert nur die Werthe der Integrale ap-
proximativ; genau wiirde man sie finden, indem man die
Grenze der Reihe bestimmte, wihrend a gegen Null conver-
girt und wie im vorigen Falle ne = 2 — a.

Offenbar finden dieselben Betrachtungen Anwendung auf
die Gleichungen aller Ordnungen.
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Differentialgleichungen der ersten Ordnung.

Singulire Integrale der Gleichungen erster
: Ordnung.

14. Es sei
(1) Bz yhay—-0
das allgemeine Integral einer Differentialgleichung erster Ord-
nung, und « sei die willkiirliche Constante, deren Elimina-
tion zwischen der Gleichung (1) und ihrer Ableitung

: ar dF dy

@ gtk B
zu der vorgelegten Differentialgleichung fiihrt. Man will wis-
sen, ob diese letzte Auflosungen zuliisst, welche nicht in dem
allgemeinen Integrale enthalten sind.

Jede Gleichung zwischen # und y lésst sich in die Form
bringen
(3) It (@5 ysdop) == O
wo @ eine gewisse Function von 2 und y ist und # dieselbe
Function bezeichnet wie in (1), nur dass die Constante a durch
die Function ¢ ersetzt ist. Denn man kann /' (z,y, @) irgend
einer Function gleichsetzen und daraus fiir ¢ einen Werth
zichen, der diese Gleichung identisch macht. Die Gleichung
(3) kann deshalb alle Auflosungen der vorgelegten Gleichung
darstellen, ‘'wenn man fiir ¢ alle schicklichen Werthe setzt;
und diese wollen wir nun zu bestimmen suchen.

Durch Differentiiren von (3) findet man, indem %'die

totale Ableitung von ¢ bezeichnet,
Duhamel, Diff.- und Int. Rechnung. II. 9

L3
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dr dF dy do :
o gl dy dx +(I(p (17_1_0
Wenn man in diese Gleichung den aus (3) resultirenden Werth
von ¢ einsetzt, so hat dies in den beiden ersten Termen von
(4) denselben Erfolg, als wenn man « aus (1) zieht und in (2)

)

dz

einsetzt. Folglich ist es zur Identitit der Werthe von —(‘?—Z
nothwendig und hinreichend, dass die Substitution von ¢ ergiebt
L LA A
(5) B,
dy
was auf mehrere Weisen geschehen kann:
1. Indem man d_(p = 0 setzt, wo dann ¢ eine Con-

da
stante ist, und die Gleichung (3) mit dem allgemeinen Integral
zusammenfallt;

dr
2. indem man %T nach Substitution des aus (3) gezoge-
dy
nen Werthes von ¢ gleich Null setzt, was dasselbe ist, als

dr
wenn man ¢ durch die Gleichung %T = 0 bestimmt und den
Werth in (3) einsetzt.

Man sieht also, dass wenn man das allgemeine Integral
einer Differentialgleichung erster Ordnung hat, man alle sin-
guldren Integrale erhalten wird, indem man die Constante eli-
minirt zwischen der Integralgleichung und ihrer gleich Null
gesctzten partiellen Ableitung nach der Constante, sowie ihrer
gleich Unendlich gesetzten partiellen Ableitung nach y. Man
muss sich aber iiberzeugen, ob jede dieser Hypothesen auch
wirklich das erste Glied der Gleichung (5) auf Null und nicht
auf 2 bringt.

0
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Ferner muss man untersuchen, ob die so erhaltenen Auf- -
lgsungen schon in dem allgemeinen Integrale stecken. In
diesem besonderen Falle hat man ein particulires Integral statt
eines singuliiren.

15. Welche Form man der Gleichung (1) geben mag,
die Anwendung der vorhergehenden Regeln muss immer zu
denselben Auflosungen fithren. Dies kann man verificiren, in-
dem man bemerkt, dass das Verhiltniss der beiden partiellen
Ableitungen (é—F, af mit Riicksicht auf /7 — 0 immer das-

9 dy

selbe sein wird, obgleich eine jede dieser beiden Ableitungen
sich idndert, wenn man die Gleichung 7 = 0 transformirt.
Denn hat man irgend eine Gleichung /7 (#, y, 2,u) =0, so driickt
das Verhiiltniss von zwei partiellen Ableitungen des ersten Glie-
des in Bezug auf zwei der Variablen, z. B. » und z, bis aunf
das Zeichen immer die Ableitung einer der Variablen » und 2
in Bezug auf die andere aus; es kann folglich, nach®Elimi-
nation einer von beiden, nicht von der Form abhiingen, unter
welcher man die » und z verbindende Gleichung darstellt.

Wenn daher eme Transformation der Gleichung (1) macht,

¢

dass die Glexchung — 0 Auflosungen verliert, so macht

sie zugleich, dass die Gleichung H—IF — 0 dieselben gewinnt.
dy

16. Das singuldre Integral hat eine sehr merkwiirdige
geometrische Beziehung zu dem allgemeinen Integral. In der
That, wenn man « zwischen der Gleichung (1) und ihrer par-
tiellen Ableitung nach « eliminirt, so hat man die Gleichung
des Orts der successiven Durchschnitte der Curven, welche man
erhilt, indem man « in der Gleichung (1) stetig variirt. Also
stellt das singuliéire Integral die umhiillende Curve dieser Cur-
ven (der particuléiren Integrale) dar.

Wenn man nach der Differentialgleichung den geometri-
schen Ort von irgend einem ihrer Integrale, wie wir dies
oben angegeben haben, construirt und zur Ordinate y, diejenige
der umbhiillenden Curve wihlt, welche der Abscisse 2, ent-
spricht, so muss die Gleichung zwei allgemeine Werthe fiir

2*

www.rcin.org.pl



ETREGL .| | e
dy

ds liefern, von denen der eme der Umbhiillenden, der andere
der Umbhiillten entspricht, und welche gleich sind fiir den die-
sen beiden Curven gemeinsamen Punkt. Die angegebene Con-
struction wird dann die beiden Curven liefern. Ks giebt je-
doch eine bemerkenswerthe Ausnahme von diesem Satze: sie
findet statt, wenn die das singulire Integral darstellende Um-

hiillungslinie eine Gerade ist.
In der That, wenn man von einem Punkte dieser Gerade

ausgeht, so sind zwei Werthe von % in diesem Punkte gleich,

und folglich sind die zwei correspondirenden Werthe von dy,
welche die Gleichung liefert, gleich, wie dies im Allgemei-
nen stattfindet; aber im gegenwirtigen Falle ist einer dieser
Werthe strenge richtig, und zwar derjenige, welcher der ge-
raden Linie entspricht, deren Gleichung ersten Grades, ohne
etwas ‘zu vernachlissigen, dy — pda giebt, wogegen man
in jedem anderen Falle eine in Bezug auf dy unendlich kleine
Grosse vernachlissigt. Hieraus folgt, dass der Nachbarpunkt
strenge der Umbhiillenden angehért, und man befindet sich
also in ‘demselben Falle wie vorher. Man sieht somit,
dass die Differentialgleichung in diesem Falle das singulidre
Integral allein giebt. Es ist zugleich klar, dass dies nur in
diesem einzigen Falle geschieht. 'Denn lige der zweite Punkt
nicht genau in der Enveloppe, so wiirde die Gleichung nicht

zwei genau gleiche Werthe fiir grg geben, indem man die

Coordinaten dieses Punktes substituirt; man wiirde also bei
dem folgenden Werthe von 2 zwei Punkte statt eines finden
und die beiden Linien erhalten.

Man kann die singuliren Integrale auch aus der Diffe-
rentialgleichung selbst bestimmen. Es sei diese Gleichung
(6) f(z,y,y)=0,

indem wir % durch y’ bezeichnen.

Da die geometrische Darstellung der singuliren Auflésung
die umbhiillende Curve von denjenigen ist, welche die particu-
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liren Integrale darstellen, so schneiden diese sich im Allge-
meinen; und wenn sie einander unendlich nahe riicken, so wird
der Durchschnittspunkt ein Berithrungspunkt, der der Enve-
loppe angehort. Demnach muss die Gleichung (6) im Allge-
meinen fiir einen und denselben Werth von # und y wenigstens
zwei verschiedene Werthe von y’ geben, und zwei dieser
Werthe miissen gleich werden, wenn z und y einem Punkt
der Enveloppe angehioren oder der Gleichung geniigen, welche
dic singulire Auflosung constituirt. Man hat also auszudrii-
cken, dass die Gleichung (6) zwei gleiche Werthe fiir y/ giebt.

Dies geschieht, indem man %; =0 setzt, wenn f (z, y, y’) eine

einformige Function ist. Ist sie mebhrférmig, so kann man
sie durch Transformation zu einer einférmigen machen; man
kann aber auch successive eine jede der verschiednen in
f(xyy,y) =0 enthaltenen Gleichungen behandeln und aus-
driicken, dass sie gleiche Werthe fiir y/ giebt, oder auch dass
ein aus der einen gezogener Werth von y’ gleich ist einem
aus der anderen gezogenen Werthe von y’. Wenn z. B. die
Gleichung (6) nach y‘ aufgelosst wiire, so konnte man nur
das letzte Mittel anwenden und diese Werthe zwei und zwei
gleich setzen. Es sei in allen Fillen ¢ (2, y,y") = 0 eine
Gleichung, welche ausdriickt dass die Gleichung (6) zwei
gleiche Werthe von y/ giebt} so muss die singulire Auflosung
diesen zwei Gleichungen, und folglich dem Resultate der
Elimination von y’ zwischen ihnen geniigen. Bewerkstelligt
man also diese Elimination, so erhilt man eine Gleichung
zwischen # und y, welche die singulire Auflosung darbieten
wird, wenn eine solche existirt. Man muss deshalb untersu-
chen, ob die verschiedenen Werthe von y in x, welche sie lie-
fert, der Gleichung (6) geniigen: diejenigen welche dies thun,
ohne in dem allgemeinen Integral enthalten zu sein, sind die
singuliren Auflésungen. Es sei als Beispiel

™) y=uay + 1), ,
withrend f eine Function bezeichnet, welche nur einen Werth
hat fiir einen und denselben Werth von y.  Wir haben als
Bedingung der Gleichheit zweier Werthe von y

®) z 4 f @) =0,
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und zwischen diesen beiden Gleichungen ist y’ zu eliminiren.
Nehmen wir an dass man aus der Gleichung (8) zieht y/ = ¢ (),
so erhilt man durch Einsetzen in (7)

®) y=29() + flo@)]-

Differentiirend findet man

«i-¢@+wmu+f<m:ww,

und folglich kann man die Gleichung (9) so schreiben:

y—@a+¢@9

Sie geniigt also der vorgelegten Differentialgleichung, und
bildet ihre singuliire Auflosung; denn sie ist nicht in dem
allgemeinen Integrale enthalten, das wir spéter bestimmen
werden.

1

Integration der Differentialgleichungen erster
Ordnung.

17.  Die allgeiﬁeinste Gleichung der ersten Ordnung,

in welcher das Differentialverhiiltniss % den ersten Grad nicht

iibersteigt, kann auf die Form gebracht werden
Qdy + Pdz = 0, oder Q% + P =.0,

wo P und Q irgend zwei KFunctionen von # und y sind.
Immer kann man das allgemeine Verfahren auf sie anwenden,
welches darin besteht, dass man y nach dem Satze von Taylor
oder Maclaurin entwickelt. Bisweilen gelingt es die Reihe
zu summiren; oft aber ist sie so complicirt, dass man sie
nicht auf eine endliche Form zu reduciren vermag. Es fol-
gen hier einige Beispiele, in welchen dieses Verfahren ohne
Schwierigkeit anwendbar ist.

Es sei

dy o)
d—‘r+ay—f—bm3__0
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Indem man differentiirt, findet man

L 9y ) ahae -
Tas + a e 1 3bax2 =0,

&y &y Ty
Ta8 + a F + 6be =0,
dty A3y 5
Tad + a dm3+6b =0,
d4+my d3+my

Tt & e = 0.

Macht man in allen diesen Gleichungen & = 0, so kommt

d 5 e
<%>o 50 e R (?[77/7)0 = o'ty (E%)o = — a3y

d4 dv :
7%)0: aty, — 60, <;l_a'cl5>0 = — abyy -+ 6bay ...,
(‘?“F_"‘I_/\ L <d?f“,’"_y :
dm’4+’" 0— da3tm o 2
daher
a?x? as a3
y=un(l=e+ 5753+ )
B apd a?ab
e (.1.2.3.4 TIT e >
oder
Taie S : a?a? adad
e <“ = b ko mg et g

b & T -
oder da man y, — 9;4— durch eine willkiirliche Constante ¢
4

ersetzen kann,
60 a?x? ad 3
Sy e (1—“'”+'1—.‘2"m>‘
Nachdem das allgemeine Integral bekannt ist, wiirde man
die singuliren Integrale durch die oben auseinandergesetzte
Methode erhalten. Es ist aber leicht zu sehen, dass im ge-

genwiirtigen Falle keines existirt.
Es sei ferner x % +y 4+ azm =0, withrend m ganz
2

und positiv ist. :
Man erhiilt durch Differentiation

www.rcin.org.pl



— 24 — .

(l Y
daﬂ

3—55 + 3% -+ m (m — 1) ap2:—0)

+ 2 dy + maa™1! = 0,

dm+ Y

(Wl—l_ (m—+1) %—{—m(w——l)...?.lazo,
d detrl

e + (m~+n) da:'"+"‘3{ =10
wo n grosser als 1.

Macht man z — 0, so werden y und alle Differential-
coéfficienten Null, indem man voraussetzt dass sie nicht unend-

lich werden, mit Ausnahme von g%"l dessen Werth dann
Hd —77})_'_12 Lor ist; man findet daher y — — ”%i—"f .
Dieses Integral hat keine willkiirliche Constante und ist
folglich nicht das allgemeine Integral. Dieses ist also nicht
entwickelbar nach den ganzen und positiven Potenzen von .
Und in der That, wenn man durch die Methoden integrirt,
welche wir sehr bald werden kennen lernen, so findet man als
allgemeines Integral

3y i aam
e W e 6
Die Auflosung, welche wir fanden, ist also ein particuli-
res, (' = 0 entsprechendes Integral.
Es ist leicht zu schen, dass es kein singuliires Integral
giebt.

Von den Fagctoren, welche das erste Glied der
Gleichung unmittelbar integrabel machen.
Integration der linearen Gleichung.

18. Wenn das erste Glied der Gleichung Qdy 4 Pdz—0
das Differential einer Function von 2 und y wire, so wiirde
es nothwendig und hinreichend sein, diese Function gleich einer
Constantes zu setzen, um der vorgelegten Gleichung zu genii-
gen. Die Bedingung fiir diesen Umstand ist, wie wir ge-
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sehen haben, 99 4 . Wenn sie nicht erfiillt ist, und das
s L dy

erste Glied der Gleichung, indem man es mit einer Function v
multiplicirt, zum -Differentiale einer Funection = wird, so ist

die Gleichung #quivalent mit —vl— du =0, und es wird ihr

geniigt, sowohl indem man du — 0 macht, woraus » — ¢,
welches das allgemeine Integral ist mit der willkiirlichen

- i | : 3
Constante ¢, — als auch indem man - = 0 setzt, was eine

singulire Auflosung liefert, wenn sie nicht schon in der vori-
gen steckt.
So z. B. kann man die Gleichung
F@) f) dy + @ (@) v(y) de = 0
in die Form bringen
P [.Z(u) i "’”1]:0,
und man geniigt ihr, indem man F(z) = 0, oder ¢ (y) = 0,
oder endlich

W g, 4 2@ 4y g

v T F@
setzt, wovon das erste Glied ein vollstindiges Differential ist,
da die Variablen getrennt sind.

19. Man kann beweisen, dass immer ein Factor existirt,
welcher Qdy 4 Pdaz zu einem vollstindigen Differentiale
macht. In der That, es ist bewiesen, dass die vorgelegte Glei-
chung ein, eine willkiirliche Constante ¢ enthaltendes Integral
hat, welches wir durch ¥ (z,y,c¢) = O bezeichnen wollen; und
die Differentialgleichung ist nothwendig erhalten worden durch
Eliminiren von ¢ zwischen dieser letzten Gleichung und der-
jenigen, welche man aus ihr durch Differentiiren erhalten hat,
nachdem man sie zuvor irgendwie transformirt hatte. Wie
aber auch diese Transformation geschehe, in Nr. 8 ist bewie-
sen dass man durch Elimination von ¢ immer denselben Werth
fiir % in 2z und y erhilt.

Denken wir uns nun die Gleichung F(.z', Y, ¢) in die Form

gebracht @ (2, y) = ¢, woraus —da:+ d(p dJ—O Da der
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hieraus gezogene Werth von ] und derjenige, welchen die
dx
vorgelegte Gleichung giebt, nach dem eben Gesagten in 2 und
y identisch sein miissen, so hat man identisch

do

L et

do T @ :
dy

Addirt man beiderseits dy und multiplicirt mit 49 , 80 hat
da dy

man, was auch z,y, da, dy seien, die neue Identitit
deo | do dy <dy L 5 > do

dx Ty — \dz 5 Q/ dy
Das erste Glied ist die totale Ableitung einer Function ¢
von & und -y, also ist dasselbe mit dem zweiten der Fall;
und folglich wird, indem man die vorgelegte Gleichung mit

¥ g multiplicirt, ihr erstes Glied ein vollstindiges Diffe-

Q dy
: ; S AaE ! 1 deo .
rential. Man sieht, wie dieser Factor » — ) @ mit dem

ersten Gliede des unter die Form ¢ = ¢ gebrachten allge-
meinen Integrals verbunden ist.

20. Nachdem die Existenz des Factors v erwiesen ist,
suchen wir, wie es mdoglich wird-ihn zn entdecken.

Die ihn bestimmende Gleichung ist leicht zu bilden, denn
man soll die Identitit haben
) B dv dv dP dQ
dﬂz L —_— ) — = ————~\'—>-
da dy’ uley Qd.z' Pd g dy dx
Wenn v # und y zugleich enthalten muss, so ist dies eine
Gleichung mit partiellen Differentialen, und schwieriger zu inte-
griren als die vorgelegte. Man muss daher im Allgemeinen
auf die Bestimmung dieses Iactors verzichten.

Braucht aber » nur eine Variable, 2 z. B., zu enthalten,
so kann man leicht seinen Werth bestimmen. In der That,

die vorige Gleichung wird dann
dv dpP dQ)

Q—-—:v AR AT E

dx dy da
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Lde_1(@R _ 40

v dg =~ Q \dy dz/
Folglich ist es dazu nothwendig, dass die oegebenen Coéfficienten
P und @ solche sind, dass der Ausdruck Q dP g—g) unab-

héngig ist von y.

Ist diese Bedingung erfiillt, so kann manv unabhiéingig von
y annehmen, also setzen, indem g (2) den vorstehenden Aus-
druck bezeichnet,

o 3;=<P(-”)~

woraus

Der Coéfficient ¢ ist willkiirlich und fallt iiberdies von selbst
weg. :
Kiir den hieraus resultirenden Werth vonvist v (Pdz—+- Qdy)
ein vollstéindiges Differential. Indem man dies integrirt, findet man

/rp (x) dw

Y
fPe“ dw+/(20¢ly=c’.
Yo

Dies ist das allgemeine Integral von Qdy 4+ Pdae = 0. Die
Discussion wiirde dieselbe sein, wenn der integrirende Factor
v von 2 unabhiingig wire.

21. Die vorhergehende Rechnung wiirde sich vereinfachen,
wenn die Gleichung dy -+ P de =0 vorgelegt wire. Es miisste
aber dann % unabhéingig von y sein, es miisste also

P = Xy -+ X,
wo X und X, beliebige Functionen von z bezeichnen. Neh-
meén wir also die Gleichung an

dy + (Xy + X)) da = 0.

Der integrirende Factor v wird jetzt e/ X4z, durch Multi-
pliciren mit demselben hat man

e./;\’d:c dy + Xyefx'il' de 4+ X, e/‘\’d‘t dz =0
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Hieraus ergiebt sich
yef)mz +‘/“\ylefXd.t Jeis
wo C eine willkiirliche Constante; daraus folgt
g = oFres (@ xS gy,

Dies ist das allgemeine Integral der linearen Gleichung
erster Ordnung. Die von fXd:c herriithrende willkiirliche

Constante verschwindet von selbst, und die Constante C ist die
einzige, welche in den Werth von y eingeht.

Betrachten wir, als sehr einfache Anwendung, die folgende
Aufgabe, welche den Geometern durch de Beaune, ecinen
Freund von Descartes, vorgelegt wurde :

- Man soll eine solche Curve finden, dass die
Subtangente zu der Ordinate sich verhidlt wie cine
constante Linie zu der Ordinate dieser Curve, wenn
man diese Ordinate um diejenige einer Gerade ver-
mindert, die unter einem halben rechten Winkel
gegen die Axe der # geneigt ist.

Nimmt man den Anfangspunkt im Durchschnitt dieser
Gerade mit der Axe der , so ist deren Gleichung »—y, und
die gegebene Bedingung wird ausgedriickt durch die Gleichung

dy _y—« dy 2
e ,oderadm Y=l

wo a der gegebene Werth der constanten Linie ist.

Diese lineare Gleichung, nach irgend einer der angegebe-

nen Verfahrungsarten integrirt, giebt
xr

y=ua -+ a4 Ce",
wo C eine willkiirliche Constante.
Nimmt man jetzt zur Axe der 2’ die Gerade, deren Glei-
chung y — 2 -} a ist, und behilt man die Axe der y als Axe
der y’ bei, so wird
& z

3 =5 Ce*, o= —1;2:, und folglich y* = Ce¢*Y

9
.

Die Curve ist also cine logarithmische, deren Ordinaten
mit der Axe einen halben rechten Winkel machen.
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22. Wir haben bewiesen, dass in allen Killen ein Factor
existirt, welcher geeignet ist. das erste Glied integrabel zu
machen. Wir wollen sehen, ob nur einer existirt.

Es sei v eine erste solche Function, dass v (Qdy + Pdaz)
das. Differential einer Function » von 2 und y ist. Zunichst
ist dann evident, dass auch der Factor v (v) das erste Glied
integrabel macht: denn, weil v(Qdy + Pdz) = du, so hat
man v @ (u) (Qdy + Pdz) = @ (v) d(u), welches das Differen-
tial von fqp (u) du ist.

Es sei jetzt V irgend eine andere solche Function, dass
V(Qdy 4+ Pdx) =d U, wo U eine Function von 2 und y
bezeichnet. Man folgert hieraus die Identitit

_P__ dwz=.d U,
Da nun das zweite Glled ein vollstindiges Differential 1st, 80
muss das in @ und y ihm identische erste Glied auch ein

; 3 | i i
solches sein; was nur sein kann, wenn - eine Function von

u allein ist. Diese letzte Behauptung, welche man gewéhnlich
als evident hinstellt, muss indessen erwiesen werden.

Wir wollen also allgemein zeigen, dass wenn u — f(x,y),
der Ausdruck F'(z, y)du oder I'(z,y) [% dz %dy]

kein vollstindiges Differential in Beziechung auf die beiden Va-
riablen 2 und y sein kann, wenn man nicht hat

Fay)=vw=¢[f(=yl]
wie iibrigens auch die Function % sei. B

In der That, eliminiren wir y vermdge der Gleichung
u = f(a,y), so wird F'(z,y) eine Function von » und 2, ¢ (u,2).
Der Ausdruck, welcher ein vollstdndiges Differential in Bezie-
hung auf z und y war, wird es in Beziehung auf # und « sein;
@ (4, #) du wird also ein vollstindiges Differential einer Func-
tion von zwei unabhiingigen Variablen # und u sein; was ab-
surd wiire, wenn 2 in diesem’ Ausdrucke bliebe, der nicht da
enthilt. Es ist daher nothwendig, dass ¢ (v, #) kein z ent-
halte, und folglich, dass /' (a, y) eine Function von « oder von
f(x,y) sei.
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Kehren wir nun zu unserer Frage zuriick, so sehen wir,
dass wenn ein Factor v dem ersten Gliede die Form des Dif-
ferentials einer Function u von 2, y giebt, alle Factoren, welche
diese Eigenschaft besitzen, von der Form v (%) sind, wo ¢
eine willkiirliche Function bezeichnet.

Die vorgelegte Gleichung wird also

du = 0 oder @ u)du =0,
und aus beiden folgt v = ¢, wihrend ¢ eine willkiirliche Con-
stante.

Alle diese Factoren fithren somit zu demselben Resultate,
und sie unterscheiden sich nur durch den Factor ¢ (u), welcher
eine Function von #, y ist, sich aber vermége des Integrals v—c¢
auf eine willkiirliche Constante reducirt. Man sieht, dass wenn
zwei verschiedene Factoren bekannt sind, welche das erste
Glied der Gleichung integrabel machen, man das allgemeine
Integral erhilt, indem man ihr Verhiltniss gleich einer will-
kiirlichen Constante setzt.

Integration der homogenen Gleichungen und der
linearen Gleichung, durch Trennung der
Variablen.

23. Manchmal kann man durch eine Vertauschung der
Variablen die Integration der gegebenen Gleichung auf Qua-
draturen zuriickfiihren, indem sich die neuen Variablen in der
transformirten Gleichung trennen.

Betrachten wir zuerst eine beliebige homogene Gleichung

Mdz + Ndy = 0,
d. h. eine solche, worin M und N homogene Functionen der-
selben Ordnung m von #, y sind. Wie man weiss, ist diejenige
eine homogene Function mter Ordnung der Variablen ,y, z...,
welche sich durch den Factor ¢™ multiplicirt findet, wenn man
die Variablen respective in g, gy, g 2 etc. veréindert.

Setzen wir y = ua, also dy = uda + xdu.

Die Functionen M und N werden gleich 2™ multiplicirt
mit Functionen von u: und die durch 2™ getheilte Gleichung
nimmt die Form an
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F(uyde - f(u) (u da + wdu) = 0

oder
[Fu) + uf(w)]de + @f(uw)du = 0
oder
da J (u)du
+ f’(u)—-{——uf(u) vk

und die Variablen sind getrennt.

Das erste Glied ist zu einem vollstindigen Differential ge-
worden, indem man es zuerst durch 2, dann durch

@ [F(u) + uf(u)] oder & I ( ) +5: yf( )
getheilt hat. Im Ganzen ist es also durch M2z 4 Ny getheilt
worden.

Also ist der Factor, welcher das erste Glied unmittelbar

1 ¥ L
s m Wenn Mdz—+ N dy bereits ein

vol]standlges Differential wire, so wiirden m und 1

inteurabel macht

zwei integrirende Factoren sein; ihr Verhiltniss wire daher
gleich einer Constante, und das allgemeine Integral wire folg-
lich Mo + Ny —¢.

Mdz 4+ Ndy
Mz + Ny
ferential 1st, so fiihrt die bekannte Bedingung zu der Gleichung

d M dN dN

24. Da der Ausdruck

ein vollstindiges Dif-

M i N e
Wie also auch die homovene Function M von der mten
dM dM
Pl ¥oh7
Ordnung sei, der Ausdruck _-j/[———— ist constant. Man

kann seinen Werth finden, indem man die besondere Function
2™ nimmt, und man findet m. Daher hat man allgemein

dM aM
] g dapic b

und dies ist das Theorem von den homogenen Functionen.

¢
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25. Erstes Beispiel. — Es sei
(az 4 by) da = (ma + ny) dy.
Indem man setzt :
y —ux, also dy :udz—}— zdu,
az -+ by

T —{;—W uber m
_ a4 (b—m)u — nu?

m—+ nu .

geht die vorgelegte Gleichung

&.l 5 g‘]@'

a + bu
woraus man zieht
d.z m + nu
T a4 (b—m)u — nu?
Da die Varia.blen getrennt sind, so kann man beide Glieder in-
tegriren, was keine Schwicrigkeit darbietet. Nachher wird

du.

man « durch -Z— ersetzen, und man hat dann das allgemeine

Integral der vorgelegten Gleichung.
26. Zweites Beispiel. — Es sei
ady —yde = dao Vz'_‘é’?{—-—?q—i
Da auch diese Gleichung homogen in Bezug auf 2 und y
ist, so setzt man y —wa und hat nach O'emachter Reduction

da du
edu—=dz V1 ?,oder——
5 Lk Vl—-}—u‘-’
Indem man integrirt und durch ¢ eine willkiirliche Constante.
bezeichnet, kommt

log = = log (u 4 Vitw),
daher L
Man zieht hieraus successive
@ =@+ Varty), @—cy) = (e4y?),
2? = 2¢y + c?.
27. Drittes Beispiel. — Man kann bisweilen durch

eine einfache Transformation eine Gleichung homogen machen,
welche es nicht ist. Es sei z B.

(ax + by +m) doe = (pz + qy + n) dy ;

L
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um die von z und y unabhiingigen Glieder verschwinden zu
machen, setzen wir

=o' 4o, y=y + 13, also'Vde = dat; dy /= dyt,
und bestimmen « und # durch die zwei Bedingungen

ae+b4+m=0, pasdqgf+n=0,

welche ergeben

i nb — mq g mp — na
T aq— bp’ T aq— by’
Setzen wir zuniichst voraus, dass nicht aq — bp = 0

Die vorgelegte Gleichung findet sich auf folgende zuriick-
gefiihrt: /
(e’ 4 by') da’ = (pa’ + qy’) dy’,

welche homogen ist, und wie oben integrirt wird; zuletzt
setzt man & —a, y—f statt 2/ und y’. Aber diese Trans-
formation wiirde unméglich sein, wenn man hitte ag—0p=0.
In diesem Falle wird die vorgelegte Gleichung, indem man

statt ¢ seinen Werth be)- setzt,
(az + by) (adz — pdy) = a (ndy — mdz).

Nun wird man setzen :
aw 4+ by =z, daher dy:ciET—)(l—@:,

und die Elimination von y giebt
e (an + p2) dz
Tt mi 0 Fp e’

da die Variablen getrennt sind, so ist die Aufgabe auf Qu'l-
draturen zuruckgefuhrt

In dem allgemeinen Falle kann man die Gleichung auch
homogen machen durch die Substitutionen

ax +by +m=t, pr4qy+n=u,
woraus man zieht. oy
dt — bdu adu — pdt
dw—qaq———bp E L o (L(]—Ibp 3
Die vorgelegte Gleichung wird dadurch in die folgende, welche
homogen ist, tmnsformlrt

(pu + qt) dt = (au + b1) du.

28. Nehmen wir zur geometrischen Anwendung eine Auf-
gabe, welche die Mathematiker bei der Entstehung der Inte-
Duhamel, Diff.- u. Int.-Rechnung. IL 3 3
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gralrechnung viel beschiftigt hat, und welche sie das Pro-
blem der Trajectorien nannten. Es handelt sich darum,
eine Curve zu finden, welche unter einem gegebenen Winkel
alle in einer gegebenen Gleichung

(1) (i aye=0

enthaltenen schneidet, worin der Parameter « alle miglichen
Werthe annehmen kann.

Bezeichnet man durch m die Tangente des gegebenen
Winkels, durch 2/, y* die Coordinaten irgend eines Punktes
des gesuchten Ortes, und durch « den Winkel, welchen die
Tangente der gegebenen Curve mit der Axe der x bildet, so
soll man haben

% — tang a
1—}—5‘%— tang o

Nun giebt die Gleichung (1)
dr
tang o = — iﬁ’— .
- dr
dy
die Gleichung (2) wird daher
3) o (dF dF dy edy dF

W Wde - de

und da man zu gleicher Zeit hat
(gl ) e O
so erhilt man, wenn man zwischen dieser Gleichung und (3)
« eliminirt, eine Gleichung zwischen den Coordinaten irgend
eines Punktes des Ortes.
Untersuchen wir im Besonderen den Fall, wo die Glei-

chung (1) von der Form ist
(4) S 0
so hat man

dF s, a p—1 ﬂ_ it n—1

d,z' S p:v 5 < ny s

dy
und die Gleichung (3) wird
m (ny"’“‘ 4= apar! Z—%) = :% +.apxrl =0,
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und durch Eliminiren von « zwischen dieser und der ersten
Gleichung erhélt man
11,

(D) m \n.r +py %‘%) i %—{—py:(),
eine homogene Gleichung, welche man ohne Schwierigkeit in-
tegriren wird.

1. Nehmen wir z. B. n =p = 1. so wird die Glei-
chung (4)

Yy = ar
und stellt alle durch den Anfangspunkt gehenden Geraden dar.
Die Gleichung (5) wird
m (vde + ydy) — xdy + yda = 0.

Man erkennt hier, dass das erste Glied ein vollstindiges Dit-
ferential wird, indem man es durch 22 + y? theilt. Man er-
hiilt aiso, integrirend,

% l (2 4-y?) — arc tang -"1/— Haiipld

Geht man auf Polarcoordnaten iiber, indem man setzt
2 =reosl; y=rsnl,

so findet man
mlr=60-4c¢,

daher
H+c
r2=e ™
A
oder, indem man ¢” = ¢’ macht,
0
; ¢! (’,T 3

Man erhiilt also unendlich viele #hnliche logarithmische Spira-
len, welche denselben Asymptotenpunkt haben.

2. Setzen wir m = % voraus, welches orthogonale Tra-
jectorien liefert, so reducirt sich die Gleichung (5) auf

na + py % i

woraus man zieht .
na? + py? = c¢.
Je nachdem n und p gleiche oder verschiedene Zeichen
haben, liefert diese Gleichung unendlich viele iihnliche Ellipsen
3%
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oder Hyperbeln, und diese sind die einzigen Curven mit der Ei-
genschaft, unter einem rechten Winkel alle in der Gleichung
yr = ax? .

steckenden Parabeln oder Hyperheln zu schneiden.

Wenn jetzt n—=p=1, so hat die Trajectorie zur Gleichung

224+ y2=c,

ist also ein beliebiger Kreis, welcher zum Mittelpunkte den
Durchschnittspunkt der durch die gegebene Gleichung

y =0
dargestellten Geraden . hat.
Wenn n = — p =1, so haben die gegebenen Curven
zur Gleichung y = —g—, sind also alle gleichseitigen Hyper-

beln, welche zu Asymptoten die Coordinatenaxen haben. Die
Trajectorien haben zur allgemeinen Gleichung 2? — y? — ¢,
und sind alle gleichseitigen Hyperbeln, welche zu Asymptoten
die Halbirungslinien der Winkel der Asymptoten der ersten
haben. :

29. Lineare Gleichung. — Man kann durch ecine
Vertauschung der Variablen auch die lineare Gleichung der
ersten Ordnung

dy + Xyda + Xydz = 0
integriren. Es sei y — uz; » und z sind unbestimmte Func-
tionen von . Man hat dy = wudz + zdwu, und substituirend

udz 4 zdu + Xuzda + Xjda = 0 .

Zuniichst kann man w» durch die Bedingung bestimmen
du + Xuda = 0, und es resultirt hieraus udz 4+ X,de = 0.
In der vorletzten trennen sich die Variablen, indem man

durch w theilt, was d7u + Xdaz = 0 giebt.

Integrirend, kommt logu 4 [Xda = 0, da die willkiir-
liche Constante in dem unbestimmten Integral enthalten ist.

h ; —fxaz | :
Man zieht hieraus u = ¢ f “; in der Gleichung
udz + X,;dz = 0 substituirend, kommt

Rl + Xida = 0, daher : = — ['X, (’V[XM‘[-”‘*‘U’

wo die willkiirliche Constante € sich auf das neue Integral
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bezieht, das man von einer belichigen Grenze an nehmen kann.
Man erhilt also

¥ = e‘f‘wz(C —le e‘/X“ dz) .

Die willkiirliche Constante von f Xdaz verschwindet von
selbst aus diesem” Ausdruck, und es bleibt nur eine darin, wie
es sein muss. Man hat so das schon durch eine andere Me-
thode erhaltene Integral wieder.

30. Die Bernou]li’scheGleichuﬁg.— Auf die lineare
Gleichung kann man die folgende, welche zuerst von Jacob
Bernoulli behandelt wurde, zuriickfiithren:

dy + Xyde = X yrHdz .

Wenn man setzt
1

2 == 0 deher g i z " und dy = —

1
¥y AT
5P

so findet man durch Substitution in der vorgelegten und Re-

duction _
dz — nXzde + nXjdae =0, ¢

eine lineare Gleichung, deren Integral nach der vorigen For-

mel 1ist

nJz x nj 2 x 1
z»_—:ef” (C——anle'/w ):—y—"

Der Werth von y findet sich hieraus unmittelbar,

Man kann zu demselben Resultate gelangen durch eine
andere, schon fiir die lineare Gleichung angewandte Trans-
formation.

Es sei y = wuz; die vorgelegte Gleichung wird
udz + zdu + Xuzde = Xyurtl ovtida
und lisst sich in die zwei folgenden zerlegen
dz + Xzda =0, du= Xjurtlzrda;

woraus man zieht

::e_‘/Xdr, u = —n le _n[“I 1:—|—C’)

worin das Integral JXda unbestlmmt ist. Man folgert daraus

yi" == e ne"/X“ (/X, e_"‘[Xdzd.z -+ C) :
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Die durch _/'Xd.r eingefiihrte Constante verschwndet of-
fenbar, so dass man dieses Integral von irgend einem Werthe
an nchmen kann; y enthilt also nur die einzige Constante (*

Man kann manchmal das allgemeine Integral eirer Glei-
chung erster Ordnung, von welcher man ein particulires Inte-
aral kennt, erhalten durch eine sehr cinfache, von Euler an-
gewandte Transformation.

Es sei z. B.

dy + Xyda = Xjyrde + Xyda .

Diese Gleichung hat mehr als die vorhergehende das Glied
X,dx, aber der Exponent n-1 hat den besonderen Werth 2.
Nehmen wir an, dass z eine Function von x sei, welche dieser
Gleichung geniigt, ohne cine willkiirliche Constante zu enthal-
ten; und setzen wir y =— 2z -} », wo u eine unbekannte Func-
tion von @.1st. Indem man Riicksicht nimmt auf die nach der
Voraussetzung stattfindende Gleichung

dz + Xeda = X,22de + Xyde
bleibt

du + (X — 2z2X) ude = Xju2de .

Da diese Gleichung in der zuletzt integrirten enthalten
ist, so kann man aus ihr den Werth von » mit einer willkiir-
lichen Constante finden, und man kennt dann den allgemeinen
Werth von y.

Hitte man nicht » 4+ 1 = 2, so wiirde dieselbe Substi-
tution wieder X, d# verschwinden machen, aber sie wiirde neue
Potenzen von y einfiithren, welche die Integration der trans-
tormirten nicht mehr erlauben wiirden. :

Gleichungen der ersten Ordnung, in welchen die
Ab]eitung in einem hoheren als dem ersten
Grade vorkommt.

31. Wenn die Gleichung %}i in hoheren Potenzen als
da

der ersten enthilt, und man sie in Bezug auf diese Grosse
auflosen kann, so erhilt man dadurch mehrere Gleichungen von
der Form Pdz 4 Qdy = 0, welche man zu integriren suchen
wird. Es seien ¢ (2, y, ¢) =0, ¢, (2, y, ¢) = 0 etc. diese
verscliiedenen Integrale, in welchen ¢ eine willkiirliche Con-
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stante bezeichnet, so werden alle Auflosungen der vorgelegten
Gleichung in der folgenden enthalten seir :

Q{2 ysae)e o (uysyiie) v il
Offenbar kann man, der Allgemeinheit unbeschadet, die Con-
stante ¢ in den verschiedenen Factoren als dieselbe betrachten.

Es sei z. B.
2
(%) — a2 =20, daher Z_J =RE o
man hat die beiden Integrale

y=az+¢, y=—ax -+ ¢,
und das vollstindige Integral ist
(y —ax—¢)(y+ax —c)=0,
oder, was einfacher 1st, ohne weniger allgemein zu sein,
(y —ax — ¢) (y+ax—¢) =0, oder (y—c¢)? —- a?a? = 0.
32. Wenn die Gleichung nicht aufgelost werden kann in
Bezug auf%, aber in Bezug auf y oder x, so hat man eine
der beiden allgemeinen Formen zu betrachten:
y=F(@p), @=F(yp),
wo p das Differentialverhiltniss oo bezeichnet. © In  diesen
beiden Fillen fiihrt die Differentiation zu einer Gleichung der
ersten Ordnung’ zwischen zwei Variablen p und #, oder p und
y.» Kann man ein erstes Integral derselben finden, welches
mit dem vorgelegten nicht zusammenfal]t so wird man p zwi-
schen ihm und der vorgelegten (ileichung eliminiren, und man
hat dann das gesuchte allgemeine Integral.
Enthiilt das zweite Glied nur die Variable p, ist also

(a) )= F(p), oler (b) v=F(p),
so erhiilt man im ersten Falle durch thellwelaeb Integriren von
du— dy :

1}
(©) 'v:/«yl) +/1'If?p)dp+c’
und im zweiten Falle durch theilweises Integriren von dy =p d a:
(d) y=pl(p) ——fF(‘])) dp 4+ C.

Das allgemeine Integral ergiebt sich darn. durch Elimination
von p zwischen (a) und (c), oder resp. (b) und (d).
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33. Wenn die Gleichung die Form hat
‘ y=al(p)+7(p) .
so giebt die Differentiation
pde = F(p)yda 4+ « F'(p)dp + " (p)dp .

Diese Gleichung von der zweiten Ordnung hat zwei Integrale
von der ersten Ordnung: das eine fillt mit der vorgelegten,
um eine Constante vermehrten Gleichung zusammen; das an-
dere erhiilt man durch einfache Quadraturen, indem man be-
merkt, dass diese Gleichung linear ist in Bezichung auf # und
dz. Indem man p zwischen diesem Integrale und der gege-
benen Gleichung eliminirt, erhiilt man das allgemeine Integral,
und aus diesem wird man die singuliren Integrale nach der
frither auseinandergesetzter Theorie finden.

34. 'In dem besonderen Falle, wo F(p) = p, hat man

y=rpz+f(p:;
differentiirend, kommt

O=[z+f(pldp,
welcher Gleichung man auf zwei Arten geniigt.

Wenn man dp = 0 setzt, so folgt p = ¢, und indem
man p eliminirt, hat man als allgemeines Integral

y=cz+f()-

Wenn man z + f/(p) = O setzt, und p zwischen dieser und
der vorgelegten Gleichung eliminirt, so erhiilt man das singu-
lire Integral; denn der aus der letzten Gleichung gezogene
Werth von p ist eine Function von #, und die Elimination
fithrt zu demselben Resultate, wie wenn man diese Function
von  statt ¢ in das allgemeine Integral setzt: die Auflssung,
welche man erhiilt, resultirt also nicht aus einem besonderen
der Constante beigelegten Werthe.

Man sieht iibrigens, dass p eliminiren zwischen 27" (p)=0
und y = pa + f(p) dasselbe ist, als wenn man ¢ eliminirt
zwischen

&~ f () =0und y = ca + f(¢c) ;
und da & - j*(c) die Ableitung von ¢z - f(¢) nach ¢ ist, so
gelangt- man i der That zu der singuliren Auflosung der
Gl(‘lchuntr deren allgemeines Integral y = ca 4 f(c) ist.

35.  Wir wollen das Vexhhren, welches wir kennen ge-
lernt haben, anwenden zur Lisung einiger geometrischen L\uf-‘

- gaben.
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Mam soll eine solche Curve finden, dass das
Product der von zwei festen Punkten auf eine be-
liebige Tangente gefiillten Senkrechten constant ist.

Bezeichnen wir durch 2¢ die Entfernung dieser beiden
Punkte, und durch 52 das Product der Senkrechten; nehmen
wir zum Ursprung die Mitte zwischen den zwei gegebenen
Punkten, und zur Axe der 2 die Gerade, welche sie verbin-
det. Die gegebene Bedingung fiihrt unmittelbar zu der Gleichung

G )t — ot

1+ p? R

worin das obere Zeichen dem Falle entspricht, wo die beiden
Punkte auf derselben Seite der Tangente liegen, und das un-
tere Zeichen demjenigen, wo sie auf verschiedenen Seiten lie-
gen. Man zieht aus dieser Gleichung
G - y=pa+ V(L) prbr;
was ein besonderer Fall der Gleichung y — pa + f(p) ist.
Indem man den allgemein angezeigten Gang befolgt, findet
man differentiirend

(2) (zp[x+1_’wiﬁL_]=o;
\/ (02i b?) pz_-}_—[,z

setzt man nun dp = 0, woraus p = «, wihrend « eine will-
kiirliche Constante; eliminirt man darauf p zwischen dieser
letzten Gleichung und der (1), so hat man das allgemeine In-
tegral ;

y=oaz -+ V(2Ltb?) a2tb2,
welches unendlich viele Geraden darstellt, die Tangenten sind
an der Curve von der Gleichung
(3) (c“’i b?) yz -}_— b2 22 — i_ (c?-l_-l;2) b2 4
woraus man schon schliessen kann, dass diese Curve die sin-
guliire Auflosung ist, weil sie die Enveloppe der particuliren
Integrale bildet.

In dem Falle, wo man die oberen Zeichen nimmt, ist sie
nichts Anderes als eine Ellipse, deren Brennpunkte die zwei
gegebenen Punkte sind, und deren kleine Axe gleich 20 ist.
Nimmt man die unteren Zeichen, so sind, da die beiden Punkte
auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, die Perpendikel
respective kleiner als die Segmente der mit 2¢ gleichen Ge-
rade, woraus ¢ > b folgt. Die Curve ist daher jetzt eine Hy- -
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‘perbel, welche zu Brennpunkten die zwei gegebenen Punkte,
und zur imagindren Axe 26 hat.

Der zweite Factor der Gleichung (2) muss auch die sin-
guldre Auflosung geben, wie dies allgemein bewiesen wurde.
Indem man ihn gleich Null setzt, hat man

Ve + b?) p? £ b2
Eliminirt man p zwischen (1) und (4), so findet man wieder
die Gleichung (3), wie es sein muss.

In dieser Aufgabe wird die Curve, welche man bestimmen
wollte, nicht durch das allgemeine Integral, sondern durch die
singuldre Auflosung gegeben; welches: zeigt, dass man diese
letzte immer mit derselben Sorgfalt wie das erste suchen muss.

*36. Man giebt zwei Parallelen und auf jeder
von ihnen einen festen Punkt, und man verlangt die
Gleichung der Curve, welche so ist, dass wenn man
irgend eine Tangente an sie zieht, die Segmente,
welche auf jeder Parallelen zwischen dem festen
Punkte und dem Durchschnitt mit der Tangente
liegen, ein constantes Product 62 geben.

Es sei 2a die Entfernung der beiden festen Punkte; neh-
men wir den Ursprung in ihrer Mitte, die Axe der « in ihrer
Richtung, und die Axe der y parallel mit den zwei gegebenen
Linien. : '

Die gegebene Bedingung liefert die Gleichung

(y —pa)? — a2p? =+ 2.
Das Zeichen + des zweiten Gliedes bezieht sich auf den FKall,
wo die beiden Segmente auf derselben Seite der Axe der x
liegen, und das Zeichen — auf den Fall, wo sie auf verschie-
denen Seiten liegen.

Man zieht aus dieser Gleichung

y=pot Ve L5,
daher, differentiirend, ’
@ (.Z' ————-agp > = 0.
da Vazp? £ 02
Das allgemeine Integral erhdlt man, indem man setzt
ap _

= VU, woraus p = «,
dz
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withrend e eine willkiirliche Constante, und indem man « in
der Differentialgleichung der Curve dem p substituirt; dies giebt
y=oaz+ Varartd?.
Man erhilt die singulire Auflosung, wenn man p zwischen der
Differentialgleichung der Curve und der folgenden
+ E Dy ot R 0 :
climinirt. Diese Rechnung fiihrt zu der Gleichung
azy? + b2e? = & a? b2,
welche eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem man die obe-
ren oder unteren Zeichen nimmt, bezogen auf ein System con-
jugirter Durchmesser, darstellt.
Das allgemeine Integral repriisentirt alle Tangenten an
der einen oder anderen dieser zwei Curven.

&£

37. Stellen wir uns noch die Aufgabe, die Curve zu
bestimmen, welche so ist, dass -der Theil einer jeden
ihrer Tangenten, welcher zwischen zwei rechtwink-
ligen Geraden liegt, gleich einer gegebenen Liinge
a wird. v

Nimmt man die beiden rechtwinkligen Geraden zu Coor-
dinatenaxen, so wird man zu der Gleichung gefiihrt

(tp
1+ p

wo die Wurzel das doppelte Zeichen implicirt. Man findet,
differentiirend.

e +v—

dp [a: R ] 0.
a+ zﬂ)? ;
Das allgemeine Integral ist, wenn ¢ eine willkiirliche Constante,
ac

I
¥ Sl RS
die singuliire Auflosung erhilt man, indem man p zwischen der
Differentialgleichung der Curve und der folge.nden .
[
PR QNG TR | TR
(14 po)

climinirt. Man zieht hieraus zunichst

(.1-’r-p2)% AN <_fl_>§

x
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welches, eingesetzt in die erste, giebt
1 2 2
y = pad (18 — a3);
entnimmt man hieraus den Werth von p und substituirt ihn in
der vorigen, so gelangt man zu der Gleichung
R 2 2
a4 p = @,
deren Discussion sehr leicht ist.
Wir wollen jetzt beweisen, dass diese Curve keine andere
ist als die Epicycloide, welche durch einen Punkt eines Krei-
ses vom Radius jTL erzeugt wird, der auf der inneren Seite
eines Kreises vom Radius « rollt.
In der That, es sei OB irgend ein Radius des Kreises
vom Halbmesser «; beschreiben wir einen Kreis, welcher zum
Durchmesser B C, die Hilfte
von OB, hat, und nehmen
wir den Bogen BM gleich
dem Bogen BA; der Punkt
M gehort dann der in Rede
stehenden Epicycloide an,
und es handelt sich darum,
zu zeigen, dass derjenige
Theil ihrer Tangente in dem
beliebigen Punkte M, wel-

_ cher in dem rechten Win-
kel YOX liegt, gleich
a 1st.

Die Normale dieser Curve ist BM, also die Tangente M C,
und man hat zu zeigen, dass LN = «a.

Bemerken wir hierzu, dass, nach der Theorie der Winkel-
messung und der Bedingung 4B — B M, der Winkel BCM
das Doppelte ist von NOC, und folglich NOC = CNO;
woraus CN — O(Q. ]

Da BCM =2NOC, so ist LCB = 2L0C, und folg-
lich LOC = OLC; daher .C = OC, und somit I.N — a;

was zu beweisen war,

Fig. 1.




Totale Differentialgleichungen.

38. Die erste Aufgabe, welche wir in der Integralrech-
nung behandelt haben, hatte zum Gegenstand eine Function
von nur einer Variable zu finden, wenn man den Ausdruck
ihres Differentials durch diese Variable allein kennt. Wir haben
darauf die Functionen mehrerer unabhingigen Variablen be-
trachtet, und uns die Aufgabe gestellt, sie zu bestimmen, wenn
man ihr totales Differential oder ihre siimmtlichen partiellen
Ableitungen der ersten Ordnung, in die unabhingigen Variab-
len allein ausgedriickt, kennt. Indem wir nachher auf das
erste Problem zuriickkamen, haben wir es auf den Fall aus-
gedehnt, wo das nach der einzigen unabhingigen Variable
genommene Differential in seinem Ausdrucke die Function
selbst vermischt mit der unabhingigen Variable enthilt: was
die Integration der Differentialgleichungen mit zwei Variablen
constituirt. Wir wollen jetzt in derselben Weise das zweite
Problem ausdechnen, also voraussetzen dass das totale Differen-
tial der unbekannten Function mehrerer unabhiingigen Variab-
len die Function vermischt mit diesen Variablen enthilt. Die
Gleichungen, welche dem Differential der gesuchten Function
einen solchen Ausdruck geben, werden totale Differential-
gleichungen genannt. = Wir beschriinken uns auf diejenigen,
welche drei Variablen enthalten. ;

Ihre allgemeinste Form ist-

(1) Pdz+ Qdy 4+ Rdz = 0, oder da:-_——% dy—%dz;

2 wird als Function der un:;ibh'aingigcn Variablen y, z be-
trachtet, und das totale Differential von 2 enthilt zugleich
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diese Function und dic unabhiéingigen Variablen, indem 7, ¢, R
beliebige Functionen von , y, 2 sind.
Wenn man den Werth von 2 in y und z kennte, und ihn

in diesen drei Functionen substituirte, so wiirden —% und

—g identisch die partiellen Ableitungen von 2 nach y und =
werden. Wenn man daher zunichst die allgemeinste Function
von y sucht, welche der Bedingung geniigt, dass ihre Ableitung

nach y, — ist, wihrend z als eine Constante betrachtet wird,

¢
! o
so wird der gesuchte Werth von z in demjenigen enthalten
sein, welchen man so bestimmt hat; und es wird nur noch

iibrig bleiben, ihn der zweiten Bedingung zu unterwerfen.

Man muss also zunéchst die Gleichung 3—; EE— g inte-

griren, oder '
: Pdx + Qdy =0,

worin 2 eine Constante ist. Mit diesem Problem haben wir uns
im Vorhergehenden beschiiftigt; und wenn man es sich aufgelost
_denkt, so hat man eine Gleichung U — 0 zwischen 2, y, 2, C.
Dabei bezeichnet C' eine willkiirliche Grisse, welche unabhéingig
ist von «, y, aber z auf irgend eine Weise enthalten kann;
und es handelt sich nun darum, wenn es moglich ist, € so zu
bestimmen, dass die partielle Ableitung von 2 nach z, iden-

tisch — = ist, wenigstens wenn man fiir 2 seinen aus U = 0

R
i ¢
gezogenen Werth substituirt hat.
Indem man die Gleichung U = 0 differentiirt und y als
constant behandelt, kommt
dU dU /dz dU dC
E+ﬂ@ﬁfma=m
R da ¥
und substituirt man nun e den Werth — P den es haben
soll, so sieht man, dass es nothwendig und hinreichend sein
wird, der Gleichung
" AU SRl d TR E
(2) CEgh .

zu genigen, worin man sich # durch seinen Werth ersetzt denkt.

0
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Da aber C kein y enthalten darf, so ist es nothwendig,
dass die Substitution von 2 in dieser Gleichung y dardus ver-
schwinden mache. Wenn dies nicht stattfindet, so ist das Pro-
blem unméoglich; und wenn es stattfindet, so hat man eine
Differentialgleichung der ersten Ordnung zwischen € und z.
Ihr allgemeines Integral enthilt eine willkiirliche Constante;
und indem man den Werth von C, welchen man daraus ab-
leitet, in der Gleichung U = O substituirt, erhélt man diejenige
Gleichung, welche 2 so bestimmt, dass den gegebenen Bedin-
gungen geniigt wird.

Wie man sieht, ist die Aufgabe mcht immer einer Auflo-
sung fihig; und wenn sie eine solche hat, so wird das Inte-
gral gegeben durch eine Gleichung zwischen , y, z, welche
eine willkiirliche Constante enthilt, und welche man findet
durch die Integration zweier Gleichungen erster Ordnung wmit

zwei Variablen.

39. Hieraus folgt, dass wenn die vorgelegte Aufgabe
moglich ist, die Differentialgleichung resultirt aus der Elimina- .
tion einer willkiirlichen  Constante zwischen einer Gleichung
mit “drei Variablen und ihrem gleich Null gesetzten totalen
Differential ; und diese Betrachtung wird uns sogleich zu einem
wichtigen Satze fiihren.

lLs sei V — (' das Integral der Gleichung (1), aufgelost
in Bezug auf die willkiirliche Constante (. Indem man diffe-
rentiirt, eliminirt man ¢/, und das Resultat muss identisch das-
selbe sein, wie wenn man die Elimination anders ausfiihrt.

Die Gleichung
(3) -d—I-/d +d dy+—dz—()
muss also identisch sein mit der Gleichung (1), wenn man die
Coéfficienten eines und desselben Differentials, z. B. die vonda,

beiderseits gleich gemacht hat.
' d 4

Multiplicirt man daher die Gleichung (1) mit P , 80 wird

sie identisch mit (3), und folglich wird ihr erstes Glied das
vollsiindige Differential einer Function 17 von drei unabhin-
gigen Variablen z, y, z. Woraus man die Folgerung zieht,
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dass wenn die Aufgabe eine Auflésung zuliisst, das
erste Glied der gegebenenGleichung ein vollstindiges
Differential wird durch Multiplication mit einer ge-
wissen Function der drei Variablen.

* Es sei w ein solcher Factor dass u P dx +uQdy + wRdz
ein vollstindiges Differential ist, so hat man die drei Bedin-
gungen:

d.yP d.wuQ d.uP d.uR d.uQ d.yR

YR A Y I S T L dy '
oder, indem man entwickelt

_ 49
@+Py— 4 Qot

d
dz+P ”: T+R_M’

| H
z + Q dz dy + R y :
Multiplicirt man die erste mit R, d1e zweite mit — @, die

dritte mit P, addirt, und ldsst den Factor @ weg, so erhalt
man die identische Bedingungsgleichung

o L g ol Ei o

Es ist daher unniitz, die Losung der Aufgabe zu versuchen,
wenn diese leicht zu verificirende Identitit nicht stattfindet.

Umgekehrt lisst die Aufgabe, wenn sie stattfindet, im-
mer eine Losung za; denn wir werden beweisen, dass in die-
sem Kalle das erste Glied der Gleichung (2) unabhiingig von
y wird, wenn man @ daraus eliminirt.

. Zu grosserer Einfachheit nehmen wir an, dass die Glei-
chung U =0 in Bezug auf die Constante C aufgelost und
durch U = C ersetzt sei, was an den Bediggungen Nichts
iindert. Die Gleichung (2) geht jetzt in folgende iiber.:

-

dUu
dU da dC
§ o ow =0,

und es ist immer nothwendig, dass die Substitution von z, Yy
aus ihr verschwinden mache.
Es sei v der Factor, welcher Pda ~+ Qdy zu einem voll-
stindigen Differential macht, so hat man
vPde + vQdy = dU
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und - o
d -
vP = 5 o9 = Zy_ 2
Die Grosse, welche y nicht mehr enthalten darf, ist
av

dU dx dU

(E—R? oder d—z-—-vR,
und man braucht nur auszudriicken, dass ihre "Ableitung nach
y Null ist, indem man 2 als eine Function von y betrachtet,

deren partielle Ableitung nach y, —l%) ist. Man erhilt so
LARLIT e
zdy  dzda' P '\dy daz P dm P T
Multiplicirt man mit P, und beachtet dass % = vQ und
% — » P, so werden die beiden ersten Terme
d vQ = vP
ge . ¢ :

oder, indem man entwickelt,
dQ dP\
U<P E — Q E) 5
i dv dv
und statt des vierten Terms 7 <P — — Q ——) kann man
dy da

setzen R ZQ Zf) die vorhergehende Bedi“ngung wird

daher mit Weg]assung des gemeinschaftlichen Factors v

P(M_B) g (IR _1B), p(£_19)_,

welche Glelchung sich von (4) mcht unterscheldet Also ist
diese schon als nothwendig erwiesene Gleichung zu gleicher
Zeit hinreichend, damit die vorgelegte Aufgabe eine Lisung
zulésst.

Man wiirde in einer dhnlichen Weise verfahren wenn die
Anzahl der Variablen griosser wire.

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 4
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Von den linearen Gleichungen einer beliebigen
Ordnung.

40. Man nennt so diejenigen, in welchen die gesuchte
Function und ihre Ableitungen bis zur mten Ordnung nur mit
dem ersten Grade vorkommen, und sich nicht unter einander
multipliciren. Ihre allgemeine Form ist

49y Y }
(1) dwm + d.rm—1+"'+ I'dm.+ B —

wihrend A4, ..., U, V beliebige Functionen von « sind. Diese
Gleichungen besitzen eine bemerkenswerthe Eigenschaft, wenn
das zweite Glied V fehlt, die darin besteht, dass die Summe
mehrerer Auflésungen wieder eine Auflisung derselben Glei-
chung bildet.

In der That., es sei die Gleichung

? d“y~ i ,
2) dwm —L 4 4 — 1+"'+1(T%+ Uy =0.

Wenn y,, y, ete. Functionen sind, welche dieser Gleichung ge-
niigen, so hat man
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dm d
T paght e Ly, =,

T"l

im q. d7
il 6 dTm_]+ —{—7y—{—Ly2__0etc

dam

Addirt man diese Gleichungen, so hat man das niimliche
Resultat, wie wenn man y; + y» -+ ...+ y, statt y in (2)
setzt. Also bildet die Summe irgend einer Anzahl
Functionen von «, welche der Gleichung (2) geniigen,
wieder eine Auflésung dieser Gleichung; und folg-
lich ist, wend man m particulire Integrale kennt,
deres jedes eine willkiirliche Constante enthilt, ihre
Summe das allgemeine Integral.

Man bemerkt ausserdem, dass wenn ein Werth von y be-
kannt ist, man ihn mit einer willkiirlichen Constante multipli-
ciren kann, ohne dass er zu geniigen aufhort; so dass wenn
die m Functionen y;, s, ..., yn der Gleichung (2) geniigen,
ihr allgemeines Integral sein wird

y=an+ap+- ..+ nim;

wenn ¢;. Cy, ..., ¢, willkiirliche Constanten bezeichnen und

man dieselben so bestimmen kann, dass fiir irgend einen
g . d dn
Werth von 2 die Grissen y, ;i—%, gt T—g simmtlich belie-

bige Werthe annehmen.

41. Wenn man die Gleichung (1) integriren soll, so fange
man mit der Iniegration von (2) an, welche leichter ist. Kann
man diese vol]stéin'dig erreichen, so werden wir zeigen, wie man
daraus das allgemeine Integral von (1) ableiten kann.

Es sei

Yy=:c -—|'- C2 Yo '+‘ s2Hi _+_ CmYm

das allgemeine Integral der Gleichung (2), wenn man ¢;,¢y,...,¢,,

als willkiirliche Constanten betrachtet. KEs ist evident, dass

man auf unendlich viele Arten diesen Constanten solche Func-

tionen von @ substituiren kann, dass man das allgemeine Inte-

gral der Gleichung (1) erhilt; und wir werden sehen, dass
4*
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eine Bestimmung derselben moglich ist, welche nur einfache
Quadraturen erfordert.

Indem man den vorstehenden Ausdruck differentiirt, er-
hélt man

dy=c,dyy 4 c;dys + ..+ dym +1ndey +yodey 4.~y deyy

Man kann nun ¢, ¢, ..., ¢, der Bedingung unterwerfen

yldcl +y2d02 + sy .—1—y,,,dc,,,, = O..,

und es resultirt hieraus
dy = dy, + c2dys + . . . 4 ¢ Ay -

Diesen neuen Ausdruck kann man differentiiren, und wie-
der die Gesammtheit der Glieder, welche die Differentiale
dey, dey, ..., dec, enthalten, gleich Null setzen; und so
kann man fortfahren bis zu d”—'y inclusive: auf diese Weise
erhilt man m — 1 Gleichungen zwischen den Differentialen
dey, deyy ..., de,, und bekannten Functionen. Indem man
nun in der Glelchung (1) die Werthe von y, dy, , d™y sub-
stituirt, erhélt man eine mte Gleichung, welche, in Verbmdunﬁ
mit jenen m —1 Gleichungen, die Unbekannten ¢;, ¢y, . - -, ¢4
vollstiin(!ig bestimmt.

Diese m Gleichungen sind

hde +yedes + ...+ yuden = 0,
dy1 de, + dy2 dey + + dysider =0,

dm—2y, dcl —{— dm—2y, dc, + Hsdm 2y d o= 0
dm™1ly,de; + d™ly,dey + ... + d™ 1y, de,, = Vdam;

und sie konnen gleichzeitig stattfinden, wenn man von dem all-
gemeinen Integrale der Gleichung (2) ausgegangen ist. Denn
die Coéfficienten von de,,..., dc,, sind genau die Coéfficienten
VOD €1, . .+s Cn in den Ausdriicken fiir y, dy,..., d* 1y,
wenn y das allgemeine Integral der Gleichung (2) bezeichnet,
und man kann, fiir irgend einen Werth von #, den Gleichungen,
welche man erhiilt indem man diese Ausdriicke beliebigen Grissen

www.rcin.org.pl



L s

gleichsetzt, geniigen und daraus endliche Werthe fiir ¢,,..., ¢,
ziehen. Also enthilt auch das System der Gleichungen, in
welche d¢, ,..., de¢,, in derselben Weise wie ¢;,..., ¢,, in jene
Gleichungen eingehen, keine Unvertriglichkeit. KEs wird fiir
diese Unbekannten Werthe liefern von der Form

dCl-———X]duz, dCQZng.E,..., dc,,,:dew,

woraus

@ = [Xide+a, 02::/X2d.m+a2,..., Cm :me date,, ,

und

3) y = ¥y (oq +‘/.de‘”)+3/2(0¢2 +‘/.X2d.’b)+
+ Ym (am +me d.z).

Dies ist das allgemeine Integral, weil es m willkiirliche
Constanten enthiilt.

42. Wenn man nicht m particulire Integrale der Glei-
chung (2) kennt, so reducirt sich die Aufgabe nicht unmittelbar
auf Quadraturen. :

Nehmen wir z.B. an, dass man m — 1 particulére Integrale
derselben kennt, so kann man nicht mehr als m — 2 Bedin-
gungen zwischen den m — 1 Gréssen ¢;, ¢;,..., ¢, aufstellen.
Der Ausdruck von d™'y wird dann de,,..., d¢,—; enthalten;
und dm y wirdd?¢, , ..., d? ¢, enthalten. Die Substitution in der
Gleichung (1) wird noch immer ¢;, ¢ ,..., ¢y vprschwinden
machen, aber ihre ersten und zweiten Differentiale werden darin
eingehen; und da die m — 2 aufgestellten Gleichungen zwischen
deyy deyy.ooy de,,, diese Differentiale als Functionen von d¢
bestimmen, &o erhilt man eine lineare Gleichung der zweiten
Ordnung, welche de¢; , d?¢;, aber nicht ¢; enthalten wird. Man
bringt dieselbe auf die erste Ordnung herab, ohne dass sie

aufhort linear zu sein, indem man % — » setzt. Sie kann
immer vollstindig integrirt werden, und es gehen auf diese
Weise zwei willkiirliche Constanten ein. Einfache Quadraturen
werden nachher die m — 2 anderen Grossen ¢y €35+005 Cp—1 €Y=
geben, wobei m— 2 neue willkiirliche Constanten eingehen, so
dass der Werth von y
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J y = 01!/1 + Uzyz + ALy + cm—lym—l
m willkiirliche Constanten enthalten, und folglich das allgemeine
Integral der Gleichung (1) sein wird.

43. Wenn man nur m— 2 Integrale der Gleichung (2)
gekannt hitte, so hdtte man nur m— 3 Relationen zwischen
€15 €yyeevy Cn—g aufstellen kénnen, und die Gleichung (1) wiirde
nach der Substitution dritte Differentiale enthalten haben. Die
Elimination von ¢,,..., ¢, wiirde gine lineare Gleichung der
dritten Odnung mit de¢,, d?¢,, d3¢;, aber ohne ¢, ergeben
haben. Man kionnte sie also wieder auf die zweite Ordnung °
herabbringen, ohne dass sie aufhérte linear zu sein; und wenn
man sie vollstéindig integriren kénnte, so wiirde man daraus,
wie in dem vorigen Falle, das allgemeine Integral der Glei-
chung (1) ableiten. Durch dieselben Schliisse sieht man,
dass wenn man m — n particuldre Integrale der Gleichung (2)
kennt, die vollstiindige Integration der Gleichung (1), und um
so mehr der Gleichung (2), sich reducirt auf diejenige einer
linearen Gleichung von der Ordnung » und auf einfache Qua-
draturen.

44. Man kann leicht beweisen, dass das allgemeine Inte-
gral der Gleichung

@ FEpat ¥ uy—o

dan PO
nothwendig von der Form ist

y=01y1 +’-’2y2 + ® -+cmym'

In der That, es sei y; eine Auflosung dieser Gleichung;
setzen wir voraus, dass dieselbe keine willkiirliche Constante
enthdlt, was man immer thun kann, weil wenn deren darin
vorkiimen, man ihnen nur besondere Werthe beizulegen brauchte.
Die Gleichung («) lisst auch die Auflésung zu

Yy==<cy,
wihrend ¢ eine willkiirliche Constante. Betrachtet man jetzt ¢
als eine Function von x, so hat man
dy =y de + cdy,,
Py =y d?ec 4 2dy;dey + cd?y,,
dmy = yydm ¢ 4+ mdy, d™ ¢ 4 ... 4 cdmy,.
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Indem man in der Gleichung («) substituirt, so verschwinden
die mit ¢ multiplicirten Glieder, und man hat eine lineare Glei-
chung von der Form

dm ¢ ,dc
m-i—‘ldx,,,_l-i- -+ 5z

oder, indem man g2 = u setzt,
dz
X dm—1y dm—2
O et Ay et Bu=0.

Es sei #, eine Auflésung dieser Gleichung, ohne willkiirliche
Constante, so wird .c’%; auch eine Auflosung sein, und man hat

¢ =¢ fuydx + ¢, daher y = ¢’y + c’ylfuldw.
Man hat also eine Auflésung der Gleichung («) von der Form
y="ah + ¥, ;

worin y, eine von y; verschiedene Function von z ist.
Da man dies auf jede lineare Gleichung anwenden kann,
so hat man eine Auflosung der Gleichung () von der Form

U — au +ﬁUv_),
c=afude+ B fudz 4y,

woraus

und folglich

. = ay fwde 4 By fwadz + i,
d. h. die Gleichung (@) hat ein Integral von der Form

y=apy + e+ &Y
Ebenso ist es mit der Gleichung (), und so fort, bis man fiir
y einen Ausdruck mit m willkiirlichen Constanten hat, welcher
das allgemeine Integral sein wird.

45, Die vorige Rechnung fiihrt zu dem wichtigen Satze,
dass die Gleichung (a) keine singuliire Auflosung haben kann.
In der That, nehmen wir an, sie habe eine solche, und bezeich-
nen wir diese durch y,, nachdem man zuvor durch irgend
welche besondere Werthe die willkiirlichen Constanten ersetzt
hat, wenn sie deren enthilt. Die in der vorigen Nr. gemach-
ten Schliisse fithren wieder zu einem Werthe von y von der
Form

Y =0l —|—02y2 + oo +cmym7
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welcher nothwendig das allgemeine Integral sein wird. Aber
man erhilt y, , indem man alle Constanten, ¢ ausgenommen,
gleich Null macht: y; ist also ein particuliires Integral, welche
Werthe man auch darin fiir die Constanten gesetzt hat, und
keine singulire Auflosung, wie angenommen war. Woraus
folgt, dass die in der Formel (a) enthaltenen Gleichungen nie-
mals singulire Auflosungen haben kénnen.

46. Der Fall, wo man ein particuldres Integral der
Gleichung (1) kennt. — Kennt man ein particuliires Integral
der Gleichung (1), so kann man die Auffindung ihres allge-
meinen Integrals zuriickfithren auf diejenige des allgemeinen
Integrals der Gleichung (2).

In der That, es sei u dieses particulire Integral; man setze
y = u -+ 2z in der Gleichung (1), so bleibt, indem man die
nach der Voraussetzung sich aufhebenden Glieder weglasst,

am z dm—1z Sl =
d.Z'm +Amrl+...+fd_w+ l/z:O,
und man ist somit auf die Auffindung des allgemeinen Inte-
grals von (2) zuriickgefiihrt.
Als erstes Beispiel sei

m—1

dr’" —|— (Cilw’"—l +...+Uy=aa"+ba"'+...4pa-+tgq,
worin A4,..., U, a,..., ¢ constant sind.

Um ein particuldres Integral zu finden, wird man setzen

y=oaz" 4+ a4 ...+ Az 4 u,

in der vorgelegten Gleichung substituiren-und ihre beiden Glie-
der identificiren, woraus n -} 1 Gleichungen hervorgehen, welche
die » 4+ 1 Unbekannten «, f,..., u bestimmen. Man kommt
dann auf den Fall zuriick, wo das zweite Glied Null ist.

Als zweites Beispiel sel

d.z,"' + o + .+ Uy=uacos(nz—~+p)-+bsin(nz~+p);

man setze

Yy = acos(ne + p) + Bsin(nz + p).
Substituirt man in der vorgelegten Gleichung, so wird das
erste Glied sich nur aus Gliedern zusammensetzen, von denen
die einen cos (n@ + p) und die anderen sin (nx - p), multiplicirt
mit Constanten, enthalten. Indem man die Coéfficienten dieser
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beiden Ausdriicke in den beiden Gliedern gleich setzt, hat man
zwei Gleichungen, welche «, B bestimmen.

Nachdem man auf diese Weise ein particuldres Integral
kennt, so ist man auf den Fall zuriickgefiihrt, wo das zweite
Glied Null wire. In #hnlicher Weise verfahrt man, wenn
das zweite Glied noch ihnliche Terme enthélt, worin die
Coéfficienten n und p andere sind.

47. Cauchy hat eine Methode gegeben um ein particuld-
res lutegral der Gleichung

@  FL4alTy4Uy—F@
. %.
zu finden, wenn man ein solches Integral der folgenden kennt
dm ety
(2) dw:+Adxm_l+...—{—Uz:0,
dass man fiir # — «, was auch die Constante « sei, hat
dz g o disly

z_O ——x-=O vy 5—— =0, =—— = F(a);

> dam—2 > dam1

und man begreift, dass man immer einen Werth von 2 finden

kann, der diesen Bedingungen geniigt, wenn man das allge-

meine Integral der Gleichung (2) kennt, welches m willkiir-

liche Constanten enthilt. '
Es sei 2 = f(z, «) dieser Werth von 2z, setzen wir

y_—_ff(w, o) de :j'zda.
07 L 0

Hieraus leiten wir ab

%:f(w,x)—{—ofﬁ((fm’—@da

Aber nach der Voraussetzung ist f(e, «) Null, was auch «
sei; also ist f(2, «) Null, und man hat allein

dy "dz
d_.z'_ a‘;dlx

Ebenso findet man

g_m fd_zz 2

&2 dax?

.
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dm—1 Y zdm—l z

s bl m—1 de,
& &Z
0

dm e dm
dw,f:ﬁ(m)—{—/dmm de.
0

Substituirt man nun y und seinen Ableitungen die so exhaltenen
Werthe in der Gleichung (1), so wird sie

d m dm—1 z i X i
/(dwm F AT 4 Us)daf Fl) = F (o),
0

wat zufolge der Gleichung (2) eine ldentitit ist.

Es is also y = f 2de eine Auflosung der Gleichung (1),
0

und man erhilt ihr allgemeines Integral, wenn man zu dieser
Auflssung das allgemeine Integral der Gleichung (2) addirt.

Formel fiir die Integrale hoherer Ordnu'ngen.

48. Wenn in der Gleichung (1) alle Coéfficienten der
linken Seite von A an Null sind, so hat man eine Gleichung
von der Form

; am
(1) ﬂ% B
worin V irgend eine Function von z ist. Durch mmaliges
Integriren in Beziehung auf 2 wiirde man den folgenden Werth
fiir y erhalten:
y :fm Vdam _—:/dw/'dw...,/'de =k g amelel e,

Aber anstatt wiederholter Quadraturen kann man vermoge
einer Formel, welche wir kennen lernen wollen, y durch eine
Reihe ecinfacher, von einander unabhingiger Quadraturen aus-

driicken.
Man hat zunichst, indem man theilweise integrirt und die

Constanten weglasst,

2dat— [dz [(Vdae — af Vdae — [Vadaz,
:

3 : i
f Vda? — 1?2 <z2 de.a; = Qfowdx '—l— / Va2 d.‘l‘) :
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Indem man fortfihrt wiederholt zu integriren und die Reduc-
tionen ausfiihrt, erkennt man dass die numerischen Coéfficien-
ten dasselbe Gesetz befolgen wie diejenigen der Entwicklung
von (¢ — b), und dass man hat

fn Vdar =

x'H/Vd ; .z"“'-'fodw—}—...

1
TeTm=D | £ ("_1)1("'2‘2) ("—P) L f VardaTF ...

i-/ Var—lda

Um aber diese Formel strenge zu erweisen, nehmen wir an,
dass sie wahr sei fiir einen gewissen Werth von n, und be-
weisen wir, dass sie noch wahr sein wird fiir n 4 1.

Indem man von der letzten Formel ausgeht, findet man
durch theilweise Integration

R Vigrh =

2" f Via 2 g f Vi di

1 +”—("— "—2‘/.1’@2@—-—...

(

1.2.00n ) n(n—1).. (nf[)—*l’—l) xn—/VdewiF

g
o n.z'j Vanr1 d./

s i + n (u—l) )
ar 1«-21» 1 ‘»wa"d.r.
. ? 11(71—1)(11—2) (n———p—‘-—l) -+”s

2w
Man hat aber

(l——])":l——%—{—-l%%l—)— e e S e T
daher
_1+1L(n—l) P iy

und die vorhergehende Formel wird
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‘/‘”+1 de"'+] e

w"dew—%w"—lfdem—{—... 2

1
1.2... i"("—1)"'(n_p+D"”""’wadeTL... S

1525 p
o= f Varda.

Das fragliche Gesetz ist also wahr fiir den Index n 4 1, wenn
es wahr ist fiir den Index n; und da wir seine Richtigkeit
fir n = 2 erkannten, so ist es bewiesen fiir alle ganzen
Werthe von =.

Daher ist der allgemeine Werth von y, welcher der Glei-
chung (1) geniigt, indem man die Constanten wieder einfiihrt,

1 / Vdwics Dl pees / Vs d:c-f—...\{
1
y:1.2...(m—1) Zt( 11)2 (7; p)w"“?“lfoPdw:F...\

\iwa""ldx .
+ cl.z'"'_l —"— Cg.Z‘m_2+ S .+ Cp -

Lineare Gleichungen mit constanten Coéfficienten.

49. Die allgemeinste Form dieser Gleichungen ist

d T
dmm+ d.Z"'"l+ +TE%+Ly:V
Wenn das zweite Glied V7 constant ist, so kann man es
fortschaffen, indem man y in y - —LI{; verwandelt; so dass man

in diesem Falle nur die Gleichung zu betrachten braucht
dm d

O TL AL 4rRuy=o.
Kann man m particulire Integrale derselben finden, so wird
man das allgemeine Integral bilden, indem man jedes von
ihnen mit einer willkiirlichen Constante multiplicirt und sie
addirt. Setzen wir y — e%, wilhrend a unbestimmt ist, und
substituiren in der Gleichung (1), so kommt
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@) a4+ Aamt 4 ... 4 Ta+ U=0.

Man erhilt also m particuldre Integrale, indem man fiir «
successive die m Wurzeln dieser Gleichung nimmt. Bezeichnet
man dieselben durch a;,, a3, ..., a, und durch ¢, ¢, ..., ¢,
willkiirliche Constanten, so ist das allgemeine Integral der
Gleichung (1)

3 = eM” ce™” R FRE il
]

50. Es ist leicht zu beweisen, dass diese Gleichung in
der That das allgemeine Integral der Gleichung (1) giebt.
Hierzu braucht man nur darzuthun, dass man fiir einen beson-
deren Werth # — « die Constanten so bestimmen kann, dass

dy dm—1 y
Y3z damt
bemerkt zundchst, dass man, da diese Constanten vollig unbe-
stimmt sind, y in die Form bringen kann

“4) y=a W) + e ¢BE—9) SR il

und man hat zur Bestimmung von ¢, ¢, . . ., ¢, die folgenden
Gleichungen, worin y,, y%, . . . die Werthe von y und seinen
m — 1 ersten Ableitungen fiir 2 — « sind,

61+02+-.-+Cm:y0,
ay 6 + as e, 4 . +amcm=y’o,

(9) a@?e + g% ¢y + i amQCm =9"%,

/

beliebigen Grossen gleich werden. Man

alm cl—}—a2 02—|— +am cm=y0(m .
Gleichungen des ersten Grades von dieser Art fithren zu For-
meln, deren Demonstration hier zu wiederholen wohl nicht
unniitz ist.

Multipliciren wir die erste Gleichung mit einer Unbe-
stimmte £, die zweite mit %’ etc., und die letzte mit 1, und
addiren, so erhalten wir -

(b @y = 4 @y o 1) 0y 4 (b Bty B ay2 ) 6 o
—_— kyo + k/yot +k/l you‘_*___ 44 +y0(m—l) ;
Um ¢, zu bestimmen, werden wir die Coéfficienten von ¢y,...,¢,,

gleich Null setzen, was zur Bestimmung von k, k/,..., ktn—2
die m—1 Gleichungen. giebt:
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5 k+l€'(la+k”(197+ +‘7~1m_1:O,
S k+k'”e+k”aw?+ —{—ag’"—1=0,

k+k’ -f—/c”a« +4L ""‘1—0
Die ersten Glieder dieser Glelchungen sind nichts Anderes als
die Werthe, welche das Polynom &k’ a4k a2 ...+ an1,
das wir durch @ («) bezeichnen wollen, annimmt, wenn man
darin statt a successive alle Wurzeln der Gleichung (2), mit
Ausnahme von «,, setzt: also hat das Polynom ¢ (a) die
Waurzeln a5, a3, ..., @, , und folglich ist
pla) = (a—ay) (a—ay) ... (a—a,) = aﬁ-—(_(;)l X

indem man mit /'(a) das erste Glied der Gleichung (2) be-
zeichnet; hieraus folgt

¢(1) = F'(ay).
Ebenso erhélt man, indem man die Coéfficienten von ¢, ,¢y,...
gleich Null setzt,

' Cm

() = F'(a3),
und so fort; so dass, wenn die Gleichung (2) keine gleichen
Wurzeln hat, die Nenner der Unbekannten ¢;, ¢,, . . ., welche
F* (ar), F*(as), ... sind, von Null verschieden sein werden,
und man folglich den Gleichungen (5) geniigen kann; was zu
beweisen war. Die Gleichungen (4) oder (3) stellen also in
_ der That.das allgemeine Integral dar. Vollenden wir jetzt das
auf die Bestimmung dieser Unbekannten, z. B. von ¢, . Beziig-

" . liche; ihr Werth ist

kyo + Ky’ + . . . 4 g
()
Es bleibt also nur noch iibrig, die Werthe von £, &' ... zu
finden; diese resultiren aber aus der Identitiit
F ((t)

kKo ke amt = :
O =Gy

Man braucht nur den endlichen Quotienten von F'(a) durch
a—a; zu entwickeln, die Coéfficienten der verschiedenen Po-
tenzen von a sind dann £, £/, ... Die Formeln. welche man
so erhilt, werden fiir ay, a3, ... passend durch die einfache
Substitution dieser verschiedenen Wurzeln statt « .

51. Wir beschrinken uns in dem Beweise der wirklichen
Allgemeinheit des Integrals auf die Untersuchung des allge-

()1
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meinen Falles, wo die Wurzeln verschieden sind, und lassen
den Fall ausser Acht, wo es gleiche Wurzeln giebt.

Wenn die Gleichung (2) imaginire Wurzeln hat, so bietet
sich der Werth (3) von y unter imaginiirer Form dar; aber
Nichts ist leichter als ihm eine reelle Form zu geben. Es
seien & 4+ B/ —1 zwei conjugirte Wurzeln der Gleichung (2),
so sind die Terme, welche davon in der Formel (3) herriihren
von der Form <

Ae(“+ﬂV:_1)“" 'S Be(a—'ﬁv_:l.)m’

oder

SRR S e

oder auch

e““[A(cospae + V —1 sinpz) + B(cospz— V——lemﬂr)]
Da nun A und B willkiirlich, reell oder imaginér sind, so kann
man sie so bestimmen, dass man hat

AdB=M"(A4—B)V-T=N,
wiahrend M und N willkiirliche Constanten sind. Die beiden

Terme, welche wir in der Gleichung (3) betrachten, werden
dann ersetzt durch

¢““ (Mcospa 4+ NsinBa),
und der Werth von y wird unter reeller Form erscheinen.

52. Wenn die Gleichung (2) gleiche Wurzeln hitte, so
wiirden die entsprechenden Terme der Formel (3) sich in
einen zusammenziehen, und man wiirde nicht mehr das alige-
meine Integral von (1) haben, weil nicht mehr m willkiirliche
Constanten vorhanden wiiren. Aber es ist auch in diesem Falle
leicht, das allgemeine Integral zu finden.

Es seien a; und @, zwei Wurzeln, welche man als gleich
voraussetzt. Man kann die Coéfficienten der Gleichung (1)
unendlich wenig #indern, in solcher Weise, dass die Gleichung
(2) keine gleichen Wurzeln mehr hat, und dass folglich die
Formel (3) das allgemeine Integral giebt. Wenn nun die
Coéfficienten gegen dne.]enwen der Glelchung (1) convergiren,
so convergirt dieses Imtegral gegen eine Grenze, welche noth-
wendig der vorgelegten Gleichung geniigt und das allgemeine

www.rcin.org.pl



T

Integral derselben sein wird, wenn sie m willkiirliche Con-

stanten enthlt.
Es sei ¢ + 0 der Werth der Wurzel, welche sich «
nihert. Die correspondirenden Terme des Werthes von y

sind ce®® c’e"lw+d‘””, oder

“‘”+c'“‘<1+ax+6‘”2+ >

oder, indem man ¢ + ¢ = A, 0’6 = B setzt,

* - Bae™ + x2e™” 4.3

die Constanten ¢ und ¢/, da sie w1llkurhch sind, k6nnen immer
so gewihlt werden, dass B und A beliebige endliche Werthe
haben, wie klein auch 0 sei. Indem also & sich der Null
nihert, convergirt die Summe der Glieder, welche wir betrach-

ten, gegen die Grenze Ae™” 4 Bre™®, und die Formel (3)
verwandelt sich in

6) y=e"4 +Bz) + e ... Fcae™".
Dieser Werth von y ist das allgemeine Integral, weil er m
willkiirliche Constanten enthilt.

53. Wenn drei Wurzeln gleich wiren, so wiirde man sich
zuniichst die Gleichung so modificirt denken, dass nur zwé Wur-
zeln gleich wéren, was zu der Formel (6) fithren wiirde; man
wiirde a; durch a; - 8 ersetzen, und erhalten

83 18
y=e"*[Ute)+B+ad)atad G +oTagte |+
Da nun 4, B, ¢; willkiirlich sind, so kann man setzen

(73 62

139 =0, B 60 =Bl At e— A,
wihrend A’, B’, ¢’ neue willkiirliche Constanten sind; und
indem man 0 gegen Null convergiren lasst, erhilt man das

allgemeine Integral
e, ¥ v a, am
y=ce¢' (A +Bzxz+Ca)+tce' +...4+cne -
In derselben Weise wiirde man fortfahren, wenn eine vierte
Waurzel gleich ¢; wére, und man sieht, ‘dass man allgemein,
wenn n Wurzeln gleich @, werden, zum allgemeinen Integral
erhalt
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(7 y=enz (A4 BatCax4 ...+ Pard)
+ enpa ea”'*‘lx—{— AT L e'm”

54. Man kann das allgemeine Integral noch auf eine an-
dere Weise bestimmen, wenn n Wurzeln a,, a,,..., a, einen und
denselben Werth ¢ haben. Man kennt dann unmittelbar nur
m —mn 1 particulidre Integrale, und es liegt also der in einer
der fritheren Nummern behandelte Fall vor.

Es sei Cee= der Term, auf welchen sich n Terme der

Gleichung (3) reduciren; indem wir € als Function von # be-
trachten, erhalten wir

dmy_ m pax 'm—lé_g az d"'C ax
m—_(]ae ~+ ma 7z ° + ...+ e,
.dy : a.x : dC a.f::

CT;ﬂ—_()(zze -{—He :

y:Ce”.

Substituirt man in der Gleichung (1), so verschwinden die
Terme, welche C' enthalten, zufolge der Gleichung (2); dieje-

nigen, welche le—f enthalten, verschwinden, sowie die folgenden
n—1
d xn.—I
Wurzel ¢ die n—1 ersten Ableitungen der Gleichung (2) zu
Null macht. Es bleibt daher eine Gleichung iibrig, welche ‘die
Ableitungen von C, von der nten bis zur mten, enthilt. Das:
allgemeine Integral derselben wiirde m willkiirliche Constanten
enthalten; wir bediirfen aber nur eines ihr geniigenden Wer-

thes von C mit n Constanten, und diesen erhalten wir, indem
wir setzen

d"C____. 0 C— A B P gn—1 .

gan = 0, woraus C = + Ba+ ...+ Part,
was aufs Neue zu der Formel (7) fiihrt.

55. Wenn das zweite Glied V eine Function von 2 ist,
so kann man es zuerst vernachlissigen und die Gleichung (1)
integriren, wie wir es gethan haben; nachher betrachtet man
die Constanten als Functionen von 2 und erhilt die vollstin-
dige Auflssung der vorgelegten Gleichung durch das friiher
angezeigte Verfahren. Wir bemerken nur, dass wenn einige
der Wurzeln ay,..., a, imaginéir oder gleich wiren, es zweck- -

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. IL. 5 $

bis inclusive zu denjenigen, worin vorkommt, weil die
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missig sein wiirde, das Integral der Gleichung (1) mit den in
diesen Fillen angegebenen Modificationen anzuwenden.

Man kann diese Gleichung auch durch die Methode von
Cauchy integriren, was wir thun wollen, um ein Beispiel
dieser Methode zu geben. Es sei :

1
ATy plly gy dir.

Indem man das zweite Glied vernachlissigt, wird das allge-
meine Integral von der Form sein ;

yzca(m rt+2a(z—a)+ +Lem(x (t)

wo « eine nach Belieben gewihlte Constante ist, und a;, @y ..., a,,
die Wurzeln der Gleichung

am+Aam—1+...+ Ta+ U=0
sind, die wir simmtlich als ungleich voraussetzen. Man muss
zunichst die Constanten ¢, ¢, ..., ¢, durch die Bedingung
bestimmen, dass man fiir # — « habe
d dm—l s
s B O
man wird dadurch zu den folgenden . Gleichungen gefiihrt:

cl+cg+...—}—cm=0,
ame + azes + . +amcm_0
w2 + a?e, —+— + i S =00

i lcl + uz'" 162 + + am’"—l o i )
Wir hdben oben gesehen, wie dlese Gleichungen aufgelost wer-
den, und man findet, indem man

ar + Aan1 + ...+ Ta + U=f(a)

sisdoAe) e F () i 1 (e
B 00 i i ALAG et 7 S

Der oben stehende Werth von y wird daher

setzt,

./()1'(01)—‘ —+—f,()'(a)e +

+f’(a _ﬁ(a)P »e
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Diesen Ausdruck muss man jetzt in Beziehung auf & zwischen

den Grenzen 0 und z integriren, und dann das allgemeine In-
tegral der Gleichung

d@m—{— d.l"’" 1+ +Dy—0

hinzu addiren, welches, wenn man durch 0y« . .y 0 willkiir-
liche Constanten bezeichnet, ist

y=oe"” + e+ ...+ ape"”

Folglich ist das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung

e (al+f,(1—al) Ofe—‘w F(a)dcx) e

amz 1 I_amﬂ >
+ e <am+f-—'(a",) O/e Fo)de) .
56. Die linearen Gleichungen von der Form
dmy 4 cdriy dnny
do~ v aniEh det +(a’v+l))" T T

=)

e
lassen sich allgemein integriren, indem man y = (az-+-0)“
setzt. Man findet substituirend

a(a—1)...(a—m—+1)am + Aa(ea—1)...(a—m+42) am 1 4-...
U=0.

Diese Gleichung liefert fiir @ m Werthe o, @, « - «, @, 3 und
wenn man durch ¢, ¢,,..., ¢, willkiirliche Constanten bezeich-
net, so wird das allgemeine Integral sein

y=¢ (az+b)" + ¢ (az+b)" ... 4 cn (az—+b)‘m .
Der Fall, wo man fiir « imaginiire oder gleiche Werthe erhiilt,
ist wie in den vorigen Aufgaben zu behandeln.

57. Kennt man das allgemeine Integral irgend -einer
Gleichung von der Ordnung m

dy dan
< y’ _11 * . oey d_‘”".y) = 0 3
oder, indem man dy. = e £ y(-"o setzt
’ da : >dam !
(1) 1”(@'7]/, y’: y”’-'-y y("")=0,
so kann man eine lineare Gleichung der mten Ordnung mit

b ®
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variablen Coéfficienten bilden, deren allgemeines Integral sich
unmittelbar ausdriicken ldsst.

In der That, es sei
(2) A== s b Ty
das Integral der Gleichung (1) mit m Constanten «, 0,.. . ., [.
Substituirt man diesen Werth und diejenigen, welche daraus
fiir y/, y” ete. folgen, so wird die Gleichung (1) identisch, was
auch 2, a, b, ..., seien. Differentiirt man sie daher nach
dieser Substitution in Bezug auf eine der Constanten, « z. B.,
so wird das Resultat wieder eine Identitit in 2, a, b,..., | sein.
Man hat also

dF dy | AF dy | dF 3y AF dyw _
®) dy da +dy’ da +dy” da +'“+dy('"> ga -
d. h. diese Gleichung wird identisch in #, a, b, ..., [, wenn
man fiir v und seine Ableitungen die durch die Gleichung (2)
gegebenen Werthe setzt.

Setzen wir jetzt 2. et u, so folgt

da =
W _du dy iy e
da dy da v date s v dn s dam

“weil # und « unabhiingig sind.
Die Gleichung (3) wird nun

dr dF du dF dru
4) ciy_u+dy’d_w+".+dy(’”)m‘:
dF dF

Wenn man jetzt alle Coéfficienten durch =,

d_y s iRy W
ay b, ..., 1 vermége der Gleichung (2) ausdriickt, so erhilt
man eine lineare Gleichung der Ordnung m mit variablen Coéf-
ficienten, und ‘man kennt von ihr schon ein Integral, némlich
do(zd; 055 -5ty .
da i
Bezug auf irgend eine der anderen Constanten b, . . ., [ so ge-
langt man zu derselben Gleichung (4), aber » bedeutet die par-
tielle Ableitung von ¢ (@, a, b,..., [) nach dieser anderen Con-
stante. Auf diese Weise bildet man m particuliire Integrale der
Gleichung (4), und indem man dieselben mit willkiirlichen Con-
stanten 4, B, ..., L multiplicirt, liefert ihre Summe das all-
gemeine Integral dieser Gleichung, dessen Ausdruck also ist

Differentiirt man die Gleichung zl) in

<
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o SN ae
u_ACE+Bﬂ+...+Ldl

Kennt man nur ein particulires Integral der Gleichung (1)
mit weniger als m Constanten, so kann man daraus ein par-
ticuléires Integral der Gleichung (4) mit einer gleichen Anzahl
von Constanten ableiten.

Wenn die Gleichung (1) linear ist, so hat die Gleichung
(4) dieselben Coéfficienten und enthélt kein von der Function «
unabhiingiges Glied; sie steckt also in der ersten, und man
wird zu nichts Neuem gefiihrt.
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Transformationen, um die Ordnung der
Gleichungen zu erniedrigen.

58. Jede lineare Gleichung der Ordnung m von der Form

d.z'"‘+ dw,,._l-f- -+ Py=0
lasst sich auf die Ordnung m — 1 herabbringen, indem man
setzt
s p/tdx ;
In der That, man hat dann |, i
%3'/; 2% te_/tdx’ g_;_g i ﬂe‘[ldz + Z_; WAL

beim Substituiren in der \.'orgelegten verschwindet der Factor

I TR Y

ef"”, und die Gleichung wird von der Ordnung m — 1 in ¢;
aber sie ist nicht mehr linear.

Es sei z. B.

T+ ag4y=o0,

so erhdlt man -
%+t?+Az+B=O.

59. Betrachten wir jetzt eine Gleichung, worin weder
noch y, sondern nur irgend zwei consecutive Ableitungen vor-
kommen:
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(@, i)
4 <dm"—1’ dan =i

n—1
Man setze jv L et p, so folgt I (p, =— 0; daraus zieht

man

do = f(p)dp und @ = [7(p)dp 4+ C = @ (p) -
Kann man diese Gleichung in Beziehung auf p auflésen, so
dn—y
darl
von Quadraturen erhiilt man y als Function von # und n will-
kiirlichen Constanten. Kann man sie dagegen nicht auflGsen,

so erhilt man in folgender Weise y als Function von p.
11

Die Gleichung :ll——*! = p giebt

n 2
ﬁwm = [pdz = [pf(p)dp + C*;
indem man wiederholt nach x integrirt, und im zweiten Gliede
dx durch f(p)dp ersetzt, gelangt man durch eine Reihe von
Quadraturen zu y = ¥ (p) .

Die Elimination von p zwischen dieser Gleichung und
x = @ (p) liefert eine Gleichung zwischen y, 2 und n will-
kiirlichen Constanten, welche das allgemeine Integral der vor-
gelegten ist.

60. Wenn man z B. die Curve verlangte, deren Kriim-
mungsradius gleich einer Constante a ist, so miisste man die
Gleichung integriren

3

gt

dry
d x?

kennt man als Function von @, und durch eine Reihe

i d
oder, indem man __,'1 = p_setzt,

(I-Hﬂ)2

dp
da:;

e

woraus
adp

——, und 2 = PLd o
(1-+ po)? Vitp

da =

g
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Man konnte diese Gleichung in Bezug auf p auflosen, aber
einfacher wird man y als Function von p ausdriicken; man hat

= )dx:(z‘/_])_d])__=___a___ G

3 f] (1 —I—p“’)% V1+p2 S
Da man so zwei erste Integrale der vorgelegten Gleichung
kennt, so braucht man nur p zwischen ihnen zu eliminiren, um
das allgemeine Integral zu erhalten, welches ist

(@ — Oy + (y —C)2 = a? -

die Gleichung eines Kreises vom Radius « und den willkiirli-
chen Mittelpunktscoordinaten C, C; .

61. Betrachten wir noch den Fall, wo die Ordnungen
der beiden Ableitungen sich um zwei Einheiten unterscheiden,
o y) Bel

F Tk T8) =0
3 dan—2 y
indem man ———= = p setzt, kommt

da

d? d?p
F<p, #):0, woraus m:f(p);
durch Multipliciren mit 2dp und Integriren kommt

2
%) = 2 ff(p)dp + C;
woraus ;
de=@(p)dp, z=1v(p),
wihrend ¢ (p) zwei willkiirliche Constanten enthiilt.

Kann man diese Gleichung in Bezug auf p auflésen, so
erhilt man y durch n—2 Quadraturen, welche n—2 neue
willkiirliche Constanten einfithren; kann man es nicht, so
erhilt man y als Function von p, indem man n—2 mal die
dr—2 Y
e
erste Glied mit d2 und das zweite mit dem ihm . gleichen
@ (p) dp multiplicirt hat. Der Ausdruck von y wird auf diese
Weise n— 2 willkiirliche Constanten enthalten, und die Elimi-
nation von p zwischen den Gleichungen, welche 2 und y ge-
ben, wird zu einer Gleichung zwischen #, y und n Constanten
fiihren, welche das allgemeine Integral der vorgelegten Glei-
chung ist.

Gleichung

— p integrirt, nachdem man jedesmal das

62. Allgemein, wenn man hat
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F(.z-i"—l’ m):o,
> dar’ > dam

so wird man die Ordnung um n Einheiten herabbringen, indem
man setzt %’{ = p, und wenn man die Gleichung

dm—n
F(m,p,..., MT——I;): 0

integriren, und dann in Bezug auf 2 oder p auflosen kann,
so wird man die Gleichung zwischen # und y durch dieselben
Mittel wie in den vorigen Fillen erhalten.

Wenn die Gleichung ist

¢ d_y ; dmy).._

so kann man sie durch Vertauschung der unabhiingigen Va-
riable auf die Form reduciren

da d"‘wA
F<y,-(:i?’.”,dy—m>=0

und nun erniedrigen, indem man — — p setat.

d
63. Wenn die Gleichung
P (z ok i o ﬂ/> g %
tdas At Y dam
- homogen ist in Bezug auf die Grossen y, i % s Tal sy

so kann man ihre Ordnung um eine Einheit erniedrigen.
In der That, indem man durch eine angemessene Potenz
von y theilt, wird man ihr die Form geben

dy dty

de.da? )

Poair - USROS, S
f( ¥ o :

Setzt man nun —l e yt oder was dasselbe ist, y = e/“”, 80

folgt

7=l

dar = Y s

d3y t
=y g+, ,
y ist Factor in allen Ableitungen, und die obige Gleichung geht
durch diese Substitutionen iiber in eine Gleichung von der
Ordnung m — 1 zwischen # und ¢.
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64. Giebt man die Gleichung einer Curve, welche den
Bogen s enthilt, und wird diejenige gesucht, welche zwi-
schen z und y allein stattfindet, so muss man die gegebene Glei-
chung differentiiren, ds durch V'da?+ dy? ersetzen und s zwi-
schen dieser und der ersten Gleichung eliminiren; man erhilt
so eine Differentialgleichung zwischen & und y allein. Wenn
die gegebene Gleichung in Bezug auf s aufgelost ist, so hat
man nach der Differentiation keine Elimination zu machen.

Es sei z. B. s2 — ay, woraus man zieht
1 1

s = a2 y2.
Differentiirend, kommt

1.1
= k]

dy
iﬁ_\/i 1
qy - e kg Tl

man zieht hieraus
die Gleichung einer auf ihren Scheitel bezogenen Cycloide,

. A . a >
welche durch einen Kreis von dem Radius 3 erzeugt wird.

Wenn man eine Gleichung von der Form gibe
dy
da/’

SA==ijT
so .wiirde man setzen
%% = 7, WOrats 3= F{(p).
Durch die Differentiation erhiilt man

l d S
as B F/(P) _d_%__: V1+P2§

dz
woraus man zieht
: 1a_ PO
V1 —+p2
__pt"(pdp

d —— do — S 2or o
J P V1 T

Kann man diese beiden Quadraturen ausfiihren, so findet man
die Gleichung zwischen 2 und y, indem man p zwischen den
zwei erhaltenen Gleichungen eliminirt. Wenn die eine dieser
zwei Gleichungen in Bezug auf p aufgelost werden kann, so
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dy

braucht man die andere nicht zu kennen, weil man den Werth e
als Function von # oder von y kennt, und folglich die endliche
Gleichung zwischen z und y durch eine einfache Quadratur

erhilt. Es sei z. B.

L 48
§ = a arc tang b g
Die Differentiation giebt die Gleichung
di == __“Lil';é ;
(14-p??
und folglich
By Al
Wi 3
ke P
Diese letzte integrirt sich unmittelbar, und giebt
‘ SR
g md == b fl) ek,
woraus
d e R

Var — (y—op’

(w—cN2 4 (y—c)2 =a®.
Es ist dies dic Gleichung eines irgend wie gelegten Kreises
vom Radius «. Um der gegebenen Gleichung zu geniigen
muss man zum Anfangspunkte der Bogen einen der zwei Punkte
nehmen, worin die Tangente parallel ist zur Axe der », da-

und, integrirend,

mit man habe s = 0, wenn % =0
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Integration der homogenen Gleichungen in
xy Yy, da, dy, d?y.

, 65. Es sei
(D F(x,y, da, dy, d2y) = 0
eine Gleichung dieser Art, deren Terme alle endlich, oder
unendlich klein von derselben Ordnung sind.
Setzen wir :

Vi

&

da? .

= as Al —pda; G —

Indem man zunichst diese Substitutionen in der Gleichung (1)
macht, so verschwinden y und seine Differentiale, und alle
Terme werden homogen in Bezug auf # und dz. In der
. That, sie waren es urspriinglich in Bezug auf 2, dz, y, dy,
d?y, und man hat diesen drei letzten Grissen homogene
Ausdriicke der ersten Ordnung in Bezug auf 2 und dz sub-
stituirt.  Und da alle Terme von derselben infinitesimalen
Ordnung sein miissen, so verschwindet nothwendig dz, und folg-
lich #. Also wird die erhaltene Gleichung von der Form sein
@) Flup, ) =0,

und wird ergeben

Q=9(p,u).
Man kann aber C% auf zweierlei Weise durch » und p aus-

driicken; denn man hat
ude + adu = pdz ,
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daher
: ﬂ_._z 5 du
z  p—u’
und andererseits hat man
g _dp Lo dp
it et und folglich > ikl e TR
Indem man beide Werthe von C;—x gleich setzt, kommt
. du d
(3) =L

p—u 9, B’
eine Differentialgleichung der ersten Ordnung, welche integrirt
geben wird
n=a) (¥ c) s
wihrend ¢ eine willkiirliche Constante bezeichnet.
Es ist dann leicht, # als Function von u zu finden, weil
man hat :
dz du
® T Y(w,0) —u’
woraus, indem man durch ¢/ eine neue willkiirliche Constante
und durch 1y (u,¢) das Integral des zweiten Gliedes bezeichnet,

4 =gl (u,c)s

und da v — %, so hat man

ey Y
w—cx<;,0>,

und man kennt somit das allgemeine Integral der vorgelegten
Gleichung. '

66. Wenn das zweite Glied der Gleichung (3) die Form hat

w d p
?(p)’
so ersetzt man die Gleichung (3) durch folgende:
Ao ar
z o’
welche, indem man mit % multiplicirt, wird
My T REE
Y ? (p)

woraus man zieht
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Vo f P dp
9 (p)
Indem man die Integration ausfiithrt, und durch ¢ eine will-
kiirliche Constante bezeichnet, bringt man y in die Form

y=cv(p)-
Wenn man in Bezug auf p auflésen kann, so fiithrt man die
Gleichung auf die Form zuriick i

dz =g (y) dy »
und integrirt beide Glieder; wenn nicht, so zieht man aus den
vorigen Gleichungen

d cp¥(p)dp
dy — PY4P __cp Ve ¥
=9 = " o 2
woraus
9 (p)

und man eliminirt p zwischen dieser Gleichung und y —=-c¢v¢ (p).
67. Eine Anwendung dieser Methode werden wir in der
folgenden Aufgabe finden: Die Curve zu bestimmen, in
welcher der Krﬁmmungsradius proportional der
Normale ist.
Man erhilt unmlttelbar die Dlﬁ'erentlalglelchung

+ dwg :F le (TZ'% 2=
wo m das Verhiltniss des Kriimmungsradius zur Normale ist.
Das obere Zeichen bezieht sich auf den Fall, wo der Kriim-
mungsradius in dem Sinne der Normale liegt, und das untere
Zeichen auf den Fall, wo er im entgegengesetzten Sinne liegt.
Indem man setzt

Yy ——wma Stad)— nde, d?y:%dx?,

erhélt man
s - 7 C— 1 _l_ p2
14 p2=TF mug, woraus q—m,
und folglich
du mu dp
T TgEp

eine Gleichung, die mcht in denjenigen enthalten ist, welche
wir integrirt haben. Aber nach der in der vorigen Nummer
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gemachten Bemerkung wird man sie durch die folgende er-
setzen :

da mudp

e = TIfpi’
woraus man successive herleitet
dez m dB iy_ __ _mpdp

TZq:H—p” P e

1L=F3 l<1+rﬂ>—l(1+pﬁ> :

NS

Es giebt besondere Werthe von m, welche diese Integration
moglich macben, nidmlich m — 2, m =— 1. Untersuchen wir
successive diese beiden Fille.

1. Es sei m — 2, so hat man

Indem man das obere Zeichen nimmt, hat man

de — dy\/c—y

die Gleichung einer Cycloide, deren Basis auf der Axe der «

liegt, und deren Erzeugungskreis den Radius % hat, dessen

Werth willkiirlich ist. Und in der That, man weiss, dass in
jeder so gelegten Cycloide der Kriimmungsradius das Doppelte
der Normale ist.
Indem man das untere Zeichen nimmt, hat man
Ved Vedy
d.z' —
V_
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woraus
1
2 —c¢ =2Ve (y —o)?,

oder

die Gleichung einer Parabel, deren Axe senkrecht ist auf der
Axe der z.

Da die Normale sich auf -eine gegebene Gerade bezieht,
welche man zur Axe der # genommen hat, so muss man,
wenn man diese Axe vertauscht, sich erinnern, dass die Nor-
male bis zu der gegebenen Gerade verlingert werden muss,
und nicht bis zur neuen Axe der #. Aber man kann den
Anfang nehmen in welchem Punkte der gegebenen Linie
man will, z. B. in demjenigen, dessen Abscisse ¢/ ist, was
darauf hinauskommt, dass man ¢/ — O macht; man hat so
22
—Z—C— ’
und es ist leicht zu verificiren, dass, was auch ¢ sei, die durch
diese Gleichung dargestellte Parabel einen Kriimmungsradius
hat, der doppelt so gross als die Normale und im entgegen-
gesetzten Sinne gerichtet ist.

2. Es sei m = 1; die Diﬂ'erentialgleichung der Curve

wird
doe =
V-

Nimmt man das obere Zelchen, so kommt

ch_yz

r—c' = — Vci—y?,

¥+ (2—c)? = e,
die Gleichung irgend eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf der
Axe der « liegt. Und in der That sieht man, dass dann der
Kriimmungsradius immer gleich der Normale und in demselben
Sinne gerichtet ist. Nimmt man das untere Zeichen, so fin-
det man

y— ¢ =

woraus

oder
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cdy
Vy?_c? f

a—c¢ = cl _____y—f—-\fy?—c? .

d.ﬂ?:

daher

Indem man # — ¢/ durch z ersetzt, erhilt man
x

y+Vyz—ec2 = ce®,
was sich reducirt auf
1‘

y=73 <e + e > 5
dies ist die Curve, welche man Kettenlinie nennt: sie liegt
symmetrisch in Bezug auf die Axe der y, und ihr Scheitel
liegt in der Entfernung ¢ von der Axe der . Man verificirt
leicht, dass ihr Kriimmungsradius gleich der Normale und in
entgegengesetztem Sinne gerichtet ist.

Eine der eben behandelten Gleichungen kann einfacher
durch eine besondere Betrachtung integrirt werden: diejenige
nimlich, welche man fiir m — 1 und das obere Zeichen er-
hilt; man hat dann

ydaﬂ +da:? Tl 7 R
da die beiden ersten Glieder die Ableitung von y %— bilden,
8o hat man, integrirend
Y d.z' + z—c=20,

und neuerdings integrirend

24+ (@—e)2=¢,
welche Gleichung sich nicht von der schon gefundenen unter-
scheidet.

Dubamel, Diff.- u. Int-Rechnung. IL 6
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Elimination der Variablen zwischen den simul-
tanen Differentialgleichungen. Integration dieser
Gleichungen.

68. Betrachten wir zuniichst zwei Gleichungen mit drei
Variablen 2, y, 2, so kann man immer voraussetzen, dass die
Ableitungen genommen sind in Bezug auf dieselbe unabhiin-
gige Variable, # z. B.; y und z sind dann Functionen von z,
welche man bestimmen soll, und wir werden damit anfangen,
dass wir die Entwicklung in Reihen darauf anwenden.

Man kann immer annehmen, dass man aus diesen Glei-
chungen die Werthe der hochsten Differentialcoéfficienten von
y und z zieht, wenn sie in jeder der beiden Gleichungen vor-
kommen. Jedoch muss man den besonderen Fall ausnehmen, wo
die Elimination des einen zu gleicher Zeit den anderen ver-
schwinden macht. Die beiden Gleichungen kdnnen also, im
Allgemeinen, in der Form gedacht werden

dm 3' i dm—ly dn—1 2)

dmm_F<w’y,..‘,d_,i;_—l,z’-..’d_—w”_l s

dr 2z b dm—ly dnr—1 Z) g

p ==yl Wy y oi i gy o oS ) 5

m—1
nimmt man willkiirlich die Werthe von y, ..., 37";_—3{ j
r—1 »

2o ZIZ.T—"—‘I fir # =0 an, so werden sie dazu dienen,

alle folgenden Ableitungen von y und 2 fiir den Werth
# = 0 auszudriicken, und man wird folglich y und 2z durch
die Formel von Maclaurin entwickeln konnen. Man
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sieht, dass ihre Ausdriicke m - n willkiirliche Constanten ent-
halten werden. Statt des besonderen Werthes # — 0, kann

man irgend einen anderen z, wihlen und die Reihe von Tay-
lor anwenden.

Wenn mit der Elimination von g%% auch zugleich %

wegfillt, so wird die zweite der vorigen Gleichungen von einer
niedrigeren als der Ordnung n. Dieser Fall steckt in demje-
nigen, welchen wir jetzt behandeln werden.

69. Es sei m die hiochste Ordnung in Bezug auf y in

i ) . dm

den beiden Gleichungen. Man ziehe den Werth von tT;Z aus
der einen dieser Gleichungen und substituire ihn in der anderen,
wenn diese Ableitung darin vorkommt; es werden dann in die-
ser letzteren nur noch niedrigere Ordnungen als m in Bezug
auf y vorkommen. Daraus ziehe man den Werth der hichsten
Ableitung von z, so hat man zwei Gleichungen von der Form

Q'LZ_ < el | d"z>
(@)) d.z"‘——F 'Z’y""’dxm—l’z""’dx" i
@) dv z

dz”':Fl <Z',y,..~,dzm,,2,-..,m:l
in welchen m > m’/, und n << n’ oder n > n’.

dm'y dn'—1, ) ;

1. Es sei n<Cn'; nehmen wir willkiirlich die Werthe von
m—1 n'—1

el ng%, ER % fiir =0 alle hcheren Ab-
leitungen sind fiir denselben Werth z — 0 vermige dieser
Werthe und der Gleichungen (1) und (2) bekannt, so dass
man die Entwicklung von y und z ausfithren kann. Die An-
zahl der eingehenden willkiirlichen Constanten ist m -} n‘, und
im gegenwirtigen Falle hat man m + n/ > m/ 4+ n.

2. Es sei n>>n'; die Entwicklung von y verlangt,
dass man die Werthe von =z, ..., Z"—;i fiir 2= 0 kennt.
Aber von der Ordnung n/ an, miissen sie aus der Gleichung (2)
und ihren Ableitungen bis zur Ordnung = in z gezogen wer-
den; was zu der Ordnung m’ + n — n’ in y fithren wird.
Wenn man nun m/ 4 n — n/ > m hiitte, so wiirde die Glei-

6*

www.rcin.org.pl



Gl

chung (1) g—:—g durch Ableitungen von héherer Ordnung als

m, und diese durch andere noch hohere bestimmen; man konnte
dann die Entwicklung von y nicht ausfiihren. Man muss also
haben m + n’ > m’ 4 n, damit die vorhergehende Rechnung
y und z ergeben konne; und in diesem Falle ist die Anzahl
der Constanten wieder die grosste von den beiden Zahlen m -+ n/
und m/ -+ n.

70. Wenn m’ + n > m - n, so findet wenigstens eine
von den Ungleichheiten m’/ > m, n > n’ statt; es sei z B,
m! > m. Man wird dann aus den gegebenen Gleichungen die

Werthe von gu und ary ziechen und erhalten
am dan
damn’ dm’—ly dn’z
T =1 (o0 Gt 7).

dre. dmy dn—lz.).
m—fl(w,y,...,m,z,...,m g

und die Entwicklungen sind nun moglich, weil die Gleichun-
gen mit dem vorigen Falle iibereinkommen. Die Anzahl der
Constanten ist m‘ 4 n, also immer die grosste der beiden
Zahlen m’ 4+ n und m -+ »’. '

71. Setzen wir jetzt irgend eine Anzahl von simultanen
Gleichungen voraus, welche die Variablen y, z, u, . . . als Func-
tionen von z bestimmen. ~Wir betrachten nur den Fall, wo
man sie sich aufgelost denken kann in Bezug auf die Differen-
tialcoéfficienten der respective hochsten Ordnungen in y, 2,
u, . .., nimlich

any dn: dru
dzm’ dar’ da?’ "’

Es ist klar, dass vermoge der gegebenen Gleichungen, welche
man immerfort differentiiren wird, es nothwendig und hinrei-
chend ist die Werthe zu kennen, welche y, 2, », . . . und ihre
Ableitungen bis zu den Ordnungen m—1, n—1, p— . e
inclusive annehmen, wenn man darin 2 — 0 macht, um die
Entwicklung einer jeden Variable durch die Formel von
Maclaurin ausfithren zu konnen. Diese Constanten sind
vollkommen willkiirlich, und ihre Anzahl ist

m4n+tp4....
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72. Indem wir jetzt die Entwicklungen in Reihen ver-
lassen, wollen wir suchen, alle Functionen bis auf eine zu
eliminiren und so die Aufgabe auf die Integration einer ein-
zigen Differentialgleichung zuriickzufiihren.

Nehmen wir uns zunichst vor, y zwischen zwei Gleichun-

gen zu eliminiren, in welchen %Z—gm der hochste Differential-

Lo p ¥z 24 :
coéfficient von y ist, und i der hochste von z. Setzen wir
zuerst voraus, dass diese beiden Ausdriicke in jeder Gleichung
vorkommen, auf irgend eine Weise combinirt mit den Differen-
tialcoéfficienten der niedrigern Ordnungen, sowie mit y, 2 und
x. Es seien diese Gleichungen

dy o R 2 d"2>_
" x’y’daz""’da:""z’dx""’dw" =07

dy i G d"z>_
F‘(”’y’dx""’dzm’z’dm""’dwn s

Wenn man diese zwei Gleichungen irgend eine und die-
selbe Anzahl mal differentiirt, so wird man eine gleiche Anzahl
neuer Ableitungen von y von héherer Ordnung als m und eine
doppelte Anzahl von Gleichungen einfiihren; so dass wenn man
m Differentiationen ausfithrt, man 2m + 2 Gleichungen haben
wird, welche y und seine 2m ersten Ableitungen enthalten, und
zwischen welchen man alle diese Grossen nach den gewdhn-
lichen Regeln der Algebra eliminiren kann. Ihr System wird
dadurch zuriickgefithrt auf eine Gleichung von der Ordnung
m—n zwischen z und z, woraus man den Werth von z als
Function von # und m - n willkiirlichen Constanten ziehen
kann, und auf 2m - 1 Gleichungen, in welchen man 2 und
seinen Ableitungen ihre nun bekannten Werthe substituiren
wird, so dass sie nur noch y und seine 2m ersten Ablei-
tungen enthalten werden. Indem man diese letzten eliminirt,
bleibt eine Gleichung iibrig zwischen y und # und den m —+ n
willkiirlichen Constanten, welche sich in z fanden.

Im Allgemeinen werden also y und z dieselben will-
kiirlichen Constanten enthalten in einer Anzahl,
die gleich ist der Summe der Zahlen, welche die
hochste Ordnung der Gleichungen in Bezug aufy
und z respective anzeigen.
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In analoger Weise wiirde man verfahren und zu gleichen
Folgerungen gelangen fiir irgend eine Anzahl Functionen bei
einer gleichen Anzahl von. Gleichungen.

73. Es kann aber vorkommen, dass die Differentialcoéffi-
cienten der hiochsten Ordnung nicht in den beiden Gleichungen
zugleich vorkommen.

Nehmen wir an, dass die Differentialcoéfficienten der hich-
sten Ordnung in der ersten seien

dazm’ da’
und in der zweiten

gy ey

dzm™’ da*

Man differentiire m‘mal die erste Gleichung und mmal
die zweite. Man wird dann m -+ m/ -+ 2 Gleichungen haben,
welche y und seine Ableitungen bis zur Ordnung m -+ m
enthalten. Man kann also alle diese Grossen eliminiren, und
es wird eine Gleichung zwischen z und « iibrig bleiben, deren
Ordnung die grosste der beiden Zahlen m -+ n/ und m’ + n
sein wird; und diese Ordnung ist gleich der Anzahl der Con-
stanten, welche in den Werth von z eingehen werden. Indem
man z und seinen Ableitungen ihre bekannten Werthe substi-
tuirt in den m —+ m’ + 1 Gleichungen, kann man die m - m/
Ableitungen von y eliminiren, und es wird eine Gleichung iibrig
bleiben zwischen y, # und den Constanten, welche in z ein-
gehen.

74. Betrachten wir im Besonderen den Fall von m Glei-
chungen, worin alle Ableitungen von der ersten Ordnung sind
und aus ihnen gefunden werden kénnen, ohne dass man auf
irgend eine Unvertriiglichkeit oder Unbestimmtheit stosst; man
wird dann haben

d
d—l BRpy P2y s Sn)

dz__f(w Ase SR

u
s = R GRS R
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und nach dem Vorhergehenden sind die willkiirlichen Con-
stanten die Werthe von y,' Zy 4sey w fiir @ = ;. Wenn
man die erste m — 1 mal differentiirt, und jedesmal den Ab-
leitungen der ersten Ordnung, welche sich einfiihren, ihre aus
den gegebenen Gleichungen gezogenen Werthe substituirt, so
wird man erhalten:

d
7‘% =i (B Y 25 i ) s
d2

ey de? Fi (=, 1 R Te v LY

g;g. — R R DR T
und man hat nur noch die Variablen 2z, ..., u, welche in der
Anzahl m — 1 sind, zu eliminiren. Daraus wird eine Gleichung
der mten Ordnung in y hervorgehen, welche den Werth dieser
Variable als Function von # und m willkiirlichen Constanten
geben wird. Indem man diesen Werth in den m—1 Glei-
chungen substituirt, welche zusammen mit der Endgleichung
das gegebene System ersetzen, wird man daraus z, ..., u als
Functionen von & und denselben willkiirlichen Constanten her-
leiten.
Bemerkung. — Sind die Integrale dieser Gleichungen
auf die Form gebracht
(@, 9,2, . ) =2¢ (&Y 2y+¢:8) =01,

& .. ; dy du ]

ifferentiirt man dieselben, und ersetzt ol durch ihre
Werthe in @, y, 2, ..., u, so werden die Gleichungen, welche
man so erhilt, Identititen sein; denn jeder aus den Integralen
und den Gegebenen abgeleiteten Gleichung muss durch will-
kiirliche Werthe 7, 29, . . ., %, welche einem willkiirlichen
xy fiir z entsprechen, geniigt werden.

Man hat also, was auch #,y, 2, ..., u seien,

dy dy
71;+—(1?F+ Lf4 + ‘P-0

und ebenso mit den anderen.
75. Auf diesen letzten Fall kann man denjenigen zuriick-
fithren, wo man die Ableitungen
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~dmy drz dru !
dzm’ dz*’ dar’
durch diejenigen von niedrigerer Ordnung ausdriicken kann.
In der That, wenn man setzt

/ (m—2)
_Q.'L_l _(_ZL=H.._ _d_yl_:y(m—l’
de =Y da ol

/ (n—2)
-C—li_—:z' if—:z” <ho it ag = 2m=1
dz ' da 2 daz
du du’ du®—2
—d7 o u’, W e u”, .« ey d‘” — u(P_l), et(.'.,

so werden die vorgelegten Gleichungen die Werthe von
dy(m——l) dz®—1  dy@—D
gy ' dr ATt

als Functionen von z, y,y',...,y™ D, z, 2, ..., 20070, 4
wy.ooy u® D, .., geben. Indem man diese mit den vorstehenden
Gleichungen verbindet, hat man ein aus m +n 4+ p 4 - - -
Gleichungen der ersten Ordnung zusammengesetztes System,
das man integriren wird wie in dem vorigen Falle.

76. Wir haben oben vorausgesetzt, dass die gegebenen
Gleichungen der ersten Ordnung in Bezug auf alle Ableitungen
aufgelost werden kionnen, welche sich dann als Functionen
der Variablen ausgedriickt finden; es kann sich aber anders
verhalten, ohne dass die gegebenen Gleichungen unvertriglich
sind.

Denkt man sich z. B. die Elimination der Ableitungen in
der Weise gemacht, dass man aus einer der m Gleichungen

den Werth von % zieht und ihn in den (m — 1) anderen sub-

stituirt; dass man darauf -g—i aus einer dieser letzteren zieht,
und in den (m — 2) anderen substituirt, und so fort: so wird
man im Allgemeinen dazu gelangen, dass man die letzte Ab-
leitung, und folglich alle anderen, durch z, y, 2, ... ausdriickt.
Wenn aber cine dieser Substitutionen in allen den Gleichun-
gen, worin man sie macht, noch »n Ableitungen ausser der
substituirten verschwinden machte, so wiirde man ein System
von Gleichungen erhalten, deren Anzahl die der Ableitungen
um n iibertrife, und die Elimination von diesen wiirde, vor-
ausgesetzt dass nicht dasselbe neuerdings sich ereignet, zu =
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Gleichungen zwischen den Variablen #, y, 2, . .. selbst, ohne
willkiirliche Constanten fiihren. Man konnte daraus die Werthe
der »n Variablen, deren Ableitungen verschwunden sind, ziehen,
und es wiirden m —n Differentialgleichungen, in Bezug auf
die Ableitungen aufgelost, iibrig bleiben. Die Integrale des
vorgelegten Systems wiirden jetzt nur m — n willkiirliche Con-
stanten enthalten.
Hat man z. B. die drei Gleichungen

dy dz du
_dm+d_.z_w’

dz du

dz du
Can b Vo i S Pl
_—zd—m_w_d—x:y’

dx

dy

i

- g

so fithrt die Elimination von % zu'

W—2) — = 2—a?,

da
] du

daii. i Saaliied,
p: g ist zugleich mit —d—% verschwunden, und wenn man

b zwischen diesen zwei Gleichungen eliminirt, so resultirt
zwischen @, y, z die folgende:
z— 22 Sl =)

y—a a4z’

oder

Y+ 22 —ayz + 2z —ay — 22 =0.
Man kann aus ihr z in # und y ziehen, uud man wird dann

d ‘
71% und -gwy— als Functionen von # und y kennen. Man kommt

so auf den anfinglich behandelten Fall zuriick, und man wird
die Werthe von y und » und folglich von z als Functionen
von 2 und zwei willkiirlichen Constanten erhalten.
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Simultane lineare Gleichungen.

77. Wenn diese Gleichungen alle von der ersten Ord-
nung sind, so hat man einen besonderen Fall der letzten Auf-
gabe; namlich denjenigen, wo die Functionen F,f,..., ¢
linear sind in Bezug auf y, 2, . . ., u, wihrend sie # in irgend
einer Weise enthalten; und es ist leicht zu sehen, dass dann
die Endgleichung in y linear ist.

Was die Bestimmung der anderen Unbekannten betrifft,
so ist es wichtig zu bemerken, dass da die Elimination zwi-
schen Gleichungen des ersten Grades in 2z, ..., u stattfindet,
man die Werthe dieser Unbekannten, wenn man y kennt,
aus denjenigen Gleichungen (1) ziehen kann, aus welchen man
will; denn diesen Gleichungen muss geniigt werden, und sie
geben iiberdies nur einen Werth fiir jede Unbekannte.

Wenn diese (xlelchungen nicht von der ersten Ordnung
sind, so kann man sie nach Nr. 72 und 73 behandeln. Man
kann auch sie auf Gleichungen der ersten Ordnung zuriick-
fithren, indem man, wie schon oben geschehen, setzt

__z & b e ay{nY
y, dx y | AL 5SS AN Y dw

und ebenso fiir die Variablen z, .. ., u.
Man erhilt auf diese Weise eine grossere Zahl von Glei-
chungen; aber sie ist immer um eine Einheit kleiner als die

— y(m—l)’
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Totalanzahl der Variablen, und die Gleichungen sind linear
und von der ersten Ordnung in Bezug auf alle Variablen.
Hat man z. B. die zwei Gleichungen

a2 2 d dz
A E—ﬁ-{—B-{J—;—}—Ca—%-}—DW—}—Ey—I—Fz-{—H:O,

d2? de2 d d
A e TR SR SR R

80 ersetzt man dieselben durch das folgende System :

LR A
da s  Fi¥ouidd

4% 4 B Loy 4 Do 4 By +F: + H=0,

{
A’% +B'%+ Cy' + D'z'4 By + F'z + H = 0.

iii‘i 1 3 (—;% als lineare Functio-
nen von y’, 2, y, z; und indem man so verfahrt, wie wir ange-
geben haben, wird man vier Gleichungen von folgender Form
erhalten :

d
To =5t

d? : A
Th=My +Ns 4Py Qs +R,

d3
Th=My £ N 4 Py 4 Qe+ RS

ﬂ — M//y/ + Ntz + Puy + Q”Z + R/,

dus

Die beiden letzten geben

Man eliminirt 2, 2/, y* zwischen diesen vier Gleichungen,
und erhilt eine lineare Gleichung der vierten Ordnung in y.
Wenn sie integrirt ist, so substituirt man den Werth von y in
drei der vorstehenden, und zieht daraus den Werth von z,
welcher die vier Constanten enthalten wird, welche schon in y
eingingen. Befolgt man den anderen Weg, so differentiirt man
jede der gegebenen Gleichungen zweimal und hat dann sechs

y dz dtz

gl e elimi-

Gleichungen, zwischen welchen man 2, —, - - .
dz dat
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nirt. Nachher substituirt man y seinen Werth als Function
von 2 und vier willkiirlichen Constanten in den fiinf Gleichun-
gen, und man zieht daraus den Werth von 2z als Function von
2 und denselben willkiirlichen Constanten.

Simultane lineare Gleichungen von der ersten
Ordnung.

78. Diese Gleichungen lassen sich in Bezug auf die Ab-
leitungen der m Variablen y, 2, ..., » auflésen; und zuniichst
setzen wir voraus, dass die Coéfficienten dieser Variablen ge-
gebene Constanten seien, withrend die Terme, welche von
ihnen unabhingig sind, beliebige Functionen von z sein kon-
nen. Wir haben also Gleichungen von folgender Form:

d
F b Ay +Bz+ 4 Pu =X,

e 21—;+A2y + Bz + -+ Pu =X,

‘;*; ol S B e e Py s K

Man konnte sie nach den vorhergehenden Methoden be-
handeln, und wiirde zu einer linearen Gleichung der mten
Ordnung mit constanten Coéfficienten gelangen. Aber ein-
facher ist die Anwendung des folgenden Verfahrens.

Indem man diese Gleichungen, von der zweiten an, mit
Unbestimmten 6,, 0, . . ., 0,_, multiplicirt und dann addirt,
erhélt man

g Yot et Oni®) L (4,4 4yt t-A b2y

) A (BiA-Ba byt ~+-Bublm—1) 2+
~+ (P 4Py by+—+P 0 —1)u
= XI+X201+"'+Xm0m_ 1+

Diese Gleichung wiirde nur die einzige Variable y 4 6y 2 -
~+ 60,,—1u enthalten, wenn die Verhiltnisse der Coéfficienten
von 2, ..., u zu dem Coéfficienten von y respective 0,0, ...,
f,—1 wiren; und diese Bedingungen bestimmen, wie wir so-
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gleich sehen werden, die Werthe von 6;,...,0,—1. Be-
zeichnet man durch — ¢ den unbestimmten Coéfficienten von

y, so ist man zu den m Gleichungen gefiihrt

A1+A201+ +A Om Pt oy

(3) .B1+B201+ +B 0 _1=—a01,
P1+P201—{— —|-P 0 _1_——a0,,.-1
Diese Gleichungen bestimmen die m Unbekannten a,
6y,..-5 0u_1, und wenn man durch X die bekannte Function

X+ X6+ + Xaln—
bezeichnet , so wird die Gleichung (2), indem man y 6,2+ ---
+ 6, —1» = v macht,
dv

“) H—av:X,

eine lineare Gleichung, welche man integriren kann. Aber
beschiiftigen wir uns zuniéichst mit der Auflosung der Glel-
chungen (3).

Indem man die erste zur Seite lisst, hat man m —1
Gleichungen ersten Grades, welche 6p, fh, ..., 0n—1 als
Functionen von « bestimmen; setzt man sie in die erste, so
hat man nur noch die Unbekannte @, und man sieht leicht,
dass die Gleichung vom Grade m sein wird. - In der That,
wenn man die Coéfficienten derselben Unbekannten in denm — 1
Gleichungen, woraus man 6, . . . , 0, zeht, durchgeht, so
bemerkt man, dass @ im ersten Grade vorkommt in dem Coéf-
ficienten von #, in der ersten, von 6, in der zweiten, etc.,
endlich von 6, _, in der letzten, und dass es in keinem an-
deren vorkommt. Also wird der gemeinschaftliche Nenner der
Werthe dieser Unbekannten « im Grade m —1, und der Zih-
ler nur im Grade m — 2 enthalten. Wenn man nun die Sub-
stitution in der ersten macht und den Nenner wegmultiplicirt,
so erhilt man offenbar eine Gleichung vom Grade m in a.

Die Gleichung (4) giebt

v = ¢d= (C +er“‘"’da:) =y+bz+ -+ On-1w

Wenn man in diese Gleichung successive die m Werthe von «
setzt, so hat man jedesmal verschiedene Werthe fiir 6,, ...,
0,1 , und fiir die Constante C kann man willkiirliche ver-
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schiedene Werthe nehmen, weil alle diese Gleichungen unab-
hiingig von einander bestehen.

Man erhilt auf diese Weise m Gleichungen ersten Grades
zwischen z und den m Variablen y, z, ..., u. Die Werthe
dieser Variablen als Functionen von 2 enthalten m willkiirliche
Constanten C;, C,, ..., und sind von der Form

y=u0q ealz(Cl_*_er—axzdx)_’_ aQeazz(Cz_i__er—agzdx)_i_m,
(5) z=ﬁ1ealz((]l_+_/‘Xe—axxdw)+ﬁ2eagz(Cg_’_/‘Xe—agzdx)_{_m’

Die Werthe der Constanten lassen sich sehr leicht bestimmen,
wenn man fiir einen gewissen Werth 2, von 2 die Werthe
Yos %5 -+ .5 4y der Functionen y, 2,...,u kennt. In der
That, der Einfachheit wegen wird man alle Integrale von x,
an nehmen; und wenn man z — x, macht in dem oben ge-
fundenen Werthe fiir v, so hat man
Cesno —=yo 4 120 + - - - + Om—ruo,

was die Constante C bestimmt, welche zu irgend einem der
Systeme a, 6;, ... gehort. Man kennt also auf diese Weise
die m Constanten C,, Gy, ..., C .

Wenn die zweiten Glieder der Gleichungen (1) Null wiiren,
so wiirde man nur haben

y o= Calealz + Clage“!’ + G i
2= Cpyens 4 ... ete

Wenn man alle Constanten, bis auf eine, gleich Null
nimmt, so hat man Auflssungen von der Form

. Yy=Cojenz, z=Cpen=.

Die Verhéltnisse der Variablen sind dann constant, was auch
C sei; und die allgemeinen Werthe sind aus den Summen die-
ser particuliren Auflésungen, welche den verschiedenen Ex-
ponenten a;, ..., a, entsprechen, gebildet.

79. Als Beispiel nehme man die zwei Gleichungen

d dz
@ FE+Ay+B=0, L4 Ayt Be=0.

Indem man die zweite mit § multiplicirt und zur ersten ad-
dirt, so kommt

W99 4 (44 o)y + B+ 0B)==0.

Setzen wir
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®) y46:=v, A4 04=—a, B49B=—af,
so wird die vorige Gleichung

) 2 —av =0,

und 6 ist durch die Gleichung bestimmt
B_‘*# A4 64

oder

SRR o eI

Es seien 6;, ¢, die beiden Wurzeln dieser Gleichung; v,, v,
die entsprechenden Werthe von v; a;, a, diejenigen von «

man hat
y+012=v1, y+622='02’

woraus man zieht
Ghi== _”102—'7)201

® T e AT e

Nun giebt die Gleichung (y) » = Ce%; und wenn man durch
Ci, G, die Werthe der Constante C bezeichnet, welche mit 6, ,
B, correspondiren, so werden die Gleichungen (¢)

__ Genz — Clems __GCbenz — Cbhhen*
G - TR T U e " gy '

Wiiren die Wurzeln der Gleichung (9) imaginiir, so wiirden
die Werthe von y und z sich unter einer imaginéiren Form
darbieten, und man wiirde ihnen die reelle Form durch die
gewdhnlichen Transformationen geben. Aber wenn diese Wur-
zeln gleich wiiren, so wiirden die Nenner von y und z Null
sein; die Formeln () wiiren jetzt absurd, wenn man nicht an-
nehmen wollte, was man thun kann, dass die Constanten
Cy, Gy gleich wiirden zu gleicher Zeit mit 6,, 6;, und diese
Formeln wiirden dann die Werthe von y und z unter der

Form -g— geben.

Um aus den Gleichungen (§) die auf #liesen besonderen
Fall beziiglichen Werthe abzuleiten, kann man annehmen, dass
die Coéfficienten der Gleichungen (e) oder nur ein unter ihnen
nach Belieben gewihlter so modificirt seien, dass die Werthe
von 0 nicht mehr gleich sind, und kann nachher diese Coéf-
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ficienten gegen die gegebenen Werthe convergiren lassen.
Es wird geniigen, dass man die Grenzen der Werthe von
y und z mit zwei willkiirlichen Constanten finde, um die ge-
suchte Auflosung zu haben. Man konnte hierzu denselben
Weg einschlagen, der friiher in einem #hnlichen Falle befolgt
wurde; aber es ist moglich die Rechnung durch folgende Be-
trachtungen abzukiirzen, welche auch in anderen Umstéinden
anwendbar sind.

Man bemerkt zunichst, dass die beiden Glieder der Briiche,
welche y und z darstellen, betrachtet werden konnen als
Functionen der Variable ,, welche gegen die Grenze 6; con-
vergirt: denn « hiingt von 6 ab durch die zweite der Glei-
chungen (B), und die gegen C; convergirende Constante C,
kann betrachtet werden als eine willkiirliche Function von 6,
welche zur Grenze C; hat. Man kann daher die Formeln (§)
nach den gewdhnlichen Regeln fiir Briiche behandeln, welche
sich fiir einen besonderen Werth eines Buchstaben, den sie
enthalten, auf % reduciren.

Indem man also in Bezug auf f, die beiden Glieder der
Briiche, welche z und y darstellen, differentiirt, erhilt man
fiir den ersten

d02 3 da2
EE;‘ e® +ng€a‘1x d02,
und fiir den zweiten
dC. da
Genr — 6, d(i: em® — Gyl xe®” dél: )

und man erhilt die Grenzen von y und 2z, indem man in die-
sen Ausdriicken 0y = 6,, a; — a;, C, = C; macht und be-
riicksichtigt, dass %%:— eine vollkommen willkiirliche Constante
C sein wird, weil C, eine willkiirliche Function von @, ist.
Was % betrifft, so bestimmt man seinen Werth vermdoge
der zweiten Gleichung (f), in welcher A4 und 4, constant sind,

und welche giebt

da

d—0=—-A1.
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Man findet auf diese Weise fiir den Fall der gleichen Wurzeln
2= (C —CGhz)enz, y= (G — 6, C+ hC A z)en=.

80. Wenn in den Gleichungen (1) die Coéfficienten A,
Ay, ...y Pi, Py, ... Functionen von z wiren, so miisste
die anuewandte Methode nothwendig modificirt werden, weil

d‘/ + 0, d —+— s O g nicht mehr die Ableitung von

Y + thz 4+ -+ + O,—1u sein wiirde, da die Factoren
Oy ..., 0, nicit mehr constant sein konnten. Dennoch
wiirde man in derselben Weise anfangen und setzen

y + 01z+~- FOp—r1u=v,
woraus man ziehen wiirde
du  dv a6, dl)

+ald ol Jr_a’"_ldx w7 Wik ESORAER d’n

Dle vorige Gleichung wiirde dazu dienen, um y aus der durch
Addiren der m Gleichungen erhaltenen Gleichung zu elimini-
ren ; nachher wiirde man die Coéfficienten der m — 1 Variablen
2y« .., u in dieser Gleichung gleich Null setzen; hieraus wiir-
den zuniichst m — 1 nicht lineare Gleichungen der ersten Ord-
nung zwischen den m — 1 Variablen 6, ..., 0/, resultiren,
und ausserdem eine lineare Gleichung der ersten Ordnung in
v, welche man nach der Bestimmung von 6, ..., f/,, behan-
deln wiirde. Um ein Beispiel von diesem Verfahren zu ge-
ben, seien die beiden Gleichuﬂgen

d d
@ FEt+4y+Be=X, FAAy+B=X;

die zweite mit # multiplicirend und zu der ersten addirend,
erhilt man »

() d-"+ 0+ (A404)y+ B+0B) =X+ 0X,.

Setzen wir

y+60z=v, woraus y —=v — 0z

und
dz i e d6
+ Suglh Sl £
die Gleichung (b) wird dann
dv di ; 1
o [E+Al h24-(4 —-Bl)6~B]+(A 404, 0—=X}0X,.
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II. 5
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Setzt man den Coéfficienten von = gleich Null, so hat man
statt dieser Gleichung die zwei folgenden:

a9

dz

DAt 04) =X 40X

4+ 460+ (4~B)g—B =0,
(c)

Man wird damit anfangen, dass man die erste zu integriren
sucht, welche nur f und 2 enthilt; und kann man dahin ge-
langen, so wird die zweite v ohne Schwierigkeit geben. Nach-
her wird man y und z bestimmen, indem man zwei Werthe
von () nimmt, welche zwei Werthen der darin enthaltenen
Constante entsprechen.

Wenn die Coéfficienten constant sind, so kann man der
ersten der Gleichnngen (¢) geniigen, indem man setzt

4,0+ (A — B)) — B=0,

was fiir § zwei Werthe geben wiirde; man wiirde folglich zwei
fiir v finden und daraus y und z ableiten. Man kénnte auch
die Gleichung in @ allgemein integriren und zwei Werthe die-
ser Function von 2 nehmen, welche zwei Werthen der Con-
stante entsprechen, wie in dem Falle wo die Coéfficienten
Functionen von # waren.

Dieses letztere Verfahren wird mit Vortheil auf den Fall
angewandt, wo die beiden Wurzeln der Gleichung

4,00 4+ A—DB)0—B =0

gleich sind, also die durch das erste gegebenen Formeln illu-
sorisch werden. In diesem Falle hat man, wenn « diesen
Werth von 6 bezeichnet,

o e
T4 A (B—ay =0,

daher

1
ddelay TR

wo ¢ eine willkiirliche Constante. Indem man ¢ die beiden
Werthe 0 und oo giebt, welche hier die bequemsten sind,

findet man fiir 0 die zwei Werthe « und « 4 ﬁ , welche sub-
1

stituirt in der zweiten Gleichung (¢), zwei Werthe von v ge-
ben werden, aus denen man y und z zieht.
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81. Andere Methode fiir den Fall der constan-
ten Coéfficienten. — Wenn die zweiten Glieder Xj,..., X,,
der Gleichungen (1) fehlen, so bemerkt man zunichst, dass
die Summe mehrerer Systeme von Werthen fiir y, ..., u
welche einzeln diesen Gleichungen geniigen, ihnen auch ge-
niigt, und dass man folglich nur m Systeme zu finden braucht,
von denen jedes eine willkiirliche Constante enthilt.

Hierzu kann man willkiirliche bestimmte Verhéltnisse zwi-
schen den Variablen annehmen, indem man setzt

zzay,...,uz'y,y;
woraus die folgenden Gleichungen resultiren:

Y4yt Bt P =0,
« W4y h+Bat - 4 Py =0,

b % 4y At Buet 4 Pap)=0.

Damit diese Gleichungen iibereinstimmen, hat man die m — 1
Bedingungen

Ay + Bye + -+ Pip = a (4, + Bia + - +P1y,),
Aut Bua 4 + Pap = (4 + Bia + - + Prp),

oder indem man eine neue Unbekannte — « einfiihrt, welche

den allen zweiten Gliedern gemeinschaftlichen Factor repriisentirt,
A + Biae +---+ Pp = —a,

(6) §A2 +Bia e o +P2[L S e Al

iA + B % + + P il Sl
Wenn man aus den m — 1 letzten die Werthe vone, 8, ---u
zieht, so erkennt man wie oben, dass die Gleichung in a vom
Grade m ist, und es wiirde leicht sein, die ldentitit dieser
zwei Gleichungen in « aus der Form der Glelchungen (3) und
(6) zu erweisen.
Fir jeden Werth von « hat man ein System Werthe von
o, f,..., w, und es handelt sich nur noch darum, y zu ken-
nen, welches durch die Gleichung gegeben wird
% — ay = O,
. i

_——
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woraus y — (e, wihrend C willkiirlich; man hat also eine

Auflosung der vorgelegten Gleichungen, indem man nimmt
Y= Cettll oal—"Cgedx, . [} 'n— Cpes*,

Man erhilt s #hnliche Systeme, indem man fiir « seine

m Werthe nimmt; jedes von ihnen enthilt eine willkiirliche Con-

stante, und addirend hat man die allgemeine Auflosung der

Aufgabe durch die Formeln ausgedriickt:

y= Cenz 4 Cenz 4 ... L C,e%n*,
(7) )z = Caens+ Goyens ...} Chaze®n®,
/u i Cl!-’“lea‘x + CQ“Qeazz _+_ o _*_'Cm“meamr'
Wenn mehrere der Wurzeln «;, a, . . ., a,, gleich wiiren, so
wiirde man verfahren, wie wir dies schon bei demselben Um-
stande gethan haben, und die Werthe von y, z, . . ., u wiir-
den immer m willkiirliche Constanten enthalten.
82. Es ist leicht von diesem Falle auf jenen der Glei-
chungen (1) iiberzugehen: hierzu braucht man nur den Con-
stanten C,, Cy, ..., C, Functionen von 2 zu substituiren, wie

man dies schon in Nr. 41 gethan hat.
Indem man die Gleichungen (7) differentiirt und die Werthe

von %}i, Sl g—g in den Gleichungen (1) substituirt, bleiben
nur die mit den Differentialen von C;, .+ s Cp behafteten

Terme und die zweiten Glieder X, ..., X,, stehen.

Man erhilt auf diese Weise
ealz(%_‘_ B dCZ IR am:ch Sk
P

al:z; dC aga: dC mT dC
iy bR e g e X
Hieraus zieht man die Werthe von Cﬁ K B dCy als

da da

Functionen von 2; und, indem man sie integrirt, kennt man
Ciy ..., C,. Substituirt man diese in den Gleichungen (7),
so hat man die allgemeine Auflosung der Gleichungen (1)
mit den m Constanten, welche von den auf Cp, ..., C, be-

ziiglichen Quadraturen herriihren.

BIBLIOTERA
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83. Man kann auf simultane Gleichungen eine Bemer-
kung anwenden, welche frither in dem Falle einer einzigen
Differentialgleichung gemacht wurde.

Es seien z. B. die Gleichungen der ersten Ordnung

M) F(z,y,29,2) =0, fz,y,2,¥,2) =0,
worin y’ :g—%, 2! :g—z‘;}

Nehmen wir an, dass man die allgemeinen Integrale dieser
zwei Gleichungen kenne, und stellen wir sie dar durch

(2) el (e,sa b) i == () 2, b)),
wiahrend « und b zwei willkiirliche Constanten.

Die Gleichungen (1) wiirden identisch werden in #, a, b,
wenn man darin die Ausdriicke (2) substituirte. Wenn wir sie
in Bezug auf « unter dieser Voraussetzung differentiiren, so
erhalten wir Resultate, welche identisch Null sind; woraus die
Gleichungen hervorgehen

dF dy , dFdz , dF dy' , dF dz

dy da+dz da +dy da +dz' da v

df -dy , @l L
e T =0

==

dy da dz da dz' da
. (_i_g : dz
oder, indem man = u, — =— v setzt,
da da ¥
dFr dF du dF dv

—u+dz + o T aae T

f du | df dv _
+ +Eyz’dw+gg;dx—o'

3)

Denken wir uns jetzt, dass man in den Coéfficienten % Z;

fiir y, 2, y/, 2/ ihre Werthe in @, a, b gesetzt habe, so hat
man zwei lineare Gleichungen in u, v mit Coéfficienten, die
Functionen von 2 sind, und es wird ihnen geniigt, wenn man
darin fiir » und v die Functionen 4p 5 i setzt.
da’ da
In gleicher Weise wiirde man sehen, dass die Gleichungen

(3) die Auflssung Z—Z ) % zulassen.
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Wenn man daher durch 4 und B zwei willkiirliche Con-
stanten bezeichnet, so sihd die allgemeinen Integrale der Glei-
chungen (3)

dtp
e | +Bdb,

v—_-Ad"’+B 43

Hitte man nur Werthe von y und 2z mit einer einzigen Con-
stante « gegeben, so hitte man nur ein particulires Integral
des Systems (3) erhalten konnen.

Man sieht auf diese Weise, dass, wenn man die allgemei-
nen Integrale simultaner Gleichungen von beliebiger Form und
Ordnung kennt, man ein System von simultanen linearen Glei-
chungen bilden kann, welche respective von derselben Ordnung,
mit variablen Coéfficienten sind, und deren allgemeine Integrale
sich aus den ersten durch einfache Differentiationen ableiten
lassen.

L I0TERA
{ A, CLAJEWICZA
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Integration durch Reihen.

84. Wir sahen schon, wie man vermoge der Theoreme
von Taylor und Maclaurin das Integral einer Differential-
gleichung von beliebiger Ordnung in eine Reihe entwickeln
kann. Man gelangt auch dazu vermdge der unbestimmten
Coéfficienten. Wir wollen einige Beispiele der einen und der
anderen Methode geben

Betrachten W1r zundichst die Glelchung

d
1) wm+ g%'f‘"wy:();
man findet differentiirend

d? d
dr3+ —l'f""“"‘y‘“‘".’/:o’

d y dy
d?:3 Hé ?/ I . il dx
d + dmtly 1 Al
dwm-}-l (7"' dxm—l (m )nd m— 2

Indem man in allen diesen Gleichungen z — 0 macht,
hat man

dy o By wocdy) gy e

LY T Ak Ee T e T E
und allgemem fiir m ungerade
i) IS
da™ e
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und fiir m gerade

m m
% L.l alc el
ot sl AT

je nachdem m durch 4 theilbar ist oder nicht.
Man zieht hieraus y
na? n2 n3 b >

Y=Y (1‘1.2.3 e T LT

Indem man also durch € die willkiirliche Constante —&‘L_ dar-
n
stellt, hat man
o Csin.zVn

&

Dieser Ausdruck, da er nur eine Constante enthilt, ist
nicht das allgemeine Integral; er giebt nur dasjenige, welches
sich nach der Formel von Maclaurin entwickeln lasst.

Da man ein particulires Integral kennt, so erhiilt man das
allgemeine Integral, indem man C als Function von  betrach-
fet; und man wird nach der frither auseinandergesetzten Me-
thode zu einer linearen Gleichung der ersten Ordnung gefiihrt.

Man findet zunéichst, indem man den Werth von y in der
vorgelegten Gleichung substituirt,

%; + 2Vn (—;.—(; cotg.aVn = 0;

dC

Ta=7P setzend gelangt man zu
G
'™ GnaVa)y
wihrend C; cine willkiirliche Constante; daraus leitet man her
C=0C 4 C"cotg.x Vn,

worin C* und C* willkiirliche Constanten. Das allgemeine
Integral der vorgelegten ist also

@) o (/szn.wﬁ;}—C”cos.mVn .
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85. Durch Anwendung der Formel von Taylor statt
jener von Maclaurin wiirde man das allgemeine Integral er-

halten. Die Gleichung (1) wiirde den Werth von C%) als
; 0

Function von y, und <%> , welche sich auf den willkiirlichen
0

Werth z, bezichen, ergeben; und ihre successiven Ableitungen

3
ergeben (—Z—@%) etc., wodurch die Entwicklung von y nach den
0

Potenzen von x— x, mit zwei willkiirlichen Constanten be-
stimmt wird. Man kann leicht verificiren, dass dieser Werth
von y zusammenféllt mit demjenigen, welchen die Gleichung (2)
giebt, indem man letztern nach den Potenzen von z — z, ent-
wickelt, nachdem er zuvor auf die Form gebracht ist

i, sin.(x—wo)vh—{- Czcos.(w—-—xo)w
e 1 +x—w0 i

86. Integriren wir jetzt dleselbe Gleichung durch die
Methode der unbestimmten Coéfficienten. Es sei

y= 2%+ sz 2P + aza¥ + ¢z4wJ+ A
Aus dieser nach steigenden Potenzen von x geordneten Reihe
leitet man ab

ny =na 2%+ nay2f + naza? + .
= 2a02° % 424, P2 - 2epp2? 2 4. .,
o

Tar—ae(e—1)a® —24-0,8(B—1)2f 2 4-ayy (p—1) 2V~ 24-....

Die Summe der zweiten Glieder dieser Gleichungen muss
Null sein, was auch « sei, zufolge der vorgelegten Gleichung;
welches verlangt dass die Coéfficienten der verschiedenen Po-
tenzen von emzeln Null seien.

Der kleinste Exponent ist &« — 2; der Coéfficient des Ge-
sammtgliedes von diesem Grade giebt die Bedingung & (e 4-1)=0,
welcher man geniigt durch a=—1 oder ¢=0.

1. Es sei = — 1. Da das Glied na, % nicht von selbst
verschwinden kann, so muss es sich mit anderen aufheben; dazu
ist aber nothwendig, dass « nicht unter g —2 liege. Wenn

f—2 < a, so muss B(f + 1) = 0, damit die Glieder vom

&I&.
8=

2
2
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Grade g — 2 sich zerstoren, was nur =0 giebt, weil > «.
Hierauf muss man haben
y—2=a, 0—2=24,...;
die Coéfficienten geben die Bedingungen
ay@y+1)+ne =0, ¢d(@+1)4nae =0,....

Man zieht aus diesen verschiedenen Gleichungen

o= e R B e A e L
PN L. A
R 1 g BBl S - U8
aym ag n?

S TR 5 00 e gl W TS 95 oA

Es giebt also zwei unbestimmte Constanten «;, a,, und
der Werth von y ist
1 na n? a3 nd xb
y=“‘<2“ﬁ+ o G SR 3.4.5.6+"'>
ne n? g4 )

+%O_123+12545

oder

sin. .an
__ @moos. wV‘_’_V_ -

&£ &£

welche Auflosung identisch ist mit der schon gefundenen.
Wir haben B — 2 < a« genommen, aber wir hitten
B —2 — a nehmen konnen. In diesem Falle wiirden wir

acos.aVn
@

lires Integral ist. Die Auflosung wiirde nur vollstindig wer-
den, wenn man auch die Annahme « — 0 macht, welche wir
jetzt untersuchen wollen.

2. Es sel « = 0. In diesem Falle kann man nicht haben
B—2 << a, weil der Coéfficient von 2P—2 Null sein miisste,
was f8(B + 1) = O geben wiirde, eine unmdogliche Gleichung
weil # > «. Man bat also # — 2 = «, und folglich

V dik s = ﬂ y wgnese
Die Exponenten haben daher die folgenden Werthe

ez 05 B i== 2 eyt ey

allein y = gefunden haben, was nur ein particu-
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die Coéfficienten werden

s Qn il a; n?
AT e B s

und folglich

L sin.aVa
n
S @
Man findet also wieder nur ein particuldres Integral, weil nur
eine willkiirliche Constante darin vorkommt. Vereinigt mit

dem vorhin gefundenen wiirde es das allgemeine Integral geben.
87. Es sei noch die Gleichung

d.z2+a:d.z+y_0

indem man setzt

y= A a® 4+ Ayaf 4 A2 4 ...,

hat man

%gi Y ozw““‘2 + 4,82P—2 4 Aypa?—2% 4 ...,

Bty aa—1)a 4 4, (B—1) 0P dyp (=D ..

Die Summe der zweiten Glieder dieser drei Gleichungen
soll identisch Null sein. Die Glieder mit #*—?2 miissen sich
aufheben, dies giebt (¢ —1) + « = 0 oder « = 0.

Die Glieder mit #8—2 konnen hier nicht von niedrigerem
Grade als @ sein; denn ihre Coéfficienten wiirden =0 geben,
was nicht sein kann. Also

f—2=@a, y—2=2,.... 7
Daher
e VG e MR e G, e
Die Coéfficienten geben die Bedingungen
A4+ 4, =0, 4924 4, =0,...,
woraus
4

sk
= d W

22 42’

Ajie g

und folglich
R at x6
y:A1(1—§+22.42—22.42.62 +>
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Dieses Verfahren liefert nur ein particuldres Integral, da nur
eine willkiirliche Constante eingeht.

88. Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die Glei-
chung

wird man finden

P 8
y:Al (x — 5 + 22.3 VT 22.32.4 + 22.32.42.5--->9

welches wieder ein particulires Integral ist; woraus man
schliesst, dass das allgemeine Integral nicht entwickelbar ist
nach den positiven oder negativen, ganzen oder gebrochenen
Potenzen von z.
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Integration der Differentialgleichungen mittelst
bestimmter Integrale.

89. Wir haben Mittel gegeben um, in gewissen Fillen,
die Integration der Differentialgleichungen auf diejenige von
Functionen' von z oder von y allein zuriickzufiilhren. Wenn
dies nicht moglich ist, so sucht man bisweilen das Problem
zuriickzubringen auf die Integration einer Function, welche
und eine andere Variable enthilt, in Bezug auf welche man
zwischen bestimmten Grenzen integrirt, indem man z als eine
Constante betrachtet. Diese Form eines bestimmten Integrals,
welche man y giebt, ist oft niitzlich in den Aufgaben der ma-
thematischen Physik, und sie wiirde es noch viel mehr sein,
wenn man Tafeln hitte, welche den Werth dieses Integrals
fiir irgend einen Werth der darin enthaltenen Constante z er-
kennen liessen. -

90. Ein Mittel, das man oft anwendet um auf diese Weise
den Werth von y zu erhalten, besteht darin dass man zunichst
diesen Werth in eine Reihe entwickelt, und diese Reihe sum-
mirt, wenn man eine einfache Relation zu erkennen vermag
zwischen ihrem allgemeinen Gliede und dem bestimmten Inte-
grale des allgemeinen Gliedes der Entwicklung einer bekannten
Function von 2 und einer anderen Variable, auf welche Va-
riable sich die bestimmte Integration bezieht. Wir werden dies
durch Beispiele erldutern.

Es sei die Gleichung
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dz m dy
(1) TmtTa tw=0
welche sich in vielen Aufgaben der Physik und Mechanik dar-
bietet. Indem man sie durch die Methode der unbestimmten
Coéfficienten integrirt, erhéilt man die beiden folgenden Reihen,
von denen jede ein particulires Integral liefert:

Ew—m+3 <1"_)2 x——1n+5
p—mtl__ + 2 =—..
i T.(—mF3 | 12.(—mI3)(—m+5) ;
j i %)p 22

i 1.2...p.(—7'n+3)(—m—}—5)...(—m+2p+l)+ s

/1 g‘_aﬂ + (%) axt
TT.mFD) " 1.2.(mF 1) (mF3)

n\3
== A (.2—) %
T 1.2.3.(m—+1)(m+3) (m-+5) Miecs
<_ ﬁ)p 2
acr
2
{ +1.2...p.(m+1)(m-+—3)...(m—|—-2p-—1) g
Wenn man diese beiden Werthe von y addirte, so wiirde man
das allgemeine Integral mit zwei willkiirlichen Constanten A
und A’ haben. Die erste dieser Reihen wird illusorisch wenn
m eine ungerade positive Zahl ist, und die zweite wenn m eine
ungerade negative Zahl ist. Also besteht in allen Fillen eine
von beiden, und wir wissen wie man, wenn ein particuldres
Integral bekannt ist, das allgemeine finden kann. Bezeichnet

man durch y, das bekannte Integral, so wird das allgemecine
Integral durch die Formel gegeben

(2) y=Cy + Cy /

Um eine Reihe von derselben Form wie die zweite der
beiden vorigen zu erhalten, betrachten wir zunichst die fol-
gende Entwicklung:

dz
am y12 A

a2cos®? | adcos @t (—a?)?cosa?

cos(ecosw)=—1-— 3 —+- 1.2.3'4—...+m + ..
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multipliciren wir die beiden Glieder mit sin @™ 'de und inte-
griren zwischen 0 und 7, indem wir jedoch m positiv voraus-
setzen, ohne welche Bedingung das Integral unendlich sein
wiirde. Nimmt man dabei Riicksicht aaf die folgende Formel,

welche durch bekannte Reductionen erhalten wird

fcos w?isimot do

0
s

i 1.3.5...(21—3)(2:—1) i
@t @D G292y :
und worin man, aus demselben Grunde, g > — 1 voraussetzen
muss, so gelangt man zu der Gleichung
n n
fcos(acosw)sinw’“‘ldm = [ smo™"ldo — ...
0

T

(—— g;)pfsinmm—l de

+1.2.3...p.(m+1) (m~+-3)..(m+2p—1) et

oder, indem man « — 2 Vn setzt, und f sin@™1de als Factor
0

heraussetzt,

4

fcos (@ V7 cosw) sinom do

0

ol e
1 2 i 2
. el N ¥ 7 1 )
:jsi?:&)"'—ldm e : DT :
: _natye
2

b 1.2..p(m~+1)(m~+3)...(m~+2p—1) ke
was nichts Anderes ist als unsere zweite Reihe, bis auf einen
constanten Factor. Das Integral, welches sie ausdriickt, kann
folglich unter die Form gebracht werden

T
pie— chos (@ Va cos®) sinw™ dao ,
0

wofern man hat m > 0.
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Was die erste Reihe betrifft, welche sich so schreiben
lisst
[ na? na?\?
Ll B . ey
1.(—m+3) 1.2.(—m-+}3)(—m-5)

( n a2 \P

-

i 1.2 3 5 2p+1 o
Y TRy W T TR )

so sieht man dass die eingeklammerte Reihe sich von der vori-

gen nur durch die Veréinderung von m in — m - 2 unter-

scheidet. Man kann daher diese letzte Gleichung unter die
folgende Form bringen, wofern man hat m < 2,

Y= Ax—""i'l

n
y == By ml—"‘fcos (@ V n cos @) sino' da,
0

worin B, eine willkiirliche Constante. Das allgemeine Integral

der Gleichung (1) ist folglich

n
= chos(mv-r—zcosm) sin@™1da
0

®3) B
+ B, a:l‘"'fcos (@ Vncosw) sinwm do,
0

allemal dann wenn man die beiden Bedingungen hat
g e D

Wenn m ausserhalb dieser Grenzen liegt, so wird nur noch
ein einziges der beiden Integrale bestehen, und die Gleichung
(3), reducirt auf einen der beiden Terme, wird nur ein parti-
culiires Integral geben. In diesem Falle giebt die Gleichung
(2) das allgemeine Integral.,

Betrachten wir jetzt die beiden besonderen Fille, wo m=—0,
und m = 2.

91. Es sei zunichst m = 0, was die vorgelegte Gleichung

aut i ~+ ny = O reducirt. Man muss sich auf den zweiten

Theil der Formel (3) beschriinken, und man hat das particu-
léire Integral

. T
n= DB xf cos (& V 'n cosw) sinw de .
0
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Indem man die Integration ausfiihrt und durch € eine will-
kiirliche Constante bezeichnet, kommt

hi= Csm.x Van.
Die Formel (2) giebt folglich, indem man durch C, eine zweite
willkiirliche Constante bezeichnet,
4 y=Csin.2Vn + Ceos.zVn.
Einfacher wiirde man zu diesem Resultate kommen durch
directe Behandlung der Gleichung

d7y
ny = 0.
Sk Ay =
Indem man so verfihrt, wie wir dies fiir die linearen Glei-
chungen mit constanten Coéfficienten angegeben haben, findet

man unmittelbar die Formel (4),
92. KEs sei jetzt m — 2, und folglich

d2y 2 dy e
(5) d,12+wd.z‘+ny——0,

man behiilt nur den ersten Theil der Formel (3) bei, und in-
dem man die Integration ausfiihrt, findet man

Csin.zVn

Vi et L

Hiernach giebtr die Gleichung (2) den Werth des allgemeinen
Integrals

(Jsin..z'\/frT—]— Cicos.2Vn
Z y

Man konnte die Gleichung (5) direct behandeln und y — v

z
setzen; man wiirde erhalten
d2u
~+ nu =0,
x?

woraus

y—g Csin. an—}— G, cos. .Z'Vn

93. Es existirt ein anderer besonderer Fall, der einen
Kunstgriff erfordert analog demjenigen, welchen wir mehr-
mals in gewissen Fillen von gleichen Wurzein angewandt
haben: der- Fall niimlich, wo m — 1; die beiden Theile der
Formel (3) reduciren sich jetzt auf einen, und man hat nur
noch ein particuldres Integral, obgleich der Werth von m zwi-
schen die Grenzen 0 und 2 fillt. Man konnte zwar wieder

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. IL 8
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auf die Formel (2) recurriren; aber viel einfacher erhiilt man
das allgemeine Integral in folgender Weise:

Ersetzen wir m durch 1 - 0 in dem zweiten Theile von
y in der Formel (3); er wird

By .r_J/' cos (@ V; 08 @) sin o deo
0
aber

x—'—l—au+——1z oy

sin @ —1—61%11m+—lez71w?—...;

daher

=V sino—?9 =1— 6(1w+ lsinw) + ...
und der zweite Theil des Werthes von y wird, indem man die
héheren Potenzen von 0 als die erste vernachlissigt,

b4
B,f cos (z Vn cos @) do
0

— By 9 [ cos (a Vi cosw)(la + lsinw) deo;
0
ebenso wird der erste Theil von y
i n
B fco.e @V n cosw)do-+ B 3fcos (@Vncoso)l sinw do .
0 0

Addiren wir diese beiden Ausdriicke und setzen B - B, = (,
withrend C eine willkiirliche Constante bezeichnet, so erhalten wir

y = C/cos (@ Vncosw)de
+ B — 0) 6/003 (@ V7 cosw)(lz+1sinw) do

+ B(?f cos (& V'n cos @) lsine do .
0

Lassen wir jetzt 0 gegen Null und B9 gegen eine willkiirliche
Constante C, convergiren, so erhiilt man fiir den vollstiindigen
Werth von y, indem man zur Grenze iibergeht und bemerkt
dass la + 21sine = I (2 sin ©?2),

4

i Cf cos (x Vn cos@) de
0
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-+ le cos (@ Vn cosw) (zsnw?) do .
0

Dies ist das allgemeine Integral der Gleichung
d? 1L

(6) E:c% F F.Ez + ny =0.

94. Es ist gut, wenn man bemerkt, dass allemal wenn
m eine positive oder negative gerade Zahl ist, einer der beiden
Theile des durch (3) gegebenen Werthes von y ohne irgend ein
Integrationszeichen ausgedriickt werden kanun; was den anderen
betrifft, so ist er nicht zu nehmen, da m ausserhalb der Grenzen
0 und 2 liegt.  Um dies zu beweisen, bezeichnen wir allgemein

n
durch A4, das bestimmte Integral f cos (A cos @) sin @w? dw ; die
0

theilweise Integration liefert die folgende Relation, p >3
vorausgesetzt :

B ¥ sl 10 . PRI i L) 7

A‘JP pum— 12 12 P'—4 .
Wenn p eine gerade Zahl ist, so gelangt man vermdge dieser
14
Reductionsformel zu A4, oder f cos (A cosw) dw, welches Inte-

0

gral nicht exact als Function von 4 erhalten werden kann.
Wenn dagegen p ungerade, so ist A4, auf A; und A; zuriick-
gefiihrt,” welche sich exact berechnen lassen und respective zu
Werthen haben

S 23';'11}.
woraus hervorgeht, dass eines der beiden partlcularen Integrale,
welche in die Gleichung (3) eingehen, immer in 2 unter end-
licher Form ausgedriickt werden kann, wenn m eine gerade
positive oder negative Zahl ist.

95. Man kann das Integral der Gleichung (1) noch unter
einer andeten Form darstellen, welche den bisher betrachteten
oft vorzuziehen ist, und besonders wenn m eine gerade positive
oder negative Zahl ist.

Setzen wir

y = A2® @(2) + Aot g(a) + Ayat? g (a) ..
withrend die Constanten «, A, A4,, A, etec. unbestlmmt smd,
sowie die Function ¢ (), deren successive Ableitungen wir

8‘

3 e b (eml—lcosl),.
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durch @’(2), @’ (z) etc. bezeichnen. Substituiren wir diesen
Werth fiir y in der Gleichung (1), und -untersuchen wir ob es
moglich ist, die Coéfficienten der verschiedenen Potenzen von
gleich Null zu machen.

Zweimal hinter einander y differentiirend, findet man

<

n

U
<

IS8
]

x
m Aaz®?p(x)+mA(a+1)2“! o(2) + m Ay(at2) 2 o (z) 4 ...
+m Az g/ (2) +md, 2% (2)+...,
oy
diadiT
Aa(a-1) 2" %@(2)+A, (e+Dea g (2)+Ay(a+2) (a1 2@ (2)4-..
SR YT e ’('c) + 2 41(a+1)y 2% p'“(a)4-...
+ Az%p'(z)....
Wenn wir diese Entwicklungen in der Gleichung (1) substi-
tuiren und den Coéfficienten des allgememen Gliedes mlt
a%tr—2 gleich Null setzen, so finden wir

[(@-p)at-pt-m—1)d,+ @t 2p+m—2)4, 1+ 4, ;lgn(z)
+nd, ;pr—2(z) = 03
und damit diese Relation zwischen @?(z) und @#-2(z) ein-
facher sei und nicht von p abhiinge, so setzen wir
(at-p)atptm—1) 4,4 @at-2p+m—2) 4, , =0;
woraus resultirt
9?(z) +nor?(z) =0,
eine Gleichung welcher man geniigt, was auch die ganze Zahl
p sei, indem man setzt
¢ (z) +nop(z) =0,
woraus man schliesst
@ (@) = Csin.2Vn + Ccos.z
wihrend € und ¢’ willkiirliche Constanten. Aber diese Rech-
nung ist nicht auf alle Glieder der Reihe anwendbar, welche
aus der Substitution des Werthes von y in der Gleichung (1)
resultirt; sie setzt voraus dass p wenigstens gleich 2 sei, und
es ist nothwendig besonders die beiden Glieder zu betrachten,
welche die Potenzen «—1 und « — 2 von  enthalten. Indem
man ihre respectiven Coéfficienten gleich Null setzt, erhilt man
e(@—1) +mae =0, A(at1)(a+tm)+ A@m-+20)=0

Die erste giebt
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¢ =0, oder ¢ —= 1—m,
und die zweite fiihrt, in diesen beiden F#llen, zu der Gleichung
Al L Seane A.

Betrachten wir successive die Entwicklungen, welche die-
sen beiden Werthen von « entsprechen.

1. Es sei @ = 1 — m; die allgemeine Relation zwischen
A, und A, ; wird

p(p—m—4+1) A4, = (m — 2p) 4,_:.

Indem man p successive in p — 1, p — 2 ete. veriindert, wird
man A, als Function von 4; bestimmen; und da 4; = — 4,
so wird man den allgemeinen Coéfficienten A, als Function
von A kennen, welches unbestimmt bleibt, aber gleich der Ein_
heit genommen werden kann, wegen der Constanten C, C'.

Man findet auf diese Weise

e - (m—2p)(m—2p—+-2)...(m—4) 1) ’

i (p—m+1)(p—m)...3—m) 1.2...p

und der Werth von y erhilt den Ausdruck

d(Csin a:\/_—}—(/cos :c\/n

CsinzV n. -{—C’cos.mv;z— 5 +
yzm 1—m
(m—4)...(m—2p) (—x)? dP(Csm.an+C’cos.an)
(m-3).. (m-p+l) 1.2..p dar

Wenn man fiir einen gewissen Coéfficienten A, einen der
Null gleichen Werth findet, so wird die mit dem vorhergehen-
den Gliede abbrechende Reihe der Differentialgleichung genii-
gen, und das allgemeine Integral wird durch eine end-
liche Anzahl von Gliedern gegeben. Dies ereignet sich
allemal, wenn m eine positive gerade Zahl ist.

2. Es sei jetzt e==0; die Relation zwischen A, jund 4, wird

R dgral i —+ 2 L
= el g 1) pels
woraus man zieht, wieder 4 — 1 nehmend, -
_ - )mt ... mt2p—2) (=D
27 (m+-1)(m-+2)...(m+p—1) gy
und der Werth von y ist

y=CsinzV n-+-C'coszV n— d(Cmn$V_+0’cosan)+

—2)P(m—-2)(m~4)...(m-+-2p—2) dr(Csin an—{- CleosaV'n )
T L2 pm )t D) op=D  dw
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Diese Reihe bricht wie die vorige ab, wenn ein Glied
Null wird; was sich immer ereignet, wenn m eine negative
gerade Zahl ist. Woraus man die wichtige Folgerung zicht,
dass das allgemeine Integral der Gleichung (1) immer
durch eine endliche Anzahl von Gliedern sich aus-

driicken ldsst, wenn m eine positive oder negative ge-
rade Zahl ist.

96. Die Riccati’sche Gleichung. — Die so benannte
Gleichung ist

‘di—% + ayr=tbam.

Ly
¥ da i
Wenn man mit Euler y = s setzt, so erhidlt man, «b— A
8
machend, 3 o
d?u
T = Aa™u,

und Alles kommt darauf an, diese lineare Gleichung der zwei-
ten Ordnung zu integriren. Der allgemeine Werth von « wird
von der Form sein

u= Cuy + C'u,

wo C und €’ willkiirliche Constanten; daraus resultirt

i% dul " du2
da G b
und folglich
dul duz C dw d uy
SO T R T e T
=% Cul - C’ug i —g,' by

Dieser, eine willkiirliche Constante % enthaltende Werth wird

das allgemeine Integral der vorgelegten sein.
Es ist also die Gleichung zu integriren
d2u

8—2 = Aamu
&

Man kann diese Gleichung zuriickfiihren auf eine andere von
der Form der Gleichung (1), indem man die unabhiingige
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Variable & vertauscht, #? = kz setzend, wo £ und p unbe-
stimmte Constanten. Man findet auf diese Weise

E 2pa &Y P__L_) pdu Wl
d + aP d —Aamu=20.
Die belden extremen Glleder werden @ nicht mehr enthalten,

m
wenn man 2p — 2 = m setzt, woraus p = 3 -+ 1, und durch

it Saapiei e =
2™ dividirt. Wenn man ausserdem. mit ]/c_2 dividirt, und «

in 2 ausdriickt, so erhilt man
d?u m 1 du Ak?

W_Fm'zdz <%+1>2

und wenn man, um diese Gleichung zu vereinfachen, & durch
die Bedingung bestimmt
m

m 2 "v _+1
Ak = §+l>,woraus k= V_;l_

so hat man folgende Gleichung zu integriren

d2u (m—{-—?) du
dz2 + 2

welche in die Gleichung. (1) iibergeht, indem man in dieser m

—u=0,

und n in e :L_ 5 und — 1 verwandelt. Hieraus folgt nun:
1. Wenmn Ad 7_’;_ 5 eine positive oder negative gerade Zahl

ist, so lassen sich die beiden Werthe von » ausdriicken durch
eine endliche Anzahl von Gliedern in z, und folglich in «.
Es sei also

m+2_+21,,

worin i eine positive ganze Zahl ist; man zieht hieraus
F 4
2 -1
wo die oberen und uiteren Zeichen zusammengehdren. Dieser
Ausdruck reducirt sich auf folgende Form:

m=
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— 41

¥ 1

Also kann man die Riccati’sche Gleichung vollstindig inte-
griren, wenn m in dieser Formel enthalten ist.

m=

2. Wenn S zwischen 0 und 2 liegt, so ldsst sich

der allgemeine Werth von » durch die Formel (3) ausdriicken.

m .
ks 5 nothwendig

zwischen 0 und 2 liegt, und die Riccati’sche Gleichung wird
dann mittelst zweier einfachen bestimmten Integrale integrirt.

Man sieht zundichst, dass wenn m positiv,

Wenn m negativ, so sei m — — m’, und man hat
m' m’
SR el =i D
il 2 > 05 TR =

die erste verlangt m’ > 2, und die zweite m/ > 4. Also wird
man noch in derselben Weise die Gleichung von Riccati
integriren, wenn m zwischen — 4 und — oo liegt. Also nur
fiir die Werthe von m zwischen 0 und — 4 ldsst sich das ge-
suchte Integral nicht durch zwei einfache bestimmte Integrale
ausdriicken. .

Die Formel (3) wird durch VertauSchung von m mit
#_’;T;z l_md n mit — 1

—2

71 .
u — chos V—1 cos @) sin 0"t de
0

=2 n 2 FiN
-+ B z"f'Hf cos (2V —1 cosw) sino™ * do.
0

s my,

Indem man z durch seinen Werth 2—V——i4——-— x? ersetzt, und
m -+ 2

2V 4

g, g @ macht, kommt

—9

4
, Tl e— e i
u=2DB J cos\pax V=1 cosw) sineo™* do
0

—}—])"xfcos(yw2 V—1 cosw) sino™ ! da.
¢
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Wenn man die Imagindren fortschafft, so wird diese Formel
7!

L ot 1) \ —2
2+1 2 m+2
uw— B et ik it S s ® ) sinw™?dw
0
b

m m
0 m 2
271 f< ux2+l cos @ — x2+lcosw) . m4-2
+ Bz el + e H sin @ do,
0

worin B und B’ zwei willkiirliche Constanten sind; und das

Verhiiltniss 25 ist die einzige Constante, welche das Integral

der Riccati’schen Gleichung enthalten wird.

3. Wenn m zwischen den Grenzen 0 und — 4 liegt, so
besteht nur ein einziges der beiden bestimmten Integrale, und
das allgemeine Integral wird durch die Formel (2) gegeben.
Es sei v, der particulire Werth von u, so findet man

du,

dx |

y == 4 :
ST

wo () eine willkiirliche Constante. Dieser Ausdruck ist weni-
ger einfach als der obige, und gerade in diesem Intervall,

p . Lol — 41
zwischen 0 und —4, ist es, wo die in der Formel P

enthaltenen Werthe liegen, fiir welehe man exact integri-
ren kann. Wenn m zum Werthe die erste Grenze 0 hitte, so
wire die zu integrirende Gleichung

welche giebt

u=1Ce?*+ Ce*.
Wenn m zum Werthe die zweite Grenze — 4 hat, so hat man
die Gleichung zu betrachten

d2?u 2 du

L DR g =10
d 22 z dz u Z
: : v
welche schon behandelt wurde, und sich, indem man » — e
setzt, reducirt auf
d2v
7 Tl
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woraus man zieht

v = Ce? 4 Cie+,
und folglich
g Cer 4 Gt

P
4. Zwischen den Grenzen 0 und — 4 giebt es einen Werth,
welcher die beiden Integrale illusorisch macht: namlich m ——2.

In diesem Falle wird die Gleichung zwischen » und «, 5%1; = AL—? :

sie gehort in eine Classe von Gleichungen, zu deren Integra-
tion wir das Mittel gegeben haben (Nr. 56). Ihr allgemeines
Integral ist « = Ca* 4 G a* , wo &’ und k& die Wurzeln
der Gleichung k2 —k—A4 = 0.

97. Es sei ferner die nicht lineare Gleichung

d
a—%-}—ay? = heps .

setzen wir wie vorher

_ 1  du

- Feyeld® Tl 1A
so wird die vorgelegte

d?u

%—2 — abuer~ .
Es sei 2Vab i .

e =hos
hieraus resultirt
d2u 1 du

P e - b

was ein besonderer Fall der Gleichung (6) ist. Man hat also
2

u=C [cos(cV—=1cosw)do

0
n

+ G fcw(z V —1cosw) I (2 sinw?) do ,
Ml
oder

n
9% = C/f(ezcosw + e—zcosw) de
0 <

n
+ guf(ezww 4 o =700 | (2 sinw?) do -
0
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Es eriibrigt nur z seinen Werth in # zu substituiren, und y
wird aus u abgeleitet wie in dem Falle der Riccati’schen
Gleichung.

98. Betrachten wir noch die folgende, in den physikali-
schen Anwendungen vorkommende Gleichung

5527;/+[1 7L(7l+1)]y_0

setzen wir y = a2, so kommt
d2z  2(n+1) dz e S
FE e g v o Tl

welche in der Gleichung (1) steckt, wenn man dort m in
2(n—+1) und n in p? verwandelt.

Setzt man n positiv und ausserdem beliebig voraus, so
kann man, da 2 (n- 1) nicht zwischen O und 2 liegt, nur ein
particuléires Integral durch ein bestimmtes Integral ausdriicken.
Sein Ausdruck ist

7

2= A fcos(pacosw)sino’t! do ,
0

und man kann, wie wir dies schon sahen, ausihm das vollstin-
dige Integral ableiten. Der aus ihm folgende Werth von y ist

i
y = Aa*+1f cos (pacosw) sino**+1de .
) 0

In dem besonderen Falle, wo n =1, wird die vorgelegte
Gleichung

w? Sy <p e § el o
und man hat
4

y = Aa? [ cos(pacosw)sinoddo
0
und die Integration ausfiihrend
) sinpx
it ( e oospw) 5

wo B eine willkiirliche Constante. Indem man sie als Func-
tion von « betrachtet, wird man leicht das vollstindige Inte-
gral bestimmen.
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Bestimmung von bestimmten Integralen durch
Integration von Differentialgleichungen.

99. Die Auffindung eines bestimmten Integrals kann bis-
weilen zuriickgefithrt werden auf die Integration einer Diffe-
rentialgleichung, welche sich auf eine der unter dem Zeichen
J vorhandenen Constanten bezieht.

Die Ableitungen dieses Integrals nach diesen Constanten
sind zwischen denselben Grenzen genommene Integrale, und
wenn man durch diese Differentiationen das erste Integral wie-
der hervorbringen kann, so erhilt man durch Elimination des-
selben eine Gleichung zwischen seinen Ableitungen nach einer
der Constanten. Kann man dieselbe integriren, so wird man
einen Ausdruck haben, welcher das bestimmte Integral als be-
sonderen Fall enthilt, und es kommt nur noch darauf an, die
willkiirlichen Constanten so zu bestimmen, dass er sich auf
dieses Integral selbst reducirt.

100. Es sei z. B. das bestimmte Integral

n
S cos (zcosw) da .
0
Betrachten wir es als eine Function von «, und setzen
4
1) y = cos (zcos@) da .
0

Zweimal nach z differentiirend, kommt
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P ..
‘!i iR ._fmz(z'cosw) coso de ,

1l cos (z cos @) cosw?do .

Um diese Ausdriicke leichter vergleichbar zu machen, muss
man in den zweiten cos (zcos®) statt sin (2 cosw) einfiihren;
und dies erreicht man durch theilweise Integration. Man er-
hiilt auf diese Weise

— sin® sin (& cos @) — .z'f sin@? cos (x cosw) de .
Der erste Theil verschwindet an den Grenzen O und 7, und
es kommt

v/

I in 6?2
Iy = a:/cos (2 cosm) sinw? da .
Indem man durch z dividirt und zu der dritten Glelchung

addirt, erhidlt man
71

d.z'2 + = Z%— — [ cos (z cosw) do .
0

Da das gesuchte Integral so reproducirt ist, so braucht
man es nur durch y zu ersetzen, um die gesuchte Differential-
gleichung zu haben, welche ist

1 d:
@) Py p 1 py=o0.

z da

4
101. Die Bestimmung von f cos (xcos@)de ist somit auf
0

die Integration der Gleichung (2) zuriickgefiihrt, welche wir
in Nr. 87 behandelt haben. Aber da wir nur ein particuliires
Integral derselben entwickelt haben, so kann man nicht wissen,
ob dies dasjenige ist, welches den Werth des bestimmten In-
tegrals geben wird. Man sieht also, dass man im Allgemei-
nen das vollstindige Integral der Differentialgleichung, zu
welcher man gefiihrt wird, kennen muss, um daraus den Werth
des gesuchten bestimmten Integrals ableiten zu konnen.

Indessen ist es im gegenwirtigen Falle leicht, sich zu ver-
sichern, dass die als Integral der Gleichung (2) gefundene Reihe
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- ;
mit f cos ( cos @) dB° zusammenfillt, indem man der Constante

_ einen angemessenen Werth beilegt.
In der That, man hat
.z'?cos ®? x4 cos w4 a2m cos 2™

cos (xcosw) =1 — + 1931 .+ 19 2m—+—....

Multipliciren wir mit dw, und integriren zwmchen 0 und m,
und bemerken dabei dass

n

3Dl (2m—1)
2m p—
f003m do = 2. 4.0...2m

0
80 kommt
4

22 ¢
fcns(xcosm)dw = (1 o 5-1‘- 9142 97, 42 6?+ )

b4

Also ist das bestimmte Integral / cos (x cos ®) d @ nichts
0

Anderes als das particulire Integral, welches wir fiir die Glei-
chung (2) gefunden hatten, wenn man die willkiirliche Con-
stante gleich # nimmt.

102. Suchén wir jetzt die Gleichung, welche das bestimmte

R
Integral [ e=m#* cos2nada bestimmen wiirde, das wir schon
0

kennen.
Es sei
o0
y = /' e=m'7 cog Znade
man findet
d o0
E% o —f2.1,'1)—‘”'”“ sm2nada .
0
Aber

. , —1 ?
/2.1:? -m2e® g Qnadr — - e—m*7® um Ina
m

2n
+ = [e ™ T cos2nzde .

m

Daher
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n®
gl 2—'2, woraus y:Ce_"‘_*.

dn m?2

Also 1st f e—m*2* oos 2nxdax enthalten in dem Ausdruck
0

n2
Ce ™, in welchem C unabhiingig ist von 2 und n: es bleibt

ne
zu untersuchen, welchen Werth € haben muss, damit Ce »*
gleich diesem bestimmten Integral werde. Fiir n — 0 wird

das Integral

o0 —

fe—'”’w"dx oder ﬁ 5
2m

0
n2

und Ce ™ yeducirt sich auf C; also muss der Werth der Con-

5 w
stante C sein —— , und man hat

2m s
o0
"’ n?
7’ — —
e—m2® cosQnaedy — — e ™,
N6 2m

0
wie wir schon auf anderem Wege gefunden haben.

Hiitte man f e—m2% cos 2na da als Function von m be-

trachtet, so wurde man gefunden haben

Sl (il

dm m3
woraus
LI
y= ¢ " 5
und man fénde
V= x -5
C = e und y = g i e ™

103. Betrachten wir als letztes Beispiel das Integral

e ]
cosax da

1422’

1
% cosax da

- sl b ot g
it Lk

und setzen
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Wir nehmen nicht sogleich die Grenze o, um eine Schwie-
rigkeit zu vermeiden, von der wir bald sprechen werden. Zwei-

mal nach « differentiirend, kommt
A

1
d?y__/ x2cosaxdr fos ) ALY sin al
dag ] 1——f—$7_—y—0 ettt

und wenn man [ — o machte, so sieht man, dass das zweite
Glied sich unter einer unbestimmten Form darbieten wiirde.
Man muss jetzt die lineare Gleichung integriren
d? e al
o iyt =0
Wenn man zuerst das letzte Glied vernachlissigt, so
findet man als Integral y — Ae* + Be—“; indem man dar-
auf A und B als Functionen von a betrachtet, so wird man
zum allgemeinen Integrale der Gleichung, um welche es sich
handelt, gefiihrt,

a a
e—¢ essinalda ee (e—rsinal
y=CeofGmet & [romalde & frrsnaly,,
a
0 0

a

worin C und C; willkiirliche Constanten.

Man muss jetzt annehmen, dass ! unbegrenzt wachse, und
die Grenze des zweiten Gliedes suchen.

Wenn nun ! sehr gross ist, so geht sinal durch alle
Werthe von — 1 bis 1 fiir einen sehr kleinen Zuwachs von
a, fiir welchen man die anderen Factoren als constant betrach-
ten kann. Die Elemente der Integrale zerstoren sich also in
diesem Intervalle, und so verhilt es sich von irgend einem
endlichen Werthe von « an bis ins Unendliche. Man braucht
also nur die Elemente dieser Integrale zu betrachten zwischen
0 und einem unendlich kleinen Werthe von «. Aber dann
kann man e* und e—¢ durch die Einheit ersetzen, die Inte-
grale reduciren sich auf %, und die beiden letzten Glieder
vereinigen sich mit den beiden ersten.

? cosax da
Indem man die Grenze des Integrals T:(—;_T , oder

0

cosax da

14 a2

durch y bezeichnet, hat man also
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Y = Ces - Cem4.
Es bleiben nur noch die Constanten C, C; zu bestimmen.
Wenn aber a positiv ist, so wichst Ce® unbegrenzt mit a,

0
i : < cos axda
was nicht sein kann; daher C = 0. Ferner wird f =
0

14 a2
gleich —g— fiir a = 0; daher C;, = %, und

o]
cosaxdx  m i
. 1422 — 2 i
Wiire a negativ, so hitte man C; = 0 und € = %, folglich

0
cos ax da T

Snoine e IS Al
p 14 a2 %

104. Differentiirt man diese Gleichung nach «, so hat man
o0

.zsinaa:d.z_—n 3
14 a2 i, i

wo a negativ. Differentiirt man die auf das positive « sich
beziehende Gleichung, so hat man

ﬁuhamel, Diff.- und Int.- Rechnung. IL. 9
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Summation von Reihen durch Integration von
Differentialgleichungen.

105. Wir sahen, wie man das Integral einer Differential-
gleichung in eine Reihe entwickeln kann; aber man kann um-
gekehrt sich vornehmen, die Differentialgleichung zu finden,
deren Integral eine gegebene Reihe sein wiirde. Wenn diese
Gleichung vollstindig unter endlicher Form integrirt werden
kann, so vermag man die Function zu bestimmen, von weicher
man die Entwicklung hatte. Um diese Gleichung zu erhalten,
differentiirt man ein- oder mehrmal die Reihe, oder andere aus
ihr abgeleitete Reihen, um die gesuchte zu reproduciren, welche
man dann eliminiren kann. Wenn sie sich nicht reproducirt,
man aber zu einer Reihe gelangt, welche man zu summiren
weiss, so erhiilt man ebenfalls die gesuchte Gleichung.

106. Es sei z. B. die Reihe

at a8

a?
AR by 0 T S i M 5 % o R
so findet man, zweimal differentiirend,

b R QB iion R
ol s el g ot () M

da diese Reihe, bis auf das Zeichen, die gesuchte ist, so kann
man sie eliminiren, und erhilt die Differentialgleichung

d?
==y
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et e
Nach der Theorie der linearen Gleichungen findet man
y=Acosz -+ Bsinz,
und 4 und B sind die zu bestimmenden Constanten.

Hierzu bemerkt man, dass die Reihe denselben Werth
behilt, wenn man das Zeichen von z #ndert; also B — 0.
Ferner reducirt sie sich auf 1 fiir # — 0; also 4 — 1, und
die Reihe ist gleich cos @, wie man iibrigens wusste.

107. Es sei noch die Reihe

) x? x3 x4 x°
PG T = Y ot e s s
daraus leitet man ab
dy & A iR
P o gt o el ol o i g e e Bt A

in diesem Falle ist man zu einer Reihe gelangt, welche mit
der vorgelegten nicht identisch ist, aber summirt werden konnte.
Man muss jetzt die Gleichung integriren

g—g w1410 8 b y=_m+/z(1+x)dm,
welches giebt
y o= O SR Rt )

Die Constante C muss gleich 1 sein, weil die Reihe sich auf
1 reducirt fiir # = 0; also

y=1—22+ A4 2)11 + 2).
Man hiitte noch einmal differentiiren kénnen, und wiirde er-
halten haben

d? ~ i
%%=1_w+wa_,ﬁs+...:i+m;
dann hiitte man die Gleichung integriren miissen
. of R W
[ 77 S 1 T
woraus
8. v digy Ae
da
; o 5 dy
Um C zu bestimmen, wiirde man bemerken, dass man T = 1
hat fiir 2 = 0; also C = — 1, und
9*
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qgadc
H=—_1410+0

Fortfahren wiirde man wie oben.
108. Betrachten wir zuletzt noch die Reihe
mﬁ

m‘l
ntap T wmag

e ot

sie giebt zunéchst
z a3 x5
T oy taaTmEegt
Um den letzten Factor aus jedem Nenner wegzubringen, mul-
tipliciren wir mit z, und differentiiren darauf, so kommt

d?y w3 m7
dr2+ e B N 2242+22 42,62

'UG
=_x<1—§+22.42 22 42, 62+>

Man hat so die vorgelegte Reihe reproducirt, und elimini-
rend erhilt man

e

oder :

dzy 1dy

dm? Z'da ==
Und in der That haben wir im Vorhergehenden erkannt, dass
diese Differentialgleichung als particuldres Integral die vorge-
legte Reihe hat; aber wir bemerken hier, wie wir es oben bei
den bestimmten Integralen gethan haben, dass es im Allgemei-
nen nothig ist das vollstindige Integral der Differentialglei-
chung, zu welcher man gelangt, zu kennen.
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Anwendung der Differentialgleichungen zur Auf-
findung . von Functionen, von welchen man ge-
wisse charakteristische Eigenschaften kennt.

109. Es sei vorgelegt eine solche Function z — ¢ (2) zu
finden, dass man fiir jeden Werth von « und y habe
(1) @+ o) =9 +y).
Wenn man diese Gleichung in Bezug auf x differentiirt, y als
constant betrachtend, so h.at man

9’ (2) = ¢’ (z 4 y);3 :

woraus man schliesst,-dass ¢’ (2) constant ist, was auch « sei,
und dass man folglich hat

: dz
ol
wo « eine beliebige Constante bezeichnet. Man folgert daraus
(2) z=ax + b,

wo b eine neue willkiirliche Constante.

Die Function ¢, welche der Gleichung (1) geniigt, ist da-
her nothwendig unter denjenigen enthalten, welche die Formel
(2) darstellt. Aber die Umkehrung ist nicht sicher, und man
muss die Constanten « und & so zu bestimmen suchen, dass
die Substitution des gefundenen Werthes von z die Gleichung
(1) identisch macht. Man findet als Resultat dieser Substitution

ax+b4+ay+b=ua(@+y 40,
welches verlangt dass man b = 0 habe, woraus z=oax
resultirt.
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Die allgemeinste Auflésung der Aufgabe wird also durch
die Formel
@) = aax
gegeben, wo « eine beliebige Constante.
110. Suchen wir jetzt die Function, welche bestimmt wird
durch die allgemeine Bedingung
e 9@ + 9@ = 9(ey)-
Indem man nach z differentiirt, kommt
9’ (2) = y9'(=y) -
Dieselbe Gleichung (1) nach y differentiirend, erhdlt man
9'(y) = =9’ (2y).
Aus den beiden letzten zieht man
z9'(2) = y9' (y);
also ist das Product « ¢’ () constant, und wenn man @(z)==2
setzt, so hat man, durch « eine beliebige Constante bezeichnend,

dz
r

— «a, woraus man zieht

dz = a;lw’ z=uale 40,

wo b eine willkiirliche Constante. In der Gleichung (1) substi-
tuirend, findet man 4
(2) , ale + b+ aly + b = alay + b,
daher
b=0 und z =ale, g
wo « beliebig.
Also wird die allgemeinste Auflésung der Aufgabe gegeben
durch die Formel
@ (@) =log @i,
wihrend die Basis des Logarithmensystems beliebig ist.
111. Legen wir uns jetzt vor, die Function ¢ (z) zu finden
aus der Bedingung ‘
(1) P ¢(y) = @@+ y)-
Diese Gleichung nach # und y differentiirend, erhilt man die
beiden folgenden '
9@ 9y = 9'(@+y),
9 (2) ¢' () = ¢'(= +y);

woraus man schliesst
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v@ _ oG _

9@ 9@)
wo « eine Constante. Setzt man daher @ (#) = 2, so hat man
1Bt
i da
woraus
f-l;z— == ady, I%:aw, 2 = bea=,
wo b willkiirlich. In der Gleichung (1) substituirend, erhilt man
(2) beazr . bew — peazty,

welches verlangt dass man habe 62 = b, und folglich 6 — 1,
denn man kann nicht nehmen 4 = 0. Die gesuchte Function
hat also zum Ausdruck
P (2) = e°®,

wo a beliebig. i

Ist die Constante « imaginér und von der Form m+n} —1,
so hat man

@ (x) = ems (cosna + V —1 sinna).

112. Es sei noch vorgelegt die Bedingung
M 9 (@) ¢y) = p(zy)-
Diese Gleichung in Bezug auf # und y differentiirend, erhilt
man .
9 () ¢ (y) =y 9’ (2y),
9 (z) 9/ (y) = = ¢’ (zy).
Diese beiden Gleichungen geben

z9' (=) 9 (y) = y9' () 9 (2),

daher
z9'(2) _y9'Q¥) __ ,
9 () P () i
wo « .eine beheblge Constante Man hat also, cp(z):z machend,
£ Ei—i —_— 3
%70

daraus leitet man ab

dz da 2 2
P . pk lb —ialy — (%),
wo b eine willkiirliche Constante. Man hat somit
2z — bae.

In der Gleichung (1) substituirend, kommt
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(2) bas. byl sbasys
daher 6 — 1, und die gesuchte Function hat zum Ausdruck
p{e).=ia%,

wo « eine beliebige Constante.
Fiir « = m 4+ n // —1 nimmt die Function die Form an
@ (z) = ™ (cos (nle) + V —1 sin (nlz)) .

113. Als letztes Beispiel dieser Gattung von Aufgaben
geben wir diejenige, welche sich bezieht auf die Bestimmung
der Resultante von zwei gleichen Kriiften, welche irgend einen
Winkel mit einander machen.

Man wird in dieser Untersuchung durch sehr einfache
Betrachtungen, welche wir nicht hersetzen, zu der Gleichung
‘gefﬁhrt:

M e+ +o@—y =9@o®;
z bezeichnet den halben Winkel der beiden Krifte, und ¢ (2)
das Verhiltniss der Resultante zu einer von ihnen. Wenn nun
der Winkel der Krifte Null ist, so ist die Resultante gleich
ihrer Summe; und wenn er gleich zwei rechten wird, so ist
sie Null: man hat also die beiden besonderen Bedingungen,
indem man ¢ (z) durch z bezeichnet:

z2=2 fiir 2=0
@) 2z =0 fiir x:%,
und iiberdies kann z fiir keinen Werth von « zwischen (0 und
% Null werden. Man bemerkt ausserdem, dass die Aufgabe

der Statik der Function keine Bedingung auferlegt fiir Werthe
.4
§ -
von y, die grosser sind als . Man erkennt leicht, dass die
erste der Gleichungen (2) eine unmittelbare Folge der Glei-
chung (1) ist; denn, macht man darin y = 0, so findet man
2¢9 (2) = ¢ (2) 9(0),

woraus @ (0) = 2 hervorgeht.

Dies vorausgesetzt, erhélt man, die Gleichung (1) zweimal
nach # und zweimal nach y differentiirend,

(@ 4+ y) + 9 (2 — y) = 9" () ¢(y),
9@+ y) + ¢ (@ —y) = @) ¢ (y);

von z, welche nicht zwischen 0 und 7 liegen, und fiir Werthe
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woraus man schliesst
(@) _ 9" (y)
(@) @)
wo die Constante reell, weil ¢ () und @’/ (z) es sind.
Diese Gleichung wird, indem man ¢ (z) durch 2 ersetzt,
d?z
@) 0
Das Integral dieser Gleichung wird eine verschiedene Form
haben, je nachdem man hat a > 0, a = 0, a < 0.
1. Es sei zuerst « = 0, so resultirt
z= Cz + C,
und in der Gleichung (1) substituirend, miisste man haben,
fiir unendlich viele Werthe von z und y,
202+ 20 = Cay+ CCy+ CCz+ G2
die #hnlichen Glieder miissten also beiderseits gleich sein,
woraus resultiren wiirde C = 0, und ¢ (#) wire gleich einer
Constante, was unmoglich ist; man kann also nicht haben
o =0,

2. Es sei « >0, so ist das allgemeine Integral der
Gleichung (3)

==y

—az=0.

:= CeVa + G e—eVe -
in der Gleichung (1) substituirend, und
e("‘m'*‘-'/)-vT = e(z‘y) V; —X)]

setzend, was keinen Zusammenhang zwischen « und v herstellt,
findet man :

CW(CY‘~ l)u+ Cl (C] —— 1)7,6—1 — C(l— C])U + Cl (l——'(}) U—l .
Die Coéfficienten der uniihnlichen Glieder miissen einzeln Null
sein, man hat also

C=0, G =0,
oder
G2 =)
Man kaun aber nicht auf einmal haben ¢ = 0, C; = 0, denn
sonst hitte man 2 = 0, was auch 2 wire, welches absurd ist.
Daher kann man nur die beiden folgenden Werthe nehmen
C=14"7C =¥, :
woraus folgen wiirde

z=¢?Va + == Ve,
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welcher Ausdruck aber nicht Null wird fiir # = =, und folg-

2 b
lich der Aufgabe nicht geniigt. Man kann somit auch nicht
haben a > 0.

3. Nehmen wir endlich ¢ << 0, und setzen « = — m?;
das vollstindige Integral der Gleichung (3) ist

2 = Ccosma + C,sinma,

und weil man haben muss z = 2 fiir 2 = 0, so resultirt
daraus C =— 2, und der Werth von z wird

i 2= 2cosma 4+ C, sinma;
indem man ihn in der Gleichung (1) substituirt, und reducirt,
findet man
Cy2 sinma sinmy + 2 C; sinmy cosma = 0,
und da man nicht haben kann m — 0, so kann man den Fac-
tor sin my wegwerfen, und es bleibt
Ci2sinma 4 2 Cy cosma = 0,

welcher Gleichung fiir jedes 2 nur geniigt werden kann, indem
man C; = 0 setzt, woraus resultirt

2= 2cosma.
Die Constante m wird vermoge der zweiten Gleichting (2) be-
stimmt, welche giebt

cos —5= = 0,
woraus m = 2n -+ 1, wihrend n irgend eine ganze Zahl.
Aber wenn man nicht hiitte n = 0, so wiirde cesm 2 Null

b4 ¥ # :
werden fiir den Werth 2 = m , der kleiner ist als

—725; was nicht sein kann, weil die Function z fiir keinen Werth

von @& zwischen 0 und Z Null werden kann. Also endlich

2
2 = 2co8,
und der Werth der gesuchten Function ist
Q(z) = 2c08 2.
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Euler'sche Integrale.

114. Legendre hat diesen Namen zwei Arten bestimmter
Integrale gegeben, welche mit vieler Sorgfalt zuerst von Euler
und dann von Legendre selbst untersucht worden sind. Wir
werden uns darauf beschrinken ihre Haupteigenschaften kennen
zu lernen. Die der ersten Art sind enthalten in der Formel

1
Sart(l—a)rtda,
0

wo p und ¢ positiv sind; die der zweiten sind von der Form
2 1

1 a—1
/ <l. —) da,
x
3 0
wo « positiv ist, da ausserdem das Integral unendlich sein
wiirde.

Wenn man ! . — = y setzt, so giebt man ihm die Form

fy“_l e~ vdy.
0

Legendre bezeichnet die ersten durch das Symbol (p, q),

und die zweiten durch I' (¢); so dass man hat
1

(P, 9 =2 (1—a)y"da,

0
1 1 a5 [e's}
I'(a) = /(l ;—) de = [ zo1e—*dg.
0 0

& |

www.rcin.org.pl



— 140 —

Wir hatten schon im ersten Theile Gelegenheit von diesen
letzten zu sprechen, und haben bewiesen dass wenn a ganz
ist, man hat I'(a¢) = 1.2.3...(a—1); und dass, welchen

positiven Werth auch m und « habe,
@

fwa—l e—mz dw.= I_-'_((:_) b
m

115 Man erkennt unmittelbar eine sehr einfache Eigen-
schaft der Integrale erster Classe, welche darin besteht, dass
ihr Werth derselbe bleibt, wenn man die beiden Buchstaben
p und ¢ mit einander vertauscht. In der That, wenn man die
Summe der zwei Flemente des Integrals bildet, welche zwei
Werthen von z entsprechen, deren Summe gleich 1 ist, so
bleibt sie offenbar dieselbe, wenn man p in ¢ und ¢ in p ver-
dndert, weil dadurch nur die beiden Elemente mit einander
vertauscht werden. Also bleibt das Integral zwischen den
Grenzen 0 und 1 dasselbe, wenn man die beiden Buchstaben
p und ¢ mit einander vertauscht; welche Eigenschaft so aus-
gedriickt werden kann:

> 9 =@ p)-

116. Zeigen wir jetzt eine Haupteigenschaft der Func-
tionen zweiter Classe, deren Untersuchung gleichzeitig mit der
der ersten geschehen muss.

Betrachten wir das Integral

f(l%)a de =TI (a« 4+ 1);

die theilweise Integration liefert

f(z %)"d.z- s (l %) A a/(l %)a_ld.@',

und, indem man die Grenzen 0 und 1 nimmt,

1 ; | 1 Ao
/(zl>“d.z - a/<z—> dis.
¢ X X
0 0

was die folgende Relation ergiebt:

F(a+ D= ()
Vermige dieser Relation, braucht man nur die Function F(l.l)
fiir alle Werthe von « zwischen 0 und 1 zu kennen, um sie
daraus fiir alle Werthe von « zwischen 1 und 2 abzuleiten.
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Von diesen geht man iiber auf die Werthe von a zwischen 2
und 3, und so unbegrenzt weiter.

Die Construction einer Tafel, welche alle moglichen Werthe
der Gamma-Function ergeben wiirde, reducirt sich also auf
die Betrachtung der zwischen O und 1 enthaltenen Werthe
von @.

Wir wollen zeigen, dass man sogar die Werthe von I'(a)

nur in dem Intervalle von @ — 0 bis zu a = % zu kennen
braucht.
Nach dem oben Gesagten hat man die Gleichung

fzb—l e—20+2) d» — (11:;_(633)', -

0
wo b positiv ist. Multipliciren wir dieselbe mit z4—! dx, wih-

rend « positiv und kleiner als &, und integriren wir in Bezug
auf 2 zwischen 0 und % , so haben wir

f/z”—l.z'“—l e Testtideds = F(b)f(l+ 2y da;

mtegnren wir zuerst in Bezug auf z, und beriicksichtigen dass
& ;
I'(a

0
so wird das erste Glied der Gleichung
F(a)jzb—“—le_’dz, oder I'(a) I'(b —a) ,

was die Glelchung giebt .
I'(q) I'(b —a) = I'(b) f ..
9 1+ 2’

woraus
“ga1da _ I(a) T(b—a)
TFar— — TO

Man sieht somit, wie die Integrale von der Form

w:ul lda

1+ =)
bezelchneten abhungen

Betrachten wir den besonderen Fall wo 6 =1, und er-

———, in welchen man a« << b hat, von den durch I'
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el ' C®
= siman’

innern wir uns dass I'(1) = 1, und / o

wird die vorhergehende Gleichung
T

(e) A —a) = = :
sinam
Wenn man daher die Werthe von I'(a) von « — O bis

Zn o — s kennte, so wiirde diese Gleichung die Werthe der

2

sl g g
Function von a = 0] bis zu @ = 1 liefern. Nachher wiirde
es sehr einfach sein, wie wir gezeigt haben, ihre Werthe von
a — 1 bis zu @« — ® zu bestimmen.

Man kann bemerken, dass die letzte Gleichung, wenn man

1 :

=3 macht, liefert

<1"l)2= 73 daher I’l =V
2 2
somit
a 1
fw"‘z‘e—ldm = V=
0
Indem man z = y? setzt, kommt
0 s © i
Qfe—'/“dy =V, oderfe*v“dy =V,
0 —_0

wie wir schon auf andere Weise gefunden haben.

117. Man kann die Integrale der ersten Classe zuriick-
fithren auf diejenigen der zweiten; was vortheilhaft ist, da
diese nur von einer Variable « abhingen, wogegen die anderen
von zwei Variablen p und ¢ abhéngen.

Das Integral f xp=1 (1 — 2)7-'da wird, indem man
0

Y
2 = setzt,
1+y
[
ey

(L o gy -

dessen Werth nach einer Formel der vorigen Nr. ist
L(p) I'(9) .
re+9
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man hat daher die Gleichung
1

i G
/.m’-l(l —.r)‘r—ldxz%g)T(g)),

0
oder

_ I '@
@ 3= e
welche sehr einfache Formel dazu dient die Functionen der
ersten Classe durch die Gamma- Functionen auszudriicken.
118. Multiplicirt man die beiden Gleichungen mit einander

Lriprd (e
P gk F(Pj:q);
_TIpt+I'()
CtED=retetn
so kommt
_I(p)Irre.
(P’q)(P""q’r) r(p+q+r)7
und da das zweite Glied sich nicht #indert, wenn man irgend
zwei der Buchstaben p, ¢, » mit einander vertauscht, so muss
dasselbe mit dem ersten stattfinden, und man hat

P dp+an =@ nNE+r 9 =0 90G+rp),

was eine der fundamentalen Eigenschaften der Functionen

(p» q) ist.
119. Nehmen wir jetzt an, dass die zwei Zahlen p und ¢
gleich seien in der Function (p, ¢); man hat dann

1
(a0, 0):= [.2:“"1 1 — az)+lda.
0

Setzen wir 2 — % 1 + y), so kommt

+1 1
1 1
(a; a) =2—2¢:/<1—y“’)“—‘dy o m/(l — Yy tdy;
=] 0

. e
machen wir darauf y? = 2, woraus dy = —=, so erhalten
222
wir
1

1 ] 1 1
. (a, a):ﬁfz 2(1 —z)“‘ldz=§m(§,">,

0
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oder, indem man die Functionen (p, ¢) durch ihre Werthe ver-
moge der Gamma - Functionen ersetzt,

ey iy 7 (3) r@
I'2a) 92a—1 p(% * a)

woraus man zieht, mit Riicksicht darauf dass I' (%) — V=,

912 V7 I'2a) = I'(a) r(% 4 a) ,

was _eine neue allgemeine Eigenschaft der Gamma - Functionen
constituirt.

Wir beschriinken hierauf Dasjenige, welches wir iiber die
Euler’schen Integrale zu sagen hatten, und wir verweisen
wegen grosserer Details auf die Fzercices de Calcul intégral von
Legendre.

: 4
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Ausdruck fiir die Functionen einer Variable
durch bestimmte Doppelintegrale. — Entwick-
lung in trigonometrische Reihen.

120. Fourier hat eine Formel gegeben, welche von
grosser Wichtigkeit ist in den Anwendungen der Analysis auf
die Physik. Sie hat zum Zweck durch ein bestimmtes Dop-
pelintegral eine Function von z darzustellen, welche von
# = — o bis zu # = x gegeben, und iiberdies keiner Con-
tinuitdtsbedingung unterworfen ist. Sie kann ihre Form in
beliebiger Weise iindern, und einen geometrischen Ort dar-
stellen, welcher zusammengesetzt ist aus so verschiedenen Cur-
venbogen als man will; dieser Ort kann z B. mit der Axe
der # vom negativen Unendlichen an bis zum positiven Unend-
lichen hin zusammenfallen, mit Ausnahme einer begrenzten
Strecke, wo er sich aus beliebigen Curvenbogen zusammen-
setzt. Die einzige Bedingung, welcher die Function unterwor-
fen ist, besteht darin, dass sie nur einen einzigen Werth haben
darf fiir jeden der Werthe von z.

Ohne uns in irgend ein Detail einzulassen iiber den Weg,
auf welchem Fourier diese Formel entdeckt hat, beschriinken
wir uns zuniichst darauf ihre Richtigkeit zu erweisen.

Es sei /7(z) eine ganz beliebige Function von x; wir be-
haupten, dass man identisch haben wird

(€5) ()= 2%'/“/’1"(41) cosp(z—ea)dpde.

—w —®»
In der That, integriren wir zuerst in Bezug auf p, von 0 bis

zu einem sehr grossen Werthe p; indem wir das Resultat
Duhamel, Diff.- u. Int -Rechnung. II. 10
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verdoppeln, werden wir denselben Effect hervorbringen, wie
wenn wir von — p bis - p integrirt hiitten. Wir haben darauf

F (lx)ﬁ%—a) dea zwischen —» und % zu integriren,
und dann p unbegrenzt wachsen zu lassen.

Wenn man nun einen Werth von « betrachtet, welcher
sich von # um eine endliche Grosse unterscheidet, so kann
man sich p gross genug denken, damit p (z — @) um 27z wachse,
wahrend ¢ um eine Grosse wichst, die so klein ist als man

will und zum Werthe hat %; in diesem Intervall wird TL_@‘Z

sich unmerklich &ndern, und da das Integral f sinp (z—a)da
zwischen diesen beiden Grenzen Null ist, so kann man auch

f F(a) izﬁf—(é%a-) de in diesem Intervall als Null betrachten:

woraus folgt, dass man sich auf die Betrachtung der Werthe
von « beschriinken darf, welche von z unendlich wenig ver-
schieden sind, und es ist evident, dass die vorhergehenden
Folgerungen auf diese Werthe keine Anwendung finden, weil dann

___F(azx betriichtlich variiren kann, wenn « sehr kleine Aende-

rungen erleidet. KEs sei daher @ = 2 + w, und ® sei eine
unendlich kleine, positive und negative Grosse, damit a grosser
und kleiner sei als z; wenn F'(«) sich bei dem Werthe «
nicht sprungweise éndert, so kann man F (24 @) durch # (z)

ersetzen, und f F(e) 'S}ﬁf—(x—_aa—) de wird sich reduciren auf

+e
F (@) smjm

do, wo & unendlich klein ist. Aber das Integral
s

St P @ e )
/ wp d o ist als Null zu betrachten nach dem oben Bewiesenen,

idfesin \ 2w :
wenn @ endlich ist und man zwei um = verschiedene Grenzen

nimmt; woraus folgt, dass je grisser man p voraussetzt, desto
+ &

mehr/mnmpm dw sich mico&) d@ oder m nihert. Also ist

& —w
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dié Grenze von
f F () “_——”z (i‘; 0 e

n I’ (z). Dieses Resultat verdoppelnd, hat man die Grenze von

‘/‘/F(a) cosp(e—a)dp da;

und folglich hat man fiir alle Werthe von 2, fiir welche F (z)
stetig ist,

Hi(0) = §l; /fl"(a)co.ep(w—a)dpda.

121. Wenn F'(z) plotzlich von dem Werthe 4 zu dem
Werthe B, fiir einen gewissen besonderen Werth von 2 iiber-
ginge, so miisste man F(z — @) = 4, F(z 4+ o) = B
nehmen, und die beiden Integrale betrachten

0

&
A/smpm dm—}—B/smmbdw
il o

(1]
&

statt des einzigen Integrals
&
: s p @ ;
F(z) f o do;
g

und man sieht dass die Grenze, statt x F'(z) zu sein, = (A—_;—-Bl

sein wiirde. Daraus schliesst man, dass fiir diese besonderen
Werthe von # die Formel (1) fiir () die halbe Summe der
Werthe geben wird, welche diese Function fiir zwei Werthe
von z annimmt, von denen der eine unendlich wenig grisser
und der andere unendlich wenig kleiner ist als derjenige, wel-
chen man betrachtet.

122. Kommen wir genauer auf einen wichtigen Theil die-
ses Beweises zuriick, auf denjenigen némlich wo wir zeigten,
dass es geniige, nur die Werthe von @, welche unendlich nahe
bei # liegen, zu betrachten in dem Integrale

fﬁ’(a)@—g(—i:—a) de .

10*
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.
Denken wir uns dass man von irgend einem, von @ endlich ent-
fernten Werthe « an, das bis ins Unendliche gehende Intervall

in Theile, welche gleich 217” sind, zerlege, und betrachten wir zu-
néichst das Integral in dem ersten Intervall. Es sei zur Abkiirzung

2n
a+7

R o @ (). Man kann das Integralfq)(a) sinp(x — a)da

i e S

in die beiden folgenden abtheilen:

S (@) sinp(@—ea)de und [ @ () sinp (2 — ) da .
a a-}-;:l

In jedem von ihnen hat der trigonometrische Factor ein con-
stantes Zeichen, und folglich kann man ihn allein integriren,
muss aber dann das Resultat mit einem Werthe von ¢ ()
multipliciren, der zwischen dem kleinsten und dem grossten von
denen liegt, welche @ (@) in demselben Intervall annimmt. Aber

a+2 ¢+2—ﬂ
» P
Ssinp(@—a)de = — [sinp(z—a) da
a b4 s
a+;

2 i
= — Ecosp(a—x)z—;cosp(a~.z),

¢ 2 i
wenn i das Intervall == bezeichnet.

4 : £ / 2n
Fiir das zweite Intervall miisste man « in a + 7 ver-

wandeln, was Nichts #@ndern wiirde an dem Resultate der Inte-
gration, die wir ausgefiihrt haben; und ebenso wiirde es sein
fiir alle folgenden Intervalle: das Resultat ist bestindig

7
e cos p(a — «) .

Fiir die erste Hilfte des Intervalls ¢ wird es multiplicirt sein
mit einem mittleren zwischen den Werthen von ¢ (&) in dieser
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Hilfte; fiir die zweite mit einem mittleren Werthe von ¢ (a)
in der zweiten Hilfte, und dieses zweite Product muss man
von dem ersten abziehen. Der Rest wird geringer sein als

das Product von 71— cos p (o — x) mit der Differenz des klein-

sten und gréssten Werthes von ¢ (¢) in dem Intervall ¢, das
man betrachtet. Da aber ¢ gegen Null convergirt, indem p
wichst, so sind die beiden Factoren dieses Products unendlich
klein, und das Product ist ein unendlich Kleines der zweiten
Ordnung. Also convergirt das von « bis ins Unendliche ge-
nommene Integral gegen Null, wihrend p wiichst, wenn nur der
Werth « von # endlich entfernt ist; was wir beweisen wollten.

Entw1cklung einer beliebigen periodischen Function
in eine trigonometrische Relhe, mittelst bestimmter
Integrale.

123. Wenn man durch « irgend einen Bogen bezeichnet,
so ist bekannt dass man hat
stn <m 2)

2s8in — u

2
Verwandeln wir » in 2 — «, multipliciren mit einer belie-
bigen Function ¥ («), und integriren in Bezug auf « zwischen
zwei beliebigen Grenzen « und b, so erhalten wir

1
) ~+ cosu—+cos2u+cos3u—+---4-cosmu = ———c——

% f F(e)da— f F(e)cos(z—e)da—+- / 1"(a)cos?(:c-(x)d:x+~--

(1) 4 g O, (L Y
—{——‘/.F(oc)cosm(:::-—oc)alot:%/‘F((x)8z (”""2)(‘” a)da

sin — (z'— @)

Man sieht, dass Nichts geiindert wird in beiden Gliedern,
wenn man # um irgend ein positives oder negatives Vielfache
von 27 vermehrt, und dass sie folglich eine periodische Func-
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tion darstellen, deren Periode 2z ist, was iibrigens auch die
ganze Zahl m sei. Wenn man nun diese Zahl unbegrenzt wach-
sen ldsst, so niahert sich das zweite Glied einer Grenze, welche
man leicht bestimmen kann, und das erste Glied wird die Rei-
henentwicklung der Function sein, welche diese Grenze ausdriickt.

Man bemerkt, wie in der vorhergehenden Aufgabe, dass
man sich auf die Betrachtung der Werthe von « beschriinken

kann, die denjenigen unendlich nahe sind, welche sz'n% (z—a)=0
machen, da das Integral gegen Null convergirt, indem m wichst,
fiir jedes Intervall in welchem sin % (z — @) eine endliche

Grosse bleibt. Man hat sich daher zu beschrinken- auf die
Werthe von &, welche unendlich wenig verschieden sind von
den folgenden:
0 Il P Ay R .ii?,k:r, etc.
Es sei # irgend ein zwischen a und b liegender Werth,
und setzen wir voraus, dass b — a hochstens gleich 2n sei;
man hat allein die unendlich kleinen Werthe von « — @ zu

betrachten; man kann daher sin% (@ —a) durch % (¢ — @) er-

setzen, und das zweite Glied der Gleichung (1) wird
+¢

@ / s

0 === ip

-
wo & unendlich klein ist; oder, indem man &« — 2 — @ macht,

+¢

— &

Wenn /(&) stetig ist in der Nachbarschaft von z, so kann
man F(z 4+ o) ersetzen durch F'(«), und hat

i 1
3 F(2) / Ay :§> Sy
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und da dieses Integral nur fiir unendlich kleine Werthe von
@ einen endlichen Werth hat, wenn m unbegrenzt wichst, so
kann man seine Grenzen bis zu — o und 4 o ausdehnen,
was die Integration erleichtert, und man findet als Resultat =.
Da die Grenze des zweiten Gliedes somit m /'(2) ist, so hat
man die Formel

(4) sl (a) = fF(a)da fl' (&) cosm(z—a) dex,

welche die Entwicklung von F(z) in eine Reihe liefert, deren
allgemeines Glied von der Form ist

: A, simme 4+ By cosma .

Wir wollen nun einige Bemerkungen machen, welche den
eigentlichen Sinn dieser Formel néiher bestimmen werden.

124. Wenn man dem z einen solchen Werth giebt, dass
zwischen ¢ und b keiner der in dem Ausdruck z + 2km, wo
k Null und jede ganze Zahl, enthaltenen Werthe fallt, so ist
das Integral (2) Null, und die Reihe hat zur Grenze die Null,
fiir diesen Werth von #. Der Ort, welcher zur Ordinate das
durch = getheilte zweite Glied der Gleichung (4) hat, besteht
also aus dem Orte der Gleichung y — F(z) zwischen » — a
und 2z — b, der sich unendlich oft nach beiden Richtungen
der Axe der x dergestalt wiederholt, dass die correspon-
direnden Punkte von einander um 2z abstehen; und ferner
besteht der Ort der Gleichung (4) aus allen Theilen der Axe
der 2 zwischen diesen successiven Curven.

Wenn das Intervall 6 — a gleich 2# ist, so reproducirt
sich der zwischen z = a und z = b construirte Ort y — F ()
unendlich oft hinter einander ohne Unterbrechung.

125. Es sei z gleich einer der Integrationsgrenzen, z. B.
gleith a, und das Intervall b — « sei gleich 2m, so wird das
Integral (2) nur zwischen 0 und +-&¢ genommen sein, wenn

« ir der Nachbarschaft von a liegt, was% F'(a) geben wird.
Abeér, auch wenn « in der Nachbarschaft von b liegt, welches
gleich a + 27 ist, so wird sin % (e — @) unendlich klein sein;

und wenn man ¢ = a -+ 27w — @ setzt, so hat man
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sin%(a——x) :sinrt)—,

2
o

2 ersetzen wird. Man erhilt auf diese

was man wieder durch

Weise ein neues Integral, welches gleich % F(b) ist; woraus

man sieht, dass wenn man dem = einen Werth giebt, der gleich
ist einer der beiden Integrationsgrenzen, die Reihe die halbe
Summe der auf die beiden Grenzen beziiglichen Werthe von
F (z) liefert.

126. Wenn fiir einen zwischen ¢ und & enthaltenen Werth
von z, I'(x) nicht stetig ist, sondern plétzlich von dem Werthe
m zu dem Werthe n iibergeht, so muss man in dem Integrale (3)
nehmen F(z)=—m zwischen — & und 0, und #' (2) =n zwischen 0

und -} &, was zum Resultate geben wird -cl)— (m 4+ n). Also

giebt die Reihe fiir einen Werth von «, welcher F'(z) unstetig
macht, die halbe Summe der Werthe von F(z), welche die-
sem Werthe von z entsprechen. :

127. Wir haben vorausgesetzt, dass die Differenz der
Grenzen @, b hochstens 2z wiire. Untersuchen wir, was sich
ereignen wiirde, wenn diese Differenz grosser als 27, und die
Function in dieser Ausdehnung willkiirlich gegeben wiire;
nehmen wir z. B. an, dass man habe 6 — 0« — 2 x + 0,
wo 0 < 2z. Bei jedem Werth von # zwischen a und « -+ 9,

wird sin %(a—m) Null werden fiir =2 und fiir « =27 +-2;

b
man hat also in dem Integrale / die Werthe von « in der

Nachbarschaft von # und von 2 - @ zu betrachten, und folg-
lich findet man als Werth dieses Integrals fiir die Werthe
von x zwischen ¢ und a - ¢

x[F (@) 4 F(z 4 2)];
ebenso wiirde man fiir jeden Werth von @ zwischen 6 — ¢
und b als Werth des Integrals finden

n[F(z) + F(z — 2x)].

Fiir die anderen zwischen « und 6 enthaltenen Werthe von
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wiirde das Integral einfach den Werth F'(z) haben. Man
sieht, was sich ereignen wiirde, wenn b— a eine beliebige
Anzahl mal 2n enthielte, und die Function /() in dieser
ganzen Ausdehnung willkiirlich gegeben wire. Also nur indem
man 2w hiochstens zur Differenz der Integrationsgrenzen nimmt,
wird die Reihe die Function F'(z) selbst fiir jeden zwischen
diesen Grenzen enthaltenen Werth darstellen. In allen Fillen

wiirde die durch die Reihe repriisentirte Function die Periode
27 haben.

Wenn die Function /() periodisch, 27 die Ausdehnung
der Periode und b — a ein Vielfaches von 2z ist, so wird die
b—a

2x ’

indem man daher durch diese Zahl dividirt, erhilt man
nF'(z), wie wenn man zwischen a¢ und « + 2x integrirt
hiitte.

Reihe offenbar z F'(2) darstellen, multiplicirt mit der Zahl

128. Wenn man ¢« = 0, 6 = 2« nimmt, so giebt die
Formel (4)

@

2n 2n
) F(m):%/}"(a)da-}—%z‘l /F(a)cosm(w—a)da.

Macht man ¢ = — 7z, b = 4 =, s0 erhiilt man
+= w 7
(6) f"(l'):% /F(a)da—f—%z /F(a)cosm(w—a)da.
|
i i :

Man kann auf diese Weise in eine Reihe, welche nach den
Sinus und Cosinus der Vielfachen von z fortschreitet, einen
Theil von irgend einer Function /'(x) entwickeln, der zwischen
2=0, =2z, oder # = — m, « — -+ x enthalten ist,
und der sich selbst aus mehreren Theilen zusammensetzen
kann, welche Functionen von ganz verschiedenen Formen an-
gehdren. Aber dieser Theil reproducirt sich unendlich oft in
beiden Richtungen; so dass fiir die Werthe von  ausserhalb
dieser Grenzen die Reihe keine Beziehung hat zu den Wer-
then, welche F'(2) nach der Form diesey Function annehmen
wiirde. Wenn z. B. y = F(2) eine Parabel darstellt, so wird
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die Reihe, indem x unbegrenzt positiv oder negativ wichst,
periodisch den zwischen 2 — — @, # — = enthaltenen Bogen
dieser Parabel reproduciren, und keineswegs die unendliche
Parabel darstellen.

129. Man kann den Formeln (5) und (6) eine grissere
Allgemeinheit geben, indem man annimmt, dass die zu ent-
wickelnde Function in irgend einem Intervall 21 anstatt 2=
gegeben ist.

Wenn man némlich 2 = ’% und « = 1‘?— macht, so ge-

ben diese Formeln
P ()= fr ()
1 Y' fﬁ( )m—l’i(z—,s) g,

P(E) =k [ () a
+ 7 2 fF(— cos-——(z_ﬁ)dﬁ,

oder, indem man F(——) durch ¢ (2) darstellt, welches eine

willkiirliche, zwischen 0 und 2, oder — [ und -1—— | bekannte
Function von z sein wird, und indem man z und # mit den
hiiufiger angewandten Buchstaben z und « vertauscht, hat man
die beiden Formeln:

-

¢ (o) de

e

S«P(w) T 517
)

l % f(p(a)cosm—:—)da,
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+1
1
o) =3 [owde
®) 5

i l

+ % 2 @ (@) cosm lt(m_l—_a_) de.
X

=i

130. Ist die Function ¢ () eine solche, dass man hat

so erhalt man

+1
f(p(a)sinm "—l—‘" de =0,
—1

i 1
fq)(a)cosm,—tl—o—t de = 2qu(a)cosmnl—a de.
0

—1

die Formel (8) wird dann

2
1
0@) =7 [9@da
9) i 4 ,
-+ %—rEl cosm? /q)(dx)cosm ?— da,
0

und ebenso wird die Formel (6)

s =7 [o@de

(10)
—+ % 2 cosmw/(p(a)cosmada.
1
0
131. Wenn man dagegen hitte ¢ (—a2) = — @ (z), so

wiirde resultiren
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fq)(a)cosm 7% doi=— 0/

]

+1 1
/(p(a)sinm?da:?/q)(a)sinm?da;
= 0 ‘

die Formel (8) wiirde sich auf diese reduciren:
3 < ]
(11) q)(m):T 2 8inmnl—wf(p(a)sinm7%da,
‘ 1
0
und die Formel (6) auf folgende:

(12) o (z) = % 21 sin max /q)(a)sinmada.

132. Da die Formel (8) eine zwischen # — — ! und
2z = - | willkiirliche Function darstellt, so braucht man nur
! unbegrenzt wachsen zu lassen und zur Grenze iiberzugehen,
um den Ausdruck einer beliebigen Function von # = — oo
bis # — o zu erhalten.

Wir wollen zeigen, wie indem das Zeichen X sich in ein
Integrationszeichen verwandelt, man auf diese Weise die Fou-
rier’sche Formel wiederfindet.

Um jede Schwierigkeit zu vermeiden, setzen wir voraus,
dass @ () niemals unendlich werde, und Null sei fiir 2= — o
und @ = o0; so dass die durch y = @ () repriisentirte Curve
sich zuletzt der Axe der z unbegrenzt néhert, wenn =z unbe-
grenzt, positiv oder negativ wichst.

Der erste Theil des zweiten Gliedes der Gleichung (8),

]
le f @(«)de wird gegen Null convergiren, wenn ! unbegrenzt
—1
wichst, und man braucht nur den zweiten Theil zu betrachten,
3 7
welcher wie folgt geschrieben werden kann, indem man 7 =¢

setzt,
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( 41 i
5/ tp(a)co.ve(.z—a)da+%/q>(a)cos?s(w—a)da+...
il —d
(13) +i
(e
== | p(a)cosme(x—a)da—....
2

Wenn man nun mé& = p macht, so kann man p betrachten als
eine Variable, welcher man successive mit & gleiche Incremente
ertheilt in der allgemeinen Function

4+

@ (a)cosp(z—a)de;

550

und indem man, fiir jeden Werth von p, diese Function mit
dem Incremente von p multiplicirt, so ist die Summe aller
dieser Elemente von p — 0 bis zu p =— oo nichts Anderes als
der mit x multiplicirte Ausdruck (13). Wenn man jetzt [ un-
begrenzt wachsen lisst, so convergirt ¢ gegen Null, und die
Summe (13) convergirt gegen das Integral

—fdp/¢(a)cosp(:c-—-—u)da
Die Gleichung (8) fiihrt auf diese Weise zu der folgenden:
W em=1 / dp f #(@)conp o —a)d,

oder indem man — oound + o zu Grenzen von p nimmt,
wodurch das Integral sich verdoppelt,

(15) P (2) :2_17: /dpfq)(a)cosp(.z'—a)da;

und diese Formeln gelten fiir alle Werthe von », von — oo
bis -+ on.
Sie unterscheiden sich nicht von der frither gefundenen.
133. In dem Falle wo ¢ (—z) = @(), hat man

/ @ (a)sinpade =0,

/q)(a)cospada T 2/(p(a)cospada,
— 0 0
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und die Formeln (14) und (15) reduciren sich auf diese:

(16) g(x)— % fdpcospz‘ @ (a)cospade .
0 0

Hat man dagegen ¢ (—z) = — @ (), so findet man

(17) ¢ (z) = %/dpsinpw @ () sinpada;
0 = 0

und umgekehrt, wenn man die Formeln (16) oder (17) anwendet,
so bildet sich das zweite Glied aus den Werthen von ¢ (z), welche
sich auf die positiven z beziehen; und wie auch die Werthe
von @ (— ) nach der Natur der Function ¢ seien, so geben
diese Formeln fiir ein negatives », die erste ¢(z), und die
zweite — @ (2).

Alle diese Formeln, welche dazu dienen, vollkommen will-
kiirliche, zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen der
Variable gegebene Functionen darzustellen, sind von dem
grossten Nutzen in den Anwendungen der Analysis auf Auf-
gaben der Physik oder molecularen Mechanik.

Wenn man in analoger Weise eine Function von zwei
Variablen # und y ausdriicken sollte, so wiirde man sie zu-
erst als Function von »# mit der Constante y betrachten, und
von den obigen Formeln Gebrauch machen. Die Function
¢ (@) wiirde dann y enthalten und konnte folglich durch die-
selben Formeln ausgedriickt werden, was die Anzahl der In-
‘tegrations- und Summenzeichen verdoppeln wiirde; und ebenso
wiirde man fiir irgend eine Anzahl von Variablen verfahren.

Verschiedene Beispiele.

134. Nehmen wir uns zuerst vor in eine trigonometrische
Reihe eine Function zu entwickeln, welche gleich ist einer
Constante zwischen # = 0, # = I, und gleich derselben Con-
stante mit geiindertem Zeichen zwischen 2 — 0, 2 — — [
Offenbar geniigt es, diese Constante gleich der Einheit zu
nehmen, und man wird nachher auf jeden anderen Werth durch
einfache Multiplication iibergehen.

Wir setzen also ¢(2) = 1 in der Formel (11), und er-
halten
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i

2 X . mux ol T 2 X0V 1—cosmm . wz
1 L ke ebsha Lo L Ve Pl shikcf
pi-— ] A ] /smm i o= i sinm 7

Fiir m gerade ist nun 1 — cosmz =0, und fiir m ungerade
1i— cosmn —— woraus folgt

1——— sz7zl+3317z3l—f—5sz 5—+ >
was die verlangte Formel ist. Die unbegrenzte Function ist
periodisch, und die Amplitude der Periode 21.

135. Entwickeln wir jetzt eine Reihe, welche' gleich #
ist zwischen den Grenzen — ! und - L

Da man jetzt hat ¢ (— 2) = — @ (), so muss man wieder
von der Formel (11) Gebrauch machen, und man findet
o 1
(@) x:%}]lsinmgﬁ-fusinm?lfo‘da,
oder, die Integration ausfiihrend ;
m:%(cin%ﬁ——%mn2 +3 lsm4 + )

Aber wenn man wollte, dass die F unctlon glelch & wire, Zwi-
schen 0 und l, und gleich — 2 zwischen 0 und — [, so wiirde
man haken @(— #) = ¢(z), und miisste die Formel (9) an-
wenden. Man erhilt dann

1 ® !
X $ i
a::%/ada—l— ¥ 2 cogmlr]‘—zfacosmilg da,
1
0 0

oder, die Integrationen ausfiihrend,

(b) m::—z~—4—l<cosnx+1 o832 —}-lcos5ﬂ+l 0037224: ) s
2 =m? e £ AR SERIE g

Diese beiden Formeln (¢) und (b) stellen denselben Werth z

dar zwischen O und 7, aber sie haben gleiche Werthe und ver-

schiedene Zeichen zwischen 0 und — [; sie haben iiberdies

beide 2! zur Periode.

Man sieht hieraus, dass die Oerter, deren Ordinaten diese
Entwicklingen sind, Theile von endlicher Liénge haben, welche
zusammenfallen, und andere Theile, welche verschieden sind
fiir beide. .

136. Suchen wir jetzt den Reihenausdruck fiir die Or-
dinate dss gleichschenkligen Trapezes A M N B, dessen Basis
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AB gleich = ist, und welches so ist, dass man von A biszur
Abscisse AP —a, y—= 2 hat; von P bis Q, y = «, und
von Q bis B, y — m — 2. Setzen wir ferner voraus, dass man
¢ (—z) — — @(«) habe zwischen —x und -} =.

Man muss in diesem Falle von der Formel (12) Gebrauch
machen, und man findet, nachdem jede Reduction gemacht
ist, als Ausdruck der Ordinate dieses Umfangs

h2

Y :% (sin o sin & —-}-3—1‘2 sind o sindz -+ 1 sind o sindx -+ >

n G
Wenn man @ — =+ voraussetzt, so reducirt sich das Trapez

2
auf ein gleichschenkliges Dreieck, und die Ordinate dieser ge-
brochenen Linie ist

W= % sinxe — 3—12 sindz -+ 5—12 smdax — 7—12 sinTz + - - )

137. Betrachten wir nun Functionen, welche gegeben

sind von £ — — oo bis zu & — oo.
Nehmen wir an, dass man haben soll y — e—* vonaz — 0
bis £ =, und y — ¢* von £ = 0 bis # — — oo; man hat

dann die Bedingung ¢(—z) = @(z), und muss von der For-
mel (16) Gebrauch machen. Sie giebt

G‘a )
Y= %/‘ pcospw/e_“cospada-
0 0

<)

1
— (Y ~
fe cospada — 0 ek

0

Aber

man hat also

i 2 wcospxda:
, LEd d e p
Und in der That, wir haben gesehen in Nr. 103, dass dieser
Ausdruck #quivalent ist mit ¢—% wenn z positiv, und mit ¢
wenn 2 negativ.

138. Beschliessen wir diese Beispiele mit dem Falle einer
Function, welche der Einheit gleich ist fiir alle Werthe von
zwischen — 1 und 4 1, und Null fiir jeden anderen Werth
von z.
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Mam hat in diesem Falle ¢(—x) = @(z), und gebraucht
also die Formel (16).

Da nun die Function Null ist von 2 = 1 bis # = =, 80
giebt die Integration Null in dieser ganzen Ausdehnung, und
folglich braucht man sie nur zwischen den Grenzen O und 1

zu betrachten; welches liefert
1

.y = %./clpcospmfcospada;
0 0

und da man hat
1

sinp
cospade — ,
g

so schliesst man hieraus

2 ?sinp cospa
= = ik A A
und man hat somit einen Ausdruck, welcher gleich 1 ist fiir
jeden Werth von z zwischen — 1 und + 1, und gleich Null
fiir jeden Werth von 2 ausserhalb dieser Grenzen. Ks ist

iibrigens leicht, dies zu verificiren. In der That, man hat

@®

sinp ¢ 1 (s Jl 1 [sin z—1)p .
/’ P ospwdpz_é‘/‘sm(x—f- )P p—3 ( P dp.
J T : P P

Wenn nun 2z > 1, so sind die in das zweite Glied eingehen-

den Integrale gleich ;, und’ die beiden Ausdriicke zerstoren

sich. Ebenso, wenn 2z < — 1; was zunidichst beweist, dass
unser Integral Null ist fiir jeden Werth von 2 ausserhalb der
Grenzen — 1 und - 1.

Wenn jetzt # zwischen — 1 und -+ 1 liegt, so addiren

sich die beiden Theile und geben zur Summe %, worausy — 1

folgt; was zu verificiren war.

Duhamel. Diff.- und Int,-Rechnung. IL 11
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Integration der Gleichungen mit partiellen Dif-
ferentialen.

139. Wir haben gesehen, wie man eine Function mehrerer
unabhiingigen Variablen bestimmen kann, wenn man ihre par-
tiellen Ableitungen der ersten Ordnung in Bezug auf jede
Variable, ausgedriickt in diese Variablen und in die Function
selbst, kennt. Wir wollen jetzt annehmen, dass man nur eine
Gleichung giebt, worin ihre partiellen Ableitungen von be-
liebiger Ordnung vorkommen.

Betrachten wir eine Gleichting, welche in irgend einer
Weise die beiden unabhiingigen Variablen z, y, die Function z
und alle ihre partiellen Ableitungen, welche nicht die Ordnung
m iibersteigen, enthilt; sie kann dargestellt werden unter der
Form

oz
dz d?z dnz dz da d?z q7r2
(1) F<‘”’y’z’d—x’d_ﬂ""’d—£_m’@’ W’...,a—yz,...’m>zo,

Indem man z als Function von z betrachtet, kann man
z entwickeln nach ‘der Formel von Taylor oder Maclaurin,
welche letztere wir als die einfachere anwenden werden.

Die Gleichung (1) giebt den Werth von g:: als Function

von &, y, 2 und den anderen Ableitungen, in welchen héchstens
m — 1 Differentiationen in Bezug auf z vorkommen. Indem
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dm ; i
man dem Werth von dwz nach & differentiirt, erhilt man
m
dnt!1 dm A ) :
mﬁl’ dessen Ausdruck(ﬁz, sowie die Ableitung davon in

J dnzi ..
Bezug auf y enthalten wird. Aber wenn man statt £ 2 seinen

gz

aus (1) gezogenen Werth setzt, so hat man keine Ableitung
mehr, welche die Ordnung m — 1 in Bezug auf » iibersteigt.
Indem man so unbegrenzt fortféhrt, erhélt man alle partiellen
Ableitungen in Bezug auf #, von der mten an bis ins Un-
endliche, ausgedriickt durch z, y, 2, AR und ihre
dz’ ’dam—1
Ableitungen in Bezug auf y allein.

Es handelt sich jetzt darum die Werthe von allen Ablei-
tungen nach 2 zu erhalten, wenn man darin 2 — 0 macht,
wodurch sie Functionen von y allein werden. Hierzu wird
man bemerken, dass indem man # = 0 macht in einer Func-
tion von z und y und in Bezug auf y differentiirt, man das-
selbe Resultat hat, wie wenn man zuvor differentiirt und dann

RS : :
2 = 0 macht; also ist £ % worin man &=0 macht, iden-

dar dye
" (fi) dr
. 5 X )y, - Z =
tisch mit el st indem man durch <_da:P>o bezeichnet was

araic., & 2
Ly 7 wird, wenn man darin 2 = O macht. Hieraus folgt,

dass alle Derivirten von z in Bezug auf «, in welchen man
& =— (0 macht, sich aus z und den m — 1 ersten ableiten, und
aus den Derivirten, welche diese m Functionen von y allein, in
Bezug auf y geben. Ueberdies lisst die vorgelegte Gleichung
diese n Functionen willkiirlich und bestimmt nur die folgenden.
Man kann daher die Entwicklung von z in Bezug auf 2 so
ausfithren:

.Z‘m_l

4 > o)l 7
— -)./ + )lw—-I-— )/21_._2._1_...—1— )-m—-l m+.-.’

worin Y, ¥;, ..., Y, vollkommen willkiirliche Functionen

von y sind. Und man kann a posteriori beweisen, wie in

dem Falle der gewohnlichen Differentialgleichungen, dass diese
18
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Entwicklung identisch denselben Werth fiir g{ giebt wie die
Gleichung (1).

140. Wenn man statt zweier unabhiingigen Variablen
irgend eine Anzahl n derselben hiitte, so konnte man sich im-
mer die Function nach den Potenzen von 2 entwickelt den-
ken; der Unterschied wiirde nur darin bestehen, dass Y, Y,
.«+, Y, willkiirliche Functionen aller unabhiéingigen Va-
riablen, mit Ausnahme von z, bezeichnen wiirden.

141. Umgekehrt ist man versichert, das allgemeine In-
tegral einer Gleichung wie die betrachtete zu haben, wenn die
Function und ihre 22— 1 ersten Ableitungen in Bezug auf
«z, indem man 2 — 0 macht, gleichgesetzt werden kénnen
vollkommen willkiirlichen Functionen aller unabhiingigen Va-
riablen, mit Ausnahme von z; denn, weil das gegebene In-
tegral der vorgelegten Gleichung geniigt, so leiten sich alle
Glieder seiner Entwicklung, vom mten an, aus den m ersten
ab, in derselben Weise wie bei der Entwicklung des allge-
meinen Integrals. Nun sind diese m ersten identisch in beiden
Entwicklungen; also sind es alle andern, und die gegebene
Function unterscheidet sich nicht von dem allgemeinen In-
tegral.

142. Wir haben die Gleichung der mten Ordnung voll-
stindig vorausgesetzt; aber offenbar geniigt es zur Aufrecht-
haltung unserer Schliisse, dass indem man sie in Bezug auf
den hochsten Differentialcoéfficienten der Function, der in
Bezug auf eine Variable allein genommen ist, auflost, dass in
seinen Ausdruck keine Grisse eingeht, worin eine ebenso grosse
Anzahl von Differentiationen in Bezug auf dieselbe Variable
vorkommt. In dem besonderen Falle, wo dieser Umstand sich
beziiglich keiner der Variablen darbieten wiirde, konnte die
Entwicklung nicht mehr in derselben Weise geschehen, und
wir wiirden uns von dem Zwecke dieses Buchs entfernen, woll-
ten wir uns damit in einer allgemeinen Weise beschiiftigen.

143. Wenn die hochsten Differentialcoéfficienten in Bezug
auf # und y nicht von derselben Ordnung sind, so wird die
Entwicklung nicht dieselbe Anzahl von willkiirlichen Functionen
enthalten, wenn man sie successive nach 2 und y ordnet; aber
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diese Functionen enthalten nicht dieselben Variablen, und alle
diese Entwicklungen sind im Grunde identisch, weil sie alle
die allgemeinste Function darstellen, welche der nimlichen
Gleichung geniigt.

144. Wenn nur Ableitungen vorkommen, welche in Bezug
auf eine der Variablen genommen sind, so wird man alle an-
deren als Constanten betrachten, und man hat dann eine Dif-
ferentialgleichung mit zwei Variablen zu integriren. Die durch
diese Integration eingefiihrten Constanten werden als willkiir-
liche Functionen derjenigen Variablen betrachtet, welche man
als constant betrachtet hatte.

Es sei z. B.

gw_:' = I (2,7}

so hat man

e=Y+ Va4 + Yar2™ ' 4 9(2,y),
wo @ (z, y) diejenige Function ist, welche man erhilt, indem
man F'(z,y) mmal in Bezug auf z integrirt, und Y, ...,
Y, willkiirliche Functionen von y sind.

145. Betrachten wir jetzt die Gleichung

d(.izm—ti_yz". = F(z,y), .

welche in dem Falle enthalten ist, wo wir gesagt haben, dass
man die Entwicklung nach den Potenzen einer der Variablen
nicht ausfiihren konne.

n
Wenn man ny — wu setzt, so hat man
dmu
dw"‘ o< F(w, y) 3
woraus

w= Vi Yiopoot Yasion i [ Fay)don =32
Inden man jetzt nmal in Bezug auf y integrirt, und beriick-
sichtizt, dass man bei jeder totalen Integration eine einzige
willkirliche Function von 2 hinzufiigen muss, und dass die
Integrale von Y,..., Y,_; neue willkiirliche Functionen
Y/, ..., Y™ von y sein werden, so hat man
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@ii== /dy"/dw'"F(a;, Y) -+ Y —+— Y p + = + Y (m) pm—1
e A M gk Xoayth

Wie man sieht, enthilt diese Entwicklung willkiirliche Func-
tionen von jeder der Variablen einzeln.

146. Wenden wir die Formel von Maclaurin an zur
Integration der sehr einfachen Gleichung

& _ &
dz 0 0 dy
Man zieht daraus, nach @ differentiirend,
A
Pl DG ) e B
dot = “dazdy T “Tdy TV Ay
B Lulbe
e~ ¥ @y
s o SO
dan = “" qym ’
folglich
G dzo d?z, a?a? dmz, amapm
¥ 2 O dy Naidek dyz 1.2 +'”+dy"' R

Nun stellt das zweite Glied die Entwicklung der durch ¢z,
repriisentirten Function von y dar, in welcher man y in y -+ ax
verwandelt. Da iiberdies z, eine willkiirliche Function # (y)
ist, o hat man als das gesuchte Integral

2= F@{y -+ ax).

Man findet somit eine willkiirliche Function, welche zwei
Variablen, aber in einer bestimmten Weise enthilt; sie ist also
keine willkiirliche Function in Bezug auf die beiden Variablen.

Lineare Gleichungen mit partiellen Differentialen.

147. Wenn die lineare Gleichung kein von 2 und seinen
Ableitungen unabhéngiges Glied enthilt, so ist leicht zu sehen,
dass die Summe einer beliebigen Anzahl particulirer Integrale
auch derselben Gleichung geniigt.
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Wenn iiberdies die Coéfficienten constant sind, so geniigt
man, ihr durch Ausdriicke, welche analog sind den fiir die
Differentialgleichungen’ gefundenen.

Betrachtet man z B. eine Gleichung der mten Ordnung,
welche die Function 2z und, ihre Ableitungen in Bezug auf
und y, mit Constanten multiplicirt, enthélt, so kann man
2z = Ce“*1+BY setzen; die Exponentialgrosse, sowie C ver-
schwindet durch die Substitution in der gegebenen Gleichung,
und es bleibt eine Gleichung des mten Grades zwischen «
und B. Diese kann m Werthe fiir § als Function von « lie-
fern; bezeichnet man einen derselben durch ¢ (), so hat man
eine Auflosung der Gleichung, indem man setzt

z = ZCgaI+y'7’(“).
Die Grossen ¢ und € kann man in irgend einer Weise éndern
beim Uebergang von einem Gliede dieser Summe zum anderen,
und die Zahl der Glieder ist vollkommen willkiirlich; wenn sie
unendlich, und C endlich ist, so hat man eine Reihe; aber
wenn C unendlich klein und von der Form /' (a)da ist, wo
F eine willkiirliche Function bezeichnet, so hat man ein in
Bezug auf o« genommenes Integral. Der Werth von z ist dann

2=/ F(a)e**t#7()dq, und enthilt eine willkiirliche Function.

148. Wenn die Werthe von f alle linear sind in Bezug
auf ¢, d. h. wenn man hat f = aa -+ b, so ist es leicht,
das allgemeine Integral der Gleichung unter endlicher Form
auszudriicken.

In der That, einer der Werthe von B wird die Reihe

- geben
2 =— X Ceby ea(@tay) — by 3 Cox@tay),

Aber wenn C und « willkiirlich sind, so stellt X Cu® jede
Function von w» dar; daher stellt 3C0e®*+a) eine will-
kiirliche Function von ¢*1% und folglich von z + ay dar.
Bezeichnet man sie durch /(2 -+ ay), und macht man das-
selbe Raisonnement fiir die m Werthe von B, so hat man,
diese m Auflosungen addirend,

2=e" F(a+ay)+-etv Fy (a+ay y) o d-Pm—r? Fpy (24-apy).
Dieser Ausdruck enthéilt m willkiirliche KFunctionen, so
dass wenn man nach den Potenzen von x entwickeln wiirde,
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die m ersten Coéfficienten willkiirlichen Functionen von y

gleich gesetzt werden kinnten. Er repriisentirt mithin .das
allgemeine Integral. :

149. Wenden wir diese Methode an auf die Gleichung
d2z , &z
daz — © dy
welche die schwingenden Bewegungen, sowohl der elastischen
Saiten als der Luft in cylindrischen Rihren, bestimmt.
Man setzt z =— Ce®* 187 und erhilt

062 — a?f2 =0, woraus « = F af;

— ()

folglich
2=XCePU+ 00 ynd 2= ZCefl—an),

Das allgemeine Integral ist also

2= F(y + az) + F,(y— ax).
Die Functionen F, F; werden sich leicht bestimmen, wenn
man 2z, L4 fiir # — 0 kennt.
da
In der That, es sei

% = f(y)s (;}%)ﬂ = "oyl

so miissen die Functionen /" und /', den beiden Bedingungen
geniigen

FQ) + H@) =/0)s PG — FrG) = = 90)-

y
Integriren wir die letzte und bezeichnen / @ (y)dy durch ¥ (y),

Yo
so erhalten wir

F@) — Fily) = + v () + C,

wo C eine willkiirliche Constante. Man zieht aus diesen Glei-
chungen

2F@4) =£G) + = () + C,
2F\() = /) — = v() — C;
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der allgemeine Werth von 2z, welcher allen Bedingungen ge-

° niigt, ist daher

L _ Syt aex) L fy—az) | vy F ar)—¢(y—aa)
SR 2 i 2a i

Integration der linearen Partialgleichungen durch
bestimmte Integrale.

150. Wir haben oben gesagt, wie man, von particuliren
Integralen ausgehend, allgemeinere erhalten kann, welche will-
kiirliche Functionen enthalten und ausgedriickt werden durch
Integrale, die genommen sind in Bezug auf andere Variablen
als die in der vorgelegten Gleichung vorkommenden. Die
Wahl, welche man fiir die Form der particuléiren Integrale zu
treffen hat, muss so geschehen, dass die willkiirlichen Func-
tionen, welche man einfiihrt, sich leicht vermége der Gege-
benen bestimmen lassen; und diese Geegebenen sind gewdhnlich
die Werthe, welche die Hauptvariable und einige ihrer Ablei-
tungen nach einer der unabhiingigen Variablen annehmen, wenn
man dieser letzten einen besonderen Werth beilegt. Betrachten
wir als erstes Beispiel die Gleichung
(1) d—z ) ZL; ’
welche die Bewegung der Wiirme in einer prismatischen Stange
bestimmt, deren laterale Oberfliche fiir sie undurchdring-
bar ist.

Die Aufgabe wird vollkommen bestimmt sein nach Dem,
was wir gesehen haben, wenn man den auf 2 = 0 beziiglichen
Werth von z kennt. Es sei also gegeben

2) i i Gy == ¢
man geniigt der Gleichung (1), indem man nimmt
z = e"%cosmy,

wofern n =— — a?m?2.  Man kann selbst statt y, y — & setzen,
und mit einer willkiirlichen Constante A multipliciren, was
den particuliren Werth liefert

2= Ae ™2z cosm(y—a).
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Lassen wir die willkiirlichen Constanten 7 und ¢ um unend-
lich kleine Incremente dm, de wachsen, und geben wir dem °
A die Form

fle)dedm,

wo j eine willkiirliche Function bezeichnet; die Summe einer
beheblgen Anzahl dieser unendlich kleinen Auflosungen wird
auch eine Auflisung sein. Man hat also einen allgemeineren
Werth von 2z, indem man nimmt

z ://f(a)e—a’""‘xcosm(y—a)dmdu,

wo die Grenzen der beiden Integrale willkiirlich sind.
Nun reducirt sich dieser Werth von z fiir # = 0 auf

f/f(a)cosm(y—a)dmda.

Wenn man daher zu Grenzen dieser Integrale — o und + o
nimmt, so findet man zum Resultat 2zf(y); was f(y) bestimmt,
weil man nach der gegebenen Bedingung haben soll

27f(y) = F )
Der Werth von z, welcher der Glelchung (1) und der Bedin-
gung (2) geniigt, wird demnach sein

3) =5 f /F(a)e‘“”"‘”cosm(y— o) dmde,

— -——m

und jeder Werth von z, welcher diesen beiden Gleichungen
geniigte, wire identisch mit diesem, unter welcher Form er
sich auch darbite. Es bleibt nur zu untersuchen, ob man den

Ausdruck vereinfachen kann.
Man hat die Formel

/e‘"”"’cos?pudu s piraan "
woraus folgt

(] s u)2

V= s
/e‘“g’"‘xcosm(y—a)dm - gy
aVa

-

und somit
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y—a

2 = r—:/ <2an )2F(a)da,

welcher Ausdruck nur ein emfaches bestlmmtes Integral ent-
halt.

Man kann ihm eine bequemere Form geben, indem man
setzt

<2y—a_:\/-_0xi>2 = B2, woraus a =y 1+ 2af Va
und
de =+ 24V zdp.

Nimmt man die oberen Zeichen, so werden die Grenzen von f3
dieselben sein wie die von @, und man hat

1)) 2= 17_-‘/‘ _F]F(y—}—2aﬁv-w) iB.

Nimmt man die untern Zeichen, so vertauschen sich die Gren-
zen, und indem man sie wieder in dieselbe Ordnung brmgt,
findet man den Werth von 2z

1 9 =
e e P F(y—2a 2 y
A [ EG—20pVE) a8

welcher sich von dem vorigen nicht unterscheidet, da g durch
alle positiven und negativen Werthe geht, und ¢ —#* sich nicht
andert, wenn 8 sein Zeichen wechselt.

Die allgemeine Losung der Aufgabe wird also durch die
Gleichung (4) gegeben.

151. Es sei jetzt

d2z
(1) (‘li; = a* 35 + b2,
und 2 sei der Bedingung unterworfen
(2) 2= F(y) fir @ = 0.
Wenn man z = eb=u setzt, so giebt die Gleichung 1)
du d?u
ds = ¥ @y

und die Bedingung (2) fiihrt zu der folgenden:

www.rcin.org.pl



— 172 —
% == )) il iee="0),

Die Bestimmung von « zieht sich also auf den vorigen Fall
zuriick, und 2 wird daraus folgen.

152. Integriren wir jetzt die Gleichung

AW OBy,
@ % 7 o i e

welche wir schon durch eine andere Methode behandelt haben,
und welche sich auf das Problem der schwingenden Saiten be-’
zieht. Fiigen wir derselben die beiden Bedingungen hinzu,
um die willkiirlichen Functionen zu bestimmen:

@ y=F@)
(3) %% =f(.z) i e

Man geniigt der .Gleichung (1), indem man nimmt

y = Acosamtcosm(z — ),
wo A, m, e willkiirliche Constanten. Man wird eine allge-
meinere Auflosung haben, indem man 4 — ¢ (a)dmda nimmt,
und in Bezug auf ¢ und m zwischen — o und -} oo inte-

grirt, wihrend @(«) eine willkiirliche Function bezeichnet.
Man erhilt auf diese Weise

y = f/qp(a)cosamtcosm(a:—a)dmda.

-_—® —®x

Dieser Ausdruck reducirt sich auf 2z ¢ () fiir ¢ = 0. Daher

 findet man, wenn man @(a) = 57(:‘) nimmt, F () fiir t = 03

woraus man sieht, dass der Ausdruck

(4) o= %tffF(a)cosamtcosm(x—a)dmdoc
. } AR
den Gleichungen (1) und (2) geniigt; aber er liefert 3 =
fiir # = 0, und geniigt folglich nicht der Bedingung (3). Es
bleibt daher iibrig, einen Werth von y zu finden, welcher den
Gleichungen (1), (3) geniigt und Null wird fiir ¢ = 0; indem
man ihn zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4)
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giebt, wird man einen Werth von y haben, der allen Bedin-
gungen greniigt. \
Man bemerkt zunichst, dass wenn eine Function y der

etc. ihr gleich-

2
Gleichung (1) geniigt, die Functionen %’%, %y?

¢
falls geniligen werden, sowie auch f ydt, letzteres wenn %
0

Null ist fiir ¢ = 0.

Wenn man daher den Ausdruck (4) in Bezug auf ¢ von Null
an integrirt, und darin die Function /(&) durch f() ersetzt, so
hat man eine Auflosung der Gleichung (1), welche, nach ¢ diffe-
rentiirt, sich auf f(z) fiix ¢ = 0 reducirt, selbst aber Null
wird fiir # = 0. Man erhilt auf diese Weise den Ausdruck

g f/f( @) A cosm(z—a)dmde,

den man iibrigens leicht verificiren kann. Der Werth von y,

welcher den Gleichungen (1), (2), (3) geniigt, und der ein-
zige ist, der dies thut, ist also

1 g 2
—”//F(a)cosamtcosm(w—a)dmda

e ]

i 2,5“‘/ ff( ) e cosm(.z—a)dmda

—® —®
Untersuchen wir jetzt, ob diese Doppelintegrale sich reduciren
lassen, und betrachten wir zuniichst das erste.
Man kann cosamtcosm(z — a) ersetzen durch
cosm (& + at—a) -+ cosm (2 — at — &)
2 b

und der Theil, welchen wir betrachten von dem zweiten Gliede
der Gleichung (5), wird

®

—1; / / F(a)[cosm(..r—f—at—-—a) ~+ cosm (2—at— a)]dmde,

—0 e—m

oder

F(a 4 at) + F(o—at)
2
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Gehen wir zu dem zweiten Theile iiber, und ersetzen darin
sin amt cosm (z — a)
durch
sinm(z + at—a) —sinm (@ —at —a)
B) H

er wird dann

®) Z%ft/‘;(a)[sinm(m—yh—at——a)___sinm(m—at—a)]dmda .

m

Man weiss aber, dass welchen Werth auch p habe, das In-
tegral

f sinpm g
J m
gleich = ist, wenn p positiv, und gleich — = wenn p negativ.
Daher wird der Ausdruck (6) allemal Null sein, wenn

z -+ at—aund 2 —at—a dasselbe Zeichen haben; und folg-
lich geniigt es die Werthe von « zu betrachten, welche diesen
beiden Grossen verschiedene Zeichen geben. Diese Werthe
werden durch die Ungleichheiten bestimmt

2 +at—a >0, z—at—a<<0,
wenn ¢ positiv; und durch

24+ at—a<<0, z—at—a >0,
wenn ¢ negativ ist. Die ersten geben

o« >z—at, o< -+ at;

die letzten geben :
e>a -+ at, a < z—at.
Es geniigt daher, die Integration in Bezug auf a zwischen den

Grenzen # — at, -+ at zu machen.
Wenn ¢ > 0, so ist # 4+ at — a positiv, und man hat

®

fsinm(x+at—a) Vhdibngals

m’

—_—

der Ausdruck (6) reducirt sich dann auf
1 ztat
) 34 ff(a)da.

z—at
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Wenn ¢ < 0, so ist # + at— a negativ; man hat

/g'nsinm (z + at—a) e

m

— 7,
und der Ausdruck () wird
1 r—at
[ f@de,
z - at
was mit (7) iibereinstimmt.
Bezeichnen wir [ f(z)d« durch ¢(z), so wird der Aus-

druck (7)

¥(z + at) — Y (2 — at)
2a

und die Formel (5) reducirt sich auf die folgende:
F(z + at) + F(z—at) 5% Y(z 4 at) — ¢ (z— at)

2 2a §
Sie stimmt jetzt iiberein mit derjenigen, welche wir vorher
durch ein einfacheres Verfahren gefunden hatten. Aber wir
haben geglaubt, dass es gut sein kionnte, sie auf diesem neuen
Wege zu erhalten, nicht nur um eine Anwendung von der
Methode der bestimmten Integrale zu machen, sondern weil
die von uns ausgefiihrte Reduction der Doppelintegrale Be-
sonderheiten darbietet, denen man in anderen weniger ein-
fachen Umstiinden begegnet, wo sie Diejenigen aufhalten konn-
ten, welche noch nicht an diese Art der Analysis gewdhnt
sind.

153. Es sei noch die Gleichung

y:

d2 d4
M Tt G =0

welche die schwingende Bewegung einer elastischen Platte
darstellt.
Fiigen wir die beiden Bedingungen hinzu

@® y = F@)
t fir fi==105
®) Y

so ist die Aufgabe vollkommen bestimmt und nur eine Auf-
16sung maglich.

Man wird zuniichst versuchen der Gleichung (1) zu ge-
niigen durch einen einfachen Werth von der Form
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Yy = cosml cosn (z — @),
und man findet, dass es hierzu geniigt, wenn man hat

m— n2;
man hat auf diese Weise den besonderen Werth
y = Acosn2tcosn (z — a),

wo A, n, a willkiirliche Constanten.

Nehmen wir wieder A = ¢ («) d @ dn, und integriren in Bezug
auf n und « zwischen — oound 4 o, so erhalten wir eine
allgemeinere Auflésung der Gleichung (1), welche ausgedriickt
wird durch die Formel

4w / f(p(a)cosn'-’tcosn(w —a)dnda.

- Wenn man darin # = 0 macht, so reducirt sie sich auf 2m @ (z);
und folglich wird man der Bedingung (2) geniigen, indem
man nimmt

iy (w)
Somit geniigt der Ausdruck
(€)) = él; f / F(a)cosn?tcosn(z— a)dnda

den Gleichungen (1), (2), und ergiebt % =0 e = UL

Man braucht also nur einen neuen Werth von y zu finden,
welcher den Gleichungen (1), (3) geniigt, und sich auf Null
reducirt fiir ¢ = 0; indem man ihn zu demjenigen addirt, wel-
chen die Gleichung (4) giebt, hat man die gesuchte Auflssung.
Wenn man aber in Bezug auf ¢ zwischen den Grenzen 0 und
¢t einen Werth von y integrirt, welcher der Gleichung (1) ge-
niigt, und so ist dass %% = 0 fiir ¢ = 0, so wird das Re-
sultat ihr auch geniigen. Wenn man daher den Ausdruck (4)
in Bezug auf ¢ integrirt und /' durch f ersetzt, so erhiilt man
eine Auflsung der Gleichung (1), welche, nach ¢ differentiirt,
f(x) wird fiir # = 0, und folglich der Bedingung (3) geniigt.
Ueberdies wird dieser Werth von y Null fiir # — 0, weil das
Integral von ¢ — 0 an genommen wird; indem man ihn also
zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4) giebt, hat
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man die Lésung der vorgelegten Aufgabe. Man erhilt auf
diese Weise

o — 2171 / ,./'F (@) cosn2t cosn (x — e) dnde

® 5
1 sinm?t
+ﬂ_fm _ff(“) . cosn(x—a)dnde.

Der erste Theil dieser Auflésung kann auf eine -einfachere
Form gebracht werden, indem man die Integration in Bezug
auf n ausfiihrt.

In der That, wir haben die Formel kennen gelernt

/‘cos 2% cos2B2dz = V% [cos (B2) -+ sin(B2)]3
z—o

e o Bk
ST
@
/cosnﬁtcosn(z— o)dn

-Vz [“5( 7))+ (67|

Der erste Theil des Werthes von y, welcher die vollstindige
Losung der Aufgabe allemal dann giebt, wenn man haben

indem man setzt z =nV ¢, f = hilt man hieraus

soll %1':— = 0 fiir # = 0, nimmt auf diese Weise die Form an

y:2 \/12—7;—15_»/°:F(a) [cos < ;\7;)2’)—{—31'7» <<';\7—t_0‘>2>]da,

— B setzt, woraus doa = 2dp V't,
v— =B

et _f [oos (82) + sin(B)] F (a++28V T) 45 -

154. Wir wollen noch das Integral einer Gleichung ken-
nen lernen, welche sich hiufig in den Problemen der mathe-
matischen Physik darbietet. Aber vorher ist es nothwendig,
eine lliilfsaufgabe zu losen, welche darin besteht, den Aus-
druck

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II, 12

5 o —
oder, indem man

www.rcin.org.pl



— 118 —
n 2n

(@) f/F(lcosO + msinfcosy - nsinfsin) sind dy
0 0

auf ein einfaches Integral zuriickzufithren, wenn 7 eine voll-
kommen willkiirliche Function bezeichnet, 7, m, n beliebige von
0 und ¥ unabhiingige Grossen sind, und die Grenzen 0, =
sich auf den Winkel 0, die Grenzen 0, 27z aber auf den Win-
kel ¢ beziehen; so dass diese beiden Winkel, als Polarcoor-
dinaten in Bezug auf rechtwinklige Axen betrachtet, succes-
sive alle Richtungen um den Ursprung herum bestimmen wiir-
den. Dies vorausgesetzt, sei

l = kecost!y, m = ksin@ cosy!, n = ksin)siny’,

daher
k= Vl2+m2+n2,

so wird das Integral zu
n 2n

) / fF(lccosp)sinOdOdw,
0 0

wo p den Winkel bezeichnet, welchen die beiden durch die
Winkel 6, ¥ und 0/, ¥’ bestimmten Richtungen mit einander
bilden. Nun ist sinOdfdvyp das Element der aus dem Ur-
sprung als Mittelpunkt mit der Einheit als Radius beschriebenen
Kugelfliche; und nach den Grenzen der Integrale muss man
successive alle Elemente betrachten, welche diese Fliche zu-
sammensetzen, und sie mit der Function /(kcosp) multipliciren,
welche von dem Winkel abhéingt, den die Strahlen nach die-
sen verschiedenen Elementen mit der festen Richtung machen,
welche den Winkeln 6/, 9/ entspricht, die durch die Gleichun-
gen bestimmt werden:

gl e
Vl2 m? - n?’
sin 0 cos P! — 3
2 5y Vi —f-— m2 -+ n?
sin @ siny! =

n
Vl2 + m? 2 3

Es ist also sehr evident, dass das vorgelegte Integral nicht
abhiingt von der besonderen Richtung der Axen; und, um die
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Rechnung zu vereinfachen, wihlen wir zur Axe der 2 die
feste Gerade, von welcher eben die Rede war. Wir haben
dann p — @, und der Ausdruck (0) wird
7. 27
f F(kcosO)sin(dldq.
0 0
Indem man in Bezug auf ¥ integrirt, erhdit man

1
2 fF(lccos()) sinfldf ,
0

welcher Ausdruck wird, indem man cosf) = p macht,

“+1 +1
27 fF(/cy)dy oder 27 fF(yVl?+m?+n2)dy,
=1 et |

so dass man hat, was auch die Function F sei,

n. 2n
f/F(IcosO + msinfcosyp + nsinfsin) sin0dodyp
(6) 90

+1
— 9 /F(y. VEFm I ) dp.

Dies ist die Transformation, welche wir mit dem Ausdruck
(a) vornehmen wollten.
155. Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, die Gleichung zu
integriren
d?u d?u d?u d?u
@) W=a2(3;;,‘+’(1y—2+‘g;§>-
Wir haben ein particulires Integral, indem wir setzen
U = g“t+ﬁ’:+7.7+d‘z,
wo @, B, 7, 0 verbunden sind durch die Gleichung
ko VT P B
Zieht man die beiden Werthe von » von einander ab, welche
dem doppelten Zeichen von « entsprechen, und maltiplicirt
mit einem willkiirlichen Coéfficienten, so hat man wieder eine
Auflssung, welche auf die Form gebracht werden kann
eat_e—-at i
UMbt bl = Mteﬂ’”+7y+‘r’fe“’f‘dy..
=1
12*
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+1
Wenn wir jetzt das Integral / e“' du mit Hiilfe der Formel
o
(c) der vorigen Nr. transformiren, so nimmt dieser Werth von

u die folgende Form an, wo M eine willkiirliche Constante ist:
T 2n

u___ﬂlleﬁx+;'y+dz‘:/feaﬁtcos()+aytsinﬁcosnp—}—a:)‘tsinesinwsinﬂd(/dw,
00

oder
270

3 :'/:/ﬂlteﬁ(z—|—atcosﬁ)e)’(y—}-—alsin()cus t/r)e«T(z-{-atsinﬁsimp)m:n0d0dw.
00

Wenn man die Summe von unendlich vielen #hnlichen Aus-
driicken bildet, in welchen die Constanten B, y, 8, M alle
Werthe annehmen kénnen, welche man will, so hat man auch
eine Auflosung der Gleichung (1). Aber die Summe

3 MefB (@ + atcost) e? (¥ + atsin@cosy) 09 (= + atsinfsiny)
kann, indem man die Unbestimmten M, 8, p, § angemessen
withlt, iibereinstimmen mit welcher Function man will von
@ - atcosl, y + atsinfcosy, 2z -+ atsinfsiny. Man hat also
eine Auflssung der Gleichung (1), indem man nimmt
(D=

n 2n

li—lg—r/ftsin()d()dwF(.’v—{—atcos(),y—{—atsin()cosw,z—-}—atsin()simp),
0 0

wo I7 eine willkiirliche Function von drei Variablen bezeich-

net, und der Coéfficient — cingefiihrt ist, damit man fiir

4
t = 0 finde
(—é—zti — R (R TPE
Der Ausdruck (2) giebt also eine solche Auflisung der vor-
gelegten Gleichung, welche fiir # = 0 sich auf Null reducirt,
withrend ihre Ableitung nach ¢ eine willkiirliche Function von
Z, Y, z wird.

Wenn wir daher eine andere solche Auflésung der Glei-
chung (1) finden konnten, welche fiir # — 0 einer willkiir-
lichen Function von , y, z gleich wiirde, wihrend ihre Ab-
leitung in Bezug auf ¢ sich auf Null reducirte, so wiirde die
Summe dieser beiden Auflésungen das allgemeine Integral der
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vorgelegten Gleichung bilden. Aber ein jeder Ausdruck, wel-
cher der Gleichung (1) geniigt, ist ein solcher, dass seine Ab-
leitung nach ¢ ihr ebenso geniigt; nimmt man daher einen dem
zweiten Gliede der Gleichung (2) dhnlichen Ausdruck, indem
man der Function F eine andere willkiirliche Function f sub-
stituirt, und differentiirt man ihn in Bezug auf ¢, so hat man
dieses neue Integral der Gleichung (1):

%=

® 2n

4ndtf/tszn0d0d¢f(w+¢ztcos€ y+atsinlcosp, zt-atsinsini).

Und es ist leicht zu verificiren, dass dieser Ausdruck f (z,y,2)
wird, wenn man ¢ — 0 macht; wéhrend seine Ableitung in
Bezug auf ¢ Null wird.

Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist daher
(3 =—

n 2n

ﬁ//tsinﬁdﬁdz/)F(w—{—atcosO, y-tatsinfcosy, z—|»atsin08i1i1p)

+4,,d f f tsinOdOdYf(a+ateos b, y+atsinfcos, z-+-atsinsiny),

und fur t — 0 findet man
u = f(z, Y, 2),

‘;t Fx,y, 2).
Das Integral ist somit auf die bequemste Form gebracht, weil
die willkiirlichen Functionen, welche es enthilt, gerade die-
jenigen sind, welche man in allen Anwendungen auf Fragen
der Bewegung kennt. Sie sind diejenigen, welche den An-
fangszustand des Systems, d. h. denjenigen bestimmen, welcher
der Zeit t — O entspricht. Poisson ist es, dem man die
Formel (3) verdankt, welche von grossem Nutzen in der ma-
thematischen Physik ist.

156. Das Integral, welches wir gefunden haben, fiihrt
zu jenem der allgemeineren Gleichung
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d2u d2u d?u d2u
(4) 'cm— — a? d.ﬁU? + b dy2 + c? dz2 .
In der That, wenn man setzt
ety Sl =D eie=ie et
so erhilt man

d2u d2u
dez — da +: dy? < dz'? °

Das allgemeine Integral dieser Gleichung wird durch die
Formel (3) gegeben; und wenn man nachher #‘, y’, 2/ durch

-4 s l, = ersetzt, so findet man leicht
ble _

a
) R —
n 2n
ﬁf/tsin@dﬂdlpﬁ’(w—{-atcosﬁ, y+-btsinf cos, z4ctsinf siny)
o 0
n 2n

4ndtfftmn0d0d¢fm+at0030 y+btsin@cosp, 24-ctsinfsiny);

fiir ¢t = 0 hat man

uw=f(2,9,2),

Die Formel (5) giebt das allgemeine Integral der Gleichung
(4), und die in ihr vorkommenden willkiirlichen Functionen
werden gegeben, wie in dem vorigen Falle, durch den An-
fangszustand des Systems.

Elimination der willkiirlichen Functionen.

157. Wenn eine Gleichung mit drei Variablen z, y, 2
eine belicbige Anzahl m willkiirliche Functionen von z allein
enthiilt, so braucht man sie nur mmal in Bezug auf y zu dif-
ferentiiren, indem man z als constant betrachtet; man erhilt
auf diese Weise m - 1 Gleichungen, in welchen die zu elimi-
nirenden m willkiirlichen Functionen vorkommen, ohne dass
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irgend eine von™ ihnen abhiingende Grésse eingefiihrt worden
ist; man kann also alle diese Functionen eliminiren, und man
wird eine Gleichung mit partiellen Differentialen von der mten
Ordnung erhalten.

158. Aber wenn die willkiirlichen Functionen «, y und 2
enthalten, so wird es nicht mehr geniigen in Bezug auf nur
cine Variable zu differentiiren; und damit die Elimination ge-
schehen konne, darf man iiberdies nur willkiirliche Functionen
von bestimmten Functionen von =z, y, z haben.

Nehmen wir z. B. an die Gleichung

@ Fla, y, 2, f(9)] =0,
wo @ eine bekannte Function von z, y, z ist und f eine will-
kiirliche Function bezeichnet.

Indem man die Gleichung successive in Bezug auf z und

: % 5~ dz dz
y differentiirt, erhélt man, 3= =p; @ — ¢ setzend,

dF , dF dF df e
ﬂ""c'l? +df dqa(dm+d =2

dF df )
dy+dz +df do +d oy

Man hat somit drei Gleichungen, welche /' und % enthalten.

Indem man sie eliminirt, erhdlt man eine Gleichung mit par-
tiellen Differentialen von der ersten Ordnung.
Wiire die Gleichung (1) in Bezug auf f aufgeldst gewesen

so hitte man nur g—{; zwischen den beiden derivirten Glei-

chungen zu eliminiren gehabt.

159. Wenn die gegebene Gleichung zwei willkiirliche
Functionen f(¢), £ (¢1) von gegebenen Functionen ¢, ¢, ent-
- hielte, so wiirden die beiden Differentiationen der ersten Ord-

nung —i -5 zi—fl einfithren, und die drei Gleichungen wiirden
P1

nicht mehr geniigen zur Elimination von diesen beiden Func-
tionen und f, £ -

Man wird dann die Gleichungen der ersten Ordnung suc-
cessive in Bezug auf z und y differentiiren, und dadurch drei
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neue Gleichungen und zwei neue zu eliminirende Functionen,

nimlich j_*f_ g @Ch erhalten. Man hat also sechs Gleichungen
(p? dq_)12

und sechs Functionen, die zu eliminiren sind; was noch nicht
geschehen kann.
Indem man die Gleichungen der zweiten Ordnung differen-

tiirt, wird man ﬂ 5 %

do3’ do,3
gen erhalten. Zwischen drei dieser letzten und den sechs vor-
hergehenden wird man die beiden Functionen f, /; und ihre
Ableitungen bis zur dritten Ordnung eliminiren; man wird so
eine Partialgleichung dritter Ordnung erhalten, in welcher keine
Spur der Functionen  und f; vorhanden ist, und welche einen
Charakter ausdriickt, den alle Gleichungen gemeinsam haben,
welche sich von der vorgelegten nur durch die Natur dieser

Funtionen unterscheiden.

einfiihren, und vier neue Gleichun-

160. Allgemein, wenn eine Gleichung mit drei Variablen
n willkiirliche Functionen bestimmter Functionen von «, y, 2
enthilt, so wird man, indem man successive in Bezug auf z
und y bis zur mten Ordnung inclusive differentiirt, eine Anzahl

(m 4 1) (m+-2)
2

von Gleichungen und (m -+ 1) n zu elimini-

rende Functionen erhalten. Damit dies geschehen konne, so
muss man haben

-ﬁ—%}_——2->n oder m >2n-—2.

Die Ordnung der Partialgleichung wird also 27— 1 sein.
In analoger Weise wiirde man verfahren, wenn die Anzah
der Variablen grosser wiire als drei.

161. Wenn die Functionen f, /; etc. nicht in einer be-
stimmten Weise #, y, 2 durch die bekannten Functionen ¢, ¢,
ete. enthalten, so kann man sie nicht eliminiren.

Wenn z. B. eine Gleichung mit drei Variablen eine voll-
kommen willkiirliche Function von z und y enthielte, so wiirde
man bei jeder Ordnung der Differentiation ebenso viele zu
eliminirende Functionen cinfiihren als Gleichungen: die Elimi-
nation wiirde also unméglich sein.
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Aber wenn die vorgelegte Gleichung vier Variablen 2, y,
2z, u enthielte, so wiirde man durch Differentiiren in Bezug
auf 2z allein keine neue Function einfithren; und folglich konnte
man so viele willkiirliche Functionen von # und y eliminiren,
als man will; ebenso wie wir gesehen haben, dass man, von
einer Gleichung zwischen z, y, z ausgehend, willkiirliche Func-
tionen von z eliminiren kann.

Allgemeine Integration der Gleichung, in welcher die
partiellen Differentiale nur im ersten Grade und in
der ersten Ordnung vorkommen.

162. Stellen wir uns die Aufgabe, das allgemeine Integral
zu finden von einer Gleichung zwischen einer beliebigen Anzahl
unabhéngiger Variablen, einer Function dieser Variablen und
ihren partiellen Ableitungen, welche linear darin vorkommen.
Betrachten wir z. B. eine Function » dreier unabhéingigen Va-
riablen #, y, 2. Die gegebene Gleichung wird von der Form
sein

du du du
(1) P-(i—m—{—QaTT/——}—RIZ:S,

wo P, ¢, R, S beliebige Functionen von #, y, 2, u sind.

Wenn diese Gleichung eine Auflosung hat, wie wir dies
iibrigens wissen, so kann sie unter die Form ¢(z,y, 2, u)=0
gebracht werden, und man kann die Function ¢ anstatt » ein-
fiihren, was der Gleichung eine symmetrische F'orm giebt, welche
uns sehr vortheilhaft sein wird. In der That, man hat

dg dg dg
du. dr du E; du __  dz
PR e Pt
du du du
und die vorgelegte Gleichung wird
@) Pi®yole, p%® L 520
dz dy dz du T

Also muss, wenn @ = 0 eine Auflésung der Aufgabe darstellt,
die Function ¢ der vier als unabhéingig betrachteten Variablen
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@, y, z, u dieser Gleichung geniigen; und umgekehrt wird jede
ihr geniigende Function, indem man sie gleich Null setzt, eine
Function » von @, y, 2 geben, welche der vorgelegten Glei-
chung geniigt. Wir kinnen uns daher darauf beschriinken, die
allgemeinste Function von @, y, 2, v zu suchen, welche der
Gleichung (2) geniigt; und wir werden dies thun mit Hiilfe
einer wichtigen Bemerkung, welche wir gemacht haben iiber
die Integrale der simultanen Differentialgleichungen. In der
That, wir haben in Nr. 74 bewiesen, dass wenn man durch

¥(z, y, 2, u) = ¢ irgend eines der drei Integrale der simul-
tanen Gleichungen .

dy dz du

ke Bl

darstellt, man hat, was auch 2, y, Z, u seien,

TAF 4P 4o

also wiirde die Functlon ¥ eine Auﬂosung der Gleichung (2)
sein, wenn man nihme
R S
A=, B=% ¢c-5,
d. h. wenn ¢ eines der in Bezug auf die Constanten aufge-
losten Integrale des Systems
dy Q dz ‘R du_ 8
da™ Pr gy P de T P
wiire, welches man schreiben kann unter der abgekiirzten Form
gz d dz du
(3) G -a-’/ e o
Man kann sogar bemerken, dass eine willkiirliche Function
F () von der Function ¢ auch der Gleichung (2) geniigen

LS ) e
wiirde, weil ihre Substitution nur den Factor 2o einfiihren

wiirde.

Wenn man also die Integrale der Gleichungen (3) reprii-
sentirt durch
1!’(-%’ Yy 2, u):c3 1!’1(1‘,3/, ) u):cla 1!’2(»’”:% 2 1&):62,
so hat man Auflssungen der Gleichung (2), indem man eine
willkiirliche Function, sei es von ¥, sei es von ¥; oder 1,
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nimmt. Aber es ist leicht zu sehen, dass man auch noch eine
Auflosung haben wiirde, wenn man eine willkiirliche Function
der drei, F (¢, ¥, ¥,), nihme.

Denn die Substitution einer solchen Function statt ¢ in
der Gleichung (2) wiirde die Summe der Resultate geben,
welche 9, 9, ¥, einzeln liefern wiirden, wofern man das erste
mit Z—g, das zweite mit (Cll_f; und das dritte mit ;—i
plicirte. Man hat also eine Auflssung der Gleichung (2) in
¢ = I'(Y, ¥, 9,), und folglich hat man eine Auflosung
der vorgelegten (1), indem man setzt # (¢, ¢, ¥,) = 0 oder,
was dasselbe ist,

(4) Yy — f(ll’, 1l’l) ’
wo I und f vollkommen willkiirliche Functionen repriisentiren.
Es bleibt zu zeigen, dass dies das allgemeine Integral ist; oder,
mit anderen W orten, dass indem man 2 einen besonderen Werth,
Null z. B., giebt, man die Function f so bestimmen kann, dass
u eine willkiirliche Function von y und 2z wird.

Es bezeichne x(y, z) eine willkiirlich gewihlte Function;
untersuchen wir, ob man f so bestimmen kann, dass der Glei-
chung

(5) 1”'2(01 Y, 2y u) =f[¢(0,y, 2, u)a ¢1(O’ Ys 2, u)]
geniigt wird, was auch y und z seien, wenn man « durch
% (y, 2) ersetzt. Setzen wir hierzu

6 vO0,y,2,uw)=0v, ¥2(0,y, 2, u) = w, %@y, 2) = u,

und fithren wir die unabhiingigen Variablen v und w statt
y, z einj die Gleichung (5) soll stattfinden, was auch » und w
seien, wenn man darin die durch die Gleichungen (6) sich er-
gebenden Substitutionen gemacht hat, welche Gleichungen fiir
u, 1, z bekannte Functionen von v, w liefern. Indem man
durch @ (v, w) die bekannte Function bezeichnet, auf welche
das erste Glied der Gleichung (5) sich reducirt, so wird man
dann, was auch v und w seien, der Gleichung

0@, w) = f, w)
zu geniigen haben, was die Form der Function f bestimmt.
In welcher Weise man iibrigens u, y, z eliminire, so wird
man eine Gleichung erhalten, welche die Function enthalten

multi-
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und bestimmen wird. Die Gleichung (4) ist mithin das allge-
meine Integral der Gleichung (1), weil sie ihr geniigt und fiir
# = 0 eine willkiirliche Function von y und 2 giebt.

Diese Methode, welche von Jacobi herriihrt, und welche
wir fiir eine Gleichung zwischen vier Variablen auseinander-
gesetzt haben, findet offenbar bei jeder Zahl von Variablen
Anwendung, und es wiire unnéothig irgend etwas in dieser Be-
ziehung hinzuzufiigen. Es eriibrigt uns nur einige Anwen-
dungen von ihr zu machen.

Integration der partiellen Differentialgleichungen
der ersten Ordnung, welche cylindrische Flichen,
conische Flichen, Conoide und Rotationsflichen
darstellen.

163. Wir werden damit anfangen, dass wir an die endlichen
und die Differentialgleichungen dieser Flichen erinnern.

Endliche Gleichungen dieser Oberflichen. — Eine
Cylinderfliiche ist diejenige, welche von einer Gerade erzeugt
wird, die sich parallel zu einer festen Richtung bewegt, indem
sie sich bestiindig auf eine gegebene Linie stiitzt, welche Di-
rectrix genannt wird.

Es seien

ﬁ‘(z, Y, z) == Oa Fl(-’% Y, z) =)
die Gleichungen der Directrix, und

z—az+a, y=bz-4p
diejenigen irgend einer Erzeugenden, wo a und b constant sind
und «, B von einer Erzeugenden zur anderen variiren. Die
Bedingung des Durchschneidens dieser Erzeugenden und der
Leitlinie wird erhalten, indem man @, y, 2 zwischen ihren
Gleichungen eliminirt; woraus eine Gleichung resultiren wird
von der Form

o (ay B)=20.
Man erhilt also die Gleichung des Orts der Erzeugenden, in-
dem man «, # eliminirt zwischen dieser Gleichung und jenen
der Erzeugungslinie; was zur allgemeinen Gleichung der cylin-
drischen Flichen giebt
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p@—az, y—b2)=0,

wo ¢ irgend eine Function bezeichnen kann, oder, indem man
sie in Bezug auf  — az auflost,

a—az = f(y—bz).

Man kann iibrigens verificiren, dass was auch die Function o
sei, diese Gleichung eine Cylinderfliche darstellt.

164. Eine conische Fliiche ist diejenige, welche von einer
Gerade erzeugt wird, die durch einen festen Punkt geht und
sich auf eine gegebene Linie stiitzt.

Es seien

Hia, iy, 2y == 055 B (s 0 e ==()
die Gleichungen dieser Leitlinie, und «, 8, y die Coordinaten

des festen Punktes, die Gleichungen irgend einer Erzeucendcn
werden sein

t—e=ua(z—9), y—p=>4—yp),
wo a und b von einer Erzeugenden zur anderen variiren. Da-
mit die Directrix immer von der Erzeugenden getroffen werde,
so miissen diese vier Gleichungen zu gleicher Zeit stattfinden;
woraus, indem man @, y, z eliminirt, die Bedingungsgleichung
hervorgeht
@ (a, b) = 0.

Die Gleichung des Orts der Erzeugungslinien erhiilt man,

indem man « und b zwischen dieser Gleichung und den beiden

vorigen eliminirt; was zur allgemeinen Gleichung der Kegel-
flichen giebt

B by
"2 (z ey A ihe e 7 == s
oder

r—a

e v (z ek
und man kann wieder verificiren, dass was auch die Function
Jf sei, diese Gleichung eine Kegelfliiche repriisentirt.

165. Ein Conoid ist die Oberfliche, welche erzeugt wird
durch eine Gerade, die parallel zu einer festen Ebene sich
bewegt, und bestiindig eine gegebene Gerade und eine gege-
bene Curve trifft. Nehmen wir die gegebene Gerade zur Axe
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der z, und die feste Ebene zur Ebene der # und y, und es
seien

sy 2) == QNG alllesiy.y b2 ==
die Gleichungen der gegebenen Curve; dlejemgen der Erzeu-
gungslinie sind von der Form

i AT TR

Indem man 2, y, z zwischen diesen vier Gleichungen eliminirt,
erhiilt man eine Gleichung zwischen a und b, welche die letzte
Bedingung ausdriickt, der die Erzeugende geniigen muss. Es
sei a = @ (b) diese Gleichung, so erhilt man diejenige der
gesuchten Oberfliche, indem man a und 6 zwischen ihr und
den Gleichungen der Erzeugenden eliminirt.

Man findet so
= (Y).

Die Function ¢ ist willkiirlich, weil #', 7} beliebige Func-
tionen bezeichnen. Uebrigens verificirt man leicht, dass was
auch diese Function ¢ sei, die vorstehende Gleichung diejenige
eines Conoids ist.

166. Eine Rotationsfliiche wird erzeugt durch irgend eine
Linie, welche sich um eine feste Axe dreht, indem sie immer
dieselbe relative Lage zu ihr behilt; so dass bei dieser Bewe-
gung jeder Punkt einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt
auf der Axe liegt und dessen Ebene zu dieser Axe senkrecht ist.

Nehmen wir den Ursprung in einem Punkte der Axe, und

es seien
F(z,y,2)=0, Fi(#,y,2)= 0
die Gleichungen der Erzeugenden in einer ihrer Lagen; die-
jenigen der Axe sind von der Form
B g, YebE.
Ein beliebiger von den Kreisen der Oberfliche wird zu Glei-
chungen haben

2ty 2=R, z+4az+4by=C.
Damit es einen gemeinschaftlichen Punkt mit der Krzeugungs-
curve gebe, so miissen 72 und C der Gleichung geniigen, welche
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man erhilt, indem man 2z, y, = zwischen den vier Gleichungen
dieser Linien eliminirt. Es sei diese Bedingungsgleichung

@ (RQ’ C) =0,
so erhilt man die Gleichung des Orts der Kreise oder der
Rotationsfliiche, indem man R und C zwischen dieser Gleichung
und jenen irgend eines dieser Kreise eliminirt; man findet so

@4y 422, z4az4by) =0,
at 4 y? + 22 = f(z + az 4 by).

Wenn man den Ursprung in irgend einen Punkt versetzt, des-
sen Coordinaten in Bezug auf den ersten —e«, —f, —yp
sind, so wird die allgemeine Gleichung der Rotationsfliichen
die Form haben

(@—a)+(y—B)2+(e—9)? = fle—y+ale—a) +-b(y—p)] .

167. lhre partiellen Differentialgleichungen. —
Die cylindrischen Oberfliichen besitzen exclusive die Eigenschaft,
dass in jedem ihrer Punkte die Tangentialebene parallel ist
zu einer festen Gerade, deren Richtung diejenige der Erzeu-
gungslinien ist.

Es seien # = a2, y = bz die Gleichungen, welche diese
Richtung bestimmen, und z = F'(z, y) die Gleichung einer
Oberfliche. Ihre Tangentialebene im Punkte (2 y/ 2/) hat zur
Gleichung

oder

—Y¥)-

dz' dz!
z—-z’:m (z—a) ay

Damit sie parallel sei zu der gegebenen Gerade, was auch
der Beriihrungspunkt sei, so muss man haben

dz
ek dw’ + dy' "
Die allgemeine Gleichung der Cyhnderﬂdchen ist also
d 4 + b P P

168. Die charaktenstlsche Eigenschaft der conischen
Flichen besteht darin, dass ihre Tangentialebene in irgend
einem Punkte durch einen festen Punkt geht. Es seien «, f, y
die Coordinaten dieses Punktes; da die allgemeine Gleichung
der Tangentialebene an einer Oberfliche ist
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dz! dz’
fieog e W ) Ty ¥ =47,
so wird die Tangentialebene bestindig durch den festen Punkt
gehen, wenn man fiir alle Punkte der Oberﬂéche hat

e
y—s =35 @—a) + 55 G-y
die allgemeine Gleichung der Kegelﬂachen ist daher
dz dz
-0 Tt G—P =21

169. Da die Tangentialebene an einem Conoid die durch
den Beriihrungspunkt gefiihrte Erzeugende enthalten muss, so
wird sie die Axe der z schneiden in einem Punkte, dessen 2
gleich demjenigen des Beriihrungspunktes ist, wenn man sich
+ die Axen wie oben gewihlt denkt. Der Gleichung der tan-
girenden Ebene

dz’

Ty W)

muss daher geniigt werden durch # =0, y = 0, 2 — ¢’; was
fiir jeden Punkt der Oberfliche giebt

, a2 dz’
gt =%

Die allgemeine Gleichung aller Conoide, was auch die
Leitcurve sei, ist mithin

da,—”_y_—o

170. Die Rotationsfiichen haben die charakteristische
Eigenschaft, dass die in irgend einem ihrer Punkte gefiibrte
Normale ihre Axe trifft.

Es seien

z2=az+t+a, y=dbz4p
die Gleichungen der Axe. Eine Normale zu irgend einer
Fliche hat die Gleichungen

w—.z’—{—d =10, y—y + (z—z’)—O
damit sie die Axe treffe, so muss man d1e Bedmguncr haben
o __" % dz

« o y—B -

dzt (7

rr 217+b
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Indem man diese Gleichung reducirt, und die Accente
wegliisst, erhiilt man die allgemeine Gleichung der Rotations-
flichen, welche sein wird

d d
(y __[,z_ﬂ)a_z_(x—az——a) 3—52-‘ b(x—a)—a(y—4p).

Man hitte diese verschiedenen Differentialgleichungen ab-
leiten kénnen aus den endlichen Glelchungen, durch Eliminiren
der willkiirlichen Function.

Wir wollen nun umgekehrt sehen, wie man von den Dif-
ferentialgleichungen zuriickgehen kann zu den endlichen Glei-
chungen.

171. Integration der Gleichungen dieser Flichen.
Cylindrische Flichen. — Die Differentialgleichung der Cy-

£ & . § dz dz
linderflichen ist, indem man —— = p, z—y— =1 getat;

ap+bg=1.
Nach der oben angegebenen Methode von Jacobi wird man
die beiden simultanen Gleichungen ansetzen

iﬁ—@-—dz

a b

deren Integrale sind 2 —az = C, y—bz = C;; woraus her-

vorgeht, dass das Integral der vorgelegten Gleichung ist
z—az=F({y—bz),

wo F' eine willkiirliche Function bezeichnet, welche sich durch

eine besondere Bedingung bestimmen wird. Nehmen wir zu-

niichst an, dass die Cylinderfliiche durch eine gegebene Curve

gehen soll, welche zu Gleichungen hat

f(@,y,2)=0, fi(z,y, 2)=0;
damit es leichter sei, die Form der Function /' zu bestimmen,
werden wir die dahinter stehende Grisse durch einen Buch-
staben bezeichnen. Es sei also
y—bz = u,
wir werden iiberall y durch bz - u ersetzen. Die Gleichung
der Oberfliche wird
z—az = F(u),
und diejenigen der Curve veréindern sich in

f@,bz+u, =0, file,bec+u, 2)=0,

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. IL 13
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und diesen drei Gleichungen soll durch unendlich viele Werthe
von @, 2z, u geniigt werden. Wenn man daher # und z zwi-
schen ihnen eliminirt, so muss der Gleichung in « geniigt
werden durch jedes #, oder, mit anderen Worten, sie muss
identisch sein. Man wird also die Form der Function 7 finden,
indem man aus dieser Gleichung den Werth von 7 (u) zieht.
Die Gleichung der Oberfliche
a:—dz:F(y—bz)

wird dann vollkommen bestimmt sein.

Man braucht aber nicht die aus der Elimination resulti-

rende Gleichung in Bezug auf /' aufzulssen. Denn es sei
9 lu, F] =0
diese Gleichung; indem man darin « durch y — b2 und /' (v)
durch # — a2 ersetzt, erhilt man zur Gleichung der vorgeleg-
ten Fliche
oy —bz, 22— az) = 0.

Wenn die cylindrische Fliche einer gegebenen Oberfliche
umgeschrieben werden soli, so wird man zuniichst die Punkte
dieser Oberfliche bestimmen, fiir welche die tangirende Ebene
parallel ist zu der gegebenen Richtung der Erzeugungslinien;
und hierzu wird es geniigen auszudriicken, dass sie der Dif-
ferentialgleichung der Cylinderfliche geniigen. Wenn diese
Linie bestimmt ist, so befindet sich die Aufgabe in dem vori-
gen Falle. .

172. Conische Flichen. — Ihre Differentialgleichung ist
(& = @) p A {yer ) ¢ &= 50—

Man wird zuerst die Gleichungen integriren

dasiiron wdy aceilode
Wi W5 e B0 iy

dies fiihrt zu 7
phocie SIS Kot R p
z— vy z— 1y

und das Integral der vorgelegten Gleichung ist
z—a (y—f
syt <2 i 7) :

wo f eine willkiirliche Function bezeichnet.
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Setzen wir voraus, um sie zu bestimmen, dass die Fliche
gehen soll durch eine Curve, deren gegebene Gleichungen
sind

; B ) — 0% M Bega2) =10
man wird setzen
y— 48
z—y
die Gleichungen der Oberfliche und der gegebenen Linie
werden
:__::: f(u), Fla, B-+(2—yp)u, 2]=0, Fi[a, B4 (z—p)u, 2]=0.

"Da diese drei Gleichungen unendlich viele gemeinschaft-
liche Auflssungen haben sollen, so muss, wenn man z und =
eliminirt, die Endgleichung in » identisch sein, und der Werth,
welchen man aus ihr fiir /(u) ziehen wird, bestimmt die Form
der willkiirlichen Function.

Wenn die Kegelfliche einer gegebenen Fliche umgeschrieben
werden soll, so wird man zuerst den Ort der Punkte dieser
Fliiche suchen, welche der Differentialgleichung der Kegelfliiche
geniigen; das Problem kommt dann auf das geldste zuriick.

)

173. Conoide. — Ihre allgemeine Gleichung ist
pz+qy=0.
Die simultanen Gleichungen, welche man integriren muss, sind
also
d—a":idg— und d_._z__:ﬂ oder dz = 0.
@ 9 @ 0
Man zieht daraus 2 = a, y = ba, wo a und b die willkiir-
lichen Constanten. Das allgemeine Integral ist daher

wo ¢ eine willkiirliche Function bezeichnet. .
Will man diese Function bestimmen durch die Bedingung,
dass die Oberfliche eine Curve von den Gleichungen
F(a,y,2) =0, Fi(z,y,2) =0

enthalte, so wird man % — » und y = u 2 setzen in den drei

Gleichungen, welche unendlich viele gemeinschaftliche Auflo-
sungen zulassen sollen.
13*
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Man erhilt so
e =@ @W), F,ur,2)=0, Fi(,ua,z)=0.
Wenn man @ und z eliminirt, so wird die in u identisch
zu machende Gleichung, welche daraus hervorgeht, die Form
der gesuchten Function ¢ erkennen lassen..
Man wiirde verfahren wie in den beiden vorigen Fillen,

wenn das Conoid einer gegebenen Oberfliche umgeschrieben
sein sollte.

174. Rotationsflichen. — Die Differentialgleichung
dieser Flichen ist, indem man den Ursprung in einem Punkt
der Axe nimmt,

(y—ba)p — (@ —az)g=0ba — ay.
Man muss zuerst die simultanen Gleichungen integriren
dz — dy dz

y-——bz:x——az'—bz—ay’

oder :
(b — ay) do = (y — b2) dz,
— (b2 — ay) dy = (z — az) d=.
Multiplicirt man die erste mit a, die zweite mit b, und
zieht von einander ab, so findet man, durch b2 — ay theilend,

ade 4+ bdy= —dz,

z+az-4 by = ¢.
Wenn man aber die erste mit 2, die zweite mit y multi-
plicirt, und sie addirt, so wird man finden

zde + ydy + z2dz = 0,

@+ y? 4 22 = ¢
das Integral der vorgelegten Gleichung ist also
@4y ot = f (2 + a4 by).
Bestimmen wir die willkiirliche Function durch die Be-
dingung, dass die Oberfliche die Curve von den Gleichungen

F (&, Y2 yoe 05 Fl(.z',y,z):()
enthalte; hierzu setzen wir wieder

ztaw 4+ by = u,

woraus

woraus
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und eliminiren wie in den vorhergehenden.Aufgaben z, y, 2
zwischen dieser Gleichung, der der Oberfliche und denen der
gegebenen Curven; die Endgleichung in » muss identisch wer-
den und bestimmt also die Function f(u).

Wie in den vorhergehenden Fillen wiirde man verfahren,
wenn verlangt wiirde, dass die Rotationsfliche einer gegebenen
Oberfliche umgeschrieben sein soll. :
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Variationsrechnung.

175. Die Variationsrechnung ist von Lagrange zur
Auflosung einer neuen Art von Aufgaben iiber die Maxima
und Minima erdacht worden.

In den gewdhnlichen Aufgaben giebt man die Form eines
Ausdrucks, welcher eine oder mehrere unbekannte Grissen
enthdlt, und man sucht die Maximawerthe dieses Ausdrucks,
sowie die besonderen Werthe der Unbekannten, welche ihnen
entsprechen. :

In diesen neuen Aufgaben giebt man den Ausdruck eines
Differentials, welcher unbekannte Functionen von z, sowie ihre
Ableitungen von irgend einer Ordnung in Bezug auf x enthiilt,
und man stellt sich die Aufgabe, diese Functionen so zu be-
stimmen, dass das Integral, zwischen gewissen Grenzen genom-
men, einen Maximum- oder Minimumwerth habe.

Der Unterschied, welchen man zuniichst bemerkt zwischen
diesen und den anderen Aufgaben iiber Maxima und Minima
besteht also darin, dass die Unbekannten nicht bestimmte
Werthe sind, sondern Functionen der Variable, in Bezug auf
welche die Integration ausgefiihrt werden soll.

176. Der zur Auflssung dieser Arten von Aufgaben zu
befolgende Weg ist derselbe wie fiir die anderen. Man nimmt
die gesuchten Functionen als bekannt an, man lisst sie unend-
lich wenig variiren, indem man allen Bedingungen geniigt; und
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man driickt aus, dass in allen Fillen der Werth des Integrals
abnimmt, wenn er ein Maximum sein soll, oder dass er zu-
nimmt, wenn er ein Minimum sein soll.

Man muss also damit anfangen, dass man die allgemeinen
Regeln giebt, vermioge welcher man das unendlich kleine In-
crement der Integrale, und zunichst der Grossen, welche unter
dem Integrationszeichen stehen konnen, bestimmen kann. Aber,
bevor wir uns damit beschiftigen, wollen wir das Vorstehende
durch die Betrachtung einer besonderen Aufgabe erldutern. -

177. Man giebt zwei feste Punkte und eine in dersel-
ben Ebene mit ihnen gelegene Gerade, welches ist die durch
diese beiden Punkte gehende Curve, welche beim Rotiren um
die feste Gerade eine kleinste Oberfliche erzeugt?

Nimmt man diese Gerade zur Axe der @, theilt man die
Entfernung der Projectionen der beiden Punkte in unendlich
viele Theile, und legt man durch die Theilungspunkte senk-
rechte Ebenen zur Axe, so wird die erzeugte Oberfliche in
unendlich viele Elemente getheilt, deren allgemeiner Ausdruck
ist 27y ds, und welche allen Werthen von # zwischen den ge-
gebenen Grenzen ;, @, entsprechen. Is muss also das Inte-

gral f yds wachsen, indem man von der gesuchten Curve zu
jeder anderen Nachbarcurve iibergeht. Und in dem Integrale

z9

f y’ds’, welches sich auf irgend eine unter ihnen bezieht, kon-
x

nlen die Elemente y’ ds’ sich beziehen auf Theilungspunkte der
Axe, welche nicht dieselben sind wie fiir das erste; es geniigt,
dass die Grenzen dieselben sind. So dass, wenn man die bei-
den Integrale Element fiir Element vergleichen wollte, es ge-
niigen wiirde die Elemente beiderseits in derselben Zahl an-
zunehmen, und man ein beliebiges Gesetz zwischen den Abscis-
sen zweier correspondirenden Elemente festsetzen konnte; aber
es wird vortheilhaft sein, sie unendlich wenig verschieden von
einander anzunehmen.

Die Grenzen x,, x, kionnten unbekannt, aber gewissen
Bedingungen unterworfen sein. Man konnte z. B. fragen, wel-
ches die Curve ist, die, indem sie ihre Endpunkte auf zwei
gegebenen Curven hat, und um eine in derselben Ebene liegende

www.rcin.org.pl



S gl <

Gerade rotirt, eine kleinste Oberfliche erzeugt. In dizsem
Falle wiirde man, ob man die Curve gefunden habe, welche

Zg9

die Aufgabe lést, daran erkennen, dass das Integral [yd: zu-

: ts 3
nimmt, wenn man jede andere Curve betrachtet, deren Pinkte
der ersten unendlich nahe liegen, und welche ihre Endpunkte
auf den gegebenen Curven in unendlich kleiner Entfernung von
den Endpunkten der ersten hat.
> Will man die Elemente der beiden Integrale zu zwei und
zwei von dem ersten bis zum letzten mit einander vergleichen,
so konnte man in diesem Falle sie nicht als derselben Ab-
scisse entsprechend betrachten, weil die Abscissen der End-
punkte nothwendig verschieden sind. Es ist daher manchmal
nithig, und immer erlaubt, die beiden Integrale, welche man
vergleichen will, zu betrachten als zerlegt in dieselbe Anzahl
Elemente, welche Werthen von z entsprechen, die unendlich
wenig verschieden und mit einander durch ein willkiirliches
Gesetz verbunden sind.

% Von den Variationen.

178. Wenn man irgend ein Element eines Integrals be-
trachtet und zu seinem correspondirenden iibergeht, so werden
die Incremente der Grossen, von welchen es abhiingt, die Va-
riationen dieser Griossen genannt. Man behilt den Namen
Differentiale bei fiir die Incremente, welche dieselben Gris-
sen erleiden, indem man immer in dem System bleibt, welches
sich auf das ndmliche Integral bezieht. Man unterscheidet die
Variationen von den Differentialen durch das Zeichen o, wel-
ches man dem Zeichen d substituirt, und man denkt sich die-
selben immer unendlich klein.

Es sei also y eine der unbekannten Functionen von a,

welche in dem Ausdruck unter dem Zeichen f vorkommen;

0y ist das unendlich kleine Increment, welches diese Function
annimmt, wenn man von einem Elemente des ersten Integrals
iibergeht zu seinem correspondirenden in dem zweiten. Indem
man y als die Ordinate einer Curve betrachtet, wird y - dy
die Ordinate der Curve nach ihrer Var:i_ation sein, und sie

L
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wird derselben Abscisse wie y in der ersten entsprechen in
dem Falle, wo die correspondirenden Punkte sich auf densel-
ben Werth von a beziehen; dagegen wird y - dy die der
Abscisse # + 0z entsprechende Ordinate sein, wenn dx die,
wie 0y, unendlich kleine und stetige Function von x ist, welche
die Differenz der Abscissen der Punkte ausdriickt, welche man
in den beiden Integralen correspondiren lisst. In diesem
letzteren Falle ist es vielleicht bequemer, « und y, sowie d,
dy zu betrachten als Functionen einer und derselben willkiir-
lichen Variable 7, welche selbst keineswegs in den gegebenen
Ausdruck eingeht, und dann wird die Function unter dem

Zeichen f die Differentiale dz, d?x,..., ebenso wohl wie dy,

d?y, . .. enthalten, alle auf eine und dieselbe Variable bezo-
gen, welche nicht einmal bezeichnet zu werden braucht.

‘Wenn maun die Variationen aller Grissen, welche in einer
Function vorkommen, lennt, so bestimmt sich die Variation
dieser Function nach den gewdhnlichen Regeln der Differen-
tialrechnung, welche das unendlich kleine Increment einer Func-
tion nach den Incrementen aller in ihr vorkommenden Varia-
blen finden lehren. Man hat also allgemein

(1) 0 F (uyv,w,.. dﬁ 6u+dﬁ dv +d w..

179. Versetzung der Zeichen d und 0. — Es ist
wichtig zu bemerken, dass man in allen Fillen die Reihen-
folge der Operationen umkehren kann, wenn man das Diffe-
rential und die Variation irgend einer Function » nimmt. In
der That, es sei v -+ 0v was aus der Function v wird, indem
man von dem ersten System zum zweiten iibergeht. Wenn
man ¢ in 7 -+ dt veriindert, so wird das nte Differential der
Function in dem zweiten System sein d*v - d?dv. Also hat
das Differential d»v der Function in dem ersten System zur
Variation d?dv; man hat daher

2 ddry — drdw.

Hierdurch sind die Variationen aller Differentiale einer Func-
tion durch die Variation der Function selbst bestimmt, und es
geht daraus hervor, dass man die Variation irgend einer
Function von , y, 2,... und ihren Differentialen ausdriicken
kann durch die Variationen dieser Grossen @, y, z und die
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Differentiale dieser Variationen. Man braucht nur Gebrauch
zu machen von der Formel (1), in welcher «, v, w, ... er-
setzt sind durch 2, y, 2, ..., de, dy, dz, ..., d?a, d?y,
diz, ..

Indem man also durch 4, B, C, ..., 4,, By, C, ...,
Ay, By, Cy, . .. die partiellen Ableitungen in Bezug auf diese
Grossen #, . .., da, ..., d?x, . .. von einer Function

Fw, yy 25044, day dy, dz, . . ., &2, B2y, &2, ..
darstellt, hat man

3) 0/ = Adx+ Boy4- Cd2+-...+ Addx + B, ddy+ C,dd: - ..
+Ayd20x + Byd2 0y ...

180. Aber es ereignet sich oft, dass die Differentiale alle
genommen sind in Bezug auf eine besondere Variable, welche
in der Aufgabe vorkommt; alsdann enthalten die Ausdriicke,
welche man zu betrachten hat, nur die Ableitungen aller an-
deren Variablen in Bezug auf diese, und man hat nothig die
Variationen dieser Ableitungen zu berechnen. Man kénnte sie
zwar aus der Variation der Differentiale herleiten, indem man
zuerst diese Ableitungen ausdriickte in Differentiale, welche ge-
nommen sind in Bezug auf irgend eine unabhiingige Variable;
aber es ist besser die Aufgabe direct zu behandeln.

Es sei y eine Function von 2, welche wir darstellen kon-
nen als die Ordinate einer Curve, von welcher # die Abscisse
sein wiirde. Stellen wir durch Y und X dar, was aus y und

5 : & dr Y L 3 s dry
wird; die Differenz b e P wird die Variation von T
sein oder & i—f—l—:%, und es handelt sich darum, sie auszudriicken

durch die Variationen von # und y und die Ableitungen die-
ser Variationen. Es sind zwei Fille zu untersuchen, je nach-
dem X identisch mit # oder davon verschieden ist.

1. Nehmen wir an, dass X sich nicht von & unterscheide,
oder dass man habe 02 = 0, d. h., betrachten wir als cor-
respondirend auf zwei unendlich nahen Curven die Punkte
M, N, welche irgend einer und derselben Abscisse A4 P ent-
sprechen; M N wird dy sein, und man erhilt, in Bezug auf
x die beiden Glieder der Gleichung Y = y -+ 9y differen-
tiirend,
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dry e (I”y dar 51{_
der — danr + dar’

woraus hervorgeht

2. Nehmen wir jetzt an, dass die correspondirenden
Punkte M und N verschiedene Abscissen A P, A Q haben;
man hat "

AP = MP—y, AQ=X, NQ= ¥, PQ="20¢, NE=20y,
und wenn z um gleiche Incremente wichst, so wird X nicht
um gleiche Incremente wachsen, ‘weil X = 2z 4 d2, und weil
0z eine Fanction ist von @ oder von einer willkiirlich gew#hl-
ten unabhingigen Variable. Also wird Differentiiren in Bezug
auf 2 oder auf X nicht dieselbe Operation sein, und die Glei-
chung

Y=y + 0y
wiirde nicat wie in dem vorigen Falle zu

dr'y dry drdy

dX» — danr dan

fithren. Es ist auch nicht der Fall der Anwendung der Formel
(3), weil ¢»Y und dry sich nicht mehr auf die gleichen Incre-
mente derselben Variable beziehgn. Man muss also die Diffe-
dryY . dry
a—" e dzn :
Bezeithnen wir durch » die Ordinate M’ P- der variirten
Curve fiir dieselbe Abscisse # wie das y der ersten Curve,

direct berechnen.

renz
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welches MP ist, und durch o die Differenz M’ M, welche 0y
sein wiirde, wenn man 02 — 0 voraussetzte. Man hat nun
v = ® -} y; und, indem man bemerkt, dass man N, und
MM als gleich betrachten kann, und dass m K — ‘—% 0,

ax
hat man

0y — o —f— y(?.z'
Die Gleichung
U == 0 + Y
nmal differentiirend, erhilt man
dn _ 0 | dny
~ dar  dar dar’
Da aber die Punkte M* und N derselben Curve angehoren, so
sind die nten Ableitungen der Ordinaten dieser beiden Punkte
in Bezug auf ihre respectiven Abscissen # und X nichts Ande-
res als Werthe einer und derselben Function, in welcher man.
fiir die Variable successive die beiden verschiedenen Werthe
AP, AQ oder z und & -+ 0z setzt; woraus nach den Regeln
der Differentialrechnung hervorgeht
ary dru drtly
dXr = dan dzntl
und nach der vorigen Gleichung

oz

AR Y dn d*e  drily

Txv e g Haae e

dmtiy | drhy
e sich von JowF1 hur um
eine unendlich kleine Grosse unterscheidet, so giebt diese

ZXY DY oder 0L den fol-

Bemerkt man iiberdies, dass

Gleichung fiir die Differenz
genden Werth: ! :

dan Wi dr e dn+1y
®) ¢ dam — dar T dgrh :
welche Gleichung wir betrachten als die erste einschliessend:

0y = 0 + %6@'.

dz,

Die Formeln (5) und (4) stimmen iiberein, wenn man §2 — 0
voraussetzt.
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181. Versetzung der Zeichen 0 und [. — Betrach-
ten wir jetzt das Integral /U, wo U irgend einen Differential-

&
ausdruck bezeichnet, un(i die Grenzen z;, @, constant oder
variabel sind. Man kann es in unendlich viele Elemente zer-
legen, von denen das erste 2, und das letzte dem, um das
letzte Differential von 2 verminderten =z, entspricht. Es wird
also die Grenze sein von einer solchen Summe wie
U4+ U, 4+ U + ...+ U,

Betrachten wir nun das unendlich nahe Integral, in wel-
ches das erste iibergeht durch die Variation der Grossen, von
denen es abhiingt, und es sei U’ was aus U im Allgemeinen
durch diese Verinderung wird, so dass U/ — U — 0 U. Die
Grenzen dieses neuen Integrals werden sein 2, - d2; und
@y -+ 0a,, und es kann betrachtet werden als die Grenze von

U, + U, + U5 4 ...4 Uy,
wo diese neuen Elemente einem jeden der ersteren entsprechen.
Das Increment des Integrals ist also die Grenze von

(Ull_ Ul)_"_(U'?—" U2)+"‘+(Ulm’— m)y
oder von
0U, 90Uy, +...40U,,
d. h. f&U

Ob man also die Grenzen x;, 2, constant oder variabel
' voraussetzt, so hat man

(6) an fau

so dass, um die Va,rlatlon eines bestimmten Integrals zu ken-
nen, man nur diejenige des Differentials zu berechnen und sie
zwischen denselben Grenzen zu integriren braucht.

182. Awusdruck fiir die Variation eines bestimm -
ten Integrals. — Betrachten wir ein Integral von der Form

[ Vs,

z1

WO der Werth von V ist
Va2, y,y gL, gy
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y bezeichnet eine unbekannte Function von z, und y*, y~,.. .,
y™ sind die successiven Ableitungen in Bezug auf z. Wir
beschréinken uns auf die Betrachtung einer einzigen Function
y, weil wenn noch mehrere vorhanden wiiren, es geniigen
wiirde fiir jede das zu wiederholen, waswir fiir y thun werden.
Wir werden zwei verschiedene Fiille untersuchen: denjenigen
wo &, 2, gegebene feste Werthe haben, und den anderen wo
diese Grenzen nach gewissen gegebenen Bedingungen variiren
konnen. ]

1. Setzen wir zuerst ; und , constant voraus; wir kon-
nen jetzt 02 — 0 machen und die Formel (4) anwenden, welche
fiir irgend eine Ableitung y™ giebt
! dmoy
dyn -

Bemerkt man nun, dass die Variation von 2 oder 02 Null ist,
und dass folglich die von dz oder ddx es auch ist, woraus
folgt 0(Vda) =0V dw, 80 glebt die Formel (6)

) ade.z'_fan@

S

Berechnen wir _]etzt av.

Es wird aber, wie wir schon bemerkt haben, das Incre-
ment von V durch die gewshnlichen Regeln der Differential-
rechnung gegeben, vermége der Incremente der Grissen, welche

in V variirt haben, d. h. der Grossen y, v, ..., y®. Man
hat also
av

was wir der Bequemllchkelt wegen so schreiben werden:

OV = Moy + Noy' + Poy + QB! + ...+ Uty
Die Gleichung (7) wird also, indem man 0y, ..., dy® ver-
mtige der Formel (4) ausdriickt,

adew_f(Ma —{-N—ﬁ—;—Pdﬂ %% dx»
—{—U%})dm.

Wir haben unter dem Zeichen / die unbestimmte Functiom dy
und ihre Ableitungen nach z; diese letzteren sind bestimmt
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durch 0y, und es ist nothwendig sic aus dem Integral ver-
schwinden zu machen, indem man sie anf 8y allein zuriickfiihrt,
welches vollkommen willkiirlich ist. Man wird dies aber leicht
durch die theilweise Integration bewirken.

In der That, wenn man durch » und » zwei Functionen
von z bezeichnet, so erhdlt man leicht durch eine Folge von
theilweisen Integrationen die nachstehende, oft in der Analysis
niitzliche Formel:

S d" drly du dm2v d?u dn—3v

danr—1 dz dzm? s da? dzn—3
d3u dn—4o dn—1ly
W P b e +fd T tie
Von dieser Formel Gebrauch machend, erhilt man die folgen-
den Gleichungen:

de—a-ydw—NB ——/6y =i,

fp“yd —plly_ 4L, +f6y

>y, i’ﬁy_d_g_z a2 Q _f 3Q
dexsd”’—dez PR P 1 8y G414

...........................

fUdn”ydm___Udn—lay dUd 28y | d2Udvdy

da dar1 de dan2 dz? dw""‘3 &

q:dw_lﬁy-i-fﬁy —da;

aN ap

PR IR
talen Ableitungen von N, P, ... repriisentiren, welche Grossen
N, P, ... als Functionen von 2« betrachtet werden, in denen
man y als von z abhiingend ansieht. Man hat also endlich, in-
dem man die Integrale zwischen den Grenzen #; und z, nimmt,

und es ist wohl zu bemerken, dass . die to-
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. dP . d2Q a1 |72
/<N—d—w—*—3x—2.. "_1)6J
aQ _dH U\ doy
+<P G L e e
6fl’(]r_\ ( dR A3 U\ d2dy
@ { & / AR gl e e
de—lay
\ +D d-Z'n_l

d2 P d3Q d U >

‘ L/ﬁy (M_— ! da? ~ dad 13- + o h
Wenn eme zweite Function 2z in V vorkdme, so wiirde man
zu dem zweiten Gliede dieser Gleichung einen anderen Aus-
druck addiren, welcher sich davon nur durch die Werthe der
Functionen unterscheiden wiirde, welche an die Stelle von
M, N, P, ... zu stehen kiimen, und durch die Vertauschung
von y mit z. Ebenso wiirde es sein fiir irgend eine Anzahl
von Functionen.

183. Wenn die Function ¥ die aut die Grenzen beziig-
lichen Werthe von y, %, . . . enthielte, so wiirde zu den Aus-
driicken, welche wir fiir die Variation des Integrals berechnet
haben, noch hinzukommen:

av
fdy s+ o a oot s+ by )i

Da aber die Grossen 0y;, 0y’ , . . ., 0yy, 0y’s, - . - keine Func-
tionen von 2 sind, so konnte man sie vor das Zeichen f brin-
gen, und die zu addirenden Glieder wiirden sich reduciren auf

v
(10) Sylfd dz—}—ﬁjl d:c+ —{—63/2 @;dr—-f—

2. Setzen wir nun voraus, dass @, @, variabel seien, und
dass 02 nicht Null sei. Man hat in diesem Falle

Gdew———fa(de) /(aV e L Vit

Da die thellwelse Integratlon glebt
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[Vdda= Voz — [dx.dV,
so wird die vorige Gleichung

6de.z—(V6.x) —{—f(6V de— dV.dx).

z zy

Es sei Jetzt

dV = Ldxz + Mdy -+ Ndy’ + Pdy" + Qdy" 4 .. ..
und folglich

0V = Loz + ﬂlﬁy -+ Noy’ +P6y" 4+ Qoy + .. .:
hieraus geht hervor
—_— d_y > ‘( / .@LI ]
6V.dx—dV.B‘w_dw[M@y—dﬁGz +N(oy—Loa)t...|,
oder zufolge der Formel (5)

3V dw_dva@—dw(MerN i Jc L )

" Man hat also zum Ausdruck der gesuchten Variation

- 7 B o de d?e d3a )
6/de=(V&x)+/(Mm+Nd—w—}—Pd—;+Q(;l;a+...)dm.
Man kann bemerken, dass dieser Ausdruck sich von demjeni-
gen des vorigen Falles nur durch die Addition des Gliedes

zg
(Vdz) witerscheidet; denn o bezeichnet hier was dy dort be-
zy
zeichnete. Wenn man daher in gleicher Weise die theilweise
Integration anwendet, so wird man alle an @ haftenden Dif-
: ferentiationsindiges unter dem Zeichen f verschwinden machen,
und man wird finden:

Voax —1——( d.z + daﬂ Yir .>a) i
11 a"dem: +<Q—%”'>%
.
+ fol— G+ T — T T )i
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. IL 14
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Wenn in V eine zweite unbekannte Function z vorkime, so
wiirde d V noch einen Theil enthalten von der Form
M'dz + N'dz' + P'dz" 4 .... Man wiirde setzen
0z — 202 = o',

und wiirde zu dem vorstehenden Ausdruck einen zweiten addi-
ren, in welchem ®’ in derselben Weise wie in jenem o vor-
kime; das Glied Vdz wiirde nur einmal vorkommen. Ebenso
wiirde es sein bei jeder Anzahl Functionen.

Endlich, wenn V die auf die Grenzen beziiglichen Werthe
VDN 5 5 A syl i enthielte, so wiirde man die folgen-
den Glieder hinzuaddiren:

: AV "av AV
12) awlfd_x] dz + 6}/1‘/\@1‘d$ + ...+ 6x2/-(i—w;-(l.r,—+-....

184. Der Fall wo z;, @, variabel sind, kann unmittel-
bar auf jenen zuriickgefiihrt werden, wo sie fest sind, ohne
Gebrauch zu machen von der Formel (5).

In der That, betrachten wir V ais die Ordinate einer
Curve M N, und es sei AP
= 25, AQ — 2,3 man hat

/Vdc———l’11]‘v

Fig. 4.

Es sei jetzt M; N, die Curve
nach der Variation; der Werth
des vorgelegten Integrals wird,
in dem zweifen System, die
Fliche P, M; N; ) sein: man
kann daher, indem man die
unendlich Kleinen der zweiten
Ordnung vernachlissigt, die
Variation des Integrals betrachten als gleich mit

NQQK — MPP,H-+ M,LNJ

Die beiden ersten Glieder représentiren

Vaday — V,da,, oder (Vdz).

xy
Das dritte ist das Integral /6 V . dz genommen zwischen den

N ; s :
Grenzen #, + 02, und ,, oder, mit Vernachlissigung eines
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unendlich Kleinen der zweiten Ordnung, zwischen 2, und a,.
Daher endlich

Te zg Zg
0fVdae =(Véa)4[oV.da,
zy zy n
- wo 0V die Variation von V in der Voraussetzung d2 — 0 ist
und folglich dieselbe Bedeutung hat wie in dem ersten Falle.
Ihr Ausdruck ist also derselbe; nur wird es angemessen sein,
die Variation von y anders als durch dy darzustellen, was in
dem gegenwirtigen Falle eine andere Bedeutung haben wiirde,
und wir werden durch @ die Variation von y in der Voraus-
setzung 82 — O bezeichnen. Es geniigt also, um die gesuchte

Variation des Integrals / Vda zu erhalten, dass man (Vda
g

zu dem zweiten Gliede der Gleichung (9) addirt, worin man

0y durch o ersetzt.

Man kommt so auf die Formel (11) zuriick, wie dies sein
musste. Man wiirde ebenso den Ausdruck (12) hinzufiigen,
wenn ¥ die Werthe der Variablen an den Grenzen explicit
enthielte.

185. Es bleibt uns iibrig den Fall zu untersuchen, wo die
unabhéingige Variable nicht bezeichnet ist, und wo folglich die
Function unter dem Zeichen /* nicht Ableitungen in Bezug
auf @, sondern Differentiale enthiilt, welche genommen sind in
Bezug auf eine willkiirliche Variable, die nicht in der Aufgabe
vorkommt und durchaus nicht bezeichnet ist. Es sei also vor-

Zg
gelegt, 8 /' U zu finden, unter der Voraussetzung
)
U= (o, die, dmy e il O, A sl
Die Grenzen 2; und x, seien fest oder variabel, man hat im-
aer, wie wir zeigten,

) f U= f auy,
und fiir irgend eine Variable u
ddry — d*du.
Dies' vorausgesetzt, bezeichnen wir durch I, M, N, P, .. . die

partiellen Ableitungen von U in Bezug auf die Grossen z, daz,
147
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42z, d3a, . .., und durch 7/, M/, N, P, ... seine partiellen
Ableitungen in Bezug auf y, dy, d?y, d3y, ..., so kann man
0 U in folgender Weise ausdriicken:
0U= Loz + Mddx + Nod2x + Podszx + .
+ L0y + M'ddy + N'od2y+ P'odsy+ . ...

Wir brauchen kaum darauf aufmerksam zu machen, dass die
verschiedenen Grossen L, M, ..., I/, M’, ... nicht von der-
selben infinitesimalen Ordnung sind, und dass der zweite Fac-
tor eines jeden Gliedes die Homogenitiit herstellt. Indem man
die beiden Glieder dieser Gleichung integrirt und alle Varia-

tionen der Differentiale vor das Zeichen f bringt vermége der
theilweisen Integration, erhiilt man den folgenden Werth von

BfU:

M| dx+ N ddz + P | d?0z+... |

LAWY ed P
-{-d?P
",{U" + w dy + N | ddy + P | ddy+...
sy LN g i i 2
as)t + @

+ [82(L — dM 4 &N — &P + .

4 [ Oy (I — AM - BN —dP . ..).

Wenn man in U andere Functionen als z und y hiitte, so wiirde
man Ausdriicke hinzuaddiren, welche #dhnlich wiren einem
von denen, welche sich auf # und y in dieser Formel be-
ziehen. Wie in den vorhergehenden Fillen wiirde man ver-
fahren, wenn U die Werthe der Variablen an den Grenzen
explicit enthielte.

Bestimmung der unbekannten Functionen.

186. Die Bedingung dafiir, dass ein bestimmtes Integral
ein Maximum sei, besteht darin, dass welches Zeichen man auch
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fiir die unendlich kleinen Variationen d, 0y, 0z, . .. annimmt,
die Variation dieses Integrals bestindig negativ ist; die Be-
dingung des Minimums dagegen ist, dass diese Variation
immer positiv sei; und in beiden Fillen muss sie von constan-
tem Zeichen sein. Es muss daher der Theil dieser Variation,
in welchem nur die ersten Potenzen der Grossen dz, 0y, ...
vorkommen, Null sein, und diese Bedingung ist dem Maximum
und Minimum gemeinschaftlich. Man wird beide von einander
unterscheiden durch das Zeichen der Gesammtheit der Glie-
der des zweiten Grades, welches Zeichen constant sein
muss. :

Wir werden den allgemeinen Fall betrachten, wo x, @,
variabel sind, und wir setzen  die Ableitungen genommen in
Bezug auf 2 voraus, was immer moglich ist. Dann wird der

Zy
Ausdruck der Variation des Integrals /' Vdz, 1ndem man sich
zy
auf die Glieder der ersten Ordnung beschriinkt und voraus-
setzt, dass ¥ nur eine Function y enthalte, gegeben durch die
Formel (11). Man muss also das zweite Glied dieser Glei-
chung gleich Null setzen, um die sowohl fiir das Minimum als
fir das Maximum des Integrals nothwendige Bedingung zu
haben.

Aber die Summe der Glieder ausser dem Zeichen j muss
Null sein, und auch das Integral muss fiir sich Null sein; denn
ohne dies wiirde, wenn man die auf die Grenzen beziiglichen
unabhiingigen Variationen willkiirlich fixirte, unter dem Zeichen
/' noch die willkiirliche Function @ bleiben, und dieses be-
stimmte Integral konnte nicht denselben Werth behalten, was
auch diese Function wiire; das zweite Glied der Gleichung
(11) wiirde also nicht bestindig Null sein.

Ueberdies kann dieses Integral

3 @p : ;
et -h
fmdx (M o + : e Gk ) nicht Null sein, was auc

2

dlie Function @ sei, wenn nicht die Grosse, welche sie unter
dem Zeichen f multiplicirt, Null ist. In der That, da @ un-
bestimmt ist fiir alle Werthe von @ zwischen 2; und @,, so
kana es immer von demselben Zeichen genommen werden wie
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der zweite Factor; alle Elemente des Integrals wiirden also
positiv sein, und ihre Summe koénnte nicht Null sein. Dass
@ gewissen Bedingungen unterworfen wiire fiir die Werthe a,
oder @,, wiirde iibrigens gleichgiiltig sein, weil zwei Elemente
keinen Einfluss haben auf ein Integral. Man muss also die
Gleichung haben:

2P d3Q L dn )

(14) M—dx—}—dxz Tt F =0

Diese Differentla]glelchung ist im Allgemeinen von der Ord-
nung 2n, denn V.enthilt y®, und folglich kann U es ent-

halten. Sie ist nothwendig aber nicht hinreichend, damit das
Ze

Integral /' Vda ein Maximum oder Minimum sei. Sie enthiilt

die Gr('iszgen &, Y, y'y y', ..., und ldsst y als Function von z
und 27 willkiirlichen Constanten finden.

Ferner miissen auch die Glieder ausserhalb des Zeichens
in der Gleichung (11) Null werden. Die daraus hervorgehen-
den sogenannten Grenzgleichungen werden zur Bestim-
mung der Integrationsconstanten und der extremen Werthe
von z dienen.

187. Wenn man mehrere Functionen y, z, ... hiitte, so
wiirde man denselben Gang befolgen. Das Integral, welches
in der Variation vorkommt, muss wieder Null sein, unabhingig
von den integrirten Ausdriicken. Es wiirde, wie wir sahen,
mehrere Functionen @, @’, ... enthalten, deren Werthe sind

o =0y —ydz, o =—=0z—2208zx,....
Diese willkiirlichen Functionen wiirden unabhiingig sein, weil
in jede von ihnen eine neue willkiirliche Variation eingeht.
Es miissten also die Grossen, welche jede von ihnen multipli-
oiren, einzeln Null sein, was ebenso viel simultane Differential-
gleichungen liefern wiirde, als Functionen zu bestimmen sind,

Sie wiirden von der Form sein

P diQ
+ dz? ~ dad Gk

(15) g (IN‘ 2P A g
T da da?  dad o0 sy
wo M, N’,... in Bezug auf z vorstellen, was M, N, ... in

Bezug auf y vorstellen.
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Die Constanten wiirden sich wieder durch die auf die
Grenzen beziiglichen Bedingungen bestimmen.

188. Wenn die Functionen y, z einer Glelchungﬁ(r, gy £)=0
zu geniigen hitten, so miissten die Variationen dz, dy, 0z der
folgenden geniigen

d

@ bt oy o+ G 00

=

Man konnte hieraus 0z als Function von dz, dy ziehen,
und es substituiren in dem Ausdruck der Variation des Inte-
grals; man wiirde dann eine unbestimmte Function weniger unter
dem Zeichen /* haben, und folglich auch eine Gleichung weni-
ger, welche ersetzt wire durch F(z, y, 2) = 0.

In der That, die Grosse unter dem Zeichen f , welche
gleich Null gesetzt werden muss, ist von der Form

Aw + A'w’,
und die Gleichung (a) wird, indem man dy und 9z durch ihre
Werthe ersetzt,

dFr
dw 6 +

Der Coéfficient von 0z in dieser Gleichung ist Null, weil man,
die Gleichung F (z, y, 2) = O differentiirend, findet

(y’ﬁw—i— @) + e (z'aw-i— @) =0.

§ TR
;ﬂ—'_dy Y +——zl—0
es bleibt also nur
dF dF

Indem man hieraus ®’ zieht und es in dem Ausdruck
Aw 4 A’w’ substituirt, welcher gleich Null gesetzt werden

muss, erhilt man
dr

4y
@ A A ar |
dz,
und da diese Grosse Null sein muss, was auch die Function @

sei, s0 muss man nothwendig setzen

www.rcin.org.pl



— 216 —

dF

dy

A— A ar = 0

dz

Man hat also zwischen y und z die beiden Gleichungen
3 ’ dFr ar

(16) i | A~ = A iy
und

sty s ) —= )

woraus man y und z als Functionen von # wird finden kénnen

189. Eine andere Art der Bedingung. — Statt die
Werthe von 2, y, z einer Gleichung von bestimmter Form zu
unterwerfen, verlangt man oft, dass ein gewisses bestimmtes
Integral einen constanten Werth behalte: man hat dann was
man ein relatives Maximum oder Minimum nennt.

g
Es sei also f Udz = a, und stellen wir uns die Aufgabe

Ty
Ze

das Maximum oder Minimum von f Vda zu finden. Die
z

Variationen dieser beiden Integrale miissen Null sein; und, in-

dem man zuerst die Grenzen fest voraussetzt, wird man zu den

beiden Gleichungen gelangen -

£ Ze
(@) fuwds =0, B frode=0;
1 5 21

und der zweiten soll geniigt werden, wenn man darin fir
irgend eine der ersten geniigende Function setzt; « und v sind
durch U und V vermdge einer fritheren Formel bestimmt;
und @ bezeichnet noch dy — y’0x. Man sieht sogleich,
dass diese Bedingung erfiillt sein wiirde, wenn «» und v
sich nur um einen constanten Factor unterschieden, und wir
werden zeigen, dass dies nicht anders sein kann.

Setzen wir mit Cauchy

jumdm: P (2),

zy
so ist diese Function ¢ (), zufolge der Gleichung (&), nur der
Bedingung ¢ (2;) = 0 unterworfen; man hat ausserdem offen-
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bar @ (2;) =0, aber @ (z) ist vollkommen willkiirlich zwischen
z; und 2,. Man hat unmittelbar

P (2)

Diesen Werth in der Gleichung (f) substituirend, erhilt man

%6 :‘q)’(a—), daher @ =

29 :
fg- pl(®) dzi=0.
u
Zy
Um dahinein statt ¢’ (z) die Function ¢ (z), deren Bedingungen
bekannt sind, einzufiihren, integriren wir theilweise; wir finden,

p ;
durch <:)7> die Ableitung von % bezeichnend,

[frowi=5o@— [o@ () de:

indem wir zu Grenzen dieser Integrale »; und z, nehmen, und
bemerken dass ¢ () Null wird an diesen Grenzen, kommt

/(—) 7 () dan = —ﬁw(w) (L) ds,

und folglich
v /
fQJ(zL')(‘J) de =0

Da diese Gleichung stattfinden muss, was auch ¢ (z) sei, so fol-
gert man daraus nothwendig <%>I = 0, und folglich

v
==, oder v = au,
wo « eine unbekannte Constante bezeichnet.
Dies ist also die Differentialgleichung, welche die Func-
tion y bestimmt. Wenn¥ihr Werth gefunden ist, und wenn
die bei der Integration®eingehenden Constanten durch die Be-

dingungen der Grenzen bestimmt sind, so substituirt man ihn

in der Gleichung [ Udz = «, welche den Werth der Con-

z1
stante ¢ ergeben wird.

Es ist leicht zu sehen, dass man zu demselben Resultate
gelangen wiirde, indem man das absolute Maximum .von
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29

J(V—aU)dz suchte und die Constante e, wie wir dies eben
zy

angegeben haben, bestimmte. Dies ist die schon von Euler

gegebene Regel. &

Nehmen wir jetzt an, dass die Grenzen 2;, @, nicht fest
seien, so werden die Gleichungen («), (8) durch die beiden
folgenden ersetzt werden

() 'pz U +_/UGJd-Z—O (0) 12—xl+fvmdw_0

wo ¥ und g Ausdrucke ausserhalb des lntegralzelchena be-
zeichnen, welche ¢; und 7 an der ersten Grenze werden, und

¥y, % an der zweiten.

Der Gleichung () soll geniigt werden, wenn man fiir ©
irgend eine solche Function setzt, dass die Gleichung (y) statt-
findet, auf welche Weise dies auch geschehe; also ist @ nur

der Bedingung unterworfen, dass f uodz gleich ¥, — v, sei;

- und es wird verlangt, dass die Gleichung (9) stattfinde fiir
alle Werthe von @, welche dieser Bedingung geniigen. Dies
muss die unbekannte Function y bestimmen.

Setzen wir wieder [u@daz= (), so hat man o (21)=0,

und zufolge der Gleichung (y)
¢(‘T2) o %—11’2,
und @ (z) ist keiner anderen Bedingung unterworfen.

Setzt man in der Gleichung (d) fiir @ seinen Werth
9’ (2)
u

, so kommt

v
% — % —l—/; o’ (z) da ;—0.

1
Um anstatt ¢’(2) die Function ¢ (x) einzufiihren, deren Be-
dingungen bekannt sind, integriren wir theilweise; die vorste-
hende Gleichung wird, mit Riicksicht auf die Werthe von

@ (2) und @ (),

(5)‘ da—"1 —<%>2 (%—%)——f;(.z) (;v-)’da; —0;
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und da @(z) vollkommen ‘willkiirlich ist zwischen z; und a,,

so muss dieses letzte Integral Null sein, sowie der iibrige Theil
des ersten Gliedes, Man hat also wieder

(—U—>I: 0, oder v — au,
7 :

wo @ eine Constante bezeichnet. Indem man <%) durch e
2
in dem ersten Theile der Gleichung (&) ersetzt, hat man
%2_‘xl—“¢x('¢'2—’¢1)—_—0.

Die bei der Integration eingehenden Constanten werden sich
durch die auf die Grenzen beziiglichen Bedingungen bestim-

men, und die Constante « durch die Gleichung /' Ude = a.

z
Man sieht auch hier, dass man zu denselben Resultaten
gelangen wiirde, indem man das absolute Maximum oder Mi-

z9
nimum von [ (V — « U) da suchte, wo « eine unbestimmte
zy
Constante bezeichnet.
In einer analogen Weise wiirde man den Fall behandeln,
wo man mehrere unbekannte Functionen, oder mehrere be-
stimmte Integrale mit constanten Werthen hiitte.

190. Betrachten wir jetzt den Fall, wo das Integral von

zg A

der Form f U ist, wihrend U nur Differentiale enthilt, welche
in Bezug aluf eine willkiirliche Variable genommen sind.- Die
‘Variation dieses Integrals wird jetzt durch die Formel (13)
gegeben, und aus denselben Griinden wie in dem ersten Falle
muss man getrennt gleich Null setzen den Theil, der von dem
Zeichen f frei ist, und denjenigen, welcher sich aus allen Inte-

gralen zusammensetzt, die in gleicher Anzahl sind wie die
Variablen z, y, 2, ...

Nun sind die Functionen d&, dy, 0z, ... vollig unab-
hidngig von einander; also muss jedes Integral einzeln Null
sein, was zu den folgenden Gleichungen fiihrt:
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L —dM + &N — &P 4.
L' — dM + &N — d-‘!P'-}—...
LV — dM 4 &N — BPo . . =

=0,
17 Vs
(17) 0

Man hat somit ebenso viele 'G]eichungen als Variablen 2, y,
2,...; und da eine unter ihnen unbestimmt bleiben muss, so
muss offenbar eine dieser Gleichungen in den anderen stecken.
Wir beschriinken uns auf diese Bemerkung, und fiigen hinzu
dass man hier einen Vortheil hat, welchen die Rechnung des
ersten Falles nicht darbot und welcher darin besteht, dass man
das System von Gleichungen am vortheilhaftesten wiithlen kann,
indem man die am wenigsten einfache Gleichung zur Seite
lisst. Wenn man y, 2, ... als Functionen von z gefunden
hat, so werden sich die durch die Integration eingefiihrten
Constanten, wie in dem ersten Falle, vermoge der Gleichungen
bestimmen, welche sich auf die Grenzen beziehen.
. 191.  Die Integration der Gleichungen (17) wird einfacher,
wenn U kein #, oder eine der anderen Functionen nicht ent-
hélt; denn, da dann der erste Summand einer dieser Gleichun-
gen Null ist, und alle anderen vollstéindige Differentiale sind,
so hat man unmittelbar ein erstes Integral dieser Gleichung
Wenn mehrere der Variablen #, y, ... zugleich in U fehlen,
so ist eine gleiche Anzahl der Gleichungen (16) integrabel.
192.. Die Gleichungen (15) bieten dieselbe Vereinfachung

dar, wenn y oder z nicht in V vorkommt; aber wenn z darin
fehlt, so sind einige Transformationen nothig, um die Vereinfa-
chung zu erhalten, welche uns die Gleichungen (17) unmittel-
bar dargeboten haben.

"~ In der That, setzt man der Einfachheit wegen voraus, dass
es nur eine unbekannte Function y gebe, so ist die Bedingung
des Maximums oder Minimums

: , éP  dQ

®) o= d.z + dz? ~ dad s

und man hat indem man beriicksichtigt dass V' kein  enthilt,
d = My’ + Ny" o Py’ + Qy" + .

Zieht man von dieser Gleichung die mit y’ multiplicirte vorige
ab, so kommt
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av 7 ,AN i ,d2
%=<Ny'+yﬂ)+<Py' ey dP)

w?
a3 Q
v ‘
Es ist nun leicht zu sehen, das das zweite Glied dieser Glei-
chung eine vollstindige Ableitung ist.
Hierzu bemerken wir allgemein, dass wenn » und v be-

liebige Functionen von z bezeichnen, ein Ausdruck von der
Form

wdrv — vdru
ein vollstiindiges Differential ist, wenn n gerade, und dass
ud®y 4 vd*u
ein .solches ist, wenn n ungerade. Es folgt hieraus, dass alle
Binome, welche das zweite Glied der letzten Gleichung bilden,
vollsténdige Ableitungen sind, und dass man folglich die bei-
den Glieder dieser Gleichung integriren kann; was zu einer
Gleichung von niedrigerer Ordnung fithren wird.
Setzen wir z.B. voraus, dass V nur y, y‘ und y// enthalte.
Die letzte Gleichung wird

v : dN d2.
ﬂ=(Ny’7+y'7;)+(Py”'-y’#:)?
woraus durch Integriren
dP
(b) V=Ny+ Py—y 5. +C,

eine Gleichung dritter Ordnung, wihrend die Gleichung (a)
‘von der vierten war. Wire zu gleicher Zeit V unabhéngig
von y, so hitte man M — 0; die Gleichung (a) wiirde inte-
grabel sein und geben

g
N_S=C.

Zwischen dieser und der vorigen Gleichung g—g eliminirend,
wiirde man finden
V=Py" "+ Cy + C,
" wo C urd " zwei willkiirliche Constanten bezeichnen. Diese

Gleichurg ist nur noch von der zweiten Ordnung. So kann
man, wean V nur y/, y* enthilt, ein zweites Integral der Glei-
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chung (a) érhalten, und die Rechnung auf die Integration einer
Gleichung der zweiten Ordnung zuriickfiihren.
Wenn V eine zweite Function z und ihre Ableitungen 2’
und 2’ enthielte, so wiirde man ebenso erhalten

: gRiet iAdBY
(¢) V::]Vy’—’—Py”—y’d—m—}—ZV’z’—}—P’z”-—z’d'Z +C.

Der besondere Fall, wo man nur die Differentiale
der ersten Ordnung betrachtet.

193. Wenden wir unsere Theorie an auf den einfachen
Fall, wo die Function V drei Variablen z, y, 2z und nur die
ersten Ableitungen von y und z enthiilt. :

Das vorgelegte Integral sei

Ze t
ff(m, TR R TR ) S

r d dz |
G/f(.z,y, 2, E_.%’ E)dz.—_—O.

1. Wenn keine allgemeine Gleichung zwischen z,y, 2
existirt, o wird man von den Formeln (15) Gebrauch machen,
und man hat

also

aN . aNe
WO
af g df _ . 4f 3
dy it e iy dz 5 dz’ Yy

Diese beiden simultanen Gleichungen von der zweiten Ordnung
werden y und z als Functionen von # und vier willkiirlichen
Constanten ergeben.

Wenn die beiden Grenzen unabhiingig sind, so hat man
fiir jede
(19) (V— Ny — Nz)da+ Noy+ Ndz=0.

Wenn fiir eine von ihnen keine Bedingung besteht, so miissen,
da 0z, 0y, 02z unabhiingig sind, ihre Coéfficienten einzeln Null
sein, was drei Gleichungen zwischen den auf diese Grenze be-
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ziiglichen Werthen von z, y, z, y’, 2’ liefert. Wenn dagegen
an dieser namlichen Grenze z, y, z einer gegebenen Gleichung
@ (2, y, z) = 0 geniigen miissten, so wiirde man haben

do dg dg &
dwa.’c—i—dy 6y+dz 0z=0.

Indem man 82z zwischen dieser und der Gleichung (19) elimi-
nirte, wiirden nur die Unbestimmten 0z, 0y iibrig bleiben,
deren Coéfficienten man einzeln gleich Null setzen wiirde. Man
hitte also wieder drei Gleichungen zwischen den auf diese
Grenze beziiglichen Werthen von z, y, 2z, 2/, y*. Man wiirde
in derselben Weise verfahren, wenn man eine zweite Gleichung
hiitte. :

Gegenwiirtig ist es leicht die durch die Integration einge-
fithrten willkiirlichen Constanten zu bestimmen; denn die zwi-
schen 2, y, z und diesen vier Constanten erhaltenen Gleichun-
gen miissen erfiillt werden durch z;, y;, 2, und durch =, y,,
2y, woraus zwel Gleichungen fiir jede Grenze resultiren.
Also hat man fiir jede Grenze fiinf Gleichungen zwischen
den Werthen von z, y, 2, welche sich darauf beziehen, und
den vier Constanten; man kann daher diese Constanten und
die auf die Grenzen beziiglichen Werthe von z, y, z be-
stimmen. :

2. Wenn die Variablen @, y, z gehalten sind einer Glei-
chung F(z, y, 2) = 0 zu geniigen, so muss man von der
Formel (16) Gebrauch machen, welche in diesem Falle wird

,_dN\AF _ (. dNNdF
(20) (.41_7];)3;_@4 2 dw>dy :
Indem man z vermoge der Gleichung F'(z, y, z) = 0 elimi-
nirt, erhiilt man eine Gleichung der zweiten Ordnung zwischen
2 und y. Diese integrirend findet man y, und folglich z, als
Function von # und zwei willkiirlichen Constanten.

Die Werthe von @, y1, 21, @, ¥, 22 bestimmen sich wie
in dem vorigen Falle, indem man beriicksichtigt, dass sie der
Gleichung /' (z, y, 2) — O geniigen miissen. Man hat jetzt
vier Gleichungen fiir jede Grenze. Die beiden willkiirlichen
Constanten bestimmen sich aus diesen Gleichungen, sowie die
auf die Grenzen beziiglichen Werthe von z, y, 2.
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Anwendung auf einige besondere Probleme.

194. Linie von der kiirzesten Linge. — Betrachten
wir zuerst den Fall, wo man keine allgemeine Bedingung giebt
zwischen den Coordinaten der verschiedenen Punkte dieser
Linie, d. h. wo sie nicht gendthigt ist auf einer gegebenen
Oberfliiche zu liegen.

. Das Integral, welches ein Minimum werden soll, ist

fd.le + y’? 4 22
man hat also
V=\/1+y’2+z"~':i—;, M=0, M=0,

HE Y _dy N e B __4dz
VI L mar e dr
'Die Gleichungen (18) werden

V1 Fy2f o2 ds

dN dN'
d.z' O -d—.,’l-'_ = 0 H
N und M sind also constant, und folglich y* und 2*.
Es sei
e—"(, =R O

daraus folgt

y=Catd, "z2=Caz4'd:
~ Also, was auch die auf die Grenzen beziiglichen Bedingungen
seien, man findet, wie zu erwarten war, eine gerade Linie.

Die Gleichung (19), welche fiir jeden Endpunkt stattfinden
muss, wird

0z + y' 0y + 292 =0,
(a) oder
dedz 4 dydy 4 dzdz = 0.
Es sind aber drei Fille fiir Jeden Endpunkt zu umter-
suchen :
1. Wenn das Ende (@, y;, #) fest ist, so hat man
6.’01 = 0, 6y1 = 0, 621 = 0;
seine Coordinaten =, y;, 2 sind gegeben, und die Constanten
C, (", d, d miissen den beiden Bedingungen geniigen
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p=Cay+d, azy="0C"n - d.
2. Wenn dieser Endpunkt einer Gleichung F(z,y,2)=0
geniigt, so hat man ‘
gfaxl+d oy + o= el
Indem man 0z zwischen der Gleichung («) und dieser elimi-

nirt, und darauf die Coéfficienten von d#; und dy; gleich Null
setzt, erhilt man

dr dF = odFn - il oo i e
iz =iy DT dy = 7 dz’
oder : '

dF L diff - dF
dz T Tvda’ dy
in welchen Gleichungen 2, y, z zu ersetzen sind durch ay, ¥, 2;.

Diese zwei Gleichungen sind zu verbinden mit #/(2y, y3,2,) =0

und mit den beiden folgenden
n=~Cax +d, 5= Cuax + d.

Man hat so fiinf Gleichungen zwischen #,, 3, 2 und den
vier Constanten.

3. Wenn man zwei Gleichungen zwmchen 25 Y15 21 gibe,
so wiirde man ebenso zu fiinf Gleichungen zw1schen 1hnen und
den Constanten gelangen.

Somit findet man fiir jedes Ende, sei es Mg Bdbreiner
oder zwei Bedingungen unterworfen, immer zwei Gleichungen
zwischen den Constanten, entweder direct oder durch die Eli-
mination von @, y, 2. Also konnen die vier Constanten
immer bestimmt werden durch die auf die beiden Grenzen be-
ziiglichen Bedingungen.

ar
=Coy

195. Die Gleichung (a) enthélt eine bemerkenswerthe
geometrische Eigenschaft der kiirzesten Linie. In der That,
sie driickt aus, dass die Richtung, welche mit den Axen Win-
kel macht, deren Cosinus proportional sind mit dz, dy, dz,
senkrecht ist zu derjenigen, deren Cosinus proportional sind
mit &, dy, 0z. Woraus hervorgeht, dass die Tangente an
der gesuchten Linie, welche durch irgend einen ihrer Endpunkte
gefiihrt ist, senkrecht steht auf allen Richtungen, nach welchen

dieser Endpunkt sich bewegen kann. Sie ist also normal zu
Duham el, Diff.- und Int.-Rechnung. IL 15
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der Curve oder Oberfliiche, auf welcher dieser Endpunkt blei-
ben muss, wenn er nicht fest von Lage ist.

196. Nehmen wir jetzt an, dass die gesuchte Linie ge-
nithigt sei, auf einer gegebenen Oberfliche zu liegen von der
Gleichung

it 2)ie—03
in diesem Falle muss man der Gleichung (20) geniigen, welche
sich reducirt auf

AF dN _ dF 4N . dF . dy dF , d:
dz de — dy de Az g4 .dy - ds -
Dicse Gleichung zweiter Ordnung, in Verbindung mit der vor-
stehenden, liefert y und 2 als Functionen von z und zwei will-

kiirlichen Constanten.

Die Gleichung (19) findet fiir jede Grenze statt und zeigt
wieder, wenn die Grenzen nicht fest sind, dass die gesuchte
Curve senkrecht ist zu den Curven, nach welchen sie sich auf
der gegebenen Oberfliche bewegen konnen. In dem einen und
anderen Falle bestimmen sich die Constanten durch die schon
angegebenen Mittel.

197. Die Gleichung dd—l;- gZ—Z o %;— % lisst eine Dbe-
merkenswerthe Eigenschaft der kiirzesten Linie erkennen. In
der That, die Gerade welche irgend einen Punkt derselben
mit dem Kriimmungsmittelpunkt verbindet, macht mit den Axen
d?x dty d’z -
ds?’ds?’ ds? °’
und die auf dle Normale zur Oberfliche beziiglichen Cosinus

Winkel, deren Cosinus proportional sind mit

sind proportional mit Cy: ] C(ll,{; % Die vorstehende Glei-
chung giebt aber
d s? ds?
: ey
und es ist leicht zu sehen, dass diese Verhiiltnisse gleich sind

d2x

., ds? Ha9nt { i
mit d_;"; denn die Symmetrie der Gegebenen in Bezug auf

da
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2, y, z zeigt, dass man, die Rechnung anders richtend, dieses
letzte Verhiiltniss gleich einem der beiden anderen gefunden
hiitte.

Uebrigens kann man dies leicht verificiren.

In der That, die Gleichungen (b) geben

py de mydy | Bede e
di__cﬁl_ds‘lds ds7ds_E
dl"—dﬁ'_g_liiy_ dﬁ‘tﬁ—d"

l

:l-?y_ dz dy ds H dz ds da
wie wir behauptet hatten; die Richtung der Normale zur Ober-
fliche fillt also zusammen mit der von demselben Punkt zu
dem Kriimmungsmittelpunkt der kiirzesten Linie gefiihrten
Gerade. Mit anderen Worten, die osculirende Ebene dieser
Curve ist bestindig normal zu-der Oberfliche.

198. Kleinste Umdrehungsfliche. — Nehmen wir
uns vor die ebene Curve zu finden, welche durch zwei gege-
bene Punkte geht und eine kleinste Fliche erzeugt, indem sie
um eine in ihrer Ebene liegende Axe A X rotirt. :

x9 i
Das Integral f y V'daz = dy? soll ein Minimum . werden;
und d'a 2 nicht unter dem Zeichen f vorkommt, so ist es an-
gemessen die Gleichungen (17) oder die Gleichung (b) in Nr.
192 anzuwenden. Nimmt man die ersteren und beriicksichtigt,
dass I, N, P, ... Null sind, so findet man, indem man durch
¢ eine willkiirliche Constante bezeichnet,
M= ¢, oder ) Bl s G
Vdar + dy?

woraus man zieht
dy? cd
B i au aiko 1185 C 0 gty
Y iEse (l +d.z?>’ ‘da: — V_y_Q_?’
und integrirend
I—C‘

T4 :z.<§/_+_‘/_-’/2__£), Y+ Vgt i denit
p y

c

daher

15*
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die Gleichung einer Kettenlinie, deren unendliche Zweige iiber
der Axe der & emporsteigen.

Die Constanten ¢, ¢; bestimmen sich, indem man aus-
driickt, dass der Gleichung durch die Coordinaten der gege-
benen Punkte geniigt wird. Betrachtet man den einfachsten
Fall, wo die Ordinaten dieser Punkte gleich sind, so wird die
Curve symmetrisch sein in Bezug auf die Senkrechte zur Axe,
welche in gleicher Entfernung von diesen beiden Punkten ge-
fiihrt ist. Es selen @ und — a ihre respectiven Abscissen,
und b ihre Ordinate, so hat man zuniichst ¢, — 0, damit die
Glei’chung sich nicht #indert, wenn man z durch — 2 ersetzt;
darauf’

was ¢ bestimmt.
gy bu 1 b
Setzt .man T == ©s 80 hat man Rl (e + e—*), und

man wird u ﬁndén durch den Durchschnitt der Gerade y:b(—lu

mit der Kettenlinie y — % (e 4+ e—%); der Werth 'von ¢
folgt daraus. ‘

199.0 Es ist nicht immer méglich, der Gleichung
’ 20 e Je—v
R

a
zu geniigen.

In der That, das zweite Glied ist unendlich fiir v — 0
und » — o ; dazwischen bleibt es endlich und positiv: es hat
also ein Minimum, und das Problem wire unmoglich, wenn

§o 2 ; ;

o kleiner wiire. Suchen wir daher den Werth von diesem
Minimum: es wird eine einzige Auflosung geben, wenn man
20 ; : : i Y :
T gleich diesem Werthe giebt; zwei, wenn es grisser ist;

und keine, wenn es kleiner ist.
Der auf dieses Minimum beziigliche Werth von » geniigt

u —u
(i—e = o% —ie Y,
u
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Wenn man u« zwischen dieser Gleichung und der vorigen eli-
minirte, so wiirde man die Gleichung erhalten, welche den

! ! b ;
kleinsten Werth bestimmen muss, den = haben kann, damit

das Problem mdoglich sei.
Wenn man bemerkt, dass man identisch hat

(e — e7%)2 = (e* - e7#)2 — 4, :
so kann man die letzte Gleichung so schreiben

e (G =

woraus hervorgeht
26 V ok
a a?

2
u2:1+%§'.

und folglich

Aber
2b

{1 Jeriis ! ud ud T4
ol Tl —2(“ T T.28 T Gnd: )
daher ;
: a? ai\.2

s\ E i b ]
= & T o s e e e e

Wenn man -%— in dem zweiten Gliede vernachldssigt, so wird

es zu klein; also :
Lsag st
P R o 1 Ut ey SRR

. . , . / & 1
Der reciproke dieses Werthes ist also grosser als %—; und

wenn man ihn in dem zweiten Gliede substituirt, so wird es

i

! / b :
zu gross und giebt eine obere Grenze von —-. - Hieraus re-

sultirt ein zu kleiner Werth fiir -%—; und, indem man 8o fpté—

fihrt, erhiilt man eine Reihe von abwechselnd grosseren und
) b s ki

kleineren Werthen als = welche sich ihm unbegrenzt nithern.

Man findet so
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ale-l

=1, LI3nV;

Es muss also das Verhiltniss %wenigstens gleich 1,19967

sein, wenn es eine Curve geben soll, die eine kleinste Ober-
fliche erzeugt; und man begreift die Moglichkeit dass es keine
giebt, wenn man bemerkt, dass wenn die Curve die Axe
schneidet, die Ordinaten negativ werden, und das Integral un-
begrenzt abnimmt.

Wenn % > 1,19967, so hat man zwei Auflosungen; aber

sie konnen nicht zwei Minima geben, denn es miisste dazwi-
schen ein Maximum liegen, was drei Auflsungen verlangen
wiirde. Sie kionnen auch nicht zwei Maxima geben, sie geben
also ein Maximum und ein Minimum. Da das Integral bis
zum negativen Unendlichen abnimmt, so sieht man, dass das
Maximum der Kettenlinie entsprechen wird, welche ihren
Scheitel am tiefsten hat, und das Minimum derjenigen, deren
Scheitel am  hochsten liegt. Diese letztere entspricht dem
grossten der zwei Werthe von¢, weil die Gleichung der Curve ist

A Lx
:;(eJ’_g )3

und weil, indem man 2z — 0 macht, man ¢ zur Ordinate des
Scheitels findet. '

200. Der grosste Fliachenraum isoperimetrischer
Curven. — Nehmen wir an, dass die Endpunkte der Curve

geégeben seien und zu Coordinaten haben ;, y; und a,, y;;
Zy
das zu einem Maximum zu machende Integral ist / ydx, und

EXN
man soll haben, indem man durch I die Liinge der gcgebencn
Curve bezeichnet,

fd.z' V1 + y2 =L

zy
Man wird setzen nach der Regel des relativen Maximums

/5[(y+ V14 y2)da] = 0;

da x nicht unter dem Zeichen / vorkommt, so wendet man

die Gleichung (b) in Nr. 192 an, und man findet
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it ol waely’?
y+eV1ity e
oder
(y—0) V1 + y?2 4+ a = 0;
woraus

und endlich

(y—0)? + (z—)? = a2,
wo ¢ und ¢ zwei willkiirliche Constanten. Die Curve ist also
ein Kreis, und es eriibrigt die Constanten e, ¢, ¢’ zu finden.
Man wird zunichst ausdriicken, dass er durch die beiden
extremen Punkte M und N geht; dies giebt

(&r—¢)? + (g —e¢)? = o2,

(@—¢)? + (2 — 0" = &%
woraus

_,l.lz i ‘Uz") iy S ol (l'l e .T._,) + y12 —}/22— 9¢ (]/1 —'yz) — (),
welche Gleichung ausdriickt, dass der Mittelpunkt auf der
Senkrechte liegt, welche errichtet ist in der Mitte der die
beiden Endpunkte verbindenden Gerade.
Es sei d die gegebene Linge dieser Gerade, so hat man
L
d = 2asin %’

welche Gleichung « bestimmt; ¢ und ¢ folgen daraus, und
man findet zwei Kreise, de-
ren Mittelpunkte 0, 0/ sym-
metrisch liegen in Bezug
auf die gegebene Sehne.
Der eine bezieht sich auf
das Maximum, der andere
auf das Minimum: denn die
beiden Fldchen sind respec-
tive gleich dem Trapez
MP QN, vermehrt oder ver-
mindert um dieselbe Grosse
MRN; wenn also die eine
ein Maximum, so ist die
andere ein Minimum. Man
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schliesst daraus noch, dass die Fliche /RN ein Maximum
ist; und wenn die Aufgabe zum Gegenstand die zwischen
der gegebenen Sehne und dem Bogen enthaltene Fliche
hat, so ist sie nur eines Maximums fihig, und dieses wird
durch den Kreisbogen bestimmt, dessen Sehne und Liinge be-
kannt sind.

Wenn die Grisse des Bogens und die Richtung der Axen
so wiiren, dass das Segment MRN durch die extremen Or-
dinaten geschnitten ‘wiirde, so wiirde dieser letzte Satz darum
nicht weniger wahr sein: denn, wenn man sich die Curve be-
stimmt denkt, so kann man darin auf unendlich viele Weisen
eine solche Sehne ziehen, dass man fiir ein passendes Axen-
system sich in ‘dem vorigen Falle befindet. Da nun die totale
Fliche ein Maximum ist, so wird dieses Segment es ebenso
sein, indem man seinen Perimeter constant ldsst; also wird es
durch einen Kreisbogen begrenzt: was nicht sein konnte fiir
alle Sehnen, welche man sich so denken kann, wenn nicht die
ganze Curve ein Kreishogen wire. Wenn die beiden Punkte
M uand N zusammenfallen, so hat man den Fall einer ge-
schlossenen Curve, und man sieht, dass sie einen ganzen Kreis
bilden muss.

201. Maximum der durch die Rotation isoperi-
metrischer Curven erzeugten Oberflichen. — In die-

z3
sem Falle muss [daV 1 + 52 ein Maximum sein zu gleicher

Zeit mit [do V1 + y* = |; man muss also setzen

SOl VIT g+ «VTF el = 0,
oder 9
fa[(y + o) V14 y2da] = 0.

Die Rechnung wird dieselbe sein wie in dem schon be-
handelten Falle, wo man die Liinge der Curve nicht gab.
Nur.ist y + « dem y substituirt. Man findet also

o fEsa _z=a
Yy e =K ‘e ‘)'

WWW.
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Die Curve ist wieder eine Kettenlinie. Die drei Constanten
@,~, ¢, bestimmen sich, indem man ausdriickt dass die Curve
durch die beiden gegebenen Punkte geht, und dass [ 1hre
Linge ist.

202. Man zeigt in der Statik, dass die Kettenlinie von
allen isoperimetrischen Curven diejenige ist, deren Schwer-
punkt so tief als moglich liegt. Von dieser Eigenschaft aus-
gehend hiitte man folgern knnen, dass die Curve, welche die
kleinste Oberfliche erzeugt, eine Kettenlinie ist, deren Con-
vexitiit sich gegen die Axe kehrt, und dass diejenige welche
die grosste Fliche erzeugt jene ist, welche man erhalten wiirde,
indem man sich die Wirkung der Schwere im entgegengesetzten
Sinne gerichtet déichte.

203. Der kleinste Korper, welcher durch die Ro-
tation isoperimetrischer Curven erzeugt wird. — Es
sei | die Linge einer Curve, welche durch zwei gegebene
Punkte geht und um eine in ihrer Ebene liegende Axe rotirt;

der erzeugte Korper hat zum Ausdruck f wy?dz. Also soll

z3

f y?dz ein Minimum werden mit der Bedingung

zy

fda: gldi==s .

Man muss also set.een
fé[(zﬂ + V14 y?) de] =0,

und die Bedlngung des Mlmmums ist, indem man die Formel
(b) in Nr. 192 anwendet,

vt VT = A o,

(2—c) V1 -|-y'2'+ aie=0;
woraus man zieht
‘ @0 dy
Voot (y2 — ¢)? :

Diese Gleichung ist diejenige der sogenannten elastischen

oder
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Curve, welche die Gestalt einer im Gleichgewicht unter der
Wirkung gewisser Kniifte befindlichen Feder darstellt. Man
kann sie nur durch Reihen integriren. Die beiden Constanten
a und ¢, sowie die bei der Integration eingehende, wiirden sich
bestimmen, indem man ausdriickt dass die Curve durch die
beiden gegebenen Punkte geht, und dass ihre Liinge [ ist.

204. Brachistochrone. — So nennt man die Curve,
welche ein schwerer Korper befolgen muss, um von einem
Punkte zu einem anderen in der kiirzesten Zeit zu gelangen.
Durch ¢ die Schwere bezeichnend hat man

<%>2 = 29(n —a),

indem man durch z die vertical, in entgegensetztem Sinne mit
der Schwere geziihlten Ordinaten bezeichnet, und durch =,
diejenige des hichsten Punktes. Man zieht hieraus

dt — 1_ ds .
V2_7 b m,—w,

und um der gegebenen Bedingung zu geniigen, muss das In-

ds : A .
tegral / v—.= ein Minimum werden, oder das negative
& —u

Integral f da l+u ein Maximum. Dies liefert

r — &

zunachst die Gleichungen

1 ﬂ/__ﬂo bk
\/ P a8 E Va, —ax ds :
woraus
d ¢ ¢
d—z:—&,y:?’-z—{—c”-

Diese Gleichung zeigt, dass die Curve in einer Verticalebene
enthalten ist. Nehmen wir diese zur Ebene der 2 und y; sie
ist bekannt, weil sie die beiden gegebenen Punkte enthiilt.
Man hat dann z = 0, und es bleibt nur die Gleichung

: B ¢, woraus dy = — siudi
Vs ey

Verwandelt man @; — & in 2, so wird diese Gleichung
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was sich leicht integriren ldsst.

Diese Curve ist eine Cycloide, deren Lage wir finden
wollen.

Wenn B und C die beiden gegebenen Punkte sind, so
kommt die Transformation,
welche wir gemacht haben,
darauf hinaus den Ursprung
in B zu nehmen, und die
Axe der z in der Richtung
der Schwere. In diesem
System von Axen wiirde
eine Cycloide, deren Basis
BY und deren Anfangs-
punkt in B wire, die Dif-
ferentialgleichung haben

7
tl1 == dll,’ V————
J R

withrend « der Radius des erzeugenden Kreises wiire.

Fig. 6.

Die gesuchte Curve ist also eine Cycloide, deren Basis B 'Y,

ist, und von wel-

. : 1
deren Durchmesser des Erzeugungskreises 5
c

cher der eine Endpunkt der Basis in B liegt.

Die Constante ¢ wird sich bestimmen, indem man aus-
driickt, dass der endlichen Gleichung der Cycloide geniigt
wird durch die Coordinaten des Punktes C.

205. Nehmen wir jetzt an, dass die beiden Endpunkte,
anstatt fest zu sein, gendthigt seien sich auf gegebenen Curven
zu befinden. Man wiirde wie in dem ersten Falle zu der

Z ¢ ; : ;
Gleichung y = — 2 4 ¢ gelangen, welche zeigt, dass die
¢

Curve noch in einer Verticalebene liegt. Diese Ebene ist un-
bekannt, aber die Gleichung der Curve, bezogen auf in dieser
Ebene genommene Axen, wiirde darum nicht weniger die schon
gefundene Form haben; woraus man schliesst, dass diese Curve
eine Cycloide ist, deren Basis horizontal und deren Anfang
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im Ausgangspunkte liegt. Alles reducirt sich darauf, die Ccor-
dinaten der beiden extremen Punkte und den Radius des er-
zeugenden Kreises zu finden. Da die beiden Grenzen von
einander unabhiingig sind, so muss man fiir die erste die

Gleichung haben

(a)[ dw—(V Ny —Nw),] du, — Noy, — N‘dz =O0.

In dem gegenwiirtigen Falle hat man
\/1 Trifes
x —

V.zl—.:c Vl —}—y’?-}—z’? 5

W g = ¢,
Vay—az V14 y2 4 2

S

V. —1Vify2 a8

dzy T (= — w)%

Die Gleichung (a) wird also

LY 2
[ f s _> Y Ty o — Virfoys o' Jaz,l__o
—cﬁyl—c’ﬁzl

Die theilweise Integration giebt 2
3

/—( 2 dwvl+y’2+”2:—($l—w) lzﬁ“*‘z”

(2, =) : (yy”+ z’z”)da:
+ / Vl +y/2 + 2/2

— V[ ey ey da
=— Vtecy'+c'2.

In diesem letzten Ausdrucke muss man dem z successive 2, und
a;substituiren und das zweite Resultat vom ersten abziehen. Um

die von dem Factor (2, —w)_%, welcher unendlich wird, her-
rithrende Schwierigkeit zu vermeiden, nebmen wir zuerst eine
von a; verschiedene Grenze, und bewerkstelligen die Reduc-
tionen; dann gehen wir zu «der Grenze 2, iiber. Dic drei
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Terme V— ¢y’ —¢’z’, welche sich auf diese gegen =, conver-
girende Grenze beziehen, heben sich gegen — V; 4 ¢yy + ¢/ 2/,
in (a) weg, und es bleibt endlich die Gleichung

(b) (— V4 ey + ¢!2)p0ay — cdyy — ¢'0z = 0.

Indem man die Werthe von V, ¢, ¢/ substituirt, findet man

— 1
gl cy' i :
VoA g S

und die Gleichung (b) wird
day 0z, 4 dy, 0y, + dz 0z = 0.
Sie driickt aus, dass das letzte Element der gesuch-
ten Curve senkrecht ist zu der Richtung der Tan-
gente an der ersten gegebenen Curve im Awus-
gangspunkte.
Die auf die zweite Grenze sich beziehende Gleichung ist

(V— Ny — Nz, 8ay 4 Noy, + Ndz, — 0,

oder :
dwy 0y —+ dyy 0yy + dey 02, = 0,

welches zeigt, dass das letzte Element der Cycloide
senkrecht ist zu der Tangente an der gegebenen
zweiten Curve im Ankunftspunkte.

Diese verschiedenen Bedingungen bestimmen die Cycloide,
deren erstes Element immer vertical, und deren Basis hori-
zontal ist. \

Wiiren die beiden Curven in einer und derselben Ver-
ticalebene, so wiirden die Eigenschaften, welche wir darge-
than haben, beweisen, dass die Tangenten an den gegebenen
Curven im Ausgangs- und im Ankunftspunkte zu einander
parallel sind.
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Rechnung mit endlichen Differenzen.

206. Differenz einer Variable nennt man den endlichen
Zuwachs, welchen sie annimmt. Die Differenzen der Func-
tionen sind durch diejenigen der Variablen, von welchen sie
abhéingen, bestimmt; man bezeichnet sie alle ohne Unterschied
durch das Zeichen 4.

Die Differenz zwischen den zwei Werthen, welche eine
Function annimmt, wenn die Variable, von: welcher sie ab-
hiingt, zwei successive Werthe erhilt, wird die erste Differenz
dieser Function genannt. Diese Differenz ist im Allgemeinen
eine- Function derselben Variable; und ihre erste Differenz,
welche einem neuen gleichen Zuwachs dieser Variable ent-
spricht, heisst die zweite Differenz der Function. Die Differenz
der zweiten Differenz ist die dritte Differenz -der Function;
und so fort. Wenn man durch = diese Function bezeichnet,
so sind ihre successiven Differenzen repriisentirt durch

Au, A2u, A3u,... A™u.
207. Nehmen wir allgemein an, dass die Differenz 42
eine bestimmte Function f(z) sei, und es seien
o e St it S ¢ I T RO R T SR <L X
die successiven Werthe, welche daraus fiir die Variable # re-
sultiren; dergestalt dass man habe
& =g de, ay=aF A, =z A2, ,...,
T =— wmfl + d'zm—17
welche Gleichungen sich so schreiben lassen:
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z fdez,
x+ de + day,
a5 r+dv—{—dml—|—d.r,,

m—l——m+d”+d‘rl+ +‘drm—29

rm_qc—}—dfc—}—dxl—f—— .—}—dmm_l.
Alle diese Ausdriicke kinnen betrachtet werden als einzig ab-
kiingend von dem ersten willkiirlichen Werthe z; denn da A«
eine Function von # ist, so ist 2, oder # } Az es ebenfalls.
A a, oder f(z) ist also auch Function von z allein, und folg-
lich auch «,, welches gleich # + 42 4+ 42, ist. Ebenso wird
4z, oder f(z,) Function von z allein sein, und folglich auch
233 und ebenso die anderen ohne Ende fort.

Es ist noch niitzlich zu bemerken, dass jeder dieser suc-
cessiven Werthe sich aus dem vorhergehenden bilden kann,
indem man darin # in # 4+ dz verwandelt. In der That,
nehmen wir an, dass es sich so verhalte bis zu @,,_, inclu-
sive, und verwandeln wir 2 in # + dx in @, _;: sein erstes
Glied # wird z 4 d=z; sein zweites Glied 42 wird 4z, ; sein
drittes 42, wird Aax,, und endlich sein letztes wird Az,,_;;
folglich findet sich @, _, verwandelt in 2,. Der Satz ist also
allgemein, weil er wahr ist fiic ;. Wenn man jetzt irgend
eine Function v — ¢ () betrachtet, und durch

&
II II I

Uy Upy Ugy Ugy e o o9 Up—1y Upy o o«
die mit «, @;, ..., 2, correspondirenden Werthe bezeichnet,
g0 kann jeder dieser successiven Werthe von « betrachtet wer-
den als KFunction von 2 allein, und man kann ihn aus dem
vorhergehenden herleiten, indem man darin 2 in 2 4 4z ver-
wandelt; denn, weil man allgemein hat

Un—1 = "Q(@n—1)s Un = @(Zu),
und weil 2, nur von 2 abhiingt, und erhalten wird indem man
@ in z 4+ Az verwandelt in 2,_;, so ist auch u, Function
von & allein, und wird offenbar aus w,_; durch dieselbe
Verwandlung erhalten.

208. Nach der Definition, welche wir von den successiven
Differenzen gaben, ist die zweite Differenz 42« der Zuwachs,
welchen 4% annimmt, wenn man darin z in  + 42 verwan-
delt; die dritte Differenz 43« ist der Zuwachs von 42u, wel-
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cher aus demselben Zuwachse 4z, den man darin z erladen
ldsst, resultirt; und so fort.

Ebenso, da Awu, der Zuwachs von %, ist, welcher sich
auf den dem z; gegebenen Zuwachs 4z, bezieht, so ist 42
der Zuwachs von Au;, wenn man darin & um Az wacisen
lisst; und ebenso fiir die folgenden Differenzen. Man sieht
also, dass die successiven Differenzen von %, dieselben Fine-
tionen von &; sind wie diejenigen von u es von & sind; und
ebenso ist es fiir die Difterenzen von wy, wy, ..., u,.etc.
Hieraus geht hervor, dass man alle Differenzen von u, ehal-
ten wiirde, indem man 2, _; In @, verwandelte in den cor-
respondirenden Differenzen von u,_y; und da man ges:hen
hat, dass diese Verwandlung geschieht, indem man 2 - Az
dem 2 substituirt, wenn man @, _; ausgedriickt betrachtet als
Function von @, so folgt, dass die Differenzen irgend ener
und derselben Ordnung der Grissen

Uy Upy Ugy s v o9 Um—1y Uy + » +

sich jede aus der vorhergehenden herleiten, indem man darin
@ in @ + Az verwandelt. Man bemerkt noch dass man. um
Anuy, d. h. den Zuwachs von 47~ 1u,, wenn man z,, in &, 4z,
verwandelt, zu erhalten, nur den Zuwachs zu nehmen braucht,
welchen 47— 1w, als Function von z betrachtet annimmt, wenn
man z in z + Az verwandelt.

Diese Eigenschaften gehoren den successiven Differenzen
von # an, wie denjenigen der beliebigen Function w.

209. Es ist leicht die Differenz 4™u auszudriicken ver-
moge der m + 1 Werthe wu, uy, uy, . - . 5 -

In der That, man hat zuerst

Adu = u; — u.
Um A2u zu erhalten, muss man, in dem Ausdruck von Ju,
2 in & -+ Az verwandeln und den resultirenden Zuwachs neh-
men. Da diese Substitution u; und u respective in uy, und u
verwandelt, so findet man
Ay = uy — 2u; + w.
Ebenso ist 43w der Zuwachs des Ausdrucks von 42w, wenn
man z in & -+ d& verwandelt, und man hat (
A3u = ug — Buy + 3uy — u.

Man sieht bis hierher, dass die Indices von » um cine Ein-
heit abnehmen von der Ordnung der Differenz an bis zu Null;
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dass die Coéfficienten abwechselnd positiv oder negativ, und
gleich sind denjenigen der Potenz derselben Ordnung eines
Binoms. Und die Art des Uebergangs von einer Differenz
zur folgenden beweist, dass dieses Gesetz allgemein ist.

In der That, wenn man hat 3

A — uy — Ayup—1 + Aptiyg — - -
] A G P P N R
so ist die folgende Differenz
et Ly — un+l_Al un+A2 Uptgomees @ i Ap+l uu—p+"'
— 1 44 — 4,

Das Gesetz der Indices von u ist also das namliche fiir
diese Differenz, und die Coéfficienten bilden sich aus denjeni-
gen der vorhergehenden, indem man den Absolutwerth eines
jeden von ihnen zu dem ihm vorhergehenden addirt: wenn
also fiir eine Differenz diese Coéfficienten diejenigen der Potenz
derselben Ordnung eines Binoms wie @ —f8 sind, so sind sie
demselben Gesetz fiir die folgende Differenz unterworfen.
Also ist dieses Gesetz allgemein, da es fiir die zweite Dif-
ferenz als richtig erkannt ist.

Man hat also, was auch m sei,

Q) dmy = uy — mup_q + ﬂ—;n—_?:})
das letzte Glied ist positiv wenn m gerade, und negativ im
anderen Falle.

210. Umgekehrt kann man u, ausdriicken durch » und
die m Differenzen Au, A2u, ..., A™u. In der That, man
hat

Up—g — » ++ T u:

w=u -+ du, u _u—}—24u—|—d?u,...;
und da allgemein
Uy = Up—1 _1"‘ Aupiys
80 sieht man, dass wenn man hat
Up—y = u + Ay du + Ay A2u +- -
+ A, d7u + Apgrdetiu 4. . -,
man haben wird
Uy = u 4 A|du + Ay|A%u + <4 Appajdrtiy 4 ..
B A i
Wenn also die Coéfficienten der Glieder von u,—; diejenigen
der Entwicklung von (@ - B)»—1 sind, so werden die Coif-
Duhamel, Diff- und Int.-Rechnung. IL 16
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ficienten der Glieder von u, diejenigen  von (& - ) sein;
was die Indices der Differenzen betrifft, so wachsen sie eben-
falls von O bis zu n. Nun finden diese Gesetze statt fiir u,;
also sind sie allgemein, und man hat

(2 Uy = u + mAdu —}—m(m

Die Analogie zwischen den zweiten Gliedern der Glei-
chungen (1) und (2) und der Entwicklung der mten Potenz
eines Binoms erlaubt uns, sie zu ersetzen durch die sehr ein-
fachen symbolischen Gleichungen

dmry = (u — )™, up = (1 4 du)»,
welche man so verstehen muss, dass die Potenzexponenten von
v und Jwu durch Indices ersetzt werden. A

211. Differenzirung der Functionen. — Die erste
Differenz einer Function v = F(2) ist F (x + dz) — F ().
Untersuchen wir, was aus dieser Differenz und denen der fol-
genden Ordnungen wird, wenn man fiir F (z) die einfachen
Functionen 2, a®, loga, sina®, cosaz nimmt und 4z constant
voraussetzt.

Es sei zuerst u = Aa™; ist m positiv und ganz, so hat
man m—‘.{,

Ay —"A [ma:"'—ldx -+ m(m 1)/41.2:? + .+ A.’L‘"‘]

Die erste Differenz eines Monoms ist also von einem um
eine Einheit niedrigeren Grade; und ebenso verhilt es sich fiir
irgend ein Polynom, weil die Differenz einer Summe die Summe
der Differenzen ist.

Hieraus folgt, dass die mte Differenz eines ganzen Poly-
mnoms von mten Grade unabhiingig ist von z. Es sei z. B.

u=Azm + Ajan14...4 An;
um sic zu finden, braucht man nur in jeder successiven Diffe-
renz das Glied vom hochsten Grade zu betrachten: denn die
durch die anderen gelieferten Glieder werden spitestens bei
der letzten Differenzirung verschwinden; sie #indern also das
Resultat durchaus nicht. Man braucht daher nur die mte Dif-
ferenz von Aa™ zu berechnen.
Seine erste Differenz hat zum ersten Gliede

Aman Az,

l)d?u +...4 47u.
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und wir wernachlissigen alle folgenden, deren Grad niedriger
ist. Die Differenz dieses ersten Gliedes, in welchem wir dx
~ constant woraussetzen, hat zum ersten Gliede
Am(m—1)am2dx?,
und wir vernachlissigen wieder die folgenden.
So fortfahrend gelangt man offenbar zu
Amy = Am@m—1) (m—2) ...2.1 dam.
Da die mte Differenz constant ist, was auch « sei, so sind die
Differenzen hoherer Ordnungen Null.
212. Wenn man das Product von n, um Az differenten
Factoren
u= 2z (@4 4dz) (x+ 2dz)...[2+ (n — 1) dx]

betrachtet, so findet man sogleich

du= (24 4dz) (x + 2d2x)...[z+ (r — 1) dz] nd«z,
Dy = (x+ 24dx) ...z 4+ (0 — 1) dz]n (n — 1) da?,

.......................

A"u*n(n——l) 8 fat W i
Alle folgenden Differenzen sind Null.
Wenn man hiitte
1 ;
 w(w - AW [z +nm—1)da]’

so wiirde man finden

09 e —nde -
T a@4 da)...(x Fndr)’
i n(n—}—l).d.z?
2@+ dz) ... [a + (n+ 1)da]’
. —7z(n+1) (n + 2)das

.z'(w +4da)...[z+ (n+ 2)4.2::]
und so unbegrenzt fort.
213. Die allgemeine Formel (1) wird in dem Kalle von

Uy = 2"
Admru = (& + mdz)* — m[x 4+ (m — 1)dz]»

+m(m 1)[ 2+ (m— 2)da]*... F m(z -+ dz)" + 27,
Wenn m = n, so ist das zweite Glied der Gleichung gleich

16*
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1.2.3...ndz", was auch 2 sei. Wenn man in diesem Falle
2 = 0 macht, so erhiilt man, was auch die ganze Zahl n sei,

1t —n(n—1)" +n(n 1>(n——2)"—...$n:1.2.3...71
Wenn m >n, so ist 4mu Null, und man erhilt 2 — 0 ma-
chend
m(m 1)
m?» —m(m— 1) ————2(m ——2) .. '-Fm 0.

Diese beiden bemerkenswerthen Formeln sind in der Zah-,
lentheorie von Nutzen.
214. Es sei jetzt
= a%y
so hat man
Au — a®+42 _ 4= — a""(q‘”” — 1);
A2ui=— am(a""’ — 1)2,
= a®(a?" —1)8,

215. Es sei

so hat man

du = log (x + dz)—loge = Iog<1 -+ AT')
216. Es sei
u = sin (ax 4 1),
Adu = sin(az + adx + b) — sin (a.z' + b)

— g COS(
Wenn u = cos(ax + 1), so hat man
Adu = cos(ax + adz 4 b) — cos (az + b)

= — 2sin aj.z sin <ax —+ adw -+ b)
Vermige dieser beiden Formeln erhilt man

ey sRw A\t
4% sin (ax + b) = — 4( sin 3 sin(ax + adz 4 b),

und allgemein
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4 2n
A?nsin (ax 4+ b) =+ 2" sin s g’l) sin (wx~+nadz+10),

; A . adz\2ntl 4
A gin (ax—+b)=H22"+1 (sm —2—> cos[aa+-(n+ade4-b];

die oberen Zeichen sind zu nehmen wenn n gerade, und die
unteren Zeichen wenn n ungerade.

Fiir cos ax gelten @hnliche Formeln.

217. Die mte Differenz 47w lésst sich allgemein aus-
driicken vermdge der Ableitungen von #, und man kann
sie durch eine sehr einfache symbolische Formel darstellen.

Man hat zuerst

du d*u A a?
Au:ﬂdw—{—z—w—?—ﬂ—{—...

Wenn man % in Ju verwandelt, so hat man A4%2u, und es ist
leicht zu sehen, dass kein Glied eine Ableitung von niedri-

gerer Ordnung als der zweiten enthélt. Indem man so fort-
fihrt, sieht man ein, dass 4™ von folgender Form sein wird:

dmu dmtly
My B m RSO m4
a4 u__AdxmAx —|—A1dxm+lda: Loy
wo die Coéfficienten 4, 4,, . . . unabhiingig sind von der Form

der Function w.

Um sie zu bestimmen, setzen wir u — e®, so wird die
Gleichung, indem man den Factor e weglisst,

(e"”—l)mzAdx"'-{—Aldwm'*'l—l—...; A

und da A 2 unbestimmt ist, so miissen die Coéfficienten derselben
Potenzen beiderseits gleich sein; man kennt also A, 4y, ..
Der Werth von A4mw lisst sich durch eine symbolische
Formel darstellen, indem man bemerkt, dass das zweite Glied
der letzten Gleichung sich in den Werth von 4mu verwandeln

I du She g
wiirde, wenn man -— A4z dem Az substituirte und wenn in den

daz

d ey :
Potenzen von =— der Exponent des Zihlers in einen Differen-

dx

tiationsindex verwandelt wiirde. Man hat also in diesem Sinne

du m
EJ&:
d"‘u:(e 4 -—1).
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218. Kann man die Differenz zweier Functionen finden,
so ist es leicht diejenige ihres Products zu finden, oder ihres
Quotienten, vermoge der Formeln

dwv) =vdu+ udv + dudv,
LA vAdu — udv
v v(v4 dv) ’
Wenn man Producte von mehr als zwei Factoren betrachtete,
so wiirde die Formel sich schnell compliciren. In dem Falle
wo sie gleich wiren, wiirde man unmittelbar finden
n(n—1)

A" = nur1du + )

w2 dul+.. .+ dur.

www.rcin.org.pl



Rechnung mit endlichen Summen.

219. Die Aufgabe die man sich in dieser Rechnung vor-
legt ist, von der Differenz einer Function zuriickzugehen zu
dieser Function selbst; oder allgemeiner, eine Function zu be-
stimmen, wenn man eine Relation zwischen ihr, ihren Dif-
ferenzen irgend einer Ordnung und der unabhiéngigen Va-
riable kennt.

Da die Differenz einer von der Variable unabhiingigen
Grosse Null ist, so folgt, dass wenn man eine Function zu
einer gegebenen Differenz gefunden hat, man zu ihr eine will-
kiirliche Constante addiren kann, und so eine allgemeinere Li-
sung der Aufgabe haben wird. Aber dies wiirde nicht die
allgemeine sein wie in der Infinitesimalrechnung; sondern um
sie zu erhalten, muss man zu der gefundenen Function die allge-
meinste Function addiren, welche zur Differenz Null hat.

Wenn man aber dem z einen Zuwachs A4z giebt, so wird
jede periodische Function von @, welche 4z zur Periode hat,
den Zuwachs Null annehmen, von einem beliebigen Werthe
von & an; und uuigekehrt kann es nur eine solche Function
sein, welche dies thut fiir jeden Werth von «. Man sieht
also, dass wenn man den Ausdruck der Differenz einer
Function von « giebt, welcher sich auf die Differenz 42 die-
ser Variable bezieht, es geniigt eine besondere Function zu
kennen, welche der Aufgabe Geniige leistet; und dass man die
allgemeinste Auflosung erhalten wird, indem man zu ihr eine
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willkiirliche periodische Function addirt, welche zur Peiode
die gegebene Differenz A2 hat.

Wir wissen dass jede periodische Function durch eine
convergente Reihe dargestellt werden kann, deren Glied vom
Range n -+ 1 die Form hat

2nlam SE B ey 2zlnw :

wo [ die Grosse der Periode ist. Man sieht also, dass in dem
umgekehrten Problem der Differenzen die willkiirliche Constante
ersetzt wird durch eine Reihe, deren erstes Glied constant, und
deren Glied vom Range n 4 1 ist

b 5.t

Diese Reihe werden wir zur Abkiirzung niit dem Namen der
willkiirlichen Constante bezeichnen.

Wir werden durch X« die allgemeine Function bezdch-
nen, deren erste Differenz « ist; durch Z?u diejenige, d:ren
zweite Differenz « ist, und so fort.

220. Betrachtet man irgend einen Werth 2, der Variable
und einen anderen solchen Werth » dass @, =. & + ndez,
wo n irgend eine ganze Zahl, so ist es leicht den Zuwachs
auszudriicken, welchen die Function /'(z), deren Differerz u
ist, annimmt, wenn die Variable von # zu «, iibergeht; dem er
ist die Summe der den Werthen #, 2-+da,...,2+(n — 1) Az
entsprechenden Zuwachse, und sein Werth ist folglich

u+z¢1+u2+--~—-}—un_1;
man hat also
Fa)y=TF@ +u+ut-+u,.

Die Function /' (z), deren Differenz w ist, kann betrachtet wer-
den als eine willkiirliche Constante einschliessend, oder viel-
mehr selbst als eine willkiirliche Constante, wenn man den
Werth von a particularisirt.

Bezeichnet man sic durch C, und repriisentirt man durch
Zu, die allgemeinste Function, welche u, zur Differenz hat,
so hat man die Formel:

(1) Zuy,=C+ut w4 u+ - 4 uyy.
221. Man muss bemerken, dass die in C eingehende. pe-
riodische Function wie eine von z unabhiingige Grésse zu be-

A, sin

A, sin

WWW.rcin.org.pl



— 249 —

handeln ist bei den Integrationen. In der That, nehmen wir
an, man suche die allgemeinste Function deren Differenz die
Function ¢ sei, deren Periode 4z ist. Wenn man irgend
einen Werth von « und alle diejenigen betrachtet, welche sich
von ihm um irgend ein Vielfaches von 42 unterscheiden; so
sind die correspondirenden Werthe der gesuchten Function
dieselben, wie wenn ¢ ersetzt wire durch eine Constante gleich
seinem auf den ersten Werth von « sich beziechenden Werthe.
Also wird man; indem man ¢ wie eine von z unabhingige
Grosse behandelt, die Function erhalten, deren Differenz ¢ ist.

Man kann dies iibrigens leicht verificiren. In der That,
die Function, deren Differenz eine von z unabhingige Grosse

a, ist Z—Z -+ €, wo C eine willkiirliche Constante in dem schon’

bestimmten Sinne bezeichnet.

Aber die Differenz von (Z‘Z ist @ also ist u + C die

allgemeinste Function, welche zur Differenz ¢ hat und da sie
sich von der vorstehenden nur durch die \/erwandlung von a
in @ unterscheidet, so folgt daraus dass diese periodischen
Functionen bei den Integrationen wie die eigentlichen Con-
stanten behandelt werden miissen.

Integration der Functionen.

222. Wir fangen damit an, darauf hinzuweisen dass jeder
constante Factor nach Belieben unter das Zeichen X oder
vor dasselbe gebracht werden kann; und dass das Integral X
einer Summe die Summe der Integrale der Theile ist, woraus
sie besteht.

Suchen wir zuerst das Integral von 2™, d. h. die Func-
tion welche um 2™ wiichst, wenn man in ihr dem z den Zu-
wachs Az giebt, und welche wir durch X 2™ bezeichnen;
hierzu bemerken wir dass man hat

A(zmt) = (m—+-1) am du+ Qf—l_—{——%mwm*‘dﬂ - dpmtty

nehmen wir jetzt das Integral von jedem Gliede, und betrach-
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ten wir die willkiirliche Constante als eingeschlossen in den
angezeigten Summen ; wir erhalten

ot = (mop-1) g Zam - CLD 400 575m0

+(m+1)m(m— I)Amazwm—2+...+dwrn+12],

1.2.3
daher
gl mAdz
m—1
@ g N ) T W
: mm—1)da? o, 4 z™
i B TR '”"'_m_-f-_lz'q'

Wenn man dem m successive die Werthe 0, 1, 2, etc. giebt,
so erhidlt man, durch C eine willkiirliche Constante bezeichnend,

2l =2+0,

375t
TR e S — e+,
1

3) =g 3 2+—‘”+C
o] 4 (>
}4‘”3:4Zw_§ 3+_”2+C
ae 4 4
2.’#:5‘2‘”—5&:4—}—?‘”.{83— 33.7:—{—(/,

Kennt man X2™, so kann man 2?22™ bestimmen, indem man
nach den vorstehenden Formeln das Integral eines jeden der
Theile von 2 2™ sucht, und nachher eine willkiirliche Constante
addirt. Man findet ebenso Z3zm™, Zig™, etc., und bei jeder
Integration geht eine neue willkiirliche Constante ein.

223. Wir haben im Vorhergehenden die Formel erhalten
d[z@ -+ dz) - - (x + n da)]
=@+ da)(x 4 24da2)--- (@4 nda)(n4-1) du;
daher
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Si@+ 42) (@ + 242) - - - (2 + nda)

:(T_Fl—l)—d;x(wﬁ—dw)(w—{—ndw)—}—C

Wir haben ferner gefunden

A[ 1 ] o —(n+1)dw ;
z(xtda)...(e+ndz)] " x(z+4dz)..[aH(n}+1)dz]’

also

1
Ew(x—-}—dx)...[w—{—(n—}-l)d.z]
G Aw.w(w+dz)...(w+ndw)+ ok

224, Bestimmen wir jetzt Xa®. Wir sahen dass man hat

da® = a®(a4® — 1);

man hat also, indem man die beiden Glieder integrirt und
nachher durch a4® — 1 dividirt,

a’Z '
lar= Y RN Taho
und folglich
n a.’z‘
>} et = P i s e

Zn=1( bestimmt sich vermége der Gleichungen (3), indem
man successive 21C, X2, ete. sucht.

225. Wir fanden

dan(az + 0) = 2sn (t?m cos(a;z' —+ a;’w —+ b),

a adzx

Acqs(u.w%—b):—?sin gwsin<am+ ) +b)

Indem man die beiden Glieder integrirt und z 4~ %z durch 2

ersetzt, erhdlt man
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Esin(aw-—f—b):————lm cos(ax—f—b.__%j)_‘_c,
2 sin 3

Ecos(am—f—b):———-ld .sin(aw—f—b—adw>+0
m.na2.z

226. Entwicklung des Integrals X in Rethen. —
Wir haben im Vorhergehenden die Formel gefunden

Uy =+ ndu —-I—n(n 1)A?u+

Wenn man voraussetzt, dass der Werth » mit # — 0, und
dass u, mit £ = ndz correspondirt und durch u, bezeichnet

wird, so hat man
. (.z' l)
S

uj__u—-l—z—du—}— )
e T b
* 1.2.3 g0 gt
Es sei
AUy = 03t — 20y Au ==,
s0 hat man

( =1
Zv =C+ T v + Advy + - - -,
welche Formel das Integral von v vermoge der Werthe von v
und seinen Differenzen, welche sich auf # — 0 beziehen, und
der willkiirlichen Constante C' giebt, welche der Werth ist, den
2 v fiir = 0 haben soll.

Wenn die Differenzen Null werden von einer gewissen
Ordnung an, so besteht die Reihe aus einer endlichen Zahl
von Gliedern.

Wenn man das zweite Integral einer Function verlangte,
s0 wiirde man die zweite Differenz des Integrals kennen. Man
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wiirde somit in der Entwicklung von u, kennen 42w, A5y,
etc., und man konnte » und 4w« willkiirlich nehmen.
Indem man setzt

AUy =0, Uy = 22, Ay = vy,

£

— 2 , T dz ;
2, TOAk O Go i e e g e

wo C und C’ zwei willkiirliche Constanten. Auf diese Weise
wiirde man eine Summe von irgend einer Ordnung vermdige
der gegebenen Function » und ihrer Differenzen, worin man
2 — 0 macht, bestimmen. Es ist leicht zu ‘.sehen, dass man
von jedem anderen besonderen Werthe von # ausgehen kénnte.

227. Man kann auch das Integral X'u ausdriicken ver-
d?u

d—a:_? , ete.

wiirde man haben

mige des Integrals [ud« und der Functionen «, Z—Z i

In der That, das Theorem von Taylor giebt

du d2u Ax? d3u a3
i Sy et e s g Es W Gl suniloa IV o
duv=cmdet Ta T AT o3 T s

woraus

B el L SRR Dt
v=de 2 i g IS A gt

Wenn man alle Summen gleich Null nimmt fiir 2 — 2,, und
durch %, den mit 2, correspondirenden Werth von » bezeich-
net, so hat man

- du A 22 N d2u A a3 d3u
“‘“”°:A”’ZEE+ 1.2 d_ﬁ+1.2.32m+""

woraus man zieht

Edu U — Uy Az <~d?u A z? 2d3u

de = daz 1.2 <da? ~ 1.2.3 <Hdas —
b 8 du d2?u
Ersetzt man » successive durch f udz und durch T T

Zy
etc., so erhilt man
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i d du A 22 dQuA
| ”d"’— T 2T T TeE e

ﬁ@__l_ﬂ_dw d3u Ax?z
da? = Adx da: 1:9 des3 ~ 1.2.3 dat

-ﬁcﬂ__l_di__u_.fl_x_ O diu Az Sﬁ(lf’u

da® = Adax da? 1.2 g G g VT e L

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y

wo die Glieder ausserhalb der Zeichen X zwischen densclben
Grenzen @), « zu nehmen sind.

du

Indem man in den Werth von X« diejenigen von 44 35"

vd2u o - 5 % : 3
E eyl etc. einsetzt, erhdlt man eine Gleichung von der

Form

1 > u—1 d?u
— it VALY 24 £22—
Eu—dw uda 3 -|—AA.Z' —J,—I)d T
Zo
Die Coéfficienten 4, B, ete. bestinmt man, mdem man ¢ —e®
und #y = — oo setzt, was die ldentitit giebt
1 ol o 5

1
m_ﬂ—g—i—Adm—i—Bdaﬂ—i—.

Die Entwicklung des ersten Gliedes liefert unmittelbar die

Coéfficienten A, B, C, . ... Es ist aber leicht zu sehen, dass
alle diejenigen, welche die geraden Potenzen von 42 multipli-

A Sy S ; : 5.
ciren, Null sind. Hierzu bringen wir den Summanden —gin

das erste Glied; es geniigt dann zu zeigen, dass der resulti-
rende Ausdruck die Eigenschaft besitzt sein Zeichen ohne sei-
nen Werth zu #ndern, wenn man darin 42 in — 42 verwan-
delt; oder mit anderen Worten, dass man identisch hat

was sich unmittelbar verificirt.
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Man hat also
B0 e == 0 s
Nachher wird man finden :

i 1
A = 12 C:—m,...,

und folglich

x

P g . t—uo du @)
>—Ju—— Yle s s + 12 [d.z' <dx 0]

Az3[d3u d3u
~m[m*(a;§>o]+""

5 ’ A A x3
Die numerischen Coéfficienten, welche _2£’ 2 ; 47

(&)

%, etc. multipliciren, werden die Bernoulli’schen
Zahlen genannt. Ihre Werthe sind
P 1 PGS
Blzg,B:B—OB E’B—B_O_ B— G,etc

Die Formel fiir By, ist ziemlich complicirt.

Von diesen Zahlen Gebrauch machend, wird die Formel (1)

ek g U — Uy Adz[du du
Shu= g fuda 25" + 5, Z5[00—(74) ]

da

dxz3 [ddu dsu
Wi s 96 54[dz3_(d_x3)0]+"

(2)

Summation der Reiheg.

228. Wenn man die Folge von Werthen betrachtet, welche
eine Function » von 2 annimmt, wenn # um gleiche Incremente
wichst, von einem gewissen Werthe an bis zu einem anderen,
so hat man eine Reihe, deren Differenz die Kunction » sein
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wird, in welcher man dem 2 seinen letzten Werth vermehrt
um Az giebt.
In der That, setzen wir

2=ndz, und Su,=u -+ + w4 ...+ u,,
wo das erste Glied » mit 2 — O correspondirt. :

‘Wenn man # um A4« vermehrt, so wichst » um 1, und
die Reihe wiichst um u,4,; sie ist also enthalten in dem allge-
meinen Ausdruck von Zwu,i;, und man hat

Sup = Ztpyy + ¢, oder Su, = Zu, + u, + ¢,
wo die willkiirliche Constante zu bestimmen ist durch. die Be-
dingun dass die beiden Glieder gleich seien fiir einen ge-
wissen Werth von n.

Wenn man die Zuwachse der Variable gleich der Einheit
voraussetzt, was man immer durch eine Vertauschung der Va-
riable bewirken kann, so hat man

Sty =Zu, +u, +¢c=Zury;, + c.

Wenden wir diese Formel an zur Auffindung der Summe
einiger Reihen.

229. Setzen wir zunichst w, — «™ voraus, d. h. suchen
wir die Summe der mten Potenzen der ganzen Zahlen von 0
bis zu #; man findet, indem man Gebrauch macht von der
Formel, welche wir fiir X z™ gegeben haben, und beriicksich-
tigt dass die Constante gleich Null zu setzen ist,

Se=1+4+2+4+34. +m__x2+2 Wf;l)’
Sat=1f 4404 +xa——xs+2m+6 e h
Sat=148+4274...+ a3 = _x4_+_2w3_'_4 < Ut (r+1)2,

1

Sat —=1416481 4 ... 4 =t = 5.’65+§x4—-}—3—w3— 30 %
% 1 1 9 i
Sz — 1+32+24?+...+m5:€w6—f—§z5—]—1—2m4—1—2 2.

230. Wir fanden im Vorhergehenden

d.a(z+ dz) ... [z + (n—1)dx] t
= (e + dx)(z + 24d2) ... [z + (n—1)dz]ndz.

Also,indem man n in n -+ 1 verwandelt,
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2 (x4 dx)y(x+ 24dz) ... (2 4 ndz)
:(ﬁ——{——_ll_)z_.-z' x(e 4 d2)...(x+ ndz) + ¢.
Betrachtet man ferner die frither gefundene Formel
3 1 i —(n—1)dz
w(zt+da)..[a+0—2)d2] — z(a+4dz)..[a+(@—1)dz]’
so hat man integrirend
— 1
2T BEeoD A
1 1
T T w—Ddz'z(@F da)...[aF (n—2) dz] -
Hiernach ist es leicht die Reihen zu summiren, deren all-
gemeine Glieder die eben integrirten Ausdriicke sind, und man
erhiilt die folgenden Formeln

S(@+1) (@-+2)...(a+n) = Z(z+2) (2 +3)ee(zFnt+1)F¢
3 H_Ll(xju)(w-}- D ca-t kD

: 1 5 1
: (.t+1)(x+2)..1.(a:—{—n) iy 21(z+2)(x+3)...(1z+n+1)+c

“1.2..n—2)(n—1)2 n—1(a+2){(@+3)...(a+n)
indem man voraussetzt dass das erste Glied von einer jeden
dieser Reihen mit # = 0 correspondirt.

231. Gehen wir iiber zu den transcendenten Functionen,
und suchen wir zunichst Sa®.

Wir fanden

aI

2ar =— ad”;_]_

’

und man hat

Sat = Za*t+47 | ¢;
also

ar+d.z

Sa"’ e ;d.’t—__l + C.
Wenn das erste Glied der Reihe mit # = 0 correspondirt, so
hat man
4z 1

a
¢, woraus ¢ — —
adx_l + ”zlx__]

1= ‘

Duhamel, Diff, und Int.-Rechnung. IIL 17
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- 232. Bestimmen wir noch Ssin(az -4 b), Scos (a2 4 0).
Man hat

Ssin (ax +b) = Zsin(ag + adx 4 b) + ¢

1
_—m COS(aw
2sm-2—

Scos (ax4-0) = Zcos(ax + adz 4 b) + ¢
1 : ada:
=L (e 2221 8) 4o
2sina—dm < )

2

Wenn die Reihen mit 2 = 0 anfangen sollen, so findet man

fiir die erste
cos (b =52 adx
)

adz 2
2

¥

C ==

2 sin
und fiir die zweite

sin (b— a§z> :
== ;

2 sin gde

2
und folglich

cos (b — a;lw — cos(ax -+ ad”—}—b)
Ssin(ax 4 b) =
2smadw
: 2
sin w> sin (22 4-b
s i 2
% el *
sin —5
sin (a.z + ad.z b b) L sm(b iy agr)
Scos(aw + b) =
B s
2 !
sin (Mf) cos( <2 + b
— 2 2 .
i % adx ;
sin —
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Formeln zum Interpoliren.

233. Wenn man eine gewisse Anzahl Werthe einer Func-
tion kennt, welche gegebenen Werthen der Variable z ent-
sprechen, und wenn man diejenigen bestimmen will, welche
sich auf zwischenliegende Werthe von z beziehen, so heisst
die dahin fiihrende Operation Interpoliren. Man will im All-
gemeinen nicht genaue Werthe haben, sondern so einfach als
moglich Werthe erhalten, welche einen hinreichenden Grad von
Anniitherung besitzen. :

In Nr. 226 fanden wir die Formel

Rl _'f_._1>
é Az \d4
u,:u—{—é%du—{—Ll—.—m?——A?u

L(L;Q(L 2>
Ay Nz dz
¥ 1.2.3 b

u bezeichnet den Werth der Function fiir 2 = 0, und die
Werthe von # wachsen durch constante .mit 4 gleiche Inter-
valle. Diese Reihe schliesst mit Z”u, wenn die Differenz der
nten Ordnung constant ist.

Wenn man nun die Werthe u, u, up, ..., u, und folg-
lich u, du, 42u, ..., A*u giebt, so kann man die Aufgabe
stellen die Function », nach der Bedingung zu finden, dass
sie die besonderen Werthe u, u,, ..., u, reproduciren soll,
wenn man dem z die Werthe 0, 4, . ..., nda beilegt, und
dass iiberdies ihre nte Differenz constant sein soll, wodurch
sich die Formel vereinfacht.

Die mit 47« abgebrochene Formel (1) giebt nun fiir «,
eine Function vom Grade n in 2, welche den verlangten Be-
dingungen geniigt. Und wenn man sie als genau betrachtet,

so liefert sie die Werthe von u,, welche einem willkiirlichen
" Werthe von « entsprechen. Aber es ist rathsam sie nur fiir
Werthe zwischen 0 und n 42 anzuwenden, wenigstens wenn
man nicht weiss, dass die Differenzen der hiheren Ordnungen
als n ohne merklichen Fehler vernachliissigt werden kinnen.

Wenn der erste Werth # der Function mit 2 = @, und

17* %

(e
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nicht mit # = 0 correspondirte; so miisste man in der Formel
(1) 2 durch 2 — 2, ersetzen.

234. Wenn man u, Ju,..., 47y kennt, und wenn
A" u constant ist,so bildet man jeden der verschiedenen Werthe
von A" 1u, indem man 4"« zu dem vorhergehenden addirt.
Ebenso erhiilt man jeden der Werthe von 472%, indem man
zu dem vorhergehenden seine Differenz addirt, und so weiter
bis zu den verschiedenen Werthen von w, von dem ersten an
bis ins Unendliche.

Dieses Verfahren wird angewandt zur Construction der Ta-
feln, sei es nach einer gewissen Anzahl von bekannten Gliedern,
zwischen welche man andere einschalten will, sei es nach
einer genauen aber zur Anwendung unbequemen Gleichung.

235. Wie nahe auch die consecutiven Glieder einer Tafel
liegen mogen, oft hat man nithig zwischenliegende zu betrach-
ten, und man kann in den meisten Fillen die zweiten Diffe-
renzen gleich Null nehmen. In diesem Falle, wo man den
Werth von z zwischen 2, und z, 4 42 voraussetzt, giebt die
Formel (1), indem man darin # mit # — «, vertauscht,

z — 2
Uy = u+ T Adu.
Wenn u, gegeben und « die Unbekannte wire, so wiirde man
hieraus ziehen

Uy — U
i & b e A2

Kann man nur die dritten Differenzen vernachléssigen, so
nimmt man ein Glied mehr in der Formel (1). In diesem
Falle wiirde die Formel nicht ebenso leicht z zu u, geben,
weil die Gleichung in # vom zweiten Grade ist; die Schwie-
rigkeit wiirde mnoch viel grosser -werden, wenn man eine
grossere Anzahl von Gliedern nihme. Man wendet dann ein
sehr bekanntes Approximationsverfahren an: man vernach-
lissigt zuerst die Glieder welche # — 2, in héheren Potenzen
als der ersten enthalten, was, wie in dem ersten Falle,
r— ) = u___zd—;u Az giebt; darauf substituirt man diesen
angeniéiherten Werth in dem Coéfficienten der ersten Potenz
von # — #,, welche man als Factor aller vernachléssigten
Glieder herausgesetzt hat, und man erhilt einen genaueren
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Werth von # — #,, den man in derselben Weise substituirt;
und so weiter.

Man konnte den Werth von 2 — &, auch finden, indem
man sich aller Glieder bediente, worin diese Grosse vorkommt,
sie aber in jedem Gliede nur einmal als unbekannt betrachtete;
dieses Verfahren wiirde man oOfter wiederholen, und einen
Grad der Genauigkeit von derselben Ordnung wie durch das
andere Verfahren erhalten.

236. Die Formel (1) setzt voraus, dass die Werthe von
2 durch gleiche Intervalle wachsen, was nicht immer der Fall
ist.  Wir wollen eine Formel angeben, welche den Werth
der Function giebt, wenn man die Werthe ug, u1, ugy « « +; Un
kennt, welche sie annimmt, wenn @ die willkiirlichen Werthe hat

Loy Xy s Loy oo oy Byt
Wir nehmen wieder eine ganze und rationale Function von z
vom Grade n; sie enthdlt » 4 1 unbestimmte Coéfficienten,
und man kann sie folglich den n 4 1 gegebenen Bedingungen
unterwerfen.

Es sei also

Uy =0+ ot ya2 .- 4 par,
uy = & + Bxy + p a2 + ce - pagt,
Uy =0 + B, + yx,2 4 - pa,".
Nach der Theorie der Gleichungen ersten Grades enthal-
ten die Werthe von «, 8, ..., u als Factorenihrer verschie-

denen Glieder vy, % . -« %,, so dass man u, unter dieForm
bringen kann

Uy = Xupg + Xy + Xup -+ - 4 Xpuy.
Fiir 2 = @, reducirt sich u, auf u,; dieser Bedingung wird
geniigt, wenn X dann gleich 1 wird und wenn X;, X,,..., X,
Null werden, d. h. wenn sie theilbar sind durch 2z — =,.
Ebenso wiirde es sich verhalten fiir jeden der anderen Werthe
von x; man wird also fiir X das Product einer Constante mit
den Factoren # — @y, & — &, ..., & — &,, ausgenommen
r — a,, nehmen; fiir X; das Product einer anderen Constante
mit denselben Factoren, ausgenommen z — 2;; und so fort.
Wenn man nun jeden der Werthe von « substituirt, so wird

man hat
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nur das Glied iibrig bleiben, worin der entsprechende Werth
von u, vorkommt; und es eriibrigt nur seinen Coéfficienten
der Einheit gleich zu machen. Es sei 2, irgend einer der
gegebenen Werthe von @, und u, der entsprechende Werth
von u,. :

Da X, die Factoren 2 —ay, ..., 2 — z,, ausgenommen
@ — x, enthilt, so ist evident, dass wenn man X, gleich die-
sem Product nimmt, getheilt durch den Werth, welchen das-
selbe Product annimmt, wenn man darin 2 = @, macht, X,
sich auf 1 reducirt fiir 2 = ,.

Die Grossen X, X, ..., X, sind somit so bestimmt, dass
der Gleichung vom Grade n in @, welche den Werth von u,
giebt, geniigt wird durch die n 4 1 Paare gegebener Werthe,
und kein anderer Ausdruck von demselben Grade kinnte den-
selben Werthen v, . . ., u, gleich werden fiir die niimlichen
Werthe von 2, ohne mit diesem zusammenzufallen.

Die gesuchte Formel ist also
(2 — @) (@ — 2p)(z— )
(Bo—ay )(2o—-23 )@y — 2 )
R e S S G S o

(21—ap) (01 —)er () — (Zuo)eee(Zn-ty—1)

Uy =—1Uy

(2)

Approximation der Quadraturen, Cubaturen und
Rectificationen.

237. Alle diese Aufgaben kommen, wie wir sahen, zuriick
auf eine oder mehrere Integrationen in Bezug auf eine Va-
riable, zwischen bestimmten Grenzen. Es geniigt also das

Integral [f(z)da zu betrachten.

14 . ;

Um seinen Werth zu bestimmen kann man die Formel (1)
der Nr. 227 nchmen, welche giebt, indem man 0 statt A
schreibt und » — f(z) voraussetzt,

j s = (Zut 59 — 5 [}'(w) —f’(woi]
+ 755 7@ =)+
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Wenn man 0 klein genug voraussetzt um 0? vernachlissigen
zu konnen, so hat man einfach

fxf(m)dx=<%‘!+ul+u2+...+%)a.

Betrachtet man f(z) als die Ordinate einer Curve, so ist die-
ser letzte Ausdruck die Summe der Trapeze zwischen den
successiven Ordinaten, den Sehnen der Curve und der Axe
der z.

238. Man kann auch die Interpolationsformel (1) der
Nr. 233 anwenden, um die Ordinate der Curve darzustellen,
und sie dann zwischen den gegebenen Grenzen integriren; was
keine Schwierigkeit darbietet, weil dieser Ausdruck ganz und
rational ist.

Die Anwendung dieser Formel kommt darauf zuriick, die
Curve um welche es sich handelt zu ersetzen durch eine Parabel
vom Grade n — 1, welche n gemeinschaftliche Punkte mit
jener hat. :

Anstatt diese letztere Curve zu nehmen, betrachtet man
bisweilen eine Folge von Parabeln zweiten Grades, von wel-
chen jede durch drei der gegebenen Punkte geht, und man
ersetzt die correspondirenden Theile der gesuchten Fliiche durch
die Flichen dieser verschiedenen Parabeln zwischen den jedes-
maligen zwei extremen Ordinaten. Hierzu wird erfordert, dass
das Intervall b — o in eine gerade Zahl von Theilen getheilt
sei; und jede Parabel giebt die Fliche, welche zur Basis zwel
dieser consecutiven Theile hat.

Die Gleichung der Parabel zweiten Grades, welche durch
die Punkte geht, deren Abscissen 0, 4z, 24z, und deren
Ordinaten y, ¥1, yy sind, ist

x 1 2 v@
v =%+ 77 4%+ 3 55 (G5 —1) ws
ihre Fliche zwischen den Ordinaten y, ,v Yy Ist
1
A <2yo + 24y, + 3 d2y0) ,

oder

é?’ﬁ (3/0 + 4 +y2)-
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Ebenso findet man die Fliche zwischen Yo und y,, zwischen
Y4 und yg, und endlich zwischen y,,_, und Y23 und man muss
die Summe der folgenden Ausdriicke bilden, in welchen y,,
Y1s -« +5 Y2 die Werthe von f () bezeichnen, welche sich be-
ziehen auf a, a + 4z, ... und b oder a 4 nduz:

el
3 (W +4u +yz),

Az
o (1/2 el o y4) ’
a4
"3—1‘ (yzu-2 "I" 4yz..—1 + yn) .
b
Die gesuchte Fliche, oder das Integral [f(z)dz hat somit

zum geniaherten Werth

/;@d“=%%%+m0+f§%¢+w+m+ﬁhﬁ)

+ 5 (bt )
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Kriimmung der Flichen.

239. Da eine Fliche im Allgemeinen keinen Contact der
zweiten Ordnung mit einer Kugel haben kann, so kann man
die Kriimmung der Flichen nicht auf die der Kugel beziehen,
wie man die Kriimmung der Linien auf die des Kreises
bezogen hat. Um die Kriimmung einer Fliche in einem
ihrer Punkte kennen zu lernen, besteht eines von den Mit-
teln, die man anwendet, darin, dass man in dieser Fliche
Schnitte macht durch Ebenen, welche durch den betrachteten
Punkt gehen, und dass man die Kriimmung der so erhaltenen
Linien bestimmt. Die Schnitte, welche zu untersuchen am
natiirlichsten erscheint, sind diejenigen welche durch. normale
Ebenen zu der Fliche gemacht werden: mit ihnen werden wir
anfangen; nachher werden wir sehen, wie ihre Kriimmung
unmittelbar die der anderen bestimmt.

Es sei z = F'(z, y) die Gleichung der Fliche; wir setzen
~ der Einfachheit wegen voraus, dass die Tangentialebene in dem
Punkt, den man betrachtet, zur Ebene der # und y, und die
Normale zur Axe der = gewihlt sei; die von den Axen unab-
hiéingigen Eigenschaften, welche wir so entdecken werden, haben
denselben Grad von Allgemeinheit, wie wenn das Axensystem
jedes andere gewesen wire.

Ein Kreis, der in einer durch die Axe der z gehenden
Ebene liegt, und im Coordinatenanfang den durch diese Ebene
in der Oberfliche gemachten Schnitt tangirt, hat zu Gleichungen
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y=me, a?-4y*+22—2Rz=0;

woraus
22(1 4+ m?) 4 22 — 2Rz = 0.
Damit ein Contact der zweiten Ordnung mit dem Schnitte

stattfinde, so muss %ﬁﬁ denselben Werth haben in der einen
und anderen Curve. Aber die letzte Gleichung zweimal diffe-
rentiirt giebt g
1+m?-|—(z—R)‘—l2—z-+(é—~> P30

d a? da

Im Anfangspunkt hat man

dz
2= 0, d_._z =0 5
woraus hervorgeht
14 m?
1 —'-— m?2 — R cT.z—l == 0 Rie= d22 ’
da?

WO ((%; keine partielle Ableitung ist. Um den Werth da-

von zu erhalten, muss man y durch ma in der Gleichung der
Oberfliche ersetzen, dann zweimal in Bezug auf z differen-
tiren und 2, y, 2 Null setzen: man findet so zum Werthe

der totalen Ableitung Zﬂ—z

r -+ 2sm -+ tm?,
wo 7T, 8, b respective die partiellen Ableitungen bezeichnen

d2z d?z dz

de*’ dady’ dy*
Der Kriimmungsradius £ des Normalschnittes hat also zum
Ausdruck

14 m2
@ R_'—r+2sm+tm?
Er bleibt immer endlich und von demselben Zelchen, wenn
man hat s? — ¢ < 0: die Kriimmung ist dann immer in

demselben Sinne. Er wird unendlich und #ndert sein Zeichen,
wemn s? — r¢ > 0; die Kriimmung #ndert dann ihren Sinn.
Wenn s? — r¢# — 0, so wird er unendlich ohne sein Zeichen
zu dndern,
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240. Wenn man das Maximum und Minimum dieses Aus-
drucks in Bezug auf die Variable m sucht, so wird man den
grossten und kleinsten Kriimmungsradius der Normalschnitte
kennen. Die Gleichung, welche diese besonderen Werthe be-
stimmt, ist
(@) sm? 4 (r —t)m — s =0.

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind reell und von
entgegengesetzten Zeichen; in der zweiten Ableitung von R
substituirt, geben sie Resultate von verschiedenen Zeichen, und
entsprechen folglich, die eine einem algebraischen Maximum,
die andere einem algebraischen Minimum.

Da das Product dieser beiden Wurzeln — 1 ist, so sind
die Ebenen, welche die Schnitte der kleinsten und gréssten
Kriimmung enthalten, die wir Hauptschnitte nennen werden,
senkrecht zu einander.

241. Wenn man diese beiden Ebenen zu Ebenen der z,
z und der y, z nimmt, so vereinfacht sich der allgemeine Aus-
druck von R. Denn, da die beiden Wurzeln der Gleichung
(2) dann O und « sein miissen, so muss man s = (O haben,
und folglich

;e i i
r 4 tm?

In dem gegenwiirtigen Falle wiirden zwei Werthe von R
geniigen zur Bestimmung von » und ¢; somit bestimmen, wenn
man die Richtung der Hauptschnitte kennt, die Kriimmungen
zweier beliebigen Normalschnitte von bekannter Lage alle
anderen.

Bezeichnet man durch ¢, ¢/ den grissten und kleinsten
Radius, so hat man

et

et el A e
T A Appra

Man kann daher R ausdriicken als Function von g, ¢/, m,
und man erhilt so

1 1 1 m2
oder m = tang & setzend,

1 1 Yo
SR b i 2
3 o cos o -|—9,sma .
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Wenn man durch v die Kriimmung irgend eines Schnit-
tes, und durch v!, v diejenigen der Hauptschnitte bezeichnet,

so sind sie respective gleich mit —- R A % % Ell—, wie wir in der
Differentialrechung sahen, und die vorstehende Gleichung wird
3) " o= v'cosa? 4 v sina?,

woraus man sieht, dass die beiden Hauptkriimmungen diejeni-
gen aller Normalschnitte bestimmen.

Aus dieser Gleichung ergeben sich mehrere wichtige
Folgerungen :

1. Wenn man durch die Normale zwei Ebenen -legt,
welche gegen die Ebene eines Hauptschnittes gleich geneigt-
sind, so ist die Kriimmung der beiden Schnitte dieselbe.

2. Wenn man zwei Ebenen fiihrt, welche gleich geneigt
sind gegen die respectiven Ebenen der zwei Hauptschnitte,
auf welcher Seite es auch sei, so ist die Summe der Kriim-
mungen dieser Schnitte constant und gleich der Summe der
Kriimmungen der Hauptschnitte.

Denn, indem man sie durch v und »; bezeichnet, hat man

v=1v'cosa? + v'sina?, v = v’sine? - v/ cosa?,
also
v 4 v = -} v,
Wenn die beiden Winkel ¢ in demselben Sinne genom-
men werden, so sind die Ebenen rechtwinklig: woraus man

sieht, dass die Summe der Kriimmungen zweier zu ein-
ander rechtwmkhgen Normalschnitte constant ist.

I /
3. Wenn man e — % macht, so hat man v = + s
Also ist die Kriimmung eines jeden der beiden Schnitte, deren
Ebenen die Winkel der Hauptschnittsebenen hilften, gleich
dem Mittel zwischen den beiden Hauptkrimmungen; und die
Kugel, welche durch die osculirenden Kreise dieser Schnitte
geht, giebt fiir die Kriimmungen zweier rechtwinkligen Nor-
malschnitte dieselbe Summe wie die Oberfliche. Man sieht
noch dass zwei Ebenen, welche gleich geneigt sind gegen eine’
dieser Mittelebenen, Schnitte geben, deren Summe der Kriim-
mungen v’ - v* ist, weil diese Ebenen gleiche Winkel machen
mit den Hauptschnittsebenen.

www.rcin.org.pl



— 269 —

242. Anzeigende Curve. — Wenn mah vort irgend
einem Punkte einer Oberfliche an, auf der Normale eine
unendlich kleine Linge nimmt, und durch ihren Endpunkt eine
zur Normale senkrechte Ebene fiihrt, so schneidet sie die Ober-
fliche in einer unendlich kleinen Curve, welche Dupin zuerst
betrachtet und anzeigende Curve (Indicatrix) genannt hat.
Alle die Eigenschaften, welche wir zuvor bewiesen® haben, er-
geben sich aus ihr sehr einfach, sowie viele andere, wegen
deren wir auf die Werke desselben verweisen. Man sieht zu-
niichst leicht, dass diese Curve vom zweiten Grade ist, wenn
man die in Bezug auf ihre Dimensionen unendlich kleinen
Grossen vernachliissigt; was bedeutet, dass wenn diese Curve
gegen einen Punkt convergirt, indem ihre Ebene sich der
Tangentialebene niihert, eine ihr #hnliche endliche Curve zur
Grenze einen Kegelschnitt haben wiirde.

In der That, wenn man die Normale zur Axe der z
nimmt, so ist die Gleichung der Oberfliche, bezogen auf recht-
winklige Axen, a.]lgemein

z:—r.ﬂ—{—swy—[— ty? - - - -,

und bekanntlich kann man in der Ebene der z, y zwei solche
besondere rechtwinklige Axen wihlen, dass das Rechteck zy
in dem zweiten Gliede fehlt. Indem man sie wihlt, ~wird die
Gleichung der Oberfliche von der Form sein

Ryl
Man weiss noch dass wenn die Coéfficienten r, ¢ ungleich sind,
es nur ein einziges System rechtwinkliger Axen giebt, welches
die Eigenschaft besitzt das Rechteck zy verschwinden zu
machen; und dass wenn sie gleich sind, es unendlich viele
derselben giebt.

Wenn man jetzt 2 = «, wo « unendlich klein, macht, und
wenn man sich auf die Glieder vom zweiten Grade in 2 und

y beschriinkt, so hat man zur Gleichung des Schnittes, welcher
die anzeigende Curve ist,

€)) ra? -ty = 2e,
welche Gleichung eine Ellipse oder eine Hyperbel darstellt,
deren Mittelpunkt auf der Normale liegt.
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Es sei ¥ der Punkt der Oberfliche, AN die Normale,
AO = a, und BC derDurch-
schnitt der Ebene der Indicatrix
mit irgend einer Normalebene.
Der Kriimmungsmit:elpunkt
dieses Normalschnittes ist die
Grenze des Durchschnitts von
A N mit der in der Mitte der
Sehne AC errichteten Senk-
rechte; und wenn man den
Kriimmungsradius 2 nennt, so

Fig. 1.

BT b ;
hat man R — S04’ oder mit
24 den Durchmesser BC der Indicatrix, welche wir elliptisch
2
voraussetzen, bezeichnend, R — 210—5.

Man schliesst hieraus dass die Schnitte, deren Ebenen
durch die Axen der Indicatrix gehen, die grosste und die
kleinste Kriimmung haben. Alle anderen Folgerungen ergeben
sich leicht, und man erhilt denselben Ausdruck von R als
Function von r und ¢ fiir irgend eine Ebene y — m 2 wie zu-
vor: denn man hat

. 2a(1 4 m?) g 1+ m?
. e St Saidks bl 2]
L P g und folglich R — it b gr

Wenn die Indicatrix eine Hyperbel wiire, so wiirde der Kriim-
mungsradius unendlich werden, wenn die Ebene des Schnittes
durch eine ihrer Asymptoten ginge, und wiirde nachher einen
negativen Ausdruck haben, wenn man nicht das Zeichen von «
inderte. Man muss also, um ihn positiv zu haben, die Ebene
der Indicatrix auf der anderen Seite der Tangentialebene fiih-
ren; welches zeigt dass die Kriimmung der Schnitte ihren
Sinn ge’c'mdert' hat. Die beiden anzeigenden Curven, welche
man so erhilt, sind zwel conjugirte Hyperbeln, und ihre reellen
Axen entsprechen den Schnitten der grossten Kriimmung unter
allen denjenigen, welche auf derselben Seite der Tangential-
ebene liegen.

Behiilt man das Zeichen des Ausdrucks der Kriimmung
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bei, so wird man, wie wir dies allgemein sagten, ein Maximum
und ein Minimum als Hauptkriimmungen haben.

Die Indicatrix kann noch von der Gattung der Parabel
sein, welche den Fall zweier parallelen Geraden ecinbegreift:
dieser letztere Fall ereignet sich, wenn man hat

r =0 oder ¢ = 0.

Dies bedeutet nicht dass der Schnitt der Oberfliche mit der
zur Tangentialebene parallelen Ebene keine Parabel ist; denn
eine Parabel mit unendlich kleinem Parameter in endlicher
Entfernung von ihrem Scheitel betrachtet, fillt nahezu mit zwei
parallelen Geraden zusammen. Also, selbst wenn der Schnitt
eine Parabel wire, so wiirde die Indicatrix sich als zwel ge-
rade Linien darbieten, ausgenommen in dem Kalle wo der
Scheitel dieser Parabel in einer unendlich kleinen Entfernung
liegen wiirde von dem Punkt, den man auf der Oberfliiche
betrachtet: dieser Fall kann nur ausnahmsweise sein, weil er
nicht stattfindet unter der gewdhnlichsten Voraussetzung, wo
die Gleichung der Fliche entwickelt werden kann, wie wir
annahmen.

Wenn die Indicatrix von der Gattung der Parabel ist, so
giebt es nur eine Richtung, fiir welche die Kriimmung Null,
oder der Radius unendlich wird; nimlich diejenige der Axe
der Parabel.

Diese Richtung ist die der kleinsten Kriimmung; die
grosste Kriimmung ist in der darauf senkrechten Richtung.

243. Die Kriimmung der schiefen Schnitte fiihrt sich auf

Fig. 8. diejenige der Normalschnitte zuriick.
In der That, es sei H K der Durch-
schnitt der Ebene der Indicatrix
mit einer Ebene, welche geht durch
die Tangente in 4 an dem Nor-
malschnitte BAC, und einen Win-
kel ¢ mit der Ebene dieses Schnittes
macht. Da die Sehne H K parallel
ist zu der in A gefiihrten gemein-
schaftlichen Tangente, so theilt die
aus A auf KH gefillte Senkrechte
AP diese Linie in zwei Theile, die
man als gleich betrachtet, weil sie




— 272 —

sich nur um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung unter-
scheiden; OP ist senkrecht zu H K, und von der zweiten
gA — tang . Man kann daher die
Langgn BC, HK als gleich betrachten; und der Kriim-
mungsradius des Schnittes HA K, welcher zam Werthe hat

=1 [ et

P
_2AP’ 1st

Ordnung wie A0, weil

gleich mit ;j 19 5 er ist also gleich demjenigen des

Normalschnittes B A C multiplicirt mit ‘;1—3% oder cosé. Woraus

man den von Meunier herrithrenden wichtigen Satz folgenrt,
dass der Kriimmungsradius eines schiefen Schnittes er-
halten wird, indem man auf die Ebene dieses Schnit-
tes projicirt den Kriimmungsradius des Normalschnit-
tes, welcher dieselbe Tangente hat.

244. Die besondere Lage, welche wir den Axen gaben,
hat den Beweis der vorhergehenden Kigenschaften erleichtert;
aber es ist nothwendig die Aufgabe fiir eine belichige Lage
der Axen zu behandeln, weil man die Hauptschnitte in irgend
einem Punkte einer auf irgend welche rechtwinklige Axen be-
zogenen Oberfliche kann zu bestimmen haben.

Es seien a/, y/, 2 die Coordinaten irgend eines Punktes
einer gegebenen Fliche, und «, 8, y die Winkel, welche eine
Tangente an der Oberfliche in diesem Punkte mit den Axen
bildet, so hat man cosy = pcose - gcosf, weil die Glei-
chung der Tangentialebene ist : —2/ = p (z—a') 4 q(y—y"),
und weil die Differenzen & — a’, y — y’, 2 — 2’ proportional
sind den Cosinus der Winkel, welche eine in dieser Ebene
liegende Gerade mit den Axen macht. Substituirt man cosy

seinen Werth V' 1 — cos a2 — cos B2, 80 erhilt man

(1) (1 4+ p?) cosaz + 2pqeosacosfp 4 (1 4 ¢?) cosp2 = 1.

Dies ist die Bedingung dafiir, dass die ‘Winkel «, g irgend
einer Tangente angehdren.

; Wenn man durch den Punkt (2/, y’, 2/) und durch einen
anderen unendlich nahen Punkt, welcher auf einer Curve liegt,
die zu dieser Tangente gehort, zwei zu dieser Curve nor-
male Ebenen fiithrt, so schneiden sie sich nach der Axe des
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osculirenden Kreises dieser Curve, und die Gleichungen dieser

Gerade sind

(@ —a)da! + (y—y)dy + (2 — 2)) de' =0,

(@ — a) d2a 4 (3 — §) A2y’ + (e — o%) drat = d2.
Diese Linie, da sie in einer Normalebene der Oberfliche liegt,
trifft die Normale, deren Gleichungen sind

2—a4p(z—2)=0, y—y +q(—2)=0.
Die Coordinaten #, y, = des Durchschnittspunktes werden ge-
geben. durch die Gleichungen

indem man setzt

d?z' —pd?a’ — qd?y’ = Dds'2.
Man kann den Werth von D tyansformiren, indem man die
Gleichung

dz! = pda' + qdy’
differentiirt, welches giebt
diz=pdre } qd“’y + rda'? 4 2sda’ dy’ + tdy'2,
und folglich

])-_—_7'< ) it ds’ ds’ + ds’
= rcos & 4 25 cos @cosf -} tcos B2.

Man sieht hieraus, dass I) dasselbe bleibt, wenn « und B
sich nicht @ndern; folglich treffen die Axen der osculirenden
Kreise aller schiefen Schnitte, deren Ebenen durch dieselbe
Tangente gehen, die Normale in einem und demselben Punkt.

Hieraus geht hervor, dass alle diese Schnitte ihre Kriim-
mungsmittelpunkte auf einer Kreisperipherie haben, deren Ebene
senkrecht ist zu ihrer gemeinschaftlichen Tangente, und deren
Durchmesser die Linie ist, welche den Beriihrungspunkt ver-
bindet mit dem festen Punkt, den wir eben auf der Normale ge-
funden haben. Dieser Punkt ist also selbst der Kriimmungsmit-
telpunkt des Normalschnittes; und man sieht dass die Kriim-
mungsradien aller Schnitte, welche dieselbe Tangente haben,
die Projectionen des Radius des Normalschuitts auf ihre respec-
tiven Ebenen sind.

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II! ‘ 18

B
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Nach den Werthén, welche wir fiir die Coordinaten des

Kriimmungsmittelpunktes des Normalschnitts fanden, hat sein
Kriimmungsradius zum Ausdruck

& ViIT
D ’
oder
@' R= SRTRE :
rcos @? -+ 2scosa cosfB + tcos B2

245. Das auf die Aenderung von « und f beziigliche
Maximum oder Minimum von R entspricht dem Minimum
oder dem Maximum des Nenners, und wird gegeben durch die
Gleichung

(reosa 4 scosf)d.cosw — — (scosa - tcosf)d.cosf;

man eliminirt d.cosa und d.cosB, indem man die Gleichung
(1) differentiirt, welches giebt:
[ + p?) cose + pqeosB]d.cos .
= — [(1 + ¢ cosPp + pqcose] d.cosfB,
und diese beiden Gleichungen durch einander dividirend, kommt
3) - rcosa -+ scosf i tcosf -+ scosa )
(14 p?) cose ++pqeosB — (1 -+ ¢2) cosB + pgeosa

Die. Gleichungen (1), (2), (3) bestimmen die Werthe von «,
B, R, welche sich auf die Hauptschnitte beziehen.

Um diese Rechnung bequemer auszufiithren, multiplicirt
man mit cos ¢ Zihler und Nenner des ersten Gliedes der Glei-
chung (3), und mit cosf Zihler und Nenner des zweiten Glie-
des, und addirt die Zidhler und Nenner; die resultirende

Function, welche ist, ist gleich jedem der Glieder der Glei-

5
chung (3), welches giebt
@3 bis) freose + scosfp = D[(1 4 p?)cosa + pqcosfB],

{teosB + scose = D[(1 -+ q?)cosp + pqeosal,

oder

(DA + p?) — r]cose = (s — pqD)cosfB,
(DA + q?) — t]cosp = (s — pqD)cose.
Diese beiden Gleichungen mit einander multiplicirt geben

(DA +p) — ] [DA + ¢2) — ] = (s — pa D)2,

“)
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oder
(- p+ ) D= DI p) -0 g —2pgo] -rismst.
Diese Gleichung liefert die beiden Werthe von 1), welche sich
auf die Hauptschnitte beziehen; und da man hat

ViFpte
R=————D—,

so ist die Gleichung, welche die Kriimmungsradien dieser
Schnitte giebt,

) 5<rt—sﬂ>m RVIFpF@A+p) 41+ g)r—2pgs]

St h @ =0
DleWerthe von ¢ und B endlich, werden durch die Gleichung
(1) und eine der Gleichungen (4) bestimmt.

246. Will man die besonderen Punkte der Oberfliche
kennen, wo die Hauptschnitte und folglich alle Normalschnitte
dieselbe Kriimmung haben, so muss man ausdriicken, dass die
beiden Wurzeln der Gleichung (5) gleich sind. Es scheint
anfangs, dass die daraus resultirende Gleichung zwischen p,
q, 7y 8, t in Verbindung mit jener der Oberfliche eine Linie
bestimmen wiirde; aber es ist leicht zu sehen, dass die Gleich-
heit dieser Wurzeln zu zwei Gleichungen fiihrt.

In der That, man kann die Bedingungsgleichung unter
die Form bringen

[(] +p)t ——-.(1 +¢r 4+ qu<1]i£rp2 i s>]2 ;
L s e

ihr kann aber offenbar nur geniigt werden, indem man setzt
r
-lp_g pr s=0,und A 4p9)t— 1+ ¢)r=0,
welche Gleichungen sich so schreiben lassen:
t 8
(6 LR PR
) 1 pfiekte 0 10
Diese beiden Gleichungen, in Verbindung mit jener der
Oberfliche, bestimmen eine endliche Zahl von Punkten,
welchen man den Namen Nabelpunkte gegeben hat. Man
wiirde sie erhalten haben, indem man ausgedriickt hiitte, dass

die durch die Gleichungen (4) gegebenen Werthe von D
18*
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unabhiingig sind ven « und B, wie dies sein muss, damit die
Kriimmung aller Normalschnitte dieselbe sei.

247. Conjugirte Tangenten. — Wenn man auf einer
Oberfliche irgend eine Curve zeichnet, und durch alle ihre
Punkte Tangentialebenen an die Oberfliche legt, so bestim-
men diese Ebenen durch ihre successiven Durchschnitte eine
der ersten umgeschriebene abwickelbare Fliche. lhre Kanten
sind gegen die Beriihrungscurve nach einem merkwiirdigen
Gesetz geneigt, welches Dupin zuerst erkannt hat, und das
wir mittheilen wollen.

Die Aufgabe, welche wir uns vorlegen, ist also diese:

Wenn der Beriithrungspunkt einer Tangential-
ebene an irgend einer Oberflidche sich nach einer
gewissen Richtung verriickt, so soll man an der
Grenze die Gerade finden, nach welcher diese Tan-
gentialebene von der unendlich nahen Tangential-
ebene geschnitten wird. Diese beiden Geraden sind Tan-
genten an der Oberfliche, und Dupin hat ihnen den Namen
conjugirte Tangenten gegeben.

Hierzu nehmen wir zum Anfang den Beriihrungspunkt
der Oberfliiche' mit der Tangentialebene, welche man betrach-
tet, und nehmen in dieser die Axen der z und y; wir wih-
len wie in Nr. 242 zu Richtungen dieser beiden Axen dieje-
nigen, fiir welche das Rechteck 2y nicht vorkommt in der
Entwicklung non z nach den steigenden Potenzen dieser Va-
riablen. Wir haben dann fiir 2 — 0, y = 0 die Bedingungen

Pr=alisgia 0« 5 i=210.
Es seien 2/, y', 2’ die unendlich kleinen Coordinaten des Be-
riithrungspunktes einer zweiten Tangentialebene; die Richtung,
nach welcher der Beriihrungspunkt sich verriickt haben wird,
macht mit der Axe der # einen Winkel dessen Tangente -die
yl

Grenze 1st von “p7e Wenn o', y* gegen Null convergiren; wir

werden diese Grenze durch m bezeichnen. Die Gleichung der
Tangentialebene im Punkte o/ y/ 2 ist
t—d=p(@—a)+q H—9)
und wenn man bemerkt dass man im Anfang hat
e Oy ie=10, ' 18:8=0;
so folgt mit Riicksicht darauf dass 2‘, ¥ unendlich klein sind,
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ra’? {2
pl = r.v’, {]/ — ,y/, z’ — 5 _|_ _*é_.’

und die Gleichung der Ebene wird

ra'2 Ly'2
z=ra'e + ty'y — oo -‘1;——;
indem man z — 0 macht um den Durchschnitt mit der ersten

Tangentialebene, welche die der » und y ist, zu haben, kommt,
y’ durch ma’ ersetzend und durch 2’ dividirend,

ol g

ra -+ tmy — % (r + m2t) = 0.
Um die gesuchte Gerade zu haben, braucht man nur 2/ = 0
zu machen in dieser Gleichung, und es kommt
(7) ‘re 4+ tmy = 0
als Gleichung der Tangente, welche conjugirt ist zu derjenigen,
deren Richtung durch m bestimmt wird. Wenn man also
durch m' die Tangente des Winkels bezeichnet, den’ diese
Gerade mit der Axe der # macht, so' hat man

daher
mm' = == =
, t

Man sieht also, dass die Richtungen von irgend zwei
conjugirten Tangenten diejenigen sind von zwei conjugirten
Durchmessern des Kegelschnitts, der zur Gleichung hat

ra? -+ ty? = ¢,

wo ¢ eine beliebige Constante bezeichnet. Diese Curve ist
keine andere als die Indicatrix in dem Punkte, den man be-
trachtet, und deren Gleichung wir in Nr. 242 gaben. Denn
man bezeichnet mit dieser allgemeinen Benennung nicht allein
den unendlich kleinen Schnitt, welcher in der Oberfliche durch
eine zur Tangentialebene in unendlich kleiner Entfernung pa-
rallele Ebene gemacht wird, sondern auch jeden Kegelschnitt,
der ihnlich ist mit demjenigen, welcher durch die Durch-
schneidung dieser Ebene mit der Oberfliche gegeben wird.

Der Winkel der conjugirten Tangenten ist ein rechter,
wenn sie gerichtet sind nach den beiden rechtwinkligen con-
jugirten Durchmessern der Indicatrix, und folglich nach den
Richtungen der grossten und kleinsten Kriimmung.
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Wir beschrinken uns auf diese fundamentale Eigenschaft
der conjugirten Tangenten, wobei wir den Nutzen der Indica-
trix in der allgemeinen Untersuchung der Flichen von einer
neuen Seite kennen gelernt haben, und wir verweisen in Be-
ziehung auf Weiteres auf die Memoiren von Dupin.

Kriimmungslinien.

248. Wenn man durch alle Punkte einer auf einer Fliche
verzeichneten Linie Normalen zu dieser Fliche fiihrt, so liegen
sie im Allgemeinen in verschiedenen Ebenen, und die kiir-
zeste Entfernung von zweien unter ihnen, welche unendlich
nahen Punkten auf der Fliche entspréchen, ist ein unendlich
Kleines derselben Ordnung wie die Entfernung - dieser zwei
Punkte und der Winkel diéseér niimlichen Normalen.

Aber man kann sich vornehmen die Linien zu bestimmen,
welche man auf der Oberfliche zeichnen miisste, damit die
kiirzeste Entfernung der successiven Normalen nicht Null, aber
unendlich klein wire gegen die Entfernung der correspon-
direnden Punkte der Fliche und den Winkel der beiden
Normalen. Die Normalen werden sich dann in demselben
Falle befinden wie die Tangenten an einer Curve doppelter
Kriimmung; und ihre Gesammtheit wird eine abwickelbare
Fliche bilden. Es seien 2, y/, z* die Coordinaten irgend eines
Punktes einer Fliche, die Gleichungen der Normale in diesem
Punkte sind

z—a' +p—2)=0, y—y' +q(z—2)=0.
Der Durchschnittspunkt dieser Linie und der Normale in dem
unendlich nahen Punkt, dessen Coordinaten 2/ 4 da’, y* - dy,
2/ -+ dz’ sind, wird gegeben durch die Combination dieser
zwei Gleichungen und ihrer Differentiale in Bezug auf 2, y/, 2/,
welche sind

— da' — pdz' 4 (rda’ 4 sdy’) (z—2") =0,

" —dy! — qdz' 4 (tdy’ 4 sda') (z—2) = 0,
oder, indem man dz’ ersetzt durch pda’ -4 qdy’,
® |Q+p)da' +pedy = (rde' + sdy) (e —2),

(1 + ¢ dy' + pgda’= (1dy’ + sda’) (—2").

Die Bedingung dafiir, dass die beiden Normalen sich

treffen, erhilt man, indem man ausdriickt, dass z—2’ aus
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diesen beiden Gleichungen denselben Werth erhalt; man fin-.
det so
oLk 00 deck paayt o (1 - 47) dy' - pgda’

rda’ + sdy’ tdy’ + sda’ 2
welche Gleichung dieselbe ist wie die Gleichung (3) und folg-

lich fiir :Z die beiden Werthe giebt, welche sich bezichen

auf die Tangenten der Normalschnitte der grossten und klein-

sten Kriimmung. Nur muss man wohl bemerken, dass die
Gleichung (9) nicht ausdriickt, dass die beiden Normalen sich
wirklich schneiden, weil man die Glieder der zweiten Ord- -
nung vernachldssigt hat; dass man aber fiir z, y, 2 Werthe
finden wird, welche den Gleichungen der ersten Normale ge-
niigen und so sind, dass sie um Grissen von hoherer Ordnung
als der ersten vermehrt, der zweiten geniigen wiirden. Sie
driickt also aus, dass die kiirzeste Entfernung der beiden Nor-
malen ein unendlich Kleines von hiherer als der ersten Ord-
nung ist.

Wenn man A zwischen den Gleichungen (8) eliminirt, so

da’
kommt
(10) 14+ pr—r(z—2) _ pg—slz—2)
pa—se—7)  IF ¢ —1C—7)

Diese Gleichung in Verbindung mit den Glelchungen der
Normale

g —a +pe—2)=0, y—y +9—2)=0
bestimmt die Coordinaten «, y, z des Durchschnittspunktes der
beiden unendlich nahen Normalen; und man erhilt die Fliche,
welche der Ort aller dieser Durchschnittspunkte ist, indem
man a/, y’, & zwischen diesen drei Gleichungen und jener der

gegebenen Oberfliche eliminirt.
249. Die Gleichungen (8) unterscheiden s:ch von den

Gleichungen (3 bis) nur durch die Vertauschung von %

mit z — 2. Der Werth von (¢ — 2/) V14 p2+ ¢, oder
der Theil der Normale zwischen dem Punkt der Oberfliche
und dem Durchschnittspunkt mit der unendlich. nahen Nor-

male, ist also gleich mit % V1 4 p? + ¢* oder mit R. So-
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mit sind die Entfernungen des Punktes der Oberfliche von
.den Punkten, wo die unendlich nahen Normalen sich trefen,
gleich den Radien der Hauptkriimmungen. Diese beden
Durchschnittspunkte sind also nichts Anderes als die Mitel-
punkte der Hauptkriimmungen.

250. Dies vorausgesetzt, bestimmen wir die Curve, weche
in jedem ihrer Punkte die Eigenschaft besitzt Tangente an
dem Hauptschnitte zu sein, und folglich so ist, dass die Nor-
malen zur Oberfliche, welche durch zwei unendlich nahe, auf
dieser Curve genommene Punkte gehen, sich treffen. Die Co-
- ordinaten ’, y/, 2 von irgend einem - dieser Punkte geniigen
der Gleichung (9) und jener der Oberfliche; diese letzte giebt 2
als Function von 4/, y’, und wenn man diesen Werth in der
Gleichung (9) substituirt, so hat man eine Gleichung der ersten
Ordnung zwischen «/, y’, die vom zweiten Grade ist in Bezug
auf g'—z:; man integrirt dieselbe und erhiilt zwei endliche Glei-
chungen, von denen jede eine willkiirliche Constante entkilt,
welche man bestimmt, indem man ausdriickt, dass jeder dieser
zwei Gleichungen zwischen 2/ und 3’ geniigt wird durch die
Coordinaten des Punktes der Oberfliche, durch welchen die
Curven gchen sollen.

Auf diese Weise bestimmt man die Gleichungen dieser
merkwiirdigen Linien, welchen man den Namen Kriim-
mungslinien gegeben hat.

251. Suchen wir jetzt die Gleichung der abwickelbaren
Fliche, welche der Ort der Normalen zu der gegebenen Fliche
ist, die durch alle Punkte einer ihrer Kriimmungslinien ge-
fithrt sind.

Die Gleichungen irgend einer dieser Normalen sind

@ —a' 4+ pr—2)=0, y—y +q(z—2) =0,
und die Coordinaten a7, y’, 2’ miissen der Gleichung der ge-
gebenen Fliche geniigen und dem Integrale der Gleichung (9).
Wenn man also &', y/, 2/ zwischen diesen vier Gleichungen
eliminirt, so wird die Endgleichung zwischen «, y, = die-
jenige. der gesuchten Flidche sein.

Die beiden Oberflichen, welche so fiir die zwei durch
denselben Punkt gehenden Kriimmungslinien erhalten werden,
schneiden sich unter einem rechten Winkel; und allgemein
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schneiden alle diejenigen, welche sich auf eines der Systeme
der Kriimmungslinien beziehen, unter einem rechten Winkel
alle diejenigen, welche sich auf das andere System beziehen.

252. Wenn man endlich den Ort der Durchschnittspunkte
der consecutiven Normalen oder die Riickkehrkante der Fliche,
welche der Ort dieser Normalen ist, kennen will, so muss
man aus der Gleichung (10) #/, y/, 2/ eliminiren vermige der
zwei Gleichungen der Normale und jener der gegebeunen Fliche;
man erhiilt so eine zweite Gleichung zwischen z, y,2, welche
in Verbindung mit jener der abwickelbaren Fliche die Riick-
kehrkante bestimmt, welche der Kriimmungslinie entspricht,
die man betrachtet.

Dieser zweiten Gleichung, da sie unabhiingig ist von der
Kriimmungslinie, wird geniigt durch die Riickkehrkanten,
welche sich auf alle Kriimmungslinien der gegebenen Ober-
fliche beziehen; sie reprisentirt also den Ort dieser Kanten,
oder den Ort aller Durchschnittspunkte der consecutiven Nor-
malen der gegebenen Oberfliche.

253. Die Durchschnittspunkte der consecutiven Normalen
sind, wie wir sagten, die Mittelpunkte der osculirenden Kreise
der Hauptschnitte: aber man muss sich wohl hiiten zu glauben,
dass sie die Mittelpunkte der osculirenden Kreise der Kriim-
mungslinien seien; denn die Normalen, welche durch sie ge-
hen, sind Tangenten an einer und derselben Curve, welche
Eigenschaft niemals den Normalen zukommt, welche durch die
Kriimmungsmittelpunkte einer nicht ebenen Curve gehen. Aber
im Allgemeinen sind die Kriimmungslinien nicht eben; und
sie kinnten es sogar sein, ohne dass ihre osculirenden Kreise
mit denen der Hauptschnitte zusammenfielen: man sieht davon
ein sehr einfaches Beispiel in den Parallelkreisen einer Rota-
tionsfliche. Es wird noch erfordert, .dass ihre osculirenden
Ebenen normal seien, und dass folglich die Kriimmungslinien
die kiirzesten Linien auf der Oberfliche seien.

Anwendung auf das elliptische Paraboloid.

254. Es seien 24, 26 die Parameter der Hauptparabeln
eines Paraboloids, dessen Axe in der Richtung der positiven 2z
liegt; die Gleichung dieser Fliche ist
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2_2_a+2b’
und man hat
e s s b et Mhiias i g i
P e q__b,r_a,t_b,s__O.

Die Gleichung (9), welche den beiden Kriimmungslnien

angehort, wird somit, indem man % = A4, a(a— b) = B setzt,

dy\? d
Aazy (ﬁ) + (@ — Ay? + B)F.% — xy =0.
‘Diese Gleichung differentiirend, erhilt man
dy\? d
(2Axy—l+mz_Ay —|—B> o [ (ﬁ) —f—l](wc?i——y):().

Zieht man aus der vorhergehenden den Werth von 22 — Ay2+ B,
und setzt ihn in die letzte, so findet man .

_1_;__3/_ _l_y>—_—_

Y dar *d
Durch « Y3 —l d1v1d1rend wird diese
dzy
5 iy W
Aniiignar @
dz Y

Da die drei Glieder vollstindige Ableitungen sind, so hat man
integrirend

& —-—2+l HBSE fa AN Ve il

woraus man, neuerdings integrirend, findet
y? = Ca? + C.
Diese Gleichung mit zwei willkiirlichen Constanten ist das
Integral der Gleichung zweiter Ordnung, und muss als be-
sonderen Kall das der vorgelegten enthalten. Indem man die-
sen Werth von y in der Gleichung erster Ordnung substituirt,
findet man zwischen C und C’ eine Bedingung, welche diese
beiden Constanten auf eine reducirt. Diese Bedingung ist
o — BC
T 14 40

mungslinie des Paraboloids ist

so dass die allgemeine Gleichung der Kriim-

www.rcin.org.pl



— 283 —
BC
92:0w2+ ———-———1+AC,
oder, indem man A und B ihre Werthe substituirt,
ba(a—0b)C
y2 == C.flﬂ + —'—b( _—"————aé .
Diese Curven projiciren sich also auf die Ebene der z und y
in Hyperbeln oder Ellipsen, je nachdem C positiv oder ne-
gativ ist.

Der Werth dieser Constante ist bestimmt, wenn man die
Coordinaten des Punktes a’, y* der Oberfliche giebt, durch
welchen die Kriimmungslinie gehen soll: man hat dann die
Gleichung
Y= Ca't 4 b_____cz(:——abéc’
oder

az'?C? 4 [ba't — ay? 4 ab (a—b)] C—by? = 0;
woraus man fiir C ungleiche reelle Werthe zieht, einen posi-
tiven und cinen negativen, welche wir durch @ und — f be-
zeichnen werden. Die beiden Kriimmungslinien, welche sich
in dem gegebenen Punkte kreuzen, haben also zu Gleichungen

ab(a—0b)a
y? = oa? | -—_——b-{—atz
und
5 2 ab(a—0)p
?j2 A ﬂ.’lﬁ + a,ﬁ T o ¢

Wenn man a > b voraussetzt, so ist die in der Ebene
der 2 und 2 liegende Parabel diejenige, welche den grdssten
Parameter hat. Die Hyperbeln, nach welchen sich die Kriim-
mungslinien projiciren, haben dann ihre reelle Axe in der

Richtung der Axe der y, und ihre Linge ist V_____a bb(:_—al;?a ;

sie wird am grossten fiir @ = o, wo ihr Werth Vb(a—b)
ist; die Hyperbeln reduciren sich dann auf die Axe der y.
Man sieht daher, dass indem man auf der Axe der y zu beiden
Seiten des Anfangs Liingen gleich Vb(@a—0b) abtrﬁg—t, man
die Grenzen hat, zwischen welche die Scheitel der Hyperbeln
fallen, welche die Projectionen von einem der Systeme der
Kriimmungslinien sind.
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Die Gleichung, welche die Projectionen der Linien des
anderen Systems repriisentirt, giebt immer reelle Ellipsen, weil

nfan aff — b > 0, oder f8 >-g hat, In der That, wenn man

—f—t dem C substituirt in der Gleichung, welche diese Con-

stante bestimmt, so findet man ein negatives Resultat; und da
sie nur eine negative Wurzel hat, so ist diese Wurzel nu-

; 3 b g Liih
merisch grosser als — 3 somit hat man f§ > —» was auch a4y’
: .

seien, und die Gleichung giebt nur reelle Ellipsen.
ab(a—0b)

Die Halbaxe der z ist gleich mit V-m—, und die

Halbaxe der y mit \/ “b(f;;:%. Der kleinste Werth die-

ser letzten entspricht § — oo, und ist V'b(a« — b); er giebt die-
selben Punkte, welche wir schon fiir die obere Grenze der
reellen Axen der Hyperbeln fanden. In diesem Falle fiillt die
Ellipse mit einem Theile der Axe der y zusammen.

Wenn man 2/ — 0 hat, so wird ein Werth von C un-
endlich; der andere ist positiv, wenn man hat y* <<V b(a —b) |
und negativ im entgegengesetzten Fall. Im ersten. Falle sind
die beiden Kriimmungslinien eine Hyperbel und die Axe der
y; im zweiten Falle bestehen sie aus einer Ellipse und der
Axe der y. !

Wenn 5’ — 0, so ist ein Werth von € Null, und der
andere negativ. Die Kriimmungslinien sind dann eine Ellipse
und die Axe der .

255. Die Gleichungen, welche die Nabelpunkte bestim-
men, werden in dem Kalle, womit wir uns beschiiftigen,
ay =0, a@?+ b?) = b(a? + a?);

was die beiden Systeme giebt

2=0,y==% ¥b(a—D), wd y =0, s =% Va(d —a).

Man sieht, dass nur eines reelle Coordinaten giebt; und
im gegenwirtigen Falle ist es das erste, weil wir « > b vor-
ausgesetzt haben. Es giebt also zwei Nabelpunkte in dem
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elliptischen Paraboloid; sie liegen auf der Hauptparabel, welche
den kleinsten Parameter hat, und sind keine anderen als die
beiden Punkte, welche wir schon als Grenzen der Scheitel der
Kriimmungslinien erkannten. :

256. Ist das Paraboloid eine Rotationsfliche, so fallen
die Nabelpunkte mit dem Scheitel zusammen. Die beiden

Werthe von € werden l/?_% und — 1; und die Gleichungen

der Kriimmungslinien sind
Y
9 P Bt ks
}/?—“_x,z 22, und y?® -+ @ ¢

die erste repréisentirt alle durch ‘die Rotationsaxe gehenden
Ebenen, und die zweite Cylinder, welche zur Basis auf der
Ebene 2y Kreise von willkiirlichem Radius haben, deren Mit-
telpunkt im Scheitel liegt. Die Kriimmungslinien sind also die
Meridiane und die Parallelkreise, wie dies in allen Rotations-
flichen stattfindet. Was den Ort der Kriimmungsmittelpunkte
betrifft, so besteht er offenbar aus der Rotationsaxe und aus
der Oberfliche, welche durch die Rotation der Evolute der
Meridiancurve um dieselbe Axe erzeugt wird.

Neue Theorie der Kriimmung der Fliachen.

257. Um eine genaue Vorstellung von der Gestalt einer
Fliche in der Nihe irgend eines ihrer Punkte zu haben, ge-
niigt es nicht die Gestalt der Schnitte zu kennen, welche
durch Ebenen gemacht werden, die durch die Normale in die-
sem Punkt gehen, obgleich diese Curven alle Punkte der
Fliche bestimmen. Es ist noch nothwendig das Gesetz zu
kennen, nach welchem die Richtung der Fliche selbst oder
ihrer Tangentialebene variirt, wenn man in irgend einer die-
ser Curven weiter geht, oder wenn man von einer zur anderen
iibergeht. Die Kriimmung der Normalschnitte , aus welcher iibri-
gens die der schiefen Schnitte sich ergiebt, geniigt also nicht,
um in der Nihe eines Punktes eine griindliche Kenntniss von
der Gestalt der Fliche zu geben. Sie lisst nur das Gesetz
der Biegung der auf dieser Fliche verzeichneten Curven er-
kennen, und nicht das Biegungsgesetz der Fliche selbst.

www.rcin.org.pl



— 286 —

Die sinnreiche Theorie der conjugirten Tangenten geniigt
auch nicht zur Erreichung dieses Zwecks; denn, obglkich die
gegenseitige Abhingigkeit der Richtungen dieser zwei Tangen-
ten mit der Gestalt der Fliche innig verbunden ist, so ver-
mag sie doch nicht eine genaue Vorstellung derselben zu ge-
ben, weil sie eine sehr entfernte Folge davon ist.

Man sieht also, was noch in der Untersuchung fehlt,
welche wir bisher iiber die Gestalt der Flachen gemacht haben.
Wir werden sie durch eine neue Betrachtung vervollsténdigen,
die man Bertrand verdankt. Aus seinem Memoire haben
wir die verschiedenen Sitze gezogen, welche wir auseinander-
setzen wollen, und welche wirklich eine neue Theorie der
Kriimmung der Flichen constituiren.

258. Es sei A irgend ein Punkt einer Fliche, und A Z
die Normale. Legen wir durch AZ Ebenen in allen Rich-

Fig. 9. tungen, und nehmen
wir! auf jeder Durch-
schnittscurve dieser
“benen und der Ober-
fliche, von A an, eine
unendlich kleine Lénge
A M = &; diese Liinge,
getheilt durch den
VWinkel der extremen
Tangenten, giebt den

Kriimmungsradius
dieser Curve im Punk-
te A.

Es sei jetzt MN
die Normale zur Ober-
fliche in M. Ihre Richtung wird bestimmt durch die Winkel,
welche sie mit drei rechtwinkligen Axen macht, z. B. mit der
Normale AZ und zwei unter einem rechten Winkel in der in
A tangirenden Ebene gefiihrten Geraden A X, A4Y. ‘Um ein-
fachere Ausdriicke fiir die Cosinus der gesuchten Winkel zu
erhalten, wihlen wir fiir die Axen 4X, AY die beiden Rich-

dz -, g 3
oy Anfang Null ist. Dieses System

ist im Allgemeinen nur eines; man erhilt es, indem man das

tungen, fiir welche
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Rechteck gy verschwinden macht ‘aus der Entwicklung des
Werthes von : nach den steigenden Potenzen von 2 und y.
Die Discuassion ist dieselbe wie jene, welche man in der Theorie
der Curven zweiten Grades macht; und wenn nach dem Ver-
schwm}n des zy enthaltenden Gliedes die Coéfficienten von
z? und y? gleich wiren, so wiirde jedem System rechtwink-
liger Axen die Eigenschaft zukommen das néimliche Glied ver-
schwinden zu machen. Dies vorausgesetzt, machen wir all-
gemein

dz dz d?z AT b a2z

a‘x‘:P, 'd_y_ZQ’ m—’:".a m-—sy dy’
man hat im Anfang

pra=y g =l gasd,

Wenn man jetzt durch X, Y, Z die Winkel bezeichnet, welche
die Normale in irgend einem Punkt der Oberfliche mit den
Axen macht, so hat man bekanntlich

:f;

cs X = 121p, cosY=4~q, cos Z = —1,
wo der Werth von 4 ist
P O

VDt
und das doppelte Zeichen sich auf die beiden Richtungen der
Normale bezieht.

Wenden wir diese Formeln an auf den Punkt M, und be-
zeichnen wir durch e den Winkel, welchen die Spur 4 U der
Schnittebene auf der tangirenden Ebene mit ZAX macht;
die drei Coordinaten z, y, z des Punktes J sind respective,
mit Vernachlissigung der unendlich Kleinen zweiter Ordnung
ecose, esina,0. Um die Werthe von ip, ¢, — 4 im Punkte
M zu finden, braucht man nur zu ihren Werthen in A4 die
Incremente zu addiren, welche diese durch die unendlich klei-
nen Aenderungen der Coordinaten erleiden, wenn man vom

Anfang A auf den Punkt M iibergeht. Aber im Punkte A
hat man

- i _dp__dq _ e
._O.q_—O,s_—dy_dw_O, und A =1,
indem max das obere Zeichen der Wurzel wihlt. Man hat

also im Pumkte M

(1) osX—=gercose, cosY— etsinat, cosZ — — 1,
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wo die Werthe von » und 7 sich auf den Anfang beziehen
Dies sind die sehr einfachen Formeln, welche die Richtung
irgend ‘einer, der ersten unendlich nahen Normale bestimmen
Sie bilden die Basis der Theorie, welche wir auseinander-
setzen wollen.

259. Wir sagten, was man kennen miisse, sei das
Gesetz, nach welchem die Richtung der Normale zur Ober-
fliche in der Nihe des Punktes A4 variirt. Dakin wird man
aber gelangen, indem man vermdge « und & ausdriickt: 1. den
Winkel, welchen die Projection der Normale M N auf die
Schnittebene mit AZ macht; 2. den Winkel von MN mit
seiner Projection, d. h. mit der Ebene AZ M. Man kann be-
merken, dass die erste dieser beiden Winkelcoordinaten die
Kriimmung des Normalschnitts 4Z M bestimmt. Betrachten
wir zunidchst den ersten dieser beiden Winkel: er ist das
Complement desjenigen, welchen M P mit A U bildet; und, in-
dem man immer die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung
vernachléssigt, ist dieser letzte derselbe wie der von M N mit
AU, well die Ebene des unendlich kleinen Winkels N M P
senkrecht ist zur Ebene ZA U, und seine Schenkel endliche
Winkel mit 4 U machen. Aber nach den Formeln (1) hat der
Cosinus des Winkels von MN mit A U, welcher gleich ist mit

cos Xcosa - cos Ysine,
zum Werthe

& (rcose? 4~ tsina?).

Dies ist der Sinus des Contingenzwinkel des Schnittes, oder
dieser Winkel selbst. Indem man ihn durch den Bogen &
theilt, hat man die Kriimmung, welche wir durch » bezeichnen
werden; was die Formel giebt .
(2 v = rcosa? - tsinal

260. Gehen wir jetzt iiber zu dem zweiten Winkel N M P.
Er ist offenbar das Complement desjenigen, welchen MN mit
der Senkrechte auf der Ebene ZA U macht. Nehmen wir
die Richtung dieser Senkrechte in dem Sinne, wo sie mit AX

den Winkel o - -;—t— bildet, und suchen .wir den positiven oder

negativen Cosinus des Winkels, welchen sie mit M N macht:
dieser wird der Sinus von NMP oder dieser Winkel selbst
sein, der als positiv betrachtet wird, wenn die Normale M N
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auf derselben Seite von ZAU liegt wie die unter dem Winkel

@ + gefiihrte Gerade, und als negativ wenn sie auf der

entgegengesetzten Seite liegt.
Der Ausdruck dieses Cosinus ist

cos X cos (a -+ g) —+ cos Yeose,

‘oder
&(t—r)sinecose,
oder auch
gsin 2 (3 L LU0

Wenn wir also durch ® den positiven oder negativen
Winkel N MP bezeichnen, so haben wir
3) w=%£(t—r)sin2a.

Die Formeln (2) und (3) geben den Ausdruck der beiden
Grossen, welche wir bestimmen wollten; wir werden nur die
hauptséichlichsten Folgerungen daraus entwickeln.

261. Folgerungen aus der Formel (3). — Wenn
wir & constant voraussetzen, so variirt der Winkel @ propor-
tional mit dem Sinus des doppelten Winkels «; woraus so-
gleich hervorgeht, dass er Null ist fiir die vier besonderen
Werthe

Tl e = Z, ae==, a= 3x
2 b b 2 ’
d. h. wenn der Punkt M sich nach einer der beiden Rlchtun-
gen AX, AY verriickt.

Man sieht ferner, dass der Winkel ® fiir keine andere
Richtung Null werden kann, wenn nicht ¢ = r, in welchem
Falle er fiir jede Richtung Null ist.

Wir erhalten somit diese bemerkenswerthe Eigenschaft:

In jedem Punkt einer beliebigen Oberfliche
giebt es immer zwei solche rechtwinklige Richtun-
gen, dass die Normalen zur Oberfliche, welche
durch die dem ersten unendlich nahen Punkte in
irgend einer dieser beiden Richtungen gefiihrt wer-
den,inder nach dieser Richtung gefﬁhrtenNormal-

ebene liegen; sie liegen also jede in elner Ebene,
Duhamel, Diff.- und Int.-lechnung. II. '19
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welche die erste Normale enthilt, und treffen folglich
diese. Wenn es mehr als zweiRichtungen giebt, welche
diese Eigenschaft besitzen, so besitzen alle anderen
dieselbe.

Wir geben diesen beiden bemerkenswerthen Richtungen
den Namen Hauptrichtungen. Man darf nicht vergessen,
dass wir die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernach-
liissigt haben. Man muss also bemerken, dass die Normalen,
welche gefiihrt werden durch unendlich nahe Punkte in diesen
Richtungen, sich recht gut in der That nicht treffen konnen,
dass aber ihre kiirZeste Entfernung, wenn sie nicht Null ist,
nur unendlich klein von hoherer als der ersten Ordnung sein

_ kann. _

Man hat den auf einer Oberfliche verzeichneten Curven,
welche in jedem ihrer Punkte eine Richtung haben, welche die
eben erkannte Eigenschaft besitzt, den Namen Kriimmungs-
linien gegeben. Offenbar kann man deren zwei durch irgend
einen Punkt der Fliche fiihren.

262. Die Formel (3) fithrt zu einem allgemeinen Satze,
den wir mittheilen wollen, und woraus wir den vorhergehenden
hiitten folgern konnen; aber dieser bot sich so natiirlich dar,
dass wir geglaubt haben, ihn unmittelbar hervorheben zu miis-
sen. Wenn wir die beiden Richtungen betrachten, welche be-

stimmt werden durch die Winkel & und & 4 %, wo « irgend

einen Werth hat, so sind die beiden Werthe von @ gleich und
haben verschiedene Zeichen; also konnen wir, indem wir Riick-
sicht nehmen auf den Sinn, in welchem der Winkel @ aufzu-
tragen ist, je nachdem er positiv oder negativ ist, den folgen-
den Satz aussprechen:

Wenn wir in irgend einem Punkt einer Fliche
zwei rechtwinklige Richtungen betrachten, auf diesen
zwei gleiche unendlich kleine Lingen nehmen, und
durch ihre Endpunkte Normalen zur Oberfliche fiih-
ren, so machen diese Normalen respective gleiche
Winkel mit den Ebenen, welche gefiihrt sind durch
die Normale in dem ersten Punkt und jede der beiden
Richtungen; und ferner liegen sie beide in dem Fli
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chenwinkel, den.diese beiden Ebenen bilden, oder
beide ausserhalb. :

Diese von Bertrand entdeckte Eigenschaft enthiilt offen-
bar die vorige, wie er gezeigt hat. In der That, weil der
Sinn in welchem man den Winkel @ tragen muss sich @ndert,
wenn man von einer Richtung zu der auf ihr senkrechten iiber-
geht, so giebt es nothwendig eine Zwischenrichtung, fiir welche
der Winkel ® Null ist. Also ist er auch Null fiir die auf
dieser senkrechte Richtung, und man kommt so auf den vorigen
Satz zuriick. b

263. Folgerungen aus der Formel (2). — Betrachten
wir irgend zwei senkrechte Richtungen, welche den Winkeln «

und o | % entsprechen. Durch v, »* die Kriimmungen dieser

beiden Normalschnitte bezeichnend, haben wir L0
v — rcose? -} tsna?,

v/ = rsina? 4 tcosa?;

daher
v+ o =14t

Man kommt also zu diesem merkwiirdigen Satze:

In jeder Oberfliche ist die Summe der Kriimmun-
gen der beiden Normalschnitte, welche durch irgend
zwei rechtwinklige Ebenen gemacht werden, constant.

Diese Summe ist also diejenige, welche sich bezieht auf
die beiden durch die Hauptrichtungen in diesem Punkt gehen-
den Schnitte, weil diese Richtungen rechtwinklig sind. Die
Werthe von v, welche sich darauf beziehen, werden erhalten,

indem man dem « successive die Werthe 0 und -’25 giebt; sie

sind also » und ¢.

Man kann bemerken, dass®der Ausdruck von v, welcher
durch die Formel (2) gegeben wird, derselbe bleibt, wenn
man « in 27 — « verwandelt. Woraus man schliesst, dass
fiir zwei Normalebenen, welche symmetrisch sind in Bezug auf
irgend eine von denjenigen, welche durch die Hauptrichtungen
gehen, die Kriimmung der Schnitte dieselbe ist.

Man kann noch eine andere Bemerkung machen, die nicht
ohne Interesse ist. Wenn man den Winkelraum um irgend

19°*
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einen Punkt einer Oberfliiche in gleiche unendlich kleine Tteile
theilt, und Ebenen fiihrt durch diese Theilungslinien und die
Normale, so ist das Mittel aus den Kriimmungen aller dieser
Schnitte die halbe Summe der Hauptkriimmungen, d h.
der Kriimmungen der Hauptschnitte. Denn man kann alle
diese Schnitte in Paare von zwei Schnitten theilen, deren
Ebenen zu einander senkrecht sind; und da in jedem Paar
die Summe der Kriimmungen gleich der Summe der Haupt-
kriimmungen ist, so wird das allgemeine Mittel die Hiilfte
dieser Summe sein. Endlich ist diese mittlere Kriimmung keine
andere als die des gleich entfernten Schnittes von den beiden

Hauptschnitten. Denn, indem man « :% macht, findet man

r+t

264. Wenn die Coefﬁcwnten r und ¢ von demselben Zei-
chen sind, in welchem Falle man sie positiv voraussetzen kann,
weil dies dann nur von dem Sinne abhiingt, in welchem man 2
positiv nimmt, so ist leicht zu sehen, dass ein Maximum und ein
Minimum fiir die Kriimmung der Normalschnitte existirt. In
der That, man kann den Werth von » so schreiben:

v=r-4 (t — 1) sinae?,
und man erkennt unmittelbar, dass wenn ¢ — » > 0, der
kleinste Werth von v mit @ = O correspendirt, und sein gross-

ter mit @ — 2 ; diese Werthe sind » uné ¢. Das Umgekehrte

findet statt, wenn ¢ — r < 0; woraus man den Satz schliesst:

Von allen Normalschnitten, welche in demselben
Punkt einer Oberfliche gemacht warden, bieten die-
jenigen, welche durch die Hauptrichtungen in diesem
Punkt gehen, das Max1mum und Mirimum der Kriim-
mung dar.

Wir geben diesen beiden besonderen Schnitten den Namen
Hauptschnitte.

265. Nehmen wir jetzt an, dass » und ¢ verschiedene
Zeichen haben, und dass z. B. » positiv %i. Von @ — 0 an,
welches v — r giebt, geht v abnehmend bis zu 0, was mit

tang @? — — ; correspondirt. Es wird danuf negativ, welches
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zeigt, wie wir dies bemerkt haben, dass der Kriimmungsmittel-
punkt auf die andere Seite der Tangentialebene iibergeht. Fiir

o= % nimmt » den Werth ¢ an. Nachher geht es sym-

metrisch durch dieselben Werthe in den drei anderen rech-
ten Winkeln hindurch. Man findet somit die schon durch
andere Betrachtungen erhaltenen Resultate wieder. Ebenso
wiirde es sein in dem Falle, wo einer der Coéfficienten r, ¢
Null wiire.

Theorem von Dupin iiber die orthogonalen Flachen.

Dieses Theorem sagt: Wenn drei continuirliche
Reihen von Flidchen sich gegenseitig schneiden,
und in solcher Weise, dass sie in jedem Durch-
schnittspunkte rechtwinklig zu einander sind, so
bilden ihre Durchschnittslinien fiir jede Ober-
fliche die Kriimmungslinien.

Bertrand hat aus seinem fundamentalen Satze einen
sehr einfachen Beweis dieses Satzes abgeleitet. In der That,

Fig. 10. betrachten wir drei
Reihen orthogonaler
Flichen,und es seien
in einem Punkte A
AX, AY, AZ die
Tangenten an den
Durchschnittscurven
der Flichen, welche
respective in diesem
Punkt den drei Rei-
hen angehoren, die
wir betrachten. Neh-
men wir auf diesen
Curven die Punkte
M, N, P in gleichen
unendlich  kleinen
Entfernungen  von
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dem Punkt 4. In jedem dieser Punkte sind die Normalen der
beiden durch ihn gehenden Flichen zu einander senkrecht. Es
seign o, 8, y und e, §/, y* die Winkel, welche respective
mit- den Axen AX, AY, AZ die beiden Normalen Mm, Um’
machen, so hat man

cos @ cosa' - cosB cos B! + cosy cosy’ = 0.
Aber @ und e’ unterscheiden sich unendlich wenig von einem
rechten Winkel, und B, p/ sind unendlich klein: also wird
diese Gleichung mit Vernachlissigung der unendlich Klenen
zweiter Ordnung
(a) : cosf3! 4 cosy = 0.
Es seien ebenso a;, By, y und o', B4, 4 die respective
mit den Normalen Nn, Nn’' correspondirenden Winkel, und
endlich «,, B,, ., a’s, B’5, 7y diejenigen, welche den Nor-
malen Pp, Pp' entsprechen: man hat in gleicher Weise
(b) cosy’y + cosey = 0,
(¢) cos @’y — cos B = 0.
Diese drei Gleichungen «, b, ¢ resultiren daraus, dass die
drei Flichen in allen Punkten ihrer respectiven Durchschnitte
rechtwinklig sind. Nach dem Satze von Bertrand in Nr. 262
iiber die Normalen einer und derselben Fliche hat man aber
die drei folgenden Gleichungen, deren erste sich auf die Fliche
bezieht, welche A X zur Normale hat, wihrend die zweite sich
auf diejenige bezieht, welche A4 Y zur Normale hat, und end-
lich die dritte auf diejenige, deren Normale A4 Z ist:

(d) cos By = cos y'y ,
(e)r. ¢ cosy = cosa'y,
2] cos e, = cos B’ .

Die Combination dieser Gleichungen mit den drei ersten fiihrt
leicht zu dem Beweise des Satzes, den wir im Auge haben.
In der That, wenn wir in die ersten die Werthe von dreien
der Cosinus, welche in den letzten vorkommen, einsetzen, z. B.
von denjenigen, welche die ersten Glieder bilden, so kommt
cos B! ~-cosa’y = 0, cosp’y +cosp’ = 0, cosa’y 4 cosy’y = 0.
Die beiden ersten addirend und ‘die dritte abziehend, erhilt
man :
2¢cosft =0, oder cosp' =0,
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welche Gleichung unmittelbar fiinf andere nach sich zieht; so
dass man hat

cosp! =.0, cosy = 0, cosa!y =0,

cosPy = 0, cosp’y= 0, cosey = 0.
Die erste driickt aus, dass die Normale Mm/ in der Ebene Z X
liegt und folglich die Normale AZ trifft; woraus folgt, dass
AM in der Richtung einer Kriimmungslinie der Oberfliche,
auf welcher A Z normal ist, liegt. Ebenso verhélt es sich mit
den anderen; so dass diese sechs Gleichungen zeigen, dass die
drei Durchschnitte 4 M, AN, AP der vorgelegten Oberflichen
auf jeder von ihnen in den Richtungen ihrer Kriimmungslinien
liegen.

Da diese Eigenschaft in allen Punkten einer jeden der
fraglichen Curven - stattfindet, so ist sie nichts Anderes als
eine Kriimmungslinie ihrer Oberfliche. Man kann also das
folgende Theorem aussprechen, welches das von Dupin ist:

Wenn drei Reihen von Oberflichen sich orthogo-
nal durchschneiden, so sind ihre Durchschnitte nichts
Anderes als ihre respectiven Kriimmungslinien.

Und da es in den vorhergehenden Rechnungen nur auf
die Betrachtung der drei Oberflichen ankam, welche durch
den Punkt A gehen, so kann man das folgende Theorem aus-
sprechen, dessen Folge das von Dupin ist:

Wenn drei Oberflichen sich so schneiden, dass
sie normal sind in allen Punkten, worin sie sich tref-
fen, so sind die Durchschnittscurven auf jeder der
drei Flichen Tangenten an den durch den gemein-
schaftlichen Punkt dieser drei Flichen gehenden
Krimmungslinien.

Allgemeine Bemerkungen iiber die Systeme von
Geraden, welche durch alle Punkte des Raums
gefithrt sind.

266. Die Eigenschaften, welche wir aus der Formel (3)
in Beziehung auf die Normalen einer Fliche abgeleitet
haben, sind charakteristisch; d. h. sie wiirden nicht stattfinden
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in Beziehung auf ein System von Geraden, deren Lage fiir
jeden Punkt des Raums bestimmt sein wiirde durch stetige
Functionen der Coordinaten, welche aber nicht Normalen
zu einer Reihe von Flichen wiren. Nicht ebenso verhdlt es
sich mit den aus der Formel (2) abgeleiteten Eigenschaften;
sie charakterisiren nicht speciell die Normalen einer und der-
selben Fliche. Wir wollen diese bemerkenswerthen Sitze be-
weisen, welche sich ebenfalls in dem Memoire von Bertrand
finden.

Es seien X, Y, Z stetige Functionen der rechtwinkligen
Coordinaten z, y, z irgend eines Punktes; sie bestimmen fiir
diesen Punkt eine einzige Gerade, welche mit den Axen Win-
kel macht, deren Cosinus ¢, ¢/, ¢/ diesen Functionen propor-
tional sind. Wenn man setzt

VX2 4+ Y2 722 = D,
und immer die Richtung betrachtet, welche dem Zeichen -
dieser Wurzel entspricht, so haben diese Cosinus zu Werthen

X I__.__Y_. a//.—Z
(1) b 41 e e T Ll

Es sei jetzt M irgend ein Punkt des Raumes mit den Coordi-
naten @, y, z; MN die durch die Gleichungen (1) bestimmte

“Fig. 11,* Richtung; MU, MV
seien zwei Richtun-
gen, welche rechte
Winkel mit einander
und mit M N bil-
den; a, a/, ¢/ und
b, b, b die Cosi-
nus der Winkel,
welche sie respec-
tive mit den Axen
machen.  Nehmen
wir auf diesen Rich-
tungen zwei unend-
lich kleine Lingen
MD = MD' — ¢,
AN und fithren wir in
den Punkten' /), D' die Geraden )P, D' P, welche auch
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durch die Gleichungen (1) vermdge der Coordinaten dieser
respectiven Punkte bestimmt werden.

Dies vorausgesetzt, wollen wir zundchst den zuerst ausge-
sprochenen Satz beweisen, welcher darin besteht, dass die
Linien D P, D’P’ nur dann gleiche Winkel mit den Kbenen
NMD, NMD' in dem angegebenen Sinne machen werden,
wenn es moglich ist durch einen beliebigen Punkt des Raums
eine Flache zu legen, welche in jedem ihrer Punkte normal
ist zu der durch die Formeln (1) bestimmten Gerade. Be-
stimmen wir zuerst den Winkel @, den )P mit der Ebene
NMU macht, oder sein Complement, welches der Winkel von
DP mit MV ist. Bemerken wir hierzu, dass die Coordinaten
des Punktes D sind :

z4'as, y + a'e, z-4 a"s,
und dass die Functionen ¢, ¢/, ¢/ von z, y, z respective fiir
diesen Punkt werden

de de de
¢ 4 e<ag‘—w+a‘gg—|—a“;i—z>,
‘ de! de! udce
(2) c‘—l—e(aﬂ-}—a’d—y--f— dz>

; de!! Idc“ el
¢+ & <a W—-}—a —@—}—a’-(?z—

Nach diesen Werthen der Cosinus der Winkel von DP mit
den Axen hat der Cosinus des Winkels von D P mit MV,
oder der Sinus des Winkels @, oder endlich dieser Winkel
selbst, weil er unendlich klein ist, folgenden Ausdruck, indem
man bemerkt, dass b¢c -+ b’ ¢/ 4 b'¢ =0,

ooty ) o (B )

—}-eb”(a——-—{—a (ﬁ'—--{—a’(fic
z
Es ist fast iiberfliissig zu bemerken, dass wenn man den Punkt
D auf irgend einer M D tangirenden Curve niihme, der Werth
von ® keine Aenderung erleiden wiirde, weil wir die unend-
lich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlissigen.
Wenn man jetzt den Winkel von [)’F” mit der Ebene
NMYV haben will, der in demselben Sinne in Bezug auf
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diese Ebene genommen ist, so muss man in dem vorstehenden
Ausdruck a, o/, a in b, b/, b und b, b, b in —a, —a,
—a’ verwandeln. Nimmt man daher diesen Winkel in ent-
gegengesetztem Sinn, was durch Aenderung der Zeichen ge-
schieht, so hat man, indem man ihn durch @’ bezeichnet,

i 2 ac d_cl /i"_’ 4 de!
® sa(b +b’dy +b” )+ea (b +-b dy+b I?d_z
+ sa (b—+b ———}—b" dz)

Was wir suchen, ist die Bedingung dafiir dass @ — o’, was
auch die Richtung M U sei. Indem man aber die Differenz
@’ — o bildet, und gich der bekannten Formeln erinnertr

abl —ba! — ¢, a’b—b'aq — ¢, a'b — b @ — ¢,

welche daraus resultiren, dass die drei Richtungen in M recht-
winklig sind wie die Axen, findet man unmittelbar

PR de de ot de!  de
(B) et e[c”(dJ + (d.z- dz>+ dz dy)]'

Die nothwendige und hmrelchende Bedingung fiir die Gleich-
heit der Winkel @, o’ ist also, dass das zweite Glied dieser
Gleichung Null sei; und man bemerkt, dass, da es nur
von Grossen abhiingt, welche fiir denselben Punkt M
constant sind, es, wenn es fiir eine gewisse fiir MU
gewihlte Richtung Null ist, fiir jede andere Null
sein wird. Man kann aber in dieser Bedingungsgleichung
den Grossen ¢, ¢/, ¢/ die respectiven Grossen X, Y, Z, welche
ihnen proportional sind, substituiren. Denn die Form dieser
Gleichung lisst unmittelbar erkennen, dass die Einfiihrung
eines gemeinschaftlichen Factors der Grossen ¢, ¢/, ¢/, der
eine Function von @, y, z ist, nichts hervorbringt als Glieder,
die sich zerstoren, und einen gemeinschaftlichen Factor, den
man unterdriicken kann.

Somit ist die nothwendige und hinreichende analytische
Bedingung fiir die Gleichheit der Winkel o, o

dz yl>+ ( (%/X—g—z):()'

Nun ist diese Bedlngung genau dle der Integrabilitit des
Ausdrucks
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Xdoe 4+ Ydy + Zdz=0,
und wenn sie erfiillt ist, so repriisentirt diese letztere Gleichung
eine Reihe von Flichen, deren Normale in jedem Punkt mit
den Axen Winkel macht, deren Cosinus proportional sind mit
X, Yol

Somit zieht die Gleichheit der Winkel o, @ in
einem beliebigen Punkt M des Raums die Conse-
quenz nach sich, dass man durch einen beliebi-
gen Punkt eine solche Fliche legen kann, dass
ihre Normalen mit den Geraden des in Rede stehen-
den Systems zusammenfallen.

Diese Eigenschaft, welche wir fiir irgend eine Oberfliiche
erkannt hatten, ist also charakteristisch; sie gehort nur
den Normalen einer Fliche an: sie besteht fiir kein anderes
System von Geraden.

267. Da das zweite Glied der Gleichung (3) durchaus
nicht von der besonderen Richtung von MU abhiingt, so folgt
dass die Differenz der Winkel @, @/, welche Null ist in dem
Falle der Normalen einer und derselben Fliche, constant ist
fiir einen und denselben Punkt, wenn man ein beliebiges
Sysiem von Geraden betrachtet, die in jedem Punkt durch
stetige Functionen von , y, z bestimmt werden. Diese Be-
merkung hat Sturm gemacht.

268. Gehen wir jetzt iiber zu den Eigenschaften, welche
resultiren aus der Vergleichung der Kriimmungen der Nor-
malschnitte, welche in einer Fliche durch Ebenen gemacht
werden, die mit einander einen rechten Winkel bilden; und
untersuchen wir, ob sie charakteristisch sind wie die vorigen,
oder ob sie noch bestehen, wenn man statt der Normalen
irgend ein stetiges System von geraden Linien betrachtet. In
einer Fliche ist die Normale eines Schnittes nichts Anderes
als die Projection der Normale der Fliche auf die Ebene
dieses Schnittes, und die Kriimmung des Schnittes ist das Ver-
hdltniss des Winkels zweier unendlich nahen Normalen zu dem
zwischenliegenden Bogen. Wir wollen diese Betrachtung ver-
allgemeinern fiir das System von Geraden, welche in jedem
Punkt des Raumes durch die Functionen X, Y, Z bestimmt
werden. Hierzu legen wir durch irgend eine M N dieser Ge-
raden eine beliebige Ebene NM U, und projiciren auf diese
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Ebene alle Geraden des Systems, welche sich auf ihre ver-
schiedenen Punkte beziehen. Da ihre Richtungen bestmmt
sind durch die Coordinaten eines jeden Punktes, die z. B. auf
Axen in dieser Ebene bezogen sind, so wissen wir dass
eine Reihe zu diesen Geraden normaler Curven existirt, weil
eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen immer ein
Integral hat; und wir wollen diejenige von diesen Curven
betrachten, welche durch den Punkt M geht. Wenn das all-
gemeine System der Geraden dasjenige der Normalen zu einer
Reihe von Flichen wird, so ist diese Curve keine andere als
der Schnitt der durch M gehenden Fliche mit der Ebene
NMU. Dies vorausgesetzt, wird die Kriimmung v der Curve,
welche wir eben bestimmt haben, erhalten wie in dem Falle
wo die Geraden zu einer und derselben Fliche normal sind.
Man nimmt auf MU eine unendlich kleine Lénge MD — &,
man fithrt durch den Punkt ) die Gerade D P des in Rede
stehenden Systems, und sucht den Cosinus des Winkels, wel-
chen sie mit M U macht; er ist derselbe wie derjenige, welchen
die Projection von DP auf NMU mit M U macht, und ist
folglich der Sinus des Winkels dieser Projection mit NM oder
dieser Winkel selbst. Indem man Gebrauch macht von den
schon berechneten Formeln fiir die Richtung D P, und ausser-
dem bemerkt dass

ac+a'c¢ 4+ a'c" =0,

hat man fiir den Cosinus des Winkels der beiden Richtungen
MU, D P, oder fiir den Contingenzwinkel der Curve, um die
es sich handelt:

1c 1 le
5“(“2{% z[;_“' ”ll(’)—i—éa <a— ’+‘ ”g"‘

dc¥ d e du's
ea’ | a a’ all ’

i ( da ok dy g dz
Diesen Ausdruck durch & dividirend, wiirde man die gesuchte
Kriimmung v haben. Aber wenn man zur Vereinfachung der
Rechnungen die Richtung M N zur Axe der z nimmt, so hat

man o’ = 0, und der Ausdruck von » wird, indem man durch
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o den Winkel bezeichnet, welchen MU mit der neuen Axe
der # macht,

de dc) (_i__’ &
(4) v__Tcosa +<dy sznacosa+ o sina

Diese Formel nun wird uns dieselben Eigenschaften zeigen,
welche die Normalschnitte einer Oberfliche darboten. In der

Mot 7 S
That, wenn wir & in @ —f— = verwandeln, so finden wir fiir die

Kriimmung »*, welche sich auf d1e zu N M U senkrechte Ebene

bezieht,
da de de!
/. ———— 2 — —— 2
v = — sina iy + )sma cos e +dy cos o

dz
daher
de de!
v + vl — I.z + 87/ s

Die Summe der Kriimmungen, welche sich beziehen auf zwei
zu einander senkrechte, durch M N gehende Ebenen ist also
constant; woraus schon folgt, dass wenn die eine ein Maximum
ist, die andere ein Minimum sein wird, und umgekehrt. Aber,
da dies weder die Zahl noch die Lage der Ebenen anzeigt,
welche sich auf diese Maxima oder Minima beziehen, so suchen

wir allgemein die Werthe von «, welche dem v dergleichen
Werthe geben. Die gewéhnliche Regel fiihrt zu der Gleichung

/ /
sn2 e gc Z; — cos 2 fl;+dc);
woraus hervorgeht, dass die Werthe von &« nur zwei zu ein-
ander rechtwinklige Richtungen construiren, welche folglich
die eine einem Maximum und die andere einem Minimum der
Kriimmung entsprechen.

Man sieht also, dass die Elgenschaften, welche sich auf
die Kriimmung der Normalschnitte beziehen, nicht charakteri-
stisch sind fiir die Flichen; denn sie finden sich wieder fiir
jedes System von Richtungen, welche in jedem Punkt durch
beliebige stetige Functionen der Coordinaten bestimmt werden.
Diese von Bertrand gemachte Unterscheidung zwischen den
Eigenschaften, die allen Systemen zukommen, und denjenigens
welche nur den Normalen einer Reihe von Flichen zukommen,
verdient eine besondere Aufmerksamkeit.
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269. Wir beschliessen diese Untersuchung mit der Aof-

Fig. 12. suchung der zu M N
senkrechten Rich-
tungen, mnach wel-
chen man gehen
miisste, damit die
unendlich nahen Ge-
raden sich begegne-
ten. Aus dem Vor-
hergehenden wissen
wir, dass es deren
nicht zwei recht-
winklige in jedem
Punkt geben kann;
denn dann wiirden
die vorgelegten Ge-
raden Normalen ei-
ner und derselben Fliche sein; aber wir wissen nicht, ob es
deren iiberhaupt giebt, und wie sie liegen werden.

Es sei MU eine solche Richtung, dass die Gerade D P
des Systems, welche durch den in unendlich kleiner Entfernung
¢ von M liegenden Punkt ) geht, M N trifft, indem man
immer die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernach-
lissigt.

Es ist hierzu nothwendig und hinreichend, dass der durch
die Formel in Nr. 266 ausgedriickte Winkel @ Null sei. Diese
Bedingung wird leichter zu interpretiren sein, wennn man die
Gerade MN zur Axe der z nimmt; man hat dann

a'' =0, b’ =0;

und wenn man durch ¢ den Winkel von MU mit der Axe
der 2 bezeichnet, woraus resultirt

a=cose, a'=—sme, b=——gsinae, b = cose,

so wird die Gleichung, welche das Begegnen von M N mit den
unendlich nahen Geraden ausdriickt,

de ; de de! de
—_—in 02 4 —_— e — ) — — cos a2 — O,
T sin 2 -+ sin o cosa(dm dy> ag C%C :

oder, indem man durch cose? dividirt,



de de d
(9) : Zl_y-tanga?+(21—.—z_@ tanga—%—:-O.

Diese Gleichung vom zweiten Grade zeigt, dass es in je-
dem Punkt hochstens zwei Richtungen giebt, welche die in
Rede stehende Eigenschaft besitzen, wenn man die singuliiren
Punkte ausnimmt, fiir welche die drei Coéfficienten Null sind,
in welchem FKalle jeder Werth fiir « zusagend wire. Man
kann iibrigens leicht verificiren, dass diese beiden Richtungen,
wenn sie existiren, nicht rechtwinklig sein kionnen in jedem
Punkte, wenn die Geraden des Systems nicht Normalen einer
und derselben Fliche sind. In der That, da die Bedingung
der Integrabilitit der Gleichung

Xdae + Ydy + Zde =0

nicht stattfindet, so hat man im Anfang der Coordinaten
nicht

dX dy de _ do
dy —dz’

also ist das Product der Wurzeln der Gleichung (g), welches
de!

-—g—: ist, nicht gfeich —1, und folglich sind die durch die

dy
beiden Wurzeln dieser Gleichung gegebenen Richtungen nicht
rechtwmkhg

"“'HL\J
EAA

'\‘w W !(‘Y'P' {
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