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Das nun vollstindige Lehrbuch der Differential- und Integral-
rechnung ist die Uebertragung des ,,Cours d’Analyse par M.
Duhamel, 2me édition, Paris 1847¢, so dass jetzt beide Lehr-
biicher dieses Autors, die Mechanik und die Analysis, dem
Publikam in deutscher Sprache vorliegen. Den Besitzern der
Mechanik wird das Aneignen der Analysis zu empfehlen sein,
da der Verfasser beide Wissenschaften in demselben Geiste
dargestellt und die beiden Werke auf einander berechnet hat.
In der Mechanik werden selbst ofter Formeln und Sitze an-
gezogen, deren Beweis sich in der Analysis des Verfassers
findet, die man aber in anderen gangbaren Compendien der
Differential- und Integralrechnung vergeblich sucht.

Die Methode, welche der Verfasser befolgt hat, ist an-
finglich die Methode der Grenzen und spiter bei allen com-
plicirteren Aufgaben die abgekiirzte Infinitesimalmethode. Die
Differentiale hat er nach Cauchy, wenigstens zu Anfang,
von den gleichzeitigen Incrementen unterschieden und als
Grossen definirt, welche die Ableitung, d. i. die Grenze des
Differenzquotienten, zum Verhiiltniss haben. Man wird seine

Darstellung klar und elegant finden, und ein grosser Vorzug
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seines Buches besteht darin, dass er alle wichtigeren Aufgaben
von verschiedenen Seiten angreift und dadurch den Leser recht
in den Gegenstand hineinfiihrt. Auch hat der Verfasser einige
Abschnitte viel ausfiihrlicher behandelt, als dies in anderen
Lehrbiichern geschehen ist, z. B. die Integration linearer Par-
tialgleichungen durch bestimmte Integrale, darunter die von

f : : : d2u A2y | d?u | d2u
, —_—al — Vi a1
Poisson zuerst integrirte Gleichung e ((l.z"~’+ a + dz2>’

die Kriimmung der Flichen, woriiber eine sehr interessante
Arbeit von Bertrand aufgenommen ist; die Theorie der
Asymptoten u. a. mehr. Das Capitel von den Partialgleichun-
gen enthilt die zuerst von Lagrange gelehrte Integration
der Gleichung mit partiellen Differentialen erster Ordnung
und ersten Grades in der Jacobi’schen Darstellung. Recht
gut ist die Variationsrechnung dargestellt, obgleich die Varia-
tion der Doppelintegrale, wie schon frither ihre Transfor-
mation durch Einfithrung neuer Variablen fehlt. Der Ent-
wicklung beliebiger Functionen in trigonometrische Reihen nach
Lagrange und ihrer Darstellung durch bestimmte Doppel-
integrale nach Fourier ist ein ausfiihrliches Capitel gewidmet.
Man findet die wichtigsten bestimmten Integrale. Die Anwen-
dung der Differentialgleichungen zur Auffindung bestimmter
Integrale, zur Summation von Reihen, zur DBestimmung von
Functionen aus charakteristischen = Eigenschaften derselben ist
angedeutet und mit Beispiclen belegt. Ein lingeres Capitel
handelt von der Integration der Differentialgleichungen durch
Reihen und bestimmte Integrale. Die allgemeine Theorie der
Differentialgleichungen, die Integration der Gleichungen erster
Ordnung und der linearen Gleichungen ist recht gut dargestellt;

ebenso die Theorie der simultanen Differentialgleichungen iiber-
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haupt und die Integration der simultanen linearen Gleichungen
insbesondere. Noch ist die Anwendung der Differentialrech-
nung auf Curven einfacher und doppelter Kriimmung und
krumme Flichen als besonders gelungen hervorzuheben. Man
wird hin und wieder einige neue Bemerkungenfinden, z. B.
im ersten Theil eine Note iiber die kiirzeste Entfernung von
unendlich nahen Geraden, und ofter eine bessere Darstellung
als anderswo. Der erste Theil enthilt auch ziemlich ausfiihr-
liche Regeln iiber die Convergenz der Reihen. Die Ueber-
setzung wird, wie ich hoffe, correct sein; Miihe wurde dabei
nicht gespart.

Berlin, im Januar 1856.

Wagner.
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‘1. Der Begriff der Grenzen, welcher die Basis der Infi-
nitesimalrechnung ist, war den alten Geometern nicht fremd.
Sie wurden darauf gefiihrt, wie wir in wenigen Worten zeigen
wollen, als sie in der Messung geometrischer Grissen hinaus-
zugehen suchten iiber geradlinige Figuren und Korper, die
durch Ebenen begrenzt werden.

Wenn man Griossen von derselben Art vergleichen will, so
fdngt man damit an, dass man sich einen klaren und bestimmten
Begriff der Gleichheit bildet. Von da geht man iiber auf die
Vergleichung ungleicher Gréssen, indem man sie, wenn es mog-
lich ist, in gleiche Theile zerlegt; und das Verhiltniss der
Zahlen dieser Theile ist das Verhdltniss der Grossen selbst.
Aber oft wird diese Zerlegung unméglich oder doch eben so
schwierig, als die Losung der Aufgabe, welche man im Sinne
hat.

So fiihrt in der Geometrie die Zerlegung in gleiche Theile
zur Vergleichung der Rechtecke; diese fiihrt leicht zu jener der
Parallelogramme, dann der Dreiecke und endlich aller gerad-
linigen Polygone, welche man immer als zusammengesetzt aus
einer bestimmten Zahl von Dreiecken betrachten kann.

Aber wenn einige Seiten eines Polygons krumm wiren,
so konnte man nicht mehr es in Dreiecke zerlegen und seine
Ausmessung successive auf die einfache Betrachtung der Gleich-
heit zuriickfithren. Dieselbe Schwierigkeit bietet sich dar bei
Vergleichung der Oberfliichen und Inhalte krummflichiger Kor-

\ per. lhre Ausmessung erfordert neue Methoden, und die darauf
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 1
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beziigliche, von den Geometern des Alterthums o'emaqhte Ent-
deckung ist einer der grossten Schritte, welche Jema.k in der
Wissenschaft gethan wurden.

Der Gedanke, welcher sich ihnen alsbald darbot, war, die-
sen Grossen andere zu substituiren, welche sich wenig davon
unterschieden, und welche sie vergleichen konnten. Das Ver-
hiltniss dieser letzten musste von dem gesuchten Verhiltniss
desto weniger verschieden sein, je weniger die substituirten
Grissen von den vorgelegten verschieden waren; und wenn
diese Differenz sich der Null niherte, so musste das Verhilt-
niss der Hiilfsgrossen sich jenem der vorgelegten Grissen né-
hern und weniger von ihm verschieden werden, als jede noch
so kleine gegebene Grosse. Es handelte sich also nur noch
um eine strenge Auffindung dieser Grenze.

So z. B. um das Verhéltniss zweier Kreisflichen zu finden,
substituirten sie dafiir eingeschriebene oder umgeschriebene
Vielecke; und zur leichteren Vergleichung nahmen sie diese
reguldr und dhnlich. Sie bewiesen, dass, indem man die Sei-
tenzahl dieser Polygone ohne Ende vergrisserte, ihre Flichen
von den Kreisflichen weniger verschieden werden konnten als
jede gegebene noch so kleine Grisse. Da nun das Verhiltniss
der Polygone immer dasselbe war wie jenes der Quadrate der
Kreisradien, und da es das Verhiltniss der Kreise selbst zur
Grenze haben musste, so nahmen sie als nothwendige Folge an,
dass auch das Verhiiltniss der Kreise gleich jenem der Qua-
drate ihrer Radien sei. Aber ein solcher Schluss wiirde ihnen
noch nicht geniigt haben, zumal in Gegenwart spitzfindiger
Sophisten, welche Griinde fanden um die evidentesten Dinge zu
liugnen. Sie nahmen daher einen Umweg, um ohne Widerrede
die so entdeckte Wahrheit zu beweisen, indem sie zeigten, dass
wenn das Verhiltniss der Kreise kleiner oder grosser wiire,
man durch unbestreitbare Schliisse auf eine offenbare Absur-
ditit kommen wiirde. War so die Ungleichheit dieser Ver--
hiiltnisse als unmoglich nachgewiesen, so ‘musste man ihre
Gleichheit anerkennen.

Die Neueren, ohne an dem Princip der Methode etwas zu
indern, haben die Beweise in einer mehr natiirlichen und ana-
lytischen Art gegeben; hauptsichlich aber haben sie ihre An-
wendungen viel weiter getrieben mit Hiilfe des algebraischen
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Calculs, von welchem die Alten nur sehr elementare Begriffe
hatten.

Da die Methode der Grenzen fast Allem, was Gegenstand
dieses Buches ist, zu Grunde liegt, so werden wir auseinander-
setzen, worin sie besteht. Wir miissen aber einige unerliss-
liche Vorbegriffe voranschicken.

Von den Functionen im Allgemeinen und der
Continuitat.

2. Man nennt Variable jede Grosse, welche in der
Aufgabe, worin man sie betrachtet, successive verschiedene
Werthe annehmen kann.

Unabhiingige Variablen heissen diejenigen, deren Werthe
vollkommen willkiirlich sind; abhiingige Variablen oder
Functionen diejenigen, deren Werthe durch die Werthe von
anderen Grossen bestimmt werden, mag diese Abhiingigkeit
beschaffen sein wie sie will, und mag es sich um concrete odér
in Zahlen ausgewerthete Grossen handeln. Im ersten Falle
hat man concrete, im zweiten analytische Functionen.

Die analytischen Functionen werden unterschieden in ex-
plicite und implicite. Die ersten sind solche, deren Werthe
man erhalten kann durch angezeigte Operationen, welche man
auszufithren weiss; die anderen sind mit den unabhingigen
Variablen durch unaufgeloste Gleichungen verbunden: die Ope-
rationen, durch welche man ihre Werthe findet, sind also nicht
angezeigt. Um sie zu kennen, miisste man die gegebenen
Gleichungen auflosen, wodurch die Functionen explicit wiirden.

Die expliciten Functionen theilen wir in algebraische
und transcendente. Bei den ersten sind die angezeigten
Operationen keine andere als Additionen, Subtractionen, Mul-
tiplicationen, Divisionen, Potenzirungen und Wurzelausziehun-
gen von bekannten Graden; die transcendenten enthalten an-
dere angezeigte Operationen mit den Variablen: wie z. B. die
Exponentialgrossen, die Logarithmen, die trigonometrischen
Linien etc.

Ist nur eine einzige dieser verschiedenen Operationen an
einer Variable angeheftet, so hat man eine einfache Func-

: 34
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tion dieser Variable. Sind mehrere Operationen auf eirander
gehiuft, so hat man eine Function vonFunctionen. Alle
Functionen, welche nicht unter diese beiden Fille gehéren,
heissen zusammengesetzte Functionen.

Sind zwei Variablen durch irgend eine Gleichung verbun-
den, so sind sie Functionen von einander. Die Form dieser
beiden Functionen ist verschieden, wenn die beiden Variablen
in der Gleichung nicht symmetrisch vorkommen. Man nennt
sie in Bezug auf einander umgekehrte (inverse) Functio-
nen. Lost man z. B. die folgenden Gleichungen nach z auf

3o ==t e SgR Ry == aw, L. Ly
so erhdlt man

m
z=Vy, 2 = logy, & = arcsiny.
Nach unserer Definition ist also die mte Wurzel die umge-
kehrte Function der Potenz m; der Logarithme ist die um-
gekehrte Function der Exponentialgrisse; etc.

3. Stetigkeit. — KEine Variable ist stetig, wenn sie
nicht von einem Werthe zu einem anderen gelangen kann, ohne
durch alle zwischenliegenden Werthe zu gehen. Eine Function
heisst stetig, wenn sie, indem man die Grossen, von welchen
sie abhiingt, auf stetige Weise #ndert, bestiindig reell bleibt
und sich selbst auf stetige Weise iéindert, also nicht von einem
Werthe zu einem anderen iibergeht, ohne durch alle zwischen-
liegenden Werthe zu gehen. Eine Function kann stetig sein,
so lange die Variablen, von denen sie abhiingt, innerhalb ge-
wisser Grenzen bleiben, und sie kann aufhdren es zu sein,
oder unstetig werden, ausserhalb dieser Grenzen.

Um darzuthun, dass eine innerhalb gewisser Grenzen der
Variable reelle Function stetig ist, braucht man nur zu zei-
gen, dass man der Variable Zunahmen beilegen kann, welche
klein genug sind, um Zunahmen der Function hervorzubringen,
die kleiner sind als jede Grosse: denn, wire diese Function
unstetig, so miisste sie plotzlich von einem gewissen Werthe
zu einem anderen, davon endlich verschiedenen iibergehen;
welches nicht méglich ist, weil die Zunahme der Function klei-
ner gemacht werden kann als jede gegebene Grosse. Auf
diese Weise zeigt man in den Elementen die Stetigkeit der
einfachen und somit auch der zusammengesetzten Functionen.

]
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Umgekehrt hat jede stetige Function einer Variable die Ei-
genschaft, dass ihre Zunahmen kleiner werden konnen als jede
gegebene Grosse, wofern man die Zunahmen der Variable
hinreichend klein macht: denn, wiirde das Increment der Va-
riable von einem seiner Werthe ab gegen Null convergiren,
ohne dass das Increment der Function dasselbe thite, so wiirde
daraus folgen, dass die Function plétzlich von einem Werthe
zu einem anderen, davon endlich verschiedenen iiberginge, also
unstetig wire.

Betrachtet man die Werthe einer stetigen Function als
Ordinaten und die entsprechenden Werthe der unabhiéingigen
Variable als Abscissen, so werden die dadurch erhaltenen Punkte
sich ohne Unterbrechung folgen und eine continuirliche Curve
bilden, welche das geometrische Bild der analytischen Function ist.

Methode der Grenzen.

4. Man nennt Grenze einer variablen Grosse eine feste
Grosse, welcher jene sich ohne Ende niihert, so dass ihre Dif-
ferenz kleiner werden kann als jede gegebene Grisse, ohne in-
dessen jemals genau Null zu werden.

Offenbar kann eine und dieselbe Grisse sich nicht zugleich
zwei ungleichen Grenzen néhern.

Wenn zwei variable Grossen von gewissen anderen auf
solche Weise abhiingen, dass sie bestindig einander gleich blei-
ben in allen Zustinden, durch welche sie gehen, und wenn
man weiss, dass eine von ihnen gegen eine Grenze convergirt,
so kann man behaupten, dass die andere dieselbe Grenze hat:
denn, da sie immer der ersten gleich ist, so nihert sie sich
ohne Ende der festen Grisse, welcher jene sich nihert.

Betrachten wir nun eine Gleichung, deren beide Glieder
stetige Functionen beliebiger Variablen z, y, z ete. sind, welche
von einander abhiingig oder unabhéngig sein kénnen, und stel-
len wir sie dar durch

Fowy giiny oo )= g 25 55 o)
Nehmen wir an, dass die Variablen z, y, z etc. gleichzeitig
auf stetige oder unstetige Weise, sich den Grenzen a, b, ¢ etc.
nithern, und untersuchen wir die Relation, welche zwischen die-
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sen Grenzen in dem Falle besteht, wo die Functionen stetig
sind in der Nachbarschaft dieser Grenzwerthe der Variablen.
Hierzu bemerken wir, dass /' und f, als stetige Functionen
von @, y, 2 etc., sehr kleine Aenderungen erleiden, wenn die
Variablen um sehr kleine Grossen variiren, und dass diese
correspondirenden Incremente sich gleichzeitig der Grenze Null
nihern: denkt man sich daher a,y,2 ete. gleichzeitig, und nach
beliebigen Gesetzen, gegen die Grenzen a, b, ¢ etc. convergi-
rend, so werden die Functionen F (2, y, 2, . . .), f(z.y,2,...)
ohne Ende gegen F (a, b, ¢, . . .), f (a, b, ¢, . . .) convergi-
ren. Da aber die Grenzen gleicher Grissen gleich sind, so
hat man nothwendig
e U S R SRR B 3T B (R AL SRR 7

d. h. die Relation zwischen den Grenzen ist genau dieselbe
wie diejenige, welche bestéindig zwischen den Variablen besteht ;
und man braucht in dieser nur die Variablen mit ihren Gren-
zen zu vertauschen, um die Relation zwischen diesen letzteren
zu haben.

Dieser Satz bildet die Grundlage der Methode der Gren-
zen, und die Methode selbst besteht darin, dass man die Gréos-
sen, deren Relation man entdecken will, als Grenzen von ein-
facheren Grissen betrachtet und die Relation dieser letzteren
sucht. Hat man sie gefunden, so braucht man, nach dem vo-
rigen Satze, nur allen Variablen ihre respectiven Grenzen zu
substituiren.

5. Die variablen Grossen, welche zu Grenzen die vorge-
legten Grossen haben, konnen auf sehr verschiedene Arten ge-
wihlt werden, und von dieser Wahl hiingt sehr viel ab. Die
Rechnungen kénnen sehr einfach oder sehr zusammengesetzt
werden nach der Natur dieser Variablen; und in jedem beson-
deren Falle muss man nach denjenigen suchen, welche
der Rechnung die grisste Leichtigkeit geben. Wenn man
z. B. die Relation zwischen den Flichen und den Radien zweier
Kreise sucht, so betrachtet man diese Kreise als Grenzen von
dhnlichen reguléiren Polygonen, weil die Relation zwischen die-
sen Polygonen und den Kreisradien sehr leicht zu erhalten
ist; wogegen sie sehr schwer zu entdecken sein wiirde, wenn
man unregelmiissige Polygone von verschiedener Seitenzahl
nehmen wollte. Wenn iibrigens diese letzte gefunden wiire,
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so wiirde sie nothwendig zu der ndmlichen Relation zwischen
den Kreisflichen und Radien fiithren, und die Wahl der Va-
riablen hat keinen anderen Einfluss, als dass sie auf mehr oder
minder einfache Weise zum Resultat fiithrt. Es ldsst sich aber
keine bestimmte Regel hieriiber geben.

Von den incommensurabelen Grossen.

6. Zwei Grissen werden unter einander incommensu-
rabel genannt, wenn sie sich nicht genau in gleiche Fheile
zerlegen lassen, die fiir beide von derselben Grosse wiiren;
oder, mit anderen Worten, wenn sie kein gemeinschaftliches
Gemiiss haben. So lange man die Grossen nicht in Zahlen
auswerthet, ist es gleichgiiltig, ob sie commensurabel oder in-
commensurabel sind; aber nicht mehr dann, wenn man ihre
Verhiltnisse zu einander betrachtet: und es wird zuerst noth-
wendig, sich einen genauen Begriff von dem zu machen, was
man incommensurabele Zahl nennt.

Die Mehrheit giebt uns den ersten Begriff der Zahl ; sie macht
das aus, was man ganze Zahl nennt. Die Mehrheit bietet
sich dar in der gleichzeitigen Betrachtung unterschiedener und
getrennter Dinge, oder in der Zerlegung einer Grosse in gleiche
Theile. Im letzten Falle ist die Zahl dasselbe, was man Ver-
" héltniss der zerlegten Grosse zu einer Grisse nennt, die einem
ihrer Theile gleich ist.

Vergleicht man aber zwei Griossen, von denen die kleinere
nicht genau in der anderen enthalten ist, so bieten dieselben
nicht mehr den eben definirten Begriff des Verhiltnisses
dar, und weil es in den Wissenschaften vortheilhaft ist, so viel
als moglich zu verallgemeinern, d. h. die grésstmégliche Zahl
von besonderen Begriffen unter eine Benennung zu bringen, so
hat man die Bedeutung der Worte Zahl und Verh#ltniss
erveitert. ~Man hat zuerst den Fall betrachtet, wo beide
Grissen ein gemeinschaftliches Gemiiss haben; und, um die
Gedanken zu fixiren, wollen wir annehmen, dieses gemeinschaft-
licke Geemiiss sei mmal in der einen und nmal in der anderen
enthalten: dann ist die grissere gleich mmal dem nten Theile
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der kleineren, und diese gleich nmal dem mten Theile der
grosseren.
- In diesem Falle ist man iibereingekommen zu sagen, das

. . . . . m
Verhiltniss der grosseren zur kleineren sei —, und das der
n

kleineren zur grosseren et Diese beiden Verhéltnisse, welche

immer bei der Vergleichung von zwei ungleichen Grossén ent-
stehen, heissen inverse oder reciproke Verhiltnisse.

Man hat auch diese neuen Verhdltnisse Zahlen genannt
und sie, zum Unterschiede von den ganzen, als gebrochene
Zahlen bezeichnet. Wenn man endlich zwei Grssen betrach-
tet, die kein gemeinschaftliches Gemiss haben, so bieten diese
keinen der beiden vorhergehenden Begriffe dar, und man muss
entweder sagen, dass sie kein Verhiltniss haben, oder die Be-
deutung der Worte Verhéltniss und Zahl neuerdings erwei-
tern; die Zahlen werden dann auf stetige Weise wachsen, wie die
concreten Grossen. KEs ist aber nicht genug mit der Ueber-
einkunft, zu sagen, dass zwei incommensurabele Grissen ein
Verhiltniss haben, und dieses Verhiltniss incommensurabele
Zahl zu nennen; man muss die Gleichheit der incommensura-
belen Zahlen oder Verhiltnisse strenge definiren. Unsere An-
sicht in dieser Beziehung, verschieden von der einiger Mathe-
matiker, ist vollkommen conform mit der von Euklid.

Bemerken wir zunichst, dass wenn man die eine Grosse
in gleiche hinreichend kleine Theile zerlegt, und diese Theile
so oft als moglich in der anderen abtriigt, der Rest, da er klei-
ner ist als ein Theil, kleiner gemacht werden kann als jede.
gegebene Grésse; so dass ein commensurabeles Verhiltniss
existirt zwischen irgend einer der beiden Grissen und einer
anderen, welche sich so wenig als man will von der zweiten
unterscheidet.

Betrachten wir nun zwei incommensurabele Grissen; thei-
len wir eine von ihnen, zum Beispiel die kleinere, in gleiche
Theile, deren Zahl unendlich wichst; tragen wir diese Theile
in der grosseren ab und vernachldssigen den Rest: so wird
eine Folge von commensurabelen Verhiltnissen oder Zahlen
entstehen, die der kleineren Grésse und anderen mit ihr com-
mensurabelen Grossen entsprechen, welche ohne Ende gegen
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die zweite convergiren, die ihre Grenze ist in dem Sinne, den
wir diesem Worte beigelegt haben. Denken wir uns darauf
zwei andere incommensurabele Grissen von irgend einer,
aber derselben Art, und theilen wir die kleinere von ihnen
successive in dieselbe Anzahl von gleichen Theilen wie die
kleinere der ersten Art: so entsteht, auf dieselbe Weise wie
vorher, eine neue Folge commensurabeler Verhiiltnisse; und
wenn diejenigen in beiden Folgen, welche derselben Theilungs-
weise der kleineren Grossen entsprechen, immer gleich sind, wie
weit man diese Theilung auch treiben mag, so sagen wir, dass
die zwei ersten incommensurabelen Grossen dasselbe Verhilt-
niss haben wie die zwei anderen.

7. Um aber auf diese Weise die Gleichheit der incom-
mensurabelen Verhiltnisse definiren zu koénnen, muss man zei-
gen, dass die Gleichheit der respectiven commensurabelen Ver-
hiiltnisse unabhiingig ist von dem Gesetz, nach welchem die
Theile unendlich abnehmen; d. h. dass diese Gleichheit fiir
jedes Gesetz stattfindet, wenn sie bei einem Gesetz stattfindet.
Diesen Satz kann man folgendermaassen beweisen.

Es seien 4 und B zwei incommensurabele Grissen von
irgend einer Art, und A4‘, B’ zwei andere incommensurabele
Gréssen von derselben Art wie die ersten oder von irgend
einer anderen; nehmen wir an, dass wenn man Aund 4/ in eine
und dieselbe Zahl gleicher Theile theilt, welche nach einem
gewissen bestimmten Gesetz unendlich wéichst, man bestindig
einerlei Zahlen dieser Theile in B und B’ enthalten findet: es
ist zu zeigen, dass wenn man 4 und A’ in irgend eine und
dieselbe Zahl m gleicher Theile zerlegt, die nicht in dem ge-
gebenen Gesetz enthalten ist, dann immer einerlei Zahl dieser
respectiven Theile sich in B und B’ finden wird.

In der That, nehmen wir an, es finde sich eine Zahl K
von Theilen in B und eine davon verschiedene, zum Beispiel
grossere Zahl in B’. Dann werden K - 1 Theile der ersten
Art B um eine gewisse Grosse iibertreffen, die ich durch E
bezeichnen will; wihrend K + 1 Theile der zweiten Art noch
nicht B/ ausmachen. Theilen wir nun A4 in gleiche Theile, die
kleiner als £ und in dem gegebenen Gesetz enthalten sind;
und theilen wir A‘ in eine gleiche Zahl von Theilen: nach der
Voraussetzung muss sich dann in B und B’ einerlei Zahl fin-
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den. Aber offenbar giebt es weniger Theile, die kleiner sind
als £, in B als in B + E oder in K 4 1 von den Theilen,
um welche es sich handelt; und es giebt eben so viel von ‘enen
in diesen K -} 1 Theilen als entsprechende in den K 4 1
entsprechenden Theilen von 5‘, welche noch nicht B’ avsma-
chen. Also wiirde es in B eine kleinere Zahl von Theilen,
die in dem gegebenen Gesetz enthalten sind, geben als von
den entsprechenden Theilen in 5B‘; was gegen die Voraus-
setzung ist. Es ist sonach unmdglich, dass wenn man A und A’
in eine und dieselbe Zahl gleicher Theile zerlegt, dann diese
Theile sich nicht respective in B und B’ auch in gleicher
Zahl enthalten finden.

8. Man kann bemerken, dass es unserer Definition in
der That nicht widersprechen wiirde, wenn wir mit vielen Ma-
thematikern sagten, das Verhiltniss zweier incommensurabelen
Grissen sei die Grenze der commensurabelen Verhiiltnisse
einer von ihnen und einer variablen Grosse, welche die zweite
‘zur Grenze hat. KEs ist aber nicht erlaubt, diese Definition
der incommensurabelen Verhiltnisse zu geben, weil dieselbe
voraussetzt, dass eine Zahl als Grenze existirt, wihrend im
Gegentheil gewiss ist, dass keine solche existirt, wenn man
den Sinn des Wortes Zahl nicht erweitert.

9. Wenn wir nach allem diesem sagen, dass eine Glei-
chung zwischen incommensurabelen Zahlen stattfinde, so ver-
stehen wir darunter, dass diese Gleichung stattfindet zwischen
commensurabelen Zahlen, die variable Grossen ausdriicken,
welche gegen feste Grossen convergiren, die ohne gemeinschaft-
liches Gemiiss mit der Einheit sind und durch diese incommen-
surabelen Zahlen représentirt werden. Hieraus geht hervor, dass
die Demonstration so geschieht, wie wenn man die incommen-
surabelen Zahlen als Grenzen commensurabeler Zahlen betrach-
tete, und also der Form nach auf die Methode der Grenzen
zuriickkommt.

10. Man kann zu dem Begriff der incommensurabelen
Zahlen auf anderem Wege, als indem man zwei Gréssen ohne
gemeinschaftliches Gemiss vergleicht, und durch rein arithme-
tische Betrachtungen gelangen, wie z. B. durch die der Wur-
zeln, Logarithmen etc. In diesen Fillen findet man commen-
surabele Zahlen, welche Bedingungen geniigen, die den vorge-
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legten immer niher kommen, und welche Zahlen, wenn man
irgend eine Kinheit nimmt, concrete Grossen darstellen, die
.gegen bestimmte Grenzen convergiren. Eine Gleichung zwi-
schen diesen incommensurabelen Zahlen wird immer in dem
oben auseinandergesetzten Sinne verstanden.

Vom Unendlichen.

11. Das Wort unendlich wird angewandt, um die Ab-
wesenheit jeder Grenze oder Schranke anzudeuten: in diesem
Sinne sind Raum und Zeit unendlich. Dieser Gedanke schliesst
offenbar jede Vergleichung in Beziehung auf Grosse aus.
Nichtsdestoweniger spricht man oft, der Kiirze wegen, von
unendlichen Gréssen, und unterwirft sie denselben Operationen
wie die endlichen Grossen, daher es sehr wichtig ist, diese
Redensart nicht misszuverstehen.

Diese unendlichen Grossen kénnen sich nur auf zweierlei
Weise darbieten: entweder als Losungen oder als Gegebene
einer Aufgabe.

Das Unendliche kann sich als Losung darbieten, wenn
man, um gewisse Grissen zu bestimmen, sie als abhiingig von
einer anderen betrachtet; und wenn in dem besonderen Falle,
den man im Auge hat, diese letztere nicht existirt, wihrend
sie fiir sehr nahe liegende Fille Werthe haben wiirde, die jede
angegebene Grisse iibersteigen kinnten. Um z. B. einen Win-
kel zu bestimmen, kann man im Allgemeinen als Unbekannte
seine trigonometrische Tangente nehmen; aber man muss den
besonderen Fall ausnehmen, wo der Winkel recht ist. Die
Gleichungen, welche den Werth dieser Tangente geben, miis-
sen zu einem Ausdruck fithren, der immer grésser wird, je
mehr sich die Bestimmungsstiicke jenen ndhern, zu welchen als
Losung der rechte Winkel gehort. In diesem letzten Falle
darf aber der Ausdruck nichts mehr vorstellen, und gerade
hierdurch lehrt er, dass die Aufgabe sich auf diesen besonderen
Fall bezieht. Die Form, welche er dann annimmt, ist die
einer endlichen Zahl, getheilt durch Null. Man sagt nun: der
Werth der Unbekannten ist unendlich, und der entsprechende
Winkel ist ein rechter; so dass die vorgelegte Aufgabe mog-

www.rcin.org.pl



R | e
lich wird, und ihre Losung bestimmt ist. Wenn aber die Grjsse,
deren allgemeiner Werth in einem besonderen Falle unter der
illusorischen Form einer durch Null dividirten Zahl erscheint,
keine Hiilfsunbekannte, sondern die Grosse selbst ist, welche
man bestimmen wollte, so ist klar, dass die gestellte Aufyabe
absurd war. ;

Das Unendliche kann noch auf andere Weise, denn als
Auflssung von Gleichungen, in besonderen Fillen vorkommen;
es kann sich in den Gegebenen der Aufgabe finden. Man
kann sich aufgeben, die Grenze des Verhiltnisses, oder der
Differenz, oder jeder anderen Function von Gréssen zu be-
stimmen, welche von einander abhingen und ohne Grenzen
wachsen. In allen solchen Fillen sagt man zuweilen, diese
Grenze sei das Verhiltniss, oder die Differenz, oder die be-
treffende Function der unendlichen Grossen; man kann aber
der Vergleichung von zwei Unendlichen keinen Sinn beilegen,
weil, wie schon bemerkt wurde, das Unendliche keine Grosse,
sondern die Abwesenheit von Grenzen bedeutet: wenn man
daher in einer Ebene gleich entfernte Parallelen zieht, so ist
es absurd zu sagen, dass die unendlichen Flichen, welche zwi-
schen je zwei nichsten Parallelen liegen, gleich seien. Sucht
man aber die Verhiltnisse dieser ohne Grenzen wachsenden
Flichen, so kann man wohl nach ihren Grenzen fragen, und
man erhidlt dann ein durchaus unbestimmtes Resultat; denn
man kann die Liingen von zwei solchen Streifen ohne Gren-
zen wachsen lassen, indem man irgend eine Relation zwischen
ihnen festsetzt; und man wiirde das Verhiltniss dieser un-
endlichen Streifen nur in sehr besonderen Fillen der Ein-
heit gleich finden.

Ohne Zweifel wiirde Nichts leichter sein, als eine voll-
kommen exacte Sprache zum Ausdruck dieser durchaus hichst
einfachen Gedanken anzuwenden, und man wiirde dadurch das
Missliche falscher Auffassungen vermeiden, die nachher schwie-
rig zu zerstoren sind. Ueberdies wird, wie wir sahen, die
Sprache nicht einmal viel vereinfacht durch diese unexacte
Weise, an sich sehr klare Gedanken auszudriicken; da sie aber
oft angewendet wird, so war es unerldsslich, genau zu bestim-
men, wie man sie verstehen muss.
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Von den unendlich kleinen Grossen. Wie sich die-
selben in die Rechnung einfiithren.

12. Die Grossen, welche man bestimmen will, kénnen auf
verschiedene Weisen als Grenzen variabler Grissen von einer
einfacheren Art betrachtet werden. Alle diese Weisen reduci-
ren sich beinahe ausschliesslich auf die folgenden drei:

1) Man kann die vorgelegte Grisse betrachten als Grenze
einer Summe von Grossen, welche gegen die Null convergi-
ren, und deren Zahl unbegrenzt wichst; oder auch als Func-
tion solcher Grenzen; :

2) man kann sie betrachten als Grenze des Verhéltnisses
von zwei Grossen, welche gleichzeitig gegen Null convergiren;
oder auch als irgend eine Function von Grenzen dieser und
der vorigen Art;

3) endlich kann man sie betrachten als Grenze einer
Summe unveréinderlicher Grissen, deren Zahl unbegrenzt zu-
nimmt, und welche successive abnehmen, indem sie gegen die
Grenze Null convergiren.

Dieser letzte Gesichtspunkt bezieht sich auf die Entwicke-
lung in Reihen. Die beiden anderen constituiren die Infini-
tesimalrechnung, welche unser Hauptgegenstand ist.

13. Jede variable Grosse mit der Grenze Null
wird eine unendlich kleine Grosse, oder einfach ein un-
endlich Kleines genannt.

Die Rechnung mit diesen Gréssen wird durch nachstehende
Siitze sehr vereinfacht :

Erster Lehrsatz. — Die Grenze des Verhidltnisses
von zwei unendlich kleinen Gréssen wird nicht ge-
andert, wenn man diese Grossen durch andere er-
setzt, welche ihnen nicht gleich sind, aber deren
Verhiéltnisse zu ihnen respective dle Einheit zu
Grenzen haben.

In der That, es seien @ und B zwei unendlich kleine
Grﬁseen, «' und B solche andere Grissen, dass die Grenzen

yon '&T und lf" und folglich auch die der umgekehrten Ver-
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hilltnisse -, % gleich der Einheit sind. Man hat identisch

| g gl Sge
Die Grenzen gleicher Grossen sind gleich, und die Grenze
eines Products ist das Product der Grenzen, also erhilt man
aus der vorstehenden Identitiit, indem man die Grenzen durch
lim bezeichnet,

§ W

lim —;— = lim ?,—;

was zu zeigen war.

14. Man kann denselben Satz auf andere Weise aus-
sprechen vermdge nachstehender Wahrheit:

Wenn die Grenze des Verhiltnisses von zwei
Grossen die Einheit ist, so ist ihre Differenz un-
endlich klein gegen jede von beiden Gréssen; d. h.
das Verhidltniss dieser Differenz zu jeder der bei-
den Grossen hat Null zur Grenze.

Und umgekehrt: Wenn die Differenz zweier Gros-
sen gegen eine von ihnen unendlich klein ist, so
hat ihr Verhiltniss die Einheit zur Grenze.

In der That, es seien & und @’ irgend zwei Grossen, und
d ihre Differenz, so hat man

o d
0 =0 0, 1 —— = —-
bl 5.4 o o
: SRRy M L ;
Wenn nun die Grenze von = die Einheit ist, so ist offen-

bar die von —§,— Null, und umgekehnrt.
o
Hiitte man, statt durch e/, durch e getheilt, so wiirde
man gezeigt haben, dass —g— die Grenze Null hat; und {ibri-

gens ist klar, dass 0, als Differenz von & und o/, in der gros-
seren einmal mehr als in der anderen enthalten ist, und dass

folglich die Verhiltnisse —%, —g zugleich unendlich klein sind.

/

Man kann sonach den ersten Lehrsatz auch folgender-
maassen aussprechen:
Die Grenze des Verhiiltnisses zweier unendlich
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Kleinen bleibt unge#indert, wenn man dieselben
respective durch andere ersetzt, welche sich von
ihnen um gegen sie unendlich Kleine unterscheiden.

Wesentlich ist die Bemerkung, dass, damit das Verhiltniss
zweier unendlich Kleinen eine Grenze habe, sie entweder von
einander oder beide von einer und derselben Variable abhin-
gen miissen: denn ausserdem wiirde ihr Verhéltniss unbestimmt
sein, und konnte folglich keine bestimmte Grenze haben.

Obgleich wir hauptsiichlich beabsichtigen, die vorstehen-
den Sitze auf unendlich kleine Grossen anzuwenden, so kann
man doch bemerken, dass sie ebenso gut fiir endliche und
selbst fiir unbegrenzt wachsende Grossen gelten. Die Beweise,
welche wir gegeben haben, sind unabhiingig von dem Range
der Grossen.

15. Zweiter Lehrsatz. — Die Grenze einer Summe
von positiven unendlich kleinen Gréssen, deren
Zahl unbegrenzt wichst, wird nicht geiindert, wenn
man diese Griossen durch andere ersetzt, deren
Verhiltnisse zu ihnen respective die Einheit zu
Grenzen haben.

Es seien

G il R iy
die unendlich kleinen Grossen, deren Zahl unbegrenzt wiichst,
und

Bis Bas Bss - - -5 P
solche andere unendlich Kleine, dass die Verhiiltnisse

3 g R ) Cm_
N e
simmtlich die Einheit zur Grenze haben.
Der Quotient

o +ay +og ...+ an
T MR S SN )
liegt zwischen dem kleinsten und dem grissten der obigen Ver-
hiltnisse, er hat also, wie diese, die Einheit zur Grenze. Also
miissen die Grenzen der Summen ¢; + @ + a3 ...+ @,
und B, + B + Bs + - . . + PBn gleich sein; was zu zei-
gen war.
Wenn eine von beiden Summen constant wire, so wiirde
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die Grenze der anderen dieser Constante gleich sein, weil die
Grenze ihres Verhiltnisses die Einheit ist.

Es versteht sich von selbst, dass dieser Lehrsatz, so gut
wie der erste, auf eine zweite Art ausgedriickt werden kann.

16. Der grosse Vortheil, welchen diese Lehrsitze gewiih-
ren, besteht darin, dass dieselben oft erlauben, in den unend-
lich kleinen Grossen den Theil zu vernachlédssigen, welcher ihre
Vergleichung und die Rechnung mit ihnen schwierig macht.
Es geniigt immer, dass dieser Theil unendlich klein ist gegen
die Grosse selbst, und es entspringt daraus kein Fehler in den
Resultaten, bei welchen es sich nur um die Grenzen von Ver-
hiltnissen oder Summen dieser unendlich kleinen Grdssen
handelt.

Die unendlich Kleinen, welche man fast allein betrachtet,
sind die Incremente von unabhiéingigen Variablen und von
Functionen dieser Variablen. Die endlichen oder unbegrenzt
kleinen Incremente, welche man Variablen beilegt, werden
hdufig endliche oder unendlich kleine Differenzen
dieser Variablen genannt.

Obgleich die Gréssen, welche man mit Hiilfe der unend-
lich Kleinen zu berechnen beabsichtigt, in der Regel Grenzen
von Summen oder Verhiltnissen sind, so kommt es doch zu-
weilen vor, dass die Aufgabe verlangt, ein unendlich Kleines
selbst, zwar nicht in Grosse, da es verdnderlich ist, aber im
Zeichen zu bestimmen: diese Aufgabe kommt indessen unmittel-
bar auf die Bestimmung der Grenze eines Verhiltnisses zuriick.

Verschiedene Ordnungen von unendlich Kleinen.

17. Betrachtet man mehrere unendlich Kleine, welche
dergestalt von einander abhéingen, dass wenn eines bestimmt
ist, alle anderen es sind, und greift man eines von ihnen her-
aus, um darauf alle anderen zu beziehen, so nennt man unend-
lich Kleine erster Ordnung diejenigen, deren Verhiltnisse zu
dem herausgegriffenen endliche Grenzen haben; unendlich
Kleine zweiter Ordnung diejenigen, deren Verhiltnisse zu
demselben unendlich Kleinen unendlich Kleine erster Ordnung
sind; und im Allgemeinen nennt man ein unendlich Kleines
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der Ordnung n ein solches, dessen Verhiiltniss zu dem princi-
palen unendlich Kleinen ein unendlich Kleines von der Ord-
nung n — 1 ist.

Will man nur ausdriicken, dass das Verhiiltniss eines un-
endlich Kleinen zu einem anderen Null zur Grenze hat, so
sagt man: das erste ist unendlich klein gegen das zweite.

Es wird nun sehr leicht sein, mit Hiilfe des principalen ,
unendlich Kleinen die aller verschiedenen Ordnungen auszu-
driicken. In der That, bezeichnen wir das erste durch «, und
durch B ein unendlich Kleines erster Ordnung, welches K zur
Grenze seines Verhiltnisses zu « hat, so ist
—f?- = K + @,
wo @ gleichzeitig mit « gegen Null convergirt.

Der Ausdruck eéines jeden unendlich Kleinen erster Ord-
nung ist demnach von der Form

o (K 4+ ),

worin ® unendlich klein und K endlich ist.
Es sei jetzt y ein unendlich Kleines zweiter Ordnung, so

hat man, weil das Verhiltniss % von der ersten Ordnung

sein muss,
_3;_ = o (K + o),

und folglich ist die Form von jedem unendlich Klieinen der
zweiten Ordnung
a? (K + o).

Fiahrt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen,
dass die allgemeine Form der unendlich Kleinen von der
Ordnung n

o (K 4+ o)

ist, wo K endlich und @ unendlich klein.

Oft aber hat man unendlich Kleine zu betrachten, deren
Verhiiltniss zu einer gebrochenen Potenz von « eine endliche
Grenze hat; und man ist iibereingekommen, dasjenige ein un-

endlich Kleines von der Ordnung -%— zu nennen, dessen Ver-

»
hiltniss zu « ¢ eine endliche Grenze besitzt: demnach ist die
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 2
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Formel, welche die unendlich Kleinen dieser Ordnung dar-
stellt,

23
et (K 4+ o).

In demselben Sinne muss man die Ordnungen der unend-
lich Grossen verstehen. Zwei Grossen dieser Art, d. h. welche
unbegrenzt wachsen, werden von derselben Ordnung genannt,
wenn die Grenze ihres Verhiltnisses endlich ist; die eine ist
unendlich klein gegen die andere, wenn die Grenze ihres Ver-
hiiltnisses zu dieser anderen Null ist; und man sagt allgemein,
dass eine von ihnen in Bezug auf die andere von der Ordnung
n ist, wenn ihr Verhidltniss zu der nten Potenz der anderen
eine endliche Grenze hat.

Differentialverhédltnisse. Ableitungen.

18. Die stetigen Functionen einer Variable besitzen die
wichtige Eigenschaft, dass ihre unendlich kleinen Incremente
im Allgemeinen von derselben Ordnung sind wie die entspre-
chenden Incremente der Variable, von welcher sie abh#ngen.

Um sich davon zu iiberzeugen, bemerke man, dass wenn
das Verhiiltniss des einzigen und bestimmten Increments
der Function zu dem entsprechenden Increment der Variable
nicht gegen eine endliche Grenze convergirt, es entweder gegen
Null ccavergiren oder unbegrenzt wachsen wird; ferner, dass
wenn der eine oder andere dieser zwei letzten Fille sich nur
fiir gewisse besondere Werthe der Variable ereignet, das
Verhiiltniss im Allgemeinen eine endliche Grenze hat, was man
beweisen wollte; und dass, wenn es sich anders verhilt, noth-
wendig in einer gewissen Ausdehnung der Variable das Ver-
héltniss fiir jeden Werth der Variable gegen Null conwergirt,
oder fiir alle diese Werthe unbegrenzt wichst: denn mam kann
nicht annehmen, dass diese beiden Fille sich ohne Imtervall
folgen; dies wiirde keinen Sinn haben. Es bleibt also zu be-
weisen, dass unmdglich zwischen zwei bestimmten Werthen der
Variable das Verhiltniss bestindig gegen Null convergiren
oder bestindig unbegrenzt wachsen kann. Und mam sieht
selbst, dass es geniigt den ersten Fall zu untersuchen, weil der
zweite darin eingeschlossen ist; denn, wenn das Verhiltniss
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zweier in einer gewissen Ordnung genommenen Grossen unbe-
grenzt wichst, so wird das Verhiltniss derselben, in umgekehr-
ter Ordnung genommen, gegen Null convergiren.

Demnach ist zu zeigen, dass wenn zwei Variablen z, y
von einander abhéingen, das Verhiiltniss des unendlich kleinen
Increments von y zu dem von z nicht Null zur Grenze haben
_kann fiir alle Werthe von # zwischen zwei bestimmten Wer-
then a und 0. :

Nehmen wir an, es sei dies der Fall, und theilen wir
irgend eine Strecke 0 des Intervalls b—a in gleiche Theile,
deren Werth wir durch « bezeichnen, und die wir so
klein annehmen konnen als wir wollen. Alle Verhiltnisse,
welche man successive erhidlt, indem man durch « die Diffe-
renzen zwischen denjenigen sich folgenden Werthen von y
theilt, welche den um « verschiedenen Werthen von 2 ent-
sprechen, werden der Null so nahe liegen als man will, nach
der Voraussetzung. Addiren wir nun einerseits die Vorder-
glieder und andererseits die Hinterglieder dieser Verhiltnisse,
so liegt das Verhiltniss dieser beiden Summen zwischen dem
kleinsten und dem grossten der ersten, und kann folglich klei-
ner erwiesen werden als jede gegebene Grisse.

Demnach ist die unveriinderliche Differenz der zwei Werthe

von y, welche den zwei bestimmten, um 0 verschiedenen Wer-
then von 2 entsprechen, eine solche, dass ihr Verhiiltniss zu
kleiner erwiesen werden kann als jede gegebene Grésse: sie
ist also Null, und folglich ist y constant fiir alle Werthe von
« zwischen @ und &, und somit ist y keine Function von .
- Waen also y Function von z ist, so kann die Grenze des
Verhiltrisses des Increments von y zu dem von z nicht be-
stindig Null sein zwischen zwei bestimmten Werthen von a.
Sie kam daher ebenso wenig bestindig unendlich sein, und
folglich kann der eine oder andere dieser zwei Kille sich nur
fiir besondere Werthe von 2 ereignen.

Diese bestimmte Grenze, weil ihr Werth im Allgemei- -
nen sich mit # fiir dieselbe Function iindert, ist selbst eine
Funection von #, welche man die abgeleitete Function
oder einfach die Ableitung der ersten in Bezug auf z nennt;
oder ihren Differentialcoéfficienten nach «. Wir werden sie

auch das Differentialverhéltniss von yz und 2 nennen.
2*
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19. Wir haben eben bewiesen, dass weénn die Ablei-
tung einer Grosse in Bezug auf 2 Null ist, was auch z sein
mag, diese Grésse nothwendig constant oder, mit anderen Wor-
ten, von & unabhingig ist. Daraus folgt, dass zwei Functionen
von x, welche dieselbe Ableitung haben, sich nur um eine
Grosse unterscheiden konnen, welche die Ableitung Null hat,
und folglich von z unabhingig ist. Man hat also folgenden
wichtigen Satz:

Man erhilt die allgemeinste Function, welche
zur Ableitung eine gegebene Function hat, wenn
man eine besondere Function sucht, die dieser Bedin-
gung geniigt, und zu ihr eine willkiirliche Constante
addirt.

20. Man hat es bequem gefunden, Grenzen von Ver-
hiltnissen durch genaue Verhiltnisse darzustellen, und man
hat den Namen Differentiale der Variablen Grossen bei-
gelegt, welche zu einander Verhiltnisse haben, die gleich sind
den Grenzen der Verhiltnisse der Incremente oder Differenzen
dieser Variablen. Die Differentiale sind demnach nicht voll-
kommen bestimmt; man kann eines von ihnen willkiirlich neh-
men: ihre Verhiltnisse allein sind bestimmt.

Das Differential einer Function von # ist also nichts An-
deres als das Product seiner ‘Ableitung nach # mit dem Diffe-
rential von #; und man stellt sich dieselbe Aufgabe, ob man
die Ableitung oder das Differential einer Function von einer
einzigen Variable sucht.

21. Wir wollen hier eine Bemerkung machen, die uns
oft niitzlich sein wird. Es seien z, y, z, u, v etc. eine belie-
bige Zahl Variablen, welche von einer einzigen abhiingen;
@, b, ¢, d, e ete. ihre entsprechenden Incremente, die wir unend-
lich klein voraussetzen; «a, 8, y, 0, & etc. Grossen, von denen
die erste willkiirlich ist, wihrend alle anderen so gew#hlt sind,
dass das Verhiltniss von je zwei sich folgenden gleich ist der
Grenze des Verhiltnisses der entsprechenden Incremente. Hier-
aus folgt nothwendig das Verhiltniss von irgend zwei nicht
unmittelbar sich folgenden Gréssen gleich der Grenze des Ver-

iR : el i
hiiltnisses der correspondirenden Incremente: z. B. ist — die

B
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Grenze von—z—. In der That, geht man durch die zwischen »
und y befindlichen Gréssen, so hat man die Identitit
A
Gl g e i
Nun hat das zweite Glied zur Grenze das Product der Gren-
zen seiner KFactoren, d. h. ol ﬁ_ o oder—s—; und da das
4. ¥ il B

erste Glied die nimliche Grenze haben muss, so folgt, wie wir

behauptet haben, dass — die Grenze ist von —Z—.

B

Verschiedene Bezeichnungen.

22. Das Increment einer Variable wird durch ein A
ausgedriickt, das man dieser Variable vorsetzt; das Differential
ebenso durch ein d. Hiernach sind A2, Ay, 4z ete. die
Differenzen der Variablen z, y, z etc.; und da, dy, dz etc.
sind ihre Differentiale.

Die nach » genommene Ableitung einer durch F'(z) oder
d F'(z)

dz

durch y bezeichneten Function kann also durch oder

% ausgedriickt werden. Es ist dies die Bezeichnung von

Leibnitz; und sie ist nichts Anderes als limﬂ oder

Az
A F ()

Az
bezeichnet man sie durch /7 (z) oder y/, indem man die Func-
tion accentirt, deren Ableitung man ausdriicken will.

Wenn 42 unendlich klein ist, d. h. gegen Null conver-
girt, so hat man

lim

, wenn 4 x gegen Null convergirt. Nach Lagrange

Aa
To=F@+a

wo « unendlich klein ist, weil —Z—% zur Grenze /' (z) hat. Hier-

aus folgt
dy = F'(z) dz + ada.
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Ay unterscheidet sich also von F”(z) 42 nur um eine gegen
Ay selbst unendlich kleine Grosse. Nimmt man daher die
willkiirliche Grosse da gleich 4z, so unterscheiden sich die
beiden Grossen Ay und dy nur um eine gegen sie selbst
unendlich kleine Grisse, und konnen deshalb fiir einander ge-
setzt werden, wenn es sich nur um Grenzen von Verhiltnissen
oder Summen handelt. Also kann man dy fiir die unendlich
kleine Differenz von y, welche der unendlich kleinen Differenz
dz entspricht, nehmen; und daher ist die Benennung Diffe-
rential gekommen.

Die vorige Gleichung zeigt, dass Ay zuletzt bestindig
von demselben Zeichen ist wie F'(z)dx; demnach sind Ay
und 42 von demselben Zeichen, wenn F”(z) positiv ist, und
von entgegengesetztem Zeichen, wenn F”(z) negativ ist; hier-
aus folgt der wichtige Satz:

Eine Function variirt in demselben Sinn wie die
Variable, von welcher sie abhéingt, wenn ihre Ab-
leitung positiv ist, und in entgegengesetztem Sinn,
wenn ihre Ableitung negativ ist.

23. Da die Ableitung einer Function von z im Allge-
meinen selbst eine Function von # ist, so kann man ihre Ab-
leitung nehmen, welche man die zweite Ableitung der ersten
nennt und durch /() bezeichnet. Die Ableitung dieser neuen
Function heisst die dritte Ableitung von /'(#) und wird durch
I (z) dargestellt; und allgemein bezeichnet man die nte Ab-
leitung durch /" (z).

Differentiiren wird die Operation genannt, welche zum
Gegenstande die Auffindung des Differentials einer Function
hat, und Ableiten (Deriviren) diejenige, wodurch man die
Ableitung findet: gleichwohl wird durch den ersten Ausdruck
oft die zweite Operation bezeichnet. Uebrigens machen diese
beiden Aufgaben, wie oben bemerkt, nur eine aus.

Von den einfachen Functionen, den Functionen
von Functionen und den zusammengesetzten
Functionen.

24. Die Art der Abhingigkeit einer Grosse von einer
anderen ist einer unbegrenzten Mannigfaltigkeit féhig. Unter

U !
| e
e
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allen méglichen Formen von Functionen hat man eine gewisse
sehr kleine Anzahl ausgewihlt, auf welche man alle anderen
zuriickzufiihren sucht. Sie sind solche, dass man durch die
ersten Operationen der Arithmetik oder vermdge voraus be-
rechneter Tafeln mit einem hinreichenden Grade von Annihe-
rung ihre Werthe erhalten kann, welche beliebigen numerischen
Werthen der Variable entsprechen, von welcher sie abhiéngen.

Diese Functionen, welche man einfache nennt, sind die
folgenden, worin a eine von der Variable # unabhingige
Grosse bezeichnet,

a ¥ .
a+t+z,0—a, ac, pad " (wo m irgend eine reelle

Zahl), a*, sinx, cosa, tang x, cotgx, secx, cosece; und die
umgekehrten Functionen log 2, arc sin @, arc cosx, arc tung @,
arc cotg &, arc sec T, arc cosec .

Man kann eine beliebige Function von # den Operationen
unterwerfen, welche eine neue Function constituiren; man hat
dann eine Function von einer Function von 2. Betrachtet man
diese selbst als eine Variable, so kann man auch sie den Ope-
rationen unterwerfen, welche eine neue Function constituiren,
und so fort. Die Functionen, welche man auf diese Weise er-
hilt, werden im Allgemeinen Functionen von Functionen
genannt.

Wenn eine Function abhiéingt von mehreren Functionen
von «, so nennt man sie eine zusammengesetzte Function von
2, und dies ist der allgemeinste Fall der expliciten Functionen.

25. In allen Fillen ist klar, dass wenn zwei Functionen,
welche irgend eine Zahl von Variablen enthalten, die von einer
einzigen abhiéingen, immer gleich sind, welchen Werth man
auch dieser Variable geben mag, dass dann ihre correspon-
direnden Incremente immer gleich sind, und folglich auch ihre
Ableitungen, sowie ihre Differentiale.

Daraus geht hervor, dass wenn eineGleichung statt-
findet fiir jeden Werth der unabhiingigen Varia-
ble, die Ableitungen oder die Differentiale ihrer
beiden Glieder gleich sind, welchen Werth man
auch dieser Variable geben mag.

Wir gehen dazu iiber, die Principien auseinanderzusetzen,
vermdge welcher man die Bestinmung der Differentiale-oder
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der Ableitungen aller dieser Functionen zuriickfiihrt auf die-

jenige der Differentiale oder Ableitungen der einfachen Func-
tionen.

Differentiation der Functionen von Functionen.

26. Betrachten wir eine Function » von 2, die bestimmt
wird durch die Folge von Gleichungen
u=1F(), z =71, y =9,
und suchen wir ihre Ableitung nach z oder die Grenze des
Verhiltnisses %, dessen beide Glieder gegen Null conver-
giren. Es seien
du, dz,.dy, dz
immer solche Grossen, dass das Verhdltniss von zwei sich fol-
genden die Grenze ist von dem Verhiltniss der correspondiren-
den Incremente
du, dz, Ay, A
In Nr. 21 haben wir gesehen, dass das Verhiltniss von irgend
zwei der Grossen dz, dy etc., z. B. du und dz, sein wird
die Grenze von dem Verhiltniss der ihnen correspondirenden
Adu, Az etc. und somit die Ableitung von » in Bezug auf a.
Man hat nun identisch
du _du d: dy
de "dz " dy. d=’
Also ist die Ableitung von » nach z das Product der Ablei-
tungen von » nach z, von z nach y, und von y nach .

Dies ist das Princip der Differentiation der Functionen
von Functionen. Es hat offenbar Geltung, welches auch die
Zahl der gehduften Functionen sein mag; und es fiihrt zuriick
auf die einfache Differentiation einer jeden dieser Functionen
fiir sich betrachtet.

Differentiation der umgekehrten Functionen.

27. Es ist sehr leicht, die inverse Function von einer
Function, die man differentiiren kann, zu differentiiren. KEs sei
vorgelegt die Function /7(z), von welcher die umgekehrte ¢ (2)
ist; dies bedeutet, dass wenn man setzt
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Yy = F(@')s
man erhélt

=@y
Diese beiden Gleichungen sind dieselben unter einer verschie-
denen Form, und geben dieselben correspondirenden Incremente
fiir # und y. Es seien dw, dy Grossen, deren Verhiiltniss die
Grenze ist von dem Verhiltniss der Incremente Az, Ay; die
letzte Gleichung giebt

o =90
daher
M=ot
dz — ¢'(y)’
das heisst
1 1

Fi (z) =

'@ ¢ [F@]’

woraus folgt, dass um die Ableitung zu erhalten von einer
Function /' (z), welche die inverse ist von der Function ¢ (), man
nur den Reciproken der Ableitung @/(z) zu nehmen und darin
« durch die vorgelegte Function /'(z) zu ersetzen braucht.

Ausdruck fiir das unendlich kleine Increment einer
Function von mehreren abhiingigen oder unabhén-
gigen Variablen.

28.  Betrachten wir eine Function y, welche abhingt
von zwei Variablen %, v, und es sei
g = Fi(u, o)
Ertheilt man « und v unendlich kleine Incremente Aw, Av,
welche abhiingig oder unabhiingig von einander sind, je nach-
dem u und v selbst es sind, so ist das entsprechende Incre-
ment von y
Ay = F(u + du, v + dv) — F (u, v),
und man kann dasselbe darstellen in der Form
dy = F (u + du, v) — F (u, v)
+ Fu+ du, v+ dv) — F(u + du, v).
Die beiden ersten Glieder kann man auch so schreiben:
lf»(u + du, v) — F (u, v) N,
Adu
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Der Coéfficient von Au unterscheidet sich nur um eine
unendlich kleine Grisse von der Ableitung von F'(u, v), welche
in Bezug auf « genommen ist, withrend v als constant betrach-
tet wird. KEs sei F) (v, v) diese Ableitung, welche man par-
tielle Ableitung von #'(u, v) oder y nach » nennt; der vor-
stehende Ausdruck lédsst sich dann darstellen unter der Form

[Fy (u, v) + o] du,
wo a eine Grosse bezeichnet, welche mit A« Null wird.
Den zweiten Theil kann man darstellen unter der Form
Fu+ du, v+ dv) — F(u + du, v)
" Adv,
und der Coéfficient von 4v unterscheidet sich von der Ablei-
tung von F(u + Au,v) nach der allein als Variable betrach-
teten Grosse v nur um eine Grisse 8, welche mit 4v Null
wird. Es sei F,(u,v) die partielle Ableitung von /'(u, v)
nach v; dann kann man den zweiten Theil von Ay schreiben
[F; (u + Au, v) + B] .
Aber F,(u + Adu,v) ist von I (u, v) nur um eine Grosse
verschieden, welche Null wird mit 4 «; addiren wir diese zu
B, und bezeichnen ihre Summe durch «‘, so hat der zweite
Theil von 4y zum Werthe
[F (u, ©) + o] dos

und folglich wird, wenn wir beide Theile von 4y vereinigen,

Ay =[F; (u, v) + a] du - [Fy (u, v) 4 o] dv.
Nun ist e 4u unendlich klein gegen den ersten Theil, also
auch gegen Ay selbst; ebenso ist &/ 4v gegen Ay unendlich
klein, mégen Au und Av von einander abhéingen oder
nicht. Bezeichnet man daher durch @ eine gegen Ay unend-
lich kleine Grosse, so hat man

Ay = F, (u, v) du + Fy (u, v) 4v 4 o. :

Die partiellen Ableitungen Fy (u, v), F, (u, v) stellt man dar

durch s v)’ g2 .0) oder ﬂ, iy—; man muss sich
du dv du’ dv

aber wohl erinnern, dass diese beiden dy verschieden sind und
die, auf die Variation einer einzigen der Grossen w, v beziig-
lichen Differentiale von y darstellen: man nennt sie die par-

tiellen Differentiale von y nach « oder ». Euler hatte vor-

geschlagen, diese partiellen Ableitungen so zu schreiben: (g—z),
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(%) Man hat spiiter diese Klammern weggela;.ssen, weil bei

einiger Aufmerksamkeit jedes Missverstindniss unméoglich wird.
Die letzte Gleichung wird nun so geschrieben:

Ay:%%du—f—%%—dv—{—m;

und es ist gut sich zu erinnern, dass @ aus einem Theile be-
steht, der, nachdem man ihn durch A% dividirt hat, noch Null
wird, wenn man darin 4% — 0O setzt, und aus einem anderen
Theile, der, nachdem man ihn durch A4v dividirt hat, Glieder
enthilt, von denen die einen Null werden fiir 4% — 0 und
die anderen fiir 4v — 0.

Analoge Resultate wiirde man erhalten fiir irgend eine
Zahl von Variablen u, v etc., mochten diese vollkommen un-
abhiingig, oder von einander, oder von irgend welchen anderen
Variablen abhiingig sein.

Differentiation der zusammengesetzten Functionen.

29. Es sei
== (u vy w AN
und
u == f (@) pae=ip () e l==w (B i8]

so ist y eine zusammengesetzte Function in Bezug auf 2.

Um ihre Ableitung zu erhalten, bemerke man, dass man
nach dem Vorhergehenden hat, wenn man die Incremente un-
endlich klein voraussetzt,

d d d
dy:d—%dzt—}—jgdv—f—%dw—f-...-{—m,

wihrend ® unendlich klein ist gegen 4y oder irgend eine an-
dere der Differenzen.
Indem man durch 4z theilt und zu den Grenzen iiber-
geht, folgt
d dy du dy dv  dy dw
ot r fot A
in welchem Ausdrucke man aber nicht vergessen darf, dass

Y

dy dy dy .. : . R d
e v die partiellen Ableitungen der KFunction y sind.

Wiire 2 unmittelbar in # (4, v, w, . ..) enthalten, wire z. B.
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« nichts Anderes als 2, so wiirde % zu % und wire die par-

tielle Ableitung der Kunction in Bezug auf z; wogegen das
% des ersten Gliedes die totale Ableitung der Function ist,

in welcher man alle von'z abhéngigen Gréssen variirt. Man
wird niemals den Sinn dieser Bezeichnungen missverstehen; um
jede Besorgniss dariiber zu vermeiden, hatte Euler vorge-
schlagen, wie wir bemerkt haben, die partiellen Ableitungen ein-
zuklammern; man hat aber dieser Vorsicht entsagt.

Multiplicirt man die vorstehende Gleichung mit dz, so
folgt

d d d
dyzg%du—l—zg-dv—{—-a%dw—i—....

Man kann demnach das folgende Princip der Differentiation
der zusammengesetzten Functionen aussprechen:

Das Differential einer zusammengesetzten Func-
tion ist gleich der Summe ihrer partiellen Differen-
tiale, welche sich beziehen auf jede der unmittelbar
in der Function vorkommenden Variablen.

Was die Differentiale du, dv etc. dieser letzten betrifft,
so beziehen sie sich simmtlich auf-das Differential dz der ein-
zigen Variable, von welcher jene abhiingen.

30. Lehrsatz iiber die homogenen Functionen. —
Die Differentiation der zusammengesetzten Functionen liefert
den Beweis eines merkwiirdigen Lehrsatzes iiber die homogenen
Functionen. Man nennt eine Function mehrerer Variablen ho-
mogen und vom Grade m, wenn dadurch, dass man jede Va-
riable mit einer Unbestimmten ¢ multiplicirt, die Function mit
¢» multiplicirt wird.

Es sei nun v = F(z, y, 2, . . .) eine homogene Function
vom Grade m, und ¢ (2, y, 2, . . .), ¥ (2, y, 2,...) etc. seien
ihre partiellen Ableitungen in Bezug auf =z, y, 2 etc., so hat
man nach der Definition
(D F (i, ty, 225 o e B (@925 0 i)
Differentiiren wir die beiden Glieder in Bezug auf 7 allein, so
kommt
o (tz, ty, tz,..)a+¢(tz, ty, tz,...)y+...=mt"1F (2, y, 2);

setzen wir in dieser ldentitiit ¢ =— 1, so ergiebt sich die andere:
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(2) d’E + dy + dZ . = Mmu.

Dies ist der Lehrsatz von den homogenen Functionen.
Man kann bemerken, dass, wenn man in der Identitit (1)

setzt + — i, dann folgt

Eloapite ) o2 ol AR

Also hiéingt eine homogene Function vom Grade m, wenn man
sie durch die Potenz m einer der Variablen theilt, nur noch ab
von den Verhdltnissen der anderen Variablen zu der ersten.

Differentiale einer Summe, eines Products, oder
eines Quotienten.

31. Die Regel der Nr. 29, wenn man sie auf eine
Summe von Ausdriicken anwendet, zeigt, dass das Differential
einer solchen Function die Summe ist der Differentiale eines
jeden Summanden, was iibrigens fiir sich klar war.

Setzt man darauf y — wvw ..., so giebt dieselbe Regel,
indem man beachtet, dass allgemein d[AF(z)] = AdF(z),
wenn A ein constanter Coéfficient,

dy=ow...du4uw...dv4uv...dw-+...,

oder
dy = uww.. .. + +dw+ )

Es sei endlich y = ol also vy = u. Differentiiren wir

beide Glieder, so folgt
ydv 4 vdy = du,
daher
udv
2y = TH LG R
was man so schreiben kann:
vdu — udv

dy _— o
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Wie man die Differentiation jeder expliciten Func-
tion auf die der einfachen Functionen zuriickfiihrt.

32. Betrachten wir jetzt irgend eine explicite Function
von 2: dieselbe zeigt eine Reihe von Operationen an, welche
man ausfiihren soll, sobald man willkiirlich einen numerischen
Werth fiir  gewihlt hat. Diejenige dieser Operationen, welche
zuletzt geschehen muss, und deren Resultat der Werth der
Function ist, bezieht sich entweder auf eine einzige oder auf
zwel mit # variable Grossen; im letzteren Falle reducirt sich
das Differential dieser Function, nach der Regel von den zu-
sammengesetzten Functionen, auf den Fall, wo eine einzige der
beiden Grossen variabel ist, und dann hat man nur noch eine
einfache Function zu betrachten. Wenn man daher die Dif-
ferentiale aller einfachen Functionen finden konnte, so konnte
man das Differential der vorgelegten Function finden mit Hiilfe
der Differentiale der Grissen, mit welchen die letzte Operation
vorgenommen werden muss. Die Aufgabe ist also darauf zu-
riickgetiihrt, diese Differentiale zu bestimmen, welche die Dif-
ferentiale sind von weniger complicirten Functionen als die
vorgelegte, und welche in gleicher Weise auf diejenigen von
noch weniger complicirten Functionen zuriickgefiihrt werden,
bis man endlich auf einfache Functionen kommt.

Alles reducirt sich demnach auf die Differentiation dieser
letzten, und mit ihr werden wir uns jetzt beschéftigen.

Differentiation der einfachen Functionen.

33. Differential von loga. — Es sei y = log « fiir
irgend eine Basis @, so hat man

dy = log (z + dz) — logz = log (1--}——A—mi v

und folglich
Az
Auw 7" f

Az
Adzx i E R i 2
Setzt man — — «, und substitnirt in dem zweiten Glied, o0
&

kommt
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4 log (1 4 «) ik %
F="t = L g oy
1
Nun weiss man, dass (1 4 @)« gegen die Basis ¢ des Neper’-
schen Systems convergirt, wenn & gegen Null convergirt (Note 1.):

also 1ist lo_ge die Grenze von ﬂ
& Az

Man kann demnach schreiben
d—y:Zw, oder dy = lﬁLe da.
da & &
Bemerkt man, dass loge — %, wo | die Neper’schen
Logarithmen bezeichnet, so kann man schreiben
dz él 1
i Bt Ty
filr @ = ¢ wird y = l2 und
dz dy

dymm —-,

ay __ 1
& il TR

Fiir @ = 10 hat der Modul loge den Werth loge =
0,4342945. _

34. Differential von a*. — Wir betrachten jetzt die
inverse Function y = «*. Nach der Regel, welche allgemein

fiir die inversen Functionen gegeben wurde, und deren Her-
leitung man in jedem besonderen Falle wiederholen konnte, ist

ayo S Al

und folglich
dy = a*la da.

Man kann auch das Differential von «# direct finden und
daraus das der inversen Function log # herleiten. In der That,
fiir y = a* hat man

Ay = a#t4* — o = a? (a4* — 1),

daher :
AY o Bk
g T 7
Y Pilaids
‘Alles kommt also darauf an, die Grenze von a e finden
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a(l

oder der Bequemlichkeit wegen von

, wenn & gegen
Null convergirt.

Setzen wir
a“—1=4, also a®* =14 8,
und folglich
ala =1(1+4 B),

so ergiebt sich
af B Y 5 B e la _
“Wnlad s B U
L1+ B)f
1

Da nun, wenn 8 gegen Null, (1 4 ﬂ)F gegen die Grenze ¢
convergirt, so ist

a®* — 1

lim = la,

und folglich

il——— X — x
T =0 la, und dy = a* la da.

35. Differential von a». — Es sei y =— 2™, so hat
man, wenn man die Logarithmen fiir die Basis ¢ nimmt,

ly o= m l.z';
nimmt man die Differentiale beider Glieder, so kommt

dy =mﬂ, daher dy = 24 da.
y x z

Ersetzt man nun y durch 2», so hat man, was auch m
sein mag,

dy'=ma140x, % == s

Wenn y und z nicht positiv wiren, so wiirden die Loga-
rithmen imagindr sein; um diese Schwierigkeit zu vermeiden,
erhebe man die Gleichung y — #™ auf das Quadrat, welches
giebt

L ol G
und, wenn man nun die Logarithmen nimmt,
Zy’ = ml a2
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Differentiirt man, so kommt
d(y? d(a?
3(jyz) A ; - ).
und da man leicht findet, dass
d(y?) = 2ydy, d(2?) = 2zda,
so wird diese Gleichung

dy S A da
m AR
und folglich
dyi= mar-1do, und ﬂ = mam—1!
b d'z ’
wie vorher.
In dem besonderen Falle m — — 1 findet man
i da
¥ i e TRy M
x 22

Fiir m = 1/, hat man

da
dVaz= .
2V
36. Man kann zu dem Differentiale von 2™ direct gelan-
gen. Setzt man zuerst m ganz und positiv voraus, so hat man,
indem man 2™ durch y bezeichnet,
4y = ma>—rdy —{—E—(—;l—;—l)
theilt man durch 4« und geht zur Grenze iiber, so folgt L
dy — ma®1d .

e Ag? 4 - - 3

Es sei jetzt m = %, p und g aber ganz und positiv, so

hat man
r
y =29, also y1 = a».
Durch Differentiiren kommt
qyldy =par—tda,

daher

apr—1 L et >
=L = d.p::ﬁ.zq de = mam—1da.
q% q
Da diese Formel wahr ist, welchen commensurabeln Werth
m haben mag, so ist sie noch wahr, wenn m incommensura-
bel ist.

Dubamel, Diff.- und Int.-Rechnung. s 3
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Es sei endlich m =— — n, und n irgend eine positive Zahl,
so hat man

1
—, daher ya» — 1.

o

Durch Differentiiren kommt, wenn man auf das erste Glied die
Regel der zusammengesetzten Functionen anwendet,

ardy 4+ nar—lydzr =0,

y:x“":

folglich

- dy = —na*"ldz =ma»'da.

Welchen Werth also 7 haben mag, so ist das Differen-
tial von 2™, wie wir schon gefunden hatten, mam™—1d .

37. Differentiale von sin z, tang x, sec 2. — Die
trigonometrischen Linien sind Functionen des entsprechenden
Bogens (man sehe in den geometrischen Anwendungen das
Stiick iiber die Lénge der krummen Linien): wir konnen also
ihre Differentiale suchen, welche dem Differential des Bogens
entsprechen. In allen diesen Rechnungen setzen wir voraus,
dass der Radius zur Einheit genommen wird.

Es sei zuniachst

Y = sinz,
so folgt
Ay:gz‘n(x-{—dx)—smx:zm% cos<x+ 42ﬁ>
daher

42

4y T3 da\
el S cos (z + 2

Wenn nun ein Bogen gegen Null convergirt, so convergirt
das Verhiltniss des Sinus zum Bogen gegen die Einheit, sowie
das Verhiltniss der Tangente zum Bogen, oder des Sinus zur
Tangente, daher

2

Az
B
also ist die Grenze des zweiten Gliedes cos .

Man hat demnach

dy

2= 008 Bsin
dz ”

= 1:

lim
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wogaus folgt
dy = cosade,
oder !
d sinx — cosz d .
Es sei jetzt y — tang #, so hat man

tang x ~+ tang 4 tang 4z (1 -} tang a?)

o — & == ¥
4y 1 — tang x tang 4 i 1 — tang & tang 4 &
daher .

Ay  tangdx 14 tangz?
de — Az 1 —~tangz tangdz’
und, indem man zu den Grenzen iibergeht,
dy R ity
M 1 + tang 22 — sec x? — pespt)
und folglich
: da
dy = d tang 2 — e
Man gelangt zu demselben Resultate, wenn man beachtet, dass
sin

- ist, und die Regel fiir das Differentiiren der
¢

Quotienten anwendet. )

tang & gleich

Endlich sei y = secx = Bt , 80 hat man, nach der Re-
cos &

gel von den Briichen,
dcosx smxda
cosax? ~ cosa?
folglich d sec x — tang x sec x da.
Dasselbe erhélt man, wenn man bemerkt, dass
1 1

&= (@ + dz)  cosa’

und die Rechnungen wie in den vorigen Fillen entwickelt.

dy = — = tang x secz da,

38. Differentiale von cos z, cotg #, cosec z. — Be-
trachten wir jetzt dieselben Functionen wie vorher, aber von
. 7
dem Complement 5 — @ des Bogens z.

Bemerken wir hierzu, dass man allgemein hat, indem man

o RN x als eine Function von z betrachtet, und die Regel fiir

2
Functionen von Functionen anwendet,
: A
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Demnach muss man fiir die drei Functionen cos 2, cotg z,

’

cosec #, welche nichts Anderes sind als szn(— . .z) tang <— = .z)

sec (—2- —a:), respective die Ableitungen der Functionen

i e
sin @, tang @, sec & nehmen, darin p statt « setzen, und
dann mit — dz multipliciren. Dies giebt
i dx
dcosz = — sinzde, d colger = — —,
sin x?
d cosec & = — cotq & cosecx d .

39. Differentiale der umgekehrten trigonometri-
schen Functionen. — Wir haben gesehen, dass man, um
die Ableitung einer Function y von 2 zu erhalten, nur die
Einheit zu dividiren braucht durch die Ableitung der umge-
kehrten Function, in welche man y als Variable zu setzen hat.

Die Functionen arc sin z, arc tang x, arc sec x, arc cos z,
arc cotg x, arc cosecz haben respective zu inversen Functionen

sin &, tang x, sec x, cos &, colgx, cosecx;
man findet also:

gl = are sipe, Ay = L T
{6 i : — cosy  V1_—La
5 dz
fiir y = arc tang 2, dy = cosy? d2 = —1—— T
fir y = arc sece, dy =— B AR d.zw_
! " tang y secy wia_l’
fiir y = arc cosxz, d :——ﬂz— ——vl——d—i—-—,
smy — 22
fir y = arc cotgz, dy = — siny? doe = — %,
da dax

fiir y = arc cosecx, dy — —

colg y cosecy i A Var—1
Es ist wohl za bemerken, dass die in diese Formeln einge-
henden Wurzeln bald mit dem Zeichen +, bald mit dem
Zeichen — zu nehmen sind; man erkennt das zu nehmende
Zeichen, indem man die trigonometrische Linie betrachtet, welche
es eingefiihrt hat.
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Die drei letzten Differentiale sind gleich den drei ersten,
wenn man absieht von den Zeichen, welche gleich oder ungleich
sein konnen; und dies hat seinen Grund darin, dass die Summe
oder die Differenz der beiden entsprechenden Bogen eine Con-
stante ist.

Die_ Zeichen, welche wir den Wurzeln in diesen Formeln
gegeben haben, beziehen sich auf den Fall, wo der Bogen zwi-

T

schen 0 und ) liegt.

Man kann die Differentiale der trigonometrischen oder
Kreisfunctionen auch durch sehr einfache geometrische Be-
trachtungen finden, wobei wir ans nicht aufhalten.

40. Nachstehende Tabelle enthidlt die Differentiale aller
einfachen Functionen. Wir bezeichnen darin durch den Buch-
staben L die Logarithmen fiir irgend eine Basis und durch I
diejenigen, welche sich auf die Basis von Neper bezichen. In
den umgekehrten Kreisfunctionen setzen die Zeichen der Wur-

4 B
zeln voraus, dass der Bogen zwischen 0 und r liegt.

' dz
da® =namldz|dsinxz = cosx dx darcsineg — ————
Vi1i—at
dz dao dz
dLa;:Le; dtang & = g darctanga:_i_’_—x2

da da
dla=— dsecae = tangx secx da |darcsecx =
couar ' .zl;.zﬂ-—l
dz

da®* =azladyp|dcose =—sinz da darccos x =-—
V 1—22

dz dz
= deotgr = - — d tg & = — ——
der = ¢z dw g T arc cotg x TTa
dz
dcosecx=— cotg x cosecadz|darccosecd = — —r—e
J"/ 22-1

Es ist zu bemerken, dass diese Differentiale der einfachen
Functionen keineswegs voraussetzen, dass 2 die unabhingige
Variable ist. Sie entsprechen dem Differentiale dx; und dieses
kann von jenem irgend einer Variable abhingen, von welcher
x abhiingen wiirde, ebenso gut als es ganz unabhingig sein
kann. So wiirde man haben
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d[F (z)]* = n[F ()]~ 1d F (x),
dsin[F(z)] = cos[F(2)]dF (x), - - - .
Es ist dieselbe Betrachtung, welche uns zur Differentiation der
Functionen von Functionen gefiihrt hat.

41. Das umgekehrte Problem der Differentiation.
— Die vorstehenden Formeln ermioglichen in einigen Fillen
die Auflosung des umgekehrten Problems, welches darin be-
steht, von einer Ableitung oder einem Differentiale zu der
Function zuriickzugehen, welche sie hervorgebracht hat. Man
braucht sich nur zu erinnern, dass zwei Functionen, welche
einerlei Differential haben, zur Differenz eine Grosse geben,
deren Differential Null, und welche folglich constant ist, d. h.
unabhéingig von der Variable, die man betrachtet. Man sieht
also, dass die allgemeinsten Functionen, welche zu Differentialen
respective die Ausdriicke haben

dz —da
V1—a? Vil eel: ol
folgende sind, wenn man durch C eine willkiirliche, von # un-
abhingige Grosse bezeichnet,

amt+1 a® b 4
m+1+0’ lw—{—C,n—}—(,,smm—f—C, cose + C,
arc sin ¢« + C, arc cos z + C, .. .;

und allgemeiner, wenn X irgend eine Function von » bezeich-
net, so sind die allgemeinsten Functionen, welche zu Differen-
tialen haben

dz ;
anrdax, e a*dz, cosxdz, sinxdao,

Xmnd X, d—X{, aXd X, cos Xd X, sin Xd X,
dX L .
Yisoia VESea o2
nachstehende :
Xm+1

FCIX4C 4 € vin X+ O —oos X4 C,

arc sin X + C, arc cos X + C, . ...
Es versteht sich von selbst, dass wenn die Differentiale mit
einem constanten Factor multiplicirt wéren, man nur mit die-
sem Factor die entsprechenden KFunctionen zu multipliciren
hitte.

m—1

www.rcin.org.pl



S

Differentiale der impliciten Functionen.

42. Wollte man unter der Bezeichnung implicite Func-
tion eine jede Function verstehen, deren Form nicht explicit
gegeben, welche aber durch die Bekannten der Aufgabe voll-
stindig bestimmt ist, so wiirde man in eine zu grosse Allge-
meinheit gerathen, und es wiirde nicht maglich sein, allgemeine
Regeln fiir ihre Differentiation zu geben. Wir werden also
unter dieser Benennung nur solche Functionen verstehen, wel-
che mit den Variablen, wovon sie abhéingen, verbunden sind
durch Gleichungen, deren beide Glieder explicite Functionen
von allen diesen Grossen sind.

Wir betrachten zuerst den Fall, wo man nur eine Glei-
chung hat; dieser Fall umfasst zwei andere, je nachdem die
Function von einer oder mehreren unabhingigen Variablen
abhéngt.

Zuniichst sei die Function y bestimmt durch die Gleichung

Die Ableitungen beider Glieder dieser Gleichung, in Be-
zug auf 2 genommen, miissen identisch sein, und da y eine be-
stimmte, obwohl unbekannte Function von 2 ist, so erhalten

wir nach der Regel von den zusammengesetzten Functionen

dr d dF dF
d.z'+dy d—__O oderd de + dydy_O

wodurch die Ableitung oder das Differential von y bestimmt

wird, da man die partiellen Ableitungen %——, (fiy der explici-
ten Function /' (z, y) bilden kann. Man erhilt also
dF dF
dy _ _ da 5 Ad
= dF’ daher dy = iF da.
dy. dy

Diese Werthe des Differentials und der Ableitung von y
finden sich durch 2 und y zusammen ausgedriickt; um sie
durch # allein auszudriicken, muss man die Gleichung # (2, y) =0
in Bezug auf y auflésen konnen; aber nichtsdestoweniger sind
diese Formeln von grossem Nutzen selbst in dem Falle, wo
diese Auflosung unmoglich ist.
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43. Betrachten wir jetzt m — 1 Gleichungen zwischen m
Variablen; diese bestimmen m — 1 Variablen als Functionen ler
mten, welche die einzige unabhéingige Variable ist. Man habe dso

P, Yore g ib =0y
Fl(w,y,z,...)zo,

F 2(.z:,y,z,...)—:O;

durch Differentiiren aller dieser Gleichungen erhilt man
dr dF :
da:d +d dy +—dz+ Vim0,

dFld +dP1d + 'd—{—

dlzm—? dx + ""'2 dy + "'—2 dz +...=0.

Aus diesen m — 1 Glexchungen, welche in Bezug auf dy, dz ete.
vom ersten Grade sind, findet man im Allgemeinen den Werth
dieser m — 1 Unbekannten ausgedriickt in z, y, 2, . . . und da;
welches Gegenstand der Aufgabe war. Wenn, fiir gewisse
besondere Werthe von z, y, z etc., alle Coéfficienten einer die-
ser Gleichungen Null wiirden, so wiirde man sie ein- oder
mehrmal differentiiren, bis die Coéfficienten nicht mehr Null
wiirden. Die Unbekannten wiirden dann nicht mehr linear in
dieser Gleichung vorkommen, aber sie wiirden darum nicht
weniger bestimmt sein; nur wiirde es mehrere Systeme von Auf-
losungen geben.

Merkwiirdiger Ausdruck fiir das Verh#ltniss der end-
lichen Incremente zweier Functionen einer und der-

selben Variable.

44. Es seien F' (2), f (z) zwei beliebige Functionen, und
x5, X zwei willkiirliche Werthe von #; X iibertreffe 2, um eine
positive endliche Grosse . Es handelt sich darum, mittelst
der Ableitungen dieser Functionen einen Ausdruck fiir das
Verhiltniss

F(zy + h) — F(z,) SaE F(X) — F(a)
f@o 4 h) — f() F(X) — f(@)
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zu finden, unter der Voraussetzung, dass die Function f(z)
immer wachse oder immer abnehme; oder, mit anderen Wor-
ten, dass ihre Ableitung bestindig dasselbe Zeichen habe, fiir
alle Werthe von @ zwischen z, und X. Nehmen wir an, um
die Gedanken zu fixiren, dass f* (#) bestindig positiv sei zwi-
schen diesen Grenzen; und es seien A, B der grosste und der
F(x)
7@
ben Grenzen annimmt, so hat man bestindig

F (2) F' ()

7@ S 47w P
Indem man mit dem positiven f/(2) multiplicirt, erhdlt man
die beiden folgenden Ungleichungen, welche man in entgegen-
gesetztem Sirn nehmen miisste, wenn f/ (#) negativ wire,

Fi(z) — Af () < 0, F'(x) — B f'(z) > 0.

Das erste Glied der ersten Ungleichung ist die Ableitung von
F(2) — Af (), und folglich ist diese Function bestindig ab-
nehmend von #; bis zu X, da ihre Ableitung bestindig ne-
gativ ist in diesem Intervall. Man hat deshalb

F(X) — AF (X) < F(2) — Af(@),

F(X) — F(x)
—_— L < A
7 = fleo)
Die zweite Ungleichung fiihrt ebenso zu
F(X) — F (a)
B.
T =T
F(z)
S (@)
welches z. B. offenbar der Fall sein wird, wenn F”(z) und
f!(z) einzeln es sind, so wird es einen gewissen Werth von «
zwischen 2, und X geben, der so ist, dass dieses Verhiltniss
F(X) — F ()

kleinste Werth, welchen das Verhiltniss

zwischen densel-

daher

Wenn nun das Verhiltniss

stetig ist zwischen z, und X,

glf:xch -m wird, denn dieser Ausdruck liegt zwi-
schen dem grossten und dem kleinsten Werthe von ;: (%)

Bezeichnet man diesen Zwischenwerth von 2 durch z, - 0/,
wo 0 zwischen 0 und 1 liegt, so erhélt man die nach-
stehende Formel, von welcher wir zahlreiche Anwendungen
machen werden,
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1 Fa, +h) — F(a) _ F'(2 + 6h)

T F 0 —F @) — Fla 0B
Wenn man f/(z) bestindig negativ vorausgesetzt hiitte, so
wiirde nur der Sinn der Ungleichungen entgegengesetzi ge-
worden sein, und dieselben wiirden darum nicht weniger zu
der nimlichen Formel gefiihrt haben. Bei den Anwendungen
dieser Formel muss man sich wohl daran erinnern, dass die-
selbe voraussetzt, dass f/(z) zwischen », und 2, 4 h bestindig

dasselbe Zeichen hat, und dass das Verhiltniss % durch
alle Werthe hindurchgeht, welche zwischen seinem kleinsten
und seinem grossten liegen, wenn z durch alle Werthe zwischen
2, und @, + h geht.
45. Wir wollen aus der Gleichung (1) einige Sitze ab-
leiten, welche uns in der Folge sehr niitzlich sein werden.
Wenn man fiir einen besonderen Werth x, der Variable
F () = 0, f() = 0 hat, so geht die Formel (1), indem
man Oh — I, setzt, wo h; kleiner ist als h, iiber in
Fa+h _ F(2+ k)
@z + 05 (@ + k)’
Wire ausserdem /¥ (x) = 0, 7 (2) = 0, so hitte man
in gleicher Weise
F'(zg + M) _ F (2 + hy)
F @+ k)~ fraF Ry’

wo hy kleiner als Ay, und wobei vorausgesetzt ist, dass

Fel 5.
fll @
durch alle zwischen seinem grossten und seinem kleinsten
liegenden Werthe hindurchgeht; folglich wire auch

F(zg + h) _ F''iawy+ hy)

Sl + k) — fl@+ k)

Fihrt man so fort, so sieht man, dass wenn man die Bedin-

gungen hat
—31
Fa) =0, Fl(a)=0,..., F (2)=0,
g
f@) =0 fl@)=0.... f (@)=0,
und wenn die Verhiltnisse der Ableitungen gleicher Ordnung,
bis zur Ordnung = inclusive, durch alle Werthe zwischen ihrem

" grossten und ihrem kleinsten gehen, welches stattfinden wird,
wenn sie stetig sind, dass man dann haben wird
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@ Fay 4B _ P (a + 0B)

F@o 1 = foa + 00’
wo 0 eine positive Zahl bezeichnet, die kleiner als 1ist. Wenn
alle vorhergehenden Bedingungen erfiillt wiren, ausgenommen
F (x) = 0, so h#tte man
3) Flay +h) — F (@) P+ 08

FaFH - Pt o
46. Als Anwendung dieser letzten Formel nehmen wir
an, dass man habe

f(@) = (@ — x)",
und dass die Ableitungen der Function /' (#) simmtlich stetig
seien bis zu /™ (2) inclusive, zwischen @, und z,  h: die Be-
dingungen f () = 0, f* (%) = 0,..., (%) = 0 sind
offenbar erfiillt; und indem wir immer voraussetzen, dass

B Gpy == 05005 TR G
wird die Gleichung (3) zu
F oo+ h) — F (5) _ P (2 + Oh)
hn B BRI

woraus folgt
hn

€)) F(ay 4+ h) — F(%) = AN Fr(zy + Oh).
Man sieht, dass wenn das Increment & von 2 gegen Null con-
vergirt, und F™" (z,) endlich ist, das Increment von F'(z) un-
endlich klein von der Ordnung = sein wird gegen das von z,
fiir den besonderen Werth .

Hat man ausserdem F'(2,) = 0, so geht die Formel (4)
iiber in ;

hn

(6) F(zy + h) = ;T TR Fr(zy + 6Gh).
Wenn z, Null ist, so wird diese Gleichung zu

N h 'V

Hh) = T T o Fn(6h),

und, indem man die Unbestimmte % in 2 verwandelt,

ol = " i
@ ﬁ(w)—l.Q.“nI*(Ox),

unter den Bedingungen F/'(0)=0, £7(0) =0,..., /»1(0)=0.
Man kann bemerken, dass man in gleicher Weise hat

4 o 'n
ol e S, 5 3 L
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und dass folglich in diesem Falle F'(z), fiir ein unendlich kli-
nes x, unendlich klein ist gegen F(x).
Hiitte man nicht /7 (0) = O, 80 wiirde man statt (6) er-
halten
z

@) F(a) — F(0) = 1—5—— F" (0a).

47. Aus dem Vorhergehenden wollen wir eine sehr ein-
fache und in der F o]ge niitzliche Folgerung ziehen. Sie

F (x)

=]

n

besteht darin, dass wenn 5 mit # zugleich gegen Null con-

vergirt, und wenn F'(z), F* (a:), ..., I'" () stetig sind zwischen O
F(ax) Fr ()
an 1.25an
darstellen ldsst. In der That, aus der Voraussetzung folgt zu-
nichst, dass
F(0)i =0, F!(0)="0," 81 (0)—= 0}
F(x)

da ausserdem —=
X

und z, dass dann der Bruch sich unter der Form

fiir # — O unendlich sein wiirde. Man

kann deshalb hier die Forme! (6) anwenden, und man sieht folg-
lich, dass wenn [;n(_wl)
F (z) Fr(Oz)
. 1.2

48. Setzt man n = 1 in der Gleichung (4), und schreibt

« statt der willkiirlichen Grosse x,, so erhilt man
(8) F(z + h) — F(2) = hF (@ -+ 0h).
Diese Formel fiihrt unmittelbar zu einer schon frither erhaltenen
Wahrheit, nidmlich, dass es keinen von z abhédngigen
Ausdruck giebt, dessen Ableitung in Bezug auf # Null
ware fiir jedes a.

Denn gesetzt es sei F'(x) eine solche Function, dass
F'(z) = 0 fiir jeden Werth von @, so zeigt die Gleichung (8),
dass, was auch 2 und @ 4 h sein mogen,

F(z 4+ k) — F(z) =0,
weil F" (2 - 6k) Null ist nach der Voraussetzung. Also hat
man F(2) = /(2 + k), und folglich hat die Function F(z)
immer denselben Werth, welches auch der Werth der Variable
sein mag: sie ist mithin in Bezug auf z constant, oder, mit
anderen Worten, sie héngt nicht von z ab.

Null wird fiir # — 0, man hat

www.rcin.org.pl



i

Hieraus folgt, dass zwei Functionen, welche dieselbe
Ableitung in Bezug aunf eine und dieselbe Variable
haben, sich nur um eine Constante unterscheiden kon-
nen, d. h. um eine von dieser Variable unabhiingige Grosse.
In der That, die Ableitung der Differenz dieser beiden Func-
tionen ist die Differenz ihrer Ableitungen, also Null nach der
Voraussetzung; diese Differenz ist daher eine Constante, wie zu
zeigen war.

49. Wir schliessen mit dem folgenden sehr wichtigen
Satze. Wenn F (2, y) fiir jedes # Null ist, sobald man nur
y einen gewissen besonderen Werth @ ertheilt, so werden auch
alle Ableitungen von F'(z, y), nach 2 genommen, Null fiir y=—a.

In der That, fiir jeden Werth von # und A hat man, zu-
folge der Gleichung (8),

©) F(z+ h,y) — F(a,y) = hF'(xz + 04, y),
wo die Ableitung in Bezug auf # genommen ist.

Nun werden die beiden Ausdriicke des linken Gliedes Null
fiir y = a, also hat man F'(z 4 0k, a) = 0.

Und da @ und % willkiirlich sind, so kann man behaupten,
dass « + 0h alle moglichen Werthe annehmen kann, obgleich
man den Werth von ¢ nicht kennt; denn z 4 A liegt immer
zwischen # und # 4 &, und man kann machen, dass z und
@ - L immer zwischen sich einen willkiirlichen Werth 2/ ha-
ben, und sich ihm unbegrenzt nihern; woraus folgt, dass z-+6h
sich 2/ unbegrenzt nihern, also alle Werthe annehmen kann,
und dass folglich F/ (2, @) Null ist, was auch # sein mag.

Hieraus folgert man in gleicher Weise, dass /" (z, a) fiir
jedes 2 Null ist, und dass dasselbe allgemein stattfindet fiir
R, aN

50. Niitzlich ist noch die Bemerkung, dass wenn % gegen
Null convergirt, und y gegen a, das zweite Glied der Glei-
chung (9) unendlich klein sein wird gegen A, weil dann
F'(z + 0h, y) gegen Null convergirt. Also ist die auf
# sich beziehende unendlich kleine Differenz einer
Function F(z,y), welche fiir jedes # unendlich klein
ist, unendlich klein gegen das entsprechende Incre-
ment von z.

N\
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Differentiale und Differenzen jeder Ordnung von Funk-
tionen einer Variable.

51. Das Differential dy einer Function y von 2 ist selbst
eine Function von z, hat also auch ein Differential; und die-
ses ist eine Grosse, deren Verhiltniss zu dem Differentiale
von @ gleich ist der Grenze des Verhiltnisses des unendlich
kleinen Increments von dy zu dem correspondirenden Incre-
ment von 2. Der Einfachheit wegen nimmt man als Differen-
tial von 2 in dieser neuen Differentiation denselben Werth wie
in der ersten; und, im Allgemeinen, legt man ihm immer den-
selben Werth bei fiir alle zu vollziehenden Differentiationen:
man nennt dies d# constant nehmen. Wir werden das Diffe-
rential von dy durch ddy oder d?y darstellen, und es das
zweite Differential von y in Bezug auf # nennen. Ebenso hat
d?y ein Differential, welches man durch d3y bezeichnet und das
dritte Differential von y nennt; und so fort.

Man muss sich wohl hiiten, diese Indices der Differentia-
tion mit Potenzexponenten zu verwechseln. Die successiven
Potenzen eines Differentials dy werden so geschrieben:

dfs Ay dy¥, e a8
Nichts ist leichter als die successiven Differentiale der durch
y bezeichneten Function /'(z) vermdge ihrer Ableitungen aus-

zudriicken,
In der That, man hat zuerst

dy = F'(2) da.

Nun ist das Differential von F¥(z)dz das Product von dx in
die nach # genommene Ableitung von /7 (z) dz, und diese ist
I (z) do, weil dz unabhiingig von #. Man hat also

A2y = F" (%) da?.
Ebenso

dSy — Fu (x) dxs,
und allgemein ;
dry= Fn(2) da",
oder

ar
ﬁ = ()
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so dass man die successiven Ableitungen einer Function von
betrachten kann als die Verhaltnisse der Differentiale derselben
Ordnung dieser Function zu den Potenzen gleichen Grades
von dz. X

52. Die successiven Differentiale einer Function haben zu
den Differenzen dieser Function Beziehungen, welche man ken-
nen muss.

Die Differenz 4y der Function y ist selbst eine Function
von z, hat also auch eine Differenz; dasselbe gilt von dieser,
und so ohne Ende fort. Um diese successiven Differenzen der
Function y zu bilden, nimmt man an, dass # bestéindig densel-
ben Zxwhchs 42 erhilt, und man bezeichnet sie in folgender
Weise :

Ay s B2y d3ysey ooy dry.
Die Potenzen von 4y werden so bezeichnet:

Ay, Ayds dys; o4 i Ays.
Der Satz nun, welchen wir beweisen wollen, sagt, dass man
dry __dry
; Adar — da

In der That, man hat zun#chst
% = F"(z) + o,

wo @ Null wird, was auch z sein mag, wenn man A2 — 0
setzt. Nehmen wir jetzt die Incremente, welche die .beiden
Glieder erhalten, wenn man 2 noch um 42 vermehrt, und thei-

len wir sie durch dz; das erste Glied giebt g—% Was das

allgemein habe lim

zweite betrifft, so braucht man nur seine Ableitung in Bezug
auf 2 zu nehmen und eine Grosse zu addiren, welche mit 42
zu gleicher Zeit unendlich klein ist. Da aber @ mit dz
Null wird, was auch z sein mag, so wird seine Ableitung zu
gleicher Zeit Null, und folglich unterscheidet sich das zweite
Glied von F" (#) nur um eine mit 42 Null werdende Grosse.
Bezeichnen wir diese durch w;, so haben wir

A2

7.2% — F" (2) + .
Nimmt man wieder die Incremente beider Glieder dieser lden-
titdt, welche sich auf ein neues Increment 42 beziehen, und
theilt sie durch 4, so erhdlt man in gleicher Weise
St
% BRLOTE, =

L. rCl

*

A3
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3
%‘T_]{;= F'" (2) 4 @y,
und allgemein
H=F@+o
A an —_ n—19
wo @,—; Null wird mit Jz.
Man hat folglich, indem man zu den Grenzen iibergeht,
i idry i Lombai
l’l/m,%:F (w):#,
wie behauptet.
Hieraus folgt, dass wenn man Az gegen Null conver-

n
giren ldsst, und dz — Az nimmt, das Verhiiltniss adn—y zur

Grenze die Einheit haben wird; und das Differential der
Ordnung = einer beliebigen Function von z kann
demnach statt der Differenz derselben Ordnung
dieser Function genommen werden, indem man eine
gegen diese Differenz unendlich kleine Grésse
vernachldssigt. ;

Dieser Satz ist sehr wichtig, indem er erlaubt die Dif-
ferentiale irgend einer Ordnung zu setzen statt der unendlich
kleinen Differenzen derselben Ordnung, deren Ausdruck viel
complicirter sein wiirde, und es kann dies keinen Fehler ver-
ursachen in den Rechnungen, wo man nur die Grenzen von
Verhiltnissen oder Summen betrachtet.

53. Bemerkung. — Wenn mehrere Functionen, welche
man in derselben Aufgabe zu betrachten hat, alle von
einer einzigen Variable z abhiingen, so sind die unendlich
kleinen ersten Differenzen alle durch 42 oder durch irgend
eine unter ihnen bestimmt: so wird 4y immer dasselbe In-
crement bezeichnen, ob man es zu Az oder zu dem ent-
sprechenden Werthe von Az bestimmen mag, vorausgesetzt,
dass der Werth von 2 immer derselbe ist. Aber 42y wird
nicht denselben Werth haben, wenn es die Differenz von y in
Bezug auf «# oder in Bezug auf 2z ausdriickt. In der That,
im ersten Falle muss man die drei Werthe von y betrachten,
welche ¢, # 4 Az, » 4+ 24z entsprechen; die Differenz des
zweiten vom ersten und des dritten vom zweiten nehmen, und
dann die Differenz dieser beiden Differenzen bilden. Im zwei-
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ten Falle muss man die drei Werthe von y betrachten, welche
2,2+ dz, » + 24z entsprechen, und mit ihnen auf die-
selbe Weise verfahren. Nun sind zwar die beiden ersten
Werthe dieselben in beiden Fillen; aber der dritte Werth ist
verschieden, weil mit # + 242 nicht 2z + 24z correspon-
dirt: es fehlt daran eine gegen Az unendlich kleine Grosse,
welche man gegen die Differenzen der zweiten Ordnung nicht
vernachlédssigen darf.

Es ist also nothwendig, mit Sorgfalt die durch 42y be-
zeichneten Differenzen zu unterscheiden in den Aufgaben, wo
man nicht immer dieselbe unabhiingige Variable nimmt. Das-
selbe gilt von den hoheren Ordnungen.

54. Betrachtet man insbesondere die Bunctlonen

% log o, 108 Ve v ) eak o,
so findet man

dag® = m (m—1)...(m—n-+|1) am—rda,

diloge— +1.2.3...(n—1)loge iﬂﬂ,

dr a* — arlarda®

dr sin e — sin (/.z ~+n 12‘-> dan,
\

/
dr cose = cos (.z'—}-n %) dan ;

und es ist gut, sich daran zu erinnern, dass das zweite Glied
die unendlich kleine Differenz der nten Ordnung giebt bis auf
eine gegen diese Differenz unendlich kleine Grosse.

Partielle Differentiale, Ableitungen und Diffe-

renzen der verschiedenen Ordnungen von Functionen

mehrerer unabhiingigen Variablen. Totale Differenzen
und Differentiale.

55. Eine Function von zwei unabhingigen Variablen,
«# und y, kann successive in Bezug auf jede von ihnen par-
tiell differentiirt werden, und diese Differentiationen kénnen
in irgend einer Anzahl geschehen und in beliebiger Weise
auf einander folgen. Die Anzahl dieser Differentiationen
constituirt die Ordnung des Differentials, der Differenz oder

Ableitung. Ueber ihre Bildung ist nichts Neues zu sagen,
Duhamel, Diffi- und Int.-Rechnung. 4

www.rcin.org.pl



SRl

weil man bei jeder Operation nur eine einzige unabhingige
Variable zu betrachten hat. Die partiellen Ableitungen 1rgend
einer Ordnung lassen sich mit Hiilfe der entsprechenden Dif-
ferentiale in einer Weise ausdriicken, die derjenigen vollkom-
men gleich ist, welche wir fiir die Functionen einer einzigen
Variable gefunden haben. Sie haben auch dieselben Be-
ziehungen zu den correspondirenden partiellen Differenzen; und
die genaue Wiederholung der in dem Falle, wo man immer
dieselbe Variable betrachtet, gefiihrten Schliisse fiihrt augen-
blicklich zu diesen Consequenzen. Indessen halten wir es nicht
fiir iiberfliissig, einige Entwicklungen iiber diesen Gegenstand
zu geben.

' m4nt

Bezeichnen wir allgemein durch # - (2, y) das Re-
2,9,80 .

sultat von m partiellen, in Bezug auf 2 ausgefiihrten Deriva-

tionen der Function v = F (=, y), auf welche n partielle Deri-
vationen des Resultats nach y folgen; worauf wieder p Deri-

vationen nach z folgen, und so fort. .

s : i m+ntp...
Bezeichnen wir ebenso durch d u das Resultat,
Z,Y, Taes
welches erhalten wird, wenn man zuerst von » in Bezug auf

z das partielle Differential der Ordnung m nimmt, darauf von
~dem erhaltenen Ausdruck in Bezug auf y das partielle Dif-
ferential der Ordnung n, und so fort. Und bezeichnen wir

mtnt
endlich durch 4 5 “u das Resultat, welches man erhilt,

T, YT,
indem man auf analoge Weise die Differenzen statt der Dif-

ferentiale nimmt. Dies vorausgesetzt, hat man zuerst nach Dem,
was wir bei den Functionen einer einzigen Variable gesehen
haben, indem man von den eben festgesetzten Bezeichnungen
Gebrauch macht,

) d'”u =F"‘ (@,y)da" .
Betrachtet man jetzt y als dxe einzige Variable, und nimmt
von beiden Gliedern das nte Differential, so erhilt man auf
dieselbe Weise ¢

m+4n m 4 n m . on

d“l u—F (z,y) de dy ;
nimmt man jetzt das partlelle Differential der Ordnung p in
Bezug auf 2, und féhrt so fort, so erhilt man
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d1n+u+p...“ == Fm+"+p”'(w,y) dwmdyndwp” o

Z,9, % 2Y,7.
oder
dm-}-n-!-,p...u
% 2 +ntp...
e e oL (2, )-
delidy dpis. <5 1%

Die partiellen Ableitungen lassen sich demnach durch die
partiellen Differentiale auf eine Weise ausdriicken, die der-
jenigen analog ist, welche sich auf die Functionen einer ein-
zigen Variable bezieht.

56. Ferner besteht offenbar dieselbe Beziehung zwischen
diesen Ableitungen und den entsprechenden partiellen Diffe-
renzen. In der That, man hat zunichst, nach dem fiir die

« Functionen einer einzigen Variable Bewiesenen,
4"y
=Lk G

m
y &€

wo @ mit dz zugleich Null wird. Nehmen wir jetzt die nte
Differenz beider Glieder in Bezug auf 'y, und theilen wir sie
durch Ay": denselben Schliissen zufolge muss man die par-
tielle nte Ableitung des zweiten Gliedes in Bezng auf y neh-
men und dazu eine Grosse addiren, welche mit 4y Null wird
Wenn man ferner bemerkt, dass da @ mit Jz fiir jedes # Null
wird, dasselbe auch fiir seine nte Ableitung stattfindet, so
erhiilt man folgende Gleichung

m-4n
dx u i
2 — """ (my)+ @,
dz Ay 2 ide

: wo @; Null wird, wenn 4z und 4y beide Null werden.

| Nimmt man darauf die pte Differenz beider Glieder in
Bezug auf z, und theilt sie durch 427, und féhrt man so fort,
so erhilt man die allgemeine Formel

Am+”+j7-..u e
Z... mtetp...
ﬁ”_dT— T Fz‘,y,x... (z,y)+ &
z dydw ...

wo & Null wird, wenn 42 und Ay beide Null werden.
Hieraus schliesst man endlich, wie fiir die Functionen
einer einzigen Variable,
4*
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Am+n+p... o g dm+n+p... =
lim 0y s, B o8 __F""*“"'f‘?"-(w ) ¢S Dyth X ...
den Ay dzr ... awme.. VT dendyrdar..

und ebenso wiirde es sein fiir eine beliebige Zahl von unab-
héngigen Variablen.

Die Bezeichnungen, welche wir angewendet haben, lassen
sich vereinfachen in Folge eines fundamentalen Satzes. den
wir jetzt beweisen wollen.

57. Von der Ordnung, in welcher die Differen-
tiationen sich folgen. — Wenn man die successiven Diffe-
renzen einer Function in Bezug auf die verschiedenen unab-
hingigen Variablen, welche sie enthiilt, nimmt, so wird man
immer zu demselben Resultat gelangen, in welcher Ordnung
man diese Operationen vornehmen mag, wenn man nar
die Zahl derjenigen nicht #éndert, welche in Bezug auf jede
Variable respective ausgefiihrt werden sollen.

Es seien in der That z und y zwei der Variablen, von
welchen eine Function » abhiingt.

Veréindert man zuerst  in ¢ + A, so wird »

u + du;
verindert man in diesem Ausdruck y in y |+ 4y, so wird er
u 4+ dou + dyu 4 43,4,
und man hat auf diese Weise Das, was aus » wird, wenn man
zund y in @ + Az, y + Ay verindert.

Macht man die Substitutionen in umgekehrter Ordnung,

so erhdlt man
u + dyu + d,u 4 A2,zu,
und dieses Resultat muss mit dem vorigen identisch sein, weil
es immer die Function » ausdriickt, in welcher # und y mit
x + dz, y + 4y vertauscht sind.
Man hat also identisch
d:,yu == Af:yzu.

Theilt man jetzt beide Glieder durch 42 4y und geht zu den
Grenzen iiber, indem man 4z und z/y gegen Null convergiren
lésst, so siecht man nach dem Vorhergehenden, dass

F-’;:’»v (@, y) = -F;;,. = (@5 ),
und folglich

::vu = di,a:u-
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Es ist leicht zu sehen, dass wenn man successive irgend
eine Zahl von partiellen Differenzen, Differentialen oder Ab-
leiungen nimmt, die Ordnung; in welcher man dies thut, vol-
lig gleichgiiltig ist. In der That, da die Ordnung von zwei
sich unmittelbar folgenden dieser successiven Operationen um-
gekehrt werden kann, so kann man machen, dass eine belie-
bige Operation zuerst kommt, indem man sie immer um einen
Schritt gegen den Anfang vorschreiten lisst; darauf kann man
eine beliebige andere zur zweiten Operation machen, und auf
diese Weise sie alle in eine beliebige Ordnung bringen, ohne
dass das Resultat aufhort, identisch dasselbe zu sein.

Man kann also voraussetzen, dass alle Differentiationen
nach derselben Variable hinter einander geschehen, und die
vorhergehenden Bezeichnungen werden dadurch veremnfacht,
indem sie nur noch eine Anzeige fiir jede Variable enthalten:
wir werden in der Folge davon Gebrauch machen.

Man vereinfacht den Ausdruck der partiellen Ableitungen

A . dm+n <
—— sfatt =2 schreibt, welches
dz dy de dy
angeht, weil die Exponenten von dz und dy geniigen, um
‘die Zahl der nach jeder der Variablen 2 und y ausgefiihrten
Differentiationen anzuzeigen.

noch mehr, indem man

Wenn man aber nun, um das entsprechende partielle Dif-
ferential zu haben, die Multiplication mit dz™ dy* durch Un-
terdriickung des Nenners machte, so wiirde man d™+#« erhal-
ten, einen Ausdruck, welcher keine Spur der ausgefiihrten
Differentiationen mehr enthélt. Man ist daher gendthigt, damit
die Bezeichnung einen bestimmten Sinn habe, den Nenner bei-
zubehalten und dieses Differential so zu schreiben :

dmtn y
damdyn
Viel einfscher wiirde es durch die schon angewandte Bezeich-

dam dyn.

nung d::" u dargestellt werden.’

Das Bezeichnungssystem von Lagrange erstreckt sich
auf Funcionen mehrerer Variablen; wir sprechen aber nicht
davon, wzil man keinen Gebrauch davon macht. Die Bezeich-
nung vor Leibnitz hat die Oberhand behalten, weil sie
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hauptséchlich den grossen Vortheil hat, die unendlich kleien
Differenzen sichtbar zu machen, deren Betrachtung so niitzich
ist in allen von der Mathematik abhiingigen Untersuchungen.

Totale Differentiale der Functionen unabhingiger
Variablen.

58. Es sei v = F (w, y), wihrend # und y unabhingig

sind, so haben wir schon friiher gesehen, dass man hat

Adu du Az + — 4y + o,
wo @ unendlich klein. 1st gegen A.z-, Ay, Au, wenn Az und
Ay gegen Null convergiren.

Die Summe der beiden ersten Glieder hat also in Bezug
auf das totale Increment Au die merkwiirdige Eigenschaft,
demselben gleich zu sein, bis auf eine gegen diese Differenz
unendlich kleine Grésse. Hiernach fiihrt uns die Analogie
darauf, den Namen totales Differential von » nachstehendem
Ausdruck beizulegen

du

> Wl dy 4y,
wo da und dy unbestimmte und unabhiingige Gréssen sind,
welche wir die Differentiale von « und y nennen. Dieser Aus-
druck besitzt die Eigenschaft, dass man ihn, wenn man daz
und dy als die 2 und y ertheilten unendlich kleinen Incremente
betrachtet, statt des totalen Increments von » nehmen kann,
indem man eine gegen dieses Increment unendlich kleine Grisse
vernachlissigt; und folglich kann man, wie in dem Falle einer
einzigen unabhiéingigen Variable, sagen, dass die Differentiale
da, dy, du Grossen sind, deren Verhiltnisse die Grenzen bil-
den von den Verhiltnissen der correspondirenden Differenzen
Az, 4y, 4u, indem man die Differentiale der unabhéingigen
Variablen ihren Differenzen gleich nimmt.

Wir werden dieses totale Differential durch du bezeich-
nen, ,und es ist wohl zu unterscheiden von den partiellen dw,
welche sich in dem zweiten Gliede finden und von einander
verschieden sind. Um jede Verwirrung zu vermeiden, muss
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man sich hiiten, dz oder dy zu unterdriicken, und vielmehr

schreiben
du

(€)) du = 5 dx + d
Man kann auch schreiben
du = d,u 4+ dyu.

Diese Betrachtungen finden Anwendung auf irgend eine Zahl
von unabhiingigen Variablen, und das totale Differential
einer Function mehrerer unabhéngigen Variablen ist
immer die Summe der partiellen Differentiale in
Bezug auf jede dieser Variablen.

Suchen wir jetzt den Ausdruck der successiven Differen-
tiale von ». Und bemerken wir hierzu zuerst, dass das Diffe-

n+
rential von 4 e nach der eben erhaltenen Regel
dardyr

drtotl o drtotl o
dantl dyP o dan dyrt1 dy

ist: es kann also gebildet werden, indem man mit %:dz+g—z; dy

+r &
2 multiplicirt, wenn man darin

dn

dar dyp
den Index des Zihlers als einen Exponenten betrachtet, und
nach der Multiplication den Exponenten der Zihler wieder
zum Index der Differentiation macht. Hiernach wird, wenn
man von der Formel (1) ausgeht, das Differential des zweiten

den vorgelegten Ausdruck

Gliedes erhalten, indem man dieses Glied mit g% de + %ﬁ

multiplicirt, und die Exponenten der Zihler in Indices ver-
wandelt. Fiir das Differential des Resultats gilt dasselbe;
und folglich hat man, indem man durch d™« das totale Diffe-
rential dermten Ordnung vonubezeichnet die symbolische Formel

anu = (7% 4o 4 S ay)"
wo man immer versteht, dase die Exponenten der du des
zweiten Gliedes in lndlces von Differentiationen verwandelt
werden.
Vergleichen wir jetzt d™« mit der totalen Differenz 4™u.

Nehmen wir hierzu die fruhere Formel
Au:gud +d Ay+m,
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worin wir 4z und 4y unendlich klein voraussetzen, und er-
theilen wir # und y dieselben Incremente Jz, A4y. Das in

; . d
gleicher Weise berechnete Increment von E;i kann man erhal-
du

du
ten, indem man I mit g dr + c—lg 4y multiplicirt, und

eine gegen A4z und Ay unendlich kleine Griosse hinzu addirt;

du du
ebenso das Increment von —. Das Increment von — Ax

dy dz
+ A y wird daher symbolisch durch das Quadrat dieses

Ausdrucks dargestellt, worin man statt der Exponenten von
du Indices setzt, und wozu man noch eine gegen 42, Az Ay, Ay?
unendlich kleine Grosse addirt. Von @ wissen wir (Seite 27),
dass es aus Gliedern besteht, welche zu Factoren haben, die einen
Az, die anderen 4y, und ausserdem andere Factoren, welche,
sowie ihre Ableitungen, mit 42 und 4y Null werden; woraus
folgt, dass das Increment von ® unendlich klein ist gegen
dieselben Grossen 42, A xAy, 4y* Man hat daher die sym-
bolische Férmel

AQu—(d d—l- A)—{——w’
wo o' unendlich klein gegen die Grossen A2, Az Ay, 4y
Indem man so fortféhrt, gelangt man ohne Schwierigkeit, wie
auch die Zahl der Variablen sein mag, zu der allgemeinen
symbolischen Formel

A™y — <du Az + Ay) -+ o,

worin ® unendlich klein ist gegen das Product von m Facto-
ren dz oder A y.

Man hat also auch diesen anderen allgemeinen Satz: -

Das totale Differential der mten Ordnung einer
Functionvonirgend einerZahl unabhiingiger Variablen,
in welchem man dz, dy etc. gleich den unendlich klei-
nen Incrementen dieser Variablen nimmt, unterschei-
det sich von der entsprechenden mten Differenz nur
um eine gegen diese selbst unendlich kleine Grisse.

59. Allgemeine Bemerkung. — Wenn man eine
Gleichung sucht zwischen Differentialen irgend einer Ordnung
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von irgend welchen Functionen, und wenn, um zu ihr zu ge-
langen, es ‘vortheilhaft ist, zuerst unendlich kleine Differenzen
zu betrachten, so kann man die Differentiale den correspondi-
renden Differenzen substituiren und jede Grosse vernachlissi-
gen, die unendlich klein ist gegen diejenigen, zwischen welchen
man die Relation sucht. Denn wenn man die genaue Gleichung
durch eine von den Differenzen, zu einer entsprechenden Potenz
erhoben, theilt, und zur Grenze iibergeht, so treten an die
Stelle der Differenzverhiltnisse die Differentialverhiltnisse, und
man erhilt dieselbe Gleichung, zu welcher man auch gelangt,
indem man Grossen vernachléssigt, welche nothwendig sind zur
Genauigkeit der Gleichung zwischen den Differenzen, welche aber
aus der genauen Gleichung zwischen den Differentialen ver-
schwinden, mag man diese als unendlich kleine oder endliche
Grossen betrachten.

Totale Differentiale der verschiedenen Ordnungen
von Functionen mehrerer abhéingigen Variablen.

60. Wenn die Variablen # und y, welche in der Func-
tion » vorkommen, selbst Functionen unabhéngiger Variablen
sind, so werden die simmtlichen totalen Differentiale von u,
das der ersten Ordnung ausgenommen, ihre Form #ndern, weil
die Factoren dz, dy nicht mehr constant sind.

Das erste Differential von » hat also immer den Ausdruck

du du

Aber, indem man diesen Ausdruck differentiirt, treten die Glie-
der auf
du du
— d2 —_—
v dx b oh dy @y,
und man muss d?z, d?y vermige der unabhiingigen Variablen
und ihrer Differentiale bilden nach den vorhergehenden For-

meln. Man hat also
d2u d2u d2u du du
und d?u besitzt, in Bezug auf 4?u, die Eigenschaft, welche

unabhéingig von der Form bewiesen wurde, die durch Zwischen-
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variablen zwischen » und den unabhingigen Variablen verur-
sacht werden kann.

Man findet ebenso die totalen Differentiale der folgenden
Ordnungen, fiir eine beliebige Zahl von Variablen, die von
irgend welchen anderen abhiingen. Sind einige Variablen un-
abhéingig, so braucht man nur jene Differentiale dieser letzten,
welche von hiherer als der ersten Ordnung sind, als Nullen
zu betrachten.

61. Der besondere Fall, wo # und y lineare Func-
tionen sind. — Sind 2 und y lineare Functionen der unab-
hiingigen Variablen, so sind dz und dy constant, also

2z = 0, a2y = 0, D=0 .2
und folglich findet man in diesem Falle die symbolische For-
mel wieder

du du m

welche man auf eine beliebige Zahl von Variablen ausdehnen
kann.

Differentiale der verschiedenen Ordnungen der
impliciten Functionen.

62. Nehmen wir zuerst an, die implicite Function » hiinge
ab von den Variablen #, y, und werde bestimmt durch die
Gleichung

I (o, ) =30,

80 haben wir
d
%dw-}—%dy-{—%—fduzo,

woraus man du findet.

Differentiirt man diese Gleichung in Bezug auf alle Va-
riablen, und beachtet, dass dw nicht constant ist, so kommt
2 F a2 F 2 F a2 F

d?F a2 F dF

daraus findet man d2%, und so fort. Auf dieselbe Weise ver-
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fahrt man bei irgend einer Zahl von unabhiingigen Variablen.
Wenn # nur von einer Variable # abhiingt, so reducirt sich
diese Gleichung auf

d2 F d F a2 F ar
63. Hat man zwei Gleichungen, so sind zwei Variablen
Functionen aller iibrigen; und in diesem Falle differentiirt
man wiederholt jede Gleichung, indem man die abhiingigen
Variablen von den unabhiingigen wohl unterscheidet: man
bestimmt auf diese Weise die zweiten, dritten etc. Differentiale
der beiden Functionen; und man verfihrt ebenso, wenn man
irgend eine Zahl von Gleichungen hat.
Es seien z. B. die beiden Gleichungen
TR {0 8

f @y w) =0,
und y und » Functionen der unabhiingigen Variable 2.
Man erhilt zuerst
ar
o da —-{-— Ty d + — du =2 04
—f de 4 5 —i dy + 4 qu = o;

woraus man dy und du ﬁndet. Dlﬁ'erenturt man diese beiden
Gleichungen, so folgt

& F &2 F
= da? -{-——d 2-}-—dz2—}—2

dFr
+2dd§ dydu—}—wdy—{r——d’u_O

dfd.z2-+-dfd ) —fdu2+2—L da dy + 2 3oL du

d.vd —-‘,—2 dFd.z'du

+2 2L df dydu—}-%tl?y—}—zéd?u:O;

woraus man d2y und d?u findet, da dy und du bekannt sind.
Auf diese Weise erhiilt man die Differentiale aller Ordnungen

‘von y und u.
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Vertauschung der Variablen.

64. Der Fall einer einzigen unabhéingigen Va-
riable. — Wir werden zuerst die Functionen einer einzigen
unabhéngigen Variable betrachten; und der Gegenstand, mit
welchem wir uns beschiftigen, ist, alle Ableitungen einer Func-
tion y nach einer Variable #, von welcher sie abhingt, aus-

" zudriicken durch die successiven Ableitungen einer anderen
Function » in Bezug auf eine als unabhiingig betrachtete Va-
riable .

Alle Grissen hingen hier ab von einer einzigen Variable:
man hat also drei Gleichungen zwischen #, y, u, ¢; oder nur
zwei, wenn man diejenige zur Seite ldsst, welche die Relation
zwischen # und y ausdriickt. Man sieht, dass man, diesen drei
Gleichungen zufolge, « als eine Function von ¢ betrachten kann,
und es sind die Ableitungen von » nach #, welche man an die
Stelle der Ableitungen von y nach z setzen will.

Hierzu werden wir zunichst die Ableitungen von y nach
ausdriicken durch die Ableitungen von # und y nach derselben
unabhiingigen Variable ¢, von welcher # und y Functionen
sind. Die Formeln dafiir werden immer dieselben sein, wie
auch die besondere Form sowohl der Gleichung zwischen =
und y als derjenigen Gleichung sein mag, welche # und y mit
¢t verkniipft. Nachher werden wir zeigen, wie man die Ablei-
tungen von # und y nach ¢ ausdriicken kann durch diejenigen,
welche man einfithren will, nédmlich durch die von u nach ¢
Diese letzte Rechnung héngt ab von den Gleichungen, welche
2 und y mit ¢und », und vielleicht noch mitanderen Variablen,
‘verkniipfen; und die Zahl der Gleichungen soll immer eine
solche sein, dass es nur eine einzige unabhingige Variable giebt,
wie wir vorausgesetzt haben.

65. Um die Ableitungen von y nach # auszudriicken durch

diejenigen von # und y nach ¢, bemerken wir, dass man nach
dem Princip fiir Functionen von Functionen hat
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%— % . Ed-é, oder, weil oyl d_lx_’
dt
dy
dy dt
dz — dx
dt
Gehen wir jetzt iiber zu dem Ausdruck von % Wir

werden deshalb beide Glieder dieser Gleichung nach » diffe-

rentiiren; um aber in das zweite Glied nur Ableitungen nach ¢

zu bringen, werden wir es zuerst nach ¢ differentiiren und dann
dt S U e ’

mit e multipliciren oder durch -&£ dividiren. Wir erhalten so

d_ﬁyd.fc d‘hz‘_g
d_Ql dt? dt di? dt

da? fii )
dt
Um ¢_i_3_y zu erhalten, differentiiren wir wieder das zweite Glied

da?

nach ¢ und theilen dann durch :ii—f Es ist klar, dass, indem

man so fortfihrt, man den Ausdruck aller Ableitungen von y
nach # durch diejenigen von # und y in Bezug auf irgend eine
Variable ¢ erhalten wird, von welcher # und y abhingen.
Man kann statt der Ableitungen von x und y nach ¢ die
Differentiale einfiihren; dazu braucht man nur den Divisor dt -
zu unterdriicken, und es kommt

dty  dyder — dxdy.

da? ~ d a3
Diese ersten Formeln beziehen sich allein auf die Vertau-
schung der unabhiingigen Variable. ’

66. Nimmt man an, dass die Variable ¢ die Function y
selbst ist, so erhilt man die Ableitungen von y nach  ausge-
driickt durch diejenigen von « nach y, gleichviel welche Rela-
tion zwischen 2 und y bestehen mag. Diese Formeln sind

d2z
dy 1 gl D ot ylil
dz ~ da’ da? gi)s’
dy dy
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67. Betrachten wir jetzt, wo es sich darum handelt, die
Ableitungen von 2z und y nach 7 durch die Ableitungen von u
nach ¢ auszudriicken, den allgemeinen Fall, wo man zwischen
m Variablen 2, y, . . ., u, ¢t die m — 2 Gleichungen hat

B s i es e,

TR QR R T e
diejenige Gleichung ungerechnet, welche y als Function von =
giebt. Differentiirt man diese m — 2 Gleichungen nach ¢, so
%, g—% durch g—tu- ausdriicken, indem man Glei-
chungen vom ersten Grade auflost.

kann man

Differentiirt man aufs Neue, so fiihrt man die zweiten
Ableitungen in Bezug auf ¢ ein, und es werden erste Ablei-
tungen stehen bleiben, statt welcher man ihre aus den vorigen
Gleichungen gezogenen Werthe setzen kann. Man kann also
wieder durch die Auflssung von Gleichungen ersten Grades

oL durch —— und gs ausgedriickt,

die Werthe von e dt? 77

finden.

Indem man so fortfihrt, lassen sich alle Ableitungen von
2 und y nach ¢ ausdriicken durch diejenigen von u nach 7; und

da wir die allgemeinen Formeln gegeben haben, welche &—%,
d?y de dz dy dzy
an? ete. durch — 2’ I ete., T F

dy d?y du d?u
folgt, dass man L - durch I TR

driicken kann, welches die Aufgabe war.

etc. ausdriicken, so

aus-

68. Hitte man Differentialgleichungen statt der endlichen

. »s . d d? o
Gleichungen, so miisste man immer suchen, daraus H—‘—:, Et_:etc"
dy sz . du d?u g
a0 de e o ga ot ausgedriickt, zu finden, und

dann wie in dem vorigen Falle verfahren.
Nehmen wir z. B. an die Gleichung

d 2\?2 ﬂ?_
d_t'>+ §5 o
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9
i ete. durch dw kg

J d
und nehmen wir uns vor E%, cﬁ% a7y B8 ete.

auszudriicken. Die Aufgabe kommt hier darauf hinaus, %,

2
E?;L etc. durch g': Z—;: etc. auszudriicken.
Man hat zuerst
o e AR
') g s dt?

Um g—zg zu erhalten, differentiirt man die gegebene Glei-

chung, und es kommt
de d?z 25 dy dy .
dt dee U dt de? .
woraus folgt

dz &z . dx diz
ddy dt di b dt di?
' SRR R d 22
at o
Eine neue Differentiation ldsst P finden, und so fort.

Dieser Fall ist z. B. derjenige, wo man eine Curve durch
eine Gleichung zwischen dem Bogen und der Abscisse be-
stimmt.

69. Der Fall mehrerer unabhingigen Variablen.
— Betrachten wir jetzt eine Funotion z von zwei unabhiingi-
gen Variablen z, y. Ihre Form ist nicht gegeben, und man
soll von ihr keinen Gebrauch machen; aber man soll immer
in der Voraussetzung raisonniren, dass sie exisirt.

Stellen wir uns die Aufgabe, die partiellen Ableitungen
aller Ordnungen von z nach # und y auszudriicken durch die-

Jjenigen einer anderen Function r nach den beiden unabhingi-

gen Variablen ¢ und 6, indem wir annehmen, dass drei Glei-
chungen zwischen , y, z, 0, @, » bestehen, néimlich
o) [ ol TR ?, 2) = 0y (@ 1. 2. 0: @y.1) =0,
? Fy (%, 9, 2, 0, @, ) = 0,
so dass vier belichige von diesen sechs Variablen betrachtet
werden konnen als Functionen der beiden anderen, welche voll-
kommen willkiirlich bleiben.
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Dies vorausgesetzt, differentiiren wir r partiell nach 2 und

y, indem wir » als abhiingig von 6 und ¢ betrachten, welche
selbst von # und y abhingen. Wir erhalten

dr_drd6  dr dgo dr dr df | drdo

O BERO N dy — db dy+dq> dy’

Aus diesen Gleichungen muss man die Ableitungen %,

dp dr dO de dr
PP el By fortschaffen, und, um dies zu bewir-
ken, differentiiren wir zuerst die Gleichungen (1) nach z; diese

Differentiation giebt

dr df do , dF dr _d_f RN,
a0 dw+d<p 7 iyl +d.z'+dz n =&
dF, d6 , dF; do dF dr dF, dFy dz
Pk oyt e i o T i e PRl
A edt g R dF, dr dF ng e
de+dq; dm+dr e =
hieraus ziehen wir C—Zg, dq)’ e als Functionen von ge , und
dz’ da’ da dax
wenn wir dieselben in die erste Gleichung (2) einsetzen, 80
3 ; ; dz i
konnen wir sogleich s als Function von 71—0- d ” finden.

Indem man die Gleichungen (1) nach y dxﬂ'erentiirt und
von der anderen Gleichung (2) Gebrauch macht, erhilt man
dritde

76’ dq)’ und dies war die Aufgabe.

dz
‘E ausgedriickt durch —

ausgedriickt durch éf ;

Hieraus kann man leicht T

dz : : i ]

=5 finden, indem man zwei Gleichungen ersten Grades auf-
i

16st; man kann sie aber auch direct erhalten, indem man einen

umgekehrten Gang befolgt. -

ar dr
a6’ do

Zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung geht man

iilber, indem man (ﬂ, > nach # und y differentiirt; dabei
de’ dy
d . idr
hat man i nach 2 und y zu differentiiren, und man be-

handelt sie, wie man » behandelt hat, wodurch die Ableitun-
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gen zweiter Ordnung von r nach # und @ eingefiihrt werden;
di do df de
da’ da’ dy’ dy
partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung von z in Bezug
auf z und y eingefiihrt werden, deren Werthe man folglich
erhélt.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Methode Anwendung
findet auf irgend eine Zahl von unabhingigen Variablen, und
dass sie auf die Ableitungen aller Ordnungen sich erstreckt.

ferner hat man zu differentiiren, wodurch die

70. Wir wollen im Besonderen den Fall untersuchen, wo
man eine Function » von drei unabhéingigen Variablen 2, y, z
hat, welche ersetzt werden sollen durch drei andere unabhin-
gige Variablen r, ¢, 6, die mit @, y, 2 durch drei bekannte
Gleichungen verbunden sind; in diesem Falle handelt es sich
darum, die partiellen Ableitungen von w nach z, y, z immer
auszudriicken durch seine partiellen Ableitungen nach r, @, 6.
- Diese Aufgabe enthilt jene von der Transformation der Coor-
dinaten in Gleichungen mit partiellen Differentialen, wo die
Hauptvariable eine Function von drei Coordinaten ist.

Betrachten wir » als Function von 6, ¢, », und diese letz-
teren als Functionen von @, y, z; und differentiiren wir » par-
tiell nach @, y, 2, so erhalten wir

du _dudy | dudy | du dr
de — df dw+d¢p RS B
’ du du df) | du de | du dr
3 i TG ol Wy 50 2
@) dy ao dy+dq> dy+dr dy’
du _du df | dudy | du dr
de " d0 dz+d<p dz+dr dz
Vermoge der drei Gleichungen zwischen «, y, 2, 6, @, r
kann man nun die partiellen Ableitungen
av d9 b dg dg dg dr dr dr
dz’ dy’ dz’ da’ dy’ dz’ de’ dy’ dz
bestimmen, und dann geben die Gleichungen (3) die Werthe
der partiellen Ableitungen der Function u nach =, y, z durch
diejenigen derselben Function » nach 6, ¢, 7.
¢ 4 ' A : du du du
Die Aufiosung dieser drei Gleichungen giebt 10" Iy dr

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 5
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du du du
da’ dy’ dz
indem man einen umgekehrten Weg einschligt.

Indem man die Gleichungen (3) successive nach z, vy, =z
differentiirt, kann man die Ableitungen zweiter Ordnung nach
den unabhiingigen Variablen des einen Systems ausdriicken
durch die Ableitungen zweiter Ordnung nach den unabhiingi-
gen Variablen des anderen Systems; und so kann man fort-
fahren.

durch ; aber man kann sie auch direct erhalten,

d ; o L
Wenn man z. B. a—% nach 2z differentiirt, so hat man die

partiellen Ableitungen von Z—;ﬁ ;iu g—’i nach z zu bilden, und

dies thut man, indem man -(%E, El—u—, (—il so behandelt, wie man
dg’ do’ dr

vorher « behandelt hat, wodurch die Ableitungen zweiter Ord-

nung von u nach 6, @, r eingefiihrt werden; alles Uebrige ist

bekannt.

71. Wenden wir dieses Verfahren an auf eine Transfor-
mation, welche oft in den Aufgaben der Mechanik und mathe-
matischen Physik vorkommt.

Es seien z, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes, und r, 6, ¥ seine Polarcoordinaten, so dass man
zwischen diesen sechs Variablen die drei Gleichungen habe

2 = 1rcos, y = snl singp, @ = r sinl cosy.

Man findet durch die auseinandergesetzte Methode

d_zi_ du du cos B cos P iu_ sin

e R R

du d_u du cos()smvp du cos

dy — dr mnﬂmn¢+ +d1p rsinG’

du __ éfi 5 d_us'm()

i ik de r°’

d2u d d%u cos 02 sinip cosy  d2u sina cosy

2
P T P b i R Yo T5° Tsin

d?u  sinf cost siny cosy d?u  [cosP? —sinh?
+2d0d7‘ r +d1pdr< ¥ )
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d2u  (cosyp?— sinp?) cosf HE @_ st 62 siny cosy

T dydh r2sin 6 dr P
_du cosélsind;costp( > (smw?—cosw?)
a6 r2 0+ +d1p 72 3in. ()2 2
d2u d2u d?u  sinf) cosl cos;zl:
ey sinf cosf cosp — 0 pr
d2u (cosl)2— sinf?) cosp d?u sincosl)  d2u sinp
dydr rsinf ' dody

T ar 2
du sinf cos ) cosvp

du (sin62—cos?) cosyp  du

+ r2 T dr r
d?u d‘-’u d?u  sinf cosf sinp
By-de el sinf) cosl sinp — 202 3
s d?u (cosf?—sinf?)sing | d?u cospcos)  d*u cosy
didr 7 V"dydr rsinQ  didy 72
+ du (stin? — cos0?) sinp  du sinf cos siny
2 gy r ?
ﬂ_c_ﬁi ! d?u cos@?cos? | d?u  sini?
da? — dr? singcoath? 4 o2 72 d¥? r? sinb?
+ 2 d*u  sinf) cosf cosP? £ d?u  sin cos
df dr 7 ddr r
Pag d2u szmp cos Y . du <cos(i?cos¢2+simp2>
dOdzp 72 tang@ dr r
du sin?— 2 sin @2 cos ? du siny cosy
+ dH : ( r2sin i 2 r2sm G2’
d?u diu d?u cos 62 sin? d2u cosP?
dy2 mnﬂ?mn¢2+ d02 72 + d,lp? 7'281:”02
d2u stn ) cos ) sin? d?u  sin cosy
ek d() dr 2 A dydy r
sin cosP du <00802 sinp? - cosP?
ot 2 d0 dzp 2 tang BT dr r )
du cos 12— 2 sin (2 smt[;‘*’) du sin cos
e o c"so( 2 sin 0 G i ey
Pu _ du d2u sin 02 d?u  sinfcosl |, du sin 02
et T s 0 e o R e T
du sin ) cosl
+ 2 e Yo S

5‘
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Analytische Anwendungen der Differential-
rechnung.

72. Bestimmung der besonderen Werthe der Func-

: (R
tionen, welche unter den Formen T R0, 1%,
x?, 00 erscheinen. — Wenn eine Function der Quotient

zweier anderen Functionen von & ist,und ein besonderer Werth
von & diese beiden letzten zau Null oder unendlich macht, so
g 2 0 ™
erscheint der Werth der ersten unter der Form o oder g
und, in diesem Falle, kann man sich vornehmen den Werth zu
bestinmen, gegen welchen der gegebene Bruch convergirt, wih-
rend « gegen diesen besonderen Werth convergirt; man nennt
diesen Grenzwerth hiufig den wahren Werth des Bruchs,

5 0 ® :
welcher unter der unbestimmten Form —— oder A erscheint.

0
Suchen wir zunéchst die Grenze von };E:;, wenn z gegen
einen solchen Werth z, convergirt, dass man hat #(z,) = 0,

f(z) = 0. Es sei h eine gegen Null convergirende Grosse,
so hat man nach Nr. 45

F(zo+h) F' (2040 h)

F@+h ~ @t

F(z) o R

s SN Sl o

F@) " )

wenn x gegen xz, convergirt; und folglich ist, wenn /¥ (2,) und
F (a)

also

lim

f'(#) weder Null noch unendlich sind, FD die gesuchte
J Lo
Grenze.
Hitte man auch F'(z)) = 0, f‘(z) = 0, so wire die
Vi i
Grenze von k.. dieselbe wie die von M, und so fort.

1" (@) F (@)
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Wenn also alle Ableitungen bis zur Ordnung n exclusive

Null werden fiir # — 2,, so ist die gesuchte Grenze die von
: %é—g; und als Werth dieser Grenze hat man, wenn F(x)
und f*(z) weder Null noch unendlich sind,
Fr(a)
@)

lst eine von diesen letzten Ableitungen Null, so ist die Grenze
Null, wenn F™(2,) Null, und die Function wichst ohne
Grenze, wenn f*(z,) Null ist.

73. Nehmen wir jetzt an, dass F(z)) = o, f(2) = o,

b F_(l';oi Ly 7%5 — 0. Man hat identisch
' 1 F (2o 0h)

Fa+h) _ fl@+h) _ flze4-0h)

Fadh = 1 = Flatoh’

F (2,+h) F (2 -+ 6h)2

. . F(wo +h)
woraus folgt, indem man B oy durch (k) darstellt,

Friao k0B _ @O0 _ o 9(0h)

f @0k — o (k) o®
F(z) : : :
Wenn nun ) oder ¢ () eine endliche Grenze hat, so wird
@ (Ak) dieselbe Grenze haben und q)((h)) wird gegen die Ein-
heit convergiren, man hat also
. F(x) i e
lim 5% =1
B - R
Wenn dagegen der Ausdruck 7 (( )) gegen 0 oder o hinstrebt,

so wird er zuletzt, im Allgemeinen, sich bestindig in demsel-

- ben Sinne #ndern, indem 2 gegen #, convergirt; und der Factor

q;f?i?)) wird im ersten Falle kleiner, im zweiten grosser sein
als die KEinheit. Also wird () leichzeiti it ALY Null
s die Ein f() g ig mi @) u
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oder unendlich, und folglich kommt in allen Féllen die Auf-
F(z)
f(2)

suchung des wahren Werthes von hinaus auf die des

29
f' ()
Wenn also F(z,) und f‘(z,) weder Null noch unendlich
sind, so ist die gesuchte Grenze
F ()
HOR
Wenn die Ableitungen von F(z), f(z) unendlich wiirden
bis zu einer gewissen Ordnung, so wiirde man wie in dem
vorigen Falle verfahren. Wiirden sie aber alle unendlich, so
wire diese Methode nicht mehr anwendbar; und oft ist das

Beste, was man in diesem Falle thun kahn, dass man 2 durch
zy -+ h ersetzt und die Reductionen ausfiihrt.

Werthes von

Hat man z. B. den Bruch

\3/'77 — &
é/x?—‘ w(,?’

so werden beide Ausdriicke Null fiir » — 2,, und alle Ablei-
tungen werden unendlich. Setzt man aber # = x,+h, so

wird er
\3/ ¥ hs
T oder o i R A ¥ 5
Vh(2az+h) I (22 + h)t
unterdriickt man den gemeinsamen Factor i , 80 bleibt
hil§
(220 + hS

vergirt.

, dessen Grenze Null ist, wenn & gegen Null con-

74. Der Werth =z, ist willkiirlich, kann also so gross vor-
ausgesetzt werden als man will, und folglich finden die vor-
hergehenden Regeln Anwendung auf den Fall, wo man 2, — =
hat. Aber der directe Beweis kann in diesem Falle nicht
mehr in derselben Weise gefiihrt werden, und es ist gut ihn
besonders zu betrachten.
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1 i
Setzt man 2 — ?, 80 wird

1
| F(<)
F(z) _ (y ;
x e
759508 (_>
Yy
wenn y gegen Null convergirt, so tritt keine Schwierigkeit ein,
und man hat nach dem vorstehenden Beweise

OO
on f'(é e )
Man hat also auch

F(z) — i '@
L@ T )

wiahrend « unbegrenzt wiichst.
75. Betrachten wir jetzt das Product

F(@) f(a),

lim

und nehmen wir an
F(.z'o) = P, f(.’l,'o) ==1).
Wir haben identisch

F) f@) = L2,

F(_a:)
wodurch man auf den ersten Fall zuriickgefiihrt ist, und man
findet jetzt
lim F () f(o) =  lim ”—;32(%(‘”—)

Wenn der zweite Ausdruck sich in einem der untersuchten
Fille befindet, so behandelt man ihn nach den dort gegebenen
Vorschriften.

76 Um die Grenze des Bruchs

F(2)
z

zu finden, wenn 2 unendlich w#chst, kann man noch eine
andere Regel geben.

In der That, ist & irgend eine endliche Grisse, so hat
man, was auch 2 sei,
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Fla+h)— F
T M T G 4 00

wenn nun x unbegrenzt wiichst, so convergirt das zweite Glied
gegen F“(), und nach Nr. 74 ist '() die Grenze des

Bruchs F(x). Also
lim Fi.z) = F(.z'—{—h})l = F(w);

und wenn man der Einfachheit wegen h = 1 setzt,
tim T&) — tim [F(e + 1) — F ).

Diesen Satz hat Cauchy auf andere Weise in seinem Cours
d Analyse algébrique bewiesen.

77. Betrachten wir jetzt einen Ausdruck von der Form

F(z)yr .

Sein Logarithme ist
und befindet sich in einem der Fille, die wir untersucht haben.
Kann man also nach den vorhergehenden Regeln den wahren
Werth dieses Logarithmen bestimmen in dem besonderen Falle,
wo von den Functionen log F'(#) und f(z) eine unendlich und
die andere Null ist, so schliesst man unmittelbar daraus auf
den Werth des vorgelegten Ausdrucks.

Untersuchen wir insbesondere den Ausdruck

1
F(x)?
fiir # = «, indem wir annehmen /(%)= . Der Loga-
rithme davon ist
log F (x)
ax

y i jha F'(z)
und seine Grenze ist die von /«—‘(5’ welche man nach den vo-

rigen Regeln suchen kann.
Wenn man aber auf logw__f(_w) die besondere Regel der

Nr. 76 anwendet, so findet man, dass seine Grenze dieselbe
ist wie die von

log ¥ (0 1) = log F(2) oder log %')—1)
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! F(z+1)

Also ist die Grenze von F(z)* dieselbe wie die von
wenn z unendlich wird. Auch diese Regel war von Cauchy
bewiesen worden.

78. Die Anwendung dieser verschiedenen Regeln fiihrt
zu einigen besonderen bemerkenswerthen Resultaten :

ax W K.
— — oo fiirx — o wenna > 1,
X

I'O—iﬁ:Ofﬁrx::oc,

ziloqa == 0l fiir r =208
1

zer — oo fir 2 = 0,
1
xz :]fur.z:oo,

L
(Aa® 4+ Bam1+4 ... 4+ U)7r =1 fiir 2 = o,
at.==1 fir.e =0,
1
(cos mz)* = 1 fiir # = 0,

1
(1 2% =ie fiir x = 0.

Reihe von Taylor fiir die Functionen einer einzigen

Variable.

79. Diese Reihe hat zum Zweck irgend eine Function
der Summe 2 -+ h zu entwickeln nach den ganzen und posi-
tiven Potenzen eines der Summanden., z. B. h; sie ist von
Taylor gefunden worden, und hat seinen Namen behalten.
Maclaurin hat aus ihreine andere abgeleitet, welche die Ent-
wicklung einer Function nach den Potenzen der Variable
giebt; sie ist aber schon vor ihm von Stirling angewandt
worden. Es geniigt in der That, in der ersten #—=0 zu setzen,
um die Entwicklung einer Function der Variable & nach den
Potenzen von h zu erhalten. Diese Rethe von Maclaurin
ist also nur ein besonderer Fall jener von Taylor, und des-
halb begreift man hiufig beide unter demselben Namen.

Es sei /(2 4 1) die Function, welche nach den ganzen
und positiven Potenzen von /. zu entwickeln ist.
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Fangen wir damit an, dass wir irgend eine Zahl n von
Gliedern nach demselben Gesetz hinschreiben, wie wenn die
Function eine ganze und rationale wire, und bezeichnen wir
durch f(h) diejenige Function von z# und h, welche zu diesen
Gliedern addirt, /(2 4 k) wieder hervorbrlngt wir erhalten

F(z + h) = F(z) 4 h F' () + T“ Fu(a)y + .
hr—1 i
SR o g a0

Die Ableitungen belder Glieder nach & sind nothwendig iden-

tisch, man erkennt daher ohne Miihe, dass f(h) und seine

(n — 1) ersten Ableitungen Null werden fiir A — 0, und dass
frh) = Fr(x - h).

Also hat man nach Nr. 46

) = g P (a 01,

.

und folglich

' e
F(o+h) = F() + hF' (@) + 3 For(a) +
() L
+T—2—-‘)F"_l(w)+1 2 — Fr(z + 0h).
Diese Formel giebt die Losung der Aufgabe, und zeigt, in
welchem Falle sie moglich ist. In der That, wenn der Aus-

druck

i
g P+ b

mit wachsendem n gegen Null convergirt, so ist /'(z - h) die
Grenze der Reihe
1

F@) +hF ()4 ...+ o T T iy -, .,

und man kann dann die folgende Formel hinstellen, welche die
von Taylor ist,

Fa 48 = F@) + h @) + 1 F“@) +. .-
n 8 W——F"(’C) o+

Man muss aber wohl bemerken, dass nach der Formel, auf
welche diese Reihe gegriindet ist, sie nur dann fiir /'(x + h)
gesetzt werden kann, wenn /'(z) und alle seine Ableitungen

2
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T 2h F"(w—}-(ih)
mit unbegrenzt wachsendem n gegen die Null convergirt.

Die Function F (2 -+ h) kann nach den Potenzen von h
nicht anders als durch die Formel (2) entwickelt werden; denn
zwei convergente, nach den ganzen und positiven Potenzen
einer und derselben Variable geordnete Reihen, welche gleiche
Summen geben fiir jeden Werth dieser Variable, sind diesel-
ben, Glied fiir Glied.

80. Es ist leicht zu sehen, dass der Ausdruck

hn
1.2“'nF”(.z-+0h),
welcher den genauen Werth des Restes der Reihe nach den
n ersten Gliedern giebt, allemal dann gegen Null convergirt,
wenn F7(z) endlich bleibt, wihrend n unbegrenzt wichst: und

stetig sind zwischen z und - A, und wenn

dazu braucht man nur zu zeigen, dass

n
e e Null
S Worns il oo
convergirt, was auch h sei. In der That, wenn n den Werth
von h iibertroffen hat, und man es unbegrenzt vergrissert, so

wird der Ausdruck _i—%_n multiplicirt werden durch die
h :
Briiche —Jr‘ T (b + gy by welche immer mehr abnehmen.

Aber selbst, wenn sie dem ersten, der kleiner ist als die Ein-
heit, gleich blieben, so wiisste man, dass das Product Null zur

hn
D. 2’
wenn n unbegrenzt wiichst; und die Reihe von Taylor kann
angewandt werden, wenn /'(z) und alle seine Ableitungen ste-
tig und endlich sind zwischen @ und « | A.

81. Die Formel (1) hat den Vortheil, Grenzen anzugeben
tiir den Fehler, welchen man begeht, indem man bei irgend
einem Gliede der Taylor’schen Reihe stehen bleibt. In der
That, nimmt wman die n ersten Glieder, so ist die genaue
Grosse, welche man hinzu addiren miisste, um F (2 + %) zu
1————2h (2 + 0h). Bezeichnet man nun durch
A und B den kleinsten und den grossten Werth, welchen
Fn (2) annimmt, wihrend 2 durch alle Werthe zwischen 2 und

Grenze haben wiirde. Also ist dasselbe der Fall mit

erhalten,
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x + h geht, so ist der Fehler, welcher begangen wird, wenn
man nur die n ersten Glieder der Reihe nimmt, grosser als

Al n
-i—-.2—.h.77l und kleiner alS r—%—;.

82. Die Formel

F(x 4+ h) = F(z) 4+ L F'(z) + 13 Fr(x)y 4 ...
hn

i o Sl

erheischt keine Bedingung in Bezug auf die Ableitungen einer
héheren als der nten Ordnang. Diese letzteren konnten dis-
_continuirlich sein in dem Intervalle von & bis # -+ A, ohne dass
die Formel aufhorte, richtig zu sein. Also kann diese Ent-
wickelung richtig sein, wenn man sie mit einem gewissen Gliede
schliesst, und unrichtig werden, wenn man sie dariiber hinaus
fortsetzen wollte.
Nehmen wir z. B. an, man habe

F(a) =f(a) 4 (@ — a)" T T (a);

h?

m sei eine ganze positive Zahl, und _qL liege zwischen O und 1.

Betrachtet man fiir # den besonderen Werth #,, so sind die
Ableitungen endlich bis zu /™ (z,) inclusive, vorausgesetzt, dass
diejenigen von f(z) und @ (z) es sind; aber dariiber hinaus
werden sie unendlich. Die Entwicklung dart daher nur bis
Jm—1
N e, B
setzt werden; und sie muss vervollstindigt werden durch ein
Glied, welches die folgende Ableitung enthlt.

83. Setzt man in der Formel (1) # = 0 und schreibt 7
statt @, so erhilt man

‘ F(z) = F(0) + 2F'(0) + 1’”_12 Fr) 4. ..
Gy e ‘

“zu dem Gliede 1 Fm=1(x,) hichstens fortge-

) pn—1 an
Fr=10 — " (O2).
( B s o e i LT e )
Man kann so eine Function von # entwickeln nach den Poten-
zen von x, wenn diese Function und ihre Ableitungen bis zur
nten Ordnung continuirlich sind zwischen 0 und z. Wenn mit
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unbegrenzt wachsendem n der Ausdruck 1—2”——" I (Hz) ge-

gen Null convergirt, so kann die Function F(z) ausgedriickt
werden durch die Formel

@ F@=FrQ0+ 2F(0) + 1 g £0) + .

d. h. die Grenze der Summe der Gheder des zweiten Glie-
des ist /'(z). Diese letzte Formel ist die von Maclaurin.
Hitte man sie vor der von Taylor erhalten, so wiirde
man diese aus ihr ableiten, indem man /(2 + k) als Function
von h betrachtete und nach der Formel von Maclaurin ent-
wickelte.
84. Man kann auch F'(z) nach der Formel von Taylor

entwickeln, indem man 2, + (¢ — ;) statt x setzt; man er-
hélt so

F(2) = F(@) + (& — ) F(25) + ("”1;"‘2°XF~(%)+...,

und man kann immer =z, so wihlen, dass /' (2), F’(z,) etc.
nicht unendlich werden. Dies geniigt aber nicht, sondern man
muss sich immer versichern, dass der Rest der Reihe, dessen
Ausdruck wir kennen, Null zur Grenze hat.

85. Joh. Bernoulli wurde durch die Taylor’sche Reihe
zu einer anderen, selten angewandten Form der Entwicklung
gefithrt. Setzt man namlich = — =, so wird Jjene

l’(O)—F(w)—rF’(x)+—f”( ) — F"‘(.z)—f—

woraus folgt
(5) F(x):F(O)+$F’ (.‘E) bl l'z_;lpu(w)_*_l.x;.aﬁvu(x)_

Die Coéfficienten der verschiedenen Potenzen von z sind
selbst Functionen von #; so dass man in dieser Entwicklung
den hauptséichlichen Vortheil, den man sucht, nicht hat, wel-
cher darin besteht, die Function durch ein ganzes rationales
Polynom zu ersetzen. Von der Genauigkeit dieser Formel
miisste man sich wie bei den vorhergehenden Formeln iiber-
zeugen.

86. Man darf aber nicht glauben, dass die Reihen von
Taylor oder Maclaurin allemal angewandt werden konnen,
wenn sie convergent sind, denn sie kénnen gegen andere Gren-
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zen convergiren, als die Functionen, welche sie darstellen

sollen.
1

So z. B. wird die Function ¢ #* mit allen ihrena Ablei-
tungen Null fiir # =0, sie ist aber nicht identisch Null. Hier-

aus folgt, dass wenn F'(#) eine durch die Maclaurin’sche
1
Reihe entwickelbare Function ist, und man F'(z) + ¢ = nach

derselben Formel entwickelt, man eine convergente Reihe er-
hiilt, welche aber F'(z) vorstellt, und also unrichtig ist.

Die Richtigkeit der Entwicklung kann niemals anders als
durch Betrachtung des Ausdruckes erkannt werden, welcher
ihren Werth nach irgend einer Zahl von Gliedern vollstindig
macht.

87. Andere Form fiir den Rest. — Es ist zuweilen
niitzlich, dass man dem Reste der Taylor’schen Reihe eine
andere Form giebt, welche wir jetzt mittheilen wollen.

Betrachten wir zuniichst die Entwicklung von F'(z); wir
konnen setzen, indem wir z + (#z — 2) statt # schreiben,

F(z) = F(2) + (z—2) F'(2) + g— Fragyes

+——J—#ww+“z>WR+ww—m

Stellt man das letzte Glied durch f(2) dar, und differentiirt
die beiden Glieder der Gleichung nach z, so erhilt man, nach-
dem alle Reductionen ausgefiihrt sind,

(w—Z)

s P + )
Diese Gleichung bestimmt die Ableitung f* (¢) der Function

7@ oder L2— D o4 90— 2],

0. ==

B
und giebt
f/(z) L T ;-Z' e z()"i ) Fn(z)_

Nun kann man f(z) vermége f/(z) durch die Formel aus-
driicken

f@) =f(@) + (¢ —2) f' [z + 6. (2 — 2)],

und man hat 7(z) = 0, weil, wenn man 2z = # macht in der
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durch f()) dargestellten Function, man identisch Null findet.
Die letzt: Gleichung giebt also

1@ = 1=l Gy Fole + 0 — )],

und man hat somit einen neuen Ausdruck fiir den Rest der
Reihe, welche die Entwicklung von F'(z) giebt.

Setz man z = 0, so hat man die Entwicklung von
Maclauin unter nachstehender Form, indem man 1 — 6, =0
macht,

F(o = F(0) + mF’(O)+—-— Fru0) 4 ..

an—1 el s (1 — Oy
L B W s b, g S T T
wo 6 zwschen O und 1 liegt.
In der gleichen vorher gegebenen Entwicklung ist der
Rest ausgedriickt durch

(6)

n (f2),

A
i@ ip

wo 0 einen anderen Bruch bezeichnet. Die neue diesem Rest
ertheilte Form ist manchmal mehr geeignet, die Convergenz
der Reihe gegen F'(2) zu offenbaren.

Setz: man in der Formel (6) F'(z) = f(h + 2), so er-
hélt man

£+ a) =f(h) + afi ) 47

xan—

+1.2. l)fn_l(h)+1 l)f"(h—f—(}m),

oder, indem man die Buchstaben & und « mit einander ver-
tauscht,

F@+ B =f@ + @) + 2 @ + .
—1 h (1 n
+TT__ISf" @+ 7 )f (z 4 0R):

dies ist die Taylor’sche Relhe mit dem Rest unter der
neuen Form.

Fr(02),

=W + -
x° (1

88. Wenden wir die vorhergehenden Formeln auf einige
Beispiele an.
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Es sei /" (2) = a®, so hat man
R () —ap b oo eltn (g 2= BT al ")
FO) =1, P/0)=la,..., F, (0)=lae,
und folglich

22 la? ar—1 [ an—! an Lan

ax == ) T s | bz

i L KT ST Bk PR W peremr (e g el

Da der Rest Plfigne .z;la" : a% mit wachsendem n gegen Null
. <ini M

convergirt, so hat die unendliche Reihe zur Summe «*.

89. Es sei
Fz) =110 + @, Fllayi—= (X - ay =,
Fray=— 1422, Fr@) =+ 1.2...0—1)(14-2).
Hieraus folgt
F(0)=0, F*(0)=1, F*(0)=—1,..., F'» (0)==41.2...(n—1),
und demnach

a? x3 x4 2
1A + r):1~§-+—§——'4—+i—n—(l —+ fz)™.

Die Reihe wiirde aus unbegrenzt wachsenden Gliedern beste-
hen, wenn man @ >> 1 hiitte, weil die Grenze des Verhiltnisses
- eines Gliedes zum vorhergehenden 2 ist, wenn ihre Expo-
nenten unbegrenzt wachsen (man sehe die Note iiber die
Reihen). Man hat also nur zu untersuchen, ob der Rest
gegen Null convergirt, wenn #<C 1; und um dies zu thun muss
man zwei Fille unterscheiden. Wenn 2 positiv ist, so hat man
x

1+ 0
gegen Null, also_die Reihe gegen I(1 4 z).

Ist # negativ und stellt man es dar durch — 2, so erscheint

»

der Rest ;e jeok
eignet ist um zu erkennen, ob er gegen Null convergirt; denn
man sieht nicht, ob der Zihler oder der Nenner des Bruchs

< 1 fiir # << 1; und folglich convergirt dann der Rest

nicht mehr unter einer Form, die ge-

< 2 . . . : N
] iz der grossere ist. Nimmt man aber die zweite Form,
welche wir fiir den Rest gegeben haben, so findet man fiir

: vy 2 (1 — g1 .
den vorliegenden Kall W oder, vom Zeichen abge-

sehen,
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Nun ist der Bruch = oy g kleiner als die Einheit, wenn z<1;

also cowergirt der Rest der Reihe gegen Null, und die Reihe
stellt (. + ) dar. Diese Reihe kann deshalb angewandt
werden ‘iir alle Werthe von # zwischen 41 und — 1.

90. Man kann Reihen erhalten, welche rascher conver-
giren ali die vorige und sich besser eignen zur Berechnung
der Liogarithmen.

Wein man in der Formel

x2 x3

4 2)==z — —2—+—3——
— & statt x setzt, so erhidlt man
Q- =—— 2 2 Fis
und, indem man abzieht,
i i=s(e+ S+ 5 4.
Setzt man nun

1+w=1+ql, also » =

l1—=

1
2y + 17

so kommt

R ges 0 e T 1 1
()=t vty =2 g gt

Diese sehr convergente Reihe giebt die Differenz der Logarith-
men zweier sich folgenden ganzen Zahlen, und lisst folglich die
Logarithmen aller ganzen Zahlen von der Einheit ab finden.

Kennt man die Logarithmen fiir die Basis ¢, so erhilt
man sie fiir jede andere Basis, indem man jene dividirt durch
den zur Basis ¢ gehorigen Logarithmen der neuen Basis.

Wir werden spiiter bequemere Verfahrungsarten zur Con-
struction der Logarithmentafeln kennen lernen.

91. Es sei jetzt

Fla) = 1 + 2y,

so hat man
F(z)=m(1-+zy"=1, ..., Fn(z)=m(m— 1)...(m—n+1)(1+4-2)"",
und folglich

Duohamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 6
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(1+z)m—1+mz+”‘<m“‘l)x2+...
T

Damit die unendliche Reihe (1 4 2)» darstelle, muss sie zu-
néchst convergiren. Nun ist das Verhiltniss des (p - 1)ten

Gliedes zum vorhergehenden _m_—_}{;_—u z, und es convergirt

mit wachsendem p gegen — z; die Reihe ist daher nicht con-
vergent, wenn z ausserhalb der Grenzen -+ 1 und —1 liegt.
Wir haben also nur zu untersuchen, ob der Rest gegen Null
convergirt fiir alle zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe
von z.

Man kann diesen Rest zerlegen in die zwei Factoren

n;(m—li 4 .(m —n—+1) # wnd (1 3+ 85>

Der erste F actor convergirt gegen Null, weil er, wenn n

. . . oo IR L) - m —n
um eine Einheit wiichst, multiplicirt wird durch £ et T wel-

ches sich immer mehr — 2 nihert, dessen Absolutwerth klei-
1+ 0z)m
A+ 0
betrifft, so convergirt auch dieser, wenn man zuerst # posi-
tiv annimmt, gegen Null, sofern nicht ¢ sich der Null unbe-
grenzt nihert; aber immer bleibt dieser Factor kleiner
als die Einheit, und folglich convergirt der Rest der Reihe
gegen Null. Sie stellt also (1 4+ z)» dar fiir alle Werthe von
z zwischen 0 und 1.

Wenn dagegen z negativ ist, so beweist nichts, dass der
zweite Factor nicht mit » unbegrenzt wiichst, und dies wird
sogar gewiss geschehen, wenn f nicht gegen Null convergirt;
denn der Ausdruck (1 + f#z)* wiirde gegen Null convergiren,
wenn der Bruch 1 -+ fz sich nicht der Einheit unbegrenzt
nitherte. Man muss jetzt die zweite Form des Restes zu Hiilfe
nehmen, diese ist

m(m —1)...(m —n -+ 1)ar (1 — )
1 2...n—1)
m(m—l) c.(m—n 4 1)an
¥e2 . (n—1)

ner als die Einheit ist; und was den zweiten Factor

(1 + oy

Der Factor convergirt noch
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gegen Null; der andere Factor wird, wenn man — z statt z

schreibt,
e n—1
(1 — =) ( 4 ”) ;

1 — 0z
—1
11::2 < 1, weil z << 1: also wird <Tl_—:60; #

gegen Null convergiren, wenn nicht § gegen Null convergirt;

und selbst in diesem Falle ist dieser Ausdruck, sowie auch

(I — #2)"', immer kleiner als die KEinheit. ~Der Rest der

Reihe convergirt daher gegen Null, und folglich kann diese

angewandt werden fur alle Werthe von @ zwischen + 1 und —1.

92. Nimmt man successive /'(z) = sinz, F(2) = cos @,

so wird man zu den nachstehenden, fiir jedes z richtigen Rei-
hen gefiihrt

Nun hat man

z8 a® 27
123 T 19345 66 7. & .30 3 Mkt
z? x4 x8
sl S B s RN T o TR 3 A 5 08 11T RO
Sie setzen voraus, dass der Radius gleich der Einheit ist, d. h.
dass @ das Verhiltniss des Bogens zum Radius bezeichnet; und
sin x, cosx bezeichnen die Verhiltnisse der Linien, auf welche
sie Bezug haben, zu dem ndmlichen Radius. In dem Falle,
wo er durch 72 bezeichnet wire, wiirde man also in den zweiten

sme — & —

i x X :
Gliedern 2 durch = ersetzen; und in den ersteu sinz und cosz

durch 3%.'5’ co%. Wie gross auch z sei, zuletzt nehmen die
Glieder immer ab; und da sie abwechselnd positiv und negativ
sind, so ist der Fehler, welchen man begeht, indem man die
Reihe mit irgend einem Gliede abbricht, kleiner als das fol-
gende.

93. Betrachten wir jetzt Functionen von 2 + h, und es

sei zuerst /'(z) = a™; man findet fir jedes m
(L e ) gy T B Y
o : 142

m@m = 1) ... (m —n -+ 2)
e e

+ 2 Gt Diea 4 o,

wm—n-{—l Jin—1

G.
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Das Verhiiltniss des (p -+ Dten Gliedes zu dem vorherge-
w1
P

: ; h
henden ist ; und convergirt gegen — by bei un-

begrenzt wachsendem p; diese Reihe ist also nur convergent,
wenn man i <_ z hat, von den Zeichen abgesehen. Was den
Rest betrifft, so wird man finden, wiein dem Falle von (1-2)",
dass er gegen Null convergirt, wenn % zwischen 4z und —
liegt; und die Reihe stellt dann (2 4 A)™ dar.

94. Es sei noch
v () ="log '
also

F«@:ffg—",..;, @) =+1.2...(n —1)1"‘”

man findet

log(x—}—h):logw—}—loge[—% .z'?+ n(x—];—(jh)"]

Die Convergenz der Reihe verlangt auch hier & <7 z; in die-
sem Falle findet man, wie in dem Falle von log (1 + 2), dass
der Rest gegen Null convergirt, wenn n wiichst, und dass folg-
lich log (# 4+ h) nach der Formel von Taylor entwickelbar
ist, wenn & zwischen + 2 und — 2z liegt.

Man kann die Entwicklung von log(z + k) ableiten aus
jener von log (1 4 z), indem man bemerkt, dass

log (# + k) — log & = log<l+T];—

und ebenso kann man die Entwicklung von (z -+ k)" aus
jener von (1 + z)» erhalten, indem man bemerkt, dass

(z + hym = am <1 +’;‘>'".
Auch fiir «#+* konnte man bemerken, dass

ath — @ = a* (a® — 1),
und nun bliebe ¢ nach der oben gegebenen Formel zu ent-
wickeln.

95. Ausdehnung der Formel von Taylor aut Func-
tionenmehrerer Variablen.— Suchen wir jetzt /" (b, y--k)
zu_entwickeln nach den Potenzen von . und k, wenn F(z, y)
eine gegebene Function ist. Betrachten wir deshalb zuerst die
Function /'(x + It, y + kt), und entwickeln wir diese nach
den Potenzen von ¢ durch die Formel von Maclaurin: nach-
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her wird man nur # — 1 zu setzen brauchen, um die gesuchte
Entwicklung zu haben. Um nun die Coéfficienten der ver-
schiedenen Potenzen von ¢ zu erhalten, muss man die succes-
siven Ableitungen von F/'(z + ht, y'+ kt) in Bezug auf ¢ neh-
men und darin /= 0 setzen. Man findet nach der Regel
fiir Functionen, welche aus linearen Functionen zusammenge-
setzt sind, indem man versteht, dass man in allen partiellen
Ableitungen von F'(z, y) die Grossen « und y durch = 4 ht,
y + kt ersetzt,

dF
e il ol R
d: F ar a2 F d2 F

7t2_=d.z'2h+2d ]k+ dy? k2,
a8y - SRR o F
dt"—d.z"'h -ng ‘dyh k++71_yT
Macht man ¢ = 0 in allen dieéen partiellen Ableitungen, so
werden sie diejenigen der Function /(z, y) selbst. Man hat
also

Flo ki oty ==F(a, y)+<-_h+d k>t+
o dn F v
e j ag da® W g oy dyn )x+m.¢, yOkts

indem z und y durch 2 4 6kt und y + Okt in dem Coéfficien-
ten von # ersetzt sind. ~Macht man jetzt ¢ = 1, so hat man
die gesuchte Entwicklung:
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wofern alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung n inclusive
stetig sind zwischen «, y und z + h, y 4 k.

Man erhilt eine analoge Formel, wenn man eine Function
von irgend einer Zahl Variablen hat.

Damit diese Reihe, ohne Ende fortgesetzt, I'(z—-+h, y—+Fk)
darstelle, so muss die Summe von Gliedern, welche den Rest
ausdriickt, gegen Null convergiren; und man kann sich davon
versichern, indem man den Werth von § nimmt, welcher die-
sen Rest so gross als moglich macht, und untersucht, ob dieser
grosste Werth gegen Null convergirt, wenn n unbegrenzt
wachst. Wenn jedes Glied des Restes gegen Null convergirt,
welchen Werth auch 6 zwischen 0 und 1 haben mag, so
nimmt der Rest selbst unbegrenzt ab, und die Function
F(@ -+ h, y + k) ist entwickelbar in eine Reihe nach den
ganzen und positiven Potenzen von A und £.

96. Setzt man in der vorigen Formel 2 = 0, y = 0, so
hat man die Entwicklung von F (h, k); und wenn man nun
diese Buchstaben mit z und y vertauscht, so erhélt man

: , d daFy a? dF
2 P<w,y)=ﬁ(0v0)+(d‘f:> "HNda2)y12T \dor 1.2

) 4T
yi d_v:E yn

+ <dy l 2 dy* 1.2..n/ 6, 6

In allen partiellen Ableitungen von /'(z, y) muss man z
und y durch O ersetzen, ausgenommen in den Gliedern des
Restes, wo sie durch fz, fy ersetzt werden miissen. Wenn
dieser Rest gegen Null convergirt mit wachsendem n, so kann
man F (z, y) in eine unendliche Reihe nach den Potenzen von
x und y entwickeln. Man hat so die Formel von Maclaurin
ausgedehnt auf Functionen zweier Variablen; und man wiirde
sie in dhnlicher Weise ausdehnen auf Functionen von irgend
einer Zahl Variablen.

Die Formeln (1) und (2) lassen sich, wie folgt, schreiben,
wenn «, @, ..., @, gegen Null convergiren mit - und k:
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Maxima und Minima der Functionen einer einzigen

Variable.

97. Man sagt, dass eine Function F'(z) einen grossten
Werth annimmt fiir den Werth z, von z, wenn indem z von
#, an 1In einem bestimmten Intervall, wie klein es auch sei,
wichst oder abnimmt, die Function /'(z) immer kleiner ist
als F(a,).

Hieraus folgt, dass damit z, einen grossten oder kleinsten
Werth fiir F'(r) gebe, es nothwendig und hinreichend ist, dass
F(xy 4+ h) — F(x) bestindig negativ oder bestindig positiv
sel, welches Zeichen auch % hat, wenn nur sein Werth hinrei-
chend klein ist. Allgemeine Regeln, um sich davon zu ver-
gichern, hat man nur, wenn /”(z) in der Nachbarschaft von
stetig ist, und nur diesen Fall werden wir betrachten.

Man hat dann

F(xy + b)) — F(xy) = hF'(zy + 0h).

Wenn /& gegen Null convergirt, so convergirt F(z, + k) ge-
gen F'(aq); und wenn dieser letzte Werth nicht Null wire, so
wiirde das zweite Glied sein Zeichen mit & &ndern: die Diffe-
renz F'(zy + h) — F(x,) wiirde also nicht von constantem
Zeichen sein bei jedem Zeichen von h, und folglich wiirde F(z)
weder ein Maximum noch ein Minimum sein fiir #=u2, Eine
dem Maximum und Minimum gemeinschaftliche Bedingung ist
daher /“(2,) = 0, und allein unter den reellen Wurzeln der
Gleichung /"(z) = 0 muss man die Werthe von z suchen,
welche geeignet sind, /'(z) zu einem Maximum oder Minimum
zu machen. Ist der Werth #, so gewihlt, so hat man

h2
F(ay + h) — F () = 1.8 F* (20 + 6h).

Die Grenze von F'(z, 4 @h) ist F"/(@,), wenn h gegen Null
convergirt, und wenn F*/(z,) nicht Null ist, so ist offenbar,
dass fiir alle positiven oder negativen Werthe von A, welche
innerhalb hinreichend kleiner Grenzen liegen, das zweite Glied,

~und folglich die Differenz F'(z, -+ k) — F(,), immer dasselbe

Zeichen behdlt. Der Werth F'(z,) ist also dann ein Maxi-
mum oder Minimum. Er ist ein Maximum, wenn F"/(z,) <0,
und ein Minimum, wenn F"(z;) > 0. Wenn aber zufillig
auch /7 (2,) = 0, so kann man nichts mehr schliessen, und
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man muss die Differenz auf eine andere Form bringen. Man
wird in diesem Falle schreiben konnen

» h? .
F(;Zo + h) — F (.Z‘o) = —1-—2—3 I'”I(.Bo + 0h)v

und da A3 sein Zeichen mit A #ndert, so sieht man, dass wenn
F' () nicht Null wiire, die Differenz ihr Zeichen mit A indern
wiirde, so dass weder Maximum noch Minimum stattféinde.

Aber wenn F"/(z,) = 0, so hat man

4

F(zy 4+ h) — F(a) = T——Qjﬂ FIV(zy + Oh),
und es ist klar, dass wenn F7V(x) << 0, die Differenz bestén-
dig negativ, und #'(z,) ein Maximum ist; wogegen fiir £7"(z) >0
sie bestidndig positiv, und F(2,) ein Minimum sein wird.

Man fiihrt dieselben Schliisse fort, bis man zu einer Ablei-
tung kommt, welche nicht Null wird fiir 2=uz,, und kommt
zu der nachstehenden allgemeinen Folgerung: Damit z, eine
Function, deren Ableitungen stetig sind, zu einem Ma-
ximum oder Minimum mache, so muss dieser Werth
von z eine ungerade Zahl sich folgender Ableitun-
gen, von der ersten an, zu Null machen; und wenn
diese Bedingung erfiillt ist, so hat man ein Maxi-
mum, wenn die folgende Ableitung durch diesen
Werth von 2 negativ gemacht wird, und ein Mini-
mum, wenn sie positiv gemacht wird.

Die Aufsuchung der Maxima und Minima ist also zuriick-
gefiihrt auf die Bestimmung der Ableitungen einer Function von
einer Variable und der reellen Wurzeln einer Gleichung mit
einer Unbekannte.

Ist diese Function nicht explicit gegeben, so wird man
ihre Ableitungen nach den bekannten Regeln bilden, und dann
die eben auseinandergesetzte Theorie anwenden, welche unab-
hdngig ist von den Mitteln zur Bildung der Ableitungen.
Wir wollen zeigen, welches in diesem Falle der Gang der
Rechnung ist.

98. Fall der impliciten Functionen. — Betrachten
wir eine Function, welche mit m — 1 Variablen durch m — 1
Gleichungen verbunden ist. Um die Gedanken zu fixiren, habe
man die drei Gleichungen

£0(, Ys 2, u) =0, Fl(wyyy 2, u) = 0, Fz(w,y, 2, u) =0,
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nnd # sei die Function, deren Maximum oder Minimum man
finden soll.
Darch Differentiiren findet man
dr dF dy dF dz dF du
3;+dyﬁ.’:1?dr+dudm__'
dff, dy dF, dz dFydu
+dy +dzdr+dudz %
dF; dz dFy du

z+d—z—ﬂ+du dz_o
dz

35 und den

(1)

SR d
Vermige dieser Gleichungen eliminirt man 17%"

Werth von % , welchen man dadurch findet, muss man gleich

: ; di. SO )
Null setzen; oder einfacher wird man = in diesen Gleichungen

da

durch Null ersetzen und daraunf é-"i Z—; zwischen den resulti-

renden Glelchungen eliminiren, welche sind
dF dF dy dF dz

2athay Gort 75 Y

; dF1 dFydy | dFydz _
@) rilat et T =0
dﬁ, dFydy | dFydz _

G i dy dr+ dz dz

Die Elimination von % und E zwischen ihnen liefert eine
Gleichung, welche, in Verbindung mit den drei anderen F'=0,
F, =0, F,=0, z, y, 2, u bestimmt.

Nun wird man die Gleichungen (1) differentiiren und den

Werth von 31: erhalten; in ihn wird man die fiir , y, 2, v

gefundenen Werthe substituiren und an dem Zeichen dieses

Ausdrucks erkennen, ob ein Maximum oder Minimum stattfin-
2

det. Wiirde man Z—;l; = 0 erhalten, so wiirde man die folgen-

den Ableitungen von » nach z suchen und die vorhergehende

Theorie darauf anwenden.

99. Um % 3 3—; zwischen den Gleichungen (2) zu eliminiren,
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kann man sich der Methode der Multiplicatoren bedienen.
Man multiplicirt ndmlich die beiden letzten durch unbestimmte
Factoren 4, g und addirt sie zu der ersten; darauf setzt man

die Coéfficienten von (i.l, Z und das unabhéngige Glied gleich

do’ dx
Null: dies fiihrt zu den drei Gleichungen
PR dF dFy _
d.z + dz vl 0
dFl dF2 e
dy + + ’
dF dF dF
i a2 =0,

zwischen welchen man 2 und u elunlmrt, wodurch man, wie aus
der Algebra bekannt ist, zu derselben Gleichung gefiihrt wird,

¥ ; MY O
wie wenn man auf andere Weise El i eliminirt hatte. Diese

Verfahrungsart gewihrt hiufig Vortheile.

100. Betrachten wir jetzt eine Function von m Variablen,
welche durch m—1 Gleichungen verbunden sind: dieser Fall
enthélt den vorigen, der aus ihm hervorgeht, indem man an-
nimmt, dass die Function sich auf eine der Variablen reducirt.
Nehmen wir an z. B., man habe die drei Gleichungen
B (2y s u) = O olly (@tfizs w) =0, ' Tyl ys.2sb)i=. 0,
und man solle das Maximum der Function f(z, y, 2, «) finden.
In diesem Falle wiirde man mit den Gleichungen (1), worin

e nicht mehr Null wire, die folgende verbinden

dz
df dy df dz df du
+dy da:+dz +du dzr S
dy dz du

i Y vied
und zwischen diesen vier Gleichungen wiirde man P P

eliminiren. Hieraus wiirde eine Gleichung zwischen 2, y, z, u

resultiren, welche in Verbindung mit den gegebenen Gleichun-
gen diese vier Grossen bestimmen wiirde. Nachher wiirde man
die zweite Ableitung von f (#, y, 2, u) in Bezug auf z bilden
und an ihrem Zeichen sehen, ob die Function f (2, y, 2, «) ein
Maximum oder Minimum wiére. Diese zweite Ableitung wiirde
dz?’ daz?’ da?

Gleichungen (1) leicht bilden kann.

enthalten, welche man mit Hiilfe der dre:
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Man kann bemerken, dass die Gleichungen, zwischen wel-
b A b
da’ dz’ da
den, wenn man das Maximum einer der Functionen /7, Fy, F,
zu suchen hiitte, withrend die beiden anderen, sowie f, gleich
Null wiren.

chen man zu eliminiren hat, dieselben sein wiir-

Maxima und Minima der Functionen mehrerer
Variablen.

101. Man sagt, dass eine Function F'(z,y) zweier unab-
hiingigen Variablen einen grossten Werth annimmt fiir gewisse
Werthe ,, y, von « und y, wenn indem man diese Variablen
in z,+h, yo+k veriindert, wo A und % willkiirliche Grossen
sind, welche zwischen Null und so kleinen positiven oder negati-
ven Grenzen, als man will, liegen, wenn dann die Function
bestiindig kleiner ist als fiir die Werthe zy, y,. Wire sie da-
gegen bestindig grosser, so wiirde man sagen, sie sei ein Mi-
nimum fiir dieselben Werthe.

Hiernach muss die Differenz

Flo+h, y+k) — F(ay)
bestéindig negativ sein, welche Werthe und Zeichen die unend-
lich kleinen Gréssen & und % auch haben mogen, wenn F'(z,y)
ein Maximum ist; und sie muss bestiindig positiv sein, wenn
F(2,y) ein Minimum ist. Der Charakter des unveréinderlichen
Zeichens ist also dem Maximum und Minimum gemein.

Wir betrachten nur den Fall, wo die Function und ihre
Ableitungen bis zu der Ordnung, welcher man bedarf, stetig
sind. Fiir die Fille der Discontinuitit gelten keine allgemeinen
Regeln, sondern man muss jede Aufgabe besonders behandeln.

Einer fritheren Formel zufolge haben wir, wenn «, «
unendlich kleine Grossen bezeichnen,

: ’ dr dr

F (el y+h) — Flay) = (2= + a)h 3 <@ —~[—oc1> k.
Wenn % und %—yﬁ von Null verschieden sind, so wird das
Zeichen des zweiten Gliedes, wiithrend A und % gegen Null
convergiren, zuletzt bestéindig dasselbe sein wie das von

dF i d
Ttk
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Nun #dndert dieser Ausdruck sein Zeichen, wenn man die
Zeichen von & und % #ndert, ohne ihre Grésse zu #ndern;
also kann F'(z,y) weder Maximum noch Minimum sein, und
damit es eines von beiden sein konne, ist folglich unerldsslich,
dass der vorstehende Ausdruck Null sei; hierzu muss man
haben, da % und % unabhingig von einander sind,

dF dF
dx g dy T S
Sind diese Bedingungen erfiillt, so hat man

Flethy 48 — # @y = (55 4 o) 15

2 F g :

L ( + al) hk 4 d f )
und wenn die drei Ableitungen der zweiten Ordnung mcht sammt—
lich Null werden durch die Werthe a,, yo, so wird das Zeichen

des zweiten Gliedes zuletzt immer dasselbe sein wie das des
Trinoms

dazF h? dz r a2 F k2

" 5 g ey g dy ghe g dy? "2
Es ist nothwendig, dass dieser Ausdruck bestéindig negativ sei,
was auch i und £ sein mégen, damit F'(z, y) ein Maximum
sei; und er muss bestéindig positiv sein, damit /'(z,y) ein Mi-

nimum sei. Theilt man ihn durch g, wodurch sein Zeichen
nicht gedindert wird, so erhiit man

a2 F. a2 F ( ) a2 F

dy? ( > ik dz dy +d.z?’
und damit dieses Trinom sein Zeichen nicht #indere, was auch
.y sei, und niemals Null werde, so muss man haben

a2 F ‘)? @aF &F

dz dy dz? dy?’
eine Bedi Ich langt, dass H und i inerlei
ngung, welche verlangt, dass = i eil

Zeichen haben.
Wenn ihr geniigt wird durch die aus den zwei Gleichungen
dr dF
e i
gezogenen Werthe von z und y, so ist die Function #'(z. y)
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ein Maximum, wenn ——, ——— negativ sind, und ein Mini-
dz?’ dy?

mum, wenn sie positiv sind.

Wiiren die drei Ableitungen zweiter Ordnung Null, so
miissten auch alle Ableitungen der dritten Ordnung Null sein,
und das Zeichen eines Polynoms vom vierten Grade miisste in

ok : £ .
Bezug auf 7 constant sein: welches auf complicirtere Bedin-

gungen fithren wiirde. Man wiirde in gleicher Weise fortfah-
ren, wenn auch alle Ableitungen der vierten Ordnung Null
wiren.

102. Diese Schliisse lassen sich leicht auf eine Function
von irgend einer Zahl unabhingiger Variablen erstrecken; nur
compliciren sich die Bedingungen immer mehr. In dem Falle
von drei Variablen z. B. hat man die drei Gleichungen

dF ar dF
E ] O, W — O, E == 0,
und es muss das Polynom
a@2F azr a2 F
PP T P
a2 F azF ar

5.0 dx dyhk +2d.z' dzhl+ 2dy dz ’

bestindig dasselbe Zeichen haben, was auch A, k, I seien. Um

diese Bedingung auszudriicken, wird man zunéchst durch A%
l

dividiren; und wenn man % =P, G = ¢ setat, so erhélt

man ein Polynom von der Form
A+ Bp*+ 2Cpg+2Dq 4 2Ep + F.

Indem man es in Bezug auf die Variable ¢ allein betrachtet,
so muss man, damit es sein Zeichen nicht #ndere, was auch p
sei, haben :

(C2—AB)p? + 2(CD— AE)p + D?—AF < 0.
Es hat keine Schwierigkeit, die Bedingung dafiir anzusetzen,
dass dieses Trinom, was auch p sei, immer dasselbe Zeichen
habe, und da es negativ sein muss, so ist hinzuzufiigen

C* — AB < 0.

Ebenso wie den Fall von zwei Unbestimmten p, ¢ auf eine,
fithrt man den Fall von dreien auf zwei zuriick, und so fort.

103. Fall einer impliciten Function. — Nehmen wir
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uns vor, das Maximum einer Function 7 (z, y, 2) zu finden, in-

dem wir annehmen, dass die Variablen z,y,z durch eine Gleichung
B (2 y; 2) ==0

verbunden sind, so dass z eine implicite Function der zwei

unabhéngigen Variablen 2, y ist.

Die vorhergehende Theorie verlangt, dass die partiellen
Ableitungen von f (,y, 2) nach 2 und y einzeln Null seien;
welches giebt

d df dz df dz

_Z dzdx—o’l+(§£@zo’
dezide
o
folgenden aezooenen Werthe zu setzen hat:

dF deiii dFoidat i

d.r+dz da — ’dy+dz dy —
Man erhilt so zwei Gleichungen zwischen z, y, z, welche, in
Verbindung mit F(z,y, 2) = 0, @, y, z bestimmen. Darauf
wird man die partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung von
f (@, y, 2) bilden: diese werden abhingen von denen von z,
welche man nach den Regeln fiir die Differentiation der im-
pliciten Functionen zweier Variablen zu bestimmen hat.

Im Allgemeinen, mag die Zahl der in der Function enthal-
tenen Variablen und die Zahl der sie mit einander verbinden-
den Gleichungen sein welche sie will, so wird es geniigen, dass
man die unabhingigen Variablen unterscheide,und die partiellen
Ableitungen der Function nach diesen Variablen gleich Null
setze. Die daraus resultirenden Gleichungen, in Verbindung
mit den gegebenen, werden immer von derselben Anzahl
wie die Variablen sein, und sie bestimmen. Nachher wird
man leicht die folgenden partiellen Ableitungen der Function
nach den unabhingigen Variablen bilden, und sie den in
der vorhergehenden Theorie aufgestellten Priifungen unterziehen.

104. Man kann dem Calcul des Maximums oder Mini-
mums einer Function von m -+ n, durch n Gleichungen ver-
bundenen Variablen, welches der allgemeinste Fall ist, eine
andere Form geben.

Es giebt jetzt m unabhiingige Variablen, und man muss
die partiellen Ableitungen der Function nach einer jeden von
ihnen gleich Null setzen; statt dessen kann man sagen: man

Gleichungen, worin man fiir ihre aus den beiden
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muss das totale Differential dieser Function, was auch die
Werthe der unabhiingigen Differentiale seien, gleich Null setzen.
Und hierzu wird man aus den gegebenen Gleichungen die
Werthe der Differentiale der abhéngigen Variablen, ausgedriickt
durch diejenigen der unabhiingigen Variablen, ziehen; man wird
diese in dem totalen Differential der vorgelegten Function sub=
stituiren, und nachher die Coéfficienten aller darin verbliebenen
Differentiale gleich Null setzen.

Es sei j die Function der m - n Variablen =, y, 2, u ete,
welche durch die n Gleichungen
L0, M= 0; N =0,
verbunden sind. Man hat die n -}— 1 fo]genden Gleichungen

d g df
—d'%dr—}—d d+d (7 i sl 0

dL dL dL

da:d +d dy+——d dzi=s Ll
dM dM aM

“do dx—-f——d dy+——d dz =0
dN dN

T de d dy d dzi=li i n

und man muss aus den n letzten dxe VVerthe der Dlﬁ"erentxa]e
der n abhiingigen Variablen entnehmen, sie in der ersten
substituiren, und dann die Coéfficienten der m willkiirlichen
Differentiale, welche darin verbleiben werden, gleich Null setzen.
Mit anderen Worten, man muss n Differentiale zwischen diesen
n-1 Gleichungen eliminiren, und die Coéfficienten der in der
Endgleichung iibrig bleibenden gleich Null setzen.

Um diese Elimination auszufiihren, wird man die n letzten
Gleichungen durch unbestimmte Factoren 4, g, v etc. multipli-
ciren, sie zu der ersten addiren, und die Coéfficienten der =
Differentiale der abhiingigen Variablen gleich Null setzen, wo-
durch 4, g, v etc. bestimmt werden, und dann wird man noch
die Coéfficienten der m anderen Variablen gleich Null setzen.
Dies kommt offenbar darauf hinaus, nach Addition der Glei-
chungen die Coéfficienten der m -} n Differentiale gleich Null
zu setzen, und zwischen diesen m -} n Gleichungen 4, u, v etec.
zu eliminiren; wodurch man zu m Gleichungen zwischen , ¥, 2
ete. gefithrt wird, welche in Verbindung mit demr n gegebenen

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 7
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Gleichungen diejenigen Werthe dieser Variablen bestimmen,
welche die vorgelegte Function zu Maximis oder Minimis
machen konnen. Nachher unterscheidet man die Maxima und
Minima durch die zweiten Ableitungen der Function, wie wir
dies oben gelehrt haben.

Man kann bemerken, dass die Rechnung dieselbe sein
wiirde, wenn man das absolute Maximum oder Minimum von
f+ AL+ uM - ... finden, und nachher auf die Gleichun-
gen L — 0, M = 0, . . . Riicksicht nehmen wollte.

Beispiele.
bt 1
105. Man soll finden das Minimum von 27, z — i
T a” 1
das Minimum von —, 2 — —;
& la
! lz
das Maximum von —, & — e.
&£

Man soll eine Zahl so in drei Theile #, 5, = zerlegen, dass

am y? z? ein Maximum sei, — — m AEESE
m n

"GIN
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Geometrische Anwendungen der Differential-
rechnung.

Tangenten und Normalen ebener Curven. Allgemei-
ner Ausdruck fiir die Linge der Tangente, Sub-
tangente, Normale und Subnormale.

106. Man versteht allgemein unter Tangente einer
Curve die Grenze, gegen welche die Richtung einer Secante
hinstrebt, die durch einen constanten Punkt dieser Curve
geht, und deren zweiter Durchschnittspunkt sich dem ersten
unbegrenzt nihert.

Die Alten gaben weniger allgemeine Definitionen der Tan-
gente: man hat dieselben verlassen wegen der vielen Ausnah-
men, welchen sie Raum gaben.

Bezeichnet man durch 7' (z, y) = 0 die Gleichung. einer
beliebigen Curve und durch 2/, y* die Coordinaten des Punktes
dieser Curve, durch welchen man eine Tangente ziehen will,
so ist die Gleichung der durch diesen Punkt und durch den
anderen Punkt der Curve, dessen Coordinaten /a7, y/ 4 A4y’
sind, gefiihrten Secante, in irgend einem System von Axen,

Al
y—y =% (e — @)

Indem nun der zweite Durchschnittspunkt sich dem ersten

/
nithert, convergirt ZZ - gegen die Ableitung von y nach z; es

existirt also eine Grenzrichtung fiir die Secante, und die Glei-
chung dieser Gerade, welche wir Tangente nennen, ist

duy!
y—y =g (@ —al).
7!
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{
Der Coéfficient %,_ ist durch 2/, y‘, nach den Regeln

der Differentialrechnung, bestimmt vermige der Gleichung

ar
F (2, y) = 0, welche ergiebt iy = — g
: y da’ dr
dy
Die Gleichung der Tangente wird daher
Y —9) dﬁ, ) ZF, Sl

107. Normale nennt man die durch den Beriihrungs-
punkt gefiihrte Senkrechte zur Tangente. Wenn die Axen
rechtwinklig sind, so ist ihre Gleichung

1 da’
y —y = — ‘Z_?L’ (z—a’), oder y —y’ — — dy' (x—a’),
da!
oder auch

U= — - =

Bilden die Coordinatenaxen mit einander irgend einen
Winkel 6, so hat die Gleichung der Normale folgende Form
(y — ") <g£ 7 ,cs()> x—x’)(Zj 3_’ cos 0)-—0

Wenn die Coordmaten ', y' nicht gegeben sind, und die
Tangente, oder Normale, durch einen gegebenen Punkt gehen,
oder zu einer gegebenen Gerade parallel sein soll, so erhilt
man sogleich, nach den vorstehenden Gleichungen, eine Glei-
chung zwischen «, i, welche in Verbindung mit der Gleichung
der Curve diese beiden Unbekannten bestimmt. Wenn man,
anstatt die reellen Auflssungen dieser beiden Gleichungen zu
suchen, die geometrischen Oerter construirt, welche sie dar-
stellen, indem man 2/, y’ als Variablen betrachtet, und von
welchen Oertern der eine die gegebene Curve ist, so sind die
Durchschnittspunkte dieser Oerter die gesuchten Beriihrungs-
punkte.

108. Man nennt Subtangente und Subnormale die
Theile der x-Axe, welche respective enthalten sind zwischen
dem Fuss der Ordinate des Beriihrungspunktes und den Punk-
ten, in welchen diese Axe durch die Tangente und Normale

o1 LIOTER! .
A. LLASEWICE
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getroffer wird. Ihr Ausdruck ist der Werth von 2 — 2/, wel-
chen fii y=—0 die respectiven Gleichungen der Tangente und
Normale geben. Sie sind, vom Fuss der Ordinate ab, im Sinne
der positiven oder negativen x gerichtet, je nachdem » — ¢
positiv oder negativ ist.

Unter Linge der Tangente und Normale werden wir
die Thele dieser Linien verstehen, welche zwischen dem Be-
rithrungspunkte und den Punkten liegen, wo sie respective die
Axe der 2 treffen.

Es ist leicht, den Ausdruck dieser verschiedenen Linien
zu erhalten. Wir nehmen, der Einfachheit wegen, die Axen
rechtwinklig, und bezeichnen durch 7' die Tangente, durch N
die Normale, durch 8, die Subtangente, und durch S, die Sub-
normale. Man findet leicht die nachstehenden Formeln:

St.______ﬂi:_le_xl’ Sn_'_J dJ’
fdl’ dy’ da’
da’

d.,'LI) . d /2
i V1+dﬂ’ =”’V1 e

109. Wenn man alle diese Formeln anwendet auf die in

der Gleichung
a?y? + b2a? — +a?b?

enthaltene Ellipse und Hyperbel, so findet man nachstehende
Resultate:

ay’ (y—y) b (e—a') = 0
oder a?yy’ + b2aa’ = + a2b?

b2’ (y —y’) F a2y’ (x—a') = 0, Gleichung der Normale;

a? — p'? — b2y
Sy o ;

gl itk

T — Y 4972 bipl2 —_ _1_ 141’2 bap'2
_Wl/ay—}— 2’2, __agl/ay—f— a’2,

110. Betrachtet man die Parabel y2=—=2p 2, so findet man

(Ui ¥ - p )= 0 Gleichung der Tangente;
oder yy' = p (v + ')

y —y =— y?l (z — a’), Gleichung der Normale;

S‘_—_ 2.27’, S,, = P

= V2 Q2a'Fp), N=VpQ@a+p).

; Gleichung der Tangente;
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111. Betrachten wir jetzt die logarithmische Linie, deren
Gleichung y =al ;L'Z—— sei; « und m sind gegebene Linien, und

die Logarithmen bezichen sich auf die Basis von Neper, was
iibrigens die Allgemeinheit der Gleichung um Nichts vermin-
dert. Man hat in diesem Falle:

dy a
e
a S .
Yy —y = o (z—a"), Gleichung der Tangente;
'l
Yoo Pl (z—ua”), Gleichung der Normale;
wl
J ; a2l —
S B y'a m
Lodend P . e SR e S

Wenn man die Subtangente und die Subnormale auf der
Axe der y nimmt statt auf der Axe der 2, so haben sie zum
Ausdruck den Werth von y — y fiir 2 = 0.

Man findet so

S;=—a, 8= [ittd
a
112. Betrachten wir noch die Curve, welche Cycloide

genannt wird und mehrere sehr merkwiirdige Eigenschaften
besitzt.

Sie wird erzeugt durch einen Punkt der Peripherie eines
Kreises, welcher, ohne zu gleiten, auf eciner ihn tangirenden
unbegrenzten Gerade fortrollt. Sie setzt sich zusammen aus
unendlich vielen iibereinanderlegbaren Zweigen, von denen jeder
zur Basis einen Theil der Gerade hat, der gleich ist dem
Umfange des beweglichen Kreises.

Nehmen wir die gegebene Gerade zur Axe der # und den
- Ursprung in irgend einem der Punkte, worin sie von der Curve
getroffen wird. Es sei B in einem gewissen Augenblicke der
Berithrungspunkt des erzeugenden Kreises mit der Axe der z,
und der Bogen MB gleich AB; der Punkt M wird der Cy-
cloide angehdren. Bezeichnen wir durch @ den Winkel MO B,
welcher alle Werthe von 0 bis zu + o= annehmen kann, so ist
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es leicht, die folgenden Gleichungen zu erhalten, worin « den
Kreisradius bedeutet,

z=a (0 — sinw), y= a(l— cosw).
Fig: 1.

Diese Gleichungen finden statt in der ganzen  Ausdehnung der
Curve. Die Gleichung zwischen « und y ist

a—1

— V-Zai/—]ﬁ;

T = a arc cos

man muss aber das Zeichen der Wurzel in den beiden Hilften
eines jeden der auf einander folgenden Zweige verschieden neh-
men. Durch Differentiiren dieser Gleichungen erhélt man

dr = a (1—cosw)do = ydo, dy = asine do,

dy _ ‘ / 2a—y
dao. . sk

2a—y’ s
y—y = V—/_ (z— a*), Gleichung der Tangente,

Yy
/
y—y = _VIL_W (z— '), Gleichung der Normale,
1 {
Sy=1y¢ \/WL—W’ S, = V 2ay'—y?* = BP,
7] 2a P PR | -
T =y Pt N = V2ay’ = MB.

Der Werth von S, oder von N zeigt, dass MB die Normale,
und also MS die Tangente ist,
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Analoge Formeln in Polarcoordinaten.

113. Es sei gegeben die Gleichung 7' (f,7) = O zwischen
den Polarcoordinaten @ und », und nehmen wir uns vor die
Tangente im Punkte M
der Curve zu bestim-
men, welche diese Glei-
chung darstellt. Hierzu
suchen wir den Win-
kel w, den diese Tan-
gente mit dem Radius
vector O M macht; das
Dreieck KMN giebt

KM sin N
KN ~— sin KMN’
woraus folgt, indem man zu den Grenzen iibergeht,
rd
dr

= l’ang TR i—

df
Die Subtangente und die Subnormale beziehen sich auf die
durch den Pol gefiihrte Senkrechte zu dem Radius vector.
Man findet sogleich die folgenden Formeln:
r? dr

y

T g K

d/ﬂ dy?
T:"» o0 20 V *+ 35

Wir wollen diese Formeln auf einige Beispiele anwenden.
114. Zunichst ist fiir die Archimedische Spirale
r = al, tangp =0, 8, %= a.
Man sieht, dass die Subnormale constant ist, und dass die
Curve, welche im Pol die Axe tangirt, sich immer mehr dem
Senkrechtstehen auf dem Radius vector nihert.

Si= r tangp =

Fir die Gleichung » = % der hyperbolischen Spirale
wird
% — — -;)—;-, tangu — — Vel By

In dieser Curve ist also die Subtangentc constant,
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Betrachten wir noch die logarithmische Spirale, welche
die Gleichung hat » — aemf, so wird

dr mé 1
@ = mae s tangy, = ;;,
"
St: —;’ S,, = mr,

T:rv—--l—j:y, N:rl/l—+—m.

Der Werth von tang u zeigt, dass der Radius vector immer
eine gleiche Neigung gegen die Tangente hat.

Die Werthe von S, und S, zeigen, dass die Endpunkte
der Normale und der Tangente Spiralen beschreiben, welche
identisch mit der ersten sind und #hnlich liegen in Bezug auf
verschiedene, durch denselben Pol gehende Axen.

Dieselben Formeln finden auch eine sehr einfache Anwen-
dung auf die Kegelschnitte.

Theorie der Asymptoten.

115. Man nennt Asymptote eines unendlichen Cur-
venzweigs eine solche Gerade, dass die Punkte dieser Curve
sich ihr unbegrenzt nihern ohne sie jemals zu treffen, indem
sie sich auf dem Zweige, den man betrachtet, unbegrenzt ent-
fernen.

Jede zur Axe der y nicht parallele Asymptote hat eine
Gleichung von der Form
wihrend % und [ endliche Werthe haben.

Der Zweig der Curve wird zur Gleichung haben

y =kae 4147V,
wo V eine bekannte oder unbekannte Function von ist, welche
aber mit wachsendem x gegen Null convergirt. ~Man folgert

hieraus £ = lim _‘rL’ l = lim (y — kx). Umgekehrt werden

so bestimmte Werthe von £ und 7 fiir einen reellen Curven-
zweig nothwendig einer Asymptote dieses Zweigs entsprechen,
weil die Grenze von y — ko — ! Null ist fiir die Punkte die-
ses Zweigs, deren » unbegrenzt wachst.
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Die zur Axe der z parallelen Asymptoten entsprechen
k = 0. Um die zur Axe der y parallelen Asymptoten zu fin-
den, wiirde man die Gleichung @ = &'y -+ I/ betrachten und
sich nur mit dem Werthe Null von % beschiftigen.

116. Wenden wir diese Betrachtungen an auf eine Curve,
deren Gleichung sich in mehrere, in Bezug auf 2, y homogene
Theile zerlegen lésst, und folglich unter nachstehender Form,
worin wir die Exponenten von x# abnehmend voraussetzen, dar-
gestellt werden kann: -

mr ()t e+ =0

Setzen wir %:p, also y=— pa; zundchst ist die Grenze

von p fiir # = oo zu finden.
Die Substitution giebt
@ P (p) + af () F =0,
daher
1
F(p)+ ‘z.m—nf(p)_l_ S O;

und wihrend @ wiichst, nihert sich #'(p) der Null: die Grenz-
werthe von p, d. h. die Werthe von %, sind also reelle Wur-
zeln der Gleichung
F (k) = 0.
Man hat nun den Werth von ! zu finden, welcher einem
Werthe von % entspricht; hierzu wird man Yy — k& =t setzen
und die Grenze von ¢ suchen.

Die Gleichung der Curve geht durch diese Substitution
iiber in

t ¢
weil aber /' (k) — 0, so hat man
& SN I Bl T i~
Pk L)=-2 T(L—}—ﬁ L),

wo @ zwischen O und -1 liegt; man erhilt daher

e1th (b0 L) pwmp(k 4 L) 4 =0,
oder
PR U S U
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Ist m = n-1, so giebt # — o zur Grenze von ¢, d. h. zum

Werthe von 1,
B 0

20
Wenn m > n -+ 1, so hat man
l = 0.

Wenn m < n-1, so hat ¢ keine Grenze, und es giebt
keine Asymptote fiir diesen Werth von £ Also ist im Allge-
S (k)
| IOk
S (k) sich auf die Terme vom Grade m—1 bezieht, und
Null wird, wenn n<<m-—1; es giebt keine Asymptote, wenn

n>m—1.

Wenn n << m—1, so ist die Gleichung der Asymptote
von der Form y — kaz = 0.

Wenn, in dem Falle von n — m—1, der aus F (k) = 0
gezogene Werth von £ auch den Gleichungen F/ (k) = 0,
J (k) = 0 geniigt, so muss man zu /*/ und f* iibergehen und
darf denTerm der vorgelegten Gleichung mit ##—2 nicht mehr
vernachliissigen, wenn ein solcher vorhanden ist, da dieser jetzt
von derselben Ordnung wie die beiden ersten wird.

Die Gleichung, welche die Grenze von ¢ bestimmt, ist in
diesem’ Falle

” ” Vol <k+0—>+’b"' 2 (H—”l‘—)
_}_wm—zq,<k+_;>+...-—__—0,

wihrend 2”2 ¢ <—‘Z-> den dritten Term der vorgelegten Glei-

meinen die Gleichung der Asymptote y — ka — wo

chung bezeichnet.
Indem man durch 27 —2 theilt und zur Grenze ubergeht,
wird ! durch die Gleichung bestimmt

22O Ly 4em =o.

Man wiirde in #hnlicher Weise verfahren, wenn diese drei
neuen Functlonen fiir diesen besonderen Werth von % Null
wiirden.

Ist n << m—1 und F“(k) = 0, so hat man nicht mehr
nothwendig ! = 0.
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117. Wenn die Curve auf Polarcoordinaten bezogen ist,
go wird man alle Richtungen finden, welche Asymptoten geben
konnen, indem man alle Werthe von f sucht, welche fiir »
einen unendlichen Werth geben.

Es sei a ein solcher Werth von 0, so suche man die
Grenze von r sin (— ), welches der Ausdruck fiir die Senk-
rechte von irgend einem Punkte der Curve auf diejenige Ge-
rade ist, die durch den Pol geht und den Winkel ¢ mit der
Axe bildet. Diese Grenze ist die Entfernung der Gerade
von der Asymptote, und das Zeichen, mit welchem sie behaf-
tet ist, ldsst erkennen, auf welcher Seite die Asymptote liegt.
Wenn das Product r sin (f—«) unbegrenzt wiichst, so giebt
es keine Asymptote in dieser Richtung.

Man wird das- nidmliche Resultat erhalten, ob man die
Grenze von r (§ — &) oder von r sin (# — &) sucht, weil die
ik ikl D R

—a

118. Als Beispiel habe man die allgemeine Gleichung
F@rm + f@)rm—1 4+ Agrm—2+ ... 4+ 4,=0,
worin A4,, A4;, ..., 4, beliebige Functionen von  bezeichnen.
Die Gleichung 7 (f) = O ergiebt alle mdoglichen Richtungen
von Asymptoten. Es sei a eine reelle Wurzel dieser Gleichung,
und ) = a + 0; weil F'(¢) = 0, so hat man F (¢ -} 0) =
0 F" (¢ 4 69), und die Gleichung der Curve wird jetzt, indem

man durch »»—1 dividirt,
r0F'(a+4600) + f(a+0) 4 - - - = 0.
Wird » unendlich, so bleiben nur die zwei ersten Glieder
stehen, und man findet
mr (l—ea) = limrd = — %%;-
Wiire f(¢) = 0, F’(¢) = 0, so wiirde man wie in dem
vorhergehenden Falle verfahren.

Grenze von

119. Man soll fiir die Curve von der Gleichung
ay? + bay + oar + dy + e +f = 0

die Asymptoten finden; in diesem Falle hat man
F(k)y = ak? + bk + ¢,
fk)=dk 4+ e
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Setzt man nun F'(k) = 0, so folgt

b+ Vb2r—4ac
T 2a :
wodurch die Ellipse ausgeschlossen wird.

ke w=

Die Gleichung dieser Asymptoten wird
dk + e
2ak F b
Im Falle der Parabel ist der letzte Term unendlich, und
folglich ist die Hyperbel die einzige Curve zweiten Grades,
welche Asymptoten hat.

y-_.—_.kx—-

120. Es sei jetzt y — aem#, die Gleichung der logarith-
mischen Linie, welche nicht in der oben betrachteten allgemei-
nen Classe steckt, weil ¢7* von keinem endlichen Grade in
Bezug auf 2 ist.

¥

Man wird immer die Grenze von G und dann die von

y — ka suchen.

Man findet sogleich £ = 0; ferner ist die Grenze von y
Null und entspricht den negativen 2. Die Asymptote ist also
die Axe der # und nur in der Richtung der negativen .

121. In dem Falle der Curve, welche das Descartes’-
sche Folium genannt wird, und deren Gleichung ist

y3 + 23 — 3axy = 0,
findet man eine Asymptote, welche zur Gleichung hat

y = — L ~—— @
122. Die Gleichung y? = cos %— fithrt zu £=0, =+ 1.

Diese Curve hat also zu Asymptoten die zwei Geraden
y = + 1, Yy = — E

i

123. Die Gleichung y — a “==

stellt eine Curve dar,

welche die Axe der 2 zur Asymptote hat, und das Merkwiir-
dige darbietet, dass sie abwechselnd auf beiden Seiten ihrer
Asymptote ins Unendliche fortgeht.

124. Auch die Gleichung y = a sin -:— giebt y =0 zur
- Gleichung ciner Asymptote.

www.rcin.org.pl



— 110 —

Diese Curve bietet die merkwiirdige Eigenschaft dar, dass
sie sich der Axe der y in dem Theile zwischen y — — aq,
y = -+ a unbegrenzt anndhert; und es ist dies ein wahrer
Asymptotismus, weil die Linge der Curve ohne Grenze wiichst,
withrend sie sich einer festen Gerade unbegrenzt niihert.

Diese Curve ist dieselbe, welche man erhilt, wenn man
auf einen Cylinder eine gleichseitige Hyperbel aufwickelt, von
der eine Asymptote parallel zur Ebene der Basis ist, und die
resultirende Curve auf eine gewisse, durch die Axe des Cylin-
ders gehende Ebene projicirt. .

125. Nehmen wir jetzt die Polargleichung einer Hyperbel,
in Bezug auf einen ihrer Brennpunkte,

(@ ceosl) o +—= b3 i — Vm;

man findet
cose — —ac—, imrd = D,
wodurch die beiden Asymptoten bestimmt werden.

126. Fiir die hyperbolische Spirale

(0 — (i)) ris=ia
findet man
06— @, mrd = a.
127. Die Asymptoten als Grenzen der Tangenten
betrachtet. — Wenn man von der obigen Gleichung
o er(@) rer(2) s

ausgeht, welche nicht allein alle algebraischen Curven enthiilt,
sondern noch alle diejenigen, deren Terme von bestimmten
Graden in Bezug auf @ und y sind, so kommt man zu einer
bemerkenswerthen Eigenschaft der Asymptoten, welche darin
besteht, dass man sie als Grenzen der Tangenten des Curven-
zweigs betrachten kann, auf welchen sie sich beziehen.

Wir konnen der Axe der y eine willkiirliche Richtung

geben, und dann wird —g- gegen eine endliche Grenze k& con-

vergiren, welche eine Wurzel der Gleichung

F k) =0
ist. Dies vorausgesetzt, bezeichne ¢ (2, y) das erste Glied
der Gleichung (1), so hat man
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dysey ¢’ (2)

dai ¥ o'(y)’ ¢
o) = — Lo (L) feor (Dt Jmemir (])
_f_nwn—lf<‘_-z__>+...’
o) =~ [mr (L) o (L) + -],

woraus folgt

mam—1 F ‘%) + nan—1f (%) 4, .
o1 Y n— d 3 e

(e (@)

Lisst man nun 2 unbegrenzt wachsen, so convergirt I (%)

d
® Z=<-

gegen Null, und die Gleichung (2) ergiebt

A SR
3) lim i lim o

Hiernach ist zuniichst, wenn ein Curvenzweig eine Asymptote
hat, ihre Richtung die Grenze der Richtungen der Tangenten
dieses Zweigs.

Suchen wir jetzt die Grenze des Punktes, in welchem die
Tangente die Axe der y trifft, und dessen Ordinate y—w%ist.
Die Gleichung (2) giebt

esb(L) s () 4
I EN = ) Fgs

Nehmen wir zuerst an n — m—1, in welchem Falle der Cur-
venzweig eine Asymptote haben wird, so hat man

oo @)@+

Dieser Ausdruck lisst sich mit Hiilfe der Gleichung (1) ver-
einfachen. In der That, theilt man diese letzte durch zm—1

4y _
(4) y_'zd.z'_—

®)
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und setzt n = m—1 voraus, so erhiilt man fiir ein unbegrenzt

wachsendes @
: Yy | G
o [or(2) 4 £(2)] =0
Die Gleichung (5) giebt daher
eI G A
Aa

] d = lbim
Bk e

A d k).
lim (y—a:(?%)__ - j%’
also schneidet die Tangente die Axe der y in einem Punkte,
dessen Grenze der Durchschnittspunkt dieser Axe mit der
Asymptote ist.
Wenn n < m—1, so existirt die Function f nicht, und
man findet

und folglich

bo (i 91_1)__
hm(y,xdw = 0

Die Asymptote und die Grenze der Tangenten gehen jetzt
durch den Ursprung.

Nehmen wir endlich an » > m—1, dann hat der unend-
liche Curvenzweig keine Asymptote. Setzt man n—m — 140,
so giebt die Gleichung (1), durch 2 dividirt,

. i Y Yy ;

e e () 4 /(D] = o
und indem man diese Bedingung in die Gleichung (4) einfiihrt,
findet man, dass y — @ g}é mit 2 unendlich wird, und dass es
folglich keine Grenze giebt fiir den Durchschnittspunkt der
Tangente mit der Axe der y.

Man wird also in allen Fiillen zu dem nédmlichen Resultate
kommen, ob man die Asymptote eines unendlichen Zweigs, oder
die Grenze seiner Tangenten sucht.

Man muss aber wohl bemerken, dass wir hier unter Grenze
der Tangenten diejenige Gerade verstehen, welche die Grenz-
neigung hat und eine der Axen, z.B. die der y, in demjenigen
Punkte schneidet, welcher die Grenze des Durchschnittspunktes
der variablen Tangente mit dieser Axe ist. Man wiirde eine
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Gerade nicht bestimmen, wenn man einfach sagte, dass
sie die Grenze sei von einer beweglichen Gerade, welche
nicht parallel zu sich bleibt. In der That, diese bewegliche
Gerade ist in derselben Weise gelegen in Bezug auf unter
einander parallele Geraden, obgleich sie dieselben in Punkten
trifft, welche von einander sehr entfernt sein konnen; und wenn
sie einer von diesen Parallelen sich unbegrenzt nihert, so ni-
hert sie sich ebensoviel den anderen, von den respectiven
Punkten an, worin sie dieselben trifft.

Der Beweis, welchen wir gegeben, folgt so einfach aus
der Form der Gleichung (1), fiir welche wir die allgemeine
Gleichung der Asymptoten berechnet haben, dass wir glaubten
ihn nicht iibergehen zu diirfen. Aber gerade weil er sich auf
diese Form stiitzt, hat er nicht die ganze Allgemeinheit, welche
man wiinschen kann, und wir wollen jetzt die Aufgabe unab-
hiingig von jeder besonderen Gleichungsform behandeln.

128. Eine Asymptote ist im Allgemeinen die Grenze
der Tangenten. — DBetrachten wir irgend einen unendlichen
Curvenzweig, der eine Asymptote A X hat; da diese Curve
nicht durch eine Gleichung gegeben wird, so ist es nothwendig,

Fig. 3.

von ihr gewisse wohl bestimmte geometrische Bedingungen zu
kennen, auf welche man das Raisonnement griinden kann. Wir
nehmen ale einzige Definition dieser Curve an, dass sie so ist,
dass ihre Punkte, von einem gewissen Punkte B an bis ins
Unendliche, sich A X bestindig néihern, und dass die Nei-
gung ihrer Tangente gegen AX sich immer in demselben
Sinne #ndert. Es ist zunichst klar, dass die Curve von dem
Punkte B an convex ist gegen A X; denn die in irgend einem
Punkt gezogene Tangente trifft AX jenseits ihres Beriihrungs-
punktes, weil die Entfernungen nach dieser Seite hin abnehmen:
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 8
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wenn daher die Curve concav gegen A X und folglich zwischen
AX und ihrer Tangente enthalten wiire, so wiirde sie, der
Voraussetzung zuwider, 4 X schneiden.

Dies vorausgesetzt, ziehen wir irgend eine feste Gerade
AY; nehmen wir auf ihr einen Punkt P, der niher liegt an
AX als der Punkt B, und fithren wir die unbegrenzte Gerade
£ U parallel mit AX. Sie wird nothwendig die Curve in
einem Punkte M treffen, der desto weiter entfernt liegt von A Y,
je kleiner 4 P ist.

Wenn man jetzt den Punkt P successive mit den verschie-
denen Punkten der Curve verbindet, die iiber M hinaus liegen,
so wird diese Gerade nothwendig A4 X schneiden, und folglich
vorher die Curve in einem zweiten Punkte treffen. Diese sich
continuirlich um P drehende Secante wird in einer einzigen
Lage P Q Tangente werden, und der Beriihrungspunkt N wird
iiber M hinaus liegen. Nun miissen die Tangenten, welche zu
Punkten gehoren, die iiber N hinaus liegen, nothwendig P @
zwischen N und Q schneiden, und A X jenseits von Q; sie
werden also AY zwischen 4 und P schneiden; und da man
PA so klein voraussetzen kann als man will, so folgt, dass die
Tangenten der Curve AY in Punkten schneiden, welche sich
bestéindig A nihern, und dass ihre Entfernung von diesem
Punkte Null zur Grenze hat. Da ausserdem der Winkel, den
sie mit A X bilden, Null zur Grenze hat, so kann man, unter
den oben bezeichneten Einschriinkungen, den Satz aussprechen :

Wenn ein unendlicher Zweig eine Asymptote
hat, so schneiden die Tangenten an diesem Zweige
eine feste, mit der Asymptote nicht parallele Ge-
rade in Punkten, welche eine Grenze haben, indem
gich der Beriihrungspunkt unbegrenzt entfernt;
ebenso hat die Richtung der Tangenten eine Grenze,
und wenn man durch den Grenzpunkt eine Gerade
in dieser letzten Richtung fiihrt, so féllt sie mit der
Asymptote zusammen.

129. Wenn die geometrischen Bedingungen, welche wir
annahmen, nicht erfiillt wiren, so wiirde es mdoglich sein, dass
der Curvenzweig einc Asymptote besiisse, und die Tangenten
keine Grenze hiitten.

In der That, wenn die Neigung der Curve sich nicht im-
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mer in demselben Sinne #ndert, so ist es moglich dass Tan-
genten, welche in Punkten gezogen sind, die iiber NV hinaus-
liegen, P Q nicht zwischen P und Q schneiden, folglich auch A ¥
nicht zwischen P und A; nichts beweist jetzt, dass ihr Durch-
schnittspunkt mit AY eine Grenze hat, und es ist sogar leicht,
Fille zu finden, wo dies nicht stattfindet.

Man nehme z. B. die Gleichung
G a —{; :ma:
worin m positiv und ¢>1. Die Curve liegt iiber der positiven
Axe der z; ferner nihert sie sich ihr unbegrenzt, und folglich
ist diese Axe eine Asymptote derselben. Suchen wir nun den
Punkt, worin die Tangente die Axe der y trifft. Seine Ordinate

9., weil dic Ordinate y

’

y—-w% hat dieselbe Grenze wie — z

d
des Beriihrungspunktes gegen Null convergirt. Man hat aber
0 Bt vt s 5 o
dz =

von welchem Ausdruck das letzte Glied gegen Null convergirt.
Es bleibt also die Grenze von 2!~ cosa zu finden. Diese
Grenze ist Null, wenn m > 1, und dann hat die Tangente eine
Grenze, welche mit der Asymptote iibereinkommt. Aber wenn
m — 1 oder m < 1,

80 ist @ % unbestimmt: es kann alle Werthe haben zwischen
zwei endlichen Grenzen im ersten Falle, und zwischen zwei
unendlichen im zweiten. Woraus man sieht, dass ein Cur-
venzweig eine Asymptote haben kann, ohne dass
eine Grenze fiir seine Tangenten existirt.

Man thut wohl, indem man bemerkt, dass die Tangente,
von ihrem Beriihrungspunkte an betrachtet, unbegrenzt gegen

die Axe der z hinstrebt, weil y und % gegen Null conver-

giren; wenn man sie aber bis zur Axe der y verlingert, so
entfernt sie sich von der Axe der # um endliche oder sogar
unbegrenzt wachsende Grossen, wie wir dies eben gezeigt ha-
ben. Man sagt in diesem Falle, dass eine Gerade keine Grenze
habe, weil man sie immer auf den Anfangspunkt und auf feste
Axen bezieht.

8*
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130. Jede Grenze der Tangenten ist Asymptote.
— Diese Umkehrung des vorhergehenden Satzes kann man,
wie folgt, beweisen.

Es sei X’X eine Gerade, gegen welche die Tangenten
eines unendlichen Curvenzweigs convergiren: und hierunter ver-

Fig. 4. stehen wir, dass
diese Tangenten
mit X’X einen
‘Winkel machen,
der gegen Null
convergirt, indem
i die Beriihrungs-
punkte sich un-
begrenzt entfer-
nen; und dass,
wenn man durch
einen auf X’ X ge-
nommenen Punkt
A eine feste Axe AY fiihrt, sie durch die variable Tangente
in einem Punkte geschnitten wird, dessen Grenze A ist.

Betrachten wir jetzt irgend eine Tangente P(): es ist an-
genommen, dass von einer gewissen Lage des Beriihrungs-
punktes an bis ins Unendliche, der Punkt P sich 4 unbegrenzt
nihert, und dass der Winkel A4 QP gegen Null convergirt,
wobei diese beiden Grissen ihre Zeichen behalten oder in ir-
gend einer Weise #ndern konnen. Nun ist offenbar, dass wenn
der Beriihrungspunkt M immer in dem Theile P der Tan-
gente liegt, in welchem Winkel der Axen er sich befindet,
dass dann seine Entfernung M7 von X’ X kleiner ist als P A,
und er sich folglich X* X unbegrenzt nihert, weil die Grenze
von P A nach der Voraussetzung Null ist. Also ist in diesem
Falle die Linie XX eine Asymptote.

Dieser Fall findet statt z. B. wenn, von einer gewissen
Lage der Tangente ab, der Punkt ¢ sich von A immer ent-
fernt, wihrend der Punkt P sich A immer nihert; denn die
successiven Durchschneidungen der Tangenten geschehen dann
immer in dem Winkel Y A X, und folglich sind auch die Grenzen
dieser Punkte, oder die Punkte der Curve selbst, darin enthalten.

Es bleibt daher der Fall zu betrachten, wo der Beriih-
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rungsppunkt ausserhalb des Theiles PQ liegt. Wir werden be-
weisem, dass jetzt die Tangente X’ X nicht zur Grenze
habem kann, wenn nicht die Punkte dieses Curvenzweigs sich
derselben Linie XX unbegrenzt nihern, welche dann wieder
eine Asymptote sein wird.

In der That, denken wir uns einen unendlichen Curven-

Fig. 5. zweig, dessen Ordinate nicht

gegen Null convergirt, und
dessen Tangente mit der Axe
AX einen Winkel macht,
der Null zur Grenze hat.

Die Ordinate kann un-
begrenzt wachsen oder be-
grenzt bleiben; in diesem
letzten Falle kann sie gegen
einen bestimmten Werth con-
vergiren, oder zwischen bestimmten Grenzen oscilliren: so dass,
wie gross auch « sei, die Curve iiber einer von A4 X end-
lich entfernten Parallele bleibt, oder wenigstens dahin zuriick-
kehrt. Wir wollen nun zeigen, dass unter diesen verschiedenen
Voraussetzungen A X nicht Grenze der Tangenten sein kann.

Nehmen wir zuerst an, dass die Ordinate unbegrenzt
wachse, und fiihren wir zu 4 X eine Paralle CV in einer so
grossen Entfernung AC von AX, als man will; diese Parallele
wird nothwendig die Curve in einem gewissen Punkte M tref-
fen, und die Entfernung CM wird jede gegebene Grosse iiber-
steigen konnen. Wenn man jetzt durch den Punkt C und
einen Punkt M’ der Curve, der iiber C'V und von M so wenig,
als man will, entfernt liegt, eine gerade Linie gehen ldsst, so
weiss man, @ass wie klein der Winkel sei, den sie mit
A X macht, sie zuletzt die Curve in einem zweiten Punkte
iiber M hinaus treffen wird, weil der Winkel der Tangente
an der Curve mit 4X gegen Null convergirt. Also wird,
wenn man die CV um C dreht, sie zuletzt Tangente in
einem iiber M hinaus gelegenen Punkte werden. Indem
man also weit genug entfernte Punkte auf der Curve nimmt,
wird die Tangente 4) in Punkten schneiden, die in so grossen
Entfernungen, als man will, von A liegen. Also haben die
Tangenten AX nicht zur Grenze.
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Nehmen wir jetzt an, dass die Ordinate nicht unbegrenzt
wachse, und dass die Punkte der Curve bestiindig iiber einer
Fig. 6. Gerade BU bleiben, die
parallel zu AX in einer
bestimmten, von Null ver-
schiedenen Entfernung ge-
fithrt ist, oder auch dass
sie in beliebigen Inter-
vallen iiber und unter BU
liegen.  Betrachten wir
einen Punkt M der Curve,
der iiber BU in einer
Entfernung von AY liegt, die grosser ist als jede ge-
gebene Grosse, und fiihren wir durch diesen Punkt MDD pa-
rallel mit AX. Indem man wie im vorigen Falle schliesst,
beweist man, dass eine Tangente in einem auf der Curve iiber
M hinaus- gelegenen Punkte existirt, welche 4 in D und folg-
lich iiber B trifft; woraus folgt, dass A X nicht Grenze der
Tangenten ist.

Es wiirde also 4 X nicht die Grenze der Tangenten
sein, wenn die Punkte der Curve ausserhalb des Theiles der
Tangente ligen, welcher zwischen den beiden Axen enthalten
ist, ohne dass zu gleicher Zeit ihre Entfernung von 4 X
gegen Null convergirte. Wenn aber diese Entfernung gegen
Null convergirt, so ist 4 X Asymptote. Hieraus folgt schliess-
lich, dass wo auch der Beriihrungspunkt auf der variablen
Tangente liegt, wenn diese Gerade gegen eine Grenze conver-
girt, in dem oben definirten Sinne, dass diese Grenze eine
Asymptote ist.

Differentiale des Bogens, der Fliche und der Nei-
gung einer ebenen Curve.

131. Man kann mit der Linge einer Curve einen pré-
cisen Sinn nur verbinden, indem man diesen Namen der Grenze
giebt, gegen welche der Umfang eines dieser Curve eingeschrie-
benen Polygons convergirt, wihrend seine Seiten gegen Null
convergiren.
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Man muss aber beweisen, dass diese Grenze existirt und
immer dieselbe ist, nach welchem Gesetze auch die Seiten die-
ses Polygons gegen Null convergiren.

Hierzu denken wir uns zuerst nur zwei Sehnen einge-
schrieben in den ganzen Bogen, den man betrachtet; darauf
schreiben wir zwei in jeden der beiden Theile dieses Bogens
ein, dann zwei in jede der Unterabtheilungen, und so ohne
Ende weiter, so dass die Zahl der Seiten durch die Formel 27
ausgedriickt wird, withrend » unbegrenzt wichst. Der Umfang
wird bestindig wachsen; und da man leicht eine endliche
Grésse angeben kann, unter welcher er immer bleibt, so wird
er offenbar gegen eine gewisse Grenze convergiren. Es bleibt
zu zeigen, dass jede andere Art der Theilung des Bogens zu
derselben Grenze fiihrt.

In der That, betrachten wir zwei derselben Curve eingeschrie-
bene Polygone mit iiberaus kleinen Seiten, von denen eines der be-
zeichneten Reihe und das zweite irgend einem anderen Gesetze an-
gehort; fithren wir Ordinaten durch alle Ecken des einen und des
anderen: die beiden Perimeter werden durch diese Ordinaten
in dieselbe Anzahl von Theilen getheilt, und diejenigen, welche
zwischen zwei sich folgenden Ordinaten enthalten sind, haben
ein Verhiltniss, welches der Einheit um so néher ist, je kleiner
die Seiten sind; denn ihre Richtungen unterscheiden sich un-
endlich wenig von jener der Nachbartangente. Daraus folgt,
dass das Verhiltniss - der beiden Perimeter unbegrenzt gegen
die Einheit convergirt, indem die Seiten gegen Null convergi-
ren. Die Grenze, welche durch die erste Theilungsart erhal-
ten wird, ist also dieselbe wie fiir jede andere.

Man kann bemerken, dass man noch dieselbe Grenze findet,
wenn die Ecken des Polygons nicht auf der Curve selbst, aber
ihr unendlich nahe liegen, und wenn die Seiten zu ihren
Grenzrichtungen immer dicjenigen der Tangenten in den un-
endlich nahen Punkten haben. Man kann auch Polygone neh-
men, welche der Curve umschrieben sind; man konnte selbst
eine Folge von einander getrennter Linien nehmen. Denken
wir uns z. B. Parallelen, welche den Curvenbogen schneiden
und einander unendlich nahe sind; wenn man durch jeden
Theilungspunkt eine Tangente fiihrt, so wird die discontinuir-
liche Folge der Theile dieser Tangenten, welche zwischen dem
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Beriihrungspunkt und der ndchsten Parallele enthalten sind,
offenbar dieselbe Grenze wie der -eingeschriebene Perimeter
haben. Man wiirde noch viele andere Weisen finden, um zu der-
selben Grenze durch Summen von geraden Linien zu gelangen:
die einzige nothwendige Bedingung ist, dass diese Summen
und die eingeschriebenen Perimeter sich aus correspondirenden
Elementen zusammensetzen, deren Verhiltniss die Einheit zur
Grenze hat.

Nach unserer Definition von der Linge der Curven sieht
man leicht ein, dass jede geschlossene convexe Curve kleiner
ist als die Linien, welche sie umhiillen; und wenn man nur
einen Bogen von ihr betrachtet, dass er kleiner ist, als jede
Linie, welche ihn umbhiillt und mit denselben Punkten schliesst.

Auch ist leicht zu sehen, dass die Grenze des Verhiltnisses
eines unendlich kleinen Bogens zu seiner Sehne die Einheit
ist, und dass man folglich fiir das unendlich kleine Increment
eines Bogens die Sehne nehmen kann, welche es spannt.

Bezeichnet s die Lénge des Bogens, so hat man demnach

Ads=Vda*+ 4y + o :dw\/l+%+w,
wo @ unendlich klein ist gegen A s; man folgert daraus
ds dy?
= \/1 +5L, ds = Vi T dy.
In einem System von Polarcoordinaten hat man
ds V. i
d—(; o Vr2 +§_(:_:’ oder ds = Vr¥d6? I dr2.

132. Die Fliche, welche enthalten ist zwischen zwei Or-
dinaten, der Axe der # und dem Bogen einer Curve, wichst
um eine Grosse, welche zwischen zwei Parallelogrammen liegt,
deren Grenzverhiltniss die Einheit ist, indem 4z gegen Null
convergirt: man kann daher jedes von beiden statt des eigent-
lichen Increments der Fliche nehmen, ohne die Grenze des
Verhaltnisses zu 42 zu alteriren. Wenn man also die Fliche
durch 4 bezeichnet, so hat man

Z_i = ysinf, oder dA=ydu sind,

wo 6 den Winkel der Axen bezeichnet.
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In einem Systeme von Polarcoordinaten treten #hnliche

Sectoren an die Stelle der Parallelogramme, und man findet
4 _ 2 oder dA = = rid0
e T g :
133. Die Neigung ¢ der Tangente gegen die Axe der x
wird bestimmt durch die Gleichung
tang p = d_y
da’
daher
d’y
- cos @? ﬂ . o
T APTE da? du?’
14 <L
oder
dl‘/ da
dop = L e el
1454

Diesen Werth von dg werden wir den Contingenzwinkel
nennen; er kann fiir 4 ¢ genommen werden, welches der Win-
kel der zwei Tangenten in den Punkten ist, deren Abscissen
f sich um 42 unterscheiden, ohne dass die Grenzen der Ver-
- héltnisse alterirt werden.

| In einem Systeme von Polarcoordinaten ist der Winkel
zweier sich folgenden Tangenten, oder die unendlich kleine
Differenz der Neigung ¢ der Tangente gegen die feste Axe,
gleich dem Winkel der beiden correspondirenden Radien-Vectoren
plus dem Increment der Neigung der Tangente gegen den Ra-
dius, der nach dem Beriihrungspunkte geht. Man findet daher

dr? d2r
i ANl o e
dp— - da.

r2 +d6?

Concavitiat und Convexitit.

134. Man sagt eine Curve sei concav in emem ihrer
Punkte in Bezug auf eine gegebene Gerade, wenn, von diesem
Punkte an, ihre beiden Zweige anfénglich in dem spitzen Win-
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kel enthalten sind, der durch die gegebene Gerade und die
Tangente der Curve in dem Punkt den man betrachtet, ge-
bildet wird. Wenn dagegen ihre beiden Zweige anfiinglich
ausserhalb dieses Winkels liegen, so nennt man die Curve in
diesem Punkt convex gegen die Gerade.

Wir wollen die analytischen Merkmale kennen lernen,
welche diesen beiden Umstéinden entsprechen, indem wir an-
nehmen, dass man die gegebene Gerade zur Axe der z ge-
nommen habe. Im Falle der Concavitiit muss die Ordinate der
Curve, absolut genommen, kleiner sein als die der Tangente
in dem Punkte den man betrachtet, fiir die unendlich nahen
Nachbarwerthe von # zu demjenigen, welcher diesem Punkte
entspricht. Die Ordinate der Curve wird also kleiner sein als
diejenige der Tangente, wenn sie positiv, und grdsser, wenn
sie negativ ist. Das Umgekehrte findet statt fiir die Con-
vexitiit.

Bezeichnet man durch o/, y’ die Coordinaten des ge-
gebenen Punktes, und durch i eine Grosse, welche kleiner
werden kann als jede gegebene Grisse, so hat man fiir die
Punkte der Curve

g __H. h2 d?y
e e g 2<dm? AP

und fiir die Tangente in dem Punkt (2/, y*)
d /
y=y+ S
ist daher y/ positiv, so wird die Curve concav sein, wenn der

d? G
Ausdruck ——((ﬁi) negativ ist, und convex, wenn er po-

2 ‘
T ,2 — 0 hat, so ist das Zei-
chen des fraglichen Gliedes iibéreinstimmend mit dem von
L T % il 2 ! O

53 in diesem Falle also, ist fiir die auf Seite der positiven

sitiv ist. Wenn man nun nicht

dz'
y liegenden Punkte der Curve die Bedinoung der Concavitiit
323{2 < 0 und die Bedingung der Convemtat Tz /2> 0. Das

Umgekehrte findet statt fiir die auf Seite der negativen y lie-
genden Punkte, woraus man die leicht zu behaltende Regel zieht,
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Wenn aber o S bl (/, so muss man haben ik = 0,
dz'? da’3
damit die beiden Zweige der Curve auf einer und derselben
Seite der Tangente in der Nihe des betrachteten Punktfes lie-
dty’
da't

gen, und man wird an dem Zeichen von die Concavitit oder

e d4q
Convexitiit erkennen. Wiire Trf_‘* — 0, so miisste man haben
ds vy’

d—’L = 0, und so fort.
Y]

Singuléire Punkte.

135. Wenn die Concavitit in Convexitit iibergeht, so
dzy
da?

durch das Unendliche gehen; die Punkte, wo diese Aenderung

vorgeht, heissen Inflexionspunkte.

muss sein Zeichen #ndern und folglich durch Null oder

Es geniigt aber nicht, dass diy Null sei, damit Inflexion

du?

stattfinde; denn es wird erfordert, damit es sein Zeichen @ndere,

nicht Null, oder dass a3 gleichzeitig Null sei, und

dass =Y
sl 7 dat

d? t 3
so fort. Auch wenn Tg— unendlich ist, muss man unter-

suchen, ob es sein Zeichen #ndert.

136. Vielfache Punkte. — Man nennt so diejenigen
Punkte, durch welche mehrere Zweige der Curve gehen, und
worin man folglich mehrere Tangenten ziehen kann. Sie las-
sen sich durch sehr einfache Regeln fiir alle algebraischen
Curven bestimmen. Es sei F'(z, y) = 0 eine algebraische und
rationale Gleichung; aus ihr folgt

dFdy
M da: + dyde X

Nun soll dieser Gleichung durch mehrere Werthe von fl—g ge-

i ) dF dF 5 B
niigt werden, wihrend L (737 nur einen einzigen haben, man
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adFr
= 0, g—F_O gleichzeitig mit F(, y)=0.

Wenn man reelle Auﬁﬁsungen findet, welche diesen Gleichun-

muss also haben

gen gemeinschaftlich sind, so werden die Werthe von % ge-

geben durch die Gleichung
@aF @2F dy , d*F (dy\?
da? ke d.rdy d,c+ dy? (dx
welche man erhilt, mdem man die Gleichung (1) differentiirt,

5

und nachher gi und _J durch Null ersetzt.

Wenn drei Zweige durch denselben Punkt gingen, so wiir-
den auch die Coéfficienten dieser Gleichung Null sein, und
man wiirde zu der dritten Ableitung der Gleichung iibergehen:
und so fort.

=10,

Wenn zwei Werthe von d_% gleich wiiren, so wiirden die

beiden Zweige sich tangiren.

Wiire die Gleichung nach y aufgelost, und enthielte sie
Waurzeln mit doppeltem Zeichen, so wiirde man die vielfachen
Punkte finden, indem man die Werthe von @« suchte, welche
eine dieser Wurzeln in y verschwinden machen, ohne sie in

d g S
CT% verschwinden zu machen; denn in diesen Punkten werden

zwei Zweige der Curve sich schneiden, und ihré Tangenten
werden verschieden sein.

137. Riickkehrpunkte. — Wenn in einem vielfachen
Punkt zwei Werthe von % gleich sind, und wenn die beiden
Zweige in diesem Punkte einhalten, so hat man einen Riick-
kehrpunkt. Er heisst von der ersten Art, wenn die beiden
Zweige auf verschiedenen Seiten der gemeinschaftlichen Tan-
gente liegen, und von der zweiten Art, wenn sie auf derselben
Seite liegen. Dass die Zweige in diesem Punkte einhalten, erkennt
man, wenn, indem man & nach der einen Seite hin variiren lésst,
ihre Ordinaten imagindr werden. Man muss indessen den Fall

dud 2, b s
ausnehmen, wo d—z in diesem Punkte unendlich ist; man wiirde

dann die Abscisse statt der Ordinate betrachten.
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Die Riickkehr ist von der ersten Art, wenn % fiir die
beiden Zweige von verschiedenem Zeichen ist; von der zweiten
Art, wenn es von demselben Zeichen ist.

138. Conjugirte Punkte. — Man nennt so isolirte
Punkte, deren Coordinaten der Gleichung einer Curve geniigen,
ohne dass man diese Auflosungen derselben unterdriicken kann.
Fiir diese Punkte muss 4y imagindr sein, und folglich auch

d A . i :
sz% ; an diesem Charakter sind sie zu erkennen.

Zu bemerken ist, dass % aus einer Gleichung ersten
Grades gezogen, nicht wiirde imaginiir sein kionnen, und dass
folglich die Coordinaten der conjugirten Punkte den Gleichun-

dF dF h i
gen o— = 0, 5— — O geniigen miissen.

Man findet sie also zugleich mit den vielfachen Punkten.

139. Stillstandspunkte. — Man giebt diesen Namen
einem jeden Punkte, worin plétzlich ein einziger Curvenzweig
einhilt.

Sie werden bestimmt, indem man die Werthe von 2 sucht,
von denen ab y imagindr zu werden anfingt, wenn es vorher
reell war, oder reell zu werden, wenn es vorher imaginéir war.
Man muss sich ferner versichern, dass nur ein einziger Zweig
der Curve in diesen Punkt geht, und dass folglich die Nach-
barwerthe von 2 nicht mehrere Nachbarwerthe fiir y geben.

140. Vorspringende oder Winkelpunkte. — Hier-
unter versteht man die Punkte, worin zwei Curvenzweige ein-
halten, ohne dass sie hier dieselbe Tangente haben. Sie ge-
horen in die Classe der vielfachen Punkte. Man unterscheidet
sie von den gewohnlichen vielfachen Punkten dadurch, dass
die Ordinaten der beiden Zweige auf der einen oder anderen
Seite des Punktes imaginéir werden, wenn die beiden Zweige
durch verschiedene Gleichungen gegeben sind.

Wenn die Gleichung einer Curve zu jedem Werthe von &
nur einen Werth von y giebt, so wird offenbar jeder Werth
von z, der zwei Werthe fiir % giebt, einen vorspringenden
Punkt bestimmen.
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Beispiele singulédrer Punkte.
141.
a?y? — a?22? 4 a4,
vielfacher Punkt, Inflexion.
y= sin x, Yy =cosx, Yy = tangx, y = ta_1;g_x, Yy = xtang x;
Inflexionen.

2pt1
y= 9@ + (2 — @) ¥ F(a);
Riickkehr erster Art, wenn
2p+1 ;
P =<7 2 und: > 1;
zweiter Art, wenn

2p 41
2q > 29
vorausgesetzt, dass man nicht habe ¢/ (a) = 0.
er=a, y=a¢+azVaz, y=x?ix?vz
besondere Fille der vorstehenden Formel.

S Ak
Y= Toga’

v i=ialog s

Stillstandspunkt der Ursprung.
x

Y % 9.
14 e=
vorspringender oder Winkelpunkt der Ursprung.
y:(.'c—a)v.z—l);
conjugirter Punkt mit der Abscisse a, wenn a < b; vielfacher
Punkt mit der Abscisse a, wenn a > b.

Von der Kriimmung ebener Curven.

142. Die Kriimmung eines Bogens ohne Inflexion ist der
Winkel, welchen die Richtungen des ersten und des letzten
Elements dieses Bogens mit einander bilden; es ist dies der

www.rcin.org.pl



— 127 —

Winkel der extremen Tangenten: er driickt die Grosse aus,
um welche die Curve successive von der geraden Linie abge-
wichen ist in der Ausdehnung dieses Bogens.

Wenn man diesen Winkel durch die Linge des Bogens
theilt, so hat man die mittlere Kriimmung dieses Bogens, auf
die Liingeneinheit bezogen, d. h. diejenige, welche man finden
wiirde fiir einen der Einheit gleichen Bogen, wenn die Kriim-
mung proportional dem Bogen variirte, wie beim Kreise, und
zwar so variirte, dass man die gegebene Kriimmung erhielte
fiir eine Liinge, welche jener des Bogens, um den es sich han-
delt, gleich wire.

Dies vorausgesetzt, wenn man, von irgend einem Punkte
einer krummen Linie an, einen Bogen von willkiirlicher Grisse
nimmt, so wird seine, auf die Liingeneinheit bezogene mittlere
Kriimmung variiren, indem dieser Bogen unbegrenzt abnimmt ;
und sie wird gegen eine bestimmte Grenze convergiren, welche
man Kriimmung der Linie in dem Punkte nennt, den man
betrachtet. Diese Grenze ist, um die in der Infinitesimalrech-
uung iibliche Sprache anzuwenden, die auf die Lingeneiheit
bezogene Kriimmung eines unendlich kleinen Bogens, der in
dem betrachteten Punkte anfiingt.

Man erhilt 'also die Kriimmung einer Linie in irgend
einem ihrer Punkte, indem man den Contingenzwinkel durch
die Linge des entsprechenden Bogens theilt, und die Grenze
dieses Verhiiltnisses nimmt, wiihrend der Bogen gegen Null
convergirt. Man findet auf diese Weise als Ausdruck der
Kriimmung

&2y Py

_(p dz? da?

 p dy2 oder d_s)3
iy 7 d a:? daz

143. Da der Kreis eine constante Kriimmung hat, so ist
es natiirlich, ihn zur Vergleichung zu wihlen, und die Kriim-
mung einer Linie in einem ihrer Punkte dadurch zu bezeich-
nen, dass man den Radius des Kreises angiebt, dessen Kriim-
mung dieselbe ist. Diesen Kreis nennt man Kriimmungs-
kreis und seinen Radius Kriimmungsradius. Wenn man
ihn so legt, dass er die Curve in dem Punkte, den man be-
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trachtet, tangirt und seine Concavitit nach derselben Seite
kehrt wie jene, so nennt man seinen Mittelpunkt, in Be-
zug auf diesen Punkt der Curve, den Kriimmungsmittel-
punkt.

Nun ist fiir irgend einen Kreis die Krummung A gleich

der Einheit, dividirt durch seinen Radius. Bezelchnet man da-
her durch 2 den Kriimmungsradius, so hat man

8 ds\3
) 5
da? dz
RHT oder R === —zy_
da? da?

144. Um den Ausdruck des Kriimmungsradius in Polar-
coordinaten zu haben, braucht man sich nur der Formeln zu
erinnern

dr? d2r

hutes o T o
a o iy ar? AP ¢ B +d02
"+

&.I&,
I8

und man findet

G a2

dr? A2y’
2 S e TR0
il ol el 7

it

145. Wenn man fiir jeden Werth des gegen Null con-
vergirenden Bogens den Radius desjenigen Kreises berechnet,
welcher dieselbe Kriimmung fiir eine gleiche Liinge geben
wiirde, so muss man immer. um ihn zu erhalten, die Liinge
des Bogens der Curve durch den Winkel der extremen Tan-
genten dividiren. Also ist die Grenze dieses variablen Kreises
nichts Anderes als der schon bestimmte Kriimmungskreis.

146. Man kann diesen Kreis aus einem anderen Ge-
sichtspunkte betrachten.

Es sei M irgend ein Punkt der Curve, M 7' die Tangente,
M’ N eine unendlich nahe Tangente, MO und M'O die beiden
entsprechenden Normalen; die vier Punkte 3, N, M, O liegen
auf einem Kreis, dessen Durchmesser N O zur Grenze die
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Entfernung des Punktes M von der Grenze des Durchschnitts-

Fig. 7. punktes der beiden unendlich nahen Nor-
malen hat. _Der zwischen M und M/
enthaltene Kreisbogen unterscheidet
sich von seiner Sehne und folglich
von dem Bogen MM’ der Curve um
eine gegen ihn selbst unendlich kleine
Grosse; man kann ihn daher durch 4s
ersetzen, ohne dass irgend ein Fehler
in den Grenzen der Verhiltnisse dar-
aus erwichst.

Aber der eingeschricbene Winkel
MOM ist gleich dem abgeschnittenen Bogen dividirt durch
den Durchmesser; er ist ausserdem gleich 7’NM' oder 4 g,
1
_A/_()-

Man sieht daher, dass die Grenze von N O oder M0 gleich
dem Kriimmungsradius ist; und also ist der Kriimmungsmit-
telpunkt in irgend einemPunkte die Grenze desDurch-
schnittspunktes der Normale in diesem Punkt mit der
unendlich nahen Normale.

by St g ss s
folglich Ts — lim

147. Lemma. — Der Winkel einer unendlich kleinen
Sehne und der Tangente an einem ihrer Endpunkte kann be-
Fig. 8. trachtet werden als die Hailfte

des Winkels der ecxtremen
Tangenten. In der That, man
hat sn M:sin =M T: MM,
und wenn Az das unendlich
kleine Increment von z bezeich-
net, so hat man, indem man
weglidsst, was man vernachlds-
sigen darf, wenn es sich um
Grenzen von Verhiiltnissen oder
Summen handelt,

MT = £21_ P (a),

s 1_————, MM — 4 V dy?
; V] + 2L Nt
(l'v?

Duhamel, Diffi- und Int.-Rechnung. 9




— 130 —
Also
ﬁ{f e
. 2
sn M = ————,
y oL
¢! st
oder, indem man statt des Sinus den Bogen setzt,
i il
dxt -2
dy?’

W=

welcher Ausdruck die Hilfte von jenem fiir den Winkel 7" N M/
ist; was zu beweisen war.

Hieraus folgt, dass die Einheit die Grenze des Verhilt-
nisses der Winkel M, M’ in dem Dreieck M N M’ ist, und
folglich auch die Grenze des Verhiiltnisses der gegeniiberstehen-
den Seiten M N, M’N.

148. Man erhilt ferner den Kriimmungskreis, indem man
die Grenze der Kreise aufsucht, welehe durch den gegebenen
Punkt und durch zwei Punkte der Curve gehen, die sich ihm
unbegrenzt nihern. Man nennt diesen Grenzkreis den oscu-
lirenden Kreis.

Es ist zuniichst klar, dass er in M dieselbe Tangente wie

Fig. 9. die Curve haben wird, wegen
der gemeinschaftlichen Secante
M M.

Nun geht der Kreis, wel-
#l cher durch die drei Punkte
M, M, M" gefiihrt ist, durch
den Durchschnittspunkt O der
in M, M auf den Sehnen MM,
M M errichteten Senkrechten;
der eingeschriebene Winkel O
ist gleich dem Bogen MM",
getheilt durch den Durchmes-

ser M‘O: man hat also
Gl

— MO
trachtet werden als der Cur-

0
M M
, und MM/ kann be-
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venbogen statt des Kreisbogens. Es bleibt nur noch der Win-
kel O oder der ihm gleiche V M’/ M" zu berechnen.

Wenn man in M die Tangente HK zicht, so ist der
Winkel 7N M* gleich der Summe von vier unendlich kleinen
Winkeln, welche den Dreiecken MH M/, M’ K M" angehoren
und ihre respectiven Ecken in M, M/, M haben; und da sie
in jedem Dreieck als gleich betrachtet werden konnen, so ist
der Winkel TNM" zweimal die Summe der zwei Winkel
HM'M und KM MY, oder zweimal der Winkel VM‘'M“, oder
endlich zweimal der Winkel 0. Also kann man, indem man
Ay,

2
nehmen, wihrend M M" der mit 4 ¢ correspondirende Werth
von As ist; man hat also

L Mgt L
MO~ 2 4s°
Folglich ist die Grenze von MO der Durchmesser des Kriim-
mungskreises. Der osculirende Kreis unterscheidet sich
also nicht von dem Kriimmungskreise.

Da gar keine Voraussetzung iiber das Gesetz gemacht
wurde, welches die drer Punkte bei ihrer Annéherung befolgen,
so wird man zu demselben Resultate gelangen, indem man
- annimmt, dass die beiden ersten Punkte zusammenfallen, und
~ dass der dritte sich ihnen unbegrenzt nithert. Der Kriim-
- mungskreis ist also auch dieGrenze derKreise, welche
“ die Curve im Punkte M tangiren und sie in einem an-

derenPunkte schneiden,der sich # unbegrenzt nihert.

Uebrigens wiirde man, indem man diese Aufgabe wie die
- vorhergehende behandelte, zu derselben Folgerung gelangen
149. Wenn man zur unabhiingigen Variable irgend eine
von der Abscisse verschiedene Grosse ¢ nimmt, so leitet man
aus den allgemeinen Formeln fiir die Transformation die nach-
stehende Gleichung ab
da? | dy?
der = W g N ds3
Tdedy  dy @z’ T T Gady —dyda
, n d #  dt dp
b“{' Man konnte auf diese Weise zu dem in Polarcoordinaten
ausgedriickten Werthe von 2 iibergehen, indem man von den
9‘

die gegen O unendlich kleinen Grossen vernachlissigt, O = —~

R ——
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rechtwinkligen Coordinaten ausginge. Man wiirde die Formel
finden, welche wir oben direct erhalten haben.

Wenden wir diese Transformation an auf den Fall, wo
die Curve durch eine Gleichung zwischen der Ordinate und
dem Bogen gegeben wird, und nehmen wir den Bogen zur
unabhingigen Variable: man hat

1 d x\? dy\?
R = ¥ 8 (l?]/ dy Bog <ZI—.:> + <F;> =1,

ds ds? ds ds?

hieraus folgt

d s?
Es ist iibrigens sehr leicht, diese letzte Formel direct zu
finden. Man bestimmt den Contingenzwinkel d¢, indem man

ausgeht von der Formel singp = 6—11, woraus folgt

B gy a3 v ;
e ds = cosp dp = dg 1 — (“2 5

\/1——;@2—
ds & udgt

do d2y
d 82
welche Formel mit der, durch Vertauschung der unabhiingigen
Variable erhaltenen {ibereinstimmt.

150. Osculirende Curven. — Wenn man, statt eines
Kreises, eine Curve betrachtet, welche durch eine Gleichung
dargestellt wird, die der Form nach gegeben ist und ecine ge-
wisse Anzahl unbestimmter Coéfficienten enthilt, so kann man
ihr so viele gemeinsame Punkte mit der vorgelegten Curve
geben, als von diesen Coéfficienten vorhanden sind. Liisst man
nachher alle diese Punkte gegen den ersten convergiren, so
convergirt die variable Curve gegen eine Grenze, welche die
osculirende Curve der vorgelegten genannt wird, in Bezug

daher
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auf diejenigen, welche in der unbestimmten Gleichung enthal-
ten sind.

Diese geometrischen Bedingungen lassen sich ausdriicken
durch sehr einfache Beziehungen zwischen den successiven Dif-
ferentialcoéfficienten der beiden Curven. KEs seien @y, 25, 23,..., @y,
die Abscissen von m, zwei Curven gemeinsamen Punkten,
welche um ungleiche Stiicke nach irgend cinem Gesetz wach-
sen; um in die Aufgabe so viel Allgemeinheit als moglich
zu bringen, nehmen wir an, dass irgend eine Grisse ¢ unab-
hiingige Variable sei, von welcher «, und folglich y, bekannte
Functionen sind.

Es seien y;, y3, y3, .- .5 yu die aut die gemeinsamen
Punkte beziiglichen Werthe von y; die successiven Differenzen
von y; bis zur Ordnung m — 1 kann man vermége der Werthe
Y15 Yas -+ +» Yu ausdriicken, und es ist offenbar, dass sie
dieselben sein werden fiir beide Curven, weil die Ordinaten
Y15 Yos - - 5 Yn dieselben sind. Die Verhiltnisse %’—l,—d—zﬂ,...,

t~ dit?
Am—1 i
a1
folglich werden auch ihre Grenzen dieselben sein.

Die m — 1 ersten Ableitungen von y in Bezug auf ¢
haben daher in beiden Curven dieselben Werthe in dem ge-
meinsamen Punkt; und ebenso ist es mit

doe d’z a-ta

AE> CF s O
Nun weiss man, nach den auf die Vertauschung der unabhin-
gigen Variable sich beziehenden Formeln, dass die Werthe von

dy d*y dmly

de’ da3’’ "’ dgm!
nur von den Ableitungen von z und y nach ¢ abhiingen, von
der ersten Ordnung an bis zu derjenigen, welche man betrach-
tet, inclusive.

Wie also auch das continuirliche Gesetz sei, nach welchem
die gemeinsamen Punkte sich dem ersten nithern, so ist die
Grenzcurve so, dass fiir 2 — #; die Grossen

dyi o
W o dar T dam1

werden also beiderseits identisch dieselben sein, und
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denselben Werth haben, ob man sie aus der Gleichung dieser
oder aus der Gleichung der gegebenen Curve zieht.

Um daher die m Coéfficienten der Gleichung der osculi-
renden Curve zu bestimmen, braucht man nur die Werthe der
m Gréssen vy, %, S Zm—?_l_yl—l einander gleich zu setzen,
welche man aus den Gleichungen der beiden Curven zieht, und
worin man 2 und y die Werthe 2, y; des Punktes giebt, den
man auf der ersten Curve gewihlt hat.

Man wird aber diese m Gleichungen einfacher bilden, in-
dem man m — 1 mal die zu bestimmende Gleichung differen-
tiirt, und in dieser und ihren m — 1 Ableitungen z, y durch
&y, y;, sowie die Ableitungen von y durch diejenigen ersetzt,
welche man aus der bekannten Gleichung zieht.

Dies ist die allgemeine Methode, vermdge welcher man

die Gleichung einer osculirenden Curve von gegebener Art
findet.

Beriihrung ebener Curven.

151. Wenn zwei Curven einen gemeinsamen Punkt haben,
und man die Abscisse dieses Punktes um eine unendlich kleine
Grisse vermehrt, so ist die Differenz der Ordinaten im Allge-
meinen von der ersten Ordnung.

Ist diese Differenz von der zweiten Ordnung, so sagt man,
dass die Curven einen Contact der ersten Ordnung haben; ist
sie von der dritten, so nennt man den Contact von der zwei-
ten Ordnung; und allgemein findet ein Contact nter Ordnung
zwischen zwei Curven statt, wenn die Differenz ihrer Ordinaten,
in der Niihe des gemeinsamen Punktes, ein unendlich Kleines
der Ordnung n 4 1 ist.

Zwischen zwei Curven, welche einen Contact von einer
gewissen Ordnung haben, ist es offenbar unmdoglich, dass
eine andere in der Nihe des gemeinsamen Punktes passire,
wenn ihr Contact mit irgend einer von beiden von einer nie-
drigern Ordnung ist.

Damit man nichts Unbestéindiges in dieser Definition der Be-
riithrungen verschiedener Ordnungen habe, so muss man zeigen,
dass die Ordnung des Contacts von der Richtung der Axen

www.rcin.org.pl



— 135 —

nicht abhéngt; 'dies erreicht man aber leicht, indem man be-
weist, dass fiir irgend einen Punkt einer der beiden Curven, die
Differenzen der Ordinaten beider Curven, in Bezug auf ver-
schiedene Axen betrachtet, in einem endlichen Verhiiltniss
stehen. Diese Differenz ist so klein als moglich, wenn die
Ordinaten senkrecht stehen auf der Tangente in dem gemein-
samen Punkt.

Die einzige Richtung, welche man fiir die Ordinaten aus-
nehmen muss, ist diejenige der Tangente in dem gemeinsamen
Punkt.

Wenn man nun die Ordinaten der beiden Curven in Rei-
hen entwickelt nach den Potenzen des Increments der Abscisse
des gemeinschaftlichen Punktes, so erkennt man: sogleich, dass
der Contact dieser Curven von der Ordnung = ist, wenn
die n ersten Ableitungen der Ordinate nach der Abscisse re-
spective gleich werden fiir beide Curven, so bald man darin die
Abscisse des gemeinsamen Punktes substituirt: denn, in diesem
Falle, ist die Differenz der Ordinaten, durch die Erginzungs-
glieder der zwei Reihen ausgedriickt, ein unendlich Kleines
der Ordnung » 4 1.

Dies ist der analytische Charakter, woran man die Ord-
nung des Contacts zweier Linien erkennt, welche einen gemein-
samen Punkt haben.

Andere Betrachtung der osculirenden Curven.

152. Aus dem iiber den Contact der Curven Gesagten
folgt, dass, um die Curve von einer gegebenen Art zu erhalten,
welche den Contact der hochsten Ordnung mit einer Curve
von bekannter Gleichung hat, man nur die willkiirlichen Coéf-
ficienten der allgemeinen Gleichung der Curven von der gege-
benen Art zu bestimmen braucht, indem man ausdriickt, dass
fiir die Abscisse, welche man betrachtet, die Ordinaten respec-
tive gleich sind, sowie ihre successiven Ableitungen bis zur
hiochstmoglichen Ordnung. Man wird auf diese Weise so viel
Gleichungen erhalten, als es unbestimmte Coéfficienten giebt.
Die Ordnung des Contacts ist gleich der Zahl dieser Glei-
chungen, weniger eine.
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Man sieht hieraus, dass die osculirende Curve und die-
jenige, welche den Contact der hichsten Ordnung hat, iden-
tisch sind.

Fiir die gerade Linie, deren Gleichung nur zwei willkiir-
liche Coéfficienten hat, wird der Contact, im Allgemeinen, nur
von der ersten Ordnung sein; er wird von der zweiten sein
fiir den Kreis. Aber es kann vorkommen, dass in gewissen
besonderen Punkten der Contact von einer héheren Ordnung ist.

. Wenn die Gleichung der gesuchten osculirenden Curve

nicht in Bezug auf y aufgelost ist, so wird man ihre succes-
/

siven Differentialgleichungen bilden und darin fiir y/, 3—% etc.

die aus der Gleichung der gegebenen Curve gezogenen Werthe
setzen. Die einzigen Unbekannten sind dann die Coéfficienten,
und wenn sie alle in der ersten Dimension vorkommen, so wird
man ein einziges System von Werthen und, folglich, eine ein-
zige osculirende Curve finden.

Wenn die Zahl der gemeinschaftlichen Ableitungen gerade
ist, so ist die Differenz von einer ungeraden Ordnung, und
indert folglich ihr Zeichen mit dem Increment von a/: die
Curven schneiden sich also dann. Dies ereignet sich, im All-
gemeinen, fiir den Kriimmungskreis.

Ist dagegen ' die Zahl der gemeinschaftlichen Ableitungen
ungerade, so ist die Differenz von gerader Ordnung und #ndert
ihr Zeichen nicht mit dem Increment von 2/: die Linien schnei-
den sich also dann nicht. Dies findet z. B. fiir die gerade
Linie statt, mit Ausnahme der Inflexionspunkte.

153. Die einfachsten Curven, welche man mit einer ge-
gebenen Curve in Contact bringen kann, sind die in der Glei-
chung

y=A+Bz+ Ca2+ ...+ Kam

enthaltenen. Man kann einen Contact der Ordnung m — 1
zwischen den beiden Curven herstellen, und man erhilt sogleich
die Gleichung der osculirenden Curve, indem man ihre Ordinate
nach der Formel von Taylor entwickelt, nachdem man
z! + (x — a') statt @ gesetzt hat. Diese Gleichung ist nach-
stehende, und in ihr sind die Ableitungen von y’ durch jene zu
ersetzen, welche die Gleichung der bekannten Curve giebt,
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d2yt (2—a')? —
y=y + Fhe— N+ TE TR e AT L

fiir m = 1, hat man die oscuhrende Gerade mit der Gleichung

/
YT j—g,(x— a').
154. Osculirender Kreis. — Die allgemeine Gleichung

des Kreises ist

(x — &)t 4 (y — f = R,
wo «, B die Coordinaten des Mittelpunktes sind, und R der
Halbmesser ist. Nach den verhergehenden Theorien wird man
die auf den osculirenden Kreis, in dem Punkt 2, y einer ge-
gebenen Curve, beziiglichen Constanten «, 8, R vermoge der
drei Gleichungen bestimmen

@ — @) + (5 — B2 = By,
w’—a)—l-(y‘—ﬂ) %zo,

1+ dEI2 +(y —ﬁ) dx/g-—o,

wihrend 2—%7 und E.%% aus der Gleichung der gegebenen Curve

gezogen sind. Die zweite dieser Gleichungen zeigt, dass der
Mittelpunkt dieses Kreises auf der Normale liegt.
Man findet daraus

dy'?
1 l (1 _L!
da'? o d}! o da'?

Yy —~ f=—

d?E!t ? d.z" d23!1 ’
da'? da'?

und indem man in der ersten substituirt,
/9
po (Lt an)

SRR TR

dax'?
Diese Gleichung giebt fiir den Radius den schon auf anderem
Wege gefundenen Werth; und die beiden voranstehenden be-
stimmen die Coordinaten «, # des Kriimmungsmittelpunktes
durch 2/, y'.

Wenn man zwischen diesen beiden Gleichungen und jener

der gegebenen Curve a/, y’ eliminirt, so stellt die resultirende
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Gleichung zwischen « und # den Ort der Kriimmungsmittel-
punkte dar. Diese Curve nennt man die Evolute der ersten.

Theorie der Evoluten.

155. Die Gleichungen, welche die Coordinaten «, # des
Kriimmungsmittelpunktes bestimmen, oder des Punktes der
Evolute, welcher dem Punkte (2/, y’) der gegebenen Curve
entspricht, sind nach der vorigen Nr.

M (@ — o+ — B =0,
©) 14+ 22 Ly —p 2=

Diese Gleichungen finden statt, welches auch der Punkt sei,
den man betrachtet; wenn man daher 2z’ ein unendlich kleines
Increment ertheilt, so werden y‘, &, B, welche Functionen von
' sind, entsprechende Incremente empfangen, und den Glei-
chungen (1) und (2) wird noch geniigt werden; die Incremente
ihrer ersten Glieder werden daher Null sein, sowie auch ihre
Ableitungen in Bezug auf 2.

Nun giebt die Gleichung (1), wenn man sie differentiirt,
indem man e, f, y’ als Functionen von &’ betrachtet, und auf
die Gleichung (2) Riicksicht nimmt,

£y dpay . . T
it gt <l B de = " dy”’
da!

woraus folgt, dass die Normale der gegebenen Curve Tan-
gente ihrer Evolute im Kriimmungsmittelpunkte ist.

Fig. 10. 156. Man kann hieraus eine andere, sehr
merkwiirdige Eigenschaft der Evolute ableiten.

Es sei O der Durchschnittspunkt von zwei
unendlich nahen Normalen M N, M! N; es lisst
sich leicht zeigen, dass der Bogen N N‘ der
Evolute gleich ist der Differenz der beiden
Kriimmungsradien M N, M’ N', bis auf Gréssen
dritter Ordnung hochstens.

In der That, wenn man aus dem Punkte
O als Mittelpunkt den Krexsbogen MK be-
schrelbt, so ist der Theil M* K ein unendlich
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Kleine: dritter Ordnung, weil der Kreis M K den Kriimmungs-
kreis sur Grenze hat. Vernachlissigt man diese Grosse, so
kann nan M’ N als gleich MO + O N’ betrachten, und folg-
lich is M'N' — MN gleich NO +4 ON‘ bis auf Grissen
dritter Ordnung. Aber die Differenz zwischen einem unendlich
kleiner Bogen N N und der Summe der extremen Tangenten
NO 4+ N'O ist auch von der dritten Ordnung. Also ist
die Diferenz der Kriimmungsradien MN, M'N' gleich dem
Bogen der Evolute, der enthalten ist zwischen den zwei un-
endlich nahen Beriihrungspunkten, plus einer unendlich kleinen
Grosse von der dritten Ordnung wenigstens.

Man weiss aber, dass die Grenze einer Summe von un-
endlich Kleinen nicht geiindert wird, wenn man in jedem von
ihnen eine gegen es selbst unendlich kleine Grésse vernach-
lissigt. Also wird, wenn man unendlich viele sich folgende
Kriimnungsradien betrachtet, die Summe ihrer Differenzen,
oder die Differenz des ersten vom letzten, strenge gleich sein
dem Bogen der Evolute, der zwischen den Beriihrungspunkten
der extremen Radien enthalten ist.

Hieraus folgt, dass wenn man sich einen biegsamen un-
ausdehnbaren KFaden ohne Dicke denkt, der eines seiner Enden:
in irgend einem Punkte der gegebenen Curve hat, und wenn
man diesen Faden spannt, wihrend man. ihn auf die Evolute,
von dem Beriihrungspunkte N an, aufwickelt, dass man diesen
Faden nur abzuwickeln braucht, indem man ihn gespannt hilt,
um die erste Curve mit seinem Endpunkt M zu beschreiben.

Wegen dieser Eigenschaft hat man den Namen Evolute
einer Curve dem geometrischen Ort ihrer Kriimmungsmittel-
punkte gegeben. In Bezug auf ihre Evolute nennt man die
Curve Evolvende.

157. Man kann durch die Rechnung zu derselben Eigen-
schaft gefiihrt werden; und man braucht dazu nur zu einer
Gleichung zu gelangen, welche nur dR, de, df enthilt.

Wenn man die Gleichung
3) (@ — ) + (y — B)? = R?
differentiirt, so findet man, unter Riicksicht auf die Gleichung (1),

de dp dR
— (@ o) o5 — W <) eh == R
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und wenn man fiir 2/ —« seinen aus (1) gezogenen Werth
setzt, so kommt

, o o d_ﬁ> — R4E
Ciad (d.z’ de  da') — % da'’

: dy' _de
und indem man T durch ap ersetzt,

da? <-'dp?\ . dR
A “W‘ = I8 v

Um y’—p zu eliminiren, wird man bemerken, dass die Glei-
chungen (1) und (3) geben

R=( —p Y 1+55 e = —p) |/ 1455,

woraus

g Rdp

¥ P = Vamrap
Setzt man diesen Werth fiir y* —f in die oben stehende Glei-
chung ein, so kommt, indem man von dem Zeichen der Wur-

zel absieht,

dR = Vda?* + dp?,
welches beweist, dass das Differential des Kriimmungsradius
gleich ist dem Differential des Bogens der Evolute. Daraus
zieht man dieselben Folgerungen wie oben.

Wiire die Gleichung /' (a, 8)==0 der Evolute gegeben und
jene der Evolvende zu finden, so miisste man «,  elimi-
niren zwischen der gegebenen Gleichung und den beiden fol-
genden

e SR s s B . g
de T g A b L,
in welchen Z—%, vermoge der Gleichung F'(a, f) = 0, in «

und B gegeben sein wiirde. Daraus wiirde eine Gleichung

% hervorgehen, und durch die Integralrech-
nung wiirde man die endliche Gleichung zwischen 2z und y

finden.

zwischen z, y,
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Umhiillungslinien.

158. Wir haben gesehen, dass der Kriimmungsmittelpunkt
die Grenze des Durchschnittspunktes einer festen Normale mit
der umnendlich nahen Normale ist, dass folglich die Evolute
der geometrische Ort dieser, auf allen Normalen betrachteten
Grenzpunkte ist; wir haben ferner gesehen, dass die Normale,
in allen iiren Lagen, Tangente ist an dem Orte ihrer succes-
siven Durchschnitte.

Verallgemeinern wir diese Bedingungen, indem wir eine
Curve annehmen, die durch irgend eine Gleichung

P, ) == 0
dargestell: wird, worin « eine Constante ist.

Fiir jeden Werth von « hat man eine besondere. Curve,
und wenn man sich a auf eine stetige Weise variirend denkt,
so hat man eine stetige Folge von einander unendlich nahen
Curven. Betrachtet man eine davon als fest, so wird die un-
endlich nahe Curve sie in gewissen Punkten schneiden, welche
gegen bestimmte Grenzen convergiren werden, indem die va-
riable Curve sich der ersten nihert: diese Grenzpunkte, aufallen
diesen Curven betrachtet, bilden den Ort, den wir bestimmen
wollen.

Es sei /i eine unendlich kleine Grésse: die Gleichung
F(z, y, a+h) =0
wird eine Curve darstellen, welche unendlich nahe ist jener von
der Gleichung
Bl ysid)ie=0)

Man muss also die Werthe von # und y suchen. welche
diesen beiden Gleichungen gentigen, und die Grenzen, gegen
welche sie convergiren, wihrend A gegen Null convergirt. Die
Gleichung der variablen Curve kann auf die Form gebracht
werden

F(x,y,a) + LF' (a4 k) = 0.
Die Coordinaten der, beiden Curven gemeinschaftlichen Punkte
werden daher den zwei Gleichungen geniigen

F(xy a) =0, F.(a+4 60k = 0.
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Ihre Grenzen werden daher die Auflosungen sein, welche den
zwei folgenden gemeinschaftlich sind :

F (2 y, @) = 0 und F”(a) = 0, oder ‘% 1.0

und wenn man den Ort der Punkte, welche sie liefern, haben
will, so muss man a zwischen diesen zwei Gleichungen elimi-
niren.

Die Regel um die Gleichung des Orts dieser successiven
Durchschnitte zu bilden, besteht also darin, dass man die
Constante zwischen der Gleichung der variablen Curve
und ihrer abgeleiteten nach dieser Constante elimi-
nire.

Man muss bemerken, dass die vorhergehenden Schliisse
voraussetzen , dass die Function /' (#, y, @) nur einen einzigen
Werth habe fiir ein und dasselbe System Werthe von , y, a;
denn es wire moglich, dass man zwei verschiedene Formen
dieser Function in den Gleichungen der beiden Nachbarcurven
zu nehmen hitte. In diesem Falle konnte man nicht 77 (2, y, a)
in der zweiten Gleichung unterdriicken, und die Grenzwerthe
von z, y wiirden diejenigen sein, welche die zwei Werthe die-
ser Function gleich machen.

159. Diese Curve besitzt die bemerkenswerthe Eigenschaft,
Tangente zu sein an den successiven Lagen der variablen
Curve.

In der That, zieht man aus der Gleichung Z—g = 0

a=@ (z,y), und substituirt man diesen Werth in /7 (2,y,a) =0,
so hat man als Gleichung des gesuchten Orts

(1) Fla,y, ¢ (@ y)] =0
Die Gleichung irgend einer der variablen Curven sei
(2 Py apad)—=0,

Diese beiden Curven (1) und (2) haben im Allgemeinen Punkte
mit einander gemein, nach der Erzeugung der ersten; es ist nun
leicht zu zeigen, dass in diesen Punkten der Werth von —Z—‘Z
aus beiden Gleichungen derselbe ist.
Die Gleichung (1) differentiirt giebt
df*dy:., dF (d(p do i;g) g
dx+dy d'v+ +dy da/'
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Aber % unterscheidet sich von Z—f nur dadurch, dass da.ﬁn

@ (@, y) an der Stelle von « steht, und ¢ (=, y) ist gerade der

Werth von «, welcher ZT];F zu Null macht; also ist Z_(p iden-

tisch Null, und es bleibt, um g—% aus der Gleichung (1) zu be-
stimmen,
dF | dF dy
P AL
Wenn man jetzt die Gleichung (2) differentiirt, so giebt sie
dF , dF dy
gl o
und diese Gleichung unterscheidet sich von der vorigen nur
dadurch, dass in ihr a statt @ (2, y) steht. Fiir den, beiden
Curven gemeinschaftlichen Punkt hat man aber ¢ = ¢ (2, y),

i

weil diese Gleichung keine andere ist als £ — .0 also ist

da
in diesem Punkte der Werth von % derselbe fiir die beiden

Curven; also tangirt die variable Curve bestéindig die feste, den Ort
ihrer successiven Durchschnitte bildende Curve, und deshalb
hat man dieser letzten den Namen umhiillende Curve ge-
geben.

Jedoch muss man nicht glauben, dass die Umhiillungscurve
nothwendig alle variablen Curven tangire; dies findet statt nur
fiir diejenigen, welche durch die unendlich nahen Curven ge-
schnitten werden, und die vorhergehenden Schliisse finden
nur auf diese Anwendung. Es kann aber vorkommen, dass
nur innerhalb gewisser Grenzen der Constante diese Durch-
schneidung stattfindet. Es ist daher richtiger, wenn man die
umhiillende Curve durch die Eigenschaft definirt, dass sie der
Ort der successiven Durchschnitte der variablen Curven sei,
als durch die, Tangente an diesen Curven in allen ihren La-
gen zu sein.

160. Nimmt man zur variablen Linie die Normale einer
gegebenen Curve, so ist die Umbhiillende der Ort der Kriim-
mungsmittelpunkte, weil wir bewiesen haben, dass sie die Gren-
zen der Durchschnitte der unendlich nahen Normalen sind.
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Wendet man die auscinandergesetzte Theorie auf diese Auf-
gabe an, so sieht man leicht, dass die Rechnung zu der Evo-
lute fiithrt. In der That, die Gleichung irgend einer Nor-
male ist

&y

da’
y’ ist eine bekannte Function von 2, und &’ vertritt hier die
Constante «. Differentiirt man diese Gleichung nach 2/, so
kommt

y—y’:——l—>(w—w’);

dzy’
_ile'_ dz'? (x_ 7:’) + ._1_
da' ~— dy’? : dy ’
P i
daher
i (1.
pon da! 1+d:c’?
Rl e A T,
da'?
und folglich
dy’?
8 s da’?
B Y i Lagne v !
da'?

Diese Werthe von « und y sind genau die in Nr. 154 stehen-
den fiir @ und . Um die Gleichung der umhiillenden Curve
zu finden, miisste man &’ zwischen diesen zwei Gleichungen
eliminiren, nachdem man zuvor y' durch &’ ausgedriickt hiitte:
was darauf hinaus kommt, @', y’ zwischen diesen zwei Glei-
chungen und der Gleichung der gegebenen Curve zu elimini-
ren. Diese Rechnung ist keine andere als jene, welche wir
in Nr. 154 angezeigt haben, um die Gleichung der Evolute zu
erhalten.

Anwendungen der vorhergehenden Theorien.

161. Parabel. — Es sei #? = 2py, daraus zieht man
b A . A

yzﬂ’ dao' p’det T p
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Der Werth des Kriimmungsradius ist
3

@2 \2
Die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes werden gegeben
durch die Gleichungen

> x?
y—pf=—p (1 A —2>
p
und
2 a3
w——a:w(l—{—?> oder a=—F.
Indem man z und y zwischen diesen beiden Gleichungen und
jener der Parabel eliminirt, findet man als Gleichung der Evolute
B—p=ip o
Diese Curve hat eine Riickkehr erster Art in dem Punkt, fiir
welchen « = 0.
162. Ellipse. — Die Gleichung a?y? 4 0222 = a2b?
giebt

RN . DAL
T aty’ da? T a?ys’
R o (aty? - bran)
e at bt :

Indem man immer durch N die Lange der Normale bezeichnet,
hat man hier %
N (aty? + [’4‘”2)2;
a?

folglich o ¥

bt
Die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes sind durch die
Gleichungen gegeben

(aty? + bar) y (aty? + b4a?)
. A AR S AR I

Wenn man, vermdge der Gleichung der Ellipse, aus der ersten
z und aus der zweiten y eliminirt, so findet man, indem man
- a?—0b? = c? setzt,

Ri—

3 b4 i ate
Yy = — 22’ a2
oder

4 4
b 1 a3 1

y=—— p3, r= = 0
c3 ¢3

Duhamel, Diff.~ und Int.-Rechnung. 10
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und indem man in der Gleichung der Ellipse substituirt, erhilt
man als Gleichung der Evolute
b%ﬁ2 — el = (:%.
163. Hyperbel. — Es sei jetzt

; a?y? — ba? — — a?l?,
so hat man
dy _ bz i’i‘i T ] ol
d.z—(l‘lJ’ dz? — a?J3’
(((4,/2 + b4 'u2) 1 (a4y7 + [,4.1'2) faes a2 ]\'s.
atht ol a? il b4

Die Gleichungen, welche die Coordinaten des Kriimmungs-
mittelpunktes bestimmen, sind

g @y ey @y e e
— ] Wi =
y a?bt L2 at
woraus folgt, indem man a? - b2 — ¢? setzt,
4 4
bs 1 as 1
=i W S = =R a3,
¢ c3
und die Gleichung der Evolute wird
: B | 2 2 4
b3 B3 — ad a3 = — c¢3.

Sie wiirde aus jener der Ellipse hervorgehen, wenn man 0?2
mit — 42 vertauschte.

164. Cycloide. — Die Differentialgleichung der Cy-
cloide ist

d"/ \/&——1 dher(—]—u—:———i,

a2 y?
und fo]ohch
R =2V 2ay.

Nun ist die Normale N gleich V' 2ay. Also R=2 M N; man
erhilt daher za dem Punkte 3/ den Kriimmungsmittelpunkt O,
indem man NO — M N macht. Wenn man aber in der Mitte
J der Basis die Senkrechte JB gleich dem Durchmesser 2a
des Erzeugungskreises errichtet, und durch B eine Parallele
BV zur Basis fiihrt, so wird der iiber der Senkrechte NC
als Durchmesser beschriebene Kreis durch O gehen: der Bo-
gen NO wird daher gleich sein dem Bogen M N des Kreises
NMD, und folglich gleich der Linie A N. Also OC — NJ
= BC. Also gehért der Punkt O der Cycloide an, welche
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beschrieben wird durch einen von B ausgehenden Punkt eines
Kreises vom Radius a, welcher BV zur Basis hat.

Fig. 11.

Die Evolute der Cycloide A I A’ setzt sich demnach aus zwei
Halbeycloiden 4B, A’B zusammen, welche mit der ersten
identisch sind, und deren Verlingerung sich auf die folgenden
Zweige von dieser beziehen wiirde.

165. Die Differenz zweier Kriimmungsradien ist gleich
dem Bogen der Evolute, welcher zwischen den zwei Beriih-
rungspunkten liegt, und der Kriimmungsradius von A4 KA’ 1st
Null im Punkte 4, also ist die Linie MO gleich dem Bogen
AO. Also ist in jeder Cycloide AOB der zwischen dem
Scheitel 4 und irgend einem Punkte O enthaltene Bogen dop-
pelt so gross als die Sehne NO des Erzeugungskreises NOC,
welcher durch diesen Punkt geht.

Kehrt man zu der urspriinglichen Cycloide zuriick, so
hat man daher

ME = 2MD,
und folglich
AE = 4a und AFA’ — 8a.

Mackt man 2a — y = y’/, d. h. zihlt man die y’ von &
an in dem Sinne FJ, und setzt man XM — s, so hat man
L 84!]}’.

Dies ist die Gleichung der Cycloide zwischen der Ordinate
und dem Bogen, beide vom Scheitel an geziihlt.
10*
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Wendet man auf diese Gleichung die Formel an

\_ViE

ds"’

so findet man
R=2V2a@a—y) = 2 V2ay.
166. Um die Gleichung der Evolute zu finden, muss man
2 und y eliminiren zwischen der Gleichung der Cycloide

a—
& = a arc cos ay— V2ay — y2

und den beiden Gleichungen zwischen «, 8, «, y, welche sich
reduciren auf

y= =8, r—at2p)/ -1 — 2V P

Nach dem fiir die Wurzel gewihlten Zeichen, befindet sich der
Punkt M, den man betrachtet, in dem Theile A .

Diese Werthe von # und y geben, wenn man sie in der
Gleichung der Cycloide substituirt,

o = a arc cos atﬁ + V—2ap—p2

Verlegt man den Ursprung nach B, indem man setzt
e =a + ma, p=pB —2aq,

so erhilt man
a—p’ -
— @' = a arc cos e V2ap — p2.
a

Zihlt man also die positiven @' in dem Sinne BV statt B V/, so
findet man wieder die Gleichung der urspriinglichen Cycloide

— V2ap —p-

el=—"a. .arec cos

167. Man kann die Fliche der Cycloide bestimmen, in-
dem man sie als die Summe der zwischen den sich folgenden
Kriimmungsradien enthaltenen Theile betrachtet.

Es seien QI, PK zwei unendlich nahe Radien, S ihr
Durchschnittspunkt, und PR parallel mit 4 4/; das Verhilt-
niss der dhnlichen Dreiecke SL F, SEP ist g iZh und die
ferner ist Q RP unendlich klein gegen

Grenze davon ist 1;
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diese Dreiecke, sowie auch die Fliche HZSK. Also ist die
Grenzie der Summe der Flichen L F'PR, von A’ bis zu A,
die vom der Cycloide 4 £ A’ und ihrer Basis begrenzte Fliche:;
und die Grenze der Summe der Dreiecke S /' ist die zwi-
schen A4 A’ und den Bogen A B, A'B enthaltene Fliche. Aber
diese If'liche zu der ersten hinzugefiigt bildet das auf 4 A’ und
2a construirte Rechteck; ausserdem hat das Verhiltniss von
LFPR zu SLF zur Grenze 3, weil das Verhiltniss von
SPR zu SLF zur Grenze 4 hat. Also ist die Fliche der
Cycloide 4 X A¢ drei Viertel von dem Rechteck mit der Basis
2na und Hohe 2 ¢, dessen Inhalt 4 mwa? ist.

Die Fliche der Cycloide ist demnach 3ma® oder dreimal

die des Erzeugungskreises.

168. Logarithmische Spirale. — Ihre Gleichung
r = ae™” giebt, wie wir friiher sahen,
dr ‘ dazr
) 9 )
L S=tinicLe™ S e Rt ™
d T do? ;

N = aem® V1 +m2 = MO, S,—=mae® = AO.
Fiir den Kriimmungsradius findet man

R — aen” \/—m;zf, oder R — MO.

Fig. 12. Der  Kriimmungsmittelpunkt ist
also der Durchschnitt der Nor-
male mit der im Pole auf dem
Radius vector errichteten Senk-
rechte.

Setzt man

OAX =6, A0 = r,
so wird die Gleichung der Evo-
lute nach dem Vorstehenden

: 7
m (/l' — ——)
M = mae 2/,
Man kann ihr gleiche Form mit der vorgelegten geben,
indem man die Winkel von einer Gerade an zihlt, welche
mit 4 X einen solchen Winkel « Lildet, dass

ki
m ({( —_ —>
me i

die vorige Gleichung wird dann

= aem’
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Die Evolute einer logarithmischen Spirale ist demnach eine
identische Spirale, und sie wiirde mit der ersten zusammenfal-
len, wenn man siee um den Pol um einen Winkel & gleich
X drehen wiirde.

2 m

169. Die Differenz zweier Kriimmungsradien M0, M’ 0’
ist immer gleich dem Bogen O (0’ der Evolute; hieraus folgt,
dass wenn der Punkt M’ unbegrenzt gegen denPol convergirt,
also auch 0’, der Bogen OO’ unbegrenzt gegen MO conver-
giren wird.

Also ist die totale Linge des Bogens einer logarithmischen
Spirale zwischen irgend einem Punkte O und dem Asymptoten-
punkte gleich der bis zu derjenigen Senkrechte erstreckten Tan-
gente OM, welche in dem Pol auf dem Radius vector 40 er-
richtet ist.

Tangenten und Normalebenen der Curven von
doppelter Kriimmung.

170. Eine Curve, deren Punkte nicht in derselben
Ebene liegen, heisst von doppelter Kriimmung. Die Tan-
gente in irgend einem ihrer Punkte ist die Grenze, gegen
welche eine Secante convergirt, die durch diesen Punkt und
durch einen anderen geht, welcher auch der Curve angehort,
und sich dem ersten unbegrenzt nihert.

Unter der Linge eines Bogens versteht man die Grenze,
gegen welche der Umfang eines eingeschriebenen Polygons
convergirt, wenn alle seine Seiten gegen Null convergiren.
Diese Grenze ist unabhiingig von der Art der Theilung des
Bogens, weil die Verhiltnisse der correspondirenden Klemente
dieser Polygone, welche zwischen unendlich nahen Parallel-
ebenen enthalten sind, die Linheit zur Grenze haben.

Man kann auch hier die Sehne statt des unendlich kleinen
Bogens nehmen, uud das Differential ds des Bogens eciner
Curve doppelter Kriimmung hat zum Ausdruck

ds = Vda? + dy? 4 dz?,
withrend die Axen rechtwinklig vorausgesetzt sind.
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171. Eine Secante, welche durch die Punkte der Curve
geht, deren Coordinaten
z,y,z und 2+ dz, y-+4dy, z-+ 4z
sind, macht mit den Axen Winkel, welche die Cosinus haben
Ao gy Niide
: ity o7 1
indem man As als seiner Sehne gleich betrachtet. Ihre Zei-
chen lehren, ob die von dem ersten nach dem zweiten Punkt
gerichtete Gerade mit den Axen spitze oder stumpfe Winkel
macht.
datdyhde
ds’ ds’ ds
Cosinus der Winkel, welche die Tangente mit den Axen macht.
172. Die Gleichungen der durch den Punkt 2/, y, 2/ der
Curve und einen anderen unendlich nahen Punkt gehenden
Secante sind

Die Grenzen dieser Ausdriicke oder sind die

Az Ay
g —a = —— (s —2), y~y’=;,'z—,(z—z’);
die Gleichungen der Tangente werden daher, indem man diese
Differenzverhiltnisse an ihren Grenzen nimmt,
da' dy’
x—x’:w(z—z‘), Yy — —dz’(z—"'
Wenn die Curve bestimmt ist durch die Gleichungen ihrer

. } 3 da!
Projectionen auf den Ebenen XZ, YZ, so zieht man d—i_' und

2—27 aus jeder von ihnen.

Ist sie durch zwei Gleichungen zwischen drei Variablen
gegeben

Q) i 2)==00 iy =14

so leitet man daraus ab
dF¥ daz gl dyts rRF ﬁ da' | dfdy’ _f___
da’ dz' i dy’ dz' + dz'~ 7 da' dz’ & dy' dz’ & d 258,
und man muss aus diesen zwei Gleichungen die Werthe von
Z'::, Z—L’ ziehen, um sie in die obigen zu setzen, oder auf irgend

A T ! : ¢
eine andere Weise T 2L ,wischen den vier Gleichungen
z

dz!
eliminiren; man erhilt so die Gleichungen der Tangente
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adr dF dF ;
- w—w’)-‘l-gy—,(y— N+ gxE—2)=0,

He—n+fo-n+ifec—n=0
Wir werden bald eehen, dass diese Gleichungen keine ande-
ren sind als diejenigen der Tangentialebenen an den, durch die
beiden gegebenen Gleichungen dargestellten Oberflichen, deren
Durchschnitt die gegebene Curve ist. A
173. Man nennt Normalebene diejenige, welche im Be-
rithrungspunkte senkrecht zu der Tangente ist. lhre Gleichung

ist nach jenen, welche wir zuerst fiir die Tangente gegeben
haben,

fe I e gy =0
dz' dz i
oder

(¢ —a)de' 4+ (y —y)dy + (2 —2)dz' = 0.

174. Man kann zu derselben Gleichung gelangen, indem
man den Ort der Geraden sucht, welche durch den Punkt
&', y', 2’ senkrecht zur Tangente gefiihrt sind. In der That,
es seien z, y, 2 die Coordinaten irgend eines Punktes einer
dieser Geraden: die Cosinus der Winkel, welche sie mit den
Axen macht, sind proportional den Grossen 2 — 2/, y — v/,
z — 2'; diejenigen, welche sich auf die Tangente beziehen,
sind proportional mit da’, dy’, dz’. Damit nun diese beiden
Richtungen senkrecht auf einander stehen, so muss der Cosi-
nus ihres Winkels Null sein; daraus folgt fiir alle Punkte des
Ortes

(z—2a)yda' + (y—y)dy + (z—2)dz! = 0.

175. Man kann ferner. die Gleichung der Normalebene
erhalten, indem man sie als Grenze der Ebene betrachtet,
welche die Punkte enthiilt, die zwei gleichen Kugeln gemein-
schaftlich sind, deren Mittelpunkte in zwei unendlich nahen
Punkten der Curve liegen.

Es seien 2/, y/, 2/ die Coordinaten des ersten Punktes,
x 4+ dat, y' + Ay, 2 + Az jene des zweiten, und R der
Radius der Kugeln; die Gleichung der ersten Kugel ist

(e—a) + (y—y) + (e — 2 = R

die der zweiten

(z2—a'—Ada)? + (y—y' —dy'): + (z—2'—4dz2)? = R
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Sie finden zu gleicher Zeit statt fiir die gemeinsamen Punkte,
und wenn man sie von einander abzieht, so findet man, indem
man die unendlich Kleinen zweiter Ordnung vernachléssigt,
und den Differenzen die Differentiale substituirt,
(e—a) da' 4 (y—y) dy’ + (z—2) dz' = 0.

Diese Gleichung ersten Grades ist die der Ebene, welche den
an seiner Grenze genommenen Durchschnittskreis der Kugeln
enthilt, oder die Gleichung der Normalebene.

Jede in der Normalebene liegende Linie heisst Normale
der Curve. .

Jede durch die Tangente gehende Ebene heisst Tangen-
tialebene der Curve.

Tangentialebenen, Normalebenen und Normalen der
krummen Flichen.

176. Tangentialebene. — Eine Tangente an einer Fliche
ist die Grenze, gegen welche eine Secante convergirt, die durch
einen Punkt dieser Fliche gefiihrt ist, wihrend ein zweiter
Durchschnittspunkt gegen den ersten convergirt.

Da dieser zweite Punkt auf unendlich viele Arten sich
dem ersten nihern kann, so giebt es unendlich viele Tangen-
ten an der Oberfliche in diesem Punkte. Man zeigt, dass der
Ort aller dieser Tangenten eine Ebene ist, und giebt ihr den
Namen Tangentialebene.

Um, im Allgemeinen, den Ort dieser Tangenten zu be-
stimmen, so sel

F (2,9, 2) = 0 oder z = f (@)
die Gleichung der Oberfliiche.

Die Gleichungen irgend einer Tangente im Punkte a, y’,
2! sind

da'
x—a = Cialy P (z—2), y—y' —H-(z———”),

da'  dy
die Grossen —— L dy_' sind unbestimmt, aber mit einander durch

die Gleichung verbunden
da' dy’
l=tp ik ke

2’
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in welcher p und g die partie]len, aus der Gleichung ;z=f(.r,y)

! d=h de!
gezogenen Ableitungen — | bezeichnen.
o da'’ dy
dz' d1 . .
Eliminirt man T 7_1 zwischen den drei vorigen Glei-

chungen, so erhiilt man die Gleichung des Orts aller Tangen-
ten. Man findet so

T bl
1o z_zl+qz_zl’

oder
f—d=pe—e)+ a0 — ¥

oder

dz' dz'
K M N e D),
gl Hglair! : { :
worin — und — a7 die partiellen Ableitungen der Kunction
von z und y bezeichnen, welche den Werth von z darstellt.
Da diese Gleichung vom ersten Grade ist in Bezug auf z,y, 2,
so folgt, dass der Ort der Tangenten eine Ebene ist.

Die Gleichung der Tangentialebene nimmt eine andere
Form an, wenn die Gleichung der Oberfliche von der Form
F (2, y2) =0

und nicht nach 2 aufgelost 1st
Man wird jetzt ; ; und dy bestimmen durch die Glei-
chungen
dF dF dz dF de
W+Ww=’@+M@ ’
und die Gleichumr der Tangentialebene wird
A d F
(x—wl)dx/—i‘(y——y)d/_{_(‘— d1_0
177. Normale. — Die Normale ist die Senkrechte zur
Tangentialebene im Beriihrungspunkte; ihre Gleichungen sind
daher

dz! dz’
.z—x':—z-;(z—z’), y—y’:——dy, (z — 2%,

cder

- p s dr . dF ir
(.27—-.@)72—,' (2——2’) /’ (y_./)dz/ (z—zl) dy
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178. Normalebene. — Wenn man im Beriihrungspunkte
einer Tangente an einer Oberfliche eine senkrechte Ebene auf
dieser Linie errichtet, so hat man eine Normalebene der
Oberfliiche. Man wird ihre Gleichung finden, indem man von
den Gleichungen einer Tangente ausgeht, oder darch die
Durchschneidung zweier gleichen Kugeln, deren Mittelpunkte
sich unbegrenzt nihern. Man erhiilt auf diese Weise als Glei-
chung irgend einer Normalebene im Punkte 2, y/, 2’

(@ —a) da' + (y — y') dy’ 4 (2 — 2*) dz’ = 0.

Sie ist unbestimmt, weil die Differentiale da’, dy’, dz’ nur der
Bedingung unterworfen sind

dz! = pda’ 4 qdy’ = a’az’ d + d = ldy’s

substituirt man diesen Werth von dz/, so kommt
~l
da’ [’c‘ —a' -+ %— (e — z’)]
+ dy’ [y—J+ (z—z’)]—0

Dicse Gleichung #ndert sich mit dem Verhiltniss, das man
zwischen da’, dy’ annimmt, und stellt alle Normalebenen in
dem gegebenen Punkte dar.

179. Aus dieser Gleichung der Normalebene kann man
jene der Normale und folglich auch jene der Tangentialebene
ableiten. In der That, man sieht dass ihr geniigt wird fiir
jedes Verhiltniss von dy’ zu da’, wenn man die zwei Glei-
chungen ansetzt

v T E— =0, y—y + T — =0

Also schneiden sich alle Normalebenen nach einer und der-
selben, durch diese beiden Gleichungen reprisentirten Gerade.
Da diese Gerade senkrecht ist auf allen Tangenten, so liegen

diese letzteren alle in einer und derselben Ebene, welche zur
Gleichung hat

dz’
s—r=F -+ T 60—

Man findet so, unabhiingig von der ersten Methode, die Glei-
chungen der Tangentialebene und der Normale.
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Von den beiden Kriimmungen und der Beriithrung
doppelt gekriimmter Curven.

180. Osculirende Ebene. — Man nennt so die Grenze,
welcher die Ebene sich nihert, die durch drei Punkte einer
Curve geht, von denen zwei unbegrenzt gegen den dritten con-
vergiren. Esseien 2/, y/, 2/ die Coordinaten irgend eines Punktes
der Curve, 2! + da’, y' + 4dy’, 2/ + Az die eines unendlich
nahen Punktes und «/ -+ 244 + 422/, y' ++ 2.4y’ - A2y,
2+ 24z | 422 die eines dritten Punktes der Curve, und
die Differenzen seien bestimmt nach den gleichen Incrementen
irgend einer Variable, von welcher #/, y/, 2/ bestimmte Func-
tionen sind.

Jede durch den ersten Punkt gehende Ebene hat zur
Gleichung

z— 2 =a(e— )+ by — y);
damit sie auch durch die beiden anderen gehe, hat man die
Bedingungen
dz' = adz' + bdy
A2 = a L' | bd?y';
und fiir die Grenzebene finden diese Gleichungen statt zwischen
den Differentialen
daty” Ayl idets d2al FidRyls eidiet.

Die aus diesen zwei Gleichungen gezogenen Werthe von
a und b geben, indem man sie in die Gleichung der Ebene
setzt, die Gleichung der osculirenden Ebene, welche ist

(x—a)(dy' d?2' — dz’' d?y") + (y —y’) (d2' d2a’ — da' d?2’)
+ (¢ — 2) (da' A2y’ — dy'd?a’) = 0.

181. Wenn man die Grenze der Ebenen sucht, welche
durch die Tangente in einem Punkte der Curve und durch
einen anderen, sich dem ersten nihernden gehen, so ist
leicht zu sehen, dass man die osculirende Ebene wieder findet.

In der That, die Gleichungen der Tangente sind

da’ dy'
.v—w’:-(i—z;(z———z’), y-y/:le (z—2),

und die Ebene, deren Gleichung ist
2 —2=a(z—a)+bly —y),

wird diese Tangente enthalten, wenn man hat

L= % + b 3—32/; oder de/ = ada’ + bdy,
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oder, indem man ¢ zur unabhingigen Variable nimmt,
dz dax' dy’
Damit diese n#mliche Ebene durch einen Punkt gehe, welcher
die Coordinaten »' + da*, y -+ 4y', 2/ 4 4z’ hat, muss
man haben
A4z = adx' + bdy’.

Man darf aber in dieser Gleichung die Glieder zweiter Ord-
nung nicht vernachlissigen, weil alle von der ersten Ordnung
verschwinden, der vorigen Gleichung zufolge.

In der That, wenn man die Differenzen entwickelt, und
sich auf die zweite Ordnung beschriinkt, so hat man

W dz! d2z! At y' A2
dgd Tqa g e _dtd +?175_+""

-z da' d2a A2
{ it dt e de 2 T
Substituirt man nun in der obigen Gleichung, so heben
sich die Glieder, welche 47 in der ersten Potenz enthalten,
weg, und es bleibt, mit Vernachlissigung der unendlich Kleinen

dritter Ordnung, und indem man durch %ﬁ theilt,

% —a % + b % oder d?z’ — ad?a’ + bd2y’.

Die Coéfficienten @ und b sind also durch dieselben Gleichun-
gen bestimmt wie vorher, und man findet die Gleichung der
osculirenden Ebene.

Ferner wiirde man dieselbe Ebene finden, indem man die
Grenze von jener suchte, welche durch eine Tangente und eine
Parallele zu der unendlich nahen Tangente geht.

182. Contingenzwinkel. — Man nennt so den Winkel
zweier unendlich nahen Tangenten, oder, um strenge zu reden,
das Differential, welches diesem unendlich kleinen Winkel ent-
spricht; d. h. eine Grisse, deren Verhiltniss zu dem Incre-
ment der unabhéngigen Variable gleich ist der Grenze des
Verhiltnisses des Winkels der Tangenten zu demselben Incre-
ment. Da diese Tangenten nicht in einer Ebene liegen, so ist
ihr Winkel der zweier Geraden, welche durch einen Punkt
gehen und ihnen parallel sind. Es seien a, b, ¢ die Cosinus
der Winkel, welche die erste Tangente mit den Axen bildet,
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und ¢ + da, b + Ab, ¢ - ¢ diejenigen, welche sich auf
die zweite beziehen; der Cosinus des Winkels @ dieser zwei
Richtungen ist
coso=a?+4-b2~4-c?+adat-bAdb+4cde=1+4adat-bAdb -} cde.
Aus der Gleichung

a? + b2 - 2 =1
zieht man

2ada + 2bdb + 2¢cdec + da? + 402 4 d¢2 = 0;
also
1 — cosw = 2 <sin. ﬂ)z == cad coia 4b2+AC2.
2 2
Ersetzt man sin® durch @, und die Differenzen durch die
Differentiale, so wird @ Das werden, was wir den Contingenz-
winkel nannten, und man erhilt
@? = da? + db? + d¢? oder @ = Vda? F db? + deo.
Man kann diese Formel auch durch geometrische Betrachtungen
erhalten.
Zieht man M DB parallel zu der zweiten Tangente, und
Fig. 13. nimmt M A — MB — 1, so hat man
ABi=— @,
Projicirt man jetzt das Dreieck MAB
auf die drei Axen, und nennt 4, u, v die
Winkel der Richtung 45 mit den posi-
tiven Richtungen dieser Axen, so kann
man schreiben

da — moosk, db— @mcoep, -dé=— D003V,

i 2 ¢ - Y da

o= Vda + db? § de*, cosd = o o et
db S de

Vidm - dbd - da oo Vodah o dbh o der

Diese Formeln lassen den Contingenzwinkel kennen und die

Cosinus der Winkel der vom Punkte M gegen den Kriimmungs-

mittelpunkt hin genommenen Richtung.

Man hat

cos p —

woraus man zieht
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gt dsd?x o d,rd?s, il dsd?y ——_(-?_:/J'-’s
d s? ds?

b

dsd?z — dz d?s
de = =2t = "
k3 d s2

substituirt man diese Werthe in dem von @, und beachtet, dass

ds? = da? + dy? + dz?,
dsd?s = dzd?a -+ dyd?y + dzd?z,

so erhilt man

1 r
B/ V a2 22 ~+ d2y? 4 d22? — d?s?.
as L .

Man kann d2s aus diesem Ausdruck entfernen, indem man
seinen Werth aus der vorigen Gleichung zieht; man findet so,
nachdem jede Reduction gemacht ist,
1 e .
w:—r,\/(dyd?:—d:(l?y)‘-’+(d:d‘-’.v——(/xc12:)2—+(clxc(2!/——dyd?.o:)‘-’.
ds? :
183. Sucht man, statt des Winkels zweier Tangenten in
I" unendlich nahen Punkten A, M,
1. 14. . .
'€ den Winkel der Schne MM/ mit
der Sehne M/ M/, indem man die
zwel Punkte M/, M’ als gleichen

Incrementen irgend einer Variable ¢
correspondirend voraussetzt, so findet
man denselben Ausdruck fiir den
Winkel 77M? M. In der That, die
Cosinus der Winkel von M 7" mit
den Axen sind die Verhiltnisse
dz Ay Az
MM’ MM’ MM
den sich um unendlich kleine Grissen von ihren respectiven
Grenzen Q, dﬂ, &z
dig. > da. ids
t + At dieselben Incremente in beiden hervorbringen, indem
man die Grissen von héherer Ordnung als die der Incremente
vernachliissigt. KEs ist daher unniitz die vorigen Rechnungen
hier wieder anzufangen; und der Winkel 7'M’JM* hat den-
selben Ausdruck wie der Contingenzwinkel @.
184. Osculirender Kreis. — In den Curven doppelter
Kriimmung, wie in den ebenen Curven, nnenne wir osculiren-

,und unterschei-

. Also wird die Veriinderung von 7 in
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den Kreis die Grenze des durch drei unendlich nahe Punkte
gehenden Kreises; dieser Grenzkreis wird offenbar in cer oscu-
lirenden Ebene liegen.

Es sei Mirgend ein Punkt der Curve ; M, M’ seien Punkte, die
sich ihm unbegrenzt nihern; O sei der Durchschnittspinkt der
in M und M auf den beiden Seh-
nen errichteten Senkrechten in der
Ebene, welche die Sehnen enthilt:
M’O ist der Durchmesser des durch
M, M, M gehenden Kreises. Der
Winkel O hat zum Maass dexa Kreis-
bogen MM’ M", getheilt durch den
Durchmesser M‘(0O. Man kann aber
diesem Bogen den der Cure oder
24ds -} A4?s substituiren.

Man hat also M0 —

Fig. 15.

24ds

0’ in-

dem man 4?s vernachlissigt.
Aber der Winkel O ist gleich 7'M’ M/, welcher durch
den auf den Bogen 4s beziiglichen Contingenzwinkel @ ersetzt
werden kann. Man erhidlt daher, indem man durch 2 den

i . ) z As
Radius des osculirenden Kreises bezeichnet, R — — 3 Woraus

man durch Einsetzen der fiir @ gegebenen Ausdriicke die
strenge richtigen Formeln zieht

ds?
V @2 z? T+ d2y? F d22?— dis?

R =

und
R— ds3 :
 V(dyd?—dz d2y) - (ded2a—dad?2)2 + (dad’y—dy d?z)? *

185. Torsionswinkel. — So nennt man den Winkel
zweier sich folgenden Osculationsebenen, oder, um exacter zu
reden, das entsprechende Differential.

Es seien «, B, y die Winkel, welche die Normale zu
einer Osculationsebene mit den Axen macht; nach der Gleichung
dieser Ebene hat man, wenn 2, y, ¢ die Coordinaten des Punk-
tes der Curve sind,
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19 dyd*z — dzd?y _ded?xz — dxd?z
cos 0 — D v c08p = D 4

ded?y — dyd?a
D ! )

cosy —

WO '
D=V (dyd2z —dzd?y)? | (ded?z— dwd?z)? + (da d?y — dy d?x)?
Die Normale zu der unendlich nahen Osculationsebene macht
mit der ersten einen Winkel, welcher dem der Ebenen gleich
ist; bezeichnet man ihn durch U, so erhilt man durch eine
Rechnung, die #hnlich ist derjenigen, welche den Contingenz-
winkel ergab,
U = V (dcos @)z + (d cos p)? -+ (dcosy)?.
Dies ist der Ausdruck des Winkels, um welchen die Ebene
zweier Nachbarseiten des Infinitesimalpolygons sich dreht,
um die zweite Seite herum, um durch die dritte zu gehen.
Man muss ihn aber durch die Differentiale von @, y, z aus-
driicken; setzt man hierzu
dydiz — dzd?y = X, ded?e — dad?z =Y,
dedly — dyd2z = Z,

daher
dydiz — dzddy = dX, dedse — daddz =dY,
daeddy — dydie = dZ,
go findet man

_ VX Z) X1 dyr 1-dzs) — (XdX T Yd VI ZdZy*

U

X2 | Y | 72
= V(YdZ—ZdY)2+(ZdX—XdZ)?+(XdY—YdX)?
iy X2 [ yr I 20 ¢
Man hat aber
YdZ — ZdY ZdX —XdZ XdY— YdX
dz I3 dy B dz

=dz (@?yd*z — d2zdsy) + dy (d?zdPz — d?ad32)
+ dz(d?x d3y — d2y d3a).
Folglich
dz (A% d%2— A2 d%y) + dy (P2 dPz— dx d*2) + de(d2z Oy — d®y d°z)
(dy d*z— dzd?y)*+ (dzd*z — dzd®2)? + (dz d*y — d_yd".z:)z
Es giebt keinen Kreis, der sich so natiirlich darbéte, um diese
zweite Kriimmung darzustellen, wie der osculirende Kreis, wel-

cher die erste Kriimmung misst.
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 11

U=u%
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186. Wenn der Radius der ersten Kriimmung unendlich
ist fiir alle Punkte einer Linie, so liegen alle Seiten des die-
ser Linie eingeschriebenen Infinitesimalpolygons in der Verlin-
gerung von einander, und folglich ist diese Linie gerade. Die
Bedingung, dass eine Linie gerade sei, ldsst sich daher aus-
driicken durch die Differentialgleichung
(dyd?z — dzd?y)? -+ (dzd?z — dzd?2)?+ (dad?y — dyd?z)?=0,
aus welcher die drei Gleichungen folgen
dyd?z — dzd?y=0, ded?z —dad?z2=0, dad’y — dyd*z =0,
oder auch »

dz dz d
I, =0 d7;=0 a2l —0
woraus man schliesst

wihrend ¢ und b willkiirliche Constanten sind. Und weil «
und b die Ableitungen von az und bz sind, so folgt aus einem
frither bewiesenen Satze, dass die Functionen # und y nur von
der Form _
z=az+a, y=0bz-+4f

sein konnen, wo « und f willkiirliche Constanten bezeichnen.
Man kommt so auf die allgemeinen Gleichungen der geraden
Linie zuriick.

Ist die zweite Kriimmung Null, so fallen alle Osculations-
ebenen zusammen, und die Curve ist eben. Die Bedingung,
dass eine Curve eben sei, wird also durch die Differential-
gleichung ausgedriickt

da (d2yd*z — d?z d3y) 4 dy (d*zddx — d?xd3z)
+ dz (@addy — d2ydéa) = 0,
welche sich reducirt auf
dyddz — d?zddy =0,
wenn man z zur unabhiingigen Variable nimmt.

Man verificirt leicht, dass diese Relation besteht fiir alle
Punkte einer ganz in einer Ebene liegenden Curve.

187. Polflaiche. — Denkt man sich ein Infinitesimal-
polygon eingeschrieben in eine Curve von doppelter Kriimmung,
und errichtet man senkrechte Ebenen in der Mitte seiner suc-
cessiven Seiten, so wird die Durchschnittslinie zweier sich
folgenden Ebenen der Ort der Pole des Kreises sein, der
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durch die drei entsprechenden Ecken des Polygons geht; und
ihre Grenze wird der Ort der Pole des osculirenden Kreises
sein, gegen den der variable Kreis convergirt.

Man erkennt ausserdem leicht, dass man dieselbe Linie
finden wiirde, indem man die Grenze des Durchschnitts zweier
sich folgenden Normalebenen suchte.

Verfihrt man auf dieselbe Weise in allen Punkten der
gegebenen Curve, so erhilt man eine Folge von Pollinien,
welche eine Fliche bilden, die man Polfliche nennt.
Sie ist nichts Anderes als der Ort der Mittelpunkte der Ku-
geln, welche die Grenzen sind von jenen, welche drei unend-
lich nahe Punkte mit der Curve gemein haben. Diese Fliche
ist abwickelbar, denn sie setzt sich zusammen aus unendlichen
ebenen Elementen, welche enthalten sind zwischen den zwei
successiven Durchschnitten dreier sich folgenden Ebenen. Fer-
ner haben diese ebenen Elemente zur Grenze ihrer Richtungen
die der Tangentialebenen: also sind alle Normalebenen der
Curve tangirend an ihrer Polfliche, und diese letzte kann be-
trachtet werden als die Umhiillungsfliiche dieser Ebenen.

188. Osculirende Kugel. —Mit diesem Namen bezeich-
net man die Grenze der Kugeln; welche vier Punkte, die sich
unbegrenzt néhern, mit der Curve gemein haben. Der Mittel-
punkt der durch vier sich folgende Ecken des eingeschriebenen
Polygons gehenden Kugel ist der Durchschnitt der zwei Ge-
raden, nach welchen sich die drei senkrechten Ebenen auf den
drei consecutiven Seiten des Polygons schneiden; er ist also der
zwei sich folgenden Pollinien gemeinsame Punkt.

Die Mittelpunkte dieser successiven Kugeln bestimmen ein
Polygon, welches gegen eine Curve convergirt, deren Tangen-
ten die Pollinien sind; diese Curve ist also die Umbhiillende
der Pollinien. Sie ist auch die Riickkehrkante der abwickel-
baren Fliche, welche der Ort dieser Pollinien ist, d. h. der
Polfléiche.

189. Gleichung der Polfliche. — Diese Fliche ist
der Ort der successiven Durchschnitte der Normalebenen oder
auch der Normalen der gegebenen Curve. Nun ist die Glei-
chung irgend einer Normalebene
Q) (@—a)da' +@y—y)dy + (¢ —2)dz! = 0.

9tk
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Giebt man der unabhiingigen Variable ¢, von welcher man 2/,
y’, 2’ als bekannte Functionen betrachtet, ein unendlich kleines
Increment A¢, und betrachtet man die Normalebene in dem
daraus resultirenden Nachbarpunkt, so wird ihre Gleichung
sich aus denselben Gliedern wie die vorige zusammensetzen,
plus den Gliedern, welche aus der Aenderung der Grossen
a'y y'y 2, da', dy’, dz’ hervorgehen. Die ersten Glieder sind
Null fiir die den beiden Ebenen gemeinsamen Punkte, und es
bleibt, indem man die Gréssen dritter Ordnung vernachlissigt
und zu den Differentialen iibergeht,

2) (z—a') 22’4 (y—y") @2y’ + (z—2") d*2' —ds'? = 0.
Die Gleichungen (1) und (2) finden also statt zwischen den
Coordinaten 2, y, z aller Punkte einer Erzeugungslinie der
Polfliche.

Man wird daher die Gleichung der Polfliche erhalten, in-
dem man 2/, y’, 2’ zwischen den Gleichungen (1), (2) und je-
nen der gegebenen Curve eliminirt.

190. Mittelpunkt der osculirenden Kugel. — Die-
ser Mittelpunkt ist die Grenze des Durchschnittspunktes von
drei sich folgenden Normalebenen oder von zwei Geraden, nach
welchen die zwei ersten und die zwei letzten dieser Ebenen
sich schneiden. Die eine von ihnen wird an der Grenze durch
die beiden Gleichungen (1), (2) dargestellt; die andere durch die-
selben um ihre Differentiale vermehrten Gleichungen. Fiir die
Grenze des den beiden Geraden gemeinsamen Punktes werden
daher die Differentiale der Gleichungen (1), (2) in Bezug auf
x', y', ', da', . . . Null sein, und daraus geht die neue Glei-
chung hervor
3) (z—a') dsa' + (y—y*) d3y’ + (2—2') d32' — 3ds'd?s’ =0.
Die Gleichungen (1), (2), (3) geben den Mittelpunkt der oscu-
lirenden Kugel, welche dem Punkt 2/, y‘, 2/ entspricht; und
man wird die Gleichungen des Orts dieser Mittelpunkte oder
der Wendungscurve der Polfliche erhalten, indem man =/, y/, 2/
zwischen diesen drei Gleichungen und jenen der gegebenen
Curve eliminirt; woraus zwei Gleichungen zwischen =, y, z re-
sultiren.

191. Vermoge der Gleichungen (1), (2) ldsst sich leicht
erkennen, dass jede Normalebene der Curve die Polfliiche tan-
girt. In der That, nehmen wir auf dieser letzten irgend einen
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Punkt, der unendlich nahe ist jenem, welcher die Coordinaten
2, y, 2 hat und sich in der durch die Gleichung (1) bestimm-
ten Normalebepe befindet. Betrachten wir dz, dy, dz als die
Differenzen ihrer Coordinaten: den Gleichungen (1), (2) wird
durch die Coordinaten @, y, z geniigt; und es wird ihnen ge-
niigt durch die Coordinaten des zweiten Punktes, wenn man
die unendlich nahe Normalebene betrachtet, welche durch die-
sen zweiten Punkt geht.

Giebt man nun &, y, 2z, /, y', 2 die correspondirenden In-
cremente dz, dy, dz, da’, dy', dz' in der Gleichung (1), so
bleibt, zufolge der Gleichung (2),

deda' 4+ dy dy + dz dz' = 0.

Aber die Gerade, welche die zwei auf der Polfliche ge-
nommenen Punkte verbindet, und zuletzt eine Tangente an ihr
wird, macht mit den Axen Winkel, deren Cosinus proportional
sind mit de, dy, dz; die vorstehende Gleichung zeigt also,
dass diese Gerade senkrecht ist zu der Tangente der Curve
in dem Punkt 2/, y/, 2/, und dass sie folglich in der, zu dem-
selben Punkt dieser Curve gehorigen Normalebene liegt, weil
sie schon den Punkt 2, y, 2 mit dieser Ebene gemein hat.

192. Kriimmungsmittelpunkt. — Der Mittelpunkt des
osculirenden Kreises, oder der Mittelpunkt der ersten Kriim-
mung, liegt in der osculirenden Ebene und auf der Pollinie
des Punktes, den man auf der Curve betrachtet. Man wird
daher seine Coordinaten erhalten, indem man die Werthe von
@, y, z sucht, welche den Gleichungen geniigen

(@—a)da' + @y —y)dy + (z —2)dz' = 0,

(¢ — a2 + (y — y") A2y’ (¢ — 2') A2’ = d s,

(x — ') (dy' 22! — dz'd?*y’) 4+ (y—y’) (d2'd?* ' —da' d22")
+ (2 — 2') (da'd?y’ — dy'd?z’) = 0.

Diese Werthe von 2, y, 2 werden durch folgende Formeln

gegeben:

z2—2' = ﬂ [dy' (dy'd?e' —dz' d?y') —da’ (dz’ d2a' — d &' d?2)],
y—y' = 21?74 [da'(da' d2y'—dy' d?a’) —d2! (dy’ d22' —d2' d?y") ],
T gl dij% [de!(dz'd?a! —da! d22") — dy’ (da’ Ay’ —dy’ d?a’) ],

worin R den Kriimmungsradius bedeutet, dessen Werth ist
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R ds'3
A (dy'd22! — d='d?y")2+(d2’d?x' —da'd2z") —-(da' d2y'—dy'd?z")?
Wenn man, statt die Coordinaten des Mittelpunkts der Kriim-
mung zu bestimmen, die Gleichungen des Orts dieser Mittel-
punkte haben wollte, so brauchte man nur 2, y/, 2/ zu elimi-
niren zwischen den drei ersten Gleichungen und jenen der ge-
gebenen Curve; die zwei resultirenden Gleichungen zwischen
z, y, 2z wiirden diejenigen des gesuchten Orts sein.
193. Beriihrung der Curven doppelter Kriimmung.
—- Diese Theorie ist derjenigen #hnlich, welche wir fiir die
ebenen Curven gegeben haben; nur muss man, statt die Cur-
ven durch parallele Geraden zu einer Axe zu schneiden, sie
durch Ebenen schneiden, welche parallel sind zu einer der
Coordinatenebenen, z. B. zur Ebene 2z, y. Wenn also zwei
Curven einen Punkt @, y/, 2/ gemein haben, und wenn, indem
man sie durch eine Ebene schneidet, welche parallel ist zu der
Ebene 2, y und von dem gemeinsamen Punkte um eine unend-
lich kleine Strecke dz’ absteht, die Entfernung der beiden so
erhaltenen Punkte auf diesen Curven von der Ordnung n 1
ist, so sagt man, dass die Curven einep Contact der Ordnung
n haben. Man erkennt leicht, dass die Ordnung dieser unend-
lich kleinen Entfernung dieselbe ist fiir beliechige Coordinaten-
ebenen, wenn nur die Tangenten an diesen Curven im ge-
meinsamen Punkt nicht parallel sind zu der schneidenden Ebene.
Die Projection einer Gerade auf eine Ebene ist gleich dem
Product dieser Gerade in den Cosinus ihrer Neigung gegen
die Ebene, also hat das Verhiiltniss der Liingen dieser Gerade
und ihrer Projection eine endliche Grenze, wenn die Grenze
dieser Gerade nicht einen rechten Winkel mit der Ibene
macht. Also werden die drei orthogonalen Projectionen einer
in Grosse und Richtung variablen Gerade, im Allgemeinen,
Grossen von derselben Ordnung wie diese Gerade sein; und
wenigstens ist dies immer der Fall fiir zwei ihrer Projectionen:
es kann hochstens eine unter ihnen geben, welche gegen
diese Gerade unendlich klein ist. Hieraus folgt, dass damit
zwei Curven doppelter Kriimmung einen Contact nter Ordnung
haben, es nothwendig und hinreichend ist, dass zwei ihrer Pro-
jectionen einen Contact dieser Ordnung haben; welches auf
die Theorie der Berithrung ebener Curven zuriickfiihrt. Die
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Bedingungen dafiir, dass dieser Contact in dem Punkte a/, y, 2/
stattfinde, bestehen daher darin, dass fiir den Werth 2/ von 2
die Grossen

g o8 DR A ey

' Gz de’ de2’ d2’ T A d
nach den Gleichungen dieser beiden Curven dieselben Werthe
haben. Man wird also auch hier die osculirende Curve einer
gegebenen Art erhalten, indem man die Coéfficienten ihrer
Gleichungen in solcher Weise bestimmt, dass daraus so viel
als moglich gemeinschaftliche Ableitungen mit der gegebenen
Curve, von den ersten ab, resultiren. Wenn die Projectionen
auf einer Ebene einen hoheren Contact hdtten als die auf
einer anderen, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass der weni-
ger hohe von beiden die Ordnung des Contacts der zwei vor-
gelegten Curven ausdriicken wiirde.

194. Osculirende Gerade. — Die allgemeinen Glei-
chungen einer Gerade sind

z=az+a, y="bz-4 4,

also werden die Gleichungen, welche @, @, 0, bestinmen, sein
2 =az' + o,y =bz 4 B \-‘E——__—a -Mzb
B > dz :
Gl dyl
dz’ dz'
gegebenen Curve gezogen sind. Die osculirende Gerade hat
daher zu Gleichungen

withrend die Ableitungen aus den Gleichungen der

d dy'
x—z’:d—-(z—z’), y—-y’:%(z—z’),
dieselben, welche wir schon fiir die Tangente gefunden haben.

195. Osculirender Kreis. — Die bequemsten Gleichun-
gen zur Bestimmung eines Kreises im Raume sind die einer
Kugel und einer Ebene. Es seien also die allgemeinen Glei-
chungen des Kreises
D =+ G—F+ @— = Ry
(2) 24+ az + by + ¢ = 0;
differentiirt man diese Gleichungen zweimal, indem man 2 und
y als Functionen von z betrachtet, und die anderen Grissen
als Constanten, so erhiilt man folgende Gleichungen:
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® —-N+o—HE+te—oE—o,

dy* | da? d?y A2z
(4) 1+a?+dz2+(y_ﬁ)dz2+(w—a)¢rz2=0’
dx d
®) 14+as=4p5E =0
d?z By

In diesen sechs Gleichungen wird man statt z, y, ¢ die Coor-
dinaten des gegebenen Punktes der Curve und statt aller Ab-
leitungen diejenigen setzen, welche die Gleichungen dieser néim-
lichen Curve ergeben. Daraus wird man die Werthe von sechs
der Constanten a, b, ¢, , 8, y, R ableiten, und es wird eine
Constante unbestimmt bleiben, weil man unendlich viele Ku-
geln durch denselben Kreis legen kann.

Die Coéfficienten «, b, ¢ sind vollkommen bestimmt, und die
Gleichung der Ebene wird, indem man durch 2/, y/, 2’ die
Coordinaten des gegebenen Punktes bezeichnet,

(e —2) (da'dry — dy'd?’) — dz'd?y’ (z — a)

+ dz*d?a2' (y — y') = 0.
Diese Gleichung ist keine andere als jene der osculirenden
Ebene, in welcher z zur unabhingigen Variable genommen
ist. Die Gleichungen (3), (4), wenn man in ihnen e, 8, y als
Variablen betrachtet, stellen zwei Ebenen dar, welche auf der
Ebene (2), den Gleichungen (5), (6) zufolge, senkrecht sind.
Die Mittelpunkte der Kugeln liegen also auf einer Senkrechte
zur Kreisebene, und alle diese Kugeln schneiden diese Ebene
nach einem und demselben Kreis, weil sie ausserdem durch
einen und denselben Punkt «, y/, 2/ gehen.

In den Gleichungen (3), (4) erkennt man leicht diejenigen,
welche die Pollinie zu dem Punkt 2/, y/, 2 bestimmen, wenn
man 2 zur unabhiéingigen Variable nimmt; und da der Mittel-
punkt des Kreises erhalten wird, indem man den Durchschnitt
dieser Gerade mit der Kreisebene sucht, so findet man aus
diesem neuen Gesichtspunkte Alles wieder, was in Beziehung
auf den ogculirenden Kreis durch verschiedene Betrachtungen
bestimmt worden war.
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Beriihrung der Oberflichen.

196. Wenn zwei Oberflichen einen Punkt 2/, ¥/, 2/ gemein
haben, und wenn, indem man 2’, y* um beliebige unendlich
kleine Grossen da’, dy’ indert, die Differenz der entsprechen-
den Werthe von 2 ein unendlich Kleines der Ordnung n - 1
ist, so sagt man, dass diese Oberflichen einen Contact nter
Ordnung haben. Die Ordnung dieser Differenz ist dieselbe
fiir alle Richtungen, welche nicht parallel sind zu den Tan-
gentialebenen an diesen Oberflichen in dem Punkte, den man
betrachtet: hieraus geht hervor, dass zwei Flichen einen Con-
tact erster Ordnung haben werden, wenn man fiir einen und
denselben Werth von 2/, ¥/ aus den Gleichungen beider die-
selben Werthe fiir 2, ﬁ, iiil zieht.

- da'’ dy’

Sie werden einen Contact zweiter Ordnung haben, wenn
ihre Gleichungen ausserdem dieselben Werthe liefern fiir die
partiellen Differentialcoéfficienten der zweiten Ordnung

A2z drz  dce

de'? da'dy”’ dy?’
Der Contact wird endlich von der Ordnung = sein, wenn alle
partiellen Differentialcoéfficienten bis zu dieser Ordnung inclu-
sive gleich sind.

Die osculirende Fliche von einer gegebenen Art wird be-
stimmt wie die osculirenden Curven, indem man so viel Ablei-
tungen als méglich von den beiden Functionen einander gleich
macht, welche den Werth von z fiir die beiden Flichen, die
sich osculiren sollen, ausdriicken.

197. Osculirende Ebene an einer Oberfliche. —
Die allgemeine Gleichung einer Ebene sei

z=ax + by + ¢,

so hat man, um «, b, ¢ zu bestimmen, die Gleichungen

dz’ dzt
2l —aa’ by! o —/=b’
ol ,+ il T i
withrend d_z” d—;' aus der Gleichung der gegebenen Fliche

zu ziehen sind. Die Gleichung der osculirenden Ebene ist also
v B8, A /
e s ey ‘”_‘”)+dyl @ —¥)

welche Ebene keine andere ist als die Tangentialebene.
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198. Osculirende Kugel an einer Oberfliche. —
Da die allgemeinste Gleichung einer Kugel nur vier willkiir-
liche Constanten enthilt, so kann man, im Allgemeinen, keine
Beriihrung zweiter Ordnung zwischen einer Kugel und einer
gegebenen Oberfliche herstellen, weil hieraus sechs Bedingungs-
gleichungen hervorgehen wiirden. Man kann also zwischen
diesen Flédchen nur eine Beriihrung erster Ordnung herstellen.
Dabei wird eine Constante in der Gleichung der Kugel unbe-
stimmt bleiben, und man kann dieselbe benutzen um einen
Contact der zweiten Ordnung mit einer der Curven zu bestim-
men, welche man auf der Oberfliche zeichnen kann.

199. Contact der Curven und Flichen. — Fiihrt
man in der Niihe eines Punktes, welcher einer Curve und einer
Fliche gemeinschaftlich ist, Parallelen zur Axe der z, so sagt
man, dass ein Contact nter Ordnung stattfindet, wenn die Dif-
ferenz der entsprechenden Werthe von z fiir die Curve und
die Fliche unendlich klein ist von der Ordnung n -+ 1. Man
wird zu Bedingungen von derselben Art wie in den friiheren
Fillen gefiihrt, in deren Detail wir nicht eingehen.

Evoluten.

200. Wenn man irgend eine von den Normalen in
einem Punkte einer Curve doppelter Kriimmung betrachtet,
so wird sie eine Tangente an der Polfliche sein. Die
Normalebene, welche durch einen zweiten, dem ersten unend-
lich nahen Punkt der Curve geht, wird diese Normale in einem
Punkt schneiden, welcher zwei unendlich nahen Normalen ge-
mein ist. Thut man fiir die zweite Normale dasselbe, was
man fiir die erste gethan hat, und fihrt man so fort, so
erhilt man eine unendliche Folge von Normalen zu der gege-
benen Curve, von denen jede die folgende trifft, und deren Be-
rithrungspunkte mit der Polfliche unendlich nahe an einander
liegen. Der Durchschnittspunkt von zwei sich folgenden Nor-
malen, da er auf der Durchschnittslinie der zwei Normalebenen
liegt, wird sich unbegrenzt der Polfliiche nihern, welche der
Ort der Grenzen von den Durchschnitten der sich folgenden
Normalebenen ist.

Diese Folge von Normalen bestimmt also ein Polygon mit
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unendlich kleinen Seiten, dessen Grenze eine, alle diese Nor-
malen tangirende Curve ist, welche auf der Polfliche liegt:
man nennt sie eine Evolute der gegebenen Curve.

Da man irgend eine von den Normalen der gegebenen
Curve in dem Ausgangspunkte wihlen kann, so erhilt man
unendlich viele Evoluten, welche einander so nahe liegen als
man will, und sich siimmtlich auf der Polfliiche befinden, die
~man als ihren geometrischen Ort betrachten kann. In Bezug
auf diese Curven, welche wir Evoluten genannt haben, fiihrt
die erste den Namen Evolvende, einer Eigenschaft halber,
die analog ist jener, welche wir in den ebenen Curven erkann-
ten, und deren Beweis wir geben wollen.

Es seien MN, M’N’ zwei in unendlich nahen Punk-
ten M, M’ zu der gegebenen Curve normale Geraden und
N, N’ ihre Beriihrungspunkte mit der Evolute; wir wol-

Fig. 16. len zeigen, dass die
Differenz der Lingen
M'N' und M'N gleich
ist dem Bogen N N’ bis
auf ein unendlich Klei-
nes von der zweiten
Ordnung wenigstens.
In der That, denkt man
sich in den Punkten M
und N zwei zu MN
senkrechte Ebenen, so
wird.die Lénge M'P von der zweiten Ordnung sein, weil die
Curve M’ M die Ebene tangirt; ferner iibertrifft QP MN um
eine unendlich kleine Grisse zweiter Ordnung. Man kann also
N*@Q als gleich der Differenz M’ N* — M N nehmen bis auf
eine Grosse zweiter Ordnung. Aber die Grenze des Verhilt-
nisses von N’ Q zu der Sehne N N’ ist die Einheit, weil die
Winkel Q@ und N des geradlinigen Dreiecks Q NN’ gegen
rechte Winkel convergiren. Also unterscheidet sich N’ von
dem Bogen N’N hochstens um ein unendlich Kleines zweiter
Ordnung; also ist die Differenz zweier consecutiven Nor-
malen MN, M' N’ gleich dem zwischen ihren Beriihrungs-
punkten mit der Evolute enthaltenen Bogen NN’, plus oder
minus einer gegen diesen Bogen unendlich kleinen Grosse,




— 172 —

welche vernachlidssigt werden kann, ohne dass daraus ein
Fehler in den Grenzen der Verhiltnisse oder Summen ent-
springt.

Es folgt hieraus, dass wenn man in irgend zwei Punkten
der Evolute Tangenten bis zur Evolvende zieht, die Differenz
ihrer Liingen strenge gleich ist dem zwischen den Beriihrungs-
punkten enthaltenen Bogen.

Und man sieht somit, dass die Differenz zwischen .
M'N* — MN und dem Bogen NN’, welche wenigstens von
der zweiten Ordnung sein musste, in der That gleich Null war.

Denken wir uns jetzt einen Faden, der mit der Evolute
von irgend einem Punkte an zusammenfillt, wo er sich von
ihr tangential trennt und sich bis zur Evolvende fortsetzt:
Wenn man ihn abwickelt, indem man ihn immer tangirend an
der Evolute hilt, so nimmt er successive die Lage der ver-
schiedenen Normalen ein, welche Tangenten an dieser Curve
sind; und da diese Normalen genau um dieselbe Lénge wach-
sen wie der sich abwickelnde Faden, so wird immer der
nimliche Punkt dieses Fadens sich auf der Evolvende befinden.
Diese Curve wird also durch den Endpunkt des in der ersten
Lage genommenen Fadens beschrieben werden. Diese Eigen-
schaft ist es, welche veranlasst hat, den beiden Curven in Be-
zug auf einander die Namen Evolute und Evolvende zu geben.

201. Der Ort der Mittelpunkte der osculirenden Kreise
einer Curve doppelter Kriimmung ist keine Evolute dieser
Curve. In der That, zwei consecutive osculirende Ebenen
schneiden sich nach einer Gerade, welche zur Grenze die
Tangente hat, und bilden mit einander einen unendlich klei-
nen Winkel erster Ordnung. Die Entfernung des in der ersten
enthaltenen Kriimmungsmittelpunktes von der zweiten Ebene
ist also ein unendlich Kleines erster Ordnung; seine Entfer-
nung von der in dieser zweifen Ebene enthaltenen Normale
ist aber grisser als seine Entfernung von der Ebene: folglich
ist diese Normale keine Tangente an der Curve, welche durch
diese beiden Mittelpunkte geht, weil dazu erfordert wiirde, dass
diese Entfernung ein unendlich Kleines von einer hiheren als
der ersten Ordnung wire. Der Ort der Kriimmungsmittel-
punkte ist daher keine Evolute, wenn die betrachtete Curve
keine ebene ist.
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202. Die . Evoluten einer Curve doppelter Kriimmung
haben die bemerkenswerthe Eigenschaft sich auf gerade Linien
zu reduciren, wenn man die Polfliche in eine Ebene ausbreitet.

Um dies zu beweisen, betrachten wir ein der gegebenen
Curve eingeschriebenes Infinitesimalpolygon mit gleichen Sei-
ten; was darauf hinaus kommt, dass man den Bogen zur unab-
hiingigen Variable nimmt. Durch die Mitten seiner Seiten denken
wir uns senkrechte Ebenen, deren Durchschnitte die Kanten
einer abwickelbaren Kliche bilden werden, welche an der
Grenze die Polfliche wird.

Wenn man nun aus der Mitte irgend einer Seite eine Ge-
rade in der Normalebene zieht, so wird sie die, dieser und der
folgenden Ebene gemeinschaftliche Kante in einem Punkte
schneiden, der, wenn man ihn mit der Mitte der folgenden
Seite verbindet, eine Normale zu dieser Seite giebt; und es
lisst sich leicht sehen, dass diese beiden Normalen gleiche
Winkel machen mit der Kante, die man betrachtet hat.

Diese zweite Normale verldngert, wird die der zweiten und
der dritten Normalebene gemeinschaftliche Kante in einem
Punkte schneiden, welcher verbunden mit der Mitte der dritten
Seite eine Normale zu dieser Seite giebt, die mit der zweiten
Kante denselben Winkel wie die vorige Normale macht; und
so ohne Ende fort.

Wenn man jetzt die Oberfliche, welche alle diese Kanten
enthilt, in eine Ebene ausbreitet, so werden je zwei consecutive
Normalen sich auf einander niederschlagen, weil sie denselben
Winkel mit der Kante bilden, auf welcher sie sich schneiden;
und das infinitesimale Polygon, welches die Durchschnitte die-
ser successiven Normalen bilden, wird alle seine Seiten auf
einer und derselben Gerade haben. Da dieses Resultat statt-
findet bei jeder Kleinheit der Seiten dieses Polygons, so wird
es fiir die Grenzcurve stattfinden, welche irgend eine von den
Evoluten der vorgelegten Curve ist.

Also werden bei der Ausbreitung der Polfliche in eine
Ebene alle Evoluten der Curve gerade Linien.

203. Bei der Ausbreitung cer Polfliiche @ndern die unend-
lich kleinen Seiten, welche die Evolute zusammensetzen, ihre
Liinge nicht, also wird ein beliebiger Bogen dieser Curve die-
selbe Liinge haben vor und nach der Ausbreitung; und ebenso
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wiirde es sein fiir jede andere auf dieser Fliche beschriebene
Linie. Also ist der kiirzeste Weg von einem Punkte zu einem
anderen auf der Polfliche der Bogen der durch diese zwei
Punkte gehenden Evolute, weil, indem er eine gerade Linie
wird, er kiirzer ist als jeder andere nach einer Transformation,
welche die Liingen nicht geiindert hat.

Man kann noch bemerken, dass wenn man sich einen Fa-
den auf das durch die successiven Normalen gebildete Polygon,
welches wir zuletzt betrachtet haben, gelegt denkt, und ihn
lings irgend einer der Seiten bis zur Mitte der correspondiren-
den Seite des ersten, der gegebenen Curve eingeschriebenen
Polygons verléingert annimmt, und wenn man nun diesen Faden
so abwickelt, dass er successive in der Verlingerung einer
jeden der Seiten des Polygons, auf welches er gelegt ist, sich
befindet, dass dann sein Endpunkt durch die Mitten aller Sei-
ten des anderen Polygons gehen wird. Geht man nun zu den
Grenzen der Polygone iiber, so hat man die oben durch andere
Betrachtungen bewiesene Eigenschaft wieder.

204. Gleichungen der Evoluten. — Bezeichnet man
durch 2/, y’, 2* die Coordinaten irgend eines Punktes der vor-
gelegten Curve, so wird die Gleichung der Polfliche erhalten,
indem man , y', 2’ eliminirt zwischen den zwei Gleichungen
der Curve und den zwei folgenden

(2 — &)y da' + (y —y) dy’ + (¢ — &) dz’ = 0,

(2 —a) d2a’ + (y — y) @2y’ + (z — 2’) d*2/ = ds'2.
Wenn man jetzt irgend einen der Punkte betrachtet, dessen
Coordinaten #, y, z diesen Gleichungen geniigen, so wird man
von diesem Punkte iibergehen zu dem Nachbarpunkte der Evo-
lute, wenn die Gerade, welche diese beiden Punkte verbindet,
in der Verlingerung von jener liegt, welche die Punkte
(2, y's 2), (2, y, 2) verbindet; welches stattfinden wird, wenn
die Differentiale dz, dy, dz proportional sind den Differenzen
#—a'y,y —y', 2 — 2. Hieraus wiirde man die zwei Glei-
chungen ziehen

diriii o o wl Ldy L gty

di 1d2 e gl BeY  Ek g
Aber nur eine ist nothwendig, weil die vorhergehenden
ausdriicken, dass die Punkte (z, y, 2) nicht aufhéren auf
der Polfliche zu sein. Indem man eine von diesen zwel
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Gleichungen mit den zwei vorhergehenden verbindet und mit
. ~ . 3 . .
jenen der gegebenen Curve, hat man fiinf Gleichungen, zwi-
schen welchen man 2/, y’, 2’ eliminirt, wodurch man zwei
Differentialgleichungen erhalten wird, welche einer Evolute
entsprechen.

Anwendung der vorhergehenden Theorien auf die
Schraubenlinie.

205. Bezeichnet ¢ den Radius der Cylinderbasis und m
die Tangente der Neigung der Schraubenlinie gegen die
Ebene dieser Basis, so sind die Gleichungen der drei Pro-
jectionen dieser Curve

z S
2z — a 0§ —— — a st —— 22 2 = a?.
a2 ¥ ma ’ o ¥

Die Axe der # geht durch den Punkt, worin die Schrauben-
linie die Ebene der Basis trifft; und, indem sie sich erhebt,
wendet sich diese Curve von der Axe der positiven 2 gegen
die Axe der positiven y.

Diese Gleichungen differentiirt geben

V T
dx:—-lsin—z—dz, dy:l cos—z—dz, ds—_—_—l—_—-'——m— dz,
ma m  ma m
d‘*’w:———%—- S dz2, dﬁy_-:—-lT iy, 2 dz2, d?2s = 0.
m2a  ma m2a " ma

Die Gleichung der osculirenden Ebene wird jetzt, indem man z

zur unabhiingigen Variable nimmt,

Sdel 2/
it = M A my cos— .
ma + y ma

Diese Ebene macht mit der Ebene der Basis einen Winkel,

1 A
dessen Cosinus ————— und dessen Tangente m ist. Er ist
VI ;
derselbe wie der der Schraubenlinie mit derselben Ebene.

Die Gleichung der Normalebene wird
Y e Y .._z; z_l
m(z—z)_wsmma g A ot

Der Contingenzwinkel, dessen allgemeiner Ausdruck ist

v = _dl_svd:’x? + @2y | 222 — a2 s2,
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wird im gegenwiirtigen Falle

dz
U == revemieeeatien Yy
am VI F me
Der Winkel zweier consecutiven Osculationsebenen ist

5 dz

a—v—ﬁ oder muv.

Der Radius des osculirenden Kreises, dessen allgemeiner Werth
R=—vs— ist, wird gleich a (1 4 m?); seine Grosse ist also

constant und iibertrifft um am? den Radius der Basis. Um
seine Richtung zu kennen, muss man den Durchschnitt der
Normalebene mit der osculirenden Ebene suchen. Die com-
binirten Gleichungen geben
i 2’
g2 y:wtang,n—zz v

Also ist der Kriimmungsradius bestindig parallel zur Ebene
der Basis und trifft die Axe des Cylinders Der Mittelpunkt
der Kriimmung bew egt sich folglich auf einem Cy]mder, wel-
cher dieselbe Axe wie der erste und zur Basis einen Kreis
hat, dessen Radius am? ist. Er beschreibt also auf diesem
Cylinder eine Schraubenlinie, deren Weite dieselbe ist wie die
der vorgelegten Schraubenlinie.

Man wird dasselbe Resultat finden, indem man die Coor-
dinaten des Kriimmungsmittelpunktes berechnet. Ihre Werthe
sind

sl z
z2=2', y=— — am?sn —, & = — am? cos — ,
ma 7

und man leitet daraus unmittelbar die vorstehenden Folgerun-
gen ab.

Bestimmen wir jetzt die Gleichungen irgend einer Kante
der Polfliche, d. h. des Durchschnittes zweier unendlich nahen
Normalebenen. Diese Gleichungen sind

Lakiapl 24
m(z —2) =2 8an—— — Y CO§ —
¢ ) ma Y ma’
Z’ y 2”
Z C08 sih — =— — am?.
ma +y ma

Diese Gerade ist nothwendig senkrecht zur Osculationsebene,
was man leicht vermdge ihrer Gleichungen verificirt. Da
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sie ausserdem durch den Kriimmungsmittelpunkt geht und
senkrecht ist auf dem Kriimmungsradins, so ist sie Tangente
an dem Cylinder, auf welchem sich der Endpunkt dieses Ra-
dius bewegt, und dessen Basis den Radius am? hat. Ferner
ist leicht einzasehen, dass sie Tangente ist an der durch die-
sen Endpunkt beschriebenen Schraubenlinie. In der That, weil
sie senkrecht steht auf der osculirenden Ebene, so macht sie

mit der Ebene der Basis einen Winkel, dessen Tangente %

ist: aber die Schraubenlinie, welche den Ort der Kriimmungsmit-
telpunkte bildet, und deren Gleichungen wir oben gegeben haben,
ist auf dem Cylinder beschrieben, dessen Radius am? ist, und

oS g ; 1
macht mit seiner Basis einen Winkel, der zur Tangente - hat.

Also ist die Kante der Polfliiche Tangente an dieser Schrau-
benlinie, und die Polfliiche ist die abwickelbare Schraubenfliche,
deren’ Wendungscurve diese Schraubenlinie bildet.

Man weiss aber, dass die Subtangente einer Schrauben-
linie auf der Ebene ihrer Basis gleich ist dem Bogen dieser
Basis vom Anfange der Schraubenlinie an bis zur Projec-
tion des Beriihrungspunktes. Also ist die Spur der Polfliche
auf der Ebene (2y) die Evolvende der Cylinderbasis mit dem
Radius am?.

Will man die Gleichung der Polfliche haben, so muss
man 2/ eliminiren zwischen den beiden Gleichungen

; St 2!
m (2 — 2') = wsin — — y cos —,
ma ma
2! r et
& o8 —" s —— = — am?.
ma +y ma

Indem man die Quadrate dieser Gleichungen addirt, erhilt
man

me [(o — &7 + atmd] = ot - g
substituirt man nun in der zweiten, so findet man die gesuchte
Gleichung, welche ist

& cos (—— & V‘”;j;zy :

~+ ysin (n_a + Vw:n4+a2y2 — 1) = — am?.

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 12
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Die Spur dieser Fliche auf der Ebene (zy) hat zur Gleichung

22 # ; 2? 2
& cos \/ —Zj—:lg——lIFysmV mj;f — 1= — am?.

Diese Curve ist die Evolvende des Kreises vom Radius am?,
und sie fingt an in dem Punkte dieses Kreises, welcher auf
der Axe der 2 und auf der Seite der negativen z liegt; was
mit dem oben bewiesenen Satze iibereinstimmt.

Da eine Schraubenlinie ihre beiden Kriimmungen gleich
denen irgend einer Curve in einem Punkte derselben haben kann,
so wird ihre Osculation von einer hoheren Ordnung sein als
die des Kreises; sie wiirde also eine genauere Idee von der
Curve geben, mit welcher man sie vergleichen wiirde. Die
beiden Constanten m und a wiirde man bestimmen, indem man
ihre beiden Kriimmungen denen gleichsetzte, welche die gege-
bene Curve in dem betrachteten Punkt hat.
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Integralrechnung.

206. Jede neue Operation giebt Veranlassung zu der
umgekehrten, in welcher man zur Gegebene das Resultat der
ersten und zur Unbekannte eine ihrer Gegebenen nimmt. Die
Differentiation odier die Operation, durch welche man das Dif-
ferential oder die Ableitung einer Function bestimmt, fiihrt
also natiirlich zu der Aufsuchung der Function, von welcher
man das Differential oder die Ableitung kennt. Diese letz-
tere Operation wird Integration genannt.

Zunichst muss gezeigt werden, dass diese Aufgabe immer
eine Losung zuldsst.

Es sei F(z) dz das vorgelegte Differential; es handelt
sich darum, zu zeigen, dass, was auch die Function F(2) sei,
immer eine andere existirt, welche zur Ableitung #(z) oder
zum Differential #'(z)dx giebt. Dies lisst sich auf eine sehr
einfache Weise durch geometrische Betrachtungen darthun.

In der That, denkt man sich die Curve, deren Gleichung

y = I'(2)
ist, so wird die zwischen einer festen und einer variablen, der
Abscisse « entsprechenden Ordinate liegende Fliiche eine Func-
tion von z sein, die ausdriickbar sein kann oder nicht ver-
moge der elementaren Functionen, welchen man besondere
Namen beigelegt hat. In der Differentialrechnung wurde aber
bewiesen, dass die Ableitung dieser Fliche nach der variablen
Abscisse # die Function ist, welche die Ordinate der Curve
ausdriickt; also ist die Fliche der durch die Gleichung

y = F(2)

12*
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gegebenen Curve eine Function, welche zur Ableitung /' (z) und
zum Differential /'(2)da hat.

Die Aufgabe hat also immer eine Losung, und man sieht
leicht, dass sie unendlich viele hat; denn addirt man irgend
eine von z unabhiingige Grisse zu einem Ausdrucke, welcher
der Aufgabe geniigt, so hat man einen neuen Ausdruck, der
ebenso geniigt, weil die Ableitung der Constante Null ist.

Da wir ferner bewiesen haben, dass zwei Functionen,
welche dieselbe Ableitung haben, nur um eine Constante ver-
schieden sein konnen, so wird man die allgemeinste Function
erhalten, welche eine gegebene Ableitung hat, indem man cine
willkiirliche Constante addirt zu irgend einer besonderer Func-
tion, welche diese Ableitung hat.

207. Bestimmte Integrale. — Bezeichnen wir durch
f () die Function, deren Ableitung F'(z) ist. Lisst man die
Variable von einem besonderen Werthe ¢ zu einem beliebigen
Werthe # iibergehen, zwischen welchen diese Functionen stetig
bleiben, so erleidet die Function f (z) den endlichen Zuwachs
f(z) — f(a), welchen man betrachten kann als identisch mit
der Summe der unendlich kleinen Incremente, welche die
Function successive erhilt, wenn man von a zu z iibergeht
durch eine unbegrenzt wachsende Anzahl von Zwischenwerthen.
Aber nach der Definition der Ableitung ist die Einheit die
Grenze des Verhiltnisses zwischen dem Product 7 (z) d und
dem, aus dem Increment dz der Variable hervorgehenden In-
crement von f (), welchen Werth von # man auch betrachtet;
folglich kann man diese unendlich kleinen Grissen mit einander
vertauschen, und die Grenze der Summe der Producte /7(z)dz
wird gleich sein der Summe der Incremente von f(z), welche
f(2) — f(a) ist. Somit hat man den allgemeinen Satz, dass
die Summe der Producte einer beliebigen stetigen Function in
das Increment der Variable, wenn diese Variable durch alle
Werthe zwischen ihrem ersten und ihrem letzten geht, immer
eine Grenze hat, welche gleich ist der Differenz der Werthe,
welche fiir die extremen Werthe von 2 eine Function annimmt,
die zur Ableitung die erste hat. Diese Grenze wird ein be-
stimmtes Integral genannt; wir werden sie so bezeichnen:
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jF(x) 0o

Umgekehrt kann das endliche Increment irgend einer
Function betrachtet werden als die Grenze der Summe der
Producte ihrer Ableitung in das unendlich kleine Increment
von 2, wenn man diese Variable durch alle Werthe zwischen
ihren extremen Werthen gehen lisst.

208. Niitzlich ist die Bemerkung, dass man in jedem der
Producte /() da statt « jeden Werth nehmen kann, der sich
davon um eine unendlich kleine Grisse unterscheidet; denn die
Grenze des Verhiltnisses der correspondirenden Elemente wird
die Einheit sein, weil F'(2), und folglich 7' (2) da, sich um
eine gegen es selbst unendlich kleine Grosse geiindert haben
wird.

Man konnte selbst statt des Factors da eine Grosse neh-
men, welche davon um ein unendlich Kleines einer hiheren
als der ersten Ordnung verschieden wire, weil die Grenze
des Verhiltnisses der correspondirenden Elemente immer die
Einheit sein wiirde.

Auch ergiebt sich hier ein schon bewiesener Satz, dass
nimlich zwei Functionen, welche dieselbe Ableitung haben, nur
um eine Constante verschieden sein konnen, d. h. um eine von
der Variable unabhiingige Grosse. In der That, die Zunah-
men, welche sie respective annehmen, wenn 2 von irgend einem
Werthe zu irgend einem anderen iibergeht, werden dieselben
sein, denn sie sind Grenzen identischer Summen: also ist die
Differenz der beiden Functionen dieselbe, was auch 2 sei.

209. Die allgemeinste Function, welche zum Differential
einen gegebenen Ausdruck 7'(z)dz hat, wird das unbestimmte
Integral von F(«)da genannt und durch ['F(z)dx bezeich-
net. Sie ist gleich einer willkiirlichen Constante plus irgend
einer besonderen Function, welche zum Differential F'(z) da
hat; sie kann daher ausgedriickt werden durch

jF(x) de + C,

wo 2, irgend ein besonderer Werth von # und C eine willkiir-
liche Constante ist. Man hat also im Allgemeinen
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fF(m) | jF(z) W e

Zo

Wenn man eine Function ¢ () kennte, deren Ableitung
F (z) wiire, und welche nicht aus der Summe der Werthe von
F(2) da zwischen zwei Grenzen x, und z resultirte, so wiirde
man immer die allgemeinste Auflosung der Gleichung haben,
indem man zu ihr eine willkiirliche Constante addirte. Das
unbestimmte Integral wiirde also gegeben sein durch die Glei-
chung

/F(m) dy = ote) O

210. Kennt man das unbestimmte Integral von F'(2) da,
und will man das bestimmte Integral zwischen den Grenzen «
und b finden, so wird man zuerst dasjenige bestimmte Integral
suchen, dessen Grenzen « und ein beliebiger Werth von « sind:
dieses ist in dem allgemeinen Integrale ¢(z) 4 C enthal-
ten, weil es die Eigenschaft besitzt /'(z) zur Ableitung zu
geben. Man wird also haben

/F(.z) ds =g (&) 4 C;

aber C ist nicht mehr willkiirlich, weil das erste Glied dieser
Gleichung Null wird fiir # =— @, und man also haben muss

@ (a) 4+ C = 0; folglich C = — ¢ (a),

und

[F@ ds = 9@ — 9.

Wenn man jetzt # = b macht, so hat man das verlangte be-
stimmte Integral

fF(:c) de = ¢ (b) — @(a),

was mit Dem iibereinstimmt, was wir oben gc<chen haben,
nimlich dass die Differenz der Werthe irgend einer Function,
welche zwei Werthen ¢ und 6 von @ entsprechen, die Grenze
ist von der Summe der Producte ihrer Ableitung in das In-
crement der Variable.
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Verschiedene Integrationsmethoden.

211. Unmittelbare Integration. — Wenn man in dem
zu integrirenden Ausdruck das Differential einer bekannten
Function erkennt, so braucht man nur zu dieser Function
eine willkiirliche Constante zu addiren, um das verlangte allge-
meine Integral zu haben; und es ist gut zu bemerken, dass
wenn man ein Differential mit irgend einer Constante multi-
plicirt, das Integral dann mit derselben Zahl sich multiplicirt
findet. Indem man also zuniichst die Differentiale aller ein-
fachen Functionen betrachtet, bildet man eine erste Samm-
lung von unbestimmten Integralen, welche in folgender Tafel
enthalten ist:

m-4-1
m1 — m m o &
dz (m+1)am de, /w dw_m+1+0,

da* = a*ladx, /‘azdwza—x + C, /e’dm:ez—]—C,
dlogw_l—g—e:ﬁ fd"'” loge+0—lx+c
dsina = cosx da, fcosa:da: = sina —|— OF
deose = — sinax du, f.n'nmdx:—cosm-{—C,
d tang a _—_a)%, /ciwﬁ = tangz + C,
dcotg-v:—mi'zz, fmimﬂ:—cotgw—l— c,
darcsinx:v.fiﬂ, Vfiﬂ:arcsinm—[— C,
darc cos & —_—v._lia;g, V—l_iwm‘-’ = arccosx -+ C,
d arctang » = 1 :i:aﬂ, i ii:wz = arctang z -+ C,

—dax —dz

dare colg & = P 1+w2—_—:arccotgm+ c.

Wir bezeichnen hier durch 2 eine beliebige Variable, welche
eine Function einer anderen Variable sein kann. Mit
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anderen Worten, man kann 2 mit irgend einer Function ¢ ()

in allen den vorstechenden Formeln vertauschen. So giebt
z. B. die erste

[perape =21 c.

212. Es ist eine Bemerkung zu machen iiber die Formel

am+1
/ wde=_T"0 C.
Sie wird illusorisch fiir m = — 1. In diesem Falle ist das
Differential d_a:; und sein Integral l2 - C ist nicht mehr alge-
x

braisch, und wiirde also in der That nicht mehr durch den
am+1
m—4 1

Da jedoch die Formel richtig ist, wie nahe m an —1
heranriicken mag, so kann man aus ihr den Ausdruck her-
. leiten, welcher sie in diesem besonderen Falle zu ersetzen
hat, indem man m gegen die Grenze — 1 convergiren lisst,
und die willkiirliche Constante so wihlt, dass das Resultat
gegen eine endliche Grenze convergirt. Hierzu geniigt es,

+ C geliefert werden kinnen.

algebraischen Ausdruck

dass man das zweite Glied auf die Form —m—_'—_—l——-—}—C]

bringt, und der erste Theil nimmt nun fiir m = — 1 die Form
an, wihrend C; eine willkiirliche Constante ist; man hat also
bestéindig
am+1l . gm+1
e T i S Oy

f am dz s + G
Der erste Theil, welcher § wird, wenn man m — — 1 setzt,
hat eine bestimmte Grenze, welche gleich l# — la ist; und
macht man jetzt €, — la = (’, so hat man

Jaetde =1a €,

was mit der dritten Formel der vorigen Tafel iibereinstimmt.

213. Integration durch Zerlegung. — Das Differen-
tial einer Summe von Functionen ist die Summe der Differen-
tiale dieser Functionen: es folgt also, dass man das allgemeine
Integral einer Summe von Differentialen haben wird, indem
man die Summe ihrer Integrale nimmt und ecine willkiir-
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liche Constante addirt, wenn man nicht schon in den einzelnen
Integrationen Constanten beigefiigt hat.

Man wird daher einen Differentialausdruck integriren kon-
nen, wenn man ihn zerlegen kann in mehrere andere, deren
Integrale man kennt. Manchmal wird die Zerlegung nur an-
gewandt um auf einfachere Ausdriicke zu fiithren, welche man
nachher durch andere Verfahrungsarten zu integriren sucht.

Die Zahl der Theile, in welche man die gegebene Func-
tion zerlegt, kann unendlich sein; dies ist der Fall, wenn man
sie in eine Reihe entwickelt: man muss dann immer die Summe
der Integrale der verschiedenen Glieder nehmen; man hat aber
Riicksicht zu nehmen auf die Convergenz der Reihen, worauf
wir spiter zuriickkommen werden.

214. Integration durch Substitution. — Hat man
F(z)da zu integriren, und setzt = @ (2), also de=g¢’(2)dz,
so wird der gegebene Ausdruck F[¢(2)] ¢’(2)dz; und die
Grenze der Summe der Werthe dieses Ausdrucks wird dieselbe
sein wie die Grenze der Summe der Werthe von 77'(2) da,
wenn die extremen Werthe in diesen beiden Summen cor-
respondiren. Man wird also haben

[ F@da= [Flo@] 9@ d,
wenn nur z, und 2; bestimmt werden durch die Gleichungen

% = @(2)y @& =0@()-

Hieraus schliesst man, dass das unbestimmte Integral f F(a)da+C
Zo

ersetzt werden kann durch

[Flo@1 ¢ @ d: + C.

Man kann sich davon auch iiberzeugen, indem man be-
merkt, dass die Function, deren Ableitung nach z F'(z) ist,
zur Ableitung nach 2z

F(2) ¢! (2) oder F[9(2)] ¢’ (2)
haben muss.

Die Aufgabe ist also darauf zuriickgefiihrt, eine Function
zu finden, deren Ableitung nach z die Function F'[g(2)]p’(2) sei.
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Da die Relation # = ¢ (2) willkiirlich ist, so gelingt es
hiiufig sie so zu bestimmen, dass die zweite Integration ein-
facher wird als die erste.

So wird z. B. fF(;c—}—a)dw, indem man z--a=—y setzt,

z4a
[F @ ays
zota
oder, indem man den Buchstaben y mit 2 vertauscht,
z+a
f F(2) da;
1'0+a
man hat also
x z+a
fF(m+ a) da :fF(a:)d’v
zota
Wenn man @ = ay, also da = ady setzt in dem Inte-
grale f iﬁ 5> 80 hat man
da dy
fa? -}—a:? g —arctangy+0 arc tang —|—-C

Es sei Jetzt

zda

fo2+a2 a? 4 a? = y?, wdx =ydy,
so hat man .

&d o
PR 220, STORRTIE sl o= V7 2

fvm_/dy_y—}—c_ 2?2 4+ a2 C.
Hier folgen noch einige Beispiele:
JeF(e)de, o=y, erdo=dy, ferF(¢r)dz = [F(y)dy,
Jfeosw F(sina) da, sinw=y, f[eosa F(sinz)de = [F(y)dy,

fF(lw)%, JES %‘Ezdy, /F(lw) ‘%‘:fﬁ*(y)dy.

215. Theilweise Integration i Die Formel
d(uv)
“dx dm i da:
giebt
fudv = uv —fvdu §
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und fiithrt die Auffindung des Integrals f udv zuriick auf die

von fvdu. Man kann nun hiufig die Function F(2),
welche unter dem Integrationszeichen steht, in zwei solche
Factoren zerlegen, dass der eine ein bekanntes Differential ist
und das Integral, zu welchem man durch diese Verfahrungsart
gefiihrt wird, einfacher ist als das erste. Diese Methode heisst
theilweise Integration. Es sei z. B. fu cosa dz, so wird
man cos @ da fir das Differential dv nehmen, und 2z wird »
vertreten; man erhilt

Swoosx de = wsing — f[sinw de = xsinw 4 cosz + C.
Ebenso

_/'.z'm cosn de = a™sing — mfx"'—l sine dz .
Diese letztere Integration zieht sich auf eine andere zuriick,
wo der Exponent von # m — 2 ist und so weiter; man

kommt also zuletzt auf [sina de oder [cosx dz, je nach-

dem m ungerade oder gerade ist. Wir wollen nun diese
verschiedenen Methoden anwenden auf die kleine Zahl von
Functionen, welche sich allgemein integriren lassen.

Integration der rationalen Functionen.

216. Jede rationale Function von 2 kann betrachtet wer-
den als zusammengesetzt aus einem, in Bezug auf » ganzen
Theile und aus einem Bruche, dessen Zihler von einem nie-
drigeren Grade ist als der Nenner; es giebt Fille, wo nur
einer von diesen zwei Theilen existirt. Den ganzen Theil kann
man immer unmittelbar integriren, und Schwierigkeit kann sich
nur fiir den Bruchtheil darbieten.
ey
7@
rend F' (2) von niedrigerem Grade ist als f(2). Man wird
I (2)
7@
Nennern die einfachen Factoren von f(z) haben; was zuniichst
erfordert, dass man die Wurzeln dieses Polynoms aufsuche.
Nehmen wir dieselben als bestimmt an, und betrachten wir zuerst
den Fall, wo sie alle ungleich sind; bezeichnen wir sie durch

Es sei also x das zu integrirende Differential, wih-

suchen in einfachere Briiche zu zerlegen, welche zu
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a, by¢,...,1. Es seien 4, B, C, ..., L unbestimmte Con-
stanten, und stellen wir uns die Aufgabe der Identitét :u ge-
niigen

F@z) A B ¢ L
f(2) “—x-—-a+m—b+x—c+"'+m—l’
oder, indem man mit f(2) multiplicirt,

ot /(@) f@
W) F@=aZ2 gl 4ol 4 41O

Alle diese angezeigten Divisionen in dem zweiten Gliede geben
ganze Quotienten, und die Unbestimmten sind in derselben
Anzahl wie die verschiedenen Term - Ordnungen in Be-
zug auf #: man konnte also ihre Werthe finden, indem man
nach der gewGhnlichen Methode die Coéfficienten derselben
Potenzen von 2 in beiden Gliedern einander gleich setzte.
Aber in dem vorliegenden Falle giebt es ein viel einfacheres
Mittel. In der That, wenn man & — a macht, so wird die
Identitidt immer bestehen, und alle Terme der zweiten Seite

" x 4
- werden verschwinden, ansgenommen A4 A CORS o zu wissen

Disisti bt
was aus ihm wird, konnte man zuerst die Division durch z —a
ausfithren und nachher in dem ganzen Quotienten 2z = «

setzen. Aber man thut besser den Bruch ;j—% nach der Re-

gel zu behandeln, welche fiir die Briiche gilt, die sich auf §
reduciren; und man sicht nun, dass er sich auf f* (@) reducirt.

Die Annahme 2 — a reducirt ‘also die Identitit auf fol-
gende Formel
St ey __F(a .
F(a) = A f'(a), woraus 4 — 7@’
und da f*(a) nicht Null ist, weil o keine vielfache Wurzel, so
ist es immer moglich A so zu bestimmen, dass die Gleichung
(1) stattfinde fiir 2 = a.

Man sieht ebenso, dass indem man nimmt

L _FQ
oo T 10 B e T

der Gleichung (1) geniigt wird durch z = b, 2 = e,...,
2=1. Es bleibt hieraus. der Beweis der Identitit (1) abzuleiten;
denn allgemein ist die Bemerkung sehr wichtig, dass es micht
geniigt, Werthe fiir die unbestimmten Coéffieienten gefunden
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zu haben, wenn man nicht vorher die Moglichkeit der Ent-
wicklung dargethan hat. Man weiss aber, dass wenn zwei
ganze Functionen von z gleich sind fiir eine Anzahl besonderer
Werthe von @, die grisser ist als der Grad des hochsten
Terms, sie Term fiir Term einander gleich sind. Also wer-
den die beiden Glieder der Gleichung (1) identisch gemacht
durch die fiir 4, B, C, ..., L gefundenen Werthe, weil sie
gleich sind fiir die verschiedenen Werthe a, 0, ¢, . . ., |, deren
Anzahl um eine Einheit den Grad des hochsten Terms
iibertrifft.

217. Wenn imaginire Wurzeln vorkommen, so #ndert
sich Nichts in den vorhergehenden Schliissen. Die Con-
stanten, welche zu zwei conjugirten Wurzeln gehdren, unter-

scheiden sich von einander nur durch das Zeichen von V —1,
und die beiden Briiche sind von der Form
T Al M4+ NV -1
B BV b e e Yo ko
Will man die Imaginéiren verschwinden machen, so bildet man
die Summe dieser beiden Briiche, welche sich reducirt auf
2M(z —a) + 28 N
C—a T B
Ebenso verfihrt man fiir alle iibrigen imaginéiren Wurzeln.
218. Nehmen wir jetzt an, dass die Gleichung

fl@) = 0
ungleiche und gleiche Wurzeln zusammen habe; es sei « eine
dieser letzteren, und

f@) = (2 — oy 9 (@),
wihrend das Polynom ¢(z) den Factor & — a nicht mehr
enthalten soll; setzen wir

I’(-Z') A Al m—l
()f(.z) (.z———a)"‘%/.m——a)m“l%('c a)m—9+ + +¢p(x)

oder, mit /(2) multiplicirend,

@ (F@=400)+4a—0 ¢@O+h@E—apy@+..
+ Aps (@ — @) 9 (@) + Pla—a)».

Die Anzahl der Coéfficienten des Polynoms P, addirt zu der

Anzahl der Constanten A, A4, ..., A,—, ist gleich der An-

zahl derTerme in dieser Gleichung; und es handelt sich darum,
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sie so zu bestimmen, dass die Gleichung eine identische wird.
Macht man darin # — a, so erhdlt man
Fa) = Ag(a),

woraus man den Werth von 4 zieht. Differentiirt man die
Gleichung (2) und macht nachher 2 — «a, so kommt

Fl(a) = Ag'(a) + 419 (a) .
Indem man dieselbe Gleichung successive differentiirt und nach-
her immer # — a macht, wird man jedesmal einen neuen
Coéfficienten einfiithren, und man wird so, vermoge m — 1
Differentiationen, 4, A4y, ..., Ay— bestimmen konnen. Die
von P (2 — a)™ herrithrenden Glieder verschwinden alle fiir
z2=a.

Suchen wir die allgemeine Formel, welche alle diese suc-
cessiven Gleichungen darstellt, und differentiiren wir deshalb
pmal die Gleichung (2).

Um zu wissen was von jedem der Glieder bleibt, wenn
man & — « setzt nach der Differentiation, betrachten wir das
allgemeine Glied A4, (z — a)" @ (z). Man findet seine Ablei-
tung von der Ordnung p nach der bekannten Formel

dP(QR)_QpR+ Qp_lR/_‘__p(p 1) Qp—?R/l + + Q_RP

worin die Exponenten von Q und R Indices der Differentiation
sind. Man erhilt so

e 9Ol _n@w—1...—pF-Da—ay— 9 ()

@ + 1) (r—p 42 a—ay-rtig/(2)

+]L1i—?2—121z(n- 1)...(n-p+4-3)(z-a)— 2@/ ()4 A-(z-a)" @P(2) .

Wenn p grosser ist als n, so haben die ersten Glieder nega-
tive Exponenten, und man muss sie weglassen, da ihre Coéffi-
cienten Null sind; dies riihrt davon her, dass # —a, wenn es
mit dem Exponenten Null behaftet ist, Null zur Ableitung giebt.

219. Sehen wir jetzt was aus dem zweiten Gliede der
Gleichung (3) wird, wenn man darin # — & macht. Hat
man p < n, so reducirt es sich auf Null. Hat man p — n,
so reducirt es sich auf sein erstes Glied n(n— 1)...2.1 ¢ (a).
Hat man endlich p > n, so muss man sich darauf beschriin-
ken, dasjenige Glied zu nehmen, vor welchem p — n Glieder
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stehen: denn sein Exponent ist Null, die vorhergehenden haben
also einen negativen Exponenten und miissen weggelassen wer-
den, wie bemerkt wurde, und die nachfolgenden: werden Null,
wenn man 2 = a macht. Das zweite Glied der Gleichung (3)
reducirt sich also dann auf

PR A) i (ot DT M)
Die Gleichung (2) giebt daher, wenn man sie pmal, unter der
Voraussetzung p < m, differentiirt, fiir 2 — a, indem man
beachtet, dass man einhalten muss bei n — p,
(4) Fr(a)=Ag? (@) + pds g7 (@) + p(p—1) dy g—2(@)+- .
+p(p—D-..(p—n+41) dugr—"(@)+...+-p(p—1)...2.14, 9(a) -
Dies ist die allgemeine Gleichung, welche, indem man p alle
ganzen Werthe von O bis zu m — 1 inclusive beilegt, m Glei-
chungen liefert, woraus man successive eine jede der Grossen
A, Ay, ..., Ay_y bestimmt. Diese Gleichungen sind die fol-
genden:

Fa) = Ag(a),

(@) = A9'(@) + 4 9(a),

£ (@) = A’ (a) + 24,9 (a) + 2.1 4,9 (a),

) (F''(a) = A" (a)+}34,9"(a)+3.24;¢9(a)+3.2.1 439(a),

I ay=Apn—a}(m-1) 4, o™ a)+(m-1)(m-2) ;@™ *(a)+-..

+ (m—1)(m—2)...2.1 4,1 @(a).
Die erste Gleichung giebt den Werth von A, und dies ist die
einzige Unbekannte wenn m =— 1; die zweite ldsst nachher
sogleich 4, finden, die dritte 4y, und so fort bis zu 4, ;;
und es wird niemals Unmoglichkeit eintreten, weil der Coéffi-
cient des letzten Gliedes niemals Null ist, so dass man immer
einen endlichen Werth fiir jede Unbekannte findet.

Es bleibt zu beweisen, dass umgekehrt, wenn man fiir 4,
Ayyeeiy Ay die so bestimmten Werthe nimmt, man der Iden-
titit (2) geniigt. Diese Werthe sind gezogen aus den Glei-
chungen (5), welche ausdriicken, dass die Annahme z = a
das folgende Polynom und seine m — 1 ersten Ableitungen
zu Null macht:

F(z) — Ap(@) — Ay (2 — a) ¢(2) — Ay(z — a)? @(2) —...

— At (2 — )9 ().
Nach einem bekannten Satze ist also dieses Polynom theilbar
durch (z — a)* und kann auf die Form P (z — a)» gebracht
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werden, wo P ein ganzes Polynom ist, das sich leicht finden
lidsst. Folglich sind die Identititen (2) und (1) erfiillt.

Man kann nun auf eine ihnliche Weise den Bruch —— ( )

in Bezug auf eine andere vielfache Wurzel behandeln, wenn
@ (2) eine solche “enthilt, und so fortfahren bis zur letzten.

Der Bruch jj—;(%) wird dann in Briiche zerlegt sein, deren Ziih-
ler unabhiingig sind von 2, und deren Nenner respective nur
einen der Factoren von f(z) enthalten, zu einer Potenz erho-
ben, die von gleichem oder niedrigerem Grade ist als die Viel-
fachheit dieses Factors.

Ferner sicht man leicht, dass diese Zerlegung nur auf eine
Weise geschehen kann; denn wiren z. B. die auf die Wur-
zel a beziiglichen Constanten mehrerer Werthe fihig, so miisste
man sie alle finden, ob man die Rechnung zuerst fiir diese
Waurzel machte, oder fiir jede andere. Wir haben aber ge-
sehen, dass jede von den Constanten P e sty G nur
einen Werth haben konnte. Es ist daher nicht moglich, den
Bruch auf mehr als eine Weise in einfache Briiche von der
vorgelegten Form zu zerlegen.

Hieraus schliesst man, dass es fiir die anderen Wur-
zeln nicht nothig ist die Rechnungen an dem Polynom P
und den folgenden Polynomen vorzunehmen. s geniigt,
wenn man in den Gleichungen (5) die Grossen m, a und
@ (2) mit denjenigen vertauscht, welche sich auf jede an-
dere Wurzel der Gleichung f(2) = 0 beziechen; denn dies
wiirde man erhalten, wenn man successive mit jeder von ihnen
die Rechnung anfinge.

220. Die vorhergehenden Rechnungen verlangen, dass
man das Polynom ¢ (2) bilde, welches der Quotient der Divi-
sion von f(z) durch (2 — a)» ist. Man kann sich dieser
Operation iiberheben und ¢ (a), ¢’(a), ..., ™ 1(a) durch
die Ableitungen der Function f(2) selbst ausdriicken: nach-
her wird man ¢ (a), ¢’(a) ete. in der allgemeinen Gleichung (4)
substituiren, aus welcher die Gleichungen (5) siimmtlich gezogen
sind. Differentiirt man nidmlich beide Glieder der Gleichung

F(@) = (@ — ay 9(a),

80 reduciren sie sich auf Null fiir # = «, wenn die Anzahl
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der Differentiationen unter m liegt. Nehmen wir sie deshalb
gleich m - p, withrend p irgend eine ganze und positive Zahl
bedeutet.

Wir brauchen hier nicht zu wiederholen was bei der Glei-
chung (3) bemerkt wurde, und man erhilt, indem man » = «
macht in den Ableitungen der Ordnung m -} p,

frr@=m-4p)(m-+p—1...(p+ 1) gr(a);

daher
fre (@)
O=GIp@tr=D. GFD
Die Gleichung (4) wird hierdurch

i @ frria)
@) = 4 G Do ) T e =D 1D
BEVBEEe e SRR Bl /" () :
Vo2 (D) Pmm—1)..FD
Setzt man nun fir p alle Werthe von 0 bis m — 1, so erhiilt
man zur Bestimmung von A4, 4,, ..., A, 1 die m folgenden
Gleichungen:
s S™ (@)
e m(m—1)...2.1°
’ i Jom (a) S (@)
Fep e (m—+41).. 4 m(m—1)...2"°
v Gl (“) S (a) f" ()
o “A(m+2) . Wi (m+1)...3 e s

-3 2 F2m—2 () m (g
i (251 1§ )m+Al (gm—z()...nz+"‘+‘4'"‘lin(z—)'

221, Die vorhergehenden Rechnungen lassen sich sowohl
auf gleiche imaginiire als reelle Wurzeln anwenden. Aber die
Reductionen zwischen den homologen Gliedern, welche sich
auf die conjugirten Wurzeln beziehen, geben nicht unmittelbar
so einfache Resultate als die Art der Zerlegung, welche wir
jetzt angeben wollen.

Es seien @« + 3 V — 1 zwei vielfache Wurzeln der Ord-
nung m von der Gleichung f(z) = 0, so dass man habe

f@ = [(z— )+ " p(2) .
Man wird setzen
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 13
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Flo) o - AR i ke B
f(@) — [(2 — @) + 2" E(la; — a)—lﬁ__g BT T
: m—1 & m—1 P
Te—w+p Tre
oder

F(2) = (Az+B) 9(2)+ (i 2+ By) [(2— &)* -] 9 (@) +-...

F(An-a2+4-Bn1)[(2—0)*+-p?]" " p(2)-P[(e—a)?4-B2]" .
Die Anzahl der unbestimmten Coéfficienten ist, wenn man
Riicksicht nimmt auf diejenigen des Polynoms £, gleich der
Anzahl der Glieder, welche man links und rechts einander
gleich setzen muss. Wir wollen aber hier allein 4, B, 4,, B,

vy Ap_1, Bp_y bestimmen. Wenn man nun 2—a+gV —1
macht in der letzten Gleichung und in ihren successiven Ab-
leitungen, so zerlegt sich jede der so erhaltenen Gleichun-
gen in zwei andere wegen der VV — 1; und in jede neue
Gleichung gehen zwei neue unbekannte Coéfficienten ein. Die
erste Gleichung wird also A und B bestimmen, die zweite 4,
und B;; und die mte 4,,_; und B, ;.

Dieselben Formeln kionnte man auf die anderen gleichen
imagindren Wurzeln anwenden, indem man

a, B, m, @)
entsprechend dnderte.

Man konnte ferner, wie in denr Falle der gleichen reellen
Wurzeln, sich der Bildung des Quotienten ¢ () iiberheben
und seinen Werth sowie diejenigen seiner Ableitungen, fiir
# — « + BV — 1, abhiingig machen von den Werthen, welche
bei dieser Annahme die Ableitungen von f(2) erhalten; aber
die Formeln sind nicht so einfach wie im vorigen Falle.

222. Kehren wir nun zuriick zur Integration der Function

F(x)
@ 4 |
Die Zerlegung des Bruchs f((;;)
Verfahrungsarten fiihrt zu der Integration von Ausdriicken,
welche respective eine der folgenden Formen haben:

Adax Adz (Az 4+ B) da (Az + B) dz

z—a’ (z—a)’ (@ — a)?+ 2 [(¢ — a)? F B2’

Untersuchen wir dieselben nach einander.

nach den angegebenen
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1. Der erste giebt unmittelbar
Adax
m_(}:Al(m—a)—}—C.
2. Fiir den zweiten findet man
Adz A
E—ar . G—D@Eer
3. Den dritten wird man so zerlegen:
(Az4 B)yda  A(x — o) dz _|_(Aa+B)d.t
G @ @B
Der erste dieser zwei neuen Briiche hat zum Zihler das
Product von A in das halbe Differential des Nenners, und ist
folglich das Differential von

A
L1 — a4 p7].
Um den zweiten zu integriren wird man setzen

2 — a=—=fz, a0 de = fdz,
wodurch er wird

Aa + B dz
B 1 2
welches das Differential ist von
Ae + B
-T- arc tang z .
Daher ;
(Az+B)da _ A i Aet-B ki
m_ p l[(z—a)2-p2]+ 3 arc tang 3 -+C.
4. Was den letzten Ausdruck
(Az + B) da

[ —ay + p7F
anbetrifft, so zerlegt man ihn so:
A(x—a)da R (Ao + B) do
[(#~—a)2+ B8 ' (2 — @)} 4 f2]0°
Der erste Theil ist das Differential von
A
2(n— 1[(z — a)? + p21°
a1 (Ae 4 B) d=
[@ — @+ FT

zu integriren, wird

Um den zweiten The

. yAaet B deg
man 2z — o=z setzen, wodurch er wird B a1
18°*
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1 -

es kommt also Alles darauf an zu integriren: man,,

dz
(EES VL
hat aber identisch
1 R 1 —+- 22 — 22 St 1 22
F+D - @+Dh C@ErD @D

also
dz 22dz
[efr= et [T

2d
Nun giebt die theilweise Integration, wenn man (z2z+ 21),,

dz
= ok L1 setzt,

2 d(22+ 1)
CRE ] ce e ek T feaeies

substituirt man in der vongen Gleichung, so kommt

2n—3
f Ey el T EEn VS ea e
Da die Integration zuriickgefiihrt ist auf eine andere &hn-
liche, in welcher aber der Exponent von 2?2 + 1 um eine Ein-
heit vermindert ist, so gelangt man durch eine Reihe von

analogen Reductionen zu dem Integrale von ;diz_i’ welches
ist arc tang z. Man erhilt auf diese Weise die Formel
[, 2n—3
1+5.—¢E+D
g0 Z (2n—3)(2n—>)
@) @n—2)(eF1y +(2n gy 6)(z?+1)2—|—...

(2n-3)@n-5).53 , .,
; 3 +(2n—4)(2n Bt

(2n—3)(2n—5)...3. ;
X8 2n—2)(2n—4)...4 2 arc tang z - 423

-

; ! B B

Wenn man diesen Ausdruck mit é—%— multiplicirt und
ﬁ?n 1 p

& ; ¢ statt 2 schreibt, so erhilt man das unbestimmte Inte-

gral von

(Ae + B) dz
(¢ — &) + p°]

man kennt folglich auch dasjenige der vorgelegten Function
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(Az + B) dz
(—w T pF

Sonach kann man mit Hiilfe der auseinandergesetzten Me-
thoden jeden rationalen algebraischen Ausdruck integriren.

Integration der irrationalen algebraischen Functionen.

- 223, Wurzeln des zweiten Grades. — Es giebt nur
eine sehr kleine Anzahl von irrationalen Functionen, welche
man unter endlicher Form zu integriren vermag. Wir werden
diejenigen betrachten, deren Integration mit einer gewissen
Allgemeinheit geschehen kann.

Wir beginnen mit den Functionen, worin die einzige Irra-
tionale eine Wurzel zweiten Grades ist, unter welcher ein Po-
lynom zweiten Grades steht: iibrigens kann diese Wurzel mit @
auf irgend eine Weise rational verbunden sein.

Da man den Coéfficienten des Gliedes mit 22 vor die
Wurzel bringen kann, so kinnen wir das vorgelegte Differen-
tial darstellen durch

Fz,Va-+baz+ 2?)da.
Um diesen Ausdruck zu integriren, braucht man nur z durch
eine solche Function einer anderen Variable zu ersetzen, dass
die Grossen 2, dz und Va + b + 22 rational sind; denn
dann kann man die vorhergehende Theorie anwenden, welche
immer das Mittel zur Ausfiihrung der Integration giebt.

1. Nehmen wir an, es habe a? das Zeichen - unter der
Wurzel. Man kann setzen

Vat bz + 22 =2+ a;

woraus
a by = 2zx 4 22, bde = 2zdz -+ 2zdz | 22dz
_22—ua v A 2(22 — bz + a)
i pony AL St o -
Vel T 22— bz -+ a
a+b$—+—{52=—2—z——:—2———-—-

Das vorgelegte Differential wird also rational durch diese
Transformation. Man kann ferner setzen

VaF oo+ at=Va+ 2z

-
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daraus geht hervor -
b4 2=2z:Va+ 222, de=2dzVa+ 22da+22dz,
_2:Va—2b S Y o o

% g i T — 29 *i
22 Va—bz—]—ch_
Vat+bata2= e :

Das vorgelegte Differential wird auch so rational; aber diese
Transformation wiirde das Unangenehme haben, Imaginiiren
einzufithren, wenn a negativ wiire.

Man kann noch eine dritte Transformation anwenden, wenn
die Wurzeln des Trinoms a - bz -+ #? reell sind; was immer
stattfinden wird in dem Falle, wo die vorige Transformation
nicht in reellen Grissen geschehen kann.

Es sei

ot botar=(x—e) (@ —B),
wihrend o und B reell sind; setzen wir
i g 4 e i g
so folgt hieraus
2 —pf=(r—a)22, de=22dz+ 2 (z—a)2dz,

x:;_ﬂ——az? dz 2z(ﬁ—a)dz,

ol Ty
VaFta Fa=8=02,

2. In dem Falle, wo 22 mit dem Zeichen — unter der
‘Wurzel behaftet wire, wiirde man die erste dieser Transfor-
mationen nicht anwenden konnen. Man konnte die zweite an-
wenden, wenn « positiv wire. Endlich wenn a negativ wiire,
so wiirden die Wurzeln des Trinoms a -+ b2 — 22 reell sein,
ohne welches die Wurzel V'a -+ bz — #? immer imaginiir sein
wiirde; man wiirde also die dritte Transformation anwenden,
welche nur die Realitéit der Wurzeln des Trinoms verlangt.

224. Man kann auch eine algebraische Function mit zwei
Radicalen von der Form

Vets, ViTs

rational machen; hierzu wird man setzen

Va4 2z =2,
woraus
=2 —a, doe=2zdz;, Vbt+z=Va2+b—a.

www.rcin.org.pl



— 199 —

Indem man diese Werthe in dem gegebenen Differentialaus-

druck substituirt, wird derselbe nur eine einzige Wurzel zwei-

ten Grades aus einem Ausdrucke vom zweiten Grade in 2

enthalten, und man befindet sich wieder in dem vorigen Fall.
225. Wenden wir diese Transformationen auf einige be-

sondere Fille an.
Es sei

dz
Vodkta b at)
indem man setzt
r pearenon s IR

folgert man

Ziorh ok 20— 2a)dz
at+be=—2zz-+} 22, dw_—-mz——,
de dx 2dz

dah —% Vatbatar bF2:°
aner
fym f1b+ 2 Uil ) b G
1[4+« + VaTtaFa e

Fiir 56 = 0 Wﬁrde man finden

= (2 Va + a2 G-
T = e VaFa) +
226. Betrachten wir jetzt
dz

Va—}—b.z—a:?’

und setzen wir

V'a—}——b.z—:—.z?=v'a'_+wz,

so folgt
o daz Ddei
b S =V gk adt, Vo lwe | Ty
also

/ LR C—2arctangz = C—2arctang Vatbo—a-Va :
V a+tba—a? z

Wenn die Wurzeln des Trinoms ¢ - b2 — 2?2 reell sind,
80 kann man die dritte Transformation anwenden und setzen
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VaFtoe —a? = (x—a) 2,

withrend
22 —be —a=@—a)(z—p).
Man hat zunichst %
B—z=(—a)2?, —da(l+2)=2(z— a)zdz,
dz 2dz

(x—a)z_—l+z2;

— C — 2arctan Vﬂ"w
Va—}—bx—w? g r— o

——C’—2arctang\/ 20+ b+ Vbt 4 4a
Vi~ + Vb2 I 4aq +4a
s B g bind
<Vb?—]~—4a> = C— arc cos ———— 1 Beri :
( 20— b Vb2 I 4a T 4a
Vi244a
In dem besonderen Falle wo b —= 0, a — 1, giebt diese letzte
Formel
f—ﬂ——: C — arc cos ¢ = C' + arc sin
V1— a2 ; ]
Die andere Transformation wiirde in diesem Falle geben
/_‘/Td'—f_? = C'— 2 arctang —___Ll—;ﬂ——l == C—om:tangVi{%@2
= C -+ arc sin @,
welches Resultat mit dem vorigen identisch ist.
227. Man hat hiufig Ausdriicke zu integriren von der
Form

also

= C'— arc tang

(ax + B) da
o te
Man fiihrt dann in den Zihler das Differential der unter der
Wourzel stehenden Grisse ein, und zerlegt deshalb das vorge-
legte Differential in die zwei folgenden:

a(w———)d'c ({3—{—?[))(1.2:

.<':ﬁ-’~o“"

7
74 i \

ol &

WA, WL@“‘I@"’"‘W
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Das erste hat zum Integral — aVa + ba — 22, und das
zweite ist in dem vorigen Falle enthalten.

228. Das Differential do ldasst sich auf ein-
Va + bz — a2

fachere Weise als durch die oben ausgefiihrten Transforma-
dz

V1—2

riickfiihrt, deren Integral arc sin z ist. In der That, man hat

tionen integriren, indem man es auf die Form zu-

dz
b2
dz ot da 5 4 i :
V(t+bx—x? Vg_f_a_(@_b_)? s b \2
4 2 1 2

also

g b
_ﬂ_____: arcsin%2__+ ok
Va + bz — a2 b2
Q Z + a
229. Functionen irrationaler Monome. — Wenn man
m p

eine rationale algebraische Function der Gréssen 27, «9,...,
r

x¢ hat, so ist es leicht sie und zugleich d« rational zu

machen; man braucht nur 2 — 277--s zu setzen, so hat man
m [

de = nq...szs—1dz, und alle Monome 2", ..., 2* sind

rational in 2.

230. Binomische Differentiale. — Mit diesem Namen
werden die Ausdriicke von der Form am (¢ 4 ba")r da be-
zeichnet.

Man kann immer m und n ganz voraussetzen; denn wenn
sie gebrochen wiiren, so wiirde die in der vorigen Num-
mer angegebene Transformation auf einen #hnlichen Ausdruck
fithren, worin die Exponenten der Variable ganz sein wiirden.
Der Exponent p dagegen ist gebrochen; denn wiire er ganz, so
wiirde man die Potenz von a -} b 2 entwickeln und dann eine
endliche Anzahl Monome zu integriren haben. Die Zeichen
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dieser drei Exponenten sind beliebig; aber man kann mmer
n positiv voraussetzen: wire es negativ, so konnte man das
Binom a -} 62" mit 2 multipliciren und np zu dem Expo-
nenten von «™ addiren, der dadurch gebrochen werden kinnte,
den man aber ganz machen wiirde durch die schon angegebene
Transformation. Man kann also immer m und n ganz und n
positiv voraussetzen.

231. Zunichst wenden wir die Methode der Substitution
an und setzen a - ba" = 2, dadurch wird

1 1
ek

2 g\ B S S g
a::( b > ’ dw:;t—b<——b— dz,

und folglich

'l:t_l_l

x”‘(a—}—bw")Pdw=;13zP<z_b—a>” dz.

m . .. . .
Wenn nun eine ganze positive oder negative Zahl ist,

so wird der Ausdruck in z nichts Irrationales mehr als das
Monom 2? enthalten, und man wird ihn durch das in der vori-
gen Nummer angegebene Verfahren rational machen. Ist z. B.

7 :
P =;, so setzt man 2 — ¢, was darauf hinaus kommt,

gleich Anfangs a -+ ba™ — 12 zu setzen.
Der Integrabilitit des vorgelegten Differentials ist man
; 1 £ i d dane
also versichert, wenn — _71_ ganz ist, wie iibrigens auch m und

n sein mdogen.

232. Zu einem anderen Falle der Integrabilitit kann man
gelangen, indem man das gegebene Differential unter der Form
darstellt

amtne (qa— 4 b)rda .

In der That, wendet man hierauf die allgemein gefundene Be-
dingung an, so findet man, dass es sich integriren ldsst, wenn

m-+tnp 41 m
—n

Bedingung, welche zuweilen erfiillt sein kann, wenn die erste
es nicht ist,

ganz ist, oder wenn

1 : i
- -+ p ganz ist; eine
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2_33- Man kann die theilweise Integration auf dasselbe Dif-
feren.tlal z" (“‘Hf a")? dz anwenden, indem man 2"—(a—-ba")rdz
als ein vollstindiges Differential betrachtet, dessen Integral ist

1

: G @+ et

Man erhiilt so

fwm (@ + bamypde = f[am—ntign—1(q + baryr da
= am—n+1 (a_l_[) .Z.n)p—{—l m— n+1 i &
——W’W—W_—ﬁ zm(a—t-bamytlde.

Aber

am=n (a 4 bampH = agm—n (q 4 bamyp 4 bam (a - ban)r ;

also erhilt man substituirend
[ @tbopi = Tl L 0EPD

(m—nd-1)a [

Wenn man das letzte Glied der rechten Seite hiniiberschafft,
so erhdlt man die Formel
) n i zm—n—]—l (a _|_ bw”)}ﬂ'l

/:L (@ a8 do == b(m—+np + 1)

e

— bih(m +nn;})——+1—) f) o L

Man ist so darauf zuriickgefiihrt, ein Differential derselben Art
wie das erste zu integriren, welches sich von diesem nur
dadurch unterscheidet, dass der Exponent m mit m — n ver-
tauscht ist.

1. Nehmen wir an, m sei positiv und grosser als n.
Indem man das neue Differential auf dieselbe Weise wie das
. erste behandelt, vermindert man den Exponenten von z wieder
um 7n; und indem man so fortfahrt, wird man nach einer An-
zahl & von Integrationen auf das Differential kommen

am—n (@ + ban)? da,
und man wiirde die Integration sogleich ausfiihren, wenn man
hitte

ey

m—kn:n—l,odermjlzk—]-l.

Dieser Weg fiihrt also allemal zu dem gesuchten Integrale,
wenn m -+ 1 theilbar ist durch n. Dies ist der erste Fall der
Integrabilitdt, den wir erkannt hatten.
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2. Wenn m negativ wire, so wiirde die Formel (1) das
vorgelegte Differential zuriickfithren auf ein anderes weniger
einfaches, weil darin der Exponent des monomen Factors einen
numerisch grisseren Werth haben wiirde. Aber wenn man
aus derselben Formel den Werth des zweiten Integrals als
Function des ersten zieht, so erhilt man eine Formel, welche
in dem Falle des negativen Exponenten die vorgelegte Inte-
gration auf eine einfachere zuriickfiihrt. Aendert man zugleich
m — n in — m, so hat man die nachstehende Formel:

St oy do = — ZIECAIOIT

i (mn_p l)na 1>/.z’“""+ﬂ(a +baryrda .
Vermoge dieser Formel erniedrigt man den Exponenten — m,
weil man ihn auf — m - n zuriickfithrt, und weil » immer
positiv vorausgesetzt werden kann. Indem man so fortféhrt,
wird man zu dem Exponenten — m -} kn kommen, und man
wird integriren konnen, wenn man hat

—m—}—kn:n—l,oder_—7n7i——1=1——-k.

Diese Bedingung fiihrt ebenfalls auf den ersten Fall der Inte-
grabilitit zuriick.

Wenn das Differential nicht in diesem Falle enthalten ist,
so reduciren die Formeln (1) und (2) immer den Exponenten
m auf einen kleineren positiven Werth als n.

234. Die Formeln (1) und (2) konnen nicht angewandt
werden, die erste wenn man hat m - np 4 1 = 0, die zweite
wenn m — 1, weil dann das gesuchte Integral verschwindet
und die Gleichung, welche besteht, folglich nicht mehr seinen
Werth geben kann. Aber in jedem dieser beiden Fille ist
eine der Bedingungen der Integrabilitit erfiillt, und das Diffe-
rential wird rational durch die Substitution, welche wir zuerst
gemacht haben.

235. Die Art, in welcher wir uns der theilweisen Inte-
gration bedient haben, hatte zum Zweck, den Exponenten von
« ansserhalb der Klammern zu erniedrigen. Man konnte sie
aber darauf anlegen, den Exponenten des Binoms (a - ba*)
zu el niedrigen.

2
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In der That, betrachtet man am dz als Differential, so
findet man

el s H

npb
iy mtn n\p—1
i | f@ (afbamyr1 dz .

In dem letzteren Integrale kann man den Exponenten m - n
erniedrigen ohne den Exponenten p — 1 zu #ndern, durch das
in Nr. 233 angewandte Verfahren, und man erhilt so

f am (a + bavy do = x::rl_{fan;__iw;)p
(3) an
+__—-_m s "}{)‘f‘ 7 [ (@ + bary—1de.

Diese Formel wiirde illusorisch werden in dem schon unter-
suchten Falle, wo man hitte
m—+np4+1=0.

Indem man dieselbe Rechnung fiir das Differential

am(a 4 baryp—lda

macht, und so fortfihrt, kann man um so viel Einheiten als
man will den Exponenten von (¢ - b ") erniedrigen, in dem
Falle wo p positiv ist, und zu einem zwischen 0 und 1 liegen-
den Exponenten gelangen. Der Exponent des Factors am ist
derselbe geblieben; aber man kann ihn nachher erniedrigen,
wie oben gezeigt wurde: und wenn das Differential nicht in-
tegrabel wird, so wird es wenigstens so v1el als moglich ver-
einfacht sein.

236. Ist p negativ, so zieht man aus der Gleichung (3)
den Werth des letzten Integrals, welches sich auf eine ein-
fachere Form zuriickgefiibrt finden wird. Aendert man dabei
pin — p, um das Zeichen sichtbar zu machen, und schreibt
dann p statt p - 1, so erhilt man

/wm P R PO e B RO
@) an (p — 1)

e ?pt’if D [om(a + bar)=2+1 da.
Diese Formel wiirde aur in dem Falle wo p = 1 illusorisch
werden. Aber dann ist das vorgelegte Differential rational,
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wenn nicht m gebrochen ist; und in diesem Falle wiirde man
eine schon angegebene Transformation anwenden.

Vermége der Formel (4) kann der negative Exponeat — p
successive um so viel Einheiten als man will vermehrt werden,
und wird darauf zuriickgefiihrt, zwischen 0 und 4 1 zu liegen.
Nachher kann man den Exponenten von 2 reduciren ohne den-
jenigen zu indern, welcher an dem Binom (a - ba") haften
wird.

237. Nehmen wir als erstes Beispiel das Differential

wm dw - . o . n)
VI_ g 'Worin m eine positive ganze Zahl bezeichnet. Es

ist immer integrabel, denn man hat
nE=2, 0 p =%
m—: : nicht ganz ist, so wird o ;'Z_ . +p
ganz sein. Wendet man die Formel (1) an, oder integrirt
man direct theilweise, so findet man
andz am—1Y1 —22 m—1 [an—2dax
fm:_ m . ) m fVl—.zﬂ.
Da der Exponent m um zwei Einheiten vermindert ist,
g0 wird man, indem man dasselbe Verfahren fortsetzt, auf
z da da
Vi—z'J Vi—a?
je nachdem m ungerade oder gerade ist; der erste hat zum
Integral — V' 1 — 22, und der zweite arc sin @ .

Man gelangt so zu der nachstehenden Formel, wenn m un-
gerade ist,

wenn daher

einen der beiden Ausdriicke kommen

-~
.

—w»m—l + "n;l. qam—3

m—2
am daz __V1—$2 (m——-l)(’HZ—-3) =5.1=". . G
T T To—pm—=19" 1 [T

| (m—1)(m—38)---2
T (m—2)(m—4)---1
Wenn m gerade ist wird man finden

andx  Y1—a2[ yym—1_ . (m=1)(m—8)-3
Vi—aer ot Lo = 3y +'"T(m—2)(m—4).--2]
, (m—1)(m—3)---3

arcsinz4-C .

T m(m—2)(m—4)---2
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Wiire der Exponent negativ und wiirde er durch — m
dargestellt, so wire die Reductionsformel folgende:
z—md 1V I1I—p2 m—2 Lz—mtide
\/mz— m—1 +m—1 Vot gas

Der einzige Fall, in welchem sie nicht angewandt werden kann,

ist derjenige wo m — 1; man soll dann

o integriren
z Vl — a2 & ;

Hierzu kann man die auf die Wurzeln des zweiten Grades be-
ziigliche Transformation anwenden und setzen

V1—a2=1-+} zz;
woraus

—2=2z+4 222, —dx = 2dz 2.izdz+zﬂdz,

de dx e 2dz dz .de

1+#2 V1w - lekad Vi 7
Also

Einfacher wiirde man zu demselben Resultate gelangen, wenn

il g =
man o — - setzte, welches geben wiirde, was wir

——Lod &
Vz2 — 1
frither integrirt haben.

238. Betrachten wir noch das binomische Differential

. dL, welches bei den Pendelschwingungen vorkommt.
Vaa: — a?

Man hat identisch
i

m—1 L
f oNda % ( > a—1ldaz
% ar — 22 e Va.z'—.z'~’ Vaa:—:v’ ;

Indem man theilweise integrirt, findet man

wmﬂ(m_— %) dx
SV e te] Vaw—x7+(m—lywm—2dz V ax—a?

Vaa: — 22
—2(ax—a?)dax

= — a1V ag—a* +(m—1) /mm Vaz—a?
= —am1V ap—ait-m—1)a [ L, ) [

—a? Vaz—ar’
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substituirt man in der ersten Gleichung, und reducirt, so kommt
f andx ol V—Ec—;.x? 2m—1)a [ anlda
m e + 2m Vaw—? :
Der Exponent m ist um eine Einheit erniedrigt, und wenn

man dasselbe Verfahren auf das neue Differential anwendet
da

Var — a2

kommen. Dieses letztere erhilt man, indem man bemerkt dass

und auf die folgenden, so wird man endlich auf

2
dx Sy —d.z'
Vaz — a2 < V <—2w /
———a: 1— )
also
/V —— = arc cos —2m+0.
ax — &

Integration der exponentiellen, logarithmischen und
Kreisfunctionen.

239. Wenn man das Differential /'(z) d2 zu integriren
vermag, so kann man auch die folgenden durch eine einfache
Substitution integriren :

F(e2) erda, F(lz) (i_z’ F{sin x) cos z da

d
F(cos x) sina da, F(arc sin z) V._w__ !

F' (are cos x) V__l—_————;!—; , I (arc tang x) ﬂ——aﬂ- y

Auch siecht man, dass wenn 7 eine algebraische Function be-
zeichnet, man die Differentiale
F (e) dz, F (sin z, cos x) dz,
F (sin 2, sin 2&, . . ., c0s &, cos 2, . . .) da
algebraisch machen wird, indem man respective setzt
6* — 2z, sin & — 2z, oder cos x = z .

240. Es sei jetzt vorgelegt das Differential Pz" dz, in

welchem ¢ eine transcendente Function bezeichnet.
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Wenn man setzt

desz,fQ g—z;dx_—_R, Rg—‘da &

und wenn man die durch @, R, S, etc. bezeichneten Func-
tionen erhalten kann, so wird die theilweise Integration

[Pz dz ergeben. In der That, man hat

dz
n — ~N n—1
/Pz diz —0)% n /Qz o a7z

sz"“l Z—Z de = Rz — (n — 1) ‘/Rz"—-? 3—3 dz ,
und so fort. Also
sz" de = Qz" —nRz" 14 n(n— 1) Sen2 — .
241. Nimmt man P — 1 und macht successive z = la,
2 = arc sina, so findet man

Slarda=alla® —nlar'4-n(n—1)la—2—...1n(n—1)..2.1]4C,
m+n\/l —a2? a(n—1)a

: are s x _(«uosin a)?
arcsinx)"de—
f( ) L m(n— 1)(n—2)V 1—a?
(arc sin )3 T

(arcsina)4-C.

Setzt man P — 27! und z = la, so erhilt man
‘/\Vrm——lla.nd,r_._ [l’(,‘"——'l n— l+7l(n l)l n—2
n (n-—l)

J +c.
Setzt man in der ersten und in der letzten dleber drei Formeln
le — 2z, so werden sie

fz" etz —et[on —‘722"—1+71 (n—1)z2—..+n(n—1)..2.1]+4C,
f"" e‘”d~—e§[ +n(n—1) gty n(n 1) 2. l]_i_(w
Setzt man in der zweiten arc sin # — 2z, also
&b == B2 A e COR 2 A2

so wird sie
fz"cosz dz = sinz[zn—n(n—1)zr—2 4 ...]

+cosz [nemt—n(n—1)(n— 2) "2 4+ ...] 4 C.
Uebrigens kann man diese drei letzten Formeln direct erhalten

und umgekehrt aus ihnen die drei ersten ableiten.
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 14
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242. Die beiden Integrale [¢4z cos ba da und feo= sinbz da

lassen sich auf einmal durch die theilweise Integration bestim-
men. In der That, man findet sogleich

e cos bx b 7
fe" cosbrde = —— + — [ e sinba da,
a

a

: e sin ba b
fe“x smbrder —-——— — — [ e cos bx dz .
a a

Aus diesen zwei Gleichungen zieht man fiir diese Integrale
die folgenden Werthe:

/e'” cosbrde — —22 l;.fi(i;smbm e + C,

; asimbe — beosba
/e sinbr do = @ 5 e L C.

243. Man kann noch die Integrale bestimmen
fa:” e cosbade , fa:" e sinbeda ,
indem man successive den Exponenten von z erniedrigt. Aber
man kann sich der oben stehenden Formel bedienen, welche
den Werth von f 2" e¢% dz giebt; indem man x statt z und

a —+ b V — 1 statt a setzt, erhiilt man

f:c" ew (cos ba + V — 1 sin ba) da =
s (cos ba + V— 1 sin bz) [ n g1
w"—.——-——————__—*-...
a6V =1 b Y=

n(n—1)...2.1 C.
terv=1r|"

Wenn man nun die reellen Theile der beiden Glieder gleich
setzt, sowie auch die imaginéiren Theile, so erhilt man die
Werthe der zwei gesuchten Integrale.
244. Betrachten wir jetzt die Differentiale von der Form
sina™ cos x* d .
Setzt man sinae — 2z, also cos 2 do — dz, so erhilt man
n—l1
(1l — 207 de.
Dieser Ausdruck gehort zu den binomischen Differentialen,
m —+ 1

53— ganz ist d. h. wenn m eine

und ist integrabel, wenn
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ungerade ganze Zahl ist, oder wenn n eine ungerade ganze
Zahl ist, oder wenn m - n eine gerade ganze Zahl ist. Man
hétte setzen konnen cos 2 — 2, und das Differential wiire dann

geworden
m—1
szt (1 —=i22) | day
woraus man dieselben Folgerungen gezogen hiitte.
245. Statt diese Transformationen anzuwenden, kann man
das vorgelegte Differential direct behandeln durch die theil-
weise Integration. Man findet so

; singm™Heosgr—1  n—1 p .
(1) f sina™cosatdy — sina™t2cos xn-2dz.
m -+ 1 m—-1
Nun ist
[sinamt2 cosan—2da = [ (sin a™ cosam—?) (1— cos 2?) d
::fsz'nx"‘ cosa"?2dy — fsinw’" cosandx ;

durch Substituiren und Reduciren kommt
(2) fsz'n.z"'cosx"dw :sznmm+1cosx"'1 an—l sinam cosa®2da .
Wenn daher n positiv ist, so verringert diese Formel es um
zwei Einheiten, ohne m zu #ndern; ausgenommen jedoch den
Fall wo m + n = 0, den wir spiter untersuchen werden.
Vorausgesetzt -dass dieser Fall sich bis zu Ende der
Rechnung nicht ereignet, wird man, indem man fortfihrt den
Exponenten von cos 2 zu vermindern, ihn auf 0 oder 1 zuriick-
fithren wenn er ganz ist.
246. Indem man die theilweise Integration anders anlegt,
wird man successive den Exponenten von sin# vermindern. In
der That, man hat

gosarHsinaml m—1 p .
in, ™ TN -2 2.
(3)/3271.2 cos andmw= e —-I—n =} sinam™-2cos ant2dx

Es ist aber
Ssinam=2cosartida = [(sinam2cosar)(1—sina?)da

= [sinam—*cosan dw — [sina™ cosamda .
Substituirt man in der vorigen Gleichung und reducirt, so
kommt

6k sna™lcosartt  m-1 L.
4) / sina™cos arde = — e + = sina™2cosa"da.
m +n

14*
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Wenn man also auch hier den Fall von m 47 = 0 ausnimmt,
so wird man den Exponenten von sin 2 um irgend eine gerade
Zahl verringern und, wenn er ganz ist, ihn auf Null oder auf
die Einheit reduciren, ohne dass der Exponent von cosz sich
indert. Wenn beide Exponenten ganz sind, so wird man suc-
cessive den einen und den andern so weit als mdglich, ohne
sie negativ zu machen, reduciren, und es wird dann einer der
nachstehenden Ausdriicke zu integriren bleiben:

fd.z 3 fcos.z' do , fsin.z' de , fsm'r cosxda ,

welche wir bald betrachten werden.
247. Nehmen wir jetzt an, es sei m positiv, aber n nega-
tiv und werde durch — n ersetzt; die Formel (2) giebt

sin a™ sin gl w4+ 1 sin a™
——da = — ™ da
cos a (m — n) cosartl  m—mn | cosa"

Da der Exponent von cosa sich um zwei Einheiten erhoht
findet, so wird man aus dieser Gleichung den Werth des im
zweiten Gliede stehenden Integrals ziehen, und man findet, in-
dem man n 4 2 mit n vertauscht,

sm.z' sin a1 n—m — 2 sin o™

() dr = - —da
cosam (n— 1) cos an—! n— 1 cos a"

Diese Formel ist nicht anwendbar fiir n =— 1. Wenn in die-

sem Falle m ganz ist, so wird man es mit Hiilfe der Formel
(4) erniedrigen, und zu

sin @ da
da oder
cos o cos &
gelangen, Ausdriicke welche wir bald integriren werden.

248. Ist dagegen n positiv und m negativ, so schreiben
wir —m in der Formel (4); sie wird dadurch

fcos an cosantl m—-+1 [ cosa™ 4
e [z

sina™ (m— n) sin am+1 m—n,) sinamt?

Der Exponent von sina ist um zwei Einheiten griosser, man
wird also den Werth des Integrals im zweiten Gliede aus-
driicken, und man erhilt indem man m statt m - 2 schreibt,

cos a" cos ant1 m-—n—-Z/ co8 a"

(6) da ¢

ginam " (m—Dsinam 1 m—1 sina™—

Diese Formel ist unanwendbar fiir m — 1; aber dann wird
man, indem man den Exponenten von cosa erniedrigt, wenn
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: : R cos &
er ganz ist, zu einem der Ausdriicke gelangen -
3 £ = sin &

oder /d.z-
.] sina

249. Nehmen wir endlich an, es seien m und n beide
negativ, und ersetzen wir sie durch — m und —n. Die For-
mel (2) wird

da

da — 1 n—+1 dx
f sina™ cos a" (m—f—n) sin 'c"“lcosz"*‘l—f_m—}—n sina™ cosant?’
- oder, indem man den Werth des zweiten Integrals da1 aus ent-
nimmt, und n -+ 2 mit n vertauscht,
1 m+n—2 [ dz
(8 )f stnx™cos a" (n—l)sm am—lcosah— T n—1 stnx™cos a2

Auf gleiche Weise zieht man aus der Formel (4)

dz 1 m—-1 dax
f Sina™ cos a" (m—f—-n)sznw'"+1 cos.z"“_f—ﬁ—ftnf Bn o™ Acos an |
Entnimmt man hieraus das letzte lntegral und schreibt m statt
m —+ 2, so kommt

3 — 1 m+n—2 dz

( )/ sinx"‘cosm"=(m—l).sz'nw"'—lcosx"—l+ m—1, sinam—2cosa’
Mit Hiilfe der Formeln (7) und (8) wird man die Expo-

nenten von sinz und cos z um die grosstmogliche gerade Zahl

vermindern. Eine Ausmahme tritt nur ein fiir den Fall von

m =1 oder n — 1, und alsdann gelangt man, unter der Vor-

aussetzung dass m und 7 ganz sind, zu einem der Ausdriicke

dz dz da
sine’ ) cosa’ sina cosa

250. Durch Zusammenfassen der besonderen Fille, zu
welchen man durch die Anwendung dieser Verfahrungsarten
gefiihrt wird, sieht man, dass man immer, wenn die Exponen-
ten ganz sind, auf eine der folgenden Integrationen kommt:

'sin &
dz, [ cosxdz, [ sinzdaz, sinacosxda, do,
cos &
cos @ dz da sin a™ cos a™
gt £ PG A L VBN (0o O de, [ ——da
st & sinxcosa’ sina’ cosa’ cosax™ s ™
Die sechs ersten erhiilt man unmittelbar, sie haben respective
zu Werthen
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/'d.c =a+C, fcos:cd.z': sinz + C,
f&‘iﬂ.’b‘dw: —_— COS.’L'-+— C’ fSi‘Il.'L‘ P PRI S’L’ILJ:? + C.

In den zwei folgenden ist der Zihler das Dlﬁ'erentlal des
Nenners, wenn man vom Zeichen absieht. Also

fsma:d.z = —lcosax + C, /‘coslxdx = lsine + C.

cos & sing
dz
Den néchsten Ausdruck ————— integrirt man, indem man
sin & cos x

seine beiden Glieder durch cos 2?2 dividirt; er wird dadurch
5 dax

cos x?- d tang x

- :f J = ltangx + C.
sm & tang &
cos &

d S : . ; <
Der folgende E,%; wird integrirt, indem man seine beiden
Glieder dividirt durch (cos' #)?, nachdem sin z ersetzt ist durch

L5 & x
2 sin — cos g er wird

2

d e

cos d tan
2> ) 2 P ]
v / :ltan‘q;—}—c.

sin -2— tcmg

: s£

cos 5

Auf dieses letztere fiihrt man das Integral f c;” zuriick, in-
s &

dem man bemerkt dass

d(2 . At
ol /m( -3

=ltang (;—’— g)—]—C
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251. Es bleiben nur noch die zwei Ausdriicke zu integri-

sin & cos & : - 5
ren dz und —— da, welche in ecinander iibergehen,
cos X" ug
e -
wenn man £ mit i & vertauscht.

Die Formel (1) wird, wenn man » negativ und gleich —m
nimmt,

, m4-1
f tang 2™ dx — i s Bl f tang a2 da
m —+ 1

und hieraus zieht man, indem man m statt m - 2 schreibt,

Y m—1
ftang.z""d.z- = M’c—l — /tanga:’”—‘l da .
m —

Fiéhrt man fort den Exponenten um zwei Einheiten zu vermin-
dern, so gelangt man zu /'da: oder f[tangz dz, welches vorher
: ; ; : : sin &
bestimmt worden ist, weil es nichts Anderes ist als f e st dx

Ebenso wiirde man gefunden haben

cotg am—1
fcoz‘g e S e i —/colg‘r"'—“’ dz .
/] S

Diese Formel fiihrt entweder auf [dz oder auf f[coigux da,

; ! : cos
welches wir bestimmt haben, als wir / -
sin

? dx suchten.
&

252. Durch Anwendung der vorhergehenden Principien
auf die Bestimmung der Integrale

fsinw" da , fcos.z’" da , _/'hmg ar da,

cotg a™ d &
/ J i sinar ’ ) cosan

findet man, 1. fiir n gerade:
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253. Bemerken wir, dass es zuweilen einfacher ist die
! e daz ;
Differentiale von der Form ————— dadurch zu reduciren,
sm x™ cos a™

dass man sie ein- oder mehrmal hintereinander mit stna?-}cosa?

multiplicirt, was ihren Werth nicht #ndert. Z. B. ———— zla: !
stn k< cos &
geht iiber in il -+ Cr wovon das Integral is't tang @
cos x? sin a2’
— colgx —+— i

Bemerken wir ferner, dass man zuweilen mit Vortheil dic
Potenzen des Sinus und Cosinus ersetzen kann durch ihre Ent-
wicklungen in lineare Functionen der Sinus und Cosinus der
Vielfachen von .

Wit schlicssen mit der Integration zweier oft vorkommen-
den Ausdriicke.

2 da 7 I
Der erste ist ; . Man integrirt ihn
a -+ b cos x? 4 ¢ sin 2 & :
indem man setzt tang# = z, und man erhélt

il i o
arc tang . z (G
Vatdato 9 T
Wenn a + b und a 4 ¢ nicht dasselbe Zeu,hen haben, so geht
dieser Ausdruck in einen Logarithmen iiber.
dax
g o

2\2 LR
riickgefiihrt, indem man cos « durch (cos %) — <Si” %) i

Der zweite ist ; er wird auf den ersten zu-

. &€ :
setzt, und dann wird man tang - = z setzen,

2

Integration durch Reihen.

254. Wenn man ein Differential /' (2) da nicht genau in-
tegriren kann, so kann man sich die Aufgabe stellen sein Inte-
gral in eine Reihe zu entwickeln; und hierzu wird man zunéchst
die Function /'(z) entwickeln. Es sei also
(1) F(m)—u0+ul+u2—}— Uy
und nehmen wir an, dass diese Re1he convergent sel, ohne
welche Bedingung sie keine Function ersetzen konnte.
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Es sei s, die Summe der Glieder bis zu w, inclusive und
r, der Rest der Reihe, welcher mit wachsendem n gegen Null
convergirt. Man hat

H(r) == SRt
Integriren wir die beiden Glieder dieser Gleichung zwischen
zwel beliebigen Werthen z, und X, so haben wir

fF(r)dv__fs,,dr—{-/rndm,

und  weil r,, gegen Null convergirt, so convergirt auch
X

fn, dx gegen Null; also

X X X X
(2) /F(x)dmzlz'm/sndx =/uo de + [ w d.’v\—'f—...,

0 zo z
oder, indem man X mit = vertauscht,

fﬁ(r)Adr_[uodx+

Offenbar wird dle Gleichiung bestehen, wenn man die unbe-
stimmten Integrale nimmt;,

fF(.z‘) da :fuod;v+. el
255. Wenn die Reile (1) nicht convergent wiire fiir die
Grenze X, so konnte man fiirchten, dass die Formel (2) un-
richtig wire; wir wollen aber zeigen, dass sie noch besteht,
wenn sie nur convergent ist. In der That, sie ist bewiesen
fir jeden Werth von # zwischen #, und X; d.h. man hat fiir
diese Werthe

fF(z)dm: xuodw—}—...—-{—fu,,dw—{—..

Zo zo o

Nun ist die Grenze der Summe der Glieder auf der zweiten
Seite eine bestimmte und continuirliche Function von z, weil
die Reihe der Integrale als convergent vorausgesetzt ist, selbst
fiir den Werth X. Wenn man daher » gegen X convergiren
lésst, so wird jedes von den beiden Gliedern der Gleichung
gegen eine Grenze convergiren, und diese Grenzen konnen
nicht ungleich sein. Folglich
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X X X
fF(m)dw:fuodw+ Wodpay .

Denselben Beweis wiirde man fiir die Grenze z, und selbst
fiir jeden Zwischenwerth fiihren, fiir welchen die Reihe (1)
aufhoren wiirde convergent zu sein, ohne dass die Reihe der
Integrale aufhorte es zu sein.

256. Die Function F'(z) kann oft auf viele verschiedene
Arten in convergente Reihen entwickelt werden: man wird
diejenige wiihlen, welche am besten der Aufgabe zusagt.
Wenn man sie nach der Formel von Maclaurin entwickelt,
g0 hat man

a? &

F(2)=1F(0)-4 F" (O)x+1*"'(0)1.2—|—...+F'"(0) 1—7’%—{—,
und folglich

3) fF(x) de = C+ FO)z + F*(0) {5+ F0) T55+--
a1
_+__ e 1.2...(m-}1) | s

Man erkennt leicht, dass dies zweite Glied nichts Anderes ist
als die Entwicklung von f F (z) dz nach der Formel von Mac-
laurin: C reprisentirt den willkiirlichen Werth dieser Func-
tign fur o= 0.

Will man den Fehler kennen, der begangen wird, indem

man bei irgend einem Gliede F7—1(0) 1 ;_.7. - in der Reihe (3)
stehen bleibt, so braucht - liph
stenen €10t, 80 Dbrauc man nur m zu multpli-

ciren mit der Ableitung der Ordnung (n 4 1) von der Func-
tion f I(z) de, indem man in dieser Ableitung dem 2 einen Werth
(@ zwischen O und 2 giebt. Dies ist die bekannte Regel fiir
die Maclaurin’sche Formel, von welcher die Gleichung (3)
die Anwendung auf f 17 (z) dx ist. Bezeichnet man also durch
k den grossten Werth von F(z) wenn z von O bis z geht,

- so ist der Fehler, den man durch das Abbrechen der Reihe
; ; /i k artl
mit dem Gliede, welches 2 hat, begeht, kleiner als m
.

www.rcin.org.pl



— 221 —

257. Man konnte die Function f I (z) do durch die For-
mel von Joh. Bernoulli entw1ckeln, welche fiir irgend eine
Function y giebt

dy x? d? 23 dd
= e gk T - Saes ek
worin y, der Werth von y fiir # = 0 ist. Setzt man
Y =fF(r) dz und y, = C,

so erhilt man :
@) /F(w) do = CF 2 F(2) — g F (@) 135 P (2)— o

Man wird dieselbe Formel finden, indem man das Differential
I"(#) da theilweise integrirt. In der That, man erhilt suc-
cessive:

fF(’c) da — z F(z) —fa'F’(_.z') day
2 2
fof (0) da = 35 P1(@) — [355 P (@) da,

ﬁ%_ v __'gs_ 1 nits 3
f1.2F () de =30 40 f1.2.3

Wenn, indem man diese Integrationen unbegrenzt fortsetzt,
das letzte Integral gegem Null convergirt, so erhilt man, indem
man die Substitutionen macht und die willkiirliche Constante
hinzufiigt,

2
[FP@dr=Ct2F@— {5 PO+ 55 @—
welches die Formel (4) ist.

258. Wenn die Function /'(z) das Product mehrerer
Factoren ist, so kann man sich darauf beschrinkén, dass man
einen von ihnen in eine Reihe entwickelt, wenn nur die ande-
ren Factoren multiplicirt mit den verschiedenen Gliedern dieser
Reihe integrabele Producte geben.

Es sei z. B. vorgelegt das Differential

da
Vaw — 22 V1 — bz’

welches bei der Bewegung des Pendels vorkommt. Man kann

a— b.z)—% entwickeln, wenn man b2 < 1 voraussetzt, von
den Zeichen abgesehen, und man erhilt
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Lot 1 1.3 1.8 b
1 —ba)y: =1+§bm+§—4 b2 a2 4 346 b3as 4 .. ..

Indem man diese Entwicklung in dem vorgelegten Differential
substituirt, erhdlt man Glieder zu integriren von der Form

am™ dx
Vaz — a2’
ein Ausdruck, den wir in der Theorie der binomischen Diffe-
rentiale integrirt haben.
259. Die Integration durch Reihen kann dazu dienen, die

Entwicklungen der Functionen zu geben, deren Ableitungen
man zu entwickeln vermag. ;

So z. B. ist von arc sin # die Ableitung # , deren
— 22
Entwicklung ist

1 1.3 1.3.5
A gt g ot hgr T Lk

daher
. 1 28 1.3 25 ] 0 2 il
i R B 2y B R N TN

Aber man muss bemerken, dass man voraussetzt, da die Wur-
zel positiv genommen wurde, dass der Bogen und der Sinus
in demselben Sinne variiren. Die Formel ist deshalb nicht

anwendbar auf Bogen zwischen % und =, aber wohl auf die

Bégen zwischen 0 und -+ %; ebenso passt sie fiir die Bogen

zwischen 0 und — % . Folglich wird ihr geniigt werden, wenn

‘man darin # — 0 macht, und folglich muss C Null sein; man

hat also

! 1 23 1.3 a5 185, 5T
arcsznx:x—}—?—?’ +_—2.43+2—.4.67+"'."
Die Entwicklung von ——————1_1__5 ist nicht mehr convergent fiir

— &
# = 1; weil aber die Reihe der Integrale nicht aufhort es zu
sein, so stellt die vorstehende Formel arc sin 2 auch fiir
x# = 1 dar. Fiir diesen besonderen Werth hat man

www.rcin.org.pl



— 223 —
b3 .. 1398 1.3.5
FER TS ey 5+24 6 7+"'
Aber diese Reihe convergirt zu langsam, um = daraus zu be-

rechnen.
260. * Ebenso erhilt man die Entwicklung von arc tang x,

. > 2 1 3
indem man die Ableitung davon, m , entwickelt.

Wenn man 2 << 1 voraussetzt, so muss man nach den
steigenden Potenzen von z entwickeln, damit die Reihe con-
vergernt sei, und man erhilt

i |
1—ﬂ—_1—z2+w4—x6—}—...;
also
dz 238 x5 27
o ARt el g

Da der Bogen Null wird mit seiner Tangente, so hat man
C =0, und :

23
arciangw:x—g—-}—g-—?—}—....
Wenn dagegen #>>1, so hat man, indem man nach fallenden
Potenzen von 2 entwickelt,

1 1 1
2+ 1 1~ »2 2 E_ +

daher
1
arctangw:C—;—}-ﬁ_m_}_m_

Die Constante ist 1;—, weil z unendlich das erste Glied gleich

% macht. Also fiir die Werthe von @, welche numerisch
grosser sind als die Einheit, ha.t man
1
arctangw-——— +3.z3 5a:5+""

Man muss bemerken, dass dle erste Formel die positiven Bo-

gen nur von 0 bis% giebt. Die zweite entspricht nur den

Bogen zwischen dieser Grenze und 32!-, welches der grosste

Werth des zweiten Gliedes ist.
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Diese Formeln sind richtig fir @ — 1, weil sie conver-
gent bleiben, obgleich die Reihen fiir die Ableitung es nicht
mehr sind; sie geben dann

B e
Z:1—§+‘5‘—7+.-..
261. Suchen wir noch auf diese Weise die Entwicklung

von [ (1 4 ), dessen Ableitung ist i% . Wenn man 2<1
voraussetzt, so hat man
" :

RS ey et b o 2 g3 .

1-}—.'1:_1 x -+ 2 a3t ...
daher

dz T R
Da der Logarithme der Einheit Null ist, so muss man C = 0
nehmen, damit die Formel ! (1 - z) darstelle, und man hat

2 3 4
l(l—{—w):w—%—f—%——%—}—....
Diese Formel ist convergent fiir z — 1, obgleich die Reihe,
welche die Ableitung ausdriickt, es nicht mehr ist, und .sie
hort also nicht auf richtig zu sein fiir diesen besonderen Werth.
Setzt man #>1 voraus und ordnet die Entwicklung von
1
1+ =

wird, so findet man nicht mehr 7 (1 4 «), sondern nur

1140 — () oderl(l—{--;lv—).

nach fallenden Potenzen von x, damit sie convergent

Uebergang von den unbestimmten zu den bestimmten
Integralen.

262. Wir haben in Nr. 207 bewiesen, dass wenn die Ab-
leitung einer beliebigen Function F' () stetig ist fiir alle
Werthe der Variable von 2, bis zu 2, dass dann die Differenz
F(z) — F(x,) die Grenze ist von der Summe der Werthe,
welche /" (z) dz annimmt, wenn man die Variable von x, bis
zu x gehen ldsst durch unendlich kleine Intervalle, welche
durch d» dargestellt werden; woraus die Formel resultirt
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x

6)) SF'(2x) dw = F(x) — F(x) .

Zo
Um also das bestimmte Integral von F(z)da zwischen gege-
benen Grenzen zu kennen, wenn man das unbestimmte Integral
oder irgend eine Function /'(z) kennt, welche zur Ableitung
F' () hat, braucht man nur die Grenzen des Integrals in /(z)
zu substituiren und das auf die kleinere Grenze beziigliche
Resultat abzuziehen von dem auf, die gréssere Grenze beziig-
lichen.

Beispiele :

1
/71"d7— +1 /p A /l‘_"’dr—-—-— /@2—{—412 2a’

i e / Bl
.1:-2+a9_ ‘/,lg_‘n? 9 J (m__a)Q—l-—/)? /o ek

- » b
a
—ar Ptk Y - T —ar o T 1) g e s 3
/0 cos b da — P y /e sinbad a5 s
0 0
b n
= i

2
2.4.6..<2k y
in o2 dp — oy sptida ,
/&n. o 3.5.7...2k+1) /roer

2
3.5...(2k— i
f'"'"”” 4 = - 32 1. h( S 2 5= fcw'_kd'7 ]
0

2% o1/ 26+1 (] p — 2.4.6. 2k ’
cos 2% sin & £ = F1) @iF9).. (11 4 2k 4 1)
0

2
w| ¥

B T oS W O o' -

o P

cos a* sin #** die =1 2 4.6...(20+2k) kil
1 a?tde __1.3.5...Q2k—1) =
T R TI R B W7. T R %]
0 lvl %
xé,,.:..ldw 2.4.6.X.2%
Vl et T ¢ SNEL RIS

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung.
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Diese letzteren Integrale gehen in zwei der vorhergehenden

3 : daz
ilber, wenn man 2 — sinz setzt, also Vi =rde?
SN

&2

1 mn
Das unbeétimmte Integral von %—2% kann gefunden wer-

den, indem man den Ausdruck in einfache Briiche

.2’,'2'"‘
a1
zerlegt, und man kann immer m < n voraussetzen. Hiernach

g 2m-+1
wird man erhalten, wenn man —2+ =— « macht,

n

x
™ d 2 Ak : $
——— — — |sinam sin3am sindam
b g o [ g 28 +
—w
: 7
—+ sin (2n — l)aat] = —.
nsin am
Man hat ferner, unter der Voraussetzung dass m und » posi-
tive ganze Zahlen seien und dass m < n,
D
am—1 da b4
Tt To R h e
0 + n s T

g m 5 S =
Setzt man jetzt z* — z, =a, 80 wird diese Gleichung

@
201z 7 : . 4
zu — — , worin « irgend einen commensurabeln
> 142 sinam
Werth zwischen 0 und 1 hat, und folglich auch jeden incom-
mensurabeln Werth zwischen denselben Grenzen haben kann.

Man findet noch, nach einer frither bewiesenen Formel,
fiir m > 1,
f“’ de. ' _1.3.5...@n—8 =
0(1—{——.7:2)" 2.4.6...02n—2) 2
Es ist wohl zu bemerken, dass die Formel (1) nicht mehr
bestehen wiirde, wenn die Function 7'(2) unendlich wiirde
zwischen den Integrationsgrenzen. In diesem Falle, kann die
Summe der Elemente /() dz unendlich, oder unbestimmt
sein. Man muss sich also immer versichern, ob /7(x) in die-
sem Intervalle nicht unendlich wird, und nur wenn dieser Um-

stand sich nicht darbietet, kann man sagen, dass F(z) — F'(a,)
die Grenze ist von der Summe der Elemente /" (z)dxz. In
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dem entgegengesetzten Falle theilt man das Integral in zwei

andere, welche zur gemeinschaftlichen Grenze den besonderen
Werth von 2 haben, und man betrachtet jedes von ihnen fiir sich.

x4

B,
Wenn man z. B. fi'-ﬁ- sucht, so giebt die Formel (1)

1o ok ke abvend. dogh
— 375 — 3,3 Also einen negativen Ausdruck, wihrend doc

alle Elemente positiv sind. Da aber T—l" unendlich wird fiir
= (, so muss man sich versichern, ob nicht das Integral,
— —)—lm—s , es auch wird. In der That ist dies der Fall, und die

Formel (1) setzt voraus, dass dieser Umstand nicht eintritt.
In dem vorliegenden Falle sind die beiden Theilintegrale

unendlich mit demselben Zeichen; es findet folglich keine Un-

bestimmtheit statt, und das verlangte Integral ist unendlich.

: dx : ;
Betrachten wir noch das Integral / ?l . Wenn die bei-

den Grenzen negativ sind, so hat man eine Summe von nega-
tiven Elementen, welche bis auf das Zeichen dieselben sein
wiirden, wenn man diese Grenzen positiv nihme. Man wird

also haben
—d
/‘if:zb_u:zﬁ.
L X a

Ebenso wiirde keine Schwierigkeit eintreten fiir zwei positive
Grenzen; aber wenn die Grenzen verschiedene Zeichen haben,
so geht das Integral 72 durch das Unendliche, die Formel (1)
ist also nicht mehr erwiesen; und es findet das Bemerkens-
werthe statt, dass die Summe der Elemente wirklich unbe-
stimmt 1ist.

In der That, betrachten wir das bestimmte Integral

S5
dx i - 3 : : 4
—— ; theilen wir es in zwei andere, deren Grenzen scien
z

—a

— a, — & fiir das erste, und -+ ev, + b fiir das zweite;
¢ sei eine gegen Null convergirende Grosse und w, v zwei
willkiirliche constante Zahlen. Das erste Integral hat zum

15
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Werthe 152 | und das zweite 2 ; thre Summe ist ZE—TL—Ié
Aol £V v iie

Sie enthilt ¢ nicht mehr, und folglich hat man, wem man
diese Grosse gegen Null convergiren lisst, fiir die Summe der

)
beiden Integrale oder fiir das Integral /‘% die unbestimmte

Grosse l% +1 % , welche von dem willkiirlichen Verhiiltniss
der unendlich abnehmenden Intervalle eu, ¢v abhiingt. Wenn

man sic gleich voraussetzt, so wird 1€ 5011 oder Null, und
1'

es bleibt l%, Diesen nennt Cauchy den Hauptwerth des

Integrals, welches unbestimmt ist.

263. Wenn man die theilweise Integration auf die Trans-
formation der bestimmten Integrale anwendet, und den Inte-
gralen dieselben Grenzen 'giebt, so lisst sich allgemein leicht
sehen, wie die Constante bestimmt werden muss.

Man hat nimlich

Jf(@) do () = f(z) 9 (&) — [@(x)df(z) .
Will man nun, dass die Integrale zwischen denselben Grenzen
2, und X genommen seien, so wird man damit anfangen, sie
von z, an zu nehmen; dann aber ist es nothwendig eine will-
kiirliche Constante zu einem der Glieder zu addiren, welches

giebt
ff(w) do(x) = C + f() g(a) — fqo (x) df(z) .

Da,mlt dlese Gleichung stattfinde fiir » = x,, so muss man
haben C = — j(2y) (%), und folglich

/‘f(r)dm(r) = f(X) 9 (X) — f(@) @ (20) — f @ () df () .

o

264. Wenn man die Grenzen eines becnmmten Integrals
umkehrt, so dndert man nur sein Zeichen; denn die lncremento
von & #ndern ihr Zeichen, und die absoluten Werthe der
Differentialelemente @ndern sich nicht. Man hat also

X Zo
[F(@)de = — [F(@)da,
zy X
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was iibercinstimmt mit dem Ausdruck des bestimmten Integrals

durch die Function ¢ (z), deren Ableitung /'(z) ist. 1n der
L

That, man hat

// (@) de = @(X) — @(x), j— P (%) — ¢(X),

ro
welche Ausdriicke gleich sind und entgegengesetzte Zeichen
haben.

265. Man kann statt des Integrals fl’ (x) d-das folgende

Zo

setzen:

e

fF(X + 2y —a)de,

Zo
dessen Grenzen dieselben sind. Denn die Elemente, welche
das eine und das andere zusammensetzen, sind dieselben in
umgekehrter Ordnung. Von dieser manchmal niitzlichen Wahr-
heit ausgehend, kann man durch eine Folge von theilweisen
Integrationen sehr ecinfach die Reihe von Taylor erhalten,
wie wir sogleich sehen werden.

266. Reihe von Taylor. — Es sei /'(x) irgend cine

Function, welche, sowie ihre n ersten Ableitungen, stetig bleibt
zwischen den Grenzen x und 2 -+ h. Man hat offenbar

h
F(z 4+ — F(x) —_-.:fF' (v 4+ 2)dz;
0
und nach dem so eben Gesagten
h % d
SF (x4 2)dz = fF'(e 4 h— 2)de:
0 3 0

x ist constant bei dieser Integration, z allein variirt.
Integrirt man diesen letzten Ausdruck theilweise und die
aus ihm folgenden, so kommt

/F’ (z+h—2)dz = z I (x+h——z)+f:]"” (a+h—2)dz

= e Pz 4 5 (e / li; L S P

2 Jue Lo R S UL gl FRER R

— 2 PaHl—) 55 (.L-H ot Dy o)
+/12 [ e 4 b — 2 dz.
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Indem man die Integrale zwischen den Grenzen 0 und /& nimmt,
muss man successive z — h, 2 = ( machen in den Gliedern,
welche ausserhalb des Zeichens j stehen, und dann das letzte -

Resultat von dem ersten abziehen, dies giebt
A

/,’V(fc_*_ B z)dz —_— hﬁv({ﬂ) + %F’l(‘z‘) + ety
i ’

Ln——-l

h
P 9 o v G [ Ty e Hh—2)dz.
Aber
A
F(z + h) — F(x) :/F’(w 4+ K— 2)dz,

albo

Pa - =F @) W) 45Ot s £ @)

1 et L
+T‘§(n—_1)/“1 (e W2y de.

Wenn das Glied, welches das bestimmte Integral enthilt, mit
wachsendem n gegen Null convergirt, so eonvergirt die Reihe
gegen F'(z 4 1) und wird diejenige, welche Taylor bekannt
machte.

Man kann dem Ausdruck eine andere Form geben, wel-
cher den Fehler angiebt, den man begeht, indem man bei
dem Gliede vom Range n stehen bleibt. In - der That, das
bestimmte Integral ist gleich der Summe der Factoren z"—'dz,
multiplicirt mit einem gewissen Mittelwerthe zwischen dem
kleinsten und dem grissten von denjenigen, welche F*(z-}-h—2)
annimmt, wenn z von 0 bis & geht; und da diese Function in
diesem Intervall stetig vorausgesetzt wird, so ist dieser Mittel-
werth ein Werth, welchen /(2 4+ 1. — z) annimmt fiir einen
gewissen Werth von z zwischen 0 und %: woraus auch fiir
h — 2z ein zwischen O und 4 liegender Werth resultirt, welchen
wir durch % darstellen wollen. Das Glied, welches die Ent-
wicklung vollstindig macht, wird daher

F" (‘L '(t_a_hi) fz"‘l dz oder .——— £ (z+0h) .
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Unter dieser Form haben wir den Rest in der Differential-
rechnung gegeben: @ ist eine unbekannte Function von @, von
welcher man nur weiss, dass sie einen positiven Werth hat,
der kleiner ist als die Einheit. ;

Indem man den kleinsten und den grossten Werth von
F7(x) in dem Intervall von « bis « + A nimmt, erhélt man
zwei Grenzen, zwischen welchen der’ durch Abbrechen nach
dem nten Gliede begangene Fehler liegt. Das bestimmte In-
tegral giebt den genauen Werth dieses Fehlers: aber es bietet
die Schwierigkeit der Integration dar, und man kann im Allge-
meinen sich nur die Aufgabe stellen, ihn zwischen zwei be-
kannte Grenzen einzuschliessen.

Differentiation und Integration unter dem Zeichen /.

267. Wir haben im Anfange dieses Buchs die Regeln
gegeben, um sowohl die expliciten Functionen als auch die-
jenigen zu differentiiren, welche unter einander und mit der
Hauptvariable verbunden sind durch Gleichungen, deren beide
Glieder explicite Functionen sind. Wir wollen nun eine andere
Art von Function betrachten und das Mittel geben sic zu dif-

ferentiiren.
zZ

Es sei die Function v = ['/'(2, ) dz, welche man nach

2 differentiiren soll, wiihrend.zo die Grenzen z,, Z beliebige
Funetionen von 2 sein konnen.

Man erhiilt, indem man dieses Integral wie eine zusam-
mengesetzte Function von z,, Z, #, welche Functionen von «
sind, betrachtet,

du _ (du dzo du) (
dz dzo> s dZ) d=z gy ) ;

Man hat nun zunichst

du d i '
m—*—l’(zo,m), ‘_ﬁ(Z,x).
Was das dritte Glied € betrifft, welches sich auf die

da
Anmhme der Constanz von z, und Z bezieht, so ist es die
Grenze von
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/F(z z+/¢)dz—/ﬁ(z, z)dz

20

h ’

oder von

fF(Q,x—{»]z)—F(z -l,)]

s

und hat zum Werthe
dlf (2,:@)
dz i
Daher

Z
d g 8 dZ
3—5‘/1’ B nde =R (L, .l:) _— —
2

fdl'(z i

Man wiirde sehr einfach zu derselben Formel gelangen,
indem man das bestimmte Integral als die Fliche einer Curve
représentirend betrachtete.

Wenn die Grenzen constant, d. h. unabhiingig von  sind,
8o hat man

: L /F(z, 1)dz__/‘dﬁ(z’ i

2o

man sicht, dass dann die beiden Operationen, das Differentiiren
und Integriren, in beliebiger Ordnung geschehen kénnen.

268. Wire die Function von z ein unbestimmtes Integral
in Bezug auf z, so wiirde man sie unter der Form darstellen

u _—_:‘/‘F(z, x)dz + C,
o C irgend eine Function von z ist; hieraus
du ‘dF(z, &) dc
g / dz dxis d

Man kann also in beliebiger Ordnung die beiden Opera-
tionen mit F(z, #) vornehmen, wenn nur die auf die beiden
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Integrationen beziiglichen Constanten durch die Bedingung
verbunden sind, dass die zweite die Ableitung der ersten nach
x ist.

5 3
269. Hiitte man, statt fF (z, ®) dz zu differentiiren, es in

20
Bezug auf z zu integriren zwischen den Grenzen z,, X, wobei
aber z, und Z unabhéngig von « vorausgesetzt werden, so wiirde
man bemerken nach dem Vorhergehenden, dass, was auch 2 sei,

fda:jF(z, «) dz und ‘/Z'dz/fl*’(z, x)dax

dieselbe Ableitung in Bezug auf z haben; und da sie beide
Null werden fiir # = #,, %o sind sie auch fiir jedes  gleich.
Die Ordnung der beiden Operationen ist also wieder gleich-
giiltig.  Alles dies setzt jedoch voraus, dass die Function
I (z, @) weder unendlich noch unbestimmt wird fiir irgend
einen Werth von « und z zwischen den Grenzen: wenn dies
sich ereignete, so wiirde eine besondere Untersuchung néthig
werden, mit welcher wir uns sehr bald' beschiiftigen wollen.

270. Sind die beiden Integrale unbestimmt, so ist das
erste :

j‘l"(z,w) dz + @ (2);

indem man es integrirt, findet man

: l/;d.z:‘/fﬁ'(z, @ydz 4+ f(2) +fq> (@) da

xy oy ;

was man unter der Form darstellen kann

Jdx /2'1" (2, @)dz + f(2) + fi(2) ,

Zy 20 A
und man wiirde ein identisches Resultat finden, indem man in
umgekehrter Ordnung . integrirte, -da die willkiirlichen Func-
tionen als dieselben betrachtet werden konnen.

271. Singuliire bestimmte Integrale. — Cauchy
hat mit diesem Namen Integrale bezeichnet zwischen Grenzen,
welche sich unbegrenzt einem besonderen Werthe der Variable
niahern, der die Function unendlich macht.
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Z. B. 'wenn man £ (a) unendlich voraussetzt, so ist das
a— ue
Integral j F(x)da ein singuliires bestimmtes Integral, wenn &
a8
gegen Null convergirt, wihrend u irgend eine endliche Zahl
ist. Man kann die Differentialfunction auf die Form bringen

(2 — a) I (x) - C_if

i) und wenn man -durch & einen Mittel-
[

werth zwischen « — & und « — we bezeichnet, so wird das
Integral gleich sein mit

: oder mit (§ — a) F'(§) lu .

Wenn (§ — a) I'(§) eine von Null verschiedene Grenze hat,
wihrend £ gegen a convergirt, so hat das singulire bestimmte
Integral einen bestimmten Werth zu gleicher Zeit mit w. Wir
werden sogleich sehen, wozu diese Betrachtung niitzlich sein
kann bei der Bestimmung der bestimmten Integrale.

272. Der Fall, wo die Function unter dem Zeichen

/ durch das Unendliche geht. — Wenn ein Werth & — «

Vi (.z) unendlich macht, und zwischen den Grenzen des Intc"rah
a—é&
fF(r) dz liegt, so wird man zuerst /‘F(r) da, dann /F(’L‘) dx
a--¢

bllden man wird sie addiren und darauf & gegen Null conver-
giren lassen: die Grenze ist Das, was Cauchy den Haupt-
werth des Integrals nennt. Man wird einen davon verschie-
denen Werth erhalten konnen, wenn man die Grenze der
Summe der beiden folgenden Integrale sucht : 2

a— uE

/[’(w) dz , j]’ G2y da:y

a--ve

wihrend & immer gegen Null convergirt, und die Zahlen u, »
verschieden sind; denn es wiirden die beiden Integrale hinzu
kommen

a— ue at-¢
JF(z)de, und [F(z) da ,
a—e a--ve

und wenn ihre Summe nicht mit & gegen Null convergirt,
so erhilt man einen verschiedenen Werth von dem ersten,
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den wir Hauptwerth nannten; aber es ist evident, dass dies
- a
nicmals sich ercignen wird, wenn die Integrale [ F(z) da,

«

B i
/'1"(.1:) da endlich sind. Nun haben die zwei vorstehenden

@

singuliren bestimmten Integrale zur Grenze ihrer Summe
Kl %, wo K die Grenze ist von (¢ — a) F(x) wihrend «

gegen a convergirt, welche Grenze hier von demselben Zeichen
fiir 2 <<« und > a vorausgesetzt ist (der entgegengesetzte
Fall bietet iibrigens durchaus keine Schwierigkeit dar). Wenn

B
also K nicht Null ist, so ist das Integral f F(z)dx unbestimmt;

3 «
aber sein Hauptwerth ist bestimmt, sei er endlich oder unendlich.

Wenn K Null ist, so kann man nicht sagen, dass Kl%
nothwendig Null sei, weil / —:— unendlich sein kann.

7. B. wenn » = ¢, so ist l-s- unendlich, und das zweite

a+-¢
singuliire Integral ist /" F'(«) dw .
a+&*
d.z-
So ist o 1 <1 + ), und wenn v = &, so hat

man lZ.

Dagegen in diesem anderen Beispiele V= hat man —V—I v

oder VElv, wo & ein Mittelwerth ist zw1schen ¢ und vé&; so
dass £ = kve und k:> 1: hierdurch wird VElv zu
Vie V;lv. Aber man weiss, dass Vv lv Null ist fiir v=0;

also ist f —— Null, wie man dies ausserdem sehen wiirde bei

Ausfuhrung der Integration.
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273. Wenn man eine der Grenzen unendlich voraussetzt,
1

ue
so hat man das Integral zu betrachten ‘/'F(a-) dx; und damit
1

: &
das vorgelegte Integral endlich sei, so muss das vorstehende
mit ¢ gegen Null convergiren, wie klein auch w sei: cs muss

also F< ) >ly gegen Null convergiren, was auch u

1
kwe kue
sei, wihrend £ > 1.

s i e e 1) i ‘
Ee sel F(x) = o u F (lcy,e kann ersetzt wer-

den durch :4}— (kwe)*™, und es muss we " 1lu gegen Null

convergiren, was erfordert dass n > m - 1; und dies geniigt.

Man kann auf diese Weise mit Hiilfe der singuliren be-
stimmten Integrale erkennen, ob die gesuchten Integrale unend-
lich werden oder unbestimmt, wenn ein Werth von 2 die ge-
gebene Function unendlich macht, oder wenn eine der Grenzen
unendlich ist. -

274. Man kann ferner beurtheilen ob ein Integral endlich
ist, wenn seine Ableitung fiir einen besonderen Werth von «
unendlich wird, indem man es mit einem anderen einfacheren
vergleicht, fiir welches keine Ungewissheit stattfindet, und wel-
ches ein solches ist, dass die beiden Ableitungen fiir diesen
besonderen Werth ein endliches Verhiltniss haben: die beiden
Integrale werden zu gleicher Zeit endlich oder unendlich sein.

x x
A dux d 2 Ly it
Zi: B, st s otmd —— befinden sich in diesem Falle.
(e:r _+_ l‘”) am : am
0 0

Das Verhiltniss der Ableitungen, e* -} 27, wird 1 fiir 2 = 0:
nun ist das zweite Integral endlich wenn m < 1, und unend-
lich wenn m — 1 oder m > 1; es ist daher ebenso mit dem
ersten.

275. Anwendung der vorhergehenden Principien
zur Auffindung bestimmter Integrale. — Indem man
ausgeht von bekannten bestimmten Integralen und dieselben in
Bezug auf eine Constante differentiirt oder integrirt, erhilt
man den Werth neuer Integrale.
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differentiirt man nmal in Bezug auf «, so erhilt man

1.2.8..m, _1.8.5...@n-D=
(.7?2 + (l)H'] 271 u,"+% 2

daher

f" dai st e F B (s 1) 8
J @Fayt ™ T2.4.6.. . 2n g arti

276. Betrachtet man dieses andere Integral

fe‘“’da: == X -
a

0
-und differentiirt » — 1mal nach a, so kommt

-

/‘-Z"—le—“fdle'?'?’"’(n—1).

al

0
Bezeichnet man allgemein durch I'(p) das Integral

@D
/' a1 e d g
0

fiir jeden positiven Werth von p, so hat man fiir jeden ganzen
und positiven Werth dieser Constante

Dfpyees ol 208 saialp =),
und fiir jeden positiven Werth von p

pr—l e~z dp — I;QQ 7
a?
0
Wenn man das unbestimmte Integral / e day — eT— + C
(

differentiirt, so erhiilt man folgendes unbestimmte Integral

ez

dr . —
a Y
fwe-d.z: % + C .
1

277. Geht man aus von dem Integrale f.zm g R e

Biekbn f m—+-1

und integrirt beide Glieder in Bezug auf m zwischen zwei
Werthen g und v, so erhiilt man
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L y, -+ 1
und man konnte nicht den Ausdruck des unbestimmten Integrals
geben.

278. Integrirt man in Bezug auf «, zwischen irgend zwei
Grenzen b und ¢, die beiden Glieder der Gleichung

@

/e—ardw Py l 3
(22

0

o0
e — gTcx ¢
—— l— P
x b
0

Geht man aus von

so erhilt man

o0

e “@eosqurdr — IR 3
a? + o?

)
so erhilt man auf dieselbe Weise

uoe—bx — p—Cx 18 62 + o?
J—w—cos ar de — E) lb?+a2'
279. Die Gleichung

J e sin v dae = i S
a2 -+ a?

0

giebt ebenso

o Ll o e b
—————sin ax de = arctang — — arc tang — .
. & A A0

Setzt man hier 6 — 0, ¢ = «, so erhilt man folgende, oft
niitzliche Formel

s’m ax da p .1 smam
———2— oder r= .

&

Andere Verfahrungsarten zur Bestimmung bestimmter
Integrale.

280. Bisweilen fiithrt man ein einfaches bestimmtes Inte-
gral auf ein bestimmtes Doppelintegral zuriick, weil die Unab-
hiingigkeit der beiden Variablen zu Vereinfachungen fiihren
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kamnn. Man habe z. B. ft—f’ da. Es ist identisch mit fe—v" dy.
0 0

Miultiplicirt man sie mit einander, so hat man das Quadrat
des gesuchten Ausdrucks. Nun kann man das Product

i "p—f’d 2 f e dy betrachten als dadurch erhalten, dass man
0

0
jedes Element ¢e=#*da des ersten mit dem zweiten multiplicirt;
und in diesem letzteren kann man y =— 2t setzen, wihrend =
besténdig dasselbe bleibt wie in dem Element e—#*dz. Hier-
durch wird Nichts geialndert obgleich « in das zweite Integral

eingeht, welches f ze—*?dt wird. Konnte man diesen letzten

Awsdruck in 2 bllden, so wiirde man durch Multlphcatlon des-
selben mit ¢~#*dz ein Element erhalten, welches, integrirt zwi-
schen 0 und «, identisch das Product der beiden Integrale
geben wiirde. Aber bei der Integration in Bezug auf # kann
man den constanten Factor e—2*dz unter das Zeichen f bringen,
und man sieht, dass man zu integriren hat den Ausdruck
ey e=*fdg dt, oder we Ut dadt

zuerst in Bezug auf #, dann in Bezug auf », wihrend diese
beiden Variablen unabhiingig sind.

Wir wissen aber, dass man diese zwei Integrationen in um-
gekehrter Ordnung ausfiihren kann, ohne dass das Resultat sich
dndert; und auf diese Weise lisst sich die Operation ausfiihren.

In der That, es ist

0

1 T
22 (142, —_—,
(/ﬂ z 22 dd_—,.).(l—{——f?) und/2(1+12) )

0

Also

p i
fe—I’d.z — 1—{2-—, oder /e—l‘dx =V
0 —a®
daher, indem man m 2 statt = schreibt,
e d g — —@- .
m

281. Dieses wichtige Integral ldsst sich noch durch das
tfolgende Verfahren erhalten, welches Poisson in seiner Méca-
nique angegeben hat.
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Das schon betrachtete Product /[ [¢=7—"dydx stellt den

0 0 J

vierten Theil des Volumens dar, welches begrenzt wird von
der Ebene XY und der Fliche 2z = ¢, die erzeugt
wird durch Ratation der Curve z—¢** um die Axe der =.
Wenn man nun dieses Volumeén zerlegt durch unendlich nahe
Cylinderflichen, welche Umdrehungsflichen sind um die Axe
der 2z, so wird der Ausdruck des zwischen den beiden Flichen,
deren Radien 2 und # 4 da sind, enthaltenen Volumens sein
2xze*da; sein Integral ist — we*, und man erhilt das
ganze Volumen des Korpers, indem man es zwischen den
Grenzen 0 und » nimmt, welches = giebt. Nimmt man davon
den vierten Theil und dann die Quadratwurzel, so hat man

fe‘-”da: e V-——;

i
und folglich

-] —
/‘e-'f”dar = V.
ek

282. Der Uebergang vom Reellen zum Imaginiiren, wenn
er mit der erforderlichen Strenge gemacht wird, kann auch
zur Bestimmung neuer Integrale fithren. In der That, man
zieht aus der letzten Formel, indem man 2 mit 2 -+ « ver-
tauscht,

\/; =fe_(x+“)id.r - e—".zfe"’”%—‘l“z da

L ema ]
o
? 2 7 (R |
— /w_x(eQ"" 1 e -am) de ;

e

daher

oL

fﬂ"g (.0,2“:‘c -+ I’—:Z“x) de — e®° V-; §
o

Setzen wir nun @« — « }/ — 1, so kommt, indem man bemerkt

2azV —1+ p'__gaxv—_l: 2¢082ax ,

dass ¢*

@
€ o= e Ccos8 ax &
—a 2 fe* cos 2andu,

0

daher
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0

e
/e"’cos?axday:e »7!.
p 2

oder indem man 2 mit m 2 und am mit n vertauscht,

@0

n2
Vg 2
/e“’"’” cos 2nax day — ¥ Eit o

J 2m

Die Substitution von « V—1 fiir « hat die Gleichheit nicht
aufgehoben, weil die beiden Glieder in Bezug auf « in convergente
Reihen entwickelt werden konnten, und folglich die Coéfficien-
ten derselben Potenzen von & nothwendig auf Leiden Seiten
dieselben waren. Da diese nun sich nicht #ndern, welchen
Ausdruck man auch fiir « setzt, so findet die Identitit immer
statt; und aus diesem Grunde besteht sie noch, wenn man

a V' —1 dafiir setzt.
Wenn man in der Gleichung

/e—mlzg dw — .vj
m

—w

m = a(l 4 V — 1) macht, so erhilt man
\/e—ﬂaimivtl da: — % (1 — \/— 1)

—w

:f(cos.Qa“’a:? Y Yoas g sin.2a22?) dx.

Vergleicht man nun die reellen und die imaginiren Theile, so
kommt

o0

_/ﬂcos.2¢7L2.z"b’dx—-_—ﬁ fsin.2a2a:?da:= \—/ﬂ,

Y.’ 2a
—_—c —an
oder indem man 2a? — n setzt,
@ B, @, : sbl
P 7 3 T
/cos.naﬂ dx = —, /m11,.n.r9d.t == =
/ 2n 2n
—c0 —0

Es ist gut', wenn man bemerkt dass, obgleich cos . na? und
stn . na? unbestimmt sind fiir » — oo, diese Integrale es nicht

sind. Anders verhilt es sich mit den beiden folgenden
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 16
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® n
fco.e .nzxda, /sin .nzxdz,
-

welche vollig unbestimmt sind.
Die beiden gefundenen Integrale lassen neue finden.
Verwandelt man in der Gleichung

f cos (z?) da — \/;

—m

x in & - @, so bleiben die Grenzen unveriindert, und man hat

o

\/; - ‘/co.e (22 + 2aa + a?)due

—w
@
= /'[cos (22 + a?)cos.2aw — sin (2°+ ?) sin. 2az] da;
—n

und da sin (22 + a?)sin . 22 mit 2 sein Zeichen, aber nicht
seinen Werth ndert, so ist das Integral des zweiten Theils
Null, es bleibt folglich

V% = fcos (22 + a2) cos . Qeada

= ['(cos(a?) cos(a?) cos . 2aw — sin(x2?) sin (a2) cos.2ax) d,

—aw

oder

cos(a?) [ cos(x?)cos.2axde— sin(a?) f sin(@?)cos. 20x de — V-;f .

Verwandelt man ebenso # in # 4 « in der Gleichung

-

fs'm(.z?) A== Vg )

—w

so findet man

® @ :
cos(a?) [ sin(a?)cos.20xdr—+sin(a?) | cos(x?)cos.2ande — \/% :
— —Q0

Man zieht aus diesen Gleichungen

@0

fcos (aﬂ) cos . 2ax dx — Vg’[cos (a?) -+ sin(a?)],

—
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fm'n (22) cos . 2a2 d — \/;—t [cos (a?) — sin(a?)] .

283. Indem man ausgeht von den Werthen zweier be-
stimmten Integrale, welche wir frither gegeben haben, kann
man zu dem Ausdruck gelangen, den Wallis fiir das Verhilt-
niss der Peripherie zum Durchmesser geoeben hat.

Diese beiden Formeln sind

1
/' a%+1 d g I Sk a2k

ol ek YaRE S8 ()/c—4—])

1

it r _1.3...(2k—1)£
T sepo el $O NG R

Wenn % unbegrenzt wichst, so nihern sich beide der Null,
wovon man sich iiberzeugen kann, indem man die Briiche um-
kehrt, welche dann offenbar mit 2 unendlich werden; denn der
erste wird

(+ D0+ ().

und dieses Product iibersteigt —%- L % -L % + .0+ 2—1]: 4

welche Reihe mit % unbegrenzt wiichst. Ebenso verhilt es sich
mit dem zweiten. Aber das Verhiltniss dieser Integrale hat
die Einheit zur Grenze.

In der That, betrachtet man zwei consecutive Werthe von
k, so haben die correspondirenden Werthe von irgend einem
der beiden Integrale ein Verhiiltniss zu einander, welches gegen
die Einheit convergirt, wenn /& wiichst. Wenn man nun in
dem anderen Integrale den Exponenten von 2 nimmt, welcher
liegt zwischen den beiden Werthen des Exponenten des ersten
Integrals, so ist klar, dass der Werth des zweiten Integrals
liegen wird zwischen den beiden consecutiven des ersten, und
folglich convergirt sein Verhéltniss zu jedem von ihnen gegen
die Einheit, wie das Verhiltniss beider.

Man kann sich noch durch folgende Betrachtung davon
iiberzeugen, von welcher hiufig Anwendung gemacht wird.

Wenn % sehr gross ist, so ist der Zihler nahezu Null, so

16* 3

»
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lange nicht # der Einheit sehr nahe riickt; da der Nenner
unterdessen endlich bleibt, so ist der von Null bis zu 1 — «
gehende Theil des Integrals, wihrend « ein so kleiner fester
Werth ist als man will, sehr klein gegen den Rest des Inte-
grals; und das Verhiltniss dieser beiden Theile niéihert sich der
Null, withrend % wiichst und « constant bleibt*). Um daher
die beiden Integrale,um welche es sich handelt, zu vergleichen,
wenn % unbegrenzt wiichst, braucht man nur das Verhiltniss
der Theile dieser Integrale zwischen den Grenzen 1 — « und
1 zu nehmen, und dann o abnehmen zu lassen. Nun ist das
Verhiiltniss der Differentiale #, und folglich ist das Verhiltniss
der Integraltheile, welche wir betrachten, ein Mittelwerth zwi-
schen den extremen Werthen von 2, welche 1 — o und 1
sind. Dieses Verhiltniss hat daher zur Grenze 1; und ebenso
ist es mit dem Verhéltniss der ganzen Integrale, da wir nur
einen gegen sie selbst unendlich kleinen Theil vernachlissigt
haben. .
Man hat also

o 3B (2k—-1)(2k—1)(2k+1)_1
o D N S SR S G 2k . 2k
folglich
# Pid.4h 86 R.8
T8 8. 5. b T 9
*) Denn man hat
11—«
amdr (1 —ea)tl 1

Viswho o Akl Vi gb)

1

ande _ 1—(1—apH 1
Vi atl Vi’
I—«a
wo u zwischen 0 und 1 — « und y zwischen 1 — e und 1 liegt, so dass

1 1

Vi—yp s YA L

Das Verhiiltniss des zweiten Integrals zum ersten ist also grisser als
Al L
(1 — e)nt1

Es wiichst daher unbegrenzt mit »n, wie klein auch a sei.

— 1.

o
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Es ist leicht zu sehen, dass man ein zu kleines cder zu gros-
ses Resultat hat, je nachdem man eine ungerade oder eine
gerade Anzahl von Factoren in beiden Gliedern dieses Bruchs
nimmt. '

Wir werden spiiter von einer allgemeinen Methode spre-
chen, welche darin besteht, dass man die Bestimmung der
bestimmten Integrale zuriickfithrt auf die Integration von
Differentialgleichungen, welche sich auf die unter dem Integra-
tionszeichen befindlichen Constanten beziehen.

Integration der Differentiale, welche mehrere unab-
hingige Variablen enthalten. ;

284. Bisher haben wir nur solche Differentiale betrachtet,
welche nur eine einzige Variable enthalten und folglich von
der Form F(2)dz sind; wir wollen jetzt diejenigen unter-
suchen, welche mehrere unabhéngige Variablen enthalten, und
uns die Aufgabe stellen, wenn es moglich ist, die Function
dieser Variablen zu bestimmen, welche zum totalen Differential
den gegebenen Ausdruck hat.

Betrachten wir zuerst zwei Variablen @, y, und es sei zu
integriren der Ausdruck

Mdxz + Ndy,
worin
M= g2, 9, N=pz:y).
Zundchst wird man bemerken, dass nicht immer eine

Function von « und y existirt, deren Differential dieser Aus-
druck ist: denn, wenn man durch % eine solche Function be-

zeichnet, 80 soll man haben M — 3% N — 2%, 11q da
d2u d2u aAM dN
g g W yda’ so muss man auch haben d—y— — Ty— Wenn

also die Functionen M, N dieser Bedingung nicht geniigen, so
wird keine Function von @ und y existiren, deren Differential
der gegebene Ausdruck wire. Dagegen werden wir sehen,
dass wenn diese Bedingung erfiillt ist, die gesuchte Function
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nothwendig existirt, und dass ihre Bestimmung sich immer auf
Quadraturen zuriickzieht.

Da diese Function M zur partiellen Ableitung nach =«
haben soll, so muss sie enthalten sein in dem unbestimmten
Integrale von Mda nach z, wihrend y als eine Constante
betrachtet wird. Sie ist daher enthalten in dem Ausdruck

j Mdaz + V, wo V eine willkiirliche Function von y ist.

Es bleibt diese Function so zu bestimmen, dass die par-
tielle Ableitung nach y, N wird. Diese Ableitung ist aber

A M "d N av
dyd +d ,oder( Hdm—f—dll,

zq

oder endllch
av
V) — v ) + Gy

Es ist daher nothwendig und hinreichend, dass man habe

|
dy — P (2, y)=0, oder l’—/w(xo,y)dy+ C.

¥
Es existirt also nothwendig eine Function von x und y, deren
Differential der gegebene Ausdruck; und der allgemeinste
Werth dieser Function u ist

_/‘P(v J)d' + /w(im '/) d!/ + c,
Yo
wo C eine w1llkurhche Constante.

285. Die Schwierigkeit wird nicht grisser in dem Falle,
wo die Anzahl der unabhiingigen Variablen grisser ist. Es
sei z. B.

' Mdz + Ndy + Pdz
und

M= @, y, 8, N=9(a;y,¢); " P== 1{eyys3)-
Zundichst miissen M, N, P den unerlisslichen Bedingungen
geniigen :

dM . dN:.dM 4P dN 4P

dy ~— dz’ dz Tide ' denT Ay
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Die gesuchte Function ist dann nothwendig enthalten in der Formel

.’/'Md.w: -+ V¥, wo V eine willkiirliche Function von y und z

zo
ist, welche man durch die Bedingung bestimmen muss, dass
die partiellen Ableitungen des vorstehenden Aunsdrucks, nach y
und 2z, respective N und P seien.

Man hat also

- dﬂl PAN 1V

VIS ¢7a+ d s dl (.z‘—kii =N— w(royj.‘)—l—-

, 4D dVv dV
) e iy G AT Yy 2) =

1 d‘ d —{-d a’de~ P— y(xo,9,2) ok

Is ist daber nothwendig und hinreichend, dass die Function V
den beiden Bedingungen geniige

v’ dv (
& = V@ ¥ ) =120y 9,

wodurch man auf den vorigen Fall zuriickkommt. Man hat
also

Y z
V= v,y 2) dy + [ (20 Yo» 2) dz + C.
Yo 20

Die Function, deren Differential der gegebene Ausdruck
ist, existirt folglich wenn die drei obigen Bedingungen statt-
finden; und bezeichnet man sie durch «, so hat man

z v z
u :j'q:(x,y, Z)d-l'"—t/'w(-"oa Yy 2)dy +/ 2(x0s Yos 2)dz + C,
s Yo %0

worin ' eine willkiirliche Constante.

Man sieht leicht, dass der Fall von m Variablen in der-
selben Weise auf denFall von m—1 Variablen zuriickgefiihrt
wird, wofern die Coéfficienten den Bedingungen geniigen, welche
ausdriicken, dass die Differentialcoéfficienten zweiter Ordnung
der gesuchten Function, auf alle miglichen Weisen in Bezug
auf zwei verschiedene Variablen genommen, unabhiingig sind
von der Reihenfolge der Differentiationen. Die Aufgabe ist

www.rcin.org.pl



s g

somit immer mdoglich, wenn diese Bedingungen erfiillt sind,
und man kommt immer auf einfache Quadraturen znriick.

Geometrische Anwendungen der Integralrechnung.

286. Die bis hierher auscinandergesetzten Methoden
haben den Zweck eine Function zu finden, wenn man den
Ausdruck ihres Differentials oder ihrer Ableitung kennt. Man
hat also unmittelbar auf diese Methoden die Auflosung einer
-jeden Aufgabe -zuriickgefiihrt, worin es sich darum handelt,
eine Function zu bestimmen, wenn man den allgemeinen
Ausdruck ihres Differentials hat finden konnen.  Dieser
Ausdruck  ist aber viel leichter zu bestimmen als derjenige
der Function selbst; denn, nach dem fundamentalen Prin-
cip, welches wir in der Differentialrechnung bewiesen ha-
ben, kann man jede, gegen das Differential, ‘welches man
berechnen will, unendlich kleine Grésse vernachlissigen, und
cs entspringt hieraus kein Fehler weder in der Ableitung
welche die Grenze ecines Verhiltnisses ist, noch in dem Integral
welches als die Grenze einer Summe von unendlich kleinen
Elementen betrachtet werden kann. Durch dieses Mittel kann
man sich des Theils der Incremente der Functionen entledigen,
welcher ihren Ausdruck ebenso schwierig zu bilden macht wie
jenen der Function selbst; und es geniigt immer die Versiche-
rung, dass der vernachlissigte Theil unendlich klein ist gegen
das Differential oder das Increment selbst. In diesen wenigen
Worten liegt die ganze Metaphysik der Infinitesimalrechnung.
Sie ist, wie man sieht, sehr einfach und elementar, und alle
Theorien, welche wir jetzt auseinandersetzen, werden die be-
stindige Wiederholung dieses allgemeinen Gedankens dar-
bieten.

Quadratur ebener Flichen.

287. Die Flache zwischen den zwei Ordinaten M P, NQ,
dem Bogen der Curve M N und der Axe der , ist eine Func-
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tion der extremen Abscisse A Q—z, deren auf das Increment
@S von =z sich beziehendes Increment die Figur NRSQ ist.
Die Fliche dieser Figur wiirde ebenso schwierig zu be-
Fig. 17. rechnen sein wie M NQ P, weil
die Schwierigkeit herriihrt von
.dem krummlinigen Theile des
Perimeters.

Wenn man aber durch den
Punkt N eine Parallele N K
zur Axe der x zieht, so kann
man den Theil NRK der Fi-
gur weglassen als unendlich
klein gegen NRS(Q. In der
That, wenn man RN’ parallel
mit QS zieht, so wird NN'RK
grosser sein als NRK, und sein Verhiltniss zu NKSQ, wel-
ches kleiner ist als NRSQ convergirt gegen Null je mehr QS
abnimmt, weil dieses Verhiltniss dasselbe ist wie das von NN
zu NQ. Durch dieses Mittel hat man also das Increment der
Fliche des Theiles entledigt, welcher seine Berechnung schwie-
rig machte; und die Grenze seines Verhiltnisses zu dem In-
crement der Abscisse ist durchaus nicht geiindert. Die Be-
rechnung dieser Grenze, oder der Ableitung der Fldche, ist
also einfacher geworden, ohne irgend etwas an Strenge zu
verlieren.

Sind die Axen rechtwinklig, so ist die Figur NKSQ gleich
NQ X QS; und die Grenze ihres Verhiltnisses zu QS ist NQ
oder y. Die Ableltung der Fliche ist somit y, und ihr Diffe-
rential yda.

Machen die Axen einen Winkel # mit einander, so wird
der Ausdruck des Differentials ysinf) du .

Die Fliche zwischen zwei Ordinaten, welche den Abscis-
sen a2, und z entsprechen, kann also ausgedriickt werden im

ersten Falle durch / ydo und im zweiten durch sinf / yda.
Die Gleichung der Lurve giebt y als Function von «, und die
Quadratur der fraglichen Fliche ist auf eine Integration zu-

riickgebracht. - Aus diesem Grunde bezeichnet man hiufig
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mit dem Worte Quadratur die Operation der Integralrech-
nung, durch welche man von dem Differentiale einer Function
einer einzigen Variable zu dieser Function selbst gelangt.
Wiire -die zu berechnende Fliche zwischen zwei Ordinaten
und zwei Curvenbidgen enthalten, so wiirde der Ausdruck ihres
Differentials (Y — y) da sein, indem man durch Y und y die
Functionen von z bezeichnet, welche die Ordinate einer jeden
der beiden Curven darstellen. Wenn die Natur der eimen oder
anderen dieser Curven sich in dem zwischen den Gremzen lie-
genden Intervalle @nderte, so miisste man dieses Intervall in
mehrere andere abtheilen, deren Grenzen die verschiedenen
Werthe von 2 sein wiirden, wo diese Aenderungen eintreten.
Ist die Curve durch eine Gleichung zwischen Polarcoor-
dinaten § und r gegeben, so liegt die auszuwerthende Fliche
zwischen zwei Radien-Vectoren und dem Bogen der Curve.
Ihr Differential ist, wie wir schon sahen, r2 % . Die Fliche
zwischen zwei Radien, welche den Winkeln (),, # entsprechen,

wird also ausgedriickt durch -;— f r2d @, worin r die aus der

3 6(1
Gleichung der Curve gezogene Function von f) bezeichnet.

Lige die auszuwerthende Fliiche zwischen zwei Radien

"2 /12
2 e . : : . or2—rp
und zwei Curven, so wiirde ihr Differential sein ———— d#f,

2
worin » und  die Radien der beiden Curven fiir denselben
‘Werth von 6 bezeichnen- die gesuchte Fliche wiirde also aus-

gedriickt durch —f(l — 1/2) dfl, worin r und r* bekannte

6,
Functionen von ¢ sind, welche man aus den Gleichungen der
beiden Curven zieht.

288. Parabeln. — Stellen wir uns zuerst die Aufgabe,
die Fliche der in der allgemeinen Gleichung
y'" e p‘zﬂ

enthaltenen Parabeln, wahrend m und n pOSlth sind, zu be-
rechnen; man hat -
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o n 1,7;5'*‘1
fydw:pm \/‘z;d‘”:l’;‘-n -+ C.

Nimmt man die Fliche von & — 0 an, so ist € = 0, und die
an der Ordinate, welche zu irgend einem Werthe von z ge-
hort, sich endigende Flidche hat zum Ausdruck

1 n

— —+1
m p™ ™ may
—9%:{——7 oot m—+n’
Der Theil des Rechteckszy, welcher iibrig bleibt, nach-
nay
m—n
gen der Curve das Rechteck #y in dem constanten Verhéltniss
von m :m.

Umgekehrt, kann die Curve, welche diese Eigenschaft be-
sitzt, keine Gleichung von anderer Form als die vorgelegte
haben. In der That, bezeichnet y die unbekannte Ordinate
dieser Curve, so soll man haben
SYda : ay — [ydae = m:n, daher (m—+-n) [ydz = may,

und, differentiirend,

dem man diesen abgezogen hat, ist ; also theilt der Bo-

nyde = mady, —=

mdy nde
Yootn e
folglich

mly = nla + 1C,

wo 1C eine willkiirliche Constante bezeichnet. Diese letzte
Gleichung giebt y» = Cz"; indem man der Constante C alle
moglichen Werthe giebt, so erhilt man alle Curven, welche
die verlangte Eigenschaft besitzen.

289. Hyperbeln. — Betrachten wir jetzt die allgemeine
Gleichung y™ 2» — a der Hyperbeln, welche zu Asymptoten
die Coordinatenaxen haben; man hat

0 i amg W
fyda::a"‘fx ’"_dw:—n——+0.

Es sei zunichst n << m, and lassen wir die Fliche anfangen-

mit der Axe der y; man hat ¢ = 0, und der Ausdruck der
Fliiche ist
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Man sieht dass ihr Werth endlich ist, obgleich sie sich unbe-
grenzt im Sinne der Axe der y ausdehnt, weil die Axe der y
Asymptote der Curve ist. Dieser Werth ist grosser als das
Rechteck zy; zieht man dieses Rechteck ab, so bleibt 7_“;.%17 s
und die beiden Flichen stehen wieder in dem Verhiltniss von
m:mn.

Umgekehrt wird man, von dieser Eigenschaft ausgehend,
eine Gleichung von derselben Form wie die vorgelegte finden.
In der That, man hat

Jydz :fyd:b—xy =m:n, also(m—n) [yde = may,

und folglich
—nydae = mady;

daher
U e mly = — nl lC
sy T 7). == nle + 1C,
wo lC eine willkiirliche Constante. Hieraus folgt sogleich
y* = Ca oder ym z" — (C, eine Gleichung von der Form
der vorgelegten.
oy ;

moep m

Die Fliche 2% "% " wird mit # unendlich.

Also ist die mit einer willkiirlichen Coordinate anfangende
und unbegrenzt gegen eine der beiden Asymptoten erstreckte
Fliche endlich oder unendlich, je nachdem die auf dieser
Asymptote gezihlte Coordinate in der Gleichung den grisseren
oder kleineren Exponenten hat.

Wenn n > m, so wiirde man zu derselben Conclusion ge-
langen. Wenn m = n, so wiirde die Gleichung von der Form
sein zy = p? und eine gleichseitige Hyperbel darstellen, weil
die Axen rechtwinklig sind. Man wiirde jetzt haben

fydw=P2/if=p”w+C-

Wollte man, dass die Fliche mit der Axe der y anfinge,
so wiirde die Constante C unendlich sein; woraus man sieht,
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dass die zwischen irgend einer Ordinate und der Axe der y
liegende Fliche unendlich ist.
Lisst man sie anfangen mit der Abscisse #,, so hat man
C T e p':l.ro 5
und die Fliche hat den Ausdruck
z
pQZ w—o .
Setzt man 2, = p, so fiingt die Fliche an mit der durch den
Scheitel- der Hyperbel gefiihrten Ordinate; und nimmt man p
zur Einheit, so wird ihr Ausdruck lz. Wegen dieser Eigen-
schaft hat man den Neper’schen Logarithmen den Namen
hyperbolische Logarithmen gegeben.
290. Ellipse. — Ihre Gleichung sei
azy? + b22? = a2b2?, oder y — %

a? S w? £
man hat
b
fyda::z_/da: Vaz — a2.
Indem man theilweise integrirt, findet man

2
fdwba?—w?sza?—wQ—-f—/—x-__df——:.
. Va?___..m2
Aber

2?da _ L(r*—atad)de Y
Va2—.z2—,/ Va2 —22 _—/dwvﬂ—x’—f—a?arcmn 5

und indem man substituirt, kommt
. @
fd.z Va—a = mVa?—w?Jr-a?arcsm;—fdw Var—a2,

Indem man die beiden Integrale vereinigt, welche man sich
von derselben Grenze an genommen denkt, und eine willkiir-
liche Constante addirt, so kommt, wenn man noch durch 2

dividirt und mit o multiplicirt,

V e ;
g—fd.z a2—x2=9L;aJ+g2—barcsin%+C.

Will man, dass die Fliche mit der Axe der y anfange, so

wird C = 0. Macht man dann # — @, so erhilt man EZ—I—)
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als Inhalt des Ellipsenguadranten. ‘Die Fliiche der ganzen

Ellipse ist also wab; sie wird wa?, wenn b = a.
Rl T T e .z :
Das Glied 22 2% — % st #quivalent mit °y und misst
2a 4 2

folglich das Dreieck, dessen Seiten # und y sind; folglich misst
das Glied %Il are sin % den Rest der Fliche, d.h. den Sector,

welcher gebildet wird durch die Axe der y, den Bogen der
Ellipse und den vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt dieses
Bogens gehenden Radius.

291. Hyperbel. — Ihre Gleichung sei

a?y? — b2x? — — a2l?, oder y — ?l:- Var — a2;

fydw:%/dwv.z?—-a?.

Und man findet, wenn man- denselben Gang wie bei der Ellipse
befolgt,

fydx—_m__“f ’”’1( 4+ Var —a?) 4 C;

soll die Fliache mit dem Scheitel anfangen, so muss ihr Aus-

man hat

druck Null werden fiir 2 — «, woraus C — a—b—la, und die

2
Fldche hat dann zum Werth

bz\/aﬂ—u? ﬂlﬂ’—Jr‘V“'?—'ﬂ_

2a 2

Das erste Glied ist gleich —’Z, also ist —5- 7% A \/a:? L

der Ausdruck des Sectors zw1schen der transversalen Axe, dem
Hyperbelbogen und dem vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt
dieses Bogens gefiihrten Radius.

292. Cycloide. — Betrachten wir jetzt die auf ihren
Scheitel A bezogene Cycloide; ihre Differentialgleichung ist

dy _ y
duy: 2a —y’

withrend 2a den Durchmesser des Erzeugungskreises bezeich-
net. Die Fliche AMP hat zum Ausdruck
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f_z,/dx oderjdy \/iay — y3;

0
sie ist. also identisch mit der Fliche AQN des Erzeugungs-
kreises.
Die ganze Fliiche AD K ist daher gleich der halben Kreis-
Fio. 18. fliche, sowie auch
" die symmetrische
FlicheC H A;und
da das Rechteck
CHKDC gleich
4ma? ist, so ist die
Fliche CADC
gleich 3mwa? oder
gleich dem Drei-
fachen des Erzeu-
gungskreises.

Was den Ausdruck fiir das Integral
/ dy VZ ay — y?
betrifft, so wird man bemerken, dass es identisch ist mit
Sy Var—(y — a)?;
es geht daher in dasjenige iiber, welches wir im Falle der

Ellipse berechnet haben, indem man y — « mit « vertauscht.
Man hat also

rGhsdblge/ dRIn g e B
/tly V2uy—y2:(y ll)VZZ((}/ Y +(—t2—2urcsin'y“ (L+ C.

Nimmt man das Integral von y = 0 an, so wird
G wa?
J  — _4—- ’
und nimmt man zur zweiten Grenze y — 2a, so wird der
Werth der Fldche
T a?
2 b

wie wir schon erkannt hatten.

293. Logarithmische Spirale. — Die Gleichung die-
ser Curve ist in Polarcoordinaten » — A¢%@; die Fliche zwi-
schen zwei Radien - Vectoren, welche den Winkeln 6, und 6
entsprechen, hat also zum Ausdruck
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6
A? 42
?feg‘wdﬂ, oder 7— (6220 — (2a0,),
()

oder
P2 — 12
A
indem man durch 7, und » die extremen Werthe des Radius
bezeichnet.

Geht man aus von 7, = 0, d. h. sucht man die Grenze
der Fliche zwischen dem festen Radius » und einem anderen,
dessen Endpunkt sich dem Pole niihert, withrend seine Rich-
tung sich unendlich oft um diesen Asymptotenpunkt herum-
2
T
wie das Quadrat des Radius-Vector.

dreht, so findet man einfach Diese Fliiche wiichst also

Rectification der Curven.

294. Wir haben in der Differentialrechnung bewiesen, dass
das Differential des Bogens einer ebenen Curve V daz? - dy?
und einer doppelt gekriimmten Curve V da? | dy? -+ dz?
ist, bei rechtwinkligen Axen. Machen diese Axen irgend welche
Winkel mit einander, so weiss man, welche Glieder unter der
Waurzel zu addiren sind; aber gewdhnlich nimmt man rechte
Winkel an. Der Bogen, dessen Endpunkte den Abscissen z,
und 2 entsprechen, hat im ersten Falle den Ausdruck

SVt Fay,
zo

und im zweiten

JSVaz F dy* F d2*.

Wenn die ebene Curve auf Polarcoordinaten bezogen ist,
so haben wir gesehen, dass das Differential ihrer Linge den
Ausdruck hat

v dr? + T2d02 ’
und ihre Linge wird folglich ausgedriickt durch

www.rcin.org.pl



— 257 —

0
SVars I aee,
7N
wihrend ¢, und # die extremen Werthe des Winkels § sind.
295. Parabel. — Nehmen wir zuerst die Parabel mit

der Gleichung
y* = 2pa, daher ydy = pda, da = S i

P
2
Viz Fdy = dy \/ 1+;/3_2.

Die Liinge des Bogens, dessen Endpunkte zu den Abscissen
yo und y gehoren, hat also den Ausdruck

so hat man

1 1 —_— REP CR O

;fdy Vit = g bV +e+ e Lo+ Vi +p) + ).
Yo

Soll der Bogen mit dem Scheitel anfangen, so ist

C = — p2lp,
und der Ausdruck dieses Bogens wird

yVy2 p*+p ly-H/y“H?2

296. Elllpse. — Die Glelchung der Ellipse
aty? + b2a? = a?b?

giebt
' y o
de ~—  aty’
2 — o2 2
de = de“-—!—dy?:deH,

indem man V a? — 02 durch ae bezeichnet.

Da die Abscisse # immer kleiner ist als @, so kann man
setzen

= asing,
daher
de — acospdp, ds = adep V1 — 2sing?. .
Um diesen Ausdruck zu integriren, entwickelt man die Wurzel
in eine Reihe, was erlaubt ist, weil das zweite Glied kleiner
als das erste. Man erhilt so
Duhamel, Diff.- und Int.- Rechnung. 17
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1
(1 —e2sin @2)* = 1——'% e%inqﬂ—%i et sin @t —
_1.1.3...2m—3)
2.4.6...2m)

eEngsin @™ — ...,

und folglich
1 1.1
s:a[(p——e2 mnqa?dtp—-2—4e4 simpidp — ..

15113 2m — ;
Sl 2.4.6( )e2"‘fmnq)2'”dq)—...].

e e2m

Diese Reihe wird um so schneller convergiren, je kleiner die
Excentricitiit e ist. Integrirt man von @ =— 0 an, so hat man

f.s-ingo‘”"d«p = — c;sq; [sz ¢2m‘1+ Zm—— } sinq)""—3—{—...

@2m—1)2m—3)...3 (2m—1)
+(2'm——2)(2m—4)... ]+ 4. 2

 J

: o
und wenn man als zweite Grenze ¢ — ) nimmt, so hat man

folgenden Ausdruck fiir den vierten Theil des Umfangs der
Ellipse

[ ( 2) 13532
2° 524 5246

1 15 858 2m—1) ]
e o | S ) o

Fiir ¢ = 0 wird aus der Ellipse ein Kreis vom Radius a, und der

vorige Ausdruck reducirt sich auf _n2_a’ welches in der That

der vierte Theil der Peripherie ist.
297. Hyperbel. — Die Gleichung

a?y? — b22? — — a?b?

giebt
d b?‘z e2x?2 — a?
E-%:W, ds=bdw2—[—dy‘l=dz‘/ m,

indem man setat
a? + b2 — ae.
Da die Werthe von # immer grisser sind als a, so wird

a
man £ — —— setzen, und man hat
c0s @
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cos @2 €2
Entwickelt man die Wurzel in eine Reihe und integrirt von
@ — 0 an, welches # — a entspricht, so erhiilt man
4
1 do 1 cos @? 1.1 cos @t
s_aefcos(p?[ TR T T g T
_L1.3..2m—3) cos@’™
2.4.6...2m eim ]’
daher
o ﬂ__ 1l cos(p 1.1.3 cosp*
s_.aetangq)—2e d [ +2.4.6 = -+ ..

1.1.3...(2m—3) cos @p2m—2 ]
+ 2-4-6..-27)?, e?ﬂ‘——? bR RS

Wenn # unbegrenzt wiichst, so convergirt ¢ gegen %, und ¢

wichst unbegrenzt. Aber, wenn man die Differenz zwischen
dem Bogen und dem Theile der Asymptote sucht, welcher
vom Mittelpunkt bis zu dem Punkte reicht, der der Abscisse
des Bogenendes entspricht, so convergirt diese Differenz gegen
eine Grenze, deren Ausdruck sich leicht erhalten lisst. In

der That, dieser Theil der Asymptote ist gleich c;;;und wenn

man davon s abzieht, so bleibt

ae (l—sing) _/ I:l.l(:o.sr(p2  1:1.3 cos gt
cos @ + + dy 2.4¢2 '2.4.6 +]

et
Geht man nun zu der Grenze ¢ — —’25- iiber, so kommt
Ta 1/71 1\2 Te B0 1:3.5 ' 1)\2
B43G-) +3GEs) +iGEae s +-]
298. Cycloide. — Die Gleichung der Cycloide auf

ihren Scheitel bezogen ist
P
z 2a—y’

de =0y Y 1 2“;‘y =y idy V2a;
17*

daher
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folglich
s = 292V 2a 1+ C;

und ldsst man den Bogen im Scheitel anfangen, so hat man
C=0,und s =2V2ay.

Macht man y — 2a, so hat man den halben Perimeter der
Cycloide gleich 4. Fiir jeden Werth von y ist s doppelt so
gross als die Linge der Tangente.

- Zu diesen Resultaten waren wir schon durch die Theorie
der Evoluten gelangt.

299. Logarithmische Spirale. — Die Polargleichung

dieser Curve ist

r— A ea(’, daher dr — Aauuﬁ-od();

ds=V arTrdpi=Ad0V °? (14 ar)= 4 ViFa . a0,
Also

‘/1*"2 b S Py 1 i B

Fingt der Bogen im Pol an, der ein Asymptotenpunkt der

Curve ist, so hat man
V14 a2
- :

Dieser Ausdruck ist gleich jenem fiir die Liinge der im End-
punkte des Bogens gezogenen Tangente bis zu der Senkrechte,
die durch den Pol zu dem Radius-Vector gezogen ist.

300. Denken wir uns jetzt die Punkte durch drei Polar-
coordinaten bestimmt. Den Winkel ) mache der Radius-Vector
» mit der Axe der 2z, und den Winkel % bilde seine Projection
auf diec Ebene XY mit der Axe der 2. Eine jede Curve wird
bestimmt durch zwei Gleichungen zwischen r, ¥, . Die
Gleichungen, welche allgemein #,y, z als Functionen von
7, 0, ¢ bestimmen, ergeben dx, dy, dz durch », O, ¥, dr, df), dy,
und substituirt man in  da? 4 dy? + dz2, so hat man den
Ausdruck des Bogendifferentials in Polarcoordinaten. Aber
man kann dazu auf folgende Weise direct gelangen.

Denkt man sich eine Kugelfliche beschrieben aus dem
Pol als Centrum mit dem Radius r, so schneidet sie den Ra-
dius » + dr in einem Punkte, welcher, wenn man ihn mit dem
Ende von r durch den Bogen eines grossten Kreises verbindet,

s = A

C=0und s=r
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ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreieck bestimmt, worin
ds die Hypothenuse und dr eine Kathete ist. Um die dritte
Seite zu bestimmen, legt man durch die Axe der z zwei Ebenen,
welche respective die beiden Radien enthalten, und mit einander
den Winkel dv bilden werden; ferner legt man durch einen
Endpunkt dieser dritten Seite eine Ebene parallel mit X Y
die gesuchte Seite ist die Hypothenuse eines auf der Kugel-
fliche verzeichneten rechtwinkligen Dreiecks, dessen Catheten
respective r sin )dy und rdf) sind. Man hat also

ds — V(lr‘1+ r2dl)? -+ r2 sin )2 d¢?;
und um s zu erhalten braucht man nur zwei Variablen durch

die dritte nach den Gleichungen der Curve auszudriicken und
zwischen den verlangten Grenzen zu integriren.

Cubatur der Umdrehungskorper.

301. DBetrachten wir jetzt den Korper, welcher erzeugt
wird durch die Umdrehung einer ebenen Flidche um eine in
ihrer Ebene liegende Axe, welche wir zur Axe der z nehmen.
Die Gleichung der Curve, welche diese Fliche begrenzt, ist
zwischen zwei Coordinaten , y gegeben, welche in der Ebene
YA X liegen, worin sich anfiinglich diese Curve befindet. Dies
vorausgesetzt, nchmen wir uns vor, das zwischen zwei zur
Rotationsaxe senkrechten Ebenen, eanthaltene Volumen zu be-
stimmen, welches erzeugt wird durch den Theil M N M/{N’
der Flache. Hierzu werden wir das Differential dieses Vo-
lumens suchen, das man als das unendlich kleine Increment

Fig. 19. betrachten kann, welches das
Volumen V annimmt, wenn
die Variable #, deren Function
es ist, das Increment dx er-
hilt. Es sei QR —=da; dV
wird als das durch die Fliche
NKN'K" erzeugte Volumen
betrachtet. Wenn man aber
durch die Punkte N, N’ Pa-
rallelen zu A X zieht, so wird
man N KN K' durch ein
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Rechteck ersetzen, das ein Volumen erzeugt, dessen Verhilt-
niss zu dem exacten Increment des Volumens die Einheit zur
Grenze hat; was man wie fiir die Flicheninhalte beweist. Aber
das Volumen, welches dieses Rechteck erzeugt, hat zum Maasse
% (y2 — y?) do, wihrend y und y’ die Ordinaten NQ, N'Q
bezeichnen; also hat das, zwischen zwei den Abscissen z,, x
entsprechenden Ebenen, enthaltene Volumen den Ausdruck

Vi ﬂf(y2 — y’?) da.

Will man das ganze Volumen haben, so muss man zu Grenzen
dieses Integrals den kleinsten und den grossten der Werthe
von z nehmen, welchen Punkte der gegebenen Fliche ent-
sprechen.

302. Ellipsoid. — Nehmen wir an, die erzeugende
Fliche sei die einer Ellipse, welche um eine ihrer Axen rotirt.
Ihre Gleichung ist

b2
=2 2ax — a?),

und man hat
b wb? 3 5

=—f(2ax—w?)dm e aw7—§>+c.

Soll das Volumen mit dem Scheitel anfangen, so hat man
wbh? a3
— 0 und V—_—a—? ax? -——3 .

Das ganze Volumen des Ellipsoids erhiilt man fiir » = 2a,
dies giebt
4mb2a

o . A

ceid T T
es wird 3 wa®, wenn b = a, d. h. wenn das Ellipsoid eine

Kugel vom Radius « ist.

Es ist zu bemerken, dass das Differential d V, da es keine
Wurzeln enthilt, nicht imaginir wird ausserhalb der Grenzen
0 und -+ 2a; es #ndert nur sein Zeichen, und ist, bis auf
das Zeichen, gleich dem Differential des durch die Hyperbel

b2
Yy = = (£ — 2a29)

erzeugten Volumens. Hleraus folgt, dass wenn man in dem
Ausdruck von V der zweiten Grenze einen negativen Werth
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giebt, man das Volumen des Hyperboloids, von diesem Werthe
von z an bis zu # = 0, erhélt; dass wenn man 2 einen posi-
tiven kleineren Werth als 2 giebt, man das Volumen des El-
lipsoids von z =— 0 bis zu dieser zweiten Grenze hat; und
dass endlich, wenn man 2 einen grosseren positiven Werth als
2a giebt, man das ganze Volumen des Ellipsoids erhalten wird,
vermindert um das zwischen # — 2a und der zweiten Grenze
enthaltene Volumen des Hyperboloids.

Will man also den Werth finden, welchen man # geben
muss, damit V gleich einem gegebenen Volumen, oder das
Ellipsoid in einem gegebenen Verhiltniss getheilt werde, so
wird man drei reelle Werthe finden: den einen negativ, den
anderen positiv und kleiner als 2, und den dritten positiv und
grosser als 2a.  Aber der zweite allein geniigt der Bedingung,
das Ellipsoid in dem verlangten Verhiltniss oder so zu theilen,
dass V einen gegebenen Werth habe, wofern dieser kleiner
ist als % wb?a.

L3
303. Betrachten wir noch den durch Rotation eines Kreises
um eine in seiner Ebene liegende Gerade erzeugten Korper.
Die Gleichung dieses Kreises sei

@y — B)? + (z — a) = R2,

oder

y=p+ VR — (2 — o).
Fig. 20. Das Differential des Volumens
ist

7 (Wa— MP)dx
0(](‘['

dnfBde V R2 — (:(7)-’,

oder auch
oxp . MM du.

Aber MM'dx ist das Dif-
ferential der Fliche des er-
zeugenden Kreises. Also ist
das Volumen, welches erzeugt
wird durch den Theil des Kreises, der zwischen irgend zwei
Ordinaten liegt, gleich dieser Fliche multiplicirt mit 2z 3, d. h.
mit der durch den Kreismittelpunkt beschriebenen Peripherie.
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Um das ganze Volumen des Korpers zu haben, muss
man die Kreisfliche multipliciren mit der durch den Mittel-
punkt beschricbenen Peripherie, was 2x2 3 R? giebt.

Dasselbe Resultat wiirde man finden durch Integriren des
Differentials dz V R? — (# — )2, welches wir schon bei der
Quadratur der Ellipse und des Kreises fanden.

Quadratur der Rotationsflichen.

304. Unter dem Inhalt einer krummen Fléche ver-
steht man die Grenze des Inhalts eines dieser Fliche einge-
schriebenen oder umgeschriebenen Polyeders, dessen unendlich
kleine Flichen zu Grenzen ihrer Richtungen die Tangential-
ebenen in den verschiedenen Punkten dieser krummen Fliche
haben.

Hieraus folgt, dass man statt der ebenen Elemente, welche
die Oberfliche des Polyeders zusammensetzen, krumme Fliichen
betrachten kann, deren Tangentialebenen zu Grenzen diejenigen
der vorgelegten Fliche haben. Man kann also die, durch Ro-
tation eines ebenen Curvenbogens um eine in seiner Ebene
liegende Axe, erzeugte Fliche betrachten als die Grenze der
Summe der unendlich kleinen Kegelstutzen, welche erzeugt
werden durch die Seiten eines dieser Curve eingeschriebenen
Polygons. Bezeichnet man durch y und y + dy die Ordi-
naten der beiden extremen Punkte irgend einer dieser Seiten,
deren Linge ds ist, so wird die Fliche des von ihr erzeugten
Kegelstutzens gemessen durch

2m <y + %y-) ds, oder durch 27yds, .
indem man das unendlich Kleine der zweiten Ordnung ver-
nachlissigt.

Also wird die durch den Bogen, dessen extreme Punkte
a2y und 2 sind, erzeugte Flache ausgedriickt durch

2nfyds, oder 27:_/'3/ Vdar dy2.

305. Elllpsoxd — Nehmen wir an, die Ellipse
a?y? 4 b2a? = a?b?
rotire um die Axe der 2, so wird sie eine Fliche beschreiben,
deren Differential ist
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2xb

a?

dz Vat — (a2 — b2) 22 .

Es sei zuniichst ¢ > b, und setzen wir
a? — b? = a?e?;
die mit # = O anfangende Fliche hat den Ausdruck

F 3
2nbe whe a? a? . ex
et da L e e, ——a2+— arc sin— |,
@i a e2 e? «

Es ist keine Constante zu addiren, weil die Fliche Null ist
fir # = 0. Die halbe Oberfliche des Ellipsoids erhilt man,
indem man # = a macht, was fiir die ganze Oberfliche giebt

22 - 2nba

Wenn e = 0, a = b, so wird das Ellipsoid eine Kugel; da
arc sin e

arc sine .

ausserdem

gegen die Einheit convergirt, wenn e sich

der Null ndhert, so hat man 4ma? als Oberfliche der Kugel
vom Radius a.
Es. sei zweitens @ < b, und setzen wir
b2 — a2 — b2e2;
der Ausdruck der Fliche von 2 — 0 an ist

in;ée & at
a? fdm VZ;E; aron
nh2e e Vlﬂe?
a?

T b'-’e'-’ g 74l b2e2

a2

be
Macht man 2z — a, so ergiebt sich die halbe Oberfliche des
Ellipsoids, und die ganze Oberfliche hat daher den Ausdruck

2nb Var T e 4 222 Lok sz+ brer

Fiir ¢ = 0 findet man wieder die Oberfliche der Kugel. In
der That, der erste Theil wird 27 a2?; um den zweiten zu er-
halten, wird man Va2 - 62¢? in eine Reihe entwickeln, welches
erlaubt ist, weil 42¢2 gegen Null convergirend kleiner ist als

a?, und man findet wieder 2mwa?; was fiir die ganze Kugel-
fliche 4ma? giebt.
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306. Lassen wir um die Axe der # den Kreis rotiren
—B)? + (e — et = R2;
der obere Theil wird eine Fliche erzeugen, deren Differen-
tial ist
2z [ + VR — (z—a)?] ds.
Das Differential der durch den unteren Theil erzeugten Fliche
ist

2z [ — VR — (x — a)?] ds.

Denkt man sich die beiden Differentiale zwischen zwei zur
Axe senkrechten Ebenen enthalten, so sind # und ds diesel-
ben, und die Summe der beiden Differentiale wird 4xf3ds, wo-
von das Integral 4 zfs - C ist.

Man erhilt die ganze Fliache, wenn man s gleich der hal-
ben Peripherie 72 und ¢ — 0 nimmt; dies giebt

4n2BR oder 2xR2mf.

Die Oberfliiche des ganzen Korpers ist also gleich dem Pro-
duct der erzeugenden Peripherie in die von ihrem Mittelpunkt
beschriebene Penpherle

Man kann die durch den oberen Thell und die durch den
unteren Theil der Kreislinie erzeugte Fliche getrennt berechnen.
In der That, die erste ist

2x [Bs + [ ds VR*— (¢ —)?] = 2z (Bs + f Rda)
= 2% (Bs + Rz + O).
Um den ganzen oberen Theil zu haben, muss man fiir z die
Grenzen @« — R, @ + R nehmen und s den Werth =R geben;
dies liefert
2m2BR + 4n R2.

Bei der Berechnung des unteren Theils hat man nur das

Zeichen des zweiten Gliedes zu #ndern, und man findet
272 R — AmRe.

Ihre Summe ist 4728 R, wie wir schon sahen. Ihre Differenz
ist 8w B2 oder das Doppelte der Kugelfliche vom Radius 2;
es ist bemerkenswerth, dass diese Differenz nicht abhéngt von
der Entfernung des Kreises von der Rotationsaxe.

Inhalt von Korpern, welche durch beliebige
Flichen begrenzt werden.

307. Wenn man einen K&rper in unendlich kleine Ele-
mente theilt durch senkrechte Ebenen zu einer der rechtwink-
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ligem Coordinatenaxen, so kann man diesen Elementen Cylinder
substtituiren, welche zu Basen die durch diese Ebenen ge-
maclhten Schnitte haben, und zu Hoéhen die Abstinde dieser
Ebemen: denn die Grenze des Verhiltnisses dieser Cylinder zu
den Korperelementen ist die Einheit.

Kann mau daher als Function von # den Ausdruck der
Fliche des Schnittes erhalten, welcher in dem Kérper darch
irgemd eine zur Axe der z senkrechte Ebene gemacht wird,
so wird das Differential des Volumens F'(x)dz sein, indem
man durch /' (z) die Fliache des Schnittes bezeichnet; und das
Volumen des Ko6rpers zwischen zwei zur Axe der « senkrechten
Ebemen, welche den Abscissen @, « entsprechen, wird ausge-

driickt durch /' F («) dz. Das Problem ist also dann zuriick-

gefiihrt auf die Integration einer bekannten Function von einer
Variiable. — Wenn man die Fliche des Schnittes nicht unmit-
telbar ausdriicken kann, so wird man ihren Werth durch eine
erste Integration erhalten. Bezeichnen wir durch z und 2/ die
Ordinaten des oberen und des unteren Theils der Oberfliche.
Diese sind gegebene Functionen von z und y, welche von ver-
schiedener Natur sein kénnen. Die Fliche des Schnittes, wel-
cher irgend einem Werthe von @ entspricht, wird zum Aus-
druck haben f (#—=2’) dy, wobei y allein in den Functionen
z und 2/ variirt, wihrend 2 darin constant bleibt. Die Grenzen
dieses Integrals sind die Werthe von y, welche den extremen
Punkten des Schnittes entsprechen; diese Punkte werden im
Allgemeinen diejenigen sein, worin die Tangente der Curve
parallel ist zur Axe der 2; und wenn man die siimmtlichen
Schnitte betrachtet, so projiciren sich diese Punkte auf die
Ebene XY nach der Spur des dem Korper umgeschriebenen
Cylinders, dessen Kanten parallel sind zur Axe der z. Diese
Werthe von y, welche die Grenzen dieses ersten Integrals bil-
den, sind also bekannte Functionen von z, und folglich ist

f (z — 2’) dy eine Function von @, von welcher wir annehmen,

dass man sie bilden kionne, und welche wir durch /'(z) dar-
stellen werden. Die Aufgabe ist jetzt auf den ersten Fall

zuriickgefiihrt, und man braucht nur [ F(2)dx zwischen den
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zwei gegebenen Grenzen von z zu berechnen. Diese zwei
successiven Integrationen werden so ausgedriickt:

fdm/(z—z’)dy, i

worin y, und y die belden Functlonen von 2 bezeichnen, welche
die Ordinaten ausdriicken von der Spur auf X Y, des um den
Korper beschriebenen Cylinders, dessen Kanten parallel sind
zur Axe der z.

Diese Rechnung erfordert also nur zwei Integrationen von
Functionen einer einzigen Variable.

Man kann bemerken, dass dieses Verfahren darauf zuriick-
kommt, die Summe der Ausdriicke von der Form (¢ — 2/) dy d«
zu berechnen, wenn man z und y alle Werthe giebt, welche in
der Projection des Korpers auf X Y enthalten sind und um
unendlich kleine Intervalle da, dy sich unterscheiden. Dieser
Ausdruck ist das Maass des Parallelepipeds mit der Basis dzdy
und der Hohe 2 — 2/; und dieses Volumen kann substituirt wer-
den dem zwischen den vier Seitenflichen dieses Parallelepipeds
enthaltenen Korperelemente, weil die Grenze ihres Verhiltnisses
die Einheit ist. Die Summe dieser Elemente zwischen zwei
Ebenen vom Abstande dz wird ausgedriickt durch

Yy
d.a;f(z—z’) dy,

Yo
und die Summe dieser letzten Ausdriiche in Bezug auf alle

Werthe von @ ist die Summe aller] Elemente (z —2*) da dy
des Korpers.

308. Bestimmen wir jetzt die Gleichung der Spur des
dem Korper umgeschriebenen und zur Axe der z parallelen
Cylinders.

Es sei 17 (#,y, 2) = 0 die Gleichung der Oberfliche des
Kérpers; die Tangentialebene in dem Punkt (2/, 3%, 2*) hat zur
Gleichung

dr

(0= ) Gyt 0= Go+ G—) G5 =0.

In irgend einem Punkte der Beruhrungscurve des Cylinders
und der gegebenen Fliche ist die Tangentialebene parallel zur

Axe der z, und folghch 1 = 0: die Gleichungen dieser Curve

werden also sein
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J ar

F (x,y,z):O,EEZO.
Eliminirt man z zwischen diesen Gleichungen, so erhilt man
ihre Projection auf XY, welche die verlangte Curve ist. Neh-
men wir an, ihre Gleichung sei ¢ (z, y) = 0, so sind die
Werthe von y, welche man daraus zieht, die Grenzen des in
Bezug auf y genommenen Integrals.

Was die Grenzen z,, « betrifft, so sind diese zwei will-
kiirliche Werthe. Wenn man das ganze Korpervolumen haben
will, so correspondiren diese Grenzen den extremen Punkten
der Cylinderspur und werden erhalten, indem man die Punkte
dieser Curve sucht worin die Tangente parallel ist zur Axe
der y, oder auch die Punkte der Oberfliche worin die Tan-
gentialebene senkrecht ist zur Axe der 2; sie werden bestimmt
durch die drei Gleichungen A i

ey, 2o (),.a; —:_—O, @

309. Wollte man das Volumen des Kérpers finden, wel-
ches in dem Cylinder enthalten ist, der parallele Kanten zur
Axe der z und eine durch ihre Gleichung gegebene Basis auf
der Ebene XY hat, so wiirden die Grenzen der Integration
in Bezug auf y die Functionen von  sein, welche man durch
Auflisen dieser Gleichung nach y finden wiirde.

310. Ellipsoid. — Die Gleichung des auf seine Axen
bezogenen Ellipsoides ist

2o g s
gt T

Der Schnitt durch eine zur Axe der z senkrechte Ebene

ist eine Ellipse von der Gleichung

=Hs

2 22 a2

G+ a1,
wenn 2 die Entfernung dieser Ebene vom Anfangspunkt be-
zeichnet, welche constant ist fiir denselben Schnitt und variabel
von einem Schnitte zum anderen. Man kann die Fliche des
Schnittes durch die Formel berechnen, welche wir fiir die
Quadratur der Ellipse gaben.

Die Halbaxen sind in diesem Falle

: &2 : z?
bVl —_— a?, CV]. S (.1—2,
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also ist die Fliche des Schnittes

nbe (1 z —>;

dies ist der Werth des Integrals
f (z—=2") dy.

Yo
Es bleibt daher zu integriren
x 2
ﬂbcf(l — x—?) dzx,
a

23
e ( g % + 3a2

Macht man #zyp —= — a, # = a, so hat man das ganze Vo-

welches giebt

lumen des Ellipsoids, dessen Ausdruck ist % wabe.

Man sieht, dass das Volumen des Ellipsoids zwei Drittel
betriigt von dem umgeschriebenen geraden Cylinder, dessen
Kanten parallel sind zu irgend einer der Axen.

311. Sind die Axen nicht rechtwinklig, so werden sich
die Rechnungen nur um constante Factoren unterscheiden.
Es sei 2 der Winkel der z- Axe mit der y-Axe, und g der
Winkel der z-Axe mit der Ebene YZ. Der Schnitt, welcher
gemacht wird durch eine zu YZ parallele Ebene, hat zum
Ausdruck

f (¢ —2') dy sind,

und das Volumen zw1schen dieser und der unendlich nahen
Ebene ist

v
m'ny,dwf(z—z’) dy sin .
Yo
Das gesuchte Volumen wird also ausgedriickt durch

z y
sin w sin A [ dz [ (z—2') dy.
Zo Yo

In dem Falle des auf conjugirte Durchmesser 2a‘, 25/, 2¢/

bezogenen Ellipsoids findet man %— mwa'blc! sin'w sin A.
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Da dieser Ausdruck gleich -%— wabec sein muss, so folgt

a’blc’ sinw sin A = abec, welches zeigt, dass das auf den
conjugirten Durchmessern construirte Parallelepiped constant
ist. Man sieht noch, dass das Volumen des Ellipsoids zwei Drit-
tel von dem umgeschriebenen Cylinder betriigt, dessen Kanten
parallel sind zu irgend einem Durchmesser, und dessen Basen
parallel sind zu der conjugirten Ebene dieses Durchmessers.
Dies beweist, dass alle dem Ellipsoid auf diese Weise um-
geschriebenen Cylinder #quivalent sind.

312. Wenn die Gleichung der den Korper begrenzenden
Oberfliche in Polarcoordinaten r, 6, ¢ gegeben ist, so ist es
angermessen, das Differential des Volumens in demselben System
auszudriicken. Hierzu denkt man sich. eine Kugel aus dem
Pol als Mittelpunkt mit der Einheit als Radius beschrieben;
und man theilt ihre Oberfliiche durch unendlich nabe grisste
Kreise, deren Ebenen durch die Axe AZ gehen, und durch
kleine Kreise, deren Ebenen parallel zu XY und einander
unendlich nahe sind. Der allgemeine Ausdruck der Vierseite,
welche die Kugelfliche zusammensetzen, ist sin 0 d@ di. Nach-
her denkt man sich einen Kegel, der seine Spitze im Pol und
dieses Vierseit zur Basis hat, und sucht das Volumen des
Korpers, welches in ‘diesem unbegrenzten Kegel liegt. Der
Theil dieses Volumens zwischen zwei Kugelfliichen vom Radius
r und r <+ dr hat zum Maass

r2 sin 0 dr dO dy .
Integrirt man nun diesen Ausdruck in Bezug auf r zwischen
den zwei Werthen r, und », welche sich auf die zwei Grenz-
flichen des Korpers beziehen, so erhilt man das in dem Kegel,
den man betrachtet hat, enthaltene Volumen. Sein Werth ist

-;; (r3 —mry3) sin 0 dO dvp 5

r und », sind bekannte Functionen von.¢ und ¥. Wenn man
jetzt in Bezug auf 0 zwischen den zwei Werthen integrirt,
welche sich auf die Grenzen des Korpers beziehen, und be-
kannte Functionen von 9 sind, so erhidlt man

0
il f (r® — 13) sin 0 dO
6,
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Das Resultat dieser Integration wird eine Function von 4 sein,
welche man zwischen den zwei Werthen zu integriren hat,
welche sich auf die Ebenen beziehen, zwischen denen der Kor
per enthalten ist.

Wenn der Pol im Inneren des Korpers liegt, so sind 0
und = die Grenzen von 6; diejenigen von ¥ sind 0 und 2,
und die untere Grenze von r ist Null. Das Volumen wird
dann ausgedriickt durch .

n 2n

3iffrasin0dad¢.
0 o0

Quadratur heliebiger krummer Flichen.

313. Wenn wir eine beliebige Fliche durch unendlich
nahe Ebenen theilen, von welchen die einen senkrecht sind zur
Axe der z, die anderen zur Axe der y, so kann man statt
eines jeden der die Oberfliche zusammensetzenden Vierseite,
dessen Projection auf XY, dady sein wird, den Theil der Tan-
gentialebene in irgend einem Punkte der Fliche dieses Vier-
seits nehmen, welcher dieselbe Projection dzdy hat. Es folgt
dies aus dem Sinne, in welchem wir den Inhalt der krummen
Oberflichen verstehen.

Wir nehmen an, dass diese Tangentialebene in einem
Punkte der Oberfliche gefiihrt ist, welcher sich in einer Ecke
des Vierecks dz dy projicirt, und wir wéhlen denjenigen Punkt,
dessen z, sowie sein y, am kleinsten ist; so dass, wenn seine
Coordinaten 2, y sind, diejenigen der gegeniiberstehenden Ecke
2#-+dz. y-+dy sind. Da nun der Inhalt einer ebenen Fliche
gleich ist ihrer orthogonalen Projection, getheilt durch den
Cosinus des Winkels ihrer Ebene mit der Projectionsebene, so
hat man, wenn s den Inhalt der krummen Fléiqhe bezeichnet,

as = dady |/ 1 4+ (5) + %)2 — dedyVIF o,

worin

E—E ; %;— oder p, q die partiellen Ableitungen der Func-
tion von # und y sind, welche die Ordinate der krummen
Oberfliiche darstellt.
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Um also die Fliiche zu erhalten, welche sich auf die Ebene
XY in dem Innern einer durch die Gleichung ¢ (2, y) = 0
gegebenen Curve projicirt, wird man zuerst den Theil zwischen
zwei zur Axe der z senkrechten Ebenen suchen, welche von
einander um die unendlich kleine Grosse da abstehen. Hierzu
wird man in Bezug auf y, indem man 2 als constant betrach-
tet, den Ausdruck dedy)/1-p?+ ¢ integriren; die Grenzen
dieses Integrals sind die durch die Gleichung @ (z, y) = 0
gegebenen Werthe von y. Bezeichnen wir diese beiden Func-
tionen von « durch y,, y. Die Fliche zwischen den zwei
Ebenen wird also eine Function von z sein, welche ausgedriickt
wird durch

dwfdyvl—Ho + .

Wenn man jetzt dlesen Ausdruck in Bezug auf 2 integrirt
zwischen den zwei auf die Grenzen der Curve ¢ (z, y) = 0
sich beziehenden Werthen, welche der Glelchung

dp

dy D
geniigen werden, so erhélt man ein Resultat, welches weder «
noch y mehr enthalten und das Maass des verlangten Inhalts
sein wird.

314. Will man die ganze Oberfliche eines endlichen
Korpers haben, so braucht man nur als Gleichung ¢(z,y)=0
diejenige der Curve zu nehmen, in deren Innerem sich der Kor-
per projicirt, und successive oder zu gleicher Zeit den unteren
und den oberen Theil der Fliche zu betrachten. Wie diese
Curve bestimmt wird, haben wir bei Messung der Volumina
angegeben.

315. Anwendung auf die Kugel. — Ilhre Gleichung

x2+y’~'—{—z’=R2

o M - RN
RNV R e o

Rdzdy R dxdy
i =ardy |/ 1+5+ 5 = e VR =g

/V-R?—?__:arcm:n——-—_b__.-
el __y2 vR?_xQ

Dubamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 18

giebt

www.rcin.org.pl



— 274 —

In diesem Falle sind die Grenzen von Y
— VR " zfund + VR — 22

R Yorgas
p VR — a2 —y2

Es bleibt also zu integriren wRdz zwischen 2 = — R,
2 = - R, welches 27 R? zum Ausdruck der oberen Fliche
giebt; dasselbe Resultat wiirde man fiir die unteré Fliche
finden, und die ganze Oberfliche ist gleich 4 = R2.

daher

GABINET MATEMATYCZNY
Towarzystwa Naukowsgo Warszawskiege
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Regeln iiber die Convergenz der Reihen.

Unter Reihe versteht man eine Folge von positiven oder
negativen Gliedern, deren Anzahl unendlich ist.

Man nennt eine Reihe convergent, wenn die algebraische
Summe ihrer n ersten Glieder gegen eine bestimmte Grenze
convergirt, indem n unbegrenzt wiichst. Im anderen Falle
heisst sie divergent. _

Die Entwicklung in Reihen kann sehr niitzlich sein fiir
die angendéherte Bestimmung sowohl der constanten als vari-
ablen Grossen. Aber offenbar kann man in den numerischen
und algebraischen Rechnungen eine beliebige Grisse nur dann
durch eine Reihe ersetzen, wenn letztere zur Grenze diese
Grosse selbst hat. Es ist daher nothwendig. Kennzeichen zu
haben, nach welchen man beurtheilen kann, ob eine gegebene
Reihe convergent ist oder nicht. Wir werden die einfachsten
hieriiber bekannten Regeln auseinandersetzen, von denen einige
aus dem Cours d’Analyse von Cauchy entnommen sind.

Wir bemerken zuniichst, dass die Summe der Glieder
einer Reihe nicht gegen eine bestimmte Grenze convergiren
kann, wenn die Grésse der Glieder nicht gegen Null conver-
girt. Dies ist vollkommen evident, wenn alle Glieder einerlei
Zeichen haben, weil dann ihre Summe mit ihrer Anzahl unbe-
grenzt wachsen wiirde. Aber auch bei verschiedenen Zeichen
konnten die successiven Summen nicht einer bestimmten Grosse
nahe kommen bis auf eine Differenz, die kleiner wiire als jede
gegebene Grisse, weil zwei consecutive Summen unter einander

18*
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immer eine endliche Differenz hitten, die das Glied wire, mit
welchem die letzte abbricht.

Es ist also unerlisslich, damit eine Reihe convergent sei,
dass ihre Glieder zur Grenze die Null haben; aber dies ist
nicht hinreichend, wie wir Gelegenheit haben werden wahrzu-
nehmen. Man muss sich immer versichern, dass indem man
vom Anfangsgliede ab eine Anzahl von Gliedern nimmt, die
gross genug ist, die Summe der folgenden, welche Anzahl man
auch davon nehmen mag, unter einer Grosse bleibt, welche so
klein vorausgesetzt werden kann, als man will.

Es ist ferner niitzlich zu bemerken, dass wenn eine Reihe
mit lauter positiven Gliedern convergent ist, sie es noch sein
wird, wenn man alle ihre Glieder mit irgend einer und dersel-
ben Zahl oder auch mit verschiedenen positiven oder negativen,
nur endlichen Zahlen multiplicirt. In der That, weil die Summe
der Glieder der ersten Reihe, welche iiber ein gewisses
Glied hinaus liegen, kleiner vorausgesetzt werden kann als jede
gegebene Grosse, so wird dasselbe in der zweiten Reihe statt-
finden; denn die Summe ihrer Glieder von diesem Gliede
an, selbst wenn man sie alle mit demselben Zeichen nimmt,
ist kleiner als die Summe der correspondirenden Glieder der
ersten, multiplicirt mit dem grossten der eingefiihrten Factoren,
welcher endlich vorausgesetzt ist.

316. Die Reihe
Aok b ¥
bietet ein Beispiel einer unendlichen Folge von unbegrenzt ab-
nehmenden Gliedern dar, deren Summe keine Grenze hat.

In der That, bilden wir die Summe der auf% folgenden n
Glieder, oder
1 1 1
n—}—l+r—}—_—9+“'+2n’
sie ist offenbar grosser als
i i 1 n 1
ﬂ—}—ﬂr{—...—}——é—ﬁoder §—noder 5.
Bei welchem Gliede man also auch in der fraglichen Reihe

stehen bleibt, so kann man immer eine Anzahl von darauf fol-
genden Gliedern nehmen, die gross genug ist um eine grossere
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Summe zu geben als %; und folglich convergirt die Summe

der Glieder dieser Reihe gegen keine Grenze, sondern wiichst
unbegrenzt.

Reihen, deren Glieder siimmtlich positiv sind.

317. Erster Lehrsatz. — Eine Reihe ist convergent,
wenn das Verh#ltniss eines Gliedes zum vorhergehen-
den gegen eine kleinere Grenze als die Einheit con-
vergirt, je grosser sein Stellenzeiger wird. Sie ist
divergent, wenn diese Grenze grosser ist als die
Einheit.

Die Reihe sei

ug fug Fug o uy Fupn .,

- u » .
und nehmen wir an, dass = eine Grenze % habe, kleiner
n

als die Einheit. Es sei & irgend eine bestimmte Zahl zwischen

1 und k; l%"*'—l wird zuletzt bestiindig unter « liegen, wenn u
n

einen gewissen Werth iibertroffen hat. Indem man die Reihe
von irgend einem Gliede an betrachtet, das iiber diesen Werth
hinaus liegt, hat man diese unendliche Folge von Ungleich-
heiten:

u"—"‘l<a, u"—+2<a, Z-‘-1'*;3<ot,...,

Uy U pt1 Upt2
woraus folgt

Unpr < OUyy Uppg < 02Uy, Uppy < 03Uy, .

Alle Glieder, von wu,y; an, liegen also unter denjenigen der

Reihe
Uy + 2u, + @du, + .. .,

welche eine abnehmende geometrische ist und folglich eine
Grenze hat. Also hat auch die vorgelegte Reihe eine Grenze,
weil die Summe ihrer simmtlich positiven Glieder bestindig
wiichst und doch unter einer gewissen endlichen Grésse bleibt.

Es ist sogar leicht den Fehler zu schitzen, den man be-
geht, indem man bei irgend einem Gliede stehen bleibt. In
der That, man hat
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U+ thpjq + o <<y (1 + a2 4 ...

daher

A g e i, 112
Der durch Abbrechen mit dem Gliede #, , begangene Fehler

2 .

Uy,
j
welche so klein sein kann als man will, weil die Glieder der
Reihe, da sie unter denen einer abnehmenden geometrischen
Progression liegen, kleiner werden kionnen als jede gegebene
Grosse; was « anbetrifft, so wird es im Allgemeinen ziemlich
leicht sein, einen hinreichend angeniiherten Werth dafiir zu
erhalten.

Es ist evident, dass unser Raisonnement nicht voraussetzt,

ist also kleiner als Aber u, ist eine bekannte Grisse,

Upt1 . . .
dass ' wirklich eine Grenze habe, sondern nur dass es zu-
n

letzt immer unter einer bestimmten Zahl liege, die kleiner ist
als die Einheit. Wir haben uns so ausgedriickt, weil nur in
sehr ausnahmsweisen Fillen diese Function von n einen unbe-
stimmten Werth hat, wenn n unbegrenzt wiichst. Diese Be-
merkung ist auf alles Folgende anwendbar.

318. Wenn man dagegen hitte k > 1, so wire zuletzt

23}-_1 > «, wihrend a zwischen 1 und % liegt und folglich
n
grosser ist als die Einheit. Man wiirde jetzt haben

Uptl > Qs Uptyg > 03 Ugy oo oo

Die Glieder der vorgelegten Reihe wiirden also unbegrenzt
wachsen, und noch weniger wiirde die Reihe eine Grenze haken.
Sie wiirde also divergent sein.

Hiitte man £ — 1, so konnte man Nichts behauptn.
In diesem Falle kann eine Reihe convergent oder diverg:nt
sein.

319. Doch ist zu bemerken, dass wenn das Ver-

hiiltniss u;’“"—l zuletzt immer iiber seiner Grenze 1 liegt, die

n
Reihe divergent ist; denn dann werden die Glieder zulezt
immer wachsen, und da sie alle positiv sind, so kann ilre
Summe grosser werden als jede gegebene Grisse, weil des
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selbst der Fall sein wiirde, wenn sie einen constanten Werth
behielten, wie klein er auch wire.
320. Ist die Reihe geordnet nach den Potenzen einer

Variable #, und hat man allgemein », — A, 2", so wird das
Verhiiltniss 2 zu éj’*’—lw; und indem man durch % die Grenze
n n

A ntl

n

des Verhiltnisses bezeichnet, so wird die Bedingung der

Convergenz sein

woraus man zieht
1
& < o
; gl 2 1 i
Die Reihe ist also convergent wenn 2 kleiner als %’ und diver-

1 . b r
gent wenn x grosser als --. Es kann Ungewissheit “statt-

finden wenn 2 gleich % ;
Analoge Bemerkungen kénnen bei den folgenden Regeln
gemacht werden.

Bei Anwendung der vorhergehenden Regel auf die Reihe
1 1 1. 1
b 3 Tl 6 Sl W e o e

findet man

U1 i,

u, n—|——1 2

und folglich
lim 22 — 0

In

also ist die Reihe convergent. Ihre Grenze ist gebrochen und
liegt zwischen 2 und 3; denn die Folge der Glieder %——}—%—{—

liegt unter denen, der mit den beiden ersten anfangenden geo-
wetrischen Progression, und die Grenze dieser letzten ist klei-
rer als die Einheit. Um eine Grenze fiir den Fehler zu er-

halten, den man begeht, indem man mit dem Gliede 121*11
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abbricht, wird man bemerken, dass, weil das Verhiltniss “*=!

n
immer abnimmt, die folgenden Glieder unter denen der geo-
metrischen Progression liegen, deren beide ersten Glieder die

: 1
unmittelbar auf | PR folgenden, d. h.

1 1
g RN A N ) “nd1.'2...(n+1)(n+2)
sind. Also liegt die Summe der vernachlidssigten Glieder der

. vorgelegten Reihe unter der Grenze der Summe dieser Pro-
gression, welche ist
n—+ 2

1.2...n(m-4 1)2°

Dies ist also eine Grenze des Fehlers, den man begeht, indem

: 1 5
man mit AT T aufhort.

Man konnte um so mehr als Grenze den einfacheren Aus-

druck nehmen
1

RN TR ey, o B
dessen Werth grosser als der erste ist.

Diese Reihe ist von grossem Nutzen in der Analysis, und
man bezeichnet ihre Grenze gewdhnlich durch den Buch-
staben e.

Man kann leicht beweisen, dass ihr Werth incommensura-
bel ist.

In der That, nehmen wir an, er sei commensurabel; da
er nicht ganz ist, so wird er durch einen irreducibeln Bruch

L, wo g > 1, dargestellt werden; man wiirde also die
Gleichheit haben
1 1

P 1
q e B Y R RV, A e g e

Durch Multip]igiren mit 1.2 .3...q wiirde man erhalten

1.2...(q—l)p:1.2...q—i{~2...q+3..'.q+...+1

1
+q+1+(q+1)(q+2)+'”'

Nun ist die Grenze der Summe der gebrochenen Glieder auf
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der zweiten Seite kleiner als die Einheit, weil diese Glieder
unter denen der geometrischen Progression

1 1
it gFy T
liegen, deren Grenze % und folglich kleiner als die Einheit

ist. Also wiirde die Grenze des zweiten Gliedes der letzten
Gleichung nicht gleich dem ersten sein; was absurd ist. Hier-
aus geht hervor, dass die Grenze der vorgelegten Reihe keiner
commensurabeln Zahl gleich gesetzt werden konnte. Diese
Grenze ist also incommensurabel, wie wir es beweisen
wollten.

321. Die durch e bezeichnete Grosse kann betrachtet
werden als die Grenze eines anderen bemerkenswerthen Aus-
drucks, den wir angeben wollen.

Es bezeichne m eine ganze positive, unbegrenzt wachsende
Zahl, und betrachten wir den Ausdruck

1 m
AEEEA
welcher sich unter der unbestimmten Form 1* darbietet, wenn
man darin 7 unendlich macht. Um die Grenze zu bestimmen,
welcher er sich nihert wenn m unbegrenzt wiichst, entwickeln
wir ihn nach der binomischen F ormel; wir erhalten
¥ m gl ) 1
( + m. 1 + 1, 172 ‘m? +i
m(m — 1) .. m—n—-}——l)l
P Cotm b CERL SR

Alle Glieder auf der zweiten Seite sind positiv, und ihre An-
zahl ist endlich und gleich m -~ 1. Man kann diese Gleichung

auf die Form bringen
h ult B e (1 m) (l_mxl_ﬁ
(+7Tz i + P EAE B T T i 3

LAD3),

Man sieht zuniichst dass ein beliebiges Glied, von einem be-
stimmten und unverénderlichen Stellenzeiger, zu gleicher Zeit mit

eY)
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m wichst; und da die totale Anzahl der Glieder auch wichst,
50 wiichst ihre Summe bestindig. Woraus folgt, dass <1 & %)m

zu gleicher Zeit mit m wichst.

Man sieht ferner dass, da die Zihler der Glieder rechts
kleiner sind als die Einheit, diese Glieder unter den entspre-
chenden der Reihe liegen:

(%) 1+’}‘+1%2+1.;.3+“'+ 1.21...n+""

m
deren Grenze ¢ ist. Woraus man schon schliesst, dass (1—+— l)
m

immer kleiner als e ist; aber wir wollen beweisen, dass es
sich ¢ unbegrenzt niihert.
In der That, das Glied welches n Glieder vor sich hat in

L
disd d - n°
je mehr m wichst. Also kann die Summe der n -} 1 ersten
Glieder dieser Entwicklung sich so wenig als man will von
der Summe s, der entsprechenden der Reihe (2) unterscheiden,
wie gross auch die bestimmte Zahl n sei. Aber die Differenz
zwischen s, und ¢ kann kleiner werden als jede gegebene
Grosse; also findet dasselbe statt fiir die Differenz zwischen e
und der Summe der » -+ 1 ersten Glieder der Entwicklung
(1), und @ fortiori fiir die Differenz zwischen ¢ und der ganzen

Entwicklung (1) oder (l -+ i)m . Also convergirt <1+l>m

m

der Entwicklung (1), convergirt unbegrenzt gegen i

gegen die Grenze ¢, wenn m unbegrenzt wichst, indem es
ganz bleibt.
Betrachten wir jetzt positive, nicht ganze Werthe fiir m.
Setzen wir m = n -+ &, wo & eine positive kleinere Grosse
&
als die Einheit. Der Ausdruck <1+l>"' wird <1+ 2
m n+t-é
aber man wird ihn grosser machen, wenn man den Nenner
- n — & vermindert und den Exponenten n -} & vermehrt, und
kleiner durch Vermehren des Nenners und Vermindern des
Exponenten. Der vorgelegte Ausdruck liegt also zwischen den
zwei folgenden:

(] + %)”_H und (1 + n_j—_ly’
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welche man respective so schreiben kann:

1 \»H
(1 -+ —11—l>n <1 —+ %) und QE;L 3

Es ist aber evident, dass beide gegen die Grenze ¢ convergi-

. - : 1

ren, weil n ganz ist, und weil ausserdem der Factor 1 - -
s 1 ; R

und der Divisor 1 - iy mit wachsendem n gegen die Fin-

} A i gl ; X ol
heit convergiren. Also convergirt die Zwischengrosse <1+ —7;:)

gegen ¢, auf welche Weise die positive, unbegrenzt wachsende,
durch 7 bezeichnete Grisse variire.

1 ] oot
Setzt man =&, 80 wird man das namliche Resultat

80 aussprechen:
1

Der Ausdruck (1 + @) convergirt gegen die Grenze e
wenn e eine positive, nach irgend einem Gesetz gegen Null
convergirende Grosse ist.

Es bleibt der Fall eines negativen und gegen Null con-

vergirendenln oder ¢ zu betrachten. In diesem Falle wird
K

man 1 4 ¢ = setzen; 3 wird eine positive gegen Null

L
148 : :
convergirende Grosse sein. Aus dieser Relation zieht man

L —B
L AR
und folglich
3 Lo, 1
I+ o) =1+pF =0+ A+p).

1

Da nun § positiv ist, so convergirt (1 + 8)# gegen ¢, wenn

 gegen Null; ferner convergirt 1 -4 # gegen die Einheit; also
5 :

convergirt (1 4 @)“ noch gegen ¢, wenn « negativ ist.
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Auf welche Weise also die Grosse a gegen Null
. 1

convergiren mag, so convergirt der Ausdruck (1—}41)7
gegen die Grenze e

322. Hdtte man statt (1 - Tt)m entwickelt <1 - %)m i

so wiirde man zur Grenze, statt der Reihe (2), die folgende
gefunden haben:

& 22 a3 an
b Wedarshamisn s TiaTenm T

welche convergentrist fiir jedes #, der vorigen Regel zufolge.

Aber
(42 =0+ <las s’

indem man — = @« setzt; « convergirt gegen Null, was
m

auch @ sei, wenn m unbegrenzt wichst: also hat (1 - %)m
zur Grenze ¢, was auch z sei, und folglich hat man die
Identitét :

z ? 3 "
o e 8 g R I At D e at il
Diese wichtige Entwicklung fiihrt unmittelbar zu der von az,

wihrend a irgend eine Zahl ist. In der That, a = e’, daher
a® = ¢*», und folglich

zla 22?la? a3lad an lan

P L R R e Gl e
323. Betrachten wir noch die Reihe

14+ 2424+ 54

sie ist convergent wenn man hat

i n

lzmn 1a:<1 oder z << 1. :
Sie ist divergent wenn 2 >> 1, und die Glieder. werden dann
unbegrenzt wachsen. Wenn # — 1, so wird die Grenze von

== 3, 73 Einheit, und wir haben bemerkt, dass man in diesem
”n %
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Falle im Allgemeinen Nichts iiber die Convergenz und Diver-
genz einer Reihe behaupten kann. Aber hier findet keine
Ungewissheit statt; denn die Reihe wird

1 1 1 1
1+1+§+§+Z++;+’
und wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die Summe

der Glieder dieser Reihe unendlich ist.

324. Zweiter Lehrsatz. — Eine Reihe mit dem allge-
1

meinen Gliede u, ist convergent wenn u,” gegen eine
kleinere Grenze £ als die Einheit convergirt, wihrend
n unbegrenzt wichst. Sie ist divergent, wenn die
Grenze k grésser als die Einheit ist.

Setzen wir zuniichst k <Z 1 voraus, und es sei « irgend

eine zwischen £ und 1 liegende Zahl; nach der Voraussetzung
1

wird »" zuletzt bestindig kleiner sein als ¢, von einem ge-
4 3

wissen Werthe fiir » an ins Unendliche. Man hat dann die
folgenden Ungleichheiten
1 1 L
2

0 ntl }
u =oi, un+1<oc, un+2<a,...,

daher

Uy < 0"y Uph < artl, Unta < AT, v A
Also liegen, von einem angemessenen Werthe fiir n ab, alle
Glieder der Reihe unter denen der abnehmenden geometrischen

Progression
ar 4 artl L oant? L ...
also hat die vorgelegte Reihe eine Grenze, und man erhilt

eine Grenze des durch Abbrechen mit u, , begangenen Feh-
lers, indem man die Grenze dieser geometrischen Progression

ist.

an
iens
Setzen wir jetzt & > 1 voraus, und es sei noch e irgend

eine Zahl zwischen % und 1; zuletzt wird man bestindig haben
1

nimmt, welche

u™ > a, iiber einem gewissen Werthe von n, und dann hat
n
man die Ungleichheiten
S S S AR
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woraus folgt, dass von u, an die Glieder der Reihe iiber denen
der wachsenden Progression liegen '
o | ertl | gnt? |

Sie wachsen also selbst unbegrenzt, und die vorgelegte Reilie
ist divergent.

Hitte man endlich £#=— 1, so kinnte man im Allgemeinen
nicht sagen, ob die Reihe convergent oder divergent ist.

325. Dritter Lehrsatz. — Wenn die Glieder einer
Reihe

(1) w +u 4w+ .. u, -

vom ersten an bestéindig abnehmen, so ist diese Reihe
convergent oder divergent zu gleicher Zeit mit der
folgenden:

(2) uy + 2wy + 4uy + 8uy + 1605 4. ..
In der That, setzen wir zuniichst die erste Reihe convergent
voraus. Da ihre Glieder bestindig abnehmen, so hat man die
folgenden Relationen:
Uy — U,

Q9 = 2w,

duy << 2uy + 2uy,

8u; << 2uy + 2us + 2u6 + 2u;,

16w << 2us + 2wy . . . . 4 2uy5,

Indem man dlese Glelchhelten und unendhch v1elen Ungleich-
heiten addirt, sieht man dass die Summe der ersten Glieder,
welche die Glieder der Reihe (2) sind, unter der Summe der
bis zu demselben Index fortgesetzten Glieder der folgenden
Reihe liegt:
uy + 2uy + 2wy + 2us + 204 4. . ..

Aber diese Reihe ist keine andere als die Reihe (1), deren
Glieder man, ausgenommen das erste, verdoppelt hat. Sie hat
also eine Grenze, und folglich hat die Reihe (2) a fortior: eine
solche. Also zuerst folgt aus der Convergenz der ersten
Reihe die der zweiten. Setzen wir nun zweitens voraus, die
Reihe (1) sei divergent, indem ihre Glieder immer abnehmen;
offenbar hat man die folgenden Relationen:
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Uy = Uy »
2u; > uy + uy,
dug > ug + uy -—{—ua —|—-u6,
Bug > u; + ug + . + U1y

Indem man dle ersten Glleder a.ddlrt, sowie dle zweiten, er-
kennt man dass die Summe der Glieder der Reihe (2) grisser
ist als die Summe derer der Reihe (1) bis zu dem doppelten
Index; und da diese letzte nach der Voraussetzung unbegrenzt
wichst, so ist es ebenso mit der anderen. Also folgt aus der
Divergenz der Reihe (1) auch die der Reihe (2). Also sind
endlich die beiden vorgelegten Reihen immer zu gleicher Zeit
convergent oder divergent.
326. Nehmen wir z B. fiir die Reihe (1) folgende:

1 1 1
3) '+ gt
die Reihe (2) wird
14 21— f-4l—p | 81— |
Aber diese letzte ist eine geometrische Progression mit dem
Verhiiltniss 21—#. Sie ist abnehmend wenn g > 1, und wach-
send wenn pw < 1 oder w = 1. Also ist auch die Reihe (3)

convergent wenn g > 1, und divergent wenn w<<1 oder p=1.
Die Folgerung fiir u — 1 zeigt dass die Reihe

1 1 1
e Vi s T S
unendlich ist, was wir schon erkannt hatten.
327. Vierter Lehrsatz. — Die Reihe

uy +w + ...+ u, - .
ist convergent wenn, wiahrend » unbegrenzt wichst,

(L

t—%" eine grossere Grenze als die Einheit hat. Sie ist
divergent, wenn diese Grenze kleiner als die Ein-
heit ist.

In der That, es sei h diese Grenze, und setzen wir zu-
nichst A >> 1 voraus. Man hat also, von einem gewissen
Werthe fiir » an bis ins Unendliche, wenn « eine Zahl zwischen
1 und / bezeichnet,
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1
e 1
l—n">a,oderu,,<;u—-

Die Glieder der vorgelegten Reihe, von %, an, liegen daher
unter denen der folgenden:

1
+<n+1>“+(n+2>“+'

Aber diese ist convergent nach der vorigen Nr., weil ¢ > 1;
also ist auch die vorgelegte convergent.

Setzen wir zweitens voraus & <7 1, und es sei « eine Zahl
zwischen 1 und A. Man wird zuletzt, iiber einem gewissen
‘Werthe von n, haben

1
e

Uy, i
—<(l, oder un>F-

Die Glieder der vorgelegten Reihe hegen also dann iiber denen
der folgenden:
— + + Iy + ...
Aber -diese letzte ist divergent, weil ¢ < 1; also ist es auch
die vorgelegte; was zu beweisen war.
328. Wenn die Grenze & die Einheit ist, so kann man im
Allgemeinen Nichts iiber die Convergenz oder Divergenz der Reihe
i 4
behaupten. Jedoch, wenn das Verhiltniss -l%' immer unter sei-
ner Grense 1 liegt, so ldsst sich leicht beweisen, dass die
Reihe divergent ist.
1
B
In der That, die Ungleichheit —I% << 1 giebt

Un > l 5
n
also liegen die Glieder der vorgelegten Reihe iiber denen der

folgenden:
1 1 1
Tt+n+1+n+2+""
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deren Divergenz wir bewiesen haben. Also ist auch dic vorge-
legte Reihe divergent. _
gt

Unp

in

Grenze 1 lidge, so wiirde man zwar beweisen, dass die Glieder
der vorgelegten Reihe unter denen der folgenden liegen:

e+t

da aber diese divergent ist, so kann man daraus die Conver-
genz der vorgelegten nicht folgern.

Wenn dagegen das Verhiltniss immer {iiber seiner

Andere Regel fiir die Convergenz der Reihen.

329. Bemerken wir zunichst dass wenn man eine conver-
gente Reihe hat

u0—+—ul+...+u"+un+1+...,
und wenn eine andere Reihe
'Uo+171'+‘ —}—v,,—{-v,,_*_l—-'—...
so ist, dass von einem gewissen Ghede an bis ins Unendliche
man hat
vn'-[-l < U pt1
Lfl un

b
dass dann diese zweite Reihe convergent sein wird; denn, wenn

5 P o A @ pr .
man die erste mit u—" multiplicirt, withrend »n einen solchen be-
n

stimmten Werth hat, dass die vorausgesetzte Bedingung er-
fiillt ist, so wird die so erhaltene Reihe noch convergent sein.
Aber alle Glieder der zweiten, von v, an, liegen unter den
entsprechenden dieser letzteren; also ist die zweite Reihe selbst
convergent.

Dies vorausgesetzt, betrachten wir eine solche Reihe

ot ot gy

dass man habe

Unt1 1
T ’

n

lim

wihrend das Verhiiltniss —*t! immer kleiner als die Einheit
%y 45 7
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 19
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ist, von einem gewissen Werthe von » an bis ins Unendliche.
Man kann dieses Verhiiltniss unter der Form darstellen
e o ]
Uy 1-4+¢a’
wo e positiv ist und gegen Null convergirt.
Wir wollen nun beweisen, dass wenn
lim ne > 1,
die Reihe convergent ist; und dass sie divergent sein wird
wenn
lim nae < 1.
1. Es sei
imne =% und £k > 1.
Bezeichnen wir durch m irgend eine bestimmte Grosse zwi-
schen 1 und %, die folglich grosser als die Einheit ist. Es
lisst sich leicht sehen dass man, von einem gewissen Werthe
von n an, bis ins Unendliche haben wird

14+a> (14 1)"
In der That,
(42 =12 SRR

und damit die vorstehende Unglelchung stattfinde, braucht man
nur zu haben

—1
0 + o (m n?) -+ -
oder
: m (m— 1)

R T M

Aber das zweite Glied convergirt gegen m und das erste ge-
gen k, wenn n wichst: also wird, von einem bestimmten
Werthe fiir » an bis ins Unendliche, diese Ungleichung statt-
finden, weil die Grenze ihres ersten Gliedes grisser ist als die
des zweiten; also wird man, von diesem Werthe fiir » an bis
ins Unendliche, haben

1\m
1+a> (142,
und folglich
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1 1

oder
wy iy i
e <——1 it )
n
Aber wenn man die Reihe betrachtet
1 1 1 e 1
so ist das Verhiltniss des allgemeinen Glieds zum vorher-
gehenden
1
Iym
e
und folglich grésser als in der vorgelegten Reihe. Ferner ist
die Reihe (1) convergent, weil m > 1: also ist auch die vor-
gelegte Reihe convergent; was wir beweisen wollten.
2. Es sei jetzt
lim ne —= k und %k < 1.
Nehmen wir irgend eine Grésse m zwischen 1 und %, die folg-
lich kleiner als die Einheit ist; ich behaupte, dass man zuletzt
bestindig haben wird

lm
1+a<<1—+—; ’

oder

oder- auch -
m (m—1)

ey sl o ok e

In der That, wenn n unbegrenzt wiichst, so convergirt das

erste Glied gegen k, und das zweite gegen m, welches grisser

als £ ist. Also werden, von einem gewissen Werthe fiir » an

bis ins Unendliche, die vorstehenden Ungleichungen immer
stattfinden; woraus folgt

Eia
n

19*
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und folglich liegt zuletzt 7—{:—;& bestiindig iiber dem Verbiltniss
der entsprechenden Glieder der Reihe, deren allgemeines Glied
;1; ist. Da aber m kleiner als die Einheit, so ist djeée letztere

Reihe divergent; also ist es die vorgelegte auch.

In der That ist also, wie behauptet, die vorgelegte Reihe
convergent, wenn man hat lim ne > 1; und divergent, wenn
man hat lm ne < 1.

330. Im Allgemeinen kann man Nichts iiber die Natur
der Reihe sagen, wenn man hat
m ne =.1.
Jedoch, wenn ne immer kleiner ist als die Grenze 1, so kann
man die Divergenz der Reihe behaupten; denn alsdann hat

man
1 1
= ik
14« 1_}_1

n

i

und das Verhiltniss u';j'l liegt iiber dem, auf die divergente
Reihe f
1 l: 1 1
1+§+§+...+;+n__+1.+...
n
n 1
vorgelegte Reihe divergent ist.

Der einzige zweifelhaft bleibende Fall ist also derjenige,
wo man hat

sich beziehenden Verhiltniss ; woraus folgt dass die

bim noe = 1,
withrend 7o nicht bestéindig kleiner als 1.
331. Wenden wir diese Regel an auf die Reihe
j TSNGE LAINE BT S e T PR el |
e 0 e e
A N TR PR
i g ispaaa 2n 2n+1+""
Man hat in diesem Falle

. S |
u"

und
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a1 _ (20 1) :
! BN 2) Cn¥B): L. 6n 45’
(271—{—-1)?

__ ba-5 6n2 -+ Sn

B O ) iy P i P R
und folglich

daher

lzmna——-—6——1+

woraus hervorgeht dass die vorgelegte Relhe convergent ist.
Betrachten wir jetzt diese anderc Reihe

1.:8.5 1L G A (2n—1)
1+ +24+246++ 7 Ty g s Sl
fiir welche man auch hat lim u_';_ — 1. Das Verhiltniss —"tL

Un n
hat zam Werthe
un+l 2n + 1 1
o R B B
A 2n+ 1
Man hat also
20 n
gl oL i T
und
bim ne = 3

woraus hervorgeht dass die Reihe divergent, und ihre Summe
unendlich ist.

Andere, aus der Betrachtung derbestimmtenIntegrale
abgeleitete Regel.

332. Wir wollen noch eine Regel mittheilen, welche aus
der Betrachtung der bestimmten Integrale abgeleitet worden ist.
Es sei die Reihe
u0+ul+u2+"'+un+un+l+"';
alle ihre Glieder, von einem gewissen Werthe von n an bis
ins Unendliche, sollen positiv sein und mit wachsendem =
gegen die Grenze Null hin bestindig abnehmen. Sie ist con-
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vergent oder divergent je nach dem die Summe der Glieder,
von diesem Werthe von » an, gegen eine endliche Grenze
convergirt oder nicht.

Setzen wir voraus dass der Ausdruck des allgemeinen
Gliedes eine Function endlicher Form von n sei, und bezeich-
nen wir durch #, eine Function der Variable z, welche er-
halten wird, indem man 7» in u, mit 2 vertauscht. Diese Function
u, wiirde alle Glieder der vorgelegten Reihe wieder hervor-
bringen, indem man fiir # alle ganzen und positiven Werthe
setzte. Da ihr Werth bestindig abnimmt, wenn man z, von
einem gewissen ganzen Werthe an, immer um eine Einheit
wachsen ldsst, so wird es im Allgemeinen sich erelgnen, dass
die Function u, bestindig abnimmt, wenn z auf eine stetige
Weise von einem gewissen Werthe an bis ins Unendliche
wiichst.

Indem man annimmt, dass es sich so verhalte von dem
ganzen Werthe m an, hat man

m-1 m—+=2
Um >f Ug d‘” Um+1 > f Uy da"
5 m—1
m+3
Um -2 >f u,,d.m, ol el
m~42
und
m+-1 m-4-2
U1 <f Uy ATy Uy s <f Up AO% e, o3
m+1

woraus hervorgeht, indem man respective diese beiden Reihen
von Ungleichungen addirt,

o0
fu,da; < tUm + Umg1 + Umyo + - -

und
[
\ fu,d.a£>u,,,+1+um+2_}_....
m
" .
Wenn nun dieses Integral [ u,dx endlich ist, so folgt dass
m

die Reihe von #,.4; an es auch sein wird; und wenn es un-
endlich gross ist, so wird auch die mit «, anfangende Reihe es

sein. Hieraus geht hervor dass die vorgelegte Reihe convergent
oder divergent sein wird, je nachdem das Integral
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(o]
f u, da
endlich oder unendlich ist.

333. Wenden wir diese Regel an auf die schon unter-
suchte Reihe

i 1 1 1
P e gy v it vl by
Die Function u, ist in diesem Falle %, und nimmt bestdndig

ab wenn z wiichst, withrend @ positiv vorausgesetzt wird.

Aber i = &l—a —|—- C; und folglich ist / ==

xa®

endlich wenn a < 1, und endlich wenn a > 1.
Wenn @ = 1, so hat man
dx dz
ra
welche Grosse zu gleicher Zeit mit » unendlich wird.
Also ist die vorgelegte Reihe convergent wenn a > 1;

und divergent wenn ¢ < 1, oder a = 1.
334. Wenden wir dieselbe Regel an auf die Reihe

l_0€2+1093+...+£9§_"+..

Man hat jetzt w, = l_o.i—_, welcher Ausdruck bestindig ab-

nimmt, von dem Werthe von z an, fiir welchen log z = 1.

Aber
de log & __ logz?
f z  2loge il

Q0
Also ist f u,dz unendlich, und die in Rede stehende Reihe diver-

m

gent; welches zeigt dass das Product |/2 2 |; 3 14/11_ s 1'Vn_ R
unendlich gross ist. Unsere vorige Regel wiirde zu demselben
Resultate fiihren, weil man hitte

log n —n log (1 —+ %)
logn—l-—log(l—{—%)

noe —
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welches giebt lim ne — 1. Weil aber offenbar ne << 1, so ist

die Reihe divergent, nach einer vorher gemachten Bemerkung.
Die eine und die andere Regel wiirden sehen lassen, dass

2
die Reihe mit dem allgemeinen Gliede (%) convergent ist.

Reihen, deren Glieder nicht alle einerlei Zeichen
haben.

335. Wenn eine Reihe nicht lauter Glieder von demsel-
ben Zeichen hat, so ist evident dass sie convergent sein wird,
wenn sie es ist sobald man allen Gliedern dasselbe Zeichen
giebt, z. B. sie alle positiv nimmt. In der That, diec Summe
der Glieder welche auf irgend eines in der vorgelegten Reihe
folgen, ist kleiner als die Summe der correspondirenden in
der zweiten Reihe, welche Anzahl von Gliedern man auch be-
trachte, weil alle diese Glieder in der zweiten Reihe sich ad-
diren, wihrend sie in der ersten sich addiren und subtrahiren.
Da nun von einem gewissen Gliede der zweiten Reihe an,
die Summe der folgenden eine Grenze hat, welche kleiner
werden kann als jede gegebene Grosse, so findet dasselbe
a jfortiori in der ersten statt; und folglich ist sie convergent.

Man kann daher zunichst auf diese neuen Reihen die Re-
geln anwenden, welche fiir diejenigen gegeben wurden, deren
simmtliche Glieder einerlei Zeichen haben, sowohl um die
Convergenz zu erkennen als um eine Grenze fiir den Fehler
zu berechnen, der durch Abbrechen mit irgend einem Gliede
begangen wird. Aber diese Regeln iiberheben uns nicht des
Aufsuchens neuer, welche speciell anwendbar sind auf die
Reihen, deren Glieder nicht simmtlich einerlei Zeichen haben:
denn eine solche Reihe kann convergent sein, aber divergent
werden, wenn man allen ihren Gliedern das niimliche Zeichen
giebt. Wir beschriinken uns auf die aus dem folgenden Lehr-
satz hervorgehende Regel:

Lehrsatz. — Wenn in einer Reihe alle Glieder zu-
letzt bestindig abnehmen, und abwechselnd positiv
und negativ sind, so ist diese Reihe immer conver-
gent; und der durch Abbrechen mit irgend einem
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Gliede begangene Fehler ist kleiner als das folgende
Glied.

Es sei die Reihe
u0+"'+un_un+l+un+2_un+3+""
Bezeichnen wir allgemein durch s, die Summe der Glieder vom

ersten an bis zu wu,, inclusive.

Wir bemerken zuniichst, dass die Summe s, von Glielern,
deren letztes positiv ist, nur vermindert werden kann durch die
Addition irgend einer Anzahl der folgenden Glieder. In der
That, um von der Summe s, iiberzugehen zu s,4;, muss man
up41 abzichen; also hat man s,4; < s,. Um die nichste
Summe s,45 zu bilden, muss man w,, addiren, welches
kleiner ist als das von s, abgezogene Glied w,4,; also hat
man auch s,4» < s, Da das nidmliche Raisonnement sich
unendlich oft wiederholt, so sieht man dass die Summe s,
grosser ist als alle Summen mit héherem Index.

Man sicht dagegen, dass wenn man mit einem negativen
Gliede einhilt, die Summe immer kleiner sein wird als alle
diejenigen mit hoherem Index.

Also folgen die Summen, deren letztes Glied positiv ist,
immer abnehmend aufeinander; und diejenigen, deren letztes
Glied negativ ist, folgen bestéindig zunehmend aufeinander,
indem sie immer unter den ersten bleiben. Diese zwei Folgen
von Summen nithern sich also einander immer mehr, je weiter
man in der Reihe fortschreitet, und ihre Differenz convergirt
gegen Null, weil sie nichts Anderes ist als das letzte Glied der
letzten Summe, das nach der Voraussetzung gegen Null conver-
girt, indem sein Index unbegrenzt wiichst.

Daher convergirt die Summe der Glieder gegen
eine bestimmte Grenze, und der positive oder nega-
tive Fehler ist immer kleiner als das Glied, welches
auf dasjenige folgt, mit welchem man abbricht.

Es sei z. B. die Reihe

2+l

x2 a8 an
z_§+3._...+;_n__1_1+....
Das Verhiltniss eines Gliedes zum vorhergehenden wird allge-
mein ausgedriickt durch Fnl «, und seine Grenze ist z. Also

zuniéichst wird die Reihe convergent sein, wenn man dem Ab-
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solutwerth nach hat # < 1; divergent wenn 2 > 1. Wenn
# =1, so ist die Reihe convergent nach der letzten Regel,
weil die Glieder abwechselnd positiv und negativ sind, und
unbegrenzt abnehmen. Aber wenn man # =— — 1 nihme, so
wiirde die Reihe eine unendliche Summe haben.

Convergirt die Reihe, so ist der Fehler den man begeht,

; n
d. h. die Grosse welche man wegldsst, indem man mit ‘%ab-
prtl
n—1

bricht, kleiner als und von demselben Zeichen wie dieses

Glied.

Von den imaginidren Reihen.

336. Wenn die Glieder einer Reihe von der Form

4 vV —1 sind, so nennt man diese Reihe eonvergent,
wenn die Summe der reellen Glieder eine Grenze s hat, und

wenn ebenso die Summe der Coefficienten von V — 1 gegen
eine Grenze ¢ convergirt: man sagt dann dass die Grenze der
vorgelegten Reihe s + ¢ 1/ — 1 sei.

Man ist so auf die Bedingungen der Convergenz von zwei
reellen Reihen zuriickgefiihrt. Aber oft geniigt es nur eine
einzige solche Reihe zu betrachten, diejenige némlich welche
von den Modeln der Glieder der vorgelegten Reihe gebildet
wird.

In der That, man kann immer setzen

u+vv:—i:g(cosO+V:—lsin0),

und die vorgelegte Reihe nimmt die Form an

(1){90 (cos 8y -+ V —1 sin 0,) —-l—_—_gl_(cos 0+V —1sin6)4---
+ 0. (cos()n-f—l/-—lsin()n)_'_... :

Wenn nun die Reihe

2) 90—|—91+92+"'+9u+"'

convergent ist, indem man alle Glieder positiv nimmt, so folgt
hieraus a fortiori die Convergenz der beiden folgenden Reihen:

®) Q0 €08 Oy - @y cos Oy + - - - 4 @ucos Oy 4 - - -,
Qo sin ly - @y sin Oy + -+ - 4 @asin Oy 4 - - -5
denn von irgend einem Gliede an ist die Summe der folgenden
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bis ims Unendliche offenbar kleiner als in der ersten. Man
kann daher den folgenden Satz aussprechen:

Eine imaginire Reihe ist convergent, wenn die
Reihe der Absolutwerthe der Model aller ihrer Glie-
der convergent ist.

Wenn die Reihe (2) nicht convergent ist, so ist es mog-
lich, dass ihre Glieder gegen Null convergiren oder nicht.
Convergiren sie nicht gegen Null, so konnen die Reihen (3)
nicht beide convergent sein; denn, welchen Werth man auch
fir den Winkel 0 voraussetzen mag, so ist es unmdglich dass
0 cos  und g sin 0 beide gegen Null convergiren, wenn ¢ dies
nicht thut. Die Glieder der beiden Reihen (3) kiénnen also
nicht gegen Null convergiren, welches doch eine der unerliss-
lichen Bedingungen der Convergenz ist. Also ist die Reihe
(1) in diesem Falle divergent. 3

Wenn aber die Reihe (2) divergent ist, withrend ihre
Glieder unbegrenzt abnehmen, so ist es nicht unméglich, dass
beide Reihen (3) convergent sind, wenn ihre Glieder nicht alle
einerlei Zeichen haben; man kann also dann im Allgemeinen
Nichts iiber die Convergenz der vorgelegten Reihe behaupten.
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Ueber die imaginiren Ausdriicke. Wie man
dieselben in die Gegebnen der Rechnung
einfiihrt.

337. Die Auflssung der Gleichungen des zweiten Grades
fithrt manchmal darauf, Quadratwurzeln aus negativen Zahlen
auszuziehen. Diese Arten von Ausdriicken stellen weder po-
sitive noch negative Zahlen dar; man bezeichnet sie mit dem
Namen der Imaginiiren. Wir wollen hier nicht untersuchen,
welchen Umstéinden diese Formen in den vorgelegten Auf-
gaben entsprechen; wir beschriinken uns auf die Bemerkung,
dass, indem man diese Ausdriicke der Unbekannte substituirt,
die Gleichung welche man aufzulésen hatte identisch wird,
wofern man die Quadratwurzeln aus den negativen Zahlen nach
den gemeinen Regeln der Algebra behandelt, und ihr Quadrat
als durch die Unterdriickung der Wurzel entstehend, be-
trachtet.

Hat man z. B. die Gleichung

2? — 2ax + a4+ 02 =0,
so zieht man aus ihr die beiden imaginiren Werthe
za=a+V— b2,
und man kann sich iiberzeugen, dass die Substitution dieses
Werthes in der Gleichung sie auf 0 = 0 reducirt.

Dasselbe wiirde stattfinden, wenn man statt 1/:-_—1)3 setzte

bV —1, und dies thut man gewdhnlich, damit die einzige

zu betrachtende Imaginéire immer }/ — 1 sei. Die Werthe
von @ finden sich so auf die Form gebracht

| el
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J!:llib\/_]__

Es scheint anfangs, dass alle Betrachtungen, zu welchen diese
Arten von Ausdriicken Veranlassung geben konnen, sich auf
die Umstiinde beziechen, denen sie ihre Entstehung verdan-
ken, in den Aufgaben deren Lisung sie darbieten; aber
man hat sehr grosse Vortheile darin gefunden, sie in die
Data gewisser Rechnungen selbst einzufiihren, und aus die-
sem Gesichtspunkte wollen wir sie betrachten.

Ohne irgend eine Idee von Grosse mit dem Ausdruck
V/ — 1 zu verbinden, kommen wir iiberein, ihn auf dieselbe
Weise zu behandeln als wenn er eine Zahl wire, deren suc-
cessive Potenzen sein wiirden

Vg i ey o SN Tl coe o S8

wo die.vier ersten sich unendlich oft in derselben Ordnung
wiederholen.

Nichts hindert uns, algebraische Rechnungen zu machen,
worin V' — 1 auf diese Weise behandelt wird; es handelt sich
nur darum, dass man wisse, ob es ein Interesse hat dies
zu thun, und ob solche Operationen der Analysis neue
Hiilfsquellen bieten kénnen. Es wird manchmal bequemer
sein, V' — 1 durch einen Buchstaben zu ersetzen, dessen Po-
tenzen sich alle von einander unterscheiden, wéhrend diejeni-
gen von V/ — 1 sich periodisch wiederholen. Indem wir |/ — 1
durch 2 bezeichnen, wollen wir dass A wie ein gewdhnlicher
Factor, nach allen fiir reelle Zahlen bewiesenen Regeln behan-
delt werde; nur wird man, nachdem alle Rechnungen ausge-
fithrt sind, die Potenzen

A, A3, A3, 24, A5, 25, . ..
ersetzen durch
A,—1,—24,+1,4,—1,....

338. Wenn wir eine Gleichung zwischen Reellen und

Imaginéren schreiben, wie i

A4 BV=1 = A4 BV,
80 miissen wir immer vorher wissen dass A— A’ und B=DB".
Diese letzten Gleichungen sind niemals Consequenzen der er-

sten; sondern die erste ist eine Consequenz von ihnen, und
wir wiirden dieser Gleichung durchaus keinen Sinn beilegen,
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wenn wir nicht unabhéingig von ihr wiissten, dass die reellen
Theile beiderseits gleich sind, sowie die respectiven Coif-
ficienten von V.:—_l Wir legen hierauf Nachdruck, da in
vielen Lehrbiichern dieser Punkt umgekehrt verstanden wird.

339. Nachdem wir so genau festgestellt haben, in welcher
Weise wir den Ausdruck 1/ — 1 behandeln werden, so wollen
wir an einem ersten Beispiele zeigen, welchen Vortheil seine
Einfiithrung in die Rechnung gewiihren kann.

Betrachten wir die beiden Ausdriicke

cose +V —1sinz, cosy +V—1sny,
und multipliciren wir sie mit einander, in dem Sinne, den wir
hier mit dieser Operation verbinden; wir finden
cos & cosy — sinz siny |-V — 1 (sinx cosy -+ siny cos x),
oder h o
c0s (& -+ 3) + V=1 sin (z + ).

‘Wir konnen daher setzen

(cosw 4+ V—1sinz) (cosy +V—-1 siny)
= cos (@ 4 3) + V—Lsin (= +3),
da wir bewiesen haben dass die reellen Theile respective
gleich sind, sowie die Coéfficienten von Wt

Und man folgert hieraus, dass um zwei Ausdriicke von
dieser Form durch einander zu dividiren (indem man unter
Quotient einen Ausdruck versteht welcher, mit dem Divisor
nach den iibereinkémmlichen Regeln multiplicirt, den Dividend
giebt), man nur den Bogen des Divisors abzuziehen braucht
von dem Bogen des Dividenden.

Multiplicirt man das Product dieser ersten Ausdriicke
mit einem dritten cos z V' —1 sin 2z, so hat man wieder
nur die Bogen # | y und 2 zu addiren, was die neue Glei-
chung liefert

(cos —I—-V-—_l sinz) (cosy+V — 1siny) (cos 2 +.V_——1 sin 2)
= cos (¢ +y +2) +V—1sin(z+y+2);

und man sieht dass, wie gross auch die Anzahl der Factoren

von dieser Form sei, ihr Product immer zum reellen Theil
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den Cosinus der Summe aller Bogen haben wird, und zum
Coéfficienten von V/— 1 den Sinus derselben Summe. Man
kann daher eine der letzten #hnliche Gleichung aufstellen, in-
dem man irgend eine Anzahl m von Factoren voraussetzt, weil
die reellen Theile, sowie die imaginiiren, als gleich nachge-
wiesen sind. Fiir den besondern Fall wo 2 — O T ==
erhillt man die von Moivre herrithrende Formel:

(@)) (cos z + { IR sina:)’" = cosma -} V=1sinma;
es ist somit bewiesen dass, wenn man die mte Potenz des
Binoms cosz V —1 sinz nach den gemeinen Regeln bil-
det, der reelle Theil gleich cos ma sein wird, und der Coéf-
ficient von Y/ — 1 gleich sinma. Aber die Entwicklung der
mten Potenz eines Binoms geschieht nach einer sehr einfachen
Formel; man erhiilt also auf diese Weise die allgemeine Ent-

wicklung von cos ma und sin mx, wihrend m irgend eine ganze
Zahl ist. Diese Formeln sind

co8Ma = €08 .z"‘——’—"%@%l—) cos ™2 sin 22
_I_m(m-f;) (:Lgi)(m_g)cosz'"*‘*sinz*——---,
e m(m—1)(m— 2)

sinm & = mcosx™lsine —

o8 i ghll
193 cosa™ 3 singd—f---- .

Man kann bemerken, dass die Entwicklung von
(cosz — V—1 sinz)™
sich von der von
(cosz + V —1 sina)"
nur unterscheiden wiirde durch das Zeichen der Glieder, worin

sich die ungeraden Potenzen von V —1 finden, und dass
folglich

(cosz — V —1sina)" = cosmae —V —1 sinma.

340. Indem man unter der nten Wurzel eines imaginiren
Ausdrucks einen andern Ausdruck versteht, der in dem iiber-
einkommlichen Sinn zur Potenz n erhoben, den ersten wieder-

giebt, sicht man dass cos —n—i V—1 sin '—f: eine Wurzel von

www.rcin.org.pl



— 304 —

cos# +V —1 sina ist, weil wir bewiesen haben, dass um
einen derartigen Ausdruck zur nten Potenz zu erheben, man
nur den Bogen mit » zu multipliciren braucht. Man hat. also

1
(cosxiV—lsinw)":cos%;t V—1 sin %;

und wenn man zur Potenz p erhebt, so kommt

L i
(cosz + V=1 sina)" = cos % 2+ V—1 sin % z;
welches zeigt dass die Gleichung (1) wahr ist, wenn m irgend

eine gebrochene Zahl % ist, indem man hierunter allein ver-

steht dass cos %x +V-1 sin %— 2, zur Potenz n erhoben,
die Potenz p von cosz + V/ — 1 sina giebt, und folglich eine
der nten Wurzeln dieser Potenz p ist.

Die Gleichung (1) ist noch wahr, wenn m gleich einer ne-
gativen Zahl — n. In der That,

(cosz +V—=1sinz)™™" .

o (cosz +V —1 sina)
1
" cosne+ V—1sinna

aber dividiren durch cos nz - V=1 sin na, heisst einen Aus-
druck finden der, mit diesem Divisor nach den iibereinkémm-
lichen Regeln multiplicirt, zum Product den Dividend giebt;

also ist dieser Quotient cos nz — V — 1 sinna.

Daher
(cos 2 4 V—1 sina)™" = cos (—na) 4 V=1 sin (— na).
Die Formel (1) ist also wahr, welchen reellen Werth auch m
habe; dabei ist jedoch zu bemerken, dass wenn die Potenz m
mehrerer Werthe fihig sein sollte, wir allein hier bewiesen
haben, dass das zweite Glied einer von ihnen ist.

341. Wir wollen jetzt die umgekehrte Aufgabe auflgsen,
welche darin besteht, cosa™ und sinz™ nach den Cosinus und
Sinus der Vielfachen von z zu entwickeln, wihrend m eine
ganze Zahl ist.

Hierzu setzen wir

www.rcin.org.pl



O s
cosw+\/:—1 sine — u,

cos & — V-_——l_ sin & — v;
daher
2cosx=u-+v,
und folglich
m(m 1) m—QvQ+ +muvm—l+vm
Indem man jetzt bemerkt dass uv = 1, und w* + v* — 2coska,
8o erhilt man

2meos g™ —u™ +mun— v ————

2m cosam =2 cosma-+2 .mcos(m—2) x+2- ( 3 )cos(m 4o+

Wenn m gerade ist, so reducirt s1ch das Glied, welches
in der Mitte der Entwicklung von (u - v)™ steht, auf

m
1.2....5

Entwicklung von 27 tosz™ Wenn m ungerade, so sind die

beiden mittleren Glieder in Beziehung auf » und » von der
Form

)
, und bildet das letzte Glied der

m:tl m—1 L Sl SO 1z

2 9?2 und u? v ? ,
Ausdriicke welche sich respective auf » und v reduciren, weil
uv = 1. Das letzte Glied der Entwicklung von 27 cosaz™ ist

jetzt
m(m-—l)...(zn—;t:j>

. m — 1
1.2....( = )

Man wird nun sinz™ entwickeln, indem man bemerkt dass

2V —lsine=u—v,

2

Ccos8 &.

daher
2m (V:—I)’" sin ™= u™ —mumly +m_(;n_;_12
was immer bedeutet, dass die reellen Theile beiderseits gleich
sind, sowie die Coéfficienten der }V — 1, wenn diese darin
bleibt, welches nur dann der Fall sein wird wenn m un-
gerade ist.

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 20

'02._..‘;
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Nehmen wir zundichst m gerade an: die von den End-
gliedern gleich entfernten Glieder haben dasselbe Zeichen, und
wenn man sie zu je zweien vereinigt, so findet man

om (— 1)? sing™ — 2 cos mz — 2 m cos (m— 2) &
—f—2m—(1m—;—1—)cos(m—4).z-—~--;
das letzte Glied wird sein

i) m

1.2....5

wo das Zeichen - mit 7% gerade, und das Zeichen — mitm2

ungerade correspondirt. Wenn m ungerade, so kann man die
Entwicklung darstellen unter der Form

—1
Um—p™m — (um—2 el Um—-?) + .9_n_m—__) um—t — vm-—4) S Rybs

) B
indem man iiberall wv durch 1 ersetzt. Wenn man nun be-

merkt, dass u* — v* = 2 V=1 sin kx, so erhilt man, nur

die Coéfficienten von V — 1 nehmend,

m—2
2m (— 1) 2 sinam—= 2 sinmaz — 2 m sin (m — 2) z
+2”l_(;7t_;_1.)sin(m_4)x_...;

das letzte Glied wird sein

m(m—l)...<m2 3)

e sin &,
T .(m_1>
; ! 5

i . m —
das Zeichen - ist za nehmen, wenn

gerade, und das
Zeichen — wenn es ungerade.

342. Untersuchen wir jetzt worin der Vortheil besteht,

den uns die Anwendung von ¥/ —1 in der Auffindung der
Entwicklungen fiir cos 2™ und sin 2™ verschafft hat.
Wir haben 2 cos 2 ersetzt durch

cos.z—I—V:—l sma + cosae — V—1sina,
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welches damit identisch ist, weil die beiden Glieder
V=1lsinz und —V —1 sin @,
behandelt wie wenn sie Zahlen vorstellten, sich aufheben. Und

selbst wenn man, statt |/ — 1, eine Unbestimmte 4 setzt, so
kann man 2 cos z ersetzen durch

(cosz + A sinz) -+ (cosz — A sinz) ;

und welche Rechnung man auch mit diesem Ausdruck vor-
nimmt, so wird das Resultat nothwendiger Weise unabhingig
von 4 sein, und die Potenzen dieses Buchstabens von irgend
einem Grade werden Null zum Coéfficienten haben. Nur die
reeHen Glieder des Resultates nehmen, heisst die ungeraden
Potenzen von A weglassen und nur die geraden beibehalten
was erlaubt ist, weil die Coéfficienten einer jeden Potenz von
A Null sind. Wenn man aber 42 durch — 1 ersetzt, so kon-
nen Reductionen eintreten zwischen den Gliedern, welche ver-
schiedenen Potenzen von 4 entsprechen, und besonders mit
denjenigen, welche 4 nicht enthielten und genau diejenigen sind,
welche man ohne vorherige Transformation von 2 cos 2 finden
wiirde. Es konnen also hieraus neue Combinationen hervor-
gehen, welche, ohne den Werth des Resultats zu #ndern, ihm
eine bequemere Form geben. Dies kommt zuriick auf die
Addition von Grossen zum Resultate, welche sich aufheben:
aber jeden Augenblick sieht man in der Algebra derglei-
chen Kunstgriffe die Transformationen erleichtern; und was
macht, dass man in dem gegenwirtigen Falle wirklich einen
sehr grossen Vortheil daraus zieht, ist, dass die zweil Binome,
deren Summe 2 cos x ersetzt, solche sind, dass man die Po-
tenzen eines jeden von ihnen augenblicklich durch Multiplication
des Bogens erhiilt, und dass dasProduct der gleichen Potenzen
beider die Einheit ist. Dies hat den Erfolg, dass die mte
Potenz von cosx sich unmittelbar ausgedriickt findet durch die
Cosinus der Vielfachen von z; und ebenso ist es fiir sinz™.

Gebrauch der trigonometrischen Linien zur Aus-
ziehung der Wurzeln aus Reellen oder Imaginédren:

343. Die Wurzeln vom Grade m aus einer positiven oder
negativen reellen Zahl + A sind die Wurzeln der Gleichung
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yF A4=0;
diese  Wurzeln lassen sich zuriickfithren auf diejenigen der
Einheit, indem man y = ax setzt, wihrend a die arithmetische
mte Wurzel der Zahl A bezeichnet; die vorgelegte Gleichung
wird dadurch zuriickgefiihrt auf die folgende:
am™ 1 =0,
deren m Wurzeln wir bestimmen wollen, welche simmtlich
ungleich sind, weil es keinen gemeinschaftlichen Factor giebt
zwischen dem ersten Gliede und seiner Ableitung. Es sei zu-
niichst ,
2" — 1 =0, oder am—1.
Wir konnen 1 darstellen durch einen Ausdruck von der Form
cos z + V=1 sinz, woraus, wie wir wissen, sich leicht die
Wurzel ziehen lidsst. Man braucht nur zu setzen z — 2nux,
wihrend n irgend eine ganze positive oder negative Zahl ist,
und man hat identisch )
1=cos 2nm + V—1 sin 2n=.
Also giebt der Ausdruck
2nm T O
1) - cos — +V=1 sin P
mte Wurzeln aus 1 und folglich Werthe von x, fiir jeden
ganzen Werth von n.

Aber man erkennt sogleich, dass der Ausdruck (1) sich
nicht #ndert, wenn man » um m oder um irgend ein Vielfaches
von m vermehrt oder vermindert. Es geniigt daher, aus der
unendlichen Reihe der positiven oder negativen ganzen Zahlen
irgend m auf einander folgende zu nehmen; sie werden alle
Werthe des Ausdrucks (1) geben. Denn es ist leicht zu sehen,
dass sie simmtlich von einander verschieden sind, weil zwei
dieser Bogen nicht denselben Sinus und denselben Cosinus
haben konnen; daher werden alle Wurzeln der Gleichung

am — 1 =20
gegeben durch die Formel

2nm — . 2n=m
& = cos + V=1 sin=—=,
m m

in welcher man n die Werthe 0, 1, 2 etc. ertheilen wird, bis
man m Werthe fiir das zweite Glied hat; denn dies ist das-
selbe wie wenn man fiir n in der Formel (1), m consecutive
Werthe, die einen positiv, die anderen negativ, setzt.
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Wenn m gerade ist, so setzt man m — 2k, und es kommt
x—-cos—:tv i sznﬁ]:—t

Man muss jetzt fiir n die Werthe nehmen 0, 1, 2,..., k.
Die beiden iussersten geben # — 1, # = — 1, und alle an-
deren Werthe von 2 sind imaginir, und zu zweien conjugirt
und reciprok.

Hat man

m=2k+1,

so muss man n die Werthe 0, 1, 2, ..., k geben.

Der erste giebt # =— 1; alle anderen sind imaginéir, und
zu zweien conjugirt und reciprok.

344. Es sei jetzt
#m -1 =0 oder am — — 1, daher z =3/ —1.
Man kann — 1 die Form cos z | V—1 sinz geben, indem

man setzt 2 — (2n -} 1) 7. Man erhilt also Werthe fiir
durch die Formel

o 2n 4 l)n_l_]r—l e (2n+ 1) 11:

es geniigt wieder, m consecutlve Werthe von n zu nehmen, weil
sie simmtlich verschiedenen Sinus oder Cosinus entsprechen,
und weil alle anderen Werthe von n dieselben Werthe fiir 2
liefern wiirden. Alle Wurzeln der Gleichung
o —|-— 1—=0

werden daher durch die Formel gegeben
@Zn+ 1= Tt Vo ({50 2n+1) n:

m

m

& — 08

indem man fiir » von Null an positive Werthe setzt bis man
m Werthe fiir das zweite Glied hat. Wenn m = 2%, so sind
die Werthe von n 0,1,2,...,% — 1, und die Werthe von
« sind alle imaginér, conjugirt und reciprok. Wenn m—2k-- 1,
so sind die Werthe von n 0,1,2, ..., k; der letzte liefert
# = — 1; alle anderen Werthe von z sind conjugirt und
reciprok.

Sind die Wurzeln von + 1 bekannt, so erhilt man die-
jenigen von + A, indem man die ersteren mit der arithmeti-
schen Wurzel aus A multiplicirt.

Die reellen Factoren des ersten und des zweiten Grades,
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in welche man die Binome 2™ — 1 und 2™ - 1 zerfiillen kann,
lassen sich durch eine sehr einfache Construction darstellen,
welche von der Theilung des Kreises in gleiche Theile abhiingt,
und durch den englischen Geometer Cotes gegeben wurde.

345. Suchen wir jetzt die mte Wurzel zu ziehen aus einem
Ausdruck von der Form
a'd- bV 1,
Wir konnen ihn auf die Form bringen
0 (cos 2+ V=1 sinz),
indem wir ¢ und z durch die beiden Gleichungen bestimmen
@008 2, — 00 = D3
woraus
9:iVa2—|—b2, cosz:%,sinz:%-

Zu grosserer Bequemlichkeit werden wir nur den positiven
Werth fiir ¢ nehmen. Bezeichnen wir durch ¢ den kleinsten

Ve 5 i
positiven Bogen, der zum Cosmus% und zum Sinus o hat;

man kann ihn, ohne dass diese Linien sich #ndern, um irgend
eine Anzahl von Peripherien vermehren, und man hat

a+b V=1 = g [cos (p+2n7x).+ V=1 sin (p + 2nm)].
Man erhiilt mte Wurzeln von diesem Ausdruck, indem man die
arithmetische mte Wurzel von ¢ nimmt, und sie mit der Wur-
zel des zweiten Factors multiplicirt, welche man durch die
Theilung des Bogens erhiilt; man hat auf diese Weise

e S g
om <cos A5 1 i d i 5 + V=1 sin i 7 o 2"”).
m m

Es geniigt offenbar, fiir n m auf einander folgende, positive
oder negative Werthe zu setzen; alle anderen wiirden diesel-
ben Resultate geben. Ferner geben diese m Werthe von n

. it T i 2
verschiedene Werthe fiir die Sinus oder Cosinus von Q%E 3
indem man also fiir n die Werthe setzt 0, 1, 2, ..., m—1,

go liefert die Formel

Vaz b V=1 = ¢n (cor 20T 4 YT 2L207)

alle Werthe der gesuchten Wurzel, wobei die oberen, sowie
die unteren Zeichen von V — 1 correspondiren.
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846. Die Transformation von a« + b V— 1 in

o (cos z V=1 sinz) fiihrt alle Operationen mit Imagi-
niren zuriick auf die Operationen mit Ausdriicken von der

Form cos z + V=1 sinz, und wir haben gesehen, dass diese
sich alle auf die unmittelbar niedrigeren Operationen mit den
Bogen zuriickziehen, welche Eigenschaften ganz analog sind
denjenigen der Exponentialausdriicke.

Diese Analogie wird noch vermehrt durch die folgenden
Betrachtungen.

Darstellung der Sinus und Cosinus durch imaginére
Exponentialausdriicke. :

347. Wenn man in der Entwicklung von ez zinzV — 1

verwandelt, und die resultirende Reihe durch ez V=1 bezeich-
net, so hat man

e P ST ey SPL B 2 v AN R B
1) e o ARt O R L - W T o T L

Kommt man ebenso iiberein, durch e~V =1 das Resultat der

Substitution von — 2 |/ — 1 in der Entwicklung von e* zu
bezeichnen, so hat man

T R Y Bl K5 sband S RO
@ s e b b L e ks 7 T (ol
Diese Gleichungen kann man wie folgt schreiben :

etV=1 — cosz +V—-1sana,

eV — g — Y =1 sina;

(3)
woraus man zieht

Co0s8 & —

e2V=1 | g—zV—1
3 )
etV =1 __ q—2zV—1
01 :
und in allen diesen Formeln muss man nicht vergessen, dass

exV=1und ¢—zV=1 keinen Sinn als Exponentialausdriicke
haben: sie bezeichnen nur die Reihen, welche man erhilt,

indem man + 2V —1 und — 2 V—1 in der Entwick-

4)

sin & —
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lung von ez substituirt, und ¥/ — 1 in der iibereinksmm-
lichen Weise behandelt.

348. Es ldsst sich leicht beweisen, dass diese imaginiren
Exponentialausdriicke nach den niimlichen Regeln behandelt
werden miissen, wie wenn die Exponenten reell wiiren.

Nehmen wir z. B. an, dass es sich darum handle, =V —1
mit ¢*V=1 zu multipliciren, indem man immer die durch diese
Ausdriicke bezeichneten Reihen meint, welche ersetzt werden
konnen durch cosz + V — 1sinzundcosy + V — 1 siny, wo-
von das Product ist cos (@ + y) V—1sin (z + y). Dieser
letzte Ausdruck wird in demselben Sinne représentirt durch
e@+»V—1; also kann man setzen

ez\/: ) ey\/—_l — e(.r—}-y)v-—_l u

Die Regel der reellen Exponenten ist also auch bei der Multi-
plication imaginérer Exponentialausdriicke giiltig, und folge-
weise bei ihrer Division, ihrer Potenzirung und Radicirung.

Man konnte auch diesen Satz daraus ableiten, dass, weil
ety gleich erev ist fiir alle reellen Werthe von 2 und y,
man identisch hat

b x_fy +(w1ﬁ.L2y)2+"'

=(14+1+75+ ) (45 +) -

Die Identitit wird nicht gestort, wenn man in beiden Glie-

dern z in # V' — 1 oder y in y V' — 1 .verwandelt; und man
wird immer dieselben reellen oder imaginéiren Glieder mit den
némlichen Zeichen finden: woraus man folgert

e(1'+ll)v—_1 — el‘\/: P ev\/—:l )
oder auch, indem man y allein in yV:i verwandelt,
ex V=1 — gz ¢yV—1 — ¢ (cos y 4 V=1 sin y).
349. Man ist iibereingekommen die imagindiren Expo-
nenten Logarithmen zu nennen, wie die reellen Exponenten.

Soiste+y 1 — 1 der Logarithme von e (cosy—+V —1siny);
und um den Logarithmen eines Ausdrucks von der Form
a+ bV —1 zu erhalten, wird man zuniichst setzen
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aib\/:l = g(cos.r—_l—\/———_l sin x) =eleixV:-1
—elot(przam V=1
wo @ der kleinste positive Werth von z ist, und man erhilt
L@t b V=) =5 1@+ )+ V1 (p + 2nm.

Wenn 6 = 0, so hat man fiir alle Werthe des Logarithmen
von «

-lga—r')):t\/ 1(p+ 2nm).

Der Bogen ¢ ist — Null wenn « positiv, und gleich # wenn
a negativ. Man hat also, indem man unter l« den arithme-
tischen Logarithmen der Zahl a versteht,
l(+a)=lat 20z V=1,
l(—ay=la+ @n+ Dz V—1.
Dieser letzte Ausdruck liefert keinen reellen Werth; der erste
liefert einen einzigen.
Macht man ¢ = 1 so findet man
=422V —-1,1(—-)=+@u+HxV—1.
350. Vermoge der vorhergehenden Formeln kann man
die Wurzeln der Gleichungen von der Form
atm 4 pan 4 g =0

ausdriicken. In der That, man zieht daraus zunichst

PR \/zﬂ_
ot L

Hat man -1;—2 — ¢ > 0, oder = 0, so sind die Werthe von «

die Wurzeln aus Reellen, und wir haben gesehen, wie man
dieselben mit Hiilfe der trigonometrischen Linien ausdriicken
kann.

Wenn };—2 — ¢ < 0, so sind die Werthe von 2™ von der

Form a + 0¥ V' — 1, und man zieht daraus die Wurzeln, wie
wir dies ebenfalls angegeben haben.

Wenn man mit den Werthen dieser Wurzeln die reellen
Factoren von z?™ -} pa™ -}- ¢ bildet, so erkennt man sogleich
eine einfache Construction, welche sie geometrisch darstellt und
auf der Theilung des Kreises in gleiche Theile beruht.

20*
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Ueber die kiirzeste Entfernung zweier unendlich
nahen Geraden.

351. Wenn man eine Reihe von Geraden betrachtet,
deren allgemeine Gleichungen eine oder mehrere Constanten
enthalten, deren Werthe sich auf irgend eine Weise stetig
dndern konnen, so kann die kiirzeste Entfernung von zweien
dieser Geraden, welche einer unendlich kleinen Differenz
zwischen den Constanten entsprechen, von derselben Ordnung
sein wie diese Differenz, oder von einer verschiedenen Ord-
nung. Betrachten wir z. B. die Normalen einer und der-
selben Oberfliche, welche. durch zwei auf dieser Fliche, in
unendlich kleiner Entfernung ds von einander, liegende Punkte
gefithrt sind. lhre kiirzeste Entfernung wird im Allgemeinen
von derselben Ordnung sein wie ds. Aber wenn die beiden
Punkte auf einer und derselben Kriimmungslinie liegen, so ist
diese Entfernung von einer hoheren Ordnung, wie wir im
zweiten Theile sehen werden.

Ebenso haben auch die Hauptnormalen einer Curve dop-
pelter Kriimmung, d. h. diejenigen, welche durch die Kriim-
mungsmittelpunkte gehen, eine gegenseitige Entfernung, welche
von derselben Ordnung ist wie diejenige der correspondirenden
Punkte auf der Curve. Aber wenn man die Reihe der Nor-
malen nimmt, welche Tangenten an einer und derselben Evolute
der Curve sind, so wird die kiirzeste Entfernung zweier dieser
consecutiven Normalen von einer hoheren Ordnung sein als
diejenige der correspondirenden Punkte der vorgelegten Curve.

Der Gegenstand dieser Note ist nun, mit einer grisseren
Genanigkeit, als dies bisher geschehen war, die infinitesimale
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Ordnung dieser Entfernung zu bestimmen, und wir werden dies
thun mit Hiilfe einer Bemerkung von Bouquet. Sie besteht
darin, dass, wenn in irgend einer continuirlichen Reihe
von Geraden, der Abstand zweier consecutiven allge-
mein von einer héheren als der ersten Ordnung ist, er
wenigstens von der dritten Ordnung sein wird.
In der That, es seien
r=az+a, y=>bz+p
die Gleichungen irgend einer Gerade der Reihe; Aa, AU,
Ade, dﬁ seien die Incremente der Constanten, indem man zu
einer unendlich nahen Gerade iibergeht, welche derselben
Reibe angehort: die kiirzeste Entfernung & dieser beiden
Geraden ist nach einer bekannten elementaren Formel

dadf — A4b de

8 = .
Vda + 402 4 (adb — bda)

Wie nun auch die Anzahl der unabhiingigen Variablen sei,
welche a, b, a, f bestimmen, so hat man

du = da 4 da 4 gz da A - -,
1 el
Ab:db—*——}zd?[)-{—é—g(b[}—f—,

da:da—f——;—d?a+71~3wsa+...,

Ap = df 4 5 dp 4 S df 4

hieraus geht hervor
dadff — dbde — dadff — dbde

+ 5 (@adf + dBdea — dbdre — dibda) 4 - - -

Wenn nun das erste Glied dadf — dbde« nicht Null ist, so
ist, da der Nenner von 0 ein unendlich Kleines erster Ord-
nung, und -sein Zihler von der zweiten, 0 von der ersten Ord-
nung. Wenn man dagegen bestiindig hat

. dadff — dbda = 0,
so wird der Zihler von einer um zwei Einheiten héheren Ord-
nung, denn die Gesammtheit der Glieder dritter Ordnung ist
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nichts Anderes als das halbe Differential von dadf — dbde,
also Null, weil diese Grosse selbst Null ist.

Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Folgerung, dass,
wenn die Entfernung zweier consecutiven Geraden,
inirgend einer Reihe, allgemein von einer hoheren
infinitesimalen Ordnung ist als der ersten, sie we-
nigstens von der dritten sein wird.

Dieser Satz findet Anwendung auf die Tangenten an einer
Curve doppelter Kriimmung, auf die Normalen einer Ober-
fliche, welche durch die verschiedenen Punkte einer Kriim-
mungslinie gehen, etc.

Er unterliegt jedoch besonderen Ausnahmen, denn er
griindet sich auf Entwicklungen, welche im Allgemeinen mog-

lich sind, aber fiir gewisse singuliire Punkte illusorisch werden
konnen.

.
-
*
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