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D as nun vollständige Lehrbuch der Differential- und Integral­rechnung ist die Uebertragung des „Cours d’Analyse par Μ. Duhamel, 2"*« edition, Paris 1847“, so dass jetzt beide Lehr­bücher dieses Autors, die Mechanik und die Analysis, dem Publikum in deutscher Sprache vorliegen. Den Besitzern der Mechanik wird das Aneignen der Analysis’ zu empfehlen sein, da der Verfasser beide Wissenschaften in demselben Geiste dargestellt und die beiden Werke auf einander berechnet hat. In der Mechanik werden selbst öfter Formeln und Sätze an­gezogen, deren Beweis sich in der Analysis des Verfassers findet, die man aber in anderen gangbaren Compendien der Differential- und Integralrechnung vergeblich sucht.Die Methode, welche der Verfasser befolgt hat, ist an­fänglich die Methode der Grenzen und später bei allen com- plicirteren Aufgaben die abgekürzte fnfinitesimalmethode. Die Differentiale hat er nach Cauchy, wenigstens zu Anfang, von den gleichzeitigen Incrementen unterschieden und als Grössen definirt, welche die Ableitung, d. i. die Grenze des Differenzquotienten, zum Verhältniss haben. Man wird seine Darstellung klar und elegant finden, und ein grosser Vorzug
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— VI —seines Buches besteht darin, dass er alle wichtigeren Aufgaben von verschiedenen Seiten angreift und dadurch den Leser recht in den Gegenstand hineinführt. Auch hat der Verfasser einige Abschnitte viel ausführlicher behandelt, als dies in anderen Lehrbüchern geschehen ist, z. B. die Integration linearer Par­tialgleichungen durch bestimmte Integrale, darunter die von T» · X · x · X r-11 · 1 d^u d^u\1 oisson zuerst integrirte Gleichungdie Krümmung der Flächen, worüber eine sehr interessante Arbeit von Bertrand aufgenommen ist; die Theorie der Asymptoten u. a. mehr. Das Capitel von den Partialgleichun- gen enthält die zuerst von Lagrange gelehrte Integration der Gleichung mit partiellen Differentialen erster Ordnung und ersten Grades in der Jacobi’sehen Darstellung. Kecht gut ist die Variationsrechnung dargestellt, obgleich die Varia­tion der Doppelintegrale, wie schon früher ihre Transfor­mation durch Einführung neuer Variablen fehlt. Der Ent­wicklung beliebiger Functionen in trigonometrische Reihen nach Lagrange und ihrer Darstellung durch bestimmte Doppel­integrale nach Fourier ist ein ausführliches Capitel gewidmet. Man findet die wichtigsten bestimmten Integrale. Die Anwen- düng der Differentialgleichungen zur Auffindung bestimmter Integrale, zur Summation von Reihen, zur Bestimmung von Functionen aus charakteristischen Eigenschaften derselben ist angedeutet und mit Beispielen belegt. Ein längeres Capitel handelt von der Integration der Differentialgleichungen durch Reihen und bestimmte Integrale. Die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen, die Integration der Gleichungen erster Ordnung und der linearen Gleichungen ist recht gut dargestellt; ebenso die Theorie der simultanen Differentialgleichungen über- o o
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— νπ — 'haupt und die Integration der simultanen linearen Gleichungen insbesondere. Noch ist die Anwendung der DifFerentialrcch- nung auf Curven einfacher und doppelter Krümmung und krumme Flächen als besonders gelungen hervorzuheben. Man wird hin und wieder einige neue Bemerkungen .finden, z. B. im ersten Theil eine Note über die kürzeste Entfernung von unendlich nahen Geraden, und öfter eine bessere Darstellung als anderswo. Der erste Theil enthält auch ziemlich ausführ­liche Kegeln über die Convergenz der Reihen. Die Ueber- setzung wird, wie ich hoffe, correct sein; Mühe wurde dabei nicht gespart.Berlin, im Januar 1856.
_ Wagner.
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'1. Der Begriff der Grenzen, welcher die Basis der Infi­nitesimalrechnung ist, war den alten Geometern nicht fremd. Sie wurden darauf geführt, wie wir in wenigen Worten zeigen wollen, als sie in der Messung geometrischer Grössen hinaus­zugehen Süchten über geradlinige Figuren und Körper, die durch Ebenen begrenzt werden.Wenn man Grössen von derselben Art vergleichen will, so fängt man damit an, dass man sich einen klaren und bestimmten Begriff der Gleichheit bildet. Von da geht man über auf die Vergleichung ungleicher Grössen, indem man sie, wenn es mög­lich ist, in gleiche Theile zerlegt; und das Verhältniss der Zahlen dieser Theile ist das Verhältniss der Grössen selbst. Aber oft wird diese Zerlegung unmöglich oder doch eben so schwierig, als die L0⅛ung der Aufgabe, welche man im Sinne hat. So führt In der Geometrie die Zerlegung in gleiche Theile zur Vergleichung der Rechtecke; diese führt leicht zu jener der Parallelogramme, dann der Dreiecke und endlich aller gerad­linigen Polygone, welche man immer als zusammengesetzt aus einer bestimmten Zahl von Dreiecken betrachten kann.Aber wenn einige Seiten eines Polygons krumm wären, so könnte man nicht mehr es in Dreiecke zerlegen und seine Ausmessung successive auf die einfache Betrachtung der Gleich­heit zurückführen. Dieselbe Schwierigkeit bietet sich dar bei Vergleichung der Oberflächen und Inhalte kiummflächiger Kör­per, Ihre Ausmessung erfordert neue Methoden, und die darauf 
Duhamel, Diff.- und Int-Rechnung. 1
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— 2 — bezügliche, von den Geometern des Alterthums gemachte Ent­deckung ist einer der grössten Schritte, welche jemals in der Wissenschaft gethan wurden.Der Gedanke, welcher sich ihnen alsbald darbot, war, die­sen Grössen andere zu substituiren, welche sich wenig davon unterschieden, und welche sie vergleichen konnten. Das Ver- hältniss dieser letzten musste von dem gesuchten Verhältniss desto weniger verschieden sein, je weniger die substituirten Grössen von den vorgelegten verschieden waren; und wenn diese Differenz sich der Null näherte, so musste das Verhält­niss der llülfsgrössen sich jenem der vorgelegten Grössen nä­hern und weniger von ihm verschieden werden, als jede noch so kleine gegebene Grösse. Es handelte sich also nur noch um eine strenge Auffindung dieser Grenze.So z. B. um das Verhältniss zweier Kreisflächen zu finden, substituirten sie dafür eingeschriebene oder umgeschriebene Vielecke; und zur leichteren Vergleichung nahmen sie diese regulär und ähnlich. Sie bewiesen, dass, indem man die Sei­tenzahl dieser Polygone ohne Ende vergrösserte, ihre Flächen von den Kreisflächen weniger verschieden werden konnten als jede gegebene noch so kleine Grösse. Da nun das Verhältniss der Polygone immer dasselbe war wie jenes der Quadrate der Kreisradien, und da es das Verhältniss der Kreise selbst zur Grenze haben musste, so nahmen sie als nothwendige Folge an, dass auch das Verhältniss der Kreise gleich jenem der Qua­drate ihrer Radien sei. Aber ein solcher Schluss würde ihnen noch nicht genügt haben, zumal in Gegenwart spitzfindiger Sophisten, welche Gründe fanden um die evidentesten Dinge zu läugnen. Sie nahmen daher einen Umweg, um ohne Widerrede die so entdeckte Wahrheit zu beweisen, indem sie zeigten, dass wenn das Verhältniss der Kreise kleiner oder grösser wäre, man durch unbestreitbare Schlüsse auf eine offenbare Absur­dität kommen würde. War so die Ungleichheit dieser Ver-· hältnisse als unmöglich nachgewiesen, so musste man ihre Gleichheit anerkennen.Die Neueren, ohne an dem Princip der Methode etwas zu ändern, haben die Beweise in einer mehr natürlichen und ana­lytischen Art gegeben; hauptsächlich aber haben sie ihre An­wendungen viel weiter getrieben mit Hülfe des algebraischen
www.rcin.org.pl



— 3 —Calculsy von welchem die Alten nur sehr elementare Begriffe hatten.Da die Methode der Grenzen fast Allem, was Gegenstand dieses Buches ist, zu Grunde liegt, so werden wir auseinander­setzen, worin sie besteht. Wir müssen aber einige unerläss­liche Vorbegriffe voranschicken.
Von den Functionen im Allgemeinen und der Continuität2. Man nennt Variable jede Grösse, welche in der Aufgabe, worin man sie betrachtet, successive verschiedene Werthe annehmen kann.Unabhängige Variablen heissen diejenigen, deren Werthe vollkommen willkürlich sind; abhängige Variablen oder Functionen diejenigen, deren Werthe durch die Werthe von anderen Grössen bestimmt werden, mag diese Abhängigkeit beschaffen sein wie sie will, und mag es sich um concrete oder in Zahlen ausgewerthete Grössen handeln. Im ersten Falle hat man concrete, im zweiten analytische Functionen.Die analytischen Functionen werden unterschieden in ex- plicite und implicite. Die ersten sind solche, deren Werthe man erhalten kann durch angezeigte Operationen, welche man auszuführen weiss; die anderen sind mit den unabhängigen Variablen durch unaufgelöste Gleichungen verbunden: die Ope­rationen, durch welche man ihre Werthe findet, sind also nicht angezeigt. Um sie zu kennen, müsste man die gegebenen Gleichungen auflösen, wodurch die Functionen explicit würden.Die expliciten Functionen theilen wir in algebraische und transcendente. Bei den ersten sind die angezeigten Operationen keine andere als Additionen, Subtractionen, Mul- tiplicationen, Divisionen, Potenzirungen und Wurzelausziehun­gen von bekannten Graden; die transcendenten enthalten an­dere angezeigte Operationen mit den Variablen: wie z. B. die Exponentialgrössen, die Logarithmen, die trigonometrischen Linien etc.Ist nur eine einzige dieser verschiedenen Operationen an einer Variable arigeheftet, so hat man eine einfache Func-

1*
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— 4 —tion dieser Variable. Sind mehrere Operationen auf einander gehäuft, 80 hat man eine Function von Functionen. Alle Functionen, welche nicht unter diese beiden Fälle gehören, heissen zusammengesetzte Functionen.Sind zwei Variablen durch irgend eine Gleichung verbun­den, so sind sie Functionen von einander. Die Form dieser beiden Functionen ist verschieden, wenn die beiden Variablen in der Gleichung nicht symmetrisch vorkommen. Man nennt sie in Bezug auf einander umgekehrte (inverse) Functio­nen. Löst man z. B. die folgenden Gleichungen nach x auf 
y = , y = a^, y = sinx, · . .,so erhält man

m____
X = ¼ y, X = logy, x == arc sin y.Nach unserer Definition ist also die zwte Wurzel die umge­kehrte Function der Potenz m; der Logarithme ist die um­gekehrte Function der Exponentialgrösse; etc.3. Stetigkeit. — Eine Variable ist stetig, wenn sie nicht von einem Werthe zu einem anderen gelangen kann, ohne durch alle zwischenliegenden Werthe zu gehen. Eine Function heisst stetig, wenn sie, indem man die Grössen, von welchen sie abhängt, auf stetige Weise ändert, beständig reell bleibt und sich selbst auf stetige Weise ändert, also nicht von einem Werthe zu einem anderen übergeht, ohne durch alle zwischen­liegenden Werthe zu gehen. Eine Function kann stetig sein, so lange die Variablen, von denen sie abhängt, innerhalb ge­wisser Grenzen bleiben, und sie kann aufhören es zu sein, oder unstetig werden, ausserhalb dieser Grenzen.Um darzuthun, dass eine innerhalb gewisser Grenzen der Variable reelle Function stetig ist, braucht man nur zu zei­gen, dass man der Variable Zunahmen beilegen kann, welche klein genug sind, um Zunahmen der Function hervorzubringen, die kleiner sind als jede Grösse: denn, wäre diese Function unstetig, so müsste sie plötzlich von einem gewissen Werthe zu einem anderen, davon endlich verschiedenen übergehen; welches nicht möglich ist, weil die Zimahme der Function klei­ner gemacht werden kann als jede gegebene Grösse. Auf diese Weise zeigt man in den Elementen die Stetigkeit der einfachen und somit auch der zusammengesetzten Frmctionen.

I
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— ό —Umgekehrt hat jede stetige Function einer Variable die Ei­genschaft, dass ihre Zunahmen kleiner werden können als jede gegebene Grösse, wofern man die Zunahmen der Variable hinreichend klein macht: denn, würde das Increment der Va­riable von einem seiner Werthe ab gegen Null convergiren, ohne dass das Increment der Function dasselbe thäte, so würde daraus folgen, dass die Function plötzlich von einem Werthe zu einem anderen, davon endlich verschiedenen überginge, also unstetig wäre.Betrachtet man die Werthe einer stetigen Function als Ordinaten und die entsprechenden Werthe der unabhängigen Variable als Abscissen, so werden die dadurch erhaltenen Punkte sich ohne Unterbrechung folgen und eine continuirliche Curve bilden, welche das geometrische Bild der analytischen Function ist.
Methode der Grenzen.

4. Man nennt Grenze einer variablen Grösse eine feste Grösse, welcher jene sich ohne Ende nähert, so dass ihre Dif­ferenz kleiner werden kann als jede gegebene Grösse, ohne in­dessen jemals genau Null zu werden.Offenbar kann eine und dieselbe Grösse sich nicht zugleich zwei ungleichen Grenzen nähern.Wenn zwei variable Grössen von gewissen anderen auf solche Weise abhängen, dass sie beständig einander gleich blei­ben in allen Zuständen, durch welche sie gehen, und wenn man weiss, dass eine von ihnen gegen eine Grenze convergirt, so kann man behaupten, dass die andere dieselbe Grenze hat: denn, da sie immer der ersten gleich ist, so nähert sie sich ohne Ende der festen Grösse, welcher jene sich nähert.Betrachten wir nun eine Gleichung, deren beide Glieder stetige Functionen beliebiger Variablen x, y, z etc. sind, welche von einander abhängig oder unabhängig sein können, und stel­len wir sie dar durchF (λ:, y, ^, . . .) = f {x, y, z, . . .).Nehmen wir an, dass die Variablen x, y, z etc. gleichzeitig auf stetige oder unstetige Weise, sich den Grenzen <z, 6, c etc. nähern, und untersuchen wir die Relation, welche zwischen die-
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9

— 6 —sen Grenzen in dem Falle besteht, wo die Functionen stetig sind in der Nachbarschaft dieser Grenzwerthe der Variablen. Hierzu bemerken wir, dass F und f, als stetige Functionen von X, y, z etc., sehr kleine Aenderungen erleiden, wenn die Variablen um sehr kleine Grössen variiren, und dass diese correspondirenden Incremente sich gleichzeitig der Grenze Null nähern: denkt man sich daher x,y^z gleichzeitig, und nach beliebigen Gesetzen, gegen die Grenzen a, b, c etc. convergi- rend, so werden die Functionen F {x, y, z, . . .), / {x,y,z, .. .) ohne Ende gegen F (a, b, c, . . f {a, b, c, . . convergi- ren. Da aber die Grenzen gleicher Grössen gleich sind, so hat man nothwendig
F (a, 6, c, ...)=«= / (a, b, c, . .d. h. die Relation zwischen den Grenzen ist genau dieselbe wie diejenige, welche beständig zwischen den Variablen besteht; und man braucht in dieser nur die Variablen mit ihren Gren­zen zu vertauschen, um die Relation zwischen diesen letzteren zu haben.Dieser Satz bildet die Grundlage der Methode der Gren­zen, und die Methode selbst besteht darin, dass man die Grös­sen, deren Relation man entdecken will, als Grenzen von ein­facheren Grössen betrachtet und die Relation dieser letzteren sucht. Hat man sie gefunden, so braucht man, nach dem vo­rigen Satze, nur allen Variablen ihre respectiven Grenzen zu substituiren.5. Die variablen Grössen, welche zu Grenzen die vorge­legten Grössen haben, können auf sehr verschiedene Arten ge­wählt werden, und von dieser Wahl hängt sehr viel ab. Die Rechnungen können sehr einfach oder sehr zusammengesetzt werden nach der Natur dieser Variablen; und in jedem beson­deren Falle muss man nach denjenigen suchen, welche der Rechnung die grösste Leichtigkeit geben. Wenn man z. B. die Relation zwischen den Flächen und den Radien zweier Kreise sucht, so betrachtet man diese Kreise als Grenzen von ähnlichen regulären Polygonen, weil die Relation zwischen die­sen Polygonen und den Kreisradien sehr leicht zu erhalten ist; wogegen sie sehr schwer zu entdecken sein würde, wenn man unregelmässige Polygone von verschiedener Seitenzahl nehmen wollte. Wenn übrigens diese letzte gefunden wäre,
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7 —so würde sie notliwendig zu der nämlichen Relation zwischen den Kreisflächen und Radien führen, und die Wahl der Va­riablen hat keinen anderen Einfluss, als dass sie auf mehr oder minder einfache Weise zum Resultat führt. Es lässt sich aber keine bestimmte Regel hierüber geben.
Von den incommensurabelen Grössen.

6. Zwei Grössen werden unter einander incom mensu­rabel genannt, wenn sie sich nicht genau in gleiche Theile zerlegen lassen, die für beide von derselben Grösse wären; oder, mit anderen Worten, wenn sie kein gemeinschaftliches Gemäss haben. So lange man die Grössen nicht in Zahlen auswerthet, ist es gleichgültig, ob sie cornmensurabel oder in- commensurabel sind; aber nicht mehr dann, wenn man ihre Verhältnisse zu einander betrachtet: und es wird zuerst noth- wendig, sich einen genauen Begriff von dem zu machen, was man incommensurabele Zahl nennt.Die Mehrheit giebt uns den ersten Begriff der Zahl; sie macht das aus, was man ganze Zahl nennt. Die Mehrheit bietet sich dar in der gleichzeitigen Betrachtung unterschiedener und getrennter Dinge, oder in der Zerlegung einer Grösse in gleiche Theile. Im letzten Falle ist die Zahl dasselbe, was man Ver- hältniss der zerlegten Grösse zu einer Grösse nennt, die einem ihrer Theile gleich ist.Vergleicht man aber zwei Grössen, von denen die kleinere nicht genau in der anderen enthalten ist, so bieten dieselben nicht mehr den eben definirten Begriff des Verhältnisses dar, und weil es in den Wissenschaften vortheilhaft ist, so viel als möglich zu verallgemeinern, d. h. die grösstmögliche Zahl von besonderen Begriffen unter eine Benennung zu bringen, so hat man die Bedeutung der Worte Zahl und Verhältniss erweitert. Man hat zuerst den Fall betrachtet, wo beide Grössen ein gemeinschaftliches Gemäss haben; und, um die Gedanken zu fixiren, wollen wir annehmen, dieses gemeinschaft­liche Gemäss sei mmal in der einen und wmal in der anderen enthalten: dann ist die grössere gleich rnmal dem nten Theile
www.rcin.org.pl



— 8 —der kleineren, und diese gleich nmal dem mten Theile der grösseren.In diesem Falle ist man übereingekommen zu sagen, das Verhältniss der grösseren zur kleineren sei —, und das der'M-kleineren zur grösseren —. Diese beiden Verhältnisse, welche immer bei der Vergleichung von zwei ungleichen Grössen ent­stehen, heissen inverse oder reciproke Verhältnisse.Man hat auch diese neuen Verhältnisse Zahlen genannt und sie, zum Unterschiede von den ganzen, als gebrochene Zahlen bezeichnet. Wenn man endlich zwei Grössen betrach­tet, die kein gemeinschaftliches Gemäss haben, so bieten diese keinen der beiden vorhergehenden Begriffe dar, und man muss entweder sagen, dass sie kein Verhältniss haben, oder die Be­deutung der Worte Verhältniss und Zahl neuerdings erwei­tern; die Zahlen werden dann auf stetige Weise wachsen, wie die concreten Grössen. Es ist aber nicht genug mit der Ueber- einkunft, zu sagen, dass zwei incommensurabele Grössen ein Verhältniss haben, und dieses Verhältniss incommensurabele Zahl zu nennen; man muss die Gleichheit der incommensura- belen Zahlen oder Verhältnisse strenge definiren. Unsere An­sicht in dieser Beziehung, verschieden von der einiger Mathe­matiker, ist vollkommen conform mit der von Euklid.Bemerken wir zunächst, dass wenn man die eine Grösse in gleiche hinreichend kleine Theile zerlegt, und diese Theile so oft als möglich in der anderen abträgt, der Rest, da er klei­ner ist als ein Theil, kleiner gemacht werden kann als jede, gegebene Grösse; so dass ein commensurabeles Verhältniss existirt zwischen irgend einer der beiden Grössen und einer anderen, welche sich so wenig als man will von der zweiten unterscheidet.Betrachten wir nun zwei incommensurabele Grössen; thei- len wir eine von ihnen, zum Beispiel die kleinere, in gleiche Theile, deren Zahl unendlich wächst; tragen wir diese Theile in der grösseren ab und vernachlässigen den Rest: so würd eine Folge von commensurabelen Verhältnissen oder Zahlen entstehen, die der kleineren Grösse und anderen mit ihr com­mensurabelen Grössen entsprechen, welche ohne Ende gegen 
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die zweite convergiren, die ihre Grenze ist in dem Sinne, den wir diesem Worte beigelegt haben. Denken wir uns darauf zwei andere incommensurabele Grössen von irgend einer, aber derselben Art, und theilen wir die kleinere von ihnen successive in dieselbe Anzahl von gleichen Theilen wie die kleinere der ersten Art: so entsteht, auf dieselbe Weise wie vorher, eine neue Folge commensurabeler Verhältnisse; und wenn diejenigen in beiden Folgen, welche derselben Theilungs- weise der kleineren Grössen entsprechen, immer gleich sind, wie weit man diese Theilung auch treiben mag, so sagen wir, dass die zwei ersten incommensurabelen Grössen dasselbe Verhalt­niss haben wie die zwei anderen.7. Um aber auf diese Weise die Gleichheit der incom­mensurabelen Verhältnisse definiren zu können, muss man zei­gen, dass die Gleichheit der respectiven commensurabelen Ver­hältnisse unabhängig ist von dem Gesetz, nach welchem die Theile unendlich abnehmen; d. h. dass diese Gleichheit für jedes Gesetz stattfindet, wenn sie bei einem Gesetz stattfindet. Diesen Satz kann man folgendermaassen beweisen.Es seien Λ und B zwei incommensurabele Grössen von irgend einer Art, und A', B' zwei andere incommensurabele Grössen von derselben Art wie die ersten oder von irgend einer anderen; nehmen wir an, dass wenn man A undΛ' in eine und dieselbe Zahl gleicher Theile theilt, welche nach einem gewissen bestimmten Gesetz unendlich wächst, man beständig einerlei Zahlen dieser Theile in B und B^ enthalten findet: es ist zu zeigen, dass wenn man A und A‘ in irgend eine und dieselbe Zahl m gleicher Theile zerlegt, die nicht in dem ge­gebenen Gesetz enthalten ist, dann immer einerlei Zahl dieser respectiven Theile sich in B und B* finden wird.In der That, nehmen wir an, es fände sich eine Zahl K von Theilen in B und eine davon verschiedene, zum Beispiel grössere Zahl in B‘. Dann werden K -|- 1 Theile der ersten Art B um eine gewisse Grösse übertreffen, die ich durch E bezeichnen will; während K -j- 1 Theile der zweiten Art noch nicht B^ ausmachen. Theilen wir nun A in gleiche Theile, die kleiner als E und in dem gegebenen Gesetz enthalten sind; und theilen wir A^ in eine gleiche Zahl von Theilen: nach der Voraussetzung muss sich dann in B und B^ einerlei Zahl fin-
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— lo­den. Aber offenbar giebt es weniger Theile, die kleiner sind als E, in B als in B E oder in K 1 von den Theilen, um welche es sich handelt ; und es giebt eben so viel von jenen in diesen K -f- 1 Theilen als entsprechende in den K -|- 1 entsprechenden Theilen von B‘, welche noch nicht B^ ausma- chen. Also würde es in B eine kleinere Zahl von Theilen, die in dem gegebenen Gesetz enthalten sind, geben als von den entsprechenden Theilen in B^', λvas gegen die Voraus­setzung ist. Es ist sonach unmöglich, dass wenn man Ά und A' in eine und dieselbe Zahl gleicher Theile zerlegt, dann diese Theile sich nicht respective in B und 75' auch in gleicher Zahl enthalten finden.8. Man kann bemerken, dass es unserer Definition in der That nicht widersprechen würde, wenn wir mit vielen Ma­thematikern sagten, das Verhältniss zweier incommensurabelen Grössen sei die Grenze der commensurabelen Verhältnisse einer von ihnen und einer variablen Grösse, welche die zweite zur Grenze hat. Es ist aber nicht erlaubt, diese Definition der incommensurabelen Verhältnisse zu geben, weil dieselbe voraussetzt, dass eine Zahl als Grenze existirt, während im Gegentheil gewiss ist, dass keine solche existirt, wenn man den Sinn des Wortes Zahl nicht erweitert.9. Wenn wir nach allem diesem sagen, dass eine Glei­chung zwischen incommensurabelen Zahlen stattfinde, so ver­stehen wir darunter, dass diese Gleichung stattfindet zwischen commensurabelen Zahlen, die variable Grössen ausdrücken, welche gegen feste Grössen convergiren, die ohne gemeinschaft­liches Gemäss mit der Einheit sind und durch diese incommen­surabelen Zahlen repräsentirt werden. Hieraus geht hervor, dass die Demonstration so geschieht, wie wenn man die incommen­surabelen Zahlen als Grenzen commensurabeler Zahlen betrach­tete, und also der Form nach auf die Methode der Grenzen zurückkommt.10. Man kann zu dem Begriff der incommensurabelen Zahlen auf anderem Wege, als indem man zwei Grössen ohne gemeinschaftliches Gemäss vergleicht, und durch rein arithme­tische Betrachtungen gelangen, wie z. B. durch die der Wur­zeln, Logarithmen etc. In diesen Fällen findet man commen- surabele Zahlen, welche Bedingungen genügen, die den vorge-
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— 11 -legten immer näher kommen, und welche Zahlen, wenn man irgend eine Einheit nimmt, concrete Grössen darstellen, die gegen bestimmte Grenzen convergiren. Eine Gleichung zwi­schen diesen incommensurabelen Zahlen wird immer in dem oben auseinandergesetzten Sinne verstanden.
Vom Unendlichen.

11. Das Wort unendlich wird angewandt, um die Ab­wesenheit jeder Grenze oder Schranke anzudeuten: in diesem Sinne sind Raum und Zeit unendlich. Dieser Gedanke schliesst offenbar jede Vergleichung in Beziehung auf Grösse aus. Nichtsdestoweniger spricht man oft, der Kürze wegen, von unendlichen Grössen, und unterwirft sie denselben Operationen wde die endlichen Grössen, daher es sehr wichtig ist, diese Redensart nicht misszuverstehen.Diese unendlichen Grössen können sich nur auf zweierlei Weise darbieten: entweder als Lösungen oder als Gegebene einer Aufgabe.Das Unendliche kann sich als Lösung darbieten, wenn man, um gewisse Grössen zu bestimmen, sie als abhängig von einer anderen betrachtet; und wenn in dem besonderen Falle, den man im Auge hat, diese letztere nicht existirt, während sie für sehr nahe liegende Fälle Werthe haben würde, die jede angegebene Grösse übersteigen könnten. Um z. B. einen Win­kel zu bestimmen, kann man im Allgemeinen als Unbekannte seine trigonometrische Tangente nehmen; aber man muss den besonderen Fall ausnehmen, wo der Winkel recht ist. Die Gleichungen, welche den Werth dieser Tangente geben, müs­sen zu einem Ausdruck führen, der immer grösser wird, je mehr sich die Bestimmungsstücke jenen nähern, zu welchen als Lösung der rechte Winkel gehört. In diesem letzten Falle darf aber der Ausdruck nichts mehr vorstellen, und gerade hierdurch lehrt er, dass die Aufgabe sich auf diesen besonderen Fall bezieht. Die Form, welche er dann annimmt, ist die einer endlichen Zahl, getheilt durch Null. Man sagt nun: der Werth der Unbekannten ist unendlich, und der entsprechende Winkel ist ein rechter; so dass die vorgelegte Aufgabe mög- 
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— 12 —lieh wird, und ihre Lösung bestimmt ist. Wenn aber dieGr5sse, deren allgemeiner Werth in einem besonderen Falle untei der illusorischen Form einer durch Null dividirten Zahl erscleint, keine Hülfsunbekannte, sondern die Grösse selbst ist, welche man bestimmen wollte, so ist klar, dass die gestellte Aufrahe absurd war.Das Unendliche kann noch auf andere Weise, denn als Auflösung von Gleichungen, in besonderen Fällen verkommen; es kann sich in den Gegebenen der Aufgabe finden. Man kann sich aufgeben, die Grenze des Verhältnisses, oder der Differenz, oder jeder anderen Function von Grössen zu be­stimmen, welche von einander abhängen und ohne Grenzen wachsen. In allen solchen Fällen sagt man zuweilen, diese Grenze sei das Verhältniss, oder die Differenz, oder die be­treffende Function der unendlichen Grössen; man kann aber der Vergleichung von zwei Unendlichen keinen Sinn beilegen, weil, wie schon bemerkt wurde, das Unendliche keine Grösse, sondern die Abwesenheit von Grenzen bedeutet: wenn man daher in einer Ebene gleich entfernte Parallelen zieht, so ist es absurd zu sagen, dass die unendlichen Flächen, welche zwi­schen je zwei nächsten Parallelen liegen, gleich seien. Sucht man aber die Verhältnisse dieser ohne Grenzen wachsenden Flächen, so kann man wohl nach ihren Grenzen fragen, und man erhält dann ein durchaus unbestimmtes Resultat; denn man kann die Längen von zwei solchen Streifen ohne Gren­zen wachsen lassen, indem man irgend eine Relation zwischen ihnen festsetzt; und man würde das Verhältniss dieser un­endlichen Streifen nur in sehr besonderen Fällen der Ein­heit gleich finden.Ohne Zweifel würde Nichts leichter sein, als eine voll­kommen exacte Sprache zum Ausdruck dieser durchaus höchst einfachen Gedanken anzuwenden, und man würde dadurch das Missliche falscher Auffassungen vermeiden, die nachher schwie­rig zu zerstören sind. Ueberdies wird, wie wir sahen, die Sprache nicht einmal viel vereinfacht durch diese unexacte Weise, an sich sehr klare Gedanken auszudrücken; da sie aber oft angewendet wird, so war es unerlässlich, genau zu bestim­men, wie man sie verstehen muss.
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— 13 —
Von den unendlich kleinen Grössen. Wie sich die­selben in die Rechnung einführen.12. Die Grössen, welche man bestimmen will, können auf verschiedene Weisen als Grenzen variabler Grössen von einer einfacheren Art betrachtet werden. Alle diese Weisen reduci- ren sich beinahe ausschliesslich auf die folgenden drei:1) Man kann die vorgelegte Grösse betrachten als Grenze einer Summe von Grössen, welche gegen die Null convergi- ren, und deren Zahl unbegrenzt wächst; oder auch als Func­tion solcher Grenzen;2) man kann sie betrachten als Grenze des Verhältnisses von zwei Grössen, λvelche gleichzeitig gegen Null convergiren; oder auch als irgend eine Function von Grenzen dieser und der vorigen Art;3) endlich kann man sie betrachten als Grenze einer Summe unveränderlicher Grössen, deren Zahl unbegrenzt zu­nimmt, und welche successive abnehmen, indem sie gegen die Grenze Null convergiren.Dieser letzte Gesichtspunkt bezieht sich auf die Entwicke­lung in Reihen. Die beiden anderen constituiren die Infini­tesimalrechnung, welche unser Hauptgegenstand ist.13. Jede variable Grösse mit der Grenze Nul 1 wird eine unendlich kleine Grösse, oder einfach ein un­endlich Kleines genannt.Die Rechnung mit diesen Grössen wird durch nachstehende Sätze sehr vereinfacht:Erster Lehrsatz. — Die Grenze des Verhältnisses von zwei unendlich kleinen Grössen wird nicht ge­ändert, wenn man diese Grössen durch andere er­setzt, welche ihnen nicht gleich sind, aber deren Verhältnisse zu ihnen respective die Einheit zu Grenzen haben.In der That, es seien a und ß zwei unendlich kleine Grössen; a' und ß' solche andere Grössen, dass die Grenzen von folglich auch die der umgekehrten Ver-
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— 14 —α' j3' .hältnisse —, gleich der Einheit sind. Man hat identisch
Die Grenzen gleicher Grössen sind gleich, und die Grenze eines Products ist das Product der Grenzen, also erhält man aus der vorstehenden Identität, indem man die Grenzen durch 
Um bezeichnet.
was zu zeigen war.14. Man kann denselben Satz auf andere Weise aus­sprechen vermöge nachstehender Wahrheit:Wenn die Grenze des Verhältnisses von zwei Grössen die Einheit ist, so ist ihre Differenz un­endlich klein gegen jede von beiden Grössen; d. h. das Verhältniss dieser Differenz zu jeder der bei­den Grössen hat Null zur Grenze.Und umgekehrt: Wenn die Differenz zweier Grös­sen gegen eine von ihnen unendlich klein ist, so hat ihr Verhältniss die Einheit zur Grenze.In der That, es seien a imd a' irgend zwei Grössen, und d ihre Differenz, so hat man
Wenn nun die Grenze von —- die Einheit ist, so ist offen- a'bar die von Null, und umgekehrt.Hätte man, statt durch a*, durch a getheilt, so würde man gezeigt haben, dass die Grenze Null hat; und übri­gens ist klar, dass d, als Differenz von a und α', in der grös­seren einmal mehr als in der anderen enthalten ist, und dass folglich die Verhältnisse —, —; zugleich unendlich klein sind.Man kann sonach den ersten Lehrsatz auch folgender- maassen aussprechen:Die Grenze des Verhältnisses zw'eier unendlich 
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— 15 —Kleinen bleibt ungeändert, wenn man dieselben respective durch andere ersetzt, welche sich von ihnen um gegen sie unendlich Kleine unterscheiden.Wesentlich ist die Bemerkung, dass, damit das Verhältniss zweier unendlich Kleinen eine Grenze habe, sie entweder von einander oder beide von einer und derselben Variable abhän­gen müssen: denn ausserdem würde ihr Verhältniss unbestimmt sein, und könnte folglich keine bestimmte Grenze haben.Obgleich wir hauptsächlich beabsichtigen, die vorstehen­den Sätze auf unendlich kleine Grössen anzuwenden, so kann man doch bemerken^ dass sie ebenso gut für endliche und selbst für unbegrenzt wachsende Grössen gelten. Die Beweise, welche wir gegeben haben, sind unabhängig von dem Range der Grössen.15. Zweiter Lehrsatz. — Die Grenze einer Summe von positiven unendlich kleinen Grössen, deren Zahl unbegrenzt wächst, wird nicht geändert, wenn man diese Grössen durch andere ersetzt, deren Verhältnisse zu ihnen respective die Einheit zu Grenzen haben.Es seien die unendlich kleinen Grössen, deren Zahl unbegrenzt wächst, und solche andere unendlich Kleine, dass die Verhältnisse
sämmtlich die Einheit zur Grenze haben. Der Quotient
liegt zwischen dem kleinsten und dem grössten der obigen Ver­hältnisse, er hat also, wie diese, die Einheit zur Grenze. Also müssen die Grenzen der Summen «i -j- «2 -f- ⅝ -f- ···-(- und ßi β2 -j- ßs + · · · “h ßm gleich sein; was zu zei­gen war.Wenn eine von beiden Summen constant wäre, so würde 
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— 16 —die Grenze der anderen dieser Constante gleich sein, weil die Grenze ihres Verhältnisses die Einheit ist.Es versteht sich von selbst, dass dieser Lehrsatz, so gut wie der erste, auf eine zweite Art ausgedrückt werden kann.16. Der grosse Vortheil, welchen diese Lehrsätze gewäh­ren, besteht darin, dass dieselben oft erlauben, in den unend­lich kleinen Grössen den Theil zu vernachlässigen, welcher ihre Vergleichung und die Rechnung mit ihnen schwierig macht. Es genügt immer, dass dieser Theil unendlich klein ist gegen die Grösse selbst, und es entspringt daraus kein Fehler in den Resultaten, bei welchen es sich nur um die Grenzen von Ver­hältnissen oder Summen dieser unendlich kleinen Grössen handelt. ’Die unendlich Kleinen, welche man fast allein betrachtet, sind die Incremente von unabhängigen Variablen und von Functionen dieser Variablen. Die endlichen oder unbegrenzt kleinen Incremente, welche man Variablen beilegt, werden häufig endliche oder unendlich kleine Differenzen dieser Variablen genannt.Obgleich die Grössen, welche man mit Hülfe der unend­lich Kleinen zu berechnen beabsichtigt, in der Regel Grenzen von Summen oder Verhältnissen sind, so kommt es doch zu­weilen vor, dass die Aufgabe verlangt, ein unendlich Kleines selbst, zwar nicht in Grösse, da es veränderlich ist, aber im Zeichen zu bestimmen: diese Aufgabe kommt indessen immittel­bar auf die Bestimmung der Grenze eines Verhältnisses zurück.
Verschiedene Ordnungen von unendlich Kleinen.17. Betrachtet man mehrere unendlich Kleine, welche dergestalt von einander ab hängen, dass wenn eines bestimmt ist, alle anderen es sind, und greift man eines von ihnen her­aus, um darauf alle anderen zu beziehen, so nennt man unend­lich Kleine erster Ordnung diejenigen, deren Verhältnisse zu dem herausgegriffenen endliche Grenzen haben; unendlich Kleine zweiter Ordnung diejenigen, deren Verhältnisse zu demselben unendlich Kleinen unendlich Kleine erster Ordnung sind; und im Allgemeinen nennt man ein unendlich Kleines 
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— 17 —der Ordnung n ein solches, dessen Verhältniss zu dem priuci- palen unendlich Kleinen ein unendlich Kleines von der Ord­nung 7i — 1 ist.Will man nur ausdrücken, dass das Verhältniss eines un­endlich Kleinen zu einem anderen Null zur Grenze hat, so sagt man: das erste ist unendlich klein gegen das zweite.Es wird nun sehr leicht sein, mit Hülfe des principalen , unendlich Kleinen die aller verschiedenen Ordnungen auszu­drücken. In der That, bezeichnen wir das erste durch a, und durch ß ein unendlich Kleines erster Ordnung, welches K zur Grenze seines Verhältnisses zu α hat, so ist 
wo ω gleichzeitig mit ∙cc gegen Null convergirt.Der Ausdruck eines jeden unendlich Kleinen erster Ord­nung ist demnach von der Formα (K ω), worin ω unendlich klein und K endlich ist.Es sei jetzt γ ein unendlich Kleines zweiter Ordnung, so hat man, weil das Verhältniss von der ersten Ordnuniχ α ”sein muss.
und folglich ist die Form von jedem unendlich Kleinen der zweiten OrdnungFährt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen, dass die allgemeine Form der unendlich Kleinen von der Ordnung n ist, wo K endlich und ω unendlich klein.Oft aber hat man unendlich Kleine zu betrachten, deren Verhältniss zu einer gebrochenen Potenz von a eine endliche Grenze hat; und man ist übereingekommen, dasjenige ein un­endlich Kleines von der Ordnung — zu nennen, dessen Ver- hältniss zu α ’ eine endliche Grenze besitzt: demnach ist die 

Duhamel, Di£f.- und Int.-Rechnniig. 2

www.rcin.org.pl



— 18 -Formel, welche die unendlich Kleinen dieser Ordnung dar­stellt,
In demselben Sinne muss man die Ordnungen der unend­lich Grossen verstehen. Zwei Grössen dieser Art, d. h. welche unbegrenzt wachsen, werden von derselben Ordnung genannt, wenn die Grenze ihres Verhältnisses endlich ist; die eine ist unendlich klein gegen die andere, wenn die Grenze ihres Ver­hältnisses zu dieser anderen Null ist; und man sagt allgemein, dass eine von ihnen in Bezug auf die andere von der Ordnung 

n ist, wenn ihr Verhältniss zu der nten Potenz der anderen eine endliche Grenze hat.
Differentialverhältnisse. Ableitungen.18. Die stetigen Functionen einer Variable besitzen die wichtige Eigenschaft, dass ihre unendlich kleinen Incremente im Allgemeinen von derselben Ordnung sind wie die entspre­chenden Incremente der Variable, von welcher sie abhängen.Um sich davon zu überzeugen, bemerke man, dass wenn das Verhältniss des einzigen und bestimmten Increments der Function zu dem entsprechenden Increment der Variable nicht gegen eine endliche Grenze convergirt, es entweder gegen Null ctuvergiren oder unbegrenzt wachsen wird; ferner, dass wenn der eine oder andere dieser zwei letzten Fälle si(ch nur für gewisse besondere Werthe der Variable ereignet, das Verhältniss im Allgemeinen eine endliche Grenze hat, was man beweisen wollte; und dass, wenn es sich anders verhält, noth- wendig in einer gewissen Ausdehnung der Variable das Ver­hältniss für jeden Werth der Variable gegen Null conwergirt, oder für alle diese Werthe unbegrenzt wächst: denn mam kann nicht annehmen, dass diese beiden Fälle sich ohne Initervall folgen; dies würde keinen Sinn haben. Es bleibt also zu be­weisen, dass unmöglich zwischen zwei bestimmten Werthten der Variable das Verhältniss beständig gegen Null convergiren oder beständig unbegrenzt wachsen kann. Und mani sieht selbst, dass es genügt den ersten Fall zu untersuchen, w<eil der zweite darin eingeschlossen ist; denn, wenn das Verhiältniss
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— 19 —zweier in einer gewissen Ordnung genommenen Grössen unbe­grenzt wächst, so wird das Verhältniss derselben, in umgekehr­ter Ordnmig genommen, gegen Null convergiren.Demnach ist zu zeigen, dass wenn zwei Variablen x, y von einander abhängen, das Verhältniss des unendlich kleinen Increments von y zu dem von x nicht Null zur Grenze haben kann für alle Werthe von x zwischen zwei bestimmten Wer- then a und b.Nehmen wir an, es sei dies der Fall, imd theilen wir irgend eine Strecke d des Intervalls b — a in gleiche Theile, deren Werth wir durch a bezeichnen, und die wir so klein annehmen können als wir wollen. Alle Verhältnisse, welche man successive erhält, indem man durch a die Diffe­renzen zwischen denjenigen sich folgenden Werthen von y theilt, welche den um a verschiedenen Werthen von x ent­sprechen, werden der Null so nahe liegen als man will, nach der Voraussetzung. Addiren wir nun einerseits die Vorder­glieder und andererseits die Hinterglieder dieser Verhältnisse, so liegt das Verhältniss dieser beiden Summen zwischen dem kleinsten und dem grössten der ersten, und kann folglich klei­ner erw’iesen werden als jede gegebene Grösse.Demnach ist die unveränderliche Differenz der zwei Werthe von y, welche den zwei bestimmten, um ά verschiedenen Wer­theu vor X entsprechen, eine solche, dass ihr Verhältniss zu ö kleiner erwiesen werden kann als jede gegebene Grösse: sie ist also Null, und folglich ist y constant für alle Werthe von 
X zwischen a und b , und somit ist y keine Function von x.Wean also y Function von x ist, so kann die Grenze des Verhältrisses des Increments von y zu dem von x nicht be­ständig Null sein zwischen zwei bestimmten Werthen von x. Sie kam daher ebenso λvenig beständig unendlich sein, und folglich kann der eine oder andere dieser zwei Fälle sich nur für besondere Werthe von x ereignen.Diese bestimmte Grenze, weil ihr Werth im Allgemei­nen sich mit x für dieselbe Function ändert, ist selbst eine Function von x, welche man die abgeleitete Function odeτ einfach die Ableitung der ersten in Bezug auf x nennt; oder ihren Differentialcoefficienten nach x. Wir werden sie auclh das Differential Verhältnis s von yz und χ nennen.

2*
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— 20 —19. Wir haben eben bewiesen, dass wenn die Ablei­tung einer Grösse in Bezug auf x Null ist, was auch x sein mag, diese Grösse nothwendig constant oder, mit anderen Wor­ten, von X unabhängig ist. Daraus folgt, dass zwei Functionen von X, welche dieselbe Ableitung haben, sich nur um eine Grösse unterscheiden können, welche die Ableitung Null hat, und folglich von x unabhängig ist. Man hat also folgenden wichtigen Satz:Man erhält die allgemeinste ITunction, welche zur Ableitung eine gegebene Function hat, wenn man eine besondere Function sucht, die dieser Bedin­gung genügt, und zu ihr eine willkürliche Constante a d d i r t.20. Man hat es bequem gefunden. Grenzen von Ver­hältnissen durch genaue Verhältnisse darzustellen, und man hat den Namen Differentiale der Variablen Grössen bei­gelegt, welche zu einander Verhältnisse haben, die gleich sind den Grenzen der Verhältnisse der Incremente oder Differenzen dieser Variablen. Die Differentiale sind demnach nicht voll­kommen bestimmt; man kann eines von ihnen willkürlich neh­men: ihre Verhältnisse allein sind bestimmt.Das Differential einer Function von x ist also nichts An­deres als das Product seiner 'Ableitung nach x mit dem Diffe­rential von X', und man stellt sich dieselbe Aufgabe, ob man die Ableitung oder das Differential einer Function von einer einzigen Variable sucht.21. Wir wollen hier eine Bemerkung machen, die uns oft nützlich sein wird. Es seien x, y, z, u, v etc. eine belie­bige Zahl Variablen, welche von einer einzigen abhängen; 
a, b, c, d, e etc. ihre entsprechenden Incremente, die wir unend­lich klein voraussetzen; a, ß, γ, δ, £ etc. Grössen, von denen die erste willkürlich ist, während alle anderen so gCAvählt sind, dass das Verhältniss von je zwei sich folgenden gleich ist der Grenze des Verhältnisses der entsprechenden Incremente. Hier­aus folgt nothwendig das Verhältniss von irgend zwei nicht unmittelbar sich folgenden Grössen gleich der Grenze des Ver-£ hältnisses der correspondirenden Incremente: z. B. ist — die
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— 21 —Grenze von . In Uer That, geht inan durch die zwischen vund y befindlichen Grössen, so hat man die Identität
Nun hat das zweite Glied zur Grenze das Product der Gren­zen seiner Factoren, d. h. oder ; und da das0 y P Perste Glied die nämliche Grenze haben muss, so folgt, wie wir behauptet haben, dass — die Grenze ist von .

Verschiedene Bezeichnungen.22. Das Increment einer Variable wird durch ein z/ ausgedrückt, das man dieser Variable vorsetzt; das Differential ebenso durch ein d. Hiernach sind z/zr, z/y, /1 z etc. die Differenzen der Variablen x, y, z etc.; und dx^ dy^ dz etc. sind ihre Differentiale.Die nach x genommene Ableitung einer durch F{x) oder 
. d (tXf)durch y bezeichneten Function kann also durch —— oderausgedrückt werden. Es ist dies die Bezeichnung vonLeibnitz; und sie ist nichts Anderes als Um oder Jx

Um—wenn z/ x gegen Null convergirt. Nach Lagrange bezeichnet man sie durch F {x} oder y^, indem man die Func­tion accentirt, deren Ableitung man ausdrücken will.Wenn z/zc unendlich klein ist, d. h. gegen Null conver­girt, so hat man
wo α unendlich klein ist, weil zur Grenze 7^' (x) hat. Hier- ZJXaus folgt
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— 22 —z∕j∕ unterscheidet sich also von nur um eine gegen
dy selbst unendlich kleine Grösse. Nimmt man daher die willkürliche Grösse dx gleich zZzc, so unterscheiden sich die beiden Grössen zi y und dy nur um eine gegen sie selbst unendlich kleine Grösse, und können deshalb für einander ge­setzt werden, wenn es sich nur um Grenzen von Verhältnissen oder Summen handelt. Also kann man dy für die unendlich kleine Differenz von y, welche der unendlich kleinen Differenz 
dx entspricht, nehmen; und daher ist die Benennung Diffe­rential gekommen.Die vorige Gleichung zeigt, dass ziy zuletzt beständig von demselben Zeichen ist wie F∖x} d x', demnach sind ^y und dx von demselben Zeichen, wenn F^(x) positiv ist, und von entgegengesetztem Zeichen, wenn F^(x) negativ ist; hier­aus folgt der wichtige Satz:Eine Function variirt in demselben Sinn wie die Variable, von welcher sie abhängt, wenn ihre Ab­leitung positiv ist, und in entgegengesetztem Sinn, wenn ihre Ableitung negativ ist.23. Da die Ableitung einer Function von x im Allge­meinen selbst eine Function von z» ist, so kann man ihre Ab­leitung nehmen, welche man die zweite Ableitung der ersten nennt und durch F^^ {x) bezeichnet. Die Ableitung dieser neuen Function heisst die dritte Ableitung von F(x) und wird durch 
F^∖x} dargestellt; und allgemein bezeichnet man die wte Ab- leitimg durch F" (x).Differentiiren wird die Operation genannt, welche zum Gegenstände die Auffindung des Differentials einer Function hat, und Ab leiten (Deriviren) diejenige, wodurch man die Ableitung findet: gleichwohl wird durch den ersten Ausdruck oft die zweite Operation bezeichnet. Uebrigens machen diese beiden Aufgaben, wie oben bemerkt, nur eine aus.

Von den einfachen Functionen, den Functionen von Functionen und den zusammengesetzten Functionen.24. Die Art der Abhängigkeit einer Grösse von einer anderen ist einer unbegrenzten Mannigfaltigkeit fähig. Unter
⅛ 
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— 23 __allen möglichen Formen von Functionen hat man eine gewisse sehr kleine Anzahl ausgewählt, auf welche man alle anderen zurückzuführen sucht. Sie sind solche, dass man durch die ersten Operationen der Arithmetik oder vermöge voraus be­rechneter Tafeln mit einem hinreichenden Grade von Annähe­rung ihre Werthe erhalten kann, welche beliebigen numerischen Werthen der Variable entsprechen, von welcher sie abhängen.Diese Functionen, welche man einfache nennt, sind die folgenden, worin a eine von der Variable x unabhängige Grösse bezeichnet,
a -j- X, a — X, ax, , x"^ (wo m irgend eine reelle Zahl), a^, sinx, cosx, tangx^ cotgx, secx·, cose.cx; und die umgekehrten Functionen logx, arc sinx, arc cosx, arc tangx, 

arc cotg x, arc sec x, arc cosec x.Man kann eine beliebige Function von x den Operationen unterwerfen, welche eine neue Function constituiren; man hat dann eine Function von einer Function von x. Betrachtet man diese selbst als eine Variable, so kann man auch sie den Ope­rationen unterwerfen, welche eine neue Function constituiren, und so fort. Die Functionen, w’elche man auf diese Weise er­hält, werden im Allgemeinen Functionen von Functionen genannt.Wenn eine Function abhängt von mehreren Functionen von X, so nennt man sie eine zusammengesetzte Function von 
X, und dies ist der allgemeinste Fall der expliciten Functionen.25. In allen Fällen ist klar, dass wenn zwei Functionen, welche irgend eine Zahl von Variablen enthalten, die von einer einzigen abhängen, immer gleich sind, welchen W⅞rth man auch dieser Variable geben mag, dass dann ihre correspon- direnden Incremente immer gleich sind, und folglich auch ihre Ableitungen, sowie ihre Differentiale.Daraus geht hervor, dass wenn eine Gleichung statt­findet für jeden Werth der unabhängigen Varia­ble, die Ableitungen oder die Differentiale ihrer beiden Glieder gleich sind, welchen Werth man auch dieser Variable geben mag.Wir gehen dazu über, die Principien auseinanderzusetzen, vermöge welcher man die Bestimmung der Differentiale oder
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— 24 —der Ableitungen aller dieser Functionen zurückfübrt auf die­jenige der Differentiale oder Ableitungen der einfachen Func­tionen.Differentiation der Functionen von Functionen.26. Betrachten wir eine Function u von x, die bestimmt wird durch die Folgre von Gleichungen und suchen wir ihre Ableitung nach x oder die Grenze des Verhältnisses ^^5 dessen beide Glieder gegen Null conver- giren. Es seien immer solche Grössen, dass das Verhältniss von zwei sich fol­genden die Grenze ist von dem Verhältniss der correspondiren- den IncrementeIn Nr. 21 haben wir gesehen, dass das Verhältniss von irgend zwei der Grössen dx, dy etc., z. B. du und dx^ sein wird die Grenze von dem Verhältniss der ihnen correspondirenden z/m, z/zr etc. und somit die Ableitung von u in Bezug auf x. Man hat nun identisch
Also ist die Ableitung von u nach x das Product der Ablei­tungen von u nach z, von z nach y, und von y nach x.Dies ist das Princip der Differentiation der Functionen von Functionen. Es hat offenbar Geltung, welches auch die Zahl der gehäuften Functionen sein mag; und es führt zurück auf die einfache Differentiation einer jeden dieser Functionen für sich betrachtet.

Differentiation der umgekehrten Functionen.27. Es ist sehr leicht, die inverse Function von einer Function, die man differentiiren kann, zu differentiiren. Es sei vorgelegt die Function F(x), von welcher die umgekehrte φ (zr) ist; dies bedeutet, dass wenn man setzt
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- 25 —
man erhältDiese beiden Gleichungen sind dieselben unter einer verschie­denen Form, und geben dieselben correspondirenden Incremente für X und y. Es seien dx, dy Grössen, deren Verhältniss die Grenze ist von dem Verhältniss der Incremente dx, ∕Jy↑ die letzte Gleichung giebt 
daher 
das heisst 
woraus folgt, dass*um die Ableitung zu erhalten von einer Function F{x), welche die inverse ist von der Function φ {x), man nur den Reciproken der Ableitung φ'(∙ι) zu nehmen und darin 
X durch die vorgelegte Function F{x} zu ersetzen braucht.
Ausdruck für das unendlich kleine Increment einer Function von mehreren abhängigen oder unabhän­gigen V ariablen.28. Betrachten wir eine Function y, welche abhängt von zwei Variablen u, v, und es seiErtheilt man u und v unendlich kleine Incremente z/m, zZv, welche abhängig oder unabhängig von einander sind, je nach­dem u und V selbst es sind, so ist das entsprechende Incre­ment von y und man kann dasselbe darstellen in der Form

Die beiden ersten Glieder kann man auch so schreiben:
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— 26 —Der Coefficieiit von z/w unterscheidet sich nur um eine unendlich kleine Grösse von der Ableitung von (w, ν'), welche in Bezug auf u genommen ist, während v als constant betrach­tet wird. Es sei Fγ(u, v) diese Ableitung, welche man par­ti eile Ab leitung von F(u, v) oder y nach u nennt; der vor­stehende Ausdruck lässt sich dann darstellen unter der Form wo a eine Grösse bezeichnet, welche mit z/zc Null wird.Den zweiten Theil kann man darstellen unter der Form 
und der Coefficient von z/r unterscheidet sich von der Ablei­tung von F (u z/zz, v) nach der allein als Variable betrach­teten Grösse v nur um eine Grösse ß, welche mit z∕υ Null wird. Es sei F2(u,υ) die partielle Ableitung von F{u,v) nach ü; dann kann man den zweiten Theil von z/u schreibenAber F^iii -J- z/zz, v) ist von 7*2 «ur um eine Grösseverschieden, welche Null wird mit z7zz; addiren wir diese zu 
ß, und bezeichnen ihre Summe durch α', so hat der zweite Theil von z/u zum Wertheund folglich wird, wenn wir beide Theile von dy vereinigen, z/y = [7^1 (zz, v) -j- a] 4^ [7*''a (zz, ü) «'] dv.Nun ist ccz/zz unendlich klein gegen den ersten Theil, also auch gegen dy selbst; ebenso ist α'z∕υ gegen z/y unendlich klein, mögen z7zz und /Iv n<>x∖ einander abhängen oder nicht. Bezeichnet man daher durch ω eine gegen z/?/ unend­lich kleine Grösse, so hat manDie partiellen Ableitungen F, (u, v), Fn(u, ν') stellt man dar durch oder man muss sichaber wohl erinnern, dass diese beiden dy verschieden sind und die, auf die Variation einer einzigen der Grössen u, v bezüg­lichen Differentiale von y darstellen: man nennt sie die par­tiellen Differentiale von y nach u oder v. Euler hatte vor­geschlagen, diese partiellen Ableitungen so zu schreiben:
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— 27 —später diese Klammern weggelassen, weil bei einiger Aufmerksamkeit jedes Missverständniss unmöglich wird. Die letzte Gleichung wird nun so geschrieben: 
und es ist gut sich zu erinnern, dass ω aus einem Theile be­steht, der, nachdem man ihn durch z/iz dividirt hat, noch Null wird, wenn man darin z/zz = 0 setzt, und aus einem anderen Theile, der, nachdem man ihn durch z/u dividirt hat, Glieder enthält, von denen die einen Null werden für zZ zz = 0 und die anderen für z/z; = 0.Analoge Resultate würde man erhalten für irgend eine Zahl von Variablen zz, v etc., möchten diese vollkommen un­abhängig, oder von einander, oder von irgend welchen anderen Variablen abhängig sein.
Differentiation der zusammengesetzten Functionen.29. Es sei und so ist y eine zusammengesetzte Function in Bezug auf x.Um ihre Ableitung zu erhalten, bemerke man, dass man nach dem Vorhergehenden hat, wenn man die Incremente un­endlich klein voraussetzt.
während ω unendlich klein ist gegen z/^ oder irgend eine an­dere der Differenzen.Indem man durch dx theilt und zu den Grenzen über­geht, folgt 
in welchem Ausdrucke man aber nicht vergessen darf, dass die partiellen Ableitungen der Function y sind. Wäre X unmittelbar in F iu, v, w, . . .) enthalten, wäre z. B.
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— 28 —
u nichts Anderes als x, so würde zu und wäre die nar- au dx '■tielle Ableitung der Function ‘in Bezug auf x; wogegen das des ersten Gliedes die totale Ableitung der Function ist, in welcher man alle von'/» abhängigen Grössen variirt. Man wird niemals den Sinn dieser Bezeichnungen missverstehen; um jede Besorgniss darüber zu vermeiden, hatte Euler vorge­schlagen, wie wir bemerkt haben, die partiellen Ableitungen ein­zuklammern; man hat aber dieser Vorsicht entsagt.Multiplicirt man die vorstehende Gleichung mit dx, so folgt
Man kann demnach das folgende Princip der Dilferentiatioii der zusammengesetzten Functionen aussprechen:Das Differential einer zusammengesetzten Func­tion ist gleich der Summe ihrer partiellen Differen­tiale, welche sich beziehen auf jede der unmittelbar in der Function vorkommenden Variablen.Was die Differentiale du, dv etc. dieser letzten betrifft, so beziehen sie sich sämmtlich auf das Differential dx der ein­zigen Variable, von welcher jene abhängen.30. Lehrsatz über die homogenen Functionen. — Die Differentiation der zusammengesetzten Functionen liefert den Beweis eines merkwürdigen Lehrsatzes über die homogenen Functionen. Man nennt eine Function mehrerer Variablen ho­mogen und vom Grade m, wenn dadurch, dass man jede Va­riable mit einer Unbestimmten f multiplicirt, die Function mit Z”* multiplicirt wird.Es sei nun u = F{x, y, z, . . .) eine homogene Function vom Grade w, und φ (x, y, z, . . .), ιp(^x, y, z,...') etc. seien ihre partiellen Ableitungen in Bezug auf x, y, z etc., so hat man nach der Definition(1) F{ix, ty, tz, . . .) = F(x, y, z, . . .).Differentiiren wir die beiden Glieder in Bezug auf f allein, so kommt
φ(tx, ty, tz,. ..')x-{-ψ(tx, ty, tz,...}y-[-... = mt^→F(x,y, z)·, setzen wir in dieser Identität t = 1, so ergiebt sich die andere:
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— 29 -(2)Dies ist der Lehrsatz von den homogenen Functionen.Man kann bemerken, dass, wenn man in der Identität (1) setzt f = dann folgt
Also hängt eine homogene Function vom Grade m, wenn man sie durch die Potenz m einer der Variablen theilt, nur noch ab von den Verhältnissen der anderen Variablen zu der ersten.

Differentiale einer Summe, eines Products, oder eines Quotienten.31. Die Regel der Nr. 29, wenn man sie auf eine Summe von Ausdrücken an wendet, zeigt, dass das Differential einer solchen Function die Summe ist der Differentiale eines jeden Summanden, was übrigens für sich klar war.Setzt man darauf y = uvio . . ., so giebt dieselbe Regel, indem man beachtet, dass allgemein <7[∠4 7*∖λj)] = A dF(,r), wenn A ein constanter Coefficient, 
oder 

Es sei endlich y Differentiiren wirbeide Glieder, so folgt 
daher 
was man so schreiben kann: 
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— 30 —Wie man die Differentiation jeder expliciten Func­tion auf die der einfachen Functionen zurückführt.32. Betrachten wir jetzt irgend eine explicite Function von X'. dieselbe zeigt eine Reihe von Operationen an, welche man ausführen soll, sobald man willkürlich einen numerischen Werth für x gewählt hat. Diejenige dieser Operationen, welche zuletzt geschehen muss, und deren Resultat der Werth der Function ist, bezieht sich entweder auf eine einzige oder auf zwei mit x variable Grössen; im letzteren Falle reducirt sich das Differential dieser Function, nach der Regel von den zu­sammengesetzten Functionen, aut den Fall, wo eine einzige der beiden Grössen variabel ist, und dann hat man nur noch eine einfache Function zu betrachten. Wenn man daher die Dif­ferentiale aller einfachen Functionen finden könnte, so könnte man das Differential der vorgelegten Function finden mit Hülfe der Differentiale der Grössen, mit welchen die letzte Operation vorgenommen werden muss. Die Aufgabe ist also darauf zu­rückgeführt, diese Differentiale zu bestimmen, welche die Dif­ferentiale sind von weniger complicirten Functionen als die vorgelegte, und welche in gleicher Weise auf diejenigen von noch weniger complicirten Functionen zurückgeführt werden, bis man endlich auf einfache Functionen kommt.Alles reducirt sich demnach auf die Differentiation dieser letzten, und mit ihr werden wir uns jetzt beschäftigen.
Differentiation der einfachen Functionen.33. Differential von logx. — Es sei y = log x für irgend eine Basis «, so hat man 

und folglich
Setzt man-----= a, und substituirt in dem zweiten Glied, so

Xkommt
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— 31 —
Nun weiss man, dass (1 a) « gegen die Basis e, des Neper’- sehen Systems convergirt, wenn α gegen Null convergirt (Note J.); also ist die Grenze von .X dxMan kann demnach schreiben

Bemerkt man, dass loge = -j-^, wo I die Neper’schen Logarithmen bezeichnet, so kann man schreiben 
für a = e wird y =. Ix und

Für α = 10 hat der Modul löge den Werth log e = 0,4342945.34. Differential von . — Wir betrachten jetzt die inverse Function y = . Nach der Kegel, welche allgemeinfür die inversen Functionen gegeben wurde, und deren Her­leitung man in jedem besonderen Falle wiederholen könnte, ist 
und folglich

Man kann auch das Differential von direct finden und daraus das der inversen Function logx herleiten. In derThat, für y = hat man 
daher
Alles kommt also darauf an, die Grenze von zu finden
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— 32 —
a"__  1oder der Bequemlichkeit wegen von --------- , wenn α gegenNull convergirt.Setzen wir 

und folglich so ergiebt sich
Da nun, wenn ß gegen Null, (1 -)- ß)^ gegen die Grenze e convergirt, so ist 
und folglich

35. Differential von — Es sei y = so hat man, wenn man die Logarithmen für die Basis e nimmt, 
nimmt man die Differentiale beider Glieder, so kommt
Ersetzt man nun y durch so hat man, was auch m sein mag.

Wenn ?/ und x nicht positiv wären, so würden die Loga­rithmen imaginär sein; um diese Schwierigkeit zu vermeiden, erhebe man die Gleichung y = ad^ auf das Quadrat, welches giebt und, wenn man nun die Logarithmen nimmt.
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— 33 —Differentiirt man, so kommt 
und da man leicht findet, dass
so wird diese Gleichung

und folglich σ
wie vorher.In dem besonderen Falle m = — 1 findet man

Für m = ^2 hat man
36. Man kann zu dem Differentiale von λ”* direct gelan­gen. Setzt man zuerst m ganz und positiv voraus, so hat man, indem man .r”* durch y bezeichnet.

theilt man durch z/zc und geht zur Grenze über, so folgt
Es sei jetzt m == p und q aber ganz und positiv, so hat man

Durch DifiTerentiiren kommt daher
Da diese Formel Λvahr ist, welchen commensurabeln Werth 
m haben mag, so ist sie noch wahr, wenn ni incommensura- bel ist.

ü α b a ni e I, Diff.- uud lut.-Recbuuug. ■ 3
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— 34 —Es sei endlich m = — n, und n irgend eine positive Zahl, so hat man
Durch Diflferentiiren kommt, wenn man auf das erste Glied die , Regel der zusammengesetzten Functionen an wendet,folglichWelchen Werth also m haben mag, so ist das Differen­tial von ζκ”*, wie wir schon gefunden hatten, dx.37. Differentiale von sin x, tang x, sec x. — Die trigonometrischen Linien sind Functionen des entsprechenden Bogens (man sehe in den geometrischen Anwendungen das Stück übei. die Länge der krummen Linien): wir können also ihre Differentiale suchen, welche dem Differential des Bogens entsprechen. In allen diesen Rechnungen setzen wir voraus, dass der Radius zur Einheit genommen wird.Es sei zunächst so folgt 
daher

Wenn nun ein Bogen gegen Null convergirt, so convergirt das Verhältniss des Sinus zum Bogen gegen die Einheit, sowie das Verhältniss der Tangente zum Bogen, oder des Sinus zur Tangente, daher
also ist die Grenze des zweiten Gliedes co/t x. Man hat demnach
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Λ - 35 -woraus folgtoder
Es sei jetzt y = fang x, so hat man

daher
und, indem man zu den Grenzen übergeht,
und folglich
Man gelangt zu demselben Resultate, wenn man beachtet, dass 
tanq X gleich ist, und die Regel für das Differentiiren der

’ cosx ®Quotienten anwendet. iEndlich sei y = sec x = —, so hat man, nach der Re- cosxgel von den Brüchen ί
Dasselbe erhält man, wenn man bemerkt, dass

und die Rechnungen wie in den vorigen Fällen entwickelt.38. Differentiale von cos x, cotg x, cosec x. — Be­trachten wir jetzt dieselben Functionen wie vorher, aber von dem Complement - -----x des Bogens x.Bemerken wir hierzu, dass man allgemein hat, indem man — — zc als eine Function von x betrachtet, und die Regel für Functionen von Functionen an wendet,
3*

www.rcin.org.pl



— 36 -
Demnach muss man für die drei Functionen cos x, cofg a,

cosec X, welche nichts Anderes sind als sin

sec respective die Ableitungen der Functionen
sin x^ tang x, sec x nehmen, darin — — x statt zc setzen, und dann mit — dx multipliciren. Dies giebt

39. Differentiale der umgekehrten trigonometri­schen Functionen. — Wir haben gesehen, dass man, um die Ableitung einer Function y von x zu erhalten, nur die Einheit zu dividiren braucht durch die Ableitung der umge­kehrten Function, in welche man y als Variable zu setzen hat.Die Functionen arc sin x, arc tang x, arc secx, arc cosx, 
arc cotgx, arc cosec x haben respective zü inversen Functionen 

sinx, tang X, secx, cosx, cotgx, cosec x;man findet also:für y =. arc sinx, dy 
für y = arc tangx, dy für y arc secx, dy für y = arc cosx, dy für y = arc cotgx, dy für 2/ = arc cosec x, dyEs ist wohl zu bemerken, dass die in diese Formeln einge­henden Wurzeln bald mit dem Zeichen -|-, bald mit dem Zeichen — zu nehmen sind; man erkennt das zu nehmende Zeichen, indem man die trigonometrische Linie betrachtet, welche es eingeführt hat.
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— 37 —Dic drei letzten Differentiale sind gleich den drei ersten, wenn man absieht von den Zeichen, welche gleich oder ungleich sein könneff; und dies hat seinen Grund darin, dass die Summe oder die Differenz der beiden entsprechenden Bogen eine Con­stante ist.Die'Zeichen, welche wir den Wurzeln in diesen Formeln gegeben haben, beziehen sich auf den Fall, wo der Bogen zwi- sehen 0 und ~ liegt.Man kann die Differentiale der trigonometrischen oder Kreisfunctionen auch durch sehr einfache geometrische Be­trachtungen finden, wobei wir uns nicht aufhalten.40. Nachstehende Tabelle enthält die Differentiale aller einfachen Functionen. Wir bezeichnen darin durch den Buch­staben L die Logarithmen für irgend eine Basis und durch I diejenigen, welche sich auf die Basis von Neper beziehen. In den umgekehrten Kreisfunctionen setzen die Zeichen der Wur- ozeln voraus, dass der Bogen zwischen 0 und — liegt.

Es ist zu bemerken, dass diese Differentiale der einfachen Functionen keineswegs voraussetzen, dass x die unabhängige Variable ist. Sie entsprechen dem Differentiale dx; und dieses kann von jenem irgend einer Variable abhängen, von welcher 
X abhängen würde, ebenso gut als es ganz unabhängig sein kann. So würde man haben
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— 38 —
Es ist dieselbe Betrachtung, welche uns zur Differentiation der Functionen von Functionen geführt hat.41. Das umgekehrte Problem der Differentiation. — Die vorstehenden Formeln ermöglichen in einigen Fällen die Auflösung des umgekehrten Problems, welches darin be­steht, von einer Ableitung oder einem Differentiale zu der Function zurückzugehen, welche sie hervorgebracht hat. Man braucht sich nur zu erinnern, dass zwei Functionen, welche einerlei Differential habend zur Differenz eine Grösse geben, deren Differential Null, und welche folglich constant ist, d. h. unabhängig von der Variable, die man betrachtet. Man sieht also, dass die allgemeinsten Functionen, welche zu Differentialen respective die Ausdrücke haben 
folgende sind, wenn man durch C eine willkürliche, von x un­abhängige Grösse bezeichnet, 
und allgemeiner, wenn X irgend eine Function von x bezeich­net, so sind die allgemeinsten Functionen, welche zu Differen­tialen haben 
nachstehende:
Es versteht sich von selbst, dass wenn die Differentiale mit einem constanten Factor multiplicirt wären, man nur mit die­sem Factor die entsprechenden Functionen zu multipliciren hätte.
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Differentiale der impliciten Functionen.42. Wollte man unter der Bezeichnung implicite Func­tion eine jede Function verstehen, deren Form nicht explicit gegeben, welche aber durch die Bekannten der Aufgabe voll­ständig bestimmt ist, so würde man in eine zu grosse Allge­meinheit gerathen, und es würde nicht möglich sein, allgemeine Regeln für ihre Differentiation zu geben. Wir werden also unter dieser Benennung nur solche Functionen verstehen, wel­che mit den Variablen, wovon sie abhängen, verbunden sind durch Gleichungen, deren beide Glieder explicite Functionen von allen diesen Grössen sind.Wir betrachten zuerst den Fall, wo man nur eine Glei­chung hat; dieser Fall umfasst zwei andere, je nachdem die Function von einer oder mehreren unabhängigen Variablen abhängt.Zunächst sei die Function y bestimmt durch die Gleichung = 0. _Die Ableitungen beider Glieder dieser Gleichung, in Be­zug auf X genommen, müssen identisch sein, und da y eine be­stimmte, obwohl unbekannte Function von x ist, so erhalten wir nach der Regel von den zusammengesetzten Functionen

wodurch die Ableitung oder das DiflFerential von y bestimmt 
dF dFwird, da man die partiellen Ableitungen ——, -5— der explici- 

CL üc d yten Function F (x, w) bilden kann. Man erhält also
Diese Werthe des Differentials und der Ableitung von y finden sich durch x und y zusammen ausgedrückt; um sie durch X allein auszudrücken, muss man die Gleichung y} = 0 in Bezug auf y auflösen können; aber nichtsdestoweniger sind diese Formeln von grossem Nutzen selbst in dem Falle, wo diese Auflösung unmöglich ist.
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— 40 —43. Betrachten wir jetzt m — 1 Gleichungen zwischen m Variablen; diese bestimmen m— 1 Variablen als Functionen ler rztten, welche die einzige unabhängige Variable ist. Man habe dso

durch DifFerentiiren aller dieser Gleichungen erhält man

Aus diesen m — 1 Gleichungen, welche in Bezug auf dy, dz etc. vom ersten Grade sind, findet man im Allgemeinen den Werth dieser m — 1 Unbekannten ausgedrückt in x, y, z, . . . und ix\ welches Gegenstand der Aufgabe war. Wenn, für gewisse besondere Werthe von x, y, z etc., alle Coefficienten einer die­ser Gleichungen Null würden, so würde man sie ein- oder mehrmal differentiiren, bis die Coefficienten nicht mehr Null würden. Die Unbekannten würden dann nicht mehr linear in dieser Gleichung vorkommen, aber sie würden darum nicht weniger bestimmt sein; nur würde es mehrere Systeme von Auf­lösungen geben.
Merkwürdiger Ausdruck für das Verhältniss der end­lichen Incremente zweier Functionen einer und der­selben V ariable.44. Es seien F (λ;) , f (zc) zwei beliebige Functionen, und zwei willkürliche Werthe von x\ X übertreffe ⅜ um eine positive endliche Grösse ä. Es handelt sich darum, mittelst der Ableitungen dieser Functionen einen Ausdruck für das Verhältniss
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— 41 —zu finden, unter der Voraussetzung, dass die Function f{x) immer wachse oder immer abnehme; oder, mit anderen Wor­ten, dass ihre Ableitung beständig dasselbe Zeichen habe, für alle Werthe von x zwischen Xq und X. Nehmen wir an, um die Gedanken zu fixiren, dass (ar) beständig positiv sei zwi­schen diesen Grenzen; und es seien A, B der grösste und der 7?/ (ar)kleinste Werth, welchen das Verhältniss -√ zwischen densel-- ben Grenzen annimmt, so hat man beständig
Indem man mit dem positiven (λτ) multiplicirt, erhält man die beiden folgenden Ungleichungen, welche man in entgegen­gesetztem Sinn nehmen müsste, wenn f* (ar) negativ wäre,

F* {x} — A/' (ar) ≤ 0, F* (x) — B f {x~) 0.Das erste Glied der ersten Ungleichung ist die Ableitung von 
F(x) — Λf(x), und folglich ist diese Function beständig ab­nehmend von arθ bis zu A, da ihre Ableitung beständig ne­gativ ist in diesem Intervall. Man hat deshalbdaher
Die zweite Ungleichung führt ebenso zu
Wenn nun das Verhältniss --√. ; stetig ist zwischen arn und X, 

fwelches z. B. offenbar der Fall sein wird, wenn F^ {x) und 
/‘(je) einzeln es sind, so wird es einen gewissen Werth von x zwischen aτo und X geben, der so ist, dass dieses Verhältniss gleich wird, denn dieser Ausdruck liegt zwi-sehen dem grössten und dem kleinsten Werthe von ——r Bezeichnet man diesen Zwischenwerth von ar durch ar^ Üh, 
v/o β zwischen 0 und -j-1 liegt, so erhält man die nach­stehende Formel, von welcher wir zahlreiche Anwendungen machen werden.
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— 42 —(1)Wenn man f* (je) beständig negativ vorausgesetzt hätte, so würde nur der Sinn der Ungleichungen entgegengesetzt ge­worden sein, und dieselben würden darum nicht weniger zu der nämlichen Formel geführt haben. Bei den Anwendungen dieser Formel muss man sich wohl daran erinnern, dass die­selbe voraussetzt, dass f‘ (x) zwischen .rθ und Xq h beständig dasselbe Zeichen hat, und dass das Verhältniss —■ ; durch alle Werthe hindurchgeht, welche zwischen seinem kleinsten und seinem grössten liegen, wenn x durch alle Werthezwischen 
Xq und Xq h geht.45. Wir wollen aus der Gleichung (1) einige Sätze ab­leiten, welche uns in der Folge sehr nützlich sein werden.Wenn man für einen besonderen Werth ⅜ der Variable 
F(Xq) = 0, /(Xq) = 0 hat, so geht die Formel (1), indem man θh = setzt, wo kleiner ist als h, über in

Wäre aussertlem F^ (¾) = 0, p (xq) ∑∑= 0, so hätte man in gleicher Weise 
wo kleiner als ∕⅛, und wobei vorausgesetzt ist, dass —7;— 

J durch alle zwischen seinem grössten und seinem kleinsten liegenden Werthe hindurchgeht; folglich wäre auch
Fährt man so fort, so sieht man, dass wenn man die Bedin­gungen hat 
und wenn die Verhältnisse der Ableitungen gleicher Ordnuing, bis zur Ordnung n inclusive, durch alle Werthe zwischen ihrem grössten und ihrem kleinsten gehen, welches stattfinden wird, wenn sie stetig sind, dass man dann haben wird
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— 43 —(2) wo b eine positive Zahl bezeichnet, die kleiner als list. Wenn alle vorhergehenden Bedingungen erfüllt wären, ausgenoinnieii Λ’ (Λτθ) = 0, so hätte man (3) 46, Als Anwendung dieser letzten Formel nehmen wir an, dass man habeund dass die Ableitungen der Function F(zc) sämmtlich stetig seien bis zu 7*'"(zc) inclusive, zwischen ⅜ und Xq -j- h: die Be­dingungen ∕(⅜) = Q,f (⅞) — 0, . · = 0 sindoffenbar erfüllt; und indem wir immer voraussetzen, dass wird die Gleichung (3) zu 
woraus folgt (4)Man sieht, dass wenn das Increment h von x gegen Null con- vergirt, und (⅜) endlich ist, das Increment von F{x) un­endlich klein von der Ordnung n sein wird gegen das von x, für den besonderen Werth ⅜,Hat man ausserdem F∖⅜) = 0, so geht die Formel (4) über in
Wenn ⅜ Null ist, so wird diese Gleichung zu 
und, indem man die Unbestimmte h in x verwandelt.(6)unter den Bedingungen F(Qi)=0, F∖0) = Q,..., 1(0) = ().Man kann bemerken, dass man in gleicher Weise hat 
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— 44 —und dass folglich in diesem Falle F (x), für ein unendlich klei­nes zc, unendlich klein ist gegen F* {x).Hätte man nicht / (0) = 0, so würde man statt (6) er­halten '(7) 47. Aus dem Vorhergehenden wollen wir eine sehr ein­fache und in der Folge nützliche Folgerung ziehen. Sie besteht darin, dass wenn · mit x zugleich gegen Null con­vergirt, und wenn F^ (^x^),, F^ (x} stetig sind zwischen 0
(θx) undzr, dass dann der Bruch —— sich unter der Form ;—r------

x" 1.2 ... ndarstellen lässt. In der That, aus der Voraussetzung folgt zu­nächst, dassF(0) = 0, = 0, . . ., F^→ = 0,da ausserdem —für x = 0 unendlich sein würde. Man kann deshalb hier die Formel (6) an wenden, und man sieht folg- lieh, dass wenn -----r Null wird für x = 0, man hat—1 ’

48. Setzt man n = 1 in der Gleichung (4), und schreibt 
X statt der willkürlichen Grösse ⅜, so erhält m.an(8) F(zr + Λ) — F{x} = liF (,x -j- ö/t).Diese Formel führt unmittelbar zu einer schon früher erhaltenen Wahrheit, nämlich, dass es keinen von x abhängigen Ausdruck giebt, dessen Ableitung in Bezug auf x Null wäre für jedes x.Denn gesetzt es sei F{x) eine solche Function, dass 
F'{x~) = 0 für jeden Werth von x, so zeigt die Gleichung (8), dass, was auch x und x h sein mögen,-H h) — F{x} 0,weil F* {x f)K) Null ist nach der Voraussetzung. Also hat man F{x} = F(x -}- Ji), und folglich hat die Function /’(zr) immer denselben Werth, welches auch der Werth der Variable sein mag: sie ist mithin in Bezug auf x constant, oder, mit anderen Worten, sie hängt nicht von x ab.
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— 45 —Hieraus folgt, dass zwei Functionen, welche dieselbe Ableitun<τ in Bezug· auf eine und dieselbe Variable haben, sich nur um eine Constante unterscheiden kön­nen, d. h. um eine von dieser Variable unabhängige Grösse. In der That, die Ableitung der Differenz dieser beiden Func­tionen ist die Differenz ihrer 2V bl ei tun gen, also Null nach der Voraussetzung; diese Differenz ist daher eine Constante, wie zu zeigen war.49. Wir schliessen mit dem folgenden sehr wichtigen Satze. Wenn F {x, y} für jedes x Null ist, sobald man nur 
y einen gewissen besonderen Werth a ertheilt, so werden auch alle Ableitungen von F{x, y}, nach x genommen, Null für y=a.In der That, für jeden Werth von x und h hat man, zu­folge der Gleichung (8), (9) wo die Ableitung in Bezug auf x genommen ist.Nun werden die beiden Ausdrücke des linken Gliedes Null für y — a, also hat man F' (x -j- äh, a) = 0.Und da X und h willkürlich sind, so kann man behaupten, dass X Ö/t alle möglichen Werthe annehmen kann, obgleich man den Werth von β nicht kennt; denn x Qh liegt immer zwischen x und zr -j- Zi, und man kann machen, dass x und Zi immer zwischen sich einen willkürlichen Werth x‘ ha­ben, und sich ihm unbegrenzt nähern; woraus folgt, dass x-∖-βh sich x‘ unbegrenzt nähern, also alle Werthe annehmen kann, und dass folglich F* (zr, a) Null ist, was auch x sein mag.Hieraus folgert man in gleicher Weise, dass F" (x, a) für jedes X Null ist, und dass dasselbe allgemein stattfindet für F" (zr, a).

50. Nützlich ist noch die Bemerkung, dass wenn h gegen Null convergirt, und y gegen a, das zweite Glied der Glei­chung (9) unendlich klein sein wird gegen Zi, weil dann F'(zr Oh, y^) gegen Null convergirt. Also ist die auf 
X sich beziehende unendlich kleine Differenz einer Function F (x, y), welche für jedes x xinendlich klein ist, unendlich klein gegen das entsprechende Incre- inent von x.\
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— 46 —Differentiale und Differenzen jeder Ordnung von Funk­tionen einer Variable.51. Das Differential dy einer Function y von x ist selbst eine Function von x, bat also auch ein Differential; und die­ses ist eine Grösse, deren Verhältniss zu dem Differentiale von X gleich ist der Grenze des Verhältnisses des unendlich kleinen Increments von dy zu dem correspondirenden Incre- ment von x. Der Einfachheit wegen nimmt man als Differen­tial von X in dieser neuen Differentiation denselben Werth wie in der ersten; und, im Allgemeinen, legt man ihm immer den­selben Werth bei für alle zu vollziehenden Differentiationen: man nennt dies dx constant nehmen. Wir werden das Diffe­rential von dy durch ddy oder d"^y darstellen, und es das zweite Differential von y in Bezug auf x nennen. Ebenso hat 
d^y ein Differential, welches man durch d^y bezeichnet und das dritte Differential von y nennt; und so fort.Man muss sich wohl hüten, diese Indices der Differentia­tion mit Potenzexponenten zu verwechseln. Die successiven Potenzen eines Differentials dy werden so geschrieben:

Nichts ist leichter als die successiven Differentiale der durch 
y bezeichneten Function F {x} vermöge ihrer Ableitungen aus­zudrücken.In der That, man hat zuerst
Nun ist das Differential von F^(x)dx das Product von dx in die nach x genommene Ableitung von F' {x') dx, und diese ist 
F^'(x) dx, weil dx unabhängig von x. Man hat also
Ebenso und allgemein
oder 
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— 47 —so dass man die successiven Ableitungen einer Function von x betrachten kann als die Verhältnisse der Differentiale derselben Ordnung dieser Function zu den Potenzen gleichen Grades von dx.52. Die successiven Differentiale einer Function haben zu den Differenzen dieser Function Beziehungen, welche man ken­nen muss.Die Differenz z/y der Function y ist selbst eine Function von X, hat also auch eine Differenz; dasselbe gilt von dieser, und so ohne Ende fort. Um diese successiven Differenzen der Function y zu bilden, nimmt man an, dass x beständig densel­ben ∕Zrtw⅛,c⅛ιs Jx erhält, und man bezeichnet sie in folgender Weise:Die Potenzen von dy werden so bezeichnet:Der Satz nun, welchen wir beweisen wollen, sagt, dass man allgemein habe UmIn der That, man hat zunächst 
wo ω Null wird, was auch x sein mag, wenn man x = 0 setzt. Nehmen wir jetzt die Incremente, welche die Jt>eiden Glieder erhalten, wenn man x noch um dx vermehrt, und thei­len wir sie durch dX‘, das erste Glied giebt '^∙∙^. Was das 

dx\zweite betrifft, so braucht man nur seine Ableitung in Bezug auf X zu nehmen und eine Grösse zu addiren, welche mit dx zu gleicher Zeit unendlich klein ist. Da aber ω mit d x Null wird, was auch x sein mag, so wird seine Ableitimg zu gleicher Zeit Null, und folglich unterscheidet sich das zweite Glied von F*^ {x} nur um eine mit x Null werdende Grösse. Bezeichnen wir diese durch Wj, so haben wir
Nimmt man wieder die Incremente beider Glieder dieser Iden­tität, welche sich auf ein neues Increment dx beziehen, und theilt sie durch dx, so erhält man in gleicher Weise
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— 48 —
und allgemein 
wo cj„_i Null wird mit Ax.Man hat folglich, indem man zu den Grenzen übergeht, 
wie behauptet.Hieraus folgt, dass wenn man /ix gegen Null conver- z/” ygiren lässt, und dx = /ix nimmt, das Verhältniss —- zur 

... .Grenze die Einheit haben wird; und das Differential der Ordnung n einer beliebigen Function von x kann demnach statt der Differenz derselben Ordnung dieser Function genommen werden, indem man eine gegen diese Differenz unendlich kleine Grösse vernachlässigt.Dieser Satz ist sehr wichtig, indem er erlaubt die Dif­ferentiale irgend einer Ordnung zu setzen statt der unendlich kleinen Differenzen derselben Ordnung, deren Ausdruck viel complicirter sein würde, und es kann dies keinen Fehler ver­ursachen in den Rechnungen, wo man nur die Grenzen von Verhältnissen oder Summen betrachtet.53. Bemerkung. — Wenn mehrere Functionen, welche man in derselben Aufgabe zu betrachten hat, alle von einer einzigen Variable x abhängen, so sind die unendlich kleinen ersten Differenzen alle durch /ix oder durch irgend eine unter ihnen bestimmt: so wird zdy immer dasselbe In­crement bezeichnen, ob man es zu /Iz oder zu dem ent­sprechenden Werthe von /ix bestimmen mag, vorausgesetzt, dass der Werth von x immer derselbe ist. Aber z∕2y wird nicht denselben Werth haben, wenn es die Differenz von y in Bezug auf x oder in Bezug auf z ausdrückt. In der That, im ersten Falle muss man die drei Werthe von y betrachten, welche x, x-\- zlx, x -j- 2z∕zr entsprechen; die Differenz des zweiten vom ersten und des dritten vom zweiten nehmen, und dann die Differenz dieser beiden Differenzen bilden. Im zwei- 
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— 49 — .ten Falle muss man die drei Werthe von y betrachten, welche 
z, z 4- Az, z -∖- 1/1 z entsprechen, und mit ihnen auf die­selbe Weise verfahren. Nun sind zwar die beiden ersten Werthe dieselben in beiden Fällen; aber der dritte Werth ist verschieden, weil mit x -|- 2z∕zc nicht z ’iziz correspon- dirt: es fehlt daran eine gegen Az unendlich kleine Grösse, welche man gegen die Differenzen der zweiten Ordnung nicht vernachlässigen darf.Fs ist also nothwendig, mit Sorgfalt die durch A’^y be­zeichneten Differenzen zu unterscheiden in den Aufgaben, wo man nicht immer dieselbe unabhängige Variable nimmt. Das­selbe gilt von den höheren Ordnungen.54. Betrachtet man insbesondere die Functionenzc”*, loy X, , sin x, cos x,so findet man 

und es ist gut, sich daran zu erinnern, dass das zweite Glied die unendlich kleine Differenz der nten Ordnung giebt bis auf eine gegen diese Differenz unendlich kleine Grösse.
Partielle Differentiale, Ableitungen und Diffe­renzen der verschiedenen Ordnungen von Functionen mehrerer unabhängigen Variablen. Totale Differenzen und Differentiale.55. Eine Function von zwei unabhängigen Variablen, 
X und y, kann successive in I^ezug auf jede von ihnen par­tiell differentiirt werden, und diese Differentiationen können in irgend einer Anzahl geschehen und in beliebiger Weise auf einander folgen. Die Anzahl dieser Differentiationen constituirt die Ordnung des Differentials, der Differenz oder Ableitung. Ueber ihre Bildung ist nichts Neues zu sagen,

Duhamel, Diff.- und Iut,-Rechnuιιg. 4 
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— 50 —weil man bei jeder Operation nur eine einzige unabhängige Variable zu betrachten hat. Die partiellen Ableitungen irgend einer Ordnung lassen sich mit Hülfe der entsprechenden Dif­ferentiale in einer Weise ausdrücken, die derjenigen vollkom­men gleich ist, welche wir für die Functionen einer einzigen Variable gefunden haben. Sie haben auch dieselben Be­ziehungen zu den correspondirenden partiellen Differenzen; und die genaue Wiederholung der in dem Falle, wo man immer dieselbe Variable betrachtet, geführten Schlüsse führt augen­blicklich zu diesen Consequenzen. Indessen halten wir es nicht für überflüssig, einige Entwicklungen über diesen Gegenstand zu geben.Bezeichnen wir allgemein durch F (zc, y) das Re-sultat von m partiellen, in Bezug auf zc ausgeführten Deriva- tionen der Function u = F {x, y'), auf welche n partielle Deri- vationen des Resultats nach y folgen; worauf wieder p Deri- vationen nach zr folgen, und so fort.
m-f-n + p...Bezeichnen wir ebenso durch d u das Resultat,
x,v,x...welches erhalten wird, wenn man zuerst von u in Bezug auf zr das partielle Differential der Ordnung m nimmt, darauf von dem erhaltenen Ausdruck in Bezug auf y das partielle Dif­ferential der Ordnung n, und so fort. Und bezeichnen wir wi 4" Λ · · ·endlich durch z/ u das Resultat, welches man erhält,

χ,ν,χ...indem man auf analoge Weise die Differenzen statt der Dif­ferentiale nimmt. Dies vorausgesetzt, hat man zuerst nach Dem, was wir bei den Functionen einer einzigen Variable gesehen haben, indem man von den eben festgesetzten Bezeichnungen Gebrauch macht.
Betrachtet man jetzt y als die.einzige Variable, und nimmt von beiden Gliedern das wte Differential, so erhält man auf dieselbe Weise 
nimmt man jetzt das partielle Differential der Ordnung p inBezug auf zc, und fährt so fort, so erhält man
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— 51 —
oder
Die partiellen Ableitungen lassen sich demnach durch die partiellen Differentiale auf eine Weise ausdrücken, die der­jenigen analog ist, welche sich auf die Functionen einer ein­zigen Variable bezieht.56. Ferner besteht offenbar dieselbe Beziehung zwischen diesen Ableitungen und den entsprechenden partiellen Diffe­renzen. In der That, man hat zunächst, nach dem für die .^Functionen einer einzigen Variable Bewiesenen,
wo fij mit z/zc zugleich Null wird. Nehmen wir jetzt die nie Differenz beider Glieder in Bezug auf y, und theilen wir sie durch z/i/“: den⅛elben Schlüssen zufolge muss man die par­tielle nte Ableitung des zweiten Gliedes in Bezug auf y neh­men und dazu eine Grösse addiren, welche mit z/^ Null wird Wenn man ferner bemerkt, dass da ω mit z/zr für jedes x Null wird, dasselbe auch für seine nte Ableitung stattfindet, so erhält man folgende Gleichung
wo «1 Null wird, wenn Jx und dy beide Null werden.Nimmt man darauf die pte Differenz beider Glieder in Bezug auf zc, und theilt sie durch z/zcp, und fährt man so fort, so erhält man die allgemeine Formel
wo « Null wird, wenn z/zk und /iy beide Null werden. Hieraus schliesst man endlich, wie für die Functionen einer einzigen Variable, •i*
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— 52 —
und ebenso würde es sein für eine beliebige Zahl von unab­hängigen Variablen.Die Bezeichnungen, welche wir angewendet haben, lassen sich vereinfachen in Folge eines fundamentalen Satzes, den wir jetzt beweisen wollen.57. Von der Ordnung, in welcher die Differen- ' tiationen sich folgen. — Wenn man die successiven Diffe­renzen einer Function in Bezug auf die verschiedenen unab­hängigen Variablen, welche sie enthält, nimmt, so wird man injmer zu demselben Resultat gelangen, in welcher Ordnung mau diese Operationen vornehmen mag, wenn man nUr die Zahl derjenigen nicht ändert, welche in Bezug auf jede Variable respective ausgeführt werden sollen.Es seien in der That x und y zwei der Variablen, von welchen eine Function u abhängt.Verändert man zuerst x in x x, so wird uverändert man in diesem Ausdruck y in y -j- Jy, so wird erund man hat auf diese W⅞iseDas, was aus u wird, wenn man 
X und y vn. X d X, y dy verändert.Macht man die Substitutionen in umgekehrter Ordnung, so erhält manund dieses Resultat muss mit dem vorigen identisch sein, weil es immer die Function u ausdrückt, in welcher x und y mit 
X ^x, y -|- z/y vertauscht sind.Man hat also identisch . .Theilt man jetzt beide Glieder durch dxdy und geht zu den Grenzen über, indem man dx und z/y gegen Null convergiren lässt, so sieht man nach dem Vorhergehenden, dass
und folglich
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— 53 —Es ist leicht zu sehen, dass wenn man successive irgend eine Zahl von partiellen Differenzen, Differentialen oder Ab- lenungen nimmt, die Ordnung, in welcher man dies thut, völ­lig gleichgültig ist. In der That, da die Ordnung von zwei sich unmittelbar folgenden dieser successiven Operationen um­gekehrt werden kann, so kann man machen, dass eine belie­bige Operation zuerst kommt, indem man sie immer um einen Schritt gegen den Anfang vorschreiten lässt; darauf kann man eine beliebige andere zur zweiten Operation machen, und auf diese Weise sie alle in eine beliebige Ordnung bringen, ohne dass das Resultat auf hört, identisch dasselbe zu sein.Man kann also voraussetzen, dass alle Differentiationen nach derselben Variable hinter einander geschehen, und die vorhergehenden Bezeichnungen werden dadurch vereinfacht, indem sie nur noch eine Anzeige für jede Variable enthalten: wir werden in der Folge davon Gebrauch machen.Man vereinfacht den Ausdruck der partiellen Ableitungen noch mehr, indem man schreibt, welchesangeht, weil die Exponenten von dx und dy genügen, um 'die Zahl der nach jeder der Variablen x und y ausgeführten Differentiationen anzuzeigen.Wenn man aber nun, um das entsprechende partielle Dif­ferential zu haben, die Multiplication mit dx”* dy” durch Un­terdrückung des Nenners machte, so würde man d”* + ”u erhal­ten, einen Ausdruck, welcher keine Spur der ausgeführten Differentiationen mehr enthält. Man ist daher genöthigt, damit die Bezeichnung einen bestimmten Sinn habe, den Nenner bei­zubehalten und dieses Differential so zu schreiben :
Viel einftcher würde es durch die schon angewandte Bezeich­nung d”* " w dargestellt werden.

X, 1Das Bezeichnungssystem von Lagrange erstreckt sich auf Funcionen mehrerer Variablen; wir sprechen aber nicht davon, w⅛il man keinen Gebrauch davon macht. Die Bezeich­nung voi Leibnitz hat die Oberhand behalten, weil sie
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— 54 —hauptsächlich den grossen Vortheil hat, die unendlich kleben Differenzen sichtbar zu machen, deren Betrachtung so nützich ist in allen von der Mathematik abhängigen Untersuchungen.
Totale Differentiale der Functionen unabhängiger V ariablen.

58. Es sei u = F während x und y unabhängigsind, so haben wir schon früher gesehen, dass man hat
wo ω unendlich klein ist gegen z/zc, dy, du, wenn dx und 

gGgen Null convergiren.Die Summe der beiden ersten Glieder hat also in Bezug auf das totale Increment du die merkwürdige Eigenschaft, demselben gleich zu sein, bis auf eine gegen diese Differenz unendlich kleine Grösse. Hiernach führt uns die Analogie darauf, den Namen totales Differential von u nachstehendem Ausdruck beizuleeren 
wo dx und dy unbestimmte und unabhängige Grössen sind, welche wir die Differentiale von x und y nennen. Dieser Aus­druck besitzt die Eigenschaft, dass man ihn, wenn man dx und dy als die x und y ertheilten unendlich kleinen Incremente betrachtet, statt des totalen Increments von u nehmen kann, indem man eine gegen dieses Increment unendlich kleine Grösse vernachlässigt; und folglich kann man, wie in dem Falle einer einzigen unabhängigen Variable, sagen, dass die Differentiale 
dx, dy, du Grössen sind, deren Verhältnisse die Grenzen bil­den von den Verhältnissen der correspondirenden Differenzen 
dX, dy, du, indem man die Differentiale der unabhängigen Variablen ihren Differenzen gleich nimmt.Wir werden dieses totale Differential durch du bezeich­nen, ,und es ist wohl zu unterscheiden von den partiellen du, welche sich in dem zweiten Gliede finden und von einander verschieden sind. Um jede Verwirrung zu vermeiden, muss
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— 55 —man sich hüten, dx oder dy zu imterdrücken, und vielmehr schreiben 
(1)Man kann auch schreibenDiese Betrachtungen finden Anwendimg auf irgend eine Zahl von unabhängigen Variablen, und das totale Differential einer Function mehrerer unabhängigen Variablen ist immer die Summe der partiellen Differentiale in Bezug auf jede dieser Variablen.Suchen wir jetzt den Ausdruck der successiven Differen­tiale von u. Und bemerken wir hierzu zuerst, dass das Diffe- d” "1” P urential von -5—5— nach der eben erhaltenen Regeldx'^dyP ®

ist: es kann also gebildet werden, indem man mitden vorgelegten Ausdruck multiplicirt, wenn man darinden Index des Zählers als einen Exponenten betrachtet, und nach der Multiplication den Exponenten der Zähler wieder zum Index der Differentiation macht. Hiernach wird, wenn man von der Formel (1) ausgeht, das Differential des zweiten Gliedes erhalten, indem man dieses Glied mit dx -J- dy multiplicirt, und die Exponenten der Zähler in Indices ver­wandelt. Für das Differential des Resultats gilt dasselbe; und folglich hat man, indem man durch d”» u das totale Diffe­rential derwiten Ordnung von u bezeichnet, die symbolische Formel 
wo man immer versteht, dass die Exponenten der du des zweiten Gliedes in Indices von Differentiationen verwandelt werden.Vergleichen wir jetzt d”*u mit der totalen Differenz Nehmen wir hierzu die frühere Formel 
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- 56 —worin wir und /1 y unendlich klein voraussetzen, und er- theilen wir x und y dieselben Incremente Ax, Ziy. Das in 
dugleicher Weise berechnete Increment von kann man erhal­ten, indem man mit dx -j- dy multiplicirt, und eine gegen dx und dy unendlich kleine Grösse hinzu addirt; ebenso das Increment von Das Increment von dx

dy dx
du . ,d y wird daher symbolisch durch das Quadrat dieses Ausdrucks dargestellt, worin man statt der Exponenten von 

du Indices setzt, und wozu man noch eine gegen d x'^, dxdy^ dy‘^ unendlich kleine Grösse addirt. Von ω wissen wir (Seite 27), dass es aus Gliedern besteht, welche zu Factoren haben, die einen 
dx, die anderen dy, und ausserdem andere Factoren, welche, sowie ihre Ableitungen, mit dx und dy Null werden; woraus folgt, dass das Increment von ω unendlich klein ist gegen dieselben Grössen dx"^, dxdy, dy"^. Man hat daher die sym­bolische Formel 
wo ω' unendlich klein gegen die Grössen dx^, dx dy, dy^. Indem man so fortfährt, gelangt man ohne Schwierigkeit, wie auch die Zahl der Variablen sein mag, zu der allgemeinen symbolischen Formel 
worin ω unendlich klein ist gegen das Product von m Facto­ren dx oder d y.Man hat also auch diesen anderen allgemeinen Satz: 'Das totale Differential der mten Ordnung einer Function von irgend einer Zahl unabhängiger Variablen, in welchem man dx, dy etc. gleich den unendlich klei­nen Incrementen dieser Variablen nimmt, unterschei­det sich von der entsprechenden mten Differenz nur um eine gegen diese selbst unendlich kleine Grösse.59. Allgemeine Bemerkung. — Wenn man eine Gleichung sucht zwischen Differentialen irgend einer Ordnung 
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— 57 —von irgend welchen Functionen, und wenn, um zu ihr zu ge­langen, es "vortheilhaft ist, zuerst unendlich kleine Differenzen zu betrachten, so kann man die Differentiale den correspondi- renden Differenzen substituiren und jede Grösse vernachlässi­gen, die unendlich klein ist gegen diejenigen, zwischen welchen man die Relation sucht. Denn wenn man die genaue Gleichung durch eine von den Differenzen, zu einer entsprechenden Potenz erhoben, theilt, und zur Grenze übergeht, so treten an die Stelle der Differenzverhältnisse die Differentialverhältnisse, und man erhält dieselbe Gleichung, zu welcher man auch gelangt, indem man Grössen vernachlässigt, welche nothwendig sind zur Genauigkeit der Gleichung zwischen den Differenzen, welche aber aus der genauen Gleichung zwischen den Differentialen ver­schwinden, mag man diese als unendlich kleine oder endliche Grössen betrachten.
Totale Differentiale der verschiedenen Ordnungen von Functionen mehrerer abhängigen Variablen.60. Wenn die Variablen x und ?/, welche in der Func­tion u Vorkommen, selbst Functionen unabhängiger Variablen sind, so werden die sämmtlichen totalen Differentiale von w, das der ersten Ordnung ausgenommen, ihre Form ändern, weil die Factoren äx, dy nicht mehr constant sind.Das erste Differential von u hat also immer den Ausdruck
Aber, indem man diesen Ausdruck differentiirt, treten die Glie­der auf 
und man muss d"^x, d^y vermöge der unabhängigen Variablen imd ihrer Differentiale bilden nach den vorhergehenden For­meln. Man hat also 
und d"^u besitzt, in Bezug auf z∕≡w, die Eigenschaft, welche unabhängig von der Form bewiesen wurde, die durch Zwischen- 
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— 58 -variablen zwischen u und den unabhängigen Variablen verur­sacht werden kann.Man findet ebenso die totalen Differentiale der folgenden Ordnungen, für eine beliebige Zahl von Variablen, die von irgend welchen anderen abhängen. Sind einige Variablen un­abhängig, so braucht man nur jene Differentiale dieser letzten, welche von höherer als der ersten Ordnung sind, als Nullen zu betrachten.61. Der besondere Fall, wo x und y lineare Func­tionen sind. — Sind x und y lineare Functionen der unab­hängigen Variablen, so sind dx und dy constant, also
d?'X == 0, d^∙y = 0, d^x = 0, . . ., und folglich findet man in diesem Falle die symbolische For­mel wieder 

welche man auf eine beliebige Zahl von Variablen ausdehnen kann.
Differentiale der verschiedenen Ordnungen der impliciten Functionen.62. Nehmen wir zuerst an, die implicite Function u hänge ab von den Variablen zr, y^ und werde bestimmt durch die Gleichunff so haben wir

u,α, u,yworaus man du findet.Differentiirt man diese Gleichung in Bezug auf alle Va­riablen, und beachtet, dass du nicht constant ist, so kommt 

daraus findet man und so fort. Auf dieselbe Weise ver­
www.rcin.org.pl



— 59 —fährt man bei irgend einer Zahl von unabhängigen Variablen. Wenn u nur von einer Variable x ab hängt, so reducirt sich diese Gleichung auf
63. Hat man zwei Gleichungen, so sind zwei Variablen Functionen aller übrigen; und in diesem Falle differentiirt man wiederholt jede Gleichung, indem man die abhängigen Variablen von den unabhängigen wohl unterscheidet: man bestimmt auf diese Weise die zweiten, dritten etc. Differentiale der beiden Functionen; und man verfährt ebenso, wenn man irgend eine Zahl von Gleichungen hat.Es seien z. B. die beiden Gleichungen

und y und u Functionen der unabhängigen Variable x. Man erhält zuerst

woraus man dy und du findet. Differentiirt man diese beiden Gleichungen, so folgt 

woraus man d"^y und d"^u findet, da dy und du bekannt sind. Auf diese Weise erhält man die Differentiale aller Ordnungen von y und u.
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— 60 —
Vertauschung der Variablen.

64. Der Fall einer einzigen unabhängigen Va­riable. — Wir werden zuerst die Functionen einer einzigen unabhängigen Variable betrachten; und der Gegenstand, mit welchem wir uns beschäftigen, ist, alle Ableitungen einer Func­tion y nach einer Variable x, von welcher sie abhängt, aus­zudrücken durch die successiven Ableitungen einer anderen Function u in Bezug auf eine als unabhängig betrachtete Va­riable t.Alle Grössen hängen hier ab von einer einzigen Variable: man hat also drei Gleichungen zwischen x, y, u, Z; oder nur zwei, wenn man diejenige zur Seite lässt, welche die Relation zwischen x und y ausdrückt. Man sieht, dass man, diesen drei Gleichungen zufolge, u als eine Function von t betrachten kann, und es sind die Ableitungen von u nach t, welche man an die Stelle der Ableitungen von y nach x setzen will.Hierzu werden wir zunächst die Ableitungen von y nach x ausdrücken durch die Ableitungen von x und y nach derselben unabhängigen Variable t, von welcher x und y Functionen ■ sind. Die Formeln dafür werden immer dieselben sein, wieauch die besondere Form sowohl der Gleichung zwischen x und y als derjenigen Gleichung sein mag, welche x und y mit 
t verknüpft. Nachher werden wir zeigen, wie man die Ablei­tungen von X und y nach t ausdrücken kann durch diejenigen, welche man einführen will, nämlich durch die von u nach t. Diese letzte Rechnung hängt ab von den Gleichungen, welche 
X und y mit t und w, und vielleicht noch mit anderen Variablen, •verknüpfen; und die Zahl der Gleichungen soll immer eine solche sein, dass es nur eine einzige unabhängige Variable giebt, wie wir vorausgesetzt haben.65. Um die Ableitungen von y nach x auszudrücken durch diejenigen von x und y nach t, bemerken wir, dass man nach dem Princip für Functionen von b'unctionen hat
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— 61 —

a f
. ΙjGehen wir jetzt über zu dem Ausdruck von Wirwerden deshalb beide Glieder dieser Gleichung nach x difFe- rentiiren; um aber in das zweite Glied nur Ableitungen nach t zu bringen, werden wir es zuerst nach t differentiiren und dann 

d t d scmit multipliciren oder durch dividiren. Wir erhalten so

Um —- zu erhalten, differentiiren wir wieder das zweite Glied 
ax^

dscnach t und theilen dann durch 3—. Es ist klar, dass, indemα tman so fortfährt, man den Ausdruck aller Ableitungen von y nach z» durch diejenigen von x und ?/ in Bezug auf irgend eine Variable t erhalten wird, von welcher x und y abhängen.Man kann statt der Ableitungen von x und y nach i die Differentiale einführen; dazu braucht man nur den Divisor dt - zu unterdrücken, und es kommt
Diese ersten Formeln beziehen sich allein auf die Vertau­schung der unabhängigen Variable. ♦66. Nimmt man an, dass die Variable t die Function y selbst ist, so erhält man die Ableitungen von y nach x ausge­drückt durch diejenigen von x nach y, gleichviel welche Rela­tion zwischen x und y bestehen mag. Diese Formeln sind
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— 62 —67. Betrachten wir jetzt, wo es sich darum handelt, die Ableitungen von x und y nach t durch die Ableitungen von u nach t auszudrücken, den allgemeinen Fall, wo man zwischen 
m Variablen zr, w, . . u, t die m— 2 Gleichungen hat
diejenige Gleichung ungerechnet, welche y als Function von x giebt. DilFerentiirt man diese m — 2 Gleichungen nach t, so- kann man 4^, durch ausdrücken, indem man Glei-

dt dt dt "chimgen vom ersten Grade auflöst.Differentiirt man aufs Neue, so führt man die zweiten Ableitungen in Bezug auf t ein, und es werden erste Ablei­tungen stehen bleiben, statt welcher man ihre aus den vorigen Gleichungen gezogenen Werthe setzen kann. Man kann also wieder durch die Auflösung von Gleichungen ersten Gradesdie Werthe von ausgedrückt,finden.Indem man so fortfährt, lassen sich alle Ableitungen von 
X und y nach t ausdrücken durch diejenigen von «nach i; und da wir die allgemeinen Formeln gegeben haben, welche J2n dx d"^x dy d^y ,etc. durch -y-, -γ— etc., etc. ausdrucken, sodx’^ dt dt"^ dt dfi
„ , , dy d"^y du d'^ufolgt, dass man -j-⅞, . . . durch -r;—, . . . aus-® dx^ dx'i dt df^drücken kann, welches die Aufgabe war.

⅜68. Hätte man Differentialgleichungen statt der endlichen Gleichungen, so müsste man immer suchen, daraus etc.,etc., in etc. ausgedrückt, zu finden, unddann wie in dem vorigen Falle verfahren.Nehmen wir z. B. an die Gleichung (⅛)'+(⅛)'->∙
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— 63 —und nehmen wir uns vor etc. durch etc.aus^udrücken. Die Aufgabe kommt hier darauf hinaus,etc. durch auszudrücken.Man hat zuerst
Um zu erhalten, differentiirt man die gegebene Glei­chung, und es kommt
woraus folgt
Eine neue Differentiation lässt 3-^ finden, und so fort.

a Z≡Dieser Fall ist z. B. derjenige, wo man eine Curve durch eine Gleichung zwischen dem Bogen und der Abscisse be­stimmt.69. Der Fall mehrerer unabhängigen Variablen. — Betrachten wir jetzt eine Function z von zwei unabhängi­gen Variablen zc, y. Ihre Form ist nicht gegeben, und man soll von ihr keinen Gebrauch machen; aber man soll immer in der Voraussetzung raisonniren, dass sie exisirt.Stellen wir uns die Aufgabe, die partiellen Ableitungen aller Ordnungen von z nach x und y auszudrücken durch die­jenigen einer anderen Function r nach den beiden unabhängi­gen Variablen φ und Θ, indem wir annehmen, dass drei Glei­chungen zwischen x, y, z, f), ff), r bestehen, nämlich.j. I F {x, y, z, Θ, φ, r) = 0, ∕∖ {x, y, z, ü, φ, r) = 0,i Fa {x, y, z, 0, φ, r} = 0,so dass vier beliebige von diesen sechs Variablen betrachtet werden können als Functionen der beiden anderen, welche voll­kommen willkürlich bleiben.
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— 64 ‘ —Dies vorausgesetzt, differentiiren wir r partiell nach x und 
y, indem wir r als abhängig von ö und φ betrachten, welche selbst von x und y abhängen. Wir erhalten

(7 Q 
Plmα diesen Gleichungen muss man die Ableitungen

da) dr dB do) dr .
-r-, lortschatren, und, um dies zu bewir- d X dx dy dy dyken, differentiiren wir zuerst die Gleichungen (1) nach χ∙, diese Differentiation giebt

, . . , . dB dφ dr , . dz ,hieraus ziehen wir , -r- als bunctionen von —, unddx dx dx dxwenn wir dieselben in die erste Gleichung (2) einsetzen, so 
dz d r d rkönnen wir sogleich als Function von -γ-., -ψ~ finden. dx dB dφIndem man die Gleichungen (1) nach y differentiirt und von der anderen Gleichung (2) Gebrauch macht, erhält man ausgedrückt durch ; und dies war die Aufgabe.(Zr dτ dzHieraus kann man leicht -γ--, ausgedrückt durch , dB dφ dx

dz-— finden, indem man zwei Gleichungen ersten Grades auf­löst; man kann sie aber auch direct erhalten, indem man einen umgekehrten Gang befolgt.Zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung geht man 
dv drüber, indem man nach x und y differentiirt; dabei

dτ dvhat man -77-, 7— nach x und y zu differentiiren, und man be-dB dφhandelt sie, wie man r behandelt hat, wodurch die Ableitun-
www.rcin.org.pl



— 65 —gen zweiter Ordnung von r nach ß und φ eingeführt werden; ferner hat man zu differentiiren, wodurch die
dx dx dy dypartiellen Ableitungen der zweiten Ordnung von z in Bezug auf X und y eingeführt werden, deren Werthe man folglich erhält.Es ist leicht zu sehen, dass diese Methode Anwendung findet auf irgend eine Zahl von unabhängigen Variablen, und dass sie auf die Ableitungen aller Ordnungen sich erstreckt.70. Wir wollen im Besonderen den Fall untersuchen, wo man eine Function u von drei unabhängigen Variablen x, y, z hat, welche ersetzt werden sollen durch drei andere unabhän­gige Variablen r, φ, β, die mit x, y, z durch drei bekannte Gleichungen verbunden sind; in diesem Falle handelt es sich darum, die partiellen Ableitungen von u nach x, y, z immer auszudrücken durch seine partiellen Ableitungen nach r, φ, β. Diese Aufgabe enthält jene von der Transformation der Coor- dinaten in Gleichungen mit partiellen Differentialen, wo die Hauptvariable eine Function von drei Coordiuaten ist.Betrachten wir u als Function von ö, φ, r, und diese letz­teren als Functionen von x, y, z', und differentiiren wir u par­tiell nach X, y, z, so erhalten wir

(3)

Vermöge der drei Gleichimgen zwischen x, y, z, H·, φ, r kann man nun die partiellen Ableitungen 
bestimmen, und dann geben die Gleichungen (3) die Werthe der partiellen Ableitungen der Fmiction u nach x, y, z durch diejenigen derselben Function u nach 0, φ, r.Die Auflösung dieser drei Gleichungen giebt

Duhamel, Ditl'.- und Int-Rechuuiig. 5
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— 66 -durch aber man kann sie auch direct erhalten,
dx dy dzindem man einen umgekehrten Weg einschlägt.Indem man die Gleichungen (3) successive nach x, y, z differentiirt, kann man die Ableitungen zweiter Ordnung nach den unabhängigen Variablen des einen Systems ausdrücken durch die Ableitungen zweiter Ordnung nach den unabhängi­gen Variablen des anderen Systems; und so kann man fort­fahren.Wenn man z. B. 4^ nach X differentiirt, so hat man die 

dxpartiellen Ableitungen von nach x zu bilden, und
, . , du du du , , , ,dies thut man, indem man -τ— so behandelt, wie man

da dφ drvorher u behandelt hat, wodurch die Ableitungen zweiter Ord­nung von u nach β, φ, r eingeführt werden; alles Uebrige ist bekannt.71. Wenden wir dieses Verfahren an auf eine Transfor­mation, welche oft in den Aufgaben der Mechanik und mathe­matischen Physik vorkommt.Es seien x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes, und r, 0, -ψ seine Polarcoordinaten, so dass man zwischen diesen sechs Variablen die drei Gleichungen habe
Man findet durch die auseinandergesetzte Methode

www.rcin.org.pl



— 67 —

5*
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Analytische Anwendungen der Differential­
rechnung.

«

72. Bestimmung der besonderen Werthe der Func- 0 octionen, welche unter den Formen -7-?—, ∞ V 0, Γ*, 
ü 00□oθ, 00 erscheinen. — Wenn eine Function der Quotient zweier anderen Functionen von x ist, und ein besonderer Werth von X diese beiden letzten zu Null oder unendlich macht, so, 0 Qcerscheint der Werth der ersten unter der i'orm — oder ----- ,

0 CTund, in diesem Falle, kann man sich vornehmen den Werth zu bestimmen, gegen welchen der gegebene Bruch convergirt, wäh­rend X gegen diesen besonderen Werth convergirt; man nennt diesen Grenzwerth häufig den wahren Werth des Bruchs, 0 00welcher unter der unbestimmten Form -r- oder — erscheint. 0 00

* )Suchen wir zunächst die Grenze von , wenn zc gegeneinen solchen Werth ⅜ convergirt, dass man hat F(xq) = 0, 
∕{xq) = 0. Es sei h eine gegen Null convergirende Grösse, so hat man nach Nr. 45
also
wenn x gegen ⅞ convergirt; und folglich ist, wenn F^(⅜) und weder Null noch unendlich sind, —φ die gesuchteGrenze.Hätte man auch = θj so wäre dieGrenze von —dieselbe wie die von und so fort.
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— 69 —Wenn also alle Ableitungen bis zur Ordnung n exclusive Null werden für x = λ*o, so ist die gesuchte Grenze die von■ ; und als Werth dieser Grenze hat man, wenn F'^(x) und Λ(ar) weder Null noch unendlich sind,
Ist eine von diesen letzten Ableitungen Null, so ist die Grenze Null, wenn F^(xq} Null, und die Function wächst ohne Grenze, wenn∕"(zro) Null ist.73. Nehmen wir jetzt an, dass F(xq} = <x, /(λ:ο) = also -√~~< = θ, ~Γ∕—r = θ∙ Man hat identischF(⅜) f{xo)

woraus folgt, indem man durch φ(h} darstellt,∕(⅞÷^)
Wenn nun ,>--7 oder φ(h) eine endliche Grenze hat, so wird ∕(∙^) Q) (β}l}cp{0K) dieselbe Grenze haben und wird gegen die Ein­heit convergiren, man hat also
Wenn dagegen der Ausdruck — gθge∏ 0 oder v. hinstrebt, 

./ Wso wird er zuletzt, im Allgemeinen, sich beständig in demsel­ben Sinne ändern, indem .r gegen .⅞ convergirt; und der Factor"ird im ersten Falle kleiner, im zweiten grösser sein als die Einheit. Also wird yi^^^ gleichzeitig mit ' Null
www.rcin.org.pl



* — 70 —oder unendlich, und folglich kommt in allen Fällen die Auf-Buchung des wahren Werthes von hinaus auf die des
∕(∙^)

Λjr L· ' (^)
y/y erthes von ,, ; '·

fWenn also F^(xq') und ∕'f⅞) weder Null noch unendlich sind, so ist die gesuchte Grenze
Wenn die Ableitungen von F{x), unendlich würdenbis zu einer gewissen Ordnung, so würde man wie in dem vorigen Falle verfahren. Würden sie aber alle unendlich, so wäre diese Methode nicht mehr anwendbar; und oft ist das Beste, was man in diesem Falle thun kann, dass man x durch 

XQ-∖-h ersetzt und die Reductionen ausführt.Hat man z. B. den Bruch
so werden beide Ausdrücke Null für x ==. λ⅛, und alle Ablei­tungen werden unendlich. Setzt man aber x = xq-∖-1i, so wird er
unterdrückt man den gemeinsamen Factor M, so bleibt ∕t⅛--------------T, dessen Grenze Null ist, wenn h gegen Null con- 
(2x, + hγvergirt.74. Der Werth .rθ ist willkürlich, kann also so gross vor­ausgesetzt werden als man will, und folglich finden die vor­hergehenden Regeln Anwendung auf den Fall, wo man xq—<χ hat. Aber der directe Beweis kann in diesem Falle nicht mehr in derselben Weise geführt werden, und es ist gut ihn besonders zu betrachten.
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— 71 —Setzt man x = —, so wird.V
weain y gegen Null convergirt, so tritt keine Schwierigkeit ein, und man hat nach dem vorstehenden ßew’eise
Man hat also auch 
während x unbegrenzt wächst.75. Betrachten wir jetzt das Product und nehmen wir anWir haben identisch 
wodurch man auf den ersten Fall zurückgeführt ist, und man findet jetzt
Wenn der zweite Ausdruck sich in einem der untersuchten Fälle befindet, so behandelt man ihn nach den dort gegebenen Vorschriften.76. Um die Grenze des Bruchs

Xzu finden, wenn x unendlich wächst, kann man noch eine andere Regel geben.In der That, ist h irgend eine endliche Grösse, so hat man, was auch x sei,
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— 72 —
wenn nun a∙ unbegrenzt wächst, so convergirt das zweite Glied gegen 7^*(oo), und nach Nr. 74 ist 7^'(oo) die Grenze des Bruchs . Also

X

und wenn man der Einfachheit wegen λ = 1 setzt.
Diesen Satz hat Cauchy auf andere Weise in seinem Count 
dAnalyse alg^brique bewiesen.77. Betrachten wir jetzt einen Ausdruck von der FormSein Logarithme ist
und befindet sich in einem der Fälle, die wir untersucht haben. Kann man also nach den vorhergehenden Regeln den wahren Werth dieses Logarithmen bestimmen in dem besonderen Falle, wo von den Functionen logF{x^ und ∕(j∙) eine unendlich und die andere Null ist, so schliesst man unmittelbar daraus auf den Werth des vorgelegten Ausdrucks.Untersuchen wir insbesondere den Ausdruck
für X = oc , indem wir annehmen ) = x . Der Loga­rithme davon ist
und seine Grenze ist die von ; ■. , welche man nach den vo- rigen Regeln suchen kann.Wenn man aber auf die besondere Regel der

XNr. 76 anwendet, so findet man, dass seine Grenze dieselbe ist wie die von
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— 73 —
— . . . F(xΛ- ] )Also ist die Grenze von dieselbe wie die von —wenn x unendlich wird. Auch diese Regel war von Cauchy bewiesen worden.78. Die Anwendung dieser verschiedenen Regeln führt zu einigen besonderen bemerkenswerthen Resultaten:

Reihe von Taylor für^die Functionen einer einzigen V ariable.79. Diese Reihe hat zum Zweck irgend eine Function der Summe x · ∙i- Λ zu entwickeln nach den ganzen und posi­tiven Potenzen eines der Summanden, z. B. Λ; sie ist von Taylor gefunden worden, und hat seinen Namen behalten. Maclaurin hat aus ihr eine andere abgeleitet, welche die Ent­wicklung einer Function nach den Potenzen der Variable giebt; sie ist aber schon vor ihm von Stirling angewandt worden. Es genügt in derThat, in der ersten xz=0 zu setzen, um die Entwicklung einer Function der Variable h nach den Potenzen von Ji zu erhalten. Diese Reihe von Maclaurin ist also nur ein besonderer Fall jener von Taylor, und des­halb begreift man häuffg beide unter demselben Namen.Es sei F{x -|- /t) die Function, welche nach den ganzen und positiven Potenzen von 1i zu entwickeln ist.
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— 74 —Fangen wir damit an, dass wir irgend eine Zahl n von Gliedern nach demselben Gesetz hinschreiben, wie wenn die Function eine ganze und rationale wäre, und bezeichnen wir durch ∕(Λ) diejenige Function von x und Λ, welche zu diesen Gliedern addirt, F(x ä) wieder hervorbringt: wir erhalten
Die Ableitungen beider Glieder nach h sind nothwendig iden­tisch , man erkennt daher ohne Mühe, dass f (/t) und seine (n — 1) ersten Ableitungen Null werden für h = 0, und dassAlso hat man nach Nr. 46
und folglich
(1)
Diese Formel giebt die Lösung der Aufgabe, und zeigt, in λvelchem Falle sie möglich ist. In der That, wenn der Aus­druck I
mit wachsendem n gegen Null convergirt, so ist F{x -|- A) die Grenze der Reihe
und man kann dann die folgende Formel hinstellen, welche die von Taylor ist,
(2)
Man muss aber wohl bemerken, dass nach der Formel, aut welche diese Reihe gegründet ist, sie nur dann für F{x -j- ^0 gesetzt werden kann, wenn F{x) und alle seine Ableitungen
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— 75 — A”stetig sind zwischen x und x-∖-h, und wenn ----- F^{x-∖-βh)mit unbegrenzt wachsendem n gegen die Null convergirt.Die Function 7^ (λ; -j- h) kann nach den Potenzen von h nicht anders als durch die Formel (2) entwickelt werden; denn zwei convergente, nach den ganzen und positiven Potenzen einer und derselben Variable geordnete Reihen, welche gleiche Summen geben für jeden Werth dieser Variable, sind diesel­ben, Glied für Glied.80. Es ist. leicht zu sehen, dass der Ausdruck
welcher den genauen Werth des Restes der Reihe nach den 
n ersten Gliedern giebt, allemal dann gegen Null convergirt, wenn endlich bleibt, während n unbegrenzt wächst: undΛ”dazu braucht man nur zu zeigen, dass y— --------- gθgθn Nullconvergirt, was auch h sei. In der That, wenn n den Werth von h übertroffen hat, und man es unbegrenzt vergrössert, so Ä"wird der Ausdruck -— --------  multiplicirt werden durch die1 . 2 . . . nBrüche ——7, —⅞—^7, . . ., welche immer mehr abnehmen. 

n 1 nAber selbst, wenn sie dem ersten, der kleiner ist als die Ein­heit, gleich blieben, so wüsste man, dass das Product Null zurGrenze haben würde. Also ist dasselbe der Fall mit -— ------ ’-y.1 . 2 ... n wenn n unbegrenzt wächst; und die Reihe von Taylor kann angewandt werden, wenn und alle seine Ableitungen ste­tig und endlich sind zwischen x und x h.81. Die Formel (1) hat den Vortheil, Grenzen anzugeben für den Fehler, welchen man begeht, indem man bei irgend einem Gliede der Taylor’schen Reihe stehen bleibt. In der That, nimmt man die n ersten Glieder, so ist die genaue Grösse, welche man hinzu addiren müsste, um F(x -b Λ) zu Ä”erhalten, -— ---------F^(x -|- ÖA)· Bezeichnet man nun durch1 . 2 . . . nA und B den kleinsten und den grössten Werth, welchen 
F” {x} annimmt, während x durch alle Werthe zwischen x und 
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— 76 —
•τ -∖- h gebt, so ist der Fehler, welcher begangen wird, wenn man nur die n ersten Glieder der Reihe nimmt, grösser alsη—----  und kleiner als .1— 2 ... n ] . 2 . . . w82. Die Formel
erheischt keine Bedingung in Bezug auf die Ableitungen einer höheren als der wten Ordnung. Diese letzteren könnten dis- continuirlich sein in dem Intervalle von .r bis x -}- /t, ohne dass die Formel auf hörte, richtig zu sein. Also kann diese Ent­wickelung richtig sein, wenn man sie mit einem gewissen Gliede schliesst, und unrichtig werden, wenn man sie darüber hinaus fortsetzen wollte.Nehmen wir z. B. an, man habe
ni sei eine ganze positive Zahl, und liege zwischen 0 und 1.Betrachtet man für x den besonderen Werth Λ∙θ, so sind die Ableitungen endlich bis zu inclusive, vorausgesetzt, dassdiejenigen von f{x} und φ (x} es sind; aber darüber hinaus werden sie unendlich. Die Entwicklung darf daher nur bis /i»»—!’ ZU dem Gliede ------- —------jy (,τθ) höchstens fortge­setzt werden; und sie muss vervollständigt werden durch ein Glied, welches die folgende Ableitung enthält.83. Setzt man in der Formel (1) x = 0 und schreibt h statt X, so erhält man
(3)
Man kann so eine Function von x entwickeln nach den Poten­zen von X, wenn diese Function und ihre Ableitungen bis zür­nten Ordnung continuirlich sind zwischen 0 und x. Wenn mit
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— 11 —

-τunbegrenzt wachsendem n der Ausdruck -—F'*{βx) ge­

gen Null convergirt, so kann die Function F{x) ausgedrückt werden durch die Formel 
d. h. die Grenze der Summe der Glieder des zweiten Glie­des ist F{x). Diese letzte Formel ist die von Maclaurin.Hätte inan sie vor der von Taylor erhalten, so würde mau diese aus ihr ableiten, indem man F{x h) als Function von Λ betrachtete und nach der Formel von Maclaurin ent­wickelte.84. Man kann auch F{,v) nach der Formel von Taylor entwickeln, indem man ⅜ (x — Xq) statt x setzt; man er­hält so 
und man kann immer .⅞ so wählen, dass F{xq), F^ {xq} etc. nicht unendlich werden. Dies genügt aber nicht, sondern man muss sich immer versichern, dass der Rest der Reihe, dessen Ausdruck wir kennen. Null zur Grenze hat.85. Job. Bernoulli wurde durch die Taylor’sehe Reihe zu einer anderen, selten angewandten Form der Entwicklung geführt. Setzt man nämlich h = — x, so wird jene
woraus folgt
(5) Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x sind selbst Functionen von x-, so dass man in dieser Entwicklung den hauptsächlichen Vortheil, den man sucht, nicht hat, wel­cher darin besteht, die Function durch ein ganzes rationales Polynom zu ersetzen. Von der Genauigkeit dieser Formel müsste man sich wie bei den vorhergehenden Formeln über­zeugen.86. Man darf aber nicht glauben, dass die Reihen von Taylor oder Maclaurin allemal angewandt werden können, wenn sie convergent sind, denn sie können gegen andere Greii-
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-78--zen convergiren, als die Functionen, welche sie darstellen sollen. ___So z. ß. wird die Function e mit allen ihren Ablei­tungen Null für zr = O, sie ist aber nicht identisch Null. Hier­aus folgt, dass wenn F(x) eine durch die Maclaurin’sche ___Reihe entwdckelbare Function ist, und man F(x} -f- nach derselben Formel entwickelt, man eine convergente Reihe er­hält, welche aber F{x) vorstellt, und also unrichtig ist.Die Richtigkeit der Entwicklung kann niemals anders als durch Betrachtung des Ausdruckes erkannt werden, welcher ihren Werth nach irgend einer Zahl von Gliedern vollständig macht.87. Andere Form für den Rest. — Es ist zuweilen nützlich, dass man dem Reste der Taylor’schen Reihe eine andere Form giebt, welche wir jetzt mittheilen wollen.Betrachten wir zunächst die Entwicklung von F {x)', wir können setzen, indem wir z -1- (x — z} statt x schreiben.
Stellt man das letzte Glied durch /{z} dar, und dlfferentiirt die beiden Glieder der Gleichung nach z, so erhält man, nach­dem alle Reductionen ausgeführt sind.
Diese Gleichung bestimmt die Ableitung f (z) der Function
und giebt
Nun kann man f{z) vermöge f'{z) durch die Formel aus­drücken 
und man hat f(x} = 0, weil, wenn man z = x macht in der
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— 79 —durch y(;) dargestellten Function, man identisch Null findet. Die letzt Gleichung giebt also
und man hat somit einen neuen Ausdruck für den Rest der Reihe, wdche die Entwicklung von giebt.Setz man z = 0, so hat man die Entwicklung von Maclau’in unter nachstehender Form, indem man 1 — θι — β macht.
(6) 
wo B zw.schen 0 und 1 hegt.In der gleichen vorher gegebenen Entwicklung ist der Rest ausjedrückt durch o
wo Θ einen anderen Bruch bezeichnet. Die neue diesem Rest ertkeilte Form ist manchmal mehr geeignet, die Convergenz der Reihe gegen F {x) zu offenbaren.Setze man in der Formel (6) = f{lι λ:), so er­hält man 
oder, indem man die r>uchstaben Λ und x mit einander ver­tauscht.
dies ist die Taylor’sehe Reihe mit dem Rest unter der neuen Form.88. Wenden wir die vorhergehenden Formeln auf einige Beispiele an.
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— 80 —Es sei F {x) = , so hat man
und folglich
Da der Rest mit wachsendem n gegen Nullconvergirt, so hat die unendliche Reihe zur Summe a^.

Hieraus folgtund demnach
Die Reihe würde aus unbegrenzt wachsenden Gliedern beste­hen, wenn man x >» 1 hätte, weil die Grenze des Verhältnisses eines Gliedes zum vorhergehenden x ist, wenn ihre Expo­nenten unbegrenzt wachsen (man sehe die Note über die Reihen). Man hat also nur zu untersuchen, ob der Rest gegen Null convergirt, wenn x<^ 1; und um dies zu thun muss man zwei Fälle unterscheiden. Wenn x positiv ist, so hat man

ZT ≤ 1 für X <Z 1; und folglich convergirt dann der Rest gegen Null, also*die Reihe gegen Z(1 x).Ist X negativ und stellt man es dar durch —z, so erscheintder Rest —-5------ — nicht mehr unter einer Form, die ge­il (1 — bz)^ ®eignet ist um zu erkennen, ob er gegen Null convergirt; denn inan sieht nicht, ob der Zähler oder der Nenner des Bruchs------ — der grössere ist. Nimmt man aber die zweite Form, welche wir für den Rest gegeben haben, so findet man für den vorliegenden Fall ---- q“ j" oder, vom Zeichen abge­sehen.
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— «1 —
Nun ist der Bruch kleiner als die Einheit, wennalso conzergirt der Rest der Reihe gegen Null, und die Reihe stellt Z(. ∙^) dar. Diese Reihe kann deshalb angewandtwerden ur alle Werthe von x zwischen -j- 1 und — 1.90. Man kann Reihen erhalten, welche rascher conver- giren ah die vorige und sich besser eignen zur Berechnung der Logarithmen.Wenn man in der Formel
— X statt X setzt, so erhält man 
und, indem man abzieht.
Setzt man nun 
so kommt
Diese sehr convergente Reihe giebt die Differenz der Logarith­men zweier sich folgenden ganzen Zahlen, und lässt folglich die Logarithmen aller ganzen Zahlen von der Einheit ab finden.Kennt man die Logarithmen für die Basis e, so erhäF man sie für jede andere Basis, indem man jene dividirt durch den zur Basis e gehörigen Logarithmen der neuen Basis.Wir werden später be(∣uemere Verfahrungsarτen zur Con- struction der Logarithmentafeln kennen lernen.91. Es sei jetzt so hat man 
und folglich

Duhamel, Diff.- uud lut.-Rechnung. Ü
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— 82 —

Damit die unendliche Reihe (1 zc)”* darstelle, muss sie zu­nächst convergiren. Nun ist das Verhältniss des (p 4- l)ten
— T) -Gliedes zum vorhergehenden -------- * '— x, und es convergirtmit wachsendem p gegen —zr; die Reihe ist daher nicht con­vergent, wenn x ausserhalb der Grenzen -|- 1 und — 1 liegt. Wir haben also nur zu untersuchen, ob der Rest gegen Null convergirt für alle zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe von X.Man kann diesen Rest zerlegen in die zwei FactorenundDer erste Factor convergirt gegen Null, weil er, wenn n 

γγi --- 72um eine Einheit wächst, multiplicirt wird durch -j-zr, wel­ches sich immer mehr —x nähert, dessen Absolutwerth klei- (1 —f)x)'^ ner als die Einheit ist; und was den zweiten Factor ∖—j—ττ-η- (1 -j- tz zr)" betrifft, so convergirt auch dieser, wenn man zuerst x posi­tiv annimmt, gegen Null, sofern nicht (j sich der Null unbe­grenzt nähert; aber immer bleibt dieser Factor kleiner als die Einheit, und folglich convergirt der Rest der Reihe gegen Null. Sie stellt also (1 -j- zr)”· dar für alle Werthe von 
X zwischen 0 und -j- 1.Wenn dagegen x negativ ist, so beweist nichts, dass der zweite Factor nicht mit n unbegrenzt wächst, und dies wird sogar gewiss geschehen, wenn Θ nicht gegen Null convergirt; denn der Ausdruck (1 -|- βχ}" würde gegen Null convergiren, wenn der Bruch 1 -|- θχ sich nicht der Einheit unbegrenzt näherte. Man muss jetzt die zweite Form des Restes zu Hülfe nehmen, diese ist
Der Factor convergirt noch
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— 83 —gegen Null; der andere Eactor wird, wenn man —-z statt x schreibt,
Nun hat man weil z also wirdgegen Null convergiren, wenn nicht Ö gegen Null convergirt; und selbst in diesem Falle ist dieser Ausdruck, sjwie auch (1 — ∂z')^*~'^, immer kleiner als die Einheit. Der Rest der Reihe convergirt daher gegen Null, und folglich kann diese angewandt werden für alle Werthe von x zwischen -4- I und — 1.92. Nimmt man successive ∕∖zc) = süix, F{x) — cosx, so wird man zu den nachstehenden, für jedes x richtigen Rei­hen geführt
Sie setzen voraus, dass der Radius gleich der Einheit ist, d. h. dass X das Verhältniss des Bogens zum Radius bezeichnet; und 
sinx, cosx bezeichnen die Verhältnisse der Linien, auf welche sie Bezug haben, zu dem nämlichen Radius, In dem Falle, wo er durch bezeichnet wäre, würde man also in den zweitenGliedern x durch ersetzen; und in den ersten sirix und cosx .K Wie gross auch x sei, zuletzt nehmen diedurchGlieder immer ab; und da sie abwechselnd positiv und negativ sind, so ist der Fehler, welchen man begeht, indem man die Reihe mit irgend einem Gliede abbricht, kleiner als das fol­gende.93. Betrachten wir jetzt Functionen von x -|- h, und e.s sei zuerst F(x} — jr*"; man findet für jedes m

ü·
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— 84 —Das Verhältniss des (p -¼ l)ten Gliedes zu dem vorherge- 
I ' □ · X W ------ 1 · h y .henden ist-------- --------- — und convergirt gegen-------bei un-p X fe & bbegrenzt wachsendem p; diese Reihe ist also nur convergent, wenn man h x hat, von den Zeichen abgesehen. Was den Rest betrifft, so wird man finden, wie in dem Falle von (1—f-Λτ)***, dass er gegen Null convergirt, wenn /t zwischen -^x und —x liegt; und die Reihe stellt dann (.r h)”* dar.94. Es sei noch also 
man findet
Die Convergenz der Reihe verlangt auch hier h x; in die­sem Falle findet man, wie in dem Falle von log (1 x), dassder Rest gegen Null convergirt, wenn n wächst, und dass folg­lich log (xh) nach der Formel von Taylor entwickelbar ist, wenn h zwischen -\-x und —x liegt.Man kann die Entwicklung von log{x -|- /t) ableiten aus jener von log -|- a;), indem man bemerkt, dass 
und ebenso kann man die Entwicklung von {x -J- /i)”‘ aus jener von (1 -j- λ?)’“ erhalten, indem man bemerkt, dass
Auch für (∕''÷^ könnte man bemerken, dass und nun bliebe a^ nach der oben gegebenen Formel zu ent­wickeln.95. Ausdehnung der Formel von Taylor auf Func­tionen mehrerer V ariablen. — Suchen wir jetzt F(x-∖-h, g-}-k') zu entwickeln nach den Potenzen von li und k, wenn F{x, y) eine gegebene Function ist. Betrachten wir deshalb zuerst die Function F(x hf, y -j- kt), und entwickeln wir diese nach den Potenzen von i durch die Formel von Maclaurin: nach­

www.rcin.org.pl



— 85 —her wird man nur t — 1 zu setzen brauchen, um die gesuchte Entwicklung zu haben. Um nun die Coefficienten der ver­schiedenen Potenzen von t zu erhalten, muss man die succes- siven Ableitungen von b∖x ht, y*-\- kt^) in Bezug auf t neh­men und darin t = 0 setzen. Man findet nach der Regel für Functionen, welche aus linearen Functionen zusammenge­setzt sind, indem man versteht, dass man in allen partiellen Ableitungen von F {x, y) die Grössen x und y durch -p 
y kt ersetzt.

Macht man t .= 0 in allen diesen partiellen Ableitungen, so werden sie diejenigen der Function F{x, y) selbst. Man hat also
indem x und y durch x und y Hkt ’m dem Coefficien­ten von ϋ* ersetzt sind. Macht man jetzt t = 1, so hat man die gesuchte Entwicklung:
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— 87 —wofern alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung n inclusive stetig sind zwischen x, y und x h, y -pMan erhält eine analoge Formel, wenn man eine Function von irgend einer Zahl Variablen hat.Damit diese Reihe, ohne Ende fortgesetzt, F{x-∖-h, y-∖-^^ darstelle, so muss die Summe von Gliedern, welche den Rest ausdrück't, gegen Null convergiren; und man kann sich davon versichern, indem man den Werth von Θ nimmt, welcher die­sen Rest so gross als möglich macht, und untersucht, ob dieser grösste Werth gegen Null convergirt, wenn n unbegrenzt wächst. Wenn jedes Glied des Restes gegen Null convergirt, welchen Werth auch 0 zwischen 0 und 1 haben mag, so nimmt der Rest selbst unbegrenzt ab, und die Function 
f\x h, y Ä') ist entwickelbar in eine Reihe nach den ganzen und positiven Potenzen von h und k.96. Setzt man in der vorigen Formel x = 0, y — 0, so hat man die Entwicklung von F Qi, /:); und wenn man nun diese Buchstaben mit x und y vertauscht, so erhält man 
(2)

In allen partiellen Ableitungen von F(x, y) muss man x und y durch 0 ersetzen, ausgenommen in den Gliedern des Restes, wo sie durch Ox, Oy ersetzt werden müssen. Wenn dieser Rest gegen Null convergirt mit wachsendem n, so kann man F (x, y) in eine unendliche Reihe nach den Potenzen von 
X und y entwickeln. Man hat so die Formel von Maclau rin ausgedehnt auf Functionen zweier Variablen; und man würde sie in ähnlicher Weise ausdehnen auf Functionen von irgend einer Zahl Variablen.Die Formeln (1) und (2) lassen sich, wie folgt, schreiben, wenn a, «j, . . ., «„ gegen Null convergiren mit h und k‘,
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— 89 —Maxima und Minima der Functionen einer einzigen Variable.97. Man sagt, dass eine Function -A’(zr) einen grössten Werth annimmt für den Werth zrθ von x, wenn indem x von 
Xq an in einem bestimmten Intervall, wie klein es auch sei, wächst oder abnimmt, die Function F{x') immer kleiner ist als F{xq').Hieraus folgt, dass damit Xq einen grössten oder kleinsten Werth für F {x) gebe, es nothwendig und hinreichend ist, dass Λ∖λq -f- /i) — F{xq) beständig negativ oder beständig positiv sei, welches Zeichen auch h hat, wenn nur sein Werth hinrei­chend klein ist. Allgemeine Regeln, um sich davon zu ver­sichern, hat man nur, wenn F' (.r) in der Nachbarschaft von ⅜ stetig ist, und nur diesen Fall werden wir betrachten.Man hat dannWenn li gegen Null convergirt, so convergirt ^~⅛~ gθ~gen F^{X(,y, und wenn dieser letzte Werth nicht Null wäre, so würde das zweite Glied sein Zeichen mit h ändern: die Diffe­renz F{xq Λ) — (⅜) würde also nicht von constantemZeichen sein bei jedem Zeichen von /1, und folglich würde F{x) weder ein Maximum noch ein Minimum sein für zr∑=zco. Eine dem Maximum und Minimum gemeinschaftliche Bedingung ist daher F∖x^') — 0, und allein unter den reellen Wurzeln der Gleichung F' (x) = 0 muss man die Werthe von x suchen, welche geeignet sind, F{x') zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Ist der Werth ⅜ so gewählt, so hat man
Die Grenze von F‘*(xq ö/t) ist F*∖xq), wenn h gegen Null convergirt, und wenn ∕'"(⅜) nicht Null ist, so ist offenbar, dass für alle positiven oder negativen Werthe von h, welche innerhalb hinreichend kleiner Grenzen liegen, das zweite Glied, und folglich die Differenz F{x^ -}- Λ) — F{xq), immer dasselbe Zeichen behält. Der Werth ∕'X⅜) ist also dann ein Maxi­mum oder Minimum. Er ist ein Maximum, wenn F'∖xq)<^Q∙, und ein Minimum, wenn > 0. Wenn aber zufälligauch F^'{xq) = 0, so kann man nichts mehr schliessen, und 
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— 90 —man muss die Differenz auf eine andere Form bringen. Man wird in diesem Falle schreiben können
und da Λθ sein Zeichen mit h ändert, so sieht man, dass wenn nicht Null wäre, die Differenz ihr Zeichen mit h ändern würde, so dass weder Maximum noch Minimum stattfäude.Aber wenn = 0, so hat man
und es ist klar, dass wenn ≤ 0, die Differenz bestän­dig negativ, und ∕∖⅝) ein Maximum ist; wogegen für >>0sie beständig positiv, und F(zTq) ein Minimum sein wird.Man führt dieselben Schlüsse fort, bis man zu einer Ablei­tung kommt, welche nicht Null wird für x = xq, und kommt zu der nachstehenden allgemeinen Folgerung: Damit ζτο eine Function, deren Ableitungen stetig sind, zu einem Ma­ximum oder Minimum mache, so muss dieser Werth von X eine ungerade Zahl sich folgender Ableitun­gen, von der ersten an, zu Null machen; und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so hat man ein Maxi­mum, wenn die folgende Ableitung durch diesen Werth von x negativ gemacht wird, und ein Mini- *mum, wenn sie positiv gemacht wird.Die Aufsuchung der Maxima und Minima ist also zurück­geführt auf die Bestimmung der Ableitungen einer Function von einer Variable und der reellen Wurzeln einer Gleichung mit einer Unbekannte.Ist diese Function nicht explicit gegeben, so wird man ihre Ableitungen nach den bekannten Regeln bilden, und dann die eben auseinandergesetzte Theorie an wenden, welche unab­hängig ist von den Mitteln zur Bildung der Ableitungen. Wir wollen zeigen, welches in diesem Falle der Gang der Rechnung ist.98. Fall der impliciten Functionen. — Betrachten wir eine Function, welche mit m — 1 Variablen durch m — 1 Gleichungen verbunden ist. Um die Gedanken zu fixiren, habe man die drei Gleichungen
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— 91 — 9und u sei die Function, deren Maximum oder Minimum man finden soll.Durch Differentiiren findet man
(1)
Vermöge dieser Gleichungen eliminirt man und denWerth von welchen man dadurch findet, muss man gleich Null setzen; oder einfacher wird man in diesen Gleichungendurch Null ersetzen und darauf zwischen den resulti-

d X darenden Gleichungen eliminiren, welche sind
(2)
Die Elimination von und zwischen ihnen liefert eine dzr dxGleichung, welche, in Verbindung mit den drei anderen 7^=0, /’i = 0, /2 = 0, X, y i , u bestimmt.Nun wird man die Gleichungen (1) differentiiren und den W^erth von erhalten; in ihn wird man die für x, y, z, u gefundenen Werthe substituiren und an dem Zeichen dieses Ausdrucks erkennen, ob ein Maximum oder Minimum stattfin- ^2*det. Würde man = 0 erhalten, so würde man die folgen­den Ableitungen von u nach x suchen und die vorhergehende Theorie darauf anwenden.99. Um — zwischen den Gleichungen (2) zu eliminiren,

\f X (I X
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— 92 —kann man sich der Methode der Multiplicatoren bedienen. Man multiplicirt nämlich die beiden letzten durch unbestimmte Factoren λ, μ und addirt sie zu der ersten; darauf setzt man die Coefficienten von und das unabhängige Glied gleich
CL X CL XNull: dies führt zu den drei Gleichungen

zwischen welchen man λ und μ eliminirt, wodurch man, wie aus der Algebra bekannt ist, zu derselben Gleichung geführt wird, wie wenn man auf andere Weise eliminirt hätte. Dieseax dxVerfahrungsart gewährt häufig Vortheile.100. Betrachten wir jetzt eine Function von zn Variablen, welche durch m—1 Gleichungen verbunden sind: dieser Fall enthält den vorigen, der aus ihm hervorgeht, indem man an­nimmt, dass die Function sich auf eine der Variablen reducirt. Nehmen wir an z. B., man habe die drei Gleichungen F" (iT, li) — 0, jF j y<, z^ — 0, y^ — θ>und man solle das Maximum der Function f{x, y, z, u) finden. In diesem Falle würde man mit den Gleichungen (1), worin 
du · · t ·— nicht mehr Null wäre, die folgende verbinden 
und zwischen diesen vier Gleichungen würde maneliminiren. Hieraus würde eine Gleichung zwischen x, y, z, u resultiren, welche in Verbindung mit den gegebenen Gleichun­gen diese vier Grössen bestimmen würde. Nachher würde man die zweite Ableitung von f {x, y, z, u) in Bezug auf x bilden und an ihrem Zeichen sehen, ob die Function f (zr, y, z, u) ein Maximum oder Minimum wäre. Diese zweite Ableitung würde 

du welche man mit Hülfe der drei<Zzr2 dx^ dχ∙^Gleichungen (1) leicht bilden kann.
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— 93 —Man kann bemerken, dass die Gleichungen, zwischen wel­chen man zu eliniiniren hat, dieselben sein wür-
da· dx dxden, wenn man das Maximum einer der Functionen ∕∖, F<i zu suchen hätte, während die beiden anderen, sowie/, gleich Null wären.Maxima und Minima der Functionen mehrerer Variablen.101. Man sagt, dass eine Function F{x,y} zweier unab­hängigen Variablen einen grössten Werth annimmt für gewisse Werthe Xq, von x und y, wenn indem man diese Variablen in √Γo-1—/i, verändert, wo h und k willkürliche Grössen'sind, welche zwischen Null und so kleinen positiven oder negati­ven Grenzen, als man will, liegen, wenn dann die Function beständig kleiner ist als für die Werthe Xq, y(^. Wäre sie da­gegen beständig grösser, so würde man sagen, sie sei ein Mi­nimum für dieselben Werthe.Hiernach muss die Differenz beständig negativ sein, welche Werthe und Zeichen die unend­lich kleinen Grössen li und k auch haben mögen, wenn F{x, y) ein Maximum ist; und sie muss beständig positiv sein, wenn 

F (x,y) ein Minimum ist. Der Charakter des unveränderlichen Zeichens ist also dem Maximum und Minimum gemein.Wir betrachten nur den Fall, wo die Function und ihre Ableitungen bis zu der Ordnung, welcher man bedarf, stetig sind. Für die Fälle der Discontinuität gelten keine allgemeinen Regeln, sondern man muss jede Aufgabe besonders behandeln.Einer früheren Formel zufolge haben wir, wenn a, «j unendlich kleine Grössen bezeichnen.
dF dFWenn —— und —— von Null verschieden sind, so wird das dx dyZeichen des zweiten Gliedes, während h und k gegen Null convergiren, zuletzt beständig dasselbe sein wie das von
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— 94 —Nun ändert dieser Ausdruck sein Zeichen, wenn uian die Zeichen von li und k ändert, ohne ihre Grosse zu ändern; also kann F(x,y) weder Maximum noch Minimum sein, und damit es eines von beiden sein könne, ist folglich unerlässlich, dass der vorstehende Ausdruck Null sei; hierzu muss man haben, da h und k unabhängig von einander sind.
Sind diese Bedingungen erfüllt, so hat man 
und wenn die drei Ableitungen der zweiten Ordnung nicht sämmt- lich Null werden durch die Werthe zrθ, y^, so wird das Zeichen des zweiten Gliedes zuletzt immer dasselbe sein wie das des Trinoms
Es ist nothwendig, dass dieser Ausdruck beständig negativ sei, was auch h und k sein mögen, damit F{x, y} ein Maximum sei; und er muss beständig positiv sein, damit F{x,y) ein Mi- Ä2nimum sei. Theilt man ihn durch , wodurch sein Zeichen*nicht geändert wird, so erhält man
und damit dieses Trinom sein Zeichen nicht ändere, was auch-T- sei, und niemals Null werde, so muss man haben Λ
eine Bedingung, welche verlangt, dass Zeichen haben.Wenn ihr genügt wird durch die aus den zwei Gleichungen 
gezogenen Werthe von x und y, so ist die Function F(x, y)

www.rcin.org.pl



- 95 —ein Maximum, wenn ~d^ negativ sind, und ein Mini­mum, wenn sie positiv sind.Wären die drei Ableitungen zweiter Ordnung Null, so müssten auch alle Ableitungen der dritten Ordnung Null sein, und das Zeichen eines Polynoms vom vierten Grade müsste in . Ä: .Bezug auf constant sein: welches auf complicirtere Bedin­gungen führen würde. Man würde in gleicher Weise fortfah­ren, w'enn auch alle Ableitungen der vierten Ordnung Null wären.102. Diese Schlüsse lassen sich leicht auf eine Function von irgend einer Zahl unabhängiger Variablen erstrecken; nur conipliciren sich die Bedingungen immer mehr. In dem Falle von drei Variablen z. B. hat man die drei Gleichungen 
und es muss das Polynom 
beständig dasselbe Zeichen haben, was auch Λ, ä:, I seien. Um diese Bedingung auszudrücken, wird man zunächst durch Λ≡

Ä: Idividiren; und wenn man = p, = q setzt, so erhält man ein Polynom von der Form
Λ q‘^ Bp"^ 2 Cpq -|- 2 Bq -j- 2 Ep -|- indem man es in Bezug auf die Variable q allein betrachtet, so muss man, damit es sein Zeichen nicht ändere, was auch p sei, haben(C2— AB)pi -h 2((7D--j- B^-AFc(i> Es hat keine Schwierigkeit, die Bedingung dafür anzusetzen, dass dieses Trinom, was auch p sei, immer dasselbe Zeichen habe, und da es negativ sein muss, so ist hinzuzufügen

— AB < 0.Ebenso wie den Fall von zwei Unbestimmten p, q auf eine, führt man den Fall von dreien auf zwei zurück, und so fort103. Fall einer impliciten Function. — Nehmen wir 
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— 96 —uns vor, das Maximum einer Function f (x, y, z) zu finden, in­dem wir annehmen, dass die Variablen x,y,z durch eine Gleichung = θverbunden sind, so dass eine implicite Function der zwei unabhängigen Variablen x, y ist.Die vorhergehende Theorie verlangt, dass die partiellen Ableitungen von f (x, y, z) nach x und y einzeln Null seien; welches giebt
dz dzGleichungen, worin man für ihre aus den beidenfolgenden gezogenen Werthe zu setzen hat:

Man erhält so zwei Gleichungen zwischen x, y, z, welche, in Verbindung mit F{x, y, z) = 0, x, y, z bestimmen. Darauf wird man die partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung von 
f {x, y, z) bilden: diese werden abhängen von denen von z, welche man nach den Regeln für die Differentiation der im- pliciten Functionen zweier Variablen zu bestimmen hat.Im Allgemeinen, mag die Zahl der in der Function enthal­tenen Variablen und die Zahl der sie mit einander verbinden­den Gleichungen sein welche sie will, so wird es genügen, dass man die unabhängigen Variablen unterscheide, und die paitiellen Ableitungen der Function nach diesen Variablen gleich Null setze. Die daraus resultirenden Gleichungen, in Verbindung mit den gegebenen, werden immer von derselben Anzahl wie die Variablen sein, und sie bestimmen. Nachher wird man leicht die folgenden partiellen Ableitungen der Function nach den unabhängigen Variablen bilden, und sie den in der vorhergehenden Theorie aufgestellten Prüfungen unterziehen.104. Man kann dem Calcul des Maximums oder Mini­mums einer Function von m n, durch n Gleichungen ver­bundenen Variablen, welches der allgemeinste Fall ist, eine andere Form geben.Es giebt jetzt m unabhängige Variablen, und man muss die partiellen Ableitungen der Function nach einer jeden von ihnen gleich Null setzen; statt dessen kann man sagen: man 
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— 97 ■—muss das totale Differential dieser Function, was auch die Werthe der unabhängigen Differentiale seien, gleich Null setzen. Und hierzu wird man aus den gegebenen Gleichungen die Werthe der Differentiale der abhängigen Variablen, ausgedrückt durch diejenigen der unabhängigen Variablen, ziehen; man wird diese in dem totalen Differential der vorgelegten Function sub- stituiren, und nachher die Coefficienten aller darin verbliebenen Differentiale gleich Null setzen.Es sei j die Function der m-∖-n Variablen .r, y, z, u etc., welche durch die n Gleichungen
L = 0, M = 0, N = 0, . . .verbunden sind. Man hat die n 1 folgenden Gleichungen 

und man muss aus den n letzten die Werthe der Differentiale der n abhängigen Variablen entnehmen, sie in der ersten substituiren, und dann die Coefficienten der m willkürlichen Differentiale, welche darin verbleiben werden, gleich Null setzen. Mit anderen Worten, man muss n Differentiale zwischen diesen 
n -j- 1 Gleichungen eliminiren, und die Coefficienten der in der Endgleichung übrig bleibenden gleich Null setzen.Um diese Elimination auszuführen, wird man die n letzten Gleichungen durch unbestimmte Factoren λ, μ, v etc. multipli- ciren, sie zu der ersten addiren, und die Coefficienten der n Differentiale der abhängigen Variablen gleich Null setzen, wo­durch λ, μ, V etc. bestimmt werden, und dann wird man noch die Coefficienten der m anderen Variablen gleich Null setzen. Dies kommt offenbar darauf hinaus, nach Addition der Glei­chungen die Coefficienten der m -j- n Differentiale gleich Null zu setzen, und zwischen diesen m -{- n Gleichungen λ, μ, v etc. zu eliminiren; wodurch man zu m Gleichungen zwischen .r, y, z etc. geführt wird, welche in Verbindung mit den n gegebenen

Duhamel, Diff.- uud Int.-Rechnung. 7
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— '98 —Gleichungen diejenigen Werthe dieser Variablen bestimmen, welche die vorgelegte Function zu Maximis oder Minimis machen können. Nachher unterscheidet man die Maxima und Minima durch die zweiten Ableitungen der Function, wie wir dies oben gelehrt haben.Man kann bemerken, dass die Rechnung dieselbe sein würde, wenn man das absolute Maximum oder Minimum von 
f-∖-λL-∖-pM-∖- . . . finden, und nachher auf die Gleichun­gen L = 0, M = 0, . . . Rücksicht nehmen wollte.

Beispiele.
105. Man soll finden das Minimum von ,das Minimum von das Maximum von

<A∕Man soll eine Zahl so in drei Theile x, y, z zerlegen, dass
• tZ/ V iS”.r”* υ” ein Maximum sei, — = — = — · m n p
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Geometrische Anwendungen der Differential­
rechnung.

Tangenten und Normalen ebener Curven. Allgemei­ner Ausdruck für die Länge der Tangente, Sub­tangente, Normale und Subnormale.106. Man versteht allgemein unter Tangente einer Curve die Grenze, gegen welche die Richtung einer Secante hinstrebt, die durch einen constanten Punkt dieser Curve geht, und deren zweiter Durchschnittspunkt sich dem ersten unbegrenzt nähert.Die Alten gaben weniger allgemeine Definitionen der Tan­gente: man hat dieselben verlassen wegen der vielen Ausnah­men, welchen sie Raum gaben.Bezeichnet man durch F {x, y) = Q die Gleichung einer beliebigen Curve und durch x*, y' die Coordinaten des Punktes dieser Curve, durch welchen man eine Tangente ziehen will, so ist die Gleichung der durch diesen Punkt und durch den anderen Punkt der Curve, dessen Coordinaten x'-∖-dx^, sind, geführten Secante, in irgend einem System von Axen,
Indem nun der zweite Durchschnittspunkt sich dem ersten z/w'nähert, convergirt gθgθ∩ Ableitung von y nach λτ; es existirt also eine Grenzrichtung für die Secante, und die Glei­chung dieser Gerade, welche wir Tangente nennen, ist

7*
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— 100 -(7Der Coefficient ist durch , y' nach den Regeln der Differentialrechnung bestimmt vermöge der Gleichung
(yx, y~) =z Q, welche ergiebt

Die Gleichung der Tangente wird daher
107. Normale nennt man die durch den Berührungs­punkt geführte Senkrechte zur Tangente. Wenn die Axen rechtwinklig sind, so ist ihre Gleichung 

oder auch
Bilden die Coordinatenaxen mit einander irgend einen λVinkel Θ, so hat die Gleichung der Normale folgende Form
Wenn die Coordinaten x', nicht gegeben sind, und die Tangente, oder Normale, durch einen gegebenen Punkt gehen, oder zu einer gegebenen Gerade parallel sein soll, so erhält man sogleich, nach den vorstehenden Gleichungen, eine Glei­chung zwischen x\ y\ welche in Verbindung mit der Gleichung der Curve diese beiden Unbekannten bestimmt. Wenn man, anstatt die reellen Auflösungen dieser beiden Gleichungen zu suchen, die geometrischen Oerter construirt, welche sie dar­stellen, indem man x', y^ als Variablen betrachtet, und von welchen Oertern der eine die gegebene Curve ist, so sind die Durchschnittspunkte dieser Oerter die gesuchten Berührungs­punkte.108. Man nennt Subtangente und Subnorniale die Theile der x-Axe, welche respective enthalten sind zwischen dem Fuss der Ordinate des Berührungspunktes und den Punk­ten, in welchen diese Axe durch die Tangente und Normale
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— 101 —getrofte» wird. Ihr Ausdruck ist der Werth von x — x*, wel­chen fü* y~^ die respectiven Gleichungen der Tangente und Norraah geben. Sie sind, vom Fuss der Ordinate ab, im Sinne der positiven oder negativen x gerichtet, je nachdem x — x' positiv oder negativ ist.Unter Länge der Tangente und Normale werden wir die Theile dieser Linien verstehen, welche zwischen dem Be­rührungspunkte und den Punkten liegen, wo sie respective die Axe der x treffen.Fs ist leicht, den Ausdruck dieser verschiedenen Linien zu erhalten. Wir nehmen, der Einfachheit wegen, die Axen rechtwinklig, und bezeichnen durch T die Tangente, durch A" die Normale, durch aS∖ die Subtangente, und durch aS„ die Sub­normale. Man findet leicht die nachstehenden Formeln.:

109. Wenn man alle diese Formeln anwendet auf die in der Gleichungenthaltene Ellipse und Hyperbel, so findet man nachstehende Resultate:
oder Gleichung der Tangente;Gleichung der Normale;

110. Betrachtet man die Parabel y^-2px, so findet man
oder I Gleichung der Tangente;

Gleichung der Normale;
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— 102 —111. Betrachten wir jetzt die logarithmische Linie, deren Gleichung y =al ~ sei; a und sind gegebene Linien, und die Logarithmen beziehen sich auf die Basis von Neper, was übrigens die Allgemeinheit der Gleichung um Nichts vermin­dert. Man hat in diesem Falle:
Gleichung der Tangente;

Gleichung der Normale;
Wenn man die Subtangente und die Subnormale auf der Axe der y nimmt statt auf der Axe der x, so haben sie zum Ausdruck den Werth von y — y' für x = 0.Man findet so
112. Betrachten wir noch die Curve, welche Cycloide genannt wird und mehrere sehr merkwürdige Eigenschaften besitzt.Sie wird erzeugt durch einen Punkt der Peripherie eines Kreises, welcher, ohne zu gleiten, auf einer ihn tangirenden unbegrenzten Gerade fortrollt. Sie setzt sich zusammen aus unendlich vielen übereinanderlegbaren Zweigen, von denen jeder zur Basis einen Theil der Gerade hat, der gleich ist dem Umfange des beweglichen Kreises.Nehmen wir die gegebene Gerade zur Axe der x und den Ursprung in irgend einem der Punkte, Λvorin sie von der Curve getroffen wird. Es sei 7? in einem gewissen Augenblicke der Berührungspunkt des erzeugenden Kreises mit der Axe der x, und der Bogen MB gleich ΛΒ; der Punkt M wird der Cy­cloide angehören. Bezeichnen wir durch ω den Winkel MOB, welcher alle Werthe von 0 bis zu + <x annehmen kann, so ist 
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— 103 —es leicht, die folgenden Gleichungen zu erhalten, worin a den Kreisradius bedeutet.

Diese Gleichungen finden statt in der ganzen^Ausdehnung der Curve. Die Gleichung zwischen x und y ist 
man muss aber das Zeichen der Wurzel in den beiden Hälften eines jeden der auf einander folgenden Zweige verschieden neh­men. Durch Diiferentiiren dieser Gleichungen erhält man

Gleichung der Tangente,
Gleichung der Normale,

Der Werth von xS„ oder von N zeigt, dass MB die Normale, und also MS die Tangente ist.
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_ 104 —
Analoge Formeln in Polarcoordinaten.113, Es sei gegeben die Gleichung F {ß, r) — 0 zwischen den Polarcoordinaten d und r, und nehmen wir uns vor dieTangente ini Punkte M der Curve zu bestim­men, welche diese Glei- . chung darstellt. Hierzu suchen wir den Win­kel μ, den diese Tan­gente mit dem Radius vector OM macht; das Dreieck KMN giebt

woraus folgt, indem man zu den Grenzen übergeht.
Die Subtangente und die Subnormale beziehen sich auf die durch den Pol geführte Senkrechte zu dem Radius vector. Man findet sogleich die folgenden Formeln: -

Wir wollen diese Formeln auf einige Beispiele an wenden. 114. Zunächst ist für die Archimedische SpiraleMan sieht, dass die Subnormale constant ist, und dass die Curvc, welche im Pol die Axe tangirt, sich immer mehr dem Senkrechtstehen auf dem Radius vector nähert.Für die Gleichung der hyperbolischen Spiralewird
In dieser Curve ist also die Subtangentc constant.
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— 105 —Betrachten wir noch die logarithmische Spirale, welche die! Gleichung hat r = so wird

Der Werth von μ zeigt, dass der Radius vector immer eine gleiche Neigung gegen die Tangente hat.Die Werthe von St und S„ zeigen, dass die Endpunkte der Normale und der Tangente Spiralen beschreiben, welche identisch mit der ersten sind und ähnlich liegen in Bezug auf verschiedene, durch denselben Pol gehende Axen.Dieselben Formeln finden auch eine sehr einfache Anwen­dung auf die Kegelschnitte.
Theorie der Asymptoten.115. Man nennt Asymptote eines unendlichen Cur- venzweigs eine solche Gerade, dass die Punkte dieser Curve sich ihr unbegrenzt nähern ohne sie jemals zu treffen, indem sie sich auf dem Zweige, den man betrachtet, unbegrenzt ent­fernen.Jede zur Axe der y nicht parallele Asymptote hat eine Gleichung von der Formwährend k und I endliche Werthe haben.Der Zweig der Curve wird zur Gleichung habenwo V eine bekannte oder unbekannte Function von x ist, welche aber mit wachsendem x gegen Null convergirt. Man folgert 'Umgekehrt werdenhierausso bestimmte Werthe von k und I für einen reellen Curven- zweig nothwendig einer Asymptote dieses Zweigs entsprechen, weil die Grenze von y — kx — I Null ist für die Punkte die­ses Zweigs, deren x unbegrenzt wächst.

www.rcin.org.pl



— 106 —Die zur Axe der x parallelen Asymptoten entsprechen 
k = 0. Um die zur Axe der y parallelen Asymptoten zu fin­den, würde man die Gleichung x = k‘y -j- V betrachten und sich nur mit dem Werthe Null von k' beschäftigen.116. Wenden wir diese Betrachtungen an auf eine Curve, deren Gleichung sich in mehrere, in Bezug auf x, y homogene Theile zerlegen lässt, und folglich unter nachstehender Form, worin wir die Exponenten von x abnehmend voraussetzen, dar­gestellt werden kann:

Setzen wir =p, also y = pχ∙, zunächst ist die Grenze von p für X = oo zu finden.Die Substitution giebt daher 
und während x wächst, nähert sich F{p} der Null: dieGrenz- werthe von p, d. h. die Werthe von k, sind also reelle Wur­zeln der GleichungMan hat nun den Werth von I zu finden, welcher einem Werthe von ⅛ entspricht; hierzu wird man y — kx = t setzen und die Grenze von i suchen.Die Gleichung der Curve geht durch diese Substitution über in 
weil aber F (k^∖ = 0, so hat man 
wo 0 zwischen 0 und -|-1 liegt; man erhält daher 
oder
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— 107 —Ist m = η-)-1, so giebt .r = oo zur Grenze von t, d. h. zum AVerthe von l.

W enn so hat manAVenn w <≤ n-)-l, so hat i keine Grenze, und es giebt keine Asymptote für diesen Werth von k. Also ist im Allge- meinen die Gleichung der Asymptote y = kx------'''θ
f{k} sich auf die Terme vom Grade m—1 bezieht, und Null wird, wenn n ≤ m — 1; es giebt keine Asymptote, wenn 
n m— 1.Wenn n m—1, so ist die Gleichung der Asymptote von der Form y — kx = 0.AVenn, in dem Falle von n = m—1, der aus F (k) = 0 gezogene AVerth von k auch den Gleichungen F‘ (Je} = 0, 
f(k} = 0 genügt, so muss man zu F^^ und f‘ übergehen und darf den Term der vorgelegten Gleichung mit x'"^~^ nicht mehr vernachlässigen, wenn ein solcher vorhanden ist, da dieser jetzt von derselben Ordnung wie die beiden ersten wird.Die Gleichung, welche die Grenze von t bestimmt, ist in diesem Falle

während den dritten Term der vorgelegten Glei­chung bezeichnet.Indem man durch theilt und zur Grenze übergeht,wird I durch die Gleichung bestimmt
Man würde in ähnlicher Weise verfahren, wenn diese drei neuen Functionen für diesen besonderen AVerth von k Null würden. hat man nicht mehrnoth wendig
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— 108 —117. Wenn die Curve auf Polarcoordinaten bezogen ist, so wird man alle Richtungen finden, welche Asymptoten geben können, indem man alle Werthe von 0 sucht, welche für r einen unendlichen W^^erth geben.Es sei α ein solcher Werth von Θ, so suche man die Grenze von r sin (0 — a), welches der Ausdruck für die Senk­rechte von irgend einem Punkte der Curve auf diejenige Ge­rade ist, die durch den Pol geht und den Winkel a mit der .4xe bildet. Diese Grenze ist die Entfernung der Gerade von der Asymptote, und das Zeichen, mit welchem sie behaf­tet ist, lässt erkennen, auf welcher Seite die Asymptote liegt. Wenn das Product rsin{B— a) unbegrenzt wächst, so giebt es keine Asymptote in dieser Richtung,Man wird das nämliche Resultat erhalten, ob man die Grenze von r (Θ — a) oder von r sin (^B — a) sucht, weil die 
sin(β — a) .Crrenze von —7------ — die Einheit ist.

B — a118. Als Beispiel habe man die allgemeine Gleichung
F{(f)r^ 4- f (B)r”'-^ -j- -j- · . . -j- = 0,worin A2, √i3, . . beliebige Functionen von Θ bezeichnen.Die Gleichung F {B) = 0 ergiebt alle möglichen Richtungen von Asymptoten. Es sei α eine reelle Wurzel dieser Gleichung, und B = (X -j- weil F{μ) = 0, so hat man F (a. ö) =

∂F^ (a Bδ), und die Gleichung der Curve wird jetzt, indemman durch r’^—^ dividirt,
r άF^(a-j-Bö) ∕(α-(-0) -j- · · · = θ∙Wird r unendlich, so bleiben nur die zwei ersten Glieder stehen, und man findet

Wäre /(«) = 0, F* (a) = (i, würde man wie in dem vorhergehenden Falle verfahren.119. Man soll für die Curve von der Gleichung 
die Asymptoten finden; in diesem Falle hat man
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— 109 —Setz,t man nun F(k) = 0, so folgt 
wodurch die Ellipse ausgeschlossen wird.Die Gleichung dieser Asymptoten wird

Irn Falle der Parabel ist der letzte Term unendlich, und folglich ist die Hyperbel die einzige Curve zweiten Grades, welche Asymptoten hat.120. Es sei jetzt y = ae”*^, die Gleichung der logarith­mischen Linie, welche nicht in der oben betrachteten allgemei­nen Classe steckt, weil von keinem endlichen Grade in Bezug auf x ist.
VMan wird immer die Grenze von — und dann die von 
X

y — kx suchen.Man findet sogleich λ = 0; ferner ist die Grenze von y Null und entspricht den negativen x. Die Asymptote ist also die Axe der x und nur in der Richtung der negativen x.121. In dem Falle der Curve, welche das Descartes’- sche Folium genannt wird, und deren Gleichung ist1/3 — ^axy = 0,findet man eine Asymptote, welche zur Gleichung hat
122. Die Gleichung y"^ führt zuDiese Curve hat also zu Asymptoten die zwei Geraden
123. Die Gleichung y = a ■ stellt eine Curve dar, welche die Axe der x zur Asymptote hat, und das Merkwür­dige darbietet, dass sie abwechselnd auf beiden Seiten ihrer Asymptote ins Unendliche fortgeht.124. Auch die Gleichung y = a sin — giebt y = 0 zur Gleichung einer Asymptote.
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— 110 —Diese Curve bietet die merkwürdige Eigenschaft dar, dass sie sich der Axe der y in dem Theile zwischen y = — ci, 
y = a unbegrenzt annähert; und es ist dies ein wahrer Asymptotismus, weil die Länge der Curve ohne Grenze wächst, während sie sich einer festen Gerade unbegrenzt nähert.Diese Curve ist dieselbe, welche man erhält, wenn man auf einen Cylinder eine gleichseitige Hyperbel aufwickelt, von der eine Asymptote parallel zur Ebene der Basis ist, und die resultirende Curve auf eine gewisse, durch die Axe des Cylin- ders gehende Ebene projicirt.125. Nehmen wir jetzt die Polargleichung einer Hyperbel, in Bezug auf einen ihrer Brennpunkte, 
man findet 
wodurch die beiden Asymptoten bestimmt werden.126. Für die hyperbolische Spirale 
findet man127. Die Asymptoten als Grenzen der Tangenten betrachtet. — Wenn man von der obigen Gleichung (1) ausgeht, welche nicht allein alle algebraischen Curven enthält, sondern noch alle diejenigen, deren Terme von bestimmten Graden in Bezug auf x und y sind, so kommt man zu einer bemerkenswerthen Eigenschaft der Asymptoten, welche darin besteht, dass man sie als Grenzen der Tangenten des Curven- zweigs betrachten kann, auf welchen sie sich beziehen.Wir können der Axe der y eine willkürliche Richtung geben, und dann wird gθgθ∏ eine endliche Grenze k con- vergiren, welche eine Wurzel der Gleichung

F (k-) = 0ist. Dies vorausgesetzt, bezeichne φ {x, y^) das erste Glied der Gleichung (1), so hat man
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— 111 —

woraus folgt

Lässt man nun x unbegrenzt wachsen, so convergirt F 
gegen Null, und die Gleichung (2) ergiebt (3)Hiernach ist zunächst, wenn ein Curvenzweig eine Asymptote hat, ihre Richtung die Grenze der Richtungen der Tangenten dieses Zweigs.Suchen wir jetzt die Grenze des Punktes, in welchem die Tangente dieAxe der y trifft, und dessen Ordinate y—χ^^ύ^ϊ.Die Gleichung (2) giebt 
(4)
Nehmen wir zuerst an n — m — 1, in welchem Falle der Cur­venzweig eine Asymptote haben wird, so hat man 
(5)
Dieser Ausdruck lässt sich mit Hülfe der Gleichung (1) ver­einfachen. In der That, theilt man diese letzte durch x'>^~^ 
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— 112 —und setzt n = m—1 voraus, so erhält man für ein unbegrenzt wachsendes x

Die Gleichung (5) giebt daher 
und folglich 
also schneidet die Tangente die Axe der y in einem Punkte, dessen Grenze der Durchschnittspunkt dieser Axe mit der Asymptote ist.Wenn n ≤ w — 1, so existirt die Function / nicht, und man findet
Die Asymptote und die Grenze der Tangenten gehen jetzt durch den Ursprung.Nehmen wir endlich an n >> m—1, dann hat der unend­liche Curvenzweig keine Asymptote. Setzt man n = m — 1 -j- d, so giebt die Gleichung (1), durch zc" dividirt.
und indem man diese Bedingung in die Gleichung (4) einführt, findet man, dass y — x mit x unendlich wird, und dass es’ dxfolglich keine Grenze giebt für den Durchschnittspunkt der Tangente mit der Axe der y.Man wird also in allen Fällen zu dem nämlichen Resultate kommen, ob man die Asymptote eines unendlichen Zweigs, oder die Grenze seiner Tangenten sucht.Man muss aber wohl bemerken, dass wir hier unter Grenze der Tangenten diejenige Gerade verstehen, welche die Grenz­neigung hat und eine der Axen, z. B. die der y, in demjenigen Punkte schneidet, welcher die Grenze des Durchschnittspunktes der variablen Tangente mit dieser Axe ist. Man würde eine 
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— 113 -Gerade nicht bestimmen, wenn man einfach sagte, dass sie die Grenze sei von einer beweglichen Gerade, welche nicht parallel zu sich bleibt. In der That, diese bewegliche Gerade ist in derselben Weise gelegen in Bezug auf unter einander parallele Geraden, obgleich sie dieselben in Punkten trifft, welche von einander sehr entfernt sein können; und wenn sie einer von diesen Parallelen sich unbegrenzt nähert, so nä­hert sie sich ebensoviel den anderen, von den respectiven Punkten an, worin sie dieselben trifft.Der Beweis, welchen wir gegeben, folgt so einfach aus der Form der Gleichung (1), für welche wir die allgemeine Gleichung der Asymptoten berechnet haben, dass wir glaubten ihn nicht übergehen zu dürfen. Aber gerade weil er sich auf diese Form stützt, hat er nicht die ganze Allgemeinheit, welche man wünschen kann, und wir wollen jetzt die Aufgabe unab­hängig von jeder besonderen Gleichungsform behandeln.128. Eine Asymptote ist im Allgemeinen die Grenze der Tangenten. — Betrachten wir irgend einen unendlichen Curvenzweig, der eine Asymptote AX hat; da diese Curve nicht durch eine Gleichung gegeben wird, so ist es nothwendig, 
Fig. 3.’

von ihr gewisse wohl bestimmte geometrische Bedingungen zu kennen, auf welche man das ßaisonnement gründen kann. Wir nehmen als einzige Definition dieser Curve an, dass sie so ist, dass ihre Punkte, von einem gewissen Punkte B an bis ins Unendliche, sich AX beständig nähern, und dass die Nei­gung ihrer Tangente gegen AX sich immer in demselben Sinne ändert. Es ist zunächst klar, dass die Curve von dem Punkte B an convex ist gegen AX; denn die in irgend einem Punkt gezogene Tangente trifft AX jenseits ihres Berührungs­punktes, weil die Entfernungen nach dieser Seite hin abnehmen:
Duhamel, DIff.- und Int-Rechnung. 8 
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— 114 —wenn daher die Curve concav gegen A X und folglich zwischen √1 X und ihrer Tangente enthalten wäre, so würde sie, der Voraussetzung· zuwider, AX schneiden.Dies vorausgesetzt, ziehen wir irgend eine feste Gerade 
A Γ; nehmen wir auf ihr einen Punkt P, der näher liegt an 
A X als der Punkt B, und führen wir die unbegrenzte Gerade 
PU parallel mit ^4Ä. Sie wird nothwendig die Curve in einem Punkte M treffen, der desto weiter entfernt liegt von A Y, je kleiner AP ist.Wenn man jetzt den Punkt P successive mit den verschie­denen Punkten der Curve verbindet, die über M hinaus liegen, so wird diese Gerade nothwendig AX schneiden, und folglich vorher die Curve in einem zweiten Punkte treffen. Diese sich continuirlich um P drehende Secante wird in einer einzigen Lage P Q Tangente werden, und der Berührungspunkt X wird über M hinaus liegen. Nun müssen die Tangenten, welche zu Punkten gehören, die über N hinaus liegen, nothwendig PQ zwischen X und Q schneiden, und AX jenseits von Q; sie werden also ∠4y zwischen A und P schneiden; tmd da man 
PA so klein voraussetzen kann als man will, so folgt, dass die Tangenten der Curve AY in Punkten schneiden, welche sich beständig A nähern, und dass ihre Entfernung von diesem Punkte Null zur Grenze hat. Da ausserdem der Winkel, den sie mit AX bilden. Null zur Grenze hat, so kann man, unter den oben bezeichneten Einschränkimgen, den Satz aussprechen:Wenn ein unendlicher Zweig eine Asymptote hat, so schneiden die Tangenten an diesem Zweige eine feste, mit der Asymptote nicht parallele Ge­rade in Punkten, welche eine Grenze haben, indem sich der Berührungspunkt unbegrenzt entfernt; ebenso hat die Richtung der Tangenten eine Grenze, und wenn man durch den Grenzpunkt eine Gerade in dieser letzten Richtung führt, so fällt sie mit der Asymptote zusammen.129. Wenn die geometrischen Bedingungen, welche wir annahmen, nicht erfüllt w'ären, so würde es möglich sein, dass der Curvenzweig eine Asymptote besässe, und die Tangenten keine Grenze hätten.In der That, wenn die Neigung der Curve sich nicht im­
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— 115 —mer in demselben Sinne ändert, so ist es möglich dass Tan­genten , welche in Punkten gezogen sind, die über N hinaus­liegen, P Q nicht zwischen P und Q schneiden, folglich auch A i nicht zwischen P und Λ; nichts beweist jetzt, dass ihr Durch­schnittspunkt mit AY eine Grenze hat, und es ist sogar leicht, Fälle zu finden, wo dies nicht stattfindet.Man nehme z. B. die Gleichung 
worin m positiv und α>>l. Die Curve liegt über der positiven Axe der zr; ferner nähert sie sich ihr unbegrenzt, und folglich' ist diese Axe eine Asymptote derselben. Suchen wir nun den Punkt, worin die Tangente die Axe der y trifft. Seine Ordinatedieselbe Grenze wie —ar weil die Ordinate ydes Berührungspunktes gegen Null convergirt. Man hat aber
von welchem Ausdruck das letzte Glied gegen Null convergirt. Es bleibt also die Grenze von cosx zu finden. DieseGrenze ist Null, wenn m >> 1, und dann hat die Tangente eine Grenze, welche mit der Asymptote übereinkommt. Aber wenn
so ist X unbestimmt: es kann alle Werthe haben zwischen 

axzwei endlichen Grenzen im ersten Falle, und zwischen zwei unendlichen im zweiten. Woraus man sieht, dass ein Cur- venzweig eine Asymptote haben kann, ohne dass eine Grenze für seine Tangenten existirt.Man thut wohl, indem man bemerkt, dass die Tangente, von ihrem Berührungspunkte an betrachtet, unbegrenzt gegen die Axe der x hinstrebt, weil y und gegen Null conver- giren; wenn man sie aber bis zur Axe der y verlängert, so entfernt sie sich von der Axe der x um endliche oder sogar unbegrenzt wachsende Grössen, wie wir dies eben gezeigt ha­ben. Man sagt in diesem Falle, dass eine Gerade keine Grenze habe, weil man sie immer auf den Anfangspunkt und auf feste Axen bezieht.
8*
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— 116 —130. Jede Grenze der Tangenten ist Asymptote.— Diese Umkehrung des vorhergehenden Satzes kann man, wie folgt, beweisen.Es sei X'X eine Gerade, gegen welche die Tangenten eines unendlichen Curvenzweigs convergiren: und hierunter ver­stehen wir, dass diese Tangenten mit X' X einen Winkel machen, der gegen Null convergirt, indem die Berührungs­punkte sich un­begrenzt entfer­nen ; und dass, wenn man durch einen auf X^X ge- o nommenen Punkt
A eine feste Axe Ä Y führt, sie durch die variable Tangente in einem Punkte geschnitten wird, dessen Grenze Λ ist.Betrachten wir jetzt irgend eine Tangente PQ'. es ist an­genommen, dass von einer gewissen Lage des Berührungs­punktes an bis ins Unendliche, der Punkt P sich A unbegrenzt nähert, und dass der Winkel AQP gegen Null convergirt, wobei diese beiden Grössen ihre Zeichen behalten oder in ir­gend einer Weise ändern können. Nun ist offenbar, dass wenn der Berührungspunkt M immer in dem Theile PQ der Tan­gente liegt, in welchem Winkel der Axen er sich befindet, dass dann seine Entfernung MT von X^ X kleiner ist als PA, und er sich folglich X· X unbegrenzt nähert, weil die Grenze von PA nach der Voraussetzung Null ist. Also ist in diesem Falle die Linie A' X eine Asymptote.Dieser Fall findet statt z. B. wenn, von einer gewissen Lage der Tangente ab, der Punkt Q sich von A immer ent­fernt, während der Punkt P sich A immer nähert; denn die successiven Durchschneidungen der Tangenten geschehen dann immer in dem Winkel YA X, und folglich sind auch die Grenzen dieser Punkte, oder die Punkte der Curve selbst, darin enthalten.Es bleibt daher der Fall zu betrachten, wo der Berüh-
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117 —rungs.punkt ausserhalb des Theiles PQ liegt. Wir werden be- weisem, dass jetzt die Tangente X nicht zur Grenze habem kann, wenn nicht die Punkte dieses Curvenzweigs sich derselben Linie X'X unbegrenzt nähern, welche dann wieder eine Asymptote sein wird.in der That, denken wir uns einen unendlichen Curven-zweig, dessen Ordinate nicht gegen Null convergirt, und dessen Tangente mit der Axe 
A X einen Winkel macht, der Null zur Grenze hat.Die Ordinate kann un­begrenzt wachsen oder be­grenzt bleiben; in diesem letzten Falle kann sie gegen einen bestimmten Werth con-vergiren, oder zwischen bestimmten Grenzen oscilliren: so dass, wie gross auch x sei, die Curve über einer von ÄX end­lich entfernten Parallele bleibt, oder wenigstens dahin zurück­kehrt. Wir wollen nun zeigen, dass unter diesen verschiedenen Voraussetzungen AX nicht Grenze der Tangenten sein kann.Nehmen wir zuerst an, dass die Ordinate unbegrenzt wachse, und führen wir zu A X eine Paralle C V in einer so grossen Entfernung AC von AX, als man will; diese Parallele wird nothwendig die Curve in einem gewissen Punkte M tref­fen, und die Entfernung CM wird jede gegebene Grösse über­steigen können. Wenn man jetzt durch den Punkt C und einen Punkt JP der Curve, der über CV und von M so wenig, als man will, entfernt liegt, eine gerade Linie gehen lässt, so weiss man, dass wie klein der Winkel sei, den sie mit 

A X macht, sie zuletzt die Curve in einem zweiten Punkte über Λi' hinaus treffen wird, weil der Winkel der Tangente an der Curve mit AX gegen Null convergirt. Also wird, wenn man die C V um C dreht, sie zuletzt Tangente in einem über M hinaus gelegenen Punkte werden. Indem man also weit genug entfernte Punkte auf der Curve nimmt, wird die Tangente A V in Punkten schneiden, die in so grossen Entfernungen, als man will, von A liegen. Also haben die Tangenten AX nicht zur Grenze.
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_ 118 —Nehmen wir jetzt an, dass die Ordinate nicht unbegrenzt wachse, und dass die Punkte der Curve beständig über einer Fig· 6· Gerade BU bleiben, dieparallel zu ΆΧ in einer bestimmten, von Null ver­schiedenen Entfernung ge­führt ist, oder auch dass sie in beliebigen Inter­vallen über und unter B U liegen. Betrachten wir einen Punkt M der Curve, der über B U in einerEntfernung von √1 Y liegt, die grösser ist als jede ge­gebene Grösse, und führen wir durch diesen Punkt ΜΣ) pa­rallel mit AX. Indem man wie im vorigen Falle schliesst, beweist man, dass eine Tangente in einem auf der Curve über 
M hinaus gelegenen Punkte existirt, welche A Y in Ώ und folg­lich über B trifft; woraus folgt, dass AX nicht Grenze der Tangenten ist.Es würde also A X nicht die Grenze der Tangenten sein, wenn die Punkte der Curve ausserhalb des Theiles der Tangente lagen, welcher zwischen den beiden Axen enthalten ist, ohne dass zu gleicher Zeit ihre Entfernung von AX gegen Null convergirte. Wenn aber diese Entfernung gegen Null convergirt, so ist AX Asymptote. Hieraus folgt schliess­lich, dass wo auch der Berührungspunkt auf der variablen Tangente liegt, wenn diese Gerade gegen eine Grenze conver­girt, in dem oben definirten Sinne, dass diese Grenze eine Asymptote ist.
Differentiale des Bogens, der Fläche und der Nei­gung einer ebenen Curve.131. Man kann mit der Länge einer Curve einen prä- cisen Sinn nur verbinden, indem man diesen Namen der Grenze giebt, gegen welche der Umfang eines dieser Curye eingeschrie­benen Polygons convergirt, während seine Seiten gegen Null convergiren.
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— 119 —Man muss aber beweisen, dass diese Grenze existirt und immer dieselbe ist, nach welchem Gesetze auch die Seiten die­ses Polygons gegen Null convergiren.Hierzu denken wir uns zuerst nur zwei Sehnen einge­schrieben in den ganzen Bogen, den man betrachtet; darauf schreiben wir zwei in jeden der beiden Theile dieses Bogens ein, dann zwei in jede der Unterabtheilungen, und so ohne Ende weiter, so dass die Zahl der Seiten durch die Formel 2" ausgedrückt wird, während n unbegrenzt wächst. Der Umfang wird beständig wachsen; und da man leicht eine endliche Grösse an geben kann, unter welcher er immer bleibt, so wird er offenbar gegen eine gewisse Grenze convergiren. Es bleibt zu zeigen, dass jede andere Art der Theilung des Bogens zix derselben Grenze führt.In der That, betrachten wir zwei derselben Curve eingeschrie­bene Polygone mit überaus kleinen Seiten, von denen eines der be­zeichneten Keihe und das zweite irgend einem anderen Gesetze an- gehÖrt; führen wir Ordinaten durch alle Ecken des einen und des anderen: die beiden Perimeter werden durch diese Ordinaten in dieselbe Anzahl von Theilen getheilt, und diejenigen, welche zwischen zwei sich folgenden Ordinaten enthalten sind, haben ein Verhältniss, welches der Einheit um so näher ist, je kleiner die Seiten sind; denn ihre Richtungen unterscheiden sich un­endlich wenig von jener der Nachbartangente. Daraus folgt, dass das Verhältniss der beiden Perimeter unbegrenzt gegen die Einheit convergirt, indem die Seiten gegen Null convergi­ren. Die Grenze, welche durch die erste Theilungsart erhal­ten wird, ist also dieselbe wie für jede andere.Man kann bemerken, dass man noch dieselbe Grenze findet, wenn die Ecken des Polygons nicht auf der Curve selbst, aber ihr unendlich nahe liegen, und wenn die Seiten zu ihren Grenzrichtungen immer diejenigen der Tangenten in den un­endlich nahen Punkten haben. Man kann auch Polygone neh­men, welche der Curve umschrieben sind; man könnte selbst eine Folge von einander getrennter Linien nehmen. Denken wir uns z. B. Parallelen, welche den Curvenbogen schneiden und einander unendlich nahe sind; wenn man durch jeden Theilungspunkt eine Tangente führt, so Λvird die discontinuir- liche Folge der Theile dieser Tangenten, welche zwischen dem 
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— 120 —Berührungspunkt und der nächsten Parallele enthalten sind, offenbar dieselbe Grenze wie der eingeschriebene Perimeter haben. Man würde noch viele andere Weisen finden, um zu der­selben Grenze durch Summen von geraden Linien zu gelangen; die einzige nothwendige Bedingung ist, dass diese Summen und die eingeschriebenen Perimeter sich aus correspondirenden Elementen zusammensetzen, deren Verhältniss die Einheit zur Grenze hat.Nach unserer Definition von der Länge der Curven sieht man leicht ein, dass jede geschlossene convexe Curve kleiner ist als die Linien, welche sie umhüllen; und wenn man nur einen Bogen von ihr betrachtet, dass er kleiner ist, als jede Linie, welche ihn umhüllt und mit denselben Punkten schliesst.Auch ist leicht zu sehen, dass die Grenze des Verhältnisses eines unendlich kleinen Bogens zu seiner Sehne die Einheit ist, und dass man folglich für das unendlich kleine Increment eines Bogens die Sehne nehmen kann, welche es spannt.Bezeichnet s die Länge des Bogens, so hat man demnach 
wo ω unendlich klein ist gegen z/ s; man folgert daraus

In einem System von Polarcoordinaten hat man
132. Die Fläche, welche enthalten ist zwischen zwei Or- dinaten, der Axe der x und dem Bogen einer Curve, wächst um eine Grösse, welche zwischen zwei Parallelogrammen liegt, deren Grenzverhältniss die Einheit ist, indem z/z» gegen Null convergirt: man kann daher jedes von beiden statt des eigent­lichen Increments der Fläche nehmen, ohne die Grenze des Verhältnisses zu z/zr zu alteriren. Wenn man also die Fläche durch A bezeichnet, so hat man 

wo Θ den Winkel der Axen bezeichnet.
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. — 121 —In einem Systeme von Polarcoordinaten treten ähnliche Sectoren an die Stelle der Parallelogramme, und man findet
133. Die Neigung φ der Tangente gegen die Axe der x wird bestimmt durch die Gleichung 

daher 
oder
Diesen Werth von dφ werden wir den Contingenzwinkel nennen; er kann für z∕φ genommen werden, welches der Win­kel der zwei Tangenten in den Punkten ist, deren Abscissen sich um ziZzf unterscheiden, ohne dass die Grenzen der Ver­hältnisse alterirt werden.In einem Systeme von Polarcoordinaten ist der Winkel zweier sich folgenden Tangenten, oder die unendlich kleine Differenz der Neigung φ der Tangente gegen die feste Axe, gleich dem Winkel der beiden correspondirenden Radien-Vectoren plus dem Increment der Neigung der Tangente gegen den Ra­dius, der nach dem Berührungspunkte geht. Man findet daher

Concavität und Convexität.134. Man sagt eine Curve sei concav in einem ihrer Punkte in Bezug auf eine gegebene Gerade, wenn, von diesem Punkte an, ihre beiden Zweige anfänglich in dem spitzen Win­
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I — 122 —kel enthalten sind, der durch die gegebene Gerade und die Tangente der Curve in dem Punkt den man betrachtet, ge­bildet wird. Wenn dagegen ihre beiden Zweige anfänglich ausserhalb dieses Winkels liegen, so nennt man die Curve in diesem Punkt convex gegen die Gerade.Wir wollen die analytischen Merkmale kennen lernen, welche diesen beiden Umständen entsprechen, indem wir an­nehmen, dass man die gegebene Gerade zur Axe der x ge­nommen habe. Im Falle der Concavität muss die Ordinate der Ciirve, absolut genommen, kleiner sein als die der Tangente in dem Punkte den man betrachtet, für die unendlich nahen Nachbarwerthe von x zu demjenigen, welcher diesem Punkte entspricht. Die Ordinate der Curve wird also kleiner sein als diejenige der Tangente, wenn sie positiv, und grösser, wenn sie negativ ist. Das Umgekehrte findet statt für die Con- vexität.Bezeichnet man durch x*, y' die Coordinaten des ge­gebenen Punktes, und durch 1i eine Grösse, welche kleiner werden kann als jede gegebene Grösse, so hat man für die Punkte der Curve x
und für die Tangente in dem Punkt
ist daher y* positiv, so wird die Curve concav sein, wenn der Ausdruck negativ ist, und convex, wenn er po-

. <∕2y∕sitiv ist. Wenn man nun nicht = 0 hat, so ist das Zei-αzr*2eben des fraglichen Gliedes übereinstimmend mit dem von in diesem Falle also, ist für die auf Seite der positiven 
y liegenden Punkte der Curve die Bedingung der Concavität 
, — <Z 0 und die Bedingung der Convexität -7-^ >» 0. Das

d.√2 6 0 dx'^Umgekehrte findet statt für die auf Seite der negativen y lie­genden Punkte, woraus man die leicht zu behaltende Regel zieht.
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∖— 123 —Wenn aber — 0, so muss man haben = 0,damit die beiden Zweige der Curve auf einer und derselben Seite der Tangente in der Nähe des betrachteten Punktes lie- gen, und man wird an dem Zeichen von die Concavität oderConvexität erkennen. Wäre ∑= 0, so müsste man haben
j = 0, und so fort.

Singuläre Punkte.135. Wenn die Concavität in Convexität übergeht, so
d^ II . .muss - sein Zeichen ändern und folglich durch Null oder 
dx^durch das Unendliche gehen; die Punkte, wo diese Aenderung vorgeht, heissen Inflexionspunkte.' Es genügt aber nicht, dass Null sei, damit Inflexion >stattfinde; denn es wird erfordert, damit es sein Zeichen ändere, dass nicht Null, oder dass gleichzeitig Null sei, und(Zλ*3 dx^ ° .

d^ijso fort. Auch wenn unendlich ist, muss man unter-
dx^suchen, ob es sein Zeichen ändert.136. Vielfache Punkte. — Man nennt so diejenigen Punkte, durch welche mehrere Zweige der Curve gehen, und worin man folglich mehrere Tangenten ziehen kann. Sie las­sen sich durch sehr einfache Regeln für alle algebraischen Curven bestimmen. Es sei F{x, y) = 0 eine algebraische und rationale Gleichung; aus ihr folgt(1)Nun soll dieser Gleichung durch mehrere Werthe von ge­nügt 5verden, während nur einen einzigen haben, man
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— 124 —muss also haben = 0, gleichzeitig mitF(zc, ^)=0∙Wenn man reelle Auflösungen findet, welche diesen Gleichun­gen gemeinschaftlich sind, so werden die Werthe von ge­geben durch die Gleichung
welche man erhält, indem man die Gleichung (1) differentiirt, iZF dFund nachher — und -r- durch Null ersetzt.dx dyWenn drei Zweige durch denselben Punkt gingen, so wür­den auch die Cocfficienten dieser Gleichung Null sein, und man würde zu der dritten Ableitung der Gleichung übergehen; und so fort.

duWenn zwei Werthe von gleich wären, so würden die beiden Zweige sich tangiren.Wäre die Gleichung nach y aufgelöst, und enthielte sie Wurzeln mit doppeltem Zeichen, so würde man die vielfachen Punkte finden, indem man die Werthe von x suchte, welche eine dieser Wurzeln in y verschwinden machen, ohne sie in verschwinden zu machen; denn in diesen Punkten werden 
d Xzwei Zweige der Curve sich schneiden, und ihre Tangenten werden verschieden sein.137. Rückkehrpunkte. — Wenn in einem vielfachenPunkt zwei Werthe von gleich sind, und wenn die beiden dx °Zweige in diesem Punkte einhalten, so hat man einen Rück­kehrpunkt. Er heisst von der ersten Art, wenn die beiden Zweige auf verschiedenen Seiten der gemeinschaftlichen Tan­gente liegen, und von der zweiten Art, wenn sie auf derselben Seite liegen. Dass die Zweige in diesem Punkte einhalten, erkennt man, wenn, indem man x nach der einen Seite hin variiren lässt, ihre Ordinaten imaginär werden. Man muss indessen den Fall ausnehmen, wo in diesem Punkte unendlich ist; man würde 

dxdann die Abscisse statt der Ordinate betrachten.
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— 125 — <Z^i∕ .. .Die Rückkehr ist von der ersten Art, wenn für die beiden Zweige von verschiedenem Zeichen ist; von der zweiten Art, wenn es von demselben Zeichen ist.138. Conjugirte Punkte. — Man nennt so isolirte Punkte, deren Coordinaten der Gleichung einer_Curve genügen, ohne dass man diese Auflösungen derselben unterdrücken kann. Für diese Punkte muss z/y imaginär sein, und folglich auch; an diesem Charakter sind sie zu erkennen. d X Zu bemerken ist, dass aus einer Gleichung erstendxGrades gezogen, nicht würde imaginär sein können, und dass folglich die Coordinaten der conjugirten Punkte den Gleichun- 
dF „ dF ..gen — = 0, = 0 genügen müssen.Man findet sie also zugleich mit den vielfachen Punkten.139. Stillstandspunkte. — Man giebt diesen Namen einem jeden Punkte, worin plötzlich ein einziger Curvenzweig einhält.Sie werden bestimmt, indem man die Werthe von x sucht, von denen ab y imaginär zu werden anfängt, wenn es vorher reell war, oder reell zu werden, wenn es vorher imaginär war. Man muss sich ferner versichern, dass nur ein einziger Zweig der Curve in diesen Punkt geht, und dass folglich die Nach- barwerthe von x nicht mehrere Nachbarwerthe für y geben.140. Vorspringende oder Winkelpunkte. — Hier­unter versteht man die Punkte, worin zwei Curvenzweige ein- balten, ohne dass sie hier dieselbe Tangente haben. Sie ge­hören in die Classe der vielfachen Punkte. Man unterscheidet sie von den gewöhnlichen vielfachen Punkten dadurch, dass die Ordinaten der beiden Zweige auf der einen oder anderen Seite des Punktes imaginär werden, wenn die beiden Zweige durch verschiedene Gleichungen gegeben sind.Wenn die Gleichung einer Curve zu jedem Werthe von x nur einen Werth von y giebt, so wird offenbar jeder Werth von X, der zwei Werthe für giebt, einen vorspringenden Punkt bestimmen.
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— 126 -
Beispiele singulärer Punkte.141.

vielfacher Punkt, Inflexion.
Inflexionen.
Rückkehr erster Art, wenn 
zweiter Art, wenn 
vorausgesetzt, dass man nicht habe φ''(a) = 0.
besondere Fälle der vorstehenden Formel.
Stillstandspunkt der Ursprung.
vorspringender oder Winkelpunkt der Ursprung.
conjugirter Punkt mit der Abscisse a, wenn a b; vielfacher Punkt mit der Abscisse a, wenn α >» ό.

Von der Krümmung ebener Curven.142. Die Krümmung eines Bogens ohne Inflexion ist der Winkel, welchen die Richtungen des ersten und des letzten Elements dieses Bogens mit einander bilden; es ist dies der
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— 127 —Winkel der extremen Tangenten: er drückt die Grösse aus, um welche die Curve successive von der geraden Linie abge­wichen ist in der Ausdehnung dieses Bogens.Wenn man diesen Winkel durch die Länge des Bogens theilt, so hat man die mittlere Krümmung dieses Bogens, auf die Längeneinheit bezogen, d. h. diejenige, welche man finden würde für einen der Einheit gleichen Bogen, wenn die Krüm­mung proportional dem Bogen variirte, wie beim Kreise, und zwar so variirte, dass man die gegebene Krümmung erhielte für eine Länge, welche jener des Bogens, um den es sich han­delt, gleich wäre.Dies vorausgesetzt, wenn man, von irgend einem Punkte einer krummen Linie an, einen Bogen von willkürlicher Grösse nimmt, so wird seine, auf die Längeneinheit bezogene mittlere Krümmung variiren, indem dieser Bogen unbegrenzt abnimmt; und sie wird gegen eine bestimmte Grenze convergiren, welche man Krümmung der Linie in dem Punkte nennt, den man betrachtet. Diese Grenze ist, um die in der Infinitesimalrech­nung übliche Sprache anzuwenden, die auf die Längeneinheit bezogene Krümmung eines unendlich kleinen Bogens, der in dem betrachteten Punkte anfängt.Man erhält · also die Krümmung einer Linie in irgend einem ihrer Punkte, indem man den Contingenzwinkel durch die Länge des entsprechenden Bogens theilt, und die Grenze dieses Verhältnisses nimmt, während der Bogen gegen Null convergirt. Man findet auf diese Weise als Ausdruck der Krümmung

143. Da der Kreis eine constante Krümmung hat, so ist es natürlich, ihn zur Vergleichung zu wählen, und die Krüm­mung einer Linie in einem ihrer Punkte dadurch zu bezeich­nen, dass man den Radius des Kreises angiebt, dessen Krüm­mung dieselbe ist. Diesen Kreis nennt' man Krümmungs­kreis und seinen Radius Krümmungsradius. Wenn man ihn so legt, dass er die Curve in dem Punkte, den man be-
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— 128 —trachtet, tangirt und seine Concavität nach derselben Seite kehrt wie jene, so nennt man seinen Mittelpunkt, in Be­zug auf diesen Punkt der Curve, den Krümmungsmittel­punkt.Nun ist für irgend einen Kreis die Krümmung gleich der Einheit, dividirt durch seinen Radius. Bezeichnet man da­her durch R den Krümmungsradius, so hat man

144. Um den Ausdruck des Krümmungsradius in Polar­coordinaten zu haben, braucht man sich nur der Formeln zu erinnern 

und man findet

145. Wenn man für jeden Werth des gegen Null con- vergirenden Bogens den Radius desjenigen Kreises berechnet, welcher dieselbe Krümmung für eine gleiche Länge geben würde, so muss man immer, um ihn zu erhalten, die Länge des Bogens der Curve durch den Winkel der extremen Tan­genten dividiren. Also ist die Grenze dieses variablen Kreises nichts Anderes als der schon bestimmte Krümmungskreis.146. Man kann diesen Kreis aus einem anderen Ge­sichtspunkte betrachten.Es sei M irgend ein Punkt der Curve, M T die Tangente, 
N eine unendlich nahe Tangente, MO und 0 die beiden entsprechenden Normalen; die vier Punkte M, N, λP,() liegen auf einem Kreis, dessen Durchmesser NO zur Grenze die
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— 129 -Entfernung des Punktes J/ von der Grenze des Durchschnitts­punktes der beiden unendlich nahen Nor­malen hat. .Der zwischen M und M^ enthaltene Kreisbogen unterscheidet sich von seiner Sehne und folglich von dem Bogen Λ∕J∕' der Curve um eine gegen ihn selbst unendlich kleine Grösse; man kann ihn daher durch ds ersetzen, ohne dass irgend ein Fehler in den Grenzen der Verhältnisse dar­aus erwächst.Aber der eimrcschriebene Winkel
MOM^ ist gleich dem abgeschnittenen Bogen dividirt durch den Durchmesser; er ist ausserdem gleich TNM' oder z∕φ,folglichMan sieht daher, dass die Grenze von N0 oder M0 gleich dem Krümmungsradius ist; und also ist der Krümmungsmit- telpunkt in irgend einemPunkte die Grenze desDurch- schnittspunktes der Normale in diesem Punkt mit der unendlich nahen Normale.147. Lemma. — Der Winkel einer unendlich kleinenSehne und der Tangente an einem ihrer Endpunkte kann be-F'g· 8. trachtet werden als die Hälftedes Winkels der extremen Tangenten. In der That, man hat sin .V: sin T— T: ;und wenn z/.r das unendlich kleine increment von x bezeich­net, so hat man, indem man weglässt, was man vernachläs­sigen darf, wenn es sich um Grenzen von Verhältnissen oder Summen handelt.

Duhamel, Dii»'.- und Int.-Kcchiiuug. 9
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Also

√ oder, indem man statt des Sinus den Bogen setzt,
welcher Ausdruck die Hälfte von jenem für den Winkel TNM* ist; was zu beweisen war.Hieraus folgt, dass die Einheit die Grenze des Verhält­nisses der Winkel Jf, M* in dem Dreieck MNM' ist, und folglich auch die Grenze des Verhältnisses der gegenübersteh en­den Seiten MN, M' N.148. Man erhält ferner den Krümmungskreis, indem man die Grenze der Kreise aufsucht, welche durch den gegebenen Punkt und durch zwei Punkte der Curve gehen, die sich ihm unbegrenzt nähern. Man nennt diesen Grenzkreis den oscu- - lirenden Kreis.Es ist zunächst klar, dass er in M dieselbe Tangente wiedie Curve haben wird, wegen der gemeinschaftlichen Secante 

MM'.Nun geht der Kreis, wel­cher durch die drei Punkte 
M, M', M" geführt ist, durch den Durchschnittspunkt 0 der in M, M" auf den Sehnen MM', 
M'M'' errichteten Senkrechten; der eingeschriebene Winkel 0 ist gleich dem Bogen MM", getheilt durch den Durchmes­ser M' 0: man hat also ,7^,,

M M"= τπτ⅛τ, und MM" kann be- M'OI trachtet werden als der Cur-
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— 131 — venbogen statt des Kreisbogens. Es bleibt nur noch der Win­kel 0 oder der ihm gleiche zu berechnen.Wenn man in M* die Tangente HK zieht, so ist der Winkel T1\M" gleich der Summe von vier unendlich kleinen Winkeln, welche den Dreiecken UIIM^, KM‘^ angehören und ihre respectiven Ecken in M, M', haben; und da siein jedem Dreieck als gleich betrachtet werden können, so ist der Winkel TNM“ zweimal die Summe der zwei Winkel 
IlM'M und KM‘M“, oder zweimal der Winkel oderendlich zweimal der Winkel 0. Also kann man, indem man die gegen 0 unendlich kleinen Grössen vernachlässigt, 0 — ' nehmen, während MM** der mit ζ/φ correspondirende Werth von ist; man hat also
Folglich ist die Grenze von M*0 der Durchmesser des Krüm­mungskreises. Der osculirende Kreis unterscheidet sich also nicht von dem Krümmungskreise.Da gar keine Voraussetzung über das Gesetz gemacht wurde, welches die drei Punkte bei ihrer Annäherung befolgen, so wird man zu demselben Resultate gelangen, indem man annimmt, dass die beiden ersten Punkte zusammenfallen, und dass der dritte sich ihnen unbegrenzt nähert. Der Krüm­mungskreis ist also auch dieGrenze derKreise, welche die Curve im Punkte M tangiren und sie in einem an­deren Punkte schneiden, der sich M unbegrenzt nähert.Uebrigens würde man, indem man diese Aufgabe wie die vorhergehende behandelte, zu derselben Folgerung gelangen.149. Wenn man zur unabhängigen Variable irgend eine von der Abscisse verschiedene Grösse t nimmt, so leitet man aus den allgemeinen Formeln für die Transformation die nach­stehende Gleichung ab:

Man könnte auf diese Weise zu dem in Polarcoordinaten ausgedrückten Werthe von li übergehen, indem man von den 9*
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— 132 —rechtwinkligen Coordinaten ausginge. Man würde die Formel finden, welche wir oben direct erhalten haben.Wenden wir diese Transformation an auf den Fall, wo die Curve durch eine Gleichung zwischen der Ordinate und dem Rogen gegeben wird, und nehmen wir den Bogen zur unabhängigen Variable; man hat

hieraus folgt
Es ist übrigens sehr leicht, diese letzte Formel direct zu finden. Man bestimmt den Contingenzwinkel dφ, indem manausgeht von der Formel smφ woraus folgt

daher
welche Formel mit der, durch Vertauschung der unabhängigen Variable erhaltenen übereinstimmt.150. Osculirende Curven. — Wenn man, statt eines Kreises, eine Curve betrachtet, welche durch eine Gleichung dargestellt wird, die der Form nach gegeben ist und eine ge­wisse Anzahl unbestimmter Coefficienten enthält, so kann man ihr so viele gemeinsame Punkte mit der vorgelegten Curve geben, als von diesen Coefficienten vorhanden sind. Lässt man nachher alle diese Punkte gegen den ersten convergiren, so convergirt die variable Curvc gegen eine Grenze, >velche die osculirende Curve der vorgelegteu genannt wird, in Bezug
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— 133 —auf diejenigen, welche in der unbestimmten Gleichung enthal­ten sind. ,Diese geometrischen Bedingungen lassen sich ausdrücken durch sehr einfache Beziehungen zwischen den successiven Dif- ferentialcoefficienten der beiden Curven. Es seien die Abscissen von m, zwei Curven gemeinsamen Punkten, welche um ungleiche Stücke nach Irgend einem Gesetz wach­sen; um in die Aufgabe so viel Allgemeinheit als möglich zu bringen, nehmen wir an, dass irgend eine Grösse t unab­hängige Variable sei, von welcher x, und folglich y, bekannte Functionen sind.Es seien yi, y^, y^, . . ym die auf die gemeinsamen Punkte bezüglichen Werthe von y; die successiven Differenzen von yi bis zur Ordnung ni — 1 kann mau vermöge der Werthe i/i, 2/2» · · ∙,‰ ausdrücken, und es ist offenbar, dass sie dieselben sein werden für beide Curven, weil die Ordinaten 
yi, t/2, . . ., ym dieselben sind. Die Verhältnisse ’ "1/ f2 * *' ‘ *

-i----- werden also beiderseits identisch dieselben sein, undfolglich werden auch ihre Grenzen dieselben sein.Die m — 1 ersten Ableitungen von y in Bezug auf t haben daher in beiden Curven dieselben Werthe in dem ge­meinsamen Punkt; und ebenso ist es mit
Nun weiss man, nach den auf die Vertauschung der unabhän­gigen Variable sich beziehenden Formeln, dass die Werthe von 
nur von den Ableitungen von x und y nach f abhängen, von der ersten Ordnung an bis zu derjenigen, welche man betrach­tet, inclusive.Wie also auch das continuirliche Gesetz sei, nach welchem die gemeinsamen Punkte sich dem ersten nähern, so ist die Grenzcurve so, dass für x = x^ die Grössen 
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— 134 —denselben Werth haben, ob man sie aus der Gleichung dieser oder aus der Gleichung der gegebenen Curve zieht.Um daher die m Coefficienten der Gleichung der osculi- renden Curve zu bestimmen, braucht man nur die Werthe der 
m Grössen y·^ » · · · > θ⅛ander gleich zu setzen,welche man aus den Gleichungen der beiden Curven zieht, und worin man x und y die Werthe Xi, yi des Punktes giebt, den man auf der ersten Curve gewählt hat.Man wird aber diese m Gleichungen einfacher bilden, in­dem man m — 1 mal die zu bestimmende Gleichung differen- tiirt, und in dieser und ihren m — 1 Ableitungen zr, y durch 2/1, sowie die Ableitungen von y durch diejenigen ersetzt, welche man aus der bekannten Gleichung zieht.Dies ist die allgemeine Methode, vermöge welcher man die Gleichung einer osculirenden Curve von gegebener Art findet.

Berührung ebener Curven.151. Wenn zwei Curven einen gemeinsamen Punkt haben, und man die Abscisse dieses Punktes um eine unendlich kleine Grösse vermehrt, so ist die Differenz der Ordinaten im Allge­meinen von der ersten Ordnung.Ist diese Differenz von der zweiten Ordnung, so sagt man, dass die Curven einen Contact der ersten Ordnung haben; ist sie von der dritten, so nennt man den Contact von der zwei­ten Ordnung; und allgemein findet ein Contact wter Ordnung zwischen zwei Curven statt, wenn die Differenz ihrer Ordinaten, in der Nähe des gemeinsamen Punktes, ein unendlich Kleines der Ordnung n -j- 1 ist.Zwischen zwei Curven, welche einen Contact von einer gewissen Ordnung haben, ist es offenbar unmöglich, dass eine andere in der Nähe des gemeinsamen Punktes passire, wenn ihr Contact mit irgend einer von beiden von einer nie­drigem Ordnung ist.Damit man nichts Unbeständiges in dieser Definition der Be­rührungen verschiedener Ordnungen habe, so muss man zeigen, dass die Ordnung des Contacts von der Richtung der Axen 
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— 135 —nicht abhängt; 'dies erreicht man aber leicht, indem man be­weist, dass für irgend einen Punkt einer der beiden Curven, die Differenzen der Ordinaten beider Curven, in Bezug auf ver­schiedene Axen betrachtet, in einem endlichen Verhältniss stehen. Diese Differenz ist so klein als möglich, wenn die Ordinaten senkrecht stehen auf der Tangente in dem gemein­samen Punkt.Die einzige Richtung, welche man für die Ordinaten aus­nehmen muss, ist diejenige der Tangente in dem gemeinsamen Punkt.Wenn man nun die Ordinaten der beiden Curven in Rei­hen entwickelt nach den Potenzen des Increments der Abscisse des gemeinschaftlichen Punktes, so erkennt man > sogleich, dass der Contact dieser Curven von der Ordnung n ist, wenn die n ersten Ableitungen der Ordinate nach der Abscisse re- spective gleich werden für beide Curven, so bald man darin die Abscisse des gemeinsamen Punktes substituirt: denn, in diesem Falle, ist die Differenz der Ordinaten, durch die Ergänzungs­glieder der zwei Reihen ausgedrückt, ein unendlich Kleines der Ordnung n 1.Dies ist der analytische Charakter, woran man die Ord­nung desContacts zweier Linien erkennt, welche einen gemein­samen Punkt haben.
Andere Betrachtung der osculirenden Curven.152. Aus dem über den Contact der Curven Gesagten folgt, dass, um die Curve von einer gegebenen Art zu erhalten, welche den Contact der höchsten Ordnung mit einer Curve von bekannter Gleichung hat, man nur die willkürlichen Cocf- ficienten der allgemeinen Gleichung der Curven von der gege­benen Art zu bestimmen braucht, indem man ausdrückt, dass für die Abscisse, welche man betrachtet, die Ordinaten respoc- tive gleich sind, sowie ihre successiven Ableitungen bis zur höchstmöglichen Ordnung. Man wird auf diese Weise so viel Gleichungen erhalten, als es unbestimmte Coefficienten giebt. Die Ordnung des Contacts ist gleich der Zahl dieser Glei­chungen, weniger eine.
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— 136 —Man sieht hieraus, dass die osculirende Curve und die­jenige, welche den Contact der höchsten Ordnung hat, iden­tisch sind.Für die gerade Linie, deren Gleichung nur zwei willkür­liche Coefficienten hat, wird der Contact, im Allgemeinen, nur von der ersten Ordnung sein; er wird von der zweiten sein für den Kreis. Abei’ es kann vorkommen, dass in gewissen besonderen Punkten der Contact von einer höheren Ordnung ist.Wenn die Gleichung der gesuchten osculirenden Curve nicht in Bezug auf y aufgelöst ist, so wird man ihre succes- siven Differentialgleichungen bilden und darin für y\ etc. die aus der Gleichung der gegebenen Curve gezogenen Werthe setzen. Die einzigen Unbekannten sind dann die Coefficienten; und wenn sie alle in der ersten Dimension vorkommen, so wird man ein einziges System von Werthen und, folglich, eine ein­zige osculirende Curve finden.Wenn die Zahl der gemeinschaftlichen Ableitungen gerade ist, so ist die Differenz von einer ungeraden Ordnung, und ändert folglich ihr Zeichen mit dem Increment von .r': die Curven schneiden sich also dann. Dies ereignet sich, im All­gemeinen, für den Krümmungskreis.Ist dagegen die Zahl der gemeinschaftlichen Ableitungen ungerade, so ist die Differenz von gerader Ordnung und ändert ihr Zeichen nicht mit dem Increment von ar' : die Linien schnei­den sich also dann nicht. Dies findet z. B. für die gerade Linie statt, mit Ausnahme der Inflexionspunkte.153. Die einfachsten Curven, welche man mit einer ge­gebenen Curve in Contact bringen kann, sind die in der Glei­chung 
enthaltenen. Man kann einen Contact der Ordnung m — 1 zwischen den beiden Curven herstellen, und man erhält sogleich die Gleichung der osculirenden Curve, indem man ihre Ordinate nach der Formel von Taylor entwickelt, nachdem man -}- (a? — .r') statt x gesetzt hat. Diese Gleichung ist nach­stehende, und in ihr sind die Ableitungen von ?/' durch jene zu ersetzen, welche die Gleichung der bekannten Curve giebt.
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154. Oscuiirender Kreis. — Die allgemeine Gleichung des Kreises ist wo a, ß die Coordinaten des Mittelpunktes sind, und R der Halbmesser ist. Nach den vorhergehenden Theorien wird man die auf den osculirenden Kreis, in dem Punkt λ:', y* einer ge­gebenen Curve, bezüglichen Constanten a, ß, R vermöge der drei Gleichungen bestimmen

dy^ d^y^während und , y aus der Gleichung der gegebenen Curve Ci X CL X
gezogen sind. Die zweite dieser Gleichungen zeigt, dass derMittelpunkt dieses Kreises auf der Normale liegt.Man findet daraus 

und indem man in der ersten substituirt.

Diese Gleichung giebt für den Radius den schon auf anderem Wege gefundenen Werth; und die beiden voranstehenden be­stimmen die Coordinaten a, ß des Krümmungsmittelpunktes durch λ:', y'.Wenn man zwischen diesen beiden Gleichungen und jener der gegebenen Curve zc', y^ eliminirt, so stellt die resultirende
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— 138 —Gleichung zwischen a und ß den Ort der Krümmungsmittel­punkte dar. Diese Curve nennt man die Evolute der ersten.
Theorie der Evoluten.155. Die Gleichungen, welche die Coordinaten a, ß des Krümmungsmittelpunktes bestimmen, oder des Punktes der Evolute, welcher dem Punkte (zc', der gegebenen Curve entspricht, sind nach der vorigen Nr.(1)(2)Diese Gleichungen finden statt, welches auch der Punkt sei, den man betrachtet; wenn man daher zc' ein unendlich kleines Increment ertheilt, so werden a, ß, welche Functionen von zr' sind, entsprechende Incremente empfangen, und den Glei­chungen (1) und (2) wird noch genügt werden; die Incremente ihrer ersten Glieder werden daher Null sein, sowie auch ihre Ableitungen in Bezug auf zr<Nun giebt die Gleichung (1), wenn man sie differentiirt, indem man a, ß, y^ als Functionen von zr* betrachtet, und auf die Gleichung (2) Rücksicht nimmt.

woraus folgt, dass die Normale der gegebenen Curve Tan- srente ihrer Evolute im Krümmunffsmittelnunkte ist.156. Man kann hieraus eine andere, sehr merkwürdige Eigenschaft der Evolute ableiten.Es sei 0 der Durchschnittspunkt von zwei unendlich nahen Normalen M N, es lässtsich leicht zeigen, dass der Bogen JV2V' der Evolute gleich ist der Differenz der beiden Krümmungsradien MN, M^ N*, bis auf Grössen dritter Ordnung höchstens.In der That, wenn man aus dem Punkte 
0 als Mittelpunkt den Kreisbogen MK be­schreibt, so ist der Theil M* K ein unendlich
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— 139 —Kleinem dritter Ordnung, weil der Kreis MK den Krümmungs­kreis lur Grenze hat. Vernachlässigt man diese Grösse, so kann nan N' als gleich M O -j- 0 N' betrachten, und folg­lich is: M‘N* — MN gleich NO 0N^ bis auf Grössen dritter Ordnung. Aber die Differenz zwischen einem unendlich kleiner Bogen NN^ und der Summe der extremen Tangenten 
NO -J" N‘O ist auch von der dritten Ordnung. Also ist die Dfferenz der Krümmungsradien MN, M' N' gleich dem Bog<en der Evolute, der enthalten ist zwischen den zwei un- endlicl nahen Berührungspunkten, plus einer unendlich kleinen Grösse von der dritten Ordnung wenigstens.Mrn weiss aber, dass die Grenze einer Summe von un- endlicl. Kleinen nicht geändert wird, wenn man in jedem von ihnen eine gegen es selbst unendlich kleine Grösse vernach­lässigt. Also wird, wenn man unendlich viele sich folgende Krümnungsradien betrachtet, die Summe ihrer Differenzen, oder die Differenz des ersten vom letzten, strenge gleich sein dem Bogen der Evolute, der zwischen den Berührungspunkten der extremen Radien enthalten ist.Hieraus folgt, dass wenn man sich einen biegsamen un­ausdehnbaren Faden ohne Dicke denkt, der eines seiner Enden · in irgend einem Punkte der gegebenen Curve hat, und wenn man diesen Faden spannt, während man ihn auf die Evolute, von dem Berührungspunkte N an, aufwickelt, dass man diesen Faden nur abzuwickeln braucht, indem man ihn gespannt hält, um die erste Curve mit seinem Endpunkt M zu beschreiben.Wegen dieser Eigenschaft hat man den Namen Evolute einer Curve dem geometrischen Ort ihrer Krümmungsmittel­punkte gegeben. In Bezug auf ihre Evolute nennt man die Curve Evolvende.157. Man kann durch die Rechnung zu derselben Eigen­schaft geführt werden; und man braucht dazu nur zu einer Gleichung zu gelangen, welche nur dR, da, dß enthält.Wenn man die Gleichuns·(3)differentiirt, so findet man, unter Rücksicht auf die Gleichung (1),
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— 140 —und wenn man für x* — a seinen aus (1) gezogenen Werth setzt, so kommt
und indem man ersetzt,
Um y' — ß zu eliminiren, wird man bemerken, dass die Glei­chungen (1) und (3) geben
woraus
Setzt man diesen Werth für y' — ß in die oben stehende Glei­chung ein, so kommt, indem man von dem Zeichen der Wur­zel absieht, ___________welches beweist, dass das Differential des Krümmungsradius gleich ist dem Differential des Bogens der Evolute. Daraus zieht man dieselben Folgerungen wie oben.Wäre die Gleichung F{a, ß) = 0 der Evolute gegeben und jene der Evolvende zu finden, so müsste man α, ß elimi- ' niren zwischen der gegebenen Gleichung und den beiden fol­genden

dciin welchen vermöge der Gleichung F {a, ß) = 0, in αund ß gegeben sein würde. Daraus würde eine Gleichung zwischen x, y, hervorgehen, und durch die Integralrech­nung würde man die endliche Gleichung zwischen x und y finden.
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U in h ü 11 ii η g s 1 i n i e n.

158. Wir haben gesehen, dass der Krüniniungsniittelpunkt die Grenze des Dnrehschnittspunktes einer festen Normale mit der unendlich nahen Normale ist, dass folglich die Evolute der geometrische Ort dieser, auf allen Normalen betrachteten Grenizpunkte ist; wir haben ferner gesehen, dass die Normale, in allen ihren Lagen, Tangente ist an dem Orte ihrer succes­siven Durchschnitte.Verallgemeinern wir diese Bedingungen, indem wir eine Curve annehmen, die durch irgend eine Gleichung dargestelh wird, worin a eine Constante ist.Für jeden Werth von a hat man eine besondere Curve, und wenn man sich a auf eine stetige Weise variirend denkt, so hat man eine stetige Folge von einander unendlich nahen Curven. Betrachtet man eine davon als fest, so wird die un­endlich nahe Curve sie in gewissen Punkten schneiden, welche gegen bestimmte Grenzen convergiren werden, indem die va­riable Curve sich der ersten nähert: diese Grenzpimkte, auf allen diesen Curven betrachtet, bilden den Ort, den wir bestimmen wollen.Es sei h eine unendlich kleine Grösse; die Gleichung wird eine Curve darstellen, welche unendlich nahe ist jener von der Gleichung
Man muss also die Werthe von .r und ij suchen, welche diesen beiden Gleichungen genügen, und die Grenzen, gegen welche sie convergiren, während h gegen Null convergirt. Die Gleichung der variablen Curve kann auf die Form gebracht werden

Die Coordinaten der, beiden Curven gemeinschaftlichen Punkte werden daher den zwei Gleichungen genügen
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— 142 —Ihre Grenzen werden daher die Auflösungen sein, welche den zwei folgenden gemeinschaftlich sind: 
und wenn man den Ort der Punkte, welche sie liefern, haben will, so muss man a zwischen diesen zwei Gleichungen elimi­niren.Die Regel um die Gleichung des Orts dieser successiven Durchschnitte zu bilden, besteht also darin, dass man die Constante zwischen der Gleichung der variablen Curve und ihrer abgeleiteten nach dieser Constante elimi- nire.Man muss bemerken, dass die vorhergehenden Schlüsse voraussetzen, dass die Function F (zr, y, a) nur einen einzigen Werth habe für ein und dasselbe System Werthe von zc, y, «; denn es wäre möglich, dass man zwei verschiedene Formen dieser Function in den Gleichungen der beiden Nachbarcurven zu nehmen hätte. In diesem Falle könnte man nicht F (x, y, a) in der zweiten Gleichung unterdrücken, und die Grenzwerthe von X, y würden diejenigen sein, welche die zwei Werthe die­ser Function gleich machen.159. Diese Curve besitzt die bemerkenswerthe Eigenschaft, Tangente zu sein an den successiven Lagen der variablen Curve.In der That, zieht man aus der Gleichung
a = φ (χ,y), und substituirt man diesen Werth in F so hat man als Gleichung des gesuchten Orts(1) Die Gleichung irgend einer der variablen Curven sei(2)Diese beiden Curven (1) und (2) haben im Allgemeinen Punkte mit einander gemein, nach der Erzeugung der ersten; es ist nun leicht zu zeigen, dass in diesen Punkten der Werth von

Iaus beiden Gleichungen derselbe ist.Die Gleichung (1) dilferentiirt giebt
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— 143 —<∕ 7*' d FAber -r~ unterscheidet sich von 5— nur dadurch, dass darin αφ da
φ y) an der Stelle von a steht, und φ (x, y) ist gerade der

dF dFWerth von a, welcher 5— zu Null macht; also ist 3- iden- da dφtisch Null, und es bleibt, um aus der Gleichung (1) zu be­stimmen.
Wenn man jetzt die Gleichung (2) dilFerentiirt, so giebt sie 

und diese Gleichung unterscheidet sich von der vorigen nur dadurch, dass in ihr a statt φ (zr, y) steht. Für den, beiden Curven gemeinschaftlichen Punkt hat man aber a = φ (x, y), 
d Fweil diese Gleichung keine andere ist als — = 0: also ist in diesem Punkte der Werth von derselbe für die beiden dxCurven; also tangirt die variable Curve beständig die feste, den Ort ihrer successiven Durchschnitte bildende Curve, und deshalb hat man dieser letzten den Namen umhüllende Curve ge­geben.Jedoch muss man nicht glauben, dass die Umhüllungscurve nothwendig alle variablen Curven tangire; dies findet statt nur für diejenigen, welche durch die unendlich nahen Curven ge­schnitten werden, und die vorhergehenden Schlüsse finden nur auf diese Anwendung. Es kann aber vorkommen, dass nur innerhalb gewisser Grenzen der Constante diese Durch- schneidung stattfindet. Es ist daher richtiger, wenn man die umhüllende Curve durch die Eigenschaft definirt, dass sie der Ort der successiven Durchschnitte der variablen Curven sei, als durch die, Tangente an diesen Curven in allen ihren La­gen zu sein.160. Nimmt man zur variablen Linie die Normale einer gegebenen Curve, so ist die Umhüllende der Ort der Krüm­mungsmittelpunkte, weil wir bewiesen haben, dass sie die Gren­zen der Durchschnitte der unendlich nahen Normalen sind.
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— 144 —Wendet man die auscinandergesetzte Theorie auf diese Auf­gabe an, so sieht man leicht, dass die Rechnung zu der Evo­lute führt. In der That, die Gleichung irgend einer Nor­male ist
2/* ist eine bekannte Function von .r*, und vertritt hier die Constante u. ζ)ifferentiirt man diese Gleichung nach .r', so kommt
daher
und folglich
Diese Werthe von x und sind genau die in Nr. 154 stehen- ' den für α und ß. Um die Gleichung der umhüllenden Curve zu finden, müsste man .τ∙' zwischen diesen zwei Gleichungen eliminiren, nachdem man zuvor y‘ durch x‘ ausgedrückt hätte: was darauf hinaus kommt, x', ι∕ zwischen diesen zwei Glei­chungen und der Gleichung der gegebenen Curve zu cliniini- ren. Diese Rechnung ist keine andere als jene, welche wir in Nr. 154 angezcigt haben, um die Gleichung der Evolute zu erhalten.

Anwendungen der vorhergehenden Theorien.
163. Parabel. — Es sei .r≡ = daraus zieht man

www.rcin.org.pl



— 145 —Der Werth des Krümmungsradius ist
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden gegeben durch die Gleichungen 
und
Indem man x und y zwischen diesen beiden Gleichungen und jener der Parabel eliminirt, findet man als Gleichung der EvoluteDiese Curve hat eine Rückkehr erster Art in dem Punkt, für welchen α = 0.162. Ellipse. — Die Gleichung a^y^ -|“giebt
Indem man immer durch N die Länge der Normale bezeichnet, hat man hier , 
folglich
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind durch die Gleichungen gegeben
Wenn man, vermöge der Gleichung der Ellipse, aus der ersten 
X und aus der zweiten y eliminirt, so findet man, indem man 
oder

Duhamel, DifΓ.- und Int.-Rechnung. ' 10
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— 146 —
lind indem man in der Gleichung der Ellipse substituirt, erhält man als Gleichung der Evolute

163. Hyperbel. — Es sei jetztso hat man
Die Gleichungen, welche die Coordinaten des Krümmungs­mittelpunktes bestimmen, sind
woraus folgt, indem man setzt,
und die Gleichung der Evolute wird
Sie würde aus jener der Ellipse hervorgehen, wenn man mit — Z>2 vertauschte.164. Cycloide. clüide ist Die Differentialgleichung der Cy-
und folglichNun ist die Normale J/A’gleich ½2 a y. Also 72 = 2 manerhält daher zu dem Punkte 4/ den Krümmungsmittelpunkt 0, indem man NO = MN macht. Wenn man aber in der Mitte 
J der Basis die Senkrechte JB gleich dem Durchmesser 2 a des Erzeugungskreises errichtet, und durch B eine Parallele 
B V zur Basis führt, so λvird der über der Senkrechte NC als Durchmesser beschriebene Kreis durch 0 gehen: der Bo­gen NO wird daher gleich sein dem Bogen MN des Kreises 
NMl), und folglich gleich der Linie AN. Also OC — NJ 
— B C. Also gehört der Punkt 0 der Cycloide an, welche
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— 147 —beschrieben wird durch einen von B ausgehenden Punkt eines Kreises vom Radius a, welcher B V zur Basis hat.

Die Evolute der Cycloide A BA' setzt sich demnach aus zwei llalbcycloiden AB, A*B zusammen, welche mit der ersten identisch sind, und deren Verlängerung sich auf’ die folgenden Zweige von dieser beziehen würde.465. Die Differenz zweier Krümmungsradien ist gleich dem Bogen der Evolute, λvelcher zwischen den zwei Berüh­rungspunkten liegt, und der Krümmungsradius von A E√P ist Null im Punkte A, also ist die Linie MB gleich dem Bogen 
AB. Also ist in jeder Cycloide ABB der zwischen dem Scheitel A und irgend einem Punkte D enthaltene Bogen dop­pelt so gross als die Sehne NB des Erzeugungskreises NBC, welcher durch diesen Punkt geht.Kehrt man zu der ursprünglichen Cycloide zurück, so hat man daher

ME = 2 Ml),und folglich
A E = 4(1 und √1 7ιiΑ' = 8((.Macht inan 2α — y = y', d. h. zählt man die y' von E an in dem Sinne EJ, und setzt man EM = s, so hat man «2 — 3ay^.Dies ist die Gleichung der Cycloide zwischen der Ordinate und dem Bogen, beide vom Scheitel an gezählt.

10*
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— 148 —Wendet man auf diese Gleichung die Formel an
so findet man

166. Um die Gleichung der Evolute zu finden, muss man 
x und y eliminiren zwischen der Gleichung der Cycloide
und den beiden Gleichungen zwischen a, ß, d', y, welche sich reduciren auf
Nach dem für die Wurzel gewählten Zeichen, befindet sich der Punkt M, den man betrachtet, in dem Theile AE.Diese Werthe von x und y geben, wenn man sie in der Gleichung der Cycloide substituirt.
Verlegt man den Ursprung nach B, indem man setztso erhält man
Zählt man also die positiven α* in dem Sinne B V statt B , so findet man wieder die Gleichung der ursprünglichen Cycloide

167. Man kann die Fläche der Cycloide bestimmen, in­dem man sie als die Summe der zwischen den sich folgenden Krümmungsradien enthaltenen Theile betrachtet.Es seien QH, PK zwei unendlich nahe Radien, S ihr Durchschnittspunkt, und PR parallel mit AA^∖ das Verhält- S F2niss der ähnlichen Dreiecke SLF, SRP ist , und die Grenze davon ist ferner ist QRP unendlich klein gegen
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— 149 —diese Dreiecke, sowie auch die Fläche 11SK. Also ist die Grenzte der Summe der Flächen LFPR, von bis zu A, die vom der Cycloide AEA^ und ihrer Basis begrenzte Fläche; und die Grenze der Summe der Dreiecke SEE ist die zwi­schen AA^ und den Bogen AB, A'B enthaltene Fläche. Aber diese Fläche zu der ersten hinzugefügt bildet das auf A A^ und 2a comstruirte Rechteck; ausserdem hat das Verhältniss von 
EEPR zu SE^E zur Grenze 3, weil das Verhältniss von 
S PR zu SE E zur Grenze 4 hat. Also ist die Fläche der Cycloiide A EA^ drei Viertel von dem Rechteck mit der Basis 2τrα und Höhe 2 a, dessen Inhalt 4πα2 ist.Die Fläche der Cycloide ist demnach 3π∙α≡ oder dreimal die de;s Erzeugungskreises.168. Logarithmische Spirale. — Ihre Gleichung 
r ~ a giebt, wie wir früher sahen.
Für dien Krümmungsradius findet man

Der Krümmungsmittelpunkt ist also der Durchschnitt der Nor­male mit der im Pole auf dem Radius vector errichteten Senk­rechte.Setzt man
OAX=β', AO = r', so wird die Gleichung der Evo­lute nach dem Vorstehenden

Mian kann ihr gleiche Form mit der vorgclegten geben, indem man die Winkel von einer Gerade an zählt, welche mit AX einen solchen Winkel a bildet, dass
die Vorige Gleichung wird dann
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— 150 —Die Evolute einer logarithmischen Spirale ist demnach eine identische Spirale, und sie würde mit der ersten zusammenfal­len, wenn man sie um den Pol um einen Winkel α gleich π Im , , .. T—r----- — drehen wurde.
2 m169. Die Differenz zweier Krümmungsradien MO, 0^ ist immer gleich dem Bogen 00* der Evolute; hieraus folgt, dass wenn der Punkt M* unbegrenzt gegen den Pol convergirt, also auch 0*, der Bogen 00* unbegrenzt gegen MO conver­giren wird.Also ist die totale Länge des Bogens einer logarithmischen Spirale zwischen irgend einem Punkte 0 und dem Asymptoten­punkte gleich der bis zu derjenigen Senkrechte erstreckten Tan­gente OM, welche in dem Pol auf dem Radius vector AO er­richtet ist.

Tangenten und Normalebenen der Curven von doppelter Krümmung.170. Eine Curve, deren Punkte nicht in derselben Ebene liegen, heisst von doppelter Krümmung. Die Tan­gente in irgend einem ihrer Punkte ist die Grenze, gegen welche eine Secante convergirt, die durch diesen Punkt und durch einen anderen geht, welcher auch der Curve angehört, und sich dem ersten unbegrenzt nähert.Unter derLänge einesBogens versteht man die Grenze, gegen welche der Umfang eines eingeschriebenen Polygons convergirt, wenn alle seine Seiten gegen Null convergiren. Diese Grenze ist unabhängig von der Art der Theilung des Bogens, weil die Verhältnisse der correspondirenden Elemente dieser Polygone, welche zwischen unendlich nahen Parallel­ebenen enthalten sind, die Einheit zur Grenze haben.Man kann auch hier die Sehne statt des unendlich kleinen Bogens nehmen, und das Differential ds des Bogens einer Curve doppelter Krümmung hat zuin Ausdruck während die Axen rechtwinklig vorausgesetzt sind.
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— lδl —171. Eine Secante, welche durch die Punkte der Curve geht, deren Coordinaten sind, macht mit den Axen vVmkel, welche die Cosinus haben 
indem man z/s als seiner Sehne gleich betrachtet. Ihre Zei­chen lehren, ob die von dem ersten nach dem zweiten Punkt gerichtete Gerade mit den Axen spitze oder stumpfe Winkel macht.Die Grenzen dieser Ausdrücke oder sind die

ds äs dsCosinus der Winkel, welche die Tangente mit den Axen macht.172. Die Gleichungen der durch den Punkt zc', y', z' der Curve und einen anderen unendlich nahen Punkt gehenden Secante sind 
die Gleichungen der Tangente werden daher, indem man diese Differenzverhältnisse an ihren Grenzen nimmt.

Wenn die Curve bestimmt ist durch die Gleichungen ihrer Projectionen auf den Ebenen XZ, ΎΖ, so zieht man undaus jeder von ihnen.dz' Ist sie durch zwei Gleichungen zwischen drei Variablen gegeben
F (x, y, z) = 0, f (x, y, z) = 0,so leitet man daraus ab 

und man muss aus diesen zwei Gleichungen die Werthe von iZ<2/^ cZ ↑J^ ziehen, um sie in die obigen zu setzen, oder auf irgend 
CI Z (i zeine andere Weise 4^, zwischen den vier Gleichungen 

dz' dz'eliminiren; man erhält so die Gleichungen der Tangente
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. — 152 —
Wir werden bald sehen, dass diese Gleichungen keine ande­ren sind als diejenigen der Tangentialebenen an den, durch die beiden gegebenen Gleichungen dargestellten Oberflächen, deren Durchschnitt die gegebene Curve ist.173. Man nennt Normalebene diejenige, welche im Be­rührungspunkte senkrecht zu der Tangente ist. Ihre Gleichung ist nach jenen, welche wir zuerst für die Tangente gegeben haben.
oder 174. Man kann zu derselben Gleichung gelangen, indem man den Ort der Geraden sucht, ivelche durch den Punkt 
x‘, y*, z‘ senkrecht zur Tangente geführt sind. In der That, es seien x, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes einer dieser Geraden: die Cosinus der Winkel, welche sie mit den Axen macht, sind proportional den Grössen x — x^, y — y', 
z — z^; diejenigen, welche sich auf die Tangente beziehen, sind proportional mit dx^, dy\ dz'. Damit nun diese beiden Richtungen senkrecht auf einander stehen, so muss der Cosi­nus ihres Winkels Null sein; daraus folgt für alle l’unkte des Ortes175. Man kann ferner, die Gleichung der Normalebene erhalten, indem man sie als Grenze der Ebene betrachtet, welche die Punkte enthält, die zwei gleichen Kugeln gemein­schaftlich sind, deren Mittelpunkte in zwei unendlich nahen Punkten der Curve liegen.Es seien x', y', z' die Coordinaten des ersten Punktes, 
X' 4“ y* -}- ^y^i z' -|- z]z* jene des zweiten, und 7? derRadius der Kugeln; die Gleichung der ersten Kugel ist die der zweiten 
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— 153 —Sie finden zu gleicher Zeit statt für die gemeinsamen Punkte, und wenn man sie von einander abzieht, so findet man, indem man die unendlich Kleinen zweiter Ordnung vernachlässigt, und den Differenzen die Differentiale substituirt,(λ;—Λτ') dx' -(- dy' -(- (z — dz' ∑= 0.Diese Gleichung ersten Grades ist die der Ebene, welche den an seiner Grenze genommenen Durchschnittskreis der Kugeln enthält, oder die Gleichung der Normalebene·Jede in der Normalebene liegende Linie heisst Normale der Curve.Jede durch die Tangente gehende Ebene heisst Tangen­tialebene der Curve.
Tangentialebenen, Normalebenen und Normalen der krummen Flächen.176. Tangentialebene.— Eine Tangente an einer Fläche ist die Grenze, gegen welche eine Secante convergirt, die durch einen Punkt dieser Fläche geführt ist, während ein zweiter Durchschnittspunkt gegen den ersten convergirt.Da dieser zweite Punkt auf unendlich viele Arten sich dem ersten nähern kann, so giebt es unendlich viele Tangen­ten an der Oberfläche in diesem Punkte. Man zeigt, dass der Ort aller dieser Tangenten eine Ebene ist, und giebt ihr den Namen Tangentialebene.Um, im Allgemeinen, den Ort dieser Tangenten zu be­stimmen, so sei die Gleichung der Oberfläche.Die Gleichungen irgend einer Tangente im Punkte x', y', 

z' sind
, dx' dit' ,die (irössen —,, -f— sind unbestimmt, aber mit einander durch dz' dz'die Gleichung verbunden 

www.rcin.org.pl



— 154 —in welcliQr p und q die partiellen, aus der Gleichung z∙=J{ie,y) gezogenen Ableitungen — , — bezeichnen.uj?' dy'Eliininirt man -7—, zwischen den drei vorigen Glei·dz' dz'chungen, so erhält man die Gleichung des Orts aller Tangen­ten. Alan findet so 
oderoder
worin und die partiellen Ableitungen der Functionvon X und y bezeichnen, welche den Werth von z darstellt. Da diese Gleichung vom ersten Grade ist in Bezug auf x,y,z, so folgt, dass der Ort der Tangenten eine Ebene ist.Die Gleichung der Tangentialebene nimmt eine andere Form an, wenn die Gleichung der Oberfläche von der Form und nicht nach z aufgelöst ist.

d d z^ ·Man wird jetzt — und — bestimmen durch die Glei- dx' dy'chungen 
und die Gleichung der Tangentialebene wird

177. Normale. — Die Normale ist die Senkrechte zur Tangentialebene im Berührungspunkte; ihre Gleichungen sind daher 
oder
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— ]δό —178. Normalebene. — Wenn man im Berührungspunkte einer Tangente an einer Oberfläche eine senkrechte Ebene auf dieser Linie errichtet, so hat man eine Normalebene der Oberfläche. Man wird ihre Gleichung finden, indem man von den Gleichungen einer Tangente ausgeht, oder durch die Durcbschneidung zweier gleichen Kugeln, deren Mittelpunkte sich unbegrenzt nähern. Man erhält auf diese Weise als Glei­chung irgend einer Normalebene im Punkte x'∙> y', z'
(x — x') dx' -f“ (y — 2/0 — θ∙Sie ist unbestimmt, weil die Differentiale dx', dy', dz' nur der Bedingung unterworfen sind 

substituirt man diesen Werth von dz', so kommt

Diese Gleichung ändert sich mit dem Verhältniss, das man zwischen dx', dy' annimmt, und stellt alle Normalebenen in dem gegebenen Punkte dar.179. Aus dieser Gleichung der Normalebene kann man jene der Normale und folglich auch jene der Tangentialebene ableiten. In der That, man sieht dass ihr genügt wird für jedes Verhältniss von dy' zu dx', wenn man die zwei Glei­chungen ansetzt
Also schneiden sich alle Normalebenen nach einer und der­selben, durch diese beiden Gleichungen repräsentirten Gerade. Da diese Gerade senkrecht ist auf allen Tangenten, so liegen diese letzteren alle in einer und derselben Ebene, λvelche zur Gleichung hat
Man findet so, unabhängig von der ersten Methode, die Glei­chungen der Tangentialebene und der Normale.
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— 156 —Von den beiden Krümmungen und der Berührun«· o C5doppelt gekrümmter Curven.180. Osculirende Ebene. — Man nennt so die Grenze, welcher die Ebene sich nähert, die durch drei Punkte einer Curve geht, von denen zwei unbegrenzt gegen den dritten con­vergiren. Es seien zc', y^, z' die Coordinaten irgend eines Punktes der Curve, zr' -(- z/z»S y' -t~ z* -⅛- zJz' die eines unendlichnahen Punktes und x* -j- 2dx' -f- d^x^, y^ -j- 2 z√y'-L 
z* ^ziz* ∠∕2^∕ die eines dritten Punktes der Curve, und die DiiFerenzen seien bestimmt nach den gleichen Incrementen irgend einer Variable, von welcher x', y^, z^ bestimmte Func­tionen sind.Jede durch den ersten Punkt gehende Ebene hat zur Gleichung damit sie auch durch die beiden anderen gehe, hat man die Bedingungen 
und für die Grenzebene finden diese Gleichungen statt zwischen den DifferentialenDie aus diesen zwei Gleichungen gezogenen Werthe von « und b geben, indem man sie in die Gleichung der Ebene setzt, die Gleichung der osculirenden Ebene, welche ist

181. Wenn man die Grenze der Ebenen sucht, welche durch die Tangente in einem Punkte der Curve und durch einen anderen, sich dem ersten nähernden gehen, so ist leicht zu sehen, dass man die osculirende Ebene wieder findet.In der That, die Gleichungen der Tangente sind 
und die Ebene, deren Gleichung ist wird diese Tangente enthalten, wenn man hat
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— 157 —oder, indem man t zur unabhängigen Variable nimmt,
Damit diese nämliche Ebene durch einen Punkt gehe, welcher die Coordinaten x* -j- z/a*', ?/' , z^ -j- ∕lz' hat, mussman habenMan darf aber in dieser Gleichung die Glieder zweiter Ord­nung nicht vernachlässigen, weil alle von der ersten Ordnung verschwinden, der vorigen Gleichung zufolge.In der That, wenn man die Differenzen entwickelt, und sich auf die zweite Ordnung beschränkt, so hat man

Substituirt man nun in der obigen Gleichung, so heben sich die Glieder, welche /It in der ersten Potenz enthalten, weg, und es bleibt, mit Vernachlässigung der unendlich Kleinen dritter Ordnung, und indem man durch theilt.
Die Coefficienten a und b sind also durch dieselben Gleichun­gen bestimmt wie vorher, und man findet die Gleichung der osculirenden Ebene.Ferner würde man dieselbe Ebene finden, indem man die Grenze von jener suchte, welche durch eine Tangente und eine Parallele zu der unendlich nahen Tangente geht.182. Contingenzwinkel. — Man nennt so den Winkel zweier imendlich nahen Tangenten, oder, um strenge zu reden, das Differential, welches diesem unendlich kleinen Winkel ent­spricht; d. h. eine Grösse, deren Verhältniss zu dem Incre- ment der unabhängigen Variable gleich ist der Grenze des Verhältnisses des Winkels der Tangenten zu demselben Incre- ment. Da diese Tangenten nicht in einer Ebene liegen, so ist ihr Winkel der zweier Geraden, welche durch einen Punkt gehen und ihnen parallel sind. Es seien a, b, c die Cosinus der Winkel, welche die erste Tangente mit den Axen bildet.
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— 158 —und «4- a∙> b -∖- db, c dc diejenigen, welche sich aut'die zweite beziehen; der Cosinus des Winkels ω dieser zwei Richtungen ist
Ans der Gleichungσzieht inan
Ersetzt man sinω durch ω, und die Differenzen durch die Differentiale, so wird ω Das werden, was wir den Contingenz- winkel nannten, und man erhältto2 = <Zα2 db"^ 4~ oder ω ∑z= V^dα2 ¢//,2 _|_ ¢/(.2, Alan kann diese Formel auch durch geometrische Betrachtungen erhalten.Zieht man MB parallel zu der zweiten Tangente, und 

Fig. 13. nimmt MA = MB = 1, so hat man
AB = ω.Projicirt man jetzt das Dreieck auf die drei Axen, und nennt λ, μ, v die Winkel der Richtung AB mit den posi­tiven Richtungen dieser Axen, so kann man schreiben

da = ω cos λ, db — ω cos μ, dc — ω cos v,

Diese Formeln lassen den Contingenzwinkel kennen und die Cosinus der Winkel der vom Punkte M gegen den Krümmungs­mittelpunkt hin genommenen Richtung,Alan hat
woraus man zieht
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substituirt man diese Werthe in dein von ω, und beachtet, dass
so erhält man
Λian kann d'-s ans diesem Ausdruck entfernen, indem man seinen Werth aus der vorigen Gleichung zieht; man findet so, nachdem jede Reduction gemacht ist,

183. Sucht man, statt des Winkels zweier Tangenten in
F⅛. 14.

unendlich nahen Punkten Λf, Al·, den Winkel der Sehne Ai Al· mit der Sehne Al· Al·', indem man die zwei Punkte Al·, Al·' als gleichen Incrementen irgend einer Variable t correspondirend voraussetzt, so findet man denselben Ausdruck für den Winkel ΤΑΐ'Αί". In der That, die Cosinus der Winkel von Al T mit den Axen sind die VerhältnisseV7^rr, , und unterschei-AlAl· Al Al· Al Al'den sich um unendlich kleine Grössen von ihren respectiven 
ό X ÖA! 3. ZGrenzen , -r-· Also wird die Veränderung von t ind s ds d s °t -f- z/i dieselben Incremente in beiden hervorbringen, indem man die Grossen von höherer Ordnung als die der Incremente vernachlässigt. Es ist daher unnütz die vorigen Rechnungen hier wieder anzufangen; und der Winkel TAI' Ai" hat den­selben Ausdruck wie der Contingenzwinkel ω.184. Osculirender Kreis. — In den Curven doppelter Krümmung, wie in den ebenen Curven, nnenne wir osculiren-

— 159 —
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— 160 —den Kreis die Grenze des durch drei unendlich naht Punkte gehenden Kreises; dieser Grenzkreis wird offenbar in cer oscu- lirenden Ebene liegen.Es sei J/irgend ein Punkt der Curve; JlP, 3P' seien Pinkte, die sich ihm unbegrenzt nähern; 0 sei der Durchschnittspinkt derin M und Λr' auf den beiden Seh­nen errichteten Senkrechten in der Ebene, welche die Sehnen enthält· 
M^O ist der Durchmesser dts durch 
M, M', gehenden Kreise. Der Winkel 0 hat zum Maass dei Kreis­bogen getheilt durch denDurchmesser M^O. Man kann aber diesem Bogen den der Cur/e oder 
2ds -}- d^s substituiren.Man hat also Jr 0 = , in­dem man vernachlässigt.Aber der Winkel 0 ist gleich TM* welcher durch den auf den Bogen ds bezüglichen Contingenzwinkel o ersetzt werden kann. Man erhält daher, indem man durch R denRadius des osculirenden Kreises bezeichnet, R — — ; woraus ωman durch Einsetzen der für ω gegebenen Ausdrücke die strenge richtigen Formeln zieht

und
185. Torsionswinkel. — So nennt man den Winkel zweier sich folgenden Osculationsebenen, oder, um exicter zu reden, das entsprechende Differential.Es seien cc, ß, γ die Winkel, welche die Normale zu einer Osculationsebene mit den Axen macht; nach der Gleichung dieser Ebene hat man, wenn x, y, z die Coordinaten des Punk­tes der Curve sind.
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— 161 —

woDie Normale zu der unendlich nahen Osculationsebene macht mit der ersten einen Winkel, welcher dem der Ebenen gleich ist; bezeichnet man ihn durch U, so erhält man durch eine Rechnung, die ähnlich ist derjenigen, welche den Contingenz- winkel ergab.
Dies ist der Ausdruck des Winkels, um welchen die Ebene zweier Nachbarseiten des Infinitesimalpolygons sich dreht, um die zweite Seite herum, um durch die dritte zu gehen. Man muss ihn aber durch die Differentiale von x, y, z aus­drücken; setzt man hierzu 
daher 
so findet man
Man hat aber
Folglich
Es giebt keinen Kreis, der sich so natürlich darböte, um diese zweite Krümmung darzustellen, wie der osculirende Kreis, wel­cher die erste Krümmung misst.

Duhamel, Diff.- uud Int-Rechnung. 11
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— 162 —186. Wenn der Radius der ersten Krümmung unendlich ist für alle Punkte einer Linie, so liegen alle Seiten des die­ser Idnie eingeschriebenen Infinitesimalpolygons in der Verlän­gerung von einander, und folglich ist diese Linie gerade. Die Bedingung, dass eine Linie gerade sei, lässt sich daher aus­drücken durch die Differentialgleichung aus welcher die drei Gleichungen folgen oder auch 
woraus man schliesst 
während a und b willkürliche Constanten sind. Und weil a und b die Ableitungen von az und bz sind, so folgt aus einem früher bewiesenen Satze, dass die Functionen x und y nur von der Form sein können, wo a und /3 willkürliche Constanten bezeichnen. Man kommt so auf die allgemeinen Gleichungen der geraden Linie zurück.Ist die zweite Krümmung Null, so fallen alle Osculations- ebenen zusammen, und die Curve ist eben. Die Bedingung, dass eine Curve eben sei, wird also durch die Differential­gleichung ausgedrückt 
welche sich reducirt aufwenn man x zur unabhängigen Variable nimmt, o oMan verificirt leicht, dass diese Relation besteht für alle Punkte einer ganz in einer Ebene liegenden Curve.187. Polfläche. — Denkt man sich ein Infinitesimal­polygon eingeschrieben in eine Curve von doppelter Krümmung, imd errichtet man senkrechte Ebenen in der Mitte seiner suc- cessiven Seiten, so wird die Durchschnittslinie zweier sich folgenden Ebenen der Ort der Pole des Kreises sein, der
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— 163 —durch die drei entsprechenden Ecken des Polygons, geht; und ihre Grenze wird der Ort der Pole des osculirenden Kreises sein, gegen den der variable Kreis convergirt.Man erkennt ausserdem leicht, dass man dieselbe Linie finden würde, indem man die Grenze des Durchschnitts zweier sich folgenden Normalebenen suchte.Verfährt man auf dieselbe Weise in allen Punkten der gegebenen Curve, so erhält man eine Folge von Pollinien, welche eine Fläche bilden, die man Pol fläche nennt. Sie ist nichts Anderes als der Ort der Mittelpunkte der Ku­geln, welche die Grenzen sind von jenen, welche drei unend­lich nahe Punkte mit der Curve gemein haben. Diese Fläche ist abwickelbar, denn sie setzt sich zusammen aus unendlichen ebenen Elementen, welche enthalten sind zwischen den zwei successiven Durchschnitten dreier sich folgenden Ebenen. Fer­ner haben diese ebenen Elemente zur Grenze ihrer Richtungen die der Tangentialebenen: also sind alle Normalebenen der Curve tangirend an ihrer Polfläche, und diese letzte kann be­trachtet werden als die Umhüllungsfläche dieser Ebenen.188. Osculirende Kugel.—Mit diesem Namen bezeich­net man die Grenze der Kugeln,' welche vier Punkte, die sich unbegrenzt nähern, mit der Curve gemein haben. Der ΑIittel- punkt der durch vier sich folgende Ecken des eingeschriebenen Polygons gehenden Kugel ist der Durchschnitt der zwei Ge­raden, nach welchen sich die drei senkrechten Ebenen auf den drei consecutiven Seiten des Polygons schneiden; er ist also der zwei sich folgenden Pollinien gemeinsame Punkt.Die Mittelpunkte dieser successiven Kugeln bestimmen ein Polygon, welches gegen eine Curve convergirt, deren Tangen­ten die Pollinien sind; diese Curve ist also die Umhüllende der Pollinien. Sie ist auch die Rückkehrkante der abwickel­baren Fläche, welche der Ort dieser Pollinien ist, d. h. der Polfläche.189. Gleichung der Polfläche. — Diese Fläche ist der Ort der successiven Durchschnitte der Normalebenen oder auch der Normalen der gegebenen Curve. Nun ist die Glei­ch un 2 irgend einer Normalebene(1)
11*
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— 164 —Giebt man der unabhängigen Variable t, von welcher man x*, 
y', z‘ als bekannte Functionen betrachtet, ein unendlich kleines Increment z/1, und betrachtet man die Normalebene in dem daraus resultirenden Nachbarpunkt, so wird ihre Gleichung sich aus denselben Gliedern wie die vorige zusammensetzen, plus den Gliedern, welche aus der Aenderung der Grössen 

y', z^, dx*, dy', dz' hervorgehen. Die ersten Glieder sind Null für die den beiden Ebenen gemeinsamen Punkte, und es bleibt, indem man die Grössen dritter Ordnung vernachlässigt und zu den Differentialen übergeht.Die Gleichungen (1) und (2) finden also statt zwischen den Coordinaten x, y, z aller Punkte einer Erzeugungslinie der Polfläche.Man wird daher die Gleichung der Polfläche erhalten, in­dem man x', y', z' zwischen d.en Gleichungen (1), (2) und je- nen der gegebenen Curve eliminirt.190. Mittelpunkt der osculirenden Kugel. — Die­ser Mittelpunkt ist die Grenze des Durchschnittspunktes von drei sich folgenden Normalebenen oder von zwei Geraden, nach welchen die zwei ersten und die zwei letzten dieser Ebenen sich schneiden. Die eine von ihnen wird an der Grenze durch die beiden Gleichungen (1), (2) dargestellt; die andere durch die­selben um ihre Differentiale vermehrten Gleichungen. Für die Grenze des den beiden Geraden gemeinsamen Punktes werden daher die Differentiale der Gleichungen (1), (2) in Bezug auf 
x', y', z', dx', . . . Null sein, und daraus geht die neue Glei­chung hervorDie Gleichungen (1), (2), (3) geben den Mittelpunkt der oscu­lirenden Kugel, welche dem Punkt x', y', z' entspricht; Und man wird die Gleichungen des Orts dieser Mittelpunkte oder der Wendungscurve der Polfläche erhalten, indem man x', y', z' zwischen diesen drei Gleichungen und jenen der gegebenen Curve eliminirt; woraus zwei Gleichungen zwischen x, y, z re- sui tiren.191. Vermöge der Gleichungen (1), (2) lässt sich leicht erkennen, dass jede Normalebene der Curve die Polfläche tan- girt. In der That, nehmen wir auf dieser letzten irgend einen 
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— 165 —Punkt, der unendlich nahe ist jenem, welcher die Coordinaten 
X, y, z hat und sich in der durch die Gleichung (1) bestimm­ten Norinalebepe befindet. Betrachten wir dx, dy, dz als die Differenzen ihrer Coordinaten: den Gleichungen (1), (2) wird durch die Coordinaten x, y, z genügt; und es wird ihnen ge­nügt durch die Coordinaten des zweiten Punktes, wenn man die unendlich nahe Normalebene betrachtet, welche durch die­sen zweiten Punkt geht.Giebt man nun x, y, z, x^, y\ z^ die correspondirenden In- cremente dx, dy, dz, dx', dy', dz' in der Gleichung (1), so bleibt, zufolge der Gleichung (2),Aber die Gerade, welche die zwei auf der Polfläche ge­nommenen Punkte verbindet, und zuletzt eine Tangente an ihr wird, macht mit den Axen Winkel, deren Cosinus proportional sind mit dx, dy, dz; die vorstehende Gleichung zeigt also, dass diese Gerade senkrecht ist zu der Tangente der Curve in dem Punkt λ:', y', z', und dass sie folglich in der, zu dem­selben Punkt dieser Curve gehörigen Normalebene liegt, weil sie schon den Punkt x, y, z mit dieser Ebene gemein hat.192. Krümmungsmittelpunkt. — Der Mittelpunkt des osculirenden Kreises, oder der Mittelpunkt der ersten Krüm­mung, liegt in der osculirenden Ebene und auf der Polliuie des Punktes, den man auf der Curve betrachtet. Man wird dahei· seine Coordinaten erhalten, indem man die Werthe von 

X, y, z sucht, welche den Gleichungen genügen
Diese Werthe von x, y, z werden durch folgende Formeln gegeben: 

worin R den Krümmungsradius bedeutet, dessen Werth ist 
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— 166 -
Wenn inan, statt die Coordinaten des Mittelpunkts der Krüm­mung zu bestimmen, die Gleichungen des Orts dieser Mittel­punkte haben wollte, so brauchte man nur x‘, y^, zu elimi­niren zwischen den drei ersten Gleichungen und jenen der ge­gebenen Curve; die zwei resultirenden Gleichungen zwischen 
X, y, z würden diejenigen des gesuchten Orts sein.193. Berührung der Curven doppelter Krümmung. — Diese Theorie ist derjenigen ähnlich, welche wir für die ebenen Curven gegeben haben; nur muss man, statt die Cur- ven durch parallele Geraden zu einer Axe zu schneiden, sie durch Ebenen schneiden, welche parallel sind zu einer der Coordinatenebenen, z. B. zur Ebene x, y. Wenn also zwei Curven einen Punkt x', y', z' gemein haben, und wenn, indem man sie durch eine Ebene schneidet, welche parallel ist zu der Ebene x, y und von dem gemeinsamen Punkte um eine unend­lich kleine Strecke dz' absteht, die Entfernung der beiden so erhaltenen Punkte auf diesen Curven von der Ordnung n 1 ist, so sagt man, dass die Curven einep Contact der Ordnung 
n haben. Man erkennt leicht, dass die Ordnung dieser unend­lich kleinen Entfernung dieselbe ist für beliebige Coordinaten­ebenen, wenn nur die Tangenten an diesen Curven im ge­meinsamen Punkt nicht parallel sind zu der schneidenden Ebene. Die Projection einer Gerade auf eine Ebene ist gleich dem Product dieser Gerade in den Cosinus ihrer Neigung gegen die Ebene, also hat das Verhältniss der Längen dieser Gerade und ihrer Projection eine endliche Grenze, wenn die Grenze dieser Gerade nicht einen rechten Winkel mit der Ebene macht. Also werden die drei orthogonalen Projectionen einer in Grösse und Richtung variablen Gerade, im Allgemeinen, Grössen von derselben Ordnung Λvie diese Gerade sein; und wenigstens ist dies immer der Fall für zwei ihrer Projectionen: es kann höchstens eine unter ihnen geben, welche gegen diese Gerade unendlich klein ist. Hieraus folgt, dass damit zwei Curven doppelter Krümmung einen Contact «ter Ordnung haben, es nothwendig und hinreichend ist, dass zwei ihrer Pro­jectionen einen Contact dieser Ordnung haben; welches auf die Theorie der Berührung ebener Curven zurückführt. Die
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— 167 —Bedingungen dafür, dass dieser Contact in dem Punkte x‘, y^, z‘ stattfinde, bestehen daher darin, dass für den Werth von z die Grössen 
nach den Gleichungen dieser beiden Curven dieselben Werthe haben. Man wird also auch hier die osculirende Curve einer gegebenen Art erhalten, indem man die Coefficienten ihrer Gleichungen in solcher Weise bestimmt, dass daraus so viel als möglich gemeinschaftliche Ableitungen mit der gegebenen Curve, von den ersten ab, resultiren. Wenn die Projectionen auf einer Ebene einen höheren Contact hätten als die auf einer anderen, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass der weni­ger hohe von beiden die Ordnung des Contacts der zwei vor­gelegten Curven ausdrücken w’ürde.194. Osculirende Gerade. — Die allgemeinen Glei­chungen einer Gerade sind 
also werden die Gleichungen, welche a, a, b, ß bestimmen, sein
während die Ableitungen aus den Gleichungen dergegebenen Curve gezogen sind. Die osculirende Gerade hat daher zu Gleichungen
dieselben, welche λvir schon für die Tangente gefunden haben.195. Osculirender Kreis. — Die bequemsten Gleichun­gen zur Bestimmung eines Kreises im Raume sind die einer Kugel und einer Ebene. Es seien also die allgemeinen Glei­chungen des Kreises(1)(2)difFerentiirt man diese Gleichungen zweimal, indem man x und 
y als Functionen von z betrachtet, und die anderen Grössen als Constanten, so erhält man folgende Gleichungen:o o
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— 168 —(3)(4)(5)(6)In diesen sechs Gleichungen wird man statt x, y, z die Coor- dinaten des gegebenen Punktes der Curve und statt aller Ab­leitungen diejenigen setzen, welche die Gleichungen dieser näm­lichen Curve ergeben. Daraus wird man die Werthe von sechs der Constanten a, b, c, a, ß, γ, H ableiten, und es wird eine Constante unbestimmt bleiben, weil man unendlich viele Ku­geln durch denselben Kreis legen kann.Die Coefficienten a, b, c sind vollkommen bestimmt, und die Gleichung der Ebene wird, indem man durch λ;', z* die Coordinaten des gegebenen Punktes bezeichnet.
Diese Gleichung ist keine andere als jene der osculirenden Ebene, in welcher z zur unabhängigen Variable genommen ist. Die Gleichungen (3), (4), wenn man in ihnen «, ß, γ als Variablen betrachtet, stellen zwei Ebenen dar, welche auf der Ebene (2), den Gleichungen (5), (6) zufolge, senkrecht sind. Die Mittelpunkte der Kugeln liegen also auf einer Senkrechte zur Kreisebene, und alle diese Kugeln schneiden diese Ebene nach einem und demselben Kreis, weil sie ausserdem durch einen und denselben Punkt x^, y^, z' gehen.In den Gleichungen (3), (4) erkennt man leicht diejenigen, welche die Pollinie zu dem Punkt zcS ?/', z^ bestimmen, wenn man z zur unabhängigen Variable nimmt; und da der Mittel­punkt des Kreises erhalten wird, indem man den Durchschnitt dieser Gerade mit der Kreisebene sucht, so findet man aus diesem neuen Gesichtspunkte Alles wieder, was in Beziehung auf den osculirenden Kreis durch verschiedene Betrachtungen bestimmt worden war.
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— 169 —Berührung der Oberflächen.196. Wenn zwei Oberflächen einen Punkt x‘, y‘, gemein haben, und wenn, indem man zr*, um beliebige unendlich kleine Grössen dx^, dy^ ändert, die Differenz der entsprechen­den Werthe von z ein unendlich Kleines der Ordnung n -j- 1 ist, so sagt man, dass diese Oberflächen einen Contact wter Ordnung haben. Die Ordnung dieser Differenz ist dieselbe für alle Richtungen, welche nicht parallel sind zu den Tan­gentialebenen an diesen Oberflächen in dem Punkte, den man betrachtet: hieraus geht hervor, dass zwei Flächen einen Con­tact erster Ordnung haben werden, wenn man für einen und denselben Werth von x*, y‘ aus den Gleichungen beider die­selben Werthe für z*^ zieht.dx‘ dy^Sie werden einen Contact zweiter Ordnung haben, wenn ihre Gleichungen ausserdem dieselben Werthe liefern für die partiellen Differentialcoefficienten der zweiten Ordnunsr
Der Contact wird endlich von der Ordnung n sein, wenn alle partiellen Differentialcoefficienten bis zu dieser Ordnung inclu­sive gleich sind.Die osculirende Fläche von einer gegebenen Art wird be­stimmt wie die osculirenden Curven, indem man so viel Ablei­tungen als möglich von den beiden Functionen einander gleich macht, welche den Werth von z für die beiden Flächen, die sich osculiren sollen, ausdrücken.197. Osculirende Ebene an einer Oberfläche. — Die allgemeine Gleichung einer Ebene sei so hat man, um a, b, c zu bestimmen, die Gleichungen

J J 1 . A

dz^ dz^während aus der Gleichung der gegebenen Flächezu ziehen sind. Die Gleichung der osculirenden Ebene ist also 
welche Ebene keine andere ist als die Tangentialebene.
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— 170 —198. Osculirende Kugel an einer Oberfläche. — Da die allgemeinste Gleichung einer Kugel nur vier willkür­liche Constanten enthält, so kann man, im Allgemeinen, keine Berührung zweiter Ordnung zwischen einer Kugel und einer gegebenen Oberfläche herstellen, weil hieraus sechs Bedingungs­gleichungen hervorgehen würden. Man kann also zwischen diesen Flächen nur eine Berührung erster Ordnung herstellen. Dabei wird eine Constante in der Gleichung der Kugel unbe­stimmt bleiben, und man kann dieselbe benutzen um einen Contact der zweiten Ordnung mit einer der Curven zu bestim­men, welche man auf der Oberfläche zeichnen kann.199. Contact der Curven und Flächen. — Führt man in der Nähe eines Punktes, welcher einer Curve und einer Fläche gemeinschaftlich ist, Parallelen zur Axe der z, so sagt man, dass ein Contact nter Ordnung stattfindet, wenn die Dif­ferenz der entsprechenden Werthe von z für die Curve und die Fläche unendlich klein ist von der Ordnung n -|- 1. Man wird zu Bedingungen von derselben Art wie in den früheren Fällen geführt, in deren Detail wir nicht eingehen.
Evoluten.200. Wenn man irgend eine von den Normalen in einem Punkte einer Curve doppelter Krümmung betrachtet, so wird sie eine Tangente an der Polfläche sein. Die Normalebene, welche durch einen zweiten, dem ersten unend­lich nahen Punkt der Curve geht, wird diese Normale in einem Punkt schneiden, welcher zwei unendlich nahen Normalen ge­mein ist. Thut man für die zweite Normale dasselbe, was man für die erste gethan hat, und fährt man so fort, so erhält man eine unendliche Folge von Normalen zu der gege­benen Curve, von denen jede die folgende trifft, und deren Be­rührungspunkte mit der Polfläche unendlich nahe an einander liegen. Der Durchschnittspunkt von zwei sich folgenden Nor­malen, da er auf der Durchschnittslinie der zwei Normalebenen liegt, wird sich unbegrenzt der Polfläche nähern, welche der Ort der Grenzen von den Durchschnitten der sich folgenden Normalebenen ist.Diese Folge von Normalen bestimmt also ein Polygon mit
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— 171 —unendlich kleinen Seiten, dessen Grenze eine, alle diese Nor­malen tangirende Curve ist, welche auf der Polfläche liegt: man nennt sie eine Evolute der gegebenen Curve.Da man irgend eine von den Normalen der gegebenen Curve in dem Ausgangspunkte wählen kann, so erhält man unendlich viele Evoluten, welche einander so nahe liegen als man will, und sich sämmtlich auf der Polfläche befinden, die man als ihren geometrischen Ort betrachten kann. In Bezug auf diese Curven, welche wir Evoluten genannt haben, führt die erste den Namen Evolvende, einer Eigenschaft halber, die analog ist jener, welche wir in den ebenen Curven erkann­ten, und deren Beweis wir geben wollen.Es seien MN, M'N' zwei in unendlich nahen Punk­ten M, M' zu der gegebenen Curve normale Geraden und 
N, N ihre Berührungspunkte mit der Evolute; wir wol­len zeigen, dass die Differenz der Längen 

M‘N und MN gleich ist dem Bogen NN^ bis auf ein unendlich Klei­nes von der zweiten Ordnung wenigstens. In der That, denkt man sich in den Punkten M und N zwei zu MN ' senkrechte Ebenen, sowird.die Länge M* P von der zweiten Ordnung sein, weil die Curve M* M die Ebene tangirt; ferner übertrifft QP MN um eine unendlich kleine Grösse zweiter Ordnung. Man kann also 
N* Q als gleich der Differenz M' N‘ — MN nehmen bis auf eine Grösse zweiter Ordnung. Aber die Grenze des Verhält­nisses von A'Q zu der Sehne NN ist die Einheit, weil die Winkel Q und N des geradlinigen Dreiecks QNN gegen rechte Winkel convergiren. Also unterscheidet sich N Q von dem Bogen NN höchstens um ein unendlich Kleines zweiter Ordnung; also ist die Differenz zweier consecutiven Nor­malen MN, M'N^ gleich dem zwischen ihren Berührungs­punkten mit der Evolute enthaltenen Bogen NN', plus oder minus einer gegen diesen Bogen unendlich kleinen Grösse,
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— 172 —welche vernachlässigt werden kann, ohne dass daraus ein Fehler in den Grenzen der Verhältnisse oder Summen ent­springt.Es folgt hieraus, dass wenn man in irgend zwei Punkten der Evolute Tangenten bis zur Evolvende zieht, die Differenz ihrer Längen strenge gleich ist dem zwischen den Berührungs­punkten enthaltenen Bogen.Und man sieht somit, dass die Differenz zwischen .
— MN und dem Bogen welche wenigstens vonder zweiten Ordnung sein musste, in der That gleich Null war.Denken wir uns jetzt einen Faden, der mit der Evolute von irgend einem Punkte an zusammenfällt, wo er sich von ihr tangential trennt und sich bis zur Evolvende fortsetzt· Wenn man ihn ab wickelt, indem man ihn immer tangirend an der Evolute hält, so nimmt er successive die Lage der ver­schiedenen Normalen ein, welche Tangenten an dieser Curve sind; und da diese Normalen genau um dieselbe Länge wach­sen wie der sich ab wickelnde Faden, so wird immer der nämliche Punkt dieses Fadens sich auf der Evolvende befinden. Diese Curve wird also durch den Endpunkt des in der ersten Lage genommenen Fadens beschrieben werden. Diese Eigen­schaft ist es, welche veranlasst hat, den beiden Curven in Be­zug auf einander die Namen Evolute und Evolvende zu geben.201. Der Ort der Mittelpunkte der osculirenden Kreise einer Curve doppelter Krümmung ist keine Evolute dieser Curve. In der That, zwei consecutive osculirende Ebenen schneiden sich nach einer Gerade, welche zur Grenze die Tangente hat, und bilden mit einander einen unendlich klei­nen Winkel erster Ordnung. Die Entfernung des in der ersten enthaltenen Krümmungsmittelpunktes von der zweiten Ebene ist also ein unendlich Kleines erster Ordnung; seine Entfer­nung von der in dieser zweifen Ebene enthaltenen Normale ist aber grösser als seine Entfernung von der Ebene: folglich ist diese Normale keine Tangente an der Curve, welche durch diese beiden Mittelpunkte geht, weil dazu erfordert würde, dass diese Entfernung ein unendlich Kleines von einer höheren als der ersten Ordnung wäre. Der Ort der Krümmungsmittel­punkte ist daher keine Evolute, wenn die betrachtete Curve keine ebene ist.
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— 173 —202. Die ∙ Evoluten einer Curve doppelter Krümmung haben die bemerkenswerthe Eigenschaft sich auf gerade Linien zu reduciren, wenn man die Polfläche in eine Ebene ausbreitet.Um dies zu beweisen, betrachten wir ein der gegebenen Curve eingeschriebenes Infinitesimalpolygon mit gleichen Sei­ten ; was darauf hinaus kommt, dass man den Bogen zur unab­hängigen Variable nimmt. Durch die Mitten seiner Selten denken wir uns senkrechte Ebenen, deren Durchschnitte die Kanten einer abwickelbaren Fläche bilden werden, welche an der Grenze die Polfläche wird.Wenn man nun aus der Mitte irgend einer Seite eine Ge­rade in der Normalebene zieht, so wird sie die, dieser und der folgenden Ebene gemeinschaftliche Kante in einem Punkte schneiden, der, wenn man ihn mit der Mitte der folgenden Seite verbindet, eine Normale zu dieser Seite giebt; und es lässt sich leicht sehen, dass diese beiden Normalen gleiche Winkel machen mit der Kante, die man betrachtet hat.Diese zweite Normale verlängert, wird die der zweiten und der dritten Normalebene gemeinschaftliche Kante in einem Punkte schneiden, welcher verbunden mit der Mitte der dritten Seite eine Normale zu dieser Seite giebt, die mit der zweiten Kante denselben Winkel wie die vorige Normale macht; und so ohne Ende fort.Wenn man jetzt die Oberfläche, welche alle diese Kanten enthält, in eine Ebene ausbreitet, so werden je zwei consecutive Normalen sich auf einander niederschlagen, weil sie denselben Winkel mit der Kante bilden, auf welcher sie sich schneiden; und das infinitesimale Polygon, welches die Durchschnitte die­ser successiven Normalen bilden, wird alle seine Seiten auf einer und derselben Gerade haben. Da dieses Resultat statt­findet bei jeder Kleinheit der Seiten dieses Polygons, so wird es für die Grenzcurve stattfinden, welche irgend eine von den Evoluten der vorgelegten Curve ist.Also werden bei der Ausbreitung der Polfläche in eine Ebene alle Evoluten der Curve gerade Linien.203. Bei der Ausbreitung der Polfläche ändern die unend­lich kleinen Seiten, welche die Evolute zusammensetzen, ihre Länge nicht, also wird ein beliebiger Bogen dieser Curve die­selbe Länge haben vor und nach der Ausbreitung; und ebenso 
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— 174 —würde es sein für jede andere auf dieser Fläche beschriebene Linie. Also ist der kürzeste Weg von einem Punkte zu einem anderen auf der Polfläche der Bogen der durch diese zwei Punkte gehenden Evolute, weil, indem er eine gerade Linie wird, er kürzer ist als jeder andere nach einer Transformation, welche die Längen nicht geändert hat.Man kann noch bemerken, dass wenn man sich einen Fa­den auf das durch die successiven Normalen gebildete Polygon, welches wir zuletzt betrachtet haben, gelegt denkt, und ihn längs irgend einer der Seiten bis zur Mitte der correspondiren- den Seite des ersten, der gegebenen Curve eingeschriebenen Polygons verlängert annimmt, und wenn man nun diesen Faden so ab wickelt, dass er successive in der Verlängerung einer jeden der Seiten des Polygons, auf welches er gelegt ist, sich befindet, dass dann sein Endpunkt durch die Mitten aller Sei­ten des anderen Polygons gehen wird. Geht man nun zu den Grenzen der Polygone über, so hat man die oben durch andere Betrachtungen bewiesene Eigenschaft wieder.204. Gleichungen der Evoluten. — Bezeichnet man dmch x‘, ij', die Coordinaten irgend eines Punktes der vor­gelegten Curve, so wird die Gleichung der Polfläche erhalten, indem man x', eliminirt zwischen den zwei Gleichungender Curve und den zwei folgenden
Wenn man jetzt irgend einen der Punkte betrachtet, dessen Coordinaten x, y, z diesen Gleichungen genügen, so wird man von diesem Punkte übergehen zu dem Nachbarpunkte der Evo­lute, wenn die Gerade, welche diese beiden Punkte verbindet, in der Verlängerung von jener liegt, welche die Punkte (zrS 2∕S '≡'0> verbindet; welches stattfinden wird, wenndie Differentiale dx, dy, dz proportional sind den Differenzen 
X — x', y — y*, z — z'. Hieraus würde man die zwei Glei­chungen ziehen
Aber nur eine ist nothwendig, weil die vorhergehenden ausdrücken, dass die Punkte (zc, y, z^) nicht auf hören auf der Polfläche zu sein. Indem man eine von diesen zwei 
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— 175 —Gleichungen mit den zwei vorhergehenden verbindet und mit jenen der gegebenen Curve, hat man fünf Gleichungen, zwi­schen welchen man x', y', z* eliminirt, wodurch man zwei Differentialgleichungen erhalten wird, welche einer Evolute entsprechen.
Anwendung der vorhergehenden Theorien auf die Schraubenlinie.205. Bezeichnet a den Radius der Cylinderbasis und m die Tangente der Neigung der Schraubenlinie gegen die Ebene dieser Basis, so sind die Gleichungen der drei Pro- iectionen dieser Curve
Die Axe der x geht durch den Punkt, worin die Schrauben­linie die Ebene der Basis trifft; und, indem sie sich erhebt, wendet sich diese Curve von der Axe der positiven x gegen die Axe der positiven y.Diese Gleichungen differentiirt geben
Die Gleichung der osculirenden Ebene wird jetzt, indem man z zur unabhängigen Variable nimmt.
Diese Ebene macht mit der Ebene der Basis einen Winkel, dessen Cosinus —===== und dessen Tangente m ist. Er ist y 1 +derselbe wie der der Schraubenlinie mit derselben Ebene.

Die Gleiehnnof der Nerma.lebene wird

Der Contingenzwinkel, dessen allgemeiner Ausdruck ist
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— 176 —wird im gegenwärtigen Falle
Der Winkel zweier consecutiven Osculationsebenen ist
Der Radins des osculirenden Kreises, dessen allgemeiner Werth cZs .R =. — ist, wird gleich a (1 -j- ; seine Grösse ist alsoconstant und übertrifft um a den Radius der Basis. Um seine Richtung zu kennen, muss man den Durchschnitt der Normalebene mit der osculirenden Ebene suchen. Die com- binirten Gleichungen geben
Also ist der Krümmungsradius beständig parallel zur Ebene der Basis und trifft die Axe des Cylinders. Der Mittelpunkt der Krümmung bewegt sich folglich auf einem Cylinder, wel­cher dieselbe Axe wie der erste und zur Basis einen Kreis hat, dessen Radius a ist. Er beschreibt also auf diesem Cylinder eine Schraubenlinie, deren ΛVeite dieselbe ist wie die der vorgelegten Schraubenlinie.Man wird dasselbe Resultat finden, indem man die Coor­dinaten des Krümmungsmittelpunktes berechnet. Ihre Werthe sind 
und man leitet daraus unmittelbar die vorstehenden Folgerun­gen ab.Bestimmen wir jetzt die Gleichungen irgend einer Kante der Polfläche, d. h. des Durchschnittes zweier unendlich nahen Normalebenen. Diese Gleichungen sind
Diese Gerade ist nothwendig senkrecht zur Osculationsebene, w’as man leicht vermöge ihrer Gleichungen veriflcirt. Da
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— 177 —sie ausserdem durch den Krümmungsmittelpunkt geht und senkrecht ist auf dem Krümmungsradius, so ist sie Tangente an dem Cylinder, auf welchem sich der Endpunkt dieses Ra­dius bewegt, und dessen Basis den Radius am^ hat. Ferner ist leicht einzusehen, dass sie Tangente ist an der durch die­sen Endpunkt beschriebenen Schraubenlinie. In der That, weil sie senkrecht steht auf der osculirenden Ebene, so macht sie mit der Ebene der Basis einen Winkel, dessen Tangente — ist: aber die Schraubenlinie, welche den Ort der Krümmungsmit­telpunkte bildet, und deren Gleichungen wir oben gegeben haben, ist auf dem Cylinder beschrieben, dessen Radius am^ ist, und macht mit seiner Basis einen Winkel, der zur Tangente — hat.
mAlso ist die Kante der Polfläche Tangente an dieser Schrau­benlinie, und die Polfläche ist die abwickelbare Schraubenfläche, deren’Wendungscurve diese Schraubenlinie bildet.Man weiss aber, dass die Subtangente einer Schrauben­linie auf der Ebene ihrer Basis gleich ist dem Bogen dieser Basis vom Anfänge der Schraubenlinie an bis zur Projec- tion des Berührungspunktes. Also ist die Spur der Polfläche auf der Ebene {xy} die Evolvende der Cylinderbasis mit dem Radius am‘^.Will man die Gleichung der Polfläche haben, so muss man z* eliminiren zwischen den beiden Gleichungen

Indem man die Quadrate dieser Gleichungen addirt, erhält man substituirt man nun in der zweiten, so findet man die gesuchte Gleichung, welche ist

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. 12
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— 178 —Die Spur dieser Fläche auf der Ebene (zcw) hat zur Gleichung
Diese Curve ist die Evolvende des Kreises vom Radius am^, und sie fängt an in dem Punkte dieses Kreises, welcher auf der Axe der x und auf der Seite der negativen x liegt; was mit dem oben bewiesenen Satze übereinstimmt.Da eine Schraubenlinie ihre beiden Krümmungen gleich denen irgend einer Curve in einem Punkte derselben haben kann, so wird ihre Osculation von einer höheren Ordnung sein als die des Kreises; sie würde also eine genauere Idee von der Curve geben, mit welcher man sie vergleichen würde. Die beiden Constanten m und a würde man bestimmen, indem man ihre beiden Krümmungen denen gleichsetzte, welche die gege­bene Curve in dem betrachteten Punkt hat.
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Integralrechnung.

206. Jede neue Operation giebt Veranlassung zu der umgekehrten, in welcher man zur Gegebene das Resultat der ersten und zur U nbekannte eine ihrer Gegebenen nimmt. Die Differentiation od∙er die Operation, durch welche man das Dif­ferential oder di<e Ableitung einer Function bestimmt, führt also natürlich zu der Aufsuchung der Function, von welcher man das Differential oder die Ableitung kennt. Diese letz­tere Operation wird Integration genannt.Zimächst muss gezeigt werden, dass diese Aufgabe immer eine Lösung zuläast.Es sei -F(zc) dx das vorgelegte Differential; es handelt sich darum, zu zeigen, dass, λvas auch die Function F{x') sei, immer eine andere existirt, welche zur Ableitung oderzum Differential F{x)dx giebt. Dies lässt sich auf eine sehr einfache Weise durch geometrische Betrachtungen darthun.In der That, denkt man sich die Curve, deren Gleichunsr ist, so wird die zwischen einer festen und einer variablen, der Abscisse x entsprechenden Ordinate liegende Fläche eine Func­tion von X sein, die ausdrückbar sein kann oder nicht ver­möge der elementaren Functionen, welchen man besondere Namen beigelegt hat. In der Differentialrechnung wurde aber bewiesen, dass die Ableitung dieser Fläche nach der variablen Abscisse x die Function ist, welche die Ordinate der Curve ausdrückt; also ist die Fläche der durch die Gleichung
12*
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— 180 —gegebenen Curve eine Function, welche zur Ableitung F{a) und zum Differential F(x)dx hat.Die Aufgabe hat also immer eine Lösung, und man sieht leicht, dass sic unendlich viele hat; denn addirt man irgend eine von x unabhängige Grosse zu einem Ausdrucke, welcher der Aufgabe genügt, so hat man einen neuen Ausdruck, <Jer ebenso genügt, weil die Ableitung der Constante Null ist.Da wir ferner bewiesen haben, dass zwei Functionen, welche dieselbe Ableitung haben, nur um eine Constante ver­schieden sein können, so wird man die allgemeinste Function erhalten, welche eine gegebene Ableitung hat, indem man eine willkürliche Constante addirt zu irgend einer besonderen Func­tion, welche diese Ableitung hat.207. Bestimmte Integrale. — Bezeichnen wir durch 
f {x} die Function, deren Ableitung F(x} ist. Lässt man die Variable von einem besonderen Werthe a zu einem beliebigen Werthe a? übergehen, zwischen welchen diese Functionen stetig bleiben, so erleidet die Function / (a;) den endlichen Zuwachs 
f{x) —/(«), welchen man betrachten kann als identisch mit der Summe der unendlich kleinen Incremente, welche die Function successive erhält, wenn man von a zu x übergeht durch eine unbegrenzt w^achsende Anzahl von Zwischenwcrthen. Aber nach der Definition der Ableitung ist die Einheit die Grenze des Verhältnisses zwischen dem Product F (x) äx und dem, aus dem Increment dx der Variable hervorgehenden In­crement von∕(zr), welchen Werth von x man auch betrachtet; folglich kann man diese unendlich kleinen Grössen mit einander vertauschen, und die Grenze der Summe der Producte F(χ) dx wird gleich sein der Summe der Incremente von welche
f (.r) — f (α) ist. Somit hat man den allgemeinen Satz, dass die Summe der Producte einer beliebigen stetigen Function in das Increment der Variable, wenn diese Variable durch alle Werthe zwischen ihrem ersten und ihrem letzten geht, immer eine Grenze hat, welche gleich ist der Differenz der Werthe, welche für die extremen Werthe von x eine Function annimmt, die zur Ableitung die erste hat. Diese Grenze wird ein be­stimmtes Integral genannt; wir werden sie so bezeichnen:
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— 181 —

Unigekehrt kann das endliche Increment irgend einer Function betrachtet werden als die Grenze der Summe der Producte ihrer Ableitung in das unendlich kleine Increment von X, wenn man diese Variable durch alle Werthe zwischen ihren extremen Werthen gehen lässt.208. Nützlich ist die Bemerkung, dass man in jedem der Producte F{x) dx statt x jeden Werth nehmen kann, der sich davon um eine unendlich kleine Grösse unterscheidet; denn die Grenze des Verhältnisses der correspondirenden Elemente wird die Einheit sein, weil F{x), und folglich F (λ·) dx, sich um eine gegen es selbst unendlich kleine Grösse geändert haben wird.Man könnte selbst statt des Factors dx eine Grösse neh­men, welche davon um ein unendlich Kleines einer höheren als der ersten Ordnung verschieden wäre, weil die Grenze des Verhältnisses der correspondirenden Elemente immer die Einheit sein würde.Auch ergiebt sich hier ein schon bewiesener Satz, dass nämlich zwei Functionen, welche dieselbe Ableitung haben, nur um eine Constante verschieden sein können, d. h. um eine von der Variable unabhängige Grösse. In der That, die Zunah­men, welche sie respective annehmen, wenn x von irgend einem Werthe zu irgend einem anderen übergeht, werden dieselben sein, denn sie sind Grenzen identischer Summen: also ist die Differenz der beiden Functionen dieselbe, was auch x sei.209. Die allgemeinste Function, welche zum Differential einen gegebenen Ausdruck F{x)dx hat, wird das unbestimmte Integral von F{x)dx genannt und durch J'F(x')dx bezeich­net. Sie ist gleich einer willkürlichen Constante plus irgend einer besonderen Function, welche zum Differential F{x) dx hat; sie kann daher ausgedrückt werden durch
♦««uwo ΛTo irgend ein besonderer Werth von x und C eine willkür­liche Constante ist. Man hat also im Allgemeinen
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— 182 —
Wenn man eine Function φ(x) kennte, deren Ableitung F(.r) wäre, und welche nicht aus der Summe der Werthe von 

F{x) dx zwischen zwei Grenzen Xq und x resultirte, so würde man immer die allgemeinste Auflösung der Gleichung haben, indem man zu ihr eine willkürliche Constante addirte. Das unbestimmte Integral würde also gegeben sein durch die Glei­chung
210. Kennt man das unbestimmte Integral von F(x~) dx, und will man das bestimmte Integral zwischen den Grenzen a und b finden, so wird man zuerst dasjenige bestimmte Integral suchen, dessen Grenzen a und ein beliebiger Werth von x sind: dieses ist in dem allgemeinen Integrale φ(zr) 4" C enthal­ten, weil es die Eigenschaft besitzt F{x} zur Ableitung zu geben. Man wird also haben 

aber C ist nicht mehr Ävillkürlich, weil das erste Glied dieser Gleichung Null wird für x = a, und man also haben muss 
und
Wenn man jetzt x — b macht, so hat man das verlangte be­stimmte Integral 
was mit Dem übereinstimmt, was wir oben gesehen haben, nämlich dass die Differenz der Werthe irgend einer Function, welche zwei Werthen a und b von x entsprechen, die Grenze ist von der Summe der Producte ihrer Ableitung in das In­crement der Variable.
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— 183 —
Verschiedene Integrationsmethoden.211. Unmittelbare Integration. — Wenn man in dem zu integrirenden Ausdruck das Differential einer bekannten Function erkennt, so braucht man nur zu dieser Function eine willkürliche Constante zu addiren, um das verlangte allge­meine Integral zu haben; und es ist gut zu bemerken, dass wenn man ein Differential mit irgend einer Constante multi- plicirt, das Integral dann mit derselben Zahl sich multiplicirt findet. Indem man also zunächst die Differentiale aller ein­fachen Functionen betrachtet, bildet man eine erste Samm­lung von unbestimmten Integralen, welche in folgender Tafel enthalten ist:

Wir bezeichnen hier durch sc eine beliebige Variable, welche eine Function einer anderen Variable sein kann. Mit 
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— 184 —anderen Worten, man kann x mit irgend einer Function φ(x) in allen den vorstehenden Formeln vertauschen. So ffiebt oz. B. die erste
212. Es ist eine Bemerkung zu machen über die Formel

Sie wird illusorisch für m = — 1. In diesem Falle ist das Differential und sein Integral lx-∖-C ist nicht mehr alge­braisch, und würde also in der That nicht mehr durch den algebraischen Ausdruck  =—√- -1- C geliefert werden können.® m-\- 1 ' °Da jedoch die Formel richtig ist, wie nahe m an — 1 heranrücken mag, so kann man aus ihr den Ausdruck her­leiten, welcher sie in diesem besonderen Falle zu ersetzen hat, indem man tn gegen die Grenze — 1 convergiren lässt, und die willkürliche Constante so wählt, dass das Besultat gegen eine endliche Grenze convergirt. Hierzu genügt es, dass man das zweite Glied auf die Form ------- ≈—z----- f-Gm 1 bringt, und der erste Theil nimmt nun für m = — 1 die Form JJ an, während 6∖ eine willkürliche Constante ist; man hat also beständig
Der erste Theil, welcher θ wird, wenn man in — — 1 setzt, hat eine bestimmte Grenze, welche gleich Ix — la ist; und macht man ietzt C. — I a = O, so hat man
was mit der dritten Formel der vorigen Tafel übereinstimmt.213. Integration durch Zerlegung. — Das Differen­tial einer Summe von Functionen ist die Summe der Differen­tiale dieser Functionen: es folgt also, dass man das allgemeine Integral einer Summe von Differentialen haben wird, indem man die Summe ihrer Integrale nimmt und eine willküx- 
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— 185 —liehe Constante addirt, wenn man nicht schon in den einzelnen Integrationen Constanten beigefügt hat.Man wird daher einen DilTerentialausdruck integriren kön­nen, wenn man ihn zerlegen kann in mehrere andere, deren Integrale man kennt. Manchmal wird die Zerlegung nur an­gewandt um auf einfachere Ausdrücke zu führen, welche man nachher durch andere Verfahrungsarten zu integriren sucht. ,Die Zahl der Theile, in welche man die gegebene Func­tion zerlegt, kann unendlich sein; dies ist der Fall, wenn man sie in eine Reihe entwickelt: man muss dann immer die Summe der Integrale der verschiedenen Glieder nehmen; man hat aber Rücksicht zu nehmen auf die Convergenz der Reihen, worauf wir später zurückkommen werden.214. Integration durch Substitution. — Hat man 7\zr) dx zu integriren, und setzt x=φ(jz'), also dx= φ∖z)dz, so wird der gegebene Ausdruck ψ'(z)dz∙, und dieGrenze der Summe der Werthe dieses Ausdrucks wird dieselbe sein wie die Grenze der Summe der Werthe von F{x) dx, wenn die extremen Werthe in diesen beiden Summen cor- respondiren. Man wird also haben 
wenn nur und z^ bestimmt werden durch die Gleichungen
Hieraus schliesst man, dass das unbestimmte Integral ersetzt werden kann durch

Man kann sich davon auch überzeugen, indem man be­merkt, dass die Function, deren Ableitung nach x F(x) ist, zur Ableitung nach z 
haben muss.Die Aufgabe ist also darauf zurückgeführt, eine Function zu finden, deren Ableitung nach z die Function sei.

www.rcin.org.pl



— 186 —Da die Relation x = φ (z) willkürlich ist, so gelingt es häufig sie so zu bestimmen, dass die zweite Integration ein­facher wird als die erste.So wird z. B. indem man setzt,
oder, indem man den Buchstaben y mit x vertauscht.
man hat also

Λ(, u>v -j t*Wenn man x — ay, also tZz» = ady setzt in dem Inte­grale so hat man
Es sei jetzt 

so hat man
Hier folgen noch einige Beispiele:

215. Theilweise Integration. — Die Formel 
giebt 
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— 187 —und führt die Auffindung des Integrals Judv zurück auf die von Jvdu. Man kann nun häufig die Function F (zr), welche unter dem Integrationszeichen steht, in zwei solche Factoren zerlegen, dass der eine ein bekanntes Differential ist und das Integral, zu welchem man durch diese Verfahrungsart geführt wird, einfacher ist als das erste. Diese Methode heisst theilweise Integration. Es sei z. H.Jxcosxdx, so wird man cos x dx für das Differential dυ nehmen, und x wird u vertreten; man erhält
Ebenso
Diese letztere Integration zieht sich auf eine andere zurück, wo der Exponent von x m — 2 ist und so weiter; man kommt also zuletzt auf J'sinxdx oder Jcosxdx, je nach­dem ni ungerade oder gerade ist. Wir wollen nun diese verschiedenen Methoden anwenden auf die kleine Zahl von Functionen, welche sich allgemein integriren lassen.

Integration der rationalen Functionen.216. Jede rationale Function von x kann betrachtet wer­den als zusammengesetzt aus einem, in Bezug auf x ganzen Theile und aus einem Bruche, dessen Zähler von einem nie­drigeren Grade ist als der Nenner; es giebt Fälle, wo nur einer von diesen zwei Theilen existirt. Den ganzen Theil kann man immer unmittelbar integriren, und Schwierigkeit kann sich nur für den Bruchtheil darbieten.Es sei also -τ√-∕- dx das zu integrirende Differential, wäh- rend F (x) von niedrigerem Grade ist als f (x). Mau wird suchen ■ in einfachere Brüche zu zerlegen, welche zu Nennern die einfachen Factoren von f(x} haben; was zunächst erfordert, dass man die Wurzeln dieses Polynoms aufsuche. Nehmen wir dieselben als bestimmt an, und betrachten wir zuerst den Fall, wo sie alle ungleich sind; bezeichnen wir sie durch
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— 188 —

a, b, c, . . ., l. Es seien √1, 7?, L unbestimmte Con-stanten, und stellen wir uns dic Aufgabe der Identität ∑u ge­nügen 
oder, indem man mit /(zr) multinlicirt,
Alle diese angezeigten Divisionen in dem zweiten Gliede geben ganze Quotienten, und die Unbestimmten sind in derselben Anzahl wie die verschiedenen Term - Ordnungen it Be­zug auf X·. man konnte also ihre Werthe finden, indem man nach der gewöhnlichen Methode die Cocfficienten derselben Potenzen von x in beiden Gliedern einander gleich setzte. Aber in dem vorliegenden Falle giebt es ein viel einfacheres Mittel. In der That, wenn man x =: a macht, so wird die Identität immer bestehen, und alle Terme der zweiten Seite werden verschwinden, ausgenommen Ά . Um zu wissenwas aus ihm wird, könnte man zuerst die Division durch x — a ansführen und nachher in dem ganzen Quotienten x = a setzen. Aber man thut besser den Bruch nach der Re-

X — agel zu behandeln, welche für die Brüche gilt, die sieh auf g reduciren; und man sieht nun, dass er sich auf /'(a) rcducirt.Die Annahme x = a reducirt also die Identität auf fol­gende Formel 
und da f* {d) nicht Null ist, weil α keine vielfache Wurzel, so ist es immer möglich Λ so zu bestimmen, dass die Gleichung (1) stattfinde für x = a.Man sieht ebenso, dass indem man nimmt 
der Gleichung (1) genügt wird durch x = b, x = c,...., 
x = l. Es bleibt hieraus der Bew’eis der Identität (1) abiuleiten; denn allgemein ist die Bemerkung sehr wichtig, dass es nicht genügt, Werthe für die unbestimmten Coeffieienten gefunden

www.rcin.org.pl



— 189 —zu haben, wenn man nicht vorher die Möglichkeit der Ent­wicklung dargethan hat. Man weiss aber, dass wenn zwei ganze Functionen von x gleich sind für eine Anzahl besonderer Werthe von x, die grösser ist als der Grad des höchsten Terms, sie Term für Term einander gleich sind. Also wer­den die beiden Glieder der Gleichung (1) identisch gemacht durch die für A, 2?, C, . . ., L gefundenen Werthe, weil sie gleich sind für die verschiedenenWerthe a, 6, c, ...,/, deren Anzahl um eine Einheit den Grad des höchsten Terms übertrifft.217. Wenn imaginäre Wurzeln vorkommen, so ändert sich Nichts in den vorhergehenden Schlüssen. Die Con- stanten, welche zu zwei conjugirten Wurzeln gehören, unter­scheiden sich von einander nur durch das Zeichen von ¼ — 1, und die beiden Brüche sind von der Form
Will man die Imaginären verschwinden machen, so bildet man die Summe dieser beiden Brüche, welche sich reducirt auf
Ebenso verfährt man für alle übrigen imaginären Wurzeln. 218. Nehmen wdr jetzt an, dass die Gleichungungleiche und gleiche Wurzeln zusammen habe,· es sei α eine dieser letzteren, undwährend das Polynom (p{x) den Factor x — a nicht mehr enthalten soll; setzen wir
oder, mit f(jx) multiplicirend.(1)
(2)Die Anzahl der Coefficienten des Polynoms P, addirt zu der Anzahl der Constanten A, Αχ, . . ., A,„_i, ist gleich der An­zahl der Terme in dieser Gleichung; und es handelt sich darum,
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_ 190 —sie so zu bestimmen, dass die Gleichung eine identische wird. Macht man darin x =z a, so erhält man
F(a) = Aφ(a),woraus man den Werth von A zieht. Differentiirt man die Gleichung (2) und macht nachher x = a, so kommt

F^ (rt) = √lιφ(α) .Indem man dieselbe Gleichung successive differentiirt und nach­her immer x ∑= a macht, wird man jedesmal einen neuen Coefficienten einführen, und man wird so, vermöge m — 1 Differentiationen, A, Ai, . . A^—i bestimmen können. Die von F (x— ay^ herrührenden Glieder verschwinden alle für 
X = a.Suchen wir die allgemeine Formel, welche alle diese suc­cessiven Gleichungen darstellt, und differentiiren wir deshalb 
p mal die Gleichung (2).Um zu wissen was von jedem der Glieder bleibt, wenn man x — a setzt nach der Differentiation, betrachten wir das allgemeine Glied A„ (x — α)" φ (x) . Man findet seine Ablei­tung von der Ordnung » nach der bekannten Formel 
worin die Exponenten von Q und F Indices der Differentiation sind. Man erhält so
(3)
Wenn p grösser ist als n, so haben die ersten Glieder nega­tive Exponenten, und man muss sie weglassen, da ihre Coeffi­cienten Null sind; dies rührt davon her, dass x — a, wenn es mit dem Exponenten Null behaftet ist. Null zur Ableitung giebt.219. Sehen wir jetzt was aus dem zweiten Gliede der Gleichung (3) wird, wenn man darin x = a macht. Hat man p ≤ n, so reducirt es sich auf Null. Hat man p = so reducirt es sich auf sein erstes Glied n (n — 1)... 2.1 φ (a). Hat man endlich p n, so muss man sich darauf beschrän­ken, dasjenige Glied zu nehmen, vor welchem p — n Glieder
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— 191 —stehen: denn sein Exponent ist Null, die vorhergehenden haben also einen negativen Exponenten und müssen weggelassen wer­den, wie bemerkt wurde, und die nachfolgenden werden Null, wenn man x = a macht. Das zweite Glied der Gleichung (3) reducirt sich also dann aufDie Gleichung (2) giebt daher, wenn man sie ^mal, unter der Voraussetzung p m, differentiirt, für x = a, indem man beachtet, dass man einhalten muss bei n = p,

Dies ist die allgemeine Gleichung, welche, indem man p alle ganzen Werthe von 0 bis zu w — 1 inclusive beilegt, m Glei­chungen liefert, woraus man successive eine jede der Grössen 
A, Aγ, . . Ajn-i bestimmt. Diese Gleichungen sind die fol­genden :
(5)

Die erste Gleichung giebt den Werth von A, und dies ist die einzige Unbekannte wenn m = 1; die zweite lässt nachher sogleich ∠4ι finden, die dritte √I2, und so fort bis zu Α^—ΐ) und es wird niemals Unmöglichkeit eintreten, weil der Coeffi- cient des letzten Gliedes niemals Null ist, so dass man immer einen endlichen Werth für jede Unbekannte findet.Es bleibt zu beweisen, dass umgekehrt, wenn man für Af 
Al,..., Ajn—i die so bestimmten Werthe nimmt, man der Iden­tität (2) genügt. Diese Werthe sind gezogen aus den Glei­chungen (5), welche ausdrücken, dass die Annahme x — a das folgende Polynom und seine m — 1 ersten Ableitungen zu Null macht:
Nach einem bekannten Satze ist also dieses Polynom theilbar durch (x — «)”* und kann auf die Form P {x — «)”* gebracht
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— 192 —werden, wo P ein ganzes Polynom ist, das sich leicht finden lässt. Folglich sind die Identitäten (2) und (1) erfüllt.
PMan kann nun auf eine ähnliche Weise den Bruch —— φ(.r) in Bezug auf eine andere vielfache Wurzel behandeln, wenn φ (zc) eine solche enthält, und so fortfahren bis zur letzten.

P(χ∖Der Bruch --√z wird dann in Brüche zerlegt sein, deren Zäh- ∕ G^) _ler unabhängig sind von x, und deren Nenner respective nur einen der Factoren von f{x) enthalten, zu einer Potenz erho­ben, die von gleichem oder niedrigerem Grade ist als die Viel­fachheit dieses Factors.Ferner sieht man leicht, dass diese Zerlegung nur auf eine Weise geschehen kann; denn wären z. B. die auf die Wur­zel a bezüglichen Constanten mehrerer Werthe fähig, so müsste man sie alle finden, ob man die Rechnung zuerst für diese Wurzel machte, oder für jede andere. Wir haben aber ge­sehen, dass jede von den Constanten A, Ai,. . ., nureinen Werth haben konnte. Es ist daher nicht möglich, den Bruch auf mehr als eine Weise in einfache Brüche von der vorgelegten Form zu zerlegen.Hieraus schliesst man, dass es für die anderen Wur­zeln nicht nÖthig ist die Rechnungen an dem Polynom P und den folgenden Polynomen vorzunehmen. Es genügt, wenn man in den Gleichungen (5) die Grössen m, a und φ(zr) mit denjenigen vertauscht, welche sich auf jede an­dere Wurzel der Gleichung /(.r) = 0 beziehen; denn dies würde man erhalten, wenn man successive mit jeder von ilinen die Rechnung anfinge.220. Die vorhergehenden Rechnungen verlangen, dass man das Polynom φ(zr) bilde, welches der Quotient der Divi­sion von /(λ;) durch (x — ist. Man kann sich dieser Operation überheben und φ(α), φ'(u)j · . ∙j durchdie Ableitungen der Function /(zr) selbst ausdrücken: nach­her wird man φ(u), etc. in der allgemeinen Gleichung (4)substituiren, aus welcher die Gleichungen (5) sämmtlich gezogen sind. Differentiirt man nämlich beide Glieder der Gleichung/(zr) = {x — «)’" φ(χ),so reduciren sie sich auf Null für x = a, wenn die Anzahl
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— 193 —der Differentiationen unter m liegt. Nehmen wir sie deshalb gleich m -j- p, während p irgend eine ganze und positive Zahl bedeutet.Wir brauchen hier nicht zu wiederholen was bei der Glei­chung (3) bemerkt λvurde, und man erhält, indem man a: = a macht in den Ableitungen der Ordnung m -j-p, 
daher

Die Gleichung (4) wird hierdurch

Setzt man nun für p alle Werthe von 0 bis m — 1, so erhält man zur Bestimmung von A, Ai, , A^—i die m folgendenGleichungen:

221i Die vorhergehenden Rechnungen lassen sich sowohl auf gleiche imaginäre als reelle Wurzeln an wenden. Aber die Reductionen zwischen den homologen Gliedern, welche sich auf die conjugirten Wurzeln beziehen, geben nicht unmittelbar so einfache Resultate als die Art der Zerlegung, welche wir jetzt angeben wollen.Es seien α + /3 ¼ — Ϊ zwei vielfache Wurzeln der Ord­nung m von der Gleichung/(zr) = 0, so dass man habe
Man wird setzen

Duhamel, Diff.- und lut.-Rechuung. 13
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— 194 —

oder
Die Anzahl der unbestimmten Coefficienten ist, wenn man Rücksicht nimmt auf diejenigen des Polynoms P, gleich der Anzahl der Glieder, welche man links und rechts einander gleich setzen muss. Wir wollen aber hier allein Λ, B, Ai, Bi, 
. . ., A^—i, Bm—i bestimmen. Wenn man nun + — 1macht in der letzten Gleichung und in ihren successiven Ab­leitungen , so zerlegt sich jede der so erhaltenen Gleichun­gen in zwei andere wegen der ¼ — 1; und in jede neue Gleichung gehen zwei neue unbekannte Coefficienten ein. Die erste Gleichung wird also A und B bestimmen, die zweite Ai und Bl", und die mte A^—i und Β^—\·Dieselben Formeln könnte man auf die anderen gleichen imaginären Wurzeln an wenden, indem man

«, ß, m, φ{x)entsprechend änderte.Man könnte ferner, wie in denr Falle der gleichen reellen Wurzeln, sich der Bildung des Quotienten φ(ζ») überheben und seinen Werth sowie diejenigen seiner Ableitungen, für zc = α + ∕3]Λ — 1, abhängig machen von denWerthen, welche bei dieser Annahme die Ableitungen von f (zr) erhalten; aber die Formeln sind nicht so einfach wie im vorigen Falle.o222. Kehren wir nun zurück zur Integration der Function
Die Zerlegung des Bruchs nach den angegebenenVerfahrungsarten führt zu der Integration von Ausdrücken, welche respective eine der folgenden Formen haben:

Untersuchen wir dieselben nach einander.
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— 195 —1. Der erste giebt unmittelbaro

2. Für den zweiten findet man
3. Den dritten wird man so zerlegen:
Der erste dieser zwei neuen Brüche hat zum Zähler das Product von A in das halbe Differential des Nenners, und ist folglich das Differential von

Um den zweiten zu integriren wird man setzen wodurch er wird 
welches das Differential ist von
Daher

4. Was den letzten Ausdruck 
anbetrifft, so zerlegt man ihn so:
Der erste Theil ist das Differential von
Um den zweiten Theil zu integriren, wirdman x — a — /3z setzen, wodurch er wird
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— 196 —es kommt also Alles darauf anhat aber identisch zu integriren: man»
also
Nun giebt die theilweise Integration, wenn mansetzt,
substituirt man in der vorigen Gleichung, so kommt

Da die Integration zurückgeführt ist auf eine andere ähn­liche, in welcher aber der Exponent von -j- 1 um eine Ein­heit vermindert ist, so gelangt man durch eine Reihe von analogen Reductionen zu dem Integrale von ——:—r, -welchesO o ^2 1ist arc tang z. Man erhält auf diese Weise die Formel

Wenn man diesen Ausdruck mit multiplicirt undstatt z schreibt, so erhält man das unbestimmte Inte­gral von
man kennt folglich auch dasjenige der vorgelegten Function
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Sonach kann man mit Hülfe der auseinandergesetzten Me­thoden jeden rationalen algebraischen Ausdruck integriren.

Integration der irrationalen algebraischen Functionen.
223. Wurzeln des zweiten Grades. — Es giebt nur Ieine sehr kleine Anzahl von irrationalen Functionen, welche man unter endlicher Form zu integriren vermag. Wir werden diejenigen betrachten, deren Integration mit einer gewissen Allgemeinheit geschehen kann.Wir beginnen mit den Functionen, worin die einzige Irra­tionale eine Wurzel zweiten Grades ist, unter welcher ein Po­lynom zweiten Grades steht: übrigens kann diese Wurzel mit x auf irgend eine Weise rational verbunden sein.Da man den Coefficienten des Gliedes mit x"^ vor die Wurzel bringen kann, so können wir das vorgelegte Differen­tial darstellen durch

Um diesen Ausdruck zu integriren, braucht man nur x durch eine solche Function einer anderen Variable zu ersetzen, dass die Grössen x, dx und ¼α -j- b x + zr≡ rational sind; denn dann kann man die vorhergehende Theorie an wenden, welche immer das Mittel zur Ausführung der Integration giebt.1. Nehmen wir an, es habe x'^ das Zeichen -j- unter der Wurzel. Man kann setzen 
woraus

Das vorgelegte Differential wird also rational durch diese Transformation. Man kann ferner setzen
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— 198 — daraus geht hervor

Das vorgelegte Differential wird auch so rational; aber diese Transformation würde das Unangenehme haben, Imaginären einzuführen, wenn a negativ wäre.Man kann noch eine dritte Transformation anwenden, λvenn die Wurzeln des Trinoms a -j- bx -|- reell sind; was immer stattfinden wird in dem Falle, wo die vorige Transformation nicht in reellen Grössen geschehen kann.Es sei während α und ß reell sind; setzen wir so folgt hieraus

2. In dem Falle, wo x“^ mit dem Zeichen — unter der Wurzel behaftet wäre, würde man die erste dieser Transfor­mationen nicht anwenden können. Man könnte die zweite an­wenden, wenn a positiv wäre. Endlich wenn a negativ wäre, so würden die Wurzeln des Trinoms a -j- bx — x^ reell sein, ohne welches die Wurzel ¼α bx — x“^ immer imaginär sein würde; man würde also die dritte Transformation an wenden, welche nur die Realität der Wurzeln des Trinoms verlangt.224. Man kann auch eine algebraische Function mit zwei Radicalen von der Form 
rational machen; hierzu wird man setzen woraus
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— 199 -Indem man diese Werthe in dem gegebenen Differentialaus­druck substituirt, wird derselbe nur eine einzige λVurzel zwei­ten Grades aus einem Ausdrucke vom zweiten Grade in z enthalten, und man befindet sich wieder in dem vorigen Fall.225. Wenden λvir diese Transformationen auf einige be­sondere Fälle an.Es sei 
indem man setzt 
folgert man 
daher
Für b — 0 würde man finden

226. Betrachten wir jetzt 
und setzen wir so folgt 
also

Wenn die Wurzeln des Trinoms a -j- bx — reell sind, so kann man die dritte Transformation anwenden und setzen
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während
Man hat zunächst 
also

In dem besonderen Falle wo b ■= 0, a = 1, giebt diese letzte Formel
Die andere Transformation würde in diesem Falle geben 
w^elches Resultat mit dem vorigen identisch ist.227. Man hat häufig Ausdrücke zu integriren von der Form
Man führt dann in den Zähler das Differential der unter der Wurzel stehenden Grösse ein, und zerlegt deshalb das vorge­legte Differential in die zwei folgenden:
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Das erste hat zum Integral und daszweite ist in dem vorigen Falle enthalten.228. Das Differential lässt sich auf ein­fachere Weise als durch die oben ausgeführten Transforma­tionen integriren, indem man es auf die Form zu­rückführt, deren Integral arc sin z ist. In der That, man hat

also
229. Functionen irrationaler Monome. — Wenn man

m p eine rationale algebraische Function der Grössen λ·” ,
r hat, so ist es leicht sie und zugleich dx rational zu machen; man braucht nur x = ^w?····» zu setzen, so hat man

m r
dx = nq . . . sz'^ι∙∙∙^~'^ dz, und alle Monome x'^ , x‘ sind rational in z.230. Binomische Differentiale. — Mit diesem Namen werden die Ausdrücke von der Form x'^ (« -|- άζρ”)? dx be­zeichnet.Man kann immer m und n ganz voraussetzen; denn wenn sie gebrochen wären, so würde die in der vorigen Num­mer angegebene Transformation auf einen ähnlichen Ausdruck führen, worin die Exponenten der Variable ganz sein λvdrden. Der Exponent p dagegen ist gebrochen; denn wäre er ganz, so würde man die Potenz von a -|- b x'^ entwickeln und dann eine endliche Anzahl Monome zu integriren haben. Die Zeichen
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— 202 —dieser drei Exponenten sind beliebig; aber man kann immer 
n positiv voraussetzen: wäre es negativ, so könnte man das Binom a -j- bx^ mit x~”· multipliciren und np zu dem Expo­nenten von x'^ addiren, der dadurch gebrochen werden könnte, den man aber ganz machen w’ürde durch die schon angegebene Transformation. Man kann also immer m und n ganz und n positiv voraussetzen.231. Zunächst wenden wir die Methode der Substitution an und setzen a -j- b x^ = z, dadurch wird 
und folglich

Tft Ί— 1Wenn nun —eine ganze positive oder negative Zahl ist, so wird der Ausdruck in z nichts Irrationales mehr als das Monom z'p enthalten, und man wird ihn durch das in der vori­gen Nummer angegebene Verfahren rational machen. Ist z. B. 
p = —, so setzt man z = darauf hinaus kommt,gleich Anfangs a -|- b x”· = ii zu setzen.Der Integrabilität des vorgelegten Differentials ist man also versichert, wenn ganz ist, wie übrigens auch m undn sein mögen.232. Zu einem anderen Falle der Integrabilität kann man gelangen, indem man das gegebene Differential unter der Form darstellt
In der That, w’endet man hierauf die allgemein gefundene Be­dingung an, so findet man, dass es sich integriren lässt, w^enn 
m-∖-np-∖-l . , m, -f- 1—!—— ganz ist, oder wenn -----≈— -j- p ganz ist; eineBedingung, welche zuweilen erfüllt sein kann, wenn die erste es nicht ist.
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— 203 —233. Man kann die theilweise Integration auf dasselbe Dif­ferential ä”* (α-j-⅛ <iχ anwenden, indem man als ein vollständiges Differential betrachtet, dessen Integral ist
Man erhält so
Aber also erhält man substituirend
Wenn man das letzte Glied der rechten Seite hinüb erseh afft, so erhält man die Formel
(1)

Man ist so daraui zuruckgeführt, em Differential derselben Art wie das erste zu integriren, welches sich von diesem nur dadurch unterscheidet, dass der Exponent m mit m — n ver­tauscht ist.1. Nehmen wir an, m sei positiv und grösser als n. Indem man das neue Differential auf dieselbe Weise wüe das erste behandelt, vermindert man den Exponenten von x wieder um w; und indem man so fortfährt, wird man nach einer An­zahl k von Integrationen auf das Differential kommen(a 6 A”»)p d X ,und man würde die Integration sogleich ausführen, wenn man hätte
Dieser Weg führt also allemal zu dem gesuchten Integrale, wenn m 1 theilbar ist durch n. Dies ist der erste Fall der Integrabilität, den wir erkannt hatten.
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— 204 —2. Wenn m negativ wäre, so wmrde die Formel (l) das vorgelegte Differential zurückführen auf ein anderes weniger einfaches, weil darin der Exponent des monomen Factors einen numerisch grösseren Werth haben würde. Aber wenn man aus derselben Formel den Werth des zweiten Integrals als Function des ersten zieht, so erhält man eine Formel, welche in dem lalle des negativen Exponenten die vorgelegte Inte­gration auf eine einfachere zurückführt. Aendert man zugleich 
m — n in — m, so hat man die nachstehende Formel: 
(2)
Vermöge dieser Formel erniedrigt man den Exponenten — m, weil man ihn auf — m -{- n zurückführt, und weil n immer positiv vorausgesetzt werden kann. Indem man so fortfährt, λvird man zu dem Exponenten — m -j- kn kommen, und man wird integriren können, wenn man hat
Diese Bedingung führt ebenfalls auf den ersten Fall der Inte- grabilität zurück.Wenn das Differential nicht in diesem Falle enthalten ist, so reduciren die Formeln (1) und (2) immer den Exponenten 
m auf einen kleineren positiven Werth als n.234. Die Formeln (1) und (2) können nicht angewandt werden, die erste w’enn man hat rn np 1 — 0, die zweite λvenn m — 1, weil dann das gesuchte Integral verschwindet und die Gleichung, welche besteht, folglich nicht mehr seinen Werth geben kann. Aber in jedem dieser beiden Fälle ist eine der Bedingungen der Integrabilität erfüllt, und das Diffe­rential wird rational durch die Substitution, welche wir zuerst gemacht haben.235. Die Art, in welcher wir uns der theilweisen Inte-* gration bedient haben, hatte zum Zweck, den Exponenten von 
X ausserhalb der Klammern zu erniedrigen. Man könnte sie aber darauf anlegen, den Exponenten des Binoms (u bx'^) zu ei niedrigen.
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— 205 —In der That, betrachtet man dx als Differential, so findet man
In dem letzteren Integrale kann man den Exponenten m n erniedrigen ohne den Exponenten p — 1 zu ändern, durch das in Nr. 233 angewandte Verfahren, und man erhält so 
(3)
Diese Formel würde illusorisch werden in dem schon unter­suchten Falle, wo man hätte

Indem man dieselbe Rechnung für das Differential 
macht, und so fortfährt, kann man um so viel Einheiten als man will den Exponenten von (a -f- b x”^) erniedrigen, in dem Falle wo p positiv ist, und zu einem zwischen 0 und 1 liegen­den Exponenten gelangen. Der Exponent des Factors zc”* ist derselbe geblieben; aber man kann ihn nachher erniedrigen, wie oben gezeigt wurde: und Λvenn das Differential nicht in­tegrabel wird, so wird es wenigstens so viel als möglich ver­einfacht sein.236. Ist p negativ, so zieht man aus der ^Gleichung (3) den Werth des letzten Integrals, welches sich auf eine ein­fachere Form zurückgeführt finden wird. Aendert man dabei 
p in — p, um das Zeichen sichtbar zu machen, und schreibt dann p statt p -4- 1, so erhält man 
(4)
Diese Formel würde nur in dem Falle wo p = 1 illusorisch werden. Aber dann ist das vorgelegte Differential rational, 
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_ 206 —wenn nicht m gebrochen ist; und in diesem Falle würde man eine schon angegebene Transformation anwenden.Vermöge der Formel (4) kann der negative Exponeat— p successive um so viel Einheiten als man will vermehrt verden, und wird darauf zurückgeführt, zwischen 0 und -j- 1 zu liegen. Nachher kann man den Exponenten von af^ reduciren obre den­jenigen zu ändern, welcher an dem Binom (a -|- 0zc") haften wird.237. Nehmen wir als erstes Beispiel das Differential . . . .y F ~ positive ganze Zahl bezeichnet. Esist immer integrabel, denn man hat 
wenn daher nicht ganz ist, so wirdganz sein. Wendet man die Formel (1) an, oder integrirt man direct theilweise, so findet man

Da der Exponent m um zwei Einheiten vermindert ist, eo wird man, indem man dasselbe Verfahren fortsetzt, auf einen der beiden Ausdrücke kommenje nachdem m ungerade oder gerade ist; der erste hat zum Integral — V 1 — , und der zweite arc sin x .Man gelangt so zu der nachstehenden Formel, wenn ni un­gerade ist.

Wenn m gerade ist wird man finden
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— 207 —Wäre der Exponent negativ und würde er durch — m dargestellt, so wäre die Reductionsformel folgende:
Der einzige Fall, in welchem sie nicht angewandt werden kann,*ist derjenige wo m = 1; man soll dann —integriren. zr y 1 — zr2Hierzu kann man die auf die Wurzeln des zweiten Grades be­zügliche Transformation anwenden und setzen 
woraus
Also
Einfacher würde man zu dernselben Resultate gelangen, wenn man x ~ -i- setzte, welches > geben würde, was wirfrüher integrirt hab<en.238. BetrachtCin wir noch das binomische Differential ZK’” dx
• -r=—=≈-, welches bei den Pendelschwingungen vorkommt. 
y ax — χ2Man hat identisch
Indem man theilweise integrirt, findet man
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— 208 —substituirt man in der ersten Gleichung, und reducirt, so kommt
Der Exponent m ist um eine Einheit erniedrigt, und wenn man dasselbe Verfahren auf das neue Differential anwendet und auf die folgenden, so wird man endlich auf kommen. Dieses letztere erhält man, indem man bemerkt dass 
also
Integration der exponentiellen, logarithmischen und Kreisfunctionen.239. Wenn man das Differential F{x} άχ zu integriren vermag, so kann man auch die folgenden durch eine einfache Substitution integriren:

Auch sieht man, dass wenn F eine algebraische Function be­zeichnet, man die Differentiale 
algebraisch machen wird, indem man respective setzt240. Es sei jetzt vorgelegt das Differential Fai^ (fzr, in welchem z eine transcendente Function bezeichnet
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— 209 —Wenn man setzt 
und wenn man die durch Q, H, S, etc. bezeichneten Func­tionen erhalten kann, so wird die theilweise Integration 
fp dx ergeben. In der That, man hat 
und so fort. Also

241. Nimmt man P = 1 und macht successive z = Ix, 
e = arc sin x, so findet man

Setzt man P = und = Ix, so erhält man
Setzt man in der ersten und in der letzten dieser drei Formeln 
Ix = z, so λverden sie
Setzt man in der zweiten arc sin x z=. z, also 
so wird sie
Uebrigens kann man diese drei letzten Formeln direct erhalten und umgekehrt aus ihnen die drei ersten ableiten.

Duhamel, DifΓ.- und Γιιt.-Rcchιιuιιg. 14
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— 210 —242. Die beiden integrale J"cos b x d x und. J*e^sinbx dx lassen sich auf einmal durch die theilweise Integration bestim­men. In der That, man findet sogleich
Aus diesen zwei Gleichungen zieht man für diese Integrale die folgenden Werthe:

243. Man kann noch die Integrale bestimmen 
indem man successive den Exponenten von x erniedrigt. Aber man kann sich der oben stehenden Formel bedienen, welche den Werth von iz'^ dz sriebt; indem man x statt z undstatt a setzt, erhält man

Wenn man nun die reellen Theile der beiden Glieder gleich setzt, sowie auch die imaginären Theile, so erhält nuin die Werthe der zwei gesuchten Integrale.244. Betrachten wir jetzt die Differentiale von der Form 
sinO^ cos dx .Setzt man sinx = z, also cosx dx = dz, so erhält man

Dieser Ausdruck gehört zu den binomischen Differentialen, und ist integrabel, wenn ⅛ ~~ ganz ist d. h. wenn m eine
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— 211 —ungerade ganze Zahl ist, oder wenn n eine ungerade ganze Zahl ist, oder wenn m -f- n eine gerade ganze Zahl ist. Man hätte setzen können cos x = z, und das Differential wäre dann geworden
woraus man dieselben Folgerungen gezogen hätte.245. Statt diese Transformationen anzuwenden, kann man das vorgelegte Differential direct behandeln durch die theil- weise Integration. Man findet so(1)
durch Substituiren und Reduciren kommt
Nun ist

(2)Wenn daher n positiv ist, so verringert diese Formel es um zwei Einheiten, ohne m zu ändern; ausgenommen jedoch den Fall wo m -|- n = 0, den wir später untersuchen werden.Vorausgesetzt -dass dieser Fall sich bis zu Ende der Rechnung nicht ereignet, wird man, indem man fortfährt den Exponenten von cos x zu vermindern, ihn auf 0 oder 1 zurück­führen wenn er ganz ist.246. Indem man die theilweise Integration anders anlegt, wird man successive den Exponenten von sinx vermindern. In der That, man hat(3)Es ist aber
Substituirt man in der vorigen Gleichung und reducirt, so kommt(4)

14*
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— 212 —Wenn man also auch hier den Fall von m-∖-n = 0 ausnimmt, so wird man den Exponenten von sin x um irgend eine gerade Zahl verringern und, wenn er ganz ist, ihn auf Null oder auf die Einheit reduciren, ohne dass der Exponent von cos x sich ändert. Wenn beide Exponenten ganz sind, so wird man suc­cessive den einen und den andern so weit als möglich, ohne sie negativ zu machen, reduciren, und es wird dann einer der nachstehenden Ausdrücke zu integriren bleiben:
X, J'cosxdx, Jsinxdx, Jsinx cosx dx , welche wir bald betrachten werden.247. Nehmen wir jetzt an, es sei m positiv, aber n nega­tiv und werde durch —n ersetzt; die Formel (2) giebt

Da der Exponent von cos x sich um zwei Einheiten erhöht findet, so wird man aus dieser Gleichung den Werth des im zweiten Gliede stehenden Integrals ziehen, und man findet, in­dem man n -1- 2 mit n vertausdit, (5)Diese Formel ist nicht anwendbar für n = 1. Wenn in die­sem Falle m ganz ist, so wird man es mit Hülfe der Formel (4) erniedrigen, und zu 
gelangen, Ausdrücke welche wir bald integriren werden.248. Ist dagegen n positiv und m negativ, so schreiben wir — τη in der Formel (4) ; sie wird dadurch
Der Exponent von sinx ist um zwei Einheiten grösser, man wird also den Werth des Integrals im zweiten Gliede aus­drücken, und man erhält indem man τη statt τη 2 schreibt.
Diese Formel ist unanwendbar für m = 1; aber dann wird man, indem man den Exponenten von cosx erniedrigt, wenn 
(ß)
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— 213 —er ganz ist, zu einem der Ausdrücke gelangen oder 24$). Nehmen wir endlich an, es seien m und n beide negativ, und ersetzen wir sie durch — in und — n. Die For­mel (2) wird 
oder, indem man den Werth des zweiten Integrals daraus ent­nimmt, und n -j- 2 mit n vertauscht.(7)Auf gleiche Weise zieht man aus der Formel (4)
Entnimmt man hieraus das letzte Integral und schreibt in statt 
in 2, so kommt (3) Mit Hülfe der Foriaieln (7) und (8) wird man die Expo­nenten von sinx und cots x um die grösstmögliche gerade Zahl vermindern. Eine Ausniahme tritt nur ein für den Fall von 
m = 1 oder n = 1, umd alsdann gelangt man, unter der Vor­aussetzung dass in und n ganz sind, zu einem der Ausdrücke

250. Durch Zusainmenfassen der besonderen Fälle, zu welchen man durch die Anwendung dieser Verfahrungsarten geführt wird, sieht man, dass man immer, wenn die Exponen­ten ganz sind, auf eine der folgenden Integrationen kommt:
Die sechs ersten erhält man unmittelbar, sie haben respective zu Wertheu
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In den zwei folgenden ist der Zähler das Differential des Nenners, wenn man vom Zeichen absieht. Also

tZ <2/ Den nächsten Ausdruck ----------- integrirt man, indem mansin X cos Xseine beiden Glieder durch cos dividirt; er wird dadurch
d SC ·Der folgende —;— wird integrirt, indem man seine beiden s%τι> scGlieder dividirt durch (cos'l zr)2, nachdem sinx ersetzt ist durch

Auf dieses letztere führt man das Integral zurück, in­dem man bemerkt dass
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- 215 —251. Es bleiben nur noch die zwei Ausdrücke zu integri-ren ’■ und welche in einander übergehen,wenn man x mit vertauscht.Die Formel (1) wird, wenn man n negativ und gleich —m nimmt,
und hieraus zieht man, indem man .schreibt,
Fährt man fort den Exponenten um zwei Einheiten zu vermin­dern, so gelangt man zu J'dx oder J'tang x dx, welches vorher

/
SViX X

----- dx. cosxEbenso würde man gefunden haben
Diese Formel führt entweder aufwelches wir bestimmt haben, als wir suchten.252. Durch Anwendung der vorhergehenden Principien auf die Bestimmung der Integrale
findet man, 1. für n gerade:
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— 218 —253. Bemerken wir, dass es zuweilen einfacher ist dieDifferentiale von der Form dadurch zu reduciren,dass man sie ein- oder mehrmal hintereinander mitmultiplicirt, was ihren Werth nicht ändert. Z. B,geht über in wovon das Integral ist tang x

Bemerken wir ferner, dass man zuweilen mit Vortheil die Potenzen des Sinus und Cosinus ersetzen kann durch ihre Ent­wicklungen in lineare Functionen der Sinus und Cosinus der Vielfachen von x.Wi? schliessen mit der Integration zweier oft vorkommen­den Ausdrücke.Der erste ist Man integrirt ihn.indem man setzt tang x = z, und man erhält
Wenn a -|- b und α -|- c nicht dasselbe Zeichen haben, so geht dieser Ausdruck in einen Logarithmen über.Der zweite ist er wird auf den ersten zu- .rückgeführt, indem man cos x durchsetzt, und dann wird man tang setzen,

Integration durch Reihen.254. Wenn man ein Differential F {x) dx nicht genau in- tegriren kann, so kann man sich die Aufgabe stellen sein Inte­gral in eine Reihe zu entwickeln; und hierzu wird man zunächst die Function F {x} entwickeln. Es sei also(1) F(x) = Wo + -j- ⅝ + · · · 4" · · · ’ .und nehmen wir an, dass diese Reihe convergent sei, ohne welche Bedingung sie keine Function ersetzen könnte.
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— 219 —Es sei Sn die Summe der Glieder bis zu u„ inclusive und 
Tn der Rest der Reihe, welcher mit wachsendem n gegen Null convergirt. Man hat
Integriren wir die beiden Glieder dieser Gleichung zwischen zwei beliebigen Werthen ⅜ und X, so haben wir 
und weil gegen Null convergirt, so convergirt auchgegen Null; also 
(2) oder, indem man X mit vertauscht.
Offenbar wird die Gleichiung bestehen, wenn man die unbe­stimmten Integrale nimmt,,

255. Wenn die Re⅛e (1) nicht convergent wäre für die Grenze X, so könnte mian fürchten, dass die Formel (2) un­richtig wäre; wir wollen aber zeigen, dass sie noch besteht, wenn sie nur convergent ist. In der That, sie ist bewiesen für jeden Werth von x zwischen Xq und A ; d. h. man hat für diese Werthe
Nun ist die Grenze der Summe der Glieder auf der zweiten Seite eine bestimmte und continuirliche Function von x, weil die Reihe der Integrale als convergent vorausgesetzt ist, selbst für den Werth X. Wenn man daher x gegen X convergiren lässt, so wird jedes von den beiden Gliedern der Gleichung gegen eine Grenze convergiren, und diese Grenzen können nicht ungleicji sein. Folglich
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— 220 —
Denselben Beweis würde man für die Grenze Xq und selbst für jeden Zwischenwerth führen, für welchen die Reihe (1) aufhören würde convergent zu sein, ohne dass die Reihe der Integrale aufhörte es zu sein.256. Die Function kann oft auf viele verschiedeneArten in convergente Reihen entwickelt werden: man wird diejenige wählen, welche am besten der Aufgabe zusagt. Wenn man sie nach der Formel von Maclaurin entwickelt, so hat man 

und folglich- (3)
Man erkennt leicht, dass dies zweite Glied nichts Anderes ist als die Entwicklung von J'F{x) dx nach der Formel von Mac­laurin: C repräsentirt den willkürlichen Werth dieser Func­tion für X z= 0.Will man den Fehler kennen, der begangen wird, indem man bei irgend einem Gliede F”~^ (0) ----  in der Reihe (3)*stehen bleibt, so braucht man nur η—;—— zu multipli-1.2...(n + 1)ciren mit der Ableitung der Ordnung (n 1) von der Func­tion J'F{x^ dx, indem man in dieser Ableitung dem x einen Werth 
Ox zwischen 0 und x giebt. Dies ist die bekannte Regel für die Maclaurin’sche Formel, von welcher die Gleichung (3) die Anwendung auf jF{x)dx ist. Bezeichnet man also durch 
k den grössten Werth von F”· {x) wenn x von 0 bis x geht, so ist der Fehler, den man durch das Abbrechen der Reihe mit dem Gliede, w^elches ze” hat, begeht, kleiner als ■ ■ ■ ——r^ττ ·’ ’ fo ’ 1.2...(w-(-l)*

www.rcin.org.pl



— 221 —257. Man könnte die Function fFix) dx durch die For­mel von Joh. Bernoulli entwickeln, welche für irgend eine Function w siebt 
worin der Werth von y für x = 0 ist. Setzt man 
so erhält man
Man wird dieselbe Formel finden, indem man das Differential 
FQxd) dx theilweise integrirt. In der That, man erhält suc­cessive : 

λVenn, indem man diesse Integrationen unbegrenzt fortsetzt, das letzte Integral gegeni Null convergirt, so erhält man, indem man die Substitutionen macht und die willkürliche Constante hinzufügt.
welches die Formel (4) ist.258. Wenn die Function F(zc) das Product mehrerer Factoren ist, so kann man sich darauf beschränken, dass man einen von ihnen in eine Reihe entwickelt, wenn nur die ande­ren Factoren multiplicirt mit den verschiedenen Gliedern dieser Reihe integrabele Producte geben.Es sei z. B. vorgelegt das Differential 
welches bei der Bewegung des Pendels vorkommt. Man kann (1 —h x}~^i entwickeln, wenn man b x ≤ 1 voraussetzt, von den Zeichen abgesehen, und man erhält
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— 222 —
Indem man diese Entwicklung in dem vorgelegten Differential substituirt, erhält man Glieder zu integriren von der Form 
ein Ausdruck, den wir in der Theorie der binomischen Diffe­rentiale integrirt haben.259. Die Integration durch Reihen kann dazu dienen, die Entwicklungen der Functionen zu geben, deren Ableitungen man zu entwickeln vermag.So z. B. ist von arc sin x die Ableitung —z , deren

V1 — χ∙iEntwicklung ist 
daher
Aber man muss bemerken, dass man voraussetzt, da die Wur­zel positiv genommen wurde, dass der Bogen und der Sinus in demselben Sinne variiren. Die Formel ist deshalb nicht . anwendbar auf Bögen zwischen — und n, aber wohl auf dieBögen zwischen 0 und -j- — ; ebenso passt sie für die Bögenzwischen 0 und-----· Folglich wird ihr genügt werden, wennman darin .r = 0 macht, und folglich muss C Null sein; man hat also
Die Entwicklung von — ist nicht mehr convergent fürzr = 1; weil aber die Reihe der Integrale nicht aufhört es zu sein, so stellt die vorstehende Formel arc sin x auch für 
X = 1 dar. Für diesen besonderen Werth hat man 
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— 223 —
Aber diese Reihe convergirt zu langsam, um π daraus zu be­rechnen.260. ’ Ebenso erhält man die Entwicklung von arc tang x, indem mau die Ableitung davon, =——- , entwickelt.® 1 x^Wenn man x i voraussetzt, so muss man nach den steigenden Potenzen von x entwickeln, damit die Reihe con­vergent sei, und man erhält 
also
Da der Bogen Null wird mit seiner Tangente, so hat man C=0,und
Wenn dagegen x^l, so hat man, indem man nach fallenden Potenzen von x entwickelt.
daher
Die Constante ist —, weil x unendlich das erste Glied gleich— macht. Also für die Werthe von x, welche numerisch grösser sind als die Einheit, hat man
Man muss bemerken, dass die erste Formel die positiven Bö- gen nur von 0 bis — giebt. Die zweite entspricht nur den

7FBögen zwischen dieser Grenze und —, welches der grösste Werth des zweiten Gliedes ist.
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— 224 —Diese Formeln sind richtig für a; = 1, weil sie conver­gent bleiben, obgleich die Reihen für die Ableitung es nicht mehr sind; sie geben dann
261. Suchen wir noch auf diese Weise die Entwicklung von I (1 -j- .r), dessen Ableitung ist . Wenn mau .r<lvoraussetzt, so hat man '

daher
Da der Logarithme der Einheit Null ist, so muss man C = 0 nehmen, damit die Formel I (1 -j- x} darstelle, und man hat
Diese Formel ist convergent für a; = 1, obgleich die Reihe, welche die Ableitung ausdrückt, es nicht mehr ist, und ,sie hört also nicht auf richtig zu sein für diesen besonder en Werth.Setzt man zr>>l voraus und ordnet die Entwicklung von —— nach fallenden Potenzen von x, damit sie convergent 1 -f- wird, so findet man nicht mehr Z (1 x}, sondern nur
Uebergang von den unbestimmten zu den bestimmten Integralen.262. Wir haben in Nr. 207 bewiesen, dass wenn die Ab­leitung einer beliebigen Function F (x^ stetig ist für alle Werthe der Variable von ⅜ bis zu x, dass dann die Differenz 
F(x) — F(xq) die Grenze ist von der Summe der Werthe, welche (x) dx annimmt, wenn man die Variable von bis zu X gehen lässt durch unendlich kleine Intervalle, welche durch d x dargestellt werden; woraus die Formel resultirt
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(1) ∙*-υUm also das bestimmte Integral von F*{in)dx zwischen gege­benen Grenzen zu kennen, wenn man das unbestimmte integral oder irgend eine Function ∕'∖.r) kennt, welche zur Ableitung F'(λt) hat, braucht man nur die Grenzen des Integrals in / (.r) zu substituiren und das auf die kleinere Grenze bezügliche Resultat abzuziehen von den» auζ die grössere Grenze bezüg­lichen.Beispiele:

15
Duhamel, Dlff·- und Int-Rcchnnuff.
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— 226 —Diese letzteren Integrale gehen in zwei der vorhergehendenüber, wenn man x — sinz setzt, alsoDas unbestimmte Integral von kann gefunden wer­den, indem man den Ausdruck in einfache Brüchezerlegt, und man kann immer m voraussetzen. Hiernachwird man erhalten, wenn mar <1 macht.

Man hat ferner, unter der Voraussetzung dass m und a posi­tive ganze Zahlen seien und dass in ≤ n,

Setzt man jetzt ar" = z, — = a, so wird diese Gleichung
zu worin a irgend einen commensurabelnWerth zwischen 0 und 1 hat, und folglich auch jeden incom- mensurabeln Werth zwischen denselben Grenzen haben kann.Man findet 'noch, nach einer früher bewiesenen Formel,

Es ist wohl zu bemerken, dass die rormel (1) nicht mehr bestehen würde, wenn die Function ∕'∖.r) unendlich würde zwischen den Integrationsgrenzen. In diesem Falle, kann die Summe der Elemente F∖x)dx unendlich, oder unbestimmt sein. Man muss sich also immer versichern, ob 7''(.r) in die­sem Intervalle nicht unendlich wird, und nur wenn dieser Um­stand sich nicht darbietet, kann man sagen, dass F(x) — F{,‰} die Grenze ist von der Summe der Elemente F*{.τ)d.τ. In
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— 227 —deni emtgegengesetzten Falle theilt man das Integral in zwei o o o oandere, welche zur gemeinschaftlichen Grenze den besonderen Werth von a haben, und man betrachtet jedes von ihnen für sich.Wenn man z. B. / — sucht, so giebt die Formel (1)
— a— — Λ"; 5 also einen negativen Ausdruck, während docho6≡ ύα^ ”alle Elemente positiv sind. Da aber unendlich wird für ~ Cs so muss man sich versichern, ob nicht das Integral,— -A— , es auch wird. In der That ist dies der Fall, und die o X θFormel (1) setzt voraus, dass dieser Umstand nicht eintritt.In dem vorliegenden Falle sind die beiden Theilintegrale unendlich mit demselben Zeichen; cs findet folglich keine Un­bestimmtheit statt, und das verlangte Integral ist unendlich, o o

/
d X— . Wenn die bei- den Grenzen negativ sind, so hat man eine Summe von nega­tiven Elementen, welche bis auf das Zeichen dieselben sein würden, wenn man diese Grenzen positiv nähme. Man wird also haben x

Ebenso würde keine Schwierigkeit eintreten für zwei positive Grenzen; aber wenn die Grenzen verschiedene Zeichen haben, so geht das Integral Ix durch das Unendliche, die Formel (1) Ist also nicht mehr erwiesen; und es findet das Bemerkens- werthe statt, dass die Summe der Elemente wirklich unbe­stimmt ist.In der That, betrachten wir das bestimmte Integral +*
Γdx .I — ; theilen wir es in zwei andere, deren Grenzen seien 

J X
— a

— a, — εμ für das erste, und -j- εν, b für das zweite; 
ε sei eine gegen Null convergirende Grösse und μ, v zwei willkürliche constante Zahlen. Das erste Integral hat zum

15 *
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— 228 —λVerthe l— , und (Ins zweite 1 — ; ihre Summe ist l--∖-l- . a £v V IISie enthält ε nicht mehr, und folglich hat man, wenn man diese Grösse gegen Null convergiren lässt, für die Summe der die unbestimmte
—aGrösse / — -1- / — , welche von dem willkürlichen Verhältniss a ‘ Vder unendlich abnehmenden Intervalle εμ, εν abhängt. Wenn man sie gleich voraussetzt, so wird I — 7ax 11 oder Null, undes bleibt I — . Diesen nennt Cauchy den Ilauptwerth des 

aIntegrals, welches unbestimmt ist.263. Wenn man die theilweise Integration auf die Trans- formation der bestimmten Integrale an wendet, und den Inte­gralen dieselben Grenzen giebt, so lässt sich allgemein leicht sehen, wie die Constante bestimmt werden muss.Man hat nämlich
Will man nun, dass die Integrale zwischen denselben Grenzen 
Xq und X genommen seien, so wird man damit anfangen, sie von Xq an zu nehmen; dann aber ist es nothwendig eine will­kürliche Constante zu einem der Glieder zu addiren, welches giebt
Damit diese Gleichung stattfinde für x = ⅜, so muss man haben C = — ∕(⅞) Φ (⅜), und folglich

264. Wenn man die Grenzen eines bestimmten Integrals umkehrt, so ändert man nur sein Zeichen; denn die Incremente von X ändern ihr Zeichen, und die absoluten Werthe der Differentialelemente ändern sich nicht. Man hat also
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— 229 —∖vnt! übercinstinnnt mit dem Ausdruck des bestimmten Integrals durch die Function φ(∕c), deren Ableitung F’(.c) ist. In der • That, man hat
welche Ausdrücke gleich sind und entgegengesetzte Zeichen haben.265. Man kann statt des Integrals das folgendesetzen:
dessen Grenzen dieselben sind. Denn die Elemente, welche das eine und das andere zusammensetzen, sind dieselben in umgekehrter Ordnung. Von dieser manchmal nützlichen Wahr- heit ausgehend, kann man durch eine Folge von theilweisen Integrationen sehr einfach die Reihe von Taylor erhalten, wie wir sogleich sehen werden.266. Reihe von Taylor. — Es sei ∕' (a∙) irgend eine Function, welche, sowie ihre n ersten Ableitungen, stetig bleibt zwischen den Grenzen x und x -|- li. Man hat offenbar
und nach dem so eben Gesagten
X ist constant bei dieser Integration, z allein variirt.Integrirt man diesen letzten Ausdruck theilweise und die aus ihm folgenden, so kommt
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—230 —Indem man die Integrale zwischen den Grenzen 0 und h nimmt, muss man successive ∑= /t, z ■=. 0 ;nachen in den Gliedern, welche ausserhalb des Zeichens y stehen, und dann das letzte· Resultat von dem ersten abziehen, dies giebt

Aber 
also

Wenn das Glied, welches das bestimmte Integral enthält, mit wachsendem n gegen Null convergirt, so convergirt die Reihe gegen 7*∖λ! Λ) und wird diejenige, welche Taylor bekannt machte.Man kann dem Ausdruck eine andere Form geben, wel­cher den Fehler angiebt, den man begeht, indem man bei dem Gliede vom Range n stehen bleibt. In der Tliat, das bestimmte Integral ist gleich der Summe der Factoren z'^~^dz, multiplicirt mit einem gewissen Mittelwerthe zwischen dem kleinsten und dem grössten von denjenigen, welche F∖x-∖-h — z} annimmt, wenn z von 0 bis h geht; und da diese Function in diesem Intervall stetig vorausgesetzt wird, so ist dieser Mittel­werth ein Werth, welchen -j- k — z} annimmt für einengewissen Werth von z zwischen 0 und k·. woraus auch für 
k — z ein zwischen 0 und k liegender Werth resultirt, welchen wir durch ö/i darstellen wollen. Das Glied, welches die Ent­wicklung vollständig macht, wird daher
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— 231 —Unter dieser Form haben wir den Rest in der Differential- reehnung gegeben: β ist eine unbekannte Function von .r, von welcher man nur weiss, dass sie einen positiven Werth hat, der kleiner ist als die Einheit.Indem man den kleinsten und den grössten Werth von /’’”(a·) in dem Intervall von a; bis x -j- h nimmt, erhält man zwei Grenzen, zwischen welchen der durch Λbbrechen nach dem nten GJiede begangene Fehler liegt. Das bestimmte In­tegral giebt den genauen Werth dieses Fehlers; aber es bietet die Schwierigkeit der Integration dar, und man kann im Allge­meinen sich nur die Aufgabe stellen, ihn zwischen zwei be­kannte Grenzen einzuschliessen.
Differentiation und Integration unter dem Zeichen ∣.267. Wir haben im Anfänge dieses Buchs die Regeln gegeben, um sowohl die cxpliciten Functionen als auch die­jenigen zu differentiiren, welche unter einander und mit der 1 lauptvariable verbunden sind durch Gleichungen, deren beide Glieder explicite Functionen sind. Wir wollen nun eine andere Art von Function betrachten und das Mittel geben sic zu dif­ferentiiren.

zEs sei die Function u = J'F{z, x}dz, welche man nach 
X differentiiren soll, während die Grenzen ⅞, Z beliebige Functionen von x sein können.Man erhält, indem man <Iieses Integral wie eine zusam­mengesetzte Function von ⅞, Z, x, welche Functionen von x sind, betrachtet,

M an hat nun zunächst
Was das dritte Glied betrifft, welches sich auf die

dxAnnihme der Constanz von ⅞ bezieht, so ist es dieGrenze von
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— 232 —
oder von 

lind bat zum Werthe

Daher

Man würde sehr einfach zu derselben Formel gelangen, indem man das bestimmte Integral als die Fläche einer Curve repräsentirend betrachtete.Wenn die Grenzen constant, d. h. unabhängig von x sind, so hat man 
man sicht, dass dann die beiden Operationen, das Differentiiren und Integriren, in beliebiger Ordnung geschehen können.268. Wäre die Function von x ein unbestimmtes Integral in Bezug auf z, so würde man sie unter der Form darstellen 
wo C irgend eine Function von x ist; hieraus

Man kann also in beliebiger Ordnung die beiden Opera­tionen mit F{z, x} vornehmen, wenn nur die auf die beiden
www.rcin.org.pl



— 233 —Integrationen bezüglichen Coiistanten durch die Bedingung verbunden sind, dass die zweite die Ableitung der ersten nach 
,v ist.269. Hätte man, statt zu differentiiren, es inBezug auf x zu integriren zwischen den Grenzen Λτθ, X, wobei aber ⅞ und Z unabhängig von x vorausgesetzt werden, so würde man bemerken nach dem Vorhergehenden, dass, was auch z sei.
dieselbe Ableitung in Bezug auf x haben; und da sie beide Nidl werden für x = Xq, so sind sie auch für jedes x gleich. Die Ordnung der beiden Operationen ist also wieder gleich­gültig. Alles dies setzt jedoch voraus, dass die Function 
Γ(z,x} weder unendlich noch unbestimmt wird für irgend einen Werth von x und z zwischen den Grenzen: wenn dies sich ereignete, so würde eine besondere Untersuchung nüthig werden, mit welcher wir uns sehr bald beschäftigen wollen.270. Sind die beiden Integrale unbestimmt, so ist das

Ierste 
indem man es integrirt, findet man 
was man unter der Form darstellcn kann 
und man würde ein identisches Kesultat finden, indem man in umgekehrter Ordnung integrirte, da die willkürlichen Func­tionen als dieselben betrachtet werden können.271. Singuläre bestimmte Integrale. — Cauchy hat mit diesem Namen Integrale bezeichnet zwischen Grenzen, welche sich unbegrenzt einem besonderen Werthe der Variable nähern, der die Function unendlich macht.
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— 231 —Z. B. wenn man ∕'(a} unendlich voraustsetzt, «o ist dasIntegral ein singuläres bestimmtes Integral, wenn egegen Null convergirt, während μ irgend eine endliche Zahl ist. Man kann die DifFerentialfunction auf die Form bringenund wenn man durch ξ einen Mittel­werth zwischen a — ε und ii — με bezeichnet, so wird das Integral gleich sein mit
Wenn (ξ — «) ∕∖ξ) eine von Null verschiedene Grenze hat, während ξ gegen α convergirt, so hat das singxdäre bestimmte Integral einen bestimmten Werth zu gleicher Zeit mit μ. Wir werden sogleich sehen, wozu diese Betrachtung nützlich sein kann bei der Bestimmung der bestimmten Integrale.272. Der Fall, wo die Function unter dem Zeichen 
J durch das Unendliche geht. —- Wenn ein Werth x = a 
F (zr) unendlich macht, und zwischen den Grenzen des Integrals 3 , f ßliegt, so wird man zuerst J F{x')dx, dann jF(x)dx 
fi a rt-∣-fbilden; man wird sie addiren und darauf ε gegen Null conver- giren lassen: die Grenze ist Das, was Cauchy den Haupt­werth des Integrals nennt. Man wird einen davon verschie­denen Werth erhalten können, wenn man die Grenze der Summe der beiden folgenden Integrale sucht:

während t immer gegen Null convergirt, und die Zahlen μ, r verschieden sind; denn es würden die beiden Integrale hinzu kommen
und wenn ihre Summe nicht mit ε gegen Null convergirt, so erhält man einen verschiedenen Werth von dem ersten,
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— 235 —den wir llauptwerth nannten; aber es ist evident, dass diesniemals sich ereignen wird, wenn die Integrale
endlich sind. Nun haben die zwei vorstehendensingulären bestimmten Integrale zur Grenze ihrer Summewo K die Grenze ist von während xgegen a convergirt, welche Grenze hier von demselben Zeichen für X ≤ a und a vorausgesetzt ist (der entgegengesetzte Fall bietet übrigens durchaus keine Schwierigkeit dar). Wenn also K nicht Null ist, so ist das Integral J'F{x)dx unbestimmt; aber sein Hauptwerth ist bestimmt, sei er endlich oder unendlich.Wenn K Null ist, so kann man nicht sagen, dass /Γ/ nothwendig Null sei, weil I ~ unendlich sein kann.Z. li. wenn v unendlich, und das zweite

singuläre Integral ist
man 12 ·Dagegen in diesem anderen Beispiele
oder wo ein Mittelwerth ist zwischen £ und νε; so

Aber man weiss, dass ∖^vlv Null ist für v = 0;
also ist Null, wie man dies ausserdem sehen würde bei

eAusführung der Integration.
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— 236 —273. Wenn man eine der Grenzen unendlich voraussetzt, 
so hat man das Integral zu betrachten J'F{x} dx’, und damit

(das vorgelegte Integral endlich sei, so muss das vorstehende mit £ Segen Null convergiren, wie klein auch μ sei: cs mussalsc gegen Null convergiren, was auch μsei, währendEs sei kann ersetzt wer­den durch und es muss μf"~"*~Uμ gegen Nullconvergiren, was erfordert dass n > m -j- 1; und dies genügt.Man kann auf diese Weise mit Hülfe der singulären be­stimmten Integrale erkennen, ob die gesuchten Integrale unend­lich werden oder unbestimmt, wenn ein Werth von x die ge­gebene Function unendlich macht, oder wenn eine der Grenzen unendlich ist.274. Man kann ferner beurtheilen ob ein Integral endlich ist, wenn seine Ableitung für einen besonderen Werth von x unendlich wird, indem man es mit einem anderen einfacheren vergleicht, für welches keine Ungewissheit stattfindet, und wel­ches ein solches ist, dass die beiden Ableitungen für diesen besonderen Werth ein endliches Verhältniss haben: die beiden Integrale werden zu gleicher Zeit endlich oder unendlich sein.
Z. B. befinden sich in diesem Falle.Das Verhältniss der Ableitungen, -j- x", wird 1 für x — 0: nun ist das zweite Integral endlich wenn m ≤ 1, und unend­lich wenn rn = 1 oder in > 1 ; . es ist daher ebenso mit dem ersten.275. Anwendung der vorhergehenden Principien zur Auffindung bestimmter Integrale. — Indem man ausgeht von bekannten bestimmten Integralen und dieselben in Bezug auf eine Constante differentiirt oder integrirt, erhält man den Werth neuer Integrale.
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— 237 —So ist 
differentiirt man nmal in lieziig auf a, so erhält man 
daher

276. Betrachtet man dieses andere Integral
' und difFerentiirt n — 1 mal nach a, so kommt

Bezeichnet man allgemein durch P(∕>) das Integral 
für jeden positiven Werth von p, so hat man für jeden ganzen und positiven Werth dieser Constante 
und für jeden positiven Werth von p

Wenn mau das unbestimmte Integral differentiirt, so erhält man folgendes unbestimmte Integral
277. Geht man aus von dem Integrale und integrirt beide Glieder in Bezug auf m zwischen zwei Werthen μ und v, so erhält man
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— 238 —
und man könnte nicht den Ausdruck des unbestimmten Integrals geben.278. Integrirt man in Bezug auf a, zwischen irgend zwei Grenzen b und c, die beiden Glieder der Gleichung 
so erhält man

Geht man aus von 
so erhält man auf dieselbe Weise

279. Die Gleichung 
giebt ebenso
Setzt man hier ύ ∑⊂z 0, c = x> , so erhält man folgende, oft nützliche Formel:
Andere Verfahrungsarten zur Bestimmung bestimmter Integrale.280. Bisweilen führt man ein einfaches bestimmtes Inte­gral auf ein bestimmtes Doppelintegral zurück, weil die Unab­hängigkeit der beiden Variablen zu Vereinfachungen führen
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— 239 —
00 Xkaιπn. Man habe z. dx. Es ist identisch mit Je~ι∕'^ dy.

0 0Multiplicirt man sie mit einander, so hat man das Quadrat des gesuchten Ausdrucks. Nun kann man das Product 
00 Xy*er^^dx !'dy betrachten als dadurch erhalten, dass man 

0 0je<des Element e~*^^dx des ersten mit dem zweiten multiplicirt; und in diesem letzteren kann man y = xt setzen, während x beständig dasselbe bleibt wie in dem Element e~^^dx. Hier­durch wird Nichts geändert, obgleich x in das zweite Integral Xeingeht, welches Jxe~^^^df wird. Könnte man diesen letzten 
0Ausdruck in x bilden, so würde man durch Multiplication des­selben mit e~^^dx ein Element erhalten, welches, integrirt zwi­schen 0 und 00 , identisch das Product der beiden Integrale geben würde. Aber bei der Integration in Bezug auf t kann man den constanten Factor e~^'*dx unter das Zeichen J" bringen, und man sieht, dass man zu integriren hat den Ausdruck

X ^dxdt, oder x < ι+<*) dxdt zuerst in Bezug auf t, dann in Bezug auf x, während diese beiden Variablen unabhängig sind.Wir wissen aber, dass man diese zwei Integrationen in um­gekehrter Ordnung ausführen kann, ohne dass das Resultat sich ändert; und auf diese Weise lässt sich die Operation ausführen.In der That, es ist
PAlso 

daher, indeih man m x statt x schreibt.
281. Dieses wichtige Integral lässt sich noch durch das o ofolgende Verfahren erhalten, welches Poisson in seiner Mec<t- 

niφιe angegeben hat.
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00 00Das schon betrachtete Product f ∣'dy dx stellt den 

0 0vierten Theil des Volumens dar, welches begrenzt wird von der Ebene X \ und der Fläche 2 = die erzeugtwird durch Rotation der Curve 2=e~^* um die Axe der z. Wenn man nun dieses Volumen zerlegt durch unendlich nahe Cylinderflächen, welche Dmdrehungsflächen sind um die Axe der z, so wird der Ausdruck des zwischen den beiden Flächen, deren Radien x und x dx sind, enthaltenen Volumens sein 
2 π X dX ■, sein Integral ist —und man erhält dasganze Volumen des Körpers, indem man es zwischen den Grenzen 0 und x nimmt, welches π giebt. Nimmt man davon den vierten Theil und dann die Quadratwurzel, so hat man
und folglich

282. Der Uebergang vom Reellen zum Imaginären, wenn er mit der erforderlichen Strenge gemacht wird, kann auch zur Bestimmung neuer Integrale führen. In der That, man zieht aus der letzten Formel, indem man x mit x -j- « ver­tauscht.

daher
Setzen wir nun so kommt, indem man bemerkt
daher
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oder indem man x mit m x und a m mit n vertauscht,
Die Substitution von a — 1 für α hat die Gleichheit nicht aufgehoben, weil die beiden Glieder in Bezug auf a in convergente Reihen entwickelt werden konnten, und folglich die Coefficien­ten derselben Potenzen von α nothwendig auf beiden Seiten dieselben waren. Da diese nun sich nicht ändern, welchen Ausdruck man auch für a setzt, so findet die Identität immer statt; und aus diesem Grunde besteht sie noch, wenn man 
a y — 1 dafür setzt.Wenn man in der Gleichung
m = macht, so erhält man

Vergleicht man nun die reellen und die imaginären Theile, so kommt 
oder indem man 2 «2 = n setzt.
Es ist gut, wenn man bemerkt dass, obgleich cos . nx^ und 
sin . nx^ unbestimmt sind für x z= <x>, diese Integrale es nicht sind. Anders verhält es sich mit den beiden folgenden

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechiiung. 1G 
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welche völlig unbestimmt sind.Die beiden gefundenen Integrale lassen neue finden.Verwandelt man in der Gleichung 
x in X -4- so bleiben die Grenzen unverändert, und inan hat 

und da sin{x^ -j- sin . 2 ax mit zc sein Zeichen, aber nicht seinen Werth ändert, so ist das Integral des zweiten Theils Null , es bleibt folirlich 

oder
Verwandelt man ebenso x in x -j- a, in der Gleichu∏ii∙ 
so findet man
Man zieht aus diesen Gleichungen o
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----00283. Indem man ausgeht von den Wertlien zweier be­stimmten Integrale, welche wir früher gegeben haben, kann man zu dfem Ausdruck gelangen, den Wallis für das Verhält­niss der Peripherie zum Durchmesser gegeben hat.Diese beiden Formeln sind

Wenn k unbegrenzt wächst, so nähern sich beide der Null, wovon man sich überzeugen kann, indem man die Brüche um­kehrt, weiche dann offenbar mit .?■ unendlich werden; denn der erste wird
und dieses Product übersteigt — -j- — -—(- . . . ,welche Reihe mit k unbegrenzt wächst. Ebenso verhält es sich mit dem zweiten. Aber das Verhältniss dieser Integrale hat die Einheit zur Grenze.In der That, betrachtet man zwei consecutive Werthe von 
k, so haben die correspondirenden Werthe von irgend einem der beiden Integrale ein Verhältniss zu einander, welches gegen die Einheit convergirt, wenn k wächst. Wenn man nun in dem anderen Integrale den Exponenten von x nimmt, welcher liegt zwischen den beiden Werthen des Exponenten des ersten Integrals, so ist klar, dass der Werth des zweiten Integrals liegen wird zwischen den beiden consecutiven des ersten, und folglich convergirt sein Verhältniss zu jedem von ihnen gegen die Einheit, wie das Verhältniss beider.Man kann sich noch durch folgende Betrachtung davon überzeugen, von welcher häufig Anwendung gemacht wird.Wenn k sehr gross ist, so ist der Zähler nahezu Null, so

1C*
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— 244 —lange nicht x der Einheit sehr nahe rückt; da der Nenner unterdessen endlich bleibt, so ist der von Null bis zu 1 — α gehende Theil des Integrals, während a ein so kleiner fester Werth ist als man will, sehr klein gegen den Rest des Inte­grals; und das Verhältniss dieser beiden Theile nähert sich der Null, während k wächst und α constant bleibt*). Um daher die beiden Integrale, um welche es sich handelt, zu vergleichen, - wenn k unbegrenzt wächst, braucht man nur das Verhältniss der Theile dieser Integrale zwischen den Grenzen 1 — α und 1 zu nehmen, und dann a abnehmen zu lassen. Nun ist das Verhältniss der Differentiale .r, und folglich ist das Verhältniss der Integraltheile, welche wir betrachten, ein Mittelwerth zwi­schen den extremen Werthen von x, welche 1 — a und 1 sind. Dieses Verhältniss hat daher zur Grenze 1; und ebenso ist es mit dem Verhältniss der ganzen Integrale, da wir nur einen gegen sie selbst unendlich kleinen Theil vernachlässigt haben.Man hat also
folglichσ

*) Denn man hat

wo μ zwischen 0 und 1 — « und y zwischen 1 — « und 1 liegt, so dass

Das Verhältniss des zweiten Integrals zum ersten ist also grösser als

Es wächst daher unbegrenzt mit n , wie klein auch « sei.
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— 24ö —Es ist leicht zu sehen, dass man ein zu kleines oder zu gros­ses Resultat hat, je nachdem man eine ungerade oder eine gerade Anzahl von Factoren in beiden Gliedern dieses Bruchs nimmt.Wir werden später von einer allgemeinen Methode spre­chen , welche darin besteht, dass man die Bestimmung der bestimmten Integrale zurückführt auf die Integration von Differentialgleichungen, welche sich auf die unter dem Integra- tionszeichen befindlichen Constanten beziehen.
Integration der Differentiale, welche mehrere unab­hängige Variablen enthalten.284. Bisher haben wir nur solche Differentiale betrachtet, welche nur eine einzige Variable enthalten und folglich von der Form F{x)dx sind; wir wollen jetzt diejenigen unter­suchen, welche mehrere unabhängige Variablen enthalten, und uns die Aufgabe stellen, wenn es möglich ist, die Function dieser Variablen zu bestimmen, welche zum totalen Differential den gegebenen Ausdruck hat.Betrachten wir zuerst zwei Variablen x, y, und es sei zu integriren der Ausdruck 
worin

Zunächst wird man bemerken, dass nicht immer eine Function von x und y existirt, deren Differential dieser Aus­druck ist: denn, wenn man durch eine solche Function be- ci iZ iZ Ιtzeichnet, so soll man haben M = , N = -7— ; und dadx dy
d"^u d^^u , , 1 dM dN- ----Ξ= -5—i— , SO muss man auch haben -z— = —;— . VV enn dx dy dy dx dy dyalso die Functionen J/, N dieser Bedingung nicht genügen, so wird keine Function von x und y existiren, deren Differential der gegebene Ausdruck wäre. Dagegen werden wir sehen, dass wenn diese Bedingung erfüllt ist, die gesuchte Function
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— 246 —nothwendig existirt, und dass ihre Bestimmung sich immer auf Quadraturen zurückzieht.Da diese Function M zur partiellen Ableitung nach x haben soll, so muss sie enthalten sein in dem unbestimmten Integrale von Mdx nach x, während y als eine Constante betrachtet wird. Sie ist daher enthalten in dem Ausdruck
J‘ Mdx V, wo V eine willkürliche Function von y ist.Es bleibt diese Function so zu bestimmen, dass die par­tielle Ableitung nach y, N wird. Diese Ableitung ist aber 
oder endlich

Es ist daher nothwendig und hinreichend, dass man habe
Es existirt also nothwendig eine Function von x und y, deren Differential der gegebene Ausdruck; und der allgemeinste Werth dieser Function ri ist 
wo C eine willkürliche Constante.285. Die Schwierigkeit wird nicht grösser in dem Falle, wo die Anzahl der unabhängigen Variablen grösser ist. Es sei z. B.
und
Zunächst müssen M, Jy, P den unerlässlichen Bedingungen genügen
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— 247 —Die gesuchte Function ist dann nothwendig enthalten in der Formel 
X

! Mdx -j- F, wo V eine willkürliche Function von y und 2; ist. welche man durch die Bedingung bestimmen muss, dass die partiellen Ableitungen des vorstehenden Ausdrucks, nach y und z, respeetive Λ untl P seien.Man hat also

Fs ist daher nothwendig und hinreichend, dass die Function V den beiden Bedingungen genüge 
wodurch man auf den vorigen Fall zurückkommt. Man hat also

Die Function, deren Differential der gegebene Ausdruck ist, existirt folglich wenn die drei obigen Bedingungen statt­finden; und bezeichnet man sie durch u, so hat man
worin C eine willkürliche Constante.Man sieht leicht, dass der Fall von m Variablen in der­selben Weise auf den Fall von m—1 Variablen zurückgeführt wird, wofern die Coefficienten den Bedingungen genügen, welche ausdrücken, dass die Diff’erentialcoefficienten zweiter Ordnung der gesuchten Function, auf alle möglichen Weisen in Bezug auf zwei verschiedene Variablen genommen, unabhängig sind von der Reihenfolge der Differentiationen. Die Aufgabe ist
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— ∙21S _öoiiiit iininer möglich, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, und man kommt immer auf einfache Quadraturen zurück.
Geometrische Anwendungen der Integralrechnung.

286. Die bis hierher auseinandergesetzten Methoden haben den Zweck eine Function zu finden, wenn man den Ausdruck ihres Differentials oder ihrer Ableitung kennt. Man hat also unmittelbar auf diese Methoden die Auflösung einer jeden Aufgabe 'zurückgeführt, worin es sich darum handelt, eine Function zu bestimmen, wenn man den allgemeinen Ausdruck ihres Differentials hat finden können. Dieser Ausdruck ist aber viel leichter zu bestimmen als derjenige der Function selbst; denn, nach dem fundamentalen Prin- cip, welches wir in der Differentialrechnung bewiesen ha­ben, kann man jede, gegen das Differential, ‘welches man berechnen will, unendlich kleine Grösse vernachlässigen, und es entspringt hieraus kein Fehler weder in der Ableitung welche die Grenze eines Verhältnisses ist, noch in dem Integral welches als die Grenze einer Summe von unendlich kleinen Elementen betrachtet werden kann. Durch dieses Mittel kann man sich des Theils der Incremente der Functionen entledigen, welcher ihren Ausdruck ebenso schwieri·; zu bilden macht wie jenen der Function selbst; und es genügt immer die Versiche­rung, dass der vernachlässigte Theil unendlich klein ist gegen das Differential oder das Increment selbst. In diesen wenigen Worten liegt die ganze Metaphysik der Infinitesimalrechnung. Sie ist, wie man sieht, sehr einfach und elementar, und alle Theorien, welche wir jetzt auseinandersetzen, werden die be­ständige Wiederholung dieses allgemeinen Gedankens dar­bieten.
Quadratur ebener Flächen.

287. Die Fläche zwischen den zwei Ordinaten MP, NQ, dem Bogen der Curve ΜΡί und der Axe der x, ist eine Func-
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— 249 —tion der extremen Abscisse AQ=x, deren auf das Increment 
QS von ΛΤ sich beziehendes Increment die Figur NBSQ ist.Die Fläche dieser Figur würde ebenso schwierig zu be- Fig. 17. rechnen sein wie MNOP, weildie Schwierigkeit herrührt von . dem krummlinigen Theile des Perimeters.VVenn man aber durch den Punkt N eine Parallele ]>> K zur Axe der x zieht, so kann man den Theil NPK der Fi­gur weglassen als unendlich klein gegen * TV72 SQ. In der That, wenn man RN* parallelmit QS zieht, so wird NN‘RK grösser sein als NRK, und sein Verhältniss zu NKSQ, wel­ches kleiner ist als NRSQ convergirt gegen Null je mehr QS abnimmt, weil dieses Verhältniss dasselbe ist wie das von NN* zu NQ. Durch dieses Mittel hat man also das Increment der Fläche des Theiles entledigt, welcher seine Berechnung schwie­rig machte; und die Grenze seines Verhältnisses zu dem In- creinent der Abscisse ist durchaus nicht geändert. Die Be­rechnung dieser Grenze, oder der Ableitung der Fläche, ist also einfacher geworden, ohne irgend etwas an Strenge zu verlieren.Sind die Axen rechtwinklig, so ist die Figur NKSQ gleich 
N Q \ Q*S, und die Grenze ihres Verhältnisses zu QS ist NQ oder y. Die Ableitung der Fläche ist somit y, und ihr Diffe­rential ydx.Machen die Axen einen Winkel ö mit einander, so wird der Ausdruck des Differentials ysinOdx.Die Fläche zwischen zwei Ordinaten, welche den Abscis- sen ⅞ und x entsprechen, kann also ausgedrückt werden im 

X Xersten Falle durch J'ydx und im zweiten durch sindj'ydx.
X(iDie Gleichung der Curve giebt y als Function von x, und die Quadratur der fraglichen Fläche ist auf eine Integration zu­rückgebracht. · Aus diesem Grunde bezeichnet man häufig
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— 250 —mit dem Worte Quadratur die Operation der Integ;ralredi- nung, durch welche man von dem Differentiale einer Function einer einzigen Variable zu dieser Function selbst gelamgt.Wäre die zu berechnende Fläche zwischen zwei O rdinaten und zwei Curvenbögen enthalten, so würde der Ausdruck ihres Differentials (Y—y)dx sein, indem man durch Y und y die Functionen von x bezeichnet, welche die Ordinate einer jeden der beiden Curven darstellen. Wenn die Natur der einen oder anderen dieser Curven sich in dem zwischen den Grenzen lie­genden Intervalle änderte, so müsste man dieses Intervall in mehrere andere abtheilen, deren Grenzen die versclhiedeuen Werthe von x sein würden, wo diese Aenderungen eintreten.Ist die Curve durch eine Gleichung zwischen Polarcoor- dinaten 0 und r gegeben, so liegt die auszinverthende Fläche zwischen zwei Radien-Vectoren und dem Bogen der Curvc. Ihr Differential ist, wde wir schon sahen, r'^ . Die Flächezwischen zwei Radien, welche den Winkeln Oo, 0 entsprechen, 
βwird also ausgedrückt durch — d (j, worin r die aus derGleichung der Curve gezogene Function von (i bezeichnet.Läge die auszuwerthende Fläche zwischen zwei Radien '^•2 ___ ∙j*'2und zwei Curven, so würde ihr Differential sein ------ -----d β ,worin 7’ und v‘ die Radien der beiden Curven für denselben Werth von ö bezeichnen; die gesuchte Fläche würde also aus- gedrückt durch — d<), worin r und r' bekannteFunctionen von 0 sind, welche man aus den Gleichungen der beiden Curven zieht.288. Parabeln. — Stellen wir uns zuerst die Aufgabe, die Fläche der in der allgemeinen Gleichungy’" = px”^ enthaltenen Parabeln, während m und n positiv sind, zu be­rechnen; man hat
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Nimmt man die Fläche von j; = 0 an, so ist 6’ = 0, und die an der Ordinate, welche zu irgend einem VVerthe von x ge- . hört, sich endigende Fläche hat zum Ausdruck

Der Theil des Rechtecks ∙x y, welcher übrig bleibt, nach-
TI iS Udem man diesen abgezogen hat, ist ---- ; also theilt der Bo-7n-∖-ngen der Curve das Rechteck xy in dem constanten Verhältniss von m : n.Umgekehrt, kann die Curve, welche diese Eigenschaft be­sitzt, keine Gleichung von anderer Form als die vorgelegte haben. In der That, bezeichnet y die unbekannte Ordinate dieser Curve, so soll man haben y ydx : xy — J'yd^ =■ ni'. n, daher (m-)- n) Jydx = tnxy, und, diiierentiirend.

folglich 
wo IC eine willkürliche Constante bezeichnet. Diese letzte Gleichung giebt i/"‘ = Cx'^indem man der Constante C alle möglichen Werthe giebt, so erhält man alle Curven, welche die verlangte Eigenschaft besitzen.289. Hyperbeln. — Betrachten wir jetzt die allgemeine Gleichung y"* x^ == a der Hyperbeln, welche zu Asymptoten die Coordinatenaxen haben; man hat
Es bei zunächst n ≤ zn, und lassen wir die Fläche anfangen mit der Axe der y, man hat (7=0, und der Ausdruck der Fläche ist
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Man sieht (lass ihr Werth endlich ist, obgleich sie sich unbe­grenzt im Sinne der Axe der y ausdehnt, weil die Axe der y Asymptote der Curve ist. Dieser Werth ist grösser als dasRechteck zrw; zieht man dieses Rechteck ab, so bleibt -- ,
m — nund die beiden Flächen stehen wieder in dem Verhältniss von 

m : n.Umgekehrt wird man, von dieser Eigenschaft ausgehend, eine Gleichung von derselben Form wie die vorgelegte finden. In der That, man hat
und folglichdaher
wo IC eine willkürliche Constante. Hieraus folgt sogleich 
y"^ =∑ Car^ oder y"· x" = C, eine Gleichung von der Form der vorgelegten.

Also ist die mit einer willkürlichen Coordinate anfangende und unbegrenzt gegen eine der beiden Asymptoten erstreckte Fläche endlich oder unendlich, je nachdem die auf dieser Asymptote gezählte Coordinate in der Gleichung den grösseren oder kleineren Exponenten hat.Wenn n >> zn, so würde man zu derselben Conclusion ge­langen. Wenn m = n, so würde die Gleichung von der Form sein xy = und eine gleichseitige Hyperbel darstellen, weil die Axen rechtwinklig sind. Man würde jetzt haben
Wollte man,' dass die Fläche mit der Axe der y anfinge, so würde die Constante C unendlich sein; woraus man sieht, 
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— 253 —dass die zwischen irgend einer Ordinate und der Axe der y liegende Fläche unendlich ist.Lässt man sie anfangen mit der Abscisse ⅜, so hat man
und die Fläche hat den Ausdruck
Setzt man Xq = p, so fängt die Fläche an mit der durch den Scheitel' der Hyperbel geführten Ordinate; und nimmt man p zur Einheit, so wird ihr Ausdruck Ix. Wegen dieser Eigen­schaft hat man den Neper’schen Logarithmen den Namen hyperbolische Logarithmen gegeben.290. Ellipse. — Ihre Gleichung sei
man hat
Indem man theilweise integrirt, findet man
Aber
und indem man substituirt, kommt
Indem man die beiden Integrale vereinigt, welche man sich von derselben Grenze an genommen denkt, und eine willkür­liche Constante addirt, so kommt, wenn man noch durch 2 dividirt und mit ~ multiplicirt.

Will man, dass die Fläche mit der Axe der y anfange, so wird C = 0. Macht man dann x = a, so erhält man 4
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— 254 —als Inhalt des Ellipseuquad rauten. Die Fläche der ganzenEllipse ist also π ab-, sie wird πa^, wenn b = a.Das Glied —------ — ist äquivalent mit und misstfolglich das Dreieck, dessen Seiten x und y sind; folglich misst das Glied ⅛ arc sin — den Rest der Fläche, d. h. den Sector,
2 itwelcher gebildet w’ird durch die Axe der y, den Bogen der Ellipse und den vom Mittelpunkt nach dem B3ndpιmkt dieses Bogens gehenden Radius.291. Hyperbel. — Ihre Gleichung sei

man hat
Und man findet, wenn man denselben Gang wie bei der Ellipse befolgt,
soll die Fläche mit dem Scheitel anfangen, so muss ihr Aus­druck Null werden für x = a, woraus C = und dieFläche hat dann zum Werth
Das erste Glied ist gleich ■ also istder Ausdruck des Sectors zwischen der transversalen Axe, dem Hyperbelbogen und dem vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt dieses Bogens geführten Radius.292. Cycloide. — Betrachten wir jetzt die auf ihren Scheitel A bezogene Cycloide; ihre Differentialgleichung ist
während 2 a den Durchmesser des Erzeugungskreises bezeich­net. Die Fläche AMP hat zum Ausdruck
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sie ist also identisch mit der Fläche AQH des Erzeugungs­kreises.Die ganze Fläche ADK ist daher gleich der halben Kreis­fläche, sowie auchI die symmetrische Fläche C HA; und da das Rechteck 

CHKDC gleich ist, so ist dieFläche CABC gleich 3jrα2 oder
I gleich dem Drei- . fachen des Erzeu- σunffskreises.vVas den Ausdruck für das Integral

betrifft, so wird man bemerken, dass es identisch ist mit
es geht daher in dasjenige über, welches wir im Falle der Ellipse berechnet haben, indem man y — a mit x vertauscht. Man hat also
Nimmt man das Integral von y = 0 an, so wird
und nimmt man zur zweiten Grenze y = 2a, so wird der Werth der Fläche
wie wir schon erkannt hatten.293, Logarithmische Spirale. — Die Gleichung die­ser Curve ist in Polarcoordinaten r — A ; die Fläche zwi­schen zwei Radien - Vectoren, welche den Winkeln Θq und ö entsprechen, hat also zum Ausdruck
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oder 
indem man durch und r die extremen Werthe des Radius bezeichnet.Geht man aus von Tq = 0, d. h. sucht man die Grenze der Fläche zwischen dem festen Radius r und einem anderen, dessen Endpunkt sich dem Pole nähert, · während seine Rich­tung sich unendlich oft um diesen Asymptotenpunkt herum- 7'2dreht, so findet man einfach -— . Diese Fläche wächst also 4 izwie das Quadrat des Radius-Vector.

Rectification der Curven.294. Wir haben in der Differentialrechnung bewiesen, dass das Differential des Bogens einer ebenen Curve -[~ ‘^2/^und einer doppelt gekrümmten Curve ¼-|- dy^ -j- dz"^^ ist, bei rechtwinkligen Axen. Machen diese Axen irgend welche Winkel mit einander, so weiss man, welche Glieder unter der Wurzel zu addiren sind; aber gewöhnlich nimmt man rechte Winkel an. Der Bogen, dessen Endpunkte den Abscissen ⅜ und X entsprechen, hat im ersten Falle den Ausdruck 
und im zweiten

Wenn die ebene Curve auf Polarcoordinaten bezogen ist, so haben wir gesehen, dass das Differential ihrer Länge den Ausdruck hat 
und ihre Länge wird folglich ausgedrückt durch
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während (Jq und β die extremen Werthe des Winkels β sind.295. Parabel. — Nehmen wir zuerst die Parabel mit der Gleichung 
so hat man
Die Länge des Bogens, dessen Endpunkte zu den Abscissen ?/o und y gehören, hat also den Ausdruck
Soll der Bogen mit dem Scheitel anfangen, so ist 
und der Ausdruck dieses Bogens wird

296. Ellipse· — Die Gleichung der Ellipse giebt 
indem man ¼α≡ — durch a e bezeichnet.Da die Abscisse x immer kleiner ist als a, so kann man setzen daherUm diesen Ausdruck zu integriren, entwickelt man die Wurzel in eine Reihe, was erlaubt ist, weil das zweite Glied kleiner als das erste. Man erhält so

Dabamel, Dlff.- und Int.-Rechnung. 17
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und folglich
Diese Reihe wird um so schneller convergiren, je kleiner die Excentricität e ist. Integrirt man von φ = 0 an, so hat man 

und wenn man als zweite Grenze tp = nimmt, so hat man folgenden Ausdruck für den vierten Theil des Umfangs der Ellipse
Für e == 0 wird aus der Ellipse ein Kreis vom Radius a, und der vorige Ausdruck reducirt sich auf welches in der Thatder vierte Theil der Peripherie ist.297. Hyperbel. — Die Gleichung 
giebt 
indem man setzt

Da die Werthe von x immer grösser sind als a, so wird man x — —— setzen, und man hatC05 φ
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Entwickelt man die Wurzel in eine Reihe und integrii t von φ = 0 an, welches x =. a entspricht, so erhält man 

daher

Wenn x unbegrenzt wächst, so convergirt φ gegen > und « wächst unbegrenzt. Aber, wenn man die Differenz zwischen dem Bogen und dem Theile der Asymptote sucht, welcher vom Mittelpunkt bis zu dem Punkte reicht, der der Abscisse des Bogenendes entspricht, so convergirt diese Differenz gegen eine Grenze, deren Ausdruck sich leicht erhalten lässt. In
Λ βder That, dieser Theil der Asymptote ist gleich ---- —; und wennman davon s abzieht, so bleibt

Geht man nun zu der Grenze φ = — über, so kommt
298. Cycloide. — Die Gleichung der Cycloide auf ihren Scheitel bezogen ist 

daher
17*
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folglich

und läfest mau den Bogen iin Scheitel anfangen, so hat manMacht man y = 2a, so hat man den halben Perimeter der Cycloide gleich 4 a. Für jeden Werth von y ist s doppelt so gross als die Länge der Tangente.o o oZu diesen Resultaten waren wir schon durch die Theorie der Evoluten gelangt.299. Logarithmische Spirale.— Die Polargleichung dieser Curve ist

Fängt der Bogen im Pol an, der ein Asymptotenpiinkt derCurve ist, so hat man
Dieser Ausdruck ist gleich jenem für die Länge der im End­punkte des Bogens gezogenen Tangente bis zu der Senkrechte, die durch den Pol zu dem Radius-Vector gezogen ist.300. Denken wir uns jetzt die Punkte durch drei Polar- coordinaten bestimmt. Den Winkel d mache der Radius-Vector ?’ mit der Axe der z, und den Winkel ∙ψ bilde seine Projection auf die Ebene X Y mit der Axe der x. Eine jede Curve wird bestimmt durch zwei Gleichungen zwischen r, -ψ, 0. Die Gleichungen, welche allgemein x,y,z als Functionen von 
r, 0, Ψ bestimmen, ergeben dx,dy,dz durch r, 0, dr, dO, dxl).^ und siibstituirt man in V dx“^ -j- dy^ dz^, so hat man den Ausdruck des Bogendifferentials in Polarcoordiuaten. Aber man kann dazu auf folgende Weise direct gelangen.Denkt man sich eine Kugelfläche beschrieben aus dem Pol als Centrum mit dem Radius r, so schneidet sie den Ra­dius r dr in einem Punkte, welcher, wenn man ihn mit dem Ende von r durch den Bogen eines grössten Kreises verbindet.
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— 261 —ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreieck bestimmt, worin 
ds die Hypothenuse und dr eine Kathete ist. Um die dritte Seite zu bestimmen, legt man durch die Axe der z zwei Ebenen, welche respective die beiden Radien enthalten, und mit einander den Winkel d∙ψ bilden werden; ferner legt man durch einen Endpunkt dieser dritten Seite eine Ebene parallel mit X Γ: die gesuchte Seite ist die Hypothenuse eines auf der Kugel­fläche verzeichneten rechtwinkligen Dreiecks, dessen Catheten respective r sinOdil) und rdO sind. Man hat also
und um s zu erhalten braucht man nur zwei Variablen durch die dritte nach den Gleichungen der Curve auszudrücken und zwischen den verlangten Grenzen zu integriren.

Cubatur der Umdrehungskörper.301. Betrachten wir jetzt den liörper, welcher erzeugt wird durch die Umdrehung einer ebenen Fläche um eine in ihrer Ebene liegende Axe, welche wir zur Axe der x nehmen. Die Gleichung der Curve, welche diese Fläche begrenzt, ist zwischen zwei Coordinaten .r, y gegeben, welche in der Ebene 
ΥΛ X liegen, worin sich anfänglich diese Curve befindet. Dies vorausgesetzt, nehmen wir uns vor, das zwischen zwei zur Rotationsaxe senkrechten Ebenen, enthaltene Volumen zu be­stimmen, welches erzeugt wird durch den Theil MNM'lN* der Fläche. Hierzu werden wir das Differential dieses Vo­lumens suchen, das man als das unendlich kleine Incrementbetrachten kann, welches das Volumen V aniiimint, wenn die Variable x, deren Function es ist, das Increment dx er­hält. Es sei QR == dx', dV wird als das durch die Fläche 

NX V' /P erzeugte Volumen betrachtet. Wenn man aber durch die Punkte N, N' Pa­rallelen zu √1 A zieht, so wird man NKXK^ durch ein
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— 262 —Rechteck ersetzen, das ein Volumen erzeugt, dessen Verhält­niss zu dem exacten Increment des Volumens die Einheit zur Grenze hat; was man wie für die Flächeninhalte beweist. Aber das Volumen, welches dieses Rechteck erzeugt, hat zum Maasse 
n während y und y^ die Ordinateu -VQ, Qbezeichnen; also hat das, zwischen zwei den Abscissen Xq , x entsprechenden Ebenen, enthaltene Volumen den Ausdruck
Will man das ganze Volumen haben, so muss man zu Grenzen dieses Integrals den kleinsten und den grössten der Werthe von X nehmen, welchen Punkte der gegebenen Fläche ent­sprechen.302. Ellipsoid. — Nehmen wir an, die erzeugende Fläche sei die einer Ellipse, welche um eine ihrer Axen rotirt. Ihre Gleichung ist
und man hat
Soll das Volumen mit dem Scheitel anfangen, so hat man
Das ganze Volumen des Ellipsoids erhält man für x = 2a, dies giebt

4 es wird — πα≡, wenn b = a, d. h. wenn das Ellipsoid eine
3Kugel vom Radius a ist.Es ist zu bemerken, dass das Differential d V, da es keine Wurzeln enthält, nicht imaginär wird ausserhalb der Grenzen 0 und -|- 2a; es ändert nur sein Zeichen, und ist, bis auf das Zeichen, gleich dem Differential des durch die Hyperbel

erzeugten Volumens. Hieraus folgt, dass wenn man in dem Ausdruck von V der zweiten Grenze einen negativen Werth
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— 263 — giebt, mau das Volumen des Hyperboloids, von diesem Werthe von X an bis zu x =. 0, erhält; dass wenn man x einen posi­tiven kleineren Werth als 2 a giebt, man das Volumen des El- lipsoids von x ∑= 0 bis zu dieser zweiten Grenze hat; und dass endlich, wenn man x einen grösseren positiven Werth als 2a giebt, man das ganze Volumen des Ellipsoids erhalten wird, vermindert um das zwischen x = 2 a und der zweiten Grenze enthaltene Volumen des Hyperboloids.Will man also den Werth finden, welchen man x geben muss, damit V gleich einem gegebenen Volumen, oder das Ellipsoid in einem gegebenen Verhältniss getheilt werde, so wird mau drei reelle Werthe finden: den einen negativ, den anderen positiv und kleiner als 2 a, und den dritten positiv und grösser als 2 a. Aber der zweite allein genügt der Bedingung, das Ellipsoid in dem verlangten Verhältniss oder so zu theilen, dass F einen gegebenen Werth habe, wofern dieser kleiner 4ist als — πύ^α.3303. Betrachten wir noch den durch Rotation eines Kreises um eine in seiner Ebene liegende Gerade erzeugten Körper. Die Gleichun5r dieses Kreises sei
oder

Das Differential de.s Volumens ist
oderoder auchAber MM'dx ist das Dif­ferential der Fläche des er­zeugenden Kreises. Also ist das Volumen, welches erzeugtwird durch den Theil des Kreises, der zwischen irgend zwei '' Ordinaten liegt, gleich dieser Fläche multiplicirt mit 2 n ß, d. h. mit der durch den Kreismittelpunkt beschriebenen Peripherie.
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— 264 —Um das ganze Volumen des Körpers zu haben, muss man die Kreisfläche multipliciren mit der durch den Mittel­punkt beschriebenen Peripherie, was giebt.Dasselbe Resultat würde man finden durch Integriren des Differentials dx V 722 — — ^2^ welches wir schon bei derQuadratur der Ellipse und des Kreises fanden.Quadratur der Rotationsflächen.304. Unter dem Inhalt einer krummen Fläche ver­steht man die Grenze des Inhalts eines dieser Fläche einge­schriebenen oder umgeschriebenen Polyeders, dessen unendlich kleine Flächen zu Grenzen ihrer Richtungen die Tangential­ebenen in den verschiedenen Punkten dieser krummen Fläche haben.Hieraus folgt, dass man statt der ebenen Elemente, welche die Oberfläche des Polyeders zusammensetzen, krumme Flächen betrachten kann, deren Tangentialebenen zu Grenzen diejenigen der vorgelegten Fläche haben. Man kann also die, durch Ro­tation eines ebenen Curvenbogens um eine in seiner Ebene liegende Axe, erzeugte Fläche betrachten als die Grenze der Summe der unendlich kleinen Kegelstutzen, welche erzeugt werden durch die Seiten eines dieser Curve eingeschriebenen Polygons. Bezeichnet man durch y und y -|- dy die Ordi- naten der beiden extremen Punkte irgend einer dieser Seiten, deren Länge ds ist, so wird die Fläche des von ihr erzeugten Kegelstutzens gemessen durch
indem man das unendlich Kleine der zweiten Ordnung ver­nachlässigt.Also wird die durch den Bogen, dessen extreme Punkte .⅞ und X sind, erzeugte Fläche ausgedrückt durch

Xo ^0305. Ellipsoid. — Nehmen wir an, die Ellipse
«2^2 ^2^2 — <γ2⅛2rotire um die Axe der x, so wird sie eine Fläche beschreiben, deren Differential ist
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— 265 —
Es sei zunächst und setzen wirdie mit zc = 0 anfangende Fläche hat den Ausdruck
Es ist keine Constante zu addiren, weil die Fläche Null ist für a; = 0. Die halbe Oberfläche des Ellipsoids erhält man, indem man x = a macht, was für die ganze Oberfläche giebt
Wenn e = 0, a = b, so wird das Ellipsoid eine Kugel; da ausserdem gθgθιι die Einheit convergirt, wenn e sichder Null nähert, so hat man 4τrα2 als Oberfläche der Kugel vom Radius a.Es. sei zweitens α ≤ 5, und setzen wir62 — «2 = b'^e"^der Ausdruck der Fläche von x = 0 an ist

Macht man x = a, so ergiebt sich die halbe Oberfläche des Ellipsoids, und die ganze Oberfläche hat daher den Ausdruck
Für e = 0 findet man wieder die Oberfläche der Kugel. In der That, der erste Theil wird 2 π a^; um den zweiten zu er­halten, wird man ¼α2 b'^e'^ in eine Reihe entwickeln, welcheserlaubt ist, weil b^e^ gegen Null convergirend kleiner ist als «2, und man findet wieder 2 π «2; was für die ganze Kugel­fläche 4 π «2 giebt.
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— 266 —306. Lassen wir um die Axe der x den Kreis rotirender obere Theil wird eine Fläche erzeugen, deren Differen­tial ist __________________Das Differential der durch den unteren Theil erzeugten Fläche istDenkt man sich die beiden Differentiale zwischen zwei zur Axe senkrechten Ebenen enthalten, so sind x und ds diesel­ben, und die Summe der beiden Differentiale wird 4τr∕3cZs, wo­von das Integral 4π∕35 C ist.Man erhält die ganze Fläche, wenn man s gleich der hal­ben Peripherie λR und C = 0 nimmt; dies giebt4%2/37? oder 2π222π∕3.Die Oberfläche des ganzen Körpers ist also gleich dem Pro­duct der erzeugenden Peripherie in die von ihrem Mittelpunkt beschriebene Peripherie.Man kann die durch den oberen Theil und die durch den unteren Theil der Kreislinie erzeugte Fläche getrennt berechnen. In der That, die erste ist
Um den ganzen oberen Theil zu haben, muss man für x die Grenzen α — R, a -|- R nehmen und s den Werth πR geben; dies liefertBei der Berechnung des unteren Theils hat man nur das Zeichen des zweiten Gliedes zu ändern, und man findetIhre Summe ist 4 ß R, wie wir schon sahen. Ihre Differenz ist 8π:7?2 oJer Jas Doppelte der Kugelfläche vom Badius R', es ist bemerkenswerth, dass diese Differenz nicht abhängt von der Entfernung des Kreises von der Rotationsaxe.Inhalt von Körpern, welche durch beliebige Flächen begrenzt werden.307. Wenn man einen Körper in unendlich kleine Ele­mente theilt durch senkrechte Ebenen zu einer der rechtwink-
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— 267 —ligem Coordinatenaxen, so kann man diesen Elementen Cylinder subsitituiren, welche zu Basen die durch diese Ebenen ge- maclhten Schnitte haben, und zu Höhen die Abstände dieser Ebenen: denn die Grenze des Verhältnisses dieserCylinder zu den Körperelementen ist die Einheit.Kann man daher als Function von x den Ausdruck der Fläcihe des Schnittes erhalten, welcher in dem Körper durch irgend eine zur Axe der x senkrechte Ebene gemacht wird, so wird das Differential des Volumens F{x)dx sein, indem man durch F(x} die Fläche des Schnittes bezeichnet; und das Volumen des Körpers zwischen zwei zur Axe der x senkrechten Ebenen, welche den Abscissen zcθ, x entsprechen, wird ausge-
Xdrücikt durch J F (x) dx. Das Problem ist also dann zurück- 

xogeführt auf die Integration einer bekannten Function von einer Variable. — Wenn man die Fläche des Schnittes nicht unmit- telbiar ausdrücken kann, so wird man ihren Werth durch eine erste Integration erhalten. Bezeichnen wir durch z und z* die Orüinaten des oberen und des unteren Theils der Oberfläche. Diese sind gegebene Functionen von x und y, welche von ver­schiedener Natur sein können. Die Fläche des Schnittes, wel­cher irgend einem Werthe von x entspricht, wird zum Aus­druck haben J{z — z*') dy, wobei y allein in den Functionen 
z und z^ variirt, während x darin constant bleibt. Die Grenzen dieses Integrals sind die Werthe von y, welche den extremen Punkten des Schnittes entsprechen; diese Punkte werden im Allgemeinen diejenigen sein, worin die Tangente der Curve parallel ist zur Axe der z\ und wenn man die sämmtlichen Schnitte betrachtet, so projiciren sich diese Punkte auf die Ebene X Y nach der Spur de⅛ dem Körper umgeschriebenen Cylinders, dessen Kanten parallel sind zur Axe der z. Diese Werthe von y, welche die Grenzen dieses ersten Integrals bil­den, sind also bekannte Functionen von x, und folglich ist y* (z — z'} dy eine Function von x, von welcher wir annehmen, dass man sie bilden könne, und welche wir durch F{x} dar­stellen werden. Die Aufgabe ist jetzt auf den ersten Fall zurückgeführt, und man braucht nur /’ F(x)dx zwischen den 
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— 268 —zwei gegebenen Grenzen von x zu berechnen. Diese zwei successiven Integrationen werden so ausgedrückt: 
worin und y die beiden Functionen von x bezeichnen, welche die Ordinaten ausdrücken von der Spur auf X F, des um den Körper beschriebenen Cylinders, dessen Kanten parallel sind zur Axe der z.Diese Rechnung erfordert also nur zwei Integrationen von Functionen einer einzigen Variable.Man kann bemerken, dass dieses Verfahren darauf zurück­kommt, die Summe der Ausdrücke von der Form (z — z^^ d:y dx zu berechnen, wenn man x und y alle Werthe giebt, welche in der Projection des Körpers auf X F enthalten sind und um unendlich kleine Intervalle dx, dy sich unterscheiden. Dieser Ausdruck ist das Maass des Parallelepipeds mit der Basis dx dy und der Höhe z — z*', und dieses Volumen kann substituirt wer­den dem zwischen den vier Seitenflächen dieses Parallelepipeds enthaltenen Körperelemente, weil die Grenze ihres Verhältnisses die Einheit ist. Die Summe dieser Elemente zwischen zwei Ebenen vom Abstande dx wird ausgedrückt durch
und die Summe dieser letzten Ausdrüche in Bezug auf alle Werthe von x ist die Summe allerj Elemente {z — z‘^ dx dy des Körpers. "308. Bestimmen wir jetzt die Gleichung der Spur des dem Körper umgeschriebenen und zur Axe der z parallelen Cylinders.Es sei F (a·, y, z} — 0 die Gleichung der Oberfläche des Körpers; die Tangentialebene in dem Punkt (a', yS hat zur Gleichung
In irgend einem Punkte der Berührungscurve des Cylinders und der gegebenen Fläche ist die Tangentialebene parallel zur Axe der z, und folglich = 0; die Gleichungen dieser Curve werden also sein
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— 269 —

Eliminirt man z zwischen diesen Gleichungen, so erhält man ihre Projection auf X Y, welche die verlangte Curve ist. Neh­men wir an, ihre Gleichmjg sei φ (x, y) = 0, so sind die Werthe von y, welche man daraus zieht, die Grenzen des in Bezug auf y genommenen Integrals.Was die Grenzen ⅜, x betrifft, so sind diese zwei will­kürliche Werthe. Wenn man das ganze Körpervolumen haben will, so correspondiren diese Grenzen den extremen Punkten der Cylinderspur und werden erhalten, indem man die Punkte dieser Curve sucht worin die Tangente parallel ist zur Axe der y, oder auch die Punkte der Oberfläche worin die Tan­gentialebene senkrecht ist zur Axe der x; sie werden bestimmt durch die drei Gleichuniren
309. Wollte man das Volumen des Körpers finden, wel­ches in dem Cylinder enthalten ist, der parallele Kanten zurI Axe der z und eine durch ihre Gleichung gegebene Basis auf der Ebene ΧΎ hat, so würden die Grenzen der Integration in Bezug auf y die Functionen von x sein, welche man durch Auflösen dieser Gleichung nach y finden würde.310. Ellipsoid. — Die Gleichung des auf seine JVxen bezogenen Ellipsoides ist
Der Schnitt durch eine zur Axe der x senkrechte Ebene ist eine Ellipse von der Gleichung 

wenn x die Entfernung dieser Ebene vom Anfangspunkt be­zeichnet, welche constant ist für denselben Schnitt und variabel von einem Schnitte zum anderen. Man kann die Fläche des Schnittes durch die Formel berechnen, welche wdr für die Quadratur der Ellipse gaben.Die Halbaxen sind in diesem Falle
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— 270 —also ist die Fläche des Schnittes 
dies ist der Werth des Integrals
Es bleibt daher zu integriren 
welches giebt
Macht man ⅜ = — a, x = a, so hat man das ganze Vo- .4lumen des Ellipsoids, dessen Ausdruck ist — nabe.oMan sieht, dass das Volumen des Ellipsoids zwei Drittel beträgt von dem umgeschriebenen geraden Cylinder, dessen Kanten parallel sind zu irgend einer der Axen.311. Sind die Axen nicht rechtwinklig, so werden sich die Rechnungen nur um constante Factoren unterscheiden. Es sei λ der Winkel der ^-Axe mit der y-Axe, und μ. der Winkel der zr-Axe mit der Ebene YZ. Der Schnitt, welcher gemacht wird durch eine zu YZ parallele Ebene, hat zum Ausdruck 
und das Volumen zwischen dieser und der unendlich nahen Ebene ist
Das gesuchte Volumen wird also ausgedrückt durch

In dem Falle des auf conjugirte Durchmesser 2α', 2ό', 2c' 4bezogenen Ellipsoids findet man — na'b' c' sin"μ sin λ .
ά
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— 271 —4Da dieser Ausdruck gleich -5- nabe sein muss, so folgt 
ό

a*b^d sin μ sin λ = abe, welches zeigt, dass das auf den conjugirten Durchmessern construirte Parallelepiped constant ist. Man sieht noch, dass das Volumen des Ellipsoids zwei Drit­tel von dem umgeschriebenen Cylinder beträgt, dessen Kanten parallel sind zu irgend einem Durchmesser, und dessen Basen parallel sind zu der conjugirten Ebene dieses Durchmessers. Dies beweist, dass alle dem Ellipsoid auf diese Weise um­geschriebenen Cylinder äquivalent sind.312. Wenn die Gleichung der den Körper begrenzenden Oberfläche in Polarcoordinaten r, Θ, ψ gegeben ist, so ist es angemessen, das Differential des Volumens in demselben System auszudrücken. Hierzu denkt man sich, eine Kugel aus dem Pol als Mittelpunkt mit der Einheit als Radius beschrieben; und man theilt ihre Oberfläche durch unendlich nahe grösste Kreise, deren Ebenen durch die Axe ΛΖ gehen, und durch kleine Kreise, deren Ebenen parallel zu XY und einander unendlich nahe sind. Der allgemeine Ausdruck der Vierseite, welche die Kugelfläche zusammensetzen, ist sin Θdθdψ. Nach­her denkt man sich einen Kegel, der seine Spitze im Pol und dieses Vierseit zur Basis hat, und sucht das Volumen des Körpers, welches in diesem unbegrenzten Kegel liegt. Der Theil dieses Volumens zwischen zwei Kugelflächen vom Radius 
r und r dr hat zum MaassIntegrirt man nun diesen Ausdruck in Bezug auf r zwischen den zwei Werthen und r, welche sich auf die zwei Grenz­flächen des Körpers beziehen, so erhält man das in dem Kegel, den man betrachtet hat, enthaltene Volumen. Sein Werth ist 
r und Tq sind bekannte Functionen von.ö und -ψ. Wenn man jetzt in Bezug auf Θ zwischen den zwei Werthen integrirt, welche sich auf die Grenzen des Körpers beziehen, und be­kannte Functionen von ·ψ sind, so erhält man
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— 272 — 'Das Resultat dieser Integration wird eine Function von ∙ψ sein, welche man zwischen den zwei Werthen zu integriren hat, welche sich auf die Ebenen beziehen, zwischen denen der Kör per enthalten ist.Wenn der Pol im Inneren des Körpers liegt, so sind 0 und π die Grenzen von θ', diejenigen von sind 0 und 2τr, und die untere Grenze von r ist Null. Das Volumen wird dann ausgedrückt durch

Quadratur beliebiger krummer Flächen.313. Wenn wir eine beliebige Fläche durch unendlich nahe Ebenen theilen, von welchen die einen senkrecht sind zur Axe der x, die anderen zur Axe der y, so kann man statt eines jeden der die Oberfläche zusammensetzenden Vierseite, dessen Projection auf XY, dxdy sein wird, den Theil der Tan­gentialebene in irgend einem Punkte der Fläche dieses Vier­seits nehmen, welcher dieselbe Projection dxdy hat. Es folgt dies aus dem Sinne, in welchem wir den Inhalt der krummen Oberflächen verstehen.Wir nehmen an, dass diese Tangentialebene in einem Punkte der Oberfläche geführt ist, welcher sich in einer Ecke des Vierecks dxdy projicirt, und wir wählen denjenigen Punkt, dessen x, sowie sein y, am kleinsten ist; so dass, wenn seine Coordinaten x, y sind, diejenigen der gegenüberstehenden Ecke 
x-∖-dx, y-^dy sind. Da nun der Inhalt einer ebenen Fläche gleich ist ihrer orthogonalen Projection, getheilt durch den Cosinus des Winkels ihrer Ebene mit der Projectionsebene, so hat man, wenn s den Inhalt der krummen Fläche bezeichnet, 
ds = dxdy  ̂1 4- -H

dz dz worin oder p, q die partiellen Ableitungen der Func­tion von X und y sind, welche die Ordinate der krummen Oberfläche darstellt.
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— 273 —Um also die Fläche zu erhalten, welche sich auf die Ebene 
XY in dem Innern einer durch die Gleichung φ (zr, ^) = 0 gegebenen Curve projicirt, wird man zuerst den Theil zwischen zwei zur Axe der x senkrechten Ebenen suchen, welche von einander um die unendlich kleine Grösse dx abstehen. Hierzu wird man in Bezug auf y, indem man x als constant betrach­tet, den Ausdruck dxdy^f 1 integriren; die Grenzendieses Integrals sind die durch die Gleichung φ(zr, y) ~ 0 gegebenen Werthe von y. Bezeichnen wir diese beiden Func­tionen von X durch y^, y. Die Fläche zwischen den zwei Ebenen wird also eine Function von x sein, welche ausgedrückt wird durch

FOWenn man jetzt diesen Ausdruck in Bezug auf x integrirt zwischen den zwei auf die Grenzen der Curve φ (x, y) == 0 sich beziehenden Werthen, welche der Gleichung 
genügen werden, so erhält man ein Resultat, welches weder x noch y mehr enthalten und das Maass des verlangten Inhalts sein wird.314. Will man die ganze Oberfläche eines endlichen Körpers haben, so braucht man nur als Gleichung φ(x, y) = Q diejenige der Curve zu nehmen, in deren Innerem sich der Kör­per projicirt, und successive oder zu gleicher Zeit den unteren und den oberen Theil der Fläche zu betrachten. Wie diese Curve bestimmt wird, haben wir bei Messung der Volumina angegeben.315. Anwendung auf die Kugel. — Ihre Gleichung giebt

Dubumel, Diff.- und Iiit.-Eechuuug. 18
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— 274 —In diesem Falle sind die Grenzen von n daher
Es bleibt also zu integriren πRdx zwischen a; = — li, 
X — R, welches 2 π R‘^ zum Ausdruck der oberen Fläche giebt; dasselbe Resultat würde man für die untere Fläche finden, und die ganze Oberfläche ist gleich 4πT22.
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Regeln über die Convergenz der Reihen.

Unter Reihe versteht man eine Folge von positiven oder negativen Gliedern, deren Anzahl unendlich ist.Man nennt eine Reihe convergent, wenn die algebraische Summe ihrer n ersten Glieder gegen eine bestimmte Grenze convergirt, indem n unbegrenzt wächst. Im anderen Falle heisst sie divergent.Die Entwicklung in Reihen kann sehr nützlich sein für die angenäherte Bestimmung sowohl der constanten als vari­ablen Grössen. Aber offenbar kann man in den numerischen und algebraischen Rechnungen eine beliebige Grösse nur dann durch eine Reihe ersetzen, wenn letztere zur Grenze diese Grösse selbst hat. Es ist daher nothwendig, Kennzeichen zu haben, nach welchen man beurtheilen kann, ob eine gegebene Reihe convergent ist oder nicht. Wir werden die einfachsten hierüber bekannten Regeln auseinandersetzen, von denen einige aus dem Cours d'Analyse von Cauchy entnommen sind.Wir bemerken zunächst, dass die Summe der Glieder einer Reihe nicht gegen eine bestimmte Grenze convergiren kann, wenn die Grösse der Glieder nicht gegen Null conver­girt. Dies ist vollkommen evident, wenn alle Glieder einerlei Zeichen haben, weil dann ihre Summe mit ihrer Anzahl unbe­grenzt wachsen würde. Aber auch bei verschiedenen Zeichen könnten die successiven Summen nicht einer bestimmten Grösse nahe kommen bis auf eine Differenz, die kleiner wäre als jede gegebene Grösse, weil zwei consecutive Summen unter einander 18*
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— 276 — immer eine endliche Differenz hätten, die das Glied wäre, mit welchem die letzte abbricht.Es ist also unerlässlich, damit eine Reihe convergent sei, dass ihre Glieder zur Grenze die Null haben; aber dies ist nicht hinreichend, wie wir Gelegenheit haben werden wahrzu­nehmen. Man muss sich immer versichern, dass indem man vom Anfangsgliede ab eine Anzahl von Gliedern nimmt, die gross genug ist, die Summe der folgenden, welche Anzahl man auch davon nehmen mag, unter einer Grösse bleibt, welche so klein vorausgesetzt werden kann, als man will.Es ist ferner nützlich zu bemerken, dass wenn eine Reihe mit lauter positiven Gliedern convergent ist, sie es noch sein wird, wenn man alle ihre Glieder mit irgend einer und dersel­ben Zahl oder auch mit verschiedenen positiven oder negativen, nur endlichen Zahlen multiplicirt. In der That, weil di<e Summe der Glieder der ersten Reihe, welche über ein gewisses Glied hinaus liegen, kleiner vorausgesetzt werden kann als jede gegebene Grösse, so Λvird dasselbe in der zweiten Reihe statt­finden ; denn die Summe ihrer Glieder von diesem Gliede an, selbst wenn man sie alle mit demselben Zeichen nimmt, ist kleiner als die Summe der correspondirenden Glieder der ersten, multiplicirt mit dem grössten der eingeführten Eactoren, welcher endlich vorausgesetzt ist.316. Die Reihe
bietet ein Beispiel einer unendlichen Folge von unbegrenzt ab­nehmenden Gliedern dar, deren Summe keine Grenze hat.In der That, bilden wir die Summe der auf — folgenden n Glieder, oder 
sie ist offenbar grösser als
Bei welchem Gliede man also auch in der fraglichen Reihe stehen bleibt, so kann man immer eine Anzahl von darauf fol­genden Gliedern nehmen, die gross genug ist um eine grössere 
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— 277 —Summe zu geben als ; und folglich convergirt die Summe der Glieder dieser Reihe gegen keine Grenze, sondern λvachst · unbegrenzt.
Reihen, deren Glieder sämmtlich positiv sind.317. Erster Lehrsatz. — Eine Reihe ist convergent, wenn das Verhältniss eines Gliedes zum vorhergehen­den gegen eine kleinere Grenze als die Einheit con­vergirt, je grösser sein Stellenzeiger wird. Sie ist divergent, wenn diese Grenze grösser ist als die Einheit.Die Reihe sei

und nehmen wir an, dass eine Grenze k habe, kleinerals die Einheit. Es sei α irgend eine bestimmte Zahl zwischen 1 und k\ wird zuletzt beständig unter α liegen, wenn ueinen gewissen Werth übertroffen hat. Indem man die Reihe von irgend einem Gliede an betrachtet, das über diesen Werth hinaus liegt, hat man diese unendliche Folge von Ungleich­heiten: 
woraus folgtAlle Glieder, von «„ψι an, liegen also unter denjenigen der Reihe welche eine abnehmende geometrische ist und folglich eine Grenze hat. Also hat auch die vorgelegte Reihe eine Grenze, weil die Summe ihrer sämmtlich positiven Glieder beständig wächst und doch unter einer gewissen endlichen Grösse bleibt.Es ist sogar leicht den Fehler zu schätzen, den man be­geht, indem man bei irgend einem Gliede stehen bleibt. In der That, man hat
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daher
Der durch Abbrechen mit dem Gliede w„_i begangene Fehler ist also kleiner als · Aber u„ ist eine bekannte Grösse,welche so klein sein kann als man will, weil die Glieder der Reihe, da sie unter denen einer abnehmenden geometrischen Progression liegen, kleiner werden können als jede gegebene Grösse; was a anbetrifFt, so wird es im Allgemeinen ziemlich leicht sein, einen hinreichend angenäherten Werth dafür zu erhalten.Es ist evident, dass unser Raisonnement nicht voraussetzt, ZZ -Ljdass wirklich eine Grenze habe, sondern nur dass es zu-letzt immer unter einer bestimmten Zahl liege, die kleiner ist als die Einheit. Wir haben uns so ausgedrückt, weil nur in sehr ausnahmsweisen Fällen diese Function von n einen unbe­stimmten Werth hat, wenn n unbegrenzt wächst. Diese Be­merkung ist auf alles Folgende anwendbar.318. Wenn man dagegen hätte k 1, so wäre zuletzt

a, während a zwischen 1 und k liegt und folglich grösser ist als die Einheit. Man würde jetzt haben
Die Glieder der vorgelegten Reihe würden also unbegrenzt wachsen, und noch weniger würde die Reihe eine Grenze haben. Sie würde also divergent sein.Hätte man k = 1, so könnte man Nichts behaupten. In diesem Falle kann eine Reihe convergent oder divergent sein. 319. Doch ist zu bemerken, dass wenn das Ver- hältniss zuletzt immer über seiner Grenze 1 liegt, dieReihe divergent ist; denn dann werden die Glieder zule-zt immer wachsen, und da sie alle positiv sind, so kann ilre Summe grösser werden als jede gegebene Grösse, weil des
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— 279 — selbst der Fall sein würde, wenn sie einen constanten Werth behielten, wie klein er auch wäre.320. Ist die Reihe geordnet nach den Potenzen einer Variable x, und hat man allgemein == so wird dasVerhältniss zu x ; und indem man durch ⅛ die Grenze des Verhältnisses bezeichnet, so wird die Bedingung der
√lnConvergenz sein woraus man zieht

Die Reihe ist also convergent wenn x kleiner als , und diver­gent wenn x grösser als . Es kann Ungewissheit 'statt­finden wenn x gleich .Analoge Bemerkungen können bei den folgenden Regeln gemacht werden.Bei Anw'endung der vorhergehenden Regel auf die Reihe
- findet man 

und folglich
also ist die Reihe convergent, ihre Grenze ist gebrochen und liegt zwischen 2 und 3; denn die Folge der Glieder 4-Hg⅛H-∙∙∙ liegt unter denen, der mit den beiden ersten anfangenden geo­metrischen Progression, und die Grenze dieser letzten ist klei­ner als die Einheit. Um eine Grenze für den Fehler zu er­halten, den man begeht, indem man mit dem Gliede ------
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— 280 —abbricht, wird man bemerken, dass, weil das Verhältniss u„ immer abnimmt, die folgenden Glieder unter denen der geo­metrischen Progression liegen, deren beide ersten Glieder die unmittelbar auf ------- folgenden, d. h.1 . 2 . . . n ®
sind. Also liegt die Summe der vernachlässigten Glieder der . vorgelegten Reihe unter der Grenze der Summe dieser Pro­gression, welche ist
Dies ist also eine Grenze des Fehlers, den man begeht, indemman mitMan könnte um so mehr als Grenze den einfacheren Aus­druck nehmen
dessen Werth grösser als der erste ist.Diese Reihe ist von grossem Nutzen in der Analysis, und man bezeichnet ihre Grenze gewöhnlich durch den Buch­staben e.Man kann leicht beweisen, dass ihr Werth incommensura- bel ist.In der That, nehmen wir an, -er sei commensurabel; da er nicht ganz ist, so wird er durch einen irreducibeln Bruch» wo q ↑> 1, dargestellt werden; man würde also die Gleichheit haben
Durch Multipliciren mit 1 . 2 . 3 ... q würde man erhalten
Nun ist die Grenze der Summe der gebrochenen Glieder auf 
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— 281 —der zweiten Seite kleiner als die Einheit, weil diese Glieder unter denen der geometrischen Progression 
liegen, deren Grenze — und folglich kleiner als die Einheit ist. Also würde die Grenze des zweiten Gliedes der letzten Gleichung nicht gleich dem ersten sein; was absurd ist. Hier­aus geht hervor, dass die Grenze der vorgelegten Reihe keiner commensurabeln Zahl gleich gesetzt werden konnte. Diese Grenze ist also incommensurabel, wie wir es beweisen wollten.321. Die durch e bezeichnete Grösse kann betrachtet werden als die Grenze eines anderen bemerkenswerthen Aus­drucks, den wir angeben wollen.Es bezeichne m eine ganze positive, unbegrenzt wachsende Zahl, und betrachten wir den Ausdruck 
welcher sich unter der unbestimmten Form 1“ darbietet, wenn man darin m unendlich macht.' Um die Grenze zu bestimmen, welcher er sich nähert wenn m unbegrenzt wächst, entwickeln wir ihn nach der binomischen Formel; wir erhalten
Alle Glieder auf der zweiten Seite sind positiv, und ihre Λn-^ zahl ist endlich und gleich m 1. Man kann diese Gleichung auf die Form bringen

Man sieht zunächst dass ein beliebiges Glied, von einem be­stimmten und unveränderlichen Stellenzeiger, zu gleicher Zeit mit
(1)
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— 282 —τη wächst; und da die totale Anzahl der Glieder auch wächst,/ 1 \”* so wächst ihre Summe beständig. Woraus folgt, dass ( 1-(--1 zu gleicher Zeit mit τη wächst.Man sieht ferner dass, da die Zähler der Glieder rechts kleiner sind als die Einheit, diese Glieder unter den entspre­chenden der Reihe liegen:(2) . / 1X”*deren Grenze e ist. Woraus man schon schliesst, dass i 1-(--1 immer kleiner als e ist; aber λvir wollen beweisen, dass es sich e unbegrenzt nähert.In der That, das Glied welches n Glieder vor sich hat in der Entwicklung (1), convergirt unbegrenzt gegen ∣—------- »je mehr m wächst. Also kann die Summe der n -(- 1 ersten Glieder dieser Entwicklung sich so wenig als man will von der Summe der entsprechenden der Reihe (2) unterscheiden, wie gross auch die bestimmte Zahl n sei. Aber die Differenz zwischen und e kann kleiner werden als jede gegebene Grösse; als'o findet dasselbe statt für die Differenz zwischen e, und der Summe der n -(- 1 ersten Glieder der Entwicklung (1), und a fortiori für die Differenz zwischen e und der ganzen Entwicklung (1) oder (1 -(- . Also convergirt ( f^⅛~~ )gegen die Grenze e, wenn m unbegrenzt wächst, indem es ganz bleibt.Betrachten wir jetzt positive, nicht ganze Werthe für m. Setzen wir m =. τι -(- ε, wo ε eine positive kleinere Grösse als die Einheit. Der Ausdruck ^1-)---- j wird 5aber man wird ihn grösser machen, Λvenn man den Nenner • Ti -(- £ vermindert und den Exponenten w -(- £ vermehrt, und kleiner durch Vermehren des Nenners und Vermindern des Exponenten. Der vorgelegte Ausdruck liegt also zwischen den zwei folgenden:
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_ 283 —welche inan respective so schreiben kann:

Es ist aber evident, dass beide gegen die Grenze e convergi- ren, weil n ganz ist, und weil ausserdem der Factor 1 -j-und der Divisor 1 -j- — mit wachsendem n gegen die Ein-/ 1 λ”*heit convergiren. Also convergirt die Zwischengrösse i l-j-~y gegen e, auf welche Weise die positive, unbegrenzt wachsende, durch m bezeichnete Grösse variire.Setzt man — = a, so wird man das nämliche Kesultat mso aussprechen:
2_Der Ausdruck (1-j-α)** convergirt gegen die Grenze e wenn « eine positive, nach irgend einem Gesetz gegen Null convergirende Grösse ist.Es bleibt der Fall eines negativen und gegen Null con­vergi r enden — oder a zu betrachten. In diesem Falle wird mman 1 α = — setzen; ß wird eine positive gegen Null convergirende Grösse sein. Aus dieser Relation zieht man 

und folglich
Da nun ß positiv ist, so convergirt (1 -|- ß)^ gθgθn e,, wenn 
ß gegen Null; ferner convergirt 1 -f- gθgθ∩ die Einheit; also 

1convergirt (1 «)". noch gegen e, wenn ΰ. negativ ist.
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— 284 —Auf welche Weise also die Grösse a gegen Null1 convergiren mag, so convergirt der Ausdruck (l-∣-α)** gegen die Grenze e. 1 4“ entwickelt ( 1 ^⅛^so würde man zur Grenze, statt der Keihe (2), die folgende gefunden haben: , 
welche convergent ist für jedes x, der vorigen Regel zufolge. Aber

ZTindem man — = a. setzt; a convergirt gegen Null, was
(

ZTzur Grenze was auch x sei, und folglich hat man die Identität:
Diese wichtige Entwicklung führt unmittelbar zu der von α^, während a irgend eine Zahl ist. In der That, a = daher 
a* = , und folglich

323. Betrachten wir noch die Reihe 
sie ist convergent wenn man hat
Sie ist divergent wenn x 1, und die Glieder. werden dann unbegrenzt wachsen. Wenn x = 1, so wird die Grenze vonüie Einheit, und wir haben bemerkt, dass man in diesem
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— 285 —Falle im Allgemeinen Nichts über die Convergenz und Diver­genz einer Reihe behaupten kann. Aber hier findet keine Ungewissheit statt; denn die Reihe wird 
und wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die Summe der Glieder dieser Reihe unendlich ist.324. Zweiter Lehrsatz. — Eine Reihe mit dem allge- meinen Gliede ist convergent wenn ” gegen eine kleinere Grenze k als die Einheit convergirt, während 
n unbegrenzt Avächst. Sie ist divergent, wenn die Grenze k grösser als die Einheit ist.Setzen wir zunächst k ≤ 1 voraus, und es sei α irgend eine zwischen k und 1 liegende Zahl; nach der Voraussetzung wird u ” zuletzt beständig kleiner sein als a, von einem ge- n *wissen Werthe für n an ins Unendliche. Man hat dann die folgenden Ungleichheiten 
daherAlso liegen, von einem angemessenen Werthe für n ab, alle Glieder der Reihe unter denen der abnehmenden geometrischen Progression also hat die vorgelegte Reihe eine Grenze, und man erhält eine Grenze des durch Abbrechen mit w„_i begangenen Feh­lers, indem man die Grenze dieser geometrischen Progression nimmt, welcheSetzen wir jetzt k 1 voraus, und es sei noch α irgend eine Zahl zwischen k und 1; zuletzt wird man beständig haben 1w” a, über einem gewissen W⅞rthe von n, und dann hat man die Ungleichheiten

www.rcin.org.pl



— 286 —woraus folgt, dass von w„ an die Glieder der Reihe über denen der wachsenden Progression liegen
Sie wachsen also selbst unbegrenzt, und die vorgelegte Reihe ist divergent.Hätte man endlich k= 1, so könnte man im Allgemeinen nicht sagen, ob die Reihe convergent oder divergent ist.325. Dritter Lehrsatz. — Wenn die Glieder einer Reihe (1) vom ersten an beständig abnehmen, so ist diese Reihe convergent oder divergent zu gleicher Zeit mit der folgenden:(2) Wo -j- 2 Wi 4 Wß -j- 8 Wγ -j- 16 Wχ5 -|- ....In der That, setzen wir zunächst die erste Reihe convergent voraus. Da ihre Glieder beständig abnehmen, so hat man die folgenden Relationen:

Indem man diese Gleichheiten und unendlich vielen Ungleich­heiten addirt, sieht man dass die Summe der ersten Glieder, welche die Glieder der Reihe (2) sind, unter der Summe der bis zu demselben Index fortgesetzten Glieder der folgenden Reihe liegt:
Aber diese Reihe ist keine andere als die Reihe (1), deren Glieder man, ausgenommen das erste, verdoppelt hat. Sie hat also eine Grenze, und folglich hat die Reihe (2) a fortiori eine solche. Also zuerst folgt aus der Convergenz der ersten Reihe die der zweiten. Setzen wir nun zweitens voraus, die Reihe (1) sei divergent, indem ihre Glieder immer abnehmen; offenbar hat man die folgenden Relationen:
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Indem man die ersten Glieder addirt, sowie die zweiten, er­kennt man dass die Summe der Glieder der Reihe (2) grösser ist als die Summe derer der Reihe (1) bis zu dem doppelten Index; und da diese letzte nach der Voraussetzung unbegrenzt wächst, so ist es ebenso mit der anderen. Also folgt aus der Divergenz der Reihe (1) auch die der Reihe (2). Also sind endlich die beiden vorgelegten Reihen immer zu gleicher Zeit convergent oder divergent.326. Nehmen wir z. B. für die Reihe (1) folgende: (3) die Reihe (2) wird
Aber diese letzte ist eine geometrische Progression mit dem Verhältniss Sie ist abnehmend wenn und wach­send wenn μ ≤ 1 oder μ = 1. Also ist auch die Reihe (3) convergent wenn μ >> 1, und divergent wenn μ ≤ 1 oder μ = 1.Die Folgerung für μ = 1 zeigt dass die Reihe 
unendlich ist, was wir schon erkannt hatten.327. Vierter Lehrsatz. — Die Reihe
ist convergent wenn, während n unbegrenzt wächst.
r—- eine grössere Grenze als die Einheit hat. Sie ist Lndivergent, wenn diese Grenze kleiner als die Ein­heit ist.In der That, es sei h diese Grenze, und setzen wir zu­nächst h > 1 voraus. Man hat also, von einem gewissen Werthe für n an bis ins Unendliche, wenn α eine Zahl zwischen 1 und li bezeichnet,
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Die Glieder der vorgelegten Reihe, von zz„ an, liegen daher unter denen der folgenden:
Aber diese ist convergent nach der vorigen Nr,, weil a > 1; also ist auch die vorgelegte convergent.Setzen wir zweitens voraus Λ ≤ 1, und es sei « eine Zahl zwischen 1 und h. Man wird zuletzt, über einem gewissen Werthe von n, haben ,
Die Glieder der vorgelegten Reihe liegen also dann über denen der folgenden: *
Aber'diese letzte ist divergent, weil α ≤ 1; also ist es auch die vorgelegte; was zu beweisen war.328. Wenn die Grenze h die Einheit ist, so kann man im Allgemeinen Nichts über die Convergenz oder Divergenz der Reihe

I -zzbehaupten. Jedoch, wenn das Verhältniss immer’ unter sei­ner Grense 1 liegt, so lässt sich leicht beweisen, dass die Reihe divergent ist. Z j-In der That, die Ungleichheit <ζ 1 giebt 
also liegen die Glieder der vorgelegten Reihe über denen der folgenden:
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— 289 —deren Divergenz wir bewiesen haben. Also ist auch die vorge­legte Reihe divergent.
Wenn dagegen das Verhältniss immer über seinerGrenze 1 läge, so würde man zwar beweisen, dass die Glieder der vorgelegten Reihe unter denen der folgenden liegen:

da aber diese divergent ist, so kann man daraus die Conver- genz der vorgelegten nicht folgern.
Andere Regel für die Convergenz der Reihen.329. Bemerken wir zunächst dass wenn man eine conver­gente Reihe hat⅝ H“ ^1 “h · · · “h „4_1 -j- . . . ,und wenn eine andere Reihe

⅞ + . ÷ + Vn+i + · · ·SO ist, dass von einem gewissen Gliede an bis ins Unendliche man hat
dass dann diese zweite Reihe convergent sein wird; denn, wenn man die erste mit — multiplicirt, während n einen solchen be- stimmten Werth hat, dass die vorausgesetzte Bedingung er­füllt ist, so wird die so erhaltene Reihe noch convergent sein. Aber alle Glieder der zweiten, von an, liegen unter den entsprechenden dieser letzteren; also ist die zweite Reihe selbst convergent.Dies vorausgesetzt, betrachten wir eine solche Reihedass man habe
während das Verhältniss ” - immer kleiner als die Einheit

Duhamel, Diff.- und Int.-Reehiiuiig. 19
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— 290 —ist, von einem gewissen Werthe von n an bis ins Unendliche. Man kann dieses Verhältniss unter der Form darstellen
wo α positiv ist und gegen Null convergirt. Wir wollen nun beweisen, dass wenn
die Reihe convergent ist; und dass sie diveigent sein wird wenn1. Es seiBezeichnen wir durch m irgend eine bestimmte Grösse zwi­schen 1 und k, die folglich grösser als die Einheit ist. Es lässt sich leicht sehen dass man, von einem gewissen Werthe von n an, bis ins Unendliche haben wird

In der That, 
und damit die vorstehende Ungleichung stattfinde, braucht man nur zu haben 
oder
Aber das zweite Glied convergirt gegen m und das erste ge­gen k, wenn n wächst: also wird, von einem bestimmten Werthe für n an bis ins Unendliche, diese Ungleichung statt­finden, weil die Grenze ihres ersten Gliedes grösser ist als die des zweiten; also wird man, von diesem Werthe für n an bis ins Unendliche, haben 
und folglich
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oder
Aber wenn man die Reihe betrachtet
so ist das V erhältniss des allgemeinen Glieds zum vorher­gehenden
(1)

und folglich grösser als in der vorgelegten Reihe. Ferner ist die Reihe (1) convergent, weil m 1: also ist auch die vor­gelegte Reihe convergent; was wir beweisen wollten.2. Es sei jetztNehmen wir irgend eine Grösse m zwischen 1 und k, die folg­lich kleiner als die Einheit ist; ich behaupte, dass man zuletzt beständig haben wird
oder
oder auch
In der That, wenn n unbegrenzt wächst, so convergirt das erste Glied gegen k, und das zweite gegen m, welches grösser als k ist. Also werden, von einem gewissen Werthe für n an bis ins Unendliche, die vorstehenden Ungleichungen immer stattfinden; woraus folgt

19*
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— 292 —und folglich liegt zuletzt - beständig über dein Verlältniss
Mnder entsprechenden Glieder der Reihe, deren allgemeines Glied — ist. Da aber m kleiner als die Einheit, so ist diese letztere Reihe divergent; also ist es die vorgelegte auch.In der That ist also, wie behauptet, die vorgelegte Reihe convergent, wenn man hat Um na }> 1; und divergent, wenn man hat Um na ≤ 1.330. Im Allgemeinen kann man Nichts über die Natur der Reihe sagen, wenn man hat

Um na = 1.Jedoch, wenn na immer kleiner ist als die Grenze 1, so kann man die Divergenz der Reihe behaupten; denn alsdann hat man
und das Verhältniss liegt über dem, auf die divergenteReihe
sich beziehenden Verhältniss —‰=; woraus folgt dass die 

n 1vorgelegte Reihe divergent ist.Der einzige zweifelhaft bleibende Fall ist also derjenige, wo man hat
Um na — 1,während na nicht beständig kleiner als 1.331. Wenden wir diese Regel an auf die Reihe

Man hat in diesem Falle 
und
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daher 
und folglich
woraus hervorgeht dass die vorgelegte Reihe convergent ist. Betrachten wir jetzt diese andere Reihe
für welche man auch hat Um !ilti = 1. Das Verhältnisshat zum Werthe
Man hat also 
und 
woraus hervorgeht dass die Reihe divergent, und ihre Summe unendlich ist.
Andere, aus der Betrachtung der bestimmte.n Integrale abgeleitete Regel.332. Wir wollen noch eine Regel mittheilen, welche aus der Betrachtung der bestimmten Integrale abgeleitet worden ist.Es sei die Reihe alle ihre Glieder, von einem gewissen Werthe von n an bis ins Unendliche, sollen positiv sein und mit wachsendem n gegen die Grenze Null hin beständig abnehmen. Sie ist con-
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— 294 — vergent oder divergent je nach dem die Summe der Glieder, von diesem Werthe von n an, gegen eine endliche Grenze convergirt oder nicht.Setzen wir voraus dass der Ausdruck des allgemeinen Gliedes eine Function endlicher Form von n sei, und bezeich­nen wir durch eine Function der Variable x, welche er­haltenwird, indem man n in mit x vertauscht. Diese Function 
Uχ würde alle Glieder der vorgelegten Reihe wieder hervor­bringen, indem man für x alle ganzen und positiven Werthe setzte. Da ihr Werth beständig abnimmt, wenn man zr, von einem gewissen ganzen Werthe an, immer um eine Einheit wachsen lässt, so wird es im Allgemeinen sich ereignen, dass die Function Uχ beständig abnimrnt, wenn x auf eine stetige Weise von einem gewissen Werthe an bis ins Unendliche w’ächst.Indem man annimmt, dass es sich so verhalte von dem ganzen Werthe m an, hat man 

und 
woraus hervorgeht, indem man respective diese beiden Reihen von Ungleichungen addirt, 
und

∞Wenn nun dieses Integral J Uχdx endlich ist, so folgt dass mdie Reihe von an es auch sein wird; und wenn es un­endlich gross ist, so wird auch die mit anfangende Reihe es sein. Hieraus geht hervor dass die vorgelegte Reihe convergent oder divergent sein wird, je nachdem das Integral
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^endlich oder unendlich ist.333. Wenden wir diese Regel an auf die schon unter­suchte Reihe
Die Function ist in diesem Falle —, und nimmt beständig ab wenn x wächst, während a positiv vorausgesetzt wird.Aber und folglich istendlich wenn α ≤ 1, und endlich wenn α >> 1. Wenn α = 1, so hat man
welche Grösse zu gleicher Zeit mit x unendlich wird.Also ist die vorgelegte Reihe convergent wenn a >* 1; und divergent wenn α ≤ 1, oder a = 1.

334. Wenden wir dieselbe Regel an auf die Reihe
Man hat jetzt Uχ = welcher Ausdruck beständig ab­nimmt, von dem Werthe von x an, für welchen log x = 1. Aber
A-lso ist J Uχdx unendlich, und die in Rede stehende Reihe diver- 
gent; welches zeigt dass das Product ]Λ4 . · · · - ·unendlich gross ist. Unsere vorige Regel würde zu demselben Resultate führen, weil man hätte
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— 296 -welches giebt Um na = 1. Weil aber offenbar na 1, so ist die Reihe divergent, nach einer vorher gemachten Bemerkung.Die eine und die andere Kegel würden sehen lassen, dass die Reihe mit dem allgemeinen Gliede convergent ist.
Reihen, deren Glieder nicht alle einerlei Zeichen haben.335. Wenn eine Reihe nicht lauter Glieder von demsel­ben Zeichen hat, so ist evident dass sie convergent sein wird, wenn sie es ist sobald man allen Gliedern dasselbe Zeichen giebt, z. B. sie alle positiv nimmt. In der That, die Summe der Glieder welche auf' irgend eines in der vorgelegten Reihe folgen, ist kleiner als die Summe der correspondirendeu in der zweiten Reihe, welche Anzahl von Gliedern man auch be­trachte, weil alle diese Glieder in der zweiten Reihe sich ad- diren, während sie in der ersten sich addireu und subtrahiren. Da nun von einem gewissen Gliede der zweiten Reihe an, die Summe der folgenden eine Grenze hat, welche kleiner werden kann als Jede gegebene Grösse, so findet dasselbe 

a fortiori in der ersten statt; und folglich ist sie convergent.Man kann daher zunächst auf diese neuen Reihen die Re­geln an wenden, welche für diejenigen gegeben wurden, deren sämmtliche Glieder einerlei Zeichen haben, sowohl um die Convergenz zu erkennen als um eine Grenze für den Fehler zu berechnen, der durch Abbrechen mit irgend einem Gliede begangen wird. Aber diese Regeln überheben uns nicht des Aufsuchens neuer, welche speciell anwendbar sind auf die Reihen, deren Glieder nicht sämmtlich einerlei Zeichen haben: denn eine solche Reihe kann convergent sein, aber divergent werden, wenn man allen ihren Gliedern das nämliche Zeichen giebt. Wir beschränken uns auf die aus dem folgenden Lehr­satz hervorgehende Regel:Lehrsatz. — Wenn in einer Reihe alle Glieder zu­letzt beständig abnehmen, und abwechselnd positiv und negativ sind, so ist diese Reihe immer conver­gent; und der durch Abbrechen mit irgend einem 
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— 297 —Gliede begangene Fehler ist kleiner als das folgende Glied.Es sei die ReiheBezeichnen wir allgemein durch die Summe der Glieder vom ersten an bis zu inclusive.Wir bemerken zunächst, dass die Summe von Gliedern, deren letztes positiv ist, nur vermindert werden kann durch die Addition irgend einer Anzahl der folgenden Glieder, in der That, um von der Summe überzugehen zu «„.j-i, muss man abziehen; also hat man ≤ s„. Um die nächsteSumme zu bilden, muss man Un + 2 addiren, welcheskleiner ist als das von abgezogene Glied also hatman auch cS„_|_2 ≤ 5„. Da das nämliche Raisonnement sich unendlich oft wiederholt, so sieht man dass die Summe s„ grösser ist als alle Summen mit höherem Index.Man sieht dagegen, dass wenn man mit einem negativen Gliede einhält, die Summe immer kleiner sein wird als alle diejenigen mit höherem Index.Also folgen die Summen, deren letztes Glied positiv ist, immer abnehmend aufeinander; und diejenigen, deren letztes Glied negativ ist, folgen beständig zunehmend aufeinander, indem sie immer unter den ersten bleiben. Diese zwei Folgen von Summen nähern sich also einander immer mehr, je weiter man in der Reihe fortschreitet, und ihre Differenz convergirt gegen Null, weil sie nichts Anderes ist als das letzte Glied der letzten Summe, das nach der Voraussetzung gegen Null conver­girt, indem sein Index unbegrenzt wächst.Daher convergirt die Summe der Glieder gegen eine bestimmte Grenze, und der positive oder nega­tive Fehler ist immer kleiner als das Glied, welches auf dasjenige folgt, mit welchem man abbricht.Es sei z. B. die Reihe
Das Verhältniss eines Gliedes zum vorhergehenden wird allge- mein ausgedrückt durch —:—φ zc , und seine Grenze ist zr. Also ° ' n -f- 1zunächst wird die Reihe convergent sein, wenn man dem Ab-
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— 298 —solutwerth nach hat x ≤ 1; divergent wenn x 1. Wenn zr = 1, so ist die Reihe convergent nach der letzten Regel, weil die Glieder abwechselnd positiv und negativ sind, und unbegrenzt abnehmen. Aber wenn man x = — 1 nähme, so würde die Reihe eine unendliche Summe haben.Convergirt die Reihe, so ist der Fehler den man begeht, d. h. die Grösse welche man weglässt, indem man mit — ab- n^TO-∣-1bricht, kleiner als —:—7 und von demselben Zeichen wie dieses n 1Glied.
Von den imaginären Reihen.336. Wenn die Glieder einer Reihe von der Form 

u -)- V V— 1 sind, so nennt man diese Reihe eonvergent, wenn die Summe der reellen Glieder eine Grenze s hat, und wenn ebenso die Summe der Coefficienten von ¼ — 1 gegen eine Grenze t convergirt: man sagt dann dass die Grenze der vorgelegten Reihe s -j- t ¼ — 1 sei.Man ist so auf die Bedingungen der Convergenz von zwei reellen Reihen zurückgeführt. Aber oft genügt es nur eine einzige solche Reihe zu betrachten, diejenige nämlich welche von dep Modeln der Glieder der vorgelegten Reihe gebildet wird.In der That, man kann immer setzenrmd die vorgelegte Reihe nimmt die Form an
Wenn nun die Reihe(1'
(2)eonvergent ist, indem man alle Glieder positiv nimmt, so folgt hieraus a fortiori die Convergenz der beiden folgenden Reihen:(3)denn von irgend einem Gliede an ist die Summe der folgenden
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— 299 —bis ins Unendliche offenbar kleiner als in der ersten. Man kann daher den folgenden Satz aussprechen:Eine imaginäre Reihe ist convergent, wenn die Reihe der Absolutwerthe der Model aller ihrer Glie­der convergent ist.Wenn die Reihe (2) nicht convergent ist, so ist es mög­lich, dass ihre Glieder gegen Null convergiren oder nicht. Convergiren sie nicht gegen Null, so können die Reihen (3) nicht beide convergent sein; denn, welchen Werth man auch für den Winkel 0 voraussetzen mag, so ist es unmöglich dass ρ cos Θ und ρ sin θ beide gegen Null convergiren, wenn ρ dies nicht thut. Die Glieder der beiden Reihen (3) können also nicht gegen Null convergiren, welches doch eine der unerläss­lichen Bedingungen der Convergenz ist. Also ist die Reihe (1) in diesem Falle divergent.Wenn aber die Reihe (2) divergent ist, während ihre Glieder urbegrenzt abnehmen, so ist es nicht unmöglich, dass beide Reihen (3) convergent sind, wenn ihre Glieder nicht alle einerlei Zeichen haben; man kann also dann im Allgemeinen Nichts über die Convergenz der vorgelegten Reihe behaupten.
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Ueber die imaginären Ausdrücke. Wie man 
dieselben in die Gegebnen der Rechnung 

einführt.

337. Die Auflösung der Gleichungen des zweiten Grades führt manchmal darauf, Quadratwurzeln aus negativen Zahlen auszuziehen. Diese Arten von Ausdrücken stellen weder po­sitive noch negative Zahlen dar; man bezeichnet sie mit dem Namen der Imaginären. Wir wollen hier nicht untersuchen, welchen Umständen diese Formen in den vorgelegten Auf­gaben entsprechen; wir beschränken uns auf die Bemerkung, dass, indem man diese Ausdrücke der Unbekannte substituirt, die Gleichung welche man aufzulösen hatte identisch wird, wofern man die Quadratwurzeln aus den negativen Zahlen nach den gemeinen Regeln der Algebra behandelt, und ihr Quadrat als durch die Unterdrückung der Wurzel entstehend, be­trachtet.Hat man z. B. die Gleichung so zieht man aus ihr die beiden imaginären Werthe 
und man kann sich überzeugen, dass die Substitution dieses Werthes in der Gleichung sie auf 0 = 0 reducirt.Dasselbe würde stattfinden, wenn man statt ]/^— Z>2 setzte ά — 1, und dies thut man gewöhnlich, damit die einzige zu betrachtende Imaginäre immer ½— 1 sei. Die Werthe von z» finden sich so auf die Form gebracht
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— 30Λ —
Es scheint anfangs, dass alle Betrachtungen, zu welchen diese Arten von Ausdrücken Veranlassung geben können, sich auf die Umstände beziehen, denen sie ihre Entstehung verdan7 ken, in den Aufgaben deren Lösung sie darbieten; aber man hat sehr grosse Vortheile darin gefunden, sie in die Data gewisser Rechnungen selbst einzuführen, und aus die­sem Gesichtspunkte wollen wir sie betrachten.Ohne irgend eine Idee von Grösse mit dem Ausdruck ______  oy — 1 zu verbinden, kommen wir überein, ihn auf dieselbe Weise zu behandeln als wenn er eine Zahl wäre, deren suc­cessive Potenzen sein λ∖τirden 
wo die. vier ersten sich unendlich oft in derselben Ordnung wiederholen.Nichts hindert uns, algebraische Rechnungen zu machen, worin —1 auf diese Weise behandelt wird; es handelt sich nur darum, dass man wisse, ob es ein Interesse hat dies zu thun, und ob solche Operationen der Analysis neue Hülfsquellen bieten können. Es wird manchmal bequemer sein, ¼—1 durch einen Buchstaben zu ersetzen, dessen Po­tenzen sich alle von einander unterscheiden, während diejeni­gen von y — 1 sich periodisch wiederholen. Indem wir ¼ — 1 durch λ bezeichnen, wollen wir dass λ wie ein gewöhnlicher Factor, nach allen für reelle Zahlen bewiesenen Regeln behan­delt werde; nur wird man, nachdem alle Rechnungen ausge­führt sind, die Potenzen ersetzen durch338. Wenn wir eine Gleichung zwischen Reellen und Imaginären schreiben, wie 
so müssen wir immer vorher wissen dass A=zA' und D = B^. Diese letzten Gleichrmgen sind niemals Consequenzen der er­sten ; sondern die erste ist eine Consequenz von ihnen, und wir würden dieser Gleichung durchaus keinen Sinn beilegen. 
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— 302 —wenn wir nicht unabhängig von ihr wüssten, dass die reellen Theile beiderseits gleich sind, sowie die respectiven Coef­ficienten von V^— 1. Wir legen hierauf Nachdruck, da in vielen Lehrbüchern dieser Punkt umgekehrt verstanden wird.339. Nachdem wir so genau festgestellt haben, in welcher Weise wir den Ausdruck ¼— 1 behandeln werden, so wollen wir an einem ersten Beispiele zeigen, welchen Vortheil seine Einführung in die Rechnung gewähren kann.Betrachten wir die beiden Ausdrücke 
und multipliciren wir sie mit einander, in dem Sinne, den wir hier mit dieser Operation verbinden: wir finden
Wir können daher setzen 
da wir bewiesen haben dass die reellen Theile respective gleich sind, sowie die Coefficienten von ¼—1.Und man folgert hieraus, dass um zwei Ausdrücke von dieser Form durch einander zu dividiren (indem man unter Quotient einen Ausdruck versteht welcher, mit dem Divisor nach den übereinkömmlichen Regeln multiplicirt, den Dividend giebt), man nur den Bogen des Divisors abzuziehen braucht von dem Bogen des Dividenden.Multiplicirt man das Product dieser ersten Ausdrücke mit einem dritten cos y— 1 sin 2, so hat man wieder nur die Bogen y und z zu addiren, was die neue Glei­chung liefert 

und man sieht dass, wie gross auch die Anzahl der Factoren von dieser Form sei, ihr Product immer zum reellen Theil 
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— 303 —den Cosinus der Summe aller Bogen haben wird, und zum CoefiScienten von ¼ — 1 den Sinus derselben Summe. Man kan:^ daher eine der letzten ähnliche Gleichung aufstellen, in­dem man irgend eine Anzahl m von Factoren voraussetzt, weil die reellen Theile, sowie die imaginären, als gleich nachge­wiesen sind. Für den besondern Fall wo x = y = z = ..., erhält man die von Moivre herrührende Formel:
es ist somit bewiesen dass, wenn man die τnte Potenz des Bino ms cos x 4“ V — 1 nach den gemeinen Regeln bil­det, der reelle Theil gleich cos mx sein wird, und der Coef- ficient von ¼— 1 gleich sinmx. Aber die Entwicklung der mten Potenz eines Binoms geschieht nach einer sehr einfachen Formel; man erhält also auf diese Weise die allgemeine Ent­wicklung von cos mx und sin mx·, während τη irgendeine ganze Zahl ist. Diese Formeln sind

Man kann bemerken, dass die Entwicklung von 
sich von der von 
nur unterscheiden würde durch das Zeichen der Glieder, worin sich die ungeraden Potenzen von V— 1 finden, und dass folglich

340. Indem man unter der nten Wurzel eines imaginären Ausdrucks einen andern Ausdruck versteht, der in dem über- einkömmlichen Sinn zur Potenz n erhoben, den ersten wieder- giebt, sieht man dass cos — +lΛTι sin — eine Wurzel von 
n n

9
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— 304 —
cos X ÷ V^ — 1 5Mi X ist, weil wir bewiesen haben, dass um einen derartigen Ausdruck zur nten Potenz zu erheben, man nur den Bogen mit n zu multipliciren braucht. Man hat also 
und wenn man zur Potenz p erhebt, so kommt
welches zeigt dass die Gleichung (1) wahr ist, wenn m irgend eine gebrochene Zahl — ist, indem man hierunter allein ver­steht dass cos X -∖- ]Λ—1 sin — x, zur Potenz n erhoben, 

n · ndie Potenz p von cos x + ¼ — 1 sm x giebt und folglich eine der nten Wurzeln dieser Potenz p ist.Die Gleichung (1) ist noch wahr, wenn m gleich einer ne­gativen Zahl — n. In der That, 

aber dividiren durch cos nx + V-1 sin nx, heisst einen Aus­druck finden der, mit diesem Divisor nach den übereinkömm- lichen Regeln multiplieirt, zum Product den Dividend giebt; also ist dieser Quotient cos nx — ¼— 1 sinnx.Daher
Die Formel (1) ist also wahr, welchen reellen Werth auch m habe; dabei ist jedoch zu bemerken, dass wenn die Potenz m mehrerer Werthe fähig sein sollte, wir allein hier bewiesen haben, dass das zweite Glied einer von ihnen ist.341. Wir wollen jetzt die umgekehrte Aufgabe auflösen, welche darin besteht, cosx'^ und sinx'^ nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen von x zu entwickeln, während m eine ganze Zahl ist.Hierzu setzen wir
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— 305 — ■
daher und folglich
Indem man jetzt bemerkt dass uv = 1, undw* r* =z 2coskx, so erhält man
Wenn m gerade ist, so reducirt sich das Glied, welches in der Mitte der Entwicklung von (w -j- r)”* steht, auf

und bildet das letzte Glied der
Entwicklung von 2”* tos x”*. Wenn wi ungerade, so sind die beiden mittleren Glieder in Beziehung auf u und v von der Form
Ausdrücke welche sich respective auf u und v reduciren, weil zzu = 1. Das letzte Glied der Entwicklung von 2”· coszr”* ist jetzt
Man wird nun sinx'^ entwickeln, indem man bemerkt dass daher 
was immer bedeutet, dass die reellen Theile beiderseits gleich sind, sowie die Coefficienten der V — 1, wenn diese darin bleibt, welches nur dann der Fall sein wird wenn m un­gerade ist.

Dnhanul, Diff.- und Int-Bechnung. 20
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— 306 —Nehmen wir zunächst m gerade an: die von den End­gliedern gleich entfernten Glieder haben dasselbe Zeichen, und wenn man sie zu ie zweien vereinigt, so findet man 
das letzte Glied wird sein 

wo das Zeichen -|- mit gerade, und das Zeichen — rnit^ ungerade correspondirt. Wenn m ungerade, so kann man die Entwicklung darstellen unter der Form
indem man überall uv durch 1 ersetzt*. Wenn man nun be­merkt, dass M* — r* = 2 sin kx, so erhält man, nurdie Coefficienten von V — 1 nehmend, 
das letzte Glied wird sein

TZi 1das Zeichen -j- ist zu nehmen, wenn —-— gerade, und das Zeichen — wenn es ungerade.342. Untersuchen wir jetzt worin der Vortheil besteht, den uns die Anwendung von ¼ — 1 in der Auffindung der Entwicklungen für cosΛJ"*und sin verschafft hat.Wir haben 2 cos x ersetzt durch
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— 307 —welches damit identisch ist, weil die beiden Glieder behandelt wie w’enn sie Zahlen vorstellten, sich auf heben. Und selbst wenn man, statt ¼—1, eine Unbestimmte λ setzt, so kann man' 2 cos x ersetzen durch 
und welche Rechnung man auch mit diesem Ausdruck vor­nimmt, so wird das Resultat nothwendiger Weise unabhängig von λ sein, und die Potenzen dieses Buchstabens von irgend einem Grade werden Null zum Coefficienten haben. Nur die reellea Glieder des Resultates nehmen, heisst die ungeraden Potenzen von λ weglassen und nur die geraden beibehalten was erlaubt ist, weil die Coefficienten einer jeden Potenz von λ Null sind. Wenn man aber λ 2 durch — 1 ersetzt, so kön­nen Reductionen eintreten zwischen den Gliedern, welche ver­schiedenen Potenzen von λ entsprechen, und besonders mit denjenigen, welche λ nicht enthielten und genau diejenigen sind, welche man ohne vorherige Transformation von 2 cos x finden würde. Es können also hieraus neue Combinationen hervor­gehen, welche, ohne den Werth des Resultats zu ändern, ihm eine bequemere Form geben. Dies kommt zurück auf die Addition von Grössen zum Resultate, welche sich aufheben: aber jeden Augenblick sieht man in der Algebra derglei­chen Kunstgriffe die Transformationen erleichtern; und was macht, dass man in dem gegenwärtigen Falle wirklich einen sehr grossen Vortheil daraus zieht, ist, dass die zwei Binome, deren Summe 2 cos x ersetzt, solche sind, dass man die Po­tenzen eines jeden von ihnen augenblicklich durch Multiplication des Bogens erhält, und dass das Product der gleichen Potenzen beider die Einheit ist. Dies hat den Erfolg, dass die mte Potenz von cosx sich unmittelbar ausgedrückt findet durch die Cosinus der Vielfachen von x∖ und ebenso ist es für sinx”^.

Gebrauch der trigonometrischen Linien zur Aus­ziehung der Wurzeln aus Reellen oder Imaginären·343. Die Wurzeln vom Grade m aus einer positiven oder negativen reellen Zahl ÷ A sind die Wurzeln der Gleichung
www.rcin.org.pl



— 308 —
diese Wurzeln lassen sich zurückführen auf diejenigen der Einheit, indem man y = ax setzt, während a die arithmetische Twte Wurzel der Zahl A bezeichnet; die vorgelegte Gleichung wird dadurch zurückgeführt auf die folgende: deren m Vv urzeln wir bestimmen wollen, welche sänuntlich ungleich sind, weil es keinen gemeinschaftlichen Factor giebt zwischen dem ersten Gliede und seiner Ableitung. Es sei zu­nächstWir können 1 darstellen durch einen Ausdruck von der Form 
cos z]Λ—1 sinz, woraus, wie wir wissen, sich leicht die Wurzel ziehen lässt. Man braucht nur zu setzen z= 2nπ, während n irgend eine ganze positive oder negative Zahl ist, und man hat identischAlso giebt der Ausdruck (1) 
mte Wurzeln aus 1 und folglich Werthe von x, für jeden ganzen Werth von n.Aber man erkennt sogleich, dass der Ausdruck (1) sich nicht ändert, wenn man n um m oder um irgend ein Vielfaches von m vermehrt oder vermindert. Es genügt daher, aus der unendlichen Reihe der positiven oder negativen ganzen Zahlen irgend m auf einander folgende zu nehmen; sie werden alle Werthe des Ausdrucks (1) geben. Denn es ist leicht zu sehen, dass sie sämmtlich von einander verschieden sind, weil zwei dieser Bogen nicht denselben Sinus und denselben Cosinus haben können; daher werden alle Wurzeln der Gleichung gegeben durch die Formel 
in welcher man n die Werthe 0, 1, 2 etc. ertheilen wird, bis man m Werthe für das zweite Glied hat; denn dies ist das­selbe wie wenn man für n in der Formel (1), m consecutive Werthe, die einen positiv, die anderen negativ, setzt.
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— 309 —Wenn m gerade ist, so setzt man m — 2k, und es kommt
Man muss jetzt für n die Werthe nehmen 0, 1, 2, . . k. Die beiden äussersten geben x = 1, x = — 1, und alle an­deren Werthe von x sind imaginär, und zu zweien conjugirt und reciprok.Hat man so muss man n die Werthe 0, 1, 2, . . ., k geben.Der erste giebt zc = 1; alle anderen sind imaginär, und zu zweien conjugirt und reciprok.344. Es sei jetzt 

es genügt wieder, m consecutive Werthe von n zu nehmen, weil sie sämmtlich verschiedenen Sinus oder Cosinus entsprechen, und weil alle anderen Werthe von n dieselben Werthe für x liefern würden. Alle Wurzeln der Gleichung werden daher durch die Formel gegeben 
indem man für n von Null an positive Werthe setzt bis man 
m Werthe für das zweite Glied hat. Wenn m = 2k, so sind die Werthe von n 0,1, 2, . . . , ⅛ — 1, und die Werthe von 
X sind alle imaginär, conjugirt und reciprok. Wenn m— 2^j-[- 1, so sind die Werthe von n (i,l,2, . . ., k', der letzte liefert 
X = — 1; alle anderen Werthe von x sind conjugirt und reciprok.Sind die Wurzeln von + 1 bekannt, so erhält man die­jenigen von + ^4, indem man die ersteren mit der arithmeti­schen Wurzel aus Λ multiplicirt.Die reellen Factoren des ersten und des zweiten Grades,
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— 310 —in welche man die Binome ar”* — 1 und zc’" -j- 1 zerfallen kann, lassen sich durch eine sehr einfache Construction darstellen, welche von der Theilung des Kreises in gleiche Theile abhängt, und durch den englischen Geometer Cotes gegeben wurde.345. Suchen wir jetzt die mte Wurzel zu ziehen aus einem Ausdruck von der FormWir können ihn auf die Form bringen indem wir ρ und z durch die beiden Gleichungen bestimmen woraus
Zu grösserer Bequemlichkeit werden wir nur den positiven Werth für ρ nehmen. Bezeichnen wir durch φ den kleinsten positiven Bogen, der zum Cosinus — und zum Sinus — hat;ρ ρman kann ihn, ohne dass diese Linien sich ändern, um irgend eine Anzahl von Peripherien vermehren, und man hat
Man erhält mte Wurzeln von diesem Ausdruck, indem man die arithmetische mte Wurzel von ρ nimmt, und sie mit der Wur­zel des zweiten Factors multiplicirt, welche man durch die Theilung des Bogens erhält; man hat auf diese Weise
Es genügt offenbar, für n m auf einander folgende, positive oder negative Werthe zu setzen; alle anderen würden diesel­ben Resultate geben. Ferner geben diese m Werthe von n verschiedene Werthe für die Sinus oder Cosinus von ·m indem man also für n die Werthe setzt 0, 1, 2, . . . , m— 1, so liefert die Formel 
alle Werthe der gesuchten Wurzel, wobei die oberen, sowie die unteren Zeichen von ¼ — 1 correspondiren.
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— 311 —346. Die Transformation von a + b V — 1 in ρ (cos z -VV — 1 sin z~) führt alle Operationen mit Imagi­nären zurück auf die Operationen mit Ausdrücken von der Form cos z + ¼— 1 sinz, und wir haben gesehen, dass diese sich alle auf die unmittelbar niedrigeren Operationen mit den Bogen zurückziehen, welche Eigenschaften ganz analog sind denjenigen der Exponentialausdrücke.Diese Analogie wird noch vermehrt durch die folgenden Betrachtungen.
D arstellung der Sinus und Cosinus durch imaginäre Exponentialausdrücke.347. Wenn man in der Entwicklung vonverwandelt, und die resultirende Reihe durch v—i bezeich­net, so hat man
Kommt man ebenso überein, durch das Resultat derSubstitution von — zr V — 1 in der Entwicklung von zu bezeichnen, so hat man
Diese Gleichungen kann man wie folgt schreiben: 
(3) woraus man zieht
(4) 
und in allen diesen Formeln muss man nicht vergessen, dass1 und i keinen Sinn als Exponentialausdrückehaben: sie bezeichnen nur die Reihen, welche man erhält, indem man zc ¼ — 1 und — zc in der Entwick­
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— 312 —lung von substituirt, und V — 1 in der übereinLömm- lichen Weise behandelt.348. Es lässt sich leicht beweisen, dass diese imaffinären Exponentialausdrücke nach den nämlichen Regeln behandelt werden müssen, wie wenn die Exponenten reell wären.Nehmen ,wir z. B. an, dass es sich darum handle, i mit e≡'V'~ι zu multipliciren, indem man immer die durch diese Ausdrücke bezeichneten Reihen meint, welche ersetzt werden können durch cosx + V^ι sinx und cosy -j- ¼— 1 siny, wo­
von das Product ist (zr -(-?/)-(- ¼— 1 sin (x y}. Dieser letzte Ausdruck wird in demselben Sinne repräsentirt durch g(x+y)V-1. ajgθ kann man setzen
Die Regel der reellen Exponenten ist also auch bei der Multi- plication imaginärer Exponentialausdrücke gültig, und folge­weise bei ihrer Division, ihrer Potenzirung und Radicirung.Man könnte auch diesen Satz daraus ableiten, dass, weil gleich ist für alle reellen Werthe von x und y,man identisch hat

Die Identität wird nicht gestört, wenn man in beiden Glie­dern X in X ¼— 1 oder y in y ¼— 1 .verwandelt; und man wird immer dieselben reellen oder imaginären Glieder mit den nämlichen Zeichen finden: woraus man folgert
oder auch, indem man y allein in y ¼— 1 verwandelt, gx+yV —1 — gx gy∖∕— 1 gx (gos y ~∖~ V — 1 siπ y).349. Man ist übereingekommen die imaginären Expo­nenten Logarithmen zu nennen, wie die reellen Exponenten. So ist Xy — 1 der Logarithme von (cosy-}“ —Isiny^, und um den Logarithmen eines Ausdrucks von der Form 
a ±δ V — 1 zu erhalten, wird man zunächst setzen
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wo φ der kleinste positive Werth von x ist, und man erhält
Wenn b = Q, so hat man für alle Werthe des Logarithmen von a

Der Bogen φ ist = Null wenn a positiv, und gleich π wenn 
a negativ. Man hat also, indem man unter la den arithme­tischen Logarithmen der Zahl a versteht.
Dieser letzte Ausdruck liefert keinen reellen Werth; der erste liefert einen einzigen.Macht man α = 1 so findet man350. Vermöge der vorhergehenden Formeln kann man die Wurzeln der Gleichungen von der Form ausdriicken. In der That, man zieht daraus zunächst 
Hat man so sind die Werthe von xdie Wurzeln aus Reellen, und wir haben gesehen, wie man dieselben mit Hülfe der trigonometrischen Linien ausdrücken kann.

T-Wenn — q ≤ 0, so sind die Werthe von zr”* von der Form a + b ¼— 1 , und man zieht daraus die Wurzeln, wie Λvir dies ebenfalls angegeben haben.Wenn man mit den Werthen dieser Wurzeln,die reellen Factoren von -j- 4“ 7 bildet, so erkennt man sogleicheine einfache Construction, welche sie geometrisch darstellt und auf der Theilung des Kreises in gleiche Theile beruht.
‘20 *
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Ueber die kürzeste Entfernung zweier unendlich 
nahen Geraden.

351. Wenn man eine Reihe von Geraden betrachtet, deren allgemeine Gleichungen eine oder mehrere Constanten enthalten, deren Werthe sich auf irgend eine Weise stetig ändern können, so kann die kürzeste Entfernung von zweien dieser Geraden, welche einer unendlich kleinen Differenz zwischen den Constanten entsprechen, von derselben Ordnung sein λvie diese Differenz, oder von einer verschiedenen Ord­nung. Betrachten wir z. B. die Normalen einer und der­selben Oberfläche, welche, durch zwei auf dieser Fläche, in unendlich kleiner Entfernung ds von einander, liegende Punkte geführt sind. Ihre kürzeste Entfernung wird im Allgemeinen von derselben Ordnung sein wie ds. Aber wenn die beiden Punkte auf einer und derselben Krümmungslinie liegen, so ist diese Entfernung von einer höheren Ordnung, wie wir im zweiten Theile sehen werden.Ebenso haben auch die Hauptnormalen einer Curve dop≈ pelter Krümmung, d. h. diejenigen, welche durch die Krüm- mungsmittelpunkte gehen, eine gegenseitige Entfernung, welche von derselben Ordnung ist wie diejenige der correspondirenden Punkte auf der Curve. Aber wenn man die Reihe der Nor­malen nimmt, welche Tangenten an einer und derselben Evolute der Curve sind, so wird die kürzeste Entfernung zweier dieser consecutiven Normalen von einer höheren Ordnung sein als diejenige der correspondirenden Punkte der vorgelegten Curve.Der Gegenstand dieser Note ist nun, mit einer grösseren Genauigkeit, als dies bisher geschehen war, die infinitesimale 
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— 315 —Ordnung dieser Entfernung zu bestimmen, und wir werden dies thun mit Hülfe einer Bemerkung von Bouquet. Sie besteht darin, dass, wenn in irgend einer continuirlichen Reihe von Geraden, der Abstand zweier consecutiven allge­mein von einer höheren als der ersten Ordnung ist, er wenigstens von der dritten Ordnung sein wird.In der That, es seien die Gleichungen irgend einer Gerade der Reihe; z/ct, ζ/ά, ζΖα, z∕∕3 seien die Incremente der Constanten, indem man zu einer unendlich nahen Gerade übergeht, welche derselben Reihe angehört: die kürzeste Entfernung ö dieser beiden Geraden ist nach einer bekannten elementaren Formel
Wie nun auch die Anzahl der unabhängigen Variablen sei, welche a, b, a, ß bestimmen, so hat man 

hieraus geht hervor
Wenn nun das erste Glied dadß — dbda nicht Null ist, so ist, da der Nenner von d ein unendlich Kleines erster Ord­nung, und-sein Zähler von der zweiten, d von der ersten Ord­nung. Wenn man dagegen beständig hat

• dadß — dbd a — 0,so wird der Zähler von einer um zwei Einheiten höheren Ord­nung, denn die Gesammtheit der Glieder dritter Ordnung ist 
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— 316 —nichts Anderes als das halbe Differential von dadß — dbda, also Null, weil diese Grösse selbst Null ist.Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Folgerung, dass, wenn die Entfernung zweier consecutiven Geraden, in irgend einer Reihe, allgemein von einer höheren infinitesimalen Ordnung ist als der ersten, sie we­nigstens von der dritten sein wird.Dieser Satz findet Anwendung auf die Tangenten an einer Curve' doppelter Krümmung, auf die Normalen einer Ober­fläche , welche durch die verschiedenen Punkte einer Krüm­mungslinie gehen, etc.Er unterliegt jedoch besonderen Ausnahmen, denn er gründet sich auf Entwicklungen, welche im Allgemeinen mög­lich sind, aber für gewisse singuläre Punkte illusorisch werden können.
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